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Kurzfassung

Kurzfassung

Diese Arbeit beschäftigt sich mit der strukturmechanischen Charakterisierung von Stab-
tragwerken mit dem Ziel, daraus Erkenntnisse und Empfehlungen für den Entwurf ad-
aptiver Tragwerke zu gewinnen und abzuleiten. Unter der strukturmechanischen Cha-
rakterisierung von Stabtragwerken wird die Analyse von wesentlichen lastfallabhängigen
und lastfallunabhängigen Eigenschaften von Tragwerken verstanden, die aus Fachwerk-
und Stabelementen aufgebaut sein können. Zu den analysierten Eigenschaften zählen
der Grad der statischen Unbestimmtheit, die Steifigkeit sowie die Traglast. Die Ausprä-
gungen dieser Charakteristika beeinflussen das Tragverhalten der untersuchten Struk-
turen.

Adaptive Tragwerke besitzen die Fähigkeit, ihren Zustand, der durch Verformungen und
Schnittgrößen beschrieben werden kann, aktiv an veränderte äußere Einflüssen so an-
zupassen, dass bestimmte Ziele erreicht und Grenzwerte eingehalten werden. Die ersten
Ideen, den Zustand von Tragwerken durch aktive Beeinflussung an die äußeren Einflüsse
anzupassen, existieren seit den 1970er-Jahren und wurden seitdem in verschiedenen Be-
reichen weiterentwickelt. Für die Realisierung von Bauwerken konnten sich die Konzepte
bislang aber kaum durchsetzen.

Der im Rahmen dieser Arbeit betrachtete Entwurf von adaptiven Tragwerken beschreibt
sowohl den gesamten Entwurfsprozess, einschließlich beispielsweise des Aufbaus und der
Dimensionierung von Tragwerken, als auch den Entwurf eines Aktuierungskonzepts für
bereits bestehende Tragwerke, die nachträglich verbessert bzw. ertüchtigt werden sollen.
Es wird adressiert, welche strukturmechanischen Voraussetzungen für die Anpassungsfä-
higkeit notwendig sind, welche Eigenschaften von Tragwerken anpassungsfähig gestaltet
werden können, ob Charaktereigenschaften existieren, die nur für adaptive und nicht für
passive Tragwerke eine Rolle spielen, sowie welche Besonderheiten bei der Optimierung
adaptiver Tragwerke beachtet werden müssen. Die Arbeit betrachtet adaptive Tragwer-
ke aus einer strukturmechanischen Perspektive und liefert Einblicke in interdisziplinäre
Zusammenhänge zwischen der Regelungstechnik bzw. Systemdynamik und der Struk-
turmechanik.

In einem ersten Schritt werden verschiedene Varianten, die Aktuierung zu modellieren,
untersucht und verglichen. Die Sensorik und die Regelung werden dabei nicht im De-
tail betrachtet: Für die Sensorik wird angenommen, dass der gesamte Tragwerkszustand
zu jeder Zeit bekannt ist, und der Regler wird durch die Lösung eines Optimierungs-
problems ersetzt, mit dessen Hilfe beispielsweise die Aktorwege ermittelt werden. Bei
der Untersuchung der Modellierung zeigt sich, dass unter den getroffenen Annahmen
die Aktuierung als vorgegebene Stablängenänderung modelliert werden kann. Die Äqui-
valenz dieser Vorgehensweise mit dem Einsatz eines finiten Fachwerk-Aktor-Elements
wird gezeigt und die Alternative, eine effektive Steifigkeitsmatrix bzw. eine effektive
Flexibilitätsmatrix einzusetzen, wird aufgrund der größeren Komplexität verworfen.
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Daraufhin werden zwei Verfahren diskutiert, mit deren Hilfe die Anordnung der Akto-
ren im Tragwerk unabhängig vom einwirkenden Lastfall automatisiert ermittelt werden
kann. Dazu wird ein Verfahren, das basierend auf den Eigenschaften der Gram’schen
Störgrößenkompensierbarkeitsmatrix die Güte einer Aktorplatzierung für beliebige äu-
ßere Lasten quantifiziert, mit einem Verfahren verglichen, das auf der Redundanzmatrix
basiert. Im Gegensatz zum Verfahren mithilfe der Störgrößenkompensierbarkeitsmatrix
wird im Verfahren mit der Redundanzmatrix der iterative Prozess, der aus Erstellung
und Vergleich vieler Aktorplatzierungen besteht, vermieden und durch eine Vorwärts-
rechnung ersetzt. Dieses Verfahren kann nur bei der Schnittgrößenadaption eingesetzt
werden, nicht jedoch bei der Verschiebungsadaption.

Anschließend werden in einer systematischen Studie die Auswirkungen der Aktuierung
auf den Tragwerkszustand und die damit erreichbaren Ziele quantifiziert. Dazu werden
die Einflüsse verschiedener Parameter, wie z. B. die Anzahl an Aktoren, die Ausprägun-
gen verschiedener Tragwerkseigenschaften und das globale Tragverhalten, untersucht.
Zusammengefasst ergeben sich aus der Studie die folgenden Erkenntnisse.

Für die Adaption von Schnittgrößen ist die Voraussetzung, dass diejenigen Elemente
einen Beitrag zum Grad der statischen Unbestimmtheit leisten, in denen Schnittgrößen
verändert werden sollen. Die Untersuchung, welche Elemente einen solchen Beitrag leis-
ten, kann erneut mithilfe der Redundanzmatrix erfolgen. Es werden verschiedene Ziele,
wie z. B. die Entlastung bestimmter Elemente, die Minimierung der Beanspruchung der
gesamten Struktur sowie die Erhöhung der Traglast, untersucht. In Abhängigkeit von
den Ausprägungen der untersuchten Eigenschaften können die Ziele unterschiedlich gut
erreicht werden.

Die Adaption von Verschiebungen erfordert keine Grundvoraussetzung. Prinzipiell kön-
nen in allen Tragwerken die Verschiebungen verändert werden. Auch für die Verschie-
bungsadaption wird die Erreichbarkeit verschiedener Ziele untersucht, darunter die Er-
höhung der Steifigkeit sowie die vollständige Kompensation aller Verschiebungen.

Die Adaption von Verschiebung und die Adaption von Schnittgrößen sind im Allgemei-
nen nicht unabhängig voneinander. In statisch unbestimmten Tragwerken ergeben sich
bei der Adaption von Verschiebungen auch Schnittgrößen, die sich jedoch wieder kom-
pensieren lassen, und bei der Adaption von Schnittgrößen ergeben sich Verschiebungen,
die ebenfalls kompensiert werden können. Dazu ist jedoch jeweils eine größere Anzahl an
Aktoren im Tragwerk nötig als für den isolierten Adaptionsfall. In statisch bestimmten
Tragwerken ist keine Adaption der Schnittgrößen möglich und bei der Adaption von
Verschiebungen ergeben sich deshalb auch keine Schnittgrößen.

Bei der Veränderung von Schnittgrößen und Verschiebungen wird mechanische Arbeit
verrichtet, die ein Maß für den erforderlichen Aufwand darstellt. Weiterhin kann bei-
spielsweise der erforderliche Aktorweg oder die erforderliche Aktorkraft für die Quan-
tifizierung des Aufwands herangezogen werden. Dazu werden im Rahmen der Arbeit
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Untersuchungen durchgeführt, in denen der Aufwand in Abhängigkeit von der Aktor-
platzierung und von den Tragwerkseigenschaften quantifiziert wird. Daraus werden Er-
kenntnisse über den Optimierungsprozess gewonnen, die in der letzten Studie zur mög-
lichen Materialeinsparung genutzt werden.

Die Einsparung von Material eröffnet neben der Erhöhung der Steifigkeit und der Reduk-
tion der Beanspruchung im Material das wesentliche Potential adaptiver Tragwerke. Bei
den Untersuchungen zeigt sich aber, dass bei Tragwerken, deren Dimensionierung maß-
geblich durch die Materialfestigkeit beeinflusst wird, abhängig von den Tragwerkseigen-
schaften, der Aktorplatzierung und der Anzahl an einwirkenden Lastfällen, nur geringe
Materialeinsparungen möglich sind. Bei Tragwerken, deren Dimensionierung maßgeblich
von Steifigkeiten beeinflusst wird, können deutlich größere Materialeinsparungen erzielt
werden. Dabei spielt die Verschiebungsadaption die wesentliche Rolle.
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Abstract

Abstract

This thesis deals with the structural characterization of truss and beam structures with
the aim to gain knowledge and recommendations for the design of adaptive structu-
res. The structural characterization of those structures is understood as the analysis
of essential load-dependent and load-independent properties. The analyzed properties
include the degree of statical indeterminacy, the stiffness, and the ultimate load level.
These characteristics describe the load-bearing behavior of the structures under inves-
tigation.

Adaptive structures have the ability to actively adapt their state, which can be described
by deformations and internal forces, to changing external influences in such a way that
certain objectives are met and limit values are maintained. The first ideas of adapting
the state of structures to external influences by actively influencing them have existed
since the 1970s and have been further developed in various fields since then. They have
hardly become established in the realization of load bearing structures.

The design of adaptive structures considered in this thesis describes both the entire
design process, including, for example, the topology and the sizing of structures, and
the design of actuation concepts for already existing structures that are to be improved
or strengthened. This thesis addresses which mechanical prerequisites are necessary for
adaptability, which properties of structures can be made adaptable, whether character
properties exist that only play a role for adaptive and not for passive structures, as well
as which special features have to be considered when optimizing adaptive structures. The
work considers adaptive structures from a structural mechanics perspective, providing
insight into interdisciplinary relationships between control theory or system dynamics
and structural mechanics.

In a first step, different variants to model the actuation are investigated and compared.
The sensor system and the controller are not considered in detail. For the sensor system,
it is assumed that the entire structure state is known at all times, and the controller
is replaced by the solution of an optimization problem, which is used to determine
the actuator strokes, for example. Examination of the modeling shows that, under the
assumptions made, the actuation can be modeled as a prescribed length change. The
equivalence of this approach with the use of a finite truss-actuator element is shown and
the alternative of using an effective stiffness matrix or an effective flexibility matrix is
rejected due to its greater complexity.

Thereupon, two methods are discussed, which can be used to automatically determine
the placement of the actuators in the structure independent of the load case. For this
purpose, a method that quantifies the quality of an actuator placement for arbitrary
external loads based on the properties of a gramian-type disturbance compensability
matrix is compared with a method based on the redundancy matrix. In contrast to
the procedure using the disturbance compensability matrix, the procedure using the
redundancy matrix avoids the iterative process of creating and comparing many actuator
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placements and replaces it with a forward calculation. This method can only be used
for internal force adaptation, but not for displacement adaptation.

Subsequently, the effects of actuation on the structure and the objectives that can be
achieved with it are quantified in a systematic study. For this purpose, the influences
of different parameters, such as the number of actuators, the characteristics of different
structural properties or the global load-bearing behavior, are investigated. In summary,
the following findings result from the study.

For the adaptation of internal forces, the prerequisite is that those elements make a
contribution to the degree of static indeterminacy in which internal forces are to be
changed. The investigation of which elements make such a contribution can again be done
with the help of the redundancy matrix. Different objectives, such as unloading certain
elements, minimizing the stress on the entire structure and increasing the ultimate load,
are investigated. Depending on the characteristics of the investigated properties, the
objectives can be achieved to varying degrees.

The adaptation of displacements does not require any special prerequisite. In principle,
displacements can be changed in all structures. The achievability of different objectives
is also investigated for displacement adaptation, including the increase of stiffness as
well as the complete compensation of all displacements.

The adaptation of displacements and the adaptation of internal forces are generally not
independent of each other. In statically indeterminate structures, the adaptation of dis-
placements also results in internal forces that can, however, be compensated again, and
the adaptation of internal forces results in displacements that can also be compensated.
However, this requires a larger number of actuators in the structure than for the isolated
adaptation case. In statically determinate structures, no adaptation of internal forces is
possible and therefore no internal forces result from the adaptation of displacements.

During the adaptation of internal forces and displacements, mechanical work is per-
formed, which represents a measure of the required effort. Furthermore, the required
actuator stroke or the required actuator force, for example, can be used to quantify the
effort. For this purpose, investigations are carried out within this work in which the ef-
fort is quantified as a function of the actuator placement and of the structure properties.
This will provide insights into the optimization process, which will be used in the final
study for possible material savings.

In addition to the increase in stiffness and the reduction of stress in the material, the sa-
ving of material opens up the essential potential of adaptive load-bearing structures. The
investigations show that only minor material savings are possible for structures whose
sizing is significantly influenced by the material strength, depending on the structure
properties, the actuator placement and the number of acting load cases. For structures
whose sizing is significantly influenced by stiffness, much greater material savings can
be achieved. Here, the displacement adaptation plays the essential role.
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1
Einleitung

Die Adaptivität von tragenden Strukturen im Bauwesen ist bisher nicht weit verbreitet.
Der Begriff Adaptivität wird in der Fachsprache gleichbedeutend mit Anpassungsfähig-
keit verwendet, ist jedoch nicht im Duden vertreten1. Der im Duden vorhandene Begriff
der Adaptabilität hat sich in der Fachsprache nicht durchgesetzt. Die Anpassung und
Weiterentwicklung der Fachsprache wird mit fortschreitenden Entwicklungen und dem
Gewinn neuer Erkenntnisse erforderlich. Diese sprachliche Adaptivität ergibt sich insbe-
sondere aus der interdisziplinären Zusammenarbeit mit Kolleginnen und Kollegen aus
fachfremden Bereichen, wie sie beispielsweise im Sonderforschungsbereich 1244 „Adap-
tive Hüllen und Strukturen für die gebaute Umwelt von morgen“ stattfindet, in dessen
Rahmen die vorliegende Arbeit entstanden ist. Ein inhaltlicher Überblick über die Ar-
beiten im Sonderforschungsbereich ist in Sobek u. a. (2021) zu finden. Alle beteiligten
Disziplinen müssen sich dabei auf einheitliche Begrifflichkeiten einigen und ihre eigenen
Begriffe anpassen, um eine erfolgreiche Zusammenarbeit gestalten zu können.

In der vorliegenden Arbeit werden deshalb zwei Formen der Adaptivität betrachtet: die
begriffliche Adaptivität bei der Beschreibung und Analyse der begrifflich noch nicht eta-
blierten adaptiven Tragwerke sowie die technische Adaptivität im Rahmen der Struktur-
mechanik. Im Gegensatz zum Bauwesen ist in der Natur die Anpassungsfähigkeit von
Pflanzen und Tieren wesentlich und sorgt für die Weiterentwicklung der Arten unter
sich ändernden Umgebungseinflüssen. Die Nachahmung dieser Adaptivität wird auch
zunehmend in der Technik umgesetzt. Diese Arbeit soll neben dem rein technischen
Erkenntnisgewinn zu adaptiven Tragwerken auch einen Beitrag dazu leisten, die Mög-
lichkeit, Tragwerke adaptiv zu gestalten, in die Sprache und Denkweisen von allen am
Entwurf und an der Umsetzung Beteiligten einfließen zu lassen.

1Stand: Dezember 2021, www.duden.de
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1 Einleitung

1.1 Motivation

In der Zusammenfassung des Berichts des Intergovernmental Panel on Climate Change
wird beschrieben, welche verheerenden Auswirkungen eine weitere Steigerung des CO2-
Ausstoßes auf das Weltklima und das zukünftige Zusammenleben haben wird (IPCC
2021). Nach einem Bericht des United Nations Environment Programme ist der Gebäu-
desektor für rund 38 % der gesamten CO2-Emissionen weltweit verantwortlich (UNEP
2020). Weidner u. a. (2021) stellen fest, dass zur Einhaltung des im Pariser Klima-
schutzabkommen vereinbarten Ziels, die globale Erwärmung unter 1,5 K zu halten, un-
ter Berücksichtigung verschiedener Szenarien der Hochbau in Deutschland spätestens
im Jahr 2050 CO2-neutral sein muss. Deshalb müssen die Entwicklungen der nächs-
ten Jahre, insbesondere im Bauwesen, vom Erreichen der CO2-Neutralität geprägt sein.
Konzepte und Lösungen zur Einsparung dieser Emissionen sind gefragt.

Nach Weidner u. a. (2021) spielen insbesondere die Emissionen zur Herstellung der
Werkstoffe dabei eine entscheidende Rolle, wobei davon rund 70 % auf die tragende
Struktur entfallen. Durch die Nutzung erneuerbarer Energien in der Herstellung der
Werkstoffe kann bereits eine deutliche Reduktion erzielt werden. Jedoch ergeben sich
beispielsweise bei der Zementherstellung CO2-Emissionen aufgrund der ablaufenden che-
mischen Prozesse, die nicht mithilfe des Einsatzes erneuerbarer Energien kompensiert
werden können. Deshalb müssen zusätzliche Maßnahmen ergriffen werden.

Zwei mögliche Beiträge zur Reduktion des Materialeinsatzes werden im Rahmen dieser
Arbeit vorgestellt und weiter untersucht. Einerseits kann durch weitere Verbesserungen
im Leichtbau eine direkte Materialeinsparungen erreicht werden, wenn Bauwerke neu
zu erstellen sind, und andererseits kann die Nutzungsdauer von bereits existierenden
Gebäuden durch verschiedene nachträgliche Verbesserungen deutlich verlängert werden,
sodass der Bedarf eines Neubaus nicht entsteht. Ein Ansatz, der beide Beiträge zur
Reduktion des Materialbedarfs positiv beeinflussen kann, ist, Bauwerke in die Lage zu
versetzten, sich an veränderte Umgebungsbedingungen anzupassen – adaptiv zu sein.
Bauwerke, die in der Lage sind, nach dem Vorbild der Natur auf veränderte Belastun-
gen zu reagieren, können damit einen Beitrag zum Erreichen der Emissionsneutralität
leisten.

1.2 Stand der Technik

Im Folgenden werden wesentliche wissenschaftliche Arbeiten und erreichte Meilenstei-
ne für den Einsatz adaptiver Tragwerke im Bauwesen vorgestellt. Zusätzlich werden
Beschränkungen im heutigen Stand der Technik aufgezeigt, die den Forschungsbedarf
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unterstreichen. Die folgende Darstellung des Stands der Technik hat keinen Anspruch
auf Vollständigkeit, es werden hauptsächlich die für die vorliegende Arbeit relevanten
Arbeiten vorgestellt.

Zum ersten Mal beschreiben Zuk und Clark (1970) die Idee, das Verhalten von tra-
genden Strukturen durch den Einbau einer veränderlichen Vorspannung an die äußeren
Einflüsse anpassen zu können. Darauf folgt eine Vielzahl von Arbeiten, die sich aus
der Sicht der Regelungstechnik mit dem Aufbau solcher Systeme und der Kompen-
sation von Verschiebungen infolge von Wind- und Erdbebenanregung von Bauwerken
beschäftigt (Roorda 1975; Samali u. a. 1985; Yang und Samali 1983; Yao 1972).
Abdel-Rohman und Leipholz (1983) vergleichen den Einsatz adaptiver Vorspannung
mit den Möglichkeiten aus der Nutzung passiver Schwingungstilger, insbesondere tuned
mass dampers, die bereits in Hochhäusern zur Reduktion von Schwingungen verwendet
werden.

Die Analyse der Regelung und deren Entwurf wird in der vorliegenden Arbeit nicht
weiter betrachtet. Der Fokus dieser Arbeit liegt auf dem Tragwerk, das adaptiv gestaltet
werden soll und dabei insbesondere auf den strukturmechanischen Eigenschaften des
Tragwerks und deren Anpassbarkeit. Einige dieser Eigenschaften werden von Wada
(1992) für die Anwendung in der Raumfahrttechnik beschrieben.

Viele Arbeiten beschäftigen sich mit der Kompensation von Schwingungen und Ver-
schiebungen bzw. der Erhöhung der Steifigkeit von Strukturen durch den Einsatz von
Aktoren (Ramesh u. a. 1991; Sener u. a. 1993; Soong und Manolis 1987). Von
Pellegrino (1986) werden Spannungszustände in Tragwerken beschrieben, die sich
ohne äußere Lasten im Gleichgewicht befinden und deshalb als Eigenspannungszustän-
de bezeichnet werden. Außerdem wird beschrieben, dass sich diese Zustände durch den
Einsatz von Aktoren erzeugen lassen. Zudem gibt Pellegrino (1986) an, wie diese Zu-
stände ermittelt werden können. In vielen weiteren Arbeiten werden damit Verschiebun-
gen in Strukturen reduziert oder kompensiert, ohne dass dabei Schnittgrößen entstehen
oder die entstehenden Schnittgrößen gezielt beeinflusst werden (Irschik und Ziegler
2001; Kawaguchi u. a. 1996; Nyashin u. a. 2005; Saeed und Kwan 2016; You
1997). Verschiedene Ziele, die der Aktuierung zugrunde liegen, werden von Senatore
und Reksowardojo (2020) beschrieben.

Die gezielte Beeinflussung von Schnittgrößen wird beispielsweise von Irschik und
Pichler (2005) beschrieben, wobei die Verschiebungen im Tragwerk nicht beeinflusst
werden sollen. Ansätze zur Homogenisierung der Spannungen bzw. des Ausnutzungs-
grads der zulässigen Spannungen in einer Struktur werden beispielsweise von Neuhäu-
ser (2014) und Böhm u. a. (2019) beschrieben. Steffen u. a. (2020) beschäftigen sich
in aktuellen Arbeiten mit der Aktuierung von Schnittgrößen und den dafür notwendigen
Voraussetzungen.
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1 Einleitung

Nach der Kenntnis des Autors zielen diese Arbeiten hauptsächlich auf die Aktuierung von
Verschiebungen unter Umständen in Kombination mit der Aktuierung von Schnittgrößen
ab. Die Aktuierung von Schnittgrößen, die dafür notwendigen Voraussetzungen und
insbesondere die Potentiale, die damit erschlossen werden können, wurde bisher nur in
wenigen Arbeiten systematisch betrachtet.

Einen guten Überblick über die Arbeiten im Bereich der adaptiven Strukturen bieten
die Arbeiten von Soong (1988), Soong und Spencer (1992) und Korkmaz (2011)
sowie die Arbeiten mit lehrbuchartigem Charakter Leipholz und Abdel-Rohman
(1986) und Utku (1998).

Es existieren bereits mehrere adaptive Tragwerke, deren Realisierung in der Litera-
tur beschrieben ist. Edberg u. a. (1992) beschreiben die Realisierung eines adaptiven
Fachwerkträgers mit dem Einsatz von piezoelektrischen Aktoren. Daneben existiert viel
Literatur aus dem Bereich der Sensorik und Aktorik mithilfe des piezoelektrischen Ef-
fekts, was aber in der vorliegenden Arbeit nicht weiter betrachtet wird. Reinhorn u. a.
(1992) beschreibt die Realisierung eines adaptiven Fachwerks, das mit der neueren Rea-
lisierung im Rahmen des Sonderforschungsbereichs 1244, die in Weidner u. a. (2018)
beschrieben ist, vergleichbar ist. Weitere Beispiele und ein Überblick über bisherige
Realisierungen finden sich in Kwan und Pellegrino (1993), Teuffel (2004) sowie
Senatore (2016).

Analysemethoden

Im Folgenden werden kurz die wissenschaftlichen Arbeiten vorgestellt, die relevant für
die eingesetzte Methodik zur Analyse adaptiver Stabtragwerke sind. Kirsch (1976)
beschreibt die Analyse von adaptiven Tragwerken mit dem Kraftgrößenverfahren. Von
Abdel-Rohman und Leipholz (1983) wird die Aktuierung von Hochhaustragwerken
im Rahmen der direkten Steifigkeitsmethode mithilfe äußerer Kräfte modelliert, die als
Gleichgewichtsgruppen aufgebracht werden. Patnaik und Joseph (1986) analysieren
adaptive Strukturen unter Verwendung des Kraftgrößenverfahrens und beschreiben in
der Arbeit den Übergang von der standard force method, bei der ein statisch bestimm-
tes Grundsystem gewählt werden muss, zur integrated force method, bei der die statisch
unbestimmten Eigenspannungszustände automatisiert numerisch aus den kinematischen
Zusammenhängen abgeleitet werden. Dazu werden die unter anderem von Pellegrino
(1986) ausführlich vorgestellten fundamentalen Unterräume der Gleichgewichtsmatrix,
die in der vorliegenden Arbeit in Abschnitt 2.1.4 vorgestellt wird, eingesetzt. Kwan
und Pellegrino (1993) verwenden zur Modellierung der Aktuierung in der direkten
Steifigkeitsmethode selbst formulierte Aktorelemente. Kawaguchi u. a. (1996) setzen
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zur Analyse adaptiver Strukturen eine Matrix ein, die eine große Ähnlichkeit zur Re-
dundanzmatrix aus Abschnitt 3.1.2 aufweist. Mithilfe der Pseudoinversen wird damit die
notwendige Aktuierung von Strukturen in einem Schritt so ermittelt, dass sich vorge-
gebene Elementkräfte und Knotenverschiebungen einstellen. Kołakowski u. a. (2008)
beschreiben den Gedanken, dass verschiedene Änderungen der Struktur, beispielsweise
eine Vorspannung oder Aktuierung, auch als Änderung eines effektiven Querschnitts in-
terpretiert werden können. In aktuellen Arbeiten werden von Reksowardojo (2020)
und Sachse u. a. (2021) adaptive Strukturen bei geometrisch nichtlinearem Struktur-
verhalten analysiert.

Aktorplatzierung

Ein wesentlicher Faktor bei der Analyse adaptive Strukturen in der Entwurfs- und Pla-
nungsphase ist die Anordnung der Aktoren im Tragwerk. Dieses Problem kann als binär
bezeichnet werden, da jedes Element entweder Aktor oder kein Aktor ist bzw. einen
parallel angeordneten Aktor erhält oder nicht. In Tragwerken, in denen viele mögliche
Orte für Aktoren existieren, ist die Lösung durch Ausprobieren aller Möglichkeiten auf-
grund des kombinatorischen Charakters dieses Problems zu aufwändig. Deshalb gibt es
verschiedene Verfahren, das Problem zu lösen.

Die folgenden Arbeiten beschäftigen sich mit der Platzierung von Aktoren zur Anpas-
sung von Verschiebungen und Schnittgrößen in Stabtragwerken im Rahmen der linearen
Theorie bei kleinen Verformungen und Verzerrungen. Um Aktoren zur Adaption von
Verschiebungen zu platzieren, wird zuerst von Haftka und Adelman (1985) der Ein-
satz heuristischer Algorithmen zur Aktorplatzierung in Stabtragwerken vorgeschlagen.
Burdisso und Haftka (1990) beschreiben einen Ansatz, der auf statistischen Maßen
basiert. Viele Verfahren zur Aktorplatzierung beruhen auf dem Einsatz von verschiede-
nen Einfluss- oder Sensitivitätsmatrizen und daraus abgeleiteten Gütemaßen. Das u. a.
(1991) beschreiben einen Algorithmus zur Aktorplatzierung basierend auf einer Matrix,
die Ähnlichkeiten zur gewichteten Redundanzmatrix aus Abschnitt 3.1.2 aufweist. Wei-
tere Verfahren zur Platzierung von Aktoren zur Adaption des Kraftzustands werden von
Jalihal u. a. (1996) und Kawaguchi u. a. (1996) vorgeschlagen. In der Arbeit von
Holnicki-Szulc u. a. (1998) werden mithilfe einer Spannungseinflussmatrix aktive
Dämpferelemente platziert, die ihre lokalen Eigenschaften zum Beispiel zur Dissipati-
on von Energie bei außergewöhnlichen Belastungen ändern können. Die im Lastpfad-
management von Teuffel (2004) enthaltene Methodik zur Platzierung der Aktoren
basiert ebenfalls auf Einflussmatrizen für Verschiebungen und Schnittgrößen. Einfluss-
matrizen werden auch beispielsweise von Steffen u. a. (2020) in aktuellen Arbeiten
untersucht und genutzt. Kwan und Pellegrino (1993) berechnen die optimalen Orte
für Aktoren mit dem Gütemaß, dass ein bestimmter Vorspannungszustand mit möglichst
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geringen Aktorwegen hergestellt werden soll, wodurch das kombinatorische Problem der
Aktorplatzierung in ein beschränktes lineares Optimierungsproblem umgewandelt wird.
Die bisher genannten Arbeiten sind rein statischer bzw. quasi-statischer Natur. Padula
und Kincaid (1995) und Padula und Kincaid (1999) stellen Strategien zur Aktor-
platzierung mit einem Greedy-Algorithmus und Gütemaßen aus einer Einflussmatrix zur
Dämpfung von Vibrationen vor. Furuya und Haftka (1995) platzieren Aktoren in ei-
ner Struktur zur Dämpfung von Vibrationen mit einem genetischen Algorithmus, wobei
eine sehr große Anzahl an Auswertungen der Zielfunktion notwendig ist, weshalb dieses
Verfahren nicht allgemein anwendbar ist. Aktoren, die große Bewegungen hervorrufen
und damit im Rahmen einer geometrisch nichtlinearen Analyse platziert werden müs-
sen, können beispielsweise mithilfe heuristischer Algorithmen platziert werden (Marker
u. a. 2019; Sachse u. a. 2021).

Nach der Kenntnis des Autors basieren die meisten Algorithmen zur automatisierten Ak-
torplatzierung auf Optimierungsverfahren, die durch die Kombinatorik des Anordungs-
problems lange Rechenzeiten erfordern. Weiterhin existieren insbesondere im Bereich
der Platzierung von Aktoren bisher keine Untersuchungen die auf energetische Aspekte
abzielen.

Tragwerksentwurf und Strukturoptimierung

Die Strukturoptimierung von adaptiven Tragwerken unter Berücksichtigung der Mög-
lichkeit zur Aktuierung wird das erste Mal von Kirsch (1976) im Rahmen einer Quer-
schnittsoptimierung beschrieben. Dabei wird auch ein aus drei Elementen bestehendes
Fachwerk diskutiert, das in leicht abgewandelter Form in der vorliegenden Arbeit als
Drei-Stab-Tragwerk bezeichnet wird. Weiterhin wird bereits hier die Äquivalenz der
Traglast eines Tragwerks und der maximal erreichbaren Last, bei der das Tragwerk
durch Aktuierung noch elastisch bleiben kann, erkannt. In der nachfolgenden Arbeit be-
schreiben Kirsch und Moses (1977) den grundlegenden Gedanken, dass die optimierte
adaptive Struktur immer mindestens so gut ist wie die passive Struktur, da der Ent-
wurfsraum im passiven Fall als Spezialfall mit Null-Aktuierung im Entwurfsraum des
adaptiven Falls enthalten ist. Mithilfe strukturmechanischer Einsicht in das Problem
der Querschnittsoptimierung adaptiver Strukturen entwickelt Kirsch (1987) den An-
satz, den Prozess in mehrere Einzelschritte zu unterteilen. Dabei werden in einem ersten
Schritt, dem equilibrium linear program (ELP), die minimal notwendigen Querschnitts-
werte nur mithilfe der Statik-Gleichung ermittelt. Die Entwurfsvariablen im ELP sind
Querschnittsflächen und Schnittgrößen. Im zweiten Schritt, dem non-linear program,
werden Werkstoff- und Kinematik-Gleichungen zusätzlich in der Optimierung berück-
sichtigt und mithilfe der Aktuierung, die die Entwurfsvariable darstellt, erfüllt. Das
Potential zur Masseneinsparung durch Änderung des Kraftzustands in einer Struktur
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beim Einsatz von Adaptivität wird mit der eben beschriebenen Methode von Kirsch
(1989) untersucht. Von Messac und Malek (1992) wird vorgeschlagen, die Parameter
der Regelung und die Struktur synchron in einem Optimierungsproblem zu formulie-
ren. Beispiele zur Optimierung von Tragwerken, für die analytische Lösungen existieren,
werden von Holnicki-Szulc (1995) gezeigt.

Sobek (2000) beschreibt das Potential selbstanpassender Systeme im Bauwesen als
weitreichend und noch nicht überschaubar. Aus dieser Gruppe präsentiert daraufhin
Teuffel (2004) das Lastpfadmanagement, ein Werkzeug zur Querschnittsoptimierung
und zur Formoptimierung von adaptiven Fachwerkstrukturen. Das Verfahren basiert
auf der von Kirsch (1987) vorgeschlagenen Zweischrittlösung. Der erste Ansatz zur
Optimierung der Topologie von adaptiven Fachwerken wird darauf aufbauend von Le-
maitre (2008) beschrieben. Darin werden verschiedene Indikatoren eingesetzt, die den
Vergleich verschiedener Entwürfe untereinander ermöglichen. Die Querschnittsoptimie-
rung aus dem Lastpfadmanagement wird von Senatore (2016) um die Minimierung der
Gesamtenergie erweitert. Einen guten Überblick über bisherige Ansätze zum Entwurf
und zur Optimierung adaptiver Strukturen geben Senatore u. a. (2019). Fröhlich
u. a. (2019) beschreiben ein Beispiel zur Optimierung einer adaptiven Struktur, die auch
im weiteren Verlauf der Arbeit vorgestellt wird, unter Berücksichtigung dynamischer Ef-
fekte und mit dem Ziel der Minimierung des Aktuierungsaufwands.

Von Heidenreich (2015) wird die Idee formuliert, die Steifigkeit des Tragwerks durch
das Einbringen von Aktuierungsarbeit zu ersetzen und damit die im Material gebun-
dene graue Energie zu minimieren. Senatore u. a. (2019) verrechnen diese Arbeit
und Energie unter zusätzlichen Annahmen, um in der Optimierung ein Minimum dieser
aufaddierten Gesamtenergie zu bestimmen. In jüngerer Zeit wurde von Wang und Se-
natore (2020) vorgeschlagen, ein „All-In-One“-Optimierungsproblem zu formulieren,
in dem neben den Querschnitten beispielsweise auch die Anordnung der Aktoren opti-
miert wird. Die Lösung des entstehenden gemischt-ganzzahligen Optimierungsproblems
ist jedoch sehr aufwändig und wird daher nur zur beispielhaften Validierung anderer
Verfahren eingesetzt.

Reksowardojo u. a. (2020) beschreiben einen Ansatz zur Optimierung adaptiver
Strukturen unter Berücksichtigung geometrischer Nichtlinearität. Im Bereich der Op-
timierung von adaptiven Flächentragwerke existieren Arbeiten beispielsweise von Ma-
sching (2016) und Geiser u. a. (2017). Diese Richtungen werden in der vorliegenden
Arbeit jedoch nicht weiter betrachtet.

Nach der Kenntnis des Autors liegt der Fokus in den bisherigen wissenschaftlichen Arbei-
ten auf dem Aufzeigen der methodischen Grundlagen und der Potentiale, die erschlossen
werden können. Der Einfluss einzelner strukturmechanischer Charakteristika auf das Er-
gebnis von Optimierungen und damit auch auf die Potentiale adaptiver Strukturen wur-
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de noch nicht systematisch untersucht. Zudem wurde noch nicht systematisch versucht,
ein Verständnis für die Auswirkungen verschiedener Einflussfaktoren auf das resultie-
rende adaptive Tragwerk zu entwickeln, um damit den Entwurfsprozess unabhängiger
von Blackbox-Optimierungsverfahren zu machen.

1.3 Zielsetzung

Das Ziel dieser Arbeit ist die strukturmechanische Charakterisierung von Stabtragwer-
ken und der Gewinn von Erkenntnissen für den Entwurf und die Optimierung adaptiver
Tragwerke aus den beschriebenen Charakteristika.

Der Weg zur Charakterisierung und zum Erkenntnisgewinn beinhaltet unter anderem
die Beantwortung folgender grundlegender Fragen:

• Welche strukturmechanischen Voraussetzungen sind für die Anpassungsfähigkeit
notwendig und mit welchen Verfahren lassen sich diese unter welchen Annahmen
quantifizieren?

• Welche Eigenschaften können adaptiv gestaltet werden?

• Welche strukturmechanischen Eigenschaften adaptiver Strukturen sind günstig für
die Adaptivität und sollen deshalb im Entwurf und in der Optimierung angestrebt
werden?

• Existieren Charakteristika, die nur in adaptiven und nicht in passiven Tragwerken
beobachtet werden?

• Ist eine gute passive Struktur, die nachträglich adaptiv gemacht wird, auch eine
gute adaptive Struktur?

Auf dem Weg zur Beantwortung dieser Fragen werden einzelne adaptive Tragwerke im
Hinblick auf deren Potential und Performanz untersucht. Die Analyse des Potentials
beschäftigt sich damit, was ein adaptives Tragwerk wie gut kann und die Analyse der
Performanz damit, mit welchem Aufwand ein Ziel erreicht werden kann.

Weiterhin stellt sich an vielen Stellen die methodische Frage, ob der Einsatz von Blackbox-
Optimierungen vermieden werden kann. Bestenfalls können diese mithilfe von struktur-
mechanischem Problemverständnis durch den Einsatz von anschaulichen Verfahren oder
Vorwärtsrechnungen ersetzt werden.
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1.4 Aufbau der Arbeit

Kapitel 2 beschreibt die zum Verständnis der Arbeit notwendigen Grundlagen aus
dem Bereich der Strukturmechanik und der Optimierung und führt insbesondere die
verwendeten Schreibweisen ein. Dieses Kapitel liefert die Basis für die Analysen und
Studien, die in den folgenden Kapiteln vorgestellt werden.

Kapitel 3 beschreibt die für die vorliegende Arbeit maßgebenden Charakteristika von
Stabtragwerken und dazu Vorgehensweisen, wie diese Charakteristika mithilfe der Me-
thoden aus Kapitel 2 ermittelt werden können. Der Fokus liegt dabei auf den Eigen-
schaften, die für das Tragverhalten von Stabtragwerken entscheidend sind und deren
Anpassbarkeit erzielt werden soll.

In Kapitel 4 werden adaptive Stabtragwerke vorgestellt. Die Unterschiede in Aufbau
und Funktionsweise werden in Abgrenzung zu herkömmlichen Stabtragwerken erläu-
tert. Es werden Möglichkeiten zur Modellierung der Adaptivität vorgestellt, mit deren
Hilfe im Anschluss die Anpassbarkeit des Tragwerkszustands und damit der Tragwerks-
eigenschaften analysiert werden kann. Zudem werden Methoden vorgestellt, die eine
optimalen Anordnung der Aktoren automatisiert ermitteln können.

Kapitel 5 beschreibt die Studien, in denen anhand von Fallbeispielen für verschiede-
ne adaptive Tragwerke jeweils das Potential und die Performanz systematisch analysiert
werden. Dazu wird in vier Abschnitten jeweils ein ausgewählter Aspekt untersucht und in
einer abschließenden Synthese werden die jeweiligen Schlussfolgerungen für wünschens-
werte und vorteilhafte Eigenschaften und Fähigkeiten diskutiert.

Kapitel 6 fasst die in den Kapiteln 4 und 5 vorgestellten Beobachtungen und Er-
kenntnisse zusammen. Weiterhin werden anhand ausgewählter Aspekte neue Vorschläge
dargestellt, wie die vorgestellten Arbeiten zukünftig erweitert und vertieft werden kön-
nen.
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2
Grundlagen

Die Analyse von Tragwerken ist der erste Schritt zum Verständnis der Funktionsweise
und der Eigenschaften adaptiver Strukturen. Dazu werden in Abschnitt 2.1 die Grund-
gleichungen der linearen Strukturmechanik anhand von Fachwerkstrukturen eingeführt.
Aufbauend auf der Strukturanalyse werden im weiteren Verlauf der Arbeit mithilfe von
Optimierungsverfahren die Auswirkungen von Ausprägungen einiger strukturmechani-
scher Eigenschaften auf das Potential und auf die Performanz von Strukturen bewertet.
Daraus kann ein Verständnis für strukturmechanische Anforderungen an Tragwerke, die
adaptiv gestaltet werden sollen, entwickelt werden. Dazu wird in Abschnitt 2.2 zunächst
ein Überblick über die Anwendungsbereiche der Strukturoptimierung gegeben. Anschlie-
ßend werden die in dieser Arbeit auftretenden Problemstellungen und das eingesetzte
Optimierungsverfahren vorgestellt.

Die strukturmechanische Betrachtung und die Strukturoptimierung kommen in dieser
Arbeit somit als Hilfsmittel zum Einsatz, durch die ein tieferes Verständnis für ad-
aptive Tragwerke und deren Eigenschaften entwickelt wird. Mithilfe des gewonnenen
Verständnisses können sowohl der Entwurf als auch der Entwurfsprozess von adaptiven
Tragwerken verbessert werden.

Das Kapitel hat nicht den Anspruch, einen vollumfänglichen Überblick über die ein-
gesetzten Methoden und Alternativen zu geben, es dient vielmehr der Einführung von
Bezeichnungen und Schreibweisen, insbesondere der formalen Basis der „Matrizensta-
tik“, die für das Verständnis der Arbeit unerlässlich sind.

2.1 Strukturmechanik

Die Strukturmechanik ist ein Teilgebiet der Kontinuumsmechanik. Die Kontinuumsme-
chanik wird von Altenbach (2015) als eine phänomenologische Feldtheorie beschrie-
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ben. Aus Beobachtungen und Experimenten wird dabei eine mathematische Beschrei-
bung des mechanischen Verhaltens von Kontinua generiert. Die Kontinuumsmechanik
umfasst die Beschreibung von Festkörpern, Flüssigkeiten und Gasen. Die Strukturme-
chanik im Speziellen befasst sich mit der mechanischen Beschreibung von Festkörpern,
die bestimmte geometrische Grundobjekte darstellen. Die behandelten Festkörper sind
beispielsweise Balken oder Fachwerkstäbe, die durch Linien beschrieben werden können,
Platten oder Scheiben, die als ebene Flächen beschrieben werden können, sowie Schalen
oder Membrane, die im Allgemeinen als gekrümmte Flächen beschrieben werden kön-
nen. Den Kern der Strukturmechanik bildet dabei die Übertragung der Grundgleichun-
gen der Kontinuumsmechanik für die Beschreibung des allgemeinen dreidimensionalen
Kontinuums auf diese Grundobjekte. Dies wird als Dimensionsreduktion bezeichnet, da
die Gleichungen vom dreidimensionalen Kontinuum durch zusätzliche Annahmen auf
die eben genannten ein- bzw. zweidimensionalen Geometrien übertragen werden. Diese
Reduktion führt nicht zwangsläufig zu einer Vereinfachung der Theorien, jedoch ver-
bessert sich häufig die Lösbarkeit des Problems und es kann tiefere Einsicht in das
mechanische Problem gewonnen werden. Beispielsweise ist eine der Eigenschaften, de-
ren Betrachtung diese tiefere Einsicht bietet, der Grad der statischen Unbestimmtheit
einer Struktur. Dieser wird in Abschnitt 3.1.1 eingeführt und spielt in der vorliegenden
Arbeit eine wichtige Rolle. Die Grundlagen im Bereich der Strukturmechanik werden
im Folgenden für eine rein statische bzw. quasi-statische und stationäre Betrachtung
vorgestellt. Dafür werden Effekte aus der Massenträgheit (statisch bzw. quasi-statisch)
und eventuelle zeitabhängige Effekte (stationär) vernachlässigt.

In der Modellbildung wird die Entscheidung getroffen, wie weit abstrahiert werden darf
und welche relevanten Effekte abgebildet werden müssen. Dabei gilt das berühmte Zitat
von Albert Einstein1: „So einfach wie möglich, aber nicht einfacher“. Stark vereinfach-
te Modelle bilden das reale Verhalten unter Umständen nicht ausreichend genau ab,
jedoch können sehr komplexe Modelle nur schwerer verstanden werden und sowohl Mo-
dellierung als auch Simulation und Fehlersuche sind meist deutlich aufwändiger. In der
vorliegenden Arbeit werden vorwiegend Fachwerke untersucht, die den Stabtragwerken
zugeordnet sind. Fachwerkstrukturen sind aus abschnittsweise geraden Fachwerkstäben
aufgebaut, die sich wiederum dadurch auszeichnen, dass zwei Abmessungen (Breite und
Höhe) viel kleiner sind als die dritte Abmessung (Länge). Deshalb werden für die Dar-
stellung des strukturmechanischen Modells eines Fachwerks nur die geraden Stabachsen
der einzelnen Stäbe verwendet. Zusätzlich sind Annahmen über die Querschnittsflächen
und -formen der Elemente sowie über die Verbindungen der einzelnen Stäbe untereinan-
der zur Beschreibung des Tragwerksmodells notwendig. Vereinfachend wird im Rahmen
dieser Herleitung angenommen, dass in einem Fachwerkstab zwischen zwei Knoten ein

1Albert Einstein (1879–1955)
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konstanter Querschnitt vorhanden ist. Dem Prinzip von de St. Venant2 folgend wird
angenommen, dass Effekte aus der Lasteinleitung bzw. Lagerung nach einem kurzen Ab-
klingbereich zu vernachlässigen sind. Da der Fokus dieser Arbeit nicht auf der Analyse
und konstruktiven Durchbildung dieser Details liegt, werden lokale Effekte in der Model-
lierung vernachlässigt. Die Verbindung zwischen den einzelnen, abschnittsweise geraden
Fachwerkstäben wird als gelenkig angenommen, in dem Sinne, dass sich zwei Fachwerk-
stäbe an einem gemeinsamen Knoten reibungsfrei gegeneinander verdrehen können. Es
wird jedoch davon ausgegangen, dass die Rotation eines Fachwerkstabs um seine eigene
Achse verhindert ist. Diese wird daher in der Modellierung nicht berücksichtigt. Zusätz-
lich wird die Lagerung, die beispielsweise das Fundament eines Bauwerks darstellt, als
unnachgiebige Festhaltung modelliert.

Der gesamte Zusammenbau der Tragwerkselemente einschließlich der Lagerung wird
auch als Tragwerk, System oder statisches System bezeichnet. Da in der vorliegenden
Arbeit keine begriffliche Unterscheidung zwischen dem realen Bauwerk und dem reinen
Modell vorgenommen wird, werden die Begriffe Tragwerk und Tragwerksmodell bzw.
Modell im Folgenden gleichbedeutend verwendet.

Auf das gelagerte Tragwerk wirken Belastungen ein, die als resultierende Einzelkräf-
te auf die Fachwerkknoten aufgebracht werden. Im Rahmen der hier durchgeführten
Betrachtungen von idealen Fachwerken werden nur Knotenlasten und keine verteilten
Kraftlasten betrachtet. Jede Knotenlast wirkt dabei zentrisch auf den Knoten, eventuell
vorhandene Exzentrizitäten werden nicht berücksichtigt.

Unter dem Begriff Stabtragwerke werden neben den Fachwerkstrukturen zum einen auch
Strukturen aus Balken mit biegesteifen Verbindungen zwischen den einzelnen Elemen-
ten und zum anderen Strukturen, die aus Fachwerkstäben und Balken aufgebaut sind,
zusammengefasst. Die Vorgehensweise zur Analyse von allgemeinen Stabtragwerken un-
terscheidet sich von der Analyse reiner Fachwerkstrukturen nur durch die Größen von
Vektoren und Matrizen sowie durch die Zahlenwerte der Variablen. Jedoch kann dieselbe
formale Basis verwendet werden. Deshalb wird die Herleitung der strukturmechanischen
Grundgleichungen und dieser formalen Basis im Folgenden am Beispiel des Fachwerks
vorgenommen, wodurch eine signifikante Verkürzung und Vereinfachung der Herleitung
erzielt werden kann. Die folgenden Abschnitte zu den Grundlagen der Strukturmechanik
sind angelehnt an Hjelmstad (2005), Livesley (1964), Argyris (1957) und Strang
(1986).

2Adhémar Jean Claude Barré de Saint-Venant (1797–1886)
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unverformte Lage

verformte LageX2

X1

X0 (x)
d (x)

X (x)

z
x

Abbildung 2.1: Fachwerkstab in unverformter und verformter Lage

2.1.1 Bewegung und Verzerrung

Zur Ermittlung der mechanischen Beanspruchung wird in einem ersten Schritt die Bewe-
gung der betrachteten Struktur beschrieben. Diese Bewegung setzt sich im Allgemeinen
aus einem Starrkörperanteil, der wiederum aus Rotation und Translation besteht, und
einem Formänderungsanteil zusammen.

In Abbildung 2.1 ist die Bewegung eines Fachwerkstabs dargestellt. Für die Beschreibung
der auftretenden Größen wird zunächst nur ein globales Koordinatensystem verwendet.
Im weiteren Verlauf wird ein lokales (Stab-)Koordinatensystem eingeführt, dessen x-
Achse gleich der Systemachse des Fachwerkstabs bzw. der Verbindungslinie der beiden
Endpunkte ist. Orthogonal zur Systemachse beschreiben die lokalen y- und z-Achsen die
Ebene, in der der Querschnitt des Stabs definiert ist. Bei der Betrachtung von ebenen
(zweidimensionalen) Stabtragwerken in einer Ebene beschreibt die gestrichelt dargestell-
te Faser die positive Richtung der lokalen z-Achse.

Die Verschiebung eines Punktes x wird mithilfe der in Abbildung 2.1 eingeführten Grö-
ßen als die Differenz der Ortsvektoren in verformter Lage X und unverformter Lage X0

definiert als

d (x) = X (x) − X0 (x) . (2.1)

Wesentlich für die Dimensionsreduktion von Fachwerkstäben ist die Annahme einer kon-
stanten Verschiebung über den Querschnitt, weshalb der Verschiebungsvektor d (x), der
die Bewegung des Stabs beschreibt, nur eine Funktion der lokalen x-Koordinate ist.

Zur Ermittlung der Beanspruchung im Material wird aus den Verschiebungen mithilfe
der sogenannten Kinematik-Gleichung die Verzerrung berechnet. Für die eindimensio-
nale Elastizität ist die Verzerrung ε (x), die auch als Ingenieurdehnung bezeichnet wird,
als die Ableitung der Verschiebungsfunktion in Stablängsrichtung dx (x) nach dem Ort x

14
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unverformte Lage

verformte LageX2

X1

dx (L)

L

ℓdx (0)

Abbildung 2.2: Längenänderung des Fachwerkstabs bei einer Bewegung

definiert:

ε (x) = ddx (x)
dx . (2.2)

Die Bewegung wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit linearisiert. Daraus ergibt sich
der Anteil der Verschiebung, der eine Formänderung hervorruft, immer als Projektion
der gesamten Verschiebung auf die Stabachse in der unverformten Lage. Diese Verein-
fachung wird auch als Theorie I. Ordnung bezeichnet. Die aktuelle Länge des Stabs in
der verformten Lage wird in dieselbe Richtung gemessen wie in der unverformten Lage
(siehe Abbildung 2.2). Damit können nur infinitesimal kleine Verformungen ausreichend
genau abgebildet werden.

Unter der Annahme einer konstanten Verzerrung entlang der Stabachse, die sich wie-
derum aus dem konstanten Querschnitt und den aufgebrachten Knotenlasten ergibt,
lässt sich der Formänderungsanteil über den Zusammenhang der Stablängen in ver-
formter und unverformter Lage beschreiben. Bei der Analyse von Fachwerken wird als
Verzerrungsgröße die Längenänderung ∆ℓ eines Stabs verwendet. Diese ergibt sich nach
Abbildung 2.2 zu

∆ℓ = ℓ − L (2.3a)
= L − dx (0) + dx (L) − L (2.3b)
= dx (L) − dx (0) . (2.3c)

Dabei ist L die Ausgangslänge des Stabs in der unverformten Lage und ℓ die Länge des
Stabs in der verformten Lage.

Neben den Knotenlasten existieren weitere Belastungen, die auf den Fachwerkstab ein-
wirken, z. B. aus Temperaturänderung oder aus Fertigungsungenauigkeiten. Diese wer-
den durch eine vorgegebene Längenänderung ∆ℓ0 aus der entsprechenden Belastung
berücksichtigt. Die gesamte Längenänderung ∆ℓ eines Fachwerkstabs lässt sich damit
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aufteilen in die vorgegebene und die elastische Längenänderung ∆ℓel:

∆ℓ = ∆ℓel + ∆ℓ0. (2.4)

Mithilfe der Längenänderung des Stabs wird die Ingenieurdehnung im Fachwerkstab
definiert als

ε = ∆ℓ

L = ∆ℓel + ∆ℓ0

L = εel + ε0. (2.5)

Alternative Verzerrungsmaße, insbesondere zur Berücksichtigung nichtlinearer Effekte,
können zum Beispiel Hjelmstad (2005) entnommen werden.

2.1.2 Werkstoff und Spannung

Die Beschreibung der Bewegung eines Stabs erlaubt die Berechnung der linearisierten
Verzerrungen ε bzw. εel unter der Annahme eines konstanten Verzerrungszustands ent-
lang der Stabachse. Aus den elastischen Verzerrungen können mithilfe von Annahmen
über das verwendete Material die auftretende Spannung und die auftretende Normal-
kraft berechnet werden.

Die Beschreibung des Zusammenhangs von Verzerrung und Spannung erfolgt im Allge-
meinen mithilfe des Materialgesetzes, das sich im betrachteten Fall der eindimensionalen
linearen Elastizität durch einen Parameter, den Elastizitätsmodul E , ausdrücken lässt.
Dieser beschreibt den Zusammenhang von Spannung σ und elastischer Verzerrung εel in
Axialrichtung des Stabs durch

σ = Eεel. (2.6)

Aus der im Querschnitt konstanten Verzerrung folgt die im Querschnitt konstante Ver-
teilung der Normalspannung σ. Somit ergibt sich aus der Integration der Spannung über
den Querschnitt die vorherrschende Normalkraft N zu∫

A

σ dA = σA = N . (2.7)
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dx

n̂ (x)

N (x) N (x) + dN (x)

x

Abbildung 2.3: Infinitesimales Fachwerkelement der Länge dx an der Stelle x mit an-
greifenden Kräften

Die Normalkraft im Fachwerkelement kann auch in Abhängigkeit von Verzerrungen bzw.
Längenänderungen als

N = σA = εelEA = (ε − ε0) EA (2.8a)

= ∆ℓel
EA
L = (∆ℓ − ∆ℓ0)

EA
L (2.8b)

angegeben werden. Damit können aus der Beschreibung der Bewegung eines Fachwerk-
stabs die Beanspruchung des Materials und die auftretende Normalkraft ermittelt wer-
den.

2.1.3 Gleichgewicht

Nun kann mithilfe der sogenannten Gleichgewichts- bzw. Statik-Gleichung der Zusam-
menhang von Normalkräften in der Struktur und äußeren Kräften formuliert werden.
Das Gleichgewicht aller Kräfte in x-Richtung an einem infinitesimalen Fachwerkelement
der Länge dx ergibt sich aus Abbildung 2.3 zu

−N (x) + N (x) + dN (x) + n̂ (x) dx = 0 (2.9)
dN (x)

dx = −n̂ (x) . (2.10)

Die Ableitung der Normalkraft im Element ist somit gleich der negativen verteilten
Normalkraft-Belastung n̂ (x). Da nur eine Unbekannte (Normalkraft) und eine Statik-
Gleichung (Kräftesumme in x-Richtung) beteiligt sind und daraus sowohl Lösbarkeit als
auch eine eindeutige Lösung folgen, werden Fachwerkstäbe auch als innerlich statisch
bestimmt bezeichnet. Da die Einwirkung einer verteilten Normalkraft-Belastung in die-
ser Arbeit ausgeschlossen ist, ergibt sich ein konstanter Normalkraftverlauf N (x) = N
entlang der Stabachse.

Zusätzlich zum Gleichgewicht im Stab muss das Gleichgewicht auch an den Rändern
des Stabs erfüllt sein. Bei der Lösung von Gleichung (2.10) ergibt sich formal eine Inte-
grationskonstante, die als konstanter Wert der Normalkraft im Stab identifiziert werden
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kann, der aus der bzw. den Gleichgewichtsbedingung(en) an den Knoten ermittelt wer-
den kann.

2.1.4 Lösungsverfahren und Randbedingungen

Die vorgestellten Gleichungen beschreiben das Verhalten von Fachwerkstäben unter me-
chanischen Beanspruchungen. Unter den gewählten Annahmen ist in Spezialfällen die
geschlossene Lösung dieser Gleichungen für ganze Fachwerksysteme möglich, im All-
gemeinen ist dies jedoch zu aufwändig oder unmöglich. Deshalb werden numerische
Verfahren eingesetzt, mit denen eine Näherungslösung für die Gleichungen bestimmt
werden kann. Diese Verfahren können beispielsweise aus dem Prinzip vom Minimum
der potentiellen Energie hergeleitet werden.

Das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie besagt, dass die gesamte potentielle
Energie eines geschlossenen Systems ein Minimum aufweist, wenn das System im Gleich-
gewicht ist (siehe beispielsweise Hjelmstad (2005)). Die potentielle Energie ergibt sich
aus der Verzerrungsenergie Πint und aus dem Potential äußerer Kräfte Πext zu

Π = Πint + Πext. (2.11)

Die Bedingung für statisches Gleichgewicht besagt, dass die potentielle Energie ein Mi-
nimum aufweisen muss, dass also die Variation des Potentials verschwinden muss:

δΠ = 0. (2.12)

Die Verzerrungsenergie ergibt sich aus der Integration des Produkts von Spannungen
und Verzerrungen über das gesamte Volumen V zu

Πint = 1
2

∫
V

σ (x) ε (x) dV . (2.13)

Damit folgt für die gesamte potentielle Energie des Fachwerks unter den getroffenen
Annahmen

Π = 1
2

∫
V

σ (x) ε (x) dV + Πext (2.14a)

= 1
2

∫
V

ε (x) Eε (x) + Πext (2.14b)
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X2

X1

1

2

d2
d1

d4
d3

x

N1 (x)

N2 (x)

Abbildung 2.4: Definitionen der Verschiebungsfreiheitsgrade und Visualisierung der
Formfunktionen

und damit für die Bedingung, dass die potentielle Energie ein Minimum aufweist

δΠ = 0 = 1
2

∫
V

δσ (x) ε (x) + σ (x) δε (x) dV + δΠext (2.15a)

=
∫
V

δε (x) Eε (x) dV + δΠext. (2.15b)

Da geschlossene Lösungen für das Variationsproblem (2.15b) nur für Sonderfälle exis-
tieren, wird im Allgemeinen eine räumliche Diskretisierung eingeführt. Das Gebiet wird
dabei in Teilgebiete zerlegt und für jedes Teilgebiet werden Ansatzfunktionen verwendet,
um die Verschiebungsfunktion zu approximieren. Weiterhin werden zur Interpolation der
Variation der Verschiebungen dieselben Ansatzfunktionen verwendet, was auch als Bub-
now3-Galerkin4-Verfahren bezeichnet wird.

Insbesondere für Fachwerke ergibt sich die Gebietszerlegung anschaulich durch die be-
reits vorgegebene diskrete Struktur des Gebiets. Das heißt, dass jeder Fachwerkstab als
ein Element verwendet wird und die Verbindungsstellen als Knoten angesehen werden.
Daraus resultieren nE Elemente und nK Knoten. Ein einzelnes Fachwerkelement ist in
Abbildung 2.4 dargestellt. Hier werden lineare Ansatzfunktionen für die Verschiebungen
und gleichzeitig für die Geometrie eingesetzt (isoparametrisches Konzept). Daraus er-
gibt sich im Rahmen der hier getroffenen Annahmen (konstanter Querschnitt entlang des
Elements und nur Knotenlasten) die exakte Darstellung der Verschiebungsfunktionen,
da diese ebenfalls linear sind.

Ein einzelnes Element besitzt zwei Knoten (hier 1 und 2) mit den Koordinaten X 1
1 und

X 2
1 von Knoten 1 und X 1

2 und X 2
2 von Knoten 2. Die Verschiebungen der Knoten werden

durch global orientierte Freiheitsgrade (FHG) d1 und d2 bzw. d3 und d4 angegeben. Die
3Ivan Grigorjewitsch Bubnov (1872–1919)
4Boris Grigorjewitsch Galerkin (1871–1945)
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mathematische Beschreibung der Geometrie X (x) und die Verschiebungsfunktion d (x)
im Inneren eines Fachwerkelements werden in diskretisierter Form mit dem Kopfzeiger h
gekennzeichnet, was hier aufgrund der exakten Repräsentation keine weitere Bedeutung
einnimmt. Da ein einzelner Fachwerkstab in dieser Arbeit auch durch ein Fachwerk-
element diskretisiert wird, es also keine alternative Diskretisierung mit einer anderen
Anzahl an Elementen bzw. einer anderen Elementgröße gibt, wird dieser Kopfzeiger
nicht als Variable betrachtet und deshalb nicht kursiv geschrieben. Als Formfunktio-
nen, mit denen sowohl die Geometrie als auch die Verschiebungen diskretisiert werden,
werden hier beispielhaft die linearen Funktionen

N1 (x) = 1 − x
L und N2 (x) = x

L (2.16)

verwendet, die im lokalen Elementkoordinatensystem definiert sind und in die Matrix
der Formfunktionen N (x) einsortiert werden:

N (x) =
[
N1 (x) 0 N2 (x) 0

0 N1 (x) 0 N2 (x)

]
. (2.17)

Eine Visualisierung der Formfunktionen kann Abbildung 2.4 entnommen werden. Damit
ergeben sich die Funktionen, von denen die Geometrie und die Verschiebungen beschrie-
ben werden, aus der Interpolation der entsprechenden Knotenwerte durch

X (x) = Xh (x) = N (x)X und (2.18)
d (x) = dh (x) = N (x)dE, (2.19)

mit

X =


X 1

1
X 2

1
X 1

2
X 2

2

 und dE =


d1

d2

d3

d4

 . (2.20)

Die linearen Interpolationsvorschriften in Gleichungen (2.18) und (2.19) liefern für Fach-
werke unter den getroffenen Annahmen die exakten Funktionen und verursachen damit
keinen Diskretisierungsfehler.

Für die Ermittlung der Verzerrung ist der Anteil der Verschiebungen in Stablängsrich-
tung relevant. Dieser wird aus den Verschiebungen mithilfe einer Projektion berechnet.
Aus dem linearen Verlauf der Verschiebungsfunktion ergibt sich im Element eine kon-
stante Verzerrung, die durch Integration in eine Stablängenänderung umgerechnet wer-
den kann. Dadurch kann der Zusammenhang von Verschiebung und Längenänderung
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X2

X1
LX1

L X
2

L

Abbildung 2.5: Darstellung der projizierten Längen

für ein Element zusammengefasst werden zu

∆ℓ = adE bzw. ε = ∆ℓ

L = 1
LadE, (2.21)

mit dem Zeilenvektor

a =
[
−dX (x)

dx
dX (x)

dx

]
= 1

L
[
−LX1 −LX2 LX1 LX2

]
. (2.22)

Dabei stellen LX1 und LX2 die projizierten Längen des Fachwerkelements in die globalen
Koordinatenrichtungen X 1 und X 2 dar (siehe Abbildung 2.5). Die Größe a bzw. a/L
wird im Rahmen der Finite-Elemente-Methode, deren Zusammenhang mit dem hier be-
schriebenen Vorgehen später erläutert wird, häufig als diskreter B-Operator bzw. strain
displacement matrix bezeichnet.

Nach dem Einsetzen in das Variationsproblem (2.15b) kann das Integral über das gesam-
te Gebiet durch die Summe von Integralen über alle Teilgebiete bzw. Elemente ersetzt
werden. Dafür werden die für ein einzelnes Element hergeleiteten Größen nun für ein
beliebiges Element i der Fachwerkstruktur eingesetzt. Damit ergibt sich für die diskre-
tisierte schwache Form:

δΠh =
nE∑
i=1

δdT
E,ia

T
i

EAi

Li
aidE,i + δΠext,h (dE,i) = 0. (2.23)

Die Darstellung in Matrix-Form für das gesamte Fachwerk ergibt sich daraus mithilfe
des Fundamentallemmas der Variationsrechnung zu

ATCA︸ ︷︷ ︸
=K

d = fK
ext. (2.24)

Dabei enthält die Matrix A alle Elementvektoren ai mit der entsprechenden Zuordnung
zur globalen Nummerierung der Verschiebungen aller Knoten. Die resultierende Größe
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der Matrix A ist für das ebene Beispiel nE × 2nK. Die Matrix C ist eine Diagonalmatrix
der Größe nE × nE, deren Hauptdiagonaleinträge den Dehnsteifigkeiten der Elemente
entsprechen:

C =



EA1
L1

0 · · · 0
0 EA2

L2
· · · 0

... ... . . . 0
0 0 0 EAnE

LnE

 . (2.25)

Der Vektor d enthält alle Knotenverschiebungen und hat damit für ein ebenes Problem
die Dimension 2nK. Der Vektor der äußeren Knotenkräfte fext kann analog aus Glei-
chung 2.14b hergeleitet werden. Sowohl in den Beschreibungen als auch in den Implemen-
tierungen der Methode ist die Herleitung und Berechnung der Systemsteifigkeitsmatrix
auf Systemebene aus den Matrix-Produkten nach Gleichung (2.24) aus verschiedenen
Gründen nicht üblich, jedoch bilden diese Art der Betrachtung und die Einführung der
Matrizen A und C im weiteren Verlauf der Arbeit wichtige Hilfsmittel.

Üblicherweise kommt das im Folgenden angedeutete Verfahren zum Einsatz, bei dem
eine andere Reihenfolge der Einzelschritte dieselbe Systemsteifigkeitsmatrix K ergibt.
Für ein einzelnes Fachwerkelement i in horizontaler Lage (parallel zu X 1) kann die
Elementsteifigkeitsmatrix ki zu

ki = aT
i (C)i,i ai =


−1
0
1
0

 EAi

Li

[
−1 0 1 0

]
= EAi

Li


1 0 −1 0
0 0 0 0

−1 0 1 0
0 0 0 0

 (2.26)

berechnet werden.

Anstelle des Zusammenbaus von A und dem Ausführen der Matrix-Produkte auf Sys-
temebene können auch die einzelnen Elementsteifigkeitsmatrizen ki nach einer entspre-
chenden Vorschrift zur Systemsteifigkeitsmatrix K assembliert werden. Diese Methode
wurde von Levy (1953) und Turner u. a. (1956) als direct stiffness method bzw.
direkte Steifigkeitsmethode (DSM) eingeführt (siehe auch Argyris (1957)). Ein de-
taillierter Überblick über die daraus hervorgehende Entwicklung der Finite-Elemente-
Methode (FEM), in der die beschriebene Vorgehensweise für beliebige Strukturelemente
formalisiert ist, kann Felippa (2001) entnommen werden. Die Vorgehensweise, vorher
berechnete Elementsteifigkeitsmatrizen zur Systemsteifigkeitsmatrix zusammenzubau-
en, bringt insbesondere bei Modellen, die aus unterschiedlichen Elementtypen aufgebaut
sind, eine deutliche Erleichterung.
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Es existieren verschiedene Wege, Gleichung (2.24) herzuleiten. Der vorgestellte Weg ist
direkt übertragbar auf andere Elementtypen mit anderen physikalischen Eigenschaften
und zusätzlich gut erweiterbar um zusätzliche Bedingungen, wie in Abschnitt 4.2.2 ge-
zeigt wird. Jedoch ist dieser Weg nur möglich, wenn dem mechanischen Problem ein
Potential zugrunde liegt. Die hier präsentierte Herleitung und Vorgehensweise lässt sich
analog auch für Balken durchführen, bei denen entsprechend zusätzliche Anteile aus
Biegung (Bernoulli-Balkentheorie) und gegebenenfalls aus Querschub (Timoschenko-
Balkentheorie) berücksichtigt werden müssen.

Für die Ermittlung der Verschiebungen aus Gleichung (2.24) ist es erforderlich, die
Randbedingungen für die Verschiebungen aus Lagerung zu berücksichtigen. Die kann
formal an verschiedenen Stellen im Ablauf der Berechnung erfolgen, führt jedoch stets
zum selben Ergebnis. Einerseits können Festhaltungen in der zusammengebauten Sys-
temsteifigkeitsmatrix K und entsprechend in den Vektoren d und fext durch Streichen
der Zeilen und Spalten, die zu festgehaltenen Freiheitsgraden gehören, berücksichtigt
werden. Damit ergibt sich für die Anzahl der Einträge von d und fext für ein zweidimen-
sionales Beispiel jeweils 2nK − nL, wobei nL die Anzahl der durch Lager festgehaltenen
Verschiebungsfreiheitsgrade beschreibt. Alternativ zur nachträglichen Verkleinerung von
K können bereits aus der Matrix A die entsprechenden Spalten gestrichen werden. Wenn
nicht explizit anders angegeben, wird im Folgenden angenommen, dass zur Berücksich-
tigung der Randbedingungen bereits entsprechende Spalten aus der Matrix A entfernt
wurden und dadurch Gleichung (2.24) eindeutig lösbar ist.

Durch die Lösung von Gleichung (2.24) werden die auftretenden Knotenverschiebun-
gen d ermittelt, aus denen Verzerrungen, Spannungen und innere Kräfte rückgerechnet
werden können. Da die Knotenverschiebungen durch die Lösung von Gleichung (2.24)
direkt ermittelt werden, werden diese als primäre Variablen und die Vorgehensweise als
Verschiebungsgrößenverfahren bzw. displacement method bezeichnet. Es existieren auch
verschiedene Ansätze, die als primäre Variablen z. B. Normalkräfte in bestimmten Stä-
ben bzw. im Allgemeinen bestimmte Kraftgrößen verwenden. Eine solche Methode kann
analog aus Gleichung (2.14b) hergeleitet werden und wird folgerichtig mit dem Begriff
Kraftgrößenverfahren bzw. force method bezeichnet.

Das auf Gleichung (2.24) basierende Rechenmodell kann wiederum in die zugrunde lie-
genden Gleichungen zerlegt und in einem sogenannten Tonti5-Diagramm dargestellt wer-
den. Das Tonti-Diagramm für die Analyse von Fachwerken in diskretisierter Form nach
geometrisch linearer, eindimensionaler Elastizitätstheorie ist in Abbildung 2.6 darge-
stellt. Darin treten die Statik-, die Kinematik- und die Werkstoff-Gleichung in matri-
zieller Form auf Systemebene auf. Diese Gleichung stellen die verbindenden Elemente
zwischen den Knotenverschiebungen d, den Knotenlasten fK

ext und den auf Systemebene

5Enzo Tonti (geb. 1935)
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dfK
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∆ln

Ad = ∆lATn = fK
ext

n = C∆lel
= C (∆l − ∆l0)

STATIK KINEMATIK

WERKSTOFF

Abbildung 2.6: Tonti-Diagramm der Fachwerkanalyse am diskretisierten Gesamtsystem
nach geometrisch linearer eindimensionaler Elastizitätstheorie

in Vektoren gesammelten Stablängenänderungen ∆l sowie Normalkräften n dar. Dabei
haben die Vektoren d und fK

ext die Dimension RnFHG , wobei nFHG die Anzahl der nicht
gehaltenen Verschiebungsfreiheitsgrade beschreibt, und die Vektoren ∆l und n haben
die Dimension RnE .

Im Tonti-Diagramm werden üblicherweise auch Randbedingungen für die entsprechen-
den Variablen angegeben. Hier tauchen jedoch die Gleichungen unter Verwendung der
reduzierten A-Matrix bereits ohne die gelagerten Freiheitsgrade auf, weshalb die Ver-
schiebungsrandbedingungen bereits implizit berücksichtigt sind und deshalb nicht mehr
explizit angegeben sind. Die einwirkenden Kraftlasten können in der gewählten Darstel-
lung bereits als Randbedingungen interpretiert werden.

Diese Art der Darstellung bietet eine übersichtliche Anordnung der auftretenden Varia-
blen und einen Überblick über deren Zusammenhang mit den vorhandenen Gleichungen
auf Systemebene. Die Statik-Gleichung beschreibt für jeden Freiheitsgrad den Zusam-
menhang zwischen der äußeren Belastung und den Normalkräften in den angeschlossenen
Elementen. Die Werkstoff-Gleichung stellt für jeden Stab den Zusammenhang zwischen
Längenänderung und Normalkraft her. Die Kinematik-Gleichung beschreibt für jeden
Stab den Zusammenhang zwischen Knotenverschiebungen und gesamter Stablängenän-
derung. Durch Einsetzen und Umformen der Gleichungen kann die bereits bekannte
Gleichung (2.24) ermittelt werden. Weiterhin lassen sich nun die Auswirkungen von vor-
gegebenen Stablängenänderungen einfach quantifizieren. Für die Verschiebungen infolge
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2.2 Tragwerksentwurf und Strukturoptimierung

äußerer Lasten und vorgegebener Stablängenänderungen ergibt sich

d =
(
ATCA

)−1 (
fK
ext + ATC∆l0

)
. (2.27)

Die Normalkräfte am Gesamtsystem ergeben sich mithilfe der elastischen Längenände-
rungen zu

∆lel = Ad − ∆l0 (2.28)

n = C∆lel = C
(
A

(
ATCA

)−1 (
fK
ext + ATC∆l0

)
− ∆l0

)
. (2.29)

Mit den Gleichungen (2.27) und (2.29) lassen sich für beliebige Kombinationen aus
äußeren Lasten fK

ext und vorgegebenen Stablängenänderungen ∆l0 die Verschiebungen
und die Beanspruchungen in einer Fachwerkstruktur bestimmen.

2.2 Tragwerksentwurf und Strukturoptimierung

Die Tragwerksanalyse nach der im vorherigen Abschnitt vorgestellten Methode erfordert,
dass die Lage der Knoten, deren Verbindungen mit Elementen sowie die Querschnitte
und Materialien der Elemente bereits bekannt sind. Der Entwurf und die Auslegung
bzw. Bemessung eines Tragwerks sind die wesentliche Aufgabe der Tragwerksplanung.
Diese Aufgabe gliedert sich für ein herkömmliches Tragwerk nach Gerber (2010) in
folgende Einzelschritte:

1) Festlegung der geometrischen Form unter gegebenen Randbedingungen,

2) Entwurf eines statischen Systems für die festgelegte Geometrie,

3) Auswahl geeigneter Materialien,

4) Berechnung der Beanspruchungen der Elemente und

5) Dimensionierung aller Elemente.

Der Prozess zur Lösung dieser Aufgabe für herkömmliche Strukturen ist ein kreati-
ver, iterativer und interdisziplinärer Vorgang, in dem Entwürfe erzeugt und schrittweise
verbessert werden. Dabei werden sowohl rein subjektive – häufig optische – Kriterien,
als auch objektive Maßzahlen herangezogen. Für weniger durch ästhetische Eindrücke
sondern durch objektive Maßzahlen geprägte Problemstellungen kann dieser Prozess
als mathematisches Optimierungsproblem formalisiert und mithilfe geeigneter Metho-
den gelöst werden. So ergibt sich die Möglichkeit, einen im gewählten Maß optimierten
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Ausgangsentwurf Formoptimierung

Topologieoptimierung Querschnittsoptimierung

Abbildung 2.7: Unterteilung der Strukturoptimierung von Fachwerken

Entwurf zu ermitteln, wo ein händisches Ausprobieren aller Möglichkeiten aufwändiger
wäre.

Nach Harzheim (2019) sind für die erfolgreiche Anwendung der Optimierungsverfah-
ren eine tiefe Kenntnis und ein gutes Verständnis des mechanischen Modells notwendig,
das für die vorliegende Arbeit in Kapitel 2.1 beschrieben wird. Optimierungsverfahren
können nur Lösungen finden, die das zugrunde liegende Modell zulässt, deshalb müs-
sen insbesondere Beschränkungen und Schwächen der Modellierung bekannt sein und
Ergebnisse auf Plausibilität geprüft werden.

2.2.1 Untersuchte Problemstellungen

Nach Ramm u. a. (1998) untergliedert sich die Strukturoptimierung in die Topolo-
gieoptimierung, die Formoptimierung und die Querschnittsoptimierung. Abbildung 2.7
veranschaulicht diese verschiedenen Unterdisziplinen skizzenhaft. Dabei können die Un-
terdisziplinen den erwähnten fünf Einzelschritten des Entwurfsprozesses zugeordnet wer-
den.

Bei der Formoptimierung bleibt der Zusammenbau des Systems aus Elementen gleich,
jedoch werden durch den Optimierungsalgorithmus die Koordinaten der Knoten und
damit die Form der Struktur verändert, was formal Schritt 1 entspricht. In der Topolo-
gieoptimierung wird die Lage der Knoten erhalten, Anzahl und Anordnung der Elemente
werden vom Optimierungsalgorithmus verändert, was als Schritt 2 identifiziert werden
kann. Bei der Querschnittsoptimierung (auch Dimensionierung oder sizing) sind die An-
zahl sowie die Anordnung der Elemente und die Lage der Knoten unveränderlich und
die notwendigen Querschnittsgrößen wie z. B. Querschnittsflächen und/oder Flächen-
trägheitsmomente werden vom Optimierungsalgorithmus verändert. Dies entspricht den
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2.2 Tragwerksentwurf und Strukturoptimierung

Schritten 4 und 5 des Entwurfsprozesses. Somit können Topologie- und Formoptimierung
hauptsächlich den ersten beiden Einzelschritten des herkömmlichen Tragwerksentwurfs
und die Querschnittsoptimierung den letzten beiden Einzelschritten zugeordnet werden.
Die Materialauswahl kann entweder händisch erfolgen oder beispielsweise in die Quer-
schnittsoptimierung integriert werden. Ebenso kann eine Optimierung des Materials
durchgeführt werden, die jedoch in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet wird.

Subjektive, ästhetische Kriterien sind nur schwer mathematisch quantifizierbar und kön-
nen damit nicht in der Optimierung berücksichtigt werden. Stattdessen können bei-
spielsweise Entwurfswerkzeuge, wie z. B. Agentensysteme, zum Einsatz kommen, die
eine interaktive Zusammenarbeit zwischen dem Entwerfenden und einem Algorithmus
ermöglichen, sodass dadurch eine direkte Einflussname auf den Entwurf während des
Optimierungsprozesses erfolgen kann (Groenewolt u. a. 2018). Außerdem können
weitere Kriterien durch eine Mehrkriterienoptimierung berücksichtigt werden, in der
verschiedene Ziele unterschiedlich gewichtet zu paretooptimalen6 Entwürfen führt.

In der vorliegenden Arbeit werden für die strukturmechanischen Modelle von Fachwerken
Querschnittsoptimierungen durchgeführt. Form- und Topologieoptimierungen werden in
dieser Arbeit nur am Rande weiter betrachtet. Die Tragwerke werden im Hinblick auf
Masse, Tragfähigkeit, Adaptierbarkeit und Verformungen optimiert. Im Rahmen dieser
Arbeit zielt die Anwendung von Optimierungsverfahren nicht auf den Entwurf eines
Tragwerks zur unmittelbaren Realisierung ab, sondern vielmehr auf die Auswertung
und den Vergleich der erhaltenen optimierten Strukturen.

2.2.2 Problemformulierung und mathematische Optimierung

Die mathematische Optimierung hat ihre Ursprünge in der Variationsrechnung, die Mitte
des 18. Jahrhunderts hauptsächlich von Leonhard Euler7 und Joseph-Louis Lagrange8

entwickelt wurde. Die vorgestellten Inhalte zu mathematischen Optimierungsverfahren
sind angelehnt an die Darstellungen in Harzheim (2019), Nocedal und Wright
(2006), Fletcher (2013), Kirsch (1993) und Bletzinger (1990).

In der folgenden allgemeinen Beschreibung eines Optimierungsproblems soll für eine
Zielfunktion f der Vektor der Entwurfsvariablen s so bestimmt werden, dass der Funkti-
onswert f (s) minimal ist. Eine Entwurfsvariable si kann im Allgemeinen beispielsweise
ein Querschnittswert, eine Knotenkoordinate oder eine topologische Information reprä-
sentieren. Ein Minimierungsproblem mit einer beliebigen skalarwertigen Zielfunktion

6Vilfredo Pareto (1848–1923)
7Leonhard Euler (1707–1783)
8Joseph-Louis Lagrange (1736–1813)
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Abbildung 2.8: Drei-Stab-Tragwerk für die Querschnittsoptimierung

wird im Allgemeinen wie folgt angegeben:

min
s

f (s) (2.30)

unter den Nebenbedingungen

g (s) ≤ 0, mit g (s) ∈ Rng (2.31a)
h (s) = 0, mit h (s) ∈ Rnh (2.31b)

im Bereich

su ≤ s ≤ so. (2.32)

Der zulässige Bereich, in dem sich Lösungen befinden dürfen, wird dabei sowohl durch
nh Gleichheitsnebenbedingungen h (s) = 0, als auch durch ng Ungleichheitsnebenbedin-
gungen g (s) ≤ 0 sowie durch Begrenzungen des zulässigen Wertebereichs der Entwurfs-
variablen nach oben so und nach unten su beschränkt. Der zulässige Wertebereich der
Entwurfsvariablen wird dabei auch als Entwurfsraum bezeichnet. Ziel ist es, die Werte
für die Entwurfsvariablen so zu bestimmen, dass die Zielfunktion im zulässigen Bereich
minimal wird. In realistischen Anwendungen ergibt sich häufig die Problematik, dass die
Zielfunktion zwar ein globales Minimum, daneben jedoch auch lokale Minima besitzt.

Für manche Anwendungen kann es sinnvoll sein, eine bestimmte Zielfunktion f̄ (s) zu
maximieren, wobei sich jedoch jedes Maximierungsproblem durch

max
s

f̄ (s) = min
s

(
−f̄ (s)

)
(2.33)

in ein Minimierungsproblem überführen lässt.
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2.2 Tragwerksentwurf und Strukturoptimierung

Ein häufig beschriebenes Beispiel für die Formulierung der Dimensionierung eine Struk-
tur mithilfe der mathematischen Optimierung ist das 3-Stab-System, das von Razani
(1965) und Kirsch (1976) beschrieben wird und im weiteren Verlauf der vorliegenden
Arbeit an mehreren Stellen herangezogen wird. Das statische System mit Randbedin-
gungen und Lasten ist in Abbildung 2.8 dargestellt. Das einfach statisch unbestimmte
Fachwerk wird unter Berücksichtigung von zwei Lastfällen LF1 und LF2 optimiert. Dabei
wird angenommen, dass die beiden Lastfälle nicht gleichzeitig auftreten. Die Zielfunktion
ist das Volumen der Struktur, das minimiert werden soll. Der Entwurfsraum wird auf den
physikalisch sinnvollen Bereich positiver Querschnitte eingeschränkt. Eine verschwinden-
de Querschnittsfläche mit dem Wert Null und damit ein „Wegnehmen“ des Stabs wird
in diesem Beispiel explizit ausgeschlossen. Die Nebenbedingungen beschränken den Be-
reich der zulässigen Spannungen in den Stäben, die durch die Festigkeit des Materials
auf Zug σ+

max und auf Druck σ−
max vorgeben werden. Dabei ist σ−

max die maximal zuläs-
sige Druckspannung als negativer Wert. Aufgrund der Symmetrie des Tragwerks und
der Eigenschaft, dass die beiden Lastfälle ebenfalls eine Symmetrie aufweisen, wird die
Symmetrie der Lösung angenommen. Dadurch kann die Anzahl der Entwurfsvariablen
auf zwei reduziert werden und nur einer der beiden Lastfälle muss analysiert werden.
Damit ergibt sich unter Berücksichtigung der Symmetrie das Optimierungsproblem für
LF1: Minimiere das Volumen V der Struktur

min
s

V (s) , V (s) = A1L1 + A2L2 + A1L3, s =
[
A1

A2

]
(2.34)

unter der Spannungsnebenbedingung

g (s) =



σ1 (s) − σ+
max

σ2 (s) − σ+
max

σ3 (s) − σ+
max

−σ1 (s) + σ−
max

−σ2 (s) + σ−
max

−σ3 (s) + σ−
max


≤ 0. (2.35)

Die Spannungen in den Elementen können geschlossen zu

σ1 (s) = 20A2
1
√

2 + 20A2
2
√

2 + 60A1A2(
A2

√
2 + A1

) (√
2A1 + 2A2

)
A1

, (2.36a)

σ2 (s) = 20
A1 +

√
2A2

und (2.36b)

σ3 (s) = − 20A2

A1
(√

2A1 + 2A2
) (2.36c)
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ermittelt werden. Die zulässige Bereich der Entwurfsvariablen wird durch

Aj > 0 ∀ j ∈ [1,2] (2.37)

angegeben.

Abbildung 2.9 zeigt eine Visualisierung des Optimierungsproblems im relevanten Aus-
schnitt aus dem Entwurfsraum. Die rot hinterlegte Fläche beschreibt den zulässigen Be-
reich. Dabei beschreiben die schwarzen Kurven genau die Grenzen, an denen bestimmte
Ungleichheitsnebenbedingungen aktiv werden, d. h. deren Funktionswerte identisch null
werden. Die aktiven Ungleichheitsnebenbedingungen sind neben der Darstellung ange-
geben. Die grauen Linien stellen die Höhenlinien der Zielfunktion dar. Das Optimum
kann für diesen Fall bereits aus der Abbildung für A∗

1 ≈ 0,79 cm2 und A∗
2 ≈ 0,40 cm2 zu

V ∗ ≈ 263,4 cm3 bestimmt werden. Dabei werden optimierte Werte für die Entwurfsva-
riablen und alle im gefundenen Optimum ausgewerteten Größen mit dem Kopfzeiger ∗

versehen.

Das gefundene Optimum zeichnet sich dadurch aus, dass nur eine Ungleichheitsneben-
bedingung aktiv ist. Die sogenannte aktive Menge, also die Menge aller im Optimum
aktiven Ungleichheitsnebenbedingung, beinhaltet in diesem Fall nur die Nebenbedin-
gung (a). Mechanisch betrachtet bedeutet das, dass bei der Analyse von LF2 genau
symmetrisch dazu die Nebenbedingung (c) von Stab 3 aktiv wäre und damit dieser Stab
voll ausgenutzt wäre. Stab 2 wird in der optimierten Struktur nicht voll ausgenutzt. Die
Nebenbedingung (b) bleibt inaktiv.

Bei dem Beispiel handelt es sich formal um ein mehrdimensionales, beschränktes, nicht-
lineares, kontinuierliches, monokriterielles Optimierungsproblem. Die Kategorisierung
der Problemstellung in ein- bzw. mehrdimensional ergibt sich aus der Anzahl der Ent-
wurfsvariablen. Die Unterteilung in beschränkt bzw. unbeschränkt ergibt sich aus der
Fragestellung, ob der zulässige Bereich durch Nebenbedingungen eingeschränkt wird.
Die Eigenschaft nichtlinear beschreibt die Art der Abhängigkeit der Zielfunktion und
der Nebenbedingungen von den Entwurfsvariablen. Weiterhin wird in kontinuierliche
und diskrete Optimierungsprobleme unterschieden, die sich im zulässigen Wertebereich
für die Entwurfsvariablen unterscheiden. Beispiele für diskrete Optimierungsprobleme
sind die Optimierung einer Anzahl, wobei der Entwurfsraum auf die Menge der na-
türlichen Zahlen s ∈ N beschränkt ist, oder die Festlegung eines bestimmten Quer-
schnittstyps, wobei aus einer vorgegeben Menge s ∈ [ IPE180; IPE200; . . . ] ausgewählt
werden muss. Die Querschnittswerte im vorliegenden Beispiel können auch beliebige
Zwischenwerte annehmen und sind deshalb kontinuierliche Entwurfsvariable. Kann kei-
ne eindeutige Zielfunktion identifiziert werden oder soll eine Zielfunktion im Hinblick auf
mehrere, sich evtl. widersprechende Kriterien optimiert werden, dann spricht man im
Gegensatz zur monokriteriellen Optimierung von einer multikriteriellen Optimierung.
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Abbildung 2.9: Visualisierung des Volumenminimierungsproblems des Drei-Stab-Trag-
werks

Aus der Formulierung einer Zielfunktion als eine gewichtete Summe der verschiedenen
Ziele kann durch mehrere Optimierungen mit einer unterschiedlichen Wahl der Gewichte
eine Pareto-Front ermittelt werden. Durch die Festlegung der Gewichte existiert dabei
für jede Optimierung eine eindeutige Zielfunktion und mithilfe der entstehenden Pareto-
Front kann die Entscheidung für eine bestimmte Gewichtung der Ziele getroffen werden.
Diese Paretooptimierung wird in der vorliegenden Arbeit nicht weiter betrachtet.

2.2.3 Lösungsverfahren

Es existieren verschiedene Verfahren zur Lösung der verschiedenen Klassen von Opti-
mierungsproblemen. Die Klasse von Problemen, die in der vorliegenden Arbeit gelöst
werden sollen, wird bereits durch das Beispiel aus Abschnitt 2.2.2 eingeführt. Als Ent-
wurfsvariable dienen dabei nur Größen, die in bestimmten Grenzen einen kontinuierli-
chen Definitionsbereich besitzen, wie z. B. Querschnittsflächen. Durch die Erweiterung
des zulässigen Bereichs für die variablen Querschnittsflächen um den Wert Null kann
die Querschnittsoptimierung um einen Teilaspekt der Topologieoptimierung erweitert
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werden, da der Entwurfsraum nun auch das Entfernen dieser Elemente zulässt. Mit die-
ser Vorgehensweise lässt sich das diskrete Optimierungsproblem (Stab vorhanden/ Stab
nicht vorhanden) in ein kontinuierliches Ersatzproblem überführen (siehe dazu beispiels-
weise Ramm u. a. (1998)), das mit dem im folgenden Abschnitt vorgestellten Verfahren
gelöst werden kann.

Lagrange-Funktion und Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen

Die beschränkten Optimierungsprobleme mit kontinuierlichen Variablen werden in der
vorliegenden Arbeit mithilfe der Lagrange-Multiplikator-Methode gelöst. Durch die In-
tegration der Nebenbedingungen in die Lagrange-Funktion kann ein beschränktes Opti-
mierungsproblem wie ein unbeschränktes Problem formuliert werden.

Die Lagrange-Funktion ergibt sich aus der Summe von Zielfunktion f , allen Gleichheits-
nebenbedingungen h jeweils multipliziert mit entsprechenden Lagrange-Multiplikatoren,
die im Vektor λ gesammelt sind, und allen Ungleichheitsnebenbedingungen g jeweils
multipliziert mit den Lagrange-Multiplikatoren aus dem Vektor µ. Die Lagrange-Funk-
tion L für die Minimierung einer Funktion f (s) unter den Nebenbedingungen h (s) = 0

und g (s) ≤ 0 ergibt sich damit in vektorieller Schreibweise zu

L (s, λ, µ) = f (s) + λTh (s) + µTg (s) . (2.38)

Die Karush9-Kuhn10-Tucker11-Bedingungen (KKT-Bedingungen) stellen notwendige Be-
dingungen für ein Optimum des beschränkten Optimierungsproblems dar. Die ersten drei
Bedingungen ergeben sich aus der Stationärität der Lagrange-Funktion zu

∂L
∂s

= df (s∗)
ds + λT dh (s∗)

ds + µT dg (s∗)
ds = 0 (2.39a)

∂L
∂λ

= h (s∗) = 0 (2.39b)
∂L
∂µ

= g (s∗) ≤ 0. (2.39c)

Die beiden weiteren Bedingungen

µTg (s∗) = 0 (2.39d)
µ ≥ 0 (2.39e)

9William Karush (1917–1997)
10Harold W. Kuhn (1925–2014)
11Albert W. Tucker (1905–1995)
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sorgen dafür, dass die nicht aktiven Ungleichheitsnebenbedingungen keinen Einfluss auf
die Lösung des Problems haben.

Für das Beispiel aus Abbildung 2.8 kann eine geschlossene Lösung aus den KKT-
Bedingungen ermittelt werden. Die so ermittelten optimierten Querschnittsflächen A∗KKT

i
ergeben sich dabei zu

A∗KKT
1 = 3 +

√
3

6 cm2 ≈ 0,789 cm2 (2.40)

A∗KKT
2 = 1√

6
cm2 ≈ 0,408 cm2 (2.41)

und daraus ergibt sich das optimierte Volumen V ∗KKT zu

V ∗KKT = 50
√

2
(
2 +

√
3

)
cm3 ≈ 263,9 cm3. (2.42)

Da im Allgemeinen keine geschlossene Lösung derartiger Optimierungsprobleme mög-
lich ist, stehen verschiedene Verfahren zur numerischen Lösung zur Verfügung. In der
vorliegenden Arbeit wird die Methode der sequentiellen quadratischen Programmierung
eingesetzt.

Methode der sequentiellen quadratischen Programmierung

Die Methode der sequentiellen quadratischen Programmierung (SQP) ist eine iterative
Methode zweiter Ordnung, basierend auf einer Linearisierung der KKT-Bedingungen.
Ausgehend von einem Startpunkt s(0) wird für eine beliebige, nichtlineare Zielfunktion f
in der Iteration k mithilfe des im vorherigen Schritt ermittelten Lösungspunkts s(k) eine
quadratische Approximation f̃ der Zielfunktion aufgebaut. Die Gleichheits- und die Un-
gleichheitsnebenbedingungen werden linear approximiert und entsprechend mit h̃ bzw. g̃
bezeichnet. Das approximierte Optimierungsmodell bestehend aus der Zielfunktion

f̃ (s) =f
(
s(k)

)
+ ∇f

(
s(k)

) (
s − s(k)

)
+ 1

2
(
s − s(k)

)T
∇2f

(
s(k)

) (
s − s(k)

)
(2.43)

und den Nebenbedingungen(
h̃ (s)

)
i

=
(
h

(
s(k)

))
i
+ ∇

(
h

(
s(k)

))
i

(
s − s(k)

)
= 0, i = 1..nh (2.44a)

(g̃ (s))j =
(
g

(
s(k)

))
j
+ ∇

(
g

(
s(k)

))
j

(
s − s(k)

)
≤ 0, j = 1..ng (2.44b)

kann nun genutzt werden, um den nächsten Punkt s(k+1) und die zugehörigen Lagrange-
Multiplikatoren λ(k+1) und µ(k+1) zu ermitteln. Dabei bezeichnen der Nabla-Operator ∇
die Gradientenbildung und der Laplace-Operator ∇2 die Berechnung der Hesse-Matrix.
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Die Linearisierung der KKT-Bedingungen für das approximierte Modell am aktuellen
Punkt s(k) mit den aktuellen Werten für die Lagrange-Multiplikatoren λ(k) und µ(k)

ergibt sich zu

∇f
(
s(k)

)
+ ∇2f

(
s(k)

) (
s(k+1) − s(k)

)
(2.45a)

+ ∇
(
g
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)
= 0. (2.47)

Die Suchrichtung für den neuen Punkt ∆s(k+1) = s(k+1) − s(k) ergibt sich als Lösung des
quadratischen Optimierungsproblems, das durch das Gleichungssystem
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beschrieben wird, und sich mit der Abkürzung für die Hesse-Matrix der Lagrange-
Funktion

H
(
s(k)

)
= ∇2f

(
s(k)

)
+ µT

(k)∇2g
(
s(k)

)
+ λT

(k)∇2h
(
s(k)

)
(2.49)

direkt aus der Matrixform der Gleichungen (2.45d), (2.46) und (2.47) ergibt. Im Glei-
chungssystem (2.48) werden nur diejenigen Ungleichheitsnebenbedingungen berücksich-
tigt, die am aktuellen Punkt aktiv sind, sich also in der aktiven Menge Â befinden. Zur
Bestimmung der aktiven Menge werden die Funktionen

(
g

(
s(k)

))
j

ausgewertet. Wenn
diese einen Wert größer oder gleich null annehmen, gelten Sie als aktiv und sind in der
aktiven Menge enthalten. Für inaktive Nebenbedingungen j ̸∈ Â werden die zugehörigen
Lagrange-Multiplikatoren (µ)j zu null gesetzt. Dies ist auch als Aktive-Restriktionen-
Verfahren bzw. Aktive-Menge-Strategie bekannt. Nach Bletzinger (1990) kann dabei
der Fall auftreten, dass das Ersatzproblem inkonsistent wird, d. h. dass sich die lineari-
sierten Nebenbedingungen gegenseitig ausschließen. Ebenda wird jedoch auch auf eine
mögliche Behandlung dieses Falls eingegangen.

Nachdem die Suchrichtung ∆s(k+1) bestimmt wurde, kann damit das Optimum für das
Ersatzproblem s(k+1) theoretisch direkt bestimmt werden. Da die Optima des Ersatz-
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2.2 Tragwerksentwurf und Strukturoptimierung

problems und des wirklichen Problems nur exakt im Optimum des wirklichen Problems
übereinstimmen, wird ein Schrittweitenparameter α(k+1) eingeführt, der festlegt, wie
weit in Richtung ∆s(k+1) gegangen wird. Dadurch ergibt sich

s(k+1) = s(k) + α(k+1)∆s(k+1). (2.50)

Die Bestimmung der optimalen Schrittweite ist ein eindimensionales Optimierungspro-
blem, für dessen Lösung wiederum verschiedene Verfahren eingesetzt werden können.
Hierbei kann beispielsweise eine Bewertungsfunktion minimiert werden, die sowohl die
Zielfunktion als auch Änderungen in der aktiven Menge berücksichtigt. Beispielsweise
kann für die eindimensionale Optimierung eine Intervallschachtelung nach dem Verfah-
ren des goldenen Schnitts oder wiederum eine quadratische Approximation eingesetzt
werden. Mögliche Bewertungsfunktionen und weitere Verfahren können der Literatur
entnommen werden.

Wenn der Punkt s(k+1) und die zugehörigen Lagrange-Multiplikatoren λ(k+1) und µ(k+1)

bestimmt sind, startet das Verfahren erneut. Dieser Vorgang wiederholt sich, bis ein zu-
lässiges Minimum gefunden wird. Für die praktische Anwendung des Verfahrens werden
verschiedene Schranken eingeführt, deren Über- bzw. Unterschreitung zum Abbruch des
iterativen Vorgangs führt. Dabei können beispielsweise die maximale Iterationszahl oder
die maximale Anzahl an Auswertungen der Zielfunktion als Schranken dafür gewählt
werden, dass das Verfahren nach endlicher Zeit abbricht, wenn kein Minimum gefunden
wird. Das Erreichen eines Minimums wird durch das Unterschreiten einer minimalen
Schrittgröße, einer minimalen Änderung der Zielfunktion und Steigung am aktuellen
Ort detektiert. Für das gefundene Optimum muss weiterhin die Einhaltung aller Neben-
bedingungen geprüft werden, da im SQP-Verfahren auch Zwischenlösungen auftreten
können, die nicht im zulässigen Bereich liegen.

Der Verlauf der Ermittlung des Volumenminimums für das System aus Abbildung 2.8
ist in Abbildung 2.10 dargestellt. Der Startvektor s(0) =

[
0,9 1,6

]T
cm2 wurde belie-

big gewählt. Die Methode konvergiert mit beispielhaft gewählten Abbruchschranken in
sieben Iterationsschritten zum gesuchten Minimum.

Approximation der Hesse-Matrix

Die Berechnung der exakten Hesse-Matrix H ist aufwändig und führt nicht notwendi-
gerweise zu einer schnelleren Konvergenz des Verfahrens. Eine gute Approximation der
Hesse-Matrix H̃, die stets positiv definit ist und dadurch eine eindeutige Lösung sicher-
stellt, kann parallel zum iterativen Ablauf der SQP-Methode mithilfe des Broyden12-

12Charles G. Broyden (1933–2011)
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50 cm 3

100 cm 3

150 cm 3

200 cm 3

250 cm 3

300 cm 3

350 cm 3

400 cm 3

450 cm 3

500 cm 3

1,00,80,60,40,20,0
0,0

1,0

2,0

3,0

A2 in cm2

A1 in cm2

s(0)

s(1)

s∗SQPs(2)

s(3)

s(5)

s(4)

Ergebnisse in cm2:

s(0) =
[
0,900 1,600

]T

s(1) ≈
[
0,640 0,000

]T

s(2) ≈
[
0,563 0,435

]T

s(3) ≈
[
0,755 0,319

]T

s(4) ≈
[
0,713 0,534

]T

s(5) ≈
[
0,792 0,369

]T

s(6) ≈
[
0,785 0,415

]T

s(7) ≈
[
0,789 0,408

]T
≈ s∗SQP

Abbildung 2.10: Volumenminimierung des Drei-Stab-Tragwerks mithilfe der SQP-
Methode

Fletcher13-Goldfarb14-Shanno15-Algorithmus (BFGS) ermittelt werden (Nocedal und
Wright 2006). Dabei wird ausgehend von einer Einheitsmatrix als Hesse-Matrix für
die Startwerte der Entwurfsvariablen s(0) zu Beginn der Iteration in jedem Schritt eine
Aktualisierung nach der folgenden Formel vorgenommen:
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s(k)

)
= H̃

(
s(k−1)

)
−

H̃
(
s(k−1)

)
∆s(k−1)∆sT
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(
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(
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)
∆s(k−1)

+
y(k−1)y

T
(k−1)

∆sT
(k−1)y(k−1)

(2.51)

mit

y(k−1) =
(
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(
s(k)

)
+ µT

(k)∇g
(
s(k)

)
+ λT

(k)∇h
(
s(k)

))
− (2.52a)(
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(
s(k−1)

)
+ µT

(k−1)∇g
(
s(k−1)

)
+ λT

(k−1)∇h
(
s(k−1)

))
(2.52b)

H̃
(
s(0)

)
= 1. (2.52c)

13Roger Fletcher (1939–2016)
14Donald Goldfarb (geb. 1941)
15David F. Shanno (1938–2019)
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In der Literatur werden weitere Anpassungen der Update-Gleichung vorgeschlagen, um
die positive Definitheit der neuen Hesse-Matrix in jedem Fall sicherzustellen (siehe dazu
beispielsweise Nocedal und Wright (2006)). Durch die quadratische Approximation
einer im Allgemeinen beliebig stark nichtlinearen Funktion tritt der Effekt einer Glättung
auf, durch den die Wahrscheinlichkeit, nur ein lokales Minimum zu erreichen, verringert
werden kann. Die Gradienten von Zielfunktion und Nebenbedingungen sollten dagegen
bestenfalls exakt oder zumindest mit minimalem Fehler vorliegen, um das optimale
Konvergenzverhalten des Verfahrens erzielen zu können.

Berechnung der Gradienten mithilfe komplexer Zahlen

Eine analytische Berechnung der Gradienten von Zielfunktion und Nebenbedingungen
wäre in den meisten Fällen, die in der vorliegenden Arbeit behandelt werden, möglich,
ist jedoch aufwändig. Die Berechnung der Gradienten erfolgt daher mithilfe der com-
plex step derivative approximation (CSDA), die mit deutlich reduziertem Implementie-
rungsaufwand eine sehr gute Approximation der Gradienten liefert. Dieses Verfahren
wurde von Lyness und Moler (1967) beschrieben und beispielsweise von Squire
und Trapp (1998) eingesetzt. Es basiert auf der Vorwärtsdifferenzenmethode und da-
mit auf einer Taylorreihenentwicklung zur Ermittlung numerischer Ableitungen, jedoch
wird als Schrittweite h nicht eine angemessen kleine reelle Zahl, sondern eine kleine
komplexe Zahl ohne Realteil verwendet. Dadurch ergibt sich für die Ableitung einer
beliebigen skalarwertigen Funktion f an der Stelle s anstatt der bekannten Formel der
Vorwärtsdifferenzen-Methode

f ′(s) = f (s + h) − f (s)
h + O(h) ≈ f (s + h) − f (s)

h (2.53)

die veränderte Formel

f ′(s) = Im (f (s + ih))
h + O(h2) ≈ Im (f (s + ih))

h . (2.54)

In der Berechnung der Ableitung mithilfe der Vorwärtsdifferenzen nach Gleichung (2.53)
treten zwei Fehler in der berechneten ersten Ableitung auf. Der Auslöschungsfehler ent-
steht aus der Berechnung der Differenz von zwei ähnlich großen Zahlen, im vorliegenden
Fall im Zähler zwischen f (s + h) und f (s). Der zweite Fehler liegt im Abschneiden der
Taylorreihen-Entwicklung und damit in der Vernachlässigung von Termen der Größen-
ordnung O(h). Die Schrittweite zur Berechnung der numerischen Ableitung muss klein
genug sein, um den Fehler aus dem Abschneiden der Taylorreihen-Entwicklung zu kon-
trollieren, jedoch auch groß genug, dass die beiden Zahlen f (s + h) und f (s) ausreichend
unterschiedlich sind, sodass der Fehler aus der Auslöschung nicht zu groß wird. Die
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Abschätzung eines optimalen Kompromisses ist vor der Berechnung nicht trivial und
eine ungünstige Wahl verschlechtert das Konvergenzverhalten des gesamten Verfahrens
signifikant.

Die Berechnung der Ableitungen mithilfe komplexer Zahlen ermöglicht es, die erste Feh-
lerquelle zu eliminieren und die Auswirkung der zweiten Fehlerquelle zu minimieren. Da
in der Bestimmungsgleichung (2.54) keine Differenz mehr auftritt, kann die Schrittweite
theoretisch beliebig klein gewählt werden. Weiterhin ergibt sich die Größenordnung des
abgeschnitten Teils der Taylorreihe nun nur noch zu O(h2). Damit wird beispielsweise für
eine im Rahmen der Arbeit gewählte Schrittweite von h = 10−10 theoretisch ein Fehler
in der Größenordnung von O(10−20) erreicht, der im Rahmen der Maschinengenauigkeit
bereits keine Rolle mehr spielt.

Details und Beispiele zur CSDA finden sich in Martins u. a. (2003). Weitere An-
wendungen aus dem Gebiet der Strukturmechanik finden sich beispielsweise in Roth
(2020).

In der vorliegenden Arbeit wird die SQP-Methode unter Verwendung der Approxima-
tion der Hesse-Matrix nach BFGS aus der kommerziellen Softwareumgebung Matlab
eingesetzt. Die Berechnung der Gradienten von Zielfunktionen und Nebenbedingungen
mittels CSDA wird selbst implementiert.
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3
Charakteristika von Stabtragwerken

In diesem Kapitel werden die Charakteristika von herkömmlichen bzw. nicht adaptiven
Stabtragwerken beschrieben, die im Hinblick auf Funktionsweise und Potential adaptiver
Strukturen eine besondere Bedeutung einnehmen. Insbesondere ist dabei der Lastabtrag
der Tragwerke und der damit zusammenhängende, notwendige Materialeinsatz zur Er-
füllung der Anforderungen an die Standsicherheit und Gebrauchstauglichkeit relevant.
Im Allgemeinen kann der Lastabtrag anhand vieler Begriffe charakterisiert werden.

Dazu zählen unter anderem die Tragfähigkeit, die die maximal zulässige Belastung des
Tragwerks beschreibt, und die damit zusammenhängende Duktilität, die die maxima-
le Verformungsfähigkeit vor dem Versagen angibt. Weiterhin spielen die Steifigkeit, die
angibt, wie groß die notwendige Kraft ist, um eine bestimmte Einheitsdeformation des
Tragwerks hervorzurufen, und deren Kehrwert, die Flexibilität, eine wichtige Rolle. Wei-
tere wesentliche Charakteristika sind der Grad der statischen Unbestimmtheit und die
Redundanz des Tragwerks. Die Analyse dieser beiden Eigenschaften ermöglicht unter
anderem Aussagen über die Ausfallsicherheit des Tragwerks bzw. von Tragwerkstei-
len und über das Auftreten von Schnittgrößen aus Zwang. Tragwerke können zudem
beispielsweise anhand der auftretenden Schnittgrößen als biegedominiert, zugdominiert
oder druckdominiert und anhand bemessungsrelevanter Größen in beispielsweise festig-
keitsdominiert oder steifigkeitsdominiert eingeteilt werden. Weitere Größen, die relevant
für die Bemessung sein können, wie Schwingungen und Stabilität können wie der Aus-
nutzungsgrad der Materialfestigkeit zur Charakterisierung herangezogen werden. Zum
Beispiel liegt dann ein sogenanntes fully stressed design vor, wenn jedes Element voll-
ständig ausgenutzt ist.

Neben den genannten Eigenschaften, deren Ausprägungen im Allgemeinen durch eine
Strukturanalyse ermittelt werden bzw. direkt mit der Strukturanalyse zusammenhän-
gen, können Tragwerkseigenschaften, wie z. B. die Gesamtmasse, die Schlankheit sowie
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weitere geometrische Größen, die das Bauwerk beschreiben, zur Beschreibung genutzt
werden.

In der Literatur finden sich weitere Ansätze zur Bewertung des Lastabtrags. Schlaich
(2000) schlägt vor, das Verhältnis von Nutzlast zu Eigenlast als eine charakteristische
Größe zur Bewertung zu verwenden. Die Kennzahlen BIC und Tra werden in Ot-
to (1998) zur Bewertung des Lastabtrags eingesetzt. Das eingesetzte Material kann
beispielsweise durch dessen spezifische Steifigkeit, dem Quotienten von E-Modul und
Dichte, und durch dessen spezifische Festigkeit, dem Quotienten von Zugfestigkeit und
Dichte, charakterisiert werden (Otto 1998). Auch die Robustheit ist eine relevante Ei-
genschaft von Tragwerken, die beispielsweise von Pötzl (1996) näher betrachtet wird.
Ein interessanter Ansatz zur immer bedeutender werdenden Bewertung der Wieder-
verwendbarkeit von Bauteilen wird von Bruetting u. a. (2019) thematisiert. Andere
Aspekte, die das Tragwerk erfüllen muss, wie Beiträge zu Nutzung und Gestalt, werden
in der vorliegenden Arbeit nicht weiter betrachtet. Einen Überblick über Ansätze zur
Bewertung von Tragwerken und deren Tragverhalten findet sich in Gerber (2010).

Relevant für die vorliegende Arbeit ist einerseits der Grad der statischen Unbestimmt-
heit, der eine Eigenschaft des Tragwerks, insbesondere der Tragwerkstopologie, unabhän-
gig vom Lastfall darstellt. Dieser und damit zusammenhängende Eigenschaften werden
in Abschnitt 3.1 ausführlich diskutiert. In Abschnitt 3.1.2 wird die Redundanzmatrix
beschrieben, die ein hilfreiches Werkzeug zur Analyse des Grads der statischen Unbe-
stimmtheit und dessen räumlicher Verteilung liefert. Andererseits werden Tragwerksei-
genschaften aus dem Verhalten des Tragwerks unter bestimmten Lastfällen abgeleitet.
Dazu werden in Abschnitt 3.2 die Steifigkeit, die Traglast und die Duktilität eines Stab-
tragwerks ermittelt und im späteren Verlauf der Arbeit als Vergleichsgrößen herangezo-
gen.

Unter Verwendung der in Abschnitt 2.2 beschriebenen Methoden können Tragwerke
theoretisch für beliebige Zielfunktionen unter beliebigen Nebenbedingungen optimiert
werden. Dies eröffnet einen sehr großen Variantenreichtum, weshalb in Abschnitt 3.3
ohne Anspruch auf Vollständigkeit anhand ausgewählter Beispiele, insbesondere aus dem
Bereich der Massenminimierung, die Eigenschaften beschrieben werden, durch die sich
optimierte Stabtragwerke auszeichnen.

3.1 Lastfallunabhängige Eigenschaften

In den folgenden Abschnitten werden die für die Arbeit wesentlichen lastfallunabhängi-
gen Eigenschaften vorgestellt. Neben dem Grad der statischen Unbestimmtheit in Form
einer Ganzzahl spielt auch die örtliche Verteilung der statischen Unbestimmtheit im
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Tragwerk eine wichtige Rolle. Diese Verteilung entspricht unter den getroffenen Annah-
men der Redundanzverteilung, die aus der Redundanzmatrix ermittelt werden kann.
Aus der Ausprägung dieser Eigenschaften bzw. aus den entsprechenden mathematischen
Größen können gegebenenfalls mögliche Eigenspannungszustände ermittelt werden, de-
ren Bedeutung abschließend vorgestellt wird.

3.1.1 Grad der statischen Unbestimmtheit

Der Grad der statischen Unbestimmtheit ns ist eine entscheidende Größe beim Entwurf
und bei der Analyse von Tragwerken. Die Reaktion einer Struktur auf äußere Einflüsse,
wie zum Beispiel Temperaturänderungen oder Setzungen des Baugrundes sowie auch auf
gezielt oder ungeplant eingeführte Stablängenänderungen, hängt maßgeblich von ihrem
Grad der statischen Unbestimmtheit ab. Zudem liefert der Grad der statischen Unbe-
stimmtheit Informationen darüber, ob im Tragwerk generell Redundanzen vorhanden
sind und somit beim Ausfall einzelner Elemente die Tragfähigkeit weiterhin sicherge-
stellt werden kann. Diese Analyse des Tragverhaltens ist nur aufgrund der Idealisierung
des Tragwerks als Fachwerk bzw. als Stabtragwerk möglich. Die daraus abgeleiteten
Aussagen sind deshalb nur durch die Betrachtung im Sinne der Strukturmechanik zu-
gänglich.

Der Grad der statischen Unbestimmtheit ist definiert als die Anzahl der fehlenden
Gleichgewichtsbedingungen, um die Schnittgrößen in der gesamten Struktur berechnen
zu können. Es ergibt sich somit eine ganze Zahl (ns ∈ Z) für die gesamte Struktur. Es
existieren verschiedene Verfahren, mit denen der Grad der statischen Unbestimmtheit
ermittelt werden kann. Ein Verfahren, das wenig fehleranfällig ist und gleichzeitig einen
guten Einblick in das Tragverhalten der Struktur liefert, ist die Zerlegung des Trag-
werks in Grundtragwerke, siehe dazu Bornscheuer (1975). Eine weitere Möglichkeit
zur Bestimmung von ns ist die sogenannte „Abzählformel“ nach Maxwell (1864). Zur
Bestimmung des Grads der statischen Unbestimmtheit von ebenen Fachwerkstrukturen
lautet diese

ns = nE − (2nK − nL) . (3.1)

Folgende Klassifizierung kann anhand von ns vorgenommen werden: Tragwerke mit

• ns > 0 werden als statisch unbestimmt bzw. statisch unterbestimmt,

• ns = 0 werden als statisch bestimmt und

• ns < 0 werden als statisch überbestimmt bzw. kinematisch
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bezeichnet. Mathematisch interpretiert beschreibt der Grad der statischen Unbestimmt-
heit Eigenschaften der Matrix A, die beispielsweise in den Kinematik- und Statik-
Gleichungen in Abbildung 2.6 enthalten ist. Für statisch bestimmte Tragwerke (ns = 0)
ist die Matrix quadratisch und invertierbar. Somit besitzt die Statik-Gleichung aus Ab-
bildung 2.6 eine eindeutige Lösung und alle Normalkräfte in einer Struktur können allein
mithilfe der Statik-Gleichung berechnet werden. Unter Annahme der Existenz von A−1

ergibt sich für die Normalkräfte nach Gleichung (2.29) der Zusammenhang

n = A−Tfext + C∆l0 − C∆l0 = A−Tfext. (3.2)

Durch vorgegebene Stablängenänderungen ∆l0 entstehen in statisch bestimmten Trag-
werken somit keine Normalkräfte, jedoch nach Gleichung (2.27) Verschiebungen in der
Struktur. Außerdem bestehen statisch bestimmte Tragwerke aus der minimal notwen-
digen Anzahl an Elementen, die für die gegebene Anzahl an Freiheitsgraden nach Glei-
chung (3.1) (für ebene Fachwerke nFHG = 2nK − nL) ein brauchbares Tragwerk bilden
können. Ein Tragwerk, das aus weniger Elementen besteht, ist im hier gewählten Rah-
men der geometrischen Linearität nicht brauchbar.

Für statisch unbestimmte Tragwerke (ns > 0) besitzt A mehr Zeilen als Spalten. Die In-
verse A−1 existiert nicht. Damit kann die gesamte Lösung n der Statik-Gleichung ATn =
fext additiv aus einer Lösung nh der homogenen Gleichung ATnh = 0 und einer Lö-
sung np für die Gleichung mit der richtigen rechte Seite ATnp = fext zusammengesetzt
werden. Die Lösung der homogenen Gleichung kann als eine Normalkraftverteilung in-
terpretiert werden, die mit sich selbst im Gleichgewicht ist – also einen Eigenspannungs-
zustand darstellt. Mathematisch betrachtet befindet sich diese Lösung im Nullraum der
Matrix AT. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird der Begriff Nullraum einer Ma-
trix gleichbedeutend mit dem Kern der Abbildung eines Vektors mit der entsprechenden
Matrix verwendet.

Für statisch überbestimmte Tragwerke (ns < 0) besitzt A mehr Spalten als Zeilen.
Dadurch kann in der Kinematik-Gleichung Ad = ∆l die gesamte Lösung für die Ver-
schiebungen in die beiden eben identifizierten Anteile zerlegt werden. Eine Lösung dh

der homogenen Gleichung Adh = 0 kann dabei als Verschiebungszustand interpretiert
werden, der sich ohne Längenänderungen der Stäbe, also ohne Normalkräfte hervorzuru-
fen, einstellen kann und somit von der Struktur nicht verhindert werden kann. Deshalb
werden im Rahmen dieser Betrachtung solche Strukturen auch als kinematisch bzw.
unbrauchbar bezeichnet.

Häufig treten Kombinationen dieser Tragwerksklassen auf. Insbesondere kann das Ver-
halten dreidimensionaler Tragwerke in die unterschiedlichen Raumrichtungen oder für
unterschiedliche Lastfälle grundlegend unterschiedlich sein. Deshalb eignet sich der Grad
der statischen Unbestimmtheit nur bedingt zur Beschreibung der Eigenschaften der

42



3.1 Lastfallunabhängige Eigenschaften

gesamten Struktur. Zudem charakterisiert die Abzählformel (3.1) einen topologischen
Aufbau zwar formal korrekt, jedoch werden mögliche Kinematiken in der Struktur
durch das „Verrechnen“ mit statischer Unbestimmtheit an anderer Stelle gegebenenfalls
nicht erkannt. Die Ermittlung des Grads der statischen Unbestimmtheit gleichzeitig
mit der Untersuchung des Tragwerks auf Brauchbarkeit kann durch die Anwendung des
Grundtragwerke-Konzepts erfolgen, jedoch ist die Formalisierung und Automatisierung
dieser Methode schwierig und bisher nicht bekannt.

3.1.2 Redundanz und Redundanzverteilung

Wie sich der Grad der statischen Unbestimmtheit auf Tragwerksteile oder einzelne Ele-
mente aufteilt, wurde in der Literatur kaum systematisch untersucht. Ein Werkzeug zu
dieser Analyse ist die Redundanzmatrix, die für die betrachteten Fachwerke die Vertei-
lung des Grads der statischen Unbestimmtheit auf einzelne Elemente beschreibt. Die
Redundanzmatrix wurde bereits von Linkwitz (1961) bei der Analyse von Messun-
gen in der Geodäsie berechnet, jedoch wurden die für die Strukturmechanik relevanten
Eigenschaften erst später erkannt. Bahndorf (1991) gelang dies durch eine verglei-
chende Betrachtung der Ausgleichungsrechnung der Geodäsie und der Berechnung von
Verschiebungen bzw. Längenänderungen in Fachwerkstrukturen.

Von Ströbel (1995) werden Redundanzmatrizen für vorgespannte Seilnetze berechnet
und interpretiert. Weitergehend werden darin die Redundanzmatrizen von Balkentrag-
werken beispielhaft angegeben, ohne jedoch explizit eine Methode zu deren Berechnung
darzustellen. Die Formulierung einer kontinuierlichen Redundanzdichte-Funktion für ein-
zelne Fachwerkstäbe sowie ein Überblick über Eigenschaften der Redundanzmatrix und
deren bisherige Einsatzbereiche finden sich in von Scheven u. a. (2021) und in Gade
u. a. (2021). Die Erweiterung der Formulierung auf Flächentragwerke ist Gegenstand
aktueller Arbeiten. Im Rahmen dieser Arbeit werden die Eigenschaften von Redundanz-
matrizen für Fachwerkstrukturen vorgestellt und diskutiert.

Berechnungsvorschrift und mechanische Interpretation

Formal beschreibt die negative Redundanzmatrix −R den Zusammenhang zwischen
vorgegebenen Stablängenänderungen ∆l0 und den dadurch hervorgerufenen elastischen
Stablängenänderungen ∆lel. Dabei werden keine äußeren Knotenlasten auf die Struktur
berücksichtigt (fK

ext = 0). Sie ergibt sich damit als reine Tragwerkseigenschaft aus den
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3 Charakteristika von Stabtragwerken

Gleichungen (2.27) und (2.28) zu

∆lel =
(
A

(
ATCA

)−1
ATC − 1

)
︸ ︷︷ ︸

=−R

∆l0. (3.3)

Die Vorschrift zur Berechnung der Redundanzmatrix für brauchbare Tragwerke

R = 1︸︷︷︸
vorgegebene

Stablängenänderungen

− A
(
ATCA

)−1

︸ ︷︷ ︸
inverse

Steifigkeitsmatrix

(
ATC

)
︸ ︷︷ ︸

Ersatzlasten︸ ︷︷ ︸
Verschiebungen infolge der Ersatzlasten︸ ︷︷ ︸

=A0
gesamte Stablängenänderungen

im System infolge der Ersatzlasten

(3.4)

kann mechanisch dabei sehr anschaulich interpretiert werden. Für ein Fachwerk mit nE

Elementen besitzt die Matrix der Ersatzlasten nE Spalten. Eine Spalte entspricht einem
Lastfall, der jeweils ein Element aus dem Fachwerk um eins verlängern würde, wenn
das entsprechende Element statisch bestimmt, d. h. zwangsfrei, gelagert wäre. Daraus
ergeben sich durch die Multiplikation mit der inversen Steifigkeitsmatrix die Knoten-
verschiebungen und aus der Multiplikation mit A die gesamten Längenänderungen in
diesen Lastfällen. Diese werden von den gedanklich vorgegebenen Stablängenänderun-
gen von eins abgezogen, wodurch die Einträge der Redundanzmatrix den Unterschied
zwischen einer ideal-zwangsfreien und der wirklichen Einbausituation quantifizieren.

Die Spalte i der Redundanzmatrix enthält Werte, welche als die negativen elastischen
Längenänderungen −∆lel aller Stäbe interpretiert werden können, die entstehen, wenn
Element i mit einer vorgegebenen Längenänderung von eins versehen wird. Zeile i der
Redundanzmatrix enthält die Werte, welche als die negativen Normalkräfte −n in allen
Stäben interpretiert werden können, die entstehen, wenn Element i mit einer vorgege-
benen Längenänderung versehen würde, die eine Normalkraft von eins erzeugen würde,
wenn das Element zwischen zwei starren Auflagern eingebaut wäre und damit einen
Redundanzanteil von eins hätte.

Die Werte der Hauptdiagonaleinträge der Redundanzmatrix liegen zwischen null und
eins, wobei auch null und eins selbst auftreten können. Die Spur der Redundanzmatrix,
also die Summe der Hauptdiagonaleinträge, entspricht dem Grad der statischen Unbe-
stimmtheit ns. Jedoch liegt diese Information nun nicht mehr nur als ganze Zahl vor,
sondern als Verteilung im gesamten Fachwerk. Jeder Hauptdiagonaleintrag der Redun-
danzmatrix (R)i,i kann direkt dem Fachwerkelement i zugeordnet werden und ist ein
Maß dafür, wie stark die umgebende Struktur gegen eine Ausdehnung des Elements
wirkt.
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3.1 Lastfallunabhängige Eigenschaften

Ein Element mit Redundanzanteil Null hat die Möglichkeit zur zwangsfreien Längenän-
derung. Zusätzlich kann die Normalkraft in diesem Element mithilfe der vorhandenen
Gleichgewichtsbedingungen direkt ermittelt werden. Deshalb wird dieses Element als
statisch bestimmt bezeichnet. Dies gilt für jedes Element eines statisch bestimmten
Fachwerks und unter Umständen auch für bestimmte Stäbe eines insgesamt statisch
unbestimmten Fachwerks.

Die Längenänderung eines Elements mit Redundanzanteil Eins ist vollständig verhin-
dert. Dieser Sonderfall kann beispielsweise für ein beidseitig festgehaltenes Fachwerkele-
ment identifiziert werden, ist jedoch im Allgemeinen eher akademischer Natur.

Für die in Gleichung (3.4) definierte Matrix A0 ergeben sich spaltenweise die gesamten
Stablängenänderungen infolge des entsprechenden Ersatzlastvektors.

Mathematische Eigenschaften

Die erste Eigenschaft, die hier diskutiert wird, ist die Idempotenz. Durch Ausrechnen
lässt sich zeigen, dass für Redundanzmatrizen

R = RR (3.5)

gilt. Formal werden beim Quadrieren einer Matrix ihre Eigenwerte quadriert. Idempo-
tente Matrizen verändern sich durch diese Operation nicht und entsprechend ändern sich
die Eigenwerte durch Quadrieren nicht. Diese Eigenschaft gilt nur für die Eigenwerte Null
und Eins. Die Redundanzmatrix eines Tragwerks besitzt genau nE − ns Null-Eigenwerte
und entsprechend ns Eins-Eigenwerte. Mit dem Zusammenhang, dass die Summe der Ei-
genwerte der Spur einer Matrix entspricht, ergibt sich, dass die Spur genau der Anzahl an
Eins-Eigenwerten entspricht. Damit gilt für die Redundanzmatrix der Zusammenhang

Spur (R) = Rang (R) = ns. (3.6)

Da die Anzahl der Elemente eines Fachwerks immer größer ist als der Grad der stati-
schen Unbestimmtheit, ist die Redundanzmatrix nach Gleichung (3.4) nicht invertierbar.
Weiterhin ist die Redundanzmatrix im Allgemeinen nicht symmetrisch R ̸= RT. Durch
Ausrechnen kann einfach gezeigt werden, dass sich die Transponierte der Redundanz-
matrix aus der Ähnlichkeitstransformation der Redundanzmatrix

RT = CRC−1 (3.7)
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3 Charakteristika von Stabtragwerken

ergibt. Symmetrie der Redundanzmatrix tritt nur für den Sonderfall auf, dass die Dehn-
steifigkeiten aller Elemente eines Fachwerks gleich sind:

EAi

Li
= EA

L = konst. (3.8)

und damit

C = EA
L 1 (3.9)

gilt.

Die in Gleichung (3.4) definierte Matrix A0 ergibt sich formal zu

A0 = 1 − R. (3.10)

Die Matrix A0 addiert sich dementsprechend mit der Redundanzmatrix zur Einheits-
matrix und ist ebenfalls idempotent und im Allgemeinen unsymmetrisch. Durch den
Zusammenhang zur Redundanzmatrix nach Gleichung (3.10) besitzt die Matrix A0 ge-
nau nE − ns Eins-Eigenwerte und entsprechend ns Null-Eigenwerte.

Gewichtete Redundanzmatrix

Durch Vormultiplikation der Redundanzmatrix mit der Matrix der Stabsteifigkeiten C

ergibt sich die gewichtete Redundanzmatrix mit Gleichung (3.4) zu

CR = C − CA
(
ATCA

)−1
ATC. (3.11)

Aus dieser Berechnungsvorschrift entsteht eine symmetrische Matrix, die wiederum die
folgende mechanisch-anschauliche Interpretation zulässt. In der Redundanzmatrix R

sind spaltenweise elastische Längenänderungen aller Stäbe in einem Lastfall enthalten,
die, mit den entsprechenden Stabsteifigkeiten multipliziert, die Normalkräfte in diesem
Lastfall ergeben. Damit enthält die gewichtete Redundanzmatrix CR spalten- und zei-
lenweise (Symmetrie) Normalkraftverteilungen, die entstehen, wenn das entsprechende
Element mit einer vorgegebenen Längenänderung von eins beaufschlagt wird. Die Infor-
mation über den Grad der statischen Unbestimmtheit kann nicht mehr direkt aus der
Spur der Matrix berechnet werden, jedoch stimmt der Rang der gewichteten Redun-
danzmatrix weiterhin mit ns überein.
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X3

X2

X1

3 m

3 m

4 m

3 m

43 5

21
6

Elemente 1 und 6:
EA1 = 2000 kN

Elemente 2, 3, 4 und 5:
EA2 = 1000 kN

ns = 2

Abbildung 3.1: Fachwerkstruktur zur Ermittlung der Redundanzmatrix

Beispiel für eine Redundanzmatrix

Für das zweifach statisch unbestimmte Tragwerk aus Abbildung 3.1 wird die Redun-
danzmatrix nach Gleichung (3.4) zu

R =



0,1776 0 −0,1480 0 0,1480 0
0 0 0 0 0 0

−0,4934 0 0,6582 −0,3953 −0,1641 0
0 0 −0,3162 0,5059 −0,3162 0

0,4934 0 −0,1641 −0,3953 0,6582 0
0 0 0 0 0 0


(3.12)

ermittelt.

Die Spur ergibt sich zu zwei (Abweichung rundungsbedingt), was genau dem Grad der
statischen Unbestimmtheit entspricht. Die einzelnen Hauptdiagonaleinträge können nun
mit den Elementen in Verbindung gebracht werden. Dabei fällt auf, dass sich der Grad
der statischen Unbestimmtheit ungleich auf die Fachwerkstäbe verteilt. Elemente 2 und 6
sind zwangsfrei bzw. statisch bestimmt. Das heißt, dass in diesen Stäben bei vorgegebe-
nen Stablängenänderungen oder anderen reinen Zwangsbeanspruchungen keine Normal-
kräfte entstehen können. Der Redundanzanteil von Stab 1 ist deutlich geringer als die
Anteile der Stäbe 3, 4 und 5. Im vorliegenden Beispiel bedeutet das, dass Stab 1 durch
seine deutlich größere Steifigkeit wichtiger, d. h. weniger überflüssig bzw. redundant, für
das Tragwerk ist.
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3 Charakteristika von Stabtragwerken

3.1.3 Eigenspannungszustände

Im Hinblick auf die Analyse adaptiver Tragwerke besitzen Eigenspannungszustände eine
besondere Bedeutung, weshalb sie an dieser Stelle detailliert beschrieben werden. Als Ei-
genspannungszustände werden bei Fachwerken Normalkraftverteilungen nh bezeichnet,
die die homogenen Gleichgewichtsbedingungen

ATnh = 0 (3.13)

erfüllen. Der Raum der Eigenspannungszustände ist ein linearer Vektorraum, der alle
möglichen Eigenspannungszustände eines Tragwerks enthält.

Diese Zustände können nur in statisch unbestimmten Tragwerken bzw. Tragwerksteilen
auftreten, da sich in statisch bestimmten Tragwerken aus der Invertierbarkeit von AT

direkt nh = 0 als eindeutige Lösung von Gleichung (3.13) ergibt. Auch Vielfache αnh

mit α ∈ R sind Lösungen von Gleichung (3.13) und somit Eigenspannungszustände.

Für ein gegebenes Fachwerk kann der Raum der Eigenspannungszustände – bzw. ge-
nauer: eine Basis für diesen Raum – aus mehreren bereits bekannten Matrizen ermittelt
werden. Nach Pellegrino (1986) ergibt sich eine Basis für den Raum der Eigenspan-
nungszustände aus dem Nullraum der Gleichgewichtsmatrix AT (vgl. Gleichung (3.13)).
Wie bereits im Zusammenhang mit der Redundanzmatrix in Abschnitt 3.1.2 beschrie-
ben, entspricht jede Zeile der Redundanzmatrix einem Eigenspannungszustand.

Für ein statisch bestimmtes Element in einem statisch unbestimmten Fachwerk ergibt
sich eine Nullzeile in der Redundanzmatrix und damit nur die triviale Lösung der ho-
mogenen Gleichung (3.13), die formal immer im Raum der Eigenspannungszustände
enthalten ist, jedoch im Folgenden nicht weiter berücksichtigt wird. Als Basis für den
Raum der Eigenspannungszustände mit den notwendigen ns Basisvektoren kann deshalb
auch das Bild der transponierten Redundanzmatrix RT verwendet werden, das sich aus
den Eigenvektoren zu den Eins-Eigenwerten zusammensetzt.

Eine weitere Möglichkeit, eine Basis für den Raum der Eigenspannungszustände anzu-
geben, ergibt sich aus der gewichteten Redundanzmatrix. Auch hier spannt das Bild der
Matrix CR den Raum der Eigenspannungszustände auf.

Damit ergibt sich der Zusammenhang der aufgespannten Räume zu

Nullraum
(
AT

)
= Bild

(
RT

)
= Bild (CR) . (3.14)
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3.1 Lastfallunabhängige Eigenschaften

Für das Beispiel aus Abbildung 3.1 ergeben sich die Eigenwerte der transponierten
Redundanzmatrix zu

Eigenwerte
(
RT

)
=

[
1 1 0 0 0 0

]T
. (3.15)

Die Eigenvektoren zu den Eins-Eigenwerten ergeben sich zu

Bild
(
RT

)
=





0,647
0

−0,539
0

0,539
0


,



0,424
0

−0,707
0,566

0
0




(3.16)

und die Eigenvektoren zu den Null-Eigenwerten zu

Nullraum
(
RT

)
=





0,910
0

0,327
0,256

0
0


,



0
1,00

0
0
0
0


,



0
0
0
0
0

1,00


,



−0,969
0

−0,174
0

0,174
0




. (3.17)

Abbildung 3.2 (a) visualisiert die als Normalkraftverteilungen (in kN) interpretierten
Eigenvektoren zu den Eins-Eigenwerten der transponierten Redundanzmatrix als ge-
schlossene, d. h. ohne äußere Lasten im Gleichgewicht stehende, Kraftecke. Die Orien-
tierungen der Kraftpfeile sind dabei durch die Stabrichtungen und die Längen der Kraft-
pfeile durch die entsprechenden Einträge im Eigenvektor vorgegeben. Da das Tragwerk
zweifach statisch unbestimmt ist, ergeben sich zwei dieser Verteilungen.

Für das Drei-Stab-Tragwerk, das in Abbildung 2.8 dargestellt ist, ergeben sich die rele-
vanten Eigenschaften der Redundanzmatrix zu

Eigenwerte (R) =
[
1 0 0

]T
, (3.18)

Bild (R) =




0,418
−0,807
0,418


 (3.19)

und Nullraum (R) =



−0,707

0
0,707

 ,


0,816
0,577

0


 . (3.20)
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Abbildung 3.2 (b) stellt diese abstrakten Größen im dreidimensionalen Raum der Stablän-
genänderungen dar. Der Nullraum ist in diesem Fall zweidimensional und wird deshalb
als Fläche dargestellt, die von den beiden grün gestrichelt eingezeichneten Richtun-
gen der Eigenvektoren zu Null-Eigenwerten aufgespannt wird. Das Bild ist ein eindi-
mensionaler Raum, der von der blau gestrichelt dargestellten Richtung des Eigenvek-
tors zum Eins-Eigenwert aufgespannt wird. Beispielhaft ist in dieser Abbildung einge-
tragen, wie die Auswirkung einer in rot dargestellten, vorgegebenen Längenänderung
von ∆l0 =

[
0 ∆ℓ0,2 0

]T
grafisch ermittelt werden kann. Die auftretenden elastischen

Längenänderungen ∆lel, die durch eine durchgezogene blaue Linie veranschaulicht wer-
den, ergeben sich als Projektion der negativen vorgegebenen Längenänderungen entlang
des Nullraums von R auf das Bild von R (zur Veranschaulichung ist die Ebene, die
den Nullraum darstellt, nochmals in den linken Bereich des Bilds parallel verschoben
und angedeutet). Die sich einstellenden gesamten Längenänderungen ∆l, die durch ei-
ne durchgezogene grüne Linie veranschaulicht werden, ergeben sich aus der Projektion
der vorgegebenen Längenänderung entlang des Bilds von R auf den Nullraum von R,
wobei zur Veranschaulichung nochmals eine zum Bild parallele Linie in die Abbildung
eingezeichnet ist.

Werden vorgegebene Längenänderungen ∆l0 so gewählt, dass sie vollständig im Null-
raum liegen, stellen sich Tragwerkszustände ein, in denen die gesamten Längenänderun-
gen genau den vorgegebenen Längenänderungen entsprechen. Die elastischen Längenän-
derungen ergeben sich dann zu null, wodurch keine Normalkräfte in der Struktur entste-
hen. In diesem Fall werden auch in statisch unbestimmten Strukturen Verschiebungen
hervorgerufen, ohne dass Normalkräfte entstehen. In statisch bestimmten Strukturen ist
der gesamte Raum gleichzeitig der Nullraum, da die Redundanzmatrix in diesem Fall
genau der Nullmatrix entspricht. Werden Längenänderungen vorgegeben, die vollständig
im Bild von R liegen, erzeugt dies reine Normalkraftbeanspruchungen, ohne Verschie-
bungen der Struktur hervorzurufen. Dies ist auch unter den Begriffen im- bzw. nilpotent
eigenstress bzw. eigenstrain bekannt (Furuhashi und Mura 1979).

Die Idempotenz der Abbildung mit der Redundanzmatrix kann damit mechanisch so
interpretiert werden, dass das Resultat der erstmaligen Abbildung von negativen vor-
gegebenen Längenänderungen ∆l0 die elastischen Längenänderungen ∆lel ergibt. Eine
darauffolgende, wiederholte Abbildung bildet die bereits im Bild der Abbildung lie-
genden elastischen Längenänderungen wiederum nur auf sich selbst ab. Eine weitere
Abbildung mit der Redundanzmatrix liefert keine weitere Veränderung mehr, was die
Eigenschaft der Idempotenz widerspiegelt.
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(b)(a)

(nh)1

(nh)5 (nh)3

(nh)1

(nh)3(nh)4

=̂ 0,566 kN
Maßstab

321

∆ℓ1

∆ℓ2

∆ℓ3

Nullraum(R)

−∆l0

∆l0

∆lel

∆l

Bild(R)

parallel zu
Nullraum(R)

parallel zu
Bild(R)

Abbildung 3.2: (a) Darstellung der Eigenspannungszustände des Beispieltragwerks aus
Abbildung 3.1 als geschlossene Kraftecke; (b) Visualisierung des Bilds
und des Nullraums der Redundanzmatrix für das Drei-Stab-Tragwerk
aus Abbildung 2.8 und der Aufteilung von beispielhaft vorgegebe-
nen Längenänderungen ∆l0 in die auftretenden elastischen Längen-
änderungen ∆lel und die gesamten Längenänderungen ∆l

3.2 Lastfallabhängige Tragwerkseigenschaften

Im Folgenden werden die Steifigkeit sowie die Traglast und die Duktilität als Tragwerks-
eigenschaften beschrieben. Die Tragfähigkeit und Duktilität sind Tragwerkseigenschaf-
ten, die für einen bestimmten Lastfall ermittelt werden. Die Steifigkeit wird zwar im
Allgemeinen lastfallunabhängig ermittelt, kann aber sowohl lastfallunabhängig als auch
lastfallbezogen betrachtet werden. Sie wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit, wenn
nicht explizit anders angegeben, bezogen auf einen bestimmten Lastfall bewertet.

3.2.1 Steifigkeit

Im Kontext der linearen Strukturmechanik beschreibt die Steifigkeit diejenige Kraft, die
notwendig ist, um eine Einheitsverschiebung zu erzeugen. Der Kehrwert der Steifigkeit

51



3 Charakteristika von Stabtragwerken

X1

X2

b
b

A1 A2 A1

F
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d1
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F = 20 kN
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E = 2 · 104 kN/cm2

A1 = 3 +
√

3
6 cm2

A2 = 1√
6

cm2

Abbildung 3.3: Drei-Stab-Tragwerk zur Ermittlung der Steifigkeit

wird als Flexibilität bezeichnet und beschreibt folglich die Verschiebung, die unter einer
Einheitskraft auftritt. Dieser Zusammenhang von Kraft- und Verschiebungsgrößen findet
sich in der Mechanik in verschiedenen Skalen wieder: es werden Steifigkeiten von Mate-
rialien, Querschnitten, (Fachwerk-)Elementen oder gesamten Tragwerken beschrieben.
Dabei setzt sich die Steifigkeit der nächsten Stufe der Skala aus der bzw. den Steifigkeiten
der jeweils kleineren Stufe zusammen. Beispielsweise ergibt sich die Querschnittssteifig-
keit EA eines homogenen Querschnitts aus dem Produkt des Elastizitätsmoduls E , der
die Steifigkeit des verwendeten Materials beschreibt, und der Querschnittsfläche A. Die
hier betrachtete Tragwerks- oder Systemsteifigkeit lässt sich auch als Zusammenbau der
einzelnen Elementsteifigkeiten aller Elemente des Tragwerks interpretieren (vgl. Glei-
chung (2.24)).

Die Steifigkeit eines Tragwerks kann mithilfe der Steifigkeitsmatrix nach Gleichung (2.24)
auf verschiedene Arten charakterisiert werden. Aus der Eigenwertzerlegung der Steifig-
keitsmatrix resultierende Eigenvektoren können als Verschiebungszustände und zugehö-
rige Eigenwerte als Steifigkeit des entsprechenden Verschiebungszustands interpretiert
werden. Mithilfe der Eigenwertermittlung kann ein guter Gesamteindruck vom Tragver-
halten gewonnen werden und es können eventuelle Schwachstellen identifiziert werden.
Für diese Untersuchung ist keine weitere Kenntnis über die äußere Belastung nötig. Des-
halb kann jedoch auch keine Aussage über das Verhalten der Struktur unter konkreten
Lastfällen getroffen werden. Wenn die äußere Belastung bekannt ist, können mithil-
fe von Gleichung (2.24) die auftretenden Knotenverschiebungen ermittelt werden, mit
deren Hilfe ein Eindruck von der lastfallbezogenen Systemsteifigkeit gewonnen werden
kann.

Abbildung 3.3 zeigt das bereits in Abschnitt 2.2 eingeführte Drei-Stab-Tragwerk mit
optimierten Querschnittsflächen nach Gleichungen (2.40) und (2.41). Die Steifigkeits-
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matrix K bezogen auf die angegebenen Freiheitsgrade ergibt sich zu

K = 50
√

2
[
1 + 1√

3 0
0 1 +

√
3

]
kN/cm ≈

[
111,5 0

0 193,2

]
kN/cm. (3.21)

Aufgrund der Symmetrie des Tragwerks ergibt sich ein entkoppeltes Gleichungssystem
und damit eine diagonale Systemmatrix, aus der sich direkt die Eigenwerte

λ1 ≈ 111,5 , (3.22a)
λ2 ≈ 193,2 (3.22b)

sowie die zugehörigen Eigenvektoren

φ1 =
[
1
0

]
und φ2 =

[
0
1

]
(3.23)

ablesen lassen. Die Zahlenwerte werden im Folgenden vergleichend betrachtet, weshalb
hier auf die Angabe von Einheiten verzichtet wird. Die Steifigkeit des Tragwerks ge-
genüber einer äußeren Last in Richtung φ1 bzw. d1 ist deutlich geringer, da nur die
Elemente 1 und 3 am Lastabtrag beteiligt werden. In die vertikale Richtung ergibt
sich dabei keine Verschiebung, die eine Längenänderung und somit ein Mitwirken von
Element 2 hervorrufen würde, was bereits in der Entkopplung des Gleichungssystems
ersichtlich ist. Gegenüber einer äußeren Last in Richtung φ2 bzw. d2 ergibt sich eine
deutlich größere Steifigkeit durch die Mitwirkung aller Elemente.

Für den in Abbildung 3.3 dargestellten Lastfall ergibt sich der Verschiebungsvektor zu

d = 1
10

[√
3 − 3√
3 − 1

]
cm ≈

[
−1,268 · 10−1

7,321 · 10−2

]
cm. (3.24)

Dabei wirkt die Last F wie in Lastfall LF1 im entsprechenden Beispiel aus Abschnitt 2.2
unter einem Winkel von π/4. Dies erzeugt gleiche Beträge der Knotenlast in Richtung
der beiden Freiheitsgrade d1 und d2. Da sich die Lösung für die Verschiebungen als Su-
perposition der Eigenvektoren mit Gewichtungsfaktoren, die von den Lasten und Stei-
figkeiten abhängen, ergibt, zeigt sich auch hier die größere Steifigkeit des Tragwerks in
vertikaler Richtung. Aufgrund der Entkopplung des Gleichungssystems ergibt sich für
die Steifigkeit des Tragwerks in d1-Richtung aus Kraft pro Verschiebung(

fK
ext

)
1

d1
≈ 111,5 kN/cm (3.25)

genau der Eintrag der Steifigkeitsmatrix (K)1,1.
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σ

ε

σmax

σ

ε

(a) (b)

(1)
(2)

εpl = ε000

σmax

Abbildung 3.4: Schematische Darstellung der Spannungs-Verzerrungs-Kurve bei einem
Kraftlastfall bei (a) elastischem Materialhalten bis zum Versagen und
bei (b) ideal-elasto-plastischem Materialverhalten

3.2.2 Traglast und Duktilität

Bei der Traglast handelt es sich um eine Größe, die den Maximalwert der Last für
einen vorgegebenen Lastfall beschreibt, bei deren Überschreiten das Tragwerk bzw. ein
Teil des Tragwerks versagt. Die Duktilität beschreibt hingegen die maximal zulässige
Verformung, bei deren Überschreiten Versagen eintritt.

In der Herleitung der Gleichungen zur Strukturanalyse in Abschnitt 2.1 ist das Über-
schreiten einer maximalen Spannung bzw. Verzerrung und damit das Versagen eines
Elements bzw. des Tragwerks nicht berücksichtigt. Im Folgenden werden zur Ermitt-
lung der Traglast zwei einfache Materialmodelle herangezogen. Abbildung 3.4 zeigt die
beiden Varianten, mit denen das Materialverhalten näherungsweise abgebildet wird.
Variante (a) zeigt beispielhaft für den Zugbereich ein ideal-elastisches Materialverhal-
ten, das durch eine lineare Funktion beschrieben wird. Wenn die maximale Spannung
überschritten wird, versagt das Material und kann nicht mehr am Lastabtrag beteiligt
werden. Die durchgezogene Linie in Variante (b) beschreibt auch hier beispielhaft für den
Zugbereich ein ideal-elasto-plastisches Materialverhalten, das nach dem Erreichen der
maximal zulässigen Spannung σmax keine weitere Steigerung der Spannung zulässt, je-
doch das Spannungslevel auch bei theoretisch unendlicher Vergrößerung der Verzerrung
unter Plastifizieren noch aufrechterhalten kann. Beispielhaft ist das Materialverhalten
bei einer Entlastung (1) und bei danach folgender Wiederbelastung (2) des Tragwerks,
nachdem bereits plastische Verzerrungen aufgetreten sind, gestrichelt dargestellt.

Wenn im Rahmen der vorliegenden Arbeit die elastische Traglast ermittelt wird, ist
diese dann erreicht, wenn bei der Erhöhung der Last die maximal zulässige Spannung
in einem Element zum ersten Mal erreicht ist (Variante (a)).
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b
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Abbildung 3.5: Drei-Stab-Tragwerk zur Ermittlung der Traglast

Unter bestimmten Voraussetzungen kann in statisch unbestimmten Tragwerken durch
Zulassen von Plastifizieren die äußere Belastung auch nach dem Erreichen der maximal
zulässigen Beanspruchung eines Elements oder mehrere Elemente weiter gesteigert wer-
den (Variante (b)). Wenn keine weiteren Umlagerungen mehr möglich sind und deshalb
die Last nicht mehr weiter gesteigert werden kann, ist die Traglast erreicht. Dies wird
im folgenden Beispiel veranschaulicht.

Abbildung 3.5 zeigt das bereits bekannte Drei-Stab-Tragwerk, an dem die Traglast für
den eingezeichneten Lastfall ermittelt wird. Die Laststeigerung wird durch den Lastmul-
tiplikator γ modelliert, dessen Wert im Verlauf der Berechnung schrittweise gesteigert
wird. Im ersten Schritt ergeben sich infolge der Belastung die Normalkräfte und Nor-
malspannungen in der Struktur zu

nel = 10γ


1√
3 − 1√

2
(
1 − 1√

3

)
1√
3 + 1

 kN ≈ γ


−4,226

5,977
15,77

 kN (3.26)

und

σel = 20γ


√

3 − 2√
3 − 1
1

 kN/cm2 ≈ γ


−5,359

14,64
20,00

 kN/cm2. (3.27)

Diese sind mit dem Fußzeiger el gekennzeichnet, da sie unter der Annahme des linear-
elastischen Verhaltens ermittelt werden. In Element 3 ist bereits für γ = 1 die maximal
zulässige Spannung erreicht (siehe auch Ergebnis der Optimierung aus Abschnitt 2.2).
Der Lastfaktor für die elastische Traglast ist daher γTe = 1,0.
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∆γ2.FGF

1. FG

Abbildung 3.6: Drei-Stab-Tragwerk nach dem Entstehen des ersten Fließgelenks

Bei weiterer Laststeigerung erreicht Element 3 den plastischen Bereich und es ist kei-
ne weitere Steigerung der Normalspannung möglich. In diesem Element bildet sich also
bei γ1.FG = 1,0 das erste Fließgelenk und es beteiligt sich nicht am Abtrag der zusätz-
lichen Last. Das Restsystem, das bei weiterer Laststeigerung zum Lastabtrag herange-
zogen wird, ist in Abbildung 3.6 dargestellt. Dabei wird die Belastung nun mit dem
Faktor ∆γ2.FG gewichtet, dessen Bezeichnung veranschaulicht, dass dieser die Änderung
des Lastfaktors bis zum Öffnen des zweiten Fließgelenkes beschreibt.

Am Restsystem werden die Normalkräfte und Normalspannungen zu

∆n2 = 20∆γ2.FG


−1√

2
0

 kN ≈ ∆γ2.FG


−20,00

28,28
0,000

 kN (3.28)

und

∆σ2 = 20∆γ2.FG


√

3 − 3
2
√

3
0

 kN/cm2 ≈ ∆γ2.FG


−25,36

69,28
0,000

 kN/cm2. (3.29)

ermittelt. Daraus ergibt sich ein weiteres Laststeigerungspotential von ∆γ2.FG = 2
√

3−3
6 ,

bis Element 2 die maximal zulässige Spannung erreicht. Darüber hinaus ist keine Last-
steigerung möglich, da das Restsystem nicht mehr brauchbar ist. Der Traglastfaktor
ergibt sich insgesamt zu γT = γ2.FG = γ1.FG + ∆γ2.FG = 2

√
3+3
6 ≈ 1,077. Die maximal

zulässige Last für das untersuchte Tragwerk beträgt Fmax = 10 + 20√
3 ≈ 21,55 kN. Die

Normalkräfte und Normalspannungen im Traglastzustand ergeben sich zu

nT = γ1.FGnel + ∆n2 ≈


−5,774

8,165
15,77

 kN (3.30)
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und

σT ≈


−7,321

20,00
20,00

 kN/cm2. (3.31)

In dem einfach statisch unbestimmten System sind im Traglastzustand zwei Elemente
maximal ausgenutzt.

Die Verformungen werden über den Verlauf der Berechnung aufaddiert und ergeben sich
zu

dT ≈
[
−1,732

1,000

]
· 10−1 cm. (3.32)

Diese Verformungen im Traglastzustand beschreiben die Duktilität des Tragwerks. In
einem spröden Tragwerk sind diese Verformungen relativ gering, wohingegen in einem
duktilen Tragwerk relativ große Verformungen vor dem Versagen auftreten. Die Begriffe
relativ gering bzw. relativ groß sind an dieser Stelle sehr unkonkret und müssen im
Rahmen der Spezifika der jeweiligen Aufgabe festgelegt werden. Ein möglichst duktiles
Versagen ist in der Auslegung von herkömmlichen Tragwerken präferiert, da sich dieses
sichtbar ankündigt und deshalb keinen unerwarteten Charakter besitzt.

Weitere Details zur notwendigen, aber hier nicht gezeigten, Prüfung der positiven Dis-
sipationsarbeit und zu sich wieder schließenden Fließgelenken können der Literatur zur
Fließgelenktheorie, beispielsweise Graf und Vassilev (2006), entnommen werden.

Nach dem vollständigen Aufbringen der Traglast wird für Materialvariante (b) nach dem
Erreichen der Traglast die Entlastung des Tragwerks betrachtet. Wie in Abbildung 3.4
durch Pfad (1) dargestellt, gilt die Annahme, dass der Entlastungsprozess elastisch ab-
läuft. Die hervorgerufenen plastischen Verzerrungen εpl bleiben im Tragwerk bestehen.
Der dadurch eingeprägte Kraftzustand nach Entlastung nent ergibt sich zu

nent = nT − γTnel =


−1,220

1,725
−1,220

 kN ∈ Bild
(
RT

)
. (3.33)

Diese Normalkraftverteilung bildet einen Eigenspannungszustand, der ohne äußere Las-
ten nur mit sich selbst im Gleichgewicht steht ATnent = 0. Die zugehörige plastische
Verzerrung von Element 3 ergibt sich zu εpl = −3,660 · 10−4 bzw. als plastische Länge-
nänderung ∆ℓpl = −0,05176 cm. Sind die plastischen Längenänderungen aller Elemente
im Traglastzustand bekannt und werden diese als vorgegebene Längenänderungen auf-
gebracht, kann mithilfe von Gleichung (2.29) der eingeprägte Eigenspannungszustand
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direkt ermittelt werden. Dies wird z. B. im Rahmen der virtual distortion method von
Holnicki-Szulc (1995) ausgenutzt.

Bei einer nach dieser Entlastung folgenden Wiederbelastung würde das System direkt
in einem elastischen Vorgang (vgl. Pfad (2) in Abbildung 3.4 (b)) in den Traglastzu-
stand gelangen. Dies wird in der Baupraxis beispielsweise beim Vorrecken von Seilen
ausgenutzt, hier aber nicht weiter betrachtet.

3.3 Besonderheiten optimierter Tragwerke

Die Idee, eine zunächst unbekannte Form eines Tragwerks mit minimaler Masse zu be-
stimmen, kann bis Galileo Galilei1 ins 17. Jahrhundert zurückverfolgt werden. Die ers-
ten Veröffentlichungen zu optimalen Tragstrukturen gehen auf Maxwell (1870) und
Michell (1904) zurück. Maxwell2 beschreibt in seiner Arbeit den Zusammenhang zwi-
schen minimal notwendiger Gesamtmasse einer Fachwerkstruktur und der Summe der
Produkte von Normalkraft und Stablänge über alle Elemente. Michell3 leitet daraus
geometrische Formen ab, die in diesem Maß optimal und als sog. Michell-Strukturen
bekannt sind. Bei der Optimierung von Fachwerken ist häufig vom fully stressed design
die Rede, d. h. jeder Stab ist in mindestens einem Lastfall hinsichtlich der Festigkeit zu
100 % ausgenutzt. Dies wird von Razani (1965) in Zusammenhang mit dem massenmi-
nimalen Design gebracht. Für statisch bestimmte Strukturen unter einem Lastfall fallen
diese beiden Eigenschaften zusammen. Für statisch unbestimmte Strukturen unter meh-
reren Lastfällen ist das massenminimale Design im Allgemeinen nicht voll ausgenutzt.
Dayaratnam und Patnaik (1969) beschreiben den Zusammenhang zwischen der An-
zahl an Lastfällen und dem Grad der statischen Unbestimmtheit, der erfüllt sein muss,
sodass das massenminimale Design auch voll ausgenutzt ist. Weiterhin wird beschrie-
ben, dass sich dieser Zusammenhang durch Vorspannung der Elemente verändern lässt.
Harzheim (2019) gibt eine übersichtliche Darstellung über zu erwartende Optimie-
rungsergebnisse, abhängig vom Grad der statischen Unbestimmtheit und der Anzahl
der Lastfälle.

Von Wang (1992) werden Beispiele zum fully stressed design von Strukturen unter-
sucht. Die wesentliche Erkenntnis darin ist, dass ein optimiertes statisch unbestimm-
tes Fachwerk in voll ausgenutzter Konfiguration leichter ist als der optimierte und voll
ausgenutzte Entwurf eines zugehörigen statisch bestimmten Grundsystems. Der Grund
dafür wird in der Einführung zusätzlicher, effizienterer Möglichkeiten zum Lastabtrag
erkannt. Patnaik und Hopkins (1998) beschreiben die Optimalität von fully stressed
1Galileo Galilei (1564–1641)
2James C. Maxwell (1831–1879)
3Anthony Michell (1870–1959)
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designs für verschiedene Anzahlen an Lastfällen, Stäben und Knoten. Außerdem werden
darin verschiedene Optimierungsalgorithmen, u. a. die in Abschnitt 2.2.3 vorgestellte
SQP-Methode, miteinander verglichen.

In den genannten Vorarbeiten wird häufig das Ziel verfolgt, die Masse der Struktur
zu minimieren, da diese direkt als ein quantitatives Maß für die Effizienz des gewähl-
ten Lastabtrags dienen kann. Nach Otto (1998) (S. 46) existiert von Richard Buck-
minster Fuller4 der Ausspruch: „Wenn man wissen will, was eine Konstruktion wirklich
taugt, muß man sie wiegen“, der das Ziel der Masseneinsparung nochmals unterstreicht.
Das Ziel, die Masse zu minimieren, basiert daneben auch auf ästhetischen (Schlank-
heit), wirtschaftlichen (Materialkosten) und Nachhaltigkeitsgründen (Emissionen und
Rohstoffknappheit). Wie bereits erwähnt, erhält man für spezielle Fälle das massen-
minimierte Design auch durch die Berücksichtigung der Bedingung, dass alle Stäbe zu
100 % ausgenutzt werden sollen, was auch als Optimalitätskriterienmethode bezeichnet
wird (Harzheim 2019). Weiterhin werden beispielsweise für gegebene Massen und Be-
lastungen die Strukturen gesucht, die die geringsten Verschiebungen aufweisen. Dazu
kann beispielsweise die Arbeit der äußeren Lasten als Produkt aus äußerer Kraft und
Verschiebung in Kraftrichtung minimiert werden. Dies wird auch als Minimierung der
Nachgiebigkeit bezeichnet (Harzheim 2019).

Bei der Realisierung von Tragwerken müssen neben den genannten Anforderungen und
Zielen aus der Strukturmechanik meist auch optische und viele weitere Anforderungen
erfüllt werden, die nicht alle objektiv quantifizierbar sind. Deshalb resultieren Tragwerks-
entwürfe häufig aus Kompromissen zwischen verschiedenen Zielvorgaben. Die Ausgestal-
tung des jeweils möglichst optimalen Entwurfs ist keine triviale Aufgabe für die Trag-
werksplanung, die mithilfe der Strukturoptimierung gelöst werden kann. Häufig wird
jedoch nicht auf die Strukturoptimierung, sondern auf bereits bekannte und etablierte
Bauweisen bzw. Tragwerksformen zurückgegriffen (z. B. Outrigger- oder Tube-Systeme
für Hochhaustragwerke), von denen angenommen wird, dass sie für die jeweilige Situa-
tion geeignet und in gewisser Weise auch optimal sind. Es wird also häufig auf eine Art
Baukasten zurückgegriffen, der für die meisten Anwendungen ausreichend ist und sich
über viele Jahre entwickelt hat. Optimierungsverfahren kommen in der Baupraxis bisher
eher für Spezialkonstruktionen zum Einsatz.

4Richard Buckminster Fuller (1895–1983)
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4
Adaptive Stabtragwerke

Adaptivität beschreibt die Fähigkeit eines Systems, sich selbständig an veränderte Um-
gebungsbedingungen anzupassen (Sobek 2000). In der Natur existiert eine Vielzahl
an erfolgreichen Beispielen, in denen diese Veränderungen kurzfristig, mittelfristig oder
langfristig erfolgen. Adaptivität in der Technik bzw. direkt in Strukturen wird bereits
seit den 1960er Jahren in der Luft- und Raumfahrttechnik und im Maschinenbau erfolg-
reich eingesetzt. Bei den ersten Entwicklungen spielten insbesondere die Beeinflussung
von Schwingungen im Maschinenbau (Soong 1988) sowie die Bewegung von Satelliten
und die Steuerung von Spiegeln in der Raumfahrt (Pellegrino 1986) eine Rolle.

Zuk und Clark (1970) beschreiben als Erste die Idee, statische Verformungen und
Schnittgrößen an Gebäuden mit aktiven Elementen zu beeinflussen. Von Yao (1972)
wird diese Idee verfeinert und ein beispielhafter Aufbau adaptiver Strukturen vorge-
schlagen. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit ist insbesondere interessant, welche der
in Kapitel 3 aufgeführten Tragwerkseigenschaften durch den Einsatz von Adaptivität
in Tragwerken verändert werden können, welche Voraussetzungen dafür bestehen und
welche Ziele damit erreicht werden können.

In diesem Kapitel werden zu Beginn Aufbau und Funktionsweise von adaptiven Tragwer-
ken erläutert und dabei notwendige Begriffe eingeführt. Abschnitt 4.2 stellt die Grund-
lagen dafür vor, den Einsatz der Adaptivität im Tragwerksmodell zu berücksichtigen.
Daraufhin werden in Abschnitt 4.3 die grundlegenden Funktionsweisen aufgezeigt, mit
deren Hilfe die Anpassung des Tragwerkszustands erfolgen kann. Zum Abschluss des Ka-
pitels werden in Abschnitt 4.4 Algorithmen zur automatisierten Platzierung der Aktoren
vorgestellt.
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Einwirkungen
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und Ermittlung der optimalen Aktuierung

Abbildung 4.1: Vereinfachter schematischer Aufbau einer adaptiven Struktur nach Yao
(1972) (S. 1571) und Teuffel (2004) (S. 12)

4.1 Aufbau und Komponenten

Um adaptive Strukturen zu verstehen, müssen im ersten Schritt die wichtigsten Begriffe
bekannt sein. Dabei sind in erster Linie die Komponenten zu beschreiben, aus denen eine
adaptive Struktur besteht. Herkömmliche (passive) Tragwerke werden durch Aktoren,
Sensoren und die Regelung ergänzt. Der Aufbau eines adaptiven Tragwerks wurde von
Teuffel (2004) ausführlich beschrieben und der Arbeit von Yao (1972) folgend in
Abbildung 4.1 vereinfacht schematisch dargestellt.

In der vorliegenden Arbeit weniger relevant sind die Sensoren, da im Rahmen der Unter-
suchungen davon ausgegangen wird, dass der Tragwerkszustand komplett bekannt ist.
Dies ist jedoch eine stark vereinfachende Annahme. Im Allgemeinen werden verschie-
dene Sensoren eingesetzt, um Tragwerkszustand und ggf. Einwirkungen bestmöglich
zu ermitteln. Dazu können beispielsweise Dehnmessstreifen, Beschleunigungssensoren,
Windmesser etc. eingesetzt werden. Weitere Informationen dazu können der einschlägi-
gen Literatur entnommen werden, siehe beispielsweise Janocha (2007).

Relevant für die vorliegende Arbeit sind Aktoren und die Regelung, da diese beiden
Komponenten aktiv die Tragwerkseigenschaften bzw. den Tragwerkszustand verändern.
Bekannte Aktoren sind beispielsweise Hydraulikzylinder, die durch eine Änderung von
hydraulischem Druck, der von einer Pumpe erzeugt wird, ihre Länge anpassen können.
Da diese Verlängerung oder Verkürzung in Richtung der Elementachse erfolgt, werden
diese Aktoren auch als Linearaktoren bezeichnet. Davon unterscheiden sich beispielswei-
se flächige Aktoren, die mehrdimensionale Bewegungen ausführen, aber in dieser Arbeit
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serieller Aktor paralleler Aktor

Abbildung 4.2: Darstellung von serieller und paralleler Anordnung eines Aktors zu ei-
nem Fachwerkstab

nicht weiter betrachtet werden. Weitere Ausführungen zu Aktoren können beispielswei-
se Janocha (2007) entnommen werden. Bei Aktoren wird in der vorliegenden Arbeit
weiterhin anhand der Anordnung im Tragwerk unterschieden. Dabei können Aktoren
parallel oder seriell zu einem passiven Tragwerkselement eingebaut werden, was bei-
spielhaft in Abbildung 4.2 dargestellt ist. Aktoren bzw. aktive Elemente werden durch
ein grün gefülltes Rechteck gekennzeichnet. Im Rahmen dieser Arbeit wird von einer se-
riellen Anordnung von Aktoren ausgegangen. Der Grund dafür ist, dass der Fall der par-
allelen Anordnung von Aktoren als serielle Anordnung eines Aktors in einem parallelen
Stab betrachtet werden kann und somit der Fall der parallelen Aktoranordnung damit
bereits abgedeckt ist und nicht separat betrachtet werden muss. Wenn doch eine paral-
lele Aktoranordnung untersucht werden soll, ist dies explizit angegeben. Die Ermittlung
der Anordnung von Aktoren im Tragwerk wird als Aktorplatzierung bezeichnet.

Die Regelung besteht wiederum aus mehreren Komponenten, die nicht weiter aufgeführt
werden. Die Aufgaben der Regelung sind die Ermittlung des Zustands des Tragwerks
anhand der gemessenen Daten aus den Sensoren, der Abgleich dieses Zustands mit ei-
nem vorher definierten, gewünschten Zustand und die Ermittlung von Anweisungen an
die Aktoren, die dann durch Längenänderung den Tragwerkszustand entsprechend be-
einflussen. Weitere Ausführungen zur Regelung sind beispielsweise in Lunze (2010) zu
finden.

Die aktive Beeinflussung des Tragwerkszustands wird auch als Aktuierung oder Adap-
tion bezeichnet. Im Rahmen dieser Arbeit werden mit den Adjektiven passiv, aktiv und
adaptiv verschiedene Zustände beschrieben, in denen sich das Tragwerk befindet. Im
passiven Zustand wird davon ausgegangen, dass sich das Tragwerk nur unter der Bean-
spruchung von auftretenden äußeren Lasten befindet und keine Aktuierung stattfindet.
Bei der Betrachtung des aktiven Zustands werden keine äußeren Lasten berücksichtigt,
sondern nur die Wirkung der Aktuierung auf das Tragwerk. Der adaptive Zustand ergibt
sich im Rahmen der Theorie I. Ordnung, bei der die Superposition der verschiedenen
Zustände zulässig ist, als Überlagerung von passivem und aktivem Zustand. In der vor-
liegenden Arbeit werden Größen, die sich auf einen der Zustände beziehen, mit den
Fußzeigern pas, akt und ada versehen.

Für die weiteren Untersuchungen wird angenommen, dass kein Zeitverzug durch die Re-
gelung entsteht. Sobald sich die Erfordernis zur Aktuierung ergibt, findet diese statt. Die
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Gültigkeit dieser Annahmen muss vor der Realisierung geprüft werden und bei Ungül-
tigkeit dieser Annahme müssen Auswirkungen aus der Latenz berücksichtigt werden.

4.2 Modellierung der Aktuierung

Die in Abschnitt 2.1 vorgestellte Tragwerksanalyse, wird um die Möglichkeit erweitert,
Aktuierung zu berücksichtigen. Bei Verwendung der DSM bzw. der FEM existieren unter
anderem die im Folgenden vorgestellten Ansätze, die Aktuierung zu modellieren. Dabei
gelten – wenn nicht explizit anders angegeben – die Annahmen aus der Einführung der
strukturmechanischen Grundlagen in Abschnitt 2.1.

4.2.1 Aktuierung als Lastfall

Die intuitive Methode, die Auswirkungen von Aktuierung im Tragwerk zu modellieren,
ist das Aufbringen von äquivalenten Ersatzlasten, die die Auswirkung der Aktuierung
korrekt berücksichtigen. Dazu werden in den Elementen, die als Aktoren ausgewählt wur-
den, initiale Längenänderungen ∆l0 vorgegeben. Diese werden nach Gleichung (2.27) in
eine Kraft-Gleichgewichtsgruppe, die entlang der Elementachse wirkt, umgerechnet und
im Lastvektor auf der rechten Seite des Gleichungssystems (2.24) berücksichtigt. Damit
wird für die Aktuierung ein Aktorweg vorgegeben, dessen Einheit ein Längenmaß ist. So
können beispielsweise Verschiebungen der Struktur infolge der vorgegebenen Aktuierung
ermittelt werden. Zur Rückrechnung von elastischen Längenänderungen bzw. Schnitt-
größen aus den erhaltenen Verschiebungen ist die Berücksichtigung der vorgegebenen
Längenänderungen nach Gleichung (2.28) nötig. Die Methode, Aktuierung als initiale
Längenänderungen zu modellieren, entspricht technisch exakt der Berücksichtigung von
Beanspruchungen aus Temperaturänderungen.

4.2.2 Aktuierung mithilfe eines Fachwerk-Aktor-Elements

Basierend auf der Herleitung der Fachwerkelemente in Abschnitt 2.1 kann für einen
Fachwerkstab, der mit einem Aktor ausgestattet ist, ein Fachwerk-Aktor-Element for-
muliert und beim Zusammenbau des Gleichungssystems eingesetzt werden. Aktorele-
mente werden beispielsweise auch von Kwan und Pellegrino (1993) und Raja und
Narayanan (2009) eingesetzt. Auch in kommerzieller Software sind finite Elemente
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Abbildung 4.3: Eindimensionales Fachwerk-Aktor-Element mit Materialparametern
und Bemaßung

verfügbar, die einen Fachwerk-Aktor modellieren. Beispielsweise kann in dem Finite-
Elemente-Programm ANSYS das Element LINK11 eingesetzt werden, mit dem im Rah-
men der getroffenen Annahmen identische Ergebnisse erzeugt werden können wie mit
dem hier hergeleiteten Element.

Die Herleitung wird hier beispielhaft an einem eindimensionalen Beispiel aus Abbil-
dung 4.3 gezeigt und ist in gekürzter Form bereits in Geiger u. a. (2020c) zu finden.
Wie in Abschnitt 2.1 ist der Ausgangspunkt für die Herleitung der Gleichungen des
Fachwerk-Aktor-Elements die Beschreibung der Bewegung eines solchen Elements. Das
Element besteht aus einem passiven (Fußzeiger p) und einem aktiven Teil (Fußzeiger a).
Die Anordnung und Länge des adaptiven Teils ist beliebig und wird nur für die ver-
einfachte Herleitung mit einem symmetrischen Aufbau angenommen. Außerdem können
die Materialeigenschaften Ep und Ea und die Querschnittsflächen Ap und Aa theoretisch
beliebig festgelegt werden.

Die Aktuierung soll hier durch die Vorgabe eines Aktorwegs erfolgen. Der Aktorweg û
wird als Sprung in der Verschiebungsfunktion dx des Elements in der Mitte des aktiven
Teils berücksichtigt. Dieser Sprung wird hier mithilfe einer gedanklichen Aufteilung des
Elements in zwei getrennte Fachwerkelemente realisiert, die in Abbildung 4.4 (a) darge-
stellt ist. Bei der Darstellung der Aufteilung ist zu beachten, dass kein Abstand zwischen
den beiden Hälften des Elements modelliert wird, sondern dieser nur für eine verbesser-
te Übersichtlichkeit eingefügt ist. Mithilfe der angenommenen Aufteilung ergibt sich die
Bedingung für den Verschiebungssprung zu

dx (b) − dx (a) = û. (4.1)

Dabei ergibt ein positiver Wert für den Aktorweg eine positive Längenänderung – also
eine Verlängerung – des Elements. Die potentielle Energie des Fachwerkelements nach
Gleichung (2.14b) wird herangezogen und mithilfe der Lagrange-Multiplikator-Methode
wird die Bedingung für den Verschiebungssprung integriert. Dies führt auf das Lagrange-
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x = a x = bx

(a) (b)

d1 d3d2 d4

N1 (x) N2 (x) N3 (x) N4 (x)

Abbildung 4.4: (a) Aufteilung des Fachwerk-Aktor-Elements im lokalen Elementkoordi-
natensystem zur Berücksichtigung des Verschiebungssprungs; (b) Defi-
nition der Verschiebungsfreiheitsgrade

Funktional

L = Πint + µ (dx (b) − dx (a) − û) + Πext (4.2)

mit dem Lagrange-Multiplikator µ.

Um die Herleitung möglichst einfach zu gestalten, wird angenommen, dass entlang
des Elements die Materialeigenschaften und die Querschnittsfläche konstant sind und
durch EA beschrieben werden. Nach der Variation des Ausdrucks für die potentielle
Energie analog zu Abschnitt 2.1 wird das Problem diskretisiert. Die Verschiebungs-
freiheitsgrade, die zur Beschreibung herangezogen werden, sind in Abbildung 4.4 (b)
definiert. Damit ergibt sich für das eindimensionale Problem

N (x) =
[
N1 (x) N2 (x) N3 (x) N4 (x)

]
(4.3)

und der Verschiebungsvektor

d =
[
d1 d2 d3 d4

]T
. (4.4)

Für den Anteil der inneren potentiellen Energie Πint ergibt sich das weitere Vorgehen
analog zu Abschnitt 2.1. Jedoch wird zusätzlich der Anteil zur Berücksichtigung des Ver-
schiebungssprungs û betrachtet. Die Bedingung (4.1) lässt sich nach der Diskretisierung
auch als

(N (b) − N (a))d − û = Nud − û = 0 (4.5)

bzw. als

[
0 −1 1 0

]

d1

d2

d3

d4

 − û = d3 − d2 − û = 0 (4.6)
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darstellen.

Nach dem Einsetzen und dem Bilden der ersten Variation des Lagrange-Funktionals (4.2)
ergibt sich

δLh = δdT
(
ATCAd + µNT

u

)
+ δµ (Nud − û) + δΠext = 0. (4.7)

Dabei wird die Matrix A eingesetzt, die aus dem Zusammenbau der beiden halben
Elemente nach Abschnitt 2.1.4 ermittelt wird. Die Berücksichtigung des Sprungs in der
Verschiebungsfunktion geschieht mithilfe des Lagrange-Multiplikators µ, der sich zur
Normalkraft im Element und damit genau zur Kraft im Aktor ergibt.

Unter Anwendung des Fundamentallemmas der Variationsrechnung ergibt sich daraus
die Elementsteifigkeitsmatrix des Fachwerk-Aktor-Elements zu

kA =



k∗ −k∗ 0 0 0
−k∗ k∗ 0 0 −1

0 0 k∗ −k∗ 1
0 0 −k∗ k∗ 0
0 −1 1 0 0

 mit k∗ = EA
L
2

. (4.8)

Der gesuchte erweiterte Lösungsvektor derw und der erweiterte Vektor der rechten Sei-
te ferw ergeben sich für das Element zu

derw =



d1

d2

d3

d4

fakt

 und ferw =



f1
f2
f3
f4
û

 . (4.9)

Der Vektor der rechten Seite beinhaltet nun den Aktorweg û, der direkt vorgegeben
werden kann. Der Lösungsvektor derw ist erweitert um die Unbekannte fakt, die sich aus
dem Lagrange-Multiplikator ergibt und die Kraft im Aktor darstellt.

Der Aufbau des Gleichungssystems bzw. die Besetztheit der Matrix spiegelt genau den
Ansatz wider, nach dem das Element hergeleitet wurde. Die beiden Block-Matrizen
zwischen den Freiheitsgraden d1 und d2 bzw. zwischen d3 und d4 zeigen die entspre-
chenden Matrizen zweier herkömmlicher Stabelemente der halben Länge. Die Kopplung
der beiden Stabelemente wird mithilfe der zusätzlich eingebrachten Bedingung (4.1) si-
chergestellt. Die Einträge der fünften Zeile stellen den geforderten Zusammenhang der
Verschiebungen her und die Einträge in der fünften Spalte stellen entsprechend das
Gleichgewicht der Kräfte unter Berücksichtigung der Aktorkraft her. Wird auf der rech-
ten Seite ein Aktorweg û = 0 vorgegeben, dann verhält sich das Element genau wie
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das äquivalente passive Stabelement. Der einzige Unterschied, der sich dabei ergibt, ist,
dass die zusätzlichen Freiheitsgrade dafür verwendet werden, direkt die Stabkraft zu
ermitteln, die in diesem Fall durch die Lösung für fakt dargestellt wird.

Beim Einsatz des Elements in zwei- bzw. dreidimensionalen Tragwerken und der dazu
notwendigen Rotation der Elementmatrix in das globale Koordinatensystem ist darauf
zu achten, dass an den Knoten zusätzliche Freiheitsgrade in die zusätzlichen Dimensio-
nen benötigt werden, die inneren Freiheitsgrade jedoch immer in Richtung der Elemen-
tachse ausgerichtet bleiben und sich deren Anzahl nicht ändert. Deshalb ergeben sich
für dieses einfach Fachwerk-Aktor-Element bei der gewählten Diskretisierung 2ndim + 3
Freiheitsgrade, wobei ndim die Anzahl der Raumdimensionen 1, 2 oder 3 beschreibt.

Die inneren Freiheitsgrade (d2, d3 und fakt) werden beim Zusammenbau des Gesamt-
systems in die Systemsteifigkeitsmatrix übernommen und – wenn nicht zwei Aktoren
beispielsweise immer dieselbe Kraft aufweisen sollen – nicht mit anderen Freiheitsgra-
den gekoppelt.

Dieser Ansatz hat den Vorteil, dass er sowohl für die Kombination mit anderen Ele-
menttypen, wie Schalen, als auch für die Erweiterung der Formulierung für geometrische
Nichtlinearität, sehr gut geeignet ist. Die Umsetzung der Formulierung für geometrische
Nichtlinearität unter Mitarbeit des Autors ist in der Arbeit von Sachse u. a. (2021) zu
finden. Andere Erweiterungen, wie zum Beispiel die Formulierung eines Linear-Aktors
für Balkentragwerke, ist in Geiger u. a. (2020b) zu finden. Analog zu der vorgestellten
Vorgehensweise können auch erweiterte Balkenelemente formuliert werden, die in der
Lage sind, Krümmungen bzw. Schubwinkel als Biege- bzw. Querkraft-Aktoren aufzu-
bringen. Im Hinblick auf die Optimierung adaptiver Tragwerke werden beim Lösen des
Gleichungssystems auf Kosten von mehr Freiheitsgraden direkt auch die Aktorkräfte
ermittelt, was zu einer effizienten Implementierung beitragen kann. Durch die eigen-
ständige Formulierung des Elements sind die Ableitungen direkt im Programmablauf
verfügbar und können beispielsweise im SQP-Verfahren aus Abschnitt 2.2.3 direkt ein-
gesetzt werden.

Im Folgenden wird der Zusammenhang zwischen der Verwendung des Fachwerk-Aktor-
Elements und der Berücksichtigung der Aktuierung als Lastfall aus dem vorhergehenden
Abschnitt, der auf das passive System aufgebracht wird, untersucht. Dazu wird das
Gleichungssystem

kAderw = ferw (4.10)

unter Anwendung der statischen Kondensation weiter vereinfacht. Dabei wird ein Sys-
tem mit nur einem einzelnen Element betrachtet, was jedoch die Gültigkeit der Aussagen
nicht einschränkt. Für bessere Lesbarkeit werden Variablennamen der Systemebene für
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das einzelne Element gewählt und die Einteilung in abhängige und unabhängige Frei-
heitsgrade wird durch die Fußzeiger p und q verdeutlicht. Dabei werden die abhängigen
Unbekannten dq aus dem Gleichungssystem

[
Kpp Kpq

Kqp Kqq

] [
dp

dq

]
=

[
fp
fq

]
(4.11)

eliminiert. Die bei der Herleitung des Fachwerk-Aktor-Elements als innere Freiheitsgrade
bezeichneten Größen werden als abhängige Unbekannte festgelegt:

dq =
[
d2 d3 fakt

]T
. (4.12)

Durch entsprechendes Umsortieren der Gleichungen und Unbekannten sowie die Umfor-
mungen

Kred = Kpp − KpqK
−1
qq Kqp (4.13)

und

fred = fp − KpqK
−1
qq fq (4.14)

wird das reduzierte Gleichungssystem

Kreddp = fred (4.15)

generiert, das äquivalent zum gesamten Gleichungssystem ist. Bei der Lösung des Glei-
chungssystems wird jedoch nicht mehr direkt nach den abhängigen Unbekannten gelöst.
Diese können – wenn nötig – in einem weiteren Schritt aus

dq = K−1
qq (fq − Kqpdp) (4.16)

rückgerechnet werden.

Angewendet auf das aus einem Fachwerk-Aktor-Element bestehende eindimensionale
System ergibt sich das reduzierte Gleichungssystem nach Einsetzen zu

EA
L

[
1 −1

−1 1

] [
d1

d4

]
=

[
f1
f4

]
+

[
−1
1

]
EA
L û. (4.17)
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Zusätzlich wurde berücksichtigt, dass in Richtung der inneren Verschiebungsfreiheits-
grade d2 und d3 keine äußeren Kraftlasten zugelassen werden, also gilt:

fq =
[
0 0 û

]T
. (4.18)

Als reduzierte Steifigkeitsmatrix Kred ergibt sich die Elementsteifigkeitsmatrix für ein
herkömmliches Fachwerkelement. Der zweite Summand auf der rechten Seite von Glei-
chung (4.17) kann formal mithilfe von Gleichung (2.27) als Anteil aus der initialen
Längenänderung ATC∆l0 hergeleitet werden, wobei gilt:

A =
[
−1 1

]
, C =

[
EA
L

]
und ∆l0 =

[
û

]
. (4.19)

Weiterhin ist die Betrachtung von Gleichung (4.16) interessant. Nach Einsetzen aller
bekannten Größen ergibt sich:


d2

d3

fakt

 =


k∗ 0 −1
0 k∗ 1

−1 1 0


−1 


0
0
û

 −


−k∗ 0

0 −k∗

0 0


[
d1

d4

] (4.20a)

= 1
2


1

k∗
1

k∗ −1
1

k∗
1

k∗ 1
−1 1 −k∗



k∗d1

k∗d4

û

 . (4.20b)

Dabei wird deutlich, dass die letzte Zeile der vektoriellen Gleichung

fakt = −1
2k∗d1 + 1

2k∗d4 − 1
2k∗û = 1

2k∗ (−d1 + d4 − û) (4.21a)

= EA
L (d4 − d1 − û) (4.21b)

= C (Adq − ∆l0) (4.21c)

genau der Gleichung zur Rückrechnung der Normalkräfte aus den Verschiebungen in-
folge vorgegebener Längenänderungen nach Gleichung (2.29) entspricht. Somit ist die
Äquivalenz der beiden Herangehensweisen gezeigt.

4.2.3 Aktuierung als effektive Flexibilität und effektive Steifigkeit

Die bisher vorgestellten Verfahren sind in der Lage, die Aktuierung auf der rechten Seite
des Gleichungssystems (2.24) zu berücksichtigen. Dazu werden entweder Ersatzlasten im
herkömmlichen, nicht erweiterten Lastvektor berücksichtigt oder es wird der Lastvek-
tor um den vorgegebenen Aktorweg erweitert und das entsprechende Gleichungssystem
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gelöst. Das zu lösende Gleichungssystem hat in diesen Fällen die Form Kd = fext, wo-
bei die Aktuierung in fext berücksichtigt ist. Eine weitere Methode, die Aktuierung zu
berücksichtigen, stellt die Ermittlung einer effektiven Steifigkeits- bzw. einer effektiven
Flexibilitätsmatrix dar. Dabei wird die Aktuierung in K bzw. in K−1 integriert. Die
Idee dazu wird unter Beteiligung des Autors bereits in Böhm u. a. (2020) skizziert und
durch die folgenden Vorüberlegungen veranschaulicht.

Ausgehend von der bereits bekannten Grundgleichung für das passive System mit den
Abkürzungen B = AT und u = C∆l0 ergibt sich

Kd = fK
ext + ATC∆l0 (4.22a)

= fK
ext + Bu. (4.22b)

Die Variable u enthält die Informationen über die vorgegebene Aktuierung und wird im
Folgenden auch als Aktoreingang bezeichnet. Die Variable B enthält die Information, an
welchen Orten im Tragwerk – genauer: an welchen Freiheitsgraden im Modell – die Ak-
tuierung aufgebracht wird. Die Matrix B wird auch als Eingangsmatrix bezeichnet. Wie
bereits in Abschnitt 4.1 erwähnt, wird der Aktoreingang u durch den Regler ermittelt,
was hier nicht detaillierter betrachtet werden soll.

Dafür wird beispielsweise angenommen, dass die Aktuierung mithilfe einer Matrix R1

aus einer Matrix-Vektor-Multiplikation mit der äußeren Kraftlast berechnet werden
kann. Daraus ergibt sich

u∗
(
fK
ext

)
= R1f

K
ext (4.23)

und nach Einsetzen in Gleichung (4.22b)

Kd∗ = fK
ext + BR1f

K
ext (4.24a)

d∗ =
(
K−1 + K−1BR1

)
︸ ︷︷ ︸

=:Feff

fK
ext. (4.24b)

Die Matrix Feff wird als effektive Flexibilitätsmatrix bezeichnet. Unter Umständen kann
bereits hier durch Invertierung die effektive Steifigkeitsmatrix ermittelt werden, jedoch
ist die Existenz der Inversen fallabhängig zu untersuchen.

Unter der alternativen Annahme, dass die Aktuierung aus dem Matrix-Vektor-Produkt
einer Matrix R2 mit dem Vektor der Knotenverschiebungen formuliert werden kann,
ergibt sich der Zusammenhang

u∗ (d) = R2d. (4.25)
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X1

X2
A1 A2 A1

X1

b
b

F

32

b

1

d1
d2

π
4
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Abbildung 4.5: Drei-Stab-Tragwerk zur Veranschaulichung der Aktuierungsmodellie-
rung mithilfe effektiver Flexibilität und effektiver Steifigkeit

Nach Einsetzen in Gleichung (4.22b) ergibt sich

Kd∗ = fK
ext + BR2d

∗ (4.26a)
(K − BR2)︸ ︷︷ ︸

=:Keff

d∗ = fK
ext (4.26b)

mit der effektiven Steifigkeitsmatrix Keff .

Im Folgenden wird anhand des Beispiels aus Abbildung 4.5 eine Vorgehensweise vorge-
stellt, für die eine geschlossene Lösung existiert. Die beiden Größen B und u ergeben
sich zu

B = 1√
2

[
1 0 −1
1

√
2 1

]
(4.27)

und

u =
[
û1 û2 û3

]T
. (4.28)

Zur Ermittlung des Aktoreingangs in Abhängigkeit von den äußeren Lasten fK
ext bzw.

von den Verschiebungen d ist die Definition eines Aktuierungsziels notwendig. Da der
Entwurf eines Reglers nicht Teil der vorliegen Arbeit ist, wird hier beispielhaft davon
ausgegangen, dass die quadrierte euklidische Norm des Verschiebungsvektors ∥d∥2

2 mit-
hilfe der Aktuierung minimiert werden soll. Weitere Ausführungen zum Hintergrund
dieser Zielformulierung finden sich in Abschnitt 4.3.2. Dies wird beschrieben durch

u∗ = arg min
u

∥d∥2
2 (4.29)
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mit

d = K−1
(
fK
ext + Bu

)
. (4.30)

In diesem Fall ist die geschlossene Lösung des Minimierungsproblems nach Umformung
und unter Verwendung der Pseudoinversen (siehe zum Beispiel Strang (1986)), die
durch den Kopfzeiger + gekennzeichnet wird, gegeben durch

u∗ = −
(
K−1B

)+
K−1fK

ext. (4.31)

Einsetzen des ermittelten Aktoreingangs in Gleichung (4.30) liefert

d∗ = K−1
(
fK
ext − B

(
K−1B

)+
K−1fK

ext

)
(4.32a)

=
(
K−1 − K−1B

(
0 + K−1B

)+
K−1

)
︸ ︷︷ ︸

=Feff

fK
ext. (4.32b)

Dabei wurde 0 addiert, um die folgende Umformung mithilfe der Sherman-Morrison-
Woodbury-Formel (siehe beispielsweise Sack u. a. (1967)) zu veranschaulichen. Unter
der Annahme, dass die Inverse von (0 + K−1B) existiert und somit die Pseudoinverse
identisch mit der Inversen ist, und übertragen auf das vorliegende Problem hat die
Formel die folgende Form:

K−1 − K−1B
(
0 + K−1B

)−1
K−1 =

(
K + B0−1

)−1
. (4.33)

Die effektive Steifigkeitsmatrix würde sich danach zu

Keff = K + B0−1 (4.34)

ergeben. Darin wird ersichtlich, dass die Invertierung einer Nullmatrix notwendig wäre.
Anschaulich kann hier die strukturmechanische Einsicht in das Problem zur Interpretati-
on verwendet werden. Mathematisch nicht einwandfrei, jedoch hilfreich zur Anschauung
würde diese Invertierung aufgrund von

lim
h→0+0

h−1 = ∞ bzw. „0−1 =


∞ 0 . . .

0 ∞ . . .
... ... . . .

 “ (4.35)

zu einer unendlich großen Steifigkeit führen. Dies würde wiederum dazu führen, dass an
Freiheitsgraden, die durch Aktuierung beeinflusst werden können (angezeigt durch B),
keine Verschiebungen auftreten, was wiederum plausibel ist, da dies das definierte Ziel
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der Aktuierung war. Hier wird bereits ersichtlich, dass mithilfe der eingesetzten Akto-
rik gezielt Verschiebungen und damit die Steifigkeit als Tragwerkseigenschaft verändert
werden können, was im nächsten Abschnitt 4.3 ausführlich diskutiert wird.

4.2.4 Fazit

Es existieren verschiedene Möglichkeiten, die Auswirkungen der Aktuierung zu model-
lieren. Ausgehend von der Grundgleichung Kd = fext kann die Aktuierung auf beiden
Seiten der Gleichung berücksichtigt werden. Bei Verwendung des herkömmlichen, pas-
siven Modells kann unter Berücksichtigung von vorgegebenen Längenänderungen die
Aktuierung ins Modell integriert werden. Dies muss bei der Rückrechnung von Schnitt-
größen wiederum berücksichtigt werden. Alternativ kann unter Verwendung von Akto-
relementen ein erweitertes Gleichungssystem formuliert werden, bei dem der Aktorweg
auf der rechten Seite des Gleichungssystems berücksichtigt werden kann. Dabei ergibt
sich eine größere Systemmatrix, jedoch muss in der Rückrechnung die Aktuierung nicht
berücksichtigt werden. Außerdem existiert die Möglichkeit, die Aktuierung direkt in der
Systemmatrix zu berücksichtigen. Jedoch ist für diesen Ansatz weitere Kenntnis über
den eingesetzten Regler notwendig, weshalb dieser Ansatz zwar theoretisch interessant
ist und deshalb hier gezeigt, jedoch nicht weiter verfolgt wird. Da die ersten beiden An-
sätze im Rahmen der Annahmen äquivalente Resultate liefern, der Ansatz der Berück-
sichtigung von vorgegebenen Längenänderungen jedoch technisch einfacher umzusetzen
ist, wird dieser in den folgenden Untersuchungen verwendet.

4.3 Aktuierungsziele und Aktuierungsaufwand

Die Aktuierung wird eingesetzt, um das Verhalten und den Zustand von Tragwerken
zu beeinflussen. Wie bereits in Abschnitt 4.1 erwähnt, erfüllt in einem adaptiven Sys-
tem die Regelung den Zweck, aus dem bekannten oder geschätzten aktuellen Zustand
die Anweisungen an die Aktorik so zu ermitteln, dass die Abweichung zu einem be-
stimmten Ziel-Zustand verringert wird. Dabei sind verschiedene Aktuierungsziele bzw.
Ziel-Zustände möglich. Beispielsweise gehören die Reduktion von statischen Verschie-
bungen und Schnittgrößen zu diesen Zielen. Daneben existiert eine Vielzahl von Zielen,
die sich auf das Verhalten der Struktur unter dynamischer Belastung bezieht. Im Folgen-
den werden die Verschiebungsadaption, also die Veränderung statischer Verschiebungen,
und die Kraftadaption, die Veränderung statischer Schnittgrößen, genauer betrachtet.
Weitere Ziele, wie beispielsweise die Erhöhung der Lebensdauer von Tragwerken oder
eine Masseneinsparung in neuen Tragwerken, können mithilfe dieser grundlegenden Ad-
aptionsmechanismen erreicht werden.
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4.3.1 Kraftadaption

Die Kraftadaption beschreibt die Nutzung der Aktorik zur gezielten Änderung der Kraft-
verteilung im Tragwerk. Im Folgenden werden die strukturmechanischen Voraussetzun-
gen diskutiert, die für eine gezielte Adaption von Kräften erfüllt sein müssen. In Ab-
schnitt 4.2 wurde die Möglichkeit vorgestellt, die Aktuierung als initiale bzw. vorgege-
bene Längenänderung zu modellieren. Bereits in Abschnitt 3.1.1 wird beschrieben, dass
durch eine vorgegebene Längenänderung in einem Tragwerk nur dann ein Kraftzustand
hervorgerufen werden kann, wenn es statisch unbestimmt ist. Folglich ist im Rahmen
der in der vorliegenden Arbeit getroffenen Annahmen die Kraftadaption nur in einem
statisch unbestimmten Tragwerk bzw. Tragwerksteil möglich.

Die Entscheidung über die serielle oder parallele Anordnung der Aktoren (siehe Ab-
bildung 4.2) spielt eine wichtige Rolle für die Kraftadaption. Bei der Anordnung eines
Aktors parallel zu einem passiven Stab erhöht sich der Grad der statischen Unbestimmt-
heit des gesamten Tragwerks um eins. Wird der Aktor in den Stab eingebaut bzw. der
passive Stab durch das Aktorelement ersetzt, dann ergibt sich daraus keine Änderung
im Grad der statischen Unbestimmtheit.

Eine Normalkraftverteilung, die durch die Längenänderung eines Aktors oder mehrerer
Aktoren hervorgerufen wird, stellt einen Eigenspannungszustand dar. In Abschnitt 3.1.3
wird beschrieben, dass genau ns linear unabhängige Eigenspannungszustände in einem
Tragwerk auftreten können. Diese Zustände werden mithilfe von Gleichung (3.14) be-
schrieben und ermittelt. Um alle unabhängigen Eigenspannungszustände erzeugen zu
können, sind ebenso viele Aktoren an unterschiedlichen Orten in der Struktur notwendig.
Aufgrund der zugrunde liegenden Theorie I. Ordnung dürfen die mithilfe der Aktuierung
erzeugten Eigenspannungszustände mit der Normalkraftverteilung aus der äußeren Last
superponiert werden. Bei genauerer Betrachtung dieser Superposition ergibt sich di-
rekt eine wesentliche Eigenschaft der Kraftadaption: der Kraftzustand, der infolge von
äußeren Kräften in einem Tragwerk hervorgerufen wird, kann nicht vollständig kom-
pensiert werden. Es ist also nicht möglich, eine Struktur, die durch eine oder mehrere
Kraftlasten belastet ist, durch geschickte Kraftadaption komplett frei von Schnittgrößen
zu machen. Dies ist insbesondere daran ersichtlich, dass durch die Adaption nur Eigen-
spannungszustände hervorgerufen werden, die per Definition ohne die äußeren Lasten im
Gleichgewicht stehen. Nicht alle Anteile des Normalkraftzustands, die mit den äußeren
Lasten im Gleichgewicht stehen, sind durch die Superposition kompensierbar.
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Abbildung 4.6: Drei-Stab-Tragwerk zur Veranschaulichung der Kraftadaption mit seri-
eller Aktuierung

Anhand des bekannten Drei-Stab-Tragwerks aus Abbildung 4.6 soll die Kraftadaption
veranschaulicht werden. Für das Beispiel ergeben sich die involvierten Größen zu

∆l0 =


0
û2

0

 , A = 1√
2


1 1
0

√
2

−1 1

 und C =


C1 0
0 C2 0
0 0 C3

 (4.36a)

mit C1 = C3 =
50

√
2

(
3 +

√
3

)
3 kN/cm, C2 = 100

√
6

3 kN/cm (4.36b)

und [û2] = cm. (4.36c)

Infolge der äußeren Last ergibt sich bei passivem Strukturverhalten für die Variante mit
serieller Aktuierung der bereits aus Gleichung (3.26) bekannte Normalkraftzustand

npas = 10


√

3
3 − 1√

2
(
1 −

√
3

3

)
√

3
3 + 1

 kN ≈


−4,226

5,977
15,77

 kN. (4.37)

Für die Berechnung der Normalkraft aus Aktuierung nach Gleichung (2.29) wird die
Definition der gewichteten Redundanzmatrix nach Gleichung (3.11) ausgenutzt. Damit
ergibt sich der Normalkraftzustand, der durch die Aktuierung im Tragwerk erzeugt wird,
zu

nakt = −CR∆l0 = 100
3 û2


1

−
√

2
1

 kN/cm ≈ û2


33,33

−47,14
33,33

 kN/cm. (4.38)
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Abbildung 4.7: (a) Darstellung der Werte der Normalkräfte in den drei Stäben im ad-
aptiven Zustand in Abhängigkeit vom vorgegebenen Aktorweg; (b) Be-
tragsmäßig maximale Normalkraft und euklidische Norm des Vektors
aller Normalkräfte in Abhängigkeit vom vorgegebenen Aktorweg

Aus der Superposition der beiden Zustände kann die Normalkraftverteilung im adaptiven
Zustand zu

nada ≈


−4,226

5,977
15,77

 kN + û2


33,33

−47,14
33,33

 kN/cm (4.39)

ermittelt werden. Dabei bleibt in der hier vorgestellten Betrachtung der Aktorweg û2

symbolisch erhalten und kann so eingestellt werden, dass ein beliebiger Zielzustand
erreicht wird.

Abbildung 4.7 (a) zeigt den Verlauf der adaptiven Normalkräfte nada für einen Aktorweg
von −0,5 cm bis +0,5 cm. Zusätzlich werden folgende Eigenschaften des Normalkraft-
Vektors beispielhaft betrachtet:

• Die Unendlich-Norm von nada, also die betragsmäßig maximale Normalkraft
∥nada∥∞ = max (|(nada)1| ; |(nada)2| ; |(nada)3|) und

• die euklidische Norm des Vektors aller Normalkräfte
∥nada∥2 =

√
nT

adanada.

Abbildung 4.7 (b) zeigt die Verläufe dieser Maßzahlen in Abhängigkeit vom vorgege-
benen Aktorweg. Die Maßzahlen besitzen zwar gleiche Einheiten, aber aufgrund unter-
schiedlicher mechanischer Bedeutungen können deren Beträge nicht direkt miteinander
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verglichen werden. Um eine vergleichende Interpretation der qualitativen Verläufe zu
ermöglichen, werden die Funktionen, die die Maßzahlen beschreiben, trotzdem in einem
Diagramm dargestellt.

Weitere Eigenschaften der Verteilung der Schnittgrößen können auch zur Bewertung
herangezogen werden. Beispielsweise könnte die Homogenität der Verteilung mithilfe
der Standardabweichung oder vergleichbarer Maßzahlen quantifiziert werden, was hier
jedoch nicht weiter untersucht wird.

Die Ermittlung des jeweils erforderlichen Aktorwegs kann in dem einfachen Beispiel
durch Ablesen aus den Diagrammen bzw. durch geschlossene Lösung der Gleichungen
erfolgen. Im Allgemeinen und im späteren Verlauf der Arbeit werden dazu Optimie-
rungsprobleme mit numerischen Verfahren gelöst.

Entlastung bestimmter Elemente

Jede der linearen Funktionen im Diagramm 4.7 (a) hat ihre Nullstelle im betrachte-
ten Bereich. Die Nullstelle der Normalkraft beschreibt den Zustand, in dem das ent-
sprechende Element vollständig entlastet ist (Kopfzeiger E mit Elementnummer). Im
betrachteten Beispiel ergibt sich bei einem Aktorweg

û∗E1
2 = arg min

û2
|(nada)1| (4.40a)

= û∗E2
2 = arg min

û2
|(nada)2| = 3 −

√
3

10 cm ≈ 0,1268 cm (4.40b)

die vollständige Entlastung von zwei Elementen und die Last wird komplett von Ele-
ment 3 abgetragen. Dabei ergibt sich die Normalkraftverteilung zu

nada
(
û2 = û∗E1

2 = û∗E2
2

)
=


0
0
20

 kN. (4.41)

Dass die Möglichkeit zur vollständigen Entlastung von zwei Elementen in diesem Beispiel
existiert, ergibt sich aufgrund der speziellen Eigenschaften von System und Lastfall. Im
Allgemeinen entspricht die Anzahl der gleichzeitig kompensierbaren Normalkräfte in
statisch unbestimmten Systemen dem Grad der statischen Unbestimmtheit, in diesem
Fall also nur eins. Auch die Normalkraft in Element 3 kann durch eine Aktuierung mit

û∗E3
2 = arg min

û2
|(nada)3| = −3 −

√
3

10 cm ≈ −0,4732 cm (4.42)
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kompensiert werden. Dabei ergibt sich die Normalkraftverteilung zu

nada
(
û2 = û∗E3

2

)
=


−20
20

√
2

0

 kN ≈


−20,00

28,28
0

 kN. (4.43)

Durch die Entlastung eines oder mehrerer Elemente werden die übrigen Elemente durch
eine betragsmäßig größere Normalkraft beansprucht. Hier und bei den folgenden Be-
trachtungen zur Beanspruchungsreduktion wird auf die Überprüfung, ob die höher bean-
spruchten Elemente dafür ausgelegt sind, verzichtet. In dieser Untersuchung sind außer-
dem keine Beschränkungen der Aktorwege und Aktorkräfte vorgegeben. Im Allgemeinen
müssen diese jedoch abhängig von der gewählten Aktorik geprüft werden.

Reduktion der maximalen Beanspruchung

Zur Reduktion der maximal auftretenden Beanspruchung wird der betragsmäßige Ma-
ximalwert des Vektors nada herangezogen. Am Minimum ist die betragsmäßig maximale
Normalkraft im Tragwerk am geringsten (Kopfzeiger R). Dieser Zustand tritt genau am
Schnittpunkt der beiden Funktionen der Normalkräfte in den Elementen 2 und 3 an der
Stelle

û∗R
2 = arg min

û2
∥nada∥∞ =

(
3 −

√
3

) √
2 −

√
3 − 3

10
√

2 + 10
cm ≈ −0,1217 cm (4.44)

auf. Diese Aktuierung resultiert in der Normalkraftverteilung

nada
(
û2 = û∗R

2

)
= 20

1 +
√

2


−1√

2√
2

 kN ≈


−8,284

11,72
11,72

 kN. (4.45)

Dabei lässt sich die maximale Reduktion einer Normalkraft im Element 3 von rund 26 %
bezogen auf den passiven Zustand (siehe û2 = 0) erzielen.

Minimierung der euklidischen Norm

Die Verwendung der euklidischen Norm des Vektors der Normalkraftverteilung hat bei
erster Betrachtung keine mechanisch motivierte Grundlage. Dass dieses Maß in Vorarbei-
ten, wie zum Beispiel unter Beteiligung des Autors in Wagner u. a. (2018), eingesetzt
wird, ist vielmehr technisch motiviert. Für die Minimierung der euklidischen Norm ei-
nes Vektors lassen sich im Rahmen der durchgeführten Untersuchungen mithilfe der
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Pseudoinversen geschlossene Lösungen ermitteln. In der erwähnten Vorarbeit wird die
Minimierung der euklidischen Norm nicht als Ziel der Regelung im adaptiven Tragwerk
definiert, sondern zur Ermittlung eines Gütemaßes in der automatisierten Platzierung
der Aktoren eingesetzt. Dahinter steckt die Hypothese, dass eine Aktorplatzierung, die
in der Lage ist, die euklidische Norm des Normalkraft-Vektors so zu beeinflussen, dass
diese minimal wird, auch die hier vorgestellten anderen Eigenschaften des Vektors in die
gewünschte Richtung beeinflussen kann (siehe dazu auch Abschnitt 4.4).

Der Aktorweg zur Minimierung der euklidischen Norm (Kopfzeiger N) des Vektors der
Normalkraftverteilung ergibt sich für das Drei-Stab-Tragwerk zu

û∗N
2 ≈ −0,02321 cm (4.46)

und der zugehörige Normalkraftzustand ergibt sich zu

nada
(
û2 = û∗N

2

)
≈


−5,000

7,071
15,00

 kN. (4.47)

An dieser Stelle soll jedoch nochmals wiederholt werden, dass eine Aktuierung mit die-
sem Ziel im Allgemeinen nicht zu positiven mechanischen Eigenschaften der Normal-
kraftverteilung führt.

Erhöhung der Tragfähigkeit

Durch die Veränderung der Normalkraftverteilung ergibt sich die Möglichkeit, die Trag-
fähigkeit eines gegebenen Tragwerks zu vergrößern. Anhand des bereits bekannten Drei-
Stab-Tragwerks aus Abbildung 4.6 wird die Erhöhung der Tragfähigkeit veranschaulicht.
Weiterhin wird zur Analyse der Tragfähigkeit die maximal zulässige Beanspruchung wie
in Abschnitt 3.2 zu

σ+
max = 20 kN/cm2 und σ−

max = −15 kN/cm2 (4.48)

gewählt und die Kraft F ist unbekannt. Mathematisch lässt sich das resultierende Op-
timierungsproblem als

max
û2

F (4.49)

unter den Nebenbedingungen

σ−
max ≤ σi (F , û2) ≤ σ+

max ∀ i ∈ [1,2,3] (4.50)
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beschreiben.

Das gefundene Optimum

F ∗ = 10 + 20√
3

kN ≈ 21,55 kN (4.51)

wird ermöglicht durch die Aktuierung

û∗TF
2 = 1

20 −
√

3
20 cm ≈ −0,03660 cm (4.52)

und die zugehörige Normalkraftverteilung ergibt sich zu

nada
(
û2 = û∗TF

2

)
≈


−5,774

8,165
15,77

 kN. (4.53)

Das ist dieselbe Normalkraftverteilung, wie aus der Berechnung nach dem Traglastver-
fahren, und entsprechend wirkt dieselbe maximale Belastung, wie in Abschnitt 3.2. Der
Gleichgewichtszustand, der durch die Aktuierung der Struktur mit û∗TF

2 erzeugt wird,
entspricht genau dem Gleichgewichtszustand aus Gleichung (3.30), der durch die ermit-
telte plastische Verformung des Stabs 3 in der Berechnung mit dem Traglastverfahren
ermittelt wurde. Beim Einsatz eines Aktors in Element 3 würde die ermittelte plastische
Längenänderung genau dem vorzugebenden Aktorweg entsprechen. Das Traglastverfah-
ren, mit dem also ermittelt werden kann, wie groß die maximale Traglast des adaptiven
Tragwerks im rein elastischem Zustand ist, liefert gleichzeitig eine Aktorplatzierung,
nach der in allen Stäben mit Fließgelenken ein Aktor angeordnet werden muss.

Fließgelenke öffnen sich selbständig durch die vorhandene Beanspruchung, d. h. bei-
spielsweise wird in einem Stab, in dem eine Zugkraft wirkt, ein Fließgelenk entstehen,
durch das der Stab länger wird. Übertragen auf die Kraftadaption bedeutet das, dass
die durch die Orte der Fließgelenke vorgegebene Aktorplatzierung den Vorteil besitzt,
dass ausschließlich durch Nachlassen der Aktoren, d. h. der Beanspruchung nachgeben,
die höhere Tragfähigkeit erzielt werden kann. Nachteilig ist, dass beim Auftreten lokaler
Versagensmechanismen gegebenenfalls nicht der vollständige Aktuierungsraum aufge-
spannt wird und die Aktoren außerdem in den am höchsten beanspruchten Elementen
angeordnet werden, was hier nicht weiter berücksichtigt wird, jedoch in der technischen
Umsetzung Probleme verursachen kann. Dieser Zusammenhang gilt in der Form nur
für die Betrachtung eines Tragwerks für einen Lastfall. Bei der Berücksichtigung weite-
rer Lastfälle ergeben sich unter Umständen Fließgelenke in anderen Elementen, wobei
die maximale Anzahl an Fließgelenken und damit die Anzahl der notwendigen Aktoren
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gleich bleibt. Um welchen Betrag die Tragfähigkeit jeweils gesteigert werden kann, ist
lastfallabhängig.

Die Analogie zwischen Kraftadaption zur Steigerung der Tragfähigkeit und Traglastver-
fahren ermöglicht die Übertragung der Erkenntnisse beispielsweise auf den Bereich der
Flächentragwerke, da das Traglastverfahren auch für diesen Tragwerkstypus beschrieben
ist. Für Plattentragwerke werden die hier diskret in Stäben auftretenden Fließgelenke
zu Fließlinien, an denen die Anordnung von Aktoren in der Platte vorteilhaft für die
Adaption des Kraftzustands sein kann. Diese Untersuchungen gehen jedoch über den
Rahmen dieser Arbeit hinaus. Eine Einführung und eine geschichtliche Aufarbeitung
der Fließlinientheorie finden sich beispielsweise in Wüst und Wagner (2008).

Außerdem liefert dieser Zusammenhang auch eine anschauliche Interpretation des Trag-
lastverfahrens als ein Lösungsverfahren für das Optimierungsproblem, bei dem die äu-
ßere Last maximiert werden soll. Dabei wird in jedem Schritt die Suchrichtung aus der
Lösung des strukturmechanischen Problems nach den Normalkräften bzw. den Span-
nungen ermittelt. Die Schrittweite wird so bestimmt, dass ein weiterer Stab zu fließen
beginnt, also die maximal zulässige Beanspruchung erreicht bzw. eine weitere Restrikti-
on aktiv wird. Im darauf folgenden Schritt wird im Beispiel in Abschnitt 3.2 bereits das
Maximum gefunden, im Allgemeinen kann eine weitere Nebenbedingung aktiv werden
und die Berechnung wird fortgesetzt. Unter Umständen können bei der Prüfung der
positiven Dissipationsarbeit auch aktive Nebenbedingungen wieder inaktiv werden.

Einsatz von mehr als ns seriellen Aktoren

Bei den bisherigen Untersuchungen wird das System wie in Abbildung 4.6 dargestellt
und in Gleichung (4.36a) beschrieben mit einem seriellen Aktor in Element 2 aktuiert.
Beim Einsatz eines zweiten seriellen Aktors in Element 1 ergibt sich der Vektor der
initialen Längenänderungen zu

∆l0 =
[
û1 û2 0

]
. (4.54)

Damit ergibt sich die resultierende Verteilung der Normalkräfte in Abhängigkeit von
den beiden unbekannten Aktorwegen zu

nada ≈


−4,226

5,977
15,77

 kN + û1


−23,57

33,33
−23,57

 kN/cm + û2


33,33

−47,14
33,33

 kN/cm. (4.55)

Die zusätzlichen Normalkraftanteile entsprechen dem − 1√
2 -fachen der Anteile aus dem

zweiten Aktor und ermöglichen damit keine zusätzlichen Vorteile. In dem einfach statisch
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Abbildung 4.8: Fachwerkturm-Beispiel zur Veranschaulichung des Kraft-
Aktuierungsraums (links), Redundanzanteile (mitte) und anschau-
liche Interpretation der raumaufspannenden Vektoren des Kraft-
Aktuierungsraums (rechts)

unbestimmten Tragwerk kann durch den zusätzlichen zweiten Aktor bei einer reinen
Kraftadaption kein weiterer Effekt erzielt werden.

Kraft-Aktuierungsraum

Alle Normalkraftverteilungen, die im Raum der Eigenspannungszustände enthalten sind
(siehe Abschnitt 3.1.3), können durch Aktuierung im Tragwerk hervorgerufen werden.
Dieser Raum wird deshalb im Rahmen der Analyse adaptiver Tragwerke auch als Kraft-
Aktuierungsraum bezeichnet. Im untersuchten einfach statisch unbestimmten Drei-Stab-
Tragwerk ist dieser Raum eindimensional. Deshalb reicht ein Aktor aus, um alle mögli-
chen Eigenspannungszustände hervorzurufen.

Anhand eines weiteren einfachen Beispiels wird gezeigt, dass die Anzahl und Anord-
nung der Aktoren zur Kraftmanipulation beispielspezifisch bestimmt werden muss, da-
für jedoch mathematische Kriterien formuliert werden können. Das Beispielsystem ist
in Abbildung 4.8 (links) dargestellt. Das Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt.
Die Besonderheit bei dem betrachteten Tragwerk ist die Zweiteilung der statischen Un-
bestimmtheit in den oberen und den unteren Tragwerksteil, die mithilfe der Redun-
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danzmatrix aus Abschnitt 3.1.2 einfach analysiert werden kann. Die Redundanzanteile
sind in Abbildung 4.8 (mitte) farblich codiert. In den unteren beiden ausgekreuzten Fel-
dern (Elemente 1–10) ergibt sich insgesamt eine zweifache statische Unbestimmtheit, die
Summe aller Redundanzanteile der Elemente ist zwei. Das obere Feld (Elemente 14–19)
ist einfach statisch unbestimmt, jedoch durch die drei statisch bestimmten Elemente 11,
12 und 13 mit den Null-Redundanzanteilen vom unteren Teil entkoppelt. Diese Zwei-
teilung findet sich bei der gewählten Elementnummerierung auch sehr anschaulich in
der Struktur der Redundanzmatrix als Blockdiagonalmatrix in Abbildung 4.9. Dabei
werden die Blöcke der Elemente 1–10 und 14–19 durch die Nullzeilen und Nullspal-
ten 11, 12 und 13 getrennt. Die Summe der hervorgehobenen Hauptdiagonaleinträge,
der Redundanzanteile, ergibt sich zu drei (Abweichung rundungsbedingt).

Bei der Analyse des zugehörigen Eigenspannungs- bzw. Kraft-Aktuierungsraums kann
eine Dimension als Normalkraftverteilung im oberen Feld und zwei Dimensionen als
Normalkraftverteilungen in den beiden unteren Feldern interpretiert werden. In Abbil-
dung 4.8 (rechts) ist eine so gewählte Basis für das Bild der transponierten Redun-
danzmatrix dargestellt (vgl. Abschnitt 3.1.3). Dabei werden die Vorzeichen der Einträge
farblich (rot: Druck; blau: Zug) und die Beträge durch die gewählten Strichstärken co-
diert. Besteht die Möglichkeit, alle Linearkombinationen der dargestellten Eigenvektoren
zu erzeugen, wird davon gesprochen, dass der gesamte Kraft-Aktuierungsraum aufge-
spannt wird. Dazu sind zwei Aktoren in den beiden unteren Feldern und ein Aktor im
oberen Feld notwendig. Die beiden Aktoren in den unteren Feldern müssen zusätzlich so
platziert werden, dass die entstehenden Normalkraftverteilungen linear unabhängig sind.
Eine Aktuierung der Elemente 2 und 3 führt aufgrund der Symmetrie des Tragwerks zu
identischen Normalkraftverteilungen (siehe entsprechende Zeilen der Redundanzmatrix
in Abbildung 4.9). Diese Form der Aktuierung wird als redundante Aktuierung be-
zeichnet, jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter betrachtet. Die Erzeugung eines
Eigenspannungszustands im oberen Feld durch Aktoren in den beiden unteren Feldern
ist aufgrund der trennenden statisch bestimmten Elemente 11, 12 und 13 nicht möglich.
Bei der Betrachtung des Kraft-Aktuierungsraums wird noch einmal deutlich, dass sich
in statisch bestimmten Elementen, die durch einen Redundanzanteil von null gekenn-
zeichnet sind, die Normalkräfte durch serielle Aktuierung nicht verändern lassen.

Parallele Aktuierung

Nachfolgend wird untersucht, wie die parallele Aktuierung im Vergleich zur seriellen Ak-
tuierung den Aktuierungsraum beeinflusst. Für eine bessere Vergleichbarkeit wird davon
ausgegangen, dass durch den parallelen Aktor kein zusätzliches Material in die Struktur
eingebaut wird, sondern entsprechend viel Material vom parallelen passiven Element ent-
fernt wird. Abbildung 4.10 (links) zeigt einen Ausschnitt aus dem Fachwerkturm-Beispiel
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Abbildung 4.9: Redundanzmatrix des Fachwerkturm-Beispiels aus Abbildung 4.8; Re-
dundanzanteile der Elemente fett dargestellt

aus Abbildung 4.8, das um einen parallelen Aktor im statisch bestimmten Element 11
ergänzt wurde. Der parallele Aktor wird durch das parallel angeordnete Element 20
modelliert, das im weiteren Verlauf mit einem seriellen Aktor ausgestattet wird. Beide
Elemente erhalten jeweils die halbe Querschnittsfläche des Elements aus der vorherigen
Betrachtung. Bei der parallelen Aktuierung werden im gewählten Detaillierungsgrad
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(R)11,11 + (R)20,20 = 1,0

zusätzliche Dimension desRedundanzanteile
(Ausschnitt)

System
Kraft-Aktuierungsraums

11 20 (R)11,11 = 0,5 (R)20,20 = 0,5

(Ausschnitt; alle übrigen
Redundanzanteile unverändert)

EA
2

Abbildung 4.10: Ausschnitt aus dem Fachwerkturm-Beispiel mit zusätzlichem paralle-
lem Element zu Element 11 zur Veranschaulichung der parallelen Ak-
tuierung (links), Veränderungen in den Redundanzanteilen (mitte) und
zusätzliche Dimension des Kraft-Aktuierungsraums (rechts)

keine eventuell vorhandenen Exzentrizitäten berücksichtigt, deshalb befinden sich das
passive Element und der Aktor im Modell genau an derselben Stelle und sind nur zur
Übersichtlichkeit nebeneinander dargestellt. Durch das zusätzlich eingefügte Element
erhöht sich der Grad der statischen Unbestimmtheit der Struktur um 1. Diese Ände-
rung ist in den Redundanzanteilen der betroffenen Elemente 11 und 20 erkennbar, deren
Summe genau die Änderung des Grads der statischen Unbestimmtheit von 1 beschreibt
(siehe Abbildung 4.10 (mitte)). Da die beiden Elemente identische Steifigkeiten besitzen,
verteilen sich die Redundanzanteile genau jeweils zur Hälfte. Damit zusammenhängend
gibt es eine zusätzliche Dimension des Aktuierungsraums, die nur die Normalkräfte
dieser beiden Elemente betrifft. Daneben ergibt sich keine weitere Änderung des Kraft-
Aktuierungsraums aus Abbildung 4.8 (rechts). Durch den parallelen Aktor neben Ele-
ment 11 kann somit nur der Kraftzustand aus Abbildung 4.10 (rechts) hervorgerufen
werden. Dadurch kann die Normalkraft zwischen Element 11 und Element 20 umverteilt
werden, aber es können keine weiteren Elemente beeinflusst werden.

Der Zustand nach dem Einbau eines parallelen Aktors neben einem bereits vorher sta-
tisch unbestimmten Element ist in Abbildung 4.11 dargestellt. Die Änderung der Redun-
danzanteile der gegebenenfalls betroffenen Elemente in den unteren beiden Feldern ist in
Abbildung 4.11 (mitte) dargestellt. Für den zusätzlichen Stab ergibt sich ein Redundan-
zanteil von rund 0,5585. Bei dieser Betrachtung fällt auf, dass sich nur eine Änderung des
Redundanzanteils in dem parallelen passiven Stab (∆ (R)1,1 ≈ 0,4415) und in der Sum-
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Kraft-AktuierungsraumÄnderung der
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=
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∆ (R)i,i

(R)20,20 ≈ 0,5585

Abbildung 4.11: Ausschnitt aus dem Fachwerkturm-Beispiel mit zusätzlichem paralle-
lem Element zu Element 1 zur Veranschaulichung der parallelen Ak-
tuierung (links), Änderung den Redundanzanteile der Elemente 1–10
durch das Aufteilen von Element 1 in zwei Elemente (mitte) und re-
sultierender vierdimensionaler Kraft-Aktuierungsraum (rechts)

me aller Redundanzanteile ergibt. Die Redundanzanteile der übrigen Elemente werden
durch den parallel geschalteten Stab nicht beeinflusst. Die Einträge der Eigenvektoren,
die in Abbildung 4.11 (rechts) qualitativ dargestellt sind, ergeben sich für die beiden
Stützen im untersten Feld in der Elementreihenfolge

1
20
4

zu


−0,7071

0,7071
0

 ,


0,1940
0,1940
0,3880

 ,


0,03983
0,03983
0,07966

 und


0
0
0

 . (4.56)

Die ersten beiden Einträge des Vektors repräsentieren Normalkräfte, die in den beiden
Elementen der linken Stütze erzeugt werden können. Der dritte Eintrag gibt die Nor-
malkraft an, die in der rechten Stütze erzeugt werden kann. Beim Vergleich der Werte
fällt auf, dass sich die gesamte Kraft in der linken Stütze, die sich jeweils als Summe
des ersten und zweiten Eintrags ergibt, nur im selben Maß wie die Normalkraft in der
rechten Stütze verändern lässt. Somit kann durch die parallele Aktuierung, bei der eine
ursprüngliche Stütze geteilt wird und das gesamte Bauteilvolumen nicht vergrößert wird,
nur zwischen den beiden parallelen Elementen Kraft umverteilt werden. Global kann je-
doch nicht mehr erreicht werden, als mit der vorher diskutierten seriellen Aktuierung
von Element 1.
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Abbildung 4.12: Drei-Stab-Tragwerk zur Veranschaulichung der Verschiebungsadaption

4.3.2 Verschiebungsadaption

Die Verschiebungsadaption beschreibt die Nutzung der Aktorik zur gezielten Änderung
des Verschiebungszustands des Tragwerks. Dies wird im Folgenden diskutiert. Dazu ist
das bereits bekannte Drei-Stab-Tragwerk mit einem neuen Aktorset in Abbildung 4.12
dargestellt. Dieses neue System wird im Folgenden herangezogen, um die Verschiebungs-
adaption zu veranschaulichen.

Die Superposition der Verschiebungen im passiven und im aktiven Zustand ergibt auch
hier den Zustand des adaptiven Tragwerks. Für das betrachtete Beispiel ergeben sich
die Verschiebungen nach Gleichung (2.27) zu

d = 1
10

[√
3 − 3√
3 − 1

]
cm + û1√

2

[
1
1√
3

]
+ û2√

3

[
0√

3 − 1

]
(4.57a)

≈
[
−1,268 · 10−1

7,321 · 10−2

]
cm + û1

[
7,071 · 10−1

40,82 · 10−2

]
+ û2

[
0

42,26 · 10−2

]
. (4.57b)

Analog zur Betrachtung der Kraftadaption können Anforderungen und damit Zielfunk-
tionen formuliert werden, mit deren Hilfe durch Optimierungsverfahren die notwendigen
Aktorwege û1 und û2 ermittelt werden. Für das betrachtete Beispiel können die Optima
analytisch ermittelt werden, was im Folgenden ausgenutzt wird. Der häufigste Anwen-
dungsfall ist die Kompensation oder Verringerung von auftretenden Verschiebungen in
der Struktur. Folgende Eigenschaften des Verschiebungsvektors werden beispielhaft be-
trachtet:

• Die betragsmäßig maximale Verschiebung
∥d∥∞ = max (|d1| ; |d2|) und
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Abbildung 4.13: Knotenverschiebungen im Drei-Stab-Tragwerk an den Freiheitsgra-
den d1 und d2 in Abhängigkeit von den Aktorwegen û1 und û2; Wert
der Verschiebung farblich codiert

• die euklidische Norm des Verschiebungsvektors
∥d∥2 =

√
dTd.

Bereits aus der Struktur von (4.57b) als lineares Gleichungssystem bestehend aus zwei
Gleichungen lässt sich schließen, dass für die vollständige Kompensation der Verschie-
bungen zwei Unbekannte, d. h. zwei Aktorwege bzw. Aktoren, nötig sind. Vollständige
Verschiebungsadaption bedeutet, dass sich in Richtung aller Freiheitsgrade beliebige
Verschiebungen einstellen lassen. Diese Verschiebungen müssen im Rahmen der Annah-
men aus Abschnitt 2.1 zulässig sein. Somit kann ein Verschiebungszustand gefordert
werden und das lineare Gleichungssystem kann nach den erforderlichen Aktorwegen
gelöst werden. Dabei ergibt sich beispielsweise für die vollständige Kompensation der
Verschiebungen, d. h. der Verschiebungsvektor im Zielzustand d∗ entspricht genau dem
Null-Vektor, im vorliegenden Beispiel durch Umformung von Gleichung (4.57b)

d∗ !=
[
0
0

]
⇒

[
û∗

1
û∗

2

]
=

√
2

10

[
3 −

√
3

−
√

6

]
cm ≈

[
0,1793

−0,3464

]
cm. (4.58)

Geometrisch kann die ermittelte Aktuierung auch als der Schnittpunkt der beiden Hö-
henlinien der Null-Verschiebungen in Abbildung 4.13 gefunden werden.

Im Gegensatz zur Kraftadaption aus Abschnitt 4.3.1 kann bei der Verschiebungsadapti-
on die gezeigte vollständige Kompensation erzielt werden. Dabei entspricht die notwen-
dige Anzahl an Aktoren im Allgemeinen der Anzahl an Verschiebungsfreiheitsgraden,
deren Verschiebung eingestellt bzw. kontrolliert werden soll. Bei der Betrachtung der
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Abbildung 4.14: Euklidische Norm des Verschiebungsvektors (links) und betragsmäßig
maximale Verschiebung (rechts) in Abhängigkeit von der Aktuierung;
maßgebende Höhenlinien und Linien für d1 = 0 bzw. d2 = 0 in der
û1-û2-Ebene in grau; Wert der Verschiebung farblich codiert

Verläufe der Maßzahlen in Abbildung 4.14 fällt auf, dass diese Funktionen ihre Minima
bei der bereits analytisch gefundenen Aktuierung aus Gleichung (4.58) besitzen. Alle be-
trachteten Zielformulierungen führen bei der Verschiebungskompensation zu identischen
Ergebnissen.

Häufig wird die Verschiebungsadaption nur für bestimmte Freiheitsgrade durchgeführt.
Die Anzahl der Freiheitsgrade, an denen die Verschiebungen adaptiert werden sollen,
wird im Folgenden mit nC bezeichnet. Im Allgemeinen sind dann nC Aktoren zur Ver-
schiebungsadaption notwendig (siehe dazu auch Utku (1998)).

Eine Besonderheit, die an dieser Stelle erwähnt, jedoch im weiteren Verlauf nicht tiefer-
gehend untersucht wird, ergibt sich bei der Analyse von Verschiebungslastfällen. Dabei
können einerseits Auflagerverschiebungen z. B. durch Setzungen auftreten. Diese er-
zeugen in statisch bestimmten Tragwerken keine Schnittgrößen, jedoch Verschiebungen,
die wiederum durch Aktuierung kompensiert werden können. In statisch unbestimmten
Tragwerken werden Schnittgrößen aus Zwang und Verschiebungen erzeugt, die ebenfalls
kompensiert werden können. Andererseits können Verschiebungslastfälle auftreten, in
denen beispielsweise einzelne Knoten, die nicht gelagert sind, eine bestimmte (vorgege-
bene) Verschiebung erfahren. Diese sind gesondert zu betrachten, da die Vorgabe einer
Verschiebung an einem Knoten wie das Festhalten dieses Knotens und damit wie ein
zusätzliches Lager wirkt. Dieses gedachte Lager erhöht den Grad der statischen Un-
bestimmtheit der Struktur um eins und sorgt dafür, dass auch in statisch bestimmten
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Strukturen Schnittgrößen entstehen, die ebenfalls vollständig kompensiert werden kön-
nen.

Erhöhung der Steifigkeit

In Abschnitt 3.2 wird neben der Traglast, deren Veränderung durch Aktuierung in Ab-
schnitt 4.3.1 beschrieben wird, auch die Steifigkeit als eine relevante Eigenschaft für das
Tragverhalten einer Struktur beschrieben. Dass sich auch die Steifigkeit eines Tragwerks
durch Aktuierung verändern lässt, wird bereits in Abschnitt 4.2.3 erkannt.

Verschiebungsadaption mit einer Zielfunktion, die vollständige Kompensation der Ver-
schiebungen fordert, erzeugt eine unendlich große effektive Steifigkeit, da die einwirken-
den Lasten keine Verschiebungen im Tragwerk hervorrufen. Häufig wird für die Ver-
schiebungen jedoch nur die Unterschreitung bestimmter Grenzwerte gefordert, was zur
Notwendigkeit einer Steifigkeit in der Größenordnung vergleichbarer passiver Tragwerke
führt. Der große Vorteil des Einsatzes adaptiver Tragwerke liegt hier in der Möglichkeit
die Steifigkeit adaptiv anzupassen und bei Bedarf eine deutlich größere Steifigkeit her-
zustellen, als das eingesetzte Material in der gebauten Form im passiven Zustand bieten
würde.

Zwang in statisch unbestimmten Tragwerken

In statisch unbestimmten Tragwerken werden Schnittgrößen aus Zwang durch Längen-
änderung von Aktoren hervorgerufen. Die gezielte Nutzung dieses Effekts wird zur
Kraftadaption eingesetzt und in Abschnitt 4.3.1 ausführlich diskutiert. In statisch unbe-
stimmten Tragwerken entstehen diese Schnittgrößen jedoch auch dann, wenn mit dem
Ziel, Verschiebungen zu verändern oder zu kompensieren, aktuiert wird. Für die voll-
ständige Kompensation der auftretenden Verschiebungen in dem Drei-Stab-Tragwerk
ergibt sich der Vektor der vorgegebenen Längenänderungen mithilfe der Lösung in Glei-
chung (4.58) zu

∆l0 =


û∗

1
û∗

2
0

 ≈


0,1793

−0,3464
0

 cm (4.59)

und die daraus entstehenden Normalkräfte ergeben sich zu

nakt ≈


−15,77

22,31
−15,77

 kN. (4.60)
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Die Erkenntnisse zur Kraftadaption aus Abschnitt 4.3.1 bedeuten, dass Normalkraft-
zustände, die durch Aktuierung erzeugt werden, durch entsprechende Kraftadaption
kompensiert werden können, da diese immer im Kraft-Aktuierungsraum liegen. Dieser
Zusammenhang wird beispielsweise auch von Nyashin u. a. (2005) beschrieben. Tech-
nisch betrachtet kann das Problem der Bestimmung der erforderlichen Aktorwege für den
Fall, dass alle Elemente als Aktoren gewählt werden, sowohl mit Optimierungsverfahren
als auch geschlossen unter Verwendung der Pseudoinversen gelöst werden (siehe zum
Beispiel Kawaguchi u. a. (1996)). Die Vorgehensweise zur Bestimmung der Aktorwe-
ge zur gleichzeitigen Verschiebungs- und Zwangskompensation mit der Pseudoinversen
wird im Folgenden kurz erläutert. Dazu wird aus der Abhängigkeit der Verschiebungen
und der Normalkräfte aus Aktuierung von den Aktorwegen in allen Elementen[

d

nakt

]
=

[
K−1

0

]
fK
ext +

[
K−1ATC

−CR

]
∆l0 (4.61)

für das Minimierungsproblem

min
∆l0

∥∥∥∥∥
[

d

nakt

]∥∥∥∥∥
2

(4.62)

die geschlossene Lösung

∆l∗0 = −
[
K−1ATC

−CR

]+ [
K−1fK

ext
0

]
(4.63)

ermittelt. Wenn weniger Elemente aktuiert werden sollen, müssen entsprechend Zeilen
aus ∆l0 und zugehörige Spalten aus den Matrizen ATC und CR gestrichen werden und
die Zulässigkeit dieses Lösungsvorschlags muss geprüft werden. Die Lösung des Glei-
chungssystems mithilfe der Pseudoinversen erfüllt die beiden Adaptionsziele Minimie-
rung der euklidischen Norm des Verschiebungsvektors und Minimierung der euklidischen
Norm des Vektors der Normalkräfte aus Aktuierung. Dabei wird die vollständige Kom-
pensation dieser Normalkräfte ausgedrückt durch nakt = 0, was aufgrund der bisher
gewonnen Erkenntnisse auch möglich ist. Das in Gleichung (4.62) gesuchte Minimum
wird für nakt = 0 erreicht. In diesem Fall entspricht die euklidische Norm des erweiter-
ten Vektors [d nakt]T genau der euklidischen Norm des Verschiebungsvektors und somit
ist die geschlossene Lösung mithilfe der Pseudoinversen zulässig.

Die Normalkräfte, die bei der Aktuierung entstehen, können aus

nakt = −CR∆l0 (4.64)
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ermittelt werden. Sollen nur Verschiebungen aktuiert und keine Normalkräfte erzeugt
werden, kann dies mathematisch auch dadurch beschrieben werden, dass sich der Vektor
der vorgegebenen Längenänderungen ∆l0 im Nullraum der gewichteten Redundanzma-
trix befinden muss.

Wenn der vollständige Aktuierungsraum aufgespannt wird, also ausreichend Aktoren
an den richtigen Stellen eingesetzt werden, bietet sich die Möglichkeit, alle Zwangsbe-
anspruchungen, die im statisch unbestimmten Tragwerk auftreten, durch die entspre-
chende Aktuierung zu vermeiden. Diese Aktoren sind jedoch rein zur Vermeidung des
Zwangs bzw. zur Kraftadaption notwendig, deshalb addieren sich die Anzahlen der Ak-
toren aus Kraft- und Verschiebungsadaption zur notwendigen Gesamtzahl an Aktoren.
Beispielsweise ergibt sich die Anzahl der mindestens erforderlichen Aktoren nakt unter
der Annahme eines ebenen Fachwerks mit nFHG nicht gehaltenen Freiheitsgraden und
nE Elementen unter Verwendung von Gleichung (3.1) zu

nakt = nC + ns = nFHG + nE − nFHG = nE. (4.65)

Sollen also alle Knotenverschiebungen kontrolliert und zusätzlich der vollständige Kraft-
Aktuierungsraum aufgespannt werden, müssen alle Stäbe eines Fachwerks aktuiert wer-
den. Wie bereits erwähnt sind jedoch die Anforderungen an Tragwerke im Allgemeinen
nicht so hoch, dass die Verschiebung an jedem Freiheitsgrad unabhängig von allen ande-
ren kontrolliert werden muss. Dies führt zu einer verminderten Anzahl an notwendigen
Aktoren. Wie diese Anzahl beispielsweise ermittelt werden kann, wird in Abschnitt 4.4
vorgestellt.

Durch den Einsatz eines zusätzlichen Aktors in Element 3 des Beispiels aus Abbil-
dung 4.12 mit dem Aktorweg û3 könnte somit trotz vollständiger Verschiebungskom-
pensation (d != 0) der ursprünglich vorhandene Kraftzustand (nada

!= npas) erhalten
werden. Weiterhin könnte dadurch beispielsweise in einem unbelasteten, statisch unbe-
stimmten Tragwerk ein beliebiger Verschiebungszustand eingestellt werden, ohne dass
Normalkräfte entstehen.

4.3.3 Aktuierungsarbeit

Bei der Aktuierung können Verschiebungen und Schnittgrößen in Tragwerken erzeugt
werden und mechanische Arbeit wird verrichtet. Im Folgenden werden die relevanten
Zusammenhänge zwischen im Tragwerk gespeicherter Energie und der Arbeit, die von
der Aktorik und den äußeren Lasten verrichtet wird, erläutert. Die in einem Tragwerk
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gespeicherte elastische Verzerrungsenergie ergibt sich zu

Πint = 1
2n

T∆lel. (4.66)

Die elastischen Stablängenänderungen ∆lel lassen sich nach Gleichung (2.4) durch die
gesamten und die vorgegebenen Längenänderungen ausdrücken. Einsetzen liefert

Πint = 1
2n

T∆l − 1
2n

T∆l0. (4.67)

In den folgenden Abschnitten werden die enthaltenen Anteile diskutiert.

Die von der Aktorik verrichtet Arbeit ergibt sich zu

W akt = −1
2n

T∆l0 = 1
2

[
∆l0
fK
ext

]T [
CR −1

2CAK−1

−1
2K

−1ATC 0

] [
∆l0
fK
ext

]
. (4.68)

Die Schreibweise als quadratische Formen bietet eine alternative Darstellung. Die Äqui-
valenz kann durch Ausrechnen und Umformen gezeigt werden. Das negative Vorzeichen
vor −1

2n
T∆l0 kann mit dem folgenden Gedankenexperiment überprüft werden. Wird

ein Aktor mit einer positiven vorgegebenen Längenänderung versehen, versucht dieser
länger zu werden. Erfolgt diese Verlängerung gegen Zwang, also in einem Aktor, der
sich in einer statisch unbestimmten Einbausituation befindet, wird eine negative Nor-
malkraft (Druck) im Aktor erzeugt. Das Produkt aus Aktorkraft und Aktorweg wäre
negativ, jedoch wird in diesem Prozess mechanische Arbeit verrichtet und nicht frei, was
wiederum zu dem negativen Vorzeichen führt. Durch Einträge auf den Nebendiagonal-
Blöcken ergeben sich hier Fremdarbeiten von Knotenverschiebungen aus der Aktuierung
und den äußeren Kraftlasten bzw. der Normalkräfte aus äußeren Kraftlasten mit den
vorgegebenen Längenänderungen aus Aktuierung.

Die Arbeit, die von den äußeren Kraftlasten verrichtet wird, ergibt sich zu

W ext = 1
2n

T∆l = 1
2

[
∆l0
fK
ext

]T [
0 1

2CAK−1

1
2K

−1ATC K−1

] [
∆l0
fK
ext

]
= 1

2
(
fK
ext

)T
d. (4.69)

Für die elastische Verzerrungsenergie, die im Tragwerk gespeichert ist, ergibt sich ana-
log

Πint = 1
2n

T∆lel = 1
2

[
∆l0
fK
ext

]T [
CR 0

0 K−1

] [
∆l0
fK
ext

]
. (4.70)
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In der quadratischen Form können zwei Anteile identifiziert werden, aus denen sich die
elastische Verzerrungsenergie zusammensetzt. Der Anteil 1

2∆lT0 CR∆l0 beschreibt den
Beitrag aus Zwang bei vorgegebener Längenänderung bzw. Aktuierung, der in den Eigen-
spannungszuständen im Tragwerk gespeichert wird. Der zweite Anteil 1

2

(
fK
ext

)T
K−1fK

ext
beschreibt den Beitrag aus der äußeren Kraftlast. Die beiden Anteile sind jeweils immer
positiv, weshalb bei der Aktuierung einer Struktur die elastische Verzerrungsenergie
entweder konstant bleibt oder größer wird. Eine Verringerung der gespeicherten elas-
tischen Verzerrungsenergie durch Aktuierung ist nicht möglich. Wenn der Vektor der
Aktorwege ∆l0 im Nullraum von CR liegt, werden reine Verschiebungen erzeugt, oh-
ne dass Zwangskräfte induziert werden. In diesem Fall ergibt sich das Produkt CR∆l0
zum Nullvektor und es ergibt sich kein Beitrag zur elastischen Verzerrungsenergie. Wenn
Kräfte durch Aktuierung in der Struktur verändert werden, dann vergrößert sich stets
die elastische Verzerrungsenergie.

Diese gesamte verrichtete Arbeit, die sich aus der Summe der Arbeit der Aktorik und der
Arbeit der äußeren Lasten ergibt, entspricht der im Tragwerk gespeicherten elastischen
Verzerrungsenergie

Πint = W ext + W akt. (4.71)

Durch die Analyse von W akt lässt sich der Aufwand für eine ideale Aktuierung oh-
ne Reibungsverluste und sonstige Effekte quantifizieren. Aufgrund von Annahmen und
Vereinfachungen sind die absoluten Werte für diesen Aufwand in der vorliegenden Ar-
beit nicht aussagekräftig, jedoch werden diese Werte im weiteren Verlauf für verschiedene
Aktorsets, für verschiedene Aktuierungsziele und für verschiedene Tragwerke verglichen.
Die Betrachtung der relativen Werte lässt einen Rückschluss auf die Aktuierbarkeit der
Tragwerke zu.

4.3.4 Fazit

Mithilfe der Aktorik können der Tragwerkszustand, der hier durch die Verschiebungen
und die Schnittgrößen beschrieben wird, und verschiedene Tragwerkseigenschaften ad-
aptiert werden.

Schnittgrößen können nur in statisch unbestimmten Tragwerken bzw. Tragwerksteilen
verändert werden. Durch die Veränderung von Kräften in einem Tragwerk können bei-
spielsweise stark belastete Elemente entlastet und dafür weniger ausgenutzte Teile zu-
sätzlich belastet werden, was unter anderem für die Verlängerung der Lebensdauer von
Bauteilen genutzt werden kann, in denen die Materialermüdung maßgebend ist. Au-
ßerdem bieten sich Möglichkeiten im Hinblick auf vollständige Entlastung von Elemen-
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ten beispielsweise zum Austausch oder zur Reparatur. Die Untersuchungen zur reinen
Kraftadaption, bei denen Zielfunktionen verwendet werden, die den Normalkraftvektor
bewerten, sind eher von theoretischem Interesse, um die Kraftadaption und die Funkti-
onsweise der adaptiven Tragwerke besser zu verstehen. Häufig werden stattdessen Ne-
benbedingungen an die Normalkräfte oder Spannungen formuliert, die das Über- bzw.
Unterschreiten von Grenzwerten verhindern (siehe z. B. das Drei-Stab-Tragwerk zur Di-
mensionierung in Abschnitt 2.2.2), was die beschriebenen Effekte implizit beinhaltet,
jedoch nicht explizit fordert.

Die Traglast eines Tragwerks, die unter der Annahme, dass alle Stäbe elastisch bleiben,
ermittelt wird, kann mithilfe von Kraftadaption bis zur Traglast, die mit dem Traglast-
verfahren nach Fließgelenktheorie ermittelt wird, gesteigert werden. Durch eine weitere
Aktuierung kann diese nicht weiter gesteigert werden, jedoch kann in diesem Fall die
Duktilität, die als die Verformung beim Erreichen der Traglast interpretiert wird, durch
eine kombinierte Kraft- und Verschiebungsadaption eingestellt werden.

Verschiebungen können unabhängig von den Tragwerkseigenschaften in jedem Stabtrag-
werk durch Aktuierung verändert werden, womit die Steifigkeit eines Tragwerks adaptiv
eingestellt werden kann. Die Anforderungen an die Verschiebungen eines Tragwerks un-
ter Belastungen sind meist nicht auf einen festen Wert bzw. null festgelegt, sondern
müssen nur unter einem bestimmten Grenzwert liegen. Deshalb ist die vorgestellte Vor-
gehensweise auch hier theoretisch interessant, um das Verhalten zu analysieren, wird
jedoch praktisch meist nicht genutzt. Die Unterschreitung der zulässigen Maximalwerte
der Verschiebungen wird meist nicht als Zielfunktion, sondern in Form von Nebenbedin-
gungen in den Optimierungsproblemen berücksichtigt.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden Kraft- und Verschiebungsadaption eingesetzt,
um den Tragwerkszustand und Tragwerkseigenschaften zu verändern. Sowohl für die
Kraft- als auch für die Verschiebungsadaption muss im Allgemeinen mechanische Arbeit
verrichtet werden. Die Quantifizierung dieser Energie- und Arbeitsbilanz hängt von den
Eigenschaften des Tragwerks und der Anordnung der Aktorik ab. Diese Abhängigkeiten
werden in den Studien in Kapitel 5 tiefergehend betrachtet.

4.4 Automatisierte Platzierung von Aktoren

Für die bisher betrachteten Beispiele wurden jeweils Aktorplatzierungen vorgegeben.
Anhand der Betrachtung der Adaptionsziele wurden bereits Erkenntnisse gewonnen,
wie viele Aktoren in Tragwerken eingesetzt werden müssen, um diese Ziele zu erreichen.
Der Prozess der Anordnung der Aktoren im Tragwerk soll im Folgenden systematisiert
und automatisiert werden. Dafür werden zwei verschiedene Ansätze vorgestellt, nach
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denen für eine vorgegebene Zielformulierung (z. B. Verschiebungs- oder Kraftadaption)
die Positionierung der Aktoren ermittelt werden kann. Die automatisierte Platzierung
der Aktoren im Tragwerk ist eine Aufgabe, aus deren Lösung mithilfe von strukturme-
chanischem Problemverständnis zudem viele Einsichten gewonnen werden können.

Der erste vorgestellte Ansatz zur Aktorplatzierung mithilfe der Störgrößenkompensier-
barkeitsmatrix aus dem Bereich der Systemtheorie ist in der interdisziplinären Zusam-
menarbeit von Wagner u. a. (2018) unter Beteiligung des Autors beschrieben. Dabei
ist es insbesondere interessant, die Beschreibung der Methode mit der eigenen, diszi-
plinären Sprache zu betrachten und mithilfe der strukturmechanischen Einsicht in das
Problem der Aktorplatzierung einen Mehrwert für das Problemverständnis zu generie-
ren. Dieser Ansatz kann direkt sowohl zur Aktorplatzierung für Kraft- als auch für
Verschiebungsadaption herangezogen werden.

Der zweite Ansatz, der vorgestellt wird, basiert auf der Ausnutzung von Eigenschaften
einer Matrix, die bereits in verschiedenen Varianten in der Literatur und in der vorlie-
genden Arbeit als Redundanzmatrix beschrieben ist. Diese Matrix ist aus den Arbeiten
von Teuffel (2004), Senatore (2016), Steffen u. a. (2020) und Geiger u. a.
(2020a) bekannt, wird darin als Sensitivitätsmatrix, Einflussmatrix oder Redundanz-
matrix bezeichnet und tritt in den Vorarbeiten mit unterschiedlich skalierten Werten,
jedoch demselben Informationsgehalt, auf. Dieser Ansatz wird im Folgenden nur für die
Aktorplatzierung zur Kraftadaption beschrieben, eine mögliche Erweiterung zur Adap-
tion von Verschiebungen ist jedoch möglich.

4.4.1 Störgrößenkompensierbarkeitsmatrix

Für die Herleitung des Verfahrens ist es unerheblich, ob die Aktoren zur Adaption von
Verschiebungen oder von Kräften eingesetzt werden sollen. Die folgende Beschreibung
stellt die Herleitung unter den im Rahmen dieser Arbeit getroffenen Annahmen und ver-
wendeten Schreibweisen dar. Weitergehend können auch Trägheitseffekte berücksichtigt
werden. Eine ausführliche und allgemeine Herleitung ist in der gemeinsamen Publikation
in Wagner u. a. (2018) beschrieben. Zudem ist explizit die Platzierung von seriellen
und parallelen Aktoren in diesem Rahmen möglich.

Bewertungsmaß

Ausgangspunkt für die Herleitung ist die Beschreibung der Abweichung der gewählten
Adaptionsgröße von einem festgelegten Zielwert y0 als einen Fehlervektor e

e = y0 − y (4.72)
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Dabei kann der sogenannte Ausgang y alle oder nur ausgewählte Verschiebungen oder
Normalkräfte sowie Kombinationen enthalten. Die Anzahl der Einträge des Vektors wird
im Folgenden mit nA bezeichnet. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit wird für eine
übersichtliche Herleitung der Zielwert als Null-Vektor y0 = 0 gewählt. In Abschnitt 4.3
wird diskutiert, inwiefern diese Wahl für Normalkräfte und Verschiebungen sinnvoll
ist.

Das hinterlegte strukturmechanische Modell wird in der aus Gleichung 4.22b bekannten
Form

Kd = fK
ext + Bu (4.73)

beschrieben, wobei hier der Aktoreingang u in seiner Bedeutung wie eine vorgegebene
Längenänderung ∆l0 interpretiert wird und sich die Eingangsmatrix B zu ATC ergibt.
Dabei wird die Aktorplatzierung dadurch berücksichtigt, dass nur die Längenänderun-
gen von aktuell eingesetzten Aktoren im Vektor u enthalten sind und entsprechend
fehlende Spalten aus B gestrichen werden. Deshalb gilt B ∈ RnFHG×nakt und u ∈ Rnakt

im Unterschied zu ∆l0 ∈ RnE . Für den Fall, dass alle Elemente Aktoren sind, stimmen
∆l0 und u überein.

Zusätzlich wird eine sogenannte Ausgangsgleichung formuliert, die aus dem Systemzu-
stand, der hier durch den Vektor der Knotenverschiebungen d beschrieben wird, die
Adaptionsgröße zu

y = C̄d + Du (4.74)

beschreibt. Dabei gilt C̄ ∈ RnA×nFHG und D ∈ RnA×nakt . Diese allgemeine Darstellung
der Ausgangsgleichung kann für die verschiedenen Adaptionsgrößen unterschiedlich in-
terpretiert werden.

Für die Verschiebungsadaption, bei der alle Verschiebungen verändert werden sollen,
ergibt sich die Ausgangsmatrix C̄ zur Einheitsmatrix und die sogenannte Durchgriffs-
matrix D zur Null-Matrix und die Ausgangsgleichung vereinfacht sich zu

y = d. (4.75)

Sollen nur die Verschiebungen an ausgewählten Freiheitsgraden adaptiert werden, erfolgt
diese Auswahl über ein Streichen der entsprechenden Zeilen aus der Ausgangsmatrix.

Für die Kraftadaption, bei der alle Normalkräfte verändert werden sollen, ergibt sich
die Ausgangsmatrix zu C̄ = CA. Der zweite Summand in der allgemeinen Ausgangs-
gleichung (4.74) berücksichtigt in diesem Fall die vorgegebene Längenänderung aus der
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seriellen Aktuierung u und die Durchgriffsmatrix D ergibt sich zu −C. Damit ergibt
sich die Ausgangsgleichung für Kraftadaption zu

y = CAd − Cu. (4.76)

Mit den Definitionen aus Abschnitt 2.1.4 stellt der Ausgang y somit den Vektor der Nor-
malkräfte n dar. Durch das Streichen bestimmter Zeilen kann eine Auswahl von Normal-
kräften erfolgen. Wenn alle Normalkräfte berechnet werden und alle Elemente Aktoren
sind, dann ergibt sich hier der Zusammenhang aus Gleichung (2.29) zur Rückrechnung
der (hier negativen) Normalkräfte. Unter Vernachlässigung des zweiten Summanden Cu

erhält man eine Rückrechnung von Normalkräften aus den Knotenverschiebungen, oh-
ne dass in der Rückrechnung explizit die vorgegebene innere Längenänderung durch die
serielle Aktorik berücksichtigt wird. Dadurch kann eine parallele Aktuierung berücksich-
tigt werden, ohne dass ein paralleler Stab im Modell vorgesehen wird. Wenn parallele
Aktoren eingesetzt werden sollen, ist diese Vorgehensweise für die Aktorplatzierung von
Vorteil, da sich die Modellgleichung (4.73) dabei nicht ändert.

Der Term Cu bzw. C∆l0 wird häufig als aufgebrachte Normalkraft oder Aktuierungs-
kraft bezeichnet, was aus der Einheit kN und der Charakteristik der Multiplikation einer
Dehnsteifigkeit mit einer Längenänderung resultiert. Von dieser Bezeichnung wird jedoch
abgeraten, da das Aufbringen bzw. die Vorgabe einer Normalkraft im Allgemeinen nicht
möglich ist.

Durch Einsetzen der Modellgleichung (4.73) und der Ausgangsgleichung (4.74) in die
Fehlergleichung (4.72) ergibt sich für den Fehler

e = −
(
C̄K−1B + D

)
u − C̄K−1fK

ext. (4.77)

Für den Fall, dass als Adaptionsgröße alle Normalkräfte in einer Struktur gewählt werden
und dass in allen Elementen Aktoren eingesetzt sind, ergibt sich der Zusammenhang

C̄K−1B + D = −CR (4.78)

zur gewichteten Redundanzmatrix nach Gleichung (3.11).

Die Ermittlung des optimalen Eingangs u∗ so, dass der Fehler minimal wird, erfordert
die Lösung eines Minimierungsproblems. Wie bereits in Abschnitt 4.2.3 beschrieben,
kann eine geschlossene Lösung des Optimierungsproblems ermittelt werden, wenn die
quadrierte euklidische Norm eines Vektors minimiert werden soll. Das Minimierungspro-
blem zur Bestimmung von u∗ wird durch

min
u

||e||22 (4.79)

99



4 Adaptive Stabtragwerke

beschrieben. Unter Verwendung der Pseudoinversen lässt sich das Minimierungsproblem
zu

u∗ = −
(
C̄K−1B + D

)+
C̄K−1fK

ext (4.80)

geschlossen lösen.

Dabei ist zu beachten, dass insbesondere hier bei der Berechnung der Pseudoinversen
die Berechnungstoleranz ϵ in Abhängigkeit vom mechanischen Problem definiert werden
muss. Diese Toleranz kann als Grenze interpretiert werden, bei deren Unterschreiten ein
Eigenwert der Matrix als Null-Eigenwert interpretiert wird. In der vorliegenden Arbeit
werden mithilfe der strukturmechanischen Einsicht in das Problem zwei Toleranzgrenzen
definiert. Nach Pellegrino (1993) kann die Toleranzgrenze zu 10−3 max(Σ) gewählt
werden, wobei Σ alle Singulärwerte der zu invertierenden Matrix darstellt. Weitere De-
tails zur Singulärwertzerlegung können beispielsweise Golub und Kahan (1965) ent-
nommen werden. Jedoch ergibt sich im Fall, dass serielle Aktoren zur Kraftmanipulation
platziert werden sollen und im aktuellen Aktorset A nur ein oder mehrere statisch be-
stimmte Elemente und keine statisch unbestimmten Elemente enthalten sind, eine zu
invertierende Null-Matrix, die sich nach Gleichung (4.80) aus der Differenzberechnung
(mit D = −C) ergibt und deshalb numerisch sehr kleine Werte enthalten kann. In die-
sem Fall ist das Kriterium nach Pellegrino nicht zielführend und eine absolute Toleranz
muss definiert werden. Beispielsweise kann

ϵ = max
(

10−3 max(Σ) ; 10−6
)

(4.81)

verwendet werden, wobei die Wahl über Plausibilitätsprüfung der Ergebnisse oder durch
andere Methoden in jedem Fall sichergestellt werden muss. Weitere Untersuchungen zur
Wahl der Toleranz für das vorliegende mechanische Problem finden sich in Forster
(2019).

Der optimierte Fehler ergibt sich nach Einsetzen des optimierten Aktorwegs und weiterer
Umformung zu

e∗ =
((

C̄K−1B + D
) (

C̄K−1B + D
)+

− 1
)
C̄K−1

︸ ︷︷ ︸
=:H̄

fK
ext. (4.82)

Damit ergibt sich die quadrierte euklidische Norm des Fehlervektors zu

||e∗||22 = e∗Te∗ =
(
fK
ext

)T
H̄TH̄fK

ext =
(
fK
ext

)T
WfK

ext. (4.83)

Durch die Struktur des Ausdrucks (4.83) als quadratische Form können Aussagen für
den Wertebereich von ||e∗||22 unabhängig vom Lastfall getroffen werden. Die Analyse der
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Abbildung 4.15: Drei-Stab-Tragwerk zur Veranschaulichung der Lastfallunabhängigkeit

Eigenschaften der entstehenden Gram’schen1 Matrix W ermöglicht die Bewertung ei-
ner gewählten Aktorplatzierung im untersuchten Tragwerk unabhängig von der konkret
einwirkenden Last. Jedoch ist beispielsweise die unterschiedliche Gewichtung von ver-
schiedenen Lastrichtungen durch eine Filterung möglich. Weitere Details dazu können
Wagner u. a. (2018) entnommen werden.

Um die Unabhängigkeit von einem konkreten Lastfall zu veranschaulichen, wird das be-
reits bekannte Tragwerk aus Abbildung 4.15 untersucht und als Ziel der Aktuierung wird
in diesem Fall die Verschiebungsadaption definiert. Dabei wird eine einwirkende Einzel-
last angenommen, die nur in ihrem Betrag, jedoch nicht in der Richtung bestimmt ist.
Die Richtung der Last wird durch den Winkel φ beschrieben. Visualisiert ist dies für
beliebige Winkel durch den schwarzen Kreis mit Radius von eins in Abbildung 4.16,
der alle möglichen Endpunkte des Lastvektors beschreibt. Durch die Multiplikation
des Lastvektors fK

ext mit der Gram’schen Matrix W ergibt sich eine Größe, der kei-
ne einfach interpretierbare strukturmechanische Bedeutung zugeschrieben werden kann,
die jedoch den resultierenden Fehler quantifiziert. In der gewählten Darstellungsform
in Abbildung 4.16 wird somit die Performanz der jeweiligen Aktorplatzierung veran-
schaulicht. Im passiven Tragwerk (rot) zeigt sich die höhere Steifigkeit des Tragwerks in
X 1-Richtung, da die Ellipse in diese Richtung eine geringere Ausdehnung aufweist, was
wiederum mit einem geringeren Fehler und damit einer geringeren Verschiebung korre-
liert. Durch die Aktuierung mit einem Aktor in Element 2 (blau) kann die Steifigkeit in
diese Richtung weiter vergrößert werden, sodass kein Fehler in der Verschiebung in die-
se Richtung mehr auftritt. Die horizontale Ausdehnung kann nicht beeinflusst werden
und entspricht der horizontalen Ausdehnung der Ellipse des passiven Systems. Wenn
ein Aktor in Element 3 (gelb) eingesetzt wird, kann dieser nur den Fehler in derjenigen
Verschiebung verhindern, die in Richtung der Elementachse orientiert ist. Die darge-
1Jørgen Pedersen Gram (1850–1916)
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Abbildung 4.16: Darstellung der Richtung des Lastvektors fK
ext (schwarz) und der Rich-

tung von WfK
ext als Fehlermaß der Verschiebungskompensation für aus-

gewählte Aktorplatzierungen für alle Lastangriffswinkel φ ∈ [0,2π];
Umkehrung der vertikalen Achse zur Anpassung an die Richtung der
Freiheitsgrade in Abbildung 4.15 und damit vereinfachte visuelle Ver-
gleichbarkeit

stellte gelbe Linie beschreibt genau den Fehler in den Verschiebungen, der orthogonal
zu Element 3 orientiert ist und deshalb nicht kompensiert werden kann. Beim Einsatz
von zwei Aktoren (grün) kann der gesamte Fehler in den Verschiebungen kompensiert
werden (siehe auch Abschnitt 4.3.2).

Abbildung 4.17 zeigt den Betrag des resultierenden Fehlers in den Verschiebungen in
Abhängigkeit vom Lastangriffswinkel für ausgewählte Aktorplatzierungen. Dabei lassen
sich wiederum die Performanz der verschiedenen Aktorplatzierungen anschaulich sehr
gut vergleichen. Weiterhin wird anhand dieser Darstellung die Bedeutung der Eigen-
schaften der Matrix W aus Tabelle 4.1 veranschaulicht. Die Matrix W und die ent-
sprechenden Eigenwerte einsortiert in den Vektor λW ergeben sich beispielhaft für den
passiven Fall zu

W =
[
0,8038 0

0 0,2679

]
· 10−4 cm2

kN2 und λW =
[
0,8038
0,2679

]
· 10−4 cm2

kN2 . (4.84)
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Abbildung 4.17: Fehler ∥e∥2
2 für Verschiebungsadaption in Abhängigkeit vom Winkel

der angreifenden Last für das passive Tragwerk (p), das Tragwerk mit
einem Aktor in Element 2 (A2), das Tragwerk mit einem Aktor in Ele-
ment 3 (A3) und das Tragwerk mit Aktoren in Elementen 2 und 3 (A23)

Der größte Eigenwert der Matrix beschreibt den im ungünstigsten Fall maximal auf-
tretenden Fehler, der in Abbildung 4.17 als Hochpunkt der jeweiligen Fehlerfunktionen
erkennbar ist. Der kleinste Eigenwert beschreibt den im günstigsten Fall minimal auf-
tretenden Fehler; in Abbildung 4.17 als Tiefpunkt dargestellt. Weiterhin können der
maximale und der minimale Eigenwert auch als der maximale und minimale Radius
der jeweiligen Ellipse in Abbildung 4.16 interpretiert werden. Die über die Größe der
Matrix nFHG × nFHG gemittelte Spur der Matrix entspricht dem Mittelwert zwischen
minimalem und maximalem Wert der Funktionen in Abbildung 4.17. Diese anschauliche
Interpretation ergibt sich nur für den Fall, dass sich die Länge des Lastvektors fK

ext ge-
nau zu eins ergibt. Jedoch kann über die Analyse der Matrixeigenschaften ein direkter
Rückschluss auf das Verhalten des adaptiven Systems auf unbekannte Belastungen ge-
zogen werden. Für die Bewertung und den Vergleich verschiedener Aktorplatzierungen
können damit diese Eigenschaften, insbesondere die gemittelte Spur JS = Spur(W)

nFHG
und

der maximale Eigenwert Jλ = max (λW), herangezogen werden. Diese Eigenschaften
quantifizieren, wie gut die Beanspruchungen bzw. die Verschiebungen infolge beliebiger
äußerer Lasten kompensiert werden können und damit indirekt auch die Adaptierbarkeit
der Struktur.

103



4 Adaptive Stabtragwerke

Platzierungsalgorithmus

Die Ermittlung der besten Platzierung der Aktoren erfolgt durch das Erzeugen ver-
schiedener Aktoranordnungen und dem Vergleich dieser Anordnungen untereinander.
Eine gewählte Anordnung der Aktoren wird als Aktorset bezeichnet. Zur Erzeugung
der Sets können verschiedene Algorithmen zum Einsatz kommen. Das Ausprobieren al-
ler Möglichkeiten, auch als brute force-Methode bezeichnet, kann nur zur Validierung
des Algorithmus herangezogen werden, da der Rechenaufwand für realistische Beispiele
aufgrund des kombinatorischen Problemcharakters exponentiell steigt. Die Anzahl der
möglichen Kombinationen für eine Fachwerkstruktur mit n Elementen beträgt 2n.

Die Menge aller Elemente wird durch E beschrieben, die Menge der gewählten Aktoren
wird als Aktorset A bezeichnet und die Menge der möglichen Aktorpositionen, an denen
noch kein Aktor platziert ist, wird als Kandidatenset C bezeichnet. Im Folgenden wird
ein greedy-Algorithmus (siehe Nemhauser u. a. (1978)) zur Auswahl der Aktorsets
beschrieben, der leichte Veränderungen zur von Wagner u. a. (2018) vorgeschlage-
nen Variante aufweist. Im Gegensatz zur Version aus Wagner u. a. (2018), die mit
dem vollen Aktorset startet und schrittweise Aktoren entfernt, beginnt der hier vorge-
schlagene Algorithmus mit dem leeren Aktorset und wählt schrittweise Aktoren aus,
wodurch die Nachvollziehbarkeit verbessert wird. Veranschaulicht wird der Algorithmus
in Abbildung 4.18 beispielhaft für den Fall, dass alle Elemente zum Kandidatenset ge-
hören. Beginnend in Schritt k = 0 mit dem leeren Aktorset A(0) = ∅ und dem vollen
Kandidatenset C(0) = E wird das gewählte Gütemaß für die testweise Übernahme eines
Kandidaten (C(0))j aus dem Kandidatenset zum Aktorset ausgewertet. Der Kandidat,
der im aktuellen Schritt k die beste Performanz im gewählten Gütemaß aufweist, wird
für den nächsten Schritt aus dem Kandidatenset entfernt, ins Aktorset übernommen
und der Prozess startet erneut, bis das Kandidatenset leer ist. Weitere Abbruchkriterien
können zur Steigerung der Effizienz vorgegeben werden, jedoch wird hier bis zum leeren
Kandidatenset platziert, um den Verlauf der Berechnung interpretieren zu können.

Der Ablauf des Algorithmus kann anhand der Daten aus Tabelle 4.1 veranschaulicht
werden. Zu Beginn des Prozesses wird das Gütemaß für die Aktorsets {1}, {2} und
{3} ausgewertet. Wird beispielsweise die Minimierung des größten Eigenwerts der Ma-
trix W (A) als Gütemaß für die Aktorplatzierung gewählt, würde in diesem Schritt
dann entweder Element 1 oder Element 3 zum Aktorset hinzugefügt werden. Hier wird
nun angenommen, dass Element 1 als Aktor ausgewählt wird. Dann würden im zweiten
Schritt noch die Kombinationen {1,2} und {1,3} verglichen werden. Auch hier wäre die
Auswahl beliebig, da beide Kombinationen dieselben Verbesserungen bieten. Schließlich
würde das verbleibende Element als Aktor gewählt.
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Tabelle 4.1: Eigenschaften der Gram’schen Matrix W für verschiedene Aktorsets

Aktorset A größter Eigenwert von W kleinster Eigenwert von W Spur(W)
nFHG

∅ 0,8038·10−4 0,2679·10−4 0,5359·10−4

{1} 0,4019·10−4 0,0000·10−4 0,2010·10−4

{2} 0,8038·10−4 0,0000·10−4 0,4019·10−4

{3} 0,4019·10−4 0,0000·10−4 0,2010·10−4

{1,2} 0,0000·10−4 0,0000·10−4 0,0000·10−4

{2,3} 0,0000·10−4 0,0000·10−4 0,0000·10−4

{1,3} 0,0000·10−4 0,0000·10−4 0,0000·10−4

{1,2,3} 0,0000·10−4 0,0000·10−4 0,0000·10−4

Basierend auf dem vorgestellten Gütemaß können auch andere Platzierungsalgorith-
men eingesetzt werden. Eine Übersicht und die Validierung des vorgestellten greedy-
Algorithmus mit der brute force-Methode können Forster (2019) entnommen werden.
Trotz der im Vergleich zur brute force-Methode signifikant reduzierten Anzahl an un-
tersuchten Kombinationen, steigt der Aufwand dieses Verfahrens und im Allgemeinen
der greedy-Verfahren für Beispiele mit vielen Aktorkandidaten stark an.

4.4.2 Redundanzmatrix

Im Folgenden wird eine alternative Methode zur Aktorplatzierung mithilfe der Redun-
danzmatrix, die in Abschnitt 3.1.2 eingeführt wird, vorgeschlagen. Auch hierbei werden,
basierend auf den Einträgen der Redundanzmatrix, schrittweise Elemente ausgewählt,
in die serielle Aktoren zur Kraftmanipulation eingefügt werden. Eine Idee zur Nutzung
der Redundanzmatrix bei der Platzierung von Aktoren zur Kraftmanipulation wird
von Geiger u. a. (2020a) bereits dargestellt. Außerdem wird von Teuffel (2004)
und Senatore (2016) eine Sensitivitätsmatrix zur Kraftmanipulation berechnet, die
sich von der Redundanzmatrix bzw. der gewichteten Redundanzmatrix nur durch die
Skalierung der Spalten unterscheidet. Steffen u. a. (2020) verwenden Einflussmatri-
zen, die in Sonderfällen mit der Redundanzmatrix übereinstimmen, zur Analyse von
adaptiven Strukturen.

Die Redundanzmatrix beschreibt nach Gleichung (3.4) den Zusammenhang von einer
vorgegebenen Längenänderung zum Beispiel durch Aktuierung und der dadurch ins Sys-
tem eingebrachten elastischen Längenänderung. Ein Eintrag auf der Hauptdiagonalen
der Matrix beschreibt dabei den Zwang, den ein Element bei eigener vorgegebener Län-
genänderung erfährt. Im Hinblick auf adaptive Strukturen bedeutet das, dass ein serieller
Aktor in einem Element i mit Redundanzanteil (R)i,i = 0 keinen Zwang erfährt. Ein
Element j mit Redundanzanteil 0 < (R)j,j < 1 erfährt Zwang aufgrund der umgebenden
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C(k+1) = C(k) \ {a(k)}

Abbildung 4.18: Darstellung des Ablaufs der Aktorplatzierung mithilfe der Gram’schen
Störgrößenkompensierbarkeitsmatrix als Flussdiagramm

Struktur und kann deshalb durch Aktuierung Schnittgrößen hervorrufen. Ein Element k
mit Redundanzanteil (R)k,k = 1 ist vollständig in der Ausdehnung behindert, was nur
beim Einbau eines Elements zwischen zwei Auflagern auftreten kann. In diesem Fall kann
nur in dem Element selbst eine Normalkraft durch Aktuierung induziert werden.

Der Betrag des Redundanzanteils ist ein Maß für die Größe des Zwangs, den die Umge-
bende Struktur der Ausdehnung des Elements entgegensetzt. Unter einer vorgegebenen
Längenänderung aus Aktuierung von Element j hängt die dadurch hervorgerufene Nor-
malkraft von der Größe des Redundanzanteils ab. Weiterhin kann über die Besetztheit
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Abbildung 4.19: Darstellung des Ablaufs der Aktorplatzierung zur Kraftadaption mit-
hilfe der Redundanzmatrix als Flussdiagramm

der zum Element gehörenden Zeile oder Spalte in der Redundanzmatrix eine Aussage
über den Einflussbereich der Aktuierung getroffen werden, was jedoch im Folgenden
nicht weiter betrachtet wird.

Für das vollständige Aufspannen des Aktuierungsraums müssen ns Elemente so aus-
gewählt werden, dass die jeweils erzeugbaren Normalkraftverteilungen linear unabhän-
gig sind (siehe Abschnitt 4.3.1). Die naive Variante, die Elemente mit den ns größten
Redundanzanteilen auszuwählen führt deshalb im Allgemeinen nicht zum gewünschten
Ergebnis.

Eine verbesserte Variante basiert auf der bereits von Bahndorf (1991) im Zusam-
menhang mit der Redundanzmatrix beschriebenen Ausmagerung bzw. der sequentiellen
Netzoptimierung. Diese wird von Bahndorf eingesetzt, um Elemente aus statisch unbe-
stimmten Strukturen zu entfernen, die nur einen geringen Einfluss auf das Tragverhalten
haben, und um damit im Falle nur eines einwirkenden Lastfalls ein fully stressed design
zu erhalten. Veranschaulicht wird der Algorithmus in Abbildung 4.19. Analog zur Aktor-
platzierung mit der Störgrößenkompensierbarkeitsmatrix beginnt der Berechnungsablauf
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mit allen Elementen im Kandidatenset C(0) = E und einem leeren Aktorset A(0) = ∅.
Dann wird in jedem Schritt k die Redundanzmatrix R für eine gedachte Struktur berech-
net, die aus allen nicht im aktuellen Aktorset enthaltenen Elementen (E \ A(k)) besteht.
Daraufhin wird das Element ausgewählt, das im aktuellen Kandidatenset C(k) ist und
den maximalen Redundanzanteil aufweist. Das gewählte Element wird dann aus dem
Kandidatenset entfernt und dem Aktorset hinzugefügt. Der Ablauf startet daraufhin
erneut.

Theoretisch könnte in einem Schritt jedes Element als neuer Aktor ausgewählt werden,
das einen Redundanzanteil größer null besitzt. Hier wird das Element mit dem größten
Redundanzanteil gewählt, da dieses dem größtmöglichen Zwang unterliegt. Diese Mög-
lichkeit, die Auswahl zu treffen ist sehr einfach umsetzbar, muss jedoch kritisch betrach-
tet werden, da auch Elemente mit einer relativ geringen Steifigkeit häufig redundanter
sind als andere aber aufgrund ihrer geringen Steifigkeit unter Umständen keine guten Ak-
torpositionen darstellen. Ein weiterer Ansatz, ein Element auszuwählen, ist die Nutzung
der Ähnlichkeit der entsprechenden Spalte von RT, die den durch das Element erzeugba-
ren Kraftzustand beschreibt, mit den Basisvektoren des Kraft-Aktuierungsraums. Diese
Ähnlichkeit könnte beispielsweise durch die Ermittlung des Winkels zwischen den Vek-
toren ermittelt und über alle Basisvektoren gemittelt bewertet werden. Ein hoher Wert
würde für eine gute „Abdeckung“ des Kraft-Aktuierungsraums stehen. Jedoch ist für
dieses Verfahren in jedem Schritt die Ermittlung des Kraft-Aktuierungsraums erforder-
lich, was den Rechenaufwand deutlich steigert.

Sobald ns Aktoren im Tragwerk platziert wurden und dadurch auch ns Kandidaten aus
dem Kandidatenset entfernt wurden, ergibt sich für die Redundanzmatrix der gedachten
Struktur eine Nullmatrix und keine weiteren Aktoren werden platziert. Für eine effiziente
Berechnung kann ein von Chen u. a. (2010) und Kou u. a. (2017) vorgeschlagene Al-
gorithmus eingesetzt werden, mit dessen Hilfe die veränderte Redundanzmatrix, die sich
beim Entfernen eines Elements aus einer Struktur ergibt, direkt berechnet werden kann.
Eine ausführliche Untersuchung des Updates von Redundanzmatrizen bei Systemände-
rungen findet sich in Krake u. a. (2022). Weitere Untersuchungen zur Aktorplatzierung
mit der Redundanzmatrix sind in Briem (2021) beschrieben.

4.4.3 Fazit

Mit den beiden vorgestellten Verfahren können Aktoren in Tragwerken, deren Geometrie,
Topologie und Querschnitte bekannt sind, platziert werden. Beide präsentierten Verfah-
ren sind in der Lage, eine Platzierung von Aktoren zur Kraftadaption so zu ermitteln,
dass der vollständige Aktuierungsraum aufgespannt wird.
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Das Verfahren unter Verwendung der Störgrößenkompensierbarkeitsmatrix erzeugt für
Systeme mit einer relativ großen Anzahl an Elementen viele Kombinationen, die analy-
siert werden müssen. In der präsentierten Form kann das Verfahren mithilfe der Störgrö-
ßenkompensierbarkeitsmatrix Aktorpositionen zur Kraft- und zur Verschiebungsadapti-
on ermitteln, die es erlauben auch bei unbekannten Lastfällen mit möglichst wenigen
Aktoren eine gute Performanz zu erzielen. Dabei steigt durch die Charakteristik des
kombinatorischen Optimierungsproblems die erforderliche Rechenzeit für die Ermitt-
lung der Aktorpositionen unter anderem durch den Einsatz der Pseudoinversen stark
an. Zusätzlich ist der gezeigte greedy-Algorithmus zwar sehr robust, liefert jedoch nicht
zwingend das globale Optimum. In Forster (2019) wird die Überlegung skizziert, das
kombinatorische Problem durch die Anwendung der Idee hinter dem SIMP-Ansatz aus
der Topologieoptimierung in ein kontinuierliches Problem zu überführen und mit gradi-
entenbasierten Optimierungsverfahren zu lösen. Weiterhin könnten beispielsweise gene-
tische oder weitere heuristische Algorithmen zur Lösung des kombinatorischen Problems
eingesetzt werden. Der Vorteil des Verfahrens mit der Redundanzmatrix liegt darin, dass
dieses eine reine Vorwärtsrechnung darstellt. Es wird nur ein Zustand ausgewertet und
daraufhin ein Aktor ausgewählt. Das Verfahren unter Verwendung der Redundanzma-
trix kann unter Verwendung der A0-Matrix auch um die Verschiebungsadaption für
bestimmte Lastfälle erweitert werden.

Beide Verfahren sind in der hier vorgestellten Ausprägung nicht in der Lage, weite-
re wünschenswerte Effekte, wie beispielsweise Beschränkungen der Aktorkraft und des
Aktorwegs oder einen minimalen Energieeinsatz, zu berücksichtigen. Beide Verfahren
setzen voraus, dass Geometrie, Topologie und Dimensionierung des Tragwerks bekannt
sind.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden die Resultate aus beiden Verfahren hinsichtlich
der Effektivität und der Performanz verglichen. Zusätzlich werden Aktorplatzierungen
auch bei unbekannter Tragwerksdimensionierung unter bestimmten Annahmen ermittelt
und im Nachhinein der dabei entstehende Fehler abgeschätzt. Die im Rahmen der vorlie-
genden Arbeit untersuchten Beispiele bestehen aus verhältnismäßig wenigen Elementen,
weshalb die erforderlichen Rechenzeiten keine weitere Betrachtung erfahren. Der Begriff
Aktorplatzierung wird sowohl für den Prozess der Ermittlung einer Platzierung als auch
für die resultierende Position im Tragwerk verwendet.
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5
Studien zum Potential und zur
Performanz adaptiver Stabtragwerke

Bisher wurden die Methoden und die grundlegenden Mechanismen vorgestellt, mit de-
nen sich die Wirkungen der Adaptivität modellieren und quantifizieren lassen. Durch
die Anwendung auf komplexere Strukturen und in realitätsnäheren Szenarien werden in
diesem Kapitel das Potential und die Performanz adaptiver Tragwerke analysiert. Die
Untersuchung erfolgt nicht anhand von zufällig gewählten Beispielen, wobei die bereits
gezeigten Erkenntnisse bestätigt werden sollen, sondern im Rahmen eines systemati-
schen Experiments, bei dem beispielsweise die Topologie und das globale Tragverhalten
der vorgegebenen Struktur gezielt variiert werden. Die Ziele dieser Untersuchung sind
einerseits das Ableiten weiterer Erkenntnisse über die Eignung von Tragwerken als adap-
tive Tragwerke aus den Ergebnissen und andererseits die Beantwortung der Fragen, wie
gut und mit welchem Aufwand die Ziele des Einsatzes von Adaptivität erreicht werden
können. Dabei werden der Fokus und die Ausführlichkeit der Erklärungen in den einzel-
nen Abschnitten im Hinblick auf Übersichtlichkeit und Lesbarkeit jeweils unterschiedlich
gewählt.

In Abschnitt 5.1 werden zwei gegebene Fachwerkstrukturen auf die Potentiale der Kraft-
adaption aus Abschnitt 4.3.1 verglichen. Zudem wird die zur Kraftadaption notwendige
Aktorplatzierung validiert und der Aktuierungsaufwand quantifiziert.

Die Adaption der Verformungen nach Abschnitt 4.3.2 wird für verschiedene Varianten
einer gegebenen Fachwerkstruktur in Abschnitt 5.2 analysiert. Dabei wird ebenfalls die
notwendige Aktorplatzierung bewertet und der Aktuierungsaufwand quantifiziert.

In Abschnitt 5.3 werden eine Fachwerkstruktur und ein Balkentragwerk primär im Hin-
blick auf den Aktuierungsaufwand untersucht. Für das Fachwerk wird die Abhängigkeit
des Aufwands von der Anzahl an Aktoren untersucht und bei dem Balkentragwerk wird
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die Optimierung von Tragwerkseigenschaften so vorgenommen, dass der Aufwand mini-
miert wird.

Daraufhin wird in Abschnitt 5.4 die Dimensionierung von adaptiven Tragwerken un-
tersucht. Insbesondere werden Methoden zur Aktorplatzierung, die Rolle des globalen
Tragverhaltens sowie der Einsatzbereich der Struktur mit den daraus resultierenden
Nebenbedingungen betrachtet.

Die im Folgenden untersuchten Geometrien, Topologien, Steifigkeiten und Lastfälle sind
beispielhaft gewählt und sollen nicht in erster Linie Rückschlüsse auf absolute Zahlen
zulassen. Vielmehr ist das Ziel dieses Kapitels das Beobachten und Beschreiben von
Phänomenen aus einer vergleichenden Auswertung. Daraus werden Schlussfolgerung ge-
zogen, die bei der Planung des Einsatzes sowie beim Entwurf und der Auslegung von
adaptiven Tragwerken berücksichtigt werden müssen.

5.1 Kraftadaption

Im folgenden Abschnitt wird an zwei Fachwerkstrukturen die Kraftadaption eingesetzt,
um den Normalkraftzustand und damit auch die Lastabtrag gezielt zu ändern. Dabei
sollen die Ergebnisse auf zwei verschiedene Arten betrachtet werden: einerseits kann
diese Situation als die nachträgliche Adaption von bestehenden Bauwerken angesehen
werden. Damit können Potentiale aufgezeigt werden, die sich für bestehende Tragwerke
erschließen lassen. Andererseits sollen dabei die notwendigen Voraussetzungen und die
entstehenden Effekte für die Kraftadaption im Detail analysiert und verstanden werden,
um daraus Rückschlüsse auf den Entwurf von Strukturen zu ziehen. Dabei wird ins-
besondere die Frage adressiert, welche Rollen das globale Tragverhalten und der Grad
der statischen Unbestimmtheit einer Struktur für die Adaptierbarkeit der Schnittgrößen
spielen.

5.1.1 Fachwerkturm

Das untersuchte System ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Vereinfacht kann dieser Fach-
werkturm als ein Kragarm (siehe Abbildung 5.1 (c)) betrachtet werden, dessen globa-
les Tragverhalten somit statisch bestimmt ist. Durch die hier gewählte Auflösung des
Kragarms als Fachwerkstruktur und eine zusätzliche Lagerung ergibt sich der Grad der
statischen Unbestimmtheit zu ns = 3.
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Abbildung 5.1: Darstellung des Fachwerkturm-Beispiels zur Aktorplatzierung (a) un-
ter einem Kraftlastfall (LF1) und einem Temperaturlastfall (LF2) (b)
zur Bewertung der Aktorplatzierung und Systemidealisierung als Krag-
arm (c)

Aktorplatzierung

Abbildung 5.2 veranschaulicht die Ergebnisse der Aktorplatzierung mithilfe der Stör-
größenkompensierbarkeitsmatrix für beide Gütemaße nach Abbildung 4.18. Die beiden
Diagramme zeigen die Verläufe der Gütemaße über den Verlauf der Berechnung, wobei
schrittweise weitere Aktoren hinzugefügt werden. Die Zahl beim jeweiligen Datenpunkt
gibt die Nummer des Elements an, das im aktuellen Berechnungsschritt aus der Menge
der Kandidaten in die Menge der Aktoren übernommen wird.

Der Verlauf der Gütemaße in Abbildung 5.2 (oben) ergibt sich bei der Ermittlung der
Aktorplatzierung zur Kraftadaption mit seriellen Aktoren. In dieser Aktorplatzierung
ist das Adaptionsziel immer die Minimierung der euklidischen Norm des Vektors aller
Normalkräfte (siehe Abschnitt 4.4). Bereits in Abschnitt 4.3.1 wurde diskutiert, dass die-
sem Adaptionsziel keine strukturmechanisch sinnvolle Bedeutung beigemessen werden
kann. Jedoch ergibt sich aus der Anwendung des vorgestellten Algorithmus für dieses
Ziel eine Aktorplatzierung, durch die der gesamte Kraft-Aktuierungsraum aufgespannt
wird. Dieser Raum besitzt hier drei Dimensionen (siehe Abbildung 4.8). Deshalb ergibt
sich im Verlauf der Gütemaße, deren Bedeutung in Abschnitt 4.4 besprochen wird, in
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Abbildung 5.2: Vergleich der Ergebnisse der Aktorplatzierung mit der Gram’schen Stör-
größenkompensierbarkeitsmatrix unter Verwendung von zwei verschiede-
nen Gütemaßen: JS und Jλ im Fachwerkturm. Verlauf des Gütemaßes für
Kraftadaption mit seriellen Aktoren (oben) und mit parallelen Aktoren
logarithmisch (unten); Darstellung der schrittweise als Aktoren ausge-
wählten Elementnummern über bzw. unter den entsprechenden Daten-
punkt

Abbildung 5.2 (oben) nach dem Einbau des dritten Aktors keine weitere Änderung.
Eine Änderung des Gütemaßes Jλ beim Einfügen des dritten Aktors ist im Diagramm
optisch kaum erfassbar, jedoch vorhanden. Von den drei Aktoren, die den Raum voll-
ständig aufspannen, müssen zwei in den unteren beiden Feldern und ein Aktor im oberen
Feld angeordnet werden. Dies wird von beiden Aktorplatzierungen auch erfüllt. Für das
Gütemaß JS befinden sich die Aktoren 5 und 10 im unteren Bereich und Aktor 19 im
oberen, für das Gütemaß Jλ sind Aktoren 4 und 7 im unteren und der Aktor 16 im
oberen Bereich. Das Kriterium, den vollständigen Aktuierungsraum aufzuspannen, wird
unter Verwendung der beiden Gütemaße erfüllt. Welche Elemente dazu im Einzelnen
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gewählt werden, ist für das Erreichen des Ziels unerheblich. Interessant ist die Beob-
achtung, dass der Algorithmus mit dem Gütemaß JS die Aktoren in den horizontalen
Elementen platziert. Mit dem Gütemaß Jλ wird ein Aktor in einer vertikalen Stütze und
zwei Aktoren in Diagonalen platziert. Die statisch bestimmten Elemente 11, 12 und 13,
die keine Rolle bei der Kraftadaption mit seriellen Aktoren spielen, erhalten auch keinen
Aktor.

Abbildung 5.2 (unten) zeigt den Verlauf der Gütemaße für die Platzierung von par-
allelen Aktoren. Auffällig ist dabei, dass sich die Verläufe grundlegend von der Plat-
zierung serieller Aktoren in Abbildung 5.2 (oben) unterscheiden. Die Startwerte der
Gütemaße am passiven System sind in beiden Varianten identisch rund JS (∅) ≈ 11,10
bzw. Jλ (∅) ≈ 156,2. Durch die Möglichkeit, Normalkräfte in einen parallelen Aktor
einzuleiten und damit das passive Element zu entlasten, werden im ersten Schritt bei
der Platzierung von parallelen Aktoren die Elemente 1 und 4 bzw. 4 und 1 mit Aktoren
versehen, die diese – vermutlich – hochbelasteten Stützen im unteren Bereich entlasten.
Zu beachten ist hierbei, dass die Normalkraft im parallelen Aktor in der Berechnung
berücksichtigt wird. Im Verlauf der Hinzunahme weiterer Aktoren kann mit der paralle-
len Kraftadaption eine deutliche Verbesserung der Gütemaße erzielt werden. Der Grund
für die weitere Änderung des Gütemaßes im Vergleich zur seriellen Aktuierung ist, dass
sich beim Einbau eines parallelen Aktors der Grad der statischen Unbestimmtheit der
Struktur um eins erhöht, damit auch die Dimensionalität des Kraft-Aktuierungsraums
um eins zunimmt und weitere Kraftumverteilungen in den jeweils parallelen Aktor mög-
lich sind. Beim Einsatz von 16 oder mehr Aktoren werden die passiven Elemente des
Tragwerks vollständig entlastet und das Gütemaß verläuft im Bereich der numerischen
Null. Um dieses dem ersten Eindruck zufolge sehr positive Ergebnis zu erreichen, wurde
das Tragwerk jedoch durch ein „Paralleltragwerk“ aus Aktoren ersetzt, das den Lastab-
trag vollständig übernimmt. Dafür reichen genau 16 Aktoren aus, was der Anzahl an
minimal einzusetzenden Elementen entspricht, um ein brauchbares Tragwerk mit 16 Ver-
schiebungsfreiheitsgraden zu erstellen (siehe dazu Abschnitt 3.1.1). Das Paralleltragwerk
wäre statisch bestimmt.

Abbildung 5.3 veranschaulicht den Ablauf der Platzierung serieller Aktoren zur Kraft-
adaption mithilfe der Redundanzmatrix. Die Redundanzmatrix für das gesamte Trag-
werk ist bereits in Abbildung 4.9 dargestellt. Unter Verwendung der Ausmagerung des
Tragwerks nach Abbildung 4.19 ergibt sich im ersten Schritt (a) die bereits aus Abbil-
dung 4.8 bekannte Redundanzverteilung in der Struktur. Aufgrund der Symmetrie des
unteren Tragwerksteils ergibt sich der maximale Wert von 0,3307 für die beiden Diago-
nalelemente 2 und 3. Die Auswahl aus diesen beiden Elementen ist beliebig und hat hier
auch keinen Einfluss auf die weitere Berechnung. Hier soll zunächst Element 2 als Aktor
gewählt werden. Abbildung 5.3 (b) zeigt die Redundanzverteilung für das System, wenn
Element 2 entfernt wird. Dabei ergibt sich für die Diagonalelemente 7, 8, 16 und 17
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Abbildung 5.3: Darstellung des Ablaufs der Platzierung serieller Aktoren zur Kraftad-
aption unter Verwendung der Ausmagerung des Tragwerks: Redundanz-
verteilung des gesamten Systems (a); Redundanzverteilung des Systems
ohne Element 2 (b); Redundanzverteilung des Systems ohne Elemen-
te 2 und 7 (c); Redundanzverteilung des Systems ohne Elemente 2, 7
und 16 (d); Aktorplatzierung zur Kraftadaption unter Verwendung der
Ausmagerung des Tragwerks (e)

ein Redundanzanteil von 0,2929. Auch hier ist die Auswahl aus diesen Elementen belie-
big und es wird Element 7 gewählt. Der letzte Durchlauf ergibt die Redundanzvertei-
lung aus Abbildung 5.3 (c) und der letzte Aktor zur Kraftadaption wird in Element 16
platziert. Die Berechnung endet, nachdem die in Abbildung 5.3 (d) veranschaulichte
Redundanzverteilung ein statisch bestimmtes System identifiziert. Kein weiterer Ak-
tor ist zur Kraftadaption notwendig und das vollständig kraftadaptierbare Tragwerk
mit den notwendigen Aktoren ist in Abbildung 5.3 (e) dargestellt. Dieser Verlauf des
Verfahrens entspricht genau den Erwartungen, die sich auch aus den Beschreibungen
von Bahndorf (1991) ergeben. Darin wird ein Fachwerkträger mit einem ähnlichen
Aufbau betrachtet. Es wird beschrieben, dass sich für symmetrische Tragwerke häufig
gleichgroße Redundanzanteile in mehreren Stäben ergeben und dass bei der Ausmage-
rung vorwiegend jeweils eine Diagonale aus ausgekreuzten Feldern entfernt wird.

Für die weiteren Untersuchungen werden die drei ermittelten Aktorsets zur Kraftadap-
tion (Fußzeiger K) verwendet:

• AKS = {5,10,19} (Fußzeiger S für Störgrößenkompensierbarkeitsmatrix mit Güte-
maß Spur),

• AKλ = {4,7,16} (Fußzeiger λ für Störgrößenkompensierbarkeitsmatrix mit Güte-
maß maximaler Eigenwert) und
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• AKR = {2,7,16} (Fußzeiger R für Redundanzmatrix).

Minimierung der Maximalbeanspruchung

In dieser Untersuchung wird die maximale Beanspruchung im Tragwerk minimiert. Die
Vorgehensweise zur Minimierung der maximalen Beanspruchung ist in Abschnitt 4.3.1
beschrieben. Die Normalkraftverteilung im passiven Zustand in der Struktur infolge der
Lastfälle aus Abbildung 5.1 (b) wird für LF1 in Abbildung 5.4 (oben) und für LF2
in Abbildung 5.4 (unten) gezeigt. Die Normalkräfte, die sich bei der Minimierung der
maximalen Beanspruchung für Lastfall LF1 ergeben, sind in Abbildung 5.4 (oben) für
die drei ermittelten Aktorsets dargestellt. Die jeweiligen Aktorwege ergeben sich zu

uLF1
AKS

=


−0,036

0
0

 m, uLF1
AKλ

=


−0,032

0
0

 m und uLF1
AKR

=


0,023

0
0

 m (5.1)

Die zugehörigen Kräfte in den Aktoren, die den Normalkräften in den entsprechenden
Elementen entsprechen, ergeben sich zu

nLF1
ada AKS

=


15,289

−2,211
1,124

 kN, nLF1
ada AKλ

=


−62,500

13,650
−1,590

 kN (5.2a)

und nLF1
ada AKR

=


10,607
13,650

−1,590

 kN. (5.2b)

Für die Aktorplatzierung mithilfe der Redundanzmatrix AKR ergibt sich hier der gerings-
te erforderliche Aktorweg und die maximale Aktorkraft ist ebenfalls am geringsten. Bei
der Betrachtung von Abbildung 5.4 (oben) fällt auf, dass die maximale Beanspruchung
im Tragwerk, die in Element 4 vorliegt, für alle Aktorplatzierungen von rund −70,0 kN
auf −62,5 kN um rund 12 % verringert werden kann. Im resultierenden Normalkraftzu-
stand erfahren die beiden Stützen 1 und 4 die maximale bzw. minimale und betragsmäßig
gleiche Beanspruchung von

(
nLF1

ada

)
1

= 62,5 kN = −
(
nLF1

ada

)
4

für alle Aktorplatzierungen.
Für diese Reduktion ist der Einsatz von nur einem Aktor ausreichend, die anderen beiden
Aktoren können keine weitere Reduktion ausführen, was anschaulich durch die Betrach-
tung der Aktuierungsmoden erklärt werden kann, die für das untersuchte Tragwerk in
Abbildung 4.8 zu finden sind. Die Normalkräfte in den beiden Elementen können durch
eine beliebige Aktuierung immer nur Änderungen mit demselben Vorzeichen erfahren,
weshalb durch eine weitere Aktuierung keine Verbesserung mehr erzielt werden kann.
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Abbildung 5.4: Darstellung der Normalkräfte in allen Stäben infolge vom Kraftlast-
fall LF1 (oben) und Temperaturlastfall LF2 (unten) in dem passiven
Tragwerk und im adaptiven Tragwerk mit verschiedenen Aktorsets

Die Normalkraftverteilungen in Lastfall LF2 sind in Abbildung 5.4 (unten) dargestellt.
Dabei fällt im passiven Zustand bereits auf, dass in den statisch bestimmten Elemen-
ten aufgrund des Zwangslastfalls keine Normalkräfte auftreten. Bei der Betrachtung der
adaptiven Normalkräfte infolge des Zwangslastfalls durch Temperaturbeanspruchung
(LF2) fällt auf, dass durch die Aktuierung der Struktur mit jedem Aktorset die Nor-
malkräfte aus Zwang vollständig verhindert werden können. Die jeweils notwendigen
Aktorwege ergeben sich zu

uLF2
AKS

=


−0,0015

0
−0,0015

 m, uLF2
AKλ

=


−0,0015

0,0011
0,0011

 m und uLF2
AKR

=


0,0011
0,0011
0,0011

 m (5.3)

und die zugehörigen Kräfte in den Aktoren zu

nLF2
ada AKS

= nLF2
ada AKλ

= nLF2
ada AKR

= 0 kN. (5.4)
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Bei Verwendung der Aktorplatzierung AKS sind in diesem Fall zwei Aktoren ausreichend,
um die Normalkräfte aus Zwang vollständig zu kompensieren. Dies ergibt sich jedoch
für den vorliegenden Temperaturlastfall aus dem speziellen Grund, dass der Aktor in
Element 5 sowohl im untersten als auch im darüberliegenden Feld die entstehenden
Normalkräfte beeinflussen kann. Im Allgemeinen sind aber bei dieser Aktorplatzierung
alle ns Aktoren notwendig, um den Zwang aus einem System zu eliminieren. Da die
Aktorkräfte genau den Normalkräften in den Elementen entsprechen, ergeben sich diese
bei der vollständigen Kompensation der Normalkräfte aus Zwangsbeanspruchungen zu
null.

Erhöhung der Traglast

Im Folgenden wird das Potential aufgezeigt, die Traglast für die Struktur unter Last-
fall LF1 zu erhöhen. In Abschnitt 4.3.1 wird die Ermittlung der Traglast von adaptiven
Tragwerken diskutiert. Die Traglast, die sich unter Anwendung der Fließgelenktheorie
ergibt, kann durch Adaptivität erreicht, aber nicht weiter gesteigert werden. Deshalb
werden die Traglasten, die bei rein elastischem Strukturverhalten für die drei bekannten
Aktorsets erreicht werden können, mit der Traglast nach Fließgelenk-Theorie vergli-
chen.

Der Traglastfaktor γTe, der unter Annahme rein elastischer Deformation des Tragwerks
ermittelt wird und damit dem Faktor beim Entstehen des ersten Fließgelenks entspricht,
ergibt sich zu

γTe = γ1.FG = 1,14. (5.5)

Die zugehörige Normalkraftverteilung ist in Abbildung 5.5 (passiv, elast.) dargestellt.
Die maximale Normalkraft ergibt sich bei einem Lastfaktor von 1,14 in Element 4.

Unter Berücksichtigung der Fließgelenktheorie ergibt sich ein Traglastfaktor von

γT = 1,28. (5.6)

Im Ablauf des Traglastverfahrens entsteht das erste Fließgelenk in Element 4, woraufhin
der Lastfaktor weiter gesteigert werden kann, bis auch in Element 1 die zulässige Normal-
kraft erreicht ist und damit aufgrund einer lokalen Kinematik die Traglast erreicht ist.
In der Abbildung 5.5 sind die Normalkraftverteilung, die sich aus dem Traglastverfahren
ergibt (passiv, plast.), und die Normalkraftverteilungen, die sich aus der Maximierung
des Lastfaktors für verschiedene Aktorplatzierungen ergeben, dargestellt. Alle Verfahren
liefern denselben Traglastfaktor von 1,28. Es zeigt sich jedoch, dass die beiden Aktorplat-
zierungen, die eine Aktuierung des unteren Felds, in dem auch das relevante Fließgelenk
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Abbildung 5.5: Normalkraftverteilungen im Traglastzustand: im passiven Tragwerk rein
elastisch und mit dem Traglastverfahren nach der Fließgelenktheorie so-
wie im adaptiven Tragwerk mit den Aktorplatzierungen AKS, AKλ und
AKR

entsteht, ermöglichen, dieselbe Normalkraftverteilung wie das Traglastverfahren liefern.
Beim Einsatz des Aktorsets AKS jedoch werden zwar in den Elementen 1–4 dieselben
Normalkräfte hergestellt, da der Aktor aber auch das zweite Feld beeinflusst, werden
auch dort Normalkräfte verändert. Diese weichen daher von den Normalkräften aus dem
Traglastverfahren ab. Deren Adaption spielt jedoch keine Rolle für das Erreichen und
den Wert der Traglast. Für die reine Steigerung der Traglast ist die Aktuierung von
Bereichen, in denen kein Element die zulässige Tragfähigkeit erreicht, also nicht von
Bedeutung.

Die Aktorwege und -kräfte ergeben sich unter Verwendung der Aktorplatzierung mit der
Redundanzmatrix zu

uLF1
T AKR

=


0,0292

0
0

 cm und nLF1
T AKR

=


13,58
17,47

−2,035

 kN. (5.7)

Der Traglastfaktor γTe, wenn nur elastische Deformationen zugelassen werden, kann
durch den Einsatz von Adaptivität um rund 12 % gesteigert werden. Diese zusätzliche
Tragfähigkeit zu erschließen ist damit im Vergleich zur plastischen Bemessung attrak-
tiver, da im Gegensatz dazu beim Erreichen der Tragfähigkeit keine Eigenspannungs-
und Verformungszustände entstehen, die in das Tragwerk eingeprägt bleiben.
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Tabelle 5.1: Aktuierungsarbeiten zur Kraftadaption für den Fachwerkturm für verschie-
dene Aktorplatzierungen, die beiden Lastfälle LF1 und LF2 sowie die Erhö-
hung der Traglast für LF1

Aktorset W akt LF1 W akt LF2 W akt LF1
T

in kNm in kNm in kNm
AKS 0,2747 0 0,4500
AKλ −1,007 0 −1,649
AKR −0,1208 0 −0,1979

Aktuierungsaufwand

Die Quantifizierung des Aktuierungsaufwands, der für das Erreichen der jeweiligen Zie-
le nötig ist, erfolgt nach Gleichung (4.68). Die erforderlichen Aktuierungsarbeiten sind
in Tabelle 5.1 zusammengefasst. Dabei sind die absoluten Zahlen weniger von Inter-
esse. Vielmehr sind die Vorzeichen und der Vergleich der Werte untereinander für die
Bewertung interessant.

Für die Minimierung der Maximalbeanspruchung aus Lastfall LF1 ergeben sich deutli-
che Unterschiede in der geleisteten mechanischen Aktuierungarbeit. Es zeigt sich, dass
im Fall der Aktorplatzierung AKS Arbeit geleistet werden muss. Für die beiden an-
deren Aktorsets AKλ und AKR ergeben sich Arbeiten mit negativen Vorzeichen. Diese
kann theoretisch gespeichert und später oder andernorts genutzt werden. Für das Ak-
torset AKλ ergibt sich dabei eine deutlich größere Menge an nutzbarer Arbeit als für
Aktorset AKR. Diese beiden Sets unterscheiden sich durch Aktoren in den Elementen 2
oder 4. Im Traglastverfahren entsteht in Element 4 in diesem Lastfall das erste Fließ-
gelenk in der Struktur. In diesem Element einen Aktor zu platzieren ist geschickt zur
Energiegewinnung (siehe dazu auch Erklärung zum Aktuieren durch Nachlassen in Ab-
schnitt 4.3.1).

Die Aktuierungsarbeit in Lastfall LF2 ergibt sich in allen Fällen zu null, da die Nor-
malkräfte vollständig kompensiert werden können und damit insgesamt keine Arbeit
verrichtet werden muss. Für die Erhöhung der Tragfähigkeit ergibt sich dasselbe Bild
wie für die Minimierung der Maximalbeanspruchung.

5.1.2 Fachwerkbrücke

Das zweite Tragwerk, das in verschiedenen Varianten in Abbildung 5.6 (a)–(d) darge-
stellt ist, kann global als einseitig eingespannter Einfeldträger (siehe Abbildung 5.6 (e))
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Abbildung 5.6: Darstellung der Fachwerkbrücke mit eingezeichneter Aktorplatzierung
und Lastfall in fünffach (a), vierfach (b) & (c) und dreifach (d) sta-
tisch unbestimmter Variante sowie als idealisierter einseitig eingespann-
ter Einfeldträger (e)

oder unter Ausnutzung der Symmetrie als ein Durchlaufträger über zwei Felder betrach-
tet werden. Das abstrahierte Tragwerk (e) ist global betrachtet einfach statisch unbe-
stimmt. Durch das Auflösen als Fachwerkstrukturen ergeben sich für die dargestellten
Varianten jeweils unterschiedliche Werte für den Grad der statischen Unbestimmtheit.
Die verschiedenen Varianten besitzen also unter derselben Belastung dieselbe globale
Tragwerksidealisierung, weisen jedoch einen anderen Grad der statischen Unbestimmt-
heit auf. Durch diese Vorgehensweise wird versucht, die beiden Effekte zu separieren
und getrennt bewerten zu können.

In den Abbildungen ist jeweils die Aktorplatzierung zur Kraftadaption eingetragen, die
mit dem Verfahren unter Verwendung der Redundanzmatrix aus Abbildung 4.19 be-
stimmt wurde.
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Tabelle 5.2: Übersicht über die Ergebnisse der Kraftadaption der Fachwerkbrücken

Variante (a) (b) (c) (d)
ns 5 4 4 3
∥npas∥∞ in kN 20,56 32,41 20,47 33,15
∥nada∥∞ in kN 15,00 28,83 19,29 28,83
Reduktion in % 27 11 6 13
∥npas∥∞ / ∥nada∥∞ 1,37 1,12 1,06 1,15
∥u∥∞ in m 0,02126 0,01580 0,01739 0,01981
∥nada AKR∥∞ in kN 15,00 16,55 19,27 16,55
W akt in kNm 0,02440 -0,5232 0,2703 -0,6465

γTe 3,891 2,469 3,909 2,413
γT 5,333 2,775 4,151 2,775
Steigerung in % 37 12 6 15
γT/γTe 1,37 1,12 1,06 1,15
∥uT∥∞ in m 0,1134 0,04384 0,07217 0,05496
∥nT AKR∥∞ in kN 80,00 45,93 80,00 45,93
W akt

T in kNm 0,6940 -4,027 4,657 -4,977

Für die Fachwerkbrücke werden die identischen Analysen wie für den Fachwerkturm aus
Abschnitt 5.1.1 durchgeführt. Die Resultate der Untersuchung sind in Tabelle 5.2 zusam-
mengefasst. Die Reduktionspotentiale in den Normalkräften liegen zwischen rund 27 %
für das fünffach statisch unbestimmte Tragwerk und rund 6 % bei einem vierfach sta-
tisch unbestimmten Tragwerk. Die Betrachtung dieser Ergebnisse deutet an, dass kein
einfach zugänglicher Zusammenhang zwischen dem Grad der statischen Unbestimmtheit
und dem Potential der Kraftadaption besteht.

Auch der Vergleich des Reduktionspotentials mit dem dreifach statisch unbestimm-
ten, jedoch – vereinfacht betrachtet – global statisch bestimmten Kragarm aus Ab-
schnitt 5.1.1, bei dem dieses Potential zu rund 11 % ermittelt wurde, deutet nicht auf
einen einfach zugänglichen Zusammenhang mit dem globalen Tragverhalten hin.

Eine interessante Beobachtung ist die offensichtliche Übereinstimmung der in der Tabelle
dargestellten Quotienten von betragsmäßig maximalen Normalkräften und der Traglast-
faktoren. Diese beobachtete Übereinstimmung scheint auch plausibel, da die Steigerung
der Traglast nur über eine Reduktion der Kräfte in den maximal beanspruchten Elemen-
ten erfolgen kann. Eine tiefer ins Detail gehende Untersuchung dieser Zusammenhänge
erfolgt im Rahmen dieser Arbeit nicht. Es wird jedoch darauf hingewiesen, dass sich die
Normalkraftverteilung nada, die sich aus der Minimierung der betragsmäßig maximalen
Normalkraft ergibt, direkt ermitteln lässt, ohne ein Optimierungsverfahren einzusetzen.
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Diese Verteilung ergibt sich aus der Normalkraftverteilung im Traglastzustand nT, ge-
teilt durch den Traglastfaktor γT zu

nada = 1
γT

nT. (5.8)

Die sich einstellende Verteilung ist damit auch von der Verteilung der zulässigen Nor-
malkräfte abhängig. Eine Hypothese dazu ist, dass dieser Zusammenhang nur unter der
hier getroffenen Annahme einer im gesamten Tragwerk konstanten maximal zulässigen
Normalkraft gilt. In diesem Fall kann auf elegante Art die Lösung des Optimierungs-
problems durch eine Vorwärtsrechnung ersetzt werden.

In Tabelle 5.2 sind außerdem die maximal erforderlichen Aktorwege und -kräfte sowie
der Aktuierungsaufwand zur Erreichung der Adaptionsziele für die Aktorplatzierung mit
der Redundanzmatrix AKR dargestellt. Da für die Berechnung von W akt

T im Traglast-
zustand unterschiedlich große Lasten infolge der unterschiedlichen Traglastfaktoren γT

auf die Tragwerksvarianten einwirken, ist die Betrachtung und der Vergleich des Auf-
wands zur Reduktion der maximalen Normalkraft W akt aussagekräftiger. Zu beachten
ist, dass sich diese Arbeiten jeweils auf das gesamte Tragwerk mit ggf. unterschiedlichen
Anzahlen an Aktoren beziehen. Für Varianten (a) und (c) muss mechanische Arbeit
geleistet werden, in den Varianten (b) und (d) ergibt sich negative mechanische Arbeit,
die theoretisch gespeichert oder anderweitig genutzt werden kann. Für das vorliegende
Beispiel ergibt sich kein offensichtlicher Zusammenhang zwischen dem Reduktions- bzw.
Steigerungspotential und dem dafür notwendigen Aktuierungsaufwand. Im Vergleich zur
Adaption des Kragarms aus Abschnitt 5.1.1 ergeben sich ebenfalls keine nennenswer-
ten Erkenntnisse für den Zusammenhang zwischen dem globalen Lastabtrag und dem
notwendigen Aktuierungsaufwand zur Kraftadaption.

Bei der Betrachtung der Aktuierungsarbeit W akt
T im Traglastzustand zeigt sich die Ab-

hängigkeit zu W akt als Quadrat des Lastfaktors, wie bereits durch die quadratische
Form von Gleichung (4.68) deutlich wird. Beispielsweise ergibt sich der Zusammenhang
für Variante (a) zu

W akt
T

W akt = 0,6940
0,02440 = 28,44 ≈ 5,3332 = γ2

T. (5.9)

Der Aufwand für die Kraftadaption steigt bei linearer Erhöhung der Kraft quadra-
tisch.
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Abbildung 5.7: Darstellung des Fachwerkturms in statisch unbestimmter (a) und sta-
tisch bestimmter (b) Variante zur Untersuchung der Verschiebungsad-
aption durch Adaptivität und Darstellung des zu diesem Zweck aufge-
brachten Lastfalls (c)

5.2 Verschiebungsadaption

Im folgenden Abschnitt wird an zwei Varianten einer Fachwerkstruktur die Verschie-
bungsadaption eingesetzt, um den Verschiebungszustand und damit auch Tragwerksei-
genschaften gezielt zu ändern. Wie bei der Kraftadaption sind hier zwei Betrachtungs-
weisen möglich: einerseits die direkte Anwendung auf die nachträgliche Adaption von
bestehenden Tragwerken, andererseits die Analyse und das Verstehen der notwendigen
Voraussetzungen und der Effekte der Verschiebungsadaption.

5.2.1 Statisch unbestimmter Fachwerkturm

Das erste untersuchte Tragwerk ist in der Grundvariante der bereits aus Abschnitt 5.1
bekannte Fachwerkturm. Die entsprechenden Systemwerte können Abbildung 5.7 (a)
entnommen werden. Der aufgebrachte Lastfall entspricht Lastfall LF1 aus Abschnitt 5.1
und ist in Abbildung 5.7 (c) nochmals dargestellt. Im Folgenden werden anhand des
Fachwerkturms die maßgeblichen Effekte der Verschiebungsadaption beschrieben.
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Abbildung 5.8: Vergleich der Ergebnisse der Aktorplatzierung mit der Gram’schen Stör-
größenkompensierbarkeitsmatrix unter Verwendung von zwei verschiede-
nen Gütemaßen JS und Jλ im Fachwerkturm; Verlauf der Gütemaße für
Verschiebungsadaption

Aktorplatzierung

Im ersten Schritt werden die notwendigen Aktoren platziert. Abbildung 5.8 zeigt die
Ergebnisse für die Aktorplatzierung zur Verschiebungsadaption mithilfe des Algorith-
mus unter Verwendung der Störgrößenkompensierbarkeitsmatrix nach Abbildung 4.18.
Darin wird ersichtlich, dass eine starke Verbesserung der Gütemaße erzielt werden kann.
Werden 16 oder mehr Aktoren eingesetzt, können alle Knotenverschiebungen für belie-
bige Lastfälle vollständig kompensiert werden. Dabei ergibt sich für die Gütemaße eine
numerische Null, die sich nicht mehr im Darstellungsbereich der logarithmischen Ska-
la befindet. Dieses Verhalten entspricht den Erwartungen, nach denen die Anzahl der
Aktoren genau der Anzahl an Verschiebungsfreiheitsgraden (hier: 2nK − nL = 16) ent-
sprechen muss, um alle Verschiebungen kontrollieren zu können (siehe Abschnitt 4.3.2).
Wie in der Herleitung des Verfahrens zur Aktorplatzierung dargestellt, ist das Ziel der
Adaption die Minimierung der euklidischen Norm des Verschiebungsvektors, was für
beide Gütemaße bereits mit zwei Aktoren in den Elementen 4 und 6 sehr gut erfolgen
kann. Durch die Darstellung im logarithmischen Maßstab ist dies nicht direkt optisch
zugänglich, jedoch wird für beide Gütemaße von der jeweils gesamt möglichen Verringe-
rung um ∆JS ≈ 0,42 · 10−3 bzw. ∆Jλ ≈ 0,67 · 10−2 mit den ersten zwei Aktoren bereits
rund 99 % erreicht. Diese zwei Elemente sind die vertikalen Stützen im unteren Bereich
des Turms, was auch anschaulich für eine effektive Veränderung von Verschiebungen
sinnvoll erscheint. Für die reine Verschiebungsadaption wird also zunächst das Aktorset
AV = {4,6} gewählt.
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Abbildung 5.9: Darstellung jeweils der Aktorplatzierung und des Verformungszustands
des Fachwerkturm in 3,75-facher Überhöhung; links: unbelastet (grau
gestrichelt), unter Belastung in passivem Zustand (rot) und adaptiv
bei reiner Verschiebungsadaption (blau); rechts: unbelastet (grau ge-
strichelt), unter Belastung in passivem Zustand (rot) und adaptiv bei
Verschiebungs- und gleichzeitiger Kraftadaption zur Kompensation der
Normalkräfte aus Zwang (blau)

Erhöhung der Steifigkeit

Für den in Abbildung 5.7 (c) dargestellten Lastfall werden mithilfe des gewählten Ak-
torsets im nächsten Schritt die auftretenden Verschiebungen kompensiert. Damit ergibt
sich der Vektor der vorzugebenden Aktorwege zu

u =
[
û4 û6

]T
. (5.10)

Hier soll die euklidische Norm des Verschiebungsvektors minimiert werden (siehe dazu
Abschnitt 4.3.2). Die notwendigen Aktorwege können in diesem Fall beispielsweise direkt
mit der Pseudoinversen ermittelt werden. Alternativ kann auch das Optimierungspro-
blem

min
u

∥d∥2 (5.11)

mithilfe der in Abschnitt 2.2 vorgestellten Verfahren gelöst werden, was zu identischen
Resultaten führt. Die Ergebnisse sind in Abbildung 5.9 (links) dargestellt. Darin lässt
sich leicht erkennen, dass die Verschiebungen durch Aktuierung deutlich reduziert wer-
den können. Der Maximalwert der Verschiebung im passiven System beträgt rund 40 cm
(Horizontalverschiebung am Knoten rechts oben) und kann auf rund 4 cm (Vertikalver-
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Abbildung 5.10: Darstellung der Normalkräfte in allen Elementen für den Fachwerkturm
unter dem gegebenen Kraftlastfall im passiven Zustand (passiv), unter
dem gegebenen Kraftlastfall im adaptiven Zustand mit dem Ziel die
euklidische Norm des Verschiebungsvektors zu minimieren (adaptiv)
und Differenzen der Normalkräfte bzw. Normalkräfte aus der entspre-
chenden Aktuierung (aktiv)

schiebung am ersten Knoten oberhalb des rechten Auflagers) reduziert werden. Dies
entspricht einer Reduktion des betragsmäßigen Maximalwerts um rund 90 %.

Damit kann die effektive Steifigkeit des Tragwerks gegenüber dem gegebenen Last-
fall durch die Aktuierung deutlich vergrößert werden. Beispielsweise verringert sich die
Verschiebung am rechten oberen Knoten in horizontale Richtung von den genannten
rund 40 cm auf rund 0 cm, was theoretisch einer unendlichen Steifigkeit entspricht. Durch
die beliebige Wahl der Zielfunktion bzw. weiterer Nebenbedingungen kann die Steifigkeit
im Rahmen der Theorie beliebig eingestellt werden. Durch Hinzunahme weiterer Akto-
ren kann die Bedingung unendlicher Steifigkeit theoretisch auch an allen Freiheitsgraden
erfüllt werden (siehe Abschnitt 4.3.2).

Vermeidung von Schnittgrößen aus Zwang

Das untersuchte Tragwerk ist dreifach statisch unbestimmt. Deshalb entstehen durch
die Aktuierung Schnittgrößen aus Zwang. Die Normalkraftverteilungen in der Struktur
im passiven und im adaptiven Zustand sowie die Differenz der beiden Verteilungen, die
Verteilung im aktiven Zustand, sind in Abbildung 5.10 dargestellt.

In den statisch bestimmten Elementen ergeben sich erwartungsgemäß keine Änderungen
der Normalkräfte. Im oberen statisch unbestimmten Tragwerksteil ergeben sich ebenfalls
keine Änderungen, da sich dort kein Aktor befindet.
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Tabelle 5.3: Maßgebende Änderungen von Normalkräften durch die Kraftadaption im
Fachwerkturm

Elementnummer 2 4 5 6 8
Normalkraft (passiv) npas in kN 21,26 −70,03 1,10 26,13 −22,81
Normalkraft (adaptiv) nada in kN 50,44 −90,67 −8,55 37,12 −38,35
nada/npas 2,37 1,29 −7,77 1,42 1,68

Bei der Verringerung der Verschiebungen vergrößert sich der Betrag der Normalkraft in
einigen Elementen jedoch deutlich. Für die Elemente mit einer betragsmäßig größeren
Normalkraft im adaptiven Zustand als im passiven Zustand sind die Veränderungen in
Tabelle 5.3 zusammengefasst. Insbesondere bei der nachträglichen Adaption von bereits
bestehenden Tragwerken kann die Erhöhung der Normalkräfte um das betragsmäßig
bis zu rund 8-fache die Standsicherheit des Tragwerks gefährden. Deshalb werden in
einem nächsten Schritt die erzeugten Normalkräfte, die in Abbildung 5.10 als aktiv
gekennzeichnet sind und reine Zwangsbeanspruchungen darstellen, durch den Einbau
von zusätzlichen Aktoren zur Kraftadaption vollständig kompensiert.

Dazu müssen weitere Aktoren platziert werden, wobei zuerst die Aktoren für die Ver-
schiebungsadaption platziert werden und diese dann vor der Aktorplatzierung zur Kraft-
adaption aus dem dafür aufgestellten Kandidatenset entfernt werden. Weiterhin können
beispielsweise Tragwerksteile, in denen keine Verschiebungsadaption stattfindet, auch
aus dem Kandidatenset entfernt werden. Hier trifft das auf den oberen Tragwerksteil zu,
jedoch wird in dieser Untersuchung darauf verzichtet.

Die Ergebnisse der Aktorplatzierung zur Kraftadaption mithilfe der Störgrößenkompen-
sierbarkeitsmatrix nach Abbildung 4.18 für das reduzierte Kandidatenset unter Verwen-
dung des Spur-Gütemaßes sind in Abbildung 5.11 dargestellt. Die seriellen Aktoren zur
Kraftadaption werden in den Elementen 5, 10 und 19 vorgesehen. Damit ergibt sich der
Vektor aller vorzugebenden Aktorwege zu

u =
[
û4 û5 û6 û10 û19

]T
. (5.12)

Der Zustand des adaptiven Tragwerks bei Verschiebungsadaption und gleichzeitiger
Kraftadaption, um die in Abbildung 5.10 beschriebenen Zwangskräfte zu kompensie-
ren, ergibt sich aus der Lösung des Optimierungsproblems

min
u

∥d∥2 (5.13)
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Abbildung 5.11: Ergebnisse der Aktorplatzierung mit der Gram’schen Störgrößenkom-
pensierbarkeitsmatrix unter Verwendung des Gütemaßes JS im Fach-
werkturm; Kandidatenset ohne Aktoren zur Verschiebungsadaption

mit den Gleichheitsnebenbedingungen

nakt = 0. (5.14)

Bei dieser Problemformulierung geht die vorherige Trennung in die Aktoren, die rein
zur Verschiebungsadaption eingesetzt werden, und die Aktoren, die zur Kraftadaption
vorhanden sind, verloren.

Der sich einstellende Normalkraftzustand entspricht genau dem mit passiv bezeichne-
ten Zustand aus Abbildung 5.10. Der resultierende Verschiebungszustand ist in Abbil-
dung 5.9 (rechts) dargestellt. Dabei fällt auf, dass die Verschiebungen in diesem Fall
visuell im Vergleich zur reinen Verschiebungsadaption (5.9 (links)) etwas größer erschei-
nen. Bei der Kraftadaption werden Verschiebungen erzeugt, die mit dem gewählten
Aktorset nicht vollständig kompensiert werden können. Im Vergleich zur maximalen
Verschiebung im passiven Zustand von rund 40 cm und der maximalen Verschiebung
im adaptiven Zustand bei reiner Verschiebungsadaption von rund 4 cm ergibt sich für
die kombinierte Adaption eine maximale Verschiebung von rund 8 cm (Horizontalver-
schiebung rechts; mittlerer Knoten über die Höhe). Durch die zusätzliche Adaption der
Zwangskräfte kann jedoch beispielsweise für ein bereits existierendes Tragwerk eine deut-
liche Verformungsreduktion erzielt werden, ohne dass eine neue Bemessung der Elemente
erforderlich wird.
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Aktuierungsaufwand

Der notwendige Aktuierungsaufwand wird nach Abschnitt 4.3.3 ermittelt. Dabei er-
gibt sich bei reiner Verschiebungsadaption eine Aktuierungarbeit von 4,593 kNm. Der
dabei maximal notwendige Aktorweg und die maximal notwendige Aktorkraft erge-
ben sich direkt aus der Lösung des Minimierungsproblems im vorherigen Abschnitt
zu 8,4 cm bzw. zu −90,67 kN. Bei der Verringerung der Verschiebungen und der zusätz-
lichen Kompensation der Zwangskräfte ergibt sich eine notwendige Aktuierungsarbeit
von 3,488 kNm bei einem maximalen Aktorweg von 10,9 cm und einer maximalen Aktor-
kraft von −70,03 kN. Beim Vergleich dieser Werte zeigt sich, dass für die gewählte Ak-
torplatzierung der erforderliche Aktorweg bei der zusätzlichen Kraftadaption zunimmt,
jedoch die erforderliche Aktorkraft geringer ausfällt. Die Aktuierungsarbeit, die geleistet
werden muss, kann durch die zusätzliche Kompensation der Zwangskräfte um rund 24 %
reduziert werden. Im Vergleich zur reinen Kraftadaption zur Minimierung der Beanspru-
chung aus Abschnitt 5.1.1 mit dem Aktorset AKS, das unter vergleichbaren Annahmen
ermittelt wurde, bei der ein maximaler Aktorweg von 3,6 cm, eine maximale Aktorkraft
von 15,29 kN und eine Aktuierungsarbeit von 0,2747 kNm erforderlich sind, ergibt sich
das folgende Bild: Für die Auswahl der Aktorik, die unter anderem maßgeblich von den
erforderlichen Kräften und Verschiebungen abhängt, ergeben sich für die Kraftadaption
geringere Anforderungen an Aktorwege und Aktorkräfte als für die Verschiebungsadap-
tion. Die Adaption der Verschiebungen erzielt den größten Effekt durch eine Adaption
der am höchsten belasteten Stützen (siehe Ergebnisse der Aktorplatzierung in Abbil-
dung 5.8), es sind aber auch deutlich größere Aktuierungsarbeiten aufzubringen.

5.2.2 Statisch bestimmter Fachwerkturm

Im folgenden Abschnitt wird der eben untersuchte Fachwerkturm in einer abgewandel-
ten Variante analysiert. Diese Variante mit selber Geometrie jedoch statisch bestimmter
Topologie ist in Abbildung 5.7 (b) dargestellt. Die Ergebnisse der Aktorplatzierung zur
Verschiebungsadaption sind in Abbildung 5.12 dargestellt. Da das Tragwerk statisch
bestimmt ist, werden durch die Aktuierung keine Zwangskräfte in der Struktur hervor-
gerufen und deshalb auch keine weiteren Aktoren zur Kraftadaption platziert. Für die
folgende Untersuchung werden vier Aktorsets

• A1
VS = {3},

• A2
VS = {1,3},

• A3
VS = {1,3,11} und

• A4
VS = {1,3,4,11}
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Abbildung 5.12: Ergebnisse der Aktorplatzierung mit der Gram’schen Störgrößenkom-
pensierbarkeitsmatrix unter Verwendung des Gütemaßes JS im statisch
bestimmten Fachwerkturm; Verlauf des Gütemaßes für Verschiebungs-
adaption

Tabelle 5.4: Euklidische Norm des Verschiebungsvektors und dafür erforderliche Aktuie-
rungsarbeiten am statisch bestimmten Fachwerkturm für verschiedene Ak-
torplatzierungen

Aktorset Anzahl an Aktoren ∥d∥2 W akt

in m in kNm
∅ 0 0,99292

A1
VS 1 0,12025 5,544

A2
VS 2 0,07683 5,173

A3
VS 3 0,07669 5,172

A4
VS 4 0,05514 5,407

verwendet und anhand der Verschiebungen im adaptiven Zustand und des Aktuierungs-
aufwands verglichen.

Abbildung 5.13 zeigt die passiven und die adaptiven Verschiebungen des Tragwerks
für alle nicht gelagerten Freiheitsgrade. Für eine verbesserte Übersichtlichkeit ist das
Diagramm aufgeteilt in die Verschiebungen in horizontale und vertikale Richtung. Die
Verschiebungen in horizontaler Richtung, die aufgrund des globalen Lastabtrags (Krag-
arm in horizontale Richtung und Dehnstab in vertikale Richtung) und der größeren
Belastung im passiven Zustand deutlich größer sind, können durch die Aktuierung stark
reduziert werden. Der visuelle Eindruck vermittelt eine deutlich geringere Veränderung
für die vertikalen Verschiebungen durch die Adaption. Jedoch sind diese Verschiebungen
bereits im passiven Zustand schon deutlich geringer als die horizontalen.
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Abbildung 5.13: (a) Darstellung der Verschiebungsbeträge über der Freiheitsgradnum-
mer für das passive System ohne Aktoren (rot) sowie für das adaptive
System mit einem Aktor in Element 3 (gelb), mit einem weiteren Aktor
in Element 1 (blau), mit einem weiteren Aktor in Element 11 (grün)
und mit einem weiteren Aktor in Element 4 (schwarz) für die horizon-
talen Freiheitsgrade und (b) für die vertikalen Freiheitsgrade; Numme-
rierung der Freiheitsgrade (rechts)

Die geleisteten Aktuierungsarbeiten sind in Tabelle 5.4 zusammengefasst. Es wird deut-
lich, dass der Einsatz des ersten Aktors bereits die größte Verbesserung der euklidischen
Norm des Verschiebungsvektors bewirkt. Da sich der Wert dieser Norm mit zusätzlichen
Aktoren immer weiter verringert, lassen sich die dafür benötigten Aktuierungsarbeiten
nicht direkt miteinander vergleichen. Im Mittel wird die geleistete mechanische Arbeit je
Aktor geringer. Für den gesamten Aufwand kann hier kein Zusammenhang zur Anzahl
der Aktoren ermittelt werden.

5.3 Minimierung des Aktuierungsaufwands

In diesem Abschnitt wird anhand von zwei Tragwerken beispielhaft der erforderliche
Aktuierungsaufwand gezielt untersucht und minimiert. In der ersten Studie, die sich mit
der Minimierung des erforderlichen Aktuierungsaufwands zur Verschiebungsadaption be-
schäftigt, wird in direkter Fortsetzung des vorhergehenden Abschnitts 5.2 das statisch
bestimmte Fachwerk untersucht. In Abschnitt 5.3.2 wird eine adaptive Balkenbrücke
betrachtet, deren Entwurf so verändert werden soll, dass der notwendige Aktuierungs-
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aufwand geringer wird. Dabei wird insbesondere darauf eingegangen, wie ein passendes
Optimierungsproblem formuliert werden kann, welche Unterschiede sich im Vergleich
zum Entwurf passiver Strukturen ergeben und welches Potential durch Adaptivität er-
schlossen werden kann.

5.3.1 Fachwerkturm

Am Ende von Abschnitt 5.2 wird die Erkenntnis formuliert, dass bei der Minimierung
der euklidischen Norm des Verschiebungsvektors der insgesamt notwendige Aufwand
nicht von der Anzahl der verwendeten Aktoren abhängt (siehe auch Tabelle 5.4). In
diesem Abschnitt wird nun untersucht, ob die Verteilung der Verschiebungsminimierung
auf mehrere Aktoren einen Vorteil beim Aufwand bringt, wenn dieser direkt in der
Problemformulierung berücksichtigt wird.

Das untersuchte Beispiel ist weiterhin der in Abbildung 5.7 (b) dargestellte statisch be-
stimmte Fachwerkturm unter der ebenfalls in der Abbildung dargestellten Belastung.
Bisher wird zur Bestimmung der Aktorwege für die Verschiebungsadaption die eukli-
dische Norm des Verschiebungsvektors minimiert, wofür mit der Pseudoinversen die
Lösung direkt ermittelt werden kann.

Wie bereits in Abschnitt 4.3.2 erwähnt, gibt es für Verschiebungen eines Tragwerks
meist einen bestimmten Grenzwert, der beispielsweise abhängig vom Einsatzzweck in
Normen gegeben ist oder der individuell festgelegt wird. Der Grenzwert für die hori-
zontale Verformung von Hochhäusern wird gemäß der üblichen Abschätzung mit einem
Fünfhundertstel der Höhe, also hier zu 4 cm gewählt. Übertragen auf den Fachwerk-
turm kann damit das Optimierungsproblem, in dessen Lösung die Aktorwege bestimmt
werden, neu formuliert werden zu

u∗ = arg min
u

W akt (5.15)

unter den Nebenbedingungen

−4 cm ≤ (d (s))i ≤ 4 cm ∀ i ∈ {1,3,5, . . . ,15} . (5.16)

In dieser Studie wird ausgehend von der Untersuchung an dem statisch bestimmten
Fachwerkturm aus Abschnitt 5.2 die Aktorplatzierung mit dem Spur-Gütemaß verwen-
det. Beginnend mit nur einem Aktor wird in jedem Schritt das eben vorgestellte Op-
timierungsproblem gelöst und für den nächsten Schritt der nächste Aktor hinzugefügt.
Die resultierenden Ergebnisse sind in Abbildung 5.14 vergleichend zu den Ergebnissen
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Abbildung 5.14: Darstellung der notwendigen Aktuierungarbeiten und der betragsmä-
ßig maximalen Verschiebungen im adaptiven Zustand über der Anzahl
eingesetzter Aktoren für die beiden Zielformulierungen zur Bestim-
mung der Aktorwege: Minimierung der Aktuierungsarbeit (*1, grün)
und Minimierung der euklidischen Norm des Verschiebungsvektors (*2,
blau)

dargestellt, die sich bei der Minimierung der euklidischen Norm des Verschiebungsvek-
tors ergeben. Der Kopfzeiger 1 bezeichnet die betragsmäßig maximale Verschiebung und
die Aktuierungsarbeit, die sich bei der Minimierung der Aktuierungsarbeit ergeben und
Kopfzeiger 2 entsprechend die Ergebnisse bei der Minimierung der euklidischen Norm
des Verschiebungsvektors. Die Ergebnisse für die Minimierung der euklidischen Norm
für die ersten vier Aktoren sind auch in Tabelle 5.4 zu finden.

Wird die Aktuierungsarbeit direkt minimiert und dabei die Bedingung der maximalen
Verschiebung Dmax = 4 cm als Nebenbedingung formuliert, kann diese bereits mit zwei
Aktoren und dann erwartungsgemäß in jedem weiteren Schritt eingehalten werden. Für
den Einsatz von nur einem Aktor liefert die Optimierung kein sinnvolles Ergebnis, da
die Nebenbedingung nicht eingehalten werden kann. Deshalb ist für einen Aktor in der
Abbildung kein Ergebnis mit Kopfzeiger 1 dargestellt. Der erforderliche Aktuierungsauf-
wand nimmt mit der Anzahl an Aktoren solange ab, bis das Minimum bei einer Anzahl
von sechs oder mehr Aktoren erreicht ist. Mit steigender Anzahl an Aktoren bleibt die
maximale Verschiebung konstant an der oberen Grenze des zulässigen Bereichs.

Wird die euklidische Norm des Verschiebungsvektors minimiert ergibt sich die Einhal-
tung einer typischen Verschiebungsnebenbedingung wie Dmax = 4 cm, die bei dieser
Herangehensweise nicht gefordert wird, erst bei mindestens vier Aktoren im Tragwerk.
Beim Einsatz von weiteren Aktoren wird die Verschiebung geringer, bis sie beim Einsatz
von 16 Aktoren vollständig kompensiert wird. Der Zusammenhang zur Aktuierungsar-
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Abbildung 5.15: (a) Skizze der wichtigsten Komponenten und der vereinfachten Belas-
tung des Stuttgarter Trägers in Anlehnung an Teuffel (2004); (b)
Darstellung des vereinfachten Modells des Tragwerks und der Aktuie-
rung zur Analyse der Verschiebungsadaption

beit bleibt hier – wie bereits in Abschnitt 5.2 beschrieben – unklar. Der Verlauf der
Arbeit springt beim Einsatz von zwei oder drei Aktoren auf ein Minimum und weist
danach einen glatten Verlauf auf. Durch die Minimierung der Aktuierungsarbeit kann
diese im Vergleich zur Minimierung der euklidischen Norm des Verschiebungsvektors re-
duziert werden. Diese Reduktion beträgt im Durchschnitt über alle Aktoranzahlen aus
Abbildung 5.14 rund 18 %.

Ein Beispiel zur Berücksichtigung des Aktuierungsaufwands bereits bei der Dimensio-
nierung von Fachwerkstrukturen kann Geiger u. a. (2020c) entnommen werden.

5.3.2 Balkenbrücke

Bei dem in Abbildung 5.15 (a) dargestellten Brückentragwerk wird die Steifigkeit mithil-
fe der Aktuierung vergrößert. Das Ziel der Studie ist, den Abstand der beiden Auflager
so festzulegen, dass der Aktuierungsaufwand minimal wird. Das Beispiel ist angelehnt
an den Stuttgarter Träger, einer adaptiven Brücke, die von Teuffel (2004) vorgestellt
wird und deren strukturmechanische Betrachtung bereits in Geiger u. a. (2020c) be-
schrieben ist. Bei der in Abbildung 5.15 (b) dargestellten vereinfachten Modellierung
des Stuttgarter Trägers als ebenen Einfeldträger mit zwei Kragarmen wird das prinzi-
pielle Verhalten des adaptiven Tragwerks beibehalten, jedoch werden weniger relevante
Effekte vernachlässigt. Dadurch vereinfacht sich das Modell deutlich.

Die Brücke ist durch eine Wanderlast F am Ort xL belastet, die sich in der vorliegenden
Betrachtung von x = 0 bis x = L quasi-statisch über die Brücke bewegt. Die Bewegung
der Last wird dabei als eine Abfolge von theoretisch unendlich vielen einzelnen statischen
Lastfällen betrachtet. Das Ziel der Adaption ist die Kompensation der Verformung der
Brücke am jeweils aktuellen Ort der Last.
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Im Gegensatz zu den bisher untersuchten Fachwerkstrukturen, stellt die hier dargestell-
te Struktur ein Balkentragwerk dar, das nach der Bernoulli1-Balkentheorie analysiert
werden soll. Eine Analyse der Struktur mithilfe der in Abschnitt 2.1 vorgestellten Ma-
trizenstatik ist auch in diesem Fall möglich, im Folgenden wird jedoch die geschlossene
Lösung einer Differentialgleichung gezeigt. Das Verhalten des Bernoulli-Balkens wird
mithilfe der linearen gewöhnlichen Differentialgleichung vierter Ordnung

d4w (x)
dx4 = q (x)

EI (5.17)

beschrieben, die durch Integration gelöst werden kann. Die Annahmen von konstantem
Flächenträgheitsmoment des Querschnitts I und konstantem Elastizitätsmodul des Ma-
terials E über die Balkenlänge sind bereits berücksichtigt. Es treten die Funktionen für
die vertikale Verschiebung w (x) und die vertikale Belastung q (x) in Abhängigkeit vom
Ort x auf. Die wandernde Einzellast F am Ort xL wird mit einer Dirac2-Funktion

q (x ,xL)
F = δ (x − xL) mit

L∫
0

q (x ,xL) dx = F (5.18)

modelliert. Mathematische Besonderheiten der Dirac-Funktion, wie beispielsweise die
Behandlung der Integrationsränder, werden hier nicht weiter thematisiert, da davon
keine maßgebliche Änderung der Untersuchungsergebnisse zu erwarten sind.

Die für die im Folgenden dargestellten Lösung gewählten Systemwerte sind

EI = 1000 kNm, (5.19a)
L = 10 m und (5.19b)
F = 10 kN. (5.19c)

Eine Dreiteilung des Balkens in den Feldbereich und die beiden Kragarme wird einge-
führt und für jeden dieser Tragwerksteile wird die Differentialgleichung aufgestellt. Die
Verbindung dieser Bereiche wird mithilfe von Übergangsbedingungen hergestellt. Dazu
werden die Funktionen wI, wII und wIII für die Verschiebungen in den Bereichen I, II
und III verwendet. Die Unterteilung des Balkens in die drei Bereiche ist symmetrisch
und wird durch den Wert der Variablen LS festgelegt. Die Aktuierung mit dem Aktu-
ierungsmoment MA am rechten Auflager, das die Auswirkung der Aktuierung mit dem
im Vergleich zum Brückendeck exzentrischen Linearaktor modelliert, wird durch ein
Einzelmoment in der Übergangsbedingung für die Schnittgrößen am Übergangsbereich
zwischen Teil II und Teil III berücksichtigt.
1Jakob I Bernoulli (1655–1705)
2Paul A. M. Dirac (1902–1984)
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Die Integrationskonstanten, die sich bei der Integration von Gleichung (5.17) ergeben,
werden mithilfe von Rand- und Übergangsbedingungen ermittelt. Daraus können die
Funktionen für Verschiebungs- und Schnittgrößen für beliebige Laststellungen bestimmt
werden. Es ergeben sich die Verläufe der Biegemomente und der Querkräfte in den drei
Bereichen aus der zweiten bzw. dritten Ableitung der Verschiebungsfunktion beispielhaft
für Bereich II zu

M II (x ,xL,LS,MA) = −EI d2wII (x ,xL,LS,MA)
dx2 und (5.20a)

V II (x ,xL,LS,MA) = EI d3wII (x ,xL,LS,MA)
dx3 . (5.20b)

Die zur Lösung verwendeten Übergangsbedingungen können unter Verwendung der Ab-
kürzungen für die Orte der Auflager xS1 = L−LS

2 und xS2 = L+LS
2 zusammengefasst

werden zu

wI (x ,xL,LS,MA)
∣∣∣
x=xS1

= wII (x ,xL,LS,MA)
∣∣∣
x=xS1

und (5.21a)

wII (x ,xL,LS,MA)
∣∣∣
x=xS2

= wIII (x ,xL,LS,MA)
∣∣∣
x=xS2

(5.21b)

für die Verschiebungen, zu

dwI (x ,xL,LS,MA)
dx

∣∣∣∣∣
x=xS1

= dwII (x ,xL,LS,MA)
dx

∣∣∣∣∣
x=xS1

und (5.22a)

dwII (x ,xL,LS,MA)
dx

∣∣∣∣∣
x=xS2

= dwIII (x ,xL,LS,MA)
dx

∣∣∣∣∣
x=xS2

(5.22b)

für die Verschiebungsableitungen sowie zu

−EI d2wI (x ,xL,LS,MA)
dx2

∣∣∣∣∣
x=xS1

= −EI d2wII (x ,xL,LS,MA)
dx2

∣∣∣∣∣
x=xS1

und (5.23a)

−EI d2wII (x ,xL,LS,MA)
dx2

∣∣∣∣∣
x=xS2

= −EI d2wIII (x ,xL,LS,MA)
dx2

∣∣∣∣∣
x=xS2

− MA (5.23b)

für Biegemomente. Die Randbedingungen ergeben sich an den Auflagern zu

wI (xS1,xL,LS,MA) = 0 m und (5.24a)
wII (xS2,xL,LS,MA) = 0 m (5.24b)
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für die Verschiebungen. Weiterhin ergeben sich die beiden statischen Randbedingungen
an den Rändern zu

M I (0,xL,LS,MA) = M III (L,xL,LS,MA) = 0 und (5.25a)
V I (0,xL,LS,MA) = V III (L,xL,LS,MA) = 0. (5.25b)

Mithilfe dieser zwölf Bedingungen können die Werte aller zwölf Integrationskonstanten,
die aus der viermaligen Integration der drei Gleichungen zur Bestimmung von wI, wII

und wIII resultieren, ermittelt werden.

Im Folgenden werden zwei Herangehensweisen H1 und H2, um ein optimiertes adap-
tives Tragwerk zu erhalten, miteinander verglichen. Das Ziel ist es, den notwendigen
Aktuierungsaufwand, der hier durch die Größe des notwendigen Aktuierungsmoments
beschrieben wird, so gering wie möglich zu halten.

Herangehensweise H1

Die erste Herangehensweise zur Lösung des Problems beinhaltet zwei Schritte. Im ersten
Schritt wird der Abstand der Auflager LS so festgelegt, dass das System ohne Aktuierung
bereits maximale Steifigkeit aufweist, d. h. in diesem Fall, dass dieses System die kleinste
maximale Verschiebung unter der Last über alle Laststellungen aufweist. Im zweiten
Schritt wird dann die Aktorik eingesetzt und die noch vorhandenen Verschiebungen
werden kompensiert.

Der erste Schritt kann grafisch mithilfe von Abbildung 5.16 (links) gelöst werden. Die
in der Abbildung dargestellte Fläche zeigt den Verlauf der Vertikalverschiebung unter
der Last über alle Auflagerabstände LS und über alle Laststellungen xL ohne Aktu-
ierung. Die Funktion wL,pas (xL,LS), von der diese Fläche beschrieben wird, ergibt sich
aus der Auswertung der Verschiebungsfunktionen wI (x ,xL,LS,MA), wII (x ,xL,LS,MA) und
wIII (x ,xL,LS,MA) für den passiven Zustand MA = 0 kNm am Ort x = xL, wodurch diese
Funktionen nur noch vom Abstand der Auflager LS und vom Ort der Last xL abhängen,
zu

wL,pas (xL,LS) =


wI

L,pas (xL,LS) 0 m ≤ xL ≤ xS1

wII
L,pas (xL,LS) xS1 < xL ≤ xS2

wIII
L,pas (xL,LS) xS2 < xL ≤ 10 m

. (5.26)
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Abbildung 5.16: Verläufe der Funktion der Verschiebung im passiven Tragwerk am Ort
der Wanderlast wL,pas (links) und der Funktion des Betrags des erfor-
derlichen Aktuierungsmoments MA im adaptiven Tragwerk zur voll-
ständigen Kompensation der Verschiebung unter der Last (rechts) je-
weils aufgetragen über alle Auflagerabstände und alle Lastpositionen;
Einhüllende der Maximalwerte für einen Auflagerabstand über alle
Lastpositionen in dunkel; die Farben codieren den jeweiligen Funk-
tionswert

Im Folgenden wird für eine verbesserte Übersichtlichkeit auf die Angabe der Abhängig-
keiten verzichtet. Die einzelnen Beiträge ergeben sich mit den Abkürzungen

w1 = −L3
1L2L3H (L1) w4 = 2L2

1L2
2L3 L1 = −5 + LS

2 + xL (5.27a)

w2 = L1L3
2L3H (−L2) w5 = L1L3

2L3 L2 = 5 + LS

2 − xL (5.27b)

w3 = 2L3
1L2L3 L3 = 1

600 (L1 + L2)
(5.27c)

zu

wI
L,pas = w1 + w2 + 2w3 + w4 (5.28a)

wII
L,pas = w1 + w2 + w3 + w4 (5.28b)

wIII
L,pas = w1 + w2 + w3 + w4 + w5. (5.28c)

Dabei beschreibt H (•) die Heaviside3-Funktion.

3Oliver Heaviside (1850–1925)
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Die im Vordergrund von Abbildung 5.16 (links) dunkel eingefärbte Fläche wird nach
oben durch die Einhüllende der maximalen Verschiebung für den jeweiligen Auflagerab-
stand über alle Laststellungen beschränkt. Das steifste passive Tragwerk ergibt sich für
das Minimum dieser Einhüllenden bei einem Auflagerabstand von L∗H1

S ≈ 6,89 m. Das
zugehörige aufzubringende Aktuierungsmoment M ∗H1

A ergibt sich in Abhängigkeit vom
Ort der Last durch das Auswerten der Bestimmungsgleichung für das Aktuierungsmo-
ment, die sich wiederum aus der Bedingung wL,ada

(
xL, LS = L∗H1

S ,MA
)

= 0 m ermitteln
lässt, und ist in Abbildung 5.17 dargestellt. Dabei ergibt sich das betragsmäßig maximal
notwendige Aktuierungsmoment für xL = 0 m zu rund −38,14 kNm.

Herangehensweise H2

In der zweiten Herangehensweise wird direkt der Betrag des Aktuierungsmoments in ei-
nem Schritt minimiert. Der Verlauf der Funktion |MA|, die den Betrag des notwendigen
Aktuierungsmoments beschreibt, ist in Abbildung 5.16 (rechts) für alle Auflagerabstän-
de und alle Lastpositionen dargestellt. Die Funktion wird aus der Bedingung ermittelt,
dass sich die Verschiebung bei Berücksichtigung des Aktuierungsmoments unter der
Last wL,ada (xL,LS,MA) zu null ergibt. Nach dem Auflösen ergibt sich für das Aktuie-
rungsmoment

MA (xL,LS) = 5
2LS

(
L2

S − 4xL + 40xL − 100
) 

2 0 m ≤ xL ≤ xS1
4LS

3LS−10+2xL
xS1 < xL ≤ xS2

1 xS2 < xL ≤ 10 m
. (5.29)

Der Verlauf des Betrags dieser Funktion ist in Abbildung 5.16 (rechts) dargestellt. Ana-
log zur Lösung des Problems für Herangehensweise H1 kann auch hier aus der Vi-
sualisierung der Funktion der hier optimale Auflagerabstand L∗H2

S aus dem Minimum
der Einhüllenden über alle Lastpositionen bei ca. 7,70 m gefunden werden. Der Verlauf
des erforderliche Aktuierungsmoments für alle Lastpositionen ist in Abbildung 5.17 für
L∗H2

S dargestellt. Der Betrag des maximal notwendigen Aktuierungsmoments ergibt sich
für xL = 0 m und für xL ≈ 4,34 m zu rund 26,42 kNm. Dabei wird verglichen mit Heran-
gehensweise H1 ein um rund 30 % geringeres maximales Aktuierungsmoment benötigt.

Diskussion

Das Ergebnis ist bei mathematischer Betrachtung nicht überraschend. Herangehenswei-
se H1 kann als aufeinanderfolgende Lösung von zwei Optimierungsproblemen (1. Ma-
ximierung der Steifigkeit mit der Entwurfsvariable Auflagerabstand; 2. Kompensati-
on der Verschiebung mit der Entwurfsvariable Aktuierungsmoment) interpretiert wer-
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Abbildung 5.17: Erforderliches Aktuierungsmoment M ∗
A zur vollständigen Kompensati-

on der Vertikalverschiebung am Ort der Last für die beiden optimierten
Auflagerabstände L∗H1

S und L∗H2
S

den. Für Herangehensweise H2 werden beide Probleme mithilfe von Nebenbedingungen
kombiniert und in einem Schritt gelöst (Minimierung des Aktuierungsmoments mit der
Entwurfsvariable Auflagerabstand unter der Nebenbedingung, dass die Verschiebungen
vollständig kompensiert werden). Dabei entsteht ein höherdimensionaler Entwurfsraum
und damit ergeben sich neue Kombinationsmöglichkeiten, die hier und im Allgemeinen
zu verbesserten Ergebnissen führen. Obwohl das Ergebnis also nicht überraschend ist,
ergeben sich daraus Schlussfolgerungen, die nicht offensichtlich erscheinen.

Der Entwurfsprozess von adaptiven Strukturen sollte sich grundlegend vom Entwurfspro-
zess herkömmlicher Strukturen unterscheiden. Bei der „naiven“ Strategie nach Heran-
gehensweise H1, bei der in der Optimierung der passiven und der adaptiven Struktur
dasselbe übergeordnete Ziel (in diesem Fall Erhöhung der Steifigkeit) verfolgt wird, er-
gibt sich ein adaptives Tragwerk, dessen Aktuierungsaufwand verglichen mit dem Trag-
werk aus Herangehensweise H2 signifikant schlechter abschneidet. Das optimierte passive
Tragwerk, das nachträglich aktuiert wird, zeigt deutlich schlechtere Performanz als das
Tragwerk, bei dem die Adaptivität im Entwurfsprozess Berücksichtigung findet.

Der Zweck dieser Untersuchung ist der Gewinn der soeben formulierten Erkenntnis. Des-
halb wurden bei der Analyse viele Vereinfachungen eingeführt. Beispielsweise werden
Spannungsnachweise vollständig vernachlässigt. Weiterhin wird der Einfluss des Grads
der statischen Unbestimmtheit der Struktur keiner eingehenden Untersuchung unterzo-
gen. Das eingesetzte vereinfachte Modell ist statisch bestimmt, wobei aber durch die
gewählte Modellierung der Aktuierung durch ein angreifendes Einzelmoment trotzdem
Schnittgrößen im Tragwerk erzeugt werden, die bei einer Bemessung ebenfalls berück-
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sichtigt werden müssten. Die gewählte Modellierung ist im Vergleich mit dem Vorbild
Stuttgarter Träger sinnvoll, da in diesem aufgrund der statischen Unbestimmtheit in der
Lagerkonstruktion (siehe Abbildung 5.15 (a)) durch die Aktuierung auch Schnittgrößen
hervorgerufen werden.

Eine weitere Verringerung des Aktuierungsaufwands kann beispielsweise durch das Ein-
fügen eines Gelenks in der Trägermitte und damit durch Aktuierung zwangsfreier Starr-
körperbewegungen erfolgen, wie es in der Arbeit von Fröhlich u. a. (2019), an der
auch der Autor beteiligt war, beispielhaft ermittelt wird. Dabei muss die Brauchbarkeit
des resultierenden Systems durch entsprechende Mechanismen sichergestellt werden, da
das hier verwendete vereinfachte, statisch bestimmte Modell in diesem Fall nicht brauch-
bar wäre. Beim Stuttgarter Träger aus Abbildung 5.15 (links) kann in der Trägermitte
jedoch ein Gelenk eingefügt werden, ohne dass das System unbrauchbar wird.

5.4 Minimierung der Tragwerksmasse

In den vorhergehenden Untersuchungen wird das Verhalten von Stabtragwerken unter
Belastungen durch den Einsatz von Adaptivität verbessert. Dabei sind die untersuch-
ten adaptiven Stabtragwerke meist bereits in ihrer Geometrie, immer jedoch in ihrer
Topologie und in ihrer Dimensionierung festgelegt. Im Folgenden werden die hier durch-
geführten Untersuchungen zur Massenminimierung bei der Dimensionierung von adapti-
ven Stabtragwerken beschrieben, die dabei verfolgten Ziele erläutert und die Ergebnisse
präsentiert.

Für ein Tragwerk werden Querschnittsoptimierungen mit dem Ziel der Massenminimie-
rung unter identischen Anforderungen an Verformungen und Spannungen im passiven
und adaptiven Zustand durchgeführt. Mit den Erkenntnissen zur Reihenfolge von Be-
rücksichtigung der Adaptivität und Optimierung des Tragwerks aus Abschnitt 5.3 wird
die Aktuierung bereits in der Querschnittsoptimierung berücksichtigt (Herangehenswei-
se H2 aus Abschnitt 5.3.2). Die daraus resultierenden minimierten Massen werden ver-
glichen, um das Potential durch den Einsatz von Adaptivität aufzuzeigen. Die erfor-
derlichen Massen, die für das adaptive Tragwerk mit verschieden Aktorplatzierungen
ermittelt werden, werden untereinander verglichen, um die Rolle der Anzahl der Akto-
ren und deren Platzierung zu untersuchen. Die Rolle der Topologie bzw. insbesondere
des Grads der statischen Unbestimmtheit wird durch den Vergleich verschiedener Trag-
werksvarianten, die ebenfalls mit identischen Anforderungen optimiert werden, bewertet.
Der Einfluss des globalen Tragverhaltens, dessen Rolle bereits im Zusammenhang mit
der Kraftadaption in Abschnitt 5.1 näher beleuchtet wird, kann durch den Vergleich
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der Ergebnisse für die hier analysierten Tragwerke untereinander zusammen mit den
Erkenntnissen aus der ersten Studie bewertet werden.

Bei der Dimensionierung wird in festigkeits- und steifigkeitsdominierte Bemessungspro-
bleme unterschieden (siehe beispielsweise Ali und Moon (2007)). Diese Unterscheidung
ist daran orientiert, ob bei dem Fachwerk Nebenbedingungen an die Verformungen für
die Dimensionierung maßgebend werden. Auch bei festigkeitsdominierten Bemessungs-
problemen können Verformungen durch Restriktionen beschränkt sein, diese beeinflussen
jedoch die Verteilung der Querschnittsflächen nicht maßgeblich. Die Unterscheidung in
festigkeits- und steifigkeitsdominiert ist im Allgemeinen für ein ganzes Tragwerk schwer
zu treffen. Im Rahmen der folgenden Untersuchungen wird deshalb davon ausgegan-
gen, dass für die Untersuchung festigkeitsdominierter Bemessungsprobleme keine Ver-
formungsrestriktionen berücksichtigt werden. Dieser Fall ist eher theoretischer Natur,
liefert jedoch durch die eingeführte trennscharfe Unterscheidung tiefere Einsicht in prin-
zipielle Unterschiede und Effekte.

Die Untersuchungen werden anhand von zwei Tragwerken vorgestellt. Für das erste Trag-
werk ist eine grafische und analytische Lösung des Dimensionierungsproblems möglich,
was einen anschaulichen Eindruck von den wesentlichen Effekten gibt. Für das zweite
Tragwerk wird das Dimensionierungsproblem mithilfe der in Abschnitt 2.2 vorgestellten
Verfahren gelöst. Für beide Tragwerke werden ausgewählte, interessante Aspekte der
Lösungen, wie z. B. der Ausnutzungsgrad, der Einfluss der Aktoren oder die aktiven
Normalkraftverteilungen, beispielhaft vorgestellt und erläutert. Auch in dieser Untersu-
chung sind einige der im weiteren Verlauf vorgestellten Annahmen akademischer Natur.
Deshalb liegt der Fokus dieser Untersuchung auf dem Vergleich und der phänomenolo-
gischen Interpretation von Ergebnissen.

5.4.1 Drei-Stab-Tragwerk

Das bereits bekannte Drei-Stab-Tragwerk aus Abschnitt 2.2 wird im Folgenden unter
Berücksichtigung von Adaptivität dimensioniert. Das untersuchte System ist in Abbil-
dung 5.18 dargestellt. Auch hier wird die Symmetrie des Problems ausgenutzt (A1 = A3)
und nur Lastfall LF1 berücksichtigt. In diesem Abschnitt wird das Volumen minimiert,
das sich direkt proportional zur Masse verhält.
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Abbildung 5.18: Drei-Stab-Tragwerk zur Untersuchung der Dimensionierung adaptiver
Tragwerke

Festigkeitsdominiertes Bemessungsproblem

Der Vektor der Entwurfsvariablen für das Bemessungsproblem der adaptiven Struktur
unter Berücksichtigung der Aktuierung ergibt sich zu

s =
[
A1 A2 û2

]T
. (5.30)

Das Minimierungsproblem ergibt sich wie in Abschnitt 2.2 zu

min
s

V (s) , V (s) = A1L1 + A2L2 + A1L3 (5.31)

unter den Spannungsnebenbedingungen

σ−
max ≤ σi (s) ≤ σ+

max ∀ i ∈ [1,2,3] (5.32)

im Entwurfsraum

Aj > 0 ∀ j ∈ [1,2] (5.33a)
û2 ∈ R. (5.33b)

Vergleichbar mit Abbildung 2.9 für den passiven Fall ist die Lösung des Optimierungs-
problems in Abbildung 5.19 für die adaptive Struktur veranschaulicht. Hier ist der
zulässige Bereich in grün gekennzeichnet. Das Optimum für das festigkeitsdominierte
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(b)

(a)
(c)

50 cm 3

100 cm 3

150 cm 3

200 cm 3

250 cm 3

300 cm 3

350 cm 3

400 cm 3

450 cm 3

500 cm 3

A∗F
2

A∗F
1

222,2 cm 3

1,00,80,60,40,20,0
0,0

1,0

2,0

3,0

A2 in cm2

A1 in cm2

relevante
Nebenbedingungen:

(a): σ1 (s) = σ+
max

(b): σ2 (s) = σ+
max

(c): σ3 (s) = σ−
max

Abbildung 5.19: Visualisierung des festigkeitsdominierten Volumenminimierungspro-
blems des adaptiven Drei-Stab-Tragwerks für û2 = − 3

40 cm

Bemessungsproblem (Kopfzeiger F) ergibt sich für

s∗F =


A∗F

1
A∗F

2
û∗F

2

 =


4
7

3
√

2
7

− 3
40

 ≈


0,5714 cm2

0,6061 cm2

−0,07500 cm

 (5.34)

zu

V
(
s = s∗F

)
≈ 222,2 cm3. (5.35)

Die Spannungen im Optimum ergeben sich damit zu

σ
(
s = s∗F

)
=

[
20 20 −15

]T
kN/cm2. (5.36)

Bereits in der Darstellung ist ersichtlich, dass alle Nebenbedingungen am Minimum
aktiv sind und damit alle Elemente voll ausgenutzt sind. Durch die Möglichkeit, al-
le Elemente voll auszunutzen und damit bestmöglich am Lastabtrag zu beteiligen, wird
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Abbildung 5.20: (a) Darstellung des minimierten Tragwerksvolumens beim Einsatz von
keinem Aktor (0A) und von einem Aktor (1A) in Abhängigkeit von
der maximal zulässigen Zugspannung; (b) Darstellung des Volumenein-
sparungspotentials mithilfe von einem Aktor bezogen auf die passive
Struktur (1A_0A) in Abhängigkeit von der maximal zulässigen Zug-
spannung; maximal zulässige Druckspannung: σ−

max = −0,75σ+
max

rund 16 % weniger Volumen benötigt als im vergleichbaren passiven Tragwerk (vgl. Glei-
chung (2.42)).

Der Zusammenhang des optimierten Volumens und der vorgegebenen Materialfestigkeit
wird in Abbildung 5.20 veranschaulicht. Abbildung 5.20 (a) zeigt das optimierte Trag-
werksvolumen aufgetragen über der zulässigen Zugspannung. Die zugelassene Druck-
spannung wird zu −0,75σ+

max gewählt. Für geringe zulässige Spannungen ergibt sich
erwartungsgemäß ein großes benötigtes Volumen, welches beim Einsatz einer höheren
Festigkeit hyperbolisch abnimmt. Beide Funktionen streben gegen den Grenzwert von
null für ein Material mit theoretisch unendlicher Zugfestigkeit. Durch den Einsatz weite-
rer Aktoren kann keine zusätzliche Volumenreduktion erzielt werden. Abbildung 5.20 (b)
zeigt das prozentuale Einsparungspotential, für das sich ein konstanter Verlauf ergibt.
Somit kann das absolute Volumen durch den Einsatz hochfester Materialien verringert,
jedoch kann kein größeres Einsparungspotential erzielt werden.

Die Bedingung an Tragwerke, in denen alle Fachwerkstäbe bei einer festigkeitsdomi-
nierten Bemessungsaufgabe voll ausgenutzt werden können, wird bereits von Teuffel
(2004) mit

nE − nLFnFHG ≥ 0 (5.37)
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angegeben. Dabei ist nLF die Anzahl der einwirkenden Lastfälle und die Anzahl der Ak-
toren wird implizit zu ns angenommen. Diese Bedingung ergibt sich aus der Überlegung,
dass die Anzahl der Unbekannten

• Querschnittsflächen (nE),

• Elementkräfte in allen Lastfällen (nLFnE) und

• Auflagerkräfte in allen Lastfällen (nLFnL)

größer als oder gleich wie die Anzahl der zur Verfügung stehenden Gleichungen aus

• Gleichgewichtsbedingungen an den Freiheitsgraden und an den Auflagern in allen
Lastfällen (nLF(nFHG + nL)) und

• Spannungsnebenbedingungen in allen Lastfällen (nLFnE)

sein muss. Unter Ausnutzung der Symmetrie des Systems und der Lösung ergibt sich
mit

nE = 2 (Anzahl unbekannter Querschnittsflächen), (5.38a)
nLF = 1 (Anzahl der Lastfälle) und (5.38b)

nFHG = 2 (Anzahl der Freiheitsgrade) (5.38c)

die Bedingung zu

2 − 1 · 2 = 0 ≥ 0 (5.39)

und ist somit erfüllt. Interessant ist hierbei, dass die Bedingung nur für den betrachteten
symmetrischen Fall erfüllt ist. Für allgemeine Belastungen des Drei-Stab-Tragwerks ist
die Bedingung nicht erfüllt und die volle Ausnutzung aller Elemente ist nicht möglich.

Bisher wird angenommen, dass die eingesetzte Aktorik weder im Vorzeichen (Druck/
Zug) oder im Betrag der Aktorkraft noch im Aktorweg Beschränkungen aufweist. Der
Einfluss einer solchen Beschränkung wird im Folgenden untersucht. Dabei wird weiterhin
angenommen, dass nur ein Aktor in Element 2 zum Einsatz kommt.

Bei der Lösung des Optimierungsproblems zur Ermittlung des optimierten Volumens
werden zusätzliche Nebenbedingungen berücksichtigt und die Lösung erfolgt nume-
risch.

Der Einfluss der maximal zulässigen Aktorkraft wird über eine Beschränkung der Ak-
torkraft, die der Normalkraft im entsprechenden Stab entspricht zu

−fakt,max ≤ (nada(s))2 ≤ fakt,max (5.40)
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Abbildung 5.21: (a) Darstellung des minimierten Tragwerksvolumens in Abhängigkeit
vom Betrag fakt,max der maximal bzw. minimal zulässigen Aktorkraft;
(b) Darstellung des minimierten Tragwerksvolumens in Abhängigkeit
vom Betrag û2,max des maximal bzw. minimal zulässigen Aktorwegs

vorgenommen. Die Ergebnisse sind in Abbildung 5.21 dargestellt. Dabei lässt sich er-
kennen, dass bei einer zulässigen Aktorkraft von mehr als rund 12 kN kein Einfluss auf
das optimierte Volumen besteht. Wird die zulässige Aktorkraft reduziert, ergibt sich ein
linearer Zusammenhang zwischen der Aktorkraft und dem optimierten Volumen. Bei
einer Reduktion der zulässigen Aktorkraft auf null bzw. nahezu null wird – anschaulich
betrachtet – das Element 2 vollständig entlastet und aufgrund der Orthogonalität der
Elemente 1 und 3 muss die gesamte Last jeweils von einem Element abgetragen werden.
Es ergibt sich dafür die bereits in der Literatur beschriebene Lösung von rund 282,8 cm3.
In einem Tragwerk, in dem mithilfe der in Abschnitt 4.4 vorgestellten Verfahren zur Ak-
torplatzierung ns Aktoren platziert sind, kann auch im Fall einer nur sehr geringen
zulässigen Aktorkraft die Tragfähigkeit gewährleistet werden, da das System auch oh-
ne die Elemente, in denen Aktoren platziert sind, brauchbar ist. Werden zusätzliche
Aktoren beispielsweise zur Verschiebungsadaption eingesetzt ist dieses Verhalten nicht
mehr gewährleistet und die Sicherstellung der Tragfähigkeit auch bei geringen zulässigen
Aktorkräften sollte in jedem Fall geprüft werden.

Der Einfluss des maximal zulässigen Aktorwegs wird über eine Beschränkung des zuläs-
sigen Entwurfsraums für den Aktorweg

−û2,max ≤ û2(s) ≤ û2,max (5.41)
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vorgenommen. Abbildung 5.21 (b) zeigt das resultierende optimierte Volumen in Ab-
hängigkeit vom zulässigen Aktorweg. Auch in diesem Diagramm ergibt sich eine Un-
abhängigkeit des minimierten Volumens vom zulässigen Aktorweg, wenn dieser größer
als ca. 0,075 cm ist. Darunter ergibt sich ein linearer Zusammenhang zwischen dem zu-
lässigen Aktorweg und dem minimierten Volumen. Bei der Reduktion des zulässigen
Aktorwegs auf null ergibt sich dasselbe Ergebnis wie bei der Dimensionierung des pas-
siven Tragwerks, da keine Aktuierung mehr im System wirkt. In diesem Fall ist kein
Einfluss der Beschränkung auf die Tragfähigkeit zu erwarten.

Die beiden Diagramme aus Abbildung 5.21 liefern wichtige Einsichten zur Auswahl
der benötigten Aktorik. Im betrachteten Beispiel sollte zur vollständigen Nutzung des
Volumeneinsparungspotentials eine Aktorik eingesetzt werden, die eine Aktorkraft von
ca. ±12 kN und einen Aktorweg von ca. ±0,075 cm leisten kann. Dazu können Ein-
ordnungen der Aktorarten nach ihrer Leistungsfähigkeit aus Weidner u. a. (2018)
verwendet werden. Weitere Untersuchungen beispielsweise zur Interaktion der beiden
Parameter oder zur notwendigen Aktuierung mit Druck- und Zugkräften bzw. mit po-
sitivem und negativem Aktorweg müssen durchgeführt werden.

Steifigkeitsdominiertes Bemessungsproblem

Für die steifigkeitsdominierte Bemessungsproblem wird als zusätzliche Nebenbedingung
die Verschiebung des freien Knotens in vertikale Richtung durch

−Dmax ≤ d2(s) ≤ Dmax mit Dmax = 1
100 cm (5.42)

beschränkt.

Die Lösung des Optimierungsproblems ist in Abbildung 5.22 für die adaptive Struk-
tur veranschaulicht. Das Optimum für das steifigkeitsdominierte Bemessungsproblem
(Kopfzeiger S) ergibt sich bei

s∗S =


A∗S

1
A∗S

2
û∗S

2

 =


5
8 cm2

15
√

2
32 cm2

− 9
100 cm

 ≈


0,6250 cm2

0,6629 cm2

−0,09000 cm

 (5.43)

zu

V
(
s = s∗S

)
≈ 243,1 cm3. (5.44)
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Abbildung 5.22: Darstellung des steifigkeitsdominierten Volumenminimierungsproblems
des adaptiven Drei-Stab-Tragwerks für û2 = − 9

100 cm

Die resultierenden Verschiebungen in Lastfall LF1 ergeben sich zu

d
(
s = s∗S

)
=

[
0,16
0,01

]
cm (5.45)

und die entsprechenden Spannungen zu

σ
(
s = s∗S

)
=

[
17 20 −15

]T
kN/cm2. (5.46)

Nur in zwei Elementen kann die zulässige Spannung vollständig ausgenutzt werden.

Zum Vergleich wird das Optimierungsproblem im Folgenden für das passive System
unter denselben Nebenbedingungen betrachtet. Dafür werden dieselbe Zielfunktion und
dieselben Nebenbedingungen verwendet, sie unterscheidet sich jedoch durch den Vektor
der Entwurfsvariablen

s =
[
A1 A2

]T
. (5.47)
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Das Optimum ergibt sich für das passive System (Fußzeiger pas) zu

V ∗S
pas = 839,7 cm3 (5.48)

mit den Querschnittswerten

s∗S
pas =

[
A∗S

1pas
A∗S

1pas

]
=

[ 5
8

75
√

2
16

]
cm2 ≈

[
0,6250
6,629

]
cm2. (5.49)

Die Verschiebungen ergeben sich für Lastfall LF1 zu

d
(
s = s∗S

pas

)
=

[
0,16
0,01

]
cm (5.50)

und entsprechen damit genau den Verschiebungen des adaptiven Systems. Die Spannun-
gen im passiven System ergeben sich zu

σ
(
s = s∗S

pas

)
=

[
17 2 −15

]T
kN, (5.51)

in denen sich insbesondere der große Querschnitt in Element 2 aufgrund der erforderli-
chen großen Steifigkeit bemerkbar macht. Bezogen auf das Minimum des passiven Trag-
werks ergibt sich für das adaptive Tragwerk ein um rund 71 % geringeres Volumen. Im
passiven Tragwerk kann nur in einem Element die zulässige Spannung ausgenutzt wer-
den. Das signifikante Volumeneinsparungspotential hängt maßgeblich von der Wahl der
maximal bzw. minimal zulässigen Verschiebung Dmax ab. Deshalb wird im Folgenden
das Volumen in Abhängigkeit von der zulässigen Verschiebung und von der Anzahl der
eingesetzten Aktoren ermittelt.

Abbildung 5.23 (a) stellt das minimale Tragwerksvolumen in Abhängigkeit vom Be-
trag der Verformungsbeschränkung Dmax dar. Darin können drei Bereiche identifiziert
werden:

• Bereich I: Dmax > 0,075 cm,

• Bereich II: 0,025 cm < Dmax ≤ 0,075 cm und

• Bereich III: 0,0 cm ≤ Dmax ≤ 0,025 cm.

In Abbildung 5.23 (a) sind die Funktionen, die den Wert des minimierten Volumens
für die verschiedenen Aktoranzahlen beschreiben, für Bereich I konstant. Ebenso sind
die Funktionen, die das Einsparungspotential beschreiben in Abbildung 5.23 (b) in die-
sem Bereich konstant. Weder die Anzahl der Aktoren (1 oder mehr) noch der Wert
der Verformungsrestriktion haben in Bereich I Einfluss auf das minimale Volumen. Die
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Abbildung 5.23: (a) Darstellung des minimierten Tragwerksvolumens beim Einsatz von
keinem Aktor (0A), von einem Aktor (1A) und von zwei oder drei
Aktoren (2o3A) in Abhängigkeit von der Verformungsrestriktion in d2-
Richtung; (b) Darstellung des Volumeneinsparungspotentials bezogen
auf die passive Struktur für einen Aktor (1A_0A) und zwei oder drei
Aktoren (2o3A_0A) und bezogen auf die Struktur mit einem Aktor
für zwei oder drei Aktoren (2o3A_1A) in Abhängigkeit von der Ver-
formungsrestriktion in d2-Richtung

Verformungsrestriktion wird in diesem Bereich nicht aktiv. Maßgebend sind die Materi-
alfestigkeiten. Es ergibt sich dasselbe Ergebnis wie für das festigkeitsdominierte Bemes-
sungsproblem im vorhergehenden Abschnitt.

Für Bereich II ergibt sich in Abbildung 5.23 (a) weiterhin ein konstanter Verlauf der
Funktionen für die adaptiven Tragwerke mit Aktoren, jedoch steigt das benötigte Vo-
lumen für das passive Tragwerk ohne Aktoren in diesem Bereich bereits an. Je weniger
Verformung zugelassen wird, desto mehr Volumen ist im passiven Fall notwendig, um
die Steifigkeit zu erhöhen und damit diese Verformungsbeschränkung zu erfüllen. Das
minimale Volumen für das passive Tragwerk ist am unteren Ende des Bereichs II bereits
fast doppelt so groß wie das des adaptiven Tragwerks, somit ergibt sich dort bereits ein
Einsparungspotential von fast 50 % in Abbildung 5.23 (b). Die Aktuierung mit einem
Aktor in Element 2 reicht aus, um die Verschiebungsbeschränkung einzuhalten und alle
Stäbe vollständig auszunutzen.

Für Bereich III ergibt sich nun eine weitere starke Zunahme des minimierten Volumens
des passiven Tragwerks. Eine Verschiebung von d2 = 0 cm kann vom passiven Tragwerk
nur theoretisch bei einer unendlich großen Steifigkeit, also unendlich großen Querschnit-
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ten und damit ebenfalls unendlich großem Volumen erreicht werden. Interessanter ist
in diesem Bereich der Vergleich der beiden Tragwerke mit unterschiedlichen Aktoran-
zahlen. In Bereich III ist das Tragwerk mit nur einem Aktor nicht mehr in der Lage,
die Verfomungsrestriktion zu erfüllen und gleichzeitig den effizientesten Lastabtrag zu
gewährleisten. Die auch zuvor theoretisch ermittelte Anzahl nakt = ns + nK = 1 + 1 = 2
muss hier mindestens eingesetzt werden, um das minimal mögliche Volumen auch in
diesem Bereich zu erreichen. Das Einsparungspotential im Vergleich zum passiven Trag-
werk weist zwar fast keine Unterschiede auf, jedoch liegt das am sehr großen Volumen
des passiven Tragwerks. Bei vollständiger Verschiebungskompensation (d2 = 0 cm) kön-
nen, bezogen auf das Volumen des Tragwerks mit nur einem Aktor, durch den Einsatz
eines weiteren Aktors nochmals rund 15 % des Volumens eingespart werden.

Die mithilfe des vorgestellten Verfahrens dimensionierten Tragwerke weisen die Eigen-
schaft auf, dass zur Sicherstellung der Standsicherheit unter den aufgebrachten Lastfäl-
len die Aktuierung notwendig ist. Bei entsprechenden fail safe- und save life-Konzepten,
die einen Zusammenhang von Aktorikausfall und Standsicherheitsgefährung nach den
normativ geregelten Sicherheitskonzepten ausschließen (siehe dazu beispielsweise So-
bek u. a. (2016) und Ostertag u. a. (2019)), kann dieses Einsparungspotential, bei
entsprechender Systemauslegung, voll ausgenutzt werden. Soll jedoch zur Sicherstellung
der Standsicherheit auf die Aktuierung verzichtet werden, kann das volle Einsparungs-
potential nicht ausgeschöpft werden. Bei festigkeitsdominierten Bemessungssituationen
ist unter dieser Randbedingung kein Einsparungspotential erzielbar.

Bei steifigkeitsdominierten Bemessungsproblemen kann das dann optimierte Tragwerk
mithilfe folgender Überlegung gefunden werden. In einem ersten Schritt wird die Di-
mensionierung des passiven Tragwerks ohne Verschiebungsrestriktionen durchgeführt.
Im Beispiel ergibt sich daraus das Tragwerk mit dem Volumen V ∗

pas ≈ 263,9 cm3 (siehe
Abschnitt 2.2.2). In einem zweiten Schritt wird das resultierende Tragwerk mit Akto-
rik zur Verschiebungsadaption und unter Umständen mit Aktorik zur Kompensation
der Schnittgrößen aus Zwang ausgestattet. Damit ergibt sich im Vergleich zur passi-
ven Struktur, die zur Einhaltung der Verschiebungsnebenbedingung ein Volumen von
839,7 cm3 erfordert, ein reduziertes Einsparungspotential von rund 69 %. Weiterhin er-
gibt sich so ein Tragwerk, das passiv – also ohne Aktuierung – standsicher ist und mithil-
fe der Aktoren die Verschiebungsanforderungen (Gebrauchstauglichkeit) einhalten kann.
Dabei ist zu beachten, dass die hier eingesetzten Aktoren im Falle eines Aktorikausfalls
in einen standsicheren Zustand überführt werden, in dem weiterhin die Übertragung
der am passiven Tragwerk ermittelten Normalkräfte möglich ist. Diese Forderung stellt
einen sehr hohen Anspruch an die Funktionalität der Aktorik dar, der im Rahmen der
vorliegenden Arbeit jedoch nicht weiter betrachtet wird, jedoch beispielsweise von dem
in Steffen u. a. (2021) vorgestellten Aktor erfüllt wird.
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5.4.2 Fachwerkturm

Das zweite untersuchte Tragwerk ist der ebenfalls bereits aus vorherigen Untersuchungen
bekannte Fachwerkturm, der hier mit leicht abgewandelter Topologie in einer statisch
unbestimmten und einer statisch bestimmten Variante untersucht wird. Dieser Abschnitt
enthält einen Auszug aus einer Studie, die bereits in Geiger u. a. (2020b) ausführlich
dargestellt ist. Die beiden Varianten sind in Abbildung 5.24 (a) und (b) dargestellt.

Für die Untersuchung werden drei Lastfälle angenommen, die auf das Tragwerk ein-
wirken. Diese sind in Abbildung 5.24 (c) dargestellt. Die Beträge der Lasten werden
zu

F1 = 75 kN (5.52a)
und F2 = 50 kN (5.52b)

angenommen. Neben den gegebenen Lastfällen wird das Eigengewicht der Struktur in
jedem Lastfall berücksichtigt. Die folgenden Materialparameter werden für die Untersu-
chung verwendet:

E = 2,1 · 108 kN/m2, (5.53a)
ρ = 7,85 t/m3, (5.53b)
g = 10 m/s2, (5.53c)

σ+
max = 2,35 · 105 kN/m2 und (5.53d)

σ−
max = −2,35 · 105 kN/m2. (5.53e)

Die Querschnitte werden in dieser Untersuchung mithilfe der in Abschnitt 2.2 vorge-
stellten Methoden optimiert. Angenommen werden quadratische Hohlkasten-Profile, die
durch ihre Außenabmessung h und die Wandstärke t beschrieben werden. Die maximal
zulässige Außenabmessung hmax beträgt 50 cm und die maximale Wandstärke tmax = h

2 ,
was einem Vollquerschnitt entsprechen würde. Die Minimalwerte sind hmin = 1 cm und
tmin = 1,0 · 10−4 cm. Die gewählten Minimalwerte liegen für Bauteile mit diesem Ein-
satzzweck nicht in einem realistischen Bereich, jedoch ist das Ziel dieser Untersuchung
nicht die Ermittlung von baubaren Strukturen, sondern das Beobachten und Verstehen
von Effekten, die bei der Dimensionierung von adaptiven Strukturen wichtig sind. Da-
bei spielt es eine entscheidende Rolle, dass der Optimierungsalgorithmus durch die sehr
kleinen unteren Grenzen die Möglichkeit erhält, einen Stab praktisch zu entfernen. Theo-
retisch bleibt der Stab dabei im Tragwerk vorhanden und stellt damit die Lösbarkeit
des Gleichungssystems sicher, jedoch besitzt er durch die um Größenordnungen kleinere
Masse und Steifigkeit weder signifikanten Einfluss auf die Gesamtmasse noch auf das
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Abbildung 5.24: Darstellung der beiden unterschiedlichen Topologien des Fachwerk-
turms (a) und (b) für die Untersuchung zur Masseneinsparung; Dar-
stellung der berücksichtigten Lastfälle (c)

Tragverhalten der Struktur. Mit dem Argument des Beobachtens und Verstehens von
grundlegenden Effekten wird auch die Vernachlässigung der zusätzlichen Masse durch
die serielle Aktorik begründet, die in Vorarbeiten teilweise berücksichtigt wird.

Aktorplatzierung

In der Dimensionierung werden die Querschnittswerte bestimmt. Diese sind deshalb zu
Beginn der Berechnung noch nicht bekannt, weshalb die in Abschnitt 4.4 vorgestellten
Methoden zur Aktorplatzierung formal nicht eingesetzt werden können. Die Aktoren
werden im Folgenden unter der Annahme platziert, dass die Querschnitte im gesamten
Tragwerk konstant sind (EA = konst.). Im Verlauf der Studie wird die Zulässigkeit dieser
Annahme kritisch überprüft.

An dem Tragwerk werden im Folgenden verschiedene Studien durchgeführt, jeweils mit
und ohne Verschiebungs- und Kraftadaption. Deshalb werden in einem ersten Schritt
die Aktoren sowohl für die Verschiebungs- als auch für die Kraftadaption unabhängig
voneinander platziert, d. h. die Aktoren für die Verschiebungsadaption werden nicht aus
dem Kandidatenset für die Aktoren zur Kraftadaption entfernt. Die Aktorplatzierung
zur Verschiebungsadaption wird mithilfe des Verfahrens aus Abbildung 4.18 durchge-
führt und als Gütemaß wird der maximale Eigenwert gewählt. Das Abbruchkriterium
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Abbildung 5.25: Maßgebender Ausschnitt aus dem Verlauf der Aktorplatzierung zur
Verschiebungsadaption (links) und Verlauf der Aktorplatzierung zur
Kraftadaption (rechts)

ist erfüllt, wenn das Gütemaß 95 % der maximal möglichen Verbesserung erreicht hat.
Eine Darstellung des relevanten Ausschnitts aus dem Verlauf des aktuellen bezogen auf
die maximal mögliche Gütemaß ist in Abbildung 5.25 (links) zu finden. Das Abbruch-
kriterium ist hier bereits mit einem Aktor in Element 1 erreicht.

Im zweiten Schritt werden die Aktoren zur Kraftadaption platziert. Dazu kommt das
Verfahren mithilfe der Redundanzmatrix nach Abbildung 4.19 zum Einsatz. Der Verlauf
der Berechnung ist in Abbildung 5.25 (rechts) dargestellt. Die schrittweise Reihenfolge
der als Aktoren gewählten Elemente lautet 2, 12, 7 und 17. Der Aktor in Element 1 für
die Verschiebungsadaption wird im Prozess der Aktorplatzierung für die Kraftadaption
nicht aus dem Kandidatenset entfernt, wird jedoch zufällig nicht als Aktor gewählt.

In diesen beiden Platzierungen werden keine Elemente doppelt ausgewählt. Deshalb müs-
sen im weiteren Verlauf der Studie keine neuen Platzierungen ermittelt werden, sondern
diese können jeweils auch bei isolierter Kraft- bzw. Verschiebungsadaption eingesetzt
werden. Also ergeben sich die Aktorsets für die Kraftadaption zu AV1

K = {2, 7, 12, 17}
und für die Verschiebungsadaption zu AV1

V = {1}.

Die resultierenden Varianten für den statisch unbestimmten Fachwerkturm (V1) sind in
Abbildung 5.26 dargestellt. Für den statisch bestimmten Fachwerkturm (V2) werden mit
dem entsprechenden Verfahren nur Aktoren zur Verschiebungsadaption platziert. Auch
hier werden bereits mit einem Aktor über 95 % der insgesamt möglichen Verbesserung
erreicht. Das Aktorset AV2

V = {3} wird gewählt. Eine Kraftadaption ist in dieser Variante
nicht möglich und erforderlich. Die resultierende Aktorplatzierung ist ebenfalls in der
Abbildung dargestellt.
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Abbildung 5.26: Darstellung der verschiedenen Varianten mit Aktoren

Zusätzlich wird jeweils noch ein weiteres Aktorset AV1
A bzw. AV2

A untersucht, in dem jedes
Element einen Aktor darstellt. Damit soll ein eventueller Fehler quantifiziert werden, der
aus der Annahme konstanter Elementquerschnitte resultiert.

Optimierungsprobleme

Die Strukturen werden jeweils im passiven und im adaptiven Zustand dimensioniert und
die resultierenden Tragwerksmassen werden verglichen. Dazu muss jeweils ein Optimie-
rungsproblem für die passive und für die adaptive Struktur gelöst werden.

Beide Optimierungsprobleme lassen sich vereinheitlicht darstellen als

min
s

m = ρ
nE∑
i=1

AiLi . (5.54)

Die nC = 8 ausgewählten Horizontalverschiebungen im Vektor dC werden durch Dmax

beschränkt

−Dmax ≤ (dC (s))i ≤ Dmax ∀ i = 1 . . . nC. (5.55)

Zusätzlich werden Nebenbedingungen an die Normalspannungen in allen Elementen auf-
grund der maximal zulässigen Spannung im Material (σ+

max bzw. σ−
max) und aufgrund der

maximal zulässigen Spannung, um Knicken nach Eulerfall 2 eines Fachwerkelements aus-
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zuschließen, als

max
(
σ−

max, σmax,K (s)
)

≤ σi (s) ≤ σ+
max ∀ i = 1 . . . nE (5.56)

formuliert. Die kritische Knickspannung wird für jedes Element mit

σmax,K (s) = − I
A

Eπ2

L2 (5.57)

ermittelt. Stabilitätsversagen auf Systemebene wird nicht berücksichtigt.

Der maßgebende Unterschied zwischen passivem und adaptivem Zustand liegt in der
Wahl der Entwurfsvariablen. Im passiven Zustand sind im Vektor der Entwurfsvariablen
für jedes Element nur die Querschnittswerte hi und ti enthalten und der Vektor ergibt
sich entsprechend zu

spas =
[
h1,t1,h2,t2, . . . ,hnE ,tnE

]T
(5.58)

und unter zusätzlicher Berücksichtigung der Aktorwege ui in allen Lastfällen i = 1 . . . nLF

für den adaptiven Zustand zu

sada =
[
h1,t1, . . . ,hnE ,tnE ,uT

1 ,uT
2 , . . . ,uT

nLF

]T
. (5.59)

Zur Lösung des Optimierungsproblems wird das in Abschnitt 2.2.3 beschriebene SQP-
Verfahren eingesetzt.

Studienaufbau

Wie bei der Untersuchung des Drei-Stab-Tragwerks in Abschnitt 5.4.1 werden hier
festigkeits- und steifigkeitsdominierte Probleme betrachtet: Soll ein festigkeitsdominier-
ter Fall untersucht werden, werden die Nebenbedingungen zur Beschränkung der Hori-
zontalverschiebungen nicht im Optimierungsproblem berücksichtigt. Zur Untersuchung
festigkeitsdominierter Probleme werden insbesondere die Rolle der Anzahl an Lastfällen,
die bei der Optimierung berücksichtigt werden, und der Einfluss der Berücksichtigung
des Knickens betrachtet.

Für den steifigkeitsdominierten Fall wird die Beschränkung der Horizontalverschiebung
berücksichtigt und der Wert für Dmax zu h

500 gewählt. Bei der Untersuchung steifigkeits-
dominierter Probleme wird weiterhin versucht, die Rollen der Aktorplatzierung und des
Grads der statischen Unbestimmtheit zu quantifizieren.
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Tabelle 5.5: Ergebnisse der Massenminimierung für das steifigkeitsdominierte Bemes-
sungsproblem mit verschiedenen Aktorsets

Variante Aktorset m∗ Einsparung
in kg in %

V1 ∅ 1518,5
V1 AV1

V 546,4 64,0
V1 AV1

K 572,9 62,3
V1 AV1

V+K 503,2 66,9
V1 AV1

A 503,2 66,9
V2 ∅ 2107,1
V2 AV2

V 598,5 71,6
V2 AV2

A 598,5 71,6

Steifigkeitsdominiertes Bemessungsproblem

Tabelle 5.5 zeigt die Ergebnisse der Querschnittsoptimierungen für das steifigkeitsdo-
minierte Bemessungsproblem. Bei der Betrachtung der Ergebnisse zeigt sich, dass sich
durch den Einsatz von Aktoren in dieser Untersuchung eine signifikante Materialeinspa-
rung ergeben kann. Das größte Einsparungspotential von rund 67 % ergibt sich für die
vierfach statisch unbestimmte Variante V1 bei der Verwendung von fünf oder mehr Ak-
toren (Aktorsets AV1

V+K und AV1
A ). Werden weniger Aktoren eingesetzt (Aktorsets AV1

V
und AV1

K ), ist weiterhin eine signifikante Reduktion der benötigten Materialmenge mög-
lich, jedoch wird das Maximum des Einsparungspotentials nicht erreicht. Für Varian-
te V2 ergibt sich aufgrund der nicht vorhandenen statischen Unbestimmtheit das Mi-
nimum des notwendigen Materialaufwands bereits beim Einsatz von nur einem Aktor:
keine Kraftadaption ist möglich und nötig. Für die statisch bestimmte Variante ergibt
sich ein insgesamt höheres Einsparungspotential von rund 72 %. Verglichen mit dem sta-
tisch unbestimmten Tragwerk, besitzt das statisch bestimmte aufgrund der Topologie
eine geringere Steifigkeit, was im betrachteten steifigkeitsdominierten Bemessungsfall
zu einem höheren Materialeinsatz im passiven Tragwerk führt. Das zusätzliche Material
zur Vergrößerung der Steifigkeit führt zum vergrößerten Einsparungspotential, wenn das
Tragwerk adaptiv wird. Bei der Betrachtung der minimierten absoluten Massen anstatt
der relativen Einsparungspotentiale liegt der Vorteil jedoch bei Variante V1, da durch
die Möglichkeit zur Kraftadaption eine weitere Einsparung möglich ist.

Abbildung 5.27 (oben) zeigt beispielhaft die resultierenden Querschnittsverteilungen wo-
bei die Querschnittsflächen maßstabsgetreu durch die Strichstärke codiert sind. Im unte-
ren Teil der Abbildung ist der elementweise über alle Lastfälle maximale Ausnutzungs-
grad farblich gekennzeichnet. Darin zeigt sich die Charakteristik der steifigkeitsdomi-
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Abbildung 5.27: Darstellung der optimierten Tragwerke (oben) und des elementweise
maximalen Ausnutzungsgrads über alle aufgebrachten Lastfälle (unten)
jeweils für das passive Tragwerk und für die adaptiven Tragwerke mit
ausgewählten Aktorsets

nierten Bemessungsprobleme für die passiven Tragwerke: die Tragwerkselemente sind
zum größten Teil nur sehr wenig ausgenutzt, da der Materialeinsatz nur zum Erreichen
der hohen Steifigkeit und damit der geringen Verschiebungen notwendig ist. Die adap-
tiven Tragwerke mit ausreichend Aktoren (AV1

V+K und AV2
V ) zeigen den großen Vorteil,

dass alle Elemente in mindestens einem Lastfall voll ausgenutzt werden können.

Der Vergleich der Ausnutzungsgrade in Variante V1 für verschiedene Aktorsets zeigt
einen Grund für das erhöhte Einsparungspotential beim Einsatz von fünf oder mehr
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Abbildung 5.28: Darstellung der Normalkraftverteilung nada im optimierten adaptiven
Tragwerk (s∗

ada, Aktorplatzierung: AV1
V+K) und der Normalkraftvertei-

lung npas im optimierten adaptiven Tragwerk s∗
ada jeweils für Last-

fall LF1

Aktoren. Im Gegensatz zum adaptiven Tragwerk mit Aktorset AV1
V kann mit Aktor-

set AV1
V+K jedes Element in einem Lastfall oder in mehreren Lastfällen vollständig aus-

genutzt werden, wodurch das Materialminimum von rund 502 kg erreicht werden kann.
Dabei fällt auf, dass die Aktorplatzierung, die ohne Kenntnis der endgültigen Element-
steifigkeiten im Tragwerk unter bestimmten Annahmen ermittelt wird, die Ausnutzung
des vollständigen Einsparungspotentials ermöglicht.

Da bei den adaptiven Tragwerken in jedem Element die Festigkeit maßgebend ist, wird
das steifigkeitsdominierte in ein festigkeitsdominiertes Bemessungsproblem überführt.
Die vorher maßgebenden Verschiebungen werden mithilfe der Aktorik so beeinflusst,
dass sie nicht mehr maßgebend sind.

Abbildung 5.28 zeigt zwei Normalkraftverteilungen für Variante V1 mit Aktorplatzie-
rung AV1

V+K unter Lastfall LF1. Die Verteilung nada(s∗
ada) beschreibt die Normalkräfte im

adaptiven Zustand im optimierten adaptiven Tragwerk und npas(s∗
ada) die Verteilung der

Normalkräfte im passiven Zustand im optimierten adaptiven Tragwerk. Beim Vergleich
dieser beiden Verteilungen zeigt sich, dass die Normalkräfte Unterschiede infolge der
Aktuierung aufweisen. Als Ergebnis der Optimierung stellt sich somit keine Verschie-
bungsadaption mit Kompensation der Zwangsnormalkräfte ein, sondern die Normalkräf-
te werden gezielt eingestellt.
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Tabelle 5.6: Ergebnisse der Massenminimierung für das festigkeitsdominierte Bemes-
sungsproblem für Variante V1 mit unterschiedlicher Anzahl an Lastfällen
und verschiedenen Querschnittstypen

Lastfälle Knicken Querschnittstyp mpassiv madaptiv Einsparung
in kg in kg in %

1 ja QH 476,0 476,0 0,0
2 ja QH 476,0 476,0 0,0
3 ja QH 167,6 167,5 0,1

1,2 ja QH 537,3 499,0 7,1
1,3 ja QH 490,5 488,5 0,4

1,2,3 ja QH 543,9 503,2 7,5
1 nein QV 476,0 476,0 0,0
1 ja QV 2153,0 2093,2 2,8

1,2,3 nein QV 543,9 503,2 7,5
1,2,3 ja QV 4346,1 3269,8 24,8

Festigkeitsdominiertes Bemessungsproblem

Die Ergebnisse aus der Untersuchung des festigkeitsdominierten Bemessungsproblems
sind in Tabelle 5.6 zusammengefasst. Um im weiteren Verlauf den Effekt, der aus der
Berücksichtigung des Einzelstabknickens nach Eulerfall 2 resultiert, isolieren zu können,
wird hier zusätzlich zum Einsatz des bekannten quadratischen Hohlkastens (QH) eine
Untersuchung unter Verwendung eines quadratischen Vollquerschnitts (QV) durchge-
führt.

Im ersten Schritt wird jedoch der Einfluss der Anzahl an Lastfällen bei den festigkeitsdo-
minierten Bemessungsproblemen untersucht. Dazu werden verschiedene Kombinationen
der Lastfälle auf das Tragwerk aufgebracht und dafür die resultierenden Tragwerks-
massen ermittelt. Die daraus resultierenden Daten sind im ersten Teil von Tabelle 5.6
zusammengefasst. Wird nur ein Lastfall berücksichtigt, stimmen die resultierenden Mas-
sen für das passive und das adaptive Tragwerk sehr gut überein. Die Abweichung von
0,1 % unter Lastfall 3 resultiert aus der beschriebenen Beschränkung des Entwurfsraums
der Querschnittswerte. Sobald mehrere Lastfälle berücksichtigt werden, ergeben sich Un-
terschiede zwischen den Massen der passiven und der adaptiven Entwürfe. Das mögliche
Einsparungspotential steigt bei der Berücksichtigung von zusätzlichen Lastfällen im All-
gemeinen weiter an, da dabei die Anpassungsfähigkeit eine immer größere Rolle spielt.

Im zweiten Teil von Tabelle 5.6 sind die Ergebnisse der Studie zum Einfluss des Ein-
zelstabknickens dargestellt. Der eingesetzte quadratischen Vollquerschnitt wird in der
Querschnittsoptimierung durch eine einzelne Entwurfsvariable, die Querschnittsfläche A,
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beschrieben. Dafür wird als obere und untere Grenzen die gewählt, die sich auch für
den quadratischen Hohlkasten ergeben: Amax für die maximal zulässige Außenabmes-
sung hmax = 50 cm und die zugehörige maximale Blechstärke von tmax = 25 cm zu
AQV

max = 2500 cm2 und für die minimalen Maße hmin = 0,1 cm und tmin = 1 · 10−4 cm zu
AQV

min = 4 · 10−6 cm2.

Die Ergebnisse aus der Tragwerksoptimierung beim Einsatz des quadratischen Vollquer-
schnitts unterscheiden sich von den Ergebnissen, die sich für den Hohlkasten ergeben,
wenn das Einzelstabknicken berücksichtigt wird. Da der Vollquerschnitt bei derselben
Querschnittsfläche im Vergleich zum Hohlquerschnitt maximal dasselbe Flächenträg-
heitsmoment I aufweist, ist der Vollquerschnitt im Allgemeinen weniger geeignet, wenn
das Flächenträgheitsmoment eine Rolle spielt. Deshalb ergibt sich insgesamt eine deut-
lich größere absolute Tragwerksmasse bei der Verwendung des Vollquerschnitts unter
Berücksichtigung des Knickens. Wird das Knicken nicht berücksichtigt, ergeben sich
identische Ergebnisse unter Verwendung der beiden Querschnittstypen. Die resultieren-
den Tragwerke, die sich unter Berücksichtigung von nur einem Lastfall, Vernachlässigung
von Knicken und Einsatz des Vollquerschnitts ergeben, sind in Abbildung 5.29 darge-
stellt. Dabei sind die Elemente, deren Querschnitte bei der Optimierung so klein wie
möglich und damit praktisch aus dem Tragwerk entfernt werden, gestrichelt dargestellt.
Wie in der Literatur beschrieben, ergeben sich in diesem Fall statisch bestimmte Trag-
werke.

Interessanterweise ergibt sich bei der Berücksichtigung von Knicken und Verwendung
des quadratischen Vollquerschnitts bereits bei einem Lastfall ein Potential zur Massen-
reduktion, das sich bei der Berücksichtigung von mehreren Lastfällen weiter steigert.
Formal betrachtet ergibt sich dabei ein Problem, bei dem die Steifigkeit des Quer-
schnitts EI eine bemessungsrelevante Rolle spielt. Durch die beiden Entwurfsvariablen
Außenabmessung und Blechdicke und deren obere Grenzen können für den Hohlkasten
im vorliegenden Fall die notwendige Steifigkeit zur Sicherstellung des ausreichenden Wi-
derstands gegen Knicken auch im passiven Tragwerk bereits erhalten werden. Für den
Vollquerschnitt ist der Entwurfsraum im passiven Fall dafür nicht ausreichend und nur
im adaptiven Tragwerk kann das Massenminimum durch Kraftadaption erreicht werden.
Würde im passiven Tragwerk die Möglichkeit bestehen, Elemente vorzuspannen, könnte
das Massenminimum für einen einzigen konstant einwirkenden Lastfall ebenfalls erreicht
werden.

Wie bei der Dimensionierung des Drei-Stab-Tragwerks in Abschnitt 5.4.1 sind auch in
dieser Untersuchung die resultierenden adaptiven Tragwerke unter den gegebenen Last-
fällen im Allgemeinen nur bei einsatzbereiter Aktorik standsicher. Um die Abhängigkeit
von der Funktionsfähigkeit der Aktorik zu vermeiden, kann auch hier der passiv standsi-
chere Entwurf mit der Masse von 543,9 kg aus dem festigkeitsdominierten Bemessungs-
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LF1 LF2 LF3

Abbildung 5.29: Darstellung der optimierten Tragwerke (passiv und adaptiv sind iden-
tisch) für das festigkeitsdominierte Bemessungsproblem jeweils unter
einem Lastfall und unter Vernachlässigung von Einzelstabknicken für
den quadratischen Vollquerschnitt; Elemente mit Querschnittsflächen
an der unteren Grenze des zulässigen Bereichs gestrichelt; Maßstab in
Abbildung 5.27

problem gewählt werden und – wie beschrieben – zusätzlich mit Aktorik zur Verschie-
bungsadaption ausgestattet werden. Dadurch verringert sich das Einsparungspotential,
jedoch kann die Standsicherheit auch ohne Aktuierung gewährleistet werden.

5.5 Fazit

Ziel der Studien ist das Erkennen und Verstehen von Anforderungen, die im Entwurfspro-
zess von adaptiven Tragwerken berücksichtigt werden können, um sinnvolle adaptive
Strukturen zu erhalten. Popper (1935) bezeichnet den Versuch, generalisierte Regeln
aus der Betrachtung von Einzelfällen abzuleiten, als „schwierig bis unmöglich“, da dies
nicht unbedingt zu korrekten Resultaten führt. Im Folgenden werden die Ergebnisse
der Studie nochmals zusammengefasst und es wird dennoch versucht, daraus mögliche
Schlussfolgerungen für die zu entwerfenden Strukturen zu ziehen.

Der Begriff Entwurf umfasst an dieser Stelle nicht nur den Entwurf eines neuen Trag-
werks mit den in Abschnitt 2.2 beschriebenen Schritten, sondern auch den Entwurf
beispielsweise eines Aktuierungskonzepts für eine bisher passive Struktur. Insbesondere
die beiden ersten Studien, in denen die Kraftadaption und die Verschiebungsadaption
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thematisiert werden, sind auch auf die nachträgliche Ausstattung passiver Strukturen
mit Aktoren anwendbar.

Die Steifigkeit, die Festigkeit und die Duktilität, die von der Querschnitts- bzw. Materi-
alskala auf die Tragwerksskala übertragen werden, werden in passiven Strukturen beim
Entwurf und der Auslegung einmal festgelegt und sind danach nicht mehr anpassbar,
ohne Umbauten im Tragwerk vornehmen zu müssen. Auf der Materialskala beeinflus-
sen sich diese Eigenschaften gegenseitig, beispielsweise ist ein hochfester Stahl relativ
spröde, d. h. wenig duktil. Für adaptive Tragwerke kann unter gewissen Voraussetzun-
gen erreicht werden, dass sich Eigenschaften wie Steifigkeit, Festigkeit und Duktilität
entkoppeln und während des Betriebs des Tragwerks bedarfsgerecht angepasst werden
können.

Die nachträgliche Erhöhung der Tragfähigkeit kann in den statisch unbestimmten Trag-
werken durch Kraftadaption erreicht werden, die ein noch ungenutztes Tragfähigkeitspo-
tential aufweisen. In einem Tragwerk jedoch, das so optimiert ist, dass die Ausnutzungs-
grade der Spannungen für den relevanten Lastfall bereits im passiven Zustand 100 %
betragen, kann die Tragfähigkeit nicht erhöht werden. Häufig sind Tragfähigkeitsreser-
ven dann vorhanden, wenn für die Bemessung des Tragwerks die Steifigkeit und nicht
die Festigkeit maßgebend war, wenn das Problem also steifigkeits- und nicht festigkeits-
dominiert war. Dann können durch die Aktuierung sowohl Verschiebungen reduziert als
auch das zusätzliche Tragfähigkeitspotential ausgenutzt werden. In diese Fall kann theo-
retisch auch in statisch bestimmten Strukturen die Tragfähigkeit noch erhöht werden. Im
Rahmen der Arbeit werden dabei Steigerungspotentiale im einstelligen Prozentbereich
beobachtet.

Durch den Einsatz von ausreichend Aktoren kann theoretisch eine unendliche Steifigkeit
bei gleichzeitig unveränderter Schnittgrößenverteilung hergestellt werden. Jedoch muss
dafür in jedem Element ein serieller Aktor vorgesehen werden, was der nachträglichen
Ausrüstung eines bestehenden Tragwerks eher widerspricht und faktisch einen Neubau
darstellt. Das nachträgliche Ausrüsten von Tragwerken durch Aktoren um beispielsweise
die Schnittgrößen zu verringern und damit die Dauerhaftigkeit beispielsweise von Brücke
zu erhöhen, stellt jedoch einen vielversprechenden und realisierbaren Ansatz dar. Wenn
die Steifigkeit nur vergrößert werden soll, ist in den untersuchten statisch bestimmten
und statisch unbestimmten Beispielen nur eine geringe Anzahl an Aktoren notwendig.
In statisch unbestimmten Tragwerken werden dabei zusätzliche Aktoren zur Kompen-
sation der Zwangsschnittgrößen notwendig. Statisch unbestimmte weisen im Vergleich
zu statisch bestimmten Tragwerken bereits eine höhere Steifigkeit im passiven Zustand
auf, weshalb die Aktuierung unter Umständen weniger häufig erfolgen muss.

Die Häufigkeit der Aktuierung wird in der vorliegenden Untersuchung nicht weiter be-
trachtet und liegt nicht im Fokus der Arbeit. Der Aufwand für ein einmaliges Aktuieren
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wird in der Studie betrachtet und für verschiedene Tragwerke und Lastfälle verglichen.
Dabei zeigen sich starke Abhängigkeiten von der gewählten Aktorplatzierung, die so
gewählt werden kann, dass während der Kraftadaption das Tragwerk theoretisch als
„Kraftwerk“ verwendet werden kann (energy harvesting). Durch reines Nachlassen kann
beispielsweise in jedem Fall die Tragfähigkeitserhöhung für einen bestimmten Lastfall er-
reicht werden und auch eine Reduktion der Maximalbeanspruchung ist damit möglich.
Unter Einwirkung verschiedener Lastfälle sind diese Möglichkeiten abhängig von der
Platzierung der Aktoren. Dabei ergibt sich im Allgemeinen eine Vergrößerung der Ver-
formungen. Bei der Adaption, insbesondere bei der Kompensation, von Verschiebungen
ist die Aktuierung durch Nachlassen nicht zielführend. Die effektivste Verschiebungsad-
aption erfolgt durch Aktuierung hoch belasteter Elemente, was zu einem großen Bedarf
an mechanischer Aktuierungsarbeit führt. Der Aktuierungsaufwand kann in der auto-
matisierten Platzierung der Aktoren jedoch noch nicht berücksichtigt werden.

Bei der Dimensionierung von adaptiven Stabtragwerken können signifikante Volumen-
bzw. Masseneinsparungspotentiale erzielt werden. Für festigkeitsdominierte Bemessungs-
probleme ergibt sich im Vergleich zu steifigkeitsdominierten Bemessungsproblemen in
der hier durchgeführten Studie ein geringeres Einsparungspotential. In diesem Fall spielt
ausschließlich die Kraftadaption eine Rolle, weshalb dieser Einsparungseffekt nur bei
der Dimensionierung statisch unbestimmter Tragwerke auftritt. Für die vollständige
Ausnutzung des Einsparungspotentials muss durch die Aktorik der vollständige Ak-
tuierungsraum aufgespannt werden. Die Rolle des globalen Tragverhaltens wird aus
der Betrachtung der Effektivität der Kraftadaption in der Studie zur Erhöhung der
Tragfähigkeit und der vergleichenden Betrachtung des möglichen Einsparungspotentials
am Drei-Stab-Tragwerk und am Fachwerkturm als untergeordnet betrachtet. Wenn die
Verschiebungen nicht bemessungsrelevant sind, ergibt sich kein großes Einsparungspo-
tential. Bei steifigkeitsdominierten Bemessungsproblemen ergibt sich abhängig von den
konkreten Anforderungen ein signifikantes Einsparungspotential. Um dieses Potential
vollständig erschließen zu können, sind ausreichend Aktoren einzusetzen, die sowohl den
Aktuierungsraum vollständig aufspannen als auch die Verschiebungsadaption vorneh-
men können. In vorher steifigkeitsdominierten Bemessungsproblemen können durch die
Verschiebungsadaption die Materialfestigkeiten voll ausgenutzt werden, wodurch diese
maßgebend für die Bemessung werden und somit das vorher steifigkeitsdominierte in ein
festigkeitsdominiertes Bemessungsproblem transformiert wird.

Die Anzahl an Lastfällen, die auf das Tragwerk einwirken, spielt eine entscheidende
Rolle. In den Studien zur Kraft- und zur Verschiebungsadaption wird jeweils nur ein
Lastfall untersucht und die Aktuierung wird durch eine vorgegebene Längenänderung
modelliert. Wenn auf ein Tragwerk dauerhaft nur ein einziger Lastfall einwirkt, kann
diese vorgegebene Längenänderung auch durch eine ständig vorhandene Vorspannung
realisiert werden. In diesem vorgespannten Fall ist die passive Struktur in der Lage, den-
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selben optimalen Zustand wie die adaptive Struktur einzunehmen. Ergibt sich jedoch
eine Änderung der Belastung, ist eine passive Struktur nicht in der Lage, darauf zu
reagieren. Diese Belastungsänderung schließt auch eine eventuelle Entlastung der Struk-
tur ein, auf die nicht reagiert werden kann. Auch für die Dimensionierung ergibt sich
diese entscheidende Rolle der Anzahl an Lastfällen. Im Falle eines einzelnen, dauerhaft
einwirkenden Lastfalls, kann eine passive Struktur durch entsprechend vorgesehene Vor-
spannung mit derselben minimalen Materialmenge realisiert werden. Jedoch ist auch in
diesem Fall bei einer Belastungsänderung keine Anpassung der Vorspannung möglich
und die Nebenbedingungen werden unter Umständen nicht mehr eingehalten.

In den untersuchten Bemessungsproblemen hängt das Einsparungspotential von der
Leistungsfähigkeit der eingesetzten Aktorik ab. Dies wird anhand des festigkeitsdomi-
nierten Beispiels gezeigt, muss aber im Allgemeinen natürlich auch für steifigkeitsdo-
minierte Probleme betrachtet werden. Weiterhin ist der Totalausfall der Aktorik ein zu
beachtender Punkt, dessen Auswirkung jedoch unter bestimmten Annahmen an das fail
safe-Konzept durch eine Anpassung des Entwurfsprozesses deutlich weniger kritisch ge-
staltet werden kann. Dazu wird für die Sicherstellung der Tragfähigkeit der Strukturen
keine Kraftadaption berücksichtigt, wodurch ein geringer Teil des Einsparungspotentials
verloren geht, jedoch im Fall eines Ausfalls der Aktorik nur die Anforderungen an die
Verformungen nicht mehr eingehalten werden können.

Weiterhin kann Adaptivität auch in Tragwerken eine signifikante Materialeinsparung
bedeuten, bei deren Bemessung Dauerhaftigkeitsaspekte eine maßgebende Rolle spielen.
Dies wird in der vorliegenden Arbeit nicht weiter vertieft, jedoch kann die Kraftad-
aption bei entsprechender Wahl des Adaptionsziels auch Spannungs-Schwingbreiten im
Material verringern. Ein Ausfall der Aktorik erzeugt auch dabei keine unmittelbare Ge-
fährdung der Standsicherheit, wenn dieser Zustand nur für einen beschränkten Zeitraum
vorhanden ist.

Um weitere Erkenntnisse zu erhalten, müssen Studien mit einer größeren Anzahl an un-
tersuchten Tragwerken bzw. Tragwerksvarianten erfolgen. Die hier präsentierten Ergeb-
nisse sind sowohl ein erster Schritt in Richtung Methodik, mit welcher Untersuchungen
erfolgen können, als auch ein deutlicher Fortschritt im Verstehen adaptiver Tragwer-
ke.
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6
Zusammenfassung und Ausblick

Die Zielsetzung dieser Arbeit war die strukturmechanische Charakterisierung von Stab-
tragwerken und die Übertragung der aus der Charakterisierung gewonnenen Erkenntnis-
se auf den Entwurfs- und Optimierungsprozess von adaptiven Tragwerken. Es wurden
Vorarbeiten diskutiert, Methoden zur Charakterisierung analysiert und Studien durchge-
führt, um die wesentlichen Fragen, die in Abschnitt 1.3 gestellt werden, zu beantworten.
Im folgenden Kapitel werden die erhaltenen Antworten und die daraus gewonnenen Er-
kenntnisse zusammengefasst sowie Ideen und Potentiale zur Weiterführung der Arbeiten
aufgezeigt.

6.1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde der Einsatz von Adaptivität in tragenden Strukturen
anhand von Stabtragwerken und insbesondere anhand von Fachwerkstrukturen betrach-
tet. Dabei wurden die Eigenschaften, die für die Anpassungsfähigkeit der Strukturen
maßgeblich sind, und Methoden zur Quantifizierung dieser Eigenschaften vorgestellt.
Der Grad der statischen Unbestimmtheit stellt eine der wesentlichen Tragwerkseigen-
schaften dar, der nicht nur als ganzzahliger Wert, sondern mithilfe der Redundanzmatrix
auch als Verteilung im Tragwerk analysiert wurde. Neu im Rahmen der vorliegenden
Arbeit ist die Interpretation und Beschreibung der Einträge und der Eigenschaften der
Redundanzmatrix für das Verhalten adaptiver Strukturen. Die Werte aus der Redun-
danzmatrix liefern Aussagen darüber, ob durch eine Aktuierung Schnittgrößen in be-
stimmten Elementen verändert werden können und wo Aktoren zur Kraftadaption für
eine ausreichende Effektivität eingesetzt werden müssen. Aus den Eigenvektoren der
Redundanzmatrix kann der Kraft-Aktuierungsraum ermittelt werden, der Einblick in
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die Anpassbarkeit von Schnittgrößen auf Systemebene liefert. Neben dem Grad der sta-
tischen Unbestimmtheit und der Redundanzmatrix wurden verschiedene lastfallabhängi-
ge Eigenschaften passiver Tragwerke und etablierte Verfahren für deren Quantifizierung
diskutiert. Außerdem wurden spezielle Eigenschaften optimierter passiver Tragwerke aus
der Literatur beschrieben.

Nach der Vorstellung des Aufbaus und der Funktionsweise adaptiver Tragwerke wurden
verschiedene Verfahren zur Modellierung der Aktuierung diskutiert. Dabei wurde unter
den im Rahmen der Arbeit getroffenen Annahmen die Äquivalenz der Modellierung als
Lastfall vorgegebener Längenänderungen und der Modellierung mithilfe eines neu her-
geleiteten Fachwerk-Aktor-Elements gezeigt. Eine Modellierung durch die Berücksich-
tigung der Aktuierung in einer effektiven Flexibilitäts- oder Steifigkeitsmatrix wurde
aufgrund der größeren Komplexität nur theoretisch betrachtet, jedoch nicht weiter ver-
folgt. Die Arbeit betrachtet alle Modellierungsvarianten auf einer strukturmechanischen
Ebene und liefert Einblick in interessante interdisziplinäre Zusammenhänge zwischen
der Regelungstechnik bzw. Systemdynamik und der Strukturmechanik. Für die weite-
re Arbeit wurde aufgrund der einfachen technischen Umsetzbarkeit die Modellierung
mithilfe vorgegebener Längenänderungen gewählt.

Daraufhin wurden zwei Verfahren zur automatisierten Platzierung von Aktoren in Stab-
tragwerken vorgestellt. Das auf der Störgrößenkompensierbarkeitsmatrix basierende Ver-
fahren, das bereits aus dem Bereich der Systemdynamik in der Literatur beschrieben
ist, ist in der Lage, Aktoren zur Verschiebungs- und zur Kraftadaption zu platzieren.
Dieses Verfahren wurde in die Begrifflichkeit der Strukturmechanik übertragen und für
die Anforderungen der vorliegenden Arbeit angepasst. Zur Kraftadaption wird in der
Arbeit ein neues Verfahren vorgeschlagen, das ebenfalls Aktorplatzierungen ermitteln
kann, die den Aktuierungsraum vollständig aufspannen. Dieses neue Verfahren besitzt
Vorteile in der deutlichen Reduktion des Rechenaufwands. Auch an dieser Stelle konn-
ten durch die interdisziplinäre Betrachtung neue disziplinäre Einblicke und Erkenntnisse
gewonnen werden, die im Rahmen dieser Arbeit vorgestellt wurden.

Zu Auswirkungen verschiedener strukturmechanischer Eigenschaften auf das Potential
und die Performanz von adaptiven Stabtragwerken gab es nach Kenntnis des Autors
in der Literatur bislang keine systematische Analyse. Deshalb wurden Studien durch-
geführt, um die bereits beschriebenen Erkenntnisse an weiteren Beispielen zu bestäti-
gen und, vor allem, durch die vergleichende Betrachtung von Tragwerken mit unter-
schiedlichen Ausprägungen dieser Eigenschaften und unter verschiedenen Belastungen
weitere Erkenntnisse zu gewinnen. Bei der gezielten Veränderung der Normalkraftvertei-
lung in einer Struktur können beispielsweise einzelne Elemente entlastet, die maximale
Beanspruchung minimiert oder die maximale Traglast vergrößert werden. Dabei konn-
te beobachtet werden, dass Normalkräfte infolge von einwirkenden Kraftlastfällen im
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Gegensatz zu Normalkräften aus Zwangslastfällen durch eine serielle Aktuierung nicht
vollständig kompensiert werden können. Der Grad der statischen Unbestimmtheit und
dessen Verteilung in der Struktur spielen für die Kraftadaption eine wesentliche Rolle.
In statisch bestimmten Tragwerken ist im Rahmen der hier getroffenen Annahmen keine
Kraftadaption möglich. Die Verschiebungsadaption ist sowohl in statisch bestimmten als
auch in statisch unbestimmten Tragwerken möglich. In beiden Fällen ist theoretisch ei-
ne vollständige Kompensation aller auftretenden Verschiebungen möglich. In statisch
unbestimmten Tragwerken entstehen bei der Verschiebungsadaption im Allgemeinen
Schnittgrößen aus Zwang. Diese Normalkraftverteilungen aus Zwangslastfällen können
entsprechend durch weitere Aktoren zur Kraftmanipulation kompensiert werden. Die
vorliegende Arbeit liefert das erste Mal eine systematische vergleichende Analyse dieser
beiden Adaptionsarten auf Basis der strukturmechanischen Eigenschaften.

Eine Studie zur Verringerung des Aktuierungsaufwands lieferte einerseits weitere inter-
essante Einblicke für die Fachwerkstrukturen, andererseits wurde darin der Entwurfspro-
zess detailliert untersucht. Dabei konnte der Zusammenhang zwischen der Reihenfolge
einzelner Schritte im Entwurfsprozess adaptiver Strukturen und der Güte des damit
erzielten Ergebnisses studiert werden. Daraus konnte in dieser Arbeit der Schluss gezo-
gen werden, dass die Optimierung einer passiven Struktur mit nachträglichem Einsatz
von Adaptivität im Allgemeinen zu einem schlechteren Ergebnis führt als die Opti-
mierung einer adaptiven Struktur. Daraus ergibt sich die Notwendigkeit, dass sich der
Entwurfsprozess adaptiver Tragwerke von dem herkömmlicher Tragwerke unterscheiden
muss.

In der letzten durchgeführten Studie konnte gezeigt werden, dass bei der Dimensionie-
rung adaptiver Tragwerke im Rahmen der getroffenen Annahmen eine signifikante Mate-
rialeinsparung erzielt werden kann. Dazu wurde in dieser Arbeit die analytische Lösung
für ein weithin bekanntes Optimierungsbeispiel im Kontext der Möglichkeiten, die durch
den Einsatz von adaptiven Strukturen geboten werden, gezeigt. Damit konnten die Ein-
flüsse verschiedener Nebenbedingungen und der Aktoranzahl gezielt untersucht werden.
Weiterhin wurde insbesondere bei der Analyse eines Fachwerkturms die Umwandlung
von festigkeits- in steifigkeitsdominierte Bemessungsprobleme durch den Einsatz von
Adaptivität beschrieben. Dabei konnte gezeigt werden, dass für den Einsatz minimaler
Masse in den untersuchten Fällen die statisch unbestimmten adaptiven Stabtragwerke
den statisch bestimmten Topologien überlegen waren. Zudem konnte der Einfluss wei-
terer Parameter, wie z. B. die Querschnittsform und die Anzahl an berücksichtigten
Lastfällen, gezielt untersucht und bewertet werden. In der Studie zur Dimensionierung
gezielt untersucht, jedoch auch für die anderen Studien gültig ist die Erkenntnis, dass
jede adaptive Struktur im Vergleich zur rein passiven Struktur erst dann einen Vorteil
besitzt, wenn sich die Belastung verändert und daraus ein Anpassungsbedarf überhaupt
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erst entsteht. Unter einem einzigen dauerhaft einwirkenden Lastfall sind vorgespannte
passive Strukturen gleichwertig.

6.2 Ausblick

Zu Beginn der Arbeit wurde die Beschreibung von Charakteristika, die nur für adaptive
und nicht für passive Tragwerke existieren, als ein Ziel formuliert. Eine maßgebliche
Eigenschaft ist die Adaptierbarkeit, die beschreibt, wie gut in einer Struktur Schnitt-
größen oder Verschiebungen durch Aktuierung verändert werden können. Eine genaue
Quantifizierung findet dafür beispielsweise mithilfe der Eigenschaften der Gram’schen
Störgrößenkompensierbarkeitsmatrix im Rahmen der Aktorplatzierung statt. Weitere
Maße sind denkbar, beispielsweise basierend auf Matrizen, die sich bei der Berechnung
der Arbeiten und Energieanteile in Abschnitt 4.3.3 ergeben.

Weiterhin können die Rollen des globalen Lastabtrags und der Topologie, die sich beim
Auflösen des Tragwerks als Fachwerk ergibt, noch weitergehend analysiert werden. In der
Arbeit wurde anhand eines Kragarms und eines einseitig eingespannten Einfeldträgers,
die jeweils als Fachwerkstrukturen aufgelöst wurden, untersucht, welche Potentiale durch
Kraftadaption erschlossen werden können. Die zugrunde liegende Hypothese war, dass
der globale Lastabtrag einen signifikanten Einfluss auf dieses Potential hat, was in der
vorliegenden Arbeit jedoch nicht gezeigt werden konnte. Eine weitere Ausweitung der
Studie scheint hier nötig.

Die vorgestellten Methoden zur Aktorplatzierung ermitteln automatisiert eine Anord-
nung von Aktoren im Tragwerk, um entweder Schnittgrößen oder Verschiebungen gezielt
zu verringern bzw. um den Kraft-Aktuierungsraum vollständig aufzuspannen. Mithilfe
der Aktoren wird das Tragwerk bei der Adaption in einen Zielzustand gebracht, der häu-
fig weiteren Anforderungen unterliegt. Diese Anforderungen werden bei der Aktorplat-
zierung nicht berücksichtigt und führen unter Umständen zu suboptimalen Ergebnissen
im Zusammenspiel von Aktorplatzierung und Adaptionsziel. Beispielsweise könnte die
Performanz der Aktuierung, quantifiziert durch den notwendigen Aktuierungsaufwand,
bereits bei der Aktorplatzierung gezielt verbessert sowie Beschränkungen von Aktorkraft
oder Aktorweg berücksichtigt werden.

Die vorliegende Arbeit zum Thema Stabtragwerke beschäftigt sich in weiten Teilen mit
Fachwerkstrukturen und geht von der Übertragbarkeit der Erkenntnisse auf Rahmen-
tragwerke aus. An dieser Stelle müssen jedoch weitere Untersuchungen erfolgen, insbe-
sondere zur Rolle der Aktuierungsräume für alle Schnittgrößen und zu verschiedenen Ak-
toren, die zum Abdecken dieser Räume eingesetzt werden. Dabei können neben den hier
eingesetzten Linearaktoren auch weitere Aktortypen zum Einsatz kommen. Der nächste
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Schritt wäre die Betrachtung von Flächentragwerken, für die andere Aktuierungskon-
zepte und Aktoren benötigt werden. Ein erster Ansatzpunkt für die Untersuchung der
Kraftadaption in Platten kann beispielsweise die in der Arbeit erwähnte Analogie von
Fließgelenken und Fließlinien sein.
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Diese Arbeit beschäftigt sich mit der strukturmechanischen Charakterisierung
Stabtragwerken mit dem Ziel, daraus Erkenntnisse und Empfehlungen für
adaptiver Tragwerke zu gewinnen und abzuleiten. Hierfür werden wesentliche
abhängige und lastfallunabhängige Tragwerkseigenschaften betrachtet
Zusammenhang mit der Performanz und dem Potential adaptiver Tragwerke
Der im Rahmen dieser Arbeit betrachtete Entwurf von adaptiven Tragwerken
dabei sowohl den gesamten Entwurfsprozess, einschließlich beispielsweise

Florian Geiger

Charakterisierung von
den Entwurf

wesentliche lastfall-
und deren

Tragwerke analysiert.
Tragwerken beschreibt

des Aufbausdabei sowohl den gesamten Entwurfsprozess, einschließlich beispielsweise
und der Dimensionierung von Tragwerken, als auch den Entwurf eines
konzepts für bereits bestehende Tragwerke, die nachträglich verbessert bzw
werden sollen.

Neben einem ausführlichen Überblick über die in der Literatur beschriebenen
und Erkenntnisse werden verschiedene Varianten für die Modellierung der
betrachtet, die Auswirkungen der Aktuierung auf den Tragwerkszustand
analysiert und Verfahren zur automatisierten Platzierung von Aktoren im
diskutiert. Anschließend werden in einer systematischen Studie die Auswirkungen
Aktuierung auf den Tragwerkszustand und die damit erreichbaren Ziele quantifiziert
werden die Einflüsse verschiedener Parameter, wie z. B. die Anzahl an Aktoren,
der statischen Unbestimmtheit und das globale Tragverhalten, untersucht
gewonnen Erkenntnisse werden abschließend zusammengefasst und können
Entwurf adaptiver Tragwerke herangezogen werden.
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