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Kurzfassung

Die Ökobilanzierung gilt als wissenschaftlich anerkanntes Verfahren, mit dem potentielle Umweltwirkungen von

technischen Systemen abgeschätzt werden können. Hierfür wird eine Vielzahl von Informationen aus unterschied-

lichen Bereichen der Ingenieur- und Naturwissenschaften benötigt. Zur Erfassung der technischen Systeme sind

sehr sensible Herstellerdaten sowie tiefgreifende Informationen zu vor- und nachgelagerten Prozessen notwen-

dig. Diese sind oftmals nicht umfassend verfügbar. Die Abbildung der Umweltwirkungen basiert auf mitunter

sehr komplexen Modellen, deren Ergebnisse von signifikanten Unsicherheiten geprägt sein können. Dies hat zur

Folge, dass die Sicherheit der Ergebnisse von Ökobilanzen häufig in Frage gestellt wird. Es fehlt ein ingenieur- und

praxistaugliches Verfahren, mit dem Unsicherheiten umfassend und transparent berücksichtigt werden können.

Problematisch hierbei sind die Heterogenität der Unsicherheit sowie der relative Ansatz, der mit der Methodik

der Ökobilanzierung einhergeht. So eignen sich je nach Art der Unsicherheit unterschiedliche Methoden zu deren

Analyse. Die Zusammenführung diverser Verfahren ist mitunter zwar möglich, erschwert aber die Interpretation

der Ergebnisse. Durch den relativen Ansatz fehlt darüber hinaus die „sichere Seite“: eine Veränderung eines Kenn-

werts verändert nicht nur diesen, sondern auch den relativen Bezug und die Beurteilung aller anderen Kennwerte,

die mit diesem im Verhältnis stehen. Unsichere Daten können daher nicht mit Sicherheitsfaktoren wie bei stati-

schen Bemessungen auf der sicheren Seite liegend belegt werden, da sonst alle Systeme, welche diese Kennwerte

verwenden, zu optimistisch oder zu pessimistisch eingeschätzt werden können.

Vor diesem Hintergrund sollte in dieser Arbeit die Methodik der Ökobilanzierung um einen intervallbasier-

ten Ansatz erweitert werden. Mit diesem sollen Unsicherheiten in Form von Intervallen erfasst werden, wobei

die Unter- und Obergrenzen die Grenzen zum Unmöglichen oder Irrelevanten darstellen. Dies verhindert Über-

oder Unterschätzungen, indem bei unsicheren Daten die gesamte Bandbreite des Möglichen und Relevanten ein-

bezogen wird. Aus den resultierenden Ergebnissen können robuste Aussagen über potentielle Umweltwirkungen

abgeleitet werden. Die Lösung intervallarithmetischer Probleme weist eine hohe Komplexität auf. Im Zuge der

Berechnung können Intervalle durch mehrfaches Einsetzen zu sehr aufgeweitet werden, was die Aussagekraft der

Resultate reduziert. Der Fokus lag daher auf der Entwicklung und Implementierung eines intervallbasierten Be-

rechnungsverfahrens, welches unter Berücksichtigung des Rechenzeitaufwands möglichst enge Ergebnisinterval-

le ermittelt. Hierfür wurden diverse Gleichungslöser implementiert und mit Testreihen auf Basis fiktiver Produkt-

systeme untersucht. Es ließ sich kein einzelner Gleichungslöser identifizieren, der hinsichtlich der Intervallweiten

und der Rechenzeit für alle Arten und Dimensionen von Produktmatrizen besonders geeignet ist. Stattdessen stellt

die Kombination mehrerer Gleichungslöser eine gute Alternative dar. Es wurde ein allgemeingültiges Verfahren

abgeleitet, das unter Berücksichtigung der vorliegenden Dimension und Art der Produktmatrix geeignete Glei-

chungslöser aufruft. Hierfür wurde auch ein Algorithmus entworfen, mit dem der Rechenaufwand durch Splitten

großer Matrizen in kleinere Submatrizen reduziert werden kann. Das entwickelte Verfahren zur intervallbasierten

Ökobilanzierung kann den Grundstein für eine neue Generation von Ökobilanzen darstellen, mit denen belastba-

re und abgesicherte Ergebnisse ermittelt werden können.
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Abstract

Life cycle assessment (LCA) is a scientifically recognised method for estimating the potential environmental im-

pacts of technical systems. This requires a large amount of information from different fields of engineering and

natural sciences. In the context of technical systems, very sensitive manufacturer data as well as in-depth infor-

mation on upstream and downstream processes are necessary, which are often not comprehensively available.

The evaulation of environmental impacts is based on sometimes very complex models, the results of which can be

characterised by significant uncertainties. As a result, the reliability of the results of life cycle assessments is often

questioned. There is a lack of an engineering and practical procedure with which uncertainties can be compre-

hensively and transparently taken into account. The heterogeneity of uncertainty and the relative approach asso-

ciated with the methodology of life cycle assessment are problematic here. Depending on the type of uncertainty,

different methods are suitable for its analysis. Although it is sometimes possible to combine various methods, this

makes the interpretation of the results more difficult. In addition, the relative approach lacks a „secure side“: a

change in one parameter not only changes it, but also the relative reference and the assessment of all other para-

meters that are related to it. Uncertain data can therefore not be assigned safety factors as in static designs lying

on the safe side, otherwise all systems using these characteristic values can be assessed too optimistically or too

pessimistically.

Against this background, the methodology of life cycle assessment should be extended in this work to include

an interval-based approach. With this approach, uncertainties are to be recorded in the form of intervals, whe-

reby the lower and upper limits represent the boundaries to the impossible or irrelevant. This prevents over- or

underestimation by including the full range of what is possible and relevant in uncertain data. Robust statements

about potential environmental impacts can be derived from the resulting results. The solution of interval arithme-

tic problems is highly complex. In the course of the calculation, intervals can be widened too much by multiple

insertions, which reduces the significance of the results. The focus was therefore on the development and imple-

mentation of an interval-based calculation method that determines the narrowest possible result intervals while

taking the computing time into account. For this purpose, various equation solvers were implemented and ex-

amined with test series based on fictitious product systems. No single equation solver could be identified that is

particularly suitable for all types and dimensions of product matrices in terms of interval widths and computing

time. Instead, the combination of several equation solvers represents a good alternative. A generally valid proce-

dure was derived that calls up suitable equation solvers, taking into account the dimension and type of product

matrix at hand. An algorithm was also designed for this purpose, with which the computational effort can be re-

duced by splitting large matrices into smaller submatrices. The developed method for interval-based LCA can be

the cornerstone for a new generation of LCAs that can deliver reliable and validated results.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die Ingenieurwissenschaften befassen sich mit der Erforschung, Entwicklung und Produktion von Technik. Dabei

nimmt heutzutage das Streben, die einhergehenden Prozesse im Sinne einer nachhaltigen Entwicklung zu effizi-

enten, konsistenten und suffizienten Prozessen zu überführen, einen zunehmend bedeutsamen Stellenwert ein.

So ist auch im Bauingenieurwesen die ökologische Bewertung von Prozessen zur Gewinnung von Rohstoffen, zur

Produktion von Bauprodukten, zur Konstruktion sowie Fertigung von Bauteilen und zur Errichtung von Gebäu-

den und sonstigen Bauwerken vermehrt in den Vordergrund gerückt - wobei gleichsam auch die Beseitigungs-

und Verwertungsprozesse von Bauprodukten und Bauteilen sowie der Abriss von Gebäuden und die Prozesse zur

Rückführung der in diesem Zuge anfallenden Stoffe in den Stoffkreislauf eine Rolle spielen.

Innovative Produkte aufgrund emissionsarmer, umweltschonender oder effizienter Herstellprozesse als „öko-

logisch nachhaltig“ auszuzeichnen, ist ein beliebtes Marketinginstrument. Für die zugrunde gelegten Berech-

nungsverfahren zur Bewertung der ökologischen Nachhaltigkeit werden Kenntnisse benötigt, welche über die In-

genieurwissenschaften hinausgehen - so sind neben der Erfassung und Analyse der technischen Systeme auch

Informationen über die Einflüsse auf die Umwelt notwendig, welche wiederum z. B. klimatologische Kenntnisse

erfordern. Zusätzlich müssen mögliche Änderungen der Systeme in der Zukunft und deren Einflüsse und Wech-

selbeziehungen auf die Umweltwirkungen prognostiziert werden. Dies ist insbesondere im Bauwesen von Bedeu-

tung, da aus den vergleichsweise langen Nutzungszeiten entsprechend große Betrachtungszeiträume resultieren.

Die Aussagen zur ökologische Nachhaltigkeit beruhen in der Regel auf den Ergebnissen von Ökobilanzen, de-

ren exakt angegebene Werte eine hohe Genauigkeit suggerieren. Tatsächlich können diese jedoch nach wie vor

von einer Vielzahl von mitunter signifikanten Unsicherheiten geprägt sein. Bis heute fehlt ein ingenieurgerechtes,

praxistaugliches und allgemeingültiges Verfahren, mit dem die Unsicherheiten umfassend berücksichtigt und die

Größe der Unsicherheiten eingeordnet werden können. Es bedarf auch einer transparenten Darstellung unsiche-

rer Resultate, aus denen robuste Aussagen über einzelne potentielle Umweltwirkungen abgeleitet werden können.

1.2 Zielsetzung

Das in dieser Arbeit vorgeschlagene Verfahren beruht auf der These, dass eine intervallbasierte Methodik zur Öko-

bilanzierung eine praxisgerechte Lösung darstellt, um Unsicherheiten in der Ökobilanzierung umfassend und

einheitlich zu berücksichtigen und so durch die in Form von Intervallen erfassten unsicheren Daten robuste Er-
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gebnisse zu generieren. Dabei stellen die Unter- und Obergrenzen der Intervalle die Grenzen zum Unmöglichen

oder Irrelevanten dar. Dieser Ansatz fundiert auf der Überzeugung, dass sich Wissenschaft und mathematisch

fundierte, aber vage und in gewisser Weise als unsicher eingestufte Ergebnisse nicht ausschließen, sondern bei

bestimmten Unsicherheiten und bei Einhaltung der wissenschaftlichen Regeln sogar notwendig sind.

Ziel dieser Arbeit ist daher die Entwicklung und Implementierung eines Berechnungsverfahrens, welches für

intervallbasierte Ökobilanzen verwendet werden kann. Es soll ein praxistaugliches Verfahren zur ökologischen

Bewertung bereitgestellt werden, dass nicht vermeidbare Unsicherheiten in der Ökobilanzierung umfassend be-

rücksichtigt, damit robuste Ergebnisse berechnet werden können. Bei der Entwicklung werden Kenntnisse aus

dem Bereich der Informatik, der Mathematik und den Ingenieurwissenschaften verknüpft.

Ergebnis und Schwerpunkt der im Folgenden vorgestellten Arbeit ist die Entwicklung des intervallarithme-

tisch basierten Berechnungsverfahrens zur ökologischen Bilanzierung und dessen numerische Umsetzung. Die

Entwicklung des Berechnungsverfahrens baut auf der bestehenden Methodik der Ökobilanzierung sowie dem be-

reits vor Jahren formulierten Vorschlag auf, Ökobilanzen intervallbasiert durchzuführen. Bei der Entwicklung des

Berechnungsverfahrens werden umfassend alle möglichen Arten von Produktsystemen sowie die daraus resultie-

renden Typen von Produktmatrizen berücksichtigt, die auftreten können.

Die Forschungsfragen, durch welche diese Dissertation angeregt wurde, sind im Wesentlichen die folgenden:

• Welche Arten von Unsicherheit treten im Zuge der Ökobilanzierung auf und wie können diese Unsicherhei-

ten berücksichtigt werden?

• Wie werden die technologischen Systeme modelliert und welche Besonderheiten lassen sich unter Berück-

sichtigung des graphentheoretischen Kontexts ableiten?

• Wie können Ökobilanzen intervallbasiert durchgeführt und Unsicherheiten eingeordnet werden? Welche

Methoden zur Lösung der Intervallgleichungssysteme können hierfür verwendet werden?

• Wie können die Verfahren numerisch formuliert und die Algorithmen implementiert werden, sodass diese

in der Praxis zur Anwendung kommen können?

• Wie geeignet sind die implementierten Algorithmen und welches Berechnungsverfahren lässt sich für inter-

vallbasierte Ökobilanzen auf Basis der gewonnenen Erkenntnisse ableiten?

Als problematisch ist in der Ökobilanz die Vielzahl erforderlicher Informationen aus diversen Bereichen der Wis-

senschaft einzustufen, die mit ganz unterschiedlichen Arten von Unsicherheit einhergehen. Die möglichen Arten

von Unsicherheit in der Ökobilanzierung müssen identifiziert und bei der Entwicklung eines allgemeingültigen

Verfahrens zur Erfassung von Unsicherheit berücksichtigt werden.

Auch die Modellierung der Produktsysteme birgt Herausforderungen. Die Besonderheiten unterschiedlicher

Systemstrukturen müssen erfasst und bei der Verfahrensentwicklung berücksichtigt werden. Durch die politisch

angestrebte Schließung der Stoffkreisläufe sind in der Praxis der ökologischen Bilanzierung zunehmend Produkt-

systeme mit komplizierter Systemstruktur zu erwarten.

Ein wesentliches Ziel dieser Arbeit ist es, ein Verfahren zur intervallbasierten Ökobilanzierung zu entwickeln,

mit dem möglichst schmale Ergebnisintervalle berechnet werden können, ohne dass die Rechenzeit die Praxi-

stauglichkeit des Verfahrens eingeschränkt wird. Grund hierfür ist, dass ein zu großes Aufweiten des Ergebnisses

dessen Aussagekraft reduziert. Zusätzlich ist ein Unsicherheitsindex erforderlich, mit dem die generierten Ergeb-

nisse gemäß des vergleichenden Ansatzes der Ökobilanzierung hinsichtlich ihrer Unsicherheit - auch im Vergleich

zu anderen Ökobilanzergebnissen - eingeordnet werden können. Auf methodischer Ebene ist dabei eine besonde-

re Schwierigkeit, die Hülle der Lösungsmenge von intervallbasierten Gleichungssystemen zu ermitteln. Dies wird
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als Problem mit hoher Komplexität eingeordnet. So kann das mehrfache Einsetzen von Intervallen zu einem zu

großen Aufweiten von Ergebnisintervallen führen; dies wird in der Intervallarithmetik auch als Abhängigkeitspro-

blem bezeichnet. Es existieren verschiedene Verfahren, mit denen Näherungslösungen berechnet werden können.

Diese sind mitunter aufgrund ihres Rechenzeitaufwandes als wenig praktikabel einzustufen. Daher ist eine weite-

re Fragestellung dieser Arbeit, ob die Produktmatrizen in kleinere Matrizen unterteilt werden können, um so die

Rechenzeit zu reduzieren.

Zur Entwicklung des Berechnungsverfahrens müssen verschiedene Berechnungsalgorithmen zur Lösung der

Intervall-Gleichungssysteme analysiert und modifiziert werden. Um diese objektorientiert zu programmieren,

ist es notwendig, Klassen zu erstellen, mit denen intervallbasierte Skalare, Vektoren und Matrizen erzeugt wer-

den können. Damit kleinere Matrizen einer übergeordneten Produktmatrix gesondert berechnet werden können,

müssen weitere Klassen und Methoden implementiert werden.

Die Verwendbarkeit des intervallbasierten Ansatzes wird anhand von Parameterstudien fiktiver Produktsy-

steme erprobt und mit vollständigen Szenarioanalysen verifiziert. Dabei werden die möglichen Strukturen der

Produktsysteme als auch diverse Matrixtypen der zugehörigen Produktmatrizen berücksichtigt. Aus den daraus

gewonnenen Erkenntnissen soll ein Verfahren abgeleitet werden, mit dem intervallbasierte Ökobilanzen zur Be-

rücksichtigung von Unsicherheiten durchgeführt werden können.

Das entwickelte Berechnungsverfahren wurde als Java-Paket Ivari („Intervallarithmetik“) implementiert. Ivari

kann als Paket in das Ökobilanzierungsprogramm MultiVaLCA („Multi Value Life Cycle Assessment“), das derzeit

am Institut für Werkstoffe im Bauwesen entwickelt wird, eingebettet werden. MultiVaLCA enthält eine grafische

Benutzeroberfläche, die es dem Nutzer ermöglicht, Produktsysteme beliebiger Art und Komplexität einzugeben.

Es unterstützt dabei den intervallbasierten Ansatz der Ökobilanzierung, sodass unsichere Werte in Form von In-

tervallen eingegrenzt werden können. Die auf Basis von Ivari berechneten Ergebnisintervalle zeigen durch die

Intervallgrenzen die Grenze zum Unmöglichen oder Irrelevanten auf. Daneben soll ein geeigneter Unsicherheits-

index aufzeigen können, ob die generierten Ergebnisse im Vergleich zu anderen Ökobilanzen sicher genug sind,

um aufschlussreiche Aussagen über die untersuchten Umweltwirkungen des Produktsystems zu treffen oder ob

weitere Informationen für schmalere Ergebnisintervalle gesammelt werden sollten.

1.3 Aufbau der Arbeit

In Abbildung 1.1 ist der Aufbau der Doktorarbeit nach thematischem Schwerpunkt in Theorie, Analyse und Um-

setzung, den einzelnen Kapiteln sowie der Untergliederung in „Stand der Technik“ (in weißem Hintergrund) und

„Forschungsbeitrag“ (in grauem Hintergrund) dargestellt. Das aktuelle Kapitel enthält die Einleitung und bildet

zusammen mit dem letzten Kapitel einen umfassenden Rahmen um die Arbeit.

Die ökologische Bilanzierung basiert auf der mathematischen Formulierung und Modellierung technischer Sy-

steme und den damit verbundenen potentiellen Umweltwirkungen. Die mathematische Formulierung der Ökobi-

lanzierung beruht auf linearer Algebra. Das im Zuge der Arbeit entwickelte Verfahren zur Ökobilanzierung basiert

auf der Intervallarithmetik. Die hierfür notwendigen theoretischen Grundlagen werden in drei Kapiteln behandelt

(vgl. Kapitel im linken oberen Bereich der Abbildung 1.1). In Kapitel 2 werden zunächst die notwendigen Grundla-

gen zur Mathematik und Informatik dargelegt. Das daran anschließende Kapitel 3 stellt gesondert die Grundlagen

zur Intervallarithmetik sowie bekannter numerischer Methoden dar. Die Modellierung der Produktsysteme folgt

im Wesentlichen der Graphentheorie, weswegen in Kapitel 4 die Modellierung von Systemen auf Basis der Gra-

phentheorie thematisiert wird.

Zur Erweiterung der Methodik der Ökobilanzierung um ein allgemeingültiges Verfahren zur Berücksichtigung
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von Unsicherheiten müssen die aktuell verfügbaren Methoden zur ökologischen Bilanzierung und zum Umgang

mit Unsicherheiten analysiert werden. Dabei wird auch die Modellbildung der Produktsysteme im graphentheore-

tischen Kontext untersucht. Diese Analysen erfolgen in drei weiteren Kapiteln (vgl. oben rechts in Abbildung 1.1).

Abbildung 1.1: Gliederung der Doktorarbeit nach thematischem Schwerpunkt, Kapiteln sowie dem Stand der
Technik und eigener Forschungsarbeit.

Hierfür werden die wesentlichen Begrifflichkeiten und Berechnungsmethoden der herkömmlichen Methodik

der Ökobilanzierung in Kapitel 5 vorgestellt. Die Problematik mit den einhergehenden Unsicherheiten, die Unter-

scheidung der möglichen Typen von Unsicherheiten sowie der Stand der Wissenschaft zum Umgang mit diesen

wird in Kapitel 6 erörtert. In diesem Zusammenhang wird auch der intervallbasierte Ansatz zur ökologischen Bi-

lanzierung hergeleitet. Somit beginnt in diesem Kapitel auch der Forschungsbeitrag dieser Dissertation, der in

Abbildung 1.1 durch einen grauen Hintergrund hervorgehoben wird. Die graphentheoretische Betrachtung der

untersuchten Methodik erfolgt in Kapitel 7. Es werden verschiedene Produktsystemstrukturen identifiziert und

einhergehende Besonderheiten der Produktmatrizen erläutert.

In den folgenden drei Kapiteln wird die Umsetzung des zu entwickelnden Verfahrens thematisiert (vgl. Abbil-

dung 1.1). Dafür werden die Anforderungen an das zu entwickelnde Verfahren sowie die Vorgehensweise bei der

Entwicklung in Kapitel 8 erläutert. Einige Aspekte der wesentlichen Implementierungsarbeiten werden in Kapitel 9

vorgestellt. Auf Basis der Ergebnisse der durchgeführten Parameterstudien werden in Kapitel 10 die implementier-

ten Methoden verifiziert, analysiert und schließlich ein geeignetes Verfahren abgeleitet. Abschließend werden in

Kapitel 11 die Ergebnisse diskutiert und ein Ausblick auf zukünftige Entwicklungsmöglichkeiten gegeben.
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Kapitel 2

Grundlagen zur Mathematik und

Informatik

Die mathematische Modellierung der Ökobilanzierung basiert auf linearer Algebra. Die numerische Entwicklung

des in dieser Arbeit angestrebten Berechnungsverfahrens erfordert Kenntnisse aus verschiedenen Bereichen der

Mathematik und Informatik. Für diese Arbeit relevante Aspekte dieser Themenfelder werden im Folgenden be-

handelt. In Kapitel 2.1 werden die Grundlagen zur linearen Algebra thematisiert, daran schließen in Kapitel 2.2 die

Grundlagen zur Numerik und Informatik an. In Kapitel 2.3 werden relevante Aspekte zu linearen Gleichungssy-

stemen erläutert und in Kapitel 2.4 numerische Lösungsverfahren vorgestellt. Abschließend werden in Kapitel 2.5

wesentliche Kenntnisse zur diskreten Mathematik und Stochastik aufgeführt.

2.1 Grundlagen zur linearen Algebra

Die lineare Algebra befasst sich mit Vektorräumen als algebraische Strukturen und linearen Abbildungen. Dabei

stellen die Quellen [1], S. 513-867, [2] S. 143-215, [3], [4] eine breite Grundlagenbasis zur linear-algebraischen Ma-

thematik bereit. Ein gebräuchliches Konzept zur Berechnung, Lösung und Darstellung linearer Gleichungssyste-

me ist die Verwendung von Matrizen. Die Zeilenanzahl m und die Spaltenanzahl n einer Matrix A ∈Rmxn mit den

Elementen ai j legen den Matrixtyp mit der Dimension mxn fest. Die Dimension wird durch den VektorraumRmxn

bestimmt. Der Körper des Vektorraums sind die reellen Zahlen. Eine Matrix ∈ Rmx1 bzw. ∈ R1xn wird als Zeilen-

bzw. Spaltenvektor bezeichnet, eine Matrix ∈ R1x1 als Skalar. Matrizen ∈ Rmxn , bei denen m gleich n ist, werden

als quadratische Matrizen bezeichnet. In dem in dieser Arbeit entwickelten Verfahren werden Skalare, Vektoren

sowie quadratische Matrizen zur Bilanzierung verwendet. Im Folgenden werden spezielle Formen quadratischer

Matrizen sowie einhergehende Eigenschaften erläutert, die für das Verständnis dieser Arbeit relevant sind und im

Zuge der Entwicklung des intervallbasierten Berechnungsverfahrens verwendet worden sind.

2.1.1 Diagonal- und Einheitsmatrix

Eine quadratische Matrix A ∈ Rmxn ist eine Diagonalmatrix D ∈ Rnxn , wenn für deren Komponenten ai j gilt (vgl.

z. B. [1], S. 574):

ai j = 0, wenn i 6= j
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Eine besondere Form stellt die Einheitsmatrix E dar, die vorliegt, wenn zusätzlich gilt (vgl. z. B. [1], S. 575):

ai j = 1, wenn i = j

2.1.2 Dreiecksmatrix

Eine Matrix A ∈Rnxn ist eine obere Dreiecksmatrix, wenn für ihre Komponenten ai j gilt (vgl. z. B. [3], S. 233):

ai j = 0 , f ür i > j

Analog hierzu ist eine Matrix A ∈ Rnxn eine untere Dreiecksmatrix, wenn für ihre Komponenten ai j gilt (vgl. z. B.

[3], S. 233):

ai j = 0, f ür i < j

2.1.3 Matrix der Cofaktoren

Die Cofaktoren ãi j einer Koeffizientenmatrix A ∈ Rnxn zu den jeweiligen Indexpaaren i j ergeben sich durch die

vorzeichenbehafteten Unterdeterminanten, den sog. Minoren. Die Minoren bilden die Determinante det (Ai j ) der

Untermatrix Ai j ∈ R(n−1)x(n−1), welche sich durch Streichung der Zeile i und der Spalte j aus A ∈ Rnxn ergibt (vgl.

z. B. [5], S. 150):

ãi j = (−1)i+ j ·det (Ai j ) (2.1)

Alle Cofaktoren ãi j der Matrix A bilden die Matrix der Cofaktoren Ã.

2.1.4 Adjunkte

Die adjunkte Matrix oder kurz Adjunkte ad j (A) der Matrix A ergibt sich durch Transposition der Matrix der Co-

faktoren Ã der Matrix A (vgl. z. B. [5], S. 150):

ad j (A) = ÃT (2.2)

Hierbei ist anzumerken, dass mitunter die Bezeichnung „adjungierte Matrix“ verwendet wird (vgl. z. B. [5], S. 150).

Daneben wird auch die Bezeichnung „adjunkte Matrix“ (vgl. z. B. [3], S. 239) oder „Adjunkte“ (vgl. z. B. [1], S. 609)

verwendet. Die Begriffe „adjunkten Matrix“ und „Adjunkten“ werden in dieser Arbeit bevorzugt verwendet.

2.1.5 Inverse und invers-positive Matrix

Eine quadratische Matrix A ∈ Rnxn gilt als regulär und damit invertierbar, wenn ihre Determinante det (A) 6= 0 ist

(vgl. z. B. [5], S. 129). Die Multiplikation einer Inversen A−1 mit der zugehörigen Matrix A ergibt die Einheitsmatrix E

(vgl. z. B. [2], S. 202, Anmerkung: hier wird die Einheitsmatrix angelehnt an den englischen Begriff „identity matrix“

mit I abgekürzt):

E = AA−1

Eine invers-positive Matrix ist dabei eine Matrix, deren Inverse ausschließlich Elemente ≥ 0 aufweist.
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2.1.6 Vergleichsmatrix

Als Vergleichsmatrix M(A) (englisch: „comparison matrix“) einer Matrix A ∈ Rmxn kann eine Matrix bezeichnet

werden, die wie folgt definiert wird (vgl. z. B. [6], S. 2359 f.):

M(A) = αi j , mi t :

αi j =−|Ai j | ∀ i 6= j

αi j =+|Ai j | ∀ i = j
(2.3)

2.1.7 Z-Matrix

Eine Matrix A ∈ Rnxn kann als eine Z-Matrix bezeichnet werden, wenn deren Komponenten ai j ≤ 0 für alle i 6= j

sind (vgl. z. B. [7], S. 386).

2.1.8 P-Matrix

Eine Matrix A ∈Rnxn , deren Minoren > 0 sind, wird auch als P-Matrix bezeichnet (vgl. z. B. [8], S. 164).

2.1.9 M-Matrix

M-Matrizen stellen eine Subklasse von Z-Matrizen dar (vgl. z. B. [9], S. 176). Eine Z-Matrix A ∈ Rnxn kann den

M-Matrizen zugeordnet werden, wenn u. a. gilt:

• Es existiert eine Inverse A−1 ∈Rnxn und diese ist ≥ 0 (vgl. z. B. [10], S. 15).

Somit stellen M-Matrizen auch eine Teilmenge der P-Matrizen und invers-positiven Matrizen dar. Des Weiteren

treffen folgende Punkte auf M-Matrizen zu (vgl. z. B. [9], S. 179 f.):

• A kann in eine untere Dreiecksmatrix L und eine obere Dreiecksmatrix R mit positiven Hauptdiagonalen

zerlegt werden, sodass gilt: A = LR,

• Die Minoren der Hauptdiagonalen einer M-Matrix sind positiv,

• Mit einem Vektor u > 0 ∈Rn gilt Au > 0.

Hierbei ist zu beachten, dass nicht alle invers-positiven Matrizen M-Matrizen sind; jedoch können invers-positive

Z-Matrizen den M-Matrizen zugeordnet werden.

2.1.10 H-Matrix

Eine Matrix A ∈Rnxn wird als nichtsinguläre H-Matrix deklariert, wenn ihre Vergleichsmatrix M(A) einer nichtsin-

gulären M-Matrix entspricht (vgl. z. B. [11], S. 120). Die Vergleichsmatrizen M(A) von H-Matrizen können daher

allgemein auch als Z-Matrizen bezeichnet werden.

2.1.11 Elementare Matrixumformungen

Zwei elementare Zeilen- und Spaltenumformungen einer Matrix sind die folgenden (vgl. z. B. [4], S. 112 f.):

• Addition von Zeilen bzw. Spalten oder deren Vielfaches zu einer Zeile bzw. Spalte,

• Vertauschung zweier Zeilen bzw. Spalten.
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2.1.12 Determinante

Die Determinante det (A) einer quadratischen Matrix A ∈Rnxn ist ein Skalar, der aus den Elementen von A berech-

net wird (vgl. z. B. [2], S. 206). Wenn A die lineare Abbildung f :Rn →Rn , f (x) = Ax beschreibt, kann det (A) als ein

Verzerrungsfaktor der Volumenänderung betrachtet werden (vgl. z. B. [12], S. 33). Die Determinante det (A−1) der

Inversen A−1, welche die Umkehrabbildung der Vektoren w1 bis wn auf die Vektoren v1 bis vn des Vektorraums V

darstellen, ist der Kehrwert von det (A) (vgl. z. B. [5], S. 143):

det (A−1) = 1

det (A)
(2.4)

Des Weiteren gilt, dass sich die Determinante bei den in Kapitel 2.1.11 genannten elementaren Matrixumformun-

gen nicht ändert (vgl. z. B. [3], S. 233) - unter Berücksichtigung der Vorzeichenwechsel bei der Vertauschung zweier

Zeilen bzw. Spalten. Eine weitere Matrixumformung stellt die Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit einer Zahl

i dar. Bei Anwendung dieser Matrixumformung ändert sich der Betrag der Determinante um den Faktor i (vgl. z. B.

[3], S. 233). Für die Berechnung der Determinanten existieren verschiedene Methoden. Ein bekanntes Verfahren ist

die Determinantenberechnung über den Gauß-Algorithmus (Gaußsches Eliminationsverfahren vgl. Kapitel 2.4.2).

Alternativ kann die Determinante über den Entwicklungssatz von Laplace berechnet werden (Entwicklungssatz

von Laplace vgl. Kapitel 2.4.1). Daneben gibt es Ansätze für mitunter effizientere Algorithmen zur Berechnung der

Determinanten (vgl. z. B. [13]).

2.2 Grundlagen zur Numerik und Informatik

Zur Lösung (mathematischer) Probleme - wie z. B. die Lösung von Intervall-Gleichungssystemen - können Ver-

fahren in Form von Algorithmen verwendet werden. Dabei ist die Entwicklung, Bewertung und Implementierung

von Algorithmen Teil der Numerik. Die Quellen [10], [14], [15],[16] und [17] bieten eine breite Grundlagenbasis zur

numerischen Mathematik, während weiterführende Informationen zur Informatik in [18], [19], [20], [21], [22] und

[23] bereitgestellt werden. Numerische Verfahren kommen in der Regel dann zur Anwendung, wenn das Problem

nicht analytisch lösbar ist oder die analytische Lösung zu viel Zeit in Anspruch nehmen würde. Auch lineare Glei-

chungssysteme werden heute in der Regel numerisch gelöst, wobei mittels geeigneter Algorithmen exakte oder

approximierte Lösungen von Problemen generiert werden. In diesem Zusammenhang spielen Daten eine wesent-

liche Rolle, die zur Übertragung von Informationen dienen (vgl. Kapitel 2.2.1 Informationstheorie). Die Anforde-

rungen an Algorithmen sind zum einen, möglichst genaue Größen zu ermitteln, was auch als Stabilität bezeichnet

wird (vgl. Kapitel 2.2.2 Stabilität von Algorithmen). Zum anderen sollen die Algorithmen eine möglichst gerin-

ge Komplexität hinsichtlich des Rechenzeitaufwands oder des Speicherplatzbedarfs aufweisen (vgl. Kapitel 2.2.3

Komplexitätstheorie und Effizienz). In Kapitel 2.2.4 werden notwendige Grundlagen und Begrifflichkeiten zum

Verständnis der im späteren Verlauf dieser Arbeit beschriebenen Implementierungsarbeiten erläutert.

2.2.1 Informationstheorie

In der Informatik spielt die mathematisch fundierte Informationstheorie eine wesentliche Rolle. Sie behandelt die

Nachrichtenübertragung zur Übermittlung von Informationen.

8



Informationen

Eine Information ist eine Kenntnis, die vermittelt wird. Dies erfolgt durch die Übermittlung einer Nachricht von

einem Sender zu einem Empfänger in Form von bspw. Signalen oder Codes, wobei die Information auch ver-

schlüsselt vorliegen kann (vgl. z. B. [19], S. 37 f.). Die Nachricht muss interpretiert werden, um die Information zu

erhalten - diese Interpretation ist mitunter subjektiv vom Empfänger geprägt.

Daten und Datensätze

Daten stellen Zustände oder Sachverhalte in digitaler Form dar, aus denen Informationen gewonnen werden kön-

nen. Datensätze enthalten mehrere Angaben eines Objektes. Ihre Struktur erlaubt es, auf die Daten zuzugreifen,

sie zu speichern und zu verändern (vgl. z. B. [23], S. 109).

2.2.2 Stabilität von Algorithmen

In der Numerik werden Algorithmen als stabil bezeichnet, wenn die durch Störungen von Daten eingebrachten

Abweichungen in den numerisch ermittelten Ergebnissen im Vergleich zur natürlichen Lösung mit denselben

eingebrachten Störungen des mathematischen Problems gering sind (vgl. z. B. [24], S. 4 ff.).

2.2.3 Komplexitätstheorie und Effizienz

Die Komplexitätstheorie dient zur Beurteilung der Effizienz von Algorithmen, welche zur Lösung von Problemen

eingesetzt werden. Durch sie soll eingeordnet werden, wie aufwändig es ist, ein Problem hinsichtlich der Rechen-

zeit bzw. dem benötigten Speicherplatzbedarf algorithmisch zu lösen.

Eine Bestimmung der im schlechtesten Fall notwendigen Rechenzeit zur Lösung eines Problems ist über das

O-Kalkül bzw. die O-Notation möglich; eine tiefere Einführung hierzu ist u. a. in [25], S. 439 ff. sowie [18], S. 65 ff.

zu finden. Die Aufwandsabschätzung im schlechtesten Fall kann z. B. anhand der Anzahl der Zuweisungen und

Berechnungsschritte bei zwei verschachtelten Schleifen, die n-mal durchlaufen werden, O(n2) betragen (vgl. [26],

S. 16).

Daneben gibt es die Möglichkeit, zwischen den Komplexitätsklassen P und NP zu unterscheiden. Diese Kom-

plexitätsklassen werden ausführlicher z. B. in [25], S. 446 ff. sowie [18], S. 68 ff. erläutert. Dabei beschreibt die

Komplexitätsklasse P die Mengen von Problemen, die in polynomieller Zeit lösbar sind, während NP die Probleme

umfasst, welche nichtdeterministisch in polynomieller Zeit gelöst werden können. Letztere Komplexitätsklasse

kann zusätzlich in NP-schwer und NP-vollständig differenziert werden.

Tabelle 2.1: Reelle Laufzeit T(n) von Algorithmen unterschiedlicher Komplexität.

n T(n) = n T(n) = n2 T(n) = n3 T(n) = 2n T(n) = n!

5 5 ·10−9 sec 2,5 · 10−8 sec 1,25 ·10−7 sec 3,2 ·10−8 sec 1,2 ·10−7 sec

10 1 ·10−8 sec 1 · 10−7 sec 1 ·10−6 sec ≈ 1,02 ·10−6 sec ≈ 3,6 ·10−3 sec

20 2 ·10−8 sec 4 · 10−7 sec 8 ·10−6 sec ≈ 1,05 ·10−3 sec ≈ 77 Jahre

30 3 ·10−8 sec 9 · 10−7 sec 2,7 ·10−4 sec ≈ 1,07 sec ≈ 8,4 Brd. Jahre

40 4 ·10−8 sec 1,6 · 10−6 sec 6,4 ·10−5 sec ≈ 18,3 Minuten ∞
50 5 ·10−8 sec 2,5 · 10−6 sec 1,25 ·10−4 sec ≈ 13 Tage ∞
60 6 ·10−8 sec 3,6 · 10−6 sec 2,16 ·10−4 sec ≈ 36,6 Jahre ∞
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Zusätzlich kann die reelle Laufzeit eines Algorithmus anhand der Rechenleistung des Computers ermittelt

werden. Die Frequenz eines Prozessors wird z. B. in einem Gigahertz angegeben, was einer Milliarde Takte pro

Sekunde entspricht. Anhand dieser kann die reelle Laufzeit berechnet werden, die ein Algorithmus bspw. bei ei-

ner Matrixdimension von n benötigt. In Tabelle 2.1 sind verschiedene Laufzeiten diverser Algorithmen mit unter-

schiedlicher Komplexität und einer Frequenz des Prozessors von einem Gigahertz abgebildet (angelehnt an [26],

S. 17).

2.2.4 Objektorientierte Programmierung

Die objektorientierte Programmierung ist ein Programmierstil, der mit der Idee entwickelt wurde, komplexe Pro-

bleme leichter modellieren zu können (vgl. z. B. [27], Kapitel 1.2.5). Demnach lassen sich reale Systeme durch

konkrete Objekte, abstrakte Typen und deren Wechselwirkungen und Beziehungen untereinander abbilden (vgl.

z. B. [19], S. 415 f.). Dabei wird unterstellt, dass die Denkweise des Menschen objektorientiert ist (vgl. z. B. [27],

Kapitel 1.2.5). Die mathematische Modellierung der realen Systeme in der Ökobilanzierung entspricht im Wesent-

lichen diesem objektorientierten Ansatz. Dabei können die Wirkungskategorien und Prozessmodule gewisserma-

ßen als abstrakte Typen aufgefasst werden, welche erst durch die Festlegung von Mengen zu konkreten Objekten

ausgebildet werden. Diese Objekte sind über Flüsse miteinander verbunden und stehen so in Wechselwirkung

miteinander.

Programmiersprache Java

Java ist eine bekannte objektorientierte Programmiersprache, die seit den 1990er Jahren kontinuierlich weiter-

entwickelt wird (vgl. z. B. Kapitel [19], S. 418). In der Java-basierten Implementierung kann in vielen Fällen auf

bestehende Pakete zurückgegriffen werden. So stellt bspw. das JAMA Package („JAva MAtrix Package“) die Basis

für eine matrixbasierte Notation in Java sowie einige Algorithmen zur Berechnung bereit (vgl. [28]). Intervallarith-

metische Methoden sind im IAMath Package (vgl. [29]) implementiert. Die Implementierung des in dieser Arbeit

vorgestellten Entwicklungsverfahrens beruht auf der Programmiersprache Java.

Software-Test-Verfahren

Im Zuge der Entwicklung einer Software kommen verschiedene Testverfahren zum Einsatz, mit denen kleine Pro-

grammeinheiten, Schnittstellen sowie das gesamte Programm erprobt werden. Während der Implementierung

werden Modultests durchgeführt, mit denen einzelne Methoden oder Klassen getestet werden (vgl. z. B. [19],

S. 699 f.). Weitere Tests im Laufe der Softwareentwicklung fokussieren die Funktionsfähigkeit von Schnittstellen

sowie Tests am gesamten System, um bspw. die Eignung und Qualität der Software festzustellen. Daneben gibt es

Tests, die von der Zielgruppe des Programms, den Anwendern, durchgeführt werden. Ziel ist es, zu prüfen, ob die

Software die Anforderungen der Nutzer erfüllt.

Vor- und Nachbedingungen

Durch eine formale Sprache können Methoden und Programme präzise beschrieben werden. Mit Vorbedingungen

können Voraussetzungen definiert werden, für welche die Methode oder das Programm spezifiziert ist. Nachbe-

dingungen sind Kontrollinstrumente, mit denen die Funktionsfähigkeit des Programms verifiziert werden kann.

(vgl. z. B. [22], S. 196 ff.)
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Exceptions

Bedingungen, die den Programmablauf stören, können mit Ausnahmen, den sog. „Exceptions“, abgefangen, ge-

meldet und behandelt werden (vgl. z. B. [22], S. 323 ff.).

2.2.5 Teile-und-herrsche-Verfahren

Das Teile-und-herrsche-Verfahren (englisch: „divide and conquer“) ist ein Programmierprinzip, welches zur Ent-

wicklung effizienter Suchalgorithmen dient. Ausführliche Informationen hierzu finden sich z. B. in [30], S. 313-334,

[26], S.141-164. Der Ansatz beruht darauf, rekursiv ein komplexes Problem in immer kleinere Teilprobleme zu tei-

len. Dies erfolgt solange, bis die Teilprobleme lösbar sind. Aufbauend aus den Teillösungen wird dann die Gesamt-

lösung des komplexen Problems abgeleitet. Das Programmierprinzip wurde in dieser Arbeit bei der Entwicklung

des Berechnungsverfahrens angewandt.

2.3 Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme (LGS) bestehen aus einer Menge linearer Gleichungen. Durch die Lösung(en) dieser

LGS sollen alle Gleichungen gleichzeitig erfüllt sein. Quadratische Koeffizientenmatrizen mit vollem Rang sind

eindeutig lösbar und weder über- noch unterbestimmt (vgl. auch [4], S. 201 ff.). Zum Lösen linearer Gleichungssy-

steme gibt es eine Reihe effizienter Algorithmen und eine Vielzahl von Optimierungsstrategien. Eine ausführliche

Übersicht über bekannte und optimierte Algorithmen sind z. B. in [14], S. 115-221, [16] und [31] zu finden.

2.3.1 Darstellungsform

Unter Verwendung der Matrixnotation können lineare Gleichungssysteme in der folgenden Form dargestellt wer-

den (vgl. z. B. [16], S. 1 ff.):

Ax = b (2.5)

Die Koeffizientenmatrix A ∈ Rnxn beschreibt die Koeffizienten des Gleichungssystems mit den Elementen ai j ,

der Spaltenvektor x mit den Elementen xi die Unbekannten und der Spaltenvektor b mit den Elementen bi die

Konstanten bzw. Absolutglieder (vgl. z. B. [1] S. 514). Ist b 6= 0, ist das Gleichungssystem inhomogen, anderenfalls

homogen.

2.3.2 Lösbarkeit quadratischer Gleichungssysteme

Die Lösbarkeit eines quadratischen, linearen Gleichungssystems mit der Koeffizientenmatrix A ist eindeutig, wenn

A einen vollen Rang aufweist und damit die Determinante det (A) 6= 0 ist (vgl. z. B. [4], S. 231). Die Lösungsmenge

linearer Gleichungssysteme ändert sich auch nicht durch Matrixumformungen; die Systeme bleiben lösungsäqui-

valent (vgl. z. B. [4], S.118). Bei einer invertierbaren Koeffizientenmatrix A ergibt sich die Lösung zu:

x = A−1b (2.6)

Numerisch werden die LGS jedoch aufgrund des Aufwands in der Regel meist nicht über die Inverse, sondern

mittels alternativer Methoden gelöst (vgl. z. B. [10], S. 19).
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2.4 Numerische Lösungsverfahren

Die numerischen Lösungsverfahren linearer Gleichungssysteme können in direkte und iterative Verfahren unter-

schieden werden. Mit direkten Verfahren kann - mit Ausnahme von Rundungsfehlern - die exakte Lösung ermittelt

werden; bei iterativen Methoden wird die Lösung approximiert. Direkte Verfahren gelten in der Numerik als stabi-

ler (Erläuterung zur Stabilität vgl. Kapitel 2.2.2), dafür eignen sich iterative Methoden bei sehr großen Gleichungs-

systemen aufgrund ihres geringeren Rechenzeitaufwands. Direkte Methoden basieren häufig auf dem Prinzip des

sog. Faktorisierens, d. h. die Koeffizientenmatrix A ∈ Rnxn des zu lösenden Gleichungssystems wird in eine obere

Dreiecksmatrix R ∈ Rnxn und eine untere Dreiecksmatrix L ∈ Rnxn zerlegt. Es gilt mit der Matrix M und MA = R

sowie dem Vektor c = Mb:

Ax = b =⇒ Rx = c (2.7)

Dabei stellt x mit x = (x1...xn)T die eindeutige Lösung des linearen Gleichungssystems dar.

Im folgenden Kapitel 2.4.1 wird der Entwicklungssatz von Laplace zur Berechnung der Determinanten vorge-

stellt. Daran anschließend wird in Kapitel 2.4.2 das Gaußsche Eliminationsverfahren erläutert. Kapitel 2.4.3 the-

matisiert das direkte Adjunkten-Verfahren, bei dem das Gleichungssystem über die Inverse gelöst wird. Abschlie-

ßend wird in Kapitel 2.4.4 die Präkonditionierung erläutert - eine Methode, mit der die Stabilität verbessert werden

kann. Zum Lösen linearer Gleichungssysteme gibt es eine Reihe effizienter Algorithmen und eine Vielzahl von An-

sätzen zur Effizienzsteigerung dieser. Eine ausführliche Übersicht über bekannte und modifizierte Algorithmen

sind z. B. in [14], S. 115-221, [16] und [31] zu finden.

2.4.1 Entwicklungssatz von Laplace

Bei Anwendung des Entwicklungssatzes von Laplace entspricht die Determinante det (A) der Summe von denje-

nigen Produkten, die mit den Elementen ai j und den zugehörigen Cofaktoren ãi j (Cofaktoren vgl. Kapitel 2.1.3)

berechnet werden können. Demnach ergibt sich die Determinante entwickelt nach der i -ten Zeile zu (vgl. z. B. [3],

S. 231):

det (A) =Σn
j=1ai j ãi j ; (2.8a)

Analog kann die Determinante nach der j-ten Spalte entwickelt werden:

det (A) =Σn
i=1ai j ãi j (2.8b)

In der Numerik gilt dieses Verfahren mit einer Komplexität der Größenordnung von O(n!) insbesondere bei größe-

ren Matrixdimensionen als ineffizient (O-Notation abgeleitet aus berechnetem Aufwand in [13], S. 28 f.).

2.4.2 Gaußsches Eliminationsverfahren

Das Gaussche Eliminationsverfahren weist gemäß der O-Notation eine Komplexität von bis zu O(n3) auf, abhän-

gig von der Durchführung (O-Notation abgeleitet aus dem berechneten Aufwand, Aufwand vgl. z. B. [32] S. 37).

Beim Gaußschen Eliminationsverfahren wird das zu lösende Gleichungssystem Ax = b, A ∈ Rnxn , b ∈ Rnx1 in

ein äquivalentes Gleichungssystem Ȧx = ḃ, Ȧ ∈ Rnxn , ḃ ∈ Rnx1 überführt, sodass Ȧ einer oberen Dreiecksmatrix

entspricht (vgl. z. B. [14], S. 136 ff.):

Ax = b =⇒ Ȧx = ḃ
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Hierfür werden Variablen mittels elementarer Matrixumformungen eliminiert, was auch als Vorwärtselimination

bezeichnet wird. Der Aufwand der Vorwärtselimination beträgt O(n2) (vgl. z. B. [32] S. 28). Da Ȧ dann einer oberen

Dreiecksmatrix entspricht, kann die Bestimmung der Lösung x des Gleichungssystems Ȧx = ḃ, welche gleichsam

die Lösung des Gleichungssystems Ax = b darstellt, durch Rückwärtssubstitution von der letzten Zeile an durch

rückwärtiges Einsetzen in die darüber liegenden Zeilen ermittelt werden. Der Aufwand der Rückwärtselimination

beträgt O(n2) (vgl. z. B. [32] S. 29). Ohne Pivotisierung kann die Lösung x des Gleichungssystems wie folgt ermittelt

werden (vgl. z. B. [10], S. 97 f.):

xi = 1

ȧi i
(ḃi −

n∑
k=i+1

ȧi k xk ) (2.9)

mi t
1

ȧi i
6= 0, i = n, ...,1,

Die zeilenweisen Umformungen der Elemente von A und b zur Überführung in das äquivalente Gleichungssystem

Ȧx = ḃ ergeben sich dabei mit 0 ∉ ak
kk wie folgt (vgl. [33], S. 8 ff.):

ak+1
i j = ak

i j −
ak

i k

ak
kk

ak
k j , f ür i , j ≥ k +1, ...,n

bk+1
i = bk

i −
ak

i k

ak
kk

bk
k , f ür i = k +1, ...,n

mi t k = 1, ...,n −1 sowi e i , j = k +1, ...,n

Kann die Bedingung 0 ∉ ak
kk nicht erfüllt werden, sind Umformungen der Matrix notwendig, damit der Algorith-

mus durchgeführt werden kann. Durch Pivotisierung können Zeilen und ggfs. Spalten vertauscht werden. Bei Zei-

lenvertauschungen wird dies als Spaltenpivotsuche oder teilweise bzw. partielle Pivotisierung bezeichnet. Werden

auch Spaltenvertauschungen durchgeführt, liegt eine vollständige Pivotisierung vor (vgl. auch [10], S. 97 f.). Die

O-Notation des Gauß-Algorithmus mit Spaltenpivotisierung beträgt O(n3) (vgl. z. B. [32] S. 37). Bei Anwendung

der Pivotisierung wird ein sog. Pivotelement api vot einer Spalte oder aber der gesamten Matrix gesucht. Häufig

wird das wird das betragsmäßig größte Element detektiert. Auch die Anfälligkeit für Rundungsfehler kann durch

Pivotisierung reduziert werden.

Im Zuge der numerischen Umsetzung des Gaußschen Algorithmus bei teilweiser Pivotisierung wird die Matrix

A ∈Rnxn spaltenweise nach einem Pivotelement durchsucht. Im Zuge einer Spaltenpivotsuche ergibt sich in einer

Spalte k das Pivotelement api vot als das betragsmäßig größte Element mit:

api vot = max|ai k |,
mi t i = k, ...,n

Nach erfolgter Durchsuchung einer Spalte wird die jeweilige Zeile p, in der sich das Pivotelement api vot befindet,

mit der k-ten Zeile in der Matrix A sowie des Vektors b vertauscht; die Elemente dieser umgeformten Matrix A bzw.

dieses umgeformten Vektors b werden nach [33], S. 12 ff. wie folgt angegeben:

ak
i j =


ak

k j , f al l s i = p

ak
p j , f al l s i = k

ak
i j , f al l s i 6= p,k
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b
k
i =


b

k
k , f al l s i = p

b
k
p , f al l s i = k

b
k
i , f al l s i 6= p,k

mi t i , j = 1, ...,n

Die Nichtnullelemente unterhalb des Elements akk , d. h. die Elemente ak(k+1) bis akn der Matrix A werden nach

Identifikation des Pivotelements der Spalte k durch Multiplikation und Zeilenaddition eliminiert. Die Elemente

der im nächsten - und damit (k +1)-ten - Schritt der unterhalb der Diagonalen umgeformten Matrix Ak+1 werden

im Folgenden als ak+1
i j angegeben (vgl. [10], S. 98 ff.):

ak+1
i j = ak

i j − ci (k+1) ·ak
(k+1) j ,

mi t ci (k+1) =
ak

i (k+1

ak
(k+1)(k+1

und i , j = k +2, ...,n

Ein Java-basierter Gauß-Algorithmus ist z. B. in [34] zu finden.

2.4.3 Adjunkten-Verfahren

Für die Berechnung der Inversen A−1 gibt es verschiedene Methoden; eine Möglichkeit ist die Verwendung der

adjunkten Matrix bzw. der Adjunkten ad j (A) (vgl. Kapitel 2.1.4) einer Matrix A ∈Rnxn (vgl. z. B. [35], S. 201 ff. und

[3], S. 239 f.):

A−1 = 1

det (A)
ad j (A) (2.10)

Die adjunkten Matrix ergibt sich durch Transposition der Matrix der Cofaktoren Co f (A):

ad j (A) = Co f (A)T (2.11)

Die Cofaktoren Co fi j werden durch Berechnung der Minoren bzw. Unterdeterminanten Di j (A) derjenigen Matrix

ermittelt, die sich ergibt, wenn die Zeile i und die Spalte j der Matrix A entfernt werden:

Co fi j = (−1)i+ j ·Di j (A) (2.12)

Ein Java-basierter Algorithmus zur Berechnung der adjunkten Matrix ist z. B. in [36] zu finden.

2.4.4 Präkonditionierung linearer Gleichungssysteme

Die Präkonditionierung linearer Gleichungssysteme beschreibt ein Verfahren, welches ein Gleichungssystem in

ein äquivalentes Gleichungssystem überführt. Es wird insbesondere bei iterativen Verfahren angewandt, um die

Konvergenz des Gleichungssystems zu verbessern. Bei der sog. Linkspräkonditionierung wird das lineare Glei-

chungssystem von links mit einer regulären Matrix R multipliziert. R sollte dabei eine bestmögliche Annäherung

an die Inverse von A−1 darstellen.

Ax = b =⇒ RAx = Rb (2.13)

14



Dadurch ergibt sich mit RA = M und Rb = r das präkonditionierte Gleichungssystem, durch welches dann die

Lösung ermittelt wird (vgl. z. B. [16], S. 250 ff.):

RAx = Rb =⇒ Mx = r (2.14)

2.5 Grundlagen zur diskreten Mathematik und Stochastik

Im Folgenden werden relevante Aspekte der diskreten Mathematik sowie der Stochastik erläutert. Ausführliche

Informationen zu Grundlagen der diskreten Mathematik finden sich bspw. in den Quellen [37], [38], [39]; weitere

Informationen zur Stochastik z. B. in [40], [41]. Die zur diskreten Mathematik ebenfalls zuordenbare Graphentheo-

rie wird im Kapitel 4.2 gesondert behandelt.

2.5.1 Kardinalität von Mengen

Die Anzahl von Elementen einer Menge M wird als Kardinalität K(M) bezeichnet. Sie kann wie folgt angegeben

werden (vgl. auch [37], S. 13 ff.):

K(M) = |M|

2.5.2 Kartesisches Produkt

Das kartesische Produkt der Mengen M1 bis Mk kann definiert werden als (vgl. [37], S. 12):

M1xM2x...xMk−1xMk =
k∏

i=1
Mi

Die Anzahl der möglichen Tupel von
k∏

i=1
Mi ergibt sich aus dem Produkt der Kardinalitäten der Mengen M1 bis Mk

(vgl. [37], S. 22):

|M1xM2x...xMk−1xMk | =
k∏

i=1
|Mi |

Die Anzahl möglicher Tupel des kartesischen Produkts von n Mengen mit einer Kardinalität von 2 beträgt 2n .

2.5.3 Permutation

Die Anordnung von k Elementen einer Menge M in einer bestimmten Reihenfolge wird als Permutation Per (M)

bezeichnet, wenn für die Kardinalität K(M) gilt ([37], S. 32):

K(M) = |M| = n = k

Die Anzahl möglicher Permutationen |Per (M)| der Menge M und Kardinalität K(M) = n bei einer Permutation

ohne Wiederholung ist die Fakultät (vgl. z. B. [38], S. 10 ff. sowie [39], S. 526 f.):

|Per (M)| = n!

Die Anzahl möglicher Zeilenvertauschungen einer Matrix A ∈ Rmxn beträgt m!, die Anzahl möglicher Spaltenver-

tauschungen beträgt n!. Ein Java-basierter Algorithmus zur Permutation ist bspw. in [42] zu finden.
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2.5.4 Variation

Die Anordnung von k Elementen einer Menge M in einer bestimmten Reihenfolge wird als Variation Var (M) be-

zeichnet (vgl. z. B. [39], S. 528 f.), wenn für die Kardinalität K(M) gilt:

K(M) = |M| = k < n

Bei einer Variation mit k-facher Wiederholung ist die Anzahl möglicher Variationen |Var (M)| der Menge M und

Kardinalität K(M) = n das kartesische Produkt mit der k-maligen Menge M selbst (vgl. z. B. [43], S. 20):

|Var (M)| = nk

Die Anzahl möglicher Variationen |Var (Mn)| ergibt sich bei m Mengen mit jeweils genau n Elementen, von denen

jeweils k Elemente ausgewählt werden, durch das kartesische Produkt zu:

|Var (Mn)| = (nk )m

2.5.5 Stochastik

Die Stochastik befasst sich mit zufälligen Ereignissen, die nicht (ohne Unsicherheit) vorhersehbar sind und bein-

haltet die schließende Statistik und die Wahrscheinlichkeitstheorie. Während die Wahrscheinlichkeitstheorie die

mathematische Theorie zur Modellierung und Analyse zufälliger Ereignisse beschreibt, können mit den Methoden

der schließenden Statistik aus beobachteten Daten geeignete Modelle abgeleitet werden, mit denen die Eintritts-

wahrscheinlichkeit bestimmter Größen bestimmt werden kann (vgl. z. B. [41], S. 183 ff.).

Schließende Statistik

Statistische Methoden dienen zur Abschätzung zufälliger Abweichungen. Sie sind geeignet, um von den durch

Wiederholungen gewonnenen Messwerten einer Stichprobe auf die Grundgesamtheit zu schließen. Vorausset-

zung hierfür ist, dass die Messungen unbeeinflusst voneinander durchgeführt werden und bei der Messung die

gleichen Randbedingungen vorliegen (vgl. z. B. [40], S. 265 ff., [41], S. 183 ff.). Mittels der Methoden der schließen-

den Statistik ist es möglich, dass auf Grundlage der vorliegenden Daten Wahrscheinlichkeiten bzw. Wahrschein-

lichkeitsverteilungen bestimmt werden können (vgl. z. B. [41], S. 185).

Wahrscheinlichkeitstheorie

In der Wahrscheinlichkeitstheorie werden Ereignisse als Mengen definiert, welchen Eintrittswahrscheinlichkei-

ten zwischen 0 und 1 zugeordnet werden (vgl. Kolmogorov-Axiome, z. B. in [40], S. 176). Ein Ereignis, dem eine

Eintrittswahrscheinlichkeit von 1 zugeordnet wird, ist demnach ein sicher eintretendes Ereignis - analog hierzu

ist ein Ereignis, dem eine Eintrittswahrscheinlichkeit von 0 zugeordnet wird, demnach ein unmögliches Ereignis

(vgl. [40], S. 176 unter Beachtung von [40], S. 191).
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Kapitel 3

Grundlagen zur Intervallarithmetik

Die Intervallarithmetik ist ein Teilgebiet der Mathematik, mit welchem Kenngrößen als Intervalle definiert und

Lösungen auf Basis dieser berechnet werden. Der grundlegende Gedanke zur Nutzung der Intervallarithmetik in

der Ökobilanzierung ist es, durch die Definition von Intervallen unsichere Bereiche von Kenngrößen vollständig

zu berücksichtigen. Dies betrifft alle Werte, die nicht exakt bestimmbar sind - was in der Realität der Regelfall

ist. Die Grundsätze der Intervallarithmetik werden ausführlich u. a. in der Literatur [44], [45], [46], [47], [48], [49],

[50] beschrieben. Das in dieser Arbeit entwickelte Berechnungsverfahren beruht auf der Intervallarithmetik. Im

Folgenden werden diejenigen Aspekte der Intervallarithmetik thematisiert, welche im Zuge des in dieser Arbeit

entwickelten und implementierten Berechnungsverfahrens als relevant zu betrachten sind. Hierfür werden in Ka-

pitel 3.1 Intervallzahlen thematisiert und in Kapitel 3.2 die einfache Intervallarithmetik von der erweiterten In-

tervallartihmetik abgegrenzt. In Kapitel 3.3 werden relevante Intervall-Funktionen vorgestellt und in Kapitel 3.4

analog relevante Vergleichsoperationen. Wesentliche Intervall-Matrizen werden in Kapitel 3.5 behandelt. Aspekte

zu Intervall-Gleichungssystemen werden schließlich in Kapitel 3.6 erläutert. In diesem Zusammenhang werden

auch in Kapitel 3.7 diverse Berechnungsverfahren zur Lösung von Intervall-Gleichungssystemen erläutert.

3.1 Intervallzahlen und Rechengesetze

Eine Intervallzahl wird in dieser Arbeit als xI = [ x, x] dargestellt und repräsentiert ein geschlossenes Intervall (vgl.

z. B. [48], S. 5 ff.), wobei x die Untergrenze des Intervalls darstellt und x die Obergrenze. Die mit reellen Zahlen

gebildeten Intervalle sowie die einhergehenden Verknüpfungen werden Intervallräume bezeichnet und im Fol-

genden als IR abgekürzt. Es handelt sich um geordnete Paare, womit x ≤ x gilt. Die Intervallzahl xI beschreibt

somit eine Menge von all denjenigen reellen Zahlen, welche Teil des Intervalls sind:

xI = {x | x ≤ x ≤ x}, xI ∈ IR (3.1)

Bei x = x fällt die Obergrenze mit der Untergrenze von xI zusammen, was auch als Punktintervall bezeichnet wird

(vgl. z. B. [47], S. 316, Anmerkung: hier wird der englische Begriff „point interval“ verwendet). Punktintervalle, de-

ren Wert null ist, werden in dieser Arbeit als Nullintervalle bezeichnet. Die Intervalle sollen den Körper R unter

Berücksichtigung der Unsicherheiten darstellen. In der Intervallarithmetik gilt zwar das Assoziativ- und das Kom-

mutativgesetz, die Rechenregeln des Distributivgesetzes treffen jedoch nicht (vollständig) zu (vgl. z. B. [50], S. 12,

[51], S. 91) - die Intervallarithmetik entspricht so keiner algebraischen Struktur (vgl. z. B. [51], S. 90-92).
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3.2 Einfache und erweiterte Intervallarithmetik

Der symbolische Operator • deklariert eine der vier Rechenoperationen Addition, Subtraktion, Multiplikation und

Division, deren Operation in der Intervallarithmetik wie folgt auf die beiden Intervallzahlen xI = [ x, x] ∈ IR und

y = [ y , y] ∈ IR angewandt wird (vgl. z. B. [48], S. 6):

x • y = [mi n( x • y , x • y , x • y , x • y) ,max( x • y , x • y , x • y , x • y , ) ] (3.2)

Für die Addition, Subtraktion sowie Multiplikation und Division ergeben sich konkret die folgenden Rechenope-

rationen (vgl. z. B. [51], S. 90):

[ x, x] + [ y , y] = [ x + y , x + y] (3.3)

[ x, x] − [ y , y] = [ x − y , x − y] (3.4)

[ x, x] · [ y , y] = [mi n(x · y , x · y , x · y , x · y),max(x · y , x · y , x · y , x · y)] (3.5)

[ x, x]

[ y , y]
= [ x, x] · [

1

y
,

1

y
] (3.6)

Die Gleichungen 3.2 bis 3.6 sind Teil der einfachen bzw. elementaren Intervallarithmetik, bei der die Division

durch Null ausgeschlossen ist, d. h. das Intervall y I = [ y , y] impliziert nicht die Null (vgl. z. B. [48], S. 6). In der

erweiterten Intervallarithmetik ist dies zulässig; für diesen Sonderfall gibt es festgelegte Regeln (vgl. z. B. [46],

S. 21). Die erweiterte Intervallarithmetik ist für die Berechnung ökologischer Bilanzierungen nicht praktikabel,

da die auf dieser Basis ermittelten Ergebnisintervalle mitunter unendliche Intervallweiten aufweisen können (vgl.

z. B. [47], S. 238 f.). Die Division durch Intervalle, welche die Null implizieren oder Grenzwerte von null aufweisen,

ist bei dem in dieser Arbeit entwickelten Berechnungsverfahren nicht vorgesehen.

3.3 Relevante Intervall-Funktionen

Im Folgenden werden Funktionen zur Anwendung auf Intervalle erläutert, die für das Verständnis der hier vorge-

stellten Arbeit als relevant zu betrachten und im Zuge der Entwicklung des intervallbasierten Berechnungsverfah-

rens verwendet worden sind.

3.3.1 Mittelpunkt eines Intervalls

Der Mittelpunkt x̆ = m(x) eines Intervalls xI = [ x, x] ∈ IRwird definiert als (vgl. z. B. [50], S. 10):

m(x) = x̆ = x +x

2
(3.7)

3.3.2 Weite eines Intervalls

Die Weite w(x) eines Intervalls I = [ x, x] ∈ IRwird definiert als (vgl. z. B. [46], S. 23):

w(x) = x −x (3.8)
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3.3.3 Radius eines Intervalls

Der Radius r ad(x) eines Intervalls I = [ x, x] ∈ IRwird definiert als (vgl. z. B. [48], S. 5):

r ad(x) = x −x

2
(3.9)

3.3.4 Mignitude eines Intervalls

Die Mignitude 〈x〉 eines Intervalls I = [ x, x] ∈ IR ist das betragsmäßige Minimum der beiden Intervallgrenzen (vgl.

z. B. [48], S. 6).

3.3.5 Magnitude eines Intervalls

Die Magnitude |x | eines Intervalls I = [ x, x] ∈ IR ist das betragsmäßige Maximum der beiden Intervallgrenzen (vgl.

z. B. [48], S. 6).

3.4 Relevante Vergleichsoperatoren

Der Vergleich von Intervallen weist Besonderheiten auf. Daher werden die Vergleichsoperatoren im Folgenden

erläutert (vgl. [48], S. 6):

• „Kleiner als“-Vergleichsoperation: Es gilt xI < y I, wenn x < y .

• „Größer als“-Vergleichsoperation bei Intervallen: Es gilt xI > y I, wenn x > y .

• „Gleich“-Vergleichsoperation: Es gilt xI = y I, wenn x = y und x = y .

• „Kleiner gleich“-Vergleichsoperation: Es gilt xI ≤ y I, wenn x = y .

• „Größer gleich“-Vergleichsoperation: Es gilt xI ≥ y I, wenn x = y .

3.5 Definition relevanter (Intervall-)Matrizen

Im Folgenden werden spezielle (Intervall-)Matrixtypen erläutert, die für das Verständnis der hier vorgestellten

Arbeit als relevant zu betrachten sind.

3.5.1 AI-Matrix

Die Intervallmatrix AI ∈ IRnxn mit den Komponenten aI
i j = [ ai j , ai j ] ∈ IR kann definiert werden als (vgl. z. B. [48],

S. 77 f.):

AI = [ A, A] (3.10)

Sie stellt eine Koeffizientenmatrix dar, deren Koeffizienten Intervalle sind.
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3.5.2 C-Matrix

Die Matrix C ∈ Rnxn ergibt sich aus den Mittelpunkten m(aI
i j ) der Komponenten aI

i j = [ ai j , ai j ] ∈ IR einer Inter-

vallmatrix AI = [ A, A] ∈ IRnxn (vgl. z. B. [52], S. 1494):

C(AI) = m(AI) (3.11)

3.5.3 Z-Matrix

Die Intervallmatrix AI ∈ IRnxn ist eine Z-Matrix, wenn alle A ∈ AI einer Z-Matrix (Definition von Z-Matrix vgl. Kapi-

tel 2.1.7) entsprechen (vgl. z. B. [53], S. 878).

3.5.4 P-Matrix

Die Intervallmatrix AI ∈ IRnxn ist eine P-Matrix, wenn alle A ∈ AI einer P-Matrix (Definition von P-Matrix vgl. Kapitel

2.1.8) entsprechen (vgl. z. B. [54], S. 33).

3.5.5 M-Matrix

Die Intervallmatrix AI ∈ IRnxn ist eine M-Matrix, wenn alle A ∈ AI einer M-Matrix (Definition von M-Matrix vgl.

Kapitel 2.1.9) entsprechen (vgl. [55], S. 155).

3.5.6 H-Matrix

Die Intervallmatrix AI ∈ IRnxn ist eine H-Matrix (Definition von H-Matrix vgl. Kapitel 2.1.10), wenn ihre Vergleichs-

matrix 〈AI〉 (Definition von Vergleichsmatrix vgl. Kapitel 3.5.7) eine M-Matrix ist (vgl. z. B. [48], S. 111).

3.5.7 Vergleichsmatrix 〈AI〉
Die Vergleichsmatrix 〈AI〉 (englisch: „comparison matrix“) einer Intervallmatrix AI ∈ IRnxn ist eine Matrix, die wie

folgt definiert werden kann (vgl. z. B. [56], S. 1290):

〈AI〉 = αi j , mi t :

 αi j = 〈Ai j 〉 ∀ i = j

αi j =−|Ai j | ∀ i 6= j
(3.12)

Die Vergleichsmatrix 〈AI〉 enthält keine Intervalle, sondern die Untergrenzwerte der intervallbasierten Vergleichs-

matrix M(AI). AI wird den H-Matrizen zugeordnet, wenn 〈AI〉 einer M-Matrix entspricht (vgl. [56], S. 1290).

3.5.8 Inverse

Die Inverse inv(AI) = BI der Intervallmatrix AI ∈ IRnxn stellt ebenfalls eine Intervallmatrix dar (vgl. [57], S. 864). Die

Inverse inv(BI) der Inversen BI einer Intervallmatrix AI stellt nicht die Intervallmatrix AI dar.
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3.6 Intervall-Gleichungssysteme

Lineare Intervall-Gleichungssysteme mit der Intervallmatrix AI = [ A, A] ∈ IRnxn und dem Intervallvektor bI=[b,b] ∈
IRn in der Form:

AIx = bI (3.13)

bestehen aus der Menge aller linearen Gleichungssysteme (vgl. z. B. [46], S. 85, [58]); eine Lösung der Gleichungs-

systeme wird daher durch eine Lösungsmenge s definiert:

s = {x | ∃ A ∈ AI,b ∈ bI : A x = b} (3.14)

3.6.1 Hülle der Lösungsmenge und Oberhüllen

Diese Lösungsmenge s enthält alle möglichen Lösungen, ist aber „im Allgemeinen nicht bestimmbar“ (vgl. [44],

S. 44). Stattdessen wird daher der Intervallvektor xI ∈ IRn gesucht. Dieser „umhüllt“ einen größeren Lösungsbe-

reich, als in der tatsächlichen Lösungsmenge s enthalten sind. D. h. es gilt:

xI ⊃ s (3.15)

Der Lösungsvektor xI ∈ IRn , dessen Intervallweiten für xi mit i von 1 bis n minimal werden, wird auch als sog.

„hull of the solution set“ ([46], S. 103 f.) bezeichnet, was im Deutschen „Hülle der Lösungsmenge“ (vgl. z. B. [55],

S. 151) genannt wird. Doch auch die Hülle der Lösungsmenge s zu finden, wird den NP-schweren Problemen

zugeordnet (vgl. z. B. [59], [60]). Daher wird häufig auf Verfahren zurückgegriffen, die nicht auf das Finden der

Hülle der Lösungsmenge abzielen, sondern auf Lösungen, welche diese umhüllen. Diese werden mitunter auch

als Oberhüllen bezeichnet (vgl. [44], S. 17 f., [61], S. 234). Bei Oberhüllen spielt das im folgenden Kapitel 3.6.2

erläuterte Problem zu weiter (Ergebnis-)Intervalle durch sog. „abhängige Intervalle“ eine Rolle.

3.6.2 Problem abhängiger Intervalle

Ein Kernproblem in der Intervallarithmetik ist das Problem mit „abhängigen Intervallen“. Ebendieses Problem

beschreibt ein zu großes Aufweiten von (Ergebnis-)Intervallen (vgl. z. B. [44], S. 20 ff.). Dieses Problem tritt auf,

wenn Intervalle mehrfach eingesetzt werden und ist darauf zurückzuführen, dass in der Intervallarithmetik das

Grundrechengesetz der Distributivität nicht vollständig zutrifft (vgl. z. B. [51], S. 90 ff.). Des Weiteren wird der Ein-

hüllungseffekt (engl. „Wrapping-Effect“) bei nichtlinearen Gleichungen als problematisch beschrieben (vgl. z. B.

[46], S. 266). Dieser Effekt besagt, dass der Intervallvektor neben der Lösungsmenge s weitere Bereiche umhüllt

(vgl. Kapitel 3.6).

3.7 Numerische Lösungsverfahren

Es existieren verschiedene Methoden,mit denen der Intervallvektor xI berechnet werden kann. Dabei gibt es auch

Verfahren, mit denen für bestimmte - mathematisch klassifizierte - Matrixtypen die Hülle der Lösungsmenge be-

rechnet werden kann. Manche der in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren bedienen sich der Präkonditionierung.

Es existieren auch Verfahren, mit denen über die Inverse die intervallbasierten Gleichungssysteme gelöst werden.

Im Folgenden werden einige Verfahren diskutiert, die aus der Literatur [46], [52], [56], [62], [63] stammen und

dort jeweils ausführlicher behandelt werden. Daneben wird der Intervall-Gauß-Algorithmus und die intervallba-
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sierte Inversenberechnung über die adjunkten Matrix erläutert. In dieser Arbeit werden iterative Verfahren nicht

weiter behandelt. Der Grund hierfür ist, dass der iterative Ansatz auf intervallarithmetischer Ebene in dieser Arbeit

als ungeeignet anzunehmen ist, da die Ergebnisintervalle bei Anwendung iterativer Methoden große Intervallwei-

ten aufweisen können (vgl. z. B. [44], S. 50 f., [64], S. 102 f., [65], S. 539). Dies steht im Widerspruch zu dem in dieser

Arbeit verfolgten Ziel.

3.7.1 Intervall-Gauß-Algorithmus

Eine Möglichkeit, das Intervall-Gleichungssystem AI zu lösen, basiert auf dem Gaußschen Eliminationsverfah-

ren (Erläuterung zum Gaußschen Eliminationsverfahren vgl. Kapitel 2.4.2), welches auf die intervallarithmetische

Ebene übertragen werden kann. Der Intervall-Gauß-Algorithmus ist bei der Lösung von intervallbasierten Glei-

chungssystemen weitläufig bekannt (vgl. z. B. [46], S. 89-91, [66], S. 408), es werden aber im Allgemeinen nicht

die Hülle der Lösungsmenge s ermittelt, sondern Oberhüllen (Definition von Oberhülle vgl. auch. Kapitel 3.6.1).

Grund hierfür können „abhängige Intervalle“ sein (vgl. z. B. [46], S. 90).

Bei Anwendung des Intervall-Gauß-Algorithmus auf intervallbasierte Gleichungssysteme gibt es keine ein-

deutige Lösung. So kann das Ergebnis des Lösungsvektors xI durch vorherige Matrixvertauschungen und/oder

Pivotisierung beeinflusst werden. Bis heute ist eine optimale Methodik zur Pivotisierung für Intervallmatrizen

nicht bekannt (vgl. z. B. [67]). Die Intervall-Gauß-Elimination kann u. a. durchgeführt werden, wenn A ∈ AI den

H-Matrizen angehört (vgl. z. B. [66], S. 414 ff., [48], S. 152).

3.7.2 Intervall-Adjunkten-Verfahren

Intervall-Gleichungssysteme können auch über die Inversen mit der intervallbasierten adjunkten Matrix gelöst

werden. Das lineare Verfahren zur Berechnung der Adjunkten kann auf Intervallmatrizen übertragen werden (vgl.

z. B. [63], S. 616 f.). Die Ergebnisse des Lösungsvektors xI können durch Zeilenvertauschungen der Intervallmatrix

AI beeinflusst werden.

3.7.3 Verfahren von Beeck

Stellt die Intervallmatrix AI = [ A, A] eine M-Matrix dar und ist damit invers-positiv, ist die Berechnung der Hülle

mit der rechten Seite b wie folgt möglich (vgl. [61], S. 110 f., [56], S. 1291):

xI =


[ A

−1 ·b, A−1 ·b] , f ür b ≥ 0

[ A−1 ·b, A−1 ·b] , f ür b ∈ 0

[ A−1 ·b, A
−1 ·b] , f ür b ≤ 0

(3.16)

3.7.4 Verfahren von Hansen

Hansen veröffentlichte 1992 ein Verfahren zur Berechnung der Hülle der Lösungsmenge (vgl. auch [52]) durch

Präkonditionierung der Matrix (Präkonditionierung vgl. auch Kapitel 2.4.4), welches er später noch modifizierte

(vgl. auch [64]). Zur Präkonditionierung wird die Inverse B der Mittelpunkts-Matrix C ∈ AI verwendet:

B = m(AI)−1 (3.17)
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Die präkonditionierte Gleichung lautet:

MI · x = r I, mi t :

MI = BAI

r I = BbI
(3.18)

mit MI = [M,M] sowie r I = [r ,r ]. Dabei repräsentiert M eine M-Matrix, womit deren Inverse P = M−1 somit positiv

ist (vgl. [52], S. 1499). Die Obergrenze x des Intervallvektors xI berechnet sich daraus wie folgt:

x = M−1r (3.19)

Die Untergrenzwerte xi des Intervallvektors xI berechnen sich wie folgt:

xi =
ci zi , wenn zi > 0

zi , wenn zi ≤ 0
(3.20)

Dabei sind ci sowie zi mit eT
i (wobei eT

i die i -te und transponierte Spalte der Einheitsmatrix E darstellt):

ci = 1

2 ·Pi i −1
(3.21)

zi = (Mi x + Mi x)Pi i − eT
i Pr . (3.22)

Die Methode wurde im Jahr 2000 modifiziert. Dies betrifft die Bestimmung exakter und nicht nur angenäherter

Grenzwerte der M-Matrix, als auch die Beschreibung eines effizienteren, praktischen Verfahrens (vgl. [64], S. 98 f.).

Die Untergrenzwerte der M-Matrix werden wie folgt definiert:

Mi j

 mi n[Mi j ,−Mi j ], wenn i 6= j

mi n[Mi j ,2−Mi j ], wenn i = j .

3.7.5 Verfahren von Rohn

Die Berechnung des Intervallvektors xI baut auf der Präkonditionierung mit der Inverse P = M−1 sowie dem Para-

meter ci der Hansen-Methode auf (Verfahren von Hansel vgl. Kapitel 3.7.4). Der Intervallvektor xI kann wie folgt

berechnet werden (vgl. [68], S. 15 und [56], S. 1292):

xI = [ x, x]

x = mi n{xu , ci · xu}

x = max{xo , ci · xo}
(3.23)

Die Variablen xu und xo ergeben sich zu:

xu =−ẋ +Pi i · (r̆ +|r̆ |) (3.24)

xo =+ẋ +Pi i · (r̆ −|r̆ |) (3.25)

Dabei ist ẋ definiert als:

mi t ẋ = (P · (|r̆ |+ r ad(r )))i (3.26)
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Die theoretische Methode stellt eine Verbesserung der Hansen-Methode dar, da nur eine Matrix invertiert werden

muss (vgl. [68], S. 14), hinsichtlich der numerischen Umsetzung sind beide Methoden etwa gleich effizient (vgl.

[64], S. 96). Auch sind die Ergebnisse beider numerischen Algorithmen gleich.

3.7.6 Verfahren von Ning

Ning et al. diskutierten 1997 verschiedene Berechnungsverfahren (vgl. [56]). Dabei wurden verschiedene Theo-

reme aufgestellt. Ein Theorem bezieht sich auf H-Matrizen (vgl. auch Theorem 2.2 in [56], S. 1294 ff.). Wenn die

Intervallmatrix AI = [ A, A] den H-Matrizen zugeordnet werden kann und damit ihre Vergleichsmatrix 〈AI〉 invers-

positiv ist, kann die Berechnung von xI nach [56] wie folgt berechnet werden:

xI = bi + [−βi ,βi ]

Ai i + [−αi ,αi ]
(3.27)

Dabei werden αi und βi definiert zu:

αi = 〈Ai i 〉− 1

di
(3.28)

βi = ui

di
−|bi | (3.29)

Die Parameter u und di werden beschrieben als:

u = 〈AI〉−1|b| (3.30)

di = (〈AI〉−1)i i (3.31)

Der Algorithmus weist nach [56] einen geringen Rechenzeitaufwand auf, berechnet in vielen Fällen jedoch Ober-

hüllen, die weiter sind als die des Intervall-Gauß-Verfahrens. Das von Ning et al. vorgestellte Theorem 2.5 (vgl. [56],

S. 1298 f.) basiert auf dem Verfahren von Beeck (Verfahren von Beeck vgl. Kapitel 3.7.3) und ist auf M-Matrizen an-

wendbar, das Theorem 2.6 (vgl. [56], S. 1299 f.) gilt verallgemeinernd bei invers-positiven Matrizen. Das Theorem

2.6 lautet wie folgt (vgl. [56], S. 1299):

A(1)
i k = Ai k , f al l s xk ≥ 0 und A(1)

i k = Ai k , f al l s xk < 0 (3.32)

A(2)
i k = Ai k , f al l s xk ≤ 0 und A(2)

i k = Ai k , f al l s xk > 0 (3.33)

Die Hülle der Lösungsmenge mit dem Intervallvektor xI ergibt sich zu (vgl. nach [56], S. 1299):

xI = [ (A(1))−1 b, (A(2))−1 b] (3.34)

3.7.7 Verfahren von Nirmala

Im Zuge der Recherche mit den Schlagworten „Inverse“ sowie „Interval Matrix“ wurde u. a. eine im Jahr 2011 ver-

öffentlichte Berechnungsmethode gefunden (vgl. [63]). Sie wird im weiteren Verlauf als „Verfahren von Nirmala“

bzw. „Nirmala-Methode“ bezeichnet. In der genannten Veröffentlichung werden Beispiele aufgeführt, auf Basis

derer das Verfahren von Nirmala mit diversen Methoden verglichen wird. Dabei wird auch Bezug genommen auf

die im vorigen Kapitel 3.7.6 vorgestellte Studie von Ning et al. (vgl. [56]). Der Studie in [63] zufolge werden mit der

Nirmala-Methode Intervalle mit schmaleren Intervallweiten erzielt als bei den vorab vorgestellten Verfahren.
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Kapitel 4

Grundlagen zur Modellierung realer

Systeme

Um die Auswirkungen von technologischen Systemen auf ökologische Systeme berechnen zu können, bedarf es

einer Modellierung dieser Systeme. In der Ökobilanzierung werden technologische Systeme modelliert, wobei auf

weitere Modelle zur Beschreibung der potentiellen Umweltwirkungen dieser Systeme zurückgegriffen wird. Hier-

für werden in Kapitel 4.1 diejenigen Bereiche zur Modellbildung realer Systeme näher erläutert, die in Bezug zur

Methodik der Ökobilanzierung als relevant eingestuft werden. In Kapitel 4.2 werden relevante Begriffe der Gra-

phentheorie behandelt, welche zur Darstellung mathematischer Modelle verwendet werden kann. Abschließend

wird in Kapitel 4.3 auf die Modellierung in der Ökobilanzierung eingegangen.

4.1 Modellierung realer Systeme

Zur Analyse realer Systeme bedarf es Modelle, durch die abstrahiert und vereinfacht die Realität widergespiegelt

werden kann. Eine umfangreiche Basis zur allgemeinen Modellbildung und Simulation ist bspw. in [69, 70, 71]

zu finden. Detaillierte Informationen zur objektorientierten Modellierung technischer Systeme bietet z. B. [72].

Umfassende Informationen zur Modellierung ökologischer Systeme stellt z. B. [73] sowie [74], S. 198-206 zur Ver-

fügung. Grundlagen zur Modellbildung im Kontext der ökologischen Bilanzierung liefert z. B. [75], S. 78-94.

4.1.1 Systeme der Öko- und Technosphäre

Systeme sind geordnete Strukturen der realen Welt, welche sich aus Komponenten und deren Beziehungen aus-

zeichnen (vgl. z. B. [76], S. 9 f. und [69], S. 34 f.). Diese können differenziert werden in „natürliche Systeme“ und

„künstliche Systeme“. „Natürliche Systeme“ sind dabei z. B. ökologische Systeme (vgl. z. B. [76], S. 12), während

„künstliche Systeme“ auf menschliche Handlungen zurückzuführen sind. Ein weitgehend von der Umwelt ab-

grenzbarer Lebensraum, das Biotop, mit der darin lebenden Gemeinschaft von Lebewesen diverser Art, der Biozö-

nose, wird als „Ökosystem“ bezeichnet. Die Summe aller globalen Ökosysteme bildet die „Ökosphäre“. (Definition

von Biotop, Biozönose und Ökosystem vgl. z. B. [77], S. 43, S. 44 und S. 204)

Durch die Entwicklung seiner Fähigkeiten begann der Mensch aktiv seine Umwelt nach seinem Willen zu ver-

ändern, zu benutzen und umzugestalten, wie z. B. durch Waldrodung zur landwirtschaftlichen Nutzung (vgl. z. B.

[78], S. 214 f.), wodurch Ökosysteme zunehmend in Technologiesysteme überführt werden. Die Technosphäre
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stellt die Summe aller Technologiesysteme dar (vgl. z. B. [77], S. 289). Ihre Flüsse können vorwiegend der mate-

riellen Technik (z. B. die Herstellung eines Produkts) oder der immateriellen Soziologie (z. B. das Unternehmen

selbst) und somit den technischen oder sozialen Systemen zugeordnet werden. Die Gemeinschaft der Bewohner

dieses Lebensraums werden angelehnt zur Biozönose auch als Technozönose bezeichnet (vgl. z. B. [77], S. 289).

Abbildung 4.1: Fiktives System, bestehend aus drei Subsystemen, welche miteinander in Verbindung stehen.
.

In der heutigen Welt sind viele Mischsysteme vorzufinden, bei denen die Grenzen zwischen technologischem

System und ökologischem System nicht mehr eindeutig gezogen werden bzw. die Festlegung dieser erschwert

ist. So gibt es bspw. biotechnische Systeme, wenn sie der Nutzung von biologischen Organismen in technischen

Systemen (wie bspw. die Milchproduktion mithilfe von Kühen) oder technischen Produkten in biologischen Or-

ganismen (wie bspw. ein Herzschrittmacher im menschlichen Körper) dienen. So existieren auch eine Reihe von

sozioökologischen Systemen (vgl. z. B. [79], S. 19 f.). Sie umfassen sowohl weitgehend natürliche Systeme wie

Schutzgebiete des Regenwaldes, als auch durch den Menschen, d. h. „künstlich “ entstandene, jedoch unter Na-

turschutz stehende Gebiete wie die Lüneburger Heide sowie auch stärker beeinflusste Kulturlandschaften wie

Ackerflächen, Siedlungs- oder Industriegebiete.

Systeme können hinsichtlich ihrer Wechselwirkungen unterschieden werden in offene, geschlossene und ab-

geschlossene Systeme (Definition von abgeschlossenem System, geschlossenem System und offenen System vgl.

z. B. [77], S. 1, S. 104, S. 197). Offene Systeme tauschen demnach sowohl Energie als auch Materie mit anderen

Systemen bzw. ihrer Umwelt aus, geschlossene Systeme nur Energie und abgeschlossene Systeme weder Mate-

rie noch Energie. In der Regel sind Ökosysteme wie auch Technologiesysteme offene Systeme, d. h. neben den

internen Stoff- und Energiekreisläufen innerhalb des Systems gibt es über dessen Grenzen hinweg Energie- und

Stoffflüsse zu anderen Systemen, durch die sich die Systeme gegenseitig beeinflussen. Systeme können Subsy-

steme implizieren (Definition „Subsystem“ vgl. z. B. auch [77], S. 283). So stellt bspw. ein Tümpel inmitten eines

Waldes ein eigenes Ökosystem dar, dieser kann ein Subsystem des Waldes sein, der wiederum ein Subsystem des

Ökosystems Erde dargestellt (Anmerkung des Autors: die Erde wird z. B. in [80], S. 347 als „Ökosystem“ bezeich-
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net). Ökosysteme können auch Technologiesysteme als Subsysteme beinhalten; wobei auch Technologiesysteme

ökologische Subsysteme beinhalten können. In Abbildung 4.1 ist ein fiktives System dargestellt, das drei Subsyste-

me beinhaltet. Die drei Subsysteme stehen in Wechselwirkung zueinander, wobei das übergeordnete System als

abgeschlossenes System dargestellt ist.

4.1.2 Stoff- und Energiekreisläufe

Die Biozönose eines Ökosystems kann unterschieden werden in Produzenten, Konsumenten und Destruenten.

Produzenten wie Pflanzen erzeugen aus energiearmen, anorganischen Stoffen energiereiche, organische Sub-

stanzen, welche Konsumenten - wie bspw. Menschen – nutzen. Destruenten formen diese Stoffflüsse zu Kreis-

läufen, indem sie die organischen „Abfälle“ wieder in anorganische Substanzen überführen (vgl. z. B. [81], S. 298,

[82], S. 233 sowie sowie [77], S. 204 f.); mit diesen Kreisläufen verbunden ist der Energiefluss. In Abbildung 4.2 ist

vereinfacht der Stoffkreislauf und die Wechselwirkungen zwischen Produzenten, Konsumenten und Destruenten

dargestellt. Der dargestellte Kreislauf entspricht vereinfacht auch dem Kohlenstoffkreislauf.

Abbildung 4.2: Energiefluss und Kohlenstoffkreislauf eines Ökosystems, angelehnt an [81], S. 298, [82], S. 233, [77],
S. 205.

.

Funktionierende Ökosysteme sind in der Lage, durch das Zusammenspiel von Produzenten, Konsumenten

und Destruenten ihre kreisläufigen Eigenschaften beizubehalten, um sich selbst zu regulieren, wobei ihr Zustand

sich nicht signifikant ändert (vgl. Definition von „Selbstregulation“ z. B. in [77], S. 265). Die Flüsse in Technolo-

giesystemen sind im Gegensatz zu funktionierenden Ökosystemen (noch) nicht (vollständig) kreisläufig, sondern

linear, da es ihnen im Verhältnis zu den anfallenden Emissionen und Reststoffen an Destruenten mangelt, welche

die entstandenen Emissionen binden und erzeugte Abfälle in abiotische Stoffe umwandeln. Durch die Kreislauf-

wirtschaft soll das Prinzip der Ökosysteme von den technologischen Systemen adaptiert werden (vgl. z. B. [83],

S. 147 f. sowie Definition von „Stabilität“ in [77], S. 273 f.).

4.1.3 Steuerung von Systemen

Die materiellen und energetischen Kreisläufe von Systemen werden über Informationen gesteuert (vgl. auch „Öko-

system“ in [77], S. 204 f.), welche zwischen den Organismen mittels chemischer Stoffe übertragen werden (vgl. z. B.

„chemische Informationsübertragung“ in [77], S. 55). Es ist daher anzunehmen, dass die Informationsübertragung

in ökologischen Systemen weitgehend parallel zu materiellen und energetischen Flüssen verläuft (vgl. auch Stoff-

flüsse und Informationsflüsse in Abb. 41 in [77], S. 205). In anthropogenen Systemen nimmt der Informationsfluss
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eine zunehmend bedeutende Rolle ein, wobei dieser Informationsfluss mitunter auch als der bedeutendste Fluss

im heutigen Zeitalter des „Dataismus“ bezeichnet wird (vgl. [84], S. 563 ff.). Die Digitalisierung hat zur Folge, dass

der Rohstoff- und Energieverbrauch zur Abnahme, Speicherung, Aufnahme und Verarbeitung von Informatio-

nen zunehmend komplexer verläuft. Beispielsweise kann ein Dokumentarfilm über ein Smartphone durch einen

Streaming-Anbieter übermittelt werden. Hierfür ist Energie für das Betreiben des Smartphones notwendig. Ein

relevanter Anteil des Energieverbrauchs ist für den Nutzer des Smartphones vermutlich weniger ersichtlich; die-

ser Anteil des Energieverbrauchs ist beim Betrieb des Netzwerks und des Rechenzentrums des Streamingdienstes

vorzufinden. Insgesamt wurde in einer Studie abgeschätzt, dass Endgeräte, Rechenzentren und Netze 2020 für ca.

1,8 Prozent bis 3,2 Prozent der globalen Treibhausgasemissionen verantwortlich sind; Rechenzentren und Netze

tragen hierzu ca. ein Fünftel bei (vgl. [85], S. 45). Zur vollständigen Abbildung technologischer Systeme ist es daher

wichtig, auch den Informationsfluss, d. h. die Kommunikation zwischen den Systemen, zu berücksichtigen.

4.1.4 Herangehensweise zur Modellbildung

Die Modellbildung realer Systeme kann in verschiedene Teilschritte untergliedert werden. Eine vereinfachte Vor-

gehensweise hierzu ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Zunächst ist die Basis eines Modells durch ein entsprechendes

Konzept festzulegen. Die Systemstruktur von Ökosystemen kann z. B. als Wirkungsgraph erfasst werden (vgl. z. B.

[73], S. 10 ff.). Bei technologischen Systemen können zunächst die relevanten Prozesse und deren Abfolge identi-

fiziert und als Prozessmodule und Flüsse dargestellt werden.

Abbildung 4.3: Darstellung der vereinfachten Vorgehensweise bei der Modellbildung.

Auch die mathematische Formulierung der Modelle lässt mehrere Möglichkeiten zu. Grundlegend kann zwi-

schen statischen und dynamischen Modellen unterschieden werden. Mit ersteren kann der Systemzustand vor

und nach Störungen beschrieben werden, letztere ermöglichen auch die Beschreibung während dem Einwirken

der Störungen (vgl. z. B. [72], S. 16). Statische Modelle weisen somit konstante Eigenschaften auf, dynamische Mo-

delle verfügen über veränderliche Eigenschaften. Es gibt verschiedene Ansätze, ein System und dessen Beziehun-

gen zwischen oder innerhalb von Systemen zu beschreiben. Festgelegte, wachsende oder zeitabhängige Vorgänge

lassen sich bspw. mit (Differential-)Gleichungen beschreiben; stochastische Prozesse mit Wahrscheinlichkeitsver-

teilungen, Übergänge von Zuständen zu Aktionen mit der Automatentheorie und netzartige Strukturen mit der

Graphentheorie (vgl. z. B. [71], S. 1-12). Die numerische Übertragung und Implementierung der Modelle (vgl. auch

Abbildung 4.3, „Computermodell“) stellt ein hilfreiches Werkzeug zur Modellierung sowie Analyse und Bewertung

von Systemen dar.

4.1.5 Schnittstellen von Modellen

Eine Schnittstelle ist ein Objekt, das auf Informationen diverser Modelle zugreifen kann. Sie dient zur Kommuni-

kation und Verknüpfung verschiedener Modelle. In Abbildung 4.4 sind exemplarisch das System A, System B und

System C dargestellt. Informationen können über Schnittstellen an den Systemen übermittelt und weitergegeben

werden und z. B. in einem Modell zur Anwendung kommen.
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Abbildung 4.4: Schnittstelle als Kommunikations- und Verbindungsmittel von Systemen angelehnt an [72], S. 12.

4.1.6 Box-Modelle

Systeme können als Boxen betrachtet werden, wobei unterschiedliche Boxmodelle möglich sind. So kann zwi-

schen Black-, White- oder Grey-Box-Modellen differenziert werden (vgl. [72], S. 17). Dies hängt u. a. von der Kom-

plexität, dem Informationsgrad oder dem Anwendungszweck der Modelle ab. Als White-Boxen werden Modelle

bezeichnet, bei denen auch die innere Systemstruktur und das dynamische Verhalten bekannt sind und diese

nachgebildet werden. Dieses Systemverständnis ermöglicht es, dass Auswirkungen durch Systemänderungen si-

muliert werden können. Bei Black-Box-Modellen hingegen ist die innere Systemstruktur und Wechselwirkungen

zwischen einzelnen Komponenten nicht bekannt. Diese Art von Modellen können Auswirkungen durch System-

änderungen nur begrenzt simulieren. Grey-Boxen stellen eine Mischform von Black- und White-Boxen dar. So ist

bei dieser Art von Modellen in der Regel die Systemstruktur bekannt, es liegt aber kein vollständiges Systemver-

ständnis vor (vgl. z. B. [72], S. 17).

(a) : Black-Box-Modell. (b) : Grey-Box-Modell.

(c) : White-Box-Modell.

Abbildung 4.5: Diverse Modelle eines Systems mit den Prozessen P1 bis P4, den Inputs Ii und den Outputs Oi .
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In Abbildung 4.5a ist ein System mit vier Prozessen P1 bis P4 dargestellt, das als Black-Box modelliert wird

und drei Inputs sowie Outputs aufweist. In Abbildung 4.5b ist ein System mit vier Prozessen P1 bis P4 dargestellt,

das als Grey-Box modelliert wird und drei Inputs sowie Outputs beinhaltet. Die Systemstruktur dieses Systems

ist bekannt: so besteht es aus vier Komponenten, die miteinander in Beziehung stehen. Es liegt jedoch kein voll-

ständiges Systemverständnis vor. In Abbildung 4.5c ist ein System mit vier Prozessen P1 bis P4 dargestellt, das als

White-Box modelliert wird mit den zeitabhängigen Inputs Ii (t ) und den Outputs Oi (t ). Die Systemstruktur des Sy-

stems ist bekannt: so besteht es aus vier Komponenten, die miteinander in Beziehung stehen. Es liegt umfassendes

Systemverständnis vor; somit ist das Verhaltens über die Zeit abbildbar.

4.2 Graphentheorie

Eine Möglichkeit zur Darstellung mathematischer Modelle ist die Verwendung von Graphen. Sie werden sowohl

in der Mathematik als auch in der Informatik zur Darstellung von Strukturen verwendet. Die Grundsätze zur Gra-

phentheorie und Repräsentationsformen von Graphen werden ausführlich z. B. in [21], S. 201-248, [37], S. 77-106,

[86] und [87] beschrieben. Im Folgenden werden diejenigen Begriffe zur Graphentheorie definiert, welche im Zuge

des in dieser Arbeit entwickelten und implementierten Berechnungsverfahrens als relevant zu betrachten sind.

4.2.1 Eigenschaften von Graphen(typen)

Graphen sind abstrakte Konstrukte, deren Knoten die Komponenten eines Systems repräsentieren und deren Kan-

ten die Beziehungen des Systems untereinander beschreiben (vgl. z. B. [21], S. 201).

Gerichtete Graphen

Graphen, deren Kanten Richtungen aufweisen, werden auch als gerichtete Graphen bezeichnet (vgl. z. B. [21],

S. 202 f.).

Zugeordneter ungerichteter Graph

Ein ungerichteter Graph, der dieselben Kantenverbindungen wie ein gerichteter Graph G aufweist, nur ohne Kan-

tenrichtung, ist der dem Graphen G zugeordnete ungerichtete Graph (vgl. z. B. [89], S. 15).

Gewichtete Graphen

Graphen, deren Kanten Gewichtungsfaktoren aufweisen, werden auch als gewichtete Graphen bezeichnet (vgl.

z. B. [38], S. 128 sowie [23], S. 251 f.).

Weg

Ein Weg bezeichnet die Verbindung zweier Knoten über eine oder mehrere Kanten (vgl. z. B. [38], S. 112 f.). Bei

gerichteten Graphen ist die Wegrichtung über die Kantenrichtung vorgegeben (vgl. z. B. [38], S. 115 f.).

Adjazenz

Zwei Knoten sind zueinander adjazent, wenn sie über eine Kante miteinander verbunden sind (vgl. z. B. [38], S. 108

sowie [86], S. 13).
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Inzidenz

Eine Kante ist inzident zu zwei Knoten, wenn sie die Knoten miteinander verbindet (vgl. z. B. [38], S. 108 sowie

[86], S. 12).

Zusammenhängende Graphen

Graphen sind zusammenhängend, wenn zwischen zwei beliebigen Knoten des Graphen ein Weg existiert (vgl.

z. B. [37], S. 85). Ein gerichteter Graph gilt als zusammenhängend, wenn der ihm zugeordnete ungerichtete Graph

zusammenhängend ist.

Zyklus

Ein Weg, dessen Startknoten mit dem Endknoten zusammenfällt und aus mindestens drei Knoten besteht, wird

als Zyklus bezeichnet (vgl. z. B. [21], S. 202 f. und S. 239 f.).

Grad

Der Grad eines Knoten bezeichnet die Anzahl der angrenzenden Knoten; der Grad von Knoten gerichteter Gra-

phen wird unterschieden in Eingangsgrad und Ausgangsgrad (vgl. z. B. [21], S. 202 f.). Ersterer beschreibt die An-

zahl der auf den Knoten hinweisenden Kanten, letzterer die Anzahl der vom Knoten abweisenden Kanten.

Quellen und Senken

Ein Knoten, dessen Ausgangsgrad 0 ist, wird Senke genannt; ein Knoten, dessen Eingangsgrad 0 ist, wird als Quelle

bezeichnet (vgl. z. B. [86], S. 133 f.). Senken gerichteter Bäume bzw. Knoten vom Grad 1 allgemeiner Bäume werden

als Blätter bezeichnet (vgl. z. B. [86], S. 109); Quellen gerichteter Bäume bzw. Bäume, von denen aus ein Weg zu

jedem anderen Knoten des Baumes existiert, als Wurzel (vgl. z. B. [21], S. 244).

Bäume

Zusammenhängende Graphen sind Bäume, wenn sie keine Zyklen enthalten; ein ungerichteter Baum mit n Kno-

ten besitzt dabei n-1 Kanten (vgl. z. B. [86], S. 21 f. sowie [37], S. 89).

Innere Knoten

Knoten von Bäumen, die keine Blätter darstellen, werden als innere Knoten bezeichnet (vgl. z. B. [21], S. 95). Bei

einer Kante von Knoten v zu Knoten w gilt Knoten v als direkter Vorgänger und Knoten w als direkter Nachfolger

(vgl. z. B. [23], S. 134). Innere Knoten von Bäumen weisen nur einen direkten Vorgänger, aber mitunter mehrere

direkte Nachfolger auf.

Lineare Graphen

Eine besondere Form von Bäumen stellen gerichtete Graphen dar, deren innere Knoten genau einen Vorgänger

sowie Nachfolger aufweisen und damit der Eingangs- und Ausgangsgrad dieser Knoten 1 beträgt. Derlei Graphen

werden in dieser Arbeit als lineare Graphen bezeichnet.
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Teilgraphen

Ein Graph, der einen Teil der Knoten und der Kanten eines anderen Graphen G abbildet, wird als Teilgraph von G

bezeichnet (vgl. z. B. [89], S. 11 f.).

Untergraphen

Ein Graph, der einen Teil der Knoten und der zwischen diesen Knoten existierenden Kanten eines anderen Gra-

phen G vollständig abbildet, wird als Untergraph von G bezeichnet (vgl. z. B. [87], S. 7).

4.2.2 Komplizierte Graphen

Als kompliziert werden Graphen bezeichnet, die spezielle Kantenverbindungen aufweisen. Sie werden in dieser

Arbeit unterschieden in Hypergraphen und Multigraphen.

Hypergraphen

Graphen, die mindestens eine Kante beinhalten, welche mehr als zwei Knoten miteinander verbindet, indem sich

diese verzweigt oder zusammenfließt, können als Hypergraphen bezeichnet werden. Die sich verzweigende(n)

oder zusammenfließende(n) Kante(n) werden analog als Hyperkanten bezeichnet (vgl. z. B. [90], S. 178).

Multigraphen

Graphen, in denen mindestens zwei parallel verlaufende Kanten vorliegen, d. h. wenn mehrere Kanten dieselben

Knoten miteinander verbinden, werden als Multigraphen bezeichnet (vgl. z. B. [87], S. 2 sowie [91], S. 54), die

parallel verlaufenden, mehrfachen Kanten analog in dieser Arbeit als Multikanten.

4.2.3 Einfache Graphen

Als einfache Graphen werden angelehnt an Fáry (vgl. [88], S. 230) Graphen genannt, die keine Multikanten auf-

weisen, wobei in dieser Arbeit gilt, dass einfache Graphen auch keine Hyperkanten beinhalten.

4.2.4 Tabellarische Darstellungsformen

Bekannte tabellarische Repräsentationsformen von Graphen sind Adjazenz- oder Inzidienzmatrizen, die u. a. aus-

führlicher in [38] S. 109-112, [23], S. 223-225, [86], S. 29-33 sowie [89], S. 18-22 beschrieben werden.

Adjazenzmatrizen

Adjazenzmatrizen stellen als sog. Knoten-Knoten-Matrix die Kantenverbindungen zwischen den Knoten eines

Graphen dar. Die Elemente der Matrix sind Einsen und Nullen, wobei eine Eins eine Kantenverbindung zwischen

zwei Knoten repräsentiert; bei gerichteten Graphen muss die Kantenorientierung von Knoten v zu Knoten w ent-

sprechen (vgl. z. B. [23], S. 223 ff.).
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Inzidenzmatrizen

Inzidenzmatrizen stellen als sog. Knoten-Kanten-Matrizen die Zusammenhänge zwischen Knoten und Kanten

dar. Die Elemente der Matrix bestehen aus +1,-1 sowie 0, wobei +1 die Präsenz einer vom Knoten abgehenden

Kante darstellt; eine -1 hingegen eine ankommende und eine 0 besagt, dass zwischen der entsprechenden Kante

und dem zugehörigen Knoten keine Verbindung besteht (vgl. z. B. [89], S. 19 ff.)

4.3 Modellierung in der Ökobilanzierung

In der Ökobilanzierung werden die Prozesse von Technologiesystemen analysiert. Zur ökologischen Bilanzierung

werden Charakterisierungsmodelle integriert, mit denen die Abschätzung der Umweltwirkungen möglich ist. Die

modellierten Technologiesysteme wie auch die durch Wirkungsindikatoren modellierten Umweltwirkungen kön-

nen als Graphen dargestellt werden.

4.3.1 Grundlegendes Prinzip

In der Ökobilanzierung wird das zu analysierende Technologiesystem als Produktsystem modelliert. Die Umwelt-

wirkungen werden durch Wirkungskategorien klassifiziert und mithilfe von Wirkungsindikatoren berechnet (De-

finition von „Wirkungskategorien“ sowie „Wirkungsindikatoren“ vgl. auch Kapitel 5.2.5).

Abbildung 4.6: Modellierung in der Ökobilanzierung.

In Abbildung 4.6 ist eine vereinfachte Herangehensweise zur Modellierung in der Ökobilanzierung dargestellt.

Die Ergebnisse der Produktsysteme stellen die Sachbilanz dar (Definition „Sachbilanz“ vgl. auch Kapitel 5.2.4). Auf

Basis dieser Ergebnisse können in der Wirkungsabschätzung die potentiellen Umweltwirkungen abgeschätzt wer-

den. Hierfür sind Charakterisierungsmodelle notwendig, welche in die Modelle integriert werden. Sie enthalten

konstante Charakterisierungsfaktoren zur Abschätzung der Umweltwirkungen (Definition „Charakterisierungs-

faktor“ und „Charakterisierungsmodell“ vgl. auch Kapitel 5.2.5). Diese werden zwar auf Basis von mitunter äußerst

komplexen, dynamischen Modellen wie bspw. Klimamodellen bestimmt, die Ergebnisse fließen aber als konstan-

te Parameter in die Modellierung ein. Die „Konsistenz“ des Produktsystems kann dann vergleichend hinsichtlich

seiner potentiellen Umweltwirkungen und unter Berücksichtigung von bspw. der Sensitivität und Unsicherheit

analysiert werden.
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4.3.2 Normative Modellierungsansätze

Normativ werden für die Ökobilanzierung zwei grundlegende Modellierungsansätze festgelegt (vgl. [92], S. 30 f.):

Zum einen können die Umweltwirkungen des Ist-Zustands eines Produktsystems bilanziert werden, welcher sich

aus den erfassten Inputs und Outputs eines bestimmten Zeitpunkts ergibt. Da die Berechnung erst nach der Er-

fassung erfolgt, liegt dieser Zeitpunkt genau genommen in der Vergangenheit, womit eine vergangenheitsbezo-

gene Abbildung des Produktsystems erfolgt. Zum anderen können mögliche, „zukünftige“ Abweichungen eines

Produktsystems bilanziert werden, indem alternative Produktsysteme modelliert werden und die Bilanzierungs-

ergebnisse miteinander verglichen werden. Dafür werden die potentiellen Abweichungen in der Regel mittels Ab-

schätzungen und Annahmen festgelegt.

4.3.3 Klassifikation der (integrierten) Modelle

Das Konzept der Ökobilanzierung basiert auf einem linearen, statischen Modellansatz, wobei lediglich aus den

Kenngrößen der „Modellhülle“ der betrachteten Systeme ein mathematisches Modell abgeleitet wird. Dieses Vor-

gehen wird in auch als Black-Box-Methode bezeichnet (vgl. [93], S. 29). Bei der Modellierung von Technologie-

systemen werden in der Regel Stoff- und Energiebilanzen verwendet. Diese gelten für diese Systeme gemeinhin

als ausreichend für eine vollständige Systembeschreibung (vgl. z. B. [94], S. 268). Zur Berechnung der potentiellen

Umweltwirkungen werden geeignete Charakterisierungsmodelle integriert. Diese enthalten eine Reihe von kon-

stanten Charakterisierungsfaktoren, welche in regelmäßigen Abständen aktualisiert werden. Zur Modellierung der

Kreisläufe in Ökosystemen kommen statistische oder dynamische Modelle zum Einsatz. Die komplexe Modellie-

rung des Klimas bspw. als Teil des Ökosystems Erde beruht auf komplexen dynamischen Klimamodellen, welche

aus physikalischen Gesetzen abgeleitet werden und so auch die inneren Zusammenhänge und Wechselwirkungen

der Systeme abbilden können (vgl. z. B. [95], S. 596).

Der statische Ansatz der Ökobilanzierung ist geeignet, Aussagen über den Zustand des Systems zum Zeitpunkt

der Messungen oder Beobachtungen abzuleiten. Bei gleichbleibenden bzw. weitgehend konstanten Bedingungen

kann er auch verwendet werden, um die Einflüsse auf die Umwelt des möglichen, zukünftigen Systems zu progno-

stizieren. Im Gegensatz zu dynamischen Modellen sind Modelle auf Basis dieses Ansatzes jedoch nicht geeignet,

Auswirkungen bei sich stark ändernden Randbedingungen zu simulieren, da die innere Struktur des Systems, d. h.

die einzelnen Systemelemente und deren Verknüpfungen, nicht abgebildet werden.
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Kapitel 5

Die Methodik der Ökobilanzierung

Die Ökobilanzierung gilt als eine wissenschaftliche Methodik zur Modellierung und Abschätzung der potentiellen

Umweltwirkungen technischer Systeme. Die Literaturquellen [75], [93], [96] und [97] bieten eine breite Grund-

lagenbasis zur ökologischen Bilanzierung; die europäische Union hat einige sehr ausführliche Handbücher zu

verschiedenen Themen des „Life Cycle Assessments“ herausgegeben (vgl. z. B. [98], [99] und [100]). Die Ökobi-

lanzierung kommt bei der Beurteilung nachhaltiger Aspekte zur Anwendung, was in Kapitel 5.1 thematisiert wird.

Relevante Begriffe zur Ökobilanzierung werden in Kapitel 5.2 behandelt. Grundsätzliche Annahmen und Voraus-

setzungen zur ökologischen Bilanzierung folgen schließlich in Kapitel 5.3. Die zwei grundlegenden Berechnungs-

ansätze werden in Kapitel 5.4 vorgestellt. Abschließend werden ausgewählte Datenbanken und Programme in

Kapitel 5.5 aufgeführt, die zur ökologischen Bilanzierung verwendet werden können.

5.1 Einordnung der Methodik

Mit einer Ökobilanzierung können Prozesse bspw. zur Herstellung, Instandsetzung und Entsorgung von Produk-

ten, Bauteilen oder Gebäuden von der Gewinnung der benötigten Ausgangsstoffe bis zur Aufbereitung abgebildet

werden und deren potentielle Umweltwirkungen abgeschätzt werden. Ökobilanzen werden zunehmend bei der

Bewertung von Nachhaltigkeit herangezogen. Daher wird in Kapitel 5.1.1 kurz auf die Ökobilanzierung im Kontext

der Nachhaltigkeit eingegangen sowie in Kapitel 5.1.2 die Bewertungsgrenzen der Ökobilanzierung aufgezeigt.

5.1.1 Ökobilanzierung im Kontext der Nachhaltigkeit

Die Ökologie gilt als ein wesentlicher Baustein, wenn es darum geht, Aussagen über die Nachhaltigkeit zu treffen

(Anmerkung des Autors: in dieser Arbeit wird der Begriff „Nachhaltigkeit“ synonym verwendet mit der Bezeich-

nung „nachhaltige Entwicklung“). Nachhaltigkeit wird häufig als interdisziplinäres Konstrukt, bestehend aus den

Bereichen Ökologie, Ökonomie und Soziologie, beschrieben (vgl. z. B. [101], S. 24 f. [102], S. 682, [103], S. 99-115 ).

Doch es gibt unterschiedliche Auffassungen von Nachhaltigkeit, und diese befinden sich zudem in einer stetigen

Entwicklung. Manche Ansätze weisen in der Nachhaltigkeit einzig einen ökologischen Schwerpunkt auf, andere

halten die Bereiche Ökologie, Ökonomie und Soziologie für unzureichend und ergänzen diese um weitere, wie

bspw. um kulturelle Aspekte (vgl. z. B. [104], S. 27 f.).

Auch beim dreidimensionalen Modell wird der Stellenwert von ökologischen, wirtschaftlichen und sozialen

Zielen diskutiert. Eine Darstellungsform der Nachhaltigkeit stellt die Ökologie, Soziologie und Wirtschaft als ei-

genständige Säulen dar (vgl. Abbildung 5.1a). Diese Darstellungsform wird jedoch häufig kritisiert (vgl. z. B. [105],
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S. 100), da sie die Wechselwirkungen ökologischer, sozialer und ökonomischer Aspekte vernachlässigen. Daher

werden mittlerweile eher Darstellungsformen bevorzugt, bei denen sich der wechselseitige Einfluss deutlicher

ableiten lässt, wie bspw. das in Abbildung 5.1b dargestellte Modell mit drei gleich großen und sich überschneiden-

den Kreisen (vgl. z. B. [103], S. 100).

(a) : 3-Säulen-Modell. (b) : Venn-Diagramm. (c) : Prioritätenmodell.

Abbildung 5.1: Verschiedene Modelle zur Darstellung von Nachhaltigkeit.

Neben dieser Darstellungsart existieren auch sogenannte Prioritätenmodelle (vgl. Abbildung 5.1c), bei denen

den drei Bereichen zusätzlich eine Rangordnung zugeteilt wird (vgl. z. B. [102], S. 682). Dabei nimmt bspw. die

Ökologie die bedeutendste Stellung ein, mit dem Argument, ein „intakter“ Lebensraum sei Voraussetzung dafür,

dass der Mensch überhaupt existieren kann, und so erst zu wirtschaftlichem Handeln fähig ist. Es gibt damit auch

keine eindeutige Definition des Begriffs „Nachhaltigkeit“ (vgl. z. B. [106], S. 22 f.). Grunwald zufolge ist dies nicht

möglich (vgl. z. B. [106], S. 86 f.), da Nachhaltigkeit ihm zufolge neben den notwendigen Entscheidungen auch

Offenheit für Neues erfordert. Im Brundtland-Bericht wurde 1987 zur nachhaltigen Entwicklung folgendes fest-

gehalten: „Die Menschheit hat die Möglichkeit, die Entwicklung nachhaltig zu gestalten, um sicherzustellen, dass

sie die Bedürfnisse der Gegenwart erfüllt, ohne die Fähigkeit künftiger Generationen zu gefährden, ihre eigenen

Bedürfnisse zu befriedigen.“ (vgl. [101], S. 24, Anmerkung: vom Autor aus dem Englischen übersetzt).

Aufgrund des unklaren Stellenwerts der einzelnen Dimensionen und insbesondere den Wechselwirkungen

und Interessenkonflikten zwischen diesen scheint es umso wichtiger, bei der Bewertung von Nachhaltigkeit wis-

senschaftliche Methoden bereitzustellen, mit denen transparent die möglichen sozialen, wirtschaftlichen oder

ökologischen Folgen dargestellt werden können. Zur Bewertung des ökologischen Teils der Nachhaltigkeit sol-

len mit der Ökobilanzierung die potentiellen Umweltwirkungen technologischer Systeme unter Berücksichtigung

existierender Unsicherheiten ermittelt werden, wobei insbesondere auch die enthaltenen Unsicherheiten zu be-

rücksichtigen sind. Die Ergebnisse der Ökobilanzierung können dann zusammen mit den Resultaten sozialer und

wirtschaftlicher Resultate abgewogen werden. So entsteht eine ganzheitliche Grundlage, auf der dann geeignete

Maßnahmen bestimmt und Entscheidungen getroffen werden, die tatsächlich und nicht nur vordergründig zu

einer nachhaltigen Entwicklung beitragen können.

5.1.2 (Sozio)ökologische Systeme und Bewertungsgrenzen

Ein „ökologisches“ System muss kein „geschütztes“ System darstellen – und anlog dazu führt ein „künstliches“,

technologisches System nicht unweigerlich zu „den Menschen störenden“ Umweltbelastungen, sondern ist in

erster Linie ein vom Menschen entwickeltes System zur Erfüllung eines bestimmten Zwecks – mit einer Reihe er-

wünschter Effekte, aber eben auch potentieller, unerwünschter „Nebenwirkungen“. Welches weitgehend „natürli-
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che“ als auch welches „künstliche“ und „trotzdem geschützte“ System gegen welche unerwünschten Veränderun-

gen inwiefern geschont oder gänzlich verschont werden soll, basiert in der Regel auf politischen Entscheidungen.

Aktuelle Leitstrategien zur Verhinderung von Umweltkrisen sind vorwiegend die Schonung von Ressourcen, die

Effizienzsteigerung bei der Nutzung dieser sowie die Kreislaufwirtschaft (vgl. z. B. auch [83], S. 348 ff. und S. 338

ff.). Die Kreislaufwirtschaft verfolgt das Ziel, das Verhalten natürlicher Systeme auf technologische Systeme zu

übertragen. So wird durch die politisch angestrebte Kreislaufwirtschaft versucht, dass die Stoffkreisläufe techno-

logischer Systeme weitgehend geschlossen werden (vgl. z. B. [83], S. 338 ff.).

Bei sozioökologischen Systemen, bei denen nicht nur der rein ökologische Zustand, sondern auch der soziale

Nutzen von Bedeutung ist, spielt die Resilienz eine Rolle (vgl. z. B. [83], S. 64 ff. und S. 205 f.). Resiliente Syste-

me können sich durch äußere Störungen verändern und wieder zum ursprünglichen Zustand zurückkehren oder

einen anderen, stabilen Gleichgewichtszustand annehmen (vgl. z. B. [83], S. 105 f). Wird ein Ökosystem allerdings

fortwährend gestört, kann es aus dem Gleichgewicht geraten, was zu irreversiblen Veränderungen oder gar zu

dessen Zerstörung führen kann.

Klimawandel

Ein Beispiel für eine Störung des Ökosystems Erde ist der durch anthropogene Einflüsse verstärkte und beschleu-

nigte Klimawandel als unerwünschte Wirkung der Technosphäre auf die Ökosphäre. In der Atmosphäre befinden

sich von Natur aus Treibhausgase; sie bestehen zu ca. zwei Dritteln aus Wasserdampf und zu ca. einem Drittel aus

Kohlenstoffdioxid. Die Treibhausgase ermöglichen die Bewohnbarkeit der Erde, da sie durch die Absorption und

einer teilweisen Rückstrahlung der Wärme zur Erde die Auskühlung dieser vermeiden. Die zusätzlichen, durch

den Menschen eingetragenen Treibhausgase führen hingegen zu einer erhöhten und beschleunigten Erwärmung

der Erde. Diese anthropogen beschleunigte und verstärkte Erhöhung der Temperatur in der Atmosphäre stellt eine

Sekundärwirkung bzw. „Midpoint“ (Information zu „Midpoint“ vgl. auch Kapitel 5.2.5) der erhöhten Strahlungs-

absorption von zusätzlichen, in der Atmosphäre nicht natürlich vorhandenen Treibhausgasen dar.

Um eine irreversible Schädigung der Erde zu verhindern, wird eine Regulierung der Treibhausgasemissionen

technologischer Systeme angestrebt, sodass die Bilanz der in die Systeme eingehenden sowie der ausscheiden-

den Ströme weitgehend neutral ist. Dies spiegelt sich auch in den Maßnahmen zum Erreichen nationaler Kli-

maschutzziele wider. Zum Beispiel zeigt sich dies in dem Bestreben, einen nahezu „klimaneutralen Gebäudebe-

stand bis 2050“ erreichen zu wollen (vgl. z. B. [107], S. 52). Wo eine Minimierung bzw. der völlige Verzicht von

klimarelevanten Emissionen nicht möglich ist, gibt es im Zuge der Modellierung eine faktische Vorgehensweise,

um unerwünschte Elementarflüsse zu „neutralisieren“. Dabei werden rein theoretisch zwei in der Realität nicht

zueinander gehörende Systeme zu einem System zusammengefasst, sodass „negative“ und „positive“ ein- und

ausgehende Elementarflüsse der zusammengefassten Produktsysteme sich gegenseitig aufgeben bzw. „neutrali-

sieren“.

Öko-Label und CO2-Zerifikate

Es gibt Institutionen, die sich den Ansatz von „neutralisierten Flüssen“ mithilfe von Öko-Labeln zunutze machen.

So können Unternehmen - aber auch Privatpersonen - Klimaschutz-Projekte unterstützen, z. B. zur Aufforstung

in Deutschland oder auch in Nicaragua. Privatpersonen können auf Webseiten ihren jährlichen „Carbon Foot-

print“ (auf freiwilliger Basis) mit einem sog. CO2-Rechner bestimmen (vgl. Internetauftritt [108]). Der „Carbon

Footprint“ beruht auf Angaben wie dem jährlichen Verbrauch von Nahrungsmitteln, dem Heizenergiebedarf und

der Nutzungsintensität von Verkehrsmitteln. Unternehmen können analog die Emissionen berechnen lassen, wel-

che bspw. durch die Herstellungsprozesse eines Produktes entstehen. Im Zuge der Ergebnisdarstellung wird zu-
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gleich angeboten, für Klimaschutzprojekte zu spenden, welche den berechneten „Carbon Footprint“ verringern

oder gänzlich neutralisieren. Die Privatperson lebt dann z. B. ein Jahr lang „klimaneutral“ (vgl. z. B. [109]). Un-

ternehmen, die für ihre Produktionsprozesse solche Öko-Label nutzen, können gleichsam ihre Produkte dann als

„klimaneutral“ ausweisen; dies ist bspw. zunehmend auf Verpackungen von Pflegeprodukten zu finden.

Dieser Emissionshandel wird mit sog. CO2-Zertifikaten durchgeführt. Die Anzahl der Zertifikate wird so be-

rechnet, dass der aufgenommene Kohlenstoffdioxid derjenigen äquivalenten Menge der sog. „CO2-Äquivalente“

(vgl. z. B. [110] sowie [111]) entspricht, die zuvor im CO2-Rechner für die Lebensweise der Privatperson oder den

Herstellungsprozess des Unternehmens bestimmt wurden. Auch wenn eine finanzielle Unterstützung von solchen

Projekten zweifelsohne zu begrüßen ist, bleibt eine solche Vermarktung kritisch zu hinterfragen (vgl. auch [112],

S. 13). Bei Waldprojekten muss bspw. gewährleistet sein, dass die Aufforstung zusätzlich und eigens durch das

Projekt erfolgt. Hinzu kommt, dass z. B. eine verfrühte Freisetzung der Kohlenstoffdioxidemissionen durch illega-

le Waldrodung oder natürliche Waldbrände der aufgeforsteten Gebiete vermieden werden muss (vgl. auch [112],

S. 6). Auch wenn die Bedingungen zu den Klimaschutzprojekten erfüllt werden können und wenn darüber hinaus

angenommen wird, dass die klimarelevanten Emissionen sowohl im technologischen System exakt und in Gänze

erfasst werden, bleiben weitere Aspekte zu berücksichtigen. So wird durch Aufforstungsprojekte in Nicaragua zwar

unterstützt, dass dort zusätzlich gepflanzte Bambusplantagen Kohlenstoffdioxid zur Photosynthese aufnehmen.

Im technologischen System eines hergestellten Produktes (oder einer Privatperson) sind jedoch weitere klimare-

levante Emissionen zu erwarten, die in anderen Kreisläufen mit der Umwelt interagieren.

Abbildung 5.2: Produktsystem, das durch Einbezug eines Aufforstungs-Projekts als „klimaneutral“ gilt.

Hierfür ist der Kohlenstoffkreislauf (vgl. Kapitel 4.1.2, Abbildung 4.2) sowie ein fiktives Produktsystem, das

durch Aufforstung als klimaneutral bezeichnet werden kann, vereinfacht in Abbildung 5.2 dargestellt. Mit dieser

soll verdeutlicht werden, dass durch die Ergebnisse einer Ökobilanz keine Aussagen über die ökologischen Aus-

wirkungen eines Produktsystems im Allgemeinen getroffen werden können – es können lediglich Aussagen über

einzelne Umweltwirkungen, die das Produkt mit sich bringen kann, getätigt werden - und zwar über genau dieje-

nigen Umweltwirkungen, welche durch die entsprechenden Wirkungsindikatoren in der Ökobilanz berücksichtigt

werden. So kann das abgebildete Produktsystem weitere klimarelevante Gase W sowie andersartig umweltrelevan-

te Stoffe K beinhalten, die durch den Kohlenstoffkreislauf nicht gebunden oder „neutralisiert“ werden können.
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5.2 Relevante Normen und Begriffe

Die folgenden Begriffe sind für das Verständnis dieser Arbeit als relevant zu betrachten. Sie basieren auf den in

Kapitel 5.2.1 genannten Regelwerken, und werden mit weiteren Definitionen ergänzt, um die in dieser Arbeit vor-

genommenen Erläuterungen zu vereinfachen.

5.2.1 Normative Regelwerke

Wesentliche Grundsätze und Anforderungen zum Verfahren werden durch die international erstellten und in

Deutschland geltenden Normen DIN EN ISO 14040 Umweltmanagement - Ökobilanz - Grundsätze und Rahmen-

bedingungen (ISO 14040:2006 + Amd 1:2020) (vgl. [92]) und DIN EN ISO 14044 Umweltmanagement - Ökobilanz -

Anforderungen und Anleitungen (ISO 14044:2006 + Amd 1:2017 + Amd 2:2020) (vgl. [113]) vorgegeben.

Spezifische Rahmenbedingungen zur ökologischen Bewertung von Bauwerken werden in der DIN EN 15978

Nachhaltigkeit von Bauwerken - Bewertung der umweltbezogenen Qualität von Gebäuden - Berechnungsme-

thode (vgl. [114]) festgelegt. Die Grundregeln für Umweltkennzeichnungen und Umweltdeklarationen werden in

weiteren Normen definiert. So sind die Grundsätze zur Bereitstellung quantifizierter, umweltbezogener Daten in

Form von Umweltdeklarationen beispielsweise in der Norm DIN EN ISO 14025 Umweltkennzeichnungen und

–deklarationen – Typ III Umweltdeklarationen – Grundsätze und Verfahren (vgl. [115]) geregelt.

Die Produktkategorieregeln für Bauprodukte werden spezifiziert in der Norm DIN EN 15804 Nachhaltigkeit

von Bauwerken – Umweltproduktdeklarationen – Grundregeln für die Produktkategorie Bauprodukte (vgl. [116])

mit allgemeinen Grundregeln für Bauprodukte, die für einzelne Produktarten durch weitere Normen spezifiziert

werden. Daneben ist auch die Auswahl und Verwendung generischer Daten geregelt in der CEN/TR 15941 Nach-

haltigkeit von Bauwerken – Umweltproduktdeklarationen – Methoden für Auswahl und Verwendung von generi-

schen Daten; Deutsche Fassung (CEN/TR 15941:2010) (vgl. [117]).

5.2.2 Phasen einer Ökobilanz

Eine Ökobilanz besteht allgemein aus vier Phasen, die iterativ durchlaufen werden. Die Phasen bestehen aus der

Definition des Ziels und des Untersuchungsrahmens einer Ökobilanz, der Sachbilanz, der Wirkungsabschätzung

und zuletzt der Auswertung (vgl. auch z. B. [113], S. 8). Diese Phasen werden in den folgenden Abschnitten kurz

erläutert.

5.2.3 Ziel und Untersuchungsrahmen

Durch das Ziel und den Untersuchungsrahmen einer Ökobilanz sollen die Gründe für die Studie definiert und das

zu analysierende Produktsystem, die verwendete funktionelle Einheit sowie die Vorgehensweise und die verwen-

deten Methoden beschrieben werden (vgl. z. B.[113], S. 17 f.).

5.2.4 Sachbilanz

Die Sachbilanz ist diejenige Phase, in der die für das Produktsystem notwendigen Informationen erhoben wer-

den ([92], S. 22 f. sowie [113], S. 22 ff.). Die Erfassung der Inputs und Outputs erfolgt, sofern möglich, für jeden

einzelnen als Prozessmodul abgebildeten Prozess des Technologiesystems. Anhand der erfassten Elementar- und

Produktflüsse wird dann mit Bezug auf die funktionelle Einheit die Skalierung der einzelnen Prozessmodule be-

rechnet. Darauf aufbauend werden alle Inputs und Outputs des ganzen Produktsystems kalkuliert.
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5.2.5 Wirkungsabschätzung

Die Wirkungsabschätzung dient zur Abschätzung von potentiellen Umweltwirkungen, die relativ in Bezug zur

funktionellen Einheit (Definition „funktionelle Einheit“ vgl. auch Kapitel 5.2.12) ermittelt werden (vgl. z. B. [92],

S. 23 ff. sowie [113], S. 28 ff.). Hierfür müssen Wirkungskategorien sowie geeignete Wirkungsindikatoren als auch

Charakterisierungsmodelle ausgewählt werden, wobei diese mit dem Untersuchungsrahmen und dem Ziel ab-

gestimmt sein müssen. Diejenigen Umweltwirkungen, welche im Rahmen einer Ökobilanzierung adressiert wer-

den sollen, werden im Bilanzierungsrahmen einer Ökobilanz in Form von Wirkungskategorien wie bspw. der Wir-

kungskategorie „Klimawandel“ festgelegt. Die Umweltwirkungen werden mittels Wirkungsindikatoren quantifi-

ziert in Bezug zu einer Referenzemission.

Wirkungskategorien

Als Wirkungskategorien werden Kategorien bezeichnet, die gemäß [113], S. 15 „wichtige Umweltthemen“ reprä-

sentieren. Ein Beispiel hierfür ist der Klimawandel (vgl. Kapitel 5.1.2, Abschnitt „Klimawandel“).

Wirkungs(kategorie)indikatoren

Mit Wirkungskategorieindikatoren (oder kurz häufig auch nur als „Wirkungsindikatoren“ bezeichnet) können Wir-

kungskategorien quantifiziert werden (vgl. z. B. [113], S. 15). Indikatoren mit Bezug auf Primär- oder ggfs. auch

Sekundärwirkungen werden als „Midpoints“ bezeichnet (vgl. [93], S. 223 f.), während daraus resultierende Folgen

wie z. B. Schäden am menschlichen Organismus, irreversible Störungen der Umwelt oder ein Verlust der Artenviel-

falt „Endpoints“ darstellen; der Bezug auf solche sog. „Endpoints“ geht mit einem großen Anstieg an Unsicherheit

einher [93], S. 224 f. sowie [98], S. 109). Daher werden stattdessen häufig Midpoint-Indikatoren verwendet. Die

Temperaturerhöhung der Wirkungskategorie „Klimawandel“ kann beispielsweise als Sekundärwirkung eingestuft

werden, während der Anstieg des Meeresspiegels hingegen eine Tertiärwirkung darstellt (vgl. [93], S. 224 f.). Die

Referenzemission des Treibhauspotentials ist CO2.

Charakterisierungsfaktoren

Mit den Charakterisierungsfaktoren können die zu einem konkreten Wirkungsindikator zugeordneten, umweltre-

levanten Elementarflüsse auf eine gemeinsame Einheit umgerechnet werden (vgl. z. B. [92], S. 14). Sie beziehen

sich auf einen festgelegten Referenzfluss und sind in Charakterisierungsmodellen zusammengefasst.

Charakterisierungsmodelle

Die Charakterisierungsmodelle enthalten die für ein konkretes Umweltthema relevanten Elementarflüsse, einen

festgelegten Referenzfluss sowie die zugehörigen Charakterisierungsfaktoren. Für die Abbildung der Wirkungska-

tegorie Klimawandel ist das Charakterisierungsmodell zum „Global Warming Potential“ des IPCC geeignet (vgl.

auch [118], S. 663), wobei der Indikator z. B. einen Betrachtungszeitraum von 100 Jahren umfasst.

5.2.6 Auswertung

Mithilfe der Ergebnisse soll es möglich sein, Schlussfolgerungen zu definieren und Empfehlungen abzuleiten. In

der Auswertung sollen hierfür die Ergebnisse mit verschiedenen Methoden überprüft und verständlich dargestellt

werden (vgl. z. B. ([92], S. 26 f. sowie [113], S. 36 ff.).
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5.2.7 Treibhauspotential

Mit dem Wirkungskategorieindikator „Treibhauspotential“ (englisch: „Global Warming Potential“, kurz GWP) kön-

nen die potentiellen Umweltwirkungen von Systemen in Bezug auf den Klimawandel ermittelt werden (vgl. auch

Abschnitt „Klimawandel“ in Kapitel 5.1.2). Der Indikator bezieht sich dabei auf die erhöhte Strahlungsabsorption,

die potenziell zu einer Erderwärmung führt. Die Referenzemission des Treibhauspotentials ist Kohlenstoffdioxid

(CO2); der Einfluss der übrigen, klimarelevanten Gase wird im relativen Verhältnis zu Kohlenstoffdioxid bestimmt.

Um lediglich den zusätzlichen Erwärmungseffekt durch die anthropogen verursachten Treibhausgase zu erfassen,

erfolgt die Ermittlung in einem Strahlungsbereich von ca. 8 µm bis ca. 15 µm, in welchem das Absorptionsvermö-

gen der natürlichen Treibhausgase CO2 und Wasserdampf möglichst gering ist. Die Ermittlung der spezifischen

Einflüsse durch die einzelnen, klimarelevanten Gase erfolgt mithilfe von komplexen, dynamischen Klimamodel-

len, aus denen sich - mit gewissen Unsicherheiten behaftete - Charakterisierungsfaktoren ableiten lassen. Sie

werden vom Intergovernmental Panel on Climate Change (kurz IPCC, häufig auch als Weltklimarat bezeichnet)

bereitgestellt. Der GWP wird durch Aufaddieren der einzelnen Stoffmengen mi , die mit ihren spezifischen Cha-

rakterisierungsfaktoren multipliziert werden, bestimmt (vgl. [93], S. 319):

GWP =∑
i

(mi ·GWPi )

5.2.8 Produkt

Ein Produkt wird definiert als „jede Ware oder Dienstleistung“ ([92], S. 10 f.).

Zwischenprodukt

Ein Produkt, das innerhalb eines Produktsystems erzeugt wird und auch innerhalb desselben Produktsystems

wieder verwendet wird, ist ein Zwischenprodukt (vgl. [92], S. 12).

Hauptprodukt

Das Produkt, das durch ein Prozessmodul oder Produktsystem erzeugt oder verbraucht werden soll, wird in dieser

Arbeit als Hauptprodukt bezeichnet.

Endprodukt

Ein Produkt, das durch ein Produktsystem erzeugt oder verbraucht werden soll, wird in dieser Arbeit als Endpro-

dukt bezeichnet (vgl. auch [92], S. 18).

5.2.9 Zusatzprodukt

Eine Substanz, die neben dem Hauptprodukt eines Prozessmoduls oder Produktsystems erzeugt wird und in wei-

tere Prozessmodule oder Produktsysteme innerhalb oder außerhalb des Produktsystems fließt, wird in dieser Ar-

beit allgemein als Zusatzprodukt bezeichnet. Dies umfasst Koppelprodukte sowie Nebenprodukte. Produkte, bei

denen noch nicht bekannt ist, ob sie das Ende der Abfalleigenschaften (Definition „Ende der Abfalleigenschaften“

vgl. Kapitel 5.2.10) erreichen, werden in dieser Arbeit ebenfalls allgemein als Zusatzprodukte bezeichnet.
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Internes Zusatzprodukt

Ein Zusatzprodukt, das innerhalb des Produktsystems wieder verbraucht wird, wird in dieser Arbeit als internes

Zusatzprodukt bezeichnet. Dabei kann es sich um ein intern verwendetes Koppel- oder Nebenprodukt handeln,

welches zugleich ein Zwischenprodukt ist.

Externes Zusatzprodukt

Ein Produkt, das die Systemgrenze überschreitet oder durch eine Systemerweiterung im Produktsystem substitu-

iert wird, wird in dieser Arbeit allgemein als externes Zusatzprodukt bezeichnet. Dabei kann es sich um ein extern

verwendetes Koppel- oder Nebenprodukt handeln.

Koppelprodukt

Ein Zusatzprodukt, das einen Nutzen hat und ohne wesentliche, weitere Verarbeitung direkt verwendet werden

kann, wird gemäß [92], S. 11 als Koppelprodukt (englisch: „Co-Products“) bezeichnet. Im chemischen Bereich

werden nach vgl. [119], S. 12 Produkte, die neben dem „Wertprodukt“ entstehen, als Koppelprodukt bezeichnet.

Dabei sind „Wertprodukte“ in dieser Arbeit zu übersetzen mit Hauptprodukten. Gemäß [96], S. 60 kann die Zuord-

nung mithilfe des Verkaufswerts in Relation zum Hauptprodukt erfolgen: Weist ein Produkt einen vergleichsweise

hohen Marktwert auf, kann es demnach den Koppelprodukten zugeordnet werden.

Nebenprodukt

Ein Zusatzprodukt, das auf Basis des Verkaufswerts in Relation zum Hauptprodukt einen vergleichsweise niedri-

gen Marktwert aufweist, wird angelehnt an [96], S. 60 in dieser Arbeit als Nebenprodukt bezeichnet. Dies deckt

sich weitgehend mit den Definitionen im chemischen Bereich, in denen „unerwünschte“ oder „wertlose“, ne-

benbei anfallende Substanzen als Nebenprodukte bezeichnet werden. Diese sollen soweit wie möglich vermieden

oder umgewandelt werden ([119], S. 13). In der Abfallrahmenlichtlinie [120], S. 7 werden hingegen Substanzen,

welche vom weitgehend direkten Nutzen sind, als „Nebenprodukte“ bezeichnet.

5.2.10 Abfall

In der Norm (vgl. [92], S. 13) wie auch in der „Abfallrahmenrichtlinie“ (vgl. [120], S. 3) wird Abfall als „Substanz“

bezeichnet, die entsorgt werden soll oder muss und deren Abfalleigenschaft nicht beendet werden kann. Gemäß

[96], S. 60 kann eine Substanz mit negativem Verkaufswert, d. h. wenn dessen Abgabe kostenpflichtig ist, der Ka-

tegorie Abfall zugeordnet werden.

Ende der Abfalleigenschaft

In der Abfallrahmenrichtlinie (vgl. [120], Artikel 6, S. 7 f.) wird als „Ende der Abfalleigenschaft“ festgelegt, dass

Abfälle, die rezykliert oder verwertet wurden, verwendbar sind und als unschädlich für die Umwelt und den Men-

schen gelten, nicht mehr als Abfall bezeichnet werden.

Abfallhierarchie

Gemäß der Abfallhierarchie (vgl. [120], S. 6) soll Abfall vorrangig vermieden werden. Ist dies nicht möglich, soll Ab-

fall, wenn möglich, wiederverwendet werden. Alternativ sollen Rezyklierprozesse durchgeführt werden. Ist auch
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dies nicht möglich, soll Abfall anderweitig verwertet werden. Die endgültige Entsorgung soll die letztmögliche

Option sein.

5.2.11 Abfallbehandlung und -entsorgung

Beim Umgang mit Produkten oder Abfall gibt es verschiedene Verfahren, die nachfolgend kurz erläutert werden.

Wiederverwendung

Die Nutzung eines Produktes, welches nach einer vorangegangenen Nutzung und einer entsprechenden Aufbe-

reitung wieder für dieselbe Funktion verwendet werden kann, wird [120], S. 5 zufolge als Wiederverwendung be-

zeichnet.

Behandlung

Die Verwertung oder Beseitigung von Abfällen wird nach [120], S. 6 allgemein als „Behandlung“ von Abfall be-

zeichnet.

Verwertung

Durch Verwertungsverfahren wird Abfall gemäß [120], S. 5 derart aufbereitet, dass er das Ende der Abfalleigen-

schaft erreicht und so nach der Behandlung wieder eine Funktion erhält.

Beseitigung

Alle weiteren Verfahren, durch welche Abfall nicht verwertet werden, werden nach [120], S. 6 als Beseitigung be-

zeichnet.

Rezyklierung

Die Rezyklierung ist gemäß [120], S. 5 ein Verwertungsverfahren, wobei die energetische Verwertung sowie die

Aufbereitung zu Sekundärbrennstoffen ausgenommen ist.

5.2.12 Produktsystem

Gemäß Norm [113], S. 14 und [92], S. 18 ff. besteht ein Produktsystem aus Prozessmodulen und ein- sowie aus-

gehenden Flüssen, um ein Produkt unter Berücksichtigung der funktionellen Einheit darzustellen. Ein Produktsy-

stem stellt „den Lebensweg(abschnitt) eines Produktes“ dar. Dabei sollen diejenigen Prozessmodule berücksich-

tigt werden, welche zur Erzeugung bzw. Verarbeitung des Endproduktes oder der dafür notwendigen Zwischen-

produkte beitragen und innerhalb des Betrachtungsrahmens liegen.

Herstellendes Produktsystem

Ein Produktsystem, dessen Nutzen es ist, ein Produkt zu erzeugen, wird in dieser Arbeit auch als „herstellendes

Produktsystem“ bezeichnet.
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Verarbeitendes Produktsystem

Ein Produktsystem, dessen Nutzen es ist, ein Produkt zu verarbeiten (z. B. durch eine Abfallbehandlung), wird in

dieser Arbeit auch als „verarbeitendes Produktsystem“ bezeichnet.

5.2.13 Prozessmodul

Das Prozessmodul ist nach [92], S. 13 definiert als die kleinste Einheit, für welche ein- und ausgehende Flüsse

modelliert und quantifiziert werden können. Die Prozessmodule bilden die einzelnen Prozesse eines Technolo-

giesystems ab.

Aggregiertes Prozessmodul

Als aggregiertes Prozessmodul wird angelehnt an [121], S. 110 in dieser Arbeit ein Prozessmodul bezeichnet, das

ein Subsystem darstellt, welches als Black-Box verfügbar ist. Seine Flüsse sind kumuliert, sodass nur die eingehen-

den und ausgehenden Flüsse aus dem System bekannt sind.

Prozess

Ein Prozess besteht nach [92], S. 11 aus Vorgängen, durch welche Inputs in Outputs überführt werden.

Inputs und Outputs

Bei den Inputs und Outputs handelt es sich gemäß [113], S. 13 und S. 14 um quantifizierte und als Elementar- und

Produktflüsse modellierte, ein- und ausgehende Ströme eines Prozesses.

5.2.14 Systemstruktur

Die Produktsysteme können unterschiedliche Systemstrukturen aufweisen. Die Systemstruktur ist gekennzeich-

net durch die Anordnung der Prozessmodule und ihre Verknüpfung untereinander. Die Grundstruktur ist dieje-

nige Struktur, die sich ergibt, wenn das Produktsystem keine Hyper- oder Multikanten enthält. Es handelt sich

hierbei in der Regel um einfache Systemstrukturen von linearen oder baumartigen Produktsystemen. Mischstruk-

turen sind Strukturen, die sich ergeben, wenn mehrere Arten von Systemstrukturen ineinandergreifen und sich

nicht in mehreren, voneinander getrennten Subsystemen abbilden lassen.

Subsystem

Ein Subsystem ist angelehnt an [77], S. 283 ein abgrenzbares Teilsystem eines übergeordneten Systems. In die-

ser Arbeit kann ein Produktsubsystem aus einem oder mehreren Prozessmodulen bestehen. Jedes Produktsystem

kann ein Subsystem eines übergeordneten Systems darstellen (vgl. auch [122], S. 65).

Multifunktionales System

Als multifunktionales System wird ein System bezeichnet, das mehr als einen Zweck erfüllt. Dies kann der Fall

sein, wenn durch ein System mehrere Produkte erzeugt werden.

44



5.2.15 Funktionelle Einheit

Die funktionelle Einheit stellt nach [92], S. 21 die messbare(n) Funktion(en) bzw. den quantifizierten Nutzen eines

Produktsystems dar. Sie ist der Bezug der Inputs und Outputs des Produktsystems und ermöglicht den Vergleich

mehrerer Produktsysteme mit gleicher Funktion.

5.2.16 Fluss

In der Methodik der Ökobilanzierung beschreibt ein Fluss allgemein einen als Produkt- oder Elementarfluss mo-

dellierten Produkt-, Stoff- oder Energiestrom.

Produktfluss

Ein Produktfluss beschreibt gemäß [92], S. 12 ein Produkt, welches als Input dem Produktsystem zugeführt wird

oder als Output das Produktsystem verlässt. In dieser Arbeit werden Produktflüsse allgemein definiert als Produk-

te, die als Inputs oder Outputs einem Prozessmodul oder Produktsystem zugeführt werden oder ein Prozessmo-

dul oder Produktsystem wieder verlassen. Der Produktfluss gilt als allgemeiner Begriff und kann einen Zwischen-,

End-, Haupt-, Zusatz-, Neben-, oder Koppelproduktfluss repräsentieren.

Demnach kann es sich auch bei Abfall um ein Produkt handeln, dass an ein Produktsystem weitergegeben

wird, welches den Abfall aufbereitet oder beseitigt. Daher wird Abfall in dieser Arbeit als Produktfluss erfasst und

modelliert. Dies wird in bisherigen Ökobilanzprogrammen nicht einheitlich gehandhabt (weiterführende Infor-

mationen zu etablierten Ökobilanzprogrammen wie openLCA und GaBi vgl. auch Kapitel 5.5). Während bspw.

im Ökobilanzprogramm openLCA die drei Flusstypen Produkt-, Elementar- und Abfallfluss existieren (vgl. [123],

S. 36), wird im Ökobilanzprogramm GaBi grundsätzlich zwischen „valuable flows“ (deutsche Übersetzung: „wert-

voller Fluss“) und Elementarflüssen unterschieden (vgl. [121], S. 50), wobei die „valuable flows“ differenziert wer-

den in „valuable material flows“ (deutsche Übersetzung: „Wertstofffluss“) oder „waste material flows“ (deutsche

Übersetzung: „Abfallstofffluss“) (vgl. [121], S. 57 f.).

Zwischenproduktfluss

Ein Zwischenproduktfluss ist ein Produktfluss, der angelehnt an [92], S. 12 den Fluss eines Zwischenproduktes

repräsentiert.

Elementarfluss

Ein Elementarfluss stellt einen Stoff- oder Energiestrom dar, der ohne zusätzlichen Prozessschritt aus der Umwelt

einem Technologiesystem zugeführt wird oder ohne weiteren Prozessschritt von einem Technologiesystem „an

die Umwelt abgegeben wird“ ( [113], S. 12).

Referenzfluss

Ein Referenzfluss ist ein Produktfluss, auf den alle anderen Flüsse des Produktsystems bezogen werden, damit die

Flüsse entsprechend der funktionellen Einheit quantifiziert werden (vgl. [92], S. 14).
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5.2.17 Element

Als Elemente werden in dieser Arbeit allgemein Komponenten von Systemen bezeichnet; dies können Prozessmo-

dule, Flüsse oder Subsysteme sein.

5.2.18 Gruppe

Eine Gruppe ist in dieser Arbeit eine Zusammenfassung mehrerer Elemente mit identischem Referenzfluss. Es

können z. B. vergleichbare Prozessmodule, Subsysteme und Produktsysteme gruppiert werden zu Prozessmodul-

gruppen, Subsystemgruppen und Produktsystemgruppen. Es ist möglich, dass eine Gruppe nur aus einem Ele-

ment besteht. Ein Produktsystem kann so bspw. nur aus einem Prozessmodul bestehen oder aus einer einzelnen

Prozessmodulgruppe, bzw. aus einem Subsystem oder einer einzelnen Subsystemgruppe. Generische Datensätze

repräsentieren häufig Gruppen, z. B. werden mehrere, ähnliche Produkte zu einer Produktgruppe zusammenge-

fasst. In herkömmlichen Ökobilanzen werden für generische Datensätze häufig Durchschnittsdaten verwendet

(„Durchschnittsdaten“ vgl. Kapitel 5.2.20). Bei Anwendung des intervallarithmetischen Ansatzes ergeben sich die

jeweiligen Untergrenzwerte der einzelnen Flüsse aus den geringsten Werten und die Obergrenzwerte analog aus

den höchsten Werten (weiterführende Informationen sind in [122], S. 66 zu finden).

5.2.19 Lebensweg

Der Lebensweg stellt die „Stufen eines Produktsystems“ ([92], S. 9) dar vom Abbau der benötigten Rohstoffe bis

zur vollständigen Beseitigung des im Zuge des Produktsystems dargestellten Produktes.

Lebenswegabschnitt

Der Lebenswegabschnitt ist eine einzelne Stufe des Lebenswegs, wie zum Beispiel die Rohstoffgewinnung, der

Produktionsprozess, die Nutzungsphase, die Beseitigung sowie die Behandlung nach der Nutzung und/oder Wie-

derverwendung (vgl. z. B. [92], S. 49 und S. 51).

Informationsmodule

Gemäß [116], S. 20 ff. werden Lebenswegabschnitte zur Bewertung von Gebäuden in die Informationsmodule

A, B, C und D untergliedert. Das Modul A bildet Informationen über die Herstellung und Errichtung bzw. den

Einbau des betrachteten Produktes ab. Mit dem Modul B wird die Nutzungsphase modelliert, das Modul C dient

zur Modellierung der Entsorgung bzw. Behandlung des betrachteten Produktes nach der Nutzung und das Modul

D ist ergänzend zur Erfassung von Belastungen und Gutschriften außerhalb der Systemgrenze verfügbar, welches

z. B. durch Substitution berücksichtigt werden kann.

5.2.20 Daten

Daten zur Durchführung einer Ökobilanzierung können gemäß [117], S. 5 in systemspezifische und generische

Daten unterteilt werden.

Durchschnittsdaten

Durchschnittsdaten sind Daten, die in einer bestimmten Art und Weise gemittelt wurden und von verschiedenen

Herstellern oder mehreren Produktionslinien stammen können (vgl. [117], S. 5).
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Systemspezifische Daten

Systemspezifische Daten beruhen nach [117], S. 6 auf den Informationen eines konkret zu modellierenden Pro-

duktsystems. Systemspezifische Daten können auch Durchschnittsdaten sein (vgl. z. B. [117], S. 7).

Anlagenspezifische Daten

Anlagenspezifische Daten beschreiben [117], S. 6 zufolge die Informationen einer Anlage, welche verschiedene

Produktionslinien aufweisen kann.

Generische Daten

Generische Daten sind nach [117], S. 5 „Ersatzdaten“, wenn keine spezifischen Informationen vorliegen; sie kön-

nen anlagenspezifische Daten oder Durchschnittsdaten sein.

5.2.21 Unsicherheitsfluss

Der Begriff der „Fehlerfortpflanzung“ ist häufig im Zusammenhang mit der Messtechnik zu finden. Er beschreibt

die Weiterreichung von Abweichungen im Zuge von Berechnungsschritten. Da mittlerweile in der Messtechnik

zwischen „Fehlern“ und Abweichungen unterschieden wird (vgl. z. B. [124], S. 14), werden die Bezeichnungen

„Fehlerrechnung“ und „Fehlerfortpflanzung“ als obsolet angesehen und daher in dieser Arbeit nicht verwendet.

Stattdessen wird der Begriff „Unsicherheitsfluss“ verwendet. Gelangen unsichere Werte in die Bilanzierung, „flie-

ßen“ auch die enthaltenen „Unsicherheiten“ bis zu den Ergebnissen, wobei sie sich – in Wechselwirkung mit wei-

teren Unsicherheiten - vergrößern oder aber verringern können.

5.3 Grundsätzliche Annahmen und Voraussetzungen

Die herkömmliche Methodik der Ökobilanzierung bringt Bedingungen, Besonderheiten und Herausforderungen

mit sich, die beachtet werden müssen. Diese werden in den folgenden Kapiteln erläutert.

5.3.1 Relevanz einer Trennlinie zwischen Öko- und Technosphäre

In der Ökobilanzierung wird zwischen der Ökosphäre und der Technosphäre unterschieden. Diese Abgrenzung

ist notwendig, um überhaupt eine Bilanzierung vornehmen zu können. Die Herkunft des Begriffs „Bilanzierung“,

ist im lateinischen Wort „bilanx“ zu finden, was übersetzt „zwei Waagschalen habend“ bedeutet (Übersetzung

vgl. z. B. [125]). Bei einer Bilanzierung bedarf es zweier Seiten, die gegenübergestellt und verglichen werden. Ohne

eine Unterscheidung zwischen zwei Seiten und der Festlegung dieser Systemgrenzen wäre eine Bilanzierung nicht

durchführbar.

Auch die in dieser Arbeit weiterentwickelte Methodik zur Ökobilanzierung baut auf einer getrennten Betrach-

tung von Techno- und Ökosphäre auf. In der Praxis der Ökobilanzierung wird die Ökosphäre allgemein als der

gesamte Bereich definiert wird, der nicht zur Technosphäre gehört (vgl. [93], S. 32). Eine klare „Entweder-Oder“-

Trennung zwischen Ökosphäre und Technosphäre ist nicht uneingeschränkt möglich. Grund hierfür ist, dass Öko-

systeme wie auch Technologiesysteme vorwiegend offene Systeme sind (Erläuterung zu „offenen Systemen“ vgl.

Kapitel 4.1.1), die an den Grenzen über Stoff- und Energieströme miteinander in Verbindung stehen. So beein-

flussen Veränderungen der Umwelt - wie z. B. die Erderwärmung - die Technosphäre. So werden z. B. in einigen

Regionen Gebäude durch die Erderwärmung weniger geheizt und/oder vermehrt gekühlt. Dazu resultiert bspw.
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aus den fehlenden Stoffkreisläufen von Technologiesystemen, dass die produzierten Abfälle und Edukte nicht voll-

ständig verwertet werden können und sich in Deponien anreichern. So ist bspw. der Birkenkopf in Stuttgart ein

über 40 Meter hoher Berg, der mit seiner Aussicht auf die Natur als beliebtes Ausflugsziel gilt. Nur noch vereinzelt

erkennbar ist dabei sein „künstlicher“ Ursprung aus Trümmerschutt, weshalb der Berg im Volksmund auch als

„Monte Scherbelino“ bezeichnet wird. In gewisser Weise entstehen dadurch Übergangsbereiche, die weder Öko-

system noch Technologiesystem sind, sondern vielmehr sowohl Ökosystem als auch Technologiesystem. Dies wird

mitunter auch als „Hybride“ bezeichnet (Kontext zu „Hybride“ vgl. Kapitel 6.1.1).

5.3.2 Lineare Modellierung und Black-Box-Ansatz

Das in dieser Arbeit vorgeschlagene intervallarithmetische Verfahren baut auf der herkömmlichen Methodik der

Ökobilanzierung auf. Da sich die einzelnen Phasen der Ökobilanzierung gegenseitig beeinflussen, müssen diese

im Laufe einer Ökobilanz immer wieder neu betrachtet und gegebenenfalls angepasst werden. Die Ökobilanzie-

rung ist somit eine iterative Methode, d. h. die durchgeführten Berechnungen, aber auch die getroffenen Annah-

men, Methoden und ggfs. auch die gesetzten Systemgrenzen und Kriterien werden immer wieder geprüft und

falls notwendig aktualisiert. Die Ökobilanzierung basiert dazu auf einem relativen, vergleichenden Ansatz. Dieser

erfordert grundsätzlich Vergleiche, um Aussagen treffen zu können, da die bilanzierten Ergebnisse keine absoluten

Umweltwirkungen darstellen.

Dies setzt gleichsam voraus, dass die gegenübergestellten Ökobilanzen vergleichbare Produktsysteme mit der-

selben funktionellen Einheit aufweisen und möglichst auf denselben Randbedingungen, Methoden und System-

grenzen basieren. Die Methodik der Ökobilanzierung beruht auf einem statischen, linearen Ansatz zur Berech-

nung der Umweltwirkungen (vgl. auch Kapitel 4.3.3). Es gibt alternative Ansätze hierzu; ein solches wurde z. B. in

[126] vorgestellt, bei dem in den Modellen auch chemische und physikalische Abhängigkeiten hinterlegt werden

können. In [127] wird ein Verfahren vorgestellt, bei dem die Verknüpfung verschiedener Modelle erprobt wurde.

So wurde ein Gebäudemodell zur thermischen Gebäudesimulation, ein Materialflussmodell zur energetischen

Bilanzierung und ein Maschinenmodell zur Abbildung der Produktionsprozesse gekoppelt.

Diese Arbeit erweitert die bisherige Methodik der herkömmlichen Ökobilanzierung mit dem Ziel, Unsicherhei-

ten umfassend berücksichtigen zu können. Alternative Ansätze zur konzeptuellen Modellbildung werden daher in

dieser Arbeit nicht thematisiert.

5.3.3 Subsysteme von Produktsystemen

Subsysteme von Produktsystemen spielen bei der Abbildung vor- und nachgelagerter Produktionsprozesse eine

wichtige Rolle. Bei einer Betrachtung des gesamten Lebenswegs und einer vollständigen Datenerhebung aller Vor-

gänge inklusive der vor- und nachgelagerten Prozesse (die sog. „Up-“ und „Downstreams“) beginnen und enden

die modellierten Produktsysteme mit Prozessmodulen, die als Inputs bzw. Outputs keine Produktflüsse, sondern

nur Elementarflüsse aufweisen. Da die vollständige Erfassung aller Informationen der vor- und nachgelagerten

Prozesse oftmals nicht möglich ist, wird meistens auf generische Datensätze (Definition „generische Daten“ vgl.

Kapitel 5.2.20) zurückgegriffen. Diese Daten beruhen auf anderen Produktsystemen – und sind damit Untergra-

phen bzw. Subsysteme im zu modellierenden Produktsystem.

In Abbildung 5.3 ist zur Erläuterung exemplarisch das Produktsystem PS3 abgebildet, welches das Produkt P2

benötigt. Da jedoch nicht genügend spezifische Informationen über die Herstellung des Produktes zur Verfügung

stehen, wird zur Abbildung des Produktes P2 ein generischer Datensatz verwendet. In diesem ist die Herstellung

des Produktes P2 durch die Modellierung des Produktsystems PS2 abgebildet. Im Produktsystem PS2 wird wieder-
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um zur Abbildung des Produktes P1 auf das Produktsystem PS1 zurückgegriffen. In der Praxis ist es der Regelfall,

dass zur Modellierung eines Produktsystems ab einer bestimmten Ebene auf bereits modellierte Subsysteme ver-

gleichbarer Produkte zurückgegriffen wird.

Der Nutzer verfügt in der Regel über zusätzliche Informationen zum Bilanzierungsrahmen; d. h. es werden

die verwendeten Methoden und Rahmenbedingungen wie die Systemgrenzen, die Bewertungsmethoden und die

hinterlegten Charakterisierungsmodelle, die Allokationsregeln und die Abschneidekriterien aufgezeigt.

Abbildung 5.3: Produktsystem PS3, das generische Daten verwendet, die als Subsysteme integriert werden.

Abbildung 5.4: Generischer Datensatz mit Informationen des Produktes P1 als aggregiertes Prozessmodul.

Dabei ist jedoch die Vielzahl verfügbarer Datensätze nur als „Black-Box“ erhältlich, was exemplarisch in Ab-

bildung 5.4 dargestellt ist. Der Nutzer erhält zwar Informationen über die auf die funktionelle Einheit bezogenen

Ergebnisse der Sachbilanz bzw. der Wirkungsabschätzung sowie den zugrunde gelegten Bilanzierungsrahmen,

das modellierte Produktsystem sowie dessen Subsysteme sind jedoch nicht einsehbar.
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5.3.4 Ökobilanzierung aus Ingenieurssicht

Die Tätigkeit eines Ökobilanzierenden gleicht einer Schnittstelle: er benötigt für eine Ökobilanz Informationen

aus verschiedenen (Wissenschafts-)Bereichen. Jeder Bereich verfügt über einen eigenen, in sich geschlossenen

Kompetenzbereich. Innerhalb eines Bereiches können Daten eingelesen, neue Informationen erzeugt sowie Werte

bearbeitet und ausgegeben werden. Der Ökobilanzierende kann auf Daten unterschiedlicher Bereiche zugreifen,

diese verarbeiten und daraus die zu erwartenden Umweltwirkungen ermitteln. Die Daten kann er jedoch in vielen

Fällen nicht oder nur sehr begrenzt überprüfen. Dies gilt auch über Informationen zur Unsicherheit der übermit-

telten Daten. In Abbildung 5.5 sind die Datenquellen aus diversen Modellen dargestellt, die ein Ökobilanzierender

benötigt und die häufig nur als Black-Boxen (vgl. Kapitel 4.1.6) verfügbar sind.

Sind die einzelnen Prozessschritte der Produktsysteme identifiziert und als Prozessmodule abbildbar, kön-

nen derart modellierte Produktsysteme als Grey-Boxen bezeichnet werden (vgl. z. B. auch [75], S. 83). So sind

die wesentlichen Komponenten und linearen Zusammenhänge des betrachteten Technologiesystems bekannt;

sie können als Gleichungssysteme dargestellt und gelöst werden (vgl. z. B. auch [126], S. 18 f.). Die Charakterisie-

rungsmodelle zur Abschätzung von Umweltwirkungen sowie die Sach- und Ökobilanzen zur Abbildung vor- und

nachgelagerter Technologiesysteme fließen in der Regel als Black-Boxen in die Modellbildung ein (vgl. z. B. auch

[126], S. 18), obgleich die Informationen der Charakterisierungsmodelle tatsächlich auf komplexen (White-Box)-

Modellen basieren (z. B. auf dynamischen Klimamodellen).

Abbildung 5.5: Schnittstellen in einer Ökobilanzierung sowie verknüpfte Grey- und Black-Box-Modelle.

Die veröffentlichten Ergebnisse von Ökobilanzen können als Black-Box interpretiert werden: so ist es mit den

zur Verfügung gestellten Daten in der Regel nicht möglich, das zugrunde gelegte System zu identifizieren oder

nachzubilden. Der Ökobilanzierende selbst ist in der Regel zur Verschwiegenheit verpflichtet und darf in vielen

Fällen nur sehr begrenzt weitere Informationen als die möglicherweise veröffentlichten Ergebnisse preisgeben.
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5.3.5 Multifunktionale Systeme

Die Festlegung einer funktionellen Einheit als Bezugseinheit spielt eine wesentliche Rolle in der Ökobilanzierung.

Der quantifizierte Nutzen eines Produktsystems kann zum einen durch das Auftreten von Zusatzprodukten wei-

tere Funktionen aufweisen. Zum anderen wird die funktionelle Einheit eines Produktsystems durch wechselnde

Besitzer in unterschiedlichen Lebenswegabschnitten geprägt.

Durch das Auftreten von Zusatzprodukten kann das betrachtete Produktsystem weitere Funktionen aufweisen.

Haben anfallende Zusatzprodukte intern keine Verwendung, erfüllen jedoch für andere Produktsysteme einen

Zweck und können daher anderweitig verwendet oder verwertet werden, ist dies in der Regel mit weiteren Pro-

zessen zur Aufbereitung und einhergehenden Umweltbelastungen verbunden. Während der Abfall noch dem ver-

ursachenden System zugeordnet werden kann, gibt es bei Zusatzprodukten, die an anderer Stelle Anwendung

finden, ein Zuordnungsproblem. Oftmals steht zur Diskussion, ob die Aufbereitungsprozesse beiden Systemen je-

weils zur Hälfte zugeordnet werden sollen, d. h. dem abgebenden als auch dem annehmenden System. Manche

rechnen die Reyzklierprozesse ganz dem verursachenden System an, andere ganz dem abnehmenden System.

Es gibt zwei grundsätzliche Ansätze, wie die Umweltwirkungen von Zusatzprodukten in der ökologischen Bi-

lanzierung berücksichtigt werden können, wenn diese nicht direkt den einzelnen Produkten zugeordnet werden

können: die „Systemerweiterung“ und die „Allokation“. Das laut Norm zu priorisierende Verfahren ist die „Syste-

merweiterung“ (vgl. [113], S. 61 ff.), die sich in das „Warenkorbverfahren“ und die „Gutschriftenmethode“ unter-

teilen lässt (vgl. auch Abbildung 5.6).

Abbildung 5.6: Methoden zum Umgang mit Zusatzprodukten.
.

Bei der „Gutschriftenmethode“ wird ein äquivalentes Produktsystem gesucht, welches funktionell gleichwertig

ist zum entstandenen Zusatzprodukt (vgl. z. B. [113], S. 612 ff.). Dieses wird dann vom modellierten Produktsystem

als Gutschrift abgezogen - mit der Annahme, dass durch das Zusatzprodukt die äquivalente Herstellung über das

Produktsystem vermieden wird (vgl. auch Abbildung 5.7). Lasten, die durch Aufbereitungsprozesse entstehen, sind

dann ebenfalls dem modellierten Produktsystem zuzuordnen.

Beim „Warenkorbverfahren“ wird hingegen das äquivalente Produktsystem, welches funktionell gleichwertig

ist zur Funktion des entstandenen Zusatzprodukts, den anderen, zum Vergleich dienenden, Produktsystemen hin-

zugefügt, um eine gleichwertige Vergleichsbasis zu schaffen (vgl. auch Abbildung 5.8).
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Abbildung 5.7: Grafische Darstellung der Gutschriftenmethode.
.

Da ein gesonderter Vergleich der ursprünglich festgelegten funktionellen Einheit, die sich allein aus dem Haupt-

produkt ableiten lässt, nicht möglich ist, kann die Aussagekraft der Ergebnisse reduziert sein. In der für die Um-

weltproduktdeklarationen von Bauprodukten spezifizierten Norm DIN EN 15804 (vgl. [116], S. 38) hingegen soll

für nicht eindeutig zu den einzelnen Koppelprodukten zuordenbare Flüsse bzw. Prozesse vorrangig die Allokation

verwendet werden (Anmerkung des Autors: In [116] werden Koppelprodukte als „Co-Produkte“ bezeichnet).

Die Methodik der Systemerweiterung verfolgt den Ansatz, das Zusatzprodukt aus dem Betrachtungsrahmen

des modellierten Produktsystems zu nehmen. Dabei wird nach festgelegten Allokationsregeln ein Teil der Inputs

und Outputs dem Produktsystem des Zusatzproduktes zugeordnet, welches sich dann außerhalb der Systemgren-

ze des betrachteten Produktsystems befindet. Allen Methoden ist gemein, dass sie die Ergebnisse der Wirkungs-

abschätzung wesentlich beeinflussen können - so werden entweder Substitutionen (bei der Allokation und der

Gutschriftenmethode) am betrachteten Produktsystem oder Additionen (beim Warenkorbverfahren) an anderen

Produktsystemen vorgenommen.

Dies birgt das Risiko, dass tatsächlich und real auftretende Umweltbelastungen so zwischen die Grenzen beider

Systeme geraten und durch Allokationsregeln und Gutschriften keinem der beiden bilanzierten Systeme zugeord-

net werden. Ungeachtet der „Belohnungen“ für die Verwendung von Sekundärstoffen im Sinne der politischen

Bestrebungen einer Kreislaufwirtschaft sollte die Zuordnung an den realen Gegebenheiten der Systeme orientiert

sein: gibt ein Unternehmen ein Produkt an ein anderes Unternehmen ab, das es sonst hätte entsorgen müssen,

wird es „belohnt“, indem es tatsächlich die Umweltbelastungen für die Entsorgung vermeidet. Die Aufbereitungs-

prozesse sind die Vorbereitung zur weiteren Verwendung und sollten daher dem annehmenden Produktsystem

zugeordnet werden. Dem annehmenden Produktsystem kommt dies insofern zu Gute, dass es durch den Ein-

satz von Sekundärstoffen die Umweltbelastungen durch die Gewinnung von Primärstoffen vermeidet. Nur wenn

tatsächlich Abfall von bspw. einer Deponie bezogen wird, sollte eine Gutschrift berücksichtigt werden: dem an-

nehmendem Produktsystem wird die Umweltbelastung abgezogen, die anderenfalls durch die Deponierung des

Abfalls zu erwarten gewesen wäre. Grund: entsorgt ein Unternehmen ein Produkt, wird diesem in einer Ökobilanz

auch die Entsorgung angerechnet. Wird ein bereits deponiertes Produkt aus einer Deponie entnommen, entfällt

auch die Umweltbelastung, weshalb sie dann vom annehmenden System substituiert werden kann.

Im Hinblick auf das Bestreben, die Stoffkreisläufe zu schließen, werben Hersteller zunehmend mit hohen

Rezyklierungs- und Verwertungsraten. Doch der Nutzen eines Produktes wird im Wesentlichen von seinem Be-
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sitzer bestimmt – und dieser wechselt entlang des Lebenswegs eines Produkts. Hersteller, Nutzer und Entsorger

bzw. Rezyklierer eines Produktes unterscheiden sich in der Regel. Hersteller erzeugen Produkte mit dem Ziel, diese

gewinnbringend zu vermarkten. Dabei soll das Produkt primär Kriterien aufweisen, welche die Wettbewerbsfähig-

keit zu anderen Produkten in der Wirtschaft sicherstellen. Entsorger und Rezyklierer haben ebenso das Ziel, die

Sortier- und Müllverbrennungsanlagen möglichst effizient zu betreiben.

Abbildung 5.8: Grafische Darstellung des Warenkorbverfahrens.
.

Nach dem Erwerb eines Produktes liegt die die Entscheidung jedoch, ob und wie lange ein Produkt auf welche

Art und Weise verwendet wird, in der Regel in der Hand des individuellen Besitzers, respektive einem Teil der Ge-

sellschaft. Aktuell ist in der deutschen Bevölkerung ein zunehmend gesteigertes Interesse zu erkennen, bewusst

ökologisch – oder zumindest nachhaltig – agieren zu wollen. Die Wahrnehmung des eigenen ökologischen Han-

delns und die Einstellung dazu können dabei z. B. für die Nutzungsdauer und -intensität eines Produktes stets

eine wesentliche Rolle spielen; auch wenn sie meist wirtschaftlichen und gesellschaftlichen Aspekten untergeord-

net ist. Dabei liegen nach Ansicht des Autors derzeit noch mitunter erhebliche Diskrepanzen zwischen der objektiv

berechenbaren „Ökologie“ eines Produktes und der subjektiv wahrgenommenen „Ökologie“ desselben Produktes

vor. Um ein vermeintlich ökologisches, jedoch tatsächlich unökologisches Handeln zu vermeiden, ist es evident,

dass ein freier, umfassender, und unbedingt wissenschaftlicher Informationsfluss zur Ökologie von Produkten ge-

schaffen wird – möglichst unbeeinflusst von wirtschaftlichen und gesellschaftlichen Interessen.

5.4 Berechnungsansätze

Zur Berechnung haben sich in der Ökobilanzierung zwei Methoden etabliert: das sog. „sequentielle Verfahren“

und das „matrixbasierte Verfahren“ (vgl. z. B. [128], S. 219 sowie [129], S. 84). Das in dieser Arbeit entwickelte

Berechnungsverfahren beruht auf dem matrixbasierten Ansatz.

5.4.1 Sequentielles Verfahren

Bei der sequentiellen Methode wird die Sachbilanz des Produktsystems schrittweise ausgehend vom letzten Pro-

zessmodul ermittelt. Dieser Ansatz wird in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt. Der Grund hierfür ist, dass im Zuge

der Berechnung dieser Verfahren bei komplexeren Produktsystemstrukturen mit Schleifen wie bspw. Rezyklierpro-

zessen Iterationen durchgeführt werden. Dies gilt bei Anwendung der Intervallarithmetik und dem Ziel, möglichst
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schmale Intervallweiten zu berechnen, als weniger geeignet (Problematik der iterativen Verfahren vgl. hierzu auch

Kapitel 3.7).

5.4.2 Matrixbasiertes Verfahren

Das im Folgenden erläuterte matrixbasierte Verfahren zur Ökobilanzierung basiert hauptsächlich auf den in [97],

S. 11-23 sowie S. 168 f., [130], S. 2-4 und [96], S. 50-57 beschriebenen Grundsätzen, wurde jedoch teilweise durch

eigene Definitionen ergänzt. Das Verfahren beruht im Wesentlichen auf drei Matrizen sowie vier Vektoren, die hier

wie folgt definiert werden: die Produktmatrix P, die Umweltmatrix B und die Charakterisierungsmatrix Q sowie

der Bedarfsvektor f , der Skalierungsvektor s, der Umweltvektor g und der Wirkungsvektor h. Die Produktflüsse

werden in der Produktmatrix P hinterlegt und die Elementarflüsse analog dazu in der Umweltmatrix B.

In der matrixbasierten Berechnung zur ökologischen Bilanzierung liegen in der Regel quadratische Koeffizien-

tenmatrizen mit vollem Rang vor, was durch Modellierungskriterien gewährleistet werden kann (Modellierungs-

kriterien vgl. Kapitel 8.4). Die resultierenden Gleichungssysteme sind inhomogen, da sie aufgrund des bilanziellen

Ansatzes auf der rechten Seite Elemente aufweisen, die ungleich null sind.

Vorzeichenkonvention

Bei der matrixbasierten Berechnung tragen Inputs ein negatives Vorzeichen und Outputs ein positives Vorzeichen

(vgl. z. B. [96], S. 48).

Produktmatrix P

Die Produktmatrix P enthält die Inputs und Outputs der Hauptproduktflüsse der einzelnen Prozessmodule des

Produktsystems. Dabei entsprechen die Spalten der Matrix den Prozessmodulen und die Zeilen der Matrix den

Hauptproduktflüssen. Die Koeffizienten der Matrix sind die Mengen der in den einzelnen Prozessmodulen jeweils

benötigten oder erzeugten Produkte. In [97], S. 14 wird die Produktmatrix als Matrix A bezeichnet, in [96], S 53. f.

als Technologiematrix.

Umweltmatrix B

Die Umweltmatrix B enthält die Inputs und Outputs der Elementarflüsse sowie der Zusatzproduktflüsse des Pro-

duktsystems. Dabei entsprechen die Spalten der Matrix den Prozessmodulen und die Zeilen der Matrix den Ele-

mentar - oder Zusatzproduktflüssen. Die Koeffizienten der Matrix stellen die Mengen der Flüsse dar. In [97], S. 14

wird diese Matrix als „intervention matrix B“ bezeichnet, in [96], S 53. f. als „Umwelteinwirkungsmatrix“. Es ist

auch möglich, die Zusatzproduktflüsse in einer separaten Matrix, der Zusatzproduktmatrix Z, abzubilden; diese

ist aktuell im Java-Paket Ivari nicht hinterlegt.

Charakterisierungsmatrix Q

Die Charakterisierungsmatrix Q (vgl. auch [130], S. 4 und [97], S. 168) enthält die Charakterisierungsfaktoren der

einzelnen Elementarflüsse auf die jeweiligen Wirkungsindikatoren. Dabei entsprechen die Spalten der Matrix den

Elementarflüssen und die Zeilen den Wirkungsindikatoren.
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Bedarfsvektor f

Der Bedarfsvektor f (vgl. auch [130], S. 4 sowie „vector f“ in [97], S. 14 f.) beschreibt die aus dem Produktsystem

resultierenden Endprodukte, wobei die Zeilen des Vektors den Hauptproduktflüssen entsprechen. Die Koeffizien-

ten des Vektors sind die Mengen der durch das Produktsystem zu erzielenden Endprodukte. Im Normalfall ist der

Spaltenvektor ein Einheitsvektor oder ein Vielfaches davon.

Skalierungsvektor s

Der Skalierungsvektor s (vgl. auch [130], S. 4 sowie „vector s“ in [97], S. 16 f.) beschreibt die Skalierungsfaktoren der

einzelnen Prozessmodule des Produktsystems, wobei die Zeilen des Vektors den Prozessmodulen entsprechen.

Der Skalierungsvektor s kann als Produkt der Inversen P−1 der Produktmatrix P mit dem Bedarfsvektor f definiert

werden:

s = P−1 · f (5.1)

Die Koeffizienten des Skalierungsvektors s geben an, wie oft die einzelnen Prozessmodule durchgeführt werden

müssen, um die im Bedarfsvektor festgelegte Einheit des Endproduktes bzw. der Endprodukte herstellen zu kön-

nen.

Umweltvektor g

Der Umweltvektor g (vgl. auch [130], S. 4 sowie „vector g“ in [97], S. 18 f.) beschreibt die aufsummierten Elemen-

tarflüsse sowie Zusatzproduktflüsse des Produktsystems, wobei die Zeilen des Vektors den Elementarflüssen bzw.

den Zusatzproduktflüssen des Produktsystems entsprechen. Der Umweltvektor g kann als Produkt der Umwelt-

matrix B mit dem Skalierungsvektor s definiert werden:

g = B · s (5.2)

Die Koeffizienten des Umweltvektors g geben die aufsummierte Menge der einzelnen Elementar- bzw. Zusatzpro-

duktflüsse an, welche zur Deckung des festgelegten Bedarfs im Zuge des Produktsystems zu erwarten sind. Es ist

auch möglich, die Zusatzproduktflüsse in einem separaten Vektor, dem Zusatzproduktvektor z, abzubilden; dieser

ist aktuell im Java-Paket Ivari nicht hinterlegt.

Wirkungsvektor h

Der Wirkungsvektor h (vgl. auch [130], S. 4 sowie „impact vector h“ in [97], S. 168 f.) beschreibt die aufsummier-

ten potentiellen Umweltwirkungen des Produktsystems, wobei die Zeilen des Vektors den Wirkungsindikatoren

entsprechen. Der Umweltvektor h kann als Produkt der Charakterisierungsmatrix Q mit dem Umweltvektor g de-

finiert werden:

h = Q · g (5.3)

Die Koeffizienten des Umweltvektors h geben die aufsummierte Menge der einzelnen Wirkungsindikatorwerte

der jeweiligen Wirkungsindikatoren an, welche aufgrund der Elementarflüsse im Zuge des Produktsystems zu er-

warten sind.
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5.5 Werkzeuge: Software und Datenbanken

Es gibt eine Reihe von Ökobilanzierungsprogrammen und Datenbanken, die frei verfügbar oder kostenpflichtig

sind und in der Regel auf einem und/oder beiden Berechnungsverfahren basieren. Bei Anwendung des herkömm-

lichen Black-Box-Ansatzes zur Durchführung von Ökobilanzen sind vorwiegend Programme notwendig, mit de-

nen Daten verwaltet, verarbeitet, visualisiert und analysiert werden können. Sie greifen auf große Datenbanken

zu, in denen seit Beginn der Ökobilanzierung ein stetiger Zuwachs von Datensätzen zu verzeichnen ist (vgl. auch

[94], S. 263).

5.5.1 Etablierte Programme und Datenbanken

Im Folgenden werden exemplarisch eine Auswahl von verfügbaren Programmen und Datenbanken aufgeführt.

Weitere Informationen bietet z. B. [96], S. 184-187. OpenLCA (vgl. [131]) ist ein kostenfreies Java-Programm, wel-

ches sowohl die sequentielle als auch die matrixbasierte Methode verwendet (vgl. [132], S. 13. ff.) und stetig weiter-

entwickelt wird. CMLCA (vgl. [133]) ist eine kostenfreie Software und wird von der Universität Leiden zur Verfügung

gestellt. SimaPro (vgl. [134]), Umberto (vgl. [135]) und GaBi (vgl. [136]) sind kostenpflichtige Ökobilanzierungspro-

gramme. Beispiele für kostenfreie Datenbanken sind ProBas (vgl. [137]) vom Umweltbundesamt sowie Ökobaudat

(vgl. [138]) des Bundesministeriums des Innern, für Bau und Heimat. Das Institut Bauen und Umwelt e.V. stellt ko-

stenfrei eine Datenbank veröffentlichter Umweltproduktdeklarationen zur Verfügung (vgl. [139]). Ecoinvent (vgl.

[140]) ist eine kostenpflichtige Sachbilanz-Datenbank. Der Anbieter von GaBi stellt ebenfalls eine Reihe von ko-

stenpflichtigen Datenbanken zur Verfügung.

5.5.2 MultiVaLCA

Das Java-Programm MultiVaLCA („Multi Value Life Cycle Assessment“) (vgl. [141]) stellt eine grafische Nutzero-

berfläche bereit, mit der Ökobilanzen intervallbasiert durchgeführt werden können. Es wird stetig am Institut für

Werkstoffe im Bauwesen der Universität Stuttgart (vgl. [142]) weiterentwickelt. Das in dieser Arbeit vorgestellte

Berechnungsverfahren wurde gesondert in Ivari implementiert und kann in MultiVaLCA integriert werden.

In MultiVaLCA können Elementar- und Produktflüsse erstellt werden. Die Flüsse können quantifiziert Pro-

zessmodulen zugeordnet werden (vgl. auch Abbildung 5.9). Die Produktsysteme setzen sich zusammen aus Pro-

zessmodulen und/oder Subsystemen; dabei können auch Prozessmodulgruppen sowie Subsystemgruppen hin-

zugefügt werden (Erläuterung zu „Gruppen“ vgl. auch Kapitel 5.2.18). Sowohl für die Flüsse als auch für die Cha-

rakterisierungsfaktoren können Unter- und Obergrenzen definiert werden. Zusätzlich zu den Intervallgrenzen ist

es in MultiVaLCA möglich, einen Hauptwert anzugeben. Während die Intervallgrenzen zur Erfassung möglicher

Unsicherheiten als erweiterter Ansatz der ökologischen Bilanzierung aufgefasst werden können, ist der Hauptwert

der „typische“ Wert, der in der herkömmlichen Ökobilanzierung verwendet wird bzw. verwendet werden würde.

Derzeit ist auch die Eingabe von Ergebnissen aus Wirkungsabschätzungen möglich. Dieses Vorgehen wird auch

in anderen Ökobilanzprogrammen unterstützt, birgt jedoch die Gefahr, dass in einem Produktsystem Datensätze

verwendet werden, die auf veralteten Charakterisierungsmodellen basieren. Dadurch können nicht erfasste Un-

genauigkeiten in das Modell eingetragen werden.

Es ist empfehlenswert, nur generische Sachbilanzdatensätze zu verwenden. So können alle Prozesse in der

Wirkungsabschätzung mit denselben Charakterisierungsmodellen berechnet und Unsicherheiten bei den Cha-

rakterisierungsfaktoren als Intervalle berücksichtigt werden. Dabei ist jedoch zu beachten, dass auch diese Sach-

bilanzdatensätze auf Basis des intervallbasierten Ansatzes erfasst werden sollten.
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Abbildung 5.9: Aufbau des Programms MultiVaLCA zur ökologischen Bilanzierung.
.
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Kapitel 6

Wissenschaftlicher Umgang mit

Unsicherheit

Unsicherheit spielt in vielen wissenschaftlichen Bereichen eine bedeutende Rolle, wobei diese und deren Ursa-

chen je nach Forschungsschwerpunkt und einhergehender Forschungsmethoden variieren können. Dies wird in

Kapitel 6.1 erörtert. Die Vielzahl auftretender und nicht eliminierbarer Unsicherheiten ist auch in der Ökobilan-

zierung von großer Bedeutung und wird in Kapitel 6.2 erläutert. Dabei gibt es (noch) keine allgemeingültige Defi-

nition oder festgelegte Gliederung und Bezeichnung der Arten von Unsicherheit, weswegen für diese Arbeit eine

sachgerechte Definition und Einordnung vorgenommen wird.

Der aktuelle Stand zur Analyse von Unsicherheiten, eine Auswahl von in der Ökobilanzierung praktizierten

Methoden sowie in der Literatur vorgeschlagene Ansätze werden nachfolgend in Kapitel 6.3 vorgestellt und an-

schließend in Kapitel 6.4 ihre Anwendbarkeit diskutiert. In diesem Zusammenhang wird auch die intervallarith-

metische Methodik zur Berücksichtigung von den in der Ökobilanzierung vorkommenden Unsicherheiten sowie

dem aktuellen Umgang mit Unsicherheit hinsichtlich ihrer Praktikabilität und Eignung eingeordnet.

6.1 Unsicherheit in der Wissenschaft

Unsicherheit und ihre Ursachen können je nach Forschungsschwerpunkt und einhergehender Methoden unter-

schiedlich aufgefasst und behandelt werden (vgl. z. B. einen interdisziplinären Diskurs zur Unsicherheit in [143]).

Nachfolgend wird in Kapitel 6.1.1 kurz auf die allgemeine Wertung von Unsicherheit eingegangen, einige typische

Unsicherheiten aus verschiedenen Wissenschaftsbereichen in Kapitel 6.1.2 aufgezeigt und abschließend kritische

Standpunkte aus der Wissenschaft mit dem allgemeinen Umgang von Unsicherheit wiedergegeben.

6.1.1 Allgemeine Wertung von Unsicherheit

Wissenschaftliche Aussagen sollten deutlich und präzise formuliert werden (vgl. z. B. [144], S. 102 f.). Oftmals wer-

den daher auch komplexe, sehr detaillierte Modelle sowie präzise Ergebnisse mit den daraus mitunter ableitbaren

sehr genauen Aussagen als wissenschaftlich und sicher angesehen. Bei sehr präzisen Kenntnissen über ein System

mögen sehr genaue Abbildungen und Resultate möglich sein. Sobald jedoch weniger Systemkenntnisse vorliegen

und vermehrt mit Unsicherheit umgegangen werden muss, führen präzisere Modellbildungen nicht notwendiger-

weise zu „sichereren“ Ergebnissen, obgleich die präziseren Resultate dies suggerieren.
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Dies zeigt auch Abbildung 6.1 (angelehnt an [145], S. 141, Fig. 2; Anmerkung des Autors: die Bezeichnung „Feh-

ler“ ist in [145] als „Unsicherheit“ zu verstehen und widerspricht der in dieser Arbeit vorgenommenen Definition

eines Fehlers).

Abbildung 6.1: Komplexität des Modells und Größe von Unsicherheit angelehnt an [145], S. 141, Fig. 2.

So ist bei der Modellierung realer Systeme unabhängig des Komplexitätsgrades stets Unsicherheit zu erwar-

ten. Zwar ist anzunehmen, dass Unsicherheit in Form von Ungewissheit und Unpräzision bei einer detaillierten

Systemkenntnis und daraus resultierenden präzisen Modellbildung tendenziell abnehmen - die Ungenauigkeit

im Modell kann durch Präzisierung jedoch auch zunehmen (Erläuterung zu „Unpräzision“, „Ungenauigkeit“ bzw.

„Ungewissheit“ vgl. Kapitel 6.2.3, Kapitel 6.2.4 bzw. Kapitel 6.2.5). Daher sollten vage Ergebnisse aufgrund berück-

sichtigter Unsicherheiten und die daraus weniger exakt formulierbaren Aussagen nicht als weniger wissenschaft-

lich angesehen werden.

Aus verschiedenen Bereichen der Wissenschaft gibt es Anregungen, die sich gegen rein probabilistische Ansät-

ze zur Abschätzung von Unsicherheiten aussprechen. Aus dem Bereich der Klimawissenschaften thematisieren

Hillerbrand et al. (vgl. [146], S. 151 ff.) Unsicherheiten bei der Projektion zukünftiger Klimata. In der Klimafor-

schung werden Annahmen über die künftige Entwicklung von sozialen und wirtschaftlichen Faktoren verwendet,

um auf Basis dieser das zukünftige Klima abzuschätzen. Die Ergebnisse sind als Projektionen zu verstehen und

nicht als Vorhersagen. So werden bei der Abschätzung zukünftiger Klimata eine Reihe von Faktoren und Annah-

men verwendet, die über rein naturwissenschaftliche Zusammenhänge hinausgehen (vgl. [146], S. 154). Projek-

tionen stellen im Vergleich zu Vorhersagen vagere Resultate dar. Hillerbrand et al. zufolge lassen sich nicht alle

Unsicherheiten über Wahrscheinlichkeitsverteilungen abbilden (vgl. [146], S. 159), wobei die nicht-quantifizierten

Unsicherheiten die Ableitung von Aussagen erschweren. Dies erfordert mehr Forschung zur Erfassung und Beur-

teilung von Unsicherheiten mit nicht-probabilistischen Ansätzen (vgl. [146], S. 172 f.).

Von Bereich der Mathematik und Statistik ausgehend thematisieren Viertl et al. mathematische Modelle zur

Abbildung von Unsicherheiten (vgl. [147], S. 271 ff.). Auch sie vertreten demnach die Meinung, dass stochastische

Modelle nicht alle Arten von Unsicherheiten beschreiben können (vgl. [147], S. 271). Die Anwendbarkeit von derlei

Modellen wird u. a. auf variable, zufällig abweichende Daten eingegrenzt. Für Unsicherheit aufgrund unscharfer
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Daten werden unscharfe Wahrscheinlichkeitsverteilungen empfohlen (vgl. [147], S. 279 f.). Ungewissheit über zu-

treffende Wahrscheinlichkeits-, Nutzen oder Verlustfunktionen können mit Fuzzy-Modellen erfasst werden (vgl.

[147], S. 272 f.).

Aus dem Bereich der philosophischen Logik vertreten Bradley et al. die These, dass unterschiedliche Arten

von Unsicherheit zwar auf empirisch-faktische und mit Wahrscheinlichkeitsverteilungen erfassbare Zustandsun-

sicherheiten reduziert werden können, dies aber gleichsam die Unsicherheit vergrößert (vgl. [148], S. 1226 f.).

Wenn viele verschiedene Arten von Unsicherheit vorliegen, deren Zustände aufgrund mangelnder Daten nicht

bewertet werden können, kommen die herkömmlichen Methoden jedoch in der Praxis an ihre Grenzen und er-

schweren die Entscheidungsfindung (vgl. [149], S. 109). Aus dem Bereich der Soziologie nennen Kron et al. die

zunehmende Komplexität als einen Grund für die Zunahme von Unsicherheit ([150], S. 55 ff.). Die steigende An-

zahl von Zuständen und Ereignissen führen demzufolge zu vermehrten Wechselwirkungen, weswegen Trennlinien

immer schwieriger herausgearbeitet werden können. Solche fließenden und unbekannten Übergänge können als

„Hybride“ bezeichnet werden (vgl. [150], S. 57).

Die Unsicherheit und ihre quantitative Erfassbarkeit wird in verschiedenen Wissenschaftsbereichen disku-

tiert. Ein Lösungsansatz ist, dass existente, unsichere Informationen, welche nicht eliminierbar sind, direkt in der

Berechnung berücksichtigt werden. Hierfür bedarf es Methoden, welche unsichere Daten verarbeiten können.

6.1.2 Unsicherheit in verschiedenen Wissenschaftsbereichen

Unsicherheit zeigt sich im Bereich der der Messtechnik z. B. in Form von Abweichungen gemessener Daten, im

Management durch Unsicherheit bei Entscheidungsfragen und bei ingenieur- und naturwissenschaftlichen Si-

mulationen in Form von Modellunsicherheit.

Für den Bereich der Messtechnik wird Unsicherheit differenziert in einen zufälligen sowie einen systemati-

schen Anteil (vgl. [151], S. 22 f.). Zufällige Abweichungen zwischen Messergebnissen reduzieren demnach die Prä-

zision eines Wertes (vgl. z. B. „measurement precision“ in [151], S. 22; Anmerkung des Autors: „measurement pre-

cision“ wurde vom Autor übersetzt als „(Mess-)Präzision“) und können auf die Natur der zu messenden Größe

oder auf begrenzte Möglichkeiten der Erfassbarkeit zurückgeführt werden, während systematische Abweichun-

gen ursächlich durch den Messvorgang verursacht werden und die Genauigkeit eines Wertes reduzieren (vgl. z. B.

„measurement trueness“ in [151], S. 21; Anmerkung des Autors: „measurement trueness“ wurde vom Autor über-

setzt als „(Mess-)Genauigkeit“).

In der klassischen Entscheidungstheorie wird unterschieden in Entscheidungen unter Sicherheit und Ent-

scheidungen unter Unsicherheit (vgl. z. B. Amann.2019, S. 23 f.); Entscheidungen, die unter Unsicherheit getrof-

fen werden, werden differenziert in Entscheidung unter Risiko und Entscheidung unter Ungewissheit. Bei bei-

den Fällen von Unsicherheit sind die möglichen Zustände, die eintreten können, sowie die Folgen bekannt; bei

Entscheidungen unter Ungewissheit jedoch ist die Eintrittswahrscheinlichkeit der Zustände nicht bekannt. Da-

zu kann auch zwischen objektiver und subjektiver Unsicherheit differenziert werden (vgl. z. B. [152], S. 893 f.). Es

können drei Dimensionen der Unsicherheit im Kontext von Entscheidungen allgemein (vgl. [148]) sowie in Bezug

auf modellbasierte Entscheidungen (vgl. [153]) erfasst werden:

• die „Natur“,

• das „Objekt“ (vgl. „object“ in [148], S. 1230) bzw. der „Ort“ (vgl. „location“ in [153], S. 9 ff.)

• und der „Schweregrad“

von Unsicherheit (Anmerkung: die Bezeichnungen der oben aufgeführten Dimensionen wurden vom Autor aus

dem Englischen ins Deutsche übersetzt). Die Unsicherheit liegt demnach innerhalb dieses dreidimensionalen
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Konstrukts. Die Dimension „Natur“ von Unsicherheit ist gemäß Bradley et al. empirisch (Ist-Zustand), modal

(Kann-Zustand) oder normativ (Soll-Zustand) (vgl. [148], S. 1229 f.). Laut Walker et al. (vgl. [153], S. 13 f.) ist sie

wissensbedingt oder natürlichen Ursprungs, was Tannert et al. auch als subjektive oder objektive Unsicherheit

bezeichnen (vgl. [152], S. 893 f.). Die Dimension „Objekt“ beschreibt die Fakten der realen Welt bzw. mögliche

Fakten einer veränderten Welt (vgl. [148], S. 1230) bzw. die stattdessen von Walker et al. formulierte Dimension

„Ort“ (vgl. [153], S. 9 ff.) den Ort des Auftretens. Die Dimension „Ort“ besteht nach Walker et al. aus den Berei-

chen „Kontext“, „Modell“, „Inputs“, „Parameter“ sowie „Outputs“ (vgl. [153], S. 9 ff.). Der „Kontext“ beschreibt

Unsicherheit, die außerhalb des Modells vorzufinden ist, wie bspw. Unsicherheit darüber, wie die Grenzen des

betrachteten Systems festgelegt werden sollen. „Modellunsicherheit“ zeigt sich in Unsicherheit über Kenntnisse

der Systemstrukturen und Zusammenhänge im betrachteten System oder in Unsicherheit, die der verwendeten

Technik zuzuordnen ist, wie z. B. Fehler in den Algorithmen des verwendeten Programms. Unsicherheit der „In-

puts“, „Parameter“ und „Outputs“ sind letztlich unsichere Werte entlang des Unsicherheitsflusses (Erläuterung

zum „Unsicherheitsfluss“ vgl. Kapitel 6.2.8). Der „Schweregrad“ repräsentiert die Größe der Unsicherheit.

Bradley et al. leiteten anhand der von ihnen bestimmten Dimensionen (vgl. [148], S. 1229 f.) qualitativ von-

einander unterscheidbare Arten von Unsicherheit ab. Die Schlussfolgerung der Autoren ist, dass in vielen Wis-

senschaftsbereichen vorwiegend eine Art von Unsicherheit berücksichtigt wird, welche die Autoren als faktisch-

empirische Unsicherheit geringer Größe (sog. „milde Zustandsunsicherheit“) bezeichnen (vgl. [148], S. 1231 f.;

Anmerkung: Bezeichnung wurde vom Autor aus dem Englischen ins Deutsche übersetzt). Diese Art von Unsicher-

heit kann durch Wahrscheinlichkeiten beschrieben werden. Tatsächlich liegen ihnen zufolge jedoch weit mehr

Arten von Unsicherheiten vor, die sich qualitativ von dieser Art von Unsicherheit unterscheiden.

6.2 Unsicherheit in der Ökobilanzierung

Die ökologische Bilanzierung vereint unterschiedliche Wissenschaften. Dies hat zur Folge, dass Informationen -

und damit auch unsichere - aus dem natur- und ingenieurwissenschaftlichen Bereich benötigt werden, wobei

gleichsam u. a. ökonomische und soziale Aspekte aufgrund des dreidimensionalen Verständnisses der nachhalti-

gen Entwicklung (Einordnung der Ökobilanzierung in die Dimensionen der Nachhaltigkeit vgl. auch Kapitel 5.1)

eine Rolle spielen. Die Bedeutung von Unsicherheit in der Ökobilanzierung wird in Kapitel 6.2.1 thematisiert. In

dieser Arbeit wird Unsicherheit differenziert in Unpräzision, Ungenauigkeit und Ungewissheit, wobei diese all-

gemein als Unsicherheit bezeichnet werden können. Diese Einordnung wird in Kapitel 6.2.2 erörtert. Die einge-

führten Begriffe der „unpräzisen“, „ungenauen“ und „ungewissen“ Daten werden nachfolgend in Kapitel 6.2.3,

Kapitel 6.2.4 und Kapitel 6.2.5 erläutert. Die Definition von Unsicherheit wird in Kapitel 6.2.6 unter Berücksichti-

gung dieser Klassifikation formuliert. In der Praxis vorliegende, unsichere Informationen weisen in der Regel eine

Überlagerung mehrerer Arten von Unsicherheit auf.

6.2.1 Bedeutung von Unsicherheit

Unsicherheit spielt in der Ökobilanzierung eine bedeutende Rolle, da die Ergebnisse in der Regel nicht vernach-

lässigbare Unsicherheiten aufweisen können (vgl. z. B. [154], S. 15, [155], S. 47, [156], S. 794 f., [157]). Als besonders

problematisch einzuordnen ist hierbei, dass die Sicherheit der Ergebnisse durch die exakten Ergebnisdarstellun-

gen oft deutlich überschätzt wird (vgl. z. B. [158], S. 64). Zum einen ist die Relevanz von Unsicherheit im Zuge von

Ökobilanzen in der großen Anzahl erforderlicher Informationen begründet (vgl. z. B. [96], S. 38 f.). Dies betrifft

auch sehr sensible und streng vertrauliche Daten von Produzenten, die mitunter auch nicht dem Ökobilanzieren-

den übermittelt werden (können). Hinzu kommt, dass die Durchführung und Veröffentlichung von Ökobilanzen
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bisher für Produzenten freiwillig ist. Dies hat zur Folge, dass für die Durchführung von Ökobilanzen aktuell in

vielen Fällen häufig (noch) nicht genügend spezifische Informationen verfügbar sind (vgl. z. B. [75], S. 11 f.), auf

die während der Modellierung zurückgegriffen werden könnte. Dies gilt insbesondere für vor- und nachgelagerte

Prozesse (vgl. z. B. [96], S. 35 f. und S. 176) sowie im erhöhten Maße für innovative Produktsysteme in der frühen

Entwicklungsphase (vgl. z. B. (vgl. z. B. [159], S. 369). Mangelnde oder unzureichende Informationen werden mit

Annahmen, Schätzungen sowie generischen Datensätzen gedeckt, die mit Unsicherheiten einhergehen. Daher

liegen bei der Erstellung von Ökobilanzen vermehrt Unsicherheiten vor, deren Größe in der Regel nicht vernach-

lässigbar und zugleich häufig nicht ausreichend abschätzbar ist.

Abbildung 6.2: Abweichung von Ökobilanzergebnissen durch offene Fragestellungen der frühen Entwicklungs-
phase (Bild angelehnt an [159], Fig. 2.)

So wurde in Rahmen des Forschungsprojekts HomeSkin (vgl. [160]) die Herstellung eines aerogelhaltigen Wär-

medämmstoffs ökologisch bilanziert, das sich während der ökologischen Bilanzierung noch in einer sehr frühen

Entwicklungsphase befand (vgl. auch [159], S. 531 ff.). Im Zuge der Ökobilanz sollte auch der zukünftig zu erwar-

tende, industrielle Herstellungsprozess abgeschätzt werden. Daraus ergaben sich offene Fragestellungen, die zum

Zeitpunkt der ökologischen Bilanzierung noch nicht beantwortbar waren. Dies betraf u. a. den Umgang mit dem

anfallenden Koppelprodukt Ethanol. Szenario 1 beschreibt den geplanten Verkauf des im Zuge des Prozesses an-

fallenden Koppelprodukts. Es wurde mit einer Allokation (Erläuterung zu „Allokation“ vgl. auch Kapitel 5.3.5) auf

Basis des ökonomischen Wertes abgebildet. Der Marktwert war zum Zeitpunkt der Ökobilanzierung weder für das

Wärmedämmstoffprodukt noch für das Koppelprodukt bekannt. Durch Angaben des Herstellers und Recherchen

anderer marktgängiger Produkte wurde davon ausgegangen, dass das Verhältnis zwischen Ethanol und dem Wär-

medämmstoffprodukt 1:4 beträgt. In Szenario 3 ist das Verhältnis angenommen worden zu 1:8, in Szenario 4 hin-

gegen wurde es variiert zu 1:2. Daneben stellte der Hersteller in Aussicht, dass das Ethanol intern wiederverwendet

werden könnte. Dies ist in Szenario 2 abgebildet. Es ergeben sich so bspw. bei den Werten des GWP Abweichungen

zwischen +6 % (Szenario 3) und -25 % (Szenario 2), bei den Werten des nicht erneuerbaren Primärenergiebedarfs

PENRT betrugen diese zwischen +6 % (Szenario 3) und -56 % (Szenario 2).

Im Forschungsprojekt Wall-Ace (vgl. [162]) wurden innovative, aerogelbasierte Wärmedämmputze entwickelt.

Im Zuge der Produktentwicklung wurden die Rezepturen vielfach angepasst und variiert. Diese Änderungen führ-

ten zu relevanten Abweichungen der Ergebnisse in der Wirkungsabschätzung. Für einen Quadratmeter Außen-

putz und eine Schichtdicke von 10 cm wurden bspw. zwischen 45 m% und 60 m% Bindemittelgemische, zwischen
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10 m% und 35 m% mineralische Leichtzuschläge und zwischen 25 m% und 40 m% Aerogel-Granulat sowie zwi-

schen 0,5 m% und 1,5 m% Zusatzstoffe verwendet. Für den GWP ergibt sich im Zuge des Herstellungsprozesses

unter Berücksichtigung der verwendeten Ausgangsstoffe ein Intervall von ca. [65, 111] kg CO2 äq. (vgl. Abbildung

6.3a), das PENRT-Intervall beträgt etwa [1208, 1590] MJ und das erneuerbare Primärenergiebedarf PERT-Intervall

ungefähr [923, 1497] MJ (vgl. Abbildung 6.3b). Analoge Berechnungen wurden ebenfalls für einen im Projekt ent-

wickelten, aerogelbasierten Innendämmputz durchgeführt; die Ergebnisse sind zusätzlich in Abbildung 6.3a dar-

gestellt und beziehen sich auf eine 5 cm Dämmstoffdicke.

(a) :Ergebnisintervalle des GWP in kg CO2 äq. (b) : Ergebnisintervalle des PENRT und PERT in MJ.

Abbildung 6.3: Abweichung von Ökobilanzergebnissen im Zuge der Produktentwicklung (Bild angelehnt an [161],
Fig. 5.)

Zum anderen stellen die realen, mitunter sehr komplexen Systeme in der Ökobilanzierung stark vereinfachte

Abbildungen dar. Auswirkungen durch Änderungen der Systeme können nur begrenzt vorhergesagt werden, da

im Modell keine Kenntnisse zu Wechselwirkungen und Abhängigkeiten der Kennwerte hinterlegt sind. So werden

Änderungen von Charakterisierungsfaktoren zwar in zeitlichen Abständen aktualisiert, doch resultieren aus dieser

Vorgehensweise Unsicherheiten, die ebenfalls berücksichtigt werden müssen. Dieser Umstand hat auch zur Folge,

dass sich nicht nur Ergebnisse von Sachbilanzen im Laufe der Zeit durch modifizierte oder angepasste Prozesse

ändern, sondern auch die Ergebnisse der Wirkungsabschätzung durch aktualisierte Kenntnisse zur Umweltwir-

kung von Stoffströmen. So betrug der GWP-Wert über 100 Jahre von Methan 1995 noch 21 kg CO2 äq./kg Gas (vgl.

[163], S. 22), während ihm 2013 der Wert 28 kg CO2 äq./kg Gas zugeordnet wurde (vgl. [118], S. 731). Für Distick-

stoffmonoxid wurde der Wert von 310 kg CO2 äq./kg Gas (vgl. [163], S. 22) auf 265 kg CO2 äq./kg Gas angepasst

(vgl. [118], S. 731).

In Abbildung 6.4a sind diese Änderungen grafisch für Kohlenstoffdioxid, Methan und Distickstoffmonoxid als

Intervall dargestellt, wobei der GWP für einen Zeitraum von 20 Jahren, 100 Jahren sowie für einen Zeitraum von

500 Jahren berücksichtigt wird. Während der Charakterisierungsfaktor von Kohlenstoffdioxid als Referenzfluss des

GWP konstant 1,0 kg CO2 äq./kg Gas beträgt, weisen Methan und Distickstoffmonoxid Abweichungen auf. Die Ver-

weildauer von Methan ist ca. 12 Jahre, die von Distickstoffmonoxid etwa 120 Jahre (vgl. [118], S. 714 und S. 731).

Daher nehmen die Werte des GWP bei Methan und Distickstoffmonoxid mit zunehmender Betrachtungsdauer

ab. Bei Distickstoffmonoxid ist dies aufgrund der hohen Verweilzeit von ca. 120 Jahren erst beim GWP 500 zu

erkennen. Gleichzeitig ist in Abbildung 6.4a zu erkennen, dass der GWP 100 von Distickstoffmonoxid und Me-

than größere Abweichungen aufweist als der GWP 20. Dies ist auf zunehmende Unsicherheiten zurückzuführen,

die mit längeren Betrachtungsdauern einhergehen. Die aktuellen Charakterisierungsfaktoren beinhalten allesamt
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Unsicherheiten, die aus diesen selbst nicht transparent ablesbar sind. So sind bei den Werten des GWP 100 für

Kohlenstoffdioxid Abweichungen von ±25 % möglich (vgl. [164], S. 2802). Für Methan werden Abweichungen von

±40 % als möglich erachtet und für Distickstoffmonoxid werden Abweichungen um ±30 % angenommen (vgl.

[118], S. 713).

(a) :Veränderungen der Charakterisierungsfaktoren zwi-
schen 1995 und 2013.

(b) : Mögliche Abweichungen der aktuellen Charakterisie-
rungsfaktoren.

Abbildung 6.4: Mögliche Abweichungen der GWP-Werte ausgewählter Gase.

Eine weitere Unsicherheit stellen indirekte Effekte bzw. Wechselwirkungen zwischen den Treibhausgasen dar.

So beeinflusst bspw. der Ausstoß von Methan die Wirkung von Kohlenstoffdioxid. Die Berücksichtigung von Rück-

kopplungen in Zusammenhang mit Kohlenstoff resultiert in erhöhten Charakterisierungsfaktoren. Bei Methan

wurde unter Berücksichtigung indirekter Einflüsse eine Erhöhung um ca. 21 % von 28 kg CO2 äq./kg Gas auf

34 kg CO2 äq./kg Gas ermittelt, bei Distickstoffmonoxid eine Erhöhung um ca. 12 % von 265 kg CO2 äq./kg Gas auf

298 kg CO2 äq./kg Gas (vgl. [118], S. 714, Table 8.7). In Abbildung 6.4b sind diese Abweichungen als Intervalle dar-

gestellt. Die Abbildung soll verdeutlichen, in welchen (unsicheren) Bereichen die Ergebnisse von Ökobilanzen ein-

zuordnen sind, die auf Basis dieser Charakterisierungsfaktoren ermittelt werden. Dabei ist anzumerken, dass auch

zu rein technischen und etablierten Herstellungsprozessen oftmals nur wenige spezifische Sachbilanzen (vollum-

fänglich) verfügbar sind. Der Autor ist überzeugt davon, dass auch mit unbegrenzten zeitlichen und finanziellen

Ressourcen Unsicherheiten zu vor- und nachgelagerten Prozessen nicht völlig beseitigt werden können; mitunter

auch aufgrund der eingeschränkten Transparenz der Industrie wegen ihres berechtigten und nachvollziehbaren

Bedürfnisses zum Schutz des geistigen Eigentums.

Ungeachtet dieses Aspekts erschwert die hohe Anzahl an erforderlichen Messwerten die Datenerhebung im

Zuge der Sachbilanz. So sind in der Datenbank der Universität Leiden (vgl. [165]) aktuell 97 Elementarflüsse allein

für den Wirkungskategorie-Indikator GWP gelistet (nach IPCC 2013, vgl. [118], S. 58 ff.). Lasvaux et al. (vgl. [166], S.

142 ff.) untersuchten, wie sich eine Reduktion der Elementarflüsse auf wenige relevante Emissionen auf die Ergeb-

nisse von Ökobilanzen am Beispiel von Bauprodukten auswirken können. Dabei wurde eine vereinfachte Version

des Indikators GWP entwickelt, der nur drei relevante Emissionen berücksichtigt: Kohlenstoffdioxid, Methan und

Distickstoffmonoxid (vgl. [166], S. 144). Eine Analyse von 110 Datensätzen von Baustoffen der Herstellungsphase

zeigte, dass der vereinfachte Indikator bei 105 von 110 Datensätzen nicht mehr als fünf Prozent vom ursprüng-
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lichen GWP-Wert abweicht (vgl. [166], S. 146). Dies ist im Vergleich zu den vorherrschenden Unsicherheiten der

Charakterisierungsfaktoren als gering einzustufen. Ausnahmen sind die Produktion von Aluminium sowie von

Polystyrol, bei der diverse Verbindungen der Fluorkohlenwasserstoffe emittiert werden (vgl. [166], S. 146 f.). Diese

sollen in Zukunft aber gänzlich verboten werden.

Die Studie lässt den Schluss zu, dass in der Ökobilanzierung weitere Vereinfachungen in der Datenerfassung

und Modellierung denkbar sind. Sie sollten auf ihre Anwendbarkeit hin näher untersucht und zukünftig in Be-

tracht gezogen werden.

6.2.2 Sachgerechte Klassifizierung von Unsicherheit

In dieser Arbeit wird Unsicherheit unterschieden in Unpräzision, Ungenauigkeit und Ungewissheit. Die Klassifi-

zierung basiert auf der Analyse diverser Quellen (vgl. [167], S. 16-18, [168], S. 95-122, [169], S. 91 ff., [154], S. 15-21,

[170], S. 3 und S. xvii f., [148], S. 1225 ff., [153], S. 5 ff. [152]), S. 892 ff.). Hierbei ist anzumerken, dass auch noch

spezifischere Untergliederungen in der Literatur zu finden sind (vgl. Übersichten z. B. in [171], S. 161 ff., [172]).

Diese werden für das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren jedoch nicht als weiter relevant erachtet.

Die vorgenommene Klassifikation wird in Abbildung 6.5 visualisiert. Dargestellt ist ein zweidimensionales Py-

ramidenmodell, dessen Dimensionen „Ort“ und „Natur“ den Dimensionen von Walker et al. entsprechen (vgl.

[153], S. 4 f.). Sie wurden für modellbasierte Entscheidungen formuliert. Die dritte Dimension zur Unsicherheit,

die gemäß Bradley et al. (vgl. [148], S. 1231) und Walker et al. (vgl. [153], S. 4) die Größe von Unsicherheit be-

schreibt, ist nicht abgebildet. Sie kann Bradley et al. zufolge bei jeder Art von Unsicherheit groß sein (vgl. [148], S.

1232 f.). Der dreidimensionale Ansatz kann ein Erklärungsansatz für die unterschiedlichen Klassifikationen und

Definitionen von Unsicherheit sein: So liegt bspw. der Schwerpunkt in der Messtechnik in den Bereichen „Mo-

dell“ und „Werte“ im Bereich der naturbedingten Unsicherheit, wobei die Größe der Unsicherheit (in Abbildung

6.5 nicht abgebildet) gering ist. Zusätzlich werden in Abbildung 6.5 die zur Modellierung notwendigen - und mög-

licherweise unsicheren - Informationen unterschieden in qualitative und quantitative Daten. Definitionen, die

Unsicherheit als Differenz zum wahren Wert beschreiben (Definition von Unsicherheit vgl. Kapitel 6.2.6), be-

schränken sich vorwiegend auf quantitative Daten, die Entscheidungstheorie hingegen fokussiert Unsicherheit

vorwiegend im Bereich qualitativer Daten.

Die unterschiedlichen Arten von Daten können sich überlagern bzw. voneinander abhängen - und damit auch

deren enthaltene Unsicherheit. So fußt die Spitze der Pyramide, welche qualitative Daten repräsentiert (die z. B.

zur Beantwortung folgender Fragestellung dienen: „Welche Produkte?“), auf dem Pyramidenboden quantitativer

Daten (die z. B. zur Beantwortung folgender Fragestellung dienen: „erforderliche Menge der Produkte?“). Gleich-

sam ragt die Pyramidenspitze quantitativer Daten (die z. B. die Lebensdauer eines Produktes repräsentieren) wie-

derum in den Pyramidenboden (festgelegter) qualitativer Daten (die z. B. die Systemgrenze der Ökobilanz defi-

nieren). Daraus resultiert auch eine Überlagerung bzw. Abhängigkeit zwischen den Unsicherheiten: So ist bspw.

die qualitative Wahl zwischen alternativen Produkten ungewiss (vgl. Kapitel 6.2.5); die Produkte werden jedoch

durch quantifizierte Parameter modelliert, welche durch die Erfassung und Modellierung ungenau (vgl. Kapitel

6.2.4) und/ oder unpräzise (vgl. Kapitel 6.2.3) sein können.

Diese Abhängigkeit wird auch durch die Aussage von Tannert et al. (vgl. [152], S. 893 f.) untermauert. Demnach

werden objektive Entscheidungen unter Unsicherheit - teilweise und sofern es möglich ist - mithilfe von logischen

Regeln, Erfahrungen oder von probabilistischen Ansätzen abgeleitet bzw. die Unsicherheit kann (oftmals) Bradley

et al. zufolge (vgl. [148], erster Absatz S. 10) darauf reduziert werden - wobei die Größe der Unsicherheit dabei

steigt. Letzten Endes basieren diese Informationen auf quantifizierten oder quantifizierbaren Daten - jedoch gibt

es nicht immer (ausreichend) Informationen, um darauf basierend eine Entscheidung treffen zu können und nicht
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Abbildung 6.5: Pyramidenmodell: Typen von Unsicherheit entlang der Dimensionen „Natur“ und „Ort“.
.

immer basieren Entscheidungen rein auf dieser Art von Daten.

Die in dieser Arbeit als „Unpräzision“ bezeichnete Unsicherheit erstreckt sich über weite Teile über die Di-

mension „Natur“ und ist vorwiegend bei den „Werten“ der Dimension „Ort“ entlang des Unsicherheitsflusses

vorzufinden (Erläuterung zu „Unsicherheitsfluss“ vgl. Kapitel 6.2.8). Ungewissheit ist ebenfalls in weiten Teilen

der Dimension „Natur“ verortet, jedoch primär im Bereich des „Kontextes“ der Dimension „Ort“. Ungenauigkeit

kommt hingegen hauptsächlich im Übergangsbereich wissens- und naturbedingter Unsicherheit der Dimensi-

on „Natur“ vor und ist vermehrt bei Unsicherheiten der Abbildung selbst und damit dem Bereich „Modell“ der

Dimension „Ort“ angesiedelt. (Erläuterung zu „Unpräzision“, „Ungenauigkeit“ bzw. „Ungewissheit“ vgl. Kapitel

6.2.3, 6.2.4 bzw. 6.2.5)

Die Ungewissheit nimmt allgemein bei qualitativen Fragestellungen mehr Raum ein als bei quantitativen In-

formationen (vgl. Schnittmenge des Flächenanteils vom Bereich „Ungewissheit“ sowie vom Bereich der „quali-

tativen Daten“ in Abbildung 6.5). Gleichzeitig ist zu erwarten, dass stattdessen bei quantitativen Daten die „Un-

präzision“ (vgl. Schnittmenge des Flächenanteils von „Unpräzision“ sowie vom Bereich „quantitativer Daten“ in

Abbildung 6.5) dominiert. Dies besagt jedoch nichts über den Schweregrad der Unsicherheit aus - die Größe der

Unsicherheit als dritte Dimension ist in Abbildung 6.5 nicht dargestellt. Es ist davon auszugehen, dass eine unsi-

chere Information in der Ökobilanzierung letztlich alle Arten von Unsicherheit implizieren kann und dies in der

Praxis eher die Regel als den Ausnahmefall darstellt.

6.2.3 Unpräzise Daten durch Erfassung natürlicher Größen

In der Literatur (vgl. [167], S. 17, [154], S. 15, [170], S. 3, S. 20 ff. sowie S. xvii) wird eine Art natürlich variierende

oder zufällige Unsicherheit beschrieben. Derlei Daten werden in dieser Arbeit als unpräzise bezeichnet angelehnt

an Streiner et al. (vgl. [173], S. 327 ff., Anmerkung des Autors: in [173] wird zwischen „precision“ und „accuracy“

unterschieden, deren Antonyme hier als Unpräzision und Ungenauigkeit übersetzt werden).

Huijbregts (vgl. [154], S. 16) definiert eine „parameter uncertainty“, die aus Größen resultiert, welche aufgrund

ihrer Natur nicht exakt erfasst werden (können) oder durch mangelnde sowie fehlende Informationen entstehen.

Dies definiert Ros̆ (vgl. [167], S. 17) als unscharfe und vage Informationen, begründet in der natürlichen Variabi-

lität realer Daten, mangelnden Informationen oder modellbedingt unscharfen Parametern wie bspw. Charakteri-
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sierungsfaktoren. Dinkel (vgl. [169], S. 92) ergänzt die Definition von Vagheit und Unschärfe dahingehend, dass ein

„wahrer Wert“ existiert, dessen Ermittlung aber nicht möglich ist. Natürliche Variabilität, versehentliche Eingabe-

fehler oder vergessene Eingaben bezeichnet Ciroth als „zufällige Fehler“ (vgl. [170], S. 21, Anmerkung des Autors:

Fehler ist hier als Unsicherheit zu verstehen und widerspricht der in dieser Arbeit vorzufindenden Definition eines

Fehlers - vgl. Kapitel 6.2.7), die zufällig vom „wahren Wert“ und nicht richtungsbezogen abweichen.

(a) : Unscharfes Verhalten in Richtung x, y. (b) : Natürliche Variabilität in Richtung x, y.

Abbildung 6.6: Unpräzise Werte aufgrund von Unschärfe (a) sowie Variabilität (b).

Unpräzise Daten aufgrund von Unschärfe (vgl. Abbildung 6.6a) bzw. Variabilität (vgl. Abbildung 6.6b) liegen

vor, wenn die zu beschreibenden Größen z. B. eine der folgenden Eigenschaften aufweisen:

• sie sind kontinuierlich, d. h. die Übergänge zwischen zwei Zuständen sind fließend;

• sie sind nicht (direkt) messbare oder in der Zukunft liegende Größen und die Kalkulationen bzw. Prognosen

lassen nur vage Abschätzungen zu;

• die zugrunde gelegten Informationen sind unvollständig oder fehlend, weshalb nur vage Vermutungen mög-

lich sind;

• sie sind stochastischer Natur und unterliegen natürlichen Schwankungen, d. h. der Zustand, den sie anneh-

men bzw. annehmen werden, kann wissenschaftlich nicht exakt bestimmt werden.

In dieser Arbeit wird rein unpräzisen Daten eine ausschließlich zufällige Abweichung zugeordnet. Auch für die ge-

schätzten und prognostizierten Werte wird angenommen, dass sie nicht systematisch bspw. aufgrund eines nicht

berücksichtigten Aspekts unter- oder überschätzt worden sind, obgleich es natürlich sein kann, dass alle Erfah-

rungswerte bzw. alle prognostizierten Werte unter oder über dem wahren Wert liegen, welche dann aber gemäß

dieser Definition auch einen ungenauen Anteil aufweisen (Erläuterung zu „ungenauen Daten“ vgl. Kapitel 6.2.4).

Die Beschreibungen definieren eine Unsicherheit, die natürlich und objektiv bedingt sein kann, womit diese sich

über die gesamte Dimension „Natur“ erstreckt (Dimension „Natur“ vgl. Abbildung 6.5). Dabei liegt der Schwer-

punkt auf Werten entlang des Unsicherheitsflusses (Definition von „Unsicherheitsfluss“ vgl. Kapitel 6.2.8), was

einem Teilbereich der Dimension „Ort“ entspricht (Dimension „Ort“ vgl. Abbildung 6.5).

6.2.4 Ungenaue Daten durch Vereinfachung

Daneben wird in der Literatur (vgl. [169], S. 92, [154], S. 17, [170], S. 21) eine weitere Art von Unsicherheit be-

schrieben, die vorwiegend durch die Notwendigkeit einer Vereinfachung hervorgerufen wird. Im Grundsatz ent-
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spricht dies der Modellbildung als vereinfachte Abbildungen realer Systeme, weshalb sich diese Art von Unsicher-

heit im Modell manifestiert. Durch die hierfür notwendigen Bestimmungen ist eine systematische Abweichung

vom „wahren Wert“ zu erwarten, die bestenfalls null sein kann. Daher werden derlei Daten angelehnt an Streiner

et al. (vgl. [173], S. 327) als ungenau bezeichnet (Anmerkung des Autors: In [173] wird zwischen „precision“ und

„accuracy“ unterschieden, deren Antonyme hier als „Unpräzision“ und „Ungenauigkeit“ übersetzt werden).

Huijbregts (vgl. [154], S. 17) beschreibt „model uncertainty“ als eine Unsicherheit, die aus Vereinfachungen re-

sultiert, welche bei der Abbildung realer Systeme getroffen werden (müssen). Dies hat zur Folge, dass bestimmte

Eigenschaften und Merkmale realer Systeme oder Beziehungen von Systemen nicht (vollständig) berücksichtigt

werden (können). Beispiele hierfür sind die Annahme der Linearität in der Ökobilanzierung sowie die Nichtbe-

rücksichtigung zeitlicher und lokaler Aspekte. Hinzu kommt, dass z. B. die Charakterisierungsfaktoren für die Ab-

schätzung des Treibhauspotentials in die ökologische Bilanzierung einfließen, die durch andere Modelle (z. B.

komplexe Klimamodelle) kalkuliert wurden. Dies trägt Unsicherheiten anderer Modelle in die Ökobilanzierung

ein.

(a) : Ungenauer Wert u zur Beschreibung der un-
scharfen Größe z.

(b) : Ungenauer Wert u zur Beschreibung der va-
riablen Größe z.

Abbildung 6.7: Ungenauer Wert u zur Beschreibung einer unscharfen (a) sowie einer variablen (b) Größe z.

Dinkel (vgl. [169], S. 92) definiert „Ungenauigkeit“ als unsichere Informationen, für die ein „wahrer Wert“ exi-

stiert, deren Erfassung jedoch (zu) aufwändig ist, sodass sie bspw. geschätzt werden. Als weiteres Beispiel für diese

Art von Unsicherheit führt Dinkel Messfehler auf (vgl. [169], S. 92). Ciroth ordnet Messfehler den systematischen

Fehlern zu (vgl. [170], S. 21, Anmerkung des Autors: Fehler ist hier als Unsicherheit zu verstehen und widerspricht

der in dieser Arbeit vorzufindenden Definition eines Fehlers - vgl. Kapitel 6.2.7). Ros̆ beschreibt ebenfalls eine

weitere Art von Unsicherheit, die er als Abweichung vom „wahren Wert“ definiert und er unter anderem neben

„Unpräzision“ und „Unexaktheit“ als „Ungenauigkeit“ bezeichnet (vgl. [167], S. 17). Als Ursachen werden Varia-

bilität oder Unschärfe sowie die Notwendigkeit von Annahmen aufgeführt. Auch wenn sich Ungenauigkeit selbst

vorwiegend im Modell äußert, können die Ursachen der Ungenauigkeit vielfältig sein. In der Ökobilanzierung re-

sultiert reine Ungenauigkeit z. B. aus:

• gemessenen Werten mit Abweichungen, die der Technik bzw. dem Messvorgang, nicht aber der zu messen-

den Größe zuzuordnen sind;

• Abweichungen in den Bilanzierungsergebnissen, die den verwendeten Berechnungsalgorithmen zuzuord-

nen sind;

• der Verwendung generischer Datensätze, da nicht genügend spezifische Daten zu vor- oder nachgelagerten

Prozessen verfügbar sind;
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• Subjektivität, Fokus oder Erwartungshaltung des Ökobilanzierenden, was dessen Entscheidungen - unbe-

wusst - systematisch prägen kann.

Ungenaue Daten können auch entstehen, wenn unpräzise oder ungewisse Größen nicht vollständig erfasst wer-

den (können). Ungenauigkeiten unpräziser Größen sind exemplarisch in Abbildung 6.7a und Abbildung 6.7b dar-

gestellt. Wird bspw. die Unschärfe bzw. Variabilität einer unpräzisen Größe nicht berücksichtigt oder erkannt und

diese in Form bspw. eines diskreten Werts beschrieben, kann dies zu Ungenauigkeit führen. Dies ist bspw. der Fall,

wenn:

• einer kontinuierlichen Größe bspw. das arithmetische Mittel als diskreter Wert zugewiesen wird;

• einer stochastischen Größe bspw. ein diskreter Wert zugewiesen wird, den sie laut angenommener Wahr-

scheinlichkeitsverteilung in mindestens 95 Prozent aller Fälle annehmen wird;

• ein fehlender Wert geschätzt bzw. angenommen wird oder ein generischer Datensatz aus mehreren verfüg-

baren Alternativen zur Anwendung kommt (der Entscheidungsprozess entspricht einer Ungewissheit, die

Folge davon, d. h. die Entscheidung zur Verwendung eines der generischen Datensätze entspricht einer Un-

genauigkeit);

• einer zukünftigen Größe ein diskreter Prognose- oder Schätzwert zugewiesen wird.

Ungenaue Daten können aus natürlicher und/oder subjektiver Unsicherheit resultieren, da diese jedoch verein-

facht nur einen Teilbereich erfassen (können), beschreiben sie auch nur einen Teilbereich der Dimension „Natur“

(Dimension „Natur“ vgl. Abbildung 6.5). Analog verhält sich Ungenauigkeit bei der Dimension „Ort“ (Dimensi-

on „Ort“ vgl. Abbildung 6.5). Während die Ursachen sich über die gesamte Dimension „Ort“ erstrecken können,

manifestiert sich die Ungenauigkeit hauptsächlich im Modell, d. h. dem lokalen Übergangsbereich der Dimensi-

on „Ort“, der die Parameter und den Kontext verknüpft. Ungenaue Größen werden oftmals auch als „fehlerhaft“,

„falsch“ und „inkorrekt“ bezeichnet, doch ist hier konsequent zu differenzieren zwischen einem groben, fahrläs-

sigen Fehler und einer „Unsicherheit“ (Definition von „Fehler“ vgl. auch Kapitel 6.2.7).

6.2.5 Ungewisse Daten durch vorliegende Alternativen

In der Literatur wird eine weitere Art von Unsicherheit definiert, welche auf Entscheidungsmöglichkeiten zurück-

zuführen ist (vgl. [154], S. 18, [169], S. 91 f., [168], S. 97 f.). Diese Art von Unsicherheit wird in dieser Arbeit angelehnt

an Pohl als ungewiss bezeichnet (vgl. [168], S. 98, Anmerkung des Autors: Pohl unterscheidet zwischen objektbe-

zogener Ungewissheit und subjektbezogener Unsicherheit; diese Unterscheidung erfolgt in dieser Arbeit nicht).

Huijbregts erläutert eine „Unsicherheit durch Wahlmöglichkeiten“ (vgl. [154], S. 18, Anmerkung des Autors: diese

Bezeichnung wurde vom Autor aus dem Englischen ins Deutsche übersetzt). Ungewissheit kann z. B. bei der Wahl

der Allokationsmethode, der funktionellen Einheit oder der Methode zur Wirkungsabschätzung auftreten. Dinkel

definiert diese Art von Unsicherheit dadurch, dass kein „wahrer Wert“ existiert (vgl. [169], S. 91 f.). Bradley et al.

bezeichnen mögliche Zustände, denen keine Wahrscheinlichkeit zugeordnet werden kann, als schwere empirisch-

faktische Zustandsunsicherheit bzw. Ambiguität (vgl. [148], S. 8 f.). Pohl definiert diese Alternativen „als Bereich

des gleichberechtigt Möglichen“ (vgl. [168], S. 98), womit sie alle gleichsam „wahr“ sind.

Ungewissheit im Rahmen einer Ökobilanz kann auftreten in Form von „datenbasierter Ungewissheit“, „mo-

dellbasierter Ungewissheit“ und „Ungewissheit konzeptueller Natur“ (vgl. Abbildung 6.8):

• „Datenbasierte Ungewissheit“ resultiert aus Entscheidungen, die innerhalb des Bilanzierungsrahmens in

Bezug auf Daten getroffen werden und daher die Ergebnisse beeinflussen können. Gibt es für einen Input
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Abbildung 6.8: Datenbasierte, modellbasierte und konzeptuelle Ungewissheit.
.

einen Wertebereich und keinen exakten Wert, muss bspw. in der herkömmlichen Bilanzierung entschieden

werden, wie der Input definiert werden soll.

• „Modellbasierte Ungewissheit“ kann bei Entscheidungen auftreten, die innerhalb des Bilanzierungsrah-

mens in Bezug auf das Modell getroffen werden (müssen) und daher die Ergebnisse beeinflussen können.

Liegen bspw. für ein Produkt, dessen spezifische Modellierung nicht möglich ist, mehrere gleichsam geeig-

nete, generische Datensätze vor, ist in der herkömmlichen Ökobilanzierung in der Regel ein Datensatz zu

wählen.

• „Ungewissheit konzeptueller Natur“ sind auf Entscheidungen zurückzuführen, die den Bilanzierungsrah-

men der durchzuführenden Ökobilanz betreffen und daher die Ergebnisse beeinflussen können. Werden

zusätzliche Lebenszyklusphasen berücksichtigt, oder die Abschneidekriterien verschärft, werden „Entschei-

dungen konzeptueller Natur“ getroffen. Dies ist ein Vorgang, der durch den iterativen Ansatz einer Ökobi-

lanzierung notwendig sein kann.

„Entscheidungen übergeordneter Struktur“ (vgl. auch Abbildung 6.8) sind hingegen Entscheidungen, die außer-

halb einer Ökobilanz im Zusammenhang oder auf Basis dieser getroffen werden und welche nicht die Durchfüh-

rung der Ökobilanz selbst oder dessen Ergebnisse beeinflussen (sollten). Sie beeinträchtigen demzufolge auch

nicht die Robustheit der in einer Ökobilanz erzeugten Ergebnisse; sie können jedoch dazu führen, dass die Er-

gebnisse vermehrt angezweifelt, unter Verschluss gehalten oder - im Gegenteil - vielfach zitiert und öffentlich

präsentiert werden.

Ungewissheit impliziert sowohl die objekt- als auch die subjektbezogene Unsicherheit, womit sie den gesam-

ten Bereich der Dimension „Natur“ umfasst (Dimension „Natur“ vgl. Abbildung 6.5). Sie tritt vorwiegend im Kon-

text auf, dem Teilbereich der Dimension „Ort“ (Dimension „Ort“ vgl. Abbildung 6.5), bei dem qualitative Frage-

stellungen vermehrt auftreten.
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6.2.6 Definition von Unsicherheit

Es existieren verschiedene Definitionen zur Unsicherheit in der Literatur im Kontext der Ökobilanzierung. So de-

finieren Finnveden et al. Unsicherheit bspw. als „Abweichung zwischen der gemessenen oder berechneten Größe

und dem tatsächlichen Wert dieser Größe“ (vgl. [174], S. 14, Anmerkung des Autors: die Definition wurde vom

Autor aus dem Englischen ins Deutsche übersetzt). Diese Definition ist jedoch nicht auf alle in dieser Arbeit

beschriebenen Arten von Unsicherheit anwendbar. So verfügen ungewisse Daten zum einen nicht über einen

wahren Wert. Zum anderen sind die „Abweichungen“ unscharfer Größen nicht exakt bestimmbar. So kann einer

unscharfen Größe kein diskreter Wert zugewiesen werden, sondern allenfalls ein Wertebereich - z. B. erfasst als

Intervall. Ein Intervall kann aber mit der real zu beschreibenden Größe gemeinsame Schnittmengen aufweisen

oder diese gänzlich umhüllen (vgl. hierzu auch Vergleichsoperatoren von Intervallen in Kapitel 3.4), wodurch die

Bestimmung einer Diskrepanz - wie in obiger Formulierung beschrieben - erschwert ist.

Eine weitere Definition finden bspw. Walker et al. als „irgendeine Abweichung vom unerreichbaren Ideal einer

vollständig deterministischen Kenntnis des betreffenden Systems“ (vgl. [153], S. 7, Anmerkung des Autors: die De-

finition wurde vom Autor aus dem Englischen ins Deutsche übersetzt). Diese Definition wiederum ist nonkonform

mit der in dieser Arbeit zugrunde gelegten Ansicht, dass vollständiger Determinismus nicht unweigerlich als das

wissenschaftliche Ideal angesehen werden sollte bzw. kann, sondern mitunter vage Modellierungen mit Berück-

sichtigung von Unsicherheiten robustere Ergebnisse liefern können (Informationen zur allgemeinen Wertung von

Unsicherheit in der Wissenschaft vgl. auch Kapitel 6.1.1).

Im Rahmen dieser Dissertation und im Hinblick des entwickelten Verfahrens zur umfassenden Berücksichti-

gung von Unsicherheit wird Unsicherheit wie folgt definiert: „Unsicherheit ist die Gesamtheit an Unbestimmtheit,

die aus der Verwendung von all denjenigen Informationen resultiert, deren zugrunde gelegten Parameter nicht ex-

akt bestimmt werden können. Je größer der Bereich ist, der die möglichen und relevanten Werte umfasst, die ein

Parameter annehmen kann, desto unsicherer ist er.“

6.2.7 Abgrenzung der Unsicherheit von Fehlern

Der Begriff „Unsicherheit“ ist klar abzugrenzen von einem „Fehler“. Fehler werden in dieser Arbeit als Abwei-

chungen bezeichnet, die irrtümlich durch fehlerhaftes Verhalten verursacht werden, wie z. B. durch das Eintippen

eines falschen Inputwertes in das Bilanzierungsprogramm. Derlei Fehler können durch Sorgfältigkeit und Acht-

samkeit vermieden werden. Unsicherheiten existieren trotz Einhaltung aller Regeln und korrekter Durchführung.

Besteht eine systematisch bedingte Ungenauigkeit trotz sorgfältigen Verhaltens, wiederholter Prüfung und guter

wissenschaftlicher Praxis und wird nicht erkannt, stellt sie dann - und nur dann - keinen „Fehler“, sondern eine

„Unsicherheit“ dar.

6.2.8 Unsicherheiten nach Ort des Auftretens

Neben der Art kann Unsicherheit auch nach dessen Entstehungsort im Zuge der ökologischen Bilanzierung un-

terschieden werden. Heijungs et al. (vgl. [172]) differenzieren zwischen Unsicherheit in den Eingabedaten, Unsi-

cherheit im Zuge der Berechnung und Unsicherheit in den Ausgabedaten. Gelangen unsichere Werte in die Bi-

lanzierung, „fließen“ auch die enthaltenen „Unsicherheiten“ bis zu den Ergebnissen, wobei sie sich – in Wech-

selwirkung mit weiteren Unsicherheiten - vergrößern oder aber verringern können. In dieser Arbeit wird dies als

„Unsicherheitsfluss“ bezeichnet (Anmerkung des Verfassers: In der Vergangenheit wurden die Auswirkungen von

Unsicherheiten der Eingabedaten auf die Endergebnisse allgemein als „Fehlerfortpflanzung“ bezeichnet (vgl. z.

B. [170], S. 3). Da mittlerweile in der Messtechnik derlei Abweichungen (vgl. z. B. Grundbegriffe in [124], S. 14)
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klar von groben Fehlern abgegrenzt werden, wird der Begriff der „Fehlerfortpflanzung“ als obsolet angesehen und

daher in dieser Arbeit nicht verwendet). In der Intervallarithmetik ist der Unsicherheitsfluss aufgrund abhängiger

Intervalle im Zuge der Berechnung (Informationen zu „abhängigen Intervallen“ vgl. Kapitel 3.6.2) von Bedeutung.

6.3 Verfahren zur Analyse von Unsicherheit

Bis heute fehlt ein zuverlässiges, standardisiertes Verfahren zur Behandlung aller Arten von Unsicherheit in der

Ökobilanzierung (vgl. z. B. [175], S. 2). Es gibt jedoch eine Reihe von Verfahren und Ansätzen, wie je nach Art

der zugrunde gelegten Unsicherheit - auch über den Kontext der Ökobilanzierung hinaus - mit dieser umgegan-

gen werden kann. Bei Unpräzision aufgrund unscharfer Größen wird allgemein die Fuzzylogik empfohlen (vgl.

z. B. [176], S. 244-249, [177], S. 251-267, [178], S. 1-5), für unpräzise Daten aufgrund variabler Größen hingegen

stochastische Modelle (vgl. z. B. [178], S. 1-5, [179], S. 57 ff.). Ungewisse Daten aufgrund (gleichsam möglicher)

Alternativen werden mittels entscheidungstheoretischer Konzepte angegangen (vgl. z. B. [180], S. 31-35, [152], S.

892 ff.). Ungenaue Daten können ebenfalls zu relevanten Abweichungen und damit eingetragenen Unsicherheiten

in den Ergebnissen führen. In der Regel sind diese jedoch nicht bekannt und müssen daher abgeschätzt werden

(vgl. z. B. [181], S. 51 f.). Um den Einfluss der Ungenauigkeit auf die Endergebnisse zu ermitteln, können bei ver-

muteter geringer Ungenauigkeit analytische Formeln zur Berechnung verwendet werden (vgl. [170], S. 5 f.). Andere

eingetragene Ungenauigkeiten komplexerer Art, wie sie bspw. durch die Verwendung repräsentativer Datensätze

oder aufgrund getroffener Annahmen verursacht werden (können), sind durch eine erneute Analyse und vertiefte

Recherche überprüfbar (vgl. [182], S. 92).

In der Praxis der Ökobilanzierung angewandte Methoden und in den geläufigen Programmen verfügbare Ver-

fahren sind bspw. statistische Methoden wie die Monte-Carlo-Simulation (Monte-Carlo-Simulation vgl. auch Ka-

pitel 6.3.1) für unpräzise Daten sowie Szenarioanalysen (Szenarioanalysen vgl. Kapitel 6.3.2) für ungewisse Daten

(vgl. z. B. [96], S. 37 f.). Je nach Art und Schwerpunkt der Unsicherheit wurden weitere Ansätze zum Umgang

mit Unsicherheit in der Ökobilanzierung erforscht. Dies sind u. a. die Anwendung von Näherungsformeln bei sy-

stematischen und zufälligen Abweichungen (Verfahren auf Basis analytischer Formeln vgl. Kapitel 6.3.3) sowie

die Wahrscheinlichkeitstheorie für zukünftige Ereignisse (Verfahren auf Basis der Wahrscheinlichkeitstheorie vgl.

Kapitel 6.3.4). Des Weiteren wird die Formulierung vager Werte durch Anwendung der Fuzzy-Set-Theorie vorge-

schlagen (Verfahren auf Basis der Fuzzy-Set-Theorie vgl. Kapitel 6.3.5).

6.3.1 Monte-Carlo-Simulation

Die Monte-Carlo-Simulation ist ein stochastisches Verfahren, mit dem zufällige Abweichungen der Inputs be-

stimmt werden und mit diesen die Ökobilanzierung vielfach berechnet wird (vgl. auch [183], S. 40 ff.). Hierfür

sind für die Inputs Annahmen über die Verteilung festzulegen. Die Festlegung einer geeigneten Verteilungsfunk-

tion obliegt bei herkömmlichen Ökobilanzierungsprogrammen in der Regel dem Ökobilanzierenden selbst (vgl.

[183], S. 3). Die Monte-Carlo-Simulation gilt nach [170] ungeachtet der Größe der Unsicherheit und deren Art - in

[170] differenziert nach „systematischen Fehler“ und „zufälligem Fehler“ - als geeignet (vgl. [170], S. 127). Die Me-

thode stößt als stochastisches Verfahren jedoch an ihre Grenzen, wenn bspw. die Unsicherheit aus Ungewissheit

(vgl. Kapitel 6.2.5) oder Unschärfe (vgl. Kapitel 6.2.3) resultiert, d. h. wenn Wahrscheinlichkeitsverteilungen nicht

bestimmt werden können oder unbekannt sind.
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6.3.2 (Vollständige) Szenarioanalyse

Gibt es in der ökologischen Bilanzierung Ungewissheit über die Entscheidung zwischen mehreren Alternativmög-

lichkeiten, können Szenarien erfasst und berechnet werden. Szenarien können zwischen deskriptiven und nor-

mativen Szenarien unterschieden werden (vgl. [184], S. 144). Während deskriptive Szenarien z. B. die möglichen

zukünftigen Zustände ausgehend vom jetzigen Zustand zu prognostizieren versuchen, werden normative Szena-

rien modelliert, um ein festgesetztes Ziel zu entwickeln. Beide Arten von Szenarien finden sich in der Ökobilan-

zierung wieder. So können zukünftige Änderungen eines Produksystems ausgehend vom aktuellen, als Referenz

dienenden Produktsystem modelliert und bilanziert werden (Modellierungsansätze vgl. auch Kapitel 4.3.2). Da-

neben werden mithilfe von Ökobilanzierungen auch Analysen für definierte, ökologisch orientierte Zielvorgaben

durchgeführt. So kann beispielsweise durch die Modellierung verschiedener Produktsysteme die Frage beantwor-

tet werden, mit welchen Produkten das Treibhauspotential eines Neubaus um bspw. 30 Prozent im Vergleich zu

einer herkömmlichen Bauweise gesenkt werden kann. Szenarioanalysen werden häufig bei der Entscheidungsfin-

dung angewandt (vgl. [184], S. 255).

Es ist auch möglich, vollständige Szenarioanalysen durchzuführen, dies ist mitunter jedoch zu aufwendig. Da-

bei werden durch Variation alle möglichen Kombinationen als Szenarien bilanziert werden. Für m Alternativmög-

lichkeiten an n verschiedenen lokalen Positionen ergeben sich nm Variationen, weswegen dies in vielen Fällen nur

für einzelne Optionen durchgeführt wird.

6.3.3 Analytische Formeln zur Fehlerrechnung

Ciroth entwickelte ein Verfahren zur quantitativen Berechnung von „Fehlern“ mittels analytischer Formeln (vgl.

[170], Anmerkung des Verfassers: der Begriff „Fehler„ist hier als eine zufällige bzw. systematische Abweichung zu

verstehen und nicht mit der Definition eines Fehlers aus Kapitel 6.2.7 gleichzusetzen). Hierbei wurde zwischen

zufälligen und systematischen „Fehlern“ differenziert. Zusätzlich wurde berücksichtigt, an welchen einzelnen Be-

rechnungsschritten die „Fehler“ auftreten, wobei die Berechnungsschritte als „Systemelemente“ bezeichnet wer-

den (vgl. [170], S. 17 ff.). Die Analyse erfolgte mit einer sog. „virtuellen LCA“, die auf ca. 500 „Massenströmen“ und

ca. 60 „Prozessen“ basiert (vgl. [170], S. 23 ff.). Die Massen und die „Fehler“ der Massenströme wurden zufällig

erzeugt. Insgesamt wurden folgende Methoden aus der Taylorreihenentwicklung erster und zweiter Ordnung für

zufällige als auch systematische Fehler untersucht:

• die einfache systematische Fehlerrechnung für systematische Fehler

• das Gaußsche Fehlerfortpflanzungsgesetz für zufällige Fehler

• die allgemeine Taylorformel zweiter Ordnung für systematische Fehler

• die Fehlerrechnung nach Bader/Baccini für zufällige Fehler

Als Referenz wurde zum einen die Formel zur Berechnung des jeweiligen tatsächlichen systematischen Fehlers

verwendet, zum anderen die Monte-Carlo-Simulation (Monte-Carlo-Simulation vgl. Kapitel 6.3.1). Die Standard-

abweichung des Ergebniswerts diente zur Abschätzung der Standardabweichung des zufälligen Fehlers. Die An-

wendung der Taylorformeln erster Ordnung setzen Annahmen voraus. Eine Bedingung ist, dass die Fehler gegen-

über dem wahren Wert gering sind und eine weitere, dass die Parameter voneinander unabhängig sind (vgl. [170],

S. 5 f.). Für große Abweichungen können die Taylorformeln zweiter Ordnung angewandt werden.

Das Verfahren sieht vor, zunächst die angenommenen oder identifizierten systematischen Fehler in der Be-

rechnung zu eliminieren und im Anschluss die Größe der zufälligen Fehler zu berechnen (vgl. [170], S. 126). Je
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nachdem, in welcher Phase der Ökobilanz die Fehler ermittelt werden sollen und wie groß die relativen Fehler

sind, werden unterschiedliche Methoden empfohlen. Demnach kann bspw. das Gaußsche Fehlerfortpflanzungs-

gesetz bei der Ermittlung der Mengenmultiplikatoren (Anmerkung des Autors: Skalierungsfaktoren werden hier

als „Mengenmultiplikatoren“ bezeichnet (vgl. in [170], S. 14)) zuverlässig verwendet werden, wenn die Abwei-

chungen geringer als 20 Prozent sind; die relativen Fehler aus Charakterisierungsfaktoren und Sachbilanz sollen

in der Wirkungsabschätzung geringer als 40 Prozent sein. Die Fehlerrechnung nach Bader/Baccini gilt für Sach-

bilanz sowie Wirkungsabschätzung noch bis zu einer Abweichung unter 100 Prozent als geeignet. Die Ermittlung

über Monte-Carlo-Simulation gilt nach Ciroth (vgl. [170], S. 127) ungeachtet der einzelnen Berechnungsschritte

immer als geeignet, kann jedoch sehr aufwendig werden.

Das Verfahren wurde an einer linearen Produktsystemstruktur analysiert. Baum- und schleifenartige Produkt-

systeme können nach Ciroth (vgl. auch [170], S. 119 ff.) durch redundante Prozessmodule in Form einzelner linea-

rer Prozessketten dargestellt werden. Dies führt jedoch zu Korrelationen, welche Auswirkungen auf die Anwend-

barkeit des Verfahrens haben können (vgl. [170], S. 115 und S. 119-125).

6.3.4 Wahrscheinlichkeitstheorie

Gantner stellte ein auf Wahrscheinlichkeiten basierendes Verfahren zur ökologischen Bewertung vor (vgl. [185]).

Mit dem Verfahren können relevante, zukünftige Entscheidungen und Ereignisse wahrscheinlichkeitsbasiert be-

rücksichtigt werden. Das Verfahren ist so konzipiert, dass es direkt ohne Anpassungen bestehender Ökobilanzie-

rungsprogrammen angewandt werden kann. Es basiert im Wesentlichen darauf, potentielle, zukünftige Entschei-

dungen und Ereignisse möglichst umfassend abzuleiten und auf so wenige wie mögliche, sog. „Entscheidungs-

stufen“ zu reduzieren (vgl. [185], S. 56 ff.). Diesen werden neben Eintrittswahrscheinlichkeiten zu bestimmten

Zeitpunkten auch sog. „Fortschreibungsfaktoren“ (vgl. [185], S. 50 ff.) zur Berücksichtigung von weniger bedeut-

samen Einflussfaktoren zugeschrieben. Die Wahrscheinlichkeiten werden über Erfahrungswerte von Experten so-

wie mithilfe von Statistiken, Studien oder Annahmen definiert. Die Einflussfaktoren können auf Basis verfügbarer

Studien, Szenarioanalysen und Ökobilanzen sowie Erfahrungswerten von Experten oder Brainstormings ermittelt

werden.

Die Faktoren sollen anschließend bezüglich ihrer Wirkung auf andere Faktoren mit den Werten von 0 (keine

Wirkung) bis 3 (große Wirkung) abgeschätzt werden (vgl. [185], S. 61). Weist ein Faktor eine hohe Summe dieser

so quantifizierten Wirkungen auf andere Faktoren auf, die sog. „Aktivsumme“ eines Faktors, wird er als wichtig

eingestuft. Wichtige Einflussfaktoren werden dynamisch erfasst (vgl. [185], S. 63 ff.). Weniger wichtige Einflussfak-

toren werden in Form eines Fortschreibungsfaktors berücksichtigt, welche sich aus dem Produkt der jeweiligen

Korrekturfaktoren der einzelnen Einflussfaktoren ergeben.

6.3.5 Fuzzy-Set-Theorie

Roš und Pohl setzten sich mit einem Verfahren zur Unsicherheitsanalyse in Ökobilanzen auf Basis der Fuzzylogik

auseinander (vgl. [167] und [168]). Während Pohl (vgl. [168], S. 95 ff.) den Schwerpunkt auf ungewisse Informatio-

nen legt, untersucht Roš die ungenauen und unpräzisen Informationen (vgl. [167], S. 53 ff.). Letzterer thematisiert

dabei auch, dass die Unsicherheiten von Äquivalenzfaktoren bedeutsam sein können (Anmerkung des Autors:

„Charakterisierungsfaktoren“ werden in [167] als „Äquivalenzfaktoren“ bezeichnet).

Bei Anwendung der Fuzzylogik werden Elemente nicht mehr eindeutig zugeordnet, sondern mithilfe von soge-

nannten Zugehörigkeitsfunktionen der Grad der Zugehörigkeit zu unterschiedlichen Mengen bestimmt (vgl. auch

[167], S. 60 f.). Ist bspw. nicht eindeutig nachweisbar, welchen Einfluss eine Emission e auf den Treibhauseffekt
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hat, kann sie über eine Zugehörigkeitsfunktion diversen Charakterisierungsfaktor-Mengen zugewiesen werden.

Roš verwendete Fuzzy-Trapeze (vgl. auch [167], S. 65 ff.), für welche zwei Intervalle definiert werden. Zur Definiti-

on der sog. „Stützmenge“ werden die „pessimistischen“ Grenzwerte bestimmt, welche die Grenze zum Unmögli-

chen darstellen. Dies bedeutet, dass im obigen Beispiel der minimale sowie maximale Einfluss der Emission e auf

den Treibhauseffekt definiert wird. Die sog. Eckwerte bilden dagegen als „optimistischer“ Wertebereich den sog.

„Kern“ des fuzzy-Trapezes mit „wirklichen“, „erwarteten“ bzw. „plausiblen“ Werten (vgl. [167], S. 70). Der Grad

der Zugehörigkeit zum Kern bzw. zur Stützmenge bleibt eine Schätzung, die „aus Gründen der Praktikabilität [. . . ]

linear interpoliert wird“ ([167], S. 66). Die Berechnung der beiden Intervalle erfolgt gesondert voneinander (vgl.

[167], S. 75).

6.4 Problematik und Anwendungsgrenzen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Schwierigkeiten erläutert, die sich in Ökobilanzen bei der Erfassung

und Analyse von Unsicherheiten ergeben. Dies betrifft zum einen die Vielzahl qualitativ differenzierter Unsicher-

heiten und der daraus abgeleiteten unterschiedlichen Methoden (vgl. Kapitel 6.4.1), zum anderen ist es das Fehlen

einer sicheren Seite durch den relativen Ansatz der Methodik der Ökobilanzierung selbst, was die Erfassung von

Unsicherheit erschwert (vgl. Kapitel 6.4.2).

6.4.1 Diskontinuität und Heterogenität unsicherer Daten

Die bestehenden mathematischen Methoden zur Fehlerberechnung sind nicht für jede Art von Unsicherheit glei-

chermaßen geeignet. Liegen sowohl unpräzise, ungenaue als auch ungewisse Daten vor, ist eine spezifische Be-

handlung mit den jeweils geeigneten Methoden zwar möglich, sie können jedoch nicht ohne weiteres miteinander

„verrechnet“ werden (vgl. Abbildung 6.9). Oftmals ist eine Kombination verschiedener Methoden zur Fehlerab-

schätzung nicht möglich (vgl. z. B. [186], S. 381 f. sowie [161], S. 369 f.). Es gibt jedoch Ansätze, die mehrere Theori-

en vereinen. So lassen sich bspw. unscharfe Daten als Fuzzy-Zahlen erfassen und eine dazu vorliegende Variabilität

stochastisch bestimmen - beide Theorien sind kombinierbar (vgl. [176], S. 244 ff.). Hierbei ist jedoch anzumerken,

dass aus derartigen Methoden nur schwer begreifbare Ergebnisse resultieren wie z. B. Fuzzy-Erwartungswerte.

Solche Methoden sind daher für die Ökobilanzierung als weniger praktikabel einzustufen. Begründet ist dies auch

dadurch, dass Ökobilanzen zunehmend veröffentlicht werden und die Bilanzierungsergebnisse so einem brei-

ten Publikum - auch außerhalb des Expertenkreises - zur Verfügung gestellt werden. Diese schwer erfassbaren

Ergebnisse derart aufzubereiten, dass diese nicht missinterpretiert werden, wird vom Autor als äußert schwierig

erachtet.

Zusätzlich ist zu beachten, dass die Umsetzung der Verfahren mitunter sehr zeitaufwendig sein kann. Obgleich

in den veröffentlichten Ökobilanzen zunehmend Unsicherheitsanalysen dokumentiert sind (vgl. z. B. [174], S. 15),

bleibt die Durchführung von Unsicherheitsanalysen zeitintensiv, sodass diese in vielen Ökobilanzstudien nicht

mit ausreichender Zuverlässigkeit durchgeführt werden können (vgl. z. B. [174], S. 14).

6.4.2 Das Fehlen einer sicheren Seite

Die Ökobilanzierung basiert grundsätzlich auf einem relativen, vergleichenden Ansatz. Die in der Wirkungsab-

schätzung bilanzierten Ergebnisse stellen keine absoluten Umweltwirkungen dar, sondern repräsentieren die po-

tentiellen, relativen Umweltwirkungen. Um Aussagen zu Umweltwirkungen machen zu können, sind daher Ver-

gleiche erforderlich.
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Abbildung 6.9: Diverse Arten von Unsicherheit sowie geeignete Methoden zum Umgang mit diesen.
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Dieser vergleichende Ansatz hat zur Folge, dass es keine sichere Seite gibt, wie dies bspw. bei statischen Be-

rechnungen im Bauingenieurwesen der Fall ist. Bei statischen Berechnungen werden gemäß des semiprobabi-

listischen Sicherheitskonzeptes höhere Lastannahmen auf der Einwirkungsseite und geringere Widerstände auf

der Gegenseite durch Teilsicherheitsfaktoren berücksichtigt - mit der Folge, dass die Statik auf der sicheren Seite

liegend bewertet werden kann. Dies kann auf die Ökobilanzierung nicht übertragen werden, was durch die folgen-

den Beispiele kurz erläutert wird. In Abbildung 6.10 sind von fünf Stoffen exemplarisch die Umweltwirkungen des

fiktiven Umweltpotentials U abgebildet, wobei der Stoff E der Referenzstoff der Umweltpotentials U ist.

Abbildung 6.10: Fiktive Umweltwirkungen der Stoffe A bis E, sowie mögliche Aussagen bei einem Vergleich.
.

Ein Vergleich der dargestellten Stoffe kann zu folgenden Aussagen führen:

• „Die Umweltwirkungen von Stoff A und Stoff C sind vergleichsweise etwas höher als von Referenzstoff E, die

Umweltwirkungen von Stoff B und Stoff D sind etwas geringer.“

• „Die Umweltwirkungen von Stoff D sind vergleichsweise am geringsten, die von Stoff C sind vergleichsweise

am höchsten; die von Stoff C sind im Vergleich zu Stoff D ca. doppelt so hoch.“

So werden auch die Charakterisierungsfaktoren der umweltrelevanten Stoffe für die Wirkungsindikatoren durch

Bezug auf einen Referenzfluss bestimmt, womit die Stoffe stets in Relation zu allen anderen Stoffen stehen. Dieser

Umstand hat zur Folge, dass Charakterisierungsfaktoren nicht mit Sicherheitsfaktoren belegt werden können, um

den unsicheren Einfluss einzelner Stoffe abzusichern. In Abbildung 6.11 ist das Beispiel aus der vorigen Abbil-

dung 6.10 aufgegriffen, wobei nun angenommen wird, dass der Einfluss des Stoffes A auf das Umweltpotential U

unsicher ist. So kann der Charakterisierungsfaktor des Stoffes A höher oder niedriger sein als ursprünglich ange-

nommen. Eine mögliche Aussage kann hierzu sein:

• „Die Umweltwirkungen des Stoffes A sind vergleichsweise unsicher, die Umweltwirkungen von Stoff B, Stoff

C, Stoff D und Stoff E sind vergleichsweise sicher.“

Den Charakterisierungsfaktor des Stoffes A nun auf der sicheren Seite liegend mit einem Sicherheitsfaktor γR

wie auf der Widerstandsseite R zu verringern bzw. wie bei der Einwirkungsseite E mit einem Sicherheitsfaktor γE
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Abbildung 6.11: Umweltpotential U des Stoffes A ist unsicher, jedoch Sicherheitsfaktoren nicht anwendbar.
.

auf der sicheren Seite liegend zu erhöhen, ist in der ökologischen Bilanzierung nicht zielführend. Dies soll nun

nachfolgend erläutert werden.

In Abbildung 6.12 wird hierfür das Beispiel aus Abbildung 6.10 sowie Abbildung 6.11 aufgegriffen. Der Fokus

soll im Beispiel nachfolgend auf Stoff C gelegt werden, der weder Referenzfluss ist, noch mit einem Sicherheits-

faktor versehen wurde. Wird der Charakterisierungsfaktor von Stoff A reduziert, ist folgende Aussage möglich:

• „Die Umweltwirkungen von Stoff C sind vergleichsweise höher als die vom Referenzstoff E, die Umweltwir-

kungen von Stoff A, Stoff B und Stoff D sind vergleichsweise geringer.“

Abbildung 6.12: Sicherheitsfaktoren bei Stoff A beeinflussen die relative Einordnung der übrigen Stoffe.

Im Beispiel aus Abbildung 6.10 liegen die Umweltwirkungen des Stoffes C nur geringfügig über den Umwelt-
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wirkungen des Stoffes A. Würde der Charakterisierungsfaktor des Stoffes A durch Teilsicherheitsfaktoren reduziert

werden, wiese der Stoff C als einziger Stoff höhere Umweltwirkungen auf als der Referenzstoff E. Dem Stoff C wären

dann die zweitgrößten Umweltwirkungen zugeordnet. Damit vervielfältigte sich auch die betragsmäßige Differenz

zwischen den größten Umweltwirkungen (von Stoff C) und den vergleichsweise zweitgrößten Umweltwirkungen

(jetzt von Stoff E), vgl. hierzu auch das linke Diagramm in Abbildung 6.12. Wird dagegen der Charakterisierungs-

faktor des Stoffes A durch einen Sicherheitsfaktor erhöht, ist folgende Aussage möglich:

• „Die Umweltwirkungen von Stoff D sind vergleichsweise am geringsten, die von Stoff A sind vergleichsweise

am höchsten; die von Stoff A sind im Vergleich zu Stoff D ca. dreimal so groß.“

Im Beispiel aus Abbildung 6.10 sind die größten Differenzen zwischen den Unweltwirkungen des Stoffes C

und denen des Stoffes D festzustellen, Die Umweltwirkungen von Stoff C sind ca. doppelt so groß wie die von

Stoff D. In Abbildung 6.12 liegt die größte Differenz dagegen zwischen den Umweltwirkungen von Stoff A und

Stoff D; die Umweltwirkungen von Stoff A sind ca. dreimal so groß wie die von Stoff D (vgl. rechtes Diagramm

in Abbildung 6.12). Die Differenz zwischen Referenzstoff E und Stoff C ist in Relation zu den anderen Stoffen im

linken Diagramm der Abbildung 6.12 geringer als im rechten Diagramm derselben Abbildung 6.12, obgleich die

absolute Differenz in beiden Diagrammen dieselbe ist. Der beschriebene Effekt zeigt sich gleichermaßen auch bei

der Mittelung von Daten.

Abbildung 6.13: Mittelwerte verfälschen Bewertung von Produktgruppen und in Relation gesetzte Stoffe.

In Abbildung 6.13 wird das vorangegangene Beispiel auf den Vergleich verschiedener Produkte A, B, C, D und

E übertragen; allerdings wird angenommen, dass keine Informationen vorliegen, um die Umweltwirkungen des

Produktes A abzubilden. Stattdessen wird ein repräsentativer generischer Datensatz einer vergleichbaren Produkt-

gruppe (Gruppe A) verwendet (weiterführende Informationen zur Gruppenbildung vgl. auch Kapitel 5.2.18). Dies

kann bei einem Vergleich zu folgender Aussage führen:

• „Die Umweltwirkungen der Gruppe A liegen höher als die Umweltwirkungen der Stoffe B, D und E.“

Der Datensatz der Gruppe A basiert aus gemittelten Werten mehrerer Produkte. Die Produktart der gruppier-

ten Produkte von Gruppe A ist zwar hinsichtlich der Materialität oder Funktionalität gleich oder vergleichbar,

doch die Umweltwirkungen der einzelnen Produkte können sich deutlich voneinander unterscheiden. So variiert
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beispielsweise der GWP-Wert zur Produktion von einer Tonne Zement unter Berücksichtigung von 19 deutschen

Produktionsanlagen zwischen ca. 400 kg CO2 äq./t Zement bis fast 1000 kg CO2 äq./t Zement (vgl. auch [187],

S. 196, Fig. 1). Die jeweiligen Herstellungsprozesse, die verwendeten Öfen, die Qualität der Abgasanlagen und die

sonstigen technischen Standards sowie die lokale Verfügbarkeit von Rohstoffen und Entsorgungsanlagen haben

Auswirkung auf die resultierenden Umweltwirkungen. Dies hat zur Folge, dass auch die Umweltwirkungen von

Produkten desselben Herstellers von zwei unterschiedlichen Produktionsanlagen signifikant voneinander abwei-

chen können.

Verwendet man im Beispiel der Abbildung 6.13 den generischen Datensatz „Gruppe A“ zur Modellierung des

Produktes A, kann es sein, dass die tatsächlichen, unbekannten Umweltwirkungen des spezifischen Produktes A

deutlich unter- oder überschätzt werden - was sich unmittelbar auch auf die Bewertung der übrigen Produkte

B, C, D und E auswirkt. Werden die Umweltwirkungen des Produktes A unterschätzt, hat dies zur Folge, dass die

Umweltwirkungen der Stoffe B, C, D und E hingegen vergleichsweise überschätzt werden.

6.4.3 Intervallansatz als Lösungsvorschlag

In Abbildung 6.14 ist das Beispiel aus dem vorangegangenen Kapitel 6.4.2 der Abbildung 6.13 aufgegriffen. Dabei

werden die Daten der „Gruppe A“ nicht gemittelt, sondern als Intervall erfasst.

Abbildung 6.14: Intervalle ermöglichen bei relativen Ansätzen die Berücksichtigung von Unsicherheit.

Eine Zusammenfassung der Umweltwirkungen der Gruppe A als Intervall mit den Maximalwerten als Ober-

grenze und den Minimalwerten als Untergrenze hingegen verhindert, dass falsche Rückschlüsse gezogen werden

(vgl. Abbildung 6.14). Eine solche Handhabe kann beispielsweise zu folgender Aussage führen:

• „Die Umweltwirkungen der Gruppe A liegen im Bereich der Umweltwirkungen der Stoffe B, C, D und E.“.

Auch Entscheidungsfindungen, bei denen ökologische Aspekte berücksichtigt werden sollen, werden in der Re-

gel durch Vergleiche mit Alternativen hinsichtlich ihrer „Ökologie“ bewertet. Sie erfolgen dann nicht auf Basis

von festgelegten Obergrenzen wie beim semiprobabilistischen Ansatz statischer Berechnungen. Dies bedeutet,

dass mögliche Abweichungen und Unsicherheiten in einer Ökobilanz möglichst umfassend berücksichtigt wer-
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den müssen, ohne dabei den relativen Ansatz der Methodik außer Acht zu lassen. Ein Lösungsvorschlag ist das

intervallarithmetische Verfahren, das in dieser Arbeit im Mittelpunkt steht.

In einigen Veröffentlichungen (vgl. neben [167]und [168] z. B. auch [188] sowie [189]) wird die Fuzzylogik als

Ansatz zur Abschätzung von Unsicherheiten vorgeschlagen. Damit wird eine Erfassung und Integration der Unsi-

cherheit empfohlen, anstatt die Unsicherheit so weit wie möglich zu entfernen (vgl. auch die allgemeine Wertung

von Unsicherheit in Kapitel 6.1.1). Die Theorie der Fuzzylogik basiert auf Intervallen; die Intervallarithmetik kann

als eine Vereinfachung der Fuzzylogik aufgefasst werden, da sie weniger Intervalle zur Beschreibung einer unsi-

cheren Information erfordert. Die Idee, die Ökobilanzierung intervallbasiert durchzuführen, um Unsicherheiten

umfassend berücksichtigen zu können, wurde bereits in den 1990er Jahren vorgeschlagen (vgl. z. B. [190] sowie

[191]). Der Vorschlag wird in dieser Arbeit aufgegriffen.

Es wird die These vertreten, dass die intervallbasierte Ökobilanzierung ein alternatives, praktikables Verfahren

zur Abschätzung potentieller Umweltwirkungen darstellt, mit dem es möglich ist, eine große Anzahl von Unsi-

cherheiten direkt in der Ökobilanz transparent zu berücksichtigen.
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Kapitel 7

Graphentheoretische Betrachtungen

Das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren basiert auf Bereichen der Intervallarithmetik, der objektorientierten

Programmierung sowie der Graphentheorie. Graphen dienen auch zur Visualisierung algebraischer Strukturen

wie Mengen in der Mathematik sowie zur Illustration von Datenstrukturen wie Objekten der objektorientierten

Programmierung (vgl. auch Abbildung 7.1). Die Abbildungen aus dem Gebiet der Mathematik sowie die Metho-

den der objektorientierten Programmentwicklung können durch Kanten dargestellt werden. Die Vektorräume der

Mathematik und Klassen der Programmierung legen die wesentliche Struktur fest; in der Graphentheorie erfolgt

dies durch die Klassifikation von Graphentypen.

Intervallarithmetik:

Vektorräume und Mengen

sowie Abbildungen

Programmierung:

Klassen und Objekte

sowie Methoden

Graphentheorie:

Graphentypen und Knoten

sowie Kanten

Abbildung 7.1: Strukturen der Intervallarithmetik, objektorientierten Programmierung und der Graphentheorie.

Im Folgenden werden mögliche Strukturen identifiziert, die in Produktsystemen auftreten können. Diese wer-

den in Kapitel 7.1 aufgeführt. Einfache Produktsysteme werden in Kapitel 7.2 erläutert, komplizierte Produktsy-

steme werden in Kapitel 7.3 vorgestellt. In Kapitel 7.4 wird das Produktsystem graphentheoretisch in die Methodik

der Ökobilanzierung eingeordnet. Die tabellarische Darstellung der Produktsysteme erfolgt in Kapitel 7.5, wobei

die einhergehenden Produktmatrizen in Kapitel 7.6 diversen Matrixtypen zugeordnet werden. Zuletzt werden in

Kapitel 7.7 Besonderheiten behandelt, die im Zuge der Modellierung von Produktsystemen zu beachten sind.
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7.1 Produktsysteme als Graphen

Produktsysteme können als Graphen dargestellt werden, wobei die Prozessmodule die Knoten und die Flüsse die

Kanten der Graphen bilden. Die Prozessmodule von Produktsystemen werden üblicherweise als Rechtecke dar-

gestellt (vgl. Abbildung 7.3). Es sollen nur Prozessmodule abgebildet werden, welche unmittelbar zur Erzeugung

oder Verarbeitung von Zwischen- oder Endprodukten beitragen (vgl. hierzu auch Kapitel 5.2.12). Daher sind alle

Prozessmodule über mindestens einen Produktfluss mit mindestens einem anderen Prozessmodul verbunden. Die

Graphen von Produktsystemen können zwischen einfachen und komplizierten Graphen unterschieden werden.

Demnach können die Prozessmodule von Produktsystemen linear angeordnet sein, einer baumartigen Struktur

entsprechen oder auch komplizierte Strukturen aufweisen. Als komplizierte Strukturen werden im Folgenden die-

jenigen Strukturen bezeichnet, deren Graphen nicht frei sind von Zyklen oder Maschen. Eine Übersicht zu ver-

schiedenen Strukturen, zwischen denen in dieser Arbeit unterschieden wird, ist in Abbildung 7.2 dargestellt.

Abbildung 7.2: Übersicht über die Unterscheidung diverser Produktsystemstrukturen.

In der Praxis setzen sich die Produktsysteme aus verschiedenen Strukturen zusammen. Die Prozessmodule

weisen i. d. R. auch Elementarflüsse auf (ansonsten ist die Durchführung einer Ökobilanzierung nicht notwen-

dig, da keine Flüsse in die Umwelt abgegeben werden, die umweltrelevant sein könnten); diese führen über die

Systemgrenze des Produktsystems hinweg zu weiteren, nicht im Untergraph enthaltenen „Knoten“, welche die

Umweltwirkungen repräsentieren. Zur Abbildung der inneren Struktur der Produktsysteme sind die Elementar-

flüsse zunächst nicht von Relevanz. Im Folgenden werden die Strukturen von möglichen Produktsystemen am

Beispiel herstellender Produktsysteme erläutert; dieselben Produktsystemstrukturen sind analog bei verarbeiten-

den Produktsystemen zu erwarten (Definition von „herstellenden Produktsystemen“ sowie „verarbeitenden Pro-

duktsystemen“ vgl. Kapitel 5.2.12).
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7.2 Strukturen einfacher Produktsysteme

Einfache Produktsysteme können in lineare und baumartige Produktsysteme unterschieden werden. Diese Sy-

stemstrukturen können im gesamten Produktsystem vorliegen oder auch nur in Teilgraphen des Produktsystems,

d. h. in Produktsubsystemen. Im Folgenden wird allgemein von Produktsystemen gesprochen, wobei dies gleich-

sam auch für Produktsubsysteme gilt.

7.2.1 Lineare Produktsysteme

Im einfachsten Fall handelt es sich bei einem Produktsystem um einen linearen Graph, dessen Prozessmodule

jeweils nur genau einen Vorgänger und einen Nachfolger aufweisen.

M1 M2 M3
P1a -xI P2b -yI P3c

Abbildung 7.3: Lineares, erzeugendes Produktsystem, bestehend aus drei Prozessmodulen.

In Abbildung 7.3 ist exemplarisch ein solches lineares Produktsystem abgebildet, das aus den drei Prozessmo-

dulen M1, M2 und M3 besteht. Es werden die Zwischenprodukte P1 und P2 sowie das Endprodukt P3 mit der Menge

c erzeugt.

M3 M2 M1
P2yI

-b P1xI -aP3 -c

Abbildung 7.4: Lineares, verarbeitendes Produktsystem, bestehend aus drei Prozessmodulen.

In Abbildung 7.4 ist zur Vollständigkeit und späteren Erläuterungszwecken analog ein lineares, verarbeitendes

Produktsystem abgebildet, durch welches das Endprodukt P3 mit der Menge c verarbeitet wird.

7.2.2 Baumartige Produktsysteme

Ein baumartiges Produktsystem liegt vor, wenn der gerichtete Graph einem Baum entspricht (Definition von

„Baum“ vgl. Kapitel 4.2.1). Diese Systemstrukturen können zusätzlich hinsichtlich ihrer Kantenrichtungen dif-

ferenziert werden. Unter Berücksichtigung dieser wird unterschieden zwischen „gegenströmigen Bäumen“ und

„strömungskonformen Bäumen“, deren Strukturen nachfolgend erläutert werden.

Gegenströmige Bäume

Ein gegenströmiger Baum ist gegeben, wenn die Wurzel die Nachfolger der Blätter darstellt und daher entgegen

der Flussrichtung aufgespannt wird. Diese Systemstrukturen sind in der Praxis häufig der Fall, da für die Herstel-

lung eines Produkts in der Regel mehr als ein Vorprodukt benötigt wird. Bei diesen baumartigen Produktsystemen

weist ein Prozessmodul, das als „Wurzel“ bezeichnet werden kann, mehrere Inputs auf, die gesondert in vorange-

henden Prozessmodulen erzeugt werden (vgl. Abbildung 7.5).
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M1

M2

M3

P1
a

-xI

P2

b

-yI

P3c

Abbildung 7.5: Gegenströmiger Baum: Baumartiges Produktsystem, entgegen der Flussrichtung aufgespannt.

Strömungskonforme Bäume

Ein strömungskonformer Baum ist gegeben, wenn die Wurzel das vorangehende Prozessmodul der nachfolgen-

den Blätter darstellt und daher entlang der Flussrichtung aufgespannt wird. Strömungskonforme Bäume können

entstehen, wenn neben dem zu produzierenden Hauptprodukt Zusatzprodukte erzeugt und behandelt werden

(Definition „Zusatzprodukte“ vgl. Kapitel 5.2.9). Sie stellen damit streng genommen ein Mischsystem aus verar-

beitendem und erzeugendem Produktsystem dar. In Abbildung 7.6 ist exemplarisch ein solches Produktsystem

mit dem Produktfluss Pb sowie dem Prozessmodul Mb dargestellt. Repräsentiert der Produktfluss Pb Abfall, wird

dieser durch den in Mb dargestellten Beseitigungsprozess endgültig entsorgt. Wird durch den Produktfluss Pb ein

Koppelprodukt beschrieben, wird dieses in Mb durch Anwendung der Gutschriftenmethode substituiert.

M1

M2

Mb

P1

a

-xI

Pb

yI

-b

P2c

Abbildung 7.6: Strömungskonformer Baum: Baumartiges Produktsystem, entlang der Flussrichtung aufgespannt.

7.3 Strukturen komplizierter Produktsysteme

Komplizierte Systemstrukturen treten auf, wenn interne Koppelprodukte erzeugt werden oder wenn ein erzeug-

tes Hauptprodukt in mehreren Prozessmodulen als Input benötigt wird. Treten derlei Systemstrukturen an einem

Subsystem des Produktsystems auf, wird das gesamte Produktsystem als kompliziert bezeichnet. Die Subsyste-

me des Produktsystems können jedoch weiterhin einfachen Systemstrukturen entsprechen. Die Strukturen sol-

cher komplizierter Systeme können hinsichtlich der Kantentypen differenziert werden: Produktsysteme mit Mul-

tikanten werden im Folgenden auch als Multi-Produktsysteme bezeichnet, Produktsysteme mit Hyperkanten als

Hyper-Produktsysteme.
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7.3.1 Multi-Produktsysteme

Multi-Produktsysteme, die Produktsysteme mit parallel verlaufenden Produktflüssen darstellen, entstehen dann,

wenn durch ein Prozessmodul neben dem Hauptprodukt mindestens ein internes Koppelprodukt erzeugt wird,

welches in keinem anderen Prozessmodul als Hauptprodukt generiert wird und gleichzeitig mindestens zwei der

erzeugten Produkte in einem weiteren Prozessmodul des Produktsystems als Inputs Anwendung finden.

M1 M2 M3
P1a -xI P2b -yI

K1vI -wI

P3c

Abbildung 7.7: Multi-Produktsystem mit linearer Grundstruktur, bestehend aus drei Prozessmodulen.

In Abbildung 7.7 ist ein Multi-Produktsystem mit linearer Grundstruktur und einem Koppelproduktfluss dar-

gestellt, der parallel zum zugehörigen Fluss des Hauptprodukts verläuft. Der Fluss des Koppelprodukts K1 ent-

spricht nur dann den Modellierungskriterien (Erläuterung der „Modellierungskriterien“ vgl. Kapitel 8.4.3) des in

dieser Arbeit vorgestellten Verfahrens, wenn die Parameter v I, w I, xI und y I des gesamten Produktsystems Inter-

vallweiten von null aufweisen und a/xI = v I/w I gilt. In diesem Fall wird der Koppelproduktfluss bei der Berech-

nung des Skalierungsvektors nicht in der Produktmatrix aufgeführt. Die dargestellte Struktur stellt daher einen

Sonderfall dar; in der Regel sind bei Auftreten eines internen Koppelprodukts weitere Prozessmodule zur Deckung

des Bedarfs oder zur Behandlung eines Überschusses zu erwarten (Modellierung von Koppelprodukten vgl. auch

Kapitel 7.7.3).

7.3.2 Hyper-Produktsysteme

Produktsysteme mit Hyperkanten entstehen dann, wenn ein Produkt mehrfach im selben System benötigt wird

oder im Produktsystem ein internes Koppelprodukt auftritt. Diese Systemstrukturen können differenziert werden

in „pseudo-baumartige Produktsysteme“, „pseudo-schleifenartige Produktsysteme“ und „schleifenartige Produkt-

systeme“, deren Strukturen nachfolgend erläutert werden.

7.3.3 Pseudo-baumartige Produktsysteme

Pseudo-baumartige Produktsysteme mit sich verzweigenden Produktflüssen entstehen dann, wenn ein Produkt

in mehreren Prozessmodulen benötigt wird. Ihre grafische Darstellung ähnelt einem strömungskonformen Baum

mit einem Prozessmodul, welches eine „Wurzel“ repräsentiert und zwei Prozessmodulen, welche „Blätter“ dar-

stellen. Der Unterschied ist, dass das einer „Wurzel“ ähnelnde Prozessmodul M1 über einen, sich verzweigenden

Produktfluss, einer Hyperkante, mit den nachfolgenden Prozessmodulen verbunden ist. In Abbildung 7.8 ist ein

pseudo-baumartiges Hyper-Produktsystem mit dem sich verzweigenden Produktfluss P1 dargestellt. Das Produkt

P1 wird sowohl im Prozessmodul M2 mit xI-facher Menge als auch im ProzessmodulM3 mit y I-facher Menge be-

nötigt. Dadurch hängt die notwendige Bedarfsmenge a sowohl von M2 als auch M2 ab.

7.3.4 Pseudo-schleifenartige Produktsysteme

Pseudo-schleifenartige Produktsysteme können in Produktsystemen mit internen Koppelprodukten entstehen.

In Abbildung 7.9 ist ein Produktsystem mit einfachem Kantenzusammenfluss abgebildet, bei dem das Hyperpro-

duktsystem mit linearer Grundstruktur gestört wird durch den Zusammenfluss des Produktflusses P2.
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M1

M2

M3

P1

a

-xI

P1

-yI

P2b

P3c

Abbildung 7.8: Pseudo-baumartiges Produktsystem.

M1 M2 M3
P1a -xI

vI

P2b -yI P3c

Abbildung 7.9: Produktsystem mit einfachem Kantenzusammenfluss und linearer Grundstruktur.

Das Produkt P2 wird sowohl im Prozessmodul M1 als auch M2 erzeugt. Das erzeugte (Koppel-)Produkt P2 wird

mit y I-facher Menge im Prozessmodul M3 benötigt. Da M1 und M2 den Bedarf von P2 des Prozessmoduls M3

gemeinsam decken, entsteht eine mehrfache Abhängigkeit zwischen den Prozessmodulen M1, M2 und M3.

M1

M2

M3

P1
a

-xI

P2

b

-yI

P3c

vI

Abbildung 7.10: Produktsystem mit einfachem Kantenzusammenfluss und baumartiger Grundstruktur.

Analog dazu ist in Abbildung 7.10 ein Produktsystem mit einfachem Kantenzusammenfluss abgebildet, des-

sen baumartige Grundstruktur gestört wird durch den Zusammenfluss des Produktflusses P2. Das Produkt P2 wird

sowohl im Prozessmodul M1 als auch im Prozessmodul M2 erzeugt, wodurch eine mehrfache Abhängigkeit zwi-

schen den Prozessmodulen M1, M2 und M3 entsteht. Des Weiteren ist es möglich, dass in einem Produktsystem

mehrere interne Koppelprodukte auftreten.

In Abbildung 7.11 ist exemplarisch ein Hyper-Produktsystem mit zwei Kantenzusammenflüssen und linearer

Grundstruktur dargestellt, bei dem die (Koppel-)Produktflüsse P2 und P3 in den Prozessmodulen M1 und M2 bzw.

M2 und M3 erzeugt werden. Dies führt zu multiplen Abhängigkeiten zwischen den Prozessmodulen M1, M2, M3

und M4. In Abbildung 7.12 ist analog exemplarisch ein Hyper-Produktsystem mit zwei Kantenzusammenflüssen

und baumartiger Grundstruktur dargestellt, bei dem die (Koppel-)Produktflüsse P1 und P2 in den Prozessmodulen
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M1 und M2 erzeugt werden. Dies führt zu multiplen Abhängigkeiten zwischen den Prozessmodulen M1, M2 und

M3.

M1 M2 M3 M4
P1a -xI

vI

P2b -yI P3c -zI

wI

P4d

Abbildung 7.11: Produktsystem mit zweifachem Kantenzusammenfluss und linearer Grundstruktur.

M1

M2

M3

P1
a

-xI

P2

b

-yI

P3c

vI

wI

Abbildung 7.12: Produktsystem mit zweifachem Kantenzusammenfluss und baumartiger Grundstruktur.

7.3.5 Schleifenartige Produktsysteme

Schleifenartige Produktsysteme liegen vor, wenn mindestens ein internes Koppelprodukt in einem vorangehen-

den Prozessmodul, mitunter durch vorherige Aufbereitung, verwendet wird oder aber wenn ein erzeugtes Pro-

dukt in einem vorangehenden Prozessmodul als Input benötigt wird. Diese Systemstrukturen können differenziert

werden in „schleifenartige Produktsysteme durch Zusammenfluss“, „schleifenartige Produktsysteme infolge von

Rezyklierprozessen“ und „schleifenartige Produktsysteme durch Verzweigung“, deren Strukturen nachfolgend er-

läutert werden.

Schleifenartige Produktsysteme durch Zusammenfluss

Schleifenartige Produktsysteme durch Zusammenfluss entstehen, wenn ein internes Koppelprodukt in einem vor-

angehenden Prozessmodul verwendet wird. Exemplarisch ist ein solches Produktsystem in Abbildung 7.13 darge-

stellt. Streng genommen kann das dort dargestellte Koppelprodukt P1 nicht im selben Produktionsprozess ver-

wendet werden, da das Prozessmodul M3 zeitlich nach M2 durchgeführt wird. Das erzeugte Koppelprodukt P1

kann aber bei einem zeitlich nachfolgenden Produktionsprozess verwendet werden.

Die einmalig zur Inbetriebnahme der Produktionslinie zusätzlich bereitzustellende Menge w I des Produkts

P1 wie auch die einmalig übrig verbleibende Menge w I bei Stilllegung wird aufgrund der anzunehmenden sehr

großen Anzahl von Prozessabläufen in der Praxis im Regelfall als vernachlässigbar gering eingestuft und daher in

der Bilanzierung nicht berücksichtigt. Stattdessen wird vereinfacht davon ausgegangen, dass die im Prozessmodul

M2 notwendige Menge xI des Produkts P1 gemeinsam von M1 und M3 bereitgestellt wird, weshalb eine mehrfache

Abhängigkeit zwischen den Prozessmodulen M1, M2 und M3 besteht.
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M1 M2 M3 M4
P1a -xI P2b -yI P3c -zI P4d

wI

Abbildung 7.13: Schleifenartiges Produktsystem durch Zusammenfluss.

Schleifenartige Produktsysteme durch Verzweigung

Schleifenartige Produktsysteme durch Verzweigung können entstehen, wenn ein erzeugtes Produkt in einem vor-

angehenden Prozessmodul als Input benötigt wird. Ein solches Produktsystem ist exemplarisch in Abbildung 7.14

dargestellt. Analog zum in Abbildung 7.13 dargestellten schleifenartigen Produktsystem durch Zusammenfluss

kann das in Abbildung 7.14 dargestellte schleifenartige Produktsystem durch Verzweigung das in M3 hergestellte

Produkt P3 nicht in demselben Produktionsprozess verwendet werden, sondern nur im nachfolgenden Produkti-

onsprozess, da das Prozessmodul M3 zeitlich nach M2 durchgeführt wird.

M1 M2 M3 M4
P1a -xI P2b -yI P3c -zI P4d

-vI

Abbildung 7.14: Schleifenartiges Produktsystem durch Verzweigung.

Dieser Aspekt wird auch bei schleifenartigen Produktsystemen durch Verzweigung in der vereinfachten Be-

rechnung vernachlässigt. In der Modellierung weist somit der Produktfluss P3 eine Verzweigung auf, weshalb eine

mehrfache Abhängigkeit zwischen den Prozessmodulen M2 und M3 besteht.

Schleifenartige Produktsysteme infolge von Rezyklierprozessen

Schleifenartige Produktsysteme infolge von Rezyklierprozesse können entstehen, wenn in den Produktsystemen

Zusatzprodukte erzeugt werden, welche vor ihrer Weiterverwendung in einem gesonderten Prozessmodul zu ei-

nem internen Zwischenprodukt aufbereitet werden. Sie stellen eine besondere Form von schleifenartigen Zusam-

menflüssen dar, da zwei Aspekte vereint auftreten: So wird durch den Rezyklierprozess nicht nur ein Zusatzpro-

dukt aufbereitet, sondern es wird dadurch auch ein internes Zwischenprodukt hergestellt, das bereits in einem

anderen Prozessmodul als Hauptprodukt produziert wird. Gemäß den in dieser Arbeit für das intervallbasierte

Berechnungsverfahren festgelegten Modellierungskriterien darf der Output des Rezyklierprozesses eine Intervall-

weite ungleich null aufweisen, der Input hingegen muss als Punktintervall bestimmt werden (Erläuterung der

Modellierungskritierien vgl. Kapitel 8.4.3).

Ein solches Produktsystem ist exemplarisch in Abbildung 7.15 dargestellt. Dabei wird im Prozessmodul Mb das

Zusatzprodukt Pb generiert, das zur weiteren Verwendung in Prozessmodul Mb zum Produkt P1 aufbereitet wird.

Das Produkt P1 wird mit einem zusätzlichen Outputwert erfasst, welches gemäß der Modellierungskriterien in
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Form eines unsicheren Intervalls v I modelliert werden kann. Beim Rezyklierprozess Mb hingegen muss der Input

des Hauptproduktflusses Pb als Punktintervall definiert werden (Definition von „Punktintervall“ vgl. Kapitel 3.1).

M1 M2 M3

Mb

P1a -xI P2c -yI

vI Pb

-b wI

P3d

Abbildung 7.15: Schleifenartiges Produktsystem infolge eines Rezyklierprozesses.

7.4 Indikatoren und Produktsysteme als Teilgraphen

In der Ökobilanzierung bilden die Produktsysteme Untergraphen eines übergeordneten Graphen, welcher das

Gesamtsystem repräsentiert und sich aus den Teilgraphen der Produktsysteme und den Knoten und Kanten der

Wirkungsabschätzung zusammensetzt.

Die Elementarflüsse können somit als Kanten von Graphen interpretiert werden, welche das modellierte Pro-

duktsystem mit weiteren Knoten der Wirkungsabschätzung ergänzen. Diese Knoten repräsentieren jedoch we-

niger Ökoysteme bzw. Systemkomponenten von Ökosystemen - sie sind vielmehr die Wirkungsindikatoren, mit

denen die potentiellen Einflüsse auf die Umwelt abgeschätzt werden sollen. Der in der Wirkungsabschätzung dar-

gestellte Graph besteht folglich aus Knoten, welche Systeme aus dem Bereich der Technosphäre, d. h. Produktsy-

steme, repräsentieren, die mit Knoten, welche Wirkungskategorien zur Beschreibung der Umweltwirkungen auf

die Ökosphäre, d. h. Wirkungsindikatoren, repräsentieren, verbunden sind.

Ein Beispiel hierzu ist in Abbildung 7.16 illustriert. In diesem ist vereinfacht ein Ausschnitt des Ökosystems

Erde mit den Subsystemen „Atmosphäre“, „Böden“ und „Meere“ dargestellt sowie die Indikatoren „Treibhauspo-

tential“, „Ozonabbaupotential“ als auch „Versauerungspotential“. Die Indikatoren stellen keine Ökosystemmo-

delle dar, da sie nur aus daraus abgeleiteten Charakterisierungsfaktoren bestehen. Sie werden daher in Abbildung

7.16 bewusst außerhalb der grafisch veranschaulichten Subsysteme des Ökosystems dargestellt und nur durch

durchgehende Linien mit diesen gekoppelt. Da die Emissionen als Elementarflüsse gemäß dem Ansatz der Öko-

bilanzierung die Technosphäre verlassen, sind sie außerhalb der Produktsysteme eingezeichnet.

Graphen, die Elementarflüsse und Indikatoren abbilden, können analog zu Produktsystemen Hyper- und Mul-

tigraphen sein. Analog zu den Produktflüssen können Elementarflüsse sich verzweigen, zusammenfließen oder

parallel zueinander verlaufen. So ist es bspw. möglich, dass ein Elementarfluss mehreren Wirkungskategorien zu-

geordnet wird, was bedeutet, dass ein Elementarfluss sich analog zu Produktflüssen verzweigen kann. Dies ist

exemplarisch in 7.16 mit dem Elementarfluss E4 dargestellt, der mit der Menge e sowohl zum Ozonabbaupoten-

tial als auch mit der Menge a zum Treibhauspotential beiträgt. Die Wirkungsabschätzung erfolgt erst nach der

Sachbilanz; die Elementarflüsse verlassen daher als zusammengefasste Flüsse das Produktsystem. So emittieren

bspw. sowohl das Prozessmodul M1 als auch das Prozessmodul M2 die Emission E3 mit den Mengen f1 bzw. f2.

Im Zuge der Wirkungsabschätzung werden kumulierte Elementarflüsse mit dem Charakterisierungsfaktor multi-
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pliziert und anschließend die Indikatorwerte aufaddiert (weiterführende Informationen zur Berechnung vgl. auch

Kapitel 5.4.2).

Bei dem in dieser Arbeit entwickelten intervallbasierten Berechnungsverfahren kommt möglichst schmalen

Ergebnisintervallen eine bedeutende Rolle zu. Hierbei kann die Reihenfolge und Anzahl der Rechenschritte einen

Einfluss auf die Intervallweiten haben. In der Wirkungsabschätzung sind in der Regel infolge unterschiedlicher

Rechenwege keine Differenzen in den Intervallweiten zu erwarten; eine Vertauschung der Faktoren oder Sum-

manden hat keinen Einfluss auf die Intervallweiten des Ergebnisses. Bei der Ermittlung des Skalierungsvektors

hingegen können unterschiedliche Rechenwege zu unterschiedlichen Ergebnissen führen. Daher wird in dieser

Arbeit der Schwerpunkt auf die Berechnung des Skalierungsvektors gelegt.

7.5 Tabellarische Darstellung von Produktsystemen

Im Zuge von matrixbasierten Verfahren zur Durchführung einer Ökobilanzierung können Produktsysteme tabella-

risch in Form von Produktmatrizen dargestellt werden (Definition von Produktmatrix vgl. auch Kapitel 5.4.2). Die

unterschiedlichen Matrixtypen, welche sich bei den jeweiligen Produktsystemstrukturen ergeben können, werden

im Folgenden erläutert.

7.5.1 Allgemeine Besonderheiten von Produktmatrizen

Die Produktmatrizen weisen typische Muster auf. So stellt eine Produktmatrix eine transponierte Inzidenzmatrix

des zugehörigen Graphen dar. Die Inzidenzmatrix eines Produktsystems P mit n Prozessmodulen weist eine Di-

mension von (I)Rnxn auf, da einem Prozessmodul genau ein Hauptproduktfluss zugeordnet wird. Die Transponie-

rung der Inzidenzmatrix ist zur Berechnung notwendig. So ist der Bedarf an Produkten bekannt, die Skalierungs-

faktoren der Prozessmodule hingegen sind unbekannt. Im Zuge der Sachbilanz wird daher der Skalierungsvektor

ermittelt.

Die Hauptdiagonalen von Produktmatrizen enthalten bei entsprechender Ordnung der Matrix die Hauptpro-

duktelemente. In der n-ten Zeile ist das zu erzielende Endprodukt des Produktsystems hinterlegt, welches (bei

den hier exemplarisch repräsentierten erzeugenden Produktsystemen) als Output das Produktsystem verlässt. Die

Besonderheiten der Produktmatrizen lassen sich auf verarbeitende Produktsysteme übertragen. Weitere Beson-

derheiten, die sich bei einer (soweit möglichen) Umformung von Gleichungssystemen mit einer solchen Produkt-

matrix zu einer oberen Dreiecksmatrix ableiten lassen, werden im Folgenden für die jeweiligen Produktsystem-

strukturen erläutert. Kann eine Produktmatrix zu einer Dreiecksmatrix umgeformt werden, ist die Determinante

das Produkt der Hauptprodukte auf der Hauptdiagonalen.

7.5.2 Produktmatrizen linearer Produktsysteme

Produktmatrizen linearer Produktsysteme lassen sich stets als obere Dreiecksmatrix umformen. Die Determinante

ergibt sich dann durch Multiplikation der Diagonalelemente a11 bis ann .

Produktmatrizen linearer, erzeugender Produktsysteme

Das in Abbildung 7.17 dargestellte Gleichungssystem GSl i n,er z. repräsentiert ein lineares Produktsystem mit n

Prozessmodulen, wobei die Hauptprodukte nach entsprechender Matrixumformung in Form von positiven Punk-

tintervallen auf der Hauptdiagonalen hinterlegt sind. Lineare Produktsysteme sind koppelproduktfrei, d. h. das
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Abbildung 7.16: Produktsysteme als Untergraphen übergeordneter Graphen.
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Zwischenprodukt eines Prozessmoduls wird durch genau ein Prozessmodul hergestellt, weshalb je Zeile der Pro-

duktmatrix genau ein positives Punktintervall definiert ist.

GSlin, erz. =



a11 −aI
12 0 · · · 0 0

0 a22 −aI
23 · · · 0 0

0 0 a33 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · a(n−1)(n−1) −aI

(n−1)n
0 0 0 · · · 0 ann





s1

s2

s3
...

sn−1

sn


=



f1

f2

f3
...

fn−1

fn



Abbildung 7.17: Gleichungssystem eines erzeugenden, linearen Produktsystems mit n Prozessmodulen.

In Produktmatrizen linearer Produktsysteme ist oberhalb der Hauptdiagonalen, nach entsprechender Umfor-

mung, zeilenweise genau ein negativer Input definiert, der direkt rechts neben dem Hauptdiagonalelement zu

finden ist. Die Determinante von Produktmatrizen rein linearer Produktsysteme ergibt sich dann durch Multipli-

kation der Diagonalelemente a11 bis ann (bei entsprechender Darstellung als Dreiecksmatrix). In der n-ten Zeile

ist das zu erzielende Endprodukt des Produktsystems hinterlegt, welches als Output das Produktsystem verlässt.

Produktmatrizen linearer, verarbeitender Produktsysteme

Zur Erläuterung ist zusätzlich und stellvertretend für alle übrigen Produktsystemstrukturen in Abbildung 7.18 das

Gleichungssystem GSl i n,ver ar b. eines verarbeitenden Produktsystems dargestellt. Die Produktmatrix ist angelehnt

an das in Kapitel 7.2.1, Abbildung 7.4 vorgestellte, verarbeitende Produktsystem.

GSlin, verarb. =



−a11 aI
12 0 · · · 0 0

0 −a22 aI
23 · · · 0 0

0 aI
12 −a33 · · · 0 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · −a(n−1)(n−1) aI
(n−1)n

0 0 0 · · · 0 −a(nn)





s1

s2

s3
...

sn−1

sn


=



− f1

− f2

− f3
...

− fn−1

− fn



Abbildung 7.18: Gleichungssystem eines verarbeitenden, linearen Produktsystems mit n Prozessmodulen.

Dabei bezieht sich die Produktmatrix auf ein Produktsystem mit n Prozessmodulen. Die Produktmatrix ist

derart geordnet, dass in der ersten Zeile der Produktfluss des Produkts P1 dargestellt ist und in der ersten Spalte

das zugehörige, P1 verarbeitende Prozessmodul M1. Eine Multiplikation des Gleichungssystems mit -1 zeigt, dass

PSl i n,ver ar b. = PSl i n,er z..

7.5.3 Produktmatrizen baumartiger Produktsysteme

Die Produktmatrizen baumartiger Produktsysteme lassen sich stets, mitunter durch Matrixumformungen, als

obere Dreiecksmatrix darstellen. Die Determinante ergibt sich dann durch Multiplikation der Diagonalelemente

a11 bis ann . Baumartige Produktsysteme sind koppelproduktfrei, d. h. das Zwischenprodukt eines Prozessmoduls

wird durch genau ein Prozessmodul hergestellt, weshalb je Zeile der Produktmatrix ein positives Punktintervall

definiert ist.
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Produktmatrizen gegenströmiger Bäume

GSbaum, gegenstr. =



a11 0 · · · 0 −aI
1n

0 a22 · · · 0 −aI
2n

0 0 a33 · · · 0 −aI
3n

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · a(n−1)(n−1) −aI
(n−1)n

0 0 0 · · · 0 a(nn)
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Abbildung 7.19: Gleichungssystem eines gegenströmigen Baums mit n Prozessmodulen.

Das in Abbildung 7.19 dargestellte Gleichungssystem GSbaum,g eg enstr. repräsentiert ein Produktsystem mit

der Struktur eines gegenströmigen Baums mit n Prozessmodulen, wobei nach entsprechender Umformung die

Hauptprodukte als Hauptdiagonalelemente ai i mit i von 1 bis n in Form von positiven Punktintervallen hinter-

legt sind. In solchen Produktmatrizen ist oberhalb der Hauptdiagonalen zeilenweise genau ein negativer Input

definiert, der in der rechten Dreiecksmatrix zu finden ist. Die Inputs befinden sich in derselben Spalte wie der

Output der Wurzel.

Produktmatrizen strömungskonformer Bäume

Das in Abbildung 7.20 dargestellte Gleichungssystem GSbaum,str ömung skon f . repräsentiert einen strömungskon-

formen Baum mit n Prozessmodulen, wobei die Hauptprodukte der „Blätter“ in Form von negativen Punktinter-

vallen auf der Hauptdiagonalen hinterlegt sind.

GSbaum, strömungskonf. =



−a11 0 · · · aI
1(n−1) 0

0 −a22 0 · · · aI
2(n−1) 0

0 0 −a33 · · · aI
3(n−1) 0

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 · · · a(n−1)(n−1) −aI
(n−1)n

0 0 0 · · · 0 a(nn)
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Abbildung 7.20: Gleichungssystem eines strömungskonformen Baums mit n Prozessmodulen.

In solchen Produktmatrizen ist oberhalb der Hauptdiagonalen genau ein positiver Output in der rechten Drei-

ecksmatrix definiert. Die Wurzel ist dasjenige Prozessmodul, in dessen zugehöriger Spalte nur positive Werte zu

finden sind. Die Determinante von Produktmatrizen rein baumartiger Produktsysteme ergibt sich dann durch

Multiplikation der Diagonalelemente a11 bis ann .

7.5.4 Produktmatrizen pseudo-baumartiger Produktsysteme

Die Produktmatrizen pseudo-baumartiger Produktsysteme lassen sich stets, mitunter durch Matrixumformun-

gen, als obere Dreiecksmatrix darstellen. Die Determinante ergibt sich dann durch Multiplikation der Diagonalele-

mente a11 bis ann . Das in Abbildung 7.21 dargestellte Gleichungssystem GSpseudo−baum repräsentiert ein pseudo-

baumartiges Produktsystem mit n Prozessmodulen, wobei die Hauptprodukte in Form von positiven Punktinter-

vallen auf der Hauptdiagonalen hinterlegt sind.
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GSpseudo-baum =



a11 −aI
12 −aI

13 · · · −aI
1(n−1) −aI

1n
0 a22 0 · · · 0 0
0 0 a33 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · a(n−1)(n−1) 0
0 0 0 · · · 0 a(nn)
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Abbildung 7.21: Gleichungssystem eines pseudo-baumartigen Produktsystems mit n Prozessmodulen.

Pseudo-baumartige Produktsysteme sind koppelproduktfrei, d. h. das Zwischenprodukt eines Prozessmoduls

wird durch genau ein Prozessmodul hergestellt, weshalb je Zeile der Produktmatrix genau ein positives Punkt-

intervall definiert ist. In solchen Produktmatrizen können oberhalb der Hauptdiagonalen zeilenweise mehrere

negative Inputs definiert sein. Die Inputs von pseudo-baumartigen Systemen ohne interne Pseudo-Wurzelknoten

finden sich allesamt in derselben Zeile wie der Output der Pseudo-Wurzel.

7.5.5 Produktmatrizen pseudo-schleifenartiger Produktsysteme

Die Produktmatrizen pseudo-schleifenartiger Hyper-Produktsysteme lassen sich nicht, auch nicht durch Matri-

xumformungen, als obere Dreiecksmatrix darstellen. Bei Produktmatrizen dieser-Produktsysteme ist daher zu er-

warten, dass mehrere Permutationen der Leibniz-Formel ungleich null sind. Pseudo-schleifenartige Produktsy-

steme sind nicht koppelproduktfrei, d. h. es werden Zwischenprodukte einzelner Prozessmodule durch mehr als

ein Prozessmodul hergestellt. Die Nichtnullelemente unterhalb der Hauptdiagonalen stellen, nach entsprechen-

der Umformung, die Outputs der entstandenen Koppelprodukte dar. In solchen Produktmatrizen ist oberhalb

der Hauptdiagonalen in der rechten Dreiecksmatrix zeilenweise genau ein negativer Input definiert. Die Matrix

oberhalb der Diagonalen ist weiterhin geprägt von der Grundstruktur des Produktsystems, die sich ohne Koppel-

produkt ergeben würde.

Pseudo-Schleifen mit linearer Grundstruktur

In Abbildung 7.22 ist das Gleichungssystem GSpseudo−schl ei f e,l i n abgebildet, das ein pseudo-schleifenartiges Pro-

duktsystem mit linearer Grundstruktur sowie n Prozessmodulen repräsentiert.

GSpseudo-schleife, lin =



a11 −aI
12 0 · · · 0 0

0 a22 −aI
23 · · · 0 0

0 0 a33 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
aI

(n−1)1 0 0 · · · a(n−1)(n−1) −aI
(n−1)n

0 0 0 · · · 0 a(nn)
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Abbildung 7.22: Gleichungssystem eines pseudo-schleifenartigen Produktsystems mit linearer Grundstruktur.

Die Hauptprodukte sind, nach entsprechender Umformung, in Form von positiven Punktintervallen auf der

Hauptdiagonalen hinterlegt. Das Prozessmodul M1 wird durch die erste Spalte von GSpseudo-schleife, lin repräsen-

tiert. M1 erzeugt ein Koppelprodukt in Form des Produkts Pn−1 und der Menge aI
(n−1)1; (vgl. n-1-te Zeile).
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Pseudo-Schleifen mit baumartiger Grundstruktur

In Abbildung 7.23 ist das Gleichungssystem GSpseudo−schlei f e,baum abgebildet, das ein pseudo-schleifenartiges

Produktsystem mit baumartiger Grundstruktur sowie n Prozessmodulen repräsentiert.

GSpseudo-schleife, baum =



a11 0 0 · · · 0 −aI
1n

0 a22 0 · · · 0 −aI
2n

0 0 a33 · · · 0 −aI
3n

...
...

...
. . .

...
...
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Abbildung 7.23: Gleichungssystem eines pseudo-schleifenartigen Produktsystems, baumartige Grundstruktur.

Die Hauptprodukte sind, nach entsprechender Umformung, in Form von positiven Punktintervallen auf der

Hauptdiagonalen hinterlegt. Das Prozessmodul M1 erzeugt dabei ein Koppelprodukt in Form der Produkts Pn−1.

Das Prozessmodul M1 wird durch die erste Spalte von GSpseudo-schleife, baum repräsentiert. M1 erzeugt ein Koppel-

produkt in Form des Produkts Pn−1 und der Menge aI
(n−1)1; es ist in der n-1-ten Zeile hinterlegt.

7.5.6 Produktmatrizen schleifenartiger Produktsysteme durch Zusammenfluss

Die Produktmatrizen schleifenartiger Produktsysteme durch Zusammenfluss lassen sich stets, mitunter durch

Matrixumformungen, als obere Dreiecksmatrix darstellen. Die Determinante ergibt sich dann durch Multiplikati-

on der Diagonalelemente a11 bis ann . Schleifenartige Produktsysteme durch Zusammenfluss sind nicht koppel-

produktfrei, d. h. es werden Zwischenprodukte einzelner Prozessmodule durch mehr als ein Prozessmodul herge-

stellt. Die positiven Nichtnullelemente oberhalb der Hauptdiagonalen entsprechen, nach entsprechender Umfor-

mung, den Outputs der entstandenen Koppelprodukte. In solchen Produktmatrizen ist oberhalb der Hauptdiago-

nalen in der rechten Dreiecksmatrix zeilenweise genau ein negativer Input definiert. Die Anordnung der Matrix-

elemente oberhalb der Diagonalen ist weiterhin geprägt von der Grundstruktur des Produktsystems, welche sich

ohne Koppelprodukt ergeben würde.

GSschleife-zusammenfluss =



a11 −aI
12 0 · · · aI

1(n−1) 0
0 a22 −aI

23 · · · 0 0
0 0 a33 · · · 0 0
...

...
...

. . .
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...
0 0 0 · · · a(n−1)(n−1) −aI
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Abbildung 7.24: Gleichungssystem eines schleifenartigen Produktsystems durch Zusammenfluss.

In Abbildung 7.24 ist das Gleichungssystem GSschlei f e−zusammen f luss abgebildet, das ein schleifenartiges Pro-

duktsystem durch Zusammenfluss mit n Prozessmodulen repräsentiert. Die Hauptprodukte sind in Form von

Punktintervallen auf der Hauptdiagonalen hinterlegt. Hauptprodukte, die in Rezyklierprozessen aufbereitet wer-

den, weisen ein negatives Punktintervall auf der Hauptdiagonalen auf; Hauptprodukte aus erzeugenden Prozessmo-

dulen hingegen ein positives Punktintervall. Das Prozessmodul Mn−1 wird durch die n-1-te Spalte in Abbildung
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7.24 repräsentiert. Mn−1 erzeugt ein Koppelprodukt in Form des Produkts P1 und der Menge aI
1(n−1); es ist in der

ersten Zeile hinterlegt. Mn−1 entspricht dem Prozessmodul M3 desjenigen Produktsystems, welches in Abbildung

7.13 dargestellt ist.

7.5.7 Produktmatrizen schleifenartiger Produktsysteme durch Verzweigung

Die Produktmatrizen schleifenartiger Produktsysteme durch Verzweigung lassen sich nicht, auch nicht durch Ma-

trixumformungen, als obere Dreiecksmatrix darstellen. Bei Produktmatrizen dieser Produktsysteme ist daher zu

erwarten, dass mehrere Permutationen der Leibniz-Formel ungleich null sind. Schleifenartige Produktsysteme

durch Verzweigung sind koppelproduktfrei, d. h. das Zwischenprodukt eines Prozessmoduls wird durch genau

ein Prozessmodul hergestellt, weshalb je Zeile der Produktmatrix genau ein positives Punktintervall definiert ist.

In schleifenartigen Produktsystemen durch Verzweigung werden Zwischenprodukte einzelner Prozessmodule in

nachfolgenden sowie vorangehenden Prozessmodulen benötigt. Die Nichtnullelemente unterhalb der Hauptdia-

gonalen stellen, nach entsprechender Umformung, als Inputs die Ursache der Kantenverzweigung dar.

GSschleife-verzw. =



a11 −aI
12 0 · · · 0 aI

1n
0 a22 −aI

23 · · · 0 aI
2n

0 0 a33 · · · 0 aI
3n

...
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...
. . .

...
...

0 −aI
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Abbildung 7.25: Gleichungssystem eines schleifenartigen Produktsystems durch Verzweigung.

In solchen Produktmatrizen ist oberhalb der Hauptdiagonalen in der rechten Dreiecksmatrix zeilenweise ge-

nau ein negativer Input definiert. Die Matrix oberhalb der Diagonalen ist weiterhin geprägt von der Grundstruk-

tur des Produktsystems, die sich ohne Hyperkante ergeben würde. In Abbildung 7.25 ist das Gleichungssystem

GSschl ei f e−ver zw. abgebildet, das ein schleifenartiges Produktsystem mit linearer Grundstruktur sowie n Prozessmo-

dulen repräsentiert. Die Hauptprodukte sind in Form von positiven Punktintervallen auf der Hauptdiagonalen

hinterlegt. Das Prozessmodul M2 wird durch die zweite Spalte von GSschleife-verzw. repräsentiert. M2 benötigt ein

Zwischenprodukt in Form des Produkts Pn−1 und der Menge aI
(n−1)2; es ist in der n-1-ten Zeile hinterlegt. Mn−1

entspricht dem Prozessmodul M3 desjenigen Produktsystems, welches in Abbildung 7.14 dargestellt ist.

7.6 Klassifikation der Produktmatrizen

Auf Basis der Produktmatrizen kann mitunter, ggfs. nach entsprechender Umformung) die zugrunde gelegte Pro-

duktsystemstruktur abgeleitet werden.

So können anhand der Produktmatrix folgende Rückschlüsse gezogen werden:

• Produktmatrizen, die sich zu einer Dreiecksmatrix umformen lassen und deren Determinante einem Punk-

tintervall entspricht, sind in der Regel einfache Produktsysteme mit linearer oder baumartiger Produktsy-

stemstruktur sowie schleifenartige Produktsysteme durch Zusammenfluss.

• Positive Elemente unterhalb der Hauptdiagonalen in der unteren Dreiecksmatrix deuten auf Pseudo-Schleifen

hin.
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Abbildung 7.26: Produktmatrix eines Gleichungssystems, unterteilt in untere und obere Dreiecksmatrix.

• Negative Elemente unterhalb der Hauptdiagonalen in der unteren Dreiecksmatrix lassen Schleifen durch

Verzweigung vermuten.

• Mehrfach negative Werte in einer Zeile oberhalb der Hauptdiagonalen in der oberen Dreiecksmatrix deuten

auf pseudo-baumartige Produktsysteme hin.

• Positive Elemente oberhalb der Hauptdiagonalen in der oberen Dreiecksmatrix liegen in der Regel bei Schlei-

fen durch Zusammenfluss vor. Davon ausgenommen sind positive Elemente, die links vom negativen Input

angeordnet sind, in diesem Fall handelt es sich um ein baumartiges Produktsystem mit Pseudoschleife.

Die Produktmatrizen können mitunter M-, H- oder Z-Matrizen zugeordnet werden (Definition der Matrixtypen

vgl. auch Kapitel 2.1).

7.6.1 Einordnung linearer und (pseudo-)baumartiger Produktmatrizen

Produktmatrizen linearer und (pseudo-)baumartiger Produktsysteme können derart umgeformt werden, dass sie

nur auf der Hauptdiagonalen positive Punktintervalle aufweisen. Die Produktmatrizen linearer, baumartiger und

pseudo-baumartiger Produktsysteme entsprechen daher den Anforderungen einer Z-Matrix. Die Vergleichsmatrix

〈AI〉 ∈Rnxn einer Produktmatrix AI ∈ IRnxn eines linearen, baumartigen oder pseudo-baumartigen Produktsystems

ist identisch den Mignituden 〈Ai j 〉 (Definition von Mignitude vgl. auch Kapitel 3.3, Abschnitt „Mignitude eines

Intervalls“) der Matrixelemente i j von der Intervallmatrix AI, womit gilt:

〈AI〉 = 〈Ai j 〉 ∈ AI.

Damit stellt 〈Ai j 〉 ∈ AI auch die Vergleichsmatrix von 〈AI〉 dar:

〈〈AI〉〉 = 〈AI〉 = 〈Ai j 〉 ∈ AI.

Die Produktmatrix AI bzw. deren Vergleichsmatrix 〈AI〉 kann zu einer oberen Dreiecksmatrix umgeformt werden,

deren Hauptdiagonale ausschließlich positive Nichtnullelemente enthält. Dies hat zur Folge, dass die Produktma-

trix AI eines linearen oder (pseudo-)baumartigen Produktsystems bzw. dessen Vergleichsmatrix 〈AI〉 die Anforde-

rungen einer M-Matrix erfüllt und somit invers-positiv ist - gleichsam können beide Matrizen AI und 〈AI〉 auch als

H-Matrix deklariert werden.
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7.6.2 Einordnung (pseudo-)schleifenartiger Produktmatrizen

Produktmatrizen pseudo-schleifenartiger Produktsysteme sowie schleifenartiger Produktsysteme durch Zusam-

menfluss treten, nach entsprechender Umformung, aufgrund der anfallenden Koppelprodukte auch neben der

Hauptdiagonalen positive Nichtnullelemente auf. Die Produktmatrizen pseudo-schleifenartiger Produktsysteme

und die von schleifenartigen Produktsystemen durch Zusammenfluss entsprechen daher nicht den Anforderun-

gen einer Z-Matrix. Sie können zwar invers-positiv sein, stellen jedoch keine M-Matrizen dar. Produktmatrizen

schleifenartiger Produktsysteme durch Verzweigung treten, nach entsprechender Umformung, neben der Haupt-

diagonalen keine positiven Nichtnullelemente auf. Produktmatrizen schleifenartiger Produktsysteme durch Ver-

zweigung entsprechen daher den Anforderungen einer Z-Matrix.

Die Vergleichsmatrix 〈AI〉 ∈ Rnxn einer Produktmatrix AI ∈ IRnxn von schleifenartigen Produktsystemen durch

Zusammenfluss entspricht einer M-Matrix, womit die Produktmatrix AI dann den H-Matrizen zugeordnet werden

kann (vgl. auch Kapitel 3.5.7). Die Vergleichsmatrix 〈AI〉 einer Produktmatrix AI ∈ IRnxn von Pseudo-Schleifen oder

von schleifenartigen Produktsystemen durch Verzweigung kann invers-positiv sein - sie ist dies jedoch nicht in

jedem Fall. Insbesondere wenn die Beträge der Nichtnullelemente unterhalb der Hauptdiagonalen groß sind, kann

die Inverse negative Elemente aufweisen. Dies bedeutet, dass bei pseudo-schleifenartigen Produktsystemen wie

auch bei schleifenartigen Produktsystemen durch Verzweigung nicht gewährleistet ist, dass deren Produktmatrix

AI den H-Matrizen zugeordnet werden kann.

7.7 Bei der Modellierung zu beachtende Besonderheiten

Bei der grafischen Darstellung von Produktsystemen sowie bei der Berechnung dieser gibt es Besonderheiten, die

es zu beachten gilt. Dies betrifft zum einen die Definition der funktionellen Einheit, welche in Form des Referenz-

flusses quantifiziert wird. Der Referenzfluss verlässt herstellende Produktsysteme als Output und fließt als Input

in verarbeitende Produktsysteme (vgl. Kapitel 7.7.1). Dies spielt auch bei der Modellierung des gesamten Lebens-

weges eine Rolle (vgl. Kapitel 7.7.2). Werden Zusatzprodukte erzeugt, erhält das Produktsystem mitunter einen

weiteren Nutzen, der ebenfalls zu berücksichtigen ist (vgl. Kapitel 7.7.3). Durch die Datenerhebung der Sachbi-

lanz ändert sich der Graphentyp: dieser ist nun auch gewichtet (vgl. Kapitel 7.7.4). Insgesamt ergeben sich diverse

Anforderungen an die Modellierung, die in Kapitel 7.7.5 aufgelistet werden.

7.7.1 Herstellende und verarbeitende Produktsysteme

Ein Produktsystem, dessen Nutzen es ist, ein Produkt zu erzeugen, weist in der Regel als Referenzfluss und funktio-

nelle Bezugseinheit einen Output auf; ein Produktsystem, dessen Zweck es ist, ein Produkt zu verarbeiten, weist in

der Regel als Referenzfluss und funktionelle Bezugseinheit einen Input auf. In Abbildung 7.27 ist zur Veranschauli-

chung ein Produktsystem mit drei Prozessmodulen und Produktflüssen dargestellt, durch welches ein Produkt P3

erzeugt wird und die Grenze des Produktsystems, dargestellt als gestrichelte Linie, überschreitet. Analog ist in Ab-

bildung 7.28 zur Veranschaulichung ein Produktsystem mit drei Prozessmodulen und Produktflüssen dargestellt,

durch welches das Produkt P0 verarbeitet wird.

In der grafischen Darstellung unterscheiden sich herstellende Produktsysteme von verarbeitenden Produkt-

systemen durch einen Wechsel der Pfeilrichtung - in der tabellarischen Darstellung des Produktsystems als Pro-

duktmatrix zeigt sich dies durch die Umkehrung des Vorzeichens.
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M1 M2 M3

Systemgrenze des betrachteten Produktsystems

P1 P2 P3

Systemgrenze

anderes Produktsystem

Abbildung 7.27: Produktsystem mit drei Prozessmodulen, durch welches das Produkt P3 hergestellt wird.

M0 M1 M2

Systemgrenze des betrachteten Produktsystems

P1 P2P0

Systemgrenze

anderes Produktsystem

Abbildung 7.28: Produktsystem mit drei Prozessmodulen, durch welches das Produkt P0 verarbeitet wird.

7.7.2 Betrachtung des gesamten Lebensweges

Wenn Produktsysteme Prozesse beinhalten, durch welches ein Produkt erzeugt wird und zugleich Prozesse, durch

welche das erzeugte Produkt wieder vollständig behandelt wird, weisen die entsprechenden Produktsysteme kein

Endprodukt auf, welches die Systemgrenze überschreitet. Dies kann der Fall sein, wenn der gesamte Lebensweg

eines Produkts berücksichtigt wird. Zusätzlich kann es vorkommen, dass die durch die Hauptprodukte gebildete

Produktsystemstruktur einem geschlossenen Zyklus entspricht. Dies kommt vor, wenn Systeme mit geschlosse-

nen Stoff- oder Energiekreisläufen modelliert werden, was politisch und gesellschaftlich zunehmend angestrebt

wird. Auch diese Produktsysteme weisen dann bei vollständiger Rückführung in das System kein Endprodukt auf,

welches die Systemgrenze überschreitet.

MA MB MC MD

PF

Systemgrenze des betrachteten Produktsystems

PA PC PD

Abbildung 7.29: Lebensweg eines Produkts, funktionelle Einheit ist Nutzung von PF.

Zur Berechenbarkeit des Systems spielt jedoch die funktionelle Einheit bzw. der Bedarf als „Output auf der

rechten Seite“ eine entscheidende Rolle. Einem Produktsystem, welches einzig das Informationsmodul A abbildet,

wird als funktionelle Einheit im Wesentlichen die Erzeugung eines quantifizierten Produkts zugeordnet (Defini-
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tion „Informationsmodul “ vgl. Kapitel 5.2.19). Am Ende des Herstellungsprozesses überschreitet das Produkt als

Output die Systemgrenze. Dieses Produkt ist der „Bedarf“, welcher im Bedarfsvektor als positiver Wert quantifiziert

wird und somit ungleich null ist.

Einem Produktsystem, welches einzig das Informationsmodul C abbildet, wird als funktionelle Einheit im We-

sentlichen die Verwertung bzw. Beseitigung von Abfall zugeordnet. Der Abfall entsteht außerhalb des Produktsy-

stems und gelangt als Input in das Produktsystem. Die Verarbeitung dieses Produkts ist der Zweck des Prozessmo-

duls. Da hierbei eine Verarbeitung erzielt werden soll und es sich nicht um die Herstellung eines Produkts handelt,

weist der entsprechende Wert im Bedarfsvektor ein negatives Vorzeichen auf. Einem Produktsystem, welches ein-

zig das Informationsmodul D abbildet, wird als funktionelle Einheit im Wesentlichen die Substitution eines quan-

tifizierten Zusatzprodukts zugeordnet. Das Zusatzprodukt entsteht außerhalb des Produktsystems und gelangt als

Input in das Produktsystem. Die Substitution dieses Produkts ist der „Bedarf“, welcher im Bedarfsvektor ebenfalls

als negativer Wert quantifiziert wird und somit ungleich null ist.

Einem Produktsystem, welches einzig das Informationsmodul B abbildet, wird als funktionelle Einheit im We-

sentlichen die Nutzung des abgebildeten Produkts zugeordnet. Der Referenzfluss überschreitet als Output die

Systemgrenze. Dieser unterscheidet sich jedoch von den Referenzflüssen der übrigen Informationsmodule. Wird

z. B. ein physisches Produkt im Bauwesen modelliert, stellen die Referenzflüsse der Informationsmodule A, C und

D physische Vorgänge dar, bei denen das Produkt stofflich erzeugt, aufbereitet oder beseitigt wird. Im Gegensatz

hierzu stellt der Referenzfluss des Informationsmoduls B im Allgemeinen vielmehr abstrakt die Nutzung des Pro-

dukts dar. Wird der gesamte Lebenszyklus mit allen Informationsmodulen A bis D betrachtet, ist der Zweck des

betrachteten Gesamtsystems die Nutzung des Produkts außerhalb des Produktsystems und wird im Produktsy-

stem in Form eines abstrakten Produktflusses als Output in Modul B modelliert (vgl. Abbildung 7.29). Insgesamt

sind alle übrigen Produktflüsse Zwischenproduktflüsse, die durch das folgende Prozessmodul verarbeitet werden:

das hergestellte Produkt aus Modul A wird zur Nutzung benötigt, während das verwendete Produkt nach der Nut-

zung in Modul C behandelt wird; etwaige Zusatzprodukte daraus können in Modul D substituiert werden.

7.7.3 Modellierung von Zusatzprodukten

Beim Auftreten von Zusatzprodukten ist die vollständige Modellierung dieser zu beachten. Relevante Methoden

hierzu sind in Kapitel 5.3.5 aufgeführt. Folgende Szenarien sind beim Auftreten von Zusatzprodukten denkbar:

• Das Zusatzprodukt wird gemäß der Abfalleigenschaft als Abfall eingeordnet. Es muss in einem Prozess end-

gültig entsorgt werden. Dafür wird ein Prozessmodul im Produktsystem modelliert, welches die Abfallbesei-

tigung repräsentiert.

• Das Zusatzprodukt erfüllt die Anforderungen zum Ende der Abfalleigenschaft und gilt nach geeigneten Be-

handlungsprozessen nicht mehr als Abfall. Im Produktsystem sollten die entsprechenden Behandlungspro-

zesse modelliert werden. Die (zurück)gewonnenen Produkte können intern oder extern verwendet werden.

• Das Zusatzprodukt kann weitgehend direkt innerhalb des Produktsystems verwendet werden und stellt

daher ein internes Zusatzprodukt dar. Deckt das interne Zusatzprodukt nicht vollständig den Bedarf, ist

die Modellierung eines weiteren Prozessmoduls notwendig, welches das Produkt als Hauptprodukt her-

stellt. Durch die Bedarfsdeckung eines Inputs von mehreren Prozessmodulen des Produktsystems entste-

hen Wechselbeziehungen. Diese werden durch zusammenfließende Hyperkanten dargestellt. Da die Kanten

dasselbe Produkt mit identischer Funktion repräsentieren und in einer abhängigen Wechselbeziehung zu-

einander stehen, können sie nicht durch mehrere Kanten, d. h. als unabhängige Flüsse dargestellt werden.
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Deckt das interne Koppelprodukt vollständig den Bedarf, kann auf das Prozessmodul verzichtet werden -

in diesem Fall wird der Zusatzproduktfluss bei der Kalkulation der Sachbilanz nicht berücksichtigt. Etwaige

Überschüsse, welche im Produktsystem keine Verwendung haben, werden den externen Zusatzprodukten

zugeordnet. Sie unterscheiden sich in ihrer Funktion von den intern verwendeten Zusatzprodukten und

werden daher gesondert dargestellt.

• Das Zusatzprodukt hat intern keine Verwendung, stellt aber einen Nutzen für externe Produktsysteme dar

und wird daher als externes Zusatzprodukt betrachtet. Das Zusatzprodukt kann durch Allokation oder Sy-

stemerweiterung mittels eines Prozessmoduls, welches die Gutschrift repräsentiert, substituiert werden.

Mb

M1 M2 M3

Mk

Mk: qI > pI ? kI = qI - pI

Mb: pI > qI ? bI = pI - qI

P1x -x P2y -y

kI K1

pI -qI

Pb

bI

-bI

P3z

Abbildung 7.30: Produktsystem mit fünf Prozessmodulen und vollständiger Modellierung des Koppelprodukts K1.

In Abbildung 7.30 ist ein Produktsystem dargestellt, indem das interne Koppelprodukt K1 entsteht. Es wird

mit der Menge pI im Prozessmodul M1 neben dem Hauptprodukt P1 produziert. P1 wird im Prozessmodul M2

mit einer Menge von x benötigt, dessen Output wiederum M3 versorgt, während K1 in Prozessmodul M3 mit ei-

ner Menge von q I benötigt wird. Daraus folgt eine doppelte Abhängigkeit zwischen den beiden Prozessmodulen

M1 und M3. Das Produktsystem ist ohne das Prozessmodul Mk funktionsfähig, wenn pI − q I = 0 gilt, was zu-

gleich bedeutet, dass p und q identische Werte mit Intervallweiten von null aufweisen müssen. Bei der Erzeu-

gung als auch der Verwendung von Koppelprodukten sind Intervallweiten ungleich null möglich und gemäß der

Modellierungskriterien zulässig („Modellierungskriterien“ vgl. auch Kapitel 8.4.3). Damit das Gesamtsystem auch

bei Intervallweiten ungleich null lösbar bleibt, ist in den Modellierungskriterien festgelegt, dass in diesem Fall

das Produktsystem um ein Prozessmodul zur Produktion von K1 als Hauptprodukt ergänzt wird oder auftretende

Überschüsse zu modellieren sind - z. B. als Gutschrift (vgl. „Gutschriftenmethode“ in Kapitel 5.3.5).

Beide Fälle sind in Abbildung 7.30 als Prozessmodule Mk sowie Mb mit hellgrauer Füllung dargestellt. Dabei

ist ein zusätzlicher Bedarf an K1 als Hyperkante dargestellt: So fließen die beiden Produktflüsse K1 aus M1 und

Mk zusammen und versorgen M3, falls der Bedarf q I von K1 in M3 ≥ der Produktion von K1 mit der Menge pI in
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M1 ist. Ist hingegen die Menge pI > q I, verbleibt ein Überschuss an K1 mit einer Menge von bI. Da dieser Über-

schuss im System nicht mehr denselben Zweck erfüllt wie das Koppelprodukt K1, wird er gesondert modelliert als

Produktfluss Pb . Das Prozessmodul Mb kann die Substitution eines entsprechenden Äquivalenzsystems repräsen-

tieren (vgl. „Gutschriftenmethode“ in Kapitel 5.3.5). Stellt der Überschuss Pb keinen Nutzen mehr dar und weist

Abfalleigenschaften auf, kann Mb stattdessen den Beseitigungsprozess repräsentieren.

7.7.4 Gewichtete Graphen im Zuge der Sachbilanz

Im Zuge der Sachbilanz werden für jedes Prozessmodul die Inputs und Outputs bestimmt. In der grafischen Dar-

stellung des Produktsystems können den Pfeilen in dieser Phase Gewichtungsfaktoren am Pfeilanfang und Pfeilen-

de zugeordnet werden. Nach dieser Datenerhebung sind die als Graphen interpretierten Produktsysteme zusam-

menhängend, gerichtet und gewichtet. Die Produktflüsse eines Produktsystems fungieren als gerichtete Kanten,

welche die einzelnen Prozessmodule des Produktsystems, die Knoten des Graphen, vorwiegend produktsystemin-

tern und stets innerhalb der Technosphäre miteinander verbinden. In Abbildung 7.31 ist das Produktsystem aus

Abbildung 7.27 des Kapitels 7.7 dargestellt, dem Gewichtungsfaktoren zugewiesen worden sind. Dies bedeutet,

dass die Datenerhebung der einzelnen Prozessmodule für dieses Produktsystem bereits erstellt wurde. Der Pfeil

des Zwischenprodukts P1 in Abbildung 7.31 beschreibt, dass durch ein einmaliges Ablaufen des Prozessmoduls

M1 eine Einheit des Produkts P1 erzeugt wird, wobei in Prozessmodul M2 für einen einmaligen Durchlauf tatsäch-

lich m Einheiten des Produkts P1 erforderlich sind. Die Produktflüsse werden als durchgehende Pfeile dargestellt,

wenn die Gewichtungsfaktoren die Ergebnisse der Sachbilanz darstellen - sie zeigen dann die Gesamtmenge der

im Produktsystem erforderlichen Inputs bzw. Outputs an den jeweiligen Pfeilenden bzw. Pfeilanfängen auf. Hier-

für sind die einzelnen Skalierungsfaktoren unter Berücksichtigung des Bedarfsvektors zu berechnen. Dies ist erst

dann möglich, wenn das Produktsystem vollständig modelliert worden ist.

Zur Unterscheidung wird daher die Pfeillinie in dieser Arbeit bewusst durch einzelne Punkte unterbrochen,

wenn die Gewichtungsfaktoren der Produktflüsse noch keine absoluten Quantitäten des gesamten Produktsy-

stems darstellen. Diese Darstellungsart soll verdeutlichen, dass sich die dargestellten Gewichtungsfaktoren auf

die Bilanz einzelner Prozessmodule beziehen und sind nicht zu verwechseln mit den benötigten Mengen für das

gesamte Produktsystem.

M1 M2 M3

Systemgrenze des betrachteten Produktsystems

P1a -xI P2b -yI P3c

Systemgrenze

anderes Produktsystem

Abbildung 7.31: Produktsystem mit den je Prozessmodul benötigten Input- und hergestellten Outputmengen.

Die Gewichtungsfaktoren derlei unterbrochener Pfeillinien geben somit an, in welcher Menge die Zwischen-

produkte bzw. das/die Endprodukt(e) von einem einzelnen Prozessmodul hergestellt (im Falle eines Outputs) bzw.

benötigt (im Falle eines Inputs) werden.
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7.7.5 Grundregeln zur matrixbasierten Modellierung

Bei der Modellierung eines Technologiesystems als Produktsystem sind zum einen die Rahmenbedingungen und

Anforderungen der Ökobilanzierung zu beachten. Zum anderen sind bestimmte Kriterien notwendig, damit das

sich durch die entsprechende Produktmatrix des Graphen und des Bedarfsvektors gegebene lineare Gleichungs-

system gelöst werden kann. Durch folgende Punkte soll die Basis hierfür geschaffen werden:

• Jedes Prozessmodul muss genau einen Hauptproduktfluss aufweisen.

• Prozessmodule, deren Zweck es ist, ein Produkt zu verbrauchen oder dieses durch Systemerweiterung zu

substituieren, haben einen eingehenden Hauptproduktfluss.

• Prozessmodule, deren Zweck es ist, ein Produkt zu erzeugen, haben einen ausgehenden Hauptproduktfluss.

• Inputs werden als negative Werte erfasst, Outputs werden als positive Werte erfasst.

• Die Prozessmodule sowie deren Hauptprodukt(flüss)e eines Produktsystems sollen eindeutig sein und nicht

redundant.

• Produktflüsse können Output oder Input eines Prozessmoduls sein, jedoch nicht beides zugleich.

• Das Produktsystem soll zusammenhängend sein.

• Der Bedarfsvektor soll einen Einheitsvektor bzw. das Vielfache eines Einheitsvektors darstellen.

• Zusatzproduktflüsse, die im Produktsystem kein Hauptprodukt repräsentieren, werden in der Produktma-

trix nicht erfasst.

• Bei der Gruppierung von Prozessmodulen oder Produktsystemen müssen die Hauptproduktflüsse der ein-

zelnen Elemente identisch sein.

• Interne Koppelproduktflüsse, die als Inputs in Prozessmodule des Produktsystems fließen, jedoch den Be-

darf allein nicht decken können, erfordern ein Prozessmodul, durch welches als Hauptprodukt das Koppel-

produkt produziert wird.

• Interne Koppelproduktflüsse, die als Inputs in Prozessmodule des Produktsystems fließen und den Bedarf

vollständig allein decken, ohne Überschüsse zu erzeugen, können optional als Produktflüsse modelliert

werden, sie sind jedoch in der Berechnung des Skalierungsvektors überflüssig und werden daher in der Kal-

kulation nicht berücksichtigt.

• Treten Überschüsse erzeugter Koppelprodukte auf, die intern keine Verwendung finden, die aber in der Bi-

lanzierung berücksichtigt werden sollen, muss der Umgang mit diesen externen Zusatzprodukten durch

Substitution oder Allokation entsprechend modelliert werden.

Im Zuge der Entwicklung des intervallbasierten Verfahrens wurden die genannten Kriterien zur Berechnung nä-

her spezifiziert sowie weitere Modellierungskriterien formuliert, die für den intervallbasierten Ansatz erforderlich

sind. Diese Kriterien sind in Kapitel 8.4 aufgeführt.
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Kapitel 8

Entwicklung des intervallbasierten

Berechnungsverfahrens

In diesem Kapitel werden alle wesentlichen Aspekte erläutert, die für die Entwicklung des intervallbasierten Be-

rechnungsverfahrens als wichtig erachtet wurden. Hierzu werden die Zielsetzung des Berechnungsverfahrens in

Kapitel 8.1 sowie die Gründe für das intervallbasierte Verfahren in Kapitel 8.2 aufgeführt. Dies bedarf auch grund-

legender Annahmen, die in Kapitel 8.3 aufgezeigt werden. Daneben werden in Kapitel 8.4 die spezifischen Anfor-

derungen an das Berechnungsverfahren vorgestellt, die zur Durchführbarkeit der matrixbasierten Methode unter

Anwendung der Intervallarithmetik notwendig sind. Anschließend wird in Kapitel 8.5 die Vorgehensweise bei der

Konzepterstellung erläutert und zuletzt in Kapitel 8.6 die Vorgehensweise zur Analyse und Verifikation der Metho-

den beschrieben, auf denen die Entwicklung des Berechnungsverfahrens basiert.

8.1 Zielsetzung des Berechnungsverfahrens

Mit dem im Rahmen dieser Dissertation entwickelten und auf der Intervallarithmetik basierenden Verfahren zur

ökologischen Bilanzierung sollen belastbare, transparente und möglichst präzise Aussagen über die potentiellen

Umweltwirkungen getroffen werden können. Dabei sollen Unsicherheiten aller Art, welche trotz sorgfältiger Vor-

gehensweise nicht eliminiert werden können, direkt im Zuge der Berechnung praxisgerecht berücksichtigt wer-

den. Aus dem Anspruch einer möglichst hohen Aussagekraft bei gleichzeitiger Transparenz und Belastbarkeit der

Ergebnisse resultiert auf mathematisch-numerischer Ebene das Ziel, möglichst schmale Ergebnisintervalle zu ge-

nerieren, ohne dabei mögliche und relevante Unsicherheiten - die in Form von Intervallen in der Bilanzierung

berücksichtigt werden - außer Acht zu lassen. Hierfür sollen verschiedene Gleichungslöser implementiert und er-

probt werden. Um dem Anspruch der Praktikabilität gerecht zu werden, soll auch der Rechenzeitaufwand des Ver-

fahrens berücksichtigt werden. Um die Ergebnisse des intervallbasierten Verfahrens bewerten und miteinander

vergleichen zu können, ist ein geeigneter Unsicherheitsindex zu entwickeln. Mit diesem soll die Größe der Unsi-

cherheit in den Bilanzierungsergebnissen abgeschätzt werden können, um vereinfacht einordnen zu können, wie

unsicher die Ergebnisse in Relation zu anderen Ergebnissen sind.
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8.2 Gründe für den intervallbasierten Ansatz

Der intervallarithmetische Ansatz erlaubt allgemein einen konformen Umgang zur transparenten und praktika-

blen Behandlung von Unsicherheit. Im Folgenden werden die spezifischen Vorteile aufgelistet, die eine intervall-

basierte Ökobilanzierung ermöglicht:

• Die Definition unsicherer Werte in Form von Intervallen ist für alle in der Ökobilanzierung auftretenden Ar-

ten von Unsicherheit möglich. Dies ist besonders von Vorteil, wenn keine Informationen darüber vorliegen,

welche Art von Unsicherheit vorliegt oder sich mehrere Arten von Unsicherheit überlagern.

• Die Erfassung von Unsicherheit in Form von Intervallen wird insbesondere für unscharfe Daten empfohlen

(vorgeschlagene Verfahren für unscharfe Daten vgl. Kapitel 6.3). Dazu zählen auch Daten, die unsicher auf-

grund mangelnder oder fehlender Informationen sind, wie es in der Ökobilanzierung häufig der Fall sein

kann (Bedeutung von Unsicherheit in der Ökobilanzierung vgl. Kapitel 6.2.1).

• Der vergleichende, relative Ansatz in der Ökobilanzierung hat zur Folge, dass Sicherheitsfaktoren wie bei

statischen Berechnungen für bspw. unsichere Daten nicht geeignet sind (Problematik der fehlenden, siche-

ren Seite in der Ökobilanzierung vgl. Kapitel 6.4.2). Eine Erfassung unsicherer Werte als Intervall erlaubt eine

Berücksichtigung von Unsicherheit, ohne den relativen Bezug zu anderen Werten zu beeinflussen.

• Liegen begrenzte Kenntnisse seitens der Hersteller zu vorgelagerten Lieferketten sowie zu nachgelagerten

Entsorgungsprozessen vor, erlaubt eine „Gruppierung“ (Definition von „Gruppen“ vgl. Kapitel 5.2.18) diver-

ser Prozesse eine Berücksichtigung der Ungewissheit, ohne dabei die Problematik der fehlenden sicheren

Seite durch den relativen Bezug außer Acht zu lassen.

• Diverse, qualitativ oder quantitativ abweichende Datensätze, welche dieselbe funktionelle Einheit aufwei-

sen, können ebenfalls „gruppiert“ werden und sind somit als Intervall erfassbar. Dadurch bleiben die fest-

gestellten Abweichungen berücksichtigt.

• Der Aufwand zur Erfassung von Unsicherheit in Form von Intervallen ist begrenzt, da nur wenige zusätzliche

Informationen erforderlich sind.

• Der Aufwand zur Auswertung von Unsicherheit ist bei Anwendung des entwickelten Unsicherheitsindexes

UnsI (Erläuterung zum Unsicherheitsindex vgl. Kapitel 8.5.4) überschaubar. Dieser wird über die Intervall-

weiten berechnet, welche direkt im Zuge der Bilanzierung berechnet worden sind. Es sind folglich keine

gesonderten Analysen im Nachgang notwendig.

• Der aktiv aufzuwendende Zeitaufwand der Ökobilanzierenden ist aus oben aufgeführten Punkten ebenfalls

vertretbar. Der Rechenzeitaufwand der Algorithmen wurde bei der Verfahrensentwicklung berücksichtigt.

• Politisch und gesellschaftlich rücken ökologische Themen zunehmend in den Fokus. Das setzt zum einen

Unternehmen unter Druck. Zudem werden auch von Kunden vermehrt Informationen zur Nachhaltigkeit

der Produkte eingefordert und in die Entscheidungsfindung einbezogen. Eine transparente Darstellung der

Unsicherheit direkt im Ergebnis ist auch oder besonders außerhalb des Expertenkreises von Ökobilanzen

von großer Bedeutung. Der Wegfall präziser Werte im Ergebnis kann Fehldeutungen über die Sicherheit von

Ökobilanzen entgegenwirken, gleichzeitig bleibt die Unsicherheit zwingend bei vergleichenden Analysen

berücksichtigt, da sie direkt in den Ergebnissen enthalten ist. Dazu gibt es über den Unsicherheitsindex

UnsI die Möglichkeit, die Sicherheit der Ergebnisse einzuordnen.
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8.3 Grundlegende Annahmen

Beim intervallbasierten Ansatz der Ökobilanzierung sollen unsichere Informationen eingegrenzt werden können.

Die Intervalle unsicherer Kennwerte beschreiben den möglichen und relevanten Bereich, den sie annehmen kön-

nen; gleiches gilt für die aus der ökologischen Bilanzierung resultierenden Ergebnisse. Dabei ist es äußerst wichtig,

die Intervalle auch als solche zu interpretieren. So sind die Untergrenzen der Ergebnisintervalle nicht als das „best-

möglich“ zu Erreichende zu deuten, die z. B. durch eine Optimierung der Produktionsprozesse erzielbar wären.

Gleichsam sind aus den Obergrenzen der Intervalle nicht etwaige „worst Case“-Szenarios abzuleiten. Die Inter-

vallweiten müssen als unsichere Daten verstanden werden.

In Abbildung 8.1 ist exemplarisch ein Intervall dargestellt. Dabei ist auch ein Hauptwert innerhalb des mög-

lichen Wertebereichs abgebildet, der für den „typischen“ Wert steht, der bei der herkömmlichen Bilanzierung

verwendet wird bzw. verwendet worden wäre.

-�

Untergrenze

unmöglich

Obergrenze

unmöglich

rHauptwert

möglicher Wertebereich

Abbildung 8.1: Intervall zur Abgrenzung des Möglichen vom Unmöglichen bzw. des Relevanten vom Irrelevanten;
Hauptwert zur Repräsentation des „typischen“ Werts.

Die Intervallgrenzen der Ergebnisintervalle, die mit dem in dieser Arbeit entwickelten Verfahren berechnet

werden, zeigen somit die Grenze zum Unmöglichen oder Irrelevanten auf. Auch bzw. besonders im unmittelbaren

Vergleich zu anderen Ergebnisintervallen muss dies Beachtung finden: solange sich zwei Intervalle überschnei-

den, kann keine Aussage darüber getroffen werden, welches der beiden Ergebnisse günstiger ist.

Abbildung 8.2: GWP-Intervalle [kg CO2 äq.] von drei fiktiven Produktsystemen PS1, PS2 und PS3.

Ein Beispiel hierzu ist in Abbildung 8.2 dargestellt mit den GWP-Intervallen der drei fiktiven Produktsyste-
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me PS1, PS2 und PS3. Dabei verfügt PS1 über ein GWP-Intervall von [2; 26] kg CO2 äq., PS3 hingegen weist ein

GWP-Intervall von [75; 90] kg CO2 äq. auf. Da die Obergrenze des GWP-Intervalls von PS1 unter der Untergren-

ze des GWP-Intervalls von PS3 liegt, ist die Aussage zulässig, dass das Produktsystem PS1 hinsichtlich des GWP

vergleichsweise niedriger einzustufen ist als das Produktsystem PS3. Das Produktsystem PS2 hingegen misst ein

GWP-Intervall von [20; 50] kg CO2 äq., womit sich die Ergebnisintervalle von PS1 und PS2 überlappen. Damit

ist gemäß den intervallarithmetischen Vergleichsoperatoren nicht abschließend zu beurteilen, welche der beiden

Produktsysteme hinsichtlich des GWP als geeigneter zu bewerten ist (intervallarithmetische Vergleichsoperatoren

vgl. auch Kapitel 3.4).

Abbildung 8.3: Alle Arten von Unsicherheit werden im Zuge der Ökobilanzierung als Intervalle erfasst.

Bei dem in dieser Arbeit entwickelten Verfahren wird davon ausgegangen, dass die in einer Ökobilanzierung

auftretenden Ungewissheiten, Unpräzisionen und Ungenauigkeiten als Intervalle erfasst bzw. zusammengefasst

werden können (vgl. Abbildung 8.3). Im Gegensatz zu einem stochastischen Ansatz werden beim intervallbasier-

ten Verfahren keine Wahrscheinlichkeitsverteilungen für die einzelnen Zahlenwerte innerhalb des Intervalls er-

mittelt. Im übertragenen Sinn sind somit die Wahrscheinlichkeitsmaße aller reellen Zahlenwerte innerhalb des

Intervalls gleich und ihr Auftreten ist damit gleich wahrscheinlich - es erfolgt jedoch diesbezüglich beim intervall-

basierten Ansatz keine Wertung.

8.4 Anforderungen an das Verfahren

Für das matrix- und intervallbasierte Berechnungsverfahren werden verschiedene Kriterien festgelegt, damit eine

Berechnung möglich ist und diese plausible Ergebnisse liefert. Sie berücksichtigen dabei sowohl die Anforderun-

gen, die durch die Methodik der Ökobilanzierung gestellt werden, als auch die Voraussetzungen, die sich aus einer

intervallbasierten Berechnung ergeben.
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8.4.1 Berechnungskriterien

Dem matrixbasierten Berechnungsverfahren liegen Vorbedingungen (Definition „Vorbedingungen“ vgl. Kapitel

2.2.4) zugrunde, welche zur Anwendbarkeit der Algorithmen erfüllt sein müssen. Diese haben wesentlichen Ein-

fluss auf die Modellierung des Produktsystems. Diese Bedingungen lauten wie folgt:

1. Die Produktmatrix P muss regulär sein.

2. Eine Division durch ein Punktintervall mit einem Wert von Null oder durch ein Intervall, welches die Null

impliziert, ist nicht zulässig.

3. Die Spaltenanzahl der Produktmatrix P muss der Zeilenanzahl des Bedarfsvektors f entsprechen.

4. Kehrwertbildungen von Intervallen sind nur zulässig, wenn diese die Null nicht implizieren.

8.4.2 Gültigkeitskriterien

Den intervallbasierten Gleichungslösern liegen Nachbedingungen zugrunde, die zur Verifikation der Algorithmen

erfüllt sein müssen (Definition „Nachbedingungen“ vgl. Kapitel 2.2.4). Diese Bedingungen lauten wie folgt:

1. Die Intervalluntergrenze darf den ermittelten, referenziellen Untergrenzwert aus der vollständigen Senza-

rioanalyse nicht überschreiten.

2. Die Intervallobergrenze darf den ermittelten, referenziellen Obergrenzwert aus der vollständigen Senzario-

analyse nicht überschreiten.

3. Die Ergebnisintervalle müssen die Intervalle der vollständigen Szenarioanalyse vollständig umhüllen.

4. Die berechneten Intervalle mit Intervallweiten ungleich Null dürfen die Null nicht implizieren.

8.4.3 Modellierungskriterien

Die folgenden Modellierungskriterien ergänzen die festgelegten, allgemeinen Grundregeln zur Modellierung in

der matrixbasierten Ökobilanzierung (Grundregeln zur Modellierung vgl. Kapitel 7.7.5) um Anforderungen, die bei

Anwendung des intervallarithmetischen Ansatzes berücksichtigt werden müssen. Die Bedingungen diesbezüglich

lassen sich wie folgt zusammenfassen:

1. Das Hauptprodukt eines Prozessmoduls ist eindeutig bestimmt, d. h. der quantifizierte Output des zugehö-

rigen Hauptproduktflusses ist frei von Unsicherheiten und seine Intervallweite ist somit null.

2. Die Erzeugung oder der Verbrauch von Produkten, die im Prozessmodul selbst kein Hauptprodukt darstel-

len, darf unsicher sein.

3. Unsicherheit darüber, ob ein Hauptprodukt im Produktsystem als Input verbraucht oder als Output erzeugt

wird, ist nicht zulässig.

4. Ist unsicher, ob ein internes Zusatzprodukt den Bedarf decken kann oder ein Teil davon das Produktsystem

verlässt, sind beide Fälle gesondert als Unsicherheit zu betrachten und zu modellieren.

5. Der Nutzen des Produktsystems ist mit dem Referenzfluss eindeutig zu bestimmen, d. h. die Faktoren des

Bedarfsvektors weisen Intervallweiten von null auf.
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6. Der Einfluss von Elementarflüssen auf eine Umweltwirkung kann unsicher sein. Es muss jedoch gewährlei-

stet sein, dass sich der durch den Charakterisierungsfaktor beschriebene Einfluss positiv oder negativ auf

die entsprechende Wirkungskategorie auswirkt.

8.5 Aufbau und Vorgehensweise bei der Entwicklung

Im Zuge der Entwicklung des Verfahrens wird die Methodik der Ökobilanzierung um einen intervallarithmeti-

schen Ansatz erweitert, Gleichungslöser implementiert, analysiert und modifiziert sowie daraus ein allgemeines

Verfahren abgeleitet (vgl. auch Abbildung 8.4). Hierfür werden diverse Algorithmen zur Lösung intervallarithme-

tischer Gleichungssysteme berücksichtigt und die Ergebnisse mittels Parameterstudien vergleichend analysiert

und bewertet.

Abbildung 8.4: Vorgehensweise bei der Entwicklung des intervallbasierten Berechnungsverfahrens.

Geeignete, aus der Literaturrecherche ermittelte Verfahren werden implementiert (Auswahl dieser Algorith-

men vgl. auch Kapitel 8.5.1). Zusätzlich werden das Gaußsche Eliminationsverfahren und das Adjunkten-Verfahren

auf die intervallarithmetische Ebene übertragen und verschiedene Varianten zu den beiden Methoden entworfen

(Erläuterung zu diesen Algorithmen vgl. Kapitel 8.5.2). Die Hülle der Lösungsmenge kann mit der vollständigen

Szenarioanalyse ermittelt werden. Aus diesem Grund werden ebenfalls hierfür geeignete Algorithmen erstellt und

als die Solver brute und piga implementiert. Die Ergebnisse des Solvers piga dienen den übrigen Gleichungslösern

auch als Referenz (Erläuterung zu diesem Algorithmus vgl. ebenfalls Kapitel 8.5.2). Der Entwicklungssatz von La-

place wird in dieser Arbeit für die Adjunkten-Verfahren verwendet. Dieser ist hinsichtlich des Rechenzeitaufwands

als nicht praktikabel einzustufen. Deshalb wird zusätzlich ein Verfahren auf Basis des Teile-und-Herrsche-Prinzips

entwickelt, mit welchem die Produktmatrix in kleinere Matrizen unterteilt wird (Verfahren zum Splitten der Matrix

vgl. Kapitel 8.5.3). In Tabelle 8.1 werden die untersuchten Berechnungsmethoden sowie deren Kurzbezeichnungen

zusammenfassend dargestellt.

Die Implementierung des entwickelten Verfahrens erfolgt im Paket Ivari („Intervallarithmetik“). Das Paket

wird als Kernel in das Java-Programm MultiVaLCA integriert (Erläuterung zum Programm MultiVaLCA vgl. Kapi-

tel 5.5). Die Ergebnisse der implementierten Gleichungslöser werden anhand von Parameterstudien miteinander

verglichen. Der Aufwand wird ebenfalls in gesonderten Testreihen erprobt. Um die Intervallweiten der Ergebni-

sintervalle vergleichend gegenüberstellen zu können, wird der Unsicherheitsindex UnsI verwendet. Bei der Aus-
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Tabelle 8.1: Untersuchte Berechnungsmethoden sowie Kurzbezeichnungen der Solver.

Methode Funktion Ansatz Besonderheit Hülle gültig Aufwand

piga approximations-
freie Lösung

vollständige
Szenarioanalyse

keine Dopplungen X alle O(2n2
)*

brute Dopplungen möglich X alle O(2n2
)*

siga
angenäherte,

schnellere Lösung
Gaußsche

Elimination

partielle Pivotisierung

möglich alle

O(n3)*

salt alternative Vorsortierung O(n3)*

sopt beste Lösung siga und salt O(n3)*

adivaOrigin

angenäherte,
alternative Lösung

Adjunkten-
Verfahren

ohne Vorsortierung

möglich alle

O(nn )*

adiheu mit Vorsortierung O(nn )*

adiperm mit Zeilen-Permutation O(n2n )*

beeck

etablierte
Verfahren

Präkondition-
ierung

Beeck-Verfahren X M-Matrix O(n3)**

hansen Verfahren nach Hansen
möglich alle

O(n4)**

rohn Verfahren nach Rohn O(n4)**

ning22
Verfahren nach Ning

Oberhülle H-Matrix O(n3)**

ning26 X inv.-pos. O(n3)**

* Der Aufwand im schlechtesten Fall beruht auf Angaben zu verwendeten Methoden aus der Literatur (Komplexität für piga und brute vgl.
Kapitel 2.5.4, Komplexität zur Lösung der Gleichungssysteme mit den Gauß-Verfahren vgl. Kapitel 2.4.2, Komplexität zur Berechnung der
Determinanten über den Laplaceschen Entwicklungssatz für die Adjunkten-Verfahren vgl. Kapitel 2.4.1).
** Die implementierten Algorithmen der Verfahren von Beeck, Hansen, Ning und Rohn wurden anhand der Zuweisungen abgeschätzt (Ab-
schätzung anhand von Zuweisungen vgl. auch Kapitel 2.2.3).

wertung der Parameterstudien werden sowohl einzelne Matrixtypen als auch Produktsystemstrukturen der Öko-

bilanzierung berücksichtigt. Die Analyse erfolgt insbesondere im Hinblick auf möglichst schmale Intervallweiten

der Ergebnisintervalle, die mit praktikablen Zeitaufwand berechenbar sein sollen.

8.5.1 Auswahl etablierter Methoden

Die aus der Literaturrecherche ermittelten, intervallbasierten Verfahren von Beeck sowie Hansen als auch die Ver-

fahren von Ning werden als relevant erachtet (Verfahren von Beeck, Hansen und Ning vgl. Kapitel 3.7.3, Kapitel

3.7.4 und Kapitel 3.7.6). Mit einzelnen Verfahren kann mitunter für bestimmte Produktmatrizen die Hülle der Lö-

sungsmenge ermittelt werden. In diesem Zusammenhang werden häufig die Matrizen nach mathematischer De-

finition unterschieden in H-, Z- und M-Matrizen (Definition der Matrixtypen vgl. Kapitel 3.5). Für das Verfahren

von Hansen und das Verfahren von Rohn wird die C-Matrix der Intervallmatrix AI bestimmt. Ein weiteres Verfah-

ren ist das Lösungsverfahren von Beeck, mit dem bei M-Matrizen über die Untergrenzen und Obergrenzen der

Intervallmatrix AI die Hülle ermittelt werden kann. Das Verfahren von Ning, welches auf Theorem 2.2 aufbaut, soll

Oberhüllen liefern. Das Verfahren von Ning nach Theorem 2.6 ist nur bei invers-positiven Matrizen gültig. Das

Verfahren von Nirmala wird nicht implementiert (Verfahren von Nirmala vgl. Kapitel 3.7.7).

8.5.2 Entwicklung weiterer Gleichungslöser

Neben den im vorigen Kapitel 8.5.1 vorgestellten Verfahren werden das intervallbasierte Gauß-Verfahren sowie

das intervallbasierte Adjunkten-Verfahren als weitere Gleichungslöser berücksichtigt. Die intervallarithmetischen

Rechenoperationen können aufgrund abhängiger Intervalle einen Einfluss auf die Intervallweiten der Ergebnis-

se haben (Erläuterung zu abhängigen Intervallen vgl. Kapitel 3.6.2). Daher werden verschiedene Varianten für

die beiden Verfahren entwickelt und diese vergleichend gegenübergestellt. Beim Intervall-Gauß-Verfahren wer-

den verschiedene Varianten zur Pivotisierung und Vorsortierung der Matrix entworfen. Das Adjunkten-Verfahren
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wird auf die intervallarithmetische Ebene übertragen und verschiedene Varianten zur Vorsortierung der Matrix

entworfen. Beim Adjunkten-Verfahren wird die Inverse über die Cofaktoren ermittelt, wobei zur Berechnung der

Unterdeterminanten der Laplacesche Entwicklungssatz verwendet wird. Dies ist sehr zeitaufwändig und gilt als

nicht praktikabel. Daher wird ein Algorithmus entwickelt, mit dem der Rechenzeitaufwand durch Splitten großer

Matrizen in kleinere Submatrizen reduziert werden soll.

Die Hülle der Lösungsmenge kann durch eine vollständige Szenarioanalyse ermittelt werden. Daher wird auch

hierfür ein entsprechender Algorithmus entwickelt. Dieser ist aber aufgrund des Rechenzeitaufwands nur auf klei-

ne Matrizen anwendbar.

Ansätze des Intervall-Gauß-Verfahrens

Es werden verschiedene Varianten des Intervall-Gauß-Verfahrens entwickelt. Diese lauten wie folgt:

• Der Gleichungslöser siga, bei dem das Intervall-Gauß-Verfahren mit Vorsortierung und einer anschließen-

den, partiellen Pivotisierung mit größtem Pivotelement implementiert wird.

• Der Gleichungslöser salt, bei dem das Intervall-Gauß-Verfahren mit alternativer Vorsortierung und einer

anschließenden partiellen Pivotisierung mit größtem Pivotelement implementiert wird.

• Der Gleichungslöser sopt (Zusammenführung von siga und salt), bei dem sowohl siga als auch salt verwen-

det werden und das beste Ergebnis der beiden Solver zurückgegeben wird.

Die Vorsortierung, welche beim Gleichungslöser siga angewandt wird, formt das Gleichungssystem derart um,

dass die Produktmatrix soweit möglich einer oberen Dreiecksmatrix entspricht (vgl. auch Abbildung 8.5). Bei der

reinen Umsortierung der Produktmatrix zu einer angenäherten oberen Dreiecksmatrix werden noch keine Re-

chenoperationen durchgeführt. Die Vorsortierung soll unnötige Rechenschritte verhindern.

Abbildung 8.5: Vorgehensweise des Algorithmus zur Vorsortierung.

Diese Struktur entspricht der natürlichen Matrixstruktur linearer und baumartiger Produktsysteme, womit es

möglich ist, dass die Prozessmodule und Hauptprodukte weitgehend gemäß ihrer Reihenfolge im zu repräsentie-

renden Produktsystem sortiert werden.

Die partielle Pivotisierung wird beim Gleichungslöser siga und salt angewandt. Sie wird derart implementiert,

dass spaltenweise das betragsmäßig größte Element als Pivotelement definiert wird (vgl. auch Abbildung 8.6). Dies

ist bei Anwendung des Gaußschen Algorithmus auf lineare Gleichungssysteme eine übliche Vorgehensweise.

Daneben wird ein Verfahren implementiert, mit dem eine alternative Vorsortierung der Matrix vorgenommen

werden kann (vgl. auch Abbildung 8.7). Die alternative Vorsortierung wird analog zur bereits vorgestellten Vorsor-

tierung durchgeführt und beim Gleichungslöser salt angewandt. Bei dieser Vorsortierung dürfen jedoch Elemente,

die Werte kleiner Null oder gleich Null aufweisen, unterhalb der Hauptdiagonalen verbleiben.
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Abbildung 8.6: Vorgehensweise des Algorithmus zur partiellen Pivotisierung.

Abbildung 8.7: Vorgehensweise des Algorithmus zur alternativen Vorsortierung.

Ansätze des Intervall-Adjunkten-Verfahrens

Es werden verschiedene Varianten des Intervall-Adjunkten-Verfahrens entwickelt und miteinander verglichen.

Die Berechnung der Unterdeterminanten erfolgt mit dem Entwicklungssatz von Laplace. Ziel dabei ist es, eine

alternative Berechnung zu implementieren - daher wurde auf andere, effizientere Methoden zur Determinan-

tenberechnung wie bspw. über das Gauß-Verfahren verzichtet. Um den hohen Rechenzeitaufwand bei Anwen-

dung des Laplaceschen Entwicklungssatzes zu begrenzen, wurde eine Methode zum Splitten großer Matrizen ent-

wickelt (Verfahren zum Splitten großer Matrizen vgl. Kapitel 8.5.3). Folgende Varianten des Intervall-Adjunkten-

Verfahrens wurden entwickelt:

• Der Gleichungslöser adivaOrigin, bei dem das Adjunkten-Verfahren auf die intervallarithmetische Ebene

übertragen wird.

• Der Gleichungslöser adiheu, bei dem das Intervall-Adjunkten-Verfahren mit alternativer Vorsortierung im-

plementiert wird.

• Der Gleichungslöser adiperm, bei dem das Intervall-Adjunkten-Verfahren mit vorangehender Permutation

der Zeilen implementiert wird. Als Bewertungskriterium für die Auswahl derjenigen Matrix für die Berech-

nung wird diejenige permutierte Matrix verwendet, deren Determinantenintervall die schmalste Intervall-

weite aufweist.

Die alternative Vorsortierung des Gleichungslösers adiheu entspricht der alternativen Vorsortierung des vorhe-

rigen Abschnitts (vgl. auch Abbildung 8.7). Die zeilenweise und/oder spaltenweise Permutation der Matrix zielt

darauf ab, die Zeilen und Spalten der Matrix derart zu vertauschen, dass die Intervallweiten der resultierenden

Determinanten möglichst gering sind. Dabei wird davon ausgegangen, dass bei einer möglichst schmalen Inter-
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vallweite der Determinante die Intervalle der Inverse so wenig wie möglich aufgeweitet werden und somit das

Ergebnis des Gleichungssystems ebenfalls vergleichsweise schmale Ergebnisintervalle berechnet.

Verfahren zur vollständigen Szenarionanalyse

In dieser Arbeit wird die vollständige Szenarioanalyse verwendet, um die Hülle der Lösungsmenge zu ermitteln.

Bei der Entwicklung dieses Verfahrens werden die einzelnen Grenzwerte der in einem Produktsystem existieren-

den Intervalle als je zwei mögliche Szenarios definiert. Dafür wird auf die Unter- und Obergrenzen der Intervalle

zurückgegriffen und alle Variationen, die sich ergeben, berechnet. Bei m Intervallen, denen jeweils die zwei Ele-

mente „Untergrenze“ und „Obergrenze“ zugeordnet werden können, beträgt die Anzahl der Variationen:

VAnz = 2m

Als Ergebnis wird ein Intervallvektor ausgegeben, dessen Untergrenze die geringste untere Grenze aller Variatio-

nen darstellt, während gleichermaßen die Obergrenze die höchste obere Grenze aller Variationen repräsentiert.

Im besten Fall ergeben die übrigen Gleichungslöser exakt die Unter- und Obergrenzen der vollständigen Szena-

rioanalyse wieder. Anderenfalls stellen die Ergebnisse der übrigen Gleichungslöser Oberhüllen dar. Liegen die Er-

gebnisintervalle der Gleichungslöser hingegen innerhalb des Ergebnisses aus der vollständigen Szenarioanalyse,

sind diese nicht für den Ansatz der intervallbasierten Ökobilanzierung geeignet und werden ausgeschlossen.

8.5.3 Verfahren zum Splitten der Matrix

Der Algorithmus adisplit wird auf Basis des Teile-und-Herrsche-Prinzips entwickelt. Mit ihm sollen große Pro-

duktmatrizen in kleinere Submatrizen gesplittet werden. Die Methode adisplit wurde insbesondere für das zeit-

aufwändige Intervall-Adjunkten-Verfahren entwickelt, ist jedoch mit jedem Gleichungslöser kombinierbar. Bei

der Entwicklung wurden die Kenntnisse über die identifizierten Systemstrukturen von Produktsystemen (System-

strukturen von Produktsystemen vgl. Kapitel 7.1) genutzt. Die Produktmatrix wird vor der Berechnung nach Sub-

matrizen linearer Produktsysteme sowie gegenströmiger Bäume durchsucht. Grund hierfür ist, dass diese Art von

Produktsystemen zum einen in der Produktmatrix leicht idenzifizierbar sind, zum anderen ist hier die Abkap-

selung und gesonderte Berechnung mit vergleichsweise effizienten Verfahren möglich, welche die Hülle der Lö-

sungsmenge berechnen.

Die Methode wird solange rekursiv aufgerufen, bis keine Matrizen dieser Art mehr gefunden werden. Es ist

auch möglich, baumartige Subsysteme innerhalb des Produktsystems zu trennen. Dabei ist je Produktsystem ge-

nau ein Vorgänger-Prozessmodul zulässig. Die identifizierten Submatrizen werden von der Produktmatrix ent-

fernt, gesondert berechnet und als aggregierte Prozessmodule (Definition „aggregierte Prozessmodule“ vgl. Kapi-

tel 5.2.12) in die Produktmatrix eingetragen - was ihre Matrixdimension reduziert. Dies ist auch in Abbildung 8.8

exemplarisch anhand eines Produktsystems dargestellt. Während das dargestellte Produktsystem zunächst aus 20

Prozessmodulen besteht, werden bei der ersten Durchsuchung der Produktmatrix vier Subsysteme identifiziert

und komprimiert. Die komprimierten Prozessmodule sind im darunterliegenden, überarbeiteten Produktsystem

in grau dargestellt. Gleichsam werden in diesem so komprimierten Produktsystem zwei weitere Subsysteme iden-

tifiziert. Diese werden wiederum im nächsten Schritt komprimiert und nachfolgend in hellgrau dargestellt. Durch

die Methode kann das Produktsystem insgesamt in drei Schritten auf acht Prozessmodule reduziert werden. Die

Berechnung der reduzierten Produktmatrix erfolgt auf Basis der in den vorigen Kapiteln beschriebenen intervall-

basierten Gleichungslöser. Es ist möglich, die Submatrizen mit anderen Gleichungslösern zu lösen als mit dem

Gleichungslöser, der für die Produktmatrix verwendet wird.
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Abbildung 8.8: Vorgehensweise des Algorithmus adisplit zum Verkleinern großer Matrizen.

117



8.5.4 Konzeption des Unsicherheitsindexes UnsI

Zur Bewertung und vergleichenden Analyse der Ergebnisintervalle wird der UnsicherheitsIndex) UnsI entwickelt,

mit dem die Größe der Unsicherheit der jeweiligen Methoden eingeschätzt werden kann. UnsI berechnet sich aus

den Grenzwerten des Intervalls wie folgt:

UnsI = x −x

x +x
· 100 [%] (8.1)

Ein sicherer Parameter, der somit als Punktintervall angegeben wird, weist einen UnsI-Wert von 0 Prozent auf.

Ein unsicherer Parameter, der einen Bereich von 0 bis x erfasst, verfügt hingegen über einen UnsI-Wert von 100

Prozent. Da die Intervalle nach den festgelegten Kriterien des Verfahrens (Gültigkeitskriterien vgl. Kapitel 8.4.2)

die Null nicht implizieren dürfen, sind die Intervallgrenzen ausschließlich positiv oder negativ. Der Bereich, den

der UnsI-Wert daher annehmen kann, liegt daher zwischen mindestens 0 Prozent und maximal 100 Prozent.

Tabelle 8.2: Einstufung der Unsicherheit mit UnsI

UnsI in Prozent Einstufung der Unsicherheit

UnsI-Wert ≥ 80 % vergleichsweise sehr unsicher

80 % > UnsI-Wert ≥ 60 % vergleichsweise unsicher

60 % > UnsI-Wert ≥ 40 % vergleichsweise mäßig unsicher

40 % > UnsI-Wert ≥ 20 % vergleichsweise sicher

20 % > UnsI-Wert vergleichsweise sehr sicher

Die sprachliche Bewertung des UnsI ist in Tabelle 8.2 aufgelistet. Demnach kann bspw. ein UnsI bei einem

Wert unter 20 % als „vergleichsweise sehr sicher“ bezeichnet werden, bei einem Wert von ≥ 40 % und < 60 % als

„vergleichsweise mäßig unsicher“ und bei einem Wert von ≥ 80 % als „vergleichsweise sehr unsicher“.

In Abbildung 8.9a ist das Beispiel aus Abbildung 8.2 aus Kapitel 8.3 aufgegriffen. In diesem Beispiel sind diverse

GWP-Intervalle für die fiktiven Produktsysteme PS1, PS2 und PS3 aufgeführt. Dabei weist PS1 ein GWP-Intervall

von [2; 26] kg CO2 äq. mit einem UnsI-Wert von 86 % auf, womit das Ergebnis als vergleichsweise sehr unsicher

einzuordnen ist. PS3 hingegen verfügt über ein GWP-Intervall von [75; 90] kg CO2 äq. mit einem UnsI-Wert von

9 %, womit dieses Ergebnis als vergleichsweise sehr sicher eingestuft werden kann.

Da das Intervall von PS1 gänzlich unter dem Intervall von PS3 liegt, ist das Produktsystem PS1 dem Produktsy-

stem PS3 vorzuziehen. PS2 ist ein GWP-Intervall von [20; 50] kg CO2 äq. mit einem UnsI-Wert von 43 % zuzuord-

nen; das Ergebnis ist somit als vergleichsweise mäßig unsicher zu beurteilen. Die Ergebnisintervalle von PS1 und

PS2 überlappen sich; es kann folglich keine Aussage darüber getroffen werden, welches der beiden Produktsyste-

me hinsichtlich des Treibhauspotentials niedrigere Umweltwirkungen aufweist. Da der UnsI-Wert des PS1 jedoch

als vergleichsweise sehr unsicher einzustufen und damit kaum aussagekräftig ist, ist für dieses Produktsystem eine

vertiefte Analyse der erfassten Daten erforderlich.

8.5.5 Methodenwahl nach Hansen

Hansen schlug unter Berücksichtigung der Rechenzeit eine Vorgehensweise für die Auswahl geeigneter Methoden

vor (vgl. [64], S. 102 f.). Im Falle einer M-Matrix empfiehlt er das Gaußsche Eliminationsverfahren, ansonsten die

Präkonditionierung des Systems. Ist der Vektor der rechten Seite ein Nullvektor bzw. betragen die Mittelpunkte der

Intervalle null, soll das präkonditionierte System ebenfalls vorrangig mit dem Gaußschen Eliminationsverfahren
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(a) : Ergebnisintervalle fiktiver Produktsysteme PS1, PS2 und PS3 vom GWP. (b) : Zugehörige UnsI-Werte.

Abbildung 8.9: GWP-Intervalle [kg CO2 äq.] fiktiver Produktsysteme (a) sowie zugehöriger UnsI-Werte (b).

gelöst werden. Versagt dieses, wird das iterative Gauß-Seidel-Verfahren vorgeschlagen. Sind die Mittelpunkte des

Vektors der rechten Seite ungleich Null, soll das Verfahren nach Hansen angewandt werden. Sofern dies nicht um-

setzbar ist, wird ebenfalls auf das Gauß-Seidel-Verfahren verwiesen. In der Ökobilanzierung ist mindestens eine

Komponente des Bedarfsvektors auf der rechten Seite ungleich Null. Iterative Verfahren werden in dieser Arbeit

nicht berücksichtigt (Erläuterung hierzu vgl. Kapitel 3.7). Bei Produktmatrizen, die keiner M-Matrix entsprechen,

sollte demnach für die Testreihen dieser Arbeit vorrangig das Verfahren von Hansen angewandt werden.

8.6 Testreihen zur Analyse und Verifikation

Die implementierten Methoden werden auf Basis von Testreihen analysiert und verifiziert. Der Vergleich basiert

vorwiegend auf den Gauß-Verfahren siga, sopt und salt, den Adjunkten-Verfahren adivaOrigin, adiheu und adi-

perm sowie den Methoden hansen, beeck, ning26 und piga. Der Aufbau und die Vorgehensweise dieser Testreihen

wird nachfolgend erläutert. Die Analyse und Auswertung ausgewählter Testreihen erfolgt in Kapitel 10. Zur Ein-

ordnung der Unsicherheit der Ergebnisintervalle und zur vergleichenden Analyse der Ergebnisse wird der Unsi-

cherheitsindex UnsI verwendet (Erläuterung zum Unsicherheitsindex vgl. Kapitel 8.5.4). Als Referenz dienen die

Ergebnisse der vollständigen Szenarioanalyse.

8.6.1 Aufbau und Ziel der Testreihen

Es werden verschiedene Tests und Testreihen durchgeführt. Diese lassen sich wie folgt zusammenfassen:

• Parameterstudien zur Bewertung der Intervallweiten der Ergebnisse und Verifikation der Gleichungslöser

• Tests zur Verifikation einzelner Methoden

• Tests zur Erprobung des Rechenzeitaufwands

Mit den Parameterstudien soll zum einen überprüft werden, ob die Solver die Gültigkeitskriterien erfüllen (Defi-

nition der Gültigkeitskriterien vgl. Kapitel 8.4.2). Zum anderen sollen die Ergebnisse der Methoden miteinander

verglichen werden. Hierbei soll auch analysiert werden, ob bestimmte Solver bei H-, M- oder Z-Matrixtypen als
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besonders geeignet zu betrachten sind. Ebenso soll analysiert werden, ob es Solver gibt, die bei speziellen Pro-

duktsystemstrukturen schmalere Ergebnisintervalle liefern als andere. Dabei gilt es auch zu beachten, wie groß

die Abweichungen der Näherungsverfahren zur Hülle der Lösungsmenge sind.

Die Testreihen setzen sich aus Parametervariationen an Produktsystemen mit drei Prozessmodulen zusam-

men. Es werden die Skalierungsvektoren der Produktsysteme berechnet sowie die UnsI-Werte der Ergebnisinter-

valle. Auf fiktive Elementarflüsse sowie eine Wirkungsabschätzung dieser wird verzichtet. Grund hierfür ist, dass

zur Berechnung des Umweltvektors sowie des Wirkungsvektors (Definition von „Umweltvektor“ sowie „Wirkungs-

vektor“ vgl. Kapitel 5.4.2) festgelegte Intervalle lediglich miteinander multipliziert und aufaddiert werden. Diese

Berechnungsschritte führen nicht zum Problem abhängiger Intervalle.

Neben den Parameterstudien gibt es weitere Tests zur Überprüfung der Funktionalität der Methoden. Die Me-

thode adisplit zum Splitten der Produktmatrix wird anhand einzelner, größerer Produktmatrizen erprobt. Dane-

ben werden automatisiert große Produktsysteme erzeugt, die Matrixdimensionen zwischen 100 und 3000 aufwei-

sen. Sie dienen zur Erprobung des Rechenzeitaufwands diverser Methoden. Fragen, die unter anderem mithilfe

der Tests geklärt werden sollen, sind die folgenden:

• Erfüllen die Ergebnisse aller Methoden die Anforderungen an das Berechnungsverfahren?

• Wie groß sind die Abweichungen der Ergebnisse zwischen den einzelnen Methoden?

• Erweisen sich einzelne Matrizen bei bestimmten Produktsystemstrukturen oder Matrixtypen bzw. Matrix-

dimensionen als besonders geeignet bzw. ungeeignet?

• Lassen sich die Methoden kombinieren oder eine Verfahren zur Wahl einzelner Methoden ableiten, mit der

möglichst schmale Ergebnisintervalle unter Berücksichtigung der Rechenzeit kalkuliert werden?

Aus den Analysen soll dann ein allgemeines Verfahren abgeleitet werden, das unter Berücksichtigung des Zeitauf-

wands und der Produktsystemstrukturen die jeweils geeigneten Methoden bereitstellt.

8.6.2 Ausgangssituation der Parameterstudien

Im Rahmen der Parameterstudien werden fiktive Produktsysteme modelliert und systematisch eine Vielzahl von

Variationen dieser Produktsysteme entwickelt. Die Grundstruktur der Produktsystem ist linear oder baumartig.

Die Produktsysteme umfassen drei Prozessmodule, die auch als komprimierte (Sub-)Systeme aufgefasst werden

können. Die geringe Anzahl von Prozessmodulen ermöglicht eine vollständige Szenarioanalyse der Produktsy-

steme. Es werden konstante Parameter definiert, welche die Grundstruktur der Produktsysteme festlegen. Für alle

übrigen Matrixelemente werden weitere Parameter definiert, die variiert werden (Beschreibung der Parameter vgl.

Kapitel 8.6.3, Tabelle 8.4). Die Vorzeichen der Parameter haben einen wesentlichen Einfluss auf die Systemstruktur

der Produktsysteme. Daher werden die zu variierenden Parameter wie folgt bestimmt:

• Nullintervall (Begriffserklärung „Nullintervall“ vgl. Kapitel 3.1),

• negatives Intervall mit einer Intervallweite 6= 0,

• dessen positives Pendant.

Sie beschreiben zusätzliche Inputs bzw. zusätzlich erzeugte Koppelprodukte, die gemäß der Modellierungskrite-

rien Intervallweiten ungleich Null aufweisen dürfen - sie werden daher als negative bzw. positive Intervalle mit
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Intervallweiten ungleich Null definiert. Die Anzahl der möglichen, variierbaren Parameter Pvar eines Produktsy-

stems ergibt sich aus der Anzahl der Matrixelemente abzüglich der Output- und Inputelemente, die konstant ge-

halten werden. Für ein Produktsystem mit linearer oder baumartiger Grundstruktur und n Prozessmodulen kann

sie wie folgt berechnet werden:

Pvar = 3n2−2n+1

Die Variationen stellen weitere Produktsysteme dar. Durch zusätzliche Parameter, die keine Nullintervalle sind,

wird die lineare bzw. baumartige Struktur gestört und es entstehen Hyper-Produktsysteme unterschiedlicher Art.

Insgesamt werden in dieser Arbeit zehn Methoden und 162 Produktsysteme mit jeweils drei Prozessmodulen aus-

gewertet, woraus sich insgesamt 4860 Skalierungsfaktoren ergeben.

8.6.3 Systemstruktur der fiktiven Produktsysteme

In dieser Arbeit werden fiktive Produktsysteme in der Testreihe 3x3-linear mit linearer Grundstruktur sowie der

Testreihe 3x3-baum mit einer baumartigen Grundstruktur und jeweils drei Prozessmodulen M1, M2 und M3 er-

stellt. Das Hauptprodukt von Prozessmodul M1 ist das Produkt P1, das von Prozessmodul M2 ist das Produkt P2

und durch Prozessmodul M3 entsteht das Produkt P3. Es werden die Skalierungsfaktoren S1, S2 und S3 berechnet

und die Ergebnisse zur Verifikation verwendet. Der Skalierungsfaktor S1 gibt dabei die notwendige Skalierung des

Prozessmoduls M1 wieder, analog dazu stellen die Skalierungsfaktoren S2 und S3 die erforderliche Skalierung der

Prozessmodule M2 und M3 dar. Die Grundstruktur der Produktsysteme ist linear und baumartig. Hierfür werden

die Parameter x bis z definiert. Sie sind in Tabelle 8.3 aufgelistet.

Tabelle 8.3: Konstante Parameter der Testreihen.

Parameter Intervall

x [-1.05 , -0.95]

y [-1.1 , -0.9]

z [-1.01, -0.99]

Die Parameter ai bis di mit den Indizes i von 0,1,2 werden innerhalb der einzelnen Testreihen variiert durch

Zuweisung unterschiedlicher Werte bzw. Intervalle. Sie sind in Tabelle 8.4 aufgelistet.

Tabelle 8.4: Variierte Parameter der Testreihen.

Parameter i=0 i=1 i=2

ai [0 , 0] [-0.3, -0.1] [0.1, 0.3]

bi [0 , 0] [-0.4, -0.2] [0.2, 0.4]

ci [0 , 0] [-0.15, -0.05] [0.05, 0.15]

di [0 , 0] [-0.35, -0.25] [0.25, 0.35]

Eine lineare oder baumartige Struktur ist für diejenigen Produktsysteme gegeben, bei denen die Indizes der

Parameter ai bis di null sind. Ist dies nicht der Fall, ergeben sich andere Systemstrukturen, wie Produktsyste-

121



me mit Schleifen durch Verzweigung und/oder Zusammenfluss, Produktsysteme mit Pseudoschleifen und/oder

pseudo-baumartiger Struktur sowie Mischstrukturen, in denen sowohl Schleifen als auch pseudoartige Strukturen

vorzufinden sind. Schleifen durch Rezyklierung kommen nicht vor, da hierfür eine Veränderung der Grundstruk-

tur erforderlich ist.

Abbildung 8.10: Produktsystem mit linearer Grundstruktur, variierende Inputs und Outputs in grau.

Abbildung 8.11: Produktsystem mit baumartiger Grundstruktur, variierende Inputs und Outputs in grau.

In Abbildung 8.10 ist das Produktsystem mit drei Prozessmodulen und linearer Grundstruktur dargestellt, wo-

bei die variierenden Inputs und Outputs in grau dargestellt sind. Analog hierzu ist in Abbildung 8.11 ein Produkt-

system mit baumartiger Grundstruktur dargestellt.

Tabelle 8.5: Grundstruktur der Produktsysteme mit drei Prozessmodulen.

Bezeichnung Produktmatrix

3x3-linear


M1 M2 M3

P1 1 −x1 ai

P2 bi 1 −y1

P3 ci di 1



3x3-baum


M1 M2 M3

P1 1 ai −x1

P2 bi 1 −y1

P3 ci di 1



In Tabelle 8.5 sind die entsprechenden Produktmatrizen der beiden Testreihen 3x3-linear und 3x3-baum auf-

gelistet. Insgesamt werden 4860 Ergebnisintervalle von zehn Methoden und 162 Produktsystemen in den beiden

Testreihen 3x3-linear und 3x3-baum erzeugt.
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8.6.4 Auswertungsmethoden

Die aus der vollständigen Szenarioanalyse ermittelten Ergebnisintervalle wurden zur Beurteilung der Gültigkeit

der intervallbasierten Methoden herangezogen. Die Grenzwerte der über die Näherungsverfahren ermittelten Er-

gebnisse der Gleichungslöser dürfen die Untergrenze des Referenzintervalls nicht überschreiten und gleichzeitig

die Obergrenze des Referenzintervalls nicht unterschreiten. Ansonsten sind sie für das in dieser Arbeit zu ent-

wickelnde Verfahren ungeeignet. Durch Vergleich der Ergebnisintervalle wird identifiziert, welche Methoden die

engsten Ergebnisintervalle liefern und wie sehr sie von der Hülle der Lösungsmenge abweichen.

Zur Beurteilung der Ergebnisse wird der Unsicherheitsindex UnsI verwendet. Er dient bei der Auswertung der

Testreihen auch zum Vergleich der Ergebnisintervalle, ohne dass die tatsächlichen Intervallgrenzen der Resultate

betrachtet werden müssen. Grund hierfür ist, dass alle Ergebnisintervalle die Hülle der Lösungsmenge umhüllen

müssen; dies ist in den Gültigkeitskriterien (Gültigkeitskriterien vgl. Kapitel 8.4.2) festgelegt. Verfahren, welche

dieses Kriterium nicht erfüllen, sind daher nicht für das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren geeignet. Je höher

der UnsI-Wert eines Ergebnisses im Vergleich zu einem anderen ist, desto größer ist die Oberhülle - damit wer-

den in der Regel auch die Ergebnisintervalle der Ergebnisse mit niedrigeren UnsI-Werten umhüllt. Mitunter kann

es aber auch Ausnahmen geben: so kann es sein, dass sich Intervalle der Oberhüllen auch überschneiden, nicht

aber das Intervall, welches die Hülle der Lösungsmenge beschreibt. Zur besseren Lesbarkeit wird vorwiegend auf

die Angabe des UnsI in Prozent verzichtet und dieser stattdessen als Dezimalzahl aufgeführt. Die Auswertung

gleichartiger Produktsysteme aufgrund desselben Matrixtyps oder gleichartiger Prozessmodule aufgrund dersel-

ben Anordnung im Produktsystem erfolgt über das arithmetische Mittel und/oder den Median; die Abweichung

zwischen den UnsI-Werten der Hüllen der Lösungsmengen und den Näherungsverfahren wird absolut und pro-

zentual erfasst.
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Kapitel 9

Java-basierte Implementierung

Die Implementierung des in dieser Arbeit vorgestellten Entwicklungsverfahrens beruht auf der Programmierspra-

che Java. Das Java-Paket heißt Ivari („Intervallarithmetik“) und enthält alle notwendigen Klassen und Methoden

zur matrix- und intervallbasierten Berechnung. Die Erzeugung von intervallbasierten Skalaren, Vektoren und Ma-

trizen werden über die Klassen IvariScalar, IvariVector und IvariMatrix ermöglicht. Ivari wird als .jar-File in das

Ökobilanzierungsprogramm MultiVaLCA („Multi Value Life Cycle Assessment“) (Erläuterungen zu MultiVaLCA

vgl. Kapitel 5.5.2) importiert, welches die grafische Benutzeroberfläche (engl. „Graphical User Interface“, kurz

GUI) für die Durchführung von Ökobilanzen bereitstellt.

Abbildung 9.1: Ivari-Objekte werden an verschiedenen Stellen von MultiVaLCA eingegeben bzw. erstellt.
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Die IvariScalare können über die GUI von MultiVaLCA bei der Quantifizierung von Flüssen und Charakterisie-

rungsfaktoren eingegeben werden (vgl. auch Abbildung 9.1). Durch Zusammenfügen mehrerer Komponenten er-

geben sich IvariVectoren und IvariMatrizen. Im Folgenden werden einige der durchgeführten Implementierungs-

arbeiten erläutert. Es werden Tests durchgeführt, um die Methoden und Klassen zu erproben. Beispiele hierzu

sind im Anhang aufgeführt (vgl. Anhang A). In Kapitel 9.1 wird der grundlegende Aufbau des Java-Pakets erläutert.

Kapitel 9.2 wird die Verwaltung der implementierten Berechnungsalgorithmen vorgestellt. Kapitel 9.3 enthält In-

formationen zu den Methoden, welche auf Basis einer vollständigen Szenarioanalyse die Hülle der Lösungsmenge

ermitteln können. In Kapitel 9.4 werden die Implementierungsarbeiten weiterer Solver behandelt. Abschließend

werden die Methoden zum Splitten der Matrix in Kapitel 9.5 vorgestellt.

9.1 Aufbau von Ivari

Das Paket Ivari besteht aus zwei Java-Packages. In einem Package sind diverse Klassen zur Definition von Intervall-

Skalaren, Intervall-Vektoren und Intervall-Matrizen sowie die notwendigen arithmetischen Methoden implemen-

tiert. Das Paket Ivari verbindet das Matrix-Konstrukt, wie es im Java-Paket JAMA verfügbar ist, mit der Intervalla-

rithmetik, welche durch diverse Methoden im Java-Paket IAMath unterstützt wird (Paket IAMath und Paket JAMA

vgl. auch Kapitel 2.2.4, Abschnitt „Programmiersprache Java“). Das andere Package beinhaltet diverse Klassen mit

Tests zur Verifikation der implementierten Methoden. Im folgenden Kapitel werden die grundlegenden Aspekte

und Methoden der drei grundlegenden Klassen IvariScalar, IvariVector und IvariMatrix erläutert, welche die Basis

des intervallbasierten Matrix-Konstrukts bilden (vgl. auch Abbildung 9.2).

9.1.1 IvariScalar.java

Die Klasse IvariScalar (vgl. Code 9.1) dient zur Erzeugung und dem Umgang mit Objekten, welche eine Intervall-

Skalar repräsentieren. Sie enthält zwei Instanzvariablen: die Variable lowerBound (vgl. Code 9.1, Zeile 5) des pri-

mitiven Datentyps double, welche zur Definition der Untergrenze des Intervall-Skalars dient und analog upper-

Bound (vgl. Code 9.1, Zeile 6) zur Beschreibung der Obergrenze des repräsentierten Intervalls. Es werden zwei

Konstruktoren bereitgestellt: ein parameterloser Konstruktor (vgl. Code 9.1, Zeile 9 f.) und ein Konstruktor mit

zwei Parametern (vgl. Code 9.1, Zeile 12 ff.) vom Typ double, durch die dem zu erzeugenden IvariScalar-Objekt

direkt ein lowerBound und upperBound zugewiesen werden kann.

Code 9.1: Instanzvariablen und Konstruktoren von IvariScalar.java

1

2 public class IvariScalar {

3

4 // Instanzvariablen

5 private double lowerBound;

6 private double upperBound;

7

8 // Konstruktoren

9 public IvariScalar() {

10 }

11

12 public IvariScalar(double lowerBound, double upperBound) {

13 this.lowerBound = lowerBound;

14 this.upperBound = upperBound;

15 }
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Abbildung 9.2: Die Klassen IvariScalar, IvariVector und IvariMatrix mit einzelnen Instanzvariablen und Methoden.
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16 //...

17 }

Wesentliche Methoden der Klasse sind die grundlegenden intervallarithmetischen Operationen zur Addition,

Subtraktion, Multiplikation und Division (Informationen zu intervallarithmetischen Operationen vgl. auch Kapitel

3.2). Der folgende Code (vgl. Code 9.2) zeigt exemplarisch die Berechnung der Inversen sowie der Division von

Skalaren durch die Methoden inv() zur Kehrwertbildung (vgl. Code 9.2, Zeile 2 ff.) sowie div(IvariScalar scalar) zur

Division (vgl. Code 9.2, Zeile 14 ff.), wobei durch beide ein Objekt des Typs IvariScalar zurückgegeben wird.

Code 9.2: Methoden inv() und div(IvariScalar scalar)

1 // Methode zur Kehrwertbildung eines IvariScalar

2 public IvariScalar inv() throws ArithmeticException {

3 IvariScalar result = new IvariScalar(1.,1.);

4 if (this.upperBound*this.lowerBound <= 0) {

5 throw new ArithmeticException("Fehler bei Kehrwertberechnung");

6 } else {

7 result.setLowerBound(1/this.upperBound);

8 result.setUpperBound(1/this.lowerBound);

9 }

10 return result;

11 }

12

13 // Methode zur Division des IvariScalars this durch das IvariScalar scalar

14 public IvariScalar div(IvariScalar scalar) throws ArithmeticException {

15 IvariScalar result = this.mult(scalar.inv());

16 return result;

17 }

Die Kehrwertbildung ist nur zulässig, wenn die Ober- und Untergrenze eines Skalars keine unterschiedlichen Vor-

zeichen aufweisen, d. h. die Null nicht innerhalb der Intervallgrenzen liegt. Ansonsten wird der Programmablauf

durch das Auslösen einer Exception beendet und in der Konsole wird die Fehlermeldung „Fehler bei Kehrwert-

berechnung“ (vgl. Code 9.2, Zeile 5) ausgegeben. Die Division erfolgt durch Multiplikation mit dem Kehrwert von

IvariScalar scalar.

9.1.2 IvariVector.java

Die Klasse IvariVector (vgl. Code 9.3) dient zur Erzeugung und dem Umgang mit Objekten, welche einen Intervall-

Vektor repräsentieren. Sie enthält zwei Instanzvariablen: die Variable vector vom Typ eines Arrays (vgl. Code 9.3,

Zeile 4), welches Objekte vom Typ IvariScalar enthält, sowie die Variable size (vgl. Code 9.3, Zeile 5) vom primitiven

Integer-Typ.

Code 9.3: Instanzvariablen und Konstruktoren von IvariVector.java

1 public class IvariVector {

2

3 // Instanzvariablen

4 private IvariScalar[] vector;

5 private int size;

6

7 // Konstruktoren

8 public IvariVector(int n) {

9 vector = new IvariScalar[n];
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10 size = n;

11 for (int j=0; j<size; j++) {

12 vector[j] = new IvariScalar(.0, .0);

13 }

14 }

15

16 public IvariVector(IvariVector iVector) {

17 size = iVector.size;

18 vector = new IvariScalar[size];

19 for (int j=0; j<size; j++) {

20 vector[j] = iVector.getValue(j);

21 }

22 }

23

24 public IvariVector(double[] a, double[] b) {

25 size = a.length;

26 vector = new IvariScalar[size];

27 for (int i=0; i<size; i++) {

28 IvariScalar s = new IvariScalar(a[i], b[i]);

29 vector[i] = s;

30 }

31 }

32 //...

33 }

IvariVector enthält diverse Konstruktoren. Ein IvariVector kann mit einer bestimmten Dimension n erzeugt wer-

den (vgl. Code 9.3, Zeile 8 ff.). Daneben kann der Konstruktor durch Eingabe eines Parameters vom Typ IvariVector

aufgerufen werden (vgl. Code 9.3, Zeile 16 ff.). Eine weitere Möglichkeit zur Erzeugung eines Objekts des Typs Iva-

riVector ist die Angabe zweier eindimensionaler Arrays double[] a sowie double[] b (vgl. Code 9.3, Zeile 24 ff.),

wobei a die Untergrenzwerte und b die Obergrenzwerte des zu erzeugenden Objekts enthält.

Code 9.4: Methoden mult(IvariScalar s) und changeValues(int i, int j)

1 // Methode zur Multiplikation eines IvariVectors mit einem IvariScalar s

2 public IvariVector mult(IvariScalar scalar) {

3 IvariVector result = new IvariVector(size);

4 for (int i=0; i<size; i++) {

5 result.setValue(i,vector[i].mult(scalar));

6 }

7 return result;

8 }

9

10 // Methode zum Vertauschen zweier Zeilen i und j eines IvariVectors

11 public void changeValues(int i, int j) {

12 IvariScalar h = this.getValue(i);

13 this.setValue(i, this.getValue(j));

14 this.setValue(j, h);

15 }

Zwei wesentliche Methoden zur Änderung von Objekten des Typs IvariVector sind die Methode mult(IvariScalar

scalar) und changeValues(int i, int j) (vgl. Code 9.4). Die Methode mult(IvariScalar scalar) (vgl. Code 9.4, Zeile 2 ff.)

dient zur Multiplikation eines IvariVectors mit einem IvariScalar, zurückgegeben wird der resultierende IvariVec-

tor. Die Methode changeValues(int i, int j) (vgl. Code 9.4, Zeile 11 ff.) vertauscht die i -te Zeile eines IvariVectors mit

der j -ten Zeile.
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9.1.3 IvariMatrix.java

Die Klasse IvariMatrix (vgl. Code 9.5) dient zur Erzeugung und dem Umgang mit Objekten, welche eine Intervall-

Matrix repräsentieren. Sie enthält drei Instanzvariablen: die Variable matrix vom Typ eines zweidimensionalen

Arrays (vgl. Code 9.5, Zeile 4), welches Objekte vom Typ IvariScalar enthält, sowie die Variablen numberRows und

numberColumns (vgl. Code 9.5, Zeile 5 und Zeile 6) vom primitiven Integer-Typ.

Code 9.5: Instanzvariablen und Konstruktoren von IvariMatrix.java

1 public class IvariMatrix {

2

3 //Instanzvariablen

4 private IvariScalar[][] matrix;

5 private int numberRows;

6 private int numberColumns;

7

8 //Konstruktoren

9 public IvariMatrix() {

10 }

11

12 public IvariMatrix(int n) {

13 matrix = new IvariScalar[n][n];

14 numberRows = n;

15 numberColumns = n;

16 }

17

18 public IvariMatrix(int i, int j) {

19 matrix = new IvariScalar[i][j];

20 numberRows = i;

21 numberColumns = j;

22 }

23

24 public IvariMatrix(double[][] a, double[][] b){

25 numberRows = a.length;

26 numberColumns = a[0].length;

27 matrix = new IvariScalar[numberRows][numberColumns];

28 for (int i=0; i<numberRows; i++) {

29 for (int j=0; j<numberColumns; j++) {

30 IvariScalar s = new IvariScalar(a[i][j], b[i][j]);

31 matrix[i][j] = s;

32 }

33 }

34 }

35 //...

36 }

IvariMatrix enthält diverse Konstruktoren. Ein Objekt vom Typ einer IvariMatrix kann mit einer bestimmten Di-

mension ∈ IRnxn erzeugt werden (vgl. Code 9.5, Zeile 12 ff.); ein Objekt mit der Dimension mxn kann durch die

Angabe zweier Integers generiert werden (vgl. Code 9.5, Zeile 18 ff.). Eine weitere Möglichkeit zur Erzeugung eines

Objekts des Typs IvariMatrix ist die Angabe zweier Matrizen in Form von zweidimensionalen Arrays double[][] a

sowie double[][] b (vgl. Code 9.5, Zeile 24 ff.), wobei a die Untergrenzwerte und b die Obergrenzwerte des zu

erzeugenden IvariMatrix-Objekts enthält. Die grundlegenden Methoden der Klasse IvariMatrix dienen zur Durch-

führung arithmetischer Operationen sowie elementarer Matrixumformungen (vgl. Code 9.6).
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Code 9.6: Methoden multMatrix(IvariMatrix matrixB), multVector(IvariVector vector), changeRows(int i, int j) und

changeColumns(int i, int j)

1 // Methode zur Multiplikation einer IvariMatrix mit einer IvariMatrix matrixB

2 public IvariMatrix multMatrix(IvariMatrix matrixB) {

3 if (numberColumns != matrixB.getSize()) {

4 throw new ArithmeticException("Abweichende Dimensionen");

5 }

6 IvariMatrix result = new IvariMatrix(numberRows);

7 IvariScalar nullScalar = new IvariScalar(0,0);

8 for (int m = 0; m< numberRows; m++) {

9 for (int n = 0; n< numberRows; n++) {

10 result.setValue(m, n, nullScalar);

11 }

12 }

13 for (int k=0; k<numberRows; k++) {

14 for (int i=0; i<numberColumns; i++) {

15 for (int j = 0; j < numberRows; j++){

16 result.setValue(i,k, result.getValue(i,k).add(matrixB.getValue(i,j).mult(this.getValue(j,

k))));

17 }

18 }

19 }

20 return result;

21 }

22

23

24 // Methode zur Multiplikation einer IvariMatrix this mit einem IvariVector vector

25 public IvariVector multVector(IvariVector vector) throws ArithmeticException {

26 if (numberColumns != vector.getSize()) {

27 throw new ArithmeticException("Abweichende Dimensionen");

28 }

29 IvariVector result = new IvariVector(numberRows);

30 for (int j=0; j<numberRows; j++) {

31 result.setValue(j, new IvariScalar(0., 0.));

32 for (int k=0; k<numberColumns; k++) {

33 result.setValue(j, result.getValue(j).add(getValue(j,k).mult(vector.getValue(k))));

34 }

35 }

36 return result;

37 }

38

39 // Methode zum Vertauschen zweier Zeilen einer IvariMatrix

40 public void changeRows(int i, int j) {

41 for (int k=0; k<numberRows; k++) {

42 IvariScalar h = this.getValue(i, k);

43 this.setValue(i, k, this.getValue(j, k));

44 this.setValue(j, k, h);

45 }

46 }

47

48 // Methode zum Vertauschen zweier Spalten einer IvariMatrix

49 public void changeColumns(int i, int j) {

50 for (int k=0; k<numberRows; k++) {

51 IvariScalar h = this.getValue(k, i);
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52 this.setValue(k, i, this.getValue(k, j));

53 this.setValue(k, j, h);

54 }

55 }

Die Methode multMatrix(IvariMatrix matrixB) (vgl. Code 9.6, Zeile 2 ff.) dient zur Multiplikation zweier Objekte

des Typs IvariMatrix, zurückgegeben wird die IvariMatrix result. Mit der Methode multVector(IvariVector vector)

(vgl. Code 9.6, Zeile 25 ff.) wird ein IvariMatrix-Objekt mit einem Objekt des Typs IvariVector multipliziert, zurück-

gegeben wird der resultierende IvariVector result. Durch die Methoden changeRows(int i, int j) (vgl. Code 9.6, Zeile

40 ff.) bzw. changeColumns(int i, int j) (vgl. Code 9.6, Zeile 49 ff.) können die i -te Zeile bzw. Spalte einer IvariMatrix

mit der j -ten Zeile bzw. Spalte vertauscht werden.

9.2 Verwaltung der implementierten Berechnungsalgorithmen

Es wurden verschiedene intervallbasierte Gleichungslöser programmiert. Die Verwaltung dieser erfolgt über die

Enumeration Solver und die Methode solve(Solver chosen, IvariVector vector), mit der die entsprechenden Glei-

chungslöser aufgerufen werden können (vgl. auch Abbildung 9.3).

Abbildung 9.3: Die Enumeration Solver sowie die Methode zum Aufruf der Gleichungslöser in IvariMatrix.

9.2.1 Solver.java

Die Enumeration Solver (vgl. Code 9.7) dient als Aufzählungstyp zur Verwaltung der verschiedenen implementier-

ten Algorithmen, mit denen das Intervall-Gleichungssystem gelöst werden kann.

Code 9.7: Enumeration Solver.java zur Verwaltung der Berechnungsalgorithmen

1 public enum Solver {

2 piga,

3 brute,

4 siga,

5 salt,

6 sopt,

7 adivaOrigin,

8 adiheu,

9 adiperm,

10 adisplit,

11 hansen,

12 rohn,

13 beeck,

14 ning22,

15 ning26,

16 picky,
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17 quickpick,

18 quickily;

19 }

9.2.2 Methode solve(Solver chosen, IvariVector s)

Die Methoden zur Ausführung der entsprechenden Solver wurde in der Klasse IvariMatrix implementiert. Der aus-

gewählte Solver sowie der Bedarfsvektor vom Typ IvariVector werden der Methode solve(Solver chosen, IvariVector

s) (vgl. Code 9.8) übergeben, wodurch dann die entsprechenden Methoden aufgerufen werden.

Code 9.8: Methode solve(Solver chosen, IvariVector s)

1 public IvariVector solve(Solver chosen, IvariVector s) throws Exception {

2 IvariVector result = new IvariVector(s);

3 switch (chosen) {

4 case piga:

5 result = gaussPlu2(s);

6 break;

7 case brute:

8 result = gaussPlus(s);

9 break;

10 case siga:

11 result = gauss(chosen, s);

12 break;

13 case salt:

14 result = gauss(chosen, s);

15 break;

16 case sopt:

17 result = gaussOpt(s);

18 break;

19 case adivaOrigin:

20 result = adivaOrigin(s);

21 break;

22 case adiheu:

23 result = adiheu(s);

24 break;

25 case adiperm:

26 result = adiperm(s);

27 break;

28 case adisplit:

29 result = adisplit(s);

30 break;

31 case hansen:

32 result = solverHansen(s);

33 break;

34 case rohn:

35 result = solverRohn(s);

36 break;

37 case beeck:

38 result = solverBeeck(s);

39 break;

40 case ning22:

41 result = solverNing22(s);

42 break;
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43 case ning26:

44 result = solverNing26(s);

45 break;

46 case picky:

47 result = picky(s);

48 break;

49 case quickpick:

50 result = quickpick(s);

51 break;

52 case quickily:

53 result = quickily(s);

54 break;

55 default:

56 break;

57 }

58 ...

59 return result;

60 }

Die Auswahl der Methode erfolgt durch die Mehrfachverzweigung switch (vgl. Code 9.8, Zeile 3 ff.). Unabhängig

von der Auswahl der Methoden verweisen die berechneten Ergebnisse allesamt auf den IvariVector result, der von

der Methode zurückgegeben wird.

9.3 Solver brute und piga zur vollständigen Szenarioanalyse

Zur Verifikation der Intervall-Gleichungslöser dienen die Solver piga und brute (vgl. Code 9.7, Zeile 2 f.), mit denen

eine vollständige Szenarioanalyse durchgeführt werden kann. Bei diesen Solvern kommen somit nicht die inter-

vallarithmetischen Rechenoperationen (intervallarithmetische Rechenoperationen vgl. Kapitel 3.2) zur Anwen-

dung. Der Solver piga stellt eine hinsichtlich der Rechenzeit verbesserte Variante zum Solver brute dar. Während

brute ungeachtet von zusammenfallenden Intervallunter- und Intervallobergrenzen des Gleichungssystems und

einhergehenden Intervallweiten von 0 alle Variationen berechnet und so auch Dopplungen zulässt, ermittelt piga

derlei Intervalle und verzichtet hier auf eine Variation. Die Solver greifen zur Berechnung auf die Methoden gaus-

sPlus(IvariVector s) (vgl. Kapitel 9.3.1), gaussPlu2(IvariVector s) (vgl. Kapitel 9.3.2) und gaussPlusKern(double[][]

matrixP1, double[] vectorP1) (vgl. Kapitel 9.3.3) zurück.

9.3.1 Methode gaussPlus(IvariVector s)

Die Methode gaussPlus(IvariVector s) (vgl. Code 9.9) ist Teil der Klasse IvariMatrix (vgl. Kapitel 9.1.3). Zunächst wer-

den alle Untergrenzwerte der zu variierenden IvariMatrix this sowie des zugehörigen IvariVectors s gespeichert im

zweidimensionalen Array matrixP und im eindimensionalen Array vectorP (vgl. Code 9.9, Zeile 2 f.) vom primi-

tiven Datentyp double (vgl. Code 9.9, Zeile 6 ff.). Durch Aufruf der Methode gaussPlusKern(double[][] matrixP1,

double[] vectorP1) wird das sich ergebene Gleichungssystem gelöst und die Ergebnisse sowohl als Unter- als auch

Obergrenzwert dem IvariVector result übergeben (vgl. Code 9.9, Zeile 12 ff.). Durch eine Schleife mit einem Schlei-

fenzähler k von 0 bis zur Anzahl der Variationen 2(n+1)·(n) werden alle möglichen Variationen der Matrix matrixP

sowie des Vektors vectorP gebildet (vgl. Code 9.9, Zeile 17 ff.). Dies erfolgt durch Teilung des Schleifenzählers k bei

jedem Schleifendurchlauf durch 2. Bleibt ein Rest, wird den Objekten der Obergrenzwert der IvariMatrix this bzw.

des IvariVectors s übergeben, anderenfalls der Untergrenzwert (vgl. Code 9.9, Zeile 19 ff. und Code 9.9, Zeile 26

ff.)).
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Das resultierende Gleichungssystem wird erneut berechnet (vgl. Code 9.9, Zeile 35). Unterschreiten die Ergeb-

nisse die bisherigen Untergrenzwerte bzw. überschreiten die Ergebnisse die bisherigen Obergrenzwerte, werden

dem IvariVector result die geringeren Werte als Untergrenzwert und die höheren Werte als Obergrenzwert überge-

ben (vgl. Code 9.9, Zeile 36 ff).

Code 9.9: Methode gaussPlus(IvariVector s)

1 private IvariVector gaussPlus(IvariVector s) {

2 double[][] matrixP = new double[numberRows][numberRows];

3 double[] vectorP = new double[numberRows];

4 double[] resultP = new double[numberRows];

5 IvariVector result = new IvariVector(numberRows);

6 for (int i=0; i<numberRows; i++) {

7 vectorP[i]=s.getValue(i).getLowerBound();

8 for (int j=0; j<spalAnz; j++) {

9 matrixP[i][j]=this.getValue(i,j).getLowerBound();

10 }

11 }

12 resultP = gaussPlusKern(matrixP, vectorP);

13 for (int i=0; i<numberRows; i++) {

14 IvariScalar is = new IvariScalar(resultP[i],resultP[i]);

15 result.setValue(i,is);

16 }

17 for (int k = 0; k < Math.pow(2,numberRows*(numberRows+1)); k++) {

18 int k1 = k; int k2 = 0;

19 for (int i=0; i<numberRows; i++) {

20 k2 = k1 % 2; k1 = k1 / 2;

21 if (k2 == 0) {

22 vectorP[i]=s.getValue(i).getLowerBound();

23 } else {

24 vectorP[i]=s.getValue(i).getUpperBound();

25 }

26 for (int j=0; j<spalAnz; j++) {

27 k2 = k1 % 2; k1 = k1 / 2;

28 if (k2 == 0) {

29 matrixP[i][j]=this.getValue(i,j).getLowerBound();

30 } else {

31 matrixP[i][j]=this.getValue(i,j).getUpperBound();

32 }

33 }

34 }

35 resultP = gaussPlusKern(matrixP, vectorP);

36 for (int i=0; i<numberRows; i++) {

37 IvariScalar is = result.getValue(i);

38 if (resultP[i] < is.getLowerBound()) {

39 is.setLowerBound(resultP[i]);

40 }

41 if (resultP[i] > is.getUpperBound()) {

42 is.setUpperBound(resultP[i]);

43 }

44 result.setValue(i,is);

45 }

46 }

47 return result;
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48 }

Die Methode gibt somit die minimalen Ergebnisse aller Variationen als Untergrenzwerte und die maximalen Er-

gebnisse aller Variationen als Obergrenzwerte, die im IvariVector result gespeichert wurden, zurück (vgl. Code 9.9,

Zeile 47). Der Algorithmus wurde in der Methode gaussPlu2(IvariVector s) verbessert, sodass nur Intervalle mit In-

tervallweiten 6= 0 berücksichtigt werden, wodurch die Anzahl der zu berechnenden Variationen reduziert werden

kann.

9.3.2 Methode gaussPlu2(IvariVector s)

Die Methode gaussPlu2(IvariVector s) stellt die optimierte Variante der Methode gaussPlus(IvariVector s) dar. Dafür

wird ein Objekt vom Typ eines Arrays mit der Dimension ∈R((n)∗(n+1)x2) instanziiert (vgl. Code 9.10, Zeile 2) wobei

n der Zeilenanzahl der betrachteten Intervallmatrix this und des zugehörigen Intervallvektors s entspricht (vgl.

Kapitel 9.1.3). Zusätzlich wird ein Zähler swapCounter vom primitiven Datentyp Integer eingeführt (vgl. Code 9.10,

Zeile 3), um die Eintragung der swapList zu verwalten.

Wenn sich die einzelnen unteren und oberen Grenzwerte der durchsuchten Intervalle um 0,01 % unterschei-

den, werden diese in den Objekten vectorP sowie matrixP gespeichert, anderenfalls wird der Mittelwert dieser ein-

getragen (vgl. Code 9.10, Zeile 8 ff.). Im ersten Fall wird die Zeilennummer des IvariVectors s in der ersten Spalte

der swapList eingetragen und der Wert -1 in der zweiten Spalte (vgl. Code 9.10, Zeile 16 f.) - beim IvariMatrix-

Objekt this wird analog in der ersten Spalte die Zeilennummer übergeben und in der zweiten Spalte die zugehöri-

ge Spaltennummer des aktuell abgefragten Matrixelements (vgl. Code 9.10, Zeile 31 f.). Nach jedem Eintrag in der

swapList wird der Zähler swapCounter um 1 erhöht (vgl. Code 9.10, Zeile 18 und Code 9.10, Zeile 33).

Code 9.10: Methode gaussPlu2(IvariVector s)

1 private IvariVector gaussPlu2(IvariVector s){

2 int[][] swapList = new int[numberRows*(numberRows+1)][2];

3 int swapCounter = 0;

4 double[][] matrixP = new double[numberRows][numberRows];

5 double[] vectorP = new double[numberRows];

6 double[] resultP = new double[numberRows];

7 IvariVector result = new IvariVector(numberRows);

8 for (int i=0; i<numberRows; i++) {

9 if ((s.getValue(i).getLowerBound() > 0.

10 && s.getValue(i).getLowerBound()

11 < s.getValue(i).getUpperBound() * .9999)

12 || (s.getValue(i).getLowerBound() < 0.

13 && s.getValue(i).getLowerBound()

14 < s.getValue(i).getUpperBound() * 1.0001)){

15 vectorP[i]=s.getValue(i).getLowerBound();

16 swapList[swapCounter][0]=i;

17 swapList[swapCounter][1]=-1;

18 swapCounter++;

19 } else {

20 vectorP[i]=(s.getValue(i).getLowerBound()

21 + s.getValue(i).getUpperBound())/2;

22 }

23 for (int j=0; j<numberColumns; j++){

24 if ((this.getValue(i,j).getLowerBound() > 0.

25 && this.getValue(i,j).getLowerBound()

26 < this.getValue(i,j).getUpperBound()*.9999)
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27 || (this.getValue(i,j).getLowerBound() < 0.

28 && this.getValue(i,j).getLowerBound()

29 <this.getValue(i,j).getUpperBound()*1.0001)){

30 matrixP[i][j]=this.getValue(i,j).getLowerBound();

31 swapList[swapCounter][0]=i;

32 swapList[swapCounter][1]=j;

33 swapCounter++;

34 } else {

35 matrixP[i][j]=(this.getValue(i,j).getLowerBound()

36 + this.getValue(i,j).getUpperBound())/2;

37 }

38 }

39 }

40 resultP = gaussPlusKern(matrixP, vectorP);

41 for (int i=0; i<numberRows; i++) {

42 IvariScalar is = new IvariScalar(resultP[i],resultP[i]);

43 result.setValue(i,is);

44 }

45 for (int k = 0; k < Math.pow(2,swapCounter); k++){

46 int k1 = k; int k2 = 0;

47 for (int i=0; i<swapCounter; i++) {

48 k2 = k1 % 2; k1 = k1 / 2;

49 if (k2 == 0) {

50 if (swapList[i][1] == -1) {

51 vectorP[swapList[i][0]]

52 = s.getValue(swapList[i][0]).getLowerBound();

53 } else {

54 matrixP[swapList[i][0]][swapList[i][1]]

55 = this.getValue(swapList[i][0],swapList[i][1]).getLowerBound();

56 }

57 } else {

58 if (swapList[i][1] == -1) {

59 vectorP[swapList[i][0]]

60 = s.getValue(swapList[i][0]).getUpperBound();

61 } else {

62 matrixP[swapList[i][0]][swapList[i][1]]

63 = this.getValue(swapList[i][0],swapList[i][1]).getUpperBound();

64 }

65 }

66 }

67 resultP = gaussPlusKern(matrixP, vectorP);

68 for (int i=0; i<numberRows; i++) {

69 IvariScalar is = result.getValue(i);

70 if (resultP[i] < is.getLowerBound()) {

71 is.setLowerBound(resultP[i]);

72 }

73 if (resultP[i] > is.getUpperBound()) {

74 is.setUpperBound(resultP[i]);

75 }

76 result.setValue(i,is);

77 }

78 }

79 return result;

80 }
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Anschließend wird analog zur Methode gaussPlus(IvariVector s) (vgl. Kapitel 9.3.1) die erste Variation von matrixP

und vectorP berechnet und dem IvariVector result die Ergebnisse übergeben (vgl. Code 9.10, Zeile 40). Die Erstel-

lung aller weiterer Variationen erfolgt ebenfalls analog zur Methode gaussPlus(IvariVector s) (vgl. Kapitel 9.3.1),

wobei der Schleifenzähler k nur von 0 bis zur Anzahl der eingetragenen Elemente der swapList läuft - womit ins-

gesamt weniger Schleifen durchgeführt werden als bei der Methode gaussPlus(IvariVector s). Ergibt die Division

durch 2 keinen Rest, werden erneut die unteren Grenzwerte in die Objekte vectorP und matrixP eingetragen, an-

derenfalls die oberen Grenzwerte. Zusätzlich wurde eine Verzweigung eingeführt. Dies bezweckt, dass durch die

Abfrage der zweiten swapList und den Wert -1 erkannt wird, ob die Eintragung dem IvariVector s oder der Ivari-

Matrix this zugeordnet ist (vgl. Code 9.10, Zeile 50 ff. und Code 9.10, Zeile 58 ff.).

Die so erstellten Variationen werden erneut berechnet (vgl. Code 9.10, Zeile 67) mit der Methode gaussplus-

Kern (vgl. folgendes Kapitel 9.3.3). Dabei werden gleichsam zur Methode gaussPlus (vgl. Kapitel 9.3.1 die Werte

des IvariVectors result überschrieben, wenn die jeweils berechneten und in resultP gespeicherten Ergebnisse die

bisherigen Untergrenzwerte unterschreiten bzw. die aktuellen Obergrenzwerte überschreiten (vgl. Code 9.9, Zeile

12 ff). Die Methode gibt die Minima und Maxima aller Variationen durch Rückgabe des IvariVectors result zurück

(vgl. Code 9.9, Zeile 79).

9.3.3 Methode gaussPlusKern(double[ ][ ] matrixP1, double[ ] vectorP1)

Das Verfahren der Methode gaussPlusKern(double[][] matrixP1, double[] vectorP1) (vgl. Code 9.11) entspricht im

Kern der intervallbasierten Methode gauss(Solver chosen, IvariVector s) (vgl. Code 9.12), ohne die intervallarith-

metischen Rechenregeln anzuwenden. Die elementaren Umformungen basieren auf partieller Pivotisierung, bei

dem als Pivotelement der betragsmäßig größte Eintrag matrixP[max][p] einer Spalte für die Hauptdiagonale ge-

sucht wird. In der lokalen Variable max vom primitiven Datentyp Integer wird die Zeilennummer des aktuell größ-

ten Matrixelements gespeichert. Dabei wird zu Beginn die Variable max mit der Zeilennummer des Elements der

Hauptdiagonalen belegt (vgl. Code 9.11, Zeile 13).

Code 9.11: Methode gaussPlusKern (double[ ][ ] matrixP1, double[ ] vectorP1)

1 private double[] gaussPlusKern(double[][] matrixP1, double[] vectorP1) {

2 double[][] matrixP = new double[numberRows][numberRows];

3 double[] vectorP = new double[numberRows];

4 for (int i = 0; i < numberRows; i++) {

5 vectorP[i] = vectorP1[i];

6 for (int j = 0; j < numberRows; j++) {

7 matrixP[i][j] = matrixP1[i][j];

8 }

9 }

10 final double EPSILON = 1e-10;

11 double[] resultP = new double[numberRows];

12 for (int p = 0; p < numberRows; p++) {

13 int max = p;

14 for (int i = p + 1; i < numberRows; i++) {

15 if (Math.abs(matrixP[i][p]) > Math.abs(matrixP[max][p])) {

16 max = i;

17 }

18 }

19 double[] temp = matrixP[p];

20 matrixP[p] = matrixP[max];

21 matrixP[max] = temp;
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22 double t = vectorP[p];

23 vectorP[p] = vectorP[max];

24 vectorP[max] = t;

25 if (Math.abs(matrixP[p][p]) <= EPSILON){

26 throw new ArithmeticException("Matrix singular or nearly singular");

27 }

28 for (int i = p + 1; i < numberRows; i++) {

29 double alpha = matrixP[i][p] / matrixP[p][p];

30 vectorP[i] -= alpha * vectorP[p];

31 for (int j = p; j < numberRows; j++) {

32 matrixP[i][j] -= alpha * matrixP[p][j];

33 }

34 }

35 }

36 for (int i = numberRows - 1; i >= 0; i--) {

37 double sum = 0.0;

38 for (int j = i + 1; j < numberRows; j++) {

39 sum += matrixP[i][j] * resultP[j];

40 }

41 resultP[i] = (vectorP[i] - sum) / matrixP[i][i];

42 }

43 return resultP;

44 }

Die Durchsuchung erfolgt spaltenweise und beginnt beim Matrixelement a(p+1)p , wobei die p-te Spalte vom Ma-

trixelement unterhalb der Hauptdiagonalen bis zur n-ten Zeile durchsucht wird (vgl. Code 9.11, Zeile12 ff.). Ggfs.

werden die Zeilen vertauscht (vgl. Code 9.11, Zeile 19 ff.) und überzählige Variablen eliminiert (vgl. Code 9.11, Zeile

28 ff.). Falls der Wert des Elements der Hauptdiagonalen nahe bei 0 liegt, wird eine Exception ausgelöst und eine

Fehlermeldung ausgegeben vgl. Code 9.11, Zeile 25 f.). Anschließend erfolgt die Berechnung der Lösung durch

rückwärtiges Einsetzen (vgl. Code 9.11, Zeile 36 ff.), wobei die Ergebnisse durch das Objekt resultP vom Typ eines

eindimensionalen Arrays zurückgegeben werden (vgl. Code 9.12, Zeile37 ff.).

9.4 Implementierung diverser Gleichungslöser

Im Folgenden werden die implementierten Gleichungslöser auf Basis des intervallbasierten gaußschen Elimina-

tionsverfahrens in Kapitel 9.4.1 sowie auf Basis der Inversenberechnung über die Intervall-Adjunkten in Kapi-

tel 9.4.2 vorgestellt. Daneben wurden weitere Gleichungslöser implementiert, wie z. B. die Solver hansen, beeck,

ning22 und ning26. Sie stellen die implementierten Verfahren von Hansen, Beeck und Ning dar (Verfahren vgl. Ka-

pitel 3.7.4, 3.7.3 und 3.7.6). Die Implementierungen dieser Methoden sind im Anhang (vgl. Anhang A) zu finden.

9.4.1 Solver auf Basis des Intervall-Gauß-Verfahrens

Die Solver siga, salt und sopt basieren auf dem Intervall-Gauß-Verfahren. Die Implementierung beruht auf den

Grundsätzen des Codes von [34], welche auf die Intervallebene übertragen wurden. Im Folgenden werden die ver-

wendeten Methoden der Solver siga, salt und sopt vorgestellt. Die Solver siga und salt kommen durch die Metho-

de gauss(Solver chosen, IvariVector s) (vgl. Code 9.12) zur Ausführung. Der Solver sopt (vgl. Code 9.7, Zeile 6) wird

durch die Methode gaussOpt(IvariVector s) (vgl. Code 9.16) ausgeführt; er bedient sich der beiden Gleichungslöser

siga und salt und gibt als Lösung den jeweils höchsten Intervalluntergrenzwert sowie den niedrigsten Intervallo-

bergrenzwert aus.
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Methode gauss(Solver chosen, IvariVector s)

Die elementaren Umformungen der Methode gauss(Solver chosen, IvariVector s) (vgl. Code 9.12) basieren auf parti-

eller Pivotisierung, bei dem als Pivotelement der betragsmäßig größte Eintrag einer Spalte für die Hauptdiagonale

gesucht wird, wobei die Durchsuchung beim Matrixelement akk der Hauptdiagonalen beginnt und dann die wei-

teren Einträge der k-ten Spalte bis zur n-ten Zeile durchsucht werden (vgl. Code 9.12, Zeile15 ff.). Ggfs. werden

die Zeilen vertauscht (vgl. Code 9.12, Zeile 22 f.) und überzählige Variablen eliminiert (vgl. Code 9.12, Zeile 24 ff.).

Anschließend erfolgt die Berechnung der Lösung durch rückwärtiges Einsetzen (vgl. Code 9.12, Zeile 32 ff.), wobei

die Ergebnisse durch das Objekt result vom Typ IvariVector zurückgegeben werden (vgl. Code 9.12, Zeile 37 ff.).

Code 9.12: Methode gauss(Solver chosen, IvariVector s)

1 private IvariVector gauss(Solver chosen, IvariVector s) throws Exception {

2 LinkedList<Integer> swapList = new LinkedList<Integer>();

3 switch (chosen) {

4 case siga:

5 swapList = heuSort(s);

6 break;

7 case salt:

8 swapList = heuSort2(s);

9 break;

10 default:

11 break;

12 }

13 }

14 IvariVector result = new IvariVector(numberRows);

15 for (int pivot = 0; pivot < numberRows; pivot++) {

16 int max = pivot;

17 for (int i = pivot + 1; i < numberRows; i++) {

18 if (getValue(i,pivot).abs2() > getValue(max,pivot).abs2()) {

19 max = i;

20 }

21 }

22 changeRows(pivot, max);

23 s.changeValues(pivot, max);

24 for (int i = pivot + 1; i < numberRows; i++) {

25 IvariScalar alpha = getValue(i,pivot).div(getValue(pivot,pivot));

26 s.setValue(i, s.getValue(i).sub(alpha.mult(s.getValue(pivot))));

27 for (int j = pivot + 1; j < numberRows; j++) {

28 setValue(i,j, getValue(i,j).sub(alpha.mult(getValue(pivot,j))));

29 }

30 }

31 }

32 for (int i = numberRows - 1; i >= 0; i--) {

33 IvariScalar sum = new IvariScalar(.0, .0);

34 for (int j = i; j < numberRows; j++) {

35 sum = sum.add(getValue(i,j).mult(result.getValue(j)));

36 }

37 result.setValue(i, s.getValue(i).sub(sum).div(getValue(i,i)));

38 }

39 result = heuBack(result, swapList);

40 return result;

41 }
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Vor der Vorwärts- und Rückwärtselimination wird die IvariMatrix matrix vorsortiert. Die Vorsortierung erfolgt

durch den Aufruf der Methode heuSort(IvariVector s) bzw. heuSort2(IvariVector s) - je nach Wahl des Solvers si-

ga bzw. salt (vgl. Code 9.12, Zeile4 ff.). Im ersteren Fall wird die IvariMatrix matrix derart umsortiert, dass diese

- soweit möglich - einer oberen Dreiecksmatrix entspricht, im letzteren Fall wird die IvariMatrix matrix derart

umsortiert, sodass sich unterhalb der Hauptdiagonalen - soweit möglich - nur Intervalle mit negativen Vorzei-

chen oder Nullelemente befinden. Die notwendige Rücksortierung erfolgt nach Durchführung des Intervall-Gauß-

Verfahrens durch Aufruf der Methode heuBack(IvariVector vector, LinkedList<Integer> list) (vgl. Code 9.12, Zeile39).

Die beiden Methoden werden in Code 9.13 sowie Code 9.15 dargestellt.

Methoden heuSort(IvariVector s) und heuSort2 (IvariVector s)

Mit der Methode heuSort(IvariVector s) (vgl. Code 9.13) kann die IvariMatrix this mit einer Dimension ∈ IRnxn

sowie der als Parameter übergebene IvariVector s umgeformt werden, sodass die IvariMatrix - soweit möglich -

einer oberen Dreiecksmatrix entspricht. Dafür werden zeilenweise die Nullelemente gezählt (vgl. Code 9.13, Zeile

9 f.) und die Spaltennummer des zuletzt detektierten Nichtnullelements gespeichert (vgl. Code 9.13, Zeile 12 f.).

Der Suchalgorithmus läuft in Schleifen nach absteigender Anzahl an Nullelementen (vgl. Code 9.13, Zeile 5 ff.):

zunächst wird eine Gleichung mit n-1 Nullelementen gesucht, wird diese gefunden, wird sie mit der Gleichung in

der n-ten Zeile getauscht (vgl. Code 9.13, Zeile 16 f.) - ist das Nichtnullelement nicht in der passenden - hier n-ten

- Spalte, werden die Spalten dementsprechend getauscht (vgl. Code 9.13, Zeile 19 f.).

Es folgt ein Abbruch der inneren Schleife (vgl. Code 9.13, Zeile 24), d. h. der weiteren Spaltendurchsuchung.

Fortgesetzt wird mit der nächsten Zeile, bei der nach n −2 Nullelementen gesucht wird und bei Erfolg diese mit

der Gleichung der vorletzten Zeile getauscht wird.

Code 9.13: Methode heuSort(IvariVector s)

1 private LinkedList<Integer> heuSort(IvariVector s) {

2 LinkedList<Integer> swapList = new LinkedList<Integer>();

3 int numberZeros = 0;

4 int notNullColumn = 0;

5 for (int i = numberRows; i>0; i--) {

6 for (int j = 0; j<i; j++) {

7 numberZeros=0;

8 for (int k = 0; k<i; k++) {

9 if (getValue(j,k).getLowerBound()==0) {

10 numberZeros++;

11 }

12 else {

13 notNullColumn=k;

14 }

15 }

16 if (numberZeros>=i-1){

17 changeRows(j,i-1);

18 s.changeValues(j,i-1);

19 if (notNullColumn != i-1) {

20 changeColumns(notNullColumn,i-1);

21 swapList.add(notNullColumn);

22 swapList.add(i-1);

23 }

24 break;

25 }
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26 }

27 }

28 return swapList;

29 }

Der Sortieralgorithmus heuSort2(IvariVector s) (vgl. Code 9.14) entspricht im Grundsatz heuSort(IvariVector s),

mit dem Unterschied, dass nicht nur Nullintervalle, sondern auch Intervalle mit negativem Vorzeichen gesucht

werden (vgl. Code 9.14, Zeile 7). Dadurch soll die untere Dreiecksmatrix möglichst mit Nullintervallen sowie Inter-

vallen mit negativen Vorzeichen besetzt sein.

Code 9.14: Methode heuSort2(IvariVector s)

1 private LinkedList<Integer> heuSort(IvariVector s) {

2 //...

3 for (int i = numberRows; i>0; i--) {

4 for (int j = 0; j<i; j++) {

5 numberZeros=0;

6 for (int k = 0; k<i; k++) {

7 if (getValue(j,k).getLowerBound()<=0) {

8 numberZeros++;

9 }

10 //...

11 }

12 }

13 }

14 return swapList;

15 }

Bei beiden Methoden ist aufgrund der Spaltenvertauschungen eine Rücksubstitution erforderlich, da diese Aus-

wirkungen auf die Elementenanordung des resultierenden Ergebnisvektors hat. Daher werden die vertauschten

Spaltennummern in der swapList gespeichert (vgl. Code 9.13, Zeile 21 f.), welche als doppelt verkettete Liste

vom Typ einer LinkedList<Integer> (vgl. Code 9.13, Zeile 2) instanziiert wurde. Sie wird von der Methode heu-

Sort(IvariVector s) bzw. heuSort2(IvariVector s) zurückgegeben (vgl. Code 9.13, Zeile 28 und Code 9.14, Zeile 14).

Methode heuBack(IvariVector vector, LinkedList<Integer> list)

Durch die Methode heuBack(IvariVector vector, LinkedList<Integer> list) (vgl. Code 9.15) werden die Intervalle, die

als IvariVector zurückgegeben werden, wieder an die korrekte Position zurückgesetzt (vgl. Code 9.15, Zeile 5 f.).

Der zu bearbeitende IvariVector sowie die swapList werden der Methode als Parameter übergeben.

Code 9.15: Methode heuBack(IvariVector vector, LinkedList<Integer> list)

1 private IvariVector heuBack(IvariVector vector, LinkedList<Integer> list) {

2 for (int i=1; i<=list.size()/2; i++) {

3 int z = list.get(list.size() - 2*i);

4 int y = list.get(list.size() + 1 - 2*i);

5 changeColumns(y, z);

6 vector.changeValues(y, z);

7 }

8 return vector;

9 }

Rückgabewert der Methode ist der resultierende IvariVector vector (vgl. Code 9.15, Zeile 8).
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Methode gaussOpt(IvariVector s)

Durch die Methode gaussOpt(IvariVector s) (vgl. Code 9.16) wird der größte Untergrenzwert bzw. der kleinste Ober-

grenzwert der beiden Solver siga und salt gesucht und zurückgegeben. Dabei wird das Gleichungssystem mit bei-

den Solvern gelöst und durch die Referenzvariablen result1 bzw. result2 bereitgestellt (vgl. Code 9.16, Zeile 7 und

Code 9.16, Zeile 19). Etwaige Fehler, die im Zuge der Berechnung auftreten, werden abgefangen und der Boolean

r1exists für den Algorithmus des Solvers siga bzw. r2exists für den Algorithmus des Solvers salt von true auf false

gesetzt (vgl. Code 9.16, Zeile 6 ff. und Code 9.16, Zeile 18 ff.).

Code 9.16: Methode gaussOpt(IvariVector s)

1 private IvariVector gaussOpt(IvariVector s) {

2 IvariMatrix matrix = new IvariMatrix(this);

3 IvariVector result = new IvariVector(numberRows);

4 IvariVector result1 = new IvariVector(numberRows);

5 boolean r1exists=true;

6 try {

7 result1 = gauss(Solver.siga, s);

8 } catch (Exception e) {

9 r1exists=false;

10 }

11 for (int i=0; i<result.getSize(); i++) {

12 for (int j=0; j<result.getSize(); j++) {

13 this.setValue(i,j,matrix.getValue(i,j));

14 }

15 }

16 IvariVector result2 = new IvariVector(numberRows);

17 boolean r2exists=true;

18 try {

19 result2 = gauss(Solver.salt, s);

20 } catch (Exception e) {

21 r2exists=false;

22 }

23 for (int i=0; i<result.getSize(); i++) {

24 IvariScalar sca = new IvariScalar();

25 Double result1low = result1.getValue(i).getLowerBound();

26 Double result1upp = result1.getValue(i).getUpperBound();

27 Double result2low = result2.getValue(i).getLowerBound();

28 Double result2upp = result2.getValue(i).getUpperBound();

29 if ((r1exists==false)^(r2exists==false)) {

30 if (r1exists==false) {

31 result1low=Double.MIN_VALUE;

32 result1upp=Double.MAX_VALUE;

33 }

34 if (r2exists==false) {

35 result2low=Double.MIN_VALUE;

36 result2upp=Double.MAX_VALUE;

37 }

38 }

39 if ((r1exists==true)(r2exists==true)) {

40 if (result1low<result2low) {

41 sca.setLowerBound(result2low);

42 } else {

43 sca.setLowerBound(result1low);
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44 }

45 if (result1upp>result2upp) {

46 sca.setUpperBound(result2upp);

47 } else {

48 sca.setUpperBound(result1upp);

49 }

50 result.setValue(i,sca);

51 } else {

52 result=null;

53 }

54 }

55 return result;

56 }

Die Unter- bzw. Obergrenzwerte der Ergebnisse des Solvers siga werden zeilenweise den Objekten result1low bzw.

result1upp vom Typ der Wrapper-Klasse Double übergeben, die Ergebnisse des Solvers salt gleichsam den Objek-

ten result2low und result2upp (vgl. Code 9.16, Zeile 23 ff.). Wenn bei einem der beiden Solver eine Exception aus-

gelöst wird, werden den Untergrenzwerten das kleinste Element der Wrapper-Klasse, die Konstante MIN_VALUE,

übergeben und analog den Obergrenzwerten das größte Element, die Konstante MAX_VALUE, zugewiesen (vgl.

Code 9.16, Zeile 29 ff.). Wird bei beiden Solvern eine Exception ausgelöst, wird der IvariVector result dereferen-

ziert (vgl. Code 9.16, Zeile 52) Anschließend wird über den IvariVector result (vgl. Code 9.16, Zeile 55) der höhere

Untergrenzwert sowie der niedrigere Obergrenzwert der beiden Solver übergeben (vgl. Code 9.16, Zeile 39 ff.).

9.4.2 Solver auf Basis des Intervall-Adjunkten-Verfahrens

Die Solver adivaOrigin, adiheu und adiperm beruhen auf dem Intervall-Adjunkten-Verfahren. Die Implementie-

rung des Adjunkten-Verfahrens beruht auf den Grundsätzen des Codes von [36], welcher auf die Intervallebene

übertragen wurde. Im Folgenden werden die Methoden der Solver adivaOrigin, adiheu und adiperm vorgestellt.

Der Solver adivaOrigin (vgl. Code 9.17) ermittelt über die adjunkten Matrix die Inverse. Der Solver adiheu (vgl.

Code 9.18) basiert auf demselben Verfahren wie der Solver adivaOrigin, allerdings wird die IvariMatrix vorsortiert.

Beim Solver adiperm (vgl. Code 9.19) werden dagegen vorab alle möglichen Zeilenvertauschungen der Intervall-

matrix durchgeführt und die Intervallweiten der sich jeweils ergebenden Determinante ermittelt. Das Adjunkten-

Verfahren wird schließlich auf dasjenige Intervall-Gleichungssystem angewandt, dessen zugehörige IvariMatrix

die Determinante mit der geringsten Intervallweite aufweist.

Methode adivaOrigin(IvariVector s)

Der Solver adivaOrigin wird durch die Methode adivaOrigin(IvariVector s) (vgl. Code 9.17, Zeile 1 ff.) ausgeführt.

Dabei wird über die adjunkten Matrix die Lösung des Intervall-Gleichungssystems ermittelt. Hierfür wird die Me-

thode inverse(IvariMatrix matrix) (vgl. Code 9.17, Zeile 9 ff.) aufgerufen.

Code 9.17: Methoden adivaOrigin(IvariVector s), inverse(IvariMatrix matrix), determinant(IvariMatrix matrix) und

submatrix(IvariMatrix matrix, int row, int column)

1 private IvariVector adivaOrigin(IvariVector s) {

2 IvariMatrix inv = inverse(this);

3 IvariVector result = new IvariVector(s.getSize());

4 result = inv.multVector(s);

5 return result;

6 }
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7

8 // Methode inverse(IvariMatrix matrix) zur Berechnung der Inversen

9 public IvariMatrix inverse(IvariMatrix matrix) {

10 IvariMatrix inverse = new IvariMatrix(matrix.numberRows, matrix.numberColumns);

11 IvariMatrix temp = new IvariMatrix(matrix.numberRows, matrix.numberColumns);

12 IvariScalar determ = determinant(matrix).inv();

13 for (int i = 0; i < matrix.numberRows; i++) {

14 for (int j = 0; j < matrix.numberColumns; j++) {

15 IvariMatrix submatrix = submatrix(matrix, i, j);

16 temp.matrix[i][j] = determinant(submatrix).mult(Math.pow(-1, (i + j)));

17 }

18 }

19 for (int i = 0; i < matrix.numberRows; i++) {

20 for (int j = 0; j < matrix.numberColumns; j++) {

21 inverse.matrix[i][j] = temp.matrix[j][i].mult(determ);

22 }

23 }

24 return inverse;

25 }

26

27 // Methode determinant(IvariMatrix matrix) zur Berechnung der Determinanten

28 private IvariScalar determinant(IvariMatrix matrix) {

29 if (matrix.getSize() != matrix.getSize())

30 throw new IllegalStateException("Abweichende Dimensionen");

31 if (matrix.getSize() == 1)

32 return matrix.matrix[0][0];

33 if (matrix.getSize() == 2)

34 return (matrix.matrix[0][0].mult(matrix.matrix[1][1])).sub(matrix.matrix[0][1].mult(matrix.

matrix[1][0]));

35 int k = 0;

36 IvariScalar det = new IvariScalar (.0,.0);

37 for (int i = 0; i < matrix.getSize(); i++) {

38 k = i;

39 IvariScalar aij = matrix.matrix[0][k].mult(Math.pow(-1, k));

40 IvariMatrix submatrix = submatrix(matrix, 0, k);

41 IvariScalar determinant = determinant(submatrix);

42 det = det.add(aij.mult(determinant));

43 }

44 return det;

45 }

46

47 // submatrix(IvariMatrix matrix, int row, int column) zur Bildung der Submatrix

48 private IvariMatrix submatrix(IvariMatrix matrix, int row, int column) {

49 IvariMatrix sub = new IvariMatrix(matrix.numberRows-1, matrix.numberRows-1);

50 for (int i = 0; i < matrix.numberRows; i++) {

51 for (int j = 0; i != row && j < matrix.numberColumns; j++) {

52 if (j != column)

53 sub.matrix[i < row ? i : i - 1][j < column ? j : j - 1]

54 = matrix.matrix[i][j];

55 }

56 }

57 return sub;

58 }

Die Ermittlung der adjunkten Matrix erfolgt durch Aufruf der Methode determinant(IvariMatrix matrix) (vgl. Code
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9.17, Zeile 28 ff.) und der Methode submatrix(IvariMatrix matrix, int row, int column) (vgl. Code 9.17, Zeile 48 ff.).

In der Methode determinant(IvariMatrix matrix) wird die Determinante für eine IvariMatrix ∈ IR1x1 und ∈ IR2x2

direkt berechnet (vgl. Code 9.17, Zeile 31 ff.); bei größeren Dimensionen erfolgt die Kalkulation der Determinanten

über den Laplaceschen Entwicklungssatz (vgl. Code 9.17, Zeile 37 ff.). Die hierfür notwendigen Unterdeterminan-

ten werden rekursiv durch Aufruf der Methode submatrix(IvariMatrix matrix, int row, int column) berechnet (vgl.

Code 9.17, Zeile 41), deren Rückgabewert wiederum der Methode determinant(IvariMatrix matrix) übergeben

wird (vgl. Code 9.17, Zeile 41).

adiheu(IvariVector s)

Die Methode adiheu(IvariVector s) (vgl. Code 9.18) ergänzt die Methode adivaOrigin(IvariVector s) (vgl. Code 9.17)

um eine vorherige Sortierung der IvariMatrix matrix.

Code 9.18: Methode adiheu(IvariVector s)

1 private IvariVector adiheu(IvariVector s) {

2 LinkedList<Integer> swapList = heuSort2(s);

3 IvariVector result = new IvariVector(getSize());

4 result = adivaOrigin(s);

5 result = heuBack(result, tauschListe);

6 return result;

7 }

Der aufgerufene Sortieralgorithmus heuSort2(IvariVector s) (vgl. Code 9.14), Zeile 2) kommt auch beim Solver salt

zur Anwendung. Er formt eine IvariMatrix derart um, dass links von der Hauptdiagonalen vorzugsweise Intervalle

mit negativen Vorzeichen oder Nullintervalle angeordnet sind.

Methoden adiperm(IvariVector s) und permutateMatrix(IvariMatrix matrix, IvariVector s)

Die Methode adiperm(IvariMatrix matrix, IvariVector s) (vgl. Code 9.19) ergänzt adivaOrigin(IvariVector s) (vgl.

Code 9.17) um eine vorherige Permutation der IvariMatrix. Dabei werden alle möglichen Zeilenvertauschungen

sowie einhergehend notwendige Umstellungen des zugehörigen IvariVectors durchgeführt und die Determinan-

tenintervalle der jeweiligen Permutationen berechnet. Das Adjunkten-Verfahren wird anschließend mit derjeni-

gen Permuationsmatrix durchgeführt, deren Determinantenintervall die geringste Weite aufweist.

Code 9.19: Methode adiperm(IvariVector s) und permutateMatrix(IvariMatrix matrix, IvariVector s)

1 // adiperm(IvariVector s) zur Berechnung des Intervall-Gleichungssystems

2 private IvariVector adiperm(IvariVector s) {

3 HashMap<IvariMatrix, IvariVector> sorted = permutateMatrix(this, s);

4 IvariMatrix inv = inverse(this);

5 IvariVector result = sorted.get(this);

6 result = inv.multVector(s);

7 return result;

8 }

9

10 // permutateMatrix(IvariMatrix matrix, IvariVector s) zur Permutation der Zeilen der IvariMatrix

11 private HashMap<IvariMatrix, IvariVector> permutateMatrix(IvariMatrix matrix, IvariVector s) {

12 HashMap<IvariMatrix, IvariVector> sorted = new HashMap<IvariMatrix, IvariVector>();

13 IvariScalar detStart = determinant(matrix);

14 double widthOfDetStart = detStart.getUpperBound()-detStart.getLowerBound();

15 IvariMatrix bestMatrix = new IvariMatrix(numberRows);
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16 IvariVector r = new IvariVector(numberRows);

17 int[] p = new int[numberRows];

18 int i = 1, j = 0;

19 bestMatrix = matrix;

20 r = s;

21 sorted.put(bestMatrix, r);

22 while (i < numberRows) {

23 if (p[i] < i) {

24 j = (i % 2) * p[i];

25 changeRows(i, j);

26 r.changeValues(i, j);

27 IvariScalar detCurrent = determinant(matrix);

28 double widthOfDetCurrent = detCurrent.getUpperBound()

29 - detCurrent.getLowerBound();

30 if (widthOfDetCurrent < widthOfDetStart) {

31 bestMatrix = matrix;

32 sorted.replace(bestMatrix, r);

33 }

34 p[i]++;

35 i = 1;

36 } else {

37 p[i] = 0;

38 i++;

39 }

40 }

41 return sorted;

42 }

Der Algorithmus zur Permutation ist in der Methode permutateMatrix(IvariMatrix matrix, IvariVector s) imple-

mentiert (vgl. Code 9.19, Zeile 11). Er beruht auf den Grundsätzen von [42] und wurde auf die Intervallebene

übertragen. Zusätzlich wurde er um die Kalkulation der jeweiligen Determinanten (vgl. Code 9.19, Zeile 27), die

Berechnung der Intervallweite der Determinante (vgl. Code 9.19, Zeile 29) und um das Speichern der gesuchten

IvariMatrix (vgl. Code 9.19, Zeile 30 ff.) ergänzt. Die Methode gibt schließlich die HashMap sorted mit derjenigen

IvariMatrix und dem zugehörigen IvariVector zurück, dessen Determinante die geringste Intervallweite aufweist.

9.5 Methoden zum Splitten der Matrix

Mit dem Solver adisplit wurde ein rekursiver Algorithmus implementiert, mit dem die zugrunde gelegte IvariMa-

trix in kleinere Matrizen zerlegt wird. Er wird durch die Methode adisplit(IvariVector s) ausgeführt. Bei diesem Ver-

fahren wird die IvariMatrix des Intervall-Gleichungssystems nach linearen und baumartigen Submatrizen durch-

sucht. Die detektierten Submatrizen werden von der IvariMatrix gesplittet, gesondert berechnet und komprimiert

als einzelnes Prozessmodul in die IvariMatrix zurückgeführt. Das Ergebnis ist eine IvariMatrix mit reduzierter Di-

mension. Für das Verfahren wurden diverse Klassen und Methoden implementiert (vgl. Abbildung 9.4).

9.5.1 Methode adisplit(IvariVector s)

Der Solver adisplit (vgl. Code 9.20, Zeile 1 ff.) ergänzt die Gleichungslöser um eine vorherige Splittung der IvariMa-

trix in kleinere Submatrizen. Diese werden von der ursprünglichen Produktmatrix entfernt, gesondert berechnet

und schließlich wieder in die Produktmatrix komprimiert als nur eine Gleichung mit einer Unbekannten inte-

griert. Die Methode adisplit ruft zur Lösung die Methode adiva_ rekursiv(this, s) (vgl. Code 9.20, Zeile 7 ff.) auf.
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Abbildung 9.4: Die für adisplit relevanten Klassen IvariMatrix, Scanner, Splitter, Sub, LinSub und TreeSub.

Das Vorgehen erfolgt rekursiv, d. h. die verkleinerte IvariMatrix wird durch erneutes Aufrufen der Methode adiva_

rekursiv(this, s) abermals nach auftretenden Subsystemen durchsucht und ggfs. weiter verkleinert. Zunächst wer-

den Subsysteme der zu berechnenden IvariMatrix gescannt (vgl. Code 9.20, Zeile 8) durch die Methode scanMa-

trix() (vgl. Code 9.21) und anschließend die detektierten Subsysteme der Matrix komprimiert (vgl. Code 9.20, Zeile

9) durch die Methode generateSplitter(IvariMatrix matrix, IvariVector vector, ArrayList<Sub>) (vgl. Code 9.22). So-

lange durch erneutes Scannen weitere Subsysteme der minimierten IvariMatrix gefunden werden, wird dieser

Vorgang durch rekursiven Aufruf der Methode adisplit(IvariVector s) wiederholt (vgl. Code 9.20, Zeile 14 f.). Da die

ursprüngliche Produktmatrix dadurch verändert wird, wird sie den Methoden als Parameter übergeben.

Code 9.20: Methode adisplit(IvariVector s) und adiva_rekursiv(IvariMatrix matrix, IvariVector vector)

1 private IvariVector adisplit(IvariVector s) {

2 IvariVector finalResult = new IvariVector(numberRows);

3 finalResult = adiva_rekursiv(this, s);

4 return finalResult;

5 }

6

7 private IvariVector adiva_rekursiv(IvariMatrix matrix, IvariVector vector) {

8 ArrayList<Sub> listSubs = scanMatrix(matrix, vector);

9 Splitter splittedPS = generateSplitter(matrix, vector, listSubs);

10 IvariMatrix minimizedMatrix = splittedPS.getMatrix();

11 IvariVector minimizedVector = splittedPS.getVector();

12 IvariVector finalResult = new IvariVector(vector.getSize());

13 if(!(minimizedMatrix.

14 scanMatrix(minimizedMatrix, minimizedVector).isEmpty())){

15 adiva_rekursiv(minimizedMatrix, minimizedVector);

16 }
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17 IvariVector resultMinimized = minimizedMatrix.goody(minimizedVector);

18 for (int j = listSubs.size(); j < minimizedVector.getSize(); j++) {

19 finalResult.setValue(splittedPS.getMinimizedPSColumns().get(j), resultMinimized.getValue(j))

;

20 }

21 for (int i = 0; i < listSubs.size(); i++) {

22 ArrayList<Integer> listColumns = listSubs.get(i).getListColumns();

23 IvariVector resultSub = listSubs.get(i).getResultSub();

24 IvariVector resultForPS = resultSub.mult(resultMinimized.getValue(i));

25 for (int k = 0; k < resultForPS.getSize(); k++) {

26 finalResult.setValue(listColumns.get(k), finalResult.getValue(listColumns.get(k)).add(

resultForPS.getValue(k)));

27 }

28 }

29 return finalResult;

30 }

Anschließend wird das Intervall-Gleichungssystem der minimierten Matrix (vgl. Code 9.20, Zeile 17) durch Aufruf

der Methode goody(IvariVector s) berechnet (Anmerkung: die Methode goody stellt einen Teil des allgemeinen Ver-

fahrens dar, welches in dieser Arbeit abgeleitet worden ist. Es wird in Kapitel 10.4.2 beschrieben). Dem IvariVector

finalResult werden zunächst die Ergebnisse der einzelnen Prozessmodule zugewiesen, welche keinem Subsystem

zugeordnet worden sind (vgl. Code 9.20, Zeile 18 f.). Anschließend werden die Ergebnisse der Subsysteme hin-

zugefügt (vgl. Code 9.20, Zeile 23). Die Resultate werden dann mit den entsprechenden Skalierungsfaktoren des

minimierten Systems multipliziert und im letzten Schritt der korrekten Stelle im resultierenden IvariVector final-

Result übergeben (vgl. Code 9.20, Zeile 25 ff.).

Methode scanMatrix(IvariMatrix matrix, IvariVector vector())

Die Methode scanMatrix(IvariMatrix matrix, IvariVector vector() (vgl. Code 9.21) ist in der Klasse IvariMatrix im-

plementiert und dient zur Instanziierung eines Objekts vom Typ Scanner (vgl. Code 9.21, Zeile 2). Das erzeugte

Objekt wird zur Identifizierung der Subsysteme der ihm übergebenen IvariMatrix matrix sowie des zugehörigen

IvariVector vector verwendet (vgl. Code 9.21, Zeile 3).

Code 9.21: Methode scanMatrix(IvariMatrix matrix, IvariVector vector)

1 private ArrayList<Sub> scanMatrix(IvariMatrix matrix, IvariVector vector) {

2 Scanner scannedMatrix = new Scanner(matrix, vector);

3 ArrayList<Sub> listSubs = scannedMatrix.identifySubs();

4 return listSubs;

5 }

Methode generateSplitter(IvariMatrix matrix, IvariVector vector(), ArrayList <Sub>)

Die Methode generateSplitter(IvariMatrix matrix, IvariVector vector(), ArrayList<Sub>) (vgl. Code 9.22) ist in der

Klasse IvariMatrix implementiert und dient zur Instanziierung eines Splitter-Objekts (vgl. Code 9.22, Zeile 2).

Code 9.22: Methode generateSplitter(IvariMatrix matrix, IvariVector vector(), ArrayList <Sub>)

1 private Splitter generateSplitter(IvariMatrix matrix, IvariVector vector, ArrayList<Sub> listSubs

) {

2 Splitter splitter = new Splitter(matrix, vector, listSubs);

3 splitter.splittSubsFromPS(matrix, vector);
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4 return splitter;

5 }

Das erzeugte Objekt wird zur Reduktion der ihm übergebenen IvariMatrix matrix sowie des zugehörigen IvariVec-

tors vector (vgl. Code 9.22, Zeile 3) durch Komprimierung der detektierten Subsysteme verwendet.

9.5.2 Scanner.java

Die Klasse Scanner (vgl. Code 9.23) stellt Methoden bereit, mit der die ihm übergebene IvariMatrix scannedMatrix

und der IvariVector scannedVector durchsucht werden kann. Die Klasse enthält mehrere Instanzvariablen und

einen Konstruktor.

Code 9.23: Instanzvariablen und Konstruktor von Scanner.java

1 public class Scanner {

2

3 // Instanzvariablen

4 HashMap<Integer, Integer> mapNegColumns = new HashMap<Integer, Integer>();

5 HashMap<Integer, Integer> mapPosColumns = new HashMap<Integer, Integer>();

6 HashMap<Integer, Integer> mapNegRows = new HashMap<Integer, Integer>();

7 HashMap<Integer, Integer> mapPosRows = new HashMap<Integer, Integer>();

8 HashMap<Integer, ArrayList<Integer>> mapRoot = new HashMap<Integer, ArrayList<Integer>>();

9 int numberRows;

10 IvariMatrix scannedMatrix = new IvariMatrix(numberRows);

11 IvariVector scannedVector = new IvariVector(numberRows);

12

13 // Konstruktor

14 public Scanner(IvariMatrix matrix, IvariVector vector) {

15 numberRows = matrix.getSize();

16 scannedMatrix = matrix;

17 scannedVector = vector;

18 searchForSubs();

19 }

20 }

Die Instanzvariablen mapNegColumns, mapPosColumns, mapNegRows und mapPosRows sind Collections vom

Typ HashMap<Integer, Integer> deklariert (vgl. Code 9.23, Zeile 4 ff.) und dienen zur Speicherung von Zeilen- und

Spaltennummern bestimmter Matrixelemente. In den HashMaps mapNegColumns und mapPosColumns werden

die Zeilennummern als Keys gespeichert und die zugehörigen Spaltennummern als Values; in den HashMaps

mapPosRows und mapNegRows werden die Spaltennummern als Keys und die zugehörigen Zeilennummern als

Values gespeichert. Die Instanzvariable mapRoot ist vom Typ HashMap<Integer, ArrayList<Integer>> als Collec-

tion deklariert (vgl. Code 9.23, Zeile 8). In dieser HashMap werden mehrere Matrixelemente einer Spalte gespei-

chert; die Spaltennummern werden als Keys eingetragen und die zugehörigen Values als Values in Form einer

ArrayList übergeben. Der Konstruktor (vgl. Code 9.23, Zeile 14 ff.) enthält Parameter vom Typ IvariMatrix und vom

Typ IvariVector, durch welche die zu durchsuchenden Objekte übergeben werden. Beim Aufrufen eines Scanner-

Objekts wird direkt die Methode searchForSubs() (vgl. Code 9.23, Zeile 18) aufgerufen.

Methode searchForSubs()

Mit der Methode searchForSubs() (vgl. Code 9.24) werden die Parameter direkt beim Aufruf des Konstruktors hin-

sichtlich der Merkmale eines linearen oder baumartigen Subsystems (vgl. Kapitel 7.5.1) gescannt. In den lokalen
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Variablen posColumns, negColumns, posRows und negRows werden Spalten- und Zeilennummern der Produkt-

matrix in Form von Listen vom Typ ArrayList<Integer> hinterlegt (vgl. Code 9.24, Zeile 2 ff.). Dies erfolgt für dieje-

nigen Spalten- und Zeilennummern, welche zeilenweise (posColumns und negColumns) bzw. spaltenweise (pos-

Rows und negRows) positive oder negative Intervalle aufweisen (vgl. Code 9.24, Zeile 8 ff.).

Code 9.24: Methode searchForSubs()

1 public void searchForSubs() {

2 ArrayList<Integer> posColumns = new ArrayList<Integer>();

3 ArrayList<Integer> negColumns = new ArrayList<Integer>();

4 ArrayList<Integer> posRows = new ArrayList<Integer>();

5 ArrayList<Integer> negRows = new ArrayList<Integer>();

6 for (int i = 0; i < numberRows; i++) {

7 for (int j = 0; j < numberRows; j++) {

8 if (scannedMatrix.getValue(i, j).getLowerBound() < 0.0){

9 negColumns.add(j);

10 }

11 if (scannedMatrix.getValue(i, j).getLowerBound() > 0.0) {

12 posColumns.add(j);

13 }

14 if (scannedMatrix.getValue(j, i).getLowerBound() < 0.0

15 && scannedVector.getValue(j).getLowerBound()== 0) {

16 negRows.add(j);

17 }

18 if (scannedMatrix.getValue(j, i).getLowerBound() > 0.0) {

19 posRows.add(j);

20 }

21 }

22 if (posColumns.size() == 1

23 && scannedVector.getValue(i).getLowerBound()== 0) {

24 mapPosColumns.put(i, posColumns.get(0));

25 if (negColumns.size() == 1) {

26 mapNegColumns.put(i, negColumns.get(0));

27 }

28 }

29 if (posRows.size() == 1

30 && scannedVector.getValue(posRows.get(0)).getLowerBound()== 0) {

31 mapPosRows.put(i, posRows.get(0));

32 if (negRows.size() == 1 ) {

33 mapNegRows.put(i, negRows.get(0));

34 } else if(negRows.size()> 1) {

35 ArrayList<Integer> rowsRoot = new ArrayList<Integer>();

36 rowsRoot.addAll(negRows);

37 mapRoot.put(i, rowsRoot);

38 }

39 }

40 negColumns.clear(); posColumns.clear();

41 negRows.clear(); posRows.clear();

42 }

43 }

Anhand dieser Nummern wird überprüft, ob die Produktmatrix die Kriterien eines linearen oder baumartigen

Produktsystems erfüllt. Ist dies der Fall, werden die Nummern den jeweiligen HashMaps übergeben. Positive Ele-

mente der IvariMatrix matrix werden in der HashMap<Integer, Integer> mapPosColumns gespeichert, wenn nur
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ein positives Intervall aller Spaltenelemente innerhalb einer Zeile (inklusive der zugehörigen Zeile des IvariVectors

vector) identifiziert wurde (vgl. Code 9.24, Zeile 24). Wird in derselben Zeile ebenfalls genau ein negatives Intervall

identifiziert, wird dieses Element analog hierzu in der HashMap<Integer, Integer> mapNegColumns gespeichert

(vgl. Code 9.24, Zeile 26). Nach dem gleichen Prinzip werden alle Zeilen einer Spalte durchsucht und dement-

sprechend in der HashMap<Integer, Integer> mapPosRows bzw. HashMap<Integer, Integer> mapNegRows ge-

speichert (vgl. Code 9.24, Zeile 31 und (vgl. Code 9.24, Zeile 33). Hier werden zusätzlich in der HashMap mapRoot

Prozessmodule gespeichert, die als Wurzelknoten eines baumartigen Subsystems fungieren könnten. Die Values

der mapRoot mit den negativen Intervallelementen einer Spalte werden als ArrayList<Integer> gespeichert, wel-

che über die zugehörige Spaltennummer, den Key der HashMap mapRoot, aufgerufen werden können.

Methode identifySubs()

Durch die in der Klasse Scanner implementierte Methode identifySubs() (vgl. Code 9.25) werden die Objekte zuerst

nach linearen Subsystemen und anschließend nach baumartigen Subsystemen durchsucht. Die Zeilen- und Spal-

tennummern baumartiger Subsysteme dürfen nicht Teil linearer Subsysteme sein. Die identifizierten Subsysteme

in der lokalen Variable ArrayList<Sub> listSubs (vgl. Code 9.25, Zeile 4) gespeichert.

Code 9.25: Methode identifySubs()

1 public ArrayList<Sub> identifySubs() {

2

3 HashSet<Integer> rowsToRemove = new HashSet<Integer>();

4 ArrayList<Sub> listSubs = new ArrayList<Sub>();

5 ArrayList<Sub> listLinSubs = identifyLinSubs();

6 listSubs.addAll(listLinSubs);

7 ArrayList<Integer> listAllRows = this.collectRowsOfAllSubs(listLinSubs);

8 for (int i = 0; i < listAllRows.size(); i++) {

9 for (Integer key : mapRoot.keySet()) {

10 if (mapRoot.containsKey(listAllRows.get(i)) || mapRoot.get(key).contains(listAllRows.get

(i))) {

11 rowsToRemove.add(key);

12 }

13 }

14 }

15 Iterator<Integer> iterator = rowsToRemove.iterator();

16 while(iterator.hasNext()){

17 mapRoot.remove(iterator.next());

18 }

19 ArrayList<Sub> listTreeSubs = identifyTreeSubs();

20 listSubs.addAll(listTreeSubs);

21 return listSubs;

22 }

Die Identifikation nach linear- bzw. baumartigen Subsystemen erfolgt durch die Methoden identifyLinSubs() (vgl.

Code 9.26) und identifyTreeSubs() (vgl. Code 9.27). Um das Kriterium der Unabhängigkeit zu erfüllen, d. h. zu ver-

meiden, dass ein Teil eines baumartigen Subsystems bereits einem linearen Subsystem zugeordnet wurde, werden

in der Collection rowsToRemove vom Typ HashSet<Integer> (vgl. Code 9.25, Zeile 3) alle Zeilen gespeichert, die be-

reits einem linearen Subsystem zugeordnet werden, jedoch auch in der HashMap mapRoot als Teil potentieller,

baumartiger Subsystem-Kanditaten aufgelistet sind (vgl. Code 9.25, Zeile 8 ff.). Die gespeicherten Zeilennummern

werden daher von der HashMap mapRoot entfernt (vgl. Code 9.25, Zeile 16 ff.). Im Anschluss werden die verbliebe-
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nen möglichen, baumartigen Subsysteme durch Aufruf der Methode identifyTreeSubs() (vgl. Code 9.27) überprüft

und bei Erfüllung aller Anforderungen der ArrayList<Sub> listSubs hinzugefügt.

identifyLinSubs()

Mit der Methode identifyLinSubs() (vgl. Code 9.26) werden die HashMaps verwendet, um zu überprüfen, ob die

Anforderungen an ein lineares Subsystem erfüllt werden. Zunächst wird ein rein erzeugendes Prozessmodul ohne

Vorgänger-Prozessmodule gesucht (vgl. Code 9.26, Zeile 7), in dem kein Koppelprodukt erzeugt wird (vgl. Code

9.26, Zeile 5) und dessen erzeugtes Produkt nur in einem weiteren Prozessmodul verwendet wird (vgl. Code 9.26),

Zeile 6). Die Spaltennummer des detektierten Prozessmoduls wird in der erzeugten linSub gespeichert (vgl. Co-

de 9.26, Zeile 10). Von diesem „Startmodul“ ausgehend werden nachfolgende Prozessmodule gesucht. Dies wird

fortgesetzt, solange kein Koppelprodukt auftritt (vgl. Code 9.26, Zeile 12), das Prozessmodul nur einen Nachfolger

aufweist (vgl. Code 9.26, Zeile 13) und das erzeugte Produkt nur einmalig hergestellt wird (vgl. Code 9.26, Zeile

14). Wird dies erfüllt, wird die Zeilennummer des erzeugten Produkts und die Spaltennummer des zugehörigen

Prozessmoduls entsprechend in der HashMap mapLinSub gespeichert (vgl. Code 9.26, Zeile 15).

Code 9.26: Methode identifyLinSubs()

1 public ArrayList<Sub> identifyLinSubs() {

2 ArrayList<Sub> listLinSubs = new ArrayList<Sub>();

3 for (int i = 0; i < numberRows; i++) {

4 int j = i;

5 if (mapPosColumns.containsKey(j)

6 && mapNegColumns.containsKey(j)

7 && !(mapNegColumns.containsValue(mapPosColumns.get(j)))){

8 LinSub linSub = new LinSub();

9 HashMap<Integer, Integer> mapLinSub = new HashMap<Integer, Integer>();

10 linSub.setFirstColumn(mapPosColumns.get(j));

11 while (j < numberRows

12 && mapPosColumns.containsKey(j)

13 && mapNegColumns.containsKey(j)

14 && (mapPosRows.containsKey(mapPosColumns.get(j)))) {

15 mapLinSub.put(j, mapPosColumns.get(j));

16 int column = mapNegColumns.get(j);

17 if (mapNegRows.containsKey(column)

18 && mapPosRows.containsKey(column)) {

19 int row = mapPosRows.get(column);

20 j = row;

21 } else {

22 linSub.setLastRow(j);

23 linSub.setLastColumn(mapPosColumns.get(j));

24 j = numberRows;

25 }

26 }

27 if (mapLinSub.size() > 1) {

28 linSub.setMapSub(mapLinSub);

29 linSub.drawAndCalcSub(linSub, scannedMatrix, scannedVector);

30 listLinSubs.add(linSub);

31 }

32 }

33 }

34 return listLinSubs;
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35 }

Sobald die Anforderungen nicht mehr erfüllt sind, wird die Zeilennummer des zuletzt gültigen Prozessmoduls in

der linSub gespeichert (vgl. Code 9.26, Zeile 22). Enthält die HashMap mapLinSub mehr als ein Wertepaar, wird

die entsprechende linSub modelliert, berechnet und der Liste listLinSubs hinzugefügt (vgl. Code 9.26, Zeile 27 ff.).

Methode identifyTreeSubs()

Mit der Methode identifyTreeSubs() (vgl. Code 9.27) wird überprüft, ob die Anforderungen an ein baumartiges Sub-

system erfüllt werden. Die Durchsuchung erfolgt ausgehend von den einzelnen, potentiell baumartigen Systemen,

die in der HashMap mapRoot gespeichert sind (vgl. Code 9.27, Zeile 4 ff.). Zunächst wird die Spaltennummer des

Prozessmoduls, welches als potentieller „Wurzelknoten“ fungiert, als firstColumn des erzeugten TreeSubs treeSub

gespeichert (vgl. Code 9.27, Zeile 7).

Code 9.27: Methode identifyTreeSubs()

1 public ArrayList<Sub> identifyTreeSubs() {

2 ArrayList<Sub> listTreeSubs = new ArrayList<Sub>();

3 HashMap<Integer, Integer> mapPrevious = new HashMap<Integer, Integer>();

4 for (Integer key : mapRoot.keySet()){

5 TreeSub treeSub = new TreeSub();

6 HashMap<Integer, Integer> mapTreeSub = new HashMap<Integer, Integer>();

7 treeSub.setFirstColumn(key);

8 for (int i = 0; i < mapRoot.get(key).size(); i++) {

9 int row = mapRoot.get(key).get(i);

10 if (mapPosColumns.containsKey(row)) {

11 mapTreeSub.put(mapPosRows.get(key), key);

12 int potentialLeaf = mapPosColumns.get(row);

13 if (!(mapRoot.containsKey(potentialLeaf))

14 && mapNegColumns.containsKey(row)) {

15 mapTreeSub.put(row, mapPosColumns.get(row));

16 if (mapNegRows.containsKey(mapPosColumns.get(row))) {

17 if (mapPrevious.isEmpty()

18 || mapPrevious.containsKey(mapNegRows.get(row))) {

19 mapPrevious.put(mapNegRows.

20 get(row), mapPosColumns.get(mapNegRows.get(row)));

21 treeSub.setFirstColumn(mapPosColumns.get(row));

22 } else {

23 i = mapRoot.get(key).size();

24 mapTreeSub.clear();

25 }

26 }

27 } else {

28 i = mapRoot.get(key).size();

29 mapTreeSub.clear();

30 }

31 }

32 }

33 if (mapTreeSub.size() > 1) {

34 treeSub.setLastColumn(key);

35 treeSub.setLastRow(mapPosRows.get(key));

36 treeSub.setMapSub(mapTreeSub);

37 treeSub.drawAndCalcSub(treeSub, scannedMatrix, scannedVector);

38 listTreeSubs.add(treeSub);
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39 }

40 }

41 return listTreeSubs;

42 }

Anschließend werden die „Blätter“ des potentiellen Subsystems untersucht. Wenn in den Prozessmodulen, die als

„Blätter“ fungieren, keine Koppelprodukte erzeugt werden (vgl. Code 9.27, Zeile 10), deren erzeugte Produkte nur

in einem weiteren Prozessmodul verwendet werden (vgl. Code 9.27, Zeile 14) und die potentiellen „Blätter“ keine

internen Wurzelknoten sind (vgl. Code 9.27, Zeile 13), werden sie zur HashMap mapTreeSub des TreeSubs treeSub

hinzugefügt (vgl. Code 9.27, Zeile 15). Anderenfalls werden die Einträge der HashMap mapTreeSub geleert und das

nächste potentielle Subsystem in der HashMap mapRoot durchsucht (vgl. Code 9.27, Zeile 27 ff.).

Zusätzlich wird mit der lokalen Variable mapPrevious vom Typ HashMap<Integer, Integer> überprüft, dass

nur eines der als „Blätter“ fungierenden Prozessmodule einen Vorgänger aufweist (vgl. Code 9.27, Zeile 17 ff.).

Wird ein Prozessmodul mit einem Vorgänger gefunden, wird die firstColumn mit der Spaltennummer dieses Pro-

zessmoduls überschrieben. Wird im weiteren Verlauf ein weiteres Prozessmodul mit vorangehendem Prozessmo-

dul gefunden, werden die Einträge der HashMap mapTreeSub geleert und und das nächste, potentielle und in der

HashMap mapRoot gespeicherte Subsystem überprüft (vgl. Code 9.27, Zeile 22 ff.). Wenn alle eingetragenen Werte

der HashMap mapRoot eines Keys untersucht worden sind und die HashMap mapTreeSub mehr als ein Wertepaar

enthält, wird das entsprechende TreeSub treeSub modelliert, berechnet und der ArrayList listTreeSubs hinzugefügt

(vgl. Code 9.27, Zeile 33 ff.).

9.5.3 Splitter.java

Die Klasse Splitter (vgl. Code 9.28) stellt Methoden bereit, mit der Intervallmatrizen und deren zugehörige In-

tervallvektoren durch Komprimierung der detektierten Subsysteme verkleinert werden können. Die Klasse ent-

hält mehrere Instanzvariablen und einen Konstruktor. Die Instanzvariablen minimizedMatrix vom Typ IvariMa-

trix und minimizedVector vom Typ IvariVector dienen zur Speicherung der verkleinerten Produktmatrix und dem

zugehörigen, komprimierten Bedarfsvektor (vgl. Code 9.28, Zeile 4 f.).

Code 9.28: Instanzvariablen und Konstruktoren von Splitter.java

1 public class Splitter {

2 // Instanzvariablen

3 int numberColumns;

4 IvariMatrix minimizedMatrix = new IvariMatrix(numberColumns);

5 IvariVector minimizedVector = new IvariVector(numberColumns);

6 ArrayList<Sub> listSubs = new ArrayList<Sub>();

7 ArrayList<Integer> minimizedPSRows = new ArrayList<Integer>();

8 ArrayList<Integer> minimizedPSColumns = new ArrayList<Integer>();

9 ArrayList<Integer> subsLastColumns = new ArrayList<Integer>();

10

11 // Konstruktor

12 public Splitter (IvariMatrix matrix, IvariVector vector, ArrayList<Sub> listSubs) {

13 this.numberColumns = matrix.getSize();

14 this.minimizedMatrix = matrix;

15 this.minimizedVector = vector;

16 this.listSubs = listSubs;

17 }

18 //...

19 }
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In den Listen minimizedPSRows und minimizedPSColumns werden die notwendigen Zeilen- bzw. Spaltennum-

mern gespeichert (vgl. Code 9.28, Zeile 7 f.), sie sind vom Typ ArrayList<Integer>. Mit der Instanzvariablen sub-

sLastColumns desselben Typs werden die letzten Spalten der detektierten Subsysteme bereitgestellt (vgl. Code

9.28, Zeile 9). Der Konstruktor (vgl. Code 9.28, Zeile 12 ff.) enthält die Parameter IvariMatrix matrix, IvariVector

vector und ArrayList<Integer> listSubs; mit listSubs werden die durchsuchten Objekte und detektierten Subsyste-

me übergeben.

Methode splittSubsFromPS()

Durch die Methode splittSubsFromPS(IvariMatrix matrix, IvariVector s) (vgl. Code 9.29) werden die minimier-

te IvariMatrix minimizedMatrix und der zugehörige IvariVector minimizedVector mit den entsprechenden Pro-

zessmodulen belegt. Dafür werden zunächst die lokalen Variablen collectRows und collectColumns instanziiert;

sie sind vom Typ vom Typ ArrayList<Integer> (vgl. Code 9.29, Zeile 2 f.) und schließlich initialisiert durch Zu-

weisung aller Zeilen- bzw. Spaltennummern, welche einem Subsystem zugeordnet werden (vgl. Code 9.29, Zeile

10 f.). Die ArrayList<Sub> listSubs des Splitters enthält die gespeicherten Subsysteme. Diese Subsysteme werden

durchsucht (vgl. Code 9.29, Zeile 4 ff.). Dabei werden den Instanzvariablen minimizedPSRows, minimizedPSCo-

lumns und subsLastColumns auch die relevanten letzten Zeilennummern (vgl. Code 9.29, Zeile 5) und ersten bzw.

letzten Spaltennummern (vgl. Code 9.29, Zeile 6 bzw. Code 9.29, Zeile 7) der jeweiligen Subs zugewiesen. Anschlie-

ßend werden alle Zeilen bzw. Spalten, die nicht Teil der Subsysteme sind, den ArrayLists minimizedPSRows und

minimizedPSColumns hinzugefügt (vgl. Code 9.29, Zeile 15 ff.).

Code 9.29: Methode splittSubsFromPS(IvariMatrix matrix, IvariVector s)

1 public void splittSubsFromPS(IvariMatrix matrix, IvariVector s) {

2 ArrayList<Integer> collectRows = new ArrayList<Integer>();

3 ArrayList<Integer> collectColumns = new ArrayList<Integer>();

4 for (Sub sub : listSubs) {

5 minimizedPSRows.add(sub.getLastRow());

6 minimizedPSColumns.add(sub.getFirstColumn());

7 subsLastColumns.add(sub.getLastColumn());

8 for (int i = 0; i < matrix.getSize(); i++) {

9 if (sub.getMapSub().containsKey(i)) {

10 collectRows.add(i);

11 collectColumns.add(sub.getMapSub().get(i));

12 }

13 }

14 }

15 for (int i = 0; i < matrix.getSize(); i++) {

16 if (!(collectRows.contains(i))) {

17 minimizedPSRows.add(i);

18 }

19 if (!(collectColumns.contains(i))) {

20 minimizedPSColumns.add(i);

21 subsLastColumns.add(i);

22 }

23 }

24 int minimizedSize = minimizedPSRows.size();

25 minimizedMatrix = new IvariMatrix(minimizedSize);

26 minimizedVector = new IvariVector(minimizedSize);

27 for (int i = 0; i < minimizedSize; i++) {

28 minimizedVector.setValue(i, s.getValue(minimizedPSRows.get(i)));
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29 for (int j = 0; j < minimizedSize; j++) {

30 if (i < listSubs.size() && j < listSubs.size()) {

31 minimizedMatrix.setValue(i, j, matrix.getValue(minimizedPSRows.get(i), subsLastColumns.

get(j)));

32 } else if (i >= listSubs.size() && j < listSubs.size()) {

33 int positionFirstColum = listSubs.get(j).getListColumns().indexOf(listSubs.get(j).

getFirstColumn());

34 minimizedMatrix.setValue(i, j, matrix.getValue(minimizedPSRows.get(i),

minimizedPSColumns.get(j)).mult(listSubs.get(j).getResultSub().

35 getValue(positionFirstColum)));

36 } else {

37 minimizedMatrix.setValue(i,j, matrix.getValue(minimizedPSRows.get(i),

minimizedPSColumns.get(j)));

38 }

39 }

40 }

41 }

Die Belegung der minimierten IvariMatrix minimizedMatrix sowie des zugehörigen minimierten IvariVectors mi-

nimizedVector wird wie folgt vorgenommen:

• Zunächst werden die erzeugten Produkte der einzelnen Subelemente und deren Beziehungen untereinan-

der eingetragen (vgl. Code 9.29, Zeile 30 f.), welche in den lastRows und lastColumns der jeweiligen Subs zu

finden ist.

• Anschließend (vgl. Code 9.29, Zeile 32 f.) werden die Beziehungen zu anderen Prozessmodulen, die keinem

Subsystem zugeordnet wurden, in weiteren Zeilen der minimizedMatrix eingetragen. Dies erfolgt in den

Spalten, die zu den jeweiligen Subs gehören. Hierfür werden die Elemente der gespeicherten firstColumns

und lastRows der Subs verwendet. Sie werden mit dem bereits berechneten Skalierungsfaktor des Subsy-

stems multipliziert.

• Zuletzt werden die Elemente der übrigen Prozessmodule in weiteren Spalten sowie Zeilen der minimized-

Matrix und auch die Beziehungen der Subs zu diesen Prozessmodulen eingetragen (vgl. Code 9.29, Zeile

36 f.). Dies erfolgt über den Aufruf der in den minimizedPSrows gespeicherten lastRows der Subs bzw. den

Zeilennummern der übrigen Prozessmodule sowie durch Aufruf der firstColumns der Subs bzw. den Spal-

tennummern von denjenigen Prozessmodulen, die keinem Sub zugeordnet sind.

9.5.4 Sub.java

Die Klasse Sub erbt von der Klasse IvariMatrix. Sie repräsentiert Subsysteme und enthält mehrere Instanzvaria-

blen sowie zwei Konstruktoren. Die Instanzvariable HashMap<Integer, Integer> mapSub (vgl. Code 9.30, Zeile 2)

dient zur Speicherung der relevanten Zeilen- und zugehörigen Spaltennummern des Subsystems vom Typ Sub.

Die Instanzvariable lastRow vom primitiven Datentyp int dient zur Speicherung von Zeilennummern der durch-

suchten IvariMatrix. Es wird diejenige Zeilennummer des Subsystems gespeichert, welche dessen erzeugtes Pro-

dukt beschreibt (vgl. Code 9.30, Zeile 3). Die Instanzvariable lastColumn (vgl. Code 9.30, Zeile 5) vom primitiven

Datentyp int dient analog zur Speicherung einer Spaltennummer. Der Variable lastColumn wird die Spaltennum-

mer von dem Prozessmodul zugewiesen, welches das Produkt des untersuchten Subsystems erzeugt. Die Instanz-

variable firstColumn (vgl. Code 9.30, Zeile 4) vom primitiven Datentyp int wird ebenfalls zur Speicherung von

Spaltennnummern benötigt. Dabei wird die Spaltenummer desjenigen Prozessmoduls hinterlegt, welches über
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ein Vorgänger-Prozessmodul verfügt. Es ist nur ein Vorgänger-Prozessmodul je Subsystem möglich. Es wird somit

- im Falle eines linearen Subsystems - diejenige Spaltennummer gespeichert, welche in der Prozessfolge das erste

Prozessmodul abbildet oder - im Falle eines baumartigen Subsystems - das „Blatt“, welches einen Vorgänger zu

verzeichnen hat. Gibt es kein vorangehendes Prozessmodul und demzufolge keine in das Subsystem einfließen-

den Produktflüsse, wird - im Falle eines baumartigen Subsystems die Spaltennummer des als „Wurzel“ fungieren-

den Prozessmoduls gespeichert.

Code 9.30: Instanzvariablen und Konstruktoren von Sub.java

1 public class Sub extends IvariMatrix{

2 private HashMap<Integer, Integer> mapSub = new HashMap<Integer, Integer>();

3 private int lastRow;

4 private int firstColumn;

5 private int lastColumn;

6 private ArrayList<Integer> listColumns = new ArrayList<Integer>();

7 private ArrayList<Integer> listRows = new ArrayList<Integer>();

8 private IvariMatrix subMatrix = new IvariMatrix(mapSub.size());

9 private IvariVector subVector = new IvariVector(mapSub.size());

10 private IvariVector resultSub = new IvariVector(mapSub.size());

11

12 public Sub(int n) {

13 super(n);

14 }

15

16 public Sub() {

17 }

18 //...

19 }

Die ArrayLists listColumns (vgl. Code 9.30, Zeile 6) und listRows (vgl. Code 9.30, Zeile 7) dienen zur Speicherung

der Spalten- bzw. Zeilennummern des durchsuchten Subs. Sie werden bei der Berechnung des gesamten Pro-

duktsystems benötigt, um die Ergebnisse der Subsysteme korrekt im IvariVector finalResult zu positionieren (vgl.

Kapitel 9.5.1: Code 9.20, Zeile 25 ff.). Die IvariMatrix subMatrix (vgl. Code 9.30, Zeile 8) dient zur Speicherung des

Subsystems als IvariMatrix und analog dazu dient die Instanziierung vom IvariVector subVector (vgl. Code 9.30,

Zeile 9) zur Speicherung des zugehörigen IvariVectors. Im IvariVector resultSub wird die Lösung des Subsystems

gespeichert (vgl. Code 9.30, Zeile 10). Ein Objekt vom Typ Sub kann ohne Parameter (vgl. Code 9.30, Zeile 16) er-

zeugt werden oder durch Aufruf des Konstruktors der Superklasse mit einem Parameter vom primitiven Datentyp

int (vgl. Code 9.30, Zeile 12). Dieser legt dann die Dimension der IvariMatrix fest.

Methode drawAndCalcSub(Sub sub, IvariMatrix scannedMatrix, IvariVector scannedVector)

Mit der Methode drawAndCalcSub(Sub sub, IvariMatrix scannedMatrix, IvariVector scannedVector) (vgl. Code 9.31)

kann die detektierte Submatrix subMatrix vom Typ IvariMatrix sowie der zugehörige Vektor subVector vom Typ

IvariVector erzeugt werden. Dafür werden das Sub sub sowie die durchsuchte IvariMatrix scannedMatrix und der

zugehörige IvariVector scannedVector übergeben.

Code 9.31: Methode drawAndCalcSub(Sub sub, IvariMatrix scannedMatrix, IvariVector scannedVector)

1 public void drawAndCalcSub(Sub sub, IvariMatrix scannedMatrix, IvariVector scannedVector) {

2 ArrayList<Integer> subColumns = new ArrayList<Integer>();

3 ArrayList<Integer> subRows = new ArrayList<Integer>();

4 for (int i = 0; i < scannedMatrix.getSize(); i++) {
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5 if (sub.getMapSub().containsKey(i)) {

6 subRows.add(i);

7 subColumns.add(sub.getMapSub().get(i));

8 }

9 }

10 sub.setListColumns(subColumns);

11 sub.setListRows(subRows);

12 int subSize = sub.getMapSub().size();

13 IvariMatrix subMatrix = new IvariMatrix(subSize);

14 IvariVector subVector = new IvariVector(subSize);

15 subVector.setValue(subRows.indexOf(sub.getLastRow()), scannedMatrix.getValue(sub.getLastRow()

, sub.getMapSub().get(sub.getLastRow())));

16 for (int i = 0; i < subSize; i++) {

17 for (int j = 0; j < subSize; j++) {

18 subMatrix.setValue(i, j, scannedMatrix.getValue(subRows.get(i), subColumns.get(j)));

19 }

20 }

21 sub.setSubMatrix(subMatrix);

22 sub.setSubVector(subVector);

23 sub.setResultSub(subMatrix.gauss(subVector));

24 }

Zur Erzeugung der subMatrix und des zugehörigen subVectors werden zunächst die detektierten Zeilen und Spal-

ten erfasst (vgl. Code 9.31, Zeile 5 ff.). Daraufhin wird dem subVector das IvariScalar des erzeugten Produkts des

Subs in die lastRow übergeben (vgl. Code 9.31, Zeile 15). Anschließend werden die Elemente des Subsystems

der subMatrix übergeben (vgl. Code 9.31, Zeile 16 ff.). Zuletzt wird das Subsystem durch Aufruf der Methode

gauss(IvariVector vector) berechnet (vgl. Code 9.31, Zeile 23). Das Ergebnis wird der Instanzvariable resultSub über-

geben (vgl. Code 9.31, Zeile 23).

9.5.5 LinSub.java und TreeSub.java

Die Klassen LinSub (vgl. Code 9.32, Zeile 3 ff.) und TreeSub (vgl. Code 9.32, Zeile 15 ff.) erben von der Klasse Sub.

Sie dienen zur Repräsentation linearer und baumartiger Subsysteme.

Code 9.32: Kindklassen LinSub.java und TreeSub.java

1

2 // Kindklasse LinSub

3 public class LinSub extends Sub{

4

5 // Konstruktoren

6 public LinSub(int n) {

7 super(n);

8 }

9

10 public LinSub() {

11 }

12 }

13

14 // Kindklasse TreeSub

15 public class TreeSub extends Sub {

16

17 // Konstruktoren
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18 public TreeSub(int n) {

19 super(n);

20 }

21

22 public TreeSub() {

23 }

24 }

Beide Klassen enthalten einen parameterlosen Konstruktor sowie einen von der Superklasse geerbten Konstruktor,

dessen Parameter zur Festlegung der Dimension der Intervallmatrizen dient.
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Kapitel 10

Verifikation der Methoden und Ableitung

eines allgemeinen Verfahrens

Die Algorithmen werden an Testreihen erprobt, analysiert und verifiziert. In Kapitel 10.1 wird die Verifikation der

implementierten Solver vorgestellt. Kapitel 10.2 dient zur Erläuterung der Ergebnisse diverser Solver hinsichtlich

unterschiedlicher Aspekte der zu berechnenden Produktsysteme wie die damit einhergehenden Matrixtypen, die

Position der Prozessmodule innerhalb des Produktsystems sowie die Systemstruktur der Produktsysteme. In Kapi-

tel 10.3 wird die Komplexität der Solver thematisiert. Aus den Erkenntnissen der Verifikation, der Analyse und des

Rechenzeitaufwands werden in Kapitel 10.4 die Methoden modifiziert und auf Basis dieser Methoden dann ein

allgemeines Verfahren bestimmt. Dieses Verfahren kann zur Berechnung der intervallbasierten Ökobilanzierung

verwendet werden.

10.1 Verifikation der Gleichungslöser

Die Parameterstudien dienen zur Erprobung der Funktionalität der Gleichungslöser sowie zum Vergleich der In-

tervallweiten der Ergebnisse (Erläuterung zum Konzept der Parameterstudien vgl. Kapitel 8.6). Im Folgenden wird

anhand der Testreihen 3x3-linear und 3x3-baum die Anwendbarkeit der implementierten Methoden für das ent-

wickelte intervallbasierte Verfahren zur ökologischen Bilanzierung analysiert. Je Testreihe ergeben sich 81 un-

terschiedliche Produktsysteme, die durchnummeriert sind und als „testGP1“ bis „testGP81“ bezeichnet werden.

Detaillierte Informationen zu den jeweiligen Produktsystemen befinden sich im Anhang B.

In Kapitel 10.1.1 wird die Eignung der Solver am Beispiel der Testreihen 3x3-linear und 3x3-baum thematisiert.

Auf das Verfahren von Nirmala wird dabei in Kapitel 10.1.2 gesondert eingegangen. Die Eignung der Solver beeck

und ning26 wird in Kapitel 10.1.3 behandelt. Für eines der Produktsysteme der Testreihe 3x3-linear wird von kei-

nem Solver ein Ergebnis zurückgegeben aufgrund einer Ausnahme, die im Zuge einer Kehrwertberechnung auf-

tritt. Dies wird in Kapitel 10.1.4 vorgestellt. Bei einigen Analysen werden aus Gründen der Vergleichbarkeit man-

che Produktsysteme ausgenommen, da einzelne Solver für diese Produktsysteme kein Ergebnis zurückgegeben

haben, sondern eine Exception ausgelöst wurde; dies gilt insbesondere für den Solver salt. Eine Auswahl ausge-

nommener Produktsysteme wird gesondert in Kapitel 10.1.5 ausgewertet. Abschließend werden in Kapitel 10.1.6

die Ergebnisse der Testreihen 3x3-linear und 3x3-baum zusammengefasst.
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10.1.1 Eignung der implementierten Solver

Die Auswertung der Testreihen 3x3-linear und 3x3-baum zeigt, dass die zurückgegebenen Ergebnisse aller Me-

thoden die festgelegten Gültigkeitskriterien („Gültigkeitskriterien“ vgl. Kapitel 8.4.2) im Rahmen ihrer jeweiligen

Gültigkeitsgrenzen einhalten (spezifische Gültigkeitsgrenzen der jeweiligen Solver vgl. Tabelle 8.1 in Kapitel 8.5).

(a) 243 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-linear. (b) 243 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-baum.

Abbildung 10.1: Häufigkeit der UnsI-Werte nach Kategorien der Testreihen 3x3-linear und 3x3-baum.

In Abbildung 10.1a sind die Häufigkeit der UnsI-Werte aller Skalierungsfaktoren der Testreihe 3x3-linear und

in Abbildung 10.1b die Häufigkeit der UnsI-Werte aller Skalierungsfaktoren der Testreihe 3x3-baum in Kategori-

en dargestellt. Die UnsI-Kategorien entsprechen den in Kapitel 8.5.4 festgelegten Kategorien („UnsI-Kategorien“

vgl. auch 8.5.4, Tabelle 8.2). Auf die zusätzliche, hier eingeführte sechste Kategorie „unberücksichtigt“ entfallen

die UnsI-Werte von denjenigen Skalierungsfaktoren, für die eine Exception ausgelöst wurde oder welche für die

jeweiligen Produktmatrizen nicht anwendbar sind. Die überwiegende Mehrheit der Solver gibt für die Produkt-

systeme Ergebnisse zurück. Ungültige Ergebnisintervalle werden zuverlässig abgefangen. Dies trifft insbesondere

auf die Solver ning22, ning26 und beeck zu. Beim Solver ning22 werden Exceptions für alle Skalierungsfaktoren S1

und S2 der beiden Testreihen ausgelöst. Dies ist darin begründet, dass der Solver ning22 oftmals Oberhüllen mit

größeren Intervallweiten ermittelt, wodurch die Untergrenzen der Ergebnisintervalle auch negativ werden; dies

ist im entwickelten Verfahren nicht zulässig und wird daher unterbunden. Insgesamt ist das Verfahren ning22 zur

Lösung des in dieser Arbeit adressierten Problems daher als weniger geeignet einzuordnen. Der Solver beeck liefert

für M-Matrizen die Hülle der Lösungsmenge, der Solver ning26 für invers-positive Matrizen. Beide Solver wurden

auch an weiteren Matrixtypen getestet, erweisen sich allerdings für andere Matrixtypen als dem M-Matrixtyp als

nicht geeignet. So wurden für andere Matrixtypen häufig schmalere Ergebnisintervalle zurückgegeben als vom

referenziellen Solver piga.

Die UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren, welche für die Testreihe 3x3-linear von den Solvern piga, siga, sopt

und hansen berechnet werden, lassen sich mit Werten von<20 % vergleichsweise häufig der Kategorie „vergleichs-

weise sehr sicher“ zuordnen. Die UnsI-Werte der Testreihe 3x3-linear, die von den Solvern adivaOrigin, adiheu

und adiperm kalkuliert werden, entsprechen vergleichsweise häufig der UnsI-Kategorie „vergleichsweise sicher“
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mit Werten im Bereich von ≥20 % bis <40 %. Die durch den Solver salt ermittelten UnsI-Werte der Testreihe 3x3-

linear gehören vergleichsweise häufig den UnsI-Kategorien ab einem Wertebereich von ≥40 % und größer an.

10.1.2 Analyse der Methode Nirmala

Eine Verifikation der Nirmala-Methode mit den in [63] aufgeführten Beispielen zeigte, dass die in dieser Arbeit

festgelegten Gültigkeitskriterien nicht erfüllt werden (Gültigkeitskriterien vgl. Kapitel 8.4.2). Die Intervallgrenzen

sind schmaler als die Grenzen, die mit der vollständigen Szenarioanalyse durch den Solver piga ermittelt wer-

den. Damit ist die Nirmala-Methode für das in dieser Arbeit entwickelte Berechnungsverfahren zur ökologischen

Bewertung nicht geeignet und wird im weiteren Verlauf nicht weiter in Betracht gezogen.

Die Hüllen der Lösungsmengen der Beispiele „Example 3.4“ und „Example 3.5“ (vgl. [63], S. 619 ff.) wurden

mit dem Solver piga berechnet. Für das „Example 3.4“ werden die Hüllen ebenfalls mit den Verfahren von Ning

(basierend auf Theorem 2.2 und 2.5) und dem Verfahren von Hansen ermittelt (vgl. [56], S. 1301 f., Anmerkung des

Autors: Die Beispiele heißen hier „Example 3.2“ und „Example 3.3“). Die Hülle der Lösungsmenge von „Example

3.5“ wird ebenfalls mit den Solvern beeck bzw. dem Verfahren von Ning nach Theorem 2.5 und siga ermittelt (vgl.

ebenfalls [56], S. 1301 f., Anmerkung des Autors: Das Beispiel heißt hier „Example 3.3“).

10.1.3 Analyse der Solver beeck und ning26

Der Solver beeck gibt bei den 16 Produktsystemen der Testreihe 3x3-linear, deren Produktmatrizen vom Typ ei-

ner M-Matrix sind, die Hülle der Lösungsmenge zurück. Zusätzlich wird durch den Solver beeck bei weiteren sie-

ben Produktsystemen (testGP55, testGP56, testGP58, testGP,59, testGP64, testGP65 und testGP67 der Testreihe 3x3-

linear, vgl. Anhang B) die Hülle der Lösungsmenge berechnet. Die Produktmatrizen dieser sieben Produktsysteme

haben mit der Produktmatrix eines weiteren Produktsystems (testGP68 der Testreihe 3x3-linear, vgl. auch Anhang

B) gemein, dass sie invers-positiv sind, jedoch nicht den M-Matrizen angehören. Der Unterschied zwischen den

sieben Produktmatrizen und dem Produktsystem testGP68 ist, dass einzig das Produktsystem testGP68 nicht den

H-Matrizen zugeordnet werden kann. Das Produktsystem testGP68 wird vom Solver ning26 exakt gelöst, welches

auf dem Verfahren von Ning und dem Theorem 2.6 basiert. Wenn die Produktmatrizen vor der Berechnung auf

Positivität ihrer Inversen überprüft werden, bietet sich daher die Verwendung des Solvers ning26 an.

10.1.4 Exceptions bei der Kehrwertberechnung

Die Berechnung des Produktsystems testGP41 der Testreihe 3x3-linear wird unterbrochen, da die Grenzwerte ei-

nes bei der Berechnung notwendigen Kehrwert-Intervalls unterschiedliche Vorzeichen aufweisen. Dies ist beim

Berechnungsverfahren unzulässig. Grund hierfür ist, dass die Funktion f (x) = 1
x über keinen beidseitigen Grenz-

wert verfügt, wenn x gegen Null strebt. So strebt der Limes linksseitig gegen −∞, rechtsseitig gegen +∞:

lim
x→0−

1

det I
=−∞ lim

x→0+
1

det I
=+∞

Der Kehrwert 1
det I einer möglichen Determinante det I der Produktmatrix beträgt z. B. gerundet 1

det I = [-15,3; 1,9].

Die berechneten Grenzwerte umhüllen jedoch nicht alle möglichen Ergebnisse. So zeigt eine Kehrwertberechnung

von Zwischenwerten von 1
det I , dass diese außerhalb des durch Intervallrechnung ermittelten Intervalls liegen (vgl.

Abbildung 10.2).
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deti

mit det I < xi < det I

Abbildung 10.2: Problematik von Intervallen, welche die Null enthalten, am Beispiel des Kehrwerts 1
det I der theo-

retisch zu erwartenden Determinante det I des Produktsystems testGP41.

10.1.5 Produktsysteme mit fehlenden Rückgabewerten

Bei den vergleichenden Analysen im folgenden Kapitel 10.2 werden überwiegend acht Produktsysteme (testGP14,

testGP23, testGP47, testGP49, testGP50, testGP52, testGP53 und testGP68, vgl. Anhang B) der Testreihe 3x3-linear

ausgeschlossen, da bei diesen Produktsystemen die Berechnung einzelner Solver abgefangen wird. Dieser Fall tritt

z. B. ein, wenn ein Intervall die Null enthält.

Abbildung 10.3: UnsI-Werte [-] der Skalierungsfaktoren S1 ausgewählter Produktsysteme der Testreihe 3x3-linear.

In Abbildung 10.3 sind die UnsI-Werte dieser Produktsysteme exemplarisch anhand der Skalierungsfaktoren

S1 dargestellt, fehlende Säulen beschreiben hier ein Fehlen des Rückgabewerts. Beim Solver salt wurde bei sieben

der acht Produktsysteme eine Exception ausgelöst. Die Produktsysteme testGP14 und testGP68 weisen sehr große

UnsI-Werte auf, womit diese gemäß der UnsI-Kategorien daher als „vergleichsweise sehr unsicher“ eingestuft wer-

den. Die Ergebnisse dieser beiden fiktive Produktsysteme ist demzufolge so vage, dass hier bei einem realen Sy-

stem für verwendbare Aussagen eine vertiefte Recherche erforderlich wäre. Die übrigen Produktsysteme weisen
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mit Werten zwischen ca. 0,30 und ca. 0,54 geringe bis moderate UnsI-Werte auf, welche den UnsI-Kategorien „ver-

gleichsweise sicher“ bis „vergleichsweise mäßig unsicher“ zuzuordnen sind. In Abbildung 10.4 sind die Intervalle

der Skalierungsfaktoren S1 der übrigen Produktsysteme dargestellt. Die Ergebnisintervalle der Solver weichen nur

geringfügig voneinander ab.

Abbildung 10.4: Ergebnisintervalle der Skalierungsfaktoren S1 von Produktsystemen der Testreihe 3x3-linear.

10.1.6 Übersicht der Ergebnisse

Die Ergebnisse der Gleichungslöser, die für die Testreihen 3x3-linear sowie 3x3-baum berechnet werden, wur-

den zunächst ungeachtet des Matrixtyps, der Anordnung des Prozessmoduls im Produktsystem sowie der Pro-

duktsystemstruktur vergleichend gegenübergestellt. Die Solver beeck und ning26 sind nicht auf alle Matrixtypen

anwendbar, die im Zuge der fiktiven Produktsysteme der Testreihen vertreten sind. Deshalb werden die beiden

Solver aus Gründen der Vergleichbarkeit in diesem Abschnitt nicht berücksichtigt.

In Abbildung 10.5 sind die Ergebnisse der Testreihen 3x3-linear und 3x3-baum dargestellt. Die Analyse der

Testreihe 3x3-linear zeigt, dass der Median der UnsI-Werte des Solvers piga bei ca. 0,23 liegt. Die Mediane der

UnsI-Werte der Solver sopt, siga und hansen sind mit ca. 0,28 ebenfalls vergleichsweise gering. Die Mediane der

UnsI-Werte der Intervall-Adjunkten-Verfahren (Solver adivaOrigin, adiheu und adiperm) liegen etwas erhöht bei

ca. 0,31. Der Median der UnsI-Werte des Solvers salt ist im Vergleich am größten mit einem Median von ca. 0,38.

Der Median der UnsI-Werte der Testreihe 3x3-baum beträgt beim Solver piga ca. 0,19, wobei die Solver siga und

sopt mit einem Median von ca. 0,21 und die Solver adivaOrigin, adiheu, adiperm und hansen mit einem Median

der UnsI-Werte von ca. 0,22 im Vergleich nur geringfügig größer sind.

Vom arithmetischen Mittel der UnsI-Werte des Solvers piga weichen die berücksichtigten Solver bei der Testrei-

he 3x3-linear zwischen minimal ca. 15,8 % (Solver sopt) und maximal ca. 53,8 % (Solver salt) ab (vgl. Abbildung

10.6a). Die arithmetischen Mittel der UnsI-Werte der Solver adivaOrigin, adiperm und adiheu weisen Abweichun-

gen auf von ca. 28,1 % (Solver adiperm) bis 29,2 % (Solver adivaOrigin). Die Abweichungen des arithmetischen

Mittels der UnsI-Ergebnisse vom Solver hansen liegen bei ca. 21,7 %. Bei der Testreihe 3x3-baum weicht das arith-
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(a) 219 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-linear.
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(b) 186 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-baum.

Abbildung 10.5: Arithmetische Mittel [-] und Mediane [-] von UnsI-Werten der Testreihen 3x3-linear und 3x3-
baum.

metische Mittel der UnsI-Werte des Solvers adiperm am wenigsten von dem des Solvers piga ab mit ca. 16,1 %,

während das arithmetische Mittel der UnsI-Werte vom Solver salt die größten Abweichungen von ca. 46,8 % auf-

weist (vgl. Abbildung 10.6b). Tendenziell weichen die UnsI-Werte des Solvers salt im Mittel am stärksten von den

jeweiligen Hüllen der Lösungsmengen ab.

10.2 Detaillierte Analyse der Solver

Im Folgenden werden in Kapitel 10.2.1 die Ergebnisse der Skalierungsfaktoren der erprobten Produktsysteme un-

ter Berücksichtigung der zugehörigen Position ihrer Prozessmodule analysiert. Im Anschluss erfolgt in Kapitel

10.2.2 die Analyse der Ergebnisse der unterschiedlichen Gleichungslöser unter Berücksichtigung der spezifischen

Produktsystemstrukturen. Daran anschließend werden in Kapitel 10.2.3 die Ergebnisse der Testreihen unter Be-

rücksichtigung der Matrixtypen untersucht.

10.2.1 Auswirkungen durch die Position der Prozessmodule

Die Auswirkungen durch die Position der Prozessmodule wird anhand der Testreihe 3x3-linear untersucht. Die

Testreihe 3x3-baum wird nicht berücksichtigt, da bei dieser Testreihe nur zwei Prozessmodule aufeinanderfolgen.

Die Mediane der einzelnen UnsI-Skalierungsfaktoren der untersuchten Produktsysteme sind in Abbildung 10.7 il-

lustriert. Der Median der UnsI-Werte beträgt beim Skalierungsfaktor S3 des Prozessmoduls M3 0,111 (Solver piga).

Die Mediane der UnsI-Werte der übrigen Solver weichen hiervon ab mit einem Wert von mindestens 0,116 um ca.

4,5 % (Solver sopt) und maximal bis zu ca. 126 % (Solver adiheu) mit einem Wert von ca. 0,25. Beim Skalierungsfak-

tor S3 ist zu erkennen, dass insbesondere die UnsI-Mediane der Solver siga und sopt vergleichsweise gering sind,

während die Ergebnisse der Solver auf Basis der Intervall-Adjunkten-Verfahren erhöhte UnsI-Mediane aufweisen.

166



(a) :219 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-linear. (b) :186 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-baum.

Abbildung 10.6: Abweichung [%] der arithmetischen Mittel sowie der Mediane von den Testreihen 3x3-linear und
3x3-baum diverser Gleichungslöser im Vergleich zu den Ergebnissen des Solvers piga.

Der Median der UnsI-Werte vom Skalierungsfaktor S2 des Solvers piga ist mit einem Wert von 0,245 größer als

der entsprechende Wert für S3. Die übrigen Solver weichen bei S2 mit UnsI-Medianen von 0,287 um mindestens

ca. 17 % (Solver adiperm) und maximal bis zu 70 % (Solver salt) ab. Der Median der UnsI-Werte beträgt für den

Skalierungsfaktor S1 beim Solver piga 0,337, die übrigen Solver weichen mit einem Median der UnsI-Werte von

0,378 um mindestens ca. 12 % (Solver hansen) und maximal bis zu ca. 31 % (Solver siga) mit einem Wert von ca.

0,44 ab.

piga

adivaOrigin
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sopt
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Median UnsI S1 Median UnsI S2 Median UnsI S3

Abbildung 10.7: Mediane [-] von 219 UnsI-Werten der Testreihe 3x3-linear.

Dies zeigt, dass sich die UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren der Testreihe 3x3-linear durchschnittlich vom zu-

letzt angeordneten Prozessmodul zu den vorangehenden Prozessmodulen erhöhen. Dies ist darin begründet, dass

die Skalierungsfaktoren vorangehender Prozessmodule in Abhängigkeit von den Skalierungsfaktoren nachfolgen-

der Prozessmodule bestimmt werden, wobei auch deren Unsicherheiten übernommen werden (vgl. hierzu auch
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den „Unsicherheitsfluss“ in Kapitel 6.2.8). Dies ist auch in Abbildung 10.7 zu erkennen. So nimmt der Betrag der

UnsI-Mediane von S3 zu S1 - dargestellt als Fläche - zu. Ebenso ist zu erkennen, dass sich die Verbindungslinien

zwischen den UnsI-Medianen der Solver von den Skalierungsfaktoren S3 zu den Skalierungsfaktoren S1 der Form

eines Kreises annähern - die Diskrepanzen zwischen den Ergebnissen der einzelnen Solver nehmen folglich im

Mittel von den Skalierungsfaktoren S3 zu den Skalierungsfaktoren S1 ab.

10.2.2 Berücksichtigung der Produktsystemstruktur

Im Folgenden werden die Produktsysteme der Testreihen 3x3-linear und 3x3-baum hinsichtlich der Systemstruk-

tur der Produktsysteme unterschieden und Produktsysteme mit gleichartiger Systemstruktur gesondert unter-

sucht. Dadurch soll analysiert werden, ob für spezielle Produktsystemstrukturen einzelne Gleichungslöser beson-

ders geeignet sind.

Produktsysteme mit schleifenartiger Struktur durch Verzweigung

In den Testreihen 3x3-linear und 3x3-baum weisen jeweils sieben Produktsysteme ausschließlich einfache oder

mehrfache Schleifen durch Verzweigung auf. Eines der Produktsysteme der Testreihe 3x3-linear (testGP14) wird

aus dem weiteren Vergleich ausgeschlossen. Grund hierfür ist, dass beim Solver hansen eine Exception ausgelöst

wurde. In Abbildung 10.8 sind die prozentualen Abweichungen der arithmetischen Mittel der UnsI-Werte unter-

schiedlicher Gleichungslöser von dem arithmetischen Mittel der UnsI-Werte des Solvers piga dargestellt.

Abbildung 10.8: Abweichung der arithmetischen Mittel der UnsI-Werte von Produktsystemen mit Verzweigung
von dem des Solvers piga (18 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-linear sowie 21 der UnsI-Werte der Testreihe 3x3-
baum).

Bei der Testreihe 3x3-baum weichen einzig die Ergebnisse der Solver salt und hansen um ca. 15 % (Solver

salt) und um ca. 20 % (Solver hansen) von der Hülle der Lösungsmenge ab. Bei der Testreihe 3x3-linear weisen die

Ergebnisse dieser beiden Solver prozentuale Abweichungen von ca. 32 % (Solver salt) bzw. ca. 25 % (Solver hansen)

auf; daneben weichen auch die Ergebnisse der Intervall-Adjunkten-Verfahren um ca. 17 % von den Ergebnissen

des Solvers piga ab.

Produktsysteme mit schleifenartiger Struktur durch Verzweigung können den Z-Matrizen zugeordnet werden

(Einordnung der Produktmatrizen zu Matrixtypen vgl. Kapitel 7.6). In diesem Fall entsprechen alle berücksich-
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tigten Produktsysteme auch einer M-Matrix. Demzufolge wird durch die Solver siga und beeck die Hülle der Lö-

sungsmenge ermittelt, womit diese Ergebnisse keine Abweichungen zu den Resultaten des Solvers piga aufwei-

sen. Dieses Ergebnis deckt sich mit der Empfehlung von Hansen (Eignung diverser Methoden je Matrixtyp nach

Hansen vgl. Kapitel 8.5.5), der für M-Matrizen das Intervall-Gauß-Verfahren empfiehlt. Die Produktmatrizen von

schleifenartigen Produktsystemen durch Verzweigung sind jedoch nicht ausschließlich vom Typ einer M-Matrix,

weswegen für diese Produktsystemstrukturen nicht allgemein das Intervall-Gauß-Verfahren oder die Methode von

Beeck als das am besten geeignete Verfahren festgelegt werden kann.

Produktsysteme mit Pseudoschleifen

In der Testreihe 3x3-linear weisen sieben Produktsysteme Pseudoschleifen auf, bei denen ausschließlich einfache

oder mehrfache Pseudoschleifen vorkommen. In der Testreihe 3x3-baum weisen 15 Produktsysteme eine solche

Struktur auf, wobei ein Produktsystem aufgrund einer Exception bei einem der Solver aus der weiteren Analy-

se ausgeschlossen wird. Die Produktmatrizen von Produktsystemen mit Pseudoschleifen können nicht den Z-

Matrizen zugeordnet werden und entsprechen daher auch nicht den M-Matrizen (Einordnung der Matrixtypen

diverser Produktsystemstrukturen vgl. Kapitel 7.6). In diesem Fall entsprechen alle genannten Produktmatrizen

einer H-Matrix.

(a) :21 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-linear. (b) :42 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-baum.

Abbildung 10.9: Abweichung [%] der arithmetischen Mittel der UnsI-Werte von Produktsystemen mit Pseu-
doschleifen von dem des Solvers piga (21 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-linear und 42 UnsI-Werte der Testreihe
3x3-baum.

In Abbildung 10.9a sind die Abweichungen der arithmetischen Mittel der UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren

S1, S2 und S3 von den jeweiligen arithmetischen Mitteln der Skalierungsfaktoren der UnsI-Werte des Solvers piga

der Testreihe 3x3-linear dargestellt, in Abbildung 10.9b sind analog die Abweichungen der Testreihe 3x3-baum

abgebildet.

Mit dem Solver hansen werden für beide Testreihen vergleichsweise schmale Ergebnisintervalle kalkuliert mit

geringen Abweichungen zum Solver piga. So betragen die Abweichungen bei den Produktsystemen der Testreihe

3x3-linear im Mittel zwischen 8 % (UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren S1 der Pozessmodule M1) und 17 % (Un-

sI-Werte der Skalierungsfaktoren S3 der Prozessmodule M3). Die Abweichungen der UnsI-Werte der Solver siga

und sopt betragen allerdings für die Skalierungsfaktoren S3 im Mittel nur 2 %. Die Intervall-Adjunkten-Verfahren

weisen hingegen vergleichsweise große Abweichungen auf, wobei hier insbesondere die UnsI-Werte der Skalie-

rungsfaktoren S3 mit Abweichungen von ca. 163 % zu nennen sind.
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Bei den Produktsystemen der Testreihe 3x3-baum weicht das arithmetische Mittel der UnsI-Werte des Solvers

sopt von den Skalierungsfaktoren S1 und S3 um ca. 4 % (arithmetisches Mittel von S1) und ca. 7 % (arithmetisches

Mittel von S3) vergleichsweise am geringsten von dem des Solvers piga ab. Dagegen weist das arithmetische Mit-

tel der UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren S2 des Solvers hansen die geringsten Abweichungen mit ca. 9 % zum

arithmetischen Mittel der UnsI-Werte des Solvers piga auf. Eine Betrachtung der Abweichungen des Solvers sopt

zeigt, dass eine Kombination unterschiedlicher Solver zu einer Reduktion der Abweichungen führen kann. So weist

bspw. der Solver sopt für die UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren S3 (Testreihe 3x3-baum) im Mittel Abweichun-

gen zum Solver piga von ca. 7 % auf, während die Solver siga und salt Abweichungen von 16 % (Abweichungen der

Ergebnisse des Solvers siga) und 47 % (Abweichungen der Ergebnisse des Solvers salt) aufweisen.

Insgesamt lässt sich anhand der Ergebnisse der beiden Testreihen kein einzelner Gleichungslöser identifizie-

ren, der für Produktsysteme mit Pseudoschleifen als besonders geeignet gelten kann. Vielmehr sollte für Produkt-

systeme mit Pseudoschleifen eine Kombination mehrerer Solver in Betracht gezogen werden.

Produktsysteme mit Mischstrukturen

In der Testreihe 3x3-linear verfügen 49 der Produktsysteme über Produktsysteme mit Mischstrukturen. Dies be-

deutet, dass die Produktsysteme zwei oder mehr unterschiedliche Arten von Systemstrukturen in Kombination

enthalten. Im folgenden Vergleich werden 44 Produktsysteme von 49 Produktsystemen mit gemischten System-

strukturen der Testreihe 3x3-linear berücksichtigt sowie 36 Produktsysteme von 50 Produktsystemen mit Misch-

strukturen der Testreihe 3x3-baum, da hier vereinzelt Solver keinen Rückgabewert liefern.

In Abbildung 10.10a sind die Abweichungen der arithmetischen Mittel der UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren

S1, S2 und S3 von den jeweiligen arithmetischen Mitteln der UnsI-Werte des Solvers piga der Testreihe 3x3-linear

dargestellt, in Abbildung 10.10b sind analog hierzu die entsprechenden Abweichungen der Testreihe 3x3-baum

abgebildet. Durch den Solver hansen werden bei beiden Testreihen vergleichsweise schmale Ergebnisintervalle

mit geringen Abweichungen zum Solver piga berechnet. So betragen die Abweichungen bei den Produktsyste-

men der Testreihe 3x3-linear im Mittel zwischen 14 % (UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren S1 der Pozessmodule

M1) und 25 % (UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren S2 der Prozessmodule M2). Die Abweichungen der UnsI-Werte

der Solver siga und sopt betragen allerdings für die Skalierungsfaktoren S3 im Mittel nur 4 % (Solver sopt) bzw. 5 %

(Solver siga). Die Intervall-Adjunkten-Verfahren weisen hingegen vergleichsweise große Abweichungen auf, wobei

hier insbesondere die UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren S3 mit Abweichungen von bis zu ca. 137 % (Solver adi-

vaOrigin und adiperm) zu nennen sind. Die Analyse der Testreihe 3x3-baum zeigt, dass die arithmetischen Mittel

der UnsI-Werte des Solvers hansen zwischen 17 % (mittlere Abweichung der UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren

S2) und 27 % (mittlere Abweichung der UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren S3) von den Ergebnissen des Solvers

piga abweichen. Der Solver salt hingegen weist mittlere Abweichungen von bis zu 85 % (mittlere Abweichung der

UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren S3) auf. Die Ergebnisse der Solver adivaOrigin, adiheu und adiperm weichen

zwischen 12 % (mittlere Abweichung der UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren S1 des Solvers adiperm) und im Mit-

tel ca. 45 % (mittlere Abweichung der UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren S3 des Solvers adivaOrigin) ab.

Die UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren des Solvers sopt weisen bei beiden Testreihen im Vergleich zu den

Ergebnissen der Solver salt und siga reduzierte Abweichungen auf. Zusätzlich ist zu erkennen, dass insbesondere

die Solver siga und sopt im Mittel vergleichsweise geringe Abweichungen der UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren

S3 mit minimal ca. 9 % (Solver sopt) erreichen. Dagegen weichen die UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren S1 auf

Basis der Intervall-Adjunkten-Verfahren mit minimal ca. 12 % (Solver adiperm) vergleichsweise gering ab. Dies

deutet darauf hin, dass bei Produktsystemen mit Mischstrukturen eine Kombination mehrerer Solver geeignet

sein kann, um möglichst schmale Ergebnisintervalle zu erhalten.
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(a) :132 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-linear. (b) :108 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-baum.

Abbildung 10.10: Abweichung [%] der arithmetischen Mittel der UnsI-Werte einzelner Skalierungsfaktoren im
Vergleich zu den Ergebnissen des Solvers piga von Produktsytemen mit gemischten Systemstrukturen der Testrei-
hen 3x3-linear und 3x3-baum.

10.2.3 Berücksichtigung des Matrixtyps

Im Folgenden werden die Produktsysteme der Testreihen 3x3-linear und 3x3-baum hinsichtlich des Matrixtyps

der Produktmatrizen unterschieden und Produktsysteme mit Produktmatrizen gleichartigen Matrixtyps geson-

dert miteinander verglichen. Dadurch soll analysiert werden, ob für spezielle Matrixtypen einzelne Gleichungslö-

ser besonders geeignet sind.

Produktmatrizen vom Typs einer M-Matrix

Jeweils 16 Produktsysteme der beiden Testreihen 3x3-linear und 3x3-baum lassen sich einer M-Matrix zuordnen.

Im folgenden Vergleich werden jeweils zwei Produktsysteme von beiden Testreihen ausgeschlossen, da hier ver-

einzelt Solver keinen Rückgabewert liefern. In diesem Abschnitt wird auch der Solver beeck berücksichtigt, da die

Produktmatrizen dem Matrixtyp einer M-Matrix entsprechen und die Produktsysteme damit im Gültigkeitsbe-

reich des Solvers beeck liegen.

In Abbildung 10.11 sind die arithmetischen Mittel der UnsI-Werte aller Skalierungsfaktoren der Produktsyste-

me mit Produktmatrizen vom Typ einer M-Matrix der Testreihen 3x3-linear (a) und 3x3-baum (b) abgebildet. Die

Solver piga, beeck und die Solver siga und sopt des Intervall-Gauß-Verfahrens liefern die Hülle der Lösungsmenge

mit einem mittleren UnsI-Wert aller Skalierungsfaktoren von 0,28 (Testreihe 3x3-linear) bzw. ca. 0,21 (Testreihe

3x3-baum). Diese Ergebnisse decken sich mit dem Vorschlag der Methodenwahl nach Hansen (Einschätzung von

Hansen vgl. Kapitel 8.5.5), dass das Intervall-Gauß-Verfahren bei M-Matrizen geeignet ist, sowie dem Theorem

nach Beeck (Verfahren von Beeck vgl. Kapitel 3.7.3), was besagt, dass mit dem Verfahren für M-Matrizen die Hülle

der Lösungsmenge ermittelt wird. Das arithmetische Mittel der UnsI-Werte aller Skalierungsfaktoren der Testreihe

3x3-linear des Solvers piga sowie der Solver siga, sopt und beeck beträgt 0,28. Die Ergebnisse der Adiva-Verfahren

(Solver adivaOrigin, adiheu und adiperm) weisen im Mittel einen UnsI-Wert von 0,32 auf und weichen daher um

ca. 14,3 % von der Hülle der Lösungsmenge ab. Das arithmetische Mittel der UnsI-Werte des Solvers hansen be-

trägt ca. 0,35; die Ergebnisse dieses Solvers weichen um ca. 25,4 % vom arithmetischen Mittel der UnsI-Werte des

Solvers piga ab.

Für Produktsysteme, bei denen bekannt ist, dass die zugehörige Produktmatrix einer M-Matrix entspricht, bie-

tet sich daher die Anwendung der Solver beeck und siga an. Diese Art von Matrixtyp liegt in der Regel bei linearen
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(a) 42 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-linear.
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(b) 42 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-baum.

Abbildung 10.11: Arithmetische Mittel [-] und Mediane [-] von UnsI-Werten aller Skalierungsfaktoren, Produkt-
systeme mit Produktmatrizen vom M-Matrixtyp der Testreihen 3x3-linear (a) und 3x3-baum (b).

und baumartigen Produktsystemen vor (Klassifikation der Produktmatrizen linearer und baumartiger Produktsy-

steme vgl. auch Kapitel 7.6.1).

Produktmatrizen vom Typ einer H-Matrix

64 Systeme der Testreihe 3x3-linear entsprechen einer H-Matrix. Bei der Testreihe 3x3-baum können alle 81 Pro-

duktsysteme den H-Matrizen zugeordnet werden. Aus Gründen der Vergleichbarkeit werden vier Produktsysteme

der Testreihe 3x3-linear und 19 Produktsysteme der Testreihe 3x3-baum nicht berücksichtigt, da für diese verein-

zelt keine Ergebnisse zurückgegeben werden. In Abbildung 10.12 sind die arithmetischen Mittel der UnsI-Werte

aller Skalierungsfaktoren der Produktsysteme mit Produktmatrizen vom Typ einer H-Matrix der Testreihen 3x3-

linear (a) und 3x3-baum (b) abgebildet.

Die arithmetischen Mittel der UnsI-Werte aller Skalierungsfaktoren der Testreihe 3x3-linear weichen mit ei-

nem Wert von 0,267 (Solver sopt) zwischen mindestens ca. 12,2 % vom arithmetischen Mittel der UnsI-Werte des

Solvers piga ab bis zu ca. 54,6 % mit einem arithmetischen Mittel der UnsI-Werte von 0,368 (Solver salt). Die

UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren S1 der Intervall-Adjunkten-Verfahren weichen im Mittel mit Werten von ca.

0,377 (Solver adivaOrigin und adiheu) um ca. 9 % vergleichsweise am geringsten vom arithmetischen Mittel der

UnsI-Werte des Solvers piga mit einem Wert von 0,346 ab. Etwas höher sind durchschnittlich die UnsI-Werte der

Intervall-Gauß-Verfahren; hier liegen die Abweichungen zum Solver piga zwischen ca. 14,2 % mit einem Wert von

0,395 (Solver sopt) und ca. 22 % mit Werten von 0,422 (Solver siga). Die Analyse der Ergebnisse der UnsI-Werte

der S2-Skalierungsfaktoren zeigt, dass die arithmetischen Mittel zwischen minimal ca. 10,3 % mit einem Wert von

ca. 0,30 (Solver adiperm) und maximal um ca. 67 % mit einem Wert von ca. 0,42 (Solver salt) abweichen vom

arithmetischen Mittel der UnsI-Werte des Solvers piga mit einem Wert von 0,269. Bei den UnsI-Werten der Ska-

lierungsfaktoren S3 hingegen erzielen die Intervall-Gauss-Verfahren mit einem arithmetischen Mittel von ca. 0,12
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(a) 180 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-linear.
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(b) 186 UnsI-Werte der Testreihe 3x3-baum.

Abbildung 10.12: Arithmetische Mittel [-] von UnsI-Werten der Skalierungsfaktoren S1, S2 und S3, Produktsyste-
me mit Produktmatrizen vom Typ einer H-Matrix der Testreihen 3x3-linear (a) und 3x3-baum (b) berücksichtigt.

(Solver siga und sopt) im Mittel deutlich geringere UnsI-Werte als die Intervall-Adjunkten-Verfahren. Diese weisen

mit einem arithmetischen Mittel von ca. 0,24 (Solver adivaOrigin, adiheu und adiperm) deutlich höhere Abwei-

chungen von ca. 105 % auf im Vergleich zum arithmetischen Mittel der UnsI-Werte des Solvers piga mit einem

Wert von 0,117.

Die Analyse der Ergebnisse deutet darauf hin, dass Produktmatrizen, die den H-Matrizen zugeordnet werden

können, keiner der untersuchten Gleichungslöser vorrangig vor einem anderen Solver verwendet werden sollte.

Diese Art von Matrixtyp kann in der Regel bei Produktmatrizen von schleifenartigen Produktsystemen durch Zu-

sammenfluss vorliegen (Klassifikation der Produktmatrizen schleifenartiger Produktsysteme vgl. Kapitel 7.6.2).

Produktmatrizen anderen Matrixtyps

Insgesamt 16 Systeme der Testreihe 3x3-linear lassen sich weder einer M-, H- noch einer Z-Matrix zuordnen. In

diese Kategorie fällt kein Produktsystem der Testreihe 3x3-baum. Vier Produktsysteme der Testreihe 3x3-linear

werden aus der weiteren Betrachtung aus Gründen der Vergleichbarkeit ausgeschlossen, da bei diesen verein-

zelt von Solvern kein Ergebnis zurückgegeben wurde. In Abbildung 10.13 sind die arithmetischen Mittel der Un-

sI-Werte aller Skalierungsfaktoren der Produktsysteme mit Produktmatrizen vom H-Matrixtyp der Testreihe 3x3-

linear abgebildet.

Die arithmetischen Mittel der UnsI-Werte aller Skalierungsfaktoren weichen mit einem Wert von ca. 0,41 (Sol-

ver hansen und sopt) mindestens um ca. 26,5 % vom arithmetischen Mittel der UnsI-Werte des Solvers piga mit

einem Wert von 0,325 ab. Die maximalen Abweichungen von ca. 52 % weisen im Mittel die UnsI-Werte des Solvers

salt mit einem Wert von 0,495 auf. Die Analyse der Ergebnisintervalle der UnsI-Werte der S1-Skalierungsfaktoren

zeigt, dass die UnsI-Werte im Mittel um minimal ca. 15,6 % mit Werten von ca. 0,52 (Solver hansen, adivaOri-

gin,adiheu und adiperm) und maximal um ca. 50 % mit einem Wert von 0,67 (Solver siga) vom arithmetischen
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Abbildung 10.13: Arithmetisches Mittel von 36 UnsI-Werten aller Skalierungsfaktoren S1, S2 und S3; Produktsy-
steme der Testreihe 3x3-linear, die keinem M-, H- oder Z-Matrixtyp entsprechen, berücksichtigt.

Mittel der UnsI-Werte des Solvers piga mit einem Wert von 0,45 abweichen. Auch bei den Skalierungsfaktoren

S2 sind die UnsI-Werte der Intervall-Adjunkten-Verfahren sowie der Solver sopt mit arithmetischen Mitteln der

UnsI-Werte von ca. 0,42 (Solver adiperm) bzw. 0,43 (Solver adivaOrigin, adiheu und sopt) vergleichsweise gering.

Sie weichen vom arithmetischen Mittel der UnsI-Werte des Solvers piga (mit einem Wert von 0,334) um ca. 27 %

(Solver adiperm) bis 29 % (Solver adivaOrigin, adiheu und sopt) ab. Die UnsI-Werte des Solvers salt weichen im

Mittel um etwa 64 % ab mit einem Wert von 0,547.

Die UnsI-Werte der Skalierungsfaktoren S3 sind beim Solver siga vergleichsweise gering; sie weichen mit einem

arithmetischen Mittel von 0,22 nur um ca. 15,8 % vom arithmetischen Mittel der UnsI-Werte des Solvers piga mit

einem Wert von 0,19 ab. Die Intervall-Adjunkten-Verfahren weisen dagegen im Mittel erhöhte Abweichungen von

ca. 114 % auf mit einem Wert von ca. 0,407 (Solver adiheu und adivaOrigin). Die Abweichungen der Ergebnisse des

Solvers hansen sind dagegen mit ca. 39,5 % vergleichsweise moderat mit einem arithmetischen Mittel von 0,265.

Die Ergebnisse lassen den Schluss zu, dass bei Mischstrukturen und den daraus resultierenden komplizierten

Matrixtypen keiner der Gleichungslöser am besten geeignet zu sein scheint. Produktmatrizen, welche sich keiner

M-, H- oder Z-Matrix zuordnen lassen, können mitunter bei Pseudo-Schleifen oder schleifenartigen Produktsy-

stemen durch Verzweigung vorkommen (Klassifizierung der Produktmatrizen vgl. auch Kapitel 7.6.2).

10.3 Rechenzeitaufwand der Methoden

Die Komplexität der implementierten Methoden beruht auf Angaben der Literatur oder sie wurde anhand der Zu-

weisungen der implementierten Algorithmen abgeschätzt. Der Aufwand der Methoden wurde mit weiteren Tests

erprobt. In Kapitel 10.3.1 wird der Rechenzeitaufwand der implementierten Solver vorgestellt. Kapitel 10.3.2 dient

zur Gegenüberstellung der Rechenzeit des Solvers adivaOrigin mit und ohne Anwendung der Methode adisplit.
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10.3.1 Gleichungslöser

Es wurde der Aufwand der Gleichungslöser piga, adivaOrigin, adiperm, hansen, siga, ning26, der modifizierten

Solver picky, quickpick und quickily sowie der Aufwand des Solvers goodSolution erprobt (Anmerkung: die modi-

fizierten Solver picky, quickpick und quickily werden im folgenden Kapitel 10.4.1 vorgestellt; der Solver goodSolu-

tion stellt das abgeleitete Verfahren dar und wird in Kapitel 10.4.2 erläutert).

Zunächst werden die Gleichungslöser piga, adivaOrigin und adiperm getestet und die Rechenzeit erfasst. Hier-

für wurden vollbesetzte, lineare Produktmatrizen geringer Dimension erstellt. Die gemessenen Rechenzeiten wur-

den mit kalkulierten Rechenzeiten verglichen. Die kalkulierten Rechenzeiten beruhen auf Basis der angenomme-

nen Komplexität und einer mittleren Rechnerleistung von zwei GHz. Die gemessenen Rechenzeiten sind auf Basis

einer Windows 10 Workstation mit Intel CPU E5-2630 (8 Kerne, 16 Threads, 2,4 GHz) sowie 32 GB RAM ermit-

telt worden. In Abbildung 10.14 sind die gemessenen Rechenzeiten der Solver piga, picky, adivaOrigin und adi-

perm dargestellt für die Matrixdimensionen 1 bis maximal 11 sowie die kalkulierten Rechenzeiten anhand einer

geschätzten Komplexität von O(nn) und O(2n2
). Demnach ist der Solver piga bei einer vollbesetzten Matrix bis

zu einer Matrixdimension von 6 mit 25 Intervallen geeignet (mit ca. 60 Sekunden Rechenzeit), während mit den

Solvern picky und adiperm bis zu einer Matrixdimension von 7 in kurzer Zeit (ca. 36 Sekunden Rechenzeit) die

Lösung berechnet werden kann. Die Rechenzeit des Solvers adivaOrigin beträgt bei einer Matrixdimension von

10 ca. 18 Sekunden.

Abbildung 10.14: Rechenzeit [sec] der Solver piga, picky, adivaOrigin und adiperm in Abhängigkeit der Matrixdi-
mension.

Abbildung 10.15 stellt die gemessenen Rechenzeiten der Solver hansen, rohn und quickpick dar sowie eine

kalkulierte Rechenzeit anhand einer geschätzten Komplexität von O(n4). Der Solver hansen braucht für eine Ma-

trixdimension von 100 ca. 13 Sekunden, der Solver rohn benötigt etwa neun Sekunden Zeit. Der Solver quickpick,

der den Solver hansen aufruft, weist eine vergleichbare Rechenzeit von ca. 14 Sekunden auf.

Die Solver siga, ning26, quickily und goodSolution sind Gleichungslöser mit der vergleichsweise geringsten

Komplexität. Die Rechenzeit des Solvers siga beträgt für Matrixdimensionen von 500 ca. 0,5 Sekunden. Die Lösung

wird bei Anwendung des Solvers ning26 in ca. 18 Sekunden ermittelt, während der Solver quickily eine vergleich-

bare Rechenzeit von ca. 19 Sekunden aufweist. Der Gleichungslöser goodSolution, welcher die Lösung auf Basis

des allgemeinen Verfahrens ermittelt, benötigt für eine Matrixdimension von 500 ca. 19 Sekunden.
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Abbildung 10.15: Rechenzeit [sec] der Solver hansen, rohn und quickpick in Abhängigkeit der Matrixdimension.

Abbildung 10.16: Rechenzeit [sec] der Solver siga, ning26, quickily und goodSolution in Abhängigkeit der Matrix-
dimension.
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10.3.2 Methode adisplit

Die Methode adisplit wurde an einzelnen JUnit-Tests erprobt. Die getesteten Produktsysteme weisen zehn Pro-

zessmodule auf und enthalten Subsysteme mit linearer und baumartiger Systemstruktur. Die Testdurchläufe der

Methode adisplit zum Splitten von baumartigen und linearen Submatrizen sowie zum Einfügen der komprimier-

ten Submatrizen als einzelne Prozessmodule verliefen bei diesen Tests erfolgreich. Der Solver adivaOrigin benö-

tigte zum Lösen der Tests ohne vorherige Splittung der Produktmatrix ca. 13 Sekunden. Wenn die Methode adisplit

verwendet wird, erforderte die Berechnung mit dem Solver adivaOrigin dagegen nur ein Bruchteil von Sekunden.

10.4 Allgemeines Verfahren zur intervallbasierten Ökobilanzierung

Auf Basis der erworbenen Erkenntnisse wurden die Solver verbessert und als alternative Gleichungslöser ebenfalls

implementiert. Mit ihnen sollen möglichst schmale Ergebnisintervalle berechnet werden unter Berücksichtigung

der Rechenzeit. Die modifizierten Solver werden in Kapitel 10.4.1 erläutert. In Kapitel 10.4.2 wird ein allgemeines

Verfahren vorgestellt, dass zur intervallbasierten Berechnung ökologischer Bilanzen verwendet werden kann und

welches die modifizierten Solver verwendet.

10.4.1 Entwicklung modifizierter Solver

Für kompliziertere Produktsystemstrukturen ließ sich mit den Analysen der 3x3-linear und 3x3-baum kein ein-

zelnes Verfahren identifizieren, welches grundsätzlich als am besten geeignet gelten kann. Stattdessen stellt die

Verwendung mehrerer Solver eine gute Lösung dar. Mit dem Solver ning22 werden häufig Oberhüllen berechnet,

die für das in dieser Arbeit erwünschte Verfahren als ungeeignet einzustufen sind und daher nicht berücksichtigt

werden (Eignung der implementierten Solver vgl. Kapitel 10.1.1). Da sich durch die Parameterstudien bestätigte,

dass der Solver ning26 bei den invers-positiven Matrizen vergleichsweise die schmalsten Ergebnisintervalle kalku-

liert (Analyse des Solvers ning26 vgl. Kapitel 10.1.3), wurde dieser Solver bei der Entwicklung der Methoden picky,

quickpick und quickily berücksichtigt. Er wird aufgerufen, wenn die Inverse der Produktmatrix positiv ist.

Auf Basis dieser Erkenntnisse wurde die Methode picky implementiert, welche die Solver hansen, siga, salt, adi-

vaOrigin, adiperm und ning26 aufruft und das jeweils schmalste Ergebnisintervall zurückgibt (Code des Solvers

picky vgl. Anhang A). Da diese Methode somit auch Verfahren verwendet, die bei größeren Matrizen aufgrund der

Rechenzeit als nicht prakikabel einzustufen sind, wurde eine weitere Methode quickpick implementiert, welche

sich auf die Solver siga, salt, hansen und ning26 beschränkt und aus diesen Gleichungslösern das jeweils schmal-

ste Ergebnisintervall ermittelt (Code der Methode quickpick vgl. auch Anhang A). Diese Verfahren sind auch bei

größeren Matrizen noch vergleichsweise schnell. Für sehr große Matrizen wurde zusätzlich eine weitere Metho-

de quickily implementiert, welche weitgehend der Methode quickpick entspricht, jedoch auf den hinsichtlich der

Rechenzeit aufwändigsten Solver hansen verzichtet (Code des Solvers quickily vgl. Anhang A).

In Abbildung 10.17 ist dargestellt, wie oft die Solver picky, quickpick und quickily sowie die bereits analysierten

Gleichungslöser am Beispiel der Testreihe 3x3-linear die schmalsten - oder zusammen mit weiteren Solvern die

mit am schmalsten und damit besten - Ergebnisintervalle zurückgeben. Nicht berücksichtigt werden aus Grün-

den der Vergleichbarkeit diejenigen Solver, die nur gültig sind für M-Matrizen (Solver beeck), H-Matrizen (Solver

ning22), invers-positive Matrizen (Solver ning26) sowie der auf einer vollständigen Szenarioanalyse beruhende

Solver piga. Die abgebildeten Säulen stellen dar, wie oft mit einzelnen Solver die schmalsten - oder zusammen mit

weiteren Solvern die schmalsten - Ergebnisintervalle kalkuliert werden können.

In Abbildung 10.18 sind zusätzlich die durchschnittlichen und maximalen Abweichungen zu den Ergebnissen
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Abbildung 10.17: Prozentuale Häufigkeit der schmalsten - und damit besten - Ergebnisintervalle diverser Solver
(ohne piga) der Testreihe 3x3-linear.

der schmalsten Ergebnisintervalle dargestellt. Abweichungen treten dann auf, wenn ein Solver nicht das schmalste

Ergebnisintervall zurückgibt. Es werden sowohl die maximalen Abweichungen zum schmalsten Ergebnisintervall

ohne den Solver piga sowie die maximalen Abweichungen zu den Ergebnissen des Solvers piga, d. h. der Hülle der

Lösungsmenge, abgebildet. Daneben werden auch die durchschnittlichen Abweichungen zu den Ergebnissen des

Solvers piga dargestellt.

Abbildung 10.18: Maximale Abweichung zum schmalsten Ergebnisintervall (ohne piga-Ergebnisse), sowie die
durchschnittliche und maximale Abweichung zum Ergebnis von piga der Solver picky, quickpick und quickily,
wenn diese nicht das schmalste Ergebnisintervall liefern.

Für 97 % der Produktsysteme der Testreihe 3x3-linear und 99 % der Produktsysteme der Testreihe 3x3-baum

liefert der Solver picky die schmalsten Ergebnisintervalle. Bei den 3 % der Produktsysteme der Testreihe 3x3-

linear bzw. den 1 % der Produktsysteme der Testreihe 3x3-baum, bei denen andere Solver als der Solver picky die

schmaleren Ergebnisintervalle zurückgeben, liegen die Abweichungen der Ergebnisse des Solvers picky zum je-

weils schmalsten Ergebnisintervall (ohne Berücksichtigung der Ergebnisse von piga) zwischen 0,2 % und ca. 2,0 %

(Testreihe 3x3-linear) bzw. 0,1 % und 1,9 % (Testreihe 3x3-baum). Der Solver quickpick ermittelt in 87 % der Tests

der Testreihe 3x3-linear das beste Ergebnis mit den schmalsten Intervallweiten. Bei den 13 % der Produktsysteme,

bei denen andere Solver als der Solver quickpick die schmaleren Ergebnisintervalle zurückgeben, liegen die Ab-
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weichungen zwischen 0,2 % und ca. 32 %. Bei der Testreihe 3x3-baum wird durch den Solver quickpick in 80 % der

Tests das beste Ergebnis mit den schmalsten Intervallweiten berechnet; hier weichen die Ergebnisse der 20 % der

Tests, bei denen andere Solver als der Solver quickpick das bessere Ergebnis liefern, zwischen 0 % und ca. 30,6 %

ab. Der Solver quickily, der sich ausschließlich auf die Ergebnisse der Intervall-Gauß-Verfahren sowie des Solvers

ning26 beschränkt, weist in 59 % der Tests der Testreihe 3x3-linear das beste Ergebnis auf. In den übrigen 41 % der

Tests weichen die zurückgegebenen Ergebnisse zwischen 0,2 % und ca. 66 % von den jeweils besten Ergebnissen

ab. Bei der Testreihe 3x3-baum liefert der Solver quickily in 55 % der Tests das beste Ergebnis; hier weichen die

Ergebnisse von den 45 % der Tests, bei denen andere Solver als der Solver quickpick das bessere Ergebnis liefern,

zwischen 0,2 % und ca. 79 % ab.

10.4.2 Ableitung eines allgemeinen Verfahrens

Auf Basis der implementierten Solver wurde ein allgemeines Verfahren entworfen, das zur Durchführung prakti-

kabler, intervallbasierter Ökobilanzen verwendet werden kann. Es wurde in der Methode goodSolution implemen-

tiert. Die Vorgehensweise des Verfahrens ist in Abbildung 10.19 dargestellt. Um die Rechenzeit zu berücksichtigen,

wird die Anzahl der Intervalle und/oder die Matrixdimension der intervallbasierten Produktmatrix abgefragt und

je nach Komplexität geeignete Methoden angewandt.

Bei komplizierteren Matrizen ist hinsichtlich der Intervallweiten grundsätzlich der Solver piga, welcher ei-

ne vollständige Szenarioanalyse durchführt, hinsichtlich der Intervallweiten das am besten geeignete Verfahren.

Der Solver ist jedoch nur bis zu einer begrenzten Anzahl von Intervallen aufgrund des Zeitaufwands verwendbar.

Liegen größere Intervallmatrizen mit mehr Intervallen vor, bietet es sich an, die Produktmatrix in kleinere Sub-

matrizen zu splitten und diese gesondert zu berechnen. In Abbildung 10.19 erfolgt dies bis zu einem bestimmten

Grenzwert m. Mit der Effizienz der aktuell implementierten Methoden wird dies mit einer vergleichbaren Rech-

nerleistung wie der in dieser Arbeit verwendeten (verwendete Rechnerleistung vgl. Kapitel 10.3.1) bis zu einer

Matrixdimension von ca. 1300 empfohlen. In der Praxis ist davon auszugehen, dass die zu berechnenden Pro-

duktsysteme nicht mehr als 1300 Prozessmodule beinhalten. Wird die Dimension von m = 1300 erreicht, wird der

Solver siga aufgerufen. Für eine Matrixdimension von 3000 benötigt der Solver siga zur Berechnung der Lösung

mit einer vergleichbaren Rechnerleistung ca. drei Minuten.

Liegen weniger als 1300 Prozessmodule vor, wird die Methode adisplit aufgerufen, durch welche die Matrixdi-

mension der vorliegenden, intervallbasierten Produktmatrix reduziert wird. Aus den vorherigen Analysen ergibt

sich, dass linear- und baumartige Produktsysteme M-Matrizen aufweisen, bei denen die Hülle der Lösungsmenge

zuverlässig mit dem schnellen Intervall-Gauß-Verfahren gelöst werden kann (Analyse von Produktmatrizen vom

Typ einer M-Matrix der Testreihen 3x3-linear und 3x3-baum vgl. Kapitel 10.2.3). Der komprimierten Produktma-

trix liegen kompliziertere Produktsystemstrukturen zugrunde. Das Verfahren ruft den Solver piga aus, sofern die

Anzahl der Intervalle unter einem bestimmten Grenzwert i liegt. Auf Basis der gemessenen und berechneten Re-

chenzeit wird dies mit einer vergleichbaren Rechnerleistung für maximal 20 Intervalle empfohlen, die Rechenzeit

beträgt hierfür ca. 1,7 Sekunden.

Die Submatrizen werden gesondert mit dem Solver siga berechnet, da dieser die baumartigen und linearen

Intervallmatrizen zuverlässig lösen kann und hierfür das schnellste Verfahren darstellt. Weist die komprimierte

Produktmatrix nicht mehr als i Intervalle auf, wird für diese der Solver piga aufgerufen. Enthält die Intervallmatrix

hingegen mehr als i Intervalle und hat dennoch eine Matrixdimension < j , wird der Solver picky aufgerufen. Auf

Basis der gemessenen und berechneten Rechenzeit wird dies bei einer vergleichbaren Rechnerleistung für eine

maximale Matrixdimension von 7 empfohlen, die Rechenzeit beträgt hierfür ca. 11,8 Sekunden. Größere Produkt-

matrizen, welche eine Matrixdimension von bis zu n aufweisen, werden stattdessen mit dem Solver quickpick
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gelöst. Auf Basis der gemessenen und berechneten Rechenzeit wird dies mit einer vergleichbaren Rechnerleistung

für eine maximale Matrixdimension von 80 empfohlen, die Rechenzeit beträgt hierfür ca. acht Sekunden. Wird

auch die Matrixdimension von n überstiegen, wird hingegen der Solver quickily zur Berechnung verwendet. Bei

einer Matrixdimension von 1300 ist bei Anwendung des Solvers quickily ein Rechenzeitaufwand von ca. 6,3 Mi-

nuten zu erwarten.

Abbildung 10.19: Allgemeines Verfahren zur Berechnung intervallbasierter Produktsysteme, in der Methode good-
Solution implementiert.
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Kapitel 11

Zusammenfassung und Ausblick

Im Folgenden werden die wesentlichen Aspekte dieser Arbeit zusammengefasst und die Erkenntnisse diskutiert.

Zusätzlich wird ein Ausblick zur Weiterentwicklung und Modifikation des in dieser Arbeit entwickelten Verfahrens

gegeben.

11.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die Hypothese aufgestellt, dass die Erweiterung der Ökobilanzierung um einen intervall-

arithmetischen Ansatz ein praktikables Verfahren zur ingenieursgerechten Berücksichtigung von Unsicherheiten

darstellt. Im Zuge einer Ökobilanz sind eine Vielzahl von Informationen aus verschiedenen Bereichen der Wissen-

schaft notwendig, die oftmals auf unsicheren Daten basieren. Eine intervallbasierte Ökobilanzierung ermöglicht

es, diese umfassend zu berücksichtigen. Dieser Ansatz wurde bereits vor vielen Jahren empfohlen, jedoch hat er

sich bisher nicht in der Praxis durchgesetzt. Der Schwerpunkt dieser Arbeit bildete daher die Entwicklung und

Implementierung eines intervallbasierten Berechnungsverfahrens zur ökologischen Bilanzierung. Dafür wurden

Methoden aus den Bereichen der Intervallarithmetik, der objektorientierten Programmierung und der Graphen-

theorie angewandt.

11.1.1 Notwendigkeit einer intervallbasierten Ökobilanzierung zur Berücksichtigung von

Unsicherheiten

Der intervallbasierte Ansatz zur Berücksichtigung von Unsicherheit reiht sich ein in den wissenschaftlichen Kon-

sens von Experten, erkannte und nicht eliminierbare Unsicherheiten in der Modellierung zuzulassen. Unsicher-

heiten sollen in der Berechnung berücksichtigt und in Form vager Ergebnisse transparent dargestellt werden, an-

statt diese im Nachgang der Kalkulation zu analysieren.

Ein intervallbasierter Ansatz in der Ökobilanzierung ist aus zwei wesentlichen Gründen dringend angeraten:

Als erster Punkt ist die Heterogenität der Unsicherheit zu nennen. Sie wird in dieser Arbeit in Unpräzision, Un-

genauigkeit und Ungewissheit differenziert, die sich aus den Dimensionen der Unsicherheit „Natur“, „Ort“ und

„Größe der Unsicherheit“ ableiten lassen. Für die jeweils unterschiedlichen Arten von Unsicherheit existieren ver-

schiedene Methoden zur Analyse der Unsicherheit. Zwar ist es mitunter möglich, diverse Verfahren zusammen-

zuführen; dies ist aber oftmals schwierig, insbesondere auch im Hinblick auf die Interpretation der daraus ge-

wonnenen Ergebnisse. Die Erfassung des Möglichen und Relevanten als Intervall mit lediglich zwei Grenzwerten
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kommt der geringen Informationsbasis entgegen; es ist der (kleinste) gemeinsame Nenner, der für alle Arten von

Unsicherheit in Frage kommt.

Der zweite Aspekt ist, dass es durch den relativen Ansatz der Ökobilanzierung keine sichere Seite gibt. So wird

der Einfluss von Elementarflüssen, welche die Technosphäre verlassen, stets relativ zu anderen Elementarflüssen

bestimmt. Produktsysteme werden relativ zu möglichen Alternativen bewertet. Die Ergebnisse der Wirkungsab-

schätzung sind Äquivalente und keine absoluten Werte. Daher können unsichere Daten nicht mit Sicherheitsfak-

toren belegt werden, um auf der sicheren Seite liegend die Unsicherheit zu berücksichtigen: eine Veränderung

eines Kennwerts (z. B. der Charakterisierungsfaktor einer Emission) verändert nicht nur diesen, sondern auch den

relativen Bezug und Beurteilung aller anderen Kennwerte, die mit diesem im Verhältnis stehen (z. B. durch Zuord-

nung zum gleichen Wirkungsindikator). Letztere weisen dann im Vergleich veränderte Einflüsse auf die Umwelt

auf, ohne dass sich der Einfluss dieser tatsächlich verändert hat. Dies birgt die Gefahr der zu optimistischen oder

zu pessimistischen Einschätzung von all denjenigen Systemen, welche diese Kennwerte im Zuge einer Ökobilan-

zierung anwenden. Das entwickelte Verfahren vermeidet Über- oder Unterschätzungen von Umweltwirkungen,

indem es bei unsicheren Daten die gesamte Bandbreite des Möglichen und Relevanten einbezieht. Durch die Ent-

wicklung des Unsicherheitsindexes UnsI können die Ergebnisintervalle hinsichtlich ihrer Unsicherheit einzeln,

aber auch im Vergleich mit anderen Intervallen eingeordnet werden.

11.1.2 Graphentheoretische Betrachtungen

Die Produktsysteme stellen zusammenhängende, gerichtete Graphen dar. Sie sind Teilgraphen des übergeord-

neten Graphen zur Beschreibung der Ökobilanzierung, welcher weitere Knoten in Form von Wirkungsindika-

toren enthält. Es konnten typische Systemstrukturen von Produktsystemen identifiziert werden, die in einfache

und komplizierte Systemstrukturen differenziert werden können. Lineare und baumartige Produktsysteme stel-

len einfache Systemstrukturen dar. Die Analyse ihrer Produktmatrizen zeigte, dass sie M-Matrizen entsprechen.

Gleichungssysteme mit Matrizen von diesem Typ können durch das Intervall-Gauß-Verfahren zuverlässig gelöst

werden.

Komplizierte Systemstrukturen mit Hyperkanten liegen vor, wenn interne Koppelprodukte auftreten oder wenn

ein Zwischenprodukt in diversen Prozessmodulen benötigt oder verarbeitet wird. Insbesondere durch die poli-

tischen Bestrebungen, die Ressourcen zu schonen und die industriellen Prozesse in eine Kreislaufwirtschaft zu

überführen, nehmen Produktsysteme mit komplizierter Systemstruktur zu. Für Produktmatrizen solcher Produkt-

systeme sind beim sequentiellen Berechnungsansatz vermehrt iterative Berechnungsschritte notwendig. Diese

können das zu große Aufweiten von Intervallen fördern. Das entwickelte Berechnungsverfahren beruht daher auf

einem matrixbasierten Ansatz.

11.1.3 Entwicklung des intervallbasierten Berechnungsverfahrens

Die Lösung intervallarithmetischer Probleme birgt Herausforderungen. Hierbei ist insbesondere die Komplexität

des Problems zu nennen - sie wird als hoch eingestuft. Durch die Verwendung von Näherungsverfahren tritt zu-

dem das Problem abhängiger Intervalle auf. So werden Intervalle im Zuge der Berechnung durch mehrfaches Ein-

setzens zu sehr aufgeweitet, was die Aussagekraft der Resultate reduziert. Die vollständige Szenarioanalyse kann

das intervallarithmetische Problem zwar approximationsfrei lösen, kommt jedoch nur bei sehr wenigen Interval-

len aufgrund des erhöhten Rechenzeitbedarfs in Frage. Für spezielle Matrixtypen gibt es effizientere Methoden,

mit denen die Hülle der Lösungsmenge berechnet werden kann. Näherungsverfahren, welche diese für allgemeine

Matrizen ermitteln können, sind bisher jedoch nicht bekannt. Daher war es Ziel dieser Arbeit, ein Berechnungs-
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verfahren zu entwickeln, mit dem unter Berücksichtigung der Praktikabilität möglichst enge Ergebnisintervalle

kalkuliert werden. Das Problem abhängiger Intervalle tritt auf, wenn der Skalierungsvektor eines Produktsystems

im Zuge einer Sachbilanz berechnet wird. Diesem Berechnungsschritt kam daher in dieser Arbeit eine zentrale

Rolle zu.

Die Gleichungslöser wurden mit Testreihen an fiktiven Produktsystemen erprobt und mittels vollständiger

Szenarioanalyse verifiziert. Die Testreihen basieren auf Produktsystemen linearer oder baumartiger Grundstruk-

tur, wurden jedoch umfassend variiert, sodass eine Vielzahl von Hyper-Produktsystemen mit komplizierten Sy-

stemstrukturen entsteht. Bei der Analyse der Ergebnisse wurden die identifizierten Systemstrukturen von Pro-

duktsystemen sowie die Matrixtypen berücksichtigt. Es ließ sich bei Produktmatrizen von Produktsystemen mit

komplizierten Systemstrukturen einzig die vollständige Szenarioanalyse identifizieren, mit der ausnahmslos die

schmalsten Ergebnisintervalle berechnet werden können. Die vollständige Szenarioanalyse weist allerdings eine

hohe Komplexität der Größenordnung O(2n) auf, wobei n die Anzahl der Intervalle mit Intervallweiten ungleich

null darstellt. Daher ist dieses Verfahren nur für eine begrenzte Anzahl von Intervallen geeignet. Unter den üb-

rigen Gleichungslösern konnte kein Solver festgestellt werden, mit dem sämtlich besonders schmale Intervalle

kalkuliert werden können. Stattdessen stellt die Kombination mehrerer Gleichungslöser eine gute Alternative dar.

Der Unsicherheitsindex UnsI dient zur Einordnung der Größe von Unsicherheiten in intervallbasierten Wer-

ten. Er berechnet sich aus den Intervallgrenzen der zu bewertenden Größe und kann zwischen 0 % und 100 %

betragen. Es wurden fünf Kategorien definiert: als „vergleichsweise sehr sicher“ werden UnsI-Werte bezeichnet,

die geringer als 20 % sind. UnsI-Werte bis zu 40 % werden als „vergleichsweise sicher“ betrachtet. UnsI-Werte

zwischen 40 % und 60 % sind dagegen „vergleichsweise mäßig unsicher“. Mit UnsI-Werten von 80 % sind die Er-

gebnisse als „vergleichsweise unsicher“ einzuordnen. Ab UnsI-Werten von 80 % sind die unsicheren Größen als

„vergleichsweise sehr unsicher“ einzustufen, wobei eine vertiefte Recherche zu präziseren Daten dringend anzu-

raten ist. Ergebnisse mit UnsI-Werten von 0 % stellen sichere Ergebnisse dar, während Ergebnisse mit UnsI-Werten

von 100 % völlige Ungewissheit repräsentieren.

11.1.4 Java-basierte Implementierung zur praktischen Anwendung

Die intervallarithmetischen Operationen und Matrix-Konstrukte wurden im Java-Paket Ivari programmiert. Es

wurden sowohl Methoden implementiert, welche für spezielle Matrixtypen die Hülle der Lösungsmenge ermit-

teln können, als auch Varianten auf Basis des Intervall-Gauß-Verfahrens sowie auf Basis des Adjunktenverfahrens

entworfen. Da das Adjunkten-Verfahren zur Determinantenberechnung auf den Laplaceschen Entwicklungssatz

zurückgreift, gilt es mit seiner sehr hohen Komplexität als nicht praktikabel. Daher wurde ein Algorithmus ent-

wickelt, mit dem der Rechenaufwand durch Splitten großer Matrizen in kleinere Submatrizen reduziert werden

kann. Die Produktmatrizen werden dabei nach linearen und baumartigen Subsystemen durchsucht, deren Pro-

duktmatrizen mit dem Intervall-Gauß-Verfahren effizient berechnet werden können. Das Java-Paket Ivari kann in

das Ökobilanzierungsprogramm MultiValCA integriert werden.

Auf Basis der Erkenntnisse wurden die Methoden picky, quickpick und quickily implementiert, die auf diverse

Gleichungslöser zugreifen und das jeweils die schmalsten Ergebnisintervalle zurückgeben. Sie unterscheiden sich

hinsichtlich ihres Rechenzeitbedarfs und der Qualität der Ergebnisse. Während die Methode picky sehr komplexe

Solver aufruft und nur bis zu einer Matrixdimension von 7 geeignet ist, konnte die Methode quickpick Matrizen

mit einer Dimension von 200 in ca. drei Minuten bei einer in dieser Arbeit verwendeten Rechnerleistung (Win-

dows 10 Workstation mit Intel CPU E5-2630 (8 Kerne, 16 Threads, 2,4 GHz) sowie 32 GB RAM) lösen. Die Methode

quickily ruft hingegen nur Solver mit einer geringeren Komplexität der Größenordnung O(n3) auf. Sie benötigt in

etwa die gleiche Rechenzeit für eine Matrixdimension von 1000. Neben dem Rechenzeitaufwand sinkt allerdings
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auch die Qualität der Ergebnisse: während der Solver pickily bei den Testreihen maximal um ca. 10 % von der

Hülle der Lösungsmenge abweicht, ist die maximale Abweichung hierfür beim Solver quickpick vergleichsweise

vierfach und beim Solver quickily siebenfach erhöht.

11.1.5 Ableitung eines allgemeinen Verfahrens

Die Methoden picky, quickpick und quickily weisen unterschiedliche Schwerpunkte im Wechselspiel von Ergeb-

nisqualität und Praktikabilität auf. Während die Methode picky die im Vergleich zeitaufwändigste Methode mit

den vergleichsweise schmalsten Ergebnisintervallen darstellt, ist die Methode quickily die Methode mit der kür-

zesten Rechenzeit. Sie weist jedoch die Resultate mit den vergleichsweise größten UnsI-Werten auf. Die Methode

quickpick stellt einen Mittelweg zwischen den beiden Methoden picky und quickily dar. Deswegen wurde ein

allgemeingültiges Verfahren abgeleitet, wie die verschiedenen Methoden und Gleichungslöser im Zuge der in-

tervallbasierten Berechnung zur Anwendung kommen können. Mit dem Verfahren werden möglichst schmale

Ergebnisintervalle berechnet, wobei die dafür erforderliche Rechenzeit berücksichtigt wird. Zusätzlich ist es auf

Gleichungssysteme mit beliebigen Produktmatrizen anwendbar.

Es wurde in der Methode goodSolution implementiert. Der Algorithmus verwendet als Auswahlkriterium die

Dimension der Produktmatrix als auch die Anzahl der vorliegenden Intervalle mit Intervallweiten ungleich Null.

Festgelegte Grenzen bestimmen, ab welcher Matrixdimenion bzw. ab welcher Intervallanzahl bestimmte Glei-

chungslöser ausgeschlossen werden. Zusätzlich sieht das Verfahren vor, Produktmatrizen linearer und baumarti-

ger Subsysteme von der bestehenden Produktmatrix zu splitten und die Teilmatrizen jeweils gesondert zu berech-

nen. Dadurch wird die Matrixdimension der Produktmatrix reduziert. Die komprimierte Produktmatrix repräsen-

tiert ein Produktsystem mit komplizierter Systemstruktur. Für Produktmatrizen solcher Produktsysteme ist die Be-

rechnung der Hülle der Lösungsmenge häufig nur mit der vollständigen Szenarioanalyse möglich - diese kommt

zur Anwendung, sofern die Intervallanzahl es zulässt. Ansonsten wird der Solver picky aufgerufen. Überschreitet

die Matrixdimension hierfür den festgelegten Grenzwert, wird der Solver quickpick eingesetzt. Ist die Dimension

der komprimierten Produktmatrix auch hierfür zu groß, wird stattdessen der Solver quickily angewandt.

Mit dem oben beschriebenen Verfahren ist der Grundstein geschaffen worden, um eine neue Ära der Öko-

bilanzierung anzustoßen, mit der die Vielzahl vorliegender Unsicherheiten ingenieursgerecht und transparent

berücksichtigt werden kann.

11.2 Ausblick

Die oben dargestellte Erweiterung der Methodik erfordert die Integration intervallbasierter Daten in der Erfas-

sung, Bearbeitung, Verwaltung und Auswertung von Ökobilanzen. Dies erfordert sowohl eine Anpassung der Denk-

weise und Arbeitsabläufe der Ökobilanzierenden als auch eine Überarbeitung der verfügbaren Datenbanken und

Programme. Das Berechnungsverfahren wurde als Java-Paket Ivari implementiert und kann in das Java-Programm

MultiVaLCA eingebunden werden, welches intervallbasierte Ökobilanzen unterstützt. Im Folgenden werden wei-

tere Entwicklungsmöglichkeiten für diesen Bereich aufgezeigt.

11.2.1 Effizienz der implementierten Solver

Die implementierten Verfahren wurden hinsichtlich ihrer Funktionalität getestet und verifiziert. Die Funktionali-

tät der Methode adisplit zum Splitten der Matrix als auch die implementierten Gleichungslöser wurden anhand
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diverser Tests erfolgreich überprüft. Sie sollten dennoch durch zusätzliche Testreihen vertieft erprobt werden. Zu-

sätzlich ist davon auszugehen, dass die Codequalität verbessert und die Effizienz der Algorithmen erhöht werden

können. Eine Möglichkeit ist beispielsweise, dass das entwickelte Verfahren zum Splitten der Produktmatrix durch

iterative Programmierprinzipien in seiner Effizienz verbessert werden kann. Mit effizienteren Algorithmen geht

unter Umständen auch eine modifizierte Funktionalität des Verfahrens goodSolution einher: können bei gleicher

Zeit weitere Solver aufgerufen werden, kann dies zu schmaleren Ergebnisintervallen führen.

11.2.2 Praktische Erprobung des Verfahrens

Das vorgestellte intervallbasierte Berechnungsverfahren erweitert die etablierte Methodik zur Ökobilanzierung.

Damit das neue Verfahren in der Praxis angewandt werden kann, müssen die Datensätze unter Berücksichtigung

existenter Unsicherheiten neu erfasst werden. Die Verwendung von bestehenden Sachbilanzen und Wirkungs-

abschätzungen wird nicht empfohlen, da diese auf vermeintlich exakt erfassten Daten und Methoden beruhen,

deren Unsicherheiten nicht umfassend abgebildet werden. Mit dem intervallbasierten Ansatz geht auch einher,

dass die verfügbaren Datenbanken und Programme derart angepasst werden, dass intervallbasierte Daten ver-

arbeitet werden können. Auf Basis intervallbasierter Datensätze ist es möglich, die Kategorien des entwickelten

Unsicherheitsindexes UnsI zu kalibrieren. Bisher werden UnsI-Werte fünf gleichmäßig verteilten Gruppen zuge-

ordnet. Durch einen umfangreiche Basis an UnsI-Werten realer Datensätze kann diese Einteilung analysiert und

gegebenenfalls angepasst werden.

Für das Verfahren goodSolution sind Grenzwerte erforderlich, die über die Wahl des Gleichungslösers entschei-

den. Es werden in dieser Arbeit zwar Vorschläge zu konkreten Grenzwerten unterbreitet, allerdings hängen diese

von der Rechnerleistung und der Geduld des Ökobilanzierenden ab. Anders als bei aufwändigen Simulationen

ist es im Zuge von Ökobilanzen ungewöhnlich, die Resultate nach dem Berechnungsstart nicht innerhalb kurz-

er Zeit zu erhalten. Die Vorschläge zu den Grenzwerten basieren daher auf Rechenzeiten von wenigen Minuten

unter Annahme einer durchschnittlichen Rechnerleistung, sollten aber auf Akzeptanz und Praktikabilität erprobt

werden.

11.2.3 Bewertung über Rangordnung

Auf Basis von Ökobilanzen können Produktsysteme mit derselben funktionellen Einheit verglichen werden, wo-

bei die zugrunde gelegten Prozessketten und die abgebildeten Produkte sich unterscheiden können. Gleichsam

ist es möglich, Produktsysteme zu vergleichen, welche ähnliche Prozessverfahren abbilden, wobei diese jedoch

z. B. hinsichtlich ihrer Maschineneffizienz oder ihrer Lieferanten voneinander abweichen. Dabei ist es auch üb-

lich, jeweils äquivalente Lebenswegabschnitte oder einzelne Prozessmodule gesondert miteinander in Relation

zu setzen und daraus eine Rangordnung abzuleiten.

Im Zuge einer intervallbasierten Ökobilanzierung ist es ebenfalls möglich, die jeweiligen Lebenswegabschnitte

diverser Produktsysteme bzw. verschiedene Varianten von (aggregierten) Prozessmodulen eines Produktsystems

gesondert miteinander zu vergleichen und diese mithilfe eines Rankings zu sortieren. Lässt sich ein Produktsy-

stem identifizieren, bei dem alle Intervalle der betrachteten Lebenswegabschnitte bzw. Prozessmodule kleiner

oder gleich sind im Vergleich zu den Intervallen der äquivalenten Lebenswegabschnitte bzw. Prozessmodule der

übrigen Produktsysteme, kann dieses Produktsystem in Relation zu den anderen Produktsystemen als dominant

und damit im Vergleich als „besser geeignet“ eingestuft werden.

In Abbildung 11.1 sind exemplarisch im linken Diagramm die fiktiven Ergebnisintervalle dreier Produktsyste-

me für die Informationsmodule A, B, C und D abgebildet. Da die Ergebnisintervalle des Produktsystems 1 allesamt
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kleiner oder gleich sind in Relation zu den entsprechenden Ergebnisintervallen der Produktsysteme 2 und 3, wird

dem Produktsystem 1 der 1. Rang zugewiesen; dieses Produktsystem weist somit die „vergleichsweise geringsten“

Umweltwirkungen auf. Im rechten Diagramm der Abbildung 11.1 sind dagegen die Ergebnisintervalle diverser

Prozessmodule von einem Produktsystem abgebildet, wobei die Prozesse des abgebildeten Verfahrens modifiziert

werden.

Abbildung 11.1: Bewertung vergleichbarer Produktsysteme oder Prozessmodule über Rangordnung.

Da die Ergebnisintervalle der modifizierten Prozesse allesamt unterhalb der Ergebnisintervalle der herkömm-

lichen Prozesse liegen, können die modifizierten Prozesse als „vergleichsweise besser geeignet“ beurteilt werden.

Ein Verfahren, welches derlei Rangordnungen und Vergleiche automatisiert durchführt, kann die Bewertung in-

tervallbasierter Ökobilanzen wesentlich erleichtern und sollte daher ebenfalls implementiert werden.
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Anhang A

Ergänzende Quellcodes

A.1 Solver hansen

Code A.1: Methoden für Solver hansen

1 // Solver auf Basis des Verfahrens nach Hansen

2 public IvariVector solverHansen(IvariVector s) {

3 IvariMatrix matrix = this;

4 IvariVector result = new IvariVector(numberRows);

5 IvariMatrix pLeft = calculatePleft(matrix);

6 for (int i = 0; i< numberRows; i++) {

7 double cSmall;

8 IvariVector pLeftVector = new IvariVector(numberRows);

9 for (int j = 0; j < numberRows; j++) {

10 pLeftVector.setValue(j, pLeft.getValue(i, j));

11 }

12 cSmall = calculateCsmall(matrix, i);

13 IvariVector sLeft = calculateSleft(s, matrix, i);

14 IvariVector sRight = calculateSright(s, matrix, i);

15 IvariScalar resultValue = new IvariScalar();

16 resultValue.setUpperBound(multTwoVectors(pLeftVector, sRight).getUpperBound());

17 if (resultValue.getUpperBound() < 0) {

18 resultValue.setUpperBound(resultValue.getUpperBound()*cSmall);

19 }

20 resultValue.setLowerBound(multTwoVectors(pLeftVector, sLeft).getLowerBound());

21 if (resultValue.getLowerBound() >= 0) {

22 resultValue.setLowerBound(resultValue.getLowerBound()*cSmall);

23 }

24 result.setValue(i, resultValue);

25 }

26

27 return result;

28 }

29

30 // Berechnung von cSmall

31 public double calculateCsmall (IvariMatrix matrix, int i) {

32 IvariMatrix pLeft = calculatePleft(matrix);

33 double cSmall = 1/(pLeft.getValue(i, i).getLowerBound()*2-1);
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34 return cSmall;

35 }

36

37 // Berechnung der Inverse M^(-1) Pleft

38 public IvariMatrix calculatePleft (IvariMatrix matrix) {

39 IvariMatrix matrixMleft = calculateMleft(matrix);

40 IvariMatrix matrixPleft = inverse(matrixMleft);

41 return matrixPleft;

42 }

43

44 // Berechnung der unteren Grenzwerte-Matrix Mleft = B*A

45 public IvariMatrix calculateMleft (IvariMatrix matrix) {

46 IvariMatrix matrixM = calculateM(matrix);

47 IvariMatrix matrixMleft = new IvariMatrix(numberRows);

48 for (int i=0; i < numberRows; i++) {

49 for (int j=0; j< numberRows; j++) {

50 IvariScalar scalar = new IvariScalar();

51 double scalarValue = matrixM.getValue(i,j).getLowerBound();

52 scalar.setUpperBound(scalarValue);

53 scalar.setLowerBound(scalarValue);

54 matrixMleft.setValue(i, j, scalar);

55 }

56 }

57 return matrixMleft;

58 }

59

60 // Berechnung der Matrix M = B*A

61 public IvariMatrix calculateM (IvariMatrix matrix) {

62 IvariMatrix inverseB = calculateB(matrix);

63 IvariMatrix matrixM = matrix.multMatrix(inverseB);

64 return matrixM;

65 }

66

67 // Berechnung der angenaeherten Matrix B als Inverse der Mittelpunktsmatrix C

68 public IvariMatrix calculateB (IvariMatrix matrix) {

69 IvariMatrix centerMatrix = calculateC(matrix);

70 IvariMatrix matrixB = inverse(centerMatrix);

71 return matrixB;

72 }

73

74 // Berechnung der Mittelpunktsmatrix C von A

75 public IvariMatrix calculateC (IvariMatrix matrix) {

76 IvariMatrix centerMatrix = new IvariMatrix(numberRows);

77 for (int i = 0; i < numberRows; i++) {

78 for (int j = 0; j < numberRows; j++) {

79 IvariScalar scalar = new IvariScalar();

80 double difference = (matrix.getValue(i, j).getUpperBound()+matrix.getValue(i, j).

getLowerBound())/2;

81 scalar.setUpperBound(difference);

82 scalar.setLowerBound(difference);

83 centerMatrix.setValue(i, j, scalar);

84 }

85 }

86 return centerMatrix;
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87 }

88

89 // Berechnung von Sleft

90 public IvariVector calculateSleft (IvariVector s, IvariMatrix matrix, int i) {

91 IvariVector r = calculateR(s, matrix);

92 IvariVector sLeft = new IvariVector(numberRows);

93 for (int j = 0; j < numberRows; j++) {

94 IvariScalar scalar = new IvariScalar();

95 if ((j == i) || ((j!=i) && (r.getValue(j).getLowerBound() <= (r.getValue(j).getUpperBound()

*(-1))))) {

96 double scalarValue = r.getValue(j).getLowerBound();

97 scalar.setLowerBound(scalarValue);

98 scalar.setUpperBound(scalarValue);

99 sLeft.setValue(j, scalar);

100 } else {

101 double scalarValue = (r.getValue(j).getUpperBound()*(-1));

102 scalar.setLowerBound(scalarValue);

103 scalar.setUpperBound(scalarValue);

104 sLeft.setValue(j, scalar);

105 }

106 }

107 return sLeft;

108 }

109

110 // Berechnung von Sright

111 public IvariVector calculateSright (IvariVector s, IvariMatrix matrix, int i) {

112 IvariVector r = calculateR(s, matrix);

113 IvariVector sRight = new IvariVector(numberRows);

114 for (int j = 0; j < numberRows; j++) {

115 IvariScalar scalar = new IvariScalar();

116 if ((j == i) || ((j!=i) && (r.getValue(j).getUpperBound() >= (r.getValue(j).getLowerBound()

*(-1))))) {

117 double scalarValue = r.getValue(j).getUpperBound();

118 scalar.setLowerBound(scalarValue);

119 scalar.setUpperBound(scalarValue);

120 sRight.setValue(j, scalar);

121 } else {

122 double scalarValue = (r.getValue(j).getLowerBound()*(-1));

123 scalar.setLowerBound(scalarValue);

124 scalar.setUpperBound(scalarValue);

125 sRight.setValue(j, scalar);

126 }

127 }

128 return sRight;

129 }

130

131 // Berechnung von r

132 public IvariVector calculateR (IvariVector s, IvariMatrix matrix) {

133 IvariVector r = new IvariVector(numberRows);

134 IvariMatrix B = calculateB(matrix);

135 r = B.multVector(s);

136 return r;

137 }

138
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139 // Multiplikation zweier Vektoren

140 public IvariScalar multTwoVectors(IvariVector y, IvariVector z) throws ArithmeticException {

141 if (y.getSize() != z.getSize()) {

142 throw new ArithmeticException("Abweichende Dimensionen");

143 }

144 IvariScalar r = new IvariScalar(0,0);

145 for (int i=0; i<numberRows; i++) {

146 r = r.add(y.getValue(i).mult(z.getValue(i)));

147 }

148 return r;

149 }

A.2 Solver rohn

Code A.2: Methoden zur Implementierung der Rohn-Methode

1 // Solver auf Basis des Verfahrens nach Rohn

2 public IvariVector solverRohn(IvariVector s) {

3 IvariVector result = new IvariVector(numberRows);

4 IvariVector xSnakeL = calculateXsnakeL(s, this);

5 IvariVector xSnakeR = calculateXsnakeR(s, this);

6 for (int i = 0; i < s.getSize(); i++)

7 {

8 double cSmall = calculateCsmall(this, i);

9 if (xSnakeL.getValue(i).getLowerBound()< xSnakeL.getValue(i).mult(cSmall).getLowerBound()) {

10 result.getValue(i).setLowerBound(xSnakeL.getValue(i).getLowerBound());

11 } else {

12 result.getValue(i).setLowerBound(xSnakeL.getValue(i).mult(cSmall).getLowerBound());

13 }

14 if (xSnakeR.getValue(i).getUpperBound() > xSnakeR.getValue(i).mult(cSmall).getUpperBound())

{

15 result.getValue(i).setUpperBound(xSnakeR.getValue(i).getUpperBound());

16 } else {

17 result.getValue(i).setUpperBound(xSnakeR.getValue(i).mult(cSmall).getUpperBound());

18 }

19 }

20 return result;

21 }

22

23 // Berechnung von XsnakeL als IvariVector result

24 public IvariVector calculateXsnakeL(IvariVector s, IvariMatrix matrix) {

25 IvariMatrix pLeft = calculatePleft(matrix);

26 IvariVector rMean = calculateRmean(s, matrix);

27 IvariVector rMeanAbs = calculateRmeanAbs(s, matrix);

28 IvariVector xStar = calculateXstar(s, matrix);

29 IvariVector result = new IvariVector (s.getSize());

30 for (int i = 0; i < s.getSize(); i++) {

31 IvariScalar scalar = xStar.getValue(i).mult(-1).add(pLeft.getValue(i, i).mult(rMean.getValue(

i).add(rMeanAbs.getValue(i))));

32 result.setValue(i, scalar);

33 }

34 return result;

35 }
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36

37 // Berechnung von XsnakeR

38 public IvariVector calculateXsnakeR(IvariVector s, IvariMatrix matrix) {

39 IvariMatrix pLeft = calculatePleft(matrix);

40 IvariVector rMean = calculateRmean(s, matrix);

41 IvariVector rMeanAbs = calculateRmeanAbs(s, matrix);

42 IvariVector xStar = calculateXstar(s, matrix);

43 IvariVector result = new IvariVector (s.getSize());

44 for (int i = 0; i < s.getSize(); i++) {

45 IvariScalar scalar = xStar.getValue(i).add(pLeft.getValue(i, i).mult(rMean.getValue(i).sub(

rMeanAbs.getValue(i))));

46 result.setValue(i, scalar);

47 }

48 return result;

49 }

50

51 // Berechnung der Inverse M^(-1) Pleft

52 public IvariMatrix calculatePleft (IvariMatrix matrix) {

53 IvariMatrix matrixMleft = calculateMleft(matrix);

54 IvariMatrix matrixPleft = inverse(matrixMleft);

55 return matrixPleft;

56 }

57

58 // Berechnung der Mittelwerte von r als IvariVector rMedium

59 public IvariVector calculateRmean (IvariVector s, IvariMatrix matrix) {

60 IvariVector rMedium = new IvariVector(numberRows);

61 IvariVector r = calculateR(s, matrix);

62 for (int i = 0; i< s.getSize(); i++) {

63 double meanValue = (r.getValue(i).getUpperBound()+r.getValue(i).getLowerBound())/2;

64 IvariScalar scalar = new IvariScalar (meanValue, meanValue);

65 rMedium.setValue(i, scalar);

66 }

67 return rMedium;

68 }

69

70 // Berechnung von r

71 public IvariVector calculateR (IvariVector s, IvariMatrix matrix) {

72 IvariVector r = new IvariVector(numberRows);

73 IvariMatrix B = calculateB(matrix);

74 r = B.multVector(s);

75 return r;

76 }

77

78 // Berechnung von Rstar als IvariVector rStar

79 public IvariVector calculateRstar (IvariVector s, IvariMatrix matrix) {

80 IvariVector rMean = calculateRmean(s, matrix);

81 IvariVector rWidth = calculateRwidth(s, matrix);

82 IvariVector rStar = new IvariVector (s.getSize());

83 for (int i = 0; i< s.getSize(); i++) {

84 double star = Math.abs(rMean.getValue(i).getUpperBound())+rWidth.getValue(i).getUpperBound();

85 IvariScalar scalar = new IvariScalar (star, star);

86 rStar.setValue(i, scalar);

87 }

88 return rStar;
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89 }

90

91 // Berechnung der halben Intervallweite von r als IvariVector rWidth

92 public IvariVector calculateRwidth (IvariVector s, IvariMatrix matrix) {

93 IvariVector rWidth = new IvariVector(numberRows);

94 IvariVector r = calculateR(s, matrix);

95 for (int i = 0; i< s.getSize(); i++) {

96 double width = (r.getValue(i).getUpperBound()-r.getValue(i).getLowerBound())/2;

97 IvariScalar scalar = new IvariScalar (width, width);

98 rWidth.setValue(i, scalar);

99 }

100 return rWidth;

101 }

102

103 // Berechnung der Absolutwerte von rMedium als IvariVector rmeanAbs

104 public IvariVector calculateRmeanAbs (IvariVector s, IvariMatrix matrix) {

105 IvariVector rmeanAbs = new IvariVector(numberRows);

106 IvariVector r = calculateRmean(s, matrix);

107 for (int i = 0; i< s.getSize(); i++) {

108 double meanAbsValue = Math.abs(r.getValue(i).getUpperBound());

109 IvariScalar scalar = new IvariScalar (meanAbsValue, meanAbsValue);

110 rmeanAbs.setValue(i, scalar);

111 }

112 return rmeanAbs;

113 }

114

115 // Berechnung von Xstar als IvariVector result

116 public IvariVector calculateXstar (IvariVector s, IvariMatrix matrix) {

117 IvariMatrix pLeft = calculatePleft(matrix);

118 IvariVector rStar = calculateRstar(s, matrix);

119 IvariVector result = pLeft.multVector(rStar);

120 return result;

121 }

A.3 Solver ning22

Code A.3: Methoden für Solver ning22

1 // Solver auf Basis des Theorems 2.2 nach Ning

2 public IvariVector solverNing22(IvariVector s) {

3 IvariVector result = new IvariVector(numberRows);

4 IvariVector betaI = calculateBetaI(s, this);

5 IvariVector alphaI = calculateAlphaI(s, this);

6 for (int i = 0; i < s.getSize(); i++) {

7 IvariScalar scalar = new IvariScalar();

8 scalar = ((s.getValue(i).add(betaI.getValue(i))).div(this.getValue(i, i).add(alphaI.getValue(

i))));

9 result.setValue(i, scalar);

10 }

11 return result;

12 }

13

14 // Berechnung von [-beta, beta] als IvariVector betaI
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15 public IvariVector calculateBetaI(IvariVector s, IvariMatrix matrix) {

16 IvariVector betaI = new IvariVector (s.getSize());

17 IvariVector beta = calculateBeta(s, matrix);

18 for (int i = 0; i < numberRows; i++) {

19 IvariScalar scalar = beta.getValue(i).mult(new IvariScalar(-1, 1));

20 betaI.setValue(i, scalar);

21 }

22 return betaI;

23 }

24

25 // Berechnung von beta als IvariVector beta

26 public IvariVector calculateBeta(IvariVector s, IvariMatrix matrix) {

27 IvariVector beta = new IvariVector (s.getSize());

28 IvariVector u = calculateU(s, matrix);

29 IvariMatrix compareMatrix = calcCompareMatrix(matrix);

30 IvariMatrix invCompMatrix = inverse(compareMatrix);

31 IvariVector bAbs = calculateBabs(s);

32 for (int i = 0; i < numberRows; i++) {

33 beta.setValue(i, (u.getValue(i).div(invCompMatrix.getValue(i, i))).sub(bAbs.getValue(i)));

34 }

35 return beta;

36 }

37

38 // Berechnung von u = <A>-1|b| als IvariVector u

39 public IvariVector calculateU(IvariVector s, IvariMatrix matrix) {

40 IvariVector u = new IvariVector(s.getSize());

41 IvariMatrix compareMatrix = calcCompareMatrix(matrix);

42 IvariMatrix invCompMatrix = inverse(compareMatrix);

43 IvariVector bAbs = calculateBabs(s);

44 u = invCompMatrix.multVector(bAbs);

45 return u;

46 }

47

48 // Berechnung der Vergleichsmatrix M(A) als IvariMatrix compareMatrix

49 public IvariMatrix calcCompareMatrix(IvariMatrix matrix) {

50 IvariMatrix compareMatrix = new IvariMatrix(numberRows);

51 for (int i = 0; i < numberRows; i++) {

52 for (int j = 0; j < numberRows; j++) {

53 double scalarValue;

54 if ((i == j) && (Math.abs(matrix.getValue(i, j).getLowerBound()) <= Math.abs(matrix.

getValue(i, j).getUpperBound()))) {

55 scalarValue = Math.abs(matrix.getValue(i, j).getLowerBound());

56 } else if ((i == j) && (Math.abs(matrix.getValue(i, j).getLowerBound()) > Math.abs(matrix.

getValue(i, j).getUpperBound()))) {

57 scalarValue = Math.abs(matrix.getValue(i, j).getUpperBound());

58 } else if ((i != j) && (Math.abs(matrix.getValue(i, j).getLowerBound()) <= Math.abs(matrix.

getValue(i, j).getUpperBound()))) {

59 scalarValue = Math.abs(matrix.getValue(i, j).getUpperBound())*(-1);

60 } else {

61 scalarValue = Math.abs(matrix.getValue(i, j).getLowerBound())*(-1);

62 }

63 IvariScalar scalar = new IvariScalar (scalarValue, scalarValue);

64 compareMatrix.setValue(i, j, scalar);

65 }
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66 }

67 return compareMatrix;

68 }

69

70 // Berechnung von |b| (Maximalwerte von b) als IvariMatrix bAbs

71 public IvariVector calculateBabs(IvariVector s) {

72 IvariVector bAbs = new IvariVector(s.getSize());

73 for (int i = 0; i < numberRows; i++) {

74 double scalarValue;

75 if (Math.abs(s.getValue(i).getLowerBound()) >= Math.abs(s.getValue(i).getUpperBound())) {

76 scalarValue = Math.abs(s.getValue(i).getLowerBound());

77 } else {

78 scalarValue = Math.abs(s.getValue(i).getUpperBound());

79 }

80 IvariScalar scalar = new IvariScalar (scalarValue, scalarValue);

81 bAbs.setValue(i, scalar);

82 }

83 return bAbs;

84 }

85

86 // Berechnung von [-alpha, alpha] als IvariVector alphaI

87 public IvariVector calculateAlphaI(IvariVector s, IvariMatrix matrix) {

88 IvariVector alphaI = new IvariVector (s.getSize());

89 IvariVector alpha = calculateAlpha(s, matrix);

90 for (int i = 0; i < numberRows; i++) {

91 IvariScalar scalar = alpha.getValue(i).mult(new IvariScalar(-1, 1));

92 alphaI.setValue(i, scalar);

93 }

94 return alphaI;

95 }

96

97 // Berechnung von alpha als IvariVector alpha

98 public IvariVector calculateAlpha(IvariVector s, IvariMatrix matrix) {

99 IvariVector alpha = new IvariVector (s.getSize());

100 IvariMatrix compareMatrix = calcCompareMatrix(matrix);

101 IvariMatrix invCompMatrix = inverse(compareMatrix);

102 for (int i = 0; i < numberRows; i++) {

103 IvariScalar scalar = compareMatrix.getValue(i, i).sub(invCompMatrix.getValue(i, i).inv());

104 alpha.setValue(i, scalar);

105 }

106 return alpha;

107 }

A.4 Solver ning26

Code A.4: Methoden für Solver ning26

1 // Solver auf Basis Theorem 2.6 nach Ning

2 public IvariVector solverNing26(IvariVector s) throws ArithmeticException {

3 IvariVector result = new IvariVector(s.getSize());

4 IvariMatrix temp = new IvariMatrix (this.getSize());

5 for (int i = 0; i<this.getSize(); i++) {

6 for (int j = 0; j<this.getSize(); j++) {
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7 temp.setValue(i, j, this.getValue(i, j));

8 }

9 }

10 if (checkInvPositivity(this) == false) {

11 throw new ArithmeticException(Methode ausserhalb des Gueltigkeitsbereichs);

12 } else {

13 IvariVector result1 = new IvariVector(numberRows);

14 IvariVector result2 = new IvariVector(numberRows);

15 IvariMatrix aLeft = calculateAleft(this);

16 IvariMatrix aRight = calculateAright(this);

17 IvariVector bLeft = calculateBleft(s);

18 IvariVector bRight = calculateBright(s);

19 IvariMatrix aMatrix1 = new IvariMatrix(numberRows);

20 IvariMatrix aMatrix2 = new IvariMatrix(numberRows);

21 IvariVector preResult = solverNingTheorem25(s);

22 for (int i = 0; i< s.getSize(); i++) {

23 for (int j = 0; j< s.getSize(); j++) {

24 if (preResult.getValue(j).getLowerBound()>=0) {

25 aMatrix1.setValue(i, j, aRight.getValue(i, j));

26 } else {

27 aMatrix1.setValue(i, j, aLeft.getValue(i, j));

28 }

29 if (preResult.getValue(j).getUpperBound()<=0) {

30 aMatrix2.setValue(i, j, aRight.getValue(i, j));

31 } else {

32 aMatrix2.setValue(i, j, aLeft.getValue(i, j));

33 }

34 }

35 }

36 result1 = inverseOpt(aMatrix1).multVector(bLeft);

37 result2 = inverseOpt(aMatrix2).multVector(bRight);

38 for (int i = 0; i< s.getSize(); i++) {

39 result.getValue(i).setLowerBound(result1.getValue(i).getLowerBound());

40 result.getValue(i).setUpperBound(result2.getValue(i).getUpperBound());

41 }

42 }

43 return result;

44 }

45

46 //Methode zum Ueberpruefen, ob Matrix invers-positiv ist

47 private boolean checkInvPositivity(IvariMatrix matrix) {

48 boolean positivity= true;

49 IvariMatrix inverse = inverseOpt(matrix);

50 for (int i = 0; i < inverse.numberRows; i++) {

51 for (int j = 0; j < inverse.numberColumns; j++) {

52 if (inverse.getValue(i, j).getLowerBound() < 0) {

53 positivity = false;

54 }

55 }

56 }

57 return positivity;

58 }

59

60 // Berechnung von Aleft
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61 public IvariMatrix calculateAleft (IvariMatrix matrix) {

62 IvariMatrix aLeft = new IvariMatrix(numberColumns);

63 for (int i = 0; i < numberRows; i++) {

64 for (int j = 0; j < numberColumns; j++) {

65 double scalarValue;

66 scalarValue = matrix.getValue(i, j).getLowerBound();

67 IvariScalar scalar = new IvariScalar (scalarValue, scalarValue);

68 aLeft.setValue(i, j, scalar);

69 }

70 }

71 return aLeft;

72 }

73

74 // Berechnung von Aright

75 public IvariMatrix calculateAright (IvariMatrix matrix) {

76 IvariMatrix aLeft = new IvariMatrix(numberColumns);

77 for (int i = 0; i < numberRows; i++) {

78 for (int j = 0; j < numberColumns; j++) {

79 double scalarValue;

80 scalarValue = matrix.getValue(i, j).getUpperBound();

81 IvariScalar scalar = new IvariScalar (scalarValue, scalarValue);

82 aLeft.setValue(i, j, scalar);

83 }

84 }

85 return aLeft;

86 }

87 // Berechnung von Bleft

88 public IvariVector calculateBleft (IvariVector s) {

89 IvariVector r = new IvariVector(numberRows);

90 for (int i = 0; i< s.getSize(); i++) {

91 double value = s.getValue(i).getLowerBound();

92 IvariScalar scalar = new IvariScalar(value, value);

93 r.setValue(i, scalar);

94 }

95 return r;

96 }

97

98 // Berechnung von Bright

99 public IvariVector calculateBright (IvariVector s) {

100 IvariVector r = new IvariVector(numberRows);

101 for (int i = 0; i< s.getSize(); i++) {

102 double value = s.getValue(i).getUpperBound();

103 IvariScalar scalar = new IvariScalar(value, value);

104 r.setValue(i, scalar);

105 }

106 return r;

107 }

108

109 // Methode zur Berechnung nach Theorem 2.5 von Ning

110 public IvariVector solverNing25(IvariVector s) {

111 IvariVector result = new IvariVector(numberRows);

112 IvariMatrix aInverse = calculateAInverse(this);

113 result = aInverse.multVector(s);

114 return result;
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115 }

116

117 // Berechnung der Inversen von A

118 public IvariMatrix calculateAInverse (IvariMatrix matrix) {

119 IvariMatrix aLeftInverse = calculateArightInverse(matrix);

120 IvariMatrix aRightInverse = calculateAleftInverse(matrix);

121 IvariMatrix aInverse = new IvariMatrix(numberRows);

122 for (int i = 0; i < numberRows; i++) {

123 for (int j = 0; j < numberColumns; j++) {

124 IvariScalar scalar = new IvariScalar();

125 if (aLeftInverse.getValue(i, j).getLowerBound()<= aRightInverse.getValue(i, j).

getLowerBound()) {

126 double minValue = aLeftInverse.getValue(i, j).getLowerBound();

127 scalar.setLowerBound(minValue);

128 } else {

129 double minValue = aRightInverse.getValue(i, j).getLowerBound();

130 scalar.setLowerBound(minValue);

131 }

132 if (aLeftInverse.getValue(i, j).getUpperBound()>= aRightInverse.getValue(i, j).

getUpperBound()) {

133 double maxValue = aLeftInverse.getValue(i, j).getUpperBound();

134 scalar.setUpperBound(maxValue);

135 } else {

136 double maxValue = aRightInverse.getValue(i, j).getUpperBound();

137 scalar.setUpperBound(maxValue);

138 }

139 aInverse.setValue(i, j, scalar);

140 }

141 }

142 return aInverse;

143 }

144

145 // Berechnung von AleftInverse

146 public IvariMatrix calculateAleftInverse (IvariMatrix matrix) {

147 IvariMatrix aLeft = calculateAleft(matrix);

148 IvariMatrix aLeftInverse = inverseOpt(aLeft);

149 return aLeftInverse;

150 }

151

152 // Berechnung von ArightInverse

153 public IvariMatrix calculateArightInverse (IvariMatrix matrix) {

154 IvariMatrix aRight = calculateAright(matrix);

155 IvariMatrix aRightInverse = inverseOpt(aRight); /

156 return aRightInverse;

157 }

158

159 // Berechnung der Inversen auf Basis der Gausschen Elimination

160 public IvariMatrix inverseOpt(IvariMatrix matrix) {

161 IvariMatrix temp = new IvariMatrix(numberRows, numberColumns);

162 IvariMatrix unityMatrix = new IvariMatrix(numberRows, numberColumns);

163 IvariScalar one = new IvariScalar(1, 1);

164 IvariScalar zero = new IvariScalar(0, 0);

165 for (int i = 0; i < matrix.numberRows; i++) {

166 for (int j = 0; j < matrix.numberColumns; j++) {
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167 temp.setValue(i,j,matrix.getValue(i, j));

168 }

169 }

170 // Einheitsmatrix

171 for (int i = 0; i < matrix.numberRows; i++) {

172 for (int j = 0; j < matrix.numberColumns; j++) {

173 unityMatrix.setValue(i,j, (i==j ? one : zero));

174 }

175 }

176 // Berechnung

177 for (int j=0; j<matrix.numberRows; j++) {

178 int p = j;

179 while ((p < matrix.numberRows) && (temp.getValue(p,j).getLowerBound()== 0 && temp.getValue(p,

j).getUpperBound()==0)) {

180 p++;

181 }

182 if (p == matrix.numberRows) {

183 return null;

184 }

185 if (p != j) {

186 temp.changeRows(j, p);

187 unityMatrix.changeRows(j, p);

188 }

189 IvariScalar f = temp.getValue(j,j);

190 for (int k=0; k<matrix.numberRows; k++) {

191 temp.setValue(j,k, (temp.getValue(j, k).div(f)));

192 unityMatrix.setValue(j,k, (unityMatrix.getValue(j, k).div(f)));

193 }

194 for (int i=0; i<matrix.numberRows; i++) {

195 if (i == j) continue;

196 IvariScalar g = temp.getValue(i,j);

197 for (int k=0; k<matrix.numberRows; k++) {

198 temp.setValue(i,k, temp.getValue(i,k).sub(g.mult(temp.getValue(j,k))));

199 unityMatrix.setValue(i,k,unityMatrix.getValue(i, k).sub(g.mult(unityMatrix.getValue

(j, k))));

200 }

201 }

202 }

203 return unityMatrix;

204 }

A.5 Solver beeck

Code A.5: Methoden für Solver beeck

1 // Solver nach Verfahren von Beeck

2 public IvariVector solverBeeck(IvariVector s) throws Exception {

3 IvariVector result = new IvariVector(numberRows);

4 IvariMatrix techu = techu(this);

5 IvariMatrix techo = techo(this);

6 IvariVector bLow = generateBlow(s);

7 IvariVector bUpp = generateBupp(s);

8 IvariVector resultAuppBlow = inverseOpt(techo).multVector(bLow);
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9 IvariVector resultAlowBupp = inverseOpt(techu).multVector(bUpp);

10 IvariVector resultAlowBlow = inverseOpt(techu).multVector(bLow);

11 IvariVector resultAuppBupp = inverseOpt(techo).multVector(bUpp);

12 int case1 = 0, case2 = 0, case3 = 0;

13 for (int i =0; i < s.getSize(); i++) {

14 if (s.getValue(i).getLowerBound() >= 0) {

15 case1++;

16 } else if (s.getValue(i).getUpperBound() <= 0) {

17 case2++;

18 } else if (s.getValue(i).getUpperBound() > 0 && s.getValue(i).getLowerBound() < 0) {

19 case3++;

20 } else throw new ArithmeticException(Ausserhalb des Gueltigkeitsbereichs dieser Methode);

21 }

22 if (case1 == s.getSize()) {

23 for (int i = 0; i < s.getSize(); i++) {

24 result.getValue(i).setLowerBound(resultAuppBlow.getValue(i).getLowerBound());

25 result.getValue(i).setUpperBound(resultAlowBupp.getValue(i).getLowerBound());

26 }

27 } else if (case2 == s.getSize()) {

28 for (int i = 0; i < s.getSize(); i++) {

29 result.getValue(i).setLowerBound(resultAlowBlow.getValue(i).getLowerBound());

30 result.getValue(i).setUpperBound(resultAuppBupp.getValue(i).getLowerBound());

31 }

32 } else if (case3 == s.getSize()) {

33 for (int i = 0; i < s.getSize(); i++) {

34 result.getValue(i).setLowerBound(resultAlowBlow.getValue(i).getLowerBound());

35 result.getValue(i).setUpperBound(resultAlowBupp.getValue(i).getLowerBound());

36 }

37 } else throw new ArithmeticException(Ausserhalb des Gueltigkeitsbereichs dieser Methode);

38 return result;

39 }

40

41 // Berechnung von Blow

42 public IvariVector generateBlow(IvariVector s) {

43 IvariVector bLow = new IvariVector(s.getSize());

44 for (int i = 0; i < s.getSize(); i++) {

45 IvariScalar low = new IvariScalar(s.getValue(i).getLowerBound(), s.getValue(i).getLowerBound

());

46 bLow.setValue(i, low);

47 }

48 return bLow;

49 }

50

51 // Berechnung von Bupp

52 public IvariVector generateBupp(IvariVector s) {

53 IvariVector bUpp = new IvariVector(s.getSize());

54 for (int i = 0; i < s.getSize(); i++) {

55 IvariScalar upp = new IvariScalar(s.getValue(i).getUpperBound(), s.getValue(i).getUpperBound

());

56 bUpp.setValue(i, upp);

57 }

58 return bUpp;

59 }

60
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61 // Berechnung von techu

62 public IvariMatrix techu(IvariMatrix matrix) {

63 IvariMatrix techu = new IvariMatrix(numberColumns);

64 for (int i = 0; i < numberRows; i++) {

65 for (int j = 0; j < numberColumns; j++) {

66 IvariScalar scalarLow = new IvariScalar();

67 scalarLow.setLowerBound(matrix.getValue(i, j).getLowerBound());

68 scalarLow.setUpperBound(matrix.getValue(i, j).getLowerBound());

69 techu.setValue(i, j, scalarLow);

70 }

71 }

72 return techu;

73 }

74

75 // Berechnung von techo

76 public IvariMatrix techo(IvariMatrix matrix) {

77 IvariMatrix techo = new IvariMatrix(numberColumns);

78 for (int i = 0; i < numberRows; i++) {

79 for (int j = 0; j < numberColumns; j++) {

80 IvariScalar scalarUpp = new IvariScalar();

81 scalarUpp.setLowerBound(matrix.getValue(i, j).getUpperBound());

82 scalarUpp.setUpperBound(matrix.getValue(i, j).getUpperBound());

83 techo.setValue(i, j, scalarUpp);

84 }

85 }

86 return techo;

87 }

A.6 Solver picky

Code A.6: Solver picky

1 // Solver picky als modifiziertes Verfahren

2 protected IvariVector picky(IvariVector s) {

3 IvariMatrix matrix1 = new IvariMatrix(numberRows);

4 IvariMatrix matrix2 = new IvariMatrix(numberRows);

5 IvariMatrix matrix3 = new IvariMatrix(numberRows);

6 IvariMatrix matrix4 = new IvariMatrix(numberRows);

7 IvariMatrix matrix5 = new IvariMatrix(numberRows);

8 IvariMatrix matrix6 = new IvariMatrix(numberRows);

9 IvariVector result = new IvariVector(numberRows);

10 IvariVector result1 = new IvariVector(numberRows);

11 IvariVector vector1 = new IvariVector(numberRows);

12 IvariVector vector2 = new IvariVector(numberRows);

13 IvariVector vector3 = new IvariVector(numberRows);

14 IvariVector vector4 = new IvariVector(numberRows);

15 IvariVector vector5 = new IvariVector(numberRows);

16 IvariVector vector6 = new IvariVector(numberRows);

17 for (int i=0; i<result.getSize(); i++) {

18 vector1.setValue(i, s.getValue(i));

19 vector2.setValue(i, s.getValue(i));

20 vector3.setValue(i, s.getValue(i));

21 vector4.setValue(i, s.getValue(i));
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22 vector5.setValue(i, s.getValue(i));

23 vector6.setValue(i, s.getValue(i));

24 for (int j=0; j<result.getSize(); j++) {

25 matrix1.setValue(i,j,this.getValue(i,j));

26 matrix2.setValue(i,j,this.getValue(i,j));

27 matrix3.setValue(i,j,this.getValue(i,j));

28 matrix4.setValue(i,j,this.getValue(i,j));

29 matrix5.setValue(i,j,this.getValue(i,j));

30 matrix6.setValue(i,j,this.getValue(i,j));

31 }

32 }

33 boolean r1exists=true;

34 try {

35 result1 = matrix1.gauss(Solver.siga, vector1);

36 } catch (Exception e) {

37 r1exists=false;

38 }

39 IvariVector r2 = new IvariVector(numberRows);

40 boolean r2exists=true;

41 try {

42 r2 = matrix2.gauss(Solver.salt, vector2);

43 } catch (Exception e) {

44 r2exists=false;

45 }

46

47 //adivaOirign

48 IvariVector r3 = new IvariVector(numberRows);

49 boolean r3exists=true;

50 try {

51 r3 = matrix3.adivaOrigin(vector3);

52 } catch (Exception e) {

53 r3exists=false;

54 }

55

56 //adiperm

57 IvariVector r4 = new IvariVector(numberRows);

58 boolean r4exists=true;

59 try {

60 r4 = matrix4.adiperm(vector4);

61 } catch (Exception e) {

62 r4exists=false;

63 }

64

65 //hansen

66 IvariVector r5 = new IvariVector(numberRows);

67 boolean r5exists=true;

68 try {

69 r5 = matrix5.solverHansen(vector5);

70 } catch (Exception e) {

71 r5exists=false;

72 }

73

74 //ning26

75 IvariVector r6 = new IvariVector(numberRows);
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76 boolean r6exists=true;

77 try {

78 r6 = matrix6.solverNingTheorem26(vector6);

79 } catch (Exception e) {

80 r6exists=false;;

81 }

82 for (int i=0; i<result.getSize(); i++) {

83 IvariScalar sca = new IvariScalar();

84 Double r1l = result1.getValue(i).getLowerBound();

85 Double r1u = result1.getValue(i).getUpperBound();

86 Double r2l = r2.getValue(i).getLowerBound();

87 Double r2u = r2.getValue(i).getUpperBound();

88 Double r3l = r3.getValue(i).getLowerBound();

89 Double r3u = r3.getValue(i).getUpperBound();

90 Double r4l = r4.getValue(i).getLowerBound();

91 Double r4u = r4.getValue(i).getUpperBound();

92 Double r5l = r5.getValue(i).getLowerBound();

93 Double r5u = r5.getValue(i).getUpperBound();

94 Double r6l = r6.getValue(i).getLowerBound();

95 Double r6u = r6.getValue(i).getUpperBound();

96 if ((r1exists==false) || (r2exists==false) || (r3exists==false) || (r4exists==false) || (

r5exists==false) || (r6exists==false)) {

97 if (r1exists==false) {

98 r1l=Double.MIN_VALUE;

99 r1u=Double.MAX_VALUE;

100 }

101 if (r2exists==false) {

102 r2l=Double.MIN_VALUE;

103 r2u=Double.MAX_VALUE;

104 }

105 if (r3exists==false) {

106 r3l=Double.MIN_VALUE;

107 r3u=Double.MAX_VALUE;

108 }

109 if (r4exists==false) {

110 r4l=Double.MIN_VALUE;

111 r4u=Double.MAX_VALUE;

112 }

113 if (r5exists==false) {

114 r5l=Double.MIN_VALUE;

115 r5u=Double.MAX_VALUE;

116 }

117 if (r6exists==false) {

118 r6l=Double.MIN_VALUE;

119 r6u=Double.MAX_VALUE;

120 }

121 }

122 if ((r1exists==true)||(r2exists==true) ||(r3exists==true) ||(r4exists==true) ||(r5exists==

true)||(r6exists==true)) {

123 if ((r1l>=r2l) && (r1l>=r3l) && (r1l>=r4l) && (r1l>=r5l) && (r1l>=r6l)) {

124 sca.setLowerBound(r1l);

125 } else if ((r2l>=r1l) && (r2l>=r3l) && (r2l>=r4l) && (r2l>=r5l) && (r2l>=r6l)) {

126 sca.setLowerBound(r2l);

127 } else if ((r3l>=r1l) && (r3l>=r2l) && (r3l>=r4l) && (r3l>=r5l) && (r3l>=r6l)) {
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128 sca.setLowerBound(r3l);

129 } else if ((r4l>=r1l) && (r4l>=r2l) && (r4l>=r3l) && (r4l>=r5l) && (r4l>=r6l)) {

130 sca.setLowerBound(r4l);

131 } else if ((r5l>=r1l) && (r5l>=r2l) && (r5l>=r3l) && (r5l>=r4l) && (r5l>=r6l)) {

132 sca.setLowerBound(r5l);

133 } else {

134 sca.setLowerBound(r6l);

135 }

136 if ((r1u<=r2u) && (r1u<=r3u) && (r1u<=r4u) && (r1u<=r5u) && (r1u<=r6u)){

137 sca.setUpperBound(r1u);

138 } else if ((r2u<=r1u) && (r2u<=r3u) && (r2u<=r4u) && (r2u<=r5u) && (r2u<=r6u)) {

139 sca.setUpperBound(r2u);

140 } else if ((r3u<=r1u) && (r3u<=r2u) && (r3u<=r4u) && (r3u<=r5u) && (r3u<=r6u)) {

141 sca.setUpperBound(r3u);

142 } else if ((r4u<=r1u) && (r4u<=r2u) && (r4u<=r3u) && (r4u<=r5u) && (r4u<=r6u)) {

143 sca.setUpperBound(r4u);

144 } else if ((r5u<=r1u) && (r5u<=r2u) && (r5u<=r3u) && (r5u<=r4u) && (r5u<=r6u)) {

145 sca.setUpperBound(r5u);

146 } else {

147 sca.setUpperBound(r6u);

148 }

149 result.setValue(i,sca);

150 } else {

151 result=null;

152 }

153 }

154 return result;

155 }

A.7 Solver quickpick

Code A.7: Solver quickpick

1 // Solver quickpick als modifiziertes Verfahren

2 protected IvariVector quickpick(IvariVector s) {

3 IvariMatrix matrix1 = new IvariMatrix(numberRows);

4 IvariMatrix matrix2 = new IvariMatrix(numberRows);

5 IvariMatrix matrix3 = new IvariMatrix(numberRows);

6 IvariMatrix matrix4 = new IvariMatrix(numberRows);

7 IvariVector result = new IvariVector(numberRows);

8 IvariVector result1 = new IvariVector(numberRows);

9 boolean r1exists=true;

10 IvariVector vector1 = new IvariVector(numberRows);

11 IvariVector vector2 = new IvariVector(numberRows);

12 IvariVector vector3 = new IvariVector(numberRows);

13 IvariVector vector4 = new IvariVector(numberRows);

14 for (int i=0; i<result.getSize(); i++) {

15 vector1.setValue(i, s.getValue(i));

16 vector2.setValue(i, s.getValue(i));

17 vector3.setValue(i, s.getValue(i));

18 vector4.setValue(i, s.getValue(i));

19 for (int j=0; j<result.getSize(); j++) {

20 matrix1.setValue(i,j,this.getValue(i,j));
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21 matrix2.setValue(i,j,this.getValue(i,j));

22 matrix3.setValue(i,j,this.getValue(i,j));

23 matrix4.setValue(i,j,this.getValue(i,j));

24 }

25 }

26 try {

27 result1 = matrix1.gauss(Solver.siga, vector1);

28 } catch (Exception e) {

29 r1exists=false;

30 }

31 IvariVector r2 = new IvariVector(numberRows);

32 boolean r2exists=true;

33 try {

34 r2 = matrix2.gauss(Solver.salt, vector2);

35 } catch (Exception e) {

36 r2exists=false;

37 }

38 //hansen

39 IvariVector r3 = new IvariVector(numberRows);

40 boolean r3exists=true;

41 try {

42 r3 = matrix3.solverHansen(vector3);

43 } catch (Exception e) {

44 r3exists=false;

45 }

46 //ning26

47 IvariVector r4 = new IvariVector(numberRows);

48 boolean r4exists=true;

49 try {

50 r4 = matrix4.solverNingTheorem26(vector4);

51 } catch (Exception e) {

52 r4exists=false;

53 }

54 for (int i=0; i<result.getSize(); i++) {

55 IvariScalar sca = new IvariScalar();

56 Double r1l = result1.getValue(i).getLowerBound();

57 Double r1u = result1.getValue(i).getUpperBound();

58 Double r2l = r2.getValue(i).getLowerBound();

59 Double r2u = r2.getValue(i).getUpperBound();

60 Double r3l = r3.getValue(i).getLowerBound();

61 Double r3u = r3.getValue(i).getUpperBound();

62 Double r4l = r4.getValue(i).getLowerBound();

63 Double r4u = r4.getValue(i).getUpperBound();

64 if ((r1exists==false) || (r2exists==false) || (r3exists==false) || (r4exists==false)) {

65 if (r1exists==false) {

66 r1l=Double.MIN_VALUE;

67 r1u=Double.MAX_VALUE;

68 }

69 if (r2exists==false) {

70 r2l=Double.MIN_VALUE;

71 r2u=Double.MAX_VALUE;

72 }

73 if (r3exists==false) {

74 r3l=Double.MIN_VALUE;
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75 r3u=Double.MAX_VALUE;

76 }

77 if (r4exists==false) {

78 r4l=Double.MIN_VALUE;

79 r4u=Double.MAX_VALUE;

80 }

81 }

82 if ((r1exists==true)||(r2exists==true) ||(r3exists==true) ||(r4exists==true)) {

83 if ((r1l>=r2l) && (r1l>=r3l) && (r1l>=r4l)) {

84 sca.setLowerBound(r1l);

85 } else if ((r2l>=r1l) && (r2l>=r3l) && (r2l>=r4l)) {

86 sca.setLowerBound(r2l);

87 } else if ((r3l>=r1l) && (r3l>=r2l) && (r3l>=r4l)) {

88 sca.setLowerBound(r3l);

89 } else {

90 sca.setLowerBound(r4l);

91 }

92 if ((r1u<=r2u) && (r1u<=r3u) && (r1u<=r4u)){

93 sca.setUpperBound(r1u);

94 } else if ((r2u<=r1u) && (r2u<=r3u) && (r2u<=r4u)) {

95 sca.setUpperBound(r2u);

96 } else if ((r3u<=r1u) && (r3u<=r2u) && (r3u<=r4u)) {

97 sca.setUpperBound(r3u);

98 } else {

99 sca.setUpperBound(r4u);

100 }

101 result.setValue(i,sca);

102 } else {

103 result=null;

104 }

105 }

106 return result;

107 }

A.8 Solver quickily

Code A.8: Solver quickily

1 // Solver quickily als modifiziertes Verfahren

2 protected IvariVector quickily(IvariVector s) {

3 IvariMatrix matrix1 = new IvariMatrix(numberRows);

4 IvariMatrix matrix2 = new IvariMatrix(numberRows);

5 IvariMatrix matrix3 = new IvariMatrix(numberRows);

6 IvariVector result = new IvariVector(numberRows);

7 IvariVector result1 = new IvariVector(numberRows);

8 boolean r1exists=true;

9 IvariVector vector1 = new IvariVector(numberRows);

10 IvariVector vector2 = new IvariVector(numberRows);

11 IvariVector vector3 = new IvariVector(numberRows);

12 for (int i=0; i<result.getSize(); i++) {

13 vector1.setValue(i, s.getValue(i));

14 vector2.setValue(i, s.getValue(i));

15 vector3.setValue(i, s.getValue(i));

219



16 for (int j=0; j<result.getSize(); j++) {

17 matrix1.setValue(i,j,this.getValue(i,j));

18 matrix2.setValue(i,j,this.getValue(i,j));

19 matrix3.setValue(i,j,this.getValue(i,j));

20 }

21 }

22 try {

23 result1 = matrix1.gauss(Solver.siga, vector1);

24 } catch (Exception e) {

25 r1exists=false;

26 }

27 IvariVector r2 = new IvariVector(numberRows);

28 boolean r2exists=true;

29 try {

30 r2 = matrix2.gauss(Solver.salt, vector2);

31 } catch (Exception e) {

32 r2exists=false;

33 }

34 //ning26

35 IvariVector r3 = new IvariVector(numberRows);

36 boolean r3exists=true;

37 try {

38 r3 = matrix3.solve(Solver.ning26, vector3);

39 } catch (Exception e) {

40 r3exists=false;

41 }

42 for (int i=0; i<result.getSize(); i++) {

43 IvariScalar sca = new IvariScalar();

44 Double r1l = result1.getValue(i).getLowerBound();

45 Double r1u = result1.getValue(i).getUpperBound();

46 Double r2l = r2.getValue(i).getLowerBound();

47 Double r2u = r2.getValue(i).getUpperBound();

48 Double r3l = r3.getValue(i).getLowerBound();

49 Double r3u = r3.getValue(i).getUpperBound();

50 if ((r1exists==false) || (r2exists==false)|| (r3exists==false)) {

51 if (r1exists==false) {

52 r1l=Double.MIN_VALUE;

53 r1u=Double.MAX_VALUE;

54 }

55 if (r2exists==false) {

56 r2l=Double.MIN_VALUE;

57 r2u=Double.MAX_VALUE;

58 }

59 if (r3exists==false) {

60 r3l=Double.MIN_VALUE;

61 r3u=Double.MAX_VALUE;

62 }

63 }

64 if ((r1exists==true)||(r2exists==true) ||(r3exists==true)) {

65 if ((r1l>=r2l) && (r1l>=r3l)) {

66 sca.setLowerBound(r1l);

67 } else if ((r2l>=r1l) && (r2l>=r3l)) {

68 sca.setLowerBound(r2l);

69 } else {
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70 sca.setLowerBound(r3l);

71 }

72 if ((r1u<=r2u) && (r1u<=r3u)){

73 sca.setUpperBound(r1u);

74 } else if ((r2u<=r1u) && (r2u<=r3u)) {

75 sca.setUpperBound(r2u);

76 } else {

77 sca.setUpperBound(r3u);

78 }

79 result.setValue(i,sca);

80 } else {

81 result=null;

82 }

83 }

84 return result;

85 }

A.9 Solver goody

Code A.9: Solver goody

1 // Solver goody aufgerufen durch adiva_rekursiv

2 protected IvariVector goody(IvariVector s) {

3 IvariVector r = new IvariVector(getSize());

4 int counter = countIntervals(matrix);

5 if (counter < 20) {

6 r = gaussPlu2(vector);

7 } else if (vector.getSize() < 7) {

8 r = picky(vector);

9 } else if (vector.getSize() < 80) {

10 r = quicky(vector);

11 } else {

12 r = quickily(vector);

13 }

14 return r;

15 }

A.10 Solver goodSolution

Code A.10: Solver goodSolution

1 // Solver goodSolution als modifiziertes Verfahren

2 protected IvariVector goodSolution(IvariVector s) {

3 IvariVector r = new IvariVector(getSize());

4 int counter = countIntervals(this);

5 if (counter < 20) {

6 r = gaussPlu2(s);

7 } else if (s.getSize() < 7) {

8 r = picky(s);

9 } else if(s.getSize() < 1300) {

10 r = adiva(s);

221



11 } else

12 try {

13 r = gauss(Solver.siga, s);

14 } catch (Exception e) {

15 e.printStackTrace();

16 }

17 return r;

18 }

A.11 Unit-Tests der Parameterstudien

Im folgenden Code (vgl. A.13) ist beispielhaft ein JUnit-Test am Produktsystem testGP1 der Testreihe 3x3-linear

und für die Berechnung mit dem Solver adivaOrigin dargestellt.

Code A.11: JUnit-Test für Produktsysetm testGP1

1 package de.unistuttgart.iwb.ivaritest;

2 import static org.junit.jupiter.api.Assertions.*;

3 import org.junit.jupiter.api.Test;

4 import de.unistuttgart.iwb.ivari.*;

5 class TestHH01 {

6 @Test

7 public void testGP1() throws Exception {

8 IvariScalar a00 = new IvariScalar(1., 1.);

9 IvariScalar a01 = new IvariScalar(-1.05, -0.95);

10 IvariScalar a02 = new IvariScalar(0., 0.);

11 IvariScalar a10 = new IvariScalar(0., 0.);

12 IvariScalar a11 = new IvariScalar(1., 1.);

13 IvariScalar a12 = new IvariScalar(-1.1, -0.9);

14 IvariScalar a20 = new IvariScalar(0., 0.);

15 IvariScalar a21 = new IvariScalar(0., 0.);

16 IvariScalar a22 = new IvariScalar(1., 1.);

17 IvariScalar b0 = new IvariScalar(0., 0.);

18 IvariScalar b1 = new IvariScalar(0., 0.);

19 IvariScalar b2 = new IvariScalar(1., 1.);

20 IvariMatrix ma = new IvariMatrix(3);

21 IvariVector vb = new IvariVector(3);

22 IvariVector vx = new IvariVector(3);

23 ma.setValue(0, 0, a00);

24 ma.setValue(0, 1, a01);

25 ma.setValue(0, 2, a02);

26 ma.setValue(1, 0, a10);

27 ma.setValue(1, 1, a11);

28 ma.setValue(1, 2, a12);

29 ma.setValue(2, 0, a20);

30 ma.setValue(2, 1, a21);

31 ma.setValue(2, 2, a22);

32 vb.setValue(0, b0);

33 vb.setValue(1, b1);

34 vb.setValue(2, b2);

35 vx = ma.solve(Solver.adivaOrigin, vb);

36 for (int i=0; i<3; i++) {

37 System.out.println("x("+i+") lower bound = "+vx.getValue(i).getLowerBound()+" ");
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38 System.out.println("x("+i+") upper bound = "+vx.getValue(i).getUpperBound()+" ");

39 }

40 IvariMatrix inv = new IvariMatrix(3); IvariMatrix comp = new IvariMatrix(3); IvariMatrix inv2

= new IvariMatrix(3);

41 inv = ma.inverse(ma); inv.matrizenDraw(inv); comp = ma.calcCompareMatrix_k(ma); inv2 = comp.

inverse(comp); inv2.matrizenDraw(inv2);

42 assertTrue("inverse positive?", inv.getValue(0, 0).getLowerBound() >= 0.0);

43 assertTrue("inverse positive?", inv.getValue(0, 1).getLowerBound() >= 0.0);

44 assertTrue("inverse positive?", inv.getValue(0, 2).getLowerBound() >= 0.0);

45 assertTrue("inverse positive?", inv.getValue(1, 0).getLowerBound() >= 0.0);

46 assertTrue("inverse positive?", inv.getValue(1, 1).getLowerBound() >= 0.0);

47 assertTrue("inverse positive?", inv.getValue(1, 2).getLowerBound() >= 0.0);

48 assertTrue("inverse positive?", inv.getValue(2, 0).getLowerBound() >= 0.0);

49 assertTrue("inverse positive?", inv.getValue(2, 1).getLowerBound() >= 0.0);

50 assertTrue("inverse positive?", inv.getValue(2, 2).getLowerBound() >= 0.0);

51 if ((inv.getValue(0, 0).getLowerBound() >= 0.0) && (inv.getValue(0, 1).getLowerBound() >=

0.0) && (inv.getValue(0, 2).getLowerBound() >= 0.0)

52 && (inv.getValue(1, 0).getLowerBound() >= 0.0) && (inv.getValue(1, 1).getLowerBound() >=

0.0) && (inv.getValue(1, 2).getLowerBound() >= 0.0)

53 && (inv.getValue(2, 0).getLowerBound() >= 0.0) && (inv.getValue(2, 1).getLowerBound() >=

0.0) && (inv.getValue(2, 2).getLowerBound() >= 0.0)) {

54 System.out.println("POS: " + 1);

55 }

56 if ((inv2.getValue(0, 0).getLowerBound() >= 0.0) && (inv2.getValue(0, 1).getLowerBound() >=

0.0) && (inv2.getValue(0, 2).getLowerBound() >= 0.0)

57 && (inv2.getValue(1, 0).getLowerBound() >= 0.0) && (inv2.getValue(1, 1).getLowerBound()

>= 0.0) && (inv2.getValue(1, 2).getLowerBound() >= 0.0)

58 && (inv2.getValue(2, 0).getLowerBound() >= 0.0) && (inv2.getValue(2, 1).getLowerBound()

>= 0.0) && (inv2.getValue(2, 2).getLowerBound() >= 0.0)) {

59 System.out.println("H: " + 1);

60 }

61 }

62 ...

63 }

A.12 Unit-Tests für adisplit

Im folgenden Code ist beispielhaft ein JUnit-Test zur Erprobung der Methode adisplit dargestellt.

Code A.12: Unit-Tests zur Erprobung von adisplit

1 package de.unistuttgart.iwb.ivaritest;

2 import static org.junit.jupiter.api.Assertions.*;

3 import org.junit.jupiter.api.Test;

4 import de.unistuttgart.iwb.ivari.*;

5 @Test

6 public void testSplittedPS2() throws Exception {

7 System.out.println();

8 System.out.println("testSplittedPS2");

9 IvariScalar a00 = new IvariScalar(1., 1.);

10 IvariScalar a01 = new IvariScalar(0., 0.);

11 IvariScalar a02 = new IvariScalar(0., 0.);

12 IvariScalar a03 = new IvariScalar(-3., -3.);

13 IvariScalar a04 = new IvariScalar(0., 0.);
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14 IvariScalar a05 = new IvariScalar(0., 0.);

15 IvariScalar a06 = new IvariScalar(0., 0.);

16 IvariScalar a07 = new IvariScalar(0., 0.);

17 IvariScalar a08 = new IvariScalar(0., 0.);

18 IvariScalar a09 = new IvariScalar(0., 0.);

19

20 IvariScalar a10 = new IvariScalar(0., 0.);

21 IvariScalar a11 = new IvariScalar(1., 1.);

22 IvariScalar a12 = new IvariScalar(0., 0.);

23 IvariScalar a13 = new IvariScalar(0., 0.);

24 IvariScalar a14 = new IvariScalar(0., 0.);

25 IvariScalar a15 = new IvariScalar(0., 0.);

26 IvariScalar a16 = new IvariScalar(0., 0.);

27 IvariScalar a17 = new IvariScalar(-2., -2.);

28 IvariScalar a18 = new IvariScalar(0., 0.);

29 IvariScalar a19 = new IvariScalar(0., 0.);

30

31 IvariScalar a20 = new IvariScalar(0., 0.);

32 IvariScalar a21 = new IvariScalar(0., 0.);

33 IvariScalar a22 = new IvariScalar(1., 1.);

34 IvariScalar a23 = new IvariScalar(0., 0.);

35 IvariScalar a24 = new IvariScalar(0., 0.);

36 IvariScalar a25 = new IvariScalar(0., 0.);

37 IvariScalar a26 = new IvariScalar(0., 0.);

38 IvariScalar a27 = new IvariScalar(0., 0.);

39 IvariScalar a28 = new IvariScalar(0., 0.);

40 IvariScalar a29 = new IvariScalar(0., 0.);

41

42 IvariScalar a30 = new IvariScalar(0., 0.);

43 IvariScalar a31 = new IvariScalar(0., 0.);

44 IvariScalar a32 = new IvariScalar(0., 0.);

45 IvariScalar a33 = new IvariScalar(1., 1.);

46 IvariScalar a34 = new IvariScalar(0., 0.);

47 IvariScalar a35 = new IvariScalar(0., 0.);

48 IvariScalar a36 = new IvariScalar(0., 0.);

49 IvariScalar a37 = new IvariScalar(0., 0.);

50 IvariScalar a38 = new IvariScalar(0., 0.);

51 IvariScalar a39 = new IvariScalar(-2., -2.);

52 IvariScalar a40 = new IvariScalar(0., 0.);

53 IvariScalar a41 = new IvariScalar(0., 0.);

54 IvariScalar a42 = new IvariScalar(-3., -3.);

55 IvariScalar a43 = new IvariScalar(0., 0.);

56 IvariScalar a44 = new IvariScalar(1., 1.);

57 IvariScalar a45 = new IvariScalar(0., 0.);

58 IvariScalar a46 = new IvariScalar(0., 0.);

59 IvariScalar a47 = new IvariScalar(0., 0.);

60 IvariScalar a48 = new IvariScalar(0., 0.);

61 IvariScalar a49 = new IvariScalar(0., 0.);

62

63 IvariScalar a50 = new IvariScalar(0., 0.);

64 IvariScalar a51 = new IvariScalar(0., 0.);

65 IvariScalar a52 = new IvariScalar(0., 0.);

66 IvariScalar a53 = new IvariScalar(0., 0.);

67 IvariScalar a54 = new IvariScalar(0., 0.);
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68 IvariScalar a55 = new IvariScalar(1., 1.);

69 IvariScalar a56 = new IvariScalar(-2., -2.);

70 IvariScalar a57 = new IvariScalar(0., 0.);

71 IvariScalar a58 = new IvariScalar(0., 0.);

72 IvariScalar a59 = new IvariScalar(0., 0.);

73

74 IvariScalar a60 = new IvariScalar(0., 0.);

75 IvariScalar a61 = new IvariScalar(0., 0.);

76 IvariScalar a62 = new IvariScalar(0., 0.);

77 IvariScalar a63 = new IvariScalar(0., 0.);

78 IvariScalar a64 = new IvariScalar(0., 0.);

79 IvariScalar a65 = new IvariScalar(0., 0.);

80 IvariScalar a66 = new IvariScalar(1., 1.);

81 IvariScalar a67 = new IvariScalar(-4., -4.);

82 IvariScalar a68 = new IvariScalar(0., 0.);

83 IvariScalar a69 = new IvariScalar(0., 0.);

84

85 IvariScalar a70 = new IvariScalar(0., 0.);

86 IvariScalar a71 = new IvariScalar(0., 0.);

87 IvariScalar a72 = new IvariScalar(-2., -2.);

88 IvariScalar a73 = new IvariScalar(0., 0.);

89 IvariScalar a74 = new IvariScalar(0., 0.);

90 IvariScalar a75 = new IvariScalar(0., 0.);

91 IvariScalar a76 = new IvariScalar(0., 0.);

92 IvariScalar a77 = new IvariScalar(1., 1.);

93 IvariScalar a78 = new IvariScalar(0., 0.);

94 IvariScalar a79 = new IvariScalar(0., 0.);

95

96 IvariScalar a80 = new IvariScalar(0., 0.);

97 IvariScalar a81 = new IvariScalar(0., 0.);

98 IvariScalar a82 = new IvariScalar(0., 0.);

99 IvariScalar a83 = new IvariScalar(0., 0.);

100 IvariScalar a84 = new IvariScalar(-3., -3.);

101 IvariScalar a85 = new IvariScalar(0., 0.);

102 IvariScalar a86 = new IvariScalar(0., 0.);

103 IvariScalar a87 = new IvariScalar(0., 0.);

104 IvariScalar a88 = new IvariScalar(1., 1.);

105 IvariScalar a89 = new IvariScalar(0., 0.);

106

107 IvariScalar a90 = new IvariScalar(0., 0.);

108 IvariScalar a91 = new IvariScalar(0., 0.);

109 IvariScalar a92 = new IvariScalar(-1., -1.);

110 IvariScalar a93 = new IvariScalar(0., 0.);

111 IvariScalar a94 = new IvariScalar(0., 0.);

112 IvariScalar a95 = new IvariScalar(0., 0.);

113 IvariScalar a96 = new IvariScalar(0., 0.);

114 IvariScalar a97 = new IvariScalar(0., 0.);

115 IvariScalar a98 = new IvariScalar(0., 0.);

116 IvariScalar a99 = new IvariScalar(1., 1.);

117

118 IvariScalar b0 = new IvariScalar(0., 0.);

119 IvariScalar b1 = new IvariScalar(0., 0.);

120 IvariScalar b2 = new IvariScalar(1., 1.);

121 IvariScalar b3 = new IvariScalar(0., 0.);
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122 IvariScalar b4 = new IvariScalar(0., 0.);

123 IvariScalar b5 = new IvariScalar(0., 0.);

124 IvariScalar b6 = new IvariScalar(0., 0.);

125 IvariScalar b7 = new IvariScalar(0., 0.);

126 IvariScalar b8 = new IvariScalar(0., 0.);

127 IvariScalar b9 = new IvariScalar(0., 0.);

128

129 IvariMatrix ma = new IvariMatrix(10);

130 IvariVector vb = new IvariVector(10);

131 IvariVector vx = new IvariVector(10);

132

133 ma.setValue(0, 0, a00);

134 ma.setValue(0, 1, a01);

135 ma.setValue(0, 2, a02);

136 ma.setValue(0, 3, a03);

137 ma.setValue(0, 4, a04);

138 ma.setValue(0, 5, a05);

139 ma.setValue(0, 6, a06);

140 ma.setValue(0, 7, a07);

141 ma.setValue(0, 8, a08);

142 ma.setValue(0, 9, a09);

143

144 ma.setValue(1, 0, a10);

145 ma.setValue(1, 1, a11);

146 ma.setValue(1, 2, a12);

147 ma.setValue(1, 3, a13);

148 ma.setValue(1, 4, a14);

149 ma.setValue(1, 5, a15);

150 ma.setValue(1, 6, a16);

151 ma.setValue(1, 7, a17);

152 ma.setValue(1, 8, a18);

153 ma.setValue(1, 9, a19);

154

155 ma.setValue(2, 0, a20);

156 ma.setValue(2, 1, a21);

157 ma.setValue(2, 2, a22);

158 ma.setValue(2, 3, a23);

159 ma.setValue(2, 4, a24);

160 ma.setValue(2, 5, a25);

161 ma.setValue(2, 6, a26);

162 ma.setValue(2, 7, a27);

163 ma.setValue(2, 8, a28);

164 ma.setValue(2, 9, a29);

165

166 ma.setValue(3, 0, a30);

167 ma.setValue(3, 1, a31);

168 ma.setValue(3, 2, a32);

169 ma.setValue(3, 3, a33);

170 ma.setValue(3, 4, a34);

171 ma.setValue(3, 5, a35);

172 ma.setValue(3, 6, a36);

173 ma.setValue(3, 7, a37);

174 ma.setValue(3, 8, a38);

175 ma.setValue(3, 9, a39);
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176

177 ma.setValue(4, 0, a40);

178 ma.setValue(4, 1, a41);

179 ma.setValue(4, 2, a42);

180 ma.setValue(4, 3, a43);

181 ma.setValue(4, 4, a44);

182 ma.setValue(4, 5, a45);

183 ma.setValue(4, 6, a46);

184 ma.setValue(4, 7, a47);

185 ma.setValue(4, 8, a48);

186 ma.setValue(4, 9, a49);

187

188 ma.setValue(5, 0, a50);

189 ma.setValue(5, 1, a51);

190 ma.setValue(5, 2, a52);

191 ma.setValue(5, 3, a53);

192 ma.setValue(5, 4, a54);

193 ma.setValue(5, 5, a55);

194 ma.setValue(5, 6, a56);

195 ma.setValue(5, 7, a57);

196 ma.setValue(5, 8, a58);

197 ma.setValue(5, 9, a59);

198

199 ma.setValue(6, 0, a60);

200 ma.setValue(6, 1, a61);

201 ma.setValue(6, 2, a62);

202 ma.setValue(6, 3, a63);

203 ma.setValue(6, 4, a64);

204 ma.setValue(6, 5, a65);

205 ma.setValue(6, 6, a66);

206 ma.setValue(6, 7, a67);

207 ma.setValue(6, 8, a68);

208 ma.setValue(6, 9, a69);

209

210 ma.setValue(7, 0, a70);

211 ma.setValue(7, 1, a71);

212 ma.setValue(7, 2, a72);

213 ma.setValue(7, 3, a73);

214 ma.setValue(7, 4, a74);

215 ma.setValue(7, 5, a75);

216 ma.setValue(7, 6, a76);

217 ma.setValue(7, 7, a77);

218 ma.setValue(7, 8, a78);

219 ma.setValue(7, 9, a79);

220

221 ma.setValue(8, 0, a80);

222 ma.setValue(8, 1, a81);

223 ma.setValue(8, 2, a82);

224 ma.setValue(8, 3, a83);

225 ma.setValue(8, 4, a84);

226 ma.setValue(8, 5, a85);

227 ma.setValue(8, 6, a86);

228 ma.setValue(8, 7, a87);

229 ma.setValue(8, 8, a88);
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230 ma.setValue(8, 9, a89);

231

232 ma.setValue(9, 0, a90);

233 ma.setValue(9, 1, a91);

234 ma.setValue(9, 2, a92);

235 ma.setValue(9, 3, a93);

236 ma.setValue(9, 4, a94);

237 ma.setValue(9, 5, a95);

238 ma.setValue(9, 6, a96);

239 ma.setValue(9, 7, a97);

240 ma.setValue(9, 8, a98);

241 ma.setValue(9, 9, a99);

242 vb.setValue(0, b0);

243 vb.setValue(1, b1);

244 vb.setValue(2, b2);

245 vb.setValue(3, b3);

246 vb.setValue(4, b4);

247 vb.setValue(5, b5);

248 vb.setValue(6, b6);

249 vb.setValue(7, b7);

250 vb.setValue(8, b8);

251 vb.setValue(9, b9);

252

253 vx = ma.solve(Solver.adisplit, vb);

254 for (int i=0; i<10; i++) {

255 System.out.println("x("+i+") lower bound = "+vx.getValue(i).getLowerBound()+" ");

256 System.out.println("x("+i+") upper bound = "+vx.getValue(i).getUpperBound()+" ");

257 }

258 assertEquals(vx.getValue(0).getLowerBound(), 6., .001);

259 assertEquals(vx.getValue(0).getUpperBound(), 6., .001);

260 assertEquals(vx.getValue(1).getLowerBound(), 4., .001);

261 assertEquals(vx.getValue(1).getUpperBound(), 4., .001);

262 assertEquals(vx.getValue(2).getLowerBound(), 1., .001);

263 assertEquals(vx.getValue(2).getUpperBound(), 1., .001);

264 assertEquals(vx.getValue(3).getLowerBound(), 2., .001);

265 assertEquals(vx.getValue(3).getUpperBound(), 2., .001);

266 assertEquals(vx.getValue(4).getLowerBound(), 3., .001);

267 assertEquals(vx.getValue(4).getUpperBound(), 3., .001);

268 assertEquals(vx.getValue(5).getLowerBound(), 16., .001);

269 assertEquals(vx.getValue(5).getUpperBound(), 16., .001);

270 assertEquals(vx.getValue(6).getLowerBound(), 8., .001);

271 assertEquals(vx.getValue(6).getUpperBound(), 8., .001);

272 assertEquals(vx.getValue(7).getLowerBound(), 2., .001);

273 assertEquals(vx.getValue(7).getUpperBound(), 2., .001);

274 assertEquals(vx.getValue(8).getLowerBound(), 9., .001);

275 assertEquals(vx.getValue(8).getUpperBound(), 9., .001);

276 assertEquals(vx.getValue(9).getLowerBound(), 1., .001);

277 assertEquals(vx.getValue(9).getUpperBound(), 1., .001);

278 }
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A.13 Unit-Tests zur Erprobung des Rechenzeitaufwands

Im folgenden Code ist beispielhaft ein JUnit-Test zur Erprobung des Rechenzeitaufwands größerer Matrizen und

dem Solver quickily dargestellt.

Code A.13: Unit-Test zur Erprobung des Rechenzeitaufwands großer Produktmatrizen

1 package de.unistuttgart.iwb.ivaritest;

2 import static org.junit.jupiter.api.Assertions.*;

3 import org.junit.jupiter.api.Test;

4 import de.unistuttgart.iwb.ivari.*;

5 @Test

6 public void testBigPS100v1() throws Exception {

7 IvariMatrix matrix = new IvariMatrix(100,100);

8 IvariScalar scalarOut = new IvariScalar(10.0, 10.0);

9 IvariScalar scalarIn = new IvariScalar(-10.01,-9.99);

10 IvariScalar scalarIn2 = new IvariScalar(-0.011,-0.009);

11 IvariScalar scalarZero = new IvariScalar(0,0);

12 for (int i=0; i < matrix.getSize(); i++) {

13 for (int j=0; j < matrix.getSize(); j++) {

14 if (i==j) {

15 matrix.setValue(i, j, scalarOut);

16 } else if (j==(matrix.getSize()-1)) {

17 matrix.setValue(i, j, scalarIn);

18 } else {

19 matrix.setValue(i, j, scalarIn2);

20 }

21 }

22 }

23 IvariVector vector = new IvariVector(100);

24 for (int i=0; i < vector.getSize(); i++) {

25 if (i!=(vector.getSize()-1)) {

26 vector.setValue(i, scalarZero);

27 } else {

28 vector.setValue(i, scalarOut);

29 }

30 }

31 IvariVector vx= new IvariVector(100);

32 vx = matrix.solve(Solver.quickily, vector);

33 for (int i=0; i<100; i++) {

34 System.out.println("x("+i+") lower bound = "+vx.getValue(i).getLowerBound()+" ");

35 System.out.println("x("+i+") upper bound = "+vx.getValue(i).getUpperBound()+" ");

36 }

37 }
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Anhang B

Ergänzende Informationen

B.1 Produktsysteme der Testreihe 3x3-linear

Tabelle B.1: Matrixtyp, Produktsystemstruktur und Lösbarkeit der Testreihe 3x3-linear

Produktsystem Parameter1 Matrixtyp2 Systemstruktur Exceptions3

testGP1 a0b0c0d0 M, H, Z Lineares PS keine

testGP2 a0b0c0d1 M, H, Z Schleife durch Verzweigung keine

testGP3 a0b0c0d2 H Pseudoschleife keine

testGP4 a0b0c1d0 M, H, Z Schleife durch Verzweigung keine

testGP5 a0b0c1d1 M, H, Z Schleife durch Verzweigung keine

testGP6 a0b0c1d2 H Mischstruktur keine

testGP7 a0b0c2d0 H Pseudoschleife keine

testGP8 a0b0c2d1 H Mischstruktur keine

testGP9 a0b0c2d2 H Pseudoschleife keine

testGP10 a0b1c0d0 M, H, Z Schleife (Verzweigung) keine

testGP11 a0b1c0d1 M, H, Z Schleife (Verzweigung) keine

testGP12 a0b1c0d2 H Mischstruktur keine

testGP13 a0b1c1d0 M, H, Z Schleife (Verzweigung) keine

testGP14 a0b1c1d1 M, H, Z Schleife (Verzweigung) hansen

testGP15 a0b1c1d2 H Mischstruktur keine

Fortsetzung auf der nächsten Seite
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Matrixtyp, Produktsystemstruktur und Lösbarkeit der Testreihe 3x3-linear

Produktsystem Variablen1 Matrixtyp2 Systemstruktur Exceptions3

testGP16 a0b1c2d0 H Mischstruktur keine

testGP17 a0b1c2d1 H Mischstruktur keine

testGP18 a0b1c2d2 H Mischstruktur keine

testGP19 a0b2c0d0 H Pseudoschleife keine

testGP20 a0b2c0d1 H Mischstruktur keine

testGP21 a0b2c0d2 H Pseudoschleife keine

testGP22 a0b2c1d0 H Mischstruktur keine

testGP23 a0b2c1d1 H Mischstruktur salt

testGP24 a0b2c1d2 H Mischstruktur keine

testGP25 a0b2c2d0 H Pseudoschleife keine

testGP26 a0b2c2d1 H Mischstruktur keine

testGP27 a0b2c2d2 H Pseudoschleife keine

testGP28 a1b0c0d0 M, H, Z Pseudobaum keine

testGP29 a1b0c0d1 M, H, Z Mischstruktur keine

testGP30 a1b0c0d2 H Mischstruktur keine

testGP31 a1b0c1d0 H, H, Z Mischstruktur keine

testGP32 a1b0c1d1 M, H, Z Mischstruktur keine

testGP33 a1b0c1d2 H Mischstruktur keine

testGP34 a1b0c2d0 H Mischstruktur keine

testGP35 a1b0c2d1 H Mischstruktur keine

testGP36 a1b0c2d2 H Mischstruktur keine

testGP37 a1b1c0d0 M, H, Z Mischstruktur keine

testGP38 a1b1c0d1 M, H, Z Mischstruktur keine

testGP39 a1b1c0d2 H Mischstruktur keine

testGP40 a1b1c1d0 H, H, Z Mischstruktur keine

testGP41 a1b1c1d1 M, Z Mischstruktur alle

Fortsetzung auf der nächsten Seite
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Matrixtyp, Produktsystemstruktur und Lösbarkeit der Testreihe 3x3-linear

Produktsystem Variablen1 Matrixtyp2 Systemstruktur Exceptions3

testGP42 a1b1c1d2 keine Mischstruktur keine

testGP43 a1b1c2d0 H Mischstruktur keine

testGP44 a1b1c2d1 keine Mischstruktur keine

testGP45 a1b1c2d2 keine Mischstruktur keine

testGP46 a1b2c0d0 H Mischstruktur keine

testGP47 a1b2c0d1 H Mischstruktur salt

testGP48 a1b2c0d2 H Mischstruktur keine

testGP49 a1b2c1d0 H Mischstruktur salt

testGP50 a1b2c1d1 keine Mischstruktur salt

testGP51 a1b2c1d2 keine Mischstruktur keine

testGP52 a1b2c2d0 keine Mischstruktur salt

testGP53 a1b2c2d1 keine Mischstruktur salt

testGP54 a1b2c2d2 keine Mischstruktur keine

testGP55 a2b0c0d0 H Schleife durch Zusammenfluss keine

testGP56 a2b0c0d1 H, inv.-pos. Schleife keine

testGP57 a2b0c0d2 H, inv.-pos. Mischstruktur keine

testGP58 a2b0c1d0 H Schleife keine

testGP59 a2b0c1d1 H, inv.-pos. Schleife keine

testGP60 a2b0c1d2 H, inv.-pos. Mischstruktur keine

testGP61 a2b0c2d0 H Mischstruktur keine

testGP62 a2b0c2d1 H Mischstruktur keine

testGP63 a2b0c2d2 H Mischstruktur keine

testGP64 a2b1c0d0 H, inv.-pos. Schleife keine

testGP65 a2b1c0d1 H, inv.-pos. Schleife keine

testGP66 a2b1c0d2 H Mischstruktur keine

testGP67 a2b1c1d0 H, inv.-pos. Schleife keine

Fortsetzung auf der nächsten Seite
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Matrixtyp, Produktsystemstruktur und Lösbarkeit der Testreihe 3x3-linear

Produktsystem Variablen1 Matrixtyp2 Systemstruktur Exceptions3

testGP68 a2b1c1d1 keine, inv.-pos. Schleife siga, salt, hansen

testGP69 a2b1c1d2 keine Mischstruktur keine

testGP70 a2b1c2d0 keine Mischstruktur keine

testGP71 a2b1c2d1 H Mischstruktur keine

testGP72 a2b1c2d2 keine Mischstruktur keine

testGP73 a2b2c0d0 keine Mischstruktur keine

testGP74 a2b2c0d1 H Mischstruktur keine

testGP75 a2b2c0d2 H Mischstruktur keine

testGP76 a2b2c1d0 H Mischstruktur keine

testGP77 a2b2c1d1 H Mischstruktur keine

testGP78 a2b2c1d2 keine Mischstruktur keine

testGP79 a2b2c2d0 keine Mischstruktur keine

testGP80 a2b2c2d1 H Mischstruktur keine

testGP81 a2b2c2d2 keine Mischstruktur keine

B.2 Produktsysteme der Testreihe 3x3-baum

Tabelle B.2: Matrixtyp, Produktsystemstruktur und Lösbarkeit der Testreihe 3x3-baum

Produktsystem Variablen1 Matrixtyp2 Systemstruktur Exceptions3

testGP1b a0b0c0d0 M, H, Z Gegenströmiger Baum keine

testGP2b a0b0c0d1 M, H, Z Schleife (Verzweigung) keine

testGP3b a0b0c0d2 H Pseudoschleife keine

testGP4b a0b0c1d0 M, H, Z Schleife (Verzweigung) keine

testGP5b a0b0c1d1 M, H, Z Schleife (Verzweigung) keine

testGP6b a0b0c1d2 H Mischstruktur keine

testGP7b a0b0c2d0 H Pseudoschleife keine

Fortsetzung auf der nächsten Seite
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testGP8b a0b0c2d1 H Mischstruktur keine

testGP9b a0b0c2d2 H Pseudoschleife keine

testGP10b a0b1c0d0 M, H, Z Schleife (Verzweigung) keine

testGP11b a0b1c0d1 M, H, Z Schleife (Verzweigung) keine

testGP12b a0b1c0d2 H Mischstruktur keine

testGP13b a0b1c1d0 M, H, Z Schleife (Verzweigung) keine

testGP14b a0b1c1d1 M, H, Z Schleife (Verzweigung) keine

testGP15b a0b1c1d2 H Mischstruktur keine

testGP16b a0b1c2d0 H Mischstruktur keine

testGP17b a0b1c2d1 H Mischstruktur keine

testGP18b a0b1c2d2 H Mischstruktur keine

testGP19b a0b2c0d0 H Pseudoschleife keine

testGP20b a0b2c0d1 H Mischstruktur keine

testGP21b a0b2c0d2 H Pseudoschleife keine

testGP22b a0b2c1d0 H Mischstruktur keine

testGP23b a0b2c1d1 H Mischstruktur keine

testGP24b a0b2c1d2 H Mischstruktur keine

testGP25b a0b2c2d0 H Pseudoschleife keine

testGP26b a0b2c2d1 H Mischstruktur keine

testGP27b a0b2c2d2 H Pseudoschleife keine

testGP28b a1b0c0d0 M, H, Z Pseudobaum keine

testGP29b a1b0c0d1 M, H, Z Mischstruktur keine

testGP30b a1b0c0d2 H Pseudobaum und -schleife keine

testGP31b a1b0c1d0 M, H, Z Mischstruktur keine

testGP32b a1b0c1d1 M, H, Z Mischstruktur keine

testGP33b a1b0c1d2 H Mischstruktur keine

Fortsetzung auf der nächsten Seite
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testGP34b a1b0c2d0 H Pseudobaum und -schleife keine

testGP35b a1b0c2d1 H Mischstruktur keine

testGP36b a1b0c2d2 H Pseudobaum und -schleife keine

testGP37b a1b1c0d0 M, H, Z Mischstruktur keine

testGP38b a1b1c0d1 M, H, Z Mischstruktur keine

testGP39b a1b1c0d2 H Mischstruktur keine

testGP40b a1b1c1d0 M, H, Z Mischstruktur keine

testGP41b a1b1c1d1 M, H, Z Mischstruktur hansen

testGP42b a1b1c1d2 H Mischstruktur keine

testGP43b a1b1c2d0 H Mischstruktur keine

testGP44b a1b1c2d1 H Mischstruktur keine

testGP45b a1b1c2d2 H Mischstruktur keine

testGP46b a1b2c0d0 H Pseudobaum und -schleife keine

testGP47b a1b2c0d1 H Mischstruktur salt

testGP48b a1b2c0d2 H Pseudobaum und -schleife salt

testGP49b a1b2c1d0 H Mischstruktur salt

testGP50b a1b2c1d1 H Mischstruktur salt

testGP51b a1b2c1d2 H Mischstruktur salt

testGP52b a1b2c2d0 H Pseudobaum und -schleife keine

testGP53b a1b2c2d1 H Mischstruktur salt

testGP54b a1b2c2d2 H Mischstruktur salt

testGP55b a2b0c0d0 H Pseudoschleife keine

testGP56b a2b0c0d1 H Mischstruktur keine

testGP57b a2b0c0d2 H Pseudoschleife keine

testGP58b a2b0c1d0 H Mischstruktur keine

testGP59b a2b0c1d1 H Mischstruktur keine

Fortsetzung auf der nächsten Seite

236



Matrixtyp, Produktsystemstruktur und Lösbarkeit der Testreihe 3x3-baum

Produktsystem Variablen1 Matrixtyp2 Systemstruktur Exceptions3

testGP60b a2b0c1d2 H Mischstruktur keine

testGP61b a2b0c2d0 H Pseudoschleife keine

testGP62b a2b0c2d1 H Mischstruktur keine

testGP63b a2b0c2d2 H Pseudoschleife keine

testGP64b a2b1c0d0 H Mischstruktur keine

testGP65b a2b1c0d1 H Mischstruktur keine

testGP66b a2b1c0d2 H Mischstruktur keine

testGP67b a2b1c1d0 H Mischstruktur keine

testGP68b a2b1c1d1 H Mischstruktur siga

testGP69b a2b1c1d2 H Mischstruktur keine

testGP70b a2b1c2d0 H Mischstruktur keine

testGP71b a2b1c2d1 H Mischstruktur keine

testGP72b a2b1c2d2 H Mischstruktur keine

testGP73b a2b2c0d0 H Pseudoschleife keine

testGP74b a2b2c0d1 H Mischstruktur keine

testGP75b a2b2c0d2 H Pseudoschleife keine

testGP76b a2b2c1d0 H Mischstruktur keine

testGP77b a2b2c1d1 H Mischstruktur keine

testGP78b a2b2c1d2 H Mischstruktur keine

testGP79b a2b2c2d0 H Pseudoschleife keine

testGP80b a2b2c2d1 H Mischstruktur keine

testGP81b a2b2c2d2 H Pseudoschleife keine

1 Die Parameter sind in Tabelle 8.4 des Kapitels 8.6.3 definiert.
2 Es werden M-, H-, oder Z-Matrizen berücksichtigt.
3 Es werden die Solver hansen, siga, adivaOrigin, adiheu und adiperm berücksichtigt.
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