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Extended Abstract

We focus here on a special class of monoids – inverse monoids,which lie some-
where between monoids and groups. As groups arise naturallyas bijections over
a set, inverse monoids arise as monoids of partially defined injections over a set.
We refer to [46] for detailed information.

The free inverse monoidFIM(Γ) over a setΓ is defined as the quotient of(Γ ∪
Γ−1)∗ by (infinitely many) defining relations, also called the Vagner equations,
w = ww−1w, ww−1vv−1 = vv−1ww−1, wherev, w ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗.

We consider a special kind of inverse monoids. Our construction follows Birget
and Rhodes [3, 4]. LetG be an infinite group. The elements of these inverse
monoids, denoted byIM(G), are pairs(U, g) whereU is a finite subset ofG, g is
an element ofU and1 ∈ U . The multiplication of elements(U, g) and(V, h) of
IM(G) is given by(U, g)(V, h) = (U ∪ gV, gh) and associativity and the Vagner
equations are easily verified. The idempotents in this monoid are of the form
(U, 1). Let P ⊆ IM(G) × IM(G) be given by a (finite) set of idempotent pairs
(e, e′) in IM(G), this means thate = (E, 1) and e′ = (E ′, 1) for some finite
subsetsE,E ′ ⊆ G. We callP a finite idempotent presentation overIM(G). This
defines a quotient monoidIM(G)/P := IM(G)/∼=P

where∼=P is the smallest
congruence generated byP .

The fact that for(U, g) ∈ IM(G) we require that1 ∈ U is not essential, but
following Margolis and Meakin, we concentrate on these monoids. In fact Mar-
golis and Meakin [36] considered a special kind of these monoids whereU is a
connected subgraph of a Cayley graph ofG, but it turns out that we are more
flexible (we do not stick on the shape of the Cayley graph, so the construction
does not depend on the generating set), if we do not pay attention to connected-
ness. LetIM(Γ, G) denote this submonoid ofIM(G) which contains all elements
(U, g) ∈ IM(G) whereU is a connected subgraph of the Cayley graph ofG
w.r.t. the generating setΓ. We first focus on these inverse monoidsIM(Γ, G).
Let FG(Γ) be the free group generated by a finite setΓ. By Munn’s theorem we
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8 Extended Abstract

haveIM(Γ,FG(Γ)) = FIM(Γ). Margolis and Meakin [37] generalized this result
by considering a closure operation,clP (U), on elements(U, g) of FIM(Γ) w.r.t.
P , whereP is a finite set of idempotents inIM(Γ, G). More explicitly they get
an inverse monoid where two elements(U, g) and(V, h) are equal if and only if
clP (U) = clP (V ) andg = h. It turns out that this monoid is precisely the quotient
monoidIM(Γ, G)/P := IM(Γ, G)/∼=P

, whereP is an idempotent presentation in
IM(Γ, G) and∼=P the smallest congruence includingP . We consider this monoid
and denote it byFIM(Γ)/P .

After some preliminaries we introduce the algebraic problems we are concerned
here. First we are interested in solving the word problem formonoidsFIM(Γ)/P .
The word problem for a monoidM is the question whether two given words rep-
resent the same element inM . In general the word problem is undecidable for fi-
nite presented monoids (Markov [39], Post [48]) and groups (Boone [8], Novikov
[44]). This motivates a search for a class of monoids where the word problem is
still decidable. Margolis and Meakin [37]1 have shown, that the word problem for
monoidsFIM(Γ)/P is decidable. They used a result from logic – Rabin’s tree
theorem. This leads to non-elementary complexity, so in [2,37] the question for a
better algorithm solving the word problem for this class of monoids is raised. We
will show in Chapter 4 that this problem is decidable in linear time (on a RAM),
while the uniform word problem is EXPTIME-complete. In the uniform word
problem the idempotent presentationP is not fixed but part of the input.

Let from now onG be an infinite virtually free group andP ⊆ IM(G) × IM(G)
an idempotent presentation. The above result can be generalized to IM(G)/P .
In Chapter 5 we give a direct proof for the decidability of word problem for
IM(G)/P . The proof is somewhat longer than the proof in Chapter 4, butdoes
not use tree automata and other results, needed in Chapter 4 to prove decidability
of the word problem forFIM(Γ)/P .

In Chapter 6 we study a structureC(IM(G)/P ) with a predicatereachL(x, y) for
every regular languageL, where two elementsx, y ∈ IM(G)/P are in relation
reachL if and only if there is an elementw ∈ L such thatxw = y in IM(G)/P .
We show, that the first-order theory of this structure is decidable. The main part is
to prove, that the predicatereachL(x, y) can be transformed into an MSO-formula
over the signature of the Cayley graph ofG with respect to a generating set. We
give two different proofs for this fact, where one uses MSO-transductions and
results of Courcelle [16, 17, 18] while the other proof showsthis fact from scratch
using ideas of Kleene’s proof of the fact that recognizable languages are rational.

1The result was announced by Margolis and Meakin at the international conference on semi-
groups in Szeged, Hungary in August 1987.
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We use these results to prove in Chapter 7 the decidability ofthe generalized word
problem forIM(G)/P (for G virtually free andP a finite idempotent presenta-
tion) and the decidability of the emptiness problem for Boolean combinations of
rational sets ofIM(G)/P . This result goes beyond rational sets, because the fam-
ily of rational sets ofFIM(Γ) is not closed under finite intersection.

This work on inverse monoids was done with Volker Diekert andMarkus Lohrey
and some parts are published in a conference version in [33].Some newer results
in this thesis have been submitted.
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Kapitel 1

Einführung

Algorithmische Fragestellungen von Problemen über algebraischen Strukturen
sind ein Themengebiet der theoretischen Informatik mit engem Bezug zur Ma-
thematik. Zu solchen Strukturen zählen Monoide und - als Spezialfall - inverse
Monoide und Gruppen. Inverse Monoide erscheinen etwa als Transformations-
monoide kantenbeschrifteter (deterministischer und codeterministischer) Transi-
tionssysteme. Genauer bildet jedes solche Transformationsmonoid ein inverses
Monoid und umgekehrt definiert jedes inverse Monoid ein solches Transformati-
onsmonoid.

Die Eigenschaften deterministisch und codeterministischergeben sich auf natürli-
che Weise aus den Forderungen, dass Systeme modelliert werden sollen, in denen
durch eine Transaktion (wir werden dafür gleich Beispielesehen) ein eindeutig
bestimmter Zustand erreicht werden soll (Determinismus) und umgekehrt eine
Aktion auch nur rückgängig gemacht werden kann, wenn sie zuvor auch durch-
geführt wurde. Auch dies soll zu einem eindeutig bestimmten Zustand (Codeter-
minismus) führen.

Solche (deterministische und codeterministische) Transitionssysteme können et-
wa bei derModellierung von Steuerungsabläufeneingesetzt werden. So kann zum
Beispiel der Werkstückfluss in einer Montagelinie (eine Beschreibung der Steue-
rung einzelner Maschinen ist ebenso möglich) durch diese Systeme beschrieben
werden. Technisch realisiert werden solche Ablaufsteuerungen häufig durch den
Einsatz speicherprogrammierbarer Steuerungen (SPS oder englisch: Programma-
ble Logic Controller, PLC). Die Zuständen beschreiben dieentsprechenden, vom
Werkstück angelaufenen, Stationen. Korrespondierende Aktionen werden nach
Zuständen ausgelöst. So kann man sich an den Kantenbeschriftungen solche Ak-
tionen wie das

”
Anziehen einer SchraubeA“ vorstellen. Durch Ablaufen dieser

11



12 Kapitel 1. Einführung

Kante wird ein Zustand
”
Werkstück mit angezogener SchraubeA“erreicht. Offen-

bar ist hier erforderlich und gegeben, dass durch das Ausführen einer Aktion ein
eindeutiger Zustand erreicht wird (Determinismus). Ebenso können nur Aktionen
rückgängig gemacht werden (Anziehen einer Schraube), die zuvor durchgeführt
worden. Auch hierfür wird ein eindeutiges Ergebnis (Codeterminismus) erwartet.

Ein weiteres einfaches Beispiel für den Einsatz dieser Transitionssysteme ist die
Beschreibung der Arbeit eines gewöhnlichen Texteditors.So stellt man sich das
Entlanglaufen einer Kante, die mita beschriftet ist, etwa als die Eingabe einesa’s
in den Editor vor. Das Löschen (Zurücksetzen) einesa’s (also das Zurücklaufen
entlang einera-Kante) ist offenbar nur möglich wenn man zuvor eina geschrieben
hat (mit einema in diesen Zustand des Transitionssystem gelangen kann – diese
mit a beschriftete Kante muss eindeutig sein, weswegen wir codeterministische
Systeme verlangen). Umgekehrt muss natürlich auch die Eingabe einesa’s ein-
deutig zu einem neuen Textdokument führen, weswegen deterministische Transi-
tionssysteme zur Beschreibung erforderlich sind.

Für das Transformationsmonoid des Transitionssystems bedeuten diese Eigen-
schaften, dass, wird von einem beliebigen Zustand ausgehend ein Eingabestring
s gelesen (dies endet wegen des Determinismus in einem eindeutigen Zustand)
es einen (im Transformationsmonoid eindeutigen1) String s−1 gibt (wegen des
Codeterminismus) so, dass nach Lesen vonss−1s der gleiche Zustand wie nach
Lesen vons erreicht wird. Die Eingabestrings entsprechen also partiell definierten
injektiven Abbildungen über einer (Zustands-)Menge und tatsächlich können alle
inversen Monoide so realisiert werden.

Genauer heißt ein MonoidM inverses Monoid, falls es für allem ∈ M ein ein-
deutigesm−1 ∈ M gibt so, dassmm−1m = m undm−1mm−1 = m−1. Statt
die Existenz eines eindeutigen solchenm ∈ M zu verlangen, kann man inverse
Monoide auch über (Vagner-) Gleichungen definieren (und zujedemm ∈ M die
Existenz einesm−1 ∈M verlangen so, dass die Gleichungen gelten):

mm−1m = m,

m−1mm−1 = m−1,

mm−1nn−1 = nn−1mm−1,

für allem,n ∈ M . Es folgt, dass inverse Monoide eine Varietät bilden und dass
freie Objekte existieren. Dasfrei inverse Monoid̈uber einer endlichen Erzeuger-
mengeΓ bezeichnen wir mitFIM(Γ). Inverse Monoide sowie ihre Verbindung

1Es mag mehrere Pfade geben, wenn dies jedoch in allen Zuständen der Fall ist, so sind die
entsprechenden Elemente im Transformationsmonoid dieselben.
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zur kombinatorischen Gruppentheorie und zur Automatentheorie, algorithmische
Probleme und weitere Problemstellungen über inversen Monoiden wurden in den
letzten Jahren vielfach untersucht [2, 5, 13, 14, 38, 59, 60,63].

So wie sich alle Gruppen als bijektive Abbildungen einer Menge beschreiben las-
sen sind inverse Monoide gerade die Monoide der partiellen injektiven Abbildun-
gen einer MengeG. In dieser Arbeit istG eine unendliche Gruppe. Für jede end-
liche TeilmengeU vonG können wir nun eine (fast überall definierte) injektive
Abbildung vonG\U durch

(U, g) : x 7→ g−1x,

angeben. Die partiellen Abbildungen vom Typ(U, g) definieren ein inverses Mo-
noidM, die Multiplikation zweier Elemente(U, g) und(V, h) ausM ist gegeben
durch

(U, g)(V, h) = (U ∪ gV, gh).

Das neutrale Element ist(∅, 1). Wir betrachten hier jedoch die Lokalisierung
(siehe auch Birget, Rhodes [3, 4]) dieses MonoidsM an dessen Idempotenten
({1}, 1) dies ist ein Monoid mit Elementen der Form(U ∪ {1, g}, g) für alle
(U, g) ∈ M. Mit anderen Worten, wir erhalten ein Monoid in dem für Elemente
(V, h) gilt, dass1, h ∈ V . Das neutrale Element ist jetzt({1}, 1). Für eine unend-
liche GruppeG bezeichnen wir dieses Monoid mitIM(G).

Betrachten wir Elemente(U, g) mit zusammenhängender TeilmengeU des Ca-
yleygraphenC(G,Γ) der GruppeG mit 1 ∈ U und g ∈ U so erhalten wir
die von Margolis und Meakin [36, 37] gegebene Konstruktion inverser Monoi-
de IM(Γ, G). Diese ist jedoch abhängig von der ErzeugermengeΓ der Gruppe
G.

Wir interessieren uns für eine Klasse inverser Monoide, die wiederum zwischen
inversen Monoiden und Gruppen liegt: Eine Kongruenzρ auf einem MonoidM
heißt Gruppenkongruenz, wennM/ρ eine Gruppe ist. Für inverse MonoideM ist
eine Kongruenzρ ⊆ M ×M genau dann eine Gruppenkongruenz, wennρ alle
Paare (im Allgemeinen unendlich viele) von Idempotenten aus M umfasst. Bei
den hier betrachteten inversen Monoiden werden nun nur endlich viele Gleichun-
gen zwischen Idempotenten zugelassen, weswegen wir diese Monoide alsinverse
Monoide mit (endlich) idempotenter Präsentationbezeichnen. IstP eine endliche
Menge von Gleichungen zwischen Idempotenten ausIM(G) (eine idempotente
Präsentation) und∼=P die kleinste vonP erzeugte Kongruenz so heißt das Quo-
tientenmonoidIM(G)/∼=P

inverses Monoid mit idempotenter Präsentation. Diese
algebraische Struktur, die wir kurz mitIM(G)/P bezeichnen, werden wir für end-
lich erzeugte virtuell freie GruppenG untersuchen. Eine Gruppe heißt virtuell frei,
wenn sie eine nicht-triviale freie Untergruppe von endlichem Index besitzt.
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Ebenso können wir ein MonoidIM(Γ, G)/P definieren (mit Idempotenten aus
IM(Γ, G)). IstG eine freie Gruppe, so istIM(Γ, G) = FIM(Γ) (Munn, [43]) und
IM(Γ, G)/P = FIM(Γ)/P (Margolis, Meakin [37]). Aus diesen Resultaten folgt
die Entscheidbarkeit des Wortproblems fürFIM(Γ) und des (uniformen) Wortpro-
blems2 für FIM(Γ)/P . Einen alternativen Beweis der Entscheidbarkeit des (uni-
formen) Wortproblems fürFIM(Γ)/P gibt Silva [59]. DasWortproblemfür ein
Monoid M ist die Frage, ob zwei gegebene Wörter das gleiche Element in M
repräsentieren. Beim uniformen Wortproblem fürFIM(Γ)/P ist die idempotente
PräsentationP nicht wie beim Wortproblem fürFIM(Γ)/P fest, sondern Teil der
Eingabe. Im Allgemeinen ist das Wortproblem für endlich präsentierte Monoide
(Markov [39], Post [48]) und Gruppen (Boone [8], Novikov [44]) unentscheidbar.

Der Beweis von Margolis und Meakin für die Entscheidbarkeit des Wortproblems
von FIM(Γ)/P nutzt ein Resultat aus der Logik – Rabins Baumtheorem. Dies
führt zu nichtelementarer Komplexität, weswegen in [2, 37] die Frage nach ei-
nem besseren Algorithmus für das Wortproblem für diese Klasse von Monoi-
den gestellt wird (siehe [33]). Wir werden in Kapitel 4 zeigen, dass dieses Pro-
blem in Linearzeit (auf einer RAM) lösbar ist, das uniformeWortproblem jedoch
EXPTIME-vollständig ist.

Wir nutzen für den Beweis der Lösbarkeit des Wortproblemsfür FIM(Γ)/P eine
Reihe von Resultaten und Konstrukte wie etwa Baumautomaten, so dass sich die
Frage nach einem direkten Beweis stellt. Wir stellen einen direkten Beweis für das
allgemeinere Problem der Lösbarkeit des Wortproblems in Linearzeit (auf einer
RAM) für IM(G)/P mit G virtuell frei in Kapitel 5 vor.

Dasverallgemeinerte Wortproblemfür ein MonoidM ist die Frage, ob das durch
ein gegebenes Wortu repräsentierte Element inM in dem von den durch die gege-
benen Wörteru1, . . . , un repräsentierten Elementen erzeugten Untermonoid von
M liegt. Die Entscheidbarkeit des verallgemeinerten Wortproblems für inverse
MonoideFIM(Γ)/P undIM(G)/P für virtuell freie Gruppeng folgt als Korollar
aus einem allgemeineren Resultat. Wir betrachten relationale StrukturenC(M).
Diese Strukturen enthalten für jede raionale SpracheL ⊆ RAT(M) ein Prädikat
reachL. Hierbei stehen zwei Elementeu, v eines MonoidsM genau dann in der
Relation reachL, wenn es einw ∈ L mit uw = v in M gibt. Wir zeigen, dass die
FO-Theorie dieser relationalen Struktur fürM = IM(G)/P mit G virtuell frei
(und mit den gleichen Methoden auch fürM = FIM(Γ)/P ) entscheidbar ist.

Aus diesem Ergebnis lässt sich neben der Entscheidbarkeitdes verallgemeinerten
Wortproblems fürIM(G)/P leicht die Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems

2Die Entscheidbarkeit des Wortproblems fürFIM(Γ)/P wurde von Margolis und Meakin
bereits auf der international conference on semigroups in Szeged, Ungarn, im August 1987 an-
gekündigt.
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für eine boolesche Kombination von rationalen Mengen ausIM(G)/P folgern.
Dieses Leerheitsproblem ist für jedes endlich erzeugte Monoid M für dass die
Menge der rationalen Mengen vonM eine effektive boolesche Algebra bildet ent-
scheidbar. Jedoch gilt im FallM = FIM(Γ), dass die Familie der rationalen Men-
gen vonM keine boolesche Algebra bildet. Genauer, sie ist nicht abgeschlossen
unter endlichem Durchschnitt.

Die Beweise der genannten Resultate (siehe auch [33]) nutzen verschiedene Tech-
niken und Methoden aus der theoretischen Informatik, so zumBeispiel dieÜber-
setzung von MSO-Formeln in Baumautomaten. Diese Automatenarbeiten auf
(unendlichen) Bäumen und spielen etwa in der Verifikation unendlicher Syste-
me eine Rolle. Die Konzepte dazu werden in den Abschnitten 2.3 und 2.4 des
Kapitels 2 vorgestellt.

Zum Beweis der oberen Schranke für das uniforme Wortproblem reduzieren wir
dieses auf ein Model-Checking Problem für den modalenµ-Kalkül und nutzen
dann ein Resultat aus dem Bereich des Model-Checkings [28, 69]. Der modaleµ-
Kalkül [65] ist eine Erweiterung der modalen Logik durch Fixpunkt-Operatoren.
Verwendet wird er vor allem zur Verifikation endlicher Transitionssysteme. Die
entsprechenden Notationen und Definitionen führen wir zu Beginn des Abschnitts
4.2 ein. Zum Beweis der unteren Schranke nutzen wir die Tatsache, dass EXPTI-
ME gleich APSPACE, der Klasse aller Probleme, die in polynomieller Zeit von
einer alternierenden Turingmaschine erkannt werden, ist.Die Konfigurationen ei-
ner solchen Turingmaschine sind dann Basis für eine

”
Codierung“ der Berechnung

einer alternierenden Turingmaschine durch den Prozess derAbschlussbildung ei-
nes Munnbaums (Darstellung eines Elements ausFIM(Γ)). Die Definition von
alternierenden Turingmaschinen sowie Baumautomaten werden in Abschnitt 2.5
gegeben.

Für den Beweis der Entscheidbarkeit der FO-Theorie vonC(IM(G)/P ) nutzen
wir Resultate aus der Logik, hier vor allem Rabins Baumtheorem und den Begriff
der MSO-Transduktion. Die Grundlagen dazu sowie für alle weiterführenden Ka-
pitel werden im Kapitel 2 eingeführt. Kapitel 3 befasst sich mit Grundlagen und
allgemeinen Konstruktionen inverser Monoide. Hier werdendie in dieser Arbeit
behandelten Strukturen ausführlich vorgestellt und erste Resultate bewiesen. Die
oben erwähnten algorithmischen Probleme werden im Kapitel 2 behandelt und
notwendige und mehrfach vorkommende Konzepte für Beweiseausgeführt. Die
folgenden Kapitel widmen sich dann den weiteren Beweisen der obigen Ergeb-
nisse.

Wesentliche Ergebnisse dieser Dissertation entstammen einer Zusammenarbeit
mit Markus Lohrey und erschienen in [33] als Konferenzartikel. Eine ausführ-
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liche Zeitschriftenversion dieses Artikels, die auch neueErgebnisse aus dieser
Arbeit beinhaltet, wurde zur Veröffentlichung eingereicht.



Kapitel 2

Definitionen, Notationen und
allgemeine Grundlagen

In diesem Kapitel werden Definitionen wiederholt und im Folgenden wichtige No-
tationen einführt. Auch geben wir bekannte Resultate an, die im Weiteren benötigt
werden.

2.1 Monoide und Cayleygraphen

Sei Γ eine endliche Menge, wir werden die Elemente ausΓ mit kleinen Buch-
staben (etwaa, b, a1, a2, . . .) bezeichnen. SeiΓ−1 = {a−1 | a ∈ Γ} eine zu
Γ in 1–1-Beziehung stehende disjunkte Menge. Für allea−1 ∈ Γ−1 definieren
wir (a−1)−1 = a. Damit ist −1 eine Involution die wir durch(a1 · · ·an)−1 =
a−1

n · · ·a−1
1 mit ai ∈ Γ ∪ Γ−1 und ǫ−1 = ǫ (wobei wir mit ǫ das leere Wort in

(Γ ∪ Γ−1)∗ bezeichnen) auf Wörter aus(Γ ∪ Γ−1)∗ fortsetzen können. Die Länge
n eines Wortesw = a0 · · ·an, ai ∈ Γ ∪ Γ−1, notieren wir mit|w|.

Sei (M, ◦, 1) ein Monoid mit Operation◦ und neutralem Element1. Ist beides
aus dem Zusammenhang klar oder unerheblich, so schreiben wir statt(M, ◦, 1)
lediglichM . Ein von einer MengeΣ ⊆ M erzeugtes MonoidM heißt endlich
erzeugt, fallsΣ endlich ist. Dies sei von nun an der Fall.

Die freie Gruppe, FG(Γ), auf der ErzeugermengeΓ ist der Quotient(Γ∪Γ−1)∗/γc,
wobeiγc ⊆ (Γ ∪ Γ−1)∗ × (Γ ∪ Γ−1)∗ die kleinste Kongruenz ist, die alle Paare

17
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(aa−1, ǫ) und (a−1a, ǫ) mit a ∈ Γ enthält. Den kanonischen surjektiven Homo-
morphismus(Γ ∪ Γ−1)∗ → FG(Γ) bezeichnen wir mitγ .

Ist g ∈ FG(Γ) so schreiben wir|g| für die Länge des reduzierten,g repräsentie-
renden Wortes.

SeiM ein Monoid mit ErzeugermengeΣ, der (Rechts-)CayleygraphC(M,Σ) des
MonoidsM bezüglichΣ enthält alle Elemente vonM als Knoten und besitzt
genau dann eine mita ∈ Σ markierte Kante vonm1 ∈ M nachm2 ∈ M wenn
gilt m1γ(a) = m2:

C(M,Σ) = (M, ({(m1, m2) ∈M ×M | m1γ(a) = m2})a∈Σ, 1)

Cayleygraphen wurden und werden insbesondere in der Gruppentheorie viel stu-
diert (siehe etwa [57]) und sind ein wichtiges Instrument der kombinatorischen
Gruppentheorie [34], aber auch in anderen Bereichen der Mathematik und theo-
retischen Informatik finden sie Anwendung [41, 42].

Cayleygraphen von Monoiden sind weniger umfangreich studiert und wurden in
neuerer Zeit betrachtet, siehe zum Beispiel [25, 26, 27, 71]. Cayleygraphen von
automatischen Monoiden werden in [61, 62] untersucht.

Wir bezeichnen mitC(Γ) den Cayleygraph der freien Gruppe FG(Γ) bezüglich
der ErzeugermengeΓ.

Im Cayleygraph von FG(Γ) (oder allgemein im Cayleygraph einer Gruppe), gibt
es genau dann eine mita ∈ Γ ∪ Γ−1 markierte Kante vong1 ∈ FG(Γ) nach
g2 ∈ FG(Γ), wenng1γ(a) = g2 und damitg2γ(a

−1) = g1. Mit anderen Worten,
es gibt ebenso eine (mita−1 markierte) Kante vong2 nachg1. Wir werden in
der graphischen Darstellung nur eine Kanteg1 g2

a mit Markierunga ∈ Γ
angeben, die andere Kante nehmen wir implizit an.

Beispiel 2.1.1SeiΓ = {a, b}. SeiG = Z × Z = (Γ ∪ Γ−1)∗/ζ , wobeiζ = γ ∪ η
undη sei die kleinste Kongruenz, die alle Paare(ab, ba) mita, b ∈ Γ∪Γ−1 entḧalt.

Ein Ausschnitt aus dem Cayleygraphen vonC(G,Γ ∪ Γ−1) sieht dann folgender-
maßen aus:
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Diese Struktur (Gitter) des CayleygraphenC(G, {a, b}) vonG = Z × Z wird in
Zusammenhang mit MSO-Logik auf Cayleygraphen im Abschnitt6.3 wieder eine
Rolle spielen.

Die Form des Cayleygraphen eines MonoidsM ist abhängig von der gewählten
Präsentation. Wir sehen später (nächster Abschnitt bzw. Abschnitt 2.6), dass die-
ses Aussehen jedoch auf die Entscheidbarkeit gewisser Logiken über der Signatur
eines Cayleygraphen keinen Einfluss hat. Die Grundlagen hierzu stellen wir im
folgenden Abschnitt vor.

2.2 Logik

Für weiterführende Ergebnisse und Definitionen zu diesemAbschnitt siehe etwa
[22].

SeiS eine Menge. Eine SignaturSIG ist eine abzählbare Menge relationaler Sym-
boleR ∈ SIG, denen jeweils eine StelligkeitnR zugeordnet ist. Eine (relationale)
Struktur ist ein Tupel

S = (S, (RS)R∈SIG)

über der Domäne (Grundmenge)S mit nR-stelligen Relationen(RS)R∈SIG. Hier-
bei interpretiert eine solche RelationRS über der GrundmengeS entsprechend
das relationale SymbolR ∈ SIG in der StrukturS.

Wir nehmen an, dass jede Signatur das Gleichheitssymbol= enthält und=S die
Identität(srelation) aufS ist. Konstantenc ∈ S können als unäre Relation{c}
codiert werden. Zur Abkürzung werden wirRS auch einfach mitR bezeichnen.
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Die Einschränkung einer StrukturS auf einen Teilbereich der DomäneS ′ ⊆ S ist
wieder eine Struktur über derselben Signatur und definiertdurch:

S|S′ = (S ′, (RS ∩ (S ′)nR))

wobeinR die Stelligkeit der RelationR sei. Wir bezeichnen mit RS(SIG) die Men-
ge aller relationalen Strukturen über einer SignaturSIG.

Beispiel 2.2.1SeiM ein Monoid. Der Cayleygraph

C(M,Σ) = (M, ({(m1, m2) ∈M ×M | m1γ(a) = m2})a∈Σ, 1)

vonM bez̈uglich der ErzeugermengeΣ ist eine relationale Struktur deren Grund-
menge alle Elemente des MonoidsM entḧalt. Die Signatur vonC(M,Σ) entḧalt
binäre Symbole f̈ur die Kantenrelationen und ein unäres Symbol f̈ur die Auszeich-
nung des speziellen, mit1 ∈M markierten, Knotens im Graphen.

Beispiel 2.2.2SeiΓ eine endliche Menge undTΓ die folgende Struktur:

TΓ = ((Γ ∪ Γ−1)∗, {ra | a ∈ Γ ∪ Γ−1}, ǫ)

wobeira : (Γ ∪ Γ−1)∗ → (Γ ∪ Γ−1)∗ die Rechtsmultiplikation in(Γ ∪ Γ−1)∗ ist.
Mit anderen Wortenura = ua für alle u ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗, a ∈ Γ ∪ Γ−1. Aufgefasst
als Graph mit Kanten entsprechendra ist

TΓ = ((Γ∪ Γ−1)∗, ({(u1, u2) ∈ (Γ∪ Γ−1)∗ × (Γ ∪ Γ−1)∗ | u1a = u2})a∈Γ∪Γ−1 , ǫ)

der Cayleygraph des freien Monoids(Γ ∪ Γ−1)∗.

Sei var eine (abzählbar unendliche) Menge von Variablen erster Stufe (englisch:
first-order) bzw.VAR eine (abzählbar unendliche) Menge von Variablen zwei-
ter Stufe (englisch: second-order). Wir werden Variablen erster Stufe mit kleinen
Buchstaben (x, y, z, . . .) und Variablen zweiter Stufe mit großen Buchstaben (etwa
X, Y, Z, . . .) bezeichnen.

Eine MSO-Formel (von englisch: monadic second-order) über der SignaturSIG

ist eine Formelϕ gebildet:

• aus atomaren FormelnR(x1, . . . , xnR
); mit R ∈ SIG, x1, . . . , xnR

∈ var

sowie
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• aus atomaren Formelnx ∈ X; wobeix ∈ var undX ∈ VAR unter Verwen-
dung von

• booleschen Operationen¬, ∧ und∨ sowie

• Quantifizierungen (∀, ∃) über Variablen ausvar bzw.VAR.

Eine FO-Formel (von englisch: first-order) überSIG ist eine MSO-Formelϕ in der
keinerlei Variablen ausVAR vorkommen. Mit anderen Worten,ϕ enthält keinerlei
atomare Teilformeln wie im zweiten Punkt.

Eine Variable heißt frei in einer Formelϕ, wenn sie nicht durch einen Quan-
tor gebunden ist. Eine MSO-Formel ohne freie Variablen heißt MSO-Satz. Ist
ϕ(x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm) eine MSO-Formel in der höchstens freie Variablen
erster Stufe aus der Menge{x1, . . . , xn} ⊆ var bzw. freie Variablen zweiter Stu-
fe aus der Menge{X1, . . . , Xm} ⊆ VAR vorkommen unds1, . . . , sn ∈ S sowie
S1, . . . , Sm ⊆ S, dann bedeutet

S |= ϕ(s1, . . . , sn, S1, . . . , Sm)

dassϕ in S wahr ist, falls die freien Variablenxi (bzw.Xj) durchsi (bzw. Sj)
ersetzt werden.

Sei S eine Struktur. Die Menge aller MSO-Formelnϕ ohne freie Variablen so,
dassS |= ϕ heißt MSO-Theorie vonS und wird mit MSOTh(S) bezeichnet.
Analog wird die FO-TheorieFOTh(S) der StrukturS definiert.

Seiϕ(x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm) undY ∈ VAR \ {X1, . . . , Xm}. Dann definieren
wir ϕ|Y (x1, . . . , xn, X1, . . . , Xm, Y ) induktiv durch Einschränken aller Quantoren
in der Formelϕ auf die MengeY . Wir erhalten für alle TeilmengenS ′ ⊆ S und
alles1, . . . , sn ∈ S ′ sowieS1, . . . , Sm ⊆ S ′:

S|S′ |= ϕ(s1, . . . , sn, S1, . . . , Sm) ⇔ S |= ϕ|Y (s1, . . . , sn, S1, . . . , Sm).

Wir benötigen folgenden

Satz 2.2.3 ([30])SeiM ein endlich erzeugtes Monoid. SeienΣ1 undΣ2 zwei end-
liche Erzeugermengen vonM . Dann ist die FO-Theorie (bzw. die MSO-Theorie)
des CayleygraphenC(M,Σ1) mit logarithmischen Platz reduzierbar auf die FO-
Theorie (bzw. MSO-Theorie) des CayleygraphenC(M,Σ2).

Mit anderen Worten, die Entscheidbarkeit der MSO-Theorie bzw. FO-Theorie des
CayleygraphenC(M,Σ) eines MonoidsM bezüglich ErzeugermengeΣ hängt
nicht von dieser ab. Wir werden deshalb im Folgenden von der Entscheidbarkeit
von MSO- (FO-) Theorie des Cayleygraphen eines Monoids sprechen.
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2.3 MSO-Formeln über Graphen

Wir nutzen an verschiedenen Stellen die Entscheidbarkeit der MSO-Theorie über
dem Cayleygraph der freien GruppeC(Γ) (Theorem 2.4.4), um, zum Beweis von
Entscheidbarkeitsresultaten für (WP) und (GWP), gewisseFormeln in MSO-For-
meln über der Signatur gerichteter Graphen (etwaC(Γ)) zu übersetzen.

In diesem Abschnitt geben wir entsprechende Hilfsformeln an, auf die wir im-
mer wieder zurückgreifen werden. Zunächst einige allgemeine Formeln über der
SignaturE eines GraphenG = (V,E).

SeiG = (V,E) ein gerichteter Graph, dann gibt es eine Formelreach(x, y) so,
dass für Knotens, t ∈ V gilt G |= reach(s, t) genau dann, wenn es einen Pfad
vons nacht in G gibt. Genauer istreach(x, y) die folgende Formel:

∀X : ((x ∈ X ∧ ∀u, v : (u ∈ X ∧ E(u, v) ⇒ v ∈ X)) ⇒ y ∈ X)

Mit dieser MSO-Formel ist es jetzt einfach, in MSO über der SignaturE auszu-
drücken, dass eine Menge von Knoten inG = (V,E) zusammenhängend bzw.
stark zusammenhängend ist.

Nun nutzen wir mit Königs Lemma einen Standardtrick (sieheetwa [50]), um die
Endlichkeit einer MengeU ⊆ V in einem BaumT = (V,E) von endlichem Grad
auszudrücken.

Dazu bilden wir den
”
Zusammenhangsabschluss“ von

U bezüglich eines Knotensr in T = (V,E). Dies
ist die kleinste zusammenhängende Menge von Kno-
ten in T = (V,E), die U und r enthält. Genauer
geben wir eine Formel zsh-cl(r, U,X) an, mit T |=
zsh − cl(r, U,X) genau dann wennX den Abschluss
vonU bis zum Knotenr enthält (alle Knoten oberhalb
vonU bis zum Knotenr).

r

U

X

Um zsh − cl(r, U,X) zu formulieren nutzen wir wiederreach(x, y) um die Exis-
tenz eines endlichen Pfades auszudrücken. Genauer seiN(x) die Menge aller
Nachbarknoten vonx in T = (V,E) und seiepfad(x, y,X) folgende Formel

epfad(x, y,X) := (X = {x} ∧ x = y) ∨ (x 6= y ∧ x, y ∈ X ∧

|N(x) ∩X| = |N(y) ∩X| = 1 ∧

∀z ∈ X \ {x, y} : |N(z) ∩X| = 2 ∧

∀z ∈ X : reach|X(x, z,X)).
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Dann istT |= epfad(x, y,X) genau dann, wennX ein endlicher Pfad vonx nach
y ist. Damit erhalten wir

zsh − cl(r, U,X) := ∀x : (x ∈ X ⇔ ∃y ∈ U∃Y : (epfad(r, y, U) ∧ x ∈ Y )).

Offenbar istU endlich, wenn der AbschlussX dies ist.

Nach dem Lemma von König ist nun (daT und damitX endlichen Grad hat)
X endlich, falls es keinen unendlichen Pfad inX gibt. Um dies auszudrücken
benötigen wir folgende Formel:

ωpfad(x,X) := x ∈ X ∧ |N(x) ∩X| = 1 ∧

∀y ∈ X \ {x} : |N(y) ∩X| = 2 ∧

∀y ∈ X : reach|X(x, y,X).

Insgesamt erhalten wir

Bemerkung 2.3.1T |= endlich(U), mit

endlich(U) := ∃r∃X : zsh − cl(r, U,X) ∧ ∄Z : (ωpfad(r, Z) ∧ Z ⊆ X)

genau dann, wennU eine endliche Menge von Knoten inT ist.

2.4 Baumautomaten und MSO-Logik

Die (unendliche) Baumstruktur des CayleygraphenC(Γ) der freien Gruppe wird
in dieser Arbeit an vielen Stellen eine wesentliche Rolle spielen. Hilfreich sind
hier endliche Automaten auf unendlichen Bäumen –ω-Baumautomaten – und
MSO-Logik über der Signatur von unendlichen Bäumen.

Büchi [9] und Elgot [20] waren die ersten, die einen Zusammenhang zwischen
Logik und endlichen Automaten erkannten:

Theorem 2.4.1 ([9],[20]) SeiΣ eine endliche Menge undL ⊆ Σ∗ eine Sprache
endlicher Ẅorter. Dann istL genau dann regulär wennL MSO-definierbar̈uber
der Signatur endlicher Ẅorter ist. Beide Transformationen (von Automaten zu
MSO-Formeln und umgekehrt) sind effektiv.
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DieseÄquivalenz lässt sich ebenfalls (Büchi [10]) für MSO über unendlichen
Wörtern zeigen (ω-Automaten).

1969 konnte Rabin [50] schließlich das Resultat auf (unendliche) Bäume erwei-
tern. Um dieses Resultat anzugeben benötigen wir folgendes Wissen über Bäume
und Automaten. Wir betrachten endlicheω-Baumautomaten, die top-down auf
unendlichen Bäumen arbeiten. Es gibt (wie auch beiω-Automaten) verschiedene
Akzeptanzbedingungen (Muller, Street, Rabin siehe [66]).Da es hier darauf je-
doch nicht ankommt, werden wir auf dies nicht näher eingehen. Wir verwenden
die Muller-Akzeptanzbedingung.

Definition 2.4.1 Ein (top-down)ω-Baumautomat ist ein Tupel

A = (Q,Σ,∆, q0,F),

mit einer MengeQ von Zusẗanden, einem AlphabetΣ, Transitionsrelation∆ ⊆
Q× Σ ×Q2|Γ| sowieq0 ∈ Q undF ⊆ 2Q.

Ein Lauf des AutomatsA auf einem (unendlichen) Baum

((Γ ∪ Γ−1)∗, (ra)a∈Γ∪Γ−1 , λ)

der Knotenmarkierungλ : (Γ ∪ Γ−1)∗ → Σ ist ein (unendlicher) Baum((Γ ∪
Γ−1)∗, (ra)a∈Γ∪Γ−1 , λQ) mit KnotenmarkierungλQ : (Γ ∪ Γ−1)∗ → Q so, dass
λQ(ǫ) = q0 und

(λQ(w), λ(w), (λQ(wa))a∈Γ∪Γ−1) ∈ ∆

für allew ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗.

Ein Lauf ((Γ ∪ Γ−1)∗, (ra)a∈Γ∪Γ−1 , λQ) heißt erfolgreich, wenn es einen Pfad in
((Γ ∪ Γ−1)∗, (ra)a∈Γ∪Γ−1 , λQ) gibt, bei welchem die Menge aller Zustände, deren
Knoten unendlich oft durchlaufen werden, eine Teilmenge von F ist.

Wir können nun das Resultat von Rabin angeben.

Theorem 2.4.2 ([50]) Zu jeder MSO-Formelϕ über der SignaturSIG = ({ra |
a ∈ Γ ∪ Γ−1}, ǫ)) eines BaumsT kann (effektiv) ein BaumautomatA mit der
Eigenschaft

T |= ϕ⇔ A akzeptiert den BaumT

angegeben werden.



2.4. Baumautomaten und MSO-Logik 25

Eine Folgerung aus Theorem 2.4.2 ist ein berühmtes Entscheidbarkeitsresultat von
Rabin: wenden wir Theorem 2.4.2 auf einen MSO-Satzϕ an, so liefert dies einen
Baumautomat mit akzeptierendem Lauf auf einem BaumT genau dann, wennϕ
aufT (als relationale Struktur) wahr ist. Rabins Basistheorem (siehe [51]) besagt
nun, dass die Existenz eines solchen Laufs effektiv entschieden werden kann. Wir
erhalten:

Theorem 2.4.3 (Rabins Baumtheorem, [50])Für jede abz̈ahlbare MengeΓ ist
die MSO-Theorie vonTΓ, MSOTh(TΓ), entscheidbar.

Aus diesem Resultat kann (siehe dazu etwa [37]) das folgendeErgebnis von
Muller und Schupp ([42]) hergeleitet werden. Hierzu wird MSOTh(C(Γ)) auf
MSOTh(TΓ) reduziert. Da wir genau diese Methoden auch später in Beweisen
benötigen möchten wir hier kurz die Ansätze skizzieren.Wesentliche Idee ist (se-
mantische Interpretation siehe [37, 52] oder auch Kapitel 6), FG(Γ) durch die
Menge

IRR(Γ) = {r(w) | w ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗}

der reduzierten Wörter zu repräsentieren, um darin die Relationen vonC(Γ) durch
MSO-definierbare Relationen in(Γ∪Γ−1)∗ zu beschreiben. Genauer möchten wir
für jede MSO-Formelϕ über der Signatur vonC(Γ) effektiv eine MSO-Formel̂ϕ
über der Signatur vonTΓ konstruieren so, dass

C(Γ) |= ϕ genau dann wennTΓ |= ϕ̂.

Durch Darstellung der Signatur vonC(Γ) durch MSO-definierbare Relationen der
Signatur vonTΓ kann dann̂ϕ auf natürliche Weise induktiv ausϕ definiert werden.

Für eina ∈ Γ ∪ Γ−1 sei IRR(Γ)a die Menge der irreduziblen Wörter, die nicht
mit einema enden.

Bemerkung 2.4.1 Offenbar istC(Γ) isomorph zu folgender Struktur:

(IRR(Γ), ({(u, ua) | u ∈ IRR(Γ)a−1} ∪ {(ua−1, u) | u ∈ IRR(Γ)a})a∈Γ∪Γ−1 , ǫ)

Nun istIRR(Γ) eine regul̈are Teilmenge von(Γ∪Γ−1)∗ und damit wegen Theorem
2.4.2 MSO-definierbar inTΓ, letztlich alsoC(Γ) in TΓ MSO-definierbar.

Ist nun eine Formelϕ über der Signatur vonC(Γ) gegeben, so erhält man̂ϕ durch
Relativieren aller Quantoren auf die MengeIRR(Γ) und durch Ersetzen aller Ter-
me, die Relationen ausC(Γ) enthalten, durch entsprechende Terme mit Relationen
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aus(({(u, ua) | u ∈ IRR(Γ)a−1} ∪ {(ua−1, u) | u ∈ IRR(Γ)a})a∈Γ∪Γ−1 , ǫ) also
solchen ausTΓ. Dies ist möglich da mit Bemerkung 2.4.1 die Relationen inC(Γ)
als Relationen inTΓ MSO-definiert werden können.

Wir erhalten zusammen mit Rabins Baumthorem 2.4.3:

Theorem 2.4.4 ([42]) Für jede endliche MengeΓ ist die MSO-Theorie des Cay-
leygraphen der freien Gruppe,MSOTh(C(Γ)), entscheidbar.

Theorem 2.4.4 ist ein wichtiges Hilfsmittel zum Beweis weiterer Entscheidbar-
keitsresultate (hier in Kapitel 4 und 6). Jedoch ist die Komplexität der MSO-
TheorieMSOTh(C(Γ)) nicht elementar (jeder Algorithmus, derMSOTh(C(Γ))
entscheidet ist nicht elementar, also nicht durch einen Exponenten-Turm fester
Höhe beschränkt), da bereits die MSO-Theorie der Struktur (Z,+) (relationale
Struktur mit Nachfolger-Funktion und der Menge der ganzen ZahlenZ als Grund-
menge) nicht elementar ist [40].

2.5 Automaten und Komplexität

Wir wiederholen hier kurz die wichtigsten Begriffe und verweisen an entspre-
chender Stelle auf weiterführende Literatur. Zur Definition von Zeitschranken und
Platzschranken, sowie zu weiteren Begriffen der Komplexitätstheorie siehe etwa
[45, 53]. Wir verwenden den Ausdruck

”
in Linearzeit“ synonym für

”
in Linearzeit

auf einer RAM“. Eine RAM (Registermaschine) kann auf einer Turingmaschine
simuliert werden, wobei jedoch ein logarithmischer Faktorin der Laufzeit hinzu-
kommt.

Eine alternierende Turingmaschine (siehe [12]) ist eine nicht-deterministische Tu-
ringmaschineT mit zwei Arten von Zuständen:

• existentielle Zustände (Q∃) und

• universelle Zustände (Q∀).

Genauer ist
T = (Q,Σ, δ, q0, qf)
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mit ZustandsmengeQ, wobeiQ = Q∃ ∪ Q∀ ∪ {qf} disjunkte Vereinigung, Ban-
dalphabetΣ, Übergangsfunktionδ sowie Anfangszustandq0 und Endzustandqf .
Wir können annehmen, dassT keineÜbergänge aus dem Endzustandqf heraus
machen kann.

Eine KonfigurationC vonT im Zustandq heißt akzeptierend, wenn

• q = qf , oder

• q ∈ Q∃ und es gibt eine akzeptierende Nachfolgekonfiguration vonC oder

• q ∈ Q∀ und alle Nachfolgekonfigurationen vonC sind akzeptierend.

Ein Eingabewort wird vonT akzeptiert, wenn die entsprechende Anfangskonfi-
guration akzeptierend ist. Die Klasse aller Probleme, die von einer alternierenden
Turingmaschine mit polynomiellem Platz akzeptiert werden, APSPACE, ist gleich
der Klasse alle in exponentieller Zeit lösbaren Probleme,EXPTIME, (siehe [12]).

2.6 Das Wortproblem

Eines der klassischen algebraischen Probleme ist das Wortproblem, die Frage,
ob zwei Wörter in einer gegebenen algebraischen Struktur das gleiche Element
repräsentieren. SeiM ein beliebiges Monoid mit ErzeugermengeΣ, seih : Σ∗ →
M der kanonische surjektive Homomorphismus.

Das Wortproblem (WP) fürM bezüglich der ErzeugermengeΣ ist das folgende
Problem:

(WP) EINGABE: Zwei Wörteru, v ∈ Σ∗.
AUSGABE: Istu = v in M? (Das heißt, gilth(u) = h(v)?)

Wie auch die Entscheidbarkeit (Komplexität) von FO-Logikund MSO-Logik über
der Signatur eines CayleygraphenC(M,Σ) unabhängig von der Erzeugermenge
Σ des MonoidsM ist (Satz 2.2.3), gilt dies auch für das Wortproblem, weswegen
wir im Folgenden von dem Wortproblem für ein MonoidM , unabhängig von der
ErzeugermengeΣ sprechen:
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Satz 2.6.1SeiM ein endlich erzeugtes Monoid mit ErzeugermengenΣ1 bzw.Σ2.
Dann ist das Wortproblem vonM bez̈uglichΣ1 mit logarithmischen Platz auf das
Wortproblem vonM bez̈uglichΣ2.

Beweis:SeiΣ1 = {a1, . . . , an} ⊆ M undΣ2 = {b1, . . . , bm} ⊆ M . Dann gibt es
für allebj (daΣ1 Erzeugermenge)ai1 , . . . , aij mit bj = ai1 · · ·aij inM , weswegen
alle Wörter inΣ2 als solche inΣ1 mit ebendieser Darstellung aufgefasst werden
können. �

Das Wortproblem geht zurück auf Dehn, der dieses Problem 1911 formulierte. Im
Allgemeinen ist das Wortproblem für endlich präsentierte Monoide (Markov [39],
Post [48]) und Gruppen (Boone [8], Novikov [44]) unentscheidbar.

Lipton und Zalcstein [32] erweiterten ein Resultat von Rabin und zeigten, dass
das Wortproblem für Matrixgruppen (und Halbgruppen) über Körpern mit Cha-
rakteristik 0 in logarithmischen Platz entscheidbar ist. Da freie Gruppen in Ma-
trixgruppen überQ eingebettet werden können, folgt, dass das Wortproblem f¨ur
freie Gruppen in logarithmischen Platz lösbar ist. Weitere Ergebnisse finden sich
zum Beispiel in [64, 70].

Offenbar folgt aus der Entscheidbarkeit der FO-Theorie desCayleygraphen eines
MonoidsM auch die Entscheidbarkeit des Wortproblems vonM . Auf der anderen
Seite gibt es endlich präsentierte Monoide mit entscheidbarem Wortproblem aber
unentscheidbarer FO-Theorie, siehe [30]. Im besonderen Fall der Gruppe ist je-
doch das Wortproblem einer endlich präsentierten Gruppe genau dann entscheid-
bar, wenn der Cayleygraph der Gruppe entscheidbare FO-Theorie hat, siehe [29].

In der kombinatorischen Gruppentheorie [24] ist man fernerdaran interessiert, ob
zwei Untergruppen einer Gruppe gleich sind, mit anderen Worten, ob alle Un-
tergruppenelemente der einen Gruppe in der anderen enthalten sind. Kann man
dieses Problem lösen, so kann man durch die Frage obuv−1 in der von der1
der Gruppe erzeugten Untergruppe liegt, auch das Wortproblem für diese Gruppe
entscheiden. Dies motiviert das verallgemeinerte Wortproblem (generalized word
problem – (GWP)), diese Notation aus der Gruppentheorie wurde für Monoide
übernommen [7]. SeiM ein Monoid mit ErzeugermengeΣ und h : Σ∗ → M
der kanonische surjektive Homomorphismus. Wir definieren das verallgemeinerte
Wortproblem vonM bezüglichΣ:

(GWP) EINGABE: Wörteru, u1, . . . , un ∈ Σ∗.
AUSGABE: Liegth(u) in dem vonh(u1), . . . , h(un) erzeug-

ten Untermonoid vonM?
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Das Problem (WP) lässt sich von (GWP) strikt trennen, so gibt es Gruppen (hy-
perbolische Gruppen, siehe [21]) mit entscheidbarem Wortproblem (das Wortpro-
blem jeder hyperbolischen Gruppe ist entscheidbar [21]) aber unentscheidbarem
verallgemeinerten Wortproblem (es gibt eine hyperbolische Gruppe, für welche
(GWP) unentscheidbar ist [54]).

Wir werden uns mit dem Wortproblem und dem verallgemeinerten Wortproblem
von inversen Monoiden mit idempotener PräsentationFIM(Γ)/P beschäftigen.
Für solche Monoide folgt mit Lemma 3.5.3 aus der Entscheidbarkeit des verallge-
meinerten Wortproblems die Entscheidbarkeit des Wortproblems. Ein allgemeines
Resultat in dieser Form ist uns nicht bekannt.



Kapitel 3

Inverse Monoide

3.1 Definitionen

Wir geben hier diejenigen Grundbegriffe an, die wir im Weiteren benötigen. Eine
umfassende Darstellung inverser Monoide sowie deren Verbindung zu anderen
Teilen der Mathematik findet sich etwa in den Büchern [31] und [46].

Es gibt eine Reihe äquivalenter Definitionen inverser Monoide. Eine, oft verwen-
dete, charakterisiert frei inverse Monoide über Vagner-Gleichungen. Seienu, v
Wörter in(Γ ∪ Γ−1)∗, die Gleichungen

u = uu−1u

uu−1vv−1 = vv−1uu−1 (3.1)

werden als Vagner-Gleichungen bezeichnet.

Die Klasse der inversen Monoide bildet eine Varietät von Algebren (bezüglich
der Operationen Multiplikation, Inversenbildung und Auswahl der Identität), dar-
in existieren freie Objekte – frei inverse Monoide. Das freiinverse Monoid mit
ErzeugermengeΓ (als inverses Monoid) bezeichnen wir mit FIM(Γ).

Seiσc die kleinste Kongruenz, die die Vagner-Gleichungen erfüllt. Das frei inverse
Monoid FIM(Γ) ist isomorph zu(Γ∪Γ−1)∗/σc. Wir bezeichnen mitσ den kanoni-
schen surjektiven Homomorphismusσ : (Γ ∪ Γ−1)∗ → FIM(Γ). Weitere Charak-
terisierungen frei inverser Monoide findet man etwa in [56].Von Scheiblich [55]
wurde eine Konstruktion vorgestellt, die Inspiration fürviele fortführende Dar-
stellung (so auch diejenige, mit der wir hier arbeiten) war.Alle diese Ergebnisse

30
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zielen auf die Anwendbarkeit auf bestimmte Problemstellungen ab. In [47] stellen
Poliakova und Schein eine Darstellung vor, die Verallgemeinerung der bisherigen
Konstruktionen sein soll.

Zur Lösung des Wortproblems für FIM(Γ) wurde von Munn [43] eine alterna-
tive Konstruktion frei inverser Monoide angegeben. Diese stellt die Elemente
von FIM(Γ) als endliche Teilgraphen des CayleygraphenC(Γ) der freien Grup-
pe (Munnbäume) dar.

Genauer seiu ein Wort in(Γ∪Γ−1)∗. Wir definieren den Munnbaum, MT(u) von
u:

MT(u) = {γ(v) ∈ FG(Γ) | ∃w ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗ : u = vw}.

Wir könnenMT(u) als Teilbaum vonC(Γ), der alle Knoten ausMT(u) enthält
auffassen. Mit anderen Worten,MT(u) ist der endliche, zusammenhängende Teil-
graph des CayleygraphenC(Γ), der sämtliche Knoten vonC(Γ) enthält, die auf
dem Pfad, der in der 1 der freien Gruppe startet und bis zum Elementγ(u) läuft,
liegen.

Es vereinfacht die Notation, sowohl den Teilbaum vonC(Γ) als auch die Menge
der entsprechende Knoten der freien Gruppe als Munnbaum zu bezeichnen. Da
aus dem Zusammenhang stets klar sein wird, welche Struktur gemeint ist, werden
wir dies beibehalten.

Beispiel 3.1.1Seiu = abaa−1bb−1b−1, dann ist der MunnbaumMT(u) vonu der
folgende Baum:

1

a

b
a

b

Mit r(u) bezeichnen wir die reduzierte Form vonu, also dasjenige Wortv ∈ (Γ∪
Γ−1)∗ mit v = r(v) = r(u), welches keine Teilwörter der Formaa−1 bzw.a−1a
für a ∈ Γ enthält. Das reduzierte Wortr(u) kann aus dem Wortu in linearer Zeit
berechnet werden [6]. Offenbar (und dies wird im weiteren wichtig sein) sind für
zwei Wörteru, v ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗ die reduzierten Wörterr(v) undr(u) genau dann
gleich, wennγ(v) = γ(u). Dies rechtfertigt die Notationr(u) im entsprechenden
Kontext auch als Element inFG(Γ) aufzufassen. Im Beispiel 3.1.1 istr(u) = a.

Das folgende Theorem von Munn [43] impliziert die Entscheidbarkeit des Wort-
problems (siehe Abschnitt 2.6) für frei inverse Monoide.
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Theorem 3.1.1 (Munn’s Theorem, [43])Seienu, v ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗. Dann ist

σ(u) = σ(v) genau dann, wennMT(u) = MT(v) undγ(u) = γ(v).

Damit kann jedes Element aus FIM(Γ) durch ein Tupel(MT(u), γ(u)) dargestellt
werden. IstT ein endlicher zusammenhängender Teilbaum vonC(Γ), der die1 ∈
FG(Γ) enthält undg ∈ FG(Γ) ebenfalls inT , so gibt es einu ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗

(eigentlich unendlich viele) so, dass(MT(u), γ(u)) = (T, g). Wir identifizieren
deshalb das Monoid FIM(Γ) mit der Menge{(MT(u), γ(u)) | u ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗}
und der auf dieser Menge gegebenen Multiplikation:

(MT(u), γ(u))(MT(v), γ(v)) = (MT(u) ∪ γ(u)MT(u), γ(uv)),

wobeiγ(u)MT(u) = {γ(u)g | g ∈ MT(u)} mit Multiplikation in FG(Γ) unduv
Konkatenation in(Γ ∪ Γ−1)∗.

3.2 E-unitäre inverse Monoide undFIM(Γ)/P

Ein Elemente ∈M heißt Idempotent, fallse2 = e in M . Die Menge der Idempo-
tente eines MonoidsM bezeichnen wir mitE(M). Die zweite Vagner-Gleichung
(3.1) impliziert, dass die Idempotente in inversen Monoiden kommutieren.

Die folgenden Definitionen motivieren die spezielle Klasseder hier betrachteten
inversen Monoide.

SeiM ein Monoid, eine Kongruenzρ ⊆ M ×M heißt Gruppenkongruenz, falls
M/ρ eine Gruppe ist.

Lemma 3.2.1 SeiM ein inverses Monoid. Eine Kongruenzρ ⊆M×M ist genau
dann eine Gruppenkongruenz, wenn für alle e, f ∈ E(M) gilt: (e, f) ∈ ρ.

Beweis:Offenbar ist ein inverses MonoidM genau dann eine Gruppe, wennM
genau ein Idempotent enthält. (IstM eine Gruppe so folgt ausm2 = m schon
m = 1, also enthältM nur ein Idempotent. Ist umgekehrtm ∈ M undm−1 ∈
M das (eindeutige) Element mitm = mm−1m undm−1 = m−1mm−1, dann
ist, weil 1 ∈ M das einzige Idempotent undmm−1 sowiem−1m idempotent,
mm−1 = 1 = m−1m.)

Auf der anderen Seite besitztM/ρ genau dann genau eine idempotenteρ-Klasse
(genau ein idempotentes Element), wenn alle Idempotente von M in einer ρ-
Klasse liegen. Denn: jede idempotenteρ-Klasse inM/ρ enthält auch ein Idem-
potent ausM . Genauer, ist(m,m2) ∈ ρ und seim′ das eindeutige Inverse von
m2, so iste = mm′m das gesuchte Idempotent. �
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Weiterhin kann man zeigen, dass der Schnitt von Gruppenkongruenzen wieder
eine solche ist. Mit anderen Worten, es gibt eine minimale Gruppenkongruenz
(der Schnitt aller Gruppenkongruenzen). Diese hat eine große Bedeutung bei der
Betrachtung inverser Monoide. Hilfreicher ist jedoch die folgende Charakterisie-
rung dieser Kongruenz. Wir bezeichnen mit≤ die natürliche partielle Ordnung
auf einem inversen MonoidM :

m ≤ m′ :⇔ m = em′

für m,m′ ∈ M und ein Idempotente ∈M .

Lemma 3.2.2 Die von≤ induzierte Kongruenzιc,M (bzw.ιc, fallsM klar ist) auf
M ist die minimale Gruppenkongruenz auf M. Genauer ist

ιc = {(m,m′) ∈M ×M | ∃n ∈M : n ≤ m,n ≤ m′}.

Die GruppeM/ιc heißt das maximal zu einer Gruppe homomorphe Bild vonM .

Beweis:Es ist leicht zu zeigen, dassιc ein Äquivalenzrelation ist. Seiene, f ∈
E(M). Da Idempotente kommutieren istefe = eff und damit ist per Definition
von ιc (weil ef ∈ E(M) und damite′e = e′f für ein Idempotente′) (e, f) ∈ ιc.
Wegen Lemma 3.2.1 istM/ιc eine Gruppe.

Wir müssen nun noch zeigen, dassιc minimal ist. Sei dazuρ eine Gruppen-
kongruenz aufM und seien(m1, m2) ∈ ιc, es gibt also eine ∈ E(M) mit
em1 = em2 in M , Gleichheit gilt dann offenbar auch für die entsprechenden
ρ-Klassen:(ρe)(ρm1) = (ρe)(ρm2). Nun istS/ρ ein Gruppe, das einzige Idem-
potent(ρe) also die Identität und damit(ρm1) = (ρm2), also(m1, m2) ∈ ρ und
ιc ⊆ ρ. �

Offenbar istFIM(Γ)/ιc ∼= FG(Γ).

SeiM ein Monoid.M heißtE-unitär, falls für allem ∈ M mit (m, e) ∈ ιc für
eine ∈ E(M) gilt m ∈ E(M). Es gibt eine Reihe von äquivalenten Beschreibun-
gen fürE-unitäre Monoide [46], wir werden an entsprechender Stelle die jeweils
benötigte einführen. Aus den Resultaten von Munn folgt sofort, dassFIM(Γ) E-
unitär ist.

Sei M ein Monoid mit ErzeugermengeΣ und h : Σ∗ → M der kanonische
surjektive Homomorphismus. Wir nennen eine endliche MengeP ⊆ Σ∗ × Σ∗

(endlich) idempotente Präsentation, wenn für alle(e, f) ∈ P gilt, dasse und f
Idempotente inM sind (h(e)2 = h(e) bzw.h(f)2 = h(f)).
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SeiP eine endlich idempotente Präsentation. Wir definieren

FIM(Γ)/P = (Γ ∪ Γ−1)∗/τc,

wobeiτc die kleinste Kongruenz ist, welche die Vagner-GleichungenundP erfüllt.
Wir bezeichnen im Weiteren den kanonischen Homomorphismus(Γ ∪ Γ−1)∗ →
FIM(Γ)/P mit τ . Insgesamt werden von nun an die Abbildungen zwischen den
Monoiden wie folgt bezeichnet:

(Γ ∪ Γ−1)∗

FG(Γ)FIM(Γ) FIM(Γ)/P

γ
σ τ

ϕψ

Wir beschäftigen uns speziell mit inversen Monoide der Form FIM(Γ)/P , mit
endlich idempotenter PräsentationP . Spezialfall dieser Klasse ist das frei inverse
MonoidFIM(Γ) (falls P = ∅), ein weiterer Spezialfall istP = {(ei, 1) | i ∈ I}
für eine endliche IndexmengeI. Auf der anderen Seite wissen wir mit Lem-
ma 3.2.1, dass falls für alle Idempotentee, f gilt (e, f) ∈ P (unendliche Präsen-
tation), das MonoidFIM(Γ)/P schon eine Gruppe ist.

Zur Verallgemeinerung des Resultats von Munn auf inverse MonoideFIM(Γ)/P
mit idempotenter PräsentationP nutzen Margolis und Meakin [37] Vorarbeiten
von Stephen [63] und erweitern die Idee der Munnbäume aufFIM(Γ)/P . Wir
geben in den nächsten Abschnitten eine Verallgemeinerungdieser Konstruktion
wieder.

3.3 Eine allgemeine Konstruktion gewisser inverser
Monoide

Zu jeder (unendlichen) GruppeG, können wir ein inverses MonoidIM(G) auf
folgende Weise konstruieren. Die Elemente vonIM(G)) sind

IM(G) = {(U, g) | U ⊆ G endlich, 1, g ∈ U}.

Die Multiplikation wird definiert durch

(U, g)(V, g′) = (U ∪ gV, gg′).
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Satz 3.3.1 ([36])SeiG eine Gruppe, dann istIM(G) einE-unitäres inverses Mo-
noid mit maximal gruppenhomomorphen BildG.

Beweis:Die Assoziativität ist leicht nachzurechnen, ebenso die Vagner-Gleichun-
gen mit(U, g)−1 = (g−1U, g−1). Neutrales Element ist({1}, 1).

Man zeigt leicht: Ein MonoidM ist E-unitär, falls für allem,m′ ∈ M gilt ist
mm′ = m, dann istm′ ∈ E(M). Nun sind Idempotente inIM(G)) von der Form
(U, 1) und es ist

(U, g)(U ′, g) = (U ∪ gU ′, gg′) = (U, g),

dann mussg′ = 1 sein. Damit istIM(G)) E-unitär.

Für die minimale Gruppenkongruenzιc gilt:

((U, g), (U ′, g′)) ∈ ιc ⇔ ∃ Idempotent(E, 1) :

(E, 1)(U, g) = (E, 1)(U ′, g)

⇔ (E ∪ U, g) = (E ∪ U ′, g′).

Damit bildetι : IM(G) → IM(G)/ιc jedes(U, g) auf g ab undG ist maximal
gruppenhomomorphes Bild vonIM(G). �

Die obige Konstruktion folgt einer Konstruktion inverser Monoide die von Birget
und Rhodes [3, 4] angegeben wurde.

Margolis und Meakin ([36, 37] verlangen in einer ähnlichenKonstruktion, dassU
eine endliche, zusammenhängende Teilmenge des Cayleygraphen vonG ist. Das
erhaltene inverse Monoid ist abhängig von der ErzeugermengeΓ der GruppeG.
Wir bezeichnen dieses Monoid mitIM(Γ, G).

Bemerkung 3.3.1 SeiG = FG(Γ) eine freie Gruppe. Betrachten wir nur Knoten-
mengen, die zusammenhängende Teilgraphen inC(Γ) bilden (Munnb̈aume), dann
besagt Munns Theorem (3.1.1):

IM(Γ, G) = FIM(Γ).
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3.4 Idempotente Gleichungen inIM(G)

SeiG eine unendliche, virtuell freie Gruppe.

Wir betrachten eine endliche MengeP idempotenter Gleichungen der Form

(E, 1) = (E ′, 1),

in IM(G) mitE ⊆ E ′ (Wir könnenE ⊆ E ′ annehmen, da die Gleichung(E, 1) =
(E ′, 1) offenbar äquivalent zu den beiden Gleichungen(E, 1) = (E, 1)(E ′, 1) und
(E ′, 1) = (E, 1)(E ′, 1) ist). Wir sind interessiert am Quotientenmonoid

IM(G)/∼=P
,

wobei∼=P die kleinste vonP erzeugte Kongruenz ist. Wir schreiben im Weiteren
stattIM(G)/∼=P

einfachIM(G)/P .

Offenbar impliziert((U, g), (V, h)) ∈ ∼=P , dassg = h in G.

Wir definieren nun den Abschluss clP (V ) einer MengeV ⊆ G durch entspre-
chende Ersetzungsregeln. Hierbei notieren wir

U ⇒
P
V,

falls es für einp ∈ G ein((E, 1), (E ′, 1)) in P gibt, mitpE ⊆ U undV = U∪pE ′.

Bemerkung 3.4.1 Ist U ⇒
P
V dann ist auch((U, g), (V, g)) ∈ ∼=P , für ein g ∈

G. Ist umgekehrt(E, 1) = (E ′, 1) in P und (U, g) = (X, p)(E, 1)(Y, y) sowie
(V, g) = (X, p)(E ′, 1)(Y, y), dann giltU = X ∪ gE ∪ gY und insbesondere
gE ⊆ U . Weiterhin istV = U ∪ gE ′ und damitU ⇒

P
V .

Mit anderen Worten, ist
∗
⇔
P

der reflexive, symmetrische und transitive Abschluss

von⇒
P

, dann gilt f̈ur alle (U, g), (V, h) ausIM(G):

((U, g), (V, h)) ∈ ∼=P genau dann wennU
∗
⇔
P
V undg = h.

FallsU
∗
⇒
P
U ′ dann ist(U ∪ V )

∗
⇒
P
U ′ ∪ V für einV ⊆ G. Ferner ist die Relation

⇒
P

stark konfluent [1], mehr noch istV ⇒
P
U undV ⇒

P
W dann giltU ⇒

P
U ∪W

undW ⇒
P
U ∪W .
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Wegen der Konfluenzeigenschaft [1] gilt fürU, V ⊆ G dassU
∗
⇔
P
V genau dann,

wennU
∗
⇒
P
W undV

∗
⇒
P
W für einW ⊆ G.

Mit diesen Bemerkungen ist die Bildung des Abschlusses einer MengeU bezüg-
lich P , definiert durch

clP (U) =
⋃

{W | U
∗
⇒
P
W},

wohldefiniert.

Es gilt die folgende Verallgemeinerung eines Theorems von Margolis und Meakin
[37]:

Theorem 3.4.1 SeiG eine unendliche Gruppe undM = IM(G). SeiP eine end-
lich idempotente Pr̈asentation mitE ⊆ E ′ für alle ((E, 1), (E ′, 1)) ∈ P . Seien
fernerU, V ⊆ G, g, h ∈ G . Dann sindäquivalent:

(1) (U, g) = (V, h) in M/P ,

(2) clP (U) = clP (V ) undg = h,

(3) U ⊆ clP (V ), V ⊆ clP (U) undg = h.

Beweis:Um die Richtung (1) nach (2) zu zeigen sei(U, g) = (V, h) in M/P .
Zunächst ist offenbar (siehe vorher)g = h in G. Wegen Bemerkung 3.4.1 gilt
zudemU

∗
⇒
P
W undV

∗
⇒
P
W für einW ⊆ G mit U ∪ V ⊆W .

Nun folgt wegenU
∗
⇒
P
W schonclP (W ) ⊆ clP (U) und ebenso gilt wegenV

∗
⇒
P

W schonclP (W ) ⊆ clP (V ). Schließlich folgt ausU ∪ V ⊆ W , dassclP (U) ⊆
clP (W ) undclP (V ) ⊆ clP (W ).

Insgesamt alsoclP (U) = clP (W ) = clP (V ).

Die Richtung von (2) nach (3) ist trivial, daU ⊆ clP (U) undV ⊆ clP (V ).

Bleibt noch zu zeigen, dass aus (3) die Aussage (1) folgt. Wähle dazuW1 undW2

so dasU
∗
⇒
P
W1 mit V ⊆W1 und analogV

∗
⇒
P
W2 mit U ⊆W2.

Damit erhalten wirW1
∗
⇒
P
W1 ∪W2 undW2

∗
⇒
P
W1 ∪W2. Deswegen gilt insbe-

sondereU
∗
⇒
P
W1 ∪W2 undV

∗
⇒
P
W1 ∪W2 und damit(U, g) = (V, g) in M/P

und wegeng = h schließlich(U, g) = (V, h) in M/P . �
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Lemma 3.4.1 SeiG eine unendliche Gruppe undU,U ′ ⊆ G. Dann istU
∗
⇔
P
U ′

äquivalent zu den folgenden zwei Bedingungen:

(1) ∃V : U
∗
⇒
P
V undU ′ ⊆ V und

(2) ∃V ′ : U ′ ∗
⇒
P
V ′ undU ⊆ V ′.

Beweis:IstU
∗
⇔
P
U ′ dann gilt offenbar (1). Aussage (2) kann positiv mitV = V ′,

wobeiU
∗
⇒
P
V undU ′ ∗

⇒
P
V beantwortet werden.

Umgekehrt sind (1) und (2) wahr mitV undV ′, dann istU
∗
⇒
P
V

∗
⇒
P
V ∪ V ′ weil

U ′ ⊆ V . Aus Symmetriegründen giltU ′ ∗
⇒
P
V ′ ∗

⇒
P
V ∪ V ′ und damitU

∗
⇔
P
U ′. �

Bemerkung 3.4.2 IstU zusammenḧangende Teilmenge des CayleygraphenC(G,Γ)
und1, g ∈ U für alle (U, g) ∈ IM(Γ, G) wird IM(Γ, G) erzeugt von den Elemen-
ten({1, a}, a) für alle a ∈ Γ∪Γ−1. IstΓ endlich, so ist deshalbIM(Γ, G) endlich
erzeugt. Dies ist im Allgemeinen für IM(G) nicht der Fall, daG unendlich ist. Sind
nämlich(Ui, gi) ∈ IM(G) endlich viele Elemente und istg weder1 noch eines der
gi, so kann({1, g}, g) nicht als Produkt in den(Ui, gi) geschrieben werden.

Eine Zentrale Rolle in dieser Arbeit spielt das schon von Margolis und Meakin
[37] betrachtete inverse MonoidFIM(Γ)/P = IM(Γ,FG(Γ))/P , mit endlich
idempotenter PräsentationP , welches im nächsten Abschnitt ausführlicher dar-
gestellt werden soll.

3.5 Das inverse MonoidFIM(Γ)/P

IstP wiederum eine Menge von Paaren(e, e′), wobeie, e′ ∈ IM(Γ, G) idempotent
sind, dann definiertIM(Γ ∪ Γ−1, G)/P ein weiteres Quotientenmonoid. Hierbei
definiert die InklusionIM(Γ, G) ⊆ IM(G) eine kanonische Einbettung

IM(Γ, G) → IM(G).

SeienE,E ′ endliche, zusammenhängende Teilmengen vonG mit 1 ∈ E,E ′. An-
genommen es ist(U, f) = (X, g)(E, 1)(Y, h) wobeiU zusammenhängend ist,
dann folgt ausU = X ∪gE∪gY , dassg ∈ U und deshalb istU ′ = X ∪gE ′∪gY
ebenfalls zusammenhängend. Das heißt, das Wortproblem von IM(Γ, G)/P kann
reduziert werden auf das Wortproblem vonIM(G)/P .
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Bemerkung 3.5.1 Margolis und Meakin [37] beweisen Theorem 3.4.1 für den
SpezialfallM = FIM(Γ)/P . Ist I eine endliche Menge und

P = {(ei, fi) | i ∈ I} ⊆ (Γ ∪ Γ−1)∗ × (Γ ∪ Γ−1)∗

eine idempotente Präsentation (wir k̈onnen, wie oben, eine idempotente Präsen-
tation P für die für alle (e, f) ∈ P gilt MT(e) ⊆ MT(f) annehmen) und sind
u, v ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗, dann ist

u = v in M genau dann, wenn clP (MT(u)) = clP (MT(v))

undγ(u) = γ(v).

Man beachte, dass, da die MunnbäumeMT(e), MT(f) undMT(u) zusammen-
hängend sind, auchclP (MT(u)) zusammenḧangend ist.

Offenbar ist die GleichungclP (MT(u)) = clP (MT(v)) äquivalent zuMT(u) ⊆
clP (MT(v)) ∧ MT(v) ⊆ clP (MT(u)).

Margolis und Meakin [37] nutzen Rabins Baumtheorem 2.4.4 umdie Entscheid-
barkeit des Wortproblems vonFIM(Γ)/P , für P = {(ei, fi) | i ∈ I}, I endlich,
zu zeigen. Hierzu ist es notwendig, den Abschluss clP (V ) einer KnotenmengeV
in eine MSO-Formel überC(Γ) zu übersetzen. Da wir diese Formel (auch im all-
gemeineren Kontext der Signatur des Cayleygraphen der virtuell freien Gruppe)
ebenso verwenden, geben wir sie hier an. Eine virtuell freieGruppe meint hier und
im Folgenden stets eine endlich erzeugte Gruppe mit einer nicht-trivialen freien
Untergruppe von endlichem Index.

Lemma 3.5.1 SeiG eine (endlich erzeugte) virtuell freie Gruppe, seiC der Ca-
yleygraph vonG und seienV,X ⊆ G. Ferner seiP eine endlich idempotente
Präsentation inIM(G), wobei f̈ur alle ((E, 1), (E ′, 1)) ∈ P mit E,E ′ ⊆ G gilt
E ⊆ E ′. Dann gibt es eine FormelCLP (X, Y ) über der Signatur vonC mit
C |= CLP (V,X), genau dann, wenn giltX = clP (V ).

Beweis:Offenbar ist der Abschluss der KnotenmengeV bezüglichP die kleinste
Menge clP (V ), dieV selbst enthält und die für alle(e, e′) := ((E, 1), (E ′, 1)) ∈ P
und v ∈ clP (V ) mit vE ⊆ clP (V ) auchvE ′ enthält. Letzteres wird durch die
Formel

cl(V,X) := (V ⊆ X) ∧
∧

(e,e′)∈P

∀v : (vE ⊆ X ⇒ vE ′ ⊆ X)
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ausgedrückt. Insgesamt erhalten wir die Formel:

CLP (V,X) := cl(V,X) ∧ ∀Z : (cl(V, Z) ⇒ X ⊆ Z).

Mit anderen WortenC |= CLP (V,X) genau dann, wennX der Abschluss vonV
in C ist. � Seien hier
alle Bezeichnungen wir in Bemerkung 3.5.1. Wir befassen unsmit Munnbäumen,
also mit zusammenhängenden Teilbäumen des Cayleygraphen vonFG(Γ).

Graphisch dargestellt ist jeder Ersetzungsschritt einfach das Ersetzen eines Teil-
baums durch einen weiteren.

Bemerkung 3.5.2 In jedem Ersetzungsschritt wird im bisher gebildeten Baum
(ein Teilbaum des Cayleygraphen der entsprechenden freienGruppe) ein neuer
TeilbaumMT(e) gesucht und durch einen anderen TeilbaumMT(f) mit (e, f) ∈
P ersetzt:

=

In der graphischen Darstellung von Munnbäumen behalten wir die Darstellung
wie in Beispiel 3.1.1 bei. Die1 ∈ FG(Γ) wird dabei durch den Knoten1 re-
präsentiert. Sofern erforderlich stehen die Erzeuger aufden Kanten, die Elemente
neben den Knoten.

Das folgende Beispiel demonstriert den Abschluss eines Munnbaums.

Beispiel 3.5.2Sei Γ = {a, b} und u = ab−1baa−1. Der Munnbaum vonu ist
folgender Graph

1 a

b

a
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Sei fernerP = {(a2a−2, a3a−3), (a2a−1b−1ba−1, a2b−1ba−1b−1ba−1)} eine idem-
potente Pr̈asentation. In Darstellung als Munnbäume sehen die Gleichungen aus
P wie folgt aus:

1 a a = 1 a a a 1 a

b

a = 1 a

b

a

b

Wir erhalten den Abschluss des Munnbaums vonu:

clP (MT(u)) = {1} ∪ {an | n ≥ 1} ∪ {anb−1 | n ≥ 1} :

1 a

b

a

b

a a

b

Bemerkung 3.5.3 Mit Bemerkung 3.5.1 folgt, dassFIM(Γ)/P E-unitär ist.

Seiι die minimale Gruppenkongruenz (Lemma 3.2.1). AlleE-unitäre inverse Mo-
noideM erfüllen damit die Voraussetzungen des nachfolgenden Lemmas, falls
G = M/ι torsionsfrei ist.

Lemma 3.5.3 SeiM ein Monoid mit ErzeugermengeΣ und h : M → G ein
Homomorphismus in eine torsionsfreie GruppeG mit h−1(1) = E(M). Seien
ferneru, v ∈ Σ∗. Dann gilt:

u = v in M ⇔ u ∈ {vi | i ≥ 0} in M und

v ∈ {ui | i ≥ 0} in M

Beweis: Die eine Richtung gilt trivialerweise, für die andere seiu = vm und
v = un in M für m,n ≥ 0.

Fallsm = 0, dann istu = 1 und wegenv = un auchv = 1 und damitu = v in
M .

Fallsm = 1 ist ebensou = v in M . Analoges gilt fürn.

Seien alsom,n > 1. Dann istumn = u in M und weilh Homomorphismus ist,
ist auchumn = u in G und daherumn−1 = 1 in G. Wegenm,n > 1 undG
torsionsfrei ist daheru = 1 in G.

Daher ist wegenh−1(1) = E(M) das Elementu ein Idempotent inM und wir
erhaltenv = un = u in M , dan > 1. �



Kapitel 4

Die Komplexität des Wortproblems
für FIM(Γ)/P

Margolis und Meakin [37] nutzen in ihrem Beweis der Entscheidbarkeit des Wort-
problems für inverse Monoide mit idempotenter Präsentation Rabins Baumtheo-
rem. In [2, 37] wird die Frage nach einer besseren Komplexit¨atsschranke ge-
stellt. Wir beweisen in diesem Kapitel, dass das Wortproblem für inverse Monoide
FIM(Γ)/P in Linearzeit gelöst werden kann, das uniforme Wortproblem für diese
Klasse von Monoiden jedoch EXPTIME-vollständig ist.

4.1 Das Wortproblem für FIM(Γ)/P

Wir beweisen zunächst, dass das Wortproblem fürFIM(Γ)/P in Polynomialzeit
gelöst werden kann. In Theorem 4.1.1 modifizieren wir dann den angegebenen
Algorithmus auf einen Linearzeitalgorithmus.

Satz 4.1.1Das Wortproblem f̈ur inverse MonoideFIM(Γ)/P mit endlicher idem-
potenter Pr̈asentation kann in Polynomialzeit gelöst werden.

Beweis:Das Wortproblem wird zunächst in eine MSO-Formel über derSignatur
vonTΓ und schließlich darüber in einen Baumautomaten übersetzt. Dazu nutzen
wir die Hilfsmittel aus Abschnitt 2.4.

42
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Wegen Bemerkung 3.5.1 genügt es zu zeigen, dass für zwei W¨orteru, v ∈ (Γ ∪
Γ−1)∗ die EigenschaftenMT(u) ⊆ clP (MT(v)) und γ(u) = γ(v) in Polyno-
mialzeit getestet werden kann. Das Wortproblem fürFG(Γ) kann in Linearzeit
gelöst werden [6], mit anderen Worten die Frageγ(u) = γ(v) kann in Linear-
zeit entschieden werden und wir müssen zeigen, dassMT(u) ⊆ clP (MT(v)) in
Polynomialzeit entschieden werden kann.

Wegen Lemma 3.5.1 gibt es eine MSO-Formel CLP (X, Y ) über der Signatur von
C(Γ) mit

C(Γ) |= CLP (MT(u), A) genau dann wennA = clP (MT(u)),

für alle TeilmengenA ⊆ FG(Γ). Die EigenschaftMT(u) ⊆ clP (MT(v)) kann
damit in MSO überC(Γ) durch die Formel in-clP (X, Y ) mit

in-clP (X, Y ) := ∃Z : CLP (X,Z) ∧ Y ⊆ Z

beschrieben werden, genauer müssen wir deshalb zeigen, dass

C(Γ) |= in-clP (MT(u),MT(v))

in Polynomialzeit entschieden werden kann.

Nun wenden wir die Ergebnisse aus Abschnitt 2.4 an. Zunächst repräsentiere die
MengeU die Knoten des MunnbaumsMT(u) in (Γ ∪ Γ−1)∗, genauer sei

U = {r(s) | ∃w ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗ : u = sw}.

Wegen Abschnitt 2.4 gibt es eine FormelψP (X, Y ) über der Signatur vonTΓ mit
TΓ |= ψP (U, V ) genau dann wennC(Γ) |= in-clP (γ(U), γ(V )). Wir müssen nun
zeigen, dassTΓ |= ψP (U, V ) in Polynomialzeit getestet werden kann.

Dazu übersetzen wir die feste Formel (daP fest)ψP (X, Y ) in einen festen (top-
down)ω-BaumautomatenAP . Dies geht mit Theorem 2.4.2 (zur genauen Kon-
struktion des Automats siehe Beweis dieses Theorem in [50].) Dieser Automat
läuft auf einem mit Kantenmarkierungλ : (Γ∪ Γ−1)∗ → {0, 1}× {0, 1} versehe-
nenω-Baum(TΓ, λ).

Wir erhalten einen AutomatAP mit TΓ |= ψP (U, V ) genau dann, wennAP , den
ω-Baum

TU,V = (TΓ, λ) mit λ(w) = (i, j)

akzeptiert. Wobeii = 1 genau wennw ∈ U undj = 1 genau wennw ∈ V , für
allew ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗.
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DaψP (X, Y ) eine feste MSO-Formel ist, ist auchAP ein festerω-Baumautomat.

Im letzten Schritt übersetzen wirTU,V in einen endlichen Baum. Die Idee ist, durch
Streichen von Knoten, die nichts zum Erkennen beitragen einen endlichen Baum
zu erhalten. Die MengenU undV sind endlich, weshalb fast alle Knoten inTU,V

Knotenmarkierung(0, 0) ((1, 0) nur, fallsw ∈ U und (0, 1), nur, fallsw ∈ V )
haben.

Sei nunB ∈ (Γ∪Γ−1)∗ die Menge aller Wörter der Formwamit w ∈ (Γ∪Γ−1)∗,
a ∈ Γ ∪ Γ−1, λ(wat) = (0, 0) für alle t ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗, jedochλ(w) 6= (0, 0).

Wir konstruieren einen endlichen BaumT fin
U,V aus dem unendlichen BaumTU,V ,

indem wir jeden Knotenw ∈ B zu einem Blatt mit Knotenmarkierung# ma-
chen. Hier ein Beispiel dieser Konstruktion. SeiV = {ε, a, aa, a−1} undU =
{ǫ, a−1, a−1b, a−1bb}. Dann istT fin

U,V der folgende endliche Baum:

(1, 1)

(0, 1) (1, 1)
#

#

(0, 1)
# # # #

(1, 0)
# #

# (1, 0) # #

# # # #

# # #
#

a

a−1
b

b−1

a
b
a−1

b−1
a

b a−1
b−1

a
b a−1 b−1

a
b a−1 b−1

a
b a−1 b−1

Der BaumT fin
U,V ist endlich und kann ausU undV in polynomieller Zeit berech-

net werden. Da derω-BaumautomatAP fest ist, können wir daraus einen festen
BaumautomatAfin

P konstruieren, der einen endlichen BaumT fin
U,V genau dann ak-

zeptiert, wennAP den BaumTU,V akzeptiert.

Diese Konstruktion übernimmt im Wesentlichen alle Zustände undÜbergänge
des BaumautomatsAP , mit der Ausnahme, dass der AutomatAfin

P genau dann in
einem Blatt eines endlichen Baums im Zustandq akzeptiert, wennAP , in Zustand
q startend, den komplettenω-Baum mit allen Knoten mit Knotenmarkierung(0, 0)
akzeptiert.

Da in polynomieller Zeit getestet werden kann, obAfin
P den BaumT fin

U,V akzeptiert
folgt damit die Behauptung. �
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Theorem 4.1.1 Das Wortproblem f̈ur inverse MonoideFIM(Γ)/P mit endlich
idempotenter Pr̈asentation kann in Linearzeit gelöst werden.

Beweis:Wir werden zeigen, dass der Algorithmus aus Satz 4.1.1 in Linearzeit
durchgeführt werden kann. Zunächst bemerken wir, dass eine Zeigerdarstellung
vonT fin

U,V in Linearzeit aus den Wörternu undv konstruiert werden kann. Ferner
benötigen wir den folgenden Standardalgorithmus für eine Zeigerdarstellung von
MT(u):

k := 1; c := 1;
for all a ∈ Γ ∪ Γ−1: out(1, a) := nil;
for i := 1 to |u| do

if out(c, u[i]) 6= nil then
c := out(c, u[i])

else
k := k + 1;
out(c, u[i]) := k;
out(k, u[i]−1) := c;
for all a ∈ (Γ ∪ Γ−1) \ {u[i]−1}: out(k, a) := nil;
c := k

endif
endfor

Im Algorithmus wird das Wortu einmal von links nach rechts abgelaufen, um den
MunnbaumMT(u) aufzubauen. Dabei werden die Knoten des Baums mit Zahlen
{1, . . . , ℓ} durchnummeriert, hierbei istℓ der Wert der Variablek am Ende eines
Laufes des Algorithmus.

In k wird der maximale bisher erzeugte Knoten gespeichert, die Variablec spei-
chert den derzeitig bearbeiteten Knoten des Munnbaums (im bislang erzeugten
Munnbaum). Ferner speichern wir in out(j, a) für jeden Knotenj denjenigen Kno-
ten, der vonj über eine mitamarkierte Kante erreicht werden kann; dieser Knoten
kann nil sein. Die lineare Laufzeit des Algorithmus folgt sofort.

Nach Ablauf des Algorithmus setzen wir den derzeitigen Knotenc auf die Wur-
zel1 und lassen (ohne Veränderung der anderen globalen Variablen) den gleichen
Algorithmus mit dem Wortv stattu laufen. Dies liefert offenbar eine Zeigerdar-
stellung vonMT(u) ∪ MT(v).

Schließlich fügen wir für jeden Knoten1 ≤ i ≤ k und jedesa ∈ Γ ⊆ Γ−1 so,
dass entweder out(i, a) = nil (ein Blatt) oder out(i, a) < i (auch ein Blatt im
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ungerichteten Baum, die mita markierte Kante ausi führt in den Baum zurück)
einen neuen Knotenj ein und setzen out(i, a) := j. Damit erhalten wir eine Zei-
gerdarstellung vonT fin

U,V .

Schließlich bemerken wir, dass der BaumautomatAfin
P in Linearzeit auf der Zei-

gerdarstellung vonT fin
U,V ausgewertet werden kann. Dies liefert die gesuchte Dar-

stellung eines Linearzeitalgorithmus für das Wortproblem für FIM(Γ)/P .

�

4.2 Der uniforme Fall

Im Gegensatz zu (WP) ist beim uniformen Wortproblem (UWP) die Präsentation
P nicht fest, sondern Teil der Eingabe. Dies führt zu einer h¨oheren Komplexität.
Genauer definieren wir (UWP) wie folgt

(UWP) EINGABE: Eine idempotente PräsentationP und zwei
Wörteru, v ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗.

AUSGABE: Ist u = v inFIM(Γ)/P?

Wir benötigen für die Betrachtung des uniformen Wortproblems einige Grund-
kenntnisse des modalenµ-Kalküls, siehe etwa [65], die wir hier kurz zitieren. Der
modaleµ-Kalkül ist eine Logik über einem (mit Elementen aus einerMengeΣ
kantenmarkierten) gerichteten GraphG = (V, (Ea)a∈Σ); die Grundstruktur des
µ-Kalküls.

SeiG = (V, (Ea)a∈Σ) ein kantenmarkierter gerichteter Graph,V : VAR → 2V

eine Interpretation der MSO-Variablen (Variablen zweiterStufe)VAR. Die Abbil-
dungV[X := U ] sei die Auswertungsabbildung, genauerV[X := U ] = U und
V[X := U ](Y ) = V(Y ). Syntax (Formelϕ) und Semantik (Menge‖ϕ‖G

V ⊆ V
von Knoten, dieϕ erfüllen) des modalenµ-Kalküls werden wie folgt definiert:



4.2. Der uniforme Fall 47

Syntax Semantik

ϕ ::= true ‖true‖G
V = V

|false ‖false‖G
V = ∅

|ϕ ∧ ψ ‖ϕ ∧ ψ‖G
V = ‖ϕ‖G

V ∩ ‖ψ‖G
ν

|ϕ ∨ ψ ‖ϕ ∨ ψ‖G
V = ‖ϕ‖G

V ∪ ‖ψ‖G
ν

|〈a〉ϕ ‖〈a〉ϕ‖G
V = {u ∈ V | ∃v ∈ V : (u, v) ∈ Ea undv ∈ ‖ϕ‖G

V}

|[a]ϕ ‖[a]ϕ‖G
V = {u ∈ V | ∀v ∈ V : (u, v) ∈ Ea ⇒ v ∈ ‖ϕ‖G

V }

|µX.ϕ ‖µX.ϕ‖G
V =

⋂
{U ⊆ V |U ⊇ ‖ϕ‖G

V [X:=U ]}

|νX.ϕ ‖νX.ϕ‖G
V =

⋃
{U ⊆ V |U ⊆ ‖ϕ‖G

V [X:=U ]}

Mit anderen Worten,‖µX.ϕ‖G
V ist der kleinste Fixpunkt der Abbildung

U → ‖µX.ϕ‖G
V [X:=U ]

und‖νX.ϕ‖G
V der größte Fixpunkt dieser Abbildung. Meist sindG undV aus dem

Kontext klar (oder irrelevant,ϕ enthält keine freien Variablen), dann schreiben wir
statt‖ϕ‖G

V einfach‖ϕ‖. Ferner schreiben wirs |= ϕ, falls s ∈ ‖ϕ‖.

Wir wollen ein Resultat für das Modelchecking Problem des modalenµ-Kalkül
nutzen, um eine untere Schranke für (UWP) zu beweisen. Dieses Ergebnis gilt,
falls die Grundstruktur ein (kantenmarkierter gerichteter) kontextfreier Graph ist.
Ein kontextfreier Graph ist ein Transitionsgraph eines Kellerautomaten. Insbe-
sondere ist der CayleygraphC(Γ) der freien Gruppe FG(Γ), mit welchem wir hier
arbeiten, kontextfrei (siehe [42]).

Theorem 4.2.1 ([28, 69])Das folgende Problem (Model-Checking Problem für
den modalenµ-Kalkül) ist in EXPTIME.

(MCH µ) EINGABE: Ein KellerautomatA, der einen kontextfreien
GraphG(A) definiert, ein Knotenv ∈ G(A)
und eine Formelϕ des modalenµ-Kalküls.

AUSGABE: Giltv |= ϕ?

Mit diesem Theorem können wir folgendes Resultat beweisen.
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Theorem 4.2.2 Das uniforme Wortproblem für inverse MonoideFIM(Γ)/P mit
endlich idempotenter PräsentationP ist EXPTIME-vollsẗandig.

Beweis:Seienu, v ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗. Um zu zeigen, dass u = v inFIM(Γ)/P in
EXPTIME entscheidbar ist, genügt es (Bemerkung 3.5.1) zu zeigen, dassγ(u) =
γ(v) und MT(v) ⊆ clP (MT(u)) in EXPTIME entscheidbar ist. Ersteres kann
bereits in Linearzeit getestet werden, für Zweiteres übersetzen wir das Problem
in eine Formel imµ-Kalkül des um einen Knoten und eine Kante erweiterten
CayleygraphenC(Γ) der freien Gruppe FG(Γ).

Genauer seiG derjenige Graph, der ausC(Γ) durch Hinzufügen eines Knotens
und einer Kante von der1 ∈ FG(Γ) zu diesem Knoten, die mit$ markiert ist,
entsteht. DaC(Γ) kontextfrei, ist auchG ein kontextfreier Graph. Können wir nun
MT(u) ⊆ clP (MT(v)) in eine Formel des modalenµ-Kalküls übersetzen, so folgt
mit Theorem 4.2.1, dass (UWP) in EXPTIME ist.

Zur Übersetzung in den modalenµ-Kalkül seiP = {(ei, fi) | i ∈ I} eine idem-
potente Präsentation mitMT(ei) ⊆ MT(fi) und I endlich. Ferner sei für ein
Wort w = a1 · · ·an mit ai ∈ Γ ∪ Γ−1 und zwei Positioneni, j das Teilwort
w[i, j] = ai · · ·aj , falls i ≤ j undw[i, j] = ǫ andernfalls. Wir verwenden〈w〉ϕ
als Abkürzung für〈a1〉〈a2〉 · · · 〈am〉ϕ.

Wir formulieren zunächst eine Formelϕu,P , die den Abschluss clP (MT (u)) be-
schreibt, also‖ϕu,P‖ = clP (MT (u)). Dann istx |= ϕu,P genau dann, wennx in
clP (MT(u)) liegt. Es ist

‖

|u|∨

i=0

〈u[1, i]−1〉〈$〉true‖ = MT(u).

Wir drücken damit aus, dass MT(v) ⊆ clP (MT(u)).

Um den Abschluss clP (MT(u)) zu formulieren verwenden wir den〈−〉-Operator
(oder auch den[−]-Operator, beides ist im Cayleygraph der freien Gruppe äquiva-
lent). Der vordere Teil der Formelϕu,P stellt sicher, dassMT(u) ⊆ clP (MT(u)).

ϕu,P := µX.




|u|∨

i=0

〈u[1, i]−1〉〈$〉true ∨
∨

i∈I

|fi|∨

j=0

〈fi[1, j]
−1〉(

|ei|∧

k=0

〈ei[1, k]〉X)



 .

Man beachte, dassµX den kleinsten Fixpunkt bestimmt.
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Nun bleibt noch zu formulieren, dass MT(v) ⊆ clP (MT(u)), genauer seiϕv,u,P

die folgende Formel:
|v|∧

i=0

〈v[1, i]〉ϕu,P .

Dann ist‖ϕv,u,P‖ = {x : x, xv1, xv1v2 . . . xv1 . . . v|v| ∈ clP (MT(u))} und damit
offenbar1 |= ϕv,u,P genau dann wenn MT(v) ⊆ clP (MT(u)).

Um zu zeigen, dass (UWP) EXPTIME-schwer ist, nutzen wir, dass EXPTIME
gleich APSPACE, die Klasse aller Probleme, die mit polynomieller Platz von einer
alternierenden Turingmaschine erkannt werden.

SeiT = (Q,Σ, δ, q0, qf ) eine alternierende Turingmaschine, die eine EXPTIME-
vollständige Sprache erkennt, wobeiQ = Q∀∪Q∃∪{qf}, disjunkte Vereinigung.
Wir können ohne Beschränkung folgende Annahmen treffen:

• q0 ∈ Q∃.

• Es gibt keinenÜbergang ausqf heraus.

• T wechselt in jedem Schritt vonQ∀ nachQ∃ ∪ {qf} oder vonQ∃ nach
Q∀ ∪ {qf}.

• In jedem Schritt hatT , entsprechendδ genau 2 Möglichkeiten (Wahl 1 bzw.
Wahl 2).

• Das Zeichen, welches unter dem Kopf vonT beimÜbergang in den Endzu-
standqf auf dem Band steht, sei$.

Im Folgenden konstruieren wir ein inverses MonoidFIM(Γ)/P mit idempoten-
ter PräsentationP , sowie Wörteru, v ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗ so, dass ein Wortw ∈ Σ∗

genau dann vonT erkannt wird, wennu = v in FIM(Γ)/P . Dazu codieren wir
eine Konfiguration vonT zunächst in ein Wort über dem AlphabetΓ ∪ Γ−1 und
schließlich in einen Munnbaum. Sei dazu

Γ = Σ ∪ (Q× Σ) ∪ {a1, a2, b1, b2,#},

disjunkte Vereinigung.

Eine Konfigurationc vonT ist ein Tupel

(wl, (q, a), wr),
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mit wl, wr ∈ Σ∗, a ∈ Σ undq ∈ Q.

Wir fassenc als ein Wort der Form#Σ∗(Q × Σ)Σ∗# in Γ∗ auf. Wobeiwl in das
ersteΣ∗ nach dem# codiert wird,wr in das entsprechend letzte. Ist alsow ∈ Σ∗

ein Eingabewort undm der Platz (polynomiell abhängig von der Länge vonw),
denT benötigt, umw abzuarbeiten, so ist eine Konfiguration vonT während der
Abarbeitung vonw ein Wort aus der Menge

m−1⋃

i=0

#Σi(Q× Σ)Σm−i−1# ⊆ Γm+2.

Die Übergänge vonT sollen nun als Wortersetzungen inΓ angegeben werden.

Offenbar hängt eine Konfigurationc = (wlx, (q, a), ywr), mit x, y ∈ Σ, zum
Zeitpunktt lediglich von den Konfigurationencl = (wl, (q

′, x′), aywr) undcr =
(wlxa, (q

′′, y′), wr) zum Zeitpunktt−1 ab. So übersetzen wir einenÜbergang wie
folgt:

Wir schreibenc1c2c3
j
→ c, j ∈ {1, 2}, falls drei aufeinander folgende Zeichen

einer Konfiguration aus
⋃m−1

i=0 #Σi(Q×Σ)Σm−i−1# ⊆ Γm+2 die Sequenzc1c2c3
an den Positioneni− 1, i, i+ 1 beinhalten und nacḧUbergang vonT mit Wahl j
an der Positioni ein c steht.

Wir schreibenc1c2c3
∃
→ (d1, d2) für c1, c2, c3, d1, d2 ∈ Σ∗ ∪ (Q× Σ) ∪ {#} falls

einer der folgenden Fälle gilt:

• c1c2c3 ∈ {ε,#}Σ∗(Q∃ × Σ)Σ∗{ε,#}, undc1c2c3
j
→ dj für j ∈ {1, 2}

• c1c2c3 ∈ {ε,#}Σ∗{ε,#} undd1 = d2 = c2.

Analog schreiben wirc1c2c3
∀
→ (d1, d2), falls einer der beiden obigen Fälle gilt,

wobei im ersten PunktQ∃ durchQ∀ ersetzt wird.

Im zweiten Schritt codieren wir eine Konfigurationc in einen Munnbaum also in
einen endlichen Teilgraphen von FG(Γ). Genauer, seic = #c1c2 · · · cm# ∈ Γ∗

undT befindet sich in einem Zustand ausQ∃, so soll der entsprechende Munn-
baum wie folgt aussehen:

ai ai ai

# c1 c2 cm #. . .



4.2. Der uniforme Fall 51

wobeii ∈ {1, 2}, je nach Wahl.

Befindet sichT in einem Zustand ausQ∀, so sieht der der Konfigurationc =
#c1c2 · · · cm# ∈ Γ∗ zugeordnete Munnbaum genauso aus, lediglich diea′is wer-
den durch Kantenmarkierungenbi ersetzt:

bi bi bi

# c1 c2 cm #. . .

Wir wollen erreichen, dass, um Gleichheit zweier Wörter inM zu überprüfen,
der kompletter Berechnungsbaum vonT aufgebaut werden muss. Sei dazuw =
w1w2 · · ·wn mit wi ∈ Σ ein Eingabewort, welchesT mit Platzm = p(n) (für ein
Polynomp) berechnet (wir setzenw = w1w2 · · ·wm, mit wi = �, das Blanksym-
bol vonT , für i ∈ {n+ 1, . . . , m}).

Zunächst geben wir die beiden Wörteru undv durch ihre Munnbäume an (σ(u)
undσ(v) seien idempotent, alsor(u) = r(v) = ǫ):

1

a1

a1

...

a1

#

(q0, w1)

w2

wm

1
a1

a1

...

a1

#

cf (q0, w1)

w2

wm

wobeicf = (qf , $). Der linke Baum sei der MunnbaumMT(u) vonu, der rechte
der Munnbaum vonv.

Um die mitcf = (qf , $) markierte Kante (im Abschluss des Munnbaums vonu)
zu erhalten (die einzige, durch die sichMT(u) undMT(v) unterscheiden) wer-
den wir mit den im folgenden angegebenen Gleichungen fürP erreichen, dass der
komplette Berechnungsbaum vonT für den Erhalt dieser Kante aufgebaut wer-
den muss. Die Gleichungen inP spiegeln nun̈Ubergänge der TuringmaschineT
wider.
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Sei zunächstx ∈ {a1, a2, b1, b2}. Wir geben die rechte und linke Seite von Glei-
chungen ausP jeweils durch die entsprechenden Munnbäume an (man beachte,
dassMT(e) ⊆ MT(f), der Munnbaum der linken Seite ein Teilbaum des Munn-
baums der rechten Seite ist). Die reduzierten Wörter sind (da idempotent) alle
gleichǫ.

Folgende idempotente Gleichungen gehören zuP :

1

x

# 1

x

xm

#

#

=

Für dieÜbergängec1c2c3
∃
→ (d1, d2) undc1c2c3

∀
→ (d1, d2) sind für alle0 ≤ k ≤

m− 1 folgende Gleichungen inP :

1 c1

c2

c3

#

ai

ai

ak
i

1 c1

c2

c3

#

ai

ai

ak
i

bm−k
1

bm−k
2

d1 d2

=

1 c1

c2

c3

#

bi

bi

bki

1 c1

c2

c3

#

bi

bi

bki

am−k
1

am−k
2

d1 d2

=

Schließlich benötigen wir noch Gleichungen, die dafür sorgen, dass diecf -Kante,
nachdemw akzeptiert wurde, auch im Abschluss des Munnbaums vonu vor-
kommt. Dazu benötigen wir zunächst folgende Gleichungen:

1

cf

x

x

1

cf

cfx

x
=

1

cf

ai

bj

1

cf

cf

ai

bj

=



4.2. Der uniforme Fall 53

wobei i, j ∈ {1, 2} undx ∈ {a1, a2, b1, b2}. Wir erinnern, dass dieai-Kanten zu
den∃-Zuständen korrespondieren. Für diebi-Kanten benötigen wir entsprechend,
dass man durch alle (beide) Wahlen (Q∀-Zustände) in einen Endzustand (symbo-
lisiert durchcf ) gelangt.

Dies wird durch folgende Gleichungen sichergestellt:

1

bi
a1 a2

cf cf

1

bi
a1 a2

cf

cf cf

=

Durch die Konstruktion haben wir nun erreicht, dassT ein Wortw akzeptiert ge-
nau dann, wennMT(v) ⊆ clP (MT(u)), wegenMT(u) ⊆ MT(v) gilt schließlich
clP (MT(v)) = clP (MT(u)) und damit folgt mit Bemerkung 3.5.1 die Behaup-
tung.

�



Kapitel 5

Die Komplexität des Wortproblems
für IM(G)/P

In diesem Kapitel beweisen wir die Entscheidbarkeit des Wortproblems in Linear-
zeit für inverse MonoideIM(G)/P mit endlich idempotenter PräsentationP und
virtuell freier GruppeG. Im Gegensatz zum Beweis im Kapitel 4 erfolgt dieser
Beweis direkt und ohne die Hilfe von Rabins Baumtheorem. Dadurch wird der
Beweis etwas länger, wir können das Resultat aber auch gleich für eine größere
Klasse inverser Monoide beweisen.

5.1 Virtuell freie Gruppen

In diesem Kapitel bezeichnen wir mitG eine unendliche, endlich erzeugte virtuell
freie Gruppe. Mit anderen Worten,G besitzt eine endlich erzeugte nicht-triviale
freie UntergruppeF von endlichem Index inG. Wir wählen eine endliche Teil-
menge vonG (wir bezeichnen diese von nun an mitH) so, dass1 ∈ H undG als
disjunkte Vereinigung

G =
⋃

h∈H

Fh

geschrieben werden kann. SeiΓ eine minimale Menge von Erzeugern der freien
GruppeF . Da die Menge der reduzierten Wörter ausΓ ∪ Γ−1 in 1–1-Beziehung
mit F steht kann offenbar jedes Element vonG eindeutig in der Form̂uh, mit
reduziertem̂u ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗ undh ∈ H, geschrieben werden.

54
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Es ist leicht zu sehen, dass diese Normalform in Linearzeit berechnet werden
kann. Genauer berechnet man diese mit Hilfe eines endlichenvollständigen Ter-
mersetzungssystems über dem Alphabet∆ = Γ ∪ Γ−1 ∪H:

aa−1 → 1, a ∈ Γ ∪ Γ−1,

ha → u(h, a)g(h, a), h ∈ H, a ∈ Γ ∪ Γ−1,

hh′ → u(h, h′)g(h, h′), h, h′ ∈ H.

Hierbei istu(h, a), u(h, h′) ∈ (Γ∪Γ−1)∗ undg(h, a), g(h, h′) ∈ H ist so gewählt,
dassha = u(h, a)g(h, a) undhh′ = u(h, h′)g(h, h′) in der GruppeG gelten.

Ferner können wir die1 ∈ H entweder (durch eine weitere Regel) mit dem leeren
Wort identifizieren oder wir fassen die1 ∈ H als einen ausgezeichneten Buchsta-
ben von∆ auf und arbeiten über nichtleeren Wörtern aus∆. Letztere Sichtweise
ist für dieses Kapitel die geeignetere.

Lesen wir nun einen Eingabestring aus∆, so beschreibt obiges System im We-
sentlichen die Arbeit eines deterministischen Kellerautomaten. Man sieht damit
schnell das bekannte Resultat der Lösbarkeit des Wortproblems für virtuell freie
GruppenG in Linearzeit. Dies ist der erste Punkt (siehe Theorem 3.4.1) zum Be-
weis der Existenz eines Linearzeitalgorithmus für die Entscheidbarkeit des Wort-
problems fürIM(G)/P .

Im Folgenden ist die GruppeG nicht Teil der Eingabe, weshalb wir die Größen
von ∆ und des obigen Ersetzungssystems als Konstanten auffassenkönnen. Ist
insbesonderew ∈ ∆+ ein Wort der Längen, dann hat seine Normalform̂uh ∈
(Γ∪Γ−1)∗H höchstens die Längecnwobeic eine feste Konstante ist, die lediglich
vonG abhängt.

Wir stellen ein Element(U, g) ausIM(G) wie folgt dar (für den Linearzeit-Algo-
rithmus): Gegeben wird das Paar(U, g) durch eine alternierende Sequenz

(a1, b1, . . . , an, bn),

mit n ≥ 1, ai ∈ ∆, bi ∈ {0, 1} für 1 ≤ i ≤ n. Wir lesen ein Wort aus∆∗ als ein
Element vonG und definieren danng = a1 · · ·an und

U = {a1 · · ·ai | bi = 1, 1 ≤ i ≤ n}.

Wir erinnern daran, dassU nicht notwendig zusammenhängend sein muss. Des-
wegen nutzen wir die Bitsbi. Damit wird aus dem Paar({1}, 1) ausIM(G) die
Sequenz(1, 1) wobei die linke1 ∈ H ein Buchstabe aus∆ ist und die rechte
1 ∈ {0, 1} gerade das Bit, welches anzeigt, dass1 ∈ H in der Sequenz liegt.
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Die Darstellung einer Regel(E,E ′) ∈ P erfolgt wieder durch eine Sequenz
(a1, b1, . . . , an, bn) hier mit n ≥ 1, ai ∈ ∆, bi ∈ {0, 1, 2} für 1 ≤ i ≤ n. Da-
zu definieren wir:

E = {a1 · · ·ai | bi = 1, 1 ≤ i ≤ n},

E ′ = {a1 · · ·ai | bi ≥ 1, 1 ≤ i ≤ n}.

5.2 Ersetzungen über endlichen Teilmengen

Wegen Theorem 3.4.1, Lemma 3.4.1 und den Ausführungen im Abschnitt 5.1
genügt es zur Lösung des Wortproblems vonIM(G) folgendes Problem zu be-
trachten: SeiP eine endliche Menge von Paaren(E,E ′) mit E ⊆ E ′ ⊆ G und
endlichen MengenE,E ′.

EINGABE: Zwei endliche MengenU,U ′ ⊆ G.
AUSGABE: Gibt es einV ⊆ G so, dassU

∗
⇒
P
V undU ′ ⊆ V ?

Wir benötigen ein weiteres Konzept, welches ein entscheidendes Hilfsmittel im
Rest des Kapitels sein wird: Zu gegebener TeilmengeW ⊆ G definieren wir die
Ersetzungsrelation⇒

P,W
mit U ⇒

P,W
U ′ für U,U ′ ⊆ G falls es eing ∈ W und

(E,E ′) ∈ P gibt so, dassgE ⊆ U undU ′ = U ∪ gE ′.

Wir verlangen nicht, dass1 ∈ E oder1 ∈ E ′ liegt, weswegeng auch außerhalb
vonU liegen kann.

Auch die Relation⇒
P,W

ist stark konfluent. Ist jedoch zudem die MengeW endlich,

dann ist⇒
P,W

terminierend. Das heißt jede KetteU
∗
⇒
P,W

U1
∗
⇒
P,W

U2
∗
⇒
P,W

· · · wird

stationär. Dies ist klar, weilU1 ⊆ Ui ⊆ Ui+1 für alle i. Das heißt jedesUi in dieser
Kette ist eine Teilmenge der endlichen Menge

U ∪
⋃

g∈W,

(E,E′)∈P

gE ′.

Das heißt aber auch, sindU undW endlich dann gibt es eine eindeutige endliche
TeilmengeÛ ⊆ G so, dass
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• U
∗
⇒
P,W

Û und

• ausU
∗
⇒
P,W

U ′ folgt U ′ ∗
⇒
P,W

Û .

Die TeilmengeÛ ist eine Normalform für das Ersetzungssystem⇒
P,W

. Wir schrei-

ben auchU
max
⇒
P,W

Û um zu sagen, dass auŝU
∗
⇒
P,W

U ′ bereitsÛ = U ′ folgt (das

heißtÛ ist die größte MengeU ′ (bezüglich Inklusion) so, dassU
∗
⇒
P,W

U ′).

5.3 Vorberechnungen

In diesem Abschnitt transformieren wir das EingabesystemP in ein größeres Sys-
tem P∞ welches dann verwendet wird, um das Wortproblem fürIM(G)/P zu
lösen. Wie wir später sehen werden, führt dies zu einem optimalen Algorithmus.

Eine TeilmengeS ⊆ F der freien GruppeF heißt suffixabgeschlossen, falls für
alle reduzierten Wörteruv ∈ S gilt, dassv ∈ S.

SeiP , wie zuvor, eine endliche Liste von Paaren(E,E ′). Im ersten Schritt unserer
Vorberechnungen ermitteln wir eine suffixabgeschlossene MengeS ⊆ F so, dass

⋃

(E,E′)∈P

HE ′ ⊆ SH.

Die Berechnung einer geeigneten MengeS ⊆ F ist in Polynomialzeit in der
Größe vonP möglich ist.

Der wichtigste Punkt ist, dass wennx ∈ gE ′ für ein g ∈ G und(E,E ′) ∈ P ist,
dann können wirx wie folgt erreichen: Wir schreibeng = fh mit f ∈ F und
h ∈ H und erhaltenx ∈ fSH. Dadurch können wir schließlich die Relation⇒

P

durch eine Relation⇒
P0,F

ersetzen. Das heißt, ein Großteil der Berechnungen kann

über einer Baumstruktur ausgeführt werden: dem Cayleygraph vonF .

Die nächsten Schritte sind aufwändig, genauer kosten sieexponentielle Zeit in der
Größe vonP . Wegen Abschnitt 4.2 (untere Schranke für das uniforme Wortpro-
blem fürFIM(Γ)/P ) ist dies jedoch nicht zu vermeiden.

Wir definieren zunächst ein SystemP0 wie folgt:

P0 = {(B,B′) | B ⊆ B′ ⊆ SH, B ⇒
P
B′}.
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Lemma 5.3.1 SeienU,U ′ ⊆ G. Dann giltU ⇒
P
U ′ genau dann wennU ⇒

P0,F
U ′.

Beweis:SeiU ⇒
P0,F

U ′. Per Definition gibt es also einf ∈ F und (B,B′) ∈ P0

mit fB ⊆ U undU ′ = U ∪ fB′. Auf der anderen Seite, daB ⇒
P
B′ gibt es ein

g ∈ G und(E,E ′) ∈ P mit gE ⊆ B undB′ = B ∪ gE ′. Wir erhalten insgesamt
fgE ⊆ U (dafB ⊆ U undgE ⊆ B) undU ′ = U ∪ fgE′ (daU ′ = U ∪ fB′,
B′ = B ∪ gE ′ undfB ⊆ U). Per Definition ist damitU ⇒

P
U ′.

Um die andere Richtung zu zeigen, seiU ⇒
P
U ′. Für einf ∈ F , h ∈ H und

(E,E ′) erhalten wirfhE ⊆ U undU ′ = U ∪ fhE′. Es ist

hE ⊆ hE ′ ⊆ SH,

per Definition vonS, undhE ⇒
P
hE′. Deshalb ist(hE, hE′) ∈ P0 und damit

U ⇒
P0,F

U ′. �

Sei im folgendenΣ = Γ ∪ Γ−1 undΣ1 = Σ ∪ {1}. Mit anderen Worten,Σ1 ist
der Ball vom Radius1 im Cayleygraph vonF . Da Σ1 endlich ist (tatsächlich ist
die Größe konstant) können wir den Begriff der Normalformwie im vorangegan-
genem Abschnitt verwenden. Wir erinnern, dassB

max
⇒

Pi,Γ1

B̂ die MengeB̂ in B

bezüglich des SystemsPi definiert.

Seieni ≥ 0 undPi als ein System von Paaren(B,B′) mit B ⊆ B′ ⊆ SH bereits
definiert. Dann definieren wirPi+1 wie folgt:

Pi+1 = {(B,B′) | B ⊆ SH, B′ = B̂ ∩ SH, B
max
⇒

Pi,Γ1

B̂}.

Wir bemerken, dass es genau2|SH| Regeln inPi+1 gibt. Die Berechnung vonPi+1

(und der entsprechenden Darstellung) ist aufwändig, kannjedoch noch in expo-
nentieller Zeit in der Größe vonP durchgeführt werden. Wir bemerken, dass falls
(B,B′) ∈ Pi dann gibt es genau eine TeilmengeB′′ ⊆ SH so, dassB′ ⊆ B′′

und (B,B′′) ∈ Pi+1. Dies gilt da1 ∈ Σ1. Wir benötigen das folgende wichtige
Lemma.

Lemma 5.3.2 Seii ≥ 0 und seienU,U ′ endliche Teilmengen vonG. Dann sind
folgende Aussagen̈aquivalent:

1. ∃V : U
∗
⇒
P
V undU ′ ⊆ V .
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2. ∃V ′ : U
∗
⇒
Pi,F

V ′ undU ′ ⊆ V ′.

Beweis:Die Äquivalenz gilt füri = 0 daU ⇒
P
U ′ äquivalent ist zuU ⇒

P0,F
U ′

(siehe Lemma 5.3.1).

Sei alsoi ≥ 0 und sei zunächstU
∗
⇒

Pi,F
V . Wir müssen zeigen, dass es einV ′ mit

U
∗
⇒

Pi+1,F
V ′ undV ⊆ V ′ gibt. Dies ist jedoch klar, da für alle(B,B′) ∈ Pi ein

(B,B′′) ∈ Pi+1 existiert mitB′ ⊆ B′′.

Es bleibt, die andere Richtung zu zeigen. Wir nehmen an, dassU
∗
⇒

Pi+1,F
V ′. Es

genügt zu zeigen, dass wir einV mit V ′ ⊆ V und U
∗
⇒
Pi,F

V finden können.

Dazu seiP̂ = {(B,B′) | B ⊆ SH,B
max
⇒

Pi,Γ1

B̂}. Offenbar gibt es für jedes

(B, B̂) ∈ Pi+1 nun ein(B, B̂) ∈ P̂ mit B′ ⊆ B̂. Damit erhalten wir für eine
TeilmengeV ′′ dassU ⇒

bP,F

V ′′ undV ′ ⊆ V ′′. Es genügt daher, einV mit U
∗
⇒

Pi,F
V

undV ′′ ⊆ V zu finden. Dies ist jedoch trivial, da mit(B,B′) ∈ P̂ folgt, dass
B

∗
⇒

Pi,F
B̂. �

Wir erinnern daran, dass(B,B′) ∈ Pi die Existenz einer eindeutigen Regel

(B,B′′) ∈ Pi+1 mit B ⊆ B′ ⊆ B′′ ⊆ SH

impliziert. Es gibt höchstens exponentiell viele Regeln und jede Regel kann sich
exponentiell oft ändern, wenn der Indexi ansteigt. Das heißt, nach einer Berech-
nung in Exponentialzeit haben wir einen Indexi ≥ 0 gefunden so, dassPi = Pi+1.
Wir beenden hier die Phase der Vorberechnung und definierenP∞ = Pi. Das heißt
für alle (B,B′) ∈ P∞ haben wirB′ = B̂ ∩ SH wobeiB

max
⇒

P∞,Γ1

B̂.

Wir müssen nun das folgende Problem entscheiden.

EINGABE: Zwei endliche MengenU,U ′ ⊆ G.
AUSGABE: Gibt es einV ⊆ G so, dassU

∗
⇒

P∞,F
V undU ′ ⊆ V ?
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5.4 Die Lösung des Wortproblems

Wir halten in diesem Abschnitt die folgende Notation fest: SeienP undP∞ wie
zuvor, wir betrachten die beiden endlichen TeilmengenU,U ′ ⊆ G. Es gibt eine
suffixabgeschlossene MengeS ⊆ F so, dass aus(B,B′) ∈ P∞ folgt, dassB ⊆
B′ ⊆ SH. SeiW ⊆ F ein Teilbaum des Cayleygraphen vonF mit

{1} ∪ U ∪ U ′ ⊆WSH.

SeiÛ definiert durchU
∗
⇒

P∞,W
Û .

Wir beweisen das folgende Theorem, welches das WortproblemvonIM(G)/P im
Wesentlichen auf das Problem der Berechnung vonÛ reduziert.

Theorem 5.4.1 SeienU , U ′ und Û wie oben. Dann sind die beiden folgenden
Aussagen̈aquivalent:

(1) ∃V : U
∗
⇒
P
V undU ′ ⊆ V ,

(2) U ′ ⊆ Û .

Die Richtung von (2) nach (1) haben wir bereits in Lemma 5.3.2gesehen: Sei
U ⊆ Û . Per Definition istU

∗
⇒

P∞,W
Û , insbesondere gibt es einV wie in Lemma

5.3.2. Mit dem Lemma 5.3.2 folgt die Existenz einesV mit U ′ ⊆ V undU
∗
⇒
P
V .

Der schwierige Teil ist, die Richtung von (1) nach (2) zu zeigen. Dem werden wir
uns im Rest des Abschnitts widmen.

Wir benötigen dazu folgende Notation: Für eine TeilmengeV ⊆ G und ein Ele-
mentf ∈ F definieren wir die Ableitung

V ◦ f = V ′,

durchV ′ = V ∪ fB′, wobei(B,B′) ∈ P∞ undfB = V ∩ fSH.

Wir bemerken, dassV ◦f für alleV ⊆ G undf ∈ F definiert ist, da alle Teilmen-
gen vonSH als linke Seite einer Regel ausP∞ vorkommen. Offenbar folgt aus
V ′ = V ◦ f , dassV ⇒

P∞,F
V ′ und umgekehrt folgt ausV ⇒

P∞,F
V ′ dassV ′ ⊆ V ◦ f

für einf ∈ F .
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Aus dem vorangegangenem Abschnitt wissen wir, dassU ′ ⊆ V undU
∗
⇒
P

V

für ein V genau dann gilt, falls es eine Sequenz(f1, . . . , fm) mit fi ∈ F für
1 ≤ i ≤ m gibt so, dass

U ′ ⊆ Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fm.

DaU ′ ⊆ WSH (per Definition vonW ) genügt es, für den Beweis von Theorem
5.4.1, das folgende Lemma zu beweisen.

Lemma 5.4.1 Seienf1, . . . , fm ∈ F . Dann ist

WSH ∩ Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fm ⊆ Û .

Zunächst beschränken wir uns auf einen Spezialfall von Ableitungen - baumartige
Ableitungen:

Definition 5.4.2 Eine AbleitungÛ ◦ f1 ◦ · · · ◦ fm heißt baumartig, falls folgende
Bedingungen gelten:

1. W = {f1, . . . , fn} für einn ≤ m.

2. fi /∈ {f1, . . . , fi−1} für 1 ≤ i ≤ m.

3. Für alle 1 ≤ i ≤ m gibt es einj ∈ {1, . . . , i − 1} und eina ∈ Γ mit
fja = fi in F .

Die obigen Bedingungen besagen, dass{f1, . . . , fi} für alle i einen Teilbaum der
Größei des Cayleygraphen vonF bildet, welcherW für n ≤ i ≤ m enthält.
Ferner istm ≥ |W | = n.

Die nächste Aussage ist das Schlüssellemma dieses Kapitels. Es besagt, dass wenn
eine rechte Seite einer Regel in einer Teilmenge vorkommt, diese Teilmenge un-
verändert bezüglich weiterer Ableitungen bleibt (bei baumartigen Ableitungen).
Genauer:

Lemma 5.4.3 SeiÛ ◦ f1 ◦ · · · ◦ fm eine baumartige Ableitung. F̈ur 1 ≤ i ≤ m
definieren wirB(i) als Teilmenge vonSH durch:

fiB(i) = fiSH ∩ Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fi.

Dann gilt:
fiB(i) = fiSH ∩ Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fm.
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Beweis: Die Aussage ist trivial fürm = n da Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fn = Û , wegen
W = {f1, . . . , fn} undÛ

max
⇒

P∞,W
Û .

Sei alsom > n undV = Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fm−1. Wir bemerken, dassV ⊆
⋃

fiSH .
Wir müssen zeigen, dass

fiB(i) = fiSH ∩ V ◦ fm,

für alle 1 ≤ i ≤ m. Dies gilt für i = m per Definition vonfiB(i). Wir nehmen
per Induktion an, dassfiB(i) = fiSH ∩ V für alle 1 ≤ i < m. Wir wählen
j ∈ {1, . . . , m − 1} und a ∈ Γ so, dassfja = fm in F . Angenommen, dass
fiSH ∩ fmSH 6= ∅ für ein1 ≤ i < m. Dann istfix = fmy für gewissex, y ∈ S.

fi

fj

fm

a

{f1, . . . , fm−1}

Da der Cayleygraph vonF ein Baum ist, geht der kürzeste Pfad vonfi nachfm

überfj . Das heißtfix = fmy = fjz, wobeiz entweder ein Suffix vonx oder ein
Suffix vony ist.

fix = fmy

fi fj fm

DaS suffixabgeschlossen ist folgt, dassz ∈ S und damitfiSH ∩fmSH ⊆ fjSH
für alle1 ≤ i < m. Es folgt, dass

fmSH ∩ V ⊆ fmSH ∩
⋃

i<m

fiSH ⊆ fjSH.

Damit istfmSH ∩ V ⊆ fjSH ∩ V = fjB(j). Wir haben also

V ◦ fm = V ∪ (fjB(j)) ◦ fm.

Nun ist,(fjB(j)) ◦ fm = fj(B(j) ◦ a), weil fm = fja (wir setzenfj = f−1
j b(j),

d.h. wir verschiebenB(j) in die 1 zurück und erhalten so eine rechte Seite einer
Regel ausP∞). Deshalb (B(j) ist rechte Seite einer Regel ausP∞) ist

B(j) ◦ a ∩ SH = B(j)
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per Definition vonP∞. Es folgt, dass

(fjB(j)) ◦ fm ∩ fjSH = fj(Bj ◦ a ∩ SH) = fjBj

und deshalb

V ◦ fm ∩ fjSH = (V ∪ (fjB(j)) ◦ fm) ∩ fjSH

= (V ∩ fjSH) ∪ ((fjB(j)) ◦ fm ∩ fjSH)

= (V ∩ fjSH) ∪ fjBj

= V ∩ fjSH

= fjBj ⊆ V.

Wir erhalten für1 ≤ i < m:

V ◦ fm ∩ fiSH = (V ∩ fiSH) ∪ (V ◦ fm ∩ fiSH ∩ fmSH)

⊆ fiB(i) ∪ (V ◦ fm ∩ fiSH ∩ fjSH)

⊆ fiB(i) ∪ (fiSH ∩ V )

= fiB(i).

Da jedochfiB(i) ⊆ V ◦ fm ∩ fiSH folgt schließlichfiB(i) = V ◦ fm ∩ fiSH.

�

Das folgende Lemma zeigt, dass wir uns auf baumartige Ableitungen beschränken
können.

Lemma 5.4.4 Seig1, . . . , gk ∈ F . Dann gibt es eine baumartige AbleitunĝU ◦
f1 ◦ · · · ◦ fm so, dass:

Û ◦ g1 ◦ · · · ◦ gk ⊆ Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fm.

Beweis:Offenbar gilt für alleg ∈ F :

Û ◦ g1 ◦ · · · ◦ gk ⊆ Û ◦ g ◦ g1 ◦ · · · ◦ gk.

Deshalb können wir{g1, . . . , gk} durch eine größere Menge ersetzen und dann
annehmen, dass für eine baumartige AbleitungÛ ◦ f1 ◦ · · · ◦ fm gilt, dass

{g1, . . . , gk} = {f1, . . . , fm}

undgi = fi für 1 ≤ i ≤ m.
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Um zu zeigen, dasŝU ◦ g1 ◦ · · · ◦ gk ⊆ Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fm, sei per Induktion
Û ◦ g1 ◦ · · · ◦ gk−1 ⊆ Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fm. Damit genügt es zu zeigen, dass

Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fm ◦ gk ⊆ Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fm.

Es ist jedochgk = fi für ein1 ≤ i ≤ m.

SeiV = Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fm. Wir zeigen dassV ◦ fi = V für alle 1 ≤ i ≤ m. Wie
in Lemma 5.4.3 seifiB(i) = fiSH ∩ Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fi. Dann besagt Lemma 5.4.3
dassfiSH ∩ V = fiB(i). Wir erhalten

V ◦ fi = V ∪ (fiB(i)) ◦ fi = V ∪ fiB(i) = V.

�

Wir können nun Lemma 5.4.1 beweisen:

Beweis:Wegen Lemma 5.4.4 können wir annehmen dassÛ◦f1◦· · ·◦fm baumartig
ist. Jedes Element ausWSH ist in einemfiSH für 1 ≤ i ≤ n enthalten. Wegen
Lemma 5.4.3 erhalten wir

fiSH ∩ Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fm = fiSH ∩ Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fi.

Es ist jedochi ≤ n und damitÛ ◦ f1 ◦ · · · ◦ fi = Û , deshalb ist

WSH ∩ Û ◦ f1 ◦ · · · ◦ fm ⊆ Û .

Dies beweist Lemma 5.4.1 und auch Theorem 5.4.1. �

5.5 Berechnung in Linearzeit

Sei von nun an,G eine virtuell freie Gruppe undP ein endliches, fest gegebe-
nes System von Gleichungen. Zunächst haben wir das SystemP∞ und eine suf-
fixabgeschlossene MengeS ⊆ F vorberechnet mitB ⊆ B′ ⊆ SH, für alle
(B,B′) ∈ P∞.

Das Wortproblem erhält als Eingabe die beiden MengenU,U ′ ⊆ G. Wir nehmen
an, dass diese wie in Abschnitt 5.1 als alternierende Sequenzen gegeben sind. Wir
arbeiten auf einer RAM, wir können also Zeiger (wie etwa beider Darstellung der
Munnbäume für den Linearzeitalgorithmus für das Wortproblem vonFIM(Γ)/P
im Kapitel 4) nutzen, um Teilbäume des Cayleygraphen vonF darzustellen. DaS
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undH als Konstanten aufgefasst werden, kann ein TeilbaumW in Linearzeit in
der Eingabegröße vonU undU ′ realisiert werden, so dass für diesen TeilbaumW
gilt:

{1} ∪ U ∪ U ′ ⊆WSH.

Wir müssen nunU
max
⇒

P∞,W
Û in linearer Zeit berechnen. Der abschließende Test, ob

U ′ ⊆ Û kann in linearer Zeit durchgeführt werden, indemU ′ noch einmal gelesen
wird.

Um U
max
⇒

P∞,W
Û zu berechnen bilden wir eine ListeL = (f1, . . . , fn) die zunächst

alle Elemente vonW enthält.

SolangeL nicht leer ist, führen wir folgende Schritte aus: Seif das erste Element
vonL.

• Entfernef von der ListeL.

• Berechne eine MengeB so, dassfB = fSH ∩ U in konstanter Zeit.

• Finde, durch Table–Lookup inP∞, eine MengeB′ mit (B,B′) ∈ P∞.

• FallsB 6= B′ dann ersetzeU durchU ∪ fB′ in konstanter Zeit und füge die
Elementeg ∈W zur ListeL hinzu, diegSH∩fB′ 6= ∅ undg 6= f erfüllen.
Dazu müssen wirW ∩ fB′S−1H−1 berechnen. Dieses Hinzufügen kann in
konstanter Zeit erfolgen.

• IstB = B′ so tue nichts.

Ist die ListeL leer, so gilt (für das während obiger Schritte veränderteU) U = Û .
Bevor wir dies beweisen, analysieren wir zunächst die Komplexität.

Die inneren Teile der Schleife können in konstanter Zeit ausgeführt werden. Das
heißt, uns bleibt eine obere Schranke für die Anzahl der Schleifenbesuche an-
zugeben. Nach jeder Schleife ist die ListeL entweder kürzer oder wir haben ihr
weniger alsc Elemente zugefügt, wobeic = |S|2|H| eine Konstante ist. Wir geben
durch

ω = c|WSH\U | + |L|,

ein Gewichtω für Paare(U,L) an. Hierbei sei|L| die Länge der ListeL. Das
Gewicht ist eine natürliche Zahl und zu Beginn gleich(c + 1)|WSH|. Dies ist
linear in der Eingabegröße vonU undU ′. Wir zeigen nun, dass dieses Gewicht in
jeder Runde tatsächlich kleiner wird.
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Innerhalb der Schleife gibt es zwei Fälle: entwederB = B′ oderB 6= B′. Falls
B = B′, dann wurdeU nicht verändert aber|L| verringert sich um1. IstB 6= B′,
dann wirdU größer. Wir haben noch immerU ⊆ WSH und die Größe von
|WSH\U | verringert sich um mindestens1. Damit verringert sich das Gewicht
mindestens um den Betragc, aber wir fügen zuL weniger alsc Elemente hinzu.
Mit anderen Worten, das Gewicht fällt um mindestens1. Das heißt nach spätestens
(c+ 1)|WSH\U | Runden ist die ListeL leer.

Bleibt zu zeigen, dass wir̂U berechnet haben. Wir zeigen dazu: Nach jeder Schlei-
fenrunde enthält die ListeL alle Elementeg ∈ W , so dassU ◦ g 6= U . (Wir sind
fertig, wennU durch Ableiten mit Elementen ausW nicht mehr vergrößert wer-
den kann.) Dies gilt offenbar bereits am Anfang, daL zu diesem Zeitpunkt alle
Elemente vonW enthält.

Sei nunf das erste Element vonL, und f wurde in der Schleife gerade ausL
entfernt. Innerhalb der Schleife haben wirU durchU ◦f ersetzt und daU ◦f ◦f =
U ◦ f benötigen wirf nicht mehr inL (durch weiteres Ableiten (in dieser Runde)
mit f würde sich anU nichts ändern). Das heißt, istU = U ◦ f , so ändert sich
nichts. Wir können also annehmen, dassU durchU ∪ fB′ mit B 6= B′ ersetzt
wurde.

Ist nun
(U ∪ fB′) ◦ g 6= U ∪ fB′,

für ein g ∈ W dann istg 6= f und entwederU ◦ g 6= U odergSH ∩ fB′ 6= ∅.
Im ersten Fall istg noch immer in der Liste, im zweiten Fall wirdg zur ListeL
hinzugefügt. In beiden Fällen ist alsog in der ListeL nach Ende des inneren Teils
der Schleife. Ist die ListeL leer, dann istU irreduzibel bezüglich des Ersetzungs-
systems ⇒

P∞,W
ist. Wir erhaltenU = Û .

Dies zeigt, dasŝU in Linearzeit berechnet werden kann. Zusammenfassend haben
wir gezeigt:

Korollar 5.5.1 Das Wortproblem des inversen MonoidsIM(G)/P kann in Li-
nearzeit gel̈ost werden.



Kapitel 6

Strukturen mit Pr ädikat reachL

SeiM ein Monoid mit endlicher ErzeugermengeΣ undh : Σ∗ → M der kano-
nische surjektive Homomorphismus. Eine TeilmengeL ⊆ M heißt rational, falls
es eine reguläre SpracheK ∈ Σ∗ gibt, so dassL = h(K). Mit RAT(M) bezeich-
nen wir die Menge der rationalen Mengen vonM , mitB(RAT(M)) die boolesche
Algebra der rationalen Mengen vonM .

Wir führen wir für alle rationalen SprachenL ⊆ RAT(M) die RelationreachL

ein. Zwei Elementeu und v ausM stehen in der RelationreachL wenn es ein
x ∈ L gibt, so dassux = v in M .

Definition 6.0.2 SeiM ein Monoid mit ErzeugermengeΣ und1 ∈ M das neu-
trale Element vonM . Wir definieren folgende Struktur

C(M) = (M, (reachL)L∈RAT(Σ), 1), mit

reachL = {(u, v) ∈M ×M | ∃w ∈ L : uw = v}.

SeiG von nun an eine endlich erzeugte, virtuell freie Gruppe mit endlicher Er-
zeugermenge∆ = Γ ∪ Γ−1 ∪ H wie in Kapitel 5. Sei fernerP eine endlich
idempotente Präsentation inIM(G). Wir zeigen in diesem Kapitel:

Theorem 6.0.1 Die FO-Theorie vonC(IM(G)/P ) ist entscheidbar.

Bemerkung 6.0.1 Mit den gleichen Methoden können wir zeigen (siehe [33]),
dass die FO-Theorie vonFIM(Γ)/P entscheidbar ist.

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels beweisen wir ein Ergebnis, welches zum Be-
weis des Hauptresultats benötigt wird.

67
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6.1 Hilfsresultate

Es genügt, sich im Folgenden auf endliche Graphen zu beschränken. Wir geben
zwei alternative Beweise des folgenden Resultats an:

Satz 6.1.1SeiΣ eine endliche Menge undL ⊆ RAT(Σ).

Dann gibt es eine MSO-FormelReachL(x, y,X) über der Signatur bestehend aus
den bin̈aren SymbolenEa, a ∈ Σ so, dass f̈ur jeden gerichteten kantenmarkierten
Graph C = (V, (Ea)a∈Σ), alle Knotens, t ∈ V , und jede endliche Menge von
KnotenU ⊆ V gilt:

C |= ReachL(s, t, U) ⇔ Es gibt einen Pfad inC mit Anfangsknoten
s ∈ U und Endknotent ∈ U , der genau die Kno-
ten vonU besucht und, wenn die Markierungen
der Pfade als Wort ausΣ∗ gelesen werden, er-
halten wir ein Wort ausL.

Genauer giltC |= ReachL(s, t, U) genau dann, wenn es

p1, . . . , pm ∈ V und a1, . . . , am ∈ Σ

gibt, mitp1 = s, pm = t, (pi, pi+1) ∈ Eai
für i = 1, . . . , m− 1 unda1 · · ·am ∈ L,

U = {p1, . . . , pm}.

Für den ersten Beweis geben wir zunächst eine Formel an, die die Existenz eines
Pfads, der alle Knoten eines Graphen (Lemma 6.1.2) besucht,beschreibt. Dieses
einfache Konzept wird in beiden Beweisen benötigt.

Lemma 6.1.2 SeiC = (V,E) ein endlicher, gerichteter Graph. Dann gibt esüber
der SignaturE eine MSO-Formelreach(x, y,X) so, dass

C |= reach(s, t, U) ⇔ Es gibt einen Pfad inC mit Anfangsknotens und
Endknotent der genau die KnotenU ausC be-
sucht.
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Beweis: Wir nutzen hierfür die Formel reach(x, y) aus Abschnitt 2.3. Wir for-
mulieren für jeden Knotenu in U die Existenz eines Pfads vons nachu sowie
eines Pfads vonu nach t. Wir erhalten damit die folgende MSO-Formel über
C = (V,E):

reach(x, y,X) = x ∈ X ∧ y ∈ X ∧ ∀u, v ∈ X :

∧reach|X(x, u) ∧ reach|X(u, y)

∧(reach|X(u, v) ∨ reach|X(v, u)).

Gibt es einen Pfadp von x nachy der genau die Knoten ausX besucht, so ist
reach(x, y,X) offenbar erfüllt, dennx, y ∈ X, da p genau die Knoten ausX
besucht, also auch Anfangs- und Endknoten. Ferner gibt es f¨ur alleu ∈ X einen
Pfad vonx nachu bzw. vonu nachy, dax undy Anfangs- bzw. Endknoten undP
alle Knoten ausX besucht. Aus letzterem Grund gilt dann offenbar auch für alle
u, v ∈ X reach|X(u, v) ∨ reach|X(v, u).

Sei also umgekehrtreach(x, y,X) erfüllt und seip = (z1, . . . , zn) ein Pfad inC
mit zi ∈ X undz1 = x sowiezn = y. Angenommen, es existiert einw ∈ X mit
w 6= zi für alle 1 ≤ i ≤ n. Wegenw ∈ X gilt reach|X(x, w) undreach|X(w, y),
es gibt also Pfadeq und q′ von x nachw bzw.w nachy, die nur Knoten ausX
besuchen.

Nun gilt für alleu ∈ X entwederreach|X(u, w) oderreach|X(w, u), insbesondere
gilt dies auch füru = zi für alle 1 ≤ i ≤ n. Wir bezeichnen die entsprechenden
Pfade (vonzi nachw bzw. vonw nachzi) mit pi bzw.p′i für alle1 ≤ i ≤ n.

Gilt für alle zi nunreach|X(zi, w) (bzw.reach|X(w, zi)), so ist

(z1, . . . , zn−1)pn−1q
′ (bzw.(z1)qp

′
2(z2, . . . , zn))

ein Pfad vonx nachy in X, der alle Knotenzi undw besucht (wobei wir Pfade
p und q durchpq aneinander hängen, wenn der letzte Knoten vonp gleich dem
ersten Knoten vonq ist).

Andernfalls gibt es eini mit Pfadenpip
′
i+1 (bzw.p′ipi+1) so, dass

(z1, . . . , zi)pip
′
i+1(zi+1, . . . , zn) (bzw.(z1, . . . , zi+1)pi+1p

′
i(zi, . . . , zn))

Pfade vonx nachy in X sind, die alle Knotenzi undw besuchen.

Mit anderen Worten, es gibt einen Pfad vonx nachy in C, der alle Knoten vonX
besucht. �
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Zur Erinnerung möchten wir darauf hinweisen, dass für diein Abschnitt 2.3 ange-
gebene Formelreach(x, y) und die dabei benutzte Einschränkungreach|X(x, y,X)
gilt: C |= reach|U(s, t, U) genau dann wenn es einen Pfad vons nacht gibt, der
lediglich (jedoch nicht notwendig alle, im Unterschied zurFormelreach(x, y,X))
Knoten ausU besucht.

Nun geben wir eine MSO-Formel an, die die Existenz eines Pfads, der alle Kno-
ten eines Graphen besucht und dabei ein Wort aus einer Sprache abläuft. Hierzu
benötigen wir den Begriff der MSO-definierbaren Transduktion (kurz auch MSO-
Transduktion) [16, 17, 18].

Hierbei wollen wir eine StrukturS ∈ RS(SIG1) in eine StrukturT ∈ RS(SIG2),
durch Definition vonT

”
innerhalb“ vonS mittels MSO-Formeln definieren. Die

grundsätzliche Idee ist, siehe als weiteres Beispiel auchdie Umwandlung einer
Formelϕ über der Signatur vonC(Γ) in eine Formelϕ̂ über der Signatur vonTΓ

im Abschnitt 2.4, die semantische Interpretation, siehe hierzu etwa [52, 49], hier
um gewisse Aspekte erweitert.

Wir werdenT in einer Art Zwischenstruktur definieren. Diese besteht ausm Ko-
pien vonS zusammen mit einer binären Relation, welche besagt, dass zwei Ele-
mente das gleiche Element inS darstellen.

Genauer seien zunächstM,M ′ zwei Mengen undR ⊆ M × M ′ eine binäre
Relation. Die zugeordnete Abbildung zwischen den Potenzmengen2M und2M ′

bezeichnen wir ebenfalls mitR (wobeiR(m) = {m′ ∈ M ′ | (m,m′) ∈ R}).
DiesesR wird auch Transduktion vonM nachM ′ genannt. Wir fassen jedesm′ ∈
M ′ mit (m,m′) ∈ R als Bild vonm unterR auf,R ist damit eine mehrwertige
Funktion vonM nachM ′.

SeienSIG1 undSIG2 zwei relationale Signaturen. Ein definierendes Schema1 für
(SIG1, SIG2) ist ein Tupel∆def von MSO-Formeln über der SignaturSIG1:

∆def = (θP,i(x))P∈SIG2,i∈{1,...,m}n ,

wobeix ein Tupel vonn freien FO-Variablen ist, für allen = nP -stelligen rela-
tionalen SymboleP ∈ SIG2 und i = (i1, . . . , in) ∈ {1, . . . , m}n mit m > 0 (m
ist die Anzahl der oben erwähnten Kopien). Die FormelnθP,i(x1, . . . , xn) werden
auch definierende Formeln genannt.

Sei nunS = (S, (RS)R∈SIG1) eine Struktur ausRS(SIG1). Eine relationale Struk-
tur über der SignaturSIG2 wird nun inS wie folgt definiert:

T = (S × {1, . . . , m}, (PT )P∈SIG2),

1Wir verwenden eine sehr eingeschränkte Version von MSO-definierbaren Transduktionen. Für
eine allgemeinere Darstellung siehe etwa [17, 18]
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wobei für jedesn-stellige relationale SymbolP ∈ SIG2 gilt:

PT = {((s1, i1), . . . , (sn, in)) | S |= θP,(i1,...,in)(s1, . . . , sn)},

wobei((s1, i1), . . . , (sn, in)) ∈ (S × {1, . . . , m})n. DaT , für ein fest definiertes
∆def, in eindeutiger Weise mitS assoziiert werden kann, können wirf∆def(S) = T
schreiben. Die Transduktion definiert durch∆def ist damit die folgende Relation:

f∆def = {(S, T ) | f∆def(S) = T }.

Eine Transduktiong ∈ RS(SIG1) × RS(SIG1) heißt MSO-definierbar, fallsg =
f∆def für ein definierendes(SIG1, SIG2)-Schema∆def.

Ist eine Transduktionf ∈ RS(SIG1)×RS(SIG1) MSO-definierbar, so istf MSO-
kompatibel [17].

Eine MSO-Transduktionf heißt MSO-kompatibel [16, 17, 18], falls es eine total
rekursive Abbildungf ♯ (backwards translation vonf ) gibt, wobeif ♯ eine Abbil-
dung von der Menge der MSO-Sätze über der SignaturSIG2 in die Menge der
MSO-Sätze über der SignaturSIG1 ist, so dass für alle MSO-Sätzeϕ über der
SignaturSIG2 und alleS ∈ RS(SIG1) gilt:

S |= f ♯(ϕ) ⇔ f(S) |= ϕ.

Damit können wir das folgende Hilfsresultat beweisen:

Lemma 6.1.3 SeiΣ eine endliche Menge undL ⊆ RAT(Σ). Dann gibt es eine
MSO-FormelϕL über der Signatur der endlichen StrukturC = (V, (Ea)a∈Σ, s, t)
(mit binärem Symbol(Ea)a∈Σ, sowie den Konstantens undt) so, dass

C |= ϕL ⇔ Es gibt einen Pfadp = p1, . . . , pn in C und
a1, . . . , an−1 ∈ Σ) so, dassp1 = s, pn =
t, (pi, pi+1) ∈ Eai

für alle 1 ≤ i < n,
a1a2 · · ·an−1 ∈ L undV = {p1, . . . , pn}.

Beweis:SeiL ⊆ RAT(Σ) undC = (V, (Ea)a∈Σ, s, t).

Sei weiterhinA = (Q,Σ, δ, q0, F ) ein deterministischer endlicher Automat mit
L(A) = L. Wir können ohne Beschränkung annehmen, dassQ = {1, . . . , m}.
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SeiCA die StrukturCA = (V ×Q,E,∇, Is, Ft), mit

E = {((u, i), (v, j)) | ∃a ∈ Σ : (u, v) ∈ Ea ∧ δ(i, a) = j},

∇ = {((v, 1), . . . , (v,m)) | v ∈ V },

Is = {(s, q0)} und

Ft = {t} × F.

Wir wollen zeigen, dassf ⊆ RS((Ea)a∈Σ, s, t) × RS(E,∇, Is, Ft) eine MSO-
Transduktion mitf(C) = CA ist.

Dazu müssen wir die definierenden MSO-FormelnθP,(i1,...,ik)(x1, . . . , xk) (über
der Signatur vonC) für alle (k-wertigen)P aus(E,∇, Is, Ft) (der Signatur von
CA) und alle Tupel(i1, . . . , ik) ∈ Qk = {1, . . . , m}k angeben:

θE,(i,j)(x1, x2) =
∨

a∈Σ,δ(i,a)=j

Ea(x1, x2)

θ∇,(i1,...,im)(x1, . . . , xm) =

{
x1 = x2 = · · · = xm falls ij = j, 1 ≤ j ≤ m

falsch sonst

θIs,(i)(x) =

{
x = s falls i = q0

falsch sonst

θFt,(i)(x) =

{
x = t falls i ∈ F

falsch sonst

Es ist leicht zu sehen, dass diese Formeln tatsächlich die Struktur f(C) = CA
beschreibt. Damit istf MSO-kompatibel, mit anderen Worten es gibt einf ♯ so,
dass für jede MSO-Formelϕ gilt f(C) |= ϕ genau dann wennC |= f ♯(ϕ).

Wir betrachten nun die MSO-Formelψ über der Signatur vonCA:

ψ = ∃X





∀x1 · · · ∀xm :

(
∇(x1, . . . , xm) ⇒

m∨

i=1

xi ∈ X

)
∧

∃x ∈ Is ∃y ∈ Ft : x, y ∈ X ∧ reach(x, y,X)






Wobeireach(x, y,X) die Formel aus Lemma 6.1.2 ist.

Damit istf ♯ die gesuchte Formel. �

Es folgt sofort die Existenz der FormelReachL(x, y,X) über der Signatur eines
endlichen, gerichteten GraphenC: Wir können über der Signatur aus Lemma 6.1.3
mit der FormelϕL|X(X) (ϕL ist die Formel aus Lemma 6.1.3) ausdrücken, dass



6.1. Hilfsresultate 73

genau die Knoten ausX besucht werden. Damit erhalten wirReachL(x, y,X)
über der Signatur vonC.

Der zweite Beweis erfolgt direkt und kommt ohne den Begriff der MSO-defi-
nierbaren Transduktion aus. Hier werden induktiv entsprechende MSO-Formeln
definiert, dabei wird auch die Idee aus Lemma 6.1.2 genutzt.

Beweis (von Lemma 6.1.1):Der Beweis nutzt Ideen des Beweises von Kleenes
Theorem, siehe etwa [23], welches zeigt, dass erkennbare Sprachen rational sind.

SeiL ∈ Σ∗ eine reguläre Sprache die durch den nichtdeterministischen Automat
A = (Q,Σ, δ, I, F ) gegeben ist. Wir nehmen an, dassQ = {1, . . . , n}.

Unser Ziel ist die Definition einer Formel

Reach[i, j](x, y,X)

so, dass für jeden gerichteten kantenmarkierten GraphC = (V, (Ea)a∈Σ), alle
Knotens, t ∈ V und jede endlich KnotenmengeU ⊆ V gilt:

C |= Reach[i, j](s, t, U) genau dann, wenn es einen Pfadp = p0, . . . , pm in C und
einen Pfadq

0
, . . . , q

m
in A gibt mit

• p0 = s, {p0, . . . , pm} = U , undpm = t,

• (pℓ−1, pℓ) ∈ Ea, (qℓ−1, a, qℓ) ∈ δ für a ∈ Σ für alle ℓ = 1, . . . , m,

• q0 = i undqm = j.

Die gesuchte Formel des Lemmas ist dann:

ReachL(x, y,X) :=
∨

i∈I,f∈F

Reach[i, f ](x, y,X).

Zunächst definieren wir via Induktion nachk eine Formel

reach[i, j, k](x, y,X),

für welche wir die Bedingung anX abschwächen und den Automat auf die Zu-
stände{1, . . . , k}, 1 ≤ k ≤ n, einschränken.

Genauer werden wir eine Formelreach[i, j, k](x, y,X) für jeden gerichteten Gra-
phenC = (V, (Ea)a∈Σ), alle Knotens, t ∈ V und alle KnotenmengenU ⊆ V mit
den folgenden Eigenschaften angeben:

C |= reach[i, j, k](s, t, U) genau dann, wenn es einen Pfadp = p0, . . . , pm in G
und einen Pfadq0 , . . . , qm

im AutomatA gibt, mit
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• p0 = s, {p0, . . . , pm} ⊆ U , undpm = t,

• (pℓ−1, pℓ) ∈ Ea, (qℓ−1, a, qℓ) ∈ δ für a ∈ Σ für alle ℓ = 1, . . . , m,

• q0 = i, {q1, . . . , qm−1} ⊆ {1, . . . k}, undqm = j.

Fürk = 0 definieren wir:

reach[i, j, 0](x, y,X) = x, y ∈ X ∧
(x = y ∧ i = j) ∨

∨

a∈Σ,
(i,a,j)∈δ

(x, y) ∈ Ea


 .

Sei nunk ≥ 1. Sei reach[k, k, k − 1](x, y,X) per Induktion bekannt. Damit
können wir die MSO-Formelreach[k, k, k](x, y,X) als transitiven Abschluss der
Formelreach[k, k, k − 1](x, y,X) (bezüglich der Relation zwischenx undy für
festesX) definieren.

Wir haben ebenfallsreach[k, k, k − 1](u, u,X) per Induktion und deshalb haben
wir ebensoreach[k, k, k](u, u,X) für alle u ∈ X (beachte: Wir bilden oben le-
diglich den transitiven und nicht den reflexiv transitiven Abschluss).

Analog zum Beweis von Kleenes Theorem können wir nun für alle weiteren Paare
(i, j) die Formelreach[i, j, k](x, y,X) definieren:

reach[i, j, k](x, y,X) = reach[i, j, k − 1](x, y,X) ∨

∃x′ ∃y′






reach[i, k, k − 1](x, x′, X) ∧
reach[k, k, k](x′, y′, X) ∧
reach[k, j, k − 1](y′, y,X)




 .

Wir setzenreach[i, j](x, y,X) = reach[i, j, n](x, y,X), und erhalten damit:

reach[i, j](x, y,X) ∧ reach[j, k](y, z,X)

impliziert reach[i, k](x, z,X).

Mit reach[i, j](x, y,X) können wir nunReach[i, j](x, y,X) wie folgt definieren:

∃X1 · · · ∃Xn






x ∈ Xi ∧
∧

k 6=ℓ

Xk ∩Xℓ = ∅ ∧ X = X1 ∪ · · · ∪Xn ∧

∧

k,ℓ

∀u ∈ Xk∀v ∈ Xℓ






reach[i, k](x, u,X) ∧
reach[k, j](u, y,X) ∧
(reach[k, ℓ](u, v,X) ∨
reach[ℓ, k](v, u,X))











.
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Um die Korrektheit der Formel zu beweisen, sei zunächstp0, . . . , pm ein Pfad in
C mit p0 = x und pm = y, welcher genau die Knoten vonX besucht und sei
q0, . . . , qm der entsprechende Pfad im AutomatA mit q0 = i andqm = j. Wir
können nun leicht die Erfüllbarkeit der Formel zeigen: Dazu setzen wir

Xk = {pℓ | pℓ 6= pr∀r < ℓ, k = qℓ, 1 ≤ ℓ ≤ m}.

Mit anderen Worten,Xk ist diejenige Menge von Knoten ausC, in welchen wir
uns, beim Ablauf des Pfades vonx nachy, im Zustandk des Automats befinden
(beim ersten Besuch des jeweiligen Knotens).

Dies definiert eine PartitionX = X1 ∪ · · · ∪ Xn, wobei einige derXk leer sein
dürfen. Offenbar giltx ∈ Xi, aber es kann passieren, dassy ∈ Xℓ wobei ℓ 6= j,
da wir nur das erste Erscheinen vony auf dem Pfad berücksichtigen. Jedenfalls ist
reach[k, j](u, y,X) für alleu undk mit u ∈ Xk.

Seien nunu ∈ Xk undv ∈ Xℓ auf dem Pfad vonx nachy. Damit erhalten wir
reach[i, k](x, u,X) und wir habenreach[k, ℓ](u, v,X) oderreach[ℓ, k](v, u,X),
je nachdem, ob das erste Auftreten vonu auf dem Pfad vor dem ersten Auftreten
vonv liegt oder umgekehrt. Damit ist die Formel erfüllt.

Um die andere Richtung zu zeigen sei die FormelReach[i, j](x, y,X) erfüllt.

Wir betrachten Folgen(x1, . . . , xm), xk ∈ X und (q(1), . . . q(m)), q(k) ∈ Q,
1 ≤ k ≤ m, mit maximaler Längem so, dass:

• x = x1,

• xk 6= xℓ für alle1 ≤ k < ℓ ≤ m,

• reach[q(k − 1), q(k)](xk−1, xk, X) für alle2 ≤ k ≤ m,

• xk ∈ Xq(k) für k = 2, . . . , m.

Weil Reach[i, j](x, y,X) erfüllt ist, erhalten wirx ∈ Xi und damitq(1) = i.

Angenommen, es gäbe einen Knotenv in X mit v /∈ {x1, . . . , xm}. WegenX =
X1 ∪ · · · ∪ Xn, gibt es einℓ, so dassv ∈ Xℓ. Und weil reach[i, ℓ](x, v,X) gilt,
gibt es ein maximalesk ≤ m mit reach[q(k), ℓ](xk, v,X).

Istk+1 ≤ m, dann giltreach[q(k+1), ℓ](xk+1, v,X) nicht (dakmaximal gewählt
war), damit haben wirreach[ℓ, q(k + 1)](v, xk+1, X), weil reach[k, ℓ](u, v,X) ∨
reach[ℓ, k](v, u,X) für alleu ∈ Xk undv ∈ Xℓ.



76 Kapitel 6. Strukturen mit PrädikatreachL

In jedem Fall ist die Folge(x1, . . . , xk, v, xk+1, . . . , xm) länger als(x1, . . . , xm)
und erfüllt alle Bedingungen an(x1, . . . , xm). Ein Widerspruch zur maximalen
Länge von(x1, . . . , xm). Wir erhalten damitX = {x1, . . . , xm}.

Schließlich giltreach[q(m), j](xm, y,X), weswegen der gewünschte Pfad exis-
tiert.

�

6.2 Die Entscheidbarkeit der FO-Theorie der Struk-
tur C(IM(G)/P )

Wir sind nun in der Lage, das Hauptresultat dieses Kapitels zu beweisen. Dazu
benötigen wir folgendes Pendant zu Theorem 2.4.4:

Theorem 6.2.1 ([42]) Die MSO-Theorie des Cayleygraphen einer (unendlichen)
endlich erzeugten virtuell freien Gruppe ist entscheidbar.

Beweis (von Theorem 6.0.1):Wir transformieren jede FO-Formelϕ über der
Signatur der StrukturC(IM(G)/P ) in eine MSO-Formel̂ϕ über der Signatur des
CayleygraphenC(G,∆) der virtuell freien GruppeG so, dass

C(IM(G)/P )) |= ϕ genau dann wennC(G,∆) |= ϕ̂

Dazu assoziieren wir nun zu jeder Variable erster Stufex = (U, g) in IM(G)/P
zwei Variablen:

• eine FO-Variablex′ dieg repräsentiert und

• eine MSO-VariableX ′, dieU repräsentiert.

Wegen Theorem 3.4.1 istx = y genau dann, wennx′ = y′ und clP (X ′) =
clP (Y ′). Dies beschreibt die folgende Formel über der Signatur vonC(G,∆):

istGleich(x′, X ′, y′, Y ′) = (x′ = y′ ∧ ∃Z : clP (X ′, Z) ∧ CLP (Y ′, Z).

Die FormelCLP (X,X ′) ist bereits bekannt.
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Wir müssen nun noch ausdrücken, dass(X ′, x′) tatsächlich ein Element ausIM(G)/P
repräsentiert. Dies geschieht durch folgende Formel:

istElement(x′, X ′) = (1, x′ ∈ X ′ ∧ endlich(X ′).

Bleibt noch, eine MSO-Formel (über der Signatur vonC(G,∆)) für die Endlich-
keit einer MengeX ′ in der virtuell freien Gruppe anzugeben. Dazu nutzen wir,
dass wir in Bemerkung 2.3.1 bereits eine Formel endlich(X) über der Signa-
tur eines endlichen BaumsT von endlichem Grad angegeben haben, mitT |=
endlich(X) genau dann, wennX eine endliche Menge von Knoten ausT ist.
Mit anderen Worten, für eine endlich erzeugte GruppeF = FG(Γ) können wir
Endlichkeit einer Teilmenge über der Signatur vonC(Γ) ausdrücken.

Wir erinnern daran, dassG =
⋃

h∈H Fh, mit endlichemH undF endlich erzeugt,
weil G dies ist. Damit ist eine MengeX ′ ⊆ G offenbar genau dann unendlich,
wenn sie mit einer NebenklasseFh vonF in G unendlichen SchnittBh = X ′ ∩
Fh für einh ∈ H hat (da die Anzahl der Nebenklassen endlich ist).

Wir erhalten die folgende MSO-Formel über der Signatur vonC(G,∆):

unendlich(X ′) := ∃B ⊆ F ∧ ¬endlich(B) ∧∨

h∈H

Bhi ⊆ X ′.

Mit anderen Worten,C(G,∆) |= unendlich(X ′) genau dann, wennX ′ eine endli-
che Menge von Knoten inC(G,∆) ist.

Sei nunϕ eine FO-Formel über der Signatur vonC(IM(G)/P ). Wie definierenϕ̂
induktiv:

• für ϕ = (x = y) definiereϕ̂ = istGleich(x′, X ′, y′, Y ′).

• für ϕ = reachL(x, y) definiere

ϕ̂ = ∃X ′′ ∃Y ′′ ∃Z :






istElement(x′, X ′′) ∧ istElement(y′, Y ′′) ∧
istGleich(x′, X ′, x′, X ′′) ∧ istGleich(y′, Y ′, y′, Y ′′) ∧
Y ′′ = X ′′ ∪ Z ∧ ReachL(x′, y′, Z)




 ,

wobeiReachL die Formel aus Lemma 6.1.1 ist.

• für ϕ = ¬ψ definiereϕ̂ = ¬ψ̂.
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• für ϕ = ψ1 ∧ ψ2 definiereϕ̂ = ψ̂1 ∧ ψ̂2.

• und fürϕ = ∃x : ψ definiereϕ̂ = ∃x′ ∃X ′ : istElement(x′, X ′) ∧ ψ̂.

Wir betrachten die Formel

∃X ′′ ∃Y ′′ ∃Z :






istElement(x′, X ′′) ∧ istElement(y′, Y ′′) ∧
istGleich(x′, X ′, x′, X ′′) ∧ istGleich(y′, Y ′, y′, Y ′′) ∧
Y ′′ = X ′′ ∪ Z ∧ ReachL(x′, y′, Z)





(6.1)

genauer. Es istReachL(x′, y′, Z), das heißt, es gibt einen Pfad vonx′ nachy′

in C(G,∆) der genau die Knoten inZ besucht und ein Wort aus der rationalen
MengeL durchläuft. Es gibt alsoa1, . . . , an ∈ ∆ mit

x′a1 · · ·an = y′

in IM(G)/P .

Da alle Knoten in der MengeZ besucht werden gilt:

Z =
n⋃

i=0

x′a1 · · ·ai,

mit anderen Worten

(x′−1Z, x′−1y′) = (

n⋃

i=0

a1 · · ·ai, a1 · · ·an) ∈ L.

Ferner istY ′′ = X ′′ ∪ Z, das heißt

(X ′′, x′)(x′−1Z, x′−1y′) = (X ′′ ∪ x′x′−1Z, x′x′−1y′) (6.2)

= (X ′′ ∪ Z, y′) (6.3)

= (Y ′′, y′) (6.4)

wobei die erste Gleichheit schon inIM(G) gilt.

Wegen istGleich(x′, X ′, x′, X ′′) und istGleich(y′, Y ′, y′, Y ′′) gilt (X ′, x′) = (X ′′, x′)
und(Y ′, y′) = (Y ′′, y′) in IM(G)/P und wir erhalten insgesamt(X ′′, x′)(x′−1Z, x′−1y′) =
(Y ′, y′) in IM(G)/P .

Es ist nun leicht einzusehen, dassC(IM(G)/P ) |= ϕ genau dann, wenn gilt
C(G,∆) |= ϕ̂. Mit Theorem 6.2.1 folgt die Behauptung. �



6.3. MSO-Logik auf dem Cayleygraph des MonoidsFIM(Γ) 79

6.3 MSO-Logik auf dem Cayleygraph des Monoids
FIM(Γ)

Im Kontrast zu den Ergebnissen des vorherigen Abschnitts ist die MSO-Theorie
des Cayleygraphen des frei inversen MonoidsFIM(Γ) unentscheidbar. In [33]
wurde ein Beweis hierfür vorgestellt, der im Cayleygraph des von zwei Elementen
erzeugten frei inversen Monoids ein Gitter sucht. Calbrix hat jedoch schon in [11]
gezeigt, dass es einen recht einfachen Beweis schon für frei inverse Monoide mit
einem Erzeuger gibt. Der Vollständigkeit halber, geben wir diesen Beweis hier an.

Satz 6.3.1SeiΓ, mit |Γ| ≥ 1, ein endliches Alphabet, dann ist die MSO-Theorie
des Cayleygraphen vonFIM(Γ) unentscheidbar.

Beweis:Es genügt, die Behauptung fürΓ = {a} zu zeigen. Dazu werden wir ein
unendliches Gitter als Minor des CayleygraphenC(FIM({a}), {a, a−1}) angeben
und verwenden, dass die MSO-Theorie eines ungerichteten GraphenG unent-
scheidbar ist, wenn es einen Minor vonG gibt, der isomorph zum unendlichen
Gitter ist [58]:

Sei G = (V,E) ein ungerichteter Graph undR ⊆ V × V eine Relation auf
der KnotenmengeV von G. Sei fernerG/R derjenige Graph, den man ausG
erhält, wenn man alle Knotenu, v ∈ V aus(u, v) ∈ R identifiziert und daraus
resultierende Schleifen und Mehrfachkanten entfernt. EinMinor von G ist nun
ein Graph der FormH/R, mitH Teilgraph vonG.

Das unendliche Gitter ist der Graph mit KnotenmengeN × N, wobei es zwischen
den Knoten(a, b) und (c, d) genau dann eine Kante gibt, wenn entwedera = c
und|b− d| = 1 oder|a− c| = 1 undb = d.

Sei nunG derjenige ungerichtete Graph, den man durch Vergessen aller Kan-
tenmarkierungen und -richtungen aus dem CayleygraphC(FIM({a}), {a, a−1})
erhält. IstMSOTh(G) unentscheidbar, so ist offenbar auch die MSO-Theorie der
StrukturC(FIM({a}), {a, a−1}) unentscheidbar.

Um die Unentscheidbarkeit vonMSOTh(G) zu zeigen, zeigen wir, dass das un-
endliche Gitter ein Minor vonG ist.

Der CayleygraphC({a}) der freien GruppeFG({a}) = Z sieht folgendermaßen
aus:
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1 a aaa . . .. . .

Entsprechend können wir den Munnbaum eines Wortesw ∈ {a, a−1}∗ mit dem
Tripel (m, k, n), identifizieren, wobei

m = min{|v|a − |v|a−1 | v ist ein Präfix vonw},

n = max{|v|a − |v|a−1 | v ist ein Präfix vonw} und

k = |w|a − |w|a−1 :

1 a aaa . . .. . .
︸ ︷︷ ︸︸ ︷︷ ︸

=̂n=̂m k=̂r(w)

Mit dieser Darstellung von Elemente ausFIM({a}), können wir die Kante des
CayleygraphenC(FIM({a}), {a, a−1}) wie folgt definieren:

(m, k, n)
a

−→

{
(m, k + 1, n) falls k + 1 ≤ n

(m, k + 1, n+ 1) falls k = n

(m, k, n)
a−1

−→

{
(m, k − 1, n) fallsm ≤ k − 1

(m− 1, k − 1, n) falls k = m

Sei nunR die folgende Relation aufFIM({a}):

R = {((m, k, n), (m, ℓ, n)) | m ≤ 0, n ≥ 0, m ≤ k, ℓ ≤ n}.

Damit istG/R das gesuchte unendliche Gitter. �



Kapitel 7

Rationale Mengen und das
verallgemeinerte Wortproblem

7.1 Das verallgemeinerte Wortproblem

Mit den Ergebnissen des vorangehenden Kapitels lässt sichleicht die Entscheid-
barkeit des verallgemeinerten Wortproblems für inverse MonoideIM(G)/P zei-
gen:

Korollar 7.1.1 SeiP eine endlich idempotente Präsentation undG eine unendli-
che virtuell freie Gruppe. Dann ist das verallgemeinerte Wortproblem f̈ur inverse
MonoideIM(G)/P entscheidbar.

Beweis:Seienu, u1, . . . , un ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗ gegeben. Die Frage des verallgemei-
nerten Wortproblems, (liegtu in dem vonu1, . . . , un erzeugten Untermonoid von
IM(G)/P ), lässt sich als FO-Formel über der StrukturC(IM(G)/P ) formulieren
(gibt es einem mit einem Elements aus{u1, . . . , un}

∗ markierten Pfad, von1 bis
zum Ende eines mitu markierten Pfads im Cayleygraph vonIM(G)/P ).

Genauer gilt:u liegt genau dann in vonu1, . . . , un erzeugten Untermonoid, wenn
gilt:

∃x∃y : x = 1 ∧ reachK(x, y) ∧ reachL(x, y)

wobeiK = {u1, . . . , un}
∗ undL = {u}.

Mit Theorem 6.0.1 folgt damit die Behauptung. �
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7.2 Rationale Mengen

Es können noch etwas allgemeinere Resultate als in Abschnitt 7.1.1 gezeigt wer-
den.

Korollar 7.2.1 SeiP eine endlich idempotente Präsentation undG eine virtuell
freie Gruppe mit ErzeugermengeΓ. Dann ist das folgende Problem entscheidbar:

EINGABE: Eine boolesche KombinationB ⊆ B(RAT(IM(G)/P )) von
rationalen Mengen ausIM(G)/P (jede dieser rationalen
Mengen ist etwa gegeben durch einen endlichen Automat
über dem Alphabet(Γ ∪ Γ−1)∗)

AUSGABE: IstL1 ∩ L2 6= ∅?

Beweis:Man zeigt leicht, dass das für alle Arten von booleschen Ausdrücken das
obige Leerheitsproblem in FO überC(IM(G)/P ) geschrieben werden kann.

Seien zum BeispielK1, K2 ⊆ (Γ ∪ Γ−1)∗ reguläre Sprachen mitLi = τ(Ki),
i = 1, 2. Dann istL1 ∩ L2 6= ∅ genau dann, wenn

C(IM(G)/P ) |= ∃x : reachK1(1, x) ∧ reachK2(1, x).

Mit Theorem 6.0.1 folgt damit die Behauptung. �

Das folgende Resultat wurde in Zusammenarbeit mit Volker Diekert und Klaus-
Jörn Lange (Universität Tübingen) erzielt:

Theorem 7.2.1 SeiM = FIM(Γ), dann istRAT(FIM(Γ)) nicht unter endlichem
Durchschnitt, also auch nicht unter Komplementbildung abgeschlossen, insbeson-
dere gilt:

B(RAT(M)) 6= RAT(M).

Der Beweis folgt als Korollar aus den folgenden Ergebnissen. Wir erinnern daran,
dassσ : (Γ ∪ Γ−1)∗ → FIM(Γ) den kanonischen Homomorphismus bezeichnet.

Zunächst seiT ⊆ FIM(Γ) die Menge aller Elemente vonFIM(Γ) deren Munn-
baum einen Knoten mindestens von Grad drei enthält:

T = {(B, u) | B hat einen Knoten vom Grad≥ 3}.
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Lemma 7.2.2 T ⊆ FIM(Γ) ist rational.

Beweis:Wir geben (via regulärem Ausdruck) eine SpracheL ⊆ (Γ ∪ Γ−1)∗ an,
mit σ(L) = T .

Dazu beschreiben wir die Existenz eines Knotens vom Grad3. Istσ(U) ∈ T , dann
gibt esx, y, z ∈ Γ∪Γ−1, so dass der MunnbaumMT(u) den folgenden Teilgraph
enthält:

x
y

z

Wir erhalten deshalb für

L =
⋃

x,y,z∈Γ∪Γ−1

x 6=y 6=z 6=x

(Γ ∪ Γ−1)∗xx−1yy−1zz−1(Γ ∪ Γ−1)∗

das gewünschteσ(L) = T . �

Sei nunL ∈ FIM(Γ) eine weitere rationale Sprache die durch den folgenden
regulären Ausdruck gegeben

L = {ana−mb | m,n ≥ 1}

ist. Wir zeigen, dass der Schnitt der beiden rationalen SprachenT undL nicht
rational ist, damit folgt Theorem 7.2.1.

Lemma 7.2.3 SeienT undL wie oben definiert. Dann istT ∩ L nicht rational.

Beweis:Es ist offenbarT ∩ L = {ana−mb | n > m}. AngenommenT ∩ L ist
rational, dann existiert einR ⊆ (Γ ∪ Γ−1)∗ regulär mitσ(R) = T ∩ L. SeiA ein
endlicher Automat mits Zuständen, derR erkennt. Sei zudemn > s. Dann ist

σ(an+1a−nb) ∈ T ∩ L.

Mit anderen Worten, es gibtu, vi, w ∈ (Γ ∪ Γ−1)∗ mit uv1 · · · vnw ∈ R und

σ(uv1 · · · vnw) = σ(an+1a−nb)

γ(u) = γ(an+1)

γ(vi) = γ(a−1), 1 ≤ i ≤ n

γ(w) = γ(b).
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Sei qi der Zustand vonA nach Lesen vonuv1 · · · vi. Dann existiert einj > i so
dass für den Zustandqi (Zustand vonA nach Lesen vonuv1 · · · vj) gilt qi = qj
(wir erinnern, dassn > s). Daraus folgt aber

uv1 · · · vi(vi+1 · · · vj)
kvj+1 · · · vmw ∈ R,

für allek ≥ 0.

Da aberγ(vi) = γ(a−1) erhalten wir für genügend großesk:

γ(uv1 · · · vi(vi+1 · · · vj)
kvj+1 · · · vmw) = γ(a−ℓb),

für ein ℓ ≥ 0.

Das zeigt jedoch, dassσ(uv1 · · · vi(vi+1 · · · vj)
kvj+1 · · · vmw) /∈ T ∩ L, ein Wi-

derspruch. �

Bemerkung 7.2.1 Die obige MengeT ⊆ FIM(Γ) ist ein Beispiel einer rationa-
len Menge f̈ur die gilt:

FIM(Γ)\T nicht rational.

Betrachte dazu Elemente der Formσ(ana−nb) ∈ FIM(Γ)\T für n groß genug.

Bemerkung 7.2.2 Da endliche Teilmengen und endlich erzeugte Untermonoi-
de eines Monoids rational sind folgt die Entscheidbarkeit des verallgemeinerten
Wortproblems f̈ur IM(G)/P (Korollar 7.1.1) auch schon aus Korollar 7.2.1.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben eine Konstruktion inverser MonoideFIM(Γ)/P und IM(G)/P , be-
ruhend auf Arbeiten von Birget und Rhodes [3, 4] sowie Margolis und Meakin
[36, 37] betrachtet und konnten für dies speziellen Klassen inverser Monoide mit
idempotenter Präsentation die Entscheidbarkeit des Wortproblems in linearer Zeit
(auf einer RAM) zeigen. Ferner ist das uniforme Wortproblemfür diese inversen
Monoide EXPTIME-vollständig.

Margolis und Meakin verwenden einen Spezialfall einer von Stephen [63] vorge-
stellten allgemeineren Darstellung. Stephen betrachtet ferner das inverse Monoid
FIM(Σ)/∼=R

, wobei∼=R die kleinste vonR = {(u, v) | |u| = |v|, u, v ∈ Σ∗}
erzeugte Kongruenz inFIM(Σ) ist. Für dieses Monoid ist das Wortproblem [63]
entscheidbar. Diekert, Lohrey und Miller [67] können fürdas frei partiell kom-
mutative MonoidFIM(Σ, I) = FIM(Σ)/∼=bI

mit UnabhängigkeitsrelationI und
∼=bI die kleinste von̂I = {(ab, ba) | (a, b) ∈ I} ∪ {(a−1b, ba−1 | (a, b) ∈ I} er-
zeugte Kongruenz inFIM(Σ) zeigen, dass das Wortproblem in ZeitO(n log(n))
(auf einer RAM) entscheidbar ist. Schon das verallgemeinerte Wortproblem für
das frei inverse MonoidFIM({a, b}) ist NP-vollständig. Ferner zeigen Diekert,
Lohrey und Miller für inverse MonoideFIM(Σ, I) mit idempotenter Präsentati-
on, dass das Wortproblem genau dann entscheidbar ist, wenn die zu (Σ, I) ent-
sprechende Abhängigkeitsrelation transitiv ist. Diese inversen Monoide sind als
Quotientenmonoide der FormM/R definiert, können jedoch umgekehrt auch über
Ersetzungen von Teilmengen definiert werden. Möglicherweise kann durch eine
Modifikation letzterer Ersetzungen eine neue Beschreibungder Quotientenmo-
noideFIM(Γ)/R für weitere KongruenzenR gefunden werden. Dies könnte zu
Erkenntnissen über diese MonoideFIM(Γ)/R führen.

85
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Wir haben ferner die relationale StrukturC(IM(G)/P ) mit PrädikatreachL be-
trachtet. Hierfür konnten wir die FO-Theorie auf die MSO-Theorie des Cayeyley-
graphen vonG reduzieren und haben damit die Entscheidbarkeit der FO-Theorie
vonC(IM(G)/P ) erhalten. Diese impliziert, wie wir in Kapitel 7 gesehen haben,
eine Reihe weiterer Resultate, insbesondere die Entscheidbarkeit des verallgemei-
nerten Wortproblems fürIM(G)/P sowie die Entscheidbarkeit des Leerheitspro-
blems für boolesche Kombinationen rationaler Mengen inIM(G)/P . Es stellt sich
die Frage, für welche MonoideM die StrukturC(M) noch entscheidbar ist, bzw.
für welche Monoide Unentscheidbarkeit gezeigt werden kann.

Deis, Meakin und Sénizergues [19] haben, motiviert durch die Frage nach der
Lösbarkeit von Gleichungen inFIM(Σ), das Erweiterbarkeitsproblem dieses Mo-
noids betrachtet. Dies ist die Frage, ob sich eine Lösung eines Gleichungssystems
in der freien GruppeFG(Σ) auf natürliche Weise zu einer Lösung inFIM(Σ)
fortsetzen lässt. Dies bedeutet, istν(x) für x ∈ X, X die Menge der Unbekann-
ten im Gleichungssystem, eine Lösung eines Gleichungssystems über der freien
GruppeFG(Σ), so ist die Frage, ob es ein Idempotentex gibt, so dassexν(x)
Lösung des Gleichungssystems über dem frei inversen Monoid FIM(Σ) ist. Für
dieses Erweiterbarkeitsproblem konnten sie Entscheidbarkeit zeigen und es stellt
sich die Frage, ob sich dieses Resultat auch aufFIM(Σ)/P übertragen lässt.
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