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Vorwort

Veranlassung

Numerische Simulationsverfahren für den Nachweis der Tragfähigkeit von

Wasserbauwerken

Im Konstruktiven Ingenieurbau �ndet die Methode der Finiten Elemente (FEM) oder
der Finiten Volumen (FVM) zum Nachweis der Tragfähigkeit von Bauwerken seit Jahr-
zehnten eine breite Anwendung. Hierbei handelt es sich um ein numerisches Verfahren
zur Analyse des in einer Konstruktion durch verschiedenste Belastungen hervorgerufe-
nen Spannungs- und Verformungszustandes. Die rechnerischen Untersuchungen gehen
von einem Netz einer endlichen Anzahl geometrisch eindeutig begrenzter Elemente aus,
in die das Kontinuum eines Tragwerkssystems, beispielsweise im Wasserbau einer Tal-
sperre und zugehörigen Baugrundes, zerlegt wird. Netzgüte und Maschendichte haben
einen starken Ein�uss auf die Aussagekraft der auszuführenden statischen und festig-
keitstheoretischen Berechnung. Jedoch sind komplexere Geometrien von Baukörpern,
Bausto�- und Zustandsänderungen wie bei Flüssigkeiten und hydraulischen Vorgängen
derartigen, ein starres Rechennetz voraussetzenden numerischen Simulationsverfahren
(FEM und FVM) nur schwer zugänglich.

Letzteres zeigt sich insbesondere bei dynamischen Vorgängen, die auf das Kräfte- und
Verformungsbild einwirken und ebenso eine Veränderung der Geometrie bzw. Netz-
strukturen als Randbedingungen zur Folge haben. Im Falle einer Betonstaumauer können
diese Ein�ussfaktoren Erdbeben, Wellenkräfte, wechselnde Stauspiegellagen oder sich im
Baukörper fortp�anzende Risse, auch interaktive Abläufe zwischen Festkörper und auf-
gestautem Wasserkörper, sein.

So liegt es nahe, für derartige Lastfälle auf sogenannte, in jüngerer Zeit entwickel-
te Netzfreie Methoden zurückzugreifen. Diese besitzen andersartige, weniger von der
Körpergeometrie abhängige Verknüpfungen von Stützstellen. Sie gestatten überdies die
Einbeziehung freier Flüssigkeitsober�ächen und die Ablösung einzelner Teilchen. Un-
ter der Vielfalt bislang bekannt gewordener, in den Grundlagen ähnlicher Netzfreier
Methoden empfehlen sich einerseits für die Verfolgung von Flüssigkeitsbewegungen und
instationären Druckbelastungen die frei bewegliche Partikel einschlieÿende Methode
der Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH) und andererseits für die Behandlung
von Festkörpern hinsichtlich Verformungen, Spannungsverteilung und Rissebildung die
Elementfreie Galerkinsche Methode (EFGM), auch Finite-Punkte-Methode (FPM) ge-
nannt.

Die Kombination beider Methoden erö�net zudem ein breites Spektrum zur Verfolgung
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hydrodynamischer Prozesse in der Hydromechanik und im Konstruktiven Wasserbau.
Nicht zuletzt ist eine exaktere, realitätsnahe Analyse des Tragverhaltens, beispielsweise
einer unter vielgliedrigen statischen und dynamischen Lasten stehenden Staumauer, ein
Wirtschaftlichkeitsfaktor; dies umso mehr bei einer zielsichereren Ausnutzung der Bau-
sto�festigkeiten, ganz abgesehen von den ausschlaggebenden Sicherheitskriterien.

Zielsetzung der Dissertation

Laut DIN 19700 - Stauanlagen, Teil 10: Gemeinsame Festlegungen und Teil 11: Tal-
sperren, Ausgabe Juli 2004, sind zum Nachweis der Tragwerkssicherheit u.a. neben den
statischen Belastungen auch die dynamischen Lastfälle, z.B. Wellenkräfte auf das Stau-
werk, Schwingungen aus extremen Strömungsabläufen (Entlastungsanlagen) und aus
Erdbeben, einzubeziehen, sowie die Fortentwicklung von Rissen und die Begrenzung
der jeweiligen Risslängen bis höchstens zur Mittel�äche des Staumauerquerschnittes zu
analysieren.

Für diesen Aufgabenkreis und die zugehörigen Lösungsansätze werden sich die beiden
vorgenannten Netzfreien Methoden in deren Kombination entwickeln und zu einem für
die Wasserbaupraxis geeigneten, allgemein anwendungsfähigen Softwarepaket darstellen
lassen.

Zum Inhalt

Die von Herrn Zöllner eingereichte Promotionsschrift umfasst insgesamt 238 Seiten und
gliedert sich in 8 Hauptkapiteln. Die hinzugezogene Fachliteratur weist im Schriftenver-
zeichnis 95 Publikationen, hauptsächlich englischsprachig, aus. Im 8-seitigen Anhang
sind die Einzelschritte für die neu entwickelte Software (Programmcode, SPH- und
EFGM-Module, deren Interaktion, Suchalgorithmen, Visualisierung) zusammengestellt.
Schlieÿlich zählt die vorangestellte englischsprachige Zusammenfassung der Dissertation
13 Seiten.

Der Autor schildert in der im Kapitel 1 enthaltenen Einführung übersichtlich die
Problemkreise, die Zielsetzungen und die ins Auge gefassten Lösungswege. Letztere
zeichnen sich in der Anwendung netzgebundener und netzfreier Simulationsmethoden je
nach Aufgabenstellung ab.

Im 2. Kapitel befasst sich der Doktorand zunächst mit der Ausgangsbasis der in Fra-
ge kommenden elastizitätstheoretischen, numerischen Modelle. Deren Grundprinzip
ist die Diskretisierung, d.h. die Abbildung kontinuierlicher Gröÿen. Betrachtet man
beispielsweise eine Verschiebung, so kommen Ersatzfunktionen und unbekannte Ver-
schiebungsvektoren an beliebig oder unregelmäÿig verteilten, von der Körpergeometrie
unabhängigen Knoten in Frage. Letztere sind als Rechenstützstellen zu verstehen. Die
mit einer Diskretisierung erfolgte Reduktion eines Kontinuums ergibt ein endliches
algebraisches System partieller Di�erenzialgleichungen unter Einbeziehung von Rand-
bedingungen, die den Lösungsweg mit bestimmen.
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Es werden zum besseren Verständnis des in der Dissertation verfolgten Lösungsweges
das Für und Wider bzw. die Vor- und Nachteile der Methode der Finiten Elemente
nochmals aufgezeigt. Wenn auch die vielfache Anwendungspraxis mit der Diskretisierung
von Kontinua in örtlich begrenzte Teilräume mit de�niertem Verhalten bei Einzelbe-
lastungen unbestritten ist, ergeben sich Nachteile. Diese sind beispielsweise begründet
in hoher Netzdichte an Stellen hoher Gradienten mit erhöhtem Rechenaufwand, in der
Netzgenerierung bei komplexen Geometrien, ferner in der Erfassung fortschreitender
Diskontinuitäten (z.B. Rissentwicklung) oder in unstetigen Dehnungsverläufen. So
muss bei einer durch FEM vorgenommenen Rissanalyse für jeden Zeitschritt eine neue
Netzgenerierung angesichts der ständigen Änderung der Körpergeometrie durchgeführt
werden.

Das 3. Kapitel ist der Elementfreien Galerkin-Methode (EFGM) gewidmet. Im Ver-
gleich zur FE-Methode werden wohl für die mit den Knoten identischen Stützstellen
Parameter, z.B. örtliche Verschiebungen, berechnet. Jedoch treten an die Stelle eines
die Knoten verknüpfenden Netzes die Einzelknoten überdeckende Ein�ussfelder, deren
zugehörige Ansatzfunktionen zur Beschreibung des Ein�usses eines innerhalb des be-
trachteten Teilgebietes ausgewählten Ortes mittels der Moving Least Squares (ähnlich
der statistischen Methode der kleinsten Fehlerquadrate) konstruiert werden.

Dieses im mehrdimensionalen Fall ober�ächenbildende Verfahren geht auf Lancaster
und Salkauskas zurück, die es im Jahre 1981 eingeführt haben. Es erlaubt eine nahezu
beliebige Anordnung von Knoten unter Einhaltung der für die verlangte Genauigkeit
notwendigen Knotendichte. Darüber hinaus können mit diesem Verfahren Diskontinui-
täten (z.B. Risse) behandelt werden, wie auch die höhere Stetigkeit der Ableitungen
dieses Verfahrens bei der Betrachtung von Dehnungen Sprünge vermeidet.

Die Methode der Moving Least Squares kommt der statistischen Methode der kleinsten
Fehlerquadrate zur Gewinnung einer Regressionsgeraden durch eine gesamte Punktever-
teilung mit dem Unterschied nahe, dass hier nur jene Punkte einbezogen werden, die sich
innerhalb eines vorgegebenen Fensters be�nden. Letzteres wird über das Untersuchungs-
gebiet schrittweise geschoben, wodurch die generierte Ober�äche erhalten wird. Hierbei
bestimmt die einem Knoten zugewiesene Wichtungsfunktion dessen Ein�ussbereich,
gekennzeichnet durch einen Radius unter Wahrung der gewünschten Knotendichte und
eines eingeschränkten Rechenaufwandes.

Nach sehr detaillierter Darlegung der Bearbeitungsschritte vergleicht der Doktorand
die mit dem EFGM-Verfahren gewonnenen Ergebnisse mit jenen eines analytischen
Lösungsweges am Beispiel des sogenannten Timoshenko-Balkens. Er ist an einem Ende
aufgelagert und am freien Ende mit einer parabolischen Schublast belastet. Die er-
rechneten und gra�sch dargestellten Horizontal- und Vertikalverformungen sowie die
Horizontal-, Vertikal- und Schubspannungen zeigen gute Übereinstimmungen.

Mit der bildlichen Darstellung des numerischen Ablaufes der vorgestellten Elementfreien
Galerkin-Methode schlieÿt das 3. Kapitel. Im Falle dynamischer Beanspruchungen ist
der Simulationsablauf zyklisch unter Einbeziehung der Zeit vorzunehmen.

Ein anderer Weg kann mit der im 4. Kapitel behandelten Methode der Smoothed
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Particles Hydrodynamics (SPH) zur Führung statischer und dynamischer Nachweise
eines Tragwerksverhaltens beschritten werden. Im Gegensatz zur Methode der Finiten
Elemente wird ein Kontinuum nicht durch ein Netz von geometrisch einfachen Elemen-
ten, sondern durch eine Partikelmenge abgebildet. Es eignet sich bei der Verfolgung
starker Verformungen und Bewegungen.

Jedes Teilchen wird als ein räumliches Fluidelement verstanden, dem eine Wichtungs-
funktion zugeordnet ist und das sowohl eine Ortskoordinate als auch Masse, Dichte,
Druck oder Geschwindigkeit repräsentieren kann. So kennzeichnet z.B. die Anzahl von
Partikeln pro Volumeneinheit die örtliche Dichte, von der der örtlich herrschende Druck
abhängig ist und daher mit jedem Zeitschritt ein Druckgradient berechnet werden kann.
Zusammen mit den auf den Körper einwirkenden Kräften oder mit Viskoseneigenschaf-
ten lässt sich die Änderung der Partikelgeschwindigkeit berechnen.

Frank Zöllner arbeitete in umfangreichen mathematischen und physikalischen Ableitun-
gen die Thematik der Anwendungsvielfalt von SPH auf. Diese Darstellungen befassen
sich im Detail mit Wichtungsfunktionen, der Wiedergabe künstlicher Kompressibilität
und Viskosität, ferner mit Wärmedi�usion und Geschwindigkeit, schlieÿlich mit der
De�nition von Modellrändern und maÿgebenden Parametern, aber auch mit der Zeit-
integration und den Navier-Stokes-Gleichungen, abschlieÿend mit der Validierung und
den Darstellungsmöglichkeiten von Turbulenz und Ober�ächenspannungen.

Teilergebnisse werden durch aufschlussreiche bildliche Darstellungen veranschaulicht,
wie z.B. Wichtungsfunktionen und Ableitungen, Modellränder durch abstoÿende Par-
tikelkräfte, repulsive Kräfte von Randpartikeln, Druckausbreitungen in Flüssigkeitsbe-
hältern. Auch �nden Berücksichtigung das Auseinander�ieÿen eines zweidimensionalen
eliptisch geformten Tropfes, die Ausbreitung einer Flutwelle als Folge eines Damm-
bruches und der in zwei kommunizierenden Röhren statt�ndende Druckausgleich nach
anfänglicher Wasserfüllung einer der beiden Röhren. Erneut wird das Kapitel durch
die Wiedergabe eines zyklischen Programmablaufes abgeschlossen, der sich nach Fest-
legung des Untersuchungsgebietes und seiner Geometrie, der Partikelanzahl, ferner der
anfänglichen Eigenschaften wie Dichte, Druck, Viskosität, Geschwindigkeit und mit der
anschlieÿenden Integration der Zeit ergibt.

Das 5. Kapitel befasst sich mit der Kombination der netzfreien Methoden EFGM und
SPH. Deren Vorteil zeigt sich insbesondere bei Tragfähigkeitsnachweisen von Talsperren,
die mit Staumauer und aufgestautem Wasserkörper sowohl statische als auch dyna-
mische Beanspruchungen erfahren und bei denen eine Interaktion zwischen Festkörper
und Wasserkörper besteht. Für die Untersuchung des Festkörpers wird die Elementfreie
Galerkin-Methode herangezogen, während die Smoothed Particles Hydrodynamics-
Simulation dem sich bewegenden Wasserkörper dient. Den beiden Modellansätzen ist
somit eine Schnittstelle zuzuordnen, die ihren physikalischen Ausdruck in der Bedin-
gung Aktion gleich Reaktion �ndet und deren mathematische Formulierung von der
Einführung sogenannter hybrider Partikel für beide Verfahren ausgeht.

Für den numerischen Ablauf dieser kombinierten Simulation für beide Teilmodelle
EFGM und SPH geben zwei Flussdiagramme eine leicht verfolgbare Übersicht.
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Das unter dem Titel �Modellierungen für Talsperren� auf 78 Seiten sehr ausführlich
gehaltene 6. Kapitel gibt zunächst in knapper Darstellung Aufschluss über die nach DIN
19700-Stauanlagen zu führenden Nachweise für die Standsicherheit bzw. Tragsicherheit,
Gebrauchstauglichkeit bzw. Beständigkeit und Dauerhaftigkeit von Stauanlagen. Diese
nehmen ihren Ausgang von wahrscheinlichen, weniger wahrscheinlichen und unwahr-
scheinlichen Tragwiderständen, die sich auf die maÿgebenden Materialkennwerte und
die jeweiligen Bauzustände der Tragwerke beziehen.

Hinsichtlich der Höhe des Absperrbauwerkes und des Gesamtstauraumes werden die
Talsperren in zwei Gröÿenklassen unterteilt. Deren Gefährdungspotenziale aufgrund
statischer und dynamischer Beanspruchungen erklären sich aus dem hydrostatischen
Druck und dem Auftrieb, aus den Durch- und Unterströmungen sowie aus dem
Risswasserdruck, ferner aus Erdbebenlasten und sonstigen Schwingungen. Hinzu treten
Wärmespannungen, Kriech- und Schwindvorgänge.

Zur Untergliederung der auf diese Kräftegruppen und die Tragwiderstände sich bezie-
henden Bemessungsfälle dienen die 3 Bemessungssituationen BS I, BS II und BS III. Sie
kennzeichnen die aus Kombinationen der Lastfälle und Tragwiderstandsbedingungen
hervorgehenden ständigen, vorübergehenden und auÿergewöhnlichen Bemessungs-
situationen. Die Tragsicherheitsnachweise sind gegen Druck- und Schubversagen zu
führen, ebenso für die Rissebildung.

Hierfür befasst sich der Autor eingehend mit den verschiedenen Bruchkriterien im Rah-
men der Technischen Bruchmechanik und deren numerischer Erfassung. Für die zum
Bruch führenden kritischen Belastungen sind Betrag und Frequenz zu ermitteln, unter
denen der entstandene Bruch fortschreitet. Auch ist die geometrische Ausbildung eines
aufgetretenen Risses von Interesse, wobei das Versagen an der Rissstelle durch konstante
und impulsartige Belastungen als auch durch wiederholte Überbeanspruchungen ein-
treten kann. Unterschiedlich fallen die Riss�anken bei Spröd- und Verformungsbrüchen
aus. Dasselbe gilt für die Energiedissipation. Aufgrund der fehlenden Plastizität zum
Sprödbruch neigender Bausto�e wie Beton und Bruchsteinmauerwerk fördert die ge-
samte Dehnungsenergie die Entstehung und das Fortschreiten der Rissfront.

Für diese Erscheinungsformen werden die umfangreichen Beziehungen zur Erklärung der
variierenden Rissausprägungen, ihrer maÿgebenden Parameter, der mehrdimensionalen
Spannungs- und Verformungszustände, der Rissprogression und der Energieinhalte auf-
gestellt. Im Rahmen der numerischen Ermittlung der das Bruchverhalten bestimmenden
Kennwerte und der Berechnung der eintretenden materialabhängigen Risspfade werden
die ursprünglich sich auf Finite Elemente stützenden bruchmechanischen Rechenansätze
auf Netzfreie Methoden umgestellt.

Für die Untersuchung eines im Kontinuum bzw. Beton- oder Mauerwerkskörpers einge-
fügten Risses wird die hierdurch entstandene Diskontinuität durch eine Nichtfortsetzung
der maÿgebenden Ansatzfunktion bzw. Wichtungsfunktion über die Riss�anken hinweg
numerisch abgebildet. An den Riss�anken werden die Wichtungsfunktionen der Knoten
abgebrochen. An der Rissspitze zeigt die Wichtungs- und somit Ansatzfunktion eine
Unstetigkeit.
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Der hohe Wert der bisher in den vorausgegangenen Kapiteln bewältigten theoretischen
Untersuchungen mit dem Elementfreien Galerkin-Verfahren (EFGM) und anschlieÿend
mit der Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH) o�enbart sich in weite-
ren interessanten Modellierungen. Als erstes Beispiel werden im Kapitel 6.3 dynamische
Druckvorgänge im Stauraum einer Talsperre untersucht, woraus sich eine Wellenfront
mit auf den Sperrenkörper einwirkenden Druckkräften entwickelt. Dabei ist mit Rück-
sicht auf den Rechenaufwand nur ein Bruchteil des sich längs eines Tales ausdehnenden
Stauvolumens einzubeziehen.

Die Abbildungen 6.37a - 6.37d geben interessanten Aufschluss über die Fortp�anzung
einer Störung im Staukörper in Richtung des Sperrbauwerkes, die als dynamischer
Vorgang mit der SPH-Methode berechnet worden ist. Ähnlich lässt sich im Erdbebenfall
der dynamische Wasserdruck auf die Staumauer erfassen (Kapitel 6.4).

Dagegen werden die Auswirkungen auf den Mauerkörper als Festkörper mittels EFGM
erfasst. An der Grenze zwischen Wasservolumen und Mauerkörper, d.h. zwischen
Stauinhalt und Festkörper (Wasserseite des Mauerkörpers mit den Riss�anken) gehen
die rechnerischen Untersuchungen von der SPH-Methode an der Interaktionszone von
Fluid und Festkörper zu dem EFGM-Verfahren über.

Die zeitlichen Verläufe des dynamischen, durch Erdbeben ausgelösten Wasserdruckes
unter Zugrundelegung von 4 unterschiedlichen Horizontalbeschleunigungen zwischen
0,5 und 10,0 m/s2 sind zu verschiedenen Zeitpunkten den Abbildungen 6.40a - 6.40d
zu entnehmen. Diese mit der SPH-Methode gewonnenen Resultate zeigen eine gute
Übereinstimmung mit den analytischen Ansätzen von Westergaard und Sharan
(Abb. 6.47 bis 6.50). Für dieselben Horizontalbeschleunigungen veranschaulichen die
Abbildungen 6.51a - 6.51d die entsprechenden Wellenhöhen, die den einzuhaltenden
Freibord des Sperrbauwerkes vorgeben. Des weiteren sind die Kräfte, die Vertikal-
und Schubspannungen sowie Verformungen im Talsperrenkörper als Folge der 4 ange-
nommenen Erdbeben bzw. Horizontalbeschleunigungen unter Vorgabe der Festigkeits-
eigenschaften berechnet und dargestellt worden (Abb. 6.53 bis 6.55). Schlieÿlich sind
die Risspfade und deren maximalen Ausdehnungen innerhalb des Mauerkörpers von
Interesse, die sich bei Überbeanspruchung in den Schwächezonen, besonders die Fugen
bei in Mauerwerk errichteten Staumauern, einstellen (Abb. 6.56 und 6.57).

Weitere zahlreiche Anschauungsbeispiele für die universelle Anwendbarkeit der EFGM-
und SPH-Methoden, letztere auch als Festkörpermodell, wurden vom Doktoranden
aufgegri�en. Diese Darstellungen wurden im Kapitel 7 zusammen mit Kurzbeschreibun-
gen aufgenommen, um den thematisch vorgegebenen Rahmen des 6. Kapitels nicht zu
sprengen.

So ist es zunächst ein wassergefüllter Behälter aus elastischem Material, der nach
freiem Fall starke Verformungen der Wasserfüllung und der Behälterwandungen in ver-
schiedenen Zeitschritten erfährt (Abb. 7.1), ähnlich dem zuvor gezeigten wassergefüllten
Behälter aus sprödem Werksto�, der innerhalb eines zweiten Behälters nach freiem Fall
zu Bruch geht und wodurch dann das Wasser sich in diesem ausbreitet (Abb. 6.31).

Weiter beeindrucken im Kapitel 7 freie Flüssigkeitsbewegungen, insbesondere mit freier
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Ober�äche und komplexen Geometrien, die mit der SPH-Methode anschaulich abge-
bildet werden konnten und in den Abbildungen 7.2 bis 7.6 wiedergegeben sind. Hierbei
handelt es sich beispielsweise um eine überschlagende Welle innerhalb eines Behälters,
die durch einen plötzlich wie bei einem Dammbruch in Gang gesetzten Flüssigkeitskör-
per mit Ausbreiten, Au�aufen und Überschlagen ausgelöst worden ist (Abb. 7.2). Es
folgen das Zusammenbrechen von Flüssigkeitssäulen (Abb. 7.3), überschlagende Wellen
in einem Behälter (Abb. 7.4), ferner die Aufnahme eines in eine Flüssigkeit eintretenden
Tropfens (Abb. 7.5), dann schlieÿlich der Einschlag eines kleineren Flüssigkeitskörpers
unter hoher Geschwindigkeit in ein gröÿeres Flüssigkeitsvolumen (Abb. 7.6). Weite-
re Aufgabenstellungen dieser Art waren Bauwerksüber-, Um- oder Unterströmungen
(Abb. 7.7), ferner Lagenveränderung unterschiedlich dichter Flüssigkeitskörper zu einer
horizontalen Sta�elung (Abb. 7.8) und die nach oben gerichtete Bewegung eines Tropfens
geringerer Dichte an die Ober�äche eines schwereren Flüssigkeitsvolumens (Abb. 7.9).

Nicht minder interessant ist die SPH-Modellierung nichttrivialer Strömungsgebiete
wie z.B. quer zu einer Kanalströmung angeordnete, zu umströmende Hindernis-
se (Abb. 7.10). Analog lassen sich wieder auf Basis des im 4. Kapitel dargelegten
SPH-Modells als Festkörper durch die Kombination mit einer Flüssigkeitssimulation
Schwimmkörper in bewegten Flüssigkeiten hinsichtlich deren Schwingungen, Auftriebs-
kräfte und Gleichgewichtsverhalten verfolgen (Abb. 7.11).

Eine deutlich kennzeichnende Kombination beider netzfreier Verfahren EFGM und SPH
bot sich bei der zu lösenden Aufgabe an, dass ein teilweise hohler Festkörper auf einem
eingespannten Balken aufschlägt, sich bei dieser Kollision dreht und in einen darunter
be�ndlichen Flüssigkeitsbehälter weiter fällt, in dem er dann aufschwimmt (Abb. 7.12).
Das elastodynamische Verhalten des nachschwingenden �Sprungbrettes� hätte sich mit
EFGM ebenfalls simulieren lassen.

Beispiele aus der Seildynamik in Form von Mehrkörperschwingern schlieÿen sich an
wie Impulsübertragung durch eine Pendelreihe (Abb. 7.14), ferner die Kollision eines
fallenden Seiles (Abb. 7.13) oder eines schwingenden, dünnen Balkens mit einem Fest-
körper (Abb. 7.15), schlieÿlich die Ausbreitung eines anfangs gestra�ten Faserbündels
(Abb. 7.16) und eine schwingende, an Seilen aufgehängte Brückenfahrbahn (Abb. 7.17).

Die im Anhang A aufgenommenen Einzelbeschreibungen befassen sich ausführlich
mit der für die beiden Netzfreien Methoden EFGM und SPH entwickelten, sich in
zwei Module aufteilenden Software. Diese zwei unabhängigen und ebenso miteinander
gekoppelten Module des umfangreichen, gänzlich neu entwickelten Programmpaketes
sind eigenständig; sie besitzen zusammen mit e�ektiven Algorithmen alle erforderlichen
Routinen zur Erzeugung der gewünschten Modelle, zu eigentlichen Simulationen sowie
zu visuellen und tabellarischen Wiedergaben.

Mit dem 8. Kapitel wird ein Ausblick auf weitere Verfeinerungen und Anwendungs-
bereiche der beiden vorgestellten netzfreien Verfahren und ihrer sehr vorteilhaften
Kombination gegeben. So ist denkbar, Rissbegrenzungen innerhalb eines Festkörpers
bzw. einer Staumauer zu de�nieren, die nicht zum Gefahrenmoment hinsichtlich der
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Tragfähigkeit gereichen, sondern vielmehr zu wirtschaftlichen Bauabmessungen oder
Sanierungsvarianten Anlass geben. Universelle Analysen von Temperatur-, Wärme- und
Rissverhalten sind ebenso möglich wie Prognosen für bedrohliche Hochwasserabläufe,
Überschwemmungen und Flutwellen, je nach Topogra�e und Gewässernutzung.

Ebenso erö�nen sich ungeahnte Möglichkeiten für hydrodynamische und statische
Untersuchungen mittels der kombinierten EFGM- und SPH-Methoden an z.B. Was-
serturbinen mit ihren Komponenten (Gehäuse, Laufrad, Ein- und Ausläufe) und an
Spiralgehäuse- und Rohrau�agerungen, ebenso an Stauanlagen und Talsperren unter
Einwirkung schwingender Wassermassen. Durch Einbeziehung der Methoden EFGM
und SPH in das Netzwerk einer auf Prognosen und Szenarien aufbauenden Talsperren-
überwachung kann eine weitgehende Automatisierung der Messwerterfassung und der
Datenverarbeitung erreicht werden.

Zusammenfassende Betrachtung

Herr Dipl.-Ing. Frank Zöllner fertigte eine auÿergewöhnliche Dissertation, die sich so-
wohl durch theoretische Tiefe als auch durch glänzende pädagogische Aufarbeitung der
schwierigen Sachverhalte auszeichnet. Nachdem in jüngster Zeit aufgrund der vielfach
eingerichteten Zentren von Groÿrechenanlagen sich netzfreie Methoden vor allem in der
Physik innerhalb der letzten zwei bis drei Jahrzehnte durchgesetzt haben und in einer
forschungsintensiven Weiterentwicklung begri�en sind, war es nahe liegend, diese auch
dem Wasserbau, der Hydraulik und den Wasserbauwerken zu erschlieÿen. So eignen
sich zur Berechnung komplexer dynamischer Wasserbewegungen und Strömungsabläufe
die Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH) und zur statischen Untersu-
chung von Festkörpern die Elementfreie Galerkin-Methode (EFGM). Beide sind netzfreie
Methoden und lassen sich für eine ganze Reihe von Problemstellungen miteinander kom-
binieren.

Der Verfasser stellt diesen beiden Verfahren zunächst die einschlägigen Tragsicherheits-
nachweise für Stauanlagen, die Grundzüge der Technischen Bruchmechanik und die Me-
thode der netzgebundenen �niten Elemente voran. Mit weit greifenden mathematischen,
physikalischen und festigkeitstheoretischen, geradezu akribisch durchgeführten Untersu-
chungsschritten werden die zwei netzfreien Methoden in deren Universalität ausgearbei-
tet. Die unmittelbare Anwendung wird anhand von rund 20 überaus unterschiedlichen
Aufgabenfeldern mit kennzeichnenden Beispielen unter Beweis gestellt.

Die praxisnahe Handhabung der neuartigen Instrumentarien wird durch eine ausführliche
Darlegung der modulartig aufgebauten, durch den Doktoranden selbständig erarbeite-
ten Software in Verbindung mit anschaulichen, die Rechenabläufe dokumentierenden
Flussdiagrammen erleichtert.

Stuttgart, im August 2009 Jürgen Giesecke
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Abstract

Implementation and application of meshfree methods
in �elds of hydraulic structures and hydromechanics

Today's numerical methods of structural analysis and hydromechanics commonly applied
in research and engineering such as the Finite Element Method (FEM) or the Finite Vo-
lume Method (FVM) are based on a mesh. Despite the availability of contemporary
sophisticated mesh generators the creation of this basic grid frequently becomes the
most time consuming phase of a numerical analysis. In cases of complex geometric sha-
pes the output of automatic mesh generators is unsatisfactory necessitating a manual
grid recti�cation, particularly in highly dynamic processes such as crack propagation in
terms of a fast changing body shape where each single time step requires an entire mesh
regeneration. Hence a proper automation of such simulation processes seems unfeasible
in many cases of applying mesh based techniques. Furthermore it has always been a
challenge to deal with variable discontinuities of material or state as transition from dry
to wet arising prevalently in the �eld of hydraulic engineering. Also the phenomenon
of particle separation occurring, for instance in splashy water, is currently di�cult to
reproduce in a usual numeric framework. In a sense the use of a mesh is contradictory to
the nature of a �uid. So the application of conventional grid based numerical methods
in this �eld without extraordinary expense is limited. This thesis suggests an answer to
these de�ciencies by the use of meshfree Methods. These methods are not based on a
grid, subsequently they are not su�ering from the mentioned shortcomings. Two of these
gridless approaches are combined to cope with the interaction of solid bodies and �uid as
it is frequently the subject of hydraulic engineering investigations, for example within a
proof of dam stability. The Element Free Galerkin Method (EFGM) has been implemen-
ted for the analysis of displacement, stress and crack propagation of the barrage solid
state body. Emphasis is placed on the fracture mechanical issues due to the superiority
of this method compared with the Finite Element Method. Associated hydrodynamic
incidents are simulated by a developed module comprising the method of Smoothed Par-
ticle Hydrodynamics (SPH). Based on a two dimensional combination of both methods
numerical simulations to perform stability surveys according to the German technical
guideline DIN 19700 for instance concerning the transient water pressure and the crack
propagation caused by earthquake impact have been carried out. Moreover, this thesis
deals with a number of further simulations to demonstrate the wide variety of possibi-
lities mesh free methods are o�ering in the �eld of hydraulic engineering and general
problems of structural mechanics beyond the means of grid based approaches.
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Basic concepts of numerical methods in structural mechanics

The elementary idea of mesh based approaches like the method of �nite elements in
structural terms is to divide an entity into a number of subdomains of known mechanical
properties, �g. 1b. The vertices of such �nite element are de�ned by nodes which are
the supporting points of the computation based on the principle of virtual work. Node-
connecting boundary lines of these subdomains are forming the element mesh, �g. 1a.
The virtual displacements of the supporting points are related to the sti�ness of their
neighbouring elements. As shape and material properties of the elements are known, the
only missing link to obtain the element sti�ness is the inner displacement distribution in
dependence to the displacement of the surrounding nodes. This correlation is expressed
by shape functions.

(a) elements (nodes not shown)

1

2

3

4

(b) single element (c) shape function of node 1

Fig. 1: FEM mesh and single �nite element, shape functions

Shape functions de�ne the distance-depending in�uence of node properties. From the
maximum at the location of the node the in�uence decreases to zero at the adjoining
nodes. Fig. 1c displays a linear shape function of node 1 of a quadrilateral element.
Summing up throughout the element of the shape function weighted displacement con-
tributions of all vertex nodes yields the displacement at each location inside the element,
�g. 2.

Fig. 2: FEM linear shape functions of three nodes

The strain within the element is obtained by di�erentiating the shape functions. So the
required parameters for applying the virtual displacement method are entirely available
now. In conjunction with the global boundary conditions an equation system can be
assembled to obtain the unknown nodal displacements. Similarly, this applies to other
�eld functions like temperature. The validity of such numeric analysis comes along with
the quality of the mesh in terms of the element shape. Extremely skewed shapes may
decrease accuracy or even lead to a numeric crash.
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Meshfree Methods

The omission of the need for in-advance point mapping was the stimulus of many en-
hancements leading to the meshfree methods. Meanwhile quite a number of these grid-
less approaches have been introduced. Unlike mesh based algorithms, meshfree methods
approximate �eld functions entirely in terms of the nodal point, �g. 3. No pairwise in-
terrelationship has to be established in advance as the interpolating node-overlapping
shape functions are generated during the analysis.

Fig. 3: Weighting functions of three nodes

In the year 1977, Lucy and Gingold [50] invented the method of smoothed particles
hydrodynamics (SPH) which has been extended for applications of �uid mechanics and
lately also of continuum solid mechanics. Fifteen years later, the �rst meshfree method
employing moving least squares interpolation (MLS) for generating the shape functions
have been proposed by Nayroles [62] by the di�use element method (DEM). Sharing
the MLS shape function generating concept, Belytschko et al. [10] invented in 1994
the element free Galerkin method (EFGM). Mesh free methods are not dividing but
representing a domain by a set of nodal points. Nevertheless, apart from the way of
creating shape functions, these methods share main procedures with the �nite element
method and other common numerical approaches. Following both meshfree methods
employed by this thesis are introduced in brief form.

The element free Galerkin method

The element free Galerkin method (EFGM) is approximating a �eld function by the use
of the Galerkin weak form. As mentioned above, the process computes shape functions
generated by the moving least squares interpolation to establish the connectivity of the
supporting points. These nodes can be randomly scattered as long as each node lies in
a su�cient number of neighboured node domains. Integral operations to assemble the
discrete equations are carried out by usual techniques such as the Gaussian quadrature.
As no mesh is required, the method is predestined to deal with discontinuities like a
propagating crack. Therefore, the element free Galerkin approach was implemented to
cover most of the solid mechanical surveys discussed in this thesis.

Galerkin weak form

The Galerkin weak form, used by meshless methods as well as by contemporary FEM
codes, represents the weak form of a di�erential equation by employing Hamilton's prin-
ciple of energy and work. Therefore, a function is satis�ed over a domain in an average
sense rather than in each single point. For stationary conditions the Galerkin weak form

3



of virtual work is expressed by

−
∫

Ω

δεTσ dΩ +

∫
Ω

δuTb dΩ +

∫
Γ

δuT t̄ dΓ = 0 (1)

where δ is the virtual displacement, u is the �eld function, b are the body forces, t̄ are
boundary traction forces, ε is the symbol of strain and the tensions are represented by σ.
Virtual work resulting from real acting forces vanishes under application of the virtual
displacement δ.

Moving least squares interpolation

The interpolation by moving least squares (MLS) was introduced in 1981 by Lancaster
and Salkauskas [44] and forms a surface based on scattered nodes. For this reason, it
is utilized by the EFGM approach for generating the shape functions. Beside a nodal
weighting function w, the main components are a polynomial basis p and a number of
unknown location-dependent coe�cients a(x). With these, the approximation of the �eld
function u, e.g. the distribution of displacement, can be written with n as the number
of neighboured nodes like

uh(x) =
n∑
i=0

pi(x)ai(x) = pT (x)a(x) (2)

The point of interest is located at the Cartesian coordinates x while node locations are
symbolized by xI . Minimizing

J(x) =
n∑
I=1

w(x− xI) [p(xI)a(x)− uI ]2 (3)

on condition ∂J(x)/∂a(x) = 0 leads to a linear equation system A(x)a = B(x)u with

A =
n∑
I=1

wi(x)p(xI)p
T (xI) and B = [w1(x)p(x1), . . . , wn(x)p(xn)] (4)

Combining (4) and (2) yields

u ≈ uh(x) = pT (x)A−1(x)B(x)u (5)

With the abbreviation of the shape function and it's derivation with respect to i

Φ(x) = pT (x)A−1(x)B(x) Φ,i = pT,iA
−1B + pTA−1

,i B + pTA−1B,i (6)

the approximation of the �eld function can be expressed by uh = Φu. For example, the
displacement ux at a random location x is calculated by

ux =
n∑
i=1

Φ(x)ui (7)
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Weighting functions

The weighting function as a basis for the generation of the shape function de�nes the
nodal domain of in�uence. As the shape function inherits the continuity of the weighting
function it shall be monotonically decreasing within a �nite radius, everywhere positive
and bear the partition of unity-property. Though the Gaussian curve ful�lls all require-
ments but the limited domain, it is substituted by restrained spline functions to avoid
numerical expense. An example of such spline based weighting function is given by

w(x− xI) ≡ w(r) =


2
3
− 4r2 + 4r3 für r ≤ 1

2
4
3
− 4r + 4r2 − 4

3
r3 für 1

2
< r ≤ 1

0 für r > 1

(8)

where w(r) is the weight in respect to the distance r of the coordinates of the node xI
and the point of interest x. Fig. 4 displays the spline function and the achieved �eld
function approximation.
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Fig. 4: Spline weighting function and achieved approximation

Boundary conditions

The EFGM model coded within the frame of this thesis enforces the essential boundary
conditions by the use of Lagrangian multipliers which can be regarded as a sort of counter
force exacting the required displacements at the essential boundaries.

λ(x) =
n∑
i=1

Ni(s)λi and δλ(x) =
n∑
i=1

Ni(s)δλi x ∈ Γu (9)

The Lagrangian multipliers are symbolized by λ, n is the number of nodes located at
the essential boundary Γu and s is the spacing between, the Lagrangian polynomial is
written as N . The integration of the acting forces on the natural boundary is covered by
a Gaussian quadrature carried out at Gaussian points within Gaussian cells. For these
cells the element free Galerkin method sometimes is regarded as not really mesh free.
But unlike in mesh based methods, this regular grid is nearly independent of the domain
shape and it's sole purpose is locating the Gaussian quadrature points.
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Obtaining the discrete equations

The equilibrium of forces in a solid is expressed as ∇·σ+ b = 0 with the stress tensor σ
and the vector of body forces b. Together with the Lagrangian multipliers the Galerkin
weak form is formed by∫

Ω

δ(∇sv
T ) : σ dΩ−

∫
Ω

δvT ·b dΩ−
∫

Γt

δvT ·t̄ dΓ−
∫

Γu

δT ·(u−ū) dΓ−
∫

Γu

δvT ·λ dΓ = 0

(10)

with the test-functions δv. The domain is symbolized by Ω, ū is the displacement of the
essential boundary. From this, the discrete equations are obtained in matrix-form as[

K G
GT 0

] [
u
λ

]
=

[
f
q

]
(11)

with

KIJ =

∫
Ω

BT
I DBJ dΩ fI =

∫
Γt

ΦI t̄ dΓ +

∫
Ω

ΦIb dΩ

where KIJ is the local sti�ness matrix and f the global vector of force, and

qK = −
∫

Γu

NKū dΓ NK =

[
NK 0
0 NK

]
GIK = −

∫
Γu

ΦINK dΓ

Solving the equations system yields the �eld function approximation u, for example the
displacement.

Smoothed particles hydrodynamics

For assessments of hydromechanical issues of this thesis the method of smoothed particles
hydrodynamics (SPH) has been programmed. SPH represents the �uid by a number of
freely time-step-wise movable particles smoothed by a weighting function across a �nite
radius. Particles lying within domains of other particles are interacting e.g. in terms of
acceleration due to a density gradient. As SPH is similar to a weak form method, it is
more alike EFGM than it appears at �rst sight. Even SPH approaches employing the
moving least squares interpolation have been developed [16]. The major di�erence of both
approaches is the integral operation carried out within the SPH approach at the stage of
function approximation while this is performed by EFGM at the stage of assembling the
discrete equations. Physical quantities like the density of any particle or at a random
location are obtained by summing up the related properties of neighboured particles.
Therefore, SPH appears numerical stable without the requirement of a minimum number
of neighbouring particles and is particularly appropriate for cases of large deformation,
free surface �ows and complex geometries. On the other hand, SPH shows an instability
in tension and the di�culties in enforcing essential boundary conditions have yet not
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really been overcome. As mentioned, the basic algorithm of SPH is to approximate a
function F by summing up the related distance-weighted nodal parameters. With the
Dirac delta function δ this can be expressed by

F (x) =

∫
Rd
δ(x′ − x)F (x′) dΩx′ with δ(x− x′) =

{
∞ x = x′

0 x 6= x′
∀ x ∈ Ω (12)

Kernel functions

The contributions of each particle to the �eld function approximation are weighted by
a kernel function. Due to numerical di�culties dealing with the Dirac delta function
or the Gaussian curve, commonly spline curves W (x− x′, h) similar to the weighting
functions applied in the element free Galerkin method described above are employed as
SPH kernel functions. The point of interest is located at x, the particle coordinates are
notet as x′ and the smoothing radius is symbolized by h. Now, using the approximation
operator 〈· · · 〉 (12) is changed into

〈F (x)〉 =

∫
Rd
W (x′ − x, h)F (x′) dΩx′ (13)

Unlike the EFGM procedure, no further transformation beside summing up the weighted
particle properties is performed for generating shape functions. Therefore, the density as
the central SPH parameter can be calculated with mass mj of each neighbouring particle
as

ρn =
N∑
j=1

mjWnj (14)

With the approach described, the Navier-Stokes-equations are solved in a direct way
as (15) shows for the conservation of momentum. The vector of velocity is noted by v.

Dρ

Dt
= −ρ∂vβ

∂xβ
≈

N∑
j=1

mjv
β
ij

∂Wij

∂xβi
(15)

Solid state model by applying particle counterforces

Re�ecting the impact of short range forces only in �uids, common SPH algorithms take
no tensile forces into account. Aside from the �uid simulations an implementation of
continuum solid mechanics is suggested in terms of enabling tensile forces. Particles
are constrained to increase their distance by a counterforce Fij in dependence to the
exceedance ∆x of the primary distance xij spanned by the neighbouring particles i and j,
�g. 5.

∆xij Fij

i

j
jxij

Fig. 5: Counterforce Fij on particle j
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Combining SPH and EFGM

Focused items of this thesis are caused by the interaction of storage lake �uid and the
dam solid state body. Fluid has been modeled by SPH while the latter is surveyed
with an EFGM model. The interface of both meshfree methods is put into e�ect by
hybrid particles, �g 6a. These particles appearing in both methods at the same position.
Actually each hybrid particle is represented by an EFGM node and the complementary
SPH particle. On behalf of the SPH model represented as special treated boundary
particles, in the EFGM model as natural boundary nodes adopting the forces of the
related SPH particle by Gaussian quadrature.

hybrid particles

SPHEFGM

interface
(a) Interfacing hybrid particles (b) Iteration cycle

Fig. 6: Combination of both meshfree models

Transient simulations are processed in a cyclic way, �g. 6b. The force of each SPH
boundary particle is applied to the related EFGM boundary node. Subsequently the
solid body displacements are calculated in the EFGM part providing the new positions
of the interfacing particles.

Numerical dam surveys and further applications

Mainly examined are topics related to evidences required by the German guideline DIN
19700 in case of earthquake impacts. In addition to stress analysis, crack propagation
and transient �uid pressure distributions are assessed.

Numerical crack propagation analysis

The types of crack causing loads are categorized as Mode-I, -II, or -III, �g. 7.

crack

(a) I (b) II (c) III

Fig. 7: Crack modes I-III

8



In dependence of the relevant load types I and II related stress intensity factors KI and
KII predicting the stress state at the crack tip.

KI = lim
r→0

√
2πrσ22 KII = lim

r→0

√
2πrσ12 (16)

The crack propagation continues as long as the material-dependent critical value KIc is
exceeded. The relationship of KIc and KI , KII is given by

KIc =
4
√

2K3
II

(
KI + 3

√
K2
I + 8K2

II

)
(
K2
I + 12K2

II −KI

√
K2
I + 8K2

II

) 3
2

(17)

Several ways to obtain the stress intensity factors are discussed. One of them is the
J-Integral which represents the �ow of energy to the crack tip, �g. 8. The amount of
available energy is arbitrative for the crack grow.

crack

crack tip

Fig. 8: Path of crack tip surrounding J-integral

The integral is expressed by

J =

∫
Γ

(
wdx2 − Ti

∂ui
∂x1

ds

)
with J =

1

E ′
(
K2
I +K2

II

)
(18)

where w is the density of strain energy, T is the force vector normal to the path. While Γ
means the surface of the path and E ′ is the modi�ed elastic modulus, the coordinates of
the local system are expressed by x1 and x2. The special values of both intensity factors
are obtained by the interaction-integral which superposes real and virtual conditions of
mode I or II.

Wedge e�ects by penetrating water

In conjunction with the time scale of earthquake oscillations of around 7Hz [87], the
crack propagation velocities are considered to estimate the in�uence of a possible wedge
e�ect by water penetrating into the opening crack. The velocity of crack propagation in
concrete is around vcr = 200 - 500 m/s [71], [24]. Lawn and Wilshaw [45] were assuming
40% of the velocity of primary waves for the mentioned type of material. Experiments
by Du [27] and Belytschko [13] yielded crack propagation velocities around 15% of the
Rayleigh-velocity. Estimated by the Torricelli-equation v =

√
2gH, the maximum �ow

velocity of penetrating water in dependence of the total depth H is much slower than the
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one of the crack propagation. So a wedge e�ect is negligible and the crack characteristics
will not change due to such appearance. Nevertheless, water later in�ltrating into the
damaged zone may bear full hydrostatic pressure within a certain area. Yet, an iterative
crack process seems unlikely due to the usual pressure releasing drainage equipment of
dams.

Fracture mechanical implementation in EFGM

One of the advantages of meshfree methods is the easy implementation of discontinuities
achieved by cutting the weighting functions at the crack edges. So pairs of nodes positio-
ned opposite of a crack do not have in�uence on each other. To avoid stress singularities
at the crack tip this approach is modi�ed to a di�raction e�ect so nodes close to the
crack tip exert certain in�uence round the corner, �g. 9.

Fig. 9: Di�raction round the crack tip

With the obtained stress distribution the above mentioned J-integral can be summed
up. In case the critical stress intensity factor is exceeded the crack extends by a certain
length to be chosen and a new iteration starts.

Examples of surveys

Transient water pressure distributions during earthquake impacts at the upstream side
of a gravity dam with a height of 14 m and a reservoir water depth of 10 m have been
assessed by a developed SPH model, �g. 10.

12m

14m

2m

2m

10m

Fig. 10: Shape of modeled dam
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By the resulting distributions of acting pressure forces, crack propagations within the
solid state dam body are analyzed by using the established EFGM code. Further si-
mulations employing the proposed solid state SPH approach are carried out. After the
minimum model dimensions concerning the reservoir have been determined according
to the Sommerfeld condition, earthquake accelerations of di�erent intensities have been
applied on the liquid of the reservoir. Herewith, the point of time of maximum pressure
was identi�ed, �g. 11.

Fig. 11: Example of time dependent pressure curve at di�erent depths

At this point of time, 0.17 sec after the start of applying the horizontal acceleration,
a more detailed examination of the depth dependent �uid pressures acting on the dam
front side assumed as �xed was carried out. The results have been compared by the com-
monly used equation by Westergaard [85] and the analytical approach by Sharan [76].
High conformity with the mentioned references were found, �g. 12. Solely at very high
accelerations between 5.0 m/s2 and 10.0 m/s2 the pressures of deep sections are slightly
overestimated while shallow zones are somewhat underestimated. Close to the free �uid
surface and the bottom of the reservoir negligible numerical artifacts of the pressure dis-
tribution are visible. Based on stress distributions calculated by the developed EFGM
model with applying earthquake accelerations, the propagation of cracks was analyzed.
Employing the above mentioned numerical implementations of fracture mechanical prin-
ciples in an iterative manner, crack paths in conjunction with displacement and tension
distribution as exemplary displayed in �g. 13 have been obtained.
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(a) 0.5 m/s2 (b) 1.0 m/s2

(c) 5.0 m/s2 (d) 10.0 m/s2

Fig. 12: Depth dependent transient pressure distributions
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(a) (b)

(c) (d)

Fig. 13: Example of crack path

Further applications

Beyond the main topics a number of further simulations have been carried out. In par-
ticular the suggested SPH approach for solid state modeling opens new perspectives.
Herewith, heavy deformations are easy to be simulated as well as interactions of di�e-
rent materials like shown in �g. 14 with liquid in an elastic container. From splashing
water, overturning surface waves or overtopping of weirs up to vibration analysis and
density �ow, the range of possible applications of meshfree methods seems nearly un-
limited.

(a) (b)

Fig. 14: Falling half liquid �lled container
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1 Einführung

Die gängigen, heute in Forschung und Ingenieurpraxis verbreitet Anwendung �nden-
den numerischen Methoden, beispielsweise die Methode der Finiten Elemente (FEM)
oder der Finiten Volumen (FVM), basieren auf einem Rechennetz. Die Erzeugung
dieses Rechennetzes stellt trotz des hohen Entwicklungsstandes heute erhältlicher
Softwarepakete oft denjenigen Teil einer numerischen Analyse dar, der die meiste Be-
arbeitungszeit in Anspruch nimmt. Zwar stehen heute hoch entwickelte automatische
Netzgeneratoren zur Verfügung, jedoch liefern diese bei komplizierten Geometrien häu�g
kein zufrieden stellendes Ergebnis, womit das erhaltene Rechennetz einer intensiven
Nacharbeit bedarf. Insbesondere bei sich dynamisch ändernder Geometrie, beispielswei-
se im Fortschreiten eines Risses gegeben, fällt dies besonders ins Gewicht, da eine voll-
ständige Neuvernetzung für jeden einzelnen Zeitschritt des Rechenganges erforderlich ist.
Eine wirkliche Automatisierung ist dann nicht möglich. Darüber hinaus stellen Teilchen-
ablösungen und wechselnde Material- oder Zustandsübergänge wie zwischen trockenen
und benetzten Zonen, wasserbaulichen Problemstellungen inhärent, hohe Hürden für her-
kömmliche numerische Methoden dar. In gewissem Sinn widerspricht ein starres Rechen-
netz der Natur einer Flüssigkeit. Damit ist der Einsatz eines hierauf basierenden Ver-
fahrens in Hydromechanik und KonstruktivemWasserbau eingeschränkt. Die vorliegende
Arbeit schlägt Lösungen auf Basis netzfreier Methoden vor. Diese benötigen kein Rechen-
netz und sind dadurch den genannten Einschränkungen nicht unterworfen. Der im Kon-
struktiven Wasserbau stets präsenten Interaktion zwischen Festkörper und Flüssigkeit,
beispielsweise im Zuge der Standsicherheitsuntersuchung einer Talsperre eine zentrale
Rolle spielend, wird durch die Kombination zweier netzfreier Methoden Rechnung ge-
tragen: Die Elementfreie Galerkin Methode (EFGM) wurde zur Analyse des Talsperren-
körpers hinsichtlich Verformungen, Spannungen und Rissbildung implementiert und ein-
gesetzt. Betont wird hierbei die numerische Umsetzung bruchmechanischer Vorgänge als
Grundlage nach DIN 19700 zu führender Nachweise bestimmter Bemessungssituationen,
da die Elementfreie Galerkin Methode hier besondere Vorteile gegenüber der Methode
der Finiten Elemente aufweist. Zur Abbildung verbundener hydrodynamischer Prozesse,
insbesondere des instationären Wasserdrucks infolge Erdbebens, wurde ein Programm-
modul auf Basis der Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH) entwickelt
und angewandt. Unter Kombination beider Methoden werden mögliche Ansätze maÿ-
geblicher Talsperren-Nachweise aufgezeigt. Darüber hinaus werden zahlreiche weitere
Simulationen vorgestellt, welche das breite Anwendungsspektrum netzfreier Methoden
in Konstruktivem Wasserbau und Hydromechanik sowie in allgemeineren Fragestellun-
gen der Mechanik veranschaulichen.
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1 Einführung

Statische Untersuchungen an Talsperren, sei es im Zuge einer Neuplanung oder im Rah-
men der Überprüfung älterer Bauwerke, werden heute gewöhnlich unter Zuhilfenahme
numerischer Methoden durchgeführt. Bei neu zu errichtenden Staumauern, welche oft
ein komplexes Tragverhalten aufweisen, kann nur so eine zeitgemäÿe wirtschaftliche
Auslegung und Planung garantiert werden. Hier ermöglicht die computergestützte Be-
rechnung eine bessere Ausnutzung der Werksto�eigenschaften und ein individuelles An-
passen an die örtlichen Gegebenheiten. Eine traditionelle, rein analytische Betrachtung
geht zwangsläu�g mit einer Vereinfachung des Rechenmodells gegenüber der realen Aus-
führung einher. Damit bleiben vorhandene Tragwerksreserven ungenutzt. Besonderes
gravierend kann sich dies bei der Überprüfung bestehender älterer Anlagen auswirken.
Aufgrund der heute geltenden technischen Richtlinien, die höhere Ansprüche an die Si-
cherheitsabstände stellen als dies zum Zeitpunkt der Errichtung der Fall war, ist ein
Nachweis ausschlieÿlich mit analytischen Methoden dann häu�g nicht zu erbringen. Nu-
merische Betrachtungen können in diesem Fall helfen, Staumauern sicherer zu beurteilen.
Das einer solchen Betrachtung zugrunde liegende Modell kann weitaus besser und detail-
lierter an die tatsächlichen Bedingungen angepasst werden. Es ist damit möglich, aus-
sagekräftige Informationen über den tatsächlichen Kraft�uss und anderer maÿgeblicher
Faktoren zu erhalten. Auch dynamische Vorgänge wie Schwingungen werden realitäts-
nah abgebildet. Die erhaltenen Ergebnisse lassen damit eine sichere Beurteilung unter
hoher Ausnutzung der Werksto�e und der Tragfähigkeit des Untergrundes zu.

Das heute gebräuchlichste numerische Verfahren für derartige Berechnungen ist die Me-
thode der Finiten Elemente (FEM). Hierbei wird das Kontinuum des Talsperrenkörpers
und des Untergrundes in eine endliche Anzahl geometrisch eindeutig begrenzter Ele-
mente diskretisiert. Die mechanischen Eigenschaften dieser relativ einfach geformten
Elemente, beispielsweise das Verformungsverhalten, ist bekannt und die Abhängigkeiten
aller Elemente können damit unter Einbezug der Randbedingungen zu einem lösbaren
Gesamtgleichungssystem zusammengefügt werden. Für Simulationen des Wasserkörpers
des Reservoirs oder Flieÿvorgängen wie der Unterströmung eines Bauwerks �ndet häu�g
auch die Methode der Finiten Volumen (FVM) Anwendung. Diese löst im Rahmen eines
Eulerschen Ansatzes die Erhaltungsgleichungen innerhalb einer endlichen Zahl räumlich
begrenzter Kontrollvolumina, den Gitterzellen. Zur Erzeugung des beiden genannten
Methoden zugrunde liegenden Netzes dienen im Allgemeinen automatische Netzgenera-
toren. Bei ausgeprägt heterogenen Strukturen, wie Talsperren sie aufweisen, bedürfen
die generierten Netze jedoch trotz hoch entwickelter erzeugender Algorithmen umfang-
reicher manueller Nacharbeit, da die Rechengenauigkeit mit der Güte und Dichte des
Netzes einhergeht. Besonders ins Gewicht fällt dieser Umstand bei sich ständig ändern-
den Randbedingungen hinsichtlich der Geometrie und der Krafteinleitung, wie dies bei
der Betrachtung des Fortschritts eines Risses der Fall ist. Gerade bei der Beurteilung der
Erdbebensicherheit älterer Talsperren ist jedoch eine fundierte Analyse des Rissverhal-
tens unter extremer Belastung nötig und in der betre�enden deutschen Norm DIN 19700
zwingend vorgeschrieben: Ein zum Stillstandkommen des Risses abhängig vom Bemes-
sungslastfall spätestens in Querschnittsmitte ist nachzuweisen. Für diese dynamische Be-
rechnung des Fortschreitens der Bruchzone ist ein iterativer Lösungsansatz nötig, welcher
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bei Anwendung der Finiten Elemente Methode ein Neuvernetzen zu jedem Zeitschritt
bedingt, da sich durch den fortschreitenden Riss die Geometrie fortwährend ändert und
das Netz unmittelbar an diese gebunden ist. Eine nicht automatisierbare manuelle Nach-
bearbeitung des erhaltenen Rechennetzes ist dann für jeden Teilschritt erforderlich. Auch
andere Teilbereiche einer vollständigen Standsicherheitsbetrachtung, beispielsweise das
Überströmen des Bauwerks, sind mit netzbasierten Verfahren schwierig: Freie Fluidober-
�ächen oder gar Teilchenablösungen stellen die Stabilität des Rechenvorgangs in Frage.
Damit ist mit der Anwendung der genannten Methoden zumindest für bestimmte Tei-
le einer Standsicherheitsuntersuchung, beispielsweise der Erdbebenlastfälle, erheblicher
Aufwand verbunden.

Es bietet sich aus den genannten Erwägungen an, für den Tragsicherheitsnachweis von
Talsperren numerische Methoden anzuwenden, die kein an die zu untersuchende Körper-
geometrie gebundenes Netz voraussetzen. Diese Eigenschaft besitzen die in den letzten
Jahrzehnten entwickelten netzfreien Verfahren. Als älteste netzfreie Methode wurde die
Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH) 1977 von Bob Gingold, Joe
Monaghan [34] und unabhängig von Leon Lucy [50] entwickelt. Neben der Netzfreiheit
weist SPH die Besonderheit einer selbstständigen Anpassung der Rechenau�ösung in
Form der Teilchendichte auf, was zusammen mit den für Partikelmethoden günstigen
Randbedingungen im freien Raum ihre Anwendung zunächst in der Astrophysik erklärt.
Inzwischen wird diese Methode wie auch in der vorliegenden Arbeit besonders für die
Simulation von Flüssigkeiten verwendet, aber auch Ansätze zu elastodynamischen und
bruchmechanischen Berechnungen existieren mittlerweile. 1994 stellten Belytschko, Lu
und Gu [10] die Elementfreie Galerkin Methode (EFGM) vor. Sie weist enge Verwandt-
schaft mit der Methode der Finiten Elemente auf, jedoch werden die knotenüberlappen-
den Ansatzfunktionen über ein spezielles ober�ächenbildendes Verfahren entwickelt und
sind nicht an Elementgrenzen gebunden. Netzfreie Methoden benötigen damit aufgrund
ihrer anders abgebildeten Stützstellenkonnektivität primär kein Rechennetz. Die Präzi-
sion der Ergebnisse ist somit weit weniger stark an die Körpergeometrie gekoppelt, eine
einfache, gut zu automatisierende Adaption ist möglich. Unter Einsatz der genannten
netzfreien Methoden wird einerseits die Betrachtung von Rissvorgängen im Festkörper
des Talsperrrenbauwerks möglich, andererseits können auch realitätsnahe Aussagen über
das Verhalten von Flüssigkeiten gewonnen werden. Die Interaktion des Wasservolumens
des Stausees mit der Talsperre bei Erschütterungsvorgängen kann nun präzise in die
Beurteilung einbezogen werden.

Netzgebundene und netzfreie numerische Methode teilen sich das Prinzip der Appro-
ximation eines Funktionswertes, beispielsweise der örtlichen Verschiebung, durch eine
per Ansatzfunktion gewichtete Summe des entsprechenden Freiheitsgrades benachbarter
Knoten oder Partikel. Die Ansatzfunktion stellt dabei den Zusammenhang zwischen der
Verschiebung der Knoten und den dazwischenliegenden Bereichen, etwa innerhalb der
Elemente, her. Dabei gewichtet die Ansatzfunktion nach der Entfernung vom Knoten.
In der Konstruktion dieser Ansatzfunktionen liegt der wesentliche Unterschied zwischen
den netzbasierten Verfahren und elementfreien Methoden: Die Konnektivität der Knoten
eines FEM-Modells beispielsweise ist durch das dazwischenliegende Element de�niert;
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1 Einführung

die Ansatzfunktionen enden exakt an den Knoten.

FEM-Ansatzfunktion über vernetzten Knoten

Netzfreie Methoden hingegen weisen keine Vernetzung ihrer Knoten durch verbindende
Elemente auf: Ihre Ansatzfunktionen erstrecken sich Knoten übergreifend über einen
bestimmten Radius, der so zu wählen ist, dass genügend Knoten erfasst werden, enden
jedoch davon abgesehen unabhängig von deren Position.

Typische Ansatzfunktion netzfreier Methoden

Die Konnektivität der Knoten wird bei netzfreien Methoden also nicht durch eine Vorab-
Vernetzung festgelegt, wodurch sich die erwähnten Vorteile aufgrund einer weitgehenden
Unabhängigkeit von der Körpergeometrie ergeben.

Es gibt mittlerweile eine zweistellige Zahl verschiedener netzfreier Methoden, die sich
jedoch weitaus weniger unterschiedliche Grundkonzepte teilen. Je nach Anwendungs-
zweck weisen sie unterschiedliche Eignungen und Schwächen auf. Für die Betrachtung
eines Festkörpers eignet sich die Elementfreie Galerkin Methode, auch Finite-Punkte-
Methode genannt. Abgesehen von der Elementfreiheit ist ihr Galerkin-Ansatz ähnlich
dem, wie er auch in der Methode der Finiten Elemente Anwendung �ndet. Das Verfahren
ist besonders robust hinsichtlich der numerischen Behandlung von Diskontinuitäten wie
Rissen. Die Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics hingegen ist durch ihre frei
beweglichen Partikel und der dadurch von vornherein enthaltenen zeitlichen Dimension
besonders zur Simulation von instationären Flüssigkeitsbewegungen geeignet. Sie bildet
ein Fluidum als eine Menge von Teilchen ab, die örtlich ebenfalls nicht scharf begrenzt
sind, sondern ähnlich einer Gauÿ-Glockenkurve innerhalb eines bestimmten Bereiches
gewichtet sind. Jedes Teilchen besitzt bestimmte Materialeigenschaften, beispielsweise
die repräsentierte Masse, und gehorcht den Grundsätzen der Impulserhaltung, sodass
die Erhaltungsgleichungen automatisch auch für das gesamte Fluidum erfüllt sind. Die
Ein�ussbereiche der Partikel können sich gegenseitig überlappen. Hierdurch stellt sich
ein �weiches� Interagieren der Partikel untereinander ein, was dem Verhalten einer realen
Flüssigkeit sehr nahe kommt und darüber hinaus eine numerisch aufwändige Kollisions-
kontrolle im eigentlichen Sinn über�üssig macht.

Die beiden im wesentlichen zu betrachtenden Systeme einer Talsperrenuntersuchung,
der Talsperrenkörper und das einwirkende Wasservolumen, können mit diesen netzfrei-
en Verfahren in einfacherer Weise, als dies unter Verwendung netzgebundener Methoden
möglich wäre, modelliert werden. Die vorliegende Arbeit stellt die beiden genannten Ver-
fahren vor und zeigt Möglichkeiten der kombinierten Implementierung und Anwendung
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im Rahmen der Betrachtung besonders von Erdbebeneinwirkungen bezüglich Wasser-
bauwerken auf.

Zum Inhalt

Zunächst werden im nachfolgenden Kapitel die grundlegenden Prinzipien elastizitäts-
theoretischer numerischer Modelle vorgestellt. Dies dient insbesondere dem leichteren
Verständnis der Elementfreien Galerkin Methode, die sich mit gängigen numerischen
Verfahren wie der Methode der Finiten Elemente zahlreiche Eigenschaften teilt. Erwähnt
sei beispielsweise das grundlegende Konzept der Verwendung von Ansatzfunktionen, der
Galerkin-Ansatz oder die Integrationsinstrumente. Daher geschieht die Darlegung dieser
grundsätzlichen Verfahrensweisen in Anlehnung an die Methode der Finiten Elemente.
Kurz werden auch die Grundlagen der Methode der Finiten Volumen beleuchtet, da
diese in ähnlichen Anwendungsfeldern zum Einsatz kommt, wie es auch für eine Ana-
lyse mithilfe der Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics zu erwarten ist. Das
dritte Kapitel führt aufbauend auf die gelegten Grundlagen in die Elementfreie Galer-
kin Methode ein, betonend vor allem die besondere Konstruktion der Ansatzfunktionen
über das Moving-Least-Squares-Verfahren und die spezielle Behandlung der Randbedin-
gungen. Ebenfalls wird die gute Eignung der Methode zur Rissfortschritts-Simulation
hergeleitet, welche zur numerischen Behandlung der in DIN 19700 geforderten bruch-
mechanischen Nachweise gefordert ist. Im Folgenden schlieÿt sich die Betrachtung des
Weiteren im Rahmen dieser Arbeit angewandten netzfreien Verfahrens, der Methode der
Smoothed Particles Hydrodynamics, an. Obgleich der Fokus im Rahmen der vorliegen-
den Arbeit auf einer Anwendung des Modells zur Simulation von Flüssigkeiten liegt,
werden in kompakter Form Ansätze zur Festkörpermechanik mit SPH gezeigt. Damit
wird die besondere Universalität dieser Methode deutlich, die sie für praktisch alle Be-
reiche des Wasserbaus einsetzbar erscheinen lässt. Die Interaktion zwischen Festkörper
und Wasser durch numerische Modelle abzubilden, ist hier oft wesentlicher Bestandteil
einer Vielzahl unterschiedlichster Untersuchungen. Entsprechend der besonderen Eig-
nung der Elementfreien Galerkin Methode für festkörpermechanische Analysen und der
Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics für die Simulation von Flüssigkeiten
legt das folgende Kapitel die entwickelten Ansätze zur Kombination der beiden vorge-
stellten netzfreien Modelle dar. Hierbei wird besonders auf die Schnittstelle zwischen
Festkörper und Fluid an der wasserzugewandten Talsperrenseite eingegangen, an der
die wesentlichen Einwirkungen, welche im Rahmen eines Standsicherheitsnachweises zu
betrachten sind, auftreten. Für eine Talsperrenüberprüfung maÿgebliche Simulationen
mithilfe beider numerischer Methoden �nden sich im Folgekapitel �Modellierungen für
Talsperren�. Der konkreten Umsetzung in die Ingenieurspraxis dient zunächst die Dar-
legung der grundlegenden Konzepte des Nachweises nach DIN 19700. Neben den ein-
zuhaltenden Kriterien wird auf die Gewinnung der benötigten Parameter durch nume-
rischer Werkzeuge eingegangen. Die genannte Norm sieht einen Nachweis hinsichtlich
der zu erwartenden Länge eines in bestimmten Bemessungssituationen möglicherweise
auftretenden Risses vor. Daher werden die komplexen Vorgänge beim Fortschreiten ei-
nes Risses nun hinsichtlich der bruchmechanischen Grundlagen und deren Umsetzung

19



1 Einführung

in den verschiedenen numerischen Modellen erörtert. Im Zuge der vorliegenden Arbeit
wurden die verschiedensten Modellierungen mit den genannten Verfahren durchgeführt.
Kern ist die Kombination der Elementfreien Galerkin Methode und des Verfahrens der
Smoothed Particles Hydrodynamics zur Beurteilung der auftretenden Belastungen einer
Talsperre im Erdbebenfall. Im Vergleich mit bekannten Methoden wie der von Wester-
gaard [85] zeigt sich die Realitätsnähe der Ergebnisse. Um die breite Anwendbarkeit
der netzfreien Verfahren hervorzuheben, �nden sich schlieÿlich auch zahlreiche weite-
re im Rahmen der vorliegenden Arbeit betrachteten Beispiele unterschiedlichster An-
wendungen auf dem Feld der Hydromechanik bis hin zur Seildynamik. Deutlich wird
hier die breitbandige Anwendbarkeit des Verfahrens der Smoothed Particles Hydrody-
namics auch für Festkörper-Betrachtungen unter Einsatz des zuvor dargelegten eigenen
Ansatzes. Die abschlieÿende Betrachtung fasst besondere Eigenschaften und Heraus-
forderungen der vorgestellten Modelle zusammen und zeigt im Ausblick Möglichkeiten
der Fortentwicklung und Gebiete weiterer Forschung auf. Schlieÿlich wird im Anhang
die entwickelte Software vorgestellt, mit deren Hilfe die vorgestellten Modellierungen
durchgeführt wurden. Im Zuge der vorliegenden Dissertation ist ein umfangreiches Pro-
grammpaket auf Basis netzfreier Methoden entstanden. Die Software besteht einerseits
aus einem Modul basierend auf der Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics so-
wie einer Implementierung der Elementfreien Galerkin Methode andererseits. Eingabe-
und Visualisierungsmodule ermöglichen den e�ektiven Einsatz der vorgestellten Verfah-
ren. Weiter werden grundlegende programmtechnische Aspekte e�ektiver Algorithmen
für die integrierten Methoden, aber auch der Visualisierung der Ergebnisse diskutiert.
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2 Grundprinzipien numerischer

Methoden der Elastizitätstheorie

Ziel einer elastizitätstheoretischen Untersuchung ist es, eine Aussage über den
Spannungs- und Verformungszustand eines Körpers unter bestimmten Randbedingun-
gen zu gewinnen. Hierzu müssen die zugrunde liegenden Di�erentialgleichungen gelöst
werden. Dies kann in einfachen Fällen analytisch erfolgen. Im Regelfall aber wird die
Komplexität des zu betrachtenden mechanischen Systems, etwa einer Talsperre, dies
nicht ohne starke Vereinfachungen zulassen. Damit ist eine Näherungslösung zu akzep-
tieren. Diese kann wiederum in geschlossener Form für das vereinfachte System erfol-
gen, oder mit einer diskreten Methode. Obwohl erstgenannter Ansatz bis in die jüngere
Vergangenheit üblich war, so sind es heute wirtschaftliche und zeitliche Gründe, oder
verschärfte technische Richtlinien, die dem Ingenieur eine weniger vereinfachende Ana-
lyse auferlegen. Dies ist möglich mit diskretisierenden Modellen. Unter Diskretisierung
ist das Abbilden kontinuierlicher Gröÿen, beispielsweise der Verschiebung, durch so ge-
nannte Ansatzfunktionen und unbekannte Verschiebungsvektoren an einzelnen verteilten
Rechenstützstellen, den Knoten, zu verstehen. Beide zuletzt genannten Lösungsansätze
sind Approximationen. Jedoch kann ein diskreter Ansatz praktisch beliebig hoch aufge-
löst werden, womit präzise, örtlich detaillierte Aussagen über die maÿgeblichen Zustände
des Systems gewonnen werden können. Die hohe Au�ösung geht dann aber mit einem
Umfang des zu lösenden Gleichungssystems daher, der ein rechnergestütztes Lösen not-
wendig macht. Damit erklärt sich auch der Durchbruch dieser Methoden innerhalb erst
der vergangenen 50 Jahre, obwohl theoretische Grundlagen und Matrizenverfahren schon
viel länger zur Verfügung standen. Im Folgenden wird auf grundsätzliche Prinzipien nu-
merischer Methoden eingegangen. Aufgrund der engen Verwandtschaft zur Elementfreien
Galerkinmethode geschieht dies anhand der Methode der Finiten Elemente.

2.1 Direkte Stei�gkeitsmethode

Die Direkte Stei�gkeitsmethode (DSM) kann als Vorläufer und Basis der Methode der
Finiten Elemente angesehen werden. Sie weist einige deren Hauptmerkmale wie die Ver-
wendung von Matrizenformulierungen, Elementen und Knoten auf. Erste Ansätze hierzu
gab es bereits in den 1930er Jahren von Collar und Duncan [23] [30]. Der eigentliche
Durchbruch der matrizenbasierten strukturanalytischen Methoden kam mit den Ver-
ö�entlichungen Argyris' in den 1950er Jahren [3], der diese Methode neben weiteren
Persönlichkeiten wie Jones [41] stetig zur Methode der Finiten Elemente fortentwickel-
te [7]. Verö�entlicht wurde das Verfahren erstmals 1959 von Turner [82] und wird im
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitätstheorie

Folgenden an [29] orientiert umrissen. Die Direkte Stei�gkeitsmethode basiert auf der
generalisierten Feder-Analogie eines eindimensionalen Elements. Dessen den Bezug von
Kraft zu Verschiebung beschreibende Gleichung lautet:

F = k · u (2.1)

Hierin ist F die wirkende Kraft, k die Federstei�gkeit und u die Verschiebung in
Kraftrichtung, Abb. 2.1.

k

u

F
Abb. 2.1: Feder

Im Falle des einfachen Fachwerkträgers wie in Abb. 2.2 gezeigt, entspräche die Federstei-
�gkeit ks = EA/L, und der Zusammenhang zwischen wirkender Kraft F = f exj = −f exi
und Verschiebung d wird beschrieben durch F = ksd = EA

L
d.

EA/L

3

1 2

fy2

fx2

3

1 2

feyi, u
e
yi feyj , u

e
yj

ji
fexi, u

e
xi fexj , u

e
xj

Abb. 2.2: Fachwerkträger

Hierbei ist E der E-Modul des Trägers, A seine Querschnitts�äche und L seine Länge,
die Verschiebung d = uexj − uexi. In Matrixform ergibt sich für das �nite Element �Fach-
werkträger� der folgende Ausdruck, wobei Matrizen und Vektoren in dieser Arbeit wie
allgemein üblich in Fettschrift notiert werden:

f e = Keue (2.2)
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2.1 Direkte Stei�gkeitsmethode

Der obere Index e entspricht der Elementnummer. (2.2) lautet ausgeschrieben:
f exi
f eyi
f exj
f eyj

 =


Ke
xixi Ke

xiyi Ke
xixj Ke

xiyj

Ke
yixi Ke

yiyi Ke
yixj Ke

yiyj

Ke
xjxi Ke

xjyi Ke
xjxj Ke

xjyj

Ke
yjxi Ke

yjyi Ke
yjxj Ke

yjyj



uexi
ueyi
uexj
ueyj

 (2.3)

Die Indizes i bzw. j sind die Nummern der beiden Knoten des 1D-Elements mit Index
e, für dessen lokale Stei�gkeitsmatrix Ke somit auch notieren lässt:

Ke =
EA

L


1 0 −1 0
0 0 0 0
−1 0 1 0
0 0 0 0

 (2.4)

Für das Gesamttragwerk bestehend aus sämtlichen Trägern lautet (2.1) in Matrizendar-
stellung analog:

f = Ku (2.5)

hierbei wird K als globale Stei�gkeitsmatrix, f als globaler Kraftvektor und u als glo-
baler Verschiebungsvektor bezeichnet. f beinhaltet die Kräfte, welche in horizontaler
und vertikaler Richtung an den als gelenkig angenommenen Verbindungen aller Stäbe
wirken und damit auch äuÿere Krafteinleitungen beispielsweise an den Systemrändern.
Die Verschiebungen aller Knoten wird durch u beschrieben, K legt den Zusammenhang
der Knotenverschiebungen u in Bezug auf die wirkenden Kräftekomponenten von f fest.
Für den in Abb. 2.2 heraus gelösten Verband auf der rechten Bildhälfte lautet (2.5)
ausgeschrieben, wobei bei den Vektoren der erste Index die Richtung, der zweite die
Knotennummer angibt:

fx1

fy1

fx2

fy2

fx3

fy3

 =


Kx1x1 Kx1x1 Kx1y1 Kx1x2 Kx1y2 Kx1x3 Kx1y3

Ky1x1 Ky1x1 Ky1y1 Ky1x2 Ky1y2 Ky1x3 Ky1y3

Kx2x1 Kx2x1 Kx2y1 Kx2x2 Kx2y2 Kx2x3 Kx2y3

Ky2x1 Ky2x1 Ky2y1 Ky2x2 Ky2y2 Ky2x3 Ky2y3

Kx3x1 Kx3x1 Kx3y1 Kx3x2 Kx3y2 Kx3x3 Kx3y3

Ky3x1 Ky3x1 Ky3y1 Ky3x2 Ky3y2 Ky3x3 Ky3y3




ux1

uy1

ux2

uy2

ux3

uy3

 (2.6)

Zur Veranschaulichung der Bedeutung und Indexierung der Stei�gkeits-Koe�zienten in
K kann gedanklich die Verschiebung

u = [0 0 1 0 0 0]T (2.7)

auf das Tragwerk aufgebracht werden. Der aus (2.6) resultierende Kraftvektor wäre folg-
lich

f = [Kx1x2 Ky1x2 Kx2x2 Ky2x2 Kx3x2 Ky3x2]T (2.8)
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitätstheorie

Ky1x2 beispielsweise wäre dann die Kraft in vertikaler Richtung am Knoten 1, wenn
am Knoten 2 eine horizontale 1-Verschiebung aufgebracht würde. Die Stei�gkeits-
Koe�zienten können somit als den Ein�uss einer Verschiebung ausdrückende Parame-
ter angesehen werden. Über gegebene Randbedingungen, welche auf bestimmte Knoten
aufgebrachte Kräfte oder Verschiebungen festlegen, wird (2.6) lösbar. Die Direkte Stei-
�gkeitsmethode kommt aufgrund der einfachen homogenen Elemente einer räumlichen
Dimension ohne Ansatzfunktionen und den Einsatz von Energiemethoden aus. Sie ist je-
doch auf einfache Anwendungsfälle beschränkt. Aufgrund dessen wurde sie zur Methode
der Finiten Elemente weiterentwickelt, welche universeller einzusetzen ist, jedoch zum
Preis einer aufwändigeren Gewinnung der Systemmatrizen mithilfe von Ansatzfunktio-
nen zur Lösung der �schwachen� Form der Di�erenzialgleichungen.

2.2 Starke und schwache Form der
Di�erenzialgleichungen, Galerkin-Formulierung

Die Diskretisierung, also die Reduktion eines Kontinuums zu einem endlichen algebrai-
schen System, kann auf drei Typen von Di�erenzialgleichungen führen: Die �starke�
Form, die �schwache� Form, oder eine Form der Variationsrechnung. Unter der starken
Form ist ein System von partiellen Di�erenzialgleichungen zusammen mit deren Rand-
bedingungen zu verstehen. Die schwache Formulierung drückt die starke Form der Di�e-
renzialgleichung aus durch ein gewichtetes Integral, von dem nicht mehr gefordert wird,
dass es an jeder Stelle exakt die Lösung erfüllt, sondern dieser über einen bestimmten
Bereich gemittelt entspricht. Sie ist daher eine �schwächere� Formulierung des Problems.
Die variationale Form schlieÿlich ist ein Funktional, dessen Extremal-Bedingungen die
starke oder schwache Form erzeugen. Alle in dieser Arbeit besprochenen numerischen
Verfahren, ob mit oder ohne zugrunde liegendem Rechennetz, dienen der Lösung von
partiellen Di�erenzialgleichungen. Eine partielle Di�erenzialgleichung stellt einen Zu-
sammenhang zwischen einer Funktion, deren Ableitungen in verschiedene Richtungen
sowie eventuell weiterer Variablen her. Ziel der Lösung einer solchen Di�erenzialglei-
chung ist es, die Funktion zu �nden, über deren Ableitung eine Aussage vorliegt, was im
Rahmen der hier betrachteten Fragestellungen die Verschiebung ist. Als Beispiel sei die
Gleichgewichtsbedingung des einseitig eingespannten, durch die gleichmäÿige Längskraft
q belasteten Balkens mit der angenommenen Stei�gkeit EA = 1 wie in Abb. 2.3 gezeigt
genannt

d2u

dx2
= q (2.9)

Die Randbedingungen sind gegeben mit der Verschiebung u in achsialer Richtung

u(0) = 0 und
du2

dx2

∣∣∣
x=L

= 0 (2.10)
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2.2 Galerkin-Formulierung

q

L

Abb. 2.3: Balken mit Stei�gkeit EA = 1

Ziel ist es, den Verschiebungsverlauf u(x) zu �nden. Gleichung (2.9) stellt die starke For-
mulierung einer partiellen Di�erenzialgleichung dar. Die starke Lösung wird an jedem
Punkt der Funktion exakt erfüllt. Die Methode der Finiten Di�erenzen beispielsweise
löst eine solche Formulierung durch Approximation nach Übergang auf den Di�erenzen-
quotienten. Allerdings ist sie nur für regelmäÿige Geometrien und einfache Randbedin-
gungen anwendbar. Die meisten numerischen Modelle arbeiten daher mit der schwachen
Form, gleichbedeutend mit dem variationalen Ausdruck des Problems, welcher gegen
eine Testfunktion integriert wird. Diese Testfunktion ist oft identisch mit der Ansatz-
funktion, wie später verdeutlicht wird. Wie erwähnt wird nun nicht mehr ein exaktes
Erfüllen der Lösung an jedem Punkt, sondern lediglich im Mittel über einen bestimmten
Bereich verlangt. Mit dem Residuum, (2.9) entsprechend

d2u

dx2
− q = 0 (2.11)

lautet die schwache Form mit der Testfunktion v∫ L

0

(
d2u

dx2
− q
)
v dx = 0 (2.12)

Die Testfunktion soll die essentiellen Randbedingungen erfüllen, in diesem Fall
v(0) = 0. Gleichung (2.12) lautet umgestellt∫ L

0

d2u

dx2
v dx =

∫ L

0

qv dx (2.13)

Partielle Integration liefert

−
∫ L

0

du

dx

dv

dx
dx+

[
v(x)

du

dx

]x=L

x=0

= −
∫ L

0

du

dx

dv

dx
dx+v(L)

du

dx

∣∣∣
x=L
−v(0)

du

dx

∣∣∣
x=0

(2.14)

Mit den zuvor genannten Randbedingungen

u(0) = 0
du2

dx2

∣∣∣
x=L

= 0 v(0) = 0 (2.15)

wird (2.14) zur gesuchten schwachen Formulierung∫ L

0

du

dx

dv

dx
dx =

∫ L

0

qv dx (2.16)

25



2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitätstheorie

Die in dieser Arbeit vorgestellten numerischen Methoden lösen diese Formulierung durch
den Summations-Ansatz

u(x) =
N∑
j=1

ujφ(x) beziehungsweise v(x) =
N∑
j=1

bjφ(x) (2.17)

wobei uj die gesuchten Knotenparameter sind, hingegen die Parameter bj beliebig ge-
wählt werden können. Die Ansatz- bzw. Testfunktionen sind durch φ symbolisiert. N gibt
die Anzahl der Knoten an, über die aufsummiert wird. Eingesetzt in (2.16) ergibt sich∫ L

0

N∑
j=1

uj
dφj
dx

(x)
N∑
i=1

bj
dφi
dx

(x) dx =

∫ L

0

q

N∑
j=1

bjφj(x) dx (2.18)

Nach Umordnung wird (2.18) notiert zu

N∑
i=1

bi

N∑
j=1

uj

∫ L

0

dφj
dx

dφi
dx

dx =
N∑
i=1

bi

∫ L

0

qφi dx (2.19)

Nach Streichungen erhalten wir

N∑
j=1

uj

∫ L

0

dφj
dx

dφi
dx

dx =

∫ L

0

qφi dx (2.20)

Betrachtet man nun mit (2.5) das zugrunde liegende Gleichungssystem Ku = f , so lässt
sich zuordnen:

Kij =

∫ L

0

dφj
dx

dφi
dx

dx (2.21)

und

fi =

∫ L

0

qφi dx (2.22)

wobei uj die Elemente des Vektors der Unbekannten, in diesem Fall der Knotenver-
schiebungen sind. Diese Formulierung entspricht dem Galerkin-Ansatz, wie er sowohl
den meisten Finite-Elementen-Modellen als auch der Elementfreien Galerkin-Methode
zugrunde liegt. Dieser lässt sich auch über eine Energiebetrachtung herleiten: Das Prin-
zip der minimalen Energie, auch �Hamiltonsches Prinzip� oder �Prinzip der minimalen
Wirkung� genannt, lautet mit dem Variationssymbol δ

δ

∫ t2

t1

T − U +W dt = 0 (2.23)

wobei t1 und t2 Anfangs- und Endzeit symbolisieren, was für statische Betrachtungen
keine Rolle spielt. Die Kinetische Energie wird im dynamischen Fall durch

T =
1

2

∫
Ω

ρu̇T u̇ dΩ (2.24)
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2.2 Galerkin-Formulierung

ausgedrückt, während der Anteil der Dehnungsenergie

U =
1

2

∫
Ω

εTσ dΩ (2.25)

lautet und die Arbeit durch externe Kräfte im Körper und am Rand mit

W =

∫
Ω

uTb dΩ +

∫
Γt

uT t̄ dΓ (2.26)

notiert wird, wobei u die noch unbekannte Feldfunktion in Form der Verschiebungen
ausdrückt, b Körperkräfte wie Gravitation sein können und t̄ Traktionskräfte auf dem
betre�enden Körperrand Γt des Gebiets Ω bezeichnet. Betrachtet man nun den statio-
nären Fall, so lässt sich das Gesamtpotential vereinfacht als

Π = U +W (2.27)

notieren. (2.23) wird damit zu

δΠ = δ(U +W ) = 0 (2.28)

Nun werden Ansatzfunktionen Na gebildet, welche die unbekannten Feldfunktionen u
anhand der Knotenparameter ũe

a über das Gebiet approximieren.

u ≈
∑
a

Naũa (2.29)

Die Konstruktion der Ansatzfunktionen geschieht in den unterschiedlichen Modellen auf
sehr verschiedene Art. Die erhaltene Approximation ist die durch die Ansatzfunktionen
gewichtete Summe über alle Knotenwerte, dessen Indices durch a angezeigt werden. Das
Grundgleichungs-System Ku = f wird damit durch die Näherung

Kũ = f (2.30)

ersetzt. Das Gesamtpotential lautet in dieser Formulierung

Π =
1

2
ũTKũ + ũT f (2.31)

mit der symmetrischen Stei�gkeitsmatrix K und dem Vektor der Kräfte f . Die Bedin-
gung für das Minimum der potentiellen Energie, das Stationärwerden des Funktionals
wie in (2.28) ausgedrückt, lässt sich damit durch die n Einzelpotentiale der Elemente
darstellen zu

∂Π

∂ũ
=


∂Π
∂ũ1
∂Π
∂ũ2

· · ·
∂Π
∂ũn

 = Kũ + ũT f = 0 (2.32)
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitätstheorie

(2.24), (2.25) und (2.26) in das Lagrangesche Funktional für Festkörper (2.23) eingesetzt
führt auf∫ t2

t1

[
−1

2

∫
Ω

δεTσ dΩ +

∫
Ω

δuTb dΩ +

∫
Γ

δuT t̄ dΓ +
1

2

∫
Ω

δρu̇T u̇ dΩ

]
dt = 0 (2.33)

nachdem die Variationsoperatoren in die Integralterme überführt wurden [46]. Unter
Anwendung der Variations-Kettenregel und partieller Integration wird (2.33) zu

∫ t2

t1

[
−
∫

Ω

δεTσ dΩ +

∫
Ω

δuTb dΩ +

∫
Γ

δuT t̄ dΓ−
∫

Ω

δρuT ü dΩ

]
dt = 0 (2.34)

Um vorstehende Gleichung für beliebige u zu erfüllen, muss der zeitabhängige Integrand
verschwinden:

−
∫

Ω

δεTσ dΩ +

∫
Ω

δuTb dΩ +

∫
Γ

δuT t̄ dΓ−
∫

Ω

δρuT ü dΩ = 0 (2.35)

(2.35) ist die Galerkin-Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit: Diese, geleistet
von den elastischen Kräften im Körperinneren und den äuÿeren Kräften, verschwindet
unter Aufbringung einer virtuellen Verschiebung δ. Für statische Betrachtungen ver-
schwinden die zeitabhängigen Terme und die Galerkin-Formulierung vereinfacht sich zu

−
∫

Ω

δεTσ dΩ +

∫
Ω

δuTb dΩ +

∫
Γ

δuT t̄ dΓ = 0 (2.36)

2.3 Implementierung der Randbedingungen

Die Grundgleichung Ku = f wird erst durch bekannte Randbedingungen lösbar. Dabei
wird zwischen natürlichen und essentiellen Randbedingungen unterschieden. Vereinfacht
ist unter natürlichen Randbedingungen, auch als Neumann-Randbedingungen bezeich-
net, das Einwirken von Kräften zu verstehen. Sie sind Bestandteil der Formulierung und
treten als Randintegrale auf und werden automatisch von einer Lösung der schwachen
Formulierung erfüllt. Unter essentiellen Randbedingungen sind die Gegebenheiten hin-
sichtlich der Verschiebungen zu verstehen. Essentielle Randbedingungen werden auch
Dirichletsche Randbedingungen genannt und legen den Wert der Verschiebung u an den
Randknoten auf Γ fest. Sie müssen zusätzlich zu der integralen Formulierung gefordert
werden. Eine Dirichlet-Randbedingung gibt damit einen Funktionswert direkt vor, da-
gegen gibt eine Neumann-Randbedingung die Ableitung eines Funktionswertes vor. Mit
einer Dirichlet-Randbedingung wird somit ein Freiheitsgrad direkt vorgegeben. Die zu-
gehörige Zeile und Spalte im Matrizensystem ist damit hinfällig. Zur Realisierung im
Modell sind zwei Verfahren üblich, die im Folgenden skizziert werden [29].
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2.3 Implementierung der Randbedingungen

2.3.1 Lagrange-Multiplikatoren

λy
(a) Randbedingungen

λxλx

λyλy
(b) Lagrange-Multiplikatoren

Abb. 2.4: Lagrange-Multiplikatoren

Lagrange-Multiplikatoren können als Kräfte interpretiert werden, welche an den be-
trachteten Knoten gerade zur gewünschten Verschiebung führen, beispielsweise ui = 0
für ein Festlager, und sind daher quasi als Reaktionskräfte λ zu betrachten, Abb. 2.4.
Ihre Anzahl pro Knoten entspricht der Anzahl der Freiheitsgrade; in einem zweidimen-
sionalen Modell gibt es somit auch jeweils zwei Lagrange-Multiplikatoren für die Knoten
der essentiellen Ränder. Die Lagrange-Multiplikatoren gehören zu den Unbekannten des
Systems und werden durch

λ(x) =
N∑
i

Niλi (2.37)

für jeden Knoten auf den essentiellen Rändern interpoliert. Hierin ist Ni das Lagrange-
Interpolationspolynom: Lagrange-Multiplikatoren werden zur Lösung von Extremwert-
aufgaben von Funktionen mehrerer Veränderlicher mit Nebenbedingungen eingesetzt,
beispielsweise der Funktion z = f(x, y) mit der Nebenbedingung ϕ(x, y) = 0. Statt nun
die Gleichung der Nebenbedingung nach einer Variablen aufzulösen und in die Gleichung
z = f(x, y) einzusetzen, sodass eine Gleichung mit nur noch einer Variablen vorliegt,
wird durch Linearkombination der Funktionen f(x, y) und ϕ(x, y) eine neue künstliche
Funktion L(x, y, λ), die Lagrange-Funktion, de�niert:

L(x, y, λ) = f(x, y)− λϕ(x, y) (2.38)

Der Parameter λ ist der unbekannte Lagrange-Multiplikator. Die Extremwerte der ur-
sprünglichen Funktion f(x, y) und der Lagrange-Funktion L(x, y, λ) sind identisch, weil
stets ϕ(x, y) = 0 gilt. Die notwendigen Bedingungen für die Existenz eines Extremwertes
der Lagrange-Funktion ergeben sich mit den Ableitungen f,x, f,y beziehungsweise ϕ,x,
ϕ,y in beide Richtungen x und y zu:

L,x = f,x − 0 · ϕ(x, y)− λϕ,x = f,x − λϕ,x = 0 (2.39)

L,y = f,y − 0 · ϕ(x, y)− λϕ,y = f,y − λϕ,y = 0 (2.40)

L,λ = 0− 1 · ϕ(x, y) = ϕ(x, y) = 0 (2.41)

29



2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitätstheorie

Die Au�ösung dieses Gleichungssystems liefert die Extremwerte von f(x, y) unter Erfül-
lung der Nebenbedingung ϕ(x, y) = 0 und der Bedingungsgleichungen:

f,x−λϕ,x = 0 → λ =
f,x
ϕ,x

f,y−λϕ,y = 0 → λ =
f,y
ϕ,y

und damit
f,x
ϕ,x

=
f,y
ϕ,y

(2.42)

Beispiel: Ermittlung der kleinstmöglichen Ober�äche A eines Zylinders mit Radius r
und Höhe h bei vorgegebenem Volumen V0 [53]:

Azyl = f(r, h) = 2πrh︸ ︷︷ ︸
Mantel�äche

+ 2πr2︸︷︷︸
Deckel�ächen

(2.43)

Nebenbedingung:

V = πr2h = V0 → ϕ(r, h) = πr2h− V0 = 0 (2.44)

Anwendung der Lagrangeschen Bedingungsgleichungen

f,r = 2πh+ 4πr f,h = 2πr ϕ,r = 2πrh ϕ,h = πr2 (2.45)

führt auf

2πh+ 4πr

2πrh
=

2πr

πr2
→ h = 2r → h = 2

3

√
V0

2π
(2.46)

Es ergibt sich ein Vektor aller Lagrange-Multiplikatoren des Systems. Der entsprechende
Überschuss an Unbekannten ist eben durch die bekannten Randbedingungen ausgegli-
chen. Aus Ku = f wird damit[

K AT

A 0

] [
u
λ

]
=

[
f
b

]
(2.47)

Hierin ist Au = b das Lösungssystem aller essentiellen Freiheitsgrade. Die Lösung des
Systems hat λ und u zum Ergebnis. Die Reaktionskräfte sind dann mit −ATλ de�niert.
Mit dem Di�erenzial-Operator

L =

 ∂
∂x

0
0 ∂

∂y
∂
∂y

∂
∂x

 (2.48)

und dem Verschiebungsvektor u = [u v]T ergibt sich für die Galerkin-Formulierung mit
Lagrange-Multiplikatoren∫

Ω

δ(Lu)TD(Lu) dΩ−
∫

Ω

δuTb dΩ−
∫

Γt

δuT t̄ dΓ−
∫

Ω

δλTC(u) dΩ−
∫

Ω

λT δC(u) dΩ = 0

(2.49)
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2.3 Implementierung der Randbedingungen

C(u) = [C1(u) C2(u) . . . Ck(u) ]T ist hierin der Vektor, der nicht durch die Approxi-
mation erfüllten Bedingungen. Für den ebenen Spannungszustand gilt mit dem Elasti-
zitätsmodul E und der Querdehnzahl µ für die Dehnungsstei�gkeiten

DESZ =
E

1− µ2

1 µ 0
µ 1 0
0 0 1−µ

2

 (2.50a)

während für den ebenen Verzerrungszustand

DEVZ =
E(1− µ2)

(1 + µ)(1− 2µ)

 1 µ
1−µ 0

µ
1−µ 1 0

0 0 1−2µ
2(1−µ

 (2.50b)

gilt. Die Verfahrensweisen sind für netzbasierte und netzfreie Methoden prinzipiell gleich.

2.3.2 Penalty Methode

Neben der Darstellung der Randbedingungen durch Lagrange-Multiplikatoren ist die
Penalty-Methode gebräuchlich. Die Penalty-Methode kann man sich anschaulich vorstel-
len, als ob ein weiteres Element einer de�nierten Stei�gkeit eingeführt würde, welches die
Verschiebung bestimmter Knoten beein�usst. Dieses Element wird rechnerisch identisch
eines normalen Elements behandelt. Abb. 2.5 zeigt ein Penalty-Element, mit dem die
Verschiebungen des zweiten und sechsten Knotens �gleichgeschaltet� werden: u2 = u6.

1 2 3 4 5 6 7
Abb. 2.5: Penalty-Element zwischen zweitem und sechstem Knoten

Nach der Grundgleichung Ku = f ergibt sich mit dem zu wählenden Gewicht w des
Penalty-Elements

w

[
1 −1
−1 1

] [
u2

u6

]
=

[
fpenalty2

fpenalty6

]
(2.51)

Hiermit ergibt sich nun eine geänderte globale Stei�gkeitsmatrix K̂. Im gezeigten Beispiel
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitätstheorie

ist

K̂ =



K11 K12 0 0 0 0 0
K12 K22 + w K23 0 0 −w 0

0 K23 K33 K34 0 0 0
0 0 K34 K44 K45 0 0
0 0 0 K45 K55 K56 0
0 −w 0 0 K56 K66 + w K67

0 0 0 0 0 K67 K77


(2.52)

Auch die Formulierung K̂ = K+Kα ist möglich, wobei Kα eine Diagonalmatrix mit den
Penalty-Gewichten ist. Zur Lösung des Gleichungssystems K̂û = f̂ , wobei gilt û = u und
f̂ = f , muss die Invertierbarkeit von K̂ gewährleistet sein. Das Penalty-Gewicht w kann
deshalb nicht unendlich groÿ gewählt werden. Hierdurch entsteht ein Fehler, im obigen
Beispiel u6−u2 6= 0, dessen Gröÿe vom elektronisch verarbeiteten Variablentyp abhängt.
Für die Galerkin-Formulierung ergibt sich unter Verwendung der Diagonal-Matrix der
Penalty-Faktoren

α =


α1 0 0 0
0 α2 0 0
0 0 . . . 0
0 0 0 αk

 (2.53)

der Ausdruck∫
Ω

δ(Lu)TD(Lu) dΩ−
∫

Ω

δuTb dΩ−
∫

Γt

δuT t̄ dΓ−
∫

Ω

δC(u)TαC(u) dΩ = 0 (2.54)

2.4 Numerische Integration, Gauÿ-Quadratur

Zur Berechnung der Elementmatrizen, beispielsweise der Stei�gkeitsmatrizen, oder zur
Erfassung von Kräften, müssen die Ansatzfunktionen aller bezogenen Modellkonzepte
integriert werden. Diese Integration geschieht üblicherweise mithilfe der Methode der
Gauÿquadratur über bestimmte Stützstellen der Ansatzfunktionen. Mithilfe der Gauÿ-
quadratur lassen sich generell Integrale der Form∫ b

a

F (x)w(x) dx (2.55)

numerisch lösen. Hierbei wird das Integral durch eine gewichtete Summe

n∑
i=1

F (xi)w(xi) (2.56)

ersetzt. Die Gewichte sind dabei w1 bis wn, x1 bis xn die Abszissen der Stützpunkte, n
ist der Grad der Quadratur. Näher zur Mitte liegende Stützpunkte werden dabei stärker
gewichtet als äuÿere Punkte, in Abb. 2.6 durch den Radius der Stützstellen dargestellt.
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0 1-1

1D

1

1-1

-1

0

2D

Abb. 2.6: 4-Punkt-Gauÿquadratur für 1D und 2D

Eine Gauÿquadratur mit nur einer zentralen, mit Faktor 2 gewichteten Stützstelle xi0
entspricht der Trapezregel bzw. Riemann-Summation, Abb. 2.7.

x

y

xi−1

f(x)

xi

f(ξ0)

ξ0

Abb. 2.7: 1-Punkt-Gauÿquadratur

Für die Berechnung des Integrals ist somit lediglich die Berechnung von n Funk-
tionswerten f(ξi) an den Stellen ξ1 bis ξn jeweils im Intervall xi−1 bis xi erforderlich.
Diese beziehen sich auf ein Intervall von -1 bis 1. Funktionen sind daher auf dieses
Intervall zu projizieren, was mithilfe der Jacobi-Matrix geschieht. Dennoch ist die Gauÿ-
Quadratur ein Verfahren hoher Genauigkeit, soweit die zu integrierende Funktion gut
durch ein Polynom approximiert werden kann. Für Polynome vom Grad 2n ist das Ver-
fahren sogar exakt. Zweidimensionale Berechnungen summieren über beide Richtungen,
wobei die Gewichte multipliziert werden:

n∑
i=1

n∑
j=1

F (xi, xj)w(xi)w(xj) (2.57)
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitätstheorie

Tabelle 2.1 listet Abszissen und Gewichte für die Quadratur mit 4 Stützpunkten auf,
welche in der vorliegenden Arbeit bevorzugt eingesetzt wurde. Für Quadraturen anderer
Grade existieren umfangreiche Tabellenwerke.

Tab. 2.1: Gewichte und Stützpunktabszissen für 4-Punkt-Gauÿ-Quadratur

Abszissenwert ξi Gewicht wi

-0.861136311594053 0.347854845137454
-0.339981043584856 0.652145154862546
0.339981043584856 0.652145154862546
0.861136311594053 0.347854845137454

2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

Die konkrete Umsetzung der zuvor beschriebenen Verfahren soll im Folgenden anhand
der Methode der Finiten Elemente aufgezeigt werden. Diese weist zahlreiche Paralle-
len zu der in dieser Arbeit diskutierten Elementfreien Galerkin Methode auf, ist jedoch
durch einfacher konstruierte Ansatzfunktionen zunächst leichter zu überblicken. Die Me-
thode der Finiten Elemente löst die schwache Form der Di�erenzialgleichungen durch
Einführung von Ansatzfunktionen unter Ausnutzung des Prinzips der Minimalen Energie
beziehungsweise der Virtuellen Verrückungen. Die Methode beruht auf einem Rechen-
netz: Die Finiten Elemente sind an ihren Eckpunkten, den Knoten, verbunden. Das
Rechennetz de�niert die Konnektivität der Knoten, also den Grad ihrer gegenseitigen
Beein�ussung. Der Grundstein zur Entwicklung dieser numerischen Methode wurde in
den 1950er Jahren beim Luft- und Raumfahrt-Konzern Boeing mit der Formulierung der
vorgestellten Direkten Stei�gkeitsmethode gelegt. Deren Grundprinzipien bilden noch
immer die Basis auch moderner FEM-Pakete. Bereits in der zweiten Hälfte der 1950er
Jahre bestanden FEM-Formulierungen, welche Ansatzfunktionen, isoparametrische Ele-
mentformulierungen und Rayleigh-Ritz-Prinzipien aufwiesen. Ihren Weg vom alleinigen
Einsatz in der Luftfahrtindustrie hin zu einer breit gefächerten Anwendung in praktisch
allen Ingenieurs-Aufgabenfeldern fand die Finite-Elemente-Methode neben Olgierd C.
Zienkiewicz [95] vor allem durch John Argyris [4] [5] [6], welcher seit 1959 Professor
an der Technischen Hochschule Stuttgart (heute Universität Stuttgart) tätig war. Auf-
grund zahlreicher positiver Eigenschaften ist die Methode der Finiten Elemente heute
zum Standardwerkzeug der Ingenieurwissenschaften und Forschung geworden:

• Die Methode der Finiten Elemente ist bewährt und akzeptiert

• Problemlos bei einfachen Geometrien

• Randbedingungen einfach zu implementieren

• Umfangreiche Pakete und Elementbibliotheken verfügbar
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Jedoch sind auch Nachteile zu verzeichnen, etwa:

• Generierung des Netzes bei komplexen Geometrien schwierig

• Wandernde geometrische Diskontinuitäten, etwa Risse, nur schwer darstellbar

Die Nachteile wirken sich insbesondere bei Fragestellungen, welche wie in der vorliegen-
den Arbeit die Behandlung von Diskontinuitäten zum Gegenstand haben, gravierend aus.
Auch wenn die automatischen Netzgeneratoren eine starke Weiterentwicklung erfahren
haben, so ist ein manuelles Nacheditieren meist unumgänglich; die Netzgeneration ist
damit bestenfalls als halbautomatisch zu bezeichnen. Zwar ist eine Triangulation prin-
zipiell immer möglich, jedoch weisen Dreieckselemente bei gleicher Dichte eine niedrige-
re Genauigkeit auf als beispielsweise quadrilaterale Elemente, welche jedoch wiederum
schwieriger zu vernetzen sind. Eine per FEM durchgeführte Rissanalyse beispielswei-
se bedarf für jeden Zeitschritt einer erneuten Netzgeneration, da sich die Geometrie
des Körpers stets ändert. Im Folgenden wird die Umsetzung der im vorherigen Kapitel
eingeführten numerischen Ansätze im Rahmen der Finite Elemente Methode orientiert
an [29] dargelegt.

2.5.1 FEM-Formulierung mithilfe des Prinzips der minimalen

Energie

Grundidee der Methode der Finiten Elemente ist es, das komplexe Kontinuum eines
Körpers in eine endliche Zahl kleiner endlicher Elemente de�nierten Verformungsver-
haltens zu unterteilen. Zur Beschreibung dieses Verformungsverhaltens, der Stei�gkeit
der Finiten Elemente, werden Energiemethoden angewandt. Die Dehnungsenergie eines
Volumens V erhält man mit der Formänderungs-Energiedichte

σij =
∂U

∂εij
(2.58)

welche der Dehnungsenergie pro Volumeneinheit entspricht

U =
1

2
σε (2.59)

zu

UV =
1

2

∫
V

σε dV (2.60)

Im betrachteten eindimensionalen Fall entspricht σ = Eε und ε = u,x = du
dx
. Die äuÿere

Arbeit setzt sich zusammen aus

• verteilten Kräften p, beispielsweise aus Beschleunigungen

• an den Rädern eingeleiteten Kräften P , etwa Wasserlast, Au�agerreaktionen
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitätstheorie

Die eingeleiteten Kräfte rufen äquivalente innere Kräfte hervor, sodass sich beispielsweise
für die äuÿere Arbeit W über die Länge L eines stabförmigen Körpers notieren lässt

W =

∫ L

0

q u dx (2.61)

Das Gesamtpotential ergibt sich zu

Π = U −W (2.62)

und hängt nur von der Verformung u(x) ab. Im Zuge des Energieverfahrens wird nun
mit u(x) = u∗(x) + δu(x) über u variiert, wobei u∗(x) der exakte Verschiebungsverlauf
ist. Die in�nitesimale virtuelle Verschiebung δu(x), die das System in die neue Gleichge-
wichtslage u+ δu verschiebt, muss kinematisch zulässig und möglich sein. Die Randbe-
dingungen, in Beispiel aus Abb. 2.3 mit u(0) = 0 gegeben, müssen eingehalten werden.
Weiterhin muss die Variation stetig sein:

u(x) ε C0 in x ∈ [0, L] (2.63)

u

x

u(x) + δu(x)

u(x)

δu(x)

Abb. 2.8: Variation über u

Zur Unterscheidung vom Di�erenzial du wird das Symbol δ verwendet. Mathematisch
darf das Verschiebungsinkrement, von oben genannten Einschränkungen abgesehen, als
Di�erenzial behandelt werden. Zum identisch notierten Kronecker-Delta-Symbol besteht
keine Beziehung. Infolge der virtuellen Verschiebungen δui stellen sich virtuelle Verzer-
rungen ein:

δεij =
1

2
δ (ui,j + uj,i) (2.64)

Es gilt mit

δWi = δWa (2.65)

dass ein deformierter Körper sich dann im Gleichgewicht be�ndet, wenn die Arbeit in-
folge einer virtuellen Verrückung der inneren Kräfte δWi gleich der Arbeit der äuÿeren
Kräfte δWa ist. Aus der Forderung der kinematischen Zulässigkeit folgert, dass Reakti-
onskräfte unverschieblicher Au�ager hieran keinen Anteil haben. Für elastische Körper
gilt

δWi = δΠi und δWa = −δΠa
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2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

Das Prinzip des Minimums des Gesamtpotentials besagt, dass die exakte Lösung für die
Verschiebung u∗ diejenige ist, welche das Gesamtpotential Π minimiert:

δΠ = 0 (2.66)

Dies ist identisch mit der Aussage, dass das Gesamtpotential eines Körpers in der Gleich-
gewichtslage minimal ist.

2.5.2 Diskretisierung

Bleiben anders als im obigen Beispiel die Eigenschaften, beispielsweise der Querschnitt,
nicht über die gesamte Länge konstant, so wird eine Aufteilung in einzelne Elemente,
also eine Diskretisierung, nötig. Diese nicht zwingend gleichförmigen Elemente weisen
intern konstante Eigenschaften auf und werden im eindimensionalen Fall durch je 2
Knoten, welche sie sich mit benachbarten Elementen teilen, begrenzt. Abb. 2.9 zeigt das
diskretisierte Modell eines einseitig eingespannten Balkens wie in Abb. 2.3 dargestellt.

Knoten

Elemente

Abb. 2.9: Diskretisierung durch Knoten

Das Gesamtpotential des Stabes über die Länge L setzt sich nun aus den Potentialen
der einzelnen Elemente zusammen:

Π = Π1 + Π2 + Π3 + Π4 + ...+ Πn (2.67)

n ist hier die Anzahl der Elemente. Das gilt auch für die Variation

δΠ = δΠ1 + δΠ2 + δΠ3 + δΠ4 + ...+ δΠn (2.68)

Das Potential des Einzelelements ist:

δΠe = δU e − δW e (2.69)

und damit gilt

δΠ1 + δΠ2 + δΠ3 + δΠ4 + ...+ δΠn = 0 (2.70)

Aus dem Fundamentalsatz der Variationsrechnung leitet sich ab, dass zur Erfüllung
von (2.70) ein Verschwinden der Einzelpotentiale der Elemente erforderlich ist:

δΠe = 0 (2.71)
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitätstheorie

Da die Eigenschaften der einzelnen Elemente, beispielsweise die Stei�gkeit, nicht zwin-
gend identisch sind, ergeben sich lediglich abschnittsweise lineare Verschiebungsverläufe,
Abb. 2.10.

x

u

u1

u2

u3 u4

u5
u6

Abb. 2.10: FEM Verschiebungs-Diskretisierung

2.5.3 Ansatzfunktionen

Das energetische Potential eines Elements ist unmittelbar an den internen Verschiebungs-
verlauf gebunden. Es muss daher ein Verfahren gefunden werden, welches es ermöglicht,
von den (bis dato unbekannten) Verschiebungen der Knoten auf die Verschiebungen an
jeder Stelle innerhalb des Elements zu schlieÿen. Dies geschieht mit Hilfe der Ansatzfunk-
tionen, auch Formfunktionen oder Hutfunktionen genannt. Im einfachsten Fall handelt
es sich hierbei um keilförmige lineare Funktionen, welche an den Knoten den Wert 1
aufweisen und linear auf 0 am gegenüber liegenden Knoten abnehmen, Abb. 2.11.

N e
i = 1− x− xi

l
beziehungsweise N e

j =
x− xi
l

(2.72)

njni

l

1

1
0

0
Ne
j

Ne
i

ξ

Abb. 2.11: Lineare Ansatzfunktion

Aus mathematischer Sicht entsprechen die Ansatzfunktionen den Testfunktionen des
Petrov-Galerkin-Verfahrens zur Lösung partieller Di�erenzialgleichungen, Abschnitt 2.2.
Ansatz- und Testfunktion sind in diesem Fall identisch. Die Verschiebung an Stelle x
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2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

innerhalb des Elements ist damit de�niert als Summe der überlagerten Anteile der beiden
Ansatzfunktionen der abschlieÿenden Knoten:

ue(x) = N e
i u

e
i +N e

j u
e
j =

[
N e
i N e

j

] [uei
uej

]
= Nue (2.73)

Der Ein�ussbereich eines Knotens erstreckt sich über die unmittelbar benachbarten Ele-
mente und endet exakt an deren Grenzen, Abb. 2.12:

Ni(x) =


N e1
i x ∈ e1

N e2
i x ∈ e2

0 x /∈ e1, e2

(2.74)

1

ni

e2

ni+1

e1

ni−1

Ne2
iNe1

i 00

Abb. 2.12: Ein�ussbereich des Knotens ni

Zur Vereinfachung wird ein lokales elementinternes Koordinatensystem eingeführt, die
natürlichen Koordinaten. Hierbei ist

ξ =
x− xi
l

und damit dx = ldξ sowie dξ =
dx

l
(2.75)

Nun lässt sich die Dehnung innerhalb des Elements über die erste Ableitung der Ansatz-
funktion in Abhängigkeit der Verschiebungen ausdrücken zu:

ε =
[
dNe

i

dx

Ne
j

dx

] [uei
uej

]
(2.76)

Da die Ansatzfunktionen linear sind und damit deren erste Ableitung konstant, ergibt
sich eine über das Element ebenfalls konstante Dehnung. Als Konsequenz weist der
Dehnungsverlauf des Körpers an den Knoten Sprünge und damit Unstetigkeiten auf.
Dies ist ein wesentlicher Nachteil der Methode der Finiten Elemente in Kombination
mit linearen Ansatzfunktionen. Kompensiert werden kann dieses im Widerspruch zum
natürlichen Materialverhalten stehende Ergebnis durch

• Hohe Knoten- und Elementdichte, was durch hohen Rechenaufwand erkauft wird

• Elementtypen höherer Ordnung

• Einen �weichzeichnenden� Postprozessor, welcher die Dehnungssprünge glättet,
Abschnitt 2.5.5. Hierdurch werden jedoch örtliche Ungenauigkeiten in Kauf ge-
nommen.
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitätstheorie

Mit der De�nition der örtlichen Dehnungsmatrix für das betrachtete Beispiel

B =
1

l

[
−1 1

]
(2.77)

wird (2.76) in Matrizenform notiert zu:

ε = Bue (2.78)

Mit den nun über die Ansatzfunktionen in Abhängigkeit der Knoten an jeder Stelle
innerhalb des Elements de�nierten Verschiebungen ergibt sich die Dehnungsenergiedichte
eines einzelnen Elements zu

U e =
1

2
(ue)TKeue (2.79)

und die externe Arbeit kann über

W e = (ue)T f e (2.80)

beschrieben werden, wobei f e der Vektor der äuÿeren Kräfte, welche am Einzelelement
angreifen, ist. Das Stationärwerden des Potentials des einzelnen Elements nach (2.71)
nimmt nun durch die De�nition der Verschiebungen ue im Element über die Formfunk-
tionen N folgende Gestalt an:

δΠe = (δue)T
∂Πe

∂ue
= (δue)T

[
Keue − f e

]
= 0 (2.81)

Im Falle des eindimensionalen Elements mit der Stei�gkeit EA ist

U e =
1

2

∫ 1

0

εEAεl dξ (2.82)

und

ε = εT = (ue)T B (2.83)

Die Dehnungsenergiedichte eines Elements lässt sich weiter ausschreiben zu

U e =
1

2

∫ 1

0

[
uei uej

] 1

l

[
−1
1

]
EA

1

l

[
−1 1

] [uei
uej

]
l dξ (2.84)

bzw.

U e =
1

2

[
uei uej

] ∫ 1

0

EA

l2

[
1 −1
−1 1

]
ldξ

[
uei
uej

]
(2.85)

und kann zusammengefasst zu

U e =
1

2
(ue)T Keue (2.86)
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2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

Hierin ist Ke die örtliche Stei�gkeitsmatrix, welche sich in Abhängigkeit der örtlichen
Dehnungsmatrix B im Falle des eindimensionalen Elements schreiben lässt zu

Ke =

∫ 1

0

EABTBl dξ =

∫ 1

0

EA

l2

[
1 −1
−1 1

]
l dξ (2.87)

Die äuÿere Arbeit ist das Integral der Belastungen q längs des Elements, also im Intervall
[xi xi+1]:

W e =

∫ xi+1

xi

qu dx =

∫ 1

0

qNTuel dξ = (ue)T
∫ 1

0

q

[
1− ξ
ξ

]
l dξ = (ue)T f e (2.88)

Die Beziehung zwischen q und f e stellt

f e =

∫ 1

0

q

[
1− ξ
ξ

]
l dξ (2.89)

her. Einfache lineare Ansatzfunktionen mit C0-Stetigkeit, also einfacher Ableitbarkeit,
können bereits bei einfachen Balkenelementen, welche in ihrem Verschiebungsvektor
ue = [ v1 θ1 v2 θ2 ]T zusätzlich einen Verdrehungs-Freiheitsgrad θ = dv(x)/dx aufweisen,
nicht mehr eingesetzt werden, da Sprünge in den Verdrehungen zwischen den Elemen-
ten nicht zulässig sind. Die verwendeten Formfunktionen müssen also mindestens C1-
Stetigkeit aufweisen, d.h. auch die erste Ableitung muss stetig und di�erenzierbar sein.
Für die Interpolation der Verschiebung und Verdrehung über

ve = [ N e
v1
N e
θ1
N e
v2
N e
θ2

]


v1

θ1

v2

θ2

 = Neue (2.90)

ist ein Satz von vier Formfunktionen erforderlich. Mit ξ = 2x/l − 1 im Intervall
[ξ = −1 ξ = 1] zwischen den Knoten des Elements der Länge l erfüllt diese Anforde-
rung beispielsweise folgende Anordnung von Formfunktionen, Abb. 2.13:

N e
v1

=
1

4
(1− ξ)2 (2 + ξ) (2.91)

N e
θ1

=
1

8
l (1− ξ)2 (1 + ξ)

N e
v2

=
1

4
(1 + ξ)2 (2− ξ)

N e
θ2

= −1

8
l (1 + ξ)2 (1− ξ)
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v1

−1−0.5 0 0.5 1

0
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0.1
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ξ

Ne
θ1

(b) Ne
θ1

−1−0.5 0 0.5 1

0
0.2
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0.6
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1

ξ

Ne
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ξ

Ne
θ2

(d) Ne
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Abb. 2.13: Ansatzfunktionen N e
v1
, N e

θ1
und N e

v2
, N e

θ2
mit C1-Stetigkeit

2.5.4 Zweidimensionale Elemente

Äquivalent zu eindimensionalen Elementen werden natürliche Koordinaten eingeführt.
Abb. 2.14 zeigt die Koordinate ξ beispielhaft für den Knoten 1 (links unten) in einem
Dreieckselement. Die Formfunktion eines Knotens dieses Elements ist damit N e

i = ξi.

ξ1 = 1

ξ
1

=
0.75

ξ
1

=
0.5

ξ
1

=
0.25

ξ
1

=
0.0

1 2

3

Abb. 2.14: Drei-Knoten-Element mit natürlichen Koordinaten
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2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

Zwischen kartesischen und natürlichen Koordinaten besteht im ebenen Dreieckselement
mit den Knotenkoordinaten (x1, y1), (x2, y2) und (x3, y3) der Zusammenhang1

x
y

 =

 1 1 1
x1 x2 x3

y1 y2 y3

ξ1

ξ2

ξ3

 (2.92)

(2.92) invertiert ergibtξ1

ξ2

ξ3

 =
1

2A

A/3 y23 x23
A/3 y31 x13
A/3 y12 x21

1
x
y

 (2.93)

Hierin ist A der Flächeninhalt des Dreiecks und xjk = xj − xk bzw. yjk = yj − yk. Aus
(2.92) und (2.93) lassen sich die partiellen Ableitungen der Formfunktionen herleiten zu

∂f

∂x
=

1

2A

(
∂f

∂ξ1

y23 +
∂f

∂ξ2

y31 +
∂f

∂ξ3

y12

)
(2.94)

∂f

∂y
=

1

2A

(
∂f

∂ξ1

x32 +
∂f

∂ξ2

x13 +
∂f

∂ξ3

x21

)
(2.95)

Wie vor gilt die FEM-Standardformulierung der Parameterinterpolation

ux =
N∑
i=1

uxiN
e
i bzw. uy =

N∑
i=1

uyiN
e
i (2.96)

Für die Verschiebungen an einer beliebigen Stelle innerhalb des Dreieckselements ergibt
sich damit

ux = ux1ξ1 + ux2ξ2 + ux3ξ3 bzw. uy = uy1ξ1 + uy2ξ2 + uy3ξ3 (2.97)

Dies ist neben der Verschiebung analog anwendbar für sämtliche Knotenparameter. All-
gemein gilt für den isoparametrischen Ansatz:

N∑
i=1

N e
i = 1 (2.98)

wobei N die Anzahl der Knoten ist. Zwischen jedem Ort mit den Koordinaten x und y
innerhalb des Elements gilt der Bezug zu den Koordinaten der Knoten

x =
N∑
i=1

xiN
e
i bzw. y =

N∑
i=1

yiN
e
i (2.99)

Besonders bei Elementen mit komplexen, eventuell gekrümmten Geometrien mit zahl-
reichen, auch auf den Kanten liegenden Knoten ist dies hilfreich. Diese Gleichungen
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können zu
1
x
y
ux
uy

 =


1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn
y1 y2 · · · yn
ux1 ux2 · · · uxn
uy1 uy2 · · · uyn



N e

1

N e
2
...
N e
n

 (2.100)

kombiniert werden, wobei auch Temperaturfelder, Materialeigenschaften etc. integriert
werden können. Analog werden isoparametrische Vierknoten-Elemente dargestellt. Sie
besitzen ein η-ξ Koordinatensystem, welches nicht zwingend orthogonal ist, Abb. 2.15.

η

ξ

ξ = −1

ξ = 1

η = 1

η = −1

1

2

3

4

(a) Koordinatensystem

1

4

3

2

1

4

3

2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

(b) Formfunktion Ne
1 = 1

4 (1− ξ)(1− η) nach (2.101) des Knotens �1�

Abb. 2.15: Isoparametrisches Vierknoten-Element
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Lineare Formfunktionen eines isoparametrischen Vierknoten-Elements werden beschrie-
ben durch

N e
1 =

1

4
(1− ξ)(1− η) N e

2 =
1

4
(1 + ξ)(1− η) (2.101)

N e
3 =

1

4
(1 + ξ)(1 + η) N e

4 =
1

4
(1− ξ)(1 + η)

Die zugeordneten partiellen Ableitungen, welche beispielsweise zur Ermittlung der Deh-
nungen benötigt werden, sind:

∂N e
i

∂x
=
∂N e

i

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂N e

i

∂η

∂η

∂x
bzw.

∂N e
i

∂y
=
∂N e

i

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂N e

i

∂η

∂η

∂y
(2.102)

Mithilfe der invertierten Jacobi-Matrix lässt sich (2.102) notieren zu:[
∂Ne

i

∂x
∂Ne

i

∂y

]
= J−1

[
∂Ne

i

∂ξ
∂Ne

i

∂η

]
(2.103)

Die Jacobi-Matrix bildet hierbei die ersten Ableitungen einer Funktion f in Matrix-
Darstellung ab:

J =

(
∂fi
∂xj

)
i=1,...,m; j=1,...,n

=


∂f1

∂x1

∂f1

∂x2
. . . ∂f1

∂xn
...

...
. . .

...
∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

. . . ∂fm
∂xn

 (2.104)

Die örtliche Dehnungsmatrix ergibt sich in dieser Form zu

B =


∂Ne

1

∂x
0

∂Ne
2

∂x
0 · · · ∂Ne

n

∂x
0

0
∂Ne

1

∂y
0

∂Ne
2

∂y
· · · 0 ∂Ne

n

∂y
∂Ne

1

∂y

∂Ne
1

∂x

∂Ne
2

∂y

∂Ne
2

∂x
· · · ∂Ne

n

∂y
∂Ne

n

∂x

 (2.105)

Für numerisch zu berechnende Integrale ist auch die Jacobi-Determinante det J zur
Transformation in verschiedene Koordinatensysteme von Bedeutung. Mit ihr können
beispielsweise am isoparametrischen Element im Intervall [−1, 1] per Gauÿ-Integration
durchgeführte Integrale zurück in das globale System transformiert werden. Oft wird in
der einschlägigen Literatur nicht sauber zwischen J und det J getrennt. Meist ist mit
J die Determinante der Jacobi-Matrix gemeint. Zusammen mit den Verschiebungen ue

nach (2.96) folgen für die Längs- und Querdehnungen εxx bzw. εyy und die Verzerrungen
εxy die innerhalb des Elements konstanten Werte

ε =

εxxεyy
εxy

 = Bue (2.106)

Ebenso ist die örtliche Dehnungsmatrix B Bestandteil der örtlichen Stei�gkeitsmatrix:

Ke =

∫
Ωe
hBTEB dΩe (2.107)
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Hierin ist h die Elementdicke und

EESZ =
E

1− µ2

1 µ 0
µ 1 0
0 0 1

2
(1− µ)

 (2.108a)

EEVZ =
E

(1 + µ)(1− 2µ)

1− µ µ 0
µ 1− µ 0
0 0 1

2
(1− 2µ)

 (2.108b)

die modi�zierten Elastizitätsmodule im Falle des ebenen Spannungszustandes (ESZ)
bzw. ebenen Verzerrungszustandes (EVZ) mit der Querdehnzahl µ. Das Gebiet innerhalb
des betrachteten Elements bezeichnet Ωe. Das Integral (2.107) wird üblicherweise mit
Hilfe der Gauÿquadratur berechnet, Abschnitt 2.4.

2.5.5 Interpolation der Stützstellen-Parameter

Eine FEM-Rechnung hat den komponentenweisen Betrag des Verschiebungsvektors an
den Orten der Stützstellen, also der Knoten oder Gauÿ-Integrationspunkte im betrach-
teten Gebiet Ω als Lösung der Gleichung Ku = f zum Ergebnis. Jedoch ist es erfor-
derlich, eine Aussage beispielsweise betre�end der mechanischen Spannungen in jedem
beliebigen Punkt zu erhalten, nicht nur an den Koordinaten der Knoten oder Gauÿ-
punkte. Im Folgenden wird die hierfür notwendige Interpolation der Knotenparameter
auf das Gesamtgebiet diskutiert, welche normalerweise im �Postprozessor� statt�ndet,
einem dem eigentlichen Rechenprozess nachgeordneten Vorgang. Grundsätzlich berech-
nen sich Dehnung und Spannung in Abhängigkeit der Verschiebung mit dem erweiterten
Elastizitätsmodul E und der örtlichen Dehnungsmatrix B:

ε = Bu bzw. σ = εE = EBu (2.109)

Je nach Form und Art der verwendeten Elemente sind zwei Verfahren zum Erhalten des
Spannungsvektors an den Knoten üblich:

• Direktes Errechnen der Spannungen an den Knoten durch Ersatz der natürlichen
Koordinaten innerhalb der Ansatzfunktionen und Einsetzen in (2.109)

• Errechnen der Spannungen an den Gauÿ-Quadraturpunkten und Extrapolation auf
die Knoten

Nach dieser Vorgehensweise liegen die Komponenten der Verschiebungen uix und uiy,
der Dehnungen εix und εiy sowie der Normal- und Schubspannungen σix, σiy und σixy
für jeden Knoten an dessen Koordinaten (xi, yi) vor. In ingenieurwissenschaftlichen Fra-
gestellungen interessieren vor allem die Beträge der Spannungen, um die Tragfähigkeit
einer Struktur anhand eines Vergleichs mit der entsprechenden Materialkapazität beur-
teilen zu können. Über eine Summation mithilfe der Ansatzfunktionen, welche für jeden
Punkt innerhalb eines Elements die Knotenparameter gewichtet, werden diese Werte für

46



2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

jede beliebige Koordinate erhalten. Für die Spannungen hätte dies beispielsweise für ein
Vierknotenelement die folgende Form:

[σξαβ , σηαβ ] = [σ1αβ σ2αβ σ3αβ σ4αβ ]


N e

1

N e
2

N e
3

N e
4

 (2.110)

Hierin sind (ξ, η) die natürlichen Koordinaten des Punktes (x, y) innerhalb des Elements
und σ1 . . . σ4 die gewünschte Komponente α bzw. β der Spannung, also σx, σy oder σxy
an den Knoten 1 . . . 4 des Elements. Die Formfunktionen N e

1 . . . N
e
4 werden nach (2.101)

errechnet. Für die netzfreien Methoden gilt dies analog, auch wenn die Ansatzfunktio-
nen mit einem anderen Ansatz hergeleitet werden. In der Methode der Finiten Elemente
ergeben sich unter Verwendung linearer Ansatzfunktionen konstante Dehnungen über
das einzelne Element. Vor allem für graphische Darstellungen werden diese Sprünge ge-
glättet, indem die Parameter der angrenzenden Elemente gemittelt werden, eventuell in
Abhängigkeit der Elementgeometrien gewichtet. Zusammen mit den graphischen Ver-
fahren der Marching Squares, siehe Abschnitt A.3, mit welchem e�zient die Isolinien
gefunden werden können, ergeben sich weiche Verläufe. Bild 2.16 zeigt beispielhaft den
mit diesem Verfahren dargestellten Temperaturgradienten innerhalb eines Talsperrenkör-
pers von kälteren Zonen im Sohlbereich bis zur aufgrund höherer Wassertemperaturen
erwärmten Reservoirseite.

Abb. 2.16: Saisonal bedingter Temperaturgradient in Talsperrenkörper
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2.5.6 Numerischer Ablauf einer FEM-Berechnung

Das Flussdiagramm der Abb. 2.17 zeigt den prinzipiellen Ablauf einer numerischen Be-
rechnung mithilfe der Methode der Finiten Elemente. Grundsätzlich kann dieses Vor-
gehen als generelle Lösungstechnik gängiger Verfahren angesehen werden, die sich zwi-
schen den einzelnen Methoden nur in Details unterscheidet. So arbeitet beispielswei-
se die Elementfreie Galerkin Methode nach dem selben Schema, jedoch gibt es keine
Vorab-Vernetzung, dafür ist die Konstruktion der Ansatzfunktionen ein umfangreiche-
rer Schritt. Tab. 2.2 gibt Hinweise zu den einzelnen Simulationsphasen.

Tab. 2.2: Erläuterungen und Verweise zum numerischen Ablauf FEM

Nr. Erläuterung

1 Grundlegende material- und modellabhängige Parameter wie E-Modul E,
Querdehnzahl µ etc. sind festzulegen. Wahl des Spannungs- oder Verzer-
rungszustandes (Ebener Spannungs- oder Verzerrungszustand). Festlegen
der Geometrie und der Dimensionen.

2 Bestimmen des Elementtyps (Form, Anzahl der elementeigenen Knoten,
spezielle Eigenschaften). Festlegen der Ansatzfunktionen, beispielsweise
keilförmig nach (2.72) oder höher ableitbare wie beispielsweise nach (2.91).

3 Starten des Netzgenerators oder manuelles Einfügen der Knoten. Für jede
Änderung der Körpergeometrie erforderlich. Im Falle einer Rissfortschritts-
berechnung für jeden Zeitschritt.

4 Füllen der globalen Stei�gkeitsmatrix mithilfe der Ansatzfunktionen. Für
dynamische Betrachtungen wird die Massenmatrix, und, falls notwendig,
die Dämpfungsmatrix erzeugt.

5 Die Gegebenheiten an den freien Rändern �ieÿen in die Formulierung über
den f -Vektor ein, (2.2).

6 Die vorgegebenen Verschiebungen an den Rändern werden in Form der
entsprechenden Einträge des globalen Verschiebungsvektors u des Glei-
chungssystems (2.2) gesetzt. Dies kann über Lagrange-Multiplikatoren,
Abschnitt 2.3.1, oder über die Penalty-Methode, wie im Abschnitt Ab-
schnitt 2.3.2 dargelegt, geschehen.

7 Nun kann das zentrale Gleichungssystem Ku = f (2.5) gelöst werden, bei-
spielsweise per Gauÿ-Algorithmus. Als Ergebnis der hier betrachteten Fra-
gestellungen liegen die Knotenverschiebungen u vor.

8 Aus den Knotenverschiebungen werden die Spannungen abhängig von den
Material- und Modellparametern, beispielsweise E-Modul E (2.108a)und
Querdehnzahl µ unter Zuhilfenahme der örtlichen Dehnungsmatrix (2.105)
über σ = EBu (2.109) an den Knoten berechnet.

9 Im Falle einer statischen Berechnung können die Ergebnisse nun ausge-
geben werden. Für instationäre Vorgänge, beispielsweise einer Rissfort-
schrittsberechnung wird hier verzweigt zum nächsten Iterationsschritt. Ab-
schnitt 6.2.11 gibt hierfür ein Beispiel.
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2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

Abb. 2.17: Programmablauf FEM
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitätstheorie

2.6 Methode der Finiten Volumen FVM

Da das in dieser Arbeit diskutierte netzfreie Verfahren der Smoothed Particles Hydrody-
namics ähnliche Anwendungsbereiche wie die häu�g eingesetzte gitterbasierte Methode
der Finite-Volumen-Methode (FVM) abdeckt, sollen im Folgenden die Grundlagen der
letztgenannten Methode kurz an [9] angelehnt umrissen werden. Es wird als grundsätzli-
che Idee des Verfahrens der Finiten Volumen von der Impulserhaltung am Fluidelement
ausgegangen. Das entsprechende Kräftegleichgewicht in einer der drei Koordinatenrich-
tungen ist in Abb. 2.18 gezeigt.

p p+ ∂p
∂x∆x

τ

τ + ∂τ
∂y∆y

∆x

∆y

y

x

Fluidelement

Abb. 2.18: Gleichgewicht in x-Richtung am in�nitesimalen Fluidelement

Das auch �Finite Box Method� genannte Verfahren beruht auf der Eulerschen Formulie-
rung, was bedeutet, dass im Gegensatz zur später vorgestellten Methode der Smoothed
Particles Hydrodynamics die Bewegung des Fluids an stationären Orten beobachtet
wird. Das Rechengebiet wird hierfür vollständig in nicht überlappende Kontrollvolumi-
na, den Gitterzellen, endlicher Gröÿe unterteilt, eben den �Finiten Volumen�. Hierbei
kann es sich um regelmäÿige Quader oder auch Voronoi- oder Delaunay-Zellen, Ab-
schnitt 2.7, handeln. Auch für unstrukturierte Gitter exisitieren enstprechende Modelle.
Die sich aus den Gleichgewichtsbedingungen am in�nitesimalen Fluidelement ergebende
Navier-Stokes-Gleichung wird nicht in der di�erentiellen, sondern integralen Form der
Impulserhaltung∫

V

ρ~v dV +

∫
S

ρ~v (~v · ~n) dS =

∫
S

(T− pI) · ~n dS +

∫
V

ρ~g dV (2.111)

betrachtet. Dabei ist V das Kontrollvolumen und S dessen Ober�äche mit dem senkrecht
darauf stehenden, in positiver Richtung vom Körperzentrum nach auÿen weisenden Nor-
malenvektor ~n. Der Geschwindigkeitsvektor hat das Symbol ~v, ~g der Vektor der Körper-
kräfte. Die Änderung der betrachteten Eigenschaft setzt sich also durch Abweichungen
im Kontrollvolumen V und dem Gesamt�uss durch dessen Ober�äche S zusammen. I
ist der Einheitstensor, für die Abkürzung T gilt mit der Viskositätzahl η

T = −
(
p+

2

3
η div~v

)
I + 2ηD mit D =

1

2

[
grad~v + (grad~v)T

]
(2.112)
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2.6 Methode der Finiten Volumen FVM

Die Parameter werden an Knoten ermittelt, welche im Zentrum der Gitterzellen liegen.
Die Kontinuitätsgleichung lautet nach (2.111)∫

V

ρ dV +

∫
S

ρ~v · ~n dS = 0 (2.113)

Mit der Massenerhaltung

dm

dt
= 0 (2.114)

und Impulserhaltung

d(m~v)

dt
=
∑

~f (2.115)

Die integrale Form der Erhaltung einer bestimmten Eigenschaft Φ lautet dann

dΦ

dt
=

d

dt

∫
ΩKM

ρ dΩ (2.116)

Es wird über das von der Masse KM belegte Kontrollvolumen KV integriert. Massen-
erhaltung etwa wird durch Φ = 1 erreicht, Impulserhaltung durch Φ = ~v. Die Änderung
der Eigenschaft Φ setzt sich wie erwähnt zusammen aus der Änderung innerhalb des
Kontrollvolumens KV und dem Gesamt�uss von Φ durch die Ober�äche S des Kon-
trollvolumens

d

dt

∫
ΩKM

(ρΦ) dΩ =
d

dt

∫
ΩKV

(ρΦ) dΩ +

∫
SKV

(ρΦ)(~v · ~n) dS (2.117)

Dies wird angewandt für alle Volumina Vi über das Gesamtvolumen. Um ein lineares
Gleichungssystem zu erhalten, werden die Integrale durch den Mittelwert eines Volumens
ausgedrückt:

Φi =
1

|Vi|

∫
Vi

Φ dV (2.118)

Aufgrund der Analogie zu Fluidströmungen soll hier als einfaches Beispiel die Verwen-
dung der Methode der Finiten Volumen zur Simulation transienter Wärmeleitung auf-
geführt werden. Das Wärmegleichgewicht eines Finiten Volumens ist beschrieben durch∫

ρc
∂T

∂t
= qlA− qrA (2.119)

mit der Temperatur T , der spezi�schen Wärmekapazität c, der Wärmestromdichte ql und
qr durch den linken beziehungsweise rechten Rand des Elements mit Querschnitts�äche
A. Das Volumenintegral des Volumens i mit Länge ∆x lässt sich approximieren durch

ρc
∂Ti
∂t

∆xA = qlA− qrA (2.120a)
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ρc
∂Ti
∂t

=
qlA− qrA

∆x
(2.120b)

Der Wärmestrom durch den linken Rand ist gegeben mit

qL = −k∂T
∂x

(2.121)

was zu

qL ≈ −k
Ti − Ti−1

∆x
(2.122)

approximiert werden kann, wobei Ti die Temperatur des betrachteten Volumens ist und
Ti−1 die Temperatur des links liegenden Nachbarvolumens. k ist die Wäremeleitfähigkeit.
Entsprechend gilt für den Wärmestrom zum rechten Element

qR ≈ −k
Ti+1 − Ti

∆x
(2.123)

Für den rechten Teil von (2.120b) gilt damit die Diskretisierung

qlA− qrA
∆x

≈ k
Ti+1 − 2Ti + Ti−1

∆x2
(2.124)

und so

∂Ti
∂t

=
k

ρc

Ti+1 − 2Ti + Ti−1

∆x2
(2.125)

Mit dem Euler-Zeitintegrationsverfahren ergibt sich aus (2.125)

Ti,neu − Ti,alt
∆t

=
k

ρc

Ti+1,alt − 2Ti,alt + Ti−1,alt

∆x2
(2.126)

Hierbei steht Ti,neu für die Temperatur des Volumens T für den nächsten Zeitschritt,
Ti,alt für die Temperatur des Volumens T des vorhergehenden Zeitschrittes und ∆t für
die Länge des Zeitschrittes. Für die Temperatur Ti,neu leitet sich nun ab:

Ti,neu = Ti,alt + ∆t
k

ρc

Ti+1,alt − 2Ti,alt + Ti−1,alt

∆x2
(2.127)

Als Abbruchkriterium der Iteration wird eine zu unterschreitende Di�erenz δε beispiels-
weise der Form

|Ti,neu − Ti,alt| ≤ δε (2.128)

der errechneten Parameter des vorhergehenden und aktuellen Zeitschritts festgelegt. Da-
bei kann es sich um gemittelte Werte oder um Werte gewählter Orte handeln. Dieses
Prinzip kann analog zum bisher beschriebenen Verfahren auf zwei Dimensionen erweitert
werden, wobei die Zellen wie in Abb. 2.19 gezeigt angeordnet sind.
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q qE

qNEqNqNW

qW

qSW qS qSE

∆x

∆y

Ω

Abb. 2.19: Knoten und Gitter der Finite-Volumen-Methode

Mit einem derartigen Ansatz wurde mithilfe eines einfachen, experimentell im Zuge der
vorliegenden Arbeit entstandenen Programmcodes das folgende Beispiel zu Vergleichs-
zwecken berechnet, Abb. 2.20.

500◦C

100◦C

1 m

1 m
Mittelpunkt

Abb. 2.20: Beispielrechnung mit der Methode der Finiten Volumen

Eine quadratische Platte mit einem Meter Kantenlänge konstanter Dicke wird an ei-
ner Seite dauerhaft auf einer Temperatur von 500 ◦C gehalten, während die gegenüber-
liegende Seite gleich bleibend 100 ◦C aufweist. Die beiden anderen Seiten sind ideal
isoliert. Als Startbedingung gilt für alle Orte im Körperinneren ebenfalls eine Tempe-
ratur von 100 ◦C. Die Platte wurde mit regelmäÿigen, quadratischen Gitterzellen von
∆x = 0,005m Kantenlänge diskretisiert. Als Materialkonstanten wurden zum Vergleich
mit der nach [83] vorliegenden analytischen Lösung die für Festkörper eigentlich unty-
pischen Werte von K = 10, 0 W/m·K für die Wärmeleitfähigkeit, ρ = 920, 0 kg/m3 für die
Dichte und C = 2, 040 kJ/kg·K für die spezi�sche Wärmekapazität gewählt. Für die dem
in Abb. 2.21 und Abb. 2.22a gezeigten Ergebnis zugrundeliegende Berechnung wurde
ein Zeitschritt von ∆t = 0, 005 sec gewählt. In Abb. 2.21 ist der Temperaturverlauf in
regelmäÿigen zeitlichen Abständen bis ca. 300 Sekunden nach Start über die Fläche der
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitätstheorie

Platte als farbliche Schattierung zu erkennen. Mit fortschreitender Zeit linearisiert sich
der Temperaturverlauf über die Platte, was besonders deutlich zutage tritt, wenn der
Graph eines einzelnen Punktes betrachtet wird. Abb. 2.22 zeigt den Verlauf der Tempe-
ratur im Mittelpunkt der Platte als Vergleich der FVM-Rechnung mit der analytischen
Lösung. Deutlich ist die asymptotische Annäherung an den Mittelwert der beiden ther-
mischen Randbedingungen zu erkennen.

(a) 5. sec (b) 30. sec (c) 45. sec (d) 170. sec

Abb. 2.21: Transienter Wärmetransport mit FVM

Abb. 2.22 zeigt die gute Übereinstimmung des so ermittelten Mittelpunkts-
Temperaturverlaufs mit der analytischen Lösung nach [83].
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(a) Verlauf nach Finite Volumen Methode (b) Analytische Lösung nach [83]

Abb. 2.22: Beispielsimulation FVM

Über eine Justage des zeitlichen Intervalls und der räumlichen Au�ösung kann ein ak-
zeptabler Kompromiss zwischen Genauigkeit und Rechenzeit gefunden werden. Bereits
mit derart einfachen Ansätzen lassen sich analogen Gesetzen gehorchende Vorgänge des
Wasserbaus, beispielsweise die Unterströmung von Bauwerken, analysieren. Wesentli-
cher Nachteil des Verfahrens der Finiten Volumen ist, wie bei der Methode der Finiten
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2.7 Voronoi-Diagramm

Elemente ebenfalls zu verzeichnen, die Notwendigkeit eines Rechennetzes. Zwar ist die
Methode nicht an regelmäÿige Zellen gebunden, zugrunde liegen können, wie eingangs
erwähnt, auch unstrukturierte Gitter oder auch Voronoizellen, Abschnitt 2.7, dennoch ist
die Erzeugung eines solchen Netzes bei komplexen Konstellationen ein zeitaufwändiger
Vorgang. Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit das netzfreie Verfahren der Smoothed
Particles Hydrodynamics diskutiert, welches kein Rechennetz voraussetzt und daher un-
ter diesem Gesichtspunkt günstiger erscheint.

2.7 Voronoi-Diagramm

Alternativ zu integralen Methoden kann die Gewichtung einzelner Knoten auch über eine
zugeordnete Fläche erfolgen. So kann beispielsweise jedem Knoten direkt eine bestimmte
Masse zugeordnet werden, wie es für dynamische Berechnungen erforderlich ist. Bei un-
geordnet verteilten Knoten netzfreier Methoden kann eine solche Gewichtung durch das
Voronoi-Diagramm erfolgen. Das Voronoi-Diagramm ist damit eines der gebräuchlich-
sten Verfahren, um zufällig verteilte Knoten zu vernetzen und ihnen einen bestimmten
Flächenanteil zuzuordnen. Beispielsweise wird es aufgrund dessen auch zur Planung von
Mobilfunknetzwerken eingesetzt. Viele Netz-Generatoren, wie sie auch zur Erzeugung
des Netzes der Methode der Finiten Elemente eingesetzt werden, basieren auf diesem
Diagramm.

(a) Voronoi-Diagramm

(b) Begrenzung

Abb. 2.23: Voronoidiagramm einer komplexen Geometrie
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitätstheorie

Jede Zelle eines Voronoi-Diagramms umfasst alle Koordinaten, die ihrem zentralen Punkt
näher sind als allen anderen Punkten. Die Linien der Zellenränder haben zu mehreren
Punkten die gleiche Entfernung. Ein Voronoidiagramm ist damit prinzipiell nicht be-
grenzt. Die Begrenzung an den Körperrändern gestaltet sich insbesondere bei komplexen
Geometrien äuÿerst aufwändig. Abb. 2.23a zeigt ein mit herkömmlichen Algorithmen,
beispielsweise dem Sweep-Line-Verfahren [32], erzeugtes Voronoi-Diagramm eines qua-
derförmigen Körpers mit einer Einkerbung auf der Oberseite und einem schrägen dünnen
Spalt ausgehend von der Unterkante: Das Voronoi-Diagramm ist an Körpereinkerbungen
nicht unterbrochen. Den dort liegenden Knoten würde also zuviel Fläche zugewiesen. In
der für diese Arbeit entwickelten Software wurde ein Algorithmus für die Begrenzung
des Voronoi-Diagramms implementiert. Mit dessen Hilfe ist es möglich, auch den Rand-
punkten korrekte Flächen zuzuweisen, Abb. 2.23b. Sibson [78] entwickelte auf Basis des
Voronoi-Diagramms die Natural-Neighbour-Methode. Sie wird trotz der Verwendung
von Voronoi-Zellen und der damit vorausgesetzten Delauney-Triangulation den netzfrei-
en Methoden zugeordnet. De facto wird damit jedoch der gleiche Algorithmus genutzt,
wie er beispielsweise vielen Netzgeneratoren der Finite Elemente Methode zugrunde liegt.
Damit geht mit der notwendigen, relativ aufwändigen Erzeugung der Zellen der bedeu-
tendste Vorteil der netzfreien Methoden gegenüber anderen numerischen Methoden, eben
die wirkliche Netzfreiheit, verloren. Auch wenn eine Triangulation prinzipiell immer mög-
lich ist, können ungünstige Elementgeometrien das Ergebnis negativ beein�ussen. Daher
wurde während der Entwicklung der dieser Arbeit zugeordneten Software mit einem Ver-
fahren experimentiert, welchem die Beobachtung der Ausbildung eines Voronoi-Musters
in zahlreichen Vorgängen in der Natur zugrunde liegt: Biologische Zellverbände bei-
spielsweise bilden ein solches Muster, auch Konvektionszellen (Bénard-Zellen) bilden ein
Voronoidiagramm aus. Territorien bestimmter Tierarten, beispielsweise des Maulbrüter-
Fischs (Tilapia mossambica), haben die Form von Voronoi-Zellen [8].

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Abb. 2.24: Einfache Erzeugung eines Voronoi-Diagramms

Alle genannten Vorkommen des Voronoi-Musters haben ihre Ursache in einem zentral
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beginnenden, radial gleichmäÿig expandierenden Ausbreitungsvorgang, welcher an Kon-
taktstellen zu einem gleichartigen und -schnellen Vorgang des Nachbarzentrums zum
Stehen kommt. Dieser Vorgang wurde programmtechnisch derart nachgebildet, dass aus-
gehend von den Knoten als Zentren um diese herum mit zunehmendem Radius Zellen
eines regelmäÿigen quadratischen Rasters �für den Knoten vereinnahmt� werden. Dies
kann nur dann geschehen, wenn die betre�ende Rasterzelle noch nicht einem anderen
Knoten zugeordnet wurde und innerhalb des Körpers liegt. Damit kommt das Wachstum
der Voronoizellen zum Stillstand bei gegenseitigem Kontakt oder Erreichen der Körper-
grenzen. Abb. 2.24 stellt diesen Vorgang in grobem Raster dar. Über die Anzahl der
zu einem Knoten gehörenden Rasterzellen kann der Flächeninhalt der erhaltenen Voro-
noizelle bestimmt werden. Die Kantenlänge der Rasterzellen ist beliebig zu verkleinern,
womit hohe Präzision erreicht werden kann. Die einfache Implementierung und unpro-
blematische Erfassung auch komplizierter Körpergeometrie wird allerdings durch relativ
hohe Rechenzeiten erkauft.

2.8 Generation des Element- oder Gitternetzes
netzbasierter Methoden

Nur bei einfacheren Geometrien, kleinen Gebieten und geringen Au�ösungen ist eine
manuelle Platzierung der Knoten möglich. Für übliche Problemstellungen im Umfang
gewöhnlicher FEM- oder FVM-Anwendungen scheitert dies aufgrund der Vielzahl der
nötigen Elemente. Daher kommen automatische Netzgeneratoren zum Einsatz. Oft ba-
sieren diese auf der Delaunay-Triangulation: Man verbindet alle erzeugenden Punkte
derart, dass innerhalb des Kreises, auf welchem die drei Dreieckspunkte liegen, keine
anderen Punkte enthalten sind, Abb. 2.25a. Damit ist das Delaunay-Diagramm sehr
verwandt mit dem Voronoi-Diagramm, welches entsteht, wenn man die Fläche unter
einer Punktwolke derart in konvexe Polygone unterteilt, dass jedes dieser Polygone ex-
akt einen erzeugenden Punkt enthält und jeder Ort in diesem Polygon näher an diesem
Punkt ist als an allen anderen Punkten, Abb. 2.25b.

(a) Delaunay-
Diagramm

(b) Voronoi-Diagramm

Abb. 2.25: Voronoi- und Delaunaydiagramm, Quelle: [88]
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Mit dieser Art mittlerweile hoch entwickelter Netzgeneratoren lassen sich auch Netze
variierender Au�ösung unterschiedlichster Geometrien erzeugen. Dennoch bedürfen au-
tomatisch generierte Netze komplizierterer Geometrien im Regelfall der manuellen nach-
träglichen Bearbeitung. Damit kann die Knotendichte angepasst und die Geometrie der
Elemente günstiger gestaltet werden. Diese nötige Anpassung ist als ein wesentlicher
Nachteil der Methode der Finiten Elemente oder Finiten Volumen gegenüber den netz-
freien Methoden, welche in diesem Punkt wesentlich einfacher zu automatisieren und
stabiler sind, zu sehen, da sie sehr zeitaufwändig und damit kostenintensiv ist. Beson-
ders zum Tragen kommt dies, wenn über viele Zeitschritte iteriert werden muss, wie
dies beispielsweise bei der Berechnung des Fortschreitens eines Risses der Fall ist. Ein
Beispiel eines manuell editierten Netzes �niter Elemente eines Talsperrenmodells gibt
Abb. 2.26.

Abb. 2.26: Finite-Elemente-Netz des Modells einer kleineren Talsperre
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3 Elementfreie Galerkin Methode

EFGM

Die Elementfreie Galerkin Methode approximiert Knoten-Parameter auf Basis des
Galerkin-Verfahrens. Dies ist auch bei der Methode der Finiten Elemente der Fall, jedoch
wird die Konnektivität der Knoten nun nicht durch ein Netz, sondern über das ober-
�ächenbildende Verfahren der Moving Least Squares-Interpolation mit überlappenden
Ein�ussgebieten der Stützstellen hergestellt. Prinzipiell besteht damit der Unterschied
beider Methoden darin, dass das Verfahren der Finiten Elemente ein vorab erstelltes
elementbasiertes Netz und elementbasierte Ansatzfunktionen zur Aufstellung der Sy-
stemgleichungen nutzt, während dies im Elementfreien Galerkin-Verfahren einzig auf
Basis von Knoten während des eigentlichen Prozesses geschieht. Die Finiten Elemente
diskretisieren ein Gebiet, während dieses im elementfreien Verfahren von den Knoten
repräsentiert wird. Sind jedoch einmal die globalen Matrizen aufgestellt, verläuft die
weitere Rechnung in beiden Verfahren analog. Der wesentliche Schritt von der Metho-
de der Finiten Elemente zur Elementfreien Galerkin Methode ist damit die Anpassung
des Galerkin-Verfahrens an die Moving-Least-Squares-Interpolation. Diese Interpolation
bildet eine stetige Funktion auf Basis beliebig verteilter Stützstellen. Das Entfallen ei-
nes Netzes bietet zahlreiche Vorteile. So ist keine oder nur geringe manuelle Nacharbeit
erforderlich, da die Knoten fast beliebig angeordnet werden können, solange die für die
gewünschte Konvergenz erforderliche Knotendichte in Relation zu den Stützstellenradi-
en eingehalten wird. Weiterhin eignet sich das Verfahren aufgrund der hierdurch einfach
möglichen Implementierung besonders zur Behandlung von Diskontinuitäten wie Rissen
und örtlich veränderlichen Körpergrenzen. Im Vergleich mit der Methode der Finiten
Elemente ist die Genauigkeit des Verfahrens bezogen auf die Knotenanzahl höher: Zwar
ist der Rechenaufwand gröÿer, jedoch ist das Verhältnis von Rechenzeit zur Abweichung
der Approximation von der exakten Lösung vorteilhafter. Dies drückt sich beispielswei-
se auch in der guten Au�ösung steiler Gradienten aus. Nachteilig ist die aufwändigere
Implementierung der Randbedingungen sowie die schwierigere Abbildung von Materi-
algrenzen aufgrund der Glättung durch das Interpolationsverfahren. Die Elementfreie
Galerkin Methode wurde von Belytschko et. al. 1994 vorgestellt [10] und stellt eine Wei-
terentwicklung der Di�use Elemente Methode (DEM) dar, welche 1992 von Nayroles,
Touzot und Villon initiiert wurde [62]. Die Di�use Elemente Methode weist in ihrer Art
eine Funktion über gegebenen unvernetzten Knoten zu approximieren ebenfalls Ähnlich-
keiten mit der Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH) auf, wo ähnliche
Knoten-Wichtungsfunktionen verwendet werden, welche dort jedoch direkt zur Herstel-
lung der Konnektivität der Stützstellen dienen und nicht in eine weitere, die eigentli-
che Ansatzfunktion bildende Interpolation ein�ieÿen. Vielmehr stellt die unmittelbare
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gewichtete Summierung schon den Vorgang der Integration der schwachen Smoothed
Particles Hydrodynamics-Formulierung dar. Dieser �ndet innerhalb der an dieser Stelle
diskutierten Elementfreien Galerkin Methode erst zum Zeitpunkt der Zusammenstellung
der diskreten Gleichungen statt, woraus sich die Notwendigkeit einer bestimmten Min-
destanzahl gleichzeitig betrachteter Knoten ergibt. Die Elementfreie Galerkin Methode
verwendet mit dem genannten Interpolationsprozess analoge Grundkonzepte hinsichtlich
der Erzeugung der Ansatzfunktionen wie die Di�use Elemente Methode, jedoch fanden
einige Modi�kationen zum Erreichen höherer Genauigkeit Eingang. Abbildung 3.1 zeigt
beispielhaft das Modell mit den Knoten innerhalb eines U-förmigen Körpers unter be-
stimmter Krafteinwirkung und einen durch dieses Verfahren gewonnenen Spannungsver-
lauf.

Abb. 3.1: Beispiel eines EFGM-Modells des entwickelten Programms; Knoten und erhaltener
Spannungsverlauf

3.1 Ansatzfunktionen

Die Elementfreie Galerkin Methode ist in ihrem grundsätzlichen Vorgehen der Metho-
de der Finiten Elemente ähnlich. Der wesentliche Unterschied liegt in der Konstruktion
der Ansatzfunktionen. Bedingt durch das fehlende Netz haben die Ansatzfunktionen in
diesem Verfahren die Funktion, eine Knoten übergreifende Konnektivität herzustellen.
Im Folgenden wird die Konstruktion der Ansatzfunktionen, mit denen der Ein�uss ei-
nes bestimmten Knotens bezüglich eines bestimmten Ortes innerhalb des betrachteten
Gebiets Ω bestimmt wird, durch das Verfahren der Moving Least Squares in Anlehnung
an [12] beschrieben.

3.1.1 Die Moving Least Squares Interpolation

Das Verfahren der Moving Least Squares (MLS) wurde 1981 von Lancaster und Sal-
kauskas [44] vorgestellt. Dieser Ansatz erzeugt aus unregelmäÿig verteilten Knoten eine
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3.1 Ansatzfunktionen

stetige Funktion. Abb. 3.2 zeigt ein Beispiel der Generierung einer Ober�äche aus dis-
kreten Punkten.
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Abb. 3.2: Ober�ächenbildung durch MLS

Die Betrachtung �ndet beim Verfahren der Moving Least Squares nicht gleichzeitig über
alle Punkte statt, sondern bezieht jeweils nur Punkte mit ein, die innerhalb eines Fensters
liegen. Dieses Fenster wird förmlich in Form einer Knoten-Wichtungsfunktion über das
gesamte Gebiet geschoben, womit sich die Bezeichnung des Verfahrens erklärt. Damit
wird eine Funktion u(x) mit der Approximation uh(x) angenähert. Die Methode hat drei
wesentliche Komponenten:

• die Wichtungsfunktion w jedes Knotens mit endlicher Ausdehnung

• die aus einem Polynom bestehenden Basis p

• eine Anzahl ortsabhängiger Koe�zienten a(x)

Jedem Knoten wird ein Parameter uI zugeordnet, welcher die Bildung der Appro-
ximation bestimmt. Im Unterschied zur Methode der Finiten Elemente gilt jedoch
uI 6= Φ(xI)u, Knotenparameter uI und Approximation Φ(xI)u liegen also nicht auf-
einander. Damit begründet sich auch die Notwendigkeit einer besonderen Behandlung
der Randbedingungen. Die Approximation wird durch ein Polynom, die Basis, gebildet.
Es gibt verschiedene Typen dieses Polynoms. Für eine lineare Basis im eindimensionalen
Fall gilt beispielsweise

uh(x) = a0(x) + a1(x)x (3.1)

Ein Beispiel einer quadratischen Basis ist

uh(x) = a0(x) + a1(x)x + a2(x)x2 (3.2)

Es existiert eine Vielzahl möglicher Ansätze. Die Ausdrücke (3.1) und (3.2) können
allgemein notiert werden in der Form

uh(x) =
n∑
i=0

pi(x)ai(x) = pT (x)a(x) (3.3)
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

Die Basis p ist ein Polynom vom Grad m: pT (x). Für (3.1) gilt dann pT = [1 x], für (3.2)
pT = [1 x x2]. Für ebene Probleme sind folgende Basen gebräuchlich:

pT = [1 x y] (3.4a)

pT = [1 x y x2 y2 xy] (3.4b)

pT = [1 x y x2 y2 xy x3 y3 x2y xy2] (3.4c)

Die unbekannten Koe�zienten a(x), deren Anzahl vom Grad der Basis abhängt, werden
gefunden durch Minimieren der Funktion

J(x) =
n∑
I=1

w(x− xI) [p(xI)a(x)− uI ]2 (3.5)

Hierin ist w(x−xI) das Gewicht eines Knotens an der Stelle xI in Bezug auf den Ort mit
dem Koordinatenvektor x. Dieses Gewicht ist abhängig vom Ein�ussradius des Knotens.
Liegt der Bezugspunkt auÿerhalb des durch den Ein�ussradius beschriebenen Gebiets,
so ist w = 0. Das Funktional (3.5) wird minimiert in Abhängigkeit zu a(x), es gilt daher
die Bedingung für ein Minimum

∂J(x)

∂a(x)
= 0 (3.6)

Dies führt auf ein lineares Gleichungssystem

A(x)a = B(x)u bzw. a(x) = A−1(x)B(x)u (3.7)

u = [u1, u2, . . . , un] ist hierbei der Vektor der Knotenparameter, welche beispielsweise
die Knotenverschiebungen u(xI) bestimmen. Für die Matrix A gilt

A =
n∑
I=1

wi(x)p(xI)p
T (xI) (3.8)

während Matrix B durch

B = [w1(x)p(x1), w2(x)p(x2), . . . , wn(x)p(xn)] (3.9)

de�niert ist. Im eindimensionalen Fall mit p = [1 x] wäre (3.8) ausgeschrieben

A = w(x− x1)

[
1 x1

x1 x2
1

]
+ w(x− x2)

[
1 x2

x2 x2
2

]
+ . . .+ w(x− xn)

[
1 xn
xn x2

n

]
(3.10)

(3.9) stellt sich unter gleichen Bedingungen zu

B =

[
w(x− x1)

[
1
x1

]
w(x− x2)

[
1
x2

]
. . . w(x− xn)

[
1
xn

]]
(3.11)
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3.1 Ansatzfunktionen

dar. Durch Einsetzen von (3.7) in (3.3) ergibt sich

u ≈ uh(x) = pT (x)A−1(x)B(x)u (3.12)

Mit

Φ(x) = pT (x)A−1(x)B(x) (3.13)

kann (3.12) kurz

uh = Φu (3.14)

formuliert werden. Φ ist die Ansatzfunktion. Diese wird zum gleichen Zweck wie eine An-
satzfunktion in der Methode der Finiten Elemente eingesetzt, Abschnitt 2.5.3, erstreckt
sich jedoch im Unterschied zur genannten elementbasierten Methode über mehrere Kno-
ten. Die Verschiebung up an einem beliebigen Punkt p innerhalb des Gebietes wird
nach (3.14) mit

up =
n∑
i=1

Φ(x)ui (3.15)

approximiert. Der Index i läuft bis zur Anzahl n der Knoten-Ein�ussbereiche, in de-
nen der Punkt p liegt. Zur Gewinnung der Ableitung u,x der örtlichen Verschiebungen
u benötigt man die Di�erenzierung Φ,x der Ansatzfunktion. Die Ableitung von Φ in
Richtung i wird erhalten durch

Φ,i = pT,iA
−1B + pTA−1

,i B + pTA−1B,i (3.16)

Hierin ist die Inverse der Ableitung der A-Matrix A−1
,i = −A−1A,iA

−1. Zur Berechnung
der Ansatzfunktionen muss demnach die A-Matrix invertiert werden. Dies ist bei zwei
oder mehr räumlichen Dimensionen ein numerisch aufwändiger Vorgang. Belytschko [12]
schlägt folgendes Verfahren vor, welches auf der Rechts-Links-Zerlegung der A-Matrix
beruht: Der Ansatz lautet

ΦI(x) = pT (x)A−1(x)BI(x) = γT (x)BI(x) (3.17)

hierin ist

γT (x) = pT (x)A−1 oder A(x)γ(x) = p(x) (3.18)

Der Vektor γ(x) kann nun durch eine Rechts-Links-Zerlegung der A-Matrix und anschlie-
ÿende Rücksubstitution bestimmt werden, ebenso dessen Ableitungen. (3.18) besitzt die
Ableitung

A,x(x)γ(x) + A(x)γ,x(x) = p,x(x) (3.19)

Dies kann umgeordnet werden zu

A(x)γ,x(x) = p,x(x)−A,x(x)γ(x) (3.20)
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

Damit entfällt eine erneute Rechts-Links-Zerlegung, da die erhaltene Matrix auch zur
Kalkulation der Ableitung γ,x direkt verwendet werden kann, womit die E�zienz des
Verfahrens gegenüber der Invertierung der A-Matrix begründet ist. Es ergibt sich fol-
gende Beziehung für die Ableitung der Ansatzfunktion:

ΦI,x = γT,x(x)BI(x) + γ(x)TBI,x(x) (3.21)

3.1.2 Wichtungsfunktionen

Die Wichtungsfunktion eines Knotens bestimmt seinen Ein�ussbereich, Abb 3.3. Damit
wird unmittelbar die numerische Au�ösung des Modells bestimmt. Die Wahl des Radius
des Ein�ussbereiches bildet einen Kompromiss. Einerseits muss der Ein�ussbereich groÿ
genug sein, um genügend Nachbarpunkte einzuschlieÿen. Andernfalls ist eine Invertie-
rung der A-Matrix nicht möglich. Andererseits werden mit steigenden Ein�ussradien
lokale Parameter geglättet, was nur bis zu einem bestimmten Maÿ gewünscht ist. Für
die Darstellung beispielsweise von Materialgrenzen ist eine solche Unschärfe nachteilig.
Ein kleiner Wirkungsradius bedingt daher auch eine hohe lokale Knotendichte. Auch
ist zu beachten, dass groÿe Wirkungsradien durch zahlreiches Interagieren der Knoten
hohen numerischen Aufwand zur Folge haben. Jedoch ist es möglich, die Gröÿe der Ein-
�ussradien zu variieren: Für Bereiche, in denen hohe Präzision gefordert ist, kann eine
hohe Knotendichte mit kleinen Radien vorgesehen werden, Orte mit weniger steilen Gra-
dienten können eine weniger hohe Knotendichte und gröÿere Ein�ussradien aufweisen.
Liu [49] gibt als Richtwert für den Radius ds der Wichtungsfunktion

ds = α
Ds

nDs − 1
(3.22)

an. Hierin ist 2.0 ≤ α ≤ 3.0 ein dimensionsloser Faktor. Er gibt das Verhältnis des
durchschnittlichen Knotenabstandes zum Radius der Wichtungsfunktion an. Ds = 1,
2, 3 für 1D, 2D, 3D gibt die räumliche Dimension des Problems an, während nDs die
Anzahl der Knoten de�niert. Der gleiche Autor gibt für den zweidimensionalen Fall einen
vereinfachten, auf (3.22) basierenden Term mit

ds = α

√
As√

nAs − 1
(3.23)

unter As als der abgeschätzten Fläche des Untersuchungsgebiets an. Für die vorliegende
Arbeit wurde ein Verfahren implementiert, welches vor dem eigentlichen Rechengang auf
ausreichende Knotendichte anhand der Invertierbarkeit der A-Matrix nach (3.8) über-
prüft. Bei festgestellter Nichtinvertierbarkeit können wahlweise automatisch Knoten in
der entsprechenden Umgebung eingefügt werden. Dies geschieht anhand einer einfachen
Ermittlung des maximalen örtlichen Knotenabstandes. Idealerweise fände ein solches
Einfügen unter Ermitteln der optimalen neuen Knotenkoordinaten anhand des Voronoi-
Diagramms statt, Abschnitt 2.7, womit jedoch ein netzbasierter Algorithmus eingeführt
würde.
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3.1 Ansatzfunktionen

I

Abb. 3.3: Ein�ussradius des Knotens I

Die Wahl der Wichtungsfunktion bestimmt auch unmittelbar die Stetigkeit der MLS-
Approximation, welche zum Erhalt der partiellen Ableitungen beispielsweise zur Span-
nungsermittlung wichtig ist. Eine über das gesamte Gebiet gleich bleibende Gewichtung
jedes Knotens entspräche einer Least Squares Approximation, da die Parameter aller
Knoten gleichermaÿen eingeht: Örtliche Details werden völlig verwischt. Abb. 3.4 zeigt
die Gewichtung der Form

w(x− xI) ≡ w(r) = 1 für alle r (3.24)

mit der ebenfalls konstanten Ableitung

wI
dx

=
dwI
dr

dr

dx
= 0 für alle r (3.25)

und die resultierende, über alle Knoten mittelnde Approximation.
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Abb. 3.4: Konstante Wichtungsfunktion und zugehörige Approximation

Belässt man nun die Wichtungsfunktion konstant, begrenzt jedoch ihren Wirkungsradius
r in der Form

w(x− xI) ≡ w(r) =

{
1 für r ≤ 1

0 für r > 1
(3.26)

mit der zugehörigen Ableitung

wI
dx

=
dwI
dr

dr

dx
= 0 (3.27)
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

so werden örtliche Parameter bereits wiedergegeben, wie die resultierende Approxima-
tion in Abb. 3.5 zeigt. Die Approximation entspricht in diesem Fall einer linearen In-
terpolation zwischen den Knotenparametern uI , an den Knoten gilt hier ausnahmsweise
uh(x) = uI(x), die erzeugte Ober�äche läuft also durch die Knoten.
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Abb. 3.5: Bereichsweise konstant und zugehörige Approximation

Problematisch ist jedoch, dass die Approximation lediglich C0-Stetigkeit aufweist. Die
Ableitung zeigt entsprechende Sprünge an den Knoten, damit ist auch der Verlauf der
Dehnungen unstetig. Die Ansatzfunktion Φ �erbt� die Stetigkeit der Wichtungsfunktion
w(x − xI). Daher werden normalerweise Wichtungsfunktionen verwendet, die folgende
Eigenschaften aufweisen:

• monoton fallend mit mindestens C1-Stetigkeit

• begrenzter Radius r

• überall positiv

•
∫
w dx = 1

Bis auf die Begrenztheit weist die Kurve der Gauÿ-Normalverteilung nach

f(x) =
1

σ
√

2π
exp

(
−1

2

(
x− µ
σ

)2
)

(3.28)

mit dem Erwartungswert µ und der Standardabweichung σ alle genannten Eigenschaften
auf. Abb. 3.6 zeigt die Skizze des typischen Kurvenverlaufs.
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Abb. 3.6: Gauÿfunktion, schematisch

Da die Gauÿ-Verteilung jedoch wie erwähnt nicht örtlich begrenzt ist, was alle Kno-
ten miteinander interagieren lieÿe und damit unnötigen numerischen Aufwand erzeugen
würde, weiterhin die Ermittlung der Ableitungen nicht unproblematisch ist, verwendet
man generell stattdessen Splinefunktionen, wie sie im Folgenden beschrieben werden.

3.1.3 Splines

Splines, zum ersten Mal 1946 von Isaac Jacob Schoenberg [77] erwähnt, werden zur Ap-
proximation oder Interpolation verwendet, also um eine Kurve möglichst �sanft� durch
eine Punktmenge zu führen. Sie bestehen aus stückweise de�nierten Polynomen. Handelt
es sich dabei um lineare Funktionen, so ist der Spline linear, analog verhält es sich bei
quadratischen oder kubischen Splines. Bedingung an den De�nitionsgrenzen der Poly-
nome ist die dortige Stetigkeit. Beispiel für einen kubischen Spline: Die Kurve durch die
Punktmenge P (xi, yi) wird durch das Polynom

si(x) = yi + bi(x− xi) + ci(x− xi)2 + di(x− xi)3 für i = 0, 1, . . . , n− 1

angenähert. Die Bedingungen für die Stetigkeit an den Stützpunkten sind

• gleicher Funktionswert si(xi+1) = si+1(xi+1)

• gleiche erste Ableitung s′i(xi+1) = s′i+1(xi+1)

• gleiche zweite Ableitung s′′i(xi+1) = s′′i+1(xi+1)

Mit diesen Bedingungen lassen sich die unbekannten Koe�zienten bi, ci, di �nden.
Abb. 3.7 zeigt ein Beispiel eines Splines durch 5 Punkte.
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

Abb. 3.7: Beispielhafte Darstellung eines Spline

Spline-Kernfunktionen können damit ähnliche Eigenschaften wie die Gauÿ-Verteilung
aufweisen, sind jedoch einfacher zu behandeln und enden innerhalb eines de�nierten
Radius. Gebräuchlich ist beispielsweise die folgende De�nition der Wichtungsfunktion
mittels eines kubischen Splines:

w(x− xI) ≡ w(r) =


2
3
− 4r2 + 4r3 für r ≤ 1

2
4
3
− 4r + 4r2 − 4

3
r3 für 1

2
< r ≤ 1

0 für r > 1

(3.29)

Ableitung:

wI
dx

=
dwI
dr

dr

dx
=


(−8r + 12r2)sign(x− xI) für r ≤ 1

2

(−4 +−8r − 4r2)sign(x− xI) für 1
2
< r ≤ 1

0 für r > 1

(3.30)

Hiermit ergibt sich eine weiche Approximationsfunktion, welche die gleiche Stetigkeit
wie die Splinefunktion aufweist und örtlich eine gute Näherung bietet, auch wenn die
Parameter der einzelnen Knoten nicht exakt getro�en werden, Abb 3.8b.
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Abb. 3.8: Kubischer Spline und zugehörige Approximation

Es sind viele ähnliche De�nitionen üblich, auf die hier jedoch nicht weiter eingegan-
gen werden soll. In der Praxis werden oft die gleichen Splines eingesetzt, wie sie auch
für die Wichtungsfunktionen im SPH-Verfahren verwendet werden, siehe Abschnitt 4.1.
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Abb. 3.9 zeigt beispielhaft eine mit zweidimensionalen Spline-Wichtungsfunktionen ge-
bildete Moving-Least-Squares-Ober�äche: Auf einem 10 · 10 m messenden Feld be�nden
sich regelmäÿig verteilte Datenpunkte, welche in einem zentralen Quadrat mit 5,0 m
Kantenlänge die Höhenkoordinate 4,0 m aufweisen, sonst 0,0 m. Deutlich ist zu sehen,
wie der Höhensprung mit wachsendem Ein�ussradius geglättet wird.
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Abb. 3.9: Auswirkungen unterschiedlicher Wirkungsradien
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3.2 Randbedingungen

3.2.1 Essentielle Ränder

Analog zur Methode der Finiten Elemente werden zur Implementierung der essen-
tiellen Randbedingungen auf Γu, beispielsweise Au�ager-Rändern, die Methode der
Lagrange-Multiplikatoren eingesetzt. Alternativ ist auch die Penalty-Methode, siehe Ab-
schnitt 2.3.2, oder eine Kopplung mit Finiten Elementen möglich, was wegen deren
Kronecker-Delta-Eigenschaft NI(xj) = δij günstig ist: Es genügt bei Finiten Elemen-
ten, den Randpunkten eine bestimmte Verschiebung zuzuweisen. Auf die letztgenannte
Möglichkeit soll in diesem Rahmen aber nicht näher eingegangen werden. Die Lagrange-
Multiplikatoren λ haben die Funktion von Lagerreaktionskräften, welche den Rand ge-
rade um den gewünschten Betrag verschieben. Ihre Interpolation entlang des essentiellen
Randes stellt sich mit dem Variationssymbol δ wie folgt dar:

λ(x) =
n∑
i=1

Ni(s)λi und δλ(x) =
n∑
i=1

Ni(s)δλi x ∈ Γu (3.31)

Hierin ist n die Zahl der Randknoten des essentiellen Randes Γu, s ist deren Abstand,
und N das Lagrange-Polynom, welches sich in erster Ordnung wie folgt ausdrücken lässt.

No(s) =
s− s1

s0 − s1

und N1(s) =
s− s0

s1 − s0

(3.32)

3.2.2 Natürliche Ränder

Die Implementierung der aufgebrachten Kräfte auf den natürlichen Rändern Γt erfolgt
über die Quadratur mithilfe der Gauÿpunkte, siehe Abschnitt 3.5. Mit diesem Verfahren
werden die auf den Rändern wirkenden Kräfte in den globalen Kraftvektor f integriert.

3.3 Aufstellen der diskreten Gleichungen

Für einen Festkörper Ω mit den Rändern Γt und Γu gilt

∇ · σ + b = 0 (3.33)

Hierin ist σ der Spannungstensor, und b ist der Vektor der Körperkräfte. Der Kräftevek-
tor t̄ des natürlichen Randes ist t̄ = σ · n, wobei n der Normalenvektor der Ober�äche
ist. Die Verformungen des essentiellen Randes ū entsprechen der Lagerverschiebung. Die
variationale Galerkin-Form, Abschnitt 2.2, von Gleichung (3.33) ist dann∫

Ω

δ(∇sv
T ) : σ dΩ−

∫
Ω

δvT ·b dΩ−
∫

Γt

δvT ·t̄ dΓ−
∫

Γu

δT ·(u−ū) dΓ−
∫

Γu

δvT ·λ dΓ = 0

(3.34)
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3.3 Aufstellen der diskreten Gleichungen

Hierin sind δv(x) die Testfunktionen, ∇sv
T der symmetrische Teil von ∇vT und λ

die Lagrangeschen Multiplikatoren sowie u(x) die gesuchte Approximation, etwa die
Verschiebung. Zusammen mit (3.31) werden hieraus die diskreten Gleichungen erhalten
zu [

K G
GT 0

] [
u
λ

]
=

[
f
q

]
(3.35)

K die globale Stei�gkeitsmatrix mit den Elementen

KIJ =

∫
Ω

BT
I DBJ dΩ (3.36)

mit der örtlichen Dehnungsmatrix

BI =

ΦI,x 0
0 ΦI,y

ΦI,x ΦI,y

 (3.37)

und der Matrix D der Dehnungsstei�gkeit. Für den ebenen Spannungszustand gilt für
diese mit dem Elastizitätsmodul E und der Querdehnzahl µ

DESZ =
E

1− µ2

1 µ 0
µ 1 0
0 0 1−µ

2

 (3.38a)

während für den ebenen Verzerrungszustand

DEVZ =
E(1− µ2)

(1 + µ)(1− 2µ)

 1 µ
1−µ 0

µ
1−µ 1 0

0 0 1−2µ
2(1−µ)

 (3.38b)

gilt. Der globale Kraftvektor f besitzt die Komponenten

fI =

∫
Γt

ΦI t̄ dΓ +

∫
Ω

ΦIb dΩ (3.39)

Die Matrix q besteht aus den Parametern

qK = −
∫

Γu

NKū dΓ (3.40)

mit

NK =

[
NK 0
0 NK

]
(3.41)

und Matrix G aus

GIK = −
∫

Γu

ΦINK dΓ (3.42)

Die Indices I , J beziehen sich auf Knoten im Gebiet Ω, während K auf Indexbildung von
Knoten auf den Rändern Γ hinweist.
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

3.4 Elastodynamik

Für den instationären Fall wird (3.33) zu

∇ · σ + b = ρü (3.43)

mit den Initialbedingungen für t = 0

σ(x, 0) = σ0(x) (3.44a)

u̇(x, 0) = v0(x) (3.44b)

Die schwache Gleichgewichtsformulierung (3.34) wird zu∫
Ω

ρδuT ü dΩ +

∫
Ω

δεTσ dΩ =
n∑
i=1

∫
Γti

δuit̄i dΓ +

∫
Ω

δuTb dΩ (3.45)

Hierin ist ε = ∇su, σ = Dε und δε = ∇s(δu), D nach (3.38). Es ergeben sich die
bestimmenden Gleichungen zu

Mü + f int = f ext (3.46)

Hierin ist die Massenmatrix

MII =
∑
J

∫
Ω

ρΦiΦj dΩ (3.47)

und der Vektor der internen Kräfte

f int =

∫
Ω

BT
I σ dΩ (3.48)

mit der örtlichen Dehnungsmatrix B nach (3.37). Der Vektor der externen Kräfte notiert

f ext =

∫
Γt

Φit̄ dΓ +

∫
Ω

Φib dΩ (3.49)

(3.46) kann auch durch

Mü + Kd = F (3.50)

formuliert werden. Wird zusätzlich viskose Dämpfung berücksichtigt, erhält man

Mü + Cḋ + Kd = F (3.51)

Oft wird die Dämpfungsmarix C als Kombination der Massen- und Stei�gkeitsmatrix
angenommen, der Rayleigh-Dämpfungsmatrix:

C = αM + βK (3.52)

wobei α bzw. β gewichtende Faktoren sind.
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3.4 Elastodynamik

Zeitintegration

Die Integration über die Zeit kann beispielsweise über den Newton-Zeitschritt-
Algorithmus statt�nden, welcher hier für den eindimensionalen Fall skizziert werden
soll. Als Initialbedingungen seien bekannt: Die Stei�gkeit k, die Masse m, die Verschie-
bung u(0) zum Zeitpunkt t = 0, und die entsprechende Geschwindigkeit u̇(0) sowie die
wirkende äuÿere Kraft f(0), deren Momentanwert f(t) auch für alle anderen Zeitpunkte
der Berechnung bekannt sein muss. Die Initialbeschleunigung wird erhalten durch

ü(0) =
1

m
(−ku(0) + f(0)) (3.53)

Für jeden weiteren Zeitschritt wird die Beschleunigung jedes Knotens errechnet über

ü(t+∆t) =
1

m+ kβ2∆t2

(
−k
(
u(t) + ∆tu̇(t) +

∆t2

2
(1− β2)ü(t)

)
+ f(t+ ∆t)

)
(3.54)

Die neue Verschiebung wird damit erhalten zu

u(t+ ∆t) ≈ u(t) + ∆tu̇(t) +
∆t2

2
((1− β2)ü(t) + β2ü(t+ ∆t)) (3.55)

und die Geschwindigkeit am Ende des Zeitschrittes wird angenähert durch

u̇(t+ ∆t) ≈ u̇(t) + ∆t ((1− β1)ü(t) + β1ü(t+ ∆t)) (3.56)

Hierin sind β1 und β2 Parameter, die zwischen 0 und 1 eingestellt werden. Gilt
β1 = β2 = 0, so wird die Beschleunigung ausgehend vom Zustand zum Zeitpunkt t ge-
schätzt, was einem expliziten Zeitintegrationsschema entspricht. Gilt β1 = β2 = 1, so ist
t+ ∆t der Zeitpunkt für die Beschleunigungsschätzung, was einem impliziten Schema
entspricht. Auch andere Methoden, beispielsweise wie sie im Abschnitt 4.9 beschrie-
ben werden, sind möglich. Abb. 3.10 zeigt beispielhaft für die Anwendung eines zweidi-
mensionalen Newton-Schemas in Kombination mit der EFG-Methode den mithilfe des
entwickelten Programm-Moduls gewonnenen zeitlichen Verlauf der Verschiebungen der
Knoten eines einseitig links eingespannten Balkens, welcher nach einem initialen Impuls
in negativer vertikaler Richtung schwingt.

(a) (b) (c) (d) (e)

Abb. 3.10: Schwingender einseitig eingespannter Balken
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

3.5 Quadratur

Für die Zusammenstellung beispielsweise der örtlichen Stei�gkeitsmatrizen KIJ , GIK ,
dem Vektor fI , sowie qK ist die numerische Integration von Flächen- oder Linienin-
tegralen, auch Quadratur genannt, erforderlich. Dies geschieht grundsätzlich mit dem
Verfahren der Gauÿ-Quadratur, Abschnitt 2.4. Für die �ächenhafte Integration der Stei-
�gkeitsmatrizen wird in der vorliegenden Arbeit eine 4x4-Punkt-Quadratur durchge-
führt. Hierzu wird das Gebiet Ω in einzelne Zellen unterteilt, Abb. 3.11a. Diese Zellen
haben keinen direkten Bezug zur Geometrie des Körpers, sondern dienen lediglich der
Positionierung der Gauÿpunkte. Ihre örtliche Gröÿe und und damit Anzahl richtet sich
nach der örtlichen Knotendichte und kann gegebenenfalls variiert werden, Abb. 3.11b.
Als Faustregel zur Sicherstellung ausreichender Genauigkeit gilt, dass die örtliche An-
zahl der Gauÿ-Quadraturpunkte mindestens etwa drei mal diejenige der Knoten sein
sollte [46], was sich mit den Erfahrungen des Autors deckt.

(a) 4x4-Integrationszellen und Knoten im Kör-
perinneren Ω

dummy dummy
(b) Mögliche Gröÿenvariation

Abb. 3.11: Gauÿ-Quadraturzellen

Die Quadratur läuft wie folgt ab:

• Aufstellen der Quadraturzellen über das Gesamtgebiet Ω

� Einfügen der 16 Quadraturpunkte pro Zelle entsprechend den Gauÿ-
Koordinaten ξi

� Berechnen der Gauÿ-Gewichte wi für jeden Quadraturpunkt

� Aufstellen der Jacobi-Matrix für jede Zelle. Mit der Jacobi-Matrix wird das
Intervall der Gauÿ-Quadratur von [-1 1] auf die reale Gröÿe der Quadraturzelle
projiziert
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3.5 Quadratur

• Schleife über alle Gauÿ-Quadraturpunkte

� Finden aller Nachbarknoten, in Rissnähe Berücksichtigung des Sichtbarkeits-
kriteriums bzw. Di�raktionsverfahren, Abschnitt 6.2.12

� Knotengewichte und örtliche Ansatzfunktion sowie deren partielle Ableitun-
gen berechnen

� Örtliche Dehnungsmatrix (B-Matrix) zusammenstellen

� Errechnete lokale Anteile in globale Stei�gkeitsmatrix (K-Matrix) einfügen

Für die Integration der Vektoren f und q zur Abbildung der natürlichen und essentiellen
Randbedingungen wird eine 4-Punkt-Quadratur über die entsprechende Ober�äche Γ
durchgeführt. Diese läuft wie folgt ab:

• Einfügen der 4 Quadraturpunkte pro Linienabschnitt entsprechend den Gauÿ-
Koordinaten ξi

• Berechnen der Gauÿ-Gewichte und der Jacobi-Matrix

• Finden der Nachbarpunkte jedes Quadraturpunktes

• Integrieren der Kräfte entlang der beaufschlagten Ober�ächen zur Erstellung des
f -Vektors

• Integrieren der Lagrange-Multiplikatoren entlang der essentiellen Ränder zur Er-
stellung des q-Vektors und der Matrix G

Auch hier kann die Gröÿe der einzelnen Integrationsbereiche variiert werden, deren sich
hierdurch veränderndes Gewicht wird durch die für jeden Bereich aufzustellende Jacobi-
Matrix berücksichtigt. Eine regelmäÿige Verteilung der auf den Rändern liegenden Kno-
ten, wie in den Abbildungen 3.12a bzw. 3.12b gezeigt, ist nicht zwingend erforderlich.

σ

Randknoten ∈ Γt

Ω

(a) Integration natürlicher Randbedingungen

u1 = 0, u2 = 0

dummy

Randknoten ∈ Γu

Ω

(b) Integration essentieller Randbedingungen

Abb. 3.12: Gauÿ-Quadratur
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

3.6 Validierung

Die mit EFGM erzielten Ergebnisse werden mit analytischen Lösungen verglichen. Klas-
sisches Beispiel hierfür ist der �Timoshenko-Balken�. Bei diesem wird im Gegensatz
zum Euler-Bernoulli-Balken kein Ebenbleiben der Querschnitte vorausgesetzt, der Quer-
schnitt ist also entsprechend dem Schubwinkel gedreht. Damit ist die übliche Balken-
theorie nicht mehr anwendbar. Ein am linken Ende nach Abb. 3.13a gelagerter Balken,
welcher am freien Ende durch eine parabolische Schublast der Form

ty(L, y) = − P
2I

D2

4− y2
Pa (3.57)

in negativer y-Richtung belastet ist. Abb. 3.13b zeigt den Verlauf der Kraft P (y).

Γt

Γu
Dx

y

P

L

(a) Thimoshenko-Balken (b) Kraftverlauf

Abb. 3.13: Timoshenko-Balken

Das Flächenträgheitsmoment ist mit I = D3

12
gegeben. Die exakten analytischen Lösun-

gen für die Verschiebungen, welche nach der Timoshenko-Theorie auch die Schubverfor-
mung der Querschnittsebene berücksichtigen, lauten

ux(x, y) = − Py

6EI

[
(6L− 3x)x+ (2 + µ)

(
y2 − D2

4

)]
(3.58a)

uy(x, y) =
Py

6EI

[
(3µy2(L− x) + (4 + 5µ)

D2x

4
+ (3L− x)x2

]
(3.58b)

mit der Querdehnzahl µ und dem Elastizitätsmodul E. Abb. 3.14 zeigt graphisch die
Verläufe von (3.58). Die Verschiebungen an jeder Stelle werden über (3.15) erhalten,
Spannungen werden analog interpoliert:

σp =
n∑
i=1

Φ(x)σi (3.59)
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3.6 Validierung

(a) ux(x, y) (b) uy(x, y)

Abb. 3.14: Verlauf der Horizontal- und Vertikalverschiebungen

Die Lösung für die Spannungen lautet

σx(x, y) = −P (L− x)y

I
(3.60a)

σy(x, y) = 0 (3.60b)

σxy(x, y) = − P
2I

(
D2

4
− y2

)
(3.60c)

Abb. 3.15 stellt (3.60) graphisch dar.

(a) σx(x, y) (b) σxy(x, y)

Abb. 3.15: Verlauf der Horizontal-, Vertikal- und Schubspannungen

Abb. 3.16 zeigt die 191 Knoten mit aufgebrachten Verschiebungen in 500-facher Über-
zeichnung, mit denen ein 48 m langer und 12 m starker Timoshenko-Balken modelliert
wurde. Die Quadratur erfolgte mit einer 4 x 4 Gauÿ-Integration, an den Rändern mit 4-
Punkt-Quadratur. Die Gauÿpunkte und -Zellen sind in Abb. 3.16 ebenfalls zu erkennen.
Die Daten des Materials wurden mit µ = 0, 3 und E = 30, 0E6 Pa festgelegt.
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

Abb. 3.16: Timoshenko-Balken, EFG-Modell mit Knoten

Es zeigt sich eine fast 100%-ige Übereinstimmung mit der analytischen Lösung. Abb. 3.17
zeigt farbig skaliert die Horizontalspannungen σx. Die Verschiebungen sind in 500-facher
Vergröÿerung dargestellt.

(a)

(b)

Abb. 3.17: Horizontalspannungen σx EFG-Modellierung

Auch die Schubspannungsverläufe zeigen gute Übereinstimmung, Abb. 3.18. Lediglich
an der Lagerung zeigen sich geringe Abweichungen.

(a)

(b)

Abb. 3.18: Schubspannungen σxy EFG-Modellierung und analytisch

Abb. 3.19 zeigt die Schubspannungen für die Querschnitte an den Stellen x = 12 m,
x = 24 m (Balkenmitte), und x = 36 m. Die Abweichungen liegen in einem Bereich, der
für praktische Anwendungen vernachlässigbar ist.
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(c) x = 36 m

Abb. 3.19: Horizontalspannungen σx an den x-Koordinaten 12, 24 und 36 m

Die Schubspannungen sind für das gezeigte Problem nach (3.60c) unabhängig von der
x-Koordinate. Dies spiegelt sich auch im Rechenergebnis wider, lediglich nahe am einge-
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

spannten Rand sind sehr geringe Abweichungen zu beobachten, Abb. 3.20. Hervorzuhe-
ben ist die Tatsache, dass an den Rändern sehr wirklichkeitsnah σxy = 0 erreicht wird,
was mit Finiten Elementen nicht ohne Weiteres zu erzielen ist.
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(c) x = 36 m

Abb. 3.20: Schubspannungen σxy an den x-Koordinaten 12, 24 und 36 m

Abb. 3.21 zeigt die mit Faktor 1000 multiplizierten Horizontalverschiebungen ux. Auch
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hier sind in desem Maÿstab keine Abweichungen von der analytischen Lösung zu beob-
achten.
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(c) x = 36 m

Abb. 3.21: Horizontalverschiebung an den x-Koordinaten 12, 24, und 36 m
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

3.7 Numerischer Ablauf einer EFGM-Berechnung

Der prinzipielle Ablauf einer Simulation mit der Elementfreien Galerkin Methode ist in
Abb. 6.30 gegeben. Tab. 3.1 gibt nähere Hinweise.

Tab. 3.1: Erläuterungen und Verweise zum numerischen Ablauf EFGM
Nr. Erläuterung

1 Festlegen grundlegender material- und modellabhängiger Parameter. Wahl des
Spannungs- und Verzerrungszustandes bei ebenen Betrachtungen. Festlegen der Geo-
metrie.

2 Die Knoten werden erzeugt, wobei an deren Verteilung niedrigere Ansprüche als in
einem FEM-Modell gestellt werden. Jedoch ist eine ausreichende Anzahl von Knoten
sicherzustellen.

3 Über das zu integrierende Gebiet werden die Gauÿzellen als Basis zur Positionierung
der Gauÿ-Integrationspunkte gelegt. An den Rändern werden analog Gauÿpunkte ent-
sprechend den Koordinaten einer 1D-Gauÿintegration entlang der Randlinie erzeugt.
In beiden Fällen hängt die zu erreichende Konvergenz von der Dichte der Gauÿpunkte
ab.

4 Zur Invertierung der A-Matrix (3.10) ist eine Mindestanzahl Nachbarpunkte erforder-
lich. Je geringer die örtliche Punktedichte ist, desto gröÿer muss also der Ein�ussbe-
reich der Punkte sein.

5 In den meisten Fällen geschieht die Zuordnung der Nachbarpunkte wie unter 4 be-
schrieben. Nur bei von vornherein festliegenden Ein�ussgebieten erfolgt noch eine ge-
sonderte Zuordnung. Entsprechend der Entfernung zum betrachteten Nachbarknoten
wird dessen Gewichtung beispielsweise über (3.29) festgelegt.

6 Über (3.14) werden die Ansatzfunktionen ermittelt. Deren partielle Ableitung ist
über (3.16) festgelegt.

7 Die Stei�gkeitsmatrix K, deren Elemente über (3.36) festgelegt sind, wird erzeugt.
Im Falle einer dynamischen Betrachtung sind zusätzlich die Massenmatrix M und
Dämpfungsmatrix C über (3.47) bzw. (3.37) festzulegen.

8 Die Implementierung der aufgebrachten Kräfte auf den natürlichen Rändern Γt erfolgt
über die Quadratur mithilfe der Gauÿpunkte, siehe Abschnitt 3.5.

9 Integration an den essentiellen Rändern, beispielsweise mithilfe von Lagrange-
Multiplikatoren wie unter Abschnitt 3.2.1 skizziert.

10 Das System der diskreten Gleichungen nach (3.35) ist zu lösen. Dies erfolgt über
gebräuchliche Gleichungslöser, welche beispielsweise nach dem Gauÿ-Algorithmus ar-
beiten.

11 Die Unbekannten des Gleichungssystems (3.35) sind die Knotenparameter ui. Hieraus
werden nach (3.15) die Verschiebungen an jedem beliebigen Punkt gewonnen.

12 Mit ε = Bu und σ = εE liegen mit dem Ergebnis aus Punkt 11, den Knotenver-
schiebungen, auch die Dehnungen und Spannungen über (3.38) fest. Für eine iterative
Berechnung würde an dieser Stelle verzweigt, siehe Abb. 6.30.

13 Die Ausgabe der Daten erfolgt graphisch oder in Tabellenform auf Bildschirm oder in
Datei.
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Please purchase Image2PDF on http://www.verypdf.com/ to remove this message.

Please purchase Image2PDF on http://www.verypdf.com/ to remove this message.

Abb. 3.22: Programmablauf einer EFGM-Simulation
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4 Methode der Smoothed Particles

Hydrodynamics SPH

Anders als netzbasierte Methoden unterteilt die Methode der Smoothed Particles
Hydrodynamics ein Gebiet nicht, sondern ihre Partikelmenge stellt die Approximation
eines Quasi-Kontinuums dar. Innerhalb eines endlichen Bereiches durch eine Wichtungs-
funktion geglättete Partikel repräsentieren dabei jeweils ein Fluidelement. Prinzipiell
ist das Verfahren ähnlich einer Monte-Carlo-Simulation: Frei bewegliche interagierende
Teilchen lösen die klassische Newtonsche Hydromechanik �direkt�. Die zugrunde liegen-
den partiellen Di�erenzialgleichungen werden durch den Ansatz der Glättung in einen
Satz gewöhnlicher Di�erenzialgleichungen umgewandelt. Die Anzahl der Partikel pro
Volumeneinheit bestimmt die örtliche Dichte. Aufgrund der direkten Proportionalität
kann damit für jeden Zeitschritt der örtliche Druckgradient bestimmt werden. Zusam-
men mit weiteren Faktoren wie der Viskosität oder dem Wirken von Körperkräften wird
daraus die Partikelbeschleunigung und -geschwindigkeit hergeleitet, und nach Neuposi-
tionierung der Partikel beginnt der Rechenzyklus von vorn. Die Glättung erfüllt mehrere
Zwecke: Aus mathematischer Sicht wandelt sie die starke Form der Di�erenzialgleichung
derart um, dass die Anforderungen an die Funktionsstetigkeit jenen einer schwachen
Formulierung entsprechen. Im Unterschied zur zuvor vorgestellten Elementfreien Ga-
lerkin Methode, welche die durch diese Formulierung bedingten Integrationsprozesse
erst im Moment der Zusammenstellung der diskreten Systemgleichungen durchführt,
geschieht dies bei der Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics im Stadium
der Funktions-Approximation. Dies begründet die Reduktion der Ansprüche an die Ste-
tigkeit der approximierten Feldfunktionen. Daher erweist sich SPH auch für beliebig
verteilte Partikel ohne Mindestanspruch an die Anzahl der Nachbarpartikel als stabiles
numerisches Verfahren, was auch die Tatsache widerspiegelt, dass in Flüssigkeiten nur
kurzreichweitige Kräfte eine Rolle spielen. Weiterhin verhindert die Glättung ein gegen-
seitiges Durchdringen der Partikel, obwohl keinerlei Kollisionskontrolle im eigentlichen
Sinn statt�ndet. Die Interaktion zweier Partikel �ndet wegen der Au�ösung des Parti-
kels auf eine bestimmte räumliche Ausdehnung über viele Zeitschritte hinweg verteilt
statt. Nähern sich benachbarte Partikel, steigt die örtliche Dichte und damit der Druck,
wodurch entgegengesetzte Beschleunigungskräfte wirksam werden, welche die Partikel
eine gewisse Distanz nicht unterschreiten lassen. Voraussetzung ist ein genügend klei-
ner Zeitschritt, der unmittelbar mit der räumlichen Partikelverteilung und der Schall-
geschwindigkeit des Fluidums zusammenhängt. Das Verfahren der Smoothed Particles
Hydrodynamics wurde 1977 von Monaghan und Gingold [34] zum Zweck astrophysika-
lischer Berechnungen eingeführt. Die Methode wurde von Monaghan und zahlreichen
weiteren Autoren, beispielsweise Benz und Asphaug [14], stetig fortentwickelt und auf
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4 Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics SPH

neue Bereiche ausgedehnt. Verschiedene Ansätze zur Betrachtung von Festkörpern und
Bruchvorgängen wurden vorgestellt, inzwischen existieren selbst Dialekte, welche analog
zur Elementfreien Galerkin Methode Ansatzfunktionen auf Basis eines Moving Least
Squares-Interpolationsverfahrens bilden [16]. Die vollständig netzfreie Partikelmethode
bietet sich damit längst nicht mehr nur für hydromechanische Anwendungen an, obgleich
SPH zur Simulation von Vorgängen starker Verformung und Bewegung aufgrund seiner
sehr hohen numerischen Stabilität besonders geeignet ist. Dennoch besteht weiterhin
Forschungsbedarf, auch in der von Beginn an stehenden Frage der korrekten Darstellung
der essentiellen Ränder. Abb. 4.1 zeigt beispielhaft die SPH-Simulation eines Impaktvor-
gangs: Ein kleiner Körper tri�t mit hoher Geschwindigkeit auf einen gröÿeren ortsfesten
Körper, mit der Folge starker Verformungen und Materialablösungen.

(a) (b) (c) (d)

Abb. 4.1: SPH-Simulation eines Impakt-Vorgangs

4.1 Wichtungsfunktionen

Die grundlegende Idee einer SPH-Approximation ist die Annäherung einer Feldfunktion
F eines d-dimensionalen Raumes durch Integration entfernungsgewichteter Parameter
verteilter Knoten über den Ansatz

F (x) =

∫
Rd
δ(x− x′)F (x′) dΩx′ ∀ x ∈ Ω (4.1)

Die Ortskoordinaten des betrachteten Punktes bzw. der benachbarten Partikel werden
hierbei mit x bzw. x′ gekennzeichnet. Durch Ω ist das Gesamtgebiet symbolisiert, etwa
der Flüssigkeitskörper. Die Dirac-Delta-Funktion ist mit δ(x) = limε→0 δε(x) de�niert,
Abb. 4.2.

x

y

1/ε

−ε/2 ε/2

Abb. 4.2: Dirac-Delta-Funktion
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Für sie gilt

δε(x) = lim
ε→0


0 für x < −ε

2
1
ε

für −ε
2
≤ x ≤ ε

2

0 für x > ε
2

(4.2)

Die Dirac-Delta-Funktion hat mit∫ ∞
−∞

δ(x) dx = 1 bzw.
∫ ∞
−∞

δ(ζ − x)f(ζ) dζ = f(x) (4.3)

die Eigenschaften der �Einheit der 1� bzw. des Kronecker-Deltas. Die Dirac-Delta-
Funktion ist wegen ihrer Unstetigkeit und der damit verbundenen Schwierigkeit bei
der Gewinnung der benötigten Ableitungen jedoch nicht geeignet für den Einsatz in den
hier diskutierten numerischen Modellen. Obgleich auch die verwandte Gauÿkurve der
grundlegenden Idee der räumlich verteilten Einheit entspricht � anfänglich von Benz
als Aufenthaltswahrscheinlichkeit interpretiert [14] � wird sie hier ebenfalls nicht ver-
wendet, da durch ihre Unbeschränktheit und die komplizierten partiellen Ableitungen
ein hoher numerischer Aufwand bedingt würde. Daher werden die Gewichtungen durch
numerisch einfacher handhabbare Kernfunktionen W (x− x′, h) ähnlicher Ausprägung
ersetzt, Abb. 4.3.

h h

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

0

0.2

0.4

0.6

x− x′

W (x− x′, h)

Abb. 4.3: Beispiel Kernfunktion W (x− x′, h) mit h = 1, 0

Hierbei ist h der Parameter, welcher die Gröÿe des Ein�ussbereiches von W be-
stimmt. Die Integralformulierung (4.1) geht damit über in eine gewichtete Summations-
Approximation:

〈F (x)〉 =

∫
Rd
W (x− x′, h)F (x′) dΩx′ ≈

N∑
i=1

F (x)W (x− xi, h)∆Vi (4.4)

Der Approximations-Operator wird hierbei mit dem Symbol 〈. . . 〉 gekennzeichnet, x ist
der Koordinatenvektor des betrachteten Ortes, xi die Koordinatenvektoren der Partikel
i = 1 . . . N , über die summiert wird, h der Radius, auf dessen Bereich die Kernfunktion
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4 Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics SPH

W begrenzt ist. N ist die Zahl aller Partikel, in deren Ein�ussbereich der Punkt des
Interesses, etwa ebenfalls ein Partikel oder ein beliebiger anderer Ort, mit den Koordi-
naten x liegt. Im Gegensatz zur Elementfreien Galerkin Methode, in welcher derartige
Wichtungsfunktionen lediglich die Basis zur Generation der Ansatzfunktion über die
Moving Least-Squares-Interpolation darstellen, �ndet hier keine weitere Transformation
auf Basis dieser Gewichtungen statt.

4.1.1 Kernfunktionen mit Splines

Für die einfachere Erzeugung und Behandlung der Kernfunktion bietet sich analog zur
Elementfreien Galerkin Methode die Verwendung von Splines an. In der Praxis werden
in beiden Modellen oft die gleichen Splinefunktionen verwendet. Daher wird hier für die
Grundlagen dieser Funktionen auf Abschnitt 3.1.3 verwiesen. Ein Beispiel einer typischen
durch Splines de�nierten SPH-Kernfunktion ist:

W (r̃, h) =
σ

hd


6
(
r̃
h

)3 − 6
(
r̃
h

)2
+ 1 für 0 ≤ r̃

h
< 1

2

2
(
1− r̃

h

)3
für 1

2
≤ r̃

h
≤ 1

0 für r̃
h
> 1

(4.5)

Dabei berücksichtigt d = 1, 2, 3 die Dimension und r̃ den Abstand der Partikel ‖r− r′‖
sowie der Normierungskonstanten σ. Diese besitzt den Wert 4/3 für eindimensionale Pro-
bleme, 40/7Π für 2D, und 8/Π für räumliche Konstellationen. Die Ableitung des Kernels
W nach r̃ errechnet sich nach

∂W (r̃, h)

∂r̃
=

6σ

hd+1


3
(
r̃
h

)2 − 2 r̃
h

für 0 ≤ r̃
h
< 1

2

−
(
1− r̃

h

)2
für 1

2
≤ r̃

h
≤ 1

0 für r̃
h
> 1

(4.6)

Für die Kalkulation des Gradienten der Kernfunktion gilt hierbei

∇W (‖r− r′‖, h) =
r− r′

‖r− r′‖
∂W (r̃, h)

∂r̃
(4.7)

In obigen Gleichungen ist r = [xi1 xi2]T der Ortsvektor des betrachteten Partikels i und
r′ = [xj1 xj2]T der Ortsvektor eines Nachbarpartikels j. Der Wirkungsradius der Partikel
ist h. Die Gradienten sind bezüglich der Nachbarpartikel symmetrisch mit umgekehrten
Vorzeichen:

∇W (‖r− r′‖, h) = −∇′W (‖r− r′‖, h) (4.8)

Abb. 4.4 zeigt die Wichtungsfunkion nach (4.5) und deren Ableitungen in zwei orthogo-
nalen Richtungen x und y nach (4.6).
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Abb. 4.4: Wichtungsfunktion und partielle Ableitungen

89
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4.1.2 Anpassung des Wirkungsradius

Der Wirkungsradius bestimmt neben der Anzahl der Partikel unmittelbar die Au�ösung
und damit die Rechengenauigkeit, Abb. 4.5 zeigt das Überlappen der Wichtungsbereiche
für Partikel, deren Distanz kleiner ist als ihr Wirkungsradius.
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Abb. 4.5: Überlappende Ein�ussbereiche

Ein kleiner Wirkungsradius bedingt jedoch eine hohe Teilchenanzahl und damit hohen
numerischen Aufwand. Daher ist eine dynamische Anpassung der Wirkungsradien in
Abhängigkeit der örtlichen Teilchendichte günstig. An Orten geringer Teilchendichte
wird der Wirkungsradius des einzelnen Teilchens gröÿer gewählt, während bei hoher
Teilchendichte ein geringerer Radius die Au�ösung und damit die Wiedergabe steiler
Gradienten günstig beein�usst. Der Wirkungsradius weist dann eine Proportionalität
zur lokalen Teilchendichte auf:

h ∝ 1

〈ρ〉 1
α

(4.9)

Die Approximation der lokalen Dichte über die Nachbarpartikel ist hierbei

〈ρ〉 =
1

n

∑
j

ρj (4.10)

〈. . . 〉 ist der Approximationsoperator. Der räumlichen Dimension entsprechend wird
α = 1, 2 , 3 gesetzt: Bei eindimensionalen Fragestellungen gilt α = 1, bei ebenen Mo-
dellen wie in der vorliegenden Arbeit α = 2. Da sich die örtliche Dichte über die Zeit
verändert, ist nun auch der Wirkungsradius des betrachteten Partikels i zeitabhängig:

dhi
dt

= −
(
hi
αρi

)
dρi
dt

(4.11)
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4.2 Zustandsgleichung, Künstliche Kompressibilität

Ein reales Fluid ist nicht absolut inkompressibel. Eine solche Inkompressibilität hätte
das Verschwinden des Druckgradienten zur Folge. Im SPH-Verfahren werden die Partikel
unter Anderem durch Kräfte, welche aus dem Druckgradienten herrühren, beschleunigt.
Der Druck ist eine Funktion der örtlichen Dichte. Der Zusammenhang zwischen Druck
und Dichte wird durch die Zustandsgleichung beschrieben. Die klassische Zustandsglei-
chung für Wasser ist die Tate'sche Gleichung:

p− p0 = B

((
ρ

ρ0

)m
− 1

)
(4.12)

mit B = ρ0c2
0/m = Kw/m ≈ 0, 3214 GPa und m = cp/cv ≈ 7. Weiter ist p der aktuelle Druck,

p0 der Ausgangsdruck, ρ die momentane Dichte, ρ0 die Ausgangsdichte, c0 die Schallge-
schwindigkeit bei Ausgangsdruck, Kw der materialabhängige Kompressionsmodul und
m der Adiabatenexponent. Der Adiabatenexponent ist dabei de�niert als das Verhältnis
der spezi�schen Wärmekapazitäten bei konstantem Druck cp und konstantem Volumen
cv. Der Kompressionsmodul Kw beschreibt, welche Druckänderung für eine bestimmte
Volumenänderung nötig ist:

Kw = −V dp
dV

= − dp

dV/V
(4.13)

Monaghan [57] leitet aus (4.12) die in der vorliegenden Arbeit zumeist verwendete Zu-
standsgleichung

p = B

((
ρ

ρ0

)γ
− 1

)
(4.14)

mit γ = 7, 0 und B = p0 ab. Durch den mit γ dargestellten Exponenten haben kleine
Dichteänderungen groÿe Druckänderungen zur Folge, was dem realen Verhalten nahezu
inkompressibler Fluide entspricht. Eine vereinfachte Zustandsgleichung Monaghans [57],
welche lediglich die Schallgeschwindigkeit und Dichte parametrisiert, lautet mit (4.20)
für Parameter c:

p = c2ρ (4.15)

4.3 Körperkräfte

Die Wirkung von Körperkräften, beispielsweise der Gravitation g, �ndet als direktes
Aufbringen einer Partikel-Beschleunigung entsprechenden Betrages und Richtung ihren
Niederschlag:

∂vy
∂t

=
g

mi

(4.16)

mit der Partikelmasse m.
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4.4 Viskosität

Die durch dynamische Viskosität entstehenden komponentenweisen Partikelkräfte wer-
den durch

fiv = η
∑
j

mj
vj − vi
ρj

∇2W (xi − xj, h) (4.17)

abgebildet, wobei η hier die materialabhängige dynamische Viskositätszahl ist.

4.5 Künstliche Viskosität

Im Moment starker Kompression wird in realen Fluiden kinetische Energie in Wärme
umgewandelt. Ohne diese Dämpfung würde sich auch ohne weitere Energiezufuhr ei-
ne stetige Teilchen-Oszillation einstellen. Physikalisch kann dieser Vorgang als viskose
Energiedissipation dargestellt werden, welcher direkt abhängig ist von der Divergenz der
Teilchengeschwindigkeit ∇ · v. Während eines Kompressionsvorganges, und nur dann
soll die künstliche Viskosität wirksam sein, ist diese negativ, da sich die Teilchen aufein-
ander zu bewegen. Dies spiegelt sich im Ansatz von Von-Neumann-Richtmyer [84] zur
künstlichen Viskosität wider:

Π1 =

{
a1∆x2ρ (∇ · v) für ∇ · v < 0

0 für ∇ · v ≥ 0
(4.18)

hierin ist Π1 die künstliche Von Neumann-Richtmyer-Viskosität und a1 ist ein zu justie-
render dimensionsloser Parameter. Zusätzlich können mit

Π2 =

{
a2∆xcρ∇ · v für ∇ · v < 0

0 für ∇ · v ≥ 0
(4.19)

noch nicht unterdrückte Oszillationen weiter vermindert werden. a2 ist eine dimensions-
lose festzulegende Konstante, während mit

c ≈
√

200gH (4.20)

die Schallgeschwindigkeit dichte- und damit tiefenabhängig (1483 m/s in Wasser bei
20 ◦C) angenähert werden kann. H ist die Tiefe, g = 9, 81 m/s2 die Erdbeschleunigung.
Monaghan [55] entwickelte eine weitere Formulierung, welche zusätzlich zur Abbildung
der Energiedissipation dem gegenseitigen Eindringen der Partikel ineinander vorbeugt:

Πij =

{−αΠc̄ijµij+βΠµ
2
ij

ρ̄ij
für vij · xij < 0

0 für vij · xij ≥ 0
(4.21)
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4.6 Geschwindigkeits-Korrektur

Das Verhindern des gegenseitigen Eindringens ist immens wichtig für die Stabilität
des Modells und realistisches Verhalten der Flüssigkeit an Rändern, beispielsweise zwi-
schen Wasser und Talsperrenfront, Abschnitt 4.7. Auch würde ein gegenseitiges Durch-
dringen völlig der physikalischen Vorstellung eines Fluidums zuwiderlaufen. Vorausset-
zung für die Wirksamkeit dieses Mechanismus' ist weiterhin ein klein genug gewähl-
ter Zeitschritt, siehe Abschnitt 4.9. Der erste Term des Quotienten stellt eine Scher-
Viskosität dar, welche unabhängig von einer Kompression, etwa einer Schockfront, ist.
Der zweite Term, welcher gegenseitiges Eindringen unterdrückt, ist hingegen ähnlich
der Von Neumann-Richtmyer-Viskosität und somit besonders in Kompressionsphasen
wirksam. Die weiteren Parameter sind mit dem Ein�ussradius h und dem Geschwin-
digkeitsvektor v sowie dem Positionsvektor x jedes Partikels und vij = vi − vj bzw.
xij = xi − xj gegeben mit

µij =
hijvij · xij
|xij|2 + ϕ2

(4.22a)

c̄ij =
1

2
(ci + cj) (4.22b)

ρ̄ij =
1

2
(ρi + ρj) (4.22c)

h̄ij =
1

2
(hi + hj) (4.22d)

Die Parameter c, ρ und h werden also jeweils gemittelt. Die Konstanten αΠ und βΠ

werden um den Wert 1, 0 herum justiert. Mit ϕ werden numerische Artefakte durch ein
Divergieren des Ausdrucks zu einer Singularität für kleine Teilchenabstände unterdrückt.
Zu �nden ist oft die Formulierung ϕ = εhij, wobei dann ε ≈ 0, 01 gesetzt wird. Dieser
Wert bestimmt quasi die Rechenau�ösung in Bezug auf den Partikelein�ussbereich h.
Erwähnenswert ist in diesem Zusammenhang, dass auch durch die unvermeidlichen Run-
dungsfehler numerische Artefakte generiert werden, welche viskose Wirkungen haben.
Die künstliche Viskosität �ieÿt direkt in die Impulserhaltungsgleichung (4.51b) ein:

Dvαi
Dt

=
N∑
j=1

mj

(
σαβi
ρ2
i

+
σαβj
ρ2
j

+ Πij

)
∂Wij

∂xβi
(4.23)

4.6 Geschwindigkeits-Korrektur

Selbst relativ geringe Dichtegradienten ziehen nach (4.14) hohe Druckgradienten nach
sich, was zu extremer Beschleunigung einzelner Partikel führen kann. Monaghan [56]
schlägt deswegen folgenden Korrekturterm vor, welcher die Geschwindigkeit des einzel-
nen Partikels an die durchschnittliche Geschwindigkeit der umgebenden Partikel annä-
hert:

dxi
dt

= vi − ε
N∑
j

mj

ρj
vijWij (4.24)
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Hierin ist N die Zahl der Nachbarpartikel des betrachteten SPH-Teilchens. ε wird im
Bereich 0, 0 ≤ ε ≤ 1, 0 gewählt. In der vorliegenden Arbeit wurde ε = 0, 3 bis ε = 0, 03
eingestellt. Für Partikel nahe der Ränder wurde bei extremen Geschwindigkeiten ε =
1, 0 gewählt. Dieses Vorgehen lässt die Partikelbewegung kohärenter werden, was sich
insbesondere vorteilhaft hinsichtlich unerwünschter gegenseitiger Penetration auswirkt.
Die Gewichtung der Nachbarpartikel relativ zum betrachteten Teilchen kann variiert
werden. In (4.25) geht die Dichte als Durchschnitt ρ̄ des aktuellen Partikels und seiner
benachbarten Partikel ein:

dxi
dt

= vi − ε
N∑
j

mj

ρ̄ij
vijWij (4.25)

wobei

ρ̄ij =
ρi
2

+
ρj
2

gilt. Auch Wichtungen sind unter entsprechender Anpassung von (4.25) möglich, bei-
spielsweise mit

ρ̄ij = ρi +
ρj
2

(4.26)

Jeder Partikel hat damit zwei verschiedene Geschwindigkeiten: Einerseits die reale physi-
kalische Geschwindigkeit, welche in sämtliche Berechnungen Eingang �ndet, andererseits
die korrigierende Geschwindigkeit, welche nur im Moment des Verrückens des Partikels
wirksam wird, aber in keiner weiteren Berechnung berücksichtigt wird.

4.7 Modellränder

SPH etablierte sich zunächst besonders als Modell astrophysikalischer Fragestellungen.
Dies dürfte sich auch darin begründen, dass das nicht Vorhandensein fester Ränder
eine SPH-Modellierung stark vereinfacht. Die Behandlung von Rändern, beispielswei-
se der Ober�äche zwischen Flüssigkeit und Festkörper, sind nach wie vor Gegenstand
laufender Weiterentwicklungen der SPH-Methode. Einige Gesichtspunkte der korrekten
Verfahrensweise zur Abbildung von Modellrändern lassen sich wie folgt zusammenfassen:

• möglichst naturnahes Verhalten hinsichtlich Impulsübertragung, Geschwindigkeit,
Dämpfung, Reibung, Adhäsion

• kein unerwünschtes Zu- oder Abführen von Energie

• numerisch stabil und wenig aufwändig

Im Folgenden werden einige Ansätze zur Behandlung dieser Fragestellung aufgeführt.
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4.7 Modellränder

4.7.1 Federkräfte

Die einfachste Möglichkeit, innerhalb einer SPH-Formulierung einen Rand darzustellen
ist es, sich der Randlinie nähernde Partikel einer entgegengesetzten Kraft normal zum
Rand auszusetzen. Diese Kraft steigt mit kleiner werdender Distanz zwischen Rand und
Partikel, Abb. 4.6.

Randlinie

SPH-Partikel

Abb. 4.6: Implementierung des Modellrandes durch abstoÿende Kräfte

Besonders wirksam ist diese Methode, wenn die zurückdrängenden Kräfte exponenti-
ell mit dem Quotienten 1/ri steigen, wobei ri die Entfernung auf der Normalen zum
Rand ist. Die Kräfte wirken nur normal zur Ober�äche, die Geschwindigkeitskompo-
nente parallel zum Rand wird nicht beein�usst. Dieser Ansatz ist unproblematisch, da
keine zusätzliche Energie in das System �ieÿt und numerisch ohne groÿen Aufwand zu
implementieren ist. Jedoch neigen die Partikel nahe des Randes zum Schwingen, was
sich durch die künstliche Viskosität, Abschnitt 4.5, und die Korrektur der Partikelge-
schwindigkeiten, Abschnitt 4.6, mindern lässt. Die einfache Dämpfung proportional zur
Partikelgeschwindigkeit ist unter dem Gesichtspunkt der Energieäquivalenz problema-
tisch. Eine noch einfachere Version dieses Ansatzes besteht darin, bei Überschreiten der
Grenzlinie durch einen Partikel lediglich dessen normale Geschwindigkeitskomponente
bezüglich des randparallelen Koordinatensystems zu invertieren, was einem ideal elasti-
schen Stoÿ entspricht. Dies ruft jedoch bei hohen Geschwindigkeiten fallweise numerische
Instabilitäten durch Partikeldurchdringungen hervor und verfälscht die Energiebilanz
randnaher Partikel. Bei einer sehr groÿen Anzahl von Partikeln und niedrigen Fort-
bewegungsraten wurden dennoch mit diesem Ansatz Ergebnisse erzielt, die von denen
exakterer Mechanismen nicht signi�kant abweichen. Der Ein�uss eines etwaigen Fehlers
betre�end des Potentials eines Randpartikels nimmt mit zunehmender Teilchenmenge
ab. Für Probleme kurzer Zeitskalen und niedriger Relativbewegung zwischen Flüssigkeit
und Festkörperrand, wie sie in der vorliegenden Arbeit in Form der Interaktion zwischen
Wasser und Talsperre im Erdbebenfall betrachtet werden, können solch einfache Ansätze
gerechtfertigt sein.

4.7.2 Partikelarretierung

Eine weitere, lediglich zu Versuchszwecken angewandte Methode besteht darin, Partikel,
welche sich über die Grenzlinie hinweg bewegen, von diesem Moment an als stationär zu
behandeln. Diese Partikel bleiben förmlich an der Grenze haften. Für folgende Partikel
bilden sie fortan ein �natürliches� Hindernis, sodass die Grenze an dieser Stelle kein
zweites Mal übertreten wird. Jedoch ist dieser numerisch einfach zu implementierende
Ansatz aus zweierlei Hinsicht für eine gewöhnliche Simulation bedenklich:

• Die das Fluidum bildende Partikelmenge verringert sich zu Beginn. Bei geringerer
Partikelanzahl oder groÿen Grenz�ächen wirkt sich dies besonders aus
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• Das Verfahren absorbiert die Energie der eingefrorenen Partikel vollständig, was
die Ergebnisse abhängig von der Gesamtpartikelzahl verfälscht

Bei sehr hohen Partikelzahlen bleibt der Fehler dennoch in unter Umständen akzeptablen
Grenzen, da wie oben erwähnt lediglich der äuÿere Partikel�lm beein�usst wird. Sind die
Ränder vollständig durch arretierte Partikel geschlossen, entspricht diese Konstellation
den �virtuellen Partikeln�, Abschnitt 4.7.3.

4.7.3 Virtuelle Partikel

Eine bewährte Methode zur Darstellung der Ränder in einer Smoothed Particles Hydro-
dynamics Modellierung besteht darin, Ränder zu Festkörpern mit einer oder mehreren
Schichten von Randpartikeln, so genannten �Geisterpartikeln� oder �virtuellen Parti-
keln�, darzustellen. Hierzu wird auf der Grenzlinie zwischen Flüssigkeit und Körper eine
Linie unbeweglicher Partikel angeordnet. Diese �nden Eingang in dem normalen SPH-
Berechnungsablauf: Sie werden in Randnähe be�ndlichen Partikeln als Nachbarn zuge-
ordnet, und die Kalkulation der örtlichen Dichte, Druck etc. �ndet im normalen Ablauf
statt. Jedoch behalten die Randpartikel ihre Ortskoordinaten bei. Sollen bewegte Ränder
dargestellt werden, kann den Randpartikeln auch eine feste Geschwindigkeit zugewiesen
werden. Es stellt sich heraus, dass bei hohen auftretenden Partikelgeschwindigkeiten
Durchdringungen einzelner Teilchen durch die Ränder hindurch nicht auszuschlieÿen
sind, da die Geschwindigkeitsunterschiede zwischen bewegtem Flüssigkeitspartikel und
starrem Randpartikel zu groÿ sind. In Grenzen kann dies durch Verringerung der Zeit-
intervalle kompensiert werden, was den numerischen Aufwand allerdings extrem erhöht.
Aus diesem Grunde werden mehrere Schichten von virtuellen Partikeln angeordnet. Sie
können auch dynamisch erst im Laufe der Simulation dort generiert werden, wo sich tat-
sächlich Partikel in Randnähe be�nden und im gegenteiligen Fall auch wieder gelöscht
werden. Jedem randnahen Partikel kann explizit ein oder mehrere virtuelle Partikel in
Richtung seiner Geschwindigkeit gesta�elt zugeordnet werden. Weiterhin kann den ge-
nerierten Partikeln bei gleicher Dichte und Druck eine symmetrisch konträre Geschwin-
digkeit ähnlich der Penalty-Methode, Abschnitt 2.3.2, zugeordnet werden, welche zwar
in die Impulsberechnungen mit ein�ieÿt, jedoch keine Verschiebung der Geisterpartikel
zur Folge hat. Zu beachten ist, das dem System hiermit Energie zugeführt wird, was
besonders bei einer geringen Partikelanzahl die Ergebnisse verfälschen kann. Mit der
Sta�elung gibt es 3 Typen von Partikel [47], Abb. 4.7:

1. reale bewegte Partikel mit gewöhnlichen Eigenschaften

2. stationäre virtuelle Randpartikel auf der Randlinie mit abstoÿender Kraftaus-
übung: Typ I

3. stationäre virtuelle Randpartikel hinter der Randlinie mit virtueller symmetrisch
entgegengesetzter Geschwindigkeit: Typ II
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Randlinie

Normale Partikel

Randpartikel Typ I

Randpartikel Typ II

Abb. 4.7: Randpartikel Typ I und Typ II

Die abstoÿende Kraft der Partikel des Typs I auf normale SPH-Teilchen berechnet sich
dabei wie folgt:

PBij =

D
[(

r0
rij

)n1

−
(
r0
rij

)n2
]

xij
r2
ij

für
(
r0
rij

)
≤ 1

0 für
(
r0
rij

)
> 1

(4.27)

Hierin sind n1 bzw. n2 Parameter, die standardmäÿig auf 12, 0 bzw. 4, 0 gesetzt wer-
den. D wird in der Gröÿenordnung des Quadrats der höchsten im aktuellen Zeitschritt
vorkommenden Partikelgeschwindigkeit gewählt. Der Bereich, in welchem die repulsiven
Kräfte wirksam werden, ist r0 und entspricht dem Partikelabstand bei Simulationsstart.
Randpartikel des Typs II üben diese Kräfte nicht aus, sie entfalten eine abstoÿende Wir-
kung durch ihre dem zugeordneten realen Partikel entgegengesetzte Geschwindigkeit.
Diese ist virtuell, sie wird in allen Berechnungsschritten wie eine real auftretende Par-
tikelgeschwindigkeit behandelt, Partikel des Typs II bleiben aber stationär. Besonders
unproblematisch hat es sich erwiesen, die virtuellen Partikel vollständig aus dem übli-
chen Vorgang der Dichte- und Druckberechnung zu isolieren, sodass zwischen normalen
Partikeln und virtuellen Partikeln ausschlieÿlich die beschriebenen Kräfte, jedoch keine
normalen Druckkräfte wirksam sind. Dann zeigt sich eine besonders geringe Neigung zu
unerwünschten Oszillationen. Abb. 4.8 veranschaulicht beispielhaft die von Randparti-
keln Typ I ausgeübten Kräfte, in einer Situation, in welcher ein 3,0 Meter auf 5,0 Meter
groÿer Flüssigkeitskörper mit einer Geschwindigkeit von 10,0 m/s auf einen vertikalen, un-
verschieblichen Rand prallt. Die Länge der Linien rechts vom Rand ist proportional zur
ausgeübten Kraft, die Richtung der Linie entspricht der resultierenden Kraftrichtung.

(a) 0,020 sec. (b) 0,021 sec. (c) 0,023 sec.

(d) 0,025 sec. (e) 0,027 sec. (f) 0,029 sec.

Abb. 4.8: Repulsive Kräfte der Randpartikel
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Virtuelle Randlinie

In der vorliegenden Arbeit wurde dieser Ansatz dahingehend abgewandelt, dass zur
Ausübung der abstoÿenden Kräfte an den Rändern keine Randpartikel erforderlich sind,
sondern die aus (4.27) resultierende Wirkung bei Annäherung von Partikeln an eine
Randlinie auftritt. Das Gebiet wird durch einen Polygonzug begrenzt, dessen linienför-
migen Abschnitte die Randlinien sind. Ihre Länge richtet sich nach der gewünschten
Au�ösung, Anfangs- und Endpunkte jeder Randlinie sind festzulegen.

rij

(x2, y2)(x1, y1)

SPH-Partikel (x0, y0)

Randlinie

Abb. 4.9: Ansatz mit speziellem Randlinien-Mechanismus

Symbol rij bezeichnet dabei die Entfernung des Partikels normal zur Randlinie und
errechnet sich im Fall geneigter Randlinien zu

rij =
(x2 − x1)(y1 − y0)− (x1 − x0)(y2 − y1)√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2
(4.28)

wobei x0 bzw y0 die Koordinaten des Partikels sind und x1, y1 bzw. x2, y2 die Koordinaten
der Endpunkte der Randlinie. Bei komplexeren Geometrien sind das die Endpunkte
als gerade anzunehmender Teilstrecken. Die abstoÿende Kraft PBij nach (4.27) wird
normal von der Randlinie weisend ausgeübt, was durch einfache Winkelprojektionen
geschieht. Ein virtueller Partikel ist nicht vorhanden, sondern das Lot vom normalen
SPH-Partikel auf die Randlinie dient der Entfernungsbestimmung, Abb 4.9. Durch diesen
Ansatz ergeben sich Vorteile hinsichtlich des numerischen Aufwandes, da lediglich nach
Partikeln in Randnähe gesucht werden muss, alle weiteren, auch für virtuelle Partikel
erforderlichen Rechenschritte wie Nachbarschaftssuche, Impulsberechnung etc. entfallen.
Die abstoÿenden Kräfte werden nur dann ausgeübt, wenn der Partikel sich der Grenze
nähert. Bewegt er sich ohnehin schon von der Grenze weg, werden keine Kräfte ausgeübt.

4.7.4 Randnahe Partikel

Im Zuge der vorliegenden Arbeit wurde folgender Ansatz einer einfachen Randpartikel-
Schicht implementiert: Erreicht ein SPH-Partikel den Rand, be�ndet sich also minde-
stens ein Randpartikel im Sinne von Abschnitt 4.7.3 in der Liste seiner Nachbarpar-
tikel, so werden alle anderen Einträge dieser Liste, bis auf die eben genannten und
Partikel, die ihrerseits ebenfalls �Nahe-Rand-Partikel� sind, gelöscht. Ein Partikel, des-
sen Grenzen seines Ein�ussbereiches einen Rand überschneiden, hat somit keine Nach-
barpartikel mehr auÿer Randpartikeln und randnahen Partikeln. Es entsteht zwischen
dem Rand und den normalen SPH-Partikeln eine Schicht von Nahe-Rand-Partikeln,
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Abb. 4.10. Dadurch nehmen diese randnahen Partikel ähnliche Eigenschaften entspre-
chend den durch die Merkmale der Randpartikel verkörperten Randbedingungen bei-
spielsweise hinsichtlich der Geschwindigkeit an. Randdurchdringungs-Probleme infolge
hoher Partikelgeschwindigkeiten und damit verbundene Berechnungsfehler oder numeri-
sche Instabilitäten sind somit ausgeschlossen. Auch bewegte Ränder beispielsweise zur
Modellierung von Turbinenschaufeln lassen sich damit relativ einfach simulieren. Da
durch dieses Verfahren an sich unerwünscht weder Energie zugeführt noch entnommen
wird, entsteht in dieser Hinsicht kein Fehler. Zusätzlich wird der Parameter ε in (4.24)
auf 1, 0 gesetzt. Hierdurch wird die Geschwindigkeit von Partikel, die sich so nahe an den
Rändern be�nden, dass ihr Ein�ussbereich diese überschneidet, an deren Geschwindig-
keit angenähert, wodurch Durchdringungen unterdrückt werden. Partikel, welche zwar
Nahe-Rand-Partikel, nicht jedoch �echte� Randpartikel in ihrer Nachbarpartikel-Gruppe
haben, reagieren normal, da keinerlei Veränderung in ihren Nachbarschaftsbeziehungen
vorgenommen werden. Mit diesem Ansatz kann die bei hohen Partikelgeschwindigkeiten
notwendige mehrfache Schichtung von Randpartikeln entfallen, wodurch der numerische
Aufwand erheblich sinkt. Zusätzlich reduziert sich dieser noch durch das Streichen von
Nachbarschafts-Listeneinträgen der Nahe-Rand-Partikel. Weiterhin wird durch Anwen-
dung dieser Methode die Modellierung geometrisch komplexer Ränder stark vereinfacht,
da bis auf die Linie der Randpartikel keinerlei Berechnungen bezüglich der räumlichen
Anordnung der üblichen mehrfachen Randpartikel-Schichten zu leisten sind. Der Verlauf
der randnahen Partikelschicht ergibt sich im Zuge der Nachbar-Partikelzuordnung.

Randpartikel

Nahe-Rand-Partikel

Normale Partikel

Abb. 4.10: Randnahe Partikel

4.8 Örtliche Parameter

Nach der SPH-Grundformulierung über eine Summenapproximation entsprechend (4.4)
werden die örtlichen Gröÿen wie Masse, Geschwindigkeit und der Druck an einem belie-
bigen Ort n ermittelt. So gilt dort für die örtliche Masse:

Mn =
N∑
j=1

mj
mjWnj

ρj
(4.29)
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Hierin ist mj die Masse des Nachbarpartikels, ρj dessen Dichte, Wnj ist das Gewicht,
welches der Koordinatenpunkt n(x, y) vom Nachbarpunkt j aus gesehen hat und N die
Anzahl der Nachbarpartikel, in deren Ein�ussbereich der Punkt n(x, y) liegt. In der in
Abb. 4.11 dargestellten Situation wären dies drei Nachbarpartikel. Eine De�nition eines
Ein�ussbereiches des Punktes n ist nicht erforderlich, da beispielsweise für die Gewichte
die Symmetrie Wij = Wji gilt. Dies jedoch nur dann, wenn der Ein�ussbereich der
Knotenradien nicht variiert, also hi = hj gültig ist.

n

Abb. 4.11: Beein�ussende Knotenbereiche am Punkt n(x,y)

Äquivalent gilt für die örtliche Geschwindigkeit mit den globalen Richtungskomponenten
Vnx bzw. Vny und den entsprechenden Komponenten vjx bzw. vjy des Nachbarpartikels

Vnx =
N∑
j=1

vjx
mjWnj

ρj
(4.30a)

bzw.

Vny =
N∑
j=1

vjy
mjWnj

ρj
(4.30b)

und für die örtliche Dichte

ρn =
N∑
j=1

mjWnj (4.31)

bzw. den örtlichen Druck

Pn =
N∑
j=1

pj
mjWnj

ρj
(4.32)

wobei pj der Druck des Nachbarpartikels j = 1 . . . N ist. Sind keine Nachbarpartikel
vorhanden, deren Ein�ussbereiche den Punkt n(x, y) einschlieÿen, ist keine Summation
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möglich: N = 0. Hilfsweise kann Partikel n in einem solchen Fall ein eigener Ein�ussbe-
reich hn zugewiesen werden, dessen Mindestradius sich aus der gewünschten Anzahl an
Nachbarpartikeln herleitet. Über

Mn =
N∑
j=1

mj
mjWjn

ρj
(4.33)

und den verbundenen Ausdrücken identisch zu (4.29) mit symmetrischem Gewicht Wjn,
ist es nun möglich, die örtlichen Gröÿen zu bestimmen, nachdem zuvor die Nachbar-
partikel zugeordnet wurden. Bei hohen Partikeldichten kann es eine ressourcensparende
Alternative sein, den zur gewünschten Position nächstliegenden Partikel zu suchen und
dessen bereits vorliegende Parameter ohne weitere Rechenschritte direkt zu übernehmen.
Die resultierende örtliche Ungenauigkeit ist erfahrungsgemäÿ gering, besonders wenn die
Geschwindigkeitskorrektur nach Abschnitt 4.6 Eingang fand.

4.9 Zeitintegration

Die SPH-Grundgleichungen (4.51) sind Di�erenzialgleichungen in Abhängigkeit zur
Zeit t. Deren Integration �ndet durch Einteilen in Intervalle ∆t statt. Aus Stabili-
tätsgründen ist es vorteilhaft, Ort und Geschwindigkeit nicht gleichzeitig zu errechnen,
sondern die Geschwindigkeiten v in Intervall-Mitte, die neuen Positionen x jedoch am
Intervall-Ende zu bestimmen:

xi =⇒ xi+1

vi+ 1
2

=⇒ vi+ 3
2

Hierbei sei de�niert:

vi+ 1
2

= v(t+
1

2
∆t) für die Zeitschritte i = 0, 1, 2, ... (4.34)

Dies geschieht mithilfe des auch aufgrund des geringen Speicherbedarfs günstigen Leap-
Frog-Schemas, Abb. 4.12. Dieses legt fest

xi+1 = xi + vi+ 1
2
∆t (4.35)

vi+ 2
3

= vi+ 1
2

+ f(xi+1)∆t (4.36)

t

∆t ∆t ∆t

t0 t 1
2 t1 t 3

2 t2 t 5
2 ...

x0 x1 x2

v 1
2

v 3
2

v 5
2

Abb. 4.12: Zeitintegration nach Leap-Frog-Schema

101



4 Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics SPH

Zunächst sind die maÿgeblichen Gröÿen im ersten Intervall t = t0 + ∆t zu ermitteln:

ρi(t0 +
∆t

2
) = ρi(t0) +

t0
2
Dρi(t0) (4.37a)

vi(t0 +
∆t

2
) = vi(t0) +

t0
2
Dvi(t0) (4.37b)

xi(t0 + ∆t) = xi(t0) + ∆tvi(t0 +
∆t

2
) (4.37c)

Hierbei bezeichnet D das totale Di�erenzial. Zu Beginn jedes folgenden Intervalls (Zeit-
punkt t) werden Dichte und Geschwindigkeit auf halber Intervallstrecke vorhergesagt:

ρi(t) = ρi(t0 −
t

2
) +

∆t

2
Dρi(t−∆t) (4.38a)

vi(t) = vi(t0 −
t

2
) +

∆t

2
Dvi(t−∆t) (4.38b)

Am Ende jedes Zeitschrittes t := t + ∆t �ndet die Zuordnung der neuen Dichte, Ge-
schwindigkeit und Position statt:

ρi(t+
∆t

2
) = ρi(t−

t

2
) + ∆tDρi(t) (4.39a)

vi(t+
∆t

2
) = vi(t−

t

2
) + ∆tDvi(t) (4.39b)

xi(t+ ∆t) = xi(t) + ∆tvi(t+
t

2
) (4.39c)

Dies entspricht der Predictor-Corrector-Methode zweiter Ordnung. Die Stabilität dieses
Vorgehens wird durch die Courant-Friedrichs-Levy-Bedingung (vmax · ∆t)/∆x < 1 be-
schrieben und ist damit proportional zu Zeitschritt ∆t und minimaler Partikelentfernung
∆x. Das numerische Vorgehen gestaltet sich wie folgt:

1. Berechnung von v̇(t)

2. v(t+ ∆t
2

) = v(t) + ∆t
2

v̇(t)
x(t+ ∆t

2
) = x(t) + ∆t

2
v(t)

3. Berechnung von v̇(t+ ∆t
2

)

4. v(t+ ∆t) = v(t) + ∆tv̇(t+ ∆t
2

)
x(t+ ∆t) = x(t+ ∆t

2
) + ∆t

2
v(t+ ∆t)

Damit sind zum Zeitpunkt t + ∆t sowohl Ort als auch Geschwindigkeit jedes Teilchens
bekannt.

102



4.9 Zeitintegration

4.9.1 Zeitschrittweite

Die Zeitschrittweite ∆t ist von besonderer Bedeutung für die Stabilität des Modells.
Im Verfahren der Smoothed Particles Hydrodynamics �ndet keine Kollisionskontrolle
im Sinn des Abgleichs kreuzender Partikelbahnen statt. Die Durchdringung einzelner
Partikel wird dadurch verhindert, dass mit deren Annäherung die örtliche Dichte und
somit der Druck zunimmt, was nach den hydrodynamischen Grundgleichungen, Ab-
schnitt 4.10, Beschleunigungskräfte entgegengesetzt zum Druckzentrum gerichtet zur
Folge hat. Dies kann sich jedoch aufgrund der Partikelträgheit nur dann auswirken,
wenn der Vorgang der Distanzverringerung zeitlich über eine ausreichende Anzahl von
Zeitschritten verteilt ist. Ein zu groÿer Zeitschritt birgt die Gefahr des �Übersehens� ei-
nes Annäherungsvorgangs und somit eines weiten Eindringens oder sogar vollständigen
gegenseitigen Durchdringens der Partikel. Die Stabilität ist insbesondere dann gefähr-
det, wenn sich zwei Partikel so nahe kommen können, dass ihre Zentrumskoordinaten x
fast aufeinander liegen. Der örtliche Druck ist dann so hoch, dass eine regelrechte Ex-
plosion die Folge sein kann. Dabei können so groÿe Partikelgeschwindigkeiten auftreten,
dass eine Kettenreaktion des beschriebenen Phänomens verursacht wird, was den Zu-
sammenbruch der numerischen Simulation bedeutet. Eine grobe Schätzung der gröÿten
möglichen Schrittweite der Zeitintegration kann

∆t =
dx

c+ vmax
(4.40)

liefern [48]. Hierin ist c die Schallgeschwindigkeit des Fluids, vmax ist der höchste vorkom-
mende Betrag der Geschwindigkeitskomponenten aller Partikel und dx = ‖xi − xj‖ der
kleinste vorkommende räumliche Partikelabstand bzw. der Abstand der äuÿeren Grenzen
ihrer Wirkungsradien h. Meist sind die auftretenden maximalen Partikelgeschwindigkei-
ten im Vergleich zur Schallgeschwindigkeit gering, somit kann (4.40) zu

∆t = min

(
hi
c

)
(4.41)

vereinfacht werden. hi ist hierbei der kleinste vorkommende Wirkungsradius im System.
Unter Miteinbeziehung der künstlichen Viskosität, Abschnitt 4.5, und Einwirkung der
externen Kraft f , beispielsweise der Gravitation, schlägt Monaghan folgende Abschät-
zung des maximalen Zeitintervalls über zwei Parameter vor [56]:

∆tav = min

(
hi

ci + 0.6 (αΠci + βΠmax (µij))

)
(4.42)

und

∆tf = min

(
hi
fi

) 1
2

(4.43)

Gleichung (4.42) leitet sich aus (4.21) ab. Damit gilt für µij die Gleichung (4.22a).
Dementsprechend sind auch an dieser Stelle αΠ sowie βΠ Konstanten, welche um den
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Wert 1, 0 herum liegen. Aus dem pessimalen Produkt von (4.42) bzw. (4.43) mit den
�Sicherheitsbeiwerten� λ1 bzw. λ2 bestimmt sich die gröÿtmögliche Zeitschrittweite:

∆t = min (λ1∆tav , λ2∆tf ) (4.44)

Für λ1 und λ2 schlägt Monaghan die Werte 0, 4 beziehungsweise 0, 25 vor, was die
längste �sichere� Zeitschrittweite nochmals auf 40% beziehungsweise 25% reduziert. Auch
einfachere Abschätzungen sind möglich, beispielsweise nach [37] mit der an die oben
genannte Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung angelehnten Formulierung

∆t = cCFLmin

(
hi

ci + vi

)
(4.45)

mit der Zeitschrittweite ∆t, dem Partikel-Wirkungsradius hi, der - mit der örtlichen
Dichte veränderlichen - Schallgeschwindigkeit ci und der Partikelgeschwindigkeit vi. Für
die Courant-Friedrichs-Lewy-Zahl gilt cCFL < 1.

4.9.2 Startbedingungen

Die Startbedingungen zum Zeitpunkt t = 0 sind bestimmend für den Verlauf oder zu-
mindest für die Zeitspanne bis zum Einstellen eines stationären Zustandes. Wesentliche
Gesichtspunkte hierzu werden in diesem Abschnitt diskutiert.

Dichte zum Simulationsstart

Den SPH-Partikeln wird zur Repräsentation eines Wasser-Volumenteilchens die Dichte
ρ0 = 103 kg/m3 zugewiesen. Wirkt nun eine Körperkraft wie beispielsweise die Gravi-
tation, so hat dies eine Kompression und damit eine Erhöhung der örtlichen Dichte
zur Folge. Damit wäre eine gewisse Vorlaufzeit erforderlich, bis sich dieser Zustand mit
einhergehender Volumenverringerung beispielsweise im numerischen Modell eines Re-
servoirs einer Talsperre eingestellt hat. Um dies zu vermeiden, wird den Partikeln vor
Simulationsstart eine tiefenabhängige Dichte

ρ = ρ0

(
1 +

ρ0g (H − y)

B

) 1
γ

(4.46)

mit dem Koe�zienten

B =
200gHρ0

γ
(4.47)

zugewiesen. Hierin ist H die Gesamttiefe, y die Tiefe des einzelnen Teilchens ab Wasser-
spiegel, γ ist ein Parameter, welcher üblicherweise zu γ = 7 gesetzt wird [57]. Für eine
Gesamttiefe von H = 10, 0 m und ρ0 = 1000, 0 kg/m3 an der Ober�äche ergibt sich die in
Abb. 4.13 dargestellte tiefenabhängige Dichtezunahme ∆ρ0(y).
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Abb. 4.13: Dichteverteilung im Ausgangszustand für H = 10, 0 m

Dichteste Kugelpackung

Um unerwünschte anfängliche Kompressionsvorgänge zu vermeiden, wurden die Parti-
kel für Berechnungen der vorliegenden Arbeit in der dichtesten Kugelpackung � durch
den zweidimensionalen Ansatz eigentlich als �dichteste Kreisanordnung� zu bezeichnen �
gruppiert, Abb. 4.14a. Dabei werden benachbarte Partikelreihen horizontal um dx/2 ver-
setzt. Der vertikale Abstand beträgt dann

dy =

√
dx2 − (

dx

2
)2 (4.48)

dx

dy

(a) Dichteste Anordnung (b) Flächeninhalt (c) Materialgrenze

Abb. 4.14: Dichteste Kugelpackung

Jeder Partikel repräsentiert dabei eine Masse von AHexagon · ρ. Der Flächeninhalt des
Hexagons ist mit AHexagon = 3/2a2

√
3 gegeben, wobei zum Kugelradius r die Beziehung

a = r/ · dx
√

3 besteht. Optimale Konvergenz wird erzielt, wenn diese Anordnung auch
als Startbedingung an Grenzen ebenfalls durch netzfreie Modelle dargestellten Materials
realisiert werden kann, Abb. 4.14c, etwa an der Sto�grenze zwischen Wasser und Tal-
sperrenfront. Dies wurde für die in dieser Arbeit vorgestellten Modellierungen durch den
in Abschnitt 5 beschriebenen Ansatz der Modellkombination erfüllt.
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yp(t)5m

5m
Abb. 4.15: Behältermodell

Abb. 4.16 und 4.17 zeigen die Entwicklung des Druckes in einem �üssigkeitsgefüllten
Behälter in verschiedenen Tiefen; die maÿgeblichen Punkte der Aufzeichnung sind in
Abb. 4.15 skizziert. Wird die Dichte initial nicht an den tiefenabhängigen Druck ange-
passt, so �ndet anfänglich ein deutlicher Kompressionsvorgang mit damit verbundenem
Volumenverlust statt, Abb. 4.16. Werden die Partikeldichten hingegen positionsabhän-
gig eingestellt, sind praktisch keine solchen E�ekte zu beobachten, Abb. 4.17. Die leichte
Treppung in Abb. 4.16 ist durch Rundungen des verwendeten Variablentyps für die Da-
tenausgabe verursacht.

y = 4.0 m

y = 3.0 m

y = 2.0 m

y = 1.0 m

y = 0.0 m
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Abb. 4.16: Zeitliche Entwicklung des Druckes ohne tiefenabhängiger Initialdichte
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Abb. 4.17: Zeitliche Entwicklung des Druckes mit tiefenabhängiger Initialdichte

Direkt am Modell zeigt Abb. 4.18 die Druckentwicklung am Behälterrand. Die Länge
der Linien ist proportional zum Druck. Die Abnahme des Drucks am Behälterfuÿ ist auf
die virtuellen Partikel des Randes, Abschnitt 4.7.3, zurückzuführen, deren Drücke hier
der Einfachheit halber nicht aus der graphischen Darstellung ausgeschlossen wurden.

(a) 0 sec. (b) 2 sec. (c) 4 sec.

Abb. 4.18: Zeitliche Entwicklung des Druckes am Behälterrand

Dem Vorteil einer schnelleren Konvergenz steht der Aufwand der komplexeren initialen
Partikel-Anordnung gegenüber. Diese Anordnung kann im Prinzip als das Äquivalent
eines Netzes aufgefasst werden, welches direkt abhängig von der Geometrie des zu unter-
suchenden Raumes ist. Damit geht einer der wesentlichen Vorteile netzfreier Methoden,
eben das Wegfallen der Netzgeneration, verloren. Es ist im Einzelfall abzuwägen, welcher
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Kompromiss zwischen dem Aufwand der initialen Partikelanordnung und der Inkaufnah-
me numerischer Artefakte während der ersten Phase der Simulation gefunden werden
kann. Bei den im Folgenden untersuchten Problemstellungen handelt es sich im Wesent-
lichen um einfache Geometrien, sodass eine günstige Anfangsanordnung der Partikel kein
Problem darstellte. Die Partikel wurden nach dem oben beschriebenen Verfahren regel-
mäÿig angeordnet. Bei günstiger Wahl der Körpergrenzen kongruent zum Wirkungsradi-
us der Partikel, was bei den hauptsächlich betrachteten Talsperren-Reservoir-Systemen
oder einfachen Körpern mit geraden Rändern problemlos möglich ist, entstehen damit
praktisch keine Artefakte. Bei komplexeren Geometrien wurden Partikel, deren Wir-
kungsradien nach erfolgter Erstanordnung die Körpergrenzen überschritten, eliminiert.
Damit können an den Rändern Bereiche der Breite von maximal des Partikelwirkungs-
radius entstehen, in denen sich kein Partikel be�ndet. Dies führt zu Erscheinungen wie
beispielsweise Druckspitzen beim Kontakt der Randpartikel nach Überwinden des leeren
Bereiches. In der Praxis lieÿen sich solche Vorgänge aber problemlos heraus�ltern, im
einfachsten Fall durch Abwarten einer gewissen �Einschwingzeit�. Weiterhin nimmt die
Dominanz solcher Artefakte wie erwähnt mit zunehmender Partikelanzahl ab.

4.10 Formulierung der Erhaltungsgleichungen

Das Verhalten kompressibler viskoser Fluide wird durch die Erhaltungsgleichungen be-
schrieben, welche den Erhalt der Masse, (4.49a), des Impulses, (4.49b), und der Ener-
gie, (4.49c), zum Gegenstand haben [48]. Deren allgemeine Formulierung als Navier-
Stokes-Gleichungen lagrangescher Sichtweise lauten

Kontinuität
Dρ

Dt
= −ρ∂vβ

∂xβ
(4.49a)

Impuls
Dvα

Dt
=

1

ρ

∂σαβ

∂xβ
(4.49b)

Energie
De

Dt
=
σαβ

ρ

∂vα

∂xβ
(4.49c)

Hierbei geben die Exponenten α und β die räumlichen Koordinaten an. Es gilt die Ein-
steinsche Summenkonvention über gleiche Exponenten. Das totale Di�erenzial nach der
Zeit wird durch D

Dt
ausgedrückt. Der Spannungstensor ist

σαβ = −pδαβ +ταβ mit ταβ = µεαβ und εαβ =
∂xβ

∂xα
+
∂xα

∂xβ
− 2

3
(∇·v)δαβ (4.50)

Die viskose Spannung hat das Symbol τ , µ ist die dynamische Viskosität, p der isotro-
pische Druck und ε die Scherdehnung. Impulsänderungen sind also eine Folge viskoser
Kräfte (�Reibung�), Druckänderungen und Körperkräften wie Gravitation. Die Erhal-
tungsgleichungen (4.49a), (4.49b) und (4.49c) �nden ihr direktes Analogon in den zu-
sammengefassten SPH-Formulierungen

Dρi
Dt

=
N∑
j=1

mjv
β
ij

∂Wij

∂xβi
mit vβij =

(
vβi − vβj

)
(4.51a)
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Dvαi
Dt

=
N∑
j=1

mj

(
σαβi
ρ2
i

+
σαβj
ρ2
j

)
∂Wij

∂xβi
(4.51b)

Dei
Dt

=
1

2

N∑
j=1

mj
pi + pj
ρiρj

vβij
∂Wij

∂xβi
+

µi
2ρi

εαβj εαβi (4.51c)

wobei i der Index des betrachteten Partikels ist. Die Gleichungen sind durch den Ansatz
bewegter Partikel prinzipiell automatisch erfüllt. Somit stellt der SPH-Formalismus ein
Werkzeug dar, die Navier-Stokes-Gleichungen realitätsnah zu lösen. Theoretisch ist also
kein weiteres Turbulenzmodell vonnöten, vorausgesetzt, die Au�ösung ist hoch genug.

4.11 Validierung

Da bislang kein direkter Beweis der Konvergenz des SPH-Modells existiert, werden
die Ergebnisse mit analytischen Lösungen oder experimentell gewonnenen Werten ver-
glichen. Eine von Monaghan [57] zum Vergleich herangezogene Konstellation ist die
analytische Lösung des Auseinander�ieÿens eines zweidimensionalen zunächst kreisrun-
den Tropfens, dessen Initialgeschwindigkeitsfeld linear zu den örtlichen Koordinaten ist,
Abb. 4.19.

Abb. 4.19: Ausbreitung eines Tropfens [57]

Die örtlichen Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes sind dann gegeben durch

vx =
x

a

da

dt
und vy =

y

b

db

dt
(4.52)

Hierin sind a und b die über die Zeit veränderlichen Achsen der Ellipse. Die Bedingung
der Inkompressibilität drückt sich dadurch aus, dass das Produkt ab der Halbachsen der
Tropfengeometrie gleich bleibt, damit ist ∇ · v = 0. Aus der Impulserhaltung und der
Bedingung, dass der Druck am Tropfenrand konstant bleibt, folgt

dA

dt
=
A2(a4 − ω4)

a4 + ω4
mit

da

dt
= −aA (4.53)

109



4 Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics SPH

Der Initialwert von ab ist ω. Monaghan [57] gibt bei einem Modell mit 1884 Partikeln
und einer Schallgeschwindigkeit von 1400 m/s eine Dichte-Fluktuation weniger als 1%
an. SPH-Modellierungen bieten sich natürlich auch für einen Vergleich mit Versuchs-
ergebnissen an. Ein einfach zu realisierendes Experiment, welches auch im Zuge dieser
Arbeit in ähnlicher Form durchgeführt wurde, Abschnitt 7.1, ist der �brechende Damm�,
Abb. 4.20.

Abb. 4.20: Brechender Damm [57]

Als Referenz kann beispielsweise die Höhe des Wasserspiegels H am festen vertikalen
Modellrand zu bestimmten Zeitpunkten dienen. Monaghan [57] erzielte im Vergleich zu
Versuchsergebnissen von Martin [51] die in Tab. 4.1 dargelegte Übereinstimmung:

Tab. 4.1: Experimentalwerte und SPH-Simulationsergebnisse nach Monaghan [57]

Zeitpunkt t [sec] H experimentell [m] H SPH [m]
0,71 0,90 0,90
1,36 0,76 0,75
2,10 0,57 0,56
3,20 0,32 0,37

Die Lösung der Bernoulli-Gleichungen liefert weitere Möglichkeiten zur Überprüfung:
Abb. 4.21 zeigt die ausgleichende Wasserspiegelentwicklung in zwei kommunizierenden
Röhren unterschiedlicher Breite, von welchen zu Beginn nur eine gefüllt ist, als Simu-
lation durch den im Zuge dieser Arbeit entwickelten SPH-Code. Nach heftigen Fluid-
bewegungen, auch unter dem Auftreten von Partikelablösungen, zeigt sich das typische
Oszillieren des Wasserspiegels zwischen den beiden Röhren. Dieses kommt nach einiger
Zeit durch Reibung zum Stillstand.

(a) 0,0 sec. (b) 2,0 sec. (c) 4,0 sec. (d) 6,0 sec. (e) 17,0 sec.

Abb. 4.21: Druckausgleich in kommunizierenden Röhren
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Liu [48] erzielt mit SPH-Modellierungen der Poiseuille- und Couetteströmung, für die
jeweils analytische Lösungen verfügbar sind, Abweichungen zu diesen von 0,5%. Unter
einer Poiseuille-Strömung versteht man die stationäre Strömung einer Newton'schen
Flüssigkeit in einem starren, kreiszylindrischen Rohr. Die Couette-Strömung bezeichnet
die laminare Strömung einer inkompressiblen viskosen Flüssigkeit zwischen zwei relativ
zueinander bewegten, unendlich langen und breiten Platten.

Fehlerabschätzung

Aus mathematischer Sicht lassen sich im SPH-Modell zwei maÿgebliche Faktoren iden-
ti�zieren, die zu Ungenauigkeiten führen können [80]:

• Das Kontinuum wird durch eine endliche Anzahl Partikel repräsentiert

• Wirkungsradius h > 0 im Gegensatz zur �Idee� der Dirac-Delta-Funktion (4.1)

Durch eine Taylorreihen-Entwicklung mit h = 0 lässt sich für die Gröÿe des Fehlers die
Beziehung O(h2) herleiten: Die Taylorreihe zur Funktion f(x′) lautet:

f(x′) = f(x + x̃) =
∞∑
n=0

1

n!
(x̃ · ∇)nf

∣∣∣
x

(4.54)

Hierin ist im zweidimensionalen Fall

(x̃ · ∇) =
n∑
k=0

(
n
k

)
x̃n−k1 x̃k2

∂n

∂xn−k∂yk
(4.55)

Damit ergibt sich mit der SPH-Approximation

〈f(x)〉 =
∞∑
n=0

1

n!

∫
Ω

W (x̃, h)(x̃ · ∇)nf
∣∣∣
x
dΩ̃ (4.56)

Aufgelöst wird (4.56) für eine Funktion w abhängig vom Parameter u zu

f(x) +
h2

2
∆f

∫
Ω

u2w(u) dΩu +O(h4) (4.57)

Die Integrale sind unabhängig vom Ein�ussradius h. Damit ergibt sich aus (4.57), dass
die SPH-Approximation 〈f(x)〉 einer Funktion f(x) in zweiter Ordnung genau in Ab-
hängigkeit vom Ein�ussradius h der Partikel ist:

〈f(x)〉 = f(x) +O(h2) (4.58)

Dies wird auch durch das Schoenberg-Schema [77] hinsichtlich der verwendeten Splines
bestätigt. Voraussetzung für dessen Anwendung ist jedoch eine regelmäÿige Anordnung
der SPH-Partikel, welche in der Praxis bestenfalls zu Beginn gegeben ist. Wegen der
genannten, im Allgemeinen nicht erfüllten Bedingungen existiert keine herkömmliche
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4 Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics SPH

Fehlerabschätzung für die Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics. Eine Quan-
ti�zierung des Fehlers kann damit nur durch einen Vergleich der Simulationsergebnisse
erfolgen. Dies kann einerseits durch bekannte analytische Lösungen bestimmter Frage-
stellungen erfolgen, andererseits durch den Vergleich mit den Ergebnissen alternativer
numerischer Modelle, für die eine Fehlerabschätzung existiert. Allgemein kann gesagt
werden, dass SPH global sehr gute Ergebnisse liefert, deren Fehler unter jenen einer
Monte-Carlo-Simulation liegen. Bei geringen Partikelanzahlen kann es zu einer Glät-
tung von lokal eng begrenzten Parametern kommen, was jedoch durch geeignete Wahl
der Partikelanzahl und -Wirkungsradius minimiert werden kann.

4.12 Weitere Eigenschaften und Anwendungen

4.12.1 Turbulenzen

Für die Betrachtung turbulenter Strömungen sind völlig andere räumliche und zeitliche
Skalen anzulegen als dies für die in dieser Arbeit betrachteten meso- oder makroskaligen
Betrachtungen der Fall ist. Während beispielsweise bei einer laminaren Strömung der
Druckverlust proportional zur mittleren Strömungsgeschwindigkeit ist, ist er in einer
turbulenten Strömung proportional zu deren Quadrat. Eine Untersuchung von Turbu-
lenzen mithilfe des Smoothed Particles Hydrodynamics-Modells fand bisher nur in be-
grenztem Umfang statt. Grundsätzlich ist es bei genügend hoher Au�ösung denkbar,
kleinskalige turbulente Schwankungen ähnlich der �Direkten Numerischen Simulation�
ohne weiteres Turbulenzmodell zu modellieren. Begrenzt durch die heute zur Verfügung
stehende Rechenleistung ist man damit aber durch die sehr hohe Partikelanzahl auf sehr
kleinräumige Betrachtungen geringer Reynoldszahlen beschränkt. Colagrossi [22] zeigte,
dass brechende Wellen präzise mit SPH simuliert werden können. Weiterhin muss die
Verwendbarkeit beispielsweise der Geschwindigkeitskorrektur, Abschnitt 4.6, und an-
derer in gröÿeren Skalen unproblematischer Glättungsalgorithmen untersucht werden:
Monaghan [58] entwickelte einen auf dem Lagrangeschen Alpha-Modell basierenden An-
satz: Typischerweise �ndet eine Geschwindigkeitskorrektur des einzelnen Partikels da-
hingehend statt, dass es der Geschwindigkeit seiner Nachbarteilchen angenähert wird,
siehe Abschnitt 4.6: Analog zu (4.25) wird mit

v̂i = vi + ε

N∑
j

mj
vj − vi
ρ̄ij

Wij (4.59)

die örtliche Partikelgeschwindigkeit v̂i angeglichen, wobei üblicherweise ε ≈ 0.5 gesetzt
wird. Dies hat keine Änderungen hinsichtlich des Gesamtimpulses zur Folge, jedoch ist
das Vorgehen hinsichtlich der Energie nicht konservativ. Um die Methode in Einklang
mit dem Lagrangeschen Alpha-Modell zu bringen, wird (4.59) erweitert zu

v̂i = vi + ε

N∑
j

mj
v̂j − v̂i
ρ̄ij

Wij (4.60)
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Hierin ist

v̂i = vi +
1

2

ε

ρ
∇j
(
ρ∇jv̂i

)(∫
q2W (q, h) dq

)
(4.61)

mit ∇j = ∂/∂xj und der quadratischen Form des Geschwindigkeitsgradienten unter
Einbeziehung der Konstanten α

q =

{
αρh2(∇ · v) für ∇ · v ≤ 0

0 für ∇ · v > 0
(4.62)

Nun wird de�niert

αturb =
1

2
ε

∫
q2W (q, h) dq (4.63)

wobei αturb ≈ εh2 ist. Mit der Lagrangeschen Funktion und der potentiellen Energie Φ
kann der Term der kinetischen Energie über

L =
N∑
1

mj

(
1

2
v̂b · vb − uj − Φj

)
(4.64)

notiert werden zu

1

2

N∑
1

mjv̂j · v̂j +
ε

4

N∑
i

N∑
j

mimj

v̂2
ij

ρ̄ij
Wij (4.65)

wobei ρ̄ab die gemittelte Dichte ist. Aus (4.65) können die maÿgeblichen Bewegungsgrö-
ÿen ermittelt werden. Ein solcher Ansatz wurde in dieser Arbeit nicht verwendet, da sich
die betrachteten Vorgänge im makroskaligen Bereich bewegen.

4.12.2 Wärme

Zur Abbildung thermische Vorgänge, etwa in Gasströmungen, entwickelte Noh [63] fol-
genden Ansatz:

Hi = 2
N∑
j=1

q̄ij
ρ̄ij

ei − ej
|xij|2 + ϕ2

xij · ∇iWij (4.66)

Hierin sind ei bzw. ej die thermischen Energien der betrachteten Partikel, α und β wie
vor,

q̄ =
1

2
(qi + qj) (4.67)

mit

qi = αΠhiρici|∇·vi|+βΠh
2
i ρi|∇·vi|2 bzw. qj = αΠhjρjcj|∇·vj|+βΠh

2
jρj|∇·vj|2 (4.68)
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Gleichung (4.66) �ieÿt als Addition in der Form

Dei
Dt

=
1

2

N∑
j=1

mj
pi + pj
ρiρj

vβij
∂Wij

∂xβi
+

µi
2ρi

εαβj εαβi +Hi (4.69)

in die Energie-Erhaltungsgleichung (4.51c) ein. Einen weiteren Ansatz stellte Liu [48] mit
dem nachfolgend skizzierten Weg vor. Für ein ort- und zeitabhängiges Attribut A(x, t),
beispielsweise der Temperatur oder der Konzentration eines Sto�es, ist die Di�usion
gegeben mit

∂A

∂t
= c∇2A (4.70)

Hierin ist c der Di�usionskoe�zient. (4.70) lautet in SPH-Darstellung

∂Ai
∂t

= c

N∑
j

Aj − Ai
ρj

∇2W (xi − xj, h) (4.71)

Der Wärmetransport innerhalb eines Sto�es wird durch die folgende Fourier-
Di�erenzialgleichung beschrieben:

ρC
∂T

∂t
= ∇ ·

(
k̄∇T

)
+Q (4.72)

Hierin ist ρ die Dichte, C die Wärmekapazität, Q die Wärmequelle und k̄ der
Wärmeleitungs-Koe�zient. Der zu kalkulierende Parameter T ist das Temperaturfeld.
Die Gleichung der Wärmeleitung für den einzelnen Partikel i ist über (4.72) mit den
Indices α und β der räumlichen Richtungen gegeben mit:

ρiCi

(
∂T

∂t

)
i

= k̄Ti,αα +Qi (4.73)

Mit der Standard-SPH-Approximation (4.4) wird die Gleichung für den multidimensio-
nalen Wärmetransport in SPH-Formulierung erhalten:

ρiCi

(
∂T

∂t

)
i

= k̄

N∑
j=1

TjWij,αα
mj

ρj
+Qi (4.74)

Hierin ist N die Zahl der Nachbarpartikel des Partikels des aktuellen Rechenschritts und
Wij,αβ die räumlichen gemischten Ableitungen des Kerns mit

Wij,αβ =
∂Wij

∂xαj ∂x
β
j

(4.75)

Mit

∂R

∂xαj
=

1

h

xαj − xαi
|xj − xi|

(4.76)
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worin h der Kernradius ist, lässt sich (4.75) vereinfacht schreiben zu

Wij,αβ =
∂R

∂xαj

(
d2Wij

dR2
+

1

R

dWij

dR

)
∂R

∂xβj
+
δαβ
Rh2

dWij

dR
(4.77)

Vergleiche mit instationären Berechnungen zeigen eine gute Übereinstimmung mit Ab-
weichungen der maximalen Temperaturen im Bereich weniger Prozente [48].

4.12.3 Ober�ächenspannung

Ober�ächenspannung kommt durch ein Ungleichgewicht der inneren Kräfte nahe einer
Grenze zustande: Während sich die Teilchen im Inneren gleichmäÿig gegenseitig in allen
Richtungen anziehen, �ndet diese Anziehung an der Ober�äche nur in Richtung des
Körperinneren statt, Abb. 4.22.

Abb. 4.22: Ober�ächenspannung

Um die Ober�äche zu vergröÿern, müsste nun Arbeit zur Überwindung dieser gerichteten
Kräfte geleistet werden. Dementsprechend ist die Ober�ächenspannung σ thermodyna-
misch wie folgt als Ableitung der freien Enthalpie G gegen die Fläche A de�niert:

σ =
∂G

∂A
(4.78)

Zur Integration eines der Ober�ächenspannung entsprechenden E�ektes muss zunächst
eine Möglichkeit gefunden werden, mit deren Hilfe festgestellt werden kann, ob sich ein
Partikel am Rand des Körpers oder in dessen Inneren be�ndet. Da von vornherein durch
die Partikelformulierung keine scharfe Grenze wie beispielsweise bei einem Polygon gege-
ben ist, ist diese Frage innerhalb eines SPH-Modells nicht trivial. Zur Lösung macht man
sich die Tatsache zunutze, dass sich in der Nähe einer Ober�äche ein starker Gradient der
Fluideigenschaften, beispielsweise der Dichte, ergibt. Ob ein Partikel ober�ächennah ist,
wird dann anhand der Gröÿe des Gradienten entschieden. Der von den Raumkoordinaten
x abhängige Gradient

∇A(x) =


∂A
∂x1
...
∂A
∂xn

 (4.79)
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einer Funktion A wird im beschriebenen SPH-Modell wie folgt berechnet:

∇A(x) =
N∑
j=1

mj
Aj
ρj
∇W (x− xj, h) (4.80)

Hierin ist N die Gesamtzahl der Partikel. Da lediglich die Veränderung der Funktion
A interessiert, kann an ihrer Stelle ein beliebiger Parameter, beispielsweise konstant
Ai = ci = 1, 0 eingesetzt werden. Auÿerhalb des Körpers ist ci = 0, 0. Die örtliche Ver-
teilung von ci wird von Müller [59] [61] als �Color�eld� bezeichnet: Interpretiert man ci

als Farbintensität, so würde sich innerhalb des Körperinneren eine gleichmäÿige Schat-
tierung ergeben, welche sich nur an den Rändern, wie der Grenze zu Gasblasen oder
Einschlüssen andersartiger Fluide z.B. anderer Dichte, stark ändert. Durch Festsetzen
eines Grenzwertes für den Gradient von ci erhält man einen exakt de�nierten örtlichen
Verlauf des Randes. Der nach innen zeigende Normalenvektor auf diesem Rand ist

n = ∇ci (4.81)

Damit erhält man einen Ausdruck für die Ober�ächenspannung:

fOber�ächenspannung = |n|σiκ n

|n|
(4.82)

Hierin ist σi der Koe�zient der Ober�ächenspannung, welcher von den beiden aneinander
grenzenden Medien abhängig ist und κ die Krümmung mit

κ = −∇2 c
i

|n|
(4.83)

Der Laplace-Operator ∆ = ∇2 notiert in SPH-Formulierung zu

∇2A(x) =
N∑
j=1

mj
Aj
ρj
∇2W (x− xj, h) (4.84)

4.12.4 Bestimmung des Verlaufes der freien Ober�äche

Da im SPH-Modell das Fluidum in einzelne Partikel diskretisiert wird, stellt sich die
Frage, wie eine de�nierte Ober�äche eines Flüssigkeitskörpers bestimmt werden kann.
Gewöhnlich wird dieses Problem derart gelöst, dass ein Grenzwert der örtlichen Dichte
ρxy festgelegt wird, beispielsweise ρxy = 1/2ρWasser Orte, an denen dieser Grenzwert
erreicht wird, bilden die Ober�äche:

ρ(x) ≥ ρGrenzwert Partikel liegt innerhalb des Flüssigkeitskörpers

ρ(x) < ρGrenzwert Partikel liegt ausserhalb des Flüssigkeitskörpers

Die örtliche Dichte wird hierbei wie gewöhnlich mit

ρ(x) =
∑
j

ρjW (x− xj)Vj (4.85)
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berechnet. Einzelne isolierte Partikel erscheinen als Tropfenablösung. Die graphische
Generation der Ober�äche zwischen den Orten, welche gerade an der Grenze liegen,
kann mit ober�ächenbildenden Verfahren wie beispielsweise der Methode der Moving
Least Squares, wie sie auch zur Bildung der Ansatzfunktionen beim EFGM-Verfahren
genutzt wird, Abschnitt 3.1.1, vonstatten gehen oder für graphische Darstellungen mit
dem Verfahren der Marching Squares, Abschnitt A.3. Angemerkt sei, dass eine solche
De�nition normalerweise nur zu Zwecken der Visualisierung benötigt wird. Für gewöhn-
liche modellinterne Berechnungen existieren keine abgegrenzten Flüssigkeitskörper auÿer
den Partikeln selber.

4.12.5 Variierende Kernfunktionen

Es ist möglich, die Berechnung verschiedener Parameter über unterschiedliche Kern-
funktionen zu führen. Müller, Schirm, Teschner [60] verwenden für ihre Simulation des
Blut�usses im menschlichen Körper folgendes Set: Normalerweise wird der Kernel

Wpoly6(r, h) =
315

64πh9

{
(h2 − r2)3 für 0 ≤ r ≤ h

0 sonst
(4.86)

verwendet. Da festgestellt wurde, dass bei Verwendung dieses Kernels eine Neigung zur
Partikelklumpung auftrat, wurde für die Berechnung des Druckterms innerhalb dieses
Models der Kernel

Wspiky(r, h) =
15

πh6

{
(h− r)3 für 0 ≤ r ≤ h

0 sonst
(4.87)

eingesetzt. Um eine besonders stabile Simulation bezüglich der Viskosität zu erhalten,
wurde in den entsprechenden Rechenschritten die Kernfunktion über

Wviscosity(r, h) =
15

2πh3

{
− r3

2h3 + r2

h2 + h
2r
− 1 für 0 ≤ r ≤ h

0 sonst
(4.88)

gebildet, die den stets positiven 2. Gradienten

∇2W (r, h) =
45

πh6
(h− r) (4.89)

besitzt. Von den genannten Autoren wurden also parallel drei unterschiedliche Kern-
funktionen eingesetzt.

4.12.6 Festkörpermodellierungen

SPH wurde von verschiedenen Autoren, beispielsweise Benz und Asphaug [14] dahin-
gehend weiterentwickelt, dass neben Fluid- auch Festkörpersimulationen möglich wur-
den. Dies geschieht, indem die nichtdiagonalen Terme des Spannungstensors, modi�ziert
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durch eine Von Mises-Flieÿbedingung, integriert werden. Das soll hier kurz nach [14]
skizziert werden: Die Erhaltung der Masse wird durch

dρ

dt
+ ρ

∂vα

∂xα
= 0 (4.90)

beschrieben, siehe auch Abschnitt 4.10. Unter der Voraussetzung des Nichtvorhanden-
seins von Körperkräften gilt für die Impulserhaltung

dvα

dt
=

1

ρ

∂σαβ

∂xβ
(4.91)

Mit α bzw. β die Raumkoordinaten symbolisierend. Hierin ist der Spannungstensor
gegeben mit

σαβ = −Pδαβ + Sαβ (4.92)

P (ρ, u) ist der Druck, Sαβ ist der deviatorische Spannungstensor. Für ein plastisches
Materialverhalten wird er durch

Sαβ = min

[
σ2
Y

3J2

, 1

]
(4.93)

begrenzt. Die materialabhängige Flieÿspannung ist hierbei σY . J2 ist de�niert zu

J2 =
1

2
SαβSαβ (4.94)

Es gilt die übliche Summenkonvention über wiederholte Indices, δ ist das Kronecker-
Delta. Der Exponent α bzw. β gibt dabei jeweils die räumliche Richtung an. Energieer-
haltung wird dargestellt durch

du

dt
= −P

ρ

∂vα

∂xα
+

1

ρ
Sαβ ε̇αβ (4.95)

Hierin ist

ε̇αβ =
1

2

(
∂vα

∂xβ
+
∂vβ

∂xα

)
(4.96)

der Tensor der Dehnungsrate. Addiert zu den Rotationstermen −Rσ + σR zusammen
mit dem Hookschen Gesetz gilt mit der Querdehnzahl µ

Sαβ

dt
= 2µ

(
ε̇αβ − 1

3
δαβ ε̇γγ

)
(4.97)

Der Rotationstensor ist komplementär zum Dehnungsratentensor (4.96):

Rαβ =
1

2

(
∂vα

∂xβ
− ∂vβ

∂xα

)
(4.98)
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4.12 Weitere Eigenschaften und Anwendungen

Über die zuvor hergeleiteten SPH-Standardformulierungen lassen sich nun obige Zusam-
menhänge entsprechend darstellen: Die mit (4.90) beschriebene Massenerhaltung lautet
damit

dρi
dt

= −
N∑
j=1

(
vαj − vαi

) ∂Wij

∂xαi
(4.99)

wobei über alle N Nachbarpartikel j des betrachteten Partikels i summiert wird. Die
Erhaltung des Impulses, (4.91), stellt sich wie folgt dar:

dvα

dt
=

N∑
j=1

mj

(
σαβi
ρ2
i

+
σαβj
ρ2
j

)
∂Wij

∂xβi
(4.100)

Die für die Lösung von (4.96) nötigen Werte werden aus

ρε̇αβ =
1

2

N∑
j=1

mj

[(
vαj − vαi

) ∂Wij

∂xβi
+
(
vβj − v

β
i

) ∂Wij

∂xαi

]
(4.101)

erhalten.

Festkörperansatz durch Gegenkräfte

Für die Simulation von Flüssigkeiten spielen Kräfte nur kurzer Reichweite eine Rolle. Im
Gegensatz dazu �ieÿen Kräfte beider Vorzeichen in Festkörpern über weite Distanzen.
Um dies im Modell abzubilden, wurde für die vorliegende Arbeit ein einfacher Ansatz
zur Festkörpermodellierung entwickelt, der im Folgenden aufgezeigt wird. Das elastische
Materialverhalten wird durch eine Federanalogie nachgebildet. Dabei sind alle benach-
barten Partikel durch elastische Kräfte miteinander verbunden. In Abb. 4.23 sind die
Kräfte eines Partikels in Bezug auf seine Nachbarpartikel innerhalb seines Wirkungs-
radius symbolhaft durch Federn dargestellt. Der konventionelle SPH-Ansatz wurde also
dahingehend modi�ziert, dass auch Zugkräfte zwischen den Partikeln übertragen werden
können. Die Übertragung von Druckkräften wird dementsprechend weiterhin beibehal-
ten.

Abb. 4.23: SPH-Festkörpermodell, durch beidseitig wirkende Federn symbolisiert
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4 Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics SPH

Dies geschieht durch Aufbringung einer Rückstellkraft F, welche �versucht�, den Abstand
zweier benachbarter Partikel konstant zu halten. Fij auf Partikel j wirkt in Richtung des
Nachbarpartikels i und ist proportional oder exponentiell zur Änderung der Entfernung
∆xij der Partikel i und j, Abb. 4.24: Entfernt sich Partikel j um den Betrag ∆xij über
die ursprüngliche Distanz xij zum Nachbarpartikel i hinaus, wird die Rückstellkraft Fij

auf Partikel j als Funktion von ∆xij in Linie und Richtung zu Partikel i wirksam. Als
Referenz für xij dient die Distanz der Partikel vor dem ersten Zeitschritt zum Zeitpunkt
t = t0.

∆xij Fij

i

j
jxij

Abb. 4.24: Entfernungsabhängige Rückstellkraft Fij auf Partikel j

Der Vektor Fij = [Fxij Fyij ]
T der Rückstellkraft eines bestimmten Partikels mit Index j

ist die Resultierende aus der SPH-üblichen gewichteten Summation

Fj =
N∑
i=1

FijWij (4.102)

über alle Rückstellkräfte Fij seiner N Nachbarpartikel. Für die vorliegende Arbeit wur-
den nur positive ∆xij, also Entfernungsvergöÿerungen, berücksichtigt. Die Entfernungs-
Proportionalität kann nun so justiert werden, dass sich Stei�gkeiten in der Gröÿen-
ordnung des gewünschten E-Moduls ergeben. Brüche können durch Lösen der Verbin-
dung bei Erreichen eines bestimmten Dehnungsschwellenwertes simuliert werden, Ab-
schnitt 6.2.13. Für die Nachbildung nichtlinearen Materialverhaltens sind selbstverständ-
lich auch Rückstellkräfte mit logarithmischer, exponentieller sowie beliebiger anderer
Charakteristik möglich. Diese Charakteristik kann über weitere Parameter wie Zeit, örtli-
che Dichte, Geschwindigkeit, Temperatur oder auch Historien der genannten Eigenschaf-
ten gekoppelt sein. Weitere Ein�ussnahme durch geschwindigkeitsabhängige Dämpfung
kann zur Abbildung entsprechenden Materialverhaltens über eine rheologische Modellie-
rung eingeführt werden.

4.13 Numerischer Ablauf einer SPH-Berechnung

Abb. 4.25 skizziert den Zyklus einer SPH-Simulation. Tab. 4.2 gibt detailliertere Hinweise
zu den einzelnen Schritten.
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4.13 Numerischer Ablauf einer SPH-Berechnung

Abb. 4.25: Programmablauf einer SPH-Simulation
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4 Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics SPH

Tab. 4.2: Erläuterungen und Verweise zum numerischen Ablauf SPH
Nr. Erläuterung

1 Die Ausgangsposition der Partikel im Inneren und an den Rändern werden festge-
legt. Hierbei spielen die Initialparameter nach Abschnitt 4.9.2, beispielsweise (4.46)
eine entscheidende Rolle für das Verhalten des Modells. Weiterhin sind die Zeitschrit-
te ∆t festzulegen, Abschnitt 4.9.1. Besonders kleine Zeitschritte sind nach (4.42) zu
wählen, wenn künstliche Viskosität nach (4.18) miteinbezogen wird. Weitere Modellei-
genschaften wie die verwendete Kernfunktion, beispielsweise nach (4.5) durch Splines,
sind festzulegen.

2 Erster Schritt der iterativen Simulationsschleife ist die Suche der Nachbarpartikel.
Vorteilhaft sind schnelle Algorithmen, beispielsweise mithilfe Verketteter Listen, wie
im Teil A.2 beschrieben. Bei direkter Suche steigt der Aufwand quadratisch mit der
Partikelanzahl. Sind die Partikelpaare zugeordnet, wobei keine Mindestanzahl vorge-
geben ist, werden die Partikelgewichte über die Kernfunktion errechnet.

3 Die örtliche Dichte ρi wird über (4.10), entsprechend in SPH-Formulierung (4.31),
ermittelt. Damit kann unmittelbar über die Zustandsgleichung (4.12) der örtliche
Druck pi bestimmt werden.

4 Neben dem Druck wirken die Viskosität, (4.17), und gegebenenfalls die Ober�ächen-
spannung, (4.82), als weitere interne Kräfte. Zur gleichen Zeit können die Korrek-
turterme wirksam gemacht werden, zu nennen ist hier etwa die künstliche Viskosität
nach (4.18). Ebenfalls werden in diesem Stadium der Ein�uss der externen Kräfte
wie der Gravitation, (4.16), und der repulsiven Kräfte der Modellränder, siehe Ab-
schnitt 4.7, eingebracht.

5 Die Beschleunigungen aus internen und externen Kräften sowie den Korrekturtermen
beispielsweise der künstlichen Viskosität (4.18) werden aufsummiert.

6 Die Geschwindigkeit der Partikel wird nach (4.24) korrigiert, indem sie der gewichteten
Geschwindigkeit ihrer Nachbarpartikel angepasst wird, Abschnitt 4.6. Für Problem-
stellungen, bei denen viskose oder turbulente E�ekte im Vordergrund stehen, ist dieser
Term anzupassen oder abzuschalten. Die Geschwindigkeitskorrektur greift erst zum
Zeitpunkt des Verschiebens der Partikel auf die neuen Positionen nach Punkt 8.

7 Die Geschwindigkeiten der Partikel werden für den nächsten Zeitschritt nach festge-
legt, beispielsweise nach dem Leap-Frog-Schema.

8 Die neuen Koordinatenvektoren der Partikelpositionen können nun mit (4.39b) er-
rechnet werden.

9 Ist die vorzugebende Anzahl von Zeitschritten abgearbeitet?
10 Falls Bedingung unter 9 nicht erfüllt, folgen weitere Iterationen. Zuvor können die

aktuellen Daten, beispielsweise Partikelpositionen, -Drücke, oder -Geschwindigkeiten,
gespeichert werden.

11 Weitere Anpassungen für die nächste Iteration können vorgenommen werden, um
Genauigkeit oder E�ektivität anzupassen. Beispielsweise können die Wirkungsradien
der Partikel angepasst werden.

12 Ist der letzte Zeitschritt erreicht, werden die gewünschten Daten visuell oder in Ta-
bellenform ausgegeben.
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5 Kombination der netzfreien

Methoden EFGM und SPH

Die vorliegende Arbeit hat das Ziel, durch netzfreie Methoden möglich werdende Ver-
einfachungen numerischer Modellierungen im Zuge von Nachweisen für Wasserbauwerke
aufzuzeigen. Ein groÿer Teil der innerhalb eines Tragfähgkeitsnachweises beispielsweise
einer Talsperre zu untersuchenden Lastfälle rührt von der Interaktion zwischen Wasser
und Festkörper her. Entsprechend ihrer besonderen Eignung für bestimmte Anwendun-
gen werden die vorgestellten netzfreien Methoden Smoothed Particles Hydrodynamics
und die Elementfreie Galerkin Methode kombiniert. Die Elementfreie Galerkin Methode
wird für Berechnungen des Festkörpers eingesetzt, während das Verfahren der Smoo-
thed Particles Hydrodynamics zur Simulation des Wasserkörpers angewandt wird. Dies
bedingt die Entwicklung einer Schnittstelle zwischen den beiden Ansätzen, was im Fol-
genden diskutiert wird.

5.1 Bedingungen an der Schnittstelle der Modelle

5.1.1 Actio = Reactio

Generell lässt sich das Verhalten eines elastischen Festkörpers nach der Newtonschen
Formel

ρ
∂2

∂t2
u = ∇ · σ(u) + fb (5.1)

und das einer Flüssigkeit über die Eulerschen Beziehungen

ρ

(
∂v

∂t
+ v · ∇v

)
= ∇ · σ(v) + fb und ∇ · v = 0 (5.2)

beschreiben. Hierbei ist u der Verformungsvektor des Festkörpers, v der Geschwindig-
keitsvektor der Flüssigkeit, fb sind eventuelle Körperkräfte, beispielsweise durch Gravita-
tion. Die von der Flüssigkeit auf die Ober�äche ΓF des Festkörpers aufgebrachte normale
Kraftkomponente pro Fläche entspricht dem Druck der Flüssigkeit an der identischen
Stelle:

PF = −σFluid(−n) = σΓF (n) (5.3)

Dies �ndet direkten Niederschlag in der Kombination der Modelle durch �hybride Parti-
kel�, die in beiden Verfahren an identischen Positionen vorhanden sind. Damit kann der
örtliche Druck der dortigen Partikel aus dem einen Modell direkt als Kraftkomponente
in das andere Modell übernommen werden, Abschnitt 5.2.
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5 Kombination der netzfreien Methoden EFGM und SPH

5.1.2 Penetrationsunterdrückung

Da der Festkörper in der vorliegenden Arbeit als wasserundurchdringlich angesehen wird,
gilt die Bedingung, dass normal zur Ober�äche des Festkörpers ΓF in unmittelbarer Nähe
relativ zur zeitlichen Ableitung der Verformung der Ober�äche keine Geschwindigkeit
der Flüssigkeitspartikel vorhanden sein kann:(

∂

∂t
u− v

)
· n = 0 (5.4)

n ist hier der Normalenvektor zur Festkörperober�äche ΓF . Die Penetration des Fest-
körpers durch Flüssigkeitspartikel wird durch �doppelseitige� Partikel, welche nach Ab-
schnitt 5.2 gleichzeitig beiden Modellteilen angehören und sich unmittelbar auf der Ober-
�äche und einer dahinter liegenden zusätzlichen Reihe be�nden, unterdrückt, Abb. 5.1.
Sie entsprechen in ihrer Funktion aus Sicht des SPH-Modells den virtuellen Partikeln
nach Abschnitt 4.7.3. Der Abstand dieser Partikel zueinander längs der Randlinie und
senkrecht dazu entspricht dem Partikelabstand, welcher initial auch innerhalb der Flüs-
sigkeit gesetzt wird. Die Geschwindigkeit der Ober�äche ist in der normalen Komponente
gleich der Geschwindigkeit eines unmittelbar angrenzenden SPH-Partikels:

∂

∂t
uΓF = vi (5.5)

Der Index des SPH-Partikels wird hierbei mit i ausgedrückt. (5.5) gilt jedoch nur bei
negativem Geschwindigkeitsgradienten unmittelbar vor der Ober�äche. Bewegt sich die
Ober�äche von den Partikeln weg, so kann dies selbstverständlich schneller vonstatten
gehen, als Partikel nachrücken können. Ebenso ist ein Entfernen der Partikel von ΓF
stets möglich.

5.1.3 Reibung

Generell gilt in der Realität die Bedingung der Schlup�reiheit zwischen Fluid und Fest-
körper: Parallel zur Ober�äche ΓF haben die Flüssigkeitsteilchen auf molekularer Ebene
relativ zur Festkörperober�äche keine Geschwindigkeit:(

∂

∂t
u− v

)
× n = 0 (5.6)

Für reibungsfreie Bedingungen gilt dies nicht. Prinzipiell kann die Beein�ussung der
SPH-Partikel hinsichtlich ihrer Geschwindigkeit parallel zu ΓF durch die repulsiven
Kräfte der virtuellen oder doppelseitigen Partikel frei eingestellt werden. Da in der
vorliegenden Arbeit Beschleunigungen normal zur Ober�äche dominieren, spielen die
Bedingungen an der Ober�äche hinsichtlich der tangentialen Kräfteübertragung eine
untergeordnete Rolle.
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5.2 Implementierung der Schnittstelle der Modelle

5.2 Implementierung der Schnittstelle der Modelle

Trotz der unterschiedlichen Lösungsansätze für die zugrunde liegenden Di�erenzialglei-
chungen weisen die Elementfreie Galerkin Methode und die Methode der Smoothed
Particles Hydrodynamics zahlreiche Gemeinsamkeiten auf. Eines der Hauptmerkmale
beider Modelle ist die Wichtungsfunktion jedes Knotens oder Partikels. Während diese
Wichtung bei der Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics unmittelbar über ei-
ne Summation die Ansatzfunktion stellt, Abschnitt 4.1, dient diese bei der Elementfreien
Galerkin Methode als Basis zur Erzeugung der eigentlichen Ansatzfunktion mittels des
Verfahrens der Moving Least Squares, Abschnitt 3.1. Dennoch werden für die Gewich-
tungsfunktionen oft die gleichen Ansätze in Form von identischen Splines verwendet, so
auch in den dieser Arbeit zugrunde liegenden Modellen.

5.2.1 Hybride Partikel

Es liegt daher nahe, für die Schnittstelle der beiden genannten Modelle Partikel zu
verwenden, die hybrid sind, also als Schnittmenge gleichzeitig beiden Teilmodellen an-
gehören, Abb. 5.1. Bestimmte Knoten des EFGM-Modells sind damit gleichzeitig SPH-
Randpartikel.

gleichzeitig EFGM- und SPH Partikel

SPH PartikelEFGM Partikel

Modellgrenze

Abb. 5.1: Hybride Partikel gehören beiden Teilmodellen an

Dies bietet sich auch insbesondere deswegen an, weil die Ränder eines Smoothed Par-
ticles Hydrodynamics Modells ohnehin mit �xen Partikeln spezieller Eigenschaften ge-
bildet werden, den virtuellen Randpartikeln, wie in Abschnitt 4.7 diskutiert. Für die
vorliegende Arbeit wurden der Ansatz der Randpartikel ausgehend von den entwickelten
�Nahe-Rand-Partikeln�, Abschnitt 4.7.4, dahingehend fortgeführt, dass diese Stützstellen
simultan in beiden Modellteilen vorhanden sind. Partikel oder Knoten mit dieser Eigen-
schaft werden im Folgenden als �Hybride Partikel� bezeichnet. Dabei handelt es sich
eigentlich um ein Partikelpaar, bestehend aus SPH-Randpartikel und komplimentärem
EFGM-Knoten.
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5 Kombination der netzfreien Methoden EFGM und SPH

5.2.2 Hybridpartikel des EFGM-Modells

Die Randpartikel werden auf der EFGM-Seite fast vollständig wie normale Knoten be-
handelt. Ihre Anordnung geschieht in mehreren Schichten wie in den genannten Ab-
schnitten beschrieben, um Partikelpenetrationen zu unterbinden. Hierfür ist im Regel-
fall eine wesentlich dichtere Anordnung nötig, wie im übrigen Modellgebiet. Der Wir-
kungsradius wird entsprechend der geringeren Partikelabstände angeglichen. Die Parti-
kel weisen alle gewöhnlichen Eigenschaften eines EFGM-Knotens auf; ihre Eigenschaften
als SPH-Partikel, wie Geschwindigkeit etc. werden ignoriert, mit Ausnahme des örtli-
chen Drucks. Der Druck der äuÿeren Partikelreihe wird wie ein gewöhnlicher Ober�ä-
chendruck als natürliche Randbedingung über die weiterhin an den Rändern liegenden
Gauÿ-Integrationspunkte integriert wie in Abschnitt 3.2.2 dargelegt. Die eigentliche Kal-
kulation des Drucks �ndet im SPH-Teil statt. Die Nachbarschaftssuche erstreckt sich nur
bis zu diesen speziellen hybriden Randpartikeln, weiter entfernt liegende SPH-Partikel
werden nicht miteinbezogen, was über eine einfache Kennzeichnung programmtechnisch
gelöst wird. Aus diesem Grund ist die Zuordnung der Partikel auf der EFGM-Seite
für nichttransiente Betrachtungen nur einmal zu Beginn erforderlich. Für alle weiteren
Zeitschritte bleiben die Partikelzuordnungen aufgrund der Ortsfestigkeit identisch, vor-
ausgesetzt die Verschiebungen bleiben klein. Werden iterativ die Verschiebungen einer
vorangegangenen Simulation als Ausgangspositionen für den nächsten Rechenschritt ge-
setzt, muss eine neue Partikelzuordnung statt�nden. Durch die Verschiebung haben sich
die Partikelabstände geändert und damit auch die Gewichtung der einzelnen Knoten.

5.2.3 Hybridpartikel des SPH-Modells

Auf der Seite des Smoothed Particles Hydrodynamics-Modells stellen sich die hybriden
Partikel als gewöhnliche ortsfeste Randpartikel nach Abschnitt 4.7 dar. Repulsive Kräfte
werden weiterhin ausgeübt. Die Nachbarpartikel-Zuordnung erfolgt für jeden Zeitschritt,
da alle anderen SPH-Partikel frei beweglich sind. Einbezogen in den Algorithmus der Zu-
ordnung werden zusätzlich nur die Hybridpartikel, alle weiter entfernt liegenden EFGM-
Partikel bleiben unbeachtet. Die Drücke an der Schnittstelle der beiden Modelle, also
den Randpartikeln, welche als natürliche Randbedingung in die Simulation eingehen,
werden wie gewohnt (4.32) entsprechend über

Pn =
N∑
j=1

pj
mjWnj

ρj
(5.7)

gewonnen. N ist hierbei die Anzahl der Partikel, in deren Wirkungsradius der betrach-
tete Punkt liegt, was normale SPH-Partikel und die speziellen Randpartikel einschlieÿt,
jedoch keine weiteren EFGM-Knoten. Während n den Standort bezeichnet, an dem der
Druck ermittelt wird, ist j der über alle N Partikel, in dessen Ein�ussbereich die Koor-
dinaten des Standorts liegen, laufende Index. Wnj ist die Wichtung dieser Partikel. In
der vorliegenden Arbeit wurde die Wirkungsrichtung des Drucks als ausschlieÿlich nor-
mal zur Ober�äche des Festkörpers wirkend angenommen. Reibung und viskose Kräfte
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5.2 Implementierung der Schnittstelle der Modelle

wurden für die hier betrachteten Modellierungen vernachlässigt, können jedoch durch
einfache Ergänzungen der Software als tangential wirkende Ober�ächenkräfte integriert
werden.

5.2.4 Numerischer Ablauf einer kombinierten Simulation

Prinzipiell ergibt sich ein wechselseitiger zyklischer Programmablauf. Abwechselnd wird
das SPH- beziehungsweise EFGM-Modul aufgerufen, Abb. 5.2. Basierend auf den von
der vorhergehenden Simulation des komplementären Moduls erzeugten Daten, nament-
lich den Positionen und Drücken der Hybridpartikel, startet die nächste Iteration des
abzuarbeitenden Programmteils.

Abb. 5.2: Zyklische Iteration über beide Teilmodelle

In Abb. 5.3 und Abb. 5.4 ist der numerische Ablauf einer kombinierten Simulation
für beide Teilmodelle als Flussdiagramm detaillierter dargestellt. Im Wesentlichen ent-
sprechen die Programmabläufe den Standardalgorithmen, wie sie in Abb. 4.25, Ab-
schnitt 4.13 für Smoothed Particles Hydrodynamics und in Abb. 3.22, Abschnitt 3.7 für
die Elementfreie Galerkin Methode angegeben wurden. Auf dies verweisend werden hier
nur die wenigen Änderungen, in den Abbildungen wurden die entsprechenden Schritte
dunkler schattiert, beschrieben. Für jeden Zeitschritt wird zunächst die Smoothed Par-
ticles Hydrodynamics-Simulation für einen, eventuell auch mehrere Zeitschritte durch-
geführt. Die Partikel der Schnittmenge beider Modelle werden hierfür als Randpartikel
erzeugt. Nach Ablauf der eingestellten Anzahl von Iterationen werden die Partikelposi-
tionen und weitere Parameter, vor allem der Druck an den Koordinaten der Randpartikel
gespeichert. Das Programm der Elementfreien Galerkin Methode wird gestartet, Punkt
12 und 2 in Abb. 5.3, wobei nach Auslesen der Quelldateien die Randpartikel wie be-
schrieben identische Positionen besitzen. Der zuvor gespeicherte örtliche Druck wird
nun auf die Randpartikel aufgebracht und per Gauÿquadratur integriert. Nach Lösung
des Hauptgleichungssystems liegt die Verschiebungs�gur und der Spannungsverlauf des
Festkörpers vor. Über Punkt 15 und 2 in Abb. 5.4 werden die Daten ins SPH-Modell
übernommen und dessen nächste Iteration startet. Technisch wird das wechselseitige
Aufrufen der beiden Module durch ein übergeordnetes Programm gesteuert, welches aus
einer einfachen Stapelverarbeitungsdatei bestehen kann, wie im Abschnitt A.1.3 darge-
legt.
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Abb. 5.3: Iteration über SPH-Teilmodell
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Abb. 5.4: Iteration über EFGM-Teilmodell
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5 Kombination der netzfreien Methoden EFGM und SPH

Vereinfachter Ansatz der Kombination

Für Modellierungen, die in dieser Arbeit vorgestellt werden, wurde auf Festkörperseite
meist mit einem quasistatischen Ansatz gerechnet. Das Modell wurde dann dahingehend
vereinfacht, dass anstelle hybrider Partikel mit einer virtuellen Randlinie, wie unter 4.7.3
entwickelt, gearbeitet wurde. Die auf das EFGM-Modell zu übertragenden Drücke wur-
den dann mithilfe einer virtuellen �Interaktionszone� gewonnen: Die Breite dieser Zone
zwischen Fluid und Festkörper beträgt dx, was der Variablen r0 in (4.27) entspricht,
Abb. 5.5. Durch die Einwirkung des Druckes auf die Ober�äche ΓF ist die Randbedin-
gung

σ · n = t̄ x ∈ ΓF (5.8)

gegeben. Der Kraftvektor dieses Randes folgt damit zu

fI =

∫
ΓF

Φit̄ dΓF (5.9)

Nach (5.3) entspricht der Integrand der rechten Seite von (5.9) dem örtlichen Druck.
Nach Abschnitt 3.5 �ndet die Quadratur über Gauÿ-Integrationspunkte auf ΓF statt,
Abb. 5.5.

SP
H-P

ar
tik

el

P

EFGM-Randknoten, virtuelle SPH-Randpartikel ∈ ΓF

dx

Gauß-Integrationspunkte ∈ ΓF

Ω EFGM-Knoten

Abb. 5.5: Flüssigkeitsdruck-Integration über Gauÿpunkte

Die Drücke werden wie erwähnt auf einer Linie parallel zur Festkörperober�äche im
Abstand dx nach

Pn =
N∑
j=1

pj
mjWnj

ρj
(5.10)

gewonnen. N ist hierbei die Anzahl ausschlieÿlich der SPH-Partikel, in deren Wirkungs-
radius der betrachtete Punkt liegt.
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6 Modellierungen für Talsperren

Die in diesem Kapitel dargelegten Simulationsergebnisse wurden unter Anwendung des
im Zuge dieser Arbeit entwickelten SPH- und EFGM-Codes gewonnen. Sie sollen bei-
spielhaft die Möglichkeiten der Anwendung netzfreier Methoden auf dem Gebiet des
Wasserbaus und darüber hinaus darlegen. Zunächst wird daher ein kurzer Überblick
über die wichtigsten wasserbaulichen Nachweise nach der in Deutschland gültigen tech-
nischen Richtlinie DIN 19700 für die Talsperren betre�enden Anforderungen gegeben.
Aufgrund der geforderten bruchmechanischen Nachweise schlieÿt sich ein Abschnitt an,
in welchem die theoretischen Grundlagen hierzu gelegt werden und Ansätze zur nume-
rischen Umsetzung aufgezeigt werden. Folgend werden dynamische Druckvorgänge im
Reservoir einer Talsperre sowie deren Einwirkung auf die Bauwerksfront untersucht, wie
es für einen einschlägigen Nachweis nach der genannten Richtlinie erforderlich ist. Wei-
terführend werden die hieraus resultierenden Kräfte im Talsperrenkörper analysiert und
beispielhafte Risspfad-Berechnungen gezeigt. Für die Fluidmodellierung wird hierbei das
SPH-Modell verwendet, Festkörperbetrachtungen werden mit EFGM durchgeführt. Die
Interaktion beider Modelle wurde in Abschnitt 5 diskutiert.

6.1 Technische Richtlinie DIN 19700

Der Nachweis der Standsicherheit einer Talsperre wird in Deutschland im Allgemeinen
nach DIN 19700 [25] geführt. Die geforderten Sicherheitsabstände bilden die Grundlage
zur Beurteilung der Ergebnisse einer statischen Betrachtung. Somit ist dieses Regelwerk
durch die Vorgabe zu untersuchender Fragestellungen maÿgeblich für die Wahl der Re-
chenmethode, da nicht jedes Verfahren eine sichere Aussage zu den aufgeführten Punkten
machen kann. Beispielsweise ist es praktisch unmöglich, per rein analytischer Rechnung
ein sicheres Urteil über das Verhalten eines im Erdbebenfall auftretenden Risses zu er-
halten. Im Folgenden wird daher auch die Ermittlung der Beanspruchungen mithilfe
numerischer Methoden beleuchtet.

6.1.1 Nachweisverfahren

Zugrunde liegt die Überlegung, wie Einwirkungen zu kombinieren sind, um einerseits die
geforderte Sicherheit zu gewährleisten, andererseits aber eine wirtschaftliche Bauweise
zu ermöglichen. Somit muss eine Aussage über die Wahrscheinlichkeit des zeitlichen Zu-
sammentre�ens der Beanspruchungen gemacht werden. Es handelt sich also um eine
stochastische Abschätzung, die für die praktische Anwendung vereinfacht wurde. We-
sentlich ist neben der auftretenden Last auch der Zustand des Bauwerks, beispielsweise
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hinsichtlich der Kennwerte des Werksto�s, ebenso in Bezug auf die Funktionstüchtig-
keit seiner sicherheitsrelevanten Einrichtungen wie der Hochwasserentlastung oder der
Grundablässe. Durch die Kombination von äuÿerer Einwirkung und Bauwerkszustand
werden festgelegte Lastfallkombinationen mit bestimmten Tragwiderstandsbedingungen
zu drei Bemessungssituationen BS I, BS II und BS III nach Tab. 6.1 zusammengeführt.
Jede sich aus diesen Situationen ergebende Variante muss individuell untersucht werden.

Tab. 6.1: Bemessungsfälle nach DIN 19700

Tragwiderstandsbedingung
Lastfall A B C
1 BS I BS II BS III
2 BS II BS III
3 BS III

Im Zuge einer numerischen Berechnung ist für jeden Bemessungsfall eine eigene Berech-
nung vorzusehen. Dies hat individuell für die Gegebenheiten am untersuchten Objekt
zu erfolgen. Beispielsweise sind die Erdbebenlasten je nach geographischer Lage ver-
schieden, ebenso müssen Materialkennwerte oder der Zustand technischer Einrichtungen
der vor Ort anzutre�enden Situation entsprechen. Daher sind vollständig automatisierte
Verfahren, welche für jedes beliebige Bauwerk einsetzbar wären, nicht vorstellbar. Je-
doch können mit geeigneten Verfahren wie den später vorgestellten netzfreien Methoden
einzelne Untersuchungsschritte, unter der Voraussetzung der Anpassung grundlegender
Parameter, ohne umfangreiche Nachedition auch für variierende Details durchaus mit
selbstständiger Adaption durchgeführt werden.

6.1.2 Tragwiderstände

Der Zustand des Bauwerks �ndet über den Tragwiderstand Eingang in die Untersuchung.
Es ist über drei Tragwiderstandsbedingungen A, B, und C zu variieren:

• Tragwiderstandsbedingung A (wahrscheinliche Bedingungen)

� gesicherte oder allgemein anerkannte Materialkennwerte

� voll wirksame bauliche Einrichtungen

• Tragwiderstandsbedingung B (wenig wahrscheinliche Bedingungen)

� ungünstige Kennwerte innerhalb gesicherter Streubereiche oder

� eingeschränkte Wirkung einer der baulichen Einrichtungen

• Tragwiderstandsbedingung C (unwahrscheinliche Bedingungen)

� ungünstige Kennwerte in Grenzbereichen oder

� Ausfall einer der baulichen Einrichtungen

132



6.1 Technische Richtlinie DIN 19700

Im numerischen Modell �nden die Tragwiderstandsbedingungen ihren Niederschlag bei-
spielsweise in der Wahl der Materialparameter wie des E-Moduls, oder der zulässigen
Maximalspannungen. Es können sich durch die oben aufgeführten Tragwiderstandsbe-
dingungen auch die Beanspruchungen ändern. Eine versagende Hochwasserentlastung
kann zu Überströmen oder zu erhöhten Drücken aus Unterströmung führen. Dies �ndet
Niederschlag in einer Variation der Rechenmodelle.

6.1.3 Lastannahmen

DIN 19700 sieht die Einteilung von Talsperren in zwei Klassen vor: Talsperrenklasse 1
bezieht sich auf �groÿe� Talsperren. Diese sind de�niert durch

• Höhe des Absperrbauwerkes vom tiefsten Punkt der Gründungssohle des Absperr-
bauwerkes bis zur Krone gröÿer als 15 m oder

• Gesamtstauraum des Speicherbeckens gröÿer als 106 m3

Talsperrenklasse 2 umfasst kleinere Talsperren, die nicht Talsperrenklasse 1 zuzuordnen
sind. Nach dieser Klasseneinteilung richten sich auch die Voraussetzungen für die Fin-
dung der Lastannahmen. Ausnahmen bilden Talsperren mit besonderem Gefährdungs-
potential. Zu den auf eine Talsperre einwirkenden Lasten zählen

• Wasser- und Strömungslasten

� Druck des Stauwassers und eventueller Rückstau unterwasserseitig

� hydrostatischer oder -dynamischer Druck, beispielsweise Auftrieb, aus Durch-
und Unterströmung, Risswasserdruck

• Verlandungsdruck durch Sedimente im Staussee

• Erdbebenlasten nach Talsperrenklasse und Standort. Nach DIN 19700 ist als Be-
triebserdbeben für Talsperrenklasse 2 ein Erdbeben mit einer Überschreitungs-
Wahrscheinlichkeit von T = 100 a anzusetzen. Als Bemessungserdbeben ist ein
Erdbeben mit einer Überschreitungswahrscheinlichkeit von T = 1000 a anzuneh-
men. Für Talsperren der Klasse 2 ist es zulässig, Erdbebennachweise mit dem
1,0-fachen Wert der zugeordneten Bodenbeschleunigung ah als quasi-statische Er-
satzlast zu führen; eine Modalanalyse ist somit nicht erforderlich. Talsperren der
Klasse I bedürfen hingegen einer Schwingungsanalyse. Die Belastungen setzen sich
zusammen aus

� Kräften aus Verharren des massenträgen Talsperrenkörpers gegenüber be-
schleunigtem Mauerfuÿ, Schwingungen

� dynamischem Wasserdruck durch Beschleunigung der Talsperre gegen den
�ortsfesten� Stausee

• Saisonale Temperatureinwirkung. Durch den thermisch trägen Kern entstehen star-
ke jahreszeitlich veränderliche Temperaturgradienten zwischen Kern und Mantel
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• Eisdruck nach Standort und Jahreszeit

• Eigenlast aus Gravitations-Körperkräften

• Sonstige Lasten

� Schi�sanprall, Lasten aus Betriebseinrichtungen, Windlasten

� Kriech- und Schwindvorgänge

� Mutwillige Zerstörung

Die hieraus resultierenden Lastfälle werden entsprechend der zu erwartenden Situatio-
nen zu drei Lastfallgruppen zusammengestellt. Im Zuge einer numerischen Bearbeitung
spiegelt sich jede Kombination dieser Lastfälle in einer entsprechenden Konstellation des
Modells wider. Die hierdurch bedingte Vielzahl von Varianten wird durch systematisches
Ablegen der Konstellationen in eigenen Steuerdateien organisiert. Die Abarbeitung dieser
Steuerdateien kann wiederum durch eine übergeordnete Datei erfolgen. Tab. 6.2 zeigt die
Lastfallkombinationen für die Tragwiderstandsbedingung A, Tab. 6.3 führt Entsprechen-
des für die Tragwiderstandsbedingungen B und C auf. Hierbei stellt • das Symbol einer
in jedem Fall zu berücksichtigenden Einwirkung dar, während ◦ fallweise zu untersuchen
ist. Beispielsweise ist die Untersuchung der thermisch bedingten mechanischen Spannun-
gen für sommerliche Temperaturen kombiniert mit Eisdruck in unseren Breitengraden
nicht sinnvoll. �BHQ� bezeichnet die Ab�üsse der Bemessungs-Hochwasser. Vereinfacht
ausgedrückt werden normale Tragwiderstandsbeiwerte kombiniert mit seltenen Einwir-
kungen und normale Einwirkungen mit pessimalen Tragwiderstandsbedingungen, nicht
jedoch letztere mit ebenfalls extremen Einwirkungen.

Tab. 6.2: Lastfälle der Tragwiderstandsbedingung A
Tragwiderstandsbedingung A

Gruppe Lastfall 1.1 1.2 2.1 2.2 2.4 3.1 3.2 3.3
Sommer-/Wintertemperatur •• •• •• ◦• •• •• •• ••

1

Eigenlast • • • • • • • •
Normaler Wasser-/Strömungsdruck • • • • •
Saisonaler Temperaturgradient • • • • • • •

2

Wasser-/Strömungsdruck BHQ1 •
Eisdruck •
Betriebserdbeben •

3

Wasser-/Strömungsdruck BHQ2 •
Seltene Temperatureinwirkung •
Bemessungserdbeben •
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Tab. 6.3: Lastfälle der Tragwiderstandsbedingungen B und C
Tragwiderstandsbedingung B C

Gruppe Lastfall 1.1 1.2 2.1 2.2 2.4 1.1 1.2
Sommer-/Wintertemperatur •• •• •• ◦• •• •• ••

1

Eigenlast • • • • • • •
Normaler Wasser-/Strömungsdruck • • • •
Saisonaler Temperaturgradient • • • • • • •

2

Wasser-/Strömungsdruck BHQ1 •
Eisdruck •
Betriebserdbeben •

3

Wasser-/Strömungsdruck BHQ2

Seltene Temperatureinwirkung
Bemessungserdbeben

6.1.4 Tragsicherheitsnachweise

Nach DIN 19700 ist die Sicherheit gegen Druck- und Schubversagen in jedem Schnitt
nachzuweisen. Diese Schnitte sind individuell festzulegen und erstrecken sich auch über
die Sohlfuge. Abb. 6.1 zeigt beispielhafte Verläufe horizontaler Untersuchungsebenen in
einer Schwergewichtsmauer und deren Untergrund.

Abb. 6.1: Beispiel maÿgeblicher Schnitte in Talsperrenkörper und Sohlfuge

In jedem dieser Schnitte sind die Normal- und Scherspannungen, Abschnitt 6.1.6 und
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6.1.5, zu ermitteln. Diese sind einerseits mit der Kapazität des Materials zu vergleichen,
andererseits wird über die Hebelwirkung in Bezug auf die neutrale Achse das Moment
zur Untersuchung hinsichtlich etwaiger kla�ender Fugen und zulässiger Ausmittigkeit der
Resultierenden, Abschnitt 6.1.7 errechnet. Die Ermittlung der maÿgeblichen Parameter
an jedem Punkt �ndet im Rahmen der Finite Elemente Methode nach Abschnitt 2.5.5
statt. Im EFGM-Modell erfolgt dies nach (3.15) für die Verschiebungen und nach (3.59)
zum Erhalt der Spannungen.

6.1.5 Hauptdruckspannungen

Im gesamten Bauwerk sind in Tab. 6.4 gelistete Abstände zur Druckspannungskapazität
der Bausto�e einzuhalten.

Tab. 6.4: Einzuhaltende Sicherheitsbeiwerte der Hauptdruckspannungen

BS I BS II BS III
2,1 1,7 1,2

Der Abgleich erfolgt unter Einsatz numerischer Methoden mithilfe einer einfachen Loka-
lisierung der höchsten und niedrigsten auftretenden Werte der Hauptdruckspannungen.
Dieser Algorithmus steht in üblichen Softwarepaketen zur Verfügung oder kann einfach
etwa als Makro implementiert werden. Zu beachten ist, dass aufgrund von numerischen
Artefakten manchmal unrealistisch hohe Spannungsspitzen angegeben werden, was von
Fall zu Fall überprüft werden muss.

6.1.6 Schubspannungen

Nach DIN 19700 ist die Sicherheit gegen Gleiten in jedem Schnitt des Bauwerks nach-
zuweisen. Für die Gleitsicherheit in der Sohlfuge sind festgelegte Sicherheitsbeiwerte
einzuhalten, welche Tab. 6.5 au�ührt.

Tab. 6.5: Einzuhaltende Sicherheitsbeiwerte der Schubspannungen

BS I BS II BS III
1,5 1,3 1,2

Für die Ermittlung der maximalen Schubspannungen gilt das unter Abschnitt 6.1.5
gesagte.

6.1.7 Ausmittigkeit der Resultierenden

Die Lage der Resultierenden ist in jedem horizontalen Schnitt nachzuweisen: Ein Über-
schreiten der Ausmitte über 1/6 der Breite des jeweiligen Schnittes hinaus ist für die
Bemessungssituationen I und II nicht zulässig, es darf keine kla�ende Fuge entstehen.
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Für Bemessungssituation III kann die Exzentrizität der Resultierenden bis zu 1/3 der
betrachteten Breite betragen. Damit ist für diesen Lastfall eine kla�ende Fuge innerhalb
de�nierter Grenzen zulässig. Über die Kennwerte des verwendeten Werksto�es besteht
damit eine Limitierung der zulässigen Zugspannungen. Für die Ausmittigkeit der Resul-
tierenden e in Abhängigkeit der nach oben positiven Höhenkoordinate y gilt:

e(y) =
Mz(y)

N(y)
(6.1)

Hierbei ist Mz(y) das Moment um die horizontale Talsperrenachse in Höhe y und
N(y) = ΣσyydA die Vertikalkraft auf dieser Ebene, Abb. 6.2. Die Teil�ächen entspre-
chen dA = dxh mit der Ausdehnung h in Talsperrenachse. Die Breite in x-Richtung
liegt anhand der Geometrie des Modells vor, während für Mz(y) gilt:

Mz(y) =

∫ b/2

−b/2
σyyx dA (6.2)

Das Moment um die horizontale Bauwerksachse ergibt sich also aus dem Integral des
Produkts der Spannungen pro Einheits�äche dA längs der Betrachtungsebene mit Fläche
A und des Hebelarms x in Bezug auf die jeweilige Querschnittsmitte und lässt sich damit
auch Mz =

∫
A
σyyx dA schreiben. Die Vertikalspannung ist durch σyy symbolisiert. Die

numerische Ermittlung führt das genannte Integral auf eine Summe Mz =
∑i

1 σyyx dA
für alle Teil�ächen zurück. In den meisten Softwarepaketen wie ANSYS [1] lassen sich
Pfade de�nieren, entlang derer die genannten Werte vom Programm ermittelt werden.
Steht diese Funktion nicht zur Verfügung, muss die Ermittlung des Moments in jedem
Querschnitt anhand einer Tabelle gewonnener Spannungswerte der Teil�ächen bestimm-
ter Entfernungen zum Mittelpunkt im Zuge einer Nachbearbeitung geschehen.

dxMz(y)σyy

Talsperrenkörper

x
b(y)/2 b(y)/2

Abb. 6.2: Einheits�ächen einer Untersuchungsebene
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6.1.8 Rissbildung

DIN 19700 legt hinsichtlich der entstehenden Rissbildung Folgendes fest:

• Für Bemessungssituation I darf die Fugenkla�ung die Dichtzone nicht erreichen.

• Für Bemessungssituation II darf die Fugenkla�ung die Dichtzone nicht vollständig
durchtrennen.

• Für Bemessungssituation III darf die Fugenkla�ung höchstens bis zur Mitte des
Querschnitts reichen.

Der Nachweis der zu erwartenden Rissgeometrie, insbesondere der Risslänge wie oben
gefordert, stellt eine groÿe Herausforderung für numerische Methoden dar. Im Moment
einer sich durch den Rissfortschritt ändernden Bauwerksgeometrie wirkt ein komplexes
Zusammenspiel von Kräften. Für rechnergestützte Modelle stellt insbesondere die sich
rasch in ihrer geometrischen Ausprägung ändernde Diskontinuität durch den Riss ein
Problem dar. Der dynamische Vorgang wird in Zeitscheiben unterteilt. Für jeden Zeit-
schritt ergibt sich durch das Voranschreiten der Rissspitze eine etwas geänderte Geome-
trie. Die Verteilung der Knoten, also der Stützstellen, welche die Basis einer numerischen
Modellierung bilden, ist beispielsweise bei einem FEM-Modell durch die notwendige Ver-
netzung unmittelbar an die Körpergeometrie gebunden. Damit ergibt sich bei solchen
Modellen die Notwendigkeit einer Anpassung der Knotenverteilung, namentlich einer
Neuvernetzung, für jeden Zeitschritt. Erschwerend kommt die extreme Ausbildung der
Form des Risses hinzu: Verglichen mit den Körperabmessungen sehr schmal und spitz,
was für eine automatische Vernetzung sehr ungünstig ist. Damit sind automatisierte Ver-
fahren herkömmlicher numerischer Methoden nur mit starken Einschränkungen tauglich
für die Praxis des Standsicherheitsnachweises hinsichtlich der Rissbildung. Netzfreie Me-
thoden haben hingegen den Vorteil, dass sie nicht auf einem Rechennetz basieren, welches
eng an die Körpergeometrie gebunden ist. Damit erfordert auch eine durch den Riss gebil-
dete veränderliche Diskontinuität nicht unbedingt eine Anpassung der Knotenverteilung,
sondern wird durch eine Software-Implementierung auf unveränderter Stützstelllenbasis
abgebildet: Knoten, die auf oder hinter gegenüberliegenden Riss�anken liegen, �sehen�
sich nicht mehr, wodurch die Riss�anke wie ein freier Rand behandelt wird. Für erhöhte
Genauigkeitsanforderungen ist jedoch eine Steigerung der Knotendichte beispielsweise
um die Rissspitze einfach möglich, indem dort beispielsweise ringförmig neue Knoten
erzeugt werden.
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

Ziel des Einsatzes der Elementfreien Galerkin Methode im Zuge der vorliegenden Ar-
beit ist es, numerische Modellierungen bruchmechanischer Vorgänge wie beispielsweise
für einen Talsperren-Standsicherheitsnachweis innerhalb bestimmter Bemessungssitua-
tionen nach DIN 19700 verlangt, gegenüber herkömmlichen Methoden zu vereinfachen.
Nachdem im vorangehenden Kapitel die Grundlagen der Elementfreien Galerkin Metho-
de aufgezeigt wurden, soll hier vertieft auf den Einsatz numerischer Methoden für die
Rissfortschrittsberechnung eingegangen werden. Nachdem zunächst bruchmechanische
Grundlagen dargelegt werden, wird nachfolgend der Schwerpunkt auf die rechnerische
Gewinnung der benötigten mechanischen Gröÿen zur Beurteilung des Risswachstums
gelegt.

6.2.1 Risscharakteristik

Unter einem Bruch oder Riss versteht man die vollständige oder teilweise Trennung eines
zuvor unverletzten Körpers in mindestens zwei Teile. Ein Bruch tritt auf, wenn genügend
Energie zur Verfügung steht, um die atomaren oder kohäsiven Bindungskräfte innerhalb
des Materials zu überwinden. Ziel der Technischen Bruchmechanik ist die Bestimmung
der kritischen Last hinsichtlich Betrag und Frequenz, unter der in einem Bauteil oder
einem Bauwerk ein vorhandener Bruch fortschreitet. Weiterhin soll eine Aussage über
die Charakteristik einer solchen Schädigung, beispielsweise die Geometrie des auftre-
tenden Risses, gefunden werden. Hierbei kann zwischen Versagen unter konstanter oder
impulsartiger Belastung einerseits und durch wiederholte Beanspruchung andererseits
unterschieden werden. Im ersteren Fall spricht man von Gewaltbruch, im letzteren von
Schwingungs-, Dauer- oder Ermüdungsbruch. Unabhängig hiervon wird materialbedingt
zwischen Flieÿ- und Sprödbruch di�erenziert. Die beiden unterschiedlichen Risscharakte-
ristiken �nden ihren analytischen Niederschlag in den Konzepten der Flieÿbruchmecha-
nik (FBM) beziehungsweise der Linear-Elastischen Bruchmechanik (LEBM). Bei dukti-
len Werksto�en gehen Brüche mit starken plastischen Verformungen einher; die Riss�an-
ken weisen unterschiedliche geometrische Formen auf. Das Versagen kündigt sich durch
eine vorhergehende Phase des Flieÿens an, und der schlieÿlich auftretende Defekt schrei-
tet durch die hohe Energiedissipation im Bereich der plastizierenden Rissprozesszone
relativ langsam voran. Spröde Materialien hingegen versagen plötzlich mit nur sehr ge-
ringer Verformung, Abb. 6.3, die Riss�anken passen geometrisch zueinander. Durch die
fehlende Plastizität steht praktisch die gesamte Dehnungsenergie für das Entstehen und
Fortschreiten der Rissfront zur Verfügung. Die typischen Baumaterialien von Talsperren
sind Beton und Mauerwerk. Diese Werksto�e sind unter dem bruchmechanischen Aspekt
als spröde einzuordnen. Das Rissverhalten eines solchen Bauwerks lässt mit dem zuvor
Gesagten also ein plötzliches Auftreten und ein sehr schnelles Fortschreiten eines Bru-
ches, wie er in bestimmten Situationen wie Erdbeben auftreten kann, erwarten. Auch
für normale Betriebszustände können Rissanalysen interessant sein, beispielsweise wenn
durch Frost-Tau-Vorgänge eine entsprechende Vorschädigung vorhanden ist und deren
weitere Entwicklung abgeschätzt werden soll.
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σBruch

ε

spröde

duktil

Abb. 6.3: Spannungsverläufe des einachsigen Zugversuchs von sprödem bzw. duktilem Material
(schematisch)

Sprödbrüche entstehen daher auch unter Vorhandensein nur relativ geringer Initialener-
gie und zeichnen sich durch sehr schnelle Ausbreitungsgeschwindigkeiten im Bereich meh-
rerer 100 m/s aus, Abschnitt 6.2.7. Durch die fehlende Ankündigung des Versagens und
die extreme Geschwindigkeit des Vorgangs sind Sprödbrüche besonders gefährlich und
bergen groÿes Schadenspotential. Ungünstig wirken sich weiterhin tiefe Temperaturen,
mehrachsige Spannungszustände, hochdynamische Beanspruchungen, Inhomogenitäten
und korrosiv wirkende Umgebungen aus.

6.2.2 Rissbeanspruchungsparameter

Abhängig von der Art der Belastung werden nach Irwin [39] die drei Rissö�nungsmodi
I, II und III unterschieden, Abb. 6.4a bis 6.4c:

Riss

(a) Modus I (b) Modus II (c) Modus III

Abb. 6.4: Rissö�nungsarten entsprechend den Rissmodi I-III

Modus I bezeichnet hierbei eine Rissö�nung durch Spannungsbeanspruchung normal
zur Rissebene. Anschaulich wird dieser Modus beispielsweise beim Spalten von Holz
mit der Axt hervorgerufen. Modus II tritt bei Scherspannungen parallel zur Rissebene
auf. Dieser Modus überwiegt etwa bei spanabhebenden Verfahren wie beim Drechseln
im bearbeiteten Material. Modus III ist gegenwärtig bei Scherspannungen senkrecht
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zur Rissebene, wie sie beim Schneiden eines Körpers mit einer Schere auftreten. Die
Spannung weist unabhängig vom Modus in der Rissspitze eine Singularität unbekannten
Betrages auf, Abb. 6.5.
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Abb. 6.5: Spannungssingularität an der Rissspitze

Die Umgebung um die Rissspitze wird im Allgemeinen mit Polarkoordinaten beschrie-
ben. θ bezeichnet hierbei den Winkel im Gegenuhrzeigersinn, r gibt die Entfernung zur
Rissspitze an. In Abb. 6.5 ist der Verlauf der Vertikalspannung σ entlang der Achse x1

durch die Rissspitze gezeigt.

6.2.3 Lokale Rissbeanspruchungsparameter

Spannungsintensitätsfaktoren

Das Fortschreiten eines Risses ist nicht nur von der Belastung, sondern auch von der Riss-
geometrie abhängig. Eine Betrachtung der Spannungen als alleiniges Kriterium ist daher
nicht ausreichend zur Beurteilung des Rissfortschritts. Zur Quanti�zierung der Span-
nungssingularität unter Einbezug dieser weiterer Ein�ussfaktoren werden nach dem An-
satz von Irwin [38], welcher in ähnlicher Weise auch vonWestergaard [86] und Gri�th [36]
hergeleitet wurde, drei den Rissö�nungsmodi zugeordnete Spannungsintensitätsfaktoren
(SIF) eingeführt. Es sind die lokalen Rissbeanspruchungsparameter KI , KII und KIII .
Dabei handelt es sich um temperatur- und belastungsgeschwindigkeitsabhängige Werk-
sto�kenngröÿen. Ihr skalarer Wert ist ein Maÿ für die Intensität des Spannungsfeldes
in der Nähe der Rissspitze und weiterhin hauptsächlich abhängig von der Rissgeometrie
und der Art der Belastung. Es wird von einem Polarkoordinatensystem mit Ursprung an
der Rissspitze ausgegangen. Radius r gibt die Entfernung zur Rissspitze an, Winkel θ die
auf die bisherige Rissrichtung bezogene Richtung im mathematischen Drehsinn. Das für
alle weiteren Rechengänge zugrundeliegende Koordinatensystem verschiebt und dreht
sich somit entsprechend dem in veränderlicher Neigung fortschreitenden Riss. Abb. 6.13
zeigt ein Beispiel für einen geneigten Riss. Für θ = 0 sind die Rissbeanspruchungspara-
meter wie folgt de�niert:

KI = lim
r→0

√
2πrσ22 (6.3a)
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KII = lim
r→0

√
2πrσ12 (6.3b)

KIII = lim
r→0

√
2πrσ32 (6.3c)

Der mit Modus I verknüpfte Spannungsintensitätsfaktor KI quanti�ziert die
Rissö�nungs-Verformungen und -Spannungen, Modus II-Spannungsintensitätsfaktor
KII charakterisiert die Schubspannungen und -Verformungen in Rissebene, KIII (Mo-
dus III) beschreibt die entsprechenden Parameter normal zur Rissebene. Durch die
groÿe räumliche Ausdehnung einer Talsperre in Mauer-Längsrichtung bzw. deren Ein-
spannung in die Tal�anken kann ein Versagen durch einen Modus III-Riss unter den in
der vorliegenden Arbeit betrachteten Lastfälle ausgeschlossen werden. Eine entsprechen-
de Verschiebungsform ist nicht möglich. Modus III wird aus diesem Grunde nicht weiter
betrachtet. Für einfache Geometrien und Belastungen existieren zur Ermittlung der
Spannungsintensitätsfaktoren analytische Lösungen und Tabellenwerke beispielsweise
nach Irwin [40], ein Beispiel gibt Abb. 6.6a bis 6.6c. Für 6.6a, den Fall eines zentralen
Risses in einem sehr breiten Körper unter entfernter reiner Zugspannung σ gilt hierbei

KI = σ
√
πa (6.4)

Im Falle eines einseitigen Risses unter sonst gleichen Bedingungen, 6.6b, gilt

KI = 1, 12 σ
√
a (6.5)

und im in 6.6c gezeigten Fall eines doppelseitigen Risses in einem Körper der Breite 2w

KI = σ
√
πa

(
2w

πa

) 1
2 [

tan
(πa

2w

)
+ 0, 1 sin

(πa
w

)] 1
2

(6.6)

σ

σ

∞

2a

(a) zentraler Riss

σ

σ

∞

a

(b) einseitiger Riss

σ

σ

a

2w

a

(c) doppelseitiger
Riss

Abb. 6.6: Beispiele tabellierter KI -Spannungsintensitätsfaktoren

Im Allgemeinen muss der Betrag dieser Faktoren jedoch numerisch hergeleitet werden.
Dies kann durch herkömmliche Modelle wie dem der Finiten Elemente oder durch netz-
freie Verfahren wie der Elementfreien Galerkin Methode in ähnlicher Weise geschehen.
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

Als Annahmen für eine analytische Modellierung des Spannungsfeldes um die Rissspitze
werden die Spannungsfreiheit der Riss�anken, mit zunehmender Entfernung zur Rissspit-
ze verschwindende Spannungen und eine örtlich begrenzte Dehnungsenergie vorausge-
setzt. Das zweidimensionale Spannungsfeld mit den Normalspannungen σ11 und σ22 in
den Richtungen x1 und x2 um die Rissspitze lässt sich unter diesen Voraussetzungen,
hergeleitet über die von Georg Bidell Airy [2] entwickelte gleichnamige Funktion unter
Einbeziehung der Spannungsintensitätsfaktoren nach (6.3), bestimmen zu

σ11 =
KI√
2πr

cos
θ

2
(1− sin

θ

2
sin

3θ

2
)− KII√

2πr
sin

θ

2
(2 + cos

θ

2
cos

3θ

2
) (6.7a)

σ22 =
KI√
2πr

cos
θ

2
(1 + sin

θ

2
sin

3θ

2
) +

KII√
2πr

cos
θ

2
sin

θ

2
cos

3θ

2
(6.7b)

σ12 =
KI√
2πr

cos
θ

2
sin

θ

2
cos

3θ

2
+

KII√
2πr

cos
θ

2
(1− sin

θ

2
sin

3θ

2
) (6.7c)

Durch Integration der Dehnungen werden die assoziierten Verschiebungen erhalten:

u1 =
KI

G

√
r

2π
(1− 2µ+ sin2 θ

2
) cos

θ

2
+
KII

G

√
r

2π
(2− 2µ+ cos2 θ

2
) sin

θ

2
(6.8a)

u2 =
KI

G

√
r

2π
(2− 2µ− cos2 θ

2
) sin

θ

2
+
KII

G

√
r

2π
(−1 + 2µ+ sin2 θ

2
) cos

θ

2
(6.8b)

Hierin ist das Schubmodul G de�niert zu

G =
E

2 + 2µ
(6.9)

Der Zusammenhang zwischen Spannungsintensitätsfaktor K, Verschiebung u = [u1 u2]T ,
Elastizitätsmodul E, Querdehnzahl µ und Schubmodul G lautet damit für θ = π:

KI =
E

1 + µ
lim
r→0

√
2π

r

(
1

κ+ 1
u1r

)
(6.10a)

KII =
E

1 + µ
lim
r→0

√
2π

r

(
1

κ+ 1
u2r

)
(6.10b)

mit der Kolosov-Konstante

κ =

{
(3− µ)(1 + µ) für Ebenen Spannungszustand (ESZ)

3− 4µ für Ebenen Verzerrungszustand (EVZ)
(6.11)

Die Bruch- oder Risszähigkeit eines Materials, welche im einachsigen Zugversuch
(Modus I) ermittelt wird, ist identisch mit dem kritischen Spannungsintensitätsfaktor
KIc. Ein Werksto� versagt unter reiner Zugbeanspruchung, wenn gilt

KI ≥ KIc (6.12)
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6 Modellierungen für Talsperren

Dieser Parameter ist ein Maÿ für die Anfälligkeit eines Werksto�es hinsichtlich der
Rissbildung: Je höher der kritische Spannungsintensitätsfaktor des Materials, desto mehr
Widerstand setzt dieses dem Rissfortschritt entgegen. Einige Werte typischer Baumate-
rialien für Talsperren für KIc führt Tab. 6.6 auf, wobei eine materialspezi�sche Tempe-
raturabhängigkeit zu beachten ist [28].

Tab. 6.6: Kritische Modus I-Spannungsintensitätsfaktoren KIc nach [28]

Material KIc [MPa
√

m]

Granit 3
Beton, unbewehrt 0.2 - 1.4
Beton, bewehrt 10 - 15

Im reinen Modus I liegt die Rissebene orthogonal zur Zugspannung σ. Normalerweise
liegt jedoch kein reiner Modus I-Zustand vor, sondern ein gemischter Modus mit Anteilen
aus beiden Modi I und II. Die Richtung des Rissfortschritts liegt dann gebunden an die
Richtung der gröÿten Hauptspannungen über (6.14b) bzw. (6.14a) fest, Abb. 6.7 zeigt
den Verlauf in Grad abhängig von den Spannungsintensitätsfaktoren.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−40

−30

−20

−10

0

KII/KI

θ

Abb. 6.7: Rissfortschrittswinkel θ [◦] nach (6.14a)

Der Risspfad würde bei ungehindertem Fortschreiten stets so verlaufen, dass der Span-
nungsintensitätsfaktor KII verschwindet, in reinem Modus I der kritische Spannungsin-
tensitätsfaktor KIc erreicht und die geringste Fortschritts-Energie benötigt würde:

∂σθθ (r, θ)

∂θ
= 0 (6.13a)

∂2σθθ (r, θ)

∂θ2
< 0 (6.13b)
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

σθθ (r, θ) =
KIc√
2πr

(6.13c)

σθθ ist hierbei die radiale Normalspannung um die Rissspitze in Richtung θ. Die Lösung
von (6.13a) und (6.13b) für den Rissfortschrittswinkel θ ist gegeben durch

θ = arctan

(
−2KIKII

K2
I +K2

II

)
(6.14a)

bzw.

KI sin θ +KII (3 cos θ − 1) = 0 (6.14b)

Mit (6.14a) in (6.13c) liegt ein Zusammenhang zwischen KI , KII und KIc fest:

KIc =
4
√

2K3
II

(
KI + 3

√
K2
I + 8K2

II

)
(
K2
I + 12K2

II −KI

√
K2
I + 8K2

II

) 3
2

(6.15)

Damit liegt ein Kriterium der Rissprogression gemischter Modi vor, welches einen Ver-
gleich der einachsigen Zugfestigkeit des Materials erlaubt. Abb. 6.8 zeigt beispielhaft
den mit dem entwickelten EFGM-Programm berechneten Rissverlauf eines am unteren
Ende eingespannten, am oberen Ende durch Scherung nach rechts beanspruchten Kör-
pers, welcher sich somit in einem gemischten Modus be�ndet. Erwartungsgemäÿ zeigt
der Riss ein Verhalten, sich senkrecht zur resultierenden Normalspannung auszurichten.

(a) (b) (c) (d)

Abb. 6.8: Rissausbreitung gemischter Modus, EFGM-Modell, Vertikalspannungen

6.2.4 Globale Rissbeanspruchungsparameter

Neben dem Konzept der Spannungsintensitätsfaktoren existieren weitere Verfahren zur
Beurteilung der Rissbeanspruchung, insbesondere unter mehrachsigem Spannungszu-
stand. Diese können zum Einen bei Berücksichtigung komplexen Materialverhaltens wie
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6 Modellierungen für Talsperren

einer Verfestigung unter plastischer Verformung nötig werden, andererseits aber auch für
die numerische Analyse im Sinne der benötigten Rechenzeit oder Ausnutzung ohnehin
bereits vorliegender Parameter günstiger sein. Lokale und Globale Rissbeanspruchungs-
parameter lassen sich ineinander überführen.

Energiefreisetzungsrate, virtuelle Rissverlängerung

Das Rissfortschrittskriterium (6.12) kann neben (6.15) durch weitere Ansätze auf mehrdi-
mensionale Spannungszustände übertragen werden. Für eine Beurteilung eines zwischen
Modus I und Modus II liegenden Problems �gemischter Modus� macht man sich die Tat-
sache zunutze, dass beim Fortschreiten des Risses Energie freigesetzt wird, deren Menge
pro Einheits�äche durch die Energiefreisetzungsrate G, auch Riÿausbreitungskraft ge-
nannt, bestimmt wird. Analog zu (6.12) gilt dann als Bedingung für das Fortschreiten
des Rissprozesses

G ≥ Gc (6.16)

wobei die Kritische Energiefreisetzungsrate Gc eine experimentell zu gewinnende Eigen-
schaft des Materials ist. Mit L stehend für die Einheit der Länge und F für die wirkende
Kraft erklärt sich über ( F

L2

√
L)2/ F

L2 = FL−1 = FL/L2 ihre Dimension [Nm/m2] oder
[Nm−1], also Energie pro Flächeneinheit. Abb. 6.9 zeigt die virtuelle Verlängerung ei-
nes Risses um δa. Diese Expansion wurde verursacht durch Kräfte, welche zwischen
x1 = −δa und x1 = 0 herrschten.

x2

x1

t

t

δa

Abb. 6.9: Virtueller Rissfortschritt um die Länge δa

Nach der Rissverlängerung sind die Riss�anken spannungsfrei. Die Komponenten der
während dem Prozess spiegelbildlich im Bereich der späteren Flanken wirkenden Span-
nungen lassen sich nach (6.3) quanti�zieren durch

t1 =
KII√

2π(δa+ x1)
(6.17a)

t2 =
KI√

2π(δa+ x1)
(6.17b)
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wobei die Koordinate x1 in Richtung des Rissfortschritts zeigt. Über (6.8) erhält man
die zugehörigen Verformungsdi�erenzen

∆u1 =
1− µ
ν

KII

√
−2x1

π
(6.18a)

∆u2 =
1− µ
ν

KI

√
−2x1

π
(6.18b)

Das Gleitmodul wird zur Unterscheidung von der Energiefreisetzungsrate hier mit ν
notiert. Die Querdehnzahl wird durch µ gekennzeichnet. Die von t1 und t2 auf den
Wegen ∆u1 bzw. ∆u2 geleistete Arbeit ist

Gδa =

∫ 0

−δa
(t1∆u1 + t2∆u2) dx1 (6.19)

welche hier für den Fall des Ebenen Verzerrungszustandes aufgeführt sind. Damit wird

G =
1

E ′
(
K2
I +K2

II

)
(6.20)

mit

E ′ =

{
E für Ebenen Spannungszustand (ESZ)

E/(1− µ2) für Ebenen Verzerrungszustand (EVZ)
(6.21)

erhalten. Der Riss schreitet, wie bereits durch (6.14a) bzw. (6.14b) konstatiert, in dieje-
nige, durch den Winkel θ festgelegte Richtung fort, in der die gröÿte Energiefreisetzung
erfolgen kann, wie in Abb. 6.10 schematisch dargestellt.

G

θ
θRissfortschritt

Gmax

Abb. 6.10: Rissfortschritt in Richtung maximaler Energiefreisetzung

Die Energiefreisetzungsrate kann aufgefasst werden als die Rate der Änderung der po-
tentiellen elastischen Energie Π = U −W in der Nähe des Risses in Bezug zur Riss�äche
A, (6.22), ihre Einheit ist daher der Quotient aus Energie und Flächeneinheit.

G =
U −W
dA

(6.22)
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U ist die Dehnungsenergie oder spezi�sche Formänderungsenergie.

U =
1

2
σijεij (6.23)

W ist die von äuÿeren Kräften verrichtete Arbeit. Zur Veranschaulichung betrachte man
Abb. 6.11 [54]:

∆

a

P

∆A

B

D

C

∆

-dP

Abb. 6.11: Fixierte vertikale Verformung einer Probe mit Riss

Eine oben und unten eingespannte Probe gerissenen Zustandes wurde durch vertikale
Verschiebung des unteren Lagers um den Betrag ∆ gespannt. Die resultierende La-
gerreaktion sei P . Die durch den Dehnungsvorgang in der Probe gespeicherte Energie
entspricht dem Flächeninhalt des Dreiecks ABD. Dessen Steigung gibt die Probenstei-
�gkeit an; bei ausgeprägter Plastizität in der Rissspitzenumgebung ergäbe sich eine
gekrümmte Steigung. Der Riss wächst nun um den Betrag da weiter. Nach Beendigung
des Wachstumsvorgangs ist der Energieinhalt der Probe geringer, da sie nun bedingt
durch die geänderte Rissgeometrie weniger steif als vor der Rissverlängerung ist. Der
Energieinhalt der Probe mit verlängertem Riss entspricht nun Dreieck ACD. Da wäh-
rend der Rissverlängerung um da keinerlei externe Kräfte wirkten, ist die volle potentielle
Energie der Probe gleich der Dehnungsenergie, welche also die einzige Energiequelle der
Rissverlängerung war:

Π = U =

∫ ∆

0

P d∆ =
P∆

2
(6.24)

Damit lässt sich die Energiefreisetzungsrate G nun mit Probendicke B analog zu (6.22)
schreiben:

G = − 1

B

dU

da
(6.25)

Auch folgende Überlegung kann angestellt werden, Abb. 6.12:
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∆
d∆

a

P

P

∆A

B

E

C

D

∆ d∆

Abb. 6.12: Rissfortschritt durch konstante Last

Eine gerissene Probe, oben eingespannt, wurde an der freien Unterseite mit der konstan-
ten Last P belastet, was eine vertikale Verformung vom Betrag ∆ zufolge hatte. Die
hierdurch gespeicherte Energie entspricht Dreieck ABE. Unter P schreitet der Riss nun
um den Betrag da fort, die vertikale Verformung nimmt um d∆ zu. Den Energieinhalt
des Systems nach Rissfortschritt stellt Dreieck ACD dar: Zwar ist die Probe nun weniger
steif, jedoch wurde während des Vorgangs des Reiÿens dem System die Dehnungsenergie
U =

∫ ∆

0
P d∆ = P∆

2
zugeführt. Die aus dem System entnommene potentielle Energie

V ist P∆. Das Gesamtpotential ist nun Π = U − V = P∆
2
− P∆ = −U , womit wie-

der (6.25) gilt. Mit der Energiefreisetzungsrate steht nun ein Ansatz zur Beurteilung
des Rissfortschritts bei mehrachsigen Spannungszuständen zur Verfügung, sobald die
Spannungsintensitätsfaktoren ermittelt wurden; hierzu Abschnitt 6.2.5.

J-Integral

Auch das J-Integral ist ein energiebasierter Ansatz und beschreibt den Energie�uss zur
Rissspitze hin im Moment des fortschreitenden Rissprozesses. Anders formuliert be-
schreibt das J-Integral die Di�erenz der potentiellen Energien zweier Körper identischer
Geometrie, deren jeweilige Risslänge sich um δa unterscheidet. Es liegt auf der Hand,
dass die Energiefreisetzungsrate G eng zusammenhängt mit dem Energie�uss in Richtung
Rissspitze. Voraussetzung ist, dass das wandernde Rissspitzenfeld in seiner Ausprägung
unverändert bleibt, sich also für einen sich mit der Rissspitze bewegenden Beobachter ein
stationärer Eindruck bieten würde. Unter diesen Umständen sowie für linear-elastisches
Materialverhalten ist das J-Integral identisch mit der Energiefreisetzungsrate und kann
veranschaulicht werden als die Änderung der Energie bei Verlängerung der Risslänge um
δl für die Probendicke d: J = G = −(1/d)(∂U/∂l). Das J-Integral ist mit der Verschie-
bung ui jedes Knotens Ni des Integralpfades Γ de�niert zu

J =

∫
Γ

wdx2 − Ti
∂ui
∂x1

ds (6.26)
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hierin ist w die Dichte der Dehnungsenergie, also die Menge der durch die Dehnung ε
gespeicherten Energie pro Raumeinheit des reiÿenden Materials:

w =

∫ εij

0

σijdεij =
1

2
σijεij (6.27)

Ti ist der Vektor der Kräfte senkrecht zum Integralpfad

Ti = σijnj (6.28)

Γ ist die gedachte Ober�äche des Kreis-Integralpfads. Die Koordinatenangaben x1 und
x2 beziehen sich auf das System der Rissspitze, Abb. 6.13 bzw. Abb. 6.5. Es gilt die Ein-
steinsche Summenkonvention: Summenzeichen werden nicht aufgeführt, stattdessen wird
über gleich lautende Indices eines Terms aufsummiert, beispielsweise σii = σ11 +σ22 +σ33

oder σjinj =
∑3

j=1 σjinj = σ1in1 + σ2in2 + σ3in3. Doppelt auftretende Indices werden
stumme Indices genannt, da sie nach einer Summation verschwunden sind. Sie können
beliebig umbenannt werden: σini = σknk. Nur einmal auftretende Indices werden freie
Indices genannt. Ihre Anzahl muss in allen Ausdrücken übereinstimmen. Es wird stets
summiert, sobald Indices auf einer Seite einer Gleichung mindestens zweifach auftauchen.

y global

x global

Riss θ

x1
x2

Γ

A
n

ds

Ni+1
Ni

Abb. 6.13: Pfad des J-Integrals

Grau unterlegt ist die Rissö�nung dargestellt. Das lokale Koordinatensystem um die
Rissspitze wird von x1 und x2 aufgespannt. Um die Rissspitze zieht sich der Integralpfad
Γ, hier als Kreis des Flächeninhaltes A gezeigt. Entlang dieses Pfades wird über ds
integriert, wobei die Normale n nach Aussen zeigt. Ni und Ni+1 zeigen symbolhaft zwei
von auf dem Integralpfad zu erzeugenden Stützpunkten. (6.26) lässt sich herleiten wie
folgt: Mit der von elastischen Kräften im Körperinneren geleisteten Arbeit U und der
Arbeit der äuÿeren Kräfte W kann das elastische Potential Π = U −W als

Π =

∫
A

w dA−
∫

Γ

Tiui ds (6.29)
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notiert werden. A ist die durch Γ begrenzte Fläche. Damit gilt für die Ableitung des
elastischen Potentials:

dΠ

da
=

∫
A

dw

da
dA−

∫
Γ

Ti
dui
da

ds (6.30)

mit

d

da
=

∂

∂a
− ∂

∂x
(6.31)

kann (6.30) geschrieben werden

dΠ

da
=

∫
A

(
∂w

∂a
− ∂w

∂x

)
dA−

∫
Γ

Ti

(
∂ui
∂a
− ∂ui
∂x

)
ds (6.32)

Mit der Formänderungsenergiedichte

σij =
∂U

∂εij
(6.33)

und dem Verzerrungstensor

εij =
1

2
(ui,j + uj,i) =

1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(6.34)

sowie dem für isotropische Werksto�e symmetrischen Spannungstensor

σij = σji (6.35)

gilt

∂w

∂a
= σij

∂

∂xj

(
∂ui
∂a

)
(6.36)

Damit kann (6.32) geschrieben werden zu

dΠ

da
=

∫
Γ

Ti
∂ui
∂x

ds−
∫
A

∂w

∂x
dA (6.37)

Nach dem Übergang vom Ober�ächen- zum Linienintegral mit nxds = dy durch

dΠ

da
=

∫
Γ

(
wnx − Ti

∂ui
∂x

)
ds (6.38)

entsteht die endgültige Form des J-Integrals. In den Koordinaten des Rissspitzensystems
x = x1, y = x2 ausgedrückt:

J =

∫
Γ

(
wdx2 − Ti

∂ui
∂x1

ds

)
(6.39)
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Unter der Voraussetzung, dass keine sich ändernden Volumenkräfte, beispielsweise durch
Beschleunigungen, vorhanden sind, ist das J-Integral unabhängig vom Integralpfad. Sind
Volumenkräfte vorhanden, wird das J-Integral erweitert:

J ′ =

∫
Γ

wdx2 − Ti
∂ui
∂x1

ds+

∫
Γ

ρüiui,k − ρu̇iu̇i,k dV (6.40)

Wenn über ein sehr kleines Volumen V integriert wird, kann der erweiterte Teil in guter
Näherung vernachlässigt werden. Für die numerischen Berechnungen können Integral-
pfade mit rechteckigen Konturen vorteilhaft sein, Abschnitt 6.2.5.

6.2.5 Numerische Ermittlung der Rissbeanspruchungsparameter

Aufgrund der Spannungs-Singularität an Rissspitze können die Spannungsintensitätsfak-
toren nicht unmittelbar dort aus den Feldgröÿen ermittelt werden. Es muss also durch
andere abhängige Parameter rückgeschlossen werden. Grundsätzlich basieren die Metho-
den zur Gewinnung der Bruchkennwerte auf zwei unterschiedlichen Ansätzen:

• Extrapolation aus Punkten im Verschiebungsfeld nahe der Rissspitze
(Rissö�nungswinkel-Verfahren)

• Indirektes Schlieÿen über Energiebetrachtungen durch Virtuelle Rissverlängerung
oder J-Integral

Rissö�nungswinkel-Verfahren

Zwischen den Spannungsintensitätsfaktoren KI bzw. KII und den Verschiebungen im
Feld um die Rissspitze besteht ein durch (6.8) unmittelbar festgelegter Zusammenhang.
Für KI lautet dieser an den Riss�anken:

δ =
K2
I

Eσ
(6.41)

wobei die Rissspitzen-Ö�nungsverschiebung δ als die Entfernung der Schnittpunkte
rechtwinklig von der Rissspitze ausgehender Schenkel mit den Riss�anken festgelegt ist,
Abb. 6.14.

δRiss x1

x2

Abb. 6.14: Rissspitzenö�nung
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

Über (6.41) lässt sich damit auf die Spannungsverhältnisse an der Rissspitze schlieÿen.
Dies wird für das Verfahren der numerischen Verschiebungs-Extrapolationsmethode nach
Phongthanapanich [67] ausgenutzt, welche folgende Zusammenhänge zwischen Verschie-
bung und Spannungsintensitätsfaktoren herstellt:

KI =
E

3(1 + µ)(1 + κ)

√
2π

L

(
4(vb − vd)−

vc − ve
2

)
(6.42a)

KII =
E

3(1 + µ)(1 + κ)

√
2π

L

(
4(ub − ud)−

uc − ue
2

)
(6.42b)

Neben dem E-Modul E ist µ die Querkontraktionszahl und κ die Kolosov-Konstante
nach (6.11). Die Verschiebungen in den beiden Richtungen x2 und x1 des Koordinaten-
systems der Rissspitze werden durch u und v dargestellt, Abb. 6.15.

x2 u

x1

v
Riss

Rissspitzec
b

e
d

L/43L/4

Abb. 6.15: Stützpunkt-Positionen an den Riss�anken

L ist der für diese Betrachtung anzunehmende Radius um die Rissspitze. Ursprünglich
für die Anwendung auf Basis der Methode der Finiten Elemente entwickelt, lässt sich
dieser Ansatz äquivalent auf netzfreien Methoden adaptieren. Repräsentativ werden die
Verschiebungen von vier spiegelbildlich auf der oberen und unteren Riss�anke liegenden
Punkten zur Extrapolation der Spannungsverhältnisse an der Rissspitze herangezogen.
Die Entfernungsrelation bezüglich der Rissspitze beider Punktepaare liegt bei 1:4. In
der Methode der Finiten Elemente ist dies die Gröÿe des üblicherweise an dieser Stelle
Verwendung �ndenden Rissspitzenelements, Abb. 6.22. Bei netzfreier Implementierung
ist dieser Parameter in ähnlichen Grössenordnungen relativ zum Ein�ussbereich eines
Knotens bzw. der Knotendichte zu wählen. Unter Umständen kann zur Validierung über
L variiert werden. Diese Methode ist besonders vorteilhaft bei relativ groÿen Verschie-
bungen. Der Zusammenhang zum J-Integral ist mit J = const · σf · δ gegeben, wobei σf
die Flieÿspannung ist und const eine materialabhängige Konstante.

6.2.6 Energieansätze

Energiefreisetzungsrate, virtuelle Rissverlängerung

Die Energiefreisetzungsrate G ist über (6.20) unmittelbar mit den Spannungsintensi-
tätsfaktoren KI und KII verknüpft. Gleichzeitig kann sie als Ableitung der potentiellen
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6 Modellierungen für Talsperren

Energie Π nach der Rissverlängerung begri�en werden, (6.22). Gelingt es also, die Ener-
giefreisetzungsrate zu ermitteln, kann daraus unmittelbar eine Aussage zum Rissfort-
schritt gemacht werden. Die potentielle Energie eines Körpers kann in Matrizenform wie
folgt ausgedrückt werden:

Π =
1

2
uTKu− uTF (6.43)

u ist die Matrix der Verschiebungen u1, u2 für jeden Knoten, F der Vektor der äuÿeren
Kräfte. K ist die Stei�gkeitsmatrix. Mit (6.22) ist es möglich die Energiefreisetzungsrate
in Matrizenform auszudrücken:

G = −dΠ

da
= −1

2
uT

∂K

∂a
u (6.44)

∂K/∂a kann als Änderung der globalen Stei�gkeit in Bezug auf die virtuelle Rissver-
längerung um den Betrag von ∆a aufgefasst werden, Abschnitt 6.2.4. Daher geschieht
die numerische Kalkulation in zwei aufeinander folgenden Durchläufen. Zunächst wird
die Globale Stei�gkeitsmatrix Ka für den Status Quo in üblicher Weise ermittelt und
gespeichert. Anschliessend wird der Riss um ∆a verlängert und abermals die Globa-
le Stei�gkeitsmatrix Ka+∆ aufgestellt. Durch Approximieren des Di�erenzialquotienten
durch den Di�erenzenquotienten

∂K

∂a
≈ Ka+∆a −Ka

∆a
(6.45)

kann nun die Ableitung der Globalen Stei�gkeitsmatrix erhalten werden, es gilt:

∂K

∂a
=

N∑
i=1

∂Ke
i

∂a
(6.46)

Ke
i sind die Element-Stei�gkeitsmatrizen, N die Gesamtzahl der Knoten, wobei nur die

von der virtuellen Rissverlängerung beein�ussten Knoten einen Beitrag zur Veränderung
der Globalen Stei�gkeitsmatrix von Ka zu Ka+∆ leisten. ∆a ist festzulegen und bestimmt
Genauigkeit vs. Rechen- und damit Zeitaufwand. Besonderer Vorteil dieses Verfahrens
ist die einfache Implementierung bei Verwendung der Methode der Finiten Elemente,
da keinerlei Neuvernetzung für diesen einen Rechenschritt erforderlich ist. Nachteilig ist
jedoch der hohe numerische Aufwand zur Herleitung der Ableitungen, weshalb für netz-
freie Methoden andere Verfahren günstiger erscheinen, beispielsweise die im Folgenden
beschriebene Methode des J-Integrals. Für netzfreie Verfahren kann der Ansatz analog
übernommen werden, die Konstellation der Stei�gkeitsmatrizen beispielsweise der hier
verwendeten EFG-Methode ist identisch.

J-Integral

Für das J-Integral sind analytische Lösungen für allgemeine Problemstellungen nicht
existent. (6.26) lässt sich in Matrixform darstellen zu

J =

∫
J

w dx2 −
∫

Γ

(σn, τn)

[∂un
∂x1
∂vn
∂x1

]
ds (6.47)
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

Die Bestandteile dieses Terms lassen sich au�ösen:

w =
1

2E
(σxx + σyy + σzz)

2 +
1 + 2µ

2E

(
τ 2
xy − σxxσyy − σyyσzz − σxxσzz

)
(6.48a)

σn = σxx cos2 α + σyy sin2 α + τxy sinα cosα (6.48b)

τn = (σyy − σxx) sinα cosα + τxy
(
cos2 α− sin2 α

)
(6.48c)

un = u cosα + v sinα (6.48d)

vn = −u sinα + v cosα (6.48e)

Der Winkel zwischen Senkrechte im globalen System und Integralpfad wird α durch
angegeben, Abb. 6.16. Der Integralpfad wird hierzu durch lineare Segmente ds, jeweils
zwischen den Knoten Ni und Ni+1 gelegen, angenähert. Für jedes dieser Segmente wird
das Integral über die oben genannten Parameter ermittelt, beispielsweise per Gauÿ-
Quadratur, dem numerischen Standard-Integrationsverfahren nach Abschnitt 2.4.

α

ds

dx

Ni

Integralpfad

dy

Ni+1

Abb. 6.16: Detail J-Integralpfad

Die Summanden des somit in eine Summe zerlegten Integrals notieren im globalen Ko-
ordinatensystem mit Risswinkel θ zu

Jds =

∫
ds

w(− sin θdx+ cos θdy)

−
∫
ds

[σxxεxx cos θdy + τxyεyy sin θdy − τxyεxx cos θdx− σyyεyy sin θdx

+ τxyεxy cos θdy − τxyεxy sin θdx+ (σxx sin θ − τxy cos θ)du− (σyy cos θ + τxy sin θ)dv]

(6.49)

(6.47) lässt sich mithilfe des Satzes von Gauÿ in ein Flächenintegral verwandeln, siehe
auch (6.53). Dieses Integral lässt sich ebenfalls über eine Gauÿ-Quadratur numerisch
lösen:

J =
∑
A

nGauÿ∑
n=1

{[(
σij

∂uj
∂x1

− wδ1i

)
∂q

∂xi

]
det

(
∂xj
∂ζk

)}
n

wn (6.50)

Symbol nGauÿ bzw. wn ist die Anzahl bzw. Gewichtung der Gauÿ-Integrationspunkte in
jedem Element. Die Wichtungsfunktion q ist de�niert zu q = 1 an der Rissspitze und

155



6 Modellierungen für Talsperren

q = 0 am äuÿeren Rand des Integrationsgebietes A. Für jeden Punkt xi innerhalb des
Gebietes gilt

q (xi) =
n∑
I=1

NIqI (6.51)

was der üblichen Approximation eines Wertes über eine Ansatzfunktion N entspricht,
Abschnitt 2.5.3. Auf eine detailliertere Herleitung soll an dieser Stelle verzichtet wer-
den, da diese Transformation überwiegend in der Methode der Finiten Elemente Ver-
wendung �ndet, jedoch nicht innerhalb des hier betrachteten Verfahrens des Element-
freien Galerkin-Ansatzes. Dies ist wie folgt begründet: FEM liefert einen an den Ele-
mentgrenzen unsteten Verlauf der Dehnungen, was für die Ermittlung der benötigten
Werte für das Linienintegral durch einen Postprozessor ungünstiger ist als für ein Flä-
chenintegral. Netzfreie Methoden haben diese Eigenschaft jedoch nicht, sie liefern ste-
tige Dehnungsverläufe. Des weiteren wäre eine Implementierung der Randbedingungen
q = 1 bzw. q = 0 am inneren bzw. äuÿeren Rand des betrachteten Gebietes aufwändi-
ger als in FEM, da unter Verwendung einer netzfreien Darstellung der Ansatzfunktion
ΦI(xJ) 6= δIJ gilt und daher uh(xI) 6= uI , siehe Abschnitt 3.2. Im Gegensatz dazu liefern
FEM-Ansatzfunktionen NI(xJ) = δIJ . Es genügt zur Darstellung dieser Randbedin-
gung im Rahmen der Elementfreien Galerkin Methode daher nicht, den entsprechenden
Wert der Randbedingung, beispielsweise q = 0, den auf dem Rand des Integralgebiets
A liegenden Knoten zuzuweisen, da die lokale Approximation ΦI(x)q(x) durch eine ge-
wichtete Summation nicht nur über die Randknoten, sondern aller sich im Ein�ussbe-
reich be�ndenden Stützstellen gebildet wird, Abschnitt 3.1. Somit müsste auch an dieser
Stelle mit Lagrange-Multiplikatoren gearbeitet werden. Deshalb wird in der vorliegen-
den Arbeit mit einem achsenparallelen oder entsprechend dem Risswinkel θ gedrehten
J-Integralpfad Γ quadratischen Umrisses gearbeitet, Abb. 6.17. Neben der einfacheren
Implementierung im Vergleich zu einem gekrümmten Integralpfad ist diese Form günstig,
da die Integranden parallel zum Riss liegender Teile durch die Multiplikation mit dem
Normalenvektor n verschwinden. Dabei kann die Orientierung wie in Abb. 6.17a am lo-
kalen Rissspitzen-Koordinatensystem oder durch entsprechende Projektion am globalen
Koordinatensystem erfolgen.

4

1

2

3
x2

x1

n

θ

Γ

Riss

(a) lokal ausgerichtet

4 1

23

x2

x1 n

θ

Γ

Riss

(b) global ausgerichtet

Abb. 6.17: Numerisch günstige J-Integralpfade
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

Die für diese Berechnung in Anspruch genommene Wegunabhängigkeit des J-Integrals
kann mit folgender Überlegung veranschaulicht werden, [72], [92]:

x2

x1

Γ

A

m

n

m

C1

C3

C2

C4
A

x2

x1

Abb. 6.18: J-Integralpfade ohne intern umschlossene Rissspitze

Der Betrag jedes geschlossenen J-Integrals, welches die Rissspitze nicht enthält,
Abb. 6.18 auf beiden Bildhälften, ist 0. Hierfür wendet man das Divergenztheorem∫

V

div u dV =

∫
∂V

u · v dA (6.52)

mit ∫
∂A

(
Wδj1 − σij

∂ui
∂x1

)
mj ds =

∫
A

∂

∂xj

(
Wδj1 − σij

∂ui
∂x1

)
dA (6.53)

an, wobei m der bei einer Drehung gegen den Uhrzeigersinn nach auÿen gerichtete Nor-
malenvektor ist, n der für diese Herleitung zu m antiparallele in das Gebiet weisende
Normalenvektor und A die durch den Integralpfad Γ umschlossene Fläche im lokalen
x1-x2-Rissspitzen-Koordinatensystem, Abb. 6.18 links. Zieht man weiterhin

∂W

∂xj
δj1 =

∂W

∂εkl

∂εkl
∂x1

= σkl
∂uk

∂xl∂x1

und
∂

∂xj

(
σij

∂ui
∂x1

)
= σij

∂ui
∂xj∂x1

(6.54)

unter der Gleichgewichtsbedingung ∂σij/dxj = 0 in Betracht, kann zusammen mit der
Tatsache, dass die auf den Riss�anken liegenden Teile C2 und C4 des Integralpfades
wegen Orthogonalität zum Normalenvektor verschwinden, Abb. 6.18 rechte Bildhälfte,
linke Seite von (6.53), die Bedingung∫

C1

(
Wδj1 − σij

∂ui
∂x1

)
mj ds+

∫
C3

(
Wδj1 − σij

∂ui
∂x1

)
mj ds = 0 (6.55)

aufgestellt werden. Unter Beachtung des entgegengesetzt gerichteten Drehsinns von C1

zu C3 (äuÿerer und innerer Kreis) gilt∫
C1

(
Wδj1 − σij

∂ui
∂x1

)
mj ds =

∫
C3

(
Wδj1 − σij

∂ui
∂x1

)
nj ds (6.56)
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womit die Wegunabhängikeit des J-Integrals nachgewiesen ist. Nun können die Terme
des quadratischen J-Integrals im Rissspitzen-Koordinatensystem, Abb. 6.17a, vereinfacht
ausgedrückt werden:

W =
1

2
σij εij =

E

2(1− µ2)
(ε2
x + ε2

y + 2µεxεy) +
E

4(1 + µ)
ε2
xy (6.57)

Mit µ als Symbol der Poissonschen Querkontraktionszahl. (6.57), der erste Term aus
(6.47), kann damit in Abhängigkeit der Verschiebungen u, welche als primäres Ergebnis
der Berechnungen vorliegen, notiert werden zu

W =
E

2(1− µ2)
(u2

xx + u2
yy + 2µu2

xxu
2
yy) +

E

4(1 + µ)
(u2

xy + u2
yx + 2uxyuyx) (6.58)

Der zweite Teil des Integranden aus (6.47), welcher die an der Kontur des Linieninte-
grals Γ wirkenden Kräfte mit den in x1- bzw. x2-Richtung zeigenden Komponenten n1

und n2 des Γ-Normaleneinheitsvektors n ausdrückt, ergibt sich im Verhältnis zu den
Verformungen zu

Tij
∂ui
∂x

= (σxn1 + σxyn2)
∂ux
∂x

+ (σxyn1 + σyn2)
∂uy
∂x

=
E

1− µ2
[uxx(uxx + µuyy)n1 + uyx(uyy + µuxx)n2]

+
E

2(1 + µ)
[uxx(uyx + uxy)n2 + uyx(uyx + uxy)n1]

(6.59)

wobei aus Gründen der Übersichtlichkeit die Notation

uxx =
∂ux
∂x

uxy =
∂ux
∂y

uyx =
∂uy
∂x

uyy =
∂uy
∂y

verwendet wurde. Es ergibt sich für die vier parallel zu den Achsen des globalen Koor-
dinatensystems ausgerichteten Teil-Linien des quadratischen J-Integralpfads aus Abb.
6.17b:

Linie 1-2 (ds = dy, dx = 0, n1 = 1, n2 = 0)

J1−2 =
E

2(1− µ2)
(u2

yy − u2
xx)dy +

E

4(1 + µ)
(u2

xy − u2
yx)dy

Linie 2-3 (ds = dx, dy = 0, n1 = 0, n2 = 1)

J2−3 = − E

2(1− µ2)
(uxyuyy + µuxxuyx)dx+

E

2(1 + µ)
(uxxuyx + uxxuxy)dx

Linie 3-4 (ds = dy, dx = 0, n1 = −1, n2 = 0)

J3−4 =
E

2(1− µ2)
(3u2

xx + u2
yy + 4µuxxuyy)dy +

E

4(1 + µ)
(u2

xy + 3u2
yx + 4uxyuyx)dy
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Linie 4-1 (ds = dx, dy = 0, n1 = 0, n2 = −1)

J4−1 = − E

(1− µ2)
uxy(uyy + µuxx)dx−

E

2(1 + µ)
uxx(uyx + uxy)dx

Für die in der vorliegenden Arbeit betrachteten Problemstellungen gilt die Äquivalenz
zwischen J-Integral J und Energiefreisetzungsrate G als Änderungsrate des Gesamtpo-
tentials gegenüber der Risslänge. Über (6.20) ist ein Zusammenhang hergestellt zwischen
J und den Spannungsintensitätsfaktoren KI und KII :

G = J =
1

E ′
(
K2
I +K2

II

)
(6.60)

Aus diesem lassen sich jedoch aufgrund der einfachen Unbestimmtheit noch keine kon-
kreten Werte für jeden der beiden skalierenden Faktoren ableiten. Dies geschieht über
das Interaktionsintegral, welches im Folgenden orientiert an [91] skizziert wird.

Interaktionsintegral

Die Grundidee des Interaktionsintegrals ist, die Spannungsintensitätsfaktoren aus einer
Überlagerung des realen Zustandes (1) eines normalerweise gemischten Modus und eines
zusätzlichen Hilfszustandes (2) reinen Modus I oder II abzuleiten. Für Modus I des
Hilfszustandes wird K(2)

I = 1 und K(2)
II = 0 festgelegt, für Modus II K(2)

I = 0 und K(2)
II =

1. Die für die folgende Herleitung grundlegenden Spannungs- und Deformationszustände
des Hilfsmodus liegen damit über (6.7) bzw. (6.8) ohne einen weiteren numerischen
Berechnungsvorgang fest. Das J-Integral des superponierten Zustandes ist analog zu
(6.39):

J (1,2) =

∫ 1

2

(
σ

(1)
ij + σ

(2)
ij

)(
ε

(1)
ij + ε

(2)
ij

)
δ1m −

(
σ

(1)
km + σ

(2)
km

) ∂ (u(1)
k + u

(2)
k

)
∂x1

nm ds

(6.61)

Hierin bezeichnen (1) bzw. (2) die Anteile des aktuellen Zustandes bzw. des Hilfszustandes.
Das Integral J (1,2) der Überlagerung lässt sich spalten in

J (1,2) = J (1) + J (2) +M (1,2) (6.62)
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wobei M (1,2) das Interaktionsintegral ist, J (1) und J (2) die herkömmlichen J-Integrale
nach (6.39) der beiden Zustände:

J (1,2) =

∫
∂A

(
1

2
σ

(1)
ij ε

(1)
ij δ1m − σ(1)

km

∂u
(1)
k

∂x1

)
nm dΓ︸ ︷︷ ︸

J(1)

+

∫
∂A

(
1

2
σ

(2)
ij ε

(2)
ij δ1m − σ(2)

km

∂u
(2)
k

∂x1

)
nm dΓ︸ ︷︷ ︸

J(2)

+

∫
∂A

(
σ

(2)
ij ε

(1)
ij δ1m − σ(1)

km

∂u
(2)
k

∂x1

− σ(2)
km

∂u
(1)
k

∂x1

)
nm dΓ︸ ︷︷ ︸

M(1,2)

(6.63)

∂A ist der Rand Γ des Integralgebiets um A, dΓ = ds, nm sind die Komponenten des
Normalenvektors senkrecht nach auÿen zeigend auf dΓ. Die Superposition ist auch gültig
für (6.60), sodass ebenfalls gilt:

J (1,2) =

(
K

(1)
I +K

(2)
I

)2

E ′
+

(
K

(1)
II +K

(2)
II

)2

E ′
(6.64)

wie vor bleibt hierbei der modi�zierte E-Modul mit

E ′ =

{
E für Ebenen Spannungszustand (ESZ)

E/(1− µ2) für Ebenen Verzerrungszustand (EVZ)

festgelegt. (6.64) unter Verwendung von (6.60) ergibt:

J (1,2) = J (1) + J (2) +
2

E ′

(
K

(1)
I K

(2)
I +K

(1)
II K

(2)
II

)
(6.65)

Der Zusammenhang zwischen Interaktionsintegral und den Spannungsintensitätsfakto-
ren ist nun durch Kombination von (6.65) und (6.63) mit

M (1,2) =
2

E ′

(
K

(1)
I K

(2)
I +K

(1)
II K

(2)
II

)
(6.66)

gegeben. Jetzt können beide Spannungsintensitätsfaktoren nach folgendem Schema er-
mittelt werden: Für den Hilfszustand (2) wird ein reiner Modus-I-Zustand angenommen.
Dann gilt: K(2)

I = 1 und K(2)
II = 0. Eingesetzt in (6.66) ergibt sich für KI des realen Zu-

standes:

K
(1)
I =

E ′

2
M1,2, Modus I (6.67)
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Damit kann KII über (6.60) oder analog mit K
(2)
II = 1 und K

(2)
I = 0 über

K
(1)
II =

E ′

2
M1,2, Modus II (6.68)

erhalten werden. Deutlich wird durch obige Ausführungen der etwas höhere numeri-
sche Aufwand bei Verwendung des J-Integrals im Vergleich etwa mit Methoden, die auf
dem Rissö�nungswinkel-Verfahren basieren. Jedoch bietet diese Methode eine gewisse
Robustheit beispielsweise in Bezug auf die Knotenverteilung. Im Zuge der vorliegenden
Arbeit wurden beide Verfahren verwendet, wobei sich die auf dem J-Integral basieren-
de Quadratur tatsächlich als robuster erwies. Dies ist auch darin begründet, dass ver-
hältnismäÿig weniger Knoten in Riss�ankennähe ein�ieÿen, deren Parameter durch die
Randnähe und die damit einseitig verteilten Nachbarknoten ungünstiger zu bestimmen
sind. Die Erschwernisse liegen etwa im Bereich der Ermittlung der Sichtbarkeit, wie in
Abschnitt 6.2.12 dargelegt.

6.2.7 Rissgeschwindigkeiten, Keilwirkung durch Wasser

DIN 19700 [25] verlangt eine Berücksichtigung hydrodynamischer Vorgänge im Rahmen
bestimmter Bemessungssituationen, in welchen Risse im Talsperrenkörper auftreten kön-
nen. Auf der Hand liegt die Frage, ob in den sich ö�nenden Riss eindringendes Wasser
verstärkende Wirkung haben könnte. Entscheidend hierfür ist, wie schnell sich ein Riss
ausbildet, ob also bis zu dessen zum Stillstand kommen ausreichend Zeit für einen sol-
chen Einströmvorgang zur Verfügung steht. Im Folgenden wird daher der zeitliche Rah-
men des Rissfortschritts beleuchtet. Die Geschwindigkeit, mit der ein Riss fortschrei-
tet, hängt neben den wirkenden Kräften vor allem von der Duktilität eines Werksto�es
ab. Diese entscheidet, wie viel Energie für eine weitere Progression aufgewendet wer-
den muss. Duktile Werksto�e verzehren durch eine ausgeprägte Phase des Flieÿens viel
Energie, die bei spröden Sto�en aufgrund des Fehlens dieser dem Bruch vorangehen-
den Phase praktisch uneingeschränkt für die Rissbildung zur Verfügung steht. Spröde
Materialien reiÿen deswegen sehr schnell. Neueste Untersuchungen deuten nach Bueh-
ler [18] darauf hin, dass die Rissgeschwindigkeit auf atomarer Ebene sogar jenseits der
Schallgeschwindigkeit bewegen kann. Dieses im Widerspruch zur herkömmlichen Wel-
lentheorie stehende Phänomen wird durch Verhärtung des Materials unter plötzlicher
Dehnung hervorgerufen (Hyperelastizität). Im makroskaligen Bereich können die Riss-
geschwindigkeiten in der Gröÿenordnung der Rayleigh-Wellengeschwindigkeit des betref-
fenden Materials liegen. Unter gewöhnlichen Umständen wird maximal etwa die halbe
Rayleigh-Wellengeschwindigkeit erreicht. Die Rayleigh-Wellengeschwindigkeit von Be-
ton liegt bei vRayleigh = 2300 m/s und gibt die Ausbreitung einer Ober�ächenwelle an.
Die reale Rissausbreitungsgeschwindigkeit bleibt nach Reinhardt [71] und Curbach [24]
mit vcr = 200 - 500 m/s deutlich darunter. Lawn und Wilshaw [45] nehmen für die Fort-
schrittsgeschwindigkeit des Risses in spröden Materialien einen konstanten Wert von 40%
der Fortp�anzungsgeschwindigkeit von Longitudinalwellen an. Du [27], übereinstimmend
mit Belytschko [13], erhielten Untersuchungsergebnisse, welche einer Rissfortschritts-
geschwindigkeit von etwa 15% der Rayleigh-Geschwindigkeit entsprachen. Ebenfalls un-
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ter den theoretischen Bruchgeschwindigkeiten liegende Versuchsergebnisse �nden sich
bei Yankelevsky und Avnon [90], welche anhand von Proben hochfesten Betons Riss-
ausbreitungsgeschwindigkeiten zwischen 60 m/s und 400 m/s ermittelten. Die Di�erenz zu
den theoretischen Werten wird mit der Bildung einer Rissprozesszone vor der eigentlichen
Rissspitze begründet, in welcher vorangehende Mikrorisse ein rein sprödes Verhalten des
Betons verhindern. Ein sprunghafter Anstieg der Rissausbreitungsgeschwindigkeit wur-
de von Xu [89] beobachtet beim Übergang eines Modus I-Risses zum gemischten Modus.
Einen Hinweis auf eine obere Grenze gibt auch folgende Überlegung, deren Kernidee es
ist, dass überschüssige Energie in kinetische Energie der gegensätzlich gerichteten Be-
wegung der Riss�anken umgewandelt wird [54]: Betrachtet wird ein Körper unter reiner
Zugbelastung im Modus I mit zentralem Riss der Länge 2a, Abb. 6.4a. Die Verschie-
bungen um die Rissspitze können dann zu

u =
2σ

E

√
arfu(θ) und v =

2σ

E

√
arfv(θ) (6.69)

dargestellt werden, wobei r die Entfernung eines betrachteten Bereiches zur Rissspitze
in deren unmittelbarer Nähe ist, fu(θ) bzw. fv(θ) sind Parameter, die allein von der
Geometrie abhängen. Schreitet nun der Riss fort, liegt das betrachtete Element weiter
als zuvor von der Rissspitze entfernt. Unterstellt man für diesen Vorgang die Proportio-
nalität r ∝ a und fasst weiter zu Konstanten zusammen, so folgt

u = C1
σa

E
⇒ u̇ = C1

σȧ

E
und v = C2

σa

E
⇒ v̇ = C2

σȧ

E
(6.70)

Nun kann die kinetische Energie Ek des Körpers über

Ek =
1

2
ρ

∫ ∫
(u̇2 + v̇2) dxdy =

1

2
ρȧ2 σ

2

E2

∫ ∫
(C2

1 +C2
2) dxdy =

1

2
kρȧ2a2 σ

2

E2
(6.71)

errechnet werden, wobei im Term k alle Konstanten zusammengefasst wurden. Die Dichte
des Materials ist durch ρ symbolisiert, E steht für das Elastizitätsmodul. Die Energie-
menge Es, welche zur Umwandlung in kinetische Energie durch die beiden Rissspitzen
zur Verfügung steht, ist

Es = 2

∫ a

ac

(G−R) da = −2R(a− ac) + 2

∫ a

ac

πσ2a

E
da =

πσ2

E
(a− ac)2 (6.72)

Hierin sind G und R die Energiefreisetzungsraten der beiden Rissspitzen, ac die Risslänge
bei Initiierung und a die aktuelle, im Fortschreiten begri�ene Risslänge. Gleichsetzung
von (6.71) und (6.72) liefert die Rissgeschwindigkeit als Ableitung der Risslänge:

ȧ =

√
2π

k

√
E

ρ

(
1− ac

a

)
(6.73)

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Longitudinalwellen in elastischen Medien nach

c =
√
E(1− µ)/ρ(1− µ− 2µ2) (6.74)
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kann für diese Betrachtung durch Vernachlässigung der Querkontraktionszahl µ verein-
facht werden zu c =

√
E/ρ. Dies entspricht dem zweiten Term der rechten Seite von

(6.73), womit eine obere Begrenzung der Rissgeschwindigkeit festliegt. Bei einer Tem-
peratur von 20 ◦C beträgt die Schallgeschwindigkeit c = 3845 m/s für Beton des Typs
C30/37. Hiermit, für ac = 1 m und der Schätzung für die beschriebene Konstellati-
on von

√
(2π)/k = 0, 38 ist (6.73) in Abb. 6.19 aufgetragen. Damit liegen mögliche

Rissgeschwindigkeiten für Beton dennoch, wie oben aufgeführt, im Bereich der halben
Schallgeschwindigkeit.
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Abb. 6.19: Rissgeschwindigkeit ȧ nach (6.73)

Ein Eindringen von Wasser in wesentlichem Umfang im Moment des Reiÿens einer was-
serseitigen Talsperrenober�äche ist aufgrund der kurzen genannten Zeitskala des Rissvor-
gangs und der Erdbebenfrequenzen von einigen Herz, welche eine Rückbeschleunigung
und damit ein Wiederschlieÿen der Rissö�nung nach wenigen Zehntel Sekunden bedeu-
tet, nicht anzunehmen. Einen Anhaltspunkt zur Geschwindigkeit v des eindringenden
Wassers in Abhängigkeit der Gesamtwasserhöhe H und der Erbeschleunigung g bietet
die Toricellische Aus�ussgleichung mit v =

√
2gH, Abb. 6.20.

H

v

H

v

vRiss

TalsperreReservoir

Abb. 6.20: Geschwindigkeitsabschätzung anhand Toricelli-Formel

Damit liegt die Wasser-Eintrittsgeschwindigkeit für gängige Talsperrenhöhen in Berei-
chen, die weit geringer sind als die Rissgeschwindigkeit vRiss. Das Zeitfenster des Sta-
diums eines geö�neten Risses ist also zu kurz, um eine Füllung des Risses über eine
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nennenswerte Strecke zuzulassen, bevor sich der Riss wieder schlieÿt. Im Vergleich zur
Gröÿenordnung der das Materialversagen bewirkenden Körper- und Trägheitskräfte ist
daher im Moment des Reiÿens eine maÿgebliche spaltende Wirkung des Wassers nicht zu
erwarten. Nach der eigentichen Riss-Entstehungsphase kann Flüssigkeit jedoch innerhalb
einer längeren Zeitskala entlang des Pfades der wieder geschlossenen Bruchzone eindrin-
gen. Damit ist es denkbar, dass der volle tiefenabhängige Druck bereichsweise dauerhaft
auf die Riss�anken wirkt. Allerdings haben Talsperren zum Abbau eines solchen Druckes
durch Leckagewasser, wie er auch etwa durch unvermeidbare Fehl- und Nahtstellen im
Beton verursacht wird, Drainageeinrichtungen. Eine solche Betrachtung liegt nicht im
Fokus dieser Arbeit, dürfte aber bei bekanntem Verlauf des Risses einfach abzuschätzen
und im Allgemeinen unkritisch sein.

6.2.8 Rissverästelung

Je mehr Energie zur Verfügung steht, desto schneller geht der Rissfortschritt vonstatten.
Für das Wachstum eines einzelnen Risses ist eine bestimmte Energiemenge erforder-
lich. Das Kriterium für eine mögliche Rissverästelung ist nach Freund [31] daher, dass
mindestens das Doppelte dieser Energiemenge zur Verfügung steht. Unter bestimmten
Materialgegebenheiten, wie zum Beispiel der Gegenwart von Diskontinuitäten wie Fu-
gen oder Materialschwächungen durch Fehlstellen, kann der Riss sich dann verästeln
oder es entstehen weitere Risse an anderer Stelle. Dies führt unter extremen Energien,
wie sie beispielsweise bei Explosionen oder Impaktvorgängen auftreten, bis zur Frag-
mentierung des Materials. Grundsätzlich sind netzfreie Methoden zur Untersuchung
solcher Vorgänge geeignet [68] [74]. Jedoch sind Rissverästelungen unter den in die-
ser Arbeit unterstellten zeitlichen und mechanischen Voraussetzungen weder zu erwar-
ten noch maÿgeblich, weshalb hier nicht weiter darauf eingegangen wird. Festgestellt
sei jedoch, dass eine Rissverästelung weitgehend unterdrückt wird, wenn sich der Riss
entlang einer Schwächezone, beispielsweise einer Mauerwerksfuge ausbreitet. Dann kön-
nen nach Rosakis [73] extrem hohe Rissgeschwindigkeiten im Bereich von 80 - 90 %
der Rayleigh-Wellengeschwindigkeit auftreten. Modus II-Risse tendieren dann zu noch
gröÿeren Geschwindigkeiten als Risse unter reiner Zugbeanspruchung.

6.2.9 Bruchinitiierung

In dieser Arbeit wird die numerische Simulation des Rissfortschritts diskutiert. Natürlich
stellt sich aber die Frage, unter welchen Bedingungen die �Geburt� eines bis dato nicht
existenten Risses möglich wird. Im Wesentlichen lassen sich drei Kriterien unterscheiden:

Mohr-Hypothese

Die Mohr-Hypothese geht davon aus, dass die Entstehung eines Risses dann möglich
ist, wenn die Mohrsche Hüllkurve vom Spannungskreis des aktuellen Zustandes über-
schritten wird. Die Mohrsche Hüllkurve ist materialabhängig, sie umgibt alle für ein
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

bestimmtes Material zulässigen Mohrschen Spannungskreise und ist damit durch Versu-
che zu ermitteln.

Hauptspannungs-Hypothese

Im Rahmen der Hauptspannungs-Hypothese wird davon ausgegangen, dass ein Riss ent-
steht, wenn eine Hauptspannung über dem Grenzwert des Materials liegt. Den Grenzwert
bildet die einachsiale Zugfestigkeit. Dieser Vorgang wird als unabhängig von den ande-
ren Hauptspannungen angesehen, jedoch wird zwischen Druck- und Zugbeanspruchung
unterschieden. Die maximale Hauptspannung wird im ebenen Fall aus

σH = max(σi) für i = 1, 2 (6.75)

gewählt. Der Riss beginnt senkrecht zur als maximal ermittelten Hauptspannungsrich-
tung. Die Hauptspannungshypothese ist vor allem für spröde Materialien geeignet und
�ndet daher auch in der vorliegenden Arbeit Verwendung.

Kombinierende Verfahren

Ohlsson und Olofsson [64] entwickelten ein Verfahren, welches eine Kombination aus den
beiden aufgeführten Kriterien darstellt: Über

Φ = qst
2
s + tn − qn (6.76)

wird ein Zusammenhang zwischen der Normal- und Scherspannung und der Flieÿ�äche
hergestellt. qs und qn sind spannungsabhängige Variablen des Initialzustandes, wobei qn
der Zugfestigkeit des Materials entspricht. (6.76) wird umgeformt zu

Φ = qsσ
2
s + σm +

1

4qs
− qn mit σs =

σ1 − σ2

2
und σm =

σ1 + σ2

2
(6.77)

Φ stellt eine zweiachsige Fläche dar; deren Berührpunkt mit dem Mohrschen Spannungs-
kreis wird über die Tangente zu

sin Φ =
1

2qsσs
(6.78)

bestimmt. Gleichung (6.78) gilt für den Bereich σm ≤ qn − 1
2qs

, sonst gilt das Rankine-
Kriterium Φ = σ1 − qn. Unter Annahme gleichmäÿiger Materialbescha�enheit lässt sich
mit oben umrissenen Ansätzen der Ort des Auftretens eines Risses anhand einer Span-
nungsanalyse bestimmen. In der Praxis kann der Ein�uss zufällig verteilter Schwach-
stellen, etwa Fugen im Mauerwerk oder Fehlstellen des Betons, die entscheidende Rolle
spielen.

6.2.10 Numerischer Ablauf

Die Berechnung des Risspfades geschieht nun nach dem in Abb. 6.21 wiedergegebenen
Schema. Tabelle 6.7 gibt detailliertere Hinweise zu den einzelnen Schritten.
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Tab. 6.7: Erläuterungen und Verweise zum numerischen Ablauf Bruchmechanik
Nr. Erläuterung
1 Das gesamte Gebiet wird auf Kriterien für den Beginn eines Risses untersucht. Hier-

für werden üblicherweise die Ansätze nach Abschnitt 6.2.9 oder 6.2.9 mit (6.75) her-
angezogen. Damit liegt der Koordinatenvektor x als Ausgangspunkt der folgenden
Simulation fest.

2 Die Rissspitze wird am Ort der pessimalen Spannungsverhältnisse nach (6.77) an den
Koordinaten x lokalisiert.

3 KIc ist materialabhängig nach Tabelle 6.6zu wählen. Das Verfahren zur Ermittlung
der Spannungsintensität an der Rissspitze ist zu selektieren, etwa das Rissspitzen-
Ö�nungs-Verfahren, Abschnitt 6.2.5 oder ein energiebasierter Ansatz, wie die virtuelle
Rissverlängerung nach Abschnitt 6.2.6 oder J-Integral nach Abschnitt 6.2.6.

4 Berechnung der Spannungsintensitätsfaktoren nach (6.10a) und (6.10b).
5 Die Spannungsintensitätsfaktoren werden über (6.15) mit dem zulässigen Werten nach

(6.12) verglichen.
6 Liegt eine Überschreitung vor, so wird der Winkel φ des folgenden Rissfortschritts

nach (6.14a) bestimmt. Liegt keine Überschreitung vor, ist der Rissfortschritt zum
Stehen gekommen und die Ergebnisse, beispielsweise der Risspfad, können ausgegeben
und die Simulation beendet werden.

7 Über das gewählte Längenintervall ∆a liegen die neuen Koordinaten der Rissspitze
fest mit xneu = xalt + ∆a(sinφ, cosφ). Mit den neuen Koordinaten wird eine neue
Recheniteration gestartet, beginnend mit der Berechnung der neuen Spannungsinten-
sitätsfaktoren, Punkt 4.
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Abb. 6.21: Programmablauf einer Rissberechnung
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6.2.11 Bruchmechanische FEM-Implementierung

Eine Rissfortschrittssimulation stellt mit den gebräuchlichen, netzbasierten Methoden
eine groÿe Herausforderung dar: Risse weisen extreme Geometrien auf, welche selbst von
modernen Netzgeneratoren, oft auf Basis einer Delaunay-Triangulation, Abschnitt 2.8,
nicht sicher verarbeitet werden können. Es kommt zu ungünstigen Elementformen mit
spitzen Winkeln, was sich zulasten der Rechengenauigkeit oder gar numerischen Stabi-
lität auswirkt. Insbesondere an der Rissspitze sind Schwierigkeiten unvermeidlich. Des-
wegen werden oft spezielle Rissspitzenelemente eingeführt, Abb. 6.22 zeigt ein Beispiel
eines solchen Elements.

Abb. 6.22: Rissspitzenelement um Rissspitze

Diese, die Rissspitze �umfassenden� Rissspitzenelemente sind durch ihre speziell angepas-
sten Eigenschaften in der Lage, die beschriebenen Schwierigkeiten zu mindern. Dennoch
bleibt die Simulation eines Rissfortschritts mit der Methode der Finiten Elemente sehr
aufwändig. Für jeden Zeitschritt muss das Netz neu generiert und editiert werden, das
Rissspitzenelement muss bewegt werden, alle wirkenden Kräfte sind wiederholt auf die
Knoten zu projizieren.

Numerischer Ablauf

Abb. 6.23 zeigt schematisiert den Ablauf einer Simulation zur Analyse des Rissfort-
schritts mit Hilfe der Methode der Finite Elemente. Iterativ ist die Vorgehensweise
bei elastodynamischen Berechnungen oder Berechnungen des Rissfortschritts. Für letzt-
genannte Fragestellung muss das Netz durch die Veränderte Rissgeometrie für jeden
Zeitschritt neu generiert werden. Aufgrund dieser Unzulänglichkeiten hinsichtlich der
beschriebenen Problemstellungen wurde die Methode der Finiten Elemente stetig wei-
terentwickelt. Dolbow [26] übernahm Elemente der netzfreien Methoden zur Entwicklung
der Extended Finite Element Methode (XFEM). Netzfreie Methoden wie die Element-
freie Galerkinmethode, weisen wesentlich günstigere Eigenschaften hinsichtlich der Be-
handlung von Diskontinuitäten auf als Elementbasierte Methoden. Daher wird im Rah-
men der vorliegenden Arbeit näher auf diese Methoden, die kein Netz im herkömmlichen
Sinn benötigen, eingegangen.
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Abb. 6.23: Programmablauf einer FEM-Bruchsimulation
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Tab. 6.8: Erläuterungen und Verweise zum numerischen Ablauf einer bruchmechanischen FEM-
Simulation

Nr. Erläuterung

1-8 Die Vorgehensweise entspricht dem normalen Rechengang einer FEM-
Modellierung und kann Tab. 2.2 entnommen werden.

10 Im Falle einer iterierenden Berechnung wird zunächst überprüft, ob eine
etwaige Vorgabe der maximalen Iterationen überschritten ist. Falls ja, wird
die Berechnung abgebrochen.

11 Im Falle einer elastodynamischen Berechnung, beispielsweise Schwingungs-
vorgänge, wird über Punkt 4 iteriert.

12 Im Falle einer Rissfortschrittsberechnung werden die Spannungsintensitäts-
faktoren ermittelt, beispielsweise über das Rissspitzen-Ö�nungs-Verfahren,
Abschnitt 6.2.5, oder mithilfe von Energieansätzen.

13 Die ermittelten Spannungsintensitätsfaktoren werden über (6.15) mit dem
zulässigen Spannungsintensitätsfaktor nach (6.12) verglichen und auf Über-
schreitung überprüft.

14 Liegt eine Überschreitung vor, so wird er Winkel des folgenden Rissfort-
schritts nach (6.14a) bestimmt, oder, im Falle der Verwendung eines spezi-
ellen Rissspitzenelements, dieses neu positioniert. Es schlieÿt sich mit der
Neuvernetzung aufgrund der geänderten Geometrie der Rechenzyklus mit
dem Verzweig zu Punkt 2

6.2.12 Bruchmechanische EFGM-Implementierung

Im Folgenden soll auf die konkrete technische Umsetzung einer bruchmechanischen Mo-
dellierung im Rahmen der Elementfreien Galerkin Methode eingegangen werden. Im
Gegensatz zur Methode der Finiten Elemente erstrecken sich die Ansatzfunktionen un-
ter Verwendung der Elementfreien Galerkin Methode über eine zunächst nicht de�nierte
Punktmenge, deren Ein�ussbereich sich mit dem betrachteten Punkt überdeckt. Die Dis-
kontinuität eines Risses wird durch das Nichtfortsetzen der Wichtungs- und damit der
Ansatzfunktionen über Riss�anken hinweg numerisch abgebildet. Die unterschiedlichen
Ansätze hierzu werden in den folgenden Abschnitten diskutiert.

Sichtbarkeitskriterium

Sich beispielsweise an gegenüberliegenden Riss�anken in räumlicher Nachbarschaft be-
�ndliche Knoten sollen sich nicht beein�ussen. Die Knoten dürfen sich also in einem
solchen Fall gegenseitig nicht �sehen�. Anschaulich kann man sich die Riss�anken als
opak, undurchsichtig, vorstellen. Abb. 6.24a und Abb. 6.24b zeigen anhand der Verbin-
dungslinien innerhalb des rechteckig gewählten Ein�ussbereiches eines Knotens zu seinen
Nachbarknoten den entstehenden �Sichtbarkeits-Schatten� hinter der dem Knoten abge-
wandten Riss�anke.
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(a) Nachbarn eines Knotens linksseitig
des Risses

(b) Nachbarn eines Knotens rechtsseitig
des Risses

Abb. 6.24: Sichtbarkeitskriterium: Riss�anken sind opak

An den Riss�anken werden die Wichtungsfunktionen der Knoten abgebrochen. Hier-
durch �ndet auch die über das Moving Least Squares-Verfahren gebildete Ansatzfunk-
tion, welche die Stetigkeitseigenschaften der Wichtungsfunktionen erbt, dort ihre Gren-
ze. Abb. 6.27 zeigt die rechteckige Wichtungsfunktion eines Knotens in der Nähe der
Rissspitze eines senkrecht von der Oberkante des Körpers nach unten zeigenden Ris-
ses. Knoten, welche von diesem Punkt aus gesehen hinter dem Riss liegen, erhalten das
Gewicht wi = 0 und leisten somit keinen Beitrag zur überlappenden Ansatzfunktion.
Die Wichtungs- und somit Ansatzfunktion zeigt damit eine gewollte Unstetigkeit an den
Riss�anken. Um eine Verringerung der numerischen Präzision oder gar eine Nichtinver-
tierbarkeit der örtlichen Momentenmatrix durch die zu geringe Anzahl von Nachbar-
punkten auszuschlieÿen, kann um die Rissspitze die Knotendichte erhöht werden. Dies
kann in regelmäÿigen Abständen innerhalb eines quadratischen Raumes um die Rissspit-
ze erfolgen, oder auch in mehreren konzentrischen Kreisen um diese Stelle. Abb. 6.25
zeigt eine solche Implementierung.

Abb. 6.25: Zusätzliche Knoten in Kreisanordnung um die Rissspitze

Um die Rissspitze des von der Unterkante senkrecht nach oben weisenden Risses (Li-
nie) sind in vergleichsweise engem Abstand zusätzliche Knoten auf drei konzentrischen
Kreisen angeordnet (Punkte). Besonders e�ektiv ist eine Lösung, welche die einzufü-
genden Knoten an Stellen setzt, an denen die Abstände zu den existierenden Knoten
maximal sind. Dies ist beispielsweise mithilfe des Voronoi-Diagramms, Abschnitt 2.7
möglich. Zu beachten ist bei der Verfeinerung, dass das Verhältnis der Anzahl der Gauÿ-
Integrationspunkte zu den Knoten adäquat bleibt. Gegebenenfalls werden die Quadra-
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turpunkte örtlich ebenfalls erhöht. Ohne diese Verfeinerung werden die Spannungen in
der Rissspitze überschätzt. In Ab. 6.25 wurde die Anzahl der Gauÿpunkte ebenfalls
entsprechend erhöht, zu erkennen an der Dichte der Quadrate im Hintergrund.

Di�raktion

Zur Vermeidung des durch die steigende Knotenzahl erhöhten rechnerischen Aufwan-
des und einer eventuellen Überschätzung der herrschenden Spannungen der Rissspitze
bietet sich alternativ die Methode der Di�raktion an, Abb. 6.26 und Abb. 6.28. Die
Wichtungsfunktionen risspitzennaher Knoten werden nicht abrupt abgeschnitten, son-
dern gewichten auch gegenüberliegende Knoten innerhalb eines bestimmten Abstandes
um die Rissspitze herum, jedoch in geringerem Maÿ als unter Einsatz gewöhnlicher
Wichtung. Knoten können damit in gewissem Sinn �um die Ecke schauen�, Abb. 6.26.
Die geringere Gewichtung wird durch die Faltung der Distanz s(x) zum Nachbarpunkt
um die Rissspitze herum erreicht:

s(x) =

(
s1 + s2(x)

s0(x)

)λ
s0(x) (6.79)

Hierin ist s0(x) = ‖x− xI‖ die Distanz der direkten Verbindung beider Nachbarpunkte
über die Riss�anken hinweg, s1(x) = ‖xc − xI‖ die Entfernung eines Nachbarpunktes
zur Rissspitze und s2(x) = ‖x − xc‖ der räumliche Betrag zwischen betrachtetem Ort
und der Rissspitze, deren Koordinaten in xc = {x1c, x2c}T notiert sind.

Riss

xI

xc

x

s0

s1

s2

Abb. 6.26: Di�raktion

Eine weitere der Di�raktion ähnliche Vorgehensweise ist die Transparenz-Methode. Hier-
bei werden die Riss�anken an der Rissspitze als vollkommen transparent angesehen. Mit
zunehmendem Abstand zur Rissspitze werden die Ober�ächen der Riss�anken zuneh-
mend undurchsichtiger. Dies wird durch eine Dehnung der Distanz s(x) benachbarter,
sich auf gegenseitigen Flanken gegenüberliegender Knoten abgebildet:

s(x) = s0(x) + smax

(
sc(x)

s̄c

)λ
(6.80)
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Hierin ist smax der Ein�ussradius der Knoten, der Abstand von Rissspitze bis zum
Schnittpunkt zwischen Riss und der Verbindungsgeraden der Nachbarknoten wird mit
sc(x) notiert, λ ist ein justierender Parameter, welcher im Bereich von 2, 0 gewählt wird.
Diejenige Distanz zur Rissspitze, ab der die Riss�anken vollständig opak erscheinen,
bestimmt s̄c = κh. Über κ kann die Opakheit variiert werden, während h ein Maÿ für
den Knotenabstand ist. Durch die veränderten Wichtungsfunktionen weichen auch deren
partielle Ableitungen ab. Während diese bei Anwendung des reinen Sichtbarkeitskriteri-
ums schlicht verschwinden, sind sie für die Di�raktion herzuleiten und variieren je nach
verwendeter Wichtungsfunktion. Beispielhaft sei dies hier für die Verwendung der von
Rahman [69] vorgeschlagenen Wichtungsfunktion auf Basis der Student-Verteilung:

wI(x) =


(

1+β2
z2
I

z2
mI

)−1+β
2
−(1+β2)

−
1+β

2

1−(1+β2)
−

1+β
2

für zI ≤ zmI

0 für zI > zmI

(6.81)

Hierin ist β ein Parameter, welcher die Kontur der Glockenkurve bestimmt, übliche Wer-
te bewegen sich um 3,0. Der Abstand der betrachteten Knoten ist zI = ‖x− xI‖, wäh-
rend zmI den Ein�ussbereich des Knotens I symbolisiert. Entfernung zI wird nach (6.79)
um die Rissspitze herum geführt. Die Ableitung von wI(x) in die i-te räumliche Richtung
ist

wI,i(x) =


−1+β

2

(
1+β2

z2
I

z2
mI

)−3+β
2 2β2zI

z2
mI

zI,i

1−(1+β2)
−

1+β
2

für zI ≤ zmI

0 für zI > zmI

(6.82)

wobei ohne Beein�ussung durch einen Riss gilt

zI,i =
xi − xiI
zI

(6.83)

Liegen die benachbarten Knoten im Bereich der Di�raktion, so gilt

zI,i = λ

(
s1 + s2(x)

s0(x)

)λ−1
xi − xic
s2(x)

+ (1− λ)

(
s1 + s2(x)

s0(x)

)λ
xi − xiI
s0(x)

(6.84)

Abb. 6.27 zeigt die Wichtungsfunktion eines Knotens in der Nähe der Rissspitze un-
ter Anwendung des Sichtbarkeitskriteriums. Die Wichtungsfunktion ist scharf begrenzt.
Bereiche in �Schatten� des Risses werden nicht erfasst. In Abb. 6.28 ist die Wichtungs-
funktion des selben Knotens unter Anwendung der Di�raktion dargestellt. Nun werden
auch Bereiche, welche vom Knoten aus gesehen hinter dem Riss liegen, in weitere Re-
chenschritte einbezogen.
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Abb. 6.27: Nur Sichtbarkeitskriterium
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Abb. 6.28: Sichtbarkeitskriterium mit Di�raktion

Eine ähnliche Problematik ergibt sich bei der Implementierung naher konkav zueinander
liegender Körperkanten: Auch hier soll eine Interaktion zwischen Knoten benachbarter
Bereiche über Körperkanten hinweg nicht statt�nden. Überlappende Wichtungsfunktio-
nen werden daher wie an Riss�anken beschnitten. In der Nähe von eingerückt liegenden
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Eckpunkten wurde daher im Zuge der vorliegenden Arbeit mit der Di�raktionsmethode
gearbeitet, um realitätsnahe Ergebnisse zu erhalten.

Abb. 6.29: Beispiel eines Hauptspannungs-Verlaufes in konkaven Strukturen

Numerischer Ablauf

Der prinzipielle Ablauf einer Simulation mit der Elementfreien Galerkin Methode ist in
Abb. 6.30 gegeben. Bei dynamischer Berechnung, beispielsweise für eine bruchmecha-
nische Betrachtung wie unter Abschnitt 6.2.12 aufgezeigt, ist der Ablauf zyklisch, um
die Integration der weiteren Dimension, der Zeit, beispielsweise nach in Abschnitt 3.4
gegebenem Algorithmus zu vollziehen.

Tab. 6.9: Numerischer Ablauf einer bruchmechanischen EFGM-Simulation
Nr. Erläuterung

1-

12

Der Ablauf entspricht einer Standard-Implementierung einer Modellierung mit-
hilfe der Elementfreien Galerkin-Methode und kann Tab. 3.1 entnommen wer-
den.

13 Im Falle einer dynamischen Berechnung wird über die Punkte 2 bis 13 iteriert.
Die Iteration über die Punkte 2, 3 und 4 ist optional. Bei ausreichender Kno-
tendichte kann auf Einfügen weiterer Punkte, etwa um die Rissspitze, verzichtet
werden.

14 Die Iteration wird nach einer festgelegten Anzahl von Zeitschritten beendet.
15 Für eine Rissbetrachtung sind entsprechende Schritte 16 bis 18 abzuarbeiten.
16 Die Berechnung der Spannungsintensitätsfaktoren als Maÿ des an der Rissspitze

herrschenden Spannungszustandes wird beispielsweise über (6.42) vollzogen.
17 Der Riss kommt zum Stillstand, wenn die zulässigen Spannungsintensitäts-

faktoren nicht mehr überschritten sind. Der Abgleich mit dem kritischen Span-
nungsintensitätsfaktor erfolgt nach (6.15).

18 Liegen die Spannungsintensitätsfaktoren weiterhin über den kritischen Werten,
etwa nach Tab. 6.6, wird die Richtung φ des nächsten Rissschrittes nach (6.14a)
und das Verlängerungsintervall ∆a festgelegt. Damit liegen über xneu = xalt +
∆a(sinφ, cosφ) die Koordinaten der neuen Rissspitzenposition fest.

19 Die Ausgabe erfolgt graphisch oder in Tabellenform auf Bildschirm oder Datei.
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Abb. 6.30: Programmablauf einer EFGM-Bruchsimulation
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6.2.13 Bruchmechanische SPH-Implementierung

Die Elementfreie Galerkin Methode bietet gegenüber gitterbasierten Vorgehensweisen
wie beispielsweise im Rahmen einer Finite-Elemente-basierten Untersuchung zahlrei-
che Vorteile für die numerische Nachbildung eines Bruchvorgangs. Sie ist daher eine
der hauptsächlich genutzten netzfreien Methoden auf diesem Gebiet. Aber auch an-
dere netzfreie Methoden, deren Schwerpunkt bisher auf anderen Bereichen lag, haben
mittlerweile einen Entwicklungsstand erreicht, der einen Einsatz für bruchmechanische
Analysen ermöglicht. Dies soll am Beispiel eines entsprechenden Ansatzes der Smoo-
thed Particles Hydrodynamics erörtert werden, was deutlich macht, dass dieses Modell
nicht mehr nur für hydromechanische Betrachtungen eingesetzt werden kann, sondern
auf weiten Feldern der Mechanik ungeahnte Möglichkeiten erö�net. Dabei wird direkt
Nutzen aus dem Partikelansatz gezogen, der sich hervorragend dazu eignet, Bindekräfte,
Diskontinuitäten und Fehlstellen innerhalb eines Festkörpers darzustellen. Die atoma-
ren Kräfte eines Materials sind sehr stark. Dennoch brechen Materialien weit unterhalb
des Erreichens der Belastungsgrenze dieser Bindekräfte. Der Grund hierfür liegt darin,
dass reale Körper nicht wirklich homogen sind, sondern stets Fehlstellen aufweisen. Un-
ter ausreichend groÿer Last werden diese Fehlstellen zu expliziten Rissen. Grady und
Kipp [35] quanti�zierten diese Schädigung im Gegensatz zum expliziten Vorgehen, wie
es in Abschnitt 6.2.12 vorgestellt wurde, durch einen statistischen Ansatz. Benz und As-
phaug [14] erweiterten diesen Ansatz, was die Simulation von expliziten Rissen möglich
machte. Dies soll hier kurz skizziert werden. Angenommen wird eine vorhandene Schwä-
chung des spröden Materials durch anfängliche Fehlstellen. Die räumliche Verteilung
dieser Fehlstellen ist durch die Weibullsche Verteilung

n(ε) = kεm (6.85)

gegeben. ε ist die Dehnung im Moment des Versagens, die Parameter k und m sind mate-
rialabhängige Konstanten. Ein Riss beginnt zu wachsen, wenn die örtliche Dehnung den
mit ε de�nierten Grenzwert überschreitet. Für die Fortschrittsgeschwindigkeit wird nach
Lawn und Wilshaw [45] ein konstanter Wert von 40% der Fortp�anzungsgeschwindigkeit
von Longitudinalwellen angenommen. Um die lokale Schwächung des Materials anhand
einer Verminderung der Zugfestigkeit zu spezi�zieren, wird die Variable D eingeführt:

σD = σ(1−D) (6.86)

Hierin ist σD die Zugfestigkeit nach Schwächung, σ die ursprüngliche Zugspannungs-
Aufnahmekapazität. D wird de�niert zu

D =
4
3
πa3

V
(6.87)

Hierin ist

V =
4

3
πR3

s (6.88)
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folgend der Annahme, dass ein Riss die Spannungen in einem Volumen abbaut, welches
eine den Riss einschlieÿende Kugel hätte. Rs ist die halbe Risslänge, a die Beschleunigung
der Rissspitze nach

a = cg(t− t′) (6.89)

mit t′ als dem Zeitpunkt der Rissaktivierung und cg der Rayleigh-Geschwindigkeit. D
ist also das Teilvolumen, welches durch den Riss entspannt wird. Damit wird für die
Entwicklung dieses Volumens über die Zeit der Zusammenhang

dD
1
3

dt
=

cg
Rs

(6.90)

erhalten. Für eine Simulation mit SPH wird nun eine Normalverteilung von Nf Schwel-
lendehnungen angenommen, welche einen Riss aktivieren können. Für jede Fehlstelle j
wird ein SPH-Partikel zufällig ausgewählt. Ihm wird ein Schwellenwert entsprechend der
Weibullverteilung zugewiesen:

εacti,j =

[
j

kV

] 1
m

(6.91)

Tritt nun bei einem Partikel eine Dehnung gröÿer als εi auf, beginnt an seinen Koordi-
naten ein Riss. Der Betrag dieses Dehnungs-Schwellenwertes ist

εi =
σmaxi

(1−Di)E
(6.92)

Hierin ist Di das zum Partikel gehörende Volumen, welches beein�usst wird, E der
Elastizitätsmodul und σmaxi die maximale aufnehmbare Zugspannung. Die entstehenden
Fragmente sind nun unbeschädigte Bereiche, in welchen die Partikel interagieren, be-
grenzt durch die entstehenden Risse, ab welchen keine Partikelbindung mehr besteht.
Der Ein�ussbereich eines Partikels erstreckt sich über 2h. Deswegen besteht ein Riss aus
mindestens zwei benachbarten geschädigten Partikeln. Die nachfolgende beispielhafte
SPH-Simulation ist durch einen vereinfachten Ansatz nach Abschnitt 4.12.6 entstan-
den, der im Zuge dieser Arbeit entwickelt wurde: Die Partikel wurden durch lineare
positive Federkräfte, welche dem E-Modul entsprechen, aneinander gebunden. Wird ein
de�nierter örtlicher Dehnungsschwellenwert überschritten, wird der entsprechende Par-
tikel aus der Liste der interagierenden Nachbarpartikel gestrichen. Diese Elimination
wird gespeichert: Einmal isolierte Partikelpaare können nicht mehr im zuvor genannten
Sinn interagieren, auch wenn sie sich im gegenseitigen Wirkungsbereich be�nden. Die
üblichen SPH-Interaktionen �nden jedoch statt. Drücke können daher weiterhin über-
tragen werden, sodass eine gegenseitige Durchdringung weiterhin ausgeschlossen wird
und beispielsweise Kollisionen, auch mit anderen Fragmenten, korrekt wiedergegeben
werden. Ein statistischer Ansatz von Vorschädigungen ist nicht angewendet worden, alle
Partikel weisen die gleiche Belastbarkeit auf. Abb. 6.31 zeigt einen �üssigkeitsgefüllten
Behälter aus sprödem Material, welcher gravitationsbedingt in einen weiteren, statio-
nären Behälter in leichter Schrägstellung fällt. Der spröde Behälter wurde dabei wie
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zuvor beschrieben modelliert, während die enthaltene Flüssigkeit durch reguläre SPH-
Partikel repräsentiert wird. Der stationäre Behälter besteht aus virtuellen Partikeln nach
Abschnitt 4.7.3. Die Sprödheit wird durch Festlegen eines geringen Dehnungsschwellen-
wertes erreicht. Beim Auftre�en zerbricht der umgebende Behälter sofort in mehrere
Fragmente, die in sich jedoch weiterhin elastisch agieren. Es �ndet eine Durchmischung
von Fragmenten und Flüssigkeitspartikeln statt.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Abb. 6.31: Flüssigkeitsgefüllter spröder Behälter
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Numerischer Ablauf einer bruchmechanischen SPH-Berechnung

Abb. 6.32 zeigt das Flussdiagramm einer bruchmechanischen SPH-Implementierung nach
dem vorgestellten vereinfachten Ansatz, Tab. 6.10 gibt nähere Hinweise. Die Mehrzahl
der Punkte entsprechen einer normalen SPH-Simulation nach Tab. 4.2, sodass hier le-
diglich auf die modi�zierten Programmteile eingegangen wird. In Abb. 6.32 sind diese
farblich gekennzeichnet.

Abb. 6.32: Programmablauf einer bruchmechanischen SPH-Simulation
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Tab. 6.10: Erläuterungen und Verweise zum numerischen Ablauf einer SPH-Bruchsimulation
Nr. Erläuterung

2 Die Zuordnung der Partikelpaare und das Festlegen der Gewichtungen wird
dahingehend modi�ziert, dass Partikel, die zuvor in Punkt 8 getrennt wurden,
nicht wieder eine Zuordnung für den �Federkraft-Algorithmus� erhalten. Sie
interagieren wieder als normale SPH-Partikel.

4 Neben Druck und Viskosität nach (4.17) wirken nun zusätzlich die Federkräfte
nach (4.102) als weitere interne Kräfte.

8 Nach dem Festlegen der neuen Partikelpositionen nach (4.39b) �ndet nun eine
Überprüfung auf Überschreitung der zulässigen Entfernung der Partikel statt.
Ist diese bei zuvor durch die Federkräfte verbunden gewesenen Partikeln über-
schritten, so erhalten sie eine Markierung. Diese Markierung bewirkt einen Aus-
schluss aus dem in Abschnitt 4.12.6 beschriebenen Ansatz. Dies entspricht durch
den Verlust der Zugspannungsübertragung einem Bruch.

6.3 Bildung des numerischen Modells

Neben den bruchmechanischen Betrachtungen liegt der Schwerpunkt der vorliegenden
Arbeit auf der Interaktion zwischen Talsperrenkörper und Reservoir. In der Realität hat
ein Stausee relativ zu den Dimensionen der Talsperre meist eine sehr groÿe Ausdehnung.
Unter anderem aus Gründen der Rechenkapazität ist es jedoch nicht praktikabel, das
gesamte Wasservolumen numerisch mit einzubeziehen. Damit stellt sich unmittelbar die
Frage, welche Ausdehnung der modellierte Flüssigkeitskörper mindestens aufzuweisen
hat, damit Berechnungsergebnisse hinsichtlich des dynamischen Drucks an der Talsper-
renfront nicht von den Bedingungen am gegenüberliegenden freien Modellrand beein-
�usst werden. Die Lösung ist, am o�enen Modellrand Bedingungen einzuführen, die ein
möglichst nahes Heranrücken dieser Grenze erlauben. Der gebräuchlichste Ansatz hierfür
basiert auf der Sommerfeld-Bedingung, welche einen �xen Modellrand vorsieht [94]. Da-
mit sind die wirklichen Bedingungen der Flüssigkeitsbewegung dort jedoch nicht wieder-
gegeben. Eine Lösung, mit deren Hilfe eine praktikable und dennoch wirklichkeitsgetreue
analytische Lösung gefunden werden kann, soll im folgenden skizziert werden [76]. Un-
ter der Annahme von vollständiger Inkompressibilität und fehlender Viskosität gilt für
den Druck innerhalb der Flüssigkeit, welcher von einer Bewegung des Randes verursacht
wurde

∇2p = 0 (6.93)

An der freien Ober�äche gilt

p = 0 (6.94)

und unmittelbar an der Ober�äche des Festkörpers

∂p

∂n
= −ρan (6.95)
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Hierin ist ρ die Dichte des Fluids und ∂n ist die nach auÿen gerichtete Normale auf
der Festkörperober�äche. Symbol an ist die Beschleunigung der Festkörperober�äche in
Richtung von ∂n, Abb. 6.33.

p = 0∂p
∂x = −ρan

∇2p = 0

p = 0

x =∞

y

y = h

∂n

∂p
∂y = 0

M
od

el
lg

re
nz

e

x = l

Abb. 6.33: Bedingungen an den Modellrändern

Nun wird angenommen, dass in einem unendlichen Abstand x = ∞ von der Festkör-
perober�äche ebenfalls (6.94) gilt. Für eine nach der Sommerfeld-Bedingung ausreichend
weit vom Festkörper entfernten Distanz gilt an der abgeschnittenen Modellober�äche im
Fluid die gleiche Bedingung wie an einer �xen Festkörpergrenze:

∂p

∂n
= 0 (6.96)

Es wird von einer senkrecht zur Festkörperober�äche gerichteten Beschleunigung aus-
gegangen. Weiter gelten die Voraussetzungen, dass das Fluidum in der Horizontalen
unendlich ausgedehnt ist, die Flüssigkeitsbewegungen in der Ebene, also zweidimensio-
nal statt�nden, die Festkörperober�äche vertikal ist und der untere Rand stationär und
horizontal ist. Dann ist der Druck an einem beliebigen Punkt mit den Koordinaten x, y
innerhalb der Flüssigkeit [76]

p(x, y) = 2anρh
∞∑
n=1

(−1)n+1

λ2
n

exp
(
−λn

x

h

)
cos
(
−λn

y

h

)
(6.97)

Hierin ist

λn =
(2n− 1)π

2
(6.98)

und h die Flüssigkeits-Gesamthöhe. Für einen ausreichend groÿen Quotienten x/h kann
der zweite Term in der Summation vernachlässigt werden, und (6.97) wird zu

p(x, y) =
8anρh

π2
exp

(
−πx

2h

)
cos
(πy

2h

)
(6.99)
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Abb. 6.34 zeigt ein Beispiel der hydrodynamischen Druckverteilung, verursacht durch
horizontale Beschleunigung des Wasserkörpers, welche sich zum hydrostatischen Druck
addiert, in einem 40 Meter langen Wasserkörper für h = 12, 0 m und an = 1, 0 m/s2 in
der Fläche des Fluidums und direkt an der Festkörperober�äche. Es zeigt sich eine gute
Übereinstimmung mit der Formulierung nach Westergaard (6.100) [85].
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Abb. 6.34: Hydrodynamischer Druck nach (6.99)

Nun wird (6.99) eingesetzt, um die nötige horizontale Modelldimension in Abhängigkeit
zur vertikalen räumlichen Ausdehnung abzuschätzen. In der vorliegenden Arbeit wurde
ein Verhältnis von 2 : 1 gewählt, was angesichts der Kompressibilität und Viskosität
realer Fluide auf der sicheren Seite liegt. Um die Zulässigkeit dieser Annahme zu über-
prüfen, wurde zunächst wie in Abb. 6.35 gezeigter Konstellation mit initial durchgängig
linear tiefenabhängigem hydrostatischen Druck nach Abschnitt 4.9.2 auch am freien
Rand, jedoch ohne Horizontalbeschleunigung, ein Simulationslauf mit der entwickelten
SPH-Software durchgeführt. Die Modellierung bezieht sich auf eine Talsperre mit 12, 2 m
Höhe und einer Gesamtwassertiefe von 10, 0 m sowie einer angenommenen Stauseelänge
von 20, 0 m. Die Untersuchung wurde durchgeführt mit einem aus 5459 Partikeln im
Abstand von ∆x = 0, 2 m bestehenden Fluidmodell mit virtuellen Randpartikeln nach
Abschnitt 4.7.3 (in den Bildfolgen nicht dargestellt). Wie für Druckstoÿ-Konstellationen
mit SPH üblich, wurde künstliche Viskosität nach (4.21) mit αΠ = 1, 0 sowie βΠ = 1, 0
und ε = 0, 1 implementiert. Auf eine Korrektur der Partikelgeschwindigkeiten nach (4.24)
wurde zugunsten höherer Genauigkeit verzichtet, was aufgrund der kurzen Zeitskala pro-
blemlos möglich ist. Die Dauer eines Zeitschrittes ∆t zur Integration mittels Leap-Frog-
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Schema, Abschnitt 4.9, wurde mit ∆x/vschall = 0, 2 m/1483, 0 m/sec ≈ 1, 35 · 10−4 sec
festgelegt. Der Talsperrenkörper wird als verschiebungsfrei angesehen. Die Veränderung
der Drücke im Reservoir als farbliche Schattierung mit Isobaren zeigt Bilderfolge 6.36.
Die zeitlich korrespondierenden Drücke im Stausee in Abhängigkeit zur Entfernung zur
Talsperrenfront zeigt Abb. 6.37 in Höhen von 0,0 m; 2,0 m; 4,0 m; 6,0 m; 8,0 m und
10,0 m über Sohle in Form entsprechender Diagramme.

20m

10m ρ · g · h
y

Abb. 6.35: Initialbedingungen

(a) 0,040 sec. (b) 0,121 sec.

(c) 0,202 sec. (d) 0,364 sec.

Abb. 6.36: Dynamische Drücke im Reservoir ohne Horizontalbeschleunigung
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(a) 0,040 sec

(b) 0,121 sec

Abb. 6.37: Tiefengesta�elte dynamische Drücke im Reservoir ohne Horizontalbeschleunigung
nach 0,040 sec und 0,121 sec
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(c) 0,202 sec

(d) 0,364 sec

Abb. 6.37: Tiefengesta�elte dynamische Drücke im Reservoir ohne Horizontalbeschleunigung
nach 0,202 sec und 0,364 sec
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Deutlich ist das Wandern der Störung vom freien Rand zur Talsperrenfront zu beobach-
ten. Die Drücke unmittelbar an der Talsperrenfront, dargestellt in Abb. 6.38, zeigen nach
etwa 0,2 sec erste Veränderungen. Alle Berechnungen, welche Bezug nehmen auf die Be-
dingungen an der Talsperrenfront, werden weit vor diesem Zeitpunkt durchgeführt und
sind damit als unabhängig von den Randbedingungen am freien Rand zu betrachten. Die
negativen Drücke der höher liegenden Koordinaten kommen rechnerisch durch örtliche
Dichten von ρ < 1000, 0 kg/m3 zustande. Naturgemäÿ sind die Ergebnisse nicht unabhän-
gig von der durch den Partikelabstand ∆x bestimmten Au�ösung des Modells. Abb. 6.38
zeigt die ermittelten Druckverläufe zweier Rechengänge. Sie zeigen den Druck unmittel-
bar an der Wasserseite des Bauwerks mit einer Initial-Partikeldistanz von ∆x = 0, 2 m
(6.38a) beziehungsweise ∆x = 0, 3 m (6.38b). Alle anderen Bedingungen sind in beiden
Rechenläufen identisch.
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Abb. 6.38: Dynamische Wasserdrücke Talsperrenfront in den Höhen 0,0; 2,0; 4,0; 6,0; 8,0 und
10,0 m ab Mauerfuÿ bei ∆x = 0, 2 m
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Abb. 6.38: Dynamische Wasserdrücke Talsperrenfront in den Höhen 0,0; 2,0; 4,0; 6,0; 8,0 und
10,0 m ab Mauerfuÿ bei ∆x = 0, 3 m

Mit der höheren Au�ösung sind die Druckgradienten steiler, und ihre Absolutwerte dif-
ferieren zur grobskaligeren Rechnung in Gröÿenordnungen von 10%. Da der Schritt von
∆x = 0, 2 m auf ∆x = 0, 3 m jedoch einer Inkrementierung um 50% entspricht, ist die
Schwankung der Rechengenauigkeit stark unterproportional zur Änderung der Au�ö-
sung. Noch feinere Au�ösungen hatten keine wesentlichen Änderungen zur Folge.

6.4 Dynamischer Wasserdruck im Erdbebenfall

Für Talsperren der Klasse 2 darf nach [25] vereinfacht mit horizontalen Bodenbe-
schleunigungen als quasistatischer Ersatzlast gerechnet werden, siehe Abschnitt 6.1.3.
Die hierfür anzunehmenden Werte lassen sich über die Zuordnung zu bestimmten Erd-
bebenzonen und Überschreitungswahrscheinlichkeiten �nden. In Erdbebenzone I in Süd-
deutschland liegen typische Beschleunigungswerte etwa zwischen 0, 4 m/s2 und 1, 0 m/s2.
Die stärkste je an einer Talsperre gemessene horizontale Spitzenbeschleunigung wurde
1971 während des San Fernando-Bebens an der Pacoima-Staumauer in Kalifornien mit
mehr als 12 m/s2 aufgezeichnet. Zur Simulation des auftretenden dynamischen Wasser-
drucks, der durch das Beschleunigen der Staumauer gegen das trägheitsbedingt zunächst
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ortsfeste Fluidum entsteht, wird das dynamische SPH-Verfahren verwendet. Es stellt
sich damit die Frage nach der Dauer der Beschleunigungseinwirkung. Die durchgeführ-
ten Rechengänge orientieren sich daran, dass bei Staumauern für die Rissbildung der
Spitzenwert der Bodenbeschleunigung im Frequenzbereich bis zu ca. 7 Hz eine wichtige
Rolle spielt [87]. Die Frequenz gibt die Anzahl vollständiger Schwingungszyklen pro Se-
kunde an, Abb. 6.39, und ist der reziproke Wert der Periodendauer, welche der für eine
Schwingung benötigten Zeit entspricht.

t

x

Periodendauer

1/4 Periodendauer

Amplitude

Abb. 6.39: Ein vollständiger Schwingungsvorgang

Für eine angenommene Frequenz von 2 bis 7 Hz ergibt sich für einen kompletten Schwin-
gungsvorgang eine Zeitspanne von 1/2 - 1/7 sec. Da der erste Beschleunigungsvorgang nach
1/4 der Periodendauer abgeschlossen ist, wird als maÿgebliche Dauer des untersuchten
Vorgangs ein Viertel der Zeit eines vollständigen Schwingungszyklus angenommen, also
1/8 - 1/28 sec. Eindeutig ist aus Abb. 6.38 zu schlieÿen, dass erst ab etwa 0,2 sec eine Be-
ein�ussung der Druckverhältnisse an der Talsperrenfront durch den freien Modellrand
eintritt. Damit können alle Betrachtungen im oben genannten Zeitfenster als unbeein-
�usst vom freien Modellrand angesehen werden. Im Folgenden werden Vorgänge binnen
der Zeitspanne bis 0,2 sec betrachtet. Der Talsperrenkörper wird mit konstanten Be-
schleunigungen von ah = 0, 5 m/s2; 1, 0 m/s2; 5, 0 m/s2 und 10, 0 m/s2 gegen den Fluidkörper
des Reservoirs beschleunigt, gleichzeitig wirkt die normale Gravitation von g = 9, 81 m/s2.
Den Druckverläufen aller Beschleunigungen ist gemein, dass sie nach annähernd linearem
Ansteigen ihren Höhepunkt etwa nach 0,17 sec erreichen, um danach etwa in gleichem
Maÿ wieder abzufallen, in Abb. 6.40 für die verschiedenen Höhenkoordinaten an der
Talsperren-Vorderseite aufgetragen. Für den Nachweis sind diese maximal auftretenden
Drücke maÿgeblich. Diese anzusetzenden Druckverläufe in den Höhen 0,0 m; 2,0 m;
4,0 m; 6,0 m; 8,0 m und 10,0 m ab Sohle unmittelbar an der Stirnseite der Talsperre
zeigen die Diagramme in Abb. 6.41 bis 6.44.
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Abb. 6.40: Zeitlicher Verlauf des dynamischen Wasserdrucks an der Staumauer

189



6 Modellierungen für Talsperren

-5000
 0

 5000
 10000
 15000
 20000
 25000
 30000
 35000
 40000
 45000
 50000
 55000
 60000
 65000
 70000
 75000
 80000
 85000
 90000
 95000

 100000
 105000
 110000
 115000
 120000
 125000
 130000
 135000
 140000
 145000

 0  0.02  0.04  0.06  0.08  0.1  0.12  0.14  0.16  0.18  0.2  0.22

D
ru

c
k
 [
P

a
]

Zeit [sec]

y = 0.0 m
y = 2.0 m
y = 4.0 m
y = 6.0 m
y = 8.0 m

y = 10.0 m

(c) ah = 5, 0 m/s2

-20000
-15000
-10000
-5000

 0
 5000

 10000
 15000
 20000
 25000
 30000
 35000
 40000
 45000
 50000
 55000
 60000
 65000
 70000
 75000
 80000
 85000
 90000
 95000

 100000
 105000
 110000
 115000
 120000
 125000
 130000
 135000
 140000
 145000
 150000
 155000
 160000
 165000
 170000
 175000
 180000
 185000
 190000

 0  0.02  0.04  0.06  0.08  0.1  0.12  0.14  0.16  0.18  0.2  0.22

D
ru

c
k
 [
P

a
]

Zeit [sec]

y = 0.0 m
y = 2.0 m
y = 4.0 m
y = 6.0 m
y = 8.0 m

y = 10.0 m

(d) ah = 10, 0 m/s2

Abb. 6.40: Zeitlicher Verlauf des dynamischen Wasserdrucks an der Staumauer
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Abb. 6.41: Verlauf des maximaler dynamischen Wasserdrucks an der Talsperrenfront zum Zeit-
punkt 0,17 sec für ah = 0,5 m/s2
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Abb. 6.42: Verlauf des maximaler dynamischen Wasserdrucks an der Talsperrenfront zum Zeit-
punkt 0,17 sec für ah = 1,0 m/s2
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Abb. 6.43: Verlauf des maximaler dynamischen Wasserdrucks an der Talsperrenfront zum Zeit-
punkt 0,17 sec für ah = 5,0 m/s2
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Abb. 6.44: Verlauf des maximaler dynamischen Wasserdrucks an der Talsperrenfront zum Zeit-
punkt 0,17 sec für ah = 10,0 m/s2

194



6.5 Vergleich mit analytischen Lösungen

6.5 Vergleich mit analytischen Lösungen

Gebräuchlicher Weise wird der erdbebenbedingte zusätzliche Wasserdruck nach dem Ver-
fahren von Westergaard [85] als statische Ersatzlast berücksichtigt: Hierbei wird eine zu-
sätzliche zu beschleunigende tiefenabhängige Wassermasse angesetzt. Das Produkt die-
ser zusätzlichen Masse mit der Erdbebenbeschleunigung ergibt den erdbebenbedingten
zusätzlichen Wasserdruck jeder Tiefenkoordinate. Es gibt verschiedene Formulierungen
dieser Funktion für unterschiedliche Charakteristiken. Häu�g anzutre�en ist folgender
Ansatz einer parabelförmigen Funktion:

mw(h) =
7

8
· ρw · hw ·

√
1− h

hw
(6.100)

Hierin ist mw(h) die tiefenabhängige, zu beschleunigende zusätzliche Wassermasse, ρw
die als tiefenunabhängig angenommene Dichte des Wassers, hw die Gesamtwassertiefe
und h die betrachtete Wassertiefe, Abb. 6.45.

hw

h

Wasserkörper

Talsperre

dummy

Abb. 6.45: Parameter der Westergaard-Formulierung

Abb. 6.46 zeigt den parabelförmigen Verlauf des zusätzlichen Wasserdrucks ab Wassero-
ber�äche mit zunehmender Tiefe für eine Beschleunigung von ah = 1, 0 m/s2. Die folgen-
den Diagramme in Abb. 6.47 bis 6.50 stellen die beiden analytischen Ansätze von We-
stergaard [85] und Sharan [76] nach (6.100) bzw. (6.99) den SPH-Simulationsergebnissen
gegenüber. Es zeigt sich gute Übereinstimmung. Bei Beschleunigungen bis 1, 0 m/s2 ist
praktisch Deckungsgleichheit gegeben. Bei höheren Beschleunigungen liegen die Ergeb-
nisse der SPH-Simulation in gröÿeren Wassertiefen etwas über den analytischen Ergeb-
nissen, bei geringen Wassertiefen, etwa unter 1,5 m, darunter. Beide analytische Verfah-
ren bestätigen damit den Ansatz der Smoothed Particles Hydrodynamics. Angemerkt
sei, dass die realen Wasserdrücke im Normalfall unter diesen Ergebnissen liegen werden,
da die Periodendauer der Erdbebenschwingung im Allgemeinen zu kurz sind, sodass die
maximalen Drücke um 0,17 sec nicht erreicht werden. Dies bestätigt jedoch wiederum
den ebenfalls sehr konservativen Charakter der analytischen Verfahren zur Ermittlung
der hydrodynamischen Erdbebenlasten. Sowohl der Gebrauch der analytischen Verfahren
wie auch die SPH-Simulation können damit als auf der sicheren Seite liegend angesehen
werden.
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Abb. 6.46: Dynamischer Wasserdruck nach Westergaard
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Abb. 6.47: Vergleich Westergaard, Sharan, SPH für ah = 0,5 m/s2
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Abb. 6.48: Vergleich Westergaard, Sharan, SPH für ah = 1,0 m/s2
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Abb. 6.49: Vergleich Westergaard, Sharan, SPH für ah = 5,0 m/s2
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Abb. 6.50: Vergleich Westergaard, Sharan, SPH für ah = 10,0 m/s2
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6.6 Wellenbildung

Für die Bemessung des Freibords ist es wichtig, Aussagen über die Höhe von entste-
henden Wellen machen zu können. Durch die kurze Einwirkdauer der Erdbebenbe-
schleunigung entsteht zunächst keine wesentliche Wellenbildung an der Talsperrenfront.
Abb. 6.51 zeigt die Wasserspiegel bei den genannten Beschleunigungen. Lediglich bei
ah = 5, 0 m/s2 und ah = 10, 0 m/s2 sind leichte Anstiege des Wasserspiegels an der Tal-
sperre zu beobachten, Abb. 6.51. Die Schattierungen geben den Druckverlauf wieder.

(a) ah = 0, 5 m/s2

(b) ah = 1, 0 m/s2

(c) ah = 5, 0 m/s2

(d) ah = 10, 0 m/s2

Abb. 6.51: Welle zum Zeitpunkt t = 0, 2 sec bei konstanten Horizontalbeschleunigungen
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6.7 Verformungen und Kräfte im Talsperrenkörper

Im Folgenden werden die durch Erdbebenkräfte veränderten Kraft�üsse und Verfor-
mungs�guren des Talsperrenkörpers diskutiert. Es wurde ein identisch zum vorherge-
henden Abschnitt dimensioniertes Modell verwendet, dessen Abmessungen Abb. 6.52
wiedergibt.

12m

14m

2m

2m

10m

Abb. 6.52: Simulationsmodell

Sämtliche Simulationen wurden gerechnet unter Annahme eines ebenen Verzerrungszu-
standes mit einem Elastizitätsmodul E = 21 GPa, einem Querdehnungsverhältnis von
µ = 0,3 und einer Dichte von ρ = 2200 kg/m3. Abb. 6.53 zeigt die Verschiebungs�gu-
ren des Talsperrenkörpers, verursacht durch Horizontalbeschleunigung des Mauerfuÿes
und daraus trägheitsbedingt wirkende Körperkräfte sowie dynamischen Wasserdruck.
Bis 1, 0 m/s2 überwiegt das Eigengewicht, und eine Verformung gegen das Reservoir ist
zu beobachten, stärkere Beschleunigungen haben deutliche Neigungen auf die Luftseite
zur Folge. Beim hohen Vergröÿerungsfaktor der 500-fachen Überzeichnung sind bereits
auch körperinterne Dehnungen und Stauchungen zu erkennen.
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(a) ah = 0, 5 m/s2 (b) ah = 1, 0 m/s2

(c) ah = 5, 0 m/s2 (d) ah = 10, 0 m/s2

Abb. 6.53: Verschiebungen bei konstanten Horizontalbeschleunigungen, 500-fach

Die Bilderserie in Abb. 6.54 zeigt die zugehörigen Vertikalspannungen unter gleichen
Last- und Modellannahmen. Während schwächerer Erdbeben bis 1,0 m/s 2, wie sie in Süd-
deutschland typischerweise als Bemessungserdbeben für kleinere Talsperren anzusetzen
sind, keine gravierenden Auswirkungen haben, ist bei stärkeren Beben erwartungsgemäÿ
deutlich die Ausbildung von Zugzonen im Bereich des wasserseitigen Talsperrenfuÿes zu
beobachten. Die Verformungen sind nicht dargestellt.
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6 Modellierungen für Talsperren

(a) 0, 5 m/s2 (b) 1, 0 m/s2

(c) 5, 0 m/s2 (d) 10, 0 m/s2

Abb. 6.54: Vertikalspannungen bei konstanten Horizontalbeschleunigungen

Ein analoges Bild ergibt sich für die Schubspannungen, Abb. 6.55. Erst bei den starken
Beschleunigungen sind deutliche Gradienten zu beobachten, wovon vor allem das vordere
Bauwerksdrittel betro�en ist.
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6.8 Risspfade

(a) 0, 5 m/s2 (b) 1, 0 m/s2

(c) 5, 0 m/s2 (d) 10, 0 m/s2

Abb. 6.55: Schubspannungen bei konstanten Horizontalbeschleunigungen

6.8 Risspfade

Theoretisch beginnt ein Riss dort, wo die Rissinitiierungskriterien nach Abschnitt 6.2.9
erfüllt, also die zulässigen Spannungen überschritten sind. Jedoch wird es in der Reali-
tät so sein, dass Risse an Schwächezonen entstehen; Fugen im Mauerwerk oder zwischen
Betonageabschnitten, bereits vorhandene Rissansätze beispielsweise durch Frost-Tau-
Wechsel und Ähnliches. Die Ausprägung des anschlieÿenden Rissvorgangs hängt vom
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6 Modellierungen für Talsperren

Ort des Entstehens ab, da unterschiedliche Spannungsfelder und Materialzonen durch-
laufen werden. Nach den in Abschnitt 6.2.5 vorgestellten Verfahren zur numerischen
Risspfadberechnung wird in diesem Teil beispielhaft der Verlauf eines Risses abhän-
gig von seiner Entstehungskoordinate, welche nach den unter Abschnitt 6.2.9 erfolgten
Darlegungen angenommen werden kann, und der Belastungssituation gezeigt. Abb. 6.56
zeigt den Rissverlauf eines Risses, der nach den gemachten Annahmen an der Stelle
der gröÿten Zugspannung angesetzt wurde. Die Rissinkrementierungslänge betrug 0,1
m pro Rechenschritt. Die Belastung der Talsperre durch Eigengewicht und Erdbeben-
beschleunigung entspricht einem gemischten Modus nach Abschnitt 6.2.2. Risse diesen
Modus' haben die Tendenz, ihre Richtung so zu ändern, dass sie sich einem Modus I -
Zustand reiner Zugspannung in Bezug auf die Rissachse annähern. Deutlich ist dies in
Abb. 6.56 anhand der ersten Hauptspannung zu sehen: Unmittelbar weicht der Riss zur
Vertikalen entlang der ausgeprägten Zugspannungszone aus und erreicht die Sohlfuge.
Die Verformungen sind stark vergröÿert aufgetragen.

(a) (b)

(c) (d)

Abb. 6.56: Risspfad
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6.8 Risspfade

Der Riss schreitet solange fort, bis der für das Material kritische Spannungsintensi-
tätsfaktor KIC unterschritten wird. Ein Beispiel für das zum Stillstand Kommen eines
Rissvorgangs zeigt Abb. 6.57, welcher in Höhe von 2,0 m über Mauerfuÿ angesetzt wurde
bei einer horizontalen Belastung von 10, 0 m/s2. KIC wurde mit 1,0 MNm1/2 angesetzt,
nach Tab. 6.6 einem typischen Wert für unbewehrten Beton.

(a) (b)

(c) (d)

Abb. 6.57: Zum Stillstand kommender Riss
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7 Weitere Anwendungen

Die Eignung der Elementfreien Galerkin Methode zur mechanischen Festkörperanaly-
se wurde im vorhergehenden Kapitel 6 deutlich. Zur Veranschaulichung der breitban-
digen Anwendbarkeit netzfreier Methoden und speziell des Verfahrens der Smoothed
Particles Hydrodynamics in hydromechanischen Untersuchungen werden im Folgenden
einige Simulationen in knapper Form vorgestellt, die mit dem im Zuge dieser Arbeit
entwickelten Softwarepaket durchgeführt wurden. Ohne vertiefte Ergebnisse wiederzu-
geben, soll gleichfalls ein qualitativer Eindruck vom Potential des Verfahrens auf dem
Gebiet der Festkörpermechanik und -dynamik, auch in Fluidinteraktion, nach dem in
Abschnitt 4.12.6 entwickelten Ansatz zur Implementierung von Zugfestigkeit gegeben
werden. Dies reicht bis hin zu seil- und baudynamischen Experimenten, die auÿerhalb
des Fokus der vorliegenden Dissertation liegen.
Einführend zeigt Abb. 7.1 einen schräg gestellten, etwa zu 1/3 �üssigkeitsgefüllten Behäl-
ter aus elastischem Material. Die Kantenlänge beträgt 1 m, die Wandstärke etwa 5 cm.
Der Elastizitätsmodul wurde mit 1550 MPa etwa den Eigenschaften von Polypropylen
entsprechend eingestellt. Der Behälter fällt nun durch Gravitation in einen weiteren,
stationären Behälter. Es zeigen sich extreme Verformungen der Hülle und Bewegungen
der Flüssigkeit, welche horizontales oszillierendes Gleiten des Behälters zur Folge hat.
Der abgebildete Vorgang dauert etwa 1,5 Sekunden.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Abb. 7.1: Flüssigkeitsgefüllter elastischer Behälter

209



7 Weitere Anwendungen

7.1 Freie Flüssigkeitsbewegungen

Bis vor wenigen Jahren war es mit vertretbarem Aufwand praktisch nicht möglich, freie
Flüssigkeitsbewegungen zu simulieren. Tropfenablösungen, Turbulenzen und das kom-
plexe Benetzen der Ränder trugen zu instabilem Verhalten der vorhandenen Modelle bei.
SPH hat diese Nachteile aufgrund seiner Struktur, die näher an der Realität bewegter
Flüssigkeitsteilchen liegt, nicht.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abb. 7.2: Überschlagende Welle in Behälter

Abb. 7.2 zeigt einen Flüssigkeitskörper in einem Behälter, an dessen Innenseite plötzlich
die imaginäre Trennwand entfernt wird wie bei einem brechenden Damm. Zu beobach-
ten ist der Ausbreitungsvorgang und das Au�aufen auf die rampenförmig ausgebildete
rechte Behälterseite sowie das Überschlagen der sich bildenden rücklaufenden Welle.
Zur Darstellung wurde nicht die Wiedergabe einzelner Partikel gewählt, sondern eine
�ächenhafte Zeichnung, bei der in einem regelmäÿigen örtlichen Raster der gewünschte
Parameter, hier die Geschwindigkeit, ermittelt wird. Über das Raster werden anschlie-
ÿend mit Hilfe des Marching Squares-Verfahrens, Abschnitt A.3, die Iso�ächen gleicher
Farbe gelegt. In Abb. 7.3 ist die Bewegung einer freien Säule kompressibler Flüssigkeit,
welche plötzlich der Schwerkraft ausgesetzt wird und in sich zusammenfällt dargestellt.
Viskositätsbedingt kommt die Flüssigkeit zur Ruhe, nur noch leichte Wellenbewegungen
sind gegen Ende zu beobachten. Der Vorgang dauert etwa 10 sec. und wurde mit rund
5000 Partikeln simuliert. Der Vorgang �ndet in einem rechteckigen Behälter statt, die
Höhe der Flüssigkeitssäule ist 5 m bei 0,4 m Breite.
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7.1 Freie Flüssigkeitsbewegungen

(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Abb. 7.3: Zusammenbrechende Flüssigkeitssäule
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7 Weitere Anwendungen

Abb. 7.4 zeigt einen ähnlichen Vorgang in einem geschlossenen rechteckigen Behälter:
Links und rechts be�nden sich in diesem Flüssigkeitskörper, welche dammbruchartig
zusammenfallen, sich dabei aufeinander zu bewegen und beim Zusammenprall eine hohe
vertikale Geschwindigkeit erreichen.

(a)

(b)

(c)

(d)

Abb. 7.4: Überschlagende Welle in Behälter
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7.1 Freie Flüssigkeitsbewegungen

Obige Darstellung 7.4 zeigt dabei Geschwindigkeitsvektoren, deren Länge und Graustu-
fung proportional zur Teilchengeschwindigkeit ist. Besonders gut ist damit die Orbital-
bewegung des einzelnen Teilchens an den Wellenober�ächen zu erkennen. Ein weiteres
Beispiel für die gute Wiedergabe von dynamischen Vorgängen mit freier Ober�äche stellt
Abb. 7.5 dar: Ein Tropfen schlägt schräg in einen Flüssigkeitsbehälter. Deutlich ist der
typische �Krater� beim Einschlag und der anschlieÿende Wellenberg an dieser Stelle zu
sehen.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abb. 7.5: In Flüssigkeit eintretender Tropfen

SPH wurde auch zu Untersuchungen von Impaktvorgängen extremer Geschwindigkeiten
oder Fragmentierungen von Festkörpern beispielsweise durch Explosionen eingesetzt [68].
Durch die bei angepassten Parametern frei wählbare Zeitskala sind auch schnelle Vor-
gänge gut zu beobachten. Abb. 7.6 verdeutlicht dies für den Einschlag eines kleineren
Flüssigkeitskörpers in einen gröÿeren mit einer Geschwindigkeit von circa 100 m/s.
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7 Weitere Anwendungen

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abb. 7.6: Kollision mit sehr hoher Geschwindigkeit

7.2 Bauwerksüberströmungen

Zur Risikoabschätzung einer Talsperre gehört auch, Auswirkungen von Flutwellen im
Falle des Mauerbruchs zu untersuchen. Hierzu ist es notwendig, ihre Ausformung in Ab-
hängigkeit der Topologie der Umgebung zu kennen. Auch für die Dimensionierung von
Bauwerken, beispielsweise des Tosbeckens eines Wehres, ist es nötig, dass die Überströ-
mungsformen bekannt sind. Ein Beispiel ist in Abb. 7.7 in Form der Über- und Un-
terströmung eines Wehrkörpers gegeben, nachdem ein oberhalb gelegener Wasserkörper
plötzlich der Gravitation ausgesetzt wird.
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7.3 Dichteströmungen

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Abb. 7.7: Über- und unterströmtes Wehr

7.3 Dichteströmungen

Inner�uide Strömungsvorgänge, ausgelöst durch Dichteunterschiede, sind alltäglich in
den Tätigkeitsfeldern von Bauingenieuren. Man denke an Grundwasserkontaminationen,
aber etwa auch an Lufteinschlüsse in Rohrleitungen. Auch für die globalen Meeres- oder
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7 Weitere Anwendungen

Luftströmungen sind Dichteunterschiede, hervorgerufen unter anderem durch Tempera-
turgradienten, ursächlich. Es liegt auf der Hand, netzfreie Methoden zur Untersuchung
derartiger Vorgänge zu modi�zieren und einzusetzen. Für die Bilder der in Abb. 7.8
gezeigten Simulation wurden zwei Blöcke von SPH-Partikeln senkrecht nebeneinander
gelegt. Hierbei weist der linke Bereich eine nur halb so groÿe Dichte wie die Partikel der
rechten Hälfte auf. Innerhalb weniger Sekunden �ndet ein fast vollständiger Lagewechsel
zur horizontalen Schichtung im einen Meter Kantenlänge messenden Behälter statt.

(a) (b) (c) (d)

Abb. 7.8: Lageveränderung unterschiedlich dichter Flüssigkeiten

Eine Variation dieses Vorgangs ist in Bilderfolge 7.9 zu erkennen. Ein zentraler Bereich
geringerer Dichte steigt an die Ober�äche einer umgebenden schwereren Flüssigkeit. In
ähnlichen Vorgängen �nden Konvektionsprozessen aufgrund thermisch bedingter Dich-
tedi�erenzen ihre Ursache.

(a) (b) (c) (d)

Abb. 7.9: Dichteströmung

7.4 Umströmungen

Strömungen in geschlossenen Gebieten waren mit FEM schon bald gut darstellbar. Pro-
blematisch ist hierbei jedoch oft das Erstellen des Netzes bei nicht trivialen Geometrien
wie in Bild 7.10: In einem Kanal be�nden sich dünne Hindernisse quer zur Flieÿrichtung
von rechts nach links. Da in einer SPH-Modellierung keinerlei Rechennetze zu editieren
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7.5 Schwimmkörper

sind, bietet sich das Verfahren auch für die Lösung solcher Probleme an. Die genannte
Darstellung zeigt daher eine mit diesem Verfahren durchgeführte qualitative Untersu-
chung des Umströmungsmusters in diesem circa 12 m langen Gerinne in Abhängigkeit
zum Abstand der Hindernisse. Gut zu beobachten ist die Bahn des individuellen Par-
tikels und daher auch das Gesamtbild der Strömung. Die von den Partikeln auf die
Hindernisse ausgeübte Kraft kann einfach ermittelt werden. Übertragen auf verwand-
te Fragestellungen kann daher etwa auch die optimale Anordnung und Ausbildung von
Wasserkraft-Turbinen samt Zu- und Abführung des Triebwassers gefunden werden.

Abb. 7.10: Umströmung stationärer Hindernisse

7.5 Schwimmkörper

Gleichgewichtslagen, Auftriebskräfte und damit verbundenes Schwingungsverhalten
schwimmender Körper in bewegter Flüssigkeit analytisch zu ermitteln, ist mit her-
kömmlichen Methoden äuÿerst schwierig. Es bietet sich daher eine Kombination des
SPH-Modells als Festkörper, wie unter Abschnitt 4.12.6 beschrieben, und in originärer
Flüssigkeitssimulation an. Das folgende Beispiel, Abb. 7.11, veranschaulicht, wie ein solch
komplexes Zusammenspiel numerisch auf netzfreier Basis gelöst werden kann: Zwei Kör-
per unterschiedlicher Form, einer davon hohl, fallen in ein �üssigkeitsgefülltes Becken.
Sie tauchen ein, werden durch Auftriebskräfte wieder nach oben getragen und �nden
ihre Gleichgewichtslage, um die sie in den entstandenen Wellen schwingen.

(a) (b) (c)

Abb. 7.11: Schwimmende Körper
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Einen weiteren Schritt in die Kombination netzfreier Verfahren illustriert Abb. 7.12: Ein
teilweiser hohler Festkörper schlägt auf einem eingespannten Balken auf, dreht sich durch
die Kollision und fällt in die darunter liegende Flüssigkeit, in welcher er aufschwimmt.
Das elastodynamische Verhalten des nachschwingenden �Sprungbretts� wurde hier mit
SPH simuliert, böte sich selbstverständlich aber auch für eine Modellierung mit EFGM,
wie in Kapitel 3.6 mit dem Timoshenko-Balken gezeigt, an.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Abb. 7.12: Kombination einer Festkörper- und Fluidsimulation

7.6 Mehrkörperdynamik

Für die in Abb. 7.13 dargestellte Modellierung eines einseitig �xierten, aus der Hori-
zontalen fallenden Seils, welches mit einem stationär darunter angeordneten Festkörper
kollidiert, wurden die unter Abschnitt 6.2.13 beschriebenen Bindungen für nur eine Reihe
von Partikeln angewendet. Die �eindimensionale� Partikelreihe reagiert biegeweich, Zug-
kräfte können übertragen werden, Druckkräften weichen die Partikel durch Seitwärtsbe-
wegung aus: Freie Drehbarkeit im Sinne eines gegenseitigen Umkreisen der Partikel ist
möglich, da der entwickelte Ansatz lediglich auf Distanz-, nicht aber auf Winkelände-
rungen reagierend eingestellt wurde.
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(a) (b) (c)

Abb. 7.13: Im Fall kollidierendes Seil

Abb. 7.14 zeigt eine weitere Anwendung der Festkörper-Seil-Interaktion in Form des
Newton-Kugelstosspendels. Der rechtsliegende von sechs unter Gravitationswirkung zu-
nächst ruhig an Seilen hängenden Körpern erhält einen Impuls nach links. Dieser p�anzt
sich durch Kollisionen zwischen den Körpern fort, bis der gegenüberliegende Körper frei
ausschwingt. Zu beobachten ist auch die zeitlich versetzte, vertikale Wellenausbreitung
in den �Seilen�, einfache Partikelreihen.

(a) (b) (c) (d)

Abb. 7.14: Newton-Kugelstosspendel

Abb. 7.15 zeigt einen links einseitig eingespannten dünnen Balken der Stärke mehrerer,
untereinander verbundener Partikellagen. Hierdurch besitzt die Struktur eine gewisse
Biegestei�gkeit. Der Balken schwingt unter Gravitationseinwirkung nach unten und kol-
lidiert mit einem �xen Körper. Deutlich sind Rück- und interne Schwingungsvorgänge
zu beobachten.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Abb. 7.15: Dünner Balken mit Kollision
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Werden hingegen einlagige Partikelketten parallel zusammengelegt, jedoch nicht wie vor
untereinander verbunden, so kann das Verhalten von Faserbündeln untersucht werden.
Abb. 7.16 stellt ein solches oberhalb einer �xierten Platte befestigtes Bündel dar, welches
sich unter Schwerkraft aus seiner zunächst senkrecht aufgestellten Position nach unten
ausbreitet. Eine denkbare Anwendung in erweiterter Form ist etwa die Untersuchung
des Ein�usses von Wasserp�anzen auf die Flieÿgewässerhydraulik. Oder umgekehrt, eine
Analyse der Strömungen in bewachsenen Gewässerbereichen, welche maÿgebliche Fak-
toren beispielsweise für Fischhabitate sind.

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Abb. 7.16: Faserbündel unter Schwerkraft

In den Bauingenieurwissenschaften treten oft Kombinationen von Strukturen oder Trag-
werkselementen auf, die ein an sich schon komplexes dynamisches Verhalten zeigen.
Selbst mit modernen numerischen Methoden wie dem Verfahren der Finiten Elemente
erfordert es einen enormen Aufwand, etwa eine dynamische Analyse komplexer Bauwerke
durchzuführen. Das Zusammenspiel völlig unterschiedlich gearteter Teile des Bauwerks
ist dann oft nur noch schwer ohne ebenfalls kostspielige Versuche vorhersagbar. Netz-
freie Methoden können durch die einfach mögliche Implementierung unterschiedlichster
Strukturen und deren Kombination, wie vorhergehend gezeigt, eine vorteilhafte Alterna-
tive darstellen. Abb. 7.17 zeigt etwa die Druckspannungen und die stark überzeichneten
Verformungen einer Kombination aus Festkörper- und Seilkonstruktion in Gestalt ei-
ner schematischen Brücke, unten und rechts an Festlagern �xiert. Unter Schwerkraft
verformt sich die Brücke, die Seile beginnen zu wirken, und es stellt sich ein Zurück-
schwingen ein. Die Berechnung erfolgte durch ein entsprechend angepasstes SPH-Modell
mithilfe des entwickelten Programmcodes. Neben der Elementfreien Galerkin Methode
ist das Verfahren der Smoothed Particles Hydrodynamics o�ensichtlich ebenfalls zur
Untersuchung auch derart komplexen Verhaltens geeignet.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

(g) (h)

Abb. 7.17: Schwingende Seilbrücke
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8 Abschlieÿende Betrachtung und

Ausblick

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, durch Anwendung neuer numerischer Verfahren die
rechnerische Behandlung wasserbaulicher und hydromechanischer Problemstellungen zu
vereinfachen und für weitere Gebiete zu erschlieÿen. Unter einer Vereinfachung ist in
diesem Sinne der Wegfall für den anwendenden Ingenieur aufwändiger Bearbeitungs-
schritte des numerischen Modells zu verstehen. Erschlossen werden mit den vorgestell-
ten Methoden Bereiche, in denen mit herkömmlichen Methoden eine Berechnung zu
zeitintensiv wäre oder aufgrund des Modellkonzepts prinzipiell nicht möglich ist. Für die
Verwirklichung der genannten Ziele wurden netzfreie Verfahren vorgeschlagen. Da diesen
Verfahren im Gegensatz zu gebräuchlichen Methoden kein Rechennetz zugrunde liegt,
entfallen viele an eine solche starre Konnektivität der Knoten gekoppelte Schwierigkeiten.
Die Problematik eines Rechennetzes liegt in dessen Kopplung an die Körpergeometrie:
An den Körperrändern folgt das Netz dem Umriss des untersuchten Gebiets. Dies wirkt
sich bei üblichen Modelldimensionen auf die gesamte Netzstruktur im Körperinneren
aus. Gleichzeitig ist die numerische Präzision der Abbildung von Gradienten direkt ab-
hängig von der Netzdichte. Damit ergibt sich zusätzlich zur geometrischen Abhängigkeit
eine Beziehung der Netzstruktur zum Kräfteverlauf, welcher zum Zeitpunkt der Netz-
generation noch nicht bekannt ist. Netzfreie Methoden weisen diese Kopplungen nicht
in dieser unmittelbaren Form auf. Durch den anders gearteten Ansatz der Bildung der
Stützstellen-Konnektivität kann die Verteilung der Knoten unabhängiger von Körper-
geometrie und Gradienten erfolgen. Damit sind netzfreie Methoden prädestiniert für
einen Einsatz im Rahmen wasserbaulicher Betrachtungen, in welchen oftmals komple-
xe Körpergeometrien anzutre�en sind, sei es die Struktur des Bauwerks selbst oder der
Flüssigkeitskörper des Wassers. Verschiedene netzfreie Methoden weisen unterschiedlich
gute Eignungen für bestimmte Problemstellungen auf. Bestimmte Verfahren eignen sich
besonders zur numerischen Modellierung von Festkörpern, andere bilden das Verhalten
von Flüssigkeiten besonders gut ab. Daher wurde die Interaktion zwischen Festkörper
und Fluid durch die Kombination zweier verschiedener netzfreier Verfahren implemen-
tiert.

Die Elementfreie Galerkin Methode (EFGM) besitzt aufgrund ihres speziellen Ansatzes
der Herstellung der Knoten-Konnektivität besonders günstige Voraussetzungen, auch
mit unregelmäÿig verteilten Knoten hohe Genauigkeiten zu erreichen. Dieser spezielle
Ansatz unter Verwendung des Verfahrens der Moving Least Squares gestattet auch die
einfache Abbildung von Diskontinuitäten. DIN 19700 sieht für den Standsicherheitsnach-
weis von Talsperren eine Untersuchung der Bauwerksreaktion im Erdbebenfall bezüglich
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8 Abschlieÿende Betrachtung und Ausblick

der Länge eines etwaigen in dieser Bemessungssituation entstehenden Risses vor. Da
mithilfe der Elementfreien Galerkin Methode der Riss eines Festkörpers aufgrund der
genannten Eigenschaft der Methode besonders einfach numerisch implementiert werden
kann, wurde dieses Verfahren im Zuge der vorliegenden Arbeit für die entsprechenden
Modellierungen angewendet. Mithilfe dieses Ansatzes wurde eine Software entwickelt,
welche eine Aussage zur Entwicklung eines Risses in einem Talsperrenkörper hinsicht-
lich seiner geometrischen Ausprägung zulässt. Dies ist möglich ohne eine aufwändige
Neuvernetzung für jedes Stadium des fortschreitenden Risses, wie sie für eine solche
Betrachtung mithilfe der Methode der Finiten Elemente nötig wäre. Damit wurde das
Ziel einer Vereinfachung gegenüber gebräuchlichen Methoden erreicht. Entsprechende
Untersuchungen können beschleunigt und somit wirtschaftlicher statt�nden. Unterstüt-
zend zeigte sich eine besonders hohe Stabilität des Verfahrens.

In wasserbaulichen Untersuchungen spielt das Verhalten der Flüssigkeit naturgemäÿ ei-
ne zentrale Rolle. Gerade aber die numerischen Behandlungen freier Ober�ächen, der
Bildung isolierter Wasservolumina und des örtlich veränderlichen Kontakts zwischen
Fest- und Flüssigkeitskörper stellten bisher hohe Hürden für eine numerische Nachbil-
dung dar. Diese Schwierigkeiten sind im netzbasierten Ansatz begründet. Wo immer die
Konnektivität der Knoten hierüber nicht mehr ausreichend gebildet werden kann, wird
ein solches Modell instabil. Eine Vernetzung durch geradlinige, zwangsweise verbundene
Elemente steht in einem gewissem Widerspruch zur Natur einer Flüssigkeit. Netzansät-
ze funktionieren bei einfachen Geometrien und geringen Verschiebungen. Flüssigkeiten
jedoch haben extrem komplexe Strukturen und ebenso extreme Bewegungsabläufe. Die
Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH) besitzt einen Ansatz, der näher
an der Wirklichkeit eines solchen Mediums liegt: Sie bildet eine Flüssigkeit durch frei be-
wegliche Partikel ab. Zwar liegt die räumliche Dimension dieser Partikel unvergleichbar
über den molekularen Strukturen einer Flüssigkeit, dennoch wird aufgrund einer dem
Modell eigenen räumlichen Glättung der Partikel ein sehr naturnahes Verhalten erreicht.
Aufgrund dieser besonderen Eignung wurde dieses Verfahren als zweite Methode für die
Modellierungen im Rahmen der vorliegenden Arbeit eingesetzt. Vorwiegend wurde da-
mit das Verhalten des Flüssigkeitskörpers eines Talsperrenreservoirs analysiert, um eine
Aussage zum dynamischen Erdbebendruck zu erhalten, wie nach DIN 19700 gefordert.
Jedoch gibt es mittlerweile auch Entwicklungen, die es ermöglichen, SPH zur Simulation
von Festkörpern einzusetzen, wie auch in der vorliegenden Arbeit in kompakter Form
vorgestellt. Damit wurden Ergebnisse erzielt, die augenscheinlich gut mit in der Realität
zu beobachtenden Bruchvorgängen übereinstimmen.

Bei dünnwandigen Körpern kann das SPH-Verfahren hier aufgrund der ungünstigen
Anordnung der Knoten in nur wenigen Lagen selbst der EFG-Methode überlegen
sein. Modellierungen wie der vorgestellte, dünne, elastische, �üssigkeitsgefüllte Behäl-
ter, Abb. 7.1, sind mit anderen, auch netzfreien Methoden aufgrund des völlig unter-
schiedlichen Verhaltens der beteiligten Materialien viel schwieriger zu implementieren.
Im SPH-Modell bedarf es dazu nur der Justage entsprechender Partikelparamater. Kei-
ne speziellen weiteren numerischen Algorithmen zum Bruchfortschritt, zur Bewegung
isolierter Körperteile oder Ähnlichem sind nötig. Selbst die Behandlung des erneuten
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Kontakts bereits getrennter Einheiten, in der Methode der Finiten Elemente auch mit
speziellen Kontaktelementen nur schwer in den Gri� zu bekommen, bedarf nur gerin-
gem Mehraufwands. Auch komplexere Haft-, Di�usions- oder Penetrationsvorgänge sind
denkbar.

Die Konvergenz der Methode der Finiten Elemente ist nachgewiesen. Dies steht für
viele netzfreie Methoden noch aus, auch wenn die in dieser Arbeit präsentierten Verglei-
che mit analytischen Verfahren die hohe zu erreichende Genauigkeit zeigen. Gerade für
die Methode der Smoothed Partikel Hydrodynamics mit ihren zahlreichen Parametern,
beispielsweise zur Geschwindigkeitskorrektur, kann ein solcher Nachweis auch nur für
de�nierte Konstellationen gültig sein. Im Allgemeinen muss die Kalibrierung des nume-
rischen Modells für den betre�enden Fall neben analytischem Vergleich gegebenenfalls
durch Versuche erfolgen. Darüber hinaus enthebt auch eine grundsätzlich nachgewiesene
Konvergenz den Anwender nicht von seiner Sorgfaltsp�icht: Ohne Weiteres ist es möglich,
beispielsweise mit der Methode der Finiten Elemente etwa durch ungeeignete Element-
geometrien völlig realitätsferne Ergebnisse zu erhalten. Dennoch wird einer Berechnung,
welche mithilfe der Finiten Elemente entstanden ist, im Allgemeinen groÿes Vertrau-
en entgegengebracht. Diese breite Akzeptanz dürften die vorgestellten neuen Verfahren
zunächst nicht genieÿen. Aufgrund der kurzen Zeitspanne seit der Innovation nicht netz-
basierter Methoden und dem daher unterschiedlichen Entwicklungsstand im Vergleich
zu herkömmlichen numerischen Verfahren sind bisher nur sehr wenige Softwarepakete
netzfreier Methoden erhältlich. Eine Anwendung ist im heutigen Stadium daher in vie-
len Fällen nur im wissenschaftlichen Bereich praktikabel. Jedoch ist es nur eine Frage
der Zeit, bis ausgereifte Pakete erhältlich sein werden.

Für die in dieser Arbeit vorgestellten Modellierungen wurde eine einfache Kopplung der
beiden netzfreien Methoden EFGM und SPH implementiert. Diese nutzt direkt das iden-
tische Knoten-Wichtungskonzept der beiden Verfahren, um deren bidirektionale Inter-
aktion zu ermöglichen. Hierfür wurde eine hybride, also in beiden Teilmodellen existente
Interaktionszone eingeführt. Diese beruht auf Verfahren, wie sie auch üblicherweise zur
Behandlung der Ränder im jeweiligen Modell eingesetzt werden, dadurch hält sich der
Aufwand in Grenzen. Die Kopplung ist robust gegenüber variablen Randbedingungen
wie veränderlichen Zonen benetzten oder trockenen Zustandes. Erkauft wird diese Ro-
bustheit zum Preis eines hohen Rechenaufwandes. Während dies für Smoothed Particles
Hydrodynamics ohnehin der Fall ist, so wird damit in gewissem Maÿ die Ausnutzung
einer der wesentlichen Vorteile der Elementfreien Galerkinmethode, nämlich die mögli-
che vergleichsweise niedrige Knotendichte, eingeschränkt. Jedoch dürfte dieser Nachteil
durch den geringen zeitlichen Aufwand zur Implementierung der Schnittstelle mehr als
aufgewogen werden.

Die Elementfreie Galerkin Methode zeichnet sich durch gröÿere Unabhängigkeit der Kno-
tenverteilung, die nicht gegebene Notwendigkeit einer Vernetzung, und besonders ein-
fache Implementierung von Diskontinuitäten wie Rissen gegenüber beispielsweise der
Methode der Finiten Elemente aus. All dies ist in der besonderen Konstruktion ihrer
Ansatzfunktionen mithilfe des Verfahrens der �Moving Least Squares� begründet. Man
könnte die Elementfreie Galerkin Methode als eine Anpassung der Finiten Elemente Me-
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8 Abschlieÿende Betrachtung und Ausblick

thode auf die Verwendung von Moving Least Squares-Ansatzfunktionen bezeichnen. Da-
mit ist das Verfahren prädestiniert für Problemstellungen komplexer Geometrie, groÿer
Verschiebungen, auftretender Risse. Alle genannten Punkte stellen mit herkömmlichen
Methoden nicht nur im Bereich des Wasserbaus hohe Hürden da. Die Elementfreie Galer-
kinmethode ist daher als universelles Werkzeug insbesondere zur Festkörpermodellierung
anzusehen, �ndet aber auch Einsatz beispielsweise in der Modellierung von Strömungen
in Gerinnen mit freien Ober�ächen [43]. Sie stellt damit eine vorteilhafte, universell an-
wendbare Alternative zur Methode der Finiten Elemente dar. Die Smoothed Particles
Hydrodynamics erö�nen insbesondere auf dem Gebiet der Hydromechanik Möglichkei-
ten, die vor wenigen Jahren noch nicht denkbar erschienen. Erstaunlich ist die Einfach-
heit, mit der dies erreicht wird. Begründet werden kann dies sicher zum Teil damit, dass
der Ansatz frei beweglicher Partikel viel eher den realen Vorgängen einer Flüssigkeit
entspricht, als etwa ein starres Netz Finiter Volumen. Die Methode eignet sich für alle
Flüssigkeitssimulationen, insbesondere mit freier Ober�äche und komplexen Geometri-
en. In der Summe ihrer Eigenschaften gibt es keine direkt vergleichbare Methode.

Begründet durch die relativ kurze Dauer ihrer Existenz sind bisher kaum Software-Pakete
netzfreier Methoden mit vergleichbarem Umfang zu erhalten, wie dies bei den Metho-
den der Finiten Elemente oder Finiten Volumina der Fall ist. Für den wissenschaftlichen
Einsatz wird daher in den meisten Fällen auf Plattformen wie MATLAB [52] zurück-
gegri�en werden, welche umfangreiche Infrastruktur zu Entwicklung und Visualisierung
der mathematischen Basis dieser Modelle bereitstellen. Oft wird auch auf selbst erstell-
ten Programmcode zurückgegri�en werden müssen, wie dies auch für die vorliegende
Arbeit der Fall war. Nach Wissen des Autors existiert derzeit mit LS-DYNA [37] nur ein
einziges proprietäres Softwarepaket, welches auf der Kombination netzfreier Methoden
basierende Module beinhaltet und für kommerziellen Einsatz geeignet ist.

Die Elementfreie Galerkin Methode hat dennoch trotz ihrer noch kurzen Geschichte einen
hohen Entwicklungsstand erreicht. Für viele speziellere Anwendungen wurden zahlreiche
Lösungen vorgeschlagen. Das hauptsächliche Hindernis, welches einem Einsatz in Inge-
nieurbüros derzeit noch entgegensteht, ist einerseits der geringe Bekanntheitsgrad, an-
dererseits die mangelnde Peripherie: Während es heute bei kommerziellen FEM-Paketen
selbstverständlich ist, CAD-Daten direkt zu übernehmen, existieren für die Element-
freie Galerkinmethode praktisch keine solchen Schnittstellen, wodurch ihr Potential zu
besonderer Wirtschaftlichkeit noch nicht zur Geltung kommen kann. Auch dürfte die
Verwendung einer solch neuen Methode auf Skepsis bei Auftraggebern stoÿen. Aufgrund
der Nichtverfügbarkeit anwenderfreundlicher Software setzt der Einsatz der Elementfrei-
en Galerkin Methode vergleichsweise umfangreiche Kenntnisse des Anwenders voraus.

Unter Einsatz der genannten netzfreien Methoden erö�nen sich zahlreiche Perspektiven:
Risspfade- und Längen lassen sich mit den besprochenen Methoden mit bestimmter Ge-
nauigkeit vorhersagen. Der Gedanke, einen Riss durch eine hierdurch örtlich bestimmba-
re bauliche Maÿnahme zu verhindern oder sogar aufzuhalten, liegt auf der Hand. Denkbar
sind versteifende Elemente, die die Vertikalbewegung der Riss�anken unterdrücken. Diese
Versteifungen müssen hinsichtlich ihrer räumlichen Ausdehnung so bemessen sein, dass
die gesamte Rissenergie während dessen Hineinwanderns in das Element über eine be-
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stimmte Länge verzehrt werden kann. Kann nachgewiesen werden, dass im Extremfall zu
erwartende Risse durch diese Prophylaxe innerhalb zugelassener Grenzen terminiert wer-
den können, kann dies zu ökonomischeren Bauformen oder Sanierungsvarianten führen.
Weitere Untersuchungen des Modells hinsichtlich seiner Zuverlässigkeit der Risspfadpro-
gnose anhand von Experimenten sind dafür Voraussetzung.

SPH bietet sich durch seine gute Fähigkeit, Fluide mit freier Ober�äche zu simulieren,
an, Hochwasserverläufe und daraus resultierende Überschwemmungslagen vorherzusa-
gen. Datenbasis ist die Topographie der Flüsse und umliegender Gebiete, sowie örtlich
vorgegebene initialer Ab�ussmengen und -dauern beteiligter Gewässer. Aufgrund der
hohen Partikelzahlen und der damit geforderten Rechenkapazitäten sind beim augen-
blicklichen Stand der Technik hierzu jedoch Höchstleistungsrechner erforderlich. An die-
ser Stelle wäre das Ziel weiterer Entwicklungen, den bei netzfreien Methoden naturgemäÿ
höheren numerischen Aufwand durch e�ziente Algorithmen zu verringern. Denkbar sind
beispielsweise dynamische Anpassungen: An Orten starker Gradienten ist höhere Präzi-
sion vonnöten als in Bereichen gleichmäÿigerer Ausprägung. Das Modell der Smoothed
Particles Hydrodynamics lässt die Modellierung von praktisch beliebigen Strömungen zu.
Damit erö�nen sich breite Anwendungsfelder im Wasserbau: Genannt seien beispielswei-
se hydrodynamische Untersuchungen an Komponenten einer Wasserkraftanlage, welche
bisher aufwändigen FEM-Simulationen vorbehalten waren: Turbineneinlauf, Druckrohr-
leitung, Turbinenlaufrad, Saugschlauch und Wiedereintritt in den Fluss. Hierbei kann
auch die Interaktion zwischen Fluid und umgebender Struktur besonders betrachtet
werden. Ein interessanter Punkt ist etwa die Analyse des Verhaltens mit Hilfe elasti-
scher umhüllender Materialien �weich� ausgeführten Lagerungen von Spiralgehäusen für
Francisturbinen im Beton der Wasserkraftanlage. Moderne Ausführungen von solchen
Spiralgehäusen weisen im Inneren Strukturen auf, welche Turbulenzverluste minimieren
sollen. Auch für Untersuchungen hinsichtlich der Optimierung dieser Strukturen ist SPH
aufgrund seiner Fähigkeit der Abbildung auch höchst komplexer Strömungen geeignet.
Ausreichende Rechenkapazität vorausgesetzt, beispielsweise durch Parallelrechner oder
Cluster, ist es denkbar, auch die komplizierten Strömungsvorgänge Rauer Rampen nach-
zubilden. Damit könnten Versuchsreihen zur Ermittlung kritischer Flieÿgeschwindigkei-
ten unterstützt werden. Aber auch die Überströmung der Hochwasserentlastungsanlage
oder einer Fischtreppe mit ihren extrem wechselnden Strömungszonen sind ideale An-
wendungsgebiete. Eine detaillierte Modellierung von derart komplexen Strömungen er-
scheinen erst mit SPH unter vertretbarem Aufwand realisierbar. Auch die Modellierung
turbulenter Bäche auf dem Gebiet der Ökohydraulik rückt in den Bereich des Mach-
baren. Detailliert können Flieÿgeschwindigkeiten und Wassertiefen dargestellt werden.
Zusammen mit weiteren Parametern wie dem Sohlsubstrat kann auf dieser Grundlage
mit einem Habitatmodell, beispielsweise dem an der Universität Stuttgart entwickelten
Softwarepaket CASiMiR [42], der Ein�uss von Ab�uss- und Strukturänderungen auf die
Lebensräume von Fischen, Invertebraten und Makrophyten vorausgesagt werden. Dies
kann wiederum im Rahmen einer Umweltverträglichkeitsprüfung einer Wasserkraftanla-
ge angewendet werden.
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A Anhang

A.1 Der entwickelte Programmcode

Die in der vorliegenden Arbeit vorgestellten Nachweise kombinieren die beiden Netzfrei-
en Methoden Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) und die Elementfreie Galerkin
Methode (EFGM). Die in diesem Rahmen zur Modellierung entwickelte Software besteht
dies widerspiegelnd aus zwei entsprechenden Modulen. Die Module können eigenständig
agieren; beide besitzen alle notwendigen Routinen zur Erzeugung der Modelle, der eigent-
lichen Simulation und der visuellen oder tabellarischen Datenausgabe. Zum Teil werden
jedoch sehr ähnliche Algorithmen verwendet: So gestaltet sich beispielsweise die Knoten-
bzw. Partikelsuche in beiden Modulen weitgehend parallel, jedoch fügt das EFGM-Modul
noch die Sichtbarkeitsuntersuchung an den Riss�anken ein. Auch die zentralen Knoten-
und Partikelklassen weisen viele Gemeinsamkeiten auf. Völlig unterschiedlich gestaltet
sich jedoch der eigentliche Rechenkern, der im EFGM-Teil matrizenbasiert arbeitet. Im
SPH-Teil sind die Partikel-Instanzen hingegen in Vektoren abgelegt. Während im SPH-
Modul die zeitliche Integration im Vordergrund steht, wird im EFGM-Modul meist qua-
sistatisch gerechnet. Die Software wurde vollständig mit Hilfe des Borland C++ Builders
6.0 in C++ unter dem Betriebssystem Microsoft Windows entwickelt. Für reine Matri-
zenrechnungen und die Erstellung von Voronoi-Diagramm-Grundstrukturen wurde frei
verfügbarer Open-Source-Code eingesetzt, für die dynamische Allokation fand die C++-
STL-Standard-Bibliothek Verwendung. Die Bedienung �ndet mit Ausnahme der Inter-
aktion beider Modelle über Stapeldateien mittels visueller Ober�ächen und Elemente
statt.

A.1.1 SPH-Modul

Abb. A.1 zeigt die Ober�äche des SPH-Moduls. Zentral wird die aktuelle Szene wieder-
gegeben. Zur Auswahl stehen zahlreiche Visualisierungs-Modi, beispielsweise einzelner
Partikel als Pixel, Geschwindigkeitsvektoren als farblich und in der Länge abgestufte
Vektoren. Weiterhin können Dichte, Druck sowie alle weiteren wichtigen Parameter für
jeden Rechenschritt dargestellte werden.
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Abb. A.1: Benutzerober�äche des SPH-Moduls

Zusätzlich wurde ein Modul zur Erzeugung von AVI-Videosequenzen aus den währendem
Rechengang abgespeicherten Bitmap-Bilddateien integriert. Diese Möglichkeit hat sich
als besonders wertvoll zur Modellentwicklung erwiesen. Der Benutzer hat zahlreiche
Auswahlmöglichkeiten hinsichtlich der Zeitschrittweite, des initialen Partikelabstands,
des Wirkens von Körperkräften und vielen weiteren relevanten Parametern. Jederzeit
kann die Ausführung unterbrochen, bei Bedarf der aktuelle Zustand abgespeichert, und
zu gegebener Zeit fortgeführt werden.

Interne Struktur des SPH-Modells

Die zentrale Klasse im SPH-Modul ist die Klasse TParticle. Sie bildet alle Eigenschaften
eines Partikels ab, die folgende Darstellung gibt einen Eindruck:

class TParticle

{

public:

TParticle();

private:

double x,y; // Koordinaten

double vx,vy; // Geschwindigkeiten

...

vector <TParticle*> neighbourparticles; // Nachbarpartikel

...

};
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A.1 Der entwickelte Programmcode

Der Integrationskern ist die Klasse TSPH. Sie besitzt einen dynamischen Speicher aller
Partikel und alle zur Steuerung der Interaktion der Partikel notwendigen Algorithmen.

class TSPH

{

public:

TSPH();

private:

vector <TParticle> particles;

void Calc_All_Pressures(vector <TParticle> *particles_rhs);

...

};

A.1.2 EFGM-Modul

Abb. A.2 gibt einen Eindruck des EFGM-Bedienteils. Ähnlich dem SPH-Ansichtsmodul
ist mittig die zentrale Ansicht angeordnet. Spannungen etc. lassen sich farblich darstel-
len. Der Faktor der Verformungsdarstellung lässt sich einstellen, zahlreiche benutzerspe-
zi�sche Optionen ermöglichen eine optimale Abstimmung der Darstellung zur weiteren
Verwendung nach Abspeicherung im JPG- oder Bitmap-Dateiformat.

Abb. A.2: Benutzerober�äche des EFGM-Moduls

Die Geometrie des zu berechnenden Körpers und physikalische Eigenschaften lassen sich
per Datei einlesen, wobei der Körperumriss durch Keypoints de�niert ist.
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Interne Struktur des EFGM-Modells

Analog zur TParticle-Klasse im SPH-Modul ist das zentrale Objekt im EFGM-Modul
die Klasse TNode. Sie besitzt alle grundlegenden Beschreibungen eines Knotens:

class TNode

{

public:

TNode();

private:

double x,y; // Koordinaten

double sx,sy; // Spannungen

...

vector <TNode*> neighbournodes; // Nachbarknoten

...

};

Steuereinheit ist die Klasse TEFGM. Neben einen Speicher aller Knoten besitzt sie alle
Algorithmen beispielsweise die Methoden zu den zentralen Matrizenverfahrensweisen zur
Berechnung der MLS-Ansatzfunktionen, Inversenbildung etc.

class TEFGM

{

public:

TEFGM();

private:

vector <TNode> nodes; // dynamischer Knotenspeicher

void Calc_Shapefuctions(vector <TNode> *nodes_rhs}; // Methoden

...

};

A.1.3 Interaktion der Module

Für kombinierte Modellierungen, wie in Abschnitt 5.2.4 dargelegt, die ein wechselseitiges
Starten und eine Datenübernahme von einem Modul in das Andere erfordern, kann eine
einfache Steuerung mittels einer Stapelverarbeitungsdatei angelegt werden. Diese ruft
abwechselnd entweder das SPH-Modul oder das EFGM-Modul auf. Übergabeparameter
ist der Name der Datei, welche die Ausgangsdaten, beispielsweise lokale Drücke oder die
Partikelpositionen des letzten Zeitschritts enthalten. Während der Entwicklungen und
Simulationen im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde dies direkt in den Programm-
code eines der Module integriert. Beispielsweise wurde das EFGM-Modul direkt aus dem
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A.2 Suchalgorithmen

SPH-Modul gestartet, nachdem die physikalischen Drücke als Simulationsergebnis ver-
fügbar waren und als Randbedingungen für die EFGM-Modellierung dienen konnten.
Für eine Anpassung dieser Schnittstelle an die Erfordernisse für andere Vorhaben muss
in den Programmcode eingegri�en werden.

A.2 Suchalgorithmen

Jeder EFGM-Knoten und jeder SPH-Partikel interagiert mit den Partikeln, in deren
Ein�ussbereich mit Radius h er liegt. Durch die Bewegung der Partikel ändern sich
diese Nachbarschaftsverhältnisse mit jedem Zeitschritt. Für jedes ∆t müssen also die
Nachbar-Partikel jedes Partikels gefunden werden. Dies ist bei fallweise mehreren tau-
send Partikel oder Knoten eine sehr zeitaufwändige Prozedur und bildet damit einen
zentralen Vorgang in beiden Modulen. Für die vorliegende Arbeit wurden zwei Metho-
den der Nachbarschaftssuche implementiert: Die direkte Suche, Abb. A.3a, und die sehr
viel schnellere Methode der verketteten Listen innerhalb von Zellen, Abb. A.3b.

h

(a) direkte Suche (b) verkettete Listen in Zellen

(c) Zellen

Abb. A.3: Nachbarpartikel-Suchalgorithmen

Für die direkte Suche wird für sämtliche Partikel abgefragt, ob sie im Ein�ussbereich
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des betrachteten Partikels liegen bzw. dieser in deren Ein�ussbereich, was für identische
h gleichbedeutend ist. Dies ist dann der Fall, wenn die Distanz zweier Partikel kleiner
oder gleich des Radius h ist: ‖rj − ri‖ ≤ hi. Der rechnerische Aufwand für diese Su-
che steigt quadratisch mit der Partikelanzahl, weswegen diese direkte Methode nur für
kleine Partikelmengen praktikabel ist. Für die Suche mithilfe verketteter Listen wird
das Gesamtgebiet der Partikel in von der Körpergeometrie unabhängige, diese jedoch
vollständig abdeckende Zellen unterteilt. Jeder dieser Zellen ist eine Liste der in ihr be-
�ndlichen Partikel zugeordnet. Jedes Element dieser Liste enthält neben dem Partikel
auch einen Zeiger auf den nächsten Partikel der Liste, ähnlich einer Kette, Abb. A.4.
Somit können weitere Elemente innerhalb der Liste sehr schnell gefunden werden; wei-

•i •i+1 •... •n−1 •n
Abb. A.4: Verkettete Liste

terhin besteht dadurch die Möglichkeit, schnell Partikel hinzuzufügen oder zu entfernen:
In diesem Fall wird lediglich der Zeiger auf das neue Element gesetzt, ein Verschieben
von Speicherinhalten entfällt. Die C++ Standard-Bibliothek STL stellt entsprechende
Schablonen zur Verfügung. Weiterhin besitzt jede Zelle Zeiger auf ihre unmittelbar an-
schlieÿenden Nachbarzellen. Dies sind innerhalb des Feldes stets acht Zellen; Zellen am
Rand des Feldes haben weniger benachbarte Zellen. Zu Beginn des Suchalgorithmus je-
des Zeitschrittes werden die Partikel einmalig in die Listen derjenigen Zellen, in denen sie
örtlich liegen, eingefügt. Gleichzeitig erhält jeder Partikel die Information, in welcher Zel-
le er sich be�ndet. Dies geschieht über einen einfachen skalaren Index. Je nach Gröÿe der
Zelle und der internen Lage des Partikels können sich in Frage kommende Nachbarpar-
tikel nun ausschlieÿlich in dieser Zelle, oder zusätzlich in deren Nachbarzellen be�nden.
Dort können sie über das Zeigerkonstrukt der Zellen untereinander und der zelleige-
nen Partikellisten unmittelbar gefunden werden. Die Suche beschränkt sich nun also auf
wenige Listen einer geringen Anzahl von Partikeln und muss nicht mehr für sämtliche
Partikel des Gesamtgebietes durchgeführt werden. Erfahrungsgemäÿ beschleunigt dies
den Vorgang der Partikelzuordnung durchaus um Faktor zehn. Modellrechnungen mit
hoher Partikelanzahl werden auf handelsüblichen Rechnern durch solch e�ektive Algo-
rithmen erst ermöglicht. Auf weitere, zum Teil sehr ausgeklügelte Suchmechanismen wie
binäre Bäume und rekursive Gebietsteilungen soll hier nicht näher eingegangen werden.
Die Suche des nächsten Nachbarpaares bildet ein eigenständiges Thema der mathema-
tischen Informatik, in der auch das Voronoi-Diagramm, in Abschnitt 2.7 diskutiert, für
e�ektive Algorithmen eingesetzt werden kann [75].

A.3 Visualisierung

Die visuelle Darstellung lässt eine viel schnellere Erfassung der Gesamtsituation zu als
umfangreiche Tabellenausgaben. Daher ist eine e�ektive und ansprechende graphische
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Aufbereitung der Rechenergebnisse wichtiger Bestandteil der Software. Im Folgenden
soll ein hierfür zentraler Mechanismus, die Marching Squares, vorgestellt werden. Um
beispielsweise den Spannungsverlauf in einem Bauteil exakt in Form von Farbschattie-
rungen darzustellen, wäre es erforderlich, für jeden Bildschirmpunkt den zugehörigen
Wert an dieser Stelle zu ermitteln. Dies ist sehr rechenintensiv, da diese Parameter
nach Durchführung der Simulation nur an bestimmten Stellen, beispielsweise der Kno-
ten oder Gauÿ-Integrationspunkte vorliegen, nicht aber für jeden beliebigen Punkt. Für
alle anderen Orte muss daher aus den vorliegenden, an bestimmte Orte gebundenen Wer-
ten interpoliert werden. Wünschenswert ist daher ein Verfahren, welches aus an relativ
wenigen vorliegenden Punkten verfügbaren Parametern einen ansprechenden, weichen
Farbverlauf über die Gesamt�äche ermittelt. Hierfür müssen die Grenzen der bestimm-
ten Werteintervallen zugeordneten Farb�ächen möglichst genau wiedergegeben werden.
Da ein echtes Rückrechnen, also beispielsweise von einer bestimmten Spannung auf einen
bestimmten Ort zu schlieÿen, nicht möglich oder zumindest nicht eindeutig wäre, bedient
man sich Verfahren wie jenes der Marching Squares. Die Vorgehensweise beruht darauf,
das darzustellende Gebiet zunächst in gleiche Quadrate aufzuteilen. An den Eckpunkten
dieser Quadrate wird der farblich wiederzugebende Wert, beispielsweise die Vertikal-
spannung, ermittelt. Da sich je vier Quadrate einen Eckpunkt teilen, reduziert sich der
Rechenaufwand weiter. Diese vier Werte werden nun mit einem Referenzwert vergli-
chen, welcher für eine bestimmte Farbe steht. Liegen alle vier Eckwerte über oder unter
dem Referenzwert, wird das Quadrat vollständig ausgefüllt oder bleibt leer. Variieren
die Eckwerte um den Referenzpunkt, so läuft die Grenze des Werteintervalls und damit
des Farbbereiches in einer von sechzehn möglichen Kon�gurationen durch das Quadrat,
Abb. A.5. Die genaue Ausrichtung der Grenze zwischen Über- und Unterschreitung �und

Abb. A.5: 16 mögliche Kon�gurationen der Marching Squares

damit des Randes des zum Referenzwert gehörenden Farbbereichs� wird durch gewöhnli-
che lineare Interpolation zwischen zwei Eckpunkten ermittelt, in Abb. A.6 vereinfachend
immer in der Mitte zwischen zwei Eckpunkten liegend dargestellt. Dieses Verfahren wird
nun für alle darzustellenden Werteintervalle der Legende durchgeführt. Aus vorherge-
henden Schritten bestehende Farbbereiche können dabei ganz oder teilweise verdeckt
werden. Ein Überkreuzen der Farbgrenzen ist jedoch nicht möglich, da es sich um Isoli-
nien handelt. Durch die Vielzahl der Quadrate bei entsprechender Au�ösung wirken die
Verläufe �weich� und realistisch. Nach dem Durchlaufen des Verfahrens für alle Wertein-
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(a) Marching-Squares-Einzelfarb�äche,
vereinfacht

(b) Farb�ächen-Kombination

Abb. A.6: Beispiele von Marching-Squares-Farb�ächen

tervalle in der Spannbreite der Legende ist die Darstellung vollständig, ein Beispiel des
in der entwickelten Software integrierten, auf dem beschriebenen Verfahren basierenden
Visualisierungsmoduls ist in Abb A.7, links wiedergegeben. Oft sind bei einer Darstel-
lung keine Schattierungen gewünscht, sondern nur die Grenze von Datenbereichen soll
aufgezeigt werden. Dann wird lediglich der durch Marching Squares ermittelte Verlauf
der Grenzen ohne Farbfüllung dargestellt, Abb A.7, rechts.

Abb. A.7: Mit Marching Squares generierte Darstellung der entwickelten Software
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