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Vorwort

Veranlassung

Numerische Simulationsverfahren fiir den Nachweis der Tragfihigkeit von
Wasserbauwerken

Im Konstruktiven Ingenieurbau findet die Methode der Finiten Elemente (FEM) oder
der Finiten Volumen (FVM) zum Nachweis der Tragfihigkeit von Bauwerken seit Jahr-
zehnten eine breite Anwendung. Hierbei handelt es sich um ein numerisches Verfahren
zur Analyse des in einer Konstruktion durch verschiedenste Belastungen hervorgerufe-
nen Spannungs- und Verformungszustandes. Die rechnerischen Untersuchungen gehen
von einem Netz einer endlichen Anzahl geometrisch eindeutig begrenzter Elemente aus,
in die das Kontinuum eines Tragwerkssystems, beispielsweise im Wasserbau einer Tal-
sperre und zugehoérigen Baugrundes, zerlegt wird. Netzgiite und Maschendichte haben
einen starken Einfluss auf die Aussagekraft der auszufithrenden statischen und festig-
keitstheoretischen Berechnung. Jedoch sind komplexere Geometrien von Baukorpern,
Baustoff- und Zustandsinderungen wie bei Fliissigkeiten und hydraulischen Vorgingen
derartigen, ein starres Rechennetz voraussetzenden numerischen Simulationsverfahren
(FEM und FVM) nur schwer zugénglich.

Letzteres zeigt sich insbesondere bei dynamischen Vorgéngen, die auf das Kréfte- und
Verformungsbild einwirken und ebenso eine Verdnderung der Geometrie bzw. Netz-
strukturen als Randbedingungen zur Folge haben. Im Falle einer Betonstaumauer konnen
diese Einflussfaktoren Erdbeben, Wellenkréfte, wechselnde Stauspiegellagen oder sich im
Baukorper fortpflanzende Risse, auch interaktive Ablaufe zwischen Festkorper und auf-
gestautem Wasserkorper, sein.

So liegt es nahe, fiir derartige Lastfille auf sogenannte, in jiingerer Zeit entwickel-
te Netzfreie Methoden zuriickzugreifen. Diese besitzen andersartige, weniger von der
Korpergeometrie abhéngige Verkniipfungen von Stiitzstellen. Sie gestatten iiberdies die
Einbeziehung freier Fliissigkeitsoberflichen und die Ablésung einzelner Teilchen. Un-
ter der Vielfalt bislang bekannt gewordener, in den Grundlagen dhnlicher Netzfreier
Methoden empfehlen sich einerseits fiir die Verfolgung von Fliissigkeitsbewegungen und
instationdren Druckbelastungen die frei bewegliche Partikel einschliefende Methode
der Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH) und andererseits fiir die Behandlung
von Festkorpern hinsichtlich Verformungen, Spannungsverteilung und Rissebildung die
Elementfreie Galerkinsche Methode (EFGM), auch Finite-Punkte-Methode (FPM) ge-
nannt.

Die Kombination beider Methoden erdffnet zudem ein breites Spektrum zur Verfolgung



hydrodynamischer Prozesse in der Hydromechanik und im Konstruktiven Wasserbau.
Nicht zuletzt ist eine exaktere, realititsnahe Analyse des Tragverhaltens, beispielsweise
einer unter vielgliedrigen statischen und dynamischen Lasten stehenden Staumauer, ein
Wirtschaftlichkeitsfaktor; dies umso mehr bei einer zielsichereren Ausnutzung der Bau-
stofffestigkeiten, ganz abgesehen von den ausschlaggebenden Sicherheitskriterien.

Zielsetzung der Dissertation

Laut DIN 19700 - Stauanlagen, Teil 10: Gemeinsame Festlegungen und Teil 11: Tal-
sperren, Ausgabe Juli 2004, sind zum Nachweis der Tragwerkssicherheit u.a. neben den
statischen Belastungen auch die dynamischen Lastfille, z.B. Wellenkrifte auf das Stau-
werk, Schwingungen aus extremen Stromungsabldufen (Entlastungsanlagen) und aus
Erdbeben, einzubeziehen, sowie die Fortentwicklung von Rissen und die Begrenzung
der jeweiligen Rissléngen bis hochstens zur Mittelfliche des Staumauerquerschnittes zu
analysieren.

Fiir diesen Aufgabenkreis und die zugehorigen Losungsansitze werden sich die beiden
vorgenannten Netzfreien Methoden in deren Kombination entwickeln und zu einem fiir
die Wasserbaupraxis geeigneten, allgemein anwendungsfihigen Softwarepaket darstellen
lassen.

Zum Inhalt

Die von Herrn Zollner eingereichte Promotionsschrift umfasst insgesamt 238 Seiten und
gliedert sich in 8 Hauptkapiteln. Die hinzugezogene Fachliteratur weist im Schriftenver-
zeichnis 95 Publikationen, hauptsichlich englischsprachig, aus. Im 8-seitigen Anhang
sind die Einzelschritte fiir die neu entwickelte Software (Programmcode, SPH- und
EFGM-Module, deren Interaktion, Suchalgorithmen, Visualisierung) zusammengestellt.
Schliefslich zdhlt die vorangestellte englischsprachige Zusammenfassung der Dissertation
13 Seiten.

Der Autor schildert in der im Kapitel 1 enthaltenen Einfiihrung iibersichtlich die
Problemkreise, die Zielsetzungen und die ins Auge gefassten Losungswege. Letztere
zeichnen sich in der Anwendung netzgebundener und netzfreier Simulationsmethoden je
nach Aufgabenstellung ab.

Im 2. Kapitel befasst sich der Doktorand zun#chst mit der Ausgangsbasis der in Fra-
ge kommenden elastizitdtstheoretischen, numerischen Modelle. Deren Grundprinzip
ist die Diskretisierung, d.h. die Abbildung kontinuierlicher Grofen. Betrachtet man
beispielsweise eine Verschiebung, so kommen Ersatzfunktionen und unbekannte Ver-
schiebungsvektoren an beliebig oder unregelmifig verteilten, von der Kérpergeometrie
unabhéngigen Knoten in Frage. Letztere sind als Rechenstiitzstellen zu verstehen. Die
mit einer Diskretisierung erfolgte Reduktion eines Kontinuums ergibt ein endliches
algebraisches System partieller Differenzialgleichungen unter Einbeziehung von Rand-
bedingungen, die den Losungsweg mit bestimmen.
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Es werden zum besseren Verstindnis des in der Dissertation verfolgten Losungsweges
das Fiir und Wider bzw. die Vor- und Nachteile der Methode der Finiten Elemente
nochmals aufgezeigt. Wenn auch die vielfache Anwendungspraxis mit der Diskretisierung
von Kontinua in ortlich begrenzte Teilriume mit definiertem Verhalten bei Einzelbe-
lastungen unbestritten ist, ergeben sich Nachteile. Diese sind beispielsweise begriindet
in hoher Netzdichte an Stellen hoher Gradienten mit erhéhtem Rechenaufwand, in der
Netzgenerierung bei komplexen Geometrien, ferner in der Erfassung fortschreitender
Diskontinuitdten (z.B. Rissentwicklung) oder in unstetigen Dehnungsverldufen. So
muss bei einer durch FEM vorgenommenen Rissanalyse fiir jeden Zeitschritt eine neue
Netzgenerierung angesichts der stindigen Anderung der Koérpergeometrie durchgefiihrt
werden.

Das 3. Kapitel ist der Elementfreien Galerkin-Methode (EFGM) gewidmet. Im Ver-
gleich zur FE-Methode werden wohl fiir die mit den Knoten identischen Stiitzstellen
Parameter, z.B. Ortliche Verschiebungen, berechnet. Jedoch treten an die Stelle eines
die Knoten verkniipfenden Netzes die Einzelknoten iiberdeckende Einflussfelder, deren
zugehorige Ansatzfunktionen zur Beschreibung des Einflusses eines innerhalb des be-
trachteten Teilgebietes ausgewihlten Ortes mittels der Moving Least Squares (dhnlich
der statistischen Methode der kleinsten Fehlerquadrate) konstruiert werden.

Dieses im mehrdimensionalen Fall oberflichenbildende Verfahren geht auf Lancaster
und Salkauskas zuriick, die es im Jahre 1981 eingefiihrt haben. Es erlaubt eine nahezu
beliebige Anordnung von Knoten unter Einhaltung der fiir die verlangte Genauigkeit
notwendigen Knotendichte. Dariiber hinaus konnen mit diesem Verfahren Diskontinui-
taten (z.B. Risse) behandelt werden, wie auch die hohere Stetigkeit der Ableitungen
dieses Verfahrens bei der Betrachtung von Dehnungen Spriinge vermeidet.

Die Methode der Moving Least Squares kommt der statistischen Methode der kleinsten
Fehlerquadrate zur Gewinnung einer Regressionsgeraden durch eine gesamte Punktever-
teilung mit dem Unterschied nahe, dass hier nur jene Punkte einbezogen werden, die sich
innerhalb eines vorgegebenen Fensters befinden. Letzteres wird iiber das Untersuchungs-
gebiet schrittweise geschoben, wodurch die generierte Oberfliche erhalten wird. Hierbei
bestimmt die einem Knoten zugewiesene Wichtungsfunktion dessen Einflussbereich,
gekennzeichnet durch einen Radius unter Wahrung der gewiinschten Knotendichte und
eines eingeschriankten Rechenaufwandes.

Nach sehr detaillierter Darlegung der Bearbeitungsschritte vergleicht der Doktorand
die mit dem EFGM-Verfahren gewonnenen Ergebnisse mit jenen eines analytischen
Losungsweges am Beispiel des sogenannten Timoshenko-Balkens. Er ist an einem Ende
aufgelagert und am freien Ende mit einer parabolischen Schublast belastet. Die er-
rechneten und grafisch dargestellten Horizontal- und Vertikalverformungen sowie die
Horizontal-, Vertikal- und Schubspannungen zeigen gute Ubereinstimmungen.

Mit der bildlichen Darstellung des numerischen Ablaufes der vorgestellten Elementfreien
Galerkin-Methode schlieft das 3. Kapitel. Im Falle dynamischer Beanspruchungen ist
der Simulationsablauf zyklisch unter Einbeziehung der Zeit vorzunehmen.

Ein anderer Weg kann mit der im 4. Kapitel behandelten Methode der Smoothed
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Particles Hydrodynamics (SPH) zur Fiihrung statischer und dynamischer Nachweise
eines Tragwerksverhaltens beschritten werden. Im Gegensatz zur Methode der Finiten
Elemente wird ein Kontinuum nicht durch ein Netz von geometrisch einfachen Elemen-
ten, sondern durch eine Partikelmenge abgebildet. Es eignet sich bei der Verfolgung
starker Verformungen und Bewegungen.

Jedes Teilchen wird als ein rdumliches Fluidelement verstanden, dem eine Wichtungs-
funktion zugeordnet ist und das sowohl eine Ortskoordinate als auch Masse, Dichte,
Druck oder Geschwindigkeit reprisentieren kann. So kennzeichnet z.B. die Anzahl von
Partikeln pro Volumeneinheit die 6rtliche Dichte, von der der ortlich herrschende Druck
abhingig ist und daher mit jedem Zeitschritt ein Druckgradient berechnet werden kann.
Zusammen mit den auf den Korper einwirkenden Kriften oder mit Viskoseneigenschaf-
ten lisst sich die Anderung der Partikelgeschwindigkeit berechnen.

Frank Zollner arbeitete in umfangreichen mathematischen und physikalischen Ableitun-
gen die Thematik der Anwendungsvielfalt von SPH auf. Diese Darstellungen befassen
sich im Detail mit Wichtungsfunktionen, der Wiedergabe kiinstlicher Kompressibilitét
und Viskositit, ferner mit Wéarmediffusion und Geschwindigkeit, schlieflich mit der
Definition von Modellrindern und mafgebenden Parametern, aber auch mit der Zeit-
integration und den Navier-Stokes-Gleichungen, abschlieffend mit der Validierung und
den Darstellungsmoglichkeiten von Turbulenz und Oberflichenspannungen.

Teilergebnisse werden durch aufschlussreiche bildliche Darstellungen veranschaulicht,
wie z.B. Wichtungsfunktionen und Ableitungen, Modellrinder durch abstofende Par-
tikelkrafte, repulsive Krifte von Randpartikeln, Druckausbreitungen in Fliissigkeitsbe-
héltern. Auch finden Beriicksichtigung das Auseinanderflieften eines zweidimensionalen
eliptisch geformten Tropfes, die Ausbreitung einer Flutwelle als Folge eines Damm-
bruches und der in zwei kommunizierenden Rohren stattfindende Druckausgleich nach
anfénglicher Wasserfiillung einer der beiden Rohren. Erneut wird das Kapitel durch
die Wiedergabe eines zyklischen Programmablaufes abgeschlossen, der sich nach Fest-
legung des Untersuchungsgebietes und seiner Geometrie, der Partikelanzahl, ferner der
anfinglichen Eigenschaften wie Dichte, Druck, Viskositit, Geschwindigkeit und mit der
anschliefenden Integration der Zeit ergibt.

Das 5. Kapitel befasst sich mit der Kombination der netzfreien Methoden EFGM und
SPH. Deren Vorteil zeigt sich insbesondere bei Tragfihigkeitsnachweisen von Talsperren,
die mit Staumauer und aufgestautem Wasserkorper sowohl statische als auch dyna-
mische Beanspruchungen erfahren und bei denen eine Interaktion zwischen Festkorper
und Wasserkorper besteht. Fiir die Untersuchung des Festkorpers wird die Elementfreie
Galerkin-Methode herangezogen, wéihrend die Smoothed Particles Hydrodynamics-
Simulation dem sich bewegenden Wasserkorper dient. Den beiden Modellansitzen ist
somit eine Schnittstelle zuzuordnen, die ihren physikalischen Ausdruck in der Bedin-
gung Aktion gleich Reaktion findet und deren mathematische Formulierung von der
Einfiihrung sogenannter hybrider Partikel fiir beide Verfahren ausgeht.

Fiir den numerischen Ablauf dieser kombinierten Simulation fiir beide Teilmodelle
EFGM und SPH geben zwei Flussdiagramme eine leicht verfolgbare Ubersicht.
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Das unter dem Titel “Modellierungen fiir Talsperren” auf 78 Seiten sehr ausfiihrlich
gehaltene 6. Kapitel gibt zunéchst in knapper Darstellung Aufschluss iiber die nach DIN
19700-Stauanlagen zu fiihrenden Nachweise fiir die Standsicherheit bzw. Tragsicherheit,
Gebrauchstauglichkeit bzw. Bestidndigkeit und Dauerhaftigkeit von Stauanlagen. Diese
nehmen ihren Ausgang von wahrscheinlichen, weniger wahrscheinlichen und unwahr-
scheinlichen Tragwiderstianden, die sich auf die mafgebenden Materialkennwerte und
die jeweiligen Bauzustinde der Tragwerke beziehen.

Hinsichtlich der Hohe des Absperrbauwerkes und des Gesamtstauraumes werden die
Talsperren in zwei Grofenklassen unterteilt. Deren Gefdhrdungspotenziale aufgrund
statischer und dynamischer Beanspruchungen erkldren sich aus dem hydrostatischen
Druck und dem Auftrieb, aus den Durch- und Unterstromungen sowie aus dem
Risswasserdruck, ferner aus Erdbebenlasten und sonstigen Schwingungen. Hinzu treten
Wirmespannungen, Kriech- und Schwindvorgénge.

Zur Untergliederung der auf diese Kriftegruppen und die Tragwiderstinde sich bezie-
henden Bemessungsfille dienen die 3 Bemessungssituationen BS I, BS II und BS III. Sie
kennzeichnen die aus Kombinationen der Lastfille und Tragwiderstandsbedingungen
hervorgehenden stindigen, voriibergehenden und aufergewohnlichen Bemessungs-
situationen. Die Tragsicherheitsnachweise sind gegen Druck- und Schubversagen zu
fithren, ebenso fiir die Rissebildung.

Hierfiir befasst sich der Autor eingehend mit den verschiedenen Bruchkriterien im Rah-
men der Technischen Bruchmechanik und deren numerischer Erfassung. Fiir die zum
Bruch fiihrenden kritischen Belastungen sind Betrag und Frequenz zu ermitteln, unter
denen der entstandene Bruch fortschreitet. Auch ist die geometrische Ausbildung eines
aufgetretenen Risses von Interesse, wobei das Versagen an der Rissstelle durch konstante
und impulsartige Belastungen als auch durch wiederholte Uberbeanspruchungen ein-
treten kann. Unterschiedlich fallen die Rissflanken bei Sprod- und Verformungsbriichen
aus. Dasselbe gilt fiir die Energiedissipation. Aufgrund der fehlenden Plastizitdt zum
Sprodbruch neigender Baustoffe wie Beton und Bruchsteinmauerwerk fordert die ge-
samte Dehnungsenergie die Entstehung und das Fortschreiten der Rissfront.

Fiir diese Erscheinungsformen werden die umfangreichen Beziehungen zur Erklarung der
variierenden Rissauspriagungen, ihrer mafsgebenden Parameter, der mehrdimensionalen
Spannungs- und Verformungszustinde, der Rissprogression und der Energieinhalte auf-
gestellt. Im Rahmen der numerischen Ermittlung der das Bruchverhalten bestimmenden
Kennwerte und der Berechnung der eintretenden materialabhéngigen Risspfade werden
die urspriinglich sich auf Finite Elemente stiitzenden bruchmechanischen Rechenansitze
auf Netzfreie Methoden umgestellt.

Fiir die Untersuchung eines im Kontinuum bzw. Beton- oder Mauerwerkskorpers einge-
fiigten Risses wird die hierdurch entstandene Diskontinuitédt durch eine Nichtfortsetzung
der makgebenden Ansatzfunktion bzw. Wichtungsfunktion iiber die Rissflanken hinweg
numerisch abgebildet. An den Rissflanken werden die Wichtungsfunktionen der Knoten
abgebrochen. An der Rissspitze zeigt die Wichtungs- und somit Ansatzfunktion eine
Unstetigkeit.



Der hohe Wert der bisher in den vorausgegangenen Kapiteln bewiltigten theoretischen
Untersuchungen mit dem Elementfreien Galerkin-Verfahren (EFGM) und anschliefend
mit der Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH) offenbart sich in weite-
ren interessanten Modellierungen. Als erstes Beispiel werden im Kapitel 6.3 dynamische
Druckvorgéinge im Stauraum einer Talsperre untersucht, woraus sich eine Wellenfront
mit auf den Sperrenkorper einwirkenden Druckkriften entwickelt. Dabei ist mit Riick-
sicht auf den Rechenaufwand nur ein Bruchteil des sich langs eines Tales ausdehnenden
Stauvolumens einzubeziehen.

Die Abbildungen 6.37a - 6.37d geben interessanten Aufschluss iiber die Fortpflanzung
einer Storung im Staukdrper in Richtung des Sperrbauwerkes, die als dynamischer
Vorgang mit der SPH-Methode berechnet worden ist. Ahnlich lisst sich im Erdbebenfall
der dynamische Wasserdruck auf die Staumauer erfassen (Kapitel 6.4).

Dagegen werden die Auswirkungen auf den Mauerkorper als Festkorper mittels EFGM
erfasst. An der Grenze zwischen Wasservolumen und Mauerkorper, d.h. zwischen
Stauinhalt und Festkorper (Wasserseite des Mauerkorpers mit den Rissflanken) gehen
die rechnerischen Untersuchungen von der SPH-Methode an der Interaktionszone von
Fluid und Festkorper zu dem EFGM-Verfahren iiber.

Die zeitlichen Verldufe des dynamischen, durch Erdbeben ausgelosten Wasserdruckes
unter Zugrundelegung von 4 unterschiedlichen Horizontalbeschleunigungen zwischen
0,5 und 10,0 m/s? sind zu verschiedenen Zeitpunkten den Abbildungen 6.40a - 6.40d
zu entnehmen. Diese mit der SPH-Methode gewonnenen Resultate zeigen eine gute
Ubereinstimmung mit den analytischen Ansitzen von Westergaard und Sharan
(Abb. 6.47 bis 6.50). Fiir dieselben Horizontalbeschleunigungen veranschaulichen die
Abbildungen 6.51a - 6.51d die entsprechenden Wellenhéhen, die den einzuhaltenden
Freibord des Sperrbauwerkes vorgeben. Des weiteren sind die Krifte, die Vertikal-
und Schubspannungen sowie Verformungen im Talsperrenkorper als Folge der 4 ange-
nommenen Erdbeben bzw. Horizontalbeschleunigungen unter Vorgabe der Festigkeits-
eigenschaften berechnet und dargestellt worden (Abb. 6.53 bis 6.55). Schlieflich sind
die Risspfade und deren maximalen Ausdehnungen innerhalb des Mauerkdrpers von
Interesse, die sich bei Uberbeanspruchung in den Schwiichezonen, besonders die Fugen
bei in Mauerwerk errichteten Staumauern, einstellen (Abb. 6.56 und 6.57).

Weitere zahlreiche Anschauungsbeispiele fiir die universelle Anwendbarkeit der EFGM-
und SPH-Methoden, letztere auch als Festkérpermodell, wurden vom Doktoranden
aufgegriffen. Diese Darstellungen wurden im Kapitel 7 zusammen mit Kurzbeschreibun-
gen aufgenommen, um den thematisch vorgegebenen Rahmen des 6. Kapitels nicht zu
sprengen.

So ist es zundchst ein wassergefiillter Behilter aus elastischem Material, der nach
freiem Fall starke Verformungen der Wasserfiillung und der Behélterwandungen in ver-
schiedenen Zeitschritten erfihrt (Abb. 7.1), &hnlich dem zuvor gezeigten wassergefiillten
Behilter aus sprodem Werkstoff, der innerhalb eines zweiten Behilters nach freiem Fall
zu Bruch geht und wodurch dann das Wasser sich in diesem ausbreitet (Abb. 6.31).

Weiter beeindrucken im Kapitel 7 freie Fliissigkeitsbewegungen, insbesondere mit freier
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Oberfliche und komplexen Geometrien, die mit der SPH-Methode anschaulich abge-
bildet werden konnten und in den Abbildungen 7.2 bis 7.6 wiedergegeben sind. Hierbei
handelt es sich beispielsweise um eine iiberschlagende Welle innerhalb eines Behélters,
die durch einen plotzlich wie bei einem Dammbruch in Gang gesetzten Fliissigkeitskor-
per mit Ausbreiten, Auflaufen und Uberschlagen ausgeldst worden ist (Abb. 7.2). Es
folgen das Zusammenbrechen von Fliissigkeitssdulen (Abb. 7.3), iiberschlagende Wellen
in einem Behilter (Abb. 7.4), ferner die Aufnahme eines in eine Fliissigkeit eintretenden
Tropfens (Abb. 7.5), dann schlieflich der Einschlag eines kleineren Fliissigkeitskorpers
unter hoher Geschwindigkeit in ein grokeres Fliissigkeitsvolumen (Abb. 7.6). Weite-
re Aufgabenstellungen dieser Art waren Bauwerksiiber-, Um- oder Unterstrémungen
(Abb. 7.7), ferner Lagenverédnderung unterschiedlich dichter Fliissigkeitskorper zu einer
horizontalen Staffelung (Abb. 7.8) und die nach oben gerichtete Bewegung eines Tropfens
geringerer Dichte an die Oberflache eines schwereren Fliissigkeitsvolumens (Abb. 7.9).

Nicht minder interessant ist die SPH-Modellierung nichttrivialer Stromungsgebiete
wie z.B. quer zu einer Kanalstromung angeordnete, zu umstromende Hindernis-
se (Abb. 7.10). Analog lassen sich wieder auf Basis des im 4. Kapitel dargelegten
SPH-Modells als Festkérper durch die Kombination mit einer Fliissigkeitssimulation
Schwimmkorper in bewegten Fliissigkeiten hinsichtlich deren Schwingungen, Auftriebs-
krifte und Gleichgewichtsverhalten verfolgen (Abb. 7.11).

Eine deutlich kennzeichnende Kombination beider netzfreier Verfahren EFGM und SPH
bot sich bei der zu l6senden Aufgabe an, dass ein teilweise hohler Festkorper auf einem
eingespannten Balken aufschlégt, sich bei dieser Kollision dreht und in einen darunter
befindlichen Fliissigkeitsbehélter weiter fillt, in dem er dann aufschwimmt (Abb. 7.12).
Das elastodynamische Verhalten des nachschwingenden “Sprungbrettes” hitte sich mit
EFGM ebenfalls simulieren lassen.

Beispiele aus der Seildynamik in Form von Mehrkorperschwingern schliefen sich an
wie Impulsiibertragung durch eine Pendelreihe (Abb. 7.14), ferner die Kollision eines
fallenden Seiles (Abb. 7.13) oder eines schwingenden, diinnen Balkens mit einem Fest-
korper (Abb. 7.15), schlieklich die Ausbreitung eines anfangs gestrafften Faserbiindels
(Abb. 7.16) und eine schwingende, an Seilen aufgehéngte Briickenfahrbahn (Abb. 7.17).

Die im Anhang A aufgenommenen Einzelbeschreibungen befassen sich ausfiihrlich
mit der fiir die beiden Netzfreien Methoden EFGM und SPH entwickelten, sich in
zwei Module aufteilenden Software. Diese zwei unabhéngigen und ebenso miteinander
gekoppelten Module des umfangreichen, génzlich neu entwickelten Programmpaketes
sind eigenstéindig; sie besitzen zusammen mit effektiven Algorithmen alle erforderlichen
Routinen zur Erzeugung der gewiinschten Modelle, zu eigentlichen Simulationen sowie
zu visuellen und tabellarischen Wiedergaben.

Mit dem 8. Kapitel wird ein Ausblick auf weitere Verfeinerungen und Anwendungs-
bereiche der beiden vorgestellten netzfreien Verfahren und ihrer sehr vorteilhaften
Kombination gegeben. So ist denkbar, Rissbegrenzungen innerhalb eines Festkorpers
bzw. einer Staumauer zu definieren, die nicht zum Gefahrenmoment hinsichtlich der
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Tragfahigkeit gereichen, sondern vielmehr zu wirtschaftlichen Bauabmessungen oder
Sanierungsvarianten Anlass geben. Universelle Analysen von Temperatur-, Wéarme- und
Rissverhalten sind ebenso moglich wie Prognosen fiir bedrohliche Hochwasserablédufe,
Uberschwemmungen und Flutwellen, je nach Topografie und Gewéssernutzung.

Ebenso eroffnen sich ungeahnte Moglichkeiten fiir hydrodynamische und statische
Untersuchungen mittels der kombinierten EFGM- und SPH-Methoden an z.B. Was-
serturbinen mit ihren Komponenten (Gehduse, Laufrad, Ein- und Ausldufe) und an
Spiralgehduse- und Rohrauflagerungen, ebenso an Stauanlagen und Talsperren unter
Einwirkung schwingender Wassermassen. Durch Einbeziehung der Methoden EFGM
und SPH in das Netzwerk einer auf Prognosen und Szenarien aufbauenden Talsperren-
iiberwachung kann eine weitgehende Automatisierung der Messwerterfassung und der
Datenverarbeitung erreicht werden.

Zusammenfassende Betrachtung

Herr Dipl.-Ing. Frank Zollner fertigte eine auftergewohnliche Dissertation, die sich so-
wohl durch theoretische Tiefe als auch durch glinzende paddagogische Aufarbeitung der
schwierigen Sachverhalte auszeichnet. Nachdem in jlingster Zeit aufgrund der vielfach
eingerichteten Zentren von Grofsrechenanlagen sich netzfreie Methoden vor allem in der
Physik innerhalb der letzten zwei bis drei Jahrzehnte durchgesetzt haben und in einer
forschungsintensiven Weiterentwicklung begriffen sind, war es nahe liegend, diese auch
dem Wasserbau, der Hydraulik und den Wasserbauwerken zu erschliefien. So eignen
sich zur Berechnung komplexer dynamischer Wasserbewegungen und Stromungsabléufe
die Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH) und zur statischen Untersu-
chung von Festkorpern die Elementfreie Galerkin-Methode (EFGM). Beide sind netzfreie
Methoden und lassen sich fiir eine ganze Reihe von Problemstellungen miteinander kom-
binieren.

Der Verfasser stellt diesen beiden Verfahren zunichst die einschlagigen Tragsicherheits-
nachweise fiir Stauanlagen, die Grundziige der Technischen Bruchmechanik und die Me-
thode der netzgebundenen finiten Elemente voran. Mit weit greifenden mathematischen,
physikalischen und festigkeitstheoretischen, geradezu akribisch durchgefiihrten Untersu-
chungsschritten werden die zwei netzfreien Methoden in deren Universalitit ausgearbei-
tet. Die unmittelbare Anwendung wird anhand von rund 20 iiberaus unterschiedlichen
Aufgabenfeldern mit kennzeichnenden Beispielen unter Beweis gestellt.

Die praxisnahe Handhabung der neuartigen Instrumentarien wird durch eine ausfiihrliche
Darlegung der modulartig aufgebauten, durch den Doktoranden selbstindig erarbeite-
ten Software in Verbindung mit anschaulichen, die Rechenabliufe dokumentierenden
Flussdiagrammen erleichtert.

Stuttgart, im August 2009 Jiirgen Giesecke
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Abstract

Implementation and application of meshfree methods
in fields of hydraulic structures and hydromechanics

Today’s numerical methods of structural analysis and hydromechanics commonly applied
in research and engineering such as the Finite Element Method (FEM) or the Finite Vo-
lume Method (FVM) are based on a mesh. Despite the availability of contemporary
sophisticated mesh generators the creation of this basic grid frequently becomes the
most time consuming phase of a numerical analysis. In cases of complex geometric sha-
pes the output of automatic mesh generators is unsatisfactory necessitating a manual
grid rectification, particularly in highly dynamic processes such as crack propagation in
terms of a fast changing body shape where each single time step requires an entire mesh
regeneration. Hence a proper automation of such simulation processes seems unfeasible
in many cases of applying mesh based techniques. Furthermore it has always been a
challenge to deal with variable discontinuities of material or state as transition from dry
to wet arising prevalently in the field of hydraulic engineering. Also the phenomenon
of particle separation occurring, for instance in splashy water, is currently difficult to
reproduce in a usual numeric framework. In a sense the use of a mesh is contradictory to
the nature of a fluid. So the application of conventional grid based numerical methods
in this field without extraordinary expense is limited. This thesis suggests an answer to
these deficiencies by the use of meshfree Methods. These methods are not based on a
grid, subsequently they are not suffering from the mentioned shortcomings. Two of these
gridless approaches are combined to cope with the interaction of solid bodies and fluid as
it is frequently the subject of hydraulic engineering investigations, for example within a
proof of dam stability. The Element Free Galerkin Method (EFGM) has been implemen-
ted for the analysis of displacement, stress and crack propagation of the barrage solid
state body. Emphasis is placed on the fracture mechanical issues due to the superiority
of this method compared with the Finite Element Method. Associated hydrodynamic
incidents are simulated by a developed module comprising the method of Smoothed Par-
ticle Hydrodynamics (SPH). Based on a two dimensional combination of both methods
numerical simulations to perform stability surveys according to the German technical
guideline DIN 19700 for instance concerning the transient water pressure and the crack
propagation caused by earthquake impact have been carried out. Moreover, this thesis
deals with a number of further simulations to demonstrate the wide variety of possibi-
lities mesh free methods are offering in the field of hydraulic engineering and general
problems of structural mechanics beyond the means of grid based approaches.



Basic concepts of numerical methods in structural mechanics

The elementary idea of mesh based approaches like the method of finite elements in
structural terms is to divide an entity into a number of subdomains of known mechanical
properties, fig. 1b. The vertices of such finite element are defined by nodes which are
the supporting points of the computation based on the principle of virtual work. Node-
connecting boundary lines of these subdomains are forming the element mesh, fig. 1la.
The virtual displacements of the supporting points are related to the stiffness of their
neighbouring elements. As shape and material properties of the elements are known, the
only missing link to obtain the element stiffness is the inner displacement distribution in
dependence to the displacement of the surrounding nodes. This correlation is expressed
by shape functions.
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(a) elements (nodes not shown) (b) single element (c) shape function of node 1

Fig. 1: FEM mesh and single finite element, shape functions

Shape functions define the distance-depending influence of node properties. From the
maximum at the location of the node the influence decreases to zero at the adjoining
nodes. Fig. 1c displays a linear shape function of node 1 of a quadrilateral element.
Summing up throughout the element of the shape function weighted displacement con-
tributions of all vertex nodes yields the displacement at each location inside the element,
fig. 2.

Fig. 2: FEM linear shape functions of three nodes

The strain within the element is obtained by differentiating the shape functions. So the
required parameters for applying the virtual displacement method are entirely available
now. In conjunction with the global boundary conditions an equation system can be
assembled to obtain the unknown nodal displacements. Similarly, this applies to other
field functions like temperature. The validity of such numeric analysis comes along with
the quality of the mesh in terms of the element shape. Extremely skewed shapes may
decrease accuracy or even lead to a numeric crash.



Meshfree Methods

The omission of the need for in-advance point mapping was the stimulus of many en-
hancements leading to the meshfree methods. Meanwhile quite a number of these grid-
less approaches have been introduced. Unlike mesh based algorithms, meshfree methods
approximate field functions entirely in terms of the nodal point, fig. 3. No pairwise in-
terrelationship has to be established in advance as the interpolating node-overlapping
shape functions are generated during the analysis.

S e e e

Fig. 3: Weighting functions of three nodes

In the year 1977, Lucy and Gingold |50| invented the method of smoothed particles
hydrodynamics (SPH) which has been extended for applications of fluid mechanics and
lately also of continuum solid mechanics. Fifteen years later, the first meshfree method
employing moving least squares interpolation (MLS) for generating the shape functions
have been proposed by Nayroles [62] by the diffuse element method (DEM). Sharing
the MLS shape function generating concept, Belytschko et al. [10] invented in 1994
the element free Galerkin method (EFGM). Mesh free methods are not dividing but
representing a domain by a set of nodal points. Nevertheless, apart from the way of
creating shape functions, these methods share main procedures with the finite element
method and other common numerical approaches. Following both meshfree methods
employed by this thesis are introduced in brief form.

The element free Galerkin method

The element free Galerkin method (EFGM) is approximating a field function by the use
of the Galerkin weak form. As mentioned above, the process computes shape functions
generated by the moving least squares interpolation to establish the connectivity of the
supporting points. These nodes can be randomly scattered as long as each node lies in
a sufficient number of neighboured node domains. Integral operations to assemble the
discrete equations are carried out by usual techniques such as the Gaussian quadrature.
As no mesh is required, the method is predestined to deal with discontinuities like a
propagating crack. Therefore, the element free Galerkin approach was implemented to
cover most of the solid mechanical surveys discussed in this thesis.

Galerkin weak form

The Galerkin weak form, used by meshless methods as well as by contemporary FEM
codes, represents the weak form of a differential equation by employing Hamilton’s prin-
ciple of energy and work. Therefore, a function is satisfied over a domain in an average
sense rather than in each single point. For stationary conditions the Galerkin weak form



of virtual work is expressed by

—/ selo dQ + / su’b dQ + / su’t dl' = 0 (1)
Q Q

r

where ¢ is the virtual displacement, u is the field function, b are the body forces, t are
boundary traction forces, € is the symbol of strain and the tensions are represented by o.
Virtual work resulting from real acting forces vanishes under application of the virtual
displacement 0.

Moving least squares interpolation

The interpolation by moving least squares (MLS) was introduced in 1981 by Lancaster
and Salkauskas [44] and forms a surface based on scattered nodes. For this reason, it
is utilized by the EFGM approach for generating the shape functions. Beside a nodal
weighting function w, the main components are a polynomial basis p and a number of
unknown location-dependent coefficients a(x). With these, the approximation of the field
function u, e.g. the distribution of displacement, can be written with n as the number
of neighboured nodes like

u''(x) = Zpi(x)ai(x) =p' (v)a(x) (2)

The point of interest is located at the Cartesian coordinates x while node locations are
symbolized by x;. Minimizing

J(x) = w(x —xi) [p(xr)a(x) — ul” (3)
=1
on condition 0.J(x)/da(x) = 0 leads to a linear equation system A(x)a = B(x)u with
A= Zwi(x)p(xl)pT(xf) and B = [w(x)p(X1), ..., w,(X)p(xy)] (4)
=1
Combining (4) and (2) yields
u~ ut(x) = p (x) A~ (x)Bx)u 5)
With the abbreviation of the shape function and it’s derivation with respect to ¢
®(x) = p’ (x)AH(x)B(x) P, = p?;A_lB + pTAEIB +p’A'B; (6)

the approximation of the field function can be expressed by u"” = ®u. For example, the
displacement u, at a random location x is calculated by

uy = Z ®(x)u; (7)



Weighting functions

The weighting function as a basis for the generation of the shape function defines the
nodal domain of influence. As the shape function inherits the continuity of the weighting
function it shall be monotonically decreasing within a finite radius, everywhere positive
and bear the partition of unity-property. Though the Gaussian curve fulfills all require-
ments but the limited domain, it is substituted by restrained spline functions to avoid
numerical expense. An example of such spline based weighting function is given by

2 — 4?4 4r® fiir r < 3
wx —x7) =w(r) =5 —4dr+4? -3 firi<r<i1 (8)
0 firr > 1

where w(r) is the weight in respect to the distance r of the coordinates of the node x;
and the point of interest x. Fig. 4 displays the spline function and the achieved field
function approximation.
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Fig. 4: Spline weighting function and achieved approximation

Boundary conditions

The EFGM model coded within the frame of this thesis enforces the essential boundary
conditions by the use of Lagrangian multipliers which can be regarded as a sort of counter
force exacting the required displacements at the essential boundaries.

A(x) = 2”: Ni(s)\; and O0A(x) = 2”: Ni(s)oN;  x€eT, (9)

The Lagrangian multipliers are symbolized by A, n is the number of nodes located at
the essential boundary I', and s is the spacing between, the Lagrangian polynomial is
written as INV. The integration of the acting forces on the natural boundary is covered by
a Gaussian quadrature carried out at Gaussian points within Gaussian cells. For these
cells the element free Galerkin method sometimes is regarded as not really mesh free.
But unlike in mesh based methods, this regular grid is nearly independent of the domain
shape and it’s sole purpose is locating the Gaussian quadrature points.



Obtaining the discrete equations

The equilibrium of forces in a solid is expressed as V-0 +b = 0 with the stress tensor o
and the vector of body forces b. Together with the Lagrangian multipliers the Galerkin
weak form is formed by

/5(VSVT) ; JdQ—/5vT-b dQ—/ vl dF—/ 67 (u—1) dF—/ vl Adl =0
Q Q Tt u u
(10)

with the test-functions dv. The domain is symbolized by €2, 1 is the displacement of the
essential boundary. From this, the discrete equations are obtained in matrix-form as

K G| |u f
IR )
with
KIJ:/B}FDBJ df) fI:/ @Ifdf+/<1>[bdﬂ
0 Ty Q

where K is the local stiffness matrix and f the global vector of force, and

Nk 0}

Ty

G[K:—/ (I)[NK dF

Solving the equations system yields the field function approximation u, for example the
displacement.

Smoothed particles hydrodynamics

For assessments of hydromechanical issues of this thesis the method of smoothed particles
hydrodynamics (SPH) has been programmed. SPH represents the fluid by a number of
freely time-step-wise movable particles smoothed by a weighting function across a finite
radius. Particles lying within domains of other particles are interacting e.g. in terms of
acceleration due to a density gradient. As SPH is similar to a weak form method, it is
more alike EFGM than it appears at first sight. Even SPH approaches employing the
moving least squares interpolation have been developed [16]. The major difference of both
approaches is the integral operation carried out within the SPH approach at the stage of
function approximation while this is performed by EFGM at the stage of assembling the
discrete equations. Physical quantities like the density of any particle or at a random
location are obtained by summing up the related properties of neighboured particles.
Therefore, SPH appears numerical stable without the requirement of a minimum number
of neighbouring particles and is particularly appropriate for cases of large deformation,
free surface flows and complex geometries. On the other hand, SPH shows an instability
in tension and the difficulties in enforcing essential boundary conditions have yet not



really been overcome. As mentioned, the basic algorithm of SPH is to approximate a
function F' by summing up the related distance-weighted nodal parameters. With the
Dirac delta function d this can be expressed by

o0 x=x

F(x) = /]Rd §(x' —x)F(x') dQy with §(x—x') = {0 £ Vxe (12)

Kernel functions

The contributions of each particle to the field function approximation are weighted by
a kernel function. Due to numerical difficulties dealing with the Dirac delta function
or the Gaussian curve, commonly spline curves W (x — x’, h) similar to the weighting
functions applied in the element free Galerkin method described above are employed as
SPH kernel functions. The point of interest is located at x, the particle coordinates are
notet as x’ and the smoothing radius is symbolized by h. Now, using the approximation
operator (---) (12) is changed into

/ W(x'—x,h)F(x') dQy (13)

Unlike the EFGM procedure, no further transformation beside summing up the weighted
particle properties is performed for generating shape functions. Therefore, the density as
the central SPH parameter can be calculated with mass m; of each neighbouring particle
as

N
j=1

With the approach described, the Navier-Stokes-equations are solved in a direct way
as (15) shows for the conservation of momentum. The vector of velocity is noted by v.

Dp ov”’ al oW,
Di = P 2V g (15)

i

Solid state model by applying particle counterforces

Reflecting the impact of short range forces only in fluids, common SPH algorithms take
no tensile forces into account. Aside from the fluid simulations an implementation of
continuum solid mechanics is suggested in terms of enabling tensile forces. Particles
are constrained to increase their distance by a counterforce F;; in dependence to the

exceedance Az of the primary distance z;; spanned by the neighbouring particles ¢ and j,
fig. 5.

Fig. 5: Counterforce F;; on particle j



Combining SPH and EFGM

Focused items of this thesis are caused by the interaction of storage lake fluid and the
dam solid state body. Fluid has been modeled by SPH while the latter is surveyed
with an EFGM model. The interface of both meshfree methods is put into effect by
hybrid particles, fig 6a. These particles appearing in both methods at the same position.
Actually each hybrid particle is represented by an EFGM node and the complementary
SPH particle. On behalf of the SPH model represented as special treated boundary
particles, in the EFGM model as natural boundary nodes adopting the forces of the
related SPH particle by Gaussian quadrature.

hybrid particles

o O O
o O O
o O O l .................... ‘
o O O
EFGM y
© o0 SPH |l EFGM
o O O ’ T
O 0 o o O [ e
interface
(a) Interfacing hybrid particles (b) Iteration cycle

Fig. 6: Combination of both meshfree models

Transient simulations are processed in a cyclic way, fig. 6b. The force of each SPH
boundary particle is applied to the related EFGM boundary node. Subsequently the
solid body displacements are calculated in the EFGM part providing the new positions
of the interfacing particles.

Numerical dam surveys and further applications

Mainly examined are topics related to evidences required by the German guideline DIN
19700 in case of earthquake impacts. In addition to stress analysis, crack propagation
and transient fluid pressure distributions are assessed.

Numerical crack propagation analysis

The types of crack causing loads are categorized as Mode-I, -II, or -I1I, fig. 7.

crack i
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Fig. 7: Crack modes I-111



In dependence of the relevant load types I and I related stress intensity factors K; and
Ky predicting the stress state at the crack tip.

K[ = hH(l) V 27T7"0'22 K[] = hH(l) V 27’(’/“012 (16)

The crack propagation continues as long as the material-dependent critical value Ky, is
exceeded. The relationship of K. and Ky, K;; is given by

W2, (KI +3EZ+ 8K§I>

(KI? +12K2, — Ki /K2 + 8K?1>

Several ways to obtain the stress intensity factors are discussed. One of them is the
J-Integral which represents the flow of energy to the crack tip, fig. 8. The amount of
available energy is arbitrative for the crack grow.

KIC =

(17)

3
2

crack —

Fig. 8: Path of crack tip surrounding J-integral

The integral is expressed by

J = / (wd:BQ - Tiggl ds) with J = % (K7 + K7;) (18)
r 1

where w is the density of strain energy, T is the force vector normal to the path. While "

means the surface of the path and E’ is the modified elastic modulus, the coordinates of

the local system are expressed by x; and z. The special values of both intensity factors

are obtained by the interaction-integral which superposes real and virtual conditions of

mode I or II.

Wedge effects by penetrating water

In conjunction with the time scale of earthquake oscillations of around 7Hz [87|, the
crack propagation velocities are considered to estimate the influence of a possible wedge
effect by water penetrating into the opening crack. The velocity of crack propagation in
concrete is around v — 200 - 500 m/s [71], [24]. Lawn and Wilshaw [45] were assuming
40% of the velocity of primary waves for the mentioned type of material. Experiments
by Du |27] and Belytschko [13] yielded crack propagation velocities around 15% of the
Rayleigh-velocity. Estimated by the Torricelli-equation v = y/2gH, the maximum flow
velocity of penetrating water in dependence of the total depth H is much slower than the



one of the crack propagation. So a wedge effect is negligible and the crack characteristics
will not change due to such appearance. Nevertheless, water later infiltrating into the
damaged zone may bear full hydrostatic pressure within a certain area. Yet, an iterative
crack process seems unlikely due to the usual pressure releasing drainage equipment of
dams.

Fracture mechanical implementation in EFGM

One of the advantages of meshfree methods is the easy implementation of discontinuities
achieved by cutting the weighting functions at the crack edges. So pairs of nodes positio-
ned opposite of a crack do not have influence on each other. To avoid stress singularities
at the crack tip this approach is modified to a diffraction effect so nodes close to the
crack tip exert certain influence round the corner, fig. 9.

Fig. 9: Diffraction round the crack tip

With the obtained stress distribution the above mentioned J-integral can be summed
up. In case the critical stress intensity factor is exceeded the crack extends by a certain
length to be chosen and a new iteration starts.

Examples of surveys

Transient water pressure distributions during earthquake impacts at the upstream side
of a gravity dam with a height of 14 m and a reservoir water depth of 10 m have been
assessed by a developed SPH model, fig. 10.

2m
-

2m¢

14p O™

B —

12m

Fig. 10: Shape of modeled dam
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By the resulting distributions of acting pressure forces, crack propagations within the
solid state dam body are analyzed by using the established EFGM code. Further si-
mulations employing the proposed solid state SPH approach are carried out. After the
minimum model dimensions concerning the reservoir have been determined according
to the Sommerfeld condition, earthquake accelerations of different intensities have been
applied on the liquid of the reservoir. Herewith, the point of time of maximum pressure
was identified, fig. 11.
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Fig. 11: Example of time dependent pressure curve at different depths

At this point of time, 0.17sec after the start of applying the horizontal acceleration,
a more detailed examination of the depth dependent fluid pressures acting on the dam
front side assumed as fixed was carried out. The results have been compared by the com-
monly used equation by Westergaard [85] and the analytical approach by Sharan [76].
High conformity with the mentioned references were found, fig. 12. Solely at very high
accelerations between 5.0 m/s2 and 10.0 m/s2 the pressures of deep sections are slightly
overestimated while shallow zones are somewhat underestimated. Close to the free fluid
surface and the bottom of the reservoir negligible numerical artifacts of the pressure dis-
tribution are visible. Based on stress distributions calculated by the developed EFGM
model with applying earthquake accelerations, the propagation of cracks was analyzed.
Employing the above mentioned numerical implementations of fracture mechanical prin-
ciples in an iterative manner, crack paths in conjunction with displacement and tension
distribution as exemplary displayed in fig. 13 have been obtained.
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Fig. 12: Depth dependent transient pressure distributions
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Fig. 13: Example of crack path

Further applications

Beyond the main topics a number of further simulations have been carried out. In par-
ticular the suggested SPH approach for solid state modeling opens new perspectives.
Herewith, heavy deformations are easy to be simulated as well as interactions of diffe-
rent materials like shown in fig. 14 with liquid in an elastic container. From splashing
water, overturning surface waves or overtopping of weirs up to vibration analysis and
density flow, the range of possible applications of meshfree methods seems nearly un-
limited.

Fig. 14: Falling half liquid filled container
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1 Einfiihrung

Die gingigen, heute in Forschung und Ingenieurpraxis verbreitet Anwendung finden-
den numerischen Methoden, beispielsweise die Methode der Finiten Elemente (FEM)
oder der Finiten Volumen (FVM), basieren auf einem Rechennetz. Die Erzeugung
dieses Rechennetzes stellt trotz des hohen Entwicklungsstandes heute erhiltlicher
Softwarepakete oft denjenigen Teil einer numerischen Analyse dar, der die meiste Be-
arbeitungszeit in Anspruch nimmt. Zwar stehen heute hoch entwickelte automatische
Netzgeneratoren zur Verfiigung, jedoch liefern diese bei komplizierten Geometrien haufig
kein zufrieden stellendes Ergebnis, womit das erhaltene Rechennetz einer intensiven
Nacharbeit bedarf. Insbesondere bei sich dynamisch &ndernder Geometrie, beispielswei-
se im Fortschreiten eines Risses gegeben, fillt dies besonders ins Gewicht, da eine voll-
standige Neuvernetzung fiir jeden einzelnen Zeitschritt des Rechenganges erforderlich ist.
Eine wirkliche Automatisierung ist dann nicht moglich. Dariiber hinaus stellen Teilchen-
ablosungen und wechselnde Material- oder Zustandsiiberginge wie zwischen trockenen
und benetzten Zonen, wasserbaulichen Problemstellungen inhérent, hohe Hiirden fiir her-
kommliche numerische Methoden dar. In gewissem Sinn widerspricht ein starres Rechen-
netz der Natur einer Fliissigkeit. Damit ist der Einsatz eines hierauf basierenden Ver-
fahrens in Hydromechanik und Konstruktivem Wasserbau eingeschrinkt. Die vorliegende
Arbeit schlagt Losungen auf Basis netzfreier Methoden vor. Diese benotigen kein Rechen-
netz und sind dadurch den genannten Einschrdnkungen nicht unterworfen. Der im Kon-
struktiven Wasserbau stets priasenten Interaktion zwischen Festkorper und Fliissigkeit,
beispielsweise im Zuge der Standsicherheitsuntersuchung einer Talsperre eine zentrale
Rolle spielend, wird durch die Kombination zweier netzfreier Methoden Rechnung ge-
tragen: Die Elementfreie Galerkin Methode (EFGM) wurde zur Analyse des Talsperren-
korpers hinsichtlich Verformungen, Spannungen und Rissbildung implementiert und ein-
gesetzt. Betont wird hierbei die numerische Umsetzung bruchmechanischer Vorgéinge als
Grundlage nach DIN 19700 zu fiihrender Nachweise bestimmter Bemessungssituationen,
da die Elementfreie Galerkin Methode hier besondere Vorteile gegeniiber der Methode
der Finiten Elemente aufweist. Zur Abbildung verbundener hydrodynamischer Prozesse,
insbesondere des instationdren Wasserdrucks infolge Erdbebens, wurde ein Programm-
modul auf Basis der Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH) entwickelt
und angewandt. Unter Kombination beider Methoden werden mogliche Ansétze mafk-
geblicher Talsperren-Nachweise aufgezeigt. Dariiber hinaus werden zahlreiche weitere
Simulationen vorgestellt, welche das breite Anwendungsspektrum netzfreier Methoden
in Konstruktivem Wasserbau und Hydromechanik sowie in allgemeineren Fragestellun-
gen der Mechanik veranschaulichen.
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1 FEinfiihrung

Statische Untersuchungen an Talsperren, sei es im Zuge einer Neuplanung oder im Rah-
men der Uberpriifung lterer Bauwerke, werden heute gewshnlich unter Zuhilfenahme
numerischer Methoden durchgefiihrt. Bei neu zu errichtenden Staumauern, welche oft
ein komplexes Tragverhalten aufweisen, kann nur so eine zeitgemife wirtschaftliche
Auslegung und Planung garantiert werden. Hier ermdglicht die computergestiitzte Be-
rechnung eine bessere Ausnutzung der Werkstoffeigenschaften und ein individuelles An-
passen an die ortlichen Gegebenheiten. Eine traditionelle, rein analytische Betrachtung
geht zwangslaufig mit einer Vereinfachung des Rechenmodells gegeniiber der realen Aus-
flihrung einher. Damit bleiben vorhandene Tragwerksreserven ungenutzt. Besonderes
gravierend kann sich dies bei der Uberpriifung bestehender dlterer Anlagen auswirken.
Aufgrund der heute geltenden technischen Richtlinien, die hohere Anspriiche an die Si-
cherheitsabstinde stellen als dies zum Zeitpunkt der Errichtung der Fall war, ist ein
Nachweis ausschliefilich mit analytischen Methoden dann haufig nicht zu erbringen. Nu-
merische Betrachtungen konnen in diesem Fall helfen, Staumauern sicherer zu beurteilen.
Das einer solchen Betrachtung zugrunde liegende Modell kann weitaus besser und detail-
lierter an die tatsdchlichen Bedingungen angepasst werden. Es ist damit moglich, aus-
sagekriftige Informationen {iber den tatsichlichen Kraftfluss und anderer mafgeblicher
Faktoren zu erhalten. Auch dynamische Vorginge wie Schwingungen werden realitéts-
nah abgebildet. Die erhaltenen Ergebnisse lassen damit eine sichere Beurteilung unter
hoher Ausnutzung der Werkstoffe und der Tragfihigkeit des Untergrundes zu.

Das heute gebréuchlichste numerische Verfahren fiir derartige Berechnungen ist die Me-
thode der Finiten Elemente (FEM). Hierbei wird das Kontinuum des Talsperrenkorpers
und des Untergrundes in eine endliche Anzahl geometrisch eindeutig begrenzter Ele-
mente diskretisiert. Die mechanischen Eigenschaften dieser relativ einfach geformten
Elemente, beispielsweise das Verformungsverhalten, ist bekannt und die Abhingigkeiten
aller Elemente konnen damit unter Einbezug der Randbedingungen zu einem l6sbaren
Gesamtgleichungssystem zusammengefiigt werden. Fiir Simulationen des Wasserkorpers
des Reservoirs oder Fliefivorgdngen wie der Unterstromung eines Bauwerks findet hiufig
auch die Methode der Finiten Volumen (FVM) Anwendung. Diese 16st im Rahmen eines
Eulerschen Ansatzes die Erhaltungsgleichungen innerhalb einer endlichen Zahl rdumlich
begrenzter Kontrollvolumina, den Gitterzellen. Zur Erzeugung des beiden genannten
Methoden zugrunde liegenden Netzes dienen im Allgemeinen automatische Netzgenera-
toren. Bei ausgepréigt heterogenen Strukturen, wie Talsperren sie aufweisen, bediirfen
die generierten Netze jedoch trotz hoch entwickelter erzeugender Algorithmen umfang-
reicher manueller Nacharbeit, da die Rechengenauigkeit mit der Giite und Dichte des
Netzes einhergeht. Besonders ins Gewicht fillt dieser Umstand bei sich stindig dndern-
den Randbedingungen hinsichtlich der Geometrie und der Krafteinleitung, wie dies bei
der Betrachtung des Fortschritts eines Risses der Fall ist. Gerade bei der Beurteilung der
Erdbebensicherheit dlterer Talsperren ist jedoch eine fundierte Analyse des Rissverhal-
tens unter extremer Belastung notig und in der betreffenden deutschen Norm DIN 19700
zwingend vorgeschrieben: Ein zum Stillstandkommen des Risses abhéingig vom Bemes-
sungslastfall spéatestens in Querschnittsmitte ist nachzuweisen. Fiir diese dynamische Be-
rechnung des Fortschreitens der Bruchzone ist ein iterativer Losungsansatz notig, welcher
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bei Anwendung der Finiten Elemente Methode ein Neuvernetzen zu jedem Zeitschritt
bedingt, da sich durch den fortschreitenden Riss die Geometrie fortwihrend dndert und
das Netz unmittelbar an diese gebunden ist. Eine nicht automatisierbare manuelle Nach-
bearbeitung des erhaltenen Rechennetzes ist dann fiir jeden Teilschritt erforderlich. Auch
andere Teilbereiche einer vollstindigen Standsicherheitsbetrachtung, beispielsweise das
Uberstromen des Bauwerks, sind mit netzbasierten Verfahren schwierig: Freie Fluidober-
flachen oder gar Teilchenablosungen stellen die Stabilitdt des Rechenvorgangs in Frage.
Damit ist mit der Anwendung der genannten Methoden zumindest fiir bestimmte Tei-
le einer Standsicherheitsuntersuchung, beispielsweise der Erdbebenlastfille, erheblicher
Aufwand verbunden.

Es bietet sich aus den genannten Erwigungen an, fiir den Tragsicherheitsnachweis von
Talsperren numerische Methoden anzuwenden, die kein an die zu untersuchende Korper-
geometrie gebundenes Netz voraussetzen. Diese Eigenschaft besitzen die in den letzten
Jahrzehnten entwickelten netzfreien Verfahren. Als élteste netzfreie Methode wurde die
Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH) 1977 von Bob Gingold, Joe
Monaghan [34] und unabhéngig von Leon Lucy [50] entwickelt. Neben der Netzfreiheit
weist SPH die Besonderheit einer selbststéndigen Anpassung der Rechenauflosung in
Form der Teilchendichte auf, was zusammen mit den fiir Partikelmethoden giinstigen
Randbedingungen im freien Raum ihre Anwendung zunéchst in der Astrophysik erklért.
Inzwischen wird diese Methode wie auch in der vorliegenden Arbeit besonders fiir die
Simulation von Fliissigkeiten verwendet, aber auch Ansitze zu elastodynamischen und
bruchmechanischen Berechnungen existieren mittlerweile. 1994 stellten Belytschko, Lu
und Gu [10] die Elementfreie Galerkin Methode (EFGM) vor. Sie weist enge Verwandt-
schaft mit der Methode der Finiten Elemente auf, jedoch werden die knoteniiberlappen-
den Ansatzfunktionen iiber ein spezielles oberflichenbildendes Verfahren entwickelt und
sind nicht an Elementgrenzen gebunden. Netzfreie Methoden bendtigen damit aufgrund
ihrer anders abgebildeten Stiitzstellenkonnektivitat primér kein Rechennetz. Die Prazi-
sion der Ergebnisse ist somit weit weniger stark an die Kérpergeometrie gekoppelt, eine
einfache, gut zu automatisierende Adaption ist moglich. Unter Einsatz der genannten
netzfreien Methoden wird einerseits die Betrachtung von Rissvorgéngen im Festkorper
des Talsperrrenbauwerks moglich, andererseits konnen auch realitdtsnahe Aussagen iiber
das Verhalten von Fliissigkeiten gewonnen werden. Die Interaktion des Wasservolumens
des Stausees mit der Talsperre bei Erschiitterungsvorgdngen kann nun prézise in die
Beurteilung einbezogen werden.

Netzgebundene und netzfreie numerische Methode teilen sich das Prinzip der Appro-
ximation eines Funktionswertes, beispielsweise der ortlichen Verschiebung, durch eine
per Ansatzfunktion gewichtete Summe des entsprechenden Freiheitsgrades benachbarter
Knoten oder Partikel. Die Ansatzfunktion stellt dabei den Zusammenhang zwischen der
Verschiebung der Knoten und den dazwischenliegenden Bereichen, etwa innerhalb der
Elemente, her. Dabei gewichtet die Ansatzfunktion nach der Entfernung vom Knoten.
In der Konstruktion dieser Ansatzfunktionen liegt der wesentliche Unterschied zwischen
den netzbasierten Verfahren und elementfreien Methoden: Die Konnektivitit der Knoten
eines FEM-Modells beispielsweise ist durch das dazwischenliegende Element definiert;
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1 FEinfiihrung

die Ansatzfunktionen enden exakt an den Knoten.

I
I
o \/L\* ‘o)

9

FEM-Ansatzfunktion uber vernetzten Knoten

Netzfreie Methoden hingegen weisen keine Vernetzung ihrer Knoten durch verbindende
Elemente auf: IThre Ansatzfunktionen erstrecken sich Knoten iibergreifend iiber einen
bestimmten Radius, der so zu wihlen ist, dass geniigend Knoten erfasst werden, enden
jedoch davon abgesehen unabhingig von deren Position.

Typische Ansatzfunktion netzfreier Methoden

Die Konnektivitit der Knoten wird bei netzfreien Methoden also nicht durch eine Vorab-
Vernetzung festgelegt, wodurch sich die erwéhnten Vorteile aufgrund einer weitgehenden
Unabhéangigkeit von der Korpergeometrie ergeben.

Es gibt mittlerweile eine zweistellige Zahl verschiedener netzfreier Methoden, die sich
jedoch weitaus weniger unterschiedliche Grundkonzepte teilen. Je nach Anwendungs-
zweck weisen sie unterschiedliche Eignungen und Schwichen auf. Fiir die Betrachtung
eines Festkorpers eignet sich die Elementfreie Galerkin Methode, auch Finite-Punkte-
Methode genannt. Abgesehen von der Elementfreiheit ist ihr Galerkin-Ansatz dhnlich
dem, wie er auch in der Methode der Finiten Elemente Anwendung findet. Das Verfahren
ist besonders robust hinsichtlich der numerischen Behandlung von Diskontinuitidten wie
Rissen. Die Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics hingegen ist durch ihre frei
beweglichen Partikel und der dadurch von vornherein enthaltenen zeitlichen Dimension
besonders zur Simulation von instationéren Fliissigkeitsbewegungen geeignet. Sie bildet
ein Fluidum als eine Menge von Teilchen ab, die ortlich ebenfalls nicht scharf begrenzt
sind, sondern #hnlich einer Gauf-Glockenkurve innerhalb eines bestimmten Bereiches
gewichtet sind. Jedes Teilchen besitzt bestimmte Materialeigenschaften, beispielsweise
die représentierte Masse, und gehorcht den Grundséitzen der Impulserhaltung, sodass
die Erhaltungsgleichungen automatisch auch fiir das gesamte Fluidum erfiillt sind. Die
Einflussbereiche der Partikel konnen sich gegenseitig iiberlappen. Hierdurch stellt sich
ein “weiches” Interagieren der Partikel untereinander ein, was dem Verhalten einer realen
Fliissigkeit sehr nahe kommt und dariiber hinaus eine numerisch aufwindige Kollisions-
kontrolle im eigentlichen Sinn iiberfliissig macht.

Die beiden im wesentlichen zu betrachtenden Systeme einer Talsperrenuntersuchung,
der Talsperrenkorper und das einwirkende Wasservolumen, kénnen mit diesen netzfrei-
en Verfahren in einfacherer Weise, als dies unter Verwendung netzgebundener Methoden
moglich wire, modelliert werden. Die vorliegende Arbeit stellt die beiden genannten Ver-
fahren vor und zeigt Moglichkeiten der kombinierten Implementierung und Anwendung
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im Rahmen der Betrachtung besonders von Erdbebeneinwirkungen beziiglich Wasser-
bauwerken auf.

Zum Inhalt

Zunichst werden im nachfolgenden Kapitel die grundlegenden Prinzipien elastizitéts-
theoretischer numerischer Modelle vorgestellt. Dies dient insbesondere dem leichteren
Verstdndnis der Elementfreien Galerkin Methode, die sich mit gédngigen numerischen
Verfahren wie der Methode der Finiten Elemente zahlreiche Eigenschaften teilt. Erwiahnt
sei beispielsweise das grundlegende Konzept der Verwendung von Ansatzfunktionen, der
Galerkin-Ansatz oder die Integrationsinstrumente. Daher geschieht die Darlegung dieser
grundsétzlichen Verfahrensweisen in Anlehnung an die Methode der Finiten Elemente.
Kurz werden auch die Grundlagen der Methode der Finiten Volumen beleuchtet, da
diese in dhnlichen Anwendungsfeldern zum Einsatz kommt, wie es auch fiir eine Ana-
lyse mithilfe der Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics zu erwarten ist. Das
dritte Kapitel fiihrt aufbauend auf die gelegten Grundlagen in die Elementfreie Galer-
kin Methode ein, betonend vor allem die besondere Konstruktion der Ansatzfunktionen
iiber das Moving-Least-Squares-Verfahren und die spezielle Behandlung der Randbedin-
gungen. Ebenfalls wird die gute Eignung der Methode zur Rissfortschritts-Simulation
hergeleitet, welche zur numerischen Behandlung der in DIN 19700 geforderten bruch-
mechanischen Nachweise gefordert ist. Im Folgenden schliefst sich die Betrachtung des
Weiteren im Rahmen dieser Arbeit angewandten netzfreien Verfahrens, der Methode der
Smoothed Particles Hydrodynamics, an. Obgleich der Fokus im Rahmen der vorliegen-
den Arbeit auf einer Anwendung des Modells zur Simulation von Fliissigkeiten liegt,
werden in kompakter Form Ansitze zur Festkorpermechanik mit SPH gezeigt. Damit
wird die besondere Universalitit dieser Methode deutlich, die sie fiir praktisch alle Be-
reiche des Wasserbaus einsetzbar erscheinen ldsst. Die Interaktion zwischen Festkorper
und Wasser durch numerische Modelle abzubilden, ist hier oft wesentlicher Bestandteil
einer Vielzahl unterschiedlichster Untersuchungen. Entsprechend der besonderen Eig-
nung der Elementfreien Galerkin Methode fiir festkorpermechanische Analysen und der
Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics fiir die Simulation von Fliissigkeiten
legt das folgende Kapitel die entwickelten Ansétze zur Kombination der beiden vorge-
stellten netzfreien Modelle dar. Hierbei wird besonders auf die Schnittstelle zwischen
Festkorper und Fluid an der wasserzugewandten Talsperrenseite eingegangen, an der
die wesentlichen Einwirkungen, welche im Rahmen eines Standsicherheitsnachweises zu
betrachten sind, auftreten. Fiir eine Talsperreniiberpriifung mafgebliche Simulationen
mithilfe beider numerischer Methoden finden sich im Folgekapitel “Modellierungen fiir
Talsperren”. Der konkreten Umsetzung in die Ingenieurspraxis dient zundchst die Dar-
legung der grundlegenden Konzepte des Nachweises nach DIN 19700. Neben den ein-
zuhaltenden Kriterien wird auf die Gewinnung der benotigten Parameter durch nume-
rischer Werkzeuge eingegangen. Die genannte Norm sieht einen Nachweis hinsichtlich
der zu erwartenden Linge eines in bestimmten Bemessungssituationen moglicherweise
auftretenden Risses vor. Daher werden die komplexen Vorgidnge beim Fortschreiten ei-
nes Risses nun hinsichtlich der bruchmechanischen Grundlagen und deren Umsetzung
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in den verschiedenen numerischen Modellen erortert. Im Zuge der vorliegenden Arbeit
wurden die verschiedensten Modellierungen mit den genannten Verfahren durchgefiihrt.
Kern ist die Kombination der Elementfreien Galerkin Methode und des Verfahrens der
Smoothed Particles Hydrodynamics zur Beurteilung der auftretenden Belastungen einer
Talsperre im Erdbebenfall. Im Vergleich mit bekannten Methoden wie der von Wester-
gaard [85] zeigt sich die Realitdtsnidhe der Ergebnisse. Um die breite Anwendbarkeit
der netzfreien Verfahren hervorzuheben, finden sich schlieflich auch zahlreiche weite-
re im Rahmen der vorliegenden Arbeit betrachteten Beispiele unterschiedlichster An-
wendungen auf dem Feld der Hydromechanik bis hin zur Seildynamik. Deutlich wird
hier die breitbandige Anwendbarkeit des Verfahrens der Smoothed Particles Hydrody-
namics auch fiir Festkorper-Betrachtungen unter Einsatz des zuvor dargelegten eigenen
Ansatzes. Die abschlieftende Betrachtung fasst besondere Eigenschaften und Heraus-
forderungen der vorgestellten Modelle zusammen und zeigt im Ausblick Moglichkeiten
der Fortentwicklung und Gebiete weiterer Forschung auf. Schliefslich wird im Anhang
die entwickelte Software vorgestellt, mit deren Hilfe die vorgestellten Modellierungen
durchgefiihrt wurden. Im Zuge der vorliegenden Dissertation ist ein umfangreiches Pro-
grammpaket auf Basis netzfreier Methoden entstanden. Die Software besteht einerseits
aus einem Modul basierend auf der Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics so-
wie einer Implementierung der Elementfreien Galerkin Methode andererseits. Eingabe-
und Visualisierungsmodule ermdglichen den effektiven Einsatz der vorgestellten Verfah-
ren. Weiter werden grundlegende programmtechnische Aspekte effektiver Algorithmen
fiir die integrierten Methoden, aber auch der Visualisierung der Ergebnisse diskutiert.
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2 Grundprinzipien numerischer
Methoden der Elastizitatstheorie

Ziel einer elastizitdtstheoretischen Untersuchung ist es, eine Aussage iiber den
Spannungs- und Verformungszustand eines Korpers unter bestimmten Randbedingun-
gen zu gewinnen. Hierzu miissen die zugrunde liegenden Differentialgleichungen gel6st
werden. Dies kann in einfachen Fillen analytisch erfolgen. Im Regelfall aber wird die
Komplexitit des zu betrachtenden mechanischen Systems, etwa einer Talsperre, dies
nicht ohne starke Vereinfachungen zulassen. Damit ist eine Ndherungslosung zu akzep-
tieren. Diese kann wiederum in geschlossener Form fiir das vereinfachte System erfol-
gen, oder mit einer diskreten Methode. Obwohl erstgenannter Ansatz bis in die jlingere
Vergangenheit iiblich war, so sind es heute wirtschaftliche und zeitliche Griinde, oder
verschirfte technische Richtlinien, die dem Ingenieur eine weniger vereinfachende Ana-
lyse auferlegen. Dies ist moglich mit diskretisierenden Modellen. Unter Diskretisierung
ist das Abbilden kontinuierlicher Grofsen, beispielsweise der Verschiebung, durch so ge-
nannte Ansatzfunktionen und unbekannte Verschiebungsvektoren an einzelnen verteilten
Rechenstiitzstellen, den Knoten, zu verstehen. Beide zuletzt genannten Losungsansitze
sind Approximationen. Jedoch kann ein diskreter Ansatz praktisch beliebig hoch aufge-
16st werden, womit préazise, ortlich detaillierte Aussagen iiber die mafigeblichen Zusténde
des Systems gewonnen werden konnen. Die hohe Auflésung geht dann aber mit einem
Umfang des zu losenden Gleichungssystems daher, der ein rechnergestiitztes Losen not-
wendig macht. Damit erklért sich auch der Durchbruch dieser Methoden innerhalb erst
der vergangenen 50 Jahre, obwohl theoretische Grundlagen und Matrizenverfahren schon
viel langer zur Verfiigung standen. Im Folgenden wird auf grundsétzliche Prinzipien nu-
merischer Methoden eingegangen. Aufgrund der engen Verwandtschaft zur Elementfreien
Galerkinmethode geschieht dies anhand der Methode der Finiten Elemente.

2.1 Direkte Steifigkeitsmethode

Die Direkte Steifigkeitsmethode (DSM) kann als Vorldufer und Basis der Methode der
Finiten Elemente angesehen werden. Sie weist einige deren Hauptmerkmale wie die Ver-
wendung von Matrizenformulierungen, Elementen und Knoten auf. Erste Ansétze hierzu
gab es bereits in den 1930er Jahren von Collar und Duncan [23] [30]. Der eigentliche
Durchbruch der matrizenbasierten strukturanalytischen Methoden kam mit den Ver-
offentlichungen Argyris’ in den 1950er Jahren [3|, der diese Methode neben weiteren
Personlichkeiten wie Jones [41] stetig zur Methode der Finiten Elemente fortentwickel-
te [7]. Veroffentlicht wurde das Verfahren erstmals 1959 von Turner [82| und wird im
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

Folgenden an [29] orientiert umrissen. Die Direkte Steifigkeitsmethode basiert auf der
generalisierten Feder-Analogie eines eindimensionalen Elements. Dessen den Bezug von
Kraft zu Verschiebung beschreibende Gleichung lautet:

F=k-u (2.1)

Hierin ist F' die wirkende Kraft, k£ die Federsteifigkeit und u die Verschiebung in
Kraftrichtung, Abb. 2.1.

F
Abb. 2.1: Feder

Im Falle des einfachen Fachwerktrigers wie in Abb. 2.2 gezeigt, entspriche die Federstei-
figkeit ks = EA/L, und der Zusammenhang zwischen wirkender Kraft F' = e
und Verschiebung d wird beschrieben durch F' = kyd = ETAd.

%M

L pA/L 2

(& (& e (&

yir Uyi yjr Uyj
e €. I I eyt

i xi : . x) x)

t J
Abb. 2.2: Fachwerktrager
Hierbei ist £ der E-Modul des Tragers, A seine Querschnittsfliche und L seine Lénge,
die Verschiebung d = ug; — ug;. In Matrixform ergibt sich fiir das finite Element “Fach-

werktrager” der folgende Ausdruck, wobei Matrizen und Vektoren in dieser Arbeit wie
allgemein iiblich in Fettschrift notiert werden:

£ = Keu® (2.2)
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2.1 Direkte Steifigkeitsmethode

Der obere Index © entspricht der Elementnummer. (2.2) lautet ausgeschrieben:

e

€. KE

zi vizi K :zesiyi K gmj K ;iyj Uy
qgi _ K ézxz Kiii Kyiwi Kpigi | | Wy (2.3)
Tj Kxjm K;jyi K;ij] K;jyj u;j
vi Kyjei Kyjyi Koy Kyl [0

Die Indizes 7 bzw. j sind die Nummern der beiden Knoten des 1D-Elements mit Index
¢, fiir dessen lokale Steifigkeitsmatrix K¢ somit auch notieren lasst:

1
EA |0

0
e 0
K= —- X (2.4)
0

Fiir das Gesamttragwerk bestehend aus sdmtlichen Tréigern lautet (2.1) in Matrizendar-
stellung analog:

f = Ku (2.5)
hierbei wird K als globale Steifigkeitsmatrix, f als globaler Kraftvektor und u als glo-
baler Verschiebungsvektor bezeichnet. f beinhaltet die Kréfte, welche in horizontaler
und vertikaler Richtung an den als gelenkig angenommenen Verbindungen aller Stibe
wirken und damit auch dufere Krafteinleitungen beispielsweise an den Systemréndern.
Die Verschiebungen aller Knoten wird durch u beschrieben, K legt den Zusammenhang
der Knotenverschiebungen u in Bezug auf die wirkenden Kriftekomponenten von f fest.
Fiir den in Abb. 2.2 heraus gelosten Verband auf der rechten Bildhélfte lautet (2.5)
ausgeschrieben, wobei bei den Vektoren der erste Index die Richtung, der zweite die
Knotennummer angibt:

fxl Kml:}:l Kml:pl Kzlyl Kml:vQ leyQ Kml:v?) Kmly3 Uz
fyl Kylzl Kylzl Kylyl Kyle Ky1y2 Kylzi’) Ky1y3 Uy1
fac? KxQzl Ka:2x1 Kac2y1 Km?x? Ka:2y2 Kx2z3 Ka:2y3 Ug2 (2 6)
fy2 Ky2x1 Ky2:c1 Ky2y1 Ky2x2 Ky2y2 Ky2x3 Ky2y3 Uy2 .
f:r3 KxBxl KxBxl Kz3y1 Kx3x2 Kz3y2 Kx3x3 Kx3y3 Uy3
_fy3_ _Ky3x1 Ky?)zl KyByl Ky3x2 Ky3y2 Ky3x3 Ky3y3_ _uy3

Zur Veranschaulichung der Bedeutung und Indexierung der Steifigkeits-Koeffizienten in
K kann gedanklich die Verschiebung

u=[001000]"

2.7)

auf das Tragwerk aufgebracht werden. Der aus (2.6) resultierende Kraftvektor wire folg-

lich

f= [lezZ Kyle Kx2x2 KszZ Kx3x2 Ky3x2]T

(2.8)
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

K142 beispielsweise wére dann die Kraft in vertikaler Richtung am Knoten 1, wenn
am Knoten 2 eine horizontale 1-Verschiebung aufgebracht wiirde. Die Steifigkeits-
Koeffizienten konnen somit als den Einfluss einer Verschiebung ausdriickende Parame-
ter angesehen werden. Uber gegebene Randbedingungen, welche auf bestimmte Knoten
aufgebrachte Krifte oder Verschiebungen festlegen, wird (2.6) losbar. Die Direkte Stei-
figkeitsmethode kommt aufgrund der einfachen homogenen Elemente einer raumlichen
Dimension ohne Ansatzfunktionen und den Einsatz von Energiemethoden aus. Sie ist je-
doch auf einfache Anwendungsfille beschrankt. Aufgrund dessen wurde sie zur Methode
der Finiten Elemente weiterentwickelt, welche universeller einzusetzen ist, jedoch zum
Preis einer aufwiandigeren Gewinnung der Systemmatrizen mithilfe von Ansatzfunktio-
nen zur Losung der “schwachen” Form der Differenzialgleichungen.

2.2 Starke und schwache Form der
Differenzialgleichungen, Galerkin-Formulierung

Die Diskretisierung, also die Reduktion eines Kontinuums zu einem endlichen algebrai-
schen System, kann auf drei Typen von Differenzialgleichungen fiihren: Die “starke”
Form, die “schwache” Form, oder eine Form der Variationsrechnung. Unter der starken
Form ist ein System von partiellen Differenzialgleichungen zusammen mit deren Rand-
bedingungen zu verstehen. Die schwache Formulierung driickt die starke Form der Diffe-
renzialgleichung aus durch ein gewichtetes Integral, von dem nicht mehr gefordert wird,
dass es an jeder Stelle exakt die Losung erfiillt, sondern dieser iiber einen bestimmten
Bereich gemittelt entspricht. Sie ist daher eine “schwichere” Formulierung des Problems.
Die variationale Form schlieflich ist ein Funktional, dessen Extremal-Bedingungen die
starke oder schwache Form erzeugen. Alle in dieser Arbeit besprochenen numerischen
Verfahren, ob mit oder ohne zugrunde liegendem Rechennetz, dienen der Lésung von
partiellen Differenzialgleichungen. Eine partielle Differenzialgleichung stellt einen Zu-
sammenhang zwischen einer Funktion, deren Ableitungen in verschiedene Richtungen
sowie eventuell weiterer Variablen her. Ziel der Losung einer solchen Differenzialglei-
chung ist es, die Funktion zu finden, iiber deren Ableitung eine Aussage vorliegt, was im
Rahmen der hier betrachteten Fragestellungen die Verschiebung ist. Als Beispiel sei die
Gleichgewichtsbedingung des einseitig eingespannten, durch die gleichméfige Langskraft
q belasteten Balkens mit der angenommenen Steifigkeit £A = 1 wie in Abb. 2.3 gezeigt
genannt

d*u
L (2.9)

Die Randbedingungen sind gegeben mit der Verschiebung u in achsialer Richtung

du?
dx? =L

u(0) =0 und =0 (2.10)
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2.2 Galerkin-Formulierung

— —> —» |

Abb. 2.3: Balken mit Steifigkeit FA =1

Ziel ist es, den Verschiebungsverlauf u(x) zu finden. Gleichung (2.9) stellt die starke For-
mulierung einer partiellen Differenzialgleichung dar. Die starke Losung wird an jedem
Punkt der Funktion exakt erfiillt. Die Methode der Finiten Differenzen beispielsweise
16st eine solche Formulierung durch Approximation nach Ubergang auf den Differenzen-
quotienten. Allerdings ist sie nur fiir regelméfige Geometrien und einfache Randbedin-
gungen anwendbar. Die meisten numerischen Modelle arbeiten daher mit der schwachen
Form, gleichbedeutend mit dem variationalen Ausdruck des Problems, welcher gegen
eine Testfunktion integriert wird. Diese Testfunktion ist oft identisch mit der Ansatz-
funktion, wie spéter verdeutlicht wird. Wie erwdhnt wird nun nicht mehr ein exaktes
Erfiillen der Losung an jedem Punkt, sondern lediglich im Mittel iiber einen bestimmten
Bereich verlangt. Mit dem Residuum, (2.9) entsprechend

#u
dx?

lautet die schwache Form mit der Testfunktion v

L/ d2u
U N odr=0 912
/ (dw? ) g (2.12)

Die Testfunktion soll die essentiellen Randbedingungen erfiillen, in diesem Fall
v(0) = 0. Gleichung (2.12) lautet umgestellt

L
/ @v dx —/ qu dx (2.13)
0

Partielle Integration liefert

=0 (2.11)

du dv du]™=" du dv du du
— ——d — = — ——d L)— 0)— 2.14
/0 dz dz o {U(x)da:]xzo /o drdr " ol )dq: a=L o )dx =0 (2.14)
Mit den zuvor genannten Randbedingungen
du?
wird (2.14) zur gesuchten schwachen Formulierung
du dv L
= dr = d 2.16
/ drdr /0 Qv ax (2.16)
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

Die in dieser Arbeit vorgestellten numerischen Methoden 16sen diese Formulierung durch
den Summations-Ansatz

N N
x) = Z ujp(x) beziehungsweise v(z) = Z bjo(x) (2.17)

wobei u; die gesuchten Knotenparameter sind, hingegen die Parameter b; beliebig ge-
wahlt werden konnen. Die Ansatz- bzw. Testfunktionen sind durch ¢ symbolisiert. N gibt
die Anzahl der Knoten an, iiber die aufsummiert wird. Eingesetzt in (2.16) ergibt sich

L N d¢ d¢ L N
/ > w2 Zb] i dx—/ 0> byos(e) da (2.18)
0o = X ; 0 -
Jj=1 1= 7=1
Nach Umordnung wird (2.18) notiert zu
N N L N L
dg; do; /

. ‘ - = , - 2.1
Zblzuj/o P =3 0b [ aods (2.19)
=1 J=1 =1

Nach Streichungen erhalten wir
dg; d¢i t
= ; d 2.2
Z / dx dx /0 4¢i d (2.20)

Betrachtet man nun mit (2.5) das zugrunde liegende Gleichungssystem Ku = f, so lésst
sich zuordnen:

dfb d¢z
und
L
i = i d 2.22
f / 4ér dz (2.22)

wobei u; die Elemente des Vektors der Unbekannten, in diesem Fall der Knotenver-
schiebungen sind. Diese Formulierung entspricht dem Galerkin-Ansatz, wie er sowohl
den meisten Finite-Elementen-Modellen als auch der Elementfreien Galerkin-Methode
zugrunde liegt. Dieser ldsst sich auch iiber eine Energiebetrachtung herleiten: Das Prin-
zip der minimalen Energie, auch “Hamiltonsches Prinzip” oder “Prinzip der minimalen
Wirkung” genannt, lautet mit dem Variationssymbol ¢

t2
5/ T_U+W dt =0 (2.23)
t

1

wobei t; und t5 Anfangs- und Endzeit symbolisieren, was fiir statische Betrachtungen
keine Rolle spielt. Die Kinetische Energie wird im dynamischen Fall durch

71 / pa’a df (2.24)
2 Ja
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2.2 Galerkin-Formulierung

ausgedriickt, wihrend der Anteil der Dehnungsenergie
1 T
U=—- [ e 0cdQ (2.25)
2 Ja
lautet und die Arbeit durch externe Kréfte im Korper und am Rand mit
W= / u’b dQ+/ u’t dr (2.26)
Q T

notiert wird, wobei u die noch unbekannte Feldfunktion in Form der Verschiebungen
ausdriickt, b Korperkrifte wie Gravitation sein kénnen und t Traktionskrifte auf dem
betreffenden Korperrand I'; des Gebiets 2 bezeichnet. Betrachtet man nun den statio-
niren Fall, so ldsst sich das Gesamtpotential vereinfacht als

H=U+WwW (2.27)
notieren. (2.23) wird damit zu
I=6U+W)=0 (2.28)

Nun werden Ansatzfunktionen N, gebildet, welche die unbekannten Feldfunktionen u
anhand der Knotenparameter ug iiber das Gebiet approximieren.

ur Y N, (2.29)

Die Konstruktion der Ansatzfunktionen geschieht in den unterschiedlichen Modellen auf
sehr verschiedene Art. Die erhaltene Approximation ist die durch die Ansatzfunktionen
gewichtete Summe iiber alle Knotenwerte, dessen Indices durch , angezeigt werden. Das
Grundgleichungs-System Ku = f wird damit durch die Ndherung

Ka=f (2.30)
ersetzt. Das Gesamtpotential lautet in dieser Formulierung

1
Il = 5ﬁTKa +a’f (2.31)

mit der symmetrischen Steifigkeitsmatrix K und dem Vektor der Krifte f. Die Bedin-
gung fiir das Minimum der potentiellen Energie, das Stationdrwerden des Funktionals
wie in (2.28) ausgedriickt, ldsst sich damit durch die n Einzelpotentiale der Elemente
darstellen zu

oI
ou
mo ot
g_ﬁ =% 4 —Kiu+d'f = (2.32)
oIl
ouy
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

(2.24), (2.25) und (2.26) in das Lagrangesche Funktional fiir Festkorper (2.23) eingesetzt
fiithrt auf

27 _ 1
/ {—— / selo dQ + / su”b dQ + / su’t dl + = / Spa’ dQ} dt =0 (2.33)
t1 2 Q Q r 2 Q

nachdem die Variationsoperatoren in die Integralterme iiberfiihrt wurden [46]. Unter
Anwendung der Variations-Kettenregel und partieller Integration wird (2.33) zu

to
/ {— / selo dQ + / su”b dQ) + / su’t dl' — / spu’ii dQ] dt=0 (2.34)
t1 Q Q I Q

Um vorstehende Gleichung fiir beliebige u zu erfiillen, muss der zeitabhéngige Integrand
verschwinden:

—/ 6clo dQ + / su’b dQ + / su’t dl' — / Spulii dQ2 =0 (2.35)
Q Q r Q

(2.35) ist die Galerkin-Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeit: Diese, geleistet
von den elastischen Kriften im Korperinneren und den adufseren Kriften, verschwindet
unter Aufbringung einer virtuellen Verschiebung §. Fiir statische Betrachtungen ver-
schwinden die zeitabhéngigen Terme und die Galerkin-Formulierung vereinfacht sich zu

— / selo dQ + / su”b dQ + / su’t dl' =0 (2.36)
Q Q

r

2.3 Implementierung der Randbedingungen

Die Grundgleichung Ku = f wird erst durch bekannte Randbedingungen 16sbar. Dabei
wird zwischen natiirlichen und essentiellen Randbedingungen unterschieden. Vereinfacht
ist unter natiirlichen Randbedingungen, auch als Neumann-Randbedingungen bezeich-
net, das Einwirken von Kriften zu verstehen. Sie sind Bestandteil der Formulierung und
treten als Randintegrale auf und werden automatisch von einer Losung der schwachen
Formulierung erfiillt. Unter essentiellen Randbedingungen sind die Gegebenheiten hin-
sichtlich der Verschiebungen zu verstehen. Essentielle Randbedingungen werden auch
Dirichletsche Randbedingungen genannt und legen den Wert der Verschiebung u an den
Randknoten auf I' fest. Sie miissen zusédtzlich zu der integralen Formulierung gefordert
werden. Eine Dirichlet-Randbedingung gibt damit einen Funktionswert direkt vor, da-
gegen gibt eine Neumann-Randbedingung die Ableitung eines Funktionswertes vor. Mit
einer Dirichlet-Randbedingung wird somit ein Freiheitsgrad direkt vorgegeben. Die zu-
gehorige Zeile und Spalte im Matrizensystem ist damit hinfillig. Zur Realisierung im
Modell sind zwei Verfahren iiblich, die im Folgenden skizziert werden [29].
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2.3 Implementierung der Randbedingungen

2.3.1 Lagrange-Multiplikatoren

M )\x M )\m
>\y Ay

(a) Randbedingungen (b) Lagrange-Multiplikatoren

Abb. 2.4: Lagrange-Multiplikatoren

Lagrange-Multiplikatoren kénnen als Kréfte interpretiert werden, welche an den be-
trachteten Knoten gerade zur gewiinschten Verschiebung fiihren, beispielsweise u; = 0
fiir ein Festlager, und sind daher quasi als Reaktionskréifte A zu betrachten, Abb. 2.4.
Ihre Anzahl pro Knoten entspricht der Anzahl der Freiheitsgrade; in einem zweidimen-
sionalen Modell gibt es somit auch jeweils zwei Lagrange-Multiplikatoren fiir die Knoten
der essentiellen Rander. Die Lagrange-Multiplikatoren gehdren zu den Unbekannten des
Systems und werden durch

Az) =) NA; (2.37)

fiir jeden Knoten auf den essentiellen Réndern interpoliert. Hierin ist N; das Lagrange-
Interpolationspolynom: Lagrange-Multiplikatoren werden zur Losung von Extremwert-
aufgaben von Funktionen mehrerer Verdnderlicher mit Nebenbedingungen eingesetzt,
beispielsweise der Funktion z = f(x,y) mit der Nebenbedingung ¢(x,y) = 0. Statt nun
die Gleichung der Nebenbedingung nach einer Variablen aufzulésen und in die Gleichung
z = f(x,y) einzusetzen, sodass eine Gleichung mit nur noch einer Variablen vorliegt,
wird durch Linearkombination der Funktionen f(x,y) und ¢(x,y) eine neue kiinstliche
Funktion L(z,y, ), die Lagrange-Funktion, definiert:

L(z,y,A) = f(z,y) — Ap(z,y) (2.38)

Der Parameter A ist der unbekannte Lagrange-Multiplikator. Die Extremwerte der ur-
spriinglichen Funktion f(x,y) und der Lagrange-Funktion L(z,y, \) sind identisch, weil
stets ¢(x,y) = 0 gilt. Die notwendigen Bedingungen fiir die Existenz eines Extremwertes
der Lagrange-Funktion ergeben sich mit den Ableitungen f,, f, bezichungsweise ¢,
¢, in beide Richtungen x und y zu:

L,x = f,x —0- QO(JT, y) - )‘(;0750 - f,x - )\90736 =0 (239)
Ly=f,—0-0(xy) —Xp,=Ff,—Apy, =0 (2.40)
Lx=0-1-¢(x,y)=p(,y) =0 (2.41)
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

Die Auflosung dieses Gleichungssystems liefert die Extremwerte von f(x,y) unter Erfiil-
lung der Nebenbedingung ¢(x,y) = 0 und der Bedingungsgleichungen:

fz=2Aps=0 — )\:& fy=Apy, =0 — )\:& und damit &:&
P Py P Py
(2.42)

Beispiel: Ermittlung der kleinstmoglichen Oberfliche A eines Zylinders mit Radius r
und Héhe h bei vorgegebenem Volumen Vj [53]:

Ay = f(r,h) = 27rh + 2702 (2.43)
Mantelfliche  Deckelflichen
Nebenbedingung:
V=mr*h=Vy, — o(r,h)=7mrh—V;=0 (2.44)

Anwendung der Lagrangeschen Bedingungsgleichungen

fr=2mh+ 4mr fn=2mr ¢, = 2mrh on=mr* (2.45)
fiihrt auf
2rh + 4 2 Vi
-~ e — 210

Es ergibt sich ein Vektor aller Lagrange-Multiplikatoren des Systems. Der entsprechende
Uberschuss an Unbekannten ist eben durch die bekannten Randbedingungen ausgegli-
chen. Aus Ku = f wird damit

K AT] [u f
A B )
Hierin ist Au = b das Losungssystem aller essentiellen Freiheitsgrade. Die Losung des

Systems hat A und u zum Ergebnis. Die Reaktionskriifte sind dann mit — AT\ definiert.
Mit dem Differenzial-Operator

L _ (2.48)

o o
Flofle o

und dem Verschiebungsvektor u = [u v]7 ergibt sich fiir die Galerkin-Formulierung mit
Lagrange-Multiplikatoren

/ §(Lu)'D(Lu) dQ— / su’b dQ— / su’t dI'— / SATC(u) dQ— / M5C(n) d2 =0
Q Q Tt Q Q
(2.49)
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C(u) = [Cy(u) Cy(u) ... Ci(u)]" ist hierin der Vektor, der nicht durch die Approxi-
mation erfiillten Bedingungen. Fiir den ebenen Spannungszustand gilt mit dem Elasti-
zitdtsmodul F und der Querdehnzahl p fiir die Dehnungssteifigkeiten

DESZ =

I
Z et oo (2.50a)
L=12 10 o

wahrend fiir den ebenen Verzerrungszustand

E(1 — p?) R
Dgivz = a 1 0 (2.50Db)
A+wd =20 [ 1(—&
2(1—p

gilt. Die Verfahrensweisen sind fiir netzbasierte und netzfreie Methoden prinzipiell gleich.

2.3.2 Penalty Methode

Neben der Darstellung der Randbedingungen durch Lagrange-Multiplikatoren ist die
Penalty-Methode gebrduchlich. Die Penalty-Methode kann man sich anschaulich vorstel-
len, als ob ein weiteres Element einer definierten Steifigkeit eingefiihrt wiirde, welches die
Verschiebung bestimmter Knoten beeinflusst. Dieses Element wird rechnerisch identisch
eines normalen Elements behandelt. Abb. 2.5 zeigt ein Penalty-Element, mit dem die
Verschiebungen des zweiten und sechsten Knotens “gleichgeschaltet” werden: us = ug.

1 2 3 4 5 6 7

Abb. 2.5: Penalty-Element zwischen zweitem und sechstem Knoten

Nach der Grundgleichung Ku = f ergibt sich mit dem zu wéihlenden Gewicht w des
Penalty-Elements

1 1 uy| ;enalty
w |:_1 1 :| |:u6:| - |: 6penalty (251)

Hiermit ergibt sich nun eine gednderte globale Steifigkeitsmatrix K. Im gezeigten Beispiel
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

ist
[ K1 Ko 0 0 0 0 0]
K12 K22 +w K23 0 0 —w 0
|0 Ky Ky Ky O 0 0
K= 0 0 Ky Ku Ky 0 0 (2.52)
0 0 0 Ky Kss K 0
0 —w 0 0 K56 K66 +w K67
| 0 0 0 0 0 Kg K

Auch die Formulierung K = K+K ist moglich, wobei K eine Diagonalmatrix mit den
Penalty-Gewichten ist. Zur Losung des Gleichungssystems Ku = f, wobei gilt 1 = u und
f=f , muss die Invertierbarkeit von K gewihrleistet sein. Das Penalty-Gewicht w kann
deshalb nicht unendlich grofs gewéhlt werden. Hierdurch entsteht ein Fehler, im obigen
Beispiel ug —us # 0, dessen Grofe vom elektronisch verarbeiteten Variablentyp abhéngt.
Fiir die Galerkin-Formulierung ergibt sich unter Verwendung der Diagonal-Matrix der
Penalty-Faktoren

o 0 0 0
10 ay 0 0

1o 0 ... 0 (2.53)
0 0 0 o

der Ausdruck

/Qé(Lu)TD(Lu) aQ — /Q su’b dQ — /Ft su’t dl — /Q SC(u)TaC(u) dQ =0 (2.54)

2.4 Numerische Integration, Gaull-Quadratur

Zur Berechnung der Elementmatrizen, beispielsweise der Steifigkeitsmatrizen, oder zur
Erfassung von Kriften, miissen die Ansatzfunktionen aller bezogenen Modellkonzepte
integriert werden. Diese Integration geschieht iiblicherweise mithilfe der Methode der
Gaufkquadratur iiber bestimmte Stiitzstellen der Ansatzfunktionen. Mithilfe der Gauf-
quadratur lassen sich generell Integrale der Form

b
/ F(z)w(x) dx (2.55)
numerisch 16sen. Hierbei wird das Integral durch eine gewichtete Summe
> Faw(x;) (2.56)
i=1

ersetzt. Die Gewichte sind dabei w; bis w,, x; bis x,, die Abszissen der Stiitzpunkte, n
ist der Grad der Quadratur. Naher zur Mitte liegende Stiitzpunkte werden dabei stirker
gewichtet als dufsere Punkte, in Abb. 2.6 durch den Radius der Stiitzstellen dargestellt.
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2.4 Numerische Integration, Gaufs-Quadratur

1D 2D
1
[ [
-1 ° IO o1 -1 0 1
[ [
-1

Abb. 2.6: 4-Punkt-GauRquadratur fiir 1D und 2D

Eine Gaufiquadratur mit nur einer zentralen, mit Faktor 2 gewichteten Stiitzstelle x;o
entspricht der Trapezregel bzw. Riemann-Summation, Abb. 2.7.

Ya

/‘

0S| /- \\

/ €o F(x)

Abb. 2.7: 1-Punkt-GauBquadratur

Fiir die Berechnung des Integrals ist somit lediglich die Berechnung von n Funk-
tionswerten f(&;) an den Stellen & bis &, jeweils im Intervall z;_; bis x; erforderlich.
Diese beziehen sich auf ein Intervall von -1 bis 1. Funktionen sind daher auf dieses
Intervall zu projizieren, was mithilfe der Jacobi-Matrix geschieht. Dennoch ist die Gaufs-
Quadratur ein Verfahren hoher Genauigkeit, soweit die zu integrierende Funktion gut
durch ein Polynom approximiert werden kann. Fiir Polynome vom Grad 2n ist das Ver-
fahren sogar exakt. Zweidimensionale Berechnungen summieren iiber beide Richtungen,
wobei die Gewichte multipliziert werden:

DY Fla, oj)w()w(z;) (2.57)

i=1 j=1
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

Tabelle 2.1 listet Abszissen und Gewichte fiir die Quadratur mit 4 Stiitzpunkten auf,
welche in der vorliegenden Arbeit bevorzugt eingesetzt wurde. Fiir Quadraturen anderer
Grade existieren umfangreiche Tabellenwerke.

Tab. 2.1: Gewichte und Stiitzpunktabszissen fiir 4-Punkt-GauRk-Quadratur

Abszissenwert &; Gewicht w;

-0.861136311594053  0.347854845137454
-0.339981043584856  0.652145154862546
0.339981043584856  0.652145154862546
0.861136311594053  0.347854845137454

2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

Die konkrete Umsetzung der zuvor beschriebenen Verfahren soll im Folgenden anhand
der Methode der Finiten Elemente aufgezeigt werden. Diese weist zahlreiche Paralle-
len zu der in dieser Arbeit diskutierten Elementfreien Galerkin Methode auf, ist jedoch
durch einfacher konstruierte Ansatzfunktionen zunéchst leichter zu tiberblicken. Die Me-
thode der Finiten Elemente 16st die schwache Form der Differenzialgleichungen durch
Einfiihrung von Ansatzfunktionen unter Ausnutzung des Prinzips der Minimalen Energie
beziehungsweise der Virtuellen Verriickungen. Die Methode beruht auf einem Rechen-
netz: Die Finiten Elemente sind an ihren Eckpunkten, den Knoten, verbunden. Das
Rechennetz definiert die Konnektivitdt der Knoten, also den Grad ihrer gegenseitigen
Beeinflussung. Der Grundstein zur Entwicklung dieser numerischen Methode wurde in
den 1950er Jahren beim Luft- und Raumfahrt-Konzern Boeing mit der Formulierung der
vorgestellten Direkten Steifigkeitsmethode gelegt. Deren Grundprinzipien bilden noch
immer die Basis auch moderner FEM-Pakete. Bereits in der zweiten Hélfte der 1950er
Jahre bestanden FEM-Formulierungen, welche Ansatzfunktionen, isoparametrische Ele-
mentformulierungen und Rayleigh-Ritz-Prinzipien aufwiesen. IThren Weg vom alleinigen
Einsatz in der Luftfahrtindustrie hin zu einer breit geficherten Anwendung in praktisch
allen Ingenieurs-Aufgabenfeldern fand die Finite-Elemente-Methode neben Olgierd C.
Zienkiewicz [95] vor allem durch John Argyris [4] [5] [6], welcher seit 1959 Professor
an der Technischen Hochschule Stuttgart (heute Universitit Stuttgart) tétig war. Auf-
grund zahlreicher positiver Eigenschaften ist die Methode der Finiten Elemente heute
zum Standardwerkzeug der Ingenieurwissenschaften und Forschung geworden:

e Die Methode der Finiten Elemente ist bewahrt und akzeptiert
e Problemlos bei einfachen Geometrien
e Randbedingungen einfach zu implementieren

e Umfangreiche Pakete und Elementbibliotheken verfiigbar
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2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

Jedoch sind auch Nachteile zu verzeichnen, etwa:
e Generierung des Netzes bei komplexen Geometrien schwierig
e Wandernde geometrische Diskontinuitdten, etwa Risse, nur schwer darstellbar

Die Nachteile wirken sich insbesondere bei Fragestellungen, welche wie in der vorliegen-
den Arbeit die Behandlung von Diskontinuitdten zum Gegenstand haben, gravierend aus.
Auch wenn die automatischen Netzgeneratoren eine starke Weiterentwicklung erfahren
haben, so ist ein manuelles Nacheditieren meist unumgénglich; die Netzgeneration ist
damit bestenfalls als halbautomatisch zu bezeichnen. Zwar ist eine Triangulation prin-
zipiell immer moglich, jedoch weisen Dreieckselemente bei gleicher Dichte eine niedrige-
re Genauigkeit auf als beispielsweise quadrilaterale Elemente, welche jedoch wiederum
schwieriger zu vernetzen sind. Eine per FEM durchgefiihrte Rissanalyse beispielswei-
se bedarf fiir jeden Zeitschritt einer erneuten Netzgeneration, da sich die Geometrie
des Korpers stets dndert. Im Folgenden wird die Umsetzung der im vorherigen Kapitel
eingefiihrten numerischen Ansétze im Rahmen der Finite Elemente Methode orientiert
an [29] dargelegt.

2.5.1 FEM-Formulierung mithilfe des Prinzips der minimalen
Energie

Grundidee der Methode der Finiten Elemente ist es, das komplexe Kontinuum eines
Korpers in eine endliche Zahl kleiner endlicher Elemente definierten Verformungsver-
haltens zu unterteilen. Zur Beschreibung dieses Verformungsverhaltens, der Steifigkeit
der Finiten Elemente, werden Energiemethoden angewandt. Die Dehnungsenergie eines
Volumens V' erhilt man mit der Forménderungs-Energiedichte

ou
i = 2.58
o J 8%’ ( )
welche der Dehnungsenergie pro Volumeneinheit entspricht
1
U= —oe (2.59)
2
zu
1
Uy = —/ oe dV (2.60)
2 Jy

Im betrachteten eindimensionalen Fall entspricht 0 = Fe und € = u , = Z—Z. Die dufsere
Arbeit setzt sich zusammen aus

e verteilten Kréften p, beispielsweise aus Beschleunigungen

e an den Rédern eingeleiteten Kriften P, etwa Wasserlast, Auflagerreaktionen
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

Die eingeleiteten Krifte rufen dquivalente innere Kréfte hervor, sodass sich beispielsweise
fiir die aufsere Arbeit W iiber die Lange L eines stabférmigen Korpers notieren lasst

L
W = / qudz (2.61)
0
Das Gesamtpotential ergibt sich zu
n=v-w (2.62)

und héngt nur von der Verformung u(z) ab. Im Zuge des Energieverfahrens wird nun
mit u(z) = u*(x) + du(x) iber u variiert, wobei u*(x) der exakte Verschiebungsverlauf
ist. Die infinitesimale virtuelle Verschiebung du(x), die das System in die neue Gleichge-
wichtslage u + du verschiebt, muss kinematisch zuléssig und moglich sein. Die Randbe-
dingungen, in Beispiel aus Abb. 2.3 mit u(0) = 0 gegeben, miissen eingehalten werden.
Weiterhin muss die Variation stetig sein:

u(z) € Cy in z € [0, L] (2.63)

u(x) + ou(x)

Abb. 2.8: Variation uber u

Zur Unterscheidung vom Differenzial du wird das Symbol § verwendet. Mathematisch
darf das Verschiebungsinkrement, von oben genannten Einschrinkungen abgesehen, als
Differenzial behandelt werden. Zum identisch notierten Kronecker-Delta-Symbol besteht
keine Beziehung. Infolge der virtuellen Verschiebungen du; stellen sich virtuelle Verzer-
rungen ein:

1
Ocij = 50 (uij + uja) (2.64)
Es gilt mit
SW; = §W, (2.65)

dass ein deformierter Korper sich dann im Gleichgewicht befindet, wenn die Arbeit in-
folge einer virtuellen Verriickung der inneren Krifte dW; gleich der Arbeit der duferen
Kréfte 6W, ist. Aus der Forderung der kinematischen Zuléssigkeit folgert, dass Reakti-
onskréfte unverschieblicher Auflager hieran keinen Anteil haben. Fiir elastische Korper
gilt

oW; = 6Il; und oW, = -0,
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2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

Das Prinzip des Minimums des Gesamtpotentials besagt, dass die exakte Losung fiir die
Verschiebung u* diejenige ist, welche das Gesamtpotential II minimiert:

ST =0 (2.66)

Dies ist identisch mit der Aussage, dass das Gesamtpotential eines Korpers in der Gleich-
gewichtslage minimal ist.

2.5.2 Diskretisierung

Bleiben anders als im obigen Beispiel die Eigenschaften, beispielsweise der Querschnitt,
nicht tiber die gesamte Linge konstant, so wird eine Aufteilung in einzelne Elemente,
also eine Diskretisierung, notig. Diese nicht zwingend gleichférmigen Elemente weisen
intern konstante Eigenschaften auf und werden im eindimensionalen Fall durch je 2
Knoten, welche sie sich mit benachbarten Elementen teilen, begrenzt. Abb. 2.9 zeigt das
diskretisierte Modell eines einseitig eingespannten Balkens wie in Abb. 2.3 dargestellt.

Knoten

/1N
\/

Elemente

Abb. 2.9: Diskretisierung durch Knoten

Das Gesamtpotential des Stabes iiber die Linge L setzt sich nun aus den Potentialen
der einzelnen Elemente zusammen:

=0 +T+ 1 + I + ...+ 1" (2.67)
n ist hier die Anzahl der Elemente. Das gilt auch fiir die Variation

ST = OIT" + STI% + OI1° + §1I* + ... 4 611" (2.68)
Das Potential des Einzelelements ist:

oll¢ = oU° — oW* (2.69)
und damit gilt

SIT' + OIT1% + 6IT° + II* + ... + S1I" = 0 (2.70)

Aus dem Fundamentalsatz der Variationsrechnung leitet sich ab, dass zur Erfiillung
von (2.70) ein Verschwinden der Einzelpotentiale der Elemente erforderlich ist:

ST1¢ = 0 (2.71)
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

Da die Eigenschaften der einzelnen Elemente, beispielsweise die Steifigkeit, nicht zwin-
gend identisch sind, ergeben sich lediglich abschnittsweise lineare Verschiebungsverliufe,
Abb. 2.10.

&VV

Uy

Abb. 2.10: FEM Verschiebungs-Diskretisierung

2.5.3 Ansatzfunktionen

Das energetische Potential eines Elements ist unmittelbar an den internen Verschiebungs-
verlauf gebunden. Es muss daher ein Verfahren gefunden werden, welches es erméglicht,
von den (bis dato unbekannten) Verschiebungen der Knoten auf die Verschiebungen an
jeder Stelle innerhalb des Elements zu schliefen. Dies geschieht mit Hilfe der Ansatzfunk-
tionen, auch Formfunktionen oder Hutfunktionen genannt. Im einfachsten Fall handelt
es sich hierbei um keilférmige lineare Funktionen, welche an den Knoten den Wert 1
aufweisen und linear auf 0 am gegeniiber liegenden Knoten abnehmen, Abb. 2.11.

T —x; T — x;

Nf=1- l beziehungsweise Ni = l (2.72)
1
N7

0
e |1

0 il

6 »

O O
n; n;

l

Abb. 2.11: Lineare Ansatzfunktion

Aus mathematischer Sicht entsprechen die Ansatzfunktionen den Testfunktionen des
Petrov-Galerkin-Verfahrens zur Losung partieller Differenzialgleichungen, Abschnitt 2.2.
Ansatz- und Testfunktion sind in diesem Fall identisch. Die Verschiebung an Stelle x
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2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

innerhalb des Elements ist damit definiert als Summe der iiberlagerten Anteile der beiden
Ansatzfunktionen der abschlieffenden Knoten:

u(x) = Nfu§ + Nju§ = [Nf N{] [5":

J

} — Nu® (2.73)

Der Einflussbereich eines Knotens erstreckt sich iiber die unmittelbar benachbarten Ele-
mente und endet exakt an deren Grenzen, Abb. 2.12:

Niel T € e
Ni(z) = ¢ NP x € ey (2.74)
0 T ¢ e, e
1
N | N2
0 0
€1 €2
N1 n; i1

Abb. 2.12: Einflussbereich des Knotens n;

Zur Vereinfachung wird ein lokales elementinternes Koordinatensystem eingefiihrt, die
natiirlichen Koordinaten. Hierbei ist
— T . . d
=1 : Yi und damit  de=ldf  sowie  df = 79“"
Nun lasst sich die Dehnung innerhalb des Elements iiber die erste Ableitung der Ansatz-
funktion in Abhéngigkeit der Verschiebungen ausdriicken zu:

(2.75)

e

_ [ane  Ne] (U
e = [dw dx} {uj (2.76)

Da die Ansatzfunktionen linear sind und damit deren erste Ableitung konstant, ergibt
sich eine iiber das Element ebenfalls konstante Dehnung. Als Konsequenz weist der
Dehnungsverlauf des Korpers an den Knoten Spriinge und damit Unstetigkeiten auf.
Dies ist ein wesentlicher Nachteil der Methode der Finiten Elemente in Kombination
mit linearen Ansatzfunktionen. Kompensiert werden kann dieses im Widerspruch zum
natiirlichen Materialverhalten stehende Ergebnis durch

e Hohe Knoten- und Elementdichte, was durch hohen Rechenaufwand erkauft wird
e Elementtypen hoherer Ordnung

e FEinen “weichzeichnenden” Postprozessor, welcher die Dehnungsspriinge glittet,
Abschnitt 2.5.5. Hierdurch werden jedoch ortliche Ungenauigkeiten in Kauf ge-
nommen.
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

Mit der Definition der értlichen Dehnungsmatrix fiir das betrachtete Beispiel

B=-[-1 1] (2.77)

~| =

wird (2.76) in Matrizenform notiert zu:
e = Bu® (2.78)

Mit den nun iiber die Ansatzfunktionen in Abhéngigkeit der Knoten an jeder Stelle
innerhalb des Elements definierten Verschiebungen ergibt sich die Dehnungsenergiedichte
eines einzelnen Elements zu

1
U¢ = §(ue)TKeu8 (2.79)

und die externe Arbeit kann iiber
wWe = (u*)’'te (2.80)

beschrieben werden, wobei f¢ der Vektor der duferen Krifte, welche am Einzelelement
angreifen, ist. Das Stationdrwerden des Potentials des einzelnen Elements nach (2.71)
nimmt nun durch die Definition der Verschiebungen u® im Element iiber die Formfunk-
tionen N folgende Gestalt an:

oI1e
OII° = (u®)” = (u)” [Keu® — £] =0 (2.81)
Im Falle des eindimensionalen Elements mit der Steifigkeit E'A ist
1
U = 5/ eEAel d¢ (2.82)
0
und
e=cl =)' B (2.83)

Die Dehnungsenergiedichte eines Elements lésst sich weiter ausschreiben zu

e 1[-1 1 ug
Ue = 5/0 [uf ul] 7 { ) } EAS -1 1] [u] I d¢ (2.84)

J

bzw.
e 1 e e ' EA 1 —1 Uf
U = § [Uz ’LLJ} /0 Z_Q |:_1 1 ] ldg |:U§:| (285)
und kann zusammengefasst zu

U® = (u®)" K°u® (2.86)

DN | —
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2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

Hierin ist K¢ die ortliche Steifigkeitsmatrix, welche sich in Abhéngigkeit der ortlichen
Dehnungsmatrix B im Falle des eindimensionalen Elements schreiben lasst zu

1 1
KG:/ EAB"BI dg:/ E—f { ! _1] I d¢ (2.87)
0 o |71 1

Die dufsere Arbeit ist das Integral der Belastungen ¢ lings des Elements, also im Intervall
[%’ $i+1]3

Tit1 1 1
We = dx = NTu¢l d¢ = (u®)” {1_§}ld— f'ge (2.88
| o= [ oNTwras = @) [l 6 e @) s

i

Die Beziehung zwischen ¢ und f€ stellt

fe:/olq[lgg}zczg (2.89)

her. Einfache lineare Ansatzfunktionen mit Cy-Stetigkeit, also einfacher Ableitbarkeit,
konnen bereits bei einfachen Balkenelementen, welche in ihrem Verschiebungsvektor
u® = [ v 0; vy 0y |7 zusiitzlich einen Verdrehungs-Freiheitsgrad 6 = dv(x)/dz aufweisen,
nicht mehr eingesetzt werden, da Spriinge in den Verdrehungen zwischen den Elemen-
ten nicht zuldssig sind. Die verwendeten Formfunktionen miissen also mindestens Ci-
Stetigkeit aufweisen, d.h. auch die erste Ableitung muss stetig und differenzierbar sein.
Fiir die Interpolation der Verschiebung und Verdrehung iiber

0
e e e e e 81 e e
v = [N’Ul N91 N’U2 NGZ] Vo - N u (290)
02
ist ein Satz von vier Formfunktionen erforderlich. Mit ¢ = 22/l — 1 im Intervall

[ = —1¢& =1] zwischen den Knoten des Elements der Lénge [ erfiillt diese Anforde-
rung beispielsweise folgende Anordnung von Formfunktionen, Abb. 2.13:

Ny = (1= €7@ +9) (2.91)
Nj, = =€ (146)

NG = (1+€7@ -0

Ng, =Sl (1487 (1-9)
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

1— 0.15

0e ] 0.1

N¢, 8:121: 6, 0.05—
0 — 0—

(a) NE (b) N,
14 0
0e ] ~0.05
L R B e e e
~1-050 05 1 ~1-050 05 1
§ §
(c) N, (d) N,

Abb. 2.13: Ansatzfunktionen Ny, N961 und Ng,. NgQ mit C1-Stetigkeit

2.5.4 Zweidimensionale Elemente

Aquivalent zu eindimensionalen Elementen werden natiirliche Koordinaten eingefiihrt.
Abb. 2.14 zeigt die Koordinate £ beispielhaft fiir den Knoten 1 (links unten) in einem
Dreieckselement. Die Formfunktion eines Knotens dieses Elements ist damit N7 = &;.

3

Abb. 2.14: Drei-Knoten-Element mit natiirlichen Koordinaten
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2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

Zwischen kartesischen und natiirlichen Koordinaten besteht im ebenen Dreieckselement
mit den Knotenkoordinaten (z1,y;), (x2,y2) und (z3,ys) der Zusammenhang

1 1 1 17 [&
| = |1 X9 I3 52 (292)
y viov2 s3] |Ss

(2.92) invertiert ergibt

&1 1 A/3 Y23 T23 1
S| =57 |43 vn 23| |2 (2.93)
2A A
/3 Y12 T21 Y

Hierin ist A der Flidcheninhalt des Dreiecks und z;;, = x; — x5 bzw. y; = y; — Y. Aus
(2.92) und (2.93) lassen sich die partiellen Ableitungen der Formfunktionen herleiten zu

% i (g—gl Ya3 + gg;y?)l + 8§f y12> (2.94)
of 1 (of af of
oy =24 (3572 270+ g™ (299

Wie vor gilt die FEM-Standardformulierung der Parameterinterpolation

N N
= Z Ui N bzw. Uy = Z Uy NY (2.96)
i=1 =1

Fiir die Verschiebungen an einer beliebigen Stelle innerhalb des Dreieckselements ergibt
sich damit

Uy = lefl + 'bezé-z -+ ungg bzw. Uy = uy1£1 + Uy2€2 + Uygfg (297)

Dies ist neben der Verschiebung analog anwendbar fiir simtliche Knotenparameter. All-
gemein gilt fiir den isoparametrischen Ansatz:

N

Y Nf=1 (2.98)

=1

wobei N die Anzahl der Knoten ist. Zwischen jedem Ort mit den Koordinaten x und y
innerhalb des Elements gilt der Bezug zu den Koordinaten der Knoten

N N
r = Z ;NS bzw. y = Z v Y (2.99)
i=1 i=1

Besonders bei Elementen mit komplexen, eventuell gekriimmten Geometrien mit zahl-
reichen, auch auf den Kanten liegenden Knoten ist dies hilfreich. Diese Gleichungen
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

koénnen zu

(2.100)

(a) Koordinatensystem

Uz
uyl

kombiniert werden, wobei auch Temperaturfelder, Materialeigenschaften etc. integriert
werden konnen. Analog werden isoparametrische Vierknoten-Elemente dargestellt. Sie

besitzen ein 7-{ Koordinatensystem, welches nicht zwingend orthogonal ist, Abb. 2.15.

1(1=¢&)(1 — n) nach (2.101) des Knotens “1”

e
1

(b) Formfunktion N-

Abb. 2.15: Isoparametrisches Vierknoten-Element
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2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

Lineare Formfunktionen eines isoparametrischen Vierknoten-Elements werden beschrie-
ben durch

Ni=7(0-80-n Nj=30+81-n) (2.101)

1 1
N§= (14 81+n)  Nj= (-8 +n)
Die zugeordneten partiellen Ableitungen, welche beispielsweise zur Ermittlung der Deh-
nungen bendtigt werden, sind:
ONf  ONfO¢  ONf On ONf  ON7O&  ONfOn
= — + — bzw = —

dr ~ O¢ Oz On Ox ‘ dy 9 dy | on Oy

Mithilfe der invertierten Jacobi-Matrix ldsst sich (2.102) notieren zu:

ong ong
[a%”;] =J! [a%;] (2.103)
on

(2.102)

0y

Die Jacobi-Matrix bildet hierbei die ersten Ableitungen einer Funktion f in Matrix-
Darstellung ab:

oh  oh  Oh

8 ) 3I1 8$2 8$n
Jz( ﬁ) = & (2.104)

Oxj ),y . m; j=1,....,n fm  Ofm O fm

Ox1 Oxo T Oxn

Die ortliche Dehnungsmatrix ergibt sich in dieser Form zu

ONE ONg ONE
o 8](\)/5 o 8](\)fe o 8](\)f€
B=| 0 e 0 e 0 oy (2.105)
oNg ONy oNs ONg  aNg  ONe
Jy or oy ox oy ox

Fiir numerisch zu berechnende Integrale ist auch die Jacobi-Determinante det.J zur
Transformation in verschiedene Koordinatensysteme von Bedeutung. Mit ihr kénnen
beispielsweise am isoparametrischen Element im Intervall [—1, 1] per Gauk-Integration
durchgefiihrte Integrale zuriick in das globale System transformiert werden. Oft wird in
der einschldgigen Literatur nicht sauber zwischen J und det J getrennt. Meist ist mit
J die Determinante der Jacobi-Matrix gemeint. Zusammen mit den Verschiebungen u®
nach (2.96) folgen fiir die Langs- und Querdehnungen e,, bzw. ¢,, und die Verzerrungen
€y die innerhalb des Elements konstanten Werte

e=|e = Bu° 2.106
vy

Ebenso ist die értliche Dehnungsmatrix B Bestandteil der ortlichen Steifigkeitsmatrix:

K¢ = / hBTEB dQ° (2.107)
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Hierin ist A die Elementdicke und

E 1w 0
EESZ = 1_ .2 1% 1 0 (2108&)
10 0 sa-p
E 1l—p p 0
(14 p)(1 = 2p) 0 0 %(1_2N)

die modifizierten Elastizitdtsmodule im Falle des ebenen Spannungszustandes (ESZ)
bzw. ebenen Verzerrungszustandes (EVZ) mit der Querdehnzahl u. Das Gebiet innerhalb
des betrachteten Elements bezeichnet 2°. Das Integral (2.107) wird iiblicherweise mit
Hilfe der Gauftquadratur berechnet, Abschnitt 2.4.

2.5.5 Interpolation der Stiitzstellen-Parameter

Eine FEM-Rechnung hat den komponentenweisen Betrag des Verschiebungsvektors an
den Orten der Stiitzstellen, also der Knoten oder Gauk-Integrationspunkte im betrach-
teten Gebiet 2 als Losung der Gleichung Ku = f zum Ergebnis. Jedoch ist es erfor-
derlich, eine Aussage beispielsweise betreffend der mechanischen Spannungen in jedem
beliebigen Punkt zu erhalten, nicht nur an den Koordinaten der Knoten oder Gauf-
punkte. Im Folgenden wird die hierfiir notwendige Interpolation der Knotenparameter
auf das Gesamtgebiet diskutiert, welche normalerweise im “Postprozessor” stattfindet,
einem dem eigentlichen Rechenprozess nachgeordneten Vorgang. Grundsitzlich berech-
nen sich Dehnung und Spannung in Abhéingigkeit der Verschiebung mit dem erweiterten
Elastizitatsmodul E und der ortlichen Dehnungsmatrix B:

e=Bu  bzw. 0 =¢cE =EBu (2.109)

Je nach Form und Art der verwendeten Elemente sind zwei Verfahren zum Erhalten des
Spannungsvektors an den Knoten {iblich:

e Direktes Errechnen der Spannungen an den Knoten durch Ersatz der natiirlichen
Koordinaten innerhalb der Ansatzfunktionen und Einsetzen in (2.109)

e Errechnen der Spannungen an den Gaufs-Quadraturpunkten und Extrapolation auf
die Knoten

Nach dieser Vorgehensweise liegen die Komponenten der Verschiebungen u;, und w;,,
der Dehnungen ¢;, und ¢;, sowie der Normal- und Schubspannungen o;,, 0;, und o,
fiir jeden Knoten an dessen Koordinaten (x;,y;) vor. In ingenieurwissenschaftlichen Fra-
gestellungen interessieren vor allem die Betrige der Spannungen, um die Tragfihigkeit
einer Struktur anhand eines Vergleichs mit der entsprechenden Materialkapazitit beur-
teilen zu konnen. Uber eine Summation mithilfe der Ansatzfunktionen, welche fiir jeden
Punkt innerhalb eines Elements die Knotenparameter gewichtet, werden diese Werte fiir
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2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

jede beliebige Koordinate erhalten. Fiir die Spannungen hétte dies beispielsweise fiir ein
Vierknotenelement die folgende Form:

NY
Ne
[Cess Tnasl = (0105 O205 0305 Tans) N} (2.110)

Ni

Hierin sind (£, n) die natiirlichen Koordinaten des Punktes (z,y) innerhalb des Elements
und o; ... 04 die gewiinschte Komponente o bzw. 3 der Spannung, also o, o, oder oy,
an den Knoten 1...4 des Elements. Die Formfunktionen N{...Nf werden nach (2.101)
errechnet. Fiir die netzfreien Methoden gilt dies analog, auch wenn die Ansatzfunktio-
nen mit einem anderen Ansatz hergeleitet werden. In der Methode der Finiten Elemente
ergeben sich unter Verwendung linearer Ansatzfunktionen konstante Dehnungen iiber
das einzelne Element. Vor allem fiir graphische Darstellungen werden diese Spriinge ge-
glattet, indem die Parameter der angrenzenden Elemente gemittelt werden, eventuell in
Abhéngigkeit der Elementgeometrien gewichtet. Zusammen mit den graphischen Ver-
fahren der Marching Squares, siehe Abschnitt A.3, mit welchem effizient die Isolinien
gefunden werden kdnnen, ergeben sich weiche Verlaufe. Bild 2.16 zeigt beispielhaft den
mit diesem Verfahren dargestellten Temperaturgradienten innerhalb eines Talsperrenkér-
pers von kilteren Zonen im Sohlbereich bis zur aufgrund héherer Wassertemperaturen
erwarmten Reservoirseite.

Abb. 2.16: Saisonal bedingter Temperaturgradient in Talsperrenkdrper
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

2.5.6 Numerischer Ablauf einer FEM-Berechnung

Das Flussdiagramm der Abb. 2.17 zeigt den prinzipiellen Ablauf einer numerischen Be-
rechnung mithilfe der Methode der Finiten Elemente. Grundsitzlich kann dieses Vor-
gehen als generelle Losungstechnik gdngiger Verfahren angesehen werden, die sich zwi-
schen den einzelnen Methoden nur in Details unterscheidet. So arbeitet beispielswei-
se die Elementfreie Galerkin Methode nach dem selben Schema, jedoch gibt es keine
Vorab-Vernetzung, dafiir ist die Konstruktion der Ansatzfunktionen ein umfangreiche-
rer Schritt. Tab. 2.2 gibt Hinweise zu den einzelnen Simulationsphasen.

Tab. 2.2: Erlduterungen und Verweise zum numerischen Ablauf FEM
Nr. | Erlduterung
1 Grundlegende material- und modellabhéngige Parameter wie E-Modul F,
Querdehnzahl g etc. sind festzulegen. Wahl des Spannungs- oder Verzer-
rungszustandes (Ebener Spannungs- oder Verzerrungszustand). Festlegen
der Geometrie und der Dimensionen.
2 Bestimmen des Elementtyps (Form, Anzahl der elementeigenen Knoten,
spezielle Eigenschaften). Festlegen der Ansatzfunktionen, beispielsweise
keilformig nach (2.72) oder hoher ableitbare wie beispielsweise nach (2.91).
3 Starten des Netzgenerators oder manuelles Einfiigen der Knoten. Fiir jede
Anderung der Kérpergeometrie erforderlich. Im Falle einer Rissfortschritts-
berechnung fiir jeden Zeitschritt.
4 Fiillen der globalen Steifigkeitsmatrix mithilfe der Ansatzfunktionen. Fiir
dynamische Betrachtungen wird die Massenmatrix, und, falls notwendig,
die Dampfungsmatrix erzeugt.

5 Die Gegebenheiten an den freien Réndern fliefen in die Formulierung iiber
den f-Vektor ein, (2.2).
6 Die vorgegebenen Verschiebungen an den Réndern werden in Form der

entsprechenden Eintrige des globalen Verschiebungsvektors u des Glei-
chungssystems (2.2) gesetzt. Dies kann iiber Lagrange-Multiplikatoren,
Abschnitt 2.3.1, oder iiber die Penalty-Methode, wie im Abschnitt Ab-
schnitt 2.3.2 dargelegt, geschehen.

7 Nun kann das zentrale Gleichungssystem Ku = f (2.5) gelost werden, bei-
spielsweise per Gaufs-Algorithmus. Als Ergebnis der hier betrachteten Fra-
gestellungen liegen die Knotenverschiebungen u vor.

8 Aus den Knotenverschiebungen werden die Spannungen abhingig von den
Material- und Modellparametern, beispielsweise E-Modul E (2.108a)und
Querdehnzahl p unter Zuhilfenahme der 6rtlichen Dehnungsmatrix (2.105)
iber ¢ = EBu (2.109) an den Knoten berechnet.

9 Im Falle einer statischen Berechnung konnen die Ergebnisse nun ausge-
geben werden. Fiir instationdre Vorginge, beispielsweise einer Rissfort-
schrittsberechnung wird hier verzweigt zum néchsten Iterationsschritt. Ab-
schnitt 6.2.11 gibt hierfiir ein Beispiel.
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2.5 Methode der Finiten Elemente FEM

Festlegen der Modell- und Materialparameter

v

Wabhl der Ansatzfunktionen und Elementtypen
(Ableitbarkeit)

;

Generierung des Netzes

v

Berechnen der Steifigkeitsmatrix,
Massen- und Dampfungsmatrix

v

Integration der natiirlichen Rénder

.

Integration der essentiellen Rénder

;

Losen des Gleichungssystems

.

Berechnen der Spannungen

;

Ausgabe / Speichern
der

Simulationsergebnisse

Abb. 2.17: Programmablauf FEM

49



2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

2.6 Methode der Finiten Volumen FVM

Da das in dieser Arbeit diskutierte netzfreie Verfahren der Smoothed Particles Hydrody-
namics dhnliche Anwendungsbereiche wie die hiufig eingesetzte gitterbasierte Methode
der Finite-Volumen-Methode (FVM) abdeckt, sollen im Folgenden die Grundlagen der
letztgenannten Methode kurz an [9] angelehnt umrissen werden. Es wird als grundsétzli-
che Idee des Verfahrens der Finiten Volumen von der Impulserhaltung am Fluidelement
ausgegangen. Das entsprechende Kréftegleichgewicht in einer der drei Koordinatenrich-
tungen ist in Abb. 2.18 gezeigt.

| |
! T+ g—;Ay !
_ > <
Ya —_— -—
> . — ap
Ay, p —» Fluidelement «— p+ 5L Az
> :
r
"z

Abb. 2.18: Gleichgewicht in x-Richtung am infinitesimalen Fluidelement

Das auch “Finite Box Method” genannte Verfahren beruht auf der Eulerschen Formulie-
rung, was bedeutet, dass im Gegensatz zur spiter vorgestellten Methode der Smoothed
Particles Hydrodynamics die Bewegung des Fluids an stationdren Orten beobachtet
wird. Das Rechengebiet wird hierfiir vollstdndig in nicht iiberlappende Kontrollvolumi-
na, den Gitterzellen, endlicher Grofse unterteilt, eben den “Finiten Volumen”. Hierbei
kann es sich um regelméfige Quader oder auch Voronoi- oder Delaunay-Zellen, Ab-
schnitt 2.7, handeln. Auch fiir unstrukturierte Gitter exisitieren enstprechende Modelle.
Die sich aus den Gleichgewichtsbedingungen am infinitesimalen Fluidelement ergebende
Navier-Stokes-Gleichung wird nicht in der differentiellen, sondern integralen Form der
Impulserhaltung

/pmv+/m7(a-ﬁ) dS:/(T—pI)-ﬁdS+/p§dV (2.111)
14 S S 1%

betrachtet. Dabei ist V' das Kontrollvolumen und S dessen Oberfliche mit dem senkrecht
darauf stehenden, in positiver Richtung vom Korperzentrum nach auften weisenden Nor-
malenvektor 7i. Der Geschwindigkeitsvektor hat das Symbol o, g der Vektor der Korper-
krifte. Die Anderung der betrachteten Eigenschaft setzt sich also durch Abweichungen
im Kontrollvolumen V' und dem Gesamtfluss durch dessen Oberfliche S zusammen. I
ist der Einheitstensor, fiir die Abkiirzung T gilt mit der Viskosititzahl n

2 1
T=— (p + 37 div 17) I+2nD mit D= 5 grad v + (grad 17)T] (2.112)
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2.6 Methode der Finiten Volumen FVM

Die Parameter werden an Knoten ermittelt, welche im Zentrum der Gitterzellen liegen.
Die Kontinuitétsgleichung lautet nach (2.111)

/pdV+/p17-ﬁdS:O (2.113)
v s
Mit der Massenerhaltung
dm
— =0 2.114
o (2.114)

und Impulserhaltung

d(mv) >
— = M f (2.115)

Die integrale Form der Erhaltung einer bestimmten Eigenschaft & lautet dann

Ao d

Qrm

Es wird iiber das von der Masse K M belegte Kontrollvolumen KV integriert. Massen-
erhaltung etwa wird durch ® = 1 erreicht, Impulserhaltung durch ® = ¥. Die Anderung
der Eigenschaft ® setzt sich wie erwihnt zusammen aus der Anderung innerhalb des
Kontrollvolumens KV und dem Gesamtfluss von ® durch die Oberfliche S des Kon-
trollvolumens

d

a ), PP A= [ e an +/ (p®)(¥ - ) dS (2.117)

Qr M dt Qrv Skv

Dies wird angewandt fiir alle Volumina V; iiber das Gesamtvolumen. Um ein lineares
Gleichungssystem zu erhalten, werden die Integrale durch den Mittelwert eines Volumens
ausgedriickt:

1
(I)Z'Z—/ O dV 2.118
Vil Jy (2.118)

Aufgrund der Analogie zu Fluidstromungen soll hier als einfaches Beispiel die Verwen-
dung der Methode der Finiten Volumen zur Simulation transienter Warmeleitung auf-
gefithrt werden. Das Warmegleichgewicht eines Finiten Volumens ist beschrieben durch
or
pe—— = A — ¢ A (2.119)
ot
mit der Temperatur 7', der spezifischen Wérmekapazitit ¢, der Warmestromdichte ¢; und
¢ durch den linken beziehungsweise rechten Rand des Elements mit Querschnittsfliche
A. Das Volumenintegral des Volumens ¢ mit Linge Ax lasst sich approximieren durch

oT;
Peo¢

AzA =qA—qA (2.120a)
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

oy  qA—qA
—_— = 2.120b
P ot Ax (2.120b)
Der Wiarmestrom durch den linken Rand ist gegeben mit
oT
=—k— 2.121
qr or ( )
was zu
T, —Ti
~N—k———— 2.122
qr A ( )

approximiert werden kann, wobei T} die Temperatur des betrachteten Volumens ist und
T;_1 die Temperatur des links liegenden Nachbarvolumens. k ist die Waremeleitfahigkeit.
Entsprechend gilt fiir den Warmestrom zum rechten Element

Tiya =T,
~ _k 2.123
dr Ar ( )
Fiir den rechten Teil von (2.120b) gilt damit die Diskretisierung
@A —qA Tiy1 — 2T, + Tiy
~ k 2.124
Ax Ax? ( )
und so
oy kT — 2T+ T
= — 2.125
at  pc Ax? ( )
Mit dem Euler-Zeitintegrationsverfahren ergibt sich aus (2.125)
Tineuw — 1 at _ k Tivran — 2T a1 + Ticya (2.126)

At pc Ax?

Hierbei steht T e, fiir die Temperatur des Volumens T fiir den néchsten Zeitschritt,
T; a1 fiir die Temperatur des Volumens 7' des vorhergehenden Zeitschrittes und At fiir
die Lénge des Zeitschrittes. Fiir die Temperatur 7} ne, leitet sich nun ab:

Tivew = Ty are + At k Tiprae — 2750 + Tioyan
i,neu — Lgalt -

2.12
pc Ax? (2.127)

Als Abbruchkriterium der Iteration wird eine zu unterschreitende Differenz de beispiels-
weise der Form

T new — Tiane| < e (2.128)

der errechneten Parameter des vorhergehenden und aktuellen Zeitschritts festgelegt. Da-
bei kann es sich um gemittelte Werte oder um Werte gewéhlter Orte handeln. Dieses
Prinzip kann analog zum bisher beschriebenen Verfahren auf zwei Dimensionen erweitert
werden, wobei die Zellen wie in Abb. 2.19 gezeigt angeordnet sind.
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2.6 Methode der Finiten Volumen FVM
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Abb. 2.19: Knoten und Gitter der Finite-Volumen-Methode

Mit einem derartigen Ansatz wurde mithilfe eines einfachen, experimentell im Zuge der
vorliegenden Arbeit entstandenen Programmcodes das folgende Beispiel zu Vergleichs-
zwecken berechnet, Abb. 2.20.

1m

500°C

. 1
Mittelpunkt o

100°C
Abb. 2.20: Beispielrechnung mit der Methode der Finiten Volumen

Eine quadratische Platte mit einem Meter Kantenldnge konstanter Dicke wird an ei-
ner Seite dauerhaft auf einer Temperatur von 500 °C gehalten, wihrend die gegeniiber-
liegende Seite gleich bleibend 100 °C aufweist. Die beiden anderen Seiten sind ideal
isoliert. Als Startbedingung gilt fiir alle Orte im Korperinneren ebenfalls eine Tempe-
ratur von 100 °C. Die Platte wurde mit regelméfigen, quadratischen Gitterzellen von
Az = 0,005 m Kantenldnge diskretisiert. Als Materialkonstanten wurden zum Vergleich
mit der nach [83] vorliegenden analytischen Losung die fiir Festkorper eigentlich unty-
pischen Werte von K = 10,0 W/mk fiir die Warmeleitfihigkeit, p = 920, 0 ke/m3 fiir die
Dichte und C' = 2,040 ¥J/xgk fiir die spezifische Wérmekapazitiat gewéhlt. Fiir die dem
in Abb. 2.21 und Abb. 2.22a gezeigten Ergebnis zugrundeliegende Berechnung wurde
ein Zeitschritt von At = 0,005sec gewéhlt. In Abb. 2.21 ist der Temperaturverlauf in
regelméifigen zeitlichen Absténden bis ca. 300 Sekunden nach Start iiber die Flache der
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

Platte als farbliche Schattierung zu erkennen. Mit fortschreitender Zeit linearisiert sich
der Temperaturverlauf {iber die Platte, was besonders deutlich zutage tritt, wenn der
Graph eines einzelnen Punktes betrachtet wird. Abb. 2.22 zeigt den Verlauf der Tempe-
ratur im Mittelpunkt der Platte als Vergleich der FVM-Rechnung mit der analytischen
Losung. Deutlich ist die asymptotische Anndherung an den Mittelwert der beiden ther-
mischen Randbedingungen zu erkennen.

™ |

(a) 5. sec ) 30. sec (c) 45. sec (d) 170. sec
100 200 300 400 500

Temperatur [°C]

Abb. 2.21: Transienter Warmetransport mit FVM

Abb. 2.22 gzeigt die gute Ubereinstimmung des so ermittelten Mittelpunkts-
Temperaturverlaufs mit der analytischen Losung nach [83].
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(a) Verlauf nach Finite Volumen Methode (b) Analytische Losung nach [83]

Abb. 2.22: Beispielsimulation FVM

Uber eine Justage des zeitlichen Intervalls und der riumlichen Auflésung kann ein ak-
zeptabler Kompromiss zwischen Genauigkeit und Rechenzeit gefunden werden. Bereits
mit derart einfachen Ansétzen lassen sich analogen Gesetzen gehorchende Vorgéinge des
Wasserbaus, beispielsweise die Unterstromung von Bauwerken, analysieren. Wesentli-
cher Nachteil des Verfahrens der Finiten Volumen ist, wie bei der Methode der Finiten
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2.7 Voronoi-Diagramm

Elemente ebenfalls zu verzeichnen, die Notwendigkeit eines Rechennetzes. Zwar ist die
Methode nicht an regelméfige Zellen gebunden, zugrunde liegen konnen, wie eingangs
erwahnt, auch unstrukturierte Gitter oder auch Voronoizellen, Abschnitt 2.7, dennoch ist
die Erzeugung eines solchen Netzes bei komplexen Konstellationen ein zeitaufwéindiger
Vorgang. Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit das netzfreie Verfahren der Smoothed
Particles Hydrodynamics diskutiert, welches kein Rechennetz voraussetzt und daher un-
ter diesem Gesichtspunkt giinstiger erscheint.

2.7 Voronoi-Diagramm

Alternativ zu integralen Methoden kann die Gewichtung einzelner Knoten auch iiber eine
zugeordnete Fliche erfolgen. So kann beispielsweise jedem Knoten direkt eine bestimmte
Masse zugeordnet werden, wie es fiir dynamische Berechnungen erforderlich ist. Bei un-
geordnet verteilten Knoten netzfreier Methoden kann eine solche Gewichtung durch das
Voronoi-Diagramm erfolgen. Das Voronoi-Diagramm ist damit eines der gebrauchlich-
sten Verfahren, um zufillig verteilte Knoten zu vernetzen und ihnen einen bestimmten
Flachenanteil zuzuordnen. Beispielsweise wird es aufgrund dessen auch zur Planung von
Mobilfunknetzwerken eingesetzt. Viele Netz-Generatoren, wie sie auch zur Erzeugung
des Netzes der Methode der Finiten Elemente eingesetzt werden, basieren auf diesem
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(a) Voronoi-Diagramm

(b) Begrenzung

Abb. 2.23: Voronoidiagramm einer komplexen Geometrie
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

Jede Zelle eines Voronoi-Diagramms umfasst alle Koordinaten, die ihrem zentralen Punkt
nidher sind als allen anderen Punkten. Die Linien der Zellenrdnder haben zu mehreren
Punkten die gleiche Entfernung. Ein Voronoidiagramm ist damit prinzipiell nicht be-
grenzt. Die Begrenzung an den Korperrdndern gestaltet sich insbesondere bei komplexen
Geometrien duflerst aufwindig. Abb. 2.23a zeigt ein mit herkdmmlichen Algorithmen,
beispielsweise dem Sweep-Line-Verfahren [32], erzeugtes Voronoi-Diagramm eines qua-
derférmigen Korpers mit einer Einkerbung auf der Oberseite und einem schréigen diinnen
Spalt ausgehend von der Unterkante: Das Voronoi-Diagramm ist an Korpereinkerbungen
nicht unterbrochen. Den dort liegenden Knoten wiirde also zuviel Fliche zugewiesen. In
der fiir diese Arbeit entwickelten Software wurde ein Algorithmus fiir die Begrenzung
des Voronoi-Diagramms implementiert. Mit dessen Hilfe ist es mdglich, auch den Rand-
punkten korrekte Fldchen zuzuweisen, Abb. 2.23b. Sibson [78] entwickelte auf Basis des
Voronoi-Diagramms die Natural-Neighbour-Methode. Sie wird trotz der Verwendung
von Voronoi-Zellen und der damit vorausgesetzten Delauney-Triangulation den netzfrei-
en Methoden zugeordnet. De facto wird damit jedoch der gleiche Algorithmus genutzt,
wie er beispielsweise vielen Netzgeneratoren der Finite Elemente Methode zugrunde liegt.
Damit geht mit der notwendigen, relativ aufwéindigen Erzeugung der Zellen der bedeu-
tendste Vorteil der netzfreien Methoden gegeniiber anderen numerischen Methoden, eben
die wirkliche Netzfreiheit, verloren. Auch wenn eine Triangulation prinzipiell immer mog-
lich ist, konnen ungiinstige Elementgeometrien das Ergebnis negativ beeinflussen. Daher
wurde wihrend der Entwicklung der dieser Arbeit zugeordneten Software mit einem Ver-
fahren experimentiert, welchem die Beobachtung der Ausbildung eines Voronoi-Musters
in zahlreichen Vorgiangen in der Natur zugrunde liegt: Biologische Zellverbidnde bei-
spielsweise bilden ein solches Muster, auch Konvektionszellen (Bénard-Zellen) bilden ein
Voronoidiagramm aus. Territorien bestimmter Tierarten, beispielsweise des Maulbriiter-
Fischs ( Tilapia mossambica), haben die Form von Voronoi-Zellen |[8].

(d) (e) (f)
Abb. 2.24: Einfache Erzeugung eines Voronoi-Diagramms

Alle genannten Vorkommen des Voronoi-Musters haben ihre Ursache in einem zentral
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2.8 Generation des Element- oder Gitternetzes

beginnenden, radial gleichméfig expandierenden Ausbreitungsvorgang, welcher an Kon-
taktstellen zu einem gleichartigen und -schnellen Vorgang des Nachbarzentrums zum
Stehen kommt. Dieser Vorgang wurde programmtechnisch derart nachgebildet, dass aus-
gehend von den Knoten als Zentren um diese herum mit zunehmendem Radius Zellen
eines regelméfigen quadratischen Rasters “fiir den Knoten vereinnahmt” werden. Dies
kann nur dann geschehen, wenn die betreffende Rasterzelle noch nicht einem anderen
Knoten zugeordnet wurde und innerhalb des Korpers liegt. Damit kommt das Wachstum
der Voronoizellen zum Stillstand bei gegenseitigem Kontakt oder Erreichen der Kérper-
grenzen. Abb. 2.24 stellt diesen Vorgang in grobem Raster dar. Uber die Anzahl der
zu einem Knoten gehorenden Rasterzellen kann der Flicheninhalt der erhaltenen Voro-
noizelle bestimmt werden. Die Kantenldnge der Rasterzellen ist beliebig zu verkleinern,
womit hohe Prizision erreicht werden kann. Die einfache Implementierung und unpro-
blematische Erfassung auch komplizierter Kérpergeometrie wird allerdings durch relativ
hohe Rechenzeiten erkauft.

2.8 Generation des Element- oder Gitternetzes
netzbasierter Methoden

Nur bei einfacheren Geometrien, kleinen Gebieten und geringen Auflésungen ist eine
manuelle Platzierung der Knoten moglich. Fiir iibliche Problemstellungen im Umfang
gewohnlicher FEM- oder FVM-Anwendungen scheitert dies aufgrund der Vielzahl der
notigen Elemente. Daher kommen automatische Netzgeneratoren zum Einsatz. Oft ba-
sieren diese auf der Delaunay-Triangulation: Man verbindet alle erzeugenden Punkte
derart, dass innerhalb des Kreises, auf welchem die drei Dreieckspunkte liegen, keine
anderen Punkte enthalten sind, Abb. 2.25a. Damit ist das Delaunay-Diagramm sehr
verwandt mit dem Voronoi-Diagramm, welches entsteht, wenn man die Fliche unter
einer Punktwolke derart in konvexe Polygone unterteilt, dass jedes dieser Polygone ex-
akt einen erzeugenden Punkt enthélt und jeder Ort in diesem Polygon ndher an diesem
Punkt ist als an allen anderen Punkten, Abb. 2.25b.

(a) Delaunay- (b) Voronoi-Diagramm
Diagramm

Abb. 2.25: Voronoi- und Delaunaydiagramm, Quelle: [88]
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2 Grundprinzipien numerischer Methoden der Elastizitédtstheorie

Mit dieser Art mittlerweile hoch entwickelter Netzgeneratoren lassen sich auch Netze
variierender Auflésung unterschiedlichster Geometrien erzeugen. Dennoch bediirfen au-
tomatisch generierte Netze komplizierterer Geometrien im Regelfall der manuellen nach-
traglichen Bearbeitung. Damit kann die Knotendichte angepasst und die Geometrie der
Elemente giinstiger gestaltet werden. Diese notige Anpassung ist als ein wesentlicher
Nachteil der Methode der Finiten Elemente oder Finiten Volumen gegeniiber den netz-
freien Methoden, welche in diesem Punkt wesentlich einfacher zu automatisieren und
stabiler sind, zu sehen, da sie sehr zeitaufwiandig und damit kostenintensiv ist. Beson-
ders zum Tragen kommt dies, wenn iiber viele Zeitschritte iteriert werden muss, wie
dies beispielsweise bei der Berechnung des Fortschreitens eines Risses der Fall ist. Ein
Beispiel eines manuell editierten Netzes finiter Elemente eines Talsperrenmodells gibt

Abb. 2.26.
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Abb. 2.26: Finite-Elemente-Netz des Modells einer kleineren Talsperre
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3 Elementfreie Galerkin Methode
EFGM

Die Elementfreie Galerkin Methode approximiert Knoten-Parameter auf Basis des
Galerkin-Verfahrens. Dies ist auch bei der Methode der Finiten Elemente der Fall, jedoch
wird die Konnektivitdt der Knoten nun nicht durch ein Netz, sondern iiber das ober-
flichenbildende Verfahren der Moving Least Squares-Interpolation mit iiberlappenden
Einflussgebieten der Stiitzstellen hergestellt. Prinzipiell besteht damit der Unterschied
beider Methoden darin, dass das Verfahren der Finiten Elemente ein vorab erstelltes
elementbasiertes Netz und elementbasierte Ansatzfunktionen zur Aufstellung der Sy-
stemgleichungen nutzt, wihrend dies im Elementfreien Galerkin-Verfahren einzig auf
Basis von Knoten wahrend des eigentlichen Prozesses geschieht. Die Finiten Elemente
diskretisieren ein Gebiet, wihrend dieses im elementfreien Verfahren von den Knoten
repréasentiert wird. Sind jedoch einmal die globalen Matrizen aufgestellt, verlauft die
weitere Rechnung in beiden Verfahren analog. Der wesentliche Schritt von der Metho-
de der Finiten Elemente zur Elementfreien Galerkin Methode ist damit die Anpassung
des Galerkin-Verfahrens an die Moving-Least-Squares-Interpolation. Diese Interpolation
bildet eine stetige Funktion auf Basis beliebig verteilter Stiitzstellen. Das Entfallen ei-
nes Netzes bietet zahlreiche Vorteile. So ist keine oder nur geringe manuelle Nacharbeit
erforderlich, da die Knoten fast beliebig angeordnet werden konnen, solange die fiir die
gewiinschte Konvergenz erforderliche Knotendichte in Relation zu den Stiitzstellenradi-
en eingehalten wird. Weiterhin eignet sich das Verfahren aufgrund der hierdurch einfach
moglichen Implementierung besonders zur Behandlung von Diskontinuitdten wie Rissen
und ortlich verdnderlichen Korpergrenzen. Im Vergleich mit der Methode der Finiten
Elemente ist die Genauigkeit des Verfahrens bezogen auf die Knotenanzahl hoher: Zwar
ist der Rechenaufwand grofer, jedoch ist das Verhéltnis von Rechenzeit zur Abweichung
der Approximation von der exakten Losung vorteilhafter. Dies driickt sich beispielswei-
se auch in der guten Auflosung steiler Gradienten aus. Nachteilig ist die aufwindigere
Implementierung der Randbedingungen sowie die schwierigere Abbildung von Materi-
algrenzen aufgrund der Glidttung durch das Interpolationsverfahren. Die Elementfreie
Galerkin Methode wurde von Belytschko et. al. 1994 vorgestellt [10] und stellt eine Wei-
terentwicklung der Diffuse Elemente Methode (DEM) dar, welche 1992 von Nayroles,
Touzot und Villon initiiert wurde [62]. Die Diffuse Elemente Methode weist in ihrer Art
eine Funktion iiber gegebenen unvernetzten Knoten zu approximieren ebenfalls Ahnlich-
keiten mit der Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH) auf, wo &hnliche
Knoten-Wichtungsfunktionen verwendet werden, welche dort jedoch direkt zur Herstel-
lung der Konnektivitdt der Stiitzstellen dienen und nicht in eine weitere, die eigentli-
che Ansatzfunktion bildende Interpolation einfliefen. Vielmehr stellt die unmittelbare
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

gewichtete Summierung schon den Vorgang der Integration der schwachen Smoothed
Particles Hydrodynamics-Formulierung dar. Dieser findet innerhalb der an dieser Stelle
diskutierten Elementfreien Galerkin Methode erst zum Zeitpunkt der Zusammenstellung
der diskreten Gleichungen statt, woraus sich die Notwendigkeit einer bestimmten Min-
destanzahl gleichzeitig betrachteter Knoten ergibt. Die Elementfreie Galerkin Methode
verwendet mit dem genannten Interpolationsprozess analoge Grundkonzepte hinsichtlich
der Erzeugung der Ansatzfunktionen wie die Diffuse Elemente Methode, jedoch fanden
einige Modifikationen zum Erreichen héherer Genauigkeit Eingang. Abbildung 3.1 zeigt
beispielhaft das Modell mit den Knoten innerhalb eines U-férmigen Korpers unter be-
stimmter Krafteinwirkung und einen durch dieses Verfahren gewonnenen Spannungsver-
lauf.
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Abb. 3.1: Beispiel eines EFGM-Modells des entwickelten Programms; Knoten und erhaltener
Spannungsverlauf

3.1 Ansatzfunktionen

Die Elementfreie Galerkin Methode ist in ihrem grundsétzlichen Vorgehen der Metho-
de der Finiten Elemente dhnlich. Der wesentliche Unterschied liegt in der Konstruktion
der Ansatzfunktionen. Bedingt durch das fehlende Netz haben die Ansatzfunktionen in
diesem Verfahren die Funktion, eine Knoten iibergreifende Konnektivitit herzustellen.
Im Folgenden wird die Konstruktion der Ansatzfunktionen, mit denen der Einfluss ei-
nes bestimmten Knotens beziiglich eines bestimmten Ortes innerhalb des betrachteten
Gebiets 2 bestimmt wird, durch das Verfahren der Moving Least Squares in Anlehnung
an |12| beschrieben.

3.1.1 Die Moving Least Squares Interpolation

Das Verfahren der Moving Least Squares (MLS) wurde 1981 von Lancaster und Sal-
kauskas [44] vorgestellt. Dieser Ansatz erzeugt aus unregelméfig verteilten Knoten eine
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3.1 Ansatzfunktionen

stetige Funktion. Abb. 3.2 zeigt ein Beispiel der Generierung einer Oberfliche aus dis-
kreten Punkten.
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Abb. 3.2: Oberflichenbildung durch MLS

Die Betrachtung findet beim Verfahren der Moving Least Squares nicht gleichzeitig iiber
alle Punkte statt, sondern bezieht jeweils nur Punkte mit ein, die innerhalb eines Fensters
liegen. Dieses Fenster wird formlich in Form einer Knoten-Wichtungsfunktion iiber das
gesamte Gebiet geschoben, womit sich die Bezeichnung des Verfahrens erkldrt. Damit
wird eine Funktion u(z) mit der Approximation u"(z) angeniihert. Die Methode hat drei
wesentliche Komponenten:

e die Wichtungsfunktion w jedes Knotens mit endlicher Ausdehnung
e die aus einem Polynom bestehenden Basis p

e cine Anzahl ortsabhingiger Koeffizienten a(x)

Jedem Knoten wird ein Parameter wu; zugeordnet, welcher die Bildung der Appro-
ximation bestimmt. Im Unterschied zur Methode der Finiten Elemente gilt jedoch
u; # ®(x;)u, Knotenparameter u; und Approximation ®(x;)u liegen also nicht auf-
einander. Damit begriindet sich auch die Notwendigkeit einer besonderen Behandlung
der Randbedingungen. Die Approximation wird durch ein Polynom, die Basis, gebildet.
Es gibt verschiedene Typen dieses Polynoms. Fiir eine lineare Basis im eindimensionalen
Fall gilt beispielsweise

u(x) = ap(x) + a1(x)x (3.1)
Ein Beispiel einer quadratischen Basis ist
u(x) = ag(x) + a1(x)x + ag(x)x> (3.2)

Es existiert eine Vielzahl mdglicher Ansétze. Die Ausdriicke (3.1) und (3.2) kénnen
allgemein notiert werden in der Form

u''(x) = Zpi(x)az’(x) =p’' (x)a(x) (3:3)
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

Die Basis p ist ein Polynom vom Grad m: p(x). Fiir (3.1) gilt dann p* = [1 ], fiir (3.2)
p’ = [1 z 2?%). Fiir ebene Probleme sind folgende Basen gebriuchlich:

p’ =1y (3.4a)
p' =[zya’y’ wy (3.4b)
p’ =[1zya®y® aya®y’ 2y xy’] (3.4c)

Die unbekannten Koeffizienten a(x), deren Anzahl vom Grad der Basis abhéingt, werden
gefunden durch Minimieren der Funktion

n

J(x) =Y w(x —xi) [p(xr)alx) — ul” (3.5)

I=1

Hierin ist w(x—x;) das Gewicht eines Knotens an der Stelle x; in Bezug auf den Ort mit
dem Koordinatenvektor x. Dieses Gewicht ist abhingig vom Einflussradius des Knotens.
Liegt der Bezugspunkt auferhalb des durch den Einflussradius beschriebenen Gebiets,
so ist w = 0. Das Funktional (3.5) wird minimiert in Abhéngigkeit zu a(x), es gilt daher
die Bedingung fiir ein Minimum

0J(x)
da(x)

=0 (3.6)
Dies fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem
A(x)a=B(x)u bzw. a(x)=A"'(x)B(x)u (3.7)

u = [uy, U, ..., Uy ist hierbei der Vektor der Knotenparameter, welche beispielsweise
die Knotenverschiebungen u(x;) bestimmen. Fiir die Matrix A gilt

A=) wix)p()p” (x1) (3:8)

wahrend Matrix B durch

B = [wi(x)p(x1), wa(X)p(X2), -, wa(¥)P(xy)] (3.9)

definiert ist. Im eindimensionalen Fall mit p = [1 z] wére (3.8) ausgeschrieben

A= w(x— ) [xl x%}%—w(x—xg) [xl x§]+...+w(x—xn) L} ig} (3.10)

lxl n n

(3.9) stellt sich unter gleichen Bedingungen zu

B:{w(x—xl) m w(ac—xg){xl] w(x—xn)[xln (3.11)

1 2
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3.1 Ansatzfunktionen

dar. Durch Einsetzen von (3.7) in (3.3) ergibt sich

u ' (x) = p (x) A~ (x)Bx)u (312)
Mit

B(x) = p''(x) A ()B(x) (3.13)
kann (3.12) kurz

u" = du (3.14)

formuliert werden. ® ist die Ansatzfunktion. Diese wird zum gleichen Zweck wie eine An-
satzfunktion in der Methode der Finiten Elemente eingesetzt, Abschnitt 2.5.3, erstreckt
sich jedoch im Unterschied zur genannten elementbasierten Methode iiber mehrere Kno-
ten. Die Verschiebung u, an einem beliebigen Punkt p innerhalb des Gebietes wird
nach (3.14) mit

u, = Z ®(x)u, (3.15)

approximiert. Der Index ¢ lduft bis zur Anzahl n der Knoten-Einflussbereiche, in de-
nen der Punkt p liegt. Zur Gewinnung der Ableitung u der ortlichen Verschiebungen
u bendtigt man die Differenzierung ® x der Ansatzfunktion. Die Ableitung von @ in
Richtung ¢ wird erhalten durch

®,=p;A'B+p"A;'B+p"A'B,; (3.16)

Hierin ist die Inverse der Ableitung der A-Matrix A;l = —A"'A,;A'. Zur Berechnung
der Ansatzfunktionen muss demnach die A-Matrix invertiert werden. Dies ist bei zwei
oder mehr raumlichen Dimensionen ein numerisch aufwéndiger Vorgang. Belytschko [12]
schldgt folgendes Verfahren vor, welches auf der Rechts-Links-Zerlegung der A-Matrix
beruht: Der Ansatz lautet

®;(x) = p" (XA (x)B(x) = 7" (x)B;(x) (3.17)
hierin ist
VT(x) = pT(x)A  oder  A(x)y(x) = p(x) (3.18)

Der Vektor (x) kann nun durch eine Rechts-Links-Zerlegung der A-Matrix und anschlie-
fende Riicksubstitution bestimmt werden, ebenso dessen Ableitungen. (3.18) besitzt die
Ableitung

A x(x)7(%) + AX)7x(x) = Px(X) (3.19)
Dies kann umgeordnet werden zu
AX)7x(X) = Px(X) = Ax(x)7(x) (3.20)
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

Damit entfillt eine erneute Rechts-Links-Zerlegung, da die erhaltene Matrix auch zur
Kalkulation der Ableitung ~y direkt verwendet werden kann, womit die Effizienz des
Verfahrens gegeniiber der Invertierung der A-Matrix begriindet ist. Es ergibt sich fol-
gende Beziehung fiir die Ableitung der Ansatzfunktion:

Drx = 75 (¥)B1(x) + 7(x) Brx(x) (3.21)

3.1.2 Wichtungsfunktionen

Die Wichtungsfunktion eines Knotens bestimmt seinen Einflussbereich, Abb 3.3. Damit
wird unmittelbar die numerische Auflésung des Modells bestimmt. Die Wahl des Radius
des Einflussbereiches bildet einen Kompromiss. Einerseits muss der Einflussbereich grofs
genug sein, um geniigend Nachbarpunkte einzuschliefen. Andernfalls ist eine Invertie-
rung der A-Matrix nicht moglich. Andererseits werden mit steigenden Einflussradien
lokale Parameter gegliattet, was nur bis zu einem bestimmten Maf gewiinscht ist. Fiir
die Darstellung beispielsweise von Materialgrenzen ist eine solche Unschérfe nachteilig.
Ein kleiner Wirkungsradius bedingt daher auch eine hohe lokale Knotendichte. Auch
ist zu beachten, dass grofe Wirkungsradien durch zahlreiches Interagieren der Knoten
hohen numerischen Aufwand zur Folge haben. Jedoch ist es moglich, die Grofe der Ein-
flussradien zu variieren: Fiir Bereiche, in denen hohe Prézision gefordert ist, kann eine
hohe Knotendichte mit kleinen Radien vorgesehen werden, Orte mit weniger steilen Gra-
dienten konnen eine weniger hohe Knotendichte und gréfsere Einflussradien aufweisen.
Liu [49] gibt als Richtwert fiir den Radius ds der Wichtungsfunktion

D,
Np, — 1

dy = o (3.22)

an. Hierin ist 2.0 < a < 3.0 ein dimensionsloser Faktor. Er gibt das Verhiltnis des
durchschnittlichen Knotenabstandes zum Radius der Wichtungsfunktion an. Dy = 1,
2, 3 fiir 1D, 2D, 3D gibt die rdumliche Dimension des Problems an, widhrend np, die
Anzahl der Knoten definiert. Der gleiche Autor gibt fiir den zweidimensionalen Fall einen
vereinfachten, auf (3.22) basierenden Term mit

ds = aﬂ (3.23)

VA, — 1

unter A, als der abgeschitzten Fliche des Untersuchungsgebiets an. Fiir die vorliegende
Arbeit wurde ein Verfahren implementiert, welches vor dem eigentlichen Rechengang auf
ausreichende Knotendichte anhand der Invertierbarkeit der A-Matrix nach (3.8) iiber-
priift. Bei festgestellter Nichtinvertierbarkeit kénnen wahlweise automatisch Knoten in
der entsprechenden Umgebung eingefiigt werden. Dies geschieht anhand einer einfachen
Ermittlung des maximalen oOrtlichen Knotenabstandes. Idealerweise finde ein solches
Einfiigen unter Ermitteln der optimalen neuen Knotenkoordinaten anhand des Voronoi-
Diagramms statt, Abschnitt 2.7, womit jedoch ein netzbasierter Algorithmus eingefiihrt
wiirde.
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Abb. 3.3: Einflussradius des Knotens I

Die Wahl der Wichtungsfunktion bestimmt auch unmittelbar die Stetigkeit der MLS-
Approximation, welche zum Erhalt der partiellen Ableitungen beispielsweise zur Span-
nungsermittlung wichtig ist. Eine iiber das gesamte Gebiet gleich bleibende Gewichtung
jedes Knotens entspriche einer Least Squares Approximation, da die Parameter aller
Knoten gleichermafen eingeht: Ortliche Details werden vollig verwischt. Abb. 3.4 zeigt
die Gewichtung der Form

w(r —z;) =w(r)=1 firaller (3.24)
mit der ebenfalls konstanten Ableitung

wy  dwydr .
Wr_ S8 i anl 2
9= dr de 0 fiir alle r (3.25)

und die resultierende, iiber alle Knoten mittelnde Approximation.

£
2
Approximation

Abb. 3.4: Konstante Wichtungsfunktion und zugehdrige Approximation

Belédsst man nun die Wichtungsfunktion konstant, begrenzt jedoch ihren Wirkungsradius
r in der Form

1 firr<1
— = = - 3.26
w(z =) = wlr) {0 fir r > 1 (3.26)
mit der zugehorigen Ableitung
dwy d
Or_fWrer_y (3.27)

dr — dr dr
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

so werden Ortliche Parameter bereits wiedergegeben, wie die resultierende Approxima-
tion in Abb. 3.5 zeigt. Die Approximation entspricht in diesem Fall einer linearen In-
terpolation zwischen den Knotenparametern u;, an den Knoten gilt hier ausnahmsweise
u(x) = us(x), die erzeugte Oberfléiche 1iuft also durch die Knoten.

1— 2.5 —
0.8
s 27
0.6 g
2 1.5
w(r) 0.4 g
o
0.2 2 17
<
0 0.5
I I I I I I I I
1 2 3 4 0 2 4 6
X X

Abb. 3.5: Bereichsweise konstant und zugehdrige Approximation

Problematisch ist jedoch, dass die Approximation lediglich Cy-Stetigkeit aufweist. Die
Ableitung zeigt entsprechende Spriinge an den Knoten, damit ist auch der Verlauf der
Dehnungen unstetig. Die Ansatzfunktion ® “erbt” die Stetigkeit der Wichtungsfunktion
w(x — x7). Daher werden normalerweise Wichtungsfunktionen verwendet, die folgende
Eigenschaften aufweisen:

monoton fallend mit mindestens C;-Stetigkeit

begrenzter Radius r

iiberall positiv

fwdle

Bis auf die Begrenztheit weist die Kurve der Gauft-Normalverteilung nach

@) = ——ex (—% ( - “)) (3.25)

mit dem Erwartungswert o und der Standardabweichung o alle genannten Eigenschaften
auf. Abb. 3.6 zeigt die Skizze des typischen Kurvenverlaufs.
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f(x)
o
w

Abb. 3.6: GauRfunktion, schematisch

Da die Gauf-Verteilung jedoch wie erwédhnt nicht 6rtlich begrenzt ist, was alle Kno-
ten miteinander interagieren liefse und damit unndtigen numerischen Aufwand erzeugen
wiirde, weiterhin die Ermittlung der Ableitungen nicht unproblematisch ist, verwendet
man generell stattdessen Splinefunktionen, wie sie im Folgenden beschrieben werden.

3.1.3 Splines

Splines, zum ersten Mal 1946 von Isaac Jacob Schoenberg [77] erwidhnt, werden zur Ap-
proximation oder Interpolation verwendet, also um eine Kurve moglichst “sanft” durch
eine Punktmenge zu fiithren. Sie bestehen aus stiickweise definierten Polynomen. Handelt
es sich dabei um lineare Funktionen, so ist der Spline linear, analog verhélt es sich bei
quadratischen oder kubischen Splines. Bedingung an den Definitionsgrenzen der Poly-
nome ist die dortige Stetigkeit. Beispiel fiir einen kubischen Spline: Die Kurve durch die
Punktmenge P(x;,y;) wird durch das Polynom
si(x) = yi + bi(x — 23) + ci(w — 2)* + di(w — ;) fir i=0,1,...,n—1

angendhert. Die Bedingungen fiir die Stetigkeit an den Stiitzpunkten sind

e gleicher Funktionswert s;(z;11) = si+1(xi11)

e gleiche erste Ableitung s';(z;41) = §'i41(Tit1)

e gleiche zweite Ableitung s”;(z;11) = 8" iv1(xi41)

Mit diesen Bedingungen lassen sich die unbekannten Koeffizienten b;, ¢;, d; finden.
Abb. 3.7 zeigt ein Beispiel eines Splines durch 5 Punkte.
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Abb. 3.7: Beispielhafte Darstellung eines Spline

Spline-Kernfunktionen koénnen damit dhnliche Eigenschaften wie die Gauft-Verteilung
aufweisen, sind jedoch einfacher zu behandeln und enden innerhalb eines definierten
Radius. Gebréauchlich ist beispielsweise die folgende Definition der Wichtungsfunktion
mittels eines kubischen Splines:

2—dr? 440 fiir r < 3
w(z—z)=wlr) =45 —4r+4r? =30 firl<r<1 (3.29)
0 firr > 1
Ableitung:
(—8r + 12r%)sign(x — z7) fiir r < 1
wr_dwrdr )y s - 4 fir L <r<1 (3.30)
T dr de (=4 + —8r — 4r®)sign(x — x7) fiir 5 <7 < .
fiir r > 1

Hiermit ergibt sich eine weiche Approximationsfunktion, welche die gleiche Stetigkeit
wie die Splinefunktion aufweist und oOrtlich eine gute Ndherung bietet, auch wenn die
Parameter der einzelnen Knoten nicht exakt getroffen werden, Abb 3.8b.

2.5
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0.4 2
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o
<
0 0.5
l | | | | l | |
1 2 3 4 0 2 4 6
X X

Abb. 3.8: Kubischer Spline und zugehdrige Approximation

Es sind viele dhnliche Definitionen iiblich, auf die hier jedoch nicht weiter eingegan-
gen werden soll. In der Praxis werden oft die gleichen Splines eingesetzt, wie sie auch
fiir die Wichtungsfunktionen im SPH-Verfahren verwendet werden, sieche Abschnitt 4.1.

68



3.1 Ansatzfunktionen

Abb. 3.9 zeigt beispielhaft eine mit zweidimensionalen Spline-Wichtungsfunktionen ge-
bildete Moving-Least-Squares-Oberfliche: Auf einem 10 - 10 m messenden Feld befinden
sich regelméafig verteilte Datenpunkte, welche in einem zentralen Quadrat mit 5,0 m
Kantenldnge die Hohenkoordinate 4,0 m aufweisen, sonst 0,0 m. Deutlich ist zu sehen,
wie der Hohensprung mit wachsendem Einflussradius gegléttet wird.
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Abb. 3.9: Auswirkungen unterschiedlicher Wirkungsradien
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3.2 Randbedingungen

3.2.1 Essentielle Rander

Analog zur Methode der Finiten Elemente werden zur Implementierung der essen-
tiellen Randbedingungen auf I',, beispielsweise Auflager-Réndern, die Methode der
Lagrange-Multiplikatoren eingesetzt. Alternativ ist auch die Penalty-Methode, sieche Ab-
schnitt 2.3.2, oder eine Kopplung mit Finiten Elementen mdglich, was wegen deren
Kronecker-Delta-Eigenschaft N;(z;) = J;; giinstig ist: Es geniigt bei Finiten Elemen-
ten, den Randpunkten eine bestimmte Verschiebung zuzuweisen. Auf die letztgenannte
Moglichkeit soll in diesem Rahmen aber nicht néher eingegangen werden. Die Lagrange-
Multiplikatoren A haben die Funktion von Lagerreaktionskriften, welche den Rand ge-
rade um den gewiinschten Betrag verschieben. Ihre Interpolation entlang des essentiellen
Randes stellt sich mit dem Variationssymbol ¢ wie folgt dar:

A(x) = Zn: Ni(s)\; und 0A(x) = Xn:Ni(s)é)\i xel, (3.31)

Hierin ist n die Zahl der Randknoten des essentiellen Randes I',,, s ist deren Abstand,
und N das Lagrange-Polynom, welches sich in erster Ordnung wie folgt ausdriicken lasst.

S — 81 S — 8o

No(s) =

und  Ny(s) =

S0 — 51 51— S0

(3.32)

3.2.2 Natirliche Rander

Die Implementierung der aufgebrachten Krifte auf den natiirlichen Réndern I'; erfolgt
iiber die Quadratur mithilfe der Gaufpunkte, siehe Abschnitt 3.5. Mit diesem Verfahren
werden die auf den Réndern wirkenden Kréfte in den globalen Kraftvektor f integriert.

3.3 Aufstellen der diskreten Gleichungen
Fiir einen Festkorper {2 mit den Réndern I'; und I, gilt
V.-o+b=0 (3.33)

Hierin ist o der Spannungstensor, und b ist der Vektor der Korperkrafte. Der Kréftevek-
tor t des natiirlichen Randes ist t = o - n, wobei n der Normalenvektor der Oberfliche
ist. Die Verformungen des essentiellen Randes i entsprechen der Lagerverschiebung. Die
variationale Galerkin-Form, Abschnitt 2.2, von Gleichung (3.33) ist dann

/5(V5VT):UdQ—/5VT-b dQ—/ 5vT-EdF—/ 57 (u—1) dF—/ sviAdl =0
Q Q Iy Ty

- (3.34)
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3.3 Aufstellen der diskreten Gleichungen

Hierin sind dv(x) die Testfunktionen, Vv’ der symmetrische Teil von Vv’ und A
die Lagrangeschen Multiplikatoren sowie u(x) die gesuchte Approximation, etwa die
Verschiebung. Zusammen mit (3.31) werden hieraus die diskreten Gleichungen erhalten

C s -

K die globale Steifigkeitsmatrix mit den Elementen

Ky = / B'DB; d (3.36)
Q
mit der Ortlichen Dehnungsmatrix
o, 0
B;=| 0 @, (3.37)
q)l,a: cI)],y

und der Matrix D der Dehnungssteifigkeit. Fiir den ebenen Spannungszustand gilt fiir
diese mit dem Elastizitatsmodul E und der Querdehnzahl

1 w O
g1 0 (3.384)
oo

DESZ =

wahrend fiir den ebenen Verzerrungszustand

1 £ 0
B(1—p?) o
Dgvy = S+ 1 0 3.38b
EVZ (1 I M)(l _ 2”) lou 0 21(_2 | ( )
1—p

gilt. Der globale Kraftvektor f besitzt die Komponenten

fr :/ ot dF+/ ®;b d2 (3.39)
r Q

Die Matrix q besteht aus den Parametern

ax = — Ngu dl’ (3.40)

Iy
mit
_ |Ng O

Ny = [ 0 NK:| (3.41)
und Matrix G aus

Gix = —/ ®;Ng dI (3.42)

Die Indices ;, ; beziehen sich auf Knoten im Gebiet (), wihrend g auf Indexbildung von
Knoten auf den Randern I" hinweist.
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

3.4 Elastodynamik
Fiir den instationéren Fall wird (3.33) zu
V.-o+b=pi (3.43)
mit den Initialbedingungen fiir t = 0
o(x,0) = 0p(x) (3.44a)
u(x, 0) = vo(x) (3.44b)

Die schwache Gleichgewichtsformulierung (3.34) wird zu

/pciu udQ—l—/ée o dQ) = Z/ du;t; dF—i—/(SuTb dQ (3.45)

Hierin ist ¢ = Vgu, 0 = De und de = V4(du), D nach (3.38). Es ergeben sich die
bestimmenden Gleichungen zu

Mii + fi*t = o (3.46)

Hierin ist die Massenmatrix
J Q
und der Vektor der internen Krifte
fint — / Bfo df (3.48)
Q
mit der ortlichen Dehnungsmatrix B nach (3.37). Der Vektor der externen Kréfte notiert

foxt — / O dl + / o;b dO (3.49)
Tt Q

(3.46) kann auch durch
Mi+Kd=F (3.50)
formuliert werden. Wird zusétzlich viskose Dampfung beriicksichtigt, erhilt man
Mii+ Cd + Kd=F (3.51)

Oft wird die Dampfungsmarix C als Kombination der Massen- und Steifigkeitsmatrix
angenommen, der Rayleigh-Dadmpfungsmatrix:

C=aM+pK (3.52)

wobei a bzw. 3 gewichtende Faktoren sind.
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3.4 Elastodynamik

Zeitintegration

Die Integration iiber die Zeit kann beispielsweise iiber den Newton-Zeitschritt-
Algorithmus stattfinden, welcher hier fiir den eindimensionalen Fall skizziert werden
soll. Als Initialbedingungen seien bekannt: Die Steifigkeit k, die Masse m, die Verschie-
bung u(0) zum Zeitpunkt ¢ = 0, und die entsprechende Geschwindigkeit %(0) sowie die
wirkende dufere Kraft f(0), deren Momentanwert f(t) auch fiir alle anderen Zeitpunkte
der Berechnung bekannt sein muss. Die Initialbeschleunigung wird erhalten durch

ii(0) = % (—ku(0) + £(0) (3.53)

Fiir jeden weiteren Zeitschritt wird die Beschleunigung jedes Knotens errechnet iiber

1
m —I— k‘ﬂgAt2

2

ii(t+Al) = <—k (u(t) + Ata(t) + A; (1— @)u(:s)) + O+ At)> (3.54)

Die neue Verschiebung wird damit erhalten zu

At?
u(t + At) ~ u(t) + Ata(t) + N (1 = Bo)u(t) + Bau(t + At)) (3.55)
und die Geschwindigkeit am Ende des Zeitschrittes wird angendhert durch
u(t + At) =~ a(t) + At ((1 — Gr)u(t) + pra(t + At)) (3.56)

Hierin sind 3; und (s Parameter, die zwischen 0 und 1 eingestellt werden. Gilt
(1 = By = 0, so wird die Beschleunigung ausgehend vom Zustand zum Zeitpunkt ¢ ge-
schétzt, was einem expliziten Zeitintegrationsschema entspricht. Gilt 6, = 5 = 1, so ist
t + At der Zeitpunkt fiir die Beschleunigungsschitzung, was einem impliziten Schema
entspricht. Auch andere Methoden, beispielsweise wie sie im Abschnitt 4.9 beschrie-
ben werden, sind mdglich. Abb. 3.10 zeigt beispielhaft fiir die Anwendung eines zweidi-
mensionalen Newton-Schemas in Kombination mit der EFG-Methode den mithilfe des
entwickelten Programm-Moduls gewonnenen zeitlichen Verlauf der Verschiebungen der
Knoten eines einseitig links eingespannten Balkens, welcher nach einem initialen Impuls
in negativer vertikaler Richtung schwingt.

(a) (b) (c) (d) (e)

Abb. 3.10: Schwingender einseitig eingespannter Balken
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

3.5 Quadratur

Fiir die Zusammenstellung beispielsweise der ortlichen Steifigkeitsmatrizen K;;, Gyg,
dem Vektor f;, sowie qg ist die numerische Integration von Flichen- oder Linienin-
tegralen, auch Quadratur genannt, erforderlich. Dies geschieht grundsitzlich mit dem
Verfahren der Gaufs-Quadratur, Abschnitt 2.4. Fiir die flachenhafte Integration der Stei-
figkeitsmatrizen wird in der vorliegenden Arbeit eine 4x4-Punkt-Quadratur durchge-
fiihrt. Hierzu wird das Gebiet {2 in einzelne Zellen unterteilt, Abb. 3.11a. Diese Zellen
haben keinen direkten Bezug zur Geometrie des Korpers, sondern dienen lediglich der
Positionierung der Gaufspunkte. Thre ortliche Grofe und und damit Anzahl richtet sich
nach der oOrtlichen Knotendichte und kann gegebenenfalls variiert werden, Abb. 3.11b.
Als Faustregel zur Sicherstellung ausreichender Genauigkeit gilt, dass die ortliche An-
zahl der Gaul-Quadraturpunkte mindestens etwa drei mal diejenige der Knoten sein
sollte [46], was sich mit den Erfahrungen des Autors deckt.

x
% X X Xy x x x
x X X X
x X X XX x X X
X XXX
x X X Xx x x x
x X X X
x ‘ x x x| X x x x
: X X X X | X X X X
X X X X | X X X X
x X x X | X x X x
x X x X | X x X x
(a) 4x4-Integrationszellen und Knoten im Kor- (b) Mogliche Grofenvariation

perinneren )

Abb. 3.11: GaulR-Quadraturzellen

Die Quadratur lauft wie folgt ab:

e Aufstellen der Quadraturzellen iiber das Gesamtgebiet (2

— FEinfiigen der 16 Quadraturpunkte pro Zelle entsprechend den Gauf-
Koordinaten &;

— Berechnen der Gaufs-Gewichte w; fiir jeden Quadraturpunkt

— Aufstellen der Jacobi-Matrix fiir jede Zelle. Mit der Jacobi-Matrix wird das
Intervall der Gauk-Quadratur von [-1 1] auf die reale Grofe der Quadraturzelle
projiziert
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3.5 Quadratur

e Schleife iiber alle Gauf-Quadraturpunkte

— Finden aller Nachbarknoten, in Rissndhe Beriicksichtigung des Sichtbarkeits-
kriteriums bzw. Diffraktionsverfahren, Abschnitt 6.2.12

— Knotengewichte und ortliche Ansatzfunktion sowie deren partielle Ableitun-
gen berechnen

— Ortliche Dehnungsmatrix (B-Matrix) zusammenstellen
— Errechnete lokale Anteile in globale Steifigkeitsmatrix (K-Matrix) einfiigen
Fiir die Integration der Vektoren f und q zur Abbildung der natiirlichen und essentiellen

Randbedingungen wird eine 4-Punkt-Quadratur iiber die entsprechende Oberfliche I'
durchgefiihrt. Diese lauft wie folgt ab:

e Einfiigen der 4 Quadraturpunkte pro Linienabschnitt entsprechend den Gaufs-
Koordinaten &;

e Berechnen der Gaufk-Gewichte und der Jacobi-Matrix
e Finden der Nachbarpunkte jedes Quadraturpunktes

e Integrieren der Kréfte entlang der beaufschlagten Oberflichen zur Erstellung des
f-Vektors

e Integrieren der Lagrange-Multiplikatoren entlang der essentiellen Rdnder zur Er-
stellung des g-Vektors und der Matrix G

Auch hier kann die Grofe der einzelnen Integrationsbereiche variiert werden, deren sich
hierdurch veranderndes Gewicht wird durch die fiir jeden Bereich aufzustellende Jacobi-
Matrix beriicksichtigt. Eine regelmifige Verteilung der auf den Rindern liegenden Kno-
ten, wie in den Abbildungen 3.12a bzw. 3.12b gezeigt, ist nicht zwingend erforderlich.

(a) Integration natiirlicher Randbedingungen (b) Integration essentieller Randbedingungen

Abb. 3.12: GauRk-Quadratur
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

3.6 Validierung

Die mit EFGM erzielten Ergebnisse werden mit analytischen Losungen verglichen. Klas-
sisches Beispiel hierfiir ist der “Timoshenko-Balken”. Bei diesem wird im Gegensatz
zum Euler-Bernoulli-Balken kein Ebenbleiben der Querschnitte vorausgesetzt, der Quer-
schnitt ist also entsprechend dem Schubwinkel gedreht. Damit ist die iibliche Balken-
theorie nicht mehr anwendbar. Ein am linken Ende nach Abb. 3.13a gelagerter Balken,
welcher am freien Ende durch eine parabolische Schublast der Form

P D?
ty(L7y) = _54 _ yg

Pa (3.57)

in negativer y-Richtung belastet ist. Abb. 3.13b zeigt den Verlauf der Kraft P(y).

N °

4

[ N .
T D T, | Ldo ym

| :

L
-6
0 -20 -40 -60 -80-100-120-140
P [Pa]
(a) Thimoshenko-Balken (b) Kraftverlauf

Abb. 3.13: Timoshenko-Balken

Das Fliachentriagheitsmoment ist mit / = 113—23 gegeben. Die exakten analytischen Losun-
gen fiir die Verschiebungen, welche nach der Timoshenko-Theorie auch die Schubverfor-
mung der Querschnittsebene beriicksichtigen, lauten

uy(z,y) = —g;—yl {(GL —3x)x+ (2+ p) (y2 - %)] (3.58a)
uy(z,y) = 6127_3/1 {(3uy2(L —x)+ (4+ 5u)DT2x + (3L — [L‘):L’Q:| (3.58b)

mit der Querdehnzahl p und dem Elastizitdtsmodul E. Abb. 3.14 zeigt graphisch die
Verldufe von (3.58). Die Verschiebungen an jeder Stelle werden iiber (3.15) erhalten,
Spannungen werden analog interpoliert:

op = Z ®(x)o; (3.59)
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3.6 Validierung
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(a) Ug (JI, y)
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3 [m]

(b) uy(2,y)

Abb. 3.14: Verlauf der Horizontal- und Vertikalverschiebungen

Die Losung fiir die Spannungen lautet

ox(T,y) = —M (3.60a)
oy(z,y) =0 (3.60D)
Ouy(2,y) = —g (% — y2) (3.60c)

Abb. 3.15 stellt (3.60) graphisch dar.

250
200
4 180
100
a0

¥ [m]

- @
-100
-180
=200

0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45

% [m]

(a) ou(z,y)

y [m]

[ T T R e SN X3 B SR

0 5 10 15 20 25 320 35 40 45

% [m]

(b) oay(z,y)

Abb. 3.15: Verlauf der Horizontal-, Vertikal- und Schubspannungen

Abb. 3.16 zeigt die 191 Knoten mit aufgebrachten Verschiebungen in 500-facher Uber-
zeichnung, mit denen ein 48 m langer und 12 m starker Timoshenko-Balken modelliert
wurde. Die Quadratur erfolgte mit einer 4 x 4 Gauf-Integration, an den Réndern mit 4-
Punkt-Quadratur. Die Gauftpunkte und -Zellen sind in Abb. 3.16 ebenfalls zu erkennen.
Die Daten des Materials wurden mit g = 0,3 und E = 30, 0E6 Pa festgelegt.
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

Abb. 3.16: Timoshenko-Balken, EFG-Modell mit Knoten

Es zeigt sich eine fast 100%-ige Ubereinstimmung mit der analytischen Losung. Abb. 3.17
zeigt farbig skaliert die Horizontalspannungen o,. Die Verschiebungen sind in 500-facher
Vergroferung dargestellt.

(a)

(b)
Abb. 3.17: Horizontalspannungen o, EFG-Modellierung

Auch die Schubspannungsverliufe zeigen gute Ubereinstimmung, Abb. 3.18. Lediglich
an der Lagerung zeigen sich geringe Abweichungen.

(a)

p— O —
(b)
Abb. 3.18: Schubspannungen o, EFG-Modellierung und analytisch
Abb. 3.19 zeigt die Schubspannungen fiir die Querschnitte an den Stellen x = 12m,

r = 24m (Balkenmitte), und x = 36 m. Die Abweichungen liegen in einem Bereich, der
fiir praktische Anwendungen vernachléssigbar ist.
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Abb. 3.19: Horizontalspannungen o, an den x-Koordinaten 12, 24 und 36 m

Die Schubspannungen sind fiir das gezeigte Problem nach (3.60c) unabhéngig von der
x-Koordinate. Dies spiegelt sich auch im Rechenergebnis wider, lediglich nahe am einge-
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

spannten Rand sind sehr geringe Abweichungen zu beobachten, Abb. 3.20. Hervorzuhe-
ben ist die Tatsache, dass an den Randern sehr wirklichkeitsnah o, = 0 erreicht wird,
was mit Finiten Elementen nicht ohne Weiteres zu erzielen ist.

I analytlisch L
EFGM

bk

-6 -4 -2 0 2 4 6
y [m]
(a) x=12m

T T T
analytisch ---=-- /
-20 EFGM ------ o
40 |
: P

/ */

oyy [Pa]

-100 x

-120 b

-140

y [m]
(b) x =24m

T T T
5 analytisch - /|
20 EFGM - /

-40 /
-60 E /

o,y [Pa]
»*

-80 % /
-100 X A.

-120 . S

~ -

-140

y [m]
(c) x=36m

Abb. 3.20: Schubspannungen o,, an den x-Koordinaten 12, 24 und 36 m

Abb. 3.21 zeigt die mit Faktor 1000 multiplizierten Horizontalverschiebungen w,. Auch
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hier sind in desem Maftstab keine Abweichungen von der analytischen Lésung zu beob-

achten.
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Abb. 3.21: Horizontalverschiebung an den x-Koordinaten 12, 24, und 36 m
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3 Elementfreie Galerkin Methode EFGM

3.7 Numerischer Ablauf einer EFGM-Berechnung

Der prinzipielle Ablauf einer Simulation mit der Elementfreien Galerkin Methode ist in
Abb. 6.30 gegeben. Tab. 3.1 gibt ndhere Hinweise.

Tab. 3.1: Erlduterungen und Verweise zum numerischen Ablauf EFGM

Nr.

Erlauterung

Festlegen grundlegender material- und modellabhédngiger Parameter. Wahl des
Spannungs- und Verzerrungszustandes bei ebenen Betrachtungen. Festlegen der Geo-
metrie.

Die Knoten werden erzeugt, wobei an deren Verteilung niedrigere Anspriiche als in
einem FEM-Modell gestellt werden. Jedoch ist eine ausreichende Anzahl von Knoten
sicherzustellen.

Uber das zu integrierende Gebiet werden die Gaukzellen als Basis zur Positionierung
der Gauk-Integrationspunkte gelegt. An den Réndern werden analog Gaufipunkte ent-
sprechend den Koordinaten einer 1D-Gaufintegration entlang der Randlinie erzeugt.
In beiden Fillen hingt die zu erreichende Konvergenz von der Dichte der Gaufpunkte
ab.

Zur Invertierung der A-Matrix (3.10) ist eine Mindestanzahl Nachbarpunkte erforder-
lich. Je geringer die ortliche Punktedichte ist, desto gréfser muss also der Einflussbe-
reich der Punkte sein.

In den meisten Féllen geschieht die Zuordnung der Nachbarpunkte wie unter 4 be-
schrieben. Nur bei von vornherein festliegenden Einflussgebieten erfolgt noch eine ge-
sonderte Zuordnung. Entsprechend der Entfernung zum betrachteten Nachbarknoten
wird dessen Gewichtung beispielsweise tiber (3.29) festgelegt.

Uber (3.14) werden die Ansatzfunktionen ermittelt. Deren partielle Ableitung ist
iiber (3.16) festgelegt.

Die Steifigkeitsmatrix K, deren Elemente iiber (3.36) festgelegt sind, wird erzeugt.
Im Falle einer dynamischen Betrachtung sind zusétzlich die Massenmatrix M und
Dampfungsmatrix C iiber (3.47) bzw. (3.37) festzulegen.

Die Implementierung der aufgebrachten Krafte auf den natiirlichen Randern I'; erfolgt
iiber die Quadratur mithilfe der Gaufspunkte, siche Abschnitt 3.5.

Integration an den essentiellen Réandern, beispielsweise mithilfe von Lagrange-
Multiplikatoren wie unter Abschnitt 3.2.1 skizziert.

10

Das System der diskreten Gleichungen nach (3.35) ist zu l6sen. Dies erfolgt iiber
gebrauchliche Gleichungsloser, welche beispielsweise nach dem Gaufs- Algorithmus ar-
beiten.

11

Die Unbekannten des Gleichungssystems (3.35) sind die Knotenparameter u;. Hieraus
werden nach (3.15) die Verschiebungen an jedem beliebigen Punkt gewonnen.

12

Mit ¢ = Bu und o = €E liegen mit dem Ergebnis aus Punkt 11, den Knotenver-
schiebungen, auch die Dehnungen und Spannungen tiber (3.38) fest. Fiir eine iterative
Berechnung wiirde an dieser Stelle verzweigt, siche Abb. 6.30.

13

Die Ausgabe der Daten erfolgt graphisch oder in Tabellenform auf Bildschirm oder in
Datei.
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3.7 Numerischer Ablauf einer EFGM-Berechnung

|Festlegen der Modell- und Materialparameter |

—

2 | Innere Knoten und Randknoten erzeugen |

v

3 | Erzeugen der Gausszellen und -punkte |
4 | Festlegen der Einflussradien |

v

Zuordnen der interagierenden Knoten
Berechnen der Knotengewichte

v

Berechnen der Ansatzfunktionen
und deren Ableitungen

v

Berechnen der Steifigkeitsmatrix,
Massen- und Dampfungsmatrix

v

8 | Integration der natiirlichen Rénder |

v

9 | Integration der essentiellen Rénder |

v

10 | Losen des Gleichungssystems |

v

11 | Berechnen der Knotenverschiebungen |

v

12 | Berechnen der Spannungen |

5

Ausgabe / Speichern
der
Simulationsergebnisse

Abb. 3.22: Programmablauf einer EFGM-Simulation

13
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4 Methode der Smoothed Particles
Hydrodynamics SPH

Anders als netzbasierte Methoden unterteilt die Methode der Smoothed Particles
Hydrodynamics ein Gebiet nicht, sondern ihre Partikelmenge stellt die Approximation
eines Quasi-Kontinuums dar. Innerhalb eines endlichen Bereiches durch eine Wichtungs-
funktion gegliattete Partikel reprédsentieren dabei jeweils ein Fluidelement. Prinzipiell
ist das Verfahren dhnlich einer Monte-Carlo-Simulation: Frei bewegliche interagierende
Teilchen 16sen die klassische Newtonsche Hydromechanik “direkt”. Die zugrunde liegen-
den partiellen Differenzialgleichungen werden durch den Ansatz der Glittung in einen
Satz gewohnlicher Differenzialgleichungen umgewandelt. Die Anzahl der Partikel pro
Volumeneinheit bestimmt die ortliche Dichte. Aufgrund der direkten Proportionalitét
kann damit fiir jeden Zeitschritt der oértliche Druckgradient bestimmt werden. Zusam-
men mit weiteren Faktoren wie der Viskositit oder dem Wirken von Koérperkriften wird
daraus die Partikelbeschleunigung und -geschwindigkeit hergeleitet, und nach Neuposi-
tionierung der Partikel beginnt der Rechenzyklus von vorn. Die Gliattung erfiillt mehrere
Zwecke: Aus mathematischer Sicht wandelt sie die starke Form der Differenzialgleichung
derart um, dass die Anforderungen an die Funktionsstetigkeit jenen einer schwachen
Formulierung entsprechen. Im Unterschied zur zuvor vorgestellten Elementfreien Ga-
lerkin Methode, welche die durch diese Formulierung bedingten Integrationsprozesse
erst im Moment der Zusammenstellung der diskreten Systemgleichungen durchfiihrt,
geschieht dies bei der Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics im Stadium
der Funktions-Approximation. Dies begriindet die Reduktion der Anspriiche an die Ste-
tigkeit der approximierten Feldfunktionen. Daher erweist sich SPH auch fiir beliebig
verteilte Partikel ohne Mindestanspruch an die Anzahl der Nachbarpartikel als stabiles
numerisches Verfahren, was auch die Tatsache widerspiegelt, dass in Fliissigkeiten nur
kurzreichweitige Krifte eine Rolle spielen. Weiterhin verhindert die Glattung ein gegen-
seitiges Durchdringen der Partikel, obwohl keinerlei Kollisionskontrolle im eigentlichen
Sinn stattfindet. Die Interaktion zweier Partikel findet wegen der Auflésung des Parti-
kels auf eine bestimmte rdumliche Ausdehnung iiber viele Zeitschritte hinweg verteilt
statt. Ndhern sich benachbarte Partikel, steigt die 6rtliche Dichte und damit der Druck,
wodurch entgegengesetzte Beschleunigungskréfte wirksam werden, welche die Partikel
eine gewisse Distanz nicht unterschreiten lassen. Voraussetzung ist ein geniigend klei-
ner Zeitschritt, der unmittelbar mit der rdumlichen Partikelverteilung und der Schall-
geschwindigkeit des Fluidums zusammenhéngt. Das Verfahren der Smoothed Particles
Hydrodynamics wurde 1977 von Monaghan und Gingold [34]| zum Zweck astrophysika-
lischer Berechnungen eingefiihrt. Die Methode wurde von Monaghan und zahlreichen
weiteren Autoren, beispielsweise Benz und Asphaug [14], stetig fortentwickelt und auf
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4 Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics SPH

neue Bereiche ausgedehnt. Verschiedene Ansitze zur Betrachtung von Festkorpern und
Bruchvorgéngen wurden vorgestellt, inzwischen existieren selbst Dialekte, welche analog
zur Elementfreien Galerkin Methode Ansatzfunktionen auf Basis eines Moving Least
Squares-Interpolationsverfahrens bilden [16]. Die vollstandig netzfreie Partikelmethode
bietet sich damit lingst nicht mehr nur fiir hydromechanische Anwendungen an, obgleich
SPH zur Simulation von Vorgéingen starker Verformung und Bewegung aufgrund seiner
sehr hohen numerischen Stabilitit besonders geeignet ist. Dennoch besteht weiterhin
Forschungsbedarf, auch in der von Beginn an stehenden Frage der korrekten Darstellung
der essentiellen Rénder. Abb. 4.1 zeigt beispielhaft die SPH-Simulation eines Impaktvor-
gangs: Ein kleiner Korper trifft mit hoher Geschwindigkeit auf einen gréfseren ortsfesten
Korper, mit der Folge starker Verformungen und Materialablésungen.

(a) (b) (c) (d)
Abb. 4.1: SPH-Simulation eines Impakt-Vorgangs

4.1 Wichtungsfunktionen

Die grundlegende Idee einer SPH-Approximation ist die Anndherung einer Feldfunktion
F' eines d-dimensionalen Raumes durch Integration entfernungsgewichteter Parameter
verteilter Knoten iiber den Ansatz
F(x)=[| 0(x—x)F(x") dQx VxeQ (4.1)
R4
Die Ortskoordinaten des betrachteten Punktes bzw. der benachbarten Partikel werden
hierbei mit x bzw. x’ gekennzeichnet. Durch € ist das Gesamtgebiet symbolisiert, etwa

der Fliissigkeitskorper. Die Dirac-Delta-Funktion ist mit 6(x) = lim._od.(x) definiert,
Abb. 4.2.

1/e

—e/2| | |e/2

Abb. 4.2: Dirac-Delta-Funktion

86



4.1 Wichtungsfunktionen

Fiir sie gilt

0 firz <=
O (z) = l% Iofir fF<ax<: (4.2)
0 firzx> %
Die Dirac-Delta-Funktion hat mit
/ Sx)dr =1  baw. / 5(C = 2)f(C) d¢ = f(x) (4.3)

die Eigenschaften der “Einheit der 1”7 bzw. des Kronecker-Deltas. Die Dirac-Delta-
Funktion ist wegen ihrer Unstetigkeit und der damit verbundenen Schwierigkeit bei
der Gewinnung der bendtigten Ableitungen jedoch nicht geeignet fiir den Einsatz in den
hier diskutierten numerischen Modellen. Obgleich auch die verwandte Gaufkurve der
grundlegenden Idee der rdumlich verteilten Einheit entspricht — anfinglich von Benz
als Aufenthaltswahrscheinlichkeit interpretiert [14] — wird sie hier ebenfalls nicht ver-
wendet, da durch ihre Unbeschranktheit und die komplizierten partiellen Ableitungen
ein hoher numerischer Aufwand bedingt wiirde. Daher werden die Gewichtungen durch
numerisch einfacher handhabbare Kernfunktionen W(x — x’, h) &hnlicher Ausprigung
ersetzt, Abb. 4.3.

0.6 —

0.4 —

Wi(x —x',h)
0.2 —

|

|

|

|

|

|

|

|

|
r— 1 T T T T 1
-15 -1 =05 0 05 1 15

x —x

Abb. 4.3: Beispiel Kernfunktion W(x — x’,h) mit h = 1,0

Hierbei ist h der Parameter, welcher die Grofe des Einflussbereiches von W be-
stimmt. Die Integralformulierung (4.1) geht damit iiber in eine gewichtete Summations-
Approximation:

N

(Fx)) = | Wx=x,hFX)dY% ~ > FEW(kx-x;h)AV; (4.4)
Rd i=1

Der Approximations-Operator wird hierbei mit dem Symbol (...) gekennzeichnet, x ist
der Koordinatenvektor des betrachteten Ortes, x; die Koordinatenvektoren der Partikel

1 =1...N, iiber die summiert wird, h der Radius, auf dessen Bereich die Kernfunktion
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4 Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics SPH

W begrenzt ist. N ist die Zahl aller Partikel, in deren Einflussbereich der Punkt des
Interesses, etwa ebenfalls ein Partikel oder ein beliebiger anderer Ort, mit den Koordi-
naten x liegt. Im Gegensatz zur Elementfreien Galerkin Methode, in welcher derartige
Wichtungsfunktionen lediglich die Basis zur Generation der Ansatzfunktion iiber die
Moving Least-Squares-Interpolation darstellen, findet hier keine weitere Transformation
auf Basis dieser Gewichtungen statt.

4.1.1 Kernfunktionen mit Splines

Fiir die einfachere Erzeugung und Behandlung der Kernfunktion bietet sich analog zur
Elementfreien Galerkin Methode die Verwendung von Splines an. In der Praxis werden
in beiden Modellen oft die gleichen Splinefunktionen verwendet. Daher wird hier fiir die
Grundlagen dieser Funktionen auf Abschnitt 3.1.3 verwiesen. Ein Beispiel einer typischen
durch Splines definierten SPH-Kernfunktion ist:

ORGSR S
W(rh) =521 -7) fiir 3 < <1 (4.5)
0 fiir £ > 1

Dabei beriicksichtigt d = 1,2, 3 die Dimension und 7 den Abstand der Partikel ||r — 1’|
sowie der Normierungskonstanten o. Diese besitzt den Wert 4/3 fiir eindimensionale Pro-
bleme, 49/7i1 fiir 2D, und 8/m fiir rdumliche Konstellationen. Die Ableitung des Kernels
W nach 7 errechnet sich nach

~ 2 ~ ~
3(5)"—27 firo< <
O Rt
P el el Gl fiir 3 < <1 (4.6)
0 fir ;- >1
Fiir die Kalkulation des Gradienten der Kernfunktion gilt hierbei
r—r' OW(r h)
VW (||lr —1'||,h) = ’ 4.7
(I =l b = =g (47)

In obigen Gleichungen ist v = [z;1 ;)7 der Ortsvektor des betrachteten Partikels 7 und
v’ = [zj1 7;2]" der Ortsvektor eines Nachbarpartikels j. Der Wirkungsradius der Partikel
ist h. Die Gradienten sind beziiglich der Nachbarpartikel symmetrisch mit umgekehrten
Vorzeichen:

VW ([le = x'[l,h) = =V'W (lr —x'l|, h) (4.8)

Abb. 4.4 zeigt die Wichtungsfunkion nach (4.5) und deren Ableitungen in zwei orthogo-
nalen Richtungen z und y nach (4.6).
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4 Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics SPH

4.1.2 Anpassung des Wirkungsradius

Der Wirkungsradius bestimmt neben der Anzahl der Partikel unmittelbar die Auflésung
und damit die Rechengenauigkeit, Abb. 4.5 zeigt das Uberlappen der Wichtungsbereiche
fiir Partikel, deren Distanz kleiner ist als ihr Wirkungsradius.
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Abb. 4.5: Uberlappende Einflussbereiche

Ein kleiner Wirkungsradius bedingt jedoch eine hohe Teilchenanzahl und damit hohen
numerischen Aufwand. Daher ist eine dynamische Anpassung der Wirkungsradien in
Abhéngigkeit der oOrtlichen Teilchendichte giinstig. An Orten geringer Teilchendichte
wird der Wirkungsradius des einzelnen Teilchens grofer gewéhlt, wihrend bei hoher
Teilchendichte ein geringerer Radius die Auflésung und damit die Wiedergabe steiler
Gradienten giinstig beeinflusst. Der Wirkungsradius weist dann eine Proportionalitit
zur lokalen Teilchendichte auf:

1
(p)=
Die Approximation der lokalen Dichte iiber die Nachbarpartikel ist hierbei

== (4.10)

h

(4.9)

(...) ist der Approximationsoperator. Der rdumlichen Dimension entsprechend wird
a =1, 2,3 gesetzt: Bei eindimensionalen Fragestellungen gilt o = 1, bei ebenen Mo-
dellen wie in der vorliegenden Arbeit o = 2. Da sich die ortliche Dichte iiber die Zeit
verdndert, ist nun auch der Wirkungsradius des betrachteten Partikels 7 zeitabhéingig:

dh; hi '\ dp;
= — 4.11
dt (&pi> dt (4.11)
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4.2 Zustandsgleichung, Kiinstliche Kompressibilitét

4.2 Zustandsgleichung, Kiinstliche Kompressibilitat

Ein reales Fluid ist nicht absolut inkompressibel. Eine solche Inkompressibilitit hétte
das Verschwinden des Druckgradienten zur Folge. Im SPH-Verfahren werden die Partikel
unter Anderem durch Kréfte, welche aus dem Druckgradienten herriihren, beschleunigt.
Der Druck ist eine Funktion der ortlichen Dichte. Der Zusammenhang zwischen Druck
und Dichte wird durch die Zustandsgleichung beschrieben. Die klassische Zustandsglei-
chung fiir Wasser ist die Tate’sche Gleichung:

p—po=B<(£>m—1) (4.12)

mit B = po/m = Kw/m & 0, 3214 GPa und m = ¢/c, ~ 7. Weiter ist p der aktuelle Druck,
po der Ausgangsdruck, p die momentane Dichte, p, die Ausgangsdichte, cq die Schallge-
schwindigkeit bei Ausgangsdruck, K, der materialabhéngige Kompressionsmodul und
m der Adiabatenexponent. Der Adiabatenexponent ist dabei definiert als das Verhéltnis
der spezifischen Wérmekapazitaten bei konstantem Druck ¢, und konstantem Volumen
¢,. Der Kompressionsmodul K, beschreibt, welche Druckinderung fiir eine bestimmte
Volumenénderung notig ist:

Vidp dp

K, = % ___ 9@
vy av/v

(4.13)

Monaghan |57| leitet aus (4.12) die in der vorliegenden Arbeit zumeist verwendete Zu-
standsgleichung

() )

mit v = 7,0 und B = pg ab. Durch den mit v dargestellten Exponenten haben kleine
Dichteénderungen grofe Druckéinderungen zur Folge, was dem realen Verhalten nahezu
inkompressibler Fluide entspricht. Eine vereinfachte Zustandsgleichung Monaghans 57|,
welche lediglich die Schallgeschwindigkeit und Dichte parametrisiert, lautet mit (4.20)
fiir Parameter c:

p=cp (4.15)

4.3 Korperkrifte

Die Wirkung von Korperkriften, beispielsweise der Gravitation g, findet als direktes

Aufbringen einer Partikel-Beschleunigung entsprechenden Betrages und Richtung ihren

Niederschlag:
v, g
— = = 4.16

mit der Partikelmasse m.
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4.4 \Viskositat

Die durch dynamische Viskositit entstehenden komponentenweisen Partikelkrifte wer-
den durch

Vi, —V;
fiv = an] J 0, V2W<Xi - Xy, h) (417)
J

abgebildet, wobei n hier die materialabhéngige dynamische Viskositdtszahl ist.

4.5 Kiinstliche Viskositat

Im Moment starker Kompression wird in realen Fluiden kinetische Energie in Warme
umgewandelt. Ohne diese Dampfung wiirde sich auch ohne weitere Energiezufuhr ei-
ne stetige Teilchen-Oszillation einstellen. Physikalisch kann dieser Vorgang als viskose
Energiedissipation dargestellt werden, welcher direkt abhéngig ist von der Divergenz der
Teilchengeschwindigkeit V - v. Wihrend eines Kompressionsvorganges, und nur dann
soll die kiinstliche Viskositdt wirksam sein, ist diese negativ, da sich die Teilchen aufein-
ander zu bewegen. Dies spiegelt sich im Ansatz von Von-Neumann-Richtmyer [84] zur
kiinstlichen Viskositdt wider:

I, — {alA:v2p (V-v) f.i‘ir V-v<0 (4.18)

0 fiir V-v>0

hierin ist II; die kiinstliche Von Neumann-Richtmyer-Viskositat und a; ist ein zu justie-
render dimensionsloser Parameter. Zusatzlich kénnen mit

! (4.19)
0 fir V-v>0

{agAxch -V fiir V-v<0
H2 ==

noch nicht unterdriickte Oszillationen weiter vermindert werden. as ist eine dimensions-
lose festzulegende Konstante, wihrend mit

¢~ +/200gH (4.20)

die Schallgeschwindigkeit dichte- und damit tiefenabhéngig (1483 m/s in Wasser bei
20 °C) angenahert werden kann. H ist die Tiefe, g = 9,81 m/s> die Erdbeschleunigung.
Monaghan [55] entwickelte eine weitere Formulierung, welche zusétzlich zur Abbildung
der Energiedissipation dem gegenseitigen Eindringen der Partikel ineinander vorbeugt:

Pij

—Qq1Cijlij 5 U
. oGy i+ B fiir Vij - Xi; <0 (4.21)
ij 0 fiir Vij + Xij 2 0 |
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4.6 Geschwindigkeits-Korrektur

Das Verhindern des gegenseitigen Eindringens ist immens wichtig fiir die Stabilitat
des Modells und realistisches Verhalten der Fliissigkeit an Réndern, beispielsweise zwi-
schen Wasser und Talsperrenfront, Abschnitt 4.7. Auch wiirde ein gegenseitiges Durch-
dringen vollig der physikalischen Vorstellung eines Fluidums zuwiderlaufen. Vorausset-
zung fiir die Wirksamkeit dieses Mechanismus’ ist weiterhin ein klein genug gewé&hl-
ter Zeitschritt, siehe Abschnitt 4.9. Der erste Term des Quotienten stellt eine Scher-
Viskositit dar, welche unabhéngig von einer Kompression, etwa einer Schockfront, ist.
Der zweite Term, welcher gegenseitiges Eindringen unterdriickt, ist hingegen #hnlich
der Von Neumann-Richtmyer-Viskositdt und somit besonders in Kompressionsphasen
wirksam. Die weiteren Parameter sind mit dem Einflussradius h und dem Geschwin-
digkeitsvektor v sowie dem Positionsvektor x jedes Partikels und v;; = v; — v, bzw.
X;j = X; — X; gegeben mit

iy = % (4.22a)
Cij = % (¢ +¢) (4.22b)
pi =5 o+ 1)) (4220
hij = % (h; + hy;) (4.22d)

Die Parameter ¢, p und h werden also jeweils gemittelt. Die Konstanten ap und fp
werden um den Wert 1,0 herum justiert. Mit ¢ werden numerische Artefakte durch ein
Divergieren des Ausdrucks zu einer Singularitét fiir kleine Teilchenabstédnde unterdriickt.
Zu finden ist oft die Formulierung ¢ = €h;;, wobei dann € ~ 0,01 gesetzt wird. Dieser
Wert bestimmt quasi die Rechenauflésung in Bezug auf den Partikeleinflussbereich h.
Erwahnenswert ist in diesem Zusammenhang, dass auch durch die unvermeidlichen Run-
dungsfehler numerische Artefakte generiert werden, welche viskose Wirkungen haben.
Die kiinstliche Viskositét flieft direkt in die Impulserhaltungsgleichung (4.51b) ein:

N af af
Dv¢ o. . OW.: :
! :§ m; | 5 + L + 10, | —= 4.23
Dt ( P J) o (4.23)

J

4.6 Geschwindigkeits-Korrektur

Selbst relativ geringe Dichtegradienten ziehen nach (4.14) hohe Druckgradienten nach
sich, was zu extremer Beschleunigung einzelner Partikel fithren kann. Monaghan [56]
schldgt deswegen folgenden Korrekturterm vor, welcher die Geschwindigkeit des einzel-
nen Partikels an die durchschnittliche Geschwindigkeit der umgebenden Partikel anné-
hert:

d i
Xi o 82 VU (4.24)
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Hierin ist N die Zahl der Nachbarpartikel des betrachteten SPH-Teilchens. ¢ wird im
Bereich 0,0 < e < 1,0 gewéhlt. In der vorliegenden Arbeit wurde € = 0,3 bis ¢ = 0,03
eingestellt. Fiir Partikel nahe der Rander wurde bei extremen Geschwindigkeiten ¢ =
1,0 gewédhlt. Dieses Vorgehen lésst die Partikelbewegung kohérenter werden, was sich
insbesondere vorteilhaft hinsichtlich unerwiinschter gegenseitiger Penetration auswirkt.
Die Gewichtung der Nachbarpartikel relativ zum betrachteten Teilchen kann variiert
werden. In (4.25) geht die Dichte als Durchschnitt p des aktuellen Partikels und seiner
benachbarten Partikel ein:

d i
Xi —52 V” (4.25)

wobei

PP

pl] 2 + 2
gilt. Auch Wichtungen sind unter entsprechender Anpassung von (4.25) moglich, bei-
spielsweise mit

_ Pj

pij = pi+ 5] (4.26)
Jeder Partikel hat damit zwei verschiedene Geschwindigkeiten: Einerseits die reale physi-
kalische Geschwindigkeit, welche in simtliche Berechnungen Eingang findet, andererseits
die korrigierende Geschwindigkeit, welche nur im Moment des Verriickens des Partikels
wirksam wird, aber in keiner weiteren Berechnung beriicksichtigt wird.

4.7 Modellrander

SPH etablierte sich zunichst besonders als Modell astrophysikalischer Fragestellungen.
Dies diirfte sich auch darin begriinden, dass das nicht Vorhandensein fester Rander
eine SPH-Modellierung stark vereinfacht. Die Behandlung von Réndern, beispielswei-
se der Oberfliche zwischen Fliissigkeit und Festkorper, sind nach wie vor Gegenstand
laufender Weiterentwicklungen der SPH-Methode. Einige Gesichtspunkte der korrekten
Verfahrensweise zur Abbildung von Modellrdndern lassen sich wie folgt zusammenfassen:

e moglichst naturnahes Verhalten hinsichtlich Impulsiibertragung, Geschwindigkeit,
Dampfung, Reibung, Adhésion

e kein unerwiinschtes Zu- oder Abfiihren von Energie
e numerisch stabil und wenig aufwindig

Im Folgenden werden einige Ansétze zur Behandlung dieser Fragestellung aufgefiihrt.
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4.7 Modellrander

4.7.1 Federkrafte

Die einfachste Moglichkeit, innerhalb einer SPH-Formulierung einen Rand darzustellen
ist es, sich der Randlinie ndhernde Partikel einer entgegengesetzten Kraft normal zum
Rand auszusetzen. Diese Kraft steigt mit kleiner werdender Distanz zwischen Rand und
Partikel, Abb. 4.6.

Abb. 4.6: Implementierung des Modellrandes durch abstoende Krafte

Besonders wirksam ist diese Methode, wenn die zuriickdringenden Kréfte exponenti-
ell mit dem Quotienten 1/r; steigen, wobei r; die Entfernung auf der Normalen zum
Rand ist. Die Kréfte wirken nur normal zur Oberfliche, die Geschwindigkeitskompo-
nente parallel zum Rand wird nicht beeinflusst. Dieser Ansatz ist unproblematisch, da
keine zusétzliche Energie in das System fliefst und numerisch ohne grofsen Aufwand zu
implementieren ist. Jedoch neigen die Partikel nahe des Randes zum Schwingen, was
sich durch die kiinstliche Viskositéit, Abschnitt 4.5, und die Korrektur der Partikelge-
schwindigkeiten, Abschnitt 4.6, mindern lisst. Die einfache Dampfung proportional zur
Partikelgeschwindigkeit ist unter dem Gesichtspunkt der Energieiquivalenz problema-
tisch. Eine noch einfachere Version dieses Ansatzes besteht darin, bei Uberschreiten der
Grenzlinie durch einen Partikel lediglich dessen normale Geschwindigkeitskomponente
beziiglich des randparallelen Koordinatensystems zu invertieren, was einem ideal elasti-
schen Stofs entspricht. Dies ruft jedoch bei hohen Geschwindigkeiten fallweise numerische
Instabilitdten durch Partikeldurchdringungen hervor und verfélscht die Energiebilanz
randnaher Partikel. Bei einer sehr grofen Anzahl von Partikeln und niedrigen Fort-
bewegungsraten wurden dennoch mit diesem Ansatz Ergebnisse erzielt, die von denen
exakterer Mechanismen nicht signifikant abweichen. Der Einfluss eines etwaigen Fehlers
betreffend des Potentials eines Randpartikels nimmt mit zunehmender Teilchenmenge
ab. Fiir Probleme kurzer Zeitskalen und niedriger Relativbewegung zwischen Fliissigkeit
und Festkorperrand, wie sie in der vorliegenden Arbeit in Form der Interaktion zwischen
Wasser und Talsperre im Erdbebenfall betrachtet werden, konnen solch einfache Anséitze
gerechtfertigt sein.

4.7.2 Partikelarretierung

Eine weitere, lediglich zu Versuchszwecken angewandte Methode besteht darin, Partikel,
welche sich {iber die Grenzlinie hinweg bewegen, von diesem Moment an als stationér zu
behandeln. Diese Partikel bleiben férmlich an der Grenze haften. Fiir folgende Partikel
bilden sie fortan ein “natiirliches” Hindernis, sodass die Grenze an dieser Stelle kein
zweites Mal iibertreten wird. Jedoch ist dieser numerisch einfach zu implementierende
Ansatz aus zweierlei Hinsicht fiir eine gewohnliche Simulation bedenklich:

e Die das Fluidum bildende Partikelmenge verringert sich zu Beginn. Bei geringerer
Partikelanzahl oder grofen Grenzflachen wirkt sich dies besonders aus
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e Das Verfahren absorbiert die Energie der eingefrorenen Partikel vollstindig, was
die Ergebnisse abhéngig von der Gesamtpartikelzahl verfilscht

Bei sehr hohen Partikelzahlen bleibt der Fehler dennoch in unter Umsténden akzeptablen
Grenzen, da wie oben erwéihnt lediglich der dufere Partikelfilm beeinflusst wird. Sind die
Réander vollstdndig durch arretierte Partikel geschlossen, entspricht diese Konstellation
den “virtuellen Partikeln”, Abschnitt 4.7.3.

4.7.3 Virtuelle Partikel

Eine bewahrte Methode zur Darstellung der Rénder in einer Smoothed Particles Hydro-
dynamics Modellierung besteht darin, Rdnder zu Festkdrpern mit einer oder mehreren
Schichten von Randpartikeln, so genannten “Geisterpartikeln” oder “virtuellen Parti-
keln”, darzustellen. Hierzu wird auf der Grenzlinie zwischen Fliissigkeit und Korper eine
Linie unbeweglicher Partikel angeordnet. Diese finden Eingang in dem normalen SPH-
Berechnungsablauf: Sie werden in Randnihe befindlichen Partikeln als Nachbarn zuge-
ordnet, und die Kalkulation der o6rtlichen Dichte, Druck etc. findet im normalen Ablauf
statt. Jedoch behalten die Randpartikel ihre Ortskoordinaten bei. Sollen bewegte Riander
dargestellt werden, kann den Randpartikeln auch eine feste Geschwindigkeit zugewiesen
werden. Es stellt sich heraus, dass bei hohen auftretenden Partikelgeschwindigkeiten
Durchdringungen einzelner Teilchen durch die Rénder hindurch nicht auszuschliefen
sind, da die Geschwindigkeitsunterschiede zwischen bewegtem Fliissigkeitspartikel und
starrem Randpartikel zu grof sind. In Grenzen kann dies durch Verringerung der Zeit-
intervalle kompensiert werden, was den numerischen Aufwand allerdings extrem erhoht.
Aus diesem Grunde werden mehrere Schichten von virtuellen Partikeln angeordnet. Sie
konnen auch dynamisch erst im Laufe der Simulation dort generiert werden, wo sich tat-
sdchlich Partikel in Randndhe befinden und im gegenteiligen Fall auch wieder geloscht
werden. Jedem randnahen Partikel kann explizit ein oder mehrere virtuelle Partikel in
Richtung seiner Geschwindigkeit gestaffelt zugeordnet werden. Weiterhin kann den ge-
nerierten Partikeln bei gleicher Dichte und Druck eine symmetrisch kontrare Geschwin-
digkeit dhnlich der Penalty-Methode, Abschnitt 2.3.2, zugeordnet werden, welche zwar
in die Impulsberechnungen mit einfliefst, jedoch keine Verschiebung der Geisterpartikel
zur Folge hat. Zu beachten ist, das dem System hiermit Energie zugefiihrt wird, was
besonders bei einer geringen Partikelanzahl die Ergebnisse verfilschen kann. Mit der
Staffelung gibt es 3 Typen von Partikel [47|, Abb. 4.7:

1. reale bewegte Partikel mit gewohnlichen Eigenschaften

2. stationdre virtuelle Randpartikel auf der Randlinie mit abstofsender Kraftaus-
iibung: Typ 1

3. stationare virtuelle Randpartikel hinter der Randlinie mit virtueller symmetrisch
entgegengesetzter Geschwindigkeit: Typ I1
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Abb. 4.7: Randpartikel Typ I und Typ I1

Die abstofende Kraft der Partikel des Typs I auf normale SPH-Teilchen berechnet sich
dabei wie folgt:

Il - ()3 e (2) <
PB;j = i i i 9 (4.27)

0 fiir (-0) >1

Hierin sind n; bzw. ny Parameter, die standardméfig auf 12,0 bzw. 4,0 gesetzt wer-
den. D wird in der Grofenordnung des Quadrats der hochsten im aktuellen Zeitschritt
vorkommenden Partikelgeschwindigkeit gewahlt. Der Bereich, in welchem die repulsiven
Kréafte wirksam werden, ist ry und entspricht dem Partikelabstand bei Simulationsstart.
Randpartikel des Typs I iiben diese Kréfte nicht aus, sie entfalten eine abstoflende Wir-
kung durch ihre dem zugeordneten realen Partikel entgegengesetzte Geschwindigkeit.
Diese ist virtuell, sie wird in allen Berechnungsschritten wie eine real auftretende Par-
tikelgeschwindigkeit behandelt, Partikel des Typs II bleiben aber stationdr. Besonders
unproblematisch hat es sich erwiesen, die virtuellen Partikel vollstindig aus dem {ibli-
chen Vorgang der Dichte- und Druckberechnung zu isolieren, sodass zwischen normalen
Partikeln und virtuellen Partikeln ausschlieflich die beschriebenen Krifte, jedoch keine
normalen Druckkréfte wirksam sind. Dann zeigt sich eine besonders geringe Neigung zu
unerwiinschten Oszillationen. Abb. 4.8 veranschaulicht beispielhaft die von Randparti-
keln Typ I ausgeiibten Krifte, in einer Situation, in welcher ein 3,0 Meter auf 5,0 Meter
grofer Fliissigkeitskorper mit einer Geschwindigkeit von 10,0 m/s auf einen vertikalen, un-
verschieblichen Rand prallt. Die Lange der Linien rechts vom Rand ist proportional zur
ausgeiibten Kraft, die Richtung der Linie entspricht der resultierenden Kraftrichtung.

(d) 0,025 sec. (e) 0,027 sec. (f) 0,029 sec.

Abb. 4.8: Repulsive Krifte der Randpartikel
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Virtuelle Randlinie

In der vorliegenden Arbeit wurde dieser Ansatz dahingehend abgewandelt, dass zur
Ausiibung der abstoftenden Krifte an den Réndern keine Randpartikel erforderlich sind,
sondern die aus (4.27) resultierende Wirkung bei Anndherung von Partikeln an eine
Randlinie auftritt. Das Gebiet wird durch einen Polygonzug begrenzt, dessen linienfor-
migen Abschnitte die Randlinien sind. Thre Lénge richtet sich nach der gewiinschten
Auflésung, Anfangs- und Endpunkte jeder Randlinie sind festzulegen.

® SPH-Partikel (zo,%0)

Tij

) Randlinie

(z1,11 (z2,92)

Abb. 4.9: Ansatz mit speziellem Randlinien-Mechanismus

Symbol r;; bezeichnet dabei die Entfernung des Partikels normal zur Randlinie und
errechnet sich im Fall geneigter Randlinien zu

- (w2 — 21)(y1 — yo) — (21 — @0)(y2 — 1)
’ Vs =22 + (2 = 0)?

wobei 2y bzw 1y die Koordinaten des Partikels sind und 1, y; bzw. x4, y» die Koordinaten
der Endpunkte der Randlinie. Bei komplexeren Geometrien sind das die Endpunkte
als gerade anzunehmender Teilstrecken. Die abstofende Kraft PB;; nach (4.27) wird
normal von der Randlinie weisend ausgeiibt, was durch einfache Winkelprojektionen
geschieht. Ein virtueller Partikel ist nicht vorhanden, sondern das Lot vom normalen
SPH-Partikel auf die Randlinie dient der Entfernungsbestimmung, Abb 4.9. Durch diesen
Ansatz ergeben sich Vorteile hinsichtlich des numerischen Aufwandes, da lediglich nach
Partikeln in Randndhe gesucht werden muss, alle weiteren, auch fiir virtuelle Partikel
erforderlichen Rechenschritte wie Nachbarschaftssuche, Impulsberechnung etc. entfallen.
Die abstofenden Krifte werden nur dann ausgeiibt, wenn der Partikel sich der Grenze
nahert. Bewegt er sich ohnehin schon von der Grenze weg, werden keine Kréfte ausgeiibt.

(4.28)

4.7.4 Randnahe Partikel

Im Zuge der vorliegenden Arbeit wurde folgender Ansatz einer einfachen Randpartikel-
Schicht implementiert: Erreicht ein SPH-Partikel den Rand, befindet sich also minde-
stens ein Randpartikel im Sinne von Abschnitt 4.7.3 in der Liste seiner Nachbarpar-
tikel, so werden alle anderen Eintrdge dieser Liste, bis auf die eben genannten und
Partikel, die ihrerseits ebenfalls “Nahe-Rand-Partikel” sind, geléscht. Ein Partikel, des-
sen Grenzen seines Einflussbereiches einen Rand iiberschneiden, hat somit keine Nach-
barpartikel mehr aufer Randpartikeln und randnahen Partikeln. Es entsteht zwischen
dem Rand und den normalen SPH-Partikeln eine Schicht von Nahe-Rand-Partikeln,
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Abb. 4.10. Dadurch nehmen diese randnahen Partikel dhnliche Eigenschaften entspre-
chend den durch die Merkmale der Randpartikel verkérperten Randbedingungen bei-
spielsweise hinsichtlich der Geschwindigkeit an. Randdurchdringungs-Probleme infolge
hoher Partikelgeschwindigkeiten und damit verbundene Berechnungsfehler oder numeri-
sche Instabilititen sind somit ausgeschlossen. Auch bewegte Rénder beispielsweise zur
Modellierung von Turbinenschaufeln lassen sich damit relativ einfach simulieren. Da
durch dieses Verfahren an sich unerwiinscht weder Energie zugefiihrt noch entnommen
wird, entsteht in dieser Hinsicht kein Fehler. Zusitzlich wird der Parameter ¢ in (4.24)
auf 1,0 gesetzt. Hierdurch wird die Geschwindigkeit von Partikel, die sich so nahe an den
Réndern befinden, dass ihr Einflussbereich diese iiberschneidet, an deren Geschwindig-
keit angendhert, wodurch Durchdringungen unterdriickt werden. Partikel, welche zwar
Nahe-Rand-Partikel, nicht jedoch “echte” Randpartikel in ihrer Nachbarpartikel-Gruppe
haben, reagieren normal, da keinerlei Verdnderung in ihren Nachbarschaftsbeziehungen
vorgenommen werden. Mit diesem Ansatz kann die bei hohen Partikelgeschwindigkeiten
notwendige mehrfache Schichtung von Randpartikeln entfallen, wodurch der numerische
Aufwand erheblich sinkt. Zusétzlich reduziert sich dieser noch durch das Streichen von
Nachbarschafts-Listeneintrdgen der Nahe-Rand-Partikel. Weiterhin wird durch Anwen-
dung dieser Methode die Modellierung geometrisch komplexer Rander stark vereinfacht,
da bis auf die Linie der Randpartikel keinerlei Berechnungen beziiglich der rdumlichen
Anordnung der iiblichen mehrfachen Randpartikel-Schichten zu leisten sind. Der Verlauf
der randnahen Partikelschicht ergibt sich im Zuge der Nachbar-Partikelzuordnung.

88%0 808808000%88%8839%0888080808800888
3 8§8%880 odie QIOASE08 0888(3%80 aSelestel
pa

0o 5652920830008
.’5::. o::?g.%?@..gk.?

o9 : : :: : ® — Nahe-Rand-Partikel
[
\ Randpartikel

Abb. 4.10: Randnahe Partikel

4.8 Ortliche Parameter

Nach der SPH-Grundformulierung iiber eine Summenapproximation entsprechend (4.4)
werden die ortlichen Grofen wie Masse, Geschwindigkeit und der Druck an einem belie-
bigen Ort n ermittelt. So gilt dort fiir die értliche Masse:

al m; W,
M, => m;——" (4.29)
j=1 Pi
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Hierin ist m; die Masse des Nachbarpartikels, p; dessen Dichte, W,; ist das Gewicht,
welches der Koordinatenpunkt n(z,y) vom Nachbarpunkt j aus gesehen hat und N die
Anzahl der Nachbarpartikel, in deren Einflussbereich der Punkt n(x,y) liegt. In der in
Abb. 4.11 dargestellten Situation wéren dies drei Nachbarpartikel. Eine Definition eines
Einflussbereiches des Punktes n ist nicht erforderlich, da beispielsweise fiir die Gewichte
die Symmetrie W;; = Wj; gilt. Dies jedoch nur dann, wenn der Einflussbereich der
Knotenradien nicht variiert, also h; = h; giiltig ist.

Abb. 4.11: Beeinflussende Knotenbereiche am Punkt n(x,y)

Aquivalent gilt fiir die 6rtliche Geschwindigkeit mit den globalen Richtungskomponenten
Vi, bzw. V., und den entsprechenden Komponenten v;, bzw. v; des Nachbarpartikels

Wy

Vi, = Zvjx— (4.30a)
— " p;

bzw.
N
miWh,

Vo, =) vj,——— (4.30b)

; Y

und fiir die ortliche Dichte
N
pn =Y mWy; (4.31)
j=1
bzw. den ortlichen Druck
N
W,
Po=Y plim (4.32)
= Pj

wobei p; der Druck des Nachbarpartikels j = 1... N ist. Sind keine Nachbarpartikel
vorhanden, deren Einflussbereiche den Punkt n(z,y) einschliefen, ist keine Summation
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moglich: N = 0. Hilfsweise kann Partikel n in einem solchen Fall ein eigener Einflussbe-
reich h,, zugewiesen werden, dessen Mindestradius sich aus der gewiinschten Anzahl an
Nachbarpartikeln herleitet. Uber

N m; W
M, = E mj# (4.33)
| Pj

und den verbundenen Ausdriicken identisch zu (4.29) mit symmetrischem Gewicht Wj,,,
ist es nun moglich, die ortlichen Gréfen zu bestimmen, nachdem zuvor die Nachbar-
partikel zugeordnet wurden. Bei hohen Partikeldichten kann es eine ressourcensparende
Alternative sein, den zur gewiinschten Position nichstliegenden Partikel zu suchen und
dessen bereits vorliegende Parameter ohne weitere Rechenschritte direkt zu ibernehmen.
Die resultierende ortliche Ungenauigkeit ist erfahrungsgeméf gering, besonders wenn die
Geschwindigkeitskorrektur nach Abschnitt 4.6 Eingang fand.

4.9 Zeitintegration

Die SPH-Grundgleichungen (4.51) sind Differenzialgleichungen in Abhéngigkeit zur
Zeit t. Deren Integration findet durch Einteilen in Intervalle At statt. Aus Stabili-
tatsgriinden ist es vorteilhaft, Ort und Geschwindigkeit nicht gleichzeitig zu errechnen,
sondern die Geschwindigkeiten v in Intervall-Mitte, die neuen Positionen x jedoch am
Intervall-Ende zu bestimmen:

X = Xit1
Vigl = Vig3

Hierbei sei definiert:
1
Vipl = v(t + §At) fiir die Zeitschritte ¢ = 0,1,2, ... (4.34)

Dies geschieht mithilfe des auch aufgrund des geringen Speicherbedarfs giinstigen Leap-
Frog-Schemas, Abb. 4.12. Dieses legt fest

At At At

v

Abb. 4.12: Zeitintegration nach Leap-Frog-Schema
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Zunichst sind die mafsgeblichen Grofen im ersten Intervall t = ¢ty + At zu ermitteln:

At t
pilto + =) = pilto) + EODpi(to) (4.37a)
At t
vilto + =) = vilto) + EODVZ-(tO) (4.37b)
At

Hierbei bezeichnet D das totale Differenzial. Zu Beginn jedes folgenden Intervalls (Zeit-
punkt ¢) werden Dichte und Geschwindigkeit auf halber Intervallstrecke vorhergesagt:

pi(t) = pi(to — %) + %Dpi(t — At) (4.38a)
vilt) = vi(to — %) + %Dvi(t _ A (4.38D)

Am Ende jedes Zeitschrittes ¢ := t + At findet die Zuordnung der neuen Dichte, Ge-
schwindigkeit und Position statt:

plt+ 50 = it = 2+ ALDp (1) (4.392)
vilt + %) — vilt — %) + ALDvi(t) (4.39D)
xilt + At) = xi(t) + Atvi(t + 1) (4.39)

2

Dies entspricht der Predictor-Corrector-Methode zweiter Ordnung. Die Stabilitit dieses
Vorgehens wird durch die Courant-Friedrichs-Levy-Bedingung (vp,q. - At)/Ax < 1 be-
schrieben und ist damit proportional zu Zeitschritt At und minimaler Partikelentfernung
Ax. Das numerische Vorgehen gestaltet sich wie folgt:

1. Berechnung von v(t)

2. v(t+ &) =

3. Berechnung von v(t + £t)

4. v(t+ At) = v(t) + Atv(t + §)
x(t + At) = x(t + ) + §iv(t + At)

Damit sind zum Zeitpunkt ¢ + At sowohl Ort als auch Geschwindigkeit jedes Teilchens
bekannt.
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4.9.1 Zeitschrittweite

Die Zeitschrittweite At ist von besonderer Bedeutung fiir die Stabilitit des Modells.
Im Verfahren der Smoothed Particles Hydrodynamics findet keine Kollisionskontrolle
im Sinn des Abgleichs kreuzender Partikelbahnen statt. Die Durchdringung einzelner
Partikel wird dadurch verhindert, dass mit deren Anndherung die ortliche Dichte und
somit der Druck zunimmt, was nach den hydrodynamischen Grundgleichungen, Ab-
schnitt 4.10, Beschleunigungskrifte entgegengesetzt zum Druckzentrum gerichtet zur
Folge hat. Dies kann sich jedoch aufgrund der Partikeltrigheit nur dann auswirken,
wenn der Vorgang der Distanzverringerung zeitlich iiber eine ausreichende Anzahl von
Zeitschritten verteilt ist. Ein zu groRer Zeitschritt birgt die Gefahr des “Ubersehens” ei-
nes Anndherungsvorgangs und somit eines weiten Eindringens oder sogar vollstdndigen
gegenseitigen Durchdringens der Partikel. Die Stabilitit ist insbesondere dann gefdhr-
det, wenn sich zwei Partikel so nahe kommen konnen, dass ihre Zentrumskoordinaten x
fast aufeinander liegen. Der ortliche Druck ist dann so hoch, dass eine regelrechte Ex-
plosion die Folge sein kann. Dabei kdnnen so grofe Partikelgeschwindigkeiten auftreten,
dass eine Kettenreaktion des beschriebenen Phénomens verursacht wird, was den Zu-
sammenbruch der numerischen Simulation bedeutet. Eine grobe Schéitzung der groften
moglichen Schrittweite der Zeitintegration kann

At = _de (4.40)

C+ Umax

liefern [48]. Hierin ist ¢ die Schallgeschwindigkeit des Fluids, vy, ist der héchste vorkom-
mende Betrag der Geschwindigkeitskomponenten aller Partikel und dz = ||x; — x;|| der
kleinste vorkommende rdumliche Partikelabstand bzw. der Abstand der duferen Grenzen
ihrer Wirkungsradien h. Meist sind die auftretenden maximalen Partikelgeschwindigkei-
ten im Vergleich zur Schallgeschwindigkeit gering, somit kann (4.40) zu

h;
At = min (—) (4.41)
c
vereinfacht werden. h; ist hierbei der kleinste vorkommende Wirkungsradius im System.
Unter Miteinbeziehung der kiinstlichen Viskositit, Abschnitt 4.5, und Einwirkung der
externen Kraft f, beispielsweise der Gravitation, schligt Monaghan folgende Abschit-
zung des maximalen Zeitintervalls iiber zwei Parameter vor [56]:

R
At,. — mi i 4.42
i (Ci + 0.6 (anc; + fnmax <M1]>>) )

und

1

Aty = min (%) ’ (4.43)

)

Gleichung (4.42) leitet sich aus (4.21) ab. Damit gilt fiir p,;; die Gleichung (4.22a).
Dementsprechend sind auch an dieser Stelle o sowie [ Konstanten, welche um den
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Wert 1,0 herum liegen. Aus dem pessimalen Produkt von (4.42) bzw. (4.43) mit den
“Sicherheitsbeiwerten” A; bzw. Ay bestimmt sich die groftmogliche Zeitschrittweite:

At = min (/\1At(w s /\gAtf) (444)

Fiir Ay und X; schligt Monaghan die Werte 0,4 beziehungsweise 0,25 vor, was die
langste “sichere” Zeitschrittweite nochmals auf 40% beziehungsweise 25% reduziert. Auch
einfachere Abschitzungen sind moglich, beispielsweise nach [37] mit der an die oben
genannte Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung angelehnten Formulierung

: h;
At = coppmin (Ci n Ui) (4.45)

mit der Zeitschrittweite At, dem Partikel-Wirkungsradius h;, der - mit der ortlichen
Dichte verdnderlichen - Schallgeschwindigkeit c; und der Partikelgeschwindigkeit v;. Fiir
die Courant-Friedrichs-Lewy-Zahl gilt copp < 1.

4.9.2 Startbedingungen

Die Startbedingungen zum Zeitpunkt ¢ = 0 sind bestimmend fiir den Verlauf oder zu-
mindest fiir die Zeitspanne bis zum Einstellen eines stationidren Zustandes. Wesentliche
Gesichtspunkte hierzu werden in diesem Abschnitt diskutiert.

Dichte zum Simulationsstart

Den SPH-Partikeln wird zur Reprisentation eines Wasser-Volumenteilchens die Dichte
po = 10° ke/m? zugewiesen. Wirkt nun eine Korperkraft wie beispielsweise die Gravi-
tation, so hat dies eine Kompression und damit eine Erhohung der ortlichen Dichte
zur Folge. Damit wére eine gewisse Vorlaufzeit erforderlich, bis sich dieser Zustand mit
einhergehender Volumenverringerung beispielsweise im numerischen Modell eines Re-
servoirs einer Talsperre eingestellt hat. Um dies zu vermeiden, wird den Partikeln vor
Simulationsstart eine tiefenabhédngige Dichte

1
H — ¥
p=po (1 i M) (4.46)
B
mit dem Koeflizienten
f)/

zugewiesen. Hierin ist H die Gesamttiefe, y die Tiefe des einzelnen Teilchens ab Wasser-
spiegel, v ist ein Parameter, welcher {iblicherweise zu v = 7 gesetzt wird |57|. Fiir eine
Gesamttiefe von H = 10,0 m und py = 1000, 0 k&/m3 an der Oberfliche ergibt sich die in
Abb. 4.13 dargestellte tiefenabhéingige Dichtezunahme Apg(y).
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10\

= O 0o

0 1 2 3 A 5
Apo(y)[2%]

Abb. 4.13: Dichteverteilung im Ausgangszustand fiir H = 10,0 m

Dichteste Kugelpackung

Um unerwiinschte anfingliche Kompressionsvorginge zu vermeiden, wurden die Parti-
kel fiir Berechnungen der vorliegenden Arbeit in der dichtesten Kugelpackung — durch
den zweidimensionalen Ansatz eigentlich als “dichteste Kreisanordnung” zu bezeichnen —
gruppiert, Abb. 4.14a. Dabei werden benachbarte Partikelreihen horizontal um dz/2 ver-
setzt. Der vertikale Abstand betrégt dann

dy = \/dz2 — ()2 (4.48)

(a) Dichteste Anordnung (b) Flacheninhalt (c) Materialgrenze

Abb. 4.14: Dichteste Kugelpackung

Jeder Partikel représentiert dabei eine Masse von Apezagon - p- Der Flicheninhalt des
Hexagons ist mit Apepagon = 3/ 202v/3 gegeben, wobei zum Kugelradius r die Beziehung
a = r/ - dz\/3 besteht. Optimale Konvergenz wird erzielt, wenn diese Anordnung auch
als Startbedingung an Grenzen ebenfalls durch netzfreie Modelle dargestellten Materials
realisiert werden kann, Abb. 4.14c, etwa an der Stoffgrenze zwischen Wasser und Tal-
sperrenfront. Dies wurde fiir die in dieser Arbeit vorgestellten Modellierungen durch den
in Abschnitt 5 beschriebenen Ansatz der Modellkombination erfiillt.
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‘

dm :p(t) Iy
*
®

Abb. 4.15: Behaltermodell

Abb. 4.16 und 4.17 zeigen die Entwicklung des Druckes in einem fliissigkeitsgefiillten
Behélter in verschiedenen Tiefen; die mafgeblichen Punkte der Aufzeichnung sind in
Abb. 4.15 skizziert. Wird die Dichte initial nicht an den tiefenabh&ngigen Druck ange-
passt, so findet anfanglich ein deutlicher Kompressionsvorgang mit damit verbundenem
Volumenverlust statt, Abb. 4.16. Werden die Partikeldichten hingegen positionsabhén-
gig eingestellt, sind praktisch keine solchen Effekte zu beobachten, Abb. 4.17. Die leichte
Treppung in Abb. 4.16 ist durch Rundungen des verwendeten Variablentyps fiir die Da-
tenausgabe verursacht.

00
4x10* y=3m
y=10m
3x10% —
m.o m
—2x10* -
oy
- L y=30m
2 10 -
—
A
y=4.0m
0
0 1 2 3 4

Sekunden nach Simulationsstart [sec]

Abb. 4.16: Zeitliche Entwicklung des Druckes ohne tiefenabhangiger Initialdichte
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4 .
4x10 y—1.0m
3x104| T .
=) yZAOm
A
S 10
52><10 —35
a y=oUMm
10%
y=4.0m
0 1 2 3 4

Sekunden nach Simulationsstart [sec]

Abb. 4.17: Zeitliche Entwicklung des Druckes mit tiefenabhangiger Initialdichte

Direkt am Modell zeigt Abb. 4.18 die Druckentwicklung am Behélterrand. Die Lénge
der Linien ist proportional zum Druck. Die Abnahme des Drucks am Behélterfufs ist auf
die virtuellen Partikel des Randes, Abschnitt 4.7.3, zuriickzufiihren, deren Driicke hier
der Einfachheit halber nicht aus der graphischen Darstellung ausgeschlossen wurden.

(a) 0 sec. (b) 2 sec. (c) 4 sec.

Abb. 4.18: Zeitliche Entwicklung des Druckes am Behilterrand

Dem Vorteil einer schnelleren Konvergenz steht der Aufwand der komplexeren initialen
Partikel-Anordnung gegeniiber. Diese Anordnung kann im Prinzip als das Aquivalent
eines Netzes aufgefasst werden, welches direkt abhéngig von der Geometrie des zu unter-
suchenden Raumes ist. Damit geht einer der wesentlichen Vorteile netzfreier Methoden,
eben das Wegfallen der Netzgeneration, verloren. Es ist im Einzelfall abzuwigen, welcher
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4 Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics SPH

Kompromiss zwischen dem Aufwand der initialen Partikelanordnung und der Inkaufnah-
me numerischer Artefakte wiahrend der ersten Phase der Simulation gefunden werden
kann. Bei den im Folgenden untersuchten Problemstellungen handelt es sich im Wesent-
lichen um einfache Geometrien, sodass eine giinstige Anfangsanordnung der Partikel kein
Problem darstellte. Die Partikel wurden nach dem oben beschriebenen Verfahren regel-
méafig angeordnet. Bei giinstiger Wahl der Korpergrenzen kongruent zum Wirkungsradi-
us der Partikel, was bei den hauptséichlich betrachteten Talsperren-Reservoir-Systemen
oder einfachen Korpern mit geraden Réndern problemlos méglich ist, entstehen damit
praktisch keine Artefakte. Bei komplexeren Geometrien wurden Partikel, deren Wir-
kungsradien nach erfolgter Erstanordnung die Korpergrenzen iiberschritten, eliminiert.
Damit kénnen an den Rindern Bereiche der Breite von maximal des Partikelwirkungs-
radius entstehen, in denen sich kein Partikel befindet. Dies fiihrt zu Erscheinungen wie
beispielsweise Druckspitzen beim Kontakt der Randpartikel nach Uberwinden des leeren
Bereiches. In der Praxis liefsen sich solche Vorgénge aber problemlos herausfiltern, im
einfachsten Fall durch Abwarten einer gewissen “Einschwingzeit”. Weiterhin nimmt die
Dominanz solcher Artefakte wie erwdhnt mit zunehmender Partikelanzahl ab.

4.10 Formulierung der Erhaltungsgleichungen

Das Verhalten kompressibler viskoser Fluide wird durch die Erhaltungsgleichungen be-
schrieben, welche den Erhalt der Masse, (4.49a), des Impulses, (4.49b), und der Ener-
gie, (4.49¢), zum Gegenstand haben [48|. Deren allgemeine Formulierung als Navier-
Stokes-Gleichungen lagrangescher Sichtweise lauten

D ovP

Kontinuitat Ff = _'08_;5 (4.49a)
Dv®  190°°

Impuls l;; = p 8(;5 (4.49Db)
D B Gve

Energie Fj = 076_15 (4.49c¢)

Hierbei geben die Exponenten ® und # die riumlichen Koordinaten an. Es gilt die Ein-

steinsche Summenkonvention iiber gleiche Exponenten. Das totale Differenzial nach der
Zeit wird durch D% ausgedriickt. Der Spannungstensor ist
of _ _safy af i af _ . _af ap_ OXF 0x® 2 e

o = —pd*’+7 mit 7% =pe® und ¥ = I + I’ g(V-V)5 (4.50)
Die viskose Spannung hat das Symbol 7, u ist die dynamische Viskositéit, p der isotro-
pische Druck und ¢ die Scherdehnung. Impulsdnderungen sind also eine Folge viskoser
Krifte (“Reibung”), Druckéinderungen und Korperkriften wie Gravitation. Die Erhal-
tungsgleichungen (4.49a), (4.49b) und (4.49¢) finden ihr direktes Analogon in den zu-
sammengefassten SPH-Formulierungen

N

Dp; s OWy o s 6B
=S ¢ .:<._ ) 4.51
Dt 2. mivy; o mit v = (v =V} (4.51a)

108



4.11 Validierung

Pi pj

ap
a~ oW
Zm] ( + 2 ) o (4.51b)

+

D % % aWz i _af _«
< :—Z PitPi 0OWi | K apas (4.51c)
7=1

1,0 J aXi 2pz J ‘

wobei ¢ der Index des betrachteten Partikels ist. Die Gleichungen sind durch den Ansatz
bewegter Partikel prinzipiell automatisch erfiillt. Somit stellt der SPH-Formalismus ein
Werkzeug dar, die Navier-Stokes-Gleichungen realitdtsnah zu 16sen. Theoretisch ist also
kein weiteres Turbulenzmodell vonnéten, vorausgesetzt, die Auflésung ist hoch genug.

4.11 Validierung

Da bislang kein direkter Beweis der Konvergenz des SPH-Modells existiert, werden
die Ergebnisse mit analytischen Losungen oder experimentell gewonnenen Werten ver-
glichen. Eine von Monaghan [57] zum Vergleich herangezogene Konstellation ist die
analytische Losung des Auseinanderflieftens eines zweidimensionalen zunéchst kreisrun-

den Tropfens, dessen Initialgeschwindigkeitsfeld linear zu den 6rtlichen Koordinaten ist,
Abb. 4.19.

1
-
o
-
1

-

2 2 —pes
P
——
1 1 —
: 4 Yy fr—
-1 -1 —
_—
2 -2 e
1]
x

Abb. 4.19: Ausbreitung eines Tropfens [57]

Die ortlichen Komponenten des Geschwindigkeitsfeldes sind dann gegeben durch

xda q y db

vy =—— und v, =>—

T oadt Yoobdt

Hierin sind a und b die iiber die Zeit verédnderlichen Achsen der Ellipse. Die Bedingung

der Inkompressibilitdt driickt sich dadurch aus, dass das Produkt ab der Halbachsen der

Tropfengeometrie gleich bleibt, damit ist V - v = 0. Aus der Impulserhaltung und der
Bedingung, dass der Druck am Tropfenrand konstant bleibt, folgt

dA  A*(a* —w?) . da

e S — = _aA 4.
dt a* + wt mit dt “ (4.53)

(4.52)
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4 Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics SPH

Der Initialwert von ab ist w. Monaghan [57| gibt bei einem Modell mit 1884 Partikeln
und einer Schallgeschwindigkeit von 1400 m/s eine Dichte-Fluktuation weniger als 1%
an. SPH-Modellierungen bieten sich natiirlich auch fiir einen Vergleich mit Versuchs-
ergebnissen an. Ein einfach zu realisierendes Experiment, welches auch im Zuge dieser
Arbeit in dhnlicher Form durchgefiihrt wurde, Abschnitt 7.1, ist der “brechende Damm?”,
Abb. 4.20.

4an

Yy
20

60 80

[0 st
40 60 80 0

Abb. 4.20: Brechender Damm [57]

Als Referenz kann beispielsweise die Hohe des Wasserspiegels H am festen vertikalen
Modellrand zu bestimmten Zeitpunkten dienen. Monaghan [57] erzielte im Vergleich zu
Versuchsergebnissen von Martin [51] die in Tab. 4.1 dargelegte Ubereinstimmung:

Tab. 4.1: Experimentalwerte und SPH-Simulationsergebnisse nach Monaghan [57]

Zeitpunkt ¢ [sec| | H experimentell [m| | H SPH |m]
0,71 0,90 0,90
1,36 0,76 0,75
2,10 0,57 0,56
3,20 0,32 0,37

Die Losung der Bernoulli-Gleichungen liefert weitere Moglichkeiten zur Uberpriifung:
Abb. 4.21 zeigt die ausgleichende Wasserspiegelentwicklung in zwei kommunizierenden
Rohren unterschiedlicher Breite, von welchen zu Beginn nur eine gefiillt ist, als Simu-
lation durch den im Zuge dieser Arbeit entwickelten SPH-Code. Nach heftigen Fluid-
bewegungen, auch unter dem Auftreten von Partikelablosungen, zeigt sich das typische
Osrzillieren des Wasserspiegels zwischen den beiden Rohren. Dieses kommt nach einiger
Zeit, durch Reibung zum Stillstand.

(a) 0,0 sec. (b) 2,0 sec. (c) 4,0 sec. (d) 6,0 sec. (e) 17,0 sec.

Abb. 4.21: Druckausgleich in kommunizierenden Rdhren
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4.11 Validierung

Liu [48] erzielt mit SPH-Modellierungen der Poiseuille- und Couettestrémung, fiir die
jeweils analytische Losungen verfiighar sind, Abweichungen zu diesen von 0,5%. Unter
einer Poiseuille-Stromung versteht man die stationdre Stromung einer Newton’schen
Fliissigkeit in einem starren, kreiszylindrischen Rohr. Die Couette-Stromung bezeichnet
die laminare Stromung einer inkompressiblen viskosen Fliissigkeit zwischen zwei relativ
zueinander bewegten, unendlich langen und breiten Platten.

Fehlerabschitzung

Aus mathematischer Sicht lassen sich im SPH-Modell zwei mafgebliche Faktoren iden-
tifizieren, die zu Ungenauigkeiten fithren kénnen [80]:

e Das Kontinuum wird durch eine endliche Anzahl Partikel représentiert
e Wirkungsradius h > 0 im Gegensatz zur “Idee” der Dirac-Delta-Funktion (4.1)

Durch eine Taylorreihen-Entwicklung mit A = 0 ldsst sich fiir die Grofe des Fehlers die
Beziehung O(h?) herleiten: Die Taylorreihe zur Funktion f(x’) lautet:

— 1
fE) = flx+%) =) —( (% (4.54)
n=0
Hierin ist im zweidimensionalen Fall
(X-V) = i: e A (4.55)
= 2 ) T Ix .
Damit ergibt sich mit der SPH-Approximation
=1 N 3
=> w / W(x,h)(x-V)"f| dQ (4.56)
Aufgelost wird (4.56) fiir eine Funktion w abhéngig vom Parameter u zu
h2
F00)+ S AT / () A + O(hY) (4.57)
Q

Die Integrale sind unabhéngig vom Einflussradius h. Damit ergibt sich aus (4.57), dass
die SPH-Approximation (f(x)) einer Funktion f(x) in zweiter Ordnung genau in Ab-
héngigkeit vom Einflussradius h der Partikel ist:

(f(x)) = f(x) +O(?) (4.58)

Dies wird auch durch das Schoenberg-Schema [77| hinsichtlich der verwendeten Splines
bestitigt. Voraussetzung fiir dessen Anwendung ist jedoch eine regelméfige Anordnung
der SPH-Partikel, welche in der Praxis bestenfalls zu Beginn gegeben ist. Wegen der
genannten, im Allgemeinen nicht erfiillten Bedingungen existiert keine herkdmmliche
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4 Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics SPH

Fehlerabschatzung fiir die Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics. Eine Quan-
tifizierung des Fehlers kann damit nur durch einen Vergleich der Simulationsergebnisse
erfolgen. Dies kann einerseits durch bekannte analytische Losungen bestimmter Frage-
stellungen erfolgen, andererseits durch den Vergleich mit den Ergebnissen alternativer
numerischer Modelle, fiir die eine Fehlerabschéitzung existiert. Allgemein kann gesagt
werden, dass SPH global sehr gute Ergebnisse liefert, deren Fehler unter jenen einer
Monte-Carlo-Simulation liegen. Bei geringen Partikelanzahlen kann es zu einer Glét-
tung von lokal eng begrenzten Parametern kommen, was jedoch durch geeignete Wahl
der Partikelanzahl und -Wirkungsradius minimiert werden kann.

4.12 Weitere Eigenschaften und Anwendungen

4.12.1 Turbulenzen

Fiir die Betrachtung turbulenter Stromungen sind vollig andere rdumliche und zeitliche
Skalen anzulegen als dies fiir die in dieser Arbeit betrachteten meso- oder makroskaligen
Betrachtungen der Fall ist. Wahrend beispielsweise bei einer laminaren Stromung der
Druckverlust proportional zur mittleren Stromungsgeschwindigkeit ist, ist er in einer
turbulenten Stromung proportional zu deren Quadrat. Eine Untersuchung von Turbu-
lenzen mithilfe des Smoothed Particles Hydrodynamics-Modells fand bisher nur in be-
grenztem Umfang statt. Grundsitzlich ist es bei geniigend hoher Auflésung denkbar,
kleinskalige turbulente Schwankungen dhnlich der “Direkten Numerischen Simulation”
ohne weiteres Turbulenzmodell zu modellieren. Begrenzt durch die heute zur Verfiigung
stehende Rechenleistung ist man damit aber durch die sehr hohe Partikelanzahl auf sehr
kleinrdumige Betrachtungen geringer Reynoldszahlen beschriankt. Colagrossi [22] zeigte,
dass brechende Wellen préazise mit SPH simuliert werden kénnen. Weiterhin muss die
Verwendbarkeit beispielsweise der Geschwindigkeitskorrektur, Abschnitt 4.6, und an-
derer in groferen Skalen unproblematischer Glattungsalgorithmen untersucht werden:
Monaghan [58] entwickelte einen auf dem Lagrangeschen Alpha-Modell basierenden An-
satz: Typischerweise findet eine Geschwindigkeitskorrektur des einzelnen Partikels da-
hingehend statt, dass es der Geschwindigkeit seiner Nachbarteilchen angendhert wird,
siche Abschnitt 4.6: Analog zu (4.25) wird mit

N
Vi=v;+e E mj—vjﬁ_ A Wi (4.59)
J

die ortliche Partikelgeschwindigkeit v; angeglichen, wobei iiblicherweise € ~ 0.5 gesetzt
wird. Dies hat keine Anderungen hinsichtlich des Gesamtimpulses zur Folge, jedoch ist
das Vorgehen hinsichtlich der Energie nicht konservativ. Um die Methode in Einklang
mit dem Lagrangeschen Alpha-Modell zu bringen, wird (4.59) erweitert zu

N ~ N
Vi=vited jmj"fﬁ Vi, (4.60)
J
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Hierin ist
1 . .
v, =v; + §§V9 (pVJ{;Z.) </ @W(g, h) dq> (4.61)
p
mit V/ = 0/0z7 und der quadratischen Form des Geschwindigkeitsgradienten unter

Einbeziehung der Konstanten «

~ Japh*(V-v) fir V.o <0 (4.62)
1o fiir V-v >0 '
Nun wird definiert
1
Qturh = §€/q2W(Q7h> dq (463)

wobei agy, ~ eh? ist. Mit der Lagrangeschen Funktion und der potentiellen Energie &
kann der Term der kinetischen Energie iiber

N

1.
L = Z m; (§Vb CVp— U — (IJj) (4.64)
1

notiert werden zu
| X - N N o2
1 i Y

wobei pgp die gemittelte Dichte ist. Aus (4.65) konnen die mafkgeblichen Bewegungsgro-
Ken ermittelt werden. Ein solcher Ansatz wurde in dieser Arbeit nicht verwendet, da sich
die betrachteten Vorgénge im makroskaligen Bereich bewegen.

4.12.2 Warme

Zur Abbildung thermische Vorgéinge, etwa in Gasstromungen, entwickelte Noh [63] fol-
genden Ansatz:

N _
dij € —¢€j

H’L:2 - 2 2
=1 Pii xij|” + ¢

Xij * ViVVij (4-66)

Hierin sind e; bzw. e; die thermischen Energien der betrachteten Partikel, o und 3 wie
vor,

(¢; + qj) (4.67)
mit

@ = anhipici| Vvl +6uhipi|V-vi|>  bzw. q; = anh;p;c;|V-v;|+Bub’p;| Vv (4.68)
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Gleichung (4.66) flieft als Addition in der Form

Dz [ 8VV’L i _af o
e :_Z Di +p; e j —}—'u—sjﬁg-ﬁ—l-Hi (4.69)

j=1 PiPj ” aXi 2pz ‘

in die Energie-Erhaltungsgleichung (4.51¢) ein. Einen weiteren Ansatz stellte Liu [48] mit
dem nachfolgend skizzierten Weg vor. Fiir ein ort- und zeitabhéngiges Attribut A(x,t),
beispielsweise der Temperatur oder der Konzentration eines Stoffes, ist die Diffusion
gegeben mit

0A
ot

Hierin ist ¢ der Diffusionskoeffizient. (4.70) lautet in SPH-Darstellung

=cV?A (4.70)

04, A — A,
815_0; o =V (x; — x5, h) (4.71)

Der Warmetransport innerhalb eines Stoffes wird durch die folgende Fourier-
Differenzialgleichung beschrieben:

ar
PCor =V~ (kVT) +Q (4.72)
Hierin ist p die Dichte, C' die Wirmekapazitit, @ die Wirmequelle und & der
Wirmeleitungs-Koeffizient. Der zu kalkulierende Parameter 7' ist das Temperaturfeld.
Die Gleichung der Wérmeleitung fiir den einzelnen Partikel i ist iiber (4.72) mit den
Indices a und [ der rdumlichen Richtungen gegeben mit:

oT _
piC; (E) = kT oo + Qi (4.73)

Mit der Standard-SPH-Approximation (4.4) wird die Gleichung fiir den multidimensio-
nalen Warmetransport in SPH-Formulierung erhalten:

orT = al m;
pZCZ E =k Z EWijyoéO‘? + Ql (474)
7 j=1 J

Hierin ist N die Zahl der Nachbarpartikel des Partikels des aktuellen Rechenschritts und
Wi ap die rdumlichen gemischten Ableitungen des Kerns mit

oW,
Wijap = —td 4.75
J,08 axﬁ‘ax? ( )
Mit
Ok _1x-% (4.76)

o
OZEJ- h |X]' — X;
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worin h der Kernradius ist, lasst sich (4.75) vereinfacht schreiben zu

Wijap =

2T/ 1 g >
OR (d W _d%> IR dap AWy (4.77)

oz \ dR? " R dR ) 9.7 " Rn2dR

Vergleiche mit instationdiren Berechnungen zeigen eine gute Ubereinstimmung mit Ab-
weichungen der maximalen Temperaturen im Bereich weniger Prozente [48].

4.12.3 Oberflaichenspannung

Oberflichenspannung kommt durch ein Ungleichgewicht der inneren Krifte nahe einer
Grenze zustande: Wihrend sich die Teilchen im Inneren gleichmifig gegenseitig in allen
Richtungen anziehen, findet diese Anziehung an der Oberfliche nur in Richtung des
Korperinneren statt, Abb. 4.22.

A
v

Abb. 4.22: Oberflichenspannung

Um die Oberfliche zu vergrofern, miisste nun Arbeit zur Uberwindung dieser gerichteten
Kréfte geleistet werden. Dementsprechend ist die Oberflichenspannung o thermodyna-
misch wie folgt als Ableitung der freien Enthalpie G gegen die Fliche A definiert:

_ac
- 0A

g

(4.78)

Zur Integration eines der Oberflichenspannung entsprechenden Effektes muss zunéchst
eine Moglichkeit gefunden werden, mit deren Hilfe festgestellt werden kann, ob sich ein
Partikel am Rand des Korpers oder in dessen Inneren befindet. Da von vornherein durch
die Partikelformulierung keine scharfe Grenze wie beispielsweise bei einem Polygon gege-
ben ist, ist diese Frage innerhalb eines SPH-Modells nicht trivial. Zur Loésung macht man
sich die Tatsache zunutze, dass sich in der Ndhe einer Oberfliche ein starker Gradient der
Fluideigenschaften, beispielsweise der Dichte, ergibt. Ob ein Partikel oberflichennah ist,
wird dann anhand der Grofe des Gradienten entschieden. Der von den Raumkoordinaten
x abhingige Gradient
DA
oz
VA(x) = : (4.79)
i
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einer Funktion A wird im beschriebenen SPH-Modell wie folgt berechnet:

N

A
VAx) =) ij—WW (x — x;,h) (4.80)
=1 !

Hierin ist N die Gesamtzahl der Partikel. Da lediglich die Verdnderung der Funktion
A interessiert, kann an ihrer Stelle ein beliebiger Parameter, beispielsweise konstant
A; = ¢ = 1,0 eingesetzt werden. Auferhalb des Korpers ist ¢! = 0, 0. Die ortliche Ver-
teilung von ¢ wird von Miiller [59] [61] als “Colorfield” bezeichnet: Interpretiert man ¢’
als Farbintensitéit, so wiirde sich innerhalb des K&rperinneren eine gleichméfige Schat-
tierung ergeben, welche sich nur an den Réndern, wie der Grenze zu Gasblasen oder
Einschliissen andersartiger Fluide z.B. anderer Dichte, stark dndert. Durch Festsetzen
eines Grenzwertes fiir den Gradient von ¢ erhiilt man einen exakt definierten ortlichen
Verlauf des Randes. Der nach innen zeigende Normalenvektor auf diesem Rand ist

n=Vvc (4.81)
Damit erhélt man einen Ausdruck fiir die Oberflaichenspannung:

n
fOberﬂachenspannung |1’1|O’ /im (482)

Hierin ist 0! der Koeffizient der Oberflichenspannung, welcher von den beiden aneinander
grenzenden Medien abhingig ist und s die Krimmung mit

K =—V2_— (4.83)

Der Laplace-Operator A = V? notiert in SPH-Formulierung zu

Ny
= Z mj#VQW (x —x;,h) (4.84)

4.12.4 Bestimmung des Verlaufes der freien Oberfldche

Da im SPH-Modell das Fluidum in einzelne Partikel diskretisiert wird, stellt sich die
Frage, wie eine definierte Oberfliche eines Fliissigkeitskorpers bestimmt werden kann.
Gewohnlich wird dieses Problem derart gelost, dass ein Grenzwert der értlichen Dichte

pzy festgelegt wird, beispielsweise p,, = 1/2pwasser Orte, an denen dieser Grenzwert
erreicht wird, bilden die Oberfliche:

P(X) > parenzwert Partikel liegt innerhalb des Fliissigkeitskorpers
P(X) < PGrenzwert Partikel liegt ausserhalb des Fliissigkeitskdrpers

Die ortliche Dichte wird hierbei wie gewohnlich mit

Zp] x —x;)V] (4.85)
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berechnet. Einzelne isolierte Partikel erscheinen als Tropfenablosung. Die graphische
Generation der Oberfliche zwischen den Orten, welche gerade an der Grenze liegen,
kann mit oberflichenbildenden Verfahren wie beispielsweise der Methode der Moving
Least Squares, wie sie auch zur Bildung der Ansatzfunktionen beim EFGM-Verfahren
genutzt wird, Abschnitt 3.1.1, vonstatten gehen oder fiir graphische Darstellungen mit
dem Verfahren der Marching Squares, Abschnitt A.3. Angemerkt sei, dass eine solche
Definition normalerweise nur zu Zwecken der Visualisierung benétigt wird. Fiir gewohn-
liche modellinterne Berechnungen existieren keine abgegrenzten Fliissigkeitskorper aufser
den Partikeln selber.

4.12.5 Variierende Kernfunktionen

Es ist moglich, die Berechnung verschiedener Parameter iiber unterschiedliche Kern-
funktionen zu fithren. Miiller, Schirm, Teschner [60] verwenden fiir ihre Simulation des
Blutflusses im menschlichen Kérper folgendes Set: Normalerweise wird der Kernel

WPOI}’B (I‘, h)

1 h2 =123 fir0<r<h
315 {( %) ir0<r < (4.86)

~ 64rhd )0 sonst
verwendet. Da festgestellt wurde, dass bei Verwendung dieses Kernels eine Neigung zur

Partikelklumpung auftrat, wurde fiir die Berechnung des Druckterms innerhalb dieses
Models der Kernel

(4.87)

 whS

15 J(h—r)® fir0<r<h
Wapiy (7, 1) = 55 {O sonst

eingesetzt. Um eine besonders stabile Simulation beziiglich der Viskositit zu erhalten,
wurde in den entsprechenden Rechenschritten die Kernfunktion iiber

15 [-2 4+ +2-1 firo<r<h
inscosi r, h) = 207 h 2r - - 4.88
w(r,h) 2mh3 {0 sonst (4.88)
gebildet, die den stets positiven 2. Gradienten
V2 (r, ) = -2 (h — 7) (4.89)
» kS '

besitzt. Von den genannten Autoren wurden also parallel drei unterschiedliche Kern-
funktionen eingesetzt.

4.12.6 Festkorpermodellierungen

SPH wurde von verschiedenen Autoren, beispielsweise Benz und Asphaug [14] dahin-
gehend weiterentwickelt, dass neben Fluid- auch Festkorpersimulationen moglich wur-
den. Dies geschieht, indem die nichtdiagonalen Terme des Spannungstensors, modifiziert
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durch eine Von Mises-Fliefbedingung, integriert werden. Das soll hier kurz nach [14]
skizziert werden: Die Erhaltung der Masse wird durch
dp o
dt * P e

beschrieben, siehe auch Abschnitt 4.10. Unter der Voraussetzung des Nichtvorhanden-
seins von Korperkraften gilt fiir die Impulserhaltung

=0 (4.90)

@ _ 100
dt — p 08

(4.91)

Mit « bzw. ¢ die Raumkoordinaten symbolisierend. Hierin ist der Spannungstensor
gegeben mit

0% = —P§eB 4 §oF (4.92)

P(p,u) ist der Druck, S ist der deviatorische Spannungstensor. Fiir ein plastisches
Materialverhalten wird er durch

af : 0-}2/
S = min 3—(]2,1 (4.93)

begrenzt. Die materialabhéngige Fliefspannung ist hierbei oy. Js ist definiert zu
1
Jy = 5SO“BSW (4.94)

Es gilt die iibliche Summenkonvention iiber wiederholte Indices, ¢ ist das Kronecker-
Delta. Der Exponent « bzw. 3 gibt dabei jeweils die rdumliche Richtung an. Energieer-
haltung wird dargestellt durch

du Pov* 1
— L 27 4 ~gaBeap 4.95
dt p Ox“ * p ‘ (4.95)
Hierin ist
1 /ov> P
‘Oéﬂ _ = i
© T3 (axﬁ * axa> (4.96)

der Tensor der Dehnungsrate. Addiert zu den Rotationstermen —Ro + oR zusammen
mit dem Hookschen Gesetz gilt mit der Querdehnzahl p

af 1
5;# =2 (60‘5 — 55“%W> (4.97)

Der Rotationstensor ist komplementdr zum Dehnungsratentensor (4.96):

1 /o P
af _ _ 4
R 5 (0935 &ya) (4.98)
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4.12 Weitere Eigenschaften und Anwendungen

Uber die zuvor hergeleiteten SPH-Standardformulierungen lassen sich nun obige Zusam-
menhénge entsprechend darstellen: Die mit (4.90) beschriebene Massenerhaltung lautet
damit

N

dpz « o' aVVZ
praa Z (v —p) R (4.99)

j=1

wobei iiber alle N Nachbarpartikel ;7 des betrachteten Partikels ¢ summiert wird. Die
Erhaltung des Impulses, (4.91), stellt sich wie folgt dar:

dv® o; ;"\ oW,
a =) m ( ot ;2> (%cﬁj (4.100)
7 J 7

Die fiir die Losung von (4.96) nétigen Werte werden aus

¥ 1 al @ @ 8WZ aWZ
pe ﬁzﬁi;mj [(“j _“z‘>ggj+(%@_%ﬁ) WJ] (4.101)
Jj= v !

erhalten.

Festkorperansatz durch Gegenkrafte

Fiir die Simulation von Fliissigkeiten spielen Krafte nur kurzer Reichweite eine Rolle. Im
Gegensatz dazu fliefen Kréfte beider Vorzeichen in Festkorpern iiber weite Distanzen.
Um dies im Modell abzubilden, wurde fiir die vorliegende Arbeit ein einfacher Ansatz
zur Festkorpermodellierung entwickelt, der im Folgenden aufgezeigt wird. Das elastische
Materialverhalten wird durch eine Federanalogie nachgebildet. Dabei sind alle benach-
barten Partikel durch elastische Krifte miteinander verbunden. In Abb. 4.23 sind die
Kréfte eines Partikels in Bezug auf seine Nachbarpartikel innerhalb seines Wirkungs-
radius symbolhaft durch Federn dargestellt. Der konventionelle SPH-Ansatz wurde also
dahingehend modifiziert, dass auch Zugkrifte zwischen den Partikeln iibertragen werden
konnen. Die Ubertragung von Druckkriften wird dementsprechend weiterhin beibehal-
ten.

Abb. 4.23: SPH-Festkdrpermodell, durch beidseitig wirkende Federn symbolisiert
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4 Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics SPH

Dies geschieht durch Aufbringung einer Riickstellkraft F', welche “versucht”, den Abstand
zweier benachbarter Partikel konstant zu halten. F;; auf Partikel j wirkt in Richtung des
Nachbarpartikels 7 und ist proportional oder exponentiell zur Anderung der Entfernung
Ax;; der Partikel ¢ und j, Abb. 4.24: Entfernt sich Partikel j um den Betrag Ax;; iiber
die urspriingliche Distanz z;; zum Nachbarpartikel ¢ hinaus, wird die Riickstellkraft F;
auf Partikel j als Funktion von Auz;; in Linie und Richtung zu Partikel ¢ wirksam. Als
Referenz fiir ;; dient die Distanz der Partikel vor dem ersten Zeitschritt zum Zeitpunkt
t = t.

Axij Fij

Abb. 4.24: Entfernungsabhingige Riickstellkraft F;; auf Partikel j

Der Vektor Fy; = [F,,, F,,]" der Riickstellkraft eines bestimmten Partikels mit Index j
ist die Resultierende aus der SPH-iiblichen gewichteten Summation

N

i=1

tiber alle Riickstellkrifte F;; seiner N Nachbarpartikel. Fiir die vorliegende Arbeit wur-
den nur positive Az;;, also Entfernungsvergéferungen, beriicksichtigt. Die Entfernungs-
Proportionalitdt kann nun so justiert werden, dass sich Steifigkeiten in der Gréfen-
ordnung des gewiinschten E-Moduls ergeben. Briiche kénnen durch Losen der Verbin-
dung bei Erreichen eines bestimmten Dehnungsschwellenwertes simuliert werden, Ab-
schnitt 6.2.13. Fiir die Nachbildung nichtlinearen Materialverhaltens sind selbstverstind-
lich auch Riickstellkrifte mit logarithmischer, exponentieller sowie beliebiger anderer
Charakteristik moglich. Diese Charakteristik kann {iber weitere Parameter wie Zeit, ortli-
che Dichte, Geschwindigkeit, Temperatur oder auch Historien der genannten Eigenschaf-
ten gekoppelt sein. Weitere Einflussnahme durch geschwindigkeitsabhdngige Dampfung
kann zur Abbildung entsprechenden Materialverhaltens iiber eine rheologische Modellie-
rung eingefiihrt werden.

4.13 Numerischer Ablauf einer SPH-Berechnung

Abb. 4.25 skizziert den Zyklus einer SPH-Simulation. Tab. 4.2 gibt detailliertere Hinweise
zu den einzelnen Schritten.
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4.13 Numerischer Ablauf einer SPH-Berechnung

Festlegen der Initialparameter

Druck
Dichte
Wirkungsradien
Anfangsverteilung
Geometrie (Randpartikel)
Zeitintervall, Anzahl Zeitschritte

2 Y

Zuordnung interagierender Partikelpaare
Berechnung der Gewichtung

3 v

Berechnung der ortlichen Dichte

A e e
i 4a 4b
: Interne Krifte Korrekturterme Externe Kriifte :
Druck . . - s
Visl?(; ;. it Kiinstliche Viskositit Gravitation
- Kiinstliche Wérme Repulsive Randkrifte
Oberflachenspannung
........................................ 5¢ 11
- - ‘Wirkungsradien :
—D} Summation der Beschleunigungen ld— . anpassen |

- s L. wsen

| Geschwindigkeitskorrektur |

7
| Aktualisieren der Partikelgeschwindigkeiten |

8

| Aktualisieren der Partikelpositionen |

10

Letzter Ausgabe / Speichern
Zeitschritt? der momentanen
. Partikelzustinde

Ausgabe / Speichern
der
Simulationsergebnisse

Abb. 4.25: Programmablauf einer SPH-Simulation
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4 Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics SPH

Tab. 4.2: Erlduterungen und Verweise zum numerischen Ablauf SPH

Erlauterung

Die Ausgangsposition der Partikel im Inneren und an den Réndern werden festge-
legt. Hierbei spielen die Initialparameter nach Abschnitt 4.9.2, beispielsweise (4.46)
eine entscheidende Rolle fiir das Verhalten des Modells. Weiterhin sind die Zeitschrit-
te At festzulegen, Abschnitt 4.9.1. Besonders kleine Zeitschritte sind nach (4.42) zu
wéhlen, wenn kiinstliche Viskositéit nach (4.18) miteinbezogen wird. Weitere Modellei-
genschaften wie die verwendete Kernfunktion, beispielsweise nach (4.5) durch Splines,
sind festzulegen.

Erster Schritt der iterativen Simulationsschleife ist die Suche der Nachbarpartikel.
Vorteilhaft sind schnelle Algorithmen, beispielsweise mithilfe Verketteter Listen, wie
im Teil A.2 beschrieben. Bei direkter Suche steigt der Aufwand quadratisch mit der
Partikelanzahl. Sind die Partikelpaare zugeordnet, wobei keine Mindestanzahl vorge-
geben ist, werden die Partikelgewichte iiber die Kernfunktion errechnet.

Die ortliche Dichte p; wird tiber (4.10), entsprechend in SPH-Formulierung (4.31),
ermittelt. Damit kann unmittelbar tiber die Zustandsgleichung (4.12) der ortliche
Druck p; bestimmt werden.

Neben dem Druck wirken die Viskositat, (4.17), und gegebenenfalls die Oberflichen-
spannung, (4.82), als weitere interne Krifte. Zur gleichen Zeit kénnen die Korrek-
turterme wirksam gemacht werden, zu nennen ist hier etwa die kiinstliche Viskositdt
nach (4.18). Ebenfalls werden in diesem Stadium der Einfluss der externen Krifte
wie der Gravitation, (4.16), und der repulsiven Kréfte der Modellrénder, siehe Ab-
schnitt 4.7, eingebracht.

Die Beschleunigungen aus internen und externen Kréften sowie den Korrekturtermen
beispielsweise der kiinstlichen Viskositét (4.18) werden aufsummiert.

Die Geschwindigkeit der Partikel wird nach (4.24) korrigiert, indem sie der gewichteten
Geschwindigkeit ihrer Nachbarpartikel angepasst wird, Abschnitt 4.6. Fiir Problem-
stellungen, bei denen viskose oder turbulente Effekte im Vordergrund stehen, ist dieser
Term anzupassen oder abzuschalten. Die Geschwindigkeitskorrektur greift erst zum
Zeitpunkt des Verschiebens der Partikel auf die neuen Positionen nach Punkt 8.

Die Geschwindigkeiten der Partikel werden fiir den néchsten Zeitschritt nach festge-
legt, beispielsweise nach dem Leap-Frog-Schema.

Die neuen Koordinatenvektoren der Partikelpositionen kénnen nun mit (4.39b) er-
rechnet werden.

Ist die vorzugebende Anzahl von Zeitschritten abgearbeitet?

10

Falls Bedingung unter 9 nicht erfiillt, folgen weitere Iterationen. Zuvor kénnen die
aktuellen Daten, beispielsweise Partikelpositionen, -Driicke, oder -Geschwindigkeiten,
gespeichert werden.

11

Weitere Anpassungen fiir die néchste Iteration kénnen vorgenommen werden, um
Genauigkeit oder Effektivitit anzupassen. Beispielsweise konnen die Wirkungsradien
der Partikel angepasst werden.

12

Ist der letzte Zeitschritt erreicht, werden die gewiinschten Daten visuell oder in Ta-
bellenform ausgegeben.
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5 Kombination der netzfreien
Methoden EFGM und SPH

Die vorliegende Arbeit hat das Ziel, durch netzfreie Methoden mdoglich werdende Ver-
einfachungen numerischer Modellierungen im Zuge von Nachweisen fiir Wasserbauwerke
aufzuzeigen. Ein grofser Teil der innerhalb eines Tragfihgkeitsnachweises beispielsweise
einer Talsperre zu untersuchenden Lastfélle riihrt von der Interaktion zwischen Wasser
und Festkorper her. Entsprechend ihrer besonderen Eignung fiir bestimmte Anwendun-
gen werden die vorgestellten netzfreien Methoden Smoothed Particles Hydrodynamics
und die Elementfreie Galerkin Methode kombiniert. Die Elementfreie Galerkin Methode
wird fiir Berechnungen des Festkorpers eingesetzt, wihrend das Verfahren der Smoo-
thed Particles Hydrodynamics zur Simulation des Wasserkérpers angewandt wird. Dies
bedingt die Entwicklung einer Schnittstelle zwischen den beiden Ansétzen, was im Fol-
genden diskutiert wird.

5.1 Bedingungen an der Schnittstelle der Modelle

5.1.1 Actio = Reactio

Generell lasst sich das Verhalten eines elastischen Festkorpers nach der Newtonschen
Formel

62
p@u =V- 0'(11) + fb (51)
und das einer Fliissigkeit iiber die Eulerschen Beziehungen
0
p(a—:+v~Vv>:V-a(v)+fb und V-v=0 (5.2)

beschreiben. Hierbei ist u der Verformungsvektor des Festkorpers, v der Geschwindig-
keitsvektor der Fliissigkeit, f, sind eventuelle Korperkrifte, beispielsweise durch Gravita-
tion. Die von der Fliissigkeit auf die Oberfliche ' des Festkorpers aufgebrachte normale
Kraftkomponente pro Fliche entspricht dem Druck der Fliissigkeit an der identischen
Stelle:

Pp = —0pwid(—n) = or,(n) (5.3)

Dies findet direkten Niederschlag in der Kombination der Modelle durch “hybride Parti-
kel”, die in beiden Verfahren an identischen Positionen vorhanden sind. Damit kann der
ortliche Druck der dortigen Partikel aus dem einen Modell direkt als Kraftkomponente
in das andere Modell {ibernommen werden, Abschnitt 5.2.
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5 Kombination der netzfreien Methoden EFGM und SPH

5.1.2 Penetrationsunterdriickung

Da der Festkorper in der vorliegenden Arbeit als wasserundurchdringlich angesehen wird,
gilt die Bedingung, dass normal zur Oberflache des Festkorpers I'p in unmittelbarer Ndhe
relativ zur zeitlichen Ableitung der Verformung der Oberfliche keine Geschwindigkeit
der Fliissigkeitspartikel vorhanden sein kann:

(%u _ v) ‘n=0 (5.4)

n ist hier der Normalenvektor zur Festkorperoberfliche I'r. Die Penetration des Fest-
korpers durch Fliissigkeitspartikel wird durch “doppelseitige” Partikel, welche nach Ab-
schnitt 5.2 gleichzeitig beiden Modellteilen angehéren und sich unmittelbar auf der Ober-
fliche und einer dahinter liegenden zusétzlichen Reihe befinden, unterdriickt, Abb. 5.1.
Sie entsprechen in ihrer Funktion aus Sicht des SPH-Modells den virtuellen Partikeln
nach Abschnitt 4.7.3. Der Abstand dieser Partikel zueinander lings der Randlinie und
senkrecht dazu entspricht dem Partikelabstand, welcher initial auch innerhalb der Fliis-
sigkeit gesetzt wird. Die Geschwindigkeit der Oberfliche ist in der normalen Komponente
gleich der Geschwindigkeit eines unmittelbar angrenzenden SPH-Partikels:

0

upF

Der Index des SPH-Partikels wird hierbei mit i ausgedriickt. (5.5) gilt jedoch nur bei
negativem Geschwindigkeitsgradienten unmittelbar vor der Oberfliche. Bewegt sich die
Oberfldche von den Partikeln weg, so kann dies selbstversténdlich schneller vonstatten
gehen, als Partikel nachriicken konnen. Ebenso ist ein Entfernen der Partikel von T'p
stets moglich.

5.1.3 Reibung

Generell gilt in der Realitidt die Bedingung der Schlupffreiheit zwischen Fluid und Fest-
korper: Parallel zur Oberfliche I'r haben die Fliissigkeitsteilchen auf molekularer Ebene
relativ zur Festkorperoberfliche keine Geschwindigkeit:

(%u _ v) <n=0 (5.6)

Fiir reibungsfreie Bedingungen gilt dies nicht. Prinzipiell kann die Beeinflussung der
SPH-Partikel hinsichtlich ihrer Geschwindigkeit parallel zu I'r durch die repulsiven
Krifte der virtuellen oder doppelseitigen Partikel frei eingestellt werden. Da in der
vorliegenden Arbeit Beschleunigungen normal zur Oberfliche dominieren, spielen die
Bedingungen an der Oberfliche hinsichtlich der tangentialen Krifteiibertragung eine
untergeordnete Rolle.
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5.2 Implementierung der Schnittstelle der Modelle

5.2 Implementierung der Schnittstelle der Modelle

Trotz der unterschiedlichen Losungsansitze fiir die zugrunde liegenden Differenzialglei-
chungen weisen die Elementfreie Galerkin Methode und die Methode der Smoothed
Particles Hydrodynamics zahlreiche Gemeinsamkeiten auf. Eines der Hauptmerkmale
beider Modelle ist die Wichtungsfunktion jedes Knotens oder Partikels. Wahrend diese
Wichtung bei der Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics unmittelbar iiber ei-
ne Summation die Ansatzfunktion stellt, Abschnitt 4.1, dient diese bei der Elementfreien
Galerkin Methode als Basis zur Erzeugung der eigentlichen Ansatzfunktion mittels des
Verfahrens der Moving Least Squares, Abschnitt 3.1. Dennoch werden fiir die Gewich-
tungsfunktionen oft die gleichen Ansétze in Form von identischen Splines verwendet, so
auch in den dieser Arbeit zugrunde liegenden Modellen.

5.2.1 Hybride Partikel

Es liegt daher nahe, fiir die Schnittstelle der beiden genannten Modelle Partikel zu
verwenden, die hybrid sind, also als Schnittmenge gleichzeitig beiden Teilmodellen an-
gehoren, Abb. 5.1. Bestimmte Knoten des EFGM-Modells sind damit gleichzeitig SPH-
Randpartikel.

gleichzeitig EFGM- und SPH Partikel \

o O O

@)
@)
©0
@)

© o
EFGM Partikel 08 0O SPH Partikel

O O O O 0O
OO OO O0O0
O O O OO0
@)
©

Modeﬂgrenze
Abb. 5.1: Hybride Partikel gehdren beiden Teilmodellen an

Dies bietet sich auch insbesondere deswegen an, weil die Rinder eines Smoothed Par-
ticles Hydrodynamics Modells ohnehin mit fixen Partikeln spezieller Eigenschaften ge-
bildet werden, den virtuellen Randpartikeln, wie in Abschnitt 4.7 diskutiert. Fiir die
vorliegende Arbeit wurden der Ansatz der Randpartikel ausgehend von den entwickelten
“Nahe-Rand-Partikeln”, Abschnitt 4.7.4, dahingehend fortgefiihrt, dass diese Stiitzstellen
simultan in beiden Modellteilen vorhanden sind. Partikel oder Knoten mit dieser Eigen-
schaft werden im Folgenden als “Hybride Partikel” bezeichnet. Dabei handelt es sich
eigentlich um ein Partikelpaar, bestehend aus SPH-Randpartikel und komplimentirem
EFGM-Knoten.
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5 Kombination der netzfreien Methoden EFGM und SPH

5.2.2 Hybridpartikel des EFGM-Modells

Die Randpartikel werden auf der EFGM-Seite fast vollstindig wie normale Knoten be-
handelt. Thre Anordnung geschieht in mehreren Schichten wie in den genannten Ab-
schnitten beschrieben, um Partikelpenetrationen zu unterbinden. Hierfiir ist im Regel-
fall eine wesentlich dichtere Anordnung nétig, wie im iibrigen Modellgebiet. Der Wir-
kungsradius wird entsprechend der geringeren Partikelabstinde angeglichen. Die Parti-
kel weisen alle gew6hnlichen Eigenschaften eines EFGM-Knotens auf; ihre Eigenschaften
als SPH-Partikel, wie Geschwindigkeit etc. werden ignoriert, mit Ausnahme des ortli-
chen Drucks. Der Druck der dufteren Partikelreihe wird wie ein gewo6hnlicher Oberfla-
chendruck als natiirliche Randbedingung iiber die weiterhin an den Randern liegenden
Gaufk-Integrationspunkte integriert wie in Abschnitt 3.2.2 dargelegt. Die eigentliche Kal-
kulation des Drucks findet im SPH-Teil statt. Die Nachbarschaftssuche erstreckt sich nur
bis zu diesen speziellen hybriden Randpartikeln, weiter entfernt liegende SPH-Partikel
werden nicht miteinbezogen, was iiber eine einfache Kennzeichnung programmtechnisch
gelost wird. Aus diesem Grund ist die Zuordnung der Partikel auf der EFGM-Seite
fiir nichttransiente Betrachtungen nur einmal zu Beginn erforderlich. Fiir alle weiteren
Zeitschritte bleiben die Partikelzuordnungen aufgrund der Ortsfestigkeit identisch, vor-
ausgesetzt die Verschiebungen bleiben klein. Werden iterativ die Verschiebungen einer
vorangegangenen Simulation als Ausgangspositionen fiir den néchsten Rechenschritt ge-
setzt, muss eine neue Partikelzuordnung stattfinden. Durch die Verschiebung haben sich
die Partikelabsténde gedndert und damit auch die Gewichtung der einzelnen Knoten.

5.2.3 Hybridpartikel des SPH-Modells

Auf der Seite des Smoothed Particles Hydrodynamics-Modells stellen sich die hybriden
Partikel als gewohnliche ortsfeste Randpartikel nach Abschnitt 4.7 dar. Repulsive Kréfte
werden weiterhin ausgeiibt. Die Nachbarpartikel-Zuordnung erfolgt fiir jeden Zeitschritt,
da alle anderen SPH-Partikel frei beweglich sind. Einbezogen in den Algorithmus der Zu-
ordnung werden zusétzlich nur die Hybridpartikel, alle weiter entfernt liegenden EFGM-
Partikel bleiben unbeachtet. Die Driicke an der Schnittstelle der beiden Modelle, also
den Randpartikeln, welche als natiirliche Randbedingung in die Simulation eingehen,
werden wie gewohnt (4.32) entsprechend iiber

N
W,
o= pt (57)
=1 Pi

gewonnen. N ist hierbei die Anzahl der Partikel, in deren Wirkungsradius der betrach-
tete Punkt liegt, was normale SPH-Partikel und die speziellen Randpartikel einschliefst,
jedoch keine weiteren EFGM-Knoten. Wéahrend n den Standort bezeichnet, an dem der
Druck ermittelt wird, ist j der iiber alle NV Partikel, in dessen Einflussbereich die Koor-
dinaten des Standorts liegen, laufende Index. W,; ist die Wichtung dieser Partikel. In
der vorliegenden Arbeit wurde die Wirkungsrichtung des Drucks als ausschliefslich nor-
mal zur Oberfliche des Festkorpers wirkend angenommen. Reibung und viskose Kréfte
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5.2 Implementierung der Schnittstelle der Modelle

wurden fiir die hier betrachteten Modellierungen vernachléssigt, kdnnen jedoch durch
einfache Ergénzungen der Software als tangential wirkende Oberflichenkrifte integriert
werden.

5.2.4 Numerischer Ablauf einer kombinierten Simulation

Prinzipiell ergibt sich ein wechselseitiger zyklischer Programmablauf. Abwechselnd wird
das SPH- beziehungsweise EFGM-Modul aufgerufen, Abb. 5.2. Basierend auf den von
der vorhergehenden Simulation des komplementiaren Moduls erzeugten Daten, nament-
lich den Positionen und Driicken der Hybridpartikel, startet die nachste Iteration des
abzuarbeitenden Programmteils.

SPH  |pmia| EFGM

Abb. 5.2: Zyklische Iteration iiber beide Teilmodelle

In Abb. 5.3 und Abb. 5.4 ist der numerische Ablauf einer kombinierten Simulation
fiir beide Teilmodelle als Flussdiagramm detaillierter dargestellt. Im Wesentlichen ent-
sprechen die Programmabliufe den Standardalgorithmen, wie sie in Abb. 4.25, Ab-
schnitt 4.13 fiir Smoothed Particles Hydrodynamics und in Abb. 3.22, Abschnitt 3.7 fiir
die Elementfreie Galerkin Methode angegeben wurden. Auf dies verweisend werden hier
nur die wenigen Anderungen, in den Abbildungen wurden die entsprechenden Schritte
dunkler schattiert, beschrieben. Fiir jeden Zeitschritt wird zunichst die Smoothed Par-
ticles Hydrodynamics-Simulation fiir einen, eventuell auch mehrere Zeitschritte durch-
gefiithrt. Die Partikel der Schnittmenge beider Modelle werden hierfiir als Randpartikel
erzeugt. Nach Ablauf der eingestellten Anzahl von Iterationen werden die Partikelposi-
tionen und weitere Parameter, vor allem der Druck an den Koordinaten der Randpartikel
gespeichert. Das Programm der Elementfreien Galerkin Methode wird gestartet, Punkt
12 und 2 in Abb. 5.3, wobei nach Auslesen der Quelldateien die Randpartikel wie be-
schrieben identische Positionen besitzen. Der zuvor gespeicherte ortliche Druck wird
nun auf die Randpartikel aufgebracht und per Gaufquadratur integriert. Nach Losung
des Hauptgleichungssystems liegt die Verschiebungsfigur und der Spannungsverlauf des
Festkorpers vor. Uber Punkt 15 und 2 in Abb. 5.4 werden die Daten ins SPH-Modell
iibernommen und dessen néchste Iteration startet. Technisch wird das wechselseitige
Aufrufen der beiden Module durch ein {ibergeordnetes Programm gesteuert, welches aus
einer einfachen Stapelverarbeitungsdatei bestehen kann, wie im Abschnitt A.1.3 darge-
legt.
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Festlegen der Initialparameter
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Dichte
Wirkungsradien
Anfangsverteilung
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Abb. 5.3: lteration iber SPH-Teilmodell
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5.2 Implementierung der Schnittstelle der Modelle
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Abb. 5.4: lteration iiber EFGM-Teilmodell
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5 Kombination der netzfreien Methoden EFGM und SPH

Vereinfachter Ansatz der Kombination

Fiir Modellierungen, die in dieser Arbeit vorgestellt werden, wurde auf Festkorperseite
meist mit einem quasistatischen Ansatz gerechnet. Das Modell wurde dann dahingehend
vereinfacht, dass anstelle hybrider Partikel mit einer virtuellen Randlinie, wie unter 4.7.3
entwickelt, gearbeitet wurde. Die auf das EFGM-Modell zu iibertragenden Driicke wur-
den dann mithilfe einer virtuellen “Interaktionszone” gewonnen: Die Breite dieser Zone
zwischen Fluid und Festkorper betriigt dx, was der Variablen ry in (4.27) entspricht,
Abb. 5.5. Durch die Einwirkung des Druckes auf die Oberfliche I'r ist die Randbedin-

gung
ocon=t zelp (5.8)

gegeben. Der Kraftvektor dieses Randes folgt damit zu

| — / i dT'y (5.9)
I'r

Nach (5.3) entspricht der Integrand der rechten Seite von (5.9) dem ortlichen Druck.
Nach Abschnitt 3.5 findet die Quadratur iiber Gauf-Integrationspunkte auf I'p statt,

Abb. 5.5: Fliissigkeitsdruck-Integration iiber GauBpunkte

Die Driicke werden wie erwiahnt auf einer Linie parallel zur Festkorperoberfliche im
Abstand dx nach

Wy
Po=Y pin (5.10)
j=1 Pi

gewonnen. NNV ist hierbei die Anzahl ausschlieflich der SPH-Partikel, in deren Wirkungs-
radius der betrachtete Punkt liegt.
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6 Modellierungen fiir Talsperren

Die in diesem Kapitel dargelegten Simulationsergebnisse wurden unter Anwendung des
im Zuge dieser Arbeit entwickelten SPH- und EFGM-Codes gewonnen. Sie sollen bei-
spielhaft die Moglichkeiten der Anwendung netzfreier Methoden auf dem Gebiet des
Wasserbaus und dariiber hinaus darlegen. Zunichst wird daher ein kurzer Uberblick
iiber die wichtigsten wasserbaulichen Nachweise nach der in Deutschland giiltigen tech-
nischen Richtlinie DIN 19700 fiir die Talsperren betreffenden Anforderungen gegeben.
Aufgrund der geforderten bruchmechanischen Nachweise schliefst sich ein Abschnitt an,
in welchem die theoretischen Grundlagen hierzu gelegt werden und Ansétze zur nume-
rischen Umsetzung aufgezeigt werden. Folgend werden dynamische Druckvorginge im
Reservoir einer Talsperre sowie deren Einwirkung auf die Bauwerksfront untersucht, wie
es fiir einen einschlidgigen Nachweis nach der genannten Richtlinie erforderlich ist. Wei-
terfiihrend werden die hieraus resultierenden Krifte im Talsperrenkorper analysiert und
beispielhafte Risspfad-Berechnungen gezeigt. Fiir die Fluidmodellierung wird hierbei das
SPH-Modell verwendet, Festkorperbetrachtungen werden mit EFGM durchgefiihrt. Die
Interaktion beider Modelle wurde in Abschnitt 5 diskutiert.

6.1 Technische Richtlinie DIN 19700

Der Nachweis der Standsicherheit einer Talsperre wird in Deutschland im Allgemeinen
nach DIN 19700 [25] gefiihrt. Die geforderten Sicherheitsabsténde bilden die Grundlage
zur Beurteilung der Ergebnisse einer statischen Betrachtung. Somit ist dieses Regelwerk
durch die Vorgabe zu untersuchender Fragestellungen mafgeblich fiir die Wahl der Re-
chenmethode, da nicht jedes Verfahren eine sichere Aussage zu den aufgefiihrten Punkten
machen kann. Beispielsweise ist es praktisch unmoglich, per rein analytischer Rechnung
ein sicheres Urteil iiber das Verhalten eines im Erdbebenfall auftretenden Risses zu er-
halten. Im Folgenden wird daher auch die Ermittlung der Beanspruchungen mithilfe
numerischer Methoden beleuchtet.

6.1.1 Nachweisverfahren

Zugrunde liegt die Uberlegung, wie Einwirkungen zu kombinieren sind, um einerseits die
geforderte Sicherheit zu gewéhrleisten, andererseits aber eine wirtschaftliche Bauweise
zu ermoglichen. Somit muss eine Aussage iiber die Wahrscheinlichkeit des zeitlichen Zu-
sammentreffens der Beanspruchungen gemacht werden. Es handelt sich also um eine
stochastische Abschéitzung, die fiir die praktische Anwendung vereinfacht wurde. We-
sentlich ist neben der auftretenden Last auch der Zustand des Bauwerks, beispielsweise
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6 Modellierungen fiir Talsperren

hinsichtlich der Kennwerte des Werkstoffs, ebenso in Bezug auf die Funktionstiichtig-
keit seiner sicherheitsrelevanten Einrichtungen wie der Hochwasserentlastung oder der
Grundablisse. Durch die Kombination von &ufserer Einwirkung und Bauwerkszustand
werden festgelegte Lastfallkombinationen mit bestimmten Tragwiderstandsbedingungen
zu drei Bemessungssituationen BS I, BS II und BS III nach Tab. 6.1 zusammengefiihrt.
Jede sich aus diesen Situationen ergebende Variante muss individuell untersucht werden.

Tab. 6.1: Bemessungsfille nach DIN 19700

Tragwiderstandsbedingung
Lastfall | A B C
1 BS I BS IT | BS III
2 BSIT | BS III
3 BS I1I

Im Zuge einer numerischen Berechnung ist fiir jeden Bemessungsfall eine eigene Berech-
nung vorzusehen. Dies hat individuell fiir die Gegebenheiten am untersuchten Objekt
zu erfolgen. Beispielsweise sind die Erdbebenlasten je nach geographischer Lage ver-
schieden, ebenso miissen Materialkennwerte oder der Zustand technischer Einrichtungen
der vor Ort anzutreffenden Situation entsprechen. Daher sind vollstédndig automatisierte
Verfahren, welche fiir jedes beliebige Bauwerk einsetzbar wéren, nicht vorstellbar. Je-
doch kénnen mit geeigneten Verfahren wie den spéter vorgestellten netzfreien Methoden
einzelne Untersuchungsschritte, unter der Voraussetzung der Anpassung grundlegender
Parameter, ohne umfangreiche Nachedition auch fiir variierende Details durchaus mit
selbststandiger Adaption durchgefiihrt werden.

6.1.2 Tragwiderstande

Der Zustand des Bauwerks findet {iber den Tragwiderstand Eingang in die Untersuchung.
Es ist iiber drei Tragwiderstandsbedingungen A, B, und C zu variieren:
e Tragwiderstandsbedingung A (wahrscheinliche Bedingungen)
— gesicherte oder allgemein anerkannte Materialkennwerte

— voll wirksame bauliche Einrichtungen

e Tragwiderstandsbedingung B (wenig wahrscheinliche Bedingungen)
— ungiinstige Kennwerte innerhalb gesicherter Streubereiche oder

— eingeschrinkte Wirkung einer der baulichen Einrichtungen

e Tragwiderstandsbedingung C (unwahrscheinliche Bedingungen)
— ungiinstige Kennwerte in Grenzbereichen oder

— Ausfall einer der baulichen Einrichtungen
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6.1 Technische Richtlinie DIN 19700

Im numerischen Modell finden die Tragwiderstandsbedingungen ihren Niederschlag bei-
spielsweise in der Wahl der Materialparameter wie des E-Moduls, oder der zuldssigen
Maximalspannungen. Es kénnen sich durch die oben aufgefiihrten Tragwiderstandsbe-
dingungen auch die Beanspruchungen dndern. Eine versagende Hochwasserentlastung
kann zu Uberstrémen oder zu erhohten Driicken aus Unterstromung fithren. Dies findet
Niederschlag in einer Variation der Rechenmodelle.

6.1.3 Lastannahmen

DIN 19700 sieht die Einteilung von Talsperren in zwei Klassen vor: Talsperrenklasse 1
bezieht sich auf “grofe” Talsperren. Diese sind definiert durch

e Hohe des Absperrbauwerkes vom tiefsten Punkt der Griindungssohle des Absperr-
bauwerkes bis zur Krone gréfer als 15 m oder

e Gesamtstauraum des Speicherbeckens grofer als 10° m?

Talsperrenklasse 2 umfasst kleinere Talsperren, die nicht Talsperrenklasse 1 zuzuordnen
sind. Nach dieser Klasseneinteilung richten sich auch die Voraussetzungen fiir die Fin-
dung der Lastannahmen. Ausnahmen bilden Talsperren mit besonderem Gefihrdungs-
potential. Zu den auf eine Talsperre einwirkenden Lasten zihlen

e Wasser- und Stromungslasten
— Druck des Stauwassers und eventueller Riickstau unterwasserseitig

— hydrostatischer oder -dynamischer Druck, beispielsweise Auftrieb, aus Durch-
und Unterstrémung, Risswasserdruck

e Verlandungsdruck durch Sedimente im Staussee

e Erdbebenlasten nach Talsperrenklasse und Standort. Nach DIN 19700 ist als Be-
triebserdbeben fiir Talsperrenklasse 2 ein Erdbeben mit einer Uberschreitungs-
Wabhrscheinlichkeit von 7" = 100a anzusetzen. Als Bemessungserdbeben ist ein
Erdbeben mit einer Uberschreitungswahrscheinlichkeit von 7" = 1000 a anzuneh-
men. Fiir Talsperren der Klasse 2 ist es zuldssig, Erdbebennachweise mit dem
1,0-fachen Wert der zugeordneten Bodenbeschleunigung a; als quasi-statische Er-
satzlast zu fiihren; eine Modalanalyse ist somit nicht erforderlich. Talsperren der
Klasse I bediirfen hingegen einer Schwingungsanalyse. Die Belastungen setzen sich
zusammen aus

— Kréften aus Verharren des massentrigen Talsperrenkorpers gegeniiber be-
schleunigtem Mauerfuf, Schwingungen

— dynamischem Wasserdruck durch Beschleunigung der Talsperre gegen den
“ortsfesten” Stausee

e Saisonale Temperatureinwirkung. Durch den thermisch trigen Kern entstehen star-
ke jahreszeitlich verdnderliche Temperaturgradienten zwischen Kern und Mantel
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6 Modellierungen fiir Talsperren

e Eisdruck nach Standort und Jahreszeit
e Eigenlast aus Gravitations-Korperkraften

e Sonstige Lasten
— Schiffsanprall, Lasten aus Betriebseinrichtungen, Windlasten
— Kriech- und Schwindvorgénge

— Mutwillige Zerstorung

Die hieraus resultierenden Lastfille werden entsprechend der zu erwartenden Situatio-
nen zu drei Lastfallgruppen zusammengestellt. Im Zuge einer numerischen Bearbeitung
spiegelt sich jede Kombination dieser Lastfélle in einer entsprechenden Konstellation des
Modells wider. Die hierdurch bedingte Vielzahl von Varianten wird durch systematisches
Ablegen der Konstellationen in eigenen Steuerdateien organisiert. Die Abarbeitung dieser
Steuerdateien kann wiederum durch eine iibergeordnete Datei erfolgen. Tab. 6.2 zeigt die
Lastfallkombinationen fiir die Tragwiderstandsbedingung A, Tab. 6.3 fiihrt Entsprechen-
des fiir die Tragwiderstandsbedingungen B und C auf. Hierbei stellt e das Symbol einer
in jedem Fall zu beriicksichtigenden Einwirkung dar, wihrend o fallweise zu untersuchen
ist. Beispielsweise ist die Untersuchung der thermisch bedingten mechanischen Spannun-
gen fiir sommerliche Temperaturen kombiniert mit Eisdruck in unseren Breitengraden
nicht sinnvoll. “BHQ” bezeichnet die Abfliisse der Bemessungs-Hochwasser. Vereinfacht
ausgedriickt werden normale Tragwiderstandsbeiwerte kombiniert mit seltenen Einwir-
kungen und normale Einwirkungen mit pessimalen Tragwiderstandsbedingungen, nicht
jedoch letztere mit ebenfalls extremen Einwirkungen.

Tab. 6.2: Lastfélle der Tragwiderstandsbedingung A

Tragwiderstandsbedingung A
Gruppe | Lastfall 11112121122 |24 3132|333
Sommer-/Wintertemperatur e (00 (00 [ Co |00 |00 |00 | oo

Eigenlast . ° ° ° ° .
1 Normaler Wasser-/Stromungsdruck
Saisonaler Temperaturgradient ° ° ° ° . °
Wasser-/Stromungsdruck BHQ; .
2 Eisdruck .
Betriebserdbeben .
Wasser-/Stromungsdruck BHQ» o
3 Seltene Temperatureinwirkung °
Bemessungserdbeben °
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Tab. 6.3: Lastfille der Tragwiderstandsbedingungen B und C

6.1 Technische Richtlinie DIN 19700

Gruppe

Tragwiderstandsbedingung

B

Lastfall

1.1

1.2

21

2.2

24

1.1

1.2

Sommer-/Wintertemperatur

oce

Eigenlast

Normaler Wasser-/Stromungsdruck

Saisonaler Temperaturgradient

Wasser- /Stromungsdruck BHQ;

Eisdruck

Betriebserdbeben

Wasser- /Stromungsdruck BHQq

Seltene Temperatureinwirkung

Bemessungserdbeben

6.1.4 Tragsicherheitsnachweise

Nach DIN 19700 ist die Sicherheit gegen Druck- und Schubversagen in jedem Schnitt
nachzuweisen. Diese Schnitte sind individuell festzulegen und erstrecken sich auch iiber
die Sohlfuge. Abb. 6.1 zeigt beispielhafte Verldufe horizontaler Untersuchungsebenen in
einer Schwergewichtsmauer und deren Untergrund.

Abb. 6.1: Beispiel maRgeblicher Schnitte in Talsperrenkdrper und Sohlfuge

In jedem dieser Schnitte sind die Normal- und Scherspannungen, Abschnitt 6.1.6 und
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6 Modellierungen fiir Talsperren

6.1.5, zu ermitteln. Diese sind einerseits mit der Kapazitidt des Materials zu vergleichen,
andererseits wird iiber die Hebelwirkung in Bezug auf die neutrale Achse das Moment
zur Untersuchung hinsichtlich etwaiger klaffender Fugen und zulédssiger Ausmittigkeit der
Resultierenden, Abschnitt 6.1.7 errechnet. Die Ermittlung der mafgeblichen Parameter
an jedem Punkt findet im Rahmen der Finite Elemente Methode nach Abschnitt 2.5.5
statt. Im EFGM-Modell erfolgt dies nach (3.15) fiir die Verschiebungen und nach (3.59)
zum Erhalt der Spannungen.

6.1.5 Hauptdruckspannungen

Im gesamten Bauwerk sind in Tab. 6.4 gelistete Abstidnde zur Druckspannungskapazitit
der Baustoffe einzuhalten.

Tab. 6.4: Einzuhaltende Sicherheitsbeiwerte der Hauptdruckspannungen
BS1 | BSII | BS III
2,1 1,7 1,2

Der Abgleich erfolgt unter Einsatz numerischer Methoden mithilfe einer einfachen Loka-
lisierung der héchsten und niedrigsten auftretenden Werte der Hauptdruckspannungen.
Dieser Algorithmus steht in iiblichen Softwarepaketen zur Verfiigung oder kann einfach
etwa als Makro implementiert werden. Zu beachten ist, dass aufgrund von numerischen
Artefakten manchmal unrealistisch hohe Spannungsspitzen angegeben werden, was von
Fall zu Fall iiberpriift werden muss.

6.1.6 Schubspannungen

Nach DIN 19700 ist die Sicherheit gegen Gleiten in jedem Schnitt des Bauwerks nach-
zuweisen. Fiir die Gleitsicherheit in der Sohlfuge sind festgelegte Sicherheitsbeiwerte
einzuhalten, welche Tab. 6.5 auffiihrt.

Tab. 6.5: Einzuhaltende Sicherheitsbeiwerte der Schubspannungen
BST | BSII | BSIII
1,5 1,3 1,2

Fiir die Ermittlung der maximalen Schubspannungen gilt das unter Abschnitt 6.1.5
gesagte.

6.1.7 Ausmittigkeit der Resultierenden

Die Lage der Resultierenden ist in jedem horizontalen Schnitt nachzuweisen: Ein Uber-
schreiten der Ausmitte {iber 1/6 der Breite des jeweiligen Schnittes hinaus ist fiir die
Bemessungssituationen I und IT nicht zuldssig, es darf keine klaffende Fuge entstehen.
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Fiir Bemessungssituation III kann die Exzentrizitdt der Resultierenden bis zu /3 der
betrachteten Breite betragen. Damit ist fiir diesen Lastfall eine klaffende Fuge innerhalb
definierter Grenzen zulissig. Uber die Kennwerte des verwendeten Werkstoffes besteht
damit eine Limitierung der zuléssigen Zugspannungen. Fiir die Ausmittigkeit der Resul-
tierenden e in Abhingigkeit der nach oben positiven Hohenkoordinate y gilt:

(6.1)

Hierbei ist M,(y) das Moment um die horizontale Talsperrenachse in Hohe y und
N(y) = ¥o,,dA die Vertikalkraft auf dieser Ebene, Abb. 6.2. Die Teilflichen entspre-
chen dA = dxh mit der Ausdehnung h in Talsperrenachse. Die Breite in x-Richtung
liegt anhand der Geometrie des Modells vor, wihrend fiir M, (y) gilt:

b/2
m@:/m%ﬂm (6.2)

Das Moment um die horizontale Bauwerksachse ergibt sich also aus dem Integral des
Produkts der Spannungen pro Einheitsfliche d A ldngs der Betrachtungsebene mit Fliache
A und des Hebelarms z in Bezug auf die jeweilige Querschnittsmitte und lésst sich damit
auch M, = [ 4 Oyy dA schreiben. Die Vertikalspannung ist durch o,, symbolisiert. Die

numerische Ermittlung fiihrt das genannte Integral auf eine Summe M, = le Oyt dA
fiir alle Teilflaichen zuriick. In den meisten Softwarepaketen wie ANSYS [1] lassen sich
Pfade definieren, entlang derer die genannten Werte vom Programm ermittelt werden.
Steht diese Funktion nicht zur Verfiigung, muss die Ermittlung des Moments in jedem
Querschnitt anhand einer Tabelle gewonnener Spannungswerte der Teilflichen bestimm-
ter Entfernungen zum Mittelpunkt im Zuge einer Nachbearbeitung geschehen.

Talsperrenkorper

M.(y)  da

R —
UMHHHMHH
b2 b))
- e

Abb. 6.2: Einheitsflichen einer Untersuchungsebene
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6 Modellierungen fiir Talsperren

6.1.8 Rissbildung
DIN 19700 legt hinsichtlich der entstehenden Rissbildung Folgendes fest:

e Fiir Bemessungssituation I darf die Fugenklaffung die Dichtzone nicht erreichen.

e Fiir Bemessungssituation II darf die Fugenklaffung die Dichtzone nicht vollstindig
durchtrennen.

e Fiir Bemessungssituation III darf die Fugenklaffung hochstens bis zur Mitte des
Querschnitts reichen.

Der Nachweis der zu erwartenden Rissgeometrie, insbesondere der Risslinge wie oben
gefordert, stellt eine grofe Herausforderung fiir numerische Methoden dar. Im Moment
einer sich durch den Rissfortschritt d&ndernden Bauwerksgeometrie wirkt ein komplexes
Zusammenspiel von Kréften. Fiir rechnergestiitzte Modelle stellt insbesondere die sich
rasch in ihrer geometrischen Ausprigung dndernde Diskontinuitdt durch den Riss ein
Problem dar. Der dynamische Vorgang wird in Zeitscheiben unterteilt. Fiir jeden Zeit-
schritt ergibt sich durch das Voranschreiten der Rissspitze eine etwas gednderte Geome-
trie. Die Verteilung der Knoten, also der Stiitzstellen, welche die Basis einer numerischen
Modellierung bilden, ist beispielsweise bei einem FEM-Modell durch die notwendige Ver-
netzung unmittelbar an die Koérpergeometrie gebunden. Damit ergibt sich bei solchen
Modellen die Notwendigkeit einer Anpassung der Knotenverteilung, namentlich einer
Neuvernetzung, fiir jeden Zeitschritt. Erschwerend kommt die extreme Ausbildung der
Form des Risses hinzu: Verglichen mit den Korperabmessungen sehr schmal und spitz,
was fiir eine automatische Vernetzung sehr ungiinstig ist. Damit sind automatisierte Ver-
fahren herkommlicher numerischer Methoden nur mit starken Einschrinkungen tauglich
fiir die Praxis des Standsicherheitsnachweises hinsichtlich der Rissbildung. Netzfreie Me-
thoden haben hingegen den Vorteil, dass sie nicht auf einem Rechennetz basieren, welches
eng an die Kérpergeometrie gebunden ist. Damit erfordert auch eine durch den Riss gebil-
dete verdnderliche Diskontinuitit nicht unbedingt eine Anpassung der Knotenverteilung,
sondern wird durch eine Software-Implementierung auf unverinderter Stiitzstelllenbasis
abgebildet: Knoten, die auf oder hinter gegeniiberliegenden Rissflanken liegen, “sehen”
sich nicht mehr, wodurch die Rissflanke wie ein freier Rand behandelt wird. Fiir erhohte
Genauigkeitsanforderungen ist jedoch eine Steigerung der Knotendichte beispielsweise
um die Rissspitze einfach moglich, indem dort beispielsweise ringférmig neue Knoten
erzeugt werden.
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

Ziel des Einsatzes der Elementfreien Galerkin Methode im Zuge der vorliegenden Ar-
beit ist es, numerische Modellierungen bruchmechanischer Vorginge wie beispielsweise
fiir einen Talsperren-Standsicherheitsnachweis innerhalb bestimmter Bemessungssitua-
tionen nach DIN 19700 verlangt, gegeniiber herkommlichen Methoden zu vereinfachen.
Nachdem im vorangehenden Kapitel die Grundlagen der Elementfreien Galerkin Metho-
de aufgezeigt wurden, soll hier vertieft auf den Einsatz numerischer Methoden fiir die
Rissfortschrittsberechnung eingegangen werden. Nachdem zun#chst bruchmechanische
Grundlagen dargelegt werden, wird nachfolgend der Schwerpunkt auf die rechnerische
Gewinnung der bendétigten mechanischen Gréfen zur Beurteilung des Risswachstums
gelegt.

6.2.1 Risscharakteristik

Unter einem Bruch oder Riss versteht man die vollstdndige oder teilweise Trennung eines
zuvor unverletzten Korpers in mindestens zwei Teile. Ein Bruch tritt auf, wenn geniigend
Energie zur Verfiigung steht, um die atomaren oder kohésiven Bindungskréfte innerhalb
des Materials zu iiberwinden. Ziel der Technischen Bruchmechanik ist die Bestimmung
der kritischen Last hinsichtlich Betrag und Frequenz, unter der in einem Bauteil oder
einem Bauwerk ein vorhandener Bruch fortschreitet. Weiterhin soll eine Aussage iiber
die Charakteristik einer solchen Schidigung, beispielsweise die Geometrie des auftre-
tenden Risses, gefunden werden. Hierbei kann zwischen Versagen unter konstanter oder
impulsartiger Belastung einerseits und durch wiederholte Beanspruchung andererseits
unterschieden werden. Im ersteren Fall spricht man von Gewaltbruch, im letzteren von
Schwingungs-, Dauer- oder Ermiidungsbruch. Unabhéngig hiervon wird materialbedingt
zwischen Fliefs- und Sprodbruch differenziert. Die beiden unterschiedlichen Risscharakte-
ristiken finden ihren analytischen Niederschlag in den Konzepten der Fliekbruchmecha-
nik (FBM) beziehungsweise der Linear-Elastischen Bruchmechanik (LEBM). Bei dukti-
len Werkstoffen gehen Briiche mit starken plastischen Verformungen einher; die Rissflan-
ken weisen unterschiedliche geometrische Formen auf. Das Versagen kiindigt sich durch
eine vorhergehende Phase des Fliefens an, und der schlieflich auftretende Defekt schrei-
tet durch die hohe Energiedissipation im Bereich der plastizierenden Rissprozesszone
relativ langsam voran. Sprode Materialien hingegen versagen plotzlich mit nur sehr ge-
ringer Verformung, Abb. 6.3, die Rissflanken passen geometrisch zueinander. Durch die
fehlende Plastizitat steht praktisch die gesamte Dehnungsenergie fiir das Entstehen und
Fortschreiten der Rissfront zur Verfiigung. Die typischen Baumaterialien von Talsperren
sind Beton und Mauerwerk. Diese Werkstoffe sind unter dem bruchmechanischen Aspekt
als sprode einzuordnen. Das Rissverhalten eines solchen Bauwerks ldsst mit dem zuvor
Gesagten also ein plotzliches Auftreten und ein sehr schnelles Fortschreiten eines Bru-
ches, wie er in bestimmten Situationen wie Erdbeben auftreten kann, erwarten. Auch
fiir normale Betriebszustande konnen Rissanalysen interessant sein, beispielsweise wenn
durch Frost-Tau-Vorgédnge eine entsprechende Vorschiadigung vorhanden ist und deren
weitere Entwicklung abgeschitzt werden soll.
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O Bruch a

sprode

duktil

9

Abb. 6.3: Spannungsverlaufe des einachsigen Zugversuchs von sprédem bzw. duktilem Material
(schematisch)

Sprodbriiche entstehen daher auch unter Vorhandensein nur relativ geringer Initialener-
gie und zeichnen sich durch sehr schnelle Ausbreitungsgeschwindigkeiten im Bereich meh-
rerer 100 m/s aus, Abschnitt 6.2.7. Durch die fehlende Ankiindigung des Versagens und
die extreme Geschwindigkeit des Vorgangs sind Sprodbriiche besonders gefidhrlich und
bergen grofes Schadenspotential. Ungiinstig wirken sich weiterhin tiefe Temperaturen,
mehrachsige Spannungszustinde, hochdynamische Beanspruchungen, Inhomogenitéten
und korrosiv wirkende Umgebungen aus.

6.2.2 Rissbeanspruchungsparameter

Abhéngig von der Art der Belastung werden nach Irwin [39] die drei Risséffnungsmodi
I, IT und III unterschieden, Abb. 6.4a bis 6.4c:

Riss |
L , ’l. / , ’l. D , ’l.
7
| /

l ¥

(a) Modus I (b) Modus II (c) Modus III

Abb. 6.4: Risséffnungsarten entsprechend den Rissmodi I-11T1

Modus I bezeichnet hierbei eine Risséffnung durch Spannungsbeanspruchung normal
zur Rissebene. Anschaulich wird dieser Modus beispielsweise beim Spalten von Holz
mit der Axt hervorgerufen. Modus I tritt bei Scherspannungen parallel zur Rissebene
auf. Dieser Modus iiberwiegt etwa bei spanabhebenden Verfahren wie beim Drechseln
im bearbeiteten Material. Modus /1] ist gegenwirtig bei Scherspannungen senkrecht
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

zur Rissebene, wie sie beim Schneiden eines Korpers mit einer Schere auftreten. Die
Spannung weist unabhingig vom Modus in der Rissspitze eine Singularitit unbekannten
Betrages auf, Abb. 6.5.

X1

Riss
Rissspitze
Abb. 6.5: Spannungssingularitat an der Rissspitze

Die Umgebung um die Rissspitze wird im Allgemeinen mit Polarkoordinaten beschrie-
ben. 6 bezeichnet hierbei den Winkel im Gegenuhrzeigersinn, r gibt die Entfernung zur
Rissspitze an. In Abb. 6.5 ist der Verlauf der Vertikalspannung o entlang der Achse x;
durch die Rissspitze gezeigt.

6.2.3 Lokale Rissbeanspruchungsparameter
Spannungsintensitatsfaktoren

Das Fortschreiten eines Risses ist nicht nur von der Belastung, sondern auch von der Riss-
geometrie abhéingig. Eine Betrachtung der Spannungen als alleiniges Kriterium ist daher
nicht ausreichend zur Beurteilung des Rissfortschritts. Zur Quantifizierung der Span-
nungssingularitit unter Einbezug dieser weiterer Einflussfaktoren werden nach dem An-
satz von Irwin [38], welcher in &hnlicher Weise auch von Westergaard [86] und Griffith [36]
hergeleitet wurde, drei den Riss6ffnungsmodi zugeordnete Spannungsintensitatsfaktoren
(SIF) eingefiihrt. Es sind die lokalen Rissbeanspruchungsparameter K, K;; und Kjj;.
Dabei handelt es sich um temperatur- und belastungsgeschwindigkeitsabhéngige Werk-
stoffkenngrofien. Thr skalarer Wert ist ein Maf fiir die Intensitdt des Spannungsfeldes
in der Ndhe der Rissspitze und weiterhin hauptsachlich abhéngig von der Rissgeometrie
und der Art der Belastung. Es wird von einem Polarkoordinatensystem mit Ursprung an
der Rissspitze ausgegangen. Radius r gibt die Entfernung zur Rissspitze an, Winkel 6 die
auf die bisherige Rissrichtung bezogene Richtung im mathematischen Drehsinn. Das fiir
alle weiteren Rechengénge zugrundeliegende Koordinatensystem verschiebt und dreht
sich somit entsprechend dem in verdnderlicher Neigung fortschreitenden Riss. Abb. 6.13
zeigt ein Beispiel fiir einen geneigten Riss. Fiir # = 0 sind die Rissbeanspruchungspara-
meter wie folgt definiert:

K[ = hH(l) Vv 271'7’0'22 (63&)
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6 Modellierungen fiir Talsperren

K[[ == hn’(l) V27TTO'12 (63b)
K = liII(l) V2Tross (6.3¢)

Der mit Modus [ verkniipfte Spannungsintensititsfaktor K; quantifiziert die
Rissoffnungs-Verformungen und -Spannungen, Modus [/-Spannungsintensititsfaktor
Ky charakterisiert die Schubspannungen und -Verformungen in Rissebene, K5 (Mo-
dus I11) beschreibt die entsprechenden Parameter normal zur Rissebene. Durch die
grofe rdumliche Ausdehnung einer Talsperre in Mauer-Léngsrichtung bzw. deren Ein-
spannung in die Talflanken kann ein Versagen durch einen Modus [/7-Riss unter den in
der vorliegenden Arbeit betrachteten Lastfille ausgeschlossen werden. Eine entsprechen-
de Verschiebungsform ist nicht moglich. Modus 171 wird aus diesem Grunde nicht weiter
betrachtet. Fiir einfache Geometrien und Belastungen existieren zur Ermittlung der
Spannungsintensititsfaktoren analytische Losungen und Tabellenwerke beispielsweise
nach Irwin [40], ein Beispiel gibt Abb. 6.6a bis 6.6¢c. Fiir 6.6a, den Fall eines zentralen
Risses in einem sehr breiten Korper unter entfernter reiner Zugspannung o gilt hierbei

K;=ovma (6.4)

Im Falle eines einseitigen Risses unter sonst gleichen Bedingungen, 6.6b, gilt

K;=1,120va (6.5)
und im in 6.6¢ gezeigten Fall eines doppelseitigen Risses in einem Koérper der Breite 2w
K; =o0vma (fr_l;)) ’ [tan (%) +0,1sin (%)]é (6.6)
ARANERRANARS RANARRANARES] ARANARRRNARS
PR s s SRIN
00 R 00 2w
WHH RNy W
(a) zent(rjaler Riss (b) einse?tiger Riss (c) doppglseitiger
Riss

Abb. 6.6: Beispiele tabellierter K;-Spannungsintensitatsfaktoren

Im Allgemeinen muss der Betrag dieser Faktoren jedoch numerisch hergeleitet werden.
Dies kann durch herkommliche Modelle wie dem der Finiten Elemente oder durch netz-
freie Verfahren wie der Elementfreien Galerkin Methode in dhnlicher Weise geschehen.
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

Als Annahmen fiir eine analytische Modellierung des Spannungsfeldes um die Rissspitze
werden die Spannungsfreiheit der Rissflanken, mit zunehmender Entfernung zur Rissspit-
ze verschwindende Spannungen und eine ortlich begrenzte Dehnungsenergie vorausge-
setzt. Das zweidimensionale Spannungsfeld mit den Normalspannungen o1; und o9 in
den Richtungen x; und x5 um die Rissspitze ldsst sich unter diesen Voraussetzungen,
hergeleitet iiber die von Georg Bidell Airy 2] entwickelte gleichnamige Funktion unter
Einbeziehung der Spannungsintensititsfaktoren nach (6.3), bestimmen zu

K 0 6 . 30 Kip

sin Q(Z + cos b cos %) (6.7a)

o1 = cos =(1l —sin=sin —) — —(—
M o 2 %) o 272
K 0 .0 . 30 Ky 0 . 0 30
- “a Zsin 20y + 2L cos ~ sin - cos = 6.7h
092 \/2_WC082( +sin 5 sin 2)+m008281n2008 5 (6.7h)
K 6 . 60 30 K 0 0 . 30
012 = ——— €08 = Sl = €08 — + ——— cos (1 — sin = sin —) (6.7¢)

\V2mr 2 2 2\ 27r 2 2 2

Durch Integration der Dehnungen werden die assoziierten Verschiebungen erhalten:

K[ r . 26 0 K][ T 29 . 0
St B ) Zeos= + L [ (22 7Y sin = .
w =5 27T( @+ sin 2)0082 + 27r( [+ cos 2)s.1n2 (6.8a)

K K
Uy = EI”%(Q — 21 — cos? g)sing + %ﬁ / %(—1 + 24 + sin® g)cosg (6.8b)

Hierin ist das Schubmodul G definiert zu

_E
242

(6.9)

Der Zusammenhang zwischen Spannungsintensitétsfaktor K, Verschiebung u = [uy us]”,
Elastizitdtsmodul F, Querdehnzahl p und Schubmodul G lautet damit fiir 6 =

FE 2 1
K= ———lim /= ( u1r> (6.10a)
1+pr—0V r \k+1
E 2T 1
K= li — 6.10b
=9V </@+1u2r> (6.10b)

mit der Kolosov-Konstante

B {(3 —p)(1+ ) fiir Ebenen Spannungszustand (ESZ) (6.11)

3 —4p fiir Ebenen Verzerrungszustand (EVZ)

Die Bruch- oder Risszidhigkeit eines Materials, welche im einachsigen Zugversuch
(Modus I) ermittelt wird, ist identisch mit dem kritischen Spannungsintensititsfaktor
Kj.. Ein Werkstoff versagt unter reiner Zugbeanspruchung, wenn gilt

K; > K;. (6.12)
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6 Modellierungen fiir Talsperren

Dieser Parameter ist ein Mafs fiir die Anfilligkeit eines Werkstoffes hinsichtlich der
Rissbildung: Je hoher der kritische Spannungsintensitétsfaktor des Materials, desto mehr
Widerstand setzt dieses dem Rissfortschritt entgegen. Einige Werte typischer Baumate-
rialien fiir Talsperren fiir K. fiihrt Tab. 6.6 auf, wobei eine materialspezifische Tempe-
raturabhéngigkeit zu beachten ist |28|.

Tab. 6.6: Kritische Modus I-Spannungsintensitatsfaktoren K. nach [28]

Material K. [MPay/m
Granit 3
Beton, unbewehrt 0.2-14
Beton, bewehrt 10 - 15

Im reinen Modus [ liegt die Rissebene orthogonal zur Zugspannung o. Normalerweise
liegt jedoch kein reiner Modus /-Zustand vor, sondern ein gemischter Modus mit Anteilen
aus beiden Modi [ und I/. Die Richtung des Rissfortschritts liegt dann gebunden an die
Richtung der groften Hauptspannungen iiber (6.14b) bzw. (6.14a) fest, Abb. 6.7 zeigt
den Verlauf in Grad abhingig von den Spannungsintensititsfaktoren.

0
—10
—20

0
—30
—40 ~
\
0 0.2 04 06 0.8 1

Ki1/K;
Abb. 6.7: Rissfortschrittswinkel 6 [°] nach (6.14a)
Der Risspfad wiirde bei ungehindertem Fortschreiten stets so verlaufen, dass der Span-

nungsintensititsfaktor K;; verschwindet, in reinem Modus [ der kritische Spannungsin-
tensititsfaktor K. erreicht und die geringste Fortschritts-Energie benotigt wiirde:

80’99 (r, 9)

_ 1
o 0 (6.13a)
2
0 ‘796992“ ) ¢ (6.13b)
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

KIc
\27r

oyg ist hierbei die radiale Normalspannung um die Rissspitze in Richtung 6. Die Losung
von (6.13a) und (6.13b) fiir den Rissfortschrittswinkel 6 ist gegeben durch

oy (1,0) = (6.13¢)

—2K1Kqg
0 = arct —_— 14
arctan (K% n K?[) (6.14a)
bzw.
Kysing + Ky (3cosf —1) =0 (6.14Db)

Mit (6.14a) in (6.13c) liegt ein Zusammenhang zwischen K, K;; und K. fest:

WRKY, Ky +3/K] +8K7,)
K. = (6.15)

3
(K7 +12K3, - K /K7 +8KF,)°

Damit liegt ein Kriterium der Rissprogression gemischter Modi vor, welches einen Ver-
gleich der einachsigen Zugfestigkeit des Materials erlaubt. Abb. 6.8 zeigt beispielhaft
den mit dem entwickelten EFGM-Programm berechneten Rissverlauf eines am unteren
Ende eingespannten, am oberen Ende durch Scherung nach rechts beanspruchten Kor-
pers, welcher sich somit in einem gemischten Modus befindet. Erwartungsgeméif zeigt
der Riss ein Verhalten, sich senkrecht zur resultierenden Normalspannung auszurichten.

l l
() (b) (c)

(d)
Abb. 6.8: Rissausbreitung gemischter Modus, EFGM-Modell, Vertikalspannungen

6.2.4 Globale Rissbeanspruchungsparameter

Neben dem Konzept der Spannungsintensititsfaktoren existieren weitere Verfahren zur
Beurteilung der Rissbeanspruchung, insbesondere unter mehrachsigem Spannungszu-
stand. Diese konnen zum Einen bei Beriicksichtigung komplexen Materialverhaltens wie
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6 Modellierungen fiir Talsperren

einer Verfestigung unter plastischer Verformung notig werden, andererseits aber auch fiir
die numerische Analyse im Sinne der bendtigten Rechenzeit oder Ausnutzung ohnehin
bereits vorliegender Parameter giinstiger sein. Lokale und Globale Rissbeanspruchungs-
parameter lassen sich ineinander iiberfiihren.

Energiefreisetzungsrate, virtuelle Rissverlidngerung

Das Rissfortschrittskriterium (6.12) kann neben (6.15) durch weitere Ansétze auf mehrdi-
mensionale Spannungszustidnde iibertragen werden. Fiir eine Beurteilung eines zwischen
Modus I und Modus /1 liegenden Problems —gemischter Modus— macht man sich die Tat-
sache zunutze, dass beim Fortschreiten des Risses Energie freigesetzt wird, deren Menge
pro Einheitsfliche durch die Energiefreisetzungsrate G, auch Rifsausbreitungskraft ge-
nannt, bestimmt wird. Analog zu (6.12) gilt dann als Bedingung fiir das Fortschreiten
des Rissprozesses

G>G. (6.16)

wobei die Kritische Energiefreisetzungsrate G. eine experimentell zu gewinnende Eigen-
schaft des Materials ist. Mit L stehend fiir die Einheit der Léange und F' fiir die wirkende
Kraft erklirt sich iiber (£&v/L)?/L = FL™' = FL/L? ihre Dimension [Nm/m?] oder
[Nm™'], also Energie pro Flicheneinheit. Abb. 6.9 zeigt die virtuelle Verlingerung ei-
nes Risses um da. Diese Expansion wurde verursacht durch Kréfte, welche zwischen

r1 = —d0a und x; = 0 herrschten.

v

Abb. 6.9: Virtueller Rissfortschritt um die Lange da

Nach der Rissverlingerung sind die Rissflanken spannungsfrei. Die Komponenten der
wahrend dem Prozess spiegelbildlich im Bereich der spateren Flanken wirkenden Span-
nungen lassen sich nach (6.3) quantifizieren durch

P Y B (6.17a)
27(da + x1)
K
P E— (6.17b)
271'((5(1 + [El)
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

wobei die Koordinate z; in Richtung des Rissfortschritts zeigt. Uber (6.8) erhilt man
die zugehorigen Verformungsdifferenzen

- =
Auy = — P g =2 (6.18a)
1% T
- =
Auy = — P g [ =2 (6.18h)
1% T

Das Gleitmodul wird zur Unterscheidung von der Energiefreisetzungsrate hier mit v
notiert. Die Querdehnzahl wird durch p gekennzeichnet. Die von ¢; und ¢, auf den
Wegen Auq bzw. Aus geleistete Arbeit ist

0
Géa = / (t1Auy + toAug) dry (6.19)
—da

welche hier fiir den Fall des Ebenen Verzerrungszustandes aufgefiihrt sind. Damit wird

G = % (K7 + K7)) (6.20)
mit
,_ {E fiir Ebenen Spannungszustand (ESZ) (6.21)
E/(1 —u?) fiir Ebenen Verzerrungszustand (EVZ)

erhalten. Der Riss schreitet, wie bereits durch (6.14a) bzw. (6.14b) konstatiert, in dieje-
nige, durch den Winkel 6 festgelegte Richtung fort, in der die gréfite Energiefreisetzung
erfolgen kann, wie in Abb. 6.10 schematisch dargestellt.

GA

o
eRissfortschritt

Abb. 6.10: Rissfortschritt in Richtung maximaler Energiefreisetzung

Die Energiefreisetzungsrate kann aufgefasst werden als die Rate der Anderung der po-
tentiellen elastischen Energie II = U — W in der Néhe des Risses in Bezug zur Rissfliache
A, (6.22), ihre Einheit ist daher der Quotient aus Energie und Flicheneinheit.

u-w
dA

G = (6.22)
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U ist die Dehnungsenergie oder spezifische Forménderungsenergie.

1
U= iaijgij (623)

W ist die von duferen Kriften verrichtete Arbeit. Zur Veranschaulichung betrachte man
Abb. 6.11 |54]:

S0

Q
1
(oW
&
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N

\
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\
\ N
\
\
o __¥_ _ ______

_________ T y

I>VU

Abb. 6.11: Fixierte vertikale Verformung einer Probe mit Riss

Eine oben und unten eingespannte Probe gerissenen Zustandes wurde durch vertikale
Verschiebung des unteren Lagers um den Betrag A gespannt. Die resultierende La-
gerreaktion sei P. Die durch den Dehnungsvorgang in der Probe gespeicherte Energie
entspricht dem Fliacheninhalt des Dreiecks ABD. Dessen Steigung gibt die Probenstei-
figkeit an; bei ausgepragter Plastizitit in der Rissspitzenumgebung ergébe sich eine
gekriimmte Steigung. Der Riss wéichst nun um den Betrag da weiter. Nach Beendigung
des Wachstumsvorgangs ist der Energieinhalt der Probe geringer, da sie nun bedingt
durch die gednderte Rissgeometrie weniger steif als vor der Rissverlangerung ist. Der
Energieinhalt der Probe mit verlingertem Riss entspricht nun Dreieck ACD. Da wih-
rend der Rissverlingerung um da keinerlei externe Krifte wirkten, ist die volle potentielle
Energie der Probe gleich der Dehnungsenergie, welche also die einzige Energiequelle der
Rissverldngerung war:

A
H:U:/ PdA:% (6.24)
0

Damit ldsst sich die Energiefreisetzungsrate G nun mit Probendicke B analog zu (6.22)
schreiben:

1dU
G=——— 6.25
B da ( )

Auch folgende Uberlegung kann angestellt werden, Abb. 6.12:
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Abb. 6.12: Rissfortschritt durch konstante Last

Eine gerissene Probe, oben eingespannt, wurde an der freien Unterseite mit der konstan-
ten Last P belastet, was eine vertikale Verformung vom Betrag A zufolge hatte. Die
hierdurch gespeicherte Energie entspricht Dreieck ABE. Unter P schreitet der Riss nun
um den Betrag da fort, die vertikale Verformung nimmt um dA zu. Den Energieinhalt
des Systems nach Rissfortschritt stellt Dreieck ACD dar: Zwar ist die Probe nun weniger
steif, jedoch wurde wiahrend des Vorgangs des Reiftens dem System die Dehnungsenergie
U= fOA P dA = % zugefiihrt. Die aus dem System entnommene potentielle Energie
V ist PA. Das Gesamtpotential ist nun I = U — V = % — PA = —U, womit wie-
der (6.25) gilt. Mit der Energiefreisetzungsrate steht nun ein Ansatz zur Beurteilung
des Rissfortschritts bei mehrachsigen Spannungszustinden zur Verfiigung, sobald die

Spannungsintensititsfaktoren ermittelt wurden; hierzu Abschnitt 6.2.5.

J-Integral

Auch das J-Integral ist ein energiebasierter Ansatz und beschreibt den Energiefluss zur
Rissspitze hin im Moment des fortschreitenden Rissprozesses. Anders formuliert be-
schreibt das J-Integral die Differenz der potentiellen Energien zweier Korper identischer
Geometrie, deren jeweilige Risslinge sich um da unterscheidet. Es liegt auf der Hand,
dass die Energiefreisetzungsrate GG eng zusammenhéngt mit dem Energiefluss in Richtung
Rissspitze. Voraussetzung ist, dass das wandernde Rissspitzenfeld in seiner Auspriagung
unverdndert bleibt, sich also fiir einen sich mit der Rissspitze bewegenden Beobachter ein
stationdrer Eindruck bieten wiirde. Unter diesen Umstinden sowie fiir linear-elastisches
Materialverhalten ist das J-Integral identisch mit der Energiefreisetzungsrate und kann
veranschaulicht werden als die Anderung der Energie bei Verlingerung der Risslinge um
dl fiir die Probendicke d: J = G = —(1/d)(0U/0l). Das J-Integral ist mit der Verschie-
bung u; jedes Knotens N; des Integralpfades I" definiert zu

81/@
J = dre —Ti— d 6.26
/Fw T2 axl S ( )
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hierin ist w die Dichte der Dehnungsenergie, also die Menge der durch die Dehnung ¢
gespeicherten Energie pro Raumeinheit des reifenden Materials:

Eij 1
w = / Uijdgij = 50j%ij (627)
0 2

T; ist der Vektor der Krifte senkrecht zum Integralpfad
ﬂ = 04N, (628)

I' ist die gedachte Oberfliche des Kreis-Integralpfads. Die Koordinatenangaben x; und
x5 beziehen sich auf das System der Rissspitze, Abb. 6.13 bzw. Abb. 6.5. Es gilt die Ein-
steinsche Summenkonvention: Summenzeichen werden nicht aufgefiihrt, stattdessen wird
iiber gleich lautende Indices eines Terms aufsummiert, beispielsweise o;; = 011+ 022+ 033
oder o;n; = 2?:1 ojin; = 01;M1 + O2;no + 03;nz. Doppelt auftretende Indices werden
stumme Indices genannt, da sie nach einer Summation verschwunden sind. Sie kdnnen
beliebig umbenannt werden: o;n; = oxng. Nur einmal auftretende Indices werden freie
Indices genannt. Thre Anzahl muss in allen Ausdriicken iibereinstimmen. Es wird stets

summiert, sobald Indices auf einer Seite einer Gleichung mindestens zweifach auftauchen.

Nit1
N

Y global ,

Riss T &

x ngobal

Abb. 6.13: Pfad des J-Integrals

Grau unterlegt ist die Rissoffnung dargestellt. Das lokale Koordinatensystem um die
Rissspitze wird von z; und x5 aufgespannt. Um die Rissspitze zieht sich der Integralpfad
I', hier als Kreis des Flacheninhaltes A gezeigt. Entlang dieses Pfades wird iiber ds
integriert, wobei die Normale n nach Aussen zeigt. N; und N, | zeigen symbolhaft zwei
von auf dem Integralpfad zu erzeugenden Stiitzpunkten. (6.26) ldsst sich herleiten wie
folgt: Mit der von elastischen Kréften im Korperinneren geleisteten Arbeit U und der
Arbeit der duferen Krafte W kann das elastische Potential II = U — W als

II = / w dA—/TZ-uZ- ds (6.29)
A r
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notiert werden. A ist die durch I' begrenzte Fliache. Damit gilt fiir die Ableitung des

elastischen Potentials:
du,;
— dA — — ds
/ / "da

d 0 0

da 8@ ox

mit

kann (6.30) geschrieben werden

%—/,4<%—a—x) df“—/rﬂ'(%—ax) ds

Mit der Formanderungsenergiedichte

oU
862‘]‘

Uij =
und dem Verzerrungstensor

J 2 " > 2 ('3xj 8:101

sowie dem fiir isotropische Werkstoffe symmetrischen Spannungstensor

Oij = 0ji

ow _ 0 (0w
Ga_awaxj da

Damit kann (6.32) geschrieben werden zu

dIl / aulds—/—dA
da

gilt

Nach dem Ubergang vom Oberfliichen- zum Linienintegral mit n,ds = dy durch

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

(6.37)

(6.38)

entsteht die endgiiltige Form des J-Integrals. In den Koordinaten des Rissspitzensystems

r = x1, Yy = T ausgedriickt:

J = / (wdxg — Ti% ds)
r Oy

(6.39)
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Unter der Voraussetzung, dass keine sich dndernden Volumenkrifte, beispielsweise durch
Beschleunigungen, vorhanden sind, ist das J-Integral unabhéngig vom Integralpfad. Sind
Volumenkréfte vorhanden, wird das J-Integral erweitert:

J = /wdxg — Ti% ds + / Pl g — Pl dV (6.40)
r r

T

Wenn iiber ein sehr kleines Volumen V integriert wird, kann der erweiterte Teil in guter
Néherung vernachléssigt werden. Fiir die numerischen Berechnungen koénnen Integral-
pfade mit rechteckigen Konturen vorteilhaft sein, Abschnitt 6.2.5.

6.2.5 Numerische Ermittlung der Rissbeanspruchungsparameter

Aufgrund der Spannungs-Singularitit an Rissspitze kdnnen die Spannungsintensitatsfak-
toren nicht unmittelbar dort aus den Feldgrofen ermittelt werden. Es muss also durch
andere abhéngige Parameter riickgeschlossen werden. Grundsétzlich basieren die Metho-
den zur Gewinnung der Bruchkennwerte auf zwei unterschiedlichen Ansétzen:

e Extrapolation aus Punkten im Verschiebungsfeld nahe der Rissspitze
(Rissoffnungswinkel-Verfahren)

e Indirektes Schliefen iiber Energiebetrachtungen durch Virtuelle Rissverlingerung
oder J-Integral

Rissoffnungswinkel-Verfahren

Zwischen den Spannungsintensitiatsfaktoren K; bzw. K;; und den Verschiebungen im
Feld um die Rissspitze besteht ein durch (6.8) unmittelbar festgelegter Zusammenhang.
Fir K; lautet dieser an den Rissflanken:
_ K7

0= %y

(6.41)

wobei die Rissspitzen-Offnungsverschiebung ¢ als die Entfernung der Schnittpunkte
rechtwinklig von der Rissspitze ausgehender Schenkel mit den Rissflanken festgelegt ist,
Abb. 6.14.

T2

Riss 0

Abb. 6.14: Rissspitzendffnung
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

Uber (6.41) lisst sich damit auf die Spannungsverhiltnisse an der Rissspitze schliefen.
Dies wird fiir das Verfahren der numerischen Verschiebungs-Extrapolationsmethode nach
Phongthanapanich [67] ausgenutzt, welche folgende Zusammenhénge zwischen Verschie-
bung und Spannungsintensititsfaktoren herstellt:

Ki= 505 5(1 s \/? (4(% ) — 3 ”e) (6.42a)

Kin= 507 5(1 - \/% (4(ub ) — e 5 “) (6.42b)

Neben dem E-Modul E ist yu die Querkontraktionszahl und x die Kolosov-Konstante
nach (6.11). Die Verschiebungen in den beiden Richtungen x5 und z; des Koordinaten-
systems der Rissspitze werden durch u und v dargestellt, Abb. 6.15.

T2, U

Rissspitze
v

Riss .

3L/4

Abb. 6.15: Stiitzpunkt-Positionen an den Rissflanken

L ist der fiir diese Betrachtung anzunehmende Radius um die Rissspitze. Urspriinglich
fiir die Anwendung auf Basis der Methode der Finiten Elemente entwickelt, ldsst sich
dieser Ansatz dquivalent auf netzfreien Methoden adaptieren. Repréisentativ werden die
Verschiebungen von vier spiegelbildlich auf der oberen und unteren Rissflanke liegenden
Punkten zur Extrapolation der Spannungsverhéltnisse an der Rissspitze herangezogen.
Die Entfernungsrelation beziiglich der Rissspitze beider Punktepaare liegt bei 1:4. In
der Methode der Finiten Elemente ist dies die Grofe des iiblicherweise an dieser Stelle
Verwendung findenden Rissspitzenelements, Abb. 6.22. Bei netzfreier Implementierung
ist dieser Parameter in dhnlichen Gréssenordnungen relativ zum Einflussbereich eines
Knotens bzw. der Knotendichte zu wihlen. Unter Umstédnden kann zur Validierung iiber
L variiert werden. Diese Methode ist besonders vorteilhaft bei relativ grofen Verschie-
bungen. Der Zusammenhang zum J-Integral ist mit J = const - o - 0 gegeben, wobei o
die Fliefspannung ist und const eine materialabhingige Konstante.

6.2.6 Energieansatze
Energiefreisetzungsrate, virtuelle Rissverlangerung

Die Energiefreisetzungsrate G ist iiber (6.20) unmittelbar mit den Spannungsintensi-
tatsfaktoren K; und Kj; verkniipft. Gleichzeitig kann sie als Ableitung der potentiellen
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6 Modellierungen fiir Talsperren

Energie II nach der Rissverldngerung begriffen werden, (6.22). Gelingt es also, die Ener-
giefreisetzungsrate zu ermitteln, kann daraus unmittelbar eine Aussage zum Rissfort-
schritt gemacht werden. Die potentielle Energie eines Korpers kann in Matrizenform wie
folgt ausgedriickt werden:

1
= 5uTKu —u’F (6.43)

u ist die Matrix der Verschiebungen uq, us fiir jeden Knoten, F der Vektor der &duferen
Krifte. K ist die Steifigkeitsmatrix. Mit (6.22) ist es moglich die Energiefreisetzungsrate
in Matrizenform auszudriicken:

dll 1 K

=——= —iuT%—au (6.44)
0K /Oa kann als Anderung der globalen Steifigkeit in Bezug auf die virtuelle Rissver-
langerung um den Betrag von Aa aufgefasst werden, Abschnitt 6.2.4. Daher geschieht
die numerische Kalkulation in zwei aufeinander folgenden Durchléufen. Zunichst wird
die Globale Steifigkeitsmatrix K, fiir den Status Quo in iiblicher Weise ermittelt und
gespeichert. Anschliessend wird der Riss um Aa verlingert und abermals die Globa-
le Steifigkeitsmatrix K, A aufgestellt. Durch Approximieren des Differenzialquotienten
durch den Differenzenquotienten

oK ~ Ka+Aa - Ka

— & 6.45

oa Aa (6.45)
kann nun die Ableitung der Globalen Steifigkeitsmatrix erhalten werden, es gilt:

K o OK?

— = ! 6.46

da = 0da (6.46)

K¢ sind die Element-Steifigkeitsmatrizen, N die Gesamtzahl der Knoten, wobei nur die
von der virtuellen Rissverlangerung beeinflussten Knoten einen Beitrag zur Verédnderung
der Globalen Steifigkeitsmatrix von K, zu K, A leisten. Aa ist festzulegen und bestimmt
Genauigkeit vs. Rechen- und damit Zeitaufwand. Besonderer Vorteil dieses Verfahrens
ist die einfache Implementierung bei Verwendung der Methode der Finiten Elemente,
da keinerlei Neuvernetzung fiir diesen einen Rechenschritt erforderlich ist. Nachteilig ist
jedoch der hohe numerische Aufwand zur Herleitung der Ableitungen, weshalb fiir netz-
freie Methoden andere Verfahren giinstiger erscheinen, beispielsweise die im Folgenden
beschriebene Methode des J-Integrals. Fiir netzfreie Verfahren kann der Ansatz analog
iibernommen werden, die Konstellation der Steifigkeitsmatrizen beispielsweise der hier
verwendeten EFG-Methode ist identisch.

J-Integral

Fiir das J-Integral sind analytische Losungen fiir allgemeine Problemstellungen nicht
existent. (6.26) lasst sich in Matrixform darstellen zu

duy,
J:/w deQ—/<O'n,Tn> [2‘5}1} ds (6.47)
J r dz1

o1
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

Die Bestandteile dieses Terms lassen sich auflosen:

w = ﬁ(am + oy +0.)" F Y5 (sz — OOy — OyyOsz — Jmazz) (6.48a)
Oy = Opp COSZ v + Tyy sin? v 4+ Tyy SN Qv COS 1 (6.48Db)
Tn = (Oyy — O4s) Sina cOS @ + T4y (cos® a — sin® a) (6.48¢)
Uy, = ucosa + vsina (6.48d)
U, = —usina + v cos a (6.48e)

Der Winkel zwischen Senkrechte im globalen System und Integralpfad wird « durch
angegeben, Abb. 6.16. Der Integralpfad wird hierzu durch lineare Segmente ds, jeweils
zwischen den Knoten N; und N;,; gelegen, angenéhert. Fiir jedes dieser Segmente wird
das Integral iiber die oben genannten Parameter ermittelt, beispielsweise per Gauf-
Quadratur, dem numerischen Standard-Integrationsverfahren nach Abschnitt 2.4.

Abb. 6.16: Detail J-Integralpfad

Die Summanden des somit in eine Summe zerlegten Integrals notieren im globalen Ko-
ordinatensystem mit Risswinkel 6 zu

Jas = / w(—sin @dz + cos Ody)
ds

— / [0 2Ewa COS OAY + Tyyeyy SINOdY — Tyy€yy cOs Odx — 0yye,, sin fda
ds

+ Tyy€ay €OS Ody — Ty sin 0dx + (044 sin 6 — 7, cos 0)du — (o, cos 0 + 74, sin ) dv]
(6.49)

(6.47) ldsst sich mithilfe des Satzes von Gauf in ein Flichenintegral verwandeln, siehe
auch (6.53). Dieses Integral ldsst sich ebenfalls iiber eine Gauf-Quadratur numerisch

16sen:
"oanf ou; dq 0w
A n=1 n

Symbol ngaug bzw. w, ist die Anzahl bzw. Gewichtung der Gauf-Integrationspunkte in
jedem Element. Die Wichtungsfunktion ¢ ist definiert zu ¢ = 1 an der Rissspitze und
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6 Modellierungen fiir Talsperren

g = 0 am &duferen Rand des Integrationsgebietes A. Fiir jeden Punkt x; innerhalb des
Gebietes gilt

q (.Th) = zn: N[(][ (651)

was der iiblichen Approximation eines Wertes iiber eine Ansatzfunktion N entspricht,
Abschnitt 2.5.3. Auf eine detailliertere Herleitung soll an dieser Stelle verzichtet wer-
den, da diese Transformation iiberwiegend in der Methode der Finiten Elemente Ver-
wendung findet, jedoch nicht innerhalb des hier betrachteten Verfahrens des Element-
freien Galerkin-Ansatzes. Dies ist wie folgt begriindet: FEM liefert einen an den Ele-
mentgrenzen unsteten Verlauf der Dehnungen, was fiir die Ermittlung der benétigten
Werte fiir das Linienintegral durch einen Postprozessor ungiinstiger ist als fiir ein Fla-
chenintegral. Netzfreie Methoden haben diese Eigenschaft jedoch nicht, sie liefern ste-
tige Dehnungsverldufe. Des weiteren wire eine Implementierung der Randbedingungen
q = 1 bzw. ¢ = 0 am inneren bzw. duferen Rand des betrachteten Gebietes aufwindi-
ger als in FEM, da unter Verwendung einer netzfreien Darstellung der Ansatzfunktion
®;(xy) # 67 gilt und daher u”(z;) # uz, siehe Abschnitt 3.2. Im Gegensatz dazu liefern
FEM-Ansatzfunktionen Ny(z;) = d;;. Es geniigt zur Darstellung dieser Randbedin-
gung im Rahmen der Elementfreien Galerkin Methode daher nicht, den entsprechenden
Wert der Randbedingung, beispielsweise ¢ = 0, den auf dem Rand des Integralgebiets
A liegenden Knoten zuzuweisen, da die lokale Approximation ®;(x)g(z) durch eine ge-
wichtete Summation nicht nur iiber die Randknoten, sondern aller sich im Einflussbe-
reich befindenden Stiitzstellen gebildet wird, Abschnitt 3.1. Somit miisste auch an dieser
Stelle mit Lagrange-Multiplikatoren gearbeitet werden. Deshalb wird in der vorliegen-
den Arbeit mit einem achsenparallelen oder entsprechend dem Risswinkel 6 gedrehten
J-Integralpfad I' quadratischen Umrisses gearbeitet, Abb. 6.17. Neben der einfacheren
Implementierung im Vergleich zu einem gekriimmten Integralpfad ist diese Form giinstig,
da die Integranden parallel zum Riss liegender Teile durch die Multiplikation mit dem
Normalenvektor n verschwinden. Dabei kann die Orientierung wie in Abb. 6.17a am lo-
kalen Rissspitzen-Koordinatensystem oder durch entsprechende Projektion am globalen
Koordinatensystem erfolgen.

)

)/ Yo
WS

1

(a) lokal ausgerichtet (b) global ausgerichtet

Abb. 6.17: Numerisch giinstige J-Integralpfade
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

Die fiir diese Berechnung in Anspruch genommene Wegunabhingigkeit des J-Integrals
kann mit folgender Uberlegung veranschaulicht werden, [72], [92]:

m
L2y T2,
) C (e
R G\
X1 C X1
4A C3

Abb. 6.18: J-Integralpfade ohne intern umschlossene Rissspitze

Der Betrag jedes geschlossenen J-Integrals, welches die Rissspitze mnicht enthélt,
Abb. 6.18 auf beiden Bildhéilften, ist 0. Hierfiir wendet man das Divergenztheorem

/divudV:/ u-vdA (6.52)
v av

ou; 0 ou;
W — oot ds = | (W6 — o2t} dA _
/BA < O =0y 8m1) m; ds /A Ox; < o=y 8x1) d (6.:53)

an, wobei m der bei einer Drehung gegen den Uhrzeigersinn nach aufsen gerichtete Nor-
malenvektor ist, n der fiir diese Herleitung zu m antiparallele in das Gebiet weisende
Normalenvektor und A die durch den Integralpfad I' umschlossene Fliche im lokalen
x1-r9-Rissspitzen-Koordinatensystem, Abb. 6.18 links. Zieht man weiterhin

oW, _ OW e 4 L (0,24 25, 2N (654
950 T e 0y~ T omon M g \%iae ) T e, (O9Y

mit

unter der Gleichgewichtsbedingung do;;/dx; = 0 in Betracht, kann zusammen mit der
Tatsache, dass die auf den Rissflanken liegenden Teile C; und C) des Integralpfades
wegen Orthogonalitidt zum Normalenvektor verschwinden, Abb. 6.18 rechte Bildhélfte,
linke Seite von (6.53), die Bedingung

ou; Ou;
/Cl (W(Sjl - O'ija—xl> mj ds + AS (W5j1 — O'Z‘ja—xl> mj ds = 0 (655)

aufgestellt werden. Unter Beachtung des entgegengesetzt gerichteten Drehsinns von C
zu C3 (dufserer und innerer Kreis) gilt

ou; ou;
/Cl (W(Sjl — O'Z'ja—ml> m; ds = /C3 (W5j1 - O'Z'ja—xl) n; ds (656)
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6 Modellierungen fiir Talsperren

womit die Wegunabhéngikeit des J-Integrals nachgewiesen ist. Nun konnen die Terme
des quadratischen J-Integrals im Rissspitzen-Koordinatensystem, Abb. 6.17a, vereinfacht
ausgedriickt werden:

1 E

W=—-o

E 2
270 50 o1 )

82 + 5121 + 2M8z€y) + mEmy

(6.57)
Mit p als Symbol der Poissonschen Querkontraktionszahl. (6.57), der erste Term aus
(6.47), kann damit in Abhéngigkeit der Verschiebungen u, welche als priméres Ergebnis
der Berechnungen vorliegen, notiert werden zu

E

E 2 2 2 2
W = —(um + Uyy + 2uuwxuyy) + m

2 2
20— ) (s + Uy + Uy Uye) (6.58)

Der zweite Teil des Integranden aus (6.47), welcher die an der Kontur des Linieninte-
grals I" wirkenden Krifte mit den in x;- bzw. xo-Richtung zeigenden Komponenten n;
und ny des I'-Normaleneinheitsvektors n ausdriickt, ergibt sich im Verhéltnis zu den
Verformungen zu

Oui Uy Ou,
Uy (opn1 + nynz)% + (Ogyn1 + o'yn2)%
E
= Ty e it + ptyy )ttty ot o] (6.59)
E
+ 2(1 + IU) [Uxx<uyw + ny)TLZ + uyl‘(uyz —+ ny)nl]

wobei aus Griinden der Ubersichtlichkeit die Notation

_ Oug " _ Ou, " _% " _%
- Ox Oy I O W oy

U’l‘x

verwendet wurde. Es ergibt sich fiir die vier parallel zu den Achsen des globalen Koor-
dinatensystems ausgerichteten Teil-Linien des quadratischen J-Integralpfads aus Abb.
6.17b:

Linie 1-2 (ds = dy, dz =0, ny = 1, ny = 0)
E E

Jg=—(u? —ul)d VP E— —u?)d
1-2 2<1 _ ,U/Z) (U’yy u:mc) Y+ 4(1 +N) (uxy uyz) Y
Linie 2-3 (ds = dz, dy =0, ny =0, ny = 1)
FE
A —m(uwuyy + [y Uy ) dT + m(umuym + Uy Uyy ) d

Linie 3-4 (ds = dy, dx =0, n; = —1, ny = 0)

_ 2 2 2 2
J3_4 = m(?ﬂj/xm + uyy + 4/wmuyy)dy + m(uwy + ?)Uyz + 4umyuym)dy
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

Linie 4-1 (ds = dz, dy =0, n; =0, ng = —1)

J471 = - uzx(uym + uzy)dx

E E
(1—p 2(1+ p)
Fiir die in der vorliegenden Arbeit betrachteten Problemstellungen gilt die Aquivalenz
zwischen J-Integral J und Energiefreisetzungsrate G als Anderungsrate des Gesamtpo-

tentials gegeniiber der Risslinge. Uber (6.20) ist ein Zusammenhang hergestellt zwischen
J und den Spannungsintensitiatsfaktoren K; und Kj;:

G=J= % (K7 + K7p) (6.60)

Aus diesem lassen sich jedoch aufgrund der einfachen Unbestimmtheit noch keine kon-
kreten Werte fiir jeden der beiden skalierenden Faktoren ableiten. Dies geschieht {iber
das Interaktionsintegral, welches im Folgenden orientiert an [91] skizziert wird.

Interaktionsintegral

Die Grundidee des Interaktionsintegrals ist, die Spannungsintensititsfaktoren aus einer
Uberlagerung des realen Zustandes (1) eines normalerweise gemischten Modus und eines
zusétzlichen Hilfszustandes (2) reinen Modus [ oder I abzuleiten. Fiir Modus I des
Hilfszustandes wird K}Q) = 1lund Kﬁ) = 0 festgelegt, fiir Modus 11 KI(Q) = O und Kﬁ) =
1. Die fiir die folgende Herleitung grundlegenden Spannungs- und Deformationszustande
des Hilfsmodus liegen damit iiber (6.7) bzw. (6.8) ohne einen weiteren numerischen
Berechnungsvorgang fest. Das J-Integral des superponierten Zustandes ist analog zu

(6.39):

](cl) L u,(f)>

81'1

Ty, dS

. 0 (u
J12) — / 5 <ai(;) + U?) (85;) + 85?)) Om — (O-IS’ZL + Ul@)

(6.61)

Hierin bezeichnen () bzw. (2) die Anteile des aktuellen Zustandes bzw. des Hilfszustandes.
Das Integral J1?) der Uberlagerung lisst sich spalten in

J2) — g 4 g2 4 pr2) (6.62)
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6 Modellierungen fiir Talsperren

wobei M(1?) das Interaktionsintegral ist, J& und J® die herkémmlichen J-Integrale
nach (6.39) der beiden Zusténde:

(1)
J1:2) —/ (10 8 R N /(.C ) Ou )nm dr
A 2 8.@1

N J/
-~

J@)
1 e (2)
+ /M <§0 6 2) 61 — T o ) Ny, dI (6.63)
) 7@
+/< D5, - o 0 _ o 2 )n i
) MX2) ’

0A ist der Rand T' des Integralgebiets um A, dI' = ds, n,, sind die Komponenten des
Normalenvektors senkrecht nach aufen zeigend auf dI'. Die Superposition ist auch giiltig
fiir (6.60), sodass ebenfalls gilt:

2 2
(k< k)" (i) )

J02) _ = n = (6.64)
wie vor bleibt hierbei der modifizierte E-Modul mit
B - {E fiir Ebenen Spannungszustand (ESZ)
E/(1 —p?) fiir Ebenen Verzerrungszustand (EVZ)
festgelegt. (6.64) unter Verwendung von (6.60) ergibt:
JOD = O 4 O 2 (KK + KK (6.65)

Der Zusammenhang zwischen Interaktionsintegral und den Spannungsintensitéitsfakto-
ren ist nun durch Kombination von (6.65) und (6.63) mit

2 1 2 1 2
M0 = 2 <K§ KD | K}}K}I)) (6.66)

gegeben. Jetzt konnen beide Spannungsintensititsfaktoren nach folgendem Schema er-
mittelt werden: Fiir den Hilfszustand (2) wird ein reiner Modus- /-Zustand angenommen.
Dann gilt: K}z) =1 und Kﬁ) = 0. Eingesetzt in (6.66) ergibt sich fiir K; des realen Zu-
standes:

E/

_]\4’1,27 Modus I (667)

KO
d 2
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

Damit kann Kj; iiber (6.60) oder analog mit Kﬁ) =1 und KI(Q) = 0 iiber

KO _ EMLZ Modus 11 (6.68)
= :

erhalten werden. Deutlich wird durch obige Ausfithrungen der etwas hohere numeri-
sche Aufwand bei Verwendung des J-Integrals im Vergleich etwa mit Methoden, die auf
dem Rissoffnungswinkel-Verfahren basieren. Jedoch bietet diese Methode eine gewisse
Robustheit beispielsweise in Bezug auf die Knotenverteilung. Im Zuge der vorliegenden
Arbeit wurden beide Verfahren verwendet, wobei sich die auf dem J-Integral basieren-
de Quadratur tatsichlich als robuster erwies. Dies ist auch darin begriindet, dass ver-
hiltnisméfig weniger Knoten in Rissflankennéhe einfliefsen, deren Parameter durch die
Randnéhe und die damit einseitig verteilten Nachbarknoten ungiinstiger zu bestimmen
sind. Die Erschwernisse liegen etwa im Bereich der Ermittlung der Sichtbarkeit, wie in
Abschnitt 6.2.12 dargelegt.

6.2.7 Rissgeschwindigkeiten, Keilwirkung durch Wasser

DIN 19700 [25] verlangt eine Beriicksichtigung hydrodynamischer Vorgénge im Rahmen
bestimmter Bemessungssituationen, in welchen Risse im Talsperrenkorper auftreten kon-
nen. Auf der Hand liegt die Frage, ob in den sich 6ffnenden Riss eindringendes Wasser
verstirkende Wirkung haben konnte. Entscheidend hierfiir ist, wie schnell sich ein Riss
ausbildet, ob also bis zu dessen zum Stillstand kommen ausreichend Zeit fiir einen sol-
chen Einstromvorgang zur Verfiigung steht. Im Folgenden wird daher der zeitliche Rah-
men des Rissfortschritts beleuchtet. Die Geschwindigkeit, mit der ein Riss fortschrei-
tet, hingt neben den wirkenden Kriften vor allem von der Duktilitit eines Werkstoffes
ab. Diese entscheidet, wie viel Energie fiir eine weitere Progression aufgewendet wer-
den muss. Duktile Werkstoffe verzehren durch eine ausgepriagte Phase des Fliefens viel
Energie, die bei spréden Stoffen aufgrund des Fehlens dieser dem Bruch vorangehen-
den Phase praktisch uneingeschriankt fiir die Rissbildung zur Verfiigung steht. Sprode
Materialien reifen deswegen sehr schnell. Neueste Untersuchungen deuten nach Bueh-
ler |18| darauf hin, dass die Rissgeschwindigkeit auf atomarer Ebene sogar jenseits der
Schallgeschwindigkeit bewegen kann. Dieses im Widerspruch zur herkémmlichen Wel-
lentheorie stehende Phénomen wird durch Verhéirtung des Materials unter plotzlicher
Dehnung hervorgerufen (Hyperelastizitiat). Im makroskaligen Bereich kénnen die Riss-
geschwindigkeiten in der Grofenordnung der Rayleigh-Wellengeschwindigkeit des betref-
fenden Materials liegen. Unter gewohnlichen Umstéinden wird maximal etwa die halbe
Rayleigh-Wellengeschwindigkeit erreicht. Die Rayleigh-Wellengeschwindigkeit von Be-
ton liegt bei vragleigh = 2300 ™/s und gibt die Ausbreitung einer Oberflichenwelle an.
Die reale Rissausbreitungsgeschwindigkeit bleibt nach Reinhardt [71] und Curbach [24]
mit v, = 200 - 500 m/s deutlich darunter. Lawn und Wilshaw [45] nehmen fiir die Fort-
schrittsgeschwindigkeit des Risses in sproden Materialien einen konstanten Wert von 40%
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit von Longitudinalwellen an. Du |27], iibereinstimmend
mit Belytschko [13], erhielten Untersuchungsergebnisse, welche einer Rissfortschritts-
geschwindigkeit von etwa 15% der Rayleigh-Geschwindigkeit entsprachen. Ebenfalls un-
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ter den theoretischen Bruchgeschwindigkeiten liegende Versuchsergebnisse finden sich
bei Yankelevsky und Avnon [90], welche anhand von Proben hochfesten Betons Riss-
ausbreitungsgeschwindigkeiten zwischen 60 m/s und 400 ™/s ermittelten. Die Differenz zu
den theoretischen Werten wird mit der Bildung einer Rissprozesszone vor der eigentlichen
Rissspitze begriindet, in welcher vorangehende Mikrorisse ein rein sprodes Verhalten des
Betons verhindern. Ein sprunghafter Anstieg der Rissausbreitungsgeschwindigkeit wur-
de von Xu [89] beobachtet beim Ubergang eines Modus I-Risses zum gemischten Modus.
Einen Hinweis auf eine obere Grenze gibt auch folgende Uberlegung, deren Kernidee es
ist, dass iiberschiissige Energie in kinetische Energie der gegensétzlich gerichteten Be-
wegung der Rissflanken umgewandelt wird [54]: Betrachtet wird ein Korper unter reiner
Zugbelastung im Modus [/ mit zentralem Riss der Lange 2a, Abb. 6.4a. Die Verschie-
bungen um die Rissspitze kénnen dann zu

20 20
w=ZVarf,(6) und  v=ZVarf,(6) (6.69)

dargestellt werden, wobei r die Entfernung eines betrachteten Bereiches zur Rissspitze
in deren unmittelbarer Néhe ist, f,(0) bzw. f,(0) sind Parameter, die allein von der
Geometrie abhidngen. Schreitet nun der Riss fort, liegt das betrachtete Element weiter
als zuvor von der Rissspitze entfernt. Unterstellt man fiir diesen Vorgang die Proportio-
nalitdt r oc @ und fasst weiter zu Konstanten zusammen, so folgt

a oa

g
u_CIE:u_ClE und U—Cgfﬁv—cgf (670)

Nun kann die kinetische Energie E} des Korpers iiber

:—p//u + %) dxdy——pa //02+C'2 dxdy = k;paaE (6.71)

errechnet werden, wobei im Term £ alle Konstanten zusammengefasst wurden. Die Dichte
des Materials ist durch p symbolisiert, F steht fiir das Elastizitdtsmodul. Die Energie-
menge F, welche zur Umwandlung in kinetische Energie durch die beiden Rissspitzen
zur Verfiigung steht, ist

* rola To? 9

E5:2/GC(G—R)da:—QR(a—ac)+2/ z da:f(a—ac)

Gc

(6.72)

Hierin sind G und R die Energiefreisetzungsraten der beiden Rissspitzen, a. die Rissldnge
bei Initiierung und a die aktuelle, im Fortschreiten begriffene Risslinge. Gleichsetzung
von (6.71) und (6.72) liefert die Rissgeschwindigkeit als Ableitung der Risslange:

\/g \/7 (6.73)

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Longitudinalwellen in elastischen Medien nach

c=+/E(l—p)/p(l — p—2u2) (6.74)
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

kann fiir diese Betrachtung durch Vernachlissigung der Querkontraktionszahl u verein-
facht werden zu ¢ = \/E/p. Dies entspricht dem zweiten Term der rechten Seite von
(6.73), womit eine obere Begrenzung der Rissgeschwindigkeit festliegt. Bei einer Tem-
peratur von 20 °C betriigt die Schallgeschwindigkeit ¢ = 3845 m/s fiir Beton des Typs
C30/37. Hiermit, fiir a. = 1m und der Schitzung fiir die beschriebene Konstellati-
on von +/(2m)/k = 0,38 ist (6.73) in Abb. 6.19 aufgetragen. Damit liegen mogliche
Rissgeschwindigkeiten fiir Beton dennoch, wie oben aufgefiihrt, im Bereich der halben
Schallgeschwindigkeit.

1400
1200 =TT

800
a[m/s] 600

400
200
/

2 4 6 8 10

Abb. 6.19: Rissgeschwindigkeit @ nach (6.73)

Ein Eindringen von Wasser in wesentlichem Umfang im Moment des Reifsens einer was-
serseitigen Talsperrenoberfliche ist aufgrund der kurzen genannten Zeitskala des Rissvor-
gangs und der Erdbebenfrequenzen von einigen Herz, welche eine Riickbeschleunigung
und damit ein Wiederschliefen der Rissoffnung nach wenigen Zehntel Sekunden bedeu-
tet, nicht anzunehmen. Einen Anhaltspunkt zur Geschwindigkeit v des eindringenden
Wassers in Abhéngigkeit der Gesamtwasserhohe H und der Erbeschleunigung ¢ bietet
die Toricellische Ausflussgleichung mit v = \/2gH, Abb. 6.20.

H H
VRiss
| S— —>
—> v e ————
Reservoir Talsperre

Abb. 6.20: Geschwindigkeitsabschitzung anhand Toricelli-Formel

Damit liegt die Wasser-Eintrittsgeschwindigkeit fiir gingige Talsperrenhéhen in Berei-
chen, die weit geringer sind als die Rissgeschwindigkeit vg;ss. Das Zeitfenster des Sta-
diums eines gedffneten Risses ist also zu kurz, um eine Fiillung des Risses iiber eine
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nennenswerte Strecke zuzulassen, bevor sich der Riss wieder schlieft. Im Vergleich zur
Grofenordnung der das Materialversagen bewirkenden Korper- und Tragheitskrifte ist
daher im Moment des Reifsens eine mafigebliche spaltende Wirkung des Wassers nicht zu
erwarten. Nach der eigentichen Riss-Entstehungsphase kann Fliissigkeit jedoch innerhalb
einer lingeren Zeitskala entlang des Pfades der wieder geschlossenen Bruchzone eindrin-
gen. Damit ist es denkbar, dass der volle tiefenabhéngige Druck bereichsweise dauerhaft
auf die Rissflanken wirkt. Allerdings haben Talsperren zum Abbau eines solchen Druckes
durch Leckagewasser, wie er auch etwa durch unvermeidbare Fehl- und Nahtstellen im
Beton verursacht wird, Drainageeinrichtungen. Eine solche Betrachtung liegt nicht im
Fokus dieser Arbeit, diirfte aber bei bekanntem Verlauf des Risses einfach abzuschitzen
und im Allgemeinen unkritisch sein.

6.2.8 Rissverastelung

Je mehr Energie zur Verfiigung steht, desto schneller geht der Rissfortschritt vonstatten.
Fiir das Wachstum eines einzelnen Risses ist eine bestimmte Energiemenge erforder-
lich. Das Kriterium fiir eine mogliche Rissveristelung ist nach Freund [31] daher, dass
mindestens das Doppelte dieser Energiemenge zur Verfiigung steht. Unter bestimmten
Materialgegebenheiten, wie zum Beispiel der Gegenwart von Diskontinuititen wie Fu-
gen oder Materialschwichungen durch Fehlstellen, kann der Riss sich dann verésteln
oder es entstehen weitere Risse an anderer Stelle. Dies fiihrt unter extremen Energien,
wie sie beispielsweise bei Explosionen oder Impaktvorgingen auftreten, bis zur Frag-
mentierung des Materials. Grundsitzlich sind netzfreie Methoden zur Untersuchung
solcher Vorgénge geeignet [68] [74]. Jedoch sind Rissveréstelungen unter den in die-
ser Arbeit unterstellten zeitlichen und mechanischen Voraussetzungen weder zu erwar-
ten noch mafgeblich, weshalb hier nicht weiter darauf eingegangen wird. Festgestellt
sei jedoch, dass eine Rissverastelung weitgehend unterdriickt wird, wenn sich der Riss
entlang einer Schwichezone, beispielsweise einer Mauerwerksfuge ausbreitet. Dann kon-
nen nach Rosakis [73] extrem hohe Rissgeschwindigkeiten im Bereich von 80 - 90 %
der Rayleigh-Wellengeschwindigkeit auftreten. Modus 7/-Risse tendieren dann zu noch
grofseren Geschwindigkeiten als Risse unter reiner Zugbeanspruchung.

6.2.9 Bruchinitiierung

In dieser Arbeit wird die numerische Simulation des Rissfortschritts diskutiert. Natiirlich
stellt sich aber die Frage, unter welchen Bedingungen die “Geburt” eines bis dato nicht
existenten Risses mdoglich wird. Im Wesentlichen lassen sich drei Kriterien unterscheiden:

Mohr-Hypothese

Die Mohr-Hypothese geht davon aus, dass die Entstehung eines Risses dann moglich
ist, wenn die Mohrsche Hiillkurve vom Spannungskreis des aktuellen Zustandes iiber-
schritten wird. Die Mohrsche Hiillkurve ist materialabhingig, sie umgibt alle fiir ein
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bestimmtes Material zulissigen Mohrschen Spannungskreise und ist damit durch Versu-
che zu ermitteln.

Hauptspannungs-Hypothese

Im Rahmen der Hauptspannungs-Hypothese wird davon ausgegangen, dass ein Riss ent-
steht, wenn eine Hauptspannung iiber dem Grenzwert des Materials liegt. Den Grenzwert
bildet die einachsiale Zugfestigkeit. Dieser Vorgang wird als unabhéngig von den ande-
ren Hauptspannungen angesehen, jedoch wird zwischen Druck- und Zugbeanspruchung
unterschieden. Die maximale Hauptspannung wird im ebenen Fall aus

og = maz(o;) fir i=1,2 (6.75)

gewahlt. Der Riss beginnt senkrecht zur als maximal ermittelten Hauptspannungsrich-
tung. Die Hauptspannungshypothese ist vor allem fiir sprode Materialien geeignet und
findet daher auch in der vorliegenden Arbeit Verwendung.

Kombinierende Verfahren

Ohlsson und Olofsson [64] entwickelten ein Verfahren, welches eine Kombination aus den
beiden aufgefiihrten Kriterien darstellt: Uber

O =qt? +t, — qn (6.76)

wird ein Zusammenhang zwischen der Normal- und Scherspannung und der Fliefsfliche
hergestellt. ¢; und ¢, sind spannungsabhéngige Variablen des Initialzustandes, wobei ¢,
der Zugfestigkeit des Materials entspricht. (6.76) wird umgeformt zu

01 — 02 0'1+O'2
und o, = 5

® = g0’ + o+ (6.77)

—q, mit o, =
ig, !

 stellt eine zweiachsige Fliche dar; deren Beriihrpunkt mit dem Mohrschen Spannungs-
kreis wird iiber die Tangente zu

1

6.78
2qs05 (6.78)

sin® =

bestimmt. Gleichung (6.78) gilt fiir den Bereich o, < ¢, — i, sonst gilt das Rankine-
Kriterium ® = 0y — ¢,,. Unter Annahme gleichméfiger Materialbeschaffenheit lisst sich
mit oben umrissenen Ansitzen der Ort des Auftretens eines Risses anhand einer Span-
nungsanalyse bestimmen. In der Praxis kann der Einfluss zufillig verteilter Schwach-
stellen, etwa Fugen im Mauerwerk oder Fehlstellen des Betons, die entscheidende Rolle
spielen.

6.2.10 Numerischer Ablauf

Die Berechnung des Risspfades geschieht nun nach dem in Abb. 6.21 wiedergegebenen
Schema. Tabelle 6.7 gibt detailliertere Hinweise zu den einzelnen Schritten.

165



6 Modellierungen fiir Talsperren

Tab. 6.7: Erlduterungen und Verweise zum numerischen Ablauf Bruchmechanik

Erlduterung

Das gesamte Gebiet wird auf Kriterien fiir den Beginn eines Risses untersucht. Hier-
fiir werden iiblicherweise die Ansétze nach Abschnitt 6.2.9 oder 6.2.9 mit (6.75) her-
angezogen. Damit liegt der Koordinatenvektor x als Ausgangspunkt der folgenden
Simulation fest.

Die Rissspitze wird am Ort der pessimalen Spannungsverhéltnisse nach (6.77) an den
Koordinaten x lokalisiert.

K. ist materialabhingig nach Tabelle 6.6zu wihlen. Das Verfahren zur Ermittlung
der Spannungsintensitdt an der Rissspitze ist zu selektieren, etwa das Rissspitzen-
Offnungs- Verfahren, Abschnitt 6.2.5 oder ein energiebasierter Ansatz, wie die virtuelle
Rissverlangerung nach Abschnitt 6.2.6 oder J-Integral nach Abschnitt 6.2.6.

Berechnung der Spannungsintensititsfaktoren nach (6.10a) und (6.10b).

Die Spannungsintensitétsfaktoren werden iiber (6.15) mit dem zuldssigen Werten nach
(6.12) verglichen.

Liegt eine Uberschreitung vor, so wird der Winkel ¢ des folgenden Rissfortschritts
nach (6.14a) bestimmt. Liegt keine Uberschreitung vor, ist der Rissfortschritt zum
Stehen gekommen und die Ergebnisse, beispielsweise der Risspfad, konnen ausgegeben
und die Simulation beendet werden.

Uber das gewihlte Langenintervall Aa liegen die neuen Koordinaten der Rissspitze
fest mit Xney = Xaix + Aa(sin ¢, cos ¢). Mit den neuen Koordinaten wird eine neue
Recheniteration gestartet, beginnend mit der Berechnung der neuen Spannungsinten-
sitdtsfaktoren, Punkt 4.
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6.2.11 Bruchmechanische FEM-Implementierung

Eine Rissfortschrittssimulation stellt mit den gebrduchlichen, netzbasierten Methoden
eine groke Herausforderung dar: Risse weisen extreme Geometrien auf, welche selbst von
modernen Netzgeneratoren, oft auf Basis einer Delaunay-Triangulation, Abschnitt 2.8,
nicht sicher verarbeitet werden konnen. Es kommt zu ungiinstigen Elementformen mit
spitzen Winkeln, was sich zulasten der Rechengenauigkeit oder gar numerischen Stabi-
litdt auswirkt. Insbesondere an der Rissspitze sind Schwierigkeiten unvermeidlich. Des-
wegen werden oft spezielle Rissspitzenelemente eingefiihrt, Abb. 6.22 zeigt ein Beispiel
eines solchen Elements.

Abb. 6.22: Rissspitzenelement um Rissspitze

Diese, die Rissspitze “umfassenden” Rissspitzenelemente sind durch ihre speziell angepas-
sten Eigenschaften in der Lage, die beschriebenen Schwierigkeiten zu mindern. Dennoch
bleibt die Simulation eines Rissfortschritts mit der Methode der Finiten Elemente sehr
aufwindig. Fiir jeden Zeitschritt muss das Netz neu generiert und editiert werden, das
Rissspitzenelement muss bewegt werden, alle wirkenden Kréfte sind wiederholt auf die
Knoten zu projizieren.

Numerischer Ablauf

Abb. 6.23 zeigt schematisiert den Ablauf einer Simulation zur Analyse des Rissfort-
schritts mit Hilfe der Methode der Finite Elemente. Iterativ ist die Vorgehensweise
bei elastodynamischen Berechnungen oder Berechnungen des Rissfortschritts. Fiir letzt-
genannte Fragestellung muss das Netz durch die Verdnderte Rissgeometrie fiir jeden
Zeitschritt neu generiert werden. Aufgrund dieser Unzuldnglichkeiten hinsichtlich der
beschriebenen Problemstellungen wurde die Methode der Finiten Elemente stetig wei-
terentwickelt. Dolbow [26] iibernahm Elemente der netzfreien Methoden zur Entwicklung
der Extended Finite Element Methode (XFEM). Netzfreie Methoden wie die Element-
freie Galerkinmethode, weisen wesentlich giinstigere Eigenschaften hinsichtlich der Be-
handlung von Diskontinuititen auf als Elementbasierte Methoden. Daher wird im Rah-
men der vorliegenden Arbeit ndher auf diese Methoden, die kein Netz im herkémmlichen
Sinn bendtigen, eingegangen.
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|Festlegen der Modell- und Materialparameter
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Abb. 6.23: Programmablauf einer FEM-Bruchsimulation
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Tab. 6.8: Erlduterungen und Verweise zum numerischen Ablauf einer bruchmechanischen FEM-
Simulation

Nr. | Erlduterung

1-8 | Die Vorgehensweise entspricht dem normalen Rechengang einer FEM-

Modellierung und kann Tab. 2.2 entnommen werden.

10 | Im Falle einer iterierenden Berechnung wird zunéchst {iberpriift, ob eine

etwaige Vorgabe der maximalen Iterationen iiberschritten ist. Falls ja, wird

die Berechnung abgebrochen.

11 | Im Falle einer elastodynamischen Berechnung, beispielsweise Schwingungs-

vorgange, wird iiber Punkt 4 iteriert.

12 | Im Falle einer Rissfortschrittsberechnung werden die Spannungsintensitéts-

faktoren ermittelt, beispielsweise iiber das Rissspitzen-Offnungs-Verfahren,

Abschnitt 6.2.5, oder mithilfe von Energieansétzen.

13 | Die ermittelten Spannungsintensititsfaktoren werden iiber (6.15) mit dem

zulissigen Spannungsintensititsfaktor nach (6.12) verglichen und auf Uber-

schreitung iiberpriift.

14 | Liegt eine Uberschreitung vor, so wird er Winkel des folgenden Rissfort-

schritts nach (6.14a) bestimmt, oder, im Falle der Verwendung eines spezi-

ellen Rissspitzenelements, dieses neu positioniert. Es schliefst sich mit der

Neuvernetzung aufgrund der geinderten Geometrie der Rechenzyklus mit

dem Verzweig zu Punkt 2

6.2.12 Bruchmechanische EFGM-Implementierung

Im Folgenden soll auf die konkrete technische Umsetzung einer bruchmechanischen Mo-
dellierung im Rahmen der Elementfreien Galerkin Methode eingegangen werden. Im
Gegensatz zur Methode der Finiten Elemente erstrecken sich die Ansatzfunktionen un-
ter Verwendung der Elementfreien Galerkin Methode iiber eine zunéchst nicht definierte
Punktmenge, deren Einflussbereich sich mit dem betrachteten Punkt iiberdeckt. Die Dis-
kontinuitit eines Risses wird durch das Nichtfortsetzen der Wichtungs- und damit der
Ansatzfunktionen iiber Rissflanken hinweg numerisch abgebildet. Die unterschiedlichen
Ansétze hierzu werden in den folgenden Abschnitten diskutiert.

Sichtbarkeitskriterium

Sich beispielsweise an gegeniiberliegenden Rissflanken in rdumlicher Nachbarschaft be-
findliche Knoten sollen sich nicht beeinflussen. Die Knoten diirfen sich also in einem
solchen Fall gegenseitig nicht “sehen”. Anschaulich kann man sich die Rissflanken als
opak, undurchsichtig, vorstellen. Abb. 6.24a und Abb. 6.24b zeigen anhand der Verbin-
dungslinien innerhalb des rechteckig gewahlten Einflussbereiches eines Knotens zu seinen
Nachbarknoten den entstehenden “Sichtbarkeits-Schatten” hinter der dem Knoten abge-
wandten Rissflanke.
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(a) Nachbarn eines Knotens linksseitig (b) Nachbarn eines Knotens rechtsseitig
des Risses des Risses

Abb. 6.24: Sichtbarkeitskriterium: Rissflanken sind opak

An den Rissflanken werden die Wichtungsfunktionen der Knoten abgebrochen. Hier-
durch findet auch die iiber das Moving Least Squares-Verfahren gebildete Ansatzfunk-
tion, welche die Stetigkeitseigenschaften der Wichtungsfunktionen erbt, dort ihre Gren-
ze. Abb. 6.27 zeigt die rechteckige Wichtungsfunktion eines Knotens in der N&he der
Rissspitze eines senkrecht von der Oberkante des Korpers nach unten zeigenden Ris-
ses. Knoten, welche von diesem Punkt aus gesehen hinter dem Riss liegen, erhalten das
Gewicht w; = 0 und leisten somit keinen Beitrag zur iiberlappenden Ansatzfunktion.
Die Wichtungs- und somit Ansatzfunktion zeigt damit eine gewollte Unstetigkeit an den
Rissflanken. Um eine Verringerung der numerischen Prézision oder gar eine Nichtinver-
tierbarkeit der Ortlichen Momentenmatrix durch die zu geringe Anzahl von Nachbar-
punkten auszuschliefen, kann um die Rissspitze die Knotendichte erhoht werden. Dies
kann in regelméfigen Abstinden innerhalb eines quadratischen Raumes um die Rissspit-
ze erfolgen, oder auch in mehreren konzentrischen Kreisen um diese Stelle. Abb. 6.25
zeigt eine solche Implementierung.

Abb. 6.25: Zusatzliche Knoten in Kreisanordnung um die Rissspitze

Um die Rissspitze des von der Unterkante senkrecht nach oben weisenden Risses (Li-
nie) sind in vergleichsweise engem Abstand zusétzliche Knoten auf drei konzentrischen
Kreisen angeordnet (Punkte). Besonders effektiv ist eine Losung, welche die einzufii-
genden Knoten an Stellen setzt, an denen die Abstinde zu den existierenden Knoten
maximal sind. Dies ist beispielsweise mithilfe des Voronoi-Diagramms, Abschnitt 2.7
moglich. Zu beachten ist bei der Verfeinerung, dass das Verhéltnis der Anzahl der Gauf-
Integrationspunkte zu den Knoten adaquat bleibt. Gegebenenfalls werden die Quadra-
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turpunkte ortlich ebenfalls erhoht. Ohne diese Verfeinerung werden die Spannungen in
der Rissspitze iiberschitzt. In Ab. 6.25 wurde die Anzahl der Gaufspunkte ebenfalls
entsprechend erhoht, zu erkennen an der Dichte der Quadrate im Hintergrund.

Diffraktion

Zur Vermeidung des durch die steigende Knotenzahl erhohten rechnerischen Aufwan-
des und einer eventuellen Uberschitzung der herrschenden Spannungen der Rissspitze
bietet sich alternativ die Methode der Diffraktion an, Abb. 6.26 und Abb. 6.28. Die
Wichtungsfunktionen risspitzennaher Knoten werden nicht abrupt abgeschnitten, son-
dern gewichten auch gegeniiberliegende Knoten innerhalb eines bestimmten Abstandes
um die Rissspitze herum, jedoch in geringerem Mafs als unter Einsatz gewohnlicher
Wichtung. Knoten kénnen damit in gewissem Sinn “um die Ecke schauen”, Abb. 6.26.
Die geringere Gewichtung wird durch die Faltung der Distanz s(x) zum Nachbarpunkt
um die Rissspitze herum erreicht:

s(x) = (LS?(X))ASO(X) (6.79)

S0(x)

Hierin ist so(x) = ||x — x;|| die Distanz der direkten Verbindung beider Nachbarpunkte
tiber die Rissflanken hinweg, s;(x) = ||x. — x/|| die Entfernung eines Nachbarpunktes
zur Rissspitze und sy(x) = ||x — x.|| der rdumliche Betrag zwischen betrachtetem Ort
und der Rissspitze, deren Koordinaten in x, = {x1., Zo.}” notiert sind.

Riss
\ S0
N \
SoN N
\\\

Q
X@®
Abb. 6.26: Diffraktion

Eine weitere der Diffraktion dhnliche Vorgehensweise ist die Transparenz-Methode. Hier-
bei werden die Rissflanken an der Rissspitze als vollkommen transparent angesehen. Mit
zunehmendem Abstand zur Rissspitze werden die Oberflichen der Rissflanken zuneh-
mend undurchsichtiger. Dies wird durch eine Dehnung der Distanz s(x) benachbarter,
sich auf gegenseitigen Flanken gegeniiberliegender Knoten abgebildet:

s(x) = $0(X) + Smaa (SC(X)Y (6.80)

C
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Hierin ist s,,,, der Einflussradius der Knoten, der Abstand von Rissspitze bis zum
Schnittpunkt zwischen Riss und der Verbindungsgeraden der Nachbarknoten wird mit
S.(x) notiert, A ist ein justierender Parameter, welcher im Bereich von 2,0 gewéhlt wird.
Diejenige Distanz zur Rissspitze, ab der die Rissflanken vollstindig opak erscheinen,
bestimmt 5, = xh. Uber s kann die Opakheit variiert werden, wihrend h ein Maf fiir
den Knotenabstand ist. Durch die verdnderten Wichtungsfunktionen weichen auch deren
partielle Ableitungen ab. Wéhrend diese bei Anwendung des reinen Sichtbarkeitskriteri-
ums schlicht verschwinden, sind sie fiir die Diffraktion herzuleiten und variieren je nach
verwendeter Wichtungsfunktion. Beispielhaft sei dies hier fiir die Verwendung der von
Rahman [69] vorgeschlagenen Wichtungsfunktion auf Basis der Student-Verteilung:

1
52 —%ﬁ 146
<1+62ﬁ> —(1+8%)" 2
wr(x) = 3 fir 21 < zmr (6.81)
1-(1462)" 2
0 fir 21 > ZmI

Hierin ist 3 ein Parameter, welcher die Kontur der Glockenkurve bestimmt, iibliche Wer-
te bewegen sich um 3,0. Der Abstand der betrachteten Knoten ist z; = [|[x — x;||, wéh-
rend z,,; den Einflussbereich des Knotens I symbolisiert. Entfernung z; wird nach (6.79)
um die Rissspitze herum gefiihrt. Die Ableitung von w;(x) in die i-te rdumliche Richtung
ist

348
—# <1+52 2_11> ? 2522? 21,
wyi(x) = ey fir z; < zpr (6.82)
1-(14p%) 2
0 fir z; > zmr

wobei ohne Beeinflussung durch einen Riss gilt

2y = T (6.83)

2T

Liegen die benachbarten Knoten im Bereich der Diffraktion, so gilt

= (31 i 82<X>>H Tz Tie 1)) (81 i SQ(X)>A i —" (6.84)

So(x) So(x) So(x) So(x)

Abb. 6.27 zeigt die Wichtungsfunktion eines Knotens in der Ndhe der Rissspitze un-
ter Anwendung des Sichtbarkeitskriteriums. Die Wichtungsfunktion ist scharf begrenzt.
Bereiche in “Schatten” des Risses werden nicht erfasst. In Abb. 6.28 ist die Wichtungs-
funktion des selben Knotens unter Anwendung der Diffraktion dargestellt. Nun werden
auch Bereiche, welche vom Knoten aus gesehen hinter dem Riss liegen, in weitere Re-
chenschritte einbezogen.
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Abb. 6.28: Sichtbarkeitskriterium mit Diffraktion

Eine dhnliche Problematik ergibt sich bei der Implementierung naher konkav zueinander
liegender Korperkanten: Auch hier soll eine Interaktion zwischen Knoten benachbarter
Bereiche iiber Korperkanten hinweg nicht stattfinden. Uberlappende Wichtungsfunktio-
nen werden daher wie an Rissflanken beschnitten. In der Ndhe von eingeriickt liegenden
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Eckpunkten wurde daher im Zuge der vorliegenden Arbeit mit der Diffraktionsmethode
gearbeitet, um realitdtsnahe Ergebnisse zu erhalten.

Abb. 6.29: Beispiel eines Hauptspannungs-Verlaufes in konkaven Strukturen

Numerischer Ablauf

Der prinzipielle Ablauf einer Simulation mit der Elementfreien Galerkin Methode ist in
Abb. 6.30 gegeben. Bei dynamischer Berechnung, beispielsweise fiir eine bruchmecha-
nische Betrachtung wie unter Abschnitt 6.2.12 aufgezeigt, ist der Ablauf zyklisch, um
die Integration der weiteren Dimension, der Zeit, beispielsweise nach in Abschnitt 3.4
gegebenem Algorithmus zu vollziehen.

Tab. 6.9: Numerischer Ablauf einer bruchmechanischen EFGM-Simulation

Nr. | Erlauterung

1- Der Ablauf entspricht einer Standard-Implementierung einer Modellierung mit-

12 hilfe der Elementfreien Galerkin-Methode und kann Tab. 3.1 entnommen wer-
den.

13 Im Falle einer dynamischen Berechnung wird iiber die Punkte 2 bis 13 iteriert.
Die Iteration iiber die Punkte 2, 3 und 4 ist optional. Bei ausreichender Kno-
tendichte kann auf Einfiigen weiterer Punkte, etwa um die Rissspitze, verzichtet
werden.

14 | Die Iteration wird nach einer festgelegten Anzahl von Zeitschritten beendet.

15 Fiir eine Rissbetrachtung sind entsprechende Schritte 16 bis 18 abzuarbeiten.

16 Die Berechnung der Spannungsintensititsfaktoren als Mak des an der Rissspitze
herrschenden Spannungszustandes wird beispielsweise iiber (6.42) vollzogen.

17 Der Riss kommt zum Stillstand, wenn die zuldssigen Spannungsintensitéts-
faktoren nicht mehr iiberschritten sind. Der Abgleich mit dem kritischen Span-
nungsintensititsfaktor erfolgt nach (6.15).

18 Liegen die Spannungsintensitéitsfaktoren weiterhin iiber den kritischen Werten,
etwa nach Tab. 6.6, wird die Richtung ¢ des néchsten Rissschrittes nach (6.14a)
und das Verldngerungsintervall Aa festgelegt. Damit liegen iiber X, = X +
Aa(sin ¢, cos ¢) die Koordinaten der neuen Rissspitzenposition fest.

19 Die Ausgabe erfolgt graphisch oder in Tabellenform auf Bildschirm oder Datei.
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IFestlegen der Modell- und Materialparameter |

—
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v

3 I Erzeugen der Gausszellen und -punkte |

v

4 l Festlegen der Einflussradien |<—
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Abb. 6.30: Programmablauf einer EFGM-Bruchsimulation
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6.2.13 Bruchmechanische SPH-Implementierung

Die Elementfreie Galerkin Methode bietet gegeniiber gitterbasierten Vorgehensweisen
wie beispielsweise im Rahmen einer Finite-Elemente-basierten Untersuchung zahlrei-
che Vorteile fiir die numerische Nachbildung eines Bruchvorgangs. Sie ist daher eine
der hauptsichlich genutzten netzfreien Methoden auf diesem Gebiet. Aber auch an-
dere netzfreie Methoden, deren Schwerpunkt bisher auf anderen Bereichen lag, haben
mittlerweile einen Entwicklungsstand erreicht, der einen Einsatz fiir bruchmechanische
Analysen ermdglicht. Dies soll am Beispiel eines entsprechenden Ansatzes der Smoo-
thed Particles Hydrodynamics erortert werden, was deutlich macht, dass dieses Modell
nicht mehr nur fiir hydromechanische Betrachtungen eingesetzt werden kann, sondern
auf weiten Feldern der Mechanik ungeahnte Moglichkeiten eroffnet. Dabei wird direkt
Nutzen aus dem Partikelansatz gezogen, der sich hervorragend dazu eignet, Bindekrifte,
Diskontinuitdten und Fehlstellen innerhalb eines Festkorpers darzustellen. Die atoma-
ren Krifte eines Materials sind sehr stark. Dennoch brechen Materialien weit unterhalb
des Erreichens der Belastungsgrenze dieser Bindekrifte. Der Grund hierfiir liegt darin,
dass reale Korper nicht wirklich homogen sind, sondern stets Fehlstellen aufweisen. Un-
ter ausreichend grofer Last werden diese Fehlstellen zu expliziten Rissen. Grady und
Kipp [35] quantifizierten diese Schidigung im Gegensatz zum expliziten Vorgehen, wie
es in Abschnitt 6.2.12 vorgestellt wurde, durch einen statistischen Ansatz. Benz und As-
phaug [14] erweiterten diesen Ansatz, was die Simulation von expliziten Rissen moglich
machte. Dies soll hier kurz skizziert werden. Angenommen wird eine vorhandene Schwa-
chung des sproden Materials durch anfingliche Fehlstellen. Die rdumliche Verteilung
dieser Fehlstellen ist durch die Weibullsche Verteilung

n(e) = ke™ (6.85)

gegeben. € ist die Dehnung im Moment des Versagens, die Parameter £ und m sind mate-
rialabhingige Konstanten. Ein Riss beginnt zu wachsen, wenn die ortliche Dehnung den
mit € definierten Grenzwert iiberschreitet. Fiir die Fortschrittsgeschwindigkeit wird nach
Lawn und Wilshaw [45] ein konstanter Wert von 40% der Fortpflanzungsgeschwindigkeit
von Longitudinalwellen angenommen. Um die lokale Schwichung des Materials anhand
einer Verminderung der Zugfestigkeit zu spezifizieren, wird die Variable D eingefiihrt:

op=o0(l—D) (6.86)

Hierin ist op die Zugfestigkeit nach Schwichung, o die urspriingliche Zugspannungs-
Aufnahmekapazitit. D wird definiert zu

3
*7ma
D=2 6.87
- (687
Hierin ist
4 3
V = gsz (6.88)
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

folgend der Annahme, dass ein Riss die Spannungen in einem Volumen abbaut, welches
eine den Riss einschliefsende Kugel hétte. R, ist die halbe Rissldnge, a die Beschleunigung
der Rissspitze nach

a=cy(t—1) (6.89)

mit ¢’ als dem Zeitpunkt der Rissaktivierung und ¢, der Rayleigh-Geschwindigkeit. D
ist also das Teilvolumen, welches durch den Riss entspannt wird. Damit wird fiir die
Entwicklung dieses Volumens iiber die Zeit der Zusammenhang

dDs3 G

dt R,
erhalten. Fiir eine Simulation mit SPH wird nun eine Normalverteilung von N; Schwel-
lendehnungen angenommen, welche einen Riss aktivieren konnen. Fiir jede Fehlstelle j

wird ein SPH-Partikel zufillig ausgewéhlt. Thm wird ein Schwellenwert entsprechend der
Weibullverteilung zugewiesen:

(6.90)

i _ [ ]7

Tritt nun bei einem Partikel eine Dehnung grofer als €; auf, beginnt an seinen Koordi-
naten ein Riss. Der Betrag dieses Dehnungs-Schwellenwertes ist

max
a -

1

€ = (1—D)E (6.92)
Hierin ist D; das zum Partikel gehorende Volumen, welches beeinflusst wird, E der
Elastizitdtsmodul und ¢}"** die maximale aufnehmbare Zugspannung. Die entstehenden
Fragmente sind nun unbeschadigte Bereiche, in welchen die Partikel interagieren, be-
grenzt durch die entstehenden Risse, ab welchen keine Partikelbindung mehr besteht.
Der Einflussbereich eines Partikels erstreckt sich iiber 2h. Deswegen besteht ein Riss aus
mindestens zwei benachbarten geschidigten Partikeln. Die nachfolgende beispielhafte
SPH-Simulation ist durch einen vereinfachten Ansatz nach Abschnitt 4.12.6 entstan-
den, der im Zuge dieser Arbeit entwickelt wurde: Die Partikel wurden durch lineare
positive Federkrifte, welche dem E-Modul entsprechen, aneinander gebunden. Wird ein
definierter 6rtlicher Dehnungsschwellenwert iiberschritten, wird der entsprechende Par-
tikel aus der Liste der interagierenden Nachbarpartikel gestrichen. Diese Elimination
wird gespeichert: Einmal isolierte Partikelpaare konnen nicht mehr im zuvor genannten
Sinn interagieren, auch wenn sie sich im gegenseitigen Wirkungsbereich befinden. Die
iiblichen SPH-Interaktionen finden jedoch statt. Driicke konnen daher weiterhin iiber-
tragen werden, sodass eine gegenseitige Durchdringung weiterhin ausgeschlossen wird
und beispielsweise Kollisionen, auch mit anderen Fragmenten, korrekt wiedergegeben
werden. Ein statistischer Ansatz von Vorschidigungen ist nicht angewendet worden, alle
Partikel weisen die gleiche Belastbarkeit auf. Abb. 6.31 zeigt einen fliissigkeitsgefiillten
Behilter aus sprédem Material, welcher gravitationsbedingt in einen weiteren, statio-
niaren Behilter in leichter Schrégstellung fillt. Der sprode Behélter wurde dabei wie
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6 Modellierungen fiir Talsperren

zuvor beschrieben modelliert, wihrend die enthaltene Fliissigkeit durch regulére SPH-
Partikel représentiert wird. Der stationdre Behélter besteht aus virtuellen Partikeln nach
Abschnitt 4.7.3. Die Sprodheit wird durch Festlegen eines geringen Dehnungsschwellen-
wertes erreicht. Beim Auftreffen zerbricht der umgebende Behélter sofort in mehrere
Fragmente, die in sich jedoch weiterhin elastisch agieren. Es findet eine Durchmischung
von Fragmenten und Fliissigkeitspartikeln statt.

Abb. 6.31: Fliissigkeitsgefiillter sproder Behalter
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6.2 Implementierung bruchmechanischer Konzepte

Numerischer Ablauf einer bruchmechanischen SPH-Berechnung

Abb. 6.32 zeigt das Flussdiagramm einer bruchmechanischen SPH-Implementierung nach
dem vorgestellten vereinfachten Ansatz, Tab. 6.10 gibt ndhere Hinweise. Die Mehrzahl
der Punkte entsprechen einer normalen SPH-Simulation nach Tab. 4.2, sodass hier le-
diglich auf die modifizierten Programmteile eingegangen wird. In Abb. 6.32 sind diese
farblich gekennzeichnet.

Festlegen der Initialparameter

Druck
Dichte
Wirkungsradien
Anfangsverteilung
Geometrie (Randpartikel)
Zeitintervall, Anzahl Zeitschritte

2

Zuordnung, Markierung und Gewichtung der
Partikelpaare unter Ausschluss bereits
"gerissener" Partikelzuordnungen

3 v

Berechnung der ortlichen Dichte

S v O T
i 4a 4b 4c
Interne Kriifte Korrekturterme Externe Kriifte
Druck
Viskositit Kiinstliche Viskositit Gravitation
Oberflichenspannung Kiinstliche Warme Repulsive Randkrifte
Federkrafte
5
—>| Summation der Beschleunigungen
6
| Geschwindigkeitskorrektur |
7
I Aktualisieren der Partikelgeschwindigkeiten |
8

Aktualisieren der Partikelpositionen
Trennen zu weit voneinander entfernter Paare

10

Ausgabe / Speichern
der momentanen
Partikelzustéinde

Letzter
Zeitschritt?

Ausgabe / Speichern
der
Simulationsergebnisse

Abb. 6.32: Programmablauf einer bruchmechanischen SPH-Simulation
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6 Modellierungen fiir Talsperren

Tab. 6.10: Erlduterungen und Verweise zum numerischen Ablauf einer SPH-Bruchsimulation

Nr. | Erlauterung

2 Die Zuordnung der Partikelpaare und das Festlegen der Gewichtungen wird
dahingehend modifiziert, dass Partikel, die zuvor in Punkt 8 getrennt wurden,
nicht wieder eine Zuordnung fiir den “Federkraft-Algorithmus” erhalten. Sie
interagieren wieder als normale SPH-Partikel.

4 Neben Druck und Viskositét nach (4.17) wirken nun zusétzlich die Federkréfte
nach (4.102) als weitere interne Krifte.

8 Nach dem Festlegen der neuen Partikelpositionen nach (4.39b) findet nun eine
Uberpriifung auf Uberschreitung der zulissigen Entfernung der Partikel statt.
Ist diese bei zuvor durch die Federkrafte verbunden gewesenen Partikeln iiber-
schritten, so erhalten sie eine Markierung. Diese Markierung bewirkt einen Aus-
schluss aus dem in Abschnitt 4.12.6 beschriebenen Ansatz. Dies entspricht durch
den Verlust der Zugspannungsiibertragung einem Bruch.

6.3 Bildung des numerischen Modells

Neben den bruchmechanischen Betrachtungen liegt der Schwerpunkt der vorliegenden
Arbeit auf der Interaktion zwischen Talsperrenkérper und Reservoir. In der Realitdt hat
ein Stausee relativ zu den Dimensionen der Talsperre meist eine sehr grofte Ausdehnung.
Unter anderem aus Griinden der Rechenkapazitit ist es jedoch nicht praktikabel, das
gesamte Wasservolumen numerisch mit einzubeziehen. Damit stellt sich unmittelbar die
Frage, welche Ausdehnung der modellierte Fliissigkeitskorper mindestens aufzuweisen
hat, damit Berechnungsergebnisse hinsichtlich des dynamischen Drucks an der Talsper-
renfront nicht von den Bedingungen am gegeniiberliegenden freien Modellrand beein-
flusst werden. Die Losung ist, am offenen Modellrand Bedingungen einzufiihren, die ein
moglichst nahes Heranriicken dieser Grenze erlauben. Der gebréuchlichste Ansatz hierfiir
basiert auf der Sommerfeld-Bedingung, welche einen fixen Modellrand vorsieht [94]. Da-
mit sind die wirklichen Bedingungen der Fliissigkeitsbewegung dort jedoch nicht wieder-
gegeben. Eine Losung, mit deren Hilfe eine praktikable und dennoch wirklichkeitsgetreue
analytische Losung gefunden werden kann, soll im folgenden skizziert werden |76|. Un-
ter der Annahme von vollstdndiger Inkompressibilitdt und fehlender Viskositat gilt fiir
den Druck innerhalb der Fliissigkeit, welcher von einer Bewegung des Randes verursacht
wurde

Vi =0 (6.93)
An der freien Oberfliche gilt

p=20 (6.94)
und unmittelbar an der Oberfliche des Festkorpers

dp

— = —pay, 6.95

5, = P4 (6.95)
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6.3 Bildung des numerischen Modells

Hierin ist p die Dichte des Fluids und On ist die nach aufen gerichtete Normale auf
der Festkorperoberfliche. Symbol a,, ist die Beschleunigung der Festkérperoberflédche in
Richtung von dn, Abb. 6.33.

Y
y=nh A
- p=0 :
:
|
S
=
)
V=0 |5
o)
)
e p=20
=
|
|
@_ |
By_o : R
Ix:l xV:OO

Abb. 6.33: Bedingungen an den Modellrdndern

Nun wird angenommen, dass in einem unendlichen Abstand x = oo von der Festkor-
peroberfliche ebenfalls (6.94) gilt. Fiir eine nach der Sommerfeld-Bedingung ausreichend
weit vom Festkorper entfernten Distanz gilt an der abgeschnittenen Modelloberfliche im
Fluid die gleiche Bedingung wie an einer fixen Festkorpergrenze:

dp
on
Es wird von einer senkrecht zur Festkorperoberfliche gerichteten Beschleunigung aus-
gegangen. Weiter gelten die Voraussetzungen, dass das Fluidum in der Horizontalen
unendlich ausgedehnt ist, die Fliissigkeitsbewegungen in der Ebene, also zweidimensio-
nal stattfinden, die Festkérperoberfliche vertikal ist und der untere Rand stationér und

horizontal ist. Dann ist der Druck an einem beliebigen Punkt mit den Koordinaten z, y
innerhalb der Fliissigkeit [76]

0 (6.96)

e (_1)n+1 T y
p(z,y) = 2anphz IV (_)‘”E) cos (_)‘”E> (6.97)
n=1 n
Hierin ist
2n —1
A, = % (6.98)

und h die Flissigkeits-Gesamthohe. Fiir einen ausreichend grofen Quotienten x/h kann
der zweite Term in der Summation vernachlissigt werden, und (6.97) wird zu

plasa) = =2 e (=5 eos () (69
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6 Modellierungen fiir Talsperren

Abb. 6.34 zeigt ein Beispiel der hydrodynamischen Druckverteilung, verursacht durch
horizontale Beschleunigung des Wasserkorpers, welche sich zum hydrostatischen Druck
addiert, in einem 40 Meter langen Wasserkorper fir A = 12,0m und a, = 1,0 ®/s> in
der Fliche des Fluidums und direkt an der Festkorperoberfliche. Es zeigt sich eine gute
Ubereinstimmung mit der Formulierung nach Westergaard (6.100) [85].
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Abb. 6.34: Hydrodynamischer Druck nach (6.99)

Nun wird (6.99) eingesetzt, um die nétige horizontale Modelldimension in Abhéngigkeit
zur vertikalen rdumlichen Ausdehnung abzuschétzen. In der vorliegenden Arbeit wurde
ein Verhiltnis von 2 : 1 gewihlt, was angesichts der Kompressibilitdt und Viskositit
realer Fluide auf der sicheren Seite liegt. Um die Zuldssigkeit dieser Annahme zu iiber-
priifen, wurde zunéchst wie in Abb. 6.35 gezeigter Konstellation mit initial durchgingig
linear tiefenabhingigem hydrostatischen Druck nach Abschnitt 4.9.2 auch am freien
Rand, jedoch ohne Horizontalbeschleunigung, ein Simulationslauf mit der entwickelten
SPH-Software durchgefiihrt. Die Modellierung bezieht sich auf eine Talsperre mit 12, 2m
Hohe und einer Gesamtwassertiefe von 10,0 m sowie einer angenommenen Stauseeldnge
von 20,0m. Die Untersuchung wurde durchgefiihrt mit einem aus 5459 Partikeln im
Abstand von Az = 0,2m bestehenden Fluidmodell mit virtuellen Randpartikeln nach
Abschnitt 4.7.3 (in den Bildfolgen nicht dargestellt). Wie fiir Druckstoft-Konstellationen
mit SPH iiblich, wurde kiinstliche Viskositit nach (4.21) mit ar = 1,0 sowie Oy = 1,0
und € = 0, 1 implementiert. Auf eine Korrektur der Partikelgeschwindigkeiten nach (4.24)
wurde zugunsten hoherer Genauigkeit verzichtet, was aufgrund der kurzen Zeitskala pro-
blemlos méglich ist. Die Dauer eines Zeitschrittes At zur Integration mittels Leap-Frog-
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6.3 Bildung des numerischen Modells

Schema, Abschnitt 4.9, wurde mit Az /vgenay = 0,2m/1483,0 M/sec ~ 1,35 - 107* sec
festgelegt. Der Talsperrenkorper wird als verschiebungsfrei angesehen. Die Verédnderung
der Driicke im Reservoir als farbliche Schattierung mit Isobaren zeigt Bilderfolge 6.36.
Die zeitlich korrespondierenden Driicke im Stausee in Abhéngigkeit zur Entfernung zur
Talsperrenfront zeigt Abb. 6.37 in Héhen von 0,0 m; 2,0 m; 4,0 m; 6,0 m; 8,0 m und
10,0 m iiber Sohle in Form entsprechender Diagramme.

10m

B EE——

20m

Abb. 6.35: Initialbedingungen

(a) 0,040 sec.

(c) 0,202 sec.

(d) 0,364 sec.

Abb. 6.36: Dynamische Driicke im Reservoir ohne Horizontalbeschleunigung
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Abb.
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6.37: Tiefengestaffelte dynamische Driicke im Reservoir ohne Horizontalbeschleunigung
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Abb. 6.37: Tiefengestaffelte dynamische Driicke im Reservoir ohne Horizontalbeschleunigung
nach 0,202 sec und 0,364 sec
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Deutlich ist das Wandern der Stérung vom freien Rand zur Talsperrenfront zu beobach-
ten. Die Driicke unmittelbar an der Talsperrenfront, dargestellt in Abb. 6.38, zeigen nach
etwa 0,2 sec erste Veranderungen. Alle Berechnungen, welche Bezug nehmen auf die Be-
dingungen an der Talsperrenfront, werden weit vor diesem Zeitpunkt durchgefiihrt und
sind damit als unabhéngig von den Randbedingungen am freien Rand zu betrachten. Die
negativen Driicke der hoher liegenden Koordinaten kommen rechnerisch durch ortliche
Dichten von p < 1000, 0 k&/m3 zustande. Naturgemif sind die Ergebnisse nicht unabhén-
gig von der durch den Partikelabstand Az bestimmten Auflésung des Modells. Abb. 6.38
zeigt die ermittelten Druckverldufe zweier Rechengéinge. Sie zeigen den Druck unmittel-
bar an der Wasserseite des Bauwerks mit einer Initial-Partikeldistanz von Ax = 0,2m
(6.38a) beziehungsweise Az = 0,3 m (6.38b). Alle anderen Bedingungen sind in beiden
Rechenldufen identisch.
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(a) Az = 0,2 m

Abb. 6.38: Dynamische Wasserdriicke Talsperrenfront in den Héhen 0,0; 2,0; 4,0; 6,0; 8,0 und
10,0 m ab MauerfuBl bei Az = 0,2m
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Abb. 6.38: Dynamische Wasserdriicke Talsperrenfront in den Héhen 0,0; 2,0; 4,0; 6,0; 8,0 und
10,0 m ab Mauerful bei Az = 0,3 m

Mit der hoheren Auflésung sind die Druckgradienten steiler, und ihre Absolutwerte dif-
ferieren zur grobskaligeren Rechnung in Grofenordnungen von 10%. Da der Schritt von
Az = 0,2m auf Az = 0,3m jedoch einer Inkrementierung um 50% entspricht, ist die
Schwankung der Rechengenauigkeit stark unterproportional zur Anderung der Aufls-
sung. Noch feinere Auflésungen hatten keine wesentlichen Anderungen zur Folge.

6.4 Dynamischer Wasserdruck im Erdbebenfall

Fiir Talsperren der Klasse 2 darf nach [25] vereinfacht mit horizontalen Bodenbe-
schleunigungen als quasistatischer Ersatzlast gerechnet werden, siehe Abschnitt 6.1.3.
Die hierfiir anzunehmenden Werte lassen sich iiber die Zuordnung zu bestimmten Erd-
bebenzonen und Uberschreitungswahrscheinlichkeiten finden. In Erdbebenzone I in Siid-
deutschland liegen typische Beschleunigungswerte etwa zwischen 0,4 m/s2 und 1,0 m/s2.
Die stirkste je an einer Talsperre gemessene horizontale Spitzenbeschleunigung wurde
1971 wihrend des San Fernando-Bebens an der Pacoima-Staumauer in Kalifornien mit
mehr als 12 m/sz aufgezeichnet. Zur Simulation des auftretenden dynamischen Wasser-
drucks, der durch das Beschleunigen der Staumauer gegen das trigheitsbedingt zunéchst
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ortsfeste Fluidum entsteht, wird das dynamische SPH-Verfahren verwendet. Es stellt
sich damit die Frage nach der Dauer der Beschleunigungseinwirkung. Die durchgefiihr-
ten Rechengénge orientieren sich daran, dass bei Staumauern fiir die Rissbildung der
Spitzenwert der Bodenbeschleunigung im Frequenzbereich bis zu ca. 7 Hz eine wichtige
Rolle spielt [87|. Die Frequenz gibt die Anzahl vollstéindiger Schwingungszyklen pro Se-
kunde an, Abb. 6.39, und ist der reziproke Wert der Periodendauer, welche der fiir eine
Schwingung benotigten Zeit entspricht.

1 1/4 Periodendauer
S

Amplitude

.

A
v

Periodendauer

Abb. 6.39: Ein vollstandiger Schwingungsvorgang

Fiir eine angenommene Frequenz von 2 bis 7 Hz ergibt sich fiir einen kompletten Schwin-
gungsvorgang eine Zeitspanne von 1/2 - 1/7 sec. Da der erste Beschleunigungsvorgang nach
1/4 der Periodendauer abgeschlossen ist, wird als mafsgebliche Dauer des untersuchten
Vorgangs ein Viertel der Zeit eines vollstdndigen Schwingungszyklus angenommen, also
1/8 - 1/28 sec. Eindeutig ist aus Abb. 6.38 zu schliefen, dass erst ab etwa 0,2 sec eine Be-
einflussung der Druckverhéltnisse an der Talsperrenfront durch den freien Modellrand
eintritt. Damit konnen alle Betrachtungen im oben genannten Zeitfenster als unbeein-
flusst vom freien Modellrand angesehen werden. Im Folgenden werden Vorgéange binnen
der Zeitspanne bis 0,2 sec betrachtet. Der Talsperrenkoérper wird mit konstanten Be-
schleunigungen von a; = 0,5 m/s2; 1,0 m/s2; 5,0 m/s2 und 10,0 m/s2 gegen den Fluidkérper
des Reservoirs beschleunigt, gleichzeitig wirkt die normale Gravitation von g = 9, 81 m/s2.
Den Druckverliaufen aller Beschleunigungen ist gemein, dass sie nach annidhernd linearem
Ansteigen ihren Hohepunkt etwa nach 0,17 sec erreichen, um danach etwa in gleichem
Mafs wieder abzufallen, in Abb. 6.40 fiir die verschiedenen Hohenkoordinaten an der
Talsperren-Vorderseite aufgetragen. Fiir den Nachweis sind diese maximal auftretenden
Driicke mafgeblich. Diese anzusetzenden Druckverldufe in den Hohen 0,0 m; 2,0 m;
4,0 m; 6,0 m; 8,0 m und 10,0 m ab Sohle unmittelbar an der Stirnseite der Talsperre
zeigen die Diagramme in Abb. 6.41 bis 6.44.
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Abb. 6.40: Zeitlicher Verlauf des dynamischen Wasserdrucks an der Staumauer
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Abb. 6.40: Zeitlicher Verlauf des dynamischen Wasserdrucks an der Staumauer
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Abb. 6.41: Verlauf des maximaler dynamischen Wasserdrucks an der Talsperrenfront zum Zeit-
punkt 0,17 sec fiir a;, = 0,5 m/s?
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Abb. 6.42: Verlauf des maximaler dynamischen Wasserdrucks an der Talsperrenfront zum Zeit-
punkt 0,17 sec fiir a;, = 1,0 m/s?
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Abb. 6.43: Verlauf des maximaler dynamischen Wasserdrucks an der Talsperrenfront zum Zeit-
punkt 0,17 sec fiir a;, = 5,0 m/s2
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Abb. 6.44: Verlauf des maximaler dynamischen Wasserdrucks an der Talsperrenfront zum Zeit-
punkt 0,17 sec fiir a;, = 10,0 m/s2
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6.5 Vergleich mit analytischen Losungen

Gebréuchlicher Weise wird der erdbebenbedingte zusitzliche Wasserdruck nach dem Ver-
fahren von Westergaard [85] als statische Ersatzlast beriicksichtigt: Hierbei wird eine zu-
sitzliche zu beschleunigende tiefenabhingige Wassermasse angesetzt. Das Produkt die-
ser zusatzlichen Masse mit der Erdbebenbeschleunigung ergibt den erdbebenbedingten
zusatzlichen Wasserdruck jeder Tiefenkoordinate. Es gibt verschiedene Formulierungen
dieser Funktion fiir unterschiedliche Charakteristiken. Haufig anzutreffen ist folgender
Ansatz einer parabelférmigen Funktion:

mw(h):g-pw-hw-\/l—hi (6.100)

Hierin ist m,(h) die tiefenabhéngige, zu beschleunigende zusitzliche Wassermasse, p,,
die als tiefenunabhingig angenommene Dichte des Wassers, h, die Gesamtwassertiefe
und h die betrachtete Wassertiefe, Abb. 6.45.

Wasserkorper

by

Talsperre

Abb. 6.45: Parameter der Westergaard-Formulierung

Abb. 6.46 zeigt den parabelférmigen Verlauf des zusitzlichen Wasserdrucks ab Wassero-
berfliche mit zunehmender Tiefe fiir eine Beschleunigung von a;, = 1,0 m/s2. Die folgen-
den Diagramme in Abb. 6.47 bis 6.50 stellen die beiden analytischen Ansétze von We-
stergaard [85] und Sharan [76] nach (6.100) bzw. (6.99) den SPH-Simulationsergebnissen
gegeniiber. Es zeigt sich gute Ubereinstimmung. Bei Beschleunigungen bis 1,0 m/s? ist
praktisch Deckungsgleichheit gegeben. Bei hoheren Beschleunigungen liegen die Ergeb-
nisse der SPH-Simulation in groferen Wassertiefen etwas iiber den analytischen Ergeb-
nissen, bei geringen Wassertiefen, etwa unter 1,5 m, darunter. Beide analytische Verfah-
ren bestitigen damit den Ansatz der Smoothed Particles Hydrodynamics. Angemerkt
sei, dass die realen Wasserdriicke im Normalfall unter diesen Ergebnissen liegen werden,
da die Periodendauer der Erdbebenschwingung im Allgemeinen zu kurz sind, sodass die
maximalen Driicke um 0,17 sec nicht erreicht werden. Dies bestétigt jedoch wiederum
den ebenfalls sehr konservativen Charakter der analytischen Verfahren zur Ermittlung
der hydrodynamischen Erdbebenlasten. Sowohl der Gebrauch der analytischen Verfahren
wie auch die SPH-Simulation kénnen damit als auf der sicheren Seite liegend angesehen
werden.
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Abb. 6.46: Dynamischer Wasserdruck nach Westergaard
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6.6 Wellenbildung

Fiir die Bemessung des Freibords ist es wichtig, Aussagen iiber die Hohe von entste-
henden Wellen machen zu kénnen. Durch die kurze Einwirkdauer der Erdbebenbe-
schleunigung entsteht zunichst keine wesentliche Wellenbildung an der Talsperrenfront.
Abb. 6.51 zeigt die Wasserspiegel bei den genannten Beschleunigungen. Lediglich bei
ap, = 5,0 /s> und a; = 10,0 m/s2 sind leichte Anstiege des Wasserspiegels an der Tal-
sperre zu beobachten, Abb. 6.51. Die Schattierungen geben den Druckverlauf wieder.

(a) a, = 0,5 m/s?

(b) ap = 1,0 m/s?

(c) ap =5,0 m/s?

(d) ap = 10,0 m/s>

Abb. 6.51: Welle zum Zeitpunkt ¢t = 0, 2sec bei konstanten Horizontalbeschleunigungen

201



6 Modellierungen fiir Talsperren

6.7 Verformungen und Krafte im Talsperrenkorper

Im Folgenden werden die durch Erdbebenkrifte verdnderten Kraftfliisse und Verfor-
mungsfiguren des Talsperrenkorpers diskutiert. Es wurde ein identisch zum vorherge-

henden Abschnitt dimensioniertes Modell verwendet, dessen Abmessungen Abb. 6.52
wiedergibt.

=

14m | 10m

12m
Abb. 6.52: Simulationsmodell

Samtliche Simulationen wurden gerechnet unter Annahme eines ebenen Verzerrungszu-
standes mit einem Elastizitdtsmodul E = 21 GPa, einem Querdehnungsverhéaltnis von
p = 0,3 und einer Dichte von p = 2200 k8/m3. Abb. 6.53 zeigt die Verschiebungsfigu-
ren des Talsperrenkorpers, verursacht durch Horizontalbeschleunigung des Mauerfufses
und daraus trigheitsbedingt wirkende Korperkréifte sowie dynamischen Wasserdruck.
Bis 1,0 m/s2 iiberwiegt das Eigengewicht, und eine Verformung gegen das Reservoir ist
zu beobachten, stiarkere Beschleunigungen haben deutliche Neigungen auf die Luftseite
zur Folge. Beim hohen Vergréferungsfaktor der 500-fachen Uberzeichnung sind bereits
auch korperinterne Dehnungen und Stauchungen zu erkennen.
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(a) ap = 0,5 m/s? (b) ap =1,0 m/s?

(c) ap =5,0 m/s? (d) ap = 10,0 m/s?

Abb. 6.53: Verschiebungen bei konstanten Horizontalbeschleunigungen, 500-fach

Die Bilderserie in Abb. 6.54 zeigt die zugehorigen Vertikalspannungen unter gleichen
Last- und Modellannahmen. Wihrend schwiicherer Erdbeben bis 1,0 m/s?, wie sie in Siid-
deutschland typischerweise als Bemessungserdbeben fiir kleinere Talsperren anzusetzen
sind, keine gravierenden Auswirkungen haben, ist bei stirkeren Beben erwartungsgemaf
deutlich die Ausbildung von Zugzonen im Bereich des wasserseitigen Talsperrenfufies zu
beobachten. Die Verformungen sind nicht dargestellt.
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(a) 0,5 m/s? | (b) 1,0 m/s?

(c) 5,0 m/s? (d) 10,0 m/s?

== - TSA——SS—
-300000.00 Wertikalspannung [Pa] 30000000

Abb. 6.54: Vertikalspannungen bei konstanten Horizontalbeschleunigungen

Ein analoges Bild ergibt sich fiir die Schubspannungen, Abb. 6.55. Erst bei den starken
Beschleunigungen sind deutliche Gradienten zu beobachten, wovon vor allem das vordere
Bauwerksdrittel betroffen ist.
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6.8 Risspfade

(a) 0,5 m/s? (b) 1,0 m/s?

(c) 5,0 m/s? (d) 10,0 m/s?

—— DE— ]
-200000.00 Schubzpannung [Fa) 2000000

Abb. 6.55: Schubspannungen bei konstanten Horizontalbeschleunigungen

6.8 Risspfade

Theoretisch beginnt ein Riss dort, wo die Rissinitiierungskriterien nach Abschnitt 6.2.9
erfiillt, also die zuldssigen Spannungen iiberschritten sind. Jedoch wird es in der Reali-
tédt so sein, dass Risse an Schwichezonen entstehen; Fugen im Mauerwerk oder zwischen
Betonageabschnitten, bereits vorhandene Rissansidtze beispielsweise durch Frost-Tau-
Wechsel und Ahnliches. Die Ausprigung des anschliekenden Rissvorgangs hiingt vom
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Ort des Entstehens ab, da unterschiedliche Spannungsfelder und Materialzonen durch-
laufen werden. Nach den in Abschnitt 6.2.5 vorgestellten Verfahren zur numerischen
Risspfadberechnung wird in diesem Teil beispielhaft der Verlauf eines Risses abhén-
gig von seiner Entstehungskoordinate, welche nach den unter Abschnitt 6.2.9 erfolgten
Darlegungen angenommen werden kann, und der Belastungssituation gezeigt. Abb. 6.56
zeigt den Rissverlauf eines Risses, der nach den gemachten Annahmen an der Stelle
der groften Zugspannung angesetzt wurde. Die Rissinkrementierungslinge betrug 0,1
m pro Rechenschritt. Die Belastung der Talsperre durch Eigengewicht und Erdbeben-
beschleunigung entspricht einem gemischten Modus nach Abschnitt 6.2.2. Risse diesen
Modus’ haben die Tendenz, ihre Richtung so zu dndern, dass sie sich einem Modus I -
Zustand reiner Zugspannung in Bezug auf die Rissachse anndhern. Deutlich ist dies in
Abb. 6.56 anhand der ersten Hauptspannung zu sehen: Unmittelbar weicht der Riss zur
Vertikalen entlang der ausgepréigten Zugspannungszone aus und erreicht die Sohlfuge.
Die Verformungen sind stark vergrofert aufgetragen.

(a) (b)
(c) (d)
10000000 Hauptspannung [Fa] 50000000

Abb. 6.56: Risspfad

206



6.8 Risspfade

Der Riss schreitet solange fort, bis der fiir das Material kritische Spannungsintensi-
tatsfaktor K;o unterschritten wird. Ein Beispiel fiir das zum Stillstand Kommen eines
Rissvorgangs zeigt Abb. 6.57, welcher in Hohe von 2,0 m iiber Mauerfufs angesetzt wurde
bei einer horizontalen Belastung von 10,0 m/s>. K;o wurde mit 1,0 MNm'/? angesetzt,
nach Tab. 6.6 einem typischen Wert fiir unbewehrten Beton.

A

(a) (b)
(c) (d)
A00000.00

-100000.00 Hauptsparrung [Pal

Abb. 6.57: Zum Stillstand kommender Riss
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7 Weitere Anwendungen

Die Eignung der Elementfreien Galerkin Methode zur mechanischen Festkdrperanaly-
se wurde im vorhergehenden Kapitel 6 deutlich. Zur Veranschaulichung der breitban-
digen Anwendbarkeit netzfreier Methoden und speziell des Verfahrens der Smoothed
Particles Hydrodynamics in hydromechanischen Untersuchungen werden im Folgenden
einige Simulationen in knapper Form vorgestellt, die mit dem im Zuge dieser Arbeit
entwickelten Softwarepaket durchgefiihrt wurden. Ohne vertiefte Ergebnisse wiederzu-
geben, soll gleichfalls ein qualitativer Eindruck vom Potential des Verfahrens auf dem
Gebiet der Festkorpermechanik und -dynamik, auch in Fluidinteraktion, nach dem in
Abschnitt 4.12.6 entwickelten Ansatz zur Implementierung von Zugfestigkeit gegeben
werden. Dies reicht bis hin zu seil- und baudynamischen Experimenten, die auferhalb
des Fokus der vorliegenden Dissertation liegen.

Einfiithrend zeigt Abb. 7.1 einen schrig gestellten, etwa zu 1/3 fliissigkeitsgefiillten Behél-
ter aus elastischem Material. Die Kantenldnge betragt 1 m, die Wandstéarke etwa 5 cm.
Der Elastizitdtsmodul wurde mit 1550 MPa etwa den Eigenschaften von Polypropylen
entsprechend eingestellt. Der Behélter fiallt nun durch Gravitation in einen weiteren,
stationdren Behélter. Es zeigen sich extreme Verformungen der Hiille und Bewegungen
der Fliissigkeit, welche horizontales oszillierendes Gleiten des Behilters zur Folge hat.
Der abgebildete Vorgang dauert etwa 1,5 Sekunden.

Abb. 7.1: Flissigkeitsgefiillter elastischer Behilter
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7.1 Freie Fliissigkeitsbewegungen

Bis vor wenigen Jahren war es mit vertretbarem Aufwand praktisch nicht moglich, freie
Fliissigkeitsbewegungen zu simulieren. Tropfenablosungen, Turbulenzen und das kom-
plexe Benetzen der Réander trugen zu instabilem Verhalten der vorhandenen Modelle bei.
SPH hat diese Nachteile aufgrund seiner Struktur, die ndher an der Realitit bewegter
Fliissigkeitsteilchen liegt, nicht.

(a) (b)

(e) (f)
Abb. 7.2: Uberschlagende Welle in Behilter

Abb. 7.2 zeigt einen Fliissigkeitskorper in einem Behélter, an dessen Innenseite plotzlich
die imagindre Trennwand entfernt wird wie bei einem brechenden Damm. Zu beobach-
ten ist der Ausbreitungsvorgang und das Auflaufen auf die rampenférmig ausgebildete
rechte Behilterseite sowie das Uberschlagen der sich bildenden riicklaufenden Welle.
Zur Darstellung wurde nicht die Wiedergabe einzelner Partikel gewihlt, sondern eine
flichenhafte Zeichnung, bei der in einem regelméfigen ortlichen Raster der gewiinschte
Parameter, hier die Geschwindigkeit, ermittelt wird. Uber das Raster werden anschlie-
fsend mit Hilfe des Marching Squares-Verfahrens, Abschnitt A.3, die Isoflichen gleicher
Farbe gelegt. In Abb. 7.3 ist die Bewegung einer freien Sdule kompressibler Fliissigkeit,
welche plotzlich der Schwerkraft ausgesetzt wird und in sich zusammenfillt dargestellt.
Viskositatsbedingt kommt die Fliissigkeit zur Ruhe, nur noch leichte Wellenbewegungen
sind gegen Ende zu beobachten. Der Vorgang dauert etwa 10 sec. und wurde mit rund
5000 Partikeln simuliert. Der Vorgang findet in einem rechteckigen Behélter statt, die
Hohe der Fliissigkeitssdule ist 5 m bei 0,4 m Breite.
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Abb. 7.3: Zusammenbrechende Fliissigkeitssaule
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7 Weitere Anwendungen

Abb. 7.4 zeigt einen dhnlichen Vorgang in einem geschlossenen rechteckigen Behélter:
Links und rechts befinden sich in diesem Fliissigkeitskorper, welche dammbruchartig
zusammenfallen, sich dabei aufeinander zu bewegen und beim Zusammenprall eine hohe
vertikale Geschwindigkeit erreichen.

F4320 ="
11 s :

(d)
Abb. 7.4: Uberschlagende Welle in Behilter
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7.1 Freie Fliissigkeitsbewegungen

Obige Darstellung 7.4 zeigt dabei Geschwindigkeitsvektoren, deren Lénge und Graustu-
fung proportional zur Teilchengeschwindigkeit ist. Besonders gut ist damit die Orbital-
bewegung des einzelnen Teilchens an den Wellenoberflichen zu erkennen. Ein weiteres
Beispiel fiir die gute Wiedergabe von dynamischen Vorgingen mit freier Oberfliche stellt
Abb. 7.5 dar: Ein Tropfen schligt schrig in einen Fliissigkeitsbehilter. Deutlich ist der
typische “Krater” beim Einschlag und der anschliefende Wellenberg an dieser Stelle zu
sehen.

Abb. 7.5: In Fliissigkeit eintretender Tropfen

SPH wurde auch zu Untersuchungen von Impaktvorgéngen extremer Geschwindigkeiten
oder Fragmentierungen von Festkorpern beispielsweise durch Explosionen eingesetzt [68].
Durch die bei angepassten Parametern frei wihlbare Zeitskala sind auch schnelle Vor-
ginge gut zu beobachten. Abb. 7.6 verdeutlicht dies fiir den Einschlag eines kleineren
Fliissigkeitskorpers in einen groferen mit einer Geschwindigkeit von circa 100 m/s.
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Abb. 7.6: Kollision mit sehr hoher Geschwindigkeit

7.2 Bauwerksiiberstromungen

Zur Risikoabschétzung einer Talsperre gehort auch, Auswirkungen von Flutwellen im
Falle des Mauerbruchs zu untersuchen. Hierzu ist es notwendig, ihre Ausformung in Ab-
hangigkeit der Topologie der Umgebung zu kennen. Auch fiir die Dimensionierung von
Bauwerken, beispielsweise des Tosbeckens eines Wehres, ist es notig, dass die Uberstro-
mungsformen bekannt sind. Ein Beispiel ist in Abb. 7.7 in Form der Uber- und Un-
terstromung eines Wehrkorpers gegeben, nachdem ein oberhalb gelegener Wasserkorper
plotzlich der Gravitation ausgesetzt wird.
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(a) (b)

Abb. 7.7: Uber- und unterstromtes Wehr

7.3 Dichtestromungen

Innerfluide Stromungsvorginge, ausgelost durch Dichteunterschiede, sind alltiglich in
den Téatigkeitsfeldern von Bauingenieuren. Man denke an Grundwasserkontaminationen,
aber etwa auch an Lufteinschliisse in Rohrleitungen. Auch fiir die globalen Meeres- oder
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Luftstromungen sind Dichteunterschiede, hervorgerufen unter anderem durch Tempera-
turgradienten, urséichlich. Es liegt auf der Hand, netzfreie Methoden zur Untersuchung
derartiger Vorgidnge zu modifizieren und einzusetzen. Fiir die Bilder der in Abb. 7.8
gezeigten Simulation wurden zwei Blocke von SPH-Partikeln senkrecht nebeneinander
gelegt. Hierbei weist der linke Bereich eine nur halb so grofe Dichte wie die Partikel der
rechten Hélfte auf. Innerhalb weniger Sekunden findet ein fast vollstdndiger Lagewechsel
zur horizontalen Schichtung im einen Meter Kantenlinge messenden Behilter statt.

(a) (b) (c) (d)

Abb. 7.8: Lageveranderung unterschiedlich dichter Fliissigkeiten

Eine Variation dieses Vorgangs ist in Bilderfolge 7.9 zu erkennen. Ein zentraler Bereich
geringerer Dichte steigt an die Oberfliche einer umgebenden schwereren Fliissigkeit. In
dhnlichen Vorgéngen finden Konvektionsprozessen aufgrund thermisch bedingter Dich-
tedifferenzen ihre Ursache.

(a) (b) (c) (d)

Abb. 7.9: Dichtestrémung

7.4 Umstromungen

Stromungen in geschlossenen Gebieten waren mit FEM schon bald gut darstellbar. Pro-
blematisch ist hierbei jedoch oft das Erstellen des Netzes bei nicht trivialen Geometrien
wie in Bild 7.10: In einem Kanal befinden sich diinne Hindernisse quer zur Fliefrichtung
von rechts nach links. Da in einer SPH-Modellierung keinerlei Rechennetze zu editieren
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sind, bietet sich das Verfahren auch fiir die Losung solcher Probleme an. Die genannte
Darstellung zeigt daher eine mit diesem Verfahren durchgefiihrte qualitative Untersu-
chung des Umstréomungsmusters in diesem circa 12 m langen Gerinne in Abhéngigkeit
zum Abstand der Hindernisse. Gut zu beobachten ist die Bahn des individuellen Par-
tikels und daher auch das Gesamtbild der Strémung. Die von den Partikeln auf die
Hindernisse ausgeiibte Kraft kann einfach ermittelt werden. Ubertragen auf verwand-
te Fragestellungen kann daher etwa auch die optimale Anordnung und Ausbildung von
Wasserkraft-Turbinen samt Zu- und Abfiihrung des Triebwassers gefunden werden.

Abb. 7.10: Umstromung stationdrer Hindernisse

7.5 Schwimmkorper

Gleichgewichtslagen, Auftriebskrifte und damit verbundenes Schwingungsverhalten
schwimmender Korper in bewegter Fliissigkeit analytisch zu ermitteln, ist mit her-
kommlichen Methoden &ufserst schwierig. Es bietet sich daher eine Kombination des
SPH-Modells als Festkorper, wie unter Abschnitt 4.12.6 beschrieben, und in originérer
Fliissigkeitssimulation an. Das folgende Beispiel, Abb. 7.11, veranschaulicht, wie ein solch
komplexes Zusammenspiel numerisch auf netzfreier Basis geldst werden kann: Zwei Kor-
per unterschiedlicher Form, einer davon hohl, fallen in ein fliissigkeitsgefiilltes Becken.
Sie tauchen ein, werden durch Auftriebskréifte wieder nach oben getragen und finden
ihre Gleichgewichtslage, um die sie in den entstandenen Wellen schwingen.

(a) (b) (c)
Abb. 7.11: Schwimmende Kérper
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Einen weiteren Schritt in die Kombination netzfreier Verfahren illustriert Abb. 7.12: Ein
teilweiser hohler Festkorper schlégt auf einem eingespannten Balken auf, dreht sich durch
die Kollision und fillt in die darunter liegende Fliissigkeit, in welcher er aufschwimmt.
Das elastodynamische Verhalten des nachschwingenden “Sprungbretts” wurde hier mit
SPH simuliert, bote sich selbstverstindlich aber auch fiir eine Modellierung mit EFGM,
wie in Kapitel 3.6 mit dem Timoshenko-Balken gezeigt, an.

Abb. 7.12: Kombination einer Festkdrper- und Fluidsimulation

7.6 Mehrkorperdynamik

Fiir die in Abb. 7.13 dargestellte Modellierung eines einseitig fixierten, aus der Hori-
zontalen fallenden Seils, welches mit einem stationédr darunter angeordneten Festkorper
kollidiert, wurden die unter Abschnitt 6.2.13 beschriebenen Bindungen fiir nur eine Reihe
von Partikeln angewendet. Die “eindimensionale” Partikelreihe reagiert biegeweich, Zug-
krifte konnen iibertragen werden, Druckkriften weichen die Partikel durch Seitwértsbe-
wegung aus: Freie Drehbarkeit im Sinne eines gegenseitigen Umkreisen der Partikel ist
moglich, da der entwickelte Ansatz lediglich auf Distanz-, nicht aber auf Winkeldnde-
rungen reagierend eingestellt wurde.
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(a) (b) (c)
Abb. 7.13: Im Fall kollidierendes Seil

Abb. 7.14 zeigt eine weitere Anwendung der Festkorper-Seil-Interaktion in Form des
Newton-Kugelstosspendels. Der rechtsliegende von sechs unter Gravitationswirkung zu-
néchst ruhig an Seilen hdngenden Korpern erhélt einen Impuls nach links. Dieser pflanzt
sich durch Kollisionen zwischen den Kérpern fort, bis der gegeniiberliegende Koérper frei
ausschwingt. Zu beobachten ist auch die zeitlich versetzte, vertikale Wellenausbreitung
in den “Seilen”; einfache Partikelreihen.

() (b) (c) (d)
Abb. 7.14: Newton-Kugelstosspendel
Abb. 7.15 zeigt einen links einseitig eingespannten diinnen Balken der Stirke mehrerer,
untereinander verbundener Partikellagen. Hierdurch besitzt die Struktur eine gewisse

Biegesteifigkeit. Der Balken schwingt unter Gravitationseinwirkung nach unten und kol-
lidiert mit einem fixen Korper. Deutlich sind Riick- und interne Schwingungsvorgéinge

zu beobachten.
\

$ $ $
(a) (b) (c)

. \ ‘\,
(d) (e) ()

Abb. 7.15: Diinner Balken mit Kollision
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Werden hingegen einlagige Partikelketten parallel zusammengelegt, jedoch nicht wie vor
untereinander verbunden, so kann das Verhalten von Faserbiindeln untersucht werden.
Abb. 7.16 stellt ein solches oberhalb einer fixierten Platte befestigtes Biindel dar, welches
sich unter Schwerkraft aus seiner zunichst senkrecht aufgestellten Position nach unten
ausbreitet. Eine denkbare Anwendung in erweiterter Form ist etwa die Untersuchung
des Einflusses von Wasserpflanzen auf die Flieftgewésserhydraulik. Oder umgekehrt, eine
Analyse der Stromungen in bewachsenen Gewésserbereichen, welche mafsgebliche Fak-
toren beispielsweise fiir Fischhabitate sind.

() (b) (c)

(d) (e)
Abb. 7.16: Faserbiindel unter Schwerkraft

In den Bauingenieurwissenschaften treten oft Kombinationen von Strukturen oder Trag-
werkselementen auf, die ein an sich schon komplexes dynamisches Verhalten zeigen.
Selbst mit modernen numerischen Methoden wie dem Verfahren der Finiten Elemente
erfordert es einen enormen Aufwand, etwa eine dynamische Analyse komplexer Bauwerke
durchzufiihren. Das Zusammenspiel vollig unterschiedlich gearteter Teile des Bauwerks
ist dann oft nur noch schwer ohne ebenfalls kostspielige Versuche vorhersagbar. Netz-
freie Methoden konnen durch die einfach mégliche Implementierung unterschiedlichster
Strukturen und deren Kombination, wie vorhergehend gezeigt, eine vorteilhafte Alterna-
tive darstellen. Abb. 7.17 zeigt etwa die Druckspannungen und die stark iiberzeichneten
Verformungen einer Kombination aus Festkorper- und Seilkonstruktion in Gestalt ei-
ner schematischen Briicke, unten und rechts an Festlagern fixiert. Unter Schwerkraft
verformt sich die Briicke, die Seile beginnen zu wirken, und es stellt sich ein Zuriick-
schwingen ein. Die Berechnung erfolgte durch ein entsprechend angepasstes SPH-Modell
mithilfe des entwickelten Programmcodes. Neben der Elementfreien Galerkin Methode
ist das Verfahren der Smoothed Particles Hydrodynamics offensichtlich ebenfalls zur
Untersuchung auch derart komplexen Verhaltens geeignet.
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Abb. 7.17: Schwingende Seilbriicke
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8 Abschlieliende Betrachtung und
Ausblick

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, durch Anwendung neuer numerischer Verfahren die
rechnerische Behandlung wasserbaulicher und hydromechanischer Problemstellungen zu
vereinfachen und fiir weitere Gebiete zu erschlieffen. Unter einer Vereinfachung ist in
diesem Sinne der Wegfall fiir den anwendenden Ingenieur aufwindiger Bearbeitungs-
schritte des numerischen Modells zu verstehen. Erschlossen werden mit den vorgestell-
ten Methoden Bereiche, in denen mit herkommlichen Methoden eine Berechnung zu
zeitintensiv wire oder aufgrund des Modellkonzepts prinzipiell nicht moglich ist. Fiir die
Verwirklichung der genannten Ziele wurden netzfreie Verfahren vorgeschlagen. Da diesen
Verfahren im Gegensatz zu gebrduchlichen Methoden kein Rechennetz zugrunde liegt,
entfallen viele an eine solche starre Konnektivitit der Knoten gekoppelte Schwierigkeiten.
Die Problematik eines Rechennetzes liegt in dessen Kopplung an die Kérpergeometrie:
An den Korperrandern folgt das Netz dem Umriss des untersuchten Gebiets. Dies wirkt
sich bei iiblichen Modelldimensionen auf die gesamte Netzstruktur im Korperinneren
aus. Gleichzeitig ist die numerische Prézision der Abbildung von Gradienten direkt ab-
hingig von der Netzdichte. Damit ergibt sich zusétzlich zur geometrischen Abhéngigkeit
eine Beziehung der Netzstruktur zum Krifteverlauf, welcher zum Zeitpunkt der Netz-
generation noch nicht bekannt ist. Netzfreie Methoden weisen diese Kopplungen nicht
in dieser unmittelbaren Form auf. Durch den anders gearteten Ansatz der Bildung der
Stiitzstellen-Konnektivitdt kann die Verteilung der Knoten unabhéngiger von Korper-
geometrie und Gradienten erfolgen. Damit sind netzfreie Methoden prédestiniert fiir
einen Einsatz im Rahmen wasserbaulicher Betrachtungen, in welchen oftmals komple-
xe Korpergeometrien anzutreffen sind, sei es die Struktur des Bauwerks selbst oder der
Fliissigkeitskorper des Wassers. Verschiedene netzfreie Methoden weisen unterschiedlich
gute Eignungen fiir bestimmte Problemstellungen auf. Bestimmte Verfahren eignen sich
besonders zur numerischen Modellierung von Festkorpern, andere bilden das Verhalten
von Fliissigkeiten besonders gut ab. Daher wurde die Interaktion zwischen Festkorper
und Fluid durch die Kombination zweier verschiedener netzfreier Verfahren implemen-
tiert.

Die Elementfreie Galerkin Methode (EFGM) besitzt aufgrund ihres speziellen Ansatzes
der Herstellung der Knoten-Konnektivitit besonders giinstige Voraussetzungen, auch
mit unregelmifig verteilten Knoten hohe Genauigkeiten zu erreichen. Dieser spezielle
Ansatz unter Verwendung des Verfahrens der Moving Least Squares gestattet auch die
einfache Abbildung von Diskontinuitéten. DIN 19700 sieht fiir den Standsicherheitsnach-
weis von Talsperren eine Untersuchung der Bauwerksreaktion im Erdbebenfall beziiglich

223



8 Abschliefsende Betrachtung und Ausblick

der Lénge eines etwaigen in dieser Bemessungssituation entstehenden Risses vor. Da
mithilfe der Elementfreien Galerkin Methode der Riss eines Festkorpers aufgrund der
genannten Eigenschaft der Methode besonders einfach numerisch implementiert werden
kann, wurde dieses Verfahren im Zuge der vorliegenden Arbeit fiir die entsprechenden
Modellierungen angewendet. Mithilfe dieses Ansatzes wurde eine Software entwickelt,
welche eine Aussage zur Entwicklung eines Risses in einem Talsperrenkdrper hinsicht-
lich seiner geometrischen Ausprigung zulédsst. Dies ist moglich ohne eine aufwéndige
Neuvernetzung fiir jedes Stadium des fortschreitenden Risses, wie sie fiir eine solche
Betrachtung mithilfe der Methode der Finiten Elemente nétig wire. Damit wurde das
Ziel einer Vereinfachung gegeniiber gebrduchlichen Methoden erreicht. Entsprechende
Untersuchungen kénnen beschleunigt und somit wirtschaftlicher stattfinden. Unterstiit-
zend zeigte sich eine besonders hohe Stabilitdt des Verfahrens.

In wasserbaulichen Untersuchungen spielt das Verhalten der Fliissigkeit naturgemaf ei-
ne zentrale Rolle. Gerade aber die numerischen Behandlungen freier Oberflichen, der
Bildung isolierter Wasservolumina und des ¢rtlich verdnderlichen Kontakts zwischen
Fest- und Fliissigkeitskorper stellten bisher hohe Hiirden fiir eine numerische Nachbil-
dung dar. Diese Schwierigkeiten sind im netzbasierten Ansatz begriindet. Wo immer die
Konnektivitiat der Knoten hieriiber nicht mehr ausreichend gebildet werden kann, wird
ein solches Modell instabil. Eine Vernetzung durch geradlinige, zwangsweise verbundene
Elemente steht in einem gewissem Widerspruch zur Natur einer Fliissigkeit. Netzansit-
ze funktionieren bei einfachen Geometrien und geringen Verschiebungen. Fliissigkeiten
jedoch haben extrem komplexe Strukturen und ebenso extreme Bewegungsablaufe. Die
Methode der Smoothed Particles Hydrodynamics (SPH) besitzt einen Ansatz, der néher
an der Wirklichkeit eines solchen Mediums liegt: Sie bildet eine Fliissigkeit durch frei be-
wegliche Partikel ab. Zwar liegt die rdumliche Dimension dieser Partikel unvergleichbar
iiber den molekularen Strukturen einer Fliissigkeit, dennoch wird aufgrund einer dem
Modell eigenen raumlichen Glattung der Partikel ein sehr naturnahes Verhalten erreicht.
Aufgrund dieser besonderen Eignung wurde dieses Verfahren als zweite Methode fiir die
Modellierungen im Rahmen der vorliegenden Arbeit eingesetzt. Vorwiegend wurde da-
mit das Verhalten des Fliissigkeitskorpers eines Talsperrenreservoirs analysiert, um eine
Aussage zum dynamischen Erdbebendruck zu erhalten, wie nach DIN 19700 gefordert.
Jedoch gibt es mittlerweile auch Entwicklungen, die es ermoglichen, SPH zur Simulation
von Festkorpern einzusetzen, wie auch in der vorliegenden Arbeit in kompakter Form
vorgestellt. Damit wurden Ergebnisse erzielt, die augenscheinlich gut mit in der Realitdt
zu beobachtenden Bruchvorgingen iibereinstimmen.

Bei diinnwandigen Korpern kann das SPH-Verfahren hier aufgrund der ungiinstigen
Anordnung der Knoten in nur wenigen Lagen selbst der EFG-Methode iiberlegen
sein. Modellierungen wie der vorgestellte, diinne, elastische, fliissigkeitsgefiillte Behél-
ter, Abb. 7.1, sind mit anderen, auch netzfreien Methoden aufgrund des véllig unter-
schiedlichen Verhaltens der beteiligten Materialien viel schwieriger zu implementieren.
Im SPH-Modell bedarf es dazu nur der Justage entsprechender Partikelparamater. Kei-
ne speziellen weiteren numerischen Algorithmen zum Bruchfortschritt, zur Bewegung
isolierter Korperteile oder Ahnlichem sind nétig. Selbst die Behandlung des erneuten
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Kontakts bereits getrennter Einheiten, in der Methode der Finiten Elemente auch mit
speziellen Kontaktelementen nur schwer in den Griff zu bekommen, bedarf nur gerin-

gem Mehraufwands. Auch komplexere Haft-, Diffusions- oder Penetrationsvorgéinge sind
denkbar.

Die Konvergenz der Methode der Finiten Elemente ist nachgewiesen. Dies steht fiir
viele netzfreie Methoden noch aus, auch wenn die in dieser Arbeit présentierten Verglei-
che mit analytischen Verfahren die hohe zu erreichende Genauigkeit zeigen. Gerade fiir
die Methode der Smoothed Partikel Hydrodynamics mit ihren zahlreichen Parametern,
beispielsweise zur Geschwindigkeitskorrektur, kann ein solcher Nachweis auch nur fiir
definierte Konstellationen giiltig sein. Im Allgemeinen muss die Kalibrierung des nume-
rischen Modells fiir den betreffenden Fall neben analytischem Vergleich gegebenenfalls
durch Versuche erfolgen. Dariiber hinaus enthebt auch eine grundséitzlich nachgewiesene
Konvergenz den Anwender nicht von seiner Sorgfaltspflicht: Ohne Weiteres ist es moglich,
beispielsweise mit der Methode der Finiten Elemente etwa durch ungeeignete Element-
geometrien vollig realititsferne Ergebnisse zu erhalten. Dennoch wird einer Berechnung,
welche mithilfe der Finiten Elemente entstanden ist, im Allgemeinen groftes Vertrau-
en entgegengebracht. Diese breite Akzeptanz diirften die vorgestellten neuen Verfahren
zunachst nicht geniefien. Aufgrund der kurzen Zeitspanne seit der Innovation nicht netz-
basierter Methoden und dem daher unterschiedlichen Entwicklungsstand im Vergleich
zu herkdmmlichen numerischen Verfahren sind bisher nur sehr wenige Softwarepakete
netzfreier Methoden erhéltlich. Eine Anwendung ist im heutigen Stadium daher in vie-
len Fillen nur im wissenschaftlichen Bereich praktikabel. Jedoch ist es nur eine Frage
der Zeit, bis ausgereifte Pakete erhiltlich sein werden.

Fiir die in dieser Arbeit vorgestellten Modellierungen wurde eine einfache Kopplung der
beiden netzfreien Methoden EFGM und SPH implementiert. Diese nutzt direkt das iden-
tische Knoten-Wichtungskonzept der beiden Verfahren, um deren bidirektionale Inter-
aktion zu ermoglichen. Hierfiir wurde eine hybride, also in beiden Teilmodellen existente
Interaktionszone eingefiihrt. Diese beruht auf Verfahren, wie sie auch iiblicherweise zur
Behandlung der Rénder im jeweiligen Modell eingesetzt werden, dadurch hélt sich der
Aufwand in Grenzen. Die Kopplung ist robust gegeniiber variablen Randbedingungen
wie verdnderlichen Zonen benetzten oder trockenen Zustandes. Erkauft wird diese Ro-
bustheit zum Preis eines hohen Rechenaufwandes. Wahrend dies fiir Smoothed Particles
Hydrodynamics ohnehin der Fall ist, so wird damit in gewissem Maf die Ausnutzung
einer der wesentlichen Vorteile der Elementfreien Galerkinmethode, namlich die mogli-
che vergleichsweise niedrige Knotendichte, eingeschrinkt. Jedoch diirfte dieser Nachteil
durch den geringen zeitlichen Aufwand zur Implementierung der Schnittstelle mehr als
aufgewogen werden.

Die Elementfreie Galerkin Methode zeichnet sich durch grofere Unabhangigkeit der Kno-
tenverteilung, die nicht gegebene Notwendigkeit einer Vernetzung, und besonders ein-
fache Implementierung von Diskontinuititen wie Rissen gegeniiber beispielsweise der
Methode der Finiten Elemente aus. All dies ist in der besonderen Konstruktion ihrer
Ansatzfunktionen mithilfe des Verfahrens der “Moving Least Squares” begriindet. Man
konnte die Elementfreie Galerkin Methode als eine Anpassung der Finiten Elemente Me-
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thode auf die Verwendung von Moving Least Squares-Ansatzfunktionen bezeichnen. Da-
mit ist das Verfahren priadestiniert fiir Problemstellungen komplexer Geometrie, grofer
Verschiebungen, auftretender Risse. Alle genannten Punkte stellen mit herkémmlichen
Methoden nicht nur im Bereich des Wasserbaus hohe Hiirden da. Die Elementfreie Galer-
kinmethode ist daher als universelles Werkzeug insbesondere zur Festkorpermodellierung
anzusehen, findet aber auch Einsatz beispielsweise in der Modellierung von Strémungen
in Gerinnen mit freien Oberflichen [43]. Sie stellt damit eine vorteilhafte, universell an-
wendbare Alternative zur Methode der Finiten Elemente dar. Die Smoothed Particles
Hydrodynamics erdffnen insbesondere auf dem Gebiet der Hydromechanik Md&glichkei-
ten, die vor wenigen Jahren noch nicht denkbar erschienen. Erstaunlich ist die Einfach-
heit, mit der dies erreicht wird. Begriindet werden kann dies sicher zum Teil damit, dass
der Ansatz frei beweglicher Partikel viel eher den realen Vorgidngen einer Fliissigkeit
entspricht, als etwa ein starres Netz Finiter Volumen. Die Methode eignet sich fiir alle
Fliissigkeitssimulationen, insbesondere mit freier Oberfliche und komplexen Geometri-
en. In der Summe ihrer Eigenschaften gibt es keine direkt vergleichbare Methode.

Begriindet durch die relativ kurze Dauer ihrer Existenz sind bisher kaum Software-Pakete
netzfreier Methoden mit vergleichbarem Umfang zu erhalten, wie dies bei den Metho-
den der Finiten Elemente oder Finiten Volumina der Fall ist. Fiir den wissenschaftlichen
Einsatz wird daher in den meisten Fillen auf Plattformen wie MATLAB [52] zuriick-
gegriffen werden, welche umfangreiche Infrastruktur zu Entwicklung und Visualisierung
der mathematischen Basis dieser Modelle bereitstellen. Oft wird auch auf selbst erstell-
ten Programmcode zuriickgegriffen werden miissen, wie dies auch fiir die vorliegende
Arbeit der Fall war. Nach Wissen des Autors existiert derzeit mit LS-DYNA [37] nur ein
einziges proprietires Softwarepaket, welches auf der Kombination netzfreier Methoden
basierende Module beinhaltet und fiir kommerziellen Einsatz geeignet ist.

Die Elementfreie Galerkin Methode hat dennoch trotz ihrer noch kurzen Geschichte einen
hohen Entwicklungsstand erreicht. Fiir viele speziellere Anwendungen wurden zahlreiche
Losungen vorgeschlagen. Das hauptséichliche Hindernis, welches einem Einsatz in Inge-
nieurbiiros derzeit noch entgegensteht, ist einerseits der geringe Bekanntheitsgrad, an-
dererseits die mangelnde Peripherie: Wihrend es heute bei kommerziellen FEM-Paketen
selbstversténdlich ist, CAD-Daten direkt zu iibernehmen, existieren fiir die Element-
freie Galerkinmethode praktisch keine solchen Schnittstellen, wodurch ihr Potential zu
besonderer Wirtschaftlichkeit noch nicht zur Geltung kommen kann. Auch diirfte die
Verwendung einer solch neuen Methode auf Skepsis bei Auftraggebern stofen. Aufgrund
der Nichtverfiigharkeit anwenderfreundlicher Software setzt der Einsatz der Elementfrei-
en Galerkin Methode vergleichsweise umfangreiche Kenntnisse des Anwenders voraus.

Unter Einsatz der genannten netzfreien Methoden er6ffnen sich zahlreiche Perspektiven:
Risspfade- und Langen lassen sich mit den besprochenen Methoden mit bestimmter Ge-
nauigkeit vorhersagen. Der Gedanke, einen Riss durch eine hierdurch ortlich bestimmba-
re bauliche Mafnahme zu verhindern oder sogar aufzuhalten, liegt auf der Hand. Denkbar
sind versteifende Elemente, die die Vertikalbewegung der Rissflanken unterdriicken. Diese
Versteifungen miissen hinsichtlich ihrer rdumlichen Ausdehnung so bemessen sein, dass
die gesamte Rissenergie wiahrend dessen Hineinwanderns in das Element iiber eine be-
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stimmte Lange verzehrt werden kann. Kann nachgewiesen werden, dass im Extremfall zu
erwartende Risse durch diese Prophylaxe innerhalb zugelassener Grenzen terminiert wer-
den konnen, kann dies zu 6konomischeren Bauformen oder Sanierungsvarianten fiihren.
Weitere Untersuchungen des Modells hinsichtlich seiner Zuverlissigkeit der Risspfadpro-
gnose anhand von Experimenten sind dafiir Voraussetzung.

SPH bietet sich durch seine gute Fahigkeit, Fluide mit freier Oberfliche zu simulieren,
an, Hochwasserverldufe und daraus resultierende Uberschwemmungslagen vorherzusa-
gen. Datenbasis ist die Topographie der Fliisse und umliegender Gebiete, sowie ortlich
vorgegebene initialer Abflussmengen und -dauern beteiligter Gewésser. Aufgrund der
hohen Partikelzahlen und der damit geforderten Rechenkapazititen sind beim augen-
blicklichen Stand der Technik hierzu jedoch H&chstleistungsrechner erforderlich. An die-
ser Stelle wire das Ziel weiterer Entwicklungen, den bei netzfreien Methoden naturgeméfs
héheren numerischen Aufwand durch effiziente Algorithmen zu verringern. Denkbar sind
beispielsweise dynamische Anpassungen: An Orten starker Gradienten ist hohere Prizi-
sion vonnoten als in Bereichen gleichméfigerer Ausprigung. Das Modell der Smoothed
Particles Hydrodynamics lasst die Modellierung von praktisch beliebigen Stromungen zu.
Damit erdffnen sich breite Anwendungsfelder im Wasserbau: Genannt seien beispielswei-
se hydrodynamische Untersuchungen an Komponenten einer Wasserkraftanlage, welche
bisher aufwiandigen FEM-Simulationen vorbehalten waren: Turbineneinlauf, Druckrohr-
leitung, Turbinenlaufrad, Saugschlauch und Wiedereintritt in den Fluss. Hierbei kann
auch die Interaktion zwischen Fluid und umgebender Struktur besonders betrachtet
werden. Ein interessanter Punkt ist etwa die Analyse des Verhaltens mit Hilfe elasti-
scher umhiillender Materialien “weich” ausgefiihrten Lagerungen von Spiralgehdusen fiir
Francisturbinen im Beton der Wasserkraftanlage. Moderne Ausfiihrungen von solchen
Spiralgehdusen weisen im Inneren Strukturen auf, welche Turbulenzverluste minimieren
sollen. Auch fiir Untersuchungen hinsichtlich der Optimierung dieser Strukturen ist SPH
aufgrund seiner Fahigkeit der Abbildung auch héchst komplexer Stromungen geeignet.
Ausreichende Rechenkapazitit vorausgesetzt, beispielsweise durch Parallelrechner oder
Cluster, ist es denkbar, auch die komplizierten Stromungsvorgénge Rauer Rampen nach-
zubilden. Damit konnten Versuchsreihen zur Ermittlung kritischer Fliefgeschwindigkei-
ten unterstiitzt werden. Aber auch die Uberstrémung der Hochwasserentlastungsanlage
oder einer Fischtreppe mit ihren extrem wechselnden Stromungszonen sind ideale An-
wendungsgebiete. Eine detaillierte Modellierung von derart komplexen Stromungen er-
scheinen erst mit SPH unter vertretbarem Aufwand realisierbar. Auch die Modellierung
turbulenter Biche auf dem Gebiet der Okohydraulik riickt in den Bereich des Mach-
baren. Detailliert konnen Fliefsgeschwindigkeiten und Wassertiefen dargestellt werden.
Zusammen mit weiteren Parametern wie dem Sohlsubstrat kann auf dieser Grundlage
mit einem Habitatmodell, beispielsweise dem an der Universitdt Stuttgart entwickelten
Softwarepaket CASiMiR [42], der Einfluss von Abfluss- und Strukturénderungen auf die
Lebensrdume von Fischen, Invertebraten und Makrophyten vorausgesagt werden. Dies
kann wiederum im Rahmen einer Umweltvertriglichkeitspriifung einer Wasserkraftanla-
ge angewendet werden.
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A Anhang

A.1 Der entwickelte Programmcode

Die in der vorliegenden Arbeit vorgestellten Nachweise kombinieren die beiden Netzfrei-
en Methoden Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH) und die Elementfreie Galerkin
Methode (EFGM). Die in diesem Rahmen zur Modellierung entwickelte Software besteht
dies widerspiegelnd aus zwei entsprechenden Modulen. Die Module konnen eigenstandig
agieren; beide besitzen alle notwendigen Routinen zur Erzeugung der Modelle, der eigent-
lichen Simulation und der visuellen oder tabellarischen Datenausgabe. Zum Teil werden
jedoch sehr dhnliche Algorithmen verwendet: So gestaltet sich beispielsweise die Knoten-
bzw. Partikelsuche in beiden Modulen weitgehend parallel, jedoch fiigt das EFGM-Modul
noch die Sichtbarkeitsuntersuchung an den Rissflanken ein. Auch die zentralen Knoten-
und Partikelklassen weisen viele Gemeinsamkeiten auf. Vollig unterschiedlich gestaltet
sich jedoch der eigentliche Rechenkern, der im EFGM-Teil matrizenbasiert arbeitet. Im
SPH-Teil sind die Partikel-Instanzen hingegen in Vektoren abgelegt. Wahrend im SPH-
Modul die zeitliche Integration im Vordergrund steht, wird im EFGM-Modul meist qua-
sistatisch gerechnet. Die Software wurde vollstindig mit Hilfe des Borland C++ Builders
6.0 in C++ unter dem Betriebssystem Microsoft Windows entwickelt. Fiir reine Matri-
zenrechnungen und die Erstellung von Voronoi-Diagramm-Grundstrukturen wurde frei
verfiighbarer Open-Source-Code eingesetzt, fiir die dynamische Allokation fand die C++-
STL-Standard-Bibliothek Verwendung. Die Bedienung findet mit Ausnahme der Inter-
aktion beider Modelle iiber Stapeldateien mittels visueller Oberflichen und Elemente
statt.

A.1.1 SPH-Modul

Abb. A.1 zeigt die Oberfliche des SPH-Moduls. Zentral wird die aktuelle Szene wieder-
gegeben. Zur Auswahl stehen zahlreiche Visualisierungs-Modi, beispielsweise einzelner
Partikel als Pixel, Geschwindigkeitsvektoren als farblich und in der Linge abgestufte
Vektoren. Weiterhin kénnen Dichte, Druck sowie alle weiteren wichtigen Parameter fiir
jeden Rechenschritt dargestellte werden.
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A Anhang
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Abb. A.1: Benutzeroberflache des SPH-Moduls

Zusétzlich wurde ein Modul zur Erzeugung von AVI-Videosequenzen aus den wihrendem
Rechengang abgespeicherten Bitmap-Bilddateien integriert. Diese Moglichkeit hat sich
als besonders wertvoll zur Modellentwicklung erwiesen. Der Benutzer hat zahlreiche
Auswahlmoglichkeiten hinsichtlich der Zeitschrittweite, des initialen Partikelabstands,
des Wirkens von Korperkriaften und vielen weiteren relevanten Parametern. Jederzeit
kann die Ausfiihrung unterbrochen, bei Bedarf der aktuelle Zustand abgespeichert, und
zu gegebener Zeit fortgefithrt werden.

Interne Struktur des SPH-Modells

Die zentrale Klasse im SPH-Modul ist die Klasse TParticle. Sie bildet alle Eigenschaften
eines Partikels ab, die folgende Darstellung gibt einen Eindruck:

class TParticle

{
public:
TParticle();

private:

double x,y; // Koordinaten
double vx,vy; // Geschwindigkeiten

vector <TParticle*> neighbourparticles; // Nachbarpartikel

};
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A.1 Der entwickelte Programmcode

Der Integrationskern ist die Klasse T'SPH. Sie besitzt einen dynamischen Speicher aller
Partikel und alle zur Steuerung der Interaktion der Partikel notwendigen Algorithmen.

class TSPH

{
public:

TSPHQ) ;

private:

vector <TParticle> particles;

void Calc_All_Pressures(vector <TParticle> *particles_rhs);

b

A.1.2 EFGM-Modul

Abb. A.2 gibt einen Eindruck des EFGM-Bedienteils. Ahnlich dem SPH-Ansichtsmodul

ist mittig die zentrale Ansicht angeordnet. Spannungen etc. lassen sich farblich darstel-
len. Der Faktor der Verformungsdarstellung lésst sich einstellen, zahlreiche benutzerspe-
zifische Optionen ermdoglichen eine optimale Abstimmung der Darstellung zur weiteren
Verwendung nach Abspeicherung im JPG- oder Bitmap-Dateiformat.
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Abb. A.2: Benutzeroberflache des EFGM-Moduls

Die Geometrie des zu berechnenden Korpers und physikalische Eigenschaften lassen sich
per Datei einlesen, wobei der Kérperumriss durch Keypoints definiert ist.
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Interne Struktur des EFGM-Modells

Analog zur TParticle-Klasse im SPH-Modul ist das zentrale Objekt im EFGM-Modul
die Klasse T'Node. Sie besitzt alle grundlegenden Beschreibungen eines Knotens:

class TNode
{

public:
TNode () ;

private:

double x,y; // Koordinaten
double sx,sy; // Spannungen

vector <TNodex> neighbournodes; // Nachbarknoten

};

Steuereinheit ist die Klasse TEFGM. Neben einen Speicher aller Knoten besitzt sie alle
Algorithmen beispielsweise die Methoden zu den zentralen Matrizenverfahrensweisen zur
Berechnung der MLS-Ansatzfunktionen, Inversenbildung etc.

class TEFGM

{
public:
TEFGM() ;

private:

vector <TNode> nodes; // dynamischer Knotenspeicher

void Calc_Shapefuctions(vector <TNode> *nodes_rhs}; // Methoden
b

A.1.3 Interaktion der Module

Fiir kombinierte Modellierungen, wie in Abschnitt 5.2.4 dargelegt, die ein wechselseitiges
Starten und eine Dateniibernahme von einem Modul in das Andere erfordern, kann eine
einfache Steuerung mittels einer Stapelverarbeitungsdatei angelegt werden. Diese ruft
abwechselnd entweder das SPH-Modul oder das EFGM-Modul auf. Ubergabeparameter
ist der Name der Datei, welche die Ausgangsdaten, beispielsweise lokale Driicke oder die
Partikelpositionen des letzten Zeitschritts enthalten. Wahrend der Entwicklungen und
Simulationen im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde dies direkt in den Programm-
code eines der Module integriert. Beispielsweise wurde das EFGM-Modul direkt aus dem
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A.2 Suchalgorithmen

SPH-Modul gestartet, nachdem die physikalischen Driicke als Simulationsergebnis ver-
fiigbar waren und als Randbedingungen fiir die EFGM-Modellierung dienen konnten.
Fiir eine Anpassung dieser Schnittstelle an die Erfordernisse fiir andere Vorhaben muss
in den Programmecode eingegriffen werden.

A.2 Suchalgorithmen

Jeder EFGM-Knoten und jeder SPH-Partikel interagiert mit den Partikeln, in deren
Einflussbereich mit Radius h er liegt. Durch die Bewegung der Partikel &ndern sich
diese Nachbarschaftsverhéltnisse mit jedem Zeitschritt. Fiir jedes At miissen also die
Nachbar-Partikel jedes Partikels gefunden werden. Dies ist bei fallweise mehreren tau-
send Partikel oder Knoten eine sehr zeitaufwindige Prozedur und bildet damit einen
zentralen Vorgang in beiden Modulen. Fiir die vorliegende Arbeit wurden zwei Metho-
den der Nachbarschaftssuche implementiert: Die direkte Suche, Abb. A.3a, und die sehr
viel schnellere Methode der verketteten Listen innerhalb von Zellen, Abb. A.3b.
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Abb. A.3: Nachbarpartikel-Suchalgorithmen

Fiir die direkte Suche wird fiir simtliche Partikel abgefragt, ob sie im Einflussbereich
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des betrachteten Partikels liegen bzw. dieser in deren Einflussbereich, was fiir identische
h gleichbedeutend ist. Dies ist dann der Fall, wenn die Distanz zweier Partikel kleiner
oder gleich des Radius h ist: |lr; — r;|| < h;. Der rechnerische Aufwand fiir diese Su-
che steigt quadratisch mit der Partikelanzahl, weswegen diese direkte Methode nur fiir
kleine Partikelmengen praktikabel ist. Fiir die Suche mithilfe verketteter Listen wird
das Gesamtgebiet der Partikel in von der Korpergeometrie unabhingige, diese jedoch
vollstdndig abdeckende Zellen unterteilt. Jeder dieser Zellen ist eine Liste der in ihr be-
findlichen Partikel zugeordnet. Jedes Element dieser Liste enthédlt neben dem Partikel
auch einen Zeiger auf den néichsten Partikel der Liste, dhnlich einer Kette, Abb. A.4.
Somit kénnen weitere Elemente innerhalb der Liste sehr schnell gefunden werden; wei-
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Abb. A.4: Verkettete Liste

terhin besteht dadurch die Moglichkeit, schnell Partikel hinzuzufiigen oder zu entfernen:
In diesem Fall wird lediglich der Zeiger auf das neue Element gesetzt, ein Verschieben
von Speicherinhalten entfillt. Die C++ Standard-Bibliothek STL stellt entsprechende
Schablonen zur Verfiigung. Weiterhin besitzt jede Zelle Zeiger auf ihre unmittelbar an-
schliekenden Nachbarzellen. Dies sind innerhalb des Feldes stets acht Zellen; Zellen am
Rand des Feldes haben weniger benachbarte Zellen. Zu Beginn des Suchalgorithmus je-
des Zeitschrittes werden die Partikel einmalig in die Listen derjenigen Zellen, in denen sie
ortlich liegen, eingefiigt. Gleichzeitig erhilt jeder Partikel die Information, in welcher Zel-
le er sich befindet. Dies geschieht iiber einen einfachen skalaren Index. Je nach Grofe der
Zelle und der internen Lage des Partikels konnen sich in Frage kommende Nachbarpar-
tikel nun ausschlieflich in dieser Zelle, oder zusitzlich in deren Nachbarzellen befinden.
Dort konnen sie iiber das Zeigerkonstrukt der Zellen untereinander und der zelleige-
nen Partikellisten unmittelbar gefunden werden. Die Suche beschrankt sich nun also auf
wenige Listen einer geringen Anzahl von Partikeln und muss nicht mehr fiir sdmtliche
Partikel des Gesamtgebietes durchgefiihrt werden. Erfahrungsgemifs beschleunigt dies
den Vorgang der Partikelzuordnung durchaus um Faktor zehn. Modellrechnungen mit
hoher Partikelanzahl werden auf handelsiiblichen Rechnern durch solch effektive Algo-
rithmen erst ermdglicht. Auf weitere, zum Teil sehr ausgekliigelte Suchmechanismen wie
bindre Bdume und rekursive Gebietsteilungen soll hier nicht nidher eingegangen werden.
Die Suche des néchsten Nachbarpaares bildet ein eigenstindiges Thema der mathema-
tischen Informatik, in der auch das Voronoi-Diagramm, in Abschnitt 2.7 diskutiert, fiir
effektive Algorithmen eingesetzt werden kann [75].

A.3 Visualisierung

Die visuelle Darstellung lisst eine viel schnellere Erfassung der Gesamtsituation zu als
umfangreiche Tabellenausgaben. Daher ist eine effektive und ansprechende graphische
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A.3 Visualisierung

Aufbereitung der Rechenergebnisse wichtiger Bestandteil der Software. Im Folgenden
soll ein hierfiir zentraler Mechanismus, die Marching Squares, vorgestellt werden. Um
beispielsweise den Spannungsverlauf in einem Bauteil exakt in Form von Farbschattie-
rungen darzustellen, wire es erforderlich, fiir jeden Bildschirmpunkt den zugehorigen
Wert an dieser Stelle zu ermitteln. Dies ist sehr rechenintensiv, da diese Parameter
nach Durchfiihrung der Simulation nur an bestimmten Stellen, beispielsweise der Kno-
ten oder Gauf-Integrationspunkte vorliegen, nicht aber fiir jeden beliebigen Punkt. Fiir
alle anderen Orte muss daher aus den vorliegenden, an bestimmte Orte gebundenen Wer-
ten interpoliert werden. Wiinschenswert ist daher ein Verfahren, welches aus an relativ
wenigen vorliegenden Punkten verfiigharen Parametern einen ansprechenden, weichen
Farbverlauf iiber die Gesamtfliche ermittelt. Hierfiir miissen die Grenzen der bestimm-
ten Werteintervallen zugeordneten Farbflichen mdglichst genau wiedergegeben werden.
Da ein echtes Riickrechnen, also beispielsweise von einer bestimmten Spannung auf einen
bestimmten Ort zu schliefen, nicht moglich oder zumindest nicht eindeutig wére, bedient
man sich Verfahren wie jenes der Marching Squares. Die Vorgehensweise beruht darauf,
das darzustellende Gebiet zunéchst in gleiche Quadrate aufzuteilen. An den Eckpunkten
dieser Quadrate wird der farblich wiederzugebende Wert, beispielsweise die Vertikal-
spannung, ermittelt. Da sich je vier Quadrate einen Eckpunkt teilen, reduziert sich der
Rechenaufwand weiter. Diese vier Werte werden nun mit einem Referenzwert vergli-
chen, welcher fiir eine bestimmte Farbe steht. Liegen alle vier Eckwerte {iber oder unter
dem Referenzwert, wird das Quadrat vollstindig ausgefiillt oder bleibt leer. Variieren
die Eckwerte um den Referenzpunkt, so lauft die Grenze des Werteintervalls und damit
des Farbbereiches in einer von sechzehn moglichen Konfigurationen durch das Quadrat,
Abb. A 5. Die genaue Ausrichtung der Grenze zwischen Uber- und Unterschreitung —und

0 1 2 3 4

Abb. A.5: 16 mogliche Konfigurationen der Marching Squares

damit des Randes des zum Referenzwert gehorenden Farbbereichs— wird durch gewohnli-
che lineare Interpolation zwischen zwei Eckpunkten ermittelt, in Abb. A.6 vereinfachend
immer in der Mitte zwischen zwei Eckpunkten liegend dargestellt. Dieses Verfahren wird
nun fiir alle darzustellenden Werteintervalle der Legende durchgefiihrt. Aus vorherge-
henden Schritten bestehende Farbbereiche konnen dabei ganz oder teilweise verdeckt
werden. Ein Uberkreuzen der Farbgrenzen ist jedoch nicht maglich, da es sich um Isoli-
nien handelt. Durch die Vielzahl der Quadrate bei entsprechender Auflosung wirken die
Verldufe “weich” und realistisch. Nach dem Durchlaufen des Verfahrens fiir alle Wertein-
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Abb. A.6: Beispiele von Marching-Squares-Farbflachen

tervalle in der Spannbreite der Legende ist die Darstellung vollstindig, ein Beispiel des
in der entwickelten Software integrierten, auf dem beschriebenen Verfahren basierenden
Visualisierungsmoduls ist in Abb A.7, links wiedergegeben. Oft sind bei einer Darstel-
lung keine Schattierungen gewiinscht, sondern nur die Grenze von Datenbereichen soll
aufgezeigt werden. Dann wird lediglich der durch Marching Squares ermittelte Verlauf
der Grenzen ohne Farbfiillung dargestellt, Abb A.7, rechts.

Abb. A.7: Mit Marching Squares generierte Darstellung der entwickelten Software
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Verzeichnis der Mitteilungshefte 11

138

139

140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

Qin, Minghao: Wirklichkeitsnahe und recheneffiziente Ermittlung von Temperatur
und Spannungen bei groRen RCC-Staumauern, 2005, ISBN 3-933761-41-7

Kobayashi, Kenichiro: Optimization Methods for Multiphase Systems in the Sub-
surface - Application to Methane Migration in Coal Mining Areas, 2005,
ISBN 3-933761-42-5

Rahman, Md. Arifur: Experimental Investigations on Transverse Dispersive Mixing
in Heterogeneous Porous Media, 2005, ISBN 3-933761-43-3

Schrenk, Volker: Okobilanzen zur Bewertung von Altlastensanierungsmafnahmen,
2005, ISBN 3-933761-44-1

Hundecha, Hirpa Yeshewatesfa: Regionalization of Parameters of a Conceptual
Rainfall-Runoff Model, 2005, ISBN: 3-933761-45-X
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grund: 10 Jahre VEGAS: Forschung und Technologieentwicklung zum Schutz von
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Uncertainty of Hydrological Models, 2006, ISBN 3-933761-57-3

Bielinski, Andreas: Numerical Simulation of CO, sequestration in geological forma-
tions, 2007, ISBN 3-933761-58-1

Maodinger, Jens: Entwicklung eines Bewertungs- und Entscheidungsuntersttit-
zungssystems fur eine nachhaltige regionale Grundwasserbewirtschaftung, 2006,
ISBN 3-933761-60-3

Manthey, Sabine: Two-phase flow processes with dynamic effects in porous
media - parameter estimation and simulation, 2007, ISBN 3-933761-61-1

Pozos Estrada, Oscar: Investigation on the Effects of Entrained Air in Pipelines,
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