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Kurzfassung

Die Herausforderung der Stromungsakustik im Regime von Stromungen mit kleiner
Mach-Zahl M besteht in der Behandlung der deutlich variierenden Skalen. Die
Stromung ist gekennzeichnet durch sehr kleine rdumliche Strukturen, wie sie bei-
spielsweise in den Wirbeln von turbulenten Stromungen auftreten. Sie breitet sich
mit langsamer Konvektion aus und enthélt den Haupteil der Energie des Systems.
Dagegen sind die akustischen Wellen raumlich langskalig, da sie sich mit der schnellen
Schallgeschwindigkeit ausbreiten. Eine weitere Figenschaft der Akustik ist ihr sehr
geringer Energieanteil, der durch ihre kleinen Druckamplituden zum Ausdruck kommt.

Um dem beschriebenen Mehrskalenproblem zu begegnen, verwendet die vorliegende
Arbeit einen Storungsansatz, der auf den inkompressiblen Stromungsgleichungen
basiert und der die Schallerzeugung und ihre Ausbreitung modelliert. Dazu werden
die Erkenntnisse aus der inkompressiblen Grenzwertbetrachtung einer kompressiblen
Stromungen verwendet. Das motiviert eine Skalierung der Terme einer Entwicklung um
die inkompressible Stromungslésung. Der Vorteil der Skalierung besteht darin, dass die
physikalisch bedeutenden Terme hervortreten, was sich an der Potenz der Mach-Zahl
ablesen 1a8t, mit welcher der jeweilige Term gewichtet ist.

Gerade im Regime sehr kleiner Mach-Zahlen wird eine Mehrskalenbetrachtung den
unterschiedlichen rdumlichen Skalen gerecht. Denn die Mehrskalenmodellierung fiithrt
eine zweite, langskalige Raumvariable ein. Die aus diesem Ansatz resultierenden
Storungsgleichungen beinhalten Gradienten der physikalischen Gréfien, die sich sowohl
auf die kurze wie auf die lange Raumskala beziehen. Die Eigenschaften der langskaligen
Anteile werden iiber einen Mittelungsprozel extrahiert, was in einer inhomogenen
Wellengleichung fiir die akustische Ausbreitung resultiert. Die Quellterme sind durch
die Stromungslosung definiert und modellieren die Schallerzeugung. Der konvektive
Einflul der Stromung auf die akustische Ausbreitung wird in Stérungen der néchst
héheren Ordnung beschrieben.

Der Grundgedanke der Mehrskalenmodellierung wird im numerischen Verfahren wieder
aufgegriffen. Denn die Stromung wird auf einem feinen Rechengitter diskretisiert, um
die kleinen rdumlichen Strukturen abzubilden. Dieses ist eingebettet in ein deutlich
grober aufgelostes Rechengitter, auf dem die akustischen Ausbreitung simuliert und
das den langskaligen akustischen Wellen angepafit ist. Die beiden Rechengebiete fiir
die Stromung und die Akustik kommunizieren iiber akustische Quellterme. Diese sind
durch die schallerzeugende Strémung auf dem feinen CFD-Gitter definiert und regen
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xii Kurztassung

auf dem groben CAA-Rechengitter die Akustik an. Die Vorschrift fiir den Transfer
der Quellterme zwischen den Rechengebieten wird von der Mehrskalenmodellierung

explizit durch einen Mittelungsprozef3 geliefert.

Die numerischen Ergebnisse bestehen einerseits aus der Validierung der numerischen
Methoden fiir deren aeroakustische Anwendbarkeit, andererseits wurde das aeroaku-
stische Mehrskalenmodell mit dem analytischen Testfall des rotierenden Wirbelpaars

getestet.
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Short description

The main difficulty in the calculation of sound generated by fluid flow at low Mach
numbers M is the occurence of different scales. The fluid flow is characterized by small
spatial structures containing a large amount of energy that may propagate with a
small convectiv velocity, e.g. small vortices in a turbulent flow. The radiated acoustic
waves have small amplitudes as the carry a small amount of energy, but have a long
wavelength due to their fast propagation velocity.

In this thesis a perturbation method is used to calculate the noise generation and the
propagation in combination with fluid flow based on the incompressible equations.
Therefore this thesis uses the insight into the limit of a compressible fluid flow. This
motivates a scaling of the expansion about an incompressible flow for small Mach
numbers M. One advantage of the scaling is that the important terms become obvious,
because all the small terms are multiplied by some power of M, e.g. all the products
of the fluctuations.

Especially in the low Mach number case the different space scales are accounted by
performing a multi scale analysis. The perturbation equations contain derivatives with
respect to the small scale as well as to the large scale variables. The information
about the large scales are extracted via an averaging procedure. This results in a wave
equation as propagation model for the acoustic perturbations and source terms on the
right hand side calculated from the flow solution. The influence of fluid convection
to the propagation of the acoustic perturbations is represented by higher order
perturbations.

According to the multi scale analysis the main idea for the numerical modelling is to
introduce a fine grid for the resolution of the fluid flow that is embedded into a larger
acoustical domain with a coarse grid adapted to the long wavelength acoustics. The
computational domains communicate via the acoustic source terms that are defined
on the fine CFD-grid and generate acoustic waves on the coarse CAA-grid. To get an
appropriate restriction for the acoustical source terms from the fine CFD-grid to the
coarse CAA-grid, the multi-scale expansion with one time scale and two space scales
defines explicitly an averaging process.

Numerical results are shown for the validation of the numerical schemes. The aeroacou-
stic modelling is tested with the analytic test case of the co-rotating vortex pair.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Durch eine zunehmende Anzahl von Verordnungen und Richtlinien spielt die Umwelt-
vertréglichkeit in der wirtschaftlichen Bedeutung von technischen Produkten eine immer
wichtigere Rolle. Die Vermeidung oder die Reduktion von aerodynamischem Lé&rm ist
dabei ein wesentlicher Aspekt in der Luftfahrt (Verkehrsflugzeuge, Hubschrauber) oder
im Automobilbau (Aufien- und Innengerdusch, Motorgerdusch). Die Ursache des Larms
ist in vielen Féllen eine instationdre Stréomung. Bevor jedoch die Larmentstehung im
Entwicklungsproze3 untersucht werden kann, ist es wichtig, deren Entstehungsmecha-
nismen zu kennen. Erst dann kann eine aktive Vermeidung in der Produktentwicklung
beriicksichtigt werden.

Energieskala
A

Stromung

Mehrskalenproblem

Akustik

Langenskala
Abbildung 1.1.1: Darstellung des Mehrskalenproblems der Aeroakustik.
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Die obigen Beispiele aus der Luftfahrt oder dem Automobilbau sind durch eine Stréomung
mit kleiner Mach-Zahl gekennzeichnet. Dadurch breiten sich die akustischen Wellen
deutlich schneller aus als die konvektiven Stromungsvorgéinge. Das hat zur Folge, dass
ein Groflenunterschied in den Stromungsvariablen und den akustischen Gréfien besteht,
der mehrere Potenzen betragen kann. Die Abbildung 1.1.1 macht deutlich, dass die Va-
riablen, die die Stromung beschreiben, durch einen hohen Energiegehalt und eine kleine
rdaumliche Skala (Turbulenz, Grenzschicht) charakterisiert sind. Dagegen besitzen die
akustischen Groflen nur eine kleine Menge Energie, sie spielen sich aber auf einer im
Vergleich groflen Raumskala ab (eine akustische Welle mit einer Frequenz von 1000 Hz
hat eine Wellenldnge von 33 ¢cm). Das macht es schwierig, beide Phdnomene in einer nu-
merischen Simulation zu beschreiben. Doch gerade diese Wechselwirkung von Strémung
und Akustik liegt der Larmentstehung zugrunde, so dass es einer geeigneten mathema-
tischen Modellierung und der Anwendung von speziellen numerischen Verfahren bedarf,
um eine Vorhersage iiber das Gerduschverhalten zu machen.

1.2 Stand der Forschung

Den Beginn der wissenschaftlichen Behandlung des Problems der Schallerzeugung durch
Stromungen markierte der englische Mathematiker Sir James Lighthill mit seinen beiden
Veroffentlichungen On sound generated aerodynamically I + IIin den Jahren 1952 [26]
und 1954 [27]. Er untersuchte den Strahllarm von Triebwerken und begriindete mit sei-
ner Arbeit das Verfahren der akustischen Analogie. Dabei konzentrierte er sich darauf,
die Akustik als einen instationédren Stromungsvorgang zu beschreiben, dem die Grund-
gleichungen der Stromungsmechanik, die Navier-Stokes Gleichungen, zugrunde liegen.
Um zu der gewohnten Beschreibung der Akustik durch die akustische Grundgleichung
zuriickzukehren, brachte er die Navier-Stokes Gleichungen durch Differentiation und
ineinander Einsetzen auf die Form einer Wellengleichung. Damit verblieb der Wellen-
operator fiir die akustische Variable, wiahrend die restlichen Terme, also die Differenz
aus den Grundgleichungen der Stromungsmechanik und der Akustik, von Lighthill als
akustische Quellterme interpretiert und als Inhomogenitét auf die rechte Gleichungsseite
platziert wurden. Bei bekannten Quelltermen 148t sich die Lighthillsche Wellengleichung
mit Randelementverfahren sehr effizient l6sen, da eine rdumliche Diskretisierung auf den
Bereich der Quellen beschréankt bleibt. Dieses Vorgehen setzt jedoch eine Ausbreitung
der Akustik in einem homogenen, ruhenden Medium voraus, wodurch beispielsweise
eine Berechnung der Schallwellenbeugung an Stréomungsgradienten nicht beriicksichtigt
werden kann. Zahlreiche Autoren wie Curle [5], Ribner [41], Phillips [38], Powell [39],
Ffwocs-Williams und Hawkings [10], Lilley [28] und Howe [21] nahmen die Idee Light-
hills auf und entwickelten diese weiter. Deren erweiterte Analogiebetrachtung fiihrte
auf eine verallgemeinerte Wellengleichung, die allerdings aufgrund fehlender analyti-
scher Greenschen Funktionen nur mit deutlich gesteigertem Aufwand berechnet werden
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konnte. Dennoch galt die Zeit bis in die 70-er Jahre des 20. Jahrhunderts als ein golde-
nes Zeitalter der Aeroakustik, denn viele stromungsakustische Phéanomene lieflen sich
aufgrund theoretischer Untersuchungen physikalisch interpretieren.

Ab dem Jahr 1990 folgte ein zweiter Entwicklungsschub, der die Aeroakustik vor allem
in den Bereichen der Messverfahren und der Gerétetechnik sowie der Theorieentwick-
lung und der numerischen Verfahren weiter voran brachte [7]. Statt der Umformulierung
der strémungsmechanischen Grundgleichungen in eine akustische Wellengleichung, wer-
den aus den Grundgleichungen Storungsgleichungen abgeleitet, die das Verhalten der
Akustik und deren Wechselwirkung mit der Stromung beschreiben. Diese Verfahren ha-
ben mit der urspriinglichen akustischen Analogie gemeinsam, dass zuvor instationére
Quellterme aus einer Stromungssimulation ermittelt werden, weswegen sie als hybri-
de Verfahren bezeichnet werden. Die Quellterme bestimmen sich aus hochauflésenden
Stromungssimulationen. Neben der DNS (Direkte Numerische Simulation) [32] kom-
men auch LES- (Large Eddy Simulation) [4] und RANS- (Reynolds Averaged Navier-
Stokes) [9] Methoden zum Einsatz. Auch statistische Methoden [34] sind fiir die Be-
schreibung der Stromungsschwankungen entwickelt worden. Anschliefend konnen die
Quellterme als bekannt vorausgesetzt werden.

Die Storungsgleichungen werden im Zeitbereich als Feldproblem gelost, so dass von
den zum Einsatz kommenden numerischen Verfahren besondere Eigenschaften hinsicht-
lich der Spektraltreue und der Zeitgenauigkeit verlangt werden. Den Grundstein legte
Tam [50] mit seinen optimierten Finite-Differenzen Verfahren, die er als Dispersion
Relation Preserving Schemes bezeichnete. Die Grundidee besteht darin, die freien Ko-
effizienten des Finite-Differenzen Verfahrens nicht allein aus einem Taylorabgleich zu
bestimmen, sondern einen Koeffizienten so zu wihlen, dass die spektralen Eigenschaf-
ten des numerischen Verfahrens optimiert werden. Das fiihrt einerseits auf ein Verfahren
mit einer reduzierten Fehlerordnung, andererseits verbessern sich die Eigenschaften der
Numerik bei der Ausbreitung von akustischen Wellen.

Die hybriden Verfahren, die gegenwértig einen Forschungsschwerpunkt darstellen, las-
sen sich anhand ihrer Quelltermformulierung und ihrer akustischen Ausbreitungsglei-
chungen unterscheiden. Neben Quelltermen aus kompressiblen [2], [4] und inkompres-
siblen [36], [6], [19], [47], [46] Stromungslosungen kommen lineare und nichtlineare
Storungsgleichungen zur Anwendung. In Veroffentlichungen bleibt allerdings meist un-
beachtet, wie die Quellterme fiir die Akustiksimulation aus der Stromungssimulation
zu bilden sind. Durch die hybride Vorgehensweise kann fiir jede Simulation ein auf die
Anwendung spezialisiertes, numerisches Verfahren verwendet werden. Dadurch liegt in
der Regel die ermittelte Stromungslosung zur Berechnung der Quellterme nicht auf dem
Gitter der Akustiksimulation vor. Die aeroakustischen Modelle geben keine Auskunft
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dariiber, wie dieses nicht triviale Problem der Quelltermtransformation zu behandeln
ist. Lediglich Ewert [9] fordert eine Filterung der Quellterme, um die Mitnahme von
Stromungsinstabilitdten in die Akustiksimulation iiber die Quellterme zu vermeiden.

Daneben existieren asymptotische Ansitze von Viviand [53], Ting und Miksis [52] so-
wie von Slimon, Soteriou und Davis [48], [49]. Thnen gemeinsam ist eine asymptotische
Reihenentwicklung fiir die Stromung (Nahfeldlosung) und die Akustik (Fernfeldlosung).
Uber Bedingungen aus der Analyse der asymptotischen Gleichungen werden die beiden
Losung aneinander angepafit. Dadurch bestimmen sich die Parameter aus der Reihen-
entwicklung, die die akustische Fernfeldlésung festlegen.

1.3 Ziel der Arbeit

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung eines mathematischen Modells
fiir die Aeroakustik im Regime von schwach kompressiblen Stromungen. Auf Basis der
asymptotischen Mehrskalenanalyse von Klein [24] ist dessen Ansatz um Terme héherer
Ordnung bzw. akustische Storungen so zu erweitern, dass sich daraus aeroakustische
Modjellgleichungen ableiten. Das beschriebene Vorgehen ist sowohl auf die asymptoti-
schen Einskalenentwicklungen mit einer Raum- und einer Zeitskala als auch die Mehr-
skalentwicklungen mit zwei Raumskalen und einer Zeitskala anzuwenden. Eine Analyse
der asymptotischen Gleichungen und der Stérungen resultiert in mathematischen Mo-
dellgleichungen, die neben der Ausbreitung der Akustik auch deren Entstehung in der
Stromung beschreiben.

Die entwickelten aeroakustischen Modelle sind durch einen Vergleich mit dem klassi-
schen Verfahren der Aeroakustik von Lighthill und dem bekanntesten Vertreter der
Entwicklungen um die inkompressible Stromungslosung von Hardin und Pope zu be-
werten. Dafiir werden die verschiedenen Verfahren auf ein analytisches Aeroakustik-
problem mit bekannter Losung angewendet und die Ergebnisse verglichen. Als Testpro-
blem eignet sich das Beispiel des rotierenden Wirbelpaars, das eine potentialtheoretische
Stromungslosung besitzt und dessen Akustik durch eine angepafite asymptotische Ent-
wicklung beschrieben werden kann.

Ein weiteres Ziel der Arbeit ist es, die dabei eingesetzten numerischen Verfahren so zu
wiéhlen, dass sie sich fiir den Transport von akustischen Wellen eignen. Das erfordert
eine Untersuchung der numerischen Methoden hin auf ihre spektralen Eigenschaften.
Durch die Definition von Testproblemen werden die numerischen Verfahren verglichen
und deren Eignung fiir den Einsatz in aeroakustischen Fragestellungen sichergestellt.
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1.4 Inhalt der Arbeit

Die strémungsmechanischen und akustischen Grundgleichungen werden im Kapitel 2
bereitgestellt. Fiir die Stromungsmechanik sind das die Navier-Stokes Gleichungen, die
in ihrer vereinfachten Form auch die Wellengleichung der Akustik beinhalten. Durch
die Entdimensionalisierung mit unterschiedlichen Referenzen fiir die langsame, kon-
vektive Stromungsgeschwindigkeit und die schnelle Schallgeschwindigkeit treten in den
Grundgleichungen dimensionslose Kenngréfien hervor, die eine mathematische Charak-
terisierung erlauben. Dadurch ist es moglich, die Singularitét in den Grundgleichungen
fiir eine verschwindende Mach-Zahl M — 0, die fiir das Regime schwachkompressibler
Stromungen bezeichnend ist, darzustellen.

Die mathematischen Werkzeuge zur Untersuchung dieser Singularitdt werden im Ka-
pitel 3 eingefiihrt. Dazu werden die grundlegenden Definitionen, Sdtze und Vorge-
hensweisen der Asymptotik zitiert. Es ist naheliegend, dass auch die Losungen der
Grundgleichungen eine Abhéngigkeit von der Mach-Zahl M besitzen. Die Asymptotik
beriicksichtigt diese Abhangigkeit, indem sie die Losung als Reihenentwicklung in der
Mach-Zahl M ansetzt.

Das Kapitel 4 iiber mathematische Modelle der Aeroakustik greift zwei grundlegende
Modellierungen heraus und stellt diese ausfiihrlich vor. Beiden aeroakustischen Mo-
dellierungen ist gemeinsam, dass sie in ihrer Zeit richtungsweisend waren. Zahlreiche
Autoren verwendeten ihre Ideen und entwickelten diese weiter. Neben den Urspriingen
der Aeroakustik, die von Lighthill in seiner akustischen Analogie im Jahr 1952 gelegt
wurden, wird der Ansatz einer Entwicklung um die inkompressible Stromung von Har-
din und Pope aus dem Jahr 1994 vorgestellt.

Die Mehrskalenmodellierung aeroakustischer Quellterme im Kapitel 5 beginnt im er-
sten Abschnitt mit einer Einskalenmodellierung der Aeroakustik, und wird im zwei-
ten Abschnitt auf eine Mehrskalenmodellierung weiterentwickelt. Beide Modellierungen
haben gemeinsam, dass sie die inkompressible Stromungslosung durch Werkzeuge der
Asymptotik, d.h. durch asymptotische Entwicklungen, beschreiben. Darauf aufsetzend
wird ein skalierter Storungsansatz um die inkompressible Losung entwickelt, der auf
akustische Evolutionsgleichungen fiithrt. Die Stérungsgleichungen werden durch akusti-
sche Quellterme angeregt, die sich aus der inkompressiblen Losung definieren. Diese
Vorgehensweise 16st das Mehrskalenproblem beziiglich der Unterschiede in den Ampli-
tuden von Stromung und Akustik. Die Skalierung der Terme im Storungsansatz und die
Aufspaltung in eine inkompressible Stromungslosung und eine kommpressible Storung,
die als Akustik interpretiert wird, ermoglichen eine geeignete Approximation der un-
bekannten Groflen. Allerdings bleibt das Mehrskalenproblem in den unterschiedlichen
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Raumskalen, auf denen Stromungs- und Akustikphénomene existieren, von der Ein-
skalenmodellierung unberiicksichtigt und wird erst durch die Einfiihrung einer zweiten,
langskaligen Raumskala in der Mehrskalenmodellierung vollstéindig gelost. Die aus die-
sem Mehrskalenansatz resultierenden Storungsgleichungen beinhalten Gradienten der
physikalischen Gréflen, die sich sowohl auf die kurze wie auf die lange Raumskala be-
ziehen. Die Eigenschaften der langskaligen Anteile werden iiber einen Mittelungsprozefl
extrahiert, der in einer inhomogenen Wellengleichung fiir die akustische Ausbreitung
resultiert. Die Quellterme der Stérungsgleichungen sind durch die Strémungslosung de-
finiert und modellieren die Schallerzeugung. Der konvektive Einflufl der Strémung auf
die akustische Ausbreitung wird in Stérungen der néchst héheren Ordnung beschrieben.

Das Kapitel 6 geht auf die numerischen Verfahren ein, die fiir die Losung der entwickel-
ten mathematischen Modelle benétigt werden. Neben einem analytischen Verfahren, das
auf die integrierten Gleichungen der akustischen Analogie von Lighthill anwendbar ist,
wird ein Finite-Differenzen Verfahren vorgestellt, das fiir die genaue Ausbreitung von
akustischen Wellen optimiert wurde. Es ist auf all diejenigen aeroakustischen Modellie-
rungen anwendbar, denen ein linearisiertes Feldproblem zugrunde liegt.

Die numerischen Verfahren werden im Kapitel 7 validiert, wodurch deren Verwendbar-
keit fiir aeroakustische Problemstellungen nachgewiesen wird. Dafiir werden analytische
Testfalle mit bekannter Losung herangezogen. Die aeroakustischen Modelle werden an-
hand des rotierenden Wirbelpaars getestet. Das Beispiel beschreibt zwei Potentialwir-
bel, die auf einer Kreisbahn mit Radius 7y rotieren. Deren instationéres Stromungsfeld
erzeugt spiralférmige, akustische Wellen mit einer Wellenldnge A\ ~ 37.16r,. Es stellt
sehr deutlich den Mehrskalencharakter in den Raumskalen und den Amplituden von
Stromung und Akustik dar. Die Existenz einer analytischen, geschlossenen Losung der
induzierten Akustik im Fernfeld leitet sich aus einer angepassten asymptotischen Ent-
wicklung her und erlaubt eine Verifizierung der aeroakustischen Modelle.

Das Kapitel 8 fait die Ergebnisse der Arbeit zusammen.



2 Grundgleichungen der Stromungsmechanik
und der Akustik

Alle Variablen sind zu Beginn dimensionsbehaftet und durch die Schreibweise mit einer
Tilde kenntlich gemacht. Die Tilde iiber dem Nabla Operator V und iiber der Zeit-
variablen im Subskript bedeutet, dass die Differentiation nach dimensionsbehafteten
Variablen durchgefithrt wird. Durch V ist der Gradient und durch V- die Divergenz ei-
ner Stromungsvariablen dargestellt. Das dyadische Produkt zweier Variablen wird durch
den Kreisoperator o gekennzeichnet. Eine vektorielle Grofle wird mit einem Unterstrich

gekennzeichnet und Matrizen sind zweimal unterstrichen.

Nach dem Vorgang der Entdimensionalisierung, der einen Bezug zu Referenzgréfien mit
Subskript ref herstellt, werden ausschliefilich dimensionslose Variablen verwendet (mit
Ausnahme des Abschnitts 4.2).

2.1 Stromungsmechanische Grundgleichungen

Das mathematische Modell zur Beschreibung einer kompressiblen und reibungsbehafte-
ten Stromung sind die Navier-Stokes Gleichungen. Es handelt sich um Erhaltungsglei-
chungen fiir Masse, Impuls und Energie

pi+ V- (pi) =0, (2.1.1)
(p); +V - (pliod) + Vp=V -1, (2.1.2)
G+ V- (Ué+p) =V (F2)-V-q (2.1.3)

Die abhéngigen Variablen sind die Erhaltungsgrofien p fiir die Massendichte, pu fiir die
Impulsdichte und é fiir die Gesamtenergie pro Einheitsvolumen. Mit p wird der Druck
bezeichnet. Der viskose Spannungstensor T fiir ein Newtonsches Fluid und der Vektor
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der Wérmestromdichte ¢ sind gegeben durch

= (Vi + (Va)") +i(V - a)

[19

[~

q=—kVT,

wobei i, 7 die Schub- und Volumenviskositéten bezeichnen und I die Einheitsmatrix
ist. Der Wirmeleitungskoeffizient ist k und die Temperatur wird durch T’ dargestellt.
Das System der fiinf partiellen Differentialgleichungen fiir die sieben Unbekannten p, pu,
p,éund T (in einer 3D-Formulierung sind es fiinf Gleichungen und sieben Unbekannte,
bei 2D- oder 1D-Betrachtungen verringert sich die Anzahl der Unbekannten und die der
Impulserhaltungsgleichungen gleichermafen) wird durch zwei zusétzliche Gleichungen,
die Zustandsgleichungen, geschlossen. Fiir ein thermisch und kalorisch ideales Gas gelten

p=pRT, (2.1.4)
¢ =y (DT. (2.1.5)

Dabei bezeichnet R die Gaskonstante, &, die temperaturabhéngige spezifische Warme
bei konstantem Volumen und € die innere Energie. Die Gesamtbilanz der Energie € stellt

einen Zusammenhang zwischen der inneren und der kinetischen Energie her

SR

e = pe+ 5 pu”.
Fiir die Untersuchung von schwach kompressiblen Stromungen kann die Betrachtung in
den primitiven Variablen Dichte p Geschwindigkeit @ und Druck p gewéhlt werden, da
das Interesse an den Erhaltungsgréfien Impuls und Energie von nachrangiger Bedeu-
tung ist. Dazu werden die Erhaltungsgleichungen (2.1.1) - (2.1.3) in eine Formulierung
in diesen Groflen gebracht. Die Vorgehensweise wird im folgenden kurz geschildert, die
Details zu dieser Umformung finden sich im Anhang A.1. Durch Einsetzen der Massener-
haltung (2.1.1) in die Impulserhaltung (2.1.2) wird die Zeitableitung der Massendichte
eliminiert. Das ergibt eine Evolutionsgleichung fiir die Strémungsgeschwindigkeit @. Aus
der Energieerhaltung (2.1.3) wird eine Gleichung fiir den Druck formuliert. Ein Zusam-
menhang zwischen Druck und Gesamtenergie ergibt sich wie folgt. Da die Gaskonstante
die Differenz der spezifischen Wirmen darstellt R = &, — & und der Adiabatenindex ~

das Verhiltnis der spezifischen Wérmen bezeichnet v = ¢,/¢y, gilt der Zusammenhang
~ ~ ~f~ ~ ad ~6p - 6\/ ~ 7 ~~
p=pRT = p(¢, —ev)T'=p & eyl = (y—1)pe

zwischen Druck und innerer Energie. Mit Hilfe der Zustandsgleichungen eines thermisch
(2.1.4) und kalorisch (2.1.5) idealen Gases und unter Anwendung der Gesamtenergiebi-
lanz ergibt sich durch Einsetzen

. D 1,

e= —7 1 + 20@ .
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Der Zusammenhang zwischen Druck und Energie kann in die Energiegleichung (2.1.3)
eingesetzt werden, so dass sich eine Evolutionsgleichung fiir den Druck p ergibt. Die
Navier-Stokes Gleichungen in primitiven Variablen lauten

pi+ V- (pi) =0 (2.1.6)
U N

G+ (@-V)a+=-Vp==-V-7, (2.1.7)
p P

Pi+a-NVp+ypV-i = (v = 1)(@piss = V- ). (2.1.8)

Mit & wird die Dissipationsfunktion bezeichnet, die sich nach

Opiss =V (Fa)—4-V-7=1Vi

=2

berechnet und die den irreversiblen Energieiibergang in Warme infolge dissipativer Rei-
bung beschreibt. Die Temperatur berechnet sich aus bekannten Druck- und Dichtewer-
ten mit der Zustandsgleichung (2.1.4) fiir ein thermisch ideales Gas.

2.2 Dimensionslose Formulierung der Grundgleichungen

Die dimensionsbehafteten Strémungsvariablen kénnen in ihrer Gré8enordnung deutlich
variieren. So stellt sich fiir Luft bei einer Temperatur von 7' = 20 [°C] und einer Dichte
p = 1.188 [kg/m?] ein Druck p = 100 000 [N/m?] ein [54]. Wird mit diesen Zahlen-
werten auf einem Computer mit endlicher Zahldarstellung gerechnet kann das Ergeb-
nis aufgrund von Rundungsfehlern verfilscht werden. Eine Entdimensionalisierung der
Stromungsgrofien beseitigt diese Unterschiede. Durch den Bezug auf eine Referenzgrofie
sind die entdimensionalisierten Variablen von derselben Gréfenordnung O(1). Hinsicht-
lich Rundungsfehlern kann somit besser mit ihnen gerechnet werden. Durch die Entdi-
mensionalisierung der zugrunde liegenden Gleichungen treten Kenngréfen auf, die eine
mathematische Charakterisierung erlauben. Die wesentlichen Eigenschaften der Glei-
chungen treten in Form von globalen Parametern hervor und machen die Gleichungen
einer mathematischen Analyse zugénglich.

Im Regime schwach kompressibler Stromungen unterscheiden sich die Geschwindigkei-
ten der Stromung @ und des Schalls ¢ = \/W um Grofenordnungen, so dass es
sinnvoll ist, verschiedene Referenzen fiir deren Entdimensionalisierung zu verwenden.
Neben den Referenzen

® p, fiir die Dichte,
o 1, fiir die Raumvariable und

® D,y fiir den Druck
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werden fiir die Geschwindigkeiten die Referenzen vereinbart
o u,.s fiir die Stromungsgeschwindigkeit und
® Cref = \/Dref/Pres aus funktionalem Zusammenhang fiir die Schallgeschwindigkeit.

An dieser Stelle ist zu beachten, dass sich die physikalische Schallgeschwindigkeit aus
¢ = \/7]57/5 berechnet, die Schallgeschwindigkeitsreferenz aber den Adiabatenindex ~
unter der Wurzel nicht enthélt. Dadurch berechnet sich die dimensionslose Schallge-
schwindigkeit aus ¢ = é/c,.; = /yp/p nach der gleichen Vorschrift wie sie fiir die
dimensionsbehafteten Variablen gilt. Die Geschwindigkeitsreferenzen u,.s und ¢,.¢ sind
skalare Groflen. Fiir die vektorielle Stromungsgeschwindigkeit hat das zur Folge, dass die
Geschwindigkeitskomponenten der verschiedenen Raumrichtungen mit derselben Refe-
renz behandelt werden. Die gleichen Verhéltnisse, d.h. eine skalare Referenz fiir eine
vektorielle Grofle, bestehen fiir die Raumvariable . Die noch fehlende Referenz

® tief = Tyef/Ureys fiir die Zeitvariable

ergibt sich aus einem funktionalen Zusammenhang. Daneben werden die Referenzen
® /i, fiir die Schub- und Volumenviskositaten g und 7,
o ks flir den Warmeleitungskoeffizienten k.

e R, s fiir die die Gaskonstante R und die spezifischen Wiarmen ¢, ¢y sowie

Pref

® Ty = 5ris fiir die Temperatur 7'

eingefiihrt. Die als konstant angenommenen Stoffgréfen i, & und R werden mit einer
Referenz versehen, die dem Wert der Stoffgrofle selbst entspricht. Dadurch berechnen
sich die dimensionslosen Stoffgroflen zu eins. Fiir den Vorgang der Entdimensionalisie-
rung gelten die Rechenregeln

.f:f'frefa

Lo 0f O he)
S0z 02 ¢ Zrey) 5 Zes

die beim Einsetzen in die dimensionsbehafteten Gleichungen benutzt werden. Dabei

steht f stellvertretend fiir eine dimensionsbehaftete Stromungsvariable, fres fiir deren

Referenzwert und f bezeichnet die dimensionslose Variable. Eine analoge Bezeichnung

gilt fiir den Subskript Z, der fiir die abhingige Raumvariable Z oder die Zeitvariable

steht. Die ausfiihrliche Darstellung der Rechenschritte zur Entdimensionalisierung sind

im Anhang A.2 aufgefiihrt.
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Daraus ergeben sich die Navier-Stokes Gleichungen in dimensionslosen, primitiven Va-

riablen
pr+ V- (pu) =0, (2.2.1)
: — 2.2.2
Qt_‘_(ﬂ V)Q pR€V = ( )
M? 1
pe+u-Vp+ypV - -u = (7—1)(§<I>— —V-q) (2.2.3)

mit den dimensionslosen Zustandsgleichungen fiir ein thermisch und kalorisch ideales
Gas

p = pRT, (2.2.4)
e=cy(T)T (2.2.5)

und den Definitionen fiir den Spannungstensor, den Vektor der Warmeflufidichte und

die Dissipationsfunktion
7= p(Vu+ (Vu)") +n(V - )L,
q= —kVT,
¢ =1Vu

sowie der Gesamtenergiebilanz

M2
e-pe—i— TPU

Zu beachten sind die globalen, dimensionslosen Parameter, die in den Gleichungen
(2.2.1) - (2.2.3) und der Energiebilanz auftauchen. Es sind dies

die Mach-Zahl M = F (2.2.6)
ref

die Reynolds-Zahl ~Re = —ref “ref Pref

Href
,Uref/pref

die Prandtl-Zahl Pr = —
kref/(pref CP)

und die Peclet-Zahl Pe = (7; O=Vp. pr

Die Mach-Zahl M beschreibt das Geschwindigkeitsverhéltnis der Konvektion zur Schall-
ausbreitung, die Reynolds-Zahl Re setzt die Trégheit ins Verhéltnis zur Viskositédt und
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die Prandtl-Zahl Pr stellt die Reibungseffekte der Warmeleitung gegeniiber. Die Peclet-
Zahl Pe wird aus dem Produkt der Prandtl-Zahl Pr und der Reynolds-Zahl Re gebildet.
Der Vorfaktor, der aus dem Adiabatenindex gebildet wird, begriindet sich durch die Re-
ferenz der Schallgeschwindigkeit. Die Prandtl Zahl Pr ist der einzige globale Parameter,
der ausschliefllich aus Stoffgrossen bestimmt ist und nicht aus Stromungsgrossen abge-
leitet wird.

Die Navier-Stokes Gleichungen in ihrer dimensionslosen Form (2.2.1) - (2.2.3) erlauben
eine mathematische Analyse im Fall einer schwach kompressiblen Stromung. Da der
globale Parameter Mach-Zahl M die Kompressibilitat beschreibt, kann sein Auftreten
in der Geschwindigkeitsgleichung (2.2.2) detektiert werden. Er steht im Nenner vor dem
Druckgradienten und fiithrt im Grenzfall M — 0 zu einer Singularitidt. Die einzelnen
Terme der Geschwindigkeitsgleichung stehen nicht mehr im Gleichgewicht zueinander,
sondern sie entkoppeln voneinander. Die Untersuchung dieser Singularitit erfordert ma-
thematische Werkzeuge, die im folgenden Kapitel 3 eingefiihrt werden.

2.3 Vereinfachte Grundgleichungen

Unter gewissen Annahmen lassen sich die Navier-Stokes Gleichungen vereinfachen. Das
fithrt von den Navier-Stokes Gleichungen zu den Euler Gleichungen und weiter iiber die
lokal linearisierten Euler Gleichungen hin zu den global linearisierten FEuler Gleichun-
gen. Ein besonderer Zusammenhang zwischen der Dichte p und dem Druck p besteht
fiir isentrope Strémungen.

Euler Gleichungen

Kann in einer Stromung der Einflul der Viskositét und des Warmeflusses vernachléssigt
werden, bedeutet das mathematisch, dass fiir die globalen Parameter Re und Pe die
Grenzwerte Re — oo und Pe — oo gebildet werden. Daraus ergeben sich die rechten
Seiten der Gleichungen (2.2.1) - (2.2.3) zu Null und fithren zu den Euler Gleichungen

pt+ V- (pu) =0, (2.3.1)

1
U+ (u- Vu+ Ve Vp =0, (2.3.2)
pet+u-Vp+ypV-u =0, (2.3.3)

die ein geschlossenes System von Gleichungen bilden.
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Linearisierte Euler Gleichungen

Ist eine Stromung gekennzeichnet durch eine gleichférmige Hintergrundstromung mit
iiberlagerten Storungen, die sich um mehrere Groflenordnungen unterscheiden, dann
kénnen nichtlineare Effekte vernachléssigt werden. Zu diesem Zweck werden die Varia-
blen in eine raumlich und zeitlich gleichférmige Hintergrundstromung, dargestellt durch
einen Index oo, und eine Stérung mit Index " aufgespalten

p=pootp,
u=u, +u,

P=Doo+p.

Dieser Ansatz wird in die Euler Gleichungen (2.3.1) - (2.3.3) eingesetzt. Dabei werden
Produkte von Storgrofien vernachléssigt. Das fiithrt zu den linearisieren Euler Gleichun-

gen
pr+ Uog - VP + poo Vo' =0, (2.3.4)
Uy + (U - VU + PTE V' =0, (2.3.5)
/ / /
Pyt U - VD + o0 V-1 =0 (2.3.6)

Es sind geschlossene Evolutionsgleichungen fiir die Storgrofien p/, w' und p/, wenn die
Hintergrundgréfien po, 1., und ps als bekannt vorausgesetzt werden.

Fiir eine gleichformige Hintergrundstréomung u. . kann angenommen werden, dass nur

eine Komponente z.B. in x-Richtung existiert

Uso
U =1 0

0

In jedem anderen Fall ldsst sich durch Drehung des Koordinatensystems die Redu-
zierung auf eine Geschwindigkeitskomponente in x-Richtung erreichen. Da durch die
Gleichungen (2.3.4) - (2.3.6) eine lineare Wellenausbreitung beschrieben wird, kann ei-
ne Umformung von der Raum-Zeit Beschreibung zur Wellenzahl-Frequenz Beschreibung
durchgefiithrt werden. Die dafiir notwendige Fourier bzw. Laplace Transformation 1a3t
sich im zweidimensionalen Fall beschreiben durch

fla, B,w) = EEE // /f:cy, —i(ex+By=wt) g dy dt,
f(x, gt // /f B, )¢t =) 4o, g dt.
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Darin bezeichnet f eine in die Wellenzahl-Frequenz Beschreibung transformierte Grofie
und f die urspriingliche Gréfle in der Raum-Zeit Beschreibung. Die Groflen av und g
beschreiben die rdumlichen Wellenzahlen und w steht fiir die zeitliche Frequenz. Un-
ter Beachtung der obigen Transformationsvorschriften und des Ableitungssatzes aus
dem Anhang A.3 lassen sich die linearisierten Euler Gleichungen aus der Raum-Zeit
Beschreibung (2.3.4) - (2.3.6) in die Wellenzahl-Frequenz Beschreibung bringen. Aus
dem partiellen Differentialgleichungssystem wird ein analytisches Gleichungssystem der

Form
W— QUss  —Poo PooB 0 p
0 — QUog 0 — o 1 R
W a a/p éL =d. (2.3.7)
0 0 W — QlUgo _ﬁ/poo U/
0 VP —VDoofS W — QU P

Die rechte Seite G des linearen Gleichungssystems représentiert einen moglichen Quell-
term in den linearisierten Eulergleichungen und die Anfangsbedingungen. Jede An-
fangsbedingung kann durch eine Transformation der Variablen auf eine homogene Form
gebracht werden, so dass in der Abwesenheit von Quelltermen ein homogenes Glei-
chungssystem bleibt. Jede Losung von (2.3.7) 148t sich durch eine Linearkombination
der Eigenwerte )\; und der Eigenvektoren X, der Matrix in (2.3.7) ausdriicken. Diese
lauten

Al = W — QUo, (2.3.8)
Ay = W — oo, (2.3.9)
A3 = W — Vliog + oo/ 2 + 32, (2.3.10)
A = W — Qlige — Cog\/ 02 + 2, (2.3.11)

1
0
Xl = 0 )
0
0
X2 = ﬁ )
—
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1/c?

o | ol e
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1

1/c?

o _ | o evmTR)
T B/ (0 coo/E T )

1

Darin steht ¢, fiir die ungestorte Schallgeschwindigkeit ¢, = \/W . In der Wellen-
zahl-Frequenz Beschreibung stellt sich jede Losung von (2.3.7) als Linearkombination
aus den Eigenvektoren dar. Die Anteile in X; kénnen nach Tam [50] als Entropiewelle
interpretiert werden, X, ist eine Wirbelwelle und X5 bzw. X, sind akustische Wel-
len. Die Wellen eines Fundamentalanteils X, bilden denselben Eigenwert \;, d.h. die
Wellenzahlen «, § und die Frequenz w erfiillen die obige Gleichung zur Bildung des
Eigenwerts. Der Zusammenhang zwischen den Wellenzahlen und der Frequenz durch
die Gleichungen (2.3.8) bis (2.3.11) wird als Dispersionsrelation bezeichnet.

Isentrope Stromung

Eine isentrope Stromung, in der die Reibung und der Warmeflufl vernachléssigbar sind,
ist gekennzeichnet durch eine Entropie s fiir die gilt
D s
Dt

Die substantielle Ableitung % = % + u - Vs bringt zum Ausdruck, dass die Entropie

= 0.

s entlang von Teilchenbahnen konstant ist, sie aber von einem Teilchen zum anderen
variieren kann. Kann die Entropie s als gleichformig angenommen werden, wird die
Stromung als homentrop bezeichnet.

Fiir ein thermisch ideales Gas berechnet sich die Entropie zu

§— Soo = Cy log(%).

Daraus folgt im Fall einer isentropen Stromung der direkte Zusammenhang zwischen
Druck und Dichte

p=p" (2.3.12)
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Wird der Storungsansatz der linearisierten Euler Gleichungen aus dem vorangegangenen
Abschnitt in die gewonnene Zustandsgleichung (2.3.12) eingesetzt folgt

Poo + 0 = (P + ')

/

p

= pl (1+—)"
Pl r
=l (Lt =+ 35707 = 1)(p—)2 +..)
und in einer Ndherung erster Ordnung ergibt sich
Poo = pZo
;o Plo 2
p = fyp—p =c3 0. (2.3.13)

Darin ist neben einem Zusammenhang zwischen der Hintergrunddichte und dem Hinter-
grunddruck auch eine Beziehung zwischen einer Dichtestorung und einer Druckstérung
abgebildet. Die ungestorte Schallgeschwindigkeit ist mit co, = \/VPoo/pPoo bezeichnet.

2.4 Wellengleichung der Akustik

Generell lassen sich akustische Phénomene mit den Navier-Stokes Gleichungen (2.2.1) -
(2.2.3) beschreiben, denn sie enthalten alle kompressiblen Effekte. Es liegt jedoch nahe,
fiir die Beschreibung der Ausbreitung von akustischen Wellen ein vereinfachtes Modell

zu verwenden. Die Annahmen iiber
e die Vernachldssigung von Reibung und Warmeflu8 (vgl. 2.3) und
e die Darstellung der akustischen Grofien als Storvariablen (vgl. 2.3)

lassen sich anwenden. Desweiteren werden die Vereinfachungen iiber die Hintergrund-
stromung im Folgenden erweitert

e auf ein ruhendes Fluid v = 0.

Ausgehend von den linearisierten Euler Gleichungen (2.3.4) - (2.3.6) ergeben sich
Pi+ poo V-u' =0, (2.4.1)

Vp' =0, (2.4.2)

P+ P V-1 = 0. (2.4.3)
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Die Gleichungen (2.4.2) und (2.4.3) lassen sich zu einer Wellengleichung fiir den Druck
umformulieren. Die Divergenz von Gleichung (2.4.2) wird in die nach der Zeit abgeleitete
Gleichung (2.4.3) eingesetzt. Daraus resultiert die akustische Grundgleichung
/ Cio /

mit der ungestorten Schallgeschwindigkeit ¢, = \/YPoo/Poo- Die Umrechnung zwischen
Druck- und Dichtestérung kann nach Gleichung (2.3.13) in erster Ndherung aus dem
Zusammenhang p' = ¢2_p erfolgen und fiihrt analog zu (2.4.4) zu einer Wellengleichung
fiir die Dichte p’

o

P =175V VP =0. (2.4.5)
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2 Grundgleichungen der Stromungsmechanik
und der Akustik
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3 Asymptotik

Durch die Entdimensionalisierung der Grundgleichungen mit Referenzwerten in Ab-
schnitt 2.2 tauchen in den Gleichungen zur Stromungsmechanik (2.2.1) - (2.2.3) und
zur Akustik (2.4.4) globale Parameter auf. In der Behandlung von schwach kompres-
siblen Stromungen ist die Mach-Zahl M aus (2.2.6) und der Grenzfall M — 0 von
besonderer Bedeutung. Die globale Mach-Zahl wird durch

M = Uref

Cref
definiert und ist eine konstanter Wert. Daraus folgt, dass auch die Losungen der Glei-
chungen eine Abhéngigkeit von M besitzen. Die Asymptotik beriicksichtigt diese Ab-
héngigkeit durch die Annahme einer Losung als Reihenentwicklung in der Mach-Zahl M.

In diesem Kapitel wird der zu untersuchende Parameter mit € bezeichnet. Nachdem in
Abschnitt 3.1 einfithrende Definitionen und Begriffe gegeben werden, sind in Abschnitt
3.2 die Werkzeuge dargestellt, mit denen die Asymptotik ihre Aussagen gewinnt. Es
handelt sich um eine Zusammenstellung der Ergebnisse aus der Arbeit von Meister [31],
Schneider [45] und Van Dyke [8], auf die fiir eine detaillierte Darstellung verwiesen wird.

3.1 Grundlegende Definitionen

Unter der Annahme, dass sich die Losung als Reihenentwicklung im Parameter € dar-
stellen 148t, untersucht eine asymptotische Analyse eine Schar von Funktionen fiir ein
Grenzverhalten ¢ — o0, ¢ — 0 oder ¢ — ¢;. Im Rahmen der Analyse lassen sich
Aussagen iiber die Gréfenordnung von Termen treffen. Fiir die Charakterisierung der
GroBenordnung eines Ausdrucks wird die Landau Symbolik [31] verwendet, die durch ih-
re Symbole O (Grofl O) und o (Klein O) einen Bezug zum Grenzverhalten von bekannten
Funktionen herstellt. Das Grenzverhalten einer zu charakterisierenden Funktion f(x,¢€)
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kann durch eine bekannte Funktion g(z, €) beschrieben werden.

Das Landau-Symbol O bedeutet, dass fiir das Grenzverhalten ¢ — ¢, die Funktion f
genauso schnell wie die Funktion g gegen eine Konstante geht.

Definition: Landau-Symbol O

o e

= const.
e—eo g(, €)

f(z,e) = O(g(z,€)) fir e —¢ &

Das Landau-Symbol o sagt aus, dass im Grenzfall ¢ — ¢, die Funktion f schneller
verschwindet als die Funktion g.

Definition: Landau-Symbol o

) “ e
fla g =olg(e,9) fir e—e & lim =

Mit dem Begriff der Groflenordnung la8t sich eine asymptotische Folge {®,(€)}nen
vereinbaren. Eine Folge wird als eine asymptotische Folge bezeichnet, wenn fiir € — ¢
jedes Folgenglied schneller verschwindet als sein Vorginger.

Definition: Asymptotische Folge {®,,(€)},en

{®,(€)}nen heiBt asymptotische Folge
& DP,ii(e) =0(Py(e)) fir e —¢ und VneNnN

Durch die asymptotische Folge {®,,(¢)},en kann eine asymptotische N-Term Einska-
lenentwicklung der Funktion f(z,€) definiert werden. Damit lassen sich Phdnomene
beschreiben, deren Verhalten im Grenzfall ¢ — ¢, durch sehr unterschiedliche Ampli-
tuden charakterisiert sind. Eine Voraussetzung an die physikalischen Eigenschaften der
Phinomene ist, dass sie sich auf derselben Skala z abspielen. Die Funktionen f(z)
werden Entwicklungsfunktionen genannt.



3.2 Grundlegende Satze 21

Definition: Asymptotische N-Term Einskalenentwicklung Zg:o ®,,(e) f™(z)

N
Z ®,(e)f™(x) heift asymptotische N-Term Einskalenentwicklung von f(z, €)
n=0
N
o flxe) = Y () f™(2) = o(Py(e)) fiir e— e
n=0

Ist die fiir die Einskalenentwicklung geforderte Voraussetzung verletzt und die zu be-
schreibenden Phénomene spielen sich auf unterschiedlichen Skalen von x ab, dann kann
eine Mehrskalenentwicklung weiterhelfen. Eine Vorschrift h(z,e¢), die = auf mehrere
Skalen transformiert, wird definiert. Die Entwicklungsfunktionen f™(h(z,¢)) erhalten
dadurch die Eigenschaft, auf unterschiedlichen Skalen von x zu existieren. Zusammen
mit der aymptotischen Folge ®,,(¢) definieren sie eine asymptotische N-Term Mehrska-
lenentwicklung.

Definition: Asymptotische N-Term Mehrskalenentwicklung S>"_ @,,(¢) f™ (h(z, )

N
Z @, () f™ (h(x,€)) heiBt asymptotische N-Term Mehrskalenentwicklung von f(z, )

n=0
N

o flae) = Y Bule) fM (h(z,€) = o(Dn(e) fiir € — €

n=0

3.2 Grundlegende Sitze

Im vorangegangenen Abschnitt wurden die grundlegenden Begriffe eingefiihrt, die ein
Arbeiten mit asymptotischen Entwicklungen erméglichen. In diesem Abschnitt werden
die Werkzeuge aus der Arbeit von Meister [31] vorgestellt, um asymptotische Entwick-
lungen praktisch einzusetzen.

Der erste Satz beschéftigt sich mit der asymptotischen Entwicklung einer explizit gege-
benen Funktion f(x,e€). Er besagt, dass im Fall einer gewéhlten asymptotischen Folge
{®,,(€) }nen, die Entwicklungsfunktionen f(™(z) festliegen. Da fiir die Differentialglei-
chungen im Kapitel 2 keine explizite Losung vorliegt, kann diese Vorgehensweise nicht
angewendet werden. Der Satz weist allerdings auf ein grundlegendes Problem hin, das
fiir asymptotische Entwicklungen besteht. Durch die Wahl der asymptotischen Folge
wird der Funktionenraum festgelegt, innerhalb dessen nach einer Losung gesucht wird.
Fiir die Existenz einer Losung im betrachteten Funktionenraum werden keine Kriteri-
en zur Verfiigung gestellt. Daraus ist ersichtlich, dass der Erfolg einer asymptotischen
Analyse sehr stark daran gekniipft ist, eine geeignete asymptotische Folge auszuwéhlen.
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Satz: Bestimmung der Entwicklungsfunktionen f™(z)

Gegeben sind eine explizite Funktion f(z,€) und eine asymptotische Folge {®,,(€) }nen,
dann sind die folgenden Aussagen #dquivalent.

N
Z ®,(e)f™(z) heift asymptotische N-Term Entwicklung von f(z, €)

n=0

o (@) = tim 1) = Zico (V)

fii =1,2,...,N.
e—eo (I)n(E) ) ur n ) < )

Fiir die Berechnung der Losung von Differentialgleichungen ist die folgende Vorgehens-
weise iiblich. Die Losung f(z,€) wird in der Form einer asymptotischen Entwicklung
dargestellt

fl@e) =3 Pu(e)f™ (@) + o(@n(e)) fir € e,

die anschliefend in die Differentialgleichung eingesetzt wird. Da die Differentialgleichung
den Parameter € enthélt, resultiert daraus eine Gleichung der Form

M
S (€ La(f™, . fM) = 0(WU(e)) fiir e — e,
n=0
mit einer Folge {V,},, und den Operatoren L,,. Durch die Unabhéngigkeit der L, von
¢ lassen sich die gesuchten Funktionen f(x) bestimmen aus den Bedingungen
L,=0 fir n=1,..., M.

Die Hierarchie von asymptotischen Gleichungen der Form L, = 0 kann einerseits dazu
benutzt werden, sukzessive immer genauere Nidherungslosungen zu berechnen. Ande-
rerseits erlaubt die Analyse der asymptotischen Gleichungen L, = 0, Einblicke in das
Grenzverhalten der Losung fiir € — ¢y zu gewinnen. Die Vorgehensweise wird durch den
folgenden, wertvollen Satz gerechtfertigt.

Satz: Analyse der asymptotischen Gleichungen

Gegeben sind eine asymptotische Folge {®,(¢)}nen und die Terme L, fir n =
1,..., N, die von € unabhéngig sind. Dann gilt

Z O, (e)L, = o(Pn(€)) fiir € — €

< L,=0 fir n=1,..., N.
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4 Mathematische Modelle der Aeroakustik

Das Kapitel iiber mathematische Modelle der Aeroakustik greift zwei grundlegende
Modellierungen heraus und stellt diese ausfiihrlich dar. Beiden aeroakustischen Mo-
dellierungen ist gemeinsam, dass sie in ihrer Zeit richtungsweisend waren. Zahlreiche
Autoren verwendeten ihre Ideen und entwickelten diese weiter.

Der erste Abschnitt geht auf die Urspriinge der Aeroakustik ein, die von Lighthill in
seiner akustischen Analogie (Acoustic Analogy) im Jahr 1952 [26] und 1954 [27] gelegt
wurden und von Ffwocs-Williams und Hawkings [10] im Jahr 1969 weiter entwickelt wur-
den. Im zweiten Abschnitt des Kapitels wird die Arbeit von Hardin und Pope vorgestellt,
die im Jahr 1994 [19] aus einer Entwicklung um die inkompressible Stromungslosung
akustische Storungsgleichungen ableiteten.

4.1 Akustische Analogie

Sir James Lighthill legte den Grundstein der Aeroakustik. Sein Ziel war die Berechnung
der Akustik, die von einem Gebiet mit turbulenter Stromung erzeugt wird, z.B. beim
Betrieb von Strahltriebwerken. Neben der Vorstellung seiner Idee und der Vorgehens-
weise enthélt dieser Abschnitt auch Vereinfachungen und Bemerkungen zur akustischen
Analogie von Lighthill. Die Erweiterung der akustischen Analogie auf die Schallerzeu-
gung umstromter Kérper wurde von Ffwocs-Williams und Hawkings [10] im Jahr 1969
entwickelt und wird in diesem Abschnitt ebenfalls beschrieben.

Idee und Vorgehen der Analogie von Lighthill

In einem ersten Schritt beschreibt Lighthill die Schallausbreitung in einem homoge-
nen, ruhenden Fluid ohne Quellen und ohne duflere Krifte. Das homogene Fluid ist
gekennzeichnet durch die Dichte p,, und den Druck p.,, die zu einer ungestérten Schall-
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geschwindigkeit c., = \/VPoo/poo fithren. Da das Fluid in Ruhe ist, gilt fiir die Hinter-
grundgeschwindigkeit u., = 0. Die Gleichungen

pr + V- (pu) =0, (4.1.1)

2
C
(pu)e + 775V =0 (4.1.2)

beschreiben die Ausbreitung einer akustischen Welle in diesem Fluid. Alle Grélen sind
dimensionslos und dem Vorgang der Entdimensionalisierung liegen die Referenzgrofien
aus Abschnitt 2.2 zugrunde. Die Gleichung (4.1.1) beschreibt die Erhaltung der Masse
und Gleichung (4.1.2) stellt eine vereinfachte Impulsbilanz dar. Die vereinfachte Impuls-
gleichung unterscheidet sich von der in den Navier-Stokes Gleichungen notierten Impuls-
bilanz (2.2.2) durch das Fehlen der nichtlinearen und der viskosen Terme. Zusétzlich
wurde der Druckgradient Vp durch einen Dichtegradienten ¢ Vp ersetzt. Diese Verein-
fachungen beziiglich der Nichtlinearitdt und der Viskositét sind fiir die Beschreibung
von akustischen Phédnomenen mit kleinen Amplituden zuléssig. Der Zusammenhang
zwischen Dichte- und Druckgradient ist unter Annahme der Isentropie fiir die Akustik,
siehe Abschnitt 2.3, erlaubt.

Die Gleichungen zur Massenerhaltung (4.1.1) und zur vereinfachten Impulserhaltung
(4.1.2) lassen sich zu einer Wellengleichung in der Dichte p

2
COO

verkniipfen, wenn aus ihnen die Impulsdichte (pu) eliminiert wird. Das vollzieht sich

durch Differenzieren von Gleichung (4.1.1) nach der Zeit und der Divergenzbildung von

Gleichung (4.1.2) mit anschlieBendem ineinander Einsetzen. Die Wellengleichung (4.1.3)

ist die Basis der klassischen Akustik und wird als Grundgleichung der Akustik bezeich-

net.

Im zweiten Schritt beschreibt Lighthill eine kompressible, reibungsbehaftete Strémung,
wie sie in seiner Problemstellung zugrunde liegt. Dazu werden die Massenerhaltung
(2.1.1) und die Impulserhaltung (2.1.2) der Navier-Stokes Gleichungen aus Abschnitt
2.1 betrachtet. Werden diese Grundgleichungen nach Abschnitt 2.2 entdimensionali-
siert und so umgeschrieben, dass auf der linken Seite die Ausbreitungsgleichungen der
Akustik in einem homogenen, ruhenden Fluid (4.1.1) und (4.1.2) stehen, fiihrt das auf

pe+ V- (pu) =0,

2

Coo 1 9 1
(p@)ﬁmvf):—v-(%og)—WV-(p—coop)yr@V-;-
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Der Term (%V,O) wurde in Anlehnung an Gleichung (4.1.2) kiinstlich hinzugefiigt und
auf beiden Seiten addiert. Die Formulierung des obigen Systems als Wellengleichung
lautet

2

1 1
S . Vp=V -V (puou) + =V V- (p—p)l — —

P~ 32 WE 1 ReV-V-;. (4.1.4)

Die stromungsmechanischen Grundgleichungen wurden so umformuliert, dass durch die
linke Gleichungsseite die akustische Ausbreitung in einem ruhenden Fluid beschrieben
wird. Die rechte Gleichungsseite wird von Lighthill als schallerzeugender Quellterm
interpretiert. Der Quellterm in der Wellengleichung (4.1.4) wird als Lighthill Tensor
bezeichnet

1 ) 1
L=(puou)+55p—cp)l— 71 (4.1.5)

Er besteht aus

e den Reynoldsspannungen (pu o u),

e den nichtisentropen Druck- und Dichtednderungen ﬁ(p — cgop)i und

e den viskosen Termen ﬁl-

Die aus der Massen- und Impulserhaltung der Navier-Stokes Gleichungen formulierte
Wellengleichung (4.1.4) wurde durch eine reine Umformulierung gewonnen. Zwar wur-
den Voraussetzungen beziiglich der akustischen Wellenausbreitung und der Stromungs-
eigenschaften getroffen, aber in der Wellengleichung (4.1.4) werden keine Terme ver-
nachléssigt und die hinzugefiigten Terme werden auf beiden Gleichungsseiten addiert.
Das rechtfertigt, die hergeleitete Wellengleichung in ihrer Form (4.1.4) als exakt zu be-
zeichnen.

Vereinfachungen der Analogie von Lighthill

Die Exaktheit der Wellengleichung (4.1.4) hat zur Folge, dass die unbekannten Groflen,
wie beispielsweise die Dichte, sowohl auf der linken als auch auf der rechten Gleichungs-
seite auftreten. Die Wellengleichung kann aufgrund dieser Abhéngigkeit nicht einfach
gelost werden. Dieser Sachverhalt erfordert eine Approximation bzw. weitere vereinfa-
chende Annahmen. Die linke und die rechte Gleichungsseite werden von Lighthill als
unabhéngig voneinander angesehen. Er begriindet sein Vorgehen mit den unterschiedli-
chen Eigenschaften des Fernfeldes, das durch die linke Gleichungsseite dargestellt wird
und wo die Akustik sich ohne Anregung ausbreitet, und des Nahfeldes, das von der
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rechten Gleichungsseite reprisentiert wird und wo die Akustik durch die Stromung er-

zeugt wird.

Unter gewissen Annahmen iiber die schallerzeugende Stromung kénnen Vereinfachungen
der Analogie von Lighthill getroffen werden, siche Roger in [42]. Dann miissen nicht alle
Quellterme in der Wellengleichung (4.1.4) beriicksichtigt werden:

e Ist die Viskositidt der Stromung vernachlédssigbar klein, so kann auf die Rei-
bungsterme in der Quellterm Beschreibung verzichtet werden, d.h. der Quellterm
—év -V - 7 wird nicht verwendet.

e Lassen sich nicht-isentrope Dichtednderungen in der Strémung ausschlieen, weil
beispielsweise thermische Effekte nicht vorhanden sind, so kann der Quellterm
2V - V- (p — & p)L vernachlissigt werden.

e Fiir schwach kompressible Stromungen ist es zuléssig, die Reynoldsspannungen aus
einer inkompressiblen Strémungslésung zu bilden. Diese fithren auf einen Quell-
term der Form V - V - (p"u™ o u'"¢).

Mit den obigen Annahmen vereinfacht sich die Analogie von Lighthill auf die Formu-

lierung

2

Coo inc, inc inc
ptt—WV-Vp:V~V-(p u' o u™). (4.1.6)

Der Quellterm aus den Reynoldsspannungen (p™“u™ou'"¢) auf der rechten Gleichungs-

seite berechnet sich ausgeschrieben als

pincuinc uinc
V-V (pincyinc o Qinc) =V .V. ( pincvinc o inc )
pinc,winc winc
pincuincuinc pincuincvinc pincuincwinc
— v . v . pincvincuinc pincvincvinc pincvincwinc
pincwincuinc pinc,winc,uinc pincwincwinc

(pincuincuinc)x + (pincvincuinc)y + (pincwincuinc)z
— v . (pincuincvinc)x + (pznc incvinc)y + (pincwincvinc)z

(pincuincujinc>m + (pznc incwinc>y + (pincwincwinc>z

<

<

— (pincuincuinc)wx 4 (pincvincvinc)yy 4 (pincwincwinc>zz_'_

D) (pincuincvinc>my 4 2 <pincvincwinc>y2 4 2 (pincwincuinc>zm.
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Werden weitere Annahmen iiber eine inkompressible Stromung getroffen, p¢ = const.

und V - u'™® = 0, so vereinfacht sich der Quellterm zu
v . v . (pincginc o Einc) — v . ( (pincginc . V) Qinc 4 (pincuinc) v . Einc )

uzncu;nc _l_ ,UZTLCuZyTLC _l_ wZTLCuZ’LC

— p v . uZnC,U;‘nC _"_ ,UZW/CUZHC _'_ wzncvznc
Yy z

uzncw:znnc _"_ ,Uzncw;nc _"_ wzncwinc

__ inc nc, inc mnc, inc nc, inc
= 0" (U Uy v U w T U )

inc inc, inc inc, inc inc, inc
P (U 4 0", w ), +
P

1nc (uzncw;nc + Uzncw;nc + wzncwzznc)z.

Formulierung in der Druckvariablen

Die akustische Analogie von Lighthill fithrt auf die Wellengleichung (4.1.4), die in der
Dichtevariablen formuliert ist. Im folgenden wird gezeigt, wie aus der Dichtestorung
eine Druckstérung berechnet werden kann.

Da die Berechnung der Akustik von Lighthill die Isentropie im Fernfeld annimmt und
die akustische Dichte hinreichend als Storung aufgefasst werden kann, ist die Bedingung
aus Abschnitt 2.3 erfiillt. Eine direkte Umrechnung der akustischen Dichte in einen
akustischen Druck durch den Zusammenhang in Gleichung (2.3.13) iiber das Quadrat
der ungestorten Schallgeschwindigkeit ist dadurch moglich. Diese Beziehung kann auf
die linke Seite der Wellengleichung (4.1.4) angewendet werden. An dieser Stelle ist
es erlaubt, den Zusammenhang nur auf einer Gleichungsseite zu verwenden, da die
Unabhéngigkeit zwischen linker und rechter Gleichungsseite vorausgesetzt wird. Als
Folge ergibt sich eine dquivalente Formulierung im Druck

2

c 1
ptt—ﬁ";V~Vp=Cio(V-V~(ﬂuou)ﬂLWV‘v'(p_cgop)i_

1

Rev'v~;)7

(4.1.7)

wobei die rechte Gleichungsseite bis auf den Faktor ¢, unberiihrt bleibt, da sie aus einer
vorangestellten, kompressiblen Stromungsberechnung bestimmt wird.

AnschlieBend werden die vereinfachenden Annahmen des vorangegangenen Abschnitts
angewendet:
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e Vernachlissigung der viskosen Quellterme und der Quellterme aus nichtisentropen
Dichtednderungen

e Approximation der kompressiblen Stromungslosung durch die inkompressible Stro-
mungslosung. Das erfordert eine Druckaufspaltung der Form

p= pinc + p/
mit einem inkompressiblen Anteil p"¢ und einem akustischen Anteil p’

e Giiltigkeit der Poisson Gleichung fiir die inkompressible Lésung
1 inc inc, inc inc
WV'VP ==V -V (p"u" ou™),

die sich unter Verwendung von V- (p™u™); = 0 aus der Impulserhaltung herleitet.
Daraus 148t sich nach Roger [42] eine Wellengleichung fiir den akustischen Druck ermit-
teln. Diese lautet
/ Cgo / inc
Py — Wv -Vp = —py (4.1.8)

und beinhaltet als Quellterm die zweifache Zeitableitung des inkompressiblen Drucks.

Erweiterungen von Ffowcs-Williams und Hawkings

Die Erweiterung der Theorie von Lighthill um die Beschreibung von Hindernissen im
Stromungsgebiet wurde von Ffowces-Williams und Hawkings [10] durchgefiihrt und wird
von Goldstein [18] ausfiihrlich dokumentiert. In diesem Abschnitt wird die Theorie der
Schallerzeugung fiir den Fall eines unbewegten, umstromten Korpers mit isentroper
Stromung dargestellt.

Betrachtet wird ein umstromter Korper, dessen Oberfliche mit S bezeichnet wird,
wahrend das Gebiet aulerhalb des Korpers die Bezeichnung V' tréagt. Der Normalen-
vektor auf der Oberfliche S zeigt in den umstrémten Korper. Die Wellengleichung im
Druck aus (4.1.7) wird mit den Werkzeugen der klassischen Akustik aus Goldstein [18]
bearbeitet: den Greenschen Funktionen. Mit der Fundamentallosung

1 R
Gz, ty,7) 47TR5(7' t+ Coo)
kann die Losung einer Wellengleichung direkt angegeben werden. Darin steht R fiir
den Abstand zwischen dem Beobachter im Punkt x und der Quelle in y, cy ist die
ungestorte Schallgeschwindigkeit und ¢ ist die Diracsche Delta Funktion. In Worten
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ausgedriickt stellt die Greensche Funktion G die Losung der inhomogenen Wellenglei-
chung im Beobachterpunkt x zur Beobachterzeit ¢ dar, die zum retardierten Zeitpunkt
7 im Quellpunkt y angeregt wird. Generell wird in diesem Abschnitt die Position des
Beobachters im Fernfeld zu einem Zeitpunkt mit dem Tupel (z, t) dargestellt. Zur Un-
terscheidung wird im Quellgebiet die Ort und Zeit Beschreibung mit (y, 7) gewéhlt.

Der akustische Druck p berechnet sich nach Umformungen, die ausfiihrlich in Wandinger
[55] dokumentiert sind, zu

1 02 M? R
pet) = g [ T tswt =My av - o [ Spe- M as
\%

4m Ox;0x; Coo A Ox; Coo
(4.1.9)

Der akustische Druck p steht auf der linken Gleichungsseite und wird am Beobach-
tungspunkt x = (1, x9,23) zur Beobachterzeit ¢ ausgewertet. Dieser berechnet sich
aus den zweiten Raumableitungen eines Volumenintegrals iiber V' = V(y) und den er-
sten Raumableitungen eines Oberflichenintegrals S = S(y). Das Oberfldchenintegral
iiber die Korperoberfliche S des aktiven, schallerzeugenden Hindernisses beschreibt die
Dipol-Quellterme. Das Volumenintegral iiber V stellt die Quadrupol-Quellterme dar.

In den Integranden werden neben dem Abstand R

R=|r—y|= \/(951 —y1)? + (22 — y2)? + (3 — y3)?

zwischen Beobachtungspunkt z und dem Wirkungspunkt y des Quellterms auch der
Lighthill Tensor 7;; und die Oberflachenkraft f; ausgewertet

R 1

Tij(y,t — MQ) = puit; = oo, (4.1.10)
R M?

fily,t = M§> = (Eﬂ‘j — poij ). (4.1.11)

Fiir die Beschreibung der Quellterme wird die Raumvariable y = (y1, 42, y3) und die
retardierte Zeitvariable 7 =t — M % verwendet. Mit ¢, wird die ungestorte Schallge-
schwindigkeit im Fernfeld bezeichnet. Der Lighthill Tensor berechnet die Differenz zwi-
schen den Reynoldsspannungen pu,;u; und den Reibungsanteilen 7;; der Stromungslésung.
Im Oberflachenintegral {iber die Koérperoberflidche S des aktiven, schallerzeugenden Hin-
dernisses wird die Differenz von viskosen 7;; n; und dynamischen p d;; n; Anteilen
der Stromungslosung integriert. Mit n = (nq,n9,ng) wird die nach innen gerichtete
Korperoberflachennormale bezeichnet. In der Schreibweise von Gleichung (4.1.9) gilt
die Einsteinsche Summenkonvention, d.h. dass iiber gleiche Indizes summiert wird. So-
mit besteht das Volumenintegral aus einer Doppelsumme iiber ¢ und 7 und das Ober-
flachenintegral ist als Summe iiber j zu betrachten.
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Durch die dimensionslose Darstellung der Losung im numerischen Verfahren wird die
Abhéngigkeit der Dipol- und Quadrupolanteile von der Mach-Zahl M deutlich. Es wird
erkennbar, dass fiir kleine Mach-Zahlen die Quadrupole vernachlassigbhar sind, da diese
mindestens den Vorfaktor M? besitzen. Der Einflul der Reynolds-Zahl auf die Quell-
terme findet sich in den Integranden (4.1.10) und (4.1.11) wieder. Dabei kommt zum
Ausdruck, dass fiir grofle Reynolds-Zahlen die viskosen Terme vernachldssigbar sind.
Fiir kleine Mach-Zahlen und grosse Reynolds-Zahlen lassen sich die Integranden der
Quellterme durch

Ti(y,t — Mc£> = pu;u;, (4.1.12)
R
fily,t — MC—) = —pn; (4.1.13)

approximieren.

Behandlung des reflektierten Schallfeldes

Da der umstromte Korper fiir die Schallentstehung verantwortlich ist, wird er als ak-
tives Hindernis bezeichnet. Dagegen werden Korper, die nicht selbst schallerzeugend
sind, aber die Schallausbreitung beeinflussen, als passive Hindernisse bezeichnet. In der
Integrationsmethode wird vorausgesetzt, dass keine passiven Hindernisse die freie Ab-
strahlung in das Fernfeld beeinflussen. Die Beriicksichtigung von passiven Hindernissen
geschieht iiber das Prinzip der Superposition.

Schallfeld: _ Superposition Schallfeld:
Freie Abstrahlung| i Reflektion
Aktives
Hindernis
e Integrations- Reflektions-
o methode — berechnung
Passives Daten
Hindernis Beschleunigung

Abbildung 4.1.1: Behandlung der Reflektionen an passiven Hindernissen.
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Wird die Schallausbreitung an passiven Hindernissen reflektiert, so lassen sich mit der
Integrationsmethode Beschleunigungsdaten an den Oberflichen der passiven Hinder-
nisse ermitteln. Mit diesen Beschleunigungsdaten 148t sich das an den passiven Hin-
dernissen reflektierte Schallfeld berechnen. Eine Uberlagerung des frei abgestrahlten
Schallfeldes der Integrationsmethode mit dem reflektierten Schallfeld ergibt zusammen
das physikalische Schallfeld, vgl. Abbildung 4.1.1. Da in beiden Féllen lineare Ausbrei-
tungsgleichungen zugrunde liegen, ist die Superposition der Losungen zuléssig.

Fiir die Berechnung des reflektierten Schallfeldes werden auf den Oberflachen der pas-
siven Hindernisse der nach auBlen gerichtete Normalenvektor nf* definiert und die Be-
schleunigungsrandbedingungen

Vp(z, t) nf
QRCLR _ p(z,t) n
p

erzeugt. Dazu ist der rdumliche Gradient des akustischen Drucks aus Gleichung (4.1.9)

(4.1.14)

zu berechnen.

4.2 Entwicklung um die inkompressible Stromung

In diesem Abschnitt wird die Akustik als eine kompressible Storung der inkompressi-
blen Stromungslosung angenommen. Die kompressible Stromungslosung wird somit als
eine Superposition von inkompressiblem Anteil und kompressibler Korrektur dargestellt.

Daneben steht die Trennung von akustischen und viskosen Termen im Vordergrund
der Methode von Hardin und Pope [19]. Eine Stérungsrechnung um die inkompressible
Stromungslosung, die einem dimensionsbehaftetem Ansatz folgt, wird durchgefiihrt mit

i =a"+a, (4.2.2)
p=p"+7. (4.2.3)

Die Autoren setzen voraus, dass die inkompressiblen Terme ¢, @ und p™° die in-
kompressiblen Gleichungen mit konstanter Dichte p™¢ und divergenzfreiem Geschwin-

digkeitsfeld @™

e + (@ - V)ae + — V. fine (4.2.4)

pznc ﬁznc =
0 (4.2.5)

erfiillen. Die Stérungen werden durch p/, @' und g’ beschrieben.
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Das Besondere an dem Ansatz (4.2.1) - (4.2.3) ist die Dichtekorrektur 5V, welche
die inkompressiblen Druckédnderungen gegeniiber der konstanten inkompressiblen Dich-
te beriicksichtigt. Die inkompressiblen Druckschwankungen haben Anderungen in der
Dichte zur Folge, die aber im mathematischen Modell der inkompressiblen Gleichungen
vernachliissigt werden. Die Schwierigkeit in der Bestimmung von g besteht darin, nur
solche Anteile von p zu verwenden, die in einer Dichteinderung resultieren und nicht
die Entropie des Systems erhohen. Die Autoren verweisen auf Batchelor [3], wonach die
Viskositats- und Warmefluleffekte zwar zu einer globalen Druckénderung fiihren, die
Amplituden der lokalen Druckschwankungen aber nahezu unbeeinflufit lassen. Mit an-
deren Worten sind die reibungs- und thermischbehafteten Einfliisse als langsam im Ver-
gleich zur akustischen Zeitskala zu betrachten. Werden die entropieindernden Einfliisse
eliminiert, lassen sich die verbleibenden Anderungen im Druck als isentrop annehmen.
Diese Eigenschaft wird von Hardin und Pope als Kriterium fiir die Unterscheidung der
Druckschwankungen verwendet.

Die Autoren berechnen die Dichtekorrektur 5 aus dem inkompressiblen Druck ™
und beschreiben durch eine zeitliche Mittelung des inkompressiblen Drucks die entro-
piedndernden, d.h. die zeitlich langsamen, Einfliisse

—inc 1 (T
57 = lim = / 7 di,
Tooo T 0

Sie ziehen diese vom inkompressiblen Druck ab und berechnen aus dem verbleibenden
Druck isentrop eine Dichtednderung

~ 1 ~inc = inc
== (p"-p"). (4.2.6)

Der Ansatz (4.2.1) - (4.2.3) wird in die dimensionsbehafteten, kompressiblen Navier-
Stokes Gleichungen (2.1.1) und (2.1.2) eingesetzt, die auf nichtlineare Evolutionsglei-
chungen fiir die Stérungen in Dichte und Geschwindigkeit fiihren

Fit V- f=—p —am- v, (4.2.7)

mit = (5" + pV) + § (@ + ). (4.2.9)
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Auf der rechten Gleichungsseite stehen die akustischen Quellterme, die sich aus der in-
kompressiblen Stromungslosung und der Dichtekorrektur zusammensetzen.

Die Druckstorung p’ wird von Hardin und Pope als isentrop angenommen. Deren zeit-
liche Evolution berechnet sich demzufolge aus

p=70p) = p;p)=—==pr
dp

Die Beschreibung der zeitlichen Ableitung der Druckstérung j; nach der Dichte p ge-
schieht iiber eine Druckaufspaltung der Form

b(p:5) =1 (p) + 5" (5).
Der Gesamtdruck p(p, §) wird modelliert als Summe einer akustischen Stérung p'(p), die

isentrop ist, und einem entropiebehafteten Anteil, der aus der zeitlichen Mittelung des
inkompressiblen Drucks besteht. Die Ableitung der Druckaufspaltung nach der Dichte

ergibt
@ — @ = &2
op  Op ’
aus der sich die zeitliche Evolution der Druckstérung beschreiben 1483t
) = @i (4.2.10)

Das fiihrt auf eine nichtlineare Evolutionsgleichung fiir die akustische Druckstérung,
wenn die Dichte p aus dem Ansatz (4.2.1) auf der rechten Gleichungsseite eingesetzt

wird.

Die obige Annahme, dass die zeitliche Mittelung fimc des imkompressiblen Drucks nicht
von der Dichte abhéngt, stellt eine Inkonsistenz in der Methode von Hardin und Pope
dar. Diese wurde von Shen und Sgrensen in [47] und [46] dokumentiert. Da sich die
Dichtekorrektur 5" nach Gleichung (4.2.6) iiber die zeitliche Mittelung des inkompres-
siblen Drucks definiert und sie ein Teil der Gesamtdichte p ist, 148t sich die Inkonsistenz
nachvollziehen. Fiir Beispiele mit isentroper Stromung bleibt die Inkonsistenz ohne Aus-
wirkungen, da eine vereinfachte Zustandsgleichung aus Abschnitt 2.3 gilt.

Fiir den Fall einer isentropen Stromung und einer vereinfachenden Linearisierung der
Storungsgleichungen ergeben sich nach Ottosson [35] die Evolutionsgleichungen

i + (@- V)@ + Vi =0, (4.2.12)
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Es sind lokal linearisierte Eulergleichungen fiir die Ausbreitung der Akustik, die angeregt
werden durch die substantielle Ableitung der Dichtekorrektur in Gleichung (4.2.11) bzw.
des inkompressiblen Drucks in (4.2.13).
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5 Mehrskalenmodellierung von aeroakustischen
Quellen

Das Kapitel fiihrt zunéchst eine Einskalenmodellierung der Aeroakustik in Abschnitt 5.1
ein, die ihren Ursprung in den Arbeiten von Majda aus dem Jahr 1981 [29] und Klainer-
mann und Majda im Jahr 1982 [23] besitzt. Die Autoren zeigen in ihrer Versffentlichung,
dass unter gewissen Forderungen an die Anfangsbedingungen (Beschrianktheit) die Lo-
sung der kompressiblen Stromungsgleichungen im Grenzfall M — 0 gegen die inkom-
pressible Losung konvergiert. Die kompressiblen Stérungen ihres Ansatzes bleiben be-
schrankt und folgen im Fernfeld einer Wellengleichung. Das rechtfertigt, die Storungen
als Akustik zu interpretieren.

Die Mehrskalenmodellierung im zweiten Abschnitt 5.2 wird aus der Einskalenentwick-
lung motiviert. Beiden gemeinsam ist die Beschreibung einer inkompressiblen Strémung
durch Werkzeuge der Asymptotik wie sie in Kapitel 3 bereitgestellt wurden. Durch die
Einfithrung einer zweiten Raumskala lassen sich alle Aspekte des in der Einleitung 1.1
beschriebenen Mehrskalenproblems abbilden.

5.1 Einskalenmodellierung Scaled Perturbation Ansatz (SPA)

Das Einskalenmodell basiert auf einer Entwicklung um die inkompressible Losung, die
durch M = 0 charakterisiert wird. Mit asymptotischen Werkzeugen wird in einem ersten
Schritt in Abschnitt 5.1.1 untersucht, wie der inkompressible Grenzwert einer kompres-
siblen Stromung zu beschreiben ist. Das fiithrt auf eine inkompressible Formulierung
mit verdnderlicher Dichte. Anschliefend wird in einem zweiten Schritt in Abschnitt
5.1.2 die inkompressible Losung von einer Stérung iiberlagert. Die Storung stellt eine
kompressible Korrektur an die inkompressible Losung dar. Durch Einsetzen des Ansat-
zes aus inkompressiblem Anteil und Stérung in die kompressiblen Gleichungen ergeben
sich Evolutionsgleichungen fiir die Storgrofien. Die beiden Anteile aus inkompressibler
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Losung und kompressibler Storung setzen die kompressible Stromungslosung zusam-
men. Die kompressible Korrektur ist eine Approximation der von der inkompressiblen
Stromung erzeugten Akustik.

5.1.1 Inkompressibler Grenzwert: Einskalenentwicklung

Der inkompressible Grenzwert einer kompressiblen Strémung ist charakterisiert durch
eine Schallgeschwindigkeit, die im Verhéltnis zur Stromungsgeschwindigkeit gegen Un-
endlich strebt. Das hat fiir den Druck, dessen Schwankungen sich mit Schallgeschwin-
digkeit ausbreiten, zur Folge, dass ein nahezu sofortiger Druckausgleich stattfindet.
Im inkompressiblen Grenzfall wird der Druck konstant und damit sind keine Dich-
tednderungen mehr moglich: die Stromung wird im Grenzfall inkompressibel. Im schwach
kompressiblen Fall erzeugen die Gradienten der Stromungsgeschwindigkeit nur kleine
Druckgradienten, die nahezu keine Dichtedinderungen nach sich ziehen.

Da die Mach-Zahl M nach Definition (2.2.6) das Verhiltnis aus Stromungs- und Schall-
geschwindigkeit beschreibt, folgt formal mathematisch fiir den inkompressiblen Grenz-
fall, dass die Mach-Zahl M gegen 0 strebt. Demzufolge stellt der Beitrag des Druck-
gradienten in der Impulsgleichung (2.2.2) eine Singularitdt dar und entkoppelt von den
restlichen Termen der Gleichung. Um Einblick in das Verhalten dieser Singularitit zu
gewinnen, wird eine formale asymptotische Analyse durchgefiihrt.

Formale asymptotische Entwicklung

Da der Parameter M explizit im System der partiellen Differentialgleichungen (2.2.1) -
(2.2.3) auftaucht und im Grenzfall einer inkompressiblen Stromung gegen Null strebt,
geht der asymptotische Ansatz davon aus, dass sich die Losung des Systems als Entwick-
lung in Potenzen der Mach-Zahl M darstellen lé3t. Das fiihrt auf den asymptotischen
Ansatz der Form

p(z, t) = p Oz, t) + MpW (z,t) + M?pP (z,t) + O(M?), (5.1.1)
u(z, t) = u®(z,t) + Mu (z,t) + M*u? (z,t) + O(M?), (5.1.2)
p(z,t) = pO(z, t) + MpW (z,t) + M?*p@ (z,t) + O(M?), (5.1.3)
T(z,t) =T (z,t)+ MTY (z,t) + M>T? (z,t) + O(M?). (5.1.4)

Die unbekannten Funktionen

P u® p® T mit i =0,1,2,...
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héngen von der Raumvariable x und der Zeitvariable ¢ ab. Durch die Entwicklung in
Potenzen der Mach-Zahl ist eine Unterscheidung der Terme nach ihrer Grofenordnung
gegeben.

Der Ansatz (5.1.1) - (5.1.4) wird in die kompressiblen Navier-Stokes Gleichungen (2.2.1)
- (2.2.3) und die Zustandsgleichung (2.2.4) eingesetzt. AnschlieBend werden Ausdriicke
gleicher Potenz der Mach-Zahl zusammengefafit und unabhéngig voneinander zu Null
gesetzt. Diese Vorgehensweise ist im Kapitel 3 iiber die Asymptotik beschrieben. Dar-
aus resultiert eine Hierarchie von Systemen von asymptotischen Gleichungen, die im
Anhang B.1 angefiigt ist.

Analyse der asymptotischen Gleichungen

Die Hierarchie von asymptotischen Gleichungen kann einerseits sukzessive gelost wer-
den. So werden immer hohere Ordnungen beriicksichtigt und die zusammengesetzte
Losung gewinnt an Genauigkeit. Andererseits kénnen die Systeme von Gleichungen da-
zu verwendet werden, Einblicke in den inkompressiblen Grenzwert einer kompressiblen
Stromung zu erlangen. Letztere Vorgehensweise wird an dieser Stelle benutzt. Fiir den
inkompressiblen Grenzwert sind die Terme und Gleichungen fithrender Ordnung von
Interesse.

Die Geschwindigkeitsgleichung der Ordnung O(M ~2) gibt Aufschluf iiber die riumliche
Abhingigkeit des Drucks p(?, sie lautet

woraus folgt, dass der Druck p(®) konstant im Raum ist und nur von der Zeit abhéingt.

Die zeitliche Anderung von p(® ergibt sich aus der fithrenden Druckgleichung

(v-1) 0
\VAION
Pe 4
Wird die Gleichung iiber das Stromungsgebiet €) integriert und die rdumliche Konstanz

von p(® beachtet, dann folgt

P |Q|+7p(0)/v-y(o) dQ:—”_l)/v-q@ dQ.
Q Pe Q -

Wird auf die verbleibenden Integrale der Gaufische Integralsatz angewendet und die

Gleichung durch || dividiert, so folgt die Druckgleichung fithrender Ordnung in ihrer
integrierten Form als

—~p(0) —1
0 _ Z7P © . pas— 01 / O d it ¢ =krvr®
Y] /mﬂ PP ot T T |
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Aus ihr folgt, dass sich die zeitliche Anderung von p(® aus einer Kompression und ei-
nem Warmeflul iiber den Rand des Stromungsgebiets {2 zusammensetzt. Damit ist der
Druck in fithrender Ordnung bekannt.

Weiterhin 148t sich aus obiger Druckgleichung fithrender Ordnung eine Bedingung fiir
die Divergenz der Geschwindigkeit in fithrender Ordnung formulieren
(0)
O R Ot R SN ()
Vo p @ pl® pe L
die ein Ma$ fiir die Kompressibilitdt darstellt. Sie besteht aus einem ersten Anteil, der

zeitlichen Variation von p®, der eine Abhingigkeit vom Rand des Stromungsgebiets
besitzt und damit rdumlich konstant ist. Ein zweiter Anteil ist durch einen lokalen
Wirmeflu im Rechengebiet gegeben. Die raumliche Variation von V-u(® hat keine dy-
namische Ursache, sondern ist begriindet durch die Existenz eines lokalen Warmeflusses.
Die Divergenzbedingung fiir die Geschwindigkeit resultiert aus der Druckgleichung und
wird ohne zusétzliche Annahmen iiber die Dichte gewonnen.

Die divergenzbehaftete Geschwindigkeit fiihrender Ordnung ist verantwortlich fiir Va-
riationen in der Dichte fithrender Ordnung

PO ONE /ORI ORV AN

und wird deshalb in der obigen Dichtegleichung auf die rechte Seite als Quellterm ge-
schrieben. Daneben existiert auf der linken Seite noch ein konvektiver Term, der einen
vorhandenen Dichtegradienten transportiert.

Aus Druck und Dichte fithrender Ordnung berechnet sich die Temperatur mit Hilfe der
Zustandsgleichung fithrender Ordnung aus

Die rdaumlichen und zeitlichen Abhéngigkeiten von fithrendem Druck und fithrender
Dichte {ibertragen sich auf die Temperatur in fithrender Ordnung. Die Temperatur ist
damit direkt an Druck und Dichte gekoppelt. Da der Druckterm fithrender Ordnung
raumlich konstant ist, bewirkt er eine Temperaturdnderung im gesamten Rechengebiet.
Eine rdumlich variierende Temperaturinderung geht von einer lokalen Dichteinderung
aus, die in einem divergenzbehafteten Geschwindigkeitsfeld begriindet ist.

Die FEigenschaften des Geschwindigkeitsfeldes in fithrender Ordnung liefert die Ge-

schwindigkeitsgleichung fiihrender Ordnung, sie lautet

1
%EO) + (Q(O) . V)Q(O) + va@) = v.70
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Darin taucht ein weiterer Druckterm p® auf, dessen Gradient im Gleichgewicht mit
der Zeitableitung ggo) steht und der fiir die Einhaltung der Divergenzbedingung an das
fiilhrende Geschwindigkeitsfeld verantwortlich ist. Der Druckterm der Ordnung O(M?),
und damit von der GroSenordnung O(M?), besitzt einen Einflul auf die fithrende Ord-
nung der Geschwindigkeit. Da in obiger Evolutionsgleichung fiir (¥ lediglich der Gra-
dient von p® vorkommt, ist der Druckterm p® nur bis auf eine beliebige, additive
Konstante bestimmt. Damit lassen sich fiir die Analyse der asymptotischen Gleichun-
gen die folgenden Schritte zusammenfassen.

1. Aus der Geschwindigkeitsgleichung der Ordnung O (M ~2) folgt,
dass p(® raumkonstant ist.

2. Die Analyse der fiihrenden Druckgleichung O(M?) beschreibt
die zeitliche Anderung von p© infolge Kompression und Wirmeflu iiber den
Rand.

3. Aus der integrierten Druckgleichung O(M?) ergibt sich
eine Divergenzbedingung an die fithrende Geschwindigkeit u(?), deren Inhomo-
genitét sich durch Kompression und Warmeflu sowohl vom Rand als auch im

Innern definiert.

4. Die Dichtegleichung der fithrenden Ordnung O(M?) ermittelt
eine raum- und zeitverdnderliche Dichte p(®, die vom Quellterm V -u(? abhingt.

5. Mit Hilfe der Zustandsgleichung O(M?) 18t sich
die Temperatur 7T bestimmen, die ebenfalls raum- und zeitverinderlich sein
kann.

6. Die Analyse der Geschindigkeitsgleichung O(M?) liefert

eine Evolutionsgleichung fiir «?). Zusammen mit der Divergenzbedingung an 1)

bestimmt sich damit Vp(?).

Ergebnis: Inkompressibler Grenzwert

Zur Beschreibung des inkompressiblen Grenzwerts einer kompressiblen Stromung resul-
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tiert in fithrender Ordnung das System von Gleichungen

A +u® - VpO = —pOv . u, (5.1.5)
FONMONE ANONISER /ORI 0 (5.1.6)
=t - - p(o) p(o) Re ’ o
(0)
O N A Gl )
V-u T 30 Pev q, (5.1.7)
(0)
o _ P
0 =75 (5.1.8)
—~p0) -1
© _ —P / 0) (v )/ 0)
P = u'’ - nds— g’ -nds.
' 2] Jaq Pe Q] Joo~
(5.1.9)

Durch ein divergenzbehaftetes Geschwindigkeitsfeld ist die Dichte in Raum und Zeit
verdnderlich. Wihrend p(® zusammen mit p(® und 7@ die Zustandsgleichung erfiillt
und deshalb als thermodynamischer Druck bezeichnet wird, erscheint der Druck p®
in der Impulsgleichung. Er erméglicht die Erfiilllung der Divergenzbedingung an das
Geschwindigkeitsfeld 4(*) und wird aufgrund dieser Eigenschaft als hydrodynamischer
Druck bezeichnet. Der Druck p® in fithrender Ordnung ist bestimmt durch Integration
iiber den Rand des Rechengebiets (2. Darin sind sowohl eine Kompression als auch ein
Wirmeflufl iiber den Rand 0f) enthalten.

Ergebnis: Inkompressibler Grenzwert mit Inkompressibilitdtsbedingung

Bei erfiillter Inkompressibilitdtsbedingung, d.h. unter den Voraussetzungen

e keine Kompression vom Rand: [, u©® - n ds =0,

e vernachldssighbarer Warmeflufl

— iiber den Rand [;,¢” - nds =0 und

— im Innern V - g(o) =0,

e konstante Anfangsdichte, d.h. p® (x,t = 0) = const.,
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leiten sich aus (5.1.5) - (5.1.9) die klassischen inkompressiblen Gleichungen ab:

o = const., (5.1.10)
WO+ (@0 V) £ v - g0 (5.1.11)
CA G p© Re ’
V-u® 0, (5.1.12)
p® = const., (5.1.13)
(0)
T(O) = p—O = const. (5114)
20

Die Dichte p® ist konstant und das Geschwindigkeitsfeld u(® ist divergenzfrei. Her-
vorzuheben sind die beiden Druckterme p® und p®, also der thermodynamische und
der hydrodynamische Druck. Der Druck in fithrender Ordnung p©® ist in diesem Fall
konstant. Der Druck p® erméglicht die Einhaltung der Divergenzbedingung V-u(?) = 0
an das Geschwindigkeitsfeld.

5.1.2 Skalierter Stérungsansatz

Die inkompressible Losung aus dem vorangegangenen Abschnitt 5.1.1 wird von einer
Storung iiberlagert. Die Storung stellt eine kompressible Korrektur an die inkompressi-
ble Stromung dar und 148t sich als Akustik interpretieren.

Skalierter Storungsansatz Scaled Perturbation Ansatz (SPA)

Basierend auf der Beschreibung einer inkompressiblen Stromung durch die Gleichungen
(5.1.5) - (5.1.9) oder im Fall der erfiillten Inkompressibilitédtsbedingung durch das Sy-
stem (5.1.10) - (5.1.14) wird eine kompressible Korrektur eingefiihrt. Dazu werden die
StorgroBen p’, v’ und p’ verwendet, so dass sich der skalierte Storungsansatz beschreiben
148t durch

p=p+ M (p® +p), (5.1.15)
u=u+Mu, (5.1.16)
p=p"+ M (p® +p). (5.1.17)

Die Grofen p@, u© | p(® und p@ erfiillen die inkompressiblen Gleichungen. Die Terme
p™M und pM sind nicht in der Entwicklung enthalten, da ihre Eigenschaften denen der
fiihrenden Ordnung gleichen und sie keine neuen Informationen enthalten.
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Der Term p® wird als Dichte Pendant zu den hydrodynamischen Druckinderungen
betrachtet und 148t sich nach der Gleichung

(0)
P
p? = 0 PP =c2 p@ (5.1.18)

berechnen. Die Storungen enthalten sédmtliche Korrekturen héherer Ordnung.

Einskalenmodell SPA

Um zu den Evolutionsgleichungen fiir die Stérungen zu gelangen, wird der Ansatz
(5.1.15) - (5.1.17) in die kompressiblen Navier-Stokes Gleichungen (2.2.1) - (2.2.3) ein-
gesetzt. Dabei werden die Eigenschafen (5.1.5) - (5.1.9) der inkompressiblen Lésung
verwendet. Werden keine weiteren Annahmen getroffen und alle Terme mitgefiihrt, so
ergibt sich die Gleichung

1
i+ V(P + 2V - (00)
+M (V- (pPu) + V- (pu) = —(p” + V- (pPu®))  (5.1.19)
fiir die Evolution der Dichtestorung. Die Divergenzterme stellen zum einen den Trans-
port von Dichtegradienten dar, zum anderen sind sie fiir Dichtestérungen infolge von

divergenzbehafteten Geschwindigkeitsfeldern verantwortlich. Fiir die Stérung im Ge-
schwindigkeitsfeld 148t sich die Gleichung

1
up+ (- V)i + @ V)i + VY
' M p©®
ro 4 0) . 7y, © RV

2> PP AL ) o ()

+ M ( 0 (u) + (' - V)u' + (09 V)u))
(2) / ()

3 p +p / / p_ (0) ) (0)

+ M° ( 0 V)u) M(p(o)ﬂ V)u (5.1.20)

herleiten. Die Druckstérungen sind durch die Gleichung

/ (0) / / (0) 7p(0) / / (2) /
Pt u® V' +ap'Veum + e Vew + M (- V(T +p)

+y(P? + )V ) = () +u®  Vp? 4 p?V - u®@)  (5.1.21)

beschrieben. Das sind nichtlineare Evolutionsgleichungen fiir die kompressiblen Stérungen
P, v and p'. Die Quellterme auf der rechten Seite definieren sich ausschliefilich aus
der inkompressiblen Losung p@, @, p©@ p® und p®. Die Produkte von StérgroBen
und inkompressibler Losung beschreiben die Wechselwirkungen von inkompressibler
Stromung und kompressibler Korrektur.
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Das explizite Auftreten von Potenzen der Mach-Zahl M in den Evolutionsgleichungen
(5.1.19) - (5.1.21) macht deutlich, dass es sich nicht mehr um asymptotische Gleichun-
gen, sondern um Storungsgleichungen handelt. Werden die so berechneten Stérungen zu
den inkompressiblen Losungen addiert, ergibt sich die kompressible Losung der Navier-
Stokes Gleichungen. Das Einskalenmodell stimmt rein formal, bis auf seine dimensions-
lose Formulierung, mit der Methode von Hardin und Pope in Abschnitt 4.2 {iberein.
Allerdings unterscheiden sich die Modelle in der Definition der Dichtekorrektur p(?
bzw. pV). Der Ansatz von Hardin und Pope macht heuristische Annahmen, um den-
jenigen Anteil in p® zu extrahieren, der fiir die hydrodynamische Dichtesinderungen
in p® verantwortlich ist. Darauf kann das Einskalenmodell verzichten, denn ihm liegt
eine allgemeinere und dadurch méchtigere Beschreibung der inkompressiblen Strémung
zugrunde [13], [14]. Durch eine veriinderliche, inkompressible Dichte p(® und ein diver-
genzbehaftetes Geschwindigkeitsfeld u(® lassen sich thermodynamische Phénomene in
der Stromungsbeschreibung erfassen. Dadurch wird mit der Druckvariablen p® ein rein
hydrodynamischer Druck berechnet, der direkt in eine hydrodynamische Dichtekorrek-
tur umgerechnet werden kann und keinerlei weiterer Modellierung bedarf.

Einskalenmodell SPA: Linearisierung

Da alle kompressiblen Korrekturen, d.h. alle Terme hoherer Ordnung, in den Storgrofien
enthalten sind, sind in den Evolutionsgleichungen (5.1.19) - (5.1.21) Potenzen der Mach-
Zahl als Vorfaktoren enthalten. Zum einen erlaubt das eine Identifikation von Anteilen
in den Gleichungen, die von besonderer Bedeutung sind wie beispielsweise diejenigen
Ausdriicke mit dem Faktor 1/M. Zum anderen sind vernachlédssigbare Terme erkennbar,
die mit mindestens der ersten Potenz der Mach-Zahl multipliziert werden.

Eine Vereinfachung des Einskalenmodells stellt somit die Vernachlidssigung der Terme
der Groflenordnung O(M) dar. Das entspricht einer Linearisierung und fithrt auf die

Gleichungen
1
AtV (Fu®) + 2V - (000) = —(p + V- (0P ), (5.1.22)
1
up+ (- V)u + @ - V) + val =0, (5.1.23)

Vou = - +u® - Vp +4p@v - ).
(5.1.24)

pr+u® - Vp + 'V +

Darin sind die Einfliisse der Dichtekorrektur p® und des hydrodynamischen Drucks

p@ auf die Geschwindigkeitsstorungen ' nicht mehr enthalten. Gleichzeitig findet sich
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in der Evolutionsgleichung fiir die Geschwindigkeitsstorung keine Wechselwirkung von
Dichtestérung und inkompressibler Lésung. Durch die Vernachléssigung von nichtlinea-
ren Ausdriicken stellt die zusammengesetzte Losung aus inkompressibler Losung und
Storung nach (5.1.22) - (5.1.24) nicht mehr die Losung der kompressiblen Navier-Stokes
Gleichungen dar. Es handelt sich um eine Approximation in der Nichtlinearitdten in
fithrender Ordnung enthalten sind, diejenigen héherer Ordnung aber vernachléssigt wer-
den.

Einskalenmodell SPA: Linearisierung und Inkompresibilitidtsbedingung

Kann fiir die inkompressible Stromung von einer erfiillten Inkompressibilitédtsbedingung
ausgegangen werden, so ergeben sich weitere Vereinfachungen. Die Annahmen aus Ab-
schnitt 5.1.1 sind anwendbar und fithren auf die folgenden Gleichungen fiir die Evolution
der Storungen

p(O)

4+ ul® -V + WV = —(p +u® . vp?), (5.1.25)
1

g+ (o -V + @ V) 3V =0 (5.1.26)
(0)

p,+u@ - Vp + %V 0 = —(p® +u® . vp®). (5.1.27)

Das obige Einskalenmodell berechnet eine Dichtestérung nach Gleichung (5.1.25). Die-
se stimmt iiberein mit einer Dichte, die nach p' = 1/¢3 p’ aus der Druckstérung folgt.
Denn sowohl die linke Gleichungsseite, welche die Ausbreitung beschreibt, als auch die
rechte Gleichungsseite mit den Quelltermen erfiillt diesen funktionalen Zusammenhang.

Einskalenmodell SPA: Fernfeld

Im Fernfeld, wo sich die inkompressible Losung auf die konstanten Hintergrundgréfien
reduziert p© = poo, P9 = po, p@ = p® = 0 und u®) = 0, resultieren die reinen
Ausbreitungsgleichungen ohne eine Anregung durch Quellterme. Die einfachste Form
der Ausbreitungsgleichungen ist ein System von Wellengleichungen

PV 5.1.28
WV =0 (5.1.29)
2t Mp(o) ) s

(0)
v =0, (5.1.30)
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Die Gleichungen in (5.1.28) - (5.1.30) lassen sich durch Umformungen (Differentiation
nach der Zeit, Divergenzbildung und ineinander Einsetzen) zu einer Wellengleichung in
der Dichte oder im Druck formulieren. Daraus folgt beispielsweise fiir die Formulierung
im Druck

2
S

apV Ve =0, (5.1.31)

/
Py —
mit der korrekten akustischen Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢2/M?.

Eine weitere Erkenntnis wird aus dem Einskalenmodell in (5.1.28) - (5.1.30) deut-
lich. Durch die Evolutionsgleichungen wird sowohl eine kurzskalige, hochfrequente als
auch langskalige, niederfrequente Wellenausbreitung beschrieben, die in Fortenbach und
Munz [13] beschrieben wird. Die Gleichungen fordern das Gleichgewicht zwischen Zeita-
bleitungen und rdumlichen Gradienten, die sich um den Faktor 1/M unterscheiden.
Diese Bedingung kann zum einen von rdumlichen Gradienten der Groéfenordung O (M)
erfiillt werden. Das fithrt zu langskaligen, niederfrequenten Phdnomenen. Zum anderen
folgen auch Zeitableitungen, die von der GroBenordnung O(1/M) sind, dieser Bedin-
gung. Das fiihrt auf kurzskalige, hochfrequente Wellen.

e Fiir die Druckstérung in (5.1.30) folgt mit der Annahme V - v/ = O(1):
= p, = O(53), d.h. groBe Zeitableitung von p/

= hochfrequente Druckdnderungen

e Fiir die Geschwindigkeitsstorung in (5.1.29) folgt mit der Annahme u; = O(1):
= Vp' = O(M), d.h. kleine Raumableitung von p’

= langskalige Druckédnderungen

Die Einskalenmodelle dieses Abschnitts losen das in der Einleitung 1.1 beschriebene
Mehrskalenproblem beziiglich der unterschiedlichen Amplituden von Stromung und
Akustik. Die schallerzeugende, kompressible Stromung wird aufgespalten in eine in-
kompressible Stromung und eine kompressible Storung, die als die erzeugte Akustik
interpretiert wird. Das ermoglicht die Beschreibung von Strémung und Akustik in
verschiedenen Variablen. Durch die Anwendung des skalierten Storungsansatzes nach
(5.1.15) - (5.1.17) wird dieser Effekt dadurch begiinstigt, dass die unterschiedlichen
GroBenordnungen der Unbekannten im Ansatz durch die Potenzen der Mach-Zahl M
beachtet werden. Unberiicksichtigt bleibt aber die Tatsache, dass sich die Stromungs-
und Akustik-Phdnomene auf unterschiedlichen Raumskalen abspielen.
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5.2 Mehrskalenmodellierung

Im vorangegangenen Einskalenmodell wurde das Mehrskalenproblem beziiglich der Un-
terschiede in den Amplituden von Strémung und Akustik beriicksichtigt. Die Skalierung
der Variablen und die Aufspaltung in eine inkompressible Strémungslésung und eine
kommpressible Storung, die als Akustik interpretiert wird, ermoglichen eine geeignete
Approximation der unbekannten Grofen.

Das Mehrskalenproblem in den unterschiedlichen Raumskalen, auf denen Stromungs-
und Akustikphidnomene existieren, blieb unbeachtet. Dieser Aspekt wird von einer
Mehrskalenmodellierung behandelt, die in Abschnitt 5.2.1 eine zweite Raumvariable
einfiithrt. In der Mehrskalenmodellierung von aeroakustischen Quellen, die wiederum auf
der inkompressiblen Stromungsbetrachtung in Abschnitt 5.2.2 beruht, wird im folgen-
den unterschieden zwischen thermischen Ursachen fiir die Schallentstehung in Abschnitt
5.2.3 und einer rein stromungsbedingten Schallerzeugung in Abschnitt 5.2.4.

5.2.1 Definition der Raumskalen

Die Unterschiede in den Ausbreitungsgeschwindigkeiten von Strémung und Akustik
sind verantwortlich dafiir, dass sowohl kurzskalige als auch langskalige Phénomene exi-
stieren. Das Verhéltnis der Ausbreitungsgeschwindigkeiten wird durch die Mach-Zahl
M = uef/crey ausgedriickt, die in Definition 2.2.6 festgelegt wurde. Es ist nahelie-
gend, die Raumvariable z in eine kurze Skala 1 mit Referenz 7,.; und eine lange Skala
§ mit Referenz &,.; aufzuspalten. Zwischen den Referenzen der Raumskalen gilt der

Zusammenhang
Nref = O(zref)a (5.2.1)
Lref
ref — . 2.2
6oy = 0(22) (522

Die Referenz 7.5 ist von der gleichen Grofenordnung wie die Referenz der bisher ver-
wendeten Raumvariable x und damit fiir die Beschreibung von Strémungsphidnomenen
geeignet. Die Referenz der § Skala ist um den Faktor 1/M grofier und fiir die Erfassung
von langskaligen Phdnomenen bestimmt. Der Zusammenhang zwischen den dimensi-
onslosen Raumvariablen 7 und £ lautet

&= Mn. (5.2.3)

Damit sind zwei Raumskalen vorhanden, auf denen die auftretenden Phénomene be-

schrieben werden konnen.
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Wird eine von 1 und £ abhéingige Funktion nach der Raumrichtung z differenziert, so
ergibt sich nach der Kettenregel die Rechenvorschrift

V.=V, + MV, (5.2.4)

Eine Differentiation nach z spaltet sich auf in eine Raumableitung nach 7 und eine mit
dem Faktor M multiplizierte Ableitung, die nach der langen Raumvariable ¢ differen-

ziert.

5.2.2 Inkompressibler Grenzwert: Mehrskalenentwicklung

Analog zur Vorgehensweise im Fall des Einskalenmodells in Abschnitt 5.1.1 wird zunéchst
der inkompressible Grenzwert einer kompressiblen Stromung beschrieben. Das mathe-
matische Werkzeug ist eine asymptotische Entwicklung in der Mach-Zahl, die im Ge-
gensatz zu Abschnitt 5.1.1 zwei Raumskalen besitzt, auf denen sich die stromungs-
mechanischen und akustischen Phénomene beschreiben lassen.

Der Ansatz einer Mehrskalenentwicklung zur Untersuchung des inkompressiblen Grenz-
werts einer kompressiblen Stromung stammt von Klein [24] und wurde von Meister [30]
weiterentwickelt.

Formale asymptotische Entwicklung

Da der Parameter M explizit im System der partiellen Differentialgleichungen enthal-
ten ist, geht der asymptotische Ansatz davon aus, dass sich die Losung des Systems als
Entwicklung in Potenzen der Mach-Zahl M darstellen 1ét. Der asymptotische Ansatz

pz,t) = p 0 (n, &, 1) + Mp (1, &, 8) + M*p® (1, £, ) + O(M?), (5.2.5)
u(z,t) = u® (&) + Mu (1, €, 1) + M*u® (n, &,) + O(M?), (5.2.6)
p(z.t) =p0(n, &, t) + MpW (n, &,t) + M*pP (1, €, 1) + O(M?), (5.2.7)
T(z,t) =T, 1)+ MTW (n,&,t) + M>T® (n, £, 1) + O(M?) (5.2.8)

besteht aus den unbekannten Funktionen
P u® p® 7O mit§=0,1,2,... ,
die von zwei unabhiingigen Raumvariablen n und { sowie von einer Zeitvariablen ¢

abhéngen.

Der Ansatz wird in die dimensionslosen, kompressiblen Navier-Stokes Gleichungen (2.2.1)
- (2.2.3) und in die Zustandsgleichung (2.2.4) eingesetzt. Die raumliche Differentiation
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wird nach der Rechenregel in Gleichung (5.2.4) ausgefiihrt. AnschlieBend werden Aus-
driicke gleicher Potenz der Mach-Zahl zusammengefaf3t und unabhéngig voneinander zu
Null gesetzt. Diese Vorgehensweise ist im Kapitel 3 iiber die Asymptotik beschrieben.
Daraus resultiert eine Hierarchie von Systemen von asymptotischen Gleichungen, die
im folgenden analysiert werden und im Anhang B.2 vollstandig aufgefiihrt sind.

Analyse der asymptotischen Gleichungen in fiihrender Ordnung

Das Ziel der Mehrskalenanalyse der asymptotischen Gleichungen ist es, Einblicke in
den inkompressiblen Grenzwert einer kompressiblen Stromung zu gewinnen. Dabei ist
das Verhalten der unbekannten Groflen auf ihrer Raumskalen n und & von besonderem
Interesse.

Die Analyse der Geschwindigkeitsgleichung der Ordnung O(M~2) bringt eine Eigen-
schaft der raumlichen Variation von p® zum Ausdruck

v, p% = 0.

Daraus folgt, dass der Druck p(®) auf der kurzen Raumskala n konstant ist und nur auf
der langen Raumskala £ und in der Zeit ¢ variieren kann, p© = p(® (¢, 1).

Eine Antwort darauf, ob p© auf der §-Skala verdnderlich ist, gibt die Geschwindigkeits-
gleichung der Ordnung O(M ). Diese lautet

und schreibt sich nach einer Integration beziiglich der kurzen Skala 7 {iber das Rechen-
gebiet ) als

1

— [y nds + Ve = 0.
1€ Joo

Dabei wurde die rdumliche Konstanz von p(® auf der 7 Skala ausgenutzt, der Integral-
satz nach Gaufl angewendet und anschlieBend durch die Groe des Rechengebiets |2
dividiert. Wird nun der Grenzwert [2| — oo gebildet, so folgt daraus

1
192] Joq

da aus physikalischen Griinden der Gesamtdruck p nicht unbegrenzt anwachsen kann

P nds — 0,

und somit auch seine Komponenten beschréinkt sind. Diese Eigenschaft der physikali-
schen Grofle wird als sublineares Wachstum bezeichnet. Damit verbleibt von der Ge-
schwindigkeitsgleichung

Vgp(o) = Q
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Als Ergebnis 148t sich festhalten, dass der Druck fithrender Ordung auf beiden Raum-
skalen n und ¢ konstant ist und nur zeitlich variiert, p© = p(© (¢).

Die zeitliche Anderung von p(® geht aus der fithrenden Druckgleichung hervor

(v—1)
p® 4 pOv, 4O = -1, q©

mit dem WéarmefluBl in fithrender Ordnung g(o) = k:VnT(O). Die Druckgleichung wird

beziiglich der kurzen Skala 7 tiber das Rechengebiet () integriert und schreibt sich nach
Anwendung des GauBschen Integralsatzes als

—~p(0) -1
© _ —P / ) (v—1) / ©)
D" = u -nds— q" -nds.
' €| a0 Q| Pe Joq™

Eine Kompression und ein Wérmefluf§ iiber den Rand des Stromungsgebiets €2 bewirken

eine zeitliche Anderung im Druck p®

Aus der Druckgleichung fithrender Ordnung ergibt sich eine Divergenzbedingung an das
Geschwindigkeitsfeld in fithrender Ordnung

(0)
) W 2 0 -Do o
Vi u p®  Ap® Pt L

Aus ihr 148t sich zusammen mit der Dichtegleichung
0
pg ) 4 u® . Vnp(o) — _p(O)v77 cu©

erschliefen, ob Kompressibilititseffekte fithrender Ordnung in p(®) existieren. Diese sind
vorhanden, wenn eine zeitliche Anderung von p® existiert oder von einem Tempera-
turgradienten V, T ©) ein Wirmefluf Vv, q(o ausgeht. Die Divergenz des Geschwindig-
keitsfeldes in fithrender Ordnung steht dann als Quellterm auf der rechten Seite und
verursacht Dichtednderungen.

Sind Druck und Dichte fithrender Ordnung bekannt, so kann daraus mit Hilfe der Zu-
standsgleichung fiihrender Ordnung die Temperatur bestimmt werden
0
70 — ]ﬁ
PO
Die rédumlichen und zeitlichen Abhéngigkeiten von Druck und Dichte iibertragen sich
auf die Temperatur.

Es bleibt die Betrachtung der Geschwindigkeitsgleichung in fithrender Ordnung, diese
lautet
1

=———V, 70 5.2.9
O Re " T ( )

1
Vnp( + Vgp

u” + (@ - V,)u® + po)
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Darin sind neben dem kurzskaligen Gradienten von p® auch langskalige Ableitungen
von p(!) enthalten, die das Geschwindigkeitsfeld in fiihrender Ordnung beeinflussen. Die
Besonderheit und das Ergebnis der asymptotischen Analyse ist die Sichtbarmachung
eines Einflusses von Gradienten von kleinskaligen Druckvariablen, namlich p() von der
Ordnung O(M) und p® von der Ordnung O(M?), auf die Geschwindigkeit u(® in
fithrender Ordnung. Die obige Geschwindigkeitsgleichung setzt die langskaligen Druck-
gradienten p™ und kurzskaligen Anderungen von p® zusammen mit den zeitlichen
Anderungen von u(?) ins Gleichgewicht. Wird der inkompressible Grenzwert M — 0 ge-
bildet, dann gilt fiir die langskalige Variable { — oo und der langskalige Druckgradient
von p) verschwindet aus der schwach kompressiblen, fithrenden Geschwindigkeitsglei-
chung.

Ergebnis: Inkompressibler Grenzwert

Die gewonnen Erkenntnisse iiber den inkompressiblen Grenzwert werden wie folgt zu-

sammengefafit.
PO 4 u® .V, = Oy, . 4O (5.2.10)
d® b w® v+ v o g o (5.2.11)
LV Vo pO Re " "7 -
(0)
Lo =D oo
VU @ T @ e L (5:212)
p(O)
T(O) = 0 und q(o) = VT(O)’ (5213)
P 4q
—~p0) —1
(0 _ —P / (0) (v ) / (0)
' €2 Jaq Q2 Pe Joq =

(5.2.14)

Die Grenzgleichungen werden charakterisiert durch die Dichte p(® in fiihrender Ord-
nung, die nach Gleichung (5.2.10) raum- und zeitverinderlich ist. Die Dichtevariation
wird angeregt durch ein divergenzbehaftetes Geschwindigkeitsfeld in fithrender Ord-
nung. Dabei ist nach Gleichung (5.2.12) das Geschwindigkeitsfeld dann divergenzbe-
haftet, wenn zum einen ein lokaler Warmefluf im Rechengebiet eine Rolle spielt oder
zum anderen nach Gleichung (5.2.14) {iber den Rand des Rechengebiets Kompressions-
oder WirmefluBeffekte von Bedeutung sind. Die fithrende Temperatur 7 ist aus der
Zustandsgleichung (5.2.13) durch den fithrenden Druck p® und die fiihrende Dichte
p bestimmt. Aus diesem Grund wird der Druck fithrender Ordnung als thermodyna-
mischer Druck bezeichnet, denn er ist fiir die Einhaltung der Zustandsgleichung ver-
antwortlich. Der Druck zweiter Ordnung tritt in der Zustandsgleichung nicht auf und
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hat keinerlei thermodynamische Bedeutung. Er ist aus der Geschwindigkeitsgleichung
fithrender Ordnung bis auf eine additive Konstante bestimmt. Da p® im inkompressi-
blen Grenzfall als einziger Druckterm in der Geschwindigkeitsgleichung verbleibt, wird
er als inkompressibler Druck bezeichnet.

Ergebnis: Inkompressibler Grenzwert mit Inkompressibilitidtsbedingung
Bei erfiillter Inkompressibilitatsbedingung, d.h. unter den Voraussetzungen

e keine Kompression vom Rand: [, u® - nds = 0,

e vernachléassigbarer Warmeflufl

— tiiber den Rand f 50 Q(O) -nds = 0 und

— im Innern V - ¢¥ =0,
e konstante Anfangsdichte, d.h. p®(z,t = 0) = const.

lauten die inkompressiblen Grenzgleichungen

p@ = const., (5.2.15)
O, (0. v),0 L Ly, 1 ¢ 0

up + (W V)u® + 0 V., p\¥ = pO Revn 7, (5.2.16)
v, u® =0, (5.2.17)
p® = const., (5.2.18)

(0)
7O = p—o = const.. (5.2.19)

PO

Das sind die klassischen inkompressiblen Gleichungen, mit konstanter Dichte (5.2.15)
und konstantem Druck (5.2.18) in fiihrender Ordnung, beide iiber die Zustandsglei-
chung (5.2.19) mit der Temperatur verbunden. Das Geschwindigkeitsfeld ist divergenz-
frei (5.2.17) und der inkompressible Druck p? aus Gleichung (5.2.16) bleibt im Limit
fiir die Einhaltung der Divergenzbedingung erhalten.

Die Betrachtung des inkompressiblen Grenzwerts einer kompressiblen Stromung wurde
von Roller [43] in ein numerisches Verfahren umgesetzt. Dessen Besonderheit ist die
Verwendung von mehreren Druckvariablen. Dadurch ist die durchgéingige Berechnung
von inkompressiblen Stromungen und schwach kompressiblen Strémungen mit einem
numerischen Verfahren moglich. Das Verfahren wurde von Park [37], Ratzel [40] und
Fortenbach et. al. [44], [17] weiterentwickelt.
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5.2.3 Mehrskalenmodell der Thermoakustik

Den Einstieg in die Thermoakustik bildet die schwachkompressible Form der Geschwin-
digkeitsgleichung (5.2.9) in fithrender Ordnung aus dem vorangegangenen Abschnitt.
Der langskalige Druckgradient von p("), der auf die fithrende Ordnung der Geschwin-
digkeit einen Einflu} hat, ist Gegenstand der asymptotischen Untersuchung.

Mit der Kenntnis, dass p(® auf beiden Raumskalen n und § konstant ist, folgt aus der
Geschwindigkeitsgleichung der Ordnung O (M 1)

Vnp(l) =0.

Der Druckterm erster Ordnung besitzt damit lediglich eine Abhéngigkeit auf der langs-
kaligen Raumvariablen § und in der Zeit ¢, p = pM (¢ t).

Die zeitliche Abhéngigkeit ist aus der Druckgleichung erster Ordnung zu entnehmen.
Sie lautet

(v—=1)
Pe

und hat auf der rechten Seite Quellterme, die aus einem Warmefluf§ erster Ordnung
gV = v, TV + V. TO und fithrender Ordnung ¢¥ = V,T©® definiert sind. Um den
langskaligen Charakter von p() zu untersuchen, wird obige Druckgleichung iiber eine

1

akustische Zelle integriert. Es wird verwendet, dass weder p(® noch p™) auf 7 variieren.
Dadurch kann der Gaufische Integralsatz angewendet werden. Nach Division durch die
Grofle einer akustischen Zellen |€,x| bleibt

(1) (0) (0)
P Q(O)-QCLH—WD y(1)_ﬂd8+7p
‘Qak‘ Ok |Qak| O ‘Qak‘

(v—1) / (1) (v—1) /
- _ . — 7)Y . )
|Qar| Pe 8Qakg 1 ds |Qar| Pe aaak(vg ) mds

Im zweiten Integral auf der rechten Seite mit Integrand V - ¢® wurde fiir die Anwen-

1
p§)+

vg./ Q(O)ank
Qak

dung des Gauflschen Integralsatzes die Reihenfolge der Differentiation nach der Regel
von Schwarz vertauscht. So wird eine langskalige WarmefluSdivergenz infolge eines kurz-
skaligen Temperaturgradienten umgewandelt in eine kurzskalige Warmefluldivergenz
infolge eines langskaligen Temperaturgradienten

Ve - q(o) = V- (vnT(0)> =Vy- (ViT(O))-

Fiir die Grenzwertbildung M — 0 wird sublineares Wachstum der physikalischen Grofien
in den Integranden vorausgesetzt, so dass die Randintegrale gegen Null gehen. Der Mit-
telwert von u(® iiber eine akustisch Zelle, der als langskaliger Anteil interpretiert wird,
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ist durch

70— ! / W0dQ,.
1Qac| Ja

definiert. Er verbleibt in der Druckgleichung erster Ordnung
P 4 p OV, 7 = o,

Die Quellterme auf der rechten Gleichungsseite verschwinden zu Null und es bleiben die
langskaligen Anteile der Divergenz der fithrenden Geschwindigkeit. Das Geschwindig-
keitsfeld in fiihrender Ordnung ist beziiglich der £ Skala divergenzbehaftet und wech-
selwirkt auf diese Weise mit den langskaligen Druckénderungen in p.

Nun wird die zeitliche Evolution der langskaligen Geschwindigkeitsanteile fithrender
Ordnung untersucht. Die Mittelung iiber eine akustische Zelle €2, der fiihrenden Ge-
schwindigkeitsgleichung ergibt

(p(o) Q(O))t + Vgp(l) =0.

Allerdings beschreibt die obige Gleichung nur den Zusammenhang zwischen p(" und
dem gemittelten Produkt aus Dichte und Geschwindigkeit fithrender Ordnung. Dieses
Produkt kann nicht getrennt werden, so dass kein geschlossenes System fiir die Unbe-

(1

kannten p™ und @® angegeben werden kann. Deshalb werden die fithrenden Ordnun-

gen von Druck und Geschwindigkeit als eine Summe aus einem gemittelten und einem
flukturierenden Anteil angesetzt. Der gemittelte Anteil wird durch einen Uberstrich
dargestellt und die Fluktuation ist durch eine gestrichene Grofle reprisentiert

PO =50 4 O (5.2.20)
ul? =7 44/, (5.2.21)

Dabei wird angenommen, dass die Mittelung iiber eine Fluktuation Null ergibt.

Ergebnis: Evolutionsgleichungen der Thermoakustik

Wird obiger Ansatz (5.2.20) und (5.2.21) in die Evolutionsgleichungen fiir p® und
POy eingesetzt, so resultiert daraus das System

_(© 1 IORIOM
QIE ) + stp(l) = —(p (0) U (0)>t7 (5222)

P 44O, .7 — 0. (5.2.23)
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Eine langskalige Druckénderung in p(!) wird aus den Fluktuationen in fithrender Dichte
und Geschwindigkeit erzeugt. Deren raumlich gemittelte, zeitliche Ableitung steht als
Quellterm auf der rechten Seite. Die Fluktuationen in der Dichte fithrender Ordnung
wurden ausfiihrlich in (5.2.10) untersucht. Die Ursachen sind thermische Einfliisse und
eine Kompression iiber den Rand des Rechengebiets. Damit sind es im wesentlichen
thermische Effekte, die einen langskaligen Druck p") erzeugen, der mit den gemittelten
Geschwindigkeiten fithrender Ordnung im Gleichgewicht steht.

Ergebnis: Thermoakustik mit Inkompressibilitdtsbedingung

Trifft die Annahme einer erfiillten Inkompressibilitéitsbedingung zu, wird die fithrende
Dichte konstant in Raum und Zeit. Das System von akustischen Gleichungen in (5.2.22)
- (5.2.23) zur Beschreibung der Thermoakustik vereinfacht sich zu den homogenen Glei-
chungen

7" + —=Vep) =0, (5.2.24)
p

P 1 4pOv, . 7® = 0. (5.2.25)

Die Quellterme aus den Fluktuationen verschwinden zu Null und eine Wellengleichung
fiir p™) kann hergeleitet werden mit

(0)
1 P
pgt) - p(o) Aﬁp(l) = 0.

Im Fall einer erfiillten Inkompressibilitatsbedingung gibt es keine Quellterme, die ei-
ne langskalige Druckénderung in p» erzeugen. Der Druckterm erster Ordnung ist eine
Konstante. Allerdings tritt aus der Wellengleichung die Ausbreitungsgeschwindigkeit

(1) ausbreiten. Durch ¢ := 1/7p©@ /p©® wird auf

hervor, mit der sich Anderungen in p
der langskaligen Raumvariable { eine Ausbreitung mit Schallgeschwindigkeit beschrie-

ben.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass in den Variablen (p™"), (")) langskalige
Thermoakustik erfafit wird. Im Fall einer erfiillten Inkompressibilitdtsbedingung und
daraus resultierender konstanter Dichte in fithrender Ordnung ist p") eine Konstante
und die langskalige Geschwindigkeit @(® ist divergenzfrei.

5.2.4 Mehrskalenmodell der Stromungsakustik

Den Einstieg in die Stromungsakustik liefert die vorangegangene, erfiillte Inkompres-
sibilitdtsbedingung. Durch diese folgt in der Beschreibung der Thermoakustik in den
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Gleichungen (5.2.24) und (5.2.25), dass eine akustische Druckvariation in p() nicht auf-
tritt.

Im Folgenden werden die Mechanismen untersucht, die im Fall einer erfiillten Inkompres-
sibilitdtsbedingung Akustik erzeugen. Damit wird eine Akustik beschrieben, die aus rein
stromungsdynamischen Ursachen erzeugt wird. Ausgehend von einer erfiillten Inkom-
pressibilitatsbedingung und den Ergebnissen aus der Untersuchung der Thermoakustik
wird der folgende Ansatz gewihlt

p(z,t) = p© + M2 P (n, &, 1) + MPp®) (0, £, 1) + O(M?),
(5.2.26)

u(z, t) = u®(n, &) + Mu (n,&,t) + M*uP (n, £, 1) + M3 (n, &, 1) + O(M*Y),

(5.2.27)
plz,t) = p© + M2 (n, €, 1) + MPpP (n, €, 1) + O(M4),

(5.2.28)
T(z,t)=TO + MPTO (n,&,t) + MPT® (n, £, 1) + O(M4).

(5.2.29)

Die Ergebnisse der Untersuchung des inkompressiblen Grenzwerts einer kompressiblen
Strémung in Abschnitt 5.2.2 erlauben, p©, p©® und T als raumkonstant auf der -
und §-Skala und konstant in der Zeit ¢ anzunehmen. Diese thermodynamischen Grofien
sind tiber die Zustandsgleichung (5.2.19) miteinander verkniipft.

Im Ansatz (5.2.26) - (5.2.29) ist der Druckterm erster Ordnung p*) nicht enthalten.
Nach den Erkenntnissen aus dem vorangegangenen Abschnitt {iber die Thermoakustik
bei erfiillter Inkompressibilititsbedingung, Gleichungen (5.2.24) und (5.2.25), ist in p»
keine Akustik vorhanden. Aus demselben Grund wird auf die Dichte p®™ im Ansatz
(5.2.26) - (5.2.29) verzichtet. Das Geschwindigkeitsfeld fithrender Ordnung ist nach
(5.2.17) beziiglich der n Skala divergenzfrei und geniigt der Evolutionsgleichung in
(5.2.16).

Der Ansatz (5.2.26) - (5.2.29) wird in die kompressiblen, dimensionslosen Euler Glei-
chungen (2.3.1) - (2.3.3) eingesetzt, da fir die Terme hoherer Ordnung der Reibungs-

einflufl als vernachléssigbar angenommen wird.

Die Druckgleichung erster Ordnung reduziert sich auf die Gleichung
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Diese wird iiber eine akustische Zelle integriert und gemittelt und schreibt sich anschlies-
send in ihrer langskaligen Form als

1 1
uM n ds+ V5'/ u® ds = 0.
|Qak3 | 0k |Qak | Quk

Aus der Grenzwertbetrachtung M — 0 folgt unter der Annahme der Sublinearitéit von

uM, dass das Randintegral in der obigen Gleichung verschwindet. Damit kann gefolgert

werden

Die Geschwindigkeit u(?) ist auf beiden Raumskalen n und § divergenzfrei. Somit kann
von der Geschwindigkeit fithrender Ordnung weder eine kurzskalige noch eine langska-
lige Dichtednderung ausgehen.

Weiter folgt aus diesem Ergebnis durch Wiedereinsetzen in die Druckgleichung, dass
vV, Q(l) -0

gilt. Die Geschwindigkeit erster Ordnung u(!) hat beziiglich der kurzen Skala n die glei-
che divergenzfreie Eigenschaft wie die Geschwindigkeit fithrender Ordnung.

Das Verhalten der Geschwindigkeit erster Ordnung in der langskaligen Variable ¢ ist
Gegenstand der folgenden Untersuchung. Um eine Aussage dariiber zu erhalten, wird
die Druckgleichung der Ordnung O(M?) betrachtet. Diese lautet

und schreibt sich in ihrer integrierten und iiber eine akustische Zelle gemittelten Form
als

1
o / W v, p? 40,
ak Qak

|
(0) (0)
YD g@) nds + TP
|Qak| Ok |Qak|

1 / 2)
jo dQyp +
|Qak3| Qak

_l_

Ve / ut dQgu, = 0.
Qak
Auf sie wird die Grenzwertbildung M — 0 angewendet, so dass
5 +p OV -7 =0

verbleibt. Daraus ist ersichtlich, dass die Geschwindigkeit erster Ordnung beziiglich der
Raumskala § divergenzbehaftet ist und damit eine langskalige Druckénderung in 7% er-
zeugt. Die Geschwindigkeit u(! ist als eine Korrektur an die vollsténdig inkompressible
Geschwindigkeit u(®) zu betrachten. Keine der Geschwindigkeiten u(® und u* vermag
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bei erfiillter Inkompressibilitdtsbedingung eine Kompression auf der n Skala zu erzeugen.
Im Gegensatz zu u(? ist die Geschwindigkeit erster Ordnung u(!) beziiglich der langska-
ligen Raumvariable divergenzbehaftet und erzeugt damit langskalige Druckénderungen
in o
in p'%.

Durch eine analoge Vorgehensweise folgt aus der Dichtegleichung der Ordnung O(M?)
,05/2) +V,- (pPu?) + v, (pOu®) + Ve - (pPuM) =0
durch Integration und Mittelung iiber eine akustische Zelle die Gleichung
ﬁf) + p(O)Vg g =0,

Darin verbleibt die Evolutionsgleichung fiir die langskaligen Anderungen in u™®, die in
der Geschwindigkeitsgleichung erster Ordnung beschrieben werden

1
(Vo™ + Vep™) = 0.

%El) + (y(l) . Vn)y(o) + (Q(O) . VU)Q(I) + (Q(O) . Vg)g(o) + W

Die Integration iiber eine akustische Zelle wird durchgefiihrt, was die Gleichung
(1) 1 =(2) _ 2(0) & 2,(0)
U+ Wvﬁp ==V (u® ou®)

ergibt.

Die entwickelten Gleichungen werden zusammengefafit. Die an die fithrende Ordnung
anschlieBenden Gleichungen schreiben sich in ihrer langskaligen Form als

22 4 )0y, .7 =, (5.2.30)
1 - @

M 4 WV@@) — V(10 0u®), (5.2.31)

72 4 pOva® = o. (5.2.32)

Um den hydrodynamischen Anteil der Gréfen p® und p® zu eliminieren, werden diese
in eine akustische Storgrofie und einen hydrodynamischen Anteil aufgespalten

ﬁ@) — ﬁ(2),hyd + ﬁj (5.2.33)
E(l) — @’7 (5.2.34)
ﬁ(Z) — ﬁ(2),hyd 4 ﬁ,- (5.2.35)

Der akustische Anteil ist durch eine gestrichene Storung gekennzeichnet und der hy-
drodynamische Anteil, der sich aus der gemittelten Stromunsgslosung berechnet, tragt
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den Index hyd. Die Geschwindigkeit @") wird nicht aufgespalten, da sie keine hydrody-
namischen Anteile enthélt. Aus Griinden einer einheitlichen Schreibweise wird auch die
Geschwindigkeit @") durch eine gestrichene GroBe ersetzt.

Ergebnis: Evolutionsgleichungen der Stromungsakustik

Aus der Aufspaltung (5.2.33) - (5.2.35), die in die Gleichungen (5.2.30) - (5.2.32) ein-
gesetzt wird, resultieren die Evolutionsgleichungen der Stromungsakustik

7+ p OV T = g, (5.2.36)
'+Lv—__v (u® o 0)_Lv—(2)7hyd (5.2.37)

U, p(o) ep ¢\ U p(o) ep ) <L
7+ OV, T = —pDhve, (5.2.38)

Es sind lineare Ausbreitungsgleichungen mit der Schallgeschwindigkeit ¢ := /yp(© /p(©).
Die Anregung erfolgt durch Quellterme, die aus der gemittelten, inkompressiblen Stro-
mungslosung gebildet werden [12], [15], [16]. Die Dichtegleichung (5.2.36) und die Druck-
gleichung (5.2.38) entsprechen sich, da sowohl fiir die akustische Stoérung als auch fiir
die Quellterme der Zusammenhang iiber die Schallgeschwindigkeit ¢, gilt.

Ergebnis: Konvektionseinfluf3 auf die Stromungsakustik

Eine Konvektion durch die Hintergrundstrémung driickt sich in den Gleichungen der
niichsthéheren Ordnung aus. Die Dichte- und Druckgleichung der Ordnung O(M?) sowie
die Geschwindigkeitsgleichung der Ordnung O(M?) werden dafiir in ihrer integrierten
und gemittelten Form betrachtet. Die Korrekturen an die akustischen Storungen werden
durch die zweimal gestrichene Schreibweise

=7 (5.2.39)
7? =7, (5.2.40)
p? =7 (5.2.41)

dargestellt. Thre Evolutionsgleichungen lauten

ﬁ;/ + p(O)vf 'EU — _Vé . (p(2)g(0)), (5'2‘42)
VTR v 1 (2)4,00) NOPSY o)
U+ g Vel =~ g (PPu) = Ve (wh ou) = Ve (Wou®),  (5.2.43)
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und stellen ein lineares System von Ausbreitungsgleichungen dar. Die Quellterme auf
der rechten Seite bestehen aus den gemittelten Stromungsgréfien und den akustischen
Storungen.

Die beiden letzten Ergebnisse stellen ein mathematisches Modell dar, das sich fiir die
Beschreibung der Aeroakustik im Fall schwachkompressibler Stromungen eignet. Die
Storungen (p/, @, P') beschreiben die langskalige Akustik, die sich durch das lineare
System von Gleichungen (5.2.36)-(5.2.38) ausbreitet. Angeregt werden die Evolutions-
gleichungen durch Quellterme, die durch die langskalige Mittelung der Stromungsgrofien
und deren langskalige Raum- und Zeitableitungen definiert sind. Der Konvektionseinflufl
der Stromung auf die Ausbreitung der Akustik wird von den Stérungen der néchsten

. 7") beschrieben. Diese folgen ebenfalls einem System von linearen

Ordnung (p”, @
Ausbreitungsgleichungen und werden sowohl von Stromungs als auch Storungsgroéfien

erster Ordnung angeregt.
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6 Numerische Verfahren

Das Kapitel iiber die numerischen Verfahren gliedert sich in drei Abschnitte und be-
ginnt in Abschnitt 6.1 mit einem Verfahren von Wandinger [55] und Fortenbach [11].
Das analytische Verfahren ist auf die integrierten Gleichungen der akustischen Analogie
von Lighthill und die Erweiterungen von Ffwocs-Williams und Hawkings aus Abschnitt
4.1 anwendbar.

Der zweite Abschnitt behandelt das Finite-Differenzen Verfahren von Tam [50]. Es ist
fiir die Ausbreitung von akustischen Wellen optimiert, falls diese als Feldproblem be-
rechnet werden. Damit lassen sich die aeroakustischen Modelle von Hardin und Pope
aus Abschnitt 4.2 und die der Mehrskalenmodellierung aus Kapitel 5 simulieren.

Der letzte Abschnitt geht auf die Koppelung von Stromung und Akustik ein, wie sie bei
hybriden aeroakustischen Modellen zum Einsatz kommt.

6.1 Analytische Integrationsmethode

Die Integrationsmethode von Ffwocs-Williams und Hawkings resultiert in einer inhomo-
genen Wellengleichung fiir den Druck. Durch die Wellengleichung wird die Ausbreitung
des Schalls mit konstanter Schallgeschwindigkeit ¢, beschrieben. Die Schallerzeugung
wird in einem Quellterm modelliert, der aus der Losung einer Stromungssimulation be-
kannt ist. Fiir die Losung der inhomogenen Wellengleichung wird auf die Werkzeuge
der klassischen Akustik zuriickgegriffen: die Greenschen Funktionen. Sie erlauben ei-
ne direkte Integration der partiellen Differentialgleichung. Die verwendete Technik der
Greensche Funktionen ist nicht auf akustische Anwendungen beschrénkt, sondern allge-
mein anwendbar fiir den Fall der Ausbreitung eines skalaren Potentials. Eine detaillierte
Dokumentation zur Herleitung und Verwendung der Greenschen Funktionen findet sich
in Goldstein [18].
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Der akustische Druck p stellt sich nach Gleichung (4.1.9) als eine Summe aus Ober-
flachen- und Volumenintegralen iiber das Stromungsgebiet dar

1 ]\42 R
plz,t) = 47T8:17 Ox; / Tyt V- E%/ W= _) ds.
7 J Coo J

Die rdumliche Dimension der Integrale représentiert unterschiedliche, akustische Quell-
terme. Die Oberflichenintegrale, die die Stromungslosung an der Oberflache eines um-
stromten Korpers auswerten, haben den Charakter von Dipol-Schallquellen. Dagegen
besitzen die Volumenintegrale, denen Quellterme im gesamten Stromungsgebiet zugrun-
de liegen, den Charakter von akustischen Quadrupolen.

Numerische Vorgehensweise der analytischen Integrationsmethode

Die praktische Berechnung der rdaumlichen Differentiationen aus obiger Gleichung in der
Integrationsmethode wird dargestellt. Die Integrationsgebiete V' = V(y) und S = S(y)
besitzen keine Abhéngigkeit von x, so dass die Differentiation und die Integration ver-
tauscht werden diirfen. Die einzige Abhéngigkeit der Integranden von x steckt im Ab-
stand R. , Es bietet sich an, die Ableitungen nach z; und z; als Ableitungen nach R
auszudriicken. Das fithrt auf die Rechenregeln

or;, 01,0R R OR und (6.1.1)
ooz, ~ RaR 7 (572 ~ BaR) (6.1.2)

Damit kommen im Integranden lediglich Ableitungen nach R bis zur Ordnung 2 von
Ausdriicken 7;;/R im Volumenintegral oder f;/R im Fall des Oberflichenintegrals vor.
Diese Ableitungen berechnen sich nach der Kettenregel zu

o 1 R M ;1

0% 1 R M? 9T 2M OT;; 2
Y S VLA ' R 6.1.4
0R2(R i coo)) 2 R 0r? + cooR?2 OT * R ( )

Die Raumableitungen lassen sich auf diese Weise in Zeitableitungen umschreiben. Das
erleichtert die praktische Berechnung, da sich Zeitableitungen wegen ihrer Eindimensio-
nalitdt numerisch leichter berechnen lassen als Raumableitungen. Eine analoge Rechen-
regel 1éBt sich fiir den Integranden (f;/R) im Oberflachenintegral herleiten. Wegen des
linearen Zusammenhangs der beiden Zeitvariablen ¢ und 7 gilt fiir die Zeitableitungen

0 8 R
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so dass sich die Ableitung nach der retardierten Zeit 7 durch die Ableitung nach ¢
ersetzen 1aBt. Die Losung p(z,t) der inhomogenen Wellengleichung unter Anwendung
obiger Rechenregeln bestimmt werden zu

pla,t) = % j C]g\j; (i — yz;z(;fy S a;z;ij dV
ﬁ V%;(—@jﬂL?)(xi_yi])%(fj —yj)) 8;22‘]‘ qv
N ﬁ [ J\;_j(_% NG yi;%(;fj - yj)) T, dv
+ ﬁ g COOR@ % ds
1 1 (z; —y;) f; dS. (6.1.6)

ir JsR2 R
Sowohl die Oberflichen- als auch die Volumenintegrale besitzen Anteile, die in ver-
schiedenen Potenzen von 1/R raumlich abklingen, wobei R die Entfernung zwischen
Beobachter und Schallquelle bezeichnet. So kann eine Unterscheidung in Nahfeld- und
Fernfeldquellterme vorgenommen werden. Die ersten drei Volumenintegrale beschreiben
den Quadrupol-Charakter der Losung. Sie besitzen nach ihrer Reihenfolge in (6.1.6) das
raumliche Abklingverhalten O(1/R), O(1/R?) und O(1/R?) bei gleichzeitiger Abhiingig-
keit O(M*), O(M?) und O(M?) von der Mach-Zahl. Neben dem Abstand R zwischen
Beobachtungspunkt z und Quellpunkt y wird der Lighthill Tensor T;; und dessen Zeit-
ableitungen der Ordnung 2, 1 und 0 zum retardierten Zeitpunkt ausgewertet und iiber
das Quellgebiet V' (y) integriert.

Die zwei folgenden Fléchenintegrale beinhalten den Dipol-Charakter der Losung. Sie be-
sitzen nach ihrem Vorkommen in (6.1.6) das rdumliche Abklingverhalten O(1/R) und
O(1/R?) sowie die Abhéngigkeit O(M) und O(1) von der Mach Zahl. Im Integranden
wird der Abstand R zwischen Beobachtungspunkt z und Quellpunkt y ausgewertet.
Die Kraft f; und deren Zeitableitung zum retardierten Zeitpunkt wird ausgewertet und
iiber das Quellgebiet S integriert. Die Integranden werden in den Mittelpunkten der
Zellen des Quellgebiets als bekannt vorausgesetzt. Die Integration wird daher als Sum-
mation iiber alle Zellen des Quellgebiets ausgefiihrt. Fiir jede Zelle des Quellgebiets geht
der Abstand zum Beobachtungspunkt und der Flichen- bzw. der Rauminhalt der Zelle
ein. Die zeitlichen Ableitungen erster Ordnung der Integranden werden durch einseitige
Riickwérts-Diffenzen mit erster Ordnung berechnet. Die zweite zeitliche Ableitung wird
durch eine zentrale Differenz mit der Ordnung zwei bestimmt. Die Zeitableitungen im
ersten bzw. letzten Zeitpunkt werden immer erster Ordnung berechnet.
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Reflektiertes Schallfeld

Die Berechnung des reflektierten Schallfeldes basiert auf den Beschleunigungsrandbe-
dingungen an den Oberflachen der passiven Hindernisse. Mit dem nach auflen gerichte-
ten Normalenvektor der passiven Hindernisse n* definieren sich diese nach Gleichung
(4.1.14) durch

R,R _ Vp(z,t) ER.

Um auf der rechten Seite den Gradienten von p zu berechnen, muss die Losung aus der
Gleichung (6.1.6) nochmals nach der Raumvariablen x differenziert werden. Dazu ist
eine Erweiterung der Rechenregeln (6.1.1) und (6.1.2), die die Differenzierung nach der
Raumvariable z durch eine Differenzierung nach dem Abstand R ersetzt, notwendig.

Sie lautet
& (e —uwk) | Oulw;—yy)  Ow(zi—wi),, 0° 10
T o e N RNNLY Rl 7 U )
(z; — yi)(z; — yy) (2 — y) , O 3 02 3 0
* R (9m ~romre T RaR) (6.1.8)

Darin kommen die Ableitungen dritter Ordnung nach R vor. Werden die Ableitungen
auf die Integranden in Gleichung (6.1.6) angewendet, ist eine Erweiterung der Ablei-
tungsregeln (6.1.3) und (6.1.4) erforderlich

93 lT( ; MR)) M3 83T,-j 3M? 02T,-j 4M 8Tij 6
ij\Y,t — M —)) =

@(E Coo AR 0P AR O o R Ot _ﬁT

L. (6.1.9)

Die Rechenregel kann analog auf die Oberflichenintegrale (%) iibertragen werden. Da-
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mit lassen sich die Beschleunigungsrandbedingungen berechnen, sie lauten
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6.2 Optimiertes Finite-Differenzen Verfahren

Das DRP, Dispersion Relation Preserving Verfahren Verfahren von Tam [50] ist ein
Finite-Differenzen (FD) Verfahren mit Runge-Kutta- oder Adams-Bashforth-Zeitinte-
gration, das beziiglich seiner spektralen Eigenschaften in Raum und Zeit optimiert

wurde. Im folgenden wird auf die Raumdiskretisierung, die Zeitintegration nach Adams-

Bashforth, eine kiinstliche Dadmpfung und die Randbedingungen eingegangen.

Raumdiskretisierung

Die Koeffizienten a; eines Finite-Differenzen Verfahrens mit (2N + 1) Stiitzstellen

N

of 1

- =— Z a; - flx 4+ j - Azx) (6.2.1)

or Az

j=—-N
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werden gewdhnlich durch einen Taylorreihenabgleich bestimmt, so dass eine moéglichst
hohe Abbruchfehlerordnung erreicht wird. Die Idee des DRP-Verfahrens ist, nicht alle
Koeffizienten des 7-Punkte-Sterns (6.2.1) aus dem Taylorreihenabgleich zu bestimmen.

3.00 —
2.80 [—
2.60 [—
2.40 —
2205 Exakt
2.00 —
= FD-06
80 = S Tam
1% e
< =
. 160 |-
> -
S 140
1.20 —
1.00 —
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0.60 —
0.40 —
0.20 —
oo L b b e e e
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Abbildung 6.2.1: Vergleich der exakten mit der numerischen Wellenzahl.

Dadurch bleibt ein Koeffizient unbestimmt, so dass sich das Verfahren hinsichtlich seiner
spektralen Eigenschaften optimieren lidsst. Die Koeffizienten des numerischen Verfah-
rens gehen direkt in die Bestimmung der numerisch abgebildeten Wellenzahl ., ein.
Dadurch kénnen die Dispersionsrelationen aus den Gleichungen (2.3.8) - (2.3.11) in Ab-
schnitt 2.3 im kurzwelligen Bereich besser erfiillt werden. Durch ein Fehlerintegral der

Form

E(\) = /_ Z(ozAx — QpumAz)? d(aAz) = Min., (6.2.2)

das die numerisch abgebildete Wellenzahl a,,,,,, mit

N
2
Cnum = Z a; - sin(jaAx) (6.2.3)
j=1



6.2 Optimiertes Finite-Differenzen Verfahren 67

und die analytische Wellenzahl « vergleicht, lassen sich die dissipativen und disperiven
Eigenschaften des Finite-Differenzen-Verfahrens modifizieren. Die Koeffizienten

ap = 07
a; = —a—; = 0.7708823805,
as = —a_y = —0.1667059044,

as = —a_3 = 0.0208431428

stellen ein DRP-Verfahren der Ordnung 4 dar und wurden in Tam [50] fiir das Inter-
vall ¢ = 1.1 angegeben. Die spektralen Eigenschaften des optimierten DRP-Verfahrens
sind in Abbildung 6.2.1 mit denen eines gewohnlichen Finite-Differenzen-Verfahrens der
Ordnung 6 verglichen.

Zeitintegration

Eine analoge Vorgehensweise ist fiir die Zeitintegration moglich. Ein Mehrstelleninte-
grationsverfahren fiir die Unbekannte f mit k Stiitzstellen hat die Form

frt = f”+Ath 8f . (6.2.4)

Fiir ein Adams-Bashforth Verfahren lassen sich die Koeffizienten optimieren, so dass
verbesserte Eigenschaften hinsichtlich der Wellenausbreitung erzielt werden. Analog zur
DRP-Raumdiskretisierung wird das Fehlerintegral

E = /C(J(wAt — R(WnumA))? 4 (1 — 0) S(WnumAt)?) d(wAL) (6.2.5)

minimiert, das eine Beziehung zwischen der analytischen Frequenz w und der numerisch
abgebildeten Frequenz

z’(e wAt 1)
At Zk 1b e~ wiAt

(6.2.6)

wnum

herstellt. Das fithrt auf die Koeffizienten

by = 2.3025580888,
by = —2.4910075998,
by = 1.5743409332,

by = —0.3858914222,
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die in Tam [50] fiir die Parameter o = 0.36 und ¢ = 0.5 bestimmt wurden.

Kiinstliche Dampfung

Fiir die Implementierung einer kiinstlichen Démpfung zur effektiven Filterung von hoch-
frequenten Losungsanteilen wurde die von Tam in [50] entwickelte Formulierung ver-
wendet. Diese lidsst niederfrequente Anteile in der Losung nahezu unberiihrt. Auf der
rechten Seite der linearisierten Evolutionsgleichungen wird ein Viskositédtsterm der Form

D 3
— > dif,.. (6.2.7)

Jj=-3

eingefiihrt. Darin stellt ¢, die Schallgeschwindigkeit der ungestorten Stromung und D
einen wéhlbaren Dampfungsfaktor dar (D = 7.0). Die Koeffizienten d;, die mit der ge-
suchten Losung im Punkt L,H multipliziert werden, lassen sich durch eine Optimierung
im Frequenzraum - dhnlich zum Vorgehen bei der DRP-Optimierung - herleiten. Sie
lauten

dy = 0.3276986608,
dy =d_; = —0.235718815,
dy = d_y = 0.0861506696,

ds =d_3 =—0.0142811847.

und sind aus Tam [50] entnommen.

Randbedingungen

Die Randbedingungen bei aeroakustischen Problemstellungen haben oftmals die Aufga-
be, die reflektionsfreie Abstrahlung der Losung in das Fernfeld zu garantieren. Das ist
notwendig, da das numerische Rechengebiet keine unendliche Ausdehnung haben kann
und der Anwender an moglichst kleinen Rechengebieten interessiert ist.

Um das zu erreichen, werden die berechneten Losungen in einem Bereich vor dem Rand
des Rechengebiets, der als Sponge-Layer bezeichnet wird, vollstéandig abgesaugt, siehe
Abbildung 6.2.2. Die Reflektionsfreiheit wird nicht erzeugt, in dem das Fernfeld simuliert
wird, sondern wird durch langsames Ausblenden der Losung erreicht. Die Absaugung
erfolgt auf einer Schicht an der Innenseite des Gebietsrandes, die sich iiber mehrere
Punkte ausdehnt und die als Sponge-Layer bezeichnet wird. In ihr werden auf geeignete
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Weise Senken zur Absaugung definiert. Die Ausbreitungsgleichungen werden so um
einen negativen Quellterm erweitert, der nur im Bereich des Sponge-Layers von Null
verschieden ist. Die Absaugung ist direkt proportional zum Zustandswert der Losung.

DSponge
\ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \
— 4=+ —-—F -4 === =+ — 4
\ \ \ \ \ \
L
\ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \
d/l\ﬂ#ﬁf
\ \v\ \ \ \
—
<‘ ‘ ‘>DSponge
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d _| \ \
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e
\ \ \
— 4 = == =+ =
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\ \ \

Abbildung 6.2.2: Sponge-Layer fiir reflektionsfreie Randbedingungen.

Ein Faktor o, der im Bereich des Sponge-Layers langsam ansteigt, sorgt dafiir, dass die
Absaugung behutsam eingeleitet wird. Der Verlauf von o wurde mit einer Parabel 6.
Ordnung

d

DSponge

)6

o=

definiert. Die Variable d gibt an, wie weit ein Punkt im Sponge-Layer der Breite Dgponge
liegt.

Das Sponge-Layer Konzept stellt eine Abwandlung des von Hesthaven [20] und [22] vor-
gestellten PML-Konzepts (PML, Perfectly Matched Layer) dar. Nachteilig auf die Qua-
litdt der Randbedingungen wirkt sich allerdings aus, dass die auslaufenden Schallwellen
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in Bereichen, in denen sie nicht senkrecht auf die Rénder treffen auch eine Dampfung
tangential zur Ausbreitungsrichtung erfahren. Fiir Reflektionsfreiheit wire jedoch eine
Déampfung, die nur normal zur Wellenfront wirkt, notig. Dies wird beim PML-Konzept
beriicksichtigt, ist aber deutlich aufwendiger.

Eine Ubersicht iiber weitere Konzepte von reflektionsfreien bzw. aeroakustischen Rand-
bedingungen geben Tam in [51] und Lele in [25].

6.3 Koppelung von Stromung und Akustik

Die aeroakustischen Modelle aus den Kapiteln 4 und 5 teilen die gemeinsame Eigen-
schaft, dass sie in der aeroakustischen Simulation eine Trennung von Stromung und
Akustik durch eine vorausgehende Stromungsberechnung und eine anschliefende Aku-
stiksimulation vorschreiben.

Daraus resultiert der folgende schematische Ablauf einer hybriden, aeroakustischen Si-
mulation. Die Details der einzelnen Schritte hingen dabei wesentlich von der verwen-
deten aeroakustischen Modellierung ab:

1. Durchfithrung einer Strémungssimulation
= Schallerzeugung

2. Berechnung der akustischen Quellterme
= Modellierung der Schallerzeugung

3. Durchfithrung der Akustiksimulation
= Ausbreitung in das Fernfeld

Die akustische Analogie von Lighthill und deren Erweiterung von Ffwocs-Williams
und Hawkings aus Abschnitt 4.1 basieren im ersten Schritt auf einer kompressiblen
Stromungssimulation. Vom Grad der Vereinfachung des Modells bzw. der zugrunde
liegenden Strémung héngt ab, ob eine inkompressible Strémungssimulation Verwen-
dung findet. Nach der Vorschrift der Autoren werden anschlieBend die Quellterme im
Stromungsgebiet berechnet. Durch die analytische Integration der Gleichung fiir die
akustische Ausbreitung, schliefit sich ein Randwertverfahren, wie in Abschnitt 6.1 be-
schrieben, an. Das Verfahren ist sehr effizient, da neben der Stromungssimulation kein
weiteres Feldproblem gelost werden muf.

Im Fall der Einskalen- und Mehrskalenmodellierung im Kapitel 5 und des aeroakustischen
Modells von Hardin und Pope in Abschnitt 4.2 ist im ersten Schritt einer aeroakustischen
Simulation eine inkompressible Stromungssimulation durchzufithren. Anschlieend wer-
den im zweiten Schritt ebenfalls die Quellterme der entsprechenden Modellierung be-
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rechnet. Da die akustische Ausbreitung ebenfalls als Feldproblem geltst wird, existiert
fiir die Akustiksimulation ein weiteres Rechengebiet.

Zu beachten ist, dass nach Abbildung 6.3.1 das Rechengebiet der Stréomungssimulation
in das Rechengebiet der Akustiksimulation eingebettet ist. Der Informationstransfer
findet iiber die Quellterme des zweiten Schritts unidirektional von der Stromung zur
Akustik statt. Daraus folgt, dass eine Riickkoppelung der Akustik auf die Strémung
durch die hybride Modellierung nicht beschrieben wird. Schliefilich wird die akustische
Ausbreitung mit einem Verfahren hoher Ordnung nach Abschnitt 6.2 berechnet.

< &
S v
< S v S
< ARV
WA T A
//%/ /// A
3 Information

Abbildung 6.3.1: Koppelung iiber eingebettete Rechengebiete.

Einzig die aeroakustische Mehrskalenmodellierung aus Abschnitt 5.2.4 geht explizit auf
die Unterschiedlichkeit der Rechengebiete und der numerischen Diskretisierungen fiir die
Stromungssimulation in Schritt 1 und die Akustiksimulation in Schritt 3 ein. Das stellt
einen wesentlichen Aspekt in der Berechnung der Quellterme in Schritt 2 dar. Die Quell-
terme liegen im Stromungsgebiet vor, werden aber im Akustikgebiet beno6tigt. Durch
die Verwendung von unterschiedlichen Raumskalen in der Strémungssimulation und der
Akustiksimulation, erméglicht die Mehrskalenmodellierung eine Unterscheidung. Die
Mehrskalenmodellierung schreibt explizit vor, die Quellterme bei der Transformation
vom Stromungsgebiet zum Akustikgebiet zu mitteln.
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7 Numerische Ergebnisse

Im ersten Abschnitt 7.1 werden die numerischen Verfahren der vorangegangenen Ab-
schnitte 6.1 und 6.2 validiert. Dafiir werden analytische Testfille mit bekannter Losung
herangezogen. Nachdem die Verwendbarkeit der Numerik fiir aeroakustische Problem-
stellungen nachgewiesen wurde, untersucht der zweite Abschnitt 7.2 die aeroakustischen
Modelle aus den Kapiteln 4 und 5. Diese werden anhand des rotierenden Wirbelpaars
getestet. Auch fiir diesen aeroakustischen Testfall existiert eine analytische Losung, so
dass eine Verifizierung moglich ist.

7.1 Validierung der Numerischen Verfahren

Die Validierung der numerischen Verfahren hat zum Ziel, die Eignung der numerischen
Methoden fiir die aeroakustische Simulation zu garantieren. Besonderer Wert wird in
Punkt 7.1.2 auf die spektralen Eigenschaften des Finite-Differenzen Verfahrens aus Ab-
schnitt 6.2 gelegt.

7.1.1 Validierung der analytischen Integrationsmethode

Nacheinander werden mit Hilfe von analytischen Beispielen die Dipol-Quellterme und
die Quadrupol-Quellterme der Integrationsmethode validiert. Durch die Verwendung
von Testfillen mit einer analytisch integrierbaren Losung ist eine Uberpriifung maglich.

Validierung der Dipol-Quellterme am Beispiel einer ebenen Platte

Zur Validierung der Dipol-Quellen wird das Beispiel einer ebenen Platte von Wandin-
ger [55] verwendet. Da fiir dieses konstruierte Beispiel die Losungen fiir das Schallfeld
nach Gleichung (6.1.6) analytisch berechnet werden konnen, eignet es sich zur Vali-
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dierung des numerischen Verfahrens. Das Beispiel hat keinen strémungsphysikalischen
Hintergrund. Bei dem umstromten Korper handelt es sich um eine ebene Platte, de-
ren Schwerpunkt im Koordinatenursprung liegt. Die quadratische Platte hat eine Kan-
tenldnge von 0.2 und eine Dicke von 0.02. Die Plattenober- und unterseite ist parallel
zur xy-Ebene und jeweils mit vier Gitterzellen diskretisiert.

0.05

(N

-0.05

Abbildung 7.1.1: Ebene Platte mit Diskretisierung.

Auf der Oberseite wird der Druck po vorgegeben durch

B cos (2rt) —1 fir 0<t<T
Po=1 o fir T <t<?2T

und auf der Unterseite ist der Druck py = —po vorgeschrieben. Die Impulsdauer T
betrdgt 0.01 und der Druck auf den Seitenflichen ist Null. Das ungestorte Medium,
in dem sich der Schall mit ¢,, = 340 ausbreitet, hat die Dichte p = 1.21. Analog zur
Vorgehensweise in [55] wird der zeitliche Verlauf des Schalldrucks in einem Beobach-
tungspunkt z berechnet. Dieser befindet sich in einem Abstand von 0.34 iiber dem
Mittelpunkt der Platte, die in Abbildung 7.1.1 dargestellt ist, und hat die Koordinaten
zp =(0,0,z5 = 0.34).



7.1 Validierung der Numerischen Verfahren 75

Die numerischen Resultate werden mit einer analytische Losung verglichen, die im fol-
genden hergeleitet wird. Dabei wird angenommen, dass

e die Diskretisierung der Plattenoberseite durch einen Referenzpunkt in y o= (0,0, z0)
mit nach aulen gerichtetem Normalenvektor n, = (0,0, 1) vereinfacht dargestellt
wird,

e die Diskretisierung der Plattenunterseite durch einen Referenzpunkt in Y, =
(0,0, zy) mit nach auen gerichtetem Normalenvektor n;; = (0,0, —1) vereinfacht
dargestellt wird,

e die Plattendicke zwischen Plattenoberseite zp und Plattenunterseite zy als klein
im Vergleich zum Abstand des Betrachters in z5 angenommen werden kann, d.h.

zp — 2o ~ zgp und 2z — zy X zp,

e wodurch sich der Abstand zwischen Beobachter und Quelle mit Rp = |25 — 20| ~
|zp| = R und analog fiir Ry = |2 — zy| =~ |25| = R berechnet,

e was fiir die Auswertung der Stromungslosung zu den retardierten Zeitpunkten
bedeutet, dass sich 7o = t— Rp/cs = t— R/cs = 7 und analog 7y = t — Ry /¢ &
t — R/co = T ergeben.

Ist S der Fliacheninhalt der Plattenober- bzw. unterseite, so berechnen sich aus Glei-
chung (6.1.6) die Dipol-Anteile der Losung zu

N S zp . T S zp T
plz,t) m ———— sin(2r=) + 5= B (cos(27rf) —1). (7.1.1)

Die analytische N#herungslosung des Schallfeldes in Abbildung 7.1.2 (links) stellt die
Anteile O(1/R) und O(1/R?) mit einer durchgezogenen und einer gestrichelten Linie
dar. Der mit der Integrationsmethode von Ffowcs-Williams und Hawkings berechne-
te Verlauf des Schalldrucks (durchgezogen) und der Vergleich mit der analytischen
Néherungslosung (gestrichelt) sind in Abbildung 7.1.2 (rechts) dargestellt. Die Kur-
ven fiir den Schalldruck aus der Integrationsmethode und der analytischen Ndherung

liegen aufeinander, sie stimmen sehr gut iiberein.
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Abbildung 7.1.2: Analytische Losungsanteile des akustischen Drucks (links)
und Vergleich von analytischem und numerischem Gesamt-
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Abbildung 7.1.3: Akustischer Druck in gleicher Entfernung iiber der Platte

(links) und unter der Platte (rechts).
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Abbildung 7.1.4: Akustischer Druck iiber der Platte in einfacher Entfernung
(links) und doppelter Entfernung (rechts).

Als néchstes wird der Schalldruck im gespiegelten Punkt z5 = (0,0, z5 = —0.34) unter
der Platte und in einem doppelt soweit von der Platte entfernten Beobachtungspunkt
zp = (0,0,z5 = 0.68) mit der Integrationsmethode berechnet. Durch einen Vergleich
mit der analytischen Ndherung kann das Amplitudenverhalten iiberpriift werden. Die
Berechnungsergebnisse sind in Abbildung 7.1.3 fiir den Punkt unterhalb der Platte dar-
gestellt. Die Umkehrung des Vorzeichens wird korrekt wiedergegeben. Die verringerte
Amplitude im doppelt soweit entfernten Punkt ist in Abbildung 7.1.4 deutlich zu erken-
nen. Die akustische Welle kommt nach der doppelten Zeit im Beobachtungspunkt an.
Alle Merkmale werden von der Integrationsmethode von Ffwocs-Williams und Hawkings
korrekt wiedergegeben.

Validierung der Quadrupol-Quellterme am Beispiel der Diagonalstrémung

Zur Validierung der Quadrupol-Quellterme wird ebenfalls ein konstruierter Testfall
aus [11] verwendet, dessen Losungen fiir den Schalldruck aus (6.1.6) analytisch inte-
griert werden konnen. Das Beispiel hat zwar keinen stromungsphysikalischen Hinter-
grund, eignet sich aber sehr gut zur Validierung.

Das Beispiel Diagonalstromung wird in einem wiirfelformigen Rechengebiet mit Kan-
tenldnge 0.03 berechnet, siche Abbildung 7.1.5. Der Schwerpunkt des Wiirfels befindet
sich im Ursprung des Koordinatensystems. Das Rechengebiet reicht damit von —0.015
bis 0.015 in jede Koordinatenrichtung. Mit einer Gitterschrittweite von do = dy = dz =
0.01 wird jede Richtung mit drei Gitterzellen aufgelost. Das ergibt eine Gesamtgitter-
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zellenanzahl von 3% = 27. Im Rechengebiet wird die Dichte mit p = 1.21 als konstant
angenommen, die Stromungsgeschwindigkeiten u sind durch die Vorschrift

{ cos (2nL) =1 fir 0<t<T

u=v=w=

0 fir T <t<2T

gegeben. Die Stromungsgeschwindigkeiten werden in jede Koordinatenrichtung durch
die gleiche Vorschrift definiert. Das erklart die Bezeichnung Diagonalstromung fiir das
Beispiel. Mit T" wird die Zeitdauer bezeichnet, in der die Geschwindigkeiten zeitlich
variieren und Schall erzeugen. Fiir das ungestérte Medium wird eine Schallgeschwin-
digkeit von ¢, = 340 angenommen. Analog zur Validierung der Dipol-Quellterme, wird
der zeitliche Verlauf des Schalldrucks in einem Beobachtungspunkt berechnet. Er hat
die Koordinaten x5 = (x5 = 0.34,0.34,0.34).

1 0.015
\ /
\\// (UN
1 -0.015

Abbildung 7.1.5: Beispiel Diagonalstromung mit Diskretisierung.

Damit der Schalldruck aus den Quadrupol-Quellen validiert werden kann, muss eine
vereinfachte analytische Losung hergeleitet werden. Um das zu erreichen, werden die
folgenden Annahmen gemacht:
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e das Rechengebiet durch einen Referenzpunkt y = (0,0,0) dargestellt wird,

e die Abmessungen des Rechengebiets klein gegeniiber dem Abstand zum Betrachter
sind,

e wodurch sich der Abstand R zwischen Beobachter und Quelle fiir alle Quellpunkte
als konstant R = /(3)|zp| ergibt,

e was fiir die Auswertung der Stromungslosung zu den retardierten Zeitpunkten
bedeutet, dass 7 = r — R/c, ebenfalls fiir alle Quellpunkte eine Konstante ist.

Ist V' das Volumen des Rechengebiets, so berechnen sich aus Gleichung (6.1.6) die
Quadrupol-Anteile des akustischen Drucks zu

207V 2% T T T
plz,t) ~ ~ 72 —B; ( Sm2(27TT) - 003(27TT) <COS(27TT> -1))
—6oV 1 V1
cipT -5 sin(27r—;)(cos(27r—;) -1) + 32P—7T_R3 (005(27;_) —-1)%

(7.1.2)

Die analytische Néherungslosung fiir den akustischen Druck ist in der Abbildung 7.1.6
(links) dargestellt. Den Losungsanteilen der Ordnungen O(1/R) bis O(1/R?) sind die
Linienarten durchgezogen, gestrichelt und punktgestrichelt zugeordnet. Die mit der In-
tegrationsmethode berechneten Druckverldufe (durchgezogen) und ihr Vergleich mit
der analytischen Ndherungslosung (gestrichelt) sind in der Abbildung 7.1.6 (rechts)
dargestellt. Die Kurven fiir die Losung der Integrationsmethode und der analytischen
Néherung stimmen sehr gut iiberein.

Als néchstes wird der Druck im gespiegelten Punkt x5 = (zp = —0.34, —0.34, —0.34)
mit der Integrationsmethode von Ffwocs-Williams und Hawkings berechnet. Aus der
Abbildung 7.1.7 fiir die analytische Néherungslosung geht hervor, dass der Druck un-
verandert im Beobachtungspunkt ankommt. Dieses Verhalten wird von der Integrati-
onsmethode korrekt wiedergegeben, sieche Abbildung 7.1.8. Zum Abschluss der Untersu-
chung wird ein doppelt soweit vom Koordinatenursprung entfernter Beobachtungspunkt
inxy = (xp =0.68,0,68,0.68) mit der Integrationsmethode berechnet. Sowohl die ver-
ringerte Amplitude als auch die spdtere Ankunft des Signals im Beobachtungspunkt
werden korrekt berechnet, vgl. Abbildung 7.1.8.
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******* Analytik, p in (0.34]|0.34]|0.34)
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"""""" P, O(RY 00004
00003 p, O(1/R%) F
£ 0.00035 —
0.00025 = r
0.0002 £ 0.0003 F
0.00015 0.00025 |~
0.0001 £~ 0.0002 F
5E-05 E
E 0.00015 |~
p oF E
F 0.0001 |~
SE-05 - r
-0.0001 5E-05
-.00015 p oF
-.0002 - E ‘ ‘
0 SE05, 0.005 0.01 0.015 0.02

Abbildung 7.1.6: Analytische Losungsanteile des akustischen Drucks (links)
und Vergleich von analytischem und numerischem Gesamt-
druck (rechts).
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Abbildung 7.1.7: Akustischer Druck im Originalpunkt (links) und im gespiegel-
ten Punkt (rechts).
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Abbildung 7.1.8: Akustischer Druck in einfacher Entfernung (links) und dop-
pelter Entfernung (rechts).

7.1.2 Validierung des optimierten Finite-Differenzen Verfahrens

Dem numerischen Verfahren fiir die Ausbreitungsberechnung der akustischen Wellen
kommt besondere Bedeutung zu. Es sind die spektralen Eigenschaften Dissipation und
Dispersion, die zu beachten sind und die im folgenden genauer untersucht werden. Dazu
werden die spektralen Auflosungseigenschaften, die in Abschnitt 6.2 theoretisch durch
eine Fouriertransformation ermittelt wurden, anhand von praktischen Testféllen veran-
schaulicht.

Anhand des ersten Testfalls, der stehenden Welle, ldsst sich beurteilen, wie gut das nu-
merische Verfahren akustische Wellen mit fester Wellenzahl transportiert. Im zweiten
Testfall, der Ausbreitung eines Gauflpulses, werden Wellenpakete mit einem Spektrum
von Wellenzahlen, berechnet. Da fiir beide Testfélle eine analytische Losung existiert,
kénnen die numerischen Ergebnisse validiert werden. Zusétzlich werden Vergleiche mit
anderen hochauflosenden Verfahren wie den gewo6hnlichen Finite-Differenzen, den Kom-
pakten Differenzen oder den ENO/WENO (essentially non oscillatory/weighted essen-
tially non oscillatory) Verfahren dargestellt.

Monofrequente, stehende Welle

Der 1D-Testfall der stehenden Welle aus Alber [1] beruht auf der Ausbreitung einer An-
fangsverteilung im Druck mit sinusférmigem Verlauf. Als analytische Losung stellt sich
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eine stehende Welle, d.h. eine Schwingungsform mit rdumlich konstanten Schwingungs-
knoten und Schwingungsbéduchen der Form

P(x,t) = Pmae cos(wt) sin(kx)

ein. Dabei ist p,,q. die konstante Amplitude der Anfangsverteilung, w die Frequenz und
k die Wellenzahl, welche iiber die Beziehung ¢ = £ mit der Ausbreitungsgeschwindig-
keit ¢ verkniipft sind. Das Rechengebiet ist gerade so gewéhlt, dass sich ein ganzzahliges
Vielfaches der betrachteten Wellenldnge ergibt. Zusammen mit periodischen Randbe-
dingungen lasst sich damit auf einem begrenzten Rechengebiet eine weite Ausbreitung

simulieren.

Wegen der Linearitdt der betrachteten Differentialgleichung und der Linearitédt des

DR P-Vertahrens ist eine Dekomposition und Superposition des Losungsverlaufes moglich.
So kann aus den Eigenschaften, die in diesem Testfall fiir eine einzelne monofrequente

Welle ermittelt werden, auf die Ausbreitung beliebiger Wellenpakete geschlossen werden.

Die obige Gleichung gibt die exakte Losung fiir die Schwankungen in der Druckvariable

an. Die Schwankungen der Geschwindigkeit sind entsprechend um ein Viertel der Wel-

lenléinge raumlich verschoben. Fiir die Beurteilung der Ergebnisse wird nur der Druck

betrachtet.
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Abbildung 7.1.9: Stehende Welle im Raum-Zeit-Diagramm (links) und im
Schnitt an einer Stelle x=const. (rechts).

Die Abbildung 7.1.9 (links) zeigt exemplarisch eine zeitliche und rdumliche Entwicklung
der stehenden Welle, wie sie sich fiir ein numerisches Verfahren, das sowohl Dissipations-
fehler als auch Dispersionsfehler einfiihrt, ergibt. In 7.1.9 (rechts) ist ein Schnitt an einer
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beliebigen Stelle x = const. des Raum-Zeit-Diagramms zu sehen. Es sind Dissipations-
effekte zu erkennen, die sich in einer abnehmenden Amplitude darstellen. Gleichzeitig
treten Dispersionsfehler auf, die eine Anderung der Ausbreitungsgeschwindigkeit und
damit der Schwingungsdauer und der Frequenz bewirken.

Das Kriterium fiir den Fehler in der Amplitude

AmpErr = Pmae — Prum (7.1.3)

Pmaz
ist so definiert, dass ein Amplitudenfehler von Null eine unverdnderte Amplitude be-
zeichnet. Ein positiver Amplitudenfehler weist auf eine verkleinerte Amplitude hin,
wobei ein Fehler von Eins bedeutet, dass die Amplitude nicht mehr vorhanden ist. Ein
negativer Amplitudenfehler bezeichnet eine anwachsende Amplitude und damit ein in-
stabiles Verhalten des numerischen Verfahrens.

Das Kriterium, um eine verénderte Ausbreitungsgeschwindigkeit zu beschreiben, ist der
Phasenfehler

PhErr = 2m — € (7.1.4)
C

Dabei wird die Schwingungsdauer 7" aus den Nullstellen das zeitlichen Drucksignals
abgelesen und daraus iiber ¢ = ﬁ die Ausbreitungsgeschwindigkeit ermittelt. Ein posi-
tiver bzw. ein negativer Phasenfehler deutet auf eine zu schnelle bzw. eine zu langsame
Ausbreitung hin.

Da die rdumliche Wellenlénge fest vorgegeben ist und sich wéhrend der numerischen
Simulation nicht &ndert, erlaubt dieser Testfall eine getrennte Beurteilung dariiber, wie
Amplitude und Wellengeschwindigkeit von einem numerischen Verfahren wiedergege-
ben werden. Untersucht werden Wellen mit unterschiedlichen rdumlichen Auflésungen,
vorzugsweise im kurzwelligen Bereich des Spektrums, fiir den die hochauflésenden Ver-
fahren verbesserte Eigenschaften versprechen. Als Mafl fiir die Auflosung einer Welle
wird die Anzahl der auf eine Wellenldnge verteilten Gitterpunkte PPW (Points Per
Wavelength) angegeben. Die Mindestauflssung wird dabei mit 4 PPW angesetzt. Die
Ausbreitung der akustischen Wellen wurde auf einer Lange von 100 Perioden simuliert.

Die Abbildung 7.1.10, die den Dissipationsfehler darstellt, zeigt deutlich, dass die Ver-
fahren aus der Stromungsmechanik ENO und WENO sich nicht fiir die Ausbreitungsbe-
rechnung von akustischen Wellen eignen. Der grofle Amplitudenfehler dieser Verfahren
ist nur durch eine sehr hohe Auflosung der akustischen Welle (PPW grofler als 15) zu

kompensieren.
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Mit deutlich kleinerer PPW-Zahl und damit deutlich weniger Rechenaufwand kommen
die optimierten Finite-Differenzen Verfahren aus. Sie ermoglichen die Darstellung einer
akustischen Wellenldnge mit acht Punkten pro Wellenldnge. Die Kompakten Differen-
zen Verfahren verhalten sich beziiglich des Amplitudenfehlers noch besser, denn ihnen
geniigt eine PPW-Zahl von sechs, um auf einen Amplitudenfehler kleiner als zwei Pro-

zent zu kommen.

——s—— ENO-04/RK-04
———— WENO-0O5/RK-04

0.9 - ——~—— FD-04 (DRP)/AB-03 (DRP)

= KPKT-O4 (DRP) / AB-O3 (DRP)
0.8
0.7F

0.6
AmpErr 0.5 Y
0.4
0.3

0.2

0.1

Abbildung 7.1.10: Amplitudenfehler der numerischen Verfahren.

In Abbildung 7.1.11 ist der Dispersionsfehler dargestellt, der Abweichungen in der Aus-
breitungsgeschwindigkeit beschreibt. Einen positiven Phasenfehler besitzen die ENO-
und WENO-Verfahren. Die Ausbreitung der akustischen Welle ist bei ihnen zu lang-
sam. Einen negativen Phasenfehler weisen aufgrund des optimierten Zeitintegrationver-
fahrens sowohl die Kompakten Finiten-Differenzen als auch die von Tam optimierten
Finiten-Differenzen auf. Von besonderer Bedeutung ist dabei der Bereich, der durch ei-
ne waagrechte Tangente an die Phasenfehlerkurve gekennzeichnet ist. Dort dndert sich
die Ausbreitungsgeschwindigkeit nur geringfiigig, falls Wellen mit leicht modifizierter
Wellenzahl auftreten. Diese Eigenschaft wird als die Wiedergabe der Gruppengeschwin-
digkeit bezeichnet. Sie liegt bei den optimierten Finiten-Differenzen von Tam genau
bei acht PPW, also derjenigen Auflésung, die einen geringen Amplitudenfehler besitzt.
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Bei den Kompakten Finite-Differenzen wird ein optimaler Phasenfehler bei fiinf PPW
erreicht wird. Das ist nicht in Ubereinstimmung mit einem optimalen Amplitudenfehler.

——=—— ENO-04 /RK-0O4

——+—— WENO-O5/RK-04

———— FD-04 (DRP)/AB-03 (DRP)
——+—— KPKT-O4 (DRP) / AB-O3 (DRP)
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Abbildung 7.1.11: Phasenfehler der numerischen Verfahren.

Multifrequenter Gauflpuls

Der zweite 1D-Testfall [1] betrachtet die Ausbreitung einer Druckstérung in den An-
fangsdaten, die durch eine Gaufiverteilung mit Amplitude p,,,, und Halbwertsbreite b
definiert wird
p(l', t) = Pmaz 6_ln(2)(‘b%‘)~

Sowohl die Dichte als auch die Stromungsgeschwindigkeit bleiben ungestort. Die Abbil-
dung 7.1.12 (links) zeigt die Anfangsverteilung im Druck. Die rechte Grafik von 7.1.12
stellt schematisch dar, wie sich der Anfangsimpuls in zwei gegenldufige Wellenpake-
te aufteilt. Dabei entsprechen die beiden Teile jeweils wieder der anfanglichen Gauf-
Verteilung mit halbierter Amplitude.



86 7 Numerische Ergebnisse

Das Rechengebiet besitzt periodische Randbedingungen. Dadurch lassen sich die akusti-
schen Wellen mit einem begrenzten Rechengebiet iiber eine grofie Ausbreitungsstrecke
verfolgen.

0.0002 — 0.0002 —

0.0001 — 0.0001 —~

oLt | T | I
-20 -10 0 10 20 -100

T B R
50 100

Abbildung 7.1.12: Anfangsverteilung (links) und Ausbreitung (rechts) einer
Druckstornung mit GauBverteilung.

In diesem Testbeispiel wird nun nicht mehr eine einzelne Welle mit vorgegebener Wel-
lenléinge betrachtet, sondern ein ganzes Wellenpaket, das sich aus verschiedenen Teil-
wellen mit unterschiedlichen Wellenzahlen und Frequenzen zusammensetzt. So lassen
sich nicht mehr wie bei der monofrequenten, stehenden Welle getrennte Aussagen iiber
die Dissipations- und Dispersionseigenschaften des Verfahrens machen.

Die sich verringernde Amplitude des Gaufipulses begriindet sich nicht mehr nur aus
dissipativen Effekten, sondern auch durch einen Phasenfehler in den einzelnen Teilwel-
len. Dies wird bei der Zusammensetzung der Teilwellen nach einem Durchlauf anhand
der Amplitude der Resultierenden erkennbar. Die Auswirkung eines Phasenfehlers wird
zusétzlich durch vor- bzw. nachlaufende Wellen sichtbar. Da Teilwellen mit positivem
und negativem Phasenfehler auftreten, sind sowohl vorlaufende als auch nachlaufende
Wellen zu erwarten.

Die Halbwertsbreite b in der Gaulschen Anfangsverteilung fiir den Druck ist ein Maf}
dafiir, wie gut die rdumliche Diskretisierung den Gauflpuls erfa3t. Die Abbildung 7.1.13
zeigt die Anfangsverteilung fiir unterschiedliche Halbwertsbreiten von b = 4 Ax bis
b =1 Az (von oben links nach unten rechts). Daraus wird ersichtlich, dass sich steiler
werdende Flanken des Gauflpulses ergeben, je grober eine Anfangsverteilung aufgelost
ist.
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Eine steile Flanke bedeutet einen hoheren Anteil an Wellen im kurzwelligen Bereich.
Gerade die Ausbreitung der Wellen mit grofler Wellenzahl macht den Unterschied zwi-
schen einem hochauflésenden Verfahren gegeniiber einem Verfahren niedrigerer Ordnung
deutlich.

0.0002 — 0.0002 —
p p
0.0001 — 0.0001 —
1 1 T I ] | | T | |
20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
X X
0.0002 — 0.0002 —
p p
0.0001 — 0.0001 —
oL T T T R S | ol T Ny L ]
20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
X X

Abbildung 7.1.13: Gaufiverteilung im Druck mit unterschiedlichen Halbwerts-
breiten von b = 4 Az bis b = 1 Ax (von oben links nach
unten rechts).

Jede Simulation breitet den Gaufipuls 100 mal durch das Rechengebiet aus, dabei wird
das einmalige Durchlaufen des Rechengebiets als eine Periode bezeichnet. Die Ergebnisse
sind fiir das DRP-Verfahren dargestellt. Dabei wurde ein Gaupuls mit der Halbwerts-
breite b = 3 Az untersucht.
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Die Abbildung 7.1.14 zeigt, dass die Amplitude des Gaufipulses relativ gut erhalten
bleibt. Allerdings sind nachlaufende und vor allem vorauslaufende Wellen erkennbar,
die durch das numerische Verfahren erzeugt werden.
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B e D R
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Abbildung 7.1.14: Ausbreitung eines Monopuls der Halbwertsbreite b = 3 Az,
DRP-Verfahren mit kiinstlicher Ddmpfung D.

Diese konnen durch die Verwendung einer kiinstlichen Ddmpfung unterdriickt werden.
Das wirkt sich allerdings negativ auf die Erhaltung der Amplituden aus. Der Gauf-
puls mit der Halbwertsbreite b = Ax stellt die schwierigsten Testbedingungen dar. Die
Ergebnisse in Abbildung 7.1.15 zeigen deutlich, dass die Amplituden stéarker gedampft
werden als im Fall b = 3 Ax.
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Abbildung 7.1.15: Ausbreitung eines Monopuls mit Halbwertsbreite b = 1 Az,

g D=0
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7.2 Aeroakustischer Testfall: Rotierendes Wirbelpaar

Die aeroakustischen Modelle aus den Kapiteln 4 und 5 werden am Beispiel des rotie-
renden Wirbelpaares getestet. Das Beispiel hat in Miiller und Obermeier [33] seinen
Ursprung und bietet den Vorteil, dass durch seine Einfachheit der Mehrskalencharakter
von Stromung und Akustik deutlich zum Ausdruck kommt. Das rotierende Wirbelpaar
wird in der Literatur von Pao und Anderson [36], Hardin und Pope [19], Dahl [6] und
Slimon et. al. [49], Ottosson [35] und Ewert [9] zur Validierung von aeroakustischen
Verfahren verwendet.

Das Beispiel beschreibt zwei Potentialwirbel, die auf einer Kreisbahn mit Radius ry = 1
rotieren. Deren instationdres Stromungsfeld erzeugt spiralférmige, akustische Wellen
mit einer Wellenldnge A ~ 37.16, siche Abbildung 7.2.1. Es stellt sehr deutlich den
Mehrskalencharakter in den Raumskalen und den Amplituden von Stromungs- und
Akustikgrofien dar.

Eine wertvolle Eigenschaft des rotierenden Wibelpaares ist die Existenz einer analyti-
schen, geschlossenen Losung der induzierten Akustik im Fernfeld. Diese leitet sich aus
einer angepassten asymptotischen Entwicklung (MAE, Matched Asymptotic Expansion)
her und erlaubt eine Validierung der aeroakustischen Modelle.

Zudem existiert eine potentialtheoretische Losung fiir die inkompressible und reibungs-
freie Beschreibung der Stromung des rotierenden Wirbelpaares, auf die in Abschnitt
7.2.1 ausfiihrlich eingegangen wird. Diese wird in Abschnitt 7.2.2 als Basis zur Berech-
nung der aeroakustischen Quellterme verwendet.

7.2.1 Konfiguration und Analytische Lésung
Konfiguration

Die dimesionsbehaftete Formulierung des rotierenden Wirbelpaares besteht aus zwei Po-
tentialwirbeln von denen jeder die Stéirke & = I'/(27) mit der Zirkulation T besitzt, siche
Abbildung 7.2.1. Die dimensionsbehafteten Grofien sind dabei wie in Abschnitt 2 durch
eine Tilde gekennzeichnet. Die Wirbelzentren befinden sich zu Beginn der Betrachtung
in den Punkten (7, 0) und (—7p, 0). Jeder Wirbel definiert ein Geschwindigkeitsfeld,
das aus tangentialen Geschwindigkeitskomponenten an konzentrischen Kreisen um das
Wirbelzentrum besteht. Die radialen Geschwindigkeitsanteile sind gleich Null.

Die Wirbel wechselwirken miteinander und jeder Wirbel induziert auf den anderen eine
Ceschwindigkeit, die in dessen Zentrum den Betrag |io| = I'/(477) aufweist. Das hat
zur Folge, dass sich die Wirbel auf einer Kreisbahn mit Radius 7y umeinander bewe-
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gen. Die Zeit fiir einen Umlauf betriigt Ty = 277/|iio| und die sich daraus ergebende
Winkelgeschwindigkeit ist w = 27/ Tp. Die Potentialwirbel befinden sich in einem ru-
henden Fluid mit Hintergrundsdruck p., und Hintergrundsdichte p.,, dessen ungestorte
Schallgeschwindigkeit sich aus ¢2 = Poo/feo berechnet.

100

. = p Akustik

y Fluid: p L 0.00035

o 0.00030

P. 7 0.00025

. i 0.00020

1 Wirbel 1 2 / 50 0.00015

= L 0.00010

C.=YP./P, 0.00005

0 . — F 0.00000

Mach-Zahl: M = |U0|/Cm = E7 o -0.00005

L ’ -0.00010

= 0.00015

> 0 ‘ ~— 0.00020

L j -0.00025

X L 4!" -0.00030

L -0.00035
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= ISR | 1 1 | L.-cedRERCGRERRT | il
10—0100 50 0 50 100
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Abbildung 7.2.1: Konfiguration des rotierenden Wirbelpaares (links) und spi-
ralférmige, akustische Wellen im Druck (rechts).

Die charakteristischen Groflen fiir das rotierende Wirbelpaar sind
e im Raum der halbe Wirbelabstand 7,
e im Druck der Hintergrundswert p.o,
e in der Dichte der Hintergrundswert po,

e in der Stromungsgeschwindigkeit die induzierte Geschwindigkeit im Wirbelzen-
trum |dio| = I'/(477).

Diese werden fiir die Entdimensionalisierung nach Abschnitt 2.2 verwendet und sind in
der Tabelle 7.2.1 zusammengefafit. Durch die Entdimensionalisierung wird die globale
Mach-Zahl M = w,cr/cer aus dem Verhéltnis der Umlaufgeschwindigkeit eines Wirbels
und der ungestorten Schallgeschwindigkeit definiert. Das rotierende Wirbelpaar wird
berechnet fiir eine Mach-Zahl M = 0.08v/1.4 ~ 0.095.

Inkompressible Stromungslésung

Die inkompressible und reibungsfreie Stromungslosung fiir das rotierende Wirbelpaar
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Physikalisch Referenz Modell,
dimensionslos
Lfinge ’T’NQ Lref = ’T’NQ o = 1
Druck ﬁoo Pref = ﬁoo P = 1
Dichte Poo Pref = Poo Poo = 1
Stromungs-
geschwindigkeit | ag = |u(27))] Upep = Ug uy = |u(2rg)| =1
Schall-
geschwindigkeit | ¢, = % Cref = 4 /;),T.—e; Coo = 7%: =414
i [ — 277 — Zref — 2mrg _

Zeit TO = 1200 tref = Ures TO = uOO =27
Wellenlinge A= % To Coo Tyef =To A= %TJCV?O = %

Tabelle 7.2.1: Entdimensionalisierung des Wirbelpaares mit charakteristischen
Referenzen.

wird aus der Potentialtheorie hergeleitet. Die komplexe Potentialfunktion w(z,t), die
das Wirbelpaar beschreibt, ist die Summe aus den komplexen Potentialfunktionen der
einzelnen Wirbel

w(z,t) = L In(z +b) + L In(z — b) (7.2.1)
2mi 2mi
_ T 2 _ 12
=5 In(z* — b%) (7.2.2)

mit z = x+1iy zur Beschreibung der Lage im Raum und mit b = rye™! zur Beschreibung
der Kreisbahn, auf der die Wirbel rotieren. Die komplexe Potentialfunktion wird als
Summe w = ® 4 iV aus dem reellen Geschwindigkeitspotential & = ®(z,y) und der
reellen Stromfunktion ¥ = W(x,y) gebildet. Aufgrund der Holomorphie der komplexen
Potentialfunktion, d.h. sie ist in jedem Punkt z # b komplex differnzierbar, erfiillen ®
und V¥ die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

o, =V, und &, =—-V,.
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Die kartesischen Geschwindigkeitskomponenten u = u(z,y) = @, (z,y) und v = v(z,y) =
P, (z,y) sind tiber die Ableitungen des Geschwindigkeitspotentials ® definiert und in
der Abbildung 7.2.2 zum Zeitpunkt ¢t = 0 dargestellt.

u in Schnitt x=0 uin Schnitt y=0
——————————— v in Schnitt x=0 ----------- vin Schnitt y=0

< o

Abbildung 7.2.2: Inkompressible Geschwindigkeitskomponenten (u,v) zum
Zeitpunkt ¢t = 0 im Schnitt = 0 (links) und y = 0 (rechts).

p in Schnitt x=0

p in Schnitt y=0

0.9975 0.9975

0.995

0.995

0.9925 |- 0.9925 [

0.9875 0.9875 -

[ T ) T ) T |
20 0 -20 -10 0 10 20

Abbildung 7.2.3: Inkompressibler Druck p zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Schnitt
z = 0 (links) und y = 0 (rechts).
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Aus der Differentiation nach z der komplexen Potentialfunktion w(z,t) folgt

1 1
w, = §(wx —wy) = 5((%; +iV,) —i(®, +1V,)) = P, —iD,

=u—1w
T z

= 2.
mi (22 — b?) (723)

Die kartesischen Geschwindigkeiten berechnen sich aus dem Real- und Imaginérteil von
w aus der Gleichung (7.2.3) zu

u=R(w,), (7.2.4)

v=—((w,). (7.2.5)

Die Druckverteilung in der Abbildung 7.2.3 mit Hintergrundsdruck p,, = 1.0 und
verénderlichem Anteil der GréBenordnung O(M?) folgt aus der instationéren Bernoulli
Gleichung zu

u? + v?

p:poo_M2poo((I)t+ 9

) (7.2.6)

Quelltermberechnung aus inkompressibler Stromungslésung

Damit die in den Kapiteln 4 und 5 auftauchenden Quellterme fiir das rotierende Wir-
belpaar berechnet werden konnen, ist es notwendig, neben der Druck- und Geschwin-
digkeitsverteilung auch deren Raum- und Zeitableitungen zu kennen. Wiederum lassen
sich die Raumableitungen der kartesischen Geschwindigkeiten durch erneutes Differen-
zieren berechnen.

Mit der zweiten Ableitung von w(z,t) nach z ergibt sich

1 . ) )
e = (00— ). = 02— i)y) = B —
= Uy — 1V,
I 22+ b2
-z 7 2.
mi (22 — b?)?’ (r2.1)
Uy = R(w,,) = —vy, (7.2.8)

Uy = —(w,,) = uy. (7.2.9)
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Die zweiten Raumableitungen von v und v berechnen sich aus der néchsten Differen-
tiationsordnung, es folgt

1

= Ugy — ivmmv
oI 23 + 3z1°
= 7 7.2.10
mi (22— b?)%’ ( )
Upy = R(Wyzz) = —Vgy = —Uyy, (7.2.11)
Vpy = =SS (Wyzz) = Ugy = —Vyy. (7.2.12)

Die zeitliche Variation der Geschwindigkeiten wird aus der zeitlichen Differentiation der
komplexen Potentialfunktion berechnet

Wyt = Ut — iUt

2wl 2b?
- (7.2.13)

Damit ist die Geschwindigkeitsverteilung des rotierenden Wirbelpaares und dessen Raum-
und Zeitableitungen bestimmt.

Die Ableitungen der ersten Ordnung fiir den Druck schreiben sich als

P = —M?poo (P + uny + vuy), (7.2.16)
Pe = —M?poo(uy + vty + vvy,), (7.2.17)
Py = —M?poo(v; + uny, + vvy) (7.2.18)

und die zweiten Ableitungen ergeben sich zu
Pt = _szoo(q)ttt + U? + uuy + Ut2 -+ ’UUtt), (7219)

Pza = _szoo(uxt + ugzc + Ul g + Ui + UU%m)? (7220)

Dyy = —MQpOO(vyt + “;2; + uty, + vi + vvy,) (7.2.21)



96 7 Numerische Ergebnisse

mit den gemischten Ableitungen

Pay = —szoo(uty + Uy Uy -+ Ul gy + Uz Uy + vay)v (7222)
Dty = —szoo(utt + UpUp + Uy + VU + thw)a (7223)
Py = _M2poo (’Utt + uyut + Uy + vat + thy)- (7224)

Das fiir die Berechnung der Druckterme notwendige Geschwindigkeitspotential und sei-
ne Zeitableitungen schreiben sich wie folgt

®:m§%hm£—§% (7.2.25)
B, — m(‘T“’F 2257_2@), (7.2.26)
Oy = §R(2°:Z,F (Zjib;)z), (7.2.27)
By = 9%(4“;:T ZQ(Z;(Z_Q ;)Zf)). (7.2.28)

Akustischer Druck des Wirbelpaares

Aus einer angepafiten asymptotischen Entwicklung berechnet sich der akustische Druck

des rotierenden Wirbelpaares, der in Abbildung 7.2.1 (rechts) dargestellt ist. Die fithrende
Ordnung der Entwicklung fiir den Schall im Fernfeldpunkt (r,6) zum Zeitpunkt ¢ ist

gegeben durch

Pl

WH;” (]{77")67:2(Wt_0)) (7229)
0~o0

p(r,0,t) = R(—iM*
mit 7 = /22 4+ y? und 6 = arctan(y/x). Darin ist H2(2) die Hankel Funktion zweiter
Ordnung und erster Art, die definiert ist durch H2(2) = Jy — 1Y5 mit den Bessel Funk-
tionen Jy zweiter Ordnung und erster Art und Y3 zweiter Ordnung und erster Art.
Die Hankel Funktion wird ausgewertet im Argument kr mit k = 2w/c.. Aus der di-

mensionslosen Betrachtung geht hervor, dass die akustischen Druckschwankungen der
GroBenordnung O(M*?) sind.

Die Wellenldnge des akustischen Drucks ist in der Abbildung 7.2.4 zu erkennen. Sie
zeigt einen Schnitt durch das Rechengebiet fiir = 0 (links) und fiir y = 0 (rechts).
Den Druckverlauf iiber der Zeit in einem festen Punkt gibt die Abbildung 7.2.5 wieder.
Darin ist der Druck im Punkt (50,0) (links) und im weiter entfernten Punkt (100, 0)
(rechts) dargestellt.
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p’in Schnitt y=0

p’in Schnitt x=0
0.0004 — 0.0004 —

0.0002

0.0002

-0.0002 -0.0002

TR R R S
-O.OOOithO 50

T R N T I R R T I R R
_0'0005100 50 50 100 50 100

X o

L
0
y

Abbildung 7.2.4: Akustischer Druck p’ im Schnitt = 0 (links) und y = 0

(rechts).
p'in (50/0) p'in (100J0)

0.0002 — 0.0002 —
0.0001 - 0.0001 |
p 0 p’ or
-0.0001 -0.0001
-0.0002 — -0.0002 —

oo b b b e b e e b b T Y R R B R R R | | |

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

Abbildung 7.2.5: Akustischer Druck p’ iiber der Zeit im Fernfeldpunkt (50, 0)
(links) und (100, 0) (rechts).

7.2.2 Aeroakustische Modellierungen

Die aeroakustischen Modelle aus den Kapiteln 4 und 5 werden in diesem Abschnitt
am Beispiel des rotierenden Wirbelpaares getestet. Dazu wird die im vorangegange-
nen Abschnitt 7.2.1 vorgestellte Konfiguration des Wirbelpaares verwendet. Die fiir
die Akustikberechnung notwendige Stromungslosung zur Berechnung der akustischen
Quellterme wird aus der analytischen, potentialtheoretischen Losung gewonnen.



98 7 Numerische Ergebnisse

Akustische Analogie nach Lighthill

Als erstes wird die akustische Analogie nach Lighthill aus dem Kapitel 4.1 in ihrer
Formulierung im Druck nach Gleichung 4.1.8 betrachtet. Durch die Verwendung der
Druckformulierung lassen sich die Ergebnisse leichter mit denen der anderen aeroaku-
stischen Formulierungen vergleichen.

Numerik, p’ in (50(0) Numerik, p’ in (35|35)
——————— Analytik, p in (50/0) -------- Analytik, p'in (35/35)

00002 5 A N A 0.0002
0.0001 |

0.0001 |

0.0001 (| 0.0001 1 |

0.0002 |- Y it i " | Y 00002

Abbildung 7.2.6: Vergleich des akustischen Drucks der analytischen und nu-
merischen Losung in den Punkten (50,0) (links) und (35, 35)
(rechts).

Die Abbildung 7.2.6 zeigt den akustischen Druck in einem festen Punkt iiber der Zeit.
Die Akustik wird in der linken Darstellung in einem Fernfeldpunkt (50, 0) auf der Haupt-
achse ausgewertet. Die Frequenz der Akustik wird korrekt wiedergegeben. Ein Amplitu-
denfehler ist zu erkennen, so dass lediglich 86.0 % der analytischen Amplitude erreicht
werden. Daneben in Abbildung 7.2.6 (rechts) wird der Punkt (35,35) auf der Diagona-
len betrachtet. Auch hier werden 86.0 % der analytischen Amplitude erreicht, so dass
kein Unterschied zwischen der Auswertung auf der Hauptachse und auf der Diagonalen
festzustellen ist. Der Fehler in der Amplitude kann auf die Auswertung der Quellterme
an diskreten Punkten und deren Lage zum Lage zum Wirbelpaar zuriickgefiihrt werden.

Das numerische Rechengebiet auf dem die Quellterme ausgewertet werden reicht bis an
die betrachteten Punkte heran und besitzt eine Gitterschrittweite von Ax = 2.5. Im
Koordinatenursprung (0, 0) befindet sich ein Gitterpunkt. Die Verfahren aus Abschnitt
6.1 besitzen aufgrund ihrer analytischen Integration keine numerische Dissipation.
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Einskalenmodell Scaled Perturbation Ansatz (SPA)

Als néchstes wird das Einskalenmodell aus dem Kapitel 5 getestet. Dabei werden die
vereinfachenden Annahmen der Linearisierung und der giiltigen Inkompressibilitdtsbe-
dingung angenommen, was auf die Formulierung in den Gleichungen (4.2.11) - (4.2.11)
fithrt. Die Giiltigkeit der Vereinfachungen fiir das Beispiel des rotierenden Wirbelpaars
in seiner Konfiguration aus dem vorangegangenen Abschnitt wurde iiberpriift. Eine
aeroakustische Simulation mit den in (4.2.11) - (4.2.11) vernachléssigten Terme fiihrte
zu Anderungen im berechneten akustischen Druck, die um Gréfienordnungen kleiner als
die Druckamplitude waren.

y
‘ . Ax=25
e E i E— e
| | |
| | |
] : : ] :Ay:2.5
| | Gitterpunkt |
| | |
777777 -+ - = L - - - - — — — — 4 - — =
| | |
| | |
| | |
= ‘ L At
| 1 | X
| | |
| | |
777777 T - Tr- - -7 -~
| | |
| | |
] | ] | ] |
| | |
| | |

Abbildung 7.2.7: Konfiguration Wirbelpaar und Position der Gitterpunkte.

Die Strémungslésung fiir das rotierende Wirbelpaar wird in einem Rechengebiet mit den
Abmessungen [—101.25,101.25] in x— und y—Richtung ausgewertet. Die Gitterschritt-
weite ist Az = 2.5, was einer Auflosung mit 81 x 81 Punkten entspricht. Das Gitter
und seine Lage zum rotierenden Wirbelpaar ist in der Abbildung 7.2.7 dargestellt. Die
zu den Wirbelzentren auf der Kreisbahn mit Radius 7y = 1 néchsten Gitterpunkte be-
finden sich im Koordinatenursprung mit Abstand 1 und auf den Hauptachsen in einem
Abstand von 1.5. Damit ist sichergestellt, dass die Entfernung zu den Singularitidten in
den Wirbelzentren geniigend grofi gewahlt ist. Die akustische Losung fiir das rotierende
Wirbelpaar wird auf demselben Gitter berechnet. Das erlaubt die aeroakustische Formu-
lierung des Einskalenmodells, da es die Stromungslosung von der Akustiklosung trennt
und iiber Quellterme koppelt. Im Fall des Wirbelpaares ist das Gitter mit der Gitter-
schrittweite Az = 2.5 der Akustik angepasst. Da sich die Wellenldnge A\ der Akustik aus
der Tabelle 7.2.1 fiir die Mach-Zahl M =~ 0.095 zu A ~ 39.1 berechnet, entspricht das
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einer PPW von 15. Damit ist das verwendete Finite-Differenzen Verfahren nach Tam
aus Abschnitt 6.2 mit geniigender Genauigkeit einsetzbar, was aus der Validierung des
numerischen Verfahrens in Abschnitt 7.1.2 und der Darstellung des Amplitudenfehlers
in Abbildung 7.1.10 und des Phasenfehlers in 7.1.11 folgt.
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Abbildung 7.2.8: Spiralformige Ausbreitung des akustischen Drucks nach 100,
200, 300 und 2000 Zeitschritten (von links oben nach rechts

unten).

Der Zeitschritt des numerischen Verfahrens ist At = 0.02 und eine kiinstliche Dampfung
von D = 7.0 wird verwendet. Das ist notig, da durch die Quellterme an diskreten
Punkten auch hochfrequente Anteile in der akustischen Losung enthalten sind. Durch
die Verwendung der kiinstlichen Dampfung lassen sich diese effektiv entfernen, ohne
signifikant die Amplitude der Akustik zu beeinflussen. Der Wert von D = 7.0 wurde

durch Austesten ermittelt.
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Die Ausbreitung des akustischen Drucks im Rechengebiet ist in Abbildung 7.2.8 dar-
gestellt. Diese zeigt von links oben nach rechts unten den spiralférmigen akustischen
Druck nach 100, 200, 300 und 2000 Zeitschritten. Das enspricht bei einem Zeitschritt
von At = 0.02 den Zeitpunkten ¢t = 2, ¢t = 4, t = 6 und ¢t = 40. Die Zeitpunkte lassen
sich ebenfalls in Umlédufen des Wirbelpaars ausdriicken. Dabei entspricht der letzte be-
trachtete Zeitpunkt nach 2000 Zeitschritten ungefihr 6.4 Rotationen des Wirbelpaars.

0.0002

0.0001 [}

00001 - |

0.0002 | ¥

Numerik, p’ in (50/0)
"""" Analytik, p' in (50/0)

0.0002

-0.0002

00001~ !

0.0001 [/

Numerik, p’ in (0]50)
"""" Analytik, p’in (0|50)

Abbildung 7.2.9: Akustischer Druck der analytischen und numerischen Losung

0.0002 =
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0.0001F | |
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Numerik, p’ in (35|35)
"""" Analytik, p’ in (35|35)

0.0002

-0.0002

T T R I Y N
15 20 25

-0.0001 |- !

in den Punkten (50,0) (links) und (0,50) (rechts).

Numerik, p in (50|50)
"""" Analytik, p’ in (50|50)

00001f ||

Abbildung 7.2.10: Akustischer Druck der analytischen und numerischen Losung
in den Punkten (35,35) (links) und (50, 50) (rechts).
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Die Auswertung des akustischen Drucks in einem festen Punkt iiber der Zeit ist in den
Abbildungen 7.2.9 und 7.2.10 dargestellt. In dieser Darstellung 1483t sich die numerische
Losung leichter mit der analytischen Losung beziiglich Amplitude und Frequenz ver-
gleichen.

Sowohl auf der Hauptachse in den Punkten (50,0) (links) und (0,50) (rechts) in Ab-
bildung 7.2.9 als auch auf der Diagonalen in den Punken (35,35) (links) und (50, 50)
(rechts) in Abbildung 7.2.10 wird der akustische Druck korrekt wiedergegeben. Die Fre-
quenz der numerischen Losung stimmt mit der des analytischen Drucks iiberein. Der
Fehler in der Amplitude betriagt 16 % auf der Hauptachse und reduziert sich auf 9 % in
den Punkten auf der Diagonalen. Das ist erstaunlich, denn die numerische Auflésung
in PPW ist auf der Diagonalen geringer als in Richtung der Hauptachsen.

Die Fehler in Amplitude und Phase sind einerseits durch die Dissipation und Disper-
sion des numerischen Verfahrens begriindet, andererseits hat die Wahl der diskreten
Gitterpunkte, in denen die analytische Stromungslosung ausgewertet und die Quellter-
me gebildet werden, einen Einflufl auf das Ergebnis.

Einskalenmodell (SPA) mit verschobenem Gitter

Wie in den vorangegangenen Abschnitten zu beobachten war, hat die Lage der Git-
terpunkte einen Einflufl auf die Losung der aeroakustischen Modellierung. Um dieses
Verhalten zu erldutern, wird die Losung auf einem verschobenen Gitter berechnet. Wa-
ren zuvor die Gitterpunkte auf den Hauptachsen und parallel dazu im Abstand von
Az = 2.5 gelegen, so kommt jetzt ein dazu verschobenes Gitter zum Einsatz, siehe
Abbildung 7.2.11.

Dabei bedeutet verschobenes Gitter, dass die Gitterpunkte, in denen die Stromungslosung
berechnet und die Quellterme gebildet werden, um eine halbe Gitterschrittweite Ax/2
verschoben sind. Es ist zu erkennen, dass die den Wirbelzentren néchsten Gitterpunkte
auf den Diagonalen liegen und einen geringeren Abstand zu den Wirbelzentren aufwei-
sen als in der Gitterkonfiguration 7.2.7.

Die Stromungslésung besitzt in der Nihe der Wirbelzentren starke Anderungen in Ge-
schwindigkeit und Druck. Das fiihrt zu verdnderten Quelltermen, da diese im Wesent-
lichen durch die Gradienten an die Stromungslosung gebildet werden.
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Abbildung 7.2.11: Gitterkonfiguration mit Ax/2 verschobenen Gitterpunkten.

Die Darstellung der zeitlichen Entwicklung des akustischen Drucks ist in Abbildung
7.2.12 von links oben nach rechts unten nach 100, 200, 300 und 2000 Zeitschritten
gewihlt. Es wird deutlich, dass sich keine spiralférmigen Druckwellen ausbilden. Ein
akustischer Druck, der die Form von konzentrischen Halbkreisen mit der der doppelten
Frequenz hat, ist zu erkennen. Das dokumentieren auch die Aufzeichnungen des akusti-
schen Drucks in einem festen Punkt iiber der Zeit.

Die Abbildung 7.2.13 zeigt dieses Verhalten fiir die Punkte (51.25,1.25) (links) und
(1.25,51.25) (rechts) nahe den Hauptachsen und die Abbildung 7.2.14 dokumentiert die
Verhéltnisse nahe der Diagonalen in den Punkten (36.25, 36.25) (links) und (51.25, 51.25)
(rechts). Durch die Verwendung des verschobenen Gitters ist es nicht méglich, genau
dieselben Punkte wie im vorangegangenen Abschnitt auszuwerten. Daher werden die
nichstgelegenen Gitterpunkte fiir die Auswertung verwendet.

Die erhéhte Amplitude ist ebenso wie die Uberlagerung durch eine weitere Druckschwan-
kung durch die Anndherung der Gitterpunkte an die Wirbelzentren zu erklédren und
stimmt nicht mehr mit der vorgegebenen analytischen Losung iiberein.

Das gleiche und damit falsche Losungsverhalten zeigt sich ebenfalls, wenn die Analogie
nach Lighthill aus dem vorangegangenen Abschnitt verwendet wird. Auch darin hat die
Lage der diskreten Gitterpunkte, in denen die Stromungslosung ausgewertet die Quell-
terme gebildet werden, einen signifikanten Einflufl auf die Losung.



104 7 Numerische Ergebnisse

Die Wahl des Gitters und die Lage der Gitterpunkte unterliegt einer gewissen Frei-
heit des Anwenders. Im Fall des rotierenden Wirbelpaares orientiert sich das Gitter
und dessen Schrittweite an der zu berechnenden Akustik. Die Gitterschrittweite von
Ax = 2.5 ist zu grob, um lokale Stromungsphinomene immer richtig zu beschreiben.
Hinzu kommt, dass die Auswertung der Quellterme durch die lokalen Werte der exakten

Losung an den Gitterpunkten vorgenommen wird.
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Abbildung 7.2.12: Akustischer Druck auf einem verschobenen Gitter nach 100,
200, 300 und 2000 Zeitschritten (von links oben nach rechts

unten).

Aus diesen Griinden ist es zu erwarten, dass die berechnete numerische Losung von der
Gitterwahl abhéngig ist. Sinnvoll wére in diesem Fall, eine Mittelung der Stromungslésung
iiber eine Gitterzellen vorzunehmen und daraus die Quellterme zu berechnen. Das genau
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ist es, was den Mehrskalenansatz auszeichnet, da er diesen Aspekt schon von Beginn
der Modellierung in sich trégt.

Numerik, p’ in (50|0) Numerik, p’ in (0|50)
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Abbildung 7.2.13: Akustischer Druck auf einem verschobenen Gitter aus der
analytischen und numerischen Losung in den Punkten
(51.25,1.25) (links) und (1.25,51.25) (rechts).
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Abbildung 7.2.14: Akustischer Druck auf einem verschobenen Gitter der
analytischen und numerischen Losung in den Punkten
(36.25,36.25) (links) und (51.25,51.25) (rechts).
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Mehrskalenmodell

An dieser Stelle treten die Vorteile der Mehrskalenmodellierung hervor. Hier gibt es ei-
gene Raumskalen 7 und £ fiir die Stromung und die Akustik. Die Evolutionsgleichungen
(5.2.36) - (5.2.38) beschreiben nicht nur die Ausbreitung der Akustik und die Quellter-
me, sie schreiben auch explizit vor, wie die Quellterme auf dem Akustikgitter zu bilden
sind.

Mittelung

c}

Abbildung 7.2.15: Grob- und Feingitter fiir die Stromung-Akustik Koppelung.

Durch eine Mittelung auf der kleinen Raumskala 1 der Stromung werden die Quell-
terme auf die lange Skala £ der Akustik iibertragen. Neben der Information, dass die
Stromungs- und die Akustiklosung auf unterschiedlichen Gittern berechnet werden, ist
darin auch eine Vorschrift enthalten, wie Daten der Stromung auf das Akustikgitter
iibertragen werden.

Eine Grobgitterzelle der Schrittweite Ax = 2.5 wird in mehrere Feingitterzellen un-
terteilt. Die Verfeinerungsstufe gibt an, in wieviele Zellen pro Koordinatenrichtung die
Schrittweite Ax unterteilt wird. Fiir eine Verfeinerungsstufe von 3 enthélt eine Grob-
gitterzelle 9 Feingitterzellen, sieche Abbildung 7.2.15. Analog ergibt sich fiir die Verfei-
nerungsstufen von 2, 4, 5 und 6 die Anzahl der Feingitterzellen pro Grobgitterzelle zu
4, 16, 25 und 36.
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Fiir die Ermittlung des Quellterms in einer Grobgitterzelle wird der Quellterm in allen
darin enthaltenen Feingitterzellen berechnet und anschliefend eine Mittelung durch-
gefiihrt. Um bei der Gitterverfeinerung den Wirbelzentren nicht zu nahe zu kommen,
werden alle diejenigen Quellterme zu Null gesetzt, die in einem Kreis mit Radius 1.5

um den Ursprung liegen.
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0.00020
0.00015
0.00010
0.00005
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-0.00015
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0.00010
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Abbildung 7.2.16: Akustischer Druck auf einem verschobenen Gitter nach 2000
Zeitschritten mit dem Mehrskalenmodell und den Gitterver-
feinerungsstufen 3 bis 6 (von links oben nach rechts unten).

Die aeroakustischen Berechnungen mit der Mehrskalenmodellierung verwenden fiir die
Akustik das verschobenen Gitter, das sich im vorangegangenen Abschnitt zusammen

mit dem Einskalenmodell als kritisch herausgestellt hat.
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Die Abbildung 7.2.16 zeigt von links oben nach rechts unten den akustischen Druck
im Rechengebiet nach 2000 Zeitschritten fiir die Verfeinerungsstufen 3, 4, 5, und 6.
Durch die Mittelung der Stromungslosung und der Quellterme bilden sich spiralférmige
Druckwellen aus wie sie die analytische Losung des Problems vorschreibt.

Die Auswertung der numerischen Losung des akustischen Drucks in einem festen Punkt
(51.25,1.25) iiber die Zeit ergibt ebenfalls eine Ubereinstimmung mit der analytischen
Losung. Die Abbildung 7.2.17 zeigt das Ergebnis fiir die Verfeinerungsstufen 3 (links)
und 4 (rechts), die Abbildung 7.2.18 stellt die Verfeinerungsstufen 5 (links) und 6
(rechts) dar.

Numerik, p' in (51.25|1.25) Numerik, p’ in (51.25/1.25,
——————— Analytik, p’in (51.25|1.25) “=77=77 Analytik, ; in ((51.25||1.25))

00002 . . A a ; 0.0002 |-
0.0001

0.0001 [+

0.0001 |- | -0.0001 -} |

0.0002 - ¥ ¥ i ¥ ¥ v 0.0002 |- ¥

Abbildung 7.2.17: Akustischer Druck des Mehrskalenmodells und den Gitter-
verfeinerungsstufen 3 (links) und 4 (rechts).

Numerik, p’ in (51.25|1.25) Numerik, p’in (51.25|1.25)
————— Analytik, p’ in (51.25|1.25) 77T Analytik, prin (51.25(1.25)

00002~ 5 ; 0.0002 -
0.0001 -

0.0001 +

00001} | -0.0001 -

s N A A A o000l &

Abbildung 7.2.18: Akustischer Druck des Mehrskalenmodells und den Gitter-
verfeinerungsstufen 5 (links) und 6 (rechts).
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Mit zunehmender Verfeinerungsstufe stellen sich die Nulllage und Amplitude der Druck-
wellen ein. Im Fall der Verfeinerungsstufe 6 werden 88.2 % der analytischen Amplitude

erreicht.

Mehrskalenmodell mit Konvektion

Zuletzt wird die Konvektion in die Mehrskalenmodellierung aufgenommen und anhand

des rotierenden Wirbelpaars getestet.
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0.00015 0.00015
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0.00000 0.00000

-0.00005 -0.00005
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-0.00025 -0.00025
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-0.00035 -0.00035
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Abbildung 7.2.19: Akustischer Druck auf einem verschobenen Gitter nach 2000
Zeitschritten mit dem Mehrskalenmodell mit Konvektions-
einflufl und den Gitterverfeinerungsstufen 3 bis 6 (von links

oben nach rechts unten).
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Deren Einflu8 wird durch die Evolutionsgleichungen (5.2.39) - (5.2.41) der néchst hoheren
Ordnung bestimmt. Die Abbildung 7.2.19 zeigt die akustische Losung nach 2000 Zeit-
schritten fiir die Gitterverfeinerungsstufen 3 bis 6 (von links oben nach rechts unten).

Die Auswirkungen auf die Losung durch Hinzunahme der Konvektionskorrektur fallen
gering aus. Das ist fiir das Beispiel des rotierenden Wirbelpaars nicht anders zu erwar-
ten, denn es besitzt keine ausgeprigte Konvektion in eine Richtung. Die Strémungs-
geschwindigkeiten bilden nahezu konzentrische Kreise um den Koordinatenursprung,
siehe Abbildung 7.2.2. Die Abbildungen 7.2.20 und 7.2.21 geben den akustischen Druck
in einem festen Punkt iiber die Zeit aufgetragen an.
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Abbildung 7.2.20: Akustischer Druck mit dem Mehrskalenmodell mit Konvekti-
onseinfluf}, Gitterverfeinerungsstufe 3 (links) und 4 (rechts).
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Abbildung 7.2.21: Akustischer Druck mit dem Mehrskalenmodell mit Konvekti-
onseinflul; Gitterverfeinerungsstufe 5 (links) und 6 (rechts).
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8 Zusammenfassung

Das Mehrskalenproblem der Aeroakustik im Regime kleiner Mach-Zahlen erfordert eine
geeignete Modellierung der um Groéflenordnungen variierenden Skalen im Raum und in
der Energie von Stromung und Akustik.

Die vorliegende Arbeit leitet einen Ansatz zur aeroakustischen Mehrskalenmodellierung
her, der alle Aspekte des Mehrskalenproblems beriicksichtigt. Ein Storungsansatz, der
auf den inkompressiblen Stromungsgleichungen basiert, modelliert sowohl die Schal-
lerzeugung als auch ihre Ausbreitung. Die Grundlage dafiir bildet die Grenzwertbe-
trachtung beim Ubergang von einer kompressiblen zu einer inkompressiblen Stréomung.
Deren Ergebnisse motivieren eine Skalierung der Terme im Ansatz. Dadurch treten die
physikalisch relevanten Terme hervor, was praktisch an der Potenz der Mach-Zahl des
jeweiligen Ausdrucks abgelesen werden kann.

Die Betrachtung auf einer Raumskala und einer Zeitskala fiihrt auf das Einskalenmo-
dell SPA, das im Vergleich zum Ansatz von Hardin und Pope eine deutlich allgemeinere
Beschreibung der schallerzeugenden, inkompressiblen Stromung erlaubt.

Durch die Mehrskalenmodellierung wird eine zweite, langskalige Raumvariable ein-
gefiihrt. Die aus diesem Ansatz resultierenden Storungsgleichungen beinhalten Gradien-
ten der physikalischen Groflen, die sich sowohl auf die kurze wie auf die lange Raumskala
beziehen. Die Eigenschaften der langskaligen Anteile werden iiber einen Mittelungspro-
ze3 extrahiert, was in einer inhomogenen Wellengleichung fiir die akustische Ausbreitung
resultiert. Die Quellterme der rechten Seite sind durch die Stromungslosung definiert
und modellieren die Schallerzeugung. Der konvektive Einflul der Stromung auf die aku-
stische Ausbreitung wird in den Stérungen der nichst hoheren Ordnung beschrieben.

Die aeroakustische Mehrskalenmodellierung wird durch ein analytisches Beispiel mit
bekannter Losung getestet. Zwei Potentialwirbel, die auf einer Kreisbahn rotieren, de-
finieren ein instationéres Stromungsfeld, das spiralférmige, akustische Wellen erzeugt.
Der Mehrskalencharakter im Raum und in den Amplituden von Stréomung und Aku-
stik kommt durch das Beispiel sehr gut zum Ausdruck. Die analytische Potentiallésung
der Wirbel wird auf einem feinen Rechengitter diskretisiert, um die kleinen raumlichen
Strukturen abzubilden. Dieses ist eingebettet in ein deutlich grober aufgelostes Rechen-
gitter, auf dem die akustischen Ausbreitung simuliert und das den langskaligen akusti-
schen Wellen angepafit ist. Die beiden Rechengebiete fiir die Stromung und die Aku-
stik kommunizieren iiber akustische Quellterme. Diese sind durch die schallerzeugende
Stromung auf dem feinen Gitter definiert und regen auf dem groben CAA-Rechengitter
die Akustik an. Die Vorschrift fiir den Transfer der Quellterme zwischen den Rechen-
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gebieten wird von der Mehrskalenmodellierung explizit durch einen Mittelungsprozefl
geliefert. Die Notwendigkeit zur Mittelung der Quellterme wird durch die numerischen

Ergebnisse fiir das rotierende Wirbelpaar dokumentiert und betont.
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A Grundgleichungen

A.1 Navier-Stokes Gleichungen in konservativen und primiti-

ven Variablen
Die Erhaltungsgleichungen fiir die Impulsdichte und die Energie werden umgeformt in
Evolutionsgleichungen fiir die primitiven Variablen Geschwindigkeit und Druck. Die

Gleichung fiir die Massenerhaltung ist identisch mit einer Evolutionsgleichung fiir die
Dichte.

Umformung der Impulserhaltung in Geschwindigkeits-Evolutionsgleichung
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A.1 Navier-Stokes Gleichungen in konservativen und primitiven Variablen
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A.2 Entdimensionalisierung der Navier-Stokes Gleichungen

Die dimensionsbehafteten Gréflen tragen eine Tilde, Referenzen sind gekennzeichnet
durch das Subskript ref und dimensionslose Grofien tragen keinerlei Indizierung. Fiir

die Entdimensionalisierung wird der funktionale Zusammenhang

_f

 fres
zwischen dimensionslosen und dimensionsbehafteten Variablen sowie Referenzgrofien
verwendet. Wird dieser Zusammenhang in die Navier-Stokes Gleichungen eingesetzt, so
lassen sich Gleichungen fiir die dimensionsbehafteten und die dimensionslosen Varia-
blen herleiten. In den dimensionslosen Gleichungen kénnen globale Parameter, die aus

f und f=f - fef

Referenzgrofien gebildet werden, auftreten.

Entdimensionalisierung der Massenerhaltung
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(pﬂ)t“‘v (puou)+VpZM VT Href

uref - xT@prefuref
—_———
5 %
u); + V- (puou V = —
(pu): (puow) + p= Re

Entdimensionalisierung der Energieerhaltung

&+ V- (i(é+p)=V-(Fd)-V-7

reflUs kpesT,
etpref + \v& (Q(e +p))urefpref v (ZQ)M fUref L v q refdref
t = 2 L 2
ref Lref Lref Lref

u’f‘e re t'f‘e MT’@ u%e t'f‘e k’f‘e T’f‘e t'f‘e
e+ V- (ule + p))redlret trel _ g (g o) TS el trel g, Fred Tref Pref

Lref Pref x%ef Pref - xqz«ef Pref

=

2
UrefPref Lref —-v. Q) :uTefuref Lref L v qkrefTref Lref

e+ V- (u(e+p)) g i
Lref UrefPref xref UrefPref xref UrefPref

—
T

reflre FrefTre
= TyefPref T LreflrefPref
re “36 FrefTre
e+ V- (ule+p) = V- (zu) —= e e e
LrefUrefPref pref/pref LrefUrefPref
N ~ A 7
:% =M?2
M2 kref Dref
e+ V- (ule+p)=—-V-(zu) -V-q
! Re - T TrefUrefPref preeref
PV et p) = Y () - Vg
e - (u(e =—V-(tu)—-V-
t - p Re = gflfrefurefpreeref
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M? Href kref/pref
e+ V- -(ule+p)=—V-(ru)—V-q
¢ ( ( >) Re (_ ) T TrefUrefPref :Ur’ef/p?“EfRT@f
M2 re kT@ re c
et+V-(g(e+p)):—V-(gg)—vg Href f/(ﬂ fCP) Y
Re xrefurefpre]:\ Mref/pref 17_1
1 1
" Re ~ Pr
£ et p) = L9 (zu) )
“ erp Re L (y—1)RePr =
£ et ) = L9 ) - v
—_ . ’7- _—
€t € p R€ :Q P€ g

Entdimensionalisierung der Geschwindigkeits-Evolutionsgleichung

~ 1=~ 1~
U+ (@-V)u+-Vp==V-7
p p =
2
Ure Uy 1 re 1 refUre
ytt f (u V) f+—Vp Pref :_v_;:uf2f
ref Lref 1Y PrefLref P pref'rref

2
Quref tref + lvp Dref tref _ lv . Z,urefu;ef tref
Lref Uref 1Y Prefref Uref P _pref'rref Uref

—_

2
uref Lref + lvp Pref Tref — V. ,urefuref xref

Lref ugef p PrefLref u72“ef P pT@fmref f

V)u

Qt"‘(u'

re re 1 re
P ref P T Preflreflref
1
:ﬁ =5
u, + (u-V —V
=t (— )— Re
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Entdimensionalisierung der Druck-Evolutionsgleichung

Pr+a-Vp+ypV = (y—1)iVi— (v - 1)V §

2
DPre refPre DPreflUre HrefUy.. kre The
JURALANEYTINS v/ Rl L AR v Thak Al AR VS DV YA T A Ry VRS ) v g
tref Lref Lref xref xref
UpefDref tre refUref tre
Dot GplretPres tres L Prestiveg tres
Lref  Pref Lref Pref
2
IU“T’efure tre kre Tre tre
= (y = DrVu—5rd el (y )y gl el
xref Pref xref Pref
UrefPre Lre refUre Lre
po+ - Vprrdlred _Tret g Preftre Tred
Tref UrefPref Tref UrefPref
2
IU“T’efure Tre kre Tre Tre
= (y— D)rVu—yrt =ty 1)V gl
xref UrefPref xref UrefPref
refUre kre Tre
et u-Vp+apV-u=(y— DrVerded )y g et
- LrefPref T LreflrefPref
2
re Upe kre Tre
Pt Vp+apVu = (y— 1)rVy —- L —(y -V
- LrefPreflref pref/pref T TrefUrefPref
N - ﬁ/_/
:é =M?
M? kre Tre
petu-Vp+apV-ou=(y—1)—-1Vu—(y - 1)V g—F"I
Re= T TrefUrefPref
M2 kref Pref
petu-Vp+apV-u=(y—1)—1Vu— (v -1V ¢
Re= Irefurefpref preeref
M? re Kre
Pt Vp+pVou= (7~ 1) 5rVu — (y— )V - g !
Re= T TreflrefPref MT’eeref

2

M re kr@ re C
prtu-Vp+ V- -u=(y—-1)5-1Vu—-~7V-q Foref £/ (Prestp)

Re Irefurefpref ,Uref/pref Py
Te Pr
]\42 -1
M? —1
ptu-Vp+pV-u=(y—1)—-1Vu MV

Re= Pe I
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A.3 Transformation in den Wellenzahl-Frequenz-Raum

Fiir die Transformation der linearisierten Euler Gleichungen von der Raum-Zeit Be-
schreibung in die Wellenzahl-Frequenz Beschreibung werden die Transformations-Theo-
reme iiber die Ableitung und die Verschiebung angewendet. Sie sind an dieser Stelle als
Rechenregel dargestellt. Darin bezeichnet f eine in die Wellenzahl-Frequenz Beschrei-
bung transformierte Grofle und f beschreibt die urspriingliche Gréfle in der Raum-Zeit
Beschreibung. Die unabhéngige Variable ist in der Raum-Zeit Beschreibung mit x und
in der Wellenzahl-Frequenz Beschreibung mit a bezeichnet. Zwischen f und f gilt der
Zusammenhang

fa)=5- [ e,

fa)= [ Fajerda.

Ableitungssatz

Die Fouriertransformierte einer partiellen Ableitung von f nach z ist gleich dem i«
-fachen der fouriertransformierten Funktion f .

—

0

oo f () =iaf(a)

Verschiebungssatz

Die Fouriertransformierte einer Funktion, die an der Stelle x + dx ausgewertet wird, ist

b

gleich dem e'*** -fachen der transformierten Funktion f an der Stelle a.

—

flx+6z) = €% f(a)



B Asymptotische Gleichungen

B.1 Entwicklung auf einer Raumskala und einer Zeitskala
Die asymptotische Einskalen-Entwicklung

plz,t) = p Oz, t) + MpW (z,t) + M*p? (z,1) + O(M?),

w(z, t) = u®(z,t) + Mu' (z, 1) + M*u® (z,1) + O(M?),

pla, t) = pO(z,t) + MpM (z, t) + M*p? (z,1) + O(M?),

T(z,t) =Tz, t) + MTWD (2, t) + M*TP(z,t) + O(M?)

mit der Raumskala x und der Zeitskala ¢ wird in die dimensionslosen kompressiblen
Navier-Stokes Gleichungen (2.2.1) - (2.2.3) und die Zustandsgleichung (2.2.4) einge-
setzt. Die globale Mach-Zahl M wird aus Referenzgréfien gebildet. Daraus ergeben sich
die folgenden asymptotischen Gleichungen in Dichte, Geschwindigkeit, Druck und Tem-

peratur.
Asymptotische Gleichungen fiir die Dichte p

Fithrende Ordnung:

PO+ V- (pOu®) =0

Erste Ordnung:

1
A+ V- (pDu®) + V- (p0u) = 0

Zweite Ordnung:

PP 4V (p@u®) + V- (pWu®) + V- (pOu®) =0

Dritte Ordnung:

3
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Vierte Ordnung:

PP £V (pDu®) £ V- (pOuD) + V- (p@u?) + V- (pDu®) + V- (pOu®) =0

Asymptotische Gleichung fiir die Geschwindigkeit u
Ordnung O(M~2:)

Ordnung O(M™':)

Fithrende Ordnung:

1
P04 L (5040 . )y ® 1 vp — V-2

Erste Ordnung:

PO 4 py 0 (04O L)y ©

1

Zweite Ordnung:

2 1 0
pOul? + pWyuM 4 p?y 0

+(pPu® - V)u® + (pVu™ - V) + (pMu® - v)u™

1
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Dritte Ordnung:

pOy® 0y L @0 4 3,0

—i—(p(?’)g(o) _ V)Q(O) 4 (/)(2)2(1) . V)H(O) + (p(z)g( ). -V)u @ 4 (p(l)g@) . V)Q(O)

—i—(p(l)g(l) . V)Q(l) + (p(l)g(o) . V)H@) 4 (P(O)H(s) . V)Q(O) + (p(O)H@) . V)Q(l)

H(pOuW - V)u® 4 (fOuO . V)u® 4 VO = — 7. O

Vierte Ordnung:

4 2 1 0
p(O)Qg)_‘_p(l) ()+p(2) ()+p(3) ()+p() (0)

HpPuD V) £ (0Pu® . VYO + (pOu® - V)u® + (pVu® - V)

_,_(p(l)g(l) . V)Q@) + (/)(1)@(0) . V)g(?’) 4 (0(0)2(4) . V)Q(O) + (/)(O)Q(?’) . V)g(l)

+(p(0)y(2) . V)Q(Z) + (p(o)ﬂ( ). v)y(i%) + (p(o)y(o) . V)ﬂ(ﬁx) + vp(ﬁ) = —Vv.r®

Asymptotische Gleichung fiir den Druck p

Fithrende Ordnung:

0

v—1
2O 4407 . — 0= Vg o

Pe =

Erste Ordnung:
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Zweite Ordnung:

Dritte Ordnung:

i+ u® - Vp® 4w Vp® 4 pPv )

IV w4+ pIV - u® OV =(y - 1) -

Vierte Ordnung:
p§4) +y(0) ) Vp(4) +E(1) . Vp(3)

+u® - Vp@ 4+ 4pWV - ul® 4 4pB v .y

1
PPV - u® 4 pV - ul® p OV =(y = 1) 2 (2

Asymptotische Gleichungen fiir die Temperatur 7T’

Fithrende Ordnung:

0
7O — ]ﬁ
p(©)
Erste Ordnung:
p) — pM O

B Asymptotische Gleichungen
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Zweite Ordnung:

7O p(2) _ p(2)T(0) _ p(1)T(1)

Dritte Ordnung:

Vierte Ordnung:

piay _ P = p VT — pITO — pOTC) — pOTE)

PO
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B.2 Entwicklung auf zwei Raumskalen und einer Zeitskala

Die asymptotische Mehrskalen-Entwicklung
pla.t) = pO (. & 1) + MpV (n.,1) + M?pP (1. €, 1) + O(M?),
u(z,t) =u® (1. & 1) + Mu (n, €, 1) + M*u® (n,€,£) + O(M?),

t) + MpW (n, &, t) + M?*p@ (1, £, 1) + O(M?),

=
is:
N
Il
3
S
)
[

mit den Raumskalen n = O(z) und § = O(Mz) und der Zeitskala t wird in die di-
mensionslosen kompressiblen Navier-Stokes Gleichungen (2.2.1) - (2.2.3) und die Zu-
standsgleichung (2.2.4) eingesetzt. Die globale Mach-Zahl M wird aus Referenzgrofen
gebildet. Daraus ergeben sich die folgenden asymptotischen Gleichungen in Dichte, Ge-
schwindigkeit, Druck und Temperatur.

Asymptotische Gleichungen fiir die Dichte p

Fithrende Ordnung:

0

Erste Ordnung:

1
o+ V- (0u®) + 9, (0Ou) + Ve (00u?) = 0

Zweite Ordnung:
PP+, (pPu) + v, - (pVuV) + V, - (pOu®)

+Ve - (pWu?) + Ve (pPuV) =0

Dritte Ordnung:
i+ V- (pPu®) + 9, - (pPuM) + 9, - (pVu®) + 9, - (pOu®)

+Ve - (pPuO) + Ve - (pWuD) + Ve - (0Qu?) =0
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Vierte Ordnung:
4

Asymptotische Gleichung fiir die Geschwindigkeit u
Ordnung O(M~2):
Vnp(o) =0

Ordnung O(M™1):
Vnp(l) + Vgp(o) —

Fiihrende Ordnung:

1
P04 4 (040 .V 1O £V, p® 4 v = =V, 0

Erste Ordnung:
pOult 1+ pMuO 1 (pM 0 . 7 u® + (p04D . v, )u®

1 1
HpOu T 4+ (U Te)u® + Vp® + Vep® = -, 1)+ VO

Zweite Ordnung:

0

POy 4 pDy D 1 52,0

+(p@u? - v, )u® + (pVu® - V)@ + (pPu@ - v, )
HpOu® . Vn)u(o) + (pu - v )uM + (p0u @ - v, u?

+(pMu@ - V)u® + (pQu . Vu® + (pOuO . v )u®

1

V. p® + V.G =
TVl Vep Re
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Dritte Ordnung:

3 0
pOu® 4 pMy 4 DM 4 @30 4 (s .7, )u®

Vierte Ordnung:

L@ 4 @y O

+(p(3)g(0) . Vn)g(l) + (p(z)
—i—(p@)g(o) . Vn)g(z) + (p(l)

) Vn)ﬂ(l) + (

(1@ . vn)ym)

AS)

B Asymptotische Gleichungen
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Asymptotische Gleichung fiir den Druck p

Fiihrende Ordnung:

—1
pO 1 .y 0 4 4pOy, @ — =1

u e v, Q(O)

Erste Ordnung:

pgl) n H(l) _ Vnp(o) + H(O) . vnp(l) + H(O) . v§p(0)

v—1 v—1
+7p(1)vn cu© 4 VP(O)Vn YOS 7p(O)Vg cu© = _( B )Vn .g(l) _ ( e >V£ 'Q(O)

Zweite Ordnung:
p§2) + 2(2) . Vnp(o) + H(l) . vnp(l)

+H(0) . Vnp@) + H(l) . Vgp(o) + H(O) . Vgp(l) + fyp@)vn . H(O)

Dritte Ordnung:
p§3) 1+ u® . Vnp(o) +u® . Vnp(l)
+u® . Vnp(2) + 4O Vnp(3) +u@. Vgp(o)
+Q(1) . Vsp(l) + Q(O) . Vsp@) + ’Yp(g)vn . Q(O)

+’Yp(2)v77 . Q(l) + ’Yp(l)vn . Q@) + ’Yp(o)vn . Q(3)

1
12 £V 1 +pOT - =(y — 1) (T, + £OT )
+10Veu®)

v—1 v—1
_ - )y, q - - )V q®
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Vierte Ordnung:

i

+u® - V,p® +u® . v, p0 4 4@ v, p®
+u® - Vop® +u® . v, p@ 4 4@ v pO
+u®  Vep® 4 0@ Vp@ 4y . Tep®
+’Yp(4)v77 . Q(O) + ’Yp(g)vn . H(l) + ’Yp(z)vn . 2(2)

+’Yp(1)v17 . Q(3) + ’Yp(o)vn . 2(4) + fyp(3) Vs . H(O)

B Asymptotische Gleichungen

1

Re =

+ 1OV, 4@ 4 7OV® 4 7Oy 0)

(v—1)
B Pe Vn-g

Asymptotische Gleichungen fiir die Temperatur T

Fithrende Ordnung:

Erste Ordnung:

Zweite Ordnung:

| = pOTO _ 70

(2
g 50

Dritte Ordnung:

P& — AT _ @70 _ ;07

TG —
p(©)

v—1
ML_(Pe)vﬂg@
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Vierte Ordnung:

P — pOTO) _ ;BT _ @7@) _ p07E)

)
= ©
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