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Kurzfassung

Diese Arbeit ist im Rahmen einer Kooperation mit dem Institut fiir Aerodynamik und Gasdynamik
der Universitit Stuttgart, dem Institut fiir Hochleistungsimpuls- und Mikrowellentechnik des Karls-
ruher Instituts fiir Technologie sowie dem Hochstleistungsrechenzentrum Stuttgart entstanden. Im
Rahmen der Kooperation soll ein vollkinetisches 3D Verfahren zur Simulation hochverdiinnter Plas-
mastromungen entwickelt werden. Hierbei hat das Institut fiir Aerodynamik und Gasdynamik die
Aufgabe, einen Loser zur zeitgenauen Berechnung elektrischer und magnetischer Felder zu entwi-
ckeln. Das Institut fiir Hochleistungsimpuls- und Mikrowellentechnik ist mit der Entwicklung eines
Fokker-Planck-Losers zur Simulation von Coulomb-Kollisionen betraut. Am Institut fiir Raumfahrt-
systeme werden die kurzreichweitigen Teilcheninteraktionen modelliert.

Die hier vorgestellte Arbeit gibt zunédchst eine Einfiihrung in die Theorie der gaskinetischen Beschrei-
bung einer hochverdiinnten Stromung. Dabei wird u. A. ein neu entwickeltes Modell zur Initialisie-
rung Boltzmann’sch verteilter Anregungszustidnde vorgestellt und erfolgreich getestet.

Die Modellierungen der Teilcheninteraktionen umfassen reaktive und nichtreaktive Kollisionen, wo-
bei mindestens ein Teilnehmer elektrisch neutral ist, sowie Coulomb-Kollisionen. Der Modellansatz
des Instituts fiir Hochleistungsimpuls- und Mikrowellentechnik fiir die Losung der Fokker-Planck-
Gleichung, welche die Grundgleichung zur Beschreibung von Coulomb-Kollisionen ist, beruht auf
der Losung einer dquivalenten stochastischen Differentialgleichung. Das Verfahren ist sehr genau
und selbstkonsistent, erweist sich aber in der gekoppelten Anwendung derzeit als nicht praktikabel.
Da mit dem gekoppelten Partikelverfahren technisch relevante und wissenschaftlich interessante Fra-
gestellungen auf groeren raumlichen und zeitlichen Skalen untersucht werden sollen, wird in dieser
Arbeit ein statistischer Modellierungsansatz gewihlt.

Ein- und Ausgangsgrofien fiir die Kollisionsberechnung sind grundsitzlich Teilchenenergien sowie
die entsprechenden Spezieszugehorigkeiten. Elektrische und magnetische Feldeffekte spielen wih-
rend der Kollisionssimulation keine Rolle, machen sich aber in den Teilchengeschwindigkeiten vor
dem Stoss bemerkbar. Die Translationsenergien geladener Teilchen enthalten elektrisch und magne-
tisch bedingte Anteile als Ergebnis des instationir arbeitenden Feldlosers hoher Ordnung, welcher
vom Institut fiir Aerodynamik und Gasdynamik entwickelt wird.

Die Neutralteilcheninteraktion wird durch Implementierung eines Modells zur Beriicksichtigung von
Lennard-Jones-Potentialen verbessert. Das Kollisionsmodell wird modifiziert, um die Simulation von
Elektron-Schwerteilcheninteraktionen auf Basis eines neu entwickelten Reaktionsmodells zu gewéhr-
leisten. Dieses basiert auf energieabhingigen Wechselwirkungsquerschnitten. Es wird eine einfache
Querschnittsdatenbank fiir Argon sowie eine umfangreiche Datenbank fiir atomare Kohlenstoffs-
pezies aufgebaut und implementiert, was durch plasmatechnologische Anwendungen sowie durch
mit Teflon™ betriebene Parallelschienenbeschleuniger in der Raumfahrt motiviert ist. Die Daten-
bank enthilt Querschnitte fiir die elastische Streuung von Elektronen an Neutralteilchen unter Be-
riicksichtigung von Polarisationseffekten, elektronenstoinduzierte An- und Abregungs- sowie elek-
tronenstofinduzierte Ionisations- und Rekombinationsquerschnitte. Die Qualitit des Modells hiangt
malgeblich von der Beriicksichtigung aller konkurrierenden Prozesse in Form von Querschnittsin-
formationen ab. Somit wird fiir die reaktive Interaktion eines lon-Elektron-Paares ein vereinfachtes
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Querschnittsmodell fiir die Coulomb-Streuung sowie ein Querschnitt fiir die Strahlungsrekombina-
tion implementiert. Eine eigens erzeugte Datenbasis fiir Fluor kann aufgrund der sehr schlechten
Qualitit derzeit verfiigbarer Datenpunkte nicht verifiziert werden.

Coulomb-Kollisionen erfordern aufgrund des zugrundeliegenden langreichweitigen Coulomb-Poten-
tials in der Regel eine alternative Herangehensweise, da die Kollisionen nicht als Zweikorperkolli-
sionen behandelt werden konnen. Um dennoch Konsistenz in der Modellierung der Teilcheninter-
aktionen zu wahren, wird ein auf statistischen Prinzipien basierendes Verfahren implementiert und
verifiziert. Dabei werden Coulomb-Kollisionen vereinfacht als Abfolge vieler Zweikorperkollisionen
betrachtet.

Die numerischen Eigenschaften der implementierten Modelle werden hinsichtlich der Kopplung des
Gesamtverfahrens sowie der raumlichen, zeitlichen und teilchenbezogenen Diskretisierung diskutiert.
Erstmals wird auch der Einfluss des statistischen Fokker-Planck-Losers auf die Gesamtenergieerhal-
tung im Falle einer mit einem einfachen Feldloser gekoppelten Simulation untersucht.

Umfangreiche Verifizierungssimulationen auf Basis von Reservoirsimulationen werden durchgefiihrt.
Der statistische Fokker-Planck-Loser wird verifiziert, in dem ein Elektronenstrahl in eine Ionen- und
eine Elektronenwolke geschossen wird. Es werden analytische Losungen fiir die Lang- und Kurz-
zeitentwicklung der Drift sowie der Varianz als Referenz verwendet. Im Fall der kurzreichweitigen
Teilcheninteraktionen werden systemunabhéngige Ratenkoeffizienten als VergleichsgroBen herange-
zogen. Nicht vorhandene Referenzwerte werden numerisch durch Mittelung des betreffenden Quer-
schnitts iiber eine gleichgewichtsverteilte Energie erzeugt.

Die Kopplung der Kollisionsroutinen an ein zur Verfiigung gestelltes Verfahren zur Berechnung elek-
trischer Felder wird anhand einer vereinfachten Simulation eines Elektronenstrahls, welcher einen
Kohlenstoff-Fluor-Strahl kreuzt, demonstriert. Hierbei steht der Nachweis sowohl der Kopplung un-
terschiedlicher Datenstrukturen, als auch die Ausfiithrung der Kollisionsprozesse im Vordergrund.
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Abstract

This work is embedded in a cooperation with the Institute of Aerodynamics and Gasdynamics of the
Universitit Stuttgart, the Institute of Pulsed Power and Microwave Technology of the Karlsruhe In-
stitute of Technolgy, and the High Performance Computing Center Stuttgart. Within this cooperation
a fully kinetic 3D particle code for the simulation of highly rarefied plasma flows is being developed.
The Institute of Aerodynamics and Gasdynamics is responsible for the development of a solver for
the time accurate computation of electric and magnetic fields. The development of a Fokker-Planck
solver for the simulation of Coulomb collisions is assigned to the Institute of Pulsed Power and Mi-
crowave Technology. At the Institute of Space Systems the short range particle interactions are being
developed.

The presented work gives initially an introduction in the theory of gas dynamic description of highly
rarefied flows. As a part of this, a newly developed model for the initialization of Boltzmann distri-
buted electron excitation states is presented.

The modelling of particle interactions concerns reactive and non-reactive collisions where at least
one of the colliding particles is a neutral, and Coulomb collisions. The model approach used at the
Institute of Pulsed Power and Microwave Technology for solving the Fokker-Planck equation - which
is the governing equation for Coulomb collision processes - is based on solving an equivalent stocha-
stic differential equation. The solver is very accurate and self consistent but a coupled simulation is
currently unfeasible. As the overall particle code is intended to be applied to technically relevant and
scientifically interesting problems on larger spatial and temporal scales a statistical approach is used
within this work.

Input and output quantities for the collision computation are in general particle energies and the cor-
responding species identity. Electric and magnetic field effects are neglected during collision compu-
tation but affect the pre-collisional particle velocities. The translational energies of charged particles
contain velocity components which are influenced by the electric and magnetic fields computed by
the time accurate field solver which is being developed at the Institute of Aerodynamics and Gasdy-
namics.

The neutral particle interaction is improved by an implemented model taking Lennard-Jones poten-
tials into account. The collision model is modified in order to allow for electron - heavy particle
interactions which are treated on basis of a newly developed reaction model. It works with energy de-
pendent cross sections. Therefore, a simple cross section data base for Argon and an extensive cross
section data base for atomic Carbon species is being build and implemented which is motivated by
typical plasma based industrial processes as well as Teflon™ propelled parallel plate accelerators for
space propulsion purposes. The data base contains cross sections for the elastic electron scattering
by atoms taking into account polarization effects, electron induced excitation and de-excitation cross
sections, as well as electron induced ionization and recombination cross sections. The quality of the
model strongly depends on the consideration of all concurrent processes in terms of cross section
data. In order to treat a reactive ion-electron interaction a simplified formulation of the Coulomb
cross section as well as a cross section for the radiative recombination is being implemented. The
verification of a self developed Fluorine based cross section data base fails due to the low fidelity of
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the available data.

Coulomb collisions demand another way of treatment caused by the long range interaction potential
as this prohibits a treatment as binary collisions. For the sake of consistency in collision modelling
an alternative approach based on statistical methods is implemented and verified. Therein, Coulomb
collisions are modelled as a consecution of many binary collisions which simplifies the problem.

Numerical properties of the implemented models are discussed regarding code coupling methodology
as well as spatial, temporal and particle discretization. For the first time the influence of the statistical
Coulomb collision solver on the total energy conservation with respect to a coupled field and Coulomb
collision solver is being discussed.

Extensive reservoir based verification simulations are being performed. The statistical Fokker-Planck
solver is being verified by the interaction of an electron beam with an ion and with an electron
cloud. The drift and variance of the beam electrons are compared to reference values obtained from
analytical long and short term solutions. In case of short range particle interactions simulation results
are compared with system independent rate coefficients. Unknown reference values are numerically
computed by averaging the corresponding cross section over an energy making use of an equilibrium
distribution function.

The coupling of the collision routines to a provided electric field solver is demonstrated on basis of a
simplified simulation of an electron beam scattered by a heavy particle (Carbon and Fluorine) beam.
Here, the coupling of different data structures as well as the correct execution of collision processes
is of main importance.
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1. Einleitung

Im Gegensatz zu einem Gas enthilt ein Plasma Ladungstriger. Dadurch treten bestimmte Phinomene
auf, welche durch eine Neutralgasmodellierung i. A. nicht ausreichend erklirt werden kénnen. Ein
Plasma besteht keinesfalls nur aus Ladungstrigern: So entsteht z. B. bei einem hochenthalpen atmo-
sphérischen Eintrittsmanover vor dem Bug des Eintrittskorpers ein Stof3, der die Teilionisation des
in der Regel neutralen Atmosphérengemisches zur Folge hat. Andererseits kann bei thermonuklearen
Fusionsreaktoren von einer vollstindigen Ionisation des Fusionsplasmas ausgegangen werden.

Im Rahmen dieser Arbeit werden teilionisierte Plasmen betrachtet, wobei sich die genaue Zusam-
mensetzung aus der Simulation der Plasmastromung ergibt. Der Terminus hochverdiinnt impliziert
die Modellierung der Plasmastromung unter Vermeidung der Kontinuumsannahme aufgrund zu nied-
riger Teilchendichten. Ein prizises MaB fiir den Grad der Verdiinnung kann i. A. nicht angegeben wer-
den, da die Kontinuumsannahme nicht gilt, wenn die Storung eines Plasmazustandes aus der Sicht des
Plasmas so grof} ist, dass es zu groBeren und unbekannten Abweichungen von der Gleichgewichts-
verteilung der Teilchenenergien kommt. Eine niedrige Teilchendichte ist dazu nicht zwingend erfor-
derlich, begiinstigt aber das Versagen der Kontinuumsmodellierung erheblich, da aufgrund der verrin-
gerten Kollisionsprozesse die Relaxation in den Gleichgewichtszustand verzogert ist. Gilt die Konti-
nuumsannahme noch, so kann mit einer Temperatur- und Chemie-Nichtgleichgewichtsmodellierung
gearbeitet werden. Andernfalls muss die Giiltigkeit des Temperaturbegriffs grundsitzlich in Frage
gestellt werden.

Die gaskinetische Grundgleichung zur Beschreibung einer Stromung ist die so genannte Boltzmann-
Gleichung!. Die gesuchte GroBe ist die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion f, welche fiir jede Spe-
zies definiert ist. Bei vernachlédssigbaren Abweichungen von der algebraisch bekannten Gleichge-
wichtsverteilungsfunktion f;aw konnen aus der Boltzmann-Gleichung die Euler-Gleichungen fiir
Masse-, Impuls- und Energieerhaltung hergeleitet werden [1]. Sollen kleine Abweichungen von der
Gleichgewichtsverteilungsfunktion grundsétzlich erlaubt werden, so konnen unter Verwendung eines
linearen Storansatzes aus der Boltzmann-Gleichung die Navier-Stokes-Gleichungen hergeleitet wer-
den [2]. Die Navier-Stokes-Gleichungen sind die hydrodynamischen Grundgleichungen und unter-
scheiden sich von den Euler-Gleichungen durch die Transportterme fiir die Viskositit, die Diffusion
und die Wiarmeleitung, welche makroskopische Manifestationen eines mikroskopischen Relaxations-
prozesses darstellen. Da sich die meisten technisch interessanten Stromungen durch diese viskosen
Transportprozesse auszeichnen, haben sich die Navier-Stokes-Gleichungen in der Hydrodynamik eta-
bliert. Bei Plasmen miissen i. A. noch elektrische und magnetische Felder sowie deren Einfluss auf
die Transportprozesse beriicksichtigt werden. Dies macht die Losung der Maxwell-Gleichungen er-
forderlich und fiithrt in Kombination mit den Navier-Stokes-Gleichungen zu den Grundgleichungen

IDiese Gleichung wird in Kap. 3 etwas niher erliutert.
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der Magnetohydrodynamik [3].

Als Ma fiir die Giiltigkeitsgrenze der Kontinuumsannahme wird die Knudsenzahl Kn = \/L ver-
wendet, wobei A und L die mittlere freie Wegldnge und eine charakteristische Systemlidnge darstellen.
Fir A << Lbzw. Kn << 1 wird der gaskinetische Zustand durch die Kollisionen dominiert und man
kann von einer gleichgewichtsnahen Geschwindigkeitsverteilungsfunktion ausgehen. Derartige Stro-
mungszustinde werden dann in aller Regel mit Navier-Stokes-Verfahren simuliert [4]. Die Grenze
der Anwendbarkeit von Kontinuumsverfahren ist flieBend. Als Richtwert gilt bekanntlich Kn = 0.1,
dariiber beginnt der so genannte Ubergangsbereich, welcher ab Kn > 10 in den Bereich der freien
Molekularbewegung iibergeht. Bemiihungen, die Grundgleichungen der Hydrodynamik in der Art zu
erweitern, dass auch Stromungen mit Knudsenzahlen im Ubergangsbereich durch Differentialglei-
chungssysteme beschrieben werden konnen (siehe z. B. [5, 6]), haben bisher nicht zum erhofften
Erfolg gefiihrt [7]. Aufgrund ihrer mathematischen Struktur existiert bisher kein allgemein giiltiges
analytisches Losungsverfahren. Ausfiihrliche Beschreibungen der numerischen Methoden zur direk-
ten numerischen Losung der Boltzmann-Gleichung sind z. B. in [8, 9, 10] zu finden. Derartige Me-
thoden sind allerdings stark problemabhéngig und somit in ihrer Anwendbarkeit eingeschrinkt.

Wie jede Differential- sowie Integralgleichung beschreibt auch die Boltzmann-Gleichung das Ver-
halten des zugrunde gelegten Systems. Somit besteht ein alternativer Ansatz darin, das durch diese
Gleichung représentierte System direkt zu modellieren. Dabei besteht die Stromung aus einer Viel-
zahl einzelner Teilchen. Diese Teilchen werden bewegt und deren Interaktionen untereinander sowie
mit eventuell existierenden Winden abgebildet.

Ein Verfahren, welches sich bei der Simulation hochverdiinnter Stromungen etabliert hat ist die Di-
rekte Simulation Monte Carlo (DSMC). Dieses statistische Verfahren macht sich zwei wesentliche
Eigenschaften zunutze, welche den Rechenaufwand deutlich reduzieren: Zum Einen kann ein Teil-
chen eine Vielzahl realer Teilchen reprisentieren. Zum Anderen wird bei der DSMC die korrekte Re-
produktion der Kollisionsfrequenz im zeitlichen Mittel gefordert, wodurch jedes simulierte Teilchen
nur maximal eine Kollision je Zeitschritt erfihrt. Durch den statistischen Ansatz wird der Rechen-
aufwand auf eine lineare Abhingigkeit von der Teilchenzahl reduziert. Dies erlaubt prinzipiell die
Simulation von Problemstellungen auf groeren Raum- und Zeitskalen.

Die Modellierung von Teilchenkollisionen in hochverdiinnten Plasmastromungen wurde in dieser
Arbeit bewusst allgemein gehalten, so dass die diskutierten Modellvorstellungen auf viele technische
und wissenschaftliche Probleme angewandt werden konnen. Dennoch ist es hilfreich, exemplarisch
eine Anwendung heraus zu greifen, um anhand ihrer diese Arbeit zu motivieren. Dies wird im fol-
genden Abschnitt am Beispiel eines Parallelschienenbeschleunigers durchgefiihrt.

Parallelschienenbeschleuniger

Parallelschienenbeschleuniger gehoren zur Gruppe der instationidren magnetoplasmadynamischen
(iMPD) Triebwerke. Das sind gepulst arbeitende elektrische Triebwerke, die seit vielen Jahren in
der Raumfahrt zur Lageregelung eingesetzt werden [11]. Fiir eine Reihe von Missionen ist dieser
Triebwerkstyp auch als Primédrantrieb geeignet, was die Anforderungen an eine missionsabhéngi-
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ge Optimierung und Qualifizierung enorm erhoht. Dies erfordert u. A. eine entsprechende numeri-
sche Modellierung und Simulation unter Beriicksichtigung unterschiedlicher Konfigurationen. Die
Schienen sind im einfachsten Fall zwei parallel angeordnete Elektroden, zwischen denen ein Treib-
stoffblock eingespannt ist. An den Elektroden liegt eine hohe Spannung an, die durch eine kapazitiv
gespeicherte Energie aufrecht erhalten wird. Ein Ziindmechanismus sorgt fiir die Erzeugung initialer
Ladungstriger, mit deren Hilfe dann ein Oberflichenablationsprozess am Treibstoffblock in Gang
gesetzt wird. Damit werden weitere Ladungstriger generiert, was schlieBlich die Entladung der Kon-
densatorenergie zur Folge hat. Kondensatorenergie und Pulsdauer fithren dazu, dass eine Leistung
von bis zu einem Megawatt bei einer ablatierten Masse der Grolenordnung Mikrogramm umgesetzt
wird. Dies lésst sehr starke Storungen der Geschwindigkeitsverteilungsfunktionen erwarten, was eine
vollkinetische Modellierung dieser Prozesse erforderlich macht. Die approximative Losung der voll-
standigen Boltzmann-Gleichung erfordert auch die Berechnung elektrischer und magnetischer Fel-
der, die durch die bewegten Ladungstriger erzeugt werden. Derartige Partikelverfahren zur Losung
der Maxwellgleichungen werden Particle-In-Cell (PIC) genannt und ignorieren direkte Kollisionen
von Ladungstrigern (Coulomb-Kollisionen). Diese werden durch sogenannte Fokker-Planck-Loser
(FP) behandelt, welche die Grundgleichung (Fokker-Planck-Gleichung) fiir die Beschreibung von
Coulomb-Kollisionen 18sen. Die vollkinetische Simulation einer Entladung eines gepulsten Parallel-
schienenbeschleunigers erfordert die Kopplung aller drei Verfahren (d.h. PIC-DSMC-FP) bzw. die
Bertiicksichtigung der assoziierten plasmaphysikalischen Phidnomene in einem Gesamtverfahren.

Stand der Forschung

Die Kopplung von Partikelverfahren stellt eine bekannte Methode zur numerischen Untersuchung
verdiinnter Stromungen auf dem Gebiet der elektrischen Raumfahrtantriebe dar. Allerdings basiert
der grofte Teil der gekoppelten Partikelverfahren auf sogenannten PIC-MCC-Verfahren. Der Termi-
nus MCC steht fiir Monte-Carlo-Collision und impliziert die Annahme einer bekannten, konstanten
und homogenen Hintergrundverteilung von Neutralteilchen. Samtliche Kollisionsprozesse basieren
auf diesem Hintergrund, wodurch Energie und Impuls mit theoretisch unendlicher Geschwindigkeit
abtransportiert werden [12, 13, 14, 15, 16, 17]. Die stetige Entwicklung verfiigbarer Rechenleis-
tung erlaubte es, Fluid/PIC-DSMC-Verfahren fiir die Simulation von elektrischen Antrieben und der
erzeugten Plasmastrahlen anzuwenden [18, 19, 20]. Die Weiterentwicklung von MCC zu DSMC
basiert in der direkten Simulation der Neutralteilchen mit verdnderlichen Positionen und Geschwin-
digkeiten. In 2000 untersuchten Boyd et al. [21] die Freistrahlentwicklung eines koaxialen iMPD-
Triebwerkes hinsichtlich Riickstromung und Kontaminationseffekten. Entladung, Ablation und gas-
dynamische Beschleunigung in der Diise wurden mit Hilfe eines 1D-Modells berechnet und als An-
fangsbedingung fiir das Partikelverfahren vorgegeben. Unter der Annahme von Quasineutralitit wur-
de die Stromungsentwicklung mit Hilfe eines 2D Fluid/PIC-DSMC-Verfahrens simuliert. Weiterhin
wurde ein volldissoziierter Zustand angenommen, d.h. molekulare Spezies wurden nicht berticksich-
tigt. Durch die Modellierung von Ladungsaustauschreaktionen konnte gezeigt werden, dass es beim
iMPD-Triebwerk zu einer signifikant hoheren Kontaminationsgefahr durch Riickstrémung von lang-
samen lonen kommen kann im Vergleich zu Hall-Ionen-Triebwerken. In 2001 untersuchten Gatsonis
und Yin [22] ebenfalls mit einem 2D Fluid/PIC-DSMC-Verfahren einen Parallelschienenbeschleuni-
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ger und dessen Freistrahl. Obwohl die plasmaphysikalische Modellierung genauer war als bei [21],
konnten nicht alle Ergebnisse experimentell validiert werden. Das wurde nicht nur auf die Proble-
matik der Messungen hochinstationirer Grof8en zuriickgefiihrt, sondern auch auf die fehlende Rota-
tionssymmetrie sowie auf die Annahme einer Isothermie. In 2004 verwendeten Keidar et al. [23] ein
dhnliches Verfahren zur Simulation eines koaxialen Mikro-iMPD-Triebwerkes. Aufgrund des Trieb-
werksaufbaus (Treibstoffblock und Elektroden liegen in einer Ebene) vollziehen sich alle plasma-
physikalischen Prozesse auBBerhalb des sonst iiblichen Entladungsvolumens. Eine hohere physikali-
sche Genauigkeit konnte durch die Entwicklung eines zeitgenauen B-Feldlosers erreicht werden. Die
Ergebnisse der Simulation lieferten teilweise eine gute Ubereinstimmung mit dem Experiment. Al-
lerdings weisen die Autoren darauf hin, dass ein Vergleich mit experimentellen Daten fraglich sein
kann, zumal reale Entladungen keineswegs rotationssymmetrisch sein miissen.

Die in den referenzierten Arbeiten verwendeten Verfahren lieferten keine Information iiber die Ab-
weichung der Elektronenverteilungsfunktion vom Gleichgewichtszustand. Eine solche Information
kann nur eine vollkinetische 3D PIC-DSMC-FP-Simulation mit Losung der instationiren Maxwell-
gleichungen liefern. Hierfiir ist aber die Simulation von Coulomb-Kollisionen erforderlich, die auf-
grund des langreichweitigen Coulomb-Potentials prinzipiell Mehrkorperkollisionen darstellen. Al-
lerdings lidsst sich eine Mehrkorperkollision vereinfacht als eine Abfolge mehrerer Zweikorperkolli-
sionen mit kleinen Streuwinkeln betrachten. Basierend auf dieser Uberlegung haben Rosenbluth et.
al [24] ausgehend von der Boltzmann-Gleichung die Fokker-Planck-Gleichung fiir beliebige Vertei-
lungsfunktionen hergeleitet. Takizuka und Abé [25] haben ein Monte-Carlo-Verfahren zur Simulation
von Binérkollisionen in Plasmen entwickelt. Jones et. al [26] publizierten eine Methode zur Berech-
nung der Krafteinwirkung auf ein Teilchen von den Gittergrofen in einem Particle-In-Cell-Code,
wobei die Anwendbarkeit auf bestimmte Verteilungsfunktionen begrenzt war. Daraufthin verbesser-
ten Manheimer et. al [27] das Verfahren von Jones et al. [26] hinsichtlich der Beliebigkeit der Vertei-
lungsfunktion bis auf ihre Isotropie. In all diesen Arbeiten wurden die Coulomb-Kollisionen einzeln
behandelt.

D’ Andrea [28] entwickelte einen Fokker-Planck-Loser, bei dem eine dquivalente stochastische Dif-
ferentialgleichung gelost wird. Allerdings verlangt das Verfahren zur Erhaltung der Selbstkonsistenz
eine extrem hohe Teilchenzahl auf sehr kleinen rdumlichen Skalen. Cranfill et. al [29] schlugen einen
zeitimpliziten Particle-In-Cell-Loser vor, der auf der Gruppierung mehrerer Kollisionen mit kleinen
Streuwinkeln zu einer Kollision mit groBem Streuwinkel beruhte. In [30, 31] schlug Nanbu eine al-
ternative Methode zur Behandlung der Gruppierungseigenschaft von Coulomb-Kollisionen vor, bei
der es im Wesentlichen um die Bestimmung der Verteilungsfunktion f(y ) eines kumulativen Streu-
winkels y  als Resultat vieler Kollisionen N mit kleinem Streuwinkel x geht. Damit konnte er eine
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Winkelverteilung angeben, die verwendet werden kann, um den
kumulativen Streuwinkel zu bestimmen. Schlielich haben Bobylev und Nanbu [32] nachgewiesen,
dass durch diese Methode die Fokker-Planck-Gleichung fiir den Grenziibergang At — 0 approxima-
tiv gelost wird.



Zielstellung und Gliederung

In dieser Arbeit sollen bestehende Modelle zur Simulation von Zwei- und Mehrkorperkollisionen in
hochverdiinnten Plasmastromungen untersucht sowie bei Bedarf neue Modelle entwickelt werden.
Ausgangspunkt ist das am Institut fiir Raumfahrtsysteme entwickelte 2D DSMC-Verfahren LasVegas
[33]. Die darin implementierten Teilchenalgorithmen sind auf neutrale Spezies beschrinkt und nicht
auf Plasmen anwendbar. Die wesentlichen Datenstrukturen und Neutralteilchenalgorithmen sollen in
ein neues 3D PIC-DSMC-FP-Verfahren transferiert und in geeigneter Weise fiir die neuen Model-
lierungsarbeiten modifiziert werden. Dieses neue Verfahren trigt den Namen PicLas und entsteht im
Rahmen einer Kooperation mit drei weiteren Instituten: Das Institut fiir Aerodynamik und Gasdyna-
mik der Universitit Stuttgart entwickelt einen instationédren Feldloser hoher Ordnung [34, 35]. Am In-
stitut fiir Hochleistungsimpuls- und Mikrowellentechnik am Karlsruher Institut fiir Technologie wird
ein Fokker-Planck-Loser entwickelt [28, 35]. Um in akzeptablen Zeiten ein Simulationsergebnis zu
erhalten, arbeitet das Hochstleistungsrechenzentrum der Universitit Stuttgart an der Parallelisierung
und Optimierung des Verfahrens [36, 35].

In die Kategorie der Zweikorperkollisionen fallen Wechselwirkungen zwischen Neutralteilchen sowie
zwischen einem Ladungstriger und einem Neutralteilchen. Trotz der allgemein gehaltenen Modellie-
rungsansdtze soll auch ein Bezug zu sehr typischen Anwendungen hergestellt werden. Drei typische
Anwendungsbeispiele sind in Kap. 2 erldutert.

Die Modellierung der Teilchenkollisionen macht eine Diskussion der gaskinetischen Grundlagen er-
forderlich, siehe Kap. 3. Diese wird hauptsichlich anhand atomarer und molekularer Luftkompo-
nenten durchgefiihrt. Die Kollisionsmodelle fiir Neutralteilchen werden in Kap. 4 primédr am Bei-
spiel Argon besprochen, welches in plasmatechnologischen Niederdruckanwendungen oft als Tra-
gergas eingesetzt wird. Die molekularen Relaxations- und Reaktionsmodelle werden im Zusam-
menhang mit den Luftkomponenten dargestellt. Die neu entwickelte Modellierung fiir die Elektron-
Schwerteilcheninteraktion auf Basis eines vollstdndig dissoziierten und teilionisierten Ablationsmate-
rials, welches héufig in Parallelschienenbeschleunigern zum Einsatz kommit, ist in Kap. 4.4 zu finden.
Es wurden Interaktionsmodelle fiir elektronenstoBinduzierte Prozesse entwickelt, dazu gehoren die
Ionisation und Rekombination sowie die An- und Abregung. Bei dem Ablationsmaterial handelt es
sich um Polytetraflurethylen (Teflon™), welches aus Kohlenstoff-Fluor-Polymeren besteht. Entspre-
chend soll eine Datenbasis aufgebaut werden, welche fiir diese zwei Elemente und deren Speziesgat-
tungen Wirkungsquerschnitte enthélt. Zu den Speziesgattungen gehoren angeregte und nicht angereg-
te Atome und Ionen. Die Ionen konnen mehrfach ionisiert sein, wobei die Entstehung von negativen
F~-Tonen vernachldssigt werden soll. Verzogerungen bei der Entwicklung des Fokker-Planck-Losers
haben die Implementierung und Verifizierung eines alternativen, auf Monte-Carlo-Methoden basie-
renden Fokker-Planck-Losers motiviert. Eine detaillierte Beschreibung ist Kap. 4.5 zu entnehmen.

Die numerischen Eigenschaften der Loser fiir die Zwei- und Mehrkorperkollisionen werden in Kap.
5 beleuchtet. Unter Anderem wird mit einem zur Verfiigung gestellten einfachen PIC-Loser [37]
die Energieerhaltung eines Gleichgewichtsplasmas auf Basis einer gekoppelten PIC-FP-Simulation
untersucht. In Kap. 6 werden Simulationsergebnisse prisentiert. Die Kernaspekte der Modellierungs-
arbeiten sowie die essenziellen Erkenntnisgewinne sind in Kap. 7 zusammengefasst.






2. Anwendungsbeispiele fur
Partikelverfahren

Der wesentliche Unterschied zwischen der makroskopischen und der mikroskopischen Modellierung
basiert auf der Annahme der Energieverteilung einzelner oder aller Spezies. Im mikroskopischen Fall
werden Verteilungen lediglich zu Beginn einer Simulation angenommen. Im makroskopischen Fall
werden grundsétzlich bestimmte Verteilungsfunktionen zugrundegelegt, welche zu jedem Zeitpunkt
und in jedem Punkt des Simulationsgebietes ihre Giiltigkeit haben. Die Annahme definierter Ver-
teilungen impliziert eine Limitierung des physikalisch bzw. numerisch sinnvollen Anwendungsberei-
ches makroskopischer Modellierungsansitze. Umgekehrt steigt bei mikroskopischen Modellierungen
der Rechenaufwand mit der zu simulierenden Teilchenzahl. Bei deterministischen Verfahren wie im
Fall der klassischen Molekulardynamik [38] herrscht eine quadratische Abhéngigkeit von der Teil-
chenzahl vor. Dies begrenzt die Anwendbarkeit auf entsprechend kleinen raumlichen Skalen, da mit
der heutigen Rechenleistung nur Systeme der GroBenordnung 10° Teilchen realisiert werden konnen.
Durch Verwendung statistischer Methoden (wie z. B. DSMC) lisst sich die Abhéngigkeit weiter auf
einen linearen Zusammenhang reduzieren. Dies erlaubt eine Abbildung technisch relevanter Systeme,
d.h. eine Abbildung auf deutlich grosseren rdumlichen und zeitlichen Skalen.

Im Folgenden werden einige typische Anwendungsbeispiele fiir derartige statistische Partikelver-
fahren dargestellt. Die gewihlten Beispiele haben einen direkten Bezug zu den Modellierungstitig-
keiten, die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrt wurden. Ein GroBteil der modellierten Elektron-
Schwerteilchen-Interaktion basiert auf den Spezies Kohlenstoff und Fluor, welche bei einer elektri-
schen Entladung in einem gepulsten Plasmatriebwerk mit Polytetrafluorethylen als Treibstoff eine
zentrale Rolle spielen. Ein weiterer Teil der Arbeit basiert auf der Spezies Argon, welche bei indus-
triellen Vakuumprozessen sehr hiufig als Prozessgas verwendet wird. Die Modellierung der moleku-
laren Neutralteilcheninteraktionen ist besonders bei der Simulation von atmosphérischen Wiederein-
trittsmandvern in groen Hohen von Bedeutung.

2.1. Parallelschienenbeschleuniger

Das Institut fiir Raumfahrtsysteme der Universitédt Stuttgart betreibt ein Kleinsatellitenprojekt na-
mes BW1 (Baden-Wiirttemberg 1). Dabei handelt es sich um eine lunare Erkundungsmission mit
Oberflachenkontakt. Bei BIW1 wird ein etwa 1m x 1m x 1lm-Satellit mit Hilfe des Lichtbogen-
triecbwerkes TALOS [39] durch den van-Allen-Giirtel beschleunigt. Fiir die lange Flugphase zum
Mond sollen mehrere instationdre magnetoplasmadynamische (iMPD) Triebwerke eingesetzt wer-
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2. Anwendungsbeispiele fiir Partikelverfahren

Abbildung 2.1.: Entladung des iMPD-Triebwerkes ADD SIMPLEX [35].

den. Abbildung 2.1 zeigt eine Entladung eines solchen Triebwerkes. Bei diesem Triebwerk handelt
es sich um einen sogenannten Parallelschienenbeschleuniger, dessen Entladungsvolumen sich zwi-
schen zwei Elektroden befindet. Die Elektroden miissen keinesfalls planparallel ausgerichtet oder
geometrisch identisch sein, zumal die Variation des Elektrodendffnungswinkels (Divergenzwinkel)
sowie eine Zuspitzung der Elektroden deutliche Unterschiede im Entladungsverhalten sowie den er-
reichten Austrittsgeschwindigkeiten gezeigt haben [40]. In den Kondensatoren ist eine Energie von
etwa 70 J bei etwa 1300 V' gespeichert. Zwischen den Elektroden befindet sich der Festtreibstoff,
welcher durch einen Federmechanismus [11] in das Entladungsvolumen geschoben wird. Der Treib-
stoff der Wahl ist Polytetrafluorethylen (PTFE). Die anliegende Spannung reicht nicht aus, um eine
Ziindung zu initiieren, so dass zusdtzlich in der Kathode ein Ziindmechanismus eingebaut ist, welcher
in defininerten Zeitabstinden einen Puls gibt. Die dabei entstehende Primérentladung zwischen den
Elektroden der Ziindvorrichtung sowie die Mikroentladungen zwischen der Ziindvorrichtung und der
Kathode setzen Ladungstriger frei, die zu einer Oberflachenablation und -ionisation des Treibstof-
fes fithren. Die freigesetzten Elektronen werden entlang der Oberflidche zur Anode hin beschleunigt,
die Ionen entsprechend zur Kathode. Der entstehende Kriechstrom an der PTFE-Oberflache fiihrt
zu weiteren Ablations- und Ionisationsvorgidngen. Die sich der Kathode nihernden Ionen erhohen
das Potentialgefille in Kathodennéhe, so dass es zu statistisch verteilten Brennfleckenansétzen auf
der kalten Kathode kommt. Dadurch wird das Oberflichenmaterial punktuell aufgeschmolzen, wo-
durch wiederum ausreichend Ladungstréger fiir die Aufrechterhaltung der Entladung erzeugt werden
[41]. Die von der Kathode emittierten Elektronen kriechen entlang der PTFE-Oberfldche in Richtung
Anode und l6sen die chemischen Bindungen des Treibstoffes in erhohtem MaB3e auf. Der entstehende
Stromfluss induziert ein Magnetfeld, welches mit dem verursachenden Strom wechselwirkt. Die indu-
zierten Lorentzkrifte wirken auf die Elektronen wesentlich stirker als auf die Ionen. Die Elektronen
werden entlang der Langsachse des Triebwerkes hinausbeschleunigt. Dies hat starke elektrostatische
Krifte zur Folge - die lonen werden darauthin ebenfalls beschleunigt.

Der Entladungs- und Beschleunigungsprozess ist alleine aus der Perspektive der Elektrodynamik
nicht zu verstehen, es miissen auch gaskinetische Effekte betrachtet werden. Kollisionen der Ionen
mit den im Entladungsvolumen verbliebenen Neutralteilchen reduzieren die Effizienz der oben be-
schriebenen Beschleunigungsmechanismen, so dass fiir die Abschédtzung der Verluste und die Nut-
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2.2. Atmosphirischer Eintritt in groBen Hohen

zung dieser Ergebnisse fiir die Triebwerksoptimierung eine moglichst realistische Simulation der
Neutralteilchenspezies entscheidend ist. Diese konnen nicht als homogen und zeitlich konstant ver-
teilt im Sinne einer Hintergrundspezies angenommen werden.

Obwohl in der Entwicklung und Anwendung solcher Triebwerke, besonders auf russischer Seite, Er-
fahrungen von iiber 40 Jahren existieren, sind die detaillierten plasmaphysikalischen Vorginge, die
wihrend eines Entladungspulses stattfinden, nur unzureichend bekannt. Das liegt u. A. an der hoch-
gradigen Instationaritéit des Betriebes und der damit einhergehenden Probleme beim experimentellen
Vermessen [11] sowie beim Modellieren. Beim iMPD-Triebwerk entlddt sich innerhalb von etwa
15 ps eine Kondensatorenergie in Hohe von ca. 70 .J, wobei ein Massenbit in der Grossenordnung
von ca. 50 pg ablatiert wird. Diese typischen Parameter lassen sich aus Geometrie- und Messdaten
ableiten. Eine Abschitzung der GroBenordnung zeigt, daB eine Einkopplung von nur 20% der Kon-
densatorenergie in das Plasma einer mittleren Leistung je Puls von ca. 1 MW entspricht. Solche
Leistungsumsitze in Verbindung mit derartig niedrigen Massenbits lassen starke Abweichungen vom
thermochemischen Gleichgewicht erwarten, wodurch die makroskopische bzw. kontinuumsbasierte
Modellierung solcher Triebwerke grundsitzlich infrage gestellt wird, zumal die Simulationsergebnis-
se zu Optimierungszwecken herangezogen werden sollen.

2.2. Atmospharischer Eintritt in groBen Hohen

Beim Eintritt eines Korpers in eine planetare Atmosphére wird dessen kinetische Energie durch Rei-
bungseffekte mit der Atmosphire abgebaut und in thermische Energie umgewandelt. Dabei bildet
sich vor dem Korper ein Stof} aus, dessen Ausdehnung von der Gré8enordnung der mittleren freien
Weglinge ist. Auf diesen Skalen wird zu Beginn die Translationstemperatur der Atmosphérenspezies
auf ein Vielfaches der lokalen Umgebungstemperatur erhoht. Durch Relaxationsprozesse wird die
Energie zunichst in Rotation, spéter in Vibration, Anregung und chemische Reaktionen wie Disso-
ziation und lonisation umgewandelt. Ein Teil der Energie kann durch Strahlung abgegeben werden,
wobei dieser Effekt erst bei Eintrittsgeschwindigkeiten ab 10 km /s an Bedeutung gewinnt.

Die wesentlichen Energieumwandlungsprozesse im NachstoBBgebiet eines Eintrittskorpers wie z.B.
bei dem US-amerikanischen Space Shuttle [42] konnen durch die Modellierung der molekularen
Relaxationsprozesse sowie der Neutralteilchenreaktionen verstanden werden. Die zunehmende Ent-
wicklung der Raumfahrttechnologie hat eine steigende Anzahl an hochenthalpen atmosphirischen
Eintrittsmandvern zur Folge, bei denen es vermehrt zu lonisationsprozessen im Nachstossgebiet
kommt. Als Beispiel sei hier die Stardustmission genannt [43].

Es muss nach der Hohe des zu untersuchenden Trajektorienpunktes unterschieden werden. In groflen
Hohen wird weniger kinetische Energie in thermische Energie umgewandelt, allerdings wird diese
Energie auf weniger Teilchen verteilt. Diese sind im Mittel deutlich schneller, was endotherme Pro-
zesse wie Dissoziation und Ionisation begiinstigt. In niedrigeren Hohen wird deutlich mehr kinetische
Energie abgebaut, so dass der Eintrittskorper thermisch maximal beansprucht wird. Die Energie wird
nun auf mehr Teilchen verteilt: Die gestiegende Kollisionsfrequenz fiihrt zu einem intensivierten
Energieaustausch zwischen dem translatorischen und den rotatorischen sowie vibratorischen Frei-
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2. Anwendungsbeispiele fiir Partikelverfahren

heitsgraden. In dieser Hohe ist mit einem deutlich niedrigeren Ionisationsgrad zu rechnen.

Hinsichtlich der verwendeten Partikelverfahren haben sich zwei Varianten durchgesetzt: Reine DSMC-
Loser werden verwendet, wenn lonisationsprozesse vernachlidssigt werden konnen. Bei nicht zu gros-
sen lonisationsgraden wird der DSMC-Loser um einen einfachen Feldloser erweitert. Dieser berech-
net auf Basis der ambipolaren Diffusion elektrische Feldeffekte und soll im folgenden Abschnitt kurz
beschrieben werden.

2.2.1. Berechnung des elektrischen Feldes in DSMC

Experimentelle Untersuchungen [44] zeigen, dass bei groen Hohen (> 70km) der Effekt der am-
bipolaren Diffusion nicht vernachléssigt werden sollte. Ambipolare Diffusion liegt vor, wenn Elek-
tronen aufgrund ihrer hoheren Beweglichkeit bei Stromungen mit einem Massendichtegradienten
schneller diffundieren im Vergleich zu Ionen. Das resultierende E-Feld bremst die Elektronendiffusi-
on und verstédrkt die Ionendiffusion. Tonks und Langmuir [45] haben 1929 einen sehr einfachen Aus-
druck fiir die Berechnung des elektrischen Feldes auf Basis der ambipolaren Diffusion angegeben,
welcher im Wesentlichen die Elektronentemperatur und -dichte enthilt. Prinzipiell ist die allgemeine
Giiltigkeit dieses als Langmuir-Tonks-Gleichung bezeichneten Zusammenhangs bei stark verdiinn-
ten Plasmastromungen anzuzweifeln, denn er basiert auf der Giiltigkeit der Kontinuumsannahme.
Die Gleichung wird hergeleitet aus der Impulserhaltungsgleichung fiir Elektronen und Ionen. Dabei
werden Vereinfachungen getroffen wie z. B. niedriger Ionisationsgrad und ein verschwindender Net-
tostromfluss. Trotz dieser Vereinfachungen bietet die Langmuir-Tonks-Gleichung einen komfortablen
Einstieg in die Berechnung elektrischer Felder in der DSMC-basierten Simulation atmosphirischer
Eintrittsmanover.

2.2.2. Bewegung der Elektronen in DSMC

Die Beriicksichtigung von Elektronen in DSMC-Verfahren fiihrt aufgrund der massenbedingt sehr
unterschiedlichen Teilchengeschwindigkeiten zu sehr unterschiedlichen Zeitskalen. Diese sind mit
den raumlichen Skalen iiber die Kollisionsfrequenz gekoppelt, so dass bei groB3en Teilchengeschwin-
digkeiten die lokale Kollisionsfrequenz in aller Regel steigt und die lokale mittlere freie Weglinge
sinkt. Hieraus folgt nicht nur, dass die Zeitschrittweite zum Zweck der Kollisionsauflosung verringert
werden muss, sondern auch bei der (kollisionsfreien) Konvektion, da die Zellen nun ebenfalls feiner
aufzuldsen sind und ein Teilchen in einem Zeitschritt maximal eine Zelle durchqueren sollte.

Eine grundsitzliche Losung basiert in der Einfithrung eines zweiten Gitters parallel zum ersten Git-
ter, wodurch Speicher- und Rechenzeitbedarf sowie der Programmieraufwand deutlich steigen. Eine
weitere Losung besteht in der Einfiilhrung mehrerer Zeitschrittweiten, wobei zwei Varianten unter-
schieden werden: Die Zeitschrittweiten konnen einerseits speziesbezogen sein. Die Elektronen kol-
lidieren und bewegen sich in jedem Zeitschritt, die Schwerteilchen nur bei einem Vielfachen dieses
Zeitschrittes. Die andere Variante unterscheidet zwischen lokalen und globalen Zeitschritten. Dabei
wird versucht, dass nicht alle Zellen mit dem gleichen (globalen) Zeitschritt behandelt werden.
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Soll im DSMC-Verfahren unter Beriicksichtigung von Elektronen nur ein Gitter sowie eine Zeit-
schrittweite verwendet werden, so lassen sich drei Losungsansétze identifizieren:

* Bird [46] hat in einer frithen Arbeit die Bewegung der Elektronen an die des jeweiligen Mutteri-
ons gekoppelt, die Elektronen sind somit fest mit den Mutterionen verbunden. Diese Methode
hat den Vorteil, dass die Zeitschrittweite durch die Bewegung der Schwerteilchen bestimmt
wird. Nachteilig ist jedoch, dass stets perfekte Ladungsneutralitit unabhingig vom lokalen
Plasmazustand erzwungen wird.

* Einige Autoren nutzen den Massenunterschied zwischen Elektronen und Schwerteilchen aus
und erhohen kiinstlich die Elektronenmasse, siehe z.B. [19]. Hierbei macht man sich den bei
Elektron-Schwerteilchen-Kollisionen naturgemiss sehr niedrigen Energie- und Impulstransfer
zunutze. Dieser ist besser, je dhnlicher die Teilchenmassen sind. Im Fall von Argon liegen
fiinf Grossenordnungen zwischen den jeweiligen Teilchenmassen, wobei dann dieser Wert auf
zwei Grossenordnungen verringert werden kann. Diese Modifikation wirkt sich im Verfahren
lediglich auf die Elektronenbewegung aus, nicht auf die Kollisionen. Dennoch wird dadurch ein
Fehler beim Ladungstransport induziert, welcher abhingig vom Problem auch unterschiedlich
stark ausfallen kann. Eine systematische Untersuchung des induzierten Fehlers sollte im Fokus
zukiinftiger Forschungsaktivititen liegen.

* Boyd [47] hat die Bewegung der Elektronen an die mittlere lokale Ionengeschwindigkeit (v;)
gekoppelt. Jedes Elektron wird nun mit (v;) bewegt und daraufhin neu lokalisiert, kollidiert aber
mit seiner individuellen Geschwindigkeit v.. Mit diesem Ansatz lassen sich Ionisationsgrade
von bis zu 25% simulieren.

2.3. Industrielle Niederdruck- und Vakuumprozesse

Die Plasmazustinde der hier diskutierten Plasmaprozesse sind sehr heterogen. So basiert z. B. die
Methode der physikalischen Gasphasenabscheidung auf dem ballistischen Transport des auf einem
Substrat abzuscheidenden Materials und kann mit Neutralteilchenmodellen numerisch abgebildet
werden. Sobald aber Ladungstréiger in einer Konzentration am Prozess beteiligt sind, aufgrund derer
einfache Neutralteilchenmodelle nicht mehr ausreichend sind, miissen die elektrostatischen Wechsel-
wirkungen Beriicksichtigung finden.

Nach [47] erlaubt der Ansatz iiber die ambipolare Diffusion zur Berechnung des elektrischen Feldes
in DSMC einen Ionisationsgrad von bis zu 25%. Einige plasmatechnologische Niederdruckprozesse
wie die Kathodenzerstaubung haben lokal wesentlich hohere lonisationsgrade, so dass in solchen Fal-
len meist auf einen Poisson-Loser zuriickgegriffen wird. Dabei wird die elektrostatische Maxwellglei-
chung (Gauss-Gesetz) geldst. Derartige (stationédre) Loser sind verhdltnisméssig leicht zu entwickeln
und werden verstarkt auch im Bereich der elektrischen Raumfahrtantriebe eingesetzt, wie beispiels-
weise zur Simulation von Ionenantrieben [48], Hall-Ionenantrieben [19] und Helicon-Triebwerken
[49].

Industrielle Beschichtungsprozesse und Oberflachenbehandlungsverfahren bei sehr niedrigen Driicken
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haben ein sehr weites Anwendungsspektrum, dazu gehoren z. B. biomedizinische Implantate, Gliser,
optoelektronische und mechanische Bauteile [50, 51]. Weit verbreitete Schutzschichten wie solche
aus TiN, TiCN und TiAIN erhohen die Oberflichenhirte und verringern gleichzeitig den Reibungsbei-
wert. Diese Eigenschaften sind besonders vorteilhaft fiir die Trockenbearbeitung harter und sproder
Materialien. Als Beispiel sei hier die Oberflichenstrukturierung kristalliner Si-basierter Solarzellen
genannt, wodurch eine Erhohung des Wirkungsgrades dieser Zellen erreicht wird [52]. Schutzschich-
ten aus Diamant werden ebenfalls intensiv untersucht [53]. Dariiber hinaus ist z. B. die Abscheidung
funktionaler Diinnschichten in der Halbleiterindustrie und in der Mikroelektronik von gro3er Bedeu-
tung. Hier wird die Nachfrage der Computerindustrie durch die Nachfrage der schnell wachsenden
Photovoltaikindustrie ergéinzt. In der Photovoltaikindustrie fithrt die Diinnschichttechnologie zu mas-
siven Kostensenkungen bei der Solarzellenherstellung. Weitere Information zu Be- und Entschich-
tungstechnologien konnen in [54] nachgeschlagen werden. In den folgenden Abschnitten werden
einige Vakuumprozesse im Zusammenhang mit DSMC-Simulationen diskutiert.

2.3.1. Kathodenzerstaubung

Bei der Kathodenzerstdubung (Sputtern) wird ein Zielmaterial mit Ionen beschossen, wobei aus dem
Zielmaterial durch mechanisches Herausschlagen Atome extrahiert werden. Das extrahierte gasfor-
mige Material kann zum Beschichten verwendet werden, wenn ein geeignetes Substrat dieser Umge-
bung ausgesetzt wird. Abhédngig von der Energie der einschlagenden Ionen konnen auch Ionen in das
Material implantiert werden, oder sie konnen an der Oberfldche des Zielmaterials kondensieren. Wei-
tere mogliche Reaktionen sind z. B. die Sekundirelektronenemission und das Herausschlagen von
weiteren Ionen und auch ganzen Klumpen. Von zentraler Bedeutung sind die beschleunigten Ionen
und die extrahierten Atome. Sofern bekannte Zerstaubungsraten zur Verfiigung stehen, konnen sol-
che Modelle relativ unproblematisch in existierende DSMC-Verfahren implementiert werden, zumal
DSMC-Verfahren meist tiber diverse Oberflichenmodelle verfiigen und die dafiir notwendige Daten-
struktur vorhanden ist. Dariiberhinaus sind im Fall von Abscheidungsprozessen die Tankdriicke sehr
niedrig, da die extrahierten Atome moglichst ungestort das Substrat erreichen miissen. Dies préadesti-
niert DSMC-Verfahren fiir die numerische Untersuchung solcher Prozesse. Frithere Arbeiten auf dem
Gebiet der Kathodenzerstdaubung haben gezeigt, dass die iiblicherweise verwendeten Interaktionspo-
tentiale verbessert werden miissen [55]. Das variable Starrkugelmodell z. B. beriicksichtigt keine
Anisotropien in der Teilchenstreuung, obwohl das Streuverhalten bei der Kathodenzerstaubung ani-
sotrop und sehr bedeutsam fiir den Abscheidungsprozess ist. Andere Untersuchungen haben gezeigt,
dass das Sputtern nicht mit einfachen Monte-Carlo-Methoden sinnvoll zu behandeln ist, da derartige
Ansitze auf einer homogenen Teilchenverteilung im Raum beruhen [56].

2.3.2. Plasma- und Reaktives lonenatzen

Atzprozesse werden z. B. beim Entfernen von Oberflichenverunreinigungen in Reaktionskammern
[52] und bei der Strukturierung von Wafern [57] eingesetzt, wobei fliichtige Produkte entstehen. Nass-
dtzprozesse sind aus 6konomischer, 6kologischer und betrieblicher Sicht problematisch. Aus Kosten-
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grilnden wurden deshalb Trockenédtzprozesse entwickelt. In dem Segment sind Plasmaétzen und Re-
aktives Ionendtzen am weitesten verbreitet. Bei beiden Prozessen wird in der Reaktionskammer ein
Plasma erzeugt. Der eigentliche Unterschied wird durch das Potential des Substrates erzeugt: Beim
Reaktiven Ionenitzen ist das Substrat negativ und die Ionen werden dahin beschleunigt. Aufgrund
des elektrischen Feldes verliduft der Atzprozess anisotrop, was an den Trajektorien der einschlagen-
den Ionen liegt. Auf molekularer Ebene wirkt das Atzen unabhingig von der Kristallorientierung,
weshalb der Prozess zur Oberflichenstrukturierung polykristalliner Wafer eingesetzt wird. Eine ge-
erdete Anode fiihrt zu einem schwachen Plasmapotential, wodurch die Oberflacheninteraktion rein
chemisch wird. Im Gegensatz zum Reaktiven Ionenétzen gibt es dabei keine Vorzugsrichtung.

Atzprozesse wurden numerisch mit Hilfe von DSMC-Methoden von Economou et al. [58, 59] un-
tersucht. Aufgrund der unterschiedlichen Zeitskalen wurden Atzprozessen vorher berechnet, meist
auf Basis von Kontinuumsverfahren. Nanbu et al. [60] berechneten die Atzraten mittels gekoppel-
ten PIC/MC-Methoden. In [61] konnten Ikegawa et al. konkrete Aussagen hinsichtlich der Konfi-
guration der Reaktionskammer treffen. Dadurch konnte gezeigt werden, welche Bedeutung DSMC-
Simulationen fiir ingenieurtechnische Fragestellungen haben konnen.

2.3.3. Physikalische Gasphasenabscheidung

Die physikalische Gasphasenabscheidung beruht auf der Bildung eines gasformigen Beschichtungs-
materials, welches in den meisten Féllen ballistisch zum Substrat transportiert wird, auf dem es an-
schlieend kondensiert [62]. Die Art des Transportes verlangt eine Hochvakuumumgebung, limitiert
allerdings die Anwendbarkeit auf einfache Substratgeometrien. Die Erzeugung der Gasphase basiert
entweder auf Verdampfung (thermisch, Lichtbogen, Laser, Elektronen- oder Molekularstrahl) oder
auf Kathodenzerstdubung. Der Prozess der Dampferzeugung sollte als eigensténdiger Prozess unab-
hiangig vom Transport- und Kondensationsprozess betrachtet werden, da besonders im Fall von Ka-
thodenzerstaubung entsprechende Raten, Energien und Winkelverteilungen als Einstrombedingungen
verwendet werden konnen [55, 50].

DSMC-Simulationen eines Elektronenstrahl-Prozesses wurden von Balakrishnan et al. [63] durch-
gefiihrt. Dabei wurde erfolgreich die Abhéngigkeit der Elektronenanregung der gesputterten Partikel
als Funktion der als Einstrombedingung definierten Energie- und Winkelverteilungen untersucht.

Verbesserte Varianten der physikalischen Gasphasenabscheidung basieren auf einen plasmaunter-
stiitzten Transport durch eine Vorionisation der Partikel in Kombination mit einem extern angeleg-
ten elektrischen Feld, wodurch das Material zum Substrat beschleunigt wird [62]. Dadurch wird die
Substrattemperatur verringert und die Ionendichte an der Substratoberflache erhoht, was zu weitaus
hoheren Abscheidungsraten fiihrt [64]. Allerdings konnen niedrige Substrattemperaturen bei der phy-
sikalischen Gasphasenabscheidung zur Abscheidung amorpher Phasen fithren, was nachteilig ist fiir
die Abnutzung der Beschichtung. Durch die Anwendung gepulster Laser kann dies umgangen und
kristallines Al5O5 erzeugt werden.
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3. Gaskinetische Grundlagen

Die gaskinetische Boltzmann-Gleichung ist die Grundgleichung, welche die Anderung eines Stro-
mungszustands fundamental beschreibt. Der Zustand der Spezies o kann dargestellt werden mit Hilfe
der Geschwindigkeitsverteilungsfunktion f, (%, ¢, t), die im von Orts- und Geschwindigkeitskoor-
dinaten [¥, ¢] aufgespannten Phasenraum definiert und eine Funktion der Zeit ¢ ist. Die allgemeine
Formulierung der Boltzmann-Gleichung fiir verdiinnte Gase lautet [2]

co 4w
dfa afa Fo Ofa () N .
S+l maﬁva // (0) f(T5) — f(Ta) [(T5)] gopdQdy. (3.1
—o0 0

Hierbei sind f die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion einer Hintergrundspezies 3, g = |ti, — Us]
die Relativgeschwindigkeit der StoBpartner, op(F, x,¢) der differentielle Kollisionsquerschnitt als
Funktion von der StoBBenergie £/, dem polaren Ablenkwinkel y sowie den azimuthalen Ablenkwinkel
¢ und df) das differentielle Raumwinkelelement, iiber welches integriert werden muss. Die mit (')
markierten Geschwindigkeiten beschreiben den Zustand nach dem Stof3. Der zweite Term der lin-
ken Seite von GI. (3.1) beschreibt die Anderung von f, basierend auf rdumlichen Inhomogenititen.
Der dritte Term beschreibt die Wirkung duBerer Krifte ., auf die Teilchen mit der Teilchenmasse
me. Dazu gehoren bei Ladungstrigern elektromagnetische Krifte E, = qa(ﬁ + Uy X 5), wobei
Qos E und B die elektrische Ladung des Teilchens, das elektrische Feld und magnetische Feld an der
Teilchenposition darstellen. Der Integralausdruck auf der rechten Seite von GI. (3.1) beschreibt die
Teilchenkollisionen.

Die Simulation von Teilcheninteraktionen, fiir die DSMC urspriinglich nicht konzipiert und entwi-
ckelt wurde, erfordert eine dezidierte Untersuchung der verfiigbaren Kollisions- und Reaktionsmo-
delle. Dabei ist es unvermeidlich, den Temperaturbegriff als fundamentale Gleichgewichtsgroflie zu
verwenden, auch wenn dieser in den Modellierungen der Querschnitte in spiateren Kapiteln weitestge-
hend vermieden wird. Insbesondere der Gleichgewichtscharakter der Temperatur soll die Diskussion
der gaskinetischen Grundlagen sowie die Identifizierung geeigneter Erweiterungen und Modifikatio-
nen motivieren und begriinden.

3.1. Zustandssummen und Freiheitsgrade

Um die mit einer Energie assoziierten Freiheitsgrade zu bestimmen, miissen die Zustandssummen
dieser Freiheitsgrade diskutiert werden. Als Zustandssumme bezeichnet man die Summe aller mog-
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3. Gaskinetische Grundlagen

lichen quantisierten Zustéinde

wobei g; und E; die Entartung und das Energieniveau des i-ten Zustandes reprisentieren. Demnach
beschreibt die Maxwell-Boltzmann-Statistik

& G exp (—BE;)
N Q

die Wahrscheinlichkeit, dass sich /V; von /N Teilchen auf dem i-ten Energieniveau befinden. Definiert

(3.3)

man die mittlere Energie (F) gemil

_ > g Eiexp (—BE;)

B 5 : (3.4)
) > im0 €xp (—BE;)
so erhélt man unter Verwendung von Gl. (3.2) den Zusammenhang
10Q d(In Q)
EY=———=— . (3.5)
= Qos T o

Die energetischen Freiheitsgrade sind unterschiedlich stark quantisiert. Nach [65] werden die trans-
lativen Energieniveaus eines Teilchens unter Verwendung der Quantenzahlen n,,n,,n, = 1,2,3, ...

h? [n2 n: p?
E = (=24 242, 3.6
Tnomymz = g (a2 + b2 + 02) (3.6)

Die Systemabmessungen sind gegeben durch a, b und ¢, h ist das Planck’sche Wirkungsquantum. Au-

beschrieben:

Ber bei Temperaturen in der Nihe des absoluten Nullpunkts liegen die Abstinde der Energieniveaus
extrem eng beieinander, so dass die Summation in Gl. (3.2) durch ein Integral ersetzt werden kann.
Unter Verwendung des Systemvolumens V' = abc erhilt man als Translationszustandssumme

vV /2 3/2
Qr = 73 (%) . (3.7)

Die rotatorischen Energieniveaus eines diatomaren Teilchens AB sind gegeben durch
ER[ :l(l—i—l)k‘BgR mit [l = 1,2,3,..., (38)

wobei [ und 0y die Rotationsquantenzahl sowie die charakteristische Rotationstemperatur

h2

darstellen. Die GroBe [ beschreibt das Massentriagheitsmoment des Molekiils. Die Entartung der ro-
tatorischen Energieniveaus betrigt g; = 2{ + 1. Die fiir die molekularen Luftkomponenten relevanten
charakteristischen Rotationstemperaturen sind in Tab. 3.1 zusammengefasst [33].

Die typischen Temperaturbereiche bei atmosphérischen Eintrittssimulationen mit DSMC in grof3en
Hohen liegen deutlich oberhalb der 6, so dass die rotatorischen Energieniveaus nahe beieinander
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3.1. Zustandssummen und Freiheitsgrade

liegen. Entsprechend kann die Summation in Gl. (3.2) auch fiir diesen Fall durch ein Integral ersetzt
werden, wodurch sich folgende Rotationszustandssumme ergibt:

1 Tr

@r = 14064 50

(3.10)

Das Kronecker-Symbol 64 g beriicksichtigt die Symmetrie homogener Molekiile, d.h. es wird ge-
priift, ob die Bedingung A = B erfiillt ist.

Die vibratorischen Energieniveaus diatomarer Teilchen sind gegeben durch die allgemeine Formulie-
rung

kma,z
By, =hvY op(i+7)" mit =012 . n-1 (3.11)
k=1
Die Wahl der Modellparameter k,,,, und o hidngt vom verwendeten intramolekularen Potentialmo-
dell ab. Dariiber hinaus sind v, 7, und 7, die Vibrationsfrequenz, die Vibrationsquantenzahl sowie der
Nullpunktsparameter mit 7o = 1/2.

Die allgemeine Schreibweise von Gl. (3.11) erlaubt einen Vergleich unterschiedlicher Vibrationsmo-
delle, zumal in DSMC-Simulationen haufig die Nullpunktsenergie der Vibration vernachléssigt wird.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde das Modell des einfachen harmonischen Oszillators (Simple Harmo-
nic Oscillator - SHO) zugrunde gelegt. Mit k,,,, = 1 und o; = 1 vereinfacht sich Gl. (3.11) unter
Verwendung von 6y, = hv/kp, siehe Tab. 3.1, zu

By, = (i +v)kgfy mit i=0,1,2,...,n—1. (3.12)

Das SHO-Modell fiihrt zu konstanten Abstinden zwischen den einzelnen Energieniveaus. Obwohl
dieser Umstand nur bei den schwach besetzten hoheren Niveaus zu deutlichen Abweichungen vom
realen Verhalten fiihrt, wird in dieser Arbeit auch das TSHO-Modell (Truncated SHO) verwendet,
welches die Vibrationsquantenzahlen beschrénkt. Die obere Grenze

n=|2]+1 (3.13)

wird mit Hilfe der charakteristischen Dissoziationsenergie §p = Fp/kp definiert. Da die einzelnen
Vibrationsniveaus nicht sehr dicht verteilt sind, kann in GI. (3.2) kein Ubergang zur kontinuierlichen
Betrachtung durchgefiihrt werden. Die Vibrationszustandssumme betrdgt damit

1— exp (_éD/TV>
1 —exp (=0y/Tyv)

Qv = exp (—obv/Tv) (3.14)

Spezies 0r /K 6y /K
N, 2.879 3395
O, 2.069 2239
NO 2.440 2817

Tabelle 3.1.: Charakteristische Rotations- und Vibrationstemperaturen fiir Luft.
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3. Gaskinetische Grundlagen
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Abbildung 3.1.:  Vergleich der SHO-/TSHO- Abbildung 3.2.: Vergleich der SHO-/TSHO-
Vibrationszustandssumme am Beispiel Stickstoff Vibrationsfreiheitsgrade am Beispiel Stickstoff
unter Beriicksichtigung der Nullpunktsenergie. mit Fp = 945.33 kJ/mol.

Hierbei ist 0, = nfy, > 0, die modifizierte Dissoziationsenergie. Die Vibrationszustandssumme fiir
das SHO- sowie fiir das TSHO-Modell ist beispielhaft fiir V5 in Abb. 3.1 dargestellt.

Der Gleichverteilungssatz der Quantenmechanik liefert einen Zusammenhang zwischen einer Energie
E und den damit assoziierten Freiheitsgraden &:

<@=§@T (3.15)
Unter Verwendung der Zustandssummen fiir Translation (3.7), Rotation (3.10) und Vibration (3.14)
sowie GI. (3.5) erhilt man fiir die einzelnen Freiheitsgrade & = 3 und £ = 2. Aufgrund der
niedrigen charakteristischen Rotationstemperatur 6 ist die Rotation in aller Regel voll angeregt. Fiir
die Vibration erhilt man

. 2‘9V / TV 2éD / TV
exp (Ov/Tv) =1  exp(fp/Ty) =1’
Ein Vergleich der Vibrationsfreiheitsgrade beim SHO- sowie TSHO-Modell am Beispiel Stickstoff ist

in Abb. 3.2 dargestellt. Gerade die Unterschiede in der Vibrationsanregung bei hohen Temperaturen
motiviert die Verwendung des TSHO-Modells.

§v (3.16)

3.2. Temperaturberechnung

Bei DSMC-Verfahren sind jedem Simulationsteilchen drei translatorische Geschwindigkeitskompo-
nenten sowie die inneren Energien zugeordnet, was eine Mehrtemperaturmodellierung impliziert. Die
makroskopischen Temperaturen werden in jeder Zelle durch zeitliche Mittelung iiber die Teilchenei-
genschaften ermittelt.

Die Translationstemperatur 77 und ihre Komponenten berechnen sich fiir jede Spezies aus dem Mit-
telwert der Teilchengeschwindigkeit (¢) = ((v,), (vy), (v,)) und dem Mittelwert des Geschwindig-
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3.3. Verteilungsfunktionen

keitsquadrates (0?), gebildet iiber die Beziehungen

Tr. =1, ((v2) = (v2)?) (3.17)
Tr, = % () = (vy)?), (3.18)
Tr, = % ((02) = (v)?) (3.19)
Tr =5 (%) — (9)?). (3.20)

Die speziesbezogene Rotationstemperatur 7'r ergibt sich aus Gl. (3.15) und £z = 2 durch arithmeti-
sche Mittelwertbildung aller rotatorischen Energien der Teilchen:

T = @. (3.21)

kg
Die Vibrationstemperatur 77, ergibt sich ebenfalls jeweils fiir jede Spezies durch arithmetische Mit-
telwertbildung aller vibratorischen Energien der Teilchen dieser Spezies sowie unter Verwendung von
Gln. (3.15) und (3.16). Fiir das SHO-Modell erhilt man die Vibrationstemperatur aus der Beziehung
- In[1+1/((Bv)/ksbyv — )]

Fiir das TSHO-Modell kann kein analytischer Ausdruck formuliert werden, so dass die Berechnung

Ty (3.22)

numerisch erfolgen muss.

3.3. Verteilungsfunktionen

In diesem Abschnitt werden die Verteilungsfunktionen diskutiert, die im Rahmen dieser Arbeit sehr
hdufig verwendet werden.

3.3.1. Translation

Die Losung der Boltzmann-Gleichung im Fall des thermodynamischen Gleichgewichts ist gegeben
durch die Maxwellverteilung

3/2 -9

m mcC
_ N 2
Ju(©) (27rkBT) eXp( 2kBT>’ (3.23)

wobei ¢ die molekulare bzw. thermische Geschwindigkeit darstellt. Gleichung (3.23) erhilt man di-

rekt aus der Boltzmann-Gleichung fiir An — 0 und ohne Definition der intermolekularen Krifte. Fiir
die Verteilung der einzelnen Geschwindigkeitskoordinaten c; gilt

m 1/2 mc?
fule) = <2WkBT) exp (_%BT) : (3.24)

Ebenfalls von Bedeutung ist die Verteilung des Geschwindigkeitsbetrages ¢ = |¢]
m 3/2 mc?
=4 ? — 3.25
die aus GI. (3.23) unter Beriicksichtigung der Isotropie folgt.
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3. Gaskinetische Grundlagen

3.3.2. Rotation

Nach Hinshelwood [66] kann ganz allgemein eine Verteilungsfunktion fiir eine kontinuierlich verteil-
te Energie ¢ = E//kpT mit ¢ Freiheitsgraden formuliert werden als

1
T19) = 1)

Diese Darstellung der Energieverteilung ldsst sich unmittelbar aus der Maxwell-Boltzmann-Statistik

/7 Lexp (—e). (3.26)

(3.3) herleiten, wobei ein Ubergang zur klassischen Niherung durchgefiihrt wird, siehe [66], Kap. 2.
Somit ist Gl. (3.26) fiir alle kontinuierlich verteilten Energien giiltig, sofern die klassische Nidherung
keine allzu grobe Vereinfachung darstellt. Bei der Rotation vereinfacht sich wegen £z = 2 Gl. (3.26)
zu

fr(er) = exp (—€r). (3.27)

Ist die Rotationstemperatur 7z bekannt, kann unter Verwendung von Zufallszahlen R durch Inver-
sion von Gl. (3.27) den Teilchen statistisch verteilte Rotationsenergien zugewiesen werden nach der
Beziehung

ER = —k’BTR In (R) (328)

3.3.3. Vibration

Die Hinshelwoodverteilung ist fiir die Beschreibung der vibratorischen Energieniveaus nicht geeig-
net, da diese aufgrund der hohen Abstinde besonders fiir kleine 7 diskret behandelt werden miissen.
Aus den Gleichungen fiir die Vibrationsenergie (3.11) sowie den Zustandssummen (3.14) und (3.2)
lasst sich mit der Boltzmann-Verteilung (3.3) ein Ausdruck fiir die diskrete Verteilungsfunktion fiir
die Teilchenzahlen N; auf den Energieniveaus ¢ herleiten:

Ni o ( iev) 1 —exp (=6y/Tv)
—_— = X _—— = .
P TV 1 — eXpP (—QD/T\/)

N (3.29)

Mit Hilfe der Dirac’schen d-Funktion kann die Verteilungsfunktion fiir das diskret verteilte Energie-
niveau ¢ als Funktion der kontinuierlichen Energie ¢y, = Ey /(kpTy ) formuliert werden:

N Yobv 1 —exp(—0yv/Tv) ~ (E+)0v
fviley,i) = exp ( T, ev) pp— (_éD/TV)(S [ev — } . (3.30)

Nach Bird [67] konnen bei einer gegebenen Vibrationstemperatur mit Hilfe von Zufallszahlen gemif

i= L— 1n(R)§—VJ (3.31)
1%

die statistisch verteilten Quantenzustinde ¢ von Teilchen berechnet werden. Die Vibrationsenergie
kann nun mit Gl. (3.11) ausgewertet werden. Beim TSHO-Modell muss zusitzlich die Bedingung
1 < n erfiillt sein.
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3.3. Verteilungsfunktionen

3.3.4. Anregung

Die Verteilung der angeregten Elektronen nach Gl. (3.3) wird wie bei der Translation, Rotation und
Vibration mit Hilfe der Verwerfungsmethode (Acceptance Rejection Method) umgesetzt, sieche [68].
Dazu werden zunichst alle Werte ¢ der diskreten Verteilung auf den maximalen Wert f,,,, normiert:

fi
P, = . (3.32)
fmaac
Zur Evaluierung der Belegung eines Energieniveaus wird ein Wert j gebildet gemif
j=1+|Rin], (3.33)

wobei n und R; die Anzahl der moglichen Zustinde sowie eine gleichverteilte Zufallszahl darstellen.
Die resultierende Zustandswahrscheinlichkeit (3.32) wird mit einer weiteren Zufallszahl R, gepriift.
Falls P; > R, ist, wird der Zustand j des Teilchens besetzt. Falls P; < R, wird die gesamte Prozedur
solange wiederholt, bis ein Wert angenommen wird. Allerdings liegt die Besetzungsdichte, welche
nach Gl. (3.3) berechnet wird, aufgrund des Boltzmann-Terms sehr nahe an der Rechengenauigkeit
heutiger Computer. Deshalb wird f,,,, unter Verwendung des Logarithmus des Zihlers ausgewertet
und man erhélt nach kurzer Rechnung folgende Zustandswahrscheinlichkeit:

9i Ema:v - Ez
P = Smar ) 34
g exp ( KT ) (3.34)

Bei der Initialisierung wird diese Prozedur lediglich fiir die angeregten Spezies durchgefiihrt.

Exemplarisch sind in Abb. 3.3 und 3.4 die Zustandsbesetzungen von Kohlenstoffatomen bei Elektro-
nentemperaturen von 40.000 K sowie 60.000 K dargestellt. Dies ist angelehnt an die Messungen von
Gatsonis et al. [69] und Byrne et al. [70]. Sie konnten zeigen, dass im untersuchten Parallelschienen-
beschleuniger zu Beginn der Entladung bei einer gespeicherten Energie von 40 J eine Elektronen-
temperatur von 10 eV auftreten kann, was in etwa 100.000 K entspricht.

T =40.000 K T =60.000 K
l T T T l T T T
I Theorie I Theorie
[_JARM [ JARM
| 0.8 1 | 0.8
> >
5 5
2 0.6 2 0.6
c c
< <
o o
£ £
2 2
N | N m m m m H IH IH
WA WL *
10

0 5 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Anregungsniveau / - Anregungsniveau / -

Abbildung 3.3.: Vergleich der theoretischen und Abbildung 3.4.: Vergleich der theoretischen und
nach der Verwerfungsmethode generierten Beset- nach der Verwerfungsmethode generierten Beset-
zungsdichte fiir C-Atome bei T, = 40.000 K. zungsdichte fiir C-Atome bei T, = 60.000 K.
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T =40.000 K T =60.000 K
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Abbildung 3.5.: Vergleich der theoretischen und Abbildung 3.6.: Vergleich der theoretischen und
nach der Verwerfungsmethode generierten Beset- nach der Verwerfungsmethode generierten Beset-
zungsdichte fiir C*"-lonen bei T, = 40.000 K.  zungsdichte fiir C*"-Ionen bei T, = 60.000 K.

Die Besetzungszahlen sind hier auf die maximal auftretende Besetzungsdichte normiert. Diese ist
in der Regel beim Grundzustand vorzufinden. Die kleinen Abweichungen bei der Reproduktion der
Besetzungsdichten sind auf die numerischen Eigenheiten des Verfahrens zuriickzufiihren und liegen
bei maximal 2.28%. In den meisten Fillen liegt die relative Abweichung vom Sollwert bei < 1%.

Beispielhaft sind in den Abb. 3.5 und 3.6 sowie 3.7 und 3.8 auch die initialen Besetzungsdichten fiir
zweifach ionisierte Kohlenstoffionen bei vier Temperaturen dargestellt. Erwartungsgemif steigt auch
hier die Elektronenanregung mit der Temperatur. Allerdings wirkt das elektrostatische Potential des
positiven Ions dem entgegen, so dass es erst bei deutlich hoheren Temperaturen zu nennenswerten
Besetzungsdichten hoherer Energieniveaus kommt.

T =80.000 K T =100.000 K
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Abbildung 3.7.: Vergleich der theoretischen und Abbildung 3.8.: Vergleich der theoretischen und
nach der Verwerfungsmethode generierten Beset- nach der Verwerfungsmethode generierten Beset-
zungsdichte fiir C?-Ionen bei T, = 80.000 K.  zungsdichte fiir C**-Ionen bei T, = 100.000 K.
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3.4. Kollisionsmechanik

In diesem Abschnitt werden die physikalischen Grundlagen einer Teilchenkollision unter der An-
nahme einer azimuthalen Streuisotropie diskutiert. Die Streuisotropie impliziert gleichzeitig die Ku-
gelsymmetrie der Interaktionspotentiale, der Umkehrschluss gilt jedoch nicht. Abbildung 3.9 zeigt
schematisch die Flugbahn eines gestreuten Teilchens, welches als Punktmasse mo dargestellt ist.

db

Abbildung 3.9.: Trajektorie eines kollidierenden Teilchens (2) im Fall eines repulsiven Potentials
aus der Perspektive des Teilchens (1), b - minimaler Abstand der ungestorten Trajektorien, € - Azi-
muthwinkel, x - polarer Ablenkwinkel.

3.4.1. Beschreibung der Kollisionsebene

Durch die chaotische Verteilung der Teilchen im Orts- sowie im Geschwindigkeitsraum stellen die
Teilchenkollisionen beziiglich eines raumfesten Koordinatensystems ein dreidimensionales Phéno-
men dar. Durch Isotropiebetrachtungen und geeignete Transformationen ldsst sich die Kollisionsbe-
schreibung vereinfachen: Betrachtet man die Vektoren der Teilchenrelativgeschwindigkeiten vor und
nach dem Stof3, so kann damit eine Ebene gebildet werden, in welcher der komplette Stof3 ablauft.
Die Orientierung dieser Ebene zu einer beliebigen Referenzebene ist ebenfalls zufallsbedingt und
wird mit Hilfe des azimuthalen Streuwinkels € beschrieben. Durch eine weitere Transformation in
der Art, da3 der Beobachter sich mit dem streuenden Teilchen bewegt, kann schlieBlich das Problem
auf ein Einteilchenproblem reduziert werden, welches in Abb. 3.9 dargestellt ist. Die gesuchte Grofle
ist der polare Streuwinkel Y.

3.4.2. Herleitung des Starrkugelquerschnitts

Fiir die Kollisionsbetrachtung muss der Wirkungsquerschnitt bekannt sein, wobei Wirkung eine all-
gemeine Bezeichnung darstellt, da im Detail noch die Art der Wirkung spezifiziert werden muss, z.B.
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3. Gaskinetische Grundlagen

Streuung, Reaktion, Anregung oder lonisation. Jede Interaktionsart kann durch einen energie- und
winkelabhéngigen differentiellen Wirkungsquerschnitt op(E, x) beschrieben werden, wobei £ und
x die zur Verfiigung stehende (Kollisions-)Energie sowie den polaren Ablenkwinkel darstellen.

Die Herleitung der grundlegenden Zusammenhinge beginnt mit einer diskreten Formulierung: Man
stelle sich einen Teilchenfluss N [1/m?] vor. Eine bestimmte Teilchenanzahl AN (= Nop) fliegt
durch das kleine Fliachenelement o, wonach eine Untermenge AN* dieses Teils (bzw. das aktuelle
Teilchen mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit) in das Raumwinkelelement w = A/ gestreut
wird. Dabei ist 2 = f047r dS). Man kann also schreiben:

AN* = Nopw. (3.35)

Diese Formulierung ist gleichbedeutend mit einer Filterung der Teilchen, die diese Bedingungen
erfiillen. Nach op umgestellt, ergibt dies den allgemeinen Zusammenhang

_1AN
DTN AQCT

(3.36)

Der Term AN* - ) = AN beschreibt damit alle Teilchen, die durch das Flachenelement o, fliegen.
Geht man nun von der diskreten in die differentielle Schreibweise iiber und beriicksichtigt Zylinder-
koordinaten fiir die Beschreibung von d/V, so fiihrt dies auf d/V = N0 db de. Fiir das differentielle
Raumwinkelelement erhilt man bei Verwendung von Kugelkoordinaten df2? = sin y dy de. Eingesetzt

in Gl. (3.36) fiihrt auf
1 Nbdb b

g = — =
b Nsinydy siny

%
dy |’

Der Term |db/dy| wird als Ablenkfunktion bezeichnet und muss fiir die Berechnung von o, bekannt

(3.37)

sein. Die in Abb. 3.9 als Punktmassen dargestellten Teilchen mit den Indizes 1 und 2 werden elas-
tisch gestreut, wobei sich der Beobachter mit dem streuenden Teilchen m; bewegt. Im Moment der
grofiten Anndherung beider Teilchen betrigt der minimale Teilchenabstand dem effektiven Teilchen-
durchmesser d; 5 = (d; + d2)/2, was man sich durch die Betrachtung einer Kollision zweier starrer
Kugeln verdeutlichen kann. Gleichzeitig gilt

b
Sin@y = — (3.38)
dipo
sowie Yy = m — 204, was zu
b
X = 2arccos (—) (3.39)
dip
fiihrt. Die Ablenkfunktion betridgt damit
db d
D= B2 X (3.40)
dy 2 2

Der differentielle Streuquerschnitt vereinfacht sich zu op = diQ /4. Die Winkelabhingigkeit ist voll-
standig entfallen. Hierzu zwei Anmerkungen:

* Die Einfiihrung einer geometrisch verteilten Streuwahrscheinlichkeit gemdB AQ /) impliziert
bereits die Streusymmetrie in azimuthaler Richtung. Unter Annahme eines kugelsymmetri-
schen Potentials muss daher jede Abhéingigkeit von € in GI. (3.37) verschwinden.
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3.4. Kollisionsmechanik

+ Die Ablenkfunktion beim Starrkugelmodell basiert auf rein geometrischen Uberlegungen und
beinhaltet keinerlei Energieabhingigkeit des Ablenkwinkels, woraus auch die Streuisotropie in
polarer Richtung resultiert. Formal wird im weiteren Verlauf jedoch die Winkelabhéngigkeit
des Wirkungsquerschnittes beriicksichtigt.

Den integralen Wirkungsquerschnitt o;( ) erhélt man im Allgemeinen durch Integration des diffe-
rentiellen StoBquerschnitts tiber den Raumwinkel:

47 ™

or(E) = /JD(E,X)dQ :27r/UD(E,X) sin xydy. (3.41)
0 0

Sofern sich op aus der Summe der einzelnen differentiellen Wirkungsquerschnitte fiir eine betrachtete
Teilchenpaarung zusammensetzt, entspricht o; dem totalen integralen Wirkungsquerschnitt

or = wd3 ,, (3.42)

der auch als Kollisions- oder Stofiquerschnitt bezeichnet wird. Diese zwei Termini beschreiben die
Interaktion im Allgemeinen, wobei noch vollig unspezifiziert ist, welche Art der Interaktion im Detail
stattfindet. Allgemein lisst sich die Interaktion in einen elastischen' und einen inelastischen? Teil
aufspalten:

0D = OD.ela + OD,inel- (343)

Betrachtet man elastische Kollisionen, so verdndert sich der Impuls eines gestreuten Teilchens ent-
sprechend dem Streuwinkel. Daraus ergibt sich ein Ansatz fiir einen Impulsiibertragungsquerschnitt,
der verallgemeinert dargestellt werden kann gemal

4

o = /(1 — 08 X)op eia(E, x)dQ. (3.44)
0

Diese Formulierung liegt auch der Chapman-Enskog-Theorie zugrunde (siehe z.B. [71]). Fiir [ = 1
und [ = 2 erhilt man jeweils die Ausdriicke fiir den Diffusions- sowie den Viskosititsquerschnitt:

47
o) =gy = /(1 — co8X)0peta(E, x)dQ = op (3.45)
0
und
47
2
0'(2) = Uu = /(1 - COS2 X)UD,ela(Ev X)dQ = gO-T' (346)

0
Aufgrund dieser Beziehungen konnen Informationen iiber Kollisionsquerschnitte aus Viskositéts- und
Diffusionsdaten gewonnen werden, die mit Hilfe von Kollisionsintegralen dargestellt werden:

Q(l,s) — /eXp (_72>,728+30.(l) (E)dfy mit v = w/E/(kBT> (347)
0

ITeilchenwechselwirkung unter Erhaltung der gesamten kinetischen Energie sowie des Impulses.
Energietransfer zwischen translatorischen, vibratorischen, rotatorischen und elektronischen Anregungszustinden.
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3. Gaskinetische Grundlagen

Die Parameter [ sowie s sind Wichtungsfaktoren und beschreiben die physikalische Bedeutung der
Kollisionsintegrale: Q1Y) reprisentiert das Kollisionsintegral fiir die Diffusion und Q(>?) das fiir
die Viskositit. Entsprechend lassen sich der Viskositétskoeffizient ;o und der Diffusionskoeffizient D
nach Chapman-Enskog wie folgt formulieren:

3 27rkBT/mT
P i G RV AL 4
16 nrriQD (3.48)
und
vimkgT
_ D vmmkpl (3.49)

"= 16 mraQ22)

3.5. Kollisionsfrequenz und mittlere freie Weglange

Die Kollisionsfrequenz v beschreibt die Anzahl der Kollisionen Z je Zeiteinheit /At und ist fiir ein
Teilchen in einem Gas allgemein definiert als

Z
V== n{org). (3.50)

Hierbei stellen o und n den integralen Kollisionsquerschnitt und die Teilchendichte dar, wobei ()
eine Mittelung iiber eine Gleichgewichtsverteilung der Kollisionsenergie bedeutet. Demnach repra-
sentiert (org) den Kollisionsratenkoeffizienten und v stellt eine Gleichgewichtsgrofie dar. Fiir die
zeitliche Auflosung in DSMC gilt allgemein At < 1/v.

Die mittlere freie Weglinge A beschreibt den Weg, den ein Teilchen im Mittel zwischen zwei Kolli-
sionen zuriicklegt. Die allgemeine Definition lautet

)

= , (3.51)
n{org)
wobei (vy,) die mittlere thermische Geschwindigkeit reprisentiert, die bekanntermafen aus
(V) = /S8R, T /7 = \/8kpT/mm (3.52)

mit R, als spezifische Gaskonstante ermittelt werden kann. Fiir die raumliche Auflosung in DSMC
gilt allgemein Ax < .

Sowohl v als auch A hingen maBigeblich vom Kollisionsquerschnitt o und somit vom zugrundelie-
genden Potentialmodell ab. In Kap. 4.2 werden drei typische Potentialmodelle fiir Neutralteilchenin-
teraktionen u. A. anhand dieser beiden GroBen verglichen.

3.6. Energie- und Impulserhaltung

Die Kollisionsenergie E., welche in die Berechnung der Wirkungsquerschnitte eingeht, entspricht

der Relativenergie der kollidierenden Teilchen, die sich gemif
1

E, = 5m,«g2 (3.53)
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3.6. Energie- und Impulserhaltung

berechnet, wobei m, = myms/(m; + my) die reduzierte Masse der zwei Teilchen darstellt. Im Falle
eines elastischen StoBes erhélt man aus der nicht-relativistischen Impulserhaltung

m1171 —+ m2272 = 777/117; —+ mg’(_f; = (m1 + mz)ﬁcm (354)

die Schwerpunktsgeschwindigkeit
m1171 + mgﬁg

= —"" 3.55
(m1 + mz) ( )

—

/Ucm

Wie man Gl. (3.54) entnehmen kann, wird bei elastischen Kollisionen die Schwerpunktsgeschwin-
digkeit iber den Sto3 hinweg nicht beeinfluit. Mit der Teilchenrelativgeschwindigkeit § = v} — ¥,
folgt aus Gl. (3.54)

— — m —
| = Tom + ————3 (3.56)
my + Mo
bzw.
m
Ty = Ty — —————. (3.57)
my + Mo
Eine analoge Rechnung fiihrt auf die gesuchten Nachsto3geschwindigkeiten
- M3
0 = Upn + ———4G 3.58
! mi + mo g ( )
bzw.
- my
Ty = Upp — ————0 3.59
2 mq + ng ( )

Die Gleichungen (3.58) und (3.59) zeigen, daB fiir die Berechnung der Teilchengeschwindigkeiten
nach dem StoB3 die Relativgeschwindkeiten der Teilchen zueinander nach dem Stof3 bekannt sein
miissen. Die Energieerhaltung fiir elastische Kollisionen liefert lediglich ¢’ = ¢. Die Betrachtung die-
ser einfachen Grundgleichungen erlaubt keine Aussage iiber die Orientierung der Relativgeschwin-
digkeitsvektoren nach dem StoB. Diese sind vom verwendeten Potentialmodell abhéngig. Sind die
Winkel allerdings bekannt, so erhilt man die NachstoBrelativgeschwindigkeit aus der bekannten Be-
ziehung
cos Y
§d =g |sinycose | . (3.60)
sin x sin e

Im Fall eines inelastischen Stofes, bei dem eine Energie A FE mit der zur Verfiigung stehenden Kol-

lisionsenergie verrechnet werden muss, folgt g aus g = \/2(E. — AE)/m,.
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4. Physikalische Modellierung

In Kap. 2 wurde die Boltzmann-Gleichung (3.1) eingefiihrt als gaskinetische Grundgleichung. Die
Modellierung von Teilchenkollisionen erlaubt die Losung des Kollisionsterms auf der rechten Seite
der Boltzmann-Gleichung, welcher kurzreichweitige Interaktionen beschreibt.

Der dritte Term der linken Seite der Boltzmann-Gleichung (3.1), welcher die Anderung der gesuchten
Geschwindigkeitsverteilungsfunktion beschreibt, wird meist vernachléssigt. Zum Einen ist die gra-
vitative Wirkung auf mikroskopischen Skalen vernachlidssigbar, zum Anderen entféllt die makrosko-
pisch relevante Wirkung elektrischer und magnetischer Krifte auf Neutralteilchen. Zusitzlich muss
beriicksichtigt werden, dass der Kollisionsquerschnitt alle Teilcheninteraktionsarten kurzer Reichwei-
te enthilt. Auch chemische Reaktionen unter Beteiligung von Ladungstrigern, besonders in Kombi-
nation mit Neutralteilchen, sind Interaktionen kurzer Reichweite, da eventuelle Polarisationseffekte
nur auf kurzen Entfernungen fiir die Kollisionsentscheidung von Bedeutung sind. Im Gegensatz dazu
ist die Coulomb-Interaktion eine grundsitzlich langreichweitige Interaktion, die sich jedoch aufgrund
von elektrostatischen Dampfungseffekten sowohl auf sehr gro3en Skalen (Particle-In-Cell-Loser), als
auch auf sehr kleinen Skalen (Fokker-Planck-Loser) bemerkbar macht.

Obwohl beim DSMC-Verfahren der Rechenaufwand nur linear mit der Teilchenzahl ansteigt, stel-
len die Teilchenkollisionen den limitierenden Faktor hinsichtlich der Anwendbarkeit von Partikel-
verfahren bei niedrigeren Knudsenzahlen dar. Entsprechend gab es in den letzten Jahren Bestrebun-
gen, die Grenze der Anwendbarkeit modellbasiert weiter in den Kontinuumsbereich zu verschieben
[72, 73]. Zentrales Merkmal der DSMC-Methode ist die Trennung von Bewegung und Kollision.
Die Bewegung wird generell deterministisch geméfl des Newton’schen Bewegungsgesetzes berech-
net, die Kollisionen werden rein statistisch behandelt und liefern Geschwindigkeitsinkremente sowie
Populations- und Depopulationsinformationen im Fall von reaktiven Kollisionen. Die kollisionsba-
sierten Geschwindigkeitsdnderungen gehen additiv mit den Geschwindigkeitsdnderungen der anderen
Module in die Losung der relativistischen Bewegungsgleichungen ein, siche auch [34].

Die getrennte Betrachtung von Bewegung und Kollision erfordert eine ausreichend kleine Zeitschritt-
weite At. Ist At zu groB, fliegen die Teilchen zu weit, ohne mit anderen Teilchen zu interagieren,
was zu unphysikalischen Ergebnissen fithren wiirde. Die Diskretisierung des Raumes dient primir
der Kollisionsberechnung, zumal nur diejenigen Teilchen kollidieren konnen, die sich zu einem Zeit-
schritt in der gleichen Zelle befinden. Entsprechend muss die raumliche Auflésung in der GroBen-
ordnung der lokalen mittleren freien Wegldnge A liegen, typisch ist A\/3. Zu groBe Zellen fiihren
zu Kollisionen, die im aktuellen Zeitschritt aufgrund der derzeitig noch positionsunabhéngigen Teil-
chenpaarbildung noch nicht stattfinden wiirden, was wiederum einen unphysikalisch hohen Massen-,
Impuls- und Energietransport zur Folge hitte. Zusitzlich fiihrt die Diskretisierung von Raum und Zeit
in beiden Fillen zu numerischen Fehlern, die in Kap. 5 genauer betrachtet werden.
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4. Physikalische Modellierung

4.1. Kollisionsmodelle

Die kontinuumsferne Stromungssituation wihrend der Entladung in einem instationdren magneto-
plasmadynamischen Triebwerk (siehe z.B. [11]) und die damit einhergehende Schwierigkeit, Groen
wie Temperatur und Druck fiir die Beschreibung zu verwenden, erfordert eine intensive Diskussion
der bekannten Kollisionsmodelle.

Der Begriff Kollisionsmodell wird in der angloamerikanischen Literatur i. A. als Synonym fiir das
zugrunde liegende Starrkugelpotential verwendet, hdufig in Verbindung mit dem sogenannten No-
Time-Counter-Schema [67]. Doch dieser Begriff ist irrefiihrend und wird hier als Synonym fiir ein
Modell zur Berechnung der Kollisionswahrscheinlichkeit verwendet.

4.1.1. Simulierte Kollisionszahl

Die in GI. (3.50) gegebene Kollisionszahl Z gilt streng genommen nur fiir Binédrkollisionen, welche
wiederum eine in der Gaskinetik sehr hiufig verwendete Approximation darstellen. Tatsdchlich gibt
es in einem Gas, welches aus vielen Teilchen besteht, keine Binirkollisionen, da die (klassischen)
Teilchenpotentiale eine unendliche Reichweite haben. Da die Potentiale aber sehr schnell asympto-
tisch gegen Null gehen, stellt diese Approximation im Rahmen der statistischen Methoden der Gaski-
netik eine sinnvolle und brauchbare Nédherung dar. Deterministisch ldsst sich die Kollisionszahl direkt
aus der Teilchenzahl ableiten: Sind N simulierte Teilchen vorhanden, erfihrt ein Teilchen (N — 1)
Kollisionen. Da in der Regel die Menge der Kollisionen aller NV Teilchen von Interesse ist, folgt
aus der deterministischen Betrachtung eine Kollisionszahl von N (N — 1)/2. Ist N groB, kann dies
schnell die zur Verfiigung stehende Rechenleistung sprengen, da die Zahl der Kollisionen proportio-
nal zu N2 ist. Da jedes simulierte Teilchen sehr viele reale Teilchen repriisentiert, wird angenommen,
dass N?/2 — N/2 ~ N?/2 gilt. Damit kann GI. (3.50) fiir ein Gasgemisch erweitert werden, wobei
Zqp allgemein die Anzahl der Kollisionen zwischen den Spezies a und b beschreibt:
Ny Ny FgmAt

Ty = 41
I T (07 abYab) 4.1)

Da jedes simulierte Teilchen eine Vielzahl (Fy;,,) realer Teilchen représentiert, wurde folgender Zu-
sammenhang bei der Bestimmung von Gl. (4.1) verwendet: n = N - Fy;,,/V.. Somit beschreibt GI.
(4.1) die Kollisionszahl, die mit den beiden in den folgenden Unterabschnitten diskutierten Kollisi-
onsmodelle in einer Gleichgewichtssituation reproduziert wird. Es werden die Indizes a und b aus
Griinden der Ubersichtlichkeit iiberall da weggelassen, wo sie nicht zwingend erforderlich sind.

4.1.2. Methode der begrenzten Wahrscheinlichkeit

Die Methode der begrenzten Wahrscheinlichkeit (Constraint Probability Method) wurde von Bird
vorgeschlagen [74] und ist derzeit sehr stark verbreitet. Sie basiert auf einer a priori berechneten
Anzahl an Kollisionen, die in der aktuell betrachteten Volumen- und Zeiteinheit stattfinden. Dieser
Methode liegen folgende Uberlegungen zugrunde: In einer Zelle mit dem Volumen V, befinden sich
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4.1. Kollisionsmodelle

mehrere simulierte Teilchen. Bewegt sich ein Teilchen durch dieses Volumen, so ist die Wahrschein-
lichkeit einer Kollision P, dieses Teilchens gleich dem Verhiltnis des Volumens, welches durch den
in der Zeit At mit Relativgeschwindigkeit g bewegten Kollisionsquerschnitt o erzeugt wird, zum

Zellvolumen V,: N
Fsim t
V. org. 4.2)

Dabei ist P. meist sehr klein, so dass Gl. (4.2) sehr ineffizient ist. Dies fiithrt dazu, dass unnétig viele

P, =

P.-Berechnungen durchgefiihrt werden miissen, um die korrekte Rate zu reproduzieren. Gleichzeitig
fiihrt die Approximation N2/2 — N/2 ~ N?/2, welche bei der Herleitung der Gl. (4.1) gemacht
wurde, zu grolen Fehlern bei niedrigen Teilchenzahlen.

Beide Probleme konnen umgangen werden, wenn nur ein bestimmter Anteil der Teilchenpaarungen
beriicksichtigt wird. Die Kollisionswahrscheinlichkeit (4.2) wird erhoht, wenn die Gleichung durch
diesen Anteil dividiert wird. Sollen nur 10% aller potentiellen Paare untersucht werden, muss die Kol-
lisionswahrscheinlichkeit um den Faktor 10 erhoht werden, damit die gleiche Kollisionsrate reprodu-
ziert wird. Dieses Prinzip kann optimiert werden, wenn die maximale Kollisionswahrscheinlichkeit
den Wert Eins erreicht, aber nicht iiberschreitet. Man erhilt

Fom A\t
Pc,max = v <UTg>max =1. (43)

Der Wert in der Klammer stellt wieder die Mittelung iiber eine Maxwell’sch verteilte Energie dar.

Die Anzahl der Paare wird berechnet, indem die rechte Seite von GI. (4.3) mit der Anzahl aller po-
tentiellen Paare N?/2 in der Zelle multipliziert wird. Da N aber hiufig fluktuiert und ()? sich von
(%) unterscheidet, sollte N2 durch das Produkt aus der Anzahl der sich aktuell in der Zelle aufhalten-
den Teilchen und ihrem zeitlichen Mittel IV ersetzt werden. Gleichzeitig wird das Kronecker-Symbol
eingefithrt, um Mehrfachzihlungen bei identischen Teilchenarten zu vermeiden. Damit ergibt sich
folgender Ausdruck fiir die Anzahl der zu untersuchenden Teilchenpaare:

N,N, Fym/\t

Sa = ab9ab/max- 4.4
A I 72 (0T,abGab) (4.4)
Fiir jedes Paar wird nun die Interaktionswahrscheinlichkeit berechnet nach
P=—0 (4.5)
<UTg>maz

wobei ¢ die Art der Interaktion und o; den entsprechenden (integralen) Interaktionsquerschnitt be-
schreiben. Das Verfahren bietet folgende Vor- und Nachteile:

Vorteile:

* In aller Regel ist S,;, < IN/2, was zu einer verringerten Rechenzeit fiihrt.

* Durch Verwendung von (07¢)ma, Wird sichergestellt, dass P; < 1 immer erfiillt ist.
Nachteile:

* Der maximale Wert des Kollisionsratenkoeffizienten (077g),,q, impliziert die Annahme einer
Gleichgewichtsverteilungsfunktion der kinetischen Energie. Diese Annahme ist bei Nichtkonti-
nuumsverfahren, besonders bei stark instationidren Problemen, kritisch zu bewerten. In der Pra-
xis wird deswegen hiufig nicht der Ratenkoeffizient verwendet, sondern das Produkt (07¢)mqz-
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4. Physikalische Modellierung

* Bei der Berechnung der Paaranzahl S muss garantiert werden, dass die Anzahl der Teilchen-
paare in der Zelle im aktuellen Zeitschritt nicht tiberschritten wird. Falls S > N/2 ist, miissen
neue Paare gebildet und Kollisionen berechnet werden.

Die Vorteile des Verfahrens dominieren, wenn die Losung auskonvergiert1 1st, so dass die zeitli-
chen Mittelungen keinen grolen Schwankungen unterworfen sind. Eine Aussage beziiglich der Ei-
genschaften im Fall eines instationdren Problems kann ohne weiterfithrende Untersuchungen nicht
getroffen werden.

4.1.3. Methode der natirlichen StichprobengroBe

Diese Methode wurde urspriinglich von Baganoftf und McDonald [75] vorgeschlagen und ist in der
einschldgigen Literatur unter der Bezeichnung Natural Sample Size bekannt. Ausgangspunkt ist die
Definition eines allgemeinen Ansatzes fiir die Darstellung der Kollisionswahrscheinlichkeit,

P. = B.g%. (4.6)

Die Groflen (5. und ¢, sind zwei noch zu bestimmende Koeffizienten. Die mittlere Kollisionswahr-

scheinlichkeit .

(P) = / P.9)f(9)dg @)

—00

kann i. A. durch Mittelung iiber eine Gleichgewichtsverteilungsfunktion der Relativgeschwindigkeit

B dmg® m,g*
f(g) - (QWkBT/mr)3/2 - eXpP (— 2/{ZBT) (48)

berechnet werden. Das Ergebnis der Integration ist aus Gleichgewichtsbetrachtungen bekannt und
entspricht dem Verhiltnis aus der Kollisionszahl Z,, zur moglichen Paarzahl @),

o Zab
<PC> B Qab'

Hierbei gilt Qu, = Fi;nSap. Nach Durchfiihrung der Integration (4.7) erhélt man fiir die gesuchten

4.9)

Koeffizienten durch einen Koeffizientenvergleich [33],

Ny Cab NaNb szb FszmAt
L= L V.At = 4.10
ﬂ 1 + 5ab Qab 1 + 5ab Sab ‘/c ( )
und
¢ =1-—2w. (4.1D)

Die GroBe C,;, enthilt potentialabhzngige Informationen iiber den Kollisionsquerschnitt und wird in
Kap. 4.2 nidher diskutiert. Dieses Verfahren bietet folgende Vor- und Nachteile:

IEine geeignete Analogie, zumal bei einem stationiren Problem durch viele Mittelwertbildungen das Rauschen mini-
miert wird.
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Vorteile:

* Diese Methode zur Berechnung der Kollisionswahrscheinlichkeit ist aus algorithmischer Sicht
fiir die Beriicksichtigung von Rekombinationsreaktionen besonders gut geeignet [33], da noch
vor Beginn der Kollisionsberechnung geeignete Teilchen reserviert werden konnen, denen die
frei werdende Rekombinationsenergie iibertragen wird.

¢ Es konnen nur maximal die Paare kollidieren, die auch in der Zelle existieren.
Nachteile:

* Ein Nachteil dieser Methode liegt darin, dass sichergestellt werden muss, dass P, niemals den
Wert 1 iiberschreitet. Dies wird iiber eine Anpassung des Zeitschrittes erreicht.

* Die Mittelung iiber eine Gleichgewichtsverteilungsfunktion ist besonders bei kontinuumsfer-
nen Stromungssituationen fraglich, zumal der Kollisionsratenkoeffizient ebenfalls eine Gleich-
gewichtsinformation ist.

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Zeitschrittweite im verwendeten PicLas-Verfahren vom instatio-
nidren Feldloser vorgegeben, wobei dieser die Ausbreitung elektromagnetischer Informationen zeit-
genau auflost. Somit ist das Problem der Verletzung der Bedingung P. < 1 und einer daraus resultie-
renden Zeitschrittadaption nicht gegeben. AuBBerdem wurde die elektronenstoinduzierte Dreikorper-
rekombination zusitzlich zur molekularen Neutralteilchenrekombination implementiert, weswegen
im Rahmen dieser Arbeit die Methode der natiirlichen Stichprobengrofle bevorzugt wird.

4.2. Neutralteilchenkollisionen

Die zentralen Kollisionsroutinen des LasVegas-Codes wurden in den PicLas-Code implementiert.
Dabei wurden nicht nur kopplungsbedingt Modifikationen durchgefiihrt, sondern auch Erweiterun-
gen hinsichtlich der physikalischen Modellierung. Dies betrifft nicht nur die im darauf folgenden Ka-
pitel diskutierten Ladungstrigerinteraktionen, sondern auch die Neutralteilcheninteraktionen. Diese
basieren auf dem zwischen den Teilchen wirkenden Potential ® (). Fiir die mathematische Beschrei-
bung des Potentials existieren verschiedene Modelle mit unterschiedlicher Genauigkeit. Bei Neutral-
teilchen ist dies im einfachsten Fall ein Starrkugelpotential, welches erst beim Unterschreiten eines
Mindestabstandes wirkt.

Sehr viele Potentiale lassen sich hinreichend genau durch ein invers abklingendes Potential (Inver-
ses Potenzgesetz) beschreiben. Eine noch genauere Beschreibung lédsst sich mit dem Lennard-Jones-
Potential erreichen. Es beriicksichtigt zusétzlich zum repulsiven Anteil den bei niedrigen Tempera-
turen an Bedeutung gewinnenden attraktiven Anteil. In Abb. 4.1 ist ®(r) fiir verschiedene Poten-
tialmodelle qualitativ dargestellt. Darin ist angedeutet, dass der Nulldurchgang des Lennard-Jones-
Potentials [71] haufig als der Abstand definiert wird, bei dem Starrkugelteilchen bei dessen Unter-
schreitung kollidieren, aber sonst keinerlei Wechselwirkung unterliegen.

Bei DSMC-Neutralteilchenmodellen werden die Kollisionsquerschnitte aus den zugrunde gelegten
Potentialmodellen abgeleitet. Im folgenden Abschnitt werden die Unterschiede anhand gaskinetischer
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4. Physikalische Modellierung

GroBen wie Kollisionsfrequenz und mittlerer freier Weglidnge dargestellt. Dabei basieren alle Modelle
auf isotropem Streuverhalten.

4.2.1. Einfaches Starrkugelmodell

Das einfache Starrkugelmodell (Hard Sphere - HS) ist das primitivste Modell zur Beschreibung mo-
lekularer Kollisionsprozesse. Allgemein ist die Kraft, die ein Teilchen bei einer Kollision erfihrt,
do(r)

F(r)=— 3 4.12)

Im Fall des einfachen Starrkugelmodells findet eine Interaktion erst bei Unterschreiten eines Min-
destabstands statt. AuBlerdem besteht keine Energieabhingigkeit des Kollisionsquerschnittes, d.h.
or = const. Somit ist (o7g) = or(g), was auf

1
NS = 4.13
\/ETLO'T ( )

fiihrt. Der in der Literatur hiufig verwendete Standardausdruck fiir die mittlere freie Weglidnge A
basiert also auf dem einfachen Starrkugelmodell, siehe z.B. [76]. Die Kollisionsfrequenz lautet

VS = Vonor (o). (4.14)

Eine Information iiber den Kollisionsquerschnitt erhélt man aus Viskositédtsdaten. Aus Gl. (3.47) folgt
nach kurzer Rechnung mit [ = s = 2 fiir ein reines Gas, d.h. mit m,. = m/2, das Kollisionsintegral

4 % 2
Qe — (" /7 _ M9\ g, 4.1
Ak T 9 ouEP\ Ty )9 (4.15)
0

Mit Gl. (3.46) und Gl. (3.49) kann nun ein Ausdruck fiir das einfache Starrkugelmodell als Funktion
der Viskositit hergeleitet werden:

SHS _ gx/wkaT.

4.16
T =16 4 (4.16)

Starrkugel
Lennard-Jones

Inverses Potenzgesetz

Potential ®(r)

Abstand r

Abbildung 4.1.: Qualitativer Vergleich unterschiedlicher Interaktionspotentiale fiir Neutralteilchen.
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4.2. Neutralteilchenkollisionen

Aufgrund dieser einfachen Zusammenhinge hat sich das einfache Starrkugelmodell fiir analytische
Untersuchungen gaskinetischer Fragestellungen etabliert. Trotz der fehlenden Energieabhingigkeit
des Kollisionsquerschnittes konnen grundlegende Eigenschaften einer Stromung abgeleitet werden.

4.2.2. Variables Starrkugelmodell

Die Temperatur in Gl. (4.16) hat einen konstanten Exponenten (1/2), obwohl bekannt ist, dass sich die
Viskositit gemiB p ~ T/ mit 0.1 < w < 0.4 verhilt. Nach [77] verhilt sich der StoBquerschnitt
proportional zur relativen Kollisionsenergie zweier Teilchen,

1

o=7d* ~ (Eq)™ = (imr92> . 4.17)

Wegen der fehlenden Energieabhiingigkeit bei o/¥ fiihrt das einfache Starrkugelmodell bei hohen
Energien auf zu hohe Kollisionsfrequenzen bzw. -zahlen und ist deswegen fiir weitergehende Unter-
suchungen nicht geeignet. Dies hat die Einfiihrung eines variablen Starrkugelmodells (Variable Hard
Sphere - VHS) motiviert, dessen Grundidee im Folgenden kurz skizziert wird.

Die Proportionalitit in G1.(4.17) fiihrt auf den Zusammenhang

@\
0 = Opef E ) (4.18)

wobei o, und g,y noch zu bestimmende konstante ReferenzgroBen darstellen. Eine Referenzrela-
tivgeschwindigkeit kann aus allgemeinen Gleichgewichtsbetrachtungen gewonnen werden:

1
<§ngz> = ngT ~ (2 — w)kgT. (4.19)

Diese Approximation ist exakt fiir w = 1/2. Man erhélt damit den Kollisionsquerschnitt

22 —wkpTrer \“
SV HS :Wdzef< ( 7;")923 s ) 420)

als Funktion von d,.f, 1.5 und w. Damit ldsst sich auch der fiir die Berechnung der Kollisions-
wahrscheinlichkeit relevante Term C,;, bestimmen, siche Gl. (4.10). Es ist bekannt, dass dieser den
Kollisionsquerschnitt sowie die Relativgeschwindigkeit als Produkt enthalten muss:

2(2 — w)kpTrer \
Cab:a¥H592wz7rdzef( ( ;:3 b f) . 4.21)

Fir w = 0 erhélt man sofort das einfache Starrkugelmodell mit energieunabhéngigem Kollisions-
querschnitt.

Mit GI. (3.42) und (4.20) sowie d,.; = d” S kann die qualitative Anderung des Teilchendurchmes-
sers beim variablen Starrkugelmodell in Abhédngigkeit von der Kollisionsenergie (4.17) dargestellt
werden:

(4.22)

dVHS (2 — w)kBTref w/2
Jas E. :
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- w=0
1 1 —— w=0.1]]
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Abbildung 4.2.: dV5 /@5 -Verhiltnis fiir T,..; = Abbildung 4.3.: \#5 /\VH5_Verhiltnis

Temperatur / K

fuir

300 K sowie unterschiedliche w-Exponenten T,. = 300 K sowie unterschiedliche w-

iber der Energie. Exponenten iiber der Temperatur.

Gleichung (4.22) ist beispielhaft fiir unterschiedliche w und 7',y = 300 K in Abb. 4.2 dargestellt.

Der Ratenkoeffizient beim variablen Starrkugelmodell zur Berechnung von \V#9 ergibt sich eben-
falls durch Mittelung iiber die Gleichgewichtsenergie. Nach kurzer Rechnung erhilt man

2 2kpTres \* (2ksT\ "> o
(oY HS gy = ﬁgmf < - f) ( - ) ['2—-w)(2-—w)”. (4.23)
Daraus ergibt sich eine mittlere freie Wegldnge von
T \* -1
AVHS — (T_) ((2 —w)*T'(2 - w)\/inaref> . (4.24)
ref

Folgender Zusammenhang wird hier nochmals bestitigt: Da A ~ 7% und 0 ~ T, gilt A\ ~ o~ 1.
Der Unterschied zum einfachen Starrkugelmodell kann durch Verhiltnis-Bildung dargestellt werden,
wobei wieder angenommen wird, dass d?° = d,.; ist:

)\H S " Tre w I/VH S

s = T2 -w)(2-w) ( Tf) =~ (4.25)

Gleichung (4.25) ist beispielhaft mit 7,..; = 300 K in Abb. 4.3 qualitativ fiir einige w-Werte darge-

stellt. Die drei VHS-Parameter w, T..¢ und d,.; werden aus experimentell ermittelten Viskosititsda-

ten gewonnen. Die Losung des Integrals GI. (3.47) in Verbindung mit Gl. (3.49) liefert

vas _ 15 vrmkpT T\ ~ TwHL/2
8 F(4—(JJ)(2 —w)“’aref Tref '

Durch Anwenden der Methode der kleinsten Fehlerquadrate [78] auf Gl. (4.26) unter Beriicksichti-

gung von GI. (3.42) erhilt man die gesuchten Parameter fiir einen vorgegebenen Temperaturbereich.

(4.26)

Eine alternative Vorgehensweise ist die Berechnung der Parameter basierend auf einer Referenzvis-
kositit bei einer Referenztemperatur [67]. Dann ergibt sich der Referenzdurchmesser einfach aus

15(mkpTyep/m)V2 17

2(5 - 2("})(7 - 2w)/~Lref

dyes = 4.27)
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4.2. Neutralteilchenkollisionen

Hierbei ist die Reproduktion des viskosen Verhaltens in der Nidhe der Referenztemperatur sehr gut.
Das hier diskutierte variable Starrkugelmodell ist aufgrund seiner Einfachheit und seiner guten Re-
produktion des Stromungsverhaltens in neutralen Fluiden zum Standardmodell in DSMC-Verfahren
geworden. Dennoch enthilt es modellinhdrente Schwichen:

* Da d,.; durch eine Temperaturkorrelation aus Gleichgewichtsdaten gewonnen wurde, skaliert
V15 gemif diesen Gleichgewichtsdaten.

» Da 0"#% von der Relativenergie abhingt, wird das rein repulsiv wirkende variable Starrku-
gelmodell hiufig als Umsetzung des inversen Potenzgesetzes interpretiert. Allerdings konnten
Koura et al. [83] zeigen, dass bei verdiinnten Gasgemischen, bei denen die diffusiven Effekte
gegeniiber den viskosen dominieren, die Diskrepanz zwischen beiden Modellen zunimmt.

* Die gute Approximation des viskosen Verhaltens gilt nur iiber einen kleinen Temperaturbe-
reich, wodurch der Fehler bei Stromungsproblemen mit groBeren Temperaturunterschieden zu-
nimmt.

* Die Viskositit ist eine Funktion der Zusammensetzung, so dass sich bei Stromungssituationen,
in denen sich die Molanteile stark @ndern, von einem ausreichend gut approximierten Viskosi-
tiatsverhalten nicht mehr ausgegangen werden kann.

Anhand von Tab. 4.1 ist zu erkennen, dass in der Literatur viele unterschiedliche VHS-Parameter an-
gegeben werden. Alle aufgefiihrten Parametersitze reproduzieren die Viskositét nur in der Nihe der
Referenztemperatur, die Abweichung nimmt zu ab etwa 800 K und wird maximal bei hohen Tem-
peraturen. Dies wird weiter veranschaulicht in Abb. 4.4. Die beste Ubereinstimmung wird durch die
VHS-Parameter nach [82] erhalten. Insgesamt ist zu beobachten, dass das variable Starrkugelmodell
die experimentell bestimmte Viskositét [84] iiberschitzt und nicht sehr geeignet ist, den Viskositits-
verlauf tiber groBBere Temperaturbereiche gut wiederzugeben, was durch die mathematische Einfach-
heit des Modells erkliart werden kann. Es konnen fiir jede Spezies separat Referenzdurchmesser und
-temperaturen, aber derzeit nur ein w-Parameter vorgegeben werden. Dies ist problematisch, da die
Viskositit einer jeden Spezies nicht mit identischem w-Parameter approximiert werden sollte. Des-
halb haben Chung et al. [85] das variable Starrkugelmodell in der Art erweitert, dass fiir jede Spezies
ein eigener w-Parameter vorgegeben werden kann. Das Problem der Interaktion zwischen Teilchen
unterschiedlicher Spezies bleibt dadurch jedoch ungeklirt. So hat Nanbu [86] vorgeschlagen, fiir die
Simulation von Gasgemischen Diffusionskoeffizienten heranzuziehen, um daraus die notwendigen

w/—= dpes/1079m T,/ K Ref.

0.250 3.262 293 [79]
0.186 3.000 300 [80]
0.310 4.040 273 [77]
0.220 3.244 300 [81]
0.310 4.061 273 [82]

Tabelle 4.1.: Typische VHS-Parameter fiir Argon.
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Abbildung 4.4.: Vergleich der Argon-Viskositit fiir unterschiedliche VHS-Parameter.

VHS-Parameter zu ermitteln. Im Rahmen dieser Arbeit wird als Losungsansatz die Erweiterung der
Potentialmodellierung hin zu repulsiv-attraktiven Potentialen verfolgt. Dadurch wird ein zusitzlicher
Parametersatz zur Verfiigung gestellt, welcher verwendet werden kann, um den Kollisionsquerschnitt
an Viskositits- und Diffusionsdaten anzupassen.

4.2.3. Verallgemeinertes Starrkugelmodell

Die wesentliche Modellerweiterung im Bereich der Neutralteilcheninteraktionen stellt die Implemen-
tierung des verallgemeinerten Starrkugelmodells (Generalised Hard Sphere - GHS) dar. Dieses repro-
duziert ebenfalls isotropes Streuverhalten, allerdings werden jetzt auch die anziehenden Effekte des
Interaktionspotentials beriicksichtigt. Das zugrunde liegende Lennard-Jones-Potential

O(r) = 40, {(Q)u - (r—°>6] (4.28)
r r

ist qualitativ in Abb. 4.1 dargestellt. Die GroBBen @, und r( sind das Potentialminimum sowie der Teil-
chenabstand, bei dem das Potential zu Null wird. Beispielhaft sind in Tab. 4.2 einige Speziesdaten
nach [87, 1] angegeben. Nach Hassan und Hash [88] kann der Kollisionsquerschnitt beim verallge-
meinerten Starrkugelmodell dargestellt werden gemal3

EN\ Y
oGHS — 12 Z ; <<ITO) . (4.29)

Die w;-Koeffizienten resultieren aus dem Potential. Nach [88] gilt fiir das Lennard-Jones-Potential
wy = 1/6 sowie wy = 2/3, hingegen werden die o ;-Koeffizienten aus Viskositits- und Diffusionsda-
ten bestimmt. Unter Verwendung der Gln. (3.45), (3.46) und (3.47) erhilt man nach etwas lidnglicher
Rechnung die hier dargestellten Kollisionsintegrale des verallgemeinerten Starrkugelmodells:
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3 : 3
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Abbildung 4.5.: Vergleich der a-Werte am Kol- Abbildung 4.6.: Vergleich der a-Werte am Kol-
lisionsintegral fiir die Diffusion am Beispiel lisionsintegral fiir die Viskositit am Beispiel

Argon. Argon.
1 kpT\ kT |
Q(l,l) — % O[1F<3 — wl) (%0) + OZQF(3 — (A)Q) (%0) s (430)
1 kpT\ ™ kT |
0% = — |aT(4 —w) [ 2= ool (4 — wy) | == : (4.31)
61 Dy O

Kunc et al. [89] verwendeten die Kollisionsintegrale (4.30) und (4.31), um mit Hilfe der Metho-
de der kleinsten Fehlerquadrate auf Basis von tabellierten Kollisionsintegralen unterschiedliche o ;-
Parameter zu ermitteln. Dabei haben die Autoren nicht nur die (relative) Stidrke des anziehenden
Potentials berticksichtigt, sondern auch zwischen einem Gas und einem Gasgemisch unterschieden.
Bei niedrigen Temperaturen kg7 /®y << 1 ist der anziehende Teil stark, bei hohen Temperaturen
kgT/®o >> 1 ist der anziehende Teil schwach, siehe Tab. 4.3.

Die Kollisionsintegrale (4.30) und (4.31) werden in den Abb. 4.5 und 4.6 mit tabellierten Kollisions-
integralen nach [1, 2] verglichen. Es ist zu erkennen, dass die Approximation auf Basis der schwa-
chen Anziehung nicht nur bei hohen Temperaturen deutlich besser ist, sondern auch im gesamten
Temperaturbereich kg7 /P < 400. Deswegen wird die Formulierung mit der schwachen Anziehung
bevorzugt.

Die Berechnung der gaskinetischen GroBen verlduft wie beim einfachen und variablen Starrkugel-

Spezies ®g/kp /K 1o/ 107%m

Ar 124 3.418
Ny 91.5 3.681
Oy 113 3.433
NO 119 3.47

Tabelle 4.2.: Ausgewdhlte Speziesparameter fiir das Lennard-Jones-Potential.
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kpT/®og >>1 kT /Pg<< 1
Reines Gas a7 =4.56409 «7 = 3.67779
s = 291719  ap = 2.82673
Gasgemisch a3 =3.76410 oy = 2.83874
g = 2.36174  p = 2.71844

Tabelle 4.3.: Die «oj-Parameter fiir das verallgemeinerte Starrkugelmodell [87].

modell. Der Kollisionsratenkoeffizient ist dann

2hpT
(oF"1%g) = 2y |2

und fiir die mittlere freie Weglidnge erhélt man

zi: (kBT> F(Q—wj)] (4.32)

1

NCHS — (4.33)

2 (kgT\ ™™ |
B
\/577/7"8 [; Qa (TO) F(2 — w]')]

Ein analytischer Vergleich mit dem einfachen und variablen Starrkugelmodell auf Basis von Kollisi-
onsquerschnitten und mittleren freien Wegldngen ist nicht sinnvoll, da keine vergleichbaren Parame-
tersitze zur Verfiigung stehen. Wihrend beim einfachen sowie beim variablen Starrkugelmodell die
Kollisionsquerschnitte aus ermittelten Teilchendurchmessern resultieren, basieren die Parameter des
verallgemeinerten Starrkugelmodells unmittelbar auf den Kollisionsintegralen fiir die Diffusion und
die Viskositit. Fiir die Berechnung der Kollisionswahrscheinlichkeit nach der Methode der natiirli-
chen StichprobengrofBe kann die Ahnlichkeit mit dem Querschnittsmodell genutzt werden:

2
Po=) " Bejg’. (4.34)
j=1

Die Vorgehensweise bei der Herleitung der fehlenden Parameter erfolgt aufgrund der Summendar-
stellung wie in Kap. 4.1.3 beschrieben, man erhilt

Gcj =1 —2w; (4.35)
und N,N, F., At
atVb sim
= Cabis 4.36
/6 7 1 + 5ab Sab‘/c b ( )
wobei o
my ’
Cab,j = ’]"804] (f%) . (437)
Dies fiihrt auf die Kollisionswahrscheinlichkeit
NNy FumAt < B
P. = sim Pesi 438
1+5ab ab‘/c " Zaj (2(1)0) g ( )
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4.2.4. Isotropes Streumodell

Alle Starrkugelmodelle basieren auf einem isotropen Streumodell. Nach Fasoulas [68] kann unter

b\ 2
(E) =R, (4.39)

wobei R € |0, 1] eine gleichverteilte Zufallszahl darstellt, eine korrekte Verteilung des Ablenkwinkels
berechnet werden. Mit Gl. (3.39) erhilt man aus Gl. (4.39) die Relation

Verwendung des Zusammenhangs

cosy = 2R — 1. (4.40)

Aufgrund der chaotischen Orientierung der Kollisionsebene zu einer raumfesten Referenzebene wird
der azimuthale Streuquerschnitt € bestimmt gemal € = 27 R.

Die polare Streuisotropie stellt eine Vereinfachung dar, da vor allem bei nicht-kugelsymmetrischen
Potentialen eine Energieabhingigkeit der Winkelverteilung auftritt [90]. Die Annahme der (polaren)
Isotropie hat allerdings einen geringfiigigen Einfluss auf makroskopische StromungsgréBen [77], so
dass sie sowohl bei den Neutralteilchen, als auch bei den inelastischen Ladungstrigerinteraktionen
beibehalten wird. Zukiinftige Arbeiten sollten das anisotrope Streuverhalten bei bestimmten Prozes-
sen wie die Elektron-Molekiil-Streuung beriicksichtigen.

4.3. Molekulare Relaxations- und Reaktionsprozesse

Die Uberfiihrung der zentralen Kollisions- und Reaktionsroutinen von LasVegas nach PicLas moti-
viert eine kurze Einfithrung in das Gebiet der molekularen Interaktionen. Bei Molekiilen kann zu-
sidtzlich zum Austausch translatorischer Energie (T) auch der Austausch rotatorischer (R) und vibra-
torischer (V) Energie erfolgen, sieche Abb. 4.7. Ein derartiger Prozess wird als Relaxation bezeichnet.
Ist die Kollisionsenergie ausreichend hoch, so kann es auch zum reaktiven Energieaustausch kom-
men. Sowohl bei einer Relaxation, als auch bei einer Reaktion wird die Nachstoenergie auf die ver-
fiigbaren Freiheitsgrade verteilt. Das zugrundeliegende Modell wurde urspriinglich von Borgnakke
und Larsen [91] eingefiihrt und hat sich als Standardmodell etabliert. Zentrales Merkmal dieses Mo-
dells ist die Verteilung der nach einem Stoss zur Verfiigung stehenden Energie beruhend auf Gleich-
gewichtsverteilungsfunktionen. Die mathematische Herangehensweise soll in diesem Abschnitt nur
kurz dargestellt werden. Eine ausfiihrliche Diskussion kann den Arbeiten von Fasoulas [68] und Laux
[33] entnommen werden.

4.3.1. Relaxationswahrscheinlichkeiten

Uber einen relativ groBen Temperaturbereich hinweg konnen die Relaxationswahrscheinlichkeiten
als konstant angenommen werden. In Anlehnung an die Literatur [92, 93] werden folgende Wertebe-
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Elastischer StoB Translationsenergie

Translationsenergie

Relaxation Rotationsenergie Austausch

Vibrationsenergie

Dissoziation

Chemische Reaktion Austauschreaktion

Rekombination

Abbildung 4.7.: Definition der Interaktionsarten auf Basis der Austauschmechanismen bei molekula-
ren Neutralteilchen.

reiche zugrunde gelegt:

Pra0.1...0.2, (4.41)
Py~ 0.002...0.02. (4.42)

Das in PicLas implementierte Ablaufschema sieht eine Betrachtung der Vibrationsrelaxation vor der
Rotationsrelaxation vor, da fiir die Relaxationswahrscheinlichkeiten Pr >> Py gilt.

4.3.2. Reaktionswahrscheinlichkeiten

Das Chemiemodell umfasst Algorithmen zur Behandlung von Dissoziations-, Austausch- und Re-
kombinationsreaktionen unter Beteiligung von Atomen und diatomaren Molekiilen. An dieser Stelle
soll nur kurz auf die Vorgehensweise bei der Bestimmung der Reaktionswahrscheinlichkeiten einge-
gangen werden. Eine ausfiihrliche Diskussion kann den Arbeiten von Fasoulas [68] und Laux [33]
entnommen werden.

Dissoziationsreaktion

Das Schema
AB + X — A+ B+ X (4.43)

beschreibt die Dissoziation eines Molekiils AB in die atomaren Bestandteile A und B durch Kollision
mit einem beliebigen Teilchen X . Die entsprechende Ratengleichung lautet

dnap
dt

= —nABnka(T)> (4.44)
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wobei k(T") den Ratenkoeffizienten in der erweiterten Arrhenius-Darstellung

ki(T) = a;T" exp (— kET) (4.45)
B

fiir die Hinreaktion représentiert. Die Grofe E,, stellt die Aktivierungsenergie fiir die Reaktion dar, a s
und b sind bekannte Koeffizienten. Zur Bestimmung der instantanen Dissoziationswahrscheinlich-
keit P; wird, wie in Kap. 4.1.3 dargestellt, ein Ansatz fiir P; aufgestellt. Dieser wird iiber eine gleich-
gewichtsverteilte Energie gemittelt und das Ergebnis mit der analytisch bekannten Gleichgewichts-
16sung verglichen. Ein Koeffizientenvergleich liefert die gesuchten Koeffizienten. Der von Laux [33]
verwendete Ansatz lautet

Py(E,, Ey) = B4(E. — E,)* E®E?, (4.46)

wobei der Term E{’? den Einfluss der Vibration auf die Dissoziation beriicksichtigen soll. Nach
Durchfiihrung von Integration und Koeffizientenvergleich erhélt man die gesuchten Koeffizienten:

1/2—byp—w

. CLfk’B F(fv/Z)F(¢3 + 66/2)
ba = Hapx T(op1+1)T(¢3+&v/2) 4D
¢1:bf—g+w+%, (4.48)
by =1— % . (4.49)

Die GroBe H 4p x enthilt potentialabhéngige Informationen. Der Parameter ¢3 wird aus einem Ver-
gleich zwischen Simulation und Experiment gewonnen. Haas und Boyd geben in [94] ¢3-Werte fiir
Luftkomponenten an.

Austauschreaktion

Die Berechnung der Reaktionswahrscheinlichkeit P, fiir die Austauschreaktion nach dem Ablauf-
schema

AB + C — AC + B (4.50)

erfolgt wie bei der Dissoziationsreaktion, da bei der Austauschreaktion ebenfalls eine Dissoziation
stattfindet. Dies fiihrt zu der bereits bekannten Darstellung

P.(E., By) = By(E. — E)" ES2EY. 4.51)

Die Parameter sind auch hier durch die Gl. (4.47), (4.48) und (4.49) gegeben.

Rekombinationsreaktion

Bei der Modellierung von Rekombinationsreaktionen nach dem Schema

A+ B+ X - AB+ X (4.52)
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lautet die Ratengleichung

dZ’;‘B = nangnxky(T), (4.53)
wobei k,(T") den Ratenkoeffizienten
ky(T) = apT* (4.54)
beschreibt. Verwendet man den Ansatz
P(E) = B, B¢ (4.55)

fiir die Darstellung der instantanen Rekombinationswahrscheinlichkeit, so kann unter Anwendung
der gleichen Methodik wie im Fall der Dissoziation und der Austauschreaktion eine Information tiber
die gesuchten Koeffizienten gefunden werden:

abnxkgﬂ_bb_w éx/2—w+2)
Hap D(op +Ex/2 —w+2)
b= by —1/2 +w. (4.57)

Br = (4.56)

Die vollstidndigen Herleitungen fiir die Bestimmung der instantanen Reaktionswahrscheinlichkeiten
P;, P, und P, konnen der Arbeit von Laux [33] und darin aufgefiihrten Referenzen entnommen
werden.

4.4. Elektron-Schwerteilchen-Interaktionen

Der Einfachheit halber wird zundchst angenommen, dass das ablatierte Treibstoffmaterial in voll-
dissoziiertem Zustand vorliegt, d.h. alle Partikel im Simulationsgebiet werden als atomare Spezies
behandelt. Dies reduziert die auftretenden Speziesarten und erlaubt, die wichtigsten Elementarpro-
zesse in einem solch gearteten Plasma in vier Kategorien einzuteilen:

e+ A= AT + 2e, (4.58)
e+ A= A +e, (4.59)
€1+ e = e+ eg, (4.60)
A+ hw = A% (4.61)

Gleichung (4.58) reprisentiert den Ionisations- und Rekombinationsprozess, der im Gleichgewicht
durch die Saha-Verteilung beschrieben werden kann. Die Reaktionsgleichung fiir An- und Abre-
gungsprozesse ist durch Gl. (4.59) dargestellt, wobei A* ein elektronisch angeregtes Atom représen-
tiert. Im Gleichgewicht konnen diese Prozesse durch die Boltzmann-Verteilung beschrieben werden.
Die Entwicklung, Implementierung und Verifizierung dieser vier Einzelreaktionsprozesse (elektro-
nenstoBinduzierte lonisation, Rekombination, An- und Abregung) bilden einen zentralen Bestandteil
dieser Arbeit. Der theoretische Hintergrund wird in diesem Abschnitt diskutiert, die Verifizierung
erfolgt in Kap. 6.

Bei der dritten Kategorie (4.60) geht es um die (elastische) Elektronenrelaxation auf Basis von
Coulomb-Kollisionen. Da dieser Kollisionsprozess iiblicherweise auf den kleinsten Zeitskalen ab-
lauft, wird zumeist eine Maxwell-Verteilung der Elektronen angenommen, was eine Fluidannahme
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4.4. Elektron-Schwerteilchen-Interaktionen

der Elektronen motiviert. Diese Annahme wird in dieser Arbeit (und im Rahmen des in der Einlei-
tung beschriebenen Kooperationsprojektes) nicht getroffen. Da Coulomb-Kollisionen nicht auf die
gleiche Weise behandelt werden konnen wie kurzreichweitige Kollisionsprozesse, wurde eigens ein
Fokker-Planck-Loser implementiert, welcher in Kap. 4.5 diskutiert wird.

Diese Arbeit ist u. A. durch die numerische Untersuchung der hochgradig instationdren Entladung
eines iMPD-Triebwerkes motiviert. Die Energieeinkopplung erfolgt primér iiber die Elektronen, die
durch ElektronenstoBprozesse weitere Teilchen anregen und ionisieren. Somit liegt der Fokus auf kol-
lisionsbasierte Prozesse, so dass im Rahmen dieser Arbeit Strahlungseffekte wie die Spontanemission
oder die Strahlungsabsorption aus Konsistenzgriinden vernachléssigt werden miissen. Entsprechend
werden Strahlungsprozesse nicht im Detail modelliert. Wie spiter gezeigt werden wird, werden aber
stoBinduzierte Emissionsprozesse in so weit beriicksichtigt, als dass die instantane Rekombinations-
wahrscheinlichkeit der Dreikorperrekombination korrekt reproduziert wird. Die Beriicksichtigung ist
notig, da die Zwei- und Dreikorperrekombination konkurrierende Prozesse sind.

In zukiinftigen Arbeiten sollte zusétzlich die Spontanemission modelliert werden, um z.B. beim hoch-
enthalpen atmosphérischen Wiedereintritt die radiativen Wiarmefliisse, welche einen nicht zu vernach-
lassigenden Anteil an der integralen Wirmelast ausmachen konnen, besser voraussagen zu konnen

[4].

4.4.1. Modifikation des Kollisionsmodells

Das variable Starrkugelmodell hat nur einen einzigen w-Parameter fiir alle Teilchenpaarungen, was
bei manchen Paarungen zu unphysikalischen Kollisionsraten fiihrt. So untersuchten Chung und De-
Witt [85] ein modifiziertes Verfahren mit unterschiedlichen w-Parametern fiir Gasgemische mit stark
unterschiedlichen Teilchenmassen. Dennoch konnte das zugrundeliegende Problem, wie es fiir das
hier entwickelte Partikelverfahren notig wire, nicht zufriedenstellend gelost werden: Die Berech-
nung des Kollisionsquerschnittes fiir kontinuumsferne Stromungszustinde basiert nach wie vor auf
Viskositits- und eventuell auch auf Diffusionsdaten.

Zur Umgehung der Probleme wurde im Rahmen dieser Arbeit das Kollisionsmodell modifiziert. Zur
rein energiebasierten Berechnung der Kollisions- und Reaktionswahrscheinlichkeiten wird fiir ein
untersuchtes Teilchenpaar ein Gesamtquerschnitt

or(E) = Z oi(E) (4.62)

gebildet, welcher alle modellierten Interaktionsarten ¢ bei der zur Verfiigung stehenden Kollisions-
energie beinhaltet. Durch Setzen des VHS-Parameters w in Gl. (4.6) zu Null entféllt die Energieab-
hiingigkeit des Kollisionsquerschnittes bei der Berechnung der Kollisionswahrscheinlichkeit und man
kann den (einfachen) Starrkugelquerschnitt durch Gl. (4.62) ersetzen. Dies fiihrt auf den einfachen
Zusammenhang

Be
Oab
Die Notwendigkeit einer viskositédtsbasierten Korrelation zur Temperatur des Mediums, worauf das

P. =

or(E)g. (4.63)

variable Starrkugelmodell im Wesentlichen beruht, entféllt vollstdndig. Der auf diese Weise definierte
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Kollisionsquerschnitt ist keine Gleichgewichtsgrofe, sofern die verwendeten Einzelquerschnitte mit
den iiblichen Verfahren? bestimmt werden.

Die Verwendung eines echt energieabhingigen Querschnittes erlaubt prinzipiell, das Anwendungs-
spektrum des Starrkugelmodells auf Bereiche niedrigerer Temperaturen zu erweitern. Mit dieser ele-
mentaren Modifikation und in Kombination mit dem im Folgenden beschriebenen Reaktionsmodell
konnen Reaktionsratenkoeffizienten sehr gut reproduziert werden.

4.4.2. Reaktionsmodell

Zur Beriicksichtigung von elektronenstofinduzierten Prozessen konnen verschiedene Methoden an-
gewendet werden. Weit verbreitet ist z.B. bei hybriden PIC-DSMC-Verfahren die Verwendung von
Ratengleichungen, wobei der Terminus hybrid auf die Fluidapproximation des Elektronengases hin-
deutet.

Die einzelnen Prozesse, ob stoBfrei oder stofbasiert, werden mit Hilfe von Ratenkoeffizienten beriick-
sichtigt. Die Betrachtung der Elektronen als Fluid erlaubt die Verwendung des Temperaturbegriffes
und somit eine zumindest gleichgewichtsnahe Berechnung auf Basis der Elektronentemperatur. So
berechnet Celik in [95] die (De-)Population der einzelnen Spezies in jedem Zeitschritt durch Bilanzie-
rung der Quell- und Verlustterme am Beispiel eines Hallionentriebwerkes mit Xenon als Treibstoff.
In [96] untersuchten Bogaerts et al. Glimmentladungen auf Basis von Argon mit einem dhnlichen
Modell. Diese Art der Modellierung ist allerdings kontinuumstheoretisch. Alternativ konnen Raten-
koeffizienten gemif der in Kap. 4.2 beschriebenen Modellierung zur Berechnung instantaner Reak-
tionswahrscheinlichkeiten zweier Teilchen verwendet werden [43, 97, 98]. Beide Modelle basieren
letztlich auf der Annahme einer Gleichgewichtsverteilung.

Eine weitere Methode zur partikelbasierten Berechnung von elektronensto8induzierten Prozessen
stellt die Maximum-Entropie-Methode dar [99]. Nachteil dieser Methode ist die notwendige Ver-
fiigbarkeit experimenteller Daten, die in das Modell einflieBen. Die Vermessung geeigneter gleichge-
wichtsferner Plasmastromungen ist aufwendig, die erreichbare Messgenauigkeit zum Teil gering.

Das hier vorgeschlagene Reaktionsmodell basiert zunichst auf der Annahme, dass eine Teilchen-
kollision stattfindet. Dann ist die aktuelle Reaktionswahrscheinlichkeit fiir die aktuell betrachtete
Reaktionsart ¢

p=2 (4.64)

or

Allgemein gilt, dass P; unabhédngig von der rdumlichen Partikelverteilung in der Zelle ist, sofern
die Kollisionsrate korrekt reproduziert wird, da die Paarung randomisiert ist. Eine Reaktion findet
statt, falls P; > R ist. Folgende Uberlegung motiviert die Verwendung der an sich abstrakten GroBe
Wechselwirkungsquerschnitt: Ausgehend von einer noch nicht niher spezifizierten Interaktion muss
z.B. im Fall einer Elektron-Atom-Paarung eine elastische Streuung, eine Elektronenanregung oder
eine Elektronenstoffionisation stattfinden, sofern sich das Atom im Grundzustand befindet. Durch
Verhiltnisbildung nach Gl. (4.64) erhilt die Wirkungsquerschnittsfliche einen Wahrscheinlichkeits-

charakter. Wenn also bekannt ist, dass eine Interaktion stattfindet, muss die Wahrscheinlichkeit der

2Vgl. Kap. 4.4.3
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4.4. Elektron-Schwerteilchen-Interaktionen

Interaktion ¢ dem Verhiltnis nach GI. (4.64) entsprechen, wobei die Summe im Nenner zwingend alle
relevanten moglichen Interaktionen im betrachteten Energiespektrum enthalten sollte.

Implementierung

Ein effizienter Algorithmus zur Bestimmung des gewiinschten Kollisionsevaluierungsverfahrens wur-
de in das Partikelverfahren PicLas implementiert. In klassischen DSMC-Verfahren werden die Total-
querschnitte basierend auf der Speziespaarung berechnet. Entsprechend geht in die P.-Berechnung
primér die Speziesinformation ein. Fiir das neu entwickelte Reaktionsmodell werden die Querschnit-
te in Abhingigkeit von den moglichen Interaktionen berechnet, die wiederum von der Paarung der
Teilchenarten abhingen. Jede Spezies erhilt eine teilchenarttypische Identifikationsnummer InterlD,
siche Tab. 4.4. Unterschieden wird in dieser Tabelle zwischen Atom (A), Molekiil (M), Elektron (e),

Typ |A M e I MYt A~ I* M* M
InterlD | 1 2 4 10 20 40 100 200 400

Tabelle 4.4.: Zuordnung Teilchentyp und Identifikationsnummer

atomarem Ion (7), molekularem Ion (M 1), elektronisch angeregtem Atom (A*), elektronisch ange-
regtem, atomarem Ion (/*), elektronisch angeregtem Molekiil (M *) sowie elektronisch angeregtem,
molekularem Ion (M**). Durch Summation der Teilchentypnummern entsteht eine unverwechsel-
bare Paarungstypnummer ptype, die in eine select case-Anweisung eingeht. Eine weitere Fallabfrage
ordnet die chemische Spezies basierend auf der Protonenzahl zu. Die Funktionsweise dieses Schemas
wurde in [36] verifiziert und bietet zwei wesentliche Vorteile:

* Fiir jede auftretende Teilchenpaarung kann ein individueller Algorithmus zur Berechnung der
Kollisionswahrscheinlichkeit verwendet werden. So werden im Fall der Interaktion zwischen
Elektronen und Schwerteilchen die Reaktionswahrscheinlichkeiten nach Gl. (4.64) ermittelt,
die Neutralteilcheninteraktionen werden nach den in Kap. 4.2 beschrieben Modellen bestimmt.

* Es ist problemlos moglich, dieses Reaktionsschema zu erweitern sowohl hinsichtlich der auf-
tretenden Teilchen-, als auch beziiglich der Reaktionsarten. So bietet es sich an, die Abfrage
der Protonenzahl hinsichtlich der Neutronenzahl zu erweitern, was eine fiir Kernreaktionen
relevante Isotopenunterscheidung erlauben wiirde.

Teilchenpaarungen und Interaktionsarten
In dieser Arbeit werden die drei folgenden, wesentlichen Teilchenpaarungen und die damit in Zusam-
menhang stehenden Interaktionsarten beriicksichtigt:

e — A: Das Atom befindet sich Grundzustand. Es sind drei Interaktionsarten moglich: elastische
Streuung, Elektronenanregung sowie ElektronenstoBionisation. Demnach gilt

O = Oclg + Ocac + Tion- (465)
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e — A*: Diese Paarung erlaubt folgende Interaktionen: Anregung, Abregung, lonisation sowie elasti-
sche Streuung, d.h.

0T = Ocze + Odex + Tion + Ocla- (466)

e — I: Bei der (e,I)-Paarung konnen prinzipiell folgende Interaktionen stattfinden: ElektronenstoBin-
duzierte lonisation, Anregung, Coulomb-Streuung sowie Rekombination. Da die Zweikdrperrekom-
bination mit der Dreikorperrekombination konkurriert, geht der entsprechende Querschnitt ,.,4 in die
Wahrscheinlichkeitsberechnung ein, auch wenn der radiative Prozess nicht explizit berechnet wird.
Der totale Kollisionsquerschnitt lautet damit

0T = Ocou + Oexe + Tion + Orec + Orad- (467)

Die benétigten spezies- und modellierungsspezifischen Querschnitte werden im néchsten Abschnitt
diskutiert.

4.4.3. Implementierte Wirkungsquerschnitte

Das neu entwickelte Reaktionsmodell fiir DSMC basiert auf der Verwendung von Querschnittsin-
formationen. Entsprechend miissen fiir jede betrachtete Teilchenpaarung und fiir die daraus resultie-
renden moglichen Interaktionen die Wirkungsquerschnitte bekannt sein. Verschiedene Verfahren zur
Bestimmung dieser Groen haben sich etabliert:

* Teilchenstrahlexperimente [90]: Es werden Ladungstriager beschleunigt und auf ein Ziel ge-
schossen, welches bei dem hier interessierenden Energiebereich in der Regel neutral ist. Dabei
wird darauf geachtet, dass im Kollisionsbereich jedes ankommende Teilchen mit maximal ei-
nem Zielteilchen kollidiert, da sonst die Winkelinformation verloren geht. Diese ist entschei-
dend fiir die Bestimmung des integralen Querschnittes. Die Ein-Kollisionsbedingung ist expe-
rimentell nicht immer umsetzbar. Um auch bei Mehrfachkollisionen die Daten interpretieren zu
konnen, untersuchten Braunstein et al. [100] mit quantenmechanisch hergeleiteten Querschnit-
ten, welche Streueffekte bei ihrem Teilchenstrahlexperiment auftreten wiirden, wenn man den
Teilchenfluss ins Mehr-Kollisionsregime erhthen wiirde.

* Teilchenschwarmexperimente [101, 102]: Diese Verfahren dienen der Messung von Elektro-
nenstreuquerschnitten an Neutralteilchen. An ein Gemisch aus Elektronen und Neutralteilchen
werden externe Felder angelegt, woraufhin sich makroskopische Stromungsgeschwindigkeiten
der Ladungstriger ausbilden. Es werden die entsprechenden Drift- und Diffusionsgeschwin-
digkeiten gemessen und auf Basis des Boltzmann’schen Transportterms ausgewertet. Dabei
wird nach einer selbstkonsistenten Losung der vorgegebenen Querschnittsformen gesucht, fiir
die sich eine eindeutige Losung fiir die gemessenen Werte ergibt. Aufgrund der Ausnutzung
makroskopischer Effekte basieren Teilchenschwarmexperimente zwangsldufig auf Mehrfach-
kollisionen.

* ab initio-Methode: Auf Basis numerischer Simulationen quantenmechanischer Systeme, wie
sie bei Binérkollisionen modellhaft vorliegen, werden die Wirkungsquerschnitte bestimmt. Die
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Losung der entsprechenden quantenmechanischen Grundgleichungen ist allerdings sehr auf-
wendig.

* Messung von Transporteigenschaften: Aus gemessenen Viskositéts- und Diffusionsdaten wer-
den nach der in Kap. 4.2.2 und 4.2.3 beschriebenen Methode Kollisionsquerschnitte bestimmt.
Wegen der Temperaturabhingigkeit der Transportgrof3en skalieren auch die Querschnitte mit
der Temperatur. Dieses Verfahren wird primér fiir neutrale Gase und Bindrgemische verwendet.

* Eine weitere Methode ist das Prinzip der Mikroskopischen Reversibilitit, welches besagt, dass
zwischen paarweise zusammengehorenden Prozessen wie die Ionisation und die Rekombina-
tion eine Symmetrie der Reaktions- und Besetzungswahrscheinlichkeiten existiert. Diese du-
Bert sich darin, dass die Wahrscheinlichkeit der Besetzung eines bestimmten Zustandes nach
der Reaktion gleich der Wahrscheinlichkeit sein muss, mit der dieser Zustand eine Reakti-
on verursacht. Im Gleichgewicht hat dies zur Konsequenz, dass die Rate der Besetzung eines
Teilchenzustands n, welches aus einem Zustand m kommt, m — n gleich der inversen Rate
sein muss, n — m. Dieses Prinzip sowie die Annahme der Gleichgewichtssituation wird héu-
fig zur Bestimmung von Querschnitten fiir Riickreaktionen verwendet, deren experimentelle
Bestimmung sehr aufwendig oder derzeit noch nicht méglich ist [96]. Der entsprechende Zu-
sammenhang lautet allgemein o,,g,, ~ 0,9, wobei g hier die Entartung der Zustdnde m und n
beschreibt.

Argon

Ein Teil der Entwicklungs- und Verifizierungsarbeiten in dieser Arbeit wurden anhand von Argon
durchgefiihrt, da zum Einen die Kohlenstoff-Fluor-Datenbasis zum Zeitpunkt der Verifizierung noch
nicht aufgebaut war und zum Anderen fiir Argon Daten in ausreichender Menge zur Verfiigung stan-
den, die es erlaubten, eine Bewertung des neuen Kollisions- und Reaktionsmodells durchzufiihren.
Zu diesem Zweck war es ausreichend, Grundzustandsatome und deren Interaktion mit Elektronen zu
betrachten.

Streuung: Aufgrund seiner Einfachheit wurde im Fall der elastischen Streuung folgende Formulie-
rung fiir den Streuquerschnitt o, fiir Argon implementiert [103]:

7TOéTCL3€2
Oeta(Ee) = /ﬁ. (4.68)

Darin bedeuten o, = a/a} und qq die relative Polarisierbarkeit des Schwerteilchens und der Bohr-
Radius. Der Querschnitt wurde auf Basis der klassischen Physik hergeleitet und ist geeignet, um
eine Information iiber die Groenordnung zu erhalten. Die Giiltigkeit ist unter Anderem auf niedrige
Elektronendichten beschrinkt. Nach [103] gilt (in cgs-Einheiten)

3
o< (kBTe) . (4.69)

<_
C T 4r | e?

Dies fiihrt bei z.B. T, = 10.000 K zu der Forderung n, < 5-10%> m~3. Die Teilchendichten typischer
DSMC-Anwendungen liegen mehrere Gro3enordnungen darunter, so auch die in Kap. 2 vorgestellten
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Abbildung 4.8.: Vergleich des elastischen Streuquerschnittes nach (4.68) mit Referenzwerten.

Anwendungen. Eine weitere Bedingung fiir die Giiltigkeit von (4.68) ist E. >> R,/a,, wobei R,
die Rydberg-Energie darstellt. Mit einer relativen Polarisierbarkeit von o, = 11.1 fiir Argon [54]
fiihrt dies aus £, >> 1.225 eV'. Somit ist dieser Querschnitt zur Beschreibung der elastischen Elek-
tronenstreuung fiir die meisten plasmatechnologischen Niederdruckanwendungen aufgrund der Ener-
giebedingung nicht geeignet. Der relative Fehler, welcher aufgrund des eingeschrinkten Giiltigkeits-
bereiches von Gl. (4.68) in die Berechnung der Kollisionswahrscheinlichkeit induziert wird, wéchst
fiir kleiner werdende Kollisionsenergien. Der Impulsaustausch zwischen Elektronen und Schwerteil-
chen ist aufgrund des Massenunterschieds jedoch sehr gering, was den absolut auftretenden Fehler
aufgrund einer zu hohen Kollisionszahl reduziert.

Details zur Abweichung des elastischen Streuquerschnittes von experimentell gewonnenen Daten
von Argon im niederenergetischen Bereich [104, 105, 106, 107, 108] kdnnen Abb. 4.8 entnommen
werden. Im Bereich zwischen 10 — 100 eV liegen die ReferenzgréBen fiir Argon um einen Faktor
3 — 4 dariiber. Im niederenergetischen Bereich sind noch groflere Abweichungen zu erwarten, zumal
das Minimum, welches bei ca. 0.3 eV vorliegt, nicht abgebildet wird und o, bei £. = 0 einen Pol
hat.

Dennoch bedeutet das nicht zwangslaufig, dass der verwendete Querschnitt fiir die elastische Streu-
ung ungeeignet ist. Fiir die Simulation von Reaktionen im hochenergetischen Bereich kénnen durch-
aus belastbare Ergebnisse erzeugt werden, wie in Kap. 6.3 gezeigt werden wird. Fiir Energien auf3er-
halb des Giiltigkeitsbereiches von Gl. (4.68) ist die Approximation experimentell gewonnener Daten
zu empfehlen und sollte in zukiinftigen Arbeiten aufgegriffen werden.

Anregung: Fiir Edelgasatome wie Argon wird die semi-empirische Dravin-Formel nach [103] ver-
wendet. Fiir £, < E, ; ist 0¢,.; = 0, fiir alle anderen Kollisionsenergien £, gilt

0.3
u+1]|"

2
Oeaes = dma ( 5 2 ) foi {ﬁ In (1.25(u + 1)) + (4.70)

e,z
wobei E. > E.;und u = (E, — E,;)/E., ist. Die GroBe f,_; wird Transitionsstiarke genannt und
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ist ein MaB fiir die Wahrscheinlichkeit des Uberganges® von Zustand 0 — i. Die quantenmechani-
sche Herleitung von GI. (4.70) basiert auf der Bethe-Born-Approximation. Dabei werden nur optisch
erlaubte Ubergiinge (Dipoliiberginge) beriicksichtigt, es gibt keine Beschrinkungen hinsichtlich der
Energie des kollidierenden Elektrons. Der eigentliche Anregungsquerschnitt entspricht der Summe
der einzelnen Querschnitte, d.h.

Oexe = Z Oexci ™ Z E[,);l . (471)
=1 =1 €
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Dies ist gerechtfertigt, zumal jeder Ubergang moglich ist und dementsprechend als separater Prozess
im Rahmen der Modellierung (Gl. (4.64)) behandelt wird.

Ionisation: Im Fall von Argon wurde der Ionisationsquerschnitt nach Lotz verwendet [103]. Fiir
E,. < FE;,, ist er Null und

R? E.
Tion(E,) = 2.787m3E Ey Cln (E ) , (4.72)

falls £, > FE;,,. Die GroBe ( repriisentiert die Anzahl der dquivalenten* Elektronen in der duBe-

ren Schale des Atoms im Grundzustand. Der Querschnitt (4.72) wurde im Coulomb-Born-Modell
hergeleitet und ist giiltig bei Plasmen niedriger Elektronendichte gemal Gl. (4.69).

Kohlenstoff

Streuung: Fiir die elastische Streuung von Elektronen an neutralen Kohlenstoffatomen unter Be-
riicksichtigung von Polarisationseffekten wird die GI. (4.68) verwendet. Nach [109] gilt fiir die rela-
tive Polarisierbarkeit von Kohlenstoffatomen o, = 11.46. Daraus resultiert die Giiltigkeitsbedingung
E. >> 1.187 eV'. Fiir angeregte Kohlenstoffatome wird vereinfacht angenommen, dass sich die re-
lative Polarisierbarkeit nicht dndert.

Anregung: Die Querschnittsinformationen fiir die elektronenstof3basierte Anregung von Kohlenstoft-
atomen und -ionen wurden der Publikation von Suno und Kato [110] entnommen. Diese Autoren
haben Querschnittsdaten, die nach 1985 generiert wurden, zusammengetragen und ausgewertet. Bei
elektronischen Ubergingen, fiir die nur Daten aus der Zeit vor 1985 verfiigbar waren, wurden die
entsprechenden Quellen verwendet, siehe [110] und Verweise darin. Grundsitzlich wurden experi-
mentelle Ergebnisse gegeniiber theoretischen Daten bevorzugt und geeignete Approximationsfunk-
tionen hergeleitet. Sofern nur theoretische Daten vorlagen, wurden im niederenergetischen Bereich
Daten auf Basis von Close-Coupling- und R-Matrix-Berechnungen [111] verwendet, im hochener-
getischen Bereich wurden Ergebnisse der Distorted-Wave- sowie der Coulomb-Born-Methode [112]
bevorzugt. Das liegt darin begriindet, dass bei Beriicksichtigung auch optisch verbotener Ubergiinge
die theoretischen Modelle zu deutlich voneinander abweichenden Ergebnissen fiihren konnen.

3In dieser Arbeit werden keine Ubergiinge zwischen angeregten Argon-Zustinden beriicksichtigt.
4 Aquivalent bedeutet, dass ¢ Elektronen die gleichen Haupt- und Nebenquantenzahlen, aber unterschiedliche Magnet-
und Spinquantenzahlen besitzen.
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4. Physikalische Modellierung

Nachfolgend werden die Methoden zur Berechnung der Anregungsquerschnitte kurz dargestellt. Die
dabei approximierten GréBen sind nicht die Querschnitte, sondern die dimensionslose Kollisionsstér-
ke €2,,,. Aufgrund ihrer Energieabhidngigkeit eignet sich die Kollisionsstirke zum Approximieren
vorhandener Daten. Der gesuchte Anregungsquerschnitt berechnet sich dann nach [110] aus

0L
Oewemn = 1.1969 - 10719 "2 (4.73)

gm e’
wobei g,, die Entartung des initialen Zustandes m angibt. Durch den konstanten Vorfaktor wird der
Anregungsquerschnitt in [m?] berechnet, wenn die Energie in [eV/] eingesetzt wird. Fiihrt man noch
die dimensionslose Energie

E. )
X = 7 mit X >1 4.74)

ein, wobei F,,,, die Energiedifferenz der zwei Zustinde m und n beschreibt, so lassen sich zwei
Funktionen fiir die Ubergiinge angeben. Typ I hat die Struktur

- B C D -
I
an(X):A—FY—Fﬁ‘FF—FElHX, 4.75)

wobei A...E bekannte Koeffizienten sind. Bei den Daten, die nicht mit dieser Gleichung ausreichend
gut approximiert werden konnten, wurde Typ II verwendet:

A » - 5 - ~ - N -
QN (X) = =+ Be X 4 Ce ¥ 4 De 3% 4 pe 4, (4.76)

Typ II enthilt einen zusitzlichen Koeffizienten F'.

Manche Datensitze lagen nicht als Querschnitt, sondern als Ratenkoeffizient vor. Deshalb wurde die

Kollisionsstirke basierend auf dem Ansatz
8.010 _

(ov) = gm\/ie’ Y 4.77)

integriert und anschliefend angenéhert, wobei die Temperatur hier ebenfalls in [eV'] eingesetzt wird.

Die GroB3e vy ldsst sich darstellen in der Form

o0

Emn
y=Ye¥ / Qne " YdX mit Y = 7 (4.78)

e

1

Daraus ergibt sich fiir Typ I folgende Darstellung:

A - D _ DY? E
=Y ||= ~—(1-Y YE.Y)| B-CY = 4.
v <Y+O>+2( ) +e 1()< CY + 5 +Y) (4.79)
Hierbei ist F(Y") definiert als
Ey(Y) :/Tdt. (4.80)
Y
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4.4. Elektron-Schwerteilchen-Interaktionen

Fiir Typ II erhélt man
v=AY (1-€e"E (YY)
Be_ﬁ C~'e*2ﬁ De*ﬁ Ee*‘lF

= + —= + —= + —=
F+Y 2F+Y 3F+Y AF+Y

4.81)

Die meisten Datensidtze wurden mit Hilfe von Gl. (4.75) approximiert [110]. Wo auch Gl. (4.76)
ungeeignet war, wurde mit den Formulierungen (4.79) und (4.81) gearbeitet. In manchen Fillen lie-
gen in der Nihe des Anregungslimits Resonanzen vor. Da diese sehr schwer zu approximieren sind,
werden die Bereiche mit Hilfe von Geraden angenihert:

Op=PX+Q fir 1<X<X]. (4.82)

Hier stellen X, P und Q die obere Grenze des Resonanzbereiches sowie die entsprechenden Funk-
tionskoeffizienten zur Berechnung der Kollisionsstirke im Resonanzbereich dar. Simtliche Koeffizi-
enten konnen [110] entnommen werden.

Ionisation: Die Ionisationsquerschnitte fiir Kohlenstoffatome und -ionen basieren auf Anpassungs-
funktionen, die wiederum auf sehr vielen gesammelten experimentellen und theoretischen Daten be-
ruhen [110]. Die auftretenden Fehler beziiglich der verwendeten Originaldaten liegen dabei zwischen
0.1 % und 1.46 %. Der Ionisationsquerschnitt berechnet sich aus
N k—1
Ec Eion
Ailn (En) + ;Ak (1 -Z ) ] . (4.83)

Die EnergiegroBen werden auch hier in [eV] eingesetzt, die Aj-Koeffizienten sind [110] zu entneh-

10—17
EionEc

Uion(Ec) -

men.

Abregung: Fiir die Abregung aus einem hoher gelegenen Zustand m in einen niedriger gelegenen
Zustand n folgt nach Bogaerts et al. [96]

9n E,

—ﬁaem(n, m, Ec) (484)
Im Le — Limn

O-dem(m7 n, Ec) -
Zwar arbeiteten die Autoren mit Argon, allerdings beruht die Herleitung von Gl. (4.84) auf dem
Prinzip der mikroskopischen Reversibilitit. Dieses ist vollkommen unabhéngig von der betrachteten
Spezies, so dass hier der gleiche Ausdruck fiir die Abregung von Kohlenstoffteilchen verwendet wird.

Dreikorperrekombination: Auch bei der Dreikorperrekombination wird ein Querschnitt verwendet,
welcher nach dem Prinzip der mikroskopischen Reversibilitéit ermittelt wurde, siehe [96]:

0.5, g(j—1)+ < B2 )3/2 E, (0. 5o) 485
Orec 07 c) — : Ne Oion O, C). ( . )
29((]])+ 27rmekBTe Ec - Eion,O

Darin beschreibt ()T die ()-te Ionisationsstufe. Wie zu erkennen ist, erfolgt die Rekombination immer
auf den Grundzustand, da der Ionisationsquerschnitt, der in die Berechnung eingeht, sich ebenfalls in
dieser Darstellung auf die Grundzustandsionisation bezieht. Dennoch erlaubt dieser Ansatz prinzipi-
ell die Rekombination in einen angeregten Zustand. Dies wurde im Rahmen dieser Arbeit allerdings
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4. Physikalische Modellierung

nicht angestrebt, da die Abregung in einen angeregten Zustand einen erheblich hoheren Verifizie-
rungsaufwand erforderlich macht, siehe Kap. 6. Gleichung (4.85) erfordert zusitzlich die Berechnung
der Elektronentemperatur. Dies ist eine Konsequenz des Modellierungsansatzes nach [96], wonach
fiir das freie Elektron eine Energie von E, = (0 angenommen wird.

Zweikorperrekombination’: Auch hier erfolgt die Berechnung des Photorekombinationsquerschnit-
tes 0,44 auf Basis des Prinzips der mikroskopischen Reversibilitit. Da Photonen bisher im DSMC-
Verfahren nicht beriicksichtigt werden, wird ein Fortran-Programm zur Berechnung der Photoionisa-
tionsquerschnitte verwendet, welches im Rahmen von [113] entstanden ist und entsprechen portiert
und implementiert wurde. Es enthélt geeignete Approximationen fiir die Elemente des Opacity Pro-
jects [114], dazu zéhlen auch Kohlenstoff und Fluor sowie deren lonen. In Anlehnung an die Literatur
[96] lautet die Querschnittsgleichung

gi-v+ g2 1

ra OaEc = ;
7 d( ) 2g6+ mec2 Ec - Eion,O

Ophion (0, V7). (4.86)

Aufgrund des Welle-Teilchen-Dualismus kann das Elektron als ankommende elektromagnetische
Welle mit £, = hr mit v als Frequenz betrachtet werden.

Coulomb-Streuung: Bei einer (e, [)-Paarung stellt die Berechnung des Coulomb-Querschnittes die
grofite Unsicherheit dar, da durch diesen Ansatz eine prinzipiell auf Mehrfachkollisionen basierende
Interaktion in eine Formulierung gebracht wird, die eigentlich nur fiir Binédrkollisionen geeignet ist.
Es ist bekannt, dass o.,, aufgrund der endlosen Reichweite des elektrostatischen Potentials diver-
giert. Durch Verwendung vereinfachender Annahmen wird die analytische Berechnung eines totalen
StoBquerschnittes ermoglicht. Etabliert haben sich zwei Ansitze: Die Definition eines minimalen
Streuwinkels i, bei der Integration des differentiellen Coulomb-Querschnittes
do(E, x) ZZet 1

— (4.87)
dQ (167e0)? gip* gEz

sowie die Definition einer maximalen Interaktionsreichweite b,,,., die hdufig mit der Debye-Linge
Ap identifiziert wird. Diese beschreibt i. A. die GroB3e der Umgebung eines Ladungstrigers, in der
die angenommene Quasineutralitidt des Plasmas aufgrund der thermischen Bewegung umgebender
Ladungstriger aufgehoben sein kann. Die allgemeine Definition lautet

EokBTe

77
(e n o )

Ap =

(4.88)

Eine weitere plasmaphysikalisch wichtige GroBe ist die Landau-Liange Ay . Diese beschreibt, ab wel-
chem Teilchenabstand die thermische Energie zweier Ladungstriger gleich der elektrostatischen po-
tentiellen Energie dieser Ladungstrédger ist. Im Vakuum gilt

B |Z122|62

AL ="—""7.
L 47T€0]{?BT

(4.89)

3 Auch Strahlungs- oder Photorekombination genannt.
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4.4. Elektron-Schwerteilchen-Interaktionen

Setzt man Debye- und Landau-Lénge zueinander ins Verhiltnis, fiihrt dies auf den Coulomb-Logarith-
mus In A = In(Ap/Ar). In [115] diskutiert Jahn unterschiedliche elektrische Antriebssysteme, dar-
unter auch iMPD-Triebwerke. Ein typischer Wert fiir den Coulomb-Logarithmus bei Plasmen elek-
trischer Antriebssysteme ist In A =~ 10. Damit und mit

Ocou = 71')\% (490)

ergibt sich folgende implementierte Vereinfachung:

Toou = 6.5 - 1071721 4.91)

Hierbei ist die Kollisionsenergie in [eV/] einzusetzen.

Fluor

Streuung: Der elastische Streuquerschnitt fiir Elektronen, die mit Fluoratomen kollidieren, berechnet
sich gemil Gl. (4.68). Nach [109] gilt fiir die relative Polarisierbarkeit von Fluoratomen a,. = 3.266.
Daraus resultiert die Giiltigkeitsbedingung £, >> 4.164 eV . Fiir angeregte Fluoratome wird verein-
facht angenommen, dass sich die relative Polarisierbarkeit nicht d@ndert.

Anregung: In [116] sind Kollisionsstirken als Ergebnis von R-Matrix-Kalkulationen fiir alle Uber-
ginge der 11 bekannten Zustédnde in Fluoratomen angegeben. Allerdings sind die Energiebereiche
begrenzt auf 16.2 — 40.8 eV, wobei sich die untere Energiegrenze mit der oberen Grenze des betrach-
teten Energiebereiches beim iMPD-Triebwerk iiberschneidet. Zu Testzwecken wurden die Kollisi-
onsstdrken implementiert und nach Gl. (4.73) in eine Querschnittsinformation umgewandelt. Dieser
Ansatz ist hochgradig experimentell und sollte lediglich fiir Verifizierungszwecke hinsichtlich der
Datenbank verwendet werden. Ohne weiterfithrende Untersuchungen sollten keine Anwendungen
damit gerechnet werden.

Ionisation: Fiir Fluor wurden lediglich Querschnittsinformationen fiir die einfache Ionisation von
neutralen Fluoratomen im Grundzustand identifiziert [117]. Die Querschnitte sind fiir 10 — 200 eV
angegeben, allerdings wurden Daten nur bis 100 eV implementiert, da dies den betrachteten Energie-
bereich beim iMPD-Triebwerk bereits iibersteigt. Die angegebenen Datenpunkte wurden mit Hilfe
von Polynomfunktionen angenéhert und implementiert. In einigen Fillen wurde linear zwischen den
Datenpunkten interpoliert. Auch in diesem Fall kann eine Verwendung der generierten Querschnitts-
daten fiir die Fluorionisation fiir Anwendungen nicht empfohlen werden.

Schlussbemerkung: Aufgrund des Mangels an Wirkungsquerschnitten werden die eigens generier-
ten Querschnittsdaten fiir die elektronenstofinduzierte Anregung sowie lonisation von Fluoratomen
als unzuverlissig bewertet und hier nicht weiter diskutiert. Die Implementierung der Wechselwir-
kungsquerschnitte erfolgt zu Testzwecken. Die Ergebnisse in Kap. 6 bestitigen die unzureichende
Qualitédt der Querschnitte fiir die reaktiven Interaktionen.
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4.5. Coulomb-Kollisionen

Coulomb-Kollisionen sind Mehrkorperkollisionen und basieren auf der Rutherfordstreuung. Sie sind
von den Binidrkollisionen zu unterscheiden, da das zugrunde liegende elektrostatische Coulomb-
Potential wegen der 1/r-Abhéngigkeit langreichweitig ist und ein geladenes Teilchen mit allen an-
deren Ladungstrdagern in der ndheren Umgebung interagiert. Fiir eine einzelne positive Ladung im
Vakuum gilt ,

e 1 (4.92)

dreg T

®(r)

Die Reichweite der Interaktion wird in einem Plasma durch den Effekt der Debye-Abschirmung
begrenzt. Zur Modellierung der effektiven Reichweite des Coulomb-Potentials kann ein Cut-off-Wert
definiert werden, wobei dieser tiblicherweise der Debye-Linge A entspricht. Mit groBerem Abstand
zur Testladung erfihrt dessen Potential eine exponentielle Dampfung geméif

e? 1 ( r ) firr < A
—exp | —— tir 7 ,
o(r) = dmegr P\ A Y

0 fiir r > Ap.

(4.93)

Da die Reichweite des Potentials mathematisch nach wie vor unendlich ist, wird fiir praktische Zwe-
cke das Potential bei » = \p abgeschnitten.

4.5.1. Theorie des kumulativen Streuwinkels

Eine Mehrkorperkollision ldsst sich vereinfacht betrachten als eine sehr schnelle Abfolge vieler Zwei-
korperkollisionen mit kleinen Streuwinkeln x. Nach N Zweikorperkollisionen liegt ein kumulativer
Streuwinkel y  vor. Ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir dessen Winkelverteilung

F(xn) =2msinxy f(xn) (4.94)

bekannt, so kann daraus ein Streuwinkel fiir eine Mehrkorperkollision bestimmt werden. Hierzu hat
Nanbu [30, 31] eine Methode zur Behandlung der Gruppierungseigenschaft von Coulomb-Kollisionen
vorgeschlagen, bei der es um die Bestimmung der gesuchten Verteilungsfunktion f(xy) geht. Aus-
gangspunkt ist die Simulation einer Vielzahl bindrer Coulomb-Kollisionen, wobei der polare Streu-
winkel x einer jeden Kollision berechnet und der kumulative Streuwinkel x  als Funktion der Kolli-
sionszahl bestimmt wird.

Dafiir wird zunichst eine Koordinatentransformation in einem kartesischen Koordinatensystem xyz
durchgefiihrt [30]. Die Drehung ist eine Kombination aus drei hintereinander folgenden Einzeldre-

hungen, wobei die urspriinglichen Einheitsvektoren 51(0), 82(0) und 53(0)

lauten. Bei der ersten Dre-
hung dreht die z-Achse des zyz-Systems um den Winkel ¢;. Danach dreht das neue 'y’ z’-System
mit z/ = z um die 3’-Achse um den Winkel 6; in das x"y"z"-System, wobei ¢y’ = ¢’ ist. Bei der
letzten Drehung dreht das Koordinatensystem um den Winkel —¢; um die z” = z’-Achse. Damit
n

zeigt 2" in Richtung 53(1). Die (erste) Dreifachdrehung geméif
e—»j(l) — A(l)gi(O) — A(01,¢1)€i(0) (4.95)
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kann durch folgende Drehmatrix beschrieben werden:

cos 0, cos® ¢, +sin’ ¢, (cos@, — 1)sin ¢, cos ¢, —sinb, cosp,
A0, b)) = | (cosB, —1)sin ¢, cos ¢, cosb,sin?¢, +cos’¢, —sinf,sing, |. (4.96)
sin 6, cos ¢, sin 6, sin ¢, cos 6,

Die Indizes ¢z, j und n beschreiben Koordinatenrichtungen sowie die n-te Koordinatentransformation.

(0)

Wird nun angenommen, dass €5 ' = §y/g und 53(1) = ¢1/g sind, dann ist x; = 6 der polare

Streuwinkel dieser ersten Binirkollision.

Diese Dreifachdrehung kann sukzessive durchgefiihrt werden, wobei fiir die zweite Kollision Glei-
ches gilt:
@ _ A@z0) _ gp@z0) (4.97)

Hierbei smd B® = A® AWM und A?) = A(6;, ¢5). Sind also (0, 1) sowie (0, d2) bekannt, so
ist auch B bekannt D1e GroBen B 31), Bg) und B:g? entsprechen den Komponenten von 53(2) im
urpsriinglichen (e1 2 3 ) -System:

Bg) = sin o COS €9, (4.98)
B2 = sin xy sin e, (4.99)
B = cos . (4.100)
Bei Fortsetzung dieser Prozedur ergeben sich die polaren Winkel x3, X4, ..., so dass nach N Kol-

lisionen ein polarer Gesamtstreuwinkel Yy resultiert. Unter der Annahme kleiner polarer Einzel-
streuwinkel #,, kann ein analytischer Ausdruck fiir x hergeleitet werden. Gleichung (4.97) wird in
verallgemeinerter Form geschrieben als

g _ gz =) _ pm)z0) (4.101)

(3 (3 7

Dabei ist n mit 0 < n < N der Index fiir die aktuelle Binérkollision. Fiihrt man noch die Abkiirzung

GZ(”) = Ag’;) = (sin 6, cos ¢y, sin 0, sin ¢,,, cos 6,,) (4.102)

ein, so fiihrt dies mit §, = 7, /g = 6_’3(") zu

G, = G D
G [AD A= AD] @0, (4.103)

] 3

Dementsprechend ergibt sich der jeweilige kumulative Streuwinkel aus

cosx, = g,&0
Xn = gn€g3

= G [AD A W) (4.104)

i3 "

Fiihrt man nun eine Taylorreihenentwicklung von A™ um @, durch und vernachlissigt Terme der
Ordnung O(#?3) und hoher, so erhilt man nach kurzer Rechnung folgende Darstellung:

1
A =T 46,0 — 59%;1)0“. (4.105)
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Darin sind I die Einheitsmatrix und C™ und D™ Matrixfunktionen, die von &, = cos ¢,, sowie
N, = sin ¢,, abhingen:

0 0 =&
cW=10 0 —n, ],

§n MmO

& & 0
D(n) = fnnn 77% 0

0 0 1

Damit ldsst sich unter wiederholter Vernachlédssigung der Terme von der Ordnung O(6?) und héher
folgender Zusammenhang berechnen:

n—1 —1
n— n— 1
A=1) g(n=2) A1) :]+ngc §Z€kD(k)
k=1 k=1
n—1 k—1
+ 0,6,C*) 0. (4.106)
k=2 1=1
Fiir kleine 6,, erhilt man
G = [Bubn, 0 1 = 6,/2] (4.107)

Gleichung (4.106) und (4.107) fithren nach Einsetzen in Gl. (4.104) auf den kumulierten polaren
Streuwinkel y y nach N Kollisionen:

N N
1 1
siHQXTN ZE b2 +§§ 0,6, cos (o — ). (4.108)
=2

Im Rahmen dieser Herleitung wird angenommen, dass 61, 05, ...0k, ...0 << 1 gilt. Dies ist im Rah-
men der Kleinwinkelstreuung bei Coulomb-Interaktionen giiltig. Die {6, ¢ }-Winkelpaare sind zu-
fallsbasiert, wobei fiir ein statistisches Modell (bzw. bei Annahme von chaotischen, unkorrelierten
Systemen) nicht nur die 8;-Winkel voneinander unabhéngig sind und einem bestimmten Wahrschein-
lichkeitsgesetz gehorchen, sondern es wird auch angenommen, dass die Wertemenge {6} von der
Wertemenge { ¢, } unabhéngig ist.

Die Berechnung des Erwartungswertes von Gl. (4.108) fiihrt auf die vereinfachte Darstellung

N
<S1n2 X7N> = 411 Z<92>, (4.109)

da der azimuthale Streuwinkel ¢ gleichférmig zwischen [0, 27| verteilt ist und somit der zweite Term
auf der rechten Seite von Gl. (4.108) verschwindet. Werden au3erdem die Paarmengen {6y, ¢} nicht
als ZufallsgroBen sondern als deren Realisierungen interpretiert, so kann (6) als Mittelwert iiber viele
Kollisionen aufgefasst werden. Alle Einzelstreuwinkel 6 folgen dem gleichen Verteilungsgesetz, was
wegen (0;) = (03) = ... auf

<51112 X7N> <92)N (4.110)

fiihrt. Fiir N — oo divergiert die rechte Seite, obwohl die linke Seite kleiner Eins ist. Somit ist
Gl. (4.110) nur bedingt anwendbar. Allerdings ist bekannt, dass bei groen N die Streuung isotrop
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wird, d.h. fiir den Erwartungswert gilt dann (sin® x/2) = 1/2 bzw. xn = 7/4. Nach [30] kann die
Entwicklung des Erwartungswertes in Abhingigkeit von N sehr gut durch

1
<sin2 X7N> =3 [1—exp(—7)] (4.111)

wiedergegeben werden. Die Grofle 7 wird als Isotropieparameter bezeichnet, da sie als MaB fiir die
Streuisotropie bezeichnet werden kann. Dieses gehorcht der Gleichung

T = %<8§>N. (4.112)

Aus der Literatur, siehe z.B. [54], ist der analytische Ausdruck fiir (#7) bekannt,

b 2
(6?) :2< 0 > InA. (4.113)
Hierbei ist der minimale StoRparameter by = |q,qs|/27e0m,g*. Aus Gl. (4.112) und Gl. (3.50) folgt
mit Gl. (4.91)
InA [ quqs 2
- (_ ) nsg SAL, (4.114)

4 \ eom,

wobei ¢, und g die der Spezies o und 3 zugeordneten Ladungen darstellen. Prinzipiell gibt es al-
so keine Beschrinkungen bei der Wahl des Zeitschrittes. Besonders wenn man die Dynamik eines
Relaxationsprozesses im Detail studieren mochte, empfiehlt sich die Wahl eines nicht zu gro3en Zeit-
schrittes.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ in den Raumwinkel df2 gestreut wird, entspricht f(yy)dS?, die Nor-
mierung fiithrt erwartungsgeméal auf

27r/f(XN) sin yydyxny = 1. (4.115)
0

Nach [30] kann die Wahrscheinlichkeitsdichte f(x ) als Funktion von cos y v in ausreichender Ge-
nauigkeit durch einen exponentiellen Ansatz approximiert werden, der mit Gl. (4.115) schlieBlich

auf p
- A 4.11
fiihrt. Zusitzlich folgt aus GI. (4.111)
.92 XN . ]_
2m [ f(xn)sin = sinvdxn = 5 [1—exp (—7)]. 4.117)
0

Damit und mit Gl. (4.116) erhélt man fiir A die Relation
cothA — A™! = exp (—7). (4.118)

Somit ist GlL. (4.94) definiert, wenn die Anzahl der Binirkollisionen /N, die zu einer kumulativen
Kollision zusammengefasst werden, bekannt ist. Damit GI. (4.118) nicht wihrend der Laufzeit des
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EN
(N

10 10
—— Aaus Gl. (4.118) . ——1=0.3
T ——-pa=71 -~ - -1=05
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Abbildung 4.9.: Die Grofle A als Funktion des Abbildung 4.10.: Verlauf der Wahrscheinlich-
Isotropieparameters 7. keitsdichten fiir unterschiedliche Isotropiepara-
meter und Streuwinkel.

Programms gelost werden muss, wurden Wertepaare tabelliert, zwischen denen linear interpoliert
wird, siehe Tab. B.1 im Anhang. Fiir alle anderen 7 gilt

1 fir7T < 0.01,
A= (4.119)

3e” ™ firT > 3.

Im ersten Fall betrdgt der Fehler maximal 0.5%, im zweiten Fall 0.15%. Eine Darstellung von A(7) ist
in Abb. 4.9 zu sehen. Wie man [30] entnehmen kann, ist die Genauigkeit der in Abb. 4.10 dargestell-
ten Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion nach Gl. (4.116) fiir viele Einzelkollisionen hoch. Die durch
Simulation der Einzelkollisionen ermittelte Winkelverteilungsfunktion weist bei niedrigen Kollisi-
onszahlen (N = 100) allerdings kein lineares Verhalten auf. Daher sollte in zukiinftigen Arbeiten die
Qualitét der verwendeten Verteilungsfunktion gerade in Bereich niedriger Kollisionszahlen N erhoht
werden.

Fiir die Berechnung der NachstoBgeschwindigkeiten wird nun ein geeigneter Streuwinkel nach dem
Algorithmus

cosxyy = Al In (e_A + 2R sinh A) (4.120)
bestimmt. Auch hier ist 1 eine gleichverteilte Zufallszahl gemédf 0 < R < 1. Mit dieser Informa-

tion kann dem auszuwertenden Teilchenpaar eine neue Relativgeschwindigkeit bzw. den einzelnen
Teilchen jeweils eine neue Absolutgeschwindigkeit zugeordnet werden:

U, = Uy — L[g’(l —cosxn) + ﬁsinXN] (4.121)
Me + Mg
— — mOé — .
= —|q(1 — h . 4.122
= {51 — cos ) + s @12

60



4.5. Coulomb-Kollisionen

Die kartesischen Komponenten von h ergeben sich gemil

h, = g, cose (4.123)
hy = —(9g2g9, cose + gg.sine)/g. (4.124)
h. = —(g:g- cose — gg, sine) /g1, (4.125)

wobei g1 = (g2 + ¢2)/? ist sowie £ den azimuthalen, isotrop verteilten Streuwinkel darstellt.

4.5.2. Zeitliche Entwicklung der Verteilungsfunktion

Man kann eine explizite Formulierung fiir die zeitliche Entwicklung der Geschwindigkeitsvertei-
lungsfunktion der Spezies a auf einer Hintergrundverteilung der Spezies 3 herleiten. Dabei wird der
Kollisionsoperator der Boltzmann-Gleichung durch einen exponentiellen Operator ersetzt und das
Anfangswertproblem mit Hilfe von sphirischen harmonischen Funktionen (Legendre-Polynomen)
gelost. Ausgangspunkt ist die homogene® Boltzmann-Gleichung zur Beschreibung eines Plasmas mit
s Komponenten:

6ff§’t) - / / (@) f (') = f(0) f ()] go pdQdv. (4.126)

Unter der Annahme eines symmetrischen Streugesetzes ldsst sich eine Kollisionstransformation durch-
fiihren (vgl. z.B. [118]), woraus eine zu Gl. (4.126) dquivalente Darstellung resultiert:

df(v,t)
ot

— [ @) - 10 (@) Baies @127
R3xS2

Darin beschreiben R?® und S? den Euklidischen 3-D Raum sowie eine Einheitskugel im R? mit

& € S2. Die GroBe B = B(g,cos ) wird als Kollisions- bzw. Streukern bezeichnet. Ausgehend

davon haben Bobylev und Nanbu [32] eine explizite Darstellung fiir die zeitliche Entwicklung einer
Verteilungsfunktion der Spezies « in einem Plasma mit Feldspezies [ hergeleitet:

, BN , L
ACREVNEEDS / Fal@o ) 55, 1) D (1, 7) A3, (4.128)
A=Igsy s2
Die NachstoBgeschwindigkeiten sind definiert als

. m, , . m,
Vg = Uem + m—rgw, und W5 = Ve — m—;gw. (4.129)
«

Da g = ¢ gilt, enthélt & die Drehwinkelinformation fiir die NachstoBrelativgeschwindigkeit. Dabei
gilt 32 = 1.

In Gl. (4.128) reprisentieren n = »  nsund D(yu, 7) die totale Teilchendichte sowie den Kollisions-
kern, der analog zu B eine Funktion des Streuwinkels und der Relativgeschwindigkeit ist:

= cosx = gi/g (4.130)

®Riumliche Homogenitit kann angenommen werden, wenn die ZellgroBe ausreichend klein ist.
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und
At
7= A= (4.131)
g
Es ist n {0t )
Ay = 2 (G098 ) 5 4.132
P 4r (aomr) el ( )
Nach [3] gilt 2
dreom,Ap(g;
Ay = 0D ) (4.133)
|4aqs]

Gleichung (4.133) enthilt die Debye-Linge Ap sowie das mittlere Quadrat der Relativgeschwin-
digkeit zwischen zwei Teilchen (g§6>. Da der Coulomb-Logarithmus In A, nur schwach von A,
abhingt, wird (g? 5) mit Hilfe von Maxwellverteilungen approximiert:

_ 3Ty, 3kpTs

(925) = + ((Ta) — (Tg))* . (4.134)

mMe mp
Fiir thermodynamisches Gleichgewicht erhilt man (g7 ;) = 3kpT/m, und damit wieder die Stan-
dardformulierung fiir den Coulomb-Logarithmus.

Der Kollisionskern in (4.128) kann analytisch unter Verwendung von Legendre-Polynomen F;(1)
dargestellt werden als

[e.9]

204+ 1 1
D(u,7) = Z 4; Py(p) exp [_ﬁl(l + 1)7’] (4.135)
1=0

und repriasentiert die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion fiir . Dabei stellt D(y, 7) sin ydxde die
Wabhrscheinlichkeit dar, mit der g& in sin ydyde gestreut wird.

Da es sehr aufwendig ist, einen zufélligen Wert aus GI. (4.135) zu bestimmen, hat Nanbu [119] die
Approximation

. A
D*(p,7) = I suh A exp(uA) (4.136)

vorgeschlagen, welche Gl. (4.135) fiir [ = 0 erfiillt und f(x ) entspricht, vgl. Gl. (4.116).

Aufgrund der Approximationsmethode wurde formal ein zeitlicher Fehler von der Ordnung O(At)
eingefiihrt. Jedoch konnten Wang et al. [120] auf Basis von umfangreichen Simulationen nachweisen,
dass der Fehler im Fall von (e, e)-Kollisionen von der Ordnung O(+/At) ist. Zusitzlich konnten die
Autoren zeigen, dass im Vergleich zu der Methode von Takizuka und Abe [25] der deterministische
Fehler etwa nur halb so groB} ist, was eine vergleichsweise vierfach groflere Zeitschrittweite erlaubt.
Analytische und numerische Untersuchungen von Dimits et al. [121] bestétigen die Abhéngigkeit der
physikalischen Genauigkeit dieses Kollisionsmodells von der Wahl der Zeitschrittweite und geben
eine Modellverbesserung an, die in zukiinftigen Arbeiten aufgegriffen und implementiert werden
sollte.
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5. Numerische Eigenschaften

Das DSMC-Verfahren ist ein statistisches Verfahren, entsprechend gibt es nicht nur deterministische,
sondern auch statistische Fehler. Bevor im Detail darauf eingegangen wird, soll die Trennung von
Teilchenkollision und -bewegung untersucht werden, die dem Partikelverfahren zugrunde liegt. Das
Kopplungsschema fiir den PicLas-Code ist in Abb. 5.1 dargestellt. Aus den bekannten Informatio-
nen beziiglich der Teilchenpositionen und -geschwindigkeiten lassen sich am Gitter Ladungs- und
Stromdichten berechnen. Der Maxwell-Loser berechnet die entsprechenden elektrischen und magne-
tischen Felder auf dem Rechengitter. Diese Felder werden zusammen mit eventuell existierenden
externen Feldern zuriick auf die Teilchenpositionen interpoliert. Dies fiihrt zu einer selbstkonsisten-
ten Modellierung: die Teilchen bestimmen die Felder und die Felder wirken auf die Teilchen. Ein
relativistischer Lorentz-Loser berechnet eine Geschwindigkeitsianderung Av fiir jedes Teilchen [34].
Das Fokker-Planck-Modul bestimmt entsprechende Geschwindigkeitsdanderungen, welche durch die
Coulomb-Interaktionen verursacht werden. Das DSMC-Modul berechnet die Geschwindigkeitsin-
derungen, welche durch alle verbleibenden Teilcheninteraktionen hervorgerufen werden, wie z.B.
chemische Reaktionen. Alle Beitridge zu den Geschwindigkeitsdnderungen werden entsprechend auf-
summiert. AnschlieBend werden die Partikel bewegt, neu lokalisiert und es wird an den Réndern
gepriift, ob eventuell Partikel das Simulationsgebiet verlassen haben. Dies ist der prinzipielle Ablauf
in jedem Zeitschritt.

Lokalisierung |

Randbedingungen J *
( Summation
( )Partlkel(p ) )Gltter
Feld Loser
t (p’l)Gltter ( ’ )Gltter DSMC +FP ]
I
A ([ Interpolation (Av)PartikeI
(E,B) —» (E,B)
Gitter Partikel
|
Lorentz-Léser
(E,B) —(av)
Partikel Partikel
Partikelbewegung
=
(AV )P;Iel(x v?’artikel

Abbildung 5.1.: Kopplungsschema
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5. Numerische Eigenschaften

5.1. Kopplungskonzept und Operatorsplitting

Gesucht ist die Geschwindigkeitsverteilungsfunktion f;, deren zeitliche Entwicklung nach Gl. (3.1)
beschrieben wird. Bei bekanntem Verfahren zur Berechnung von f; zur Zeit t + At kann f;(¥, Z,t +
At) bei ausreichend kleinem At schrittweise aus f;(, &, t) berechnet werden. Eine Taylorreihenent-
wicklung von f; um ¢t fiihrt auf

afi
ot

(0,2t + At) = f;(0,2,1) + At ( ) + O(A?). 5.1

Die GroBe O(/\t?) beschreibt die Ordnung des numerischen Fehlers. Durch die Trennung von Be-
wegung und Stoss nach Abb. 5.1 erhilt das Verfahren einen Fehler der Ordnung O(At?), denn nach
Einsetzen von Gl. (3.1) in Gl. (5.1) erhilt man unter Vernachlédssigung des Restglieds

Fi(0. 3t + At) = fi(T,Z,1) + At(J + D) f.(0, 7, 1)
= fi(T,3,t) + AT fi(T, 2, 1) + AtDFi (T, 7, 1), (5.2)

wobei J und D die kollisionsbehafteten und -freien Operatoren mit

= [ [ @@ - 1@ gonanas (53)

—oo 0

sowie ~
LOfi 1 AR

K] — —
or m,; 0U;

Df,=— (5.4)

darstellen. Gleichung (5.2) entspricht damit genau dem derzeit implementierten Kopplungskonzept
und stellt eine Approximation erster Ordnung fiir die Berechnung von f; im Sinne der Trennung von
Bewegung und Kollision dar.

Diese Entkopplung sowie die Kollisionsberechnung in einer Zelle unabhingig von den umgebenden
Zellen ist eine Konsequenz des Operatorsplittings. Dieses ist nur erlaubt, wenn At|J f;| << f; und
At|Df;| << f;. Die erste Forderung ist gleichbedeutend mit einem kleinen Einfluss der Kollisionen,
d.h. P, ~ At/T mit At << 7. Die zweite Forderung entspricht | AZ| << |Z| und |Av] << |7].

Eine hohere Genauigkeit erfordert die gekoppelte Betrachtung von Bewegung und Kollision. Nach
[119] kann f;(¥, Z,t + /At) dargestellt werden gemil

F.(5, 2, + At) = (1 + ALT)(1 + ALD) (5, 7, 1). (5.5)

Gleichung (5.5) geht bei Vernachlidssigung des Terms At?D.J in Gleichung (5.2) iiber. Durch Mo-
difikation des Kopplungskonzeptes in Form einer seriellen Abarbeitung der konvektiven (5.4) sowie
kollisionsbasierten (5.3) Effekte wird Gleichung (5.5) zu

fi(0, 2t + At) = (1 + At fP (6,7, 1), (5.6)

wobei
fPW,2,t) = fi(v+ AG, & + AT, t) = (1 + AtD) fi(, 7, 1) (5.7)

7

auf aktualisierten Orts- und Geschwindigkeitswerten beruht.
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5.2. Zweikorperkollisionen

5.2. Zweikorperkollisionen

Abgesehen vom Fehler, der durch das Operatorsplitting verursacht wird, existieren vier grundsétzli-
che Fehlerquellen bei DSMC, welche die Qualitit der Losung und der Losungskonvergenz' beein-
flussen konnen. Dies sind die statistischen Fehler sowie die deterministischen Fehler aufgrund von
unvermeidbaren Diskretisierungen des Raumes, der Zeit sowie der Teilchenzahl. Die Fehlerquellen
sind natiirlich nicht unabhéngig voneinander, allerdings ist es hilfreich, diese unabhingig von ein-
ander zu untersuchen, um allgemeine Aussagen iiber die zu erwartenden Fehlerordnungen treffen
zu konnen. Es sei an dieser Stelle noch angemerkt, dass die zeitliche Diskretisierung sich sowohl
auf die Kollisionen als auch auf die Bewegung der Teilchen auswirkt. Auch dies ist ein Resultat des
Operatorsplittings, welches durch At charakterisiert wird.

Unabhiéngig vom Simulationsverfahren wirken sich plattformabhiingige aber intrinsische Rundungs-
fehler negativ auf die Rechnung aus. Bei DSMC-Verfahren spielt aulerdem die Qualitdt der Zu-
fallszahlen eine Rolle. Je hoher die Qualitit, desto besser konnen z.B. Verteilungsfunktionen bei der
Initialisierung der Rechnung oder auch bei Einstromungsriandern wihrend der Rechnung abgebildet
werden. Hierbei gibt es einen direkten Zusammenhang zwischen Zufallszahlqualitdt und Partikel-
diskretisierung. Je hoher die Qualitédt der Zufallszahlen, desto besser kann eine Verteilungsfunktion
durch weniger Teilchen reproduziert werden.

5.2.1. Statistische Fehler

Die Ursache statistischer Fehler (Rauschen?) liegt zum Einen darin, dass Mittelwerte in einem be-
grenzten Volumen gebildet werden, zum Anderen darin, dass die simulierten Teilchen jeweils eine
Vielzahl physikalischer Teilchen abbilden. Diese Fehler weisen ein asymptotisches Verhalten auf
und verschwinden, wenn die Mittelwertbildung gegen Unendlich strebt, d.h. wenn bei einer zeitli-
chen Mittelung die Iterationszahl gegen Unendlich geht, oder wenn die Anzahl der Simulationsteil-
chen, iiber die gemittelt wird, gegen Unendlich geht. Da die meisten Mittelungsalgorithmen iiber alle
Teilchen in einer Zelle mitteln, kann sofort geschlussfolgert werden, dass der Makropartikelfaktor
die maf3gebliche GroBe zur Bewertung des statistischen Rauschens darstellt, da dessen Wert bei ty-
pischen Anwendungen die Stichprobengrofe von einem praktisch unendlichen Wert (z.B. 10'*) auf
einen nahezu verschwindenden Wert (z.B. 10) reduziert.

Durch Mittelwertbildung werden makroskopische Stromungsgréen wie Druck und Temperatur aus
den mikroskopischen Eigenschaften eines Teilchenensembles berechnet. Eine kleine Teilchenzahl re-
duziert zwar den Rechenaufwand, erhoht aber die statistischen Fluktuationen und Ungenauigkeiten.
Nach Fallavollita et al. [123] verhiilt sich der statistische Fehler fiir Teilchenzahlen N > 100 propor-
tional zu 1/ VS, wobei S den Stichprobenumfang beschreibt. Chen und Boyd [124] konnten zudem

"Hierbei ist das Erreichen eines stationiren Zustands gemeint.

’Eine weitere Rauschquelle wire eine sehr niedrige Stromungsgeschwindigkeit, wie sie z.B. bei Mikrostromungen
auftritt, wenn das gesuchte Signal (Stromungsgeschwindigkeit) viel kleiner ist als die mittlere thermische Geschwin-
digkeit. In solchen Fillen muss der DSMC-Loser erweitert werden, siche z.B. [122]. Dieses Problem tritt im Zusam-
menhang mit den in Kap. 2 diskutierten Anwendungen aber nicht auf.
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zeigen, dass sich der Fehler aus zwei Komponenten zusammensetzt: eine statistische Komponente
mit der gleichen Proportionalitiit 1/+/S und eine deterministische Komponente proportional zu 1/N.
Der deterministische Fehler wird im anschlieBenden Abschnitt diskutiert. Die Autoren verwende-
ten einen rms-Fehlerindikator (root mean square) zur Fehlerabschédtzung und konnten dadurch fiir
einen gegebenen Rechenaufwand die fiir die Rauschminimierung notwendige Teilchenzahl angeben.
Der Fehler hingt vom Interaktionsmodell ab und ist minimal fiir das Starrkugelmodell, welches die
hochsten Kollisionsraten liefert. Dieser Zusammenhang legt nahe, dass der statistische Fehler durch
Maximierung der Kollisionsraten unter Erhaltung der physikalischen Giiltigkeit der Simulation mini-
miert werden kann.

Klassische DSMC-Verfahren wie LasVegas verfiigen iiber eine instationédre und eine stationire Pro-
grammphase. In der instationdren Phase werden Gitter- und Zeitschrittadaption nach vorher festge-
legten Iterationszahlen durchgefiihrt. Makroskopische Werte werden durch Mittelung iiber die in der
Zelle vorhandenen Teilchen berechnet. Dies kann je nach Stromungssituation zu Fehlern fithren, da
der Mittelungsalgorithmus hiufig Gleichgewichtsbetrachtungen impliziert. Da die auf diese Weise
berechneten Groflen nur in die Gitter- und Zeitschrittadaption gehen, kann davon ausgegangen wer-
den, dass lediglich das Konvergenzverhalten beeinflusst wird, sofern die instationire Programmphase
ausreichend lange lduft. Nach Erreichen der stationidren Phase werden die makroskopischen Wer-
te durch zeitliche Mittelung in jeder Zelle iiber eine vorher zu bestimmende Anzahl an Iterationen
berechnet.

Bei instationdren Stromungsproblemen ist die stationidre Programmphase obsolet und eine Mittelung
der Ergebnisse kann iiber Zufallszahlen erfolgen, die sich aus unterschiedlichen Initiierungswerten
ergeben. Handelt es sich zudem um ein hochenergetisches Stromungsproblem ist darauf zu achten,
dass ausreichend viele Simulationsteilchen den hochenergetischen Bereich der Verteilungsfunktion
bevolkern, da sonst in chemisch reaktiven und radiativen Stromungen die relevanten Effekte nicht
akkurat wiedergegeben werden konnen.

5.2.2. Deterministische Fehler

Wie bei Kontinuumsverfahren beruht das DSMC-Verfahren auf einer rdumlichen und zeitlichen Dis-
kretisierung. Hinzu kommt die Diskretisierung der Teilchenzahl. Damit einhergehende numerische
Ungenauigkeiten wirken sich negativ sowohl auf die Losungskonvergenz, als auch auf die Qualitét
der Losung aus, welche nach Wagner [125] im Grenziibergang fiir verschwindende Zeitschrittweiten
und ZellgroBen und fiir Teilchenzahlen N — oo zur Losung der Boltzmann-Gleichung konvergiert.
Bird [67] gibt als einfache Orientierung folgende empirische Richtwerte an: N > 20, Az < \/3
und At < v/4. Jedoch ist es sinnvoll, den Einfluss der Diskretisierung genauer zu studieren. Da die
deterministischen Fehler nicht statistischer Natur sind, konnen sie durch Erhéhung des Stichproben-
umfanges nicht reduziert werden. Um ihn zu studieren bietet es sich an, den statistischen Fehler durch
ausreichend groBe Mittelung bis zu einem fiir die deterministischen Fehler unerheblichen Niveau zu
reduzieren. Um das Konvergenzverhalten zu studieren, werden héaufig unterschiedliche Funktionale
verwendet, dies konnen die Verhiltnisse der Wirmeleitfahigkeiten, Temperaturen und Wirmefliis-
se sein. Es sollte betont werden, dass das Konvergenzverhalten nur bei stationiren Problemen eine
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Rolle spielt. Daher erfolgt in den folgenden Unterabschnitten nur eine kurze Ubersicht iiber dieses
Themengebiet.

Partikeldiskretisierung

Die Diskretisierung der Partikelzahl macht sich auch bei der Bildung der Kollisionspaare bemerk-
bar. Wie in Kap. 4.1 dargestellt ist, wird die Anzahl der auszuwertenden Teilcheninteraktionen bei N
Teilchen gemdB N(N — 1)/2 ~ N?/2 approximiert, wobei der Fehler fiir all zu kleine Werte N sig-
nifikant wird. Abbildung 5.2 zeigt den relativen Fehler in Abhédngigkeit von der Teilchenzahl. Nach
[126] enthalten die Zellen typischer DSMC-Simulationen etwa 30 Teilchen. Dies entspricht einem
Fehler von etwa 3.5 %. Bei 10 Teilchen werden rechnerisch bereits 11 % der Teilcheninteraktionen
nicht beriicksichtigt. Chen und Boyd [124] haben gezeigt, dass im Grenzbereich verschwindender
Zellausdehnungen, Zeitschrittweiten und unendlich vieler Stichproben der verbleibende Fehler eines
jeden Funktionales ~ 1/ V/N betrigt. Fiir den Fehler, der durch die Darstellung der Verteilungs-
funktion als Resultat der Partikeldiskretisierung entsteht, gibt Rader [127] folgenden allgemeinen
Zusammenhang am Beispiel des Verhiltnisses der Warmeleitfahigkeiten  an:

. HDSMC A
_)

Hierbei ist A eine fiir den jeweiligen Testfall zu bestimmende Konstante.

Durch die Partikeldiskretisierung wird zusitzlich die Annahme des chaotischen Zustands, welcher
der Boltzmann-Gleichung zugrunde liegt, gestort. Je niedriger die Teilchenzahl NV in der Zelle, desto
wahrscheinlicher wird die Kollision zweier Teilchen, die im vorhergehenden Zeitschritt ebenfalls kol-
lidierten. Solche Folgekollisionen sind unphysikalisch und erhohen die statistische Abhidngigkeit der
eigentlich unkorrelierten Teilchen. Die GroBBenordnung dieser statistischen Abhéngigkeit kann durch
Zihlen dieser Folgekollisionen abgeschitzt werden. Vorhergehende Untersuchungen [128] zeigen
eine Abhidngigkeit zur Zeitschrittweite und zum Makropartikelfaktor. Eine Erhohung der Zeitschritt-
weite erhoht die statistische Abhidngigkeit und den damit in Verbindung stehenden Fehler. Die Ab-
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Abbildung 5.2.: Relativer Fehler in Abhéngigkeit von der Teilchenzahl.
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hingigkeit steigt bei steigendem At mit steigendem Makropartikelfaktor. Der Anteil der Folgekolli-
sionen an den gesamten Kollisionen ist ein brauchbarer Indikator fiir die Qualitdt der DSMC-Losung
in Bezug auf die Losung der Boltzmann-Gleichung. Dabei sollten fiir eine akzeptable Losungsqualitét
die Folgekollisionen keinesfalls mehr als 20 % ausmachen.

In zukiinftigen Arbeiten sollte gepriift werden, ob es einen Zusammenhang gibt zwischen der Wahl
des Interaktionsmodells und der Teilchenzahl. Die derzeitigen Ergebnisse lassen vermuten, dass die
vernachlissigten Teilcheninteraktionen durch erhohte Kollisionsraten in Abhédngigkeit vom Interak-
tionsmodell mindestens teilweise kompensiert werden konnen.

Raumliche Diskretisierung

Die raumliche Diskretisierung bei DSMC basiert auf der Notwendigkeit, potentielle Kollisionspaare
in einer Zelle zu bilden. Um den numerischen Einfluss der rdumlichen Diskretisierung qualitativ
und quantitativ zu untersuchen, haben einige Autoren detaillierte Studien durchgefiihrt. So haben
Alexander et al. [129, 130] die Green-Kubo-Theorie [131] auf einfache Starrkugeln angewandt und
damit analytische Formulierungen hergeleitet fiir die Viskositit p sowie fiir die Warmeleitfahigkeit
r fiir endliche, aber nicht all zu groBBe ZellgroBen. Die Viskositit setzt sich aus drei Komponenten
zusammen,

po=p" 4+ p 4+ p (5.9)

wobei ;% den kinetischen Viskosititsanteil beschreibt, der aus der Chapman-Enskog-Theorie be-
kannt und unabhiingig von der Zellausdehnung ist. Der dritte Term ;" beschreibt den Einfluss von
Kollisionen und ist abhéngig von der Zellausdehnung. Im Fall des einfachen Starrkugelmodells ergibt
sich dafiir
P 1 * 2
uoo= §mG (Az)?, (5.10)

wobei Az die Kantenlinge einer wiirfelformigen Zelle und G* = 247, ;n*/mkpT /m eine Konstante
darstellen. Der mittlere Term beschreibt den Einfluss des mittleren Teilchenabstandes auf die Visko-
sitdt. Da aber in DSMC-Verfahren der Teilchenabstand keinen Einfluss auf die Kollisionsfrequenz
hat, gilt hier 4“ = 0. Zusammenfassend ergibt sich fiir die Viskositt

15 mkgT 16 (Ax)?
- N 1 . 5.11
ST ( YT ©10

Fiir die Wirmeleitfihigkeit erhélt man nach analoger Rechnung mit

kb = ékBG*(A:p)2 (5.12)

75 kT 32 (Ax)?
= 122 . 5.13
"= 612,V mr ( T o5 N2 619

Unter Verwendung dieser Groen kann gezeigt werden, dass bei unzureichender Auflosung, z.B. bei

folgenden Zusammenhang:

Ax = ), die Viskositit und Wirmeleitfiahigkeit von diesen Referenzwerten um 11.3% sowie um
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4.5% abweichen. Fiir die Selbstdiffusion existiert keine Abhzngigkeit von der raumlichen Diskreti-
sierung.

Weitere Untersuchungen wurden von Rader et al. [127] durchgefiihrt. Auf Basis eines eindimensio-
nalen Fourier-Problems konnte gezeigt werden, dass fiir N — oo das Konvergenzverhalten von der
Ordnung O(Ax?) ist. Die Autoren geben im Grenzfall fiir sehr groBe Teilchenzahlen und sehr kleine
Zeitschrittweiten folgenden analytischen Zusammenhang fiir das Konvergenzverhalten am Beispiel
des Verhiltnisses der Wirmeleitfihigkeiten x an:

KJDSMC 32 ) .
li =1+ —(Az%) =1+ 0.04527(Ax*). 5.14

Darin ist AZ = Ax/\.

Zeitliche Diskretisierung

Der durch die zeitliche Diskretisierung verursachte Fehler resultiert aus der Berechnung aller Kol-
lisionen zu einem gemeinsamen Zeitpunkt, obwohl die Kollisionen zeitlich iiber einen Zeitraum At
verteilt erfolgen. Ahnliche Untersuchungen wie im Fall der /Az-Abhéngigkeit wurden fiir den Fehler
aufgrund der zeitlichen Diskretisierung durchgefiihrt. So haben Garcia und Wagner [132] umfang-
reiche Untersuchungen basierend auf stationédren und instationdren Couette-Stromungen, Wirme-
stromungen, Diffusionsstromungen und der Auswertung einer dementsprechend hohen Anzahl an
Funktionalen durchgefiihrt. Sie konnten zeigen, dass der Fehler fiir eine Mehrzahl an Strémungspro-
blemen proportional zum Quadrat der Zeitschrittweite ist. Dies gilt sowohl fiir stationére als auch fiir
instationdre Stromungsprobleme.

Dies deckt sich mit den Arbeiten von Hadjiconstantinou [133], der in Analogie zu [129] den Green-
Kubo-Formalismus auf die zeitliche Diskretisierung angewendet hat. Hierbei ist der Fehler von der
Ordnung O(At?) und steigt mit abnehmender Teilchenzahl. Auch hier ergeben sich Formulierungen
fiir die Viskositdt und Wirmeleitfahigkeit bei endlichen, aber nicht all zu grolen Zeitschrittweiten.
Die Berechnung der einzelnen Komponenten (£), () und () wird hier nicht explizit dargestellt. Fiir
die Viskositét erhédlt man den Ausdruck

15 [mkgT 32 (vpAt)?
_ N 1402 , 1
SRR ( 5o a2 (5.15)

Die GroBe vy = \/2kgT /m ist die wahrscheinlichste Geschwindigkeit. Die Wirmeleitfihigkeit ent-

spricht
ks [ksT 64 (vp/t)?
L Y- G . . 1
"o, \ mr ( Tomr N 610

Zusitzlich ist auch die Selbstdiffusion eine Funktion von At:

3 [keT 4 (vpAt)?
D_8ndzef‘/_m7r <1+ﬁ o) (5.17)

Der Fehler in den Transportkoeffizienten ldsst sich im Fall von At ~ \ /vy auf etwa 5% abschitzen.
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5. Numerische Eigenschaften

Basierend auf [133] gibt Rader [127] folgenden analytischen Zusammenhang fiir das Konvergenzver-
halten am Beispiel des Verhiltnisses der Warmeleitfahigkeiten an:

I{DSMC 64

li =14+ ——(A?) =1+ 0.03018(A#?). 5.18

Darin ist At = At/ty mit tg = \/vp.

Schlussfolgerungen

Die identifizierten Abhéngigkeiten der Transportgrof3en Viskositit, Warmeleitfihigkeit und Diffusion
von der raumlichen und zeitlichen Diskretisierung konnen verwendet werden, um eine gewiinschte
Genauigkeit auf Basis der Definition von Referenztransportgro3en bei DSMC-Simulationen zu er-
reichen. Dies kann durch ein entsprechendes Auflosungskriterium umgesetzt werden, wobei bedacht
werden muss, dass die Herleitungen zu den rdaumlichen Ableitungen auf einem eindimensionalen An-
satz beruhen. Das Zellvolumen V, wurde in den referenzierten Veroffentlichungen [129, 130] mittels
kartesischen Koordinaten gemil V. = L,L, L, beschriecben. Im Rahmen dieser Arbeit wurde zu-
nichst vereinfacht angenommen, dass L, = L, = L, = Az gilt. Dies ist im Allgemeinen nicht
erfiillt, so dass eine Abhédngigkeit der Transportgro3en von der ZellgroBe und von der Zellform exis-
tiert. Besonders bei unstrukturierten Gittern ist eine Anisotropie® der TransportgroBen zu erwarten.
Es liegt nahe, in zukiinftigen Arbeiten das Auflosungskriterium entsprechend zu erweitern. Dies er-
weist sich bei unstrukturierten Gittern wie in LasVegas und PicLas als schwierig, da grundséitzlich
unterschiedliche Referenzlidngen definiert werden konnen. Der 3D-Partikelcode PicLas verfiigt zum
Zeitpunkt der Einreichung dieser Arbeit noch nicht iiber eine automatisierte Gitteradaption, so dass
die in Kap. 6.5 prisentierten Simulationsergebnisse ohne Gitteradaption durchgefiihrt wurden.

In zukiinftigen Arbeiten sollte zusitzlich der Einfluss des Potentialmodells genauer beleuchtet wer-
den, da die hier diskutierten Ergebnisse auf dem einfachen Starrkugelmodell beruhen, welches aber
keine Abhingigkeit der Kollisionsquerschnitte von der Kollisionsenergie enthilt.

5.3. Coulomb-Kollisionen

Der Fokker-Planck-Loser wird in modularisierter Form der Kollisionsroutine im DSMC-Modul zur
Verfiigung gestellt. Somit laufen DSMC-, als auch die Fokker-Planck-Routinen auf dem gleichen
Gitter. Sofern das raumliche Auflosungskriterium die niedrigste charakteristische Lange min(Ap, \)
betrachtet, wobei A die totale (lokale) mittlere freie Wegldnge im Plasma darstellt, kann die Berech-
nung der Kollisionswahrscheinlichkeit fiir den Fokker-Planck-Loser entfallen, da bei Auflosung der
Debye-Lidnge \p jeder Ladungstriger mit jedem Ladungstriger interagiert und somit fiir alle La-
dungstrigerpaare P, = 1 gilt. Zur Zeit ist jedoch kein Gitteradaptionsverfahren implementiert, so
dass in zukiinftigen Arbeiten entsprechendes Augenmerk darauf zu richten ist.

3sotropie ist nur bei sphirischen Gittern zu erwarten.
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5.3. Coulomb-Kollisionen

In den folgenden Abschnitten soll nicht nur die Qualitit der Energieerhaltung des Fokker-Planck-
Losers untersucht werden, sondern auch der Einfluss des Fokker-Planck-Losers auf den Feldloser,
da nicht bekannt ist, wie sich die Relaxation der Elektronen auf kleinen Skalen (< Ap) auf die
Entwicklung der Elektronenenergie auf groen Skalen (> Ap) auswirkt.

5.3.1. Numerisches Heizen

Es ist bekannt, dass bei Particle-In-Cell-basierten Feldlosern aufgrund der inhirenten Diskretisierung
des Raumes, der Zeit und der Teilchen verschiedene numerische Effekte beobachtet werden konnen,
wie z.B. numerische Instabilititen. Durch die Wahl geeigneter Formfunktionen, ausreichend kleiner
Zeitschrittweiten sowie bei Verwendung ausreichend grofler Teilchenzahlen konnen diese umgangen
bzw. minimiert werden, siehe z.B. Referenz [134].

Ein weiterer Parameter stellt die riumliche Auflésung dar. So berichtet Okuda [135], dass ab einem
Ap/Ax-Verhiltnis von 0.5 und weniger der Feldloser instabil wird. Eine Verringerung der Auflosung
kann zu einer sehr starken, numerisch bedingten Energiezunahme sowie zu unphysikalischen Fluk-
tuationen der Losung fithren. Eine Erhéhung der Auflésung hin zu A\p/Ax > 1 wiederum fiihrt die
Annahme der Kollisionsfreiheit des Plasmas (Vlasov-Theorie) ad absurdum, da nun nicht nur kol-
lektive Phinomene, sondern auch individuelle Teilchenkollisionen einflieBen. Dies deutet darauf hin,
dass die raumliche Auflosung der Debye-Linge nicht der Vlasov-Theorie geniigt, die aufgrund der
implizit angenommen Kollisionsfreiheit des Plasmas nur auf Skalen oberhalb der Debye-Linge Giil-
tigkeit besitzt. Nach Spirkin und Gatsonis [136, 137] nimmt das numerische Heizen bei A\p/Ax > 1
zu, was als Mab fiir die Verletzung der Kollisionsfreiheit im Rahmen der Vlasov-Theorie interpretiert
werden kann.

Definition der Heizzeit

Zur Bewertung des numerischen Heizens ist es sinnvoll, als charakteristische GroB3e die sogenannte
Heizzeit 7 einzufiihren. Diese ergibt sich aus der Betrachtung der mittleren Energiezunahme eines
Teilchens der Spezies s nach einer Zeit ¢,

(AEpin.s(t Z A By i(t) (vf(t) —2(0)) . (5.19)

2N

Gleichzeitig ist die mittlere Anderung der kinetischen Teilchenenergie gleich der Anderung der Tem-
peratur der entsprechenden Spezies. Nach [134] ist die Heizzeit gleich der Zeit, in der die durch-
schnittliche kinetische Energie je Teilchen der Spezies s um die mittlere Anfangsenergie eines Frei-
heitsgrades steigt, d.h.

<AEkm,s(TH)> = ng (TS(TH) - TS(O)) = _kBTs(O)' (520)
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Abbildung 5.3.: Produkt aus Plasmafrequenz und Heizzeit als Funktion der rdumlichen Auflésung
[135].

Somit stellt eine kleine Heizzeit ein starkes numerisches Heizen dar, entsprechend gilt fiir reale Plas-
men 7y — o0. Es ist iiblich, die Heizzeit mit Hilfe der Plasmafrequenz

nee>

(5.21)

e €oMe

zu normieren. Dadurch erhilt man eine von der Temperatur unabhéngige und dimensionslose Refe-
renzgrofle, auf deren Basis Parameterstudien hinsichtlich numerischer Stellgroflen wie z.B. der raum-
lichen Auflésung durchgefiihrt werden konnen. So zeigt Abb. 5.3 das Produkt w,, 75 als Funktion der
raumlichen Auflosung [137]. Man erkennt eine deutliche Verschlechterung der Energieerhaltung mit
steigender Auflosung. Es wurde unter Anderem der Einfluss von Formfunktionen auf die Energie-
erhaltung untersucht. NGP steht fiir Nearest Grid Point und beschreibt die niedrigste Ordnung der
Ladungszuweisung. Dabei wird entweder die gesamte Ladung dem Zellpunktschwerpunkt zugeord-
net, oder jede einzelne Ladung dem Zellknoten, welcher die kiirzeste Entfernung zur Ladung hat.
CIC hingegen steht fiir Cloud-In-Cell und beinhaltet die Ladungsverschmierung mittels einer linea-
ren Formfunktion, was sich giinstig auf die Energieerhaltung auswirkt. Im Rahmen dieser Arbeit
wurde auf die erste Methode zuriickgegriffen.

Test des Fokker-Planck-Losers

Es stellt sich die Frage, in wie weit der Fokker-Planck-Loser zu einer Verbesserung oder Verschlech-
terung der Energieerhaltung im Fall einer gekoppelten Simulation beitrigt. Um dies zu bewerten,
wird zunichst die Qualitit der Energieerhaltung des reinen Fokker-Planck-Losers untersucht.

Als Referenzproblem wurde eine Box mit einer Kantenlidnge von 6 - 10~% m gewiihlt, die mit ei-
nem homogenen Plasma gefiillt ist. Alle Teilchen werden an den Winden spiegelnd reflektiert. Die
Simulation ldauft mit ausgeschaltetem Feldloser, d.h. es ist keine Reservoirsimulation, sondern eine
gekoppelte PIC-FP-Simulation, bei welcher der Feldloser keinen Beschleunigungsbeitrag leistet. Das
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Abbildung 5.4.: Kinetische Energie aller Teilchen beim Fokker-Planck-Loser fiir drei verschiedene
Auflosungen.

Volumen wurde je nach Auflosung mit einer jeweils anderen Anzahl an Zellen diskretisiert. Aller-
dings ist der Rechenaufwand mafBigeblich von der Zellanzahl abhiingig, so dass nicht das Gitter an das
Problem, sondern das Problem an das Gitter angepasst wurde. Die sich ergebenden Simulationspara-
meter sind in Tab. C.5 zusammengefasst. Daraus ergeben sich weitere Parameter: A\p = 1.09-104 m
und w, At = 0.01.

Es wurden drei Auflosungen getestet: A\p/Az = {1.4,2,4}. Wie in Abb. 5.4 zu erkennen ist, be-
findet sich der kumulierte Fehler in allen drei Fillen in der GroBenordnung 107¢ %. Es existiert
kein erkennbarer Zusammenhang zwischen der rdumlichen Auflésung und dem Anstieg der Teil-
chenenergien. Insgesamt ist davon auszugehen, dass der Fokker-Planck-Loser die Energieerhaltung
des Particle-In-Cell-Losers nicht beeinflusst.

5.3.2. Gekoppelte PIC-FP-Simulation

Nach Hockney [134] kann der Fehler, der zu einem numerischen Heizeffekt fiihrt, durch ein stochas-
tisches Fehlerfeld § E beschrieben werden, wobei s wieder einen Speziesindex darstellt:

2
(8 Bin, (1)) = 5= (A)*|5BU. (5.22)

Es lisst sich feststellen, dass der kumulierte Fehler linear mit der Iterationszahl U wichst. Allerdings
dominiert hierbei die Wahl der Zeitschrittweite, da diese quadratisch eingeht. AuBBerdem ist die invers
proportionale Abhingigkeit von der Teilchenmasse zu erkennen, d.h. die Energieerhaltung ist bei
den Elektronen bedeutend schlechter als bei den Schwerteilchen. Man erkennt auch, dass es keine
Abhingigkeit von der Teilchenenergie gibt.
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Kurzbeschreibung des verwendeten Feldlésers

Der im Rahmen dieser Arbeit verwendete Feldloser ist ein analytischer Particle-In-Cell-Loser [37].
Alle zeitlich verdanderlichen Anteile der Maxwellgleichungen werden vernachléssigt. Stattdessen wird
das Gauss-Gesetz der Elektrostatik

7 (5.23)

verwendet, wobei 7 und 7 den Abstand zwischen zwei Knoten sowie den Einheitsvektor beschreiben.
Ausgehend von den auf die Knoten verteilten Ladungen wird fiir jeden Knoten unter Beriicksichti-
gung der Ladungsverteilung auf allen anderen Knoten diese Berechnung durchgefiihrt. Dies wird fiir
jeden Knoten K durchgefiihrt, die Felder werden anschliefend an jedem Knoten aufaddiert. Insge-
samt ergibt sich ein quadratischer Rechenaufwand gemil K (K — 1)/2.

Die Berechnung des Magnetfeldes basiert auf der Biot-Savart-Beziehung,

L oo Idl X P g qd¥ X P
a5 =2 =22 . 5.24
o P dr | 624

Diese Gleichung beschreibt den Beitrag des Stromelementes dl zur magnetischen Induktion an ei-
nem Punkt im Abstand 7. Dabei wurde das Stromelement durch die mikroskopische Formulierung
qdv ersetzt. Ahnlich zur Vorgehensweise bei der Berechnung des elektrischen Feldes wird auch hier
von jedem Knoten ausgehend der wirksame Anteil des B-Feldes berechnet und jeweils aufaddiert.

Als Deposition wird die Verteilung der Quellen
=34 / L@ 6 0d ud T=3 g, / 717, 7, )% (5.25)

auf die Gitterknoten bezeichnet. Da im Allgemeinen die Verteilungsfunktion f, der Spezies s nicht
bekannt ist, miissen approximative Methoden verwendet werden. Im einfachsten Fall werden alle
Quellen (Ladungen und Stromdichten) dem Zellschwerpunkt zugeordnet, was der hier verwendeten
Methode entspricht. Depositionsmethoden hoherer Ordnung beriicksichtigen den Abstand zwischen
den Quellen und Knoten und, im Fall von Ladungen, den Potentialabfall. Hier finden dann Formfunk-
tionen oder auch alternative Gewichtungsmethoden Anwendung.

Der verwendete Feldloser arbeitet mit einem dualen Gitter. Das primére Gitter ist ein Delaunay-Gitter,
welches aus tetraedrischen Zellen besteht. Auf diesem Gitter werden alle Kollisionsprozesse berech-
net. Um das Delaunay-Gitter herum wird ein kubisches Voronoi-Gitter erstellt, auf welchem der
Particle-In-Cell-Loser die elektrischen und magnetischen Felder berechnet. Die Tetraederzellen des
Delaunay-Gitters haben etwa 1/6 des Volumens der Voronoi-Kuben, d.h. bei gleicher Debye-Linge
existieren unterschiedliche \p/Ax-Verhiltnisse fiir den Particle-In-Cell und den Fokker-Planck-
Loser. Da bei Tetraederzellen ein genauer Knotenabstand nicht festzulegen ist, wird somit zum Zweck
einer besseren Vergleichbarkeit ein Radius eingefiihrt, welcher sich aus der Geometrie einer Kugel

mit gleichem Zellvolumen ergibt:
VVOT o T%/or

~ 0. (5.26)
VD@Z r:l?))el

Daraus ergibt sich mit ry,,. /rpe; = 1.82 & 2, dass die Voronoi-Zelle etwa doppelt so groB ist wie die
Delaunay-Zelle. Dies hat zur Folge, dass bei einem \p/Ax-Verhiltniss beim Particle-In-Cell-Loser
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Az[10°m] = 15 10 5
)\D/AZEP[C [—] ~ 0.7 1 2
)\D/ACCFP [—] ~ 14 2 4

Tabelle 5.1.: Rdumliche Auflosungswerte \p/Ax fiir den Energieerhaltungstest.

von (.7 die Debye-Liénge beim Fokker-Planck-Loser um den Faktor 1.4 aufgelost ist, vgl. Tab. 5.1. Es
gibt also prinzipiell einen engen Rahmen, in dem sowohl die Vlasov-Theorie formal ihre Giiltigkeit
behilt, als auch eine Auflosung der Debye-Linge fiir den Fokker-Planck-Loser moglich ist.

Ergebnisse

Fiir den Test der Energieerhaltung wurden die gleichen Simulationsbedingungen verwendet wie im
Fall des Energieerhaltungstests beim Fokker-Planck-Loser, siehe Tab. C.5. Der analytische Loser
hatte offene Winde hinsichtlich der Felder, die Teilchen wurden spiegelnd reflektiert.

Fiir den Energieerhaltungstest des reinen Fokker-Planck-Losers wurde eine Gesamtteilchenzahl von
20.000 verwendet. Daher wurde fiir N,.; = 200.000 der Makropartikelfaktor auf 22 verringert, damit
die Teilchendichten und damit das physikalische System unverédndert bleiben. Alle weiteren Parame-
ter sind konstant geblieben. Abbildung 5.5 zeigt den relativen Anstieg der kinetischen Elektronen-
energie im Fall einer gekoppelten PIC-FP-Simulation fiir unterschiedliche Teilchenzahlen.

Die sehr starke Sensitivitédt gegeniiber der Teilchenzahl ist deutlich zu erkennen, die Auflosung spielt
dabei eine eher untergeordnete Rolle. Bei einer Auflosung von A\p/Azprc ~ 1 kann der Fokker-
Planck-Loser zu einer leichten Verbesserung der Energieerhaltung fiihren.
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Abbildung 5.5.: Kinetische Elektronenenergie bei einer gekoppelten PIC-FP-Simulation mit einer
Auflésung von A\p/Axpre ~ 1 und zwei unterschiedlichen Teilchenzahlen V.
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Abbildung 5.6.: Kinetische Elektronenenergie bei einer gekoppelten PIC-FP-Simulation mit einer
Auflosung von Ap/Azprc =~ 2 und zwei unterschiedlichen Teilchenzahlen N.

Es wurde auch eine weitere Erhohung der Auflosung untersucht, siehe Abb. 5.6. Das Ergebnis ist al-
lerdings widerspriichlich. Eine Beriicksichtigung von Coulomb-Kollisionen kann bei Ap /Azpp ~ 2
und einer zu niedrigen Teilchenzahl auch zu einer Verschlechterung der Energieerhaltung fiihren.
Dies kann dadurch erklirt werden, dass eine hohere Auflosung zwangsldufig zu niedrigeren Teilchen-
zahlen je Zelle und damit zu einer Erhohung des numerischen Heizens beim Particle-In-Cell-Loser
fiihrt. Im Fall des Fokker-Planck-Losers bedeutet eine kleinere Teilchenzahl je Zelle, dass bei der
Paarbildung insgesamt mehr Teilchen im Relaxationsprozess nicht beriicksichtigt werden konnen.
Im Extremfall relaxieren bei drei Ladungstridgern in der Zelle nur zwei davon, bei einem Ladungs-
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Abbildung 5.7.: Kinetische Elektronenenergie bei einer gekoppelten PIC-FP-Simulation mit 200.000
Teilchen und einer Auflésung von A\p/Azpre = {1,2}
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trager findet tiberhaupt keine Relaxation statt. Dies entspricht einer thermischen Isolation und wiirde
den numerischen Heizanteil des Fokker-Planck-Losers verringern, allerdings féllt dieser im Vergleich
zum numerischen Heizanteil des Particle-In-Cell-Losers sowieso nicht ins Gewicht. Insgesamt ist al-
so bei einer Verringerung der Teilchenzahl je Zelle von einer Verschlechterung der Energieerhaltung
aufgrund des Particle-In-Cell-Losers auszugehen, was aber bereits zu erwarten war.

Die Ergebnisse der Simulationen mit hoher Teilchenzahl (N, = 200.000) sind nochmals etwas
deutlicher in Abb. 5.7 zusammengefasst. Auch wenn das Ergebnis starken Schwankungen unterwor-
fen ist, so kann folgendes vorldufig geschlussfolgert werden: Je hoher die raumliche Auflosung beim
Fokker-Planck-Loser, desto besser die Energieerhaltung. Zwar ist bei A\p/Axp;c ~ 2 die Energieer-
haltung absolut gesehen etwas schlechter im Vergleich zu A\p/Azp;c &~ 1, allerdings ist die relative
Verbesserung der Energieerhaltung aufgrund der Beriicksichtigung von Coulomb-Kollisionen etwas
besser. Weitere Untersuchungen unter Variation zusitzlicher Parameter wie die Formfunktion und die
Laufzeit werden als sinnvoll erachtet.
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In Anlehnung an die AIAA-Richtlinien [138] wird wie folgt zwischen Verifizierung und Validierung
unterschieden. Eine Modellverifizierung bestitigt die korrekte Implementierung dieses Modells und
erfolgt durch Vergleich mit analytischen Losungen oder mit anderen Simulationen (Code-zu-Code-
Vergleich). Die Frage, ob das richtige Modell implementiert wurde, wird mit Hilfe von Validierungs-
rechnungen beantwortet. Dabei erfolgt der Vergleich mit experimentellen Daten. Dementsprechend
kann eine Verifizierung oder auch Validierung nie vollstandig sein, sondern gilt immer nur im Rah-
men der getroffenen Annahmen, Messgenauigkeiten sowie Modellierungstiefen.

Da der Fokus in dieser Arbeit auf der Modellentwicklung liegt, wird entsprechend Wert gelegt auf
die Verifizierung. Dazu zéhlt der grundsétzliche Nachweis der Kopplung des DSMC-Moduls an das
PIC-Verfahren, die Verifizierung des neuen Reaktions- sowie des modifizierten Kollisionsmodells, die
Verifizierung des MC-basierten Fokker-Planck-Losers sowie des verallgemeinerten Potentialmodells.
Des Weiteren wird ein Teil der Kohlenstoff-Fluor-Datenbasis anhand der Grundzustandsatome sowie
der dazugehorigen Elektroneniibergéinge und der Ionisation und DreikOrperrekombination einfach
ionisierter Teilchen untersucht.

Zur Verifizierung von Kollisions- und Reaktionsmodellen in DSMC-Verfahren hat sich die Repro-
duktion von Ratenkoeffizienten etabliert, da diese unabhiingig von den Reservoireigenschaften sind.
Bei Reservoirsimulationen werden in einer geometrielosen adiabaten Zelle eine vorgegebene Anzahl
an Teilchen initialisiert. Deren energetische Verteilung entspricht einer vorgegebenen Verteilung, in
aller Regel einer Gleichgewichtsverteilung. Da die Zelle keine Geometrie hat, haben die Teilchen
keine Ortskoordinaten. Die Generierung potentieller Kollisionspaare verlduft zufallsgesteuert. Da-
mit sind Ortskoordinaten irrelevant. Auf Basis vorgegebener Spezies- und Chemiedaten sowie all-
gemeiner Simulationsparameter wie Zellvolumen, Zeitschrittweite und Makropartikelfaktor werden
die Kollisions- und Reaktionsprozesse in jedem Zeitschritt berechnet. Unterbindet man die Durch-
fiihrung in der Art, dass lediglich die Ereignisse gezihlt und ausgegeben werden, so lédsst sich daraus
ein Ratenkoeffizient bestimmen. Im nédchsten Zeitschritt wird die Prozedur nur mit dem Unterschied
wiederholt, dass jetzt neue Paare gebildet und evaluiert werden. Nach Ablauf einer vorgegebenen
Iterationszahl werden die Raten gemittelt und somit die inhdrenten statistischen Fluktuationen mini-
miert. Durch elementares Umformen lassen sich die Ratenkoeffizienten berechnen und mit Referen-
zen vergleichen. Als Referenzen dienen sowohl angeniherte experimentelle, analytisch berechnete
als auch numerisch integrierte Ratenkoeffizienten. Erstere liegen in der Regel in der allgemeinen
Arrhenius-Form

E
k= a;T" exp (—ﬁ) (6.1)
B

vor und sind fiir endotherme Hinreaktionen wie die Ionisation oder die Dissoziation leichter zu be-
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stimmen. Ratenkoeffizienten fiir die Riickreaktionen werden hiufig aus bekannten Gleichgewichts-
konstanten

(6.2)

bestimmt. Falls die Referenzratenkoeffizienten nicht bekannt sind, konnen diese fiir eine gewiinschte
Interaktion ¢ durch eine Mittelung des Terms o;g gemil

ki(T) = (oi(Ee)g) = (6.3)

r E
i(Ee)Ee )
V2mm,( kBT 3 0/0 P ( kBTe)

bestimmt werden. Sofern die Querschnitte nicht in analytisch leicht zu handhabender Form vorlie-
gen, kann die Integration (6.3) numerisch durchgefiihrt werden. Zu diesem Zweck wurde ein auf
Matlab™ basierendes Verfahren entwickelt und zur Berechnung von Ratenkoeffizienten auf Basis
von Kohlenstoff und Fluor sowie fiir Fusionsreaktionen [139] eingesetzt.

6.1. Verallgemeinertes Starrkugelmodell

Das verallgemeinerte Starrkugelmodell wurde anhand des Kollisionsratenkoeffizienten auf Basis der
in Tab. C.1 aufgelisteten Parameter fiir Argon verifiziert. Es wurden Teilchenkollisionen im Tempe-
raturbereich 300 < 7' < 5000 K simuliert und daraus der Kollisionsratenkoeffizient berechnet. Das
Ergebnis ist in Abb. 6.1 dargestellt. Die Ubereinstimmung mit der Referenz (4.32) ist sehr gut. Das
zeigt auch Abb. 6.2.
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Abbildung 6.1.: Vergleich des simulierten Kolli- Abbildung 6.2.: Relative Abweichung des si-
sionsratenkoeffizienten fiir Argon mit der Refe- mulierten Kollisionsratenkoeffizienten fiir Argon
renz, siche GI. (4.32). von der Referenz, siehe Gl. (4.32).
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6.2. Modifiziertes Kollisionsmodell

6.2. Modifiziertes Kollisionsmodell

Die Modifikation des in Kap. 4.1.3 eingefiihrten Kollisionsmodells wurde ebenfalls anhand von Kol-
lisionsratenkoeffizienten verifiziert. Hierzu werden zunichst Reservoirsimulationen auf Basis von
Argon durchgefiihrt, da diesbeziiglich Spezies- und Chemiedaten in ausreichender Menge zur Verfii-
gung standen, um eine Bewertung des vorgeschlagenen Modells durchzufiihren.

6.2.1. Argon

Die beriicksichtigten Wechselwirkungen basieren auf den Elektron-Atom-Interaktionen, d.h.

OT = Oclg + Oecxc + Tion- (64)

Der elastische Streuquerschnitt wird nach Gl. (4.68) berechnet. Der verwendete Anregungsquer-
schnitt basiert auf der Dravin-Formel, sieche GIl. (4.70) und Gl. (4.71). Tabelle 6.1 listet die ver-
wendeten NIST-Daten [140] fiir unterschiedliche Elektronenanregungszustinde von Argonatomen
im Grundzustand auf. Demnach ist o.,, = Z?:1 Oezc,i- Die Berechnung des Ionisationsquerschnit-
tes basiert auf der Lotz-Formel (4.72). Im Fall von Argon ist ( = 6, die lonisationsenergie betrigt
15.7596 eV'. Die sich ergebenden Querschnitte sind in Abb. 6.3 zusammenfassend ab der lonisati-
onsenergie dargestellt. Die Elektronenanregung trigt bei Energien oberhalb der Ionisationsenergie
nur geringfiigig zur Interaktion bei. Bei niedrigen Energien dominiert der elastische Streuquerschnitt,
da dieser auf einer Hochenergiendherung basiert, allerdings liegt die Ionisationsenergie deutlich im

Giiltigkeitsbereich des verwendeten elastischen Streuquerschnittes.

Wird o, liber eine gleichgewichtsverteilte Energie gemittelt, erhélt man den temperaturabhéngigen
Ionisationsratenkoeffizienten

Areoh? rR\** [E B
ki (TL) = 5. = (01— ) '
wn( e) d 56ﬁc ( m2€2 > <E1) ]{,‘Te 07 kBTe (6 5)

Darin ist & = h/(27) die reduzierte Planck-Konstante.

Die Bedingungen der Reservoirsimulation sind im Anhang C in Tab. C.2 aufgelistet. Zwar wurde
Ladungsneutralitit initialisiert, aber da eventuell existierende Felder nicht in die Berechnung der

i Konfiguration 3s*3p°> E.; /eV  fo_i/ —
[ CPAs?3/27 116236 0.0609
2 (PO,)4s[1/2]9 118281 02500
3 (P55 %3/2 140900  0.0270
4 3d23/21° 141525  0.0932
5 (2P0,)552(1/2)0 142551 00119
6 3d2[3/2]° 143037  0.1060

Tabelle 6.1.: Atomare Daten fiir die Elektronenanregung eines Argonatoms im Grundzustand.
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Abbildung 6.3.: Interaktionsquerschnitte fiir die Abbildung 6.4.: Vergleich des simulierten Ioni-

Teilchenpaarung Elektron-Atom am Beispiel sationsratenkoeffizienten mit der Referenz, siehe
Argon Gl. (6.5)

Kollisions- und Rekombinationswahrscheinlichkeit sowie in die Berechnung der Referenz einge-
hen, spielen Abweichungen von der Quasineutralitiit hier keine Rolle. Man erkennt in Abb. 6.4 eine
sehr gute Ubereinstimmung bei hohen Temperaturen und Fluktuationen bei niedrigen Temperaturen.
Schwankungen sind durch die selteneren Ionisationsereignisse bei niedrigen Temperaturen zu erkli-
ren. Der Mittelwert der Schwankungen tendiert zu einem zu niedrigen Ratenkoeffizienten. Dies kann
durch die Hochenergienidherung des elastischen Streuquerschnittes erklirt werden, der in die Berech-
nung der analytischen Referenz nicht eingeht. Insgesamt bestitigt Abb. 6.4 den gewihlten Ansatz
zu Berechnung von Kollisions- und Reaktionswahrscheinlichkeiten in DSMC. Die Reaktionsraten
sind wegen (org) < (org) eine Untermenge der Kollisionsraten und bei einer korrekten Reprodukti-
on der entsprechenden Ratenkoeffizienten kann von einer korrekten Reproduktion der Kollisionsraten
ausgegangen werden. Allerdings ist dies nicht zwingend erforderlich, da sich Fehler in der programm-
technischen Umsetzung gegenseitig auch autheben konnen.

6.2.2. Kohlenstoff und Fluor

Es wurden Reservoirsimulationen mit dhnlichen Bedingungen wie im Testfall mit Argon durchge-
fiihrt. Der Temperaturbereich wurde basierend auf den hochenergetischen Entladungsprozessen im
iMPD entsprechend gewihlt und betridgt 20.000 K < 7, < 200.000 K. Dies entspricht einem Ener-
giebereich von 1.724 eV — 17.24 eV. Die obere Temperaturgrenze wurde bisher experimentell nicht
bestétigt und ist motiviert durch die Untersuchung von Giiltigkeitsgrenzen der Querschnittsmodel-
le sowie des Kollisions- und Reaktionsmodells an sich. Die Schwerteilchentemperatur wurde mit
T = 2.000 K initialisiert. Alle 12 Spezies haben den gleichen Molanteil. Insgesamt wurden folgende
Spezies beriicksichtigt: C, C*, C?**, C3+, C*, O**, C*?*, O*3*, F, F*, F* sowie e. Details iiber
die verwendeten Wirkungsquerschnitte sind Kap. 4.4.3 und den darin aufgefiihrten Referenzen zu
entnehmen.

Die Resultate sind in Abb. 6.5 fiir Kohlenstoff und in Abb. 6.6 fiir Fluor dargestellt. Die Referenz wur-
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Abbildung 6.5.: Vergleich des simulierten Kol- Abbildung 6.6.: Vergleich des simulierten Kol-
lisionsratenkoeffizienten fiir die (e,C)-Paarung lisionsratenkoeffizienten fiir die (e, F')-Paarung
mit der numerischen Referenz, siehe Gl. (6.3) mit der numerischen Referenz, siehe Gl. (6.3)

de durch numerische Integration gemiB GI. (6.3) berechnet. Fiir beide Fille ist die Ubereinstimmung
als sehr gut zu bezeichnen. Im Fall von Kohlenstoff bezieht sich das auf den kompletten Tempera-
turbereich. Bei Fluor ist der simulierte Ratenkoeffizient bei hoheren Temperaturen in Bezug auf die
Referenz etwas zu hoch und steigt mit der Temperatur. Dieses Verhalten wird bei (e, C')-Kollisionen
nicht beobachtet. Allerdings ist dies aufgrund der Groenordnung der Ratenkoeffizienten nur ein
optischer Effekt. Im Fall von Kohlenstoff tritt die maximale Abweichung bei minimaler Elektro-
nentemperatur auf und betrigt 22.6%, bei maximaler Elektronentemperatur betrigt die Abweichung
22.2%. Im Gegensatz dazu tritt bei Fluor die maximale Abweichung von der Referenz bei maximaler
Elektronentemperatur auf und betrigt 45.8%, bei minimaler Elektronentemperatur sind es dagegen
23.7%. Auch wenn dies zunichst viel erscheint, muss man sich dennoch vor Augen halten, dass
der Modellansatz mit den energieabhingigen Querschnitten grundsétzlich keinen direkten Bezug zu
den entsprechenden Ratenkoeffizienten enthélt und das Simulationsergebnis somit keinesfalls in der
gleichen Groenordnung liegen muss. Hinzu kommt, dass sich Querschnitte (und damit auch die dar-
aus berechneten Ratenkoeffizienten) je nach Literatur und Messmethode [102] mit gleich niedrigen
Messungenauigkeiten deutlich voneinander unterscheiden konnen.

6.3. Reaktionsmodell

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Verifizierungsrechnungen der vier neu entwickelten
und implementierten elektronenstolinduzierten Reaktionstypen Ionisation, Dreikdrperrekombinati-
on, An- und Abregung diskutiert. Die Reservoirbedingungen sind identisch zu den im vorhergehen-
den Kapitel verwendeten Bedingungen.
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6.3.1. ElektronenstoBionisation von Kohlenstoff

Abbildungen 6.7 und 6.8 zeigen einen Vergleich der simulierten Ionisationsratenkoeffizienten mit
verfiigbaren Referenzen aus der Literatur. Die Ubereinstimmung erscheint iiber den gesamten Tem-
peraturbereich gut. Im Fall der (e, C')-Paarung liegt der simulierte Ratenkoeffizient im gesamten
Temperaturbereich unterhalb der Referenz. Bei maximaler Elektronentemperatur betréigt die relati-
ve Abweichung 45.7%, bei minimaler Elektronentemperatur lediglich 29.4%.

Bei der lonisation von einfach geladenen C-lonen beginnt die Ionisation erst bei hoheren Tempera-
turen. Auch hier liegt der simulierte Ratenkoeffizient ein wenig unterhalb der Referenz, der Abstand
verringert sich allerdings mit steigender Temperatur. Die relative Abweichung von der Referenz be-
trigt bei maximaler Elektronentemperatur 29.7%. Bei fallender Temperatur nimmt die Streuung zu,
weswegen hier die Abweichung bei einer Elektronentemperatur von 40.000 K angegeben wird mit
46.8%. Die Streuung kann auf eine niedrige Ereigniszahl zuriickgefiihrt werden. Die ebenfalls ve-
rifizierte Ionisation von C?*-Ionen folgt auch diesem Trend, ist hier aber nicht explizit dargestellt.
Insgesamt ist das Ergebnis nicht iiberraschend, da Ionisationsquerschnitte [110] und Ratenkoeffizi-
enten [141] aus unterschiedlichen Quellen stammen.

Die Ergebnisse werden zusétzlich durch die Verwendung des Coulomb-Querschnittes (4.91) im Nen-
ner von Gl. (4.64) beeinflusst. Der Coulomb-Querschnitt ist bekanntermallen zur Modellierung rei-
ner Binédrkollisionen nicht besonders geeignet. Eine entsprechende Simulation von Coulomb-Sté8en
auf Basis der DSMC-Modellierung bestitigte dies. Die simulierten Ratenkoeffizienten zeigten sehr
deutliche Abweichungen von der Referenz, da der Coulomb-Querschnitt nun nicht nur im Nenner,
sondern auch im Zahler von GI. (4.64) auftaucht. Gleichzeitig basiert Gl. (4.91) auf einer sehr groben
Niherung. Somit ist eine Abweichung bei Elektron-lon-Paarungen grundsitzlich zu erwarten, auch
wenn die Ungenauigkeit des Coulomb-Querschnittes im totalen Querschnitt verschmiert wird.

. lonisation C +e — C* + 2e . lonisation C* + e — C?* + 2e
10 T 10 :
O  Simulation O  Simulation
Referenz Referenz
2 — 2 —
@ 10 @ 10
€ €
< <
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g 107 g
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107 ‘ ‘ : : 107 ‘ ‘ : :
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Temperatur / K1t x107° Temperatur / Kt x 107

Abbildung 6.7.: Vergleich des simulierten Ioni- Abbildung 6.8.: Vergleich des simulierten Ioni-
sationsratenkoeffizienten fiir die (e, C')-Paarung sationsratenkoeffizienten fiir die (e, C")-Paarung
mit der Referenz mit der Referenz
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6.3. Reaktionsmodell

6.3.2. Dreikorperrekombination von Kohlenstoff

Die Ratenkoeffizienten der Dreikdrperrekombination von (e, C")- und (e, C*")-Paarungen sind in
Abb. 6.9 und 6.10 abgebildet. Der Vergleich mit den numerischen Referenzratenkoeffizienten nach
Gl. (6.3) zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung. Aufgrund der niedrigen Wahrscheinlichkeit solcher
Reaktionsprozesse sind nur wenige Datenpunkte vorhanden und das auch nur bei hohen Temperatu-
ren.

Entgegen den Erwartungen impliziert das Prinzip der mikroskopischen Reversibilitit steigende Re-
kombinationsreaktionen bei steigenden Ionisationsreaktionen. Da der Ionisationsquerschnitt des C'*-
Tons kleiner als der des C-Atoms ist, finden im Fall der (e, C?")-Paarung deutlich weniger Rekombi-
nationsprozesse im Vergleich zu (e, C")-Paarungen statt. Das Ergebnis entspricht den Erwartungen
und bestitigt eine erfolgreiche Verifizierung der elektronenstolinduzierten Dreikorperrekombinati-
on. Aufgrund der sehr niedrigen Ereigniszahl wird hier auf die Angabe einer relativen Abweichung
verzichtet.

In Verbindung mit der ElektronenstoBionisation von Ionen ist dieses Verifizierungsergebnis besonders
hervorzuheben, da sich bei Elektron-Ion-Paarungen der Totalquerschnitt aus der hochsten Zahl an
Einzelquerschnitten zusammensetzt und somit die Berechnung der Interaktionswahrscheinlichkeiten
bei derartigen Teilchenpaarungen potentiell am fehleranfilligsten ist.
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Abbildung 6.9.: Vergleich des simulierten Re- Abbildung 6.10.: Vergleich des simulierten Re-
kombinationsratenkoeffizienten fiir die (e, C")- kombinationsratenkoeffizienten fiir die (e, C*%)-
Paarung mit der numerischen Referenz, siehe Gl. Paarung mit der numerischen Referenz, siche GI.

(6.3) (6.3)

6.3.3. Elektronenanregung von Kohlenstoff

Die Elektronenanregung von Kohlenstoff wurde ebenfalls untersucht und Verifizierungsrechnungen
unterzogen. Dabei lag der Fokus auf Anregungsprozesse bei Atomen im Grundzustand, sieche Abb.
6.11. Auch hier ist eine sehr gute Ubereinstimmung des simulierten Ratenkoeffizienten mit der Refe-
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renz nach Gl. (6.3) zu erkennen. Der maximale relative Fehler liegt bei 25.7% bei maximaler Elek-
tronentemperatur. Bei minimaler Elektronentemperatur betrigt der relative Fehler 2.8%. Somit kann
auch von einer erfolgreichen Verifizierung des Anregungsprozesses von Atomen im Grundzustand
ausgegangen werden. Dagegen konnen siamtliche Anregungsprozesse von C™*-Ionen als nicht verifi-
ziert betrachtet werden. Dies wird auf die Schwierigkeit der Modellierung eines geeigneten Coulomb-
Querschnittes zuriickgefiihrt und sollte Bestandteil zukiinftiger Arbeiten sein.
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Abbildung 6.11.: Vergleich des simulierten Anregungsratenkoeffizienten fiir die (e, C')-Paarung mit
der numerischen Referenz, siehe GI. (6.3).

6.3.4. Elektronenabregung von Kohlenstoff

Der Vergleich der Ratenkoeffizienten bei den bisherigen Rechnungen zeigt eine Diskrepanz von meh-
reren GroB3enordnungen, obwohl bei allen drei vorhergehenden Reaktionsarten Ionisation, Rekombi-
nation und Anregung von einem funktionierenden und fehlerfreien Reaktionsschema ausgegangen
werden kann. Ursédchlich fiir die Diskrepanz beim Vergleich der Ratenkoeffizienten kann die Art
der Schwerteilcheninitialisierung sein. Es wurden Vergleichssimulationen durchgefiihrt unter Varia-
tion der Art der Anregung, d.h. keine Anregung (Grundzustand), Boltzmann-Verteilung und auch
alle Schwerteilchen im ersten angeregten Niveau. Die unterschiedlichen Initialisierungen fiihrten zu
unterschiedlichen Ratenkoeffizienten. In die Berechnung der numerischen Referenz nach Gl. (6.3)
gehen allerdings alle Zustinde und Ubergiinge ein, die definiert sind. Es sind in der Initialisierung
der Schwerteilchen jedoch keinesfalls alle Zustinde belegt, so dass es zwangsldufig zu einer Diskre-
panz kommen muss. Ein Indiz dafiir ist die Tatsache, dass der numerisch integrierte Ratenkoeffizient
grofler ist als der simulierte Ratenkoeffizient. Ein Ansatz fiir die Losung dieses Problems liegt in der
Anpassung der Integrationsroutinen fiir die Integration des Ratenkoeffizienten in der Art, dass nur
noch die Zustinde und somit Uberginge beriicksichtigt werden, die auch bei der Initialisierung der
Schwerteilchen prinzipiell moglich sind.
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6.3.5. Reaktionsevaluierung von Fluor

Die Untersuchungen zu den reaktiven Wechselwirkungen zwischen Elektronen und Teilchen der
Fluorspezies haben nochmals bestitigt, dass die Qualitdt von Querschnittsdaten essenziell ist fiir das
Interaktionsmodell, welches in Rahmen dieser Arbeit entwickelt und implementiert wurde. Keiner
der reaktiven Wechselwirkungen konnte erfolgreich verifiziert werden. Die Probleme lassen sich auf
zwei Kernaspekte reduzieren:

» Zwischen den Publikationen zu den Querschnitten [117] und Ratenkoeffizienten [141] liegen
10 Jahre Forschung. Gerade aufgrund der chemischen Besonderheiten von Fluor kann davon
ausgegangen werden, dass die hier untersuchten Wechselwirkungen nur eine sehr untergeordne-
te Rolle spielen. Referenzdaten zur ionisierenden Dreikorperrekombination (F'+2e — F~ +e)
diirften von wesentlich besserer Qualitdt sein. Diese Reaktion wurde jedoch aus Konsistenz-
griinden vernachlissigt.

* Die verfiigbaren Querschnittsdaten, bestehend aus meist einigen wenigen Datenpunkten je
Querschnitt, wurden auf eine Weise approximiert, die bewusst einfach gehalten wurde. Die Giil-
tigkeit der Approximationen unterliegt zusétzlich einer Einschrinkung hinsichtlich des Ener-
giebereiches. Die Bewertung der Qualitéit der numerisch gewonnenen Ratenkoeffizienten wird
dadurch deutlich erschwert.

6.4. Coulomb-Streuung eines Elektronenstrahls

Die Verifizierung der Interaktionsmodelle fiir Potentiale mit kurzen Reichweiten basiert auf der Re-
produktion der Ratenkoeffizienten, da diese unabhingig sind von den gewihlten Plasmabedingungen.
Nanbus Modellansatz basiert u. A. auf der Auflosung der Debye-Linge, so dass alle Ladungstriager
in der aktuell betrachteten Zelle miteinander interagieren. Damit ldsst sich eine Verifizierung basie-
rend auf der Reproduktion von Ratenkoeffizienten nicht durchfiihren, da diese mit den gewihlten
Plasmabedingungen skalieren. Die in Anhang D beschriebene verallgemeinerte Theorie der Raten-
koeffizienten ist hier ebenfalls nicht anwendbar, da der Wert der minimalen Kollisionsstiarke H,,;,
nicht bekannt ist und ebenfalls von der Wahl der Plasmaparameter abhiingt [142].

Somit erfolgt die Verifizierung des Fokker-Planck-Losers auf Basis von zwei Problemen: ein Elek-
tronenstrahl wird einmal in eine Ionen-, sowie das andere mal in eine Elektronenwolke geschossen.
Die Rechnungen wurden mit Hilfe von Reservoirsimulationen durchgefiihrt, da lediglich die Ener-
gieentwicklungen von Interesse sind und nicht die Teilchenpositionen. Es erfolgt ein Vergleich mit
analytischen Losungen.

6.4.1. Elektronenstrahl in lonenwolke

Ein Elektronenstrahl wird in x-Richtung in eine Ionenwolke geschossen und die Anderung der zwei
charakteristischen Geschwindigkeitsgroen Drift und Varianz der Elektronen gemessen. Ersteres ist
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ein Mab fiir den Impulsverlust der Elektronen, letzeres beschreibt diffusive Effekte. Fiir den hier dis-
kutierten Spezialfall hat Trubnikov [143] unter Annahme eines Massenverhéltnisses von m./m; — 0
folgende Darstellung fiir die zeitliche Entwicklung des normierten Mittelwerts der Elektronendrift-
geschwindigkeit bestimmt, wobei 0y () = 0,(t) ist:

(o)(t)) = exp{— v (t — to)} Uz 0- (6.6)

Aufgrund der Normierung auf die Anfangsgeschwindigkeit ist v, = 1. Fiir die Varianz der normier-
ten Einzelkomponenten erhilt man

(03(8)) = % {1 - exp{—S V(i) (¢ — t@}}

+ [exp{—i& e (¢ — to)} — exp{—Z e (¢t — tO)H 2, (6.7)

sowie )
(300 = (6200) = 3| 1= e {30 )}, 68
Daraus ergibt sich eine Gleichgewichtslosung bei jeweils 1/3. Die charakteristische Relaxationsfre-

quenz \*” erhilt man aus

S 87/ 2Maco(Ey )/

: In Ay, (6.9)
ns (¢aqs)

wobei F,, = 30eV die initiale Elektronenenergie darstellt. Entsprechend wird die Zeit normiert,

t=t- uﬁe”').

Da sich aufgrund von Kollisionsprozessen die Ionentemperatur erhoht, wurde nur den Elektronen
erlaubt, ihre Energie zu dndern, da wegen m./m; — 0 die Ionen keine Anderung der Energie erfah-
ren diirfen. In beiden Testféllen soll der Elektronenstrahl moglichst monoenergetisch sein, d.h. die
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Abbildung 6.12.: Vergleich des simulierten Ge- Abbildung 6.13.: Relative Abweichung des si-
schwindigkeitsmittels des Elektronenstrahls mit mulierten Geschwindigkeitsmittels des Elektro-
der Theorie, siche GI. (6.6). nenstrahls von der Theorie, sieche Gl. (6.6).

88



6.4. Coulomb-Streuung eines Elektronenstrahls

0.35 T — T 10
8—6—6—a
o o transversal
0.3¢ - o longitudinal
Theorie X 10t 8
L 0.5} o Simulation > 5 =
IS o Simulation S o ©
£ 02 S o ®
s 240 °°0 g
Q o o o 0 o O
$ 0.15} < o o
€ 2 ° 4 0 %o
S g h
> 01 © 10 oo °°5 0
D: a a
OOSV ] a O o o
o L L L 10_2 L L L
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Normierte Zeit / - Normierte Zeit / -

Abbildung 6.14.: Vergleich der simulierten lon- Abbildung 6.15.: Relative Abweichung der si-
gitudinalen (Viereck) und transversalen (Kreis) mulierten Varianzen des Elektronenstrahls von
Varianzen des Elektronenstrahls mit der Theorie, der Theorie, siehe Gln. (6.7) und (6.8).

siehe Gln. (6.7) und (6.8).

Initialisierung erfolgt mit einer moglichst niedrigen Temperatur. Alle relevanten Parameter konnen
Tab. C.3 entnommen werden. Damit erhilt man die in Abb. 6.12 und 6.14 dargestellten Resultate. Die
Driftkomponente der Elektronen verliert sukzessive an (gerichteter) Energie, die dann zusehends in
die thermischen Komponenten iibergeht. Statistische Effekte liefern bei niedrigen Driftgeschwindig-
keiten bzw. bei groflen Zeiten Streuungen um die Referenzlosung, wobei diese exponentiell zu stei-
gen scheinen. Dies ist nicht iiberraschend, wenn beriicksichtigt wird, dass die y-Achse in Abb. 6.12
logarithmisch ist. Der Anstieg kann grundsitzlich durch ein schlechter werdendes Signal/Rausch-
Verhiltnis erkldart werden. Mit fortschreitender Zeit nimmt die thermische Geschwindigkeitskompo-
nente betragsmifig zu, was durch Abb. 6.14 bestitigt wird. Die resultierende Temperaturerhohung
zeigt einen deutlichen Unterschied in der Dynamik des longitudinalen und des transversalen Frei-
heitsgrades. Wie erwartet erreicht die transversale Komponente schneller den (richtigen) Gleichge-
wichtszustand.

Im Gegensatz zur Originalpublikation von Nanbu [30], in der die Verifizierung anhand der Kurzzeit-
l6sungen

t

Q

>

(9

(01(t)) = (0, (1)) + (02

durchgefiihrt wurde, erfolgt die Verifizierung hier auf Basis der Langzeitlosungen (6.7) und (6.8).
Dies erhoht maBgeblich die Qualitit der Verifizierung.

(1)) (1 — v t) D20 (6.10)
(t)) ~ 200t (6.11)

t

Q

6.4.2. Elektronenstrahl in Elektronenwolke

Eine dhnliche Simulationskonfiguration mit einer Elektronenwolke anstatt einer lonenwolke wird
verwendet zur Verifizierung der (e, e)-Streuung. Hierbei verlduft die Thermalisierung des Elektro-
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Abbildung 6.16.:  Vergleich des simulierten Abbildung 6.17.: Vergleich der simulierten
(Symbol) Geschwindigkeitsmittels mit der (Symbol) Gesamtvarianz mit der Kurzzeitlosung
Kurzzeitlosung (Linie) des Elektronenstrahls als (Linie) des Elektronenstrahls als Funktion der
Funktion der Zeit. Zeit.

nenstrahls viel schneller. Die mit Index E bezeichneten Elektronen bilden die Hintergrundspezies.
Die verinderten Parameter sind in Tab. C.4 aufgelistet.

Fiir dieses Problem stehen nur die Kurzzeitlosungen zur Verfiigung:

(0) =1 —2¢, (6.12)
(07) = (2 —np)t. (6.13)

wobei 1,5 = E.0/ksTs = 50. Ein Giiltigkeitsbereich der Kurzzeitlosungen kann nicht angegeben

werden, jedoch erhilt man nach [30] im Gleichgewicht die in Abb. 6.17 angestrebte Losung (07 ) =
-1

TIOLB - 002.

Die Kurzzeitlosungen stimmen sehr gut mit den simulierten Verldufen iiberein. Kleinere Abweichun-
gen im Vergleich mit Nanbus Verldufen bei groen Energien sind durch die in Tab. B.1 verwendeten
Werte zu erkldren, da Nanbu eine um den Faktor 10 hohere Auflosung der Wertepaare verwendet. Ge-
rade bei hohen Energien (bzw. kleinen 7) fiihrt eine kleine Anderung von 7 zu einer starken Anderung
des Streuwinkels und somit der Energie- und Impulsiibertragung.

Da ein Verfahren per Definition immer nur im Rahmen der getroffenen Annahmen und Vereinfachun-
gen verifiziert werden kann, sollten in zukiinftigen Arbeiten weitere Testsimulationen durchgefiihrt
werden. Beispiele hierfiir sind:

Elektronenstrahl in ein Plasmagemisch und Untersuchung der Mittelwerte und Varianzen.

Relaxation einer initialen Nichtgleichgewichtsverteilungsfunktion in einem Elektronengas auf
Basis von (e, e)-Kollisionen.

* Relaxation einer initialen Verteilungsfunktion einer Elektronenstromung in einem lonengas.

Relaxation initialer Verteilungsfunktionen in einem Elektron-lon-Gemisch bei thermischem
Nichtgleichgewicht.
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* Driftgeschwindigkeit der Elektronen in einem oszillierenden E-Feld.

Fiir diese Problemstellungen sind Referenzlosungen bekannt [30].

6.5. Gekreuzte Teilchenstrahlen

Die Entwicklung eines vollkinetischen Losers fiir die komplette Boltzmann-Gleichung unter Beriick-
sichtigung des kollektiven Plasmaverhaltens, chemischer Prozesse sowie der vor allem dafiir rele-
vanten Relaxation der Elektronenverteilungsfunktion ist von sehr hoher Komplexitit. Dies spiegelt
sich unter anderem in den verfiigbaren Publikationen wieder, in denen vielfach stark vereinfachende
Annahmen getroffen werden, wie z.B. Axialsymmetrie, niedrige Teilchendichten und entsprechend
niedrige Dichtegradienten sowie ein stationdres Verhalten. Solche Annahmen werden im Rahmen der
institutsiibergreifenden Kooperation, in der die hier dargestellte Arbeit eingebettet ist, nicht getroffen.
Aufgrund der damit einhergehenden neuen Problemstellungen konnte bis zur Anfertigung dieses Be-
richts kein geeigneter (instationér und hoher Ordnung) Feldloser entwickelt werden, der eine selbst-
konsistente Losung der hochgradig instationiren Entladungsprozesse liefert. Die in diesem Abschnitt
prasentierten Simulationsergebnisse dienen der Verifizierung der Kopplung des DSMC-Moduls an
das Hauptprogramm sowie der Vorbereitung einer lonenstrahlsimulation fiir lonentriebwerke.

Fiir die Demonstration der zentralen DSMC-Routinen wurde der Testfall zweier gekreuzter Teilchen-
strahlen aufgesetzt, siche Abb. 6.18. In griin dargestellt sind die C- und F-Atome, die sich im energe-
tischen Grundzustand befinden. Deren makroskopische Geschwindigkeit betrdgt 1000 m/s. In Blau
dargestellt sind die Elektronen, die wiederum mit einer Geschwindigkeit in Hohe von 5 - 10° m/s
initialisiert wurden. Dies entspricht einer Elektronenenergie von ca. 70 eV, was weit iiber den ersten
Ionisationsenergien liegt (Eiop c = 11.3 €V, Eip p = 17.4 €V'). Entsprechend ist mit einer starken
stoBbedingten Ionisation im Kreuzungsbereich der Strahlen zu rechnen. Die initialen Molanteile im
Schwerteilchenstrahl ergeben sich aus der Annahme eines vollstindig auf atomarer Ebene zerleg-
ten PTFE-Polymers C, F5,. Die wesentlichen Modellierungsparameter sind in Tab. C.6 zusammen-
gefasst. Zu Gunsten der optischen Darstellung der auftretenden Phinomene wurden einige Effekte
ausgeschaltet:

* Weder der Particle-In-Cell-Loser noch der Fokker-Planck-Loser tragen zu den Interaktionen
bei, d.h. es gibt weder externe noch selbst erzeugte Felder, die auf die Ladungstriger wirken.

* An-, Abregungs- sowie Rekombinationsprozesse sind ausgeschaltet.
* Es werden nur die Kohlenstoffatome ionisiert.

Insgesamt werden damit in diesem Beispiel lediglich die Interaktionen zwischen C'-Atomen und den
Elektronen beriicksichtigt. Die Teilchenverteilung nach 1000 Iterationen ist in Abb. 6.19 dargestellt.
Die Bewegung der Elektronen ist in z-Richtung.
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Abbildung 6.18.:  Anfangskonfiguration: Ge- Abbildung 6.19.: Gekreuzte Teilchenstrahlen
kreuzter Teilchenstrahl mit Elektronen (blau) und nach 1000 Iterationen, die C-Ionen sind rot
C- und F'-Atomen (griin). markiert.

Man erkennt, rot dargestellt, die C-Ionen sowie die ersten gestreuten Elektronen. Abbildung 6.20
zeigt die Entwicklung nach 5000 Iterationen. Aufgrund der Vernachlidssigung von Feldeffekten so-
wie aufgrund der Implementierung eines isotropen Streugesetzes ist keinerlei Vorzugsrichtung bei der
Streuung zu erkennen. Die gestreuten Elektronen verhalten sich ballistisch, wie auch die folgenden
Abbildungen demonstrieren, sieche z.B. Abb. 6.21. Zusitzlich ist zu erkennen, dass sich die Ionisati-
onsfront in den griinen Schwerteilchenstrahl hinein bewegt hat. Dies kann auf die hohe Restenergie
der gestreuten Elektronen zuriickgefiihrt werden.

wlz
wlz

Abbildung 6.20.:  Gekreuzte Teilchenstrahlen Abbildung 6.21.: Gekreuzte Teilchenstrahlen
nach 5000 Iterationen. nach 10000 Iterationen.

92



6.5. Gekreuzte Teilchenstrahlen
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Abbildung 6.22.:  Gekreuzte Teilchenstrahlen Abbildung 6.23.: Gekreuzte Teilchenstrahlen
nach 15000 Iterationen. nach 16000 Iterationen.

Wie bereits Abb. 6.21 ansatzweise zeigt, interagieren die Elektronen im Elektronenstrahl nach eini-
gen tausend Iterationen nicht mehr mit den Schwerteilchen im Kreuzungsbereich. Dies kann durch
die festgelegten Parameter und Vereinfachungen speziell fiir dieses Simulationsbeispiel erklirt wer-
den. Wegen C, F5, existieren doppelt so viele F'-Atome wie C-Atome. Da aber die F'-Ionisation aus-
geschaltet ist, konnen maximal 1/3 aller Schwerteilchen im Kreuzungsbereich der Teilchenstrahlen
ionisieren, was durch den Simulationsverlauf bestitigt wird. Da auch die Feldeffekte vernachlissigt
wurden, wird mit fortschreitender Iterationszahl der Anteil an (C, e¢)-Paarungen immer niedriger. Dies
hat zur Folge, dass der sich zu Simulationsbeginn unterhalb des Schwerteilchenstrahls befindende
Teil der Elektronen den im Rahmen der Annahmen vollstidndig ionisierten Kreuzungsbereich nahezu
ungestort durchquert, siehe Abb. 6.22 und 6.23. An dieser Stelle kann die Motivation fiir die Vernach-
lassigung der Feldeffekte besonders deutlich gemacht werden: Aufgrund der hohen Elektronendichte
im Elektronenstrahl sowie der quasi diskreten Dichteilibergang an den Grenzen des Elektronenstrahls
hitten die auftretenden Feldeffekte zu einer explosionsartig auseinanderfliegenden Elektronenwolke
gefiihrt.
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7. Zusammenfassung und Ausblick

Fiir die vollkinetische Simulation eines instationidren magnetoplasmadynamischen Triebwerkes wird
im Rahmen einer Kooperation mit drei weiteren Instituten ein 3D-Partikelverfahren zur Simulation
hochverdiinnter Plasmen entwickelt. Dabei werden auf mikroskopischer Ebene die kurz- und lang-
reichweitigen Interaktionen modelliert und untersucht. Als langreichweitige Interaktionen werden die
auf Feldeffekten beruhenden kollektiven Phinomene bezeichnet, direkte Teilchenkollisionen zdhlen
hierzu nicht. Diese Phidnomene spielen sich auf Skalen oberhalb der lokalen Debye-Linge ab. Im Ge-
gensatz dazu spielen sich die Coulomb-Kollisionen aufgrund von Dimpfungseffekten auf Skalen un-
terhalb der lokalen Debye-Linge ab. Als kurzreichweitige Teilcheninteraktionen sind im Besonderen
die reaktiven sowie nichtreaktiven Stofle zwischen Elektronen und Neutralteilchen von Bedeutung.

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Modellierung von Zwei- und Mehrkorperkollisionen. Um diese
numerisch abzubilden, wurde ein Direkt-Simulation-Monte-Carlo-Loser (DSMC) weiterentwickelt
und ein Fokker-Planck-Loser (FP) implementiert.

Die klassischen Neutralteilchenmodelle des DSMC-Losers wurden um das verallgemeinerte Starr-
kugelmodell erweitert, durch das Wechselwirkungen basierend auf dem Lennard-Jones-Potential be-
riicksichtigt werden konnen. Dies hat zum Einen zur Folge, dass bei entsprechenden Stromungs-
problemen das gaskinetische Verhalten iiber einen groleren Temperaturbereich hinweg realistischer
wiedergegeben werden kann. Zum Anderen konnen damit auch Gasgemische genauer modelliert wer-
den, da das bisher am Institut fiir Raumfahrtsysteme verwendete variable Starrkugelmodell einzig
auf Viskositédtsdaten beruht. Das verallgemeinerte Starrkugelmodell reproduziert ebenfalls isotropes
Streuverhalten, was aber nur geringfiigigen Einfluss auf makroskopische Stromungsgrofen hat.

Umfangreiche Entwicklungsarbeiten fanden im Bereich der Elektron-Schwerteilcheninteraktionen
statt, die ebenfalls in den DSMC-Loser implementiert wurden. Zur Berechnung der instantanen Kol-
lisionswahrscheinlichkeit wurde das bestehende Kollisionsmodell derart erweitert, dass durch Bil-
den eines hypothetischen, auf dem totalen Wirkungsquerschnitt basierenden Teilchendurchmessers
die Elektron-Schwerteilchen-Interaktionen mit dem bestehenden Kollisionsmodell behandelt werden
konnen. Dieser Ansatz erfordert nur geringfiigige Modifikationen an den Kollisionsroutinen beste-
hender DSMC-Léser, fiihrt aber zu einer mal3geblichen Verbesserung der Modellierungstiefe.

Zur Vermeidung des Temperaturbegriffes als Konsequenz des vollkinetischen Modellierungsansatzes
wurde zusitzlich ein rein energieabhingiges Reaktionsmodell entwickelt und implementiert. Die-
ses basiert ebenfalls auf Wechselwirkungsquerschnitten und erlaubt prinzipiell auch die Simulation
gleichgewichts- sowie kontinuumsferner Problemstellungen. Voraussetzung dafiir ist die Verfiigbar-
keit geeigneter Querschnittsdaten. Dies kann sich als limitierender Faktor herausstellen, wenn fiir
ein interessierendes Problem keine oder nicht ausreichend Querschnittsinformationen zur Verfiigung
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stehen. Dies konnte am Beispiel der atomaren Spezies Fluor und Kohlenstoff beobachtet werden.
Wihrend es fiir Kohlenstoff sowie dessen Ionen ausreichend und qualitativ hochwertige Daten gibt,
konnten fiir Fluor nur sehr wenige Quellen identifiziert werden. Dies machte sich in den Verifizie-
rungsbestrebungen bemerkbar: Die wesentlichen Interaktionen im Zusammenhang mit Kohlenstoff
konnten erfolgreich verifiziert werden. Bei Fluor war dies nicht méglich. Es ist zu erwarten, dass bei
Beriicksichtigung von Molekiilen dieses Problem noch deutlicher wird, weswegen in dieser Arbeit
auf die Implementierung von C- und F'-haltigen diatomaren Molekiilen verzichtet wurde.

Zu diesem Zeitpunkt stellt die aufgebaute und verifizierte C'-Datenbasis die einzige ihrer Art im Rah-
men der bekannten DSMC-basierten Publikationen dar. Die Datenbasis enthilt Wirkungsquerschnitte
fiir die elektronenstofinduzierten Interaktionen Ionisation, Dreikdrperrekombination, An- sowie Ab-
regung. Diese wurden ebenfalls neu entwickelt.

Alle neuen Modelle und Modellerweiterungen konnten auf Basis von Reservoirsimulationen bzw. auf
Basis der Reproduktion von Referenz-Ratenkoeffizienten erfolgreich verifiziert werden. Eine Aus-
nahme bildet der kollisionsbasierte Abregungsprozess, der nicht ohne weitere Modifikationen veri-
fiziert werden kann, da das Simulationsergebnis stark von der Initialisierung der angeregten Spezies
abhiéngt. Diesbeziiglich wurde auch ein Modell zur Initialisierung Boltzmann’sch verteilter angereg-
ter Spezies entwickelt und erfolgreich getestet.

Die Vermeidung des Temperaturbegriffes in der Modellierung konnte beinahe vollstindig umgesetzt
werden. Bei der Elektron-Schwerteilchen-Interaktion existiert der Temperaturbegriff lediglich bei der
Berechnung des Dreikorperrekombinationsquerschnittes. Dies fillt allerdings aufgrund der Unwahr-
scheinlichkeit dieses Prozesses bei hochverdiinnten Plasmastromungen nicht ins Gewicht.

Umfangreiche Untersuchungen hinsichtlich der numerischen Eigenschaften von DSMC-Verfahren
wurden durchgefiihrt. Die inhédrente Trennung von Bewegung und Stof fiihrt zu zeitlichen Fehlerord-
nungen, die je nach verwendeten Testf#llen und zugrunde gelegten Funktionalen O(At) oder O(At?)
betragen. Eine Untersuchung der deterministischen Fehler aufgrund der rdumlichen und zeitlichen
Diskretisierung der Kollisionsprozesse zeigt eine quadratische Abhéngigkeit von der rdumlichen und
zeitlichen Diskretisierung.

Als weitere kollisionsbasierte Interaktionsart wurde ein Fokker-Planck-Loser implementiert, welcher
im DSMC-Loser eingebettet ist. Der FP-Loser simuliert die Coulomb-Kollisionen auf Basis eines
kumulativen Streuwinkels. Hier wurde die Verifizierung anhand von analytisch bekannten Lang- und
Kurzzeitlosungen durchgefiihrt. Im ersten Fall wurde ein Elektronenstrahl in eine Ionenwolke ge-
schossen, im zweiten Fall in eine Elektronenwolke.

Die Kopplungsbestrebungen im Zusammenhang mit einem PIC-Loser motivierten die Untersuchung
des numerischen Heizens des FP-Losers. Es hat sich gezeigt, dass der numerisch bedingte Beitrag
zur Verletzung der Energieerhaltung sehr gering ist. Vielmehr wird die Qualitéit der Energieerhaltung
beim Gesamtverfahren durch die rdumliche Auflésung sowie durch die Teilchendiskretisierung do-
miniert. Der Zusammenhang zwischen diesen Eigenschaften ist von nichtlinearer und instationérer
Natur und aktuelles Forschungsthema.

AbschlieBend wurde anhand zweier gekreuzter Teilchenstrahlen die elektronenstoBinduzierte Ioni-
sation von Atomen im Grundzustand demonstriert. Zu Gunsten der Darstellbarkeit der physikali-
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schen Phianomene hat nur der DSMC-Loser einen Beitrag geleistet. Besonders bei komplexen Pro-
blemstellungen sind die visuellen Darstellungsmdoglichkeiten eingeschrinkt. Hier sind weitergehen-
de Forschungsarbeiten auf dem Gebiet der Visualisierung notwendig, da das Wechselspiel zwischen
Feldeffekten, Teilcheneigenschaften und chemischen Prozessen besonders im Fall eines hochgradig
instationdren Prozesses nicht durch die Mittelung makroskopischer Gréen vereinfacht werden kann.

In zukiinftigen Arbeiten sollte die Modellierung des Coulomb-Querschnittes, welcher in die Berech-
nung der Elektron-Schwerteilcheninteraktionen eingeht, verbessert werden.

Weitere Arbeiten auf dem Gebiet des DSMC-FP-Losers konnen im Bereich der Strahlungsmodel-
lierung liegen. Zumindest die Rekombinationsstrahlung ist mit einem geringen Aufwand ebenfalls
zu berechnen, da die zentrale Datenstruktur bereits existiert. Dazu zihlen auch die Algorithmen zur
Berechnung der instantanen Photorekombinationswahrscheinlichkeit.

Zur Simulation typischer plasmatechnologischer Anwendungen ist die Datenbasis hinsichtlich der
Argonquerschnitte zu erweitern. Hierzu existieren in der Literatur eine Vielzahl an Informationen
hinsichtlich der Modelle sowie Genauigkeiten. Denkbar ist auch die Entwicklung und Implemen-
tierung eines Algorithmus zur Bestimmung spontaner Emissionswahrscheinlichkeiten. Dies wiirde
Strahlungsuntersuchungen als Funktion variabler Elektronenverteilungen ermoglichen.

Ebenfalls zu empfehlen ist eine Verbesserung des Kollisionsmodells. Die Beriicksichtigung der raum-
lichen Verteilung der Teilchen in der Zelle wiirde nicht nur den statistischen Charakter des DSMC-
Verfahrens reduzieren, sondern auch den rdumlichen Auflésungsbedarf verringern.

Der Vergleich mit dem Experiment ist unverzichtbar fiir die weitere Entwicklung des PIC-DSMC-FP-
Gesamtverfahrens. Ein moglicher Ansatz sind Teilchenstrahlexperimente, was allerdings aufgrund
der Vorwirtsstreuung von hochenergetischen Elektronen die Implementierung eines geeigneten ani-
sotropen Streugesetzes im DSMC-Loser verlangt. Ein weiterer Ansatz beruht auf der Simulation
von lonentriebwerken, was allerdings noch die Modellierung der Ladungsaustauschreaktion sowie
der Atom-Gitter-Erosion erfordert. In weiteren Schritten kann unter Verwendung eines instationiren
PIC-Losers die erste vollkinetische Simulation der Entladung in einem gepulsten Plasmatriebwerk
durchgefiihrt werden.
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A. Nutzliche Integrale

Folgende Beziehungen sind fiir Rechnungen in der theoretischen Gaskinetik niitzlich:

I, = /Ux exp (—va)dv,
=0

hat die Ordnung = mit y = m/(2kgT). Die allgemeine Losung lautet

(1+x>
1 1 9 1+
[x:_ r ’

(A.1)

(A2)

wobei I' die Gammafunktion darstellt. Mit den in Tab. A.1 zusammengefassten Wertzuweisungen

lassen sich Losungen fiir x = 0, 1, .., 7 schnell ermitteln. Fiir a = —oco muss Gl. (A.2) um den Faktor

(14 (—1)") erweitert werden.

= 1/2 1 3/2 2 5/2 3 7/2 4
T'(z) 7@ 1 7/2 1 3J7/4 2 15,7/8 6

Tabelle A.1.: Tabellierte Gammafunktionswerte.
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B. Tabellierte A(T)-Funktion

B. Tabellierte A(7)-Funktion

Die tabellierten Wertepaare sind Ref. [30] entnommen und implementiert worden.

T

A

T

A T A

0.01
0.02
0.03
0.04
0.05
0.06
0.07
0.08
0.09

100.5
50.50
33.84
25.50
20.50
17.17
14.79
13.01
11.62

0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

10.51 1 1.207
2.516 2 0.4105
3.845 3 0.1496
2.987
2.448
2.067
1.779
1.551
1.363

Tabelle B.1.: Tabellierte Werte fiir A(7) mit 0.01 < 7 < 3.
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C. Verwendete Simulationsparameter

Aus Griinden der Reproduzierbarkeit sind in diesem Abschnitt alle relevanten Simulationsparameter
fiir die unterschiedlichen Rechnungen aufgelistet.

ro / m ma, | kg e/ J a/— g/ —
3.42-10719 6.64-107%6 1.71-1072' 3.67779 2.82673

Tabelle C.1.: Parameter fiir die Verifizierung des verallgemeinerten Starrkugelmodells.

n/m™3 Vet /— Ya/— At)s N/— Fyn/— T/]kK
3.6 - 107t 0.05 0.90 10719 3.6-10° 10 20 — 50

Tabelle C.2.: Parameter fiir die Verifizierung des Kollisions- und Reaktionsmodells.

n/m=> U [ — At /s N/— T./]K E,o/eV
2.10'8 0.5 2.79-1077 2-10° 1 30

Tabelle C.3.: Parameter fiir die Verifizierung des Fokker-Planck-Losers am Beispiel Elektronenstrahl
in Ionenwolke.

Nt)s Tg/eV E.o/eV
3.04-1077 2 100

Tabelle C.4.: Parameter fiir die Verifizierung des Fokker-Planck-Ldsers am Beispiel Elektronenstrahl
in Elektronenwolke.

n/m>3 V.o /- At /s N/— Fgn/— T/kK Tter
210 0.5 1.43-1072 2.10* 216 50 10°

Tabelle C.5.: Parameter fiir den Fokker-Planck-Energieerhaltungstest.

ve /mst worp/mst T)K Faun,/— At]s
5. 106 103 300 10t 10713

Tabelle C.6.: Parameter fiir die Simulation der gekreuzten Teilchenstrahlen.
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D. Verallgemeinerte Darstellung der Ratenkoeffizienten

D. Verallgemeinerte Darstellung der Ratenkoeffizienten

Die nach Arrhenius benannte Darstellung der Ratenkoeffizienten beschreibt die Temperaturabhingig-
keit der Rate. Nur diejenigen Teilchen haben das Potential chemisch zu reagieren, die auch iiber eine
Mindestenergie verfiigen. Nach der StoBtheorie und der Transitionstheorie kann der Ratenkoeffizient
dargestellt werden in der Form

E,

k(T) = D(kgT)™ exp (— ) (D.1)
kg

Darin beschreiben D, E, und m eine Konstante beziiglich des Sterik- bzw. Wahrscheinlichkeitsfak-

tors [66, 144], die fiir die Reaktion bendtigte Aktivierungsenergie sowie einen theorie- und reaktions-

abhidngigen Wert gemil Tab. D.1.

Arrhenius-Modell m
Klassisch 0
StoBtheorie 1/2
Transitionstheorie 1
Exp. Fit -1.5<4

Tabelle D.1.: Zuordnung m-Wert und Arrhenius-Modell.

Beim klassischen Arrhenius-Modell verschwindet der temperaturabhingige pria-exponentielle Faktor.
Da die Variation von m relativ klein und der exponentielle Term deutlich sensitiver ist geht man
davon aus, dass die Theorien konsistent sind. Da jedoch Stof3- und Transitionstheorie unterschiedliche
Aspekte einer chemischen Reaktion beschreiben, ergénzen sich die Theorien, ohne den m-Parameter
theoretisch ermitteln zu konnen.

Nach [142] beruht jede der Darstellungen des Ratenkoeffizienten (D.1) in Verbindung mit Tab. D.1
auf der Verwendung eines Starrkugelmodells bzw. auf Interaktionspotentialen kurzer Reichweite.
Durch Anwendung des Konzeptes der Kollisionsstirke als Mal fiir die Stirke eines Stofes kann die
Darstellung des Ratenkoeffizienten auf langreichweitige Interaktionspotentiale erweitert werden:

Hmin

k(T) = D(kgT)~*°T | a, : (D.2)
kgT

Hierin beschreiben I' und H,,;, eine unvollstindige Gammafunktion sowie eine Energie, die im

Fall der Stof3theorie der Aktivierungsenergie £ 4 und im Fall der Thomson’schen Ionisationstheorie

der Ionisationsenergie [£; entspricht. Fiir langreichweitige Interaktionspotentiale wie dem Coulomb-

Potential ist « = —1. Fiir das Starrkugelmodell (« = 1) reduziert sich die unvollstindige Gamma-
funktion zur Exponentialfunktion, d.h. I'(1, H,;,,/(kT)) = exp (—Humin/ (ksT)).
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