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Einleitung

Zur Schétzung der Nullstelle ¥ einer unbekannten Regressionsfunktion f : R — R,
deren Funktionswert f(X,,) an der Stelle X,, nur mit einem zufélligen Fehler V,, mittels
Y, = f(X,) — V,, beobachtet werden kann, schlugen Robbins und Monro (1951) die

Rekursion

Xn+1 =X, — gan
n

mit einer Schrittweite a > 0 vor [24]. Dieses Verfahren wurde seitdem in die ver-
schiedensten Richtungen verallgemeinert, und die dabei entstehenden stochastischen
Prozesse zahlreichen Fragestellungen unterworfen. Viele Referenzen dazu findet man
in den Ubersichtsartikeln [25], [29] und den Monographien [11], [16].

Ein zentraler Grenzwertsatz fiir (X,,) gibt Auskunft iiber die Konvergenzgeschwin-
digkeit des stochastichen Prozesses, nicht jedoch iiber die Konvergenzgeschwindigkeit
der zugehorigen Wahrscheinlichkeitsmafle. Renz zeigte, daf§ fiir den Robbins-Monro-
Prozefl ein Grenzwertsatz vom Berry-Esseen-Typ gilt [22]. Hinsichtlich der Konver-
genzgeschwindigkeit der Uberdeckungswahrscheinlichkeiten von Konfidenzintervallen
fiir den unbekannten Parameter 9 liefern diese Resultate jedoch nicht die theoretisch
erreichbaren Raten.

In der vorliegenden Arbeit werden Edgeworth-Entwicklungen des Robbins-Monro-
Prozesses vorgestellt, welche eine Approximation der Verteilungsfunktion mit Restter-
men der Ordnung o(1/4/n) und o(1/n) ermdoglichen.

Ausgehend von einer Idee von Walk [28] zur linearen Approximation des Robbins-
Monro-Prozesses wird die Rekursion in eine Summe von Multilinearformen in den Be-
obachtungsfehlern V,, aufgelost. Die Giiltigkeit dieser Darstellungen wird in Kapitel 1
fiir quasi- und sublineare Regressionsfunktionen nachgewiesen.

In Kapitel 2 werden die Entwicklungen der ersten vier Kumulanten der Darstel-
lungsformen ermittelt. Dadurch ist die Form der Edgeworth-Entwicklung bereits fest-
gelegt. Die dort gefundene asymptotische Entwicklung der Verzerrung koénnte auch
fiir weitere stochastische Approximationsverfahren von Interesse sein, da sie eine Kor-
rektur des rekursiven Schétzers erlaubt.

Zum Nachweis der Giiltigkeit der Edgeworth-Entwicklungen der Darstellungsfor-
men mit Resttermen der Ordnung o(1/4/n) und o(1/n) werden in Kapitel 3 die Me-
thode der charakteristischen Funktionen und das Smoothing Lemma von Esseen ver-
wendet. Der Beweis baut auf Ideen von Helmers [15], Callaert, Janssen und Veraver-
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FEinleitung 4

beke [7] und Bickel, G6tze und van Zwet [6] auf, die Edgeworth-Entwicklungen fiir L-
und U-Statistiken untersucht haben.

In Kapitel 4 werden diese Ergebnisse auf den Robbins-Monro-Proze angewendet.
Damit kann die Uberdeckungswahrscheinlichkeit von Konfidenzintervallen fiir ¢ mit ei-
nem Restterm der Ordnung O(1/n) angegeben werden. Weitere Folgerungen betreffen
Cornish-Fisher-Entwicklungen der Quantilfunktion und eine Edgeworth-Korrektur der
Verteilungsfunktion. Schliefllich wird beschrieben, wie der Prozel (X,,) durch einen
in Potenzen von 1/4/n und einer normalverteilten Zufallsvariablen definierten Prozef3
stochastisch entwickelt werden kann.

Ich bedanke mich sehr herzlich bei Herrn Professor Dr. H. Walk fiir seine grofiziigige
Forderung, fiir Korrekturhinweise zur Schluifassung dieser Arbeit und fiir die Erstel-
lung des Hauptberichtes. Prof. Dr. V. Bentkus, Bielefeld, und Prof. Dr. V.V. Ulyanov,
Moskau, danke ich fiir ihre Diskussionsbereitschaft. Bei Prof. Dr. V. Fabian, East
Lansing, und Prof. Dr. U. Herkenrath, Duisburg, bedanke ich mich fiir ihre Arbeit als
Mitberichter. Frau R. Teichmann danke ich fiir den sorgfaltigen EXTRX-Schriftsatz.



Kapitel 1

Nichtrekursive Darstellungen des
Robbins-Monro-Prozesses

1.1 Nichtlineare Robbins-Monro-Prozesse

Nach Robbins und Monro (1951) kann die Nullstelle ¥ einer unbekannten Regressi-
onsfunktion f : R — R, deren Funktionswert f(X,) an der Stelle X,, nur mit ei-
nem zufélligen Fehler V,, durch Y, = f(X,) — V,, beobachtbar ist, rekursiv mittels
Xny1 = X, — 2V, geschétzt werden [24]. Hierbei ist a > 0 eine geeignet zu wéhlen-
de Schrittweite. Im folgenden soll der durch diese Rekursion definierte stochastische
Prozel (X,,) unter den folgenden Annahmen untersucht werden.

Voraussetzung 1.1 (Robbins-Monro-Prozef). Die Regressionsfunktion f : R —
R sei meffbar; V, Vi, Vs, ... sei eine Folge unabhdngiger identisch verteilter reeller Zu-
fallsvariablen mit EV = 0, EV? = ¢ und, fiir ein gewisses m > 2, E|V|™ < oo; X3
sei eine reelle Zufallsvariable mit E|X;|™ < oo. Fir ein festes a > 0 definiere die
Rekursion

Xnir = Xo = (f(Xa) =Va), nEN,

den stochastischen Prozef§ (X,,).

Um geeignete nichtrekursiven Darstellungen zu erhalten, miissen an die Regressi-
onsfunktion f noch Regularitdtsbedingungen gestellt werden. Diese betreffen sowohl
das lokale Verhalten von f in einer Umgebung der Nullstelle ¥ als auch das globale
Verhalten von f.

Voraussetzung 1.2 (lokale Glattheit). Fir die mefibare Funktion f : R — R sei
mindestens eine der drei folgenden Bedingungen erfillt: es gibt ein 6; € (0,1], i €
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{1,2,3}, und reelle Zahlen A, B, C' und 9 mit
(Rits))  flz) = A(z =) + O(|x — 9]"**),

(Row)  f(a) = Alw =)+ 5 (e =0 + Olf — 012**),
2w =0 + (e~ 0) + Ol — 9.

(Rass,)  J(a) = Ale =) + :

Voraussetzung 1.3 (Quasilinearitét). Fiir die meffbare Funktion f: R — R gelte

3 v K|z — 9| <sign(z —9) - f(x) < Kalx — 9.

JeER  0<Ki1<Kz<oo z€R
Voraussetzung 1.4 (Sublinearitét). Fir die mefibare Funktion f: R — R gelte

3 3 v 3 v a <sign(z — 1) - f(z) < K|z — 9.

9eR  K>0 >0 oa>0 |z—9>e

Der Graph einer quasilinearen Funktion verlduft also zwischen zwei sich in (z,y) =
(9,0) schneidenden Geraden mit positiver Steigung. Der Graph einer sublinearen
Funktion verlauft zwischen der z-Achse und einer diese in (1, 0) schneidenden Geraden
mit positiver Steigung. Dariiberhinaus mufl der Graph auflerhalb eines noch so kleinen
Intervalls um x = 1 von der z-Achse einen positiven Abstand haben. Offensichtlich ist
jede quasilineare Funktion auch sublinear. Sublineare Funktionen kénnen beschrankt
sein; quasilineare Funktionen sind jedoch immer unbeschénkt.

Zur Herleitung von zentralen Grenzwertsétzen fiir stochastische Approximations-
verfahren schlug Walk vor, die Rekursion in eine nichtrekursive Darstellung aufzulésen
und diese dann durch ein gewichtetes Mittel L; der Beobachtungsfehler Vi,...,V,, zu
approximieren [28]. Um dariiber hinausgehende Entwicklungen der Verteilungsfunk-
tion zu erhalten, mufl der Prozefl mit einer hoheren Giite approximiert werden. Dazu
werden zur Linearform L, noch Bilinearformen (), oder auch Trilinearformen K, in
den Beobachtungsfehlern Vi, ...V, hinzugenommen, welche den nichtlinearen Cha-
rakter der Regressionsfunktion widerspiegeln. Hierzu definieren wir

1 n
L, =— (Vi
= D)
L 15" (1)Vi
n-— — Un(2) Vi,
niil

Q= 3 S w (G RV,

j=1 k=1

j=1 k=1 I=1

X
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mit den in Voraussetzung 1.1 genannten unabhéngigen wie V' verteilten Zufallsvaria-

blen Vi, V5, ... und mit Koeffizienten ug (i), un,(i), v,(j, k) und wy(j, k,1), gegeben
durch

%)QA—l (1+ (%_ 1) aA(a;l—l)) 7

w(]kl):ag ]_kl aA—1 B;Q k\/l —aA ]\/k\/l —aA_l
R n3 242\ n n
B2 C ivEVE) T
- — 4+ — z —1 ,
4A2 124 n

wobei i, 7, k,l € {1,... ,n}. Diese Gewichte hingen durch A = f'(9), B = f”(9) und
C = f"(¥) von den Ableitungen der Regressionsfunktion f an der Stelle 9 ab. Das
Gewicht wy, (7, k, 1) ist nicht symmetrisch in den Argumenten 7, k, [; es kann aber durch
das in (3.11) definierte symmetrische Gewicht wg (4, k, ) ersetzt werden.

In den Abschnitten 1.2 und 1.3 wird der Robbins-Monro-Prozef (X1 — ) durch
Summen von linearen, quadratischen oder auch kubischen Termen

Sn ::LZ"i_Qrm

approximiert.
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1.2 Darstellungen bei quasilinearen Regressions-
funktionen

Der erste Satz gibt eine Entwicklung des Robbins-Monro-Prozesses in eine Summe der
in Abschnitt 1.1 definierten Linear- und Bilinearformen an. Die Abschétzung (1.1)
wird in Abschnitt 4.1 von besonderem Interesse sein.

Satz 1.1. Seien 63 € (0,1] und p > 1. Unter Voraussetzung 1.1 fir m = 2p(1 + 62),
1

Ry.s,) in Voraussetzung 1.2, Voraussetzung 1.3, aKy > 5 und aA > 1 gilt
+62 g g D) g

Xppn —0=L, +Q,+ A,

mit B|A,|P = O(n_p(“““¥)(log n)pl(‘“‘zﬁ)). Falls p > 2(a+—1) Y é, gilt
(1.1) 3 Vv P (|\/EA | > 5’n—%‘6) =0 L
. e>0  €>0 "= N \/ﬁ .

Wird die Diagonale aus der symmetrischen Matrix (v, (7, k))1<jr<n entfernt, 1&8t
sich folgende Variante von Satz 1.1 formulieren:

Korollar 1.1. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.1 gilt

1 n i aA-1 1 n j—1 agB ]k aA-1 ] —aA
X o= A ST Sl (R 1— (2 ,
o () ez PR (- () ) e
1 a®*Bo?
n 2(aA—1)(2aA —1)

mit B[P = O(n #0452 1og nyri(s4=552) ).

Bemerkung 1.1. Offensichtlich sind die Erwartungswerte der Linearform als auch
der Bilinearform in der obigen Darstellung gleich Null. Die Existenz des asymptotisch
verschwindenden Bias-Terms —% % 18t sich anschaulich begriinden. Ist
z.B. B = f"(¥) > 0 und n hinreichend grof}, so werden die Pfade von (X, X11,...)
um die Nullstelle ¥ fluktuieren. Fiir ein kleines € > 0 wird dann E(X,11 — X, | X, =
¥ +¢€) (< 0) betragsméBig grofer sein als E(X,41 — X, | X, = 9 —¢) (> 0). Dies
wiirde zu einem negativen Bias fithren.

Der folgende Satz gibt eine Entwicklung des Robbins-Monro Prozesses bei zu-
grundeliegender quasilinearer Regressionsfunktion in Terme bis zu 3. Ordnung (in ﬁ
beziiglich Op) an. Wir verwenden wieder die in Abschnitt 1.1 definierten Multilinear-
formen L,, @, und K,. Die Abschétzung (1.2) wird in Abschnitt 4.1 zur Herleitung

von Edgeworth-Entwicklungen des Robbins-Monro-Prozesses benétigt.
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Satz 1.2. Seien 63 € (0,1] und p > 1. Unter Voraussetzung 1.1 fir m = 2p(2 + 63),

Rs.s,) in Voraussetzung 1.2, Voraussetzung 1.3, al, > + und aA > 2 gilt
3 2 2

3+
mit B|A,|P = O(n—p(aA/\@) (logn)pl(aAfT&)). Falls p > (114—;?)/2 V %7 gilt

(1.2) 3 v PQV%AA;zgn”—ﬂ——o(l>.

e>0 e’>0 n

Bemerkung 1.2. Die vier Terme der Entwicklung in Satz 1.2 verhalten sich wie
Op (n_l/Q), Op(n7'), Op (n_3/2) bzw. op (n_3/2).

Lemma 1.1. Sei A > 0. Dann gilt gleichmdfsig fir alle i,n € N mit 1 <i<n

T1(-2) = () (1+ (2~ ) 2472 4o 2)).

Beweis. Unter Verwendung der Gammafunktion erhilt man fiir alle ¢,n» € N mit
A—-1<i<n

(1.3) II(1_§>_JvH D+ 1-A)Ti+1-4)

J ﬁ . IF'n+1)/T(i+1)

j=it1

j=it1
Nach [2], Seite 304 ff, gilt fiir z > 0

1 Qi (t
logF(z)—(z—§>logz—z+’y+/ 1()dt,
0

z+t

wobei v die Euler-Konstante ist. Dabei kann fiir das Integral die folgende Abschitzung
gezeigt werden:

=

rou . 11
dt— — = <=
IEO ZYO /z—i—t 12 2| = 23
0
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Damit folgt

'+ 1)(n+1—A)
log (F(n TG +1— A))

o1 . . = ()
= — 11 1) — 1
(z+2> og(i+1)— (i + )—l—’y—l—/o i—l—l—l—tdt
1 ()
- “ )1 1 )—y— [ Y
(n+2> og(n+1)+(n+1)—~ /O n—l—l—i—tdt
1 , . * ()
——A|l 1—A)— 1-A _
{(z+2 )og(z—i— )— (i + )—l—’y—l—/o i+1—A+tdt

— (n—i—l—A)log(n+1—A)+(n+1—A)—’y—/OOOQl—(t)dt}

2 n+1—A+t

= A(log(i + 1) —log(n+ 1)) + (2 + % - A) (log(i+1) —log(i+ 1 — A))

— (n—l— % —A) (log(n +1) —log(n +1— A))

+1 1 1 1 N 1 R
12\i+1 n+1 +1—-A n+1—-A

i1 1 A
_ Al (it =—A)log (1 - 2
Og(n—i—l) (Hz )Og( z’—l—l)
1

1 1
+E((n+1)(n+1—A) - (¢+1)(¢+1—A)> T

wobei R = O(}3 + % + (i+11_A)3 + (nHl_A)g) = O(Z%) . Mehrfache Anwendung des
Satzes von Taylor liefert

'+ 1)'(n+1—A)

F'n+1DI'(i+1—-A)

_(;:D (1_¢f1> - )(1 i>+2
ep@( +1><n1+1—A>>eXp( é( 1 zl+1—A>>eXp(O(¢%>>
e (iatof3) o (1-30(2)
(Ao 3)) (o)
(o) (-ziro(7) - (1+o(7))
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0o

Mit (1.3) erhalten wir im Fall A—1<i<mn

I(0-5)=G) (G o(z))

Falls 1 <i < A—1 < n vorliegt, gilt fiir ip = [A — 1]

T0(-5) = I(-5)- 1L (-5)

o) o[())-('of2)

Damit ist die Behauptung des Lemmas gezeigt. 0

Lemma 1.2. Es seip > 2. Fiir unabhdngige identisch verteilte reelle Zufallsvariablen
V,Vi,Va,... mit EV =0 und E|V|P < oo gilt

O(nw® ), falls b> -1
=S O((ogny?),  fails b=~}
O(mr®3)),  falls b< -}

p

E

n
§ itV;
i=m

2

Beweis. Mit Rosenthals Ungleichung [19] folgt

n p n n 12_7
e[y < (3 (32)
i=m j=m i=m
ntPtl o falls bp > —1 nZHOP2 0 falls b > -3
=0(1){ logn, falls bp=—1 p +O0(1){ (logn)?/?, falls b= —1
mPPtt o falls bp < —1 m@ e falls b < _%
PG falls b > —3
=0(1) 4 logn, falls = —%
mPOH/2 0 falls b < —1
und damit die Behauptung des Lemmas. O

Bemerkung 1.3. Fiir bp > —1 (d.h. b > —1/p > —1/2) liefert die Momentenunglei-
chung fiir Martingale in [10] dieselbe Rate.
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Lemma 1.3. Seien p>1,a>0,9 € R und f: R — R eine meffbare Abbildung mit
3 v K|z — 9| <sign(z —9) - f(x) < Kalx — 9.

0<K1<Ko<00 zeR
Fiir die Zufallsvariablen X1, V1, Va, ... gelte E|X;|P < oo und E|ﬁ Yo VilP=0(1).
Ist K > 21—(1, so erfillt der durch

definierte stochastische Prozef
ElVn(X, — 9P = O0(1).
Beweis. O.B.d.A. seien ¢ = 1 und ¥ = 0. Durch

4 LX) - falls X, #0
! Btlo - falls X, = 0

wird eine meflbare Abbildung definiert, fiir die K; < A,, < K> auf € gilt. Vollstandige
Induktion und partielle Summation liefern

Xn+1—H(1—%)X1+%HZZVi

k=1

i=1 k=i+2 =1
Fiir die Produkte gilt
n [K2] n
A Ay Ag
1—— || = 1——||- 1——
10 -5%) = 0-5)) 11 0-%)
k=j k=j k=[K2]+1
n Kl n Kl ] Ky
<o 1 (3) =eIT(-7) =<(0)
k:[K21+1 k':]

mit einer von j und n unabhéngigen Konstanten c. Damit erhalten wir

—l—ﬁiO(%)Kl Vi (E Zvj

—o+o( 1 Anl (%)K_ (E p>; —o(1),

daK1>%. [l

1

B =
S =

(8 vixoal')? < viio( 1) @i

1 n
I

1
p);
i

1
Vi

J=1




1.2 Darstellungen bei quasilinearen Regressionsfunktionen 13

Lemma 1.4. Seien p > 2, A > 1 und V,V1, Vs, ... unabhdngige identisch verteilte
Zufallsvariable mit EV =0 und E|V|P < co. Dann gilt

E Z Z kD (kv D)WY,

k=1 I=1

p

= o(#(t=1v3)).

Beweis. Wir definieren die Zufallsvariablen R; und S; durch

zi: Z AR A

k=1 I=1
_ zz:zz:(kl)A—l (\/H)_A Vkv+i:i: ki) ( kv~ (\/H)_A> ViVi
k=1 I=1 k=1 I=1
i 2 i k-1
k=1 k=1 1:1

Wegen E(S; | Vi,...,Vie1) = Si—1 f.s.ist (S;) eine Martingaldifferenzenfolge beziiglich
(F(Vi,... ,Vi_1)). Fiir das durch & = S; — S;_y = i3~ 3201 A1 (i—% - z—%) ViV
definierte Martingal (&;) gilt

=Bl&l < BV - @G VB Y 15

:O(Z’p(é—l)) ,O(Z'p(é—%)) _lol(ip(A—%))

nach Lemma 1.2. Wegen I'; Z Y= O(z’p((A_%)VO)) sichert die Momentenun-
gleichung fiir Martingale in [10]

E|Si|F = ( ’2—’) T, — O(ip((A_l)V%)) .

Eine weitere Anwendung von Lemma 1.2 liefert mit

2p

E |R’L|p 1‘/k _ (Zp(A—l))

die Behauptung des Lemmas. 0

Beweis von Satz 1.2. 0.B.d.A. kénnen wir ) = 0 und a = 1 (also A > 3) annehmen.
Durch

o LX) falls X, #0
" A, falls X, =0
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wird eine Zufallsvariable A,, definiert, fiir die wegen (Rs.s,)

B
An— A= Ko+ % 2, 0(|Xn|2+53)

gilt.
Mit vollstdndiger Induktion ergibt sich

1 1 1 1
n n n n

A 1 1
= (1——>Xn+—m——(An—A)Xn
n n n

k=1 i=1 k=i+1
1< A\ /i\'B 1<~ 2 A\ i\t C
2 1l (-5) () s X1 (-7)(;) &«
i —i+1 i=1 k=i+1
L A i
a2z Al (-3) () e(wr)
4
:;ZTM
j=0

Abschdtzung von Ty ,. Mit Lemma 1.1 ergibt sich

n

E [Tyl < (H

k=1

A
1— =
k

p
) E|XiP =0(n?).

Entwicklung des linearen Terms T} ,. Unter Beachtung von Lemma 1.1 erhélt man
1< & A\ i\
- 1= -~ Vi
I3 ()

) (o) ()
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wobei fiir A, = 2 3~ (%)A_l O(i7?) V; nach Lemma 1.2 gilt

=1
p

FE |An|p = O(’)’),_pA) E vA—3‘/i _ O(n—p(A/\g)(logn)pl(A:g)) .

Entwicklung des quadratischen Terms T5,. Mit Lemmata 1.1 und 1.3 gilt

n A N\ A . —1B p

10-4)- )] 2

A k n n 2

k=i+1

1 i A-1 1 p 1 i A-1

2 A ol=)x2 == - oG 2 (E

n2@ (0] =l () e
ZZA 3 = (n_p(AAQ) (log n)pl(A:Q)) .

Es geniigt deshalb, statt 75, den Term —- Z ( )A 'B 5 X; 2 7u entwickeln.

Im n&chsten Schritt zeigen wir, daf in dem letztgenannten Term die Zufallsvariable

X; = H(1—%>X1+§ﬁ (1——) ) iﬁ (1——)152(2

J=1 k=j+1 J=1 k=j+1

1 n
2

=1

E

B =

.

_pA

i—1 -1

1 (-0
1 J
durch
i-1 -1 i-1 -1
= AN 1 A\ 1B _,
S IR R () T
ersetzt werden kann. Mit der Schwarzschen Ungleichung folgt ndmlich

p < (E ~Z 2p> 2 (E ~Z 2p> 2 e ab = O(i_p¥) 7

da mit Lemma 1.3
2p % i—1 -1 1
246
vol B> IT (1-7) o)

i—1
H(l_é> X1

k
k=1 j=1 k=j+1
=0 ‘—pA : 19, ] 4 ._1_2t63 E fX (2+63)2p % P
~ot )+;(2>] ( iX; )

E)Xf—f(f

[SIE

2p
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o +O<_AZ] )
)=o)

= 0@ + 0(i™"

wegen A > 1+ i , und

b; < O((E 2X,7)? + (E )Xi ~X;

g) ) — o) + o) = o(i7%).
Also ergibt sich

n N\ A—
lz 1 15(;(2_5(2)
n < \n 2\ ‘

p

1y (_>O(—)
ni:l n

= O(n‘mmﬁ) (log n)pl(A M)) .

Daf} in der Definition von )?z die Zufallsvariable X; durch

ersetzt werden kann, 148t sich mit der Holderschen Ungleichung aus

S ()5 (5[ -2 (0 5)

J=1 k=j+ j=1 k=j+1
( iﬁ ( )35 xX:-x pq>;
AL ja It T
o (B Teml) " + (B2 Ter) )
- O(rﬁ&s) O(z’—’%) _ O(i_pT)

schlieflen, da

2|P

E

2
J

Pq < (E}XJ _ijpq)% ~O(1) ((E|2Xj|2pq)% + (E}XJ _Yj}zn(J)?)

E)XJ?—Y
=: dej = O(]—pq +6 )

2pq

E

> 1 11 (1 N _> %O(|Xl|1+63)

=1 k=l+

N[
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=0 ™) +0 (j—A > z*l—#)
ol ) = ol )
und
4 < oW {(E1XP7)* +0(e)} = 0 {i

und da

ofR
_l’_
<.
-
+
>
<
——
o)
VRS
<
|
wg
N———

U=

(E I[ 1. Term] | )

i—1 N A P\ q i—1 N\ A 1 pd'\ a
—o({ [E]S (%) v, + 2] (%) 3)(; _ O(r%)
j=1 J=1

und (E|[2 Term]| |pq/)7 = O(i_g). Fiir ¢ wihlen wir %3 und damit ¢’ = A3 =

2 4+ 63. Man beachte, dafl unter den Voraussetzungen des Satzes das Lemma 1.3 die
mehrmals verwendete Momentenbedingung F|/7X;|??%%) = O(1) sichert. Daraus
folgt schliefflich

) (- (BI85 (- 20)

J
n p
<0 (n‘A ZiA_l_@> = O(nﬂﬂm@) (log n)pl(Azggés)) )
i=1

Hinsichtlich T ,, geniigt es also, den Ausdruck

n . i-1 i1 -1 j—1 2
() R (-g) (- (S I (-1 )
——Z — 1—— V}—— 1—— |-V
n i=1 n j=1 k=541 2 =1 k=Il+1 k !
. . 2
1n ’iA_lB i—1 -1 A 1
S —— - - 1—-2) 2w,
() FR I (-5)5
1n A—1
+= (3) B
n n

1
J
i-1 i—1 AN 1 B =1 j—1 AN 1 2
1)y = 1—223)Z
> 11 (-7)33 (X 11 (-7) 1)

9|P

2
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SRR CDEELDM

J=1 k=j+1

2

=i On1 + Sn,2 + Sn,?)

zu entwickeln.
Zur Entwicklung von S, ;. Weil

i(%) iﬁ(l——>—j

i=1 j=1 k=j+1

! (%) BB Term) - [2. Term] )% - (E|[1. T + [2 T.]|2p)ﬁ>

n 4 2
1 i—1 -\ A—1 1
-y (‘1> 0(—.) Vi
i \d J

1 n . A—lB
(1 (1) Bz
n = n 2

() oo ) - ofrmrn )
=1

21P

Lo

Jj=1

&
S

IN
|

P
2p

mit Lemmata 1.1 und 1.2, betrachten wir

1 n 'l A—lB 1i—1 ] A—1
;Z(5> 3 22(2)

S

?
[ j=1 k=1
n—1 n—1 n—1
1 a1 B _
= <yk>‘“5< <z+1>‘“>vgvk
j=1 k=1 i=jVk
n—1 n—1 . A—-1 . —A
1 7k B JVEk
FEE () () )
j=1 k=1
n—1 n—1 . A—-1
1 Jk B
+ E (E) §A] k,n‘/J‘/k ’
7=1 k=1
wobei A, = % ZZ vk ( = ) A % ((%)_A ) Unter Verwendung des Tay-

lorschen Satzes gilt fiir m = j V k

1 e S ()T RO )
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= ( zn: A1 % (m~ — n_A)>

i=m-+1
A(Xn: P4 Z / A= 1dt>
i=m+1 i=m+1 7171
= nA Z O(i_A_2
i=m-+1

Also ist das p-te absolute Moment des letzten Summanden in der vorletzten Glei-

chungskette gleich

1 1o 1n—1 jk A-1 P
A —A-2
XY (B) o Y o
j=1 k=1 i=jVk
1L A L& i a1 72°
_ -—1 ]
B (5) oo >[22(2> v
=1 Jj=1 -
1ol A 2\ 7
n n

Damit ergibt sich

Z Z 94 (]k>A 1 (1 - (‘%) _A> ViVi+ Ops (n_(AAQ) (log n)1<A:2>) .

7=1 k=1

Zur Entwicklung von S, 2. Fiir

S (EOK

1 (EHIOR (o (ERION]

folgt unter Verwendung von Argumenten zur Entwicklung von 7}, ; und S, 1
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o= (£ (o))
EEESET (")
220 (20 ))
AL k

(EO ) (£070 (20
(RO Q) o () ) )

=Y + A+ Do

Mit der Holderschen Ungleichung ergibt sich fiir ¢ = 3 und ¢’ = %

1
3p) 3

FEO e (26

Jj=1

() oy

j=1

E A" < (E

i1 3p\ 3
= (i > oG,
j=1
i1 j B\ W)
'i_A Z O(j_A_2) E Z ZA—IW
j=1 =1
1 i—1 p
_ O(,l'—?)pA—f—?)p(A—%)) 5.0 (Z._A Zj_A_z+z(A—§)
j=1

i—1 P
—B\ —A CA—3
O (z ) O (z ;] )
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)

Ahnlich wie eben zeigen wir

i—1 N A—1
1 1
Iy (J) o() v,
i\ 7

S o (2 ()|

J

3p

E|lAP < |E

W=

i—1

Y o)y,

j=1

1—1
i—A Z oG N I|E
j=1

iTPAR

2\ P
j 3p 3p

Z ZA_l‘/l

=1

Jj=1
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—A
—g;ZZ (jk1)A " nt=A Z (i+1) 2‘“((].”[) —1>VijVz

141
k=1 I=1 i=jVkVI T

g2 1 nolncinod ikl A-1 4 n i\ 241 Ly A
_o - Jr - d —1|lviwvy
2An3jz;k1 =1 (n3> n. Z (n> ( t ) IR

i=jVkVI+1

l zn: (1.)—214—1 ((k\/l>_A_1
n. n 1
i=m+1

i=m+1 i=m+1

kviy ™ a)l —A A - —A-2

—( - ) n {Z(m —-n )—l—imHO(z )

1 n
2A —2A —2A —2A-2
-n {ﬂ(m n )—i— +1O(z )}
und erhalt damit
S _B_Qin—ln—ln—l j_kl A—1 k\/l —Al ]\/k\/l —A_l
™2 T 9 An3 n3 n A n
=1 k=1 I=1

() = 2 o)

i=jVkVI+1

1 n i —2A-2
=D O(E) }Vjv’“”*Om(n‘“‘m).

i=jVEkVi+1

Wir zeigen, dafl die zum ersten O-Term gehorende Vierfachsumme von der Ordnung
Orpr (n_(AAQ)) ist:
n3

ﬂlAl EviN™ 1 vvv
: n n2 F
j=1 k=1 1 = ]\/k\/l+1
i—1 N A—1 i—1 i—1
—A- A J k kvl
Y0 2>( (2) )( z(—Q) (M) M
i=1 j=1 k=1 I=1

>_|

n—1 n—1 n—
1

M

S~
Il

p
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p

n‘Azn:O(i_A 2 (Z]A 1v> ( 3 i k) 1(k\/l)_AVkV>

k=1 1

=
1
3p

n i 3p
ZO(’i_A_2 E ZjA_l‘/j
i=1 Jj=1

[y

i—1 i—

E (kD (kv D)V

1

k=11

und weiter mit Lemmata 1.2 und 1.4

p
< pPA (ZO( —A-2;A-% A- 1))
_ n—pAo(np((A—a) 0 (log n)pl(A:%))
= O(n_p(‘%g) (log n)pl(A:g)) .
Ahnlich ergibt sich fiir die zum zweiten O-Term gehérende Summe in S, o:

n—1 n—1 n—1 A-1 n .\ —2A-2
1 gkl 1 1
n? 1 k=1 I=1 (n3> n? Z (n) e

i=jVEkVi+1

p

2 zn:O(i_QA_Qig(A—%))>p - (O (ii“‘-%))p
i=1 :
= O(n_p(“%) (log n)pl(A:%)) :

Also gilt die Darstellung

o n xR (CIPT(C I

|
)
N
VR
N
<
<
3 |
<
N~
|
—
N~ —
~—
N
~
<
+
Q
=
L+
—~
L
N
>
[\&]
N
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Zu Smg. Fir
i—1 i1 1 (=L it 272
ST (-DYS T (-2
j=1 k=j+1 I\ = 1+1
folgt mit den Lemmata 1.1 und 1.2
1 2p
i—1 j Aq 1 INA ar\ 2
plar= | X o) 5 EXo(5) v
sl zol) s Fisol)

_ —AZO A 1 (—4pA0( 4p(A)))21p>2p

=0 (z"A ij‘“) ’ =0(i™%)

6

n n 2

und damit

E |Sn,3|p =

AV (n‘A z”; O (iA_3)>

— O(n—p(AA2) (log n)pl(A:2)) 7
also Sp3 = Opr» (n_(AAQ) (log )42

Entwicklung des kubischen Terms T5,. Mit Lemma 1.3 folgt

i _19)(?”
n 6 °

E

S (9) - ()

p

=K

(5 o)

p n
~) X3 = <n—A S ittoq) (E MXi
=1
= O(n_p(AAg) (log n)pl(A:g)) )

1\ P
3p> P )
Also geniigt es, statt T3, die Summe —2 7

LS (5)AEX? zu entwickeln. Im néchsten
Schritt zeigen wir, daf in diesem Ausdruck

X; = H(l—-)Xl—i—zzi ﬁ (1——) V+§ ﬁl(l__>1

—0(1X;%)
J=1 k=j+1

J=1 k=j+
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durch X; := Z I i1 (1-4) %VJ ersetzt werden kann. Mit der Holderschen Un-
gleichung folgt

P < (E . ~Z 2p> 2 O((E|Xz|4p)% + (E|)?i|4p)5> — a;b; = O(Zv—zp)7

da mit der Minkowskischen Ungleichung und Lemma 1.3

E)Xg”—)?f

1
2p 2p\ 2

E

i ﬁ (1 - _> %O(|Xj|2)

J=1 k=j+1
1\ P
4p 2p
J

H 1——>X1

1

= 0(i™) (E|X:™)? + <_AZ]A 20(

=0(i™) +0(i") = 0(i7)

und b; = O(i"P) gezeigt werden kann. Also gilt

() G-z

1=

E

( _AZZA 10 —2 )
O —p(AN2) (logn)pl(A’Q)) )

Ahnlich ergibt sich, daB X; noch durch X; : Z;;ll (%)A %VJ ersetzt werden kann, da
aus

S
ik
|
ks
=
VAN
N
E
>
|
s
S
SN—
VR

(B1%) + (BT )

2p

die Beziehung

1 N4 lo - . p 1 i\ AL

_ _ Z(x3 — X) - e O(i~24
n%(n) 6( ’ ’ n%(n) (i)

folgt. Es geniigt damit, den folgenden Ausdruck zu entwickeln:

ST )

=

p

E = O(n_pA)
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i—1 i—1 i—1

__n—ACXn; AN NN (RDAT VY

Jj=1 k=1 I=1

AR

1 & N1 (jvEviTH
= E Z B B (PR -1
n. . n 2A n
i=jVkVI+1

Wie in der Diskussion des Termes S, » zeigt man, dafl die zweite Dreifachsumme hinter
dem letzten Gleichheitszeichen von der Ordnung Op» (n_(AAQ)) ist, also vernachlassigt
werden kann.

Abschétzung des Restterms Ty ,,. Mit Lemma 1.3 folgt

1 — i\t 3t 3463\ |
_glt L : )

() o)
- O( _AZZ 5+63> _ ( _p(A/\3+6 )(logn)pl(A M&)).

Damit ist der erste Teil des Beweises von Satz 1.2 abgeschlossen. Die Behaup-
tung (1.2) ergibt sich daraus mittels der Markovschen Ungleichung. O

E Ty,

Beweis von Satz 1.1. Dieser Beweis verldauft dhnlich wie der von Satz 1.2. Die
Zerlegung von X, ;1 in umfafit jetzt aber nur drei Terme Tg ., T4 ,, 15, und einen

Restterm T3, mit
o\ -1
Z H (1_ _> (_) o(Ix.*)

zlk i+1

Bei der Entwicklung des Produktes im linearen Term 77 ,, muf} der erste fithrende Term
verwendet werden, d.h.

=S T (-8 (5) =t (2) s
17”7’)’),‘7 L n i ni:l n 7 n-
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Beweis von Korollar 1.1. Die Behauptung folgt aus Satz 1.1, falls

D ‘—Zn:v(' N Bo” +A
n.fj:1 n];] i 7”),2(14—1)(214—1) n

2469 2469

mit A, = Opp (n_(AA 22) (logn) 1(A=73 )) gezeigt werden kann. Unter Verwendung
von Lemma 1.2 folgt fiir A > 1

p

E|D, — ED,|”
— O(n ™) (E Z (%) Vi — %)

= O(n_p(AA%) (log n)gl(A:%)) )

Schliefflich gilt

1Bo? (1<~ (\*2 1¢n [\
ED, =——— | — = - = =

Jj=1 Jj=1

1Bo? (1 1 1
__1Bo"f 1 (A=D1 _ 1
n 24 (A—1+O(n ) 2A—1+O(n>>

1 Bo?
- __ —(AN2)
n2(A—1)(2A—1)+O(n )
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1.3 Darstellungen bei sublinearen Regressions-
funktionen

Ist die zugrundeliegende Regressionsfunktion schwécher als linear wachsend oder so-
gar beschréinkt, so ist fiir den damit zusammenhéingenden Robbins-Monro-Prozefl
(X,,) die Folge (v/n(X, — 1)) i.a. nicht L;-beschrinkt. Unter schwachen Bedingun-
gen kann leicht gezeigt werden, dafl die Folge (X,,) selber L;-beschrinkt ist (Lem-
ma 1.5). Wird der ProzeB \/n(X, — ¢) jedoch nur auf Mengen M, € A betrachtet,
auf denen |X; — 9| < p fur alle ¢ ab einem von n abhingigen Index gilt, so kann
die L;-Beschrinktheit der Folge (y/n(X,, —19)1(M,)) erzwungen werden (Lemma 1.6).
Unter gewissen weiteren Voraussetzungen konvergiert das P-Mafl dieser Mengen M,
schnell gegen 1 (Lemma 1.7). Fiir die in den Darstellungssidtzen 1.3 und 1.4 auf-
tretenden Restterme A, konnen damit Konvergenzraten beziiglich der stochastischen
Konvergenz gezeigt werden.

Satz 1.3. Seien 6 € (0,1], aA > 1, v > a?A?/(2(aA —1/2)(aA — 1)) und

1 1
(1.5) p > == vV -

2((114 — 1) — m 2
Unter Voraussetzung 1.1 fiir m = 2p(1+03), (Ra+s,) in Voraussetzung 1.2, Vorausset-
zung 1.4 und

(1.6) % p (sup | Xi =] = p) =0(n7")

p>0 i>n
gilt
Xpy1 —0=L, +Qn+ A,

mat

=Y P(|vnA,| > en ) =0 L

e>0 />0 = \/ﬁ
und Multilinearformen L; und @, wie in Abschnitt 1.1 definiert.
Bemerkung 1.4. Unter den Voraussetzungen von Lemma 1.7, welches insbesondere

beschriankte Zufallsvariablen V;, fordert, ist die Annahme (1.6) fiir alle v > 0 erfiillt.

Die Bedingung (1.5) reduziert sich dann zu p > 2(a+—1) \Y é wie in Satz 1.1.

Korollar 1.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.3 gilt dieselbe Darstellung wie
in Korollar 1.1, wobei aber die Folge (A,) der Restterme hier nur P(|\/nA,| >
em~Y27¢) = o(n"Y2) fiir ein geeignetes ¢ > 0 erfiillt (' > 0 beliebig).
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Satz 1.4. Seien 63 € (0,1], aA > 3/2, v > 2a*>A%/((aA — 1/2)(aA — 3/2)) und

1 2
(aA—3) — 222 7 5y

2 (aA—%)'y

(1.7) D>

Unter Voraussetzung 1.1 fiir m = 2p(2+03), (Rs+s,) in Voraussetzung 1.2, Vorausset-
zung 1.4 und

(1.8) % p (sup | Xi =] = p) =0(n™")

p>0 i>n
qilt
Xny1 =0 =Lp+Qn+ K, + A,
mat

3% P(Wad 2 ) = (l)

e>0 e'>0 n

und Multilinearformen Ly, Q, und K, wie in Abschnitt 1.1 definiert.

Bemerkung 1.5. Ist die Zufallsvariable V' beschréinkt, so kann nach Lemma 1.7 fiir
die in (1.8) genannte Wahrscheinlichkeit ein schnelles Abklingen gezeigt werden. In
diesem Fall reduziert sich die Bedingung (1.7) zu p > —15 Vv % wie in Satz 1.2.

_3
aA 5

Lemma 1.5. Seien p > 1, 9 € R, a >0, f € M(R,R), V,, € M(,R) (n € N),
X; € M(Q,R), E|X1|p < 00,

3 v 0 <sign(z — ) - f(z) < Kalz — v,

Ko<oo zeR
1 n
3
n <
i=1

Dann gilt fir die durch X, 11 = Xn, — 2(f(Xn) — Vi) erzeugte Folge (X,)

p

(1.9) 3 E = 0(n™).

e>0

E|X, —9P=0(1).
Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seien @ = 1 und ¥ = 0. Fiir die durch

A = f(Xn)/ X, falls X, #0
"o, falls X, = 0
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definierten Zufallsvariablen gilt 0 < A,, < K5 auf ganz ). Mittels vollstandiger Induk-
tion und partieller Summation erhalten wir

Xn+1—H(1—?’“)Xl+n—+1;vi

k=1

B I It

i=1 k=i+2 j=1

(1—%&)§c<ooaufganzﬂund

p)},

Wegen

n [ K2
i) - |ff a- )
fiir alle ¢ und n mit 1 <4 < n, folgt

k=|Ka|+1

n i

1
P

=1

p>é + izn;o(rl) (E =

wegen (1.9). O

J

(B|XuaP)F < c(B|X1)F + (E

Jj=1

=0(1)

Lemma 1.6. Seien p > 1, p > 0, ¥ € R, a >0, f € M(R,R), V,, € M(Q,R)
(neN), X; € M(Q,R),

(1.10) 3 v K|z — 9| <sign(z —9) - f(x) < Kalxz — 9,
%<K1<K2<OO |I—19|§p
p

= o)

und Xnp1 = Xp— 2 (f (Xn) — Vo), n € N, erfillt. Firl(n):= |n*] mit X := 1—2aK €
(0,1) seien die meffbaren Mengen M, = {w € Q SUD;> () | Xi(w) — 9] < p} definiert.
Dann gilt

E, :=sup E|vm(Xy —9) 1, [" = O(1).

m>n

Bemerkung 1.6. Unter der Bedingung (Rj4s,) in Voraussetzung 1.2 und, falls aA >
1, findet man immer ein K (> i) und ein K mit 1 < aK; < aA < aK3 und ein p > 0
so, dafl Bedingung (1.10) erfiillt ist. In diesem Fall gilt A € (1/2, (aA —1/2)/(aA)).

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir a =1, 9 =0 und p =1
annehmen. Die Zufallsvariablen A,, seien definiert durch

A = f(Xn)/Xn, falls X,, #0
o (K1 + Ky)/2, falls X,, =0.
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Damit kann gezeigt werden, dafl

1 1 1 1
X1 = Xm — —f( X)) + =V = (1 — —Am> X+ —Vin
m m m m

m A, 1 m
—H(1—7>Xl(n)+ IRt
1=l(n) 1=l(n)
— T Ak> ( 1 1 1i<m) )
ST () sy
i=l(n) k=i+2 ( k i+1 L (Z T 1 j=l(n)

fiir alle m > l(n). Da auf M, € A die Relationen K; < A; < K5 und |X;| <1 fiir alle
i > I(n) gelten, folgt fiir m > n (> I(n))

(B[ Xm 1ag, [")?
K P\ »
[(n)\ ™ P\ 3 1 <
<Ol —= E X1 ? E|l— Vil
<o(5) " (B )P+ | B S it
P\ ¥
m i Ky ) 7
# > o(H) i B3 v
1=l(n) j=l(n)
n}\ Kl m P 1%
<O — — Vi
<o(%) el 2
1=l(n)
m i Ky 7 P %
* -2
£ o(L) e Xy
1=l(n) j=l(n)
nf 1
=0 o +O(m_5) + O m* Z K173
m 1=l(n)
1 Kl_% 1 1
=0(7m () 7)ro(mt)=o(n)
vm \m
Dies beweist die Behauptung des Lemmas. 0

Falls die Folge (V},) der Beobachtungsfehler stochastisch beschrénkt ist, lassen sich
fiir den mit einer sub- oder quasilinearen Regressionsfunktion entstandenen Robbins-
Monro-Prozefi Konvergenzraten erzielen, die besser sind als jede Potenz von % Das
folgende Lemma ist eine Folgerung aus einem von Révész [23] stammenden Resultat.

Lemma 1.7. Es seien a > 0, € > 0 und v € R. Fir die Zufallsvariablen V, €
M(QR) gelte EV; =0 und E(V,, | Vi,... ,Vao1) =0 f.s. (n > 2); ferner gebe es ein
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K >0 so, daf$ P(|V,| < K) =1 fiir alle n € N. Die Regressionsfunktion f € M(R,R)
erfiille

= v f@)] < Kifr =9+ K,
K17K2>0 zeR
= v a <sign(z —9) - f(z).

€
a>0 |;L‘—’19|Z§

Dann gibt es fiir den durch ein X, € R und Xp11 = Xy, — 2(f(Xn) — Vo), n € N,
definierten stochastischen Prozef$ (X,,) zwei Konstanten Cy, Cy > 0 mit

P ( sup |X; — 9| > 5) < Crexp (—ana/K) )

i>n+1

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei ¥ = 0. Ferner seien K > «
und m := [K/a] — 1. Nach [23] gibt es eine Konstante C' > 0 mit P(|X;| > ¢) <

exp(—Ci(@)/(@K)) fiir alle i € N. Man wihle ein ng mit Cni’* > 1. Dann gilt fiir alle
n > ng

P(sup X zs) < Y P(X|ze)< Y exp(—Cn®*) < / exp(—Ct%/") dt
izntl i=n+1 i=n+1 .
< £ / e Yy™dy = O(n)exp (—C’no‘/K) :
~ aC
Cno/K

Hieraus kann man auf die Behauptung des Lemmas schliefen. Ist K < «, so ist
P(|X;| > €) = 0 fiir ¢ hinreichend grof} [23]. O

Lemma 1.8. Es seien v,1u,p >0, p>1, A € (0,1), I(n) := [n*] und X,, € M(Q,R)
(n € N). Falls 7 € [0,224)), A > 7 und

p

(1.11) E|X,|"" =0(1),
pp
(1.12) E |vnX,1 ( sup |X;| < ,0) =0(1),
1>1(n)
(1.13) p (sup | Xi| > ,0) =0(n™),
i>n
dann gilt

1 - i At — H —o —a
a<va1 F (\/—ﬁ ; (5) ' |XZ| =n ) B 0(” ) 7

(A=)

. -1
wobei ay = i (W AT+ MT)) :
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Bemerkung 1.7. Hinreichende Bedingungen fiir (1.11), (1.12), (1.13) findet man in
den Lemmata 1.5, 1.6 bzw. 1.7. Konvergiert P (supiZl(n) | X;| > p) schneller gegen Null
als jede Potenz von %, wie z.B. in der Behauptung von Lemma 1.7, so ist

)

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei p = 1. Unter den Voraussetzungen
(1.11) - (1.13) gilt mit k(n) := [n*| und einem noch zu bestimmenden x € [0, 1]

n

P (n—A Z ,l'A—l—’T |Xz|ll > n—a—%)
=1

<P X >

=1

L p n_A Z iA—l—r—*§|ﬁXi|u > n—a—%7 sup |Xz| <1
et i>l(k(n))

+P| sup |X;|>1
i21(k(n))

k(n) P
— O(np(OL'F%—A)) E ZZ’A—I—T X
i=1

P
+ O(np(a—f—%—A)) E Z jA-1-T—4 |\/;Xz|“ 1 sup |Xz| <1
i=k(n) il(k(n))
+O(U(k(n)) ")
k(n) P " P
_ O(np(a—l—%—A)) Z’A—l—’r + Z ,l'A—l—’T—% + O(n—"mk)
i=1 i=k(n)

_ O(np(a—l—%—A)) {nnp(A—T) + np(A—T—%) (logn)pl(A:T-f—%) 1(A >4 H)
- 2

prPAT=E) 1(7’ <A<T+ g)} +0(n™)

=:&p.

Wir betrachten zunéchst den Fall A € (7,7 4 £). Damit e, = o(n™®), muf} p(a +
1—A4+kA-7)<—-a,dh a< SH(A-k(A-7) - 3), und a < ykA gelten. Das
optimale x ist dann
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Wegen A > 7und 7 — 1 < ’%17)\ ist k1 € (0,1). Es gilt also €, = o(n™?) fiir alle «
mit

p_ (A=3)A
p+1 (A—7)+9\ "

(1.14) a <
p+1

Um ¢ = o(n™) im Fall A > 7+ £ zu erreichen, mu§ p(a + 1 — A+ k(A — 7)) < —a
und pla+ 3 —A+(A—7-4)) < —a und a < YK gelten. Das optimale « ist wieder
k1. Es gilt also e, = o(n™%) fiir alle

p (A— %)’Y)\ w—1
1.15 <o = + — .
( ) a < p+1<p+1(A—T)+’)/)\ T 5
Offensichtlich impliziert (1.15) die Relation (1.14). O

Beweis von Satz 1.4. Wir fithren nur diejenigen Schritte aus, die sich vom Beweis
zu Satz 1.2 unterscheiden.
Entwicklung des quadratischen Terms T5,. Eine Anwendung von Lemma 1.8 mit

7=1und p = 2 zeigt, daff T, durch den Term —L 377" | (£ )A ' L X? ersetzt werden
darf. Jetzt zeigen wir, dal in diesem Term anstelle von X; der Ausdruck

o NG (O

verwendet werden kann. Mit

)X?_)?? _

-1

<(I(-8)meX I1 (-7) folr))

J=1
'<2|Xi|+

=Jj
i—1 N A 1 2
<O) i X | X+ |Xl|2 + (Z (% 30(|Xj|2+52)>
j=1

i—1

)
IS (") §0(|Xj|2+52)}

> n_a>

i—1

Il (1-5) % ZH (1-3) 50(xe)

k=1 j=1

)

erhalt man

JAON sk
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A-1 n=¢
<P( () O(i ) 1xil X, zT)
A-1 -
+P ( ) (i) 1X; [ ZT)
Al (o1 N Ay 2 o
P 2 co(Ixipt) ) | =t
i IZ(> (Z(z’>j'”' =7

ON x( () o))

S|

S|

+P

S|

4
= E Din -
=1

Wegen A > 1 kann O(i~*) in p;, durch O(i!) ersetzt werden. Eine Anwendung von
Lemma 1.8 mit 7 =1 und p = 2 zeigt, da p; , = o(n~*) fiir alle o mit

(1.16) a<—L ( (A -, /\—).
p+1 \ EZ(A-1)+91 2

p+1

Der Nachweis der Giiltigkeit der Voraussetzung (1.11) und (1.12) mit X;X,, anstelle
von X,, kann mit der Schwarzschen Ungleichung durchgefiihrt werden.
Desweiteren gilt

n

p
Pon = O (np(a—i—%—A)) (Z ;o124 (E |X1|2p)’_’> _ 0(,”/—04)

=1

fiir alle o mit

p 1
1.17 — A—=).
(4D N ( 2)
Wir verwenden Wieder M, = [supiZZ(n) | X;] <1]. Mit den Lemmata 1.5 und 1.6
(fiir ein A € (0,1 — 55)) erhélt man

2

1 n i A—-1 k(n) ] Al ois n=o
<p|]|— L J _o(x+2) >
|2 () (5 0) Golur) )| =%
=1 7j=1
2
Y zn: N s (2 A—O(|X|2+52) LY
\/ﬁ—k() n A\ J =g 0 k)

+
e
~/

sup | X| > 1
i>1(k(n))
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k(n)

ot )] (S (S (s

p
n Z j—A-1 Z A 1(E|X |(2+62 20 1 k(n))_p
i=k(n) j=k(n)
—|—O(n_"”"’\)
k() 2\ P
:O(np(a-f—%—A)) ZZ—A 1 Z]A 1
2\ P
+ Z i~ At Z A% 4 O(n™7")
i=k(n) j=k(n)

— O(np(a+§—,4)) {nQpHA | pp(A-2-62) 1t O(n_””“’\) .

1
Wiéhlen wir k = 5 % (€ (0,1)), so erhalten wir ps,, = o(n™®) fiir alle o mit

p [ (A=gnx (3
(1.18) a<p+1< YR (+52>>.

Ganz dhnlich diskutieren wir das asymptotische Verhalten von py ,:

k(n)

1 i\ A1 k(n)

o (ES-{BIT

\/7i:1 n j=1
>

A—1 k(n) j Aq bes o
X, J —O(X +2) > My
))||Z(i)]|| > M

3

3|~

S-

1 & [i\*! AN 215 n=e
er(| =2 (5) i X () So(mE) || =t e
\/ﬁi:k(n) n G\ 12
rop | sup |X>1),
i>1(k(n))
und unter Verwendung der Holderschen Ungleichung mit ¢ = 3 + 6, und ¢/ = 3%

2+(52

-0 (np(a—l—%—A))
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k(n) 1 k(n) 2465 P
Z it (E | Xi|p<3+52>) PG+52) Z §A1 (E | Xj|P(3+52)) P(3+03)
i=1 j=1
1
" p(3+62)\ p(3+62)
-+ Z i_l (E )Xz 1Mk(n) )
i=k(n)
k(n) 2469 P

) ZjA—l (E |X‘|p(3+52))p(3+62)
J
j=1

1
i p(3+62)\ PB+52)
-+ Z i_l (E )Xz 1Mk(n) )
i=k(n)
: (3+62)\ PO "
_ p(3+02 p(3+62) ok
Z ]A ! (E )XJ 1Mk(n) ) +O(n K A)
j=k(n)
k(n) P k() P n P [ k(n) P
Sofwern) N (S) (S ] [ 3] (S
i=1 j=1 i=k(n) j=1
n 7 P
8
[z b
i=k(n) j=k(n)
P

+ O(n_"’“’\)

L (A-1) e .
Mit & = 55 ;%Aiw\ folgt dann py,, = o(n~?) fiir alle @ mit

p (A— %)’Y}\ 2
(1.19) a< ( AMi+2) ).
p+1 \J7A+7A 2
Die Relation
p (A— %)7)\ 02
1.20 14+ —=
(1:20) R (#QAJHM/\ 3

impliziert (1.16) — (1.19). Also gilt 3>+ pi,, = o(n~®) fiir alle o mit (1.20).
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Jetzt zeigen wir, dafl in der Definition von X; der Term X durch

ersetzt werden darf. Dazu schétzen wir folgende Differenz ab:

G HEH 0262

J

J=1 k=j+1
1 n 'iAlBi_l ]Al )
-3 (L) 21Nyl —)X2—X
() E[Se)

) 1(V +X2+X)

2

und wegen )XJQ — 73» = (O(j_A) | Xq| + Z?;l O(%)A % |Xl|1+61> (|Xj| + }YJ}) wei-
ter mit
n i—1 Jj—1
_ O(n%—“‘) S it {Zj‘l X+ 1A |X1|1+61] (1G] + }YJH}
i—1 =1 =1 »
it (v x4 X
=1

In diesem Ausdruck diskutieren wir nur die beiden entscheidenden Terme:

n i—1 j—1 i—1

Ripi=0(nd ) 304 {Zj‘l JZZ“H || IXjI} {ZJA_le} )
— — j=1
i—1

Ry i=O(n#" )Zz - 1{23 S e |Xj|}{2f‘“1vj}.
j=1

I=1
Es gilt
P(|Ripn| >n*) <P ()le 1Mk(n)) > n_a) +P ( sup |X;| > 1)
il(k(n))

< 1B | Rin L, | +0(n )
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i1
—o(wet ) (Lo ey e
1=1 k=1
1461 2 P l‘l’ ? —yKrA

(B (1 1) 1 1Mk<n>) )" ) +om).
Furqf 5,q—4—|—61undq —2—1—‘51 glltl—l— + 7 = 1. Setzen wir z,, =

p(4+61) p(4+61) .
(E )X,, Lty ) , so kénnen wir aufgrund der Hoélderschen Ungleichung

fortfahren mit
n i j i P
SO ) (35 Y Y S ) 0 ).
i=1 j=1 =1 k=1

Nach Lemma 1.5 gilt sup{z,, : v,n € N} < co. Lemma 1.6 sichert die Existenz einer
Konstanten C' mit z,, < Cv~2 fiir alle v,n € N mit v > k(n). Damit setzen wir
obige Abschétzung fort mit

= Ot ) | ST A (3, ZZA it Z -
=1 j=1 I=k(n)+1
k(n) p
Z kA 1 + Z kA 2 + O(n—"mk)
k=k(n)+1
n p
— O(np(a+%—‘4)) (Z j—A-T (Zj_lxjn ( +]A_ 1+ )) (n“A 4 A- 1)>
i=1 j=1
+ O(n_"”"’\)
) k(n) sis, i , s,
zo(np(a+5—A) ZZ_A 1 Z( “Lymd 4 A T)+ Z (j—innA_i_jA— K )
Jj=1 j=k(n)

p
ey oo
n ois p
= O(np(O‘”L%_A)) (Zi_A_l (n”‘A logn—l—iA_%) ( A4 A 1)) —i—O(n_”’“’\)
i=1

1 1 4
= O(np(“ﬁ—"‘)) (n%“ logn +n*~"241 (A > ;61» +0(n").
Also ist P(|Ry,| > n~) = o(n~®) fiir alle @ mit o < # (((1 —2Kk) A — %) A %) A
vk A, d.h. fiir alle o mit

(1.21) a< L <(A_1)M/\3+61>.

p+1 p+12A—|—’y)\ 2
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Jetzt betrachten wir

P (|R27n| Z n_o‘)

_ O(np(a-f—%—A)) (ii_“‘_l iifl JX_E A-1
i—1 =1 =1

P %, P
(E <|Xl|1+‘51 | X | 1Mk(n)>> ) +O(n ).

Fiir ¢ = i’igi und ¢’ = ¢" = 3+6; gilt é—i—%—i—# = 1. Mit der Holderschen Ungleichung,

Typ 1= (E|XV 1Mk(n) |p(3+51))p(3-1-51) und (E| 22:1 kA_lx/k|P(3+51))p(3-&l-61) = O(ZA_%) erglbt
sich fiir die rechte Seite der obigen Gleichung

n i—1 j—1 P
O(nrtot-) (Zi_%z jY ;+61xj,n> +O(n .
i=1 j=1 =1

Fahren wir fort wie in der Abschétzung von R, so erhalten wir P(|Ry,| > n~%) =
o(n™®) fiir alle a, die (1.21) erfiillen.

Entwicklung des kubischen Terms T ,. Unter Beachtung von Lemma 1.1 zeigt eine
Anwendung von Lemma 1.8 mit 7 = 1 und p = 3 zeigt, dal

(Sl ) (2)]6) o]

n .\ A—1
1
=P —§ — X3
(ﬁ“O(n> b=

A—3S)vA
o < P ( il N2 .
p+1\;HA-1)+79A
Deshalb geniigt es, statt T3, den Ausdruck —% i= 1 ( )A ! CX3 zu entwickeln. In
diesem Ausdruck darf X; wieder durch X; := %Z pips ]—I—l( ) (%)_1 Vj ersetzt

werden:
n_a>

‘

i—1

Z k“HVk

k=1

fiir alle o mit

— ol

1 n i A—lC _
Ax(n) Ghe-x

.\ A-1
o p ( N (1) c
n - n

2+ X]

2
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(ORI (GHRE
r([FEG) -0
(RO ORECIOE:
(1= (DTS () o) =

Mit Lemma 1.8 (7 = 1, p = 2) kann gezeigt werden, daB p; , = o(n~%) fiir alle o mit

A—Hya
o < p ( 2)7 /\§ .
p+1\;7F(A-1)+yA 2

Dazu verwenden wir u.a.

~ ~—
v

‘3

e~ |

Q

~

v
‘3
W~
Q
N——

2
p 3p\ 3p

E < (BIX.[)¥ | E

XiX21[ sup |Xi <p
i>1(k(n))

il(k(n))

Mittels der Markov-Ungleichung folgt ps, = o(n™%) fiir alle o mit

o< ((a-2)a2).
p+1 2 2

Den Term ps ,, behandeln wir &hnlich wie oben:

1) P
Pan = nP(a—i———A {Z Z A-1 (E (|Xj|1+61 X2 1Mk(n))1’)p} —i—O(n_"’“’\)

) p(3+61) P
und mit z,,, = ( £ )X,, 1Mk(n)

p
_ O(np(a—l—% —A) ) (Z ’l_l (Z]A 1 1+51> ) + O(n—"mk)

_ O(np(a—F%—A) ZZ Z]A 1 Z A3
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k(n) P

F3 (e v ) ) o)

i=k(n) j=k(n)

at+l_ 51 3+6 ke
—ofwerton) 11 250 ) 4 oy
:o(n_a)

fiir alle @ mit a < 2 ((A 7)1\ A 2+‘51

p+1 \ S A+
Damit erhalten wir P (|T5,| > n™®) = o(n~%) fiir alle o mit

YA /\2+51>

) . Fiir den Term py4, gilt dasselbe Resultat.

| Sl

p+1

p (A—
(1.22) o< <p+1(A P

Abschétzung des Restterms Ty ,. Mit 7 = 0 und p = 3 + 93 zeigt Lemma 1.8, daf§
P(|Tyn| > n™®) = o(n~®) fur alle o mit

(1.23) a< L <(A_l)7)\/\2+63>.

p+1 p+1A+’y)\ 2

Zusammengfassung. Fiir 61 := 09 := 63 impliziert

1.24 < A1+
(1.24) “ T <#2A+7A 2

die Relationen (1.20), (1.21), (1.22) und (1.23) mit einem beliebigen A € (0, 1 — 55).
Bildet man das Supremum der rechten Seite in (1.24) beziiglich der Variablen A, wird
man schliefllich auf P(|\/nA,| > n~*) = o(n™®) fiir alle

p (A-1)y b3
(1.25) a<p+1<2pA T (1+2)>

p+1

gefiihrt. Um zu zeigen, daf§ es ein € > 0 mit P (|/nA,| >n=17¢) = 0(%) gibt, geniigt
es, daBl (1.25) fiir a = 1 erfiillt ist. Wegen v > 24%/(A — 1/2)(A — 3/2)) ist dies der
Fall, falls (1.7) erfiillt ist. Damit ist Satz 1.4 bewiesen. O

Ein Beweis von Satz 1.3 kann &hnlich wie der letzte Beweis gefiihrt werden. 0



Kapitel 2

Asymptotische Entwicklung von
Momenten und Kumulanten

2.1 Momente des Robbins-Monro-Prozesses

Zur Formulierung von Edgeworth-Entwicklungen des Robbins-Monro-Prozesses wer-
den asymptotische Entwicklungen der Momente und Kumulanten der in Kapitel 1
hergeleiteten Darstellungen von (1/n(X,11 — 1)) benétigt.

Ist die zugrundeliegende Regressionsfunktion f quasilinear, so stimmen die asym-
ptotischen Entwicklungen der Momente von (v/n(X,+1 — ¢)) und der Momente der
zu (v/n(X,41 — ¥)) gehorigen nichtrekursiven Darstellung aus Abschnitt 1.2 bis auf
Restterme iiberein. Bei sublinearen Regressionsfunktionen brauchen die Momente des
dazugehorigen Robbins-Monro-Prozesses (y/n(X,4+1 — ¥)) nicht zu existieren. Im Hin-
blick auf asymptotische Entwicklungen der Verteilungsfunktion wird dies aber ohne
Bedeutung sein. Eine Erklarung hierfiir liefert die in Abschnitt 4.1 verwendete Delta-
Methode.

Voraussetzung 2.1. Es gelten Voraussetzung 1.1 fiir ein m > 2, Voraussetzung 1.2,
und, falls m >3 oder m > 4, p® := EV?3 baw. u* := EV*. Ferner seien

(Ro) e v O<ssign(z—9) fz) < K|z -],
(M) E|vn(X, —9)|"™ = 0(1)
erfillt.

Bemerkung 2.1. Bedingung (M,,) ist nach Lemma 1.3 erfiillt, falls anstelle von (Rj)
die schérfere Eigenschaft der Quasilinearitét von f (Voraussetzung 1.3) und K; >
1/(2a) vorausgesetzt werden.

Die Behauptungen (2.2), (2.4) und (2.6) im folgenden Satz wurden schon von
Schmetterer [26], S. 597, angegeben.

43
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Satz 2.1. Es sei X\ > 0. Unter Voraussetzung 2.1 gelten die folgenden Implikationen:

(21)  (aA>1), (Map), (Rars,) —>

(22 (aA> 1), (M), (Ries) = BE(Xun -
(23)  (aA>1), (Map), (Resss) = BE(Xuir -
(24)  (aA> 1), (Mip), (Ries) = BE(Xui -
(25)  (aA>1), (Mop), (Resss) = E(Xuir -
(26)  (aA> 1), (Mepa), (Ries) = BE(Xui -

1
E(Xpq —0) = EMl +0(n179),

1

9 = My + O(n ™),
9) = My + O
9 = Mot O )
9) = M +0(n ™)
9)° = My +O(n )

3+63

1
(2.7) (@A > 32), (Maya), (Rars)=  E(Xpi1 —0) = M+ 0T,

1 1
(2'8) (aA > 1)> (M4+>\)> (R3+53) g E(Xn—f—l - 79)2 = EMQJ + EMQQ
+ O(n—Q—e) ,
1 546
(29) (aA > 3L261)7 (M5+>\)7 (R3+53):> E(Xn—I—l - 19)3 = EM?) + O(n_Tg)>
1 1
(210) ((IA > 1), (M6+>\), (R3+53) — E(Xn—H — 19)4 = EMZLJ + $M472
+ O(n—?)—e) 7
wobei jeweils € > 0. Fiir a =1 ergibt sich hierbe:
Bo?
M, — —
! 204-1)(24-1)"
2
o
My = My= —
2,1 2= 5417
Moo — o?(A—1) N 304(5A — 4)B? B p*B
2272024 -1)  4(A-12(2A-1)2(3A-2) 2(A-1)(34-2)
_ atC
2(A—-1)(2A —1)2”
Me — 0 B 304(5A —4)B
P T 3A-2 2(A-1)(2A-12(34-2)’
3ot
My, =My = ——
41 4 2A—1)72’
M 305(100A? — 1694 + 72) B? o?p3(32A — 27)B
42 = -

2(A— 1224 - 1°(3A—2)(4A —3) (A—

1)(2A — 1)(3A — 2)(4A — 3)

304(7TA — 4) o9(16A — 13)C 1

2A—1P(@A-3) (A—1)2A—1P@EA—3) 44—3’
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e - 1505(7A — 6)B . 10028
ST 2A-1(24-13(BA-2)  (2A-1)(3A-2)’
6
o
Mg =15—— .
0 5(2A —1)3

Zur Bestimmung einer asymptotischen Entwicklung der Momente von (X,,41) wird
die Rekursion fiir die Zufallsvariablen (X,,) in eine Rekursion fiir die Momente tiber-
gefithrt. Der erste Teil des folgenden Lemmas ist eine Verschéirfung des Lemmas von
Chung [8] (mit einer Korrektur durch Fabian in [12]).

Lemma 2.1. (a) Seiena>0,b€R, § € (0,1], v € (0,a+1—6) und 6, = O(n™?).
Dann gilt fir die durch r1 € R und

Tl = (1 — ﬂ) rn+nV(b+6,), n €N,
n
definierte Rekursion

b
A O L e VA 2R DR AN
Tpyl =N > 1—1— (n )

(b) Seien a >0, b,c € R, 6 >0, v € (0,a) und 6, = O(n_‘s_l). Dann gibt es fiir die
durch r1 € R und

rn+1:(l—g)rn—i—n_”(b—i—g—i—(Sn), neN,
n n

definierte Rekursion ein € > 0 mit

+n"
a—v—+1 a—

b 1 2 _y(2 1 2
Pppp =n D) —— (b v —v2a+l)+2
v

) 2a—-v+1) + C) + O(n_y_e) ’

Beweis. (a) Mit vollstdndiger Induktion und Lemma 1.1 zeigt man

Pyl = ﬁ (1— %) - +zn: ﬁ (1— %) b+ &)
_ O(n) Ly (1) C(1+0(i) (%) b +0( )

n < n
=1

—a —(v— 1 - i o —a - ‘a—v—

i=1
b

. —a —(v-1)

7O(n )—i—n (a—y—i-l

b

a—v—+1

+ O(n_l) + O(n_l_“+”)> + O(n_(”_l)_‘s)

_ n—(y—l) + O(n—(y—l)—(ﬁ) 7
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daa>v—1+6undé e (0,1].
(b) Ahnlich wie in (a) gilt fiir ein hinreichend kleines € € (0, 8], dafl

Tn+l = ﬁ (1 - %) T+ Zn: ﬁ (1 — %) i (b+ ; + O(z"l—‘s))

e ) (1 (12 o) ()

1/
— —a —(v-1) ~ v
On™)+n " E (n

~

und da a > v, kénnen wir fortfahren mit

= O(n™") +n Y (1 + 1“(“2_ 1)> b ( L1y O(n—1—6)>

n a—v—+1 n2

0 (c _ala- 1)b> ( L O(n—6)> +O0(n%)

2 a—v
(o b (b a(a—1)b c L
_ (v—1) v 2 v—e
" a—1/+1+n (2 2(a—1/)(a—1/+1)+a—1/>+0(n ).

OJ

Beweis von Satz 2.1. O.B.d.A.seien a = 1 und ¢ = 0. In den folgenden Betrachtun-
gen erlauben wir, dafl ¢ > 0 von Gleichung zu Gleichung seine Griéfle &ndern darf. Die
Einzelbehauptungen werden nicht in Reihe nach aufsteigenden Potenzen von X, ; —
bewiesen, da eine ckonomische Berechnung von z.B. E(X,1; — ¢) die Kenntnis von
E(X,11 — 9)? voraussetzt.

Nachweis von (2.2). Wegen (Rj4s,) konnen wir schreiben

2 1 o?
EX72L+1 = EX} — EE (Xnf(Xn)) + EEf (Xn)2 + )

2
~ EX!-~F (AX,% + 0(|Xn|2+51))

1 2461 24261 o’
+ (422 + O (1%, + X)) + -
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und wegen (Ma)

2A 1 1
= (1 — —) EXZ2+ —202 + O(n_Q_%)
n n

1 o2
_ O —1—¢
naa—1 o),
wobei nach Lemma 2.1 ein solches € > (0 existiert.

Nachweis von (2.1). Wegen (Rays,) gilt

1
EXpi1 = EX, — —Ef(X,)
n
_ 1 B 2 2462
= EX, — B (AX, + 2 X2+ 0(|X,)
n
und wegen (M) und der bereits bewiesenen Giiltigkeit von (2.2)

- (1 — é) EX, — iE (My+0(n™0)) + O(n_Q_%)

n 29
_ 1 B —1—e
=LA pi o).

da wieder Lemma 2.1 mit ¥ = 2 und a = A > 1 angewendet werden kann.
Nachweis von (2.4). Unter (Ry4s,) gilt

6

EX,,,=EX, - %E (X (Xn) + — (B (Xaf (Xn)?) + 0°EX?)

SN, <Xn>3) 3028 (X,f (X)) - FEX,)

+ ni (Ef + 1)
— BEXi - ( (AX,%) + B (0(1X%.[")))
g (B (AX}) + E (O(1X.[*7)) + 0*EX})
- ni (E(0(x})) +30°E (0(X2)) - ' EX,)
+ 2B (0(X1) +0(),

und weiter mit (My4y) und (2.2)

44 6
= (1 — —) EX, + —0’EX.+0(n°7)
n

n
44 6

= (1 - —) EX, + —0’M; +0(n°7)
n n

= M+ O(n ),

47
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wobei fiir den letzten Schritt Lemma 2.1 mit a = 44, b = 602M, und v = 3 €
(0,4A + 1) angewendet wurde.
Nachweis von (2.3). Mit (Rays,), (Matyr), (2.1) und (2.4) folgt &hnlich wie oben

n 2
3 - 1 )
+ 5 (PEXS+0(n7?)) = — (A’EX; + 0(n?))
3
+%0'2EXn_|_ P —i—%aQO(n_%)
n n

n3
3A 1 3B
=(1—- — EXg—i—— ,03—1—302M1——M4+O(n_6)
n n3 2
1 p® +302M, — 3B\,
SRR T
n? 3A—2

da Lemma 2.1 wieder angewendet werden kann.
Nachweis von (2.6). Eine geeignete Entwicklung von X¢, , fithrt mit (2.4) und
Lemma 2.1 auf

EXo1 = (1 - %) EX, + % (1562 EX: + O(n™279))

n

6A 1
- (1 - —) EX{ + —150° M, + O(n=*"°)
n n

= I5ME £ O(n ).

Nachweis von (2.5). Unter (Mgyy) und (Ra2ys,) kann die folgende Entwicklung
gezeigt werden:

X7y = BXG — 2B (XA (X2) ~ Vo)) + 9 B (X3 (F (X,) Vo)

9B (X2 (%) = Vo)) + R B (X ( (%)~ Vi)')

A 158 1
_(1-24 EX? — —5—EX2 + =100’ EX?
n n 2 n? "

1
+ E10,)3]3)(3; +0(n )

und unter Beachtung der bereits bewiesenen Behauptungen (2.2), (2.3) und (2.6) kann
fortgefahren werden mit

54 1 ( 5B
= (1 — 7) EX; + = (—7M6 +100°Ms + 10,03M2) +0(n™*)
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1 =22 Mg + 100> Ms + 10p° M,
Tl 5A -3

O(n—?)—e) ,
Nachweis von (2.8). Wegen (Myyy) und (Rs.s,) gilt

) 1 1
EX2,, = EX?— EE (Xnf (X)) + EEf (Xn)? 4+ =02

n2
2 B C
=EX} -~ (AEX.+ ZEX, + —EX, +0(n>™)
0.2

1 B?
+ = (A?EX2 +ABEX) + —EX, + O(n_2_6)> + =
n " n 4 n n2

24 1 1 1C
- (1 - —> EX} + —0" — ~BEX — —2EX) + - L 2Ex? £ O(n )
n

n n?
und unter Beachtung von (2.2), (2.3) und (2.4)

1 1 C
=(1-=)EX}+ 0>+ = | -BMs— —My+ A*My ) + O(n™°°)
n? n3 3
1
n

0.2

A1 ;2 n2 A=T) (—0? + A2My — BMs — CM2) + O(n"2)

wobei die vorletzte Identitét mit Lemma 2.1(b) fiir a = 24 und v = 2 folgt.
Nachweis von (2.7). Wegen (Rs.s,) gilt

1
EXpi = EX, — —Ef(X,)
n

1 B C
— FEX, - -F (AXn X0 e Xt O(|Xn|3+53)>
n

und wegen (Ms,5) und der bereits bewiesenen Giiltigkeit von (2.3) und (2.8)

—(1—é>EX 1B(M2+O( ))+O( Ms)

n n2 2

= —%%]\@ + O(n_%_e) ,

da Lemma 2.1(a) mit a = A > 2 1 = 2 und § = £= angewendet werden kann.
Nachweis von (2.10). Beachten wir (Mgyy) und (Rsis,), so laBt sich folgende

Entwicklung angeben:

44 1
EX* 1— EX* — 23EX5 - EEEX6 + i6AQEX4
n+l — n n n 3 n n2 n

1 1 1 1 4
+ E60213)(,%; — $12A02EX,2L + $4p3EXn + E*ﬁ +0(n ")
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1A 1
= (1 — —) EX, + —60° M,
n n

1 2C
+ (602M272 — 2BM; — ?MG + 6A% My — 12A0* My 1 + 4p° M, + ,ﬁ)

+O(n )

1 11 8A -3
= —3MJ + — — 602 M. Mo — 2B
n3 2+n34A—3< 60 271414_24-60' 2,2 Ms

— 1OCM§)71 -+ 6A2M4 — 12A02M271 -+ 4p3M1 + ,u4>
+ O(n‘g_e) .

Die letzte Identitéit ergibt sich aus einer Anwendung von Lemma 2.1(b) mit a = 4A
und v = 3.
Nachweis von (2.9). Mit (Rsys,) und (Ms,.) folgt

EXZ,, = X} -2 (AEX,?; + gEXﬁ + %Exf; + o(n—@n
n
3 1 i
+ 5 (EX 4 0(n7%) — 5 (APEXE + 0(n?))

3 p

3

3

2 2 -1
+—20EXn+ s+ —0 O(n )

n3
und weiter, da (2.7) und (2.10) bereits bewiesen,

3A 1 3B 1
= (1 — —) EXEZ + —3 (,03 —|—30’2M1 —_ —M4 —i—O(n_ +263)>
n n 2

_ 1p°+30°M, - F M, N O(n_sggg) |
n? 3A -2

weil Lemma 2.1(b) mit @ = 34 > 2% 1 = 3 und § = 145 angewendet werden kann.
U
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2.2 Momente der Darstellungen

In Kapitel 1 wurde der Robbins-Monro-Proze} (X1 —1) approximiert durch Summen
von linearen, quadratischen und auch kubischen Termen, ndmlich durch S,, = L, + @,
bzw. T,, = L, + Q, + K,. Zur Berechnung der ersten drei oder vier Kumulanten
von S,, bzw. von T,, ist die Kenntnis der ersten drei bzw. vier Momente von S,, bzw.
T,, erforderlich. Eine direkte Berechnung der Momente ist aber sehr aufwendig. Die
Beweise der beiden folgenden Sétze verwenden die Sétze 2.1 und 1.1 bzw. 1.2 zur
Identifizierung dieser Momente.
Satz 2.2. Es seien aA > 1 und E|V|% < co. Dann gibt es ein & > 0 mit
1
E(Ly, +Qn) = ~Mi + O(n™"7),
1
E(LZ + Qn)2 = EMQ + O(n_l_e) )
o 1 —2—¢
E(Ln + Qn)g = EM?) + O(’TL 2 ) )
wobei die Zahlen My, My und Ms wie in Satz 2.1 zu wdhlen sind.

Satz 2.3. Es seien aA > 2 und E|V|*? < co. Dann gibt es ein € > 0 mit
1

(2.11) E(Ly+ Qu+ Ku) = My +0(n"5),

(2.12) E(Ln + Qn+ Kn)* = %Mm + %Mm +0(n2),
(2.13) B(Ln +Qu-+ Ko)? = 2 Ma +On ).

(2.14) E(Ln + Qn + Kn)* = %MM + %MM + 0™,

wobei die Zahlen My, My, Moo, Ms, Myy und Myo wie in Satz 2.1 zu wéhlen sind.
In Kapitel 3 wird noch folgendes Korollar benétigt.

Korollar 2.1. (a) Es seien aA > 1 und E|V|* < co. Dann gibt es ein € > 0 mit
1— 1 —
EL;, =0, E(L;)>=-M;+0(n""), E(L;)’=—=Ms+0(n>°).
n n

(b) Es seien aA > 3 und E|V|* < co. Dann gibt es ein € > 0 mit

1— 1 —
ELEL = EMQJ + EMQ,Q + O(n_Q_E) )

1
EL? = M + O(n~379),

1 — 1 —
ELi = EMM + $M4,2 + O(n_?’_e) )
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_ (A-1)o?
M22 — 2024-1)’

Fiir a = 1 haben die Koeﬁﬁzz’enten die Form Moy = MQJ =

- ol 3(7TA—4)ot
Mz = My =My = (2A 2A-1)? und My = i3 T RA-1)2(A-3)"

2A 1’

3A 27

Lemma 2.2. Seien a =1, m > 2 und E|V|™ < co. Dann gilt:
v v BILYP=0(nf),
\4 E|Q.[f = O(n?),

E|K, [P = 0(n %)

Beweis. Mit b = A — 1> —1 liefert Lemma 1.2 E|L(o P = O(n‘g). Wegen j V k >

Vik gilt
i =ow ()" () "o () ()"

2p

und deshalb

n

1 o\ 4-1
n < n
7j=1

nach Lemma 1.2 mit b = ——1 > —= da A>1. Wegen jVEkVI >]3k6l6 folgt

, AN AN A A AN jkl e
< R _—_— ==
Iwn(J,k,l)|_O(1)(n3) - - o oy

und damit

E|Qn” = O(H)E =0(n?)

3p

= O(n_%p) ,
A

da wegen A > % Lemma 1.2 mit b= 5 — 1> —% angewendet werden kann. OJ

1 n ] %—1
E|K,»=0MWE|=S" (2 »
Kl =omELS (1) Y,

Lemma 2.3. Seien p € N und X und Y zwei Zufallsvariablen mit E|X|P < oo und
E|Y|P < co. Dann gibt es eine Konstante ¢ = c¢(p) mit

|EX? — EY?| < ¢(E|X —Y|")7 ((E IXPP)5 + (B |y|p)"’%) .
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Beweis. Seip € {2,3,...}. Mit

p
XP—YP <X =YY IXPTYT < X =YX+ YD

i=1
liefert eine Anwendung der Holderschen Ungleichung fiir ¢ = 1% und ¢ =p

p—1
p

B(X? = Y7)| < (BIX = YP)P (B(IX]+[Y]))
< c(BIX Y P) ((BIXP)S + (BEV])T ),

wobei die letzte Zeile eine Konsequenz der ¢,-Ungleichung ist [17]. O

Beweis von Satz 2.3. Seien wieder O.B.d.A. ¢ = 1 und ¢ = 0. Die durch

fo(z) = (Ax + §x2 + %x?’) 1(zx € [-1,1]),

falz) = (2 + 1+ fo(=1))1(z € (=00, 1)),
filz) = (=14 fo(1))1(z € (1,00))
definierte Funktion f(z) := f_i(z) + fo(z) + fi(z), € R, erfiillt die Vorausset-

zungen von Satz 1.2. Der mittels f und X; = 0 definierte Robbins-Monro-Prozef3
(X,,) besitzt dann nach Satz 1.2 die Darstellung X,11 = L, + Q, + K, + A, mit

E|A, P = O(n_p(%+5)), p € {1,2,3,4}, fiir ein hinreichend kleines € > 0.
Andererseits sind die Voraussetzungen von Satz 2.1 erfiillt. Dabei kann die Bedin-
gung (Me ) in Voraussetzung 2.1 durch Lemma 1.3 gesichert werden. Also gilt

1

(2.15) EXy = —My+O(n ),
(2.16) EX2,, = %Mz,l + %Mm +0(n279),
(2.17) EX}. | = %M?) +0(n37),
(2.18) EX,, = %MM + %Mm +0(n°7%).

Eine Anwendung von Lemma 2.3 fiir p = 1 zeigt, daf3

3

X1 — B(Ly + Qn + K)| < O()E|A,| = O(n).

V]

Mit (2.15) folgt daraus E(L, + Qn + K,) = LM; + O(n"37%), d.h. (2.11).
Eine weitere Anwendung von Lemma 2.3 fiir p = 2 zeigt, daf3

[EX21 = B(Lo+ Qu+ Kn)'| < O EIA] (BIXnia )} + (B|Ln + Qu + Kul®)?)
<O(m*%)-0(n ) =0(n"3),
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da E|X,41]* = O(%) nach Lemma 1.3 und da E|L, + Qn + K,* =
Lemma 2.2. Mit (2.16) erhalten wir (2.12). Ganz &hnlich beweist man mit
(2.18) die Beziehungen (2.13) und (2.14). O

AQ
DO —~
S |=
~—
=
Q
o
=

Der Beweis von Satz 2.2 verlauft analog zum Beweis von Satz 2.3. OJ

Beweis von Korollar 2.1. Wir rechtfertigen nur Teil (b) fiir @ = 1. Ahnlich wie im
Beweis zu Satz 2.1 zeigt man fiir die Rekursion X1 = X,, — %Xn + %Vn mit X; =0
unter Verwendung von Lemma 2.1 nacheinander

EXp1 =0,
EX72L+1 = %MQ,I + %Mm + O(n_Q_E) )
EXi—l—l = %MM + %Mu +0(n™%7°).

Andererseits gilt mit Lemma 1.1

n+1:Z H (1——> %%—i(%)A(Mr(%—%)%JFO(W)) %v

=1 k=i+1

Daeseine > 0 mit A > 3/2+¢ gibt, sichert Lemma 1.2 firp=4undb=A—-2—¢ >
—1/2 die Abschétzung

n+1 § un

Mit den Lemmata 2.2 und 2.3 folgt daraus Korollar 2.1(b). O

4

_ O(n—4(3/2+e)) .

n

> o)V

=1

— n—4AE
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2.3 Kumulanten der Darstellungen

Zur Herleitung einer formalen Edgeworth-Entwicklung einer geeigneten Folge von Zu-
fallsvariablen Z,, geniigt es, eine asymptotische Entwicklung der bendtigten Kumulan-
ten von Z,, zu kennen. Sei

U, (t) =log E(itZ,), t € R,

die kumulantenerzeugende Funktion von Z,. Die v-te Kumulante von Z, ist dann
definiert durch die formale Gleichung

1
cum,(Zy) 1= Kyp 1= _—\Il(”)(O), veN.

v "

Die v-te Ableitung der charakteristischen Funktion von Z an der Stelle t = 0 exi-
stiert, falls das v-te Moment von Z existiert. Also existieren die Kumulanten bis zur
Ordnung v, falls F|Z|” < co. Mittels einer Reihenentwicklung von 0" und anschlie-
Bendem Koeffizientenvergleich kann man zeigen, daf§ fiir die ersten vier Kumulanten

kin = EZ,,
Kon = EZ> — (EZ,)* = var(Zy),
Kan = FE(Z, — EZ,) = EZ} —~3EZEZ, +2(EZ,)*,
tiay = E(Zn — EZ,)* — 3(var(Zy))?
=EZ'—AEZ’EZ, — 3(EZ%)? + 12(EZ*)(EZ,)* — 6(EZ,)*
gilt [14].
In Verbindung mit den Sétzen 2.2 und 2.3 und Korollar 2.1 zur Entwicklung der
Momente von S, T}, und L%) erhalten wir die beiden folgenden Korollare zur Ent-

wicklung der Kumulanten von S,,/o(Sy), T,/o(T,) und LY /O'(L( ). Dazu verwenden
wir, daf8 cum, (rZ) = r’cum,(Z) fiir eine beliebige reelle Zahl r gilt.

Korollar 2.2. (a) Unter den Voraussetzungen von Satz 2.2 gelten fiir die ersten drei
Kumulanten von S, /o(S,) die folgenden Entwicklungen

1
/<u'17n = —kl ,2 -+ O( ___6), /€27n = 1, /€37n = —k371 -+ O(n_%_e).

Vi Vi

(b) Unter den Voraussetzungen von Satz 2.3 gelten fir die ersten vier Kumulanten
von T, /o(T,,) die folgenden Entwicklungen

/<u'17n = —kLQ + O(n_l_e),

vn

n=1

Y

1
K3n = —=ks1+ O(n _1_6)7

\/’
/<L _nk41+0( —1= 6)
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Hierber sind € > 0 eine hinreichend kleine Zahl und

rp = ————0
2T T A )eAT
— (24 -1)*2 p* Bo
7 34—-2 0% 2A-1(33A-2)’
Lo A1t a1 368202
YT UA-3 ot PdA-3  2A-1)(3A—2)dA—3)
122A-1)B p? 4Co?

 BA—2)(4A—=3) 02 (2A—1)(4A-3)"

Korollar 2.3. (a) Unter den Voraussetzungen von Korollar 2.1(a) gelten fir die er-
sten drei Kumulanten von L; /o(L?) die folgenden Entwicklungen

LT+ O(n )
— n-z"°).
N

(b) Unter den Voraussetzungen von Korollar 2.1(b) gelten fir die ersten vier Kumu-
lanten von L, /o(Ly) die folgenden Entwicklungen

El,n = 07 EQ,n = 17 E?),n =

_ 1
R3n = ﬁ

Hierber sind € > 0 eine hinreichend kleine Zahl und

1

Ran = \/ﬁ

El,n = 07 EQ,n = 17 E?),l + O(n_1_6)7 Eﬁl,l + O(n_l_e)-

— (24 —1)3/2 p3 — (2A —1)% p* 447 -1
= P upd Ry =L E 3 .
BT T3 g g3 M T T Ty s % A3




Kapitel 3

Edgeworth-Entwicklungen fiir
Summen von Multilinearformen

Formale Entwicklungen von Verteilungsfunktionen wurden um 1900 von Tschebyschev
und Edgeworth eingefithrt. Mit Cramér begannen die Untersuchungen nach den Vor-
aussetzungen, unter denen eine formale Edgeworth-Entwicklung gilt. Ausgehend von
Summen unabhéngiger identisch verteilter reeller Zufallsvariablen wurden seitdem Ver-
allgemeinerung in den verschiedensten Richtungen durchgefiihrt (siehe z.B. [1], [3], [5]
oder [14]).

Die in Abschnitt 1.1 definierte Statistik S,, = L; + @),, hat eine gewisse Ahnlichkeit
mit Darstellungen, die im Zusammenhang mit L- und U-Statistiken auftreten. Edge-
worth-Entwicklungen hierfiir wurden u.a. von Helmers [15] bzw. Callaert, Janssen und
Veraverbeke [7] und Bickel, Gotze und van Zwet [6] untersucht. Einige Ideen dieser
Arbeiten haben Eingang in die Beweise dieses Kapitels gefunden.

Wie z.B. in [14], [15] oder [19] beschrieben, suchen wir in Abschnitt 3.1 zunéchst mit
formalen Argumenten nach einer Entwicklung der Verteilungsfunktionen von S,,/a(S,,)
und 7,,/0(T,).

Die Sétze 3.1 und 3.2 in Abschnitt 3.2 formulieren dann hinreichende Bedingungen,
unter denen diese Entwicklungen gelten.

3.1 Formale Edgeworth-Entwicklungen
Seien (Z,) eine Folge von Zufallsvariablen und (o,,) eine Folge positiver reller Zahlen

mit der Eigenschaft, da var(Z,/o,) — 1 fiir n — co. Eine formale Entwicklung der
logarithmierten charakteristischen Funktion von 7, /o, fithrt auf

(3.1) Eexp (n?) — exp (i ﬁjvn%(it)j> ,

o7
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wobei k;,, die j-te Kumulante von Z,, /o, bezeichne (siehe Abschnitt 2.3). Konnen die
ersten vier auftretenden Kumulanten in der Form

1
Kip = —nkLg + O(n‘l_e) ,

f
Ko =1+ %kz,z + O(n_l_e) )

1
= gy +O(n 1),

R3n f

1
Ran = Ek4710 (n_l_e)

dargestellt werden, fithrt eine Umordnung und eine weitere formale Entwicklung von
(3.1) auf

Zn,
FEexp (zt—)
On
1

1 . . 1/1 : 1 :
= exp (——tQ + — (klg’lt + 31 k371 (Zt)?)) + E (ikgg (’lt)Q + Ik471 (’lt)4> + .. )

2 1 1
=e 2 {1 -+ \/—ﬁ (klg’l't + gk&l (Zt)?))

1({1 1 1 1 2
+ = (51@2 (it)* + Sk (it)* + 3 (lﬁgit + sk (it)3> ) +... }

Eine formale Fourier-Inversion dieser Reihe ergibt

P(Z <o) =0 + 000 (Tzm) g+ ).

On

wobei

1
m(z) =— (/ﬁ,Q + 6k3,1($2 — 1)) )
1

1 1
po(z) = —x (5(/62,2 + k%g) + ﬂ(lﬁu + 4k1,2k3,1)($2 —-3)+ =

k3, (" — 102° + 15)) ,

und ® und ¢ die Verteilungsfunktion bzw. Dichte einer standardnormalverteilten Zu-
fallsvariablen bezeichnen. Weitere Details hierzu findet man z.B. in [14].
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3.2 Entwicklungen mit Resttermen 0(\%) und 0(%)

Die beiden folgenden Sétze sichern eine Edgeworth-Entwicklung der den Robbins-
Monro-Prozef approximierenden Darstellungen S,, = L, +@Q, und T}, = L,, + Q, + K,
aus Kapitel 1.

Satz 3.1. Seien aA > 1 und E|V|* < oo fir ein p > (2V 224=1). Dann gilt fir die
in Abschnitt 1.1 definierten Zufallsvariablen L, und @y,

P (J%(LZ Q. < x) = ®(x) + \/Lﬁpl(x)ﬂx) + o(\%)

gleichmaflig in x € R. Hierbei sind o, = o(L + Q) und das Polynom p, definiert
wie 1 Abschnitt 3.1 mit den in Korollar 2.2 gefundenen Koeffizienten k12 und ks ;.

Satz 3.2. Seien aA > 2 und E|V|* < oo fiir einp > (2 Vv fji‘;/g). Dann gilt fiir die

in Abschnitt 1.1 definierten Zufallsvariablen L, Q, und T,

P (- Quot ) < ) = 80+ o (@)ofa) + ma(ooe) + o 1)

n n

gleichmafsig in x € R. Hierbei sind o, = o(Ly, + Qn + K,) und die Polynome p; und
D2 definiert wie in Abschnitt 3.1 mit den in Korollar 2.2 gefundenen Koeffizienten ki 2,
k31, ka1, und kyo = 0.

Bemerkung 3.1. Ist Z, das arithmetische Mittel unabhéngiger identisch verteilter
Zufallsvariablen Vi, ..., V,, wird zum Nachweis der Giiltigkeit einer Edgeworth-Ent-
wicklung fiir Z,, der Ordnung 1 oder hoher neben einer Voraussetzung an die Momente
noch eine weitere Bedingung, z.B. die Cramér-Bedingung

(C) lim |Eexp(itV)| < 1,

[t]—o0

bendtigt [5], [19]. Bedingung (C) ist nach dem Lemma von Riemann-Lebesgue erfiillt,
falls die Verteilung von V' eine nichtverschwindende absolut stetige Komponente be-
sitzt. (C) gilt nicht, falls V' eine gitterférmige Verteilung hat.

Zum Beweis der Sétze 3.1 und 3.2 wird die Cramér-Bedingung nicht benotigt. Die
Voraussetzung aA > 1 schlielt z.B. die zum arithmetischen Mittel X, 1 = %Z?Zl Vi
fithrende Rekursion mit ¢ = 1 und

1

Xn+1 = Xn - —
n

(Xn—Vn),nEN, X12:0,

aus, da hier die Regressionsfunktion f(z) =2 mit A =1 (und B = C = 0) zugrunde
liegt.
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n

Ist B = C = 0, dann liBt sich auch im Fall aA € (3, 1] eine Edgeworth-Entwicklung
fir T, = L, = }L 21:1 un,(7)V; angeben, falls die Cramer—Bedlngung vorausgesetzt wird.
Denn dann gibt es ein ¢6; € (0,1) und 62 > 0 so, da |Eexp(itV)| < 1 — ¢é; fiir alle ¢
mit |t| > 6y erfiillt ist. Damit 1&8t sich ein € > 0 finden, fiir das

Eexp (ztnin((zi) w)

n

pew (i5)| < 1

i=|n/2]

< (1— &)

fiir alle |t| > e4/n gilt. Diese Relation kann zum Nachweis von (3.3) verwendet werden.

Eine Edgeworth-Entwicklung fiir L,, 148t sich natiirlich auch aus Sétzen fiir Sum-
men von unabhéngigen, aber nicht identisch verteilten Zufallsvariablen ableiten (z.B.
aus Theorem 20.6 in [5], Theorem VI. 4.7 in [18] oder Theorem 3 in [30]).

Im Hinblick auf eine Anwendung bei Robbins-Monro-Prozessen ist eine Edgeworth-
Entwicklung von L, fiir aA € (3,1] nicht von Interesse, da die Startzufallsvariable X;
eine Storung von X,, mit der Gréfenordnung O(n~*4) verursacht (siehe Beweis von
Satz 1.2).

Satz 3.2 behauptet, da die durch Fy,(z) := P ((Ly, + Qn + Ky) /0w < ) und F), :=
®(z) +p1(2)p(x) //n+p2(z)d(x) /n definierten Funktionen F, und F,, in einem gleich-
méfigen Sinne nahe beieinanderliegen. Um dies zu beweisen, zeigen wir, daf§ ihre
Fourier-Stieltjes-Transformierten in einem gewichteten L!'- Sinne nahe beieinanderlie-

gen. Diese Vorstellung kann z.B. durch das berithmte smoothing lemma von Esseen
(1945) prézisiert werden (Satz 5.2 in [19]).

Lemma 3.1. Seien M € (0,00), F' eine Verteilungsfunktion auf R und F eine dif-
ferenzierbare Funktion auf R mit beschrinkter Variation, F (—o00) = 0, F (c0) =1
und SUp,cp |%F\ (x)] < M. Die dazugehorigen Fourier-Stieltjes-Transformierten seien
gegeben durch o(t) = [ exp(itz)F (dx) und 3(t) = [ exp(itz)F(dz). Dann gibt
es eine Konstante ¢ € (0,00) so, daff

dt + —.

v, sw @) - Fa) < [ -

T>0 z€R T J-T

p(t) — ot )' cM

Beweis von Satz 3.2. Die Fourier-Stieltjes-Transformierte von

Fola) = @) + Z=n (@)0(2) + Laa)o(o)

0 —e—§{1 N (/f1 it + 6k31(zt) )

L1 2
E (-4]641 ’lt (kl 2’lt+ 6k3 1(’lt) ) ) }
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n

Ferner sei o, (t) := Eexp(itT,/o(T},)).
Nach Lemma 3.1 gibt es ein ¢ € (0, 00) so, da8

nlogn
~ 1 n(t) — On(t M
wp |Fao) - R < - [ 'M'm ¢
z€R T t nlogn
—nlogn

mit M = sup )%F\n(x)) < 00.
zeR
Um die Behauptung des Satzes zu beweisen, geniigt es, zwei Zahlen 3, ¢ > 0 zu
finden, fiir die die Beziehungen

(3:2) / 'M dt—o(%);

|t|<ens

(3.3) / “""t(t) dt = o(%) :

enfP<|t|<nlogn

(3.4) / @”t(t) dt = 0(%)

enf<|t|<nlogn

gelten. Relation (3.4) gilt offensichtlich fiir alle 3, € > 0. O

Nachweis von (3.2). Unter Verwendung der Entwicklung

m .
> <

v=0

l/

(3.5) v

|m+6
6€[0,1]

aus [6] zeigt man fiir ein beliebiges ¢ € (0, 1]

E (exp (zt%))
—E {eXp (z’tﬁ) (1 Ot B (it)* (Qu + Kn)g) }
On Onp 2 0—%
+ O(|t/0-n|2+6) E|Qn + Kn|2+6
L.\ |, it L
=F (exp ( t—)) + — {E (exp (zt—) Qn) (exp (zt—) Kn)}
On On o
2
+ % (:;) FE (eXp (iti—:) Qi) + O(n—l—%|t|p(t)) 7

wobei P(t) ein Polynom in ¢ ist. Im folgenden darf P von Geichung zu Gleichung
variieren. Zur Begriindung des letzten Gleichungszeichen wurden die Abschétzungen
E|Qn|*" = O(n=219)) und E|K,|?™ = O(n~22) aus Lemma 2.2 verwendet.
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Entwicklung der charakteristischen Funktion E exp(itL,/o,). Wir entwickeln zu-
néchst Eexp(itL,/o(Ly)). Eine Anwendung von Theorem 9.9 in [5] (dort mit o = 0,
k=1, s=75) zeigt, daBl

L
E it —
o M)

2 1 1
= (1 + glﬁgn(lt) + Zmn(zt) ) + c1m5(n) n_%(|t|5 + |t|9)e_T

fiir alle ¢ mit |t| < d,, A 02\/5775(71)_%. Hierbei sind K3, und R4, die dritte bzw. vierte
Kumulante von L,,/o(Ly,); ferner sind ¢; und ¢; Konstanten,

P () S aosvy

1<i<n

(%iilui(i)ﬂ) 7 = (%;ui(i))S/Q o5

3 .
Dax u, (1) gy

Gﬁ@@fmazom

ns(n) ==

und

1 1
d, = 0]t?<a? E it 2V =1 < =
sup {a >0|t°<a* = ie{lY..,n} ' exp (z nJ(Ln)u (i) ) ' < 2}

Wir zeigen, dafl d, = O(y/n). Sei t? < a? und i € {1,... ,n}. Dann gilt
1
E 1
i exp( o <>V)
E L) =1 - B (it— (i),
xp na(Ln ’ ! nJ(Ln)un ’

und mit Abschétzung (3.5)

< R t2 Un('l) V2

§a2(2A—1)A4% (1+0(%)).

Offensichtlich gibt es ein & > 0 so, daf fiir alle n und alle a < &’y/n die rechte Seite
der Ungleichungskette kleiner als § bleibt. Damit ist d,, = O(y/n). Unter Beachtung
von Korolllar 2.3(b) gilt fiir alle ¢ mit [t| < &'v/n

Eexp (z’ta(L;n))
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n

— — —2
2 i k31 1 (ka1 K31 1 2
e 1o Ty o [Tl TBlys O( °|tP(t 4).
¢ ( Jn6 ! Talat T * tP)le
Man setze t,, := t,(t) := G(GLn")t =(1+ %%_—l— O(n™'7¢)) t. Hierbeiist ¢ := W
mit My, Mo und M5 aus Satz 2.1 und M, 2 aus Korollar 2.1. Dann gibt es ein €” > 0
so, daf3 fiir alle |¢t| < &”y/n

B R Y C ik
—° /' o36(3A - 2)
1, 1 0%(6A — 5)B?2 PRA-1)B  o%C
Ty ((A D2A—1)(BA=2) o2(3A—2) (2A—1)>
1,/ 12412 34421\ 1, pf(24-1)
ot (2404(4/1 —3)  24(4A — 3)) ot 7205(3A — 2)2}

+0(n1* eP(t) e‘§)

mit E&l und E471 aus Korollar 2.3.
Sei k € N fest. Werden aus der Summe L, die Summanden mit den Indizes
J1,--- ,Jk herausgenommen, gilt die spéter noch benotigte Relation

1
(3.7) E |exp|it

nop,

=1
J€{d1s »dg }

- (o (12)) (1T (e (5
=5 (e (i22)) (1+0(%)).

Entwicklung von E(exp(itL,/o,)itQn/0,). Da v,(j, k) symmetrisch ist, konnen
wir ,, auch in der Form

2 , 1L
(3.8) Qu==35> > wlk)ViVit+ — > (i, )V
j=1

k=1 j=k+1

(ﬁ)%)))l
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darstellen. Da die Zufallsvariablen (V},) unabhéngig sind, gilt

e (zt—> Qn)

_ _Z Z vn(j, e {VVkeXp (;—t(un(j)‘/j-i-un(k)‘/lc))}

k=1 j=k+1

lé{] k}

1 & . it . it —
+ 2 uGaE{Vew (Luon) B ew | LS wou
j=1

= tl,n + t2,n .
Mit Ungleichung (3.5) erhalten wir fiir ¢ € (0, 1]
(3.9)

E{vjvkexp( L +un<k>vk>)}
{vvk Kexp( )—1— niatnun(j)‘/})
( |

noy, 2 2
e ( unmvj) +exp ( w(k)VE)
1. 1 1. 1
- §Zt3n3 gun(])ui(k)‘/JVQ - §Zt3n30_gu2 (])Un(k)‘/f‘/k
t2
- T‘_Qun(])un(k)%‘/k}}
1, t3 . 2 27173 1 t3 2 3172 t2 - 2772

=L T g3 un (J)uy (R)VSVE — 3 3gs Un n(Dun(R)VPVE — Wun(])un(k)‘/j Vi

¢ 1\’ ¢ 2
V0 o) 0wV
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+E'|m|o(;n ) oo )]
+E_|V1/k|0(' vk ( M)]

- i () + )W) —nz—;Luno)un(k)a‘*
o) o)

Mit (3.7) und (3.9) folgt dann

2 = ) it
b= — Y wl, k)E{vjvk exp (m

k=1 j=k-+1

(1) +1a(8) )}

n
n

't
Eexp | — Y ua()V;
noy,

=1
l¢ {5k}

=233 k) {—g () () + 2 un() o

( ff >2un(j)un o +0< '\Fgw))}
{ (1_L% >+O(E|tp(t)|e_t?>}.

2/ _B L
_Z Z (7, k) (un ()1 (k) + up () un(k)) = (24 —1)(3A — 2)(4A — 3) +0()

k=1 j=k+1

¥

DafiirA>%

% 5" 3 ol buni)unk) = 55—+ O()

k=1 j=k+1
gilt, erhalten wir schliellich

R B o*B L
b e T o2 202A - 1)2(3A—2) | 3R
) —t5 1 O'4B E&l —|—t3 1 0'2pr
no? 2A—1)2(BA—2) 12 ' (VionP202A —1)B3A—2)dA—3)

1 e
+O($ [tP(t)] e )
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Beachten wir nochmals (3.7) und (3.9), so kénnen wir zeigen, dafl
Ly,
E (eXp (215—) Vf)
On

it ) it
~p{vzew (i) | Bew 3w

nop,

- {02 + n”‘; ()0 + 0(%) } {e‘é (1 - \/Lﬁ%ti”) + 0(% |tp(t)|e—§>}

n

et (o (=B )Y w0 Lipw) et
- /i \ Vo, ™ TG n

fiir [t| < &”y/n. Ferner gilt fir A > 3

1 o B 1,
E;U”(]’J)__Q(A—U(QA—D +O(n ’ )
B

1 & . -
w2 03)0) = =Gy )

Damit ergibt sich

t —izn:v(' ')e‘é 02+L P U (')t—ﬁazt?’
T niJ»J /n \ Vo, M T g

2 —Bo?
c {Q(A “1)(24 - 1)

+% (_ \/%an A(A - 1;3(314 ' kgl 2(A - 119)((7214 - 1)t3> }
+0(n ¥ |eP(1)] e—%) .

Zusammenfassend erhalten wir

it L,
g (eXp (215—) Qn>
On On

1 2 { y oB i oB }
= ez —i i
n 2A-1)V2A_1 = 2y2A_1(3A—2)

(3.10)

N

(24— 1)B . PP(2A—1)(104 - 9)B

t

L 21,
TRt {t 102(A—1)(34A—2) ' 120%(A—1)(3A— 2)(4A— 3)

3
p°(2A—-1)B e _2
t612;2(3A_)2)2 —I—O(n ! |tp(t)|e 4)
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fir alle ¢ mit |¢t| < e”y/n.
Entwicklung von E(exp(itL,/o,)itK,/oy,). Sei w(j, k,1) die Menge aller 3! Permu-
tationen von (j, k,1). Durch

(3.11) wi(j, k, 1)

1
= >, wliKD)

TGk en (kD)
_ GRINT B2 1| (kv + ij‘”+ jviy
n 2423 n n n
. —A 2 . —2A
. JVEVI 1) s i+i 1 JVEVI
n 12A  4A2 n

kann der Kern der Trilinearform K, symmetrisiert werden:

§=1 k=1 I=1

Damit definieren wir fiir 1 <l <k <j<n

(3.12)
6ws(j,k, 1), fallsj>k>I
(i 1) 3ws(4,7,0), fallsj=k>I
. Sw (j,k, k), falls j > k — I

wi(j.jof),  falls j=k =1

2() (@) 1)+ (&%) (- )
34-3 A [ iN—A 2 i\ —24

(D" &GO -)+ (SG+ &) (-7}

wobei fiir die zweite Gruppe von Fallunterscheidungen dieselben Bedingungen wie fiir

die erste Gruppe verwendet werden. Wegen K,, = 5> > > ik Wn (4, K, V3 VV,
erhalten wir

L n—2 n—1 n L
l?Cmp(ﬁ—ﬁ> ) { }: @JﬂkJﬂ?Cmp(ﬁ—ﬁ>Vﬂ@W>
In I=1 k=I+1 j=k+1 In

n Ln
+ Wn(7,5,0)E (eXp (zt—) VfVl>
=1 j=I+1 Tn
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=
N—

3.2 Entwicklungen mit Resttermen o(in) und o(n

n—1 n
. L
+ Z Z Wn (g, k, k)E (exp (zta—> Vﬂﬁf)

n

S8 (o (2) 7))

E (eXp (n%) vjvkw> _ ( i >3un(j)un(k)un(1)066—§ + 0(% tP(1)| e—§> ,

it

L t2 1 ¢
E (exp (zt—n> VfVl> = u,(l)ote™ 7 + O(— [tP(t)] e_T> ,
o no n

n n

L 1t t2 1 2
E == ) V.V2 ) = Z(ote T + O = [tP(t)]| e T
(exp (22 ) 1302 ) = Lwiote s + O Lepiole ).

n n

E (eXp (it%) Vf’) = 0(6_%) )

wobei j, k und [ paarweise verschieden sind.
Eine ldngere Rechnung fiihrt schliefllich zu

L\ it
(3.13) E (eXp (z’t—) Z-m)
On/) On

I 2f, o?C 0?B*(5A — 4)
" {t (4(A—1)(2A—1) _4(A—1>2<2A—1>(3A‘2>>

N

4 o?B? o?C
i (2(2A —1)(34A—2)(4A—3) 624 —1)(4A — 3)) }
+0(n 1 |eP(e)] )
fiir |¢] < e” /7.

Entwicklung von (1/2)E (exp (itL, /o) (ith/an)Q) . Unter Verwendung von (3.8)
betrachten wir die folgende Zerlegung

. 2
1E (eXp (zt&> (EQ,J )
2 o, On

2
2 Lo\ [ 2 ;
= _ﬁ FE exp (’lto_—> (E Z Un(]? k)‘/J‘/k>

n 1<j<k<n

Ly 2 . I~ ..
eo(ow(2)2(2 5 wiamn) (53 n00m2)
n 1<j<k<n j=1
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n

2
Ly 1 NN
+FE | exp (zta—n> (E ;Un(j,j)vj>

2 4 n—-1 n L
_ _2202 {E V2(j, k)E (va,f exp (zta—n>>
n §=1 k=j+1 "
] n—2 n—1 n L
+ 2 i 0B (VoY (#22))
[ Tn
] n—2 n—1 n L
P IS Y wtbon (vigvies (i)

<
I
i
<
- F
=
—
Il
e
+
=

3
A
3

|

<o
)

™
-

Ly,
Un(j? k)vn(L k)E (Vj‘/k?‘/l exp (’lt—)
g

n

<.
I
~
Il
<
+
—
X
—

3
b =

<o
(]
(2
M|

Ly,
vn (7, k)vp(I,m)E (VijVle exp (zt—))

On

- L
E K)o, (l,m)E (VijVle exp (zt—n>>

On
p—

Ly,
vn (4, K)vn(l,m)E (VijVle exp (zt—) )
o

<.
I
i
<.
v
T
Ed
- %

3
LA
3

|

<o
(]
(]
M

3
|

<.
Il
0
<.
+
H
+

3
LA
7
[N}
3

|
—

o
LIl
]

n

1 3 Ly,
+$Z Z vn(J, k)on(J, 5) E (V Vi exp (zta—>>

J=1 k=j+1

-1 n
4 .
F Y w bk (Ve (#22))
j=1 k=j+1

n—2 n—1 n

- %Z > vahd)oa(k,DE (v Vi Vi exp

j=1 k=j+1I=k+1

§\?
N————
N————

n—2 n—1 n

(+
+%Z ST G Doalk, B)E (VVkVeXp(
(x
”)

S\?
N———
N———

=1 k=541 I=k+1
n—2 n—1 n

PSS ke (i es

j=1 k=j+1I=k+1

§\?
N———
N———

)

n—1 n
2 . .
T E Z Z U"(]?])/Un(k> k)E (VQX/k exp (

j=1 k=j+1
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1 . Ly
+$ Zvi(],])E (V;‘lexp (zta—>> } )
j=1 n

Si-

Sind die Zahlen 7, k,I,m € {1,... ,n} paarweise verschieden, so kann man zeigen, dafl
Ly
FE (VijVle exp (zt—))
On
1, 2o 2
= —t%™F Tt () () (Dun(m) + O (nF[tP()le 7 ) |
0

Damit erhalten wir

. 2
1E (eXp (zt&> (EQ,L> )
2 On On

4 n—-1 n
_ l é o 220— i 2( k)
—nc 02 n? Un >
0™ =1 k=j+1
n—2 n—1 n

+t4ii%2 > > valis k)oa(d, Dun(k)un(l)

j=1 k=j+1I=k+1
440.6 1 n—2 n—1 n ' '
5D D D vl K)ok, Dun(g)un()
0 §=1 k=j+1l=k+1
440.6 1 n—2 n—1 n ' '
> > D vl kyvall kpun(i)un(l)
j=1 1=j+1 k=I+1
640'8 1 n—3 n—2 n—1
—1 Fﬁz Z Z Z Un(F, k) vn(l, m)tn (J)tn (k) tn (D u,(m)
0 j=1 k=j+1 l=k+1 m=I+1
640'8 1 n—3 n—2 n-—1
—1 —GEZ Z Z Z Un(F, K)vn(l, m)tn (J)tn (k) tn (D u,(m)
j=1 l=j+1 k=l+1 m=k+1
n—3 n—2 n-—1

7=1 l=j+1 m=Il+1 k=m+1
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n

n

Z k)vn(J; 3)un(K)

k=j+1
202p3 1 «— —
— it — = k) v (K, k)
pe fn Z Jun ()
206 1 n—2 n-—1
D Y D vl )ualk Dun(R)un ()
0 §=1 k=j+1 I=k+1
206 1 n—2 n-—1 n .
+t4?$ Un(F, Don(k, k)un(j)un(l)
0 j=1 k=j+1 l=k+1
n—2 n-—1 n

+t420i4%2 >N vl k)on(l, Dun(j)un(k)

j=1 k=j+1l=k+1

_tQJ_EZ Z Un (4, J)vn(k k)}

J=1 k= J+1
O( ~2,2 —%)_ 205 O( 2Pt —%)
+0(n*t% n;vn@ §)+O(n 2 [tP(t)|e

Wertet man diese Riemannsummen aus, werden wir auf die Darstellung

(3.14)
%E (eXp (iti—:) (;—i@n> )
1 2 9 o%(hbA—4)B 4 0%(8A —7)B?
~nf {_ 8(A—-1)2(2A-1)(34A—2) * 4(A-1)(2A—-1)(3A —2)(4A - 3)

_t68(2A —01)?3/1 — 2)2} * O(”_H'tp( )|672)

fiir alle ¢ mit |¢t| < &”+/n gefiihrt.
Die Entwicklungen (3.6), (3.10), (3.13), und (3.14) und die Wahl 8 € (O
ergeben schliefllich

T | on(t) = Palt) ; :
n —¥n _ —1-5 14146 - -
/_mﬁ t ' dt / O(n =58140) + O (n 2 P())e ) dt

—enf

- O(n—l—%w(m)) _ 0(1)
n

und damit Beziehung (3.2). O

_6
) 2(2+5))
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n

Lemma 3.2. Es seien V, V1, Vs, ... eine Folge unabhdngiger identisch verteilter Zu-
fallsvariablen mit EV = 0 und E|V|* < oo, (0,) eine Folge positiver Zahlen mit
lim,, oo v/N0n > 0 und v € Ng. Dann gilt fir A > %

= = W v
mo>v £,6>0 m,neN teR
mos<m<n < y/m(2) A

max
IC{1,... m}
[I|l=n—v

()

1
Eexp (itnan ;u;@ (z’)%)

wobei u (1) wie in Abschnitt 1.1 gewdhlt wird.

Beweis. Nach Theorem 8.9 in [5] gilt

2
Y 'Eexp (it 4 ) ' < exp (—t—)
|t|<gEV2)3/2 vV EV? 3

= 2E|V|3

2

und damit fiir ¢ = 2E|V|3, 0% = EV? und beliebigem z # 0

t2
v |E exp(itxV)| < exp (—§x202)

g
<%

noy,

v B (i)
|t|—un(z)q noy

Man wahle jetzt m; > v und ¢, 5>0 so, daf

1-A
evn (T) <9 g und 6< — J
n un(z) no.

oder auch fiir x =

t2un(i) ,
<ep( 3WJ)

2

— fiir alle m,7,n € N mit m; <m <i <n.

n

Dann gilt fiir fiir alle m,n € Nmit m; <m <n

Fexp ( Z U (1 Z)
el

t2~1 m—v i 2A-2 1
=1
0

W
fevi(z)

1=

Es ist leicht zu sehen, dafl es eine natiirliche Zahl my > m; und ein

e SEYTERER)T(00(0)

Zusammen mit der vorletzten Ungleichung beweist dies das Lemma. 0
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Nachweis von (3.3). Zu den Multilinearformen L,, @, und K, definieren wir
verktirzte Varianten durch

= f; un(i)V;

Qulm) = 5 3 S 0.6 RV
k=1 j—Fk
—%ii G, b VIVl
=1 k=l j—k

fir m € {1,... ,n}. Hierbei seien

k) = 20,(j,k), fallsl<k<j<n
P\ ag), falls j =k

fir 1 <k <j<mn,und w,(j, k, 1) definiert wie in (3.12).
Fiir p > 2 zeigen wir

(3.15) E|Qu(m)ff = n—pAO(mp«A—l)v%)) .
Unter Verwendung der c,-Ungleichung gilt
P 1 m m p
E|Qu(m)]" < ¢,E n—Z Z Ou(d, E)ViVi| + e E n—z > Bl k)i
k=1 j=m+1 k=1 j=k+1
m p
1 ~ 2 2 1 ~ 2
+ o, E E;un(k,k) (V; —a) +e E;un(/f,k)a

4
=:¢, Y E|Qui(m)I”, me{1,... ,n}.
i=1
Aufgrund der Unabhéngigkeit der V; kann man mit Lemma 1.2 schlieflen, dafl

1 m k A—1
i (n)

k=1

p

B

n p

1 N —1
Ly (1) v,
n . n
j=m+1

= n_pAO(mp(A_%)) O(m_g) = n_pAO(mp(A_l)) )

B
E|Quilm)l’ < S E

Mit Lemma 1.4 wird E |Qy2(m)[’ = n_pAO(mp((A_l)V%)) gezeigt.

Da E|V|*” < oo, kann zur Begriindung von

E|Qns(m)[” :n‘pAO(mp((A— 2V0) (log m) 1A= ))
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n

wieder Lemma 1.2 verwendet werden.
Mit

B 1N\ L)
P Rl R 2| _ —pA (A-1)
E|Qna(m)" < <2An2 kz; (n> o ) —nP O(mp )
ist der Nachweis von (3.15) abgeschlossen.
Wie in Lemma 2.2 kann gezeigt werden, dal es eine Konstante const > 0 mit
LA
|Wy (7, k,1)] < const (Jni;) 5 fir 1 <1l <k <j<ngbt. Damit kann F|K,(m)?

leicht nach oben abgeschétzt werden:

E|K,(m)]’ < ¢,E

n

m 4
1 AR
Bl < £[230 (1)

n
n i

n . A_q
3
E|Ka(m)P < B|- (i) v;
n n
j=m+1

sichert.
Sei Tp,(m) := Lp(m) + Qn(m) + K, (m) fir m € {1,... ,n}. Verwenden wir eine
Taylor-Entwicklung fiir exp(it(Qn(m) + K,(m))/o,), so kénnen wir schreiben

o )

Lr)

=3 Lo
v=0

o | 2etm) ot

B (ewp (i Y exp (167~ 0) ) (@) + R

n O-’I'L
r)

fiir ein noch zu spezifizierendes r > 0.
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n

Aufgrund der Unabhéngigkeit der beiden Zufallsvariablen L, (m) und T,, — T,,(m)
kann fiir den Erwartungswert des zu v = 0 gehérenden Summanden mit Lemma 3.2
gezeigt werden, daf3

- 'E (0 (220 e (T Tl )

L, 2 24-1
< 'Eexp (ztﬂ) ' < exp (—— (@) 6) ,
On 3 \n
wobei € > 0 und 6 > 0.

Jetzt diskutieren wir die Erwartungswerte der zu v € {1,...,[r]} gehorenden
Summanden:

'E exp (th) exp (th”_aiT"(m)) (Qn(m) + K, (m))"

n n

— Z | 'E (eXp (zt%;n)) exp (ztﬂ_aij;"(m))) T s

(PRI

Y

wobei die Summation iiber alle Multiindizes (p, ... ,ux) zu erfolgen hat, die in der
Summendarstellung des Produktes (Q,(m) + K, (m))” auftauchen. T),, . ., bezeichne
denjenigen Summanden, der das Produkt V,, -...-V,, beinhaltet. Offensichtlich gilt
A€ {2v,...,3v}. Nun greifen wir einen Multiindex (g1, ..., py) heraus und halten
ihn fiir einen Augenblick fest. Sei A := A(uq, ..., py) die Menge aller verschiedenen
Indizes unter p, ..., uy. Ferner sei Ay :={1,... ,m}NA und Ay :={1,... ;m}\A.
Fir j € A, taucht also die Zufallsvariable V; in der Summe L, (m) auf, nicht jedoch
in dem Produktterm 7),, . ... Esgilt 1 <|A;| <3vund m —3v <|Ay| <m —1.

Beachten wir die stochastische Unabhéngigkeit von gewissen Ausdriicken, so kann
in der letzten Gleichung fortgefahren werden mit

11
< E t—— Vi) |-
Z exp (Ztann Z Un(i)vz> BT,
(l/"lv---vﬁ"k) 1€Ao
1
< . g K
| [ e (it V)| 2V

fir ¢t € R mit [t| < eyn (%)1_A und n hinreichend grofi. Die Existenz positiver
Zahlen € und ¢ ist wegen Lemma 3.2 gewéhrleistet. Die angegebene Ordnung der
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n

letztgenannten Doppel- und Dreifachsummen folgt elementar unter Verwendung der
bereits mehrfach gebrauchten oberen Schranken fiir v, (7, k)| und |@,(j, k,1)|.
Mit einem noch zu bestimmenden M > 0 wéhlen wir

oo T
m=my(t) = {n (M olgn) J +1

fiir [t| > nP (8 > 0). Dann gilt offensichtlich

1
1 2A—1 1
1gmgn<(MO§”) —|——>§n
n2p n

fiir hinreichend grofie n. Da die Ungleichung

t] < >4 (M log n)l_AnA_%

1-A
die Relation |t| < ey/n (’”T“)) impliziert, sind mit (3.15), (3.16) und A > 2

folgende Abschétzungen fiir hinreichend grofle n moglich:

|t| 'Ep( =)

[t|=n

L] nlogn 5 .
t 24-1 v /MN\ 3
v—1 7| —
< [ten (<5 (2 o) 0wt (2)) a
V70|t|:n'8
o (A-1) 2r(A-3)
b [ rmso(w () et ()T
n n
[t]=ns
Ir] nlogn

vA
b1 _M(g v logn 2(2A-1)
<Z /|t| n30<n2(M t2) dt
|t| =nP
A1
1 T5A-T
[t "1n3 (n"‘ (M Oﬁ”) )dt
nlogn 1 r (21?4—3)
3(2A—1
+ / |t~ 1n20<n—%" (M Otggn) )dt.

|t|:n5

nlogn

jt|=n

Jetzt wahlen wir M > 0 so grof3, dal das erste Integral der rechten Seite in der obigen
Ungleichungskette fiir alle v € {0,...,[r]} von der Ordnung o(+) ist. Die beiden
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n

néchsten Integrale sind von der Ordnung
O(n™"351 (logn)?" ) baw. O(n™ 5545 (logn)”")

Waéhlen wir die Zahl r mit r» > 2(221;4__31), so sind diese beiden O-Terme auch von der

Ordnung o(+). Damit ist (3.3) bewiesen. O

Beweis von Satz 3.1. Sei F), die Verteilungsfunktion von S, /c(S,) und ¢, die
zugehorige charakteristische Funktion. Die Fourier-Stieltjes-Transformierte von

By = () + %pl (2)6(x)

1st

2 1 1
@n(t) =e 2 {1 -+ ﬁ (klg’l't -+ 6]6371(2'15)3) } .

Ahnlich wie im letzten Beweis verwendet man Lemma 3.1 und geeignete Abschiitz-
ungen, um zu zeigen, dafl die Beziehung

Vnlogn

sup Fu(e) — Buo)| < / 'M'dtJrO(m) w(\/%)
—nlogn

gilt. U



Kapitel 4

Asymptotische Entwicklungen des
Robbins-Monro-Prozesses

Robbins-Monro-Prozesse (X1 — 1), die von quasi- oder sublinearen Regressionsfunk-
tionen generiert werden, lassen sich nach Kapitel 1 als Summen S, = L; + Q,, bzw.
T, = L, + Q, + K, von Multilinearformen Lﬁf’), @n, K, und gewissen Resttermen
darstellen (mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 1.1). Fiir die Statistiken .S,, und T,
wurden in Kapitel 3 Edgeworth-Entwicklungen mit Fehlertermen o(1/+/n) und o(1/n)
hergeleitet. Unter Verwendung der Delta-Methode [1], [14] lassen sich jetzt leicht ent-
sprechende Resultate fiir den Robbins-Monro-Prozefl erzielen (Abschnitt 4.1). Diese
kéonnen dann als Ausgangspunkt fiir eine Reihe weiterer interessanter Entwicklun-
gen dienen, wie z.B. der Cornish-Fisher-Entwicklung der Quantilfunktion oder der
Edgeworth-Korrektur der Verteilungsfunktion (Abschnitt 4.2). Aber nicht nur die
Verteilungsfunktion von /n(X, .1 — ) 148t sich entwickeln, sondern auch der stocha-
stische ProzeB (X,+1 — ¥) selber — némlich in eine Summe von Termen, bestehend
aus Potenzen von 1/4/n und einer normalverteilten Zufallsvariablen (Abschnitt 4.3).

4.1 Edgeworth-Entwicklungen

Grenzwertsétze vom Berry-Esseen-Typ wurden fiir den Robbins-Monro-Prozefl von
Renz [22] beschrieben. Unter der Voraussetzung aA > 1 (und weiteren relativ schwa-
chen Voraussetzungen an die Beobachtungsfehler) wird dort fiir den zentralen Grenz-
wertsatz die Darstellung

P (X%_ﬁ < :c) _ q»(x)+o(%>

erzielt. Durch Hinzunahme von Entwicklungstermen p;(z)¢(z)/+/n oder zusitzlich
noch ps(z)é(z)/n kann die Approximationsgiite nach Satz 4.1 bzw. 4.2 unter der Vor-
aussetzung aA > 1 oder aA > 3/2 auf o(1/+/n) bzw. o(1/n) verbessert werden.

78
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Satz 4.1. Es seien neben aA > 1 alle Voraussetzungen von Satz 1.1 oder Satz 1.3
erfillt. Dariberhinaus gelte E|V|™ < oo fiir ein m > 6 mit m > 2(2aA—1)/(aA—1).
Dann gilt fir den dadurch gegebenen Robbins-Monro-Prozefs

P (X”%n_ﬁ < x) — B(z) - % (km + ék&l(m? - 1)) (x) + o(\/%)

gleichmdf$ig in x € R, wobei O'i = Ms/n und die Konstanten Ma, k1o und ksy wie in
Satz 2.1 bzw. Korollar 2.2 definiert sind.

Satz 4.2. Es seien neben aA > 3/2 alle Voraussetzungen von Satz 1.2 oder Satz 1.4
erfillt. Dartiberhinaus gelte E|V|™ < oo fiir ein m > 12 mit m > 3(2aA —1)/(aA —
3/2). Dann gilt fir den dadurch gegebenen Robbins-Monro-Prozef§

P (X”%n_ﬁ < x) = ®(z) + %pl(ﬂf)dx) + %pz(x)ﬂx) + 0(%)

gleichmafig in x € R, wobes

1
() = — (k + L - 1)) |
1

1 1
po(z) = —x (ikfg + ﬂ(/ﬁu + 4k1,2/f3,1)($2 —-3)+ =

k3, (a* —102% + 15)) ,
02 = LMy + =5 Moo und die Konstanten Ma1, Mays, k12, ks und ks wie in Satz 2.1
bzw. Korollar 2.2 definiert sind.

Bemerkung 4.1. (a) Zur Regularititsvoraussetzung. Bei Schrittweiten a, = a/n
ist die Folge (v/n(X,+1 — ¢)) nur unter der Regularititsvoraussetzung aA > 1/2
asymptotisch N(0,a%0?/(2aA — 1))-verteilt. Nur im Fall aA = 1 nimmt die Vari-
anz der asymptotischen Verteilung ihr Minimum an. Da in der Anwendung A = f/(1)
meist nicht bekannt ist, wurden adaptive Verfahren vorgeschlagen, die A im Laufe
der Iteration schitzen [27]. Eine andere Methode, diese Schwierigkeiten zu umgehen,
wurde von Polyak und Ruppert vorgeschlagen [20], [25]. Anstelle von Schrittweiten
a, = a/n werden langsamer abklingende Schrittweiten, z.B. a, = a/n%, a € (1/2,1),
gewéhlt. Man betrachtet jedoch nicht den daraus resultierenden Proze (X¢), fiir den
n®/?(X2,, — ) asymptotisch N(0,0?/A)-verteilt ist, sondern den gemittelten Prozef

« 1

X, = > ", X Nach Polyak und Juditsky [21] ist V(X ., — ) fiir beliebige
a > 0 und A > 0 asymptotisch N(0,02/A)-verteilt. Es ist zu erwarten, daf eine
Edgeworth-Entwicklung dieses komplizierteren Prozesses /n(X,, +1 — ¥) auch unter
der schwachen Voraussetzung a > 0 und A > 0 giiltig sein wird.

(b) Zur Momentenvoraussetzung. Die in den Sétzen 4.1 und 4.2 geforderte Ord-
nung existierender Momente scheint im Hinblick auf die in [4] und [22] erzielten Re-

sultate abschwachbar zu sein.
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Die Zufallsvariable N sei N(0, 1)-verteilt. Die zu den Verteilungsfunktionen von N
und |N| gehorigen a-Quantile z, und z, (o € (0,1)) sind definiert durch P(N <
2o) = a und P(|N| < z,) = a. Aus den Sdtzen 4.1 und 4.2 kénnen jetzt leicht
Entwicklungen fiir die Uberdeckungswahrscheinlichkeiten der durch

I (@) == (Xnt1 — OnZay 00),
IQ,n(a) = (Xn—l—l — OnZa; Xn+1 + O-nxa)

definierten ein- und zweiseitigen Konfidenzintervalle fiir ¢ abgeleitet werden. Da p; (z)
und ¢(x) gerade Funktionen sind, verschwindet der zu 1/y/n gehorige Term aus der
das symmetrische Intervall I, ,(a) betreffenden Entwicklung.

Korollar 4.1. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 gilt gleichmdfig in o € (0,1):

P e I () = a— % (m + ékg,l(zi - 1)) $(za) + o(%) ,

P € In(a)) = a + o(\/%> |

Korollar 4.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.2 gilt gleichmdfig in o € (0,1):

PO € fiala) = a = i (a)za) + Lpaleadlen) +0( 1)

P € I,(a) =a+ %pg(xa)¢(xa) + 0(%) .

Beweis von Satz 4.2. O.B.d.A. sei a = 1. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.2
oder Satz 1.4 gilt fiir die dort auftretenden Restterme A,

o)),

falls € > 0 hinreichend klein gew#hlt wird.
Jetzt wenden wir die Delta-Methode [14] an und schlieflen unter Beachtung von
Relation (4.1) auf

X1 — T, A,
On On On

Ay

On

(4.1) P (
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und wegen
T, T, A, |A A
P(—”gx—n—H)gP(—”gx——”, — §n_1_6>+P(—n >n_1_6>
On On On

auch auf

Xnt1 — T,
On On
T, 1
On n
Zum Nachweis der Relation P(T,/0, < x4+ n"'"°) = P(T,/o, < x) + o(1/n) kann

eine Taylor-Entwicklung der Edgeworth-Terme in Satz 3.2 verwendet werden. Eine
Anwendung von Satz 3.2 liefert schliefllich die Behauptung. OJ

Der Beweis von Satz 4.1 stiitzt sich auf die Sétze 1.1, 1.3 und 3.1. OJ

4.2 Cornish-Fisher-Entwicklungen

Ist (X, —¥)/o, eine beliebige asymptotisch standardnormalverteilte Statistik, so wird

die durch
X, —
Qn(a)—inf{xER: P( = ﬁ§x>2a}

On

definierte Quantilfunktion @, : [0, 1] — R nach Cornish und Fisher formal durch

Qn(a) = '(a) + % (@ () + %qz(q)_l(a)) + ...

nach Potenzen von 1/4/n entwickelt. Unter Verwendung einer Edgeworth-Entwicklung
fir (X,, —v)/0, a8t sich formal zeigen, da8

1
ql(x) = _pl(x) = k1,2 + ékg’l (1'2 — 1)

gelten muf [14]. Das Polynom p; und die Konstanten k; 2, k31 wurden in Abschnitt 3.1
eingefiihrt.

Satz 4.3. Euxistiert fir den (beliebigen) Prozess (X,,) die Edgeworth-Entwicklung

(4.2) P (X"J; v < x) = ®(z) + \/Lﬁm(:c)d)(:c) + 6y,
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gleichmifig in x € R mit &, = o(1/y/n), so gilt fir alle e € (0, 1)

(4.9 Qule) =7 (@)~ S (@ @)+ 018 + 1 )

gleichmafig in o € (e,1 —¢).

Bemerkung 4.2. (a) Unter den Voraussetzungen von Satz 4.1 oder 4.2 ist der Rest-
term in (4.3) von der Ordnung o(1/4/n) bzw. O(1/n).

(b) Die Entwicklung (4.3) kann nicht gleichméBig auf dem ganzen Intervall [0, 1]
gelten. Falls z.B. p; (P71 () — oo fiir @ — oo, wiirde die linke Seite von (4.3) gegen oo
konvergieren, die rechte Seite aber gegen —ooc.

In Ermangelung einer geeigneten Referenz fiir einen strengen Beweis des letzten
Satzes, fithren wir diesen der Vollstdndigkeit wegen hier aus.

o,n o ( ) ( )
q = Z p ZO Tn ZO
’ \/ﬁ

das a-Quantil der Verteilung von (X, — ) /0,. Also geniigt es zu zeigen, daf r,(z,) =
O(|(5n| + %) Dazu setzen wir g, in (4.2) ein und entwickeln nach Taylor

o= @(za - %pl(za) 4 rn(za))
Tt (20— =) +rn<za>) (20— JemnCaa) +rae)) + 6,

—q>(za_ —=p1(za) ) + 7a(20)6 (€00, 22))
;E{ (oo p1<za>)+rn<za>p;<<<n,za>>}¢(za—%pl<za>+rn<2a>)

Fiir ,,(zq) := ¢(&(n, 2z4)) gilt
(4.4) inf{l,(za): a€(e,1—¢), neN}=1>0.

Ferner ist sup {|p}(¢(n, z4))| : @ € (e,1 —¢), n € N} < co. Mit einer weiteren Taylor-
Entwicklung kann in der Gleichungskette fortgefahren werden mit

= B(z0) = =1 ()0(0) + ) 0 20) + )l 0)
1

e {pmza) Gt (o, 20)) + m(za)ou)}

< -
3
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O IR EA) R

und, da sup{|p?(z4)¢®'(n(n,z))| : o € (5,1 —€),n € N} < oo und sup{|pi(za)
pll(p(n7 Za))| S (871 _8)7 n e N} < 00,

— B(z0) \/Lﬁpl(za)ﬂza) n 0(%) T ra(za)ln(za)
+ = {pute) (60— Shmr () + ()0 (. 2))) + O(5) + )0}

+6n7

und> da Sup{|¢/(7—(n> Zoz))| LoaE (871 - 8)7 n N} < 00 und ¢(2a - \/Lﬁpl(za)) =
#(2a) + O(1/4/n), gelangen wir schlieBlich zu

=a+ O(%) + 70(24) (ln(za) + O(%)) + 6,

oder

_ OG) e 1
e = oy OB

wegen (4.4). O

S

Eine Edgeworth-Entwicklung kann auch zur Korrektur der Verteilungsfunktion ei-
ner asymptotisch normalverteilten Statistik (X,, —4)/o, verwendet werden, um damit
hohere Konvergenzraten im zentralen Grenzwertsatz zu erreichen. Der folgende Satz
kann &hnlich wie der letzte mittels Taylor-Entwicklung der Edgeworth-Entwicklung
bewiesen werden.

Satz 4.4. Liegt fir den (beliebigen) Prozef (X,,) die Edgeworth-Entwicklung

On

(4.5) P (X" —Y < x) =d(x) + \/Lﬁpl(x)dmx) + 6,

gleichmdf$ig in x € R wvor, so gilt fiir jedes kompakte Intervall I C R

(4.6) P (Xn — ST \/Lﬁpl(x)) = &(z) + O(|6n| + %)

On

gleichmapig in x € 1.

Bemerkung 4.3. (a) Die Bemerkung 4.2(a) trifft hier auch zu.

(b) Da die in o, und p; auftretenden Parameter meist nicht bekannt sind, wére
eine zu (4.6) analoge Aussage interessant, in der die unbekannten Parameter durch
geeignete Schétzer ersetzt werden. Dieses Problem wurde von Hall fiir Statistiken
vom Typ f (£ 377, V;) mit hinreichend glatter Funktion f in [13] untersucht.
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4.3 Stochastische Entwicklungen

In Kapitel 1 wurde gezeigt, dafl der Robbins-Monro-Proze§ (X1 — ¢) durch die
Summe L; + @), + A, einer Linear- und einer Bilinearform der Beobachtungsfehler
und einem Restterm A,, der Ordnung op(1/n) oder Op(n=/2) dargestellt werden kann.
Die Verteilung von (X,4+1 — ¢) 148t sich nach Abschnitt 4.1 durch eine Edgeworth-
Entwicklung approximieren. Mit Satz 4.5 kann die quadratische Form @),, in der Weise
durch die quadrierte Linearform L% und eine Bias-Korrektur ersetzt werden, dafi die
Verteilungen von X,, 11 — 9 und co/n + ¢1 LS + co L% + A, fiir geeignete co, c1, ca € R
iibereinstimmen. Unter den Voraussetzungen der Sétze 4.1 oder 4.2 1d8t sich damit
leicht eine stochastische Entwicklung von (X,,+1 —) im Sinne von [1] oder [9] folgern,
die nur in Potenzen von 1/4/n und einer N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen N definiert
ist. Denn mit Korollar 4.3 gibt es Zahlen dy, d;, d2 € R so, dafl

d d d
X1 2 (19+g0) N°+\/—%N+5N2+An

mit A, = op(1/n) bzw. A, = Op (n3/2).

Satz 4.5. Es seien E|V|* < oo und aA > 1. Fiir den (beliebigen) Prozess (X,)
existiere die Edgeworth-Entwicklung

@7n P (X"U; < x) — B(z) - % (m + ék&l(ﬁ - 1)) 6(z) + 6,

gleichmdfig in © € R mit 6, = o(1/+/n) oder, falls aA > 3/2, 6, = O(1/n). Dann gilt

X, -V p /0 1 vio\T 1

4.8 CAMALY Sy Wy G ALY 5 by + A,
. B e () ¢
wobet 0'3 = 02/(2A — 1), bg = (k371 — (,0/0'())3/(3A — 2)) /6, bo = k172 — bg, und An =
Op(6,).

Korollar 4.3. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.5 gilt

X, -9 p R | 1
DN BN 2 (-
o e Y T\

k?),l) + A,

mit A, = Op(6,).

Beweis von Satz 4.5. Es sei wieder 0.B.d.A. a = 1. Wegen E|V|[* < co und 4 > 1
kann fiir L, = L 5" (%)A_l V; eine Edgeworth-Entwicklung angeben werden — ohne
daB fiir V' die Cramér-Bedingung angenommen werden muf} (sieche Bemerkung 3.1 und
Beweis von Satz 3.2). Die Kumulanten von L; /o (L;,) lauten

El,n =0
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Rop =1

L gp 3(2A_1)3/2 —3/2\ _
“37"\/—5(3) si—g o) =

Also gilt

‘ 7% 31+ O(n~%2)

P(J(L[?p gx) — P(z) - f6k31(x —1)¢(x)—|—0(%)

gleichméBig in x € R. Dieselbe Entwicklung gilt auch fiir P(y/nL? / oo < ).

Die Funktion f : R — R sei definiert durch f(x) := x + byx?. Die ersten bei-
den Terme der letztgenannten Edgeworth-Entwicklung stellen die Verteilungsfunktio-
nen zweier signierter Male P und P; auf (R, B) dar. Wird das Intervall I,,(y) :=
{z e R:n'2f(n"22) <y} um n = oo entwickelt, ergibt sich

P(var (£ e 1)

= Alt) + AL +0( 3

- [ ot [ e of})

z€In(y) z€In(y)
= [ (o0 - Jobote) - St [ ae - vew) +o(3).
(—00,y] (—00,y]

Wir diskutieren nur die Entwicklung von Py(I,(y)) fir by > 0. Der Term P (I,(y))
kann &hnlich behandelt werden.
Wir stellen fest, dafl

= —@ 2 =:1z2,,2

Offensichtlich gilt ®(z,,) = 0(%).

Wir betrachten zunichst y € (0,2logn). Fiir n hinreichend grof§ folgt %y <z, <
2y. Damit kann der Restterm in der folgenden Taylor-Entwicklung abgeschétzt wer-
den:

(4.9) d(z,) =@ (y - %bzyz + 0(%3))
— d(y) — (\/—,b y +O( )) ¢(y)
( boy? +O( )) O(C;;yl?m |C¢(C)|>

1
2
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= o)~ —=hot) + 0 (1) + Ol + l") o(30)
= d(y) — %by%(y) + 0(%) :

Fiir y > 2logn und n hinreichend grof8 gilt \/y < Zz, < y, also [®(Z,) — (y)| <
[Z0 — ylsup{e(¢) : ¢ > v} =O(%).

Ist y € (—2logn,0) und n hinreichend grof, folgt 2y < z, < y und damit wie
in (4.9) ®(2,) = ®(y) — F=bay?d(y) + O ().

Der Fall y € [—){Tf , —2log n} impliziert fiir n hinreichend grof} 2y < Zz,, < y und

damit |®(z,) — ®(y)| < |z, — y|sup{s({) : ¢ < —2logn} = O(2).

Fiir y < _XTZ ist I,(y) = 0, also P(n'2f(n=Y2(n'/2Le /oy)) € I.(y)) = 0. Mit
®(y) = O(2) ist dann die Untersuchung von Py(I,) abgeschlossen.

Eine weitere Taylor-Entwicklung fiithrt schliefllich auf

(4.10) P (nl/Qf (g) +n 12 < x)

0o

1 1-— 1
= <I>(x) - \/—ﬁ (bo + 62.1'2 + 6]6371(372 — 1)) d)(l‘) + O(g)
gleichmiflig in R. B B

Wiihlen wir by = ky 2 — %(k&l — k3 1) und by = %(k&l — k3.1), so stimmen die beiden
Entwicklungen (4.7) und (4.10) (bis auf den Restterm) iiberein. Mit /no (L) =
o0+ O(2) und /nL; = Op(1) folgt daraus

vnf (ﬁ) + %bo — \;—?L; + %bg (\;—?L;)Q + \/Lﬁbo + Op(%) .

Damit ist (4.8) bewiesen. O

Beweis von Korollar 4.3. Wihlt man fiir die Folge (V},) unabhéngige N (0, 1)-
verteilte Zufallsvariable, so folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 4.5, da in diesem
Fall p = 0 und \/nL? /oo N(0,1)-verteilt ist. O



Bezeichnungen

(Q, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum

M(,R) Menge der mefibaren Funktionen f:Q — R

O(z), ¢(z) Verteilungsfunktion bzw. Dichte der Standardnormalverteilung

X2y die Zufallsvariablen X und Y besitzen dieselbe Verteilung

X,, = Op(ay) }%EEO@PQX,L/M >R)=0

X, =op(la,) VR>0 limP(]X,/a,]>R)=0

X, = Opv(an) mE|Xn/a:|p < 0

X = orr(ay) ﬁE|Xn/an|p =0

o?(X,) V;I‘(Xn)

o? EV?

o EV3

it EV*

€ falls nicht anders gefordert, kann ¢ > 0 als eine generische Kon-
stante von Auftritt zu Auftritt ihren Wert &ndern

[z] kleinste ganze Zahl, die grofler oder gleich x ist

|z] grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich z ist

TAY Minimum der reellen Zahlen x und y

zVy Maximum der reellen Zahlen x und y

sign(x) Vorzeichen von x € R, wobei sign(0) := 0

1(A) Indikatorfunktion zu dem logischen Ausdruck A

1p(w) Indikatorfunktion zu der Menge M, d.h. 1(w € M)

| M| Michtigkeit der Menge M

[Licpai:=1  Produkt mit leerem Indexbereich
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