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Einleitung

1611 schenkte KEPLER seinem Freund und Mentor Hofrat Johannes Matthius
Wackher als Neujahrsgeschenk! das Buch ,,de strena sexangula® [KEPLER, 1611].
Er untersuchte darin unter anderem zum ersten Mal das Vorkommen des Golde-
nen Schnittes? 7 in der Natur. 350 Jahre spéter sollte diese Zahl in der Mathema-
tik wieder eine wichtige Rolle spielen. Der amerikanische Mathematiker WANG
erfand einen Satz von Bausteinen, die sogenannten Wangdominos, mit deren Hilfe
er zeigen wollte, dafl eine aperiodische, liickenlose und iiberlappungsfreie Parket-
tierung® der Ebene mit einer endlichen Anzahl verschiedener Bausteine nicht
moglich ist. BERGER konnte 1965 aber mit 20 000 verschiedenen Wangdominos
ein aperiodische Parkettierung erzeugen. Spéter fand er ein aperiodisches Tiling
fiir das er nur noch 104 Wangdominos brauchte.

Durch diese Ergebnisse animiert, suchte der englische Mathematiker PENROSE
einen moglichst kleinen Satz von Bausteinen, mit deren Hilfe ein aperiodisches
Tiling aufgebaut werden konnte. 1973 fand er einen Satz von sechs Bausteinen,
spater zunéchst einen mit vier und anschlieend 1974 einen mit zwei Bausteinen,
mit deren Hilfe ein quasiperiodisches zweidimensionales Muster aufgebaut wer-
den konnte [PENROSE, 1974]. Die Form dieser zwei Bausteine kann unterschied-
lich sein, die bekanntesten sind ,,dart“ und ,kite“ oder die zwei Penroserauten*
[GRUNBAUM und SHEPHARD, 1987|. Die mit diesen Bausteinen erzeugbaren Mu-
ster gefielen ihm so gut, daf er sich zuerst das Patent auf die Benutzung dieser
Muster fiir Kacheln geben lief3, bevor er seine Ergebnisse vertffentlichte.

Daf§ diese Muster nicht nur ,,optisch reizvoll“ sind, sondern auch in der Physik
eine Anwendung finden, zeigte sich in der Folgezeit.

1984 fanden SHECHTMAN et al. eine AlMn-Legierung [SHECHTMAN et al., 1984],
die ikosaedrische Beugungssymmetrie aufwies. Kurz darauf entdeckten BENDER-
SKY et al. die T-Phasen, welche aus atomaren Schichten mit nichtkristallographi-
scher Symmetrie bestehen, die entlang einer dazu senkrechten Achse periodisch
gestapelt sind [BENDERSKY, 1985].

! Auch damals muBte man schon seine ,,Geldgeber“ bei Laune halten.

2; — 1+2\/5

3Im folgenden wird das Wort Tiling benutzt.

4Eine der Rauten hat einen Winkel von 72° und die andere Raute weist einen Winkel von

36° auf.



Die bei diesen Legierungen auftretende nichtkristallographische Beugungssym-
metrie bei gleichzeitig beobachteten scharfen Bragg-Reflexen lief den Schlufl
zu, dafl die Atome nichttranslationsperiodisch angeordnet waren, obwohl eine
weitreichende Translationsordnung vorlag. Dieses Auftreten von nichtkristallo-
graphischer Symmetrie und gleichzeitig weitreichender Translationsordung fiihrte
dazu, dafl man sich an die zweidimensionalen quasiperiodischen Penrosemuster,
welche eine verallgemeinerte fiinfzdhlige Symmetrie aufweisen und das kurz zu-
vor veroffentlichte dreidimensionale quasiperiodische Ammann—Kramer—Penrose—
Tiling mit ikosaedrischer Symmetrie erinnerte. Sie dienten als erste Strukturmo-
delle fiir diese neuen Materialien.

STEINHARDT und LEVINE prigten den Begriff des Quasikristalls fiir Substan-
zen, die weitreichende Translationsordnung mit nichtkristallographischer Beu-
gungssymmetrie aufweisen. In den auf diese Entdeckung folgenden Jahre wurden
viele weitere bindre und ternére Legierungen entdeckt, die sowohl ikosaedrische
als auch acht—, zehn— oder zwolfzéhlige Beugungssymmetrie zeigten.

Die sich daran anschlieBenden experimentellen und theoretischen Arbeiten be-
schiftigten sich hauptsédchlich mit der Strukturanalyse und der Erstellung von
Strukturmodellen fiir diese neuen Substanzen. Gegenstand dieser Untersuchun-
gen waren unter anderem die Eigenschaften und die Konstruktion quasiperiodi-
scher Tilings. Dabei wurde 1989 das Tiibinger Dreiecksmuster entdeckt, welches
das dem in der vorliegenden Arbeit verwendeteten Strukturmodell zugrunde lie-
gende Tiling ist.

Bis zum heutigen Zeitpunkt gibt es zwar viele Strukturvorschlige fiir Quasikri-
stalle, viele davon liefern aber mit den experimentellen Daten noch keine befrie-
digende Ubereinkunft. Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag zur Strukturauf-
klarung der dekagonalen quasikristallinen T-Phase d—AlgyCuy9Coyg liefern. Die
gegenwartig existierenden Strukturmodelle, von denen das Steurer— und das Bur-
kovmodell die wichtigsten sind, geben zwar einen Quasikristall mit realistischen
interatomaren Abstédnden wieder, beriicksichtigen aber nicht den Einbau von Un-
ordnung, wie es Arbeiten von FREY und STEURER, bei denen sich ein starker
Anteil von diffuser Streuung bei Rontgenbeugungsexperimenten an AlCuCo zeig-
te, nahe legen [FREY und STEURER, 1993].

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es daher, eine Beschreibung dieses Qua-
sikristalls zu finden, in der es moglich ist, Unordnung in Form von atomaren
Umstrukturierungen, basierend auf einer nur fiir Quasikristalle typischen Eigen-
schaft — dem Phasenfreiheitsgrad, der in Abschnitt 1.5 ndher vorgestellt wird —
einzufiihren.



Die Diplomarbeit gliedert sich wie folgt:

Nach der Einfiilhrung der fiir den weiteren Verlauf der Diplomarbeit wichtigen
Grundbegriffe wird im zweiten Kapitel die Konstruktion und der Aufbau des
Tiibinger Dreiecksmusters behandelt. Dieses wird fiir das in Kapitel vier behan-
delte Strukturmodell von d—AlgCu9Coig eine entscheidende Rolle spielen.

Im dritten Kapitel werden einige Eigenschaften und die bis zum jetzigen Zeit-
punkt wichtigsten Strukturmodelle von d—Alg;Cui9Coqg erortert.

Das eigentliche Ziel dieser Diplomarbeit, ein Strukturmodell fiir d—AlgsCuy9Coqg
zu erhalten, in welches Unordnung in Form von atomaren Umstrukturierungen
eingebaut werden kann, wird in Kapitel vier in Angriff genommen.

Nach der Vorstellung dieses Strukturmodells werden in Kapitel fiinf die Auswir-
kungen dieser atomaren Umstrukturierungen auf die Struktur des d—AlgCuy9Corg
Quasikristall diskutiert.
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Kapitel 1

Struktur und geometrische
Beschreibung von Quasikristallen

1.1 Experimentelle Befunde

1984 berichteten SHECHTMAN et al. [SHECHTMAN et al., 1984] von einer inter-
metallischen Verbindung, die sie beim schnellen Abkiihlen einer Al-Schmelze mit
ca. 14 % Mn-Anteil erhalten hatten und die bei Elektronenbeugungsaufnahmen
scharfe Bragg-Reflexe und ikosaedrische Symmetrie zeigte. Diese neue Phase be-
zeichneten sie als ikosaedrische Phase. Sie konnten durch elktronenmikroskopische
Dunkelfeldaufnahmen, Elektronenbeugungsbilder eines konvergenten Elektronen-
strahls und Pulver-Réntgenbeugungsspektren, die nicht mit einem Bravaisgitter
indizierbar waren, ausschlieflen, dafl es sich bei der neuen Probe um einen mehr-
fach verzwillingten Kristall handelte.

Damit hatten sie im Widerspruch zur klassischen Kristallographie eine Substanz
gefunden, die weitreichende Translationsordnung und keinerlei Translationssym-
metrie aufwies. Diese neue Phase war aber nicht stabil, einstiindiges Tempern
bei einer Temperatur von 400 °C fiihrte zur Phasenumwandlung in die kristalline
AlgMn-Phase.

LEVINE und STEINHARDT [LEVINE und STEINHARDT, 1984] préigten kurz darauf
den Begriff des Quasikristalls, der im néchsten Abschnitt definiert wird. BENDER-
SKY entdeckte ein Jahr spéter eine weitere wichtige Klasse von Quasikristallen,
die sogenannten T-Phasen [BENDERSKY, 1985|. Bei der anhaltenden Abkiihlung
eines i-AlMn! Quasikristalls erhielt er eine Substanz, die eine eindimensionale
Translationssymmetrie und ein nichtkristallographisches zehnzihliges Beugungs-
bild mit scharfen Bragg—Reflexe aufwies. Er bezeichnete diese Phase als dekago-
nale T-Phase.

Unter einer T-Phase versteht man seitdem einen Quasikristall, der aus zweidimen-
sionalen quasikristallinen Schichten besteht, die entlang einer dazu senkrechten

i steht hier fiir ikosaedrische Symmetrie.

11



12 Struktur und geometrische Beschreibung von Quasikristallen

Achse periodisch gestapelt werden. Man spricht in diesem Zusammenhang auch
von zweidimensionalen Quasikristallen.

Inzwischen wurde eine Fiille weiterer neuer Materialien gefunden, die unter an-
derem auch acht- oder zwélfzédhlige Symmetrien zeigen. Unter diesen Substanzen
sind die dekagonalen T-Phasen AIMnPd, AINiCo und AlCuCo besonders hervor-
zuheben, da es bereits gelungen ist, Kristalle von der Grofle einiger Millimeter
aus der Schmelze herzustellen, und sie daher fiir experimentelle Untersuchungen
bestens geeignet sind. Die vorliegende Diplomarbeit beschéftigt sich mit einem
moglichen Strukturmodell von AlgyCui9Corg.

Einen guten Uberblick iiber die inzwischen entdeckten Quasikristalle bietet ein
Artikel von STEURER [STEURER, 1990c|; Tabelle 1.1 gibt eine kleine Auswahl
von quasikristallinen Substanzen.

‘ Dimension ‘ Symmetrie ‘ Substanz ‘ Entdeckungsjahr ‘
1 Fibonacchikette | GaAs-AlAs? 1986
A165Cu20Mn20 1988
2 achtzahhg VH15Ni1()Si 1987
MHgQSilg,Alg 1988
zehnzéihlig A165Cu200015 1988
Al70,5Mn1675Pd13 1991
A170Ni150015 1989
ZWOle&hllg Cl"7076N129’4 1985
V15NijpSi 1988
3 ikosaedrisch AlggMn 4 1984
A170MH10PC120 1992
A165Cu20Fe]_5 1988

Tabelle 1.1: Eine kleine Auswahl an Quasikristallen

1.2 Definition eines Quasikristalls

Nachdem im vorausgegangenen Abschnitt einige experimentell gefundene Qua-
sikristalle vorgestellt wurden, soll jetzt der Begriff Quasikristall fiir diese neue
Gruppe von Festkorpern definiert werden. Die folgenden Definitionen, die sich an
den experimentellen MeBgrofen orientieren, sind [STEINHARDT und OSTLUND,
1987] entnommen.

Mit Hilfe von Beugungsexperimenten (z.B. Rontgen— und Elektronenbeugung)
kann die Streuintensitét I(k), die das Betragsquadrat der Fouriertransformierten

Zkiinstlich hergestellte Heterostruktur
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Abbildung 1.1: Beugungsbild eines dekagonalen AlICuCo-Qusikristalls entlang der
zehnzéhligen Achse aus [WITTMANN, 1992].

Abbildung 1.2: Bild einiger AlCuCo—Dekaprismen von der Grofle einiger Milli-
meter aus [WITTMANN, 1992].
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ist, direkt gemessen werden?. Ist p(r) eine skalare Dichte (Elektronen—, Massen-
dichte ...) eines Festkorpers im physikalischen Raum, so ist die Streuamplitude
S(k) die direkte Fouriertransfomierte von p(r) mit

S(k) = / dBrp(r)eier, (1.1)

Die Streuintensitit I(k) ergibt sich dann als Betragsquadrat der Streuamplitude
zu

1(k) = S() = [ @re®™ [@'o(r)p(r’ +7) = [ard* P(r).  (12)

P(r) wird auch als Pattersonfunktion oder Dichteautokorrelationsfunktion be-
zeichnet.

Anmerkung :

Die Punktsymmetrie der Streuintensitit spiegelt sich in P(r) wider und nicht in
p(r). Wie MERMIN zeigt, fithrt die Klassifikation der Punktsymmetrien im realen
Raum {iber p(r) anstatt im Fourierraum oder iiber Pattersonfunktion dazu, da8
man zwischen kristallographisch erlaubten und nicht erlaubten, quasikristallinen
Symmetrien unterscheiden muf§i [MERMIN, 1992]. Darauf wird in Abschnitt 1.4
noch naher eingegangen.

Definition 1.1

(I) Unter einer translationsgeordneten Struktur versteht man eine Struk-
tur, deren Streuamplitude als Summe von d—Reflexen darstellbar ist.

(II) Eine n—dimensionale quasiperiodische Struktur ist eine translationsge-
ordnete Struktur, deren minimale Basis B im Fourierraum einen endlichen
Rang griffer n hat

Rg(B)=d>n

Unter der minimalen Basis einer Struktur versteht man die minimale
Anzahl an reziproken Vektoren, die bendtigt werden, um die Lage jedes 6—
Reflexes des Fourierspektrums als ganzzahliges Tupel dieser Vektoren dar-
zustellen.

(III) Ein Quasikristall stellt eine quasiperiodische Struktur mit nichtkristallo-
graphischer Symmetrie dar.*

3k stellt einen Vektor des reziproken Raumes dar.

4Diese Unterscheidung ist wichtig, da es auch quasiperiodische Strukturen gibt, die eine
kristallographische Symmetrie aufweisen. Man spricht in diesem Fall von inkommensurablen
Kristallen.
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Anmerkung :

Falls eine n-dimensionale, translationsgeordnete Struktur im Fourierraum eine
minimale Basis mit Rang n besitzt, ist sie periodisch. Wenn der Rang der Basis
abzahlbar unendlich ist, spricht man von einer fast—periodischen Struktur.

Der Begriff Kristall wird im folgenden synonym fiir einen Festkorper, der scharfe
Bragg-Reflexe und Translationssymmetrie aufweist, verwendet.

1.3 Modellierung quasiperiodischer Muster

In diesem Abschnitt werden einige Methoden vorgestellt, mit deren Hilfe man
quasiperiodische Strukturen erhalten kann. Dabei werden im folgenden nicht alle
moglichen Verfahren erldutert, sondern nur jene, die in der einen oder anderen
Form Eingang in diese Arbeit fanden.

Im Gegensatz zur vorangegangenen Kontinuumsbeschreibung werden wir jetzt
die Strukturen diskret beschreiben. Dazu miissen zuerst einige Begriffe festgelegt
werden.

Definition 1.2

(I) Ein Tiling ist die lickenlose, tberlappungsfreie Pflasterung des d-dimen-
sionalen euklidischen Raumes mit einer abzdhlbaren Anzahl verschiedener
d—dimensionaler Polyeder. Diese Bausteine werden auch Tiles genannt.

(II) Die Eckpunkte der Bausteine sind die Vertizes des Tilings. Die Menge
aller Vertizes wird T genannt und steht reprasentativ fir das Tiling.

Fiir eine allgemeinere Definition und die damit zusammenhéngenden Aspekte des
Tilingbegriffes sei auf [GRUNBAUM und SHEPHARD, 1987] verwiesen.

Definition 1.3 FEin Quasigitter ist ein Tiling T mit einer endlichen Anzahl
verschiedener Tiles, das bei Dekoration der Vertizes mit §-Distributionen eine
quasikristalline Struktur gemdf$ Definition 1.1 liefert.

1.3.1 Der Streifenprojektionsformalismus

Jeder Punkt einer n-dimensionalen quasiperiodischen Struktur kann nach De-
finition 1.3 als ganzzahliges Tupel einer endlichen Anzahl d von Basisvektoren
dargestellt werden. Dabei ist d > n, da es sich sonst um eine periodische Struk-
tur handeln wiirde. Dies bedeutet, dafl man jede quasiperiodische Struktur durch
Hebung in einen D-dimensionalen Raum (mit D > d) als Teilmenge eines peri-
odischen Gitters beschreiben kann.

Der Schnitt-Projektionsformalismus nutzt diese Tatsache aus und erzeugt eine
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quasiperiodische Struktur als Projektion eines Ausschnittes eines periodischen
Gitters A? in einem héherdimensionalen Raum.
Sei d die Dimension des reellen Vektorraums R?, in dem A? eingebettet ist, mit

d
M = {anej In; € Z} c R (1.3)
j=1

Die Vektoren e; stellen die Basis des Gitters A% dar. Der Vektorraum R? wird in
den n—dimensionalen Tillingraum El und den dazu senkrechten Raum E* zerlegt,

R =l @ E*. (1.4)

Da das quasiperiodische Muster in El dargestellt wird, bezeichnet man E!l auch
als physikalischen Raum. El schneidet dabei A? irrational mit

NN E = {o}.

Aufgrund der Irrationalitdt des Schnittes liegen die projizierten Punkte des Hy-
pergitters im Tilingraum dicht5.

Abhéngig von der Dimension des Orthogonalraums mufl man zwei Félle unter-
scheiden :

e Ist die Dimension des Orthogonalraums E+ gleich der Dimension des Tilin-
graums (2n = d), schneidet auch E+ das Hypergitter irrational :

EXnA? = {0}.
Hierbei spricht man auch von einer minimalen Einbettung.

e Liegt d > 2n vor, so kann der Orthogonalraum ein Untergitter von A% ent-
halten. Dies trifft z.B. bei Erzeugung des zweidimensionalen Penrosemusters
aus der Projektion des Z°-Gitters zu :

7°NEE = A
A = {s-1]|s€Zund1=(11111)"}

Die folgende Zeichnung veranschaulicht die auftretenden Zusammenhénge:

/\d
WV V\L
.

A A

SEine Menge M von Punkten P; heiit dicht in V O M, wenn fiir jedes € V eine Umgebung
U.(r) existiert, in der ein Punkt P; € M liegt.
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| bezeichnet die Projektion in El und #r; analog die Projektion in E+. At und
AN sind die Projektionen von A? in die jeweiligen Unterrdume.

7 und 7 sind dabei injektive Abbildungen, und damit existiert ein natiirlicher
Isomorphismus ¢ zwischen Al und A+ mit

QO =7 © (71’”)_1

Um nun im Tilingraum ein diskretes, quasiperiodisches Punktmuster zu erhalten,
welches nicht dicht liegt, mufl man einen geeigneten Ausschnitt des Hypergitters
A auswihlen, den man danach in El projiziert.

Dazu wihlt man ein Polyeder K¢ C R? 6 | welches man anschliefend parallel zu
Ell verschiebt. Dabei entsteht ein Streifen S

S={r+n|rctudnec K. (1.5)

Die Menge M der in diesem Streifen enthaltenen Punkte P des Hypergitters A%
wird auf die jeweiligen Unterrdume projiziert.

M, =S NH

Satz 1.1 Sei T die Menge der im Streifen S enthaltenen Punkte des Hypergitters,
die in El projiziert werden,

T = 7l’||(8 N /\d),
so stellt T ein Quasigitter im Sinne der Def.1.3 dar.

Der Beweis der Quasiperiodizitét befindet sich in [HOFFMANN, 1991].
Die Projektion des Streifens auf E+ liefert den Akzeptanzbereich A.

Definition 1.4 Unter dem Akzeptanzbereich oder Fenster A versteht man
die Projektion des Auswahlstreifens S auf E*.

Anmerkung :

Da das Polyeder K% mit offenen Rand definiert wurde, ergeben sich im entstan-
denen Tiling unerwiinschte Liicken, wenn Gitterpunkte des Hypergitters auf dem
Rand des Streifens liegen. Um dieses Problem zu beseitigen, verschiebt man den
Auswahlstreifen S infinitesimal senkrecht zum Tilingraum und projiziert anschlie-
Bend diejenigen Randpunkte, die dann innerhalb des Streifens liegen, zusétzlich
in den Parallelraum.

In Abb.1.3 ist der Streifenprojektionsformalismus an dem einfachen Beispiel der
Projektion aus Z? dargestellt. Zwei Punkte des Einheitsquadrates liegen dabei

6In einem hyperkubischen Gitter AN = 79 ist dies der hyperkubische Einheitswiirfel
Wi = {Z]iﬂ:1 Aiei | 0< A< 1}.
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auf dem Rand des Streifens, so dal durch eine infinitesimale Verschiebung des
Streifens ein Punkt ausgewihlt wird, der dann in den Tilingraum E! projiziert
wird. Die so erhaltene eindimensionale quasiperiodische Struktur stellt bei ei-
ner Steigung des Tilingraums von 77! eine Fibonacchikette dar. Als Bausteine
existieren zwei Lingen L und S, die sich wie 7 zueinander verhalten”.

Abbildung 1.3: Der Streifenprojektionsformalismus am Beispiel der Projektion
aus dem Z2. A bezeichnet den Akzeptanzbereich und L und S die im physikalischen
Raum Ell bei der Projektion erhaltenen Strecken.

1.3.2 Lokale Isomorphie

Bei einem periodischen Muster erhédlt man die Punkte des Musters durch Ver-
schieben einer Elementarzelle. Diese Translationssymmetrie fithrt dazu, dafl man
periodische Muster leicht miteinander vergleichen kann. Durch das Fehlen einer
Elementarzelle bei Quasigittern mufi man zur Klassifikation von Quasigittern,
neue Begriffe einfithren. Dabei haben sich die folgenden Definitionen als niitzlich
erwiesen.

Definition 1.5 Zwei Quasigitter T{ und T heiffen dquivalent, falls sie sich nur
durch eine Translation unterscheiden :

Je¢ bl mit =T, +¢

r= 1"'2—‘/5 stellt den Goldenen Schnitt dar.
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Definition 1.6 Zwei Quasigitter heiffen lokal isomorph, wenn jedes endliche
Teilmuster des einen Quasigitters auch im anderen Quasigitter vorkommdt.

Anmerkungen :

e Die lokale Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation, so dal man die erhaltenen
Quasigitter in Lokale-Isomorphie-Klassen (kurz : LI-Klassen) unterteilen
kann.

e Jede LI-Klasse besitzt genau einen Vertreter, der unter Wirkung der Punkt-
gruppe beziiglich eines seiner Vertizes global invariant bleibt. Drehungen um
einen beliebigen Vertex ergeben ein lokal isomorphes Tiling.

e Quasigitter gleicher LI-Klasse besitzen gleiche Energie und gleiche Beu-
gungsbilder; sie sind physikalisch dquivalent.

Fiihrt man eine Verschiebung des Streifens S um v € R? ein, so bewirkt ~ parallel
zu El keine Anderung des Musters, v € E* liefert im allgemeinen ein Tiling einer
anderen LI-Klasse.

Satz 1.2

Sei g der unverschobene Streifen, mit So = {r+mn | r € Elundn € K7} und sei
Sy = So+~ der um « verschobene Streifen, dann sind die beiden Quasigitter To =
(S0 NAY) und Ty = 7| (Sy NAY) lokal isomorph, falls v in der abgeschlossenen
Hiille 8 von A liegt.

Anmerkungen :

o Ist Bt N A = {0}, dann liegt A+ dicht in E+. Damit ist £+ die abge-
schlossene Hiille von A*+. Nach Satz 1.2 sind folglich alle Tilings, die durch
Verschiebung des Streifens Sg hervorgehen, lokal isomorph.

Dies ist beim Tiibinger Dreiecksmuster (Seite 43), dem oktagonalen Amman-—
Beenker—Tiling und dem dreidimensionalen Penrose-Tiling der Fall.

e Liegt AT nicht dicht in F*, so legt der Schnitt der abgeschlossene Hiille A+
mit dem Akzeptanzbereich die LI-Klasse des Tilings fest. Man kann diese
durch ein Element des Quotientenraums E* /AL charakterisieren.

Ein Beispiel hierfiir ist das zweidimensionale Penrosetiling. In Abb. 1.4 sind
Auschnitte zweier nicht lokal-isomorpher Penrosemuster dargestellt.

SS(ﬂW eine Punktmenge des R™ und sei M’ die Menge aller Hiufungspunkte von M, dann
heiit M = M U M’ abgeschlossene Hiille von M.
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Abbildung 1.4: Das linke Bild zeigt ein Penrosemuster mit unverschobenem Strei-
fen, das rechte Bild ein Antipenrosemuster. (Es ist trotz seines Namens ein Pen-
rosemuster und gehort zur Klasse der verallgemeinerten Penrosemuster.) Beide
stammen aus unterschiedlichen LI-Klassen, das Antipenrosemuster zeichnet sich

durch den im unverschobenen Penrosemuster nicht vorkommenden zehnzackigen
Stern aus.
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Bei der Verschiebung des Streifens in E+ verlassen einige Gitterpunkte den Strei-
fen, und neue Gitterpunkte gelangen in den Streifen. Innerhalb des Tilings fiihrt
dies zu einem Platzwechsel eines Vertex, man spricht dabei von einem Flip oder
in Analogie zu Phononen von einem Phason (Abschnitt 2.4.1).

Im Bild des zweidimensionalen Streifenprojektionsformalismus (Abb. 1.3) ent-
spricht dies dem Wechsel der Léngenabfolge LS zu SL. Zu bemerken ist, dafl bei
dem Austritt eines Gitterpunktes aus dem Streifen simultan ein neuer Punkt in
den Streifen eintritt. So konnen keine Liicken im Tiling entstehen.

1.3.3 Der Polarenkalkiil

Neben dem Vergleich verschiedener Tilings ist man auch an der H&ufigkeit des
Auftretens endlicher Teilmuster innerhalb eines Tilings interessiert. Dazu bedient
man sich des Polarenkalkiils, der im folgenden n&her erlautert wird.

Satz 1.3 Sei M eine endliche Teilmenge von A, dann tritt Ml genau dann im

Tiling T auf, wenn sein Duales M+ innerhalb des Akzeptanzbereiches A Platz
findet.

Definition 1.7 Das Duale eines Punktmusters Ml = (M) mit M C A? ist die
dazu korrespondierende Punktmenge M+ = wt(M) C E+.

Definition 1.8 Die Polare M** einer Menge M+ C A+ beziiglich A C £+ ist die
Menge aller Translationen v € B+, die M+ im Innern von A lassen.

M = {velE|rt+venr VrteM} (1.7)
N A-rh) (1.8)
rlcmt

Anmerkung :
Jedes Punktmuster MI tritt an allen Stellen 7!l € p=1(M+* N AL) in Ell auf.

Satz 1.4 Jedes endliche Teilmuster eines Tilings kommt unendlich oft im Tiling
vor.

Beweis :

Sei M ein endliches Teilmuster eines Tilings T, dann liegt das Duale von M*-
innerhalb des Akzeptanzbereiches A. Die Polare M** stellt damit eine nichtleere,
offene Menge dar. Das Teilmuster M tritt an allen Stellen v/ mit r+ € M* QAL
im Tiling auf. Da A+ in der abgeschlossenen Hiille dicht liegt, gibt es unendlich
viele Stellen r!l, an denen das Teilmuster im Tiling auftritt.
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Mit den vorangegangenen Definitionen ist man nun in der Lage, die relativen
Héaufigkeiten des Auftretens von Teilmustern im Tiling zu bestimmen. Da die
abgeschlossene Hiille nicht notwendigerweise identisch mit dem Orthogonalraum
ist, betrachten wir im folgenden die abgeschlossene Hiille AL von A*.

Das Duale der Menge aller Vertizes des Tilings 7 ist

o(T) = A" NA.

Die Lage der Vertizes des Punktmusters Ml € 7 ist im Orthogonalraum E*
gegeben durch die Polare des Punktmusters :

Ml cT o ol entnmd

Satz 1.5 Die Hdufigkeit des Auftretens eines Musters in einem Tiling T ist

AT N b
PMII = W (19)
Mit A+ = E* folgt
’ML*
PMH — W (110)

Dieses Verfahren wird auch als Polarenkalkiil bezeichnet.

Die Betragsstriche bezeichnen das Volumenmaf in der abgeschlossenen Hiille von
A

Der Polarenkalkiil soll jetzt am Beispiel des Streifenprojektionsformalismus aus
7% angewendet werden (Abb. 1.3). Da =, (Z?) dicht im Orthogonalraum und
damit auch im Akzeptanzbereich dicht liegt, ist dieses Beispiel besonders einfach.
E+ hat die Steigung —7, El die Steigung 7', beide Geraden gehen durch den
Ursprung. Die Drehmatrix

M:\/%<_T1 i) (1.11)

gibt die neuen Koordinaten mit »+ und r! als Basisvektoren der Réume E* und E|

an. Damit hat der Akzeptanzbereich A die Lange |A| = \}% Um die Haufigkeit

der Liange L im Tiling zu erhalten, bestimmt man ihre Polare. Die Projektion
der Gitterpunkte P; = (00)T und P, = (10)" liefert im Tiling das Muster L,

ihre Projektion in den Orthogonalraum liefert P- = 0 bzw. Ps- = \/Q—% Damit

betriigt die Polare L+* = |A| — \/21+—T und die relative Héufigkeit des Teilmusters

Py = L\TT = 157 Tabelle 1.2 enthélt einige analog berechnete Beispiele. Wie man

sieht, kommen die Strecken L und S mit einer Haufigkeit von 7 zueinander vor,
dies entspricht ihrem Auftreten in einer Fibonaccikette.
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Teilmuster M | Polare M+* des Musters P
S 1 1

V2+T 1+7

71 -1

LL Vi i

Tabelle 1.2: Relative Haufigkeiten von Teilmustern der Fibonaccikette.

1.3.4 Der Formalismus der atomaren Hyperflichen

Eine weitere Methode, quasiperiodische Strukturen zu erzeugen, stellt der For-
malismus der atomaren Hyperflichen dar, der vollkommen &quivalent zur Strei-
fenprojektionsmethode ist.

Anstatt ein Teilgitter des Hypergitters A% herauszuschneiden und anschliefend
in den Tilingraum zu projizieren, heftet man an jeden Gitterpunkt des A? ein
Polytop?, welches senkrecht zum physikalischen Raum steht und schneidet dann
Ell mit der so entstandenen periodischen Struktur.

Dieses Polytop wird auch als atomare Hyperflache bezeichnet, da der Schnitt
des physikalischen Raums mit ihm ein Atom erzeugt.

Satz 1.6 Der Formalismus der atomaren Hyperflichen und der Streifenprojek-
tionsformalismus erzeugen ein dquivalentes Tiling aus dem Hypergitter A, falls
die atomare Hyperfliche F = —A ist. A bezeichnet dabei den Akzeptanzbereich im
Streifenprojektionsformalismus.

Beweis :

Tean = {(M+F)nEl} mit F € £+ (1.12)
= {m) | A+F)NE £ 0} (1.13)
= Am Q) [ (7L(A) +7L(F)) > {0}} (1.14)
= {mA) [7L(A) € —F} (1.15)
Tser = {m(A) | wL(A) € A} (1.16)

Der Vergleich liefert :
Tean = Tspr <= A= —F (1.17)

Anmerkungen :

e Durch Unterteilung der atomaren Hyperfliche in Bereiche, die fiir jeweils
ein Atomsorte stehen, kann man beim Schnitt mit dem physikalischen Raum

9Ein Polytop ist die Verallgemeinerung eines Polyeders auf beliebige Dimensionen.
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unterschiedliche Atome erhalten.
Diese Bereiche werden auch als atomare Hyperfliche der ihr zugeordneten
Atomsorte bezeichnet.

e Ein Flip ensteht dadurch, daB beim Verschieben von Ell parallel zu E* eine
atomare Hyperfliche nicht mehr und dafiir eine andere von Ell geschnit-
ten wird. Ebenso wie beim Streifenprojektionsformalismus entstehen dabei
keine Liicken im Tiling 7Tpag-

\ ALY

A

A A

Abbildung 1.5: Der Formalismus der atomaren Hyperflichen am Beispiel eines
Schnittes des Parallelraums El mit einer zweidimensionalen, periodischen Struk-
tur: Das dabei im Parallelraum entstehende Tiling ist dasselbe wie das Tiling,
welches in Abb.1.3 mit Hilfe des Streifenprojektionsformalismus erzeugt wird.

In Abb.1.5 wird der Formalismus der atomaren Hyperflichen am Beispiel des 72
dargestellt. An jeden Gitterpunkt des Z? wird als atomare Hyperfliche F = —A
angeheftet, wobei A der Akzeptanzbereich aus dem Streifenprojektionsformalis-
mus (Abb.1.3) ist.

1.3.5 Matching Rules

In den vorangegangenen Abschnitten wurden die quasiperiodischen Parkettierun-
gen immer ausgehend von einen hoherdimensionalen Raum gebildet. Ein Tiling
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kann aber auch durch Aneinanderlegen der Bausteine wie bei einem Puzzle er-
zeugt werden.

Definition 1.9 Anlegeregeln, die aus einer endlichen Menge unterschiedlicher
Bausteine ein Tiling erzeugen, heiffen Matching Rules.

(I) Starke Matching Rules erzeugen ein quasiperiodisches Tiling.
(II) Perfekte Matching Rules erzeugen ein Tiling einer einzigen LI-Klasse.

Anmerkungen :

e Perfekte Matching Rules sind im quasiperiodischen Fall auch stark, wahrend
starke Matching Rules nicht notwendigerweise perfekt sind.

e Perfekte Matching Rules stellen fiir periodische Tilings gleichzeitig auch
lokale Wachstumsregeln dar. Im quasiperiodischen Fall trifftt dies nicht not-
wendigerweise zu [KLITZING und BAAKE, 1994].10

Uber die Bedeutung von Matching Rules — ob sie physikalisch iiberhaupt notwen-
dig sind — ist viel diskutiert worden. Niheres dazu findet man in [INGERSENT,
1991, SOCOLAR, 1991].

BURKOV z.B. verwendet Matching Rules, um in seinem Modell von d—AlCuCo!
die Ubergangsmetalle Co und Cu zu unterscheiden [BURKOV, 1993]. Perfekte
Matching Rules lassen nur eine endliche Anzahl von Vertexkonfigurationen zu,
wobei diese Bevorzugung einiger weniger moglichen Vertexkonfigurationen zu ei-
ner energetischen Stabilisierung des Quasikristalls fiihrt [KLITZING und BAAKE,
1994].

Als Beispiel sind in Abb.1.6 perfekte Matching Rules und ihre Anwendung beim
Aufbau eines Tilings im Fall des zwidimensionalen Penrosetilings gezeigt. Die
Bausteine — eine dicke Raute mit 72° und eine diinne Raute mit 36° Winkel'?
und die dazugehorigen Matching Rules wurden von DE BRUIIN 1981 eingefiihrt
[DE BRULIN, 1981]. Die Tiles diirfen nur so Kante an Kante angelegt werden, dafl
an der gemeinsamen Kante Pfeilrichtung und —art iibereinstimmen. Die mit Pfei-
len versehenen und so unterscheidbar gewordenen Tiles werden als dekorierte
Tiles bezeichnet.

0L okale Wachstumsregeln sind Regeln, die ausgehend von einem endlichen Auschnitt
eines Tilings eindeutig ein unendlich grofles Tiling durch Anlegen der Bausteine wachsen lassen.

114 steht hier fiir dekagonal.

12Gie werden auch als Penrose-Rauten bezeichnet.
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Definition 1.10 Matching Rules, die sich aus den lokalen Konfigurationen des
undekorierten Tilings direkt ableiten lassen, heiffen lokal ableitbare Matching
Rules.

Die Matching Rules fiir das 2d-Penrosemuster und das Tiibinger Dreiecksmuster
sind im Gegensatz zum oktagonalen Amman—Beenker—Tiling lokal ableitbar.

a)

Abbildung 1.6:

a.) Die zwei dekorierten Penrose Rauten.

b.) Ein Auschnitt eines zweidimensionalen Penrosetilings — dieses Motiv wird
auch als Sonne bezeichnet — mit angewandten Matching Rules.

1.3.6 Selbstiahnlichkeit

Ein weiterer interessanter Aspekt bei Tilings ist ihre Selbstdhnlichkeit, die Ei-
genschaft, Bausteine so zerlegen oder zusammensetzen zu konnen, dafl danach
wieder ein Tiling der gleichen LI-Klasse auf einer anderen Groflenskala entsteht.
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Definition 1.11

(I) Die Deflation eines Tilings bezeichnet die Zerlegung seiner Bausteine
abhdingig von ihrer Dekoration in Tiles kleinerer Griofle, so daf$ am En-
de der Zerlegung wieder ein Tiling derselben LI-Klasse auf einer anderen
Grofienskala ensteht.

(II) Den umgekehrten Vorgang bezeichnet man als Inflation.

Anmerkung :

e Der Begriff der Deflation und Inflation wird in der Literatur nicht einheitlich
verwendet. Die obige Definition ist konform zu [Burkov, 1993, KLITZING
et al., 1993], in [KATZ, 1992, GRUNBAUM und SHEPHARD, 1987] wird der
Begriftf der Deflation und Inflation genau im entgegengesetzten Sinn ver-
wendet.

Mit den obigen Definitionen kann man nun geometrisch mit Hilfe von Deflations-
bzw. Inflationsregeln selbstédhnliche Tilings erzeugen. Ein einfaches eindimensio-
nales Beispiel hierfiir ist die Fibonaccikette, die aus zwei Bausteinen L und S
mit Langenverhéltnis 7 aufgebaut wird. Die Deflationsregeln mit anschlieSender
Reskalierung liefern :

L — LS (1.18)
S — L (1.19)

Mit der Selbstdhnlichkeitsmatrix!®

S:G (1)> (1.20)

kann man nun ausrechnen, wie sich die relative Haufigkeit von P, zu Py verhilt,
da dies einer n-fachen Deflation (n — oo) mit anschlieBender Reskalierung ent-
spricht.

S" — Qn An—1 mit Qp = Qp-1 + Qp—2, N E N y > 2 (121)
p-1 Qp_2 ap=1, a5 =2

Dabei stellt a,, das n—te Folgenglied einer Fibonaccifolge dar.

P—L = lim On Tt Ot

=7 (1.22)
S n=oo Q1 4 Ap_2

138 stellt nur die vektorielle Umschreibung der Deflationsregeln dar.
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Dies ist natiirlich das gleiche Ergebnis, wie man es aus dem Polarenkalkiil (Tab.1.2)
erhielt. Daher stellt sich nun die Frage nach der Ubertragung der Selbstéhnlich-
keitseigenschaften auf den Streifenprojektionsformalismus oder den Formalismus
der atomaren Hyperflachen. Offensichtlich werden bei einer Deflation mehr Punk-
te des Hypergitters in Ell projiziert bzw. schneiden mehr Hyperflichen den Paral-
lelraum; dies ist dquivalent zu einer Vergroflerung des Akzeptanzbereiches A bzw.
der atomaren Hyperflichen I um einen Faktor A. Wie grofl dieser Faktor A sein
muf, um wieder ein Tiling derselben LI-Klasse zu erhalten, soll nun erlautert
werden.

Man sucht eine Matrix M € GL(n,Z), die die Unterriume F* und El invariant
148t, diese also als Eigenrdume besitzt [KATZ und GRATIAS, 1994]. 1

Ap€eR

1 (1.23)

MZ)\TFL—{—/JJTH mit {

Im Fall der Projektion aus dem Z? ist diese Matrix M bekannt, es ist die
Selbstdhnlichkeitsmatrix S fiir die Fibonaccikette. IThre Eigenvektoren sind ge-

rade El und E+ mit den Eigenwerten A = —7~! und u = 7.
1 T
= 1.24
m - (T 7 (121
1 1 —7
M = TT| — T_lﬂ'L

_ (} é) (1.26)

Eine VergroBerung des Akzeptanzbereiches um einen Faktor 7 liefert eine um 7
deflationierte Fibonaccikette.

In Abb.1.7 werden die einzelnen Deflationsschritte in einem Tiibinger Dreiecks-
muster dargestellt. Die Strichdicke nimmt mit zunehmender Deflationstiefe ab.
Der Zusammenhang zwischen Matching Rules und Deflation im Dreiecksmuster
wird im Kapitel 2 noch ausfiihrlich behandelt werden. Der Aspekt der Selbstéhn-
lichkeit — auch iiber die quasiperiodischen Tilings hinaus — wird in [GRUNBAUM
und SHEPHARD, 1987] ausfiihrlich behandelt.

14Falls keine minimale Einbettung vorliegt ist Vorsicht geboten, da E* in verschiedene Un-
terrdume zerfillt und verschiedene LI-Klassen existieren.
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Abbildung 1.7: Ein Ausschnitt aus einem Dreiecksmuster — ein Zehneck — wurde
zweimal hintereinander deflatiert. Die Strichdicke der Dreiecke nimmt mit der
Deflationsstufe ab.

1.4 Symmetrien, minimale Einbettung und Wur-
zelgitter

Wie in Abschnitt 1.2 schon erwéhnt, fithrt die Forderung nach Periodizitat zu
einer begrenzten Anzahl erlaubter Punktsymmetrien. Nichtkristallographische,
aber experimentell beobachtete Punktsymmetrien kénnen unter Verwendung ho-
herdimensionaler Gitter eingefiihrt werden. Ihre Dimension und Beschaffenheit
ist Anliegen der ndchsten Unterabschnitte.

Bevor wir dazu kommen, miissen zuerst einige wichtige und niitzliche Begriffe
definiert werden.

Definition 1.12

(I) Ein Gitter A? ist die Menge der ganzzahligen Linearkombinationen von d
linear unabhdngigen Vektoren des RY.

d
/\d: {Zajaj )O&j EZ, a; € [Rdund det(al"'ad) 7&0}

=1
(II) Das Duale A%** eines Gitters A? ist dann gegeben durch

Me={reR| (r,A)eZ VAen.
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Anmerkungen :

e Ein Gitter ist selbstdual, falls A% = A%* gilt. Dies trifft im Fall der hyper-
kubischen Gitter Z¢ zu.

e Wie man leicht sieht, gilt mit Definition 1.12 (A%*)* = A<

Definition 1.13

Die Voronoizelle V eines Gitters A* um einen Gitterpunkt N, ist die Menge
aller Punkte r € RY, die niher an X' liegen als an einem anderen Gitterpunkt:

V) ={reR| [r=XI|<|r—X| VAent}
Anmerkung :

e Die Voronoizelle wird auch héufig als verallgemeinerte Wigner—Seitz—
Zelle bzw. Dirichlet—Bereich bezeichnet. Sie stellt eine mogliche Ein-
heitszelle fiir das Gitter dar.

So wie man das Duale eines Gitters definieren kann, kann man auch das Duale der
Oberflachenelemente der Voronoizellen definieren. Diese Gréflen werden bei der
Konstruktion des Tiibinger Dreiecksmusters noch eine wesentliche Rolle spielen.

Definition 1.14

(I) Die m—Grenzen P, der Voronoizelle V sind ihre m—dimensionalen Ober-
flichenelemente.

(II) Die duale m—Grenze P}, ist jenes Polytop, welches entsteht, wenn man
die Gitterpunkte, deren Voronoizellen dieselbe m—Grenze besitzen, mitein-
ander verbindet.

(III) Der Delaunaybereich ist das Duale von 0-Grenzen.
Zur Veranschaulichung sind die m—Grenzen der Voronoizellen des kubischen Git-

ters Z3 und ihre Dualen in Abb.1.8 gezeigt. Die Dimension der m—Grenze und
ihres Dualen addieren sich immer zur Dimension des betrachteten Gitters:

dim(P,,) + dim(P}) = dim(A?) = d. (1.27)

Dies und weitere damit zusammenhingende Aspekte wird in der Diplomarbeit
von GAUB ausfiihrlich behandelt [GAUB, 1994].
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[ J @
o [ @ @ ®
a m=3 b. m=2 C. m=1 d m=o

Abbildung 1.8: Die m—Grenzen der Voronoizellen sind eingefirbt gezeichnet. P
ist die Voronoizelle selber. Die m—Dualen sind mit dicken Linien umrandet. Der
Delaunaybereich Pj ist wie die Voronoizelle Ps ein Wiirfel. Dies liegt an der
Selbstdualitat der hyperkubischen Gitter Z".

1.4.1 Kristallographisch erlaubte Punktymmetrien

Kristallographisch erlaubte Punktsymmetrien lassen ein in einem d—dimensionalen
Raum (d < 3) eingebettetes Gitter invariant. Sei A? ein Gitter im R? mit der Basis
A= {ao, Tty ad,l}, mit

d—1
A = {anaj‘nj €Z,ajc IRd} .
=0

Dann sind solche Drehungen R(¢) gesucht, die die gedrehten Basisvektoren wie-
der auf Gittervektoren abbilden :

Damit ergibt sich fiir die Drehmatrix R(¢) die folgende Gleichung :
R(¢p) = ANA 'mit R;; € Z. (1.29)

Betrachtet man die Invarianten der Drehmatrix in den verschiedenen Dimensio-
nen, ergibt sich fiir:

e d=1:=¢c{0,7}
e d=2:

det(R(¢)) = 1
Sp(R(¢)) = 2cos(¢) €7

:>¢€ {077‘-’2?#7%72%}
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det(R(¢)) = 1
Sp(R(9)) 2cos(p)+1 €Z
Sp(R*(¢)) = 2cos(2¢)+1 €7

:>¢€{077Ta2?ﬂ7%r72%

Damit ergeben sich die gleichen Drehwinkel wie im zweidimensionalen Fall, da
die dritte Bedingung keine weitere Einschréinkung liefert.

1.4.2 Nichtkristallographische Punktsymmetrien und Mi-
nimale Einbettung

Hoherdimensionale Gitter (d > 3) haben nichtkristallographische Punktsymme-
trien. Das einfachste Beispiel hierfiir ist das vierdimensionale hyperkubische Git-
ter Z*. Es besitzt als Punktgruppe die hyperkubische Gruppe §2(4), die als Un-
tergruppe eine zyklische Gruppe der Ordnung 8 enthélt.

Weiterhin stellt sich die Frage nach der minimalen Dimension einer treuen Dar-
stellung, deren Charaktere ganzzahlig sind und die einen zwei- bzw. dreidimen-
sionalen invarianten Unterraum besitzt.

Zyklische Gruppen der Ordnung n

In [LEvVITOV und RHYNER, 1988] wird gezeigt, dal die minimale Einbettungs-
dimension d fiir die zyklischen Gruppen durch die Eulerfunktion ¢(n) gegeben
ist:

é(n) = |{l | 1<1<n, geT(ln) =1} (1.30)

Die Eulerfunktion gibt die Anzahl der teilerfremden Zahlen an, die kleiner als n
sind. Fiir die verschiedenen Dimensionen ergibt sich:

ed=1: ¢(n)=1=n¢e{2}
Der hier erhaltene Drehwinkel liefert die Rauminversion.

e d=2: ¢(n)=2=n¢c{3,4,6}
Das hexagonale Dreiecksgitter bzw. das Quadratgitter besitzen die-
se zyklischen Gruppen als Untergruppen.

e d=3: ¢(n)=3=n¢c{3,4,6}
Im Dreidimensionalen kommen keine neuen weiteren zyklischen
Symmetrien hinzu, da jede Darstellung in eine zweidimensionale,
die die Drehung représentiert, und eine eindimensionale, die die
Drehachse enthalt, zerfallt.
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e d=4: ¢(n)=4=mn¢c{578,10,12}
Wie schon erwdhnt ist das vierdimensionale hyperkubische Git-
ter invariant unter einer achtzéhligen Drehung, die fiinf- bzw.
zehnzéahligen zyklischen Gruppen sind Symmetrieelemente des A4 —
und die zwolf- bzw. achtzdhligen zyklischen Gruppen Symmetrie-
elemente des Dy,~Wurzelgitters (s.a. Abschnitt 1.4.3 und Anhang
A).

Anmerkungen :

e Alle bis zum jeztigen Zeitpunkt beobachteten nichtkristallographischen Punkt-
symmetrien sind mit Hilfe eines Gitters der doppelten Raumdimension dar-
stellbar.

e Der Vorteil einer minimalen Einbettung liegt darin, daB die Anzahl der
benétigten Fourierindizes mit der Gitterdimension d iibereinstimmt, so daf3
eine eindeutige Indizierung moglich ist.

e Hiufig werden auch hyperkubische Gitter Z¢, die nicht die minimale Di-
mension haben, verwendet, da sie einfach zu handhaben sind. Ein Beispiel
hierfiir ist die Erzeugung des Penrosemusters aus einer Projektion des Z°.
Da keine minimale Einbettung vorliegt, mufl man in diesem Fall mit beriick-
sichtigen, dal Muster verschiedener LI-Klassen enstehen koénnen (s. a. Ab-
schnitt 2.2).

1.4.3 Wurzelgitter

Wurzelgitter treten als Verallgemeinerungen der hyperkubischen Gitter auf. Es
sind Gitter, deren Punktgruppen Z-irreduzibel sind und die aus Spiegelungen
hervorgehen. Die Bezeichnung Wurzelgitter hingt damit zusammen, dafl diese
Gitter durch die Wurzeln, das sind die Vektoren der Eigenwerte, halb—einfacher
Lie-Algebren generiert werden. Wen dieser Zusammenhang stérker interessiert
sei auf [HUMPHREYS, 1990] verwiesen. Ein fiir die Wurzelgitter wichtiger Begriff
ist die Weylspiegelung.

Definition 1.15
Die Weylspiegelung W,.(x) ist definiert als

(@, T)
(r,7)

x—>Wpe(x)=x—2 r mit x,r € R?

Sie stellt eine Spiegelung an der Hyperebene (x,r) =0 dar.
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Damit lautet die Definition eines Wurzelgitters nach [BAAKE, 1994] :

Definition 1.16

(I) Sei'V ein euklidischer Vektorraum. Eine Teilmenge ¢ C V heiffit Wurzel-
system, wenn gilt:
1. ¢ ist endlich, erzeugtV und 0 & ¢
2. 1, r1 €9 = A= +1
8. ri€d = Wr(o) =29
4. ri,me € ¢ = 2iLT o7

(r1,71)

(II) Das Wurzelgitter ist definiert als die Menge aller ganzzahligen Linear-
kombinationen der Vektoren r € ¢.

Anmerkungen:

e Die Vektoren r € ¢ werden auch als Wurzeln bezeichnet.

e Die obige Definition bewirkt, dafl als Winkel zwischen den Wurzeln nur
Vielfache von 7 und % auftreten.

Die verschiedenen Wurzelgitter lassen sich als orthogonale direkte Summe einiger
weniger Basisgitter darstellen. Diese Gitter sind A, (n > 1), Z"(n > 2), D, (n > 4),
Eg, E7 und Eg. Sie werden in Anhang A ausfiihrlicher beschrieben.

Der folgende Satz, der bei der Untersuchung der Voronoizelle des A,~Gitters in
Abschnitt 2.1.1 wichtig wird, stammt aus [SENECHAL, 1992].

Satz 1.7 Fine Voronoizelle Vyn € R™ ist genau dann ein regelmdfliges Polytop,
wenn N ein Wurzelgitter oder die direkte Summe identischer Wurzelgitter ist.

Das fiir die Konstruktion des Tiibinger Dreiecksmusters wichtige fiinfdimensio-
nale hyperkubische Gitter Z° und sein Untergitter A, werden im folgenden niher
untersucht.

Das hyperkubische Gitter 7°

Die Punktgruppe Q(5) des Z°-Gitters besitzt als Untergruppe eine zyklische
Gruppe der Ordnung fiinf. Z° zerfillt unter Wirkung der zyklischen Gruppe Cs
in drei invariante Unterrdume. Die Gruppe Cs enthélt fiinf Elemente:

CS = {6, g, 92? ggﬂ 94}'



Symmetrien, minimale Einbettung und Wurzelgitter 35

Die Generator g wirkt auf die Basisvektoren des Gitters Z° in folgender Weise:

g€j = €j_1mod5 (1.31)

In der kanonischen Basis des Z° ergibt sich hieraus die Darstellungsmatrix

01000
00100

D(g)=|000 10 (1.32)
00001
10000

Diese Darstellung ist reduzibel und zerféllt in drei irreduzible Darstellungen

D(g) = 1a® D"'(g)® D/(y) (1.33)
A = (11117 (1.34)
Dl(g) _ ( cos%7T sin%)

_ i 2m P13
SlIl5 COS5

(1.35)

4 i 4m

I _ COS 5 Sin 5

D'(g) ( T cos ir ) (1.36)

Die Projektionen in die jeweiligen Raume R* und Rl liefert fiir die Gitterbasis-

vektoren e;:

4mj
1. L _ COST . _
RY: e (m% ) j=0,...,4 (1.37)
2mj
. || _ COST . _
RI: el (mﬂ% ) j=0,...,4 (1.38)

Die projizierten Basisvektoren spannen jeweils einen Fiinfstern auf.

R R
1 %J_ ey
! €
& e
e €
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Weiterhin zerfillt Z° in Untergitter beziiglich der Translationsgruppe AZ, die
durch das Skalarprodukt
(A7)

charakterisiert sind. Jedes dieser Untergitter ist ein A;,—Wurzelgitter, welches eine
vierdimensionale Hyperebene § C R° aufspannt. Man erhilt fiinf Klassen von
Untergittern, da sie invariant sind unter einer ganzzahligen Translation um A.
Zur Unterscheidung dieser Gitter fiihrt man den Begriff der Translationsklasse
ein.

Definition 1.17

Die Translationsklasse T in einem hyperkubischen Gitter 7¢ ist
T:=(A,r)mod d reZ%

Anmerkungen :

e Die Translationsklasse entspricht der Koordinatensumme eines Gitterpunk-
tes von 7¢

(zd: zj) mod d=T.

j=1

e Die Untergitter der Translationsklasse eins und vier sowie die Untergitter
mit Translationsklasse zwei und drei sind iiber eine zehnzihlige Drehung
2

um 75 mit A als Drehachse verbunden.

e Der Schnitt des Z° mit R* und Rl ist irrational, so daB bei einer Projektion
in einen dieser beiden Rdume eine der Voraussetzungen zur Erzeugung eines
quasiperiodischen Musters erfiillt ist.

In Abb. 1.9 wird der Begrift der Translationsklasse am Beispiel des Quadratgitters
erlautert.

Das A,—Wurzelgitter

Wie oben schon erwdhnt bilden die Punkte einer Translationsklasse ein A,—
Wurzelgitter. Wir werden uns im folgenden auf ein A4~ Gitter der Translati-
onsklasse T = 0 beschrinken®. Es hat sich als giinstig erwiesen die Wurzeln des
A4~Gitters als Linearkombinationen der Basisvektoren des Z° darzustellen, da
diese einfach zu beschreiben sind.

15Alle hier getroffenen Aussagen gelten natiirlich auch fiir die A;—Gitter der vier anderen
Translationsklassen.
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[ [
X
[ ] [ ]
T=3(mod2)=1
[ ] [ ]

T=0 T=1 T=2(mod2)=0

Abbildung 1.9: Alle Untergitter mit derselben Translationsklasse T mod 2 sind
invariant unter einer ganzzahligen Translation um A = (1 1)T. Daher benétigt
man im zweidimensionalen Fall nur zwei Translationsklassen T € {0, 1}, um die
Untergitter charakterisieren zu konnen.

Damit gilt fiir das A;—Wurzelgitter und das zugehorige Coxeter—Diagramm (s.a.
Anhang A):

5 5
Ay = {r:szej €7 sz:0} (1.39)
j=1 j=1

€y — €1 €1 — €9 €y — €3 €3 — €4
® @ L L

Die Lange der Basisvektoren b; = e; — e;1 des A,—Gitters betragt V2.

Die Hyperflache, die das A4—Gitter aufspannt, wird mit S bezeichnet. Wie oben
schon gezeigt wurde, existieren zwei invariante Unterriume R/ und R*. Sie ent-
sprechen dem Parallel- und Orthogonalraum.

1.5 Random Tilings

HENLEY und ELSER fiihrten alternativ zu quasiperiodischen Tilings eine neue
Art von Tiling ein, das sogenannte Random Tiling R7T [ELSER, 1985, HENLEY,
1988].
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Definition 1.18
Ein Random—Tiling ist ein Tiling, bei dem die Bausteine Eckpunkt an FEck-
punkt gelegt werden, ansonsten aber keine weiteren Anbauregeln existieren.

Anmerkungen :

e Diese Definition schliefit auch quasiperiodische Tilings ein, im weiteren Ver-
lauf sind als R7 nicht quasiperiodische Tilings gemeint.

e Der Begriff des idealen Tilings wird im folgenden synonym fiir ein quasi-
periodisches Tiling verwendet, um eine Abgrenzung zu den Random Tilings
zu schaffen.

Die Erzeugung eines RT kann auf zwei Arten geschehen :

1. Ausgehend von einem idealen Tiling wird ohne Beachtung von Matching
Rules eine Abfolge von Flips durchgefiihrt.

2. Durch zufilliges Aneinanderlegen der Tiles wird ein R7 unter Beachtung
der Anbauregeln von Definition 1.18 erzeugt.

Abb. 2.11 stellt ein nach der ersten Methode gewonnenes Random Tiling eines
Dreiecksmusters dar. Wird der Rand eines Auschnittes eines idealen Tilings fest-
gehalten und werden anschliefend mit Hilfe einer Flipabfolge alle méglichen R7T—
Konfigurationen innerhalb des Auschnittes erzeugt, so erhédlt man ein Ensemble
von R7T—Konfigurationen, deren Anzahl nr7 exponentiell mit der Gesamtanzahl
N aller beteiligten Bausteine wéchst:

nrr ~ eV (1.40)

Bei einer Fibonaccikette, an deren zu randomisierendem Abschnitt ny, Lingen L
und ng Langen S beteiligt sind, betrédgt die Anzahl der moglichen Konfigurationen

(nr, + ng)! :<nL+ns )

nRT =
ny, !ns ! nr

Das Konfigurationsensemble ist energetisch entartet, dies bedeutet, dafl in dieser
Beschreibung ein Flip keine Energie kostet. Die grofle Anzahl an gleichwertigen
Konfigurationen fiihrt zu einer hohen Konfigurationsentropie

In nps

Swr =~k fim =

N ist die Anzahl der beteiligten Bausteine. Diese grofle Konfigurationsentropie
Sr7 kann zu einem Minimum der freien Energie F' = U — T'S fithren, auch wenn
ein Maximum der inneren Energie vorliegt. Man spricht in diesem Fall von einer
entropischen Stabilisierung.
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Anmerkung :

e Ideale Tilings besitzen Entropie S = 0 [GAHLER, 1986].

Die Erzeugung eines R7 kann man sich im Hyperraum E auch dadurch ver-
anschaulichen, da der Auswahlstreifen S wellig wird, und jetzt Punkte in den
Tilingraum projiziert werden, die davor aulerhalb des Streifens lagen, bzw. Punk-
te aus dem Streifen herausfallen, die vorher innerhalb des Streifens lagen. Eine
dazu alternative, dquivalente Veranschaulichung ist das Bild des zufilligen Weges
(Random Walk) im Z2. Das Konfigurationsensemble besteht dann aus der Pro-
jektion aller moglicher Wege zwischen zwei festen Gitterpunkten des Z? entlang
des Z? . Als Einschrinkung fithrt man ein, daf die Anderungen in x— und y-
Richtung entlang des Weges monoton sein miissen, denn sonst wiirden auch an-
dere Léngen als L und S im R7T auftauchen kénnen. Dies ist in Abb. 1.10 veran-
schaulicht. Als ein Maf fiir die Abweichung vom idealen Tiling fithrte SOCOLAR

Abbildung 1.10: Zwei unterschiedliche Wege a und b im Quadratgitter zwischen
den Gitterpunkten 1 und 2, werden auf E!l projiziert. Die Projektion der bei-
den Wege liefert im Tiling eine unterschiedliche Sequenz von langen und kurzen
Absténden L und S.

den Phason—Strain F als phasonischen Spannungstensor ein [SOCOLAR et al.,
I
J
gleichzeitig auch ein Vertex des Tilings, so gilt in erster Ordnung;:

1986]. Sei r; € A%, seien seine Projektionen in die jeweiligen Unterrdume 7; und

1 [

r;, und sei 7;

i) —ri(r) =Bl —el) £ O( i =} ) [l =vl[>0  (LaD)
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E ist der Phason-Strain und stellt einen d* x dll Tensor dar [TANG und JARIC,
1990].

Bei dem Ubergang zur Kontinuumsbeschreibung erhélt man fiir den Phason—
Strain

E =V r(rh. (1.42)

Eine interessante Frage, die sich zum Schlufl noch stellt, ist, ob die Fouriertrans-
formierte eines RT noch echte Bragg—Reflexe aufweist.
Die Fluktuationen (Ar,)? im Orthogonalraum E+

(Ar)* = (| ri(r) —7.(0) [*) (1.43)

liefern darauf die Antwort. Fiir ideale Tilings liegen die Fluktuationen im Bereich
der Grofle des Akzeptanzbereiches A

(Ary)* <[ A].

Als Bedingung fiir Bragg-Reflexe erhilt man, daB die Fluktuationen (Ar,)* be-
schrankt sein miissen. Allgemein ergibt sich fiir Random—Tilings eine Abhéngig-
keit der Fluktuationen von der Dimension d:

(AT‘L>2 ~ | 7| |27d d<?2
~ log |7 | d=2 (1.44)
~ const d>2

[HENLEY, 1988]

Im Eindimensionalen wird damit die weitreichende Translationsordnung zerstort
und man erhélt keine Bragg-Reflexe mehr. In zwei Dimensionen divergieren die
Fluktuationen logarithmisch und die Intensitat fallt algebraisch ab. Nur in drei
Dimensionen bleiben die Bragg-Reflexe erhalten, zuséitzlich erh&lt man einen
diffusen Anteil bei der Streuung [DE BOISSIEU, 1994]. Dieser Anteil kann dazu
verwendet werden, zu unterscheiden, ob ein R7T oder ein ideales Tiling vorliegt.
Anmerkungen :

e Experimentell kommt erschwerend zur Unterscheidung R7— oder idealer
Quasikristall hinzu, dafl thermische Phononen immer einen Beitrag zum
diffusen Anteil der Streuintensitét liefern. Im Moment sind die Experimente
noch nicht so genau, dafl man den Anteil der Phononen und der Phasonen
an der diffusen Streuung unterscheiden kann, und damit auch die Frage, ob
ein R7T— oder ein idealer Quasikristall!® vorliegt, beantworten kann.

16abgesehen von Defekten ...
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e Die obigen Ergebnisse erhielt PEIERLS auch fiir die phononischen Fluk-
tuationen in Kristallen[PEIERLS, 1935]. In der Diplomarbeit von ENGLERT
wird dies in Anhang B niher behandelt [ENGLERT, 1994].

e Alle bisher betrachteten RT waren energetisch entartet und ein Flip kostete
keine Energie. Um auf realistische Modelle zu kommen, miissen Kriterien
eingefiithrt werden, die die einzelnen Flips energetisch unterscheiden. Da-
durch koénnen die Fluktuationen modellbedingt auch in zwei Dimensionen
beschriankt werden.

Der am Gebiet der Random—Tiling—Quasikristalle interessierte Leser, sei auf
[HENLEY, 1988, TANG und JARIC, 1990, HENLEY, 1991] verwiesen; EBINGER
beschiftigte sich in seiner Diplomarbeit ausfiihrlich mit diesem Themenkomplex
[EBINGER, 1991].
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Kapitel 2

Das Tiibinger Dreiecksmuster

Die Arbeitsgruppe von KRAMER und BAAKE in Tiibingen hat sich intensiv mit
der Konstruktion quasiperiodischer Tilings aus Wurzelgittern beschéftigt. Eines
der Muster, welches sie dabei erhalten haben, ist das Tiibinger Dreiecksmuster
Ta, dessen Eigenschaften in diesem Kapitel behandelt werden. Die folgenden Ab-
schnitte orientieren sich an den Arbeiten von BAAKE, KLITZING und SCHLOTT-
MANN [BAAKE et al., 1989, BAAKE et al., 1990].

In den nun folgenden Abschnitten wird zuerst die Konstruktion des Tiibinger
Dreieckmusters aus einem A,~Wurzelgitter beschrieben, anschliefend werden die
fiir die nachsten Kapitel wichtigen Eigenschaften dieses Tilings behandelt.

2.1 Die Konstruktion des Dreiecksmusters Ta
aus dem A,—Wurzelgitter

Um das Dreiecksmuster aus einem Projektionsformalismus gewinnen zu koénnen,
muf} zuerst die Voronoizelle V,, des A, Gitters ndher betrachtet werden, denn so
wie im eindimensionalen Fall die Bausteine der Fibonaccikette die Projektionen
der Kanten des Einheitswiirfels in El sind, sind die Bausteine des Penrosemusters
Projektionen der 2-Grenzen P, der Voronoizelle V,, bzw. die Bausteine des Ta
Projektionen ihrer Dualen P in den Parallelraum E.

2.1.1 Die Voronoizelle V,, des A;—Wurzelgitters

Da es sich bei dem vorliegenden Gitter um ein Wurzelgitter handelt, ist die Voro-
noizelle V,, ein regelméfliges Polytop (Satz 1.7). Auflerdem ist die Voronoizelle
vollsténdig durch die Wurzeln r;; des Gitters charakterisiert. Das A,~Gitter be-
sitzt 20 Wurzeln, die sich mit Hilfe der fiinf Basisvektoren e; des Z° ausdriicken
lassen:

rii=e —e;  i,j€{0,...,4} i#] (2.1)

43
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Auch die Basis des A, wird als Linearkombination der e; ausgedriickt:

aj = ej — 6(j+1) mod 5 ] € {O, P ,4} (22)

Dies stellt natiirlich keine minimale Basis dar, da

4
> a;=0
j=0

ist. Die Beschreibung mit fiinf Vektoren hat sich aber als einfacher erwiesen.! Es
ist giinstig Va, unter Zuhilfenahme des dualen? Gitters A} zu beschreiben. Das
A} wird durch die dualen Gittervektoren

1
kj:ej—gA ]E{O,,4} (23)

aufgespannt.
Anmerkungen :

e A, ist ein Untergitter seines dualen Gitters A}

Ay C A}

e Die Faktorgruppe ist A}/A, ~ Cs.

Man erhélt damit fiir die Voronoizelle um den Ursprung O:

1 4
VA4(O):{$€S‘w:§Z)\]kJ |)\J|§ 1} (24)
7=0

S stellt die vom A,—Gitter aufgespannte Hyperebene dar. Fiir die Untersuchung
ihrer m—Grenzen P,, bzw. deren Dualen P;, wird folgende abkiirzende Schreib-
weise eingefithrt [BAAKE et al., 1990):

4
Pon(lol1 L I51,) = {Z bik; |b; € I]} (2.5)
j=0

Folgende Abkiirzungen existieren fiir die Intervalle I :

+ — I ={1}

- — I ={-1}

0 — I ={0} (2.6)
x — I =[-1,1]

x — I = (00,00).

!Das Gleiche gilt fiir die Beschreibung des dualen Gitters A}.
’In [BAAKE et al., 1990] wird das duale Gitter als reziprokes Gitter bezeichnet.
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m—Grenzen P,, der Voronoizelle

Ps : Ein Beispiel fiir eine 2-Grenze und ihr Duales ist :

1
Po(+ 4+ —xx) = {§(ko+k1—k2+)\3k3+)\4k4)‘ YRR 1} (2.7)

Py(++ —*x) = {l(ﬂo(ko—k2)+/~bl(k1—k2)) | p;j >0,

2
po + g1 < 1} (2.8)
Damit existieren mit der Inversion (P,,(— — + * *)) und allen Permuta-

tionen

(2)(2)-»

2-Grenzen P, und Duale P;. Die Projektion von P, in El liefert die Pen-
roserauten und die Projektion von P; die Dreiecke des 7.

P1 : Es existieren zwei Typen von P; :

1.
Pubt+t—e) = (Sl +katha— ks + Miko) | | 1<1}(29)
PLCE++ %) = {2 iolko — hs) + (ks — hs) + ik — )
1 >0, po+ pn + p2 < 1} (2.10)

Mit allen Permutationen und der Inversion liefert dies

(3)(2)-

1-Grenzen. Die Dualen der 1-Grenzen P; sind Tetraeder.

1
Pi++——%) = {5(”’60 + k1 — ky — k3 + Aiky)

| Ay <1} (2.11)
Pr(++——%) = {%(Mo(ko—k2)+lﬁ1(ko—k3)+,u2(k1—k2)

+p3(kr — ks3))
| 15 >0, po+p1 <1, po+ps < 1,
po+ 2 <1, i+ ps <1} (2.12)
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Mit allen Permutationen und der Inversion liefert dies

(3)(3)-o

1-Grenzen. Die Dualen der 1-Grenzen Pj sind Oktaeder.
Damit gibt es insgesamt 70 1-Grenzen.

Py : Es existieren ferner zwei Arten von Lochern P

1.

1
1M++++—)::{§m+kruw+m—k@}

= ko+ki+ky+ ks (2.13)

Pil++++-) = {iuj(kj—k4))§3:uj=0}- .14

2 (3) -

Locher dieses Typs. Sie stammen aus Translationsklasse eins oder vier.
Da sie zum néchsten Gitterpunkt des A4 den geringsten Abstand mit
= % haben, werden sie auch als flache Locher bezeichnet.

Es existieren

Pol+++——) = {%(koJrkl ks — ks —k4)}
— ko+ki+ky (2.15)
Po(++++-) = {no(ko — k3) + pa (k1 — ks)
+p2(ky — ks) + us(ko — k)
+pg(ky — k) + ps (ko — k4)‘
pi =0, po+ pn + po < 1,
3+ g+ ps < 1, po +p3 < 1,
pr+ pa <1, po + ps < 1} (2.16)

(1)

Locher dieses Typs. Sie stammen aus Translationsklasse zwei oder drei.
Da sie zum néchsten Gitterpunkt des A4 den grofiten Abstand mit

= \/é haben, werden sie auch als tiefe Locher bezeichnet.

Es existieren
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Das Duale vierdimensionale Polytop P stellt den Delaunaybereich dar,
seine Projektion in den Orthogonalraum liefert den Akzeptanzbereich der
Punkte des Penrosemusters.

Nachdem die m—Grenzen ausfiihrlich vorgestellt wurden, werden im nichsten
Abschnitt die Projektionen der 2-Grenzen in den Orthogonal— bzw. Parallelraum
behandelt.

2.1.2 Die Projektion der m—Grenzen und ihrer Dualen
Die Projektion von P, und seinem Dualen P; in El und E*+

Die Projektion der nach Satz 1.7 kongruenten Rauten P, in den Parallel- und
Orthogonalraum bildet zwei Sorten von Rauten. Exemplarisch sollen daraus zwei
Repréasentanten R und R, von 2-Grenzen ndher untersucht werden, da die an-
deren P,, nur dazu gedrehte oder gespiegelte Bilder liefern. Das Duale der Rauten
ist jeweils ein Dreieck D; bzw. Dy

1
Ry: Po(++—%%) — {§(k0+k1—k2+)\3k3+)\4k4),

< 1} (2.17)
1

Ro: Po(++x—%) = {é(ko k1= ks o+ doka + Aik),

< 1} (2.18)
Dy: Py(++—xx) = {po(ko — k) + pa(kr — k2) | p; >0,

po + gy < 1} (2.19)
Dy: Py(++*—%) = {po(ko —ks) + pi(kr —ks) | p; >0,

po + 1 < 1} (2.20)

Bei der Projektion in Parallel- und Orthogonalraum ist zu beachten, dafl die
Projektion der dualen Basisvektoren gleich der Projektion der Basis des Z° ist.

m (k) = m(e; —3A) =m(ey) (2.21)
(k)= wi(ej—:A) =m.(e;). (2.22)
Damit erhilt man fiir die Bilder im Parallelraum EI :
1
R! = {i(eg+el—eg+)\36g+)\4e4),] A< 1} (2.23)
1
Rg = {§(eg+el—eg+)\geg+)\4e4),] A< 1} (2.24)

Dl = {poles —ey) +pmlel —es) | p; >0,
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po+m <1} (2.25)
Db = {oleh —es) +mlel —eb) | >0,
o+ 1 < 1) (220

Analog bekommt man fiir die Projektionen in den Orthogonalraum :

1
Ri = {5led +ef —ei +hef+hed) [N I<1) (227
1
Ri = {Sles+el —ef+het+hel) |y I<1}  (229)
Dt = {uoleg —ex)+mler —e3) | p; >0,
po+m <1} (2.29)
Dy = {noleg —e3) +mlel —ey) | p; >0,
o+ pr < 1) (2.30)

In Abb.2.1 werden die Bilder von R; und Ry und ihrer Dualen D; und D,
in Orthogonal- und Parallelraum dargestellt. Man sieht, dafl zwei Arten von
Rauten als Bilder existieren, eine dicke Raute Ry mit einem Winkel von 72°
und eine schmale Raute R, mit einem Winkel von 36°. Dies sind die bekannten
Penroserauten (s.a. Abb. 1.4). Thre Dualen sind zwei gleichschenklige, goldene
Dreiecke® Dy und Dy, eines mit Basiswinkel 36° und das andere mit 144°. Sie
sind die Bausteine des 7a. Das Flachenverhiltnis der beiden Rauten zueinander
entspricht dem der beiden Dreiecke

Fp, _Fr,
Fp, Fr,

= (2.31)

Die Projektion einer 2-Grenze liefert in El eine schmale Raute und in E* eine
dicke Raute oder umgekehrt. Insgesamt erhdlt man in jedem Raum 30 schmale
und 30 dicke Rauten, die sich voneinander durch Drehung und Inversion unter-
scheiden. Das Duale zu einer schmalen Raute in £ ist ein spitzwinkliges Dreieck
in £l und ein stumpfwinkliges Dreieck in E*. Fiir die dicke Raute ist dies genau
umgekehrt. Analog zu den 60 Rauten erhélt man bei der Projektion aller Dualen
der 2-Grenzen 30 spitzwinklige und 30 stumpfwinklige Dreiecke.

Da die Projektion der Voronoizelle V,,(0) in E+ der Akzeptanzbereich des Th ist,
wird er im néchsten Abschnitt ndher untersucht.

3Diese Dreiecke bezeichnet man als golden, da sich Basis— und Schenkelliinge zueinander wie
der goldene Schnitt 7 verhalten. Man kann diese Dreiecke durch Zerlegen eines regelméfiigen
Fiinfecks gewinnen.
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Abbildung 2.1:

a. Die Projektion von Py(+ + — * %) = R, in Parallel- und Orthogonalraum. Die
Projektion ihres Dualen Pj(+ + — * %) = D; befindet sich direkt darunter.

b. Die Projektion von Py(+ 4+ * — x) = R, in E; und E; und darunter die
Projektion ihrer Dualen Pj (4 + * — %) = Ds.
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Die Projektion der Voronoizelle V,,(0)

Die Projektion der Voronoizelle (Gleichung 2.4) ist die Vereinigungsmenge der
Projektionsbilder aller ihrer Oberflichenelemente. Es geniigt daher die Bilder
von P, zu betrachten. Wie vorher gezeigt wurde, sind die Projektionen der 2-
Grenzen Rauten. Alle projizierten P, bilden zusammen sowohl im Orthogonal—
als auch im Parallelraum ein regelméfliges Zehneck. In Abb. 2.2 ist die Projektion
der Voronoizelle 7, (V,,) in den Orthogonalraum dargestellt. Zum Vergleich mit
dem vorigen Abschnitt wird die Projektion der vorhin niaher untersuchten 2—
Grenzen hervorgehoben. Man erkennt deutlich, dal je drei schmale und dicke
Rauten zur Beschreibung der projizierten Voronoizelle geniigen, da die anderen
Rauten Kopien dieser Rauten unter C'g sind.

Abbildung 2.2: Projektion der Voronoizelle Vj,(0) in den Orthogonalraum E*.
Herausgehoben wird die Projektion der in Abb. 2.1 behandelten 2-Grenzen
Pa(+ + — x x) und Po(+ + * — x).

Die Projektion des Delaunaybereichs

Projiziert man analog den Delaunaybereich (s. a. Gleichung 2.16 und 2.14) in -+,
so erhélt man, getrennt nach Translationsklassen, die die verschiedenen Eckpunk-
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EL
€L %‘7
€
&
eZL
T=1 T=2 T=3 T=4

Abbildung 2.3: Die Projektion des Delaunaybereichs in E*, aufgeschliisselt nach
zugehoriger Translationsklasse T.

te der Voronoizelle repréasentieren, vier regelmifiige Fiinfecke. Fiir die Dualen der
flachen Locher — Translationsklasse T € {1,4} — sind dies zwei kleine Fiinfecke
die sich um eine 36° Drehung unterscheiden und fiir die Dualen der tiefen Locher
— Translationsklasse T € {2, 3} — erhélt man zwei grofie Fiinfecke, die sich wieder
um eine Drehung von 36° unterscheiden. Die Flicheinhalte der groflen und der
kleinen Fiinfecke verhalten sich wie 7 zueinander. In Abb. 2.3 sind diese Fiinfecke
getrennt nach Translationsklasse dargestellt.

2.2 Die Konstruktion des Tiibinger Dreiecks-
musters 75 und des Penrosetilings 7p

Ausgehend von den 2-Grenzen und ihren Dualen erhélt man zwei Arten von
Mustern: das Tiibinger Dreiecksmuster T bei Projektion von P; in El bzw. das
Penrosemuster 7p bei Projektion von P, in Ell. Die Auswahl der zu projizierenden
Punkte bzw. 2-Grenzen erfolgt iiber den Akzeptanzbereich A, der die projizierte
Voronoizelle 7, (Va,(0)) bzw. der projizierte Delaunaybereich 7, (Va1 (0)) ist.

Penrosemuster

Da der Akzeptanzbereich des Penrosemusters Ap = 7, (V; (0)) der Delaunaybe-
reich ist, stammen die Vertizes des Penrosemusters auch aus vier Translations-
klassen. Sie stellen die projizierten Eckpunkte von Voronoizellen dar. Der Ak-
zeptanzbereich des Penrosemusters besteht aus regelméfligen Fiinfecken, somit
erhélt man nach der Projektion ein Tiling mit einer verallgemeinerten fiinfzahli-
gen Symmetrie.



52 Das Tiibinger Dreiecksmuster

Konstruktionsvorschrift :

1. Man projiziere die 2-Grenzen von Voronoizellen in den Orthogonalraum
EL.

2. Liegen ihre Eckpunkte innerhalb des Akzeptanzbereiches, der zu ihrer Trans-
lationsklasse gehort, so projiziere man die 2-Grenze in den Tilingraum.

In Abb. 2.4 ist ein so gewonnenes Penrosemuster abgebildet, jeder Vertex ist mit
der zugehorigen Translationsklasse markiert, und die Projektion der Vertizes in
den Orthogonalraum ist nach Translationsklassen aufgeschliisselt gezeigt.

\va = (.50

r
no = 701

—
t
Hirs

Abbildung 2.4: Die Vertizes des Penrosemusters sind gekennzeichnet nach der
Translationsklasse, aus der sie stammen. vz und vy gibt die Verschiebung des Ak-
zeptanzbereiches senkrecht zu A an. Die Projektion der ausgewihlten Z° Punkte
in £+ ist rechts getrennt nach Translationsklassen r — sie werden historischen
Griinden mit r bezeichnet — dargestellt. Man erkennt die fiinf Fiinfecke des pro-
jizierten Delaunaybereichs.
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Zusammenhang mit der Konstruktion von 7, aus Z°

Héaufig wird das Penrosemuster aus einer Projektion des hyperkubischen Gitters
Z° gewonnen. Hierbei liegt keine minimale Einbettung vor. Der Streifen S wird
durch die Verschiebung des fiinfdimensionalen Hyperwiirfels erzeugt. Der Ortho-
gonalraum

Er=A¢ R

ist jetzt dreidimensional, und die Projektion des Streifens liefert einen rhombi-
schen ITkosaeder als Akzeptanzbereich. Da keine minimale Einbettung vorliegt,
zerfillt die Projektion des Z° in E* in Schichten S senkrecht zu A. Schneidet
man diese Schichten mit dem Akzeptanzbereich, so erhélt man getrennt nach
Translationsklassen dasselbe Bild wie in Abb. 2.3.

Konstruktionsvorschrift :
1. Man projiziere die Punkte des Z° in E*.
2. Liegen sie innerhalb des Akzeptanzbereichs, so projiziere man sie in Ell

3. Man verbinde alle Punkte im Tilingraum, die den Abstand eines in E/
projizierten Einheitsvektors haben.

Anmerkung :

e Da keine minimale Einbettung vorliegt, besitzt man als weiteren Freiheits-
grad die Moglichkeit, den Akzeptanzbereich parallel zu A zu verschieben.
Dabei dndert sich die Fléche, die die Schichten S aus dem rhombischen Iko-
saeders herausschneiden. Diese Fliche charakterisiert (s.a. Abschnitt 1.3.2)
die LI-Klasse des Tilings. Sei v € £+ der Vektor, um den der rhombische
Ikosaeder verschoben wurde, so charakterisiert das Skalarprodukt

(v,A)mod 5 =k (2.32)
die Schnittfliche und legt damit die LI-Klasse des Tilings fest.

e Man spricht bei £ # 0 von verallgemeinerten Penrosemustern. Das
Antipenrosemuster aus Abb.1.4 hat kK = 0, 5.

Das Tiibinger Dreiecksmuster 7Ta

Ta entsteht, indem man die Dualen der 2-Grenzen in den Parallelraum projiziert.
Der Akzeptanzbereich fiir die Punkte von A4, die in El projiziert werden, ist
ein regelméafiges Zehneck. Da der Akzeptanzbereich eine zehnzahlige Symmetrie
aufweist, besitzt auch das Tiling eine veralgemeinerte zehnzihlige Symmetrie.
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Konstruktionsvorschrift :
1. Man projiziere einen Punkt des A4 in E*.

2. Liegt der Punkt innerhalb des Projektionsbildes einer 2-Grenze, also in
deren Akzeptanzbereich, so projiziere man diesen Punkt und das an ihn
angeheftete Duale der 2-Grenze in den Tilingraum.

Damit ergibt sich Ta zu*
Ta = {m(r) +m(P5) | wi(r) € mi(Py), 5={1,...,20}, v € Ay} (2:33)

Anmerkungen :

e Da nach der Projektion in den Orthogonalraum anschlieffend das Duale zu
einer 2-Grenze in den Tilingraum projiziert wird, spricht man auch von
einem Projektionsformalismus mit Dualisierung.

e Man konnte meinen, dafl es geniigt, nur die Eckpunkte der Dreiecke im Ti-
ling mit einem Projektionsformalismus zu bestimmen und anschlieffend die
Verbindungslinien im Tilingraum zu erzeugen, um damit das Dualisierungs-
verfahren zu umgehen. Dies ist aber nicht méglich, da die Verbindungslinien
im Tiling nicht mehr eindeutig bestimmbar sind.

In Abb. 2.5 ist der Auschnitt eines Dreiecksmusters gezeigt. Die dabei vorkom-
menden neun Vertexkonfigurationen werden im néchsten Abschnitt behandelt.

2.3 Die Vertexkonfigurationen des T

Es existieren genau neun Vertexkonfigurationen in 7a. Diese sind recht einfach
zu finden, indem man noch einmal die Konstruktionsvorschrift fiir 7o betrachtet.
Damit das Duale einer 2-Grenze in den Tilingraum projiziert wird, mufl der
Punkt, an den sie angeheftet wird, bei der Projektion in den Orthogonalraum
im Akzeptanzbereich der 2-Grenze liegen. Betrachtet man die Schnittmengen
der in E* projizierten 2-Grenzen, so erkennt man, da8 abgesehen von Drehun-
gen, nur neun unterschiedliche Bereiche existieren. Diese entsprechen den neun
Vertexkonfigurationen. In Abb. 2.6 ist dies graphisch dargestellt. Vertexkonfi-
guration neun besitzt zum Beispiel als Akzeptanzbereich das innerste Zehneck
in der projizierten Voronoizelle. Dieses innerste Zehneck ist die Schnittmenge
von zehn dicken Rauten, die auseinander durch 36° Drehungen hervorgehen. Die

4Man benétigt nur 20 Akzeptanzbereiche von 2-Grenzen, da die anderen 2-Grenzen doppelte
Dreiecke liefern wiirden.
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Abbildung 2.5: Auschnitt aus einem Dreiecksmuster.

Dualen dieser Rauten sind im Parallelraum spitzwinklige Dreiecke, die wiederum
aus einem dieser Dreieck durch 36°-Drehungen um den Vertex hervorgehen. Die
Vertexkonfiguration ist also ein durch zehn spitzwinklige Dreiecke gebildetetes
Zehneck. Die Bildung der anderen Vertexkonfigurationen verlduft analog. Da die
Vereinigungsmenge der Akzeptanzbereiche der neun Vertexkonfigurationen wie-
der den gesamten Akzeptanzbereich 7 (Va,(0)) ergeben, existieren keine weiteren
Vertexkonfigurationen.

Die relative Hiufigkeit der Vertexkonfigurationen im Tiling

Die relativen H&ufigkeiten der einzelnen Vertexkonfigurationen kénnen mit Hil-
fe des Polarenkalkiils (Abschnitt 1.3.3) leicht bestimmt werden. Dazu muf die
Fléache ihres Akzeptanzbereiches A; durch die Fliache des gesamten Akzeptanzbe-
reiches A, dividiert werden. In Tabelle 2.1 sind die Ergebnisse dafiir angegeben.
Bei den Vertexkonfigurationen zwei und vier existieren im Tiling auch gespie-
gelte Versionen, die durch Drehung und Translation nicht in Deckung gebracht
werden konnen. Diese werden hier, da es nicht notwendig ist, nicht unterschieden.

2.3.1 Matching Rules im 7x

1993 publizierte KLITZING perfekte Matching Rules fiir 7ao [KLITZING et al.,
1993]. Diese spielen im Burkovmodell von d-AlCuCo eine entscheidende Rolle
und sollen daher kurz erlautert werden.
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Abbildung 2.6:

Das Tiibinger Dreiecksmuster

a. Die Akzeptanzbereiche der neun Vertexkonfigurationen einer Orientierung ein-
gezeichnet in die Projektion der Voronoizelle.
b.Die neun Vertexkonfigurationen des 7a,.

Vertexkonfiguration

relative Haufigkeit
in Ta

Bild

© 00 N O Ot A W N

,7_73

274
2770

2776

PPRPERERE LN

Tabelle 2.1: Relative Haufigkeiten der einzelnen Vertexkonfigurationen in 7y,.
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o7

Es werden mit einem Pfeil dekorierte Bausteine eingefiihrt (s.a. Abb. 2.7). Es
existieren damit, unterschieden nach Pfeilrichtung, zwei Arten von spitzwinkligen

und stumpfwinkligen Dreiecken.
Die Matching Rules lauten nun :

1. Der Pfeil eines stumpfwinkligen Dreiecks zeigt immer von der Spitze des

anliegenden spitzwinkligen Dreiecks weg.

2. Haben zwei spitzwinklige Dreieck eine kurze Seite gemeinsam, so miissen
die Pfeile in dieselbe Richtung zeigen.

3. Haben ein stumpf- und ein spitzwinkliges Dreieck eine kurze Seite gemein-
sam, zeigt der Pfeil des spitzwinkligen Dreiecks zur Spitze des stumpfwink-

ligen Dreiecks.

Die Matching Rules sind in Abb. 2.7 mit ihrer Anwendung auf das Tiling aus
Abb. 2.5 dargestellt. Man kann die Pfeilrichtung eines Dreiecks auch direkt aus

SRV VL GAV V. GAY
N NN Z

Abbildung 2.7:

a. Die Anwendung der Matching Rules auf das Tiling aus Abb.2.5.

b. Die Matching Rules des 7,,.

dem Projektionsformalismus bestimmen. Der Akzeptanzbereich fiir ein mit einem
Pfeil dekorierten Dreieck ist gerade — abhéngig von der Pfeilrichtung — eine der
Hélften der Raute, die den Akzeptanzbereich fiir die undekorierten Dreiecke dar-
stellt. Diese Hilfte wird dadurch gewonnen, dafl die Raute entlang ihrer ldngeren
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Diagonale unterteilt wird. Man gewinnt so Dreiecke als Akzeptanzbereiche. Zur
Veranschaulichung ist dies in Abb. 2.8 fiir die beiden schon in Abb. 2.1 behan-
delten Dreiecke dargestellt.

EL
eﬂL
e
eoi
e
eQL
a.
EL
elL
ol
e
ol

Abbildung 2.8: Die Akzeptanzbereiche, der mit einem Pfeil dekorierten Dreiecke,
die schon undekoriert in Abb. 2.1 dargestellt sind. Man sieht, daf} je eine Halfte
der Akzeptanzbereichsraute als Akzeptanzbereich fiir eine Pfeilrichtung steht. Die
Akzeptanzbereiche der anders orientierten Dreiecke erhdlt man durch Drehungen

um A

2.3.2 Selbstihnlichkeit von 7x

Ein sehr interessanter und wichtiger Aspekt fiir das Folgende ist die Selbstéhn-
lichkeit im Ta.
Das A4—Gitter ist unter folgender Abbildung invariant:

B : A4 — A4 (234)
kj = k(j-i—l) mod 5 + k(j+4) mod 55 ] = {07 s 74} (235)
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Diese Symmetrie hat in den Unterrdumen folgende Auswirkungen :

(k) = Tmk) = Blmk), je0...4)  (230)
mU(B(ky) = —rmilky) = Bk, Ge {04} (287

Eine Skalierung des Akzeptanzbereiches um den Faktor —7 erzeugt damit ein um
den Faktor % skaliertes Dreiecksmuster.

Anmerkung :

e Das Minuszeichen vor dem Faktor 7 in Gleichung 2.37 fithrt dazu, dal bei
einer Skalierung um den Faktor 7 im Orthogonalraum das Duale zu einer
2-Grenze um den Faktor —% im Tilingraum skaliert wird, dies entspricht ei-
ner Punktspiegelung mit anschlieBender Groéflenskalierung um den
Faktor 1.

Abgesehen vom Projektionsformalismus ist ein deflatiertes Tiling auch aus dem
Tiling direkt mit Hilfe der Matching Rules erzeugbar. Dies wird in Abb. 2.9 ge-
zeigt. Jedes spitzwinklige Dreieck in zwei spitz— und ein stumpfwinkliges Dreieck
zerlegt und jedes stumpfwinklige Dreieck wird in ein spitz— und ein stumpfwink-
liges Dreieck zerlegt. Die Art der Zerlegung hiangt mit der Pfeildekoration des
urspriinglichen Dreiecks zusammen. Die Selbstdhnlichkeitsmatrix (s. a. Abschnitt

1.3.6) lautet
21
S=<1 1). (2.38)

Das Verhéltnis der spitzwinkligen zu den stumpfwinkligen Dreiecke n&hert sich
mit der Anzahl der Deflationsschritte 7.

A“% PANG 74N

Abbildung 2.9: Deflationsregeln von Ta
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2.4 Randomisierung des Dreiecksmusters

In diesem Abschnitt werden die geometrischen Eigenschaften von R7T A nédher
vorgestellt. Um ein Tiling randomisieren zu koénnen, miissen innerhalb dieses
Tilings elementare Flips moglich sein.

2.4.1 Flips im Dreiecksmuster
In 7 existieren zwei einfache Arten von Flips :

1. Jedes Parallelogramm kann auf zwei zueinander spiegelsymmetrische Arten
in die Vertexkonfiguration eins zerlegt werden. Den Sprung des Vertex in-
nerhalb des Parallelogramms von einer méglichen Vertexkonfiguration eins
zur anderen Vertexkonfiguration eins bezeichnet man als Simpletonflip.

2. Beim zweiten auftretenden Flip dem Trapezflip springt kein Vertex, statt-
dessen wird die Verbindungslinie zweier Eckpunkte in einem Trapez an der
Symmetrieachse gespiegelt.

Simpleton— und Trapezflip sind in Abb. 2.10 dargestellt. Der Simpletonflip ent-

(a1) (a2
-
(b1) (b2)

Abbildung 2.10: a. Simpletonflip, b. Trapezflip in Ta.

spricht dem Austritt eines Punktes in E+ aus dem Akzeptanzbereich und dem
Eintritt eines neuen Punktes im gegeniiberliegenden Bereich des Akzeptanzbe-
reiches. Da der Akzeptanzbereich der Vertexkonfiguration eins (s. Abb. 2.6) den
duBeren Bereich des gesamten Akzeptanzbereiches ausmacht, konnen Flips, bei
denen Vertizes springen, nur bei Vertexkonfiguration eins stattfinden. Die Um-
gruppierungen, die auftreten, wenn ein Vertex von einer in eine andere Vertex-
konfiguration {ibergeht, wird mit dem Trapezflip beschrieben. GAUB hat in seiner
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Diplomarbeit das Auftreten dieser Flips bei Verschiebung des Akzeptanzbereiches
im Orthogonalraum néher untersucht [GAUB, 1994].

2.4.2 Das randomisierte Dreiecksmuster R7 A

Die Randomisierung des Dreiecksmusters erfolgt, ausgehend von einem idealen
Tiling, durch eine Abfolge von Simpleton— und Trapezflips. Die Trapezflips tragen
zwar nicht zu einer Bewegung der Vertizes bei, sind aber ndtig, um weitreichende
Diffusion von Vertizes zu erméglichen. Gébe es nur Simpletonflips, so wiirden die
Vertizes in einem Parallelogramm immer nur von Position eins in Position zwei
und umgekehrt springen.

Bei der Randomisierung treten auch Vertexkonfigurationen auf, die im idealen
Tiling nicht vorkommen. Sie werden auch als falsche Vertizes bezeichnet. Man
kann sich geometrisch leicht iiberlegen, wie viele Vertexkonfigurationen auftreten
konnen. Es sind genau 198 Vertexkonfigurationen. Sie sind in Anhang B in Abb.
B.1 und Abb. B.2 dargestellt. Als Beispiel fiir ein R7T A ist das Tiling aus Abb. 2.5
nach erfolgten 2000 Flips (abwechselnd Simpleton— und Trapezflip) in Abb.2.11
dargestellt.

Die physikalischen Eigenschaften solcher R7T werden in [JOSEPH et al., 1994]
eingehender behandelt.



Kapitel 3

Die quasikristalline T—Phase
d-AlCuCo

Einige Jahre nach der Entdeckung der T-Phasen durch BENDERSKY fanden HE
et al. die dekagonale quasikristalline T-Phase AlCuCo [HE et al., 1988]. TSAI et
al. wiesen 1989 nach, daf dieser Quasikristall thermodynamisch stabil ist [TSAI
et al., 1989]. Eine dazu isostrukturelle Legierung ist die dekagonale T-Phase Al-
NiCo. Beide Quasikristalle lassen sich aus der Schmelze als Einkristalle' mit ei-
ner Grofle von einigen Millimetern ziichten?. Diese auflergewhnliche Eigenschaft
fithrte dazu, dafl in der Folgezeit viele Strukturanalysen an AINiCo und AlCuCo
vorgenommen wurden. HIRAGA et al. gebrauchten hochauflésende Elektronen-
mikroskopie [HIRAGA et al., 1991], KORTAN et al. benutzten Rastertunnelmi-
kroskopie und STEURER wendete Rontgenbeugungsmethoden am Einkristall an
[KORTAN et al., 1989, STEURER, 1990b, STEURER, 1990a]. STEURER hat dabei
3000 Bragg-Reflexe untersucht und eine Elektronendichtekarte mit Hilfe einer
fiinfdimensionalen Pattersonanalyse erstellt. Dabei konnte er ausschliefen, dafl
bei seiner Probe eine Verzwilligung vorlag.

Bei den verwendeten Proben handelte es sich meistens um d—AlgsCuygCoqs oder
d—AlgzCui9Corg. In weiterfithrenden Untersuchungen wurde das terndre Phasen-
diagramm von AlCuCo bestimmt. GRUSHKO hat dabei untersucht, bei welcher
stochiometrischen Zusammensetzung ein stabiler Quasikristall vorliegt [GRUSH-
KO et al., 1994]. In Abb. 3.1 ist ein Auschnitt des Phasendiagramms von AlCuCo
gezeigt. Die Koexistenzlinie bei 800 °C ist mit diinnen Linien eingezeichnet. Der
Bereich der dekagonalen Phase bei 1000 °C ist mit dicken Linien umrandet. Aus
dem Phasendiagramm kann man ablesen, dafl sowohl d-AlgsCugyCoys als auch
d-AlgsCuy9Corg mogliche Zusammensetzungen fiir eine stabile dekagonale Phase
darstellen. Die Vielfalt an verschiedenen Phasen, die im Phasendiagramm von Al-
CuCo auftreten, ist besonders interessant, wobei zu erwéhnen ist, dal FETTWEIS

IKorrekterweise miite man von Einquasikristallen sprechen.
2Aus den anderen T-Phasen, die vor AlICuCo und AINiCo entdeckt wurden, konnte man
nur wesentlich kleinere Einkristalle ziichten.

63
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2¢ 20 15
Af 0/o CO

Abbildung 3.1: Ausschnitt des Phasendiagramms von AlCuCo aus [GRUSHKO
et al., 1994]. Mit dicken Linien ist das Gebiet der dekagonalen Phase bei

1000 °C eingezeichnet. Die diinnen Linien geben das Phasengleichgewicht bei 800
°C wieder. L bezeichnet die fliissige — , D die dekagonale —, M die monokline —
und C die Al(Cu,Co) Phase.
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et al. einen reversiblen Phaseniibergang zwischen mikrokristallinen und quasikri-
stallinen Phase nachgewiesen haben [FETTWEIS et al., 1994].

Aufgrund dieser Fiille an experimentell ermittelten Daten ist d-AlCuCo gut als
Testsystem fiir theoretische Modellannahmen geeignet. Es ist daher von beson-
derem Interesse, ein Strukturmodell fiir d-AlCuCo zu entwickeln. Im folgenden
wird mit d-AlCuCo d—Alg5CugsCogg bzw. d—AlgaCui9Corg gemeint sein.

Die bisher gewonnenen Daten zeigen, dafl d-AlCuCo hauptséchlich aus zwei qua-
siperiodischen Schichten besteht, welche durch eine Drehung von 36° um die
dekagonale Achse auseinander hervorgehen. Dies fithrt zu einer verallgemeiner-
ten zehnzédhligen Schraubenachse. Zusammen bilden die zwei Schichten die Ein-
heitszelle der T-Phase. Die Einheitszelle wiederum wird periodisch entlang der
dekagonalen Achse gestapelt.

Anmerkung :

e In manchen Artikeln werden diese zwei Schichten noch jeweils in zwei
weitere Schichten unterteilt, so dafl man insgesamt vier Schichten erhélt
[BECKER und KORTAN, 1991], darauf wird im folgenden aber nicht ndher
eingegangen.

Der Abstand der zwei Schichten betriigt je nach Modell 2,05 — 2,1 A. Die zwei
wichtigsten Strukturmodelle, die sich im Laufe der Zeit entwickelt haben, stam-
men von STEURER und BURKOV. Das Burkovmodell von d-AlCuCo wird als
Grundlage fiir das Strukturmodell in Kapitel 4.4 dienen, und das Steurermodell
wird zu Vergleichszwecken herangezogen, da es sehr nahe am Experiment ent-
wickelt wurde. Beide Modelle beschreiben einen idealen Quasikristall, wobei das
Steurermodell auch auf eine Beschreibung von R7T—Quasikristallen erweitert wer-
den kann.

Arbeiten von STEURER und FREY zeigen einen starken Anteil von diffuser Streu-
ung bei Rontgenbeugungsexperimenten an AINiCo und AlCuCo [FREY und STEU-
RER, 1993]. Dies liefert einen starken Hinweis darauf, daf es sich bei diesen T—
Phasen um R7T—Quasikristalle handelt. Daher ist es notwendig, dies in einer
realistischen Strukturbeschreibung von AlCuCo zu beriicksichtigen. Der Leser,
der sich néher fiir die anderen Strukturmodelle von AlCuCo interessiert, sei auf
den Ubersichtsartikel von HENLEY verwiesen [HENLEY, 1993].

3.1 Das Steurermodell von d-Alg;Cuy;Coyg

Das Steurermodell von d-AlCuCo beruht auf einer fiinfdimensionalen Patterso-
nanalyse der aus Laueaufnahmen an einem d-AlCuCo Einkristall gewonnenen
Bragg—Reflexe [STEURER, 1990b]. Mit der so erhaltenen Elektronendichtekarte
werden die Positionen der einzelnen Atome bestimmt. Dabei kénnen die Uber-
gangsmetalle Cu und Co von den Al Atomen unterschieden werden, aufgrund ih-
rer dhnlichen Atomformfaktoren jedoch nicht untereinander. Bei dem aus diesen
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Daten gewonnenen Modell handelt es sich also um ein bindres Modell. STAD-
LER hat in seiner Diplomarbeit den so gewonnenen AlCuCo—Quasikristall mit
molekulardynamischen Methoden auf seine Stabilitét hin untersucht [STADLER,
1991]. Die kleinsten Absténde zwischen Al-Al liegen bei ca. 2.1-2.2 A, unter den
Ubergangsmetallen bei ca. 2.5 A und zwischen Ubergangsmetall und Al Atom bei
ca. 3 A [STADLER, 1991]. Da nach Steurer d-AINiCo isostrukturell zu d-AlCuCo
ist, gelten Aussagen in seinen Arbeiten iiber d-AINiCo auch fiir d-AlCuCo. Aus-
gehend von der Elektronendichtekarte entwickelte STEURER ein Clustermodell
[STEURER et al., 1993]. Ein solcher Cluster ist in Abb. 3.2e und f dargestellt. Der
von ihm verwendetete sdulenférmige Cluster, setzt sich aus ebenen, fiinfzéahli-
gen Clustern (Abb.3.2e ) zusammen, die entlang der dekagonalen Achse jeweils
um 36° verdreht periodisch mit einem Abstand von 2 A gestapelt werden (Abb.
3.2f). Der S#ulencluster hat einen Durchmesser von ca. 20 A. Auffallende Struk-
turelemente des ebenen Clusters sind das innere und die fiinf &ufleren regelmafi-
gen Fiinfecke. Wird der Saulencluster entlang der dekagonalen Achse auf eine
Ebene projiziert, so erhilt man in der Projektion zwei ineinander verschachtelte
Fiinfringe, deren Eckpunkte einen Zehnerring ® formen. Der Quasikristall wird
jetzt durch Anbauregeln der Cluster aufgebaut. Dabei kann es auch noétig sein,
ab und zu ein Atom aus einem Cluster zu entfernen oder es an einen anderen
Platz zu setzten. Es ist aber moglich, aus diesen Clustern eine quasiperiodische
Struktur aufzubauen [HRADRIL, 1995]. Die atomaren Hyperflichen, die aus der
Pattersonanalyse gewonnen wurden, sind in Abb.3.2b. fiir zwei Hyperatome ge-
zeigt. Abb.3.2 ist [STEURER, 1994b| entnommen.

Anmerkungen :

e Die Bestimmung der atomaren Hyperflichen ist noch zu ungenau, um ent-
scheiden zu kénnen, ob die mit dem Burkovmodell von AlCuCo erhaltenen
atomaren Hyperflachen damit {ibereinstimmen oder nicht.

e STEURER beobachtet in seinen Experimenten, dafl die Mittelpunkte von
Zehnrringen auf Fibonacciketten mit Absténden L und S liegen. Aulerdem
konnen , Flips® dieser Zehnerringe bzw. Saulencluster auftreten, das heifit
aus der Abstandsabfolge LS wird SL [STEURER, 1994a].

3.2 Das Burkovmodell von d-Al;s»Cui9Coqg

Ausgehend von den Ergebnissen von STEURER stellte BURKOV 1991 ein Struk-
turmodell fiir d-AlgyCuy9Coyg # vor [BURKOV, 1991]. Es beruht auf einer binéren
Dekoration eines Penrosemusters mit Clustern. Zwei Jahre spéter publizierte er

3Die Bezeichnung Zehnerring wird hier neu eingefiihrt und stammt nicht von Steurer.
4Im folgenden wird mit AlCuCo die stochiometrische Zusammensetzung AlgsCui9Corg ge-
meint sein.
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Abbildung 3.2: Steurermodell von d-Al;oNij;Coqs

a. Charakteristischer (10110) Ausschnitt der 5d-Elektronendichte von d-
A170Ni150015.

b. Die atomaren Hyperflichen von Atom 1 und 2 (a.) im Orthogonalraum.

c. d. Ausschnitte aus dem physikalischen Raum.

e. Ebener Cluster und f. zwei zueinander um 36° verdrehte ebene Cluster, die
zusammen einen Saulencluster bilden.




68 Die quasikristalline T-Phase d-AlCuCo

eine modifizierte Version seines Modells, in dem zum ersten Mal die Ubergangs-
metalle Cu und Co unterschieden werden [BURKOV, 1993]. Dieses Strukturmodell
wird in Kapitel 4.4 als Grundlage fiir eine neue Beschreibung von d—Alg;Cui9Corg
dienen und wird daher hier ndher vorgestellt. Er verwendet als zugrundeliegendes
Tiling das Tiibinger Dreiecksmuster, die Ubergangsmetalle werden mit Hilfe von
Matching Rules unterschieden. BURKOV spricht dabei von einer chemischen For-
derung nach Matching Rules. Sein Modell ist ein Zweischichtenmodell, wobei die
Schichten einen Abstand von je 2,09 A zueinander haben. Die Stapelperiode ent-
lang der dekagonalen Achse betrigt 4,18 A. BURKOV schligt im Rahmen dieses
Modells zwei mogliche Dekorationen von Ta unter Beriicksichtigung von Matching
Rules vor. Da jedes dieser beiden Modelle nach der gleichen Konstruktionsvor-
schrift aufgebaut wird, wird diese kurz erlautert, bevor wir zu den eigentlichen
Dekorationen kommen.

3.2.1 Atomare Dekorationsvorschrift der Burkovdekora-
tionen

Ta besitzt abhéngig von der Pfeilorientierung je zwei spitz— und je zwei stumpf-
winklige Dreiecke (s.a. Kapitel 2.3.1). Ein stumpf— und ein spitzwinkliges Dreieck
bilden die Ausgangsbasis. Sie werden in Zukunft als Basisdreiecke bezeichnet
werden. Zuerst wird die Dekoration dieser Basisdreiecke mit Atomen aus beiden
Schichten festgelegt. Der néchste Schritt stellt die Ubertragung ihrer Dekoration
auf die anderen in Ta vorkommenden Dreiecken dar.

Die Ubertragungsvorschrift lautet :

1. Ist ein zu dekorierendes Dreieck eine verschobene Kopie eines Basisdreiecks,
so wird die Dekoration des Basisdreiecks um den gleichen Vektor verscho-
ben.

2. Enthélt die Transformation von Basisdreieck zur Kopie noch zusétzlich zur
Translation einen Rotationsanteil, so wird die Dekoration transformiert
und, falls der Rotationsanteil ein ungeradzahliges Vielfaches von 36° be-
tragt, werden die Schichten der Atome vertauscht. Dies bewirkt, daf§ der
Quasikristall eine verallgemeinerte zehnzdhlige Schraubenachse bekommt
[KRAMER et al., 1994].

3. Hat ein Dreieck nach Translation und Rotation eine andere Pfeilrichtung als
das zugehorige Basisdreieck, so wird die Dekoration noch zusétzlich an der
Symmetrieachse der Basisdreiecke gespiegelt, und Cu und Co Atome wer-
den anschlieend noch vertauscht. Diese, sich etwas kompliziert anhorende
Regel, fiihrt zu einer verallgemeinerten fiinfzéhligen Drehachse.

Nach Anwendung dieser Regeln auf 7a entsteht ein Quasikristall, dessen atomare
Abmessungen noch unbekannt sind. Die Léngenskala wird {iber die Kantenldnge
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der Dreiecke festgelegt. Die Basisvektoren e; der kanonischen Basis von Z° haben
im Tilingraum eine Linge von 1,52 A, und die lange Seite der dekorierten Dreiecke
betragt 19,8 A.

Um Al-, Cu— und Co— Atome nach Schicht und auch untereinander unterscheiden
zu konnen, werden folgeden Symbole eingefiihrt :

e Al wird mit (), Cu mit A und Co mit O gekennzeichnet.
e Ausgefiillte Symbole stehen fiir Schicht null , leere Symbole fiir Schicht eins.

Nach der allgemeinen Beschreibung der Konstruktion einer Burkovdekoration
werden in den beiden néchsten Unterabschnitten die beiden Dekorationsvor-
schldge von BURKOV vorgestellt [BURKOV, 1993].

3.2.2 Burkovdekoration 1

Diese Dekoration besitzt als Basisdreiecke ein mit 34 Atomen dekoriertes spitz-
winkliges Dreieck und ein mit 21 Atomen dekoriertes stumpfwinkliges Dreieck.
Sie sind in Abb. 3.3a dargestellt. Wendet man die Dekoration auf den Ausschnitt
von Ta in Abb. 3.3b unter Beachtung der vorher genannten Regeln an, erhélt
man den dekorierten Ausschnitt in Abb. 3.3c. Die Atomkoordinaten der Atome
in den Basisdreiecken sind aus Ubersichtsgriinden in Anhang C.1 als ganzzahlige
Tupel der kanonischen Basis des Z® angegeben. Sie sind der Arbeit von KRAMER
et al. entnommen [KRAMER et al., 1994].

Der Zusammenhang dieser Dekoration mit dem Projektionsformalismus ist durch
die atomaren Hyperfldchen, die in Abb. 3.4 dargestellt sind, gegeben. Auf ihre
Berechnung wird in Abschnitt 4.3 ndher eingegangen. Die Atome einer Schicht
stammen aus je zwei Translationsklassen. Atome aus Schicht null kommen aus
Translationsklasse eins und drei und jene der Schicht eins aus Translationsklasse
zwei und vier. Die atomaren Hyperflichen der Cu und Co Atome stammen fiir
Schicht null aus Translationsklasse drei und fiir Schicht eins aus Translations-
klasse zwei, sie sind weiterhin innerhalb einer Translationsklasse enantiomorphe
Paare. Analog zur Symmetrie der Translationsklassen untereinander sind die ato-
maren Hyperflichen der Translationsklassen eins und vier und jene der Translati-
onsklassen zwei und drei iiber eine Drehung um 36° um A miteinander verbunden.

3.2.3 Burkovdekoration I1

BURKOV schlug noch eine weitere Dekoration fiir AlICuCo vor, die der gleichen
Konstruktionsvorschrift unterliegt [BURKOV, 1993]. Dabei hat sich gezeigt, daf3
die angegebene Dekoration mit den im Artikel gezeigten atomaren Hyperflichen
nicht tibereinstimmt. Da die Erstellung der im néchsten Kapitel wichtigen Deko-
ration aber durch die im Artikel angegebenen einfachen atomaren Hyperflichen
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Cu A A
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Abbildung 3.3: Burkovdekoration I von AlgoCuy9Corg.

a. Die beiden Musterdreiecke einer Pfeildekoration

b. Der Auschnitt des 7a, der in c. mit der Burkovdekoration I dekoriert wird.
c. Dekoration des Tao Ausschnittes aus b. mit Dekorationsvorschlag I
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Abbildung 3.4: Die atomaren Hyperflichen der Atome der Burkovdekoration I.
Die Atome einer Schicht stammen aus jeweils zwei Translationsklassen. Die ato-
maren Hyperflaichen von Co und Cu innerhalb einer Translationsklasse sind ena-
tiomorphe Paare und die Hyperflichen von Translationsklasse eins und vier und

jene von zwei und drei sind iiber eine 36° Drehung miteinander verbunden.
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motiviert wurde, wird diese Dekoration neutral mit Dekoration IT bezeichnet wer-
den. Auf den Unterschied von Dekoration II zu Burkovdekoration IT wird noch
kurz in Abschnitt 4.4 eingegangen.



Kapitel 4

Neue Beschreibung von
d—Al62CU_19C019

In diesem Kapitel wird eine neue Beschreibung von d—Alg;Cuy9Coyg vorgestellt,
mit deren Hilfe es moglich ist, einen RT7T—Quasikristall zu generieren. Als Vor-
arbeit wird im niichsten Abschnitt zunichst die Burkovdekoration I' niher be-
trachtet und aufgezeigt, warum sie ungeeignet ist, einen R7T—-Quasikristall zu
erzeugen.

4.1 Untersuchung der Burkovdekoration I

Bevor wir uns der Frage zuwenden, ob Dekoration I geeignet ist, einen R7—
Quasikristall zu beschreiben, wird untersucht, ob diese Dekoration einen idealen
dekagonalen Quasikristall erzeugt und ob die interatomaren Absténde realistische
Werte annehmen.

4.1.1 Beugungsbild

Eine einfache Moglichkeit um zu erkennen, ob es sich bei dem vorliegenden Quasi-
kristall iiberhauot um eine dekagonale T-Phase handeln kann, ist die Betrachtung
des Beugungsbildes. Bei der Berechnung des Beugungsbildes in Abb.4.1 sind die
einzelnen Atomsorten nicht unterschieden. An jede Atomposition wird eine d—
Distribution gesetzt, und das entstandene Quasigitter wird fouriertransformiert.
Wie man in Abb. 4.1 sieht, besitzt das Beugungsbild die geforderte zehnzéhlige
Symmetrie. Man kann auch sehr gut die Selbstdhnlichkeit innerhalb des Beu-
gungsbildes erkennen.

1Sie wird im folgenden kurz als Dekoration I bezeichnet.

73
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Abbildung 4.1: Beugungsbild an einem Auschnitt der Burkovdekoration I mit
2330 Atomen entlang der dekagonalen Achse.
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4.1.2 Atomare Abstinde in der Dekoration 1

Eine weitere wichtige Frage bei einem realistischen Strukturmodell von AICuCo
ist, ob die interatomaren Abstédnde — vor allem jene zwischen den Al-Atomen —
nicht zu klein sind. In Tabelle 4.1 sind die kleinsten vorkommenden Abstédnde
eingetragen. Mit 2,28 A liegen die Al-Al Abstéiinde leicht iiber jenen im Steurer-

Abstéinde zwischen | Abstand in A
Al — Al 2,28
Al - (Cu/Co) 2,58
(Cu/Co) — (Cu/Co) 2,58

Tabelle 4.1: Die kleinsten in Dekoration I vorkommenden interatomaren Abstiande

modell. Dies spricht fiir realistische interatomare Abstédnde, da in einigen Artikeln
die bei STEURER auftretenden Abstédnde zwischen den Al-Atomen als zu klein
angesehen werden [SONG et al., 1991]. Dekoration I liefert somit realistische Da-
ten fiir einen idealen d—AlCuCo Quasikristall. Es bleibt noch zu klédren, ob diese
Dekoration auch als Ausgangspunkt fiir einen R7—Quasikristall dienen kann.

4.2 Flips in der Dekoration I

Um die Tauglichkeit der Dekoration I fiir eine Randomisierung zu untersuchen,
werden die Auswirkungen der elementaren Flips auf den idealen Quasikristall be-
trachtet. Nach Abschnitt 2.3.1 treten in Tx als elementare Flips Simpleton— und
Trapezflips auf. In Abb. 4.2 sind fiir Dekoration I ein Simpleton— und ein Trapez-
flip durchgefiihrt. Bei einem Trapezflip dndern sich keine Atompositionen, dafiir
aber die Atomsorten einiger Atome. Man spricht dann von einem chemischen
Flip.

Die sieben davon betroffenen Atome sind in Abb. 4.2b markiert. Bei der Er-
klarung der chemischen Flips durch Diffusion miissen die daran beteiligten Ato-
me erstens weite Wege zuriicklegen und zweitens ist ihre Zahl mit sieben relativ
grof3; dies erscheint zu kompliziert. Betrachtet man die Umstrukturierungen, die
bei einem Simpletonflip auftreten, so ist zu erkennen, dafl sich dabei die Posi-
tionen von insgesamt 20 Atomen dndern und zusitzlich auch noch chemische
Flips auftreten. Aus Ubersichtsgriinden ist in in Abb. 4.2a als auffallendes Struk-
turmerkmal der Zehnerring aus Ubergangsmetallen hervorgehoben. Der gesamte
Zehnerring springt bei einem Simpletonflip um 13,7 A in eine neue Position. Da-
mit zusammenhdngend finden aufler Positionsdnderungen vier chemische Flips
von Al-Atomen zu Ubergangsmetallen und umgekehrt statt. Zwei davon betrof-
fene Al-Atome sind in Abb. 4.2a zusétzlich markiert. Der Anteil der Atome,
gemessen an der Gesamtanzahl der Atome in den beiden spitzwinkligen — und
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a. b.

Abbildung 4.2: Ein Simpleton- (a.) und ein Trapezflip (b.) bei mit der Burkovde-
koration I dekorierten 7a. Jene Atome, die bei einem Trapezflip ihre Art &ndern
sind in b. hervorgehoben. Beim Simpletonflip ist als auffallendes Strukturmerk-
mal der Zehnerring aus Ubergangsmetallen hervorgehoben, der als Ganzes bei
einem Flip seine Position dndert.
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stumpfwinkligen Dreiecken, die ihre Position bei einem Simpletonflip verlassen
betriagt 20 %. Bei Beriicksichtigung der chemischen Flips wére dieser Anteil noch
um einiges grofler.

Dies alles spricht dafiir, dafl diese Dekoration nicht geeignet ist, ausgehend von
Flips in einem dekorierten T realistische Umstrukturierungen innerhalb des Qua-
sikristalls zu beschreiben. Auflerdem existieren in R7 keine Matching Rules, so
daf} die Unterscheidung zwischen Cu und Co Atomen, die ein Vorteil des Burkov-
modells ist, wieder verloren geht. Bevor man sich aber einer neuen Dekoration
zuwendet, ist es notwendig, zu untersuchen, ob man nicht denselben Quasikristall
auch durch die Dekoration eines Dreiecksmusters der néchsten Deflationsstufen
erhalten kann. In einem solchen Tiling wéren die atomaren Umstrukturierungen
naturgeméf geringer, da jedes Basisdreieck mit weniger Atomen dekoriert ist.

Zusammenhang deflatierter Dreiecksmuster mit Dekoration I

Abbildung 4.3: Auschnitt des dekorierten 7a aus Abb. 3.3c, in den die deflatierten
Ta der néchsten drei Deflationsstufen eingezeichnet sind.

Um dies naher zu untersuchen sind in Abb. 4.3 iiber den dekorierten Auschnitt
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von T die Dreiecksmuster der néchsten drei Deflationsschritte gezeichnet. Man
erkennt, daf} es keine konsistente Dekorationsvorschrift fiir die kleineren Dreiecke
gibt. Dies ist auch direkt aus den atomaren Hyperflichen der Dekoration I ables-
bar (Abb. 3.4). Eine mit Dekoration I konsistente Dekoration eines um den Faktor
7" deflatierten Ta duBert sich in atomaren Hyperflichen der einzelnen Atome, die
um 7" vergrofler sind. Das bedeutet, dafl die atomaren Hyperflichen der einzel-
nen Atome in Abb. 3.4 zu atomaren Hyperflichen der néchsten Deflationsstufe
zusammenfafibar waren. Da dies nicht der Fall ist, existiert keine Dekoration von
Ta der nichsten Deflationsstufen, die denselben Quasikristall wie Dekoration I
liefert.

Daher bleibt als einziger Ausweg die Konstruktion einer neuen Dekoration. Mo-
tiviert durch die einfachen atomaren Hyperflichen, die bei der zweiten Burkov-
dekoration angegeben sind [BURKOV, 1993], werden die Atomkoordinaten einer
Dekoration mit diesen atomaren Hyperflichen erstellt. Dazu miissen die atoma-
ren Hyperflichen der einzelnen Atome ausgerechnet werden. Wie in den letzten
Kapiteln angekiindigt, wird dies im néachstem Abschnitt beschrieben.

4.3 Berechnung der atomaren Hyperflichen

Aus Abschnitt 2.3.1 ist der Zusammenhang der Matching Rules mit dem Pro-
jektionsformalismus bekannt. Daher werden zuerst die Akzeptanzbereiche der in
Dekoration I verwendeten Basisdreiecke bestimmt. Im Tilingraum besitzen diese
Dreiecke eine grofie Seite von 19,8 A, und die Basisvektoren e; haben eine Lénge
von 1,52 A. Dies entspricht einem 7x, welches man nach vier Inflationsschritten
erhélt. Dies fiihrt dazu, dal der Akzeptanzbereich des 7o um einen Faktor von
774 verkleinert ist im Vergleich zu einem Akzeptanzbereich eines nicht inflatio-
nierten Ta. Der Akzeptanzbereich der Basisdreiecke ist in Tabelle 4.2 angegeben.
Fiir das spitzwinklige Dreieck ist der Akzeptanzbereich ein stumpfwinkliges und

Eckpunkte
Akzeptanzbereiche
Ty Ty Ty
A(D#) ey | 7% | -7 3es
A(DY) —77%eg | 7% | —T ex

Tabelle 4.2: Akzeptanzbereiche der Basisdreiecke.

fiir das stumpfwinklige Dreieck ein spitzwinkliges Dreieck. Die Akzeptanzberei-
che der Dreiecke mit der anderen Pfeildekoration sind die an e3 gespiegelten
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Akzeptanzbereiche der Basisdreiecke. Thre Eckpunkte befinden sich in Tabelle
4.3.

Eckpunkte
Akzeptanzbereiche
Ty T | w
A(D}) ey | 7%y | T %es
A(D}) —77%eg | 7 %5 | T %ey

Tabelle 4.3: Akzeptanzbereiche der Dreiecke mit anderer Pfeilorientierung.

Dies ist in Abb. 4.4a dargestellt. Die Akzeptanzbereiche der in anderer Orientie-
rung im Tiling vorkommenden Dreiecke erhédlt man durch Drehung der obigen
Akzeptanzbereiche um den Ursprung. Der Drehwinkel betrédgt dabei immer das
Doppelte des Winkels zwischen den Dreiecken und dem Basisdreieck im Tilin-
graum. Insgesamt mufl man unterschieden nach Pfeilrichtung und Orientierung
40 Akzeptanzbereiche verwenden, um das ganze Ta beschreiben zu kénnen. Nach-
dem nun die Akzeptanzbereiche der im Tiling vorkommenden Dreiecke bestimmt
sind, kann man dazu iibergehen die atomaren Hyperflachen zu berechnen.

In Abb. 4.4a. sind vier Atome in den Dreiecken hervorgehoben, fiir die exempla-
risch die Hyperflachen berechnet werden. Sie représentieren alle unterschiedlichen
Faille, die auftreten kénnen. Das Al-Atom kommt in beiden spitzwinkligen Drei-
ecken an der gleichen Position vor, wihrend das Cu— oder das Co—Atom nur
in Dreiecken einer Pfeilrichtung vorkommt. Die Al-Atome stammen aus Trans-
lationsklasse eins und das Co— und Cu—Atom aus Translationsklasse drei. Die
Atomkoordinaten fiir diese Atome befinden sich in Tabelle 4.4 bzw. in Anhang
C.2. Zuerst wird die atomare Hyperfliche fiir die Atome in den Dreiecke aus Abb.

Atomsorte | Schicht | enthaltenin | ey | e; | ey | e3 | es | T
Al 0 D! 1011101
Al 0 D} 1011101
Co 0 Dj 0|0|-1]|-1]0]|3
Cu 0 D} 0l0|-1]|-1]0]|3

Tabelle 4.4: Koordinaten der Musteratome

4.4 bestimmt. Ist py ein Referenzpunkt, auf den die verschiedenen atomaren Hy-
perflichen bezogen werden, und B ein Baustein von Tx, dann ist die atomare
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Abbildung 4.4: Berechnung der atomaren Akzeptanzbereiche:

a. Akzeptanzbereiche der Basisdreiecke.

b. c¢. Atomare Hyperflichen der in a. herausgehobenen Atome fiir alle im Tiling
vorkommenden Orientierungen.
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Hyperflache eines Atoms X, welches sich auf der Position p innerhalb des Tiles
B befindet

AX) = po — p + A(B). (4.1)

Im folgenden wird py = 0 gesetzt. Wird nun Gleichung 4.1 auf die Atome aus
Tabelle 4.4 angewandt, so erhélt man fiir die atomaren Hyerpflachen beziiglich
der Basisdreiecke:

AAly) = AD!) +ey —ey —e3 (4.2)
AMAly) = AD;)+ey —e; —ey (4.3)
A(Copy) = ADj) +ey +e; (4.4)
A(Cup}) = AD])+ey +es (4.5)

Um die Akzeptanzbereiche der an der gleichen Position in den Dreiecken anderer
Orientierung auftretenden Atome zu erhalten, mufl der berechnete Akzeptanzbe-
reich unter Beriicksichtung der Tatsache, dafl die Atome bei einer Drehung der
Basisdreiecke um ein ungeradzahliges Vielfaches von 36° die Schicht wechseln, nur
noch im Orthogonalraum um jeweils 144°n (n = 1...4) gedreht werden. Dies ist
in Abb. 4.4b und 4.4c dargestellt. Fiir alle anderen Atome lduft die Berechnung
ihrer Akzeptanzbereiche analog und man erhéalt dann Akzeptanzbereiche, wie sie
fiir die einzelnen Dekorationen in Abb. 3.4 bzw. in Abb. 4.5 dargestellt sind.

4.4 Dekoration II

Nachdem sich in Abschnitt 4.2 gezeigt hat, daf§i Dekoration I ungeeignet zur
Erzeugung eines RT—Quasikristalls ist, wird in diesem Abschnitt eine Dekorati-
on vorgestellt, die dafiir verwendet werden kann. Motiviert durch die einfachen
atomaren Hyperflachen des Dekorationsvorschlages II bei BURKOV, werden die
Atomkoordinaten der Dekoration I so umgeéandert, dafl die neue Dekoration —
im folgenden als Dekoration II bezeichnet — dieselben atomaren Hyperflichen
aufweist [BURKOV, 1993]. Diese sind in Abb. 4.5 dargestellt. Man erhélt fir die
Al-Atome aus Translationsklasse eins und vier jeweils regelméflige Fiinfsterne,
die zueinander um 36° verdreht sind. Die atomaren Hyperflichen der Atome aus
Translationsklasse zwei und vier bilden innerhalb einer Translationsklasse ein re-
gelméaBiges Zehneck. Die atomaren Hyperflichen der Cu und Co Atome sind wie
in Dekoration I enantiomorphe Paare. Zu diesen atomaren Hyperflichen gehort
jene Dekoration aus Abb. 4.6. Wie bei Dekoration I braucht man nur die Atom-
koordinaten innerhalb der zwei Basisdreiecke zu bestimmen und iibertragt dann
deren Dekoration auf die anderen Dreiecke von 7Ta. Dies ist in Abb. 4.6 dargestellt.
Die Atomkoordinaten von Dekoration II befinden sich aus Ubersichtsgriinden in
Anhang C.2.
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Schicht O:

Schicht 1:

Co:Onm

Cu: A A

Al:O @

Abbildung 4.5: Atomare Hyperfldchen der Dekoration II unterteilt nach Transla-

tionsklassen.
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Dekoration 11

ion II

Dekorat

Abbildung 4.6

ke.

1EC.

a. Die beiden Basisdre

b. Der in c. dekorierte Auschnitt eines Ta

c. Auschnitt eines dekorierten Tx.
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Vergleich der Dekoration mit II Burkovdekoration II

Wie schon erwéhnt stimmt die von Burkov angegebene Dekoration II nicht mit
den dazugehorigen atomaren Hyperflachen {iberein. Fiir den interessierten Leser
wird in diesem Unterabschnitt der Unterschied zwischen diesen beiden Dekora-
tionen aufgezeigt. In Abb. 4.7 sind die Basisdreiecke der jeweiligen Dekoration
gezeigt. Leider ist aus [BURKOV, 1993] nicht ablesbar, welche Pfeilorientierung

Burkovdekoration |1 : Dekoration 11 :
a b.

Abbildung 4.7: Vergleich zwischen Burkovdekoration II und Dekoration II. Der
Doppelpfeil bei a. soll verdeutlichen, dafl die Pfeilrichtung der Basisdreiecke nicht
eindeutig in [BURKOV, 1993] angegeben sind.

die einzelnen eingezeichneten Dreiecke tatséchlich haben, daher ist in Abb. 4.7a
jeweils ein Doppelpfeil eingezeichnet. Weiterhin sind auch einige zwischen den
Dekorationen abweichende Atome markiert. Werden Cu und Co Atome nicht un-
terschieden, so stimmen in einem stumpfwinkligen Dreieck die Positionen zweier
Al-Atome und in einem spitzwinkligen Dreieck die Positionen von zwei Uber-
gangmetallen und vier Al-Atomen mit Dekoration II nicht {iberein. Im folgenden
wird nur noch Dekoration II behandelt.

4.4.1 Erste Voruntersuchungen zur Dekoration II

Wie bei Dekoration I wird zuerst anhand des Beugungsbildes gezeigt, dafl es
sich bei dem aus Dekoration II konstruierten Quasikristall um eine dekagonale
T-Phase handelt.

Beugungsbild der Dekoration 11

In Abb. 4.8 ist das Beugungsbild eines Quasikristalls, der mit Dekoration II deko-
riert ist, dargestellt. Wie das Beugungsbild der Dekoration I (Abb. 4.1 auf Seite
74) weist es eine zehnzéhlige Symmetrie auf. Vergleicht man beide Beugungs-
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bilder, so sind bis auf wenige schwache Reflexe keine Unterschiede erkennbar.

Abbildung 4.8: Beugungsbild an einem Ausschnitt eines mit Dekoration II er-
zeugten Quasikristalls mit 2330 Atomen.

Atomare Abstinde in der Dekoration II

Analog zur Dekoration I interessieren die kleinsten atomaren Abstédnde in De-
koration II. Sie sind in Tabelle 4.5 angegeben. Vergleicht man sie mit den Wer-

Absténde zwischen Abstand in A
zwischen den Schichten | innerhalb der Schichten
Al — Al 2,28 2,46
Al - (Cu/Co) 2,58 2,89
(Cu/Co) — (Cu/Co) 2,58 2,89

Tabelle 4.5: Die kleinsten in Dekoration I vorkommenden Abstinde

ten, die fiir Dekoration I erhalten werden, stellt man fest, daf sich die kleinsten
Abstédnde zu jenen der Dekoration I nicht unterscheiden. Wie Dekoration I stellt
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auch Dekoartion II eine mogliche Beschreibung eines idealen Quasikristalls dar.
Da sich in den vorangegangenen Abschnitten gezeigt hat, daf§ die Durchfithrung
von Flips auf der Skala der grofien Dreiecke die Umstrukturierung zu vieler Ato-
me bewirkt, wird im nichsten Abschnitt nur noch untersucht, ob sich Dekoration
IT auch durch Dekoration von deflatierten 7a erzeugen 1afit.

4.5 Beschreibung der Dekoration II mit defla-
tierten 7

In Abb. 4.9a ist ein dekorierter Auschnitt von 7a dargestellt, {iber den von oben
nach unten gelesen die nichsten drei Deflationsstufen von 7a gelegt werden. Zum
Vergleich sind in Abb. 4.9b die deflatierten Dreiecksmuster mit zu den Dreiecken
gehorenden Pfeilen dargestellt. Damit kann man nun leicht ablesen, ob eine kon-
sistente Dekorierung der deflatierten Dreiecke vorliegt, die die gleichen Ubertra-
gungsregeln auf ein Tiling aufweist wie Dekoration II. Es ist festzustellen, dafl
dies in jeder Deflationsstufe bis Stufe drei zutrifft. Der Grund hierfiir ist in den
einfachen atomaren Hyperflichen der Dekoration II (Abb. 4.5) zu finden. Wie
man sieht, sind die atomaren Hyperflichen der einzelnen Atome immer zu den
atomaren Hyperflichen der néchsten Deflationsstufe zusammenfalbar, bis zum
Schlufl bei Deflationsstufe drei die in Abb. 4.5 farblich hervorgehobenen Bereiche
als atomare Hyperflichen der einzelnen Atome iibrig bleiben. Dies ist bei den
atomaren Hyperflachen der Dekoration I (Abb. 3.4) nicht mdglich.

Die Dekoration von 75 der dritten Deflationsstufe

Insgesamt kann man die Anzahl der Atome pro 72 deflatierten Tile auf ein Uber-
gangsmetall und ein Al-Atom bei einem spitzwinkligen — und auf ein Al-Atom
bei einem stumpfwinkligen Dreieck reduzieren. In Tab. 4.6 sind die Atomkoor-
dinaten der Basisdreiecke von Ta der dritten Deflationsstufe dargestellt. Fiihrt

Dreieck | Atomsorte | Schicht | ey | e | ey | e3 | es | T

D} Cu 2 |-1l0|1|1]0]|0
Al 0 |-1]J0]1|1]0]|1
D} Al 1 JoJ1Jofo]1]2]

Tabelle 4.6: Die Atomkoordinaten der um 7° deflatierten Basisdreiecken.

man die beiden elementaren Flips in diesem Tiling durch, so sieht man, dafl bei
einem Simpletonflip alle beteiligten Atome — vier Al-Atome und je ein Cu— und
Co—Atom — ihre Platze und auch ihre Schicht d&ndern miiflen, bei einem Tra-
pezflip &ndern zwei Al Atome ihre Position. Dies stellt einen Fortschritt zu den
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Abbildung 4.9: Auschnitt des dekorierten 7a aus Abb. 4.6¢, dem Bereiche defla-
tierter 7a tiberschrieben sind.
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Flips in Dekoration I dar, aber auch hier tritt das Problem auf, dafl bei R7T kei-
ne Matching Rules und damit auch keine Unterscheidungsmoglichkeit zwischen
Cu— und Co—Atomen existiert. Vor der Présentation einer Losung dieses Pro-
blems wird noch der Zusammenhang zwischen der Dekoration I und — II néher
erlautert.

4.5.1 Zusammenhang von Dekoration I und Dekoration
II

Dekoration | ; Dekoration Il :

Abbildung 4.10: Vergleich zwischen den beiden Dekorationen

Insgesamt sieben Atome dndern beim Ubergang von Dekoration I zu Dekoration
IT ihren Platz in den Basisdreiecken. Dies wird in Abb. 4.10 gezeigt. In Abb. 4.10a
und b sind die mit Dekoration I bzw. mit Dekoration II dekorierten Basisdreiecke
eingezeichnet. Jene Atome, die von einer Platzéinderung bziiglich Dekoration II
betroffen sind, werden hervorgehoben. In dem spitzwinkligen Dreieck miissen die
Positionen von vier Al-Atomen und einem Co-Atom und in dem stumpfwinkligen
Dreieck die Position von einem Al-Atom geédndert werden. Dies sind genau jene
Atome, die mit einer konsistenten Dekorierung von 7a der dritten Deflationsstufe
nicht konform sind.

4.6 Neue Beschreibung der Dekoration II

Ein neuer Aspekt, der bis jetzt noch keine Beachtung fand, ergibt sich beim
Vergleich der atomaren Hyperflaichen der Dekoration II mit denen eines bindren
Tilings, wie es aus Platzgriinden in Anhang D naher vorgestellt wird. Die atoma-
ren Hyperflichen eines bindren Tilings bestehen aus einem regelméfliges Zehneck
der Translationsklasse null und zwei symmetrischen Fiinfsternen aus Translati-
onsklasse eins und vier, die jeweils um 36° zueinander verdreht sind. Das Zehneck
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beschreibt die atomare Hyperfliche der ersten Atomsorte, deren Atome auf den
Vertizes eines Dreiecksmusters liegen. Die beiden Fiinfsterne sind die atomaren
Hyperflichen der anderen Atomsorte, deren Atome auf den Umkreismittelpunk-
ten der spitzwinkligen Dreiecke des Dreiecksmusters positioniert sind. Ein Fiinf-
stern beschreibt die atomare Hyperfliche der Umkreismittelpunkte von spitz-
winkligen Dreiecken, die aus Drehungen des Basisdreiecks um geradzahlige Viel-
fache von 36° hervorgehen, der andere Fiinfstern ist die atomare Hyperfliche der
Umkreismittelpunkte der restlichen spitzwinkligen Dreiecke. Genau diese atoma-
ren Hyperflichen treten auch bei Dekoration II auf. Die einfache Interpretation,
die sich nun anbietet, lautet :

e Die Atome der Schicht null aus Translationsklasse drei sitzen auf den Verti-
zes eines Dreiecksmuster der Translationsklasse drei, welches beziiglich des
urspriinglich verwendeten grofien Dreiecksmusters um den Faktor 73 defla-
tiert ist. Dies betrifft alle Co— und Cu—Atome dieser Schicht. Die restlichen
Al-Atome aus Translationsklasse eins liegen auf den Umkreismittelpunkten
derjenigen spitzwinkligen Dreiecken, die aus dem Basisdreieck durch eine
ungeradzahligvielfache Rotation um 36° hervorgehen.

e Die Atome der Schicht eins aus Translationsklasse zwei wiederum liegen
auf den Vertizes eines um den Faktor 73 deflatierten Dreiecksmusters der-
selben Translationsklasse. Die Al-Atome aus der Translationsklasse vier
liegen diesmal in den Umkreismittelpunkten von spitzwinkligen Dreiecken,
die aus einer geradzahligvielfachen Rotation um 36° aus dem Basisdreieck
hervorgehen.

Der Zusammenhang von Dekoration IT mit 73 deflatierten 7o aus Translations-
klasse zwei und drei ist in Abb. 4.11 fiir die beiden Schichten dargestellt. Die
linke Seite des Bildes zeigt Ta aus Translationsklasse drei, iiber welches im dar-
unterliegenden Bild die Atome aus Schicht null gelegt werden. Analog ist der
Sachverhalt fiir die zweite Schicht auf der rechten Seite dargestellt. In Abb. 4.11
werden beide Schichten iibereinandergelagert ohne zugehoriges Dreiecksmuster
gezeigt, wie man sieht stellt dies tatsédchlich wieder jenen Quasikristall dar, der
mit Hilfe der Dekoration II erzeugt wird.

Anmerkung :

e Die Erzeugung des AlICuCo—Kristalls erfolgt im folgenden nicht mehr durch
die Dekoration eines Dreiecksmusters sondern durch die Verwendung des
Streifenprojektionsformalismus. Mit der Erstellung des Dreiecksmusters wird
im Projektionsformalismus simultan die Atomsorte der Vertizes iiber die
atomaren Akzeptanzbereiche festgelegt. Am Ende werden dann noch die in
den Umkreismittelpunkten der spitzwinkligen Dreiecke sitzenden Al-Atome
hinzugefiigt.
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Schicht O: Schicht 1:

]

------
AAAAAAAAAAAA

Abbildung 4.11: Neue Beschreibung der Dekoration II :

a. Das Dreiecksmuster der Translationsklasse drei (al) wird mit den Atomen der
Schicht null dekoriert (a2).

b. Derselbe Zusammenhang wie in a. wird fiir die Schicht eins gezeigt.

c. Beide Schichten zusammen beschreiben wieder den Quasikristall, den man aus
der Dekoration II erhélt.
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4.6.1 Vorteile der neuen Beschreibung

Nun mufl man sich natiirlich die Frage stellen, ob die obige Beschreibung des Qua-
sikristalls das Problem der Randomisierung dieses Quasikristalls 16st, schliellich
besitzt man nun statt einem gleich zwei Dreiecksmuster. Also betrachtet man
wieder die fundamentalen Flips. Diese beschrianken sich durch die neue Beschrei-
bung auf je eine Schicht. Man sieht, dafl ein Simpletonflip die Bewegung von zwei
Atomen bedingt und bei einem Trapezflip keine Atombewegungen auftreten. Die
dabei von den Atomen zuriickzulegenden Wege sind mit 1,79 A klein und somit
physikalisch auch realisierbar.

Der grofite Vorteil, der sich ergibt, ist:

Die Ubergangsmetalle Cu und Co sitzten auf Vertizes eines Dreiecksmu-
sters. Damit kann man unabhingig von Matching Rules mitverfolgen,
wie sich diese Atome bei Durchfithrung von Flips bewegen, wenn man ein-
mal die Atomsorte eines Vertizes bestimmt hat.

Dies allein liefert erst die Moglichkeit, eine Randomisierung des Quasikristalls bei
gleichzeitiger Unterscheidung der Ubergangsmetalle durchzufiihren.

Auf die Anwendung und Auswirkung der Randomisierung auf den idealen Qua-
sikristall wird im néchsten Kapitel eingegangen.
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Kapitel 5

Die Randomisierung von
d—AlCuCo

Dieses Kapitel wird sich mit der Randomisierung der in Kapitel 4 vorgestellten
Beschreibung eines idealen d-AlCuCo Quasikristalls beschéftigen. Dazu werden
im néchsten Abschnitt zuerst die Auswirkungen der elementaren Flips innerhalb
einer Schicht betrachtet.

5.1 Flips in den einzelnen Schichten von
d—AlCuCo

Die elementaren Flips, die in den einzelnen Schichten des Quasikristalls auftre-
ten konnen, sind in Abb. 5.1 dargestellt. Dabei werden die einzelnen Atomsorten
nicht unterschieden, da auf den Vertizes des Dreiecksmusters Atome aller Sorten
vorkommen konnen. Die Atome innerhalb der spitzwinkligen Dreiecke sind im-
mer Al-Atome. Bei einem Simpletonflip verlassen zwei Atome ihre Position, das
Al-Atom im Inneren eines spitzwinkligen Dreiecks, das eine Strecke von 2,75 A
zuriicklegt, und ein Atom auf einem Vertex, welches sich um 1,79 A bewegt. Der
Trapezflip hingegen verursacht keine atomaren Umstrukturierungen.

Werden die atomaren Hyperflichen der Atome (Seite 82) aus Translationsklasse
zwei und drei mit dem Akzeptanzbereich (Seite 56) eines Dreiecksmusters ver-
glichen, so ist zu erkennen, dafl alle Vertizes der Vertexkonfiguration eins mit
Al-Atomen besetzt sind. Dies bedeutet, dafl sich zu Beginn eines Randomisie-
rungsprozesses bei einem Simpletonflip nur Al-Atome bewegen konnen. Erst im
Verlauf der Randomisierung kénnen sich die Vertexkonfigurationen, an deren Ver-
tizes die Co— und Cu—Atome sitzen, durch fortlaufend stattfindende Trapezflips
in Vertexkonfiguration eins umwandeln, sodaf8 sich dann auch die Ubergangsme-
talle bei einem anschlieBenden Simpletonflip bewegen konnen.

Fiir den Simpletonflip, bei dem sich nur Al-Atome bewegen, ist es sinnvoll anzu-
nehmen, dal jenes Al-Atom, welches im Inneren eines Dreiecks liegt, sich jetzt

93
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(a1) (a2)
_—
(b1) (b2)

Abbildung 5.1: Die elementaren Flips innerhalb einer Schicht.
a. zeigt einen Simpleton— und b. einen Trapezflip. Die Atome sind nicht unter-
schieden und ihre Positionen sind mit Kreisen markiert.

auf die neu entstandene Vertexposition hinbewegt, und das andere Al-Atom nun
in das Innere eines Dreiecks gelangt. Die dabei jeweils zuriickzulegenden Wege
von 0,87 A sind relativ klein. Unter dem Gesichtspunkt eines so ablaufenden
Flipprozesses, wird die Aufteilung der atomaren Hyperflichen bezogen auf die
Positionen der Al-Atome physikalisch untermauert.

Erste Flips in einer einzelnen Schicht

Im vorliegenden Abschnitt werden ohne Kopplung an die zweite Schicht die Aus-
wirkungen des Randomisierungsprozefles auf eine Schicht gezeigt. Der Algorith-
mus zur Randomisierung lautet:

1. Man suche mittels Zufallsgenerator einen Vertex der Vertexkonfiguration
eins und fithre einen Simpletonflip durch.

2. Man fiihre jetzt an einem mit einem willkiirlich ausgewéhlten Vertex einen
Trapezflip durch.

In Abb. 5.2b sind die Auswirkungen dieser Flips auf den atomaren Akzeptanz-
bereich am Beispiel einer Schicht gezeigt. Die Simpletonflips unterliegen dabei
der Einschrankung, nur dann stattzufinden, wenn ausschliefSlich Al-Atome be-
wegt werden. Dies geschieht aus Ubersichtsgriinden, da man jetzt in Abb. 5.2b
sehr gut die Aufweitung der atomaren Akzeptanzbereiche der Al-Atome erken-
nen kann.
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Man beachte, dafl die rechten Bilder in Abb. 5.2 atomare Akzeptanzbereiche zei-
gen und keine atomaren Hyperflichen. Um diese Bilder mit den atomaren Hyper-
flichen aus Abb. 4.5 zu vergleichen, miissen sie erst wie in Abschnitt 1.3.4 gezeigt,
punktgespiegelt werden. Zum Vergleich ist die urspriingliche ideale Schicht und
die Lage der Atome in E+ in Abb. 5.2a dargestellt.

Nachdem nun gezeigt ist, dafl die Flips innerhalb der Schichten physikalisch sinn-
volle atomare Umstrukturierungen liefern, miissen die einzelnen in den Schichten
ablaufenden Flips miteinander gekoppelt werden. Ziel des néchsten Abschnitts
wird es daher sein, eine Wechselwirkung zwischen den beiden Schichten aufzu-
bauen, die gekoppelte Flips zwischen den Schichten bewirkt. Gleichzeitig soll
diese Wechselwirkung auch noch Resultate liefern, die im Experiment beobachtet
werden, und somit eine mogliche Abschétzung fiir die Relevanz der neuen Be-
schreibung des AlCuCo—Quasikristalls liefern. Dabei bieten sich die von Steurer
beobachteten ,, Flips“ der atomaren Zehnerringe an.

5.2 Geometrische Wechselwirkung

Eine Wechelwirkung — sie wird hier als geometrisch bezeichnet, da sie nur auf
den beteiligten Vertexkonfigurationen aufbaut — die Zehnerringe ,flippen® 148t,
ist wider Erwarten relativ einfach aufgebaut.

Bei der Betrachtung der Struktur eines Zehnerrings fallt auf, dafi er aus zwei
zueinander um 36° verdrehten regelméfligen Fiinfecken, die aus verschiedenen
Schichten stammen, aufgebaut ist. Auf den Eckpunkten dieser Fiinfecke sitzen
die Atome aus der zugehorigen Schicht. Bevor wir zur Beschreibung der Wech-
selwirkung kommen, wird in Analogie zu dem Begriff des Zehnerrings der Begriff
des Fiinferrings eingefiihrt.

Definition 5.1 FEin Fiinferring bezeichnet bei einer Vertezkonfiguration die Ab-
folge stumpfwinkliges, spitzwinkliges und wieder stumpfwinkliges Dreieck.

Bemerkungen :

e Der Begriff des Fiinferrings ist in Analogie zu dem Begriff des Zehnerrings,
bei dem die Atome auf den Eckpunkten eines regelméfligen Zehnecks liegen,
entstanden, da die Vereinigungsmenge der obigen Dreiecke ein regelmifiges
Fiinfeck ergibt, auf dessen Eckpunkten spater Atome einer Schicht sitzen.

e Die Vertexkonfiguration vier ¥ besitzt wie die Vertexkonfigurationen sieben
& einen Fiinferring, wihrend die Vertexkonfigurationen fiinf % und sechs %
jeweils zwei Fiinferringe haben.

Eine Wechselwirkung, die die Simpletonflips aus den einzelnen Schichten so
verbindet, daf} sich nach der Abfolge der Flips an einer anderen Stelle wieder ein
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Atome der randomisierten Schicht aus Translati-

onsklasse drei in den Orthogonalraum dargestellt. Man beachte, dafl hier atomare

Atome aus der Translationsklasse drei ist links davon
Akzeptanzbereiche und nicht atomare Hyperflichen gezeigt sind.

a. Im linken Bild ist ein Auschnitt der nichtrandomiserten nullten Schicht darge-

Abbildung 5.2: Die Flips von Al-Atomen in Schicht null.

b. Links ist die Projektion der

stellt. Die Projektion der

gezeigt.
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Zehnerring bildet, lautet :

1. Ein Simpletonflip findet innerhalb einer Schicht nur an einem Vertex statt,
wenn die Vertexkonfiguration, in deren Richtung der Vertex flippt, danach
einen Fiinferring mehr aufweist.

2. Ist innerhalb der ersten Schicht ein erlaubter Simpletonflip gefunden wor-
den, muf}, damit er stattfinden kann, in der zweiten Schicht innerhalb ei-
nes Wechselwirkungsradius von 6 A um den Vertex der ersten Schicht ein
weiterer Simpletonflip erlaubt sein, der die im ersten Punkt aufgelisteten
Bedingungen erfiillt.

3. Sind diese beiden Simpletonflips gefunden, finden sie simultan statt.

4. AnschlieBend findet in jeder Schicht noch jeweils ein Trapezflip, an dessen
Durchfiithrung keine Bedingung gekniipft sind, statt.

Die Trapezflips sind notwendig, um eine weitreichende Diffusion der Atome zu
gewéhrleisten. Im folgenden werden diese beiden simultan ablaufenden Simple-
tonflips auch als Doppelflip bezeichnet. Die Anwendung dieser Wechselwirkung
wird im néchsten Abschnitt behandelt.

5.2.1 Anwendung der Wechselwirkung auf den AlCuCo
Quasikristall

In Abb. 5.3 ist die Anwendung der oben beschriebenen Wechselwirkung gezeigt.
Im oberen Teil des Bildes ist links die Ausgangskonfiguration und rechts der
Endzustand nach zwei erfolgten Doppelflips gezeigt, die darunter liegenden Bil-
der beschreiben die Ausgangs— und Endkonfigurationen innerhalb einer Schicht,
wobei das zugrunde liegende Dreicksmuster eingezeichnet ist. Man sieht beim
Vergleich der Anfangs— (Abb. 5.3al) mit der Endkonfiguration (Abb. 5.3a2), da8
zwei atomare Zehnerringe — sie sind in beiden Bildern markiert — , geflippt sind.
Betrachtet man die dabei auf atomarer Skala in den einzelnen Schichten ab-
laufenden Prozesse, so erkennt man, dafl bei jedem , Flip“ eines Zehnerrings in
jeder Schicht ein Simpletonflip ablduft. Jeder dieser Simpletonflips bewirkt die
Bewegung von zwei Atomen. Das bedeutet, dafl an jedem ,,Flip“ eines Zehner-
rings atomare Umstrukturierung von vier Atomen beteiligt sind, optisch hingegen
wirkt ein Doppelflip wie der ,Flip“ eines gesamten atomaren Zehnerrings.

Es stellt sich nun die Frage, an welchen Positionen jene Zehnerringe liegen, die
,geflippt* werden konnen. Dies wird im néchsten Abschnitt erldutert.
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Ausgangskonfiguration : Endkonfiguration :

oooooo

oooooo

OOOOOOOOOOOOOOO

Abbildung 5.3: Anwendung der geometrischen Wechselwirkung.
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5.2.2 Die Position der ,,flippenden* Zehnerringe

Ruft man sich die deflatierten Dreiecksmuster des urspriinglich verwendeten Ti-
lings der Translationsklasse null in Erinnerung (Seite 87), so fallt bei der ersten
Deflationsstufe auf, dal die Vertizes dieses Dreiecksmusters auf den Mittelpunk-
ten der Zehnerringe liegen (Abb. 4.9). Vergleicht man nun die Positionen von
moglichen Simpletonflips dieses Tilings mit den Positionen von Simpletonflips,
die innerhalb der Schichten auf der 72 kleineren Skala méoglich sind, so stellt man
fest, dafl sie iibereinstimmen. Nur solche Zehnerringe, deren Mittelpunkte auf
Vertizes des grofien Dreiecksmusters, bei denen ein Simpletonflip auftreten kann,
liegen, kénnen auch , geflippt werden. Dies ist in Abb. 5.4 dargestellt.

Die makroskopische Bewegung der Mittelpunkte der Zehnerringe wird mit Hilfe

Abbildung 5.4: Zusammenhang der , Flips“ atomarer Zehnerringe mit einem Drei-
ecksmuster der Translationsklasse null, welches um 7 gegeniiber dem urspriinglich
verwendeten groflen Dreiecksmuster deflatiert ist. Gestrichelt sind die eigentlichen
atomaren Flips in den Schichten angedeutet. In a. ist die Ausgangskonfiguration
dargestellt.

eines um 7 deflatierten Dreicksmusters der Translationsklasse null dargestellt. Die
eigentlichen mikroskopisch stattfindenden atomaren Flips werden durch gekoppel-
te Flips der 73 deflatierten Dreiecksmuster der Translationsklassen zwei und drei
beschrieben. Der Zusammenhang der verschiedenen Groflenskalen wird nochmals
in Abb. 5.5 (Ausgangskonfiguration) und Abb. 5.6 (Endkonfiguration) gezeigt.
Zwischen Ausgangs— und Endkonfiguration werden elf Doppelflips durchgefiihrt.
Die makroskopische Bewegung der Mittelpunkte wird mit dem eingezeichneten
Dreiecksmuster verdeutlicht.
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hrten Doppel-

fii

Endkonfiguration von Abb. 5.5 nach elf durchge

Abbildung 5.6

flips.
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Kurze ,,Diskussion® der Ergebnisse

Die in den vorausgegangenen Abschnitten erhaltenen Ergebnisse haben gezeigt,
daf} die innerhalb der Schichten von den Atomen bei einem Flip zuriickzulegenden
Wege realistische Werte liefern. Die Kopplung der Flips zwischen den Schichten
ergibt bei der angegeben Wechselwirkung , Flips“ atomarer Zehnerringe, wie sie
auch von STEURER beobachtet werden [STEURER, 1994b].

Einschréankend mufl man sagen, daf es sich bei der eingefiihrten Wechselwirkung
um eine rein geometrische Wechselwirkung handelt. Die in diesem Kapitel vorge-
stellten Untersuchungen sind als Test der Relevanz dieser Beschreibung, die nach
den gewonnenen Ergebnissen zu schliefen ein mogliches Strukturmodell fiir d—
AlCuCo ist, gedacht. Nachdem man jetzt ein Handwerkszeug zur Beschreibung
eines d-AlCuCo Quasikristalls entwickelt hat, mufl man nun dazu iibergehen
physikalische Eigenschaften des Quasikristalls ausgehend von diesem Modell zu
beschreiben und diese dann mit experimentellen Daten zu vergleichen. Hierauf
wird in der Zusammenfassung im néchsten Kapitel noch kurz eingegangen.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Im ersten Kapitel werden die wichtigsten Grundbegriffe, die fiir das weitere
Versténdnis notwendig sind, eingefithrt. Das zweite Kapitel ist der Konstruk-
tion und den Eigenschaften des Tiibinger Dreieckmusters, welches das zugrunde
liegende Tiling des verwendeten d—AlgCui9Corg Modells ist, gewidmet. Die bis
zum jetzigen Zeitpunkt wichtigsten Modellvorschliage fiir d-AlCuCo und einige
Eigenschaften dieser Legierung sind in Kapitel 3 erldutert. Das Burkovmodell
fiir d-AlCuCo wird in Kapitel 4 auf seine Randomisierbarkeit untersucht, und
da dies schlecht moglich ist, wird ein neues randomisierbares Strukturmodell fiir
d-AlCuCo vorgestellt. In Kapitel 5 werden die Auswirkungen der Randomisie-
rung auf diesen Quasikristall untersucht. Es konnte gezeigt werden, dafl die inner-
halb einer Schicht bei einem Flip auftretenden atomaren Umstrukturierungen nur
kleine atomare Wege von 0,87 bis 2,75 A bedingen. Die zur Kopplung der Flips
zwischen den Schichten eingefiithrte geometrische Wechselwirkung bewirkt auf
atomarer Skala die Flips von je zwei Atomen pro Schicht. Makroskopisch hat es
den Anschein, als wére ein gesamter atomarer Zehnerring , geflippt“, wie es auch
von STEURER beobachtet wird [STEURER, 1994b]. Es konnte gezeigt werden, dafl
die Position der ,flippenden® Zehnerringe mit einem 7 deflatierten Dreicksmu-
ster der Translationsklasse eins beschrieben wird und daf§ die eigentlichen auf
mikroskopischer, atomarer Skala in den Schichten stattfindenden atomaren Flips
mit zwei 73—deflatierten Dreiecksmustern der Translationsklassen zwei und drei
dargestellt werden.

Die in Kapitel 5 durchgefiihrten Tests zeigen, dal die neu eingefiihrte Beschrei-
bung des d-AlCuCo Quasikristalls realistische Werte liefert und daher ein mogli-
ches Strukturmodell fiir einen d-AlCuCo Quasikristall darstellt.

Ausgehend von diesem Strukturmodell mufl man nun zur Beschreibung physikali-
scher Eigenschaften des damit konstruierten d-AlCuCo Quasikristalls ibergehen
und die dann erhaltenen Werte mit dem Experiment vergleichen.
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Ausblick

Nachdem jetzt ein leicht handbares Strukturmodell fiir AlICuCo vorliegt, bietet
es sich natiirlich an, dieses Modell eines realistischen Quasikristalls weitergehend
zu untersuchen. Einige interessante Aspekte hierzu sind im folgenden aufgelistet.

e Channeling-Experimente haben gezeigt, dafl die von Cu und Co erhaltenen
Riickstreuprofile stark voneinander abweichen [PLACHKE, 1995]. Dies kann
in dem vorliegenden Modell nicht erreicht werden, da die prozentuale Ver-
teilung der Cu— und Co—Atome auf die unterschiedlichen Vertexpositionen
gleich ist. Man konnte hingegen versuchen, diese Channeling-Ergebnisse
durch eine Randomisierung des Quasikristalls zu erhalten, aber meiner Mei-
nung nach miifte man sich dann nochmals Gedanken {iber die Positionen
der Cu— und Co—Atome innerhalb des Modells machen. Anders als die Po-
sitionen der Al-Atome, fiir die in Abschnitt 5.1 eine physikalisch sinnvolle
Begriindung gefunden wurde, sind die Positionen der Co— und Cu—Atome
nur durch die Verwendung der Matching Rules bedingt, dies liefert aber
eigentlich nicht notwendigerweise eine physikalische Begriindung fiir die
Atompositionen.

e Aufgrund der Tatsache, dafl es moglich ist, innerhalb dieses Modells die
Bewegung einzelner Atome relativ einfach zu verfolgen, bietet es sich an,
Selbstdiffusionsprozesse zu untersuchen. Man kénnte so eventuell Aussagen
iiber die spezifisch in Quasikristallen stattfindende phaseninduzierte Selbst-
diffusion am Beispiel eines realistischen Quasikristalls erhalten. RUDINGER
beschiftigte sich z. B. in seiner Diplomarbeit mit der phaseninduzierten
Selbstdiffusion im ikosaedrischen Tiling [RUDINGER und TREBIN, 1994].

e Weiterhin bietet es sich an mit Hilfe von Channeling-Simulationen zu un-
tersuchen, ob und in wieweit man den randomisierten Quasikristall von
einem idealen Quasikristall im Experiment unterscheiden kann.



Anhang A

Ergianzungen zu den
Wurzelgittern

A.1 Coxeter—-Diagramme

Eine niitzliche Darstellungsmoglichkeit fiir Wurzelgitter sind die Coxeterdiagram-
me, die auch als Dynkin—Diagramme bezeichnet werden.

Jeder Punkt in einem Coxeterdiagramm gibt eine Wurzel an, die Anzahl der Ver-
bindungslinien zwischen zwei Wurzeln gibt den Winkel zwischen ihren Wurzeln
an.

Linienanzahl | Winkel
0 90°
1 60°
2 45°
3 30°

Zwei Wurzeln mit den angegebenen Winkeln

90° 60° 45° 302

haben die folgenden Coxeter-Diagramme :

L o o—O | _E— ) oe—
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A.2 Die fundamentalen Wurzelgitter

Es existieren drei fundamentale Reihen von Wurzelgittern A, (n > 1), Z"(n > 2),
D,(n > 4), und die exceptionellen Gitter Eg, E7 und Eg. Die Winkel zwischen den
Wurzeln dieser Gitter betragen Vielfache von 60 und 90°.

Die hyperkubischen Gitter 7"

Die hyperkubischen Gitter der Dimension n besitzen als Wurzeln die Einheits-
vektoren e; der kanonischen Basis.

7" = {Z Z;€j )Z]‘ € Z und <€j, €i> = 52]} (Al)
j=1
Ihr Coxeter—-Diagramm lautet:

€1 €2 €3 €4 €n—1 €n

A,—Wurzelgitter
Die A,~Wurzelgitter sind Untergitter des Z"*! mit

j=1 j=1

n+1 n+1
A, = {Z zje; EZ"“)Z@zO}. (A.2)
Die Basisgittervektoren a; von A,, sind am giinstigsten als Linearkombinationen
der Basisvektoren e; von Z"*! ausdriickbar.
a;=e€e; — e ,7=1...,n+1
Fiir n < 4 ergibt sich:
o A 27!
e A, ist ein zweidimensionalen hexagonalen Gitter
o As = D? = fee-Gitter

e A4 wird verwendet, um das zweidimensionale Penrosetiling und das dazu
duale Tiibinger Dreiecksmuster zu erzeugen.

Das Coxeter-Diagramm lautet fiir ein A,—~Wurzelgitter :

€1 —€ € — €3 €3 €4 €4— €5 €1 — €, €, —€Enyy

® ® ® ® - - - 66—
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D,—Wurzelgitter

Die D,,—Gitter sind Untergitter des Z" mit

|Dn = szej e7" ‘ ZZ]' e 27 (A?))
j=1 7=1
Die Basisvektoren d; des Gitters lauten ausgedriickt mit den Basisvektoren e;
von 7™ :

dj = €; — €541 ,jzl,...,’)’l,—l

d, = —e —ey
Fiir n <4 gilt :
o Dy, =72
o Dy = A,

e Die Projektion aus Dy liefert je nach Lage des Tilingraumes ein oktagonales
oder ein dodekagonales Muster [BAAKE et al., 1991].

Anmerkung :

Man bezeichnet die D,,—~Wurzelgitter auch als Schachbrettgitter, da die Einfarbung
der Punkte von Dy auf 72 ein Muster hinterldft, welches an ein Schachbrett er-
innert.

Das Coxeter—Diagramm fiir ein D,,—Wurzelgitter lautet :

€1 — €

— €3 €3 — €4 €4 —€5 €5 € €p—2 —€nh_1 €41 €
| ® ® - - - o—©

—€1 — €2

Die Gitter g, F; und 4

Sie sind nicht so anschaulich darstellbar wie die anderen Wurzelgitter und sind
hier nur der Vollstéandigkeit halber erwéhnt.

Es: Das Eg—Wurzelgitter wird auch als achtdimensionales Diamantgitter be-
zeichnet. Es existieren zwei Wurzelgitter eines mit gerader das andere mit
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ungerader Koordinatensumme. Das Gitter mit der geraden Koordinaten-
summe lautet:

1 8
Es = {(mo,---,m7) ‘mj € Zoderz; € Z+§ , > :O(mon)}
=0

ks hat das folgende Coxeterdiagramm :

: Das E;—Wurzelgitter ist eine Untergitter von Eg. Es wird aus allen Vektoren

gebildet, die senkrecht auf einem Minimalvektor! v des Eg stehen.
E; ={x € E | (z,v) =0}

Sein Coxeter—Diagramm lautet:

Das E¢—Wurzelgitter wiederum ist eine Untergitter des E7— und damit auch
des Eg—Gitters. Es wird aus allen Vektoren gebildet, die senkrecht auf den
Ao—Gittern des Eg—Gitters stehen.

[E()-:{:L'E [ | <iL',U> :OVUEAQ}

Es besitzt das folgende Coxeter-Diagramm :

Dariiber hinausgehende Aspekte findet man in [CONWAY und SLOANE, 1988,
HUMPHREYS, 1990].

!Unter einem Minimalvektor versteht man die Wurzeln mit der kleinsten Linge.



Anhang B

Die Vertexkonfigurationen des
randomisierten Dreiecksmusters

Da in einem randomisierten Dreiecksmuster nur eine liickenlose Uberdeckung des
Tilingraumes gefordert wird, wobei einschrankend gilt, dafl Kanten gleicher Lénge
aufeinanderstoflen diirfen, erhoht sich zwangsléufig im Vergleich zu einem idealen
Dreiecksmuster die Anzahl der méglichen Vertexkonfigurationen.

Um herauszufinden, wieviele Vertexkonfigurationen in R7 Ao vorkommen koénnen,
betrachtet man zunéachst die vier in Tao vorkommenden Winkel. Sie sind in Ta-
belle B.1 aufgelistet. Es gibt 14 Moglichkeiten — ohne Unterscheidung von o und

Dreieck Winkel
spitzwinklig o 36°
g 72°

stumpfwinklig | ¢ 36°
v 108°

Tabelle B.1: In Tao vorkommende Winkel

@ und ohne Beachtung einer Reihenfolge — aus einer Kombination dieser Winkel
360° zu erhalten. Sie sind in der mittleren Spalte von Tabelle B.3 dargestellt.
Zwei Winkelkombinationen (3v,a) und (55) sind nicht realisierbar, da sie die
Bedingung gleicher aufeinanderstolender Kanten verletzen.

In Tabelle B.2 sind die moglichen rechten und linken Nachbarwinkel der ein-
zelnen Winkel angegeben. Unter Beriicksichtung dieser Nachbarwinkel und aller
Permutationen innerhalb einer Winkelkombination erh&lt man 198 Vertexkonfi-
gurationen, die nicht durch Drehung und Verschiebung auseinander hervorgehen.
Tabelle B.3 gibt die Anzahl der pro Winkelkombination realisierbaren Vertexkon-
figurationen wider.

Alle 198 Vertexkonfigurationen sind in Abb. B.1 und Abb. B.2 gezeigt. Die Num-
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merierung beginnt mit den Vertexkonfigurationen mit der grofiten Anzahl an ~
und dann an g Winkeln.

Winkel | Mogliche Winkelkombinationen
(7, 8, (e, @)
(/87 a? a)a(ﬁ7 a’ a)
(8,7)B(a,a)
(o, 8,7)v(a, B)

2L OR

Tabelle B.2: Die moglichen linken und rechten Nachbarwinkel eines Winkels bei
einem Vertex von RT a.

Dreiecke/Vertex | Winkelkombination | Anzahl
4 (37, a) 0
(27,26) 1
5 (27, 2a, ) 2
(v, @, 33) 4
(50) 0
6 (27, 4a) 3
(v, 3, 23) 12
(408, 2a) 7
7 (v, ba, B) 20
(30, 4a) 28
8 (v, Ta) 8
(20, 6) 55
9 (8, 8a) 42
10 (10c) 15
Die Summe ergibt : 198

Tabelle B.3: Die realisierbaren Vertexkonfigurationen. () stellt die Anzahl der
beteiligten Winkel in der jeweiligen Winkelkombination dar. Die Winkel sind in
der mittleren Spalte a und @ nicht unterschieden.
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Abbildung B.1: Vertexkonfigurationen 1-100
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Abbildung B.2: Vertexkonfigurationen 101-198




Anhang C

Die Atomkoordinaten der beiden
Burkovdekorationen

In den beiden folgenden Abschnitten werden die Atomkoordinaten der in den
Kapiteln 3.2.2 und 4.4 verwendeteten Dekorationen I und II angegeben.

Wie man in Abschnitt 3.2.1 gesehen hat, benttigt man zur Dekoration des Drei-
ecksmusters zwei Basisdreiecke. Die Atomkoordinaten des stumpf—und spitzwink-
ligen Basisdreiecks werden fiir beide verwendeteten Dekorationen als ganzzahliges
Quintupel der kanonischen Basisvektoren e; von Z° dargestellt.

C.1 Atomkoordinaten der Dekoration I

In Tabelle C.1 sind die Atomkoordinaten des spitzwinkligen Dreiecks und in Ta-
belle C.2 die Atomkoordinaten des stumpfwinkligen Dreiecks angegeben. Die-
se Koordinaten sind [KRAMER et al., 1994] entnommen. Wie man in Tabelle
C.3 sieht, kommen Co— und Cu-Atome nur mit Translationsklassen 7" € {2,3}
vor, wahrend Al-Atome aus den Translationsklassen 7' € {1,2,3,4} vorhanden
sind. Die Zusammensetzung eines mit dieser Dekoration aufgebauten AlCuCo—
Quasikristalls besteht aus 61.8% Al- und je 19.09% Cu— und Co—Atomen, dies
entspricht einem Verhéltnis von 7 Al-Atomen auf ein Ubergangsmetallatom. In
Abb. C.1 sind nochmals die dekorierten Basisdreiecke dargestellt.

C.2 Atomkoordinaten der Dekoration II

Analog wie im vorausgegangenen Abschnitt werden jetzt die Atomkoordinaten
der in Abschnitt 4.4 verwendeteten Dekoration IT dargestellt. In Tabelle C.4 sind
die Koordinaten der Atome innerhalb des spitzwinkligen Dreiecks dargestellt,
wahrend in Tabelle C.5 die Atomkoordinaten im stumpwinkligen Basisdreieck
aufgelistet sind. Die dekorierten Basisdreiecke werden in Abb. C.2 gezeigt.
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Abbildung C.1: Mit Dekoration I dekorierte Basisdreiecke.

Abbildung C.2: Mit Dekoration II dekorierte Basisdreiecke.



Atomkoordinaten der Dekoration I1

Nr. | Atomsorte | Schicht | ey | e; | ey | e3 | es | T
1 Cu 1 Ojo0|1|1]0]|2
2 Al 0 -1 011 11011
3 Co 0 11012121013
4 Al 1 2101212012
5 Al 1 2103|304
6 Al 0 210141401
7 Cu 1 3105|5102
8 Al 0 4105|501
9 Al 1 110121214

10 Al 0 211121201
11 Co 1 210101414112
12 Al 1 2105|514
13 Al 0 3105|5113
14 Cu 1 21-112(13]0]2
15 Al 0 21013141111
16 Cu 0 2104|513
17 Al 1 3105|614
18 Al 1 21014 |5] 2|4
19 Al 0 S3|-114 5|11
20 Co 0 B3l-1|5 16|13
21 Co 1 31-114 16|12
22 Al 1 11121204
23 Al 0 2101212 ]-1]1
24 Cu 1 211 (4]14]0)2
25 Al 1 2111551014
26 Al 0 B3l 1 |5 |510]3
27 Co 1 2101 3]2]-1|2
28 Al 0 211143011
29 Co 0 2115|403
30 Al 1 3116|504
31 Al 1 2121514104
32 Al 0 31154 ]-1]1
33 Cu 0 B3l 1|65 |-13
34 Cu 1 31116 1]4]-1)2
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Tabelle C.1: Die Atomkoordinaten der Dekoration I innerhalb des spitzwinkligen
Basisdreiecks. Die Atomkoordinaten der Atome 22 — 34 sind die an der Win-
kelhalbierenden gespiegelten Koordinaten der Atome 9 — 21. Die Atome 1 — 8
liegen auf der Winkelhalbierenden. In Abb. C.1 ist das dekorierte spitzwinklige
Basisdreieck gezeigt.
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Nr. | Atomsorte | Schicht | ey | e; [ ey | e3 | ed | T
1 Co 0 0|0 }|-1|-1]0]3
2 Al 1 1]0(-1]-1]014
3 Cu 1 110 11-21-2]01]2
4 Cu 1 O(-1(-1]-1]0]2
5 Al 0 1]0(-1{0]1]1
6 Al 1 1 ]-1]-2]-1]0]2
7 Al 0 21011-1]-1]1 11
8 Cu 0 1 /-11-2(-1]1]3
9 Al 1 210 (-1]111] 2|4

10 Al 1 210 (1-2101] 212
11 Al 0 1/-2|1-3|-1]1]1
12 Co 1 1]-2(-3]-1]2]2
13 Co 1 0]0]-1]-1]-1]2
14 Al 0 1l1]lol-1]0]1
15 Al 1 1lo|-1]-2|-1]2
16 Al 0 211 ]-1|-1]0 |1
17 Co 0 1]1(-1]-2]-1]3
18 Al 1 2121 |-1|10 |4
19 Al 1 2120 |-2]0]2
20 Al 0 11 ]-1]-3/-2]1
21 Cu 1 112 (-1]-3]-2]2

Tabelle C.2: Die Atomkoordinaten der Dekoration I innerhalb des stumpfwink-
ligen Basisdreiecks. Die Atomkoordinaten der Atome 13 — 21 sind die an der
Winkelhalbierenden gespiegelten Werte der Atome 4 — 12. Die Atome 1 — 3 liegen
auf der Symmetrieachse des stumpfwinkligen Basisdreiecks. In Abb. C.1 sind die
dekorierten Basisdreiecke nochmals gezeigt.

T | Atomsorte | Schicht
1 Al 0
2 | ALCu,Co 1
3 | Al,Cu,Co 0
4 Al 1

Tabelle C.3: Die Translationklassen der Atome aus den verschiedenen Schichten.



Atomkoordinaten der Dekoration I1

Nr. | Atomsorte | Schicht | ey | e; | ey | e3 | es | T
1 Cu 1 0101 11012
2 Al 0 -1 011 11011
3 Co 0 101212103
4 Al 1 2101212012
5 Al 1 2103|304
6 Al 0 2101144011
7 Cu 1 3105|5102
8 Al 0 4105|501
9 Al 1 10112012

10 Al 0 211121201
11 Al 1 210141412
12 Al 1 2105|514
13 Al 0 3105|5113
14 Cu 1 21-11213]01|2
15 Al 0 110144113
16 Cu 0 2104|513
17 Al 1 3105|614
18 Al 1 21-1(4 |5 |12
19 Al 0 S3l-114 5|11
20 Co 0 B3l-1|5 16|13
21 Co 1 31-114 16|12
22 Al 1 1111212104
23 Al 0 2101212 ]-1]1
24 Cu 1 21114 (14]0]2
25 Al 1 2111551014
26 Al 0 B3l 1 515103
27 Co 1 2101312 ]|-1|2
28 Co 0 -1 114141013
29 Co 0 2115|403
30 Al 1 B3l 16|50 4
31 Al 1 21115 14]-1]2
32 Al 0 311514 ]-1]1
33 Cu 0 B3l 1|65 |-13
34 Cu 1 31116 1]4]-1|2
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Tabelle C.4: Atomkoordinaten der Dekoration II innerhalb des spitzwinkligen

Dreiecks.

Die Koordinaten der Atome 23 — 34 sind die an der Winkelhalbierenden gespie-
gelten Koordinaten der Atome 10 — 21. Die Koordinaten der Atome 1 — 8 liegen
auf der Winkelhalbierenden. Im Gegensatz zu Dekoration I existieren zu den Ato-
men 9 und 22 keine Atome, die auf den an der Winkelhalbierenden gespiegelten

Koordinaten liegen.
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Atomkoordinaten

Nr. | Atomsorte | Schicht | ey | e; [ ey | e3 | ed | T
1 Co 0 0|0 }|-1|-1]013
2 Al 1 110 (-1]-1]014
3 Cu 1 110 1]1-21-2]0]2
4 Cu 1 O(-1(-1]-1]0]2
5 Al 0 1101(-170 (11
6 Al 1 1 ]-1]-2]-1]0]2
7 Al 0 211 (-110}|1/3
8 Cu 0 1 /-11-2(-1]1]3
9 Al 1 210 (-1111] 2|4

10 Al 1 210112101212
11 Al 0 1/-2|1-3|-1]1]1
12 Co 1 1]-2(-3]-1]2 ]2
13 Co 1 0|0 |-1|-1|-1]2
14 Al 0 1l1]lol-1]l0]1
15 Al 1 1lo|-1]-2|-1]2
16 Al 0 211 ]-1|-1]0 |1
17 Co 0 11 (-1]-2]-1]3
18 Al 1 2121 |-110 |4
19 Al 1 2120 |-2]0]2
20 Al 0 11 ]-1]-3/-2]1
21 Cu 1 112 (-1]-3]-2]2

Tabelle C.5: Die Atomkoordinaten der Dekoration II innerhalb des stumpfwink-

ligen Basisdreiecks.

Die Atome 1 — 3 liegen auf der Winkelhalbierenden, die Koordinaten der Atome
13 — 21 sind die an der Winkelhalbierenden gespiegelten Atomkoordinaten der
Atome 4 — 12. Nur die Koordinaten von Atom sieben und 16 sind nicht gegenseitig
aus einer Spiegelung an der Symmetrieachse zu erhalten.

T | Atomsorte | Schicht
1 Al 0
2 | Al, Cu, Co 1
3 | Al, Cu, Co 0
4 Al 1

Tabelle C.6: Translationsklassen der einzelnen Atome der Dekoration II.



Anhang D

Das Binire Tiling

LANGON und BILLARD stellten 1986 das binére Tiling als Modell fiir einen ther-
modynamisch stabilen zweidimensionalen Quasikristall vor [LANGON und BIL-
LARD, 1986].

Der Vegleich mit dem binéren Tiling brachte uns in Abschnitt 4.6 zu einer neuen
Beschreibung eines d—AlCuCo—Quasikristalls. Im folgenden werden einige Eigen-
schaften des binédren Tilings, die fiir die vorliegende Arbeit relevant sind, vorge-
stellt.

Das binére Tiling besteht, wie der Name schon besagt, aus einer Dekoration eines
Tilings mit zwei Atomsorten.

Eine einfache Methode, ein binéres Tiling zu erzeugen, ist die Dekoration von 7Tx.
Die Atome der Atomsorte eins liegen auf den Vertizes von Ta, wihrend die Atome
der zweiten Sorte auf den Umkreismittelpunkten der spitzwinkligen Dreiecke sit-
zen. Dies ist in Abb. D.1a dargestellt. Als Symbole fiir die einzelnen Atomsorten
werden gefiillte und leere Kreise verwendet. In Abb. D.1b ist der bindre Qua-
sikristall ohne zugrunde liegendes Tiling gezeichnet. Verbindet man die Atome
der ersten Sorte mit den néchsten Atomen der zweiten Sorte, so entsteht wie in
Abb. D.1c ein Rautenmuster mit den Penroserauten als Bausteinen. Man kénnte
jetzt versucht sein anzunehmen, daf} es sich bei dem vorliegenden Rautenmuster
um ein verallgemeinertes Penrosemuster handelt. Bei Betrachtung der atomaren
Hyperflichen ( Abb. D.2) des bindren Tilings erkennt man, dafl dies nicht der Fall
sein kann. Die atomaren Hyperflichen sind fiir die zweite Atomsorte regelméaflige
Fiinfsterne mit Translationsklasse eins und vier, die zueinander um 36° verdreht
sind. Die atomare Hyperflache fiir die erste Atomsorte ist wie bei Ta ein re-
gelméfiges Zehneck.

Die dazugehorigen atomaren Akzeptanzbereiche kénnen nicht wie bei den ver-
allgemeinerten Penrosemustern durch den Schnitt des verschobenen rhombischen
Ikosaeders mit At erhalten werden (s.a. Abschnitt 2.2). Eine weiteres Kriteri-
um, ist die Verletzung der Alternation Condition. Sie besagt, dafl entlang

119



120 Das Binére Tiling

eines Wurmes' aufeinanderfolgende Rauten einer Sorte niemals die gleiche Ori-
entierung aufweisen. Der interessierte Leser wird die Verletzung der Alternation
Condition in Abb. D.1c leicht erkennen?.

Weitere Aspekte zu bindren Tilings findet man in den Artikeln von LANGON und
BILARD, GAHLER veroffentlichte kiirzlich einen Artikel {iber den Zusammenhang
von Matching Rules und bindren Tilings und GAUB beschéftigte sich in seiner
Diplomarbeit mit den Eigenschaften von binéren Tilings [LANGON und BILLARD,
1986, GAHLER et al., 1994, GAUB, 1994].
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Abbildung D.1: Das binére Tiling.

a. Die Konstruktion des binédren Tilings als Dekoration von 7a.

b. Binéres Tiling ohne zugrunde liegendes Tiling.

c. Rautenmuster, das durch die Verbindung der Atome der einen Sorte mit den
nichstgelegenen Atomen der anderen Sorte entsteht.

Abbildung D.2: Die atomaren Hyperflichen des binéren Tilings.

!Ein Wurm ist in diesem Zusammenhang die Abfolge von Rauten, die eine gemeinsame
Kanten aufweisen.
2Hinweis: z.B. bei der Mitte des rechten Rands.



Anhang E

Basisvektoren

R® zerfillt unter der Wirkung von Cj (s.a. Abschnitt 1.4.3)in drei invariante

Unterrdume
RS =l Rt @ A.

Der Tilingraum EIl wird durch die Vektoren

1 0
C S
R L to=|2| «
1 (& ) 2 — S )
515 517,
C —S

1 0
/ !
5| ¢ 2 s
o=1¢/=-| ¢ 0o, =+/=-| —s
1 5 ) 2 5
c s
d =
und A durch den Vektor
1
1
1
=1z 1
1
1

aufgespannt. Die verwendeten Abkiirzungen sind ¢ = cos(%), ¢ = cos(£), s =

sin(3) und s' = sin(%).

IR+ ist im Fall von Ta der Orthogonalraum, bei der Erstellung des Penrosemusters aus der
Projektion aus Z° stellt R+ @& A den Orthogonalraum dar.
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Damit ergibt sich fiir die Projektoren auf die Unterrdume:

~

1 ¢ ¢ d ¢

9 c 1 ¢ d ¢

Il . — ) o / /
£ 7r||—ZtJ®tJ— cd ¢c 1 ¢ c |,

= d ¢ 1 ¢

c ¢ ¢ 1

1 ¢ ¢ ¢ ¢

4 d 1 d ¢ c
E* - ﬂ'L—ZoJ®oJ—5 c d 1 d ¢ |,

j=1 c d 1 ¢

Q\
oo
o

Q\

—_

11111
5 i

A M:\ﬁ1®1=— 11111
5 Sl 11111
11111

Die projizierten kanonische Basisvektoren von Z° lauten dann, wie schon in Glei-
chung 1.38 angegeben, in der Basis von [El!

2 te) = ( COS(?j) ) ] =0 4
E : ) _] . T s g
P sin(<*5)

5

und in der Basis von Rt

2 4
= (o €) —(CQS(Z}].)> ,J=0,...,4.
=1

sm(%])

In Abb. E.1 sind die in El und R* projizierten Basisvektoren e; gezeigt.

R~ E
e" el
e e
& e
e &
& €

Abbildung E.1: Die projizierten Basisvektoren.



Anhang F

Haufig verwendete Symbole

Ay,—Wurzelgitter

duales Gitter zu A4
Akzeptanzbereich

Basisvektoren von Ay

zyklische Gruppe der Ordnung n
(11111)T

kanonische Basisvektoren von Z¢
Projektion von e; auf El
Projektion von e; auf E*
Tilingraum

Orthogonalraum

Basisvektoren von A}
d-dimensionales periodisches Gitter
Projektion von A? in Ell
Projektion von A% in E+
Basisvektoren von A?
abgeschlofiene Hiille von A+

Das Polare der Punktmenge M+ C At
Projektionsoperator auf El
Projektionsoperator auf E+
Tiling

Random-Tiling
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V(T)Ad

Héufig verwendete Symbole

Tiibinger Dreiecksmuster
zweidimensionales Penrosetiling
Dreieck

Raute

m—Grenze einer Voronoizelle
Das Duale einer m—Grenze
Voronoizelle um r von A%
Selbstahnlichkeitsmatrix
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