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Zusammenfassung

Eine stabile lp-Ebene ist eine topologische Inzidenzstruktur mit eindeutig bestimmter Ver-
bindungsgeraden zu je zwei Punkten, in der die Punktmenge lokalkompakt und von po-
sitiver endlicher topologischer Dimension ist, sowie das Stabilitdtsaxiom gilt: Die Menge
der Paare schneidender Geraden ist offen in der Menge aller Paare von Geraden. Fiir
stabile Ip-Ebenen P, P’ ist eine partielle Lineation ein Homdomorphismus zwischen offe-
nen Unterebenen von P und P’, welcher Geraden in Geraden abbildet. Inspiriert von der
kompakt-offenen Topologie definieren wir auf der Menge aller partiellen Lineationen von
P auf P’ eine Topologie Ty(p pry derart, dass die Spurtopologie auf der Endomorphismen-
Halbgruppe die kompakt-offene Topologie ist. Die Topologie Ty (p pr ist nicht hausdorffsch,
aber wir beweisen, dass sie lokalkompakt ist, wenn die Punktmengen der Ebenen P und
P’ Mannigfaltigkeiten sind. Unter der Voraussetzung, dass der Punktraum eine Mannig-
faltigkeit ist, erhalten wir die Lokalkompaktheit der Endomorphismen-Halbgruppe einer
stabilen Ip-Ebene versehen mit der kompakt-offenen Topologie.

Desweiteren untersuchen wir partielle Lineationen stabiler Dreiecke, das sind verallgemei-
nerte stabile Ebenen, und beweisen eine Verallgemeinerung des lokalen Fundamentalsatzes
von LOWEN: Jede partielle Lineation eines graphenzusammenhéngenden stabilen Unter-
dreiecks von PoF mit F € {R, C,H, O} ldsst sich zu einem Automorphismus dieser Ebene
fortsetzen.

Neben anderen Beispielen untersuchen wir die Menge der partiellen Lineationen der
Pickert-Moulton-Ebene My (F). Wir zeigen, dass jede bijektive Lineation ¢ : My(F) —

M (F) stetig ist. AuBerdem bestimmen wir die Automorphismen-Gruppe von M (F) und
deren Struktur: Aut(My(F)) ist das semidirekte Produkt einer Gruppe, deren Elemente
auf der Pickert-Moulton-Ebene lokal wie Elemente von PGL3 I wirken, und einer Gruppe,
die isomorph ist zur Gruppe derjenigen ordnungserhaltenden Koérperautomorphismen des

Korpers F, welche den Knickfaktor £ fixieren.

Abstract

A stable Ip-plane is a topological linear space whose point space is locally compact and
of finite and positive (topological) dimension and the domain of intersection is open in
the set of pairs of lines. For stable Ip-planes P, P’ we study partial lineations. These
are homeomorphisms between open subplanes of P and P’, respectively, that preserve
collinearity. Inspired by the compact-open topology we define a topology 7y p) on the
set of all partial lineations between P and P’. The topology Ty(p p is not Hausdorff, but
we prove that it is locally compact if the point spaces of P and P’ are manifolds. This
entails the following: if the point space of a stable Ip-plane is a manifold then the semigroup
of endomorphisms is locally compact.

Furthermore we study a generalization of stable planes: stable triangles. We prove that
every continuous and injective lineation of an open subtriangle of a classical projective
plane PoF with F € {R,C,H, O} can be extended to an automorphism of the projective



plane PyF. This is a generalization of LOWEN’S local fundamental theorem.

One example we study is the Pickert-Moulton plane My (F). We show that every injective
lineation ¢ : My (F) — My (F) is continuous. Analysing the structure of the automorphism
group of My(F) yields the following result: The automorphism group of My (F) is a se-
midirect product of a group whose elements locally act on the Pickert-Moulton plane like
elements of PGL3 F and a group which is isomorphic to the group of those order-preserving
field automorphisms of F that fix k.
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Einleitung

Einleitung

Eine stabile Ebene ist eine topologische Inzidenzstruktur mit eindeutig bestimmten Verbin-
dungsgeraden zu je zwei Punkten. Die Punkt- und die Geradenmenge sind hausdorffsche
topologische Raume. Die Abbildungen Verbinden und Schneiden sind, soweit sie definiert
sind, stetig. Aulerdem wird die Giiltigkeit des Stabilitdtsaxioms verlangt: Die Menge der
Paare schneidender Geraden ist offen in der Menge aller Paare von Geraden. Klassische
Beispiele sind die in [55, Kap. 1] beschriebenen affinen und projektiven Ebenen iiber einer
der Divisions-Algebren R, C,H oder O, die iiber den Cayley-Dickson-Prozess konstruiert
werden. Es gibt sehr viele Beispiele interessanter stabiler Ebenen. Beispiele von nicht-
desarguesschen kompakten projektiven Ebenen findet man in [55, Kap. 3]. Dariiber hinaus
ist jede offene Unterebene einer stabilen Ebene nach [29, 1.29] eine stabile Ebene. Um zu
einer reichhaltigeren Theorie zu kommen, beschrankt man sich oft auf die Betrachtung
stabiler Ebenen, deren Punktmenge lokalkompakt und von endlicher positiver Dimension
ist, die so genannten stabilen Ip-Ebenen. Stabile Ip-Ebenen und deren Automorphismen-
Gruppen wurden von einer Vielzahl von Autoren untersucht. Einen Bericht {iber den Stand
der Theorie stabiler Ebenen aus dem Jahr 1995 findet man in [7, Kap. 3].

Die Endomorphismen-Halbgruppen stabiler Ebenen wurden bisher noch nicht in der glei-
chen Ausfiihrlichkeit betrachtet wie die Automorphismen-Gruppen. STROPPEL unter-
sucht in [65] Endomorphismen stabiler Ebenen. Dort findet man die folgenden Ergeb-
nisse: Projektive und affine Ip-Ebenen besitzen keine echten Endomorphismen, hinge-
gen ist die Endomorphismen-Halbgruppe einer stabilen Ebene oft deutlich grofier als die
Automorphismen-Gruppe der Ebene. Zum Beispiel hat die Endomorphismen-Halbgruppe
der hyperbolischen Ebene H nicht leeres Inneres in der 8-dimensionalen Liegruppe PGL3 R.
Die 3-dimensionale Automorphismen-Gruppe Aut(H) liegt im Rand der Endomorphismen-
Halbgruppe. In [67] zeigt STROPPEL, dass es eine grofie Klasse von stabilen Ebenen gibt,
bei denen aus der Endomorphismen-Halbgruppe eine zur betrachteten Ebene isomorphe
Ebene konstruiert werden kann. Ein Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, mehr Wissen iiber
Endomorphismen-Halbgruppen stabiler Ebenen zusammenzutragen.

Um das Ergebnis von LOWEN [29, 2.9] tiber die Lokalkompaktheit der Automorphismen-
Gruppe einer stabilen Ip-Ebene zu verallgemeinern, betrachten wir im ersten Kapitel die
Menge partieller Lineationen W (P, P’) zwischen den stabilen Ebenen P und P’. Eine par-
tielle Lineation ¢ € ¥ (P, P’) ist ein Homdomorphismus zwischen offenen Unterebenen von
P und P’, welcher Geraden in Geraden abbildet. Inspiriert von der kompakt-offenen Topo-
logie definieren wir auf (P, P’) eine Topologie Ty(p pr) derart, dass die Spurtopologie auf
der Endomorphismen-Halbgruppe die kompakt-offene Topologie ist. Die Topologie Ty(p pr)
ist nicht hausdorffsch, weil die Lineationen, welche durch Restriktion eines Elementes von
U(P,P’) auf unterschiedliche Definitionsgebiete entstehen, keine disjunkten Umgebungen
besitzen. Aber wir konnen beweisen, dass mit dieser Topologie die Menge der partiellen Li-
neationen zwischen zwei stabilen Ip-Ebenen, deren Punktmengen Mannigfaltigkeiten sind,
lokalkompakt ist. Die Lokalkompaktheit der Endomorphismen-Halbgruppe einer stabilen
Ip-Ebene, mit der kompakt-offenen Topologie versehen, unter der Voraussetzung, dass der
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Punktraum eine Mannigfaltigkeit ist, erhalten wir als Folgerung. Zwei- und vierdimensio-
nale stabile Ip-Ebenen sind immer Mannigfaltigkeiten [29, 1.13]. Es ist ein offenes Problem,
ob es unter den stabilen Ebenen héherer Dimension solche gibt, deren Punktmenge keine
Mannigfaltigkeit ist.

In der Menge der partiellen Lineationen einer stabilen Ebene sind mit jeder Lineation 1
auch alle Restriktionen auf alle offenen Teilmengen des Definitionsgebiets von 1) enthalten.
Deswegen ist es es sinnvoll, statt der Menge W(P) := W (P, P) aller partiellen Lineationen
der stabilen Ebene P die Menge V.. (P) aller partiellen Lineationen, die keine Fortsetzung
auf ein echt grofleres Definitionsgebiet besitzen, zu betrachten. Wir definieren in 1.7 die
Relation @ (lokal gleich) auf der Menge W(P): Zwei Lineationen aus W(P) heilen lokal
gleich, wenn sie eine gemeinsame Fortsetzung zu einem Element von W(P) besitzen. Wenn @
eine Aquivalenzrelation ist, dann kann die Quotientenmenge YP) mit Uy (P) identifiziert

@

werden und es wird auf @ eine partielle Verkniipfung mg, definiert. Wir beweisen, dass
(V102 (P), me) eine lokale Gruppe ist. In Kapitel 3 werden Beispiele behandelt, bei denen
(Vsnaz (P), M) mit der durch W(P) induzierten Spurtopologie sogar eine topologische lokale
Gruppe ist. Zuvor wenden wir uns, um Vorarbeiten fiir die Bestimmung der partiellen
Lineationen der modifizierten hyperbolischen Ebene zu leisten, den stabilen Dreiecken zu.

Ziel des zweiten Kapitels ist es, den lokalen Fundamentalsatz von LOWEN auf graphenzu-
sammenhéngende stabile Unterdreiecke der projektiven Ebenen P,F fiir F € {R,C, H, O}
zu verallgemeinern. Ein stabiles Dreieck ist ein Spezialfall eines stabilen Graphen, welche
ROSEHR in den Arbeiten [51] und [52] untersucht: Sei P = (P, L) eine stabile Ebene mit
Punktmenge P und Geradenmenge £. Nimmt man eine offene Menge U von P und eine
offene Menge G von {L NU| LNU#0,L¢€ E} derart, dass jeder Punkt aus U auf min-
destens einer Geraden aus G liegt, dann ist diese Inzidenzstruktur im Allgemeinen keine
stabile Ebene, aber ein stabiles Unterdreieck von P. In 2.3 erhalten wir das gewiinschte
Ergebnis, dass sich jede partielle Lineation eines graphenzusammenhéngenden stabilen Un-
terdreiecks von P, zu einem Automorphismus dieser Ebene fortsetzen ldsst. Dieser Satz
ist hilfreich bei der Untersuchung der Menge der partiellen Lineationen der modifizierten
hyperbolischen Ebene in Kapitel 3.2.

GRUNDHOFER und STROPPEL liefern in [9] ein Einbettungsresultat, ndmlich dass es zu
jeder kommutativen Unterhalbgruppe I' der Endomorphismen-Halbgruppe einer nicht dis-
kreten stabilen Ebene (P, L) eine offene Einbettung der Ebene (P, L) in eine stabile
Ebene (@, M) derart gibt, dass sich jedes Element aus I' zu einem Automorphismus
fortsetzen léasst und die Menge dieser Fortsetzungen eine kommutative Untergruppe der
Automorphismen-Gruppe von (@, M) erzeugt. Dieses Einbettungsresultat ldsst die Frage
entstehen, ob sich jede Endomorphismen-Halbgruppe einer stabilen Ip-Ebene in eine Grup-
pe einbetten ldsst. In allen bisher verstandenen Beispielen ist es so. Diese Frage kann aber
in dieser Arbeit nicht geklédrt werden. Das Vorhaben, mit der Relation @ eine topologische
lokale Gruppe zu konstruieren und dann mit Hilfe von Sétzen von JACOBY [22] iiber die
Einbettung von endlich-dimensionalen lokalen Gruppen in Gruppen eine Einbettung zu
gewinnen, scheiterte daran, dass sich das Ergebnis von JACOBY als falsch erwies: OLVER
beschreibt in [36] lokale Lie-Gruppen, die nicht generell assoziativ sind und folglich nicht
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in eine Gruppe eingebettet werden konnen. Trotzdem ist es interessant, die Relation @ zu
betrachten, wie wir im dritten Kapitel sehen. Dort werden von ausgewéhlten Beispielen
stabiler Ebenen die Menge der partiellen Lineationen, die Endomorphismen-Halbgruppen
und lokale Gruppen von partiellen Lineationen betrachtet. Auflerdem konstruieren wir
die kleinste lokale Gruppe, die die Endomorphismen-Halbgruppe einer stabilen 1Ip-Ebene
enthélt.

Nun die Ergebnisse im Einzelnen: Wenn die in 1.7 definierte Relation @ keine Aquivalenz-
relation ist, dann kann, wie in Kapitel 3.1 bewiesen wird, die betrachtete Ebene nicht so
in eine stabile Ebene eingebettet werden, dass alle partiellen Lineationen von einem Auto-
morphismus induziert werden. In Kapitel 3.1 finden wir eine hinreichende Bedingung dafiir,
dass @ eine Aquivalenzrelation ist, und zeigen, dass fiir jede offene Unterebene U einer klas-
sischen Ebene Py die Menge W,,,..(U) mit einer topologischen lokalen Untergruppe von
Aut(P,F) identifiziert werden kann, die eine offene Teilmenge von Aut(P,F) ist. In Kapitel
3.2 betrachten wir die modifizierte hyperbolische Ebene H;. Wir bestimmen die Menge
aller partiellen Lineationen in W(H;), welche durch eine Abbildung aus PGL3 R induziert
werden, und zeigen, dass die Endomorphismen-Halbgruppe der dufleren modifizierten hy-
perbolischen Ebene nur aus Automorphismen dieser Ebene besteht. Hier benutzen wir den
im zweiten Kapitel bewiesenen lokalen Fundamentalsatz. Das Kapitel 3.3 widmet sich der
kleinsten lokalen Gruppe F, welche die Endomorphismen-Halbgruppe enthélt. Diese ist die
Vereinigung der Endomorphismen-Halbgruppe mit der Menge der Inversen der Endomor-
phismen. Die Verkniipfung me, auf g induziert eine partielle Verkniipfung m” auf E derart,
dass (E,mZ) eine lokale Gruppe ist. Unter der Voraussetzung, dass die Punktmenge der
Ebene eine Mannigfaltigkeit ist, zeigen wir, dass die lokale Gruppe (E,mZf) mit der von
U(P) induzierten Topologie alle Axiome einer topologischen lokalen Gruppe erfiillt, bis auf
eines: Es gibt nicht immer eine Umgebung U der Identitdt in £ derart, dass U x U im
Definitionsgebiet von mZ liegt. AuBlerdem ist dann E lokalkompakt und hausdorffsch.

Eine weitere Klasse sehr interessanter stabiler Ebenen sind die Moulton-Ebenen M,
mit £ > 1, welche wir im vierten Kapitel studieren. Die Moulton-Ebenen sind nicht-
desarguessche kompakte projektive Ebenen. Sie sind die einzigen 2-dimensionalen projek-
tiven Ebenen, deren Automorphismen-Gruppe 4-dimensional ist [55, 34]. Im vierten Kapitel
wird gezeigt, dass jede partielle Lineation von My, welche auf einem nicht-desarguesschen
Gebiet definiert ist, von einem Automorphismus der Moulton-Ebene M, induziert wird.
Wir erhalten eine schéne Beschreibung der Automorphismen-Gruppe Aut(Mj,), aus wel-
cher man gut ablesen kann, dass lokal auf der Punktmenge ein Element der PGL3 R wirkt.
In 4.2 und 4.3 findet sich ein relativ elementarer Beweis fiir die schon bekannte Tatsache,
dass die Automorphimengruppe Aut(M;,) eine Liegruppe ist und dass die Kommutator-
gruppe von Aut(M}) isomorph zur einfach zusammenhingenden Uberlagerung der SLy R
ist [55, 34.8]. Die Uberlagerungsabbildung ist dabei explizit angegeben. Wir bestimmen
die Menge ¥,z (M) und stellen fest, dass die Relation @ auf der Menge der partiellen

Lineationen von M, keine Aquivalenzrelation ist. AuBerdem werden die Endomorphismen-
Halbgruppen verschiedener Unterebenen der Moulton-Ebene bestimmt.

Viele der iiber die Moulton-Ebenen gefundenen Ergebnisse lassen sich auf die Pickert-
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Moulton-Ebenen M (F) bzw. deren projektiven Abschluss My (F) verallgemeinern.
Pickert-Moulton-Ebenen wurden von PICKERT in [39, S. 93] definiert. Es handelt sich
um affine Ebenen, die genauso konstruiert werden wie die Moulton-Ebene M. Die Ver-
allgemeinerung entsteht dadurch, dass statt R ein beliebiger angeordneter Kérper F zu
Grunde gelegt wird. In Kapitel 4.8 werden die Ergebnisse von PIERCE prézisiert: Es wird
gezeigt, dass jede bijektive Lineation ¢ : M (F) — M/ (FF) stetig ist. AuBerdem werden die
Automorphismen-Gruppen von My (F) und von My (F) bestimmt. In 4.9 untersuchen wir
die Struktur der Automorphismen-Gruppe: Aut(M(F)) ist das semidirekte Produkt einer
Gruppe, deren Elemente lokal auf der Moulton-Ebene wie Elemente von PGL3 F wirken,
und einer Gruppe, die isomorph zur Gruppe der ordnungserhaltenden Kérperautomorphis-
men des Korpers F ist, welche den Knickfaktor k fixieren.
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bedanke ich mich bei meinem Betreuer Prof. Dr. Markus Stroppel, fiir seine vielen wert-
vollen Anregungen und seine sténdige Bereitschaft zur Diskussion. Bei Prof. Dr. Hermann
Héhl bedanke ich mich herzlich fiir seine Unterstiitzung und sein grofles Interesse am Fort-
schritt der Arbeit. Mein Dank gilt auch Dr. Nils Rosehr, der mir bei der Untersuchung der
stabilen Dreiecke mit vielen Ideen zur Seite stand und Prof. Dr. Linus Kramer, der sich
bereitwillig Zeit nahm meine Fragen iiber verallgemeinerte Mannigfaltigkeiten zu klaren.
Auch bedanke ich mich bei meinen Mit-Doktoranden am Institut fiir Geometrie und To-
pologie der Universitit Stuttgart, die mir beim Sortieren meiner Gedanken viel geholfen
haben. Hierbei mochte ich Martin Bulach besonders hervorheben. Ein besonderer Dank
gilt Antje Rothmund und Dr. Anke Wich fiir die ausdauernden Korrekturlesearbeiten.
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Zusammenfassung in englischer Sprache

Stable planes are linear spaces whose point space P and line space £ are endowed with
Hausdorff topologies in such a way that intersection of lines and joining of points become
continuous operations in their respective domains. The domain of intersection is an open
subset of £ x L. Classical examples are the projective planes over any one of the divisi-
on algebras R, C,H, or O, which can be constructed by the Cayley-Dickson process [55,
Chapter 1]. Every open subplane of a stable plane is a stable plane [29, 1.29]. But there
are stable planes which do not allow for an embedding as an open subplane into any of
these classical projective planes.

If the point space is locally compact and of finite and positive (topological) dimension then
we call the stable plane a stable Ip-plane. LOWEN [29, 2.9] proved that the automorphism
group of a stable plane is locally compact. Striving for some generalization of this result,
we study the set W(P,P’) of partial lineations between stable planes P and P’ of the same
dimension. A partial lineation is a homeomorphism between open subplanes of the planes
P and P’, respectively, that preserves collinearity. Inspired by the compact-open topology
we define a topology Ty(p ) on (P, P’):

Definition (1.5.2). Let P = (P, L) and P’ = (P’, L) be stable Ip-planes. For each pair of
subsets C' C P and U C P’, let

LC, U] := {¢ € ¥(P,P")| C Cdom(s)),C¥ CU} .

Put Syppry = {UC’, U|l| C is compact in P and U is open in P’}. We will consider the
topology Ty(p,pry generated by Syp pr).

In 1.5.14 we prove that the topology 7y pry is not Hausdorff; different restrictions of an
arbitrary element of W(P) to different domains do not have any disjoint neighbourhoods.
We do, however, obtain the following result:

Theorem (1.6.8). If P and P’ are manifolds then Typ py is locally compact (but, again,
not Hausdorff).

Stable Ip-planes of dimensions 2 and 4 are manifolds. But it is not known if there are any
stable Ip-planes of higher dimension whose point space is not a manifold.

Let W(P) := U(P,P). The topology induced by 7y ) on the semigroup End(P) of endo-
morphisms of P is the compact-open topology. For manifolds P, local compactness of W(P)
implies local compactness of End(P) (Corollary 1.6.10). We define a partial composition
law for W(P) as follows:

Definition (1.4.6). For o and ( in ¥(P) with im(«) N dom(3) # 0, the composition of «
and (3 is defined as ao 3 : (im(a) N dom(B3))*  — Pz (z%)P.

In Lemma 1.5.20 we prove that the composition ¢ and the map ~' : U(P) — U(P) :
¢+ ¢! are continuous with respect to Typpy if P and P’ are manifolds.

X
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We denote by W,,..(P) the set of all partial lineations with maximal domain. Partial
lineations o and [ are called locally equal (a @ (3) if they share a common extension to a
lineation in W(P). If the relation @ is an equivalence relation on ¥(P), we define a partial

composition law in %:

Definition (1.7.6). Let [, and [(]s be elements of @ If there exist & € |, and
3 € [fle with im(&) N dom(() # 0, then the composition of [ae and [(le is defined as
Ma([0]e, [Blo) = [0 0 Blo

In this case, we can identify U,,,,(P) with @ and consider 2%} as a subspace of U(P). In

theorem 1.7.12 we prove that the set (@, my) is a local group. Examples are arbitrary
open subplanes U of the projective planes PoF, with F € {R, C,H, O}. In section 3.1 we
show that, in these examples, V,,..(U), endowed with the subspace topology induced by
U(P), is a topological local group and can be identified with a topological local subgroup

of Aut(P,FF) which is open in Aut(P.[F).

LOWEN proved in [31] that every partial lineation of one of the classical projective planes
P.F with F € {R,C,H, O} can be extended to an automorphism of the projective plane
PslF. Generalising this result, we study stable triangles, i.e., special stable graphs which
are introduced by ROSEHR in [51] and [52].

Let P = (P, L) be a stable plane. Consider an open subset U of P and an open subset G
of £ such that for every point p € U there is at least one line G € G incident with p. In
that case, the incidence structure (U, G) is an open subtriangle of the stable plane (P, L).
We prove the following generalization of LOWEN’s local fundamential theorem [31]:

Theorem (2.3.5). Every continuous and injective lineation of an open subtriangle of a
classical projective plane PoIF with F € {R, C,H, O} can be extended to an automorphism
of the projective plane PslF.

Using this result, in we characterize the set of all partial lineations of the skew hyperbolic
planes H; which are induced by a linear map.

Definition (3.2.1). Let PoR = (PR, LoR) be the real projective plane. Consider the qua-
dric Q = {R(z,y, 2) | 2* + y? = 2*}. Choose t € R and define a subset Ly C P,R by

Ly = {R(m,o, )| -1<z< 1} U {R(x,y,z) } y? = t*(2* — 2%) where tzy > O} )
Let Q = POs3(R, 1)! denote the commutator group of the corresponding hyperbolic motion

group. We define a new incidence structure, the skew hyperbolic planes H, = (PR, L,),
where

Li={LeLlR||LNQ|<1}U{Ly| weQ}.

We prove the following result:



Zusammentfassung in englischer Sprache

Theorem (3.2.12). Pickt > 0 and ¢ € V(H;). Let
Ge{Lndom(¢y)| L € LR, |LNQ| <1, LNdom(ep) #0} .

If the image of G under 1 is contained in an element of the set {L € LoR| |[LNQ| < 1}
then 1 is a restriction of an automorphism w € ).

We will describe the smallest local group F containing the semigroup of endomorphisms
of a stable plane P, that is to say, the union of End(P) and the set (End(P))~! of the
inverse maps. We define a partial composition law mZ for £ and prove in theorem 3.3.4
that (£, mE) is a local group.

For manifolds P we have in section 3.3 the following result: Endowed with the subspace
topology induced by W(P), the local group (E,mZ) satisfies all axioms of a topological
local group but one: There is no open neighbourhood U of the identity such that U x U is
a subset of dom(mZ). However E is locally compact and Hausdorff.

There is another class of interesting stable planes, the Moulton planes M, with k£ > 1.
These are non-desarguesian compact projective planes. And they are the only 2-dimensional
compact projective planes whose collineation groups are of dimension 4 [55, 34].

Definition (4.1.1 and 4.1.3). Let = P;R = (PR, L2R) be the real projective plane. Its
point set

PR = {R(x,y, 1) } (x,y) € ]Rz} U {]R(x,y,()) ‘ (z,y) € R*\ {(0,0}}
is the set of the 1-dimensional subspaces of R3. Its lines are the 2-dimensional subspaces:
LoR := {ls,t, le| s,t,ce R} U {goo} with
lsi ={R(z,sz+t,1)] z € R} ,
l.:={R(c,z,1)| z € R} and
Goo = 1{R(2,y,0) | (z,y) € R*\ {(0,0)}} .

Incidence of points and lines is given by inclusion. In order to construct the projective
Moulton plane M, with k > 1, we take the real projective plane and replace the lines [,
with negative slope s by the kinked lines

Iy ={R(z,sz+t,1)| 2 <0} U{R(z,skx +¢,1)] >0} U{R(1,s,0)} .

In theorem 4.2.17 we prove that every partial lineation of a Moulton plane M, with
non-desarguesian domain can be extended to an automorphism of M. To that end, it is
convenient to describe the automorphism group of M, in the following way:

Theorem (4.2.1, 4.2.2, 4.2.19 and 4.2.23). Let

A:(Zﬁ)eGmR.

x1
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Consider the map

A:GL R — PGIL3R: A (1)OAO
0
We single out the following subsets of P,RR:
O :=0r(A) = {[:By,l]’x<0,y>—§ , Op = 03(4) [z,y,1 x>0y>—§},
Uf::U—(A)'—{[xy,l]‘x<0y<—% : UR—URA [z,y,1 x>0y< %},
L—{:By, |:c<0y€R} x,y,1 |:E>0y€]R}

Let B,C € {A, k™tA, kA}. We define the following maps:

ClA
[7’?] PR — PBPR:

p< forpe Oy
(PR\go)3p — { P forpe 0guUZU (6 ()
PP forpeURu(géo 0 mHR>

[u, 5,04 for us > 0
[u, s, O]CA otherwise

[A‘B]: PR — BR:

AN _
(PR\ gos) 2p + {p forp € Hr

pB* forpe Hp

B* f
Joo 2 [U,S,O] — { [U,S,S}AA or us >0

[u, s, otherwise
. o1 . A A . R _ € f +
. o | KA|A ) o (e f n
o9: A A '_[A A] W1thdoma2.—{A—(h ])EGL R‘f 0}
angHA"f’::[A‘A] with domosg := ¢ A= Z 3 €EGLIR| j>0
op: A A% = A|kTPA ] with domoy =< A= Z 2 €GLIR| j<0

©@:GLI R — (GLI R)D: A — AD .= (4)” for A € domo;
Then ¥ := (GL§ R)@ is the automorphism group of Mj.

xii
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In theorem 4.2.29 the map @ turns out to be a local isomorphism of topological groups,
i.e., there is an open neighbourhood Y of the identity in ¥ such that @‘Y is a homeomor-
phism and a homomorphism of local groups. The structure of ¥ is well known [55, 34.6]:
Its commutator group ¥’ is isomorphic to the simply connected covering group of SLyR.
We show in theorem 4.3.5 that

> = {(HC)@} C e SLyR,r € Z} ,
and in theorem 4.3.8 we prove that the map
v:Y - SLR: (K0)@ — C
is a covering map.

In section 4.7 we characterize the semigroup of endomorphims of certain classes of non-
desarguesian subplanes of M. In section 4.5 we examine the set ¥(M},) and the relation
@ turns out not to be an equivalence relation on ¥(Mj,) (see example 4.6.1).

Furthermore, we study a generalization of the Moulton planes: The Pickert-Moulton planes

M (F) were defined by PICKERT in [39, S. 93]. They are constructed in very much the
same way as the Moulton planes M, but using an arbitrary ordered field F instead of
the real numbers R. In theorem 4.8.11 we extend the results by PIERCE by showing
that any bijective lineation My (F) — M;(FF) is continuous. Moreover we prove that the

automorphism group of My(F) can be written as follows:

Theorem (4.8.9). The automorphism group of My(F) is the group
SF.— {(a,A@) ‘ a€oAutF, k% =k, A ¢ GL;F} with

(0, AD) : B,F — PF : p — (p*)*?

where the set oAut(F) is the group of order-preserving field automorphisms of IF.
Just like in Mj,, every partial lineation of My (FF) with non-desarguesian domain is a
restriction of an automorphism of My(F). PIERCE proved in [43] that the Pickert-Moulton

planes M (F) and M (FF) are isomorphic if and only if there is an order-preserving field
automorphism « with the property that

k® =k or k* = (l;:)_l .

In theorem 4.8.12 we show that this is equivalent to the existence of a lineation ) €
U (M (F), M (F)) with non-desarguesian domain.
Analysis of the structure of ¥F yields the following result:

xiil
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Theorem (4.9.1 - 4.9.3). Let
SF = {(id,A@) ‘ Ae GL;F} ,
SF = {(id, (k" C)D) ‘ reZ,Ce SLQF} and
Fo= {(a, 19) ‘ a € oAut(F), k* = k} .

Then the group XF is a normal subgroup of £F, and XF = XF xF. The group ST is a central
extension of SLy FF.

Xiv



1. Partielle Lineationen stabiler Ebenen

1.1. Grundlegendes iiber stabile Ebenen

1.1.1 Definition. Eine Inzidenzstruktur S = (P, L) mit nichtleeren hausdorffschen nicht
diskreten topologischen Rdumen P (,Punkte®) und L (,,Geraden*), wobei L eine Menge
von Teilmengen von P ist, heifit stabile Ebene, wenn folgendes gilt:

(i) Zu je zwei verschiedenen Punkten p,q € P existiert genau eine Gerade L € L so,
dass {p,q} C L (wir schreiben: L = p\ q =: pq).

(ii) Die Operation des Verbindens V : P%\ {(p,p) | pe P} — L (p,q) — pq ist stetig.

(iii) Die Definitionsmenge des Schneidens D := {(L,M) € L*| L # M, LN M # 0} ist
offen in £ x L, und die Operation des Schneidens A : D — P : (L, M) — L A M ist
stetig.

(iv) Es existiert ein echtes Viereck, und jede Gerade enthélt mindestens drei Punkte.

Ist P lokalkompakt und von positiver endlicher Uberdeckungsdimension, so heift S
stabile Ip-Ebene.

Wir tragen einige wichtige Sétze iiber stabile Ebenen zusammen:

1.1.2 Satz. [29, 1.9]. Die Topologie des Punktraums einer stabilen Ip-Ebene ist metrisier-
bar und besitzt eine abzédhlbare Basis.

In einem separablen metrischen Raum fallen die Dimensionsbe_griffe der kleinen induktiven
Dimension ind, der grofien induktiven Dimension Ind und der Uberdeckungsdimension dim
zusammen [35, Ch. 2, Th. 8-2|.

1.1.3 Satz. [32, Th. 1]. Sei (P, L) eine stabile Ip-Ebene und sei L € L eine Gerade. Dann
gibt es ein m € {1,2,3} derart, dass gilt dim L = 2" und dim P = 2 dim L.

1.1.4 Satz. [29, 1.29]. Sei (P, L) eine stabile Ebene und U eine offene Teilmenge von P.
Dann ist (U,Ly) mit Ly = {LNU| L€ L,LNU +# 0} eine stabile Ebene. Wir nennen
(U, Ly) offene Unterebene von (P, L).

Der im Folgenden aufgefiihrte lokale Fundamentalsatz von LOWEN verhilft uns in dieser
Arbeit oft zu neuen Erkenntnissen:

1.1.5 Satz. [31] Sei P = P,F mit n > 2 ein n-dimensionaler projektiver Raum mit F &
{R,C,H,0}. Sei U eine offene Teilmenge der Punktmenge P von P und sei U die zu U
gehorende Untergeometrie. Sei ¢ : U — P eine Einbettung. Dann kann ¢ eindeutig zu
einem Automorphismus von P fortgesetzt werden.

In den Beweisen in dieser Arbeit spielen relativ kompakte Mengen ofters eine wichtige
Rolle, deswegen erinnern wir an dieser Stelle an die Definition: Wir nennen eine Menge U
in einem topologischen Raum relativ kompakt, wenn der Abschluss U kompakt ist.
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1.2. Gebietsinvarianz zwischen zwei stabilen Ip-Ebenen

In Anlehnung an die Definition der Gebietsinvarianz-Eigenschaft eines Raumes (vgl. [55,
51.18]) definieren wir die Gebietsinvarianz zwischen zwei Rédumen.

1.2.1 Definition. Seinen X und X' topologische Raume. Wir sagen, zwischen den Raumen
X und X' herrsche Gebietsinvarianz, wenn gilt: Wenn U eine Teilmenge von X ist, V eine
Teilmenge von X' ist und f : U — U/ =V ein Hombomorphismus ist, dann ist U genau
dann offen in X, wenn V offen in X' ist.

Es ist nicht bekannt, ob der Punktraum und der Geradenraum jeder stabilen Ebene ei-
ne Mannigfaltigkeit ist. Aber es ist bekannt, dass Geraden, Biischel, Punkt- und Gera-
denrdume lokal homogene absolute Umgebungsretrakte sind (vgl. [29, 1.2 ff] und [32, 5.1]).
Deswegen beschéftigen wir uns zuerst mit lokal homogenen absoluten Umgebungsretrakten:

1.2.2 Definition. [57, II1.1.7]. Sei X ein topologischer Raum. Im Folgenden bezeichne Z
einen normalen Raum, F' eine abgeschlossene Menge in Z und g : ' — X eine stetige
Abbildung. Wenn sich fiir jede Wahl von Z, F' und g die Abbildung ¢ stetig auf eine
Umgebung von F' in Z fortsetzen lisst, so heifit X ein absoluter Umgebungsretrakt (ANR).
X heifit ein metrischer absoluter Umgebungsretrakt fiir die Klasse aller metrischer Raume,
wenn X und Z metrische Rdume sind.

1.2.3 Definition. [59]. Ein topologischer Raum X ist lokal homogen, wenn es zu je zwei
Punkten z,y € X Umgebungen U und V von z bzw. y und einen Homdomorphismus
h:U — V mit 2" = y gibt.

SEIDEL beweist in [59], dass eine abgeschlossene Teilmenge Z eines n-dimensionalen lokal
kompakten, lokal homogenen separablen metrischen absoluten Umgebungsretrakts genau
dann die Dimension n hat, wenn das Innere von Z nicht leer ist. Auflerdem beweist SEIDEL
folgenden Satz iiber die Gebietsinvarianz-Eigenschaft:

1.2.4 Satz. [59, Theorem BJ. Sei X ein n-dimensionaler lokal kompakter lokal homoge-
ner separabler metrischer absoluter Umgebungsretrakt und seien V' und W homdomorphe
Teilmengen von X. Dann ist V' genau dann offen in X, wenn W offen in X ist.

Dieser Satz ldsst sich auf die Situation verallgemeinern, dass man zwei absolute Umge-
bungsretrakte gleicher Dimension betrachtet:

1.2.5 Satz. Seien X und Y zwei lokal kompakte lokal homogene separable metrische ab-
solute Umgebungsretrakte derselben positiven und endlichen Dimension. Dann herrscht
zwischen X und Y Gebietsinvarianz.

Beweis. Seien X und Y zwei lokal kompakte lokal homogene separable metrische absolute
Umgebungsretrakte der Dimension n. Seien U C X und V' C Y homéomorph und ¢ :
U — V ein Homoomorphismus. Sei U eine offene Teilmenge von X. Wir betrachten die
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topologische Summe X UY. Dann ist X UY ein lokal kompakter separabler metrischer
absoluter Umgebungsretrakt (vgl. [10, 3.3]). Wir zeigen im Folgenden, dass X UY durch
¢ lokal homogen wird. Da X lokal kompakt ist, gibt es in U eine kompakte Umgebung
C'. Diese ist abgeschlossen in X (X ist hausdorffsch) und hat folglich volle Dimension [59,
Theorem A]. Da ¢ stetig ist, ist C¥ kompakt in Y und ist folglich abgeschlossen in Y.
Da ¢ ein Hom6omorphismus ist, bleibt die Dimension erhalten. Insgesamt wissen wir nun,
dass C¥ eine abgeschlossene Teilmenge der Dimension n von Y ist. Der schon zitierte Satz
von SEIDEL besagt, dass C¥ eine in Y offene Menge W enthélt. Das Urbild von W unter
@ ist offen in U, und da U offen in X ist, ist W* ' offen in X. Seien z € X, y € Y und
w € W¢ . Dann gibt es, da X lokal homogen ist, Umgebungen U, von z und U, von w
und einen Homoomorphismus g mit U¥ = U, und 2# = w. Die Umgebung U,, kann so
gewihlt werden, dass sie in der offenen Menge W# ' liegt. Aufierdem gibt es Umgebungen
V,, um w? und V, um y und einen Homdomorphismus A mit V.} =V, und (w?)* = y. Hier
kann V,, so gewihlt werden, dass V,, C U#?. Dann ist (V,# )" ' eine Umgebung von z, die
via ppA homdomorph zu Vj, ist, und es gilt 2#¥* = y. Also ist X UY ein lokal kompaktes
lokal homogener separabler metrischer absoluter Umgebungsretrakt. Folglich ist nach dem
Satz von SEIDEL iiber die Gebietsinvarianz-Figenschaft V' offen in Y. |

LOWEN beweist, dass jede zusammenhéngende offene Teilmenge T einer stabilen Ip-Ebene
die Gebietsinvarianz-Eigenschaft erfiillt (das heiit zwischen 7" und 7" herrscht Gebietsinva-
rianz, vgl. [32, Theorem 11b]). Als Folgerung von 1.2.5 erhalten wir eine Erweiterung des
Satzes von LOWEN {iber die Gebietsinvarianz-Eigenschaft von stabilen lp-Ebenen.

1.2.6 Korollar. Zwischen den Punktrdaumen und den Geradenrdumen zweier stabiler Ip-
Ebenen derselben Dimension herrscht Gebietsinvarianz.

Beweis. Eine stabile Ip-Ebene ist ein lokal kompakter lokal homogener separabler metri-
scher Umgebungsretrakt. (Die zum Beweis dieser Aussage notwendigen Sétze sind: [29, 1.2
ff] und [32, 5.1]. Wie aus den Sétzen von LOWEN die lokale Homogenitéat folgt, ist in [27,
1.12] vorgefiihrt.) |

1.3. Grundlegendes zu lokalen Halbgruppen und lokalen Gruppen

1.3.1 Definition. Eine partielle bindre Operation auf einer Menge E ist eine Abbildung
m von einer nichtleeren Teilmenge von E' X F nach E.

Unter einem partiellen Gruppoid (E,m) versteht man eine nichtleere Menge E, versehen
mit einer partiellen binédren Operation m (vgl. [1, S. 1] ).

Ist m auf E x E definiert, so heifit (E, m) ein Gruppoid.

Ein Gruppoid (S, m) ist eine Halbgruppe, wenn m assoziativ ist.

Eine Halbgruppe (S, m) heifit inverse Halbgruppe, wenn fiir alle a € S eindeutigeina™" € S
existiert, so dass aa”'a = a und a"'aa™' = a”'. (vgl.[19, S. 1 und S. 129])

In Anlehnung an diese Definition definieren wir den Begriff der lokalen Halbgruppe.
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1.3.2 Definition. Ein partielles Gruppoid (S, m) heifit lokale Halbgruppe, wenn (.S, m)
assoziativ bis zur Ordnung 3 ist.

Eine lokale Halbgruppe (S, m) ist eine kiirzbare lokale Halbgruppe, wenn m auf seinem
Definitionsgebiet dom(m) kiirzbar ist.

Eine lokale Halbgruppe (S, m) ist eine inverse lokale Halbgruppe, wenn fiir alle s € S
eindeutig ein s~' so existiert, dass

(5,571, (s7%, 8), (5571, 5), (5,5 1s), (s ts,s71), (571, ss71) € dom(m),

ssls=sund s lss™t =571
Ist auf einer Menge nur eine partielle Verkniipfung definiert, so kann aus der Assozia-
tivitdt von Tripeln nicht auf die Assoziativitdt von grofleren Klammerungen geschlossen
werden. Man unterscheidet zwischen Assoziativitdt bis zu einer Ordnung n und genereller
Assoziativitat (vgl. [36] und [4]):
1.3.3 Definition. Sei (E,m) ein partielles Gruppoid. Sei E<¥ := |J E™ die Menge aller

n>1

geordneten n-Tupel (eq,...,e,) € E™ fiir allen > 1.
Ein Tupel | = (ly,...,1,) € E<¥ heifit lokales Tupel, wenn es zu einem Element e € E
kontrahiert werden kann. Das heif3t, es existiert eine Klammerung (ohne Verdnderung der
Reihenfolge der Elemente [y, ...,1,) so, dass alle entstandenen Produkte in (E,m) definiert
sind. Wir sagen, | habe ein stabiles Produkt, wenn alle definierten Kontraktionen zu einem
Element in E dasselbe Element liefern.
Das partielle Gruppoid (E,m) ist assoziativ bis zur Ordnung n, wenn fiir alle 3 < k <n
alle lokalen k-Tupel ein stabiles Produkt besitzen.
Wenn (E,m) fiir jede Ordnung n > 3 assoziativ ist, dann heifit (E,m) generell assoziativ.

Wie MALCEV bewiesen hat, ist die generelle Assoziativitdt das entscheidende Kriterium,
ob eine lokale Gruppe zu einer Gruppe erweiterbar ist. Die folgende Definition ist aus [4]
entnommen.

1.3.4 Definition. Seien (L, my) und (M, my;) lokale Gruppen. Eine Abbildung f : L — M
heifit Morphismus lokaler Gruppen, wenn fiir jedes Paar (a,b) aus dem Definitionsbereich
von my, das Paar (a’,b") im Definitionsbereich von my; liegt und (my(a, b))’ = ma(a’, b))
gilt.

Ein Morphismus f : L. — M heifit Submersion, wenn ein Paar (a,b) € L X L genau dann
im Definitionsbereich von my, liegt, wenn (a’,b’) im Definitionsbereich von my; liegt.
FEine lokale Gruppe L heifit schwach zu einer Gruppe erweiterbar, wenn es einen injektiven
Morphismus f : L — G von L in eine Gruppe G gibt. (Das bedeutet nicht, dass L isomorph
zu einer lokalen Untergruppe von G ist, da im Bild von f mdglicherweise mehr Produkte
definiert sind als in L). Wenn der Morphismus f eine injektive Submersion ist, dann heifst
L zu einer Gruppe erweiterbar.

FEine lokale Gruppe hat eine saturierte Multiplikation, wenn fiir jede Kontraktion eines
lokalen Tupels zu einem zweielementigen Tupel (a,b) dieses Tupel im Definitionsbereich
der Multiplikation liegt.
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1.3.5 Satz. [4, Th. 2.1] MALCEV’s Kriterium.

(i) Eine lokale Gruppe (L, m) ist genau dann schwach zu einer Gruppe erweiterbar, wenn
(L, m) generell assoziativ ist.

(ii) Eine lokale Gruppe (L, m) ist genau dann zu einer Gruppe erweiterbar, wenn (L, m)
generell assoziativ ist und eine saturierte Multiplikation besitzt.

1.4. Die Menge der partiellen Lineationen ¥ (P, P’)

Eine partielle Bijektion einer Menge X ist eine bijektive Abbildung, deren Definitionsgebiet
eine (moglicherweise leere) Teilmenge von X ist. Wir betrachten nun eine Teilmenge der
Menge der partiellen Bijektionen von P. Dazu definieren wir zuerst den Begriff Lineation.

1.4.1 Definition. Seien (P, L) und (P', L') stabile Ebenen. Eine Abbildung 7 : P — P’
heifit Lineation, wenn fiir jede Gerade L € L eine Gerade L' € L' mit L™ C L’ existiert.

FEine Lineation m heifit kollabiert, wenn der gesamte Punktraum P in eine einzige Gerade
H € L' abgebildet wird.

1.4.2 Definition. Seien (P, L) und (P’ L') stabile Ebenen. Sei U eine offene Teilmenge
von P. Eine Abbildung w : U — U™ C P’ heifit partielle Lineation, wenn 7 eine Lineation
von (U, Ly) nach (P', L") ist.

Die Menge aller partiellen stetigen injektiven offenen Lineationen mit nicht leerem Defini-
tionsbereich in P und offenem Bild in P’ wird mit V(P,P’) bezeichnet:

P /
\I!(P,P/);:{qp;U_)UwgP/ 0£UcP U¥QP, }7

1 stetige injektive offene Lineation

statt W(P,P) schreiben wir W(P).
Fiir ¢ : U — U bezeichnen wir das Definitionsgebiet von 1 mit dom(v)), es gilt dann
dom(¢) = U. Wir bezeichnen mit

idy:U—-U:x+—x
die Restriktion der Identitat auf U.

1.4.3 Lemma. Scien P := (P, L) und P’ := (P',L') nicht diskrete stabile Ebenen mit
dim P = dim P’. Seien U C V nicht leere offene Teilmengen von P. Sei ¢ € V(P,P") nicht
kollabiert, mit U C dom . Wenn sich ¢ auf V' zu einer Lineation ¢ fortsetzen lédsst, dann
ist die Fortsetzung auf V stetig und injektiv.

Beweis. Sei ¢ : V — P’ die Fortsetzung von v zu einer Lineation. Seien u # v € U.
Wir betrachten zunéchst die Lineation go‘v\uv. Die Lineation 1 ist nicht kollabiert und

folglich nach [65, Lemma 3] injektiv auf der Menge der Geraden. Fiir z € V \ uv gilt
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z? € (zu)¥ A (zv)¥, weil ¢ eine Lineation und die Fortsetzung von ¢ ist. Aus der Tatsache,
dass ¥ injektiv auf den Geraden ist folgt, dass

ey = (@ (2)" A (20))

gilt und dass @‘V\w weder kollabiert noch lokal konstant ist. Wenn wir die Stetigkeit von
gp}v\uv bewiesen haben, erhalten wir aus obigem und [65, Theorem 6], dass die Lineation

gp}v\uv injektiv ist. Die Lineation @‘V\w ist die Komposition der drei stetigen Abbildungen

x — (zu, V)
(zu, zv) — ((zu)?, (zv)¥) und
((zw)”, (20)") = (2u)” A (zv)"

und folglich stetig. Die Aussage, dass ¢ stetig ist, erhalten wir mit der gleichen Argumen-
tation wie oben, indem wir zwei weitere Punkte 4,0 € U \ wv wihlen. [ |

Das folgende Lemma ist eine Verallgemeinerung von [65, Theorem 8§].

1.4.4 Lemma. Secien P und P’ stabile Ip-Ebenen mit dim P = dim P’ = n. Sei U eine
offene Teilmenge von P. Dann ist jede injektive stetige Lineation v : U — UY C P’ offen
und nicht kollabiert, und UY ist offen in P'.

Beweis. Angenommen v wire kollabiert. Dann gibt es eine Gerade L so, dass Bild(¢)) C L.
Da P lokalkompakt ist und dom(t) in P offen ist, gibt es eine kompakte Umgebung
K C dom() und es gilt dim(K) = dim(P) = n [32, Theorem 11 c)]. Da eine bijektive
stetige Abbildung auf einem Kompaktum ein Homdomorphismus ist, gilt dim(KY¥) = n.
AuBlerdem ist dim(L) = 5 [32, Th. 1}, da dim(P’) = n vorausgesetzt wurde. Die Annahme,
dass 1) kollabiert sei, fithrt wegen der Monotonie der Dimension [55, 92.4] zu folgendem
Widerspruch: n = dim(K?) < dim(L) = 2.
Betrachten wir nun eine relativ kompakte offene Umgebung O C dom(v)) mit O C dom(¥)).
Dann induziert v einen Homéomorphismus von O nach 0’ Aufgrund der Gebietsinvarianz
zwischen P und P’ (Satz 1.2.5) ist OY offen in P’. Folglich ist ¢ eine offene Abbildung.

Aus der Gebietsinvarianz zwischen P und P’ (Satz 1.2.5) folgt, dass U eine offene Teil-
menge von P’ ist. |

Wir betrachten im Folgenden die Menge Wp p := W(P) U ¥ (P, P") U W (P, P)U T (P).
Auf der Menge B(X) der partiellen Bijektionen einer Menge X kann eine Verkniipfung o,
die Komposition der Abbildungen, definiert werden (vgl. [19, S. 133]).

1.4.5 Definition. Sei X eine Menge, 3(X) die Menge der partiellen Bijektionen von X.
Auf B(X) wird die Verkniipfung o definiert:

0o:BxB—B:(a,f)—af= ((Bild(a) Adom(8)* " = X : (g:a)ﬁ)



1.4. Die Menge der partiellen Lineationen W(P,P’)

Nach [19, Prop. V.1.8] ist (B(X),0) eine inverse Halbgruppe. Betrachten wir ¥p p als
Teilmenge von B(P U P’), so erhalten wir durch die Einschréinkung von o auf Wp p/ eine
partielle Verkniipfung auf Wp pr:

1.4.6 Definition. Auf Vp p wird die partielle Verkniipfung ¢ definiert:
o:dom(o) = Upp (o, ) — aoff= ((Bild(a) Ndom(B)® — PUP :z— (xa)ﬁ>

mit  dom(o) = {(a, ) € Upp x Upp | Bild(e) N dom(3) # 0} .
Das folgende Lemma ist eine Folgerung von Satz 1.4.9.
1.4.7 Lemma. Sei Uy :=Vpp U{D: 0 — PUP'} und fiir (o, 3) € ¥y x ¥y sei

{58 Bt

Dann ist (Vg, mg) eine inverse Halbgruppe.

Betrachtet man Wp p ohne die Hinzunahme des absorbierenden Elements (), so ist die
Verkniipfung nicht immer definiert. Aber wir werden sehen, dass (Vp p/,©) eine inverse
lokale Halbgruppe ist.

1.4.8 Lemma. Fliir allew S \I/pﬂpl ist ’Qb_l S \prvp/. Es gl]t ’QDO’QD_I = iddom(w) und w_1<>’l7b =
idBila(y) -

Beweis. Nach Lemma 1.4.4 ist ¢ € Up p nicht kollabiert. Also ist ¢ injektiv auf den
Geraden (vgl. [65, Lem. 3]). Es folgt, dass ¢~! eine Lineation ist. Nach 1.4.4 ist das De-
finitionsgebiet von =1 offen. Mit der Stetigkeit und der Offenheit von 1 erhalten wir
vl e Uppr. [

1.4.9 Satz. Mit der oben definierten partiellen Verkniipfung ¢ ist (Up pr,©) eine generell
assoziative inverse lokale Halbgruppe.

Beweis. Fiir (a, 3) € dom(o) ist a o 5 € Vp pr. Also ist (¥p pr,0) ein partielles Gruppoid.
Die generelle Assoziativitét folgt aus der von (B(P), o). Da auBerdem fiir jedes ¢ € ¥p p/
auch ¢! € Up p gilt (siche Lemma 1.4.8), ist (Up pr,0) eine generell assoziative inverse
lokale Halbgruppe. [ ]

Eine notwendige Voraussetzung fiir die Einbettbarkeit einer lokalen Halbgruppe in eine
Gruppe ist die Kiirzbarkeit. Die lokale Halbgruppe (¥p p/,©) ist niemals in eine Gruppe
einbettbar.

1.4.10 Lemma. Die lokale Halbgruppe (Vp p,©) ist weder rechts noch links kiirzbar.



1. Partielle Lineationen stabiler Ebenen

Beweis. Sei U := Bild(a) Ndom(3) und sei V' C U eine echte Teilmenge von U. Dann gilt
oz‘vafl o= oz‘vafl o 6“/ , aber (8 # ﬂ‘v und

ao 5}‘/ = Q‘Va—l o ﬁ‘v , aber av # a‘va,l

Solche Abbildungen gibt es immer, zum Beispiel a = § = idp. [ |
1.4.11 Definition. Sei P = (P, L) eine stabile Ebene. Die Menge

End(P) := {¢ € ¥(P)| dom(v)) = P}
ist die Endomorphismen-Halbgruppe von P, die Teilmenge

Aut(P) := {¢ € End(P)| Bild(v)) = P}

ist die Automorphismen-Gruppe von P.

1.5. Eine Topologie auf V(P,P’)

Im diesem Kapitel seien P = (P,£) und P’ = (P’,L') stabile Ip-Ebenen. Die
Endomorphismen-Halbgruppe einer stabilen Ebene wird mit der kompakt-offenen Topo-
logie zu einer topologischen Halbgruppe [65, Thm.10]. Wir erinnern an die Definition der
kompakt-offenen Topologie:

1.5.1 Definition. Seien X und Y topologische Riume. Sei YX die Menge aller stetigen
Abbildungen von X nach Y. Fiir C C X und U CY sei

IC. U] :={peY*| C*CU} .
Die kompakt-offene Topologie Ty, auf Y* wird durch die Subbasis
Sio = {|C, U] | X 2 C ist kompakt,Y D U ist offen}
erzeugt.

Fiir weitere Informationen iiber die Eigenschaften der kompakt-offenen Topologie sei auf
Kapitel XII in [3] und Kapitel 9 in [70] verwiesen. Im Folgenden wird in Anlehnung an die
kompakt-offene Topologie eine Topologie auf ¥ (P, P’) definiert.

1.5.2 Definition. Sei
Suppy = {IlC,U]|| P2 C ist kompakt, P" D U ist offen}

mit
LC, U] :={¢ € ¥(P,P")| C C dom(y)),C* CU} .
Dann bezeichnet Ty(p pry die durch die Subbasis Sy(p pr) erzeugte Topologie auf (P, P’).



1.5. Eine Topologie auf ¥ (P, P’)

Auf Wp pr definieren wir die topologische Summe

Ty, = Toppy YU Tur py U Tyep) U Tupp) -
Diese 'Topologie wird durch die Subbasis

S‘I’p,p/ = S\I/('p"p/) U Sq;(p/’p/) U S\I/(P’,P) U S\I/(P,P)
erzeugt.

Im Folgenden wollen wir diese Topologie ndher kennenlernen. Besitzt die Topologie eines
lokalkompakten Raumes Y eine abzédhlbare Basis, dann besitzt auch die kompakt-offene
Topologie von YV eine abzéhlbare Basis (vgl. [3, Thm. XII 5.2]). Mit denselben Argumenten
wird hier bewiesen, dass 7y, ,, eine abzéhlbare Basis besitzt.

1.5.3 Lemma. Die Topologie Ty, ,, besitzt eine abzéihlbare Basis.

Beweis. Wir beweisen zuerst, dass W(P,P’) eine abzihlbare Basis besitzt: Sei B eine
abzahlbare Basis der Topologie von P’. Da P lokalkompakt und hausdorffsch ist, gibt es eine
abzihlbare Basis kompakter Umgebungen C. Dann ist Sq;(pj)l) = {UC, Ull| CecC,UEe€ B}
eine abzdhlbare Subbasis von Ty (p p/).

Als Summe von endlich vielen topologischen Réumen, die alle eine abzdhlbare Basis besit-
zen, besitzt auch Ty o CINC abzahlbare Basis. [ ]

1.5.4 Bemerkung. Sei ¢ € Wpp und M C domp. Sei (¢n)nen € V. Wenn es ein
p € M so gibt, dass p ¢ dom(yp,,) fiir unendlich viele n € N, dann konvergiert die Folge
(n ) nen nicht gegen gp}M. Denn sei Uy, eine offene Umgebung von p?. Dann ist [[{p}, Uy ||
eine offene Umgebung von go} o die unendlich viele Folgenglieder nicht enthélt.

In Anlehnung an [3, XII.7.4] definieren wir Folgendes.

1.5.5 Definition. Eine Folge (¢n)nen € V3 5 mit M C [,y
auf M gegen ¢, wenn fiir alle Folgen (y,)nen € MY die gegen y € M konvergieren die Folge
(Y™ )nen gegen y¥ konvergiert.

dom(¢p,) konvergiert stetig

1.5.6 Lemma. Sei (¢, )nen € Wl und sei M C (), dom(i,) eine offene Teilmenge des
Definitionsgebietes einer Lineation ¢ € Vp pr. Die Folge (¢n)nen konvergiert genau dann
stetig auf M gegen o, wenn (0, )nen beziiglich der Topologie Ty, ,, gegen go} \ konvergiert.

Beweis. Die Folge (¢,)nen konvergiert genau dann beziiglich der Topologie Ty, ,, gegen
go} e Wenn (gon‘ M)neN in der Menge PM beziiglich der kompakt-offenen Topologie gegen
gp} v konvergiert. Denn es gilt: Die Folge (¢n)nen konvergiert genau dann beziiglich der
Topologie Ty o BCGEN gp} o+ Wenn fiir alle Subbasiselemente |C, U]l die cp‘ yy enthalten ein
N € N so existiert, dass ¢, € [|[C,U] fiir alle n > N gilt. Da M eine Teilmenge von allen
Definitionsgebieten dom(i,,) ist, ist das genau dann der Fall, wenn ¢, | u € O U] fiir alle
n > N gilt. Das ist dquivalent dazu, dass gpn‘ v € LC, U] fiir alle n > N gilt.

Da P’ ein metrischer Raum ist und P eine abzihlbare Umgebungsbasis besitzt, sind nach [3,
XII.7.2 und 7.5] stetige Konvergenz und Konvergenz nach der kompakt-offenen Topologie
dquivalent. |



1. Partielle Lineationen stabiler Ebenen

1.5.7 Lemma. Seien M C P, (¢n)neny € Y(P,P)N. Wenn (¢,)neny auf M punktweise
gegen ¢ : M — P’ konvergiert, dann ist o eine Lineation.

Beweis. Seien a,b,c € M mit ab = bc und b? # ¢?. Annahme a? ¢ b?c?. Dann finden wir,
weil P’ und £’ hausdorffsch sind, disjunkte Umgebungen U,., Uye, Uy, von a?, b¥ bzw.
c? so, dass Ue V Upe bzw. Uy V U, disjunkte Umgebungen von a?b? bzw. b¥c¥ sind.
Wegen der punktweisen Konvergenz von (¢, )nen gibt es ein m € N so, dass fiir alle n > m
gilt: a? 0¥ € Uze V Upe und b97c? € Upe V Uge. Im Widerspruch zur Disjunktheit der
Umgebungen gilt aber a®"b¥" = (ab)?" = (bc)¥" = b¥"c#", weil ab = be gilt und ¢, eine
Lineation ist. ]

1.5.8 Lemma. Sei U eine offene Teilmenge von P und (¢,,)nen € W(P, P)N. Wenn (0, )nen
auf U stetig gegen ¢ konvergiert, dann konvergiert (p,)nen stetig auf der Menge Ly aller
Geraden, die U nicht leer schneiden.

Beweis. Sei L, — L eine konvergente Folge von Geraden in L. Da U offen ist, finden wir
zwei verschiedene Punkte y # 2z in U mit y, 2 € L und Geraden G, H mit L #G € L., L #
H e L,. Weil der Definitionsbereich D des Schneidens offen in £ x L ist, gibt es ein m € N
so, dass alle Geraden L,, mit n > m die Geraden GG und H in U schneiden. Wir definieren
Folgen (z,)n>m und (Yn)n>m mit 2, := L,AG, y, := L,AH. Dann gilt: 2, — z und y,, — y.
Folglich ist z, # vy, bis auf endlich viele Schnittpunkte erfiillt. Weil ¢,, und ¢ Lineationen
sind (vgl. Lemma 1.5.7), gilt fiir z,, # y,,, dass LE" = (2, Vy,)¥" = 28" Vyem — 29Vy¥ = L%,
Daher konvergiert (Lf"),en gegen L?. |

GRUNDHOFER und STROPPEL beschiftigen sich in [8] mit Restriktionen von
Automorphismen-Gruppen nicht diskreter stabiler Ebenen N auf Unterebenen U :=
(U, Ly). Von dort [8, 4b] erfahren wir, dass die kompakt-offene Topologie, die durch
Aut(N)|, auf der Automorphismen-Gruppe Aut(A) von N induziert wird, mit der
kompakt-offenen Topologie auf Aut(N') iibereinstimmt. Diese Aussage ist immer noch
richtig, wenn wir statt der Automorphismen-Gruppe die Menge der Einbettungen einer
Unterebene U von P nach P’ setzen:

1.5.9 Definition. Sei U eine offene Teilmenge von P. Sei U := (U, Ly). Die Menge der
Einbettungen von U nach P’ ist

Emb(U,P') := {¢ € U(P,P)| dom(y)) = U}
1.5.10 Lemma. Sei V eine offene Teilmenge von U. Dann ist die Abbildung

wy : Bmb(U, P") — EmbU, P")|, = {7|, | v € BEmbU,P")} : ¢ — |,

bijektiv, stetig und offen.
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1.5. Eine Topologie auf ¥ (P, P’)

Beweis. Da sich alle Lineationen aus Emb(U, P’ >‘v auf U fortsetzen lassen, ist diese Fort-
setzung eindeutig und wy ist bijektiv. Die von 7y, auf Emb(U, P’) induzierte Spurto-
pologie stimmt mit der kompakt-offenen Topologie iiberein. Wegen 1.5.6 und 1.5.8 kénnen
wir den Beweis von Satz 4 (b) in [8] wortlich iibernehmen und erhalten die Stetigkeit und
die Offenheit von wy . [ |

Als Korollar erhalten wir daraus das Ergebnis von GRUNDHOFER und STROPPEL:

1.5.11 Korollar. Sei N ecine stabile Ip-Ebene. Sei U eine offene Teilmenge der Punktmen-
ge N der Ebene N'. Dann ist die Abbildung

wo : Aut(N) — Aut(N)|, = {7], | v € Awt(N)} = ¢,
bijektiv, stetig und offen.
Im Folgenden betrachten wir die Trennungseigenschaften von (Vp 5/, Ty . o)

1.5.12 Lemma. (Up p/, T‘Pp,p/) erfiillt die Trennungseigenschaft T;.

Beweis. Seien a # (€ U(P,P’). Wenn dom(«r) # dom(f3), dann ist ohne Beschrankung
der Allgemeinheit dom(a) \ dom(f3) # 0. Fiir p € dom(«) \ dom(p) ist [[{p}, P’|| eine
Umgebung von «, die 3 nicht enthilt.

Wenn dom(a) = dom(/3), dann gibt es ein p € dom(a) mit p® # p®. Da P’ hausdorffsch ist,
gibt es offene Umgebungen Upe, U,s von p® bzw. p® mit Upe NU,s = 0. Also ist || {p}, Upe ||
eine offene Umgebung von «, die ( nicht enthélt. Weil Tq,p?, die Summentopologie ist,
erfiillt 7y, , auch die Trennungseigenschaft 7p. |

1.5.13 Bemerkung. Seien «, 5 € Up pr mit M := dom(a) Ndom(3) # ) und a}M =+ 6}M.
Dann haben « und 3 disjunkte Umgebungen.

Beweis. Es gibt ein p € dom(a) N dom(3) mit p® # p’. Wihle disjunkte Umgebungen
Upe, Uys wie eben. Dann sind [[{p}, Upe || und [[{p},U,s] disjunkte Umgebungen von o
bzw. . [ |

1.5.14 Bemerkung. (¥p p/, T‘I’p,p/) erfiillt nicht die Trennungseigenschaft T;.

Beweis. Da 7y, , eine abzihlbare Basis besitzt (Lemma 1.5.3), ist eine Teilmenge A von
Up pr genau dann abgeschlossen, wenn alle Grenzwerte von Folgen aus AY in A enthalten
sind. Sei ¢ € Up p dann konvergiert die konstante Folge (¢),en gegen jede Einschrankung
von 1 auf eine offene Teilmenge von dom(v)). Also ist {t} nicht abgeschlossen. |

1.5.15 Bemerkung. (Vp p, 7y, ,,) erfiillt nicht die Trennungseigenschaft Ts.

Beweis. Ein topologischer Raum ist genau dann ein 7T3-Raum, wenn jede Umgebung ei-
ne abgeschlossene Umgebung enthélt. Kein Subbasiselement ||C, U] enthélt eine abge-
schlossene Menge, da in jeder abgeschlossenen Menge mit einer Lineation i auch alle
Einschrankungen auf offene Teilmengen von dom(v) enthalten sein miissen (vgl. 1.5.14).1
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1. Partielle Lineationen stabiler Ebenen

Im néchsten Kapitel beweisen wir die Lokalkompaktheit von T\I,W,, unter der Vorausset-
zung, dass P und P’ Mannigfaltigkeiten sind. Deswegen betrachten wir nun kleine Umge-
bungen um eine Lineation ¢ € ¥p p. Diese Umgebungen sollen aus Lineationen bestehen,
die einen bestimmten Ball fast genauso abbilden wie ¢. Deswegen betrachten wir ein Tu-
pel ineinander geschachtelter Bélle und Kugeln. Die Definitionen der Kugeln sind an die
Definitionen von LOWEN angelehnt (vgl. [29, Def. 2.4]).

1.5.16 Definition. Seien P und P’ Mannigtaltigkeiten. Sei d eine Metrik auf P, welche die
Topologie von P beschreibt. Fiir m € P betrachten wir im Folgenden offene Kugeln der
Form

K.(m):={z € P| d(z,m)<r} .

Ein Paar (D,e) mit D C M und 0 < € € R heifit zuléssig in MC P, wenn es einen Punkt
m € D, Teilmengen D, D C M und Radien R, R,r € R derart gibt, dass Folgendes gilt:

(i) M2D 2 Kg(m)>Kz(m) 2D DD DD DK, 5.(m)>m.

(ii) lA), D und D sind homéomorph zu einem kompakten Ball D™. Unter einem kompakten
Ball D™ fiir ein n € N verstehen wir eine Menge, deren Inneres homdomorph zu R"
ist und deren Rand homéomorph zu einer Sphére S"~1 ist.

(iii) v > 5e, R > 2r,R < R — 2¢.
(iv) Jede Gerade, die K,.(m) trifft, besitzt einen Durchmesser grofer als 8¢.
(v) Zu jeder solchen Geraden gibt es ein x € K,_5.(m) mit d(x, L) > Te.

(vi) K,(m) enthélt ein e-stabiles Viereck. Das ist ein nicht ausgeartetes Viereck ay, ..., a4
mit der Eigenschaft, dass je vier Punkte d},...,d}, die fiir alle i € {1,2,3,4} die
Ungleichung d(a;,a}) < e erfiillen, ein nicht ausgeartetes Viereck bilden.

Hierbei bezeichnet der Durchmesser den Durchmesser einer nicht leeren Menge in einem
metrischen Raum wie in [3, IX 4.1]. Wenn P eine Mannigfaltigkeit ist, dann ist auch die
Punktmenge jeder offenen Unterebene eine Mannigfaltigkeit. Somit ist die Existenz eines
zuléssigen Paares in jeder offenen Unterebene von P gesichert (vgl. [29, Satz 2.9]).

1.5.17 Definition. Seien P und P’ Mannigfaltigkeiten. Sei~y € W(P,P"). Fiir ein zuléissiges
Paar (D, ¢) in Bild(v), das heifit es gilt insbesondere D C Bild(vy), definiere:

K(v,D,e¢) = {¢ e U(P,P)

D" Cdom(y), Ve € D7 1 d(2",2¥) < 8}

D7 C dom(y), Yz € D7 d(a,a?) < e,
W ldsst sich auf D7 zu stetiger Lineation fortsetzen

K(v,D,e¢) = {w eV (P,P)

12



1.5. Eine Topologie auf ¥ (P, P’)

1.5.18 Lemma. Seien P und P’ Mannigfaltigkeiten. Fiir jedes ¢ € W(P,P') und jedes
zuléissige Paar (D, ¢) in Bild(¢) sind K (v, D, ) und K (¢, D, e) Umgebungen von .
Die Menge

Ky = {K’(qﬁ, D,e) ‘ (D, e) zuldssiges Paar in Bild(w)}

bildet eine Umgebungssubbasis von 1.

Beweis. Wegen der Lokalkompaktheit von P’ finden wir in jeder offenen $-Umgebung
K< (d) eines Punktes d € D eine kompakte Umgebung K (d). Da D kompakt ist, finden wir
eine endliche Menge I C D so, dass D C |J,.p K (d). Ferner liegen die Umgebungen K (d)
im Bild von ¢, denn wegen ¢ < 1r gilt Bild(¢) 2 DD Uadep Kz (d). Die Lineation 1 ist
offen, folglich ist (K (d))¥" kompakt. Also gilt ¢ € ﬂdeEu(K(al))Wl ,Ke(d)]] € K(¢,D,¢)
und K (¢, D, ) ist eine Umgebung von 1.

Wegen K (¢, D,e) C K(v, D, ¢) ist auch K (1, D, ) eine Umgebung von ).

Sei || C, U] ein Subbasiselement mit ¢ € || C, U||. Wir wiihlen fiir alle ¢ € C¥ zuléssige Paare
(D.,.) in U NBild(¥), d.h D. C U N Bild(¥)). Da C kompakt ist, gibt es cine endliche
Menge E C C¥ so, dass .. D¥™" D €. Damit haben wir v € Necr K, De,ec) C
ﬂeeE K(va&ge) g UC7 UJ_‘ .

1.5.19 Lemma. Seien P und P’ Mannigfaltigkeiten. Sei i € W(P,P') und ¢ €
K¢, D,e) € Ky. Dann gilt D¥"'¢ D K, .(m) und DY D K,,.(m).

Beweis. Wir beweisen nur die zweite Inklusion, da aus dieser die erste folgt. Sei
¢ € K(p,D,e); dann gilt dom(p) 2 DY D D¥ . Weil ¢ und ¢ offene und stetige
Injektionen sind ist DY e hom&omorph zu einem Ball D™ und (8[?) v ist hombomorph
zu einer Sphire S*~!. Da fiir alle z € DY 'der Abstand d(z¥,x¥) nicht grofer als e ist,
liegt D¢ in FRJFE(m) und folglich in D. Also teilt (8[)) v den Ball D in zwei Weg-

komponenten (vgl. [64, Satz 11.7.6.b]). Fiir alle z € 9D gilt
d(zV 9. m) > d(z,m) —d(z,z¥ ) >r+3e—c=r+2.

Wegen d(m, m? ' #) < e, liegt D¥" ' in derjenigen Wegkomponente die m enthilt. Folglich
gilt K, .(m) € D¥"'¢. Denn giibe es cin p € K,,(m) mit p ¢ D¥ ¢, dann hiitte D\ D¥™ "¢
mehr als eine Wegkomponente - im Widerspruch dazu, dass ein Ball des R™ den R™ nicht
teilen kann (vgl. [64, Satz 11.7.2]). |

1.5.20 Lemma. Seien P und P' Mannigfaltigkeiten. Durch die Topologie Ty, ,, werden
Verkniipfen und Invertieren in (¥Up pr,o,” ') zu stetigen Abbildungen. Das Definitionsgebiet
der Verkniipfung dom(o) ist offen in Vp pr X Up pr.
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1. Partielle Lineationen stabiler Ebenen

Beweis. Sei (o, 3) € dom(¢) und a0 5 € ||C,U] € S\ppm,. Dann ist C' C (Bild(a) N
dom())* " C dom(a) und somit C* C dom(). Aufgrund der Lokalkompaktheit von P
und P’ und weil Bild(«) N dom(f) offen in P’ ist, finden wir fiir jedes y € C* eine relativ
kompakte offene Umgebung V, mit V', C Bild(a) Ndom(3). Wegen der Stetigkeit von « ist
C* kompakt. Folglich gibt es eine endliche Teilmenge E von C® so, dass C* C J,.p Vi =: V.
Damit ist V' eine relativ kompakte offene Teilmenge von P, ||C, V|| bzw. |V, U | sind offene
Umgebungen von « bzw. 3, und es gilt |[C, V| o ||V,U] C ||C,U]. Also ist ¢ stetig, und
1O, V|| x |[V,U]| ist eine offene Umgebung von (o, 3), die in dom(o) liegt.

Um die Stetigkeit des Invertierens zu zeigen, wéhlen wir fiir ein v € W(P,P’) eine offene
Umgebung von v~ 1. Wir wihlen uns dafiir eine kompakte Teilmenge C C P’ und eine offene
Teilmenge U C P so,dass vy~ € |C, U] € Su,, ,,- Fiir alle ¢ € C finden wir zuléissige Paare
(D, e.) in Bild(y) NU”. Wir betrachten nun K (v, D, .). Wegen Lemma 1.5.19 gibt es ein

r. > 0 derart, dass fiir alle ¢ € K (v, D,,e.) die Inklusion <D371>@ D K, (c) gilt. Da C
kompakt ist, finden wir eine endliche Teilmenge £ C C' so, dass C' C | .p K. (c). Dann ist
O = Noep K (7, D¢, &) eine Umgebung von v und fiir alle w € O gilt DY € dom(w) und
U.cp DI 2 U,epp Ko (€) 2 C. Folglich gilt dom(w™") 2 Cund C* " C |J,., D) CU.
Also liegt w™ in ||C,U||. Da w € O beliebig gewiihlt war, erhalten wir O~! C ||C, U] und
somit die Stetigkeit des Invertierens. ]

1.6. Lokalkompaktheit von (V(P,P’), Typ p)

Generalvoraussetzung: In diesem Kapitel seien die Punktmengen P und P’ der stabilen
Ebenen P bzw. P’ Mannigfaltigkeiten. Wir fithren die folgenden Beweise analog zu den
Beweisen in dem Kapitel iiber die Topologie der Kollineationsgruppen in [29]. Dort beweist
LOWEN, dass die Automorphismen-Gruppe einer stabilen lp-Ebene lokalkompakt ist.

~ ~ ~ N
1.6.1 Lemma. Sei ¢ € U(P,P'), K(¢,D,2) € Ky und (g )nen € (K(¢,D,5)> . Wenn

(¢n)nen auf N C DY™" punktweise gegen ¢ : N — P’ konvergiert, dann ist o injektiv. Fiir
alle x € N gilt d(z¥,2%) < e.

Beweis. Wiire d(z¥, 2¥) > £, dann giibe es eine Umgebung Kj(x%?) mit d(y, z¥) > ¢ fiir alle
y € Ks(x%). Somit wiire d(z%", %) > ¢ fiir unendlich viele n € N erfiillt. Das widerspriche
©n € K(1,D,¢).

Angenommen es gibe x # y € N mit 2¥ = y?. Wir withlen p¥ € K,_s.(m) C D mit
d(p?, z¥y¥) > 7e. Dies ist moglich wegen der Injektivitdt von ¢ (also z¥ # y*¥) und
Definition 1.5.16(v). Da alle Bilder von p unter (¢, )nen in der kompakten Menge D liegen
[1.5.16(ii)], gibt es eine Teilfolge von (¢, )nen, die auf p konvergiert. Da wir auf einen
Widerspruch hinarbeiten, kénnen wir zu dieser Teilfolge iibergehen und p € N annehmen.
Wir betrachten das Verhalten von (¢, ),eny auf der Zusammenhangskomponente X von p

_ —1
in der kompakten Menge (K4€(pw))w . Sei K := p%x¥ = pPy®, und seien

A:={ae X| KNHP(a®") # 0},
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B:={beX| KNHP®*")=0}.

Dabei bezeichnet HP(a¥") die Menge aller Hiufungspunkte von (a#"),cn. Dann ist X die
disjunkte Vereinigung von A und B. Wir werden im Folgenden zeigen, dass A und B offen
in X und nicht leer sind.

(i)

Fir v € X ist

Tu::{veX

2(u,v) == ux Novy # 0, 2(u,v) € (Fs(uw))wil A (Fe(vw))wil}

eine Umgebung von v in X: Es gilt u € T,,. Wegen der Stabilitdt und der Stetigkeit
des Schneidens gibt es eine offene Umgebung Uyu,» von y¥u? so, dass alle Geraden
aus Uyv,s die Gerade z¥u? schneiden und der Schnittpunkt in Kt (u?) liegt. Da
Verbinden eine stetige Operation ist, ist das Urbild U von U, unter der Abbildung
, Verbinden mit 3%* offen. Also ist U N K : (u?) eine offene Umgebung von u¥, und

(UNK < (uw))w ist eine offene Umgebung von w in T,,.
Esgilt:veT, < uel,.

A ist offen: Wir zeigen, dass fiir u € A die Umgebung T, eine Teilmenge von A
ist. Fiir v € T, ist 2¥ := (2(u,v))¥ € K,(m) und d(z¥,2%) > e. Denn T, ist eine
Teilmenge von (FLLE (pw))w s also ist d(p¥,v?¥) < 4e. Der Punkt p wurde so gewiihlt,
dass d(p¥, z¥y?¥) > Te ist. Folglich gilt nach der Dreiecksungleichung d(v?, z¥%) > 3e.

Da d(x¥,2%) < e und d(v¥, z¥) < ¢ gilt, erhalten wir insgesamt d(z¥, 2%) > ¢.

Es gibt eine Teilfolge (¢;)iercn von (¢n)nen s0, dass (u¥);c; gegen ein uy € K\ {z¥}
konvergiert. Diese Teilfolge existiert, weil alle u¥i in der kompakten Menge D liegen.
AuBerdem liegt uy in K, weil u € A. Die Folge (u¥);c; konvergiert nicht gegen x¥,
denn mit der Dreiecksungleichung erhalten wir aus d(u¥,z¥) > 3e, d(ug,u?) < e
und d(z%,2%) < e, dass d(ug, z¥) > ¢ gilt. Wir wissen nun, dass (u¥ia%);c; gegen
K konvergiert. Die Teilfolge (v%%);c; besitzt einen Haufungspunkt vy, da alle v¥ in

der kompakten Menge D liegen. Lige dieser Haufungspunkt vy von (v¥i);c; auf einer
Gerade H := voz¥ # K, so wiirden sich die Punkte 2% = (u®z%) A (v¥y?) bei
K A H = 2% hiufen, im Widerspruch zu d(z¥%, 2%¢) > ¢ .

Insgesamt liegt also v in A und T, ist eine Teilmenge von A.

B ist offen:

Fiir u € B liegt v € T, nicht in A da sonst, wie in (iii) und (ii) gezeigt, u € T, C A
wiare. Also ist T, eine Teilmenge von B.

A ist nicht leer, weil p in A liegt.

B ist nicht leer:

Sei ¢ € Kr(m)q’w1 mit d(c¥, K) > ¢ [1.5.16 (v)]. Wir kénnen ¢ € N annehmen, denn
ansonsten gehen wir zu einer Teilfolge iiber. Wegen d(c¥, K) > ¢ ist p?c? # K. Sei
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1. Partielle Lineationen stabiler Ebenen

L := pc. Wenn wir nun ein ¢ € LN X mit d(p¥, ¢¥) > 3¢ finden, dann liegt ¢ in B und
B ist nicht leer. Denn fiir ¢ € L N X liegen alle Haufungspunkte der Folge (¢*"),en
in der Geraden p?c?. Ist ¢ ein Element von A, dann gibt es einen Haufungspunkt ¢
von (¢#")nen, der in K liegt. Insgesamt ist ¢> € p?c? N K folglich ¢> = p®. Weil fiir
alle ¢, und fiir alle z € N die Ungleichung d(z%", 2%) < ¢ gilt, folgt d(q¥, p¥) < 2e.

Wir suchen nun ein ¢ € L N X mit d(p¥, ¢¥) > 3. Dazu betrachten wir die Zusam-
menhangskomponente Y von p¥ in K. (p¥)N LY. Esist Y C X¥N LY. AuBlerdem ist
d(Y x {p*}) = {d(y,p?) | y € Y} =[0,4¢]. Denn d(Y x {p}) ist stetiges Bild einer
zusammenhiingenden Menge, also zusammenhiingend, und wire 4e ¢ d(Y x {p*})
dann wire Y C K,(p¥) fiir ein ¢t < 4e also wire Y kompakt. Da LY lokalzusam-
menhéngend ist (vgl. [29, 1.11]) wire Y auch offen in LY. Wegen Definition 1.5.16(iv)
ist Y # LY. Somit wire fiir ein w ¢ LY die Menge YV offen und abgeschlossen in
L., im Widerspruch zum Zusammenhang von £,, (vgl. [29, 1.14]). Das heifit es gibt
ein ¢ € LN X mit d(p¥, ¢¥) > 3¢ und B ist nicht leer.

Insgesamt haben wir einen Widerspruch zum Zusammenhang von X. Also ist ¢ injektiv
und wegen Lemma 1.5.7 eine Lineation. [ ]

~ ~ - N
1.6.2 Lemma. Sei v € U(P,P'), K(,D,¢) € Ky und (pn)nex € (K(¢,D,e)> . Sei B

eine offene Teilmenge von D und {e, ...,e}} ein e-stabiles Viereck in B. Seien {ey, ..., e}
so gewéhlt, dass die von {eq, ..., ex} in BY"" erzeugte Unterebene N := (eq, ..., ex,) eine volle
Unterebene von BY™' ist. Konvergiert (¢, )nen punktweise auf {eo, ..., ex}, so konvergiert
(¢n)nen punktweise auf N.

Beweis. Seien

Ny :=A{eg,...,er} und
Nyyy =N, U {x e BV ‘ 3a,b,¢.d € N, - x:ab/\cd} .

Dann ist N = J, ey N

Wir beweisen mittels Induktion iiber r, dass (¢, )nen punktweise auf N konvergiert.

Nach Voraussetzung konvergiert (¢, ),en auf Ng.

Induktionsannahme: (¢, ),en konvergiere auf N,.. Sei ¢ die Grenzfunktion von (¢, ),en auf
N,.. Dann ist ¢ nach Lemma 1.6.1 und Lemma 1.5.7 eine injektive Lineation.
Induktionsschluss (r — r + 1): Sei © € N,,1, dann gibt es a,b,¢,d € N, mit z = ab A cd.
Nach Induktionsvoraussetzung konvergiert (¢, ).en auf {a, b, ¢, d}.

Wir zeigen zuerst (ab)? # (cd)?: Fiir i € {0,1,2,3} gibt es wegen der Stabilitéit Geraden
L; € L., so, dass jede Gerade L; die Geraden ab und cd in BY"" schneidet. Wir bezeichnen
a; = L; Nabund ¢; :== L; A cd. Da fiir alle n die Menge BY"'%n in der kompakten Menge
D liegt, gibt es eine Teilfolge von (¢, )nen, die auf {a;,¢;| i € {0,1,2,3}} konvergiert.
Sei nun ¢ die Grenzfunktion dieser Teilfolge auf N, U {a;,¢;| i € {0,1,2,3}}. Dann ist ¢
wegen Lemma 1.6.1 und Lemma 1.5.7 eine injektive Lineation mit d(z%,2%) < ¢ fiir alle

16
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x € dom(9), die auf N, mit ¢ iibereinstimmt. Wére nun (ab)¥ = (cd)¥, dann wiirden, weil
¢ injektiv ist, fiir alle i € {0, 1,2, 3} die Geraden LY und (ab)? iibereinstimmen. Das steht
im Widerspruch zu d(x?,z%) <

Weil die Folge (2%"),eny in der kompakten Menge D enthalten ist, besitzt sie einen
Haufungspunkt. Da (ab)? # (cd)? gilt, ist der Hiufungspunkt der eindeutige Schnittpunkt
(ab)? A (ed)? =: z¥. Also konvergiert (¢, )neny auf Nyyq. [

1.6.3 Lemma. K(v, D, ¢) ist auf (K,(m))?"" gleichgradig stetig.

Beweis. Angenommen die Behauptung wire falsch. Dann existiert eine Folge (¢, )nen €
<I~((1/1, D, 5)>N, eine konvergente Folge w,, — w € (K,(m))*”"" und ein 5 > 0 derart, dass
fir alle n € N gilt d(wg™, w¥") > n.

Wir wahlen eine volle Unterebene N von lo)wfl, die von endlich vielen Punkten ey, ..., e, €
(K,.(m))¥"" mit w = e erzeugt wird, in sich dicht ist und ein Viereck V in (K, (m))?"
enthélt, dessen Bild V¥ e-stabil in K,(m) ist (vgl. [29, 1.28 und 1.33] und Definiti-
on 1.5.16(vi)). Weil alle Bilder der Menge {ey,...,e;} unter den Lineationen ¢, in der
kompakten Menge D liegen, konnen wir annehmen, dass (¢, )nen auf {eg, ..., e} konver-
giert und dass (wf")nen gegen z # lim(w¥") =: w? konvergiert. Der Punkt z liegt dann
in K,,.(m). Nach Lemma 1.6.2 konvergiert (¢, ),en auf N gegen eine injektive Lineation
0 : N — P’ so, dass d(z¥,2%) < ¢ fiir alle z € N erfiillt ist.

Wir zeigen erst, dass N* := N¥ N K,,.(m) eine volle Unterebene von K, .(m) ist: Weil
N* ein Viereck enthélt, ist ¢ nicht kollabiert, und folglich ist N* eine Unterebene. Sind
L¥ K? € Ly~ und LY N K¥ = p € K,.(m), dann haben L#" und K%~ fiir grofle n einen
Schnittpunkt in K,.,.(m). Da ¢, eine Lineation ist und nach Lemma 1.5.19 die Kugel
K, .(m) eine Teilmenge von Bild(¢p,,) ist, folgt, dass L und K einen Schnittpunkt besitzen.
Dieser liegt in N, weil N eine volle Unterebene ist und (K,,.(m))#" C (Kﬁ@la) c DV,
Es folgt p € N*.

Die Unterebene N* ist in sich dicht und nicht ausgeartet, weil N* ein Viereck enthilt und
einen Haufungspunkt w? besitzt (vgl. [29, Lem.1.32]).

Wir withlen nun p € (K,(m))?"" mit Ky (p¥) € K.(m) und d(p?,w?z) > 5e [Definiti-
on 1.5.16(v)]. Gegebenenfalls durch den Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir p € N
und somit p € N* erreichen. Dann ist d(p¥, w?z) > 4e. Damit sind p?, w?, z nicht kollinear
und p¥ = pPw?® A p¥z. Da N* in sich dicht ist, gibt es eine Gerade L € L,, deren Bild L¥
existiert und so nahe bei p#w? liegt, dass 2’ := LY Ap?z € K (p¥). Dann ist d(2/, w?) > 3e.
Wir definieren durch w!, := pw, A L eine Folge (w],)neny mit w!/, — w. Denn pw A L = w,
und wegen w,, — w, konvergiert pw,, gegen pw. Und es gilt lim(w,,*") = lim(pw,, A L)¥" =
lim ((pwy,)?" A L¥") = lim(p?rwg™ N L) = pPz AN LY = 2.

Damit haben wir 3¢ < d(2/,w®) < d(2,w,?") + d(w' ", w.?) 4+ d(w,”, w?) + d(w?, w#).
Der erste und der dritte Summand konvergieren gegen 0; die beiden anderen sind jeweils
durch e beschrankt. Das ist ein Widerspruch. [ ]
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~ ~ - N
1.6.4 Korollar. Sei v € U(P,P'), K(ib,D,c) € Ky und (¢p)nen € (K(w,p,g)) . Wenn

(¢ )nen auf K¥' punktweise konvergiert, dann konvergiert (i, )nen dort auch stetig. Die
Grenzfunktion ¢ : KY ~' — P! ist eine stetige injektive Lineation.

Beweis. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit erhélt man aus der punktweisen Konvergenz
die stetige Konvergenz (vgl. auch [29, 2.7]). Aus der stetigen Konvergenz erhalten wir die
Stetigkeit der Grenzfunktion [8, Lemma 1]. Wegen 1.6.1 ist ¢ injektiv. [

~ ~ ~ N
1.6.5 Lemma. Sei v € U(P,P'), K(1h,D,¢) € Ky und (on)ners € <K(1/1,D,e)> . Wenn

(pn)nen auf K}f’*l beziiglich der Topologie Typ pry gegen eine stetige injektive Lineation
¢ : K¥' — P konvergiert, dann konvergiert (o, )nen auf dem Inneren von M,en dom(¢y)
und auf DY stetig gegen eine Lineation ¢, und <p‘iw,1 € K(i,D,e).

Beweis. (i) (¢, ').en konvergiert punktweise auf K, .(m):

Nach Lemma 1.5.19 liegt K,_.(m) in Bild(p,). Sei € K,_.(m); dann sind fiir alle
n € N die Punkte 2#7  Elemente von (K,(m))* '. Denn wegen 1.5.19 gilt fiir alle
n € N die Inklusion DY '#» O K,(m). Sei also y € D" mit y*» = 2. Wegen
d(y?,y*") < e gilt dann y¥ € K,(m) und somit ist 29 =y € K,(m)*"".

__ 1 _
Da K :’f) kompakt ist, besitzt jede Teilfolge von (:E%l)neN einen Haufungspunkt a.
Sei (x%x ' )rercn eine Teilfolge die gegen a konvergiert. Dann konvergiert die konstante
Folge ((:E“Dl:l)@k)k gegen a?, weil die Folge (¢, )nen nach Voraussetzung (vgl. 1.5.6)
€T

stetig konvergiert. Da P hausdorffsch ist, folgt * = a®, und wegen der Injektivitét
von ¢ gilt @ = 2 . Somit ist der Grenzwert eindeutig und alle 1Teilfolgen haben
genau den Haufungspunkt 2% . Folglich konvergiert die Folge (z#" )nen gegen 2% .

(ii) Jede Fortsetzung von  zu einer Lineation ist injektiv, weil ¢ injektiv auf den Geraden
ist, die K¢ treffen.

(iii) (¢n)nen konvergiert stetig auf dem Inneren von (), .y dom(y,) gegen eine stetige
Lineation ¢:
Sei x, — x eine Folge im Inneren von ﬂneﬁ domfﬁon). Wir wihlen Punkte a,as €
K,_.(m) so, dass z nicht auf der Geraden af Vaj liegt. Fiir i € {1, 2} konvergieren
1 _
die Geraden L;, := z,af" gegen L; := zaf 1 [(i)]. Wir betrachten die Geraden
K= L] = rf"a;. Nach Lemma 1.5.8 konvergiert die Folge (L; )nen gegen L] =:
A;. Wir betrachten die konvergenten Folgen Af'jl — A;fl [(i)]. Da Afl = L; gilt, ist
Affl A Affl = . Weil z im Inneren von (), . dom(y,,) liegt, gibt es eine Umgebung
U, von z, die eine Teilmenge des Inneren von (), .y dom(e,,) ist. Somit gibt es, weil
das Definitionsgebiet des Schneidens offen ist, ein 7 € N so, dass fiir alle n > r das

Tupel (A“f’jl, A?l) im Definitionsgebiet des Schneidens liegt und der Schnittpunkt
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Afﬁl A Af’jl in U, liegt. Also liegt fiir alle n > r der Schnittpunkt Asffll A Af’jl
_ Z1\ Pn

in dom(y, ), und es gilt (A“f"l A A§"1> = A; A A,. Folglich besitzen die Geraden
A; und A, einen Schnittpunkt y := A; A As. Die Folge der Punkte (z%"),en =
(Kyn A Ks5)nen konvergiert gegen den Schnittpunkt LY A L§ = A; A Ay =y =: 2%,
Das heifit ¢, konvergiert stetig auf dem Inneren von (7, .y dom(e,,). Also ist ¢ stetig
[8, Lemma 1]. Wegen 1.5.6 konvergiert die Folge (¢, )nen auch beziiglich der Topologie
Typ.py-

(iv) (@n)nen konvergiert stetig auf D¥™' gegen eine stetige Lineation ¢

Sei (z,)nen eine gegen x konvergente Folge in D¥"". Wir konstruieren die Gera-
den K, L;,, L; und A; wie in (iii) und betrachten die Folge (2%"),en. Da ¢, klein
beziiglich 1 ist, liegen fiir alle n € N die Punkte 2% in K. (2%) C D. Weil D kompakt
ist, haben alle Teilfolgen von (z%"),cn einen Haufungspunkt. Sei (2%7),cprcy eine ge-
gen z konvergente Teilfolge. Da die Folge der Geraden (L{"),en gegen die Gerade
LY = A; konvergiert und der Punkt %" ein Element der Geraden L{" ist, liegt z
auf der Geraden A; (vgl. [29, 1.5]). Weil ¢ nicht kollabiert ist, ist z der eindeutige
Schnittpunkt von A; und A,, das heifit z =: 2¥. Nachdem nun die Existenz des
Schnittpunktes z geklért ist, schliefen wir wie in (iii), dass die Folge (2¥"),en gegen
x¥ konvergiert.

Insgesamt gilt mit Lemma 1.6.1 ¢ € K (1, D, ¢). [

1.6.6 Korollar. Sei A := (A, L4) eine offene Unterebene von P = (P, L).
(i) Die Kompressions-Halbgruppe
Komp(A,P) = {¢) € End(P) | A¥ C A}
von A in P ist abgeschlossen in der Endomorphismen-Halbgruppe End(P).

(ii) Die Halbgruppe derjenigen Lineationen aus V(P), die auf der Unterebene A Endo-
morphismen induzieren:

End(A,P) = {v € ¥(P)| AC dom(v),A¥ C A}
ist abgeschlossen in der Menge

{Y € ¥(P)| ACdom(v)} .

Beweis. (i) Sei (pn)nen € (Komp(A,P))N und (¢n)nen konvergiere, beziiglich der
kompakt-offenen Topologie gegen eine Lineation ¢ € End(P). Fiir z € A liegen
alle ¥ in A; folglich ist ¥ € A. Da ¢ offen ist, ist A% eine offene Umgebung von
2% und B := A¥ N A # (). Wir betrachten nun ¢|, . =: ¢ und gon}A =: ¢, als Ele-
mente von V(A). Dann konvergiert (¢,,)nen gegen ¢ beziiglich der Topologie Ty (4),
und nach Lemma 1.6.5 gilt dom(@) 2 (N, dom(@,)) "= A = A. Das bedeutet
¢ € Komp(A,P).
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(ii) Sei (¢n)nen € (End(A,P))YN und (p)nen konvergiere beziiglich 7Ty(p) gegen eine
Lineation ¢ € {1 € U(P)| A C dom(¢) }. Analog zu (i) erhilt man A¥ C A. |

1.6.7 Bemerkung. Wenn A # P dann sind die Kompressions-Halbgruppe Komp(.A, P),
die Halbgruppe End(.A, P) und die Menge {@b evw } 0 # (Andom(v))¥ C A} nicht abge-
schlossen in W(P).

Beweis. Sei p € Komp(.A,P) und B eine zu A disjunkte Teilmenge von P. Dann konver-
giert die konstante Folge ©" gegen go‘ - Dies zeigt, dass keine der drei Mengen abgeschlossen
in ¥(P) ist. |

1.6.8 Satz. Die Menge der partiellen Lineationen (V(P,P’), Typpr)) ist lokalkompakt.
Das heiBt: Jedes ¢ € W(P,P’) besitzt eine Umgebungsbasis kompakter Umgebungen.

Beweis. Die Menge Ky bildet nach Lemma 1.5.18 eine Umgebungssubbasis von 1. Fiir
¥ € VU(P,P') wihlen wir ein zuldssiges Paar (D,¢) in Bild(¢)), und wir zeigen im Fol-
genden, dass K (¢, D, e) kompakt ist. Nach Lemma 1.5.3 geniigt es, Folgenkompaktheit zu
beweisen. Sei (@ )nen eine Folge in K (v, D, ). Wegen 1.5.16 (ii) liegt fiir alle y € f(ﬁ’*l
die Menge {y% | ne N} in der kompakten Menge D. Deswegen ist mit Lemma 1.6.3 der
Satz von Arzela-Ascoli (vgl. [3, XI1.6.4] ) anwendbar und liefert, dass K (i), D,¢) in der

1
Menge P’ K7 aller stetigen Abbildungen relativ kompakt ist. Die Folge (¢, )nen hat also

-1
einen Haufungspunkt ¢ in P’ (K7 ). Nach Lemma 1.6.1 ist  auf K;Vl eine stetige in-
jektive Lineation. Nach Lemma 1.6.5 konvergiert (¢, )nen auf DY stetig und beziiglich
der Topologie 7y gegen eine Lineation, die wir ebenfalls mit ¢ bezeichnen, und es ist
0| por € K(¥,D,e). n

Weil die Teilrdume, aus denen die topologische Summe Wp pr zusammengesetzt ist, alle
lokalkompakt sind, erhalten wir das folgende Korollar:

1.6.9 Korollar. Die Menge der partiellen Lineationen (Vp pr, T‘I’p,w) ist lokalkompakt.

1.6.10 Korollar. Die Endomorphismen-Halbgruppe End(P) ist lokalkompakt.

Beweis. Sei ¢ in End(P). Fiir alle zulissigen Paare (D, ¢) in P ist K (¢, D, ) NEnd(P) =
K (v, D,e)NEnd(P) eine kompakte Umgebung von ¢ in End(P). Denn jede Folge (¢, )nen €
K (¢, D,e)NEnd(P) konvergiert nach Satz 1.6.8 und Lemma 1.6.5 auf P gegen eine Linea-

tion p € K (¢, D, ¢). Es gilt also dom(y) = P, und somit ist ¢ € K (¢, D,e) N End(P). &

1.6.11 Bemerkung. Die Spurtopologie von Typy auf End(P) ist die kompakt-offene To-
pologie.

Das Ergebnis von LOWEN [29, Satz 2.9] erhalten wir nun als Korollar:
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1.6.12 Korollar. Die Automorphismen-Gruppe Aut(P) ist abgeschlossen in End(P) und
lokalkompalkt.

Beweis. Die Menge Aut(P) ist eine abgeschlossene Teilmenge von End(P). Denn sei
(¢n)nen eine Folge in Aut(P), die gegen eine Lineation ¢ in End(P) konvergiert. Dann
konvergiert nach Lemma 1.6.5(i) die Folge (¢, '),en in ¥(P) gegen ¢!, und mit Lem-
ma 1.6.5 gilt p~! € End(P) und somit ¢ € Aut(P). Insgesamt ist Aut(P) als abgeschlos-
sene Teilmenge einer lokalkompakten Menge lokalkompakt. ]

In dem Satz von LOWEN [29, Satz 2.9] iiber die Lokalkompaktheit der Automorphismen-
Gruppe wird nicht vorausgesetzt, dass die Punktmenge der stabilen Ebene eine Mannig-
faltigkeit ist. Es stellt sich nun die Frage, ob Satz 1.6.8 auch dann richtig ist, wenn wir
nicht voraussetzen, dass die Punktmenge eine Mannigfaltigkeit ist. Mit der Existenz von
zulédssigen Paaren fordern wir, dass es in jeder Umgebung eines Punktes kompakte Um-
gebungen gibt, die homéomorph zu einem kompakten Ball im R" sind. Die einzige Stelle
an der wir genau diese Eigenschaft eines zulédssigen Paares verwenden, ist im Beweis von
Lemma 1.5.19. Hier verwenden wir, dass der Rand einer solchen Umgebung eine Sphére
ist, die den R"™ in genau zwei Wegkomponenten teilt, wohingegen jede zu der Umgebung
homoomorphe Menge ein Ball ist, die den R" folglich nicht teilt. Nach [32, Theorem 2]
ist bekannt, dass die Punktmenge einer stabilen Ip-Ebene eine Homologie-Mannigfaltigkeit
(n—hmgz) ist. RAYMOND beweist in [49] zum Jordan-Brouwerschen Seperationssatz analo-
ge Seperationssitze fiir verallgemeinerte Mannigfaltigkeiten. Es wére sicherlich interessant
die folgenden Fragen zu kldren:

(i) Ist die Punktmenge einer stabilen lp-Ebene eine verallgemeinerte Mannigfaltigkeit
im Sinne von RAYMOND [49, Definiton 2|7

(ii) Gibt es in einer stabilen lp-Ebene um jeden Punkt beliebig kleine offene Umgebun-
gen U derart, dass der Rand von U eine verallgemeinerte Mannigfaltigkeit ist und
dass jedes zu U homoomorphe Bild den umgebenden Raum nicht teilt? (Dass die
Dimension dieses Randes um 1 kleiner ist als die Dimension von U, ist aus [58, 2.11]
bzw. [59, Cor. 3] bekannt.)

Wenn beide Fragen mit ,ja“ beantwortet werden koénnen, kéonnten wir diese Mengen U
anstatt D in Definition 1.5.16 verwenden und den Beweis von Lemma 1.5.19 analog fiihren.
Andererseits sollten wir nicht vergessen, dass es weiterhin unklar ist, ob es iiberhaupt
stabile Ip-Ebenen gibt, deren Punktmenge keine Mannigfaltigkeit ist. Die Punktmenge von
2- bzw. 4-dimensionalen stabilen lp-Ebenen sind Mannigfaltigkeiten [29, 1.13].

Es gibt die Vermutung, dass jeder ENR, der die ,,disjoint disks property*“(DDP) besitzt eine
Mannigfaltigkeit ist. Bisher ist aber nur bewiesen, dass ein ENR, welches eine Homologie-
n-Mannigfaltigkeit ist und die DDP erfiillt, genau dann eine Mannigfaltigkeit ist, wenn
eine bestimmte Invariante [34, Theorem 2.6] den Wert 1 annimmt [34, Theorem 2.7]. Es ist
unbekannt, ob es ein ENR gibt, bei dem diese Invariante nicht den Wert 1 annimmt. Wie
LOWEN in [32, Theorem 9] bewiesen hat, besitzen Punktraum, Geradenraum und Fahnen-
raum einer stabilen Ip-Ebene die DDP. Vielleicht wire es lohnenswert, obige Invariante fiir
stabile Ebenen zu untersuchen.
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1. Partielle Lineationen stabiler Ebenen

1.7. Lokale Gruppen partieller Lineationen

Die Definition einer lokalen Gruppe ist in der Literatur nicht einheitlich. Zum Beispiel
definiert PONTRYAGIN den Begriff in [46, Kap. 3 D, S.137] anders als wir in Anlehnung an
[13, VII 1.20] im Folgenden definieren.
1.7.1 Definition. (i) Sei G eine nichtleere Menge, versehen mit einer Abbildung ~! :
G — G : x — z7! und einer partiellen binéren Operation m. Fiir (a,b) € dom(m)
schreiben wir ab := m(a,b). Dann nennt man (G,e,”' ,;m) eine lokale Gruppe, wenn
folgendes erfiillt ist:

e [s gibt eine Teilmenge I' C G so, dass e € I' und I' x I' C dom(m).

e Fiir alle a € G gilt: (a,e), (e,a) € dom(m) und ae = ea = a.

e Fiir allea € G gilt: (a,a™), (a™*,a) € dom(m) und aa™' =aa=¢,(a) ' =
a.

e Wenn (a,b) € dom(m) dann ist auch (b=*,a™*) € dom(m) und b=ta=! = (ab)~t.
e Fiir a,b,c € I' mit ab, bc € I gilt: (ab)c = a(bc).
(ii) Ist G ein topologischer Raum, so heit (G, e, ,m) eine topologische lokale Gruppe,
wenn (G, e,”' ,m) eine lokale Gruppe ist und zusétzlich folgendes erfiillt ist:
e [' ist eine offene Teilmenge von G.
e m ist stetig auf I' x I.
o ! ist stetig.

e {¢} CG.

MALCEV definiert auf folgende Weise eine lokale Gruppe. Dabei ist mehr vorausgesetzt, als
Assoziativitat der Ordnung 3. Um diese Definition von der Definition 1.7.1 zu unterscheiden
sprechen im Folgenden von einer lokalen Gruppe im Sinne von Malcev.

1.7.2 Definition. [4, §1] Eine lokale Gruppe im Sinne von Malcev besteht aus einer Menge
L zusammen mit

e ciner Teilmenge Cf, von L X L (verkniiptbare Paare),

e ciner Abbildung m : C, — L (Multiplikation),
(Wir schreiben fiir (a,b) € Cp, kurz ab statt m(a,b).)

einer Abbildung ~' : L — L (Invertieren),

einem Element e € L (Einheit),

so dass die folgenden Axiome erfiillt sind:
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1.7. Lokale Gruppen partieller Lineationen

(i) Fiir alle a € L sind (a,e) und (e, a) verkniipfbar und ae = ea = a.
(ii) Fiir allea € L ist (a™")™' =a, (a,a™!) € Cp und aa™ =e.
(iii) Wenn (a,b) € Cp, dann ist auch (b~',a™) € Cp und b~'a™' = (ab)™!

(iv) Fiir alle a,b,c € L mit (a,b) € C, und (b, c) € Cp, sind die Produkte (ab)c und a(bc)
entweder beide definiert und gleich oder beide nicht definiert.

1.7.3 Definition. [13, VII.1.21]. Wir nennen die beiden topologischen lokalen Gruppen G
und H lokal isomorph, wenn es eine offene Umgebung U C G des Neutralelements e von G,
eine offene Umgebung V' C H des Neutralelements ey von H und einen Homéomorphismus
h:U — V derart gibt, dass fiir alle a,b € U gilt: ab liegt genau dann in U, wenn h(a)h(b)
in V liegt und in diesem Fall h(a)h(b) = h(ab) gilt.

1.7.4 Definition. Sei B eine Menge von partiellen Bijektionen einer Menge M. Auf B wird
folgendermafen die Relation @ (,lokal gleich®) definiert:

a@f = J € B :dom(ar) Udom(B) C dom(v), ¥y, 0 = & U]y = B

1.7.5 Bemerkung. Die Relation @ ist auf V(P,P’) reflexiv und symmetrisch. Aber o ist
im allgemeinen keine Aquivalenzrelation.

Beweis. Reflexivitdt und Symmetrie sind klar. Beispiel 4.6.1 ist ein Gegenbeispiel fiir
die Transitivitdt. Die dort angegebene partielle Lineation der Moulton-Ebene v ist fiir
p1,p2 < 0 jeweils eine Restriktion der maximalen partiellen Lineationen ©,, und v,, auf
das Definitionsgebiet von v. Also gilt v @ ¥,, und v @ v,,. Fiir p; # p, sind die Definitions-
gebiete von vU,, und v,, unterschiedlich. Da aber beide Definitionsgebiete maximal sind,
gilt nicht 0,, ® Uy,. |

Im Folgenden seinen P und P’ stabile Ebenen. Wir werden einige Beispiele von Ebenen
kennen lernen, bei denen die Relation @ auf der Menge der partiellen Lineationen W(P,P’)
eine Aqulvalenzrelatlon ist. In W(P, P’) gibt es immer Teilmengen ®, auf denen die Relation
@ eine Aquivalenzrelation ist, zum Beispiel die Menge derjenigen partiellen Lmeatlonen die
Restriktionen von Einbettungen von P nach P’ sind. Wir wollen nun auf 2 ~ eine partielle
Multiplikation definieren. Dazu definieren wir zuerst ein Bedingung, die uns spéter die
Wohldefiniertheit des Produkts sicherstellen wird.

1.7.6 Definition. Sei ® C W(P,P’). Sei @ eine Aquivalenzrelation auf ®.

(i) Fiir [o]o € 2 definiere:
dom[a],:= |J dom(a), Bildlo]y:= |J Bild(a).
IS a€|a]o
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1. Partielle Lineationen stabiler Ebenen

(i) Sei P = P'. Die Menge 2 erfiille die Verkniipfungsvoraussetzung, d.h. fiir alle
[0, [Blw € 2 sei die folgende Bedingung erfiillt:

Fiir alle &, & € [olp und fiir alle 3, § € [(]o mit

U := Bild(a) N dom(5) # 0 # Bild(&) N dom(3) =: U
gilt: Wenn ein v € ® existiert mit &‘U&—l = & o [, dann gibt es ein ¥ € ¢ derart,
dass ’y‘Udfl = & o 3 und fiir alle v € ¢ mit ’y‘Udfl —aof gilt ¥ @4.

Dann wird auf % die partielle Verkniipfung mg, definiert: Das Paar

(o [le) € 2 x 2

@ @

heiBt verkniipfbar, wenn es partielle Lineationen & € [a] und B e [floundyed

A

gibt mit Bild(&) Ndom(f3) =: U # () und fy}Ud,l = & o [3. Fiir ein verkniipfbares Paar
([0)wy [B]w) definieren wir mit diesen Bezeichnungen

Maf[0]e, [Olo) = [0]a]flo = [V]e -

1.7.7 Lemma. Sei @ eine Aquivalenzrelation auf ® C U(P), und 2 erfiille die Ver-
kniipfungsvoraussetzung. Dann ist me wohldefiniert.

Beweis. Scien &, € [, 3, 3 € [Blo mit U := Bild(a) N dom(B) # @ und U := Bild(&) N
dom(() # 0. Da % die Verkniipfungsvoraussetzung erfiillt, gilt: Wenn ein ¥ € ® existiert
mit ﬂﬁ&,l = a3, dann gibt es ein § € ® derart, dass ¥|;,-1 = 640@ und fiir alle ¥ € ¢

mit |, = 43 gilt @ 4. Folglich ist [a]e[Blo = [Tlo = Yo - |

1.7.8 Definition. Sei ¥ := U(P,P’). Wir definieren die Menge der maximalen partiellen
Lineationen:

Ve (P, P = {1/) € \If‘ (Ela € ¥ mit doma D dom) und a}domw = 1/)) — a = 1/)}

Statt Ve (P, P) schreiben wir W, .. (P).

1.7.9 Bemerkung. Die Relation @ ist auf W,,,,(P,P') immer eine Aquivalenzrelation, da
die Relation @ dort zur Gleichheit wird. Aber V,,..(P,P’) erfiillt nicht immer die Ver-
kntipfungsvoraussetzung. Ein Beispiel hierfiir ist das Beispiel 4.6.5 mit maximalen partiel-
len Lineationen der Moulton-Ebene.

1.7.10 Bemerkung. Auf der Automorphismen-Gruppe und der FEndomorphismen-
Halbgruppe stimmt die Verkniipfung my, mit der Komposition iiberein.

Sei @ ein Aquivalenzrelation auf U(P). Dann ist es moglich, die Menge der Aquivalenzklas-

sen @ mit der Menge V,,..(P) zu identifizieren:
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1.7. Lokale Gruppen partieller Lineationen

1.7.11 Bemerkung. Jedes Element [al, € @ enthélt genau eine Lineation mit maxima-
lem Definitionsgebiet, ndmlich:

U Udom — Pz — 2% fiirz € doma

a€(ae a€la]e

Im Folgenden ist immer vorausgesetzt, dass @ eine Aquivalenzrelation auf ¥ := ¥(P) ist.
Wir zeigen zuerst, dass % eine lokale Gruppe ist, und untersuchen dann Eigenschaften der
beiden kanonischen Topologien auf %, namlich die Quotiententopologie bzw. die Spurto-
pologie nach Identifikation mit W,,4: := V00 (P).

1.7.12 Satz. Sei @ eine Aquivalenzrelation auf W. Wir definieren [id], := [idp|e und die
Abbildung ~': L — L : o], — [a e Dann ist (%, [idlw, ', me) eine lokale Gruppe.

@

8 &

Beweis. (i) Die Menge I erfiillt die Verkniipfungsvoraussetzung: Seien [a]o, [Blo €
und es gebe @, a € [a]p und G, 3 € [Blo mit

U := Bild(a) N dom(5) # 0 # Bild(&) Ndom(3) =: U .
Da d@a und Bo 3 gilt, gibt es Lineationen o/ € U und ' € ¥ mit

dom(@) U dom(&) € dom(e/) und o'|,  =daund o|  =aund

(@) (&)
dom(5) Udom(5) C dom(#') und 3|, » = Fwnd §|, 5 =5

Dann gilt Bild(a') 2 Bild(a) U Bild(&). Folglich ist Bild(a’) N dom(3’) # 0, und es
gilt o' o " € W. AuBerdem ist dom(a’ ¢ 3') 2 dom(a ¢ 3) U dom(a o 3). Insgesamt
erhalten wir fiir einen Punkt 2 € dom(é o /3) folgende Gleichung: 2% = ()% =

(z%)? = 29 Folglich ist o o4 dom(aod) = A 3. Auf gleiche Weise erhiilt man

o ﬁ/}dom(doﬁ) = a o ﬁ. Deswegen glltA(a o /@) ® (& o /3) Sei nun 4,5 € V¥ mit
ﬂdom(aoﬁ) =aofund 7‘dom(&oé) = & ¢ 3. Dann gilt

jo(doB)o(a of)m(dof) oy .
Da @ eine Aquivalenzrelation ist, folgt 4 @ 4.
(i) Fiir alle [a]s € < gilt [a)o[a™ o = [iddom(a))e = [idle = [idBia@e = [0 o[a)s, und
[efidle = [a]o = [id]s[e
Fir o, € ¥ mit Bild(a) N dom(B) # 0 gilt Bild(8~') N dom(a™) # @ und

(o B)™t =371 ot Folglich ist fiir ein verkniipfbares Paar ([0/e, [flo) € dom(my)
auch ([37']e, [0 7'|) € dom(ma), und es gilt ([0ofle) ™ = [37 o[ o

(i) Mit T’ := B9 oilt [id], € T und T’ x I' € dom(mg). Da End(P) eine Halbgruppe
ist, ist I’ generell assoziativ. ]
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1. Partielle Lineationen stabiler Ebenen

1.7.13 Lemma. Sei @ eine Aquivalenzrelation auf ¥. Mit der Quotiententopologie erfiillt
% die Trennungseigenschaft Ty. Wenn P eine Mannigfaltigkeit ist, dann ist das Invertieren
in % ist eine stetige Abbildung.

Beweis. (i) Fiir [¢], € < ist {[¢)lo} abgeschlossen:

Wir betrachten die saturierte Menge {[1]»}® in W. Sei (¢, )nen eine Folge in {[¢]}® ",
die beziiglich 7y gegen ¢ € W konvergiert. Dann gibt es eine nicht leere kompakte
Menge D und ein m € N so, dass D C (1,.,, dom(p,) Ndom(yp). Fiir alle n € N gilt

#nlp = <U1Z;e[¢}m ¢> ‘D und damit ¢, |, = ¢|; folglich ist g @ .

(ii) Die Quotientenabbildung bzgl. @ist stetig. Wenn P eine Mannigfaltigkeit ist, erhalten
wir mit Lemma 1.5.20 und der universellen Figenschaft der Quotientenabbildung,
dass das Invertieren in ¥ stetig ist. |

@

1.7.14 Bemerkung. Es gibt Teilmengen ® C W derart, dass @ eine Aquivalenzrelation auf
® ist, aber die Quotientenabbildung @ : & — % nicht offen ist. Die Menge Wy, (H;) der
linear induzierten partiellen Lineationen einer modifizierten hyperbolischen Ebene ist ein
Beispiel dafiir (vgl. 3.2.14).

Wir identifizieren nun % mit ¥,,., und topologisieren ¥,,,, mit der durch 7y induzierten
Spurtopologie.

1.7.15 Bemerkung. Wenn P eine Mannigfaltigkeit ist, dann ist auf V,,,, das Invertieren
nach Lemma 1.5.20 stetig, weil V,,,,. die Spurtopologie trégt ([3, I111.8.2)).

1.7.16 Bemerkung. Die Menge ‘I”%EH’S) ertiillt zwar die Verkniipfungsvoraussetzung, aber
betrachten wir ‘I”%EH” als Teilmenge von WV, (H;) und versehen ‘I”%EH” mit der Spurto-

pologie, dann ist die Verkniipfung mg, nicht stetig, wie wir in 3.2.15 sehen.

1.7.17 Lemma. Wenn V,,,, die Verkniipfungsvoraussetzung erfiillt, und V,,,, mit der
von 7y induzierten Spurtopologie versehen wird, dann ist das Definitionsgebiet der Ver-
kniipfung me, offen in V4. X V0.

Beweis. Auf ¥,,,, ist @ eine Aquivalenzrelation und die Aquivalenzklassen sind einelemen-
tig. Wir identifizieren im Folgenden W,,,, mit % Das Definitionsgebiet der Verkniipfung
o von V ist offen in W x ¥ (Lemma 1.5.20). Die Offenheit des Definitionsgebiets von mg
folgt aus der Offenheit des Definitionsgebietes von ¢ in W x W. Denn ein Tupel (¢, ¢) aus
U onaz X Ve liegt, da die Aquivalenzklassen einelementig sind, nach Definition 1.7.6 genau
dann im Definitionsgebiet von my, wenn (1, ) € dom(o) und es ein v € Wy, gibt, mit

7‘ dom(pog) — Yo . Dayop e VUist die zweite Bedingung immer erfiillt. Insgesamt gilt

also dom(my) = dom(¢) N Voae X Vg [ ]
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2. Stabile Dreiecke

Die wichtigste Aussage in diesem Kapitel ist der letzte Satz, die Verallgemeinerung des
lokalen Fundamentalsatzes von LOWEN auf graphenzusammenhéngende stabile Unterdrei-
ecke der Ebenen P, fiir F € {R, C,H, O}. Zuerst werden wir stabile Dreiecke und deren
partielle Lineationen kennen lernen. Dabei untersuchen wir, ob sich einige Aussagen, die
fiir stabile Ebenen bekannt sind, auf stabile Dreiecke verallgemeinern lassen.

2.1. Grundlegendes zu stabilen Dreiecken

2.1.1 Definition. In einem Graphen (V, E) mit Vertexmenge V und Kantenmenge E' ist
der Abstand d(v,w) zweier Ecken v,w € V die Linge des kiirzesten Weges von v nach
w. Wenn kein solcher Weg existiert, ist d(v,w) = oo. Die Menge der Paare von Ecken
aus V mit Abstand n € Ny bezeichnen wir mit D, = d~'(n). Fiir eine Ecke v € V
sei D, (v) = {w € V| (v,w) € D,}. Fiir eine Teilmenge W von V bezeichnet D;(W) die
Menge aller v € V fiir die ein w in W existiert, so dass v € Dy(w). Die Taille eines Graphen
ist die Linge des kleinsten Kreises im Graphen. Im Folgenden fassen wir E immer als
Teilmenge von {{v,w}| v,w € V} auf

Aus [51, 1.2] und [52, 1.3] iibernehmen wir die folgende Definition eines stabilen Dreiecks:

2.1.2 Definition. Unter einem stabilen Dreieck verstehen wir einen bipartiten Graphen
D := (V,E) mit V. = PUL, wobei V derart mit einer Topologie versehen ist, dass folgendes
ertiillt ist:

(i) Die Taille von (V, E) ist mindestens 6.
(ii) Jeder Vertex v € V' hat mindestens drei Nachbarn.
(iii) Die Menge Dy C V? ist offen in V2.

(iv) Die Abbildung f : Dy — V3 : (a,c) — (a, B,c), wobei (a, B,c) der eindeutige Weg
von a nach b ist, ist stetig.

Ist V' lokalkompakt, hausdorffsch und von positiver endlicher topologischer Dimension,
so nennen wir D ein stabiles lph-Dreieck. Wir sprechen von einem zusammenhéngenden
stabilen Dreieck, wenn der Graph zusammenhédngend ist.

Statt (V, E') schreiben wir im Folgenden (P, L, F).

Aus [55, 92.18] folgt, dass die Topologie eines stabilen Iph-Dreiecks nicht diskret ist. Eine
stabile Ebene (P, £) ist ein stabiles Dreieck. Dabei gilt DoNP? = P% und DyNL? = dom A.
Sei f; die Komposition von f mit der Projektion auf die zweite Komponente. Fiir eine
stabile Ebene (P, L) gilt fl} po = V und fl‘ 2 = /. Ein stabiles Dreieck (P, L, E) ist
eine stabile Ebene, wenn D, N P2 = P2 gilt. Der Anschauung wegen nennen wir auch
in einem stabilen Dreieck (P, L, F) das Element f;(p, q) Verbindungsgerade von p und ¢,
wenn (p,q) € Dy N P2, und Schnittpunkt, wenn (p, q) € Dy N L? gilt.
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2. Stabile Dreiecke

Aus [52, 2.13] folgt, dass die Taille eines stabilen Dreiecks den Wert 6 annimmt. Um den
Umgang mit stabilen Dreiecken zu iiben, beweisen wir hier diese Aussage.

2.1.3 Bemerkung. In jedem stabilen Dreieck gibt es Dreiecke.

Beweis. Sei (a, B, c) ein Weg im stabilen Dreieck (V, E). Wegen 2.1.2(iii) gibt es offene
Umgebungen U, und U, von a bzw. ¢ derart, dass U, x U. C Ds. Aus 2.1.2(ii) erhalten wir,
dass es ein £ € Di(a) gibt, mit B # E. Wegen 2.1.2(iii) und da die Abbildung f; stetig
ist, finden wir Umgebungen Ug und Ug von B bzw. F so, dass Ug x Ug C D, ist und das
Bild von Ug x Ug unter f; in U, liegt. Wir wihlen nun ein z € f;(Up X Ug). Dann gibt es
ein L € UgN Dy (z). Da der Abstand von L und B zwei ist, ist (L, f1(L, B), B, ¢, fi(c, ), x)
ein Dreieck. [ |

In einem stabilen Dreieck ist die Menge der Punkte, die adjazent zu einer Geraden sind,
nicht unbedingt eine abgeschlossene Menge, wie uns das folgende Beispiel zeigt:

2.1.4 Beispiel. Wir betrachten die affine Ebene A3R = (R2, L) und die Inzidenzstruktur
D = (R? L) mit der Elementrelation als Inzidenzrelation. Die Geradenmenge L entsteht
aus der Geradenmenge L, indem die Menge der Geraden mit Steigung Null durch die

Menge {I)O,y ’ Y€ ]R} mit Lo, = {(z,y)]| v € R\ {0}} ersetzt wird. Die Inzidenzstruktur

D ist offensichtlich ein stabiles Dreieck, aber die Punktmenge einer Geraden mit Steigung
Null ist nicht abgeschlossen.

Aus [52, 2.7¢| erhalten wir den ersten Teil der folgenden Aussage.

2.1.5 Lemma. Sei (P, L, F) ein stabiles Iph-Dreieck. Sei U eine nicht leere offene Teilmenge
von P. Dann ist D,(U) offen in L. Auflerdem gibt es keine Gerade L € £ mit U C D;(L).

Beweis. Wir nehmen an, es giibe eine nicht leere offene Menge U und eine Gerade L mit
U C Dy(L). Sei p € U. Da D;(p) aus mindestens drei Elementen besteht, gibt es in D;(p)
eine Gerade M # L. Da D, offen und f; stetig ist, gibt es Umgebungen Uy, und Uy, von
M bzw. L derart, dass Uy x Uy C Dy und f1(Uy x Up) C U gilt. Insbesondere liegt
der Schnitt von den Elementen aus Up mit M in der Punktmenge der Geraden L. Da
M # L folgt Uy, = {L}. Nach [51, 2.9] erhalten wir daraus, dass £ diskret ist. Das ist ein
Widerspruch. |

2.1.6 Lemma. Sei (P, L, E) ein stabiles Iph-Dreieck. Sei U eine nicht leere offene Teilmenge
von P. Sei V eine offene Teilmenge von D(U) so, dass U eine Teilmenge von D;(V) ist.
Dann ist (U, V, E*) mit E* := {{p,L} | p€ U,L € V,{p, L} € E} ein stabiles Iph- Dreieck.

Beweis. Die Taille von (U, V), F) ist mindestens 6, da es sich um eine Unterstruktur von
(P, L, E) handelt.

Jeder Vertex hat mindestens drei Nachbarn: Sei v € U, dann existiert eine Gerade L € V
so, dass L € D;(v) ist. Nach 2.1.5ist V offen in £. Nach [51, 2.9] ist D; (v) nicht diskret, also
ist VN Dy (v) offen in D;(v) und es gibt mindestens drei verschieden Geraden in Dy (v) V.

28



2.2. Lineationen stabiler Dreiecke

Sei M € V. Dann ist M € D;(U) und es gibt ein u € U so, dass M € D;(u) ist. Wie eben
erhalten wir eine offene Umgebung von M in V und mindestens drei Nachbarn von M. Die

Menge Ds in (U, V, E), das heifit die Menge d_1(2)|(U2uv2), ist offen in U? U V2. Das folgt
aus der Offenheit von D;(V) und D;(U) (2.1.5), denn es gilt

d_l(z)}(U2UV2) = {(ul,uz) S Uz‘ v c V UL, Ug € Dl(V),ul §£ UQ}
U{(Vi,V2) € V| Fue U: Vi, Vs € Di(u), Vi # Va}
— UxU\{(w,u)| ueUnDy(V) UV x V\{(V,V)| VeV}nDU) .

Die Stetigkeit von f ‘ UV.B) folgt aus der Stetigkeit von f. Da U und V offen sind, ist

die Spurtopologie auf U UV lokalkompakt und hausdorffsch und besitzt positive endliche
Dimension. [ |

Nimmt man in 2.1.6 eine beliebige offene Teilmenge von D;(U), so erhdlt man nicht immer
ein stabiles Dreieck:

2.1.7 Beispiel. Sei A;R = (R?, L) die affine Ebene tiber R. Dann ist (R?, L\ L)) kein
stabiles Dreieck, weil (0,0) keine Nachbarn hat.

Man findet aber in einer solchen Struktur immer ein stabiles Dreieck:

2.1.8 Lemma. Sei (P, L, E) stabiles Iph-Dreieck. Sei U eine nicht leere offene Teilmen-
ge von P und V eine nicht leere offene Teilmenge von Dy(U). Dann gibt es eine offene
Teilmenge W von U so, dass (W, V, E) ein stabiles Iph-Dreieck ist.

Beweis. Da V nicht leer ist, gibt es ein V' € V und somit auch ein u € U so, dass V' € D1 (u)
ist. Da V offen ist, ist D;(V) nach 2.1.5 offen in P. Wegen u € D;(V)NU ist dieser Schnitt
nicht leer. Also ist (D1(V) N U, V, E) nach 2.1.6 ein stabiles Iph-Dreieck. |

Aus einem stabilen Dreieck (P, £, ) erhalten wir, da die Definition symmetrisch in P und
L ist, durch Vertauschen von P und £ das stabile Dreieck (£, P, F). Somit folgen aus den
obigen Aussagen die dualen Aussagen.

2.2. Lineationen stabiler Dreiecke

2.2.1 Definition. Seien G := (P,L,FE) und G' := (P', L', E') bipartite Graphen. Eine
Abbildung ¢ : PUL — P'U L' mit P? C P und L% C L' heifit Lineation von G, wenn ¢
ein Graphenmorphismus ist. Das heifit, fiir (p, L) € P x L gilt: Ist p adjazent zu L, dann
ist auch p? adjazent zu L¥. Wir nennen eine Lineation ¢ von G injektiv, wenn <p‘ p und

gp}ﬁ injektiv sind.

Eine Lineation einer stabilen Ebene heifit injektiv, wenn sie auf der Punktmenge injektiv ist,
denn nach [65, Lem 3] ist jede nicht kollabierte, auf der Punktmenge injektive Lineation
einer stabilen Ebene auch injektiv auf der Geradenmenge. Dies ist im Allgemeinen fiir
stabile Dreiecke nicht richtig, wie wir in den folgenden Beispielen sehen:
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2. Stabile Dreiecke

2.2.2 Beispiel. (i) Wir betrachten die reelle affine Ebene AR = (R?, LoR). Seien

(ii)

P, :={(z,y) €eR*| >0} und P. = {(z,y) e R*| 2 <0} .
Wir bezeichnen mit
A2R> - (P>7 (£2R>P>) llIld A2R< = <P<7 (‘CQR)P<)

die linke bzw. die rechte offene Halbebene von AsR. Wir betrachten das stabile
Dreieck D := AR U A;R. bei dem die Geraden der rechten und linken Seite
nicht identifiziert werden. Die Identitédt auf der Punktmenge induziert eine Lineati-
on id : D — AsR. Diese ist injektiv auf den Punkten, aber nicht injektiv auf der
Geradenmenge.

Ein Beispiel mit einem zusammenhédngenden stabilen Dreieck:
Wir betrachten D := (P, L) mit
P=R*\ {(0,y) e R*| =3 <y <3} und
L=LR\ ] Loy
—3<y<3
U{{(z,az+y)| >0} ,{(z,az+y)| 2 <0} | -3<y<3,acR} .

In einer affinen Ebene ist die Geradenmenge eines Biischels eine abgeschlossene Men-
ge. Deswegen ist nach 2.1.6 der Graph D := (P, LR\ (L(o,—3) U L(0,3)) betrachtet
als Unterstruktur von AsR ein stabiles Dreieck. Jeder Punkt und jede Gerade in D
besitzt eine Umgebung, die ganz in das stabile Dreieck D eingebettet werden kann.
Folglich ist D ein stabiles Dreieck. Die Identitéiit auf der Punktmenge id : P — R2
induziert eine stetige, auf der Punktmenge injektive Lineation, die auf der Geraden-
menge nicht injektiv ist.

Bei stabilen Ebenen ist jede stetige nicht injektive Lineation lokal konstant oder kollabiert
(65, Lem 3]. Das ist im Allgemeinen bei stabilen Dreiecken nicht richtig:

2.2.3 Beispiel. (i) Die Beispiele 2.2.2 sind Beispiele fiir stetige Lineationen, die nicht

(ii)
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injektiv auf der Geradenmenge und auch nicht kollabiert sind. Betrachtet man die
dualen Dreiecke, erhélt man Beispiele von Lineationen, die weder injektiv auf der
Punktmenge, noch kollabiert, noch lokal konstant sind.

Dies ist ein Beispiel, dass eine stetige Lineation auf einem stabilen Dreieck nicht
injektiv auf Punkt und Geradenmenge sein kann und trotzdem nicht kollabiert ist:

Wir betrachten das stabile Dreieck D := AsR_. U AsR< aus Beispiel 2.2.2, dann ist

_ (r,y) x>0
oren{ (00 120

eine stetige nicht kollabierte Lineation von D, die weder injektiv auf der Punktmenge,
noch injektiv auf der Geradenmenge ist.
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Die beiden folgenden Aussagen sind fiir stabile Ebenen schon bekannt.

2.2.4 Lemma. (Erweiterung von [65, Lem. 4]) Seien D = (P, L, E) und D' = (P', L', E')
stabile Iph-Dreiecke. Seien (p,q) € P?> N Dy und sei L = fi(p,q). Sei r € Dy(p) mit
L # M := fi(p,r). Sei 7 eine stetige Lineation von D nach D' mit p™ # ¢q™ und r™ = q".
Dann besitzt p so eine Umgebung U, dass 7T‘U kollabiert ist. Genauer: Es gilt U™ C Dy(L7).

Beweis. Weil P’ hausdorffsch und 7 stetig ist, gibt es eine Umgebung V' von p so, dass
q" & V7 ist. Wegen 2.1.2(iii) und 2.1.2(iv) gibt es eine Umgebung U C V von p derart, dass
fi(M, fi(u,q)) € V fir alle u € U gilt; insbesondere gilt (u, q) € Dy und (M, f1(u, q)) € Ds.
Das heifit die Verbindungsgerade eines Punktes v € U mit ¢ schneidet die Gerade M
innerhalb der Umgebung V. Wir betrachten nun v € U. Dann gilt «™ € U™ C V™. Folglich
gilt u™ # ¢™ und (u™,¢™) € Dy N (P')2. Da r™ = ¢~ ist, gilt M™ = (f1(p,r))" = fr(p™,r™) =
L™. Fiir s := f1(M, fi(u, q)) gilt folglich s™ € D;(L™) aber s™ € VT # ¢™. Also erhalten wir

u™ € Di(f1(u,q)" = Di(fi(s,q))" = Di(f1(s7, ¢")) = Di(L7) .

Folglich ist 7T‘U kollabiert. |

2.2.5 Lemma. (Erweiterung von [65, Lem. 5]) Seien D = (P, L, E) und D' = (P', L', E')
stabile Iph-Dreiecke. Sei 7 eine stetige Lineation von D nach D’. Sei U eine offene Teilmenge
von P und W eine offene Umgebung von z € P mit WNU = () und UxW C D,. AuBlerdem
gebe es ein L € L' so, dass U™ C Dy(L) und W™ N Dy(L) = () gilt. Dann ist die Restriktion
7T‘U lokal konstant.

Beweis. Seien die Punkte u # v in U so gewdhlt, dass u € D;(f1(z,v)) gilt. Zu jedem
v € U finden wir ein solches u, denn ansonsten wére U N Dy (f1(z,v)) = {v} und nach [51,
2.9] wire dann P diskret. Es gilt

u" = f1(<f1(z7v))7T7L) = fl(f1<z7rvv7r>vL> = fl((f1<zvu))7T7L> =" .

Wir wéhlen y € W\ D;(f1(z,v)). Da Dy offen und f; stetig ist, gibt es eine Umgebung
V von v derart, dass fiir alle & € V' die Verbindungsgerade fi(a,y) die Gerade fi(z,v)
innerhalb von U schneidet. Sei s = fi(f1(@,y), fi(z,v)) dieser Schnittpunkt. Dann folgt
aus obigen Uberlegungen s™ = v™. Da y € W ist, gilt

i = (f1(i,y)" N UT = (i@ y), fi(z0)" =" =0 .

Also ist 7T‘V konstant. [ |

2.2.6 Lemma. Sei D = (P, L, E) ein stabiles Iph-Dreieck. Sei 7 eine injektive Lineation
von D, welche auf P stetig sei. Dann ist auch 7T‘ - stetig.
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Beweis. Sei U~ eine offene Umgebung von L™ fiir eine Gerade L € L. Seien p,q € D;(L)
verschiedene Punkte. Dann sind p™ und ¢™ verschiedene Punkte in D (L"), weil 7 eine
injektive Lineation ist. Da D, offen ist und f; stetig ist, gibt es offene Umgebungen U,
und Uy~ von p™ bzw. ¢™ derart, dass Uy X Uyr C Dy und fi(Upx X Uyr) C U= gilt. Wegen
der Stetigkeit von 7 sind U, := U;S:l und U, = U;S:l offene Umgebungen von p bzw. g
und es gilt U, x U, C D,. Nach 2.1.5 sind folglich D;(U,) und D;(U,) offene Umgebungen
von L und es gilt

(Dl(U)ﬂDl { 12Uy )EU XU}
{ fi( )eUxU} JiUpr X Ugr) CUp~ .

Es folgt die Stetigkeit von 7r} = [ |

2.2.7 Lemma. Sei D := (P, L, F) ein stabiles Iph-Dreieck und sei m : P — P eine injektive
Abbildung. Dann gibt es hochstens eine Abbildung X : £ — L so, dass (w, \) eine Lineation
von D ist.

Beweis. Da es in D keine Zweiecke gibt, gibt es zu zwei Punkten p # ¢, die adjazent zu
einer Geraden L sind, hochstens eine Gerade L' € L, die mit den Punkten p™ # ¢™ adjazent
ist. |

2.2.8 Lemma. Seien D := (P,L,FE) und D' := (P', L', E') stabile Iph-Dreiecke und sei
D zusammenhéngend. Sei ¢ : D — D’ eine stetige injektive Lineation. Sei p € P und U
eine offene Umgebung von p. Dann ist fiir alle x € P die Lineation eindeutig durch ihr
Verhalten auf U festgelegt.

Beweis. Sei x € P. Dann existiert ein endlich langer Weg (qo, L1, q1, Lo, ..., @n_1, Ln, qn)
von o := p nach ¢, := x.

Fiir alle ¢; mit ¢ > 0 gibt es Umgebungen U,, und U,, , von ¢; bzw. ¢;_1 so, dass fiir alle
s € U, das Bild s¥ aus den Bildern von U, , konstruiert werden kann: Wir betrachten
den Weg (g;_1, L;, ¢;). Dann gibt es wegen der Offenheit von Dy und der Stetigkeit von
f1 offene Umgebungen U,, |, Ur, und U, von ¢;_1, L; bzw. g; so, dass U,, , x U, C Dy
und f1(U,, , x U,) C Uy, gilt. Sei (r,s) € U, , x U,. In U,, , gibt es einen Punkt
r" & Di(fi(r,s)) und Punkte r # t € Dy(fi(r,s))NU,,_, und " # ' € Di(fi(r',s))NU,,_,,
da sonst die Vertexmenge P U L nach [51, 2.9] diskret wére. Also erhalten wir

s = (filfa(r, ), A0 8)))" = fi(F (7 47), A(0), (#)7)) -

Da 7 eine injektive Lineation ist, ist dieser Schnittpunkt eindeutig bestimmt. Der Weg von
p nach z ist endlich lang. Folglich kénnen die Umgebungen Uy, Uy, ..., Uy, , U,, sukzessive
gefunden werden, so dass fiir alle 7 das Bild von U, aus U,, , konstruiert werden kann. l

Durch Vertauschen der Rollen von Geraden und Punkten im letzten Lemma erhalten wir
Folgendes.

32
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2.2.9 Korollar. Seien die Voraussetzungen wie in 2.2.8 und WV eine offene nicht leere Menge
in L, dann ist die Lineation ¢ eindeutig durch ihr Verhalten auf WV festgelegt.

2.2.10 Satz. Seien D := (P,L,E) und D' := (P', L', E') stabile Iph-Dreiecke und sei
7w : P — P’ eine stetige injektive Lineation. Dann ist 7 eine offene Abbildung.

Beweis. Sei U eine relativ kompakte offene Umgebung von r € P U L. Da 7 stetig und
injektiv ist, induziert 7 einen Homdomorphismus von der kompakten Menge U auf U
Also sind U und U™ homdomorph. Wegen der Gebietsinvarianz (vgl. [51, 4.14]) ist auch
U™ offen in P'U L. |

2.3. Addition und Multiplikation in einem stabilen Dreieck

ROSEHR definiert in [51] eine lokale Addition und eine lokale Subtraktion auf einem k-
stabilen Weg-Raum. Diese Addition und Multiplikation wollen wir benutzen um eine Ver-
allgemeinerung des lokalen Fundamentalsatzes von LOWEN fiir stabile Unterdreiecke von
projektiven Ebenen iiber R, C, H oder O zu beweisen. Wegen der besseren Anschauung
verwenden wir im Folgenden fiir Schnittpunkte und Verbindungsgeraden in einem stabi-
len Dreieck (P, L, E) die selbe Schreibweise wie in einer stabilen Ebene: Wir schreiben
f1(p,q) = pq fiir (p,q) € P>\ Dy und f1(L, M) = LA M fiir (L, M) € L* N Ds.

/
N
\

Abbildung 1: Addition in einem stabilen Dreieck

2.3.1 Lemma. [51, 8.1] Sei (P, L, E) ein stabiles Dreieck und sei V € L. Wir wéhlen
einen Punkt o auf V' und zwei weitere Geraden Vy, und Vs in D;(0). Wir wéahlen Punkte
o#u€ Di(Vi),o0#v € Di(V3) und 0o # z € D(V'). Dann gibt es eine offene Umgebung
U von o in D,(V) so, dass folgende Abbildung auf U3 definiert ist:

7 (21, T2, 23) — ((x1u A x20) 2 A xgv) u AV

Fiir x,y € U sei x +y := ©(x,0,y) und x —y := w(x,y,0). Dann sind die Operationen
+:UxU — D(V) stetig und fiir z,y € U gilt o+x = x+0 = x. Sind x und y so gewéhlt,
dassx +y € U und v —y € U ist, dann gilt (x+y) —y=(x —y)+y ==.
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Vo

%)
U, Tk Y

Abbildung 2: Konstruktion von z * y in einem stabilen Dreieck

ROSEHR zeigt in [51] dass man in einem k-stabilen Weg-Raum eine lokale Multiplikation
definieren kann. Wir beschéftigen uns mit der lokalen Multiplikation in einem stabilen
Dreieck.

2.3.2 Lemma. [51, 9.5] Sei D = (P, L, E) ein stabiles Dreieck. Sei (Vy, 01, Vs, 03, Vy) ein
Weg mit o; € P und V; € L. Dann existiert eine offene Umgebung Uy x Uy von (01, 03) in
(D1(Vo) x D1(V3)) so, dass die Abbildung

x: Uy x Uy — Dy(Vy) : (z,y) — ay AV}
stetig ist und fiir alle (x,y) € Uy x Uy gilt 01 x y = x * 03 = 03.

In [51, 6.1] wird gezeigt, dass man mit Hilfe der Multiplikation * eine Multiplikation
-2 U x U — U, auf einer Teilmenge U’ von U; konstruieren kann. Wihlen wir in 2.3.2
ein Element aus U; und ein Element aus U, fest, so ist nach [52, Prop 2.11] die Rechts-
bzw. die Linksmultiplikation mit einem dieser Elemente eine stetige, offene und injektive
Abbildung.

2.3.3 Lemma. [51, 11.1] Sei D = (P, L, E) ein stabiles Dreieck. Sei (Vy,0, Vs, u,Vy) ein
Weg in D mit o,u € P und V; € L. Seien die Umgebungen U; gewéhlt wie in 2.3.2. Sei
(e,w) € Uy x Uy gewédhlt mit o # e und u # w. Dann sind die Abbildungen

a:U —Di(Vy):x—axxwund §:Uy — Di(Vy) :x— exx

injektiv und stetig. Sei U’ := a~*(3(U5)).
Die Multiplikation

U XU —U:(z,y)— a Hox B aly)))

ist stetig und besitzt o als Null, e als Einselement und hat keine Nullteiler.

34



2.3. Addition und Multiplikation in einem stabilen Dreieck

Abbildung 3: Multiplikation in einem stabilen Dreieck

Wir betrachten nun die Addition und die Multiplikation in der projektiven Ebene A,F iiber
eine der Divisions-Algebren F € {R, C, H, O}, welche mithilfe des Cayley-Dickson Prozesses
konstruiert werden (vgl. [55, 11.1]). Wir verwenden die in 3.1.9 dargestellte Schreibweise
wie in [55, 12.1].

2.3.4 Lemma. Seien o := (0,0), u := (0), z := (1), e := (1,1) und v := (—21) fiir ein
n € N, Punkte der projektiven Ebene AyF. Wir identifizieren (z,x) € oz mit x € (F, +, ).

AuBerdem definieren wir die Summe und das Produkt zweier Punkte X,Y € oz wie in
2.3.1 bzw. 2.3.3:

w = ev N\ ou
X+Y :=(XuAov)z AYv)uA oz
X Y =((YwAuz)e Nouw)X Nuz)w A oz .

Dann stimmen diese Addition und diese Multiplikation mit der Addition und der Multi-
plikation der Divisions-Algebra [F iiberein.

Beweis. Es gelten

— =] A[0,0] = (n+1,0) .

Seien X = (z,z) und Y = (y,y) Punkte der Geraden oz. Wir berechnen im Folgenden
X -Y. Es gilt

Yw =(y,y) V (n+1,0) = [3,1], wobei
$:=y(y— (n+1))"" und (*)
ti=—3mn+1).
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Denn aus y = sy +t und 0 = §(n + 1) + ¢ folgt y = sy — 5(n + 1). Folglich gilt 5§ =
y(y— (n+1))"' und £ = —5(n + 1). Es folgt

YwAuz = (8)
und (Yw Auz)e=(8) v (1,1)=[51—3].

Wir erhalten
(Yw Auz)e ANou=[3,1—3]A[0,0] = (1—-510),
denn aus (r,5r + 1 — 8) = (q,0) folgt 8¢ = —1 + §. Folglich ist ¢ = §7 (s —1) =1—5"1.
Wir betrachten die Gleichungen z = s’z + ¢ und 0 = s'(1 — §7') + ¢ und erhalten
r=s5r—5(1-5"=s(®—1+5"). Also gilt
(YwAuz)e Aou)X = (1 —510)V (z,7) =[], wobei
s =a(x—1+5")"" und (%)
t=—s(1-5").

Folglich gilt

(YwAuz)e Nou)X ANuz = (s') und
(YwAuz)e Nouw)X Auz)w = (s')V(n+1,0)=[¢,—s'(n+1)],

weil aus s'(n + 1) +t = 0 die Gleichung t = —s'(n + 1) folgt. Wir erhalten das Ergebnis
(Yw Auz)e Aou)X Auz)w Aoz = (G,§) mit § = (s — 1) (s'(n+1)) .

Denn aus (7, s'7 — s'(n+ 1)) = (g, q) folgt s'¢ — ¢ = s'(n + 1) und wir erhalten (' — 1)§ =
s'(n+1). Wenn ¢ = zy gilt, ist die Behauptung richtig. Wir tiberpriifen das im Folgenden.
Aus der Gleichung (x) folgt 7' = (y — (n+1))y™' =1 — (n+ 1)y~*. Wir setzen dieses
Ergebnis in die Gleichung (x*) ein und erhalten s’ = z(z — (n+1)y~')~!. Es gilt auBerdem
(s =)t = ((&)"Hs'—1)) ' =(1—(s)7!)"!. Da (n+1) € R ist, erhalten wir insgesamt

(s = 1)) (n+1)

l—(x—(n+Dy HarHt(n+1)
1—14+m+Dy e n+1)
(n+1y e M n+1)=uay.

q
=
=
= (

Das Ergebnis X +Y = (x+y, z+y) erhalten wir durch eine dhnliche Rechnung. Alternativ
dazu kann man sich iiberlegen, dass die in 2.3.1 definierte Addition durch die Komposition
von Translationen induziert wird und deswegen mit der Addition in F iibereinstimmt. W

Mit diesen Hilfsmitteln werden wir den lokalen Fundamentalsatz von LOWEN [31] verall-
gemeinern. Im Folgenden sei PoF = (PF, L) die projektive Ebene iiber der Divisions-
algebra IF. Zur Definition siehe 3.1.11 oder [55, 13.1] fiir F € {R, C,H} und [55, 16.1] fiir
F = 0.

36



2.3. Addition und Multiplikation in einem stabilen Dreieck

2.3.5 Satz. Sei D := (P, L, E) ein zusammenhéngendes offenes stabiles Unterdreieck von
PolF = (BF, LoF) mit F € {R,C,H, O}. Das heifit P und L sind offene Teilmengen von
PFF bzw. LoF. Sei ¢ : D — PsF eine stetige injektive Lineation. Dann ldsst sich ¢ eindeutig
zu einem Automorphismus von PoF erweitern.

Beweis. Nach 2.1.3 finden wir in D einen Weg (z, Vi, 0, Va, u, V4, z), der ein Dreieck bildet.
Wir betrachten zuerst den 2-Weg (Vp, 0, Va, u, Vy). Wie in 2.3.2 gibt es Umgebungen U; von
o in Vy und Us von u in V5 so, dass die in 2.3.2 definierte Abbildung

Uy x Uy : Di(Vy) = (myy) — xy AV}

stetig ist. Wir betrachten PoF als A,F und kénnen AoF wie in 3.1.9 so koordinatisieren,
dass 0 = (0,0), u = (0), z = (1) gilt und dass e = (1, 1) ein Element von U, ist. Dann finden
wir w # u in Uy derart, dass w = (1 + n,0) fir ein n € N gilt. Sei v := exw = ew A Vj.
Wir definieren Abbildungen

a:U —Di(Vy):x—axxwund §:Uy — Dy(V}) :z—exx

Sei U' := a~'(B(Us)). Dann gilt e,0 € U’. Wir definieren auf U’ x U’ die Multiplikation
: (z,y) — a Yz x B (a(y))) wie in 2.3.3. Dann ist - stetig und besitzt o als Nullelement

und e als Einselement.

Wir wollen nun auf einer Umgebung von o eine Addition wie in 2.3.1 definieren. In o gibt

es die drei Geraden zo, vo und wo. Es gibt eine Umgebung U so, dass folgende Abbildung

auf U3 definiert ist:

7 (21, 29, x3) — ((T1u A T20) 2 A z30) U A Vj

Die Addition p+ ¢ := m(p, 0, q) und die Subtraktion p —q := 7(p, ¢, 0) sind fiir alle p,q € U
stetig. Diese Addition ldsst sich in PF auf alle Punkte der Geraden oz aufler auf den Punkt
z fortsetzen. Man erhélt nach 2.3.4 auf F = oz \ {z} die Addition der Divisionsalgebra F.
Die Automorphismen-Gruppe von P,F wirkt transitiv auf Vierecken [55, 23.6]. Also kénnen
wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass ¢ das Viereck @ := {e, 0, u, v}
fixiert. Als Schnittpunkte von Fixgeraden sind damit auch w und z Fixpunkte. Fiir a,b € U
haben wir damit

a? +b? = 7(a®,0,b¥) = ((a®u A ov) z ANb?v)u A Vy
= ((a®u? A 0®v%) 22 A b¥0¥) u? AV = (((au A ov) z Abv)u A Vp)?
= (n(a,0,b))? = (a+ )% .
Die Lineation ¢ respektiert die Verkniipfung *, denn fiir p € U; und ¢ in U, gilt
PP q? = pPq? ANVi=pq? ANV = (pg AVA)7 = (p*q)” .

Da die beiden Abbildungen o und ( Rechts- bzw. Linksmultiplikationen beziiglich der
Verkniipfung * mit Fixpunkten von ¢ sind, vertauschen beide Abbildungen mit . Fiir
p,q € U gilt damit

P =a "t (pP 87 (a(g?) = (a7 (px 87 (@) = (p- )7 .
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Die Gerade oz ist eine Fixgerade von . Folglich induziert ¢ eine Abbildung FNU — F.
Da ¢ offen ist (vgl. 2.2.10), ist das Bild von F N U offen in F. Wie haben oben gezeigt,
dass ¢ Addition und Multiplikation von Elementen aus U N U’ respektiert. Somit ist ¢ ein
lokaler Automorphismus der einfach zusammenhiingenden Liegruppe (IF, +) = (R¥, +) und
lasst sich eindeutig zu einem Automorphismus von (F,+) erweitern (vgl. [15, S. 35 Prop.
1.5]).

In P,FF kann die Multiplikation - auf die Gerade oz \ {z} fortgesetzt werden. Nach 2.3.4
erhalten wir die Multiplikation der Divisionsalgebra F. Da Q dicht in R, ¢ additiv und
stetig und e¥ = e ist, ist ¢ eine R-lineare Abbildung auf oz N U, die auf oz \ {z}, also
auf F fortgesetzt werden kann. Diese Fortsetzung von ¢ (wir schreiben dafiir ebenfalls ¢)
respektiert auch die Multiplikation in F, denn fiir a,b € F finden wir r € R derart, dass
ra,rb € U'. Es gilt also

(a-b)? =r"%((ra) - (rb))¥ = r~2(ra)? - (rb)? = a® - b* .

Folglich induziert ¢ auf P,F eine Kollineation 1) € Aut(P,F), die das Viereck ) punktweise
fixiert. Es gibt eine offene Umgebung U,, von w in P derart, dass alle Punkte aus U, mit z
und mit v verbindbar sind und all diese Verbindungsgeraden die Gerade Vj in U schneiden.
Die Wirkung der Abbildungen ¢ und ¢ auf die Punkte U, ldsst sich allein aus der Wirkung
der Abbildungen auf z, v und den Punkten aus U konstruieren, da sich jeder Punkt als
Schnittpunkt von zwei Geraden durch z bzw. u darstellen ldsst. Folglich stimmen ¢ und
¢ auf U, iiberein. Jede Gerade aus D;(U,,) ist adjazent zu mehr als einem Punkt aus U,
Somit stimmen ¢ und ¢ auch auf D;(U,) iiberein. Weil D graphenzusammenhéngend ist,
ist die Fortsetzung von ¢ auf D eindeutig bestimmt (vgl. 2.2.8). Also stimmen ¢ und ¢
auf D iiberein und 1 ist eine Fortsetzung von ¢ zu einem Automorphismus von P,F. B

2.3.6 Korollar. Sei U eine offene Teilmenge von P,F. Sei V eine offene Teilmenge von
Dy(U) in Ly derart gewéihlt, dass der bipartite Graph (U, V, E) mit E = {{p,L}| p € L}
zusammenhéngend ist. Sei ¢» = (Yy,vy) 1 U x V — PF x LoF eine stetige injektive
Lineation. Dann ldsst sich 1 eindeutig zu einem Automorphismus von Py erweitern.

Beweis. Wie in 2.1.8 gezeigt, gibt es in (U, L, E) ein stabiles Unterdreieck auf dem
als Lineation wirkt. Die eindeutige Fortsetzung zu einem Automorphismus ist mit 2.3.5
gesichert. [ ]
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3. Beispiele

3.1. Ebenen mit relativem lokalem Fundamentalsatz

3.1.1 Definition. Sei P := (P, L) eine stabile Ip-Ebene. Sei U eine offene Teilmenge von
P. Wir sagen die Ebene U := (U, Ly) erfiillt in P den relativen lokalen Fundamentalsatz,
wenn es fiir alle 1) € V(U) eine Lineation ¢» € W(P) gibt mit U C dom(z) N Bild(¢)) und

4 o
dom()

Beispiele von stabilen Ebenen, in denen jede Unterebene den relativen lokalen Fundamen-
talsatz erfiillt, sind Ebenen, in denen jede partielle Lineation von einem Automorphismus
der Ebene induziert wird. Die Frage, ob es ein anderes Beispiel einer Unterebene einer sta-
bilen Ebene derart gibt, dass die Unterebene den relativen lokalen Fundamentalsatz erfiillt
ist offen. Wir werden im Folgenden sehen, dass auf der Menge der partiellen Lineationen
einer solchen Unterebene die Relation @ (vgl. Definition 1.7.4) eine Aquivalenzrelation ist.

3.1.2 Satz. Sei P := (P, L) eine stabile Ip-Ebene und U := (U, Ly) eine offene Unterebene
von P. Die Ebene U erfiille in P den relativen lokalen Fundamentalsatz. Dann ist @ auf
U (U) eine Aquivalenzrelation und (@, Me) eine lokale Gruppe.

Beweis. Um zu sehen, dass @ in diesem Fall eine Aquivalenzrelation ist, ist nach 1.7.5
nur noch die Transitivitit zu zeigen. Seien also ¥, p,7 € V(U) mit ) ® ¢ und ¢ ® 7.
Dann existieren «, € W(U) derart, dass a‘ dom(y) = 1) und a‘ dom(g) = P und auflerdem

ﬁ‘ dom(p) = ¢ und ﬁ} dom(r) = T gilt. Weil U in P den relativen lokalen Fundamentalsatz
erfiillt, gibt es Lineationen & und 3 in ¥(P) mit dom (&) = dom(j3) = U, d‘dom(a) = a und

dom() B Bs gilt &y = 0 dom(g) BN om(@) = dom(f) folgt & = . Also is

a eine Fortsetzung der Lineationen v und 3. Da die Fortsetzung einer Lineation eindeutig
ist und weil dom () U dom(7) C dom(a) gilt, folgt 1 @ 7. Nach Satz 1.7.12 ist (2 mg)

@

eine lokale Gruppe. ]

3.1.3 Bemerkung. Die Umkehrung des Satzes gilt nicht, wie uns das folgende Beispiel
zeigt: Sei P = (P, L) eine offene Unterebene von PoR mit P # PR (vgl. Definition 3.1.10)
und U = (U, Ly) eine offene Unterebene von P, dann erfiillt U nicht in P den relativen
lokalen Fundamentalsatz, wie wir im Folgenden beweisen werden: Die Automorphismen-
Gruppe Aut(P,R) wirkt transitiv auf echten Dreiecken in P,R. Wir wéihlen ein Dreieck
A, B,C in U und finden einen Automorphismus « derart, dass A%, B* € U und C* ¢ P
gilt. Dann folgt U N U* # () und U* ¢ P. Folglich ist a‘(UﬂU“ eine partielle Lineation

von U, aber es gibt kein Element & von V(P) derart, dass U C dom(&) gilt. Da aber nach
dem lokalen Fundamentalsatz von LOWEN [31] die Unterebene U in PyR den relativen
lokalen Fundamentalsatz erfiillt, ist @ auf W(U) eine Aquivalenzrelation.

ot
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3. Beispiele

3.1.4 Bemerkung. Seien P und U wie in 3.1.2. Wenn wir @ mit W, (U) identifizieren
und qj(u mit der Spurtopologie topologisieren, dann ist nach 1.7.17 das Definitionsgebiet
der Verknupfung Mg offen. Wenn P eine Mannigfaltigkeit ist, dann ist nach 1.7.15 das

Invertieren in \I’( ) stetig.

3.1.5 Satz. Sei P := (P, L) eine stabile Ip-Ebene, sei P eine Mannigfaltigkeit und sei U =
(U, L) eine offene Unterebene von P, die den relativen lokalen Fundamentalsatz erfiille. Sei
U := (U,Ly) eine offene Unterebene von U mit der Eigenschaft, dass (U, P) = W(U,U)
ist, d.h. fiir alle ¢ € W(U, P) gilt Bild(y) C U. Wir identifizieren X4 mit 0,,,,(U) und
()

topologisieren mit der Spurtopologie. Dann ist mg, auf dom(my,) stetig. Insbesondere

ist (=5 v , M) eine topologische lokale Gruppe.

Beweis. Die Ebene U erfiillt den relativen lokalen Fundamentalsatz. Wir zeigen dass my,
im gesamten Definitionsgebiet stetig ist. Nach 3.1.2 und 3.1.4 ist dann (%,m@) eine
topologische lokale Gruppe. Seien a und # Elemente von ¥, (i) mit (o, 5) € dom(me).

Sei 7 € Wynap(U) mit [o[Blo = [V]o. Dann gilt a0 § = 7] dom(acf)’ Nach Voraussetzung
gibt es Fortsetzungen &, § und 5 von o bzw. 8 bzw. vy mit &, 3, 7 € U(P) und

U ¢ dom(a) N Bild(&) N dom(3) N Bild(5) N dom(7) N Bild(7) .

Wir betrachten im Folgenden alle Lineationen als Elemente von (¥(P),). Alle Subba-
siselemente ||C, O] sind Elemente von Sgpy. Da dom(6~') D U gilt, sind v und 57!
verkniipfbar und aus Bild(y) C U folgt dom(y o ') = dom(y). Wegen fy‘dom(mﬁ) =aof
gilt

5-1

(fy © ﬁ_l - ’y‘dom(aoﬁ) © /6

dom(aof3) - a}dom(aoﬁ) ’

Insgesamt wissen wir nun, dass & und 703 ~1 Fortsetzungen von oz} d
sind. Folglich gilt

und von o?‘
do

om(aof3) m ()

Sei nun v € [[C, O] N ¥4, (U) mit einer kompakten Menge C' C dom(y) und einer offe-
nen Menge O C Bild(). Da die Verkniipfung ¢ nach 1.5.20 auf ihrem Definitionsgebiet
dom(o) C W(P) x WU(P) stetig ist, finden wir wie in 1.5.20 eine relativkompakte Teilmenge
V € P so, dass d‘domw c|lC, V], B€[V,0] und ||C,V]<||V,O] C [|C,0] gilt. Fiir eine
kompakte Teilmenge C' und eine offenen Teilmenge O von U betrachten wir nun Mengen
der Form

1, O]y = {w S leXe]l \ dom(t) = 0} .

Sei W := (dom(8)NBild(«))* . Nach 1.5.10 ist die Abbildung wyy, welche jede Einbettung
von U in P auf die Restriktion der Einbettung auf W abbildet, ein Homdomorphismus.
Folglich finden wir endlich viele kompakte Mengen C4, ..., C, C W und endlich viele rela-
tivkompakte Mengen W1, ..., W), € W so, dass 5“0 € ﬂle LCi, Willg € [IC, V ||7. Genauso
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3.1. Ebenen mit relativem lokalem Fundamentalsatz

finden wir endlich viele kompakte Mengen Vi, ...,V; C W und endlich viele offene Men-

gen Oy, ...,0; C U derart, dass B‘ e N Vi, Oillg € |V, 05. Wir betrachten nun die
0

offenen Mengen

k I k
A:=(IC:, Wil und B := ([V;, Osl| 0 (YW, U |
i=1 i=1 i=1

von ¥(P). Dann gilt A x B C dom(¢) und es gilt « € A und f € B. Dann sind
ANV, (U) und B N V.. (U) offene Umgebungen von o« bzw. [ in W,,..(U), weil
Ve (U) die Spurtopologie triagt. Fir alle o € AN V0. (U) und 5 € BN V0. (U)
gilt [0/]o] o € |LC, O] N Wpnae (U), denn nach Voraussetzung gibt es Fortsetzungen o/ und
B’ , die beide das Definitionsgebiet U besitzen. Nach Konstruktion gilt dann o’ € e, vy,
B € |V,0] und a/of3 € ||C, O||. Fiir eine Lineation ¢ aus W, (1) und deren Fortsetzung
¢ mit dom(¢)) = U gilt dom(+p) = (U NU¥)¥"". Folglich gilt

dom([o/ 1) S (U 1 UFF )@ 5 ¢
und ClklBle — 'l = 0. .

3.1.6 Bemerkung. Wenn sich jede partielle Lineation einer offenen Unterebene U einer
stabilen Ip-Ebene P zu einem Automorphismus von P fortsetzen lésst, konnen wir ein Ele-
ment [a)e € @ mit dem Automorphismus von P identifizieren, zu dem sich o fortsetzen

lasst. Dann wird (@, Me) mit der lokalen Untergruppe
Uae (U) = {9 € Awt(P)| UV NU £ 0}
von Aut(P) identifiziert. Wegen

Ve (U) = | 1{p}. U]

peU
ist \Tfmax (U) offen in Aut(P).
Wir erhalten als Folgerung;:

3.1.7 Korollar. Wenn die Relation @ auf der stabilen Ebene M keine Aquivalenzrelation
ist, dann gibt es keine stabile Ebene P derart, dass M eine offene Unterebene von P ist
und alle partiellen Lineationen von M durch Automorphismen von P induziert werden.

3.1.8 Bemerkung. Es gibt Unterebenen der Moulton-Ebene M;, mit k > 1, auf denen @
keine Aquivalenzrelation ist, aber alle Endomorphismen dieser Unterebene durch Auto-
morphismen der Moulton-Ebene induziert werden: Die in 4.7.5 betrachtete Streifenebene
S = (S, Est) ist nicht desarguessch. Wie in 4.7.5 bewiesen wird, wird jeder Endomorphis-
mus von einem Automorphismus der Moulton-Ebene induziert. Aber die Restriktion der
Spiegelung an der x-Achse auf S; N U mit U = {R(x,y, | z<0,y> O} besitzt, wie in
4.6.1 beschieben, unterschiedliche Fortsetzungen zu einem Element von V,,,,(S;). Folglich
ist @ auf W(S,) keine Aquivalenzrelation.
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Im Folgenden betrachten wir Beispiele, bei denen alle partiellen Lineationen der Unterebene
U von P durch Automorphismen von P induziert werden. Diese Unterebenen erfiillen
die Voraussetzungen von Satz 3.1.5 mit & = P. Zuerst betrachten wir Unterebenen der
klassischen projektiven Ebenen. Die affine Ebene iiber den Divisions-Algebren R, C, H oder
O, die mithilfe des Cayley-Dickson Prozess entstehen (siche dazu [55, 11.1]), konstruiert
man folgendermaflen:

3.1.9 Definition. [55, 12.1] Sei F € {R,C,H, O}. Die affine Ebene A5F ist die Inzidenz-
struktur (F x F, £). Die Menge der Geraden

L:={[st],[c]| s,t eF,ceF}
besteht aus den Mengen der Form
[s,t] == {(z,sz+t)| v € F} und
[c] . ={c} xF.

Wir sagen, dass eine Gerade [s, t] die Steigung s besitzt und die Gerade [c| die Steigung
oo hat. Die Ferngerade der projektiven Vervollstandigung AsF bezeichnen wir mit

[oo] :={(s)| s e FU{oo}} .
Dabei ist (s) der Fernpunkt einer Geraden mit Steigung s.

Nach [55, 13.3] ist der projektive Abschluss A;F isomorph zur projektiven Ebene P,F.
Fir F € {R, C,H} hat man die folgende schone Beschreibung von P,[F:

3.1.10 Definition. [55, 13.1] Sei F € {R,C,H}. Wir betrachten F* als Rechtsvektor-
raum iiber R. Die Menge der 1-dimensionalen Unterrdume von F® bezeichnen wir als
PyF. Eine Gerade ist ein 2-dimensionaler Unterraum von IF3, betrachtet als Menge der
I-dimensionalen Unterrdume, die in ihm enthalten sind. Die Menge aller Geraden bezeich-
nen wir als LoF. Die Inzidenzstruktur PoF = (P, LoF) mit der Elementrelation als
Inzidenzrelation ist die projektive Ebene iiber F.

Aus dem lokalen Fundamentalsatzes von LOWEN [31] und 3.1.6 erhalten wir den néchsten
Satz, der im wesentlichen eine Umformulierung des lokalen Fundamentalsatzes ist.

3.1.11 Satz. Sei P = P,F die projektive Ebene iiber F mit F € {R, C,H, Q}. Dann ist die
Menge der maximalen partiellen Lineationen W,,,.(P) gleich der Automorphismen-Gruppe
Aut(P).

Sei U := (U, Ly) eine offene Unterebene von P. Dann ist

qjmam(“) = {QM(UmUw)w*l
mit der Verkniipfung my, eine topologische lokale Gruppe. Die Menge
Voo U) = {0 € Aut(P) | UNTUY # 0}

Y € Aut(P),UNUY #0}

ist eine topologische lokale Untergruppe von Aut(P), die offen in Aut(P) ist.
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3.2. Die modifizierte hyperbolische Ebene

Ein Spezialfall der Situation in Satz 3.1.11 ist die reelle hyperbolische Ebene:
3.1.12 Definition. [65, 13] Die Unterebene

H:=(H,Ly)
der reellen projektiven Ebene PoR = (PR, LoR) mit
H = {R(z,y,1)| 2 +y* <1}
und L := LR ist die reelle hyperbolische Ebene.

Uber die Endomorphismen-Halbgruppe der reellen hyperbolischen Ebene ist folgendes be-
kannt:

3.1.13 Satz. [65, Thm.14]

(i) Die Endomorphismen-Halbgruppe der reellen hyperbolischen Ebene hat nicht leeres
Inneres in der Gruppe PGL3R. Sie ist eine 8-dimensionale topologische Mannigfal-
tigkeit mit Rand.

(ii) Die Automorphismen-Gruppe der reellen hyperbolischen Ebene ist die dreidimen-
sionale Lie-Gruppe PO3(R, 1), welche im Rand der Endomorphismen-Halbgruppe
enthalten ist.

Als Spezialfall von Satz 3.1.11 erhalten wir folgendes:
3.1.14 Korollar. Die Menge

\Dmax(H) = {M(HOHw)w*l
ist mit der Verkniipfung my, eine topologische lokale Gruppe. Die Menge
Voo (H) = {9 € PGLyR| HY N H # 0}
ist eine topologische lokale Untergruppe der PGL3 R, die offen in PGL3 R ist.

¥ € Aut(PR), H N HY #0}

3.2. Die modifizierte hyperbolische Ebene

3.2.1 Definition. [55, 35.1] Sei f eine nicht ausgeartete quadratische Form auf R vom
Witt Index 1, sei also beziiglich geeigneter Koordinaten f(x,y,z) = x* + y? — z?. Wir be-
zeichnen mit 2 = PO5(R, 1) die Kommutatorgruppe der hyperbolischen Bewegungsgruppe
PO3(R, 1) der reellen projektiven Ebene PoR = (PR, LoR). Die Funktion f definiert in
PsR eine Quadrik Q@ = {Rv| 0# v € R3, f(v) =0}. Fiir ein t € R definieren wir die
Teilmenge L; C P durch
Ly ={R(z,0,1)| -1 <z <1} U{R(z,y,2)| y* = *(¢® — 2°) mit txy >0} .
Wir definieren eine neue Inzidenzstruktur H, = (P, L;) mit
Li={LeLoR| |[LNQ|<1}U{Ly| weQ} ,

die modifizierte hyperbolische Ebene.
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3. Beispiele

In 3.2.6 betrachten wir die Menge der Abbildungen [A] € PGL3R, die die Quadrik in
sich abbilden. Wir wollen zuerst einsehen, dass es sich bei dieser Menge um die Gruppe
PO3(R, 1) handelt. In [55, 15.3] finden wir diese Aussage mit Beweis allgemeiner: Es wird
statt des Vektorraums R? der Vektorraum F x R? fiir F € {R, C, H, O} betrachtet.

3.2.2 Lemma. Sei f(x,y,z2) = 2* + y* — 22. Wir betrachten die folgenden Mengen:

:{’UGR?" f(v):()}
Q:{Rv} O%UER?’,f(v)zo}
f\:{)\eGLgR‘ Q' =qf
A={N ePGL;R| QW = Q}
GO3(R,1) = {7y € GLsR| Is e R: Yo € R*: f(v7) = sf(v)}
O3(R,1) = {y € GLsR| Yo € R*: f(v") = f(v)}
PO3(R,1) = {[7] € PGLs;R| v € O3(R, 1)}

Es gilt A = GO3(R, 1) und A = PO4(R, 1).

Beweis. Die Inklusion A D GOs(R, 1) ist klar. Sei nun A € A, dann gilt fiir alle v € Q die
Cleichheit f(v*) = 0. Somit beschreibt auch die Gleichung f(v*) = 0 die Quadrik Q. In
[56, Theorem 46] finden wir einen Beweis fiir die Aussage, dass jede Gleichung, welche die
Quadrik @ beschreibt, proportional zur Gleichung f (v) = 0 ist. Folglich gibt es ein r € R
derart, dass

fh) =rf(v)

fiir alle v € R3 gilt. Also gilt A € GO3(R, 1) und wir erhalten insgesamt A= GO3(R, 1).
Nun betrachten wir den 2-dimensionalen Unterraum

U= {(m,rl,r1)| x, 7 ER} )

Es gilt f(z,r1,m) = 2. Also ist f auf U positiv definit. Da U zweidimensional und \ €
GLs R ist, ist U zweidimensional. Folglich ist der Schnitt U N U A" im 3-dimensionalen
Raum R3? nicht leer. Wir withlen nun ein z in diesem Schnitt, dann folgt wegen f(z%) =
rf(z), dass r positiv ist. Wir betrachten nun « := %, dann gilt fiir alle v € R3

Folglich gilt o € O3(R, 1) und [a] = [A\] € PO3(R, 1). |

Offensichtlich ist die Ebene H, isomorph zu P,R. SALZMANN hat bewiesen, dass die Ebene
‘H, fiir jedes t € R eine zweidimensionale kompakte projektive Ebene ist und dass fiir
jedes t € R die Ebenen H; und H_; isomorph sind. Fiir ¢ > 0 erhélt man paarweise
nicht isomorphe Ebenen H;. Die Gruppe 2 stimmt mit der Zusammenhangskomponente
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3.2. Die modifizierte hyperbolische Ebene

PO3(RR, 1)! iiberein und ist isomorph zu PSLy R (vgl. [54]). AuBerdem ist die Gruppe Q die
volle Automorphismen-Gruppe von H, fir t # 0 (vgl. [55, 35.4]). Die Automorphismen-
Gruppe ) wirkt auf der Quadrik ) genauso, wie die Gruppe PSLy; R auf dem Kreis S;
wirkt. Sie ist transitiv auf der Menge der inneren Punkte und transitiv auf der Menge der
duBeren Punkte (vgl. [55, 35]). Die Spiegelung p : R(z,y, 2) — R(z, —y, 2) ist kein Element
von €2, sondern induziert einen Isomorphismus H; — H_;. Es gilt PO3(R, 1) = 2 x (p) und
2 ist ein Normalteiler von PO3(R, 1).

Wir bezeichnen [H, := (IHy, (L;)rn,) mit IH, = {Rv| 0#£v€eR? f(v) <0} als
die innere hyperbolische Ebene und EH; := (EH;, (L)gm,) mit FH, = PR\
{Rv| 0+#veR? f(v) <0} als die duBere modifizierte hyperbolische Ebene.

\V%

Go

K

Abbildung 4: Konstruktion einer sich nicht schlieBenden Desargues-Figur in E'H;

3.2.3 Satz. Jede Umgebung jedes Punktes von E'H; ist nicht desarguessch.

Beweis. Wir zeigen, dass jeder Punkt der Form R(0,y,1) mit y > 1 beliebig klei-
ne nicht desarguessche Umgebungen hat. Da () transitiv auf E'H; wirkt, ist damit die
Aussage des Satzes bewiesen. In jeder Umgebung von R(0,y, 1) finden wir ein Quadrat
R(—a,y — a,1),R(a,y — a,1),R(a,y + a,1),R(—a,y + a,1) mit a > 0, welches symme-
trisch zur y-Achse liegt. Wir konstruieren vom Punkt z := R(0,y + a,1) die Tangenten
Ty, Ty an den Kreis Q). Seien R(—a,q,1) und R(a,q,1) mit ¢ < y + a Schnittpunkte der
Tangenten mit den Geraden, die durch die Gleichungen * = —a bzw. x = a festgelegt
sind. Wir wihlen einen Punkt R(—a,p, 1) auf der linken Quadratseite und drei Punkte
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R(a,p1,1),R(a,ps2,1),R(a,ps, 1) auf der rechten Quadratseite mit max(q,y — a) < p1 <
p = p2 < p3 < y+ a. Wir betrachten die Geraden G; := R(—a,p,1) V R(a, p;,1). Diese
schneiden die Tangenten in den Punkten ¢, ; := T; A G;. Die Geraden t1; Vitao , t13Vitas,
ta1Vti o und ty 5 Viy 3 bilden mit den Tangenten 77,75 und den Geraden G fiir j € {1,2,3}
eine desarguessche Figur in P,R. Alle bisher beteiligten Geraden sind auch Geraden von
E'H;, da es sich entweder um Tangenten an () handelt oder um Geraden, die beide Tangen-
ten innerhalb des gewéhlten Quadrats schneiden und deswegen keinen Schnittpunkt mit
dem Kreis @) besitzen. Da PR desarguessch ist, schlieft sich die Figur und die Punkte
R(O, Yy + a, 1), bl = (t171 V t272) VAN (t271 V t172) und b2 = (t173 V t272) N (t172 V t273) liegen auf
einer Geraden B von PyR. Die Gerade B schneidet den Kreis, weil die Punkte d; und ds
innerhalb des von den Tangenten und (—a, p, 1) V (a, p1, 1) begrenzten Dreiecks liegen. Die
Gruppe 2 bildet jede Gerade von PR wieder auf eine Gerade von Ps;R ab. Die Gerade
L; N E'H, schneidet jede Gerade von PyR in maximal zwei Punkten, da es sich um Stiicke
von Kegelschnitten handelt. Folglich liegen die drei Punkte z,d; und ds nicht auf einer
Geraden aus £; und die Figur schliefit sich in E’H; nicht. [ |

3.2.4 Korollar. Fiirt # 0 lisst jede partielle Lineation ¢ aus W(H,;) die Mengen I H; und
EH, jeweils invariant, d.h. (dom(yp) N IH;)? C IH; und (dom(y) N EH;)? C EH,.

Beweis. Eine stetige injektive Lineation bildet desarguessche Umgebungen eines Punktes
auf desarguessche Umgebungen ab. |

Jeder Automorphismus von H, bildet die Quadrik, das Innere und das Aufere jeweils auf
sich ab. Also gilt folgendes Lemma:

3.2.5 Lemma. Alle Lineationen w € ) sind Automorphismen von E'H,.

Wir nennen eine partielle Lineation von H; linear, wenn sie die Restriktion eines Elementes
der Gruppe PGL3 R ist.

3.2.6 Satz. Seit # 0. Jede lineare partielle Lineation von E'H, ldsst sich zu einem Auto-
morphismus von H; fortsetzen.

Beweis. Sei [A] € PGL3R und sei ¢ = [A]}dom(sp). Fiir alle Punkte p € dom(y) miissen

alle Geraden der Menge p? vV I HY in der Menge p¥ \V I H; liegen, denn ansonsten miisste ein
Stiick eines Hyperbelastes auf ein Stiick einer kompakten (also nicht modifizierten) Gerade
von FE'H; abgebildet werden, was durch eine lineare Abbildung nicht méoglich ist. Da es
auch nicht moglich ist, ein Stiick einer Geraden aus L£5R durch eine lineare Abbildung
in einen Hyperbelast abzubilden, erhalten wir p? V THY = p? V THy und (L;)ye \ (p? V
ITHY) = (Li)pe \ (p¥ V IH,;). Die Tangenten von p? an IH; bilden den Rand von p¥ V
TH? im Biischel L,.. Folglich bildet die Lineation ¢ die Tangenten von einem Punkt
p € dom(yp) an den Kegelschnitt auf Tangenten von p? an den Bildkegelschnitt ab, welche
gleichzeitig auch Tangenten an den Kegelschnitt () sind. Nach 1.4.4 ist Bild(y) offen.
Folglich finden wir geniigend Punkte in dom(y) derart, dass der Kegelschnitt Q¥ durch die
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3.2. Die modifizierte hyperbolische Ebene

Bilder der Tangenten an () eindeutig bestimmt ist. (Ein Kegelschnitt ist durch die Vorgabe
von fiinf Tangenten festgelegt. Denn aus den Tangenten erhélt man mit der Polaritéit finf
Punkte auf dem Kegelschnitt und durch die steinersche Erzeugung kénnen alle Punkte des
Kegelschnitts aus fiinf Punkten konstruiert werden vgl. [33, IV.4].) Da diese Tangenten
an Q¥ auch Tangenten an () sind, stimmen die beiden Kegelschnitte iiberein. Nach 3.2.2
gilt [A] € PO3(R,1) = Q % (p). Wir nehmen an, dass [A] ¢ Q gilt. Dann existiert ein
w € Q derart, dass [A] = wp ist. Sei nun p € dom(p) und LY eine Gerade im Biischel
(L;),. Dann liegt (L¥ N dom(y))? in L™ EH,. Da ¢ eine Lineation ist, folgt Ly =
L{“P € {L¢] o € Q}. Wir wissen, dass 2 ein Normalteiler von PO, R ist. Folglich existiert
ein & € O derart, dass Gwp = pi. Aus L € {L¥| a € Q} folgt L) € {L¥| o € Q}. Das
ist ein Widerspruch, denn es gilt L # L;, aber p fixiert die Punkte [—1,0, 1] und [1,0, 1].
Folglich wiren die Geraden LY und L; zwei unterschiedliche Verbindungsgeraden dieser
beiden Punkte. Insgesamt wissen wir nun, dass [A] € Q die Fortsetzung von ¢ zu einem
Automorphismus von H; ist. [ |

3.2.7 Lemma. Mithilfe der Polaritét erhalten wir aus jedem Endomorphismus von I'H; =
I'Hy einen Endomorphismus der dufieren hyperbolischen Ebene E'H,.

Beweis. Die hyperbolische Polaritét ist folgende Abbildung [55, 13.12]:

7 PBR— LoR:R(z,y,1)— Ker(zy —1)
LoR — PR :Ker(zy 1) — R(z,y,—1)

Sei ¢ ein Endomorphismus der hyperbolischen Ebene I'Hy. Dann existiert ein [A] € PGL3 R
derart, dass ¢ = [A] ‘ 11, 8llt- Die Abbildung 7~ 7~ ist eine Abbildung von EH, in sich.
Mit

0

0

—1

erhalten wir Folgendes: Ein Punkt R(z,y,1) € EHy wird durch 7~ auf die Gera-
de (R(1,0,z),R(0,1,y)) abgebildet. Der Endomorphismus ¢ bildet diese Gerade auf
(R(1,0,2)A,R(0,1,y)A) ab. Diese Gerade wird durch 7~ auf R(z, y, 1)t0A "1 abgebildet.
Folglich ist [t9A "4 ein Endomorphismus von EHj. [ |

O = O

1
Lp = 0
0

HEHO

In 3.2.9 betrachten wir die entgegengesetzte Ebene von EF'H;, deswegen erinnern wir hier
an die Definition der entgegengesetzten Ebene:

3.2.8 Definition. [30, 1.1, 1.4] Sei (P, L) eine stabile Ebene. Sei K C L die Menge der
kompakten Geraden und sei N = |JK C P die Menge der Punkte, die mindestens auf
einer kompakten Geraden liegen.

Fiir K # () definieren wir die entgegengesetzte Ebene (P, £)* := (I, N). Die Inzidenzrela-
tion ist die inverse Inzidenzrelation von der in (P, L).

LOWEN beweist in [30], dass die entgegengesetzte Ebene einer stabilen lp-Ebene immer
eine stabile Ebene ist.
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3.2.9 Satz. Fiir t # 0 ist jeder Endomorphismus von E'H; ein Automorphismus und es
gilt End(EH;) = Aut(EH,) = Q.

Beweis. Die entgegengesetzte Ebene (vgl. 3.2.8) von EH, ist via Polaritéit isomorph zur
hyperbolischen Ebene. Jeder Endomorphismus von EH, bildet die Menge der kompakten
Geraden in sich ab und induziert folglich einen Endomorphismus auf der hyperbolischen
Ebene. Die Endomorphismen-Halbgruppe der hyperbolischen Ebene ist die Kompressions-
halbgruppe und ist eine Teilmenge von (PGL3 R) ‘ 5 Sei ¢ ein Endomorphismus von EH,.
Dann gibt es nach 3.2.7 einen Endomorphismus [A]| i, € (PGL3 R)| 1
perbolischen Ebenen derart, dass ¢ die Restriktion von [,gA "] =: ¢ auf EH, ist. Die
Abbildung ¢ ist ein Element von PGL3R. Folglich ist ¢ eine lineare partielle Lineation
von E'H; mit dom(p) = EH,;. Aus 3.2.6 folgt, dass ¢ € Q‘EHt gilt. Folglich ist ¢ ein
Automorphismus von EH;. [ |

der inneren hy-

3.2.10 Bemerkung. Die Tatsache, dass jeder Endomorphismus surjektiv auf der Geraden-
menge ist, ist unabhéngig vom Vorkommen von Endomorphismen: Fiir t # 0 besitzt E'H,
keine echten Endomorphismen, fiir t= 0 erhalten wir nach 3.2.7 mithilfe der Polaritéit aus
jedem Endomorphismus von I'H; einen Endomorphismus auf E'H;. In beiden Féllen sind
die Endomorphismen surjektiv auf der Geradenmenge.

3.2.11 Korollar. Sei ¢ € W(H;) mit dom(v)) N IH; # () und dom N EH; # (). Dann gibt

es einen Automorphismus w € () so, dass ) = w} dom(1) gilt.

Beweis. Sei v € W. Nach Korollar 3.1.14 ist 1/1‘ i, eine lineare Abbildung. Sei also
Mdem(w)mmt = [A]‘dom(w)mHt fir eine Abbildung [A4] € PGLsR. Da jeder Punkt von

dom(v) N E'H,; Schnittpunkt von zwei Geraden ist, welche I H; schneiden, und die Fortset-

zung einer partiellen Lineation nach 2.2.7 eindeutig ist, gilt 1/1‘ dom()NEH, = [A] ‘ dom()NEH:

Folglich ist w‘ dom (1) eine lineare partielle Lineation von E'H;, welche sich nach 3.2.6

NEH;
zu einem Automorphismus von EH; fortsetzen ldsst. Wiederum wegen der Eindeutigkeit

der Fortsetzung folgt [A] € €. |

Wir erhalten einen lokalen Fundamentalsatz fiir die &uflere modifizierte hyperbolische Ebe-
ne:

3.2.12 Satz. Sei ¢ eine partielle Lineation von E'H;. Sei G € L; eine kompakte Gerade
von E'H;, die mit dom(t)) mindestens einen Punkt gemeinsam hat. Das Bild von G un-
ter 1 liege in einer kompakten Geraden von E'H;. Dann lédsst sich i eindeutig zu einem
Automorphismus von H; fortsetzen.

Beweis. Das Definitionsgebiet dom(1)) ist offen. Folglich ist G Ndom(¢)) eine offene Menge
von G. Die Menge der kompakten Geraden ist offen in L£;. Folglich gibt es eine offene
Menge kompakter Geraden derart, dass das Bild dieser Menge unter v in der Menge der
kompakten Geraden liegt. Nach Korollar 2.3.6 ldsst sich ¢ zu einem Automorphismus von
PR fortsetzen. Folglich ist 1 eine lineare partielle Lineation von E'H;, welche nach 3.2.6
zu einem Automorphismus von H; fortgesetzt werden kann. |
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Als Ausblick sei hier kurz erwihnt, dass sich das stabile Dreieck (Ej, (L{})g,), wobei
L = {Ly| w € Q} ist, nicht in die reelle projektive Ebene PR einbetten ldsst. Das sieht
man mithilfe des lokalen Fundamentalsatzes fiir stabile Dreiecke in P,F (2.3.6) und durch
Betrachten von Paaren von Punktstandgruppen und Geradenstandgruppen. Der Beweis
wiirde an dieser Stelle zu weit fithren.

Sei ¢ := W, (H;) die Menge der linearen partiellen Lineationen von H,, also die Menge
der partiellen Lineationen, die Restriktion einer Abbildung [A] € PGL3 R sind. Wir wissen
nun, dass jede Lineation ¢ € ® eine Restriktion eines Automorphismus w € §2 oder eine
Restriktion einer partiellen Lineation o € W, (I'H;) \ Q} 1H der inneren hyperbolischen
Ebene, die isomorph zur hyperbolischen Ebenen H aus 3.1.12 ist. Nach 3.2.6 liegt im
zweiten Fall das Definitionsgebiet von ¢ ganz in I H;. Ob es partielle Lineationen gibt, die
alle Geradenstiicke von kompakten Geraden von E'H;, die das Definitiongebiet schneiden,
in Geraden der Menge {L;" | we Q} abbilden, bleibt als Frage offen. Wir betrachten im
Folgenden die Menge %.

3.2.13 Lemma. Die Relation @ ist auf ® eine Aquivalenzrelation und % erfiillt die Ver-
kniipfungsvoraussetzung.

Beweis. Jede Lineation ¢ € @ ist entweder Restriktion eines Automorphismus w € €2 oder
Restriktion eines Elementes von W4, (IH;) \ Q‘ H, In beiden Fallen gibt es nach 3.2.6 und
3.1.14 nur eine eindeutige Fortsetzung zu einer maximalen partiellen Lineation. Folglich
ist @ auf ® eine Aquivalenzrelation. Die Verkniipfung von zwei Elementen von ® ergibt
immer eine lineare partielle Lineation von H;, die sich entweder nach 3.2.6 eindeutig zu
einem Element von ) oder nach 3.1.14 eindeutig zu einem Element von W, (IH;) \ Q} .

fortsetzen lasst. Folglich erfiillt % die Verkniipfungsvoraussetzung. |

Im Folgenden sehen wir, dass die Abbildung @: & — % nicht offen ist:

3.2.14 Bemerkung. Die Menge % sei mit der Quotiententopologie versehen. Wir wéahlen
eine offene Umgebung ||C, U] eines Automorphismus ¢ € PO3(R,1)! so, dass die kom-
pakte Menge C' auflerhalb der Quadrik (), also in E'H, liegt. Dann enthélt die Umgebung
|C, U]|| keinen echten Endomorphismus der hyperbolischen Ebene I'H. Wir betrachten die
saturierte Menge (||C,U||*)* . Diese enthiilt die Einschréinkung von ¢ auf IH,, das In-
nere der Quadrik. Da die Automorphismen der hyperbolischen Ebene auf dem Rand der
Endomorphismen-Halbgruppe liegen (vgl. 3.1.13), liegt in jeder Umgebung von go‘ 19 €10
echter Endomorphismus von I'H,. Folglich ist (||C,U||*)®  keine Umgebung von gp} 1 und
die Quotientenabbildung ist nicht offen.

Im Folgenden sehen wir, dass die Verkniipfung mq, nicht stetig ist, wenn % mit der durch
® induzierten Spurtopologie versehen wird:

3.2.15 Bemerkung. Wir identifizieren nun % mit D4, = ® NV, (Hy), den Elemen-
ten von ® mit maximalen Definitionsgebieten, und topologisieren ®,,,, mit der Spur-
topologie. Wir wahlen einen echten Endomorphismus der inneren hyperbolischen Ebene
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¢ € End(ZH;). Dann ist ¢ ein Element von ®,,,,. Es gilt mo(p, p~1) = idy,. Sei C eine
kompakte Teilmenge von E'H,; und ||C,U|| eine Umgebung von idy,. Seien K (p, Dy,e1)
und K(p~!, Dy, e9) Umgebungen von ¢ bzw. ¢~ !. Sei ¢ das Minimum von €, und dem
Abstand von Dy zur Quadrik (). Die partielle Lineation ~ : x — (1 — &)z ist ein Endomor-
phismus von I'H; und folglich ein Element von V,,,.. Aulerdem ist die Menge Do im Bild
von v, also ist diese auch im Bild von ¢~ 1~. Insgesamt haben wir gezeigt, dass =17 eine
Element von K (o™, Dy, &5) ist. Aber es gilt mg(p, o~ 17) = v und v liegt nicht in ||C, U]],
weil v nicht auf C' definiert ist.

3.3. Die lokale Gruppe der Endomorphismen

Sei (¥,0) := (V(P),o) die lokale Halbgruppe der partiellen Lineationen der stabilen
Ip-Ebene P = (P, L£). Wir suchen im Folgenden die kleinste lokale Gruppe, welche die
Endomorphismen-Halbgruppe End(P) enthiélt.

3.3.1 Definition. Sei Endp := End(P) die Menge der Endomorphismen von P. Wir be-
zeichnen mit Endy die Menge {¢='| ¢ € Endp} und definieren

E = Endp UEnd; .

Die Relation @ ist auf E eine Aquivalenzrelation, weil F Teilmenge von V,,,, ist. Die
Aquivalenzklassen sind einelementig.

3.3.2 Lemma. % erfiillt die Verkniipfungsvoraussetzung fiir mg, aus 1.7.6.

Beweis. Seien o, € E. Dann gilt {a} = [a|o und {8} = [Blo. Seien 7,7 € E mit
aoff = 7} dom(aof) ﬂ dom(aod)” Wir zeigen nun, dass in allen Fallen v = 7 gilt. Wenn
7,7 € Endp sind, dann gilt dom(y) = dom(%) = P. Folglich gilt v = 4, denn beide
Lineationen sind die eindeutige Fortsetzung von avo 3 auf P. Wenn v, € Endj sind, dann
gilt Bild(y) = Bild(y) = P. Demnach gilt y~! = 57!, denn beide Lineationen sind die
Fortsetzung von (oo 3)~! auf P. Also gilt v = 7. Ansonsten gilt ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit v € Endp und 4 € Endj. Folglich gilt dom(y) O dom(5) 2 dom(a ¢ 3) und
beide Lineationen sind eine Fortsetzung von « ¢ 3. Also ist v eine Fortsetzung von 7. Da
beide Lineationen Elemente von V.. (P) sind, folgt v = 7. [ |

Nach 1.7.7 ist die Verkniipfung my, aus 1.7.6 auf g wohldefiniert. Ab jetzt identifizieren
wir F mit g und erhalten eine partielle Verkniipfung auf E, die wir mit mZ bezeichnen.
Fir ¢, ¢ € E gilt
(1, ¢) € dom(o)

ed B <=
¥.¢) om(m) { HeE: Ppop= 7‘dom(ww)
Es gilt dann mZ (v, ) = 7. Wenn @ auf ¥ eine Aquivalenzrelation ist, dann stimmt m2 mit
der partiellen Verkniipfung iiberein, die durch (%, mg) auf E induziert wird, und mZ (¢, )
ist das maximale Element in [¢) ¢ ¢]q.
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3.3.3 Lemma. Sei ¢ € Endp und ¢ € Endy, dann ist (¢, ¢) € dom( P) genau dann,
wenn ) # (Bild(¢)) N dom(p)) € {Bild(¢), dom(p)}. Es gilt dann mZ (¢, @) =1 o @.

Beweis. Sei ) € Endp und ¢ € Endp und 0 # Bild(¢) N dom(p). Dann ist ¢ ¢ ¢ in
(¥, ¢) definiert. Wir nehmen an, dass sich die partielle Lineation 1) ¢ ¢ zu einer Lineation
v € E fortsetzten lisst. Da das Definitionsgebiet von ¢~! die gesamte Punktmenge P
ist, ist v o ¢! in (¥,0) definiert, und wegen v‘dom(woap) = 1) o ¢ folgt, dass v o ¢! eine

Fortsetzung von @D} dom ist. Also ist v ¢ ¢! eine Einschrinkung von ).

(o)
Ist v € Endp, dann ist wegen Bild(y) € P = dom(p~!) das Definitionsgebiet von ~y ¢ =1
gleich dem Definitionsgebiet von ~, welches als P vorausgesetzt ist. Folglich ist yo o=t = 1)
und es gilt

dom(yp) = Bild(¢™") D Bild(y o ¢~ 1) = Bild(¢) .
Ist v € Endp, dann folgt yo o' = w‘dom(y). Da Bild(vy) = P gilt, erhalten wir

Bild(y) D Bﬂd(@b}dm(w) = Bild(y o ¢™!) = Bild(¢ ™) = dom(¢p) .

Umgekehrt gilt: Wenn Bild(¢)) Ndom(y) € {Bild(¢), dom(¢p)} ist, dann gilt dom(¢op) = P
oder Bild(¢ ¢ ¢) = P und es folgt, dass 1 ¢ ¢ ein Element von F ist. [ ]

3.3.4 Satz. (E,m?f) ist eine lokale Gruppe im Sinne von Malcev.

Beweis. Wir erinnern uns an die Definition 1.7.2. Die Axiome (i), (ii) und (iii) sind erfillt.
Zu zeigen bleibt nur noch Axiom (iv), die Assoziativitdt. (W,o) ist nach 1.4.9 generell
assoziativ. Deswegen werden Produkte mit der Verkniipfung ¢ ohne Klammern geschrieben
Wir zeigen im Folgenden fiir a, 3,7 € E: Wenn («, 3) und (8,7) Elemente von dom(mZ)
sind und mZ(mE(a, 8),7) oder mZ(a, mE(3,~) definiert ist, dann ist a ¢ S o in (¥, <>)
definiert. Daraus folgt dann die Giiltigkelt von Axiom (iv). Denn sei ) # D := dom(ao o)
und 6 := mZ(a, mZ (3, 7)) definiert, dann ist D**? eine Teilmenge von (Bild(mZ(a, 3)) N

dom(~y)), denn es gllt mE(a, ﬁ)‘dom(aoﬁ) = aof. Also ist (mZ(a, 3),7) € dom(¢) und 6 ist

eine Fortsetzung von mZ(«, 3) ¢ v zu einem Element aus E. Folglich ist mZ(mZ (a, 3),7)
definiert und es gilt mZ (mZ («a, 3),v) = . Falls statt der Definiertheit von mZ (o, mZ (3, 7))
die Definiertheit von mZ (mZ (a, 3)) vorausgesetzt ist, schlieBen wir analog.

Wenn (a, 3,7) € (Endp)?® oder (a,3,7) € (Endz)? gilt, dann ist a ¢ 3 o 7 definiert, da
Endp eine Halbgruppe ist.

Seien im Folgenden 11,1y € Endp und ¢ € Endp.

Da Bild(p) = dom(t;) und dom(tpg) = P gilt, ist ¢ © 11 © 1y in (¥, o) definiert.

Weil Bild(¢) = dom(v,) gilt, ist ¢ © ¥y in (¥, o) definiert. Sei nun (¢, ) € dom(mZk),
dann ist nach Lemma 3.3.3 die Punktmenge D := Bild(¢;) N dom(p) nicht leer, folglich
liegt D¥1 " im Definitionsgebiet von 1 ¢ p ¢ 1s.

Wenn mZ (mE (11,1,), @) definiert ist, dann ist (¢, ¢ 1) © ¢ nach Lemma 3.3.3 in (¥, )
definiert.

Falls mZ (11, mE (1, ) in (E, mE) definiert ist, dann ist nach Lemma 3.3.3 auch 1y0p € E
und nach demselben Lemma folgt, dass ¢ ¢ (¢2 o) in (¥, o) definiert ist.
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Fiir Tripel aus den drei Lineationen ¢ € Endp und ¢, 2 € Endy erhalten wir aus oben
Bewiesenem die gewiinschten Aussagen durch das Betrachten der Tripels aus den drei
Lineationen ¢~! € Endy und 01, 0,1 € Endp und der Tatsache, dass fiir o, 3,7 € ¥
genau dann «a ¢ 3 ¢ v definiert ist, wenn (a0 o)t =~ o7 oa™! definiert ist. W

Sei Tg die von Ty(py auf F induzierte Spurtopologie. Im Folgenden untersuchen wir die
topologischen Eigenschaften von (E,7g) unter der Voraussetzung, dass P eine Mannig-
faltigkeit ist. Wir werden feststellen, dass es im Allgemeinen keine Umgebung V von id
in £ gibt, dass V x V in dem Definitionsgebiet der Verkniipfung dom(mZ) enthalten ist,
die lokale Gruppe (E, mZ) aber alle anderen Axiome einer topologischen lokalen Gruppe
erfiillt.

3.3.5 Lemma. Sei P eine Mannigtaltigkeit. Dann ist das Invertieren in (E, Tg) eine stetige
Abbildung.

Beweis. Nach Lemma 1.5.20 ist das Invertieren in (W, 7y) stetig. Da das Invertieren in

E die Restriktion des Invertierens in W auf F ist, folgt die Stetigkeit des Invertierens in

3.3.6 Lemma. Sei P eine Mannigfaltigkeit. Dann ist die Verkniipfung mZ in (E, Tg) stetig.

Beweis. Sei £ := (E x E\ (Endp \ Autp) x (Endp \ Autp)) N dom(mf). Nach Lem-
ma 3.3.3 stimmt mZ auf E mit der Verkniipfung ¢ iiberein. Weil 75 die Spurtopologie
ist und da o nach 1.5.20 stetig ist, ist mZ nach [3, I11.8.2] stetig auf .

Zu beweisen bleibt die Stetigkeit auf dem restlichen Definitionsgebiet. Seien (p,1) €
(Endp x Endp) N dom(mf). Sei o := m&(¢p,1)). Die Lineation « ist eine Fortsetzung
der Lineation ¢ ¢ 1. Da Bild(¢) = dom(2) ist, gilt dom(p ¢ ¥) = dom(p). Es folgt
dom(a) O dom(y) und Bild(«) D Bild(%)). Im Folgenden sind die Subbasiselemente ||C, U ||
Elemente der Topologie 7y. Sei ||C,U|| N E eine Umgebung von « in E. Nach 1.5.10 fin-
den wir endlich viele kompakte Teilmengen 1, ..., C} von dom(y) und offene Teilmengen
Uy, ..., Uy in P derart, dass (\\_,[[C;, U; JNEndp C [|C, U|NE gilt. Da C* = C¥** < Bild(¢))
gilt, konnen die Mengen U; als Teilmengen von Bild(¢)) gewéhlt werden. Weil nach 3.3.5
das Invertieren in FE stetig ist, finden wir eine Umgebung O von o' in E so, dass
O~! C ||C,U]| N E gilt. Insbesondere sind alle Elemente aus O~' auf C definiert. Wie
eben finden wir endlich viele kompakte Mengen C,...,C; in Bild(¢)) und offene Mengen
Uy, ..., U; in dom(y) derart, dass ﬂgzl [Léj, U]JJ NEndp C O gilt. Insbesondere liegt fiir alle

v E ﬂ;zluéj, U; || N Endp die Menge C' in Bild(y). Also gilt insgesamt

k

G TN (C. U 'nE C |C,UINE .

=1 Jj=1

Die Umgebung N, [C:, Us]] N ﬂ;zlué’j,ﬁjﬂ_l ist eine offene Umgebung der Lineation
@ o1 in ¥(P). Nach 1.5.20 ist die Verkniipfung ¢ stetig in dom(¢) und dom(o) ist offen
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in U(P) x U(P). Folglich finden wir Umgebungen A von ¢ und B von ¢ in W(P) derart,
dass A x B C dom(¢) und

k l
AoBc (G, UL n (G, T,
i=1 J=1

gilt. Insgesamt folgt, dass die Mengen AN E und BN E offene Umgebungen von ¢ bzw. 1
sind und

mE(ANE,BNE)C|C,U|NE

gilt. Denn fiir « € AN E sowie # € BN E und mit v € E mit der Eigenschaft 7} dom(acs) =
a o 3 gilt

k 1
aof e ﬂLLC'i, Ui N ﬂLLC'j, Ul
i=1 J=1

und es folgt

k l L

v € ﬂHCz‘, U n ﬂHCja U=

i=1 j=1

Also ist mZ stetig. -

Das Definitionsgebiet dom(mZ) enthélt nicht immer das kartesische Produkt V x V einer
Umgebung V der Identitéit, wie folgendes Beispiel demonstriert:

3.3.7 Beispiel. Wir betrachten die reelle hyperbolische Ebene H := (H, Ly ) wie in 3.1.12.
Sei V eine beliebige Umgebung des Neutralelements id in W(H). Nach 1.5.18 finden wir end-
lich viele Umgebungen K (id, D;,¢;) mit i € E so, dass die Schnittmenge (. K (id, D;, ;)
eine Teilmenge von V ist. Da H nicht kompakt ist und alle kompakten Kugeln D; Teilmen-
gen von H sind, wird H nicht durch die Vereinigung der D; iiberdeckt und die Kugeln D;
besitzen einen positiven Abstand zum Rand des Abschlusses von H. Sei ¢ das Minimum
der ¢; und den Abstinden von D; zum Rand von H. Die Lineationen

9 _
c: H—H:2z— °

T

2—c¢

z+(5,0,0R

H H™:

sind Endomorphismen von ‘H und liegen mitsamt ihren Inversen in (), K (id, D;, e;) N E.

Es gilt Bild(o) N Bild(7) ¢ {Bild(c),Bild(r)} und nach 3.3.3 folgt, dass (o,77') kein
Element von dom(mZ) ist.

3.3.8 Satz. Sei P eine Mannigtfaltigkeit. Die lokale Gruppe (E,Tg) ist lokalkompakt.

23



3. Beispiele

Beweis. Sei ¢ € FE. Nach Satz 1.6.8 finden wir D C P und e > 0 derart, dass
K (¢, D,e) eine kompakte Umgebung von v in (W, 7y) ist. Wir betrachten eine Folge

. N
(n)nen € (K (v, D,e) N E) . Diese besitzt einen Haufungspunkt in W. Gegebenenfalls
durch Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir also annehmen, dass die Folge (©n)nen ge-
gen ¢ € (f((z/z, D, 5)) konvergiert. Wenn es in (¢, )nen eine Teilfolge (¢ )nexcy von En-
domorphismen gibt, dann konvergiert diese Teilfolge gegen ¢ und wegen 1.6.5 gegen einen
Endomorphismus ¢, der eine Fortsetzung von ¢ ist. Wenn es in (¢, ),en keine Teilfolge
von Endomorphismen gibt, dann gibt es eine Teilfolge (¢!, )nercn von inversen Endomor-
phismen. In diesem Fall konvergiert die Folge (¢!,)nercn gegen ¢. Nach 1.5.20 ist das
Invertierens in (W, 7y) stetig. Folglich konvergiert die Folge der Inversen dieser Teilfolge,
also die Folge der Endomorphismen (¢’,, l)neTgN, gegen ¢!, Wegen 1.6.5 konvergiert diese

Folge auch gegen den Endomorphismus ¢’ ~!der Fortsetzung der partiellen Lineation ¢!
ist. Insgesamt folgt, dass K (¢, D,e) N E eine kompakte Umgebung von v ist. |

3.3.9 Satz. Sei P eine Mannigfaltigkeit. Die Topologie T erfiillt die Trennungseigenschaft
T5.

Beweis. Sei a # § € E. Wir finden Subbasiselemente ||Cy,U; || und || Cs, Us || in 7y mit
kompakten Umgebungen C; und Cs so, dass a € ||Cy, Uy || Z 8 und g € [|Co, Us]| Z « gilt,
ansonsten besitzen o und 3 nach 1.5.13 disjunkte Umgebungen.

Da E nach 3.3.8 lokalkompakt ist, finden wir kompakte Umgebungen C, C ||Cy, Ui || N E
bzw. Cz C ||C, Us|| M E von « bzw. 3 in E. Also sind alle Lineationen v € C, N Cg auf
C1UC5 definiert. Fiir v # 79 € E gilt 1 ‘C'lUCz #* 72‘01UC'2’ da die Fortsetzung von v, ‘ClLJCz
zu einem Endomorphismus oder zu einem inversen Endomorphismus eindeutig ist. Folglich
gibt es nach 1.5.13 fiir alle v € C, NCp disjunkte offene Umgebungen A, von o und B, von
v in ¥. Die Mengen B, N E bilden eine offene Uberdeckung der kompakten Menge C, NCj.
Folglich finden wir eine endliche Menge £ in C, N Cs so, dass Uwe B, NE DC,NCs gilt.
Dann sind ﬂyeg A, NC, und Cg disjunkte Umgebungen von o bzw. 3. [ |

3.3.10 Korollar. Sei P eine Mannigfaltigkeit. Dann erfiillt die Topologie T die Trennungs-
eigenschaft Tj.

Beweis. Ein lokalkompakter Raum, der T erfiillt erfiillt auch 73 [11, 5.6]. |

3.3.11 Korollar. Sei P eine Mannigfaltigkeit. Dann ist die Topologie von E metrisierbar
und separabel.

Beweis. Die Topologie von E erfiillt die Trennungseigenschaften 7, und 73 und besitzt
eine abzihlbare Basis der Topologie (vgl. 3.3.9, 3.3.10, 1.5.3). Folglich ist £ nach dem
Urysohnschen Metrisationssatz metrisierbar und separabel [11, 10.6]. n
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4. Die Moulton-Ebenen

4.1. Grundlegendes zu den Moulton-Ebenen

4.1.1 Definition. Die reelle projektive Ebene P;R = (P, L) besitzt als Punktmenge P
die Menge der eindimensionalen Untervektorrdume des R3. Wir betrachten jeden zweidi-
mensionalen Untervektorraum des R als Menge der in ihm enthaltenen eindimensionalen
Unterrdume. Jede Gerade L € L ist eine solche Menge. Die Inzidenzrelation ist die Element-
relation. Wir benutzen fiir einen Punkt R(x,y, z) aus P die Kurzschreibweise [z, vy, z]. Als
Ferngerade von PyR bezeichnen wir die Gerade goo = {[z,y,0]| (z,y) € R*\ {(0,0)}}.
Die reelle affine Ebene A;R = (P, L) besitzt die Punktmenge P := P\ go, und die Gera-
denmenge L := {LNP| L€ L\ {gx}}.

Die Unterebene (Hpg, Ly,) mit Hp := {[z,y,1]| © > 0,y € R} bezeichnen wir als rechte
Halbebene, die Unterebene (Hy, Ly, ) mit Hy, == {[x, y, 1] 2 <0,y € ]R} bezeichnen wir
als linke Halbebene. AufBerdem definieren wir die Mengen Hg := {[z,y,1]| z > 0,y € R}
und Hy := {[z,y,1]| <0,y € R}.

Die Geraden der reellen affinen bzw. der reellen projektiven Ebene bezeichnen wir in fol-
gender Weise:

4.1.2 Definition. Fiir z € R sei L, = {[z,t,1]| t € R} und I, := L, U {[0,1,0]}. Fiir
s,t € Rsei Lyy = {[x, sz +1,1]| z € R} und I, := Ly, U{[1,s,0]}.

In diesem Kapitel werden Wirkungen der Gruppe PGL3 R auf der Punktmenge P eine Rolle
spielen. Deswegen ist es giinstig die folgende Definition der Moulton-Ebenen zu verwenden:

4.1.3 Definition. Fiir reelle k # 0 sei die affine Moulton-Ebene My, := (P, L) gegeben
durch die Punktmenge P = {[z,y,1]| (z,y) € R*} und die Geradenmenge

Ly, :={Ly| s>0,t eR} U{L,

s<0,t€R}U{Lx| xeR} ,

mit L}, = {[z,se+t,1]| 2 <0} U{[z,skx+¢,1]| « >0} .

Das heifit, die Geraden der Moulton-Ebene sind die Geraden der reellen affinen Ebene,
wobei die Geraden mit negativer Steigung durch (an der Knickachse ly) geknickte Geraden
ersetzt worden sind.
Die Ebene My, := (P, L},) ist der projektive Abschluss der affinen Ebene M. Hierbei ist
P = PUgs mit der in 4.1.1 definierten Punktmenge P und der Ferngerade go.. AuBerdem
ist

L= {l| s>0teR}U{I,

mit I}, := L}, U{[L,s,0]}.

s<0,teR}U{l| 2 €R}U{go}

Es ist bekannt, dass die Moulton-Ebenen nicht desarguessch sind [55, 31.25]. Zur Veran-
schaulichung ist in Abbildung 5 eine Desargues-Figur gezeichnet, welche sich nicht schlieft.
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4. Die Moulton-Ebenen

gl

Abbildung 5: Eine sich nicht schlieBende Desargues-Figur in M,

4.1.4 Bemerkung. Die Zuordnung der Fernpunkte zu den Geraden in Ly \ {Lx | z € R}

erfolgt nach folgender Regel: Wenn M € L, in der linken Halbebene mit M € L iiberein-
stimmt, dann ist M A Jso der Fernpunkt von M.

Zu beachten ist, dass die durch R* auf M, induzierte Topologie nicht mit der Topologie
iibereinstimmt, durch die M, zu einer kompakten projektiven Ebene wird. Dies sehen wir
daran, dass in der durch R?® induzierten Topologie der Punkt [1,s,0] ein Hédufungspunkt
der Punkte des Geradenstiicks L7, Hy, ist, wohingegen sich die Punkte des Geradenstiicks
L;, N Hg nicht gegen [1,s,0] sondern gegen [1, ks, 0] hidufen. In [55, 32.1 u. 32.2] ist be-
schrieben, auf welche Weise die Topologie auf dem projektiven Abschluss einer R?-Ebene
konstruiert wird, dass man eine kompakte projektive Ebene erhalt: Den vervollstindigten
Geradenraum L betrachtet man als Einpunkt-Kompaktifizierung von L. Die Mengen der
Form J, \ J,, wobei p,q € P und J, bzw. J, disjunkte offene Intervalle in den Biischeln
L, bzw. L, sind, bilden eine Subbasis der Topologie fiir den Punktraum P.

4.1.5 Bemerkung. Fiir jede partielle Lineation ¢ € W(My,) der Moulton-Ebene M, gibt
es eine offene Teilmenge U C dom(v)) so, dass die Abbildung 1 auf U mit einer Abbildung
a € PGL3 R iibereinstimmt. Wir sagen dann a‘U € U(My) NP (AR).

Beweis. Wir wiithlen die Menge U so, dass U und UY jeweils eine Teilmenge von entwe-
der Hy oder Hy, sind. Nach dem lokalen Fundamentalsatz von LOWEN [31] ist 1| , die
Einschrinkung eines Automorphismus der reellen projektiven Ebene.

Im Folgenden bezeichnen wir mit GL3 R die reellen 2 x 2 Matrizen mit positiver Determi-
nante.

4.1.6 Lemma. Wir betrachten die Abbildung

1{0 0
AN GLJR—PGIL3R: A— | 0
o| A
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4.1. Grundlegendes zu den Moulton-Ebenen

Die Abbildung X ist ein stetiger und offener Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Das Rechnen mit Blockmatrizen liefert, dass die Abbildung ein Gruppenhomo-
morphismus ist. Wir betrachten zuerst die Abbildung

. 110 0
M GLJR—GLz3R: A~ [ 0
ol A

Sei A € GL3 R und sei U(A) eine offene Umgebungsbasis von A in GLJ R. Die Menge
U, = {{BX ‘ Be VA} ‘ Vi€ U(A)}

ist eine offene Umgebungsbasis von 4* in (GL3 R))‘. Denn R3*3 triigt die Produkttopologie

und (GL;r R))‘ C GL3R ist mit der Spurtopologie versehen. Somit gilt fiir jede offene
Umgebung V4 € U(A)

(Vi) = {BX } Be VA} .

Weil die Abbildung X injektiv ist, erhalten wir daraus, dass A offen und stetig ist.
Die Abbildung
[]:GL3sR — PGL3R: X — [X]

ist stetig, da das die Quotientenabbildung ist, beziiglich derer PGL3 R die Quotientento-

pologie tragt. Folglich ist | H QLY R)S stetig. Wir wollen nun einsehen, dass diese Abbildung
2

offen ist. Dazu betrachten wir fiir A € GL; R ein Element der Umgbungsbasis U 5. Sei
U(1) eine offene Umgebung von 1 in R und sei U(0) eine offene Umgebung von 0 in R. Es
gilt

) . 110 0
BA‘ Bev,b ={ |70 BeV,
{ } B
_ib c
~{ |72 B a€U(1),bc,decU(0),BeVypn(GLIR)" .
e
Auflerdem ist
alb c L=
d acU(l),be,diec U(0),BeVy
e B
alb c
=r| d a€U(l),bc,decU(0),BeVyreR\{0}

alb c

ac€U(l),b,c,dye e U(0),B € Vy

I
-
Sy
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4. Die Moulton-Ebenen

Das ist eine Vereinigung von offenen Mengen in GL3 R. Folglich ist

alb c
d

.| B

offen in PGL3 R. Insgesamt erhalten wir die Offenheit von [ ]|

acU(l),b,c,dyec U(0),BeVy

(GL} R)Y .

4.1.7 Definition. Fiir den Rest des Kapitels betrachten wir ein festes k > 1. Wir bezeich-

nen
10
1 (1) con.

Fiir x > 0 sei
Ay = (21)>.

Wir betrachten die Abbildung

e (P Ly) — (P,L):z+— x .

AuBerdem bezeichnen wir mit zo, = [1,0,0] den Fernpunkt der x-Achse und mit y,, =
[0,1,0] den Fernpunkt der y-Achse

4.1.8 Bemerkung. Die Abbildung v, ist keine Lineation, aber es gilt {Lk‘HL : Lk}HR} C
U (M, AsR).

Ferner ist { Ay, } eine Teilmenge von ¥(My) N W(AR).

‘HL ’ Ak‘HR
Beweis. Es gilt (Hy, (Ly)n,) = (Hp, Ly,) und (Hg, (Lx)n,) = (Hg, Lg,,). Deswegen sind
die Abbildungen Lk‘ H, und Lk} Ha Einbettungen.

Es ist Ay € PGL3R und g% = g, und folglich ist A,
und H 2’“ = Hpg. Also gilt insgesamt { A

‘P € W(AyR). Ferner ist Hi* = Hp,

‘HL’Ak‘HR

Wir wollen die Abbildung A, € PGL3R nutzen, um geknickte Geraden in Geraden der
reellen projektiven Ebene abzubilden und umgekehrt. Dazu definieren wir die folgenden
Abbildungen:

4.1.9 Lemma. Fiir (b,c) € {(1,1), (1, k™), (1,k), (K71, 1), (k,1)} definieren wir

2™ fiir v € Hy U goo

[[b|c]]:PHP:x'_>{xAC fiir v € Hp

Dann gilt:

e DI, = 1Y,
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4.1. Grundlegendes zu den Moulton-Ebenen

b
2l = 0

[blefo~" '] = 1

Fiir alle t € R ist 17 = I,

Fiir alle s < 0 und allet € Rist (I )11 = 1, € £\ Ly und (I%,)IF1) = 1, € £\ Ly

Beweis. Fs ist I = 10", Da [0,y,u]™ = [0,y,u] und [1,0,0]" = [1,0,0] gilt [b|c]|, =

]l’\‘ und 22 — 4.

Die Halbebenen H r und Hpg, die Ferngerade g,, und die Gerade [, werden durch die
Abbildung A, jeweils auf sich abgebildet. Somit erhalten wir [blc][b~!|c71] = 1. Sei (b, ¢)
wie in der Voraussetzung. Mit z = ¢ 'z und y = b~z erhalten wir

1 = {[1,0,00}* U (o, N HP)™ U (lo, N Hp)™
={[1,0,0} U {2, t,1]| z <0} U{[c "z, ¢t,1]| = >0}
:{[1,0,0]}U{[y,t,1” yﬁO}U{[z,t,lH Z>O} = oy

sowie

[[blcﬂ (l:t (Hy Ugoo))Ab (l:tﬂHR)AC
{[130}Abu{x5x+t1]|x<0} U{xksx+t1]|x>0}
={7 ", s, 0y u{b 'z, sz +t,1]| <0} U{[c 'z, skx +¢,1]| = > 0}

= {[1,bs,0]} U ({ly,bsy + t,1]| y <0} U {[z, skez +t,1]| 2> 0}) .

Mit (b,c) = (1,k7") erhalten wir
=)0l =1, e L.
Hingegen gilt mit (b, c) = (k, 1) folgende Gleichheit
)M =1, e
Damit sind alle Aussagen bewiesen. ]
4.1.10 Bemerkung. Die Abbildung
[blc]er mit (b, c) € {(1,1), (1, k™), (1, k), (K™, 1), (k, 1)}

ist keine Lineation. Wie wir gerade gesehen haben, kénnen wir durch geeignete Wahl von
b und c geknickte Geraden der Moulton-Ebene M, auf fallende Geraden der reellen pro-
jektiven Ebene abbilden. Die steigenden Geraden der Moulton-Ebene werden hierbei nicht
in Geraden der reellen projektiven Ebene iiberfiihrt.
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4. Die Moulton-Ebenen

4.1.11 Definition. Sei U eine offene Teilmenge von P, die ganz in Hg oder ganz in Hp,
liegt. Sei 1 eine partielle Lineation von My, deren Definitionsgebiet U enthélt, derart
gewéihlt, dass UY ganz in einer der beiden Halbebenen Hr oder Hj, liegt. Sei L € L, U Ly,
mit L NU # (). Wir bezeichnen mit sy (L) die Steigung von L NU, wobei wir L N U als
Stiick einer Geraden in PsR betrachten und die Steigung dieser Geraden bestimmen. Statt
sy (L?) schreiben wir kurz sj,(L). Fiir L|| Lo bzw. L A ly € goo setzen wir sy (L) = co.

Durch geeignetes Einschrinken der Abbildungen [1|k~ ¢z und [k|1]tx werden wir Linea-
tionen erhalten. Dazu definieren wir in P folgende Punktmengen.

4.1.12 Definition. Sei p € R.
S(p) = {[z.y,1]| 2(y —p) > 0} U{[z,s2,0]| € R, s > 0}

S(—o0) := Hg, S():=Hp
F(p) = {[z,y,1]| 2(y —p) <0} U{[z,s2,0]| z € R,s <0}
F(=00):=0, F(c0):=0

Das Komplement von zwei Geraden in M, besteht aus zwei Zusammenhangskomponenten,
die wir im Folgenden Halbebenen nennen. Die Zusammenhangskomponenten S(p) und F(p)
ergeben sich als Komplement der Geraden [y und [y ,. Im néchsten Lemma sehen wir, dass
diese Teilmengen von P desarguessch sind. AuBerdem liegen diese Mengen, wie wir in 4.2.14
sehen werden, in einer Bahn unter der Automorphismen-Gruppe der Moulton-Ebene M.

4.1.13 Lemma. Fiir alle p € RU {00, —c0} und alle ¢ € R gilt

TRy (TR T8 |y » (1U100) |, | © @OV PR)

Insbesondere sind die Halbebenen (S(p), (Ly)s()) und (F(q), (Ly)r(g)) desarguessch.

Beweis. Es gilt (S(p), (Lk)sp)) = (S(p). Ls(y)). Folglich ist die Abbildung ([[1\1]]%)‘5,@)

eine Einbettung. Sei ¢ € {[k|1]ek, [1|k~ ]er}. Lemma 4.1.9 gibt Auskunft iiber die Bilder
geknickter Geraden: Die Abbildung v bildet geknickte Geraden auf fallende Geraden der
projektiven Ebene ab. Die Restriktionen 1/)‘ Hy und @D} Ha sind Einschrankungen der Ab-

bildungen A, fiir x € {1,k, k~'} auf Hy oder auf Hp. Folglich sind diese Restriktionen
Lineationen.

Betrachten wir nun fiir ¢ € R die Abbildung 1” Flo)" Eine steigende Gerade schneidet F'(q)
nur in einer der beiden Halbebenen Hj; und Hp. Folglich bildet w} Flg) steigende Geraden
in steigende Geraden der reellen projektiven Ebene ab, die das Bild in nur einer der beiden
Halbebenen Hjp und Hpg schneiden. Insgesamt erhalten wir, dass v eine Lineation ist. Die
Lineation ¢}HLOF(q) ist stetig. Aus 1.4.3 folgt, dass 1 stetig ist.

Da P2R desarguessch ist, sind auch die Urbilder obiger Lineationen desarguessch. |
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4.1.14 Lemma. Sei G € L mit GN H # 0 und sy, (G) ¢ {0,00}. Seien U und V
nicht leere offene Teilmengen von P so, dass U und V' jeweils ganz in Hg oder ganz in
Hy, liegen, U V'V eine Umgebung von G ist und alle Geraden M € U V'V die Bedingung
su(G) - sy(M) > 0 erfiillen.
Wir definieren

1 fiir SU(G) = Sv(G)

(G, U, V):=< k7! fiir sy(G) = k7 sy (G)
k fiir SU(G) = ]{JSV(G)

Ttk zelU

GOV (U UV (o) — (Pl om { T TS

mit c¢:=c(G,U,V)
Dann gilt v(G,U, V) € ¥ (M, A3R).

Beweis. Scien G,U und V wie in der Voraussetzung. Die Ungleichung si (G) - sy(M) > 0
ist genau dann erfiillt, wenn alle Verbindungsgeraden von U und V steigend sind oder alle
Verbindungsgeraden geknickt sind. Dann gilt entweder fiir alle M € U V V die Gleichung
sy(M) = sy(M) oder fiir alle M € UVV gilt si/(M) = k~tsy (M) oder fiir alle M € UVV
gilt sy (M) = ksy(M), je nachdem, in welcher der beiden Halbebenen Hj; und Hpy die
Mengen U und V liegen. Wir wollen nun zeigen, dass es ein p € R U {foc0} derart gibt,
dass UUV C S(p) oder UUV C F(p) gilt. Wenn U und V in einer der beiden Halbebene
Hj, oder Hp liegen, gilt U UV C S(c0) bzw. U UV C S(—o0). Wir nehmen nun an, dass
U C Hy, und V C Hp gilt. Ansonsten benennen wir U und V' um.

Da fiir alle M € U v V die Ungleichung sy (G) - sy (M) > 0 gilt, gibt es keine Gerade aus
dem Biischel £, welche in U VvV V liegt. Sei fiir X € {U,V'}

Ux = {lO,y € ‘Cl’oo | l07y NX 7é @} .
Dann sind die Mengen Uy und Uy, disjunkte offene Teilmengen des Biischels £, . Sei
Yy = {y€R| l07y€Z/{X} .

Wenn G steigend ist, besitzt die Menge Yy ein Supremum py und die Menge Yy besitzt
ein Infimum py und es gilt py < py. Folglich gilt U UV C S(py). Ist hingegen G geknickt,
so besitzt die Menge Yy ein Infimum ¢y und die Menge Yy besitzt ein Supremum ¢ und
es gilt qu > qv. Folglich gilt in diesem Fall U UV C F(qy).

Im Folgenden zeigen wir, dass die Abbildung v(G, U, V') eine Restriktion einer Lineation
aus 4.1.13 ist. Ab nun ist die Lage von U und V wieder beliebig. Wir schreiben kurz ~
statt y(G,U, V). Genau dann ist sy(G) = k7 'sy(G), wenn G eine geknickte Gerade ist
und U C Hp, und gleichzeitig V' C Hg. Der Fall sy(G) = sy (G) tritt genau dann ein, wenn
U und V in derselben Halbebene liegen oder G eine steigende Gerade ist.

Wenn sy (G) # sy(G) unterscheiden wir zwei Fille: Fir U C Hp und V. C Hp ist
(G UV) = k™und es gilt v = ([1[k]w)|,,, Fir U € Hg und V C Hp ist
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4. Die Moulton-Ebenen

c¢(G,U,V) = k und es gilt v = ([[/{Z|1]]Lk)‘UUv. Wenn U und V in derselben Halbebene
liegen oder wenn G steigend ist, gilt ¢(G,U, V) = 1, folglich gilt v = [[1|1]]Lk‘UUv.

Insgesamt ist in jedem der drei Fille v eine Restriktion einer Lineation aus 4.1.13. Folglich
gilt v € ¥(My, A:R). |

4.1.15 Lemma. Sei G € L, mit GNHy, # 0 und sy, (G) € {0,00}. Es existiert eine offene
Umgebung U(G) von G, die nur aus steigenden bzw. nur aus geknickten Geraden besteht.

Beweis. Sei G N Ly = [0,%,1]. Sei [—1,%1,1] € G. Dann gilt t; # t9. Wir definieren mit
e := 1|ty — t;| die offenen Intervalle

Io = {[0,¢,1]| t €]ty — &, t0 + €[}

L={[-1,41]| €ty —e.ts +e[} .

Aus [55, 31.18] folgt, dass Iy V I; ein Element der IJ-Topologie ist und mit [55, 31.19]
erhalten wir, dass Iy V I eine offene Umgebung von G ist. |

4.1.16 Lemma. Sei ) € V(My). Seien U und V' nicht leere offene Teilmengen des Defini-
tionsgebietes von v mit der Eigenschaft, dass die Mengen U, V, U¥ und V¥ jeweils ganz
in Hg oder ganz in Hy, liegen. Wir wéhlen eine Gerade L, die U und V' so schneidet, dass
su(L) & {0,00} und si;(L) ¢ {0, 00} erfiillt ist. Es gelte

Y], =xly
fiir eine Abbildung x € PGL3R. Dann gilt
@D}v - X}v

wobei die Abbildung x € PGL3 R fiir die verschiedenen Fiélle die aus der folgenden Tabelle
zu entnehmende Gestalt annimmt.

su(L) = sy (L) | sp(L) = ks (L) | spy(L) = ksy (L)
su(L) = sv(L) X XA XA
( ) =Fk"'sy(L) Ap'x ALt Ay Ap Ay
su(L) = ksy(L) Agx Apx Ay Apx A

Beweis. Die Abbildung w‘v ist, weil V und V¥ jeweils ganz in einer der beiden Halbebe-
nen liegen, eine partielle Lineation der reellen projektiven Ebene, und nach dem lokalen
Fundamentalsatz von LOWEN [31] gibt es eine Abbildung y € PGL3 R mit w}v = f(‘v.

Nach 4.1.15 finden wir eine offene Umgebung U(L) von L, die nur aus steigenden bzw. nur
aus fallenden Geraden besteht, je nachdem, ob L steigt oder fillt. Ebenso finden wir eine
Umgebung U (LY) von LY, die nur aus steigenden bzw. nur aus fallenden Geraden besteht.
Die Menge (U(L) N (U(L¥))¥ ")V ist offen, da die Operation Verbinden stetig ist. Durch
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Schneiden mit U x V~ ﬁn~den wir offene Teilmengen U C U und 1% C V so, dass Folgendes
wahr ist: Die Menge U V'V ist eine Umgebung von L, und auflerdem gelten fiir alle Geraden
M € U VvV die Bedingungen s (L) - sy(M) > 0 und st (L) - s5(M) > 0.
Mithilfe der in 4.1.14 eingefiihrten Lineation definieren wir die Abbildungen

6 :=~(L,U,V) und &, := (LY, U%, V¥) .

Da {6,0,} C W(My, AsR) gilt, ist die Abbildung ¢ := 4, ecine partielle Lineation
der reellen affinen Ebene. Nach dem lokalen Fundamentalsatz von LOWEN [31] ist ¢ die

Einschrankung eines Automorphismus von P;R. Wegen i‘ = X}U‘S folgt o) = X‘ Uy
o L U
Sei ¢:=¢(L,U,V) und d := ¢(L¥,U%,V?¥). Dann gilt

i (5155$1> o= oAl

und wir erhalten die fiir die verschiedenen Félle angegebenen Gestalten von y. |

Als Vorbereitung fiir das néchste Unterkapitel, in dem wir die Automorphismen der
Moulton-Ebene genauer beleuchten, betrachten wir nun die Menge aller Abbildungen aus
PGL3 R, die den Fernpunkt der z-Achse fixieren und die Knickachse in sich iiberfiihren.
Diese Abbildungen sind, wie sich spéter herausstellen wird, Kandidaten fiir Abbildungen
die sich, lokal auf die Moulton-Ebene angewandt, zu Automorphismen von M, fortsetzen
lassen.

4.1.17 Definition und Lemma. Wir betrachten die Wirkung der PGL3 R auf der projek-
tiven Ebene PoR = (P, L). Fiir eine Gerade m € L\ g, bezeichnet s(m) die Steigung von
m. Wir setzen s(gs,) = 0.

(i) Die Standgruppe © := (PGL; ]R) = {a € PGL3R| 2% =z, l§ =y} des Fern-
punktes x, und der Knickachse lo 1n PGL3 R hat die Gesta]t

6= {4"| AcGL,R} .

Im Folgenden sei ¥ := A* € © fest gewdéhlt mit

A= (; f) € GLyR .

(ii) Sei m € L. Es gilt s(m) = 0 genau dann wenn s(m”) = 0.

(iii) Ferner gilt:
& = los mitt:? fiir f # 0
o Joo fiir f =0

oy mitt=—L fiir f #0
g = e fiir f =0

—l.

Insbesondere ist {g°. ", .} € LN Ly.
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Sei f = 0. Genau dann ist j > 0, wenn HY = Hp; dann ist auch HY = Hp.

Genau dann ist j < 0 wenn HY = Hpg; dann ist auch H% = Hj,.

Sei f =0 undm € L. Es gilt s(m) = oo genau dann wenn s(m”) = oco. Fiir s(m) # oo
gilt s(m?) = e - s(m).

Fiir f # 0 unterteilen die y-Achse Ly und die Gerade gOO die Punktmenge P im
Urbild von 9 in vier Teile. Ebenso unterteilen die y-Achse und ¢°, die Punktmenge
P im Bild von 9 in vier 'Teile. Konkret: Sei

O = 0u(4) = {lz.,1]| <0,y > =3}, Or:=On(4) == {[e,y, 1) | 2> 0,y > ~4},

O; = OL(A) = {[:E,y,l]‘ r <0,y > ?}, Op = OR(A) = {[:E,y,l]‘ x>0,y > ?},
Up:=UL(A) := {[x,y,l]‘ <0,y < %}, Up := Ugr(A) := {[x,y,l]‘ x>0,y < %}

Wir sagen die Viertelebenen Oy, und Og bzw. O und Op liegen iiber der Geraden
gOO bzw. der Geraden goofl, wohingegen die V1ertelebenen Ur und Ugr bzw. U, und
Uy unter der Geraden ¢°. bzw. der Geraden ¢°." liegen. Es gilt:

e Genau dann sind die Ungleichungen f > 0 und det(A) < 0 erfiillt, wenn
0Y = Oy. Dann gilt auch O% = Og, UY = Up und UY = Uy,.

e Genau dann sind die Ungleichungen f > 0 und det(A) > 0 erfiillt, wenn
0Y = Uy. Dann gilt auch O% = Ug, U = Ok und U = Oy,

e Genau dann sind die Ungleichungen f < 0 und det(A) < 0 erfiillt, wenn
0Y = Og. Dann gilt auch O% = Oy, UY = Uy, und UY = Up.

e Genau dann sind die Ungleichungen f < 0 und det(A) > 0 erfiillt, wenn
OY = Ug. Dann gilt auch O% = Uy, UY = Oy, und U = Op.

In Anlehnung an die obige Definition definieren wir die Mengen

O7 := 01(4) 'z{[az,y,l]‘ :E§0,y>—%}, O = 03x(4) = {[m,y,l]‘ x>0,y > %
U = Up(4) == { ey 1] | 2 <0y <~} U= Ug(a) = Ll 1] | 2 2 0,5 < 3},

und
Oy = 0p(d) = {ley ]| e <0,y > 5}, Opi= Op(d) = {[y1]| w2 0.y > 5},
g = Up(A) = { ey 1] | 2 <0y < 5}, U= Ugl) = { ey, 1| 220,y <5}
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(vii) Sei f # 0. Sei mN Ogr # 0 und m N Oy, # 0. Dann gilt

fdet(A) >0 < (s(m) > 0= s(m”) >0
> (s(m) < 0= s(m”) <0

SN—"——

sowie
fdet(A) <0 < (s(m)>0= s(m?) <0
< (s(m) < 0= s(m’) >0
SeimNUg # O und m N Uy # (). Dann gilt
fdet(A) >0 <= (s(m)>0= s(m?) <0
< (s(m) < 0= s(m’) >0
sowie
fdet(A) <0 <= (s(m)>0= s(m”) >0
— (s(m) < 0= s(m”) <0

——

(viii) Sei f > 0 und det(A) > 0. Dann gilt
sV >0«=2<0

sowie
sy <0«=2>0.

(ix) Sei f < 0 und det(A) > 0. Dann gilt
s(V) <0< 2<0

sowie
sy >0«=2>0.

Beweis. (i) Fiir

g hJj
gilt [1,0,0]” = [a,b,c|. Folglich ist die Gleichung [1,0,0]¥ = [1,0,0] genau dann
erfiillt, wenn b = ¢ = 0. Also hat die Standgruppe des Punktes x., die Gestalt

a b c
p:=1|d e f| ePGLsR

100
(PGLgR)xw{[d e f] d,e, f,g,h,7 €R, ej—hf;«éO} .
g hj

Nun fixiere ¢ € PGL3R die Knickgerade ly. Das heifit fiir alle Punkte [0,y, 1] € Iy
liegt der Bildpunkt [0,y, 1]¢ in der Gerade ly. Dies erfiillen insbesondere die Punkte
[0,0,1] € lp und [0, 1,1] € ly. Wegen [0,0, 1]? = [g, h, j] folgt g = 0. Wegen [0, 1, 1]? =
[d+g,e+h, f+j] = [d,e+h, f+]] folgt d = 0, insgesamt gilt also (PGL3 R) .<e.

,=©.

Too,l

Umgekehrt fixiert jedes Element aus © die Gerade [y. Daher gilt (PGL3 ]R)

Too,l
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Da © die Standgruppe von z, ist, wird das Biischel £,_ von allen Abbildungen
¥ € © in sich iiberfithrt (vgl. (i)). Also hat eine Gerade | € L; genau dann die
Steigung Null, wenn die Bildgerade [V die Steigung Null hat.

Es gilt [z,y,0]" = [z, ye, yf] Fiir f = 0 ist also die Gleichung [z,y,0]Y = [z, ye, 0]
erfiillt, und wir erhalten gC>O = 0o € LN L.

Fiir f # 0 gilt y2, = [0,1,0]Y = [0, %, ]
gilt 2%, = x,. Insgesamt erhalten wir g°. = los € LNL), mit t = ?. Es gilt

Da ¢ ein Element der Standgruppe © ist,

1 0 0
1 P -
O KO A4

0 = 3

mit d := det(A). Wie eben konnen wir ablesen, dass fiir f # 0 die Gleichung gl =
lof € LNLy mit t = —% irfiilliist. Fir f = 0ist —4 = 0 und wie wir gerade gesehen
haben, gilt gfofl = 0o € LN L.

Sei f = 0. Da die Gleichungen IJ = Iy und g%, = g erfiillt sind (vgl. (i) und (iii))
und die Abbildung ¥ ein Homdomorphismus ist, erhalten wir { H9, H?} = {Hg, H}}.
Aus der Invertierbarkeit der Abbildung 9 folgt j # 0. Es ist [1,0,1] € Hg, und es gilt
[1,0,1]Y = [%, h,1]. Also gilt genau dann HY = Hp, wenn j > 0. Insgesamt erhalten
wir die behaupteten Aquivalenzen.

Sei f = 0. Da die Gleichungen lg = [y und g&: (oo erfiillt sind, ist Yoo = goo A lp €in
Fixpunkt von 1. Somit hat eine Gerade [ € £, genau dann die Steigung oo, wenn die
Bildgerade [V die Steigung oo hat.

Wir betrachten die Gerade I,; € £. Aus der Invertierbarkeit der Abbildung ¥ folgt
j # 0. Dann ist

12, = {[z,sz,1]| xE]R} U{[1,s,0]}” = {[z, sex + h,j]| = € R} U{[1, se,0]}

:{- se? + 1 1] ‘ xeR}U{[l,se,O]}:lgf

mit § = se und ¢ = ? Also hat die Bildgerade die Steigung se. Mit (ii) ist die
Behauptung bewiesen.

Sei f # 0. Der Punkt [—1, —% + 1,1] liegt in Oy,.

Bs gilt [~1,—% + 1,1]” = [-1,—de + e+ h,—f + f +j] = [-3, =228 + £ 1],
Dieser Punkt liegt genau dann in der linken Halbebene, wenn f > 0, ansonsten in

der rechten. Ferner ist die Ungleichung det(A) + ? > 9 genau dann erfiillt, wenn

—det(A) > 0. Folglich liegt [—1, —l +1,1]? genau dann uber der Geraden g” | wenn




(vii)

(viii)

4.1. Grundlegendes zu den Moulton-Ebenen

det(A) < 0, ansonsten unter dieser Geraden. Da 9 ein Automorphismus von PR ist
und die Knickachse [y in sich iiberfiihrt, haben wir insgesamt:

O fiir f >0 und det(A) < 0
Uy fiir f>0und det(A4) >0
Ogr fir f <0 und det(A) <0
Ur fiir f <0 und det(A4) >0

Die restlichen Beziehungen folgen daraus, dass 9 ein Automorphismus von PR ist.

Sei f # 0.

e Wir betrachten zuerst den Fall m N Uy # 0 # m N Oy.
Die Ungleichung f det(A) < 0 ist genau dann erfiillt, wenn die Viertelebenen Oy,
und Uy, folgendermaBen abgebildet werden (vgl. (vi)) : Entweder ist O} = Oy
und UY = UR, oder es ist OY = Ui und UY = Oy. In beiden Fillen ist m? eine
Gerade die Oy und Uy schneidet, also eine fallende Gerade.
Die Ungleichung fdet(A) > 0 ist genau dann erfiillt, wenn die Viertelebenen
Or, und Uy, so abgebildet werden, dass entweder die Gleichungen OY = U, und
Ul = Oy, erfiillt sind, oder die Gleichungen 0Y = Op und Ul = U, erfiillt sind
(vgl. (vi)). In beiden Fillen schneidet die Gerade m” die Viertelebenen U, und
Op, ist also eine steigende Gerade.

e Wir betrachten nun den Fall m N Ug # 0 # m N Op.
Die Ungleichung fdet(A) > 0 ist wegen (vi) genau dann erfiillt, wenn

(0%,U3) e {(@R, UL, (Uy, OR)} Also wird die Gerade m so abgebildet, dass

m? die Viertelebenen U, und Op schneidet. Folglich ist m? eine steigende Ge-
rade.

Die Ungleichung fdet(A) < 0 ist wegen (vi) genau dann erfiillt, wenn
(0%, Uf) € {(OL,ﬁg), (UR,OL)}. Also schneidet die Gerade m” die Vierte-

lebenen Oy und Upg. Folglich ist m? eine fallende Gerade.

Wir beachten nun, dass eine Gerade m mit 0 # s(m) # oo, die die Voraussetzungen
der Behauptung erfiillt, immer genau drei Viertelebenen schneidet. Fiir eine steigende
Gerade m gilt entweder m N Ui = () oder m N Op = (). Fiir eine fallende Gerade gilt
entweder mNOg = () oder mNU;, = (). Insgesamt erhalten wir daraus die behaupteten
Aussagen.

Sei f > 0 und det(A) > 0. In diesem Fall werden die Viertelebenen so abgebildet,
dass l’9 fiir z < 0 die Viertelebenen U 7, und O r schneidet, also eine stelgende Gerade
ist (vgl. (vi)). Fiir z > 0 schneidet Y die Viertelebenen Oy und Uy, ist also eine
fallende Gerade.

Wie in (viii) kénnen wir die Bilder der Viertelebenen fiir den Fall f < 0 und det(A) >
0 in (vi) ablesen und erhalten die Behauptung. [
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4.2. Die Automorphismen-Gruppen der Moulton-Ebenen

Im Folgenden sei k > 1 fest gewahlt.

A= <6 f) € GLyR .

4.2.1 Definition. Sei
hj
Fiir die Viertelebenen in die die Punktmenge bzgl. A aufgeteilt ist, verwenden wir die Kurz-

schreibweise Oy, Og, Uy und Ug wie in 4.1.17(vi). Fiir B,C € {A, k™A, kA} definieren
wir die folgenden Abbildungen:

s 7-

p¢" fiirp € Oy,
Psp — { ¥ firpe OxuULU (952?71)A N (Hf)>

|

B fiirp € U U (géffl)A N HR>

[u, 5,01 fiir us >0

o D |u,s,0] —
g | ] [u, s,O]CA sonst

[A|B]: 7 -

P
P>p — { A fiirp € Hy

p
pB fiirp € Hp

[u, 5,017 fiir us > 0
O D [u,s,0] +— A
[u, s, 0] sonst

Auflerdem definieren wir die folgenden Mengen:

]| - Yoo
(] o ¢ oin
23::{[A\A}'A:<Z 2) GL;R,po}

24::{[A\k—1A}'A:<; ?) CLI R, j<0}

21221U22U23U24
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e
]

[AfA]

4.2.2 Definition. Wir definieren folgende Abbildungen.

alz{A:(e f) GGL;R‘ f>0}ﬁ21:Al—>A”1:

UQZ{A:(e f) EGL;’R' f<0}—>22:A»—>A"2:

Ug;{Az(Z ?) GL;]R‘ j>0}—>23:A»—>A"3:

04:{A:<e ?) GL;R‘j<0}—>24:A»—>A04::{A‘/€_1A}
Die Definitionsgebiete der Abbildungen o; fiir i € {1,2,3,4} bezeichnen wir mit dom o;.

Im Folgenden wollen wir zunéchst erkennen, dass ¥ eine Teilmenge der Automorphismen-
Gruppe von M, ist. Hierzu werden wir zeigen, dass die Elemente von ¥ nicht lokal kon-
stante nicht kollabierte Lineationen sind. Aus der Definition der Definitionsgebiete der
Abbilungen o; fiir i € {1,2, 3,4} erhalten wir die folgende Aussage

4.2.3 Lemma. Seii € {1,2,3,4} und

Sei ¢ > 0. Dann gilt cA € domo; .

Da A nach 4.1.6 ein Gruppenhomomorphismus ist, erhalten wir folgende Aussage.
4.2.4 Bemerkung. Fiir ¢ > 0 gilt A,A* = (cA)* = (Ac)* = AMA...

4.2.5 Bemerkung. Fiir 9 := A* € © mit A € GLy R sind die Gleichungen g°. = g+’ und
g% " = g% "M erfiillt. Folglich ist die in 4.1.17(vi) definierte Aufteilung der Punktmenge P
unabhéngig davon, ob beziiglich A, kA oder k' A aufgeteilt wird.

Beweis. Sei

A= (; f) € GL,R

und sei ¥ = A*. Es gilt

B B v (ke kA
Ayl = 9A, = (kA) _(kh kj) .

Da die Gleichungen % = ’]j—]‘} und % = ,]z—} erfiillt sind, ist die Behauptung bewiesen. |

4.2.6 Lemma. Alle o € Y sind nicht lokal konstant.
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Beweis. Sei 0 € . Es seien A € GL] R und i € {1,2, 3,4} derart gewihlt, dass o = A
gilt. Dann besitzen alle Punkte p € P\ (géérl)A U lo) eine Umgebung U(p) so, dass

A —1 4\A A
i € {A vy F7 A |y (k4) ‘U(m}
gilt (vgl. Definition 4.2.1). Folglich ist ¢ nicht lokal konstant. [

4.2.7 Lemma. Sei 0 € X und sei A € GL; R und i € {1,2,3,4} derart gewdéhlt, dass
o = A%. Dann gilt I] = ly € Ly, und fiir alle | € L, gilt [ = e L. C L.
Insbesondere ist die Abbildung o nicht kollabiert.

Beweis. Sei A € domo; wie vorausgesetzt. Sei o := A%. Dann ist I = 1§ (vgl. Defini-
tion 4.2.1). Da die Abbildung A* in der Standgruppe © liegt, fixiert sie insbesondere die
Gerade Iy € Ly (vgl. 4.1.17).

Es gilt 28 = x,. Also ist fiir alle t € R die Gerade [g; ein Element der Menge

xS [kII]AN Sk AN
N e e |

lg’jlﬂ = loy = lg}t'kflﬂ erhalten wir insgesamt [f, = léj . Die Abbildung A* liegt in ©.
Deswegen ist léj € wa C L.

Nun betrachten wir die Bilder der Ferngerade g... Da, wie aus 4.1.17 bekannt ist, die Gerade
gg‘j im Biischel £, liegt und x, ein Fixpunkt der Abbildung A” ist, folgt gfok €L, CL.
Fiir i € {1,3} gilt nach Definition 4.2.1 die Gleichheit ¢4” = g*. Nun betrachten wir den
Fall : = 2. Mit der Definition 4.2.1 erhalten wir

vgl. Lemma 4.1.9). Wegen der in 4.1.9 bewiesenen Gleichheit

g2 = {[u,5,0]| (u,5) € R2\ {(0,0)},us > 0} U {[u, 5,0]| (u,s) € R us < 0}**"
= {[u, 5,0]| (u,5) € R2\ {(0,0)},us > 03" U {[u, ks, 0] | (u,5) € R2 us < 0}
A)\
Als letztes betrachten wir den Fall ¢ = 4. Mit der Definition 4.2.1 erhalten wir, dass
g2 = {[u,5,0]| (u,5) € B2\ {(0,0)},us > 0}* " U {[u5,0] | (u,5) € R?us < 0}
= {Ju, k75,00 | (u,5) € R\ {(0,0)},us > 0} U {[u,5,0] | (u,5) € R, us < 0}
AA
9o -
Da die Gerade [y nicht im Biischel £,__ liegt, ist die Abbildung o nicht kollabiert. |
4.2.8 Lemma. Alle o € ¥, sind Lineationen der Ebene M.

A= (Z ?) € dom o,

und o := A?". Dann ist det(A) > 0 und f > 0. Wir berechnen im Folgenden, dass fiir alle
Geraden [ € L, auch das Bild [ in L liegt. Dabei verwenden wir die Bezeichnungen wie
in 4.1.17 fiir die Aufteilung der Punktmenge in Viertelebenen bzgl. A.

Beweis. Sei
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Fiir < 0 betrachten wir die Gerade I, € £, N L. Die Gerade [, liegt in der linken
Halbebene. Dann gilt (vgl. Definition 4.2.1)

17 = (IL\{l, A g )Y UL A gAY U gl =i

Aus 4.1.17(viii) wissen wir, dass I" eine steigende Gerade ist. Folglich ist 17 € Ly.

Wir betrachten nun fiir > 0 die Gerade I, € £, N L. Aus 4.1. 17(viii) ist bekannt,
dass 2" € L eine fallende Gerade ist. Folglich ist (lAA)[[k e £k (vel. 4.1.9). Wir
verwenden im Folgenden, dass die Gleichungen O = Urund Up" = = O, erfiillt sind.
Insgesamt erhalten wir mit Definition 4.2.1 und 4 2.4, dass

17 = {y. ) ULN0R) " U{L A Y U AU Y = T e

Fir s >0 und t > —% betrachten wir die steigende Gerade [s; € Li.NL.Dat> —%

ist ls; N Or # 0 # ls, N Of. Da in diesem Fall lé; eine steigende Gerade ist (vgl.
4.1.17(vii)) erhalten wir mit Definition 4.2.1

10, =14 el .

Nun betrachten wir fiir s > 0 und t = —% die steigende Gerade I, € L. N L mit

A ggf Rl lst Nly. Da A* ein Element des Stabilisators der Geraden [ ist, liegt
die Gerade léj im Biischel £, C L. Wir erhalten insgesamt mit Definition 4.2.1

1, =14 €Ly .

Als néchstes betrachten wir fiir s > 0 und ¢ < —% eine steigende Gerade /5, € Li.NL.

Esgilt [;;NUg # 0 # 15, NUL. Aus 4.1.17(vi) und (vii) ist bekannt, dass lgktflA)A eine
fallende Gerade ist und dass li’f{”‘” N Hy = li’f{”‘” NO; = (Ise N Ug)* e gilt.
Ferner wissen wir von dort, dass das Geradenstiick ({5, N (UL U goo U Og))*~ DY in
der rechten Halbebene liegt. Indem wir verwenden, dass Ak} W= ]l)‘} o gilt, erhalten
wir insgesamt mit Definition 4.2.1, Lemma 4.1.9 und 4.2.4 die Gleichung

ULl A gATMEDY G, nop) Y U s 0

(k=L Ak)>

= (I, N U7) Sy (1o, N UR)*

_ (k=1 A)>
= ((tsenUR) U {lse ngd™}) U((tsr NUL) U (1o N OR) U{[1,5,01})
(07 N ¢ 7
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o Fir s < 0 und ¢t > —i betrachten wir die geknickte Gerade IZ, € L£;. Dann ist

,NOL#0D#1;, N OR Wegen I3, A g4 € Hpy folgt mit 4.1.9, dass

—1

— - Ay
3 1o = (1) = {115,000 (12,000) U ((1,00R) U{E gl YU ENUR) )

Es ist l;‘f; e L. Aus 4.1.17(vi) sind folgende Inklusionen bekannt: (I,,NO;)*" c Uy,
(Ise N OR)AA C UE und (l5; N UR)AA C Of Also ist lAt eine fallende Gera-
de, die die Gleichung lﬁ; NHrp = l87t NUg = (I, N Op)™" erfiillt, und wegen

(L0 —
4.1.9 ist (lf;) € L. Mit Definition 4.2.1 und 4.2.4 erhalten wir die Gleichung

l

—

fl)*

)7
* * « (k1A
{[L,5,0} U1z, nO) U (ls,tmOR)> ({lst/\g "YU iz, N UR))

(
({ [0} U (50N O )>AA N (l:’tmoR)(ki ({Zst/\g }U(stﬁUR))(klA)A
(
(v

_ AN A
{[1,5,00} U (Is; N O) U {lss A g 1)A}u(ls,mUR)> u(ls,mOR>( o

>[[1|k}]

e Nun betrachten wir fiir den Fall s < 0 und ¢ = —% die geknickte Gerade [7, € Ly

mit [5, A géffl)A =13 Nlo. Also gilt (vgl. 4.1.9)
(5,0} U (5,0 0) U{L, A g YU (2, nUg)™ = @)™ 1=, e

Folglich ist lﬁt € L. Da die Gleichung I, ; A gc(xf‘ 7 s Ao erfiillt ist, liegt lé; im
Biischel £, . Somit ist l;‘fi € L. Insgesamt erhalten wir mit Definition 4.2.1:

(1) = {[L,s, 0} U @,n0.) " Ui, Agd M U, nup) Y =i e Iy

e Als néchstes betrachten wir fiir s < 0 und ¢ < —% die geknickte Gerade 7, € Ly, Es

ist I3, VUL # 0. Daher gilt (vgl. 4.1.9)

* * * * Azzl * Hl‘k71H vl
{11, 5,01 }U(I2,n0L) UL 15 Agid D YOI UL U (12 NUR) ™ = (I2,) =lg,eLl.
Also ist lAt € L. Die Gerade lst ist eine steigende Gerade (vgl. 4.1.17(vii)). Somit
ist (vgl. Definition 4.2.1)

(1) = {[1,5,0}* Uiz, no) Uz, Agd M U@, nu)t oz nuR) Y

=14 €Ly, .
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Mit den in 4.2.7 betrachteten Geraden haben wir nun fiir alle [ € L. nachgepriift, dass
17 € L. Also ist o eine Lineation. [ |

4.2.9 Lemma. Alle 0 € ¥, sind Lineationen der Ebene M.

Beweis. Sei

A= <Z ?) € dom oy

und o := A?2. Dann ist det(A) > 0 und f < 0. Im Folgenden weisen wir nach, dass fiir alle
Geraden | € L auch das Bild [7 in Ly liegt. Dabei verwenden wir die Bezeichnungen wie
in 4.1.17 fiir die Aufteilung der Punktmenge in Viertelebenen bzgl. A.

e Fiir # < 0 betrachten wir die Gerade I, € £, N L. Aus 4.1.17(ix) wissen wir, dass
14" eine fallende Gerade ist. Also ist (l;‘ﬂ)[[llkﬂ € Ly, (vgl. 4.1.9). Nun verwenden dass
die Gleichungen 07" = Uy und U = Oy erfiillt sind (vgl. 4.1.17(vi)). Insgesamt
erhalten wir mit Definition 4.2.1, Lemma 4.1.9 und 4.2.4, dass

lg = {yoo}AA U (lx ﬂOL) (k) U {l Ag } U (l N UL) (l?)\)[[ﬂk}] c ,C_k

e Fiir > 0 betrachten wir die Gerade I, € £, N L. Die Gerade [, liegt in der rechten
Halbebene. Dann ist (vgl. Definition 4.2.1)

17 = (AL A g U A g U (e} =
Aus 4.1.17(ix) wissen wir, dass 2" eine steigende Gerade ist. Folglich ist 17 € L.

e Fiir s > 0 und ¢t > —% betrachten wir die steigende Gerade [; € L. N L. Aus
4.1.17(vii) wissen wir, dass l;‘f; eine fallende Gerade ist. Also ist (l;‘f; )[mkﬂ € Ly (vl
Lemma 4.1.9). AuBerdem ist Gleichung 14, N Hp = 1%, N Ug = (I,, N O1)*" erfiillt
(vgl. 4.1.17(vi)). Insgesamt erhalten wir mit Definition 4.2.1, Lemma 4.1.9 und 4.2.4,
dass
- A AN A
ls,t = {[17370]} U (ls,thf) U {lst/\g } U (gtmOL) U (ls,tmoﬁ)

_ (ZA*)[[l\k]] clr
- s,t .

e Nun betrachten wir fir s > 0 und t = —4 die steigende Gerade [;; € L. N L. Da

die Gleichungen I, ; A ggf R =I5+ Nlp und lA = [, erfiillt sind, liegt [* t im Biischel
L,.. C L. Mit Definition 4.2.1 erhalten wir insgesamt

1, =18 €Ly .
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e Als néchstes betrachten wir fiir den Fall s > 0 und ¢t < —4 die steigende Gerade

ls; € Lr N L. Es gilt ls;NUr # 0 # I, NUL. Da in dlesem Fall auch lAt eine
steigende Gerade ist (vgl. 4.1.17(vii)), erhalten wir mit Definition 4.2.1, dass

19, =18 €Ly .

Fiir s <0 und ¢t > —% betrachten wir die geknickte Gerade [7, € L. Dann sind die

Gleichungen I3, N Hy, = I3, N O und I3, A g(A e Hp, erfiillt. Mit Lemma 4.1.9

erhalten wir die Gleichung
L3y = (1)
:{1,5,0} ku(l;tmOf) U (2, Nn0R) ULlE, Agd YU (I5,NUR) .

Also ist l,?st € L. Die Gerade lkst ist eine steigende Gerade (vgl. 4.1.17(vi)). Aus
Ak} b= ]l’\‘lo und Definition 4.2.1 ergibt sich

A A)\

(27 = ({1L5.0} U @ n00) ™ U (1 0) U {1z A0l U (1,0 UR))
SRy

Nun betrachten wir fiir s < 0 und ¢t = —% dle geknickte Gerade I3, € L£; mit
oA g8 =12 Ay, Also st (vel. 4.1.9)

({1L5.00} U (0 00) U {37 g8 )™ U (1,0 08) = ()™ = liy € T

Folglich ist lkst € L. Da die Gleichung lest N ggf R = lgst N o erfiillt ist, liegt lkst

im Biischel £,__. Somit ist lkst € L. Wegen Ag| = 17 ‘lo folgt mit Definition 4.2.1,

|
dass .

(l:,t)a = <{[1>3>0]}U(l;tmOL)> ({lst/\goo }U(l:tﬂUR)>AA :ll?sit €Ly .

Als néchstes betrachten wir fiir s < 0 und ¢t < —% die geknickte Gerade [, € Ly
Dann gilt I}, N Hp = I;, N Ug. Folglich ist (vgl. 4.1.9)

—1

L5t = ()" = {115, 000,000 U{E A YO UL U)

Esist l;‘f; € L. Aus 4.1.17(vii) wissen wir, dass l;‘f; eine fallende Gerade ist. Folglich ist
(N1 E—
(lf’; ) € Ly (vegl. 4.1.9). Aulerdem sind aus 4.1.17(vi) die folgenden Inklusionen
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bekannt: (I5; N OL)AA c Ug, (Is: N UZ)AA C Of und (ls¢ N UR)AA C Op. Demnach
gilt
N H =14 n0p = (I, nU)Y

Insgesamt erhalten wir aus Definition 4.2.1 und 4.2.4, Folgendes:

A

kA . »
{130}U(ljtm0L))( ) U((l;th) (12, NUR) U{I%, A g 1)A}>

kA ) 0 )
{ [1,5,0] } U (l:tmOL))( ) U ((l:,tﬂU )U {lst/\goo 1)A}> U (l:,tﬂUR)(k L Ak)A

il

( A A
:<(zsth YU {lp A g™ })A U<{[1,S,O]}U(l&tﬁOL)U(ls,tﬂUR))(Ak)

(122

Mit den in 4.2.7 betrachteten Geraden haben wir nun fiir alle [ € L}, nachgepriift, dass
17 € L. Also ist o eine Lineation. [ |

4.2.10 Lemma. Alle 0 € Y5 sind Lineationen der Ebene M.

Beweis. Sei
e 0
A= (h j) € dom oy

und o := A%. Dann ist ¢ > 0 und j > 0. Fiir alle Geraden [ € Ly gilt 17 = 14 (vel.
Definition 4.2.1). Wir beweisen im Folgenden, dass fiir alle [ € £, auch das Bild {7 in £
liegt.

e Fiir # # 0 betrachten wir die Gerade I, € £, N L. Da die Ferngerade g, durch
die Abbildung A’\_ auf sich abgebildet wird (vgl. 4.1.17(iii)), ist 12 ¢in Element des
Biischels £, C L. Somit erhalten wir [J = el .

e Nun betrachten wir fiir s > 0 und ¢ € R die steigende Gerade [5;. Aus 4.1.17(v) ist
bekannt, dass lAt eine steigende Gerade ist. Folglich erhalten wir [, = lst € Ly.

o Als néichstes betrachten wir fiir s < 0 und ¢ € R die geknickte Gerade [3,. Dann ist
(vgl. 4.1.9) die Gerade (lj,t)[[l‘kflﬂ = [, eine fallende Gerade. Wegen 4.1.17(v) ist auch

AN
((l:7t)[[1‘k71]]> eine fallende Gerade. Indem wir verwenden, dass die Gleichungen

H{" = Hp und H = Hp erfiillt sind (vgl. 4.1.17(iv)), und mit 4.2.4 erhalten wir

(l:,t)a = (l:’t)A/\ — (l;k’t)[[llkfl}]A’\[[Hk}] c ﬁ_k
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Mit den in 4.2.7 betrachteten Geraden haben wir nun fiir alle [ € L. nachgepriift, dass
17 € L. Also ist o eine Lineation. [ |

4.2.11 Lemma. Alle 0 € ¥, sind Lineationen der Ebene M.

A= (Z 3) € domoy

und o := A% Dann ist e < 0 und j < 0. Im Folgenden zeigen wir, dass fiir alle [ € Ly
auch das Bild [7 in £ liegt.

Beweis. Sei

e Zuerst betrachten wir die Geraden I, im Biischel £,_. Da g, und ly Fixgeraden der
Abbildungen A* und (k~'A)* sind, ist y. ein Fixpunkt von A* und von (k=1A)A.
Insgesamt erhalten wir mit Definition 4.2.1:

Fiirx<0giltlg:lfkezywcﬁ_k,

_ l(kflA)A

und fiir z > 0 gilt {7 €L, CL.

e Nun betrachten wir fiir s > 0 die Gerade l,; € LN L},. Aus 4.1.17(vi) wissen wir, dass

l;‘f; eine fallende Gerade ist. Also ist lﬁ: [0 ¢ Ly, (vgl. 4.1.9). Indem wir verwenden,

dass die Gleichungen H{" = Hg und H{" = H erfiillt sind (vgl. 4.1.17(iv)), erhalten
wir mit 4.2.4

1= {18, 0 U (L H) YU (g )

— A e
o Als letztes betrachten wir fiir s < 0 die geknickte Gerade %, € L. Es ist (l;t)[”k*lﬂ =

lss € L (vgl. 4.1.9). Da l;‘f; € L eine steigende Gerade ist (vgl. 4.1.17), erhalten wir
mit Definition 4.2.1, dass

(1) = {15, 03" U (1 0 H) ™ U (a0 HR) Y = ()T =i e T

Mit den in 4.2.7 betrachteten Geraden haben wir nun fir alle [ € L. nachgepriift, dass
17 € L. Also ist o eine Lineation. [ |

4.2.12 Lemma. X C Aut(M,).

Beweis. Sei 0 € ¥. Dann existiert ein i € {1,2,3,4} und eine Matrix A € domo; so,
dass 0 = A% gilt. Nach Definition 4.2.1 gibt es in P eine nicht leere Menge U so, dass
O"U = A)“U. Folglich ist O"U stetig. Insgesamt erhalten wir, mit 4.2.6 - 4.2.11, dass O"U eine
Lineation ist, die weder kollabiert noch lokal konstant ist. Nach [65, Theorem 6] sind nicht
injektive stetige Lineationen von stabilen Ebenen entweder kollabiert oder lokal konstant.
Wir erhalten insgesamt, dass O"U € W(My) gilt. Nach 1.4.3 folgt, dass o als Fortsetzung von

O"U stetig ist und o € (M) gilt. Wir haben also bewiesen, dass o ein Endomorphismus

der projektiven Ebene M, ist. Nach [65, Corollary 9] ist jeder Endomorphismus einer
kompakten projektiven Ebene, der nicht kollabiert ist, ein Automorphismus. Damit ist die
Aussage bewiesen. |
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Unser néchstes Ziel ist es, die umgekehrte Inklusion zu beweisen. Wir wollen sogar noch
mehr: Wir wollen einsehen, dass jede partielle Lineation der Moulton-Ebene, die auf einem
nicht desarguesschen Gebiet definiert ist, die Einschrénkung eines Automorphismus der
Moulton-Ebene ist. Deswegen beschéftigen wir uns zuerst mit desarguesschen und nicht
desarguesschen Unterebenen der Moulton-Ebene. Wir werden im Folgenden sehen, dass
jede desarguessche Unterebene von M, eine Unterebene von einer der in 4.1.13 beschrie-
benen Halbebenen ist. Aus diesem Grund bezeichnen wir die Unterebenen F'(p) und S(q)
aus 4.1.13 als maximale desarguessche Unterebenen.

4.2.13 Lemma. Eine Unterebene (U, (L;)y) von M, ist genau dann nicht desarguessch,
wenn es drei Punkte pi,ps,ps € U und eine Halbebene H € {Hy, Hg} derart gibt, dass
p1 € H und ps,ps € P\ (H Uly) gilt und die Gerade pypy steigend ist und die Gerade pips3
geknickt ist. Insbesondere liegt jede desarguessche Unterebene in einer der in Lemma 4.1.13
beschriebenen desarguesschen Halbebenen.

Beweis. Sei U C P und es gebe keine drei Punkte derart, dass obige Figenschaften erfiillt
sind. Dann ist U entweder Teilmenge einer der beiden Halbebenen H; und Hp oder die
Verbindungsgeraden von U N H mit UN Hp sind alle steigend oder alle geknickt. Im ersten
Fall ist die Aussage bewiesen. Wenn alle Verbindungsgeraden geknickt sind betrachten wir

U“ mit o
-1 0
o= ( 0 _1> €.

Dann sind die Verbindungsgeraden von U* N H; mit U* N Hg steigend. Zu betrachten
bleibt also nur noch der Fall, dass alle Verbindungsgeraden steigend sind. In diesem Fall
gibt es keine Gerade mit Steigung Null, die gleichzeitig U N Hy, und U N Hg schneidet. Wir
betrachten nun im Biischel £, die offenen disjunkten Mengen:

Uy = {Loy| Loy N (UNHL) #0}
Z/{R = {L07y| L07y N (Uﬂ HR) 7’é @}

Da alle Verbindungsgeraden steigend sind, existieren das Supremum Y; der Menge
{y eR| Loy € UL} und das Infimum Y5 der Menge {y eR| Loy € UR}. Es gilt Y, < Y3
und U C S(Y7).

Im Folgenden zeigen wir die umgekehrte Richtung: Jede Unterebene (U, (Ly)y), in der es
drei Punkte mit obigen Eigenschaften gibt, ist nicht desarguessch. Wir beschréanken uns
auf den Fall py € Hy. Ansonsten betrachten wir wieder U mit obigem Automorphismus
a. Wir finden in U drei offene Umgebungen U, , U, und U,, um p; bzw. ps bzw. ps, welche
Kreisscheiben sind. Wir betrachten nun die Bilder der Umgebungen unter ¢, in PoR. Dort
finden wir eine desarguessche Figur, welche nur eine fallende Verbindungsgerade von Uk
und Uyt enthilt. Betrachten wir nun das Urbild dieser desarguesschen Figur in M dann
schlief3t sich diese nicht. Zur Veranschaulichung diene Abbildung 6. |

4.2.14 Bemerkung. Die Menge der maximalen desarguesschen Halbebenen S(p) und F(q)
mit p € RU {£o00} und q € R bildet eine Bahn unter der Automorphismen-Gruppe X..
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Abbildung 6: Eine Desargues-Figur mit nur einer fallende Verbindungsgeraden von rechter
und linker Halbebene in PoR

Beweis. Die Automorphismen-Gruppe 3 wirkt transitiv auf den Punkten von [y. Die Spie-
gelung (—1)%* bildet F'(q) auf S(q) bzw. S(—o0) auf S(oc0) ab. |

4.2.15 Lemma. Sei ¢ € ¥(My). Seien U und V nicht leere offene Teilmengen des Defini-
tionsgebietes von 1) so, dass U, V,U¥ und V¥ jeweils ganz in Hg oder ganz in H, liegen. Es
gebe Geraden | und m, die U und V' derart schneiden, dass fiir die Steigungen der Geraden
Folgendes gilt: sy(l) = sy(l) und sy(m) # sy(m). Dann ist ¢ die Einschriankung einer
Lineation o € ¥ und ldsst sich folglich zu einem Automorphismus von M, fortsetzen.

Beweis. Da es eine Gerade m mit sy(m) # sy(m) gibt, liegen die Mengen U und V in
verschiedenen Halbebenen. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kénnen wir also anneh-
men, dass die Menge U in der linken Halbebene und die Menge V' in der rechten Halbebene
liegt. Ebenso koénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass UY in der linken Halbebene
liegt. Andernfalls betrachten wir die partielle Lineation o € W(M,,) mit

(-1 0\™
a=|, _ .
Nach dem lokalen Fundamentalsatz von LOWEN [31] gibt es eine Abbildung

a b c
x:=|d e f| ePGLzR
g h j
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so, dass 1&‘ = X‘U' Sei | € L eine Gerade wie in der Voraussetzung, die die Gleichung
sy(l) = sy (1) erfiillt. Wie wir in Lemma 4.1.16 gesehen haben, gilt w‘v € {X}V : (XAk)}V}.
Da m geknickt ist, gilt syy(m) = k~1sy(m). Also gilt nach Lemma 4.1.16 auBerdem 1/1“/ €
{A;lx‘v, (A;lek) ‘V} Es muss also eine der folgenden Gleichungen erfiillt sein:

=AM v =AY A A=A, xAr = AL TXA
Jede der Gleichungen
=AM xAe = AL, A = AL TA (%)

fithrt fiir £ # 1 darauf, dass x eine Nullspalte oder eine Nullzeile besitzen miisste, was
nicht erfiillt sein kann, weil x invertierbar ist. Es bleibt also nur der Fall w‘v = X‘v =

(A,;lek) ‘V zu betrachten. Es gilt

a kb kc
AN = |k7'd e f
kg ho
weil
kK 0 O E1 00
A'=10 1 0l undA,=]0 1 0
0 01 0 01

Wegen k # 1 folgt aus x = A} ' YA, dass b= c = d = g = 0 gilt. Da y invertierbar ist, ist
a # 0. Wir normieren den Erzeuger von Y, indem wir a = 1 setzen, und erhalten

X:

o O =
>0 O
DL~ O

Also ist x ein Element der Standgruppe © aus 4.1.17. Sei

A= (Z f) € GLyR

mit y = A*. Wenn f # 0 ist, wird die Punktmenge P durch die Geraden [y und g;(o*l bzw.
durch die Geraden Iy und ¢gX in Viertelebenen geteilt. Wir verwenden die in 4.1.17(vi)
festgelegte Notation Oy, Up, Og und Uy, bzw. Oy, Uy, O und Uy, fiir die beziiglich A kon-
struierten Viertelebenen. Wir erinnern uns, dass wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit
angenommen haben, dass U und U? in der linken Halbebene und V' in der rechten Halbebe-
ne liegen. Weil die Mengen U, V, U¥ und V¥ jeweils ganz in einer der beiden Halbebenen
Hj oder Hp liegen, erhalten wir insgesamt: Fiir f # 0 ist die Menge U entweder eine
Teilmenge von Op, oder eine von Up. Die Menge V ist entweder eine Teilmenge von Opg
oder eine von Ug. AuBerdem liegen die Mengen U¥ und V¥ jeweils ganz in einer der vier
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Teilmengen Or, Up, Og oder Ug. Da es steigende und geknickte Geraden gibt, die U und
V' schneiden, ist die Menge U genau dann eine Teilmenge einer der beiden oberen Vier-
telebenen, wenn auch die Menge V' eine Teilmenge einer der beiden oberen Viertelebenen
ist.

Im Folgenden konstruieren wir fiir die verschiedenen Félle jeweils einen Automorphismus
o € ¥ von My, der auf U mit ¢ iibereinstimmt. Die partielle Lineation ¢‘U kann nur in
eindeutiger Weise zu einer partiellen Lineation auf das Definitionsgebiet der Lineation v
fortgesetzt werden. Folglich stimmt der Automorphismus ¢ auf dem Definitionsgebiet von
1 mit der Lineation v iiberein und o ist eine Fortsetzung von 1.

Es gilt @D}V = X‘V = (Aglek)‘V. Wie wir aus der Tabelle in Lemma 4.1.16 ablesen
konnen, ist dies der Fall, in dem die folgende Konstellation von Steigungen vorliegt:

su(l) = sv(l), s}l}(l) = sﬁ(l) und sy (m) =k tsy(m) sg(m) = l{;_lsﬁ(m) )

Die Menge V¥ liegt folglich in der rechten Halbebene. Aufierdem bildet die Lineation 1)
alle steigende Geraden, die U und V schneiden, auf steigende Geraden und alle geknickte
Geraden, die U und V schneiden, auf geknickte Geraden ab, denn andernfalls miisste
zusétzlich eine der mit (x) bezeichneten Gleichungen erfiillt sein.

1. Fall: Sei f = 0. Dann ist j # 0, da die Abbildung x invertierbar ist. Lemma 4.1.17(iii)
besagt, dass in diesem Fall die Ferngerade und die Knickachse von der Abbildung y jeweils
in sich abgebildet werden und die Menge UX in der linken Halbebene liegt. Folglich gilt
HY = Hy, und nach 4.1.17(iv) gilt j > 0 (vgl. 4.1.17 (iv)). Da die Lineation ¢|, = x|,
steigende Geraden auf steigende Geraden abbildet, folgt aus 4.1.17 (v)), dass e > 0 ist.
Also ist A € domog (vgl. 4.2.2). Sei 0 := A?. Dann gilt O"HL = X}HL' Folglich ist 0 € ¥
die Fortsetzung von 1 zu einem Automorphismus.

2. Fall: Sei f #0und U C Op. Dann ist V' C Og. Die Lineation w‘U = X‘U bildet steigende
Geraden, die U und V' schneiden (das sind Geraden, die Oy und Op schneiden), auf stei-
gende Geraden ab. Nach 4.1.17 gilt deswegen f det(A4) > 0. Da U in der linken Halbebene
liegt, gilt entweder OF = O, oder Of = U,. Insgesamt erhalten wir mit 4.1.17(vi) und
(vii), dass die Ungleichungen f > 0 und det(A) > 0 erfiillt sind. Folglich ist A € dom o
(vgl. 4.2.2). Sei 0 := A?'. Dann gilt U‘OL = X‘OL’ und o € ¥ ist die Fortsetzung von v zu

einem Automorphismus von M.

3. Fall: Sei f # 0 und U C Uy. Dann ist V' C Ug. Die Lineation w‘U = X‘U bildet steigende
Geraden, die U und V schneiden (das sind Geraden, die U, und Ug schneiden), auf stei-
gende Geraden ab. Nach 4.1.17 gilt deswegen f det(A) < 0. Da U in der linken Halbebene
liegt, gilt entweder UX = O oder UYX = Uy. Insgesamt erhalten wir mit 4.1.17(vi) und
(vii), dass die Ungleichungen f < 0 und det(A) > 0 erfiillt sind. Folglich ist A € dom o
(vgl. 4.2.2). Sei 0 := A?2. Dann ist O"UL = X‘UL und o € ¥ ist die Fortsetzung von 1 zu

einem Automorphismus von M. |
Eine nicht desarguessche Unterebene wird durch eine partielle Lineation ¢ € W(M}) immer
auf eine nicht desarguessche Unterebene abgebildet. Die folgende Aussage beweisen wir

ohne zu verwenden, dass Umgebungen von Punkten der Knickachse [y nicht desarguessch
sind.
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4.2.16 Lemma. Sei ¢ € U(M,,). Wenn dom Nl # (), dann gilt (dom ) N lp)¥ C .

Beweis. Annahme: Es gebe ein p € lyNdom ) mit p¥ & ly. Dann gibt es ein H € {H, Hp}
mit p¥ € H. Folglich existiert eine offene Umgebung W von p¥ in H. Aufgrund der
Stetigkeit von ¢ ist das Urbild W¥ ' eine offene Umgebung von p. Da p € Iy gilt
WY ' NH, A0+ WY NHg Sei U := WY NnH,und V := WY ' N Hg. Wir fin-
den im Biischel (L), eine steigende Gerade [ und eine geknickte Gerade m derart, dass
st(1), s (m) € {0,00}. Da in W¥ " ecine offene Kugel um p enthalten ist, schneiden die
Geraden [ und m die Umgebung W* " in beiden Halbebenen. Somit erfiillen I, m, U und V
die Voraussetzungen von Lemma 4.2.15. Also ist ¢ die Restriktion eines Automorphismus
o € ¥. Dies ist nach 4.2.7 ein Widerspruch zu p¥ ¢ lj. |

4.2.17 Satz. Sei ¢ € W(My). Wenn das Definitionsgebiet von 1) nicht desarguessch ist,
lasst sich 1 zu einem Automorphismus o € Y fortsetzen.

Beweis. Sei ¢ € W(M,). Das Definitionsgebiet dom sei nicht desarguessch. Folglich
existieren drei Punkte pi,po,p3 wie in 4.2.13. Nach 4.2.16 liegen die Bildpunkte plf,p;p
und p}f in P\ lp. Da dom und die Halbebenen H; und Hp offen sind, finden wir offene
Umgebungen U 3 p;, V' 3 py und V' 5 p3 in dom ) so, dass die Mengen U,V und V' und
auch deren Bilder U¥, V¥ und V"% jeweils Teilmenge einer der beiden Halbebenen Hj und
Hp, sind. Nach 4.1.15 kénnen die Umgebungen V' und V' so klein gewéhlt werden, dass
alle Verbindungsgeraden p; V V steigend und alle Verbindungsgeraden p; V V' geknickt
sind. Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass U in der linken
Halbebene und V' und V’ in der rechten Halbebene liegen, denn sonst betrachten wir die

Lineation o) € W(My,) mit
(-1 0\™
a={, _ :

Ebenso nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass UY in der linken Halb-
ebene liegt, andernfalls betrachten wir die Lineation . Auflerdem nehmen wir an, dass
die Steigungen s}, (pips) und s, (p1ps) keine Elemente von {0,000} sind. Denn wenn es so
wire finden wir in der offenen Geradenmenge p; V V bzw. in p; V V' eine Gerade L mit
s(L) ¢ {0,00}. Dann betrachten wir statt p, einen Punkt pi, € LNV bzw. statt ps einen
Punkt p3 € LNV".

Wenn V¥ mit V'* in derselben Halbebene liegt, dann erfiillen U und V := V U V' die
Voraussetzungen von 4.2.15 und die Behauptung ist bewiesen. Es bleiben also noch zwei
Falle, die betrachtet werden miissen:

UY, V'Y C Hy und V¥ € Hg

und
UY, V¥ C Hp und V'Y € Hy .

1.Fall: Sei UY, VY e H . und V¥ € Hp. Nach dem lokalen Fundamentalsatz von LOWEN
[31] gibt es eine Abbildung x € PGL3 R so, dass 1/1‘[] = x‘U. Es ist sy(pip2) = sy (pip2)
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vorausgesetzt. Aus der in diesem Fall vorausgesetzten Lage der Bilder erhalten wir
st(pipa) = 754 (pip2) mit € {1,k7'}. Je nachdem ob die Bildgerade (pipy)? steigend
oder geknickt ist, nimmt r den einen oder den anderen Wert an. In der Tabelle in 4.1.16
konnen wir ablesen, dass

U]y, € {xly s ()b

gilt. Nun betrachten wir die Gerade p;ps. Nach Voraussetzung gilt sy (p1ps) = k™ sy (p1ps).
Da U¥ und V' in derselben Halbebene liegen, erhalten wir 55 (p1ps) = sl‘l}, (p1p3). Aus 4.1.16
erhalten wir

Y|y, = (Al; 1X> 1%
Nun berechnen wir ¢|,, tiber das Verhalten der Gerade pap3. Da V und V' in derselben

Halbebene liegen, gilt sy (pap3) = sy (pop3). Weil in diesem Fall V¥ C Hy und V'Y C Hy
gilt, erhalten wir si(pops) = 7sb, (pops) mit 7 € {1,k} je nachdem ob die Bildgerade
steigend oder geknickt ist. Aus 4.1.16 erhalten wir:

v A )

Wenn | = (xAy)|, - Dann gilt ¢, € {(xAe)], x|y} -

Wir haben nun auf zwei Wegen die Einschrankung der Lineation v auf V' berechnet. Da
, eindeutig bestimmt ist, gilt

Ul = (M) ] € Ixly s A | (ARt

Wie im Beweis von 4.2.15 fiihrt (A,;lx) }V, € {x|y» (XAr)|,, } zu dem Widerspruch, dass
x eine Nullspalte oder eine Nullzeile besitzen miisste. Wir erhalten insgesamt, dass

w}v - X}V und er = (Mg ) = (AIQIX) 1%

gilt. Das ist der Fall in dem r = 1 und 7 = k erfiillt ist. AuBlerdem ist die Gerade (pips)¥
steigend und die Gerade (psp2)¥ geknickt. Wie im Beweis von 4.2.15 erhalten wir aus obiger
Bedingung, dass es eine Matrix

Wenn w‘v = X‘v . Dann gilt @D}v, €{x

A:<;§)€GMR

mit y = A* gibt. Weil V¥ und V’¥ in unterschiedlichen Halbebenen liegen, gilt f # 0. Wir
verwenden die Bezeichnungen fiir die Viertelebenen, in die P beziiglich A aufgeteilt wird,
wie in 4.1.17. Wir bestimmen nun, in welchen Viertelebenen sich die Umgebungen U, V'
und V’ und deren Bilder befinden: Da V¥ und V'¥ nicht in derselben Halbebene liegen,
sind V und V' nicht in derselben Viertelebene. Weil die Bilder von U bzw. V jeweils in
derselben Halbebene liegen wie U bzw. V', liegen entweder beide Umgebungen iiber gof -
oder beide darunter. Aus der Tatsache, dass die Gerade p;py steigend und die Gerade p;ps3

geknickt ist, folgern wir, dass V' oben und V' unten liegt. Insgesamt erhalten wir

U cC Oy, VCORquV/CUR.
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Daraus folgt, dass U¥ und V¥ entweder beide iiber gX oder beide darunter liegen. Die
Menge 1% liegt in der linken Halbebene, aber nicht in derselben Viertelebene wie UY,
da die Urbilder in unterschiedlichen Viertelebenen liegen. Aus der Tatsache dass (psps)?
geknickt ist, konnen wir folgern, dass

V/w C OL, Uﬁ’ C UL und Vw C UR

gilt. Insgesamt folgt OF = U;. Aus 4.1.17(vi) erhalten wir daraus, dass f > 0 und
det(A) > 0 gilt. Folglich ist A € dom oy und ¢ lasst sich zum Automorphismus A7 € ¥
erweitern.

2.Fall: Sei U, V¥ € H;, und V'Y € Hg. Nach dem lokalen Fundamentalsatz von LOWEN
[31] gibt es wieder eine Abbildung y € PGL3R so, dass ’l/)‘U = X‘U' Nach Voraussetzung
gilt sy (pip2) = sy (pip2). Weil U¥Y und V¥ in derselben Halbebene liegen, erhalten wir aus
4.1.16, dass

w}v - X}V

gilt. Wir betrachten nun die geknickte Gerade pips. Es gilt sy(pips) = k7 Lsy/(pips) und
s (pips) = 7’51\@, (pips) mit 7 € {1,k7'}. Je nachdem ob die Bildgerade steigend oder
geknickt ist, gilt » = 1 oder r = k~*. Nach 4.1.16 gilt

Uy, € LAy s (AxAN) [y} -

Die Lineation @D}V, wird auch von der Lineation @D}V induziert. Deswegen betrachten wir
nun die Gerade pops. Weil V' und V' in derselben Halbebene liegen, gilt sy (paps) =
sy/(pap3). Aus der Tatsache, dass UY in der linken Halbebene und V'Y in der rechten
Halbebene liegt, erhalten wir si,(paps) = 7sb(paps) mit 7 € {1,k~'}. Je nach dem ob
(pap3)¥ steigend oder fallend ist, gilt der eine oder der andere Wert fiir 7. Aus der Tabelle
in 4.1.16 lesen wir ab, dass

V/}

Ul € {xly, (M)
v+ €indeutig bestimmt ist gilt
w}vr S {X AV (XAk) V’} N { (Alzlx)}V’ ? (AI;IXAIC)}V’} :

Jede der vier Gleichungen fiihrt aber, wie im Beweis von 4.2.15, zu dem Widerspruch,
dass x eine Nullspalte oder Nullzeile besitzen miisste. Folglich kommt die angenommene
Konstellation der Bilder U?, V¥ und V'¥ nicht vor. |

gilt. Da 9

Sei (U ) (E_k) U) eine nicht desarguessche offene Unterebene von My, dann ist auch I := (U

Goos (L)in g, ) nicht desarguessch. Denn angenommen U ist desarguessch, dann ist I/ nach
4.2.13 eine Unterebene von einer der in 4.1.12 beschriebenen maximalen desarguesschen
Halbebenen (X (p), (Lk)x(p)) mit X € {3, F'} und p € RU{oo, —oo}. Wenn UN (g0 \ X (p))
nicht leer ist, dann ist U nicht offen, denn jede Umgebung eines Punktes in g \ X(p)
schneidet P\ X (p). Folglich ist UN (g \ X (p) leer und U ist sogar eine Teilmenge von X (p).

Das ist ein Widerspruch dazu, dass (U ) ([,k) U) nicht desarguessch ist. Folglich induziert eine
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partielle Lineation von My mit einem nicht desarguesschen Definitionsgebiet eine partielle
Lineation von M mit einem nicht desarguesschen Definitionsgebiet. Wir erhalten also das
folgende Korollar:

4.2.18 Korollar. Sei p € ¥(My). Wenn das Definitionsgebiet von 1) nicht desarguessch
ist, ldsst sich 1) zu einem Automorphismus o € ¥ fortsetzen.

Da jeder Automorphismus der Moulton-Ebene M, ein nicht desarguessches Definitions-
gebiet besitzt, folgt Aut(Mj) C 3. Da wir mit Lemma 4.2.12 bereits die umgekehrte
Inklusion nachgewiesen haben, kennen wir nun alle Automorphismen der Moulton-Ebene:

4.2.19 Satz. Aut(M,) =X.

Die Automorphismen der affinen Moulton-Ebene M, sind Restriktionen von genau den
Automorphismen der projektiven Moulton-Ebene My, die die Ferngerade g¢o, in sich
{iberfithren. Mit Lemma 4.2.7 erhalten wir, dass das genau die Automorphismen von Mj,
sind, welche durch eine Matrix A induziert werden, die die Eigenschaft hat, dass die Ab-
bildung A* die Ferngerade festhilt. Also erhalten wir das folgende Korollar:

4.2.20 Korollar. Es gilt Aut(My) = X3 U Xy.

Unser néchstes Ziel ist es, eine Verkniipfungstafel von 3 zu berechnen. Deswegen betrachten
wir zuerst Produkte von Matrizen aus GLJ R.

4.2.21 Lemma. Seien i,i € {1,2,3,4} und seien

/ /
A= (6 5) € domo; und B := (Z, ?,) € domo; .

(i) Seien ff"# 0 und 7 < —%. Dann gilt:

e [f'>0=— AB € domo,

e [f'<0=— AB € domo,

e UL(A) UUg(A) C UL(B)UUr(B)

e O (A)UORg(A) C OL(AB)UOg(AB)

(ii) Seien ff' # 0 und $ = —}—:. Dann gilt:

o ff'>0= AB € domoy
e [f'<0=— AB € domojy
[ UL(A) U ﬁR(A) = UL(B) U UR(B)

(iii) Seien ff' # 0 und % > —%,. Dann gilt:

o ff'>0= AB € domo,
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o ff'<0= AB € domo,
e OL(A)UORr(A) C OL(B)UOg(B)
o UL(A)UUR(A) C UL(AB) UUR(AB)

(iv) Wenn i = 3, also A € dom o3, dann gilt
B € domo; = {AB,BA} C domo; .

(v) Wenn i =4, also A € dom oy, dann gilt mit (j,k) € {(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)}
B € domo; = {AB, BA} C domoy, .

(vi) Fiirl € L, gilt [A7)7 = (A7),

(vii) Bs gilt g&" B = g AT,
Beweis. Seien die Matrizen A und B wie in der Voraussetzung. Dann ist det(A) > 0 und
det(B) > 0 (vgl. Definition 4.2.2). Somit ist auch det(AB) > 0. Es ist

AB - ee/ + fh' ef + fj
~ \he' +j50 hf' +35)

Anhand der Eintrige ef’ + fj und hf’ + jj' konnen wir entscheiden, in welchem der
vier Definitionsgebiete dom oy, dom oy, dom o3 oder domo, das Produkt AB liegt (vgl.
Definition 4.2.2).

(i) Sei < —%. Wenn ff" > 0, dann erhalten wir daraus durch Umformen die Un-
gleichung ef’ 4+ fj' < 0. Also liegt in diesem Fall das Produkt AB in dom 3. Wenn
ff' <0, dann erhalten wir hingegen durch Umformen die Ungleichung ef’ + fj’ > 0,
und AB ist ein Element von dom o;.

Da f # 0 liegt A in dom oy U dom o9. Folglich ist die Gleichung Ur(A) U Ur(A) =
(OL(A) U Op(A)@™" erfiillt (vel. 4.1.17(vi)). Die Ungleichung & < —% besagt,
dass die Gerade gt? " iiber der Geraden g2 liegt (vgl. 4.1.17(iii)), das heifit, die
Gerade gffﬁl)A schneidet die Menge Oy (A) U Og(A). Folglich ist U (A) U Ug(A) C
UL(B) U Ugr(B), und die Gerade géfr1 " schneidet die Menge UL(A) U Ugr(A).
Deswegen ist die Menge Or(A)UOg(A) eine Teilmenge von Op(AB)UOg(AB) (vgl.
4.1.17(vi)).

(i) Sei & = —%. Dann ist e = —ff—j,/. Es gilt det A =ej — hf > 0. Ersetzen wir in dieser
Ungleichung e durch —ff—];/, so erhalten wir —%(jj’ + hf’) > 0. Wenn ff' > 0, dann
ist 77+ hf' < 0und AB liegt in dom o4. Ist hingegen ff' < 0, dann ist jj'+hf' >0

und AB ist ein Element von dom os.

Die Gleichung ? = —j}—l, besagt, dass die Geraden géoB ™ und g;“oA zusammenfallen
(vgl. 4.1.17(iii)). Also ist UL(A) U Ug(A) = UL(B) U Ug(B).
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(i)

(vii)

86

Sei % > —%. Wenn ff’ > 0, dann erhalten wir daraus durch Umformen die Unglei-
chung ef’ + fj' > 0. Also liegt in diesem Fall AB in domo;. Wenn ff" < 0, dann
erhalten wir hingegen durch Umformen die Ungleichung ef’ + fj' < 0, und AB ist
ein Element von dom o5.

Da f # 0 ist, liegt A in dom oy Udom 9. Folglich ist die Gleichung Oy (A)UORg(A) =
(UL(A)UTR(A)A™ erfiillt (vgl. 4.1.17(vi)). Die Ungleichung 7> —%, besagt, dass
die Gerade g% " unter der Geraden g2 Tiegt (vgl. 4.1.17(iii)), sie schneidet also die
Menge Up(A) U Ug(A). Folglich gilt Op(A) U Or(A) C O(B) U Og(B). Also liegt
géfilAil)A iiber der Geraden gc(xﬁrl)A und die Menge U (A)UUg(A) ist eine Teilmenge
von UL(AB) UUg(AB) (vgl. 4.1.17(vi)).

Sei A € domos. Dann ist f = 0 und es ist e > 0 und j > 0 (vgl. Definition 4.2.2).
Wenn B € domo ist, dann ist f/ > 0. Dann gilt auch ef’ + fj' = ef’ > 0 und
AB € dom ;. Ist hingegen B € dom oy ist, dann gilt f* < 0 und somit auch ef’ < 0.
Also ist in diesem Fall AB € domoy. Wenn B € domos, dann ist [/ = 0 und
j > 0. Also gilt ef' + fj' = ef =0 und hf' + jj’ = 57/ > 0. Also ist in diesem
Fall AB € domos. Wenn B € domoy ist, dann ist f/ = 0 und j/ < 0. Also gilt
ef' + fi/ =0 und hf' + 55 = jj’ < 0. Insgesamt erhalten wir fiir den letzten Fall
AB € domoy.

Sei A € domoy. Dann ist f = 0 und es gilt e < 0 und j < 0 (vgl. Definition 4.2.2).
Wenn B € dom oy ist, dann ist f > 0. Wegen e < 0 ist die Ungleichung ef’ + fj' =
ef’ < 0 erfiillt und es gilt AB € dom os. Ist hingegen B € dom oy, dann gilt f' < 0
und somit ef’ > 0. Also ist in diesem Fall AB € dom o;. Wenn B € dom o3 ist, dann
ist f/=0und j/ > 0. Folglich ist ef’ + fj' = ef' =0 und es gilt hf' + jj' = jj’' <0,
da j < 0. Also ist in diesem Fall AB € domoy. Wenn B € domoy ist, dann gilt
f'=0und j/ < 0. Also ist ef’ + fj’ =0 und hf’' + jj' = jj’ > 0. Folglich erhalten
wir fiir den letzten Fall AB € dom o3.

Aus 4.1.17(ii) ist bekannt, dass das Biischel £, durch die Abbildung A* bijektiv auf
sich abgebildet wird. Auerdem wissen wir aus Lemma 4.2.7, dass fiir alle g € £,__
die Gleichung ¢4 = ¢** gilt. Da A% ein Automorphismus der Moulton-Ebene Mj,
ist, erhalten wir insgesamt, dass fiir jede Gerade [ € L, eine Gerade g € £, _ derart

existiert, dass die Gleichung ¢4” = ¢4* = [ erfiillt ist. Folglich ist /(A7) = ¢ =
A7

Das Urbild der Ferngerade g., unter B% liegt, wie wir in (vi) gesehen haben, im
— Ti\— —1\A
Biischel £,__, und es gilt ggf Rl ggf )" Also erhalten wir, indem wir die Aussage

(vi) ein zweites Mal benutzen, die Gleichung

(BflAfl)A ‘

(A% B%) 71 _ (B9 (A7) (J.fN)*)(Am1 -

Yoo = 9 = (900
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Die Automorphismen-Gruppe ¥ der Moulton-Ebene M, besitzt als Verkniipfung die Kom-
position o. Im néchsten Lemma wollen wir einen Zusammenhang zwischen der Verkniipfung
o und der Matrizenmultiplikation herstellen.

4.2.22 Lemma. Mit f / f/
e e

gilt folgende Verkniipfungstabelle, wobei A bzw. B jeweils im Definitionsgebiet der Abbil-
dung o; liegen.

Ao’i o BO'J' . Bo’1 Bo’g Bo’3 Bo’4

;<—% (k"'AB): | (AB)™

A7 ? —jc_ (AB)™ | (AB)™ |(AB)™ | (k'AB)>
e 7
Cs 2| @B | (AB)
R B
; < —% (AB)" | (AB)”

A ; —]?: (AB)? | (kAB)™ | (AB)* | (AB)™
; > —]? (AB)”: | (kAB)"

A7 (AB)" | (AB) | (AB)™ | (AB)™

A7 (&TAB) | (AB)™ | (AB)* | (k AB)"

Beweis. Wie wir in Satz 4.2.19 gesehen haben, ist die Menge > die Automorphismen-
Gruppe der Moulton-Ebene M, und ist folglich unter Verkniipfung abgeschlossen. Die
Abbildungen o; sind surjektiv. Fiir i € {1,2,3,4} gilt also (dom ;)% = ¥;. Folglich finden
wir fiir 4,5 € {1,2,3,4} und A € domo; und B € domo; ein n € {1,2,3,4} und eine
Matrix C' € dom o, so, dass A% B% = (.

Seien nun i,j € {1,2,3,4} und die Matrizen A und B so gewéihlt, dass A € dom o; und
B € domo;. Nach 4.2.21(vii) gilt ggf TETT giﬁlA*l. Insgesamt wissen wir Folgendes:
Wenn gfi;l”l = Joo gilt, dann ist A7 B% € ¥3U¥,. Wenn jedoch gfi;lA*l # g gilt, dann
ist A%B% € ¥; U X, Im zweiten Fall sind Or(AB),Or(AB),UL(AB) und Ugr(AB) die
Viertelebenen, in die das Urbild von A% B% wie in Definition 4.2.1 aufgeteilt ist.

Im Folgenden bestimmen wir fiir die verschiedenen Félle das Produkt A% B . Wir finden
jeweils eine nicht leere offene Menge, auf der die Lineation A% B? mit einer Lineation
D™ € ¥ {ibereinstimmt. Da die Fortsetzung zu einem Automorphismus eindeutig ist und
die Menge Y beziiglich Verkniipfung abgeschlossen ist, ergibt sich A% B? = D%, Fiir alle
i€ {1,2,3,4} gilt: Wenn A im Definitionsgebiet der Abbildung o; liegt, dann ist det A > 0
(vgl. Definition 4.2.2). Also gelten in allen folgenden Féllen die Ungleichungen ej —hf > 0
und ¢’/ =1’ f' > 0. Wir verwenden in den folgenden Beweisen, dass nach 4.2.3 die Matrizen
kA, Ak, k~'A und Ak~ im selben Definitionsgebiet (beziiglich der Abbildungen ;) liegen
wie A und dass nach 4.1.6 die Abbildung A ein Homomorphismus ist.
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e Seien zuerst A und B Elemente von dom ;. Dann ist wegen f > 0 und f’ > 0 auch

ff>0.
L. Fall: Sei < —%. Nach 4.2.21(i) liegt in diesem Fall k="' AB im Definitionsgebiet

von . Sei & € Op(A). Wegen 4.1.17(vi) und 4.2.21(i) folgt 2" € UL(A) C UL(B).
AuBerdem ist Op(A) C Op(k™'AB) (vgl. 4.2.5 und 4.2.21 (i)). Insgesamt erhalten

wir gAT BT = (AB) = p(kTTAB)72

2. Fall: Sei $ = —j;—l,. Da ff" > 0 ist, folgt aus 4.2.21(ii), dass AB in dom o, liegt. Sei
z € Op(A). Nach 4.1.17(vi) und 4.2.21(ii) ist in diesem Fall 24" € U,(A) = UL(B).
Also erhalten wir xAUlBUl = gAB) — g(AB)"™

3. Fall: Sei ¢ > —%. Lemma 4.2.21(iii) besagt, dass AB in domoy liegt. Sei x €

UL(A). Wegen 4.1.17(V1) und 4.2.21(iii) gilt #4° € Ogr(A) C Og(B). AuBerdem
ist Up(A) C UL(AB) (vgl. 4.2.21(iii)). Insgesamt erhalten wir 24787 = z(AB)* —

L(AB)T

Sei nun A € dom oy und B € domoy. Wegen f >0 und f/ <0 gilt ff' <0.

L. Fall: Sei § < —%. Nach 4.2.21(i) liegt in diesem Fall AB in domoy. Sei z €
OL(A). Infolge von 4.1.17(V1) und 4.2.21(i) gilt 24" € U, (A) € U (B). AuBerdem ist
OL(A) C OL(AB) (vgl. 4.2.21(i)). Insgesamt erhalten wir 24787 = (4B — p(AB)7
2. Fall: Sei § = —j;—/,. Da ff' < 0 ist, folgt aus 4.2.21(ii), dass AB in dom o3 liegt. Sei
z € Op(A). Nach 4.1.17(vi) und 4.2.21(ii) ist in diesem Fall 24" € U,(A) = UL(B).
Also erhalten wir 24787 = z(AB)* — p(AB)

3. Fall: Sei ¢ > —%/,. Nach 4.2.21(iii) liegt AB in domoy. Sei x € UL(A). Infolge von
4.1.17(vi) und 4.2.21(iii) gilt 24" € Ox(A) C Or(B). AuBerdem ist Uy, (A) € UL(AB)

(vgl. 4.2.21(iii)). Insgesamt erhalten wir zA7'B7 = g(AB)* = ;(AB)72

Sei A € domo; und B € domos. Lemma 4.2.21 (iv) besagt, dass in diesem Fall

AB € domoy ist. Sei z € Op(A). Wegen 4.1.17(vi) gilt A € U,(A) C Hy. Folglich
gilt pALB73 _ . (AB) _ .(AB)71

Sei A € doma; und B € domoy. Nach 4.2.21(v) ist in diesem Fall k' AB € dom o5.
Sei € Ogp(A). Wegen 4.1.17(vi) gilt 24° € Ur(A) C Hp. Insgesamt erhalten wir

pATIB7 xAA(kle)* _ x(kflAB)A — pk7tAB)72.

Sei A € domoy und B € domoy. Wegen f < 0 und f' > 0 gilt dann ff" < 0.

L. Fall: Sei § < gc—,, Nach Lemma 4.2.21(i) liegt in diesem Fall AB in domoy .
Sei € O(A). Aus 4.1.17(vi) und 4.2.21(i) folgt, dass 24° € Ur(A) C Ur(B) und
OL(A) C OL(AB) gilt. Insgesamt erhalten wir 47287 = p(RAB)* — ;(AB)72

2. Fall: Sei § = —f'—l,. Da ff" > 0 ist, folgt aus 4.2.21(ii), dass kAB in dom oy liegt.

Sei 2 € O(A). Nach 4.1.17(vi) und 4.2.21(ii) ist dann 24" € Ugr(A) = Ugr(B). Also
erhalten wir 247287 = p(*kAB)* — ;.(kAB)™*
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3. Fall: Sei § > —%. Nach 4.2.21 (iii) liegt in diesem Fall kAB in domoy. Sei x €

UL(A). Aus 4.1.17(vi) und 4.2.21(iii)) folgt, dass in diesem Fall 24° € O,(A) C

OL(B) gilt. AuBerdem ist UL( ) C UL( B) (vgl. 4.2.21(iii)). Insgesamt erhalten wir
pAT2B7L xAA(kB)A (kAB) 7 (kAB)”

Seien nun A und B Elemente des Definitionsbereichs von oy. Wegen f < 0 und f' <0
gilt ff' > 0.
1. Fall: Sei 7 < —%. Nach 4.2.21(i) liegt in diesem Fall AB in dom oy. Sei € O (A).

Infolge 4.1.17(vi) und 4.2.21(i) gilt dann z*4* € Ug(A) C Ur(B) und OL(A) C
OL(AB). Insgesamt erhalten wir 47287 = g(hAB)* — 4(AB)7

2. Fall: ? = —%,. Da ff" > 0 ist, folgt mit 4.2.21(ii), dass kAB in dom oy liegt.

Sei & € OL(A). Nach 4.1.17(vi) und 4.2.21(ii) gilt 2** € Ug(A) = Ugr(B). Folglich
erhalten wir zA72B%2 = p(RAB)* —_ 4.(kAB)74

3. Fall: Sei ¢ > —%. Nach 4.2.21(iii) liegt in diesem Fall kAB in domoy. Sei x €

UL (A). Wegen 4.1.17(vi) und 4.2.21(iii) folgt 24* € O(A) € OL(B). AuBerdem ist

UL(A) C UL(AB) (vgl. 4.2.21(iii)). Wir erhalten insgesamt zA72B7 = A *B)’
LRABY _ (kAB)71

Sei A € domoy und B € domos. Nach 4.2.21(iv) gilt AB € domoy. Sei x € Ug(A).
Aus 4.1.17(vi) und 4.2.1) folgt dass 2" € Or(A) C Hy gilt. Folglich erhalten wir
das Ergebnis zA72B = z(AB)* — 5(4B)72

Sei A € domoy und B € domoy. Wegen 4.2.21(v) ist dann AB € domoy. Sei

z € Up(A). Nach 4.1.17(vi) gilt 24" € OL(A) C Hy. Insgesamt erhalten wir 247587 =
PABY Z (AR

Sei A € dom oy und B € dom oy. Wegen 4.2.21(iv) ist in diesem Fall AB € domo;.

Sei x € Hp \ g(B AT Aus 4.1 17(iv) folgt, dass 24 € Hy \ géfil)k. Folglich gilt
pATIBL _ (AB) _ x(AB)"l'

Sei A € dom oy und B € dom oy. Nach 4.2.21(iv) ist in diesem Fall AB € domo,. Sei

xe Hp\ gAY Wegen 4.1. 17(iv) gilt 4™ € Hz \ g8, Folglich ist 2475 =
AR _ L (AB)7

=z
Sei A € domoz und B € domos. Nach 4.2.21(iv) ist in diesem Fall AB € dom o3.

Sei z € Hy. Wegen 4.1.17(iv) gilt 4" € H,. Also erhalten wir 24787 = z(45)*
(AB)7s
T :

Sei A € domoz und B € domoy. Wegen 4.2.21(v) gilt in diesem Fall AB € dom oy.
Sei z € Hy. Aus 4.1.17(iv) folgt, dass 24 € H,, gilt. Insgesamt erhalten wir 247587 =

L(AB)> _ (AB)"t
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4. Die Moulton-Ebenen

e Sei A € domo, und B € dom ;. Nach 4.2.21(v) gilt in diesem Fall k= AB € dom o5.

1\A

Seix € HR\ggoBflAil)A. Mit 4.1.17(iv) kénnen wir folgern, dass 2+~ '4* € H,\ g8~ )"
Folglich ist 4787 = g+ "AB)* — (k1 AB)72

e Sei A € domoy und B € domoy. Wegen 4.2.21(v) gilt AB € domoy. Sei z €

Hi, \g‘(’oBilAil)A' Nach 4.1.17(iv) gilt 24 € Hp \ ggil)k. Also erhalten wir #4787 =
(AB)» _ .(AB)°1
T =z .

e Sei A € domoy und B € domos. Nach 4.2.21(v) gilt fiir diesen Fall AB € dom oy.

Sei # € Hy. Dann gilt 24" € Hp wegen 4.1.17(iv). Folglich ist 2478 = zA*B* —
LABY _ L (aB)s

e Sei A € domoy und B € domoy. Nach 4.2.21(v) ist k~'AB € domos. Sei x € Hy,.
Dann folgt mit 4.1.17(iv), dass 2" € Hp gilt. Wir erhalten insgesamt zA757 —
xA’\(k*IB)* _ x(kflAB)k — p(k71AB)T3 H

Wir wollen als néchstes eine Abbildung @ : GL;r R — X definieren. In 4.2.29 werden wir

zeigen, dass die Einschriankung dieser Abbildung auf ein geeignetes Definitionsgebiet ein
lokaler Isomorphismus ist.

4.2.23 Definition. Wir betrachten die Abbildung
@:GLiR—%: A AD = (A)” wenn A € domo; .

4.2.24 Bemerkung. Die Definitionsbereiche der Abbildungen oy, oo, 03 und o4 sind dis-
junkt. Andererseits ist GL3 R in der Vereinigung der Definitionsbereiche enthalten. Folglich
ist @ wohldefiniert. Da fiir i € {1,2,3,4} die Abbildungen o; surjektiv sind, erhalten wir
insgesamt, dass @ surjektiv ist. Weil die Abbildungen oy, 0o, 03 und o4 jeweils injektiv
sind und die Mengen .1, Y5, >3 und Y4 paarweise disjunkt sind, erhalten wir, dass auch
@ Injektiv ist.

Mit der Abbildung @ vereinfacht sich die Beschreibung von Kompositionen und Inversen

in ¥ in folgender Weise:
4.2.25 Lemma. Seien ; ;o
e e
A= (h j) und B = (h’ j/)
Elemente von GL3 R. Dann gilt
(kAB)@  wenn A B®@ ¢ %, und (AB)@ ¢ %, ;
(k'AB)@  wenn A2, BD € ¥, und (AB)@ € %,,
AT O = oder A, BD ¢y,
oder (AQ, BD) € ¥ x 3, U%, x %y ;
(AB)@ sonst.
(A@) - (kA™H)D  wenn (A)D e 3, ;
(A M@ sonst.
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4.2. Die Automorphismen-Gruppen der Moulton-Ebenen
Als kleine Anwendung der Verkniipfungstafel in 4.2.22 und von 4.2.25 bestimmen wir alle
Involutionen in der Automorphismen-Gruppe X.

4.2.26 Lemma. Der Automorphismus (—vk1)@ ist die einzige Involution in ¥ ungleich
der Identitét.

Beweis. Sei AD € ¥ eine Involution. Dann folgt nach 4.2.22 aus AD o0 AQ = 1@ ¢ ¥,
dass AD ¢ ¥, U Y, gilt. Wir betrachten zuerst den Fall AZ € 35, Dann gilt nach 4.2.25
AD 6 AT = (A2)D. Da die Abbildung @ bijektiv ist, ist in diesem Fall AD genau dann
eine Involution, wenn A2 = 1 gilt. Da AQ € 5 hat A die folgende Gestalt

=)

2
2 a O
A7 = (ac—l—dc d2)

Also folgt aus A% = 1 die Gleichheit A = 1. Nun betrachten wir den Fall AZ € ¥,. Dann
gilt nach 4.2.25 AD o AD — (k=1 42)D. Also folgt k'A% = 1. Da AD € ¥, hat A die

folgende Gestalt
a 0
=)

mit a,d < 0,c € R. Insgesamt erhalten wir die Gleichung

a? 0\ [k 0
ac+de d*)  \0 k)~

Folglich gilt, da a,d < 0, die Gleichheit A = —V/k1. |

mit a,d > 0, c € R. Folglich gilt

4.2.27 Lemma. Die Abbildung @ ist auf GLj R kein Gruppenhomomorphismus und auch
nicht stetig.

Beweis. Dass @ kein Gruppenhomomorphismus ist, sieht man aus den Verkniipfungsregeln
in 4.2.25.
Seien e, j < 0. Wir betrachten fiir n € N die Folgen

1 _1
(An>n N = (e ) und (Bn)n N = (6 n) .
) h 3 ) en © h 7 ) nen

Sei N := max{Z —% 11 Dann sind fiir alle n > N die Folgenglieder A, und B,

ej’ ej’ j

Elemente der GLj R, und die Folgen (A, )nen und (B, )nen konvergieren in GL3 R:

3

lim A, — lim B, — (6 O) — A
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4. Die Moulton-Ebenen

Sei U := {[z,y,1]| <0,y €] — 1,1[}. Wir betrachten fiir n > N die Urbilder der Fern-
gerade unter den Lineationen AZ und B@: Es gilt:

@,-
gg}n " :lo,mn mit mn:_jn>07 da] <0 und
a)- - . .
gg")1:l07mnmitmn:]n<0> da]<0‘

Folglich sind fiir n > N die Ungleichungen m,, > 1 und m,, < —1 erfiillt. Da fiir alle n > N
auBerdem AD € ¥; und BD € ¥, gilt, erhalten wir:

(),

(58, = G,

(Az) ‘U und

Deswegen gilt

lim (AD)| = (4], # (k' AP)], = lm (BD)|

Insgesamt folgt
lim (An@) # lim (Bn@> :

n—oo n—oo

und @ ist nicht stetig. [ |

4.2.28 Bemerkung. Die Restriktion der Abbildung @ auf dom(cs) ist ein stetiger und
offener Gruppenisomorphismus.

Beweis. Es gilt @‘ dom(os) — )\‘ dom(os)’ Die Abbildung A ist nach 4.1.6 ein stetiger und
offener Gruppenhomomorphismus. [ |

4.2.29 Satz. Sei

Yﬁﬁ = {(Z 5) S GL2 ]R+

Fiir1 > (3 > 0 und 6 > 0 ist @‘Yﬁé ein lokaler Isomorphismus, das heifit ein stetiger,

e>0,j>0, fe]—é,é[}.

offener Homomorphismus lokaler Gruppen.

Beweis. Die Abbildung @ ist bijektiv, da die Mengen 3; und YJ;, wie wir in 4.2.1 erkennen
kénnen, fiir ¢ # j leeren Schnitt besitzen und die in 4.2.2 definierten Abbildungen o;
bijektiv sind.

Seien 1 > # > 0 und 0 > 0 fest gewihlt. Wir verwenden in diesem Beweis die in 4.1.6
definierte Abbildung A. Wie wir in Definition 4.2.2 erkennen kénnen, ist A € GL$ R genau
dann ein Element des Definitionsbereich der Abbildung ¢;, wenn A@ = A%
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Schritt 1: Zuerst zeigen wir: Fiir alle A, B € Yy 45 gilt: AQB® = (AB)@. Seien

(e T _ (¢
w5 1) wanee (5 1)

Elemente von Yy 5. Dann sind die Eintrége e, j, ¢’ und j' positiv. Nach 4.2.2 sind deswegen
die Matrizen A und B keine Elemente von dom oy. '
Wenn A, B € domoy. Dann ist f > 0 und f’ > 0. Folglich ist % > (0 und % > (. Also ist

? > —%. Nach 4.2.22 gilt in diesem Fall

ACBD — p71pot — (AB)™ = (AB)@D .

Wenn A, B € domoy. Dann ist f < 0 und f' < 0. Folglich ist % < 0 und }—l, < 0. Also ist

? < —% und wegen 4.2.22 gilt

APBD = A72p72 = (AB)™ = (AB)D .
Wenn keiner der beiden obigen Félle erfiillt ist, gibt es

(l,m) € {(1,2),(2,1),(1,3),(3,1),(2,3),(3,2),(3,3)}

so, dass (A, B) € dom o; x dom 0y,. In diesem Fall gibt es (vgl. 4.2.22) ein n € {1,2,3} so,
dass
ADBO — A2 g7 = (AB)* = (AB)D .

Schritt 2: Wir betrachten im Folgenden Subbasiselemente der kompakt-offenen Topologie
auf Y. Da die Moulton-Ebene M, kompakt ist, ist die Ferngerade g., kompakt [29, 1.27]
und Wy = [goo, P\ {[z,y,1]| z € [-1,1],y € (=2, 2]} | ist ein Subbasiselement. Weil  als
Automorphismen-Gruppe einer stabilen Ip-Ebene eine topologische Gruppe ist [29, 2.3],
ist das Invertieren eine offene Abbildung. Folglich ist W, ' = {w™'| w € W, } eine offene

Menge in ¥. Sei Wy := |[-1,0, 1], H,|. Dann ist
W =W 'nw,

offen in .. Wir betrachten auBerdem die folgende offene Menge der Punktmenge P

g s
x<0,y€]—%,2—6[} .

Wir zeigen nun: Fiir alle oy € W gilt g% N U = 0.
Da jeder Automorphismus der Moulton-Ebene M) den Fixpunkt x., besitzt, liegt das
Urbild der Ferngerade unter einem Automorphismus in dem Biischel (Ly), = L,,,. Sei

¢ € W. Dann gilt g% ¢ P\ {[z,y,1]| z € [-1,1],y € (=2, 2)}. Folglich liegt das Urbild
der Ferngerade in dem Teil des Biischels L,__, der U nicht schneidet.

7= {1
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Schritt 3: Als néichstes wollen wir einsehen, dass fiir alle D@ e W gilt D@‘U = DA‘U.
Sei ¢ € W. Da die Abbildung @ surjektiv ist, gibt es eine Matrix D € GL§ R und ein
i€ {1,2,3,4} so, dass ¢ = D@ = D7 gilt. Weil 1 ein Element von W, ist, liegt das Bild
des Punktes [—1,0, 1] in der linken Halbebene. Folglich gilt 1 & ¥,4.

Wenn ¢ = D! ist, dann liegt wegen ¢ € Wy der Punkt [—1,0, 1] in der Viertelebene der
linken Halbebene, die in die linke Halbebene abgebildet wird, also in O(D). Die Tatsache,
dass ¢ € Wil ist, liefert, dass es ein t €] — oo, _Tﬁ[ mit g% " = Iy, gibt. Also ist U C Op(D)
und |, = D*|,.

Wenn ¢ = D% ist, dann liegt wegen ¢ € Wy der Punkt [—1,0,1] in UL (D). Folglich gibt
es ein Ee]g, oo derart, dass g, = lo.; gilt. Also ist U C Ur(D) und w‘U = D’\}U.

Wenn ¢ = D% ist, dann gilt ¢‘U = D’\}U, daU C Hy.

Wir betrachten im Folgenden die Abbildung = @uwy. Dabei ist wy definiert wie in
1.5.10.
o) : GL; R — 2‘ A= (A@>‘U .

Schritt 4: Aus Schritt 3 folgt, dass -‘ = (Awr) ‘ Lemma 4.1.6 und Lem-
ma 1.5.10 besagen, dass A und wy offen und stet1g sind. }*Molghch ist auch die Abbildung

}W@ 1 offen und stetig.

Schritt 5: Wie wir in 1.5. 10 gesehen haben ist die Abbildung wy bijektiv. Folglich gilt
@}W@fl = -} wU und wir erhalten die Stetigkeit und Offenheit von @‘ W@

Schritt 6: Als letztes zeigen wir, dass Y3, eine Teilmenge von wa ' ist
Wir betrachten wieder
e
A= <h :;c) € Yﬁﬁ.

Wie wir in Schritt 1 schon bemerkt haben gilt A ¢ domoy. Fiir A € dom oy U dom oy ist

A@) .
das Urbild der Ferngerade go<o ) gleich der Geraden lo; mitt = —%. Wenn A € dom oy
ist, ist f €]0,6[. Weil j > ( vorausgesetzt ist, gilt —% ? < -8 und es folgt A% € W.

Wenn A € domoy ist, ist f €] —0,0[. Weil j > f Vorausgesetzt ist, gilt in diesem Fall
—% > _ﬂf > g und es folgt A2 € W. Da Y3 C W ist haben wir insgesamt bewiesen, dass
AD e w.

Aus den letzten drei Schritten kénnen wir schliefen, dass @‘Yﬁ S ein Homoomorphismus ist.
AuBerdem wissen wir nun, weil W eine offene Teilmenge von ¥ ist, dass sogar auch das Bild

(Y5,5)@ offen in ¥ ist. Insgesamt ist nun bewiesen, dass @}Yﬁ , ein lokaler Isomorphismus
ist. ’ u

Wir wissen nun, dass ¥ = Aut(Mj}) eine topologische hausdorffsche Gruppe ist und au-
Berdem lokal isomorph zu einer Liegruppe ist. Im Anhang in A.9 wird bewiesen, dass eine
topologische Gruppe, deren Gruppenmultiplikation und deren Gruppeninversion in einer
Umgebung der Identitdt analytisch sind eine Liegruppe ist. Daraus erhalten wir die folgende
Aussage:
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4.2.30 Korollar. Die Automorphismen-Gruppe Aut(My) ist eine Liegruppe.

Im Folgenden beschreiben wir ein radiales Modell der Moulton-Ebene. In diesem Modell
wird die Knickachse zur Ferngeraden. Aus diesem Grund lassen sich die Automorphismen
an diesem Modell besonders schon beschreiben. Unser Ziel ist es, den Zusammenhang
zwischen ¥ und der Automorphismen-Gruppe des radialen Modells explizit zu beschreiben.

4.2.31 Satz. [55, 34.2] Wir wéhlen s > 0, und betrachten die Funktion

fil=5.50=10,000 1 o= 55
Wir definieren eine Gerade L := {f(ap)ew‘ —5<p< g} und damit eine Menge von
Geraden - _
Ly = {cL] ceC\{O}}U{ReW‘ —Z<w< 5}

Die Ebene M(s) := (C, Ly) ist eine affine R*-Ebene.
Wir bezeichnen mit M(s) den projektiven Abschluss von M(s). Die Ebene M(s) ist eine
kompakte projektive Ebene und ist fiir k = €*™* isomorph zur Moulton-Ebene Mj,.

Der Isomorphismus « ist die Fortsetzung der partiellen Lineation & auf M(s), welche fiir
r>0und § # ¢ €] — 5,2 durch

sp

d:@\iRﬁR\{O}XR:TGWH{ tanap,l]

rcosp’

gegeben ist.

4.2.32 Satz. [55, 34.4] Die Automorphismen-Gruppe 3(s) von M(s) wird erzeugt von
den Einparametergruppen: H := {n,| t e R}, P := {p;| t e R}, E := {&;| t € R} und
Z:={&|0<u=c¢'} mit

(re")" = elre'

(re’?)rt = estrelett)

(ri)** =ri und

(re'#)s = %es(w”’)ew mit tant = tang + ¢ und ¢,¢ €]—%, Z[ oder ¢ €]%, %[ |
cos
Nge T
ri)™ = — und
(rijee =
(re)s = TEBP sw=0)eiv mit tany = u’tan ¢ und ¢, ¢ €]-%, 2] oder o, €]3, 37| .

U Ccos Y

Sei im Folgenden e*™ = k.
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4.2.33 Lemma. Es gilt o 'Y(s)a = X. Ein Automorphismus o € Y(s) induziert den
Automorphismus ¢ := o 'oa € ¥ und es gilt:

t
ﬁt:A@ezgmitA:@ 2) fiir t € R,
é:B@e&HMB:<1?) fiirt € R,
gu:C’@EZg mit C' = (g uql) fiir u > 0.

Seit =t 4 2Im mit t € [~m;7[ und | € Z. Dann gilt

= DD mit D = k' (5L ~smb)
sint cost

Ferner gilt:
pr € Xy fiirt=—w

pr €Y fiirt € —m;0]
,5,5623 fUI"EIO

pi € Xy fiir t €)0; 7

Beweis. Im Folgenden betrachten wir die Wirkung von Automorphismen o € ¥(s) auf die
Punkte 1 und e'i und die Gerade iR. Wir bilden diese Punkte und deren Bilder mit a ab
und suchen dann den Automorphismus & € ¥, der 1% und (€'%)® und die Ferngerade g,

richtig abbildet. Dabei benutzen wir, dass 1¢ = [1,0,1] und (¢'%)® = [z, 1, 1] mit 2 := ok

kS
COs 1

ist. Die Automorphismen p; € P fiir t € Zn und alle Automorphismen 7, € H, ¢, € E und
§u € Z bilden die Gerade iR in sich ab. Folglich sind die induzierten Abbildungen p; fiir
t € Zm, 1y, € bzw. &, Automorphismen von Mj.

)

il

Es gilt 1" = e' und (e')* = [e™*, 0, 1]. Folglich gilt [1,0,1]" = [1, h, j] = [e7*,0, 1]. Also ist
h=0und j = €.

Es gilt auferdem (¢'7)" = ete's und (e'e'T)™ = [ze™*, 1, 1]. Mit h = 0 erhalten wir, dass die
Gleichheit [x,1,1]" = [z, d, j| = [ze™*,1,1] erfiillt ist. Folglich istd = j =¢'. Daj =¢' >0
gilt, ist ; € X3 und folglich gilt B = A. Insgesamt erhalten wir also (vgl. Definition 4.2.23)

(e 0 @
e = 0 6t .

Schritt 1: Wir machen den Ansatz

o>

ﬁt:[B|A]623UZ4mitA:<
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Schritt 2: Wir machen nun den Ansatz

- — [B|A] € 55 US, mit A — (Z 2) .

Es gilt 1t = eVe mit tantp = t. AuBerdem gilt (- Swew) = [1,t,1]. Folglich

cos 111

erhalten wir [1,0,1]% = [1,h, j] = [1,t,1]. Und es fo]gt h —t und j=1

Zzzzes(w De mit tant) = 1 +
t gilt. Es gilt (ﬁes(w_z)ew) = [x,1 + t,1]. Folglich gilt die Gleichung [x,1,1]** =
[z, d+1t,1] = [:E,tangz,l]. Daraus lesen wir ab, dass d = 1 gilt. Da j = 1 > 0 ist, ist
€ € X3 und folglich ist B = A. Insgesamt erhalten wir also (vgl. Definition 4.2.23)

(1 0\?
Et—tl .

Schritt 3: Wir machen nun den Ansatz

Dariiber hinaus wissen wir, dass die Gleichheit (e'%)% =

— [B|A] € T3 US, mit A = (Z 2) .

Es gilt 18« = m e*Ve™ mit tany) = 0. Aulerdem gilt (—— e e*Ve)” = [u, 0, 1]. Insgesamt
erhalten wir die Gleichheit [1,0,1)5 = [1, h, j] = [u, 0, 1]. Folglich ist h = 0 und % = u.

Dariiber hinaus gilt (e'1)% = uws“we sW=De mit tanyy = wu® Und es ist
(jzzszwe s(d- )em[;)a = [uz,u? 1]. Insgesamt erhalten wir also die folgende Gleichheit
[z,1,1]% = [z,d, 1] = [ux,u? 1]. Daraus lesen wir ab, dass d = u gilt. Da j = 1 > 0

ist, ist &, € Xy und wir erhalten (vgl. Satz 4.2.29)

i @
-y

In den folgenden Schritten sei ¢ = £ + 27l mit ¢ € [—x, 7[ und [ € Z. AuBerdem definieren

wir fiir © € R |
b= (5o} )

Schritt 4: Fiirt € {—m,0} machen wir den Ansatz

b= [BlA] € S5 U, mit A — (;‘f S) .

Sei nun zuerst t = 0. Dann gilt 17 = €2™ und (e?™%)® = [e=2"! 0, 1]. Folglich ist [1, 0, 1]%* =

[1,h, 5] = [e7™,0,1]. Daraus lesen wir die Gleichheiten h = 0 = ¢**sin(0) und j =
e?mls = 25 ¢os(0) ab.

97



4. Die Moulton-Ebenen

Ferner gilt (e'%)Pt = e*™5¢'T. Es ist (e2™*e'%)™ = [e=?*x, 1,1]. Folglich gilt die Gleichheit
[z, 1,1]7t = [z,d,1] = [e _2”8:6,1,1]. Daraus lesen wir d = €*™ = ¥ cos(0) ab. Da
j = e¥™ > 0 ist, ist p, € X3. Insgesamt erhalten wir mit k = €™ das Ergebnis:

Fiir i = 0 ist , = (K'Dy)® = (K'D,)® .
Nun betrachten wir den Fall t = —x. Dann gilt 17 = e*e'™. AuBerdem ist (ee™)® =
[—e?m(=D 0,1] = [1,0, —k1]. Fo]g]ich gilt [1,0,1]7t = [1,h, j] = [1,0,—Kk'"1]. Daraus
lesen wir die Gleichheiten j = —k'~' = k'~! cos(—7) und h = 0 = k'~ sin(—7) ab.

Ferner gilt (¢'%)? = ¢e'i™ und (e*'e'1™)® = [z, —k!~', —k'~!]. Folglich erhalten wir mit
h =0 und j = —k'=! die Gleichheit [z,1,1]?* = [z, d, —k'"1] = [z, —k!"1, —k'"1]. Also ist
d= —k=1 = kl=tcos(—m). Da j = —k!"1 < 0 ist, ist p; € ¥4. Insgesamt wissen wir nun:

Fiirt = —7 ist py = [kA|A] mit A=k"'D_, .

Folglich ist
B=kA=FkD_,,

und wir erhalten das Ergebnis (vgl. Definition 4.2.23):
Fiir f = —n ist 5, = (k'D_,)® = (k'D,)?

Schritt 5: Sei t ¢ {—7,0}. Wir betrachten das Bild von Ri unter p,: Es ist (ri)” =
estre3+D und es gilt ferner (e*tre'G0)" = [ 7 — tan(Z +1),1]. Also gilt:

re2mslgin ¢’

A

g” =y, mitn = tan(g +1).

Nun betrachten wir das Urbild von Ri unter p: Es gilt (Ri)*r = Re'5~D denn es ist

(reF-D) = estreiE | Es gilt auberdem (rei=9)e = [ 50 tan(Z —1),1]. Also ist

7 cos( g —t)?

A

g}jl = lo5 mit N :tan(g —1).

Wegen (Ri)?* # Ri gilt p, € X1 U Xo. Wir machen den Ansatz

. Al B
Pt = {?’7] 621U22.

Schritt 6: Sei nunt ¢ {—m — 2,0, Z}. Dann ist g = tan(Z — ) = —. Also wirkt fiir
tant < 0 die Abbildung B* auf dem Punkt [1,0,1] und fiir tant > 0 wirkt C* auf [1,0, 1].
Sei D* mit D € {B,C} die Abbildung, die auf [1,0, 1] wirkt. Wir machen den Ansatz

()
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Es gilt 17t = ettt und es ist
(1917 — (eSefiye _ [ tan(8),1] = (K" (cos(D) " tan(d), 1] fir { €] —m, 5
[ tan(f), 1] = [(k(cos(f)) ", tan(f), 1] firée] — I, 7[\{0,2}

est cos(t)’

Es ist auerdem [1,0,1]7 = [1,0,1]°" = [1, h, j] = (17)*. Daraus lesen wir ab, dass

L[ (Ktsin(f), Kt cos(t)) fﬁffe] ™, =5l
(h,j) = { (k' sin(f), & cos(?)) firt €] — Z,7[\{0,%}

ist. Wie wir uns in Schritt 5 iiberlegt haben, gilt g2 = lp, mitn = tan(Z + 1) und

1

g5 =lo; mit i = tan(f — t). Aus Definition und Lemma 4.1.17 wissen wir, dass 7 = —%
gilt. Insgesamt erhalten wir also
—J s —k=sin(t) fiirt €] -, —7[
= ———— = —jtant = .7 - r _fhgw
/ tan(Z — ¢) J { —Klsin(t) firt €] — 5, 7[\{5}

AuBerdem ist aus Definition und Lemma 4.1.17 bekannt, dass n = % gilt. Also erhalten wir

d:ftan(z+f):—

f :{ k1 cos(t) fﬁrfe] |
2 tan(?) 5

klcos(t)  firt €] — Z,7[\{0,%}
Insgesamt haben wir nun das Ergebnis

K='D; firt €] —m,—Z|

D =
KD;  firte]—Z,7[\{0,%

Dasin(t) > 0 fiir £ €]0, 7| und sin(t f) < 0 fiirt €] —m,0] gilt, wissen wir nun Folgendes (vgl.
Definition 4.2.1): Fiir t €] —m,0\{—2} ist §, ein Element von ; und fiir t €]0, 7[\{%} ist
pr ein Element von Y,. Nun tragen wir die Ergebnisse zusammen: Je nachdem, in Welchem
Intervall t liegt, wirkt [C] oder [B] auf dem Punkt [1,0,1]. Es gilt entweder p, € ¥, oder
pr € 3y und es ist entweder D = k'=1D; oder D = k'D;. Insgesamt erhalten wir damit
folgendes Ergebnis:

(kC)*  mit C=k"'D, firt €] —m, —Z|
) B» mit B =KD,  fiirt €] —g,@[
PP=Y 0= mitC=kD,  firiel0, ]

B mit B =k'D,  fiirt €]Z, 7]

Insgesamt ergibt sich:

Fiird ¢ {—m,—.0, 2} gilt i = (K'D;)” = (KDy)® .

m
9 )
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4. Die Moulton-Ebenen

Schritt 7: Als letztes betrachten wir nun den Fall t € {—Z, T}, Wir machen den Ansatz

272
_(d f
b= (1),
Aus Schritt 5 wissen wir, dass fiir diesen Fall Folgendes gilt:

~ 1
Pt __ P, _
ght=gbt =loo .

Folglich ist d = j = 0 und es gilt [z,1,1]” = [z,1,1]1B] = [z, h, f].
Sei zuerst t = T. Es gilt (¢'5)7 = e*'¢'3™. Und es ist

s3m
e’1

st _idm\a
( ) =

3
e*e's ,tan(zﬁ),l = [~k7lz,—1,1] .

et cos(3m)

Mit [z,1,1]7* = ((e'T)r*)” erhalten wir h = k' = k'sinZ und f = —k' = —k'sinZ < 0.
Insgesamt haben wir das Ergebnis:

Fiird =2 gilt ju = (KD)” € s .

Zum Schluss sei nun t = —4. Dann gilt

us
_SZ _

tan(——), 1| = [zk~', —1,1] .

() = [y
Mit [z, 1,1]7* = ((e'%)7)" erhalten wir
h=—f=—k=—Fk sin(—g) .
Wegen f = k! > 0 gilt p, € 31 und wir erhalten:
Fiird = —Z gilt i = (WD) ® € o .

Mit den Schritten 1 bis 7 haben wir nun alle Félle betrachtet und die Behauptung ist
bewiesen. |

e~ —

4.3. Die SL> R in der Automorphismen-Gruppe der Moulton-Ebene

Im Folgenden wollen wir die Kommutatorgruppe von ¥ bestimmen und dann zeigen, dass

diese isomorph zu der Gruppe SL, R ist. Dabei geben wir die Uberlagerungsabbildung
explizit an. In den folgenden Beweisen wird zur Berechnung der Produkte und Inversen
das Lemma 4.2.25 benutzt.
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4.3. Die SE;R in der Automorphismen-Gruppe der Moulton-Ebene

4.3.1 Lemma. Fiir alle r € RT und alle A € GLJ R gilt die Gleichheit (rA)@ =

(r1)@AD,
Beweis. Fiir » € Rt ist (1)@ € X3. Nach 4.2.25 gilt folglich fiir alle A € GLI R die
Cleichheit (rA)@ = (r14)@ = (r1)TAD, |

Wir betrachten die Untergruppe S := {(k”C’)@ ‘ CeSLyR,re Z} von Y. Unser nichstes
Ziel ist der Satz 4.3.5, der besagt, dass S die Kommutatorgruppe von X ist.

4.3.2 Bemerkung. Die Menge S ist eine Untergruppe von X: Fiir (k" C)@, (k™ C,)@ € S
gibt es my € {—r9, =19+ 1, —1ry — 1} und m € {ry + mo,r1 +ms + 1,71 + mo — 1} so, dass
Folgendes gilt:

(k2 )@ ((20)D) 7 = )@k 0 = (ki) €
4.3.3 Lemma. Das Zentrum Z(X) von ¥ ist die Untergruppe
2(2) = (2(G15 R)® = {r1)@| r e R\ {0} }
und das Zentrum Z(S) von S ist die Untergruppe
Z(8) = {(j:kl]l)@‘ ez} =((-1)@) .
Beweis. Sei AD € Z(¥) bzw. AQ € Z(S). Dann gilt fiir alle BD € %5 die Gleichheit
(AB)@ = AOBD — p@ @ _ (4D

Folglich vertauscht A mit allen Elementen der Untergruppe 23@71 in der GL, R, da die

Abbildung @ nach 4.2.24 injektiv ist. Die Untergruppe 23@ 1 besteht aus der Untergruppe
der unteren Dreiecksmatrizen mit positiven Diagonaleintragen (vgl. 4.2.2) mit der iiblichen
Matrizenmultiplikation, weil @ auf dieser Untergruppe einen Homomorphismus induziert,
wie wir aus 4.2.25 erkennen konnen. Aus der Bedingung, dass A mit den beiden Matrizen

l 0 1 0 @71 —1
2 @)
(%) wma (1 %) <50

kommutiert, erhalten wir, dass die Matrix A ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist.
Sei nun umgekehrt die Matrix A ein Vielfaches der Einheitsmatrix. Dann vertauscht A mit
jedem B € GL, R und es gilt AQ e 3. Folglich gilt nach 4.2.25

APBD — (ABY?D = (BA)@ = BDAD |
Damit ist die Behauptung bewiesen. [ ]

4.3.4 Lemma. Esgilt S’ = 5.
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4. Die Moulton-Ebenen

Beweis. Wir finden im Folgenden Elemente von S’, welche die Gruppe S erzeugen. Damit
ist dann die Aussage S’ = S bewiesen.

Schritt 1: Wir zeigen:
1 0\
Fiir alle x € R gilt <x ) es .

Sei u € R™ und a € R. Dann liegen die Matrizen

u 0 1 0
(6 .5) ma (i)
v 0\@ (10 @
0 ut u a 1

sind Elemente von ¥3. Der Kommutator dieser beiden Lineationen ergibt sich folgender-
mafen:
v 021 N\® et 0\2 1 0\?
0 wut a 1 0 u —a 1 N
w0\ (1 0) [ ut 0\/1 0\\? 1 0\?
0 v')\a 1 0 u)\—-a 1 S \(u?=1)a 1

Wir wahlen nun u = % Fiir alle x € R erhalten wir mit a = %x, dass

@
(1 0) cg
r 1

in SLy R und die Lineationen

gilt.

Schritt 2: Wir zeigen nun:

1y @
Fiiral]eyE]Rgilt(O 1) es.

Sei y € R. Dann wissen wir aus Schritt 1 und 4.2.1, dass
@
(197 s,

gilt. Auflerdem gilt

@
0 —1
<1 0) esSnN,.
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4.3. Die SE;R in der Automorphismen-Gruppe der Moulton-Ebene

Wir konjugieren die erste Lineation mit der zweiten und berechnen dadurch ein Element
von S', da S’ ein Normalteiler von S ist. Bei der folgenden Rechnung verwenden wir, dass

@ @
y —1 0 1
(1 0 ) € 22 und (_1 0) c 21

~1
0 -N\2/1 0?0 -1\?Y 0 -1\C/1 0\P/0 1\?
10 1 10 =1 o 5y 1) \-1 0
oy -1\?70 1\?
1 o 10
@
_ (1Y ’
()7
Schritt 3: Wir zeigen:

Es gilt (k7'1)@ € 5.

Wie wir in Schritt 1 und Schritt 2 gesehen haben, sind die Lineationen

1 0\? dll@
2 1) "9 lo 1

Elemente von S’. Wir berechnen nun das Quadrat des Produkts dieser beiden Lineationen.
In die Berechnung geht ein, dass

@ @
1 0 1 1
(_2 1) S 23 und (_2 _1) S 21

gilt.

ertiillt ist, erhalten wir

103



4. Die Moulton-Ebenen

Schritt 4: Als letztes zeigen wir, dass die in den drei Schritten in S’ gefundenen Linea-
tionen die Gruppe S erzeugen. In Anlehnung an [71, S. 20f] verwenden wir die folgende
Kurzschreibweise fiir die Transvektionen:

1 0 1y
toe, 1= (x 1) und tye, == (0 1) )

Fiir beliebige C' € SLyR und m € Z betrachten wir die Lineation (k™C)@ € S. Da die
Gruppe SLyR von den Transvektionen erzeugt wird ([50, 3.2.10] bzw. [71, 4.2 u. 4.3]),
finden wir endlich viele Transvektionen boien, mit [; € {1,2} so, dass

Also gibt es ein z € 7 so, dass C@ = (kzl)@ﬂ?zl(txieli )@, Somit kénnen wir die Lineation
(k™)@ als Produkt von Elementen aus S’ darstellen:
(k"C)D = (k1) D)L (£, )
Insgesamt haben wir S’ = S bewiesen. |
4.3.5 Satz. Esgilt ¥’ = S.
Beweis. Fiir A, B € GLJ R gibt es ein m € Z so, dass Folgendes gilt
ADBO(AO-1(BDY—1 — (" ABA~'B~D

Aus dem Determinantenmultiplikationssatz folgt ABA™'B~! € SLyR und wir erhalten
<S8,

Wegen S < ¥ gilt & < Y. Mit Lemma 4.3.4 erhalten wir daraus S < Y/, womit die
Aussage bewiesen ist. [ |

Selbstverstéandlich erhalten wir aus den Einparametergruppen H, P, E und = (4.2.32) durch
Konjugation mit dem Isomorphismus « wieder Einparametergruppen. An dieser Stelle
wollen wir aber diesen Zusammenhang nicht benutzen, sondern explizit nachweisen, dass
die Abbildungen

N _ ¢ 0\2
n: R=X = t—n = (O et) ,
@
- - 10
E: R=XY : t—g = <t 1) ,
x : u 0\?
E: RV =Y : u—§, = (0 u‘l) und
p: R=%X = t—p = (let)@

. ~ [cos(t) —sin(t)
mit Dy = <sin(t) cos(t)
homomorphismen sind.

) fir t = ¢+ 207 mit ¢ € [—7, [ und [ € Z, stetige Gruppen-
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4.3. Die SE;R in der Automorphismen-Gruppe der Moulton-Ebene

4.3.6 Lemma. Die Abbildungen 7,&, p und £ sind stetige und offene Gruppenhomomor-
phismen. Insbesondere sind die Mengen

ﬁ:{ﬁt|t€R},
E:={&|teR},
== {fu u>0} und

Einparameteruntergruppen.

Beweis. Fiir ¢ € R und v > 0 sind die Lineationen 7, &, und fu Elemente von 3. Wie wir
aus der Definition 4.2.2 entnehmen koénnen, gilt also

Die Lineationen stimmen also auf allen Punkten der Moulton-Ebene M;, jeweils mit einem
Automorphismus der reellen projektiven Ebene P;R iiberein. Deswegen lisst es sich leicht
nachrechnen, dass es sich bei den Abbildungen 7, und ¢ um Gruppenhomomorphismen
handelt. Sei ¢ € {n,&,¢}. Mit der Abbildung wy, aus Lemma 1.5.10, die einen Auto-
morphismus der Moulton-Ebene auf die linke Halbebene einschrinkt, betrachten wir die
Abbildung ¢wy, . Die Halbebene Hj kann einerseits als Unterebene der Moulton-Ebene
und andererseits als Unterebene der reellen projektiven Ebene betrachtet werden. Alle
Lineationen der Menge Y3 bilden die linke Halbebene in sich ab. Also ist die Topologie
der Menge Z;‘}HL unabhéngig davon, ob die Lineationen aus Y3 auf der reellen projektiven
Ebene oder auf der Moulton-Ebene wirken. Betrachten wir H;, als Unterebene der reellen
projektiven Ebene, so ist schon bekannt und leicht nachzuweisen, dass die Abbildung pwp,
stetig und offen ist. Da wy, stetig und offen und bijektiv (Lemma 1.5.10) ist, folgt, dass
die Abbildung ¢ stetig und offen auf ihr Bild ist.

Wir betrachten nun die Abbildung
pit— pr= (kD)@ mit t =i+ 27l und i € [—m, 7| .

Als erstes zeigen wir, dass es sich um einen Gruppenhomomorphismus handelt.
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4. Die Moulton-Ebenen

Seien t; := t; + 27ly und to := ty + 27ly mit fl, ty € [—7, w| beliebig gewihlt. Dann gilt

( (Kh+t1D, @D wenn Dt@, D@ ey und (D40, P & %y,
wenn D&, DD € ¥, und (Dy, 41,)@ € 5y
Pr© P =4 (K1*e71Dy )@ oder DO, DD e s,
oder (D@, DD) € 55y x 3, U%, x ¥y
\ (kht2D, )@ sonst.

Wie wir aus der Definition 4.2.1 entnehmen, gilt fiir ¢ € [—7, [ Folgendes:

21 ] -, O[
©) 22 ]0, ™

D= € 5, —te {0}

M {7}
Insgesamt erhalten wir
kl1+l2+1(Dt1+t2)@ [, 2]
Py © P, = & khte YD, D =1 +i e [-2m, -7
K42 (Dyy 40, @ [—m, 7

Andererseits gilt ¢ +ty =, + ty + 27m(ly + [y). Folglich ist

kll+l2+1(Dt1+t2 )@ [7‘(‘, 27T[
ﬁt1+t2 = kll+l2_1(Dt1+t2 )@ fiir t, + 1ty € [—27’(’, —7T[
Kt (D, 4,)@ (=,

Damit ist die Homomorphiebedingung bewiesen.
Als letztes zeigen wir Stetigkeit und Offenheit von p. Sei | € Z beliebig gewéhlt. Fiir
t €] — 2w + 2nl, 7 + 2| betrachten wir j,. Es gilt

(k:l 1Dy)7? |-27 +2nl, —7 + 27l
(K'Dy)e {—m+2nl}
ﬁt = (l{? Dt) fir ¢ c ]—77' + 27Tl, 27Tl[
(k' Dy)es {2nl}
(k' Dy)e2 127l ™ + 27|

Wir definieren die in P offenen Mengen
Up = {lz.y. 1] (z,y) €] -5, 5[ x]-1,0}

UR = {[xvyu 1] ‘ (.f(f,y) € ]_%7 %[ X ]07 1[}
Mit den in 1.5.10 eingefiihrten Abbildungen wy, und wy, betrachten wir die folgenden
Abbildungen (dabei benutzen wir die in 4.1.6 definierte Abbildung \):
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4.3. Die SE;R in der Automorphismen-Gruppe der Moulton-Ebene

Sei
I .= }—%TF + 2ml, iﬂ' + 27Tl[
und
I =27l 7+ 27l[ .

Dann gilt

> _ ) Iy \A

pwUL}Il = (Il — Z‘UL it ((k Dy) )‘UL)
und

poval, = (B = 3y, 0= (D)],,,) -
Zur Erinnerung: Mit A aus 4.1.6 gilt

1 0 0
(K'D)* = |0 klcost —k'sint
0 klsint Kklcost

Folglich sind die beiden Abbildungen pwy, und pwy, stetig und offen. Da wy, und wy,
bijektive, stetige und offene Abbildungen sind, erhalten wir daraus, dass die Einschrénkun-
gen von p auf I; bzw. I stetig und offen sind. Da [ beliebig gewéhlt war, folgt, dass jedes s
in R eine Umgebung besitzt, auf der p stetig ist. Damit ist die Stetigkeit von p bewiesen.ll

4.3.7 Bemerkung. Die Kommutatorgruppe ¥’ wird von den (Bildern der) Einparameter-
untergruppen € und p erzeugt. Es gilt also

2:<@@£@teRueRﬁ.

Beweis. Es gilt

(0 -1\?
7\ o)

Nach Schritt 2 des Beweises von 4.3.4 gilt

1?2
0 1 € pga5t> .

In Schritt 4 des Beweises von 4.3.4 wurde bewiesen, dass die Gruppe S von den Bildern
der Transvektionen unter @ und &, erzeugt wird. Da &, € S fiir v € R* gilt, folgen die
beiden behaupteten Aussagen. [ ]

4.3.8 Satz. Die Abbildung
v:S—SLLR: (KC)@w— C

ist eine Uber]_agerungsabbi]dung. Insbesondere ist die Gruppe S die einfach zusam-
menhéingende Uberlagerungsgruppe der SLy R.
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4. Die Moulton-Ebenen

Beweis. Wir betrachten die Abbildung
v:S—=SLR: (kC)P—C .

Schritt 1: Wir zeigen: Die Abbildung v ist ein Gruppenhomomorphismus.
Seien (k" C1)@ und (k"2Cy)@ Elemente von S. Dann gibt es ein m € {ry + ro,71 + 19 +
1,71 + 7y — 1} so, dass (" C1)@ o (k"2Cy)@ = (k™ C,CL)D erfiillt ist. Somit erhalten wir

v

((/wcl)@)” ((W@)@)V — O,y = ((kmclcg)@)” _ ((k;”C’l)@ . (Hz@)@)

Schritt 2: Wir zeigen nun, dass die Abbildung v eine Uberlagerung ist.
Seil> (>0 undd >0 und Yss wie in 4.2.29. Sei

U:=Ys5NSLyR

und sei A € SLy R fest gewéhlt. Dann ist AU = {Au| uwelU } eine offene Umgebung von
A in SLyR. Wir betrachten nun das volle Urbild von AU unter v und zeigen dann, dass
(AU)”" disjunkte Vereinigung von Mengen ist, welche in S offen sind. Wir beweisen im
Folgenden

AUy =A@k U)@ .

rez

Wir betrachten zuerst ein C' € U. Da fiir fest gewéahlte A,C' € GLyR ein m € {1,0,—1}
existiert, so dass fiir alle # € 7 die Gleichheit (k" AC)@ = (k™™ A\@DCD gilt, erhalten wir:

{ACY” = | J{kACY? = | J{AP ()P} = [ J{AP (R C)P} .

rez reZ reZ

Wegen

—

(AU)” = (U{AC}>V = U ({acy)

ceUu cevu

folgt obige Gleichheit. Fiir vy # ry sind die Mengen AQ (k" U)@ und AQ(k2U)@ disjunkt:
Denn seien Cy,Csy € U und es gelte

AD () D = AD(j2,)D |
Da . eine Gruppe ist, ist obiges genau dann erfiillt, wenn
(k" C )@ = (k2C,y)@
gilt. Nach 4.2.24 ist @ injektiv. Folglich erhalten wir die Gleichheit

]leCl - l{;”C’g .
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4.3. Die SE;R in der Automorphismen-Gruppe der Moulton-Ebene

Also ist

k" = det(k"C) = det(k™Cy) = k*2 .
Daraus folgt ry = ro, womit bewiesen ist, dass AQ(k" U@ und AQ(kU)D nur fiir ry = ry
gemeinsame Elemente besitzen.
Sei im Folgenden 7 € 7 fest gewéhlt. Die Offenheit der Menge (k" A)QU@ = A (7@
sehen wir folgendermafBen: Es gilt

D = {0@) O € YisdetC = 1}

— {0@' C € Yps,detC e]ﬁ,k?[ CD e S}

1 N\@
(Yﬁ5m]k2,k[det ) ns.

Die Abbildung
det : GL; R — R" : B+ det B

ist stetig. Folglich ist Y5sN|k~2, k?[%" eine offene Umgebung von 1 in GLyR. Da @}Yﬁ )

ein Homoomorphismus ist und Yg offen in ¥ ist (Satz 4.2.29), kénnen wir folgern, dass die
Menge UD offen in S ist. Da S C ¥ eine topologische Gruppe ist, ist die Linksmultiplikation
mit (k" A)@ eine stetige und offene Abbildung. Folglich ist die Menge (k" A)@U@ offen in
S. Insgesamt haben wir nachgewiesen, dass (AU)"" disjunkte Vereinigung offener Mengen
ist.

Die Einschrinkung von v auf (kFA)@U@ ist ein HomGomorphismus, denn es gilt

(KA - O . U - AU
Yl )@@ =\ (17 A@CD s @ — ¢ — AC

Folglich ist v (k)
(k" A)@)=1« der Abbildung @~ 1‘ © und ,Multiplikation mit A“. Die Multiplikationen

sind Homoéomorphismen, weil S bZW SL2 R topologische Gruppen sind. Die Tatsache, dass
1‘3/@ ein Homéomorphismus ist, wurde in 4.2.29 bewiesen.
3,6

@p@ die Komposition der drei Homéomorphismen ,,Multiplikation mit

Schritt 3: Als letztes zeigen wir, dass S einfach zusammenhéangend ist. Konkret zeigen
wir: S ist homéomorph zu R3.
Fiirt =t + 27l mit t € [—n, 7| und | € Z betrachten wir die Abbildung

: @
3 ) ; [cost —sint et 0 1 0
JiRT =5 (t,s,r) '_> <k <sint cost ) <O e‘s> <r 1 ’

Wir wollen als Erstes zeigen, dass f bijektiv ist. Dazu erinnern wir uns an die Iwasawa-
Zerlegung der SLy R (vgl. [14][I11.6.32, Ubungsaufgabe I11.6.4]). Wir wéhlen dazu die fol-
gende Basis in sl(2,R):

0 1 1 0 00
R (0 o) x=(p )mae= (7 )
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4. Die Moulton-Ebenen

Dann ist
sl2,R) =RR®RX @ RFE

eine Iwasawa-Zerlegung von sl(2,R). Ferner gilt

SLy R = exp(RR) exp(RX) exp(RE)

und es gilt
cost —sint e 0 10
exp(tft) = (Sint cost ) » xp(sX) = (0 e‘s) , exp(rE) = (7" 1) ’
Die Abbildung

® : exp(RR) x exp(RX) x exp(RE) — SLy R
(exp(tR),exp(sX), exp(rk)) — exp(tR) exp(sX) exp(rE)

ist ein Diffeomorphismus, also insbesondere bijektiv. Folglich ist die Abbildung f sur-
jektiv. Um die Injektivitdt von f zu beweisen betrachten wir das Folgende: Sei fiir
(t1,81,71), (to, S2,72) € R® mit t; = t;+2xl;, wobei t; € [—m, w[ und l; € Z ist, die Gleichheit

(t1,81>7’1)f = (t2,82>7’2)f

erfiillt. Dann gilt, wegen der Bijektivitit von @, die Gleichheit

det ((tl’ 51 Tl)f)@il = k" = k" = det ((t2, 52, T2)f)@

Folglich ist |y = l5. Insgesamt erhalten wir mit der Injektivitdt von ® die Injektivitédt von
der Abbildung f.

Wir betrachten nun die Abbildung
fi:R® = S (t,s,1) = (P, Tls, Er) -

Wie wir in Lemma 4.3.6 gezeigt haben, sind p, 1 und £ stetig und offen. Folglich ist die
Abbildung f; stetig und offen auf das Bild. Da S eine topologische Gruppe ist, ist die
Abbildung

fo: 8% =8 (y1,72,73) — M oY2 073,

welche ein Tripel von Elementen aus S auf deren Komposition abbildet, stetig und offen.
Insgesamt kénnen wir folgern, dass die Abbildung

f1f22R3—>SI(t,S,’f’)’—)ﬁtOf]SOér

stetig und offen ist. Da fiir alle s,r € R die Lineationen 1, und &, Elemente von Y3 sind,
gilt

S of 0z — K cost —sint) (e* 0 1 0\\?

PrOTls ©Er = sint cost 0 e*)\r 1 ‘
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4.4. Die Struktur von Aut(My)

Damit ist bewiesen, dass
f=rhf

ein Homdomorphismus ist. [ |

Aus S = g[;]l/% und 4.3.4 erhalten wir:

e~

—~—
4.3.9 Korollar. SL;R = SL,R

4.4. Die Struktur von Aut(My)
In [55, 34.6 und 34.7] erfahren wir Folgendes iiber die Struktur der Gruppe X:

4.4.1 Satz. [55, 34.6]

Die zusammenhéngende Lie-Gruppe Y. ist lokal isomorph zu GLy R. Das Zentrum Z (%) ist
isomorph zur multiplikativen Gruppe der reellen Zahlen und besteht aus allen Homologien
mit Achse ly und Zentrum x.,. Die Kommutatorgruppe Y ist isomorph zur universellen

Uberlagerungsgruppe S/L\ng Der Schnitt Z(X)NY ist das Zentrum von ¥ und ist unendlich
zyklisch. Der Isomorphietyp von ¥ ist unabhédngig vom Knickfaktor k.

Beweis. Mit 4.2.29, 4.3.3, 4.3.5 und 4.3.8 sind alle obigen Aussagen bewiesen, aufler der
Isomorphie von je zwei Automorphismen-Gruppen. Sei [ € {k, k:} mit k, k> 1, sei 2 die
Automorphismen-Gruppe der Ebene M; und sei @ : GL; R — X! deﬁnlert wie @ in

4.2.29. Dann gilt
= { ()™ b

N . @),
.Yk Yk (etA)@k — (e}ngl’:g A)

Die Abbildung

ist ein Isomorphismus, wie wir im Folgenden zeigen werden. Die Abbildung 7 ist bijektiv,
da @), nach 4.2.24 bijektiv ist, die Abbildung ¢ — at fir a € R\ {0} ein Automorphismus
der Gruppe (R, +) ist und sich jedes Element A € GL R via

a b
GL;R—GLIR:A:= <a Z) — +/det(A) \/dect(A) \/dzt(A)
‘ V/det(A)  \/det(A)

eindeutig in der Gestalt e’A mit A € SL, R schreiben lisst. Wir schreiben nun fiir die in
4.2.2 definierten Abbildungen o' und fiir die Bilder dieser Abbildungen Yimiti e {1,2,3,4}

und ! € {k, /%} Dann gilt A € dom 0¥ genau dann, wenn A € dom o gilt. Also gibt es mit
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4.2.3 nach 4.2.25 fiir A, B € SLyR ein m € {0,1,—1} so, dass fiir t,u € R Folgendes gilt.
wm@qum@ye(ﬁ@@@%ﬁﬁgf%:@%mmmmg@
- (b 45) 2 (e 4y @Y

= (ke AR ) = ()P (e B)f@)

4.4.2 Lemma. Sei k > 1 fest gewéhlt, wir schreiben nun wieder @ fiir @,. Sei

{8

1) Die Abbildung @) induziert einen Isomorphismus von 1_[@71 auf I1.
(i) g P

{2 )| er}

1 0 @ : 2l
Moy =41{,, l€Zy mitz = (kK —1)y

Beweis. (i) Da Il C X3 ist @ auf M@ " nach 4.2.28 ein stetiger und offener Gruppen-

isomorphismus.
1 0 10
A= (ZIZ’ k2m) und B = (ZIZ’ k,2n) ’

mit z,y € R und m,n € Z. Wir berechnen nun mit (i) den Kommutator. Wie sich
leicht nachrechnen lasst, gilt

ZEZxER}.

(i) Es gilt

(iii) Fiiry € R gilt

(ii) Sei

@
AZHRAPEND = (o Ly ey 1)

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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(iii) Sei ¢) € II. Dann gibt es [ € Z und z € R so, dass
0
0
k2l

o O =
KR = O

0,y,1]Y = [0,y,1] = [0,y + x, k”]

gilt. Folglich bildet ¢ den Punkt [0,y, 1] genau dann auf sich ab, wenn
r= (K 1)y

gilt. Damit ist die Aussage bewiesen. [ ]

4.4.3 Satz. [55, 34.7 a,b]

(i) Der Stabilisator (X'), = S, eines Punktes p € P\ (I, U{z}) ist isomorph zu einem
semidirekten Produkt R x Z. Sei k > 1 fest gewéhlt. Fiir p = [1,1,0] in der Ebene

M, gilt
1 0\?
SP = T k,2l

(ii) Zwei Gruppen ¥ und;]i‘C sind genau dann als topologische Transformationsgruppen
aquivalent, wenn k = k.

lereR}.

Beweis. (i) Sei p=[1,1,0] und ¢ € S. Dann wirkt auf p eine Abbildung der Form A%,
wobei )
N ol
1 (8o

mit [ € Z, C' € SLyR und ¢ € {AD, (kA)D, (k' A)D} ist. Es gilt p¥ = p genau
dann, wenn [1,a,b] = [1,1,0]. Das ist genau dann erfiillt, wenn a = 1 und b = 0 gilt.
Da det(A) = k% ist, folgt daraus d = k* und wir erhalten insgesamt, dass genau

dann ¢ € S, gilt, wenn
1 0
=)

mit [ € Z und ¢ € R ist. Da k% > 0 ist, gilt AD e %;. Folglich gilt ¢ = AD.
Damit ist bewiesen, dass S, mit der Gruppe II aus 4.4.2 {ibereinstimmt. II ist nach
4.4.2(i) isomorph zum semidirekten Produkt R x Z. Da die Menge P\ (loU{z}) eine
Bahn unter der Automorphismen-Gruppe ist, sind alle Stabilisatoren dieser Punkte
isomorph zu II.

(ii) Wir schreiben wieder @) statt @, ¥ = GL; R@ und fiir die Kommutatorgruppe
(X') = 5" wie in 4.4.1 fiir [ € {k, k}. Seien nun X* und X* als topologische Transfor-
mationsgruppen dquivalent. Es gebe also einen Isomorphismus 3 : £*¥ — ¥* und einen
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- (677 -

Yk M, My,

3 3 3

Sk x M, M;
ag

Abbildung 7: Kommutatives Diagramm fiir als Transformationsgruppen #quivalente 3*
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und X

Homéomorphismus 3 : M, —>~W,; so, dass das Diagramm in Abbildung 7 kommu-
tiert (vgl. [55, 96.1]). Fiir j € {k, k} bezeichnet a; die Wirkung der Automorphismen-

Gruppe auf der Moulton-Ebene: o : X7 x P — P : (AD [z, 4, 2]) — [z,y, Z]A@.

Jeder Gruppenisomorphismus bildet die Kommutatorgruppe auf die Kommutator-
gruppe der Bildgruppe ab. Die Punktmenge P zerfillt unter jeder Automorphismen-
Gruppe M, in drei Bahnen: {z..}, [y und den Rest. Der Isomorphismus 3 bildet die
Standgruppe eines Punktes aus der Bahn P\ ({7} Uly) wieder auf die Standgruppe
eines Punktes aus der gleichen Bahn ab. Denn fiir [ € {k,k} und p € P\ ({2} U lo)
ist SIl? nach (i) isomorph zu II, hingegen sind die Standgruppen von Punkten aus den
beiden anderen Bahnen nicht isomorph zu II, es gilt nédmlich S, = S' und

Sl o a 0 @
[0,1,0] — b ¢

Sei p = [1, 1,0]. Wir kénnen annehmen, dass pB = p, denn andernfalls bilden wir mit
einem geeigneten Automorphismus p” auf p ab. Insgesamt erhalten wir, dass 3 die
Standgruppe S}’; auf die Standgruppe S}’; abbildet und dabei die Kommutatorgruppen

a,b,cER,ac>O}ﬁSl.

(SE) und (S;f)’ aufeinander abgebildet werden. Die Kommutatorgruppen (S5)" und

(S}’;‘C)’ haben wir in 4.4.2 berechnet. Die Einschriinkung von 3 auf (S})’ induziert einen
stetigen Gruppenautomorphismus von (R, +). Deswegen gibt es ein b € R so, dass

fiir alle z € R gilt
@k @)
10 1 0\ "
B <:c 1) i <bx 1) ’ (1)

Das Bild des Punktes [0, 0, 1] unter B liegt in der Knickachse ly. Der Isomorphismus
[ bildet also die Standgruppe S;];,[o,o,u auf die Standgruppe Sg,[o,y,u fiir ein y € R ab.
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Der Punkt [0, 0, 1] kann nicht auf [0, 1, 0] abgebildet werden, da Sﬁ,[m,o} = S;;“ gilt und

die Gruppe Sg nach 4.4.2(i) isomorph zu R x Z ist. Hingegen ist nach 4.4.2(iii) die
Standgruppe 557[07071] isomorph zu Z. Also gilt

@ @12
1 0 1 0
G-

Da (3 surjektiv ist, gilt [ € {1,—=1}. Nun berechnen wir

0 k? 11 0 k=2 RV )

Nach Ergebnis (1) gilt
B _
10\ /1 0\
k1 —\bk? 1 '

Andererseits gilt nach Ergebnis (2)
B B B
0 k2 11 0 k2 n
1o\ N1 0N 1 0\
7 L2 b 1 _ % =2 —\pE2 1 :

Insgesamt gilt also
k2=

Da l:e {1, -1} gilt, folgt daraus k € {#k,£k"'}. Da k und k grofer als 1 sind, folgt
k=k. |

Jeder Isomorphismus zwischen zwei Ebenen M, und Mj; induziert einen Isomorphismus

zwischen den Automorphismen-Gruppen ¥* und sk derart, dass diese beiden Gruppen als
Transformationsgruppen édquivalent sind. Also erhalten wir die folgende Aussage, welche
man in [55, 34.8 ¢] mit dem selben Beweis findet.

4.4.4 Korollar. [55, 34.8 ] Seien~k:,l;: > 1. Die zwei Moulton-Ebenen M, und M sind
genau dann isomorph, wenn k = k.

4.4.5 Lemma. Sei p = [1,1,0]. Dann gilt

5= {(8)

d>0,c€R}
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und

(zp)':{c (1))@ ceR}.

Insbesondere gilt (%,)" # (% ),- AuBerdem ist @‘2@71 ein stetiger und offener Gruppen-

homomorphismus.

Beweis. Fiir ¢ € X, gilt p & g}fgl. Weil zusétzlich p & [y ist, gibt es nach 4.2.1 eine
Umgebung U, von p in P derart, dass

1 o\
w‘Up:<C d)

gilt. Da d > 0 ist, gilt ¢ € X3. Folglich ist

mit d > 0 und ¢ € R

Up

Wir haben also die Aussage

o 10T

P c d
bewiesen. Seien nun AD, BD ¢ 2,. Dann gibt es nach 4.2.25 ein r € Z so, dass
ADBO(A@)-1(B@)-1 = (k" ABA-'B~1)@ gilt. Es folgt

=) c {(H (L))" ceR} |

Da aber (¥,)" eine Untergruppe von (¥1), ist, folgt mit 4.4.3

(zp)/:{c (1))@ ceR}.

Da 3, C X3 ist, folgt aus 4.2.28, dass @ auf Zp@f1 einen stetigen und offenen Gruppeniso-
morphismus induziert. [ |

d>0,c€R}

4.4.6 Korollar. Fiirn € {0,1} bezeichnet m,(X%) die n-te Homotopiegruppe von %. (m1(3)
ist die Fundamentalgruppe.) Es gilt (%) = Z.

Beweis. Aus 4.4.5 folgt, dass ¥, homéomorph zu RT x R ist. Also gilt m (2,) = (1) =
mo(2,). Nach [55, 96.12] ist die folgende Homotopie-Sequenz exakt.

m(3p) = m(2) = m(R*\ {(0,0)}) — m0(%,)
Folglich ist in obiger Sequenz die Abbildung 71 (X) — 7 (R?\{(0,0)}) ein Isomorphismus.H
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4.5. Die Menge V,,,.(M;)

Im Folgenden werden wir uns mit Restriktionen und Corestriktionen von partiellen Bijek-
tionen der Punktmenge P beschiftigen. Diese definieren wir folgendermafien:

4.5.1 Definition. Sei  eine partielle Bijektion von P und seien U und V' Teilmengen von
P mit dom dNU # () # Bild 5NV. Dann definieren wir mit der in 1.4.6 definierten partiellen
Verkniipfung ¢

idy=(U—-U:xw— x)

5‘U = 1idy oo = (doméﬁ U—P:.:x— x5)
0V == aoidy = ((Bildéﬂ V)(r1 — Pz $5)
Wenn U N (Bild6 NV)® " # () dann definieren wir
5‘5 = (ldU 05) Oidv .

4.5.2 Definition. Wir verwenden die Bezeichnungen von 4.1.12.
Sei x € PGL3R. Wir definieren fiir X,Y € {S, F'} auf M, die folgenden Abbildungen

axy(x) = [1e(X)]w o x o L,;l[[1|C(Y)]]_1

1 fir X =S5
C(X)—{ ko' fir X = F

4.5.3 Lemma. Erneut benutzen wir die Bezeichnungen von 4.1.12.
Sei x € PGL3R und X,Y € {S, F'}. Sei ¢(X) wie in 4.5.2 und p,q € RU{—00,00}. Wenn
X (p)lelux y y () e 2£ ¢ ist, dann ist die Abbildung

Y
(cwer () X((i))
ein Element von W(Mj).

Beweis. Wir betrachten die Menge Wgrpp mit der in 1.4.6 definierten partiellen
Verkniipfung ©. Nach 4.1.13 ist (OKXY(X))‘E((Z,)) die Verkniipfung der drei Lineationen
[[1|c(X)]]Lk\X(p) € U( My, PoR) , x € Aut(P,R) und ([[1|c(X)]]Lk\Y(q))—1 € U(P,R, M,).
Da die partielle Verkniipfung ¢ assoziativ ist (vgl. 1.4.9) kann umgeklammert werden.

: Y —
Deswegen gilt (axy(x)) X((ZJ)) € U(My). [

4.5.4 Lemma. Seit € U(M)}) mit desarguesschem Definitionsgebiet dom 1. Dann gibt es
ein x € PGL3R und XY € {5, F'} so, dass 1 die Restriktion der Abbildung cxy (x) ist.
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Beweis. Sei ¢ € ¥(M)}) mit desarguesschen Definitionsgebiet U. Nach Lemma 4.2.13 gibt
es X,Y € {S, F} und p, ¢ € RU{+o0} so, dass U C X (p) und U¥ C Y(q) gilt. Folglich sind
(U, (E_k)U)[mC(X)]]Lk und (U v (E_k) Uw)[[l‘c(y)ﬂbk Unterebenen der reellen projektiven Ebene.
Wegen 4.1.13 und mit der partiellen Verkniipfung ¢ aus 1.4.6 gilt also

(1 TeCOT )y 00 (IUe())|y,) € TPR) .
Nach dem lokalen Fundamentalsatz [31] ist
(1 IOy 0% © (e,
die Restriktion eines Elementes aus PGL3 R. Damit ist die Aussage bewiesen. [ ]

Wir werden im Folgenden genauer betrachten, welche Unterebenen der Moulton-Ebene als
Definitionsgebiete maximaler partieller Lineationen auftreten. Wie wir in den Beispielen
4.6.3 und 4.6.4 sehen, sind nicht alle nach 4.5.3 konstruierten Lineationen maximal. Man
sieht im Allgemeinen der Form des Definitionsgebietes nicht an, ob dieses fiir die jeweilige
Lineation maximal ist. Dann muss die Abbildung genauer betrachtet werden. Aus 4.5.4
und Satz 4.2.17 erhalten wir das folgende Korollar:

4.5.5 Korollar.

- s | Pra € RU{—00, 00}, -
Voo (Mi) € { axy(OAD) | x € PGLsR\ {AM A€ GLI R}, ¢ U Aut(My)
X, Y e {F,S}

Es gilt

(X (p), (L) xp) e = (X (p), (£)x))
und

(Y(9), (L)y @) = (Y(q), (D)v (o) -
Wir betrachten im Folgenden die Halbebenen (X (p), (£)x(y)) und (Y (q), (£)y(y) in PoR.
Da (Y (¢))X ' eine Halbebene ist, wissen wir nun, dass jedes Definitionsgebiet einer maxi-
malen partiellen Lineation der Moulton-Ebene M, welche kein Automorphismus ist, der
Schnitt von zwei Halbebenen ist. Es wird sich in 4.5.7 herausstellen, dass die Lineation
osz(X)\;((?) maximal ist, wenn es eine Gerade | € £ mit [ C X(p) NY(g)x™" gibt. Dazu
beweisen wir die folgende Aussage:

4.5.6 Lemma. Seien XY € {S F} und p,q € RU {c0,—00} und x € PGL3R \

{A*| A€ GLR}. Sei v = (axy(x) }X(Z))) € U(M,;). Es gibt genau dann eine Gerade

L>1C X(p)NY(q)x", wenn einer der folgenden vier Fille erfiillt ist:
(1) l() A lop (l() A\ lo q)

(i) (lo Alog)X € (loUlo,) \ {lo Ao} und lg Ay, € Y(g)¥

—1
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(iii) (Io Aloy) € (lo Ulog)X  \{lo Aoyt und (Io Alog)X € X(p)
(iv) (lo Alog)X € X(p) und (Io Alop)* € Y(q)

Beweis. Fiir die Lage der Schnittpunkte [y Aly, und (I A l(],q)>(1 gibt es folgende Méglich-
keiten:

1

(1) lo /\ l(]’p — (lo /\ lo,q)X7

(i) Io Aoy & (lo Ulog)®  und (Ig Alog)S € (lo Ulop) \ {lo Aoy}

—1

(i) Jo Aoy € (lo Ulog)® \{lo AlogtY  und (Ig Alog)*  €1loUlo,
(iv) lo Alop & (lg Ulog)®  und (I Alog)® €1loUly,

(v) o Aoy € (Io Ulog)® \{lo Moot und (Io Aog)X € (lo Uloy) \ {lo Aoy}

Wir untersuchen nun in den fiinf Féllen die moglichen Schnittebenen X (p)NY (¢)X " darauf,

ob es eine Gerade [ € £ mit [ € X(p) NY(g)x ' gibt. Da ¢ € ¥(My) ist, gilt in allen
Fillen X(p) N Y(g)* " # 0. Die Geraden Iy und Iy, teilen das Biischel Lj 5y, in zwei

Zusammenhangskomponenten (Zlo Alo,p) X(p) und (ZloAlo,p)ﬁ\m- Die Geraden (Zlo Alo,p) X()
sind die einzigen Geraden, die ganz in X (p) liegen. Denn jede Gerade aus £, die nicht im

Biischel Zlo Ao, liegt schneidet die beiden Randgeraden [y und /o, in zwei unterschiedlichen

Punkten und trifft folglich Punkte aus P\ X (p).

(i) Wir betrachten als erstes den Fall Iy Aly, = (lp A l07q)X71. Da X(p)NY(g)X " #0
gilt, ist

(»Cl()/\lo,p) X(p) N <£(lo/\l0,q)X71 ) Y(q)X71

eine nicht leere, offene Teilmenge des Biischels £, Aoy die ganz in X (p) NY (g)x"
liegt.

In den folgenden Féllen besteht der Schnitt

Ligniy, N L

(lo/\lo,q)X71

nur aus der Verbindungsgeraden [ := (Iy Aly,) V (lo A lo,q)xﬂ. Folglich ist die Gerade [ der
einzige Kandidat fiir eine Gerade aus £ die ganz in X (p) N Y (¢)x " liegt.

(ii) Wir betrachten den Fall

lo N l(]’p € (lo U lo’q)X71 und (lo VAN qu)Xﬁl S (lo U lO,p) \ {ZO VAN ZOJJ} .
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(i)

(iv)
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In diesem Fall ist die Verbindungsgerade [ entweder gleich [, oder gleich [; ,. Also gilt
.- Folglich

1 € X(p). Wenn Iy Aly, € Y(g)X ' ist, dann gilt [ € (Z(loAlqu)fl -

liegt die Gerade [ ganz in Y (¢)x™". Es gilt dann

ICX(p)NY(@¥ ' CXp)NY(gx ' =X(p)NY(gx" .

Die letzte Gleichheit gilt, weil X (p) und Y (¢)X " offen sind. Wenn Io Aly, & Y (q)X
ist, dann gilt [ NY (q)x " = {(lo A log)* ' }. Folglich gilt I ¢ X(p) N Y (g)x . Aus
X(p)NY(gx™" C X(p) NY(q)x" folgt, dass in diesem Fall X (p) NY (¢)x™" keine
ganze Gerade aus £ enthélt.

Den Fall o Ao, € (lg Ulog)® \ {lo AlogtX und (Ig Alog)Y € loUlg, erhalten
wir aus (ii), indem wir statt ¢ die Lineation 1)~! betrachten.

Nun sei lo Alop & (Ig Ulog)®  und (Ig Alog) & loUly,. Wenn (Ig Alpy)Y € X(p)
und (Iy Alo,)* € Y(q) gilt, dann liegt die Verbindungsgerade [ in X (p) NY (q)x™".
Wenn (I A l(],q)>(1 ¢ X(p) oder (g ANlp,)* & Y(q) gilt, dann liegt [ nicht in X (p)
oder nicht in Y (¢), da loAlo, & (Io U l(xq)[1 und (Ip A l(],q)>(1 & lyUly,, vorausgesetzt
ist. Da X(p)NY(g)x" C X(p)NY(q)x" gilt, folgt daraus I ¢ X (p) N Y (¢)x".

Sei Iy Aoy € (loUlog)X \{lo Alogt* und (I Alog)® €loUloy\ {lo Alo,}. Wir
zeigen nun, dass es in diesem Fall auf der Verbindungsgeraden [ = (Ip A lop) V (lo A
log)X " immer Punkte gibt, die nicht in X (p) N Y (¢)x " liegen. Sei {g} = {lo, lo,} \{I}
und sei {h} = {la‘fl, la":} \ {I}. Wir wihlen = € X (p) NY (¢)* . Fiir eine Teilmenge
U von P mit x € U sei ,U die Zusammenhangskomponente von z in U. Nach der
Definition von Halbebenen gilt

Folglich gilt
X(p)NY (g =,(P\(1UgUh)) C.(P\(gUh)) .

Hieraus folgt

X(p)NY(q)x " C.(P\(gUh)) .

Die Geraden h und g teilen die Gerade [ in zwei nicht leere Zusammenhangskom-
ponenten, da die Schnittpunkte nicht zusammentfallen. Nur eine dieser beiden Zu-
sammenhangskomponenten liegt in (P \ (¢ U h)). Folglich gilt I ¢ X (p) NY (¢)x".
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N[
N

Abbildung 8: X (p) N Y ()X fiir {1 0, } N {lo, lop} =1

Insgesamt erhalten wir, dass in den Féllen (i), (ii), (iii) und (iv) genau dann eine Gerade
l€Lin X(p)NY(q)x " liegt, wenn der im Lemma mit (i), (ii), (iii) oder (iv) bezeichnete
Fall vorliegt. Im Fall (v) gibt es niemals eine ganze Gerade aus £ in X(p)NY(¢)x'. W

4.5.7 Lemma. Scien XY € {S, F} und p,q € RU {oo0,—00} und x € PGL3R \

{A*| Ae GLI R}. Sei¢p = (axy(x)) ‘i((i)) € W(Mj,). Wenn es eine Gerade | € L gibt mit

I C X(p)NY(q)x™", dann gilt 1 € V4, (My). (Wir schreiben hier, wenn p € {oo, —oo}
oder wenn q € {oo, —oo} gilt, statt g, einfach o = lp —c0-)

Beweis. Seien XY € {S F} und p,q € R U {oo,—oc0} und xy € PGL3R \
{A*| Ae GLy R}. Sei ¢ = (axy(x))}f(((?) € W(My). Sei | eine Gerade aus £ mit
I € X(p)NY(g)x " ist. Dann gilt einer der in 4.5.6 aufgelisteten Félle (i), (ii), (iii)
oder (iv). Wir nehmen an, dass ¢ ¢ W,,40(M}). Dann gibt es nach 4.5.5 maximale de-

sarguessche Halbebenen )g(ﬁ) und Y(§) derart, dass (X(p),Y(q)) # (X(p),Y(q)) und
X(p)NY(g)x ' ¢ X(p)NY(§)X . Wir untersuchen nun, welche Geraden g € £ Kandida-

ten fiir [y ; bzw. fur la‘; sind.
Sei g € L beliebig gewiihlt. Es gilt gn X (p)NY (¢)X ' # 0, wenn g Al nicht der Schnittpunks
von zwei (verschiedenen) Geraden ist, die X (p) NY(¢)X " beranden, das heiBt g A [ nicht

der Schnittpunkt von zwei verschiedenen Geraden aus der Menge {lo, lop, lf)‘fl, lé‘;} ist.

Alle Geraden g mit der Eigenschaft g N X (p) N Y(q)f1 # () kommen als Kandidaten fiir
lop bzw. lé‘; nicht in Frage, weil sonst die Inklusion

X(p)NY(@¥ CcX@)NY (@YX

nicht erfiillt wére, denn fiir ¢ € {lo,ﬁ,lff;} gilt g N (X(ﬁ)ﬂY(cj)Xﬁl) = (). Damit

(X(p), Y (@) # (X(p),Y(q) gilt, muss (p,q) # (p.) gelten. Sei A := (Ig Alp,y)" und
B :=1lyAly,. Insgesamt erhalten wir, dass nur noch solche Geraden des Biischels £z welche
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X(p)N Y(q)’f1 nicht schneiden, als Kandidaten fiir lé‘; in Frage kommen, und es sind nur
noch Geraden des Biischels £4, welche X (p) NY (g)X ' nicht schneiden, Kandidaten fiir

l07ﬁ

In den folgenden Abbildungen werden die Geraden /y und [y, immer blau und die Geraden

-1
X
ZO

(1)
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und lé‘; immer rot dargestellt.

Sei A = B. Dann ist [ eine Gerade aus dem Biischel £4 = L. Wenn [ A log =1loNloy
ist, dann gilt o5 = lp,. Wenn [ A lfi; = (loA l07q)X71 gilt, dann folgt ly ; = lo ;. Insge-
samt folgt X (p) = X (p) und Y (q) = Y(g), ein Wiederspruch. Zur Veranschaulichung
sehen wir in Abbildung 9 die verschiedenen Maglichkeiten fiir X (p) VY (¢)X . Wenn
die Geraden ¥ und lfi;l beide steigend oder beide fallend sind, kann es vorkom-
men, dass X (p) N Y (¢)X ' nicht eine Halbebene sondern die Vereinigung von zwei
Halbebenen ist.

Abbildung 9: X (p) NY (q)X " fiir Iy Al = (Io Alpg)X

Sei A = (Ig Aog)® € (loUloy) \ {lo Aoy}t und B = lg Ao, & (Io Uleg)® . Wir
bezeichnen [ € {ly, o, }\{/} und sei C' = léﬁ;l/\[und D = lé‘fl/\li Wir wollen einsehen,
dass jeder Kandidat ly; # lo, bzw. lé‘; # l(’{;l mit Iy bzw. 1 die Punktmenge P
derart in zwei Halbebenen teilt, dass die Menge X (p) NY (¢)X ' nicht ganz in einer
der beiden enthalten ist. Dazu fithren wir die Situation auf die in der Abbildung
10 gezeigten Situation zuriick: Da die Punkte A, C' und D ein nicht ausgeartetes
Dreieck bilden und B auf der Verbindungsgeraden C'V D liegt, gibt es eine Abbildung
v € PGL3 R mit AY = 2o, BY = yoo, C7" =[0,1,1], DY = [0, —1,1] und X (p)” = Hy.
Wenn A € Iy, ist, dann gilt Ij = lp und [j,, = goo. Wenn A € [y ist, dann gilt Ij = g
und Ij , = ly. In beiden Fillen gilt also

(X(p)NY (@) ) = {[w,9,0]| = <0,y e R\ [-1,1]} .

Die Kandidaten fiir o5 werden durch v auf die Geradenmenge {lo.| z €] — 1,1[}
abgebildet. Wenn A € Iy, ist, dann gilt X (p)? € {S(p), F(p)} fiir p €] — 1,1[. Wenn
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e
lO,ﬁ

—~

Abbildung 10: [ = [y, = goo und A = 2

A € [ ist, dann gilt
X®) € {{lz.v. 1l y—5>0} {lz.w. 1] y—p < 0}} .
Folglich liegt in beiden Féllen fiir alle p €] — 1, 1] der Punkt [—1, —2, 1] in der Menge
X@) N (X)) nY (@)
und der Punkt [—1,2,1] in der Menge

(P\X(R) N (X(p) Y (g )

oder umgekehrt. Also gibt es kein p €] — 1,1[ und kein X € {S,F} so, dass die
Inklusion (X (p) NY (¢)X ') € X (p)7 erfiillt ist.

Kandidaten fiir lff; sind die Geraden durch B, welche das Gebiet X (p) NY (¢)X"
nicht schneiden. Diese werden durch v auf die Menge

{L.] 2> 0} U{go}
abgebildet. Folglich gilt (f/(g)X*)”’ € {U, P\ U} mit

Ue{{lz,y,1]| z€eR, y>—-1}}
U{{lz,y,1]] (x—2)(y+1) >0} U{[L,50]| s>0}|z>0} .

Demnach gilt
.

-1,2,1] € (?(g)fl nX(p) N Y(q)X”) und
—1-21e ((PAY@ ) nxm)ny@<")

oder umgekehrt. Insgesamt erhalten wir, dass es keine Gerade lgﬁ; im Biischel Lp

und kein Y € {S, F'} derart gibt, dass die Inklusion X (p) NY (¢)X ' C Y (§) erfiillt
ist.
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4. Die Moulton-Ebenen

(i)

124

Sei | € {ly,log}. Es gelte (lo Alop)* € 1\ {lo Alog} und I C X(p)xNY(q). In
diesem Fall erfiillt die Lineation ¢ ™' = (ayx(x™")) if((f; )) die Bedingungen von (ii).
Da 1) genau dann maximal ist, wenn ¢! maximal ist gibt es auch in diesem Fall

keine Halbebenen X (p) und Y (§) mit (X (p),Y(§)) # (X (p),Y(¢)) derart, dass die
gewiinschte Inklusion erfiillt ist.

Seien A = (loAlpp)* € Y(g) und B = (oA lovq)xi1 € X(p). Sei auBerdem
=105, Ao, C' =I5, Nop, D =I5 Nlop und D' := 5 Aly. Es gibt es
eine Abbildung v € PGL3R mit A" = [1,—1,0] € g, BY =10,0,1], D" = [0, —1,1]
und C7 = [0, 1, 1]. Denn da die Gruppe PGLy R transitiv auf den Dreiecken wirkt,
finden wir eine Abbildung v, € PGL3 R derart, dass A™ = [1,—1,0], D" = [0, —1, 1]
und C" = [0, 1, 1] gilt. Alle Abbildungen aus PGL3 R der Form

—b+e b c
Ble,b,c) = 0 e ¢
0 c e

fixieren die Punkte [1,—1,0], [0,—1,1] und [0, 1, 1]. Es gilt

[0, 2,175 = [0, ez + ¢, cz + €] und

[1,,01709 = [(e = b),b+ ey, (1 +y)] .
Folglich gilt

[0, 2,1)07v=2) = [0, 0,1] fiir z # +1 und

[1,, 0] 772 = [1,0,0] fiir y # —1 .

Also konnen y und z so gewéhlt werden, dass v := v14(1, —y, —z) die gewiinschten
Eigenschaften hat. Es gilt dann X (p)? = F(0), weil A7 € X (p)” ist. AuBerdem gilt

€7 =[0,1,1] und D7 = [0,~1,1]. Weil 47 A 57  (X(p) 1 Y(q)X*l)W ist, gilt

(X(p) mY(q)X*y —{jo.—2+t.1]| te] - L1 a(—z+1t) <0} .

Diese Situation ist in Abbildung 11 dargestellt. Die Kandidaten fiir /o 5 werden durch
vauf Ly 19\ {l-10| v € {oo} UR\ [1,1]} abgebildet. Sei also IJ ; € {goo, l-1.0}
fiir ein v € R\ [—1, 1], dann gilt

X(p) e{U,P\U},
mit

H, Uy o= {[e,9,1]| oy + 7 — ) >0} U{[1,6,0]] £ > —1},
Ue{mitvéﬂ%{[—%l] ! ot }}‘

Y
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\D AC’
o
D/

Abbildung 11: X (p) N Y (q)X " fiir (I Alog)X € X(p) und (o Alp,)X € Y(q)

Es gilt
P\T = Hp wenn U = Hj,
" {lzy 1] 2y +2—v) <0} U{L,t,0| t< -1} wenn U =0, .
Fir W e {U,?\U} gilt
(X(p) ﬁY(Q)Xfl)VﬁHR wenn W = Hp
WA (Xm0 y(q)x*l)” _ oder W = U, mit v < —1
(X(p) ﬁY(Q)Xﬂ)V NH, wenn W = Hy,
oder W=U, mitv>1.

Weil t €] —1,1[ und v € R\ [—1,1] ist, gilt fiir [z, —z +¢,1] € (X(p) NY(¢)X ')
Folgendes:

[z, —z+t, 1] e U, <= z(t—v) >0
<= (z>0und v < —1) oder (z <Ound v >1).

Da aber <X (p) N Y(q)X*)A/ einen nicht leeren Schnitt mit beiden Halbebenen Hp

und Hi, besitzt, erhalten wir, dass fiir keine Gerade ly; € L 4 und fiir kein X € {S, F}
die Inklusion X (p) N Y (¢)X " € X (p) erfiillt ist.

Nun betrachten wir die Kandidaten fiir lé‘;. Diese werden durch v auf die Menge
{l.o] uw>0} abgebildet. Sei nun (lé‘;)“’ = .0 fiir ein u > 0, dann gilt Y(§)" €
{V,P\V} mit

V=A{lz,y,1]| y—2)(y+z+1) <0} U{[L,£,0]| -1<t<1} .
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Es gilt
VN (X(p) N Y(q)”l)7 = (X(p) N Y(q)”l)’y N Hg

und
Y

P\VnN (X(p) N Y(q)X”) - (X(p) N Y(q)X*l)” nH; .

Denn fiir [z, —z 4+ t,1] € (X(p) N Y (¢)X )7 gilt genau dann [z, —z +t,1] € V, wenn
(—2x+1t)(t+1) < 0ist. Daabert €]—1, 1] gilt, folgt t+1 > 0. Insgesamt erhalten wir,
dass [z, —z+t, 1] genau dann ein Element des Schnitts V(X (p)NY (g)X )7 ist, wenn
T > % gilt und zugleich entweder = > 0 und = > ¢t oder x < 0 und x < t erfiillt ist.
Die Bedingung x < 0 und = < t und x > % fithrt zu einem Widerspruch. Insgesamt
erhalten wir also, dass [z, —x + ¢, 1] genau dann in obigem Schnitt liegt, wenn x > 0
und x > t gilt. Folglich gibt es keine Gerade ly; € Lp und kein Y € {S, F} derart,
dass die Inklusion X (p) NY(q)X " C Y (§) erfiillt ist.

In jedem der vier Fille erhalten wir X(p) N V()X = X(p)NY(§X " und somit einen
Widerspruch zur Annahme ¢ & V,,,,,(My). Also ist die Annahme falsch und die Aussage
des Lemmas bewiesen. [ |

4.6. Beispiele partieller Lineationen von M,

Da sich eine desarguessche Unterebene von M, oft auf verschiedene Weisen zu einer de-
sarguesschen Halbebene der Moulton-Ebene fortsetzen ldsst, ist die Fortsetzung einer par-
tiellen Lineation von M, zu einer maximalen partiellen Lineation im Allgemeinen nicht
eindeutig. Das sehen wir im néchsten Beispiel:

4.6.1 Beispiel. Wir betrachten die desarguessche Unterebene U := (U, (Ly)y) mit
U:={[z,y,1]] <0,y >0} =F(0)NH, .

AuBerdem die Abbildung A* mit

Abbildung 12: Die Unterebene ¢ mit O = [0, 0, 1] aus Beispiel 4.6.1.
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4= (39

Die Abbildung A* induziert auf der Punktmenge eine Spiegelung an der x-Achse (d.h. der
Geraden ly). Deswegen ist

vi= A S \I/(./\/lk)

v
eine partielle Lineation. Da det(A) < 0 ist, wissen wir nach 4.2.1 und 4.2.19, dass sich die
partielle Lineation v nicht zu einem Automorphismus fortsetzen lédsst. Die Einschrdnkung
von A* auf die linke Halbebene Hj, ist eine Fortsetzung von v auf ein maximales Defini-
tionsgebiet. Das Definitionsgebiet kann nach 4.5.2 auch in folgender Weise auf F(p) fiir
p < 0 fortgesetzt werden: Die Lineation

by = (AM1ET']) mit p <0

‘F (p)
ist eine Fortsetzung von v und die Ebenen F(p) sind maximale desarguessche Halbebenen
von M. Folglich gilt

{0, p< 0} U{A, } C Upnau(My) .

,

Maximale Definitionsgebiete von partiellen Lineationen der Moulton-Ebene M}, sind nicht
immer Halbebenen, also eine Zusammenhangskomponente des Komplements zweier Gera-
den, wie wir an folgendem Beispiel sehen:

4.6.2 Beispiel. Wir betrachten in P die Drehung um iﬂ' mit Fixpunkt [0, 0, 1]. Sei

V2 —3V2 0
V2 V2 0
0 0 1

2
i
N
[N

und sei
Vi=A{lz,y,1]| 2 <0,y >z} .

Dann gilt fy‘v € W(My). Wir wollen nun einsehen, dass 7‘\/ € Wpnao(My) ist. Es gilt
V C Hy und VY C Hp. Da ~ nicht die Gestalt A* mit A € GLJ R hat, ldsst sich die
partielle Lineation v nicht zu einem Automorphismus fortsetzten. Nach 4.2.17 hat jede
Fortsetzung von ~ ein desarguessches Definitionsgebiet. Da die einzige maximale desar-
guessche Halbebene die V' enthélt (Hp, Ly, ) ist, sind die einzigen Kandidaten fiir eine
Fortsetzung die Punkte in Hp \ V. Wir betrachten diese Punkte als Schnittpunkte von
steigenden Geraden l;; mit 0 < s < 1. Die Bilder dieser Geraden unter vy sind steigende
Geraden. Folglich induziert ﬂv auf den Schnittpunkten dieser Geraden nach 4.1.16 die

Abbildung 7‘ HAV Es folgt 7“/ € V.02 (My), da Hy, die einzige maximale desarguessche
Halbebene ist, welche V7 enthélt und (H, \ V)Y C Hg gilt.
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4. Die Moulton-Ebenen

Abbildung 13: Die Definitionsmenge V' mit O = [0, 0, 1] aus Beispiel 4.6.2

Die folgenden Beispiele verdeutlichen, dass man auch bei den partiellen Lineationen der
Gestalt (axy(x)) ‘2((;)) nicht immer allein am Definitionsgebiet erkennt, ob dieses maximal

ist. Wir stellen im Folgenden zwei Lineationen ¢ und ¢ dieser Gestalt vor, fiir die dom(v)) =
dom(v)) gilt, aber dennoch ist ¢ € W, (My) Z .

4.6.3 Beispiel. Wir betrachten die Halbebene S(0) und die Lineation

Y= (Oéss(X)) ?Eg;

mit
V2 V2
Vi B
x=|%5 5 0
_V2 _3v2
2 2
Dann gilt
V2 V2
. 2 2
X=| -2 200
-1 2 1

Die Abbildung x~' ist die Hintereinanderausfiihrung einer Drehung um § mit Fixpunkt
0,0, 1] und einer Translation, welche den Punkt [0,0, 1] auf den Punkt [—1,2, 1] abbildet.
Dann gilt [ =1_1, und I, = l,3. Folglich gilt

(S(0))*

und wir erhalten

={[z,y,1]| (y—x—=3)(y+ax—1)>0}U{[s,1,0]| s €] —1,1[}

1

dom(¢) = S(0) N (S(0))*
= {lz,y,1]] (y—2z=3)(y+z—1)> 0,2y >0} U{[s,1,0]| s €]0,1[} .
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Dieses Definitionsgebiet ist maximal, denn wenn es sich noch vergréfBern liefle, géidbe es nach
4.5.5 Halbebenen X (p) und Y (q) so dass

S(0) N (S(0)X" € X(p) N (Y(g)X

gelte. Jede Gerade ly; mit p € R\ [1, 3] hat einen nicht leeren Schnitt mit S(0)N (S(0))X
Fiir p € [1,3] gibt es unter der Geraden ly; in der linken und in der rechten Halbebene
Punkte von S(0) N (S(0))X". Folglich ist S(0) die einzige maximale desarguessche Halb-
ebene in der S(0) N (S(0))X * enthalten ist. Nun betrachten wir zgﬁj fiir g € R\ {0}. Jede

dieser Geraden hat die gleiche Steigung wie lé‘;, weil x~! die Hintereinanderausfiihrung

™

einer Drehung um % mit Fixpunkt [0,0,1] und einer Translation ist. Folglich haben alle
Geraden zgﬁ;l fiir p € R\ {0} einen nicht leeren Schnitt mit S(0) N (S(0))X . Insgesamt

haben wir das Ergebnis, dass aus der Bedingung S(0) N (S(0))X" € X (p) N (Y (¢))x " die
Gleichungen X =Y = S und q = p = 0 folgen.

1

—1

/D 0

Abbildung 14: S(0) N (S(0))X" mit O = [0,0,1], A = [0,3,1], B = [0,1,1], C = [1,0,1],
D = [-3,0,1]

4.6.4 Beispiel. Wir betrachten die Lineation

Dann gilt a == [1,0,0]X " = [=2,1,1] und b := [0,1,1]% ' = [=1,2,1]. Wir berechnen die
Verbindungsgerade und erhalten a V b = lgﬂl — ly.3. Ferner gilt ¢ :== [0,0,1]X"" = [0, 1, 1].
Also folgt ¢V b = lg(l = l_y;. Wir berechnen nun das Urbild eines Punktes in S(1). Es
gilt [-1,0,1]X" = [—1,1, 1]. Folglich gilt

dom(¢) = S(0) N S(1)¥ " = S(0) N S(0)*
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mit x aus 4.6.3. Andererseits gilt lé‘; =aVc=ly. Also gilt
(SO = {2y 11| (v~ Dy +2) >0} U{[s,1,0]| 5 €] —1,00[} .
Daher erhalten wir
SO) A (SO = {l..1]] (= Dy +2) > 0,2y > 0} U {[s, 1,0]| 5 €]0,[} -

Somit erhalten wir ~ ~
S0)NS(HX " < S(0)N SO .

Folglich ist die Lineation (ags(f()) ‘igg; eine Fortsetzung von ¢ und es gilt 1) & U,nas (M.

A A A /
B B B
C C e
D 0 D 0 /D 0
(a) (S(0)X " (b) S(0) N (S(0)X " (c) S(0)N(S1)X

Abbildung 15: O = [0,0,1], A= [0,3,1], B=0,1,1], C =[1,0,1], D = [-3,0, 1].

Die Menge \Ifmaw(M) erfiillt nicht die Verkniipfungsvoraussetzung aus Definition 1.7.6.
Es gibt also Produkte von maximalen partiellen Lineationen von M, in W(M,), die sich
nicht eindeutig zu einem Element aus W, (M) fortsetzen lassen, wie wir an folgendem
Beispiel sehen:

4.6.5 Beispiel. Wir betrachten zuerst die Wirkung von
110
p:=10 1 0
0 0 1
auf der Punktmenge P. Fiir [z,y, z] € P gilt
[z,y, 2] = [z, 2+ vy, 2] .

Folglich gilt

L
l072 — l172 .
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@
10,2

/ A
lo,0

lo

Abbildung 16: 5(2)¢ mit A = [0,2,1]

Insgesamt haben wir

Hf = Hp
HY = Hp

und

y>x+2 firx>0

y<x+2 firr<0 }U{[l,s,OH S>1}QS(2)_

s = {le e P
Nach 4.5.3 gilt go‘S@) = ags(p) € ¥(My). Da S(2) eine maximale desarguessche Untere-
bene von My, ist und sich die Lineation nicht zu einem Automorphismus fortsetzen ldsst
(vgl. 4.2.1 und 4.2.19), gilt ¢| s2) € Prmas (M)
Als néchstes betrachten wir die Abbildung A aus Beispiel 4.6.1. Die Abbildung A’\} Ha ist
eine maximale partielle Lineation von M, da Hp eine maximale desarguessche Unterebene
ist und A* sich wegen det(A) < 0 nicht zu einem Automorphismus fortsetzen lisst. Da
S(2)? N Hg # 0 ist, ist die Verkniipfung von 90‘5(2) und AN
dazu Definition 1.4.6) und es gilt

in W(My) definiert (vgl.

[,

1 -1 0
A —
elo o A, = [0 -1 0
0 1 S(2)NHg

Als néchstes betrachten wir die Wirkung von

1
o =10 -1 0
0
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auf P. Fiir [z,y, z] € P gilt

Also folgt
1§y =112
und insgesamt gilt
HY = Hy,
Hj = Hp

sowie
S2)? ={[z,y,1] € P| (y+z+2)z <0} U{[1,5,0]] s< -1} C F(-2).
Mit der in 4.1.7 definierten Abbildung Ay erhalten wir nach 4.5.2, dass
OéSF(@Aizl)‘HR = @Azl[[1|k‘l]]‘1\HR = @‘HR

gilt.
g((2—)2) — ost(@A,gl)}S@) Elemente von (M) und Fort-

setzungen von 90}5(2) o A’\}HR. Da Hg und S(2) maximale desarguessche Ebenen sind, sind

Also sind @‘HR und asp(@PA;")
beide Lineationen maximal.

4.7. Endomorphismen-Halbgruppen von Unterebenen

Sei Uy, := (U, (Ly),) eine Unterebene von M. Wenn Uy, nicht desarguessch ist, so lisst
sich nach Satz 4.2.17 jeder Endomorphismus von i), zu einem Automorphismus von Mj,
fortsetzen. Ist Uy, desarguessch, so liegt Uy, in einer desarguesschen Halbebene der Moulton-
Ebene M, und liisst sich mit einer geeignet gewihlten Abbildung [1]e(X)]e aus 4.5.2 in
die reelle projektive Ebene abbilden. Dort sind die Endomorphismen nach dem lokalen
Fundamentalsatz von LOWEN [31] bekannt. Insgesamt erhalten wir aus 4.5.5 das folgende
Korollar:

4.7.1 Korollar. Sei Uy, = (Uy, Ek‘Uk)
Falls U, nicht desarguessch ist, gilt

eine offene Unterebene von M.

End(U,) = {w e z) Ul C Uk} .

Ansonsten gibt es ein X € {S,F} und ein p € RU {oo, —c0} so, dass Uy C X(p) ist. In
diesem Fall gilt

End(U;) 2 End(@ ") = {w € Aut(P,R) ’ (UIelyy U]i[nc(xmk}

mit ¢(X) wie in 4.5.2.
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Wir betrachten im Folgenden Beispiele von nicht desarguesschen Unterebenen. Als erstes
Beispiel betrachten wir im radialen Modell M(s) mit s > 0 die schon von SEMMLER in
[60] betrachtete Unterebene D := (D, (Ly)p) mit

D:={zeC]| |7 <1} .
Wir kénnen hier das Ergebnis [60, Satz 4.5] von SEMMLER deutlich prézisieren.

4

(a) t=1,5 (b) t =—1,5

Abbildung 17: Bilder vom Rand von D unter ¢,

4.7.2 Lemma. Jedes Bild des Rands 0D von D unter einem Automorphismus von M(s)
ist beschrénkt. Fiir o € X(s) sei ryax(0) :== max {|z|| z € (D)7 }. Die Endomorphismen-
Halbgruppe ist die folgende vierdimensionale Halbgruppe:

End(D) = {(antm)‘D | 0 € (e, &, pr mit t,7 € Ryu > 0) by < — In(rimax(0)) }

Beweis. In der Ebene M(s) ist die Ferngerade eine Fixgerade unter allen Automorphis-
men. Da der Rand 0D kompakt ist, ist also auch fiir jeden Automorphismus o € 3(s) das
Bild (9D)” beschréinkt. Jede Lineation (o7, )| , aus obiger Menge ist ein Endomorphis-
mus von D, denn der Punkt 0 ist ein Fixpunkt und das Bild des Randes 0D unter o liegt
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Abbildung 18: Bilder vom Rand von D unter &,

im Kreis mit Radius 7,,4,(c). Dieser Kreis wird von der zentrischen Streckung 7, in D
abgebildet Sei nun ¢ € End(D). Die Unterebene D ist nicht desarguessch, denn die drei
Punkte 1 oL —e ™ und leii“ liegen in D. Die Bilder unter « sind die drei Punkte [2,0, 1],

[2-< o4 —1,1] und [+ ,1, 0]. Der Punkt 1 liegt in der rechten Halbebene, die beiden

cos(y cos(3m) )’ Cos( 5

anderen Punkte in der linken Halbebene. Die Verbindungsgerade %O‘ Y, (%e%”) ist stei-

gend, aber die Verbindungsgerade %a Vv (;e%”) ist geknickt. Nach 4.2.13 und 4.2.17 folgt,

dass die Unterebene D* von M, nicht desarguessch ist. Folglich gibt es nach 4.7.1 einen

Automorphismus 0 € 3(s) so, dass § = & ’ . Die Automorphismen-Gruppe wird von den
D

Einparametergruppen H, P, E und = erzeugt. Da H eine Teilmenge des Zentrums von X(s)
ist, ldsst sich ¢ in der Form (antm)} , darstellen. Wenn 2, > — In(r4.(0)) wire, so ligen

die Bilder der Punkte des Randes mit maximalem Abstand auflerhalb von D. [ |

Um die Automorphismen-Gruppe von D bestimmen zu konnen, beweisen wir zuerst Fol-
gendes:

4.7.3 Lemma. In jedem Punkt des Randes von D gibt es genau eine Tangente.

Beweis. Eine Gerade

a7 | Lo,k
ce —— —
cos(yp) 2 =¥ 3

mit ¢ > 0 und —5 < o < 7 ist genau dann Tangente, wenn es genau ein ¢ €] — 7, 7| so
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gibt, dass die Gleichung

e’¥
Ccos(ap)
erfiillt ist. Wir suchen also ein ¢ > 0 derart, dass die Graphen der beiden Funktionen
fe(p) == ce*? und cos(p) mit ¢ €] — 7, 7[ genau einen Schnittpunkt besitzen. Am Schnitt-

punkt miissen die Tangenten an die Graphen der beiden Funktionen iibereinstimmen. Folg-
lich suchen wir ¢ und ¢ derart, dass die zwei folgenden Gleichungen gelten:

ce®? = cos(p)

cse®? = —sin(yp)

Wir erhalten daraus: Die Funktionen schneiden sich im Punkt

7 1= arctan(—s)

und es gilt
cos(pr) .
Cc = =.Cr
eseT
Folglich ist die Gerade
Loe T
T, = o e €l —-=,=
{CTe cos(gp)6 » €l 272 [}

eine Tangente im Punkt e®7+2)". Die Menge {7, | a € [-Z, Z[} ist die Tangentenschar an
den Rand von D. Da durch obige Gleichungen 1 und cr eindeutig bestimmt sind, gibt es
genau eine Tangente in jedem Randpunkt von D |

4.7.4 Bemerkung. Die Automorphismen-Gruppe von D ist die Restriktion der Einpara-
metergruppe

A= {Ptﬁ(—st) } S ]R}
auf D.

Beweis. Die Menge A besteht aus allen Drehungen um das Zentrum 0. Folglich gilt
Aut(D) O A‘D. Da D, wie wir in 4.7.2 gesehen haben, nicht desarguessch ist, besteht
Aut(D) ausschlieBlich aus Restriktionen von Automorphismen von M(s). Sei 6 € 3(s)
mit 4| , € Aut(D). Da A transitiv auf dem Rand von D operiert, kénnen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass i® = i gilt. Folglich ist die Gerade i V0 = Ri
eine Fixgerade. Weil § injektiv ist, gilt (—i)° € Ri N dD \ {i}. Also ist —i ein Fixpunkt.
Die Tangente ¢t an den Kreis D im Punkt ¢ wird durch ¢ auf sich abgebildet. Ebenso ist die
Tangente ¢ durch den Fixpunkt —i eine Fixgerade. Folglich ist der Schnittpunkt 7 :=t At
ein Fixpunkt. Die Gerade 7'V 0 hat zwei Schnittpunkte X und Y mit dem Kreis D. Da
die Gerade TV 0 die Verbindung von zwei Fixpunkten ist, ist sie eine Fixgerade, also
gilt {X, Y} = {X,Y}. Wenn X° = Y und Y° = X gilt, so fixiert 6% die vier Punkte
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i, —1, X,Y und ist folglich die Identitét (vgl. [55, 32.10]). Also ist d eine Involution. Nach
4.2.26 gibt es in X genau eine Involution ungleich der Identitét, ndmlich (—\/%]l)@. Der
Automorphismus o 'da von M;,, mit dem Isomorphismus a aus 4.2.31, besitzt den Fix-
punkt i & {Zoo, Yoo }. Hingegen besitzt (—vk1)D auf der Ferngerade goo = (Ri)® nur die
beiden Fixpunkte o und .. Folglich ist a~'da # (—v/k1)D. Insgesamt folgt, dass § die
Identitét ist und die Behauptung ist bewiesen. ]

Sei U C P. Fiir A € GLj R verwenden wir in diesem Unterkapitel die folgende Kurz-
schreibweise: Statt (A@)‘U schreiben wir Ag) und fiir ¢ € {1,2,3,4} schreiben wir statt
(A7), einfach A7;. Die néichsten Beispiele sind Streifenebenen in My. Eine Streifenebe-
ne ist eine Unterebene einer affinen R2-Ebene, deren Rand von zwei parallelen Geraden
gebildet wird (vgl. [60, Definition 4.3]).

Sei S eine Streifenebene in Mj. Dann besitzt S genau ein Biischel affiner Geraden und
keine weiteren affinen Antifahnen aufler denen, die mit diesen Geraden gebildet werden.
AuBerdem gibt es in S keine projektiven Antifahnen. Da das Bild einer affinen Antifahne
unter einem Endomorphismus nach [60, Lemma 2.7] immer eine affine oder eine projektive
Antifahne ist, gilt Folgendes: Jeder Automorphismus § von M, der einen Endomorphismus
von S induziert, fixiert den Schnittpunkt p, des Biischels der affinen Geraden. Wenn p,, #
T ist, dann ist die Ferngerade ¢, eine Fixgerade von ¢, da der Punkt z., ein Fixpunkt
jedes Automorphismus ist. In diesem Fall gilt § € X5 U Xy4.

Zunéchst betrachten wir fiir ¢ € R die Streifenebene

St = (St, ENSt)

Sy = {[l’,y, 1] ‘ _\/%t <r <tyeE R} und ZSt = (‘Ck)st :

Diese wurde auch schon von SEMMLER in [60, Satz 4.4] betrachtet. Wir nutzen hier die
Gelegenheit, einen offensichtlichen Tippfehler zu verbessern.

Abbildung 19: Die Ebene S; mit O = (0,0, 1], A = [—kt,0,1] und B = [t,0, 1]
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4.7. Endomorphismen-Halbgruppen von Unterebenen
4.7.5 Lemma. Die Streifenebene S; besitzt die Involution
@
ﬁ‘s = <—\/E]l> .
t Sy

Die Endomorphismen-Halbgruppe ist folgende dreidimensionale Halbgruppe:
b 0\ —VEk 0 \"
End(St)—{(Z a)st a21,b>0,z€R}x<< 0 —\/E)St>

@
Beweis. Die Lineation ﬁ}st ist nach 4.2.26 die Restriktion der Involution 3 = (—\/E]l) .
Auflerdem werden die beiden Randgeraden vertauscht, denn es gilt

[—Vkt, 0,17 = [t,0,1] .

Sei 0 € ¥ mit 5‘& € End(S;). Dann ist y,, ein Fixpunkt von 4.
Sei zuerst § € Y3. Wir machen den Ansatz

mit ¢ > 0, b > 0 und z € R. Der Automorphismus § mit Fixpunkt y., induziert genau
dann einen Endomorphismus von &, wenn die Bilder der Punkte [x,0, 1] fiir Vkt<z<t
in S; liegen. Es gilt

[2,0,1)° = [221} . (3)

Folglich gilt ¢ > 1 und 2z € R.
Sei nun ¢ € ¥4. Nach 4.2.25 gilt dann §5 € X3 und (56)‘& € End(S;). Damit ist die obige
Gestalt der Endomorphismen-Halbgruppe bewiesen. [ ]

Aus Gleichung (3) in obigem Beweis lesen wir ab, dass genau dann die Randgeraden Fix-

geraden sind, wenn a = 1 gilt. Also kennen wir nun auch die Automorphismen-Gruppe von

St:

4.7.6 Bemerkung. Die Automorphismen-Gruppe von S; ist zweidimensional. Es gilt
b 0\” —VE 0 \"
Aut(St)_{<Z 1)& b>0,zeR}x<< 0 _\/E)st> :

Nun betrachten wir eine Streifenebene parallel zur z-Achse:
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4. Die Moulton-Ebenen

Abbildung 20: Die Ebene W mit O = [0,0,1}], C' =1[0,1,1] und D = [0, -1, 1].

4.7.7 Lemma. Sei
W= {lz,y,1]] -1<y<1lzeR}

und

W= (W, zw) mit £~W = (Ek)W .

Die Endomorphismen-Halbgruppe von W ist die vierdimensionale Kompressionshalbgrup-
pe

@ 6j-hf>0, 1 eth 1 ;
Eadow) =4 (5 1) +i%0 LIy (Prosdei)
wl j-jzo, THEEL

Beweis. Sei § € Y. Wir machen den Ansatz

@
5:(2 f) mit (Z DGGLQFR.

Der Automorphismus ¢ induziert genau dann einen Endomorphismus von W, wenn alle
Punkte der Menge Lo N'W = {[z,0,1]| « € [-1,1]} unter § in Lo N'W abgebildet werden.
Da diese Menge zusammenhéngend ist, ist das genau dann der Fall, wenn die Bilder der
Randpunkte [1,0,1] und [—1,0,1] in W liegen und y., & (Lo N W)? gilt. Nach 4.1.17(iii)
gilt genau dann y., & (Lo N W)?, wenn f = 0 oder f # 0 und zugleich —% ¢ [—1,1] gilt.
Nun betrachten wir die Bilder der beiden Randpunkte:

0,1,1°=[0,e+h, f+j] =P

0,-1,1° = [0, —e + h,—f + j] = P,
Die Punkte P, und P, liegen genau dann in W wenn f+j #0# —f +j, —1 < % <1

—eth .
und —1 < — < 1 gilt. |
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4.7.8 Bemerkung. Die Automorphismen-Gruppe von W ist zweidimensional:
e h @
Aut(W) = ( ) 2 —h*>0
h e),

Beweis. Wir suchen nun diejenigen Endomorphismen, welche die Menge der beiden Rand-
geraden in sich abbilden. Wir machen den Ansatz

@
e f
5:(h j)

mit o }W € End(W). 1. Fall: Beide Randgeraden sind Fixgeraden von §. Dann gilt

und es folgt ¢ = 7 und h = f. Die Determinante der 2 x 2 Matrix muss positiv sein.
Folglich gilt e — h? > 0. Daraus folgt e + h # 0, e — h # 0, e # 0 und —1 < 2 < 1.
Somit besteht obige Menge aus allen Endomorphismen von W, deren Fortsetzung die
Randgeraden fixiert. Der 2. Fall, dass durch ¢ die beiden Randgeraden vertauscht werden,
fiihrt zu einem Widerspruch: Denn in diesem Fall gilt

und es folgt e = —j und h = —f. Da 5‘W ein Endomorphismus ist, gilt (vgl. 4.7.7) h?—e? >
0. Daraus folgt |£| < 1. Das ist ein Widerspruch zu —£ ¢ [—1,1]. |

4.7.9 Bemerkung. Die Automorphismen-Gruppe von W ist

Aut(W) = (E x Z % (ﬁ))‘

w

teR},

mit der Einparametergruppe
z7—1¢ = cosh(t) sinh(t) @
) > \sinh(¢) cosh(t)
der Einparametergruppe E wie in 4.3.6 und der Involution

= )
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4. Die Moulton-Ebenen

Beweis. Die Automorphismen ﬁt‘w

2o={ (5 ),

Aut(W) = (ExZ x (8))],, -

Wir zeigen nun, dass Z eine Einparametergruppe ist. Mithilfe der Additionstheoreme fiir
die Hyperbelfunktionen rechnen wir leicht nach, dass die Abbildung

¢ 0\

= ( et) sind die Streckungen in z-Richtung.
W

Ferner gilt

62—h2:1,6>0} )

Folglich gilt

(:R—>Z@71:tl—>§t a

ein Gruppenhomomorphismus ist. Da cosh(t) fiir alle ¢ € R positiv ist, gilt ZNY¥; = (. Um

einzusehen, dass die Abbildung g@ . (; ein Gruppenhomomorphismus ist, betrachten
wir (;, (; € Z. Nach 4.2.22 miissen wir nur noch die beiden Fille (;, (; € >; und (;, (; € >
betrachten.

Seien also sinh(#),sinh(#) € RT. Weil cosh(¢) und cosh(t) positiv sind, gilt dann die Un-
gleichung

cosh(t) cosh(t)
snh(f) ~  sinh(l)

Nach 4.2.22 gilt folglich

aGi= (@' @) = ¢iem

Seien nun sinh(¢) und sinh(¢) negativ. Dann gilt die Ungleichung

cosh(t) cosh(t)
snh(?) ~  sinn()

Nach 4.2.22 gilt also
—1 —1 @
0= (@) =Guem.

Insgesamt wissen wir nun mit 4.2.22, dass die Abbildung ¢ ein Gruppenhomomorphismus
ist. Wir betrachten die Intervalle

[1 I:] — OO,—l[ s
IQ I:] - 2, 2[ und
[3 I:]l,OO[ .

Die Abbildung

o ()
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ist stetig. Wenn ¢ € I ist, ist sinh(¢) < 0 und folglich ist (; € ¥5. AuBerdem gilt in diesem

Fall —zfjﬁ((g > 1. Folglich liegt nach 4.1.17(iii) und (vi) die Menge W unter der Geraden
1

ggf; . Wenn t € I3 ist, dann ist sinh(¢) > 0 und folglich ist ¢; € 3. In diesem Fall gilt

_Zij}l:((f)) < 1. Also liegt in diesem Fall die Menge W iiber der Geraden ggé: 1. Nach 4.2.1 gilt

insgesamt in beiden Féllen

¢ } ~ (cosh(t) sinh(t) A

“w ™ \sinh(t) cosh(t)
Wegen 4.1.6 ist also ¢ ‘ LI stetig. Wir erinnern uns nun an die in 4.2.29 definierten Mengen
Y,qmit 1 >b>0und d > 0. Fiir 1 >b> 0 und sinh(2) > d > 0 gilt

cosh(t) sinh(t)
{ (sinh(t) cosh(t) be€ Lo C Yo
Da die Abbildung @, wie wir in 4.2.29 gesehen haben, auf Y}, 4 ein lokaler Isomorphismus

ist, folgt, dass auch ¢ ‘ I stetig ist. Da R die Vereinigung der offenen Intervalle Iy, I und
I3 ist, haben wir insgesamt bewiesen, dass ( ein stetiger Gruppenhomomorphismus ist.

w

Zur Veranschaulichung betrachten wir die Bahnen unter Z. In W sind die Bahnen halbe
Ellipsen, deren Halbachsen in z-Richtung und in y-Richtung zeigen, wobei die Halbachse
in y-Richtung immer die Lange 1 hat. Das sehen wir an Folgendem: Es gilt

x  sinh(t) }
cosh(t)’ cosh(t)’

m&u@:[
und der Bildpunkt liegt auf einer Ellipse mit Halbachsen der Lénge 1 und x:

%(Cos:fl(t))2 i (:;21111((?))2 - %w -

Als letztes betrachten wir nicht desarguessche Streifenebenen, mit steigenden Randgeraden:

4.7.10 Lemma. Fiirt > 0 sei
Qi = {lz+m,tx,1]| -1 <m <1,z € R} und Lo, = (Lr)ao, -

Die Endomorphismen-Halbgruppe der Unterebene Q; := (Qt,ﬁQt) ist die folgende zwei-
dimensionale Halbgruppe:

maa - { (1 9)

; ¢t
050 1<% 1< E o LR
ta ta
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Abbildung 21: Die Ebene Q; mit O = [0,0, 1], C =[0,1,1] und D = [0, -1, 1].

Beweis. Sei 0 € X so, dass ¢ } o € End(Q;). Wie bei den beiden anderen Streifenebenen

wird das Biischel der affinen Geraden in sich abgebildet. Folglich ist der Punkt [1,¢, 0] ein
Fixpunkt von 4. Also wird die Ferngerade ¢., in sich abgebildet und es ist § € X3 U Y.
Wir machen den Ansatz
b 0\@
=)
Z a

[1,¢,0]° = [1,bt,0] .

mit ba > 0 und 2z € R. Es gilt

Aus der Bedingung, dass dieser Fernpunkt ein Fixpunkt ist, folgt b = 1 und a > 0. Also ist
0 € 3. Nun betrachten wir den Schnittpunkt der Randgeraden mit der Knickachse und
einen Punkt in ();:

t
+z’1]
a

—t+4+z

0,¢,1]° = [0, + z,a] = [0,

[0, —2,1]° = [0, =t + z,a] = [0,

1]

z
(0,0,1)° = [0, z,a] = [0, =, 1]

a
Da t > 0 vorausgesetzt ist, gilt immer —t + 2z < z < t 4 z. Folglich induziert der Auto-
morphismus d genau dann einen Endomorphismus von Q,, wenn die beiden Randpunkte

richtig abgebildet werden. Daraus erhalten wir die Ungleichungen

t —t
+Z§tund —t < Tt
a a

-t < <t.

Damit ist die Aussage bewiesen. ]

4.7.11 Bemerkung. Der einzige Automorphismus der Unterebene Q, ist die Identitiit.
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4.8. Partielle Lineationen der Pickert-Moulton-Ebenen My(F)

Beweis. Da die Knickachse Fixgerade von jedem Endomorphismus ist, muss jeder Auto-
morphismus die Menge {[0, ¢, 1], [0, —t, 1]} in sich abbilden. Sei § ein Automorphismus von
Q,. Wir machen den Ansatz

@
10
0= (Z a) S End(Qt) .

Aus den Gleichungen [0,¢,1]° = [0,¢,1] und [0, —¢,1]° = [0, —¢,1] folgt z = 0 und a = 1.
Hingegen fiihren die Gleichungen [0,¢,1]° = [0, —¢, 1] und [0, —¢, 1]° = [0,¢, 1] zum Wider-
spruch a < 0. [ ]

Der Automorphismus

der Moulton-Ebene M, bildet die Streifenebene Q, auf eine Streifenebene ab, deren affine
Geraden geknickt sind.

4.8. Partielle Lineationen der Pickert-Moulton-Ebenen M (FF)

Pickert-Moulton-Ebenen wurden von PICKERT in [39, S. 93| definiert. Dabei handelt es sich,
wie wir sehen werden, um affine Ebenen, die genauso konstruiert werden wie die Moulton-
Ebenen. Die Verallgemeinerung entsteht dadurch, dass statt R ein beliebiger angeordneter
Korper F genommen wird. PIERCE hat die Konstruktion der Pickert-Moulton-Ebene wei-
ter verallgemeinert. Die Geraden sind bei ihm von der Form {(x, y) €eF?|y=b+mo x}
mit m o x = mx fiir z > 0 und sonst m o z = @(m)x. Hierbei ist ¢ eine geeignete Funk-
tion des Korpers F auf F (vgl. [43]). Wir werden diese Verallgemeinerung im Folgenden
Pierce-Moulton-Ebenen nennen. In [42, Theorem 3] beweist PIERCE das folgende Ergebnis:
Genau dann besitzt eine Pierce-Moulton-Ebene eine Kollineation, die den Fernpunkt .,
der y-Achse bewegt, wenn die Ebene eine Pickert-Moulton-Ebene ist. Auflerdem erfahren
wir aus [43], dass zwei Pickert-Moulton-Ebenen My (F) und M/ (F) genau dann isomorph
sind, wenn es einen ordnungserhaltenden Automorphismus a von F so gibt, dass k = (k')
oder k(k")* =1 gilt. In [43] bestimmt PIERCE alle Kollineationen einer Pickert-Moulton-
Ebene. Im Folgenden wollen wir die Ergebnisse, die wir iiber partielle Lineationen der
Moulton-Ebene M, gefunden haben, auf Pickert-Moulton-Ebenen verallgemeinern. Dabei
kénnen wir die Ergebnisse von PIERCE priézisieren und kleine Ungenauigkeiten berichti-
gen. Wir topologisieren die Pickert-Moulton-Ebene wie die projektive Ebene P,F mit der
Anordnungs-Topologie (vgl. [48, V §2 Satz 24]). Mit dieser Topologie sind PoIF und M (F)
stabile Ebenen, die aber im Allgemeinen nicht lokalkompakt sind. Deswegen werden wir nur
solche Ergebnisse iiber M, verallgemeinern, in die die Topologie der Menge der partiellen
Lineationen bzw. die Topologie der Automorphismen-Gruppe nicht eingeht.

Sei im Folgenden F ein angeordneter Koérper und 0 < k € F. Die projektive Pickert-
Moulton-Ebene M (F) = (PF,L}) und die affine Pickert-Moulton-Ebene M (F) =
(PF, LF) sind genauso definiert wie M bzw. My in 4.1.1 und 4.1.3, es wird nur der
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Koérper R durch den angeordneten Korper F ersetzt. Mit dieser Notation gilt dann
M (R) = M. Die Elemente der PI'L3 F schreiben wir in der Form (a, [A]) mit o € Aut(F)
und [A] € PGLsF. Fiir [x,y,2] € PF gilt [z,y, 2] = [22,y*, 22]M. AuBerdem gilt
(o, [A))(B,[B]) = (aB,[A)’[B]). In allen Definitionen und Aussagen von 4.1.1 bis 4.1.8
ersetzen wir R durch F und haben auf diesem Weg die Pickert-Moulton-Ebenen und die
Halbebenen Hj und Hp definiert. Die Abbildung /5 ist eine zu ¢;, analog definierte Abbil-
dung, welche die Pickert-Moulton-Ebene M (F) auf die projektive Ebene Py(F) abbildet.
Wir werden als néchstes sehen, dass zwei angeordnete Korper F und F isomorph sind,
wenn die Menge V(M (F), M,/ (F’)) nicht leer ist. Deswegen betrachten wir in dem dem
Lemma 4.8.1 folgenden Kapitel nur noch partielle Lineationen zwischen Pickert-Moulton-
Ebenen iiber demselben angeordneten Koérper F.

4.8.1 Lemma. Scien F, ' angeordnete Korper mit 0 < k € F und 0 < k' € F'. Sei
W € U(My(F), My/(F")). Dann sind F und F" isomorph.

Beweis. Sei U eine offene Teilmenge des Definitionsgebiets von ¢ derart, dass U und UY
jeweils in P¥ bzw. P™ ganz in Hy oder ganz in H, liegen. Mit Hilfe der Abbildungen ¢; bzw.
15, welche wie ¢, in 4.1.7 die Ebenen M (F) bzw. My (F') auf Py(IF) bzw. Py (') abbilden,
erhalten wir, dass die partielle Lineation (if)~'4uf, ein Element von W(Py(IF), Py(F)) ist.
Nach dem lokalen Fundamentalsatz von FRANK [5, Satz 1] ldsst sich diese Lineation zu
einem Isomorphismus ¢ : Py(F) — Py(F') fortsetzen. Folglich sind nach [20, Theorem
2.8] die Korper F und F’ isomorph und der Isomorphismus 1& wird durch eine semilineare
Transformation induziert. |

Wir definieren nun die Abbildungen [b|c]¢ wie in 4.1.9 und 4.1.10. Die Definition der Halb-
ebenen S(p) bzw. F(q) erfolgt wie in 4.1.12. Hierbei ist zu beachten, dass diese Halbebenen

offene Teilmengen von P sind, aber im Allgemeinen keine Zusammenhangskomponenten
sind. Deswegen betrachten wir diese Halbebenen als Punktmengen des Biischels zwischen
den beiden Randgeraden:

4.8.2 Bemerkung. Fiir q € F gilt

S(q) = {pe 0,¢,1] V [z,q + 1,1] Eﬁ_k‘ F9x>0}\{[0,q,1]}
Flg)={pe[0,¢.1]V[z,q+1,1] € Ly| F>z < 0}\{[0,¢,1]} .

Desweiteren ist

Hyp=5(c0)={pe0,1,0]V[z,0,1] € L;| F>z <0} \{[0,1,0]}
Hp=8(—00) ={p€[0,1,0]V[z,0,1] € L| F2 2 >0} \{[0,1,0]} .

Wir erhalten wie in 4.1.13, dass die Restriktionen geeigneter Abbildungen der Form [b|c]
auf die Halbebenen S(p) bzw. F(q) Elemente von W(My(F), PoF) sind. Mit der wie in
4.1.14 definierten Lineation v(G,U, V) erhalten wir im Folgenden die zu Lemma 4.1.16

analoge Aussage.
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4.8.3 Lemma. Sei ¢ € V(M (F), My (F)). Seien U und V' nicht leere offene Teilmengen
des Definitionsgebietes von 1) mit der Eigenschaft, dass die Mengen U, V, U¥ und V¥
jeweils ganz in Hg oder ganz in Hp liegen. Wir wéhlen eine Gerade L, die U und V' so
schneidet, dass sy(L) ¢ {0, 00} und s\(L) & {0,000} erfiillt ist. Es gelte

o], = (o),
fiir eine Abbildung («, x) € PI'LgF. Dann gilt

vl = (0], .

wobei die Abbildung x € PGL3F fiir die verschiedenen Félle die aus der folgenden Tabelle
zu entnehmende Gestalt annimmt.

sp(L) = sp(L) | sp(L) = () 'sp(L) | sp(L) = Ksp(L)
su(L) = sv(L) X XA XA
sy(L) =k 'sy (L) Aty A x A Aix A
SU(L) = ]{ZSV(L) AkaX AkaXAk’ AkaXAlz,l

Beweis. In dem Beweis von 4.1.16 ersetzen wir R durch F und die Gruppe PGL3R
durch PT'L3 F. Statt des lokalen Fundamentalsatzes von LOWEN [31] zitieren wir hier den
lokalen Fundamentalsatz von FRANK [5, Satz 1]. Zu beachten ist, dass bei der Abbil-
dung v(L,U, V), welche die Teilmengen U und V von U bzw. von V nach P,F abbildet,
die Konstante ¢(L, U, ‘7) die Werte 1,k und k~! annimmt, hingegen bei der Abbildung
~(LY,UY,V¥) die Konstante ¢(LY,U?,V?) die Werte 1, %" und (k')~! annimmt. [

Die Aussagen von 4.1.17 iiber die Wirkung von PGL3 R iibernehmen wir und ersetzen R
durch F. Wir betrachten hier zusétzlich, wie Elemente («, A*) € PT'L3 F auf P¥ wirken:

4.8.4 Lemma. Es gilt

1

(0, AN = (a7 (A% )™)Y

Sei ;
e
(1),
Dann gilt
.afl
C(g’AA) = lo,; und gc(g’AA)fl =loy mitt = —;al )

Beweis. Es gilt (a, A (™!, (A% )™)Y = (id, (AN ((42 )1 = (id, 1*). Das Bild
von ¢ berechnen wir folgendermaflen:

9@t = {l2,9,0/| (2.) € F xF\ {(0,0)} }

= {lz*, 57,0 | (w,y) € F x F\ {(0,0)}}
= {2, ey, 3] | (e,y) €F x F\{(0,0)}} = I

Aus den ersten beiden Aussagen folgt die dritte. |
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Nun definieren wir die Menge SF. die sich spiter als Automorphismen-Gruppe von M k()
herausstellen wird.

4.8.5 Definition. Wir ersetzen in den Definitionen 4.2.1, 4.2.2 und 4.2.23 den Koérper R
durch F. Nun definieren wir fiiri € {1,2,3,4}

yF = {(a, A7)

o € oAut(F),k* =k, A € domo;}
und

= STUSEUSEUS] = {(0, 4D) ’ o € oAutF, k" =k, A€ GL{ F} .
Hierbei ist oAut(F) die Gruppe der ordnungserhaltenden Kérperautomorphismen von F.
4.8.6 Lemma. Es gilt XF C Aut(M,(F)).

Beweis. Da der Korperautomorphismus a ordnungserhaltend ist und £* = k gilt, induziert
« eine affine Lineation von M (F). Es gilt folglich

a,A@ @
lg,t ) = lﬁl,ta )
* o @ * @
(ls,t>( A7) = (lsa,ta)A )
l(a,A@) _ ZA@
(0, AD)) AD) .

9o = 9o

Die Abbildung A@ induziert eine Lineation auf M,(F). Dies sehen wir wie in den Be-
weisen von 4.2.3 bis 4.2.11 durch Ersetzen von R durch F. Um zu zeigen, dass alle
Elemente von XF stetig, injektiv und offen sind, benutzen wir die gleiche Argumen-
tation wie in 4.2.12. Fiir A € GLj F ist die Abbildung AD bijektiv auf PF: Denn
aus 4.1.17 und 4.8.4 folgern wir, dass die Abbildung (a, A*) die vier Viertelebenen
OL(A* ), UL(A*"), Or(A"),0L(A* ") bzw. die Halbebenen Hj, und Hp, bijektiv auf die
Viertelebenen O (A), U (A), Or(A), Op(A) bzw. die Halbebenen Hy, und Hp abbildet. Fer-
ner gilt A@‘lo = AA‘lO. Die beiden Halbgeraden {[z,y,0]| zy > 0} und {[z,y,0]| 2y <0}

werden jeweils mit einer der Abbildungen A*, (kA)* oder (k~*A)* surjektiv abgebildet. B

Wir sehen wie in 4.2.13, dass eine Unterebene (U, LF) von M (F) genau dann nicht desar-
guessch ist, wenn es drei Punkte py, po und p3 derart in U gibt, dass die Bedingungen von
4.2.13 erfiillt sind. Unser néchstes Ziel ist, zu beweisen, dass jedes ¢ € W(M(F)) mit nicht
desarguesschem Definitionsgebiet eine Einschriinkung eines Automorphismus von M, (F)
ist. Dazu miissen wir zuerst einsehen, dass nicht ordnungserhaltende Kérperautomorphis-
men keine stetigen partiellen Lineationen induzieren kénnen:

4.8.7 Lemma. Sei « ein nicht ordnungserhaltender Korperautomorphismus von F. Sei U
eine beliebige offene Teilmenge von F. Dann ist a‘U unstetig.
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4.8. Partielle Lineationen der Pickert-Moulton-Ebenen My(F)

Beweis. Da « nicht ordnungserhaltend ist, existiert ein 0 < x € F so, dass z* < 0. In
F gibt es einen Unterkorper (), der zu den rationalen Zahlen QQ o-isomorph ist, d.h der
Isomorphismus ist eine ordnungserhaltende Abbildung (vgl. [48, I §1 Satz 2]). Wenn wir
0<ye€Fund a,b € @ derart finden, dass y* < 0 und a < y < b gilt, dann konstruieren
wir durch Halbieren des Intervalls Ja,b] und Auswéhlen derjenigen Halfte in der sich y
befindet eine Folge (a,)neny mit a,, € @Q, welche gegen y konvergiert. Dann konvergiert aber
die Folge (an)%eny = (an)nen gegen y > 0 und nicht gegen y® < 0. Folglich ist dann o auf
Ja, b[ unstetig. Wenn es ein b € @ mit x < b gibt, dann setzen wir y = x und a = 0.
Ansonsten liegt 7! im Intervall ]0,1[ und wir setzen y = 27!, ¢ = 0 und b = 1. Jede
beliebige offene Teilmenge von F enthélt ein offenes Intervall |e, d[. Das Intervall |a, b] ldsst
sich durch Multiplikation mit =< und Addition von %;C) + ¢ stetig in das Intervall e, d[

abbilden. Insgesamt erhalten wir, dass « auf jeder offenen Teilmenge von F unstetig ist.l

Nun wollen wir das Analogon zu 4.2.15 formulieren und beweisen. Gleichzeitig erhalten
wir, wie sich aber erst in Satz 4.8.12 herausstellen wird, eine notwendige und hinreichende
Bedingung fiir die Isomorphie von zwei Pickert-Moulton-Ebenen.

4.8.8 Lemma. Sei ¢ € W(M(F), My (F)). Seien U und V nicht leere offene Teilmengen
des Definitionsgebietes von 1 so, dass U,V,U% und V¥ jeweils ganz in Hp oder ganz
in Hy liegen. Es gebe Geraden | und m, die beide U und V derart schneiden, dass fiir
die Steigungen der Geraden sy(l) = sy(l) und sy(m) # sy(m) gilt. Dann gibt es einen
ordnungserhaltenden Korperautomorphismus 3 von F mit k% = k' oder k” = (k')~!. Sei
nun k = k. Dann ist ¢ die Einschréinkung einer Lineation (o, c) € XF und Iisst sich

folglich zu einem Automorphismus von M (F) fortsetzen.

Beweis. Wie im Beweis von 4.2.15 kénnen wir annehmen, dass U,U¥ C H; und V C Hp
gilt. Nach dem lokalen Fundamentalsatz von FRANK [5, Satz 1] gibt es eine Abbildung
(o, [A]) € PI'LgF mit o € Aut(F) und [A] € PGL3 R derart, dass @D}U = (a, [A])}U Da 1
stetig ist, folgt aus 4.8.7, dass o ordnungserhaltend ist. Mit den gleichen Argumenten wie
in 4.2.15 sehen wir, dass eine der folgenden Gleichungen erfiillt sein muss:

(o, [A]) = Ay (e, [A]) = (o, Aga[A]) (1)
(o, [A]) = Ay (e, [ADAw = (o, A [A]A) (2)
(o, [AD AR = A (o, [A]) = (o, A [A]) (3)
(o [AD A = Ay (o, [AD AR = (o, A [A]Aw) (4)
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4. Die Moulton-Ebenen

Sei
a b ¢
Al=|d e f
g h j

Wie in 4.2.15 erhalten wir aus Gleichung (1) und Gleichung (3), jeweils im Widerspruch
zur Invertierbarkeit von [A], dass [A] eine Nullzeile besitzen miisste. Aus Gleichung (4)
folgt [A] = A,l[A]Ay. Folglich gilt a = k%ak’ und es ist k* = (K’)~!. Die Gleichung (2)
fiihrt auf die Gleichung a = (k*)~'ak’. Folglich gilt k* = &'

Sei nun im Folgenden k& = k’. Dann steht die Folgerung k% = k! aus Gleichung (4) im
Widerspruch dazu, dass a ordnungserhaltend ist. Es gilt also in diesem Fall k* = k. Da
a ordnungserhaltend ist, werden die beiden Halbebenen H; und Hpy von der von « indu-
zierten affine Kollineation jeweils auf sich abgebildet und es werden steigende Geraden auf
steigende und geknickte Geraden auf geknickte Geraden abgebildet. Also erhalten wir mit
der gleichen Argumentation wie in 4.2.15, dass [A] die Gestalt B* mit B € GLJ F besitzt.
AuBlerdem konnen wir wie in 4.2.15 fiir die verschiedenen Félle genau einen Automorphis-
mus (o, B®) konstruieren, der Fortsetzung von 1) ist. |

Die Aussage, dass jede stetige injektive offene partielle Lineation ¢ von M () alle Punkte
loNdom in die Gerade [y abbildet, beweisen wir wie in 4.2.16. Indem wir R durch F und
PGL3 R durch PI'L3F ersetzen und statt des lokalen Fundamentalsatzes von LOWEN den
von FRANK [5, Satz 1] zitieren, erhalten wir genauso wie in 4.2.17 die Aussage, dass sich jede
auf einem nicht desarguesschen Gebiet definierte stetige injektive offene partielle Lineation
von My (F) zu einem Automorphismus von M (F) fortsetzen ldsst. Daraus erhalten wir

4.8.9 Satz. )
Aut(M,(F)) =¥ |

Aut(M(F)) = 25 Ul

4.8.10 Lemma. Die Abbildung (id, [C]) € PT'L3 F mit

-1 0 0
[Cl:=1]0 -1 0
0 0 1

induziert einen stetigen Isomorphismus von M (F) auf My (F).

Beweis. Fiir # € F gilt Il = {_,. Fiir s > 0 und ¢ € F gilt 1] = I, ;. Wir bezeichnen

nun die geknickten Geraden in M (F) mit 1%, und die geknickten Geraden in M 1 (F) mit

1 1
1F,. Dann gilt (1¥ )l = I} _,. Da die Abbildung (id, [C]) von [C] € PI'L3F induziert wird,
ist sie stetig. ]
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4.8. Partielle Lineationen der Pickert-Moulton-Ebenen My(F)

Als néchstes zeigen wir, dass jede bijektive Lineation zweier Pickert-Moulton-Ebenen stetig
ist.

4.8.11 Lemma. Sei ¢ : My(F) — My (F) eine bijektive Lineation, dann ist ¢ stetig.

Beweis. Die Automorphismen-Gruppe SF ist (Zoo, lp)-transitiv, denn die Untergruppe

{(g g)@ seF}

operiert fiir alle ¢ € F transitiv auf den Punkten /o, \{[0, ¢, 1], 2 }. Da die Pickert-Moulton-
Ebenen den Lenz-Barlotti-Typ II1.2 besitzen (vgl. [72]), kann es keine weitere Antifahne
(p, L) derart geben, dass XF (p, L)-transitiv ist. Folglich gilt I[§ = Iy und 22, = z. Wir
brauchen nur den Fall zu betrachten, dass

yfo = Yoo
[0,0,1)¥ =1[0,0,1]
und [1,1,1)¥ € {[1,1,1],[1,—1,1]}

gilt. Denn wir finden Elemente der Automorphismen-Gruppe von My (F) derart, dass die
Verkniipfung von ¢ mit diesen Automorphismen die Punkte wie gewiinscht abbildet: Es
gibt eine Abbildung o € Y mit g£7 = goo. Dann gilt y£° = y.. Wir finden auBlerdem
eine Translation 7 aus 2 derart, dass [0,0,1]#°7 = [0,0, 1] gilt. Ferner finden wir einen
Automorphismus der Form
@
. (a0
5o (0 )

mit ac > 0 derart, dass [1,1,1]*°7 € {[1,1,1],[1, —1,1]} gilt. Denn die Menge der Auto-
morphismen dieser Form wirkt transitiv auf jeder der beiden Punktmengen

{[x,y,1]| y>0,x7é0} und {[:B,y,l]| y<0,x7£0} )

Wir betrachten zuerst den Fall [1,1,1]¥ = [1, 1, 1]. Dann gilt I{, = [1. Wir nehmen an, es
gibe einen Punkt [r,r, 1] € l; o mit [r,r, 1]¥ = [F, 7, 1], wobei r > 0 und 7 < 0 gelten soll.

Sei -
10
()

7,7, 1]9 Y =[1,1,1] .

Weil die Lineation ¢ das Zentrum [0, 0, 1] und die Achse g, besitzt, hat auch die Lineation
o b das Zentrum [0, 0, 1] und die Achse g.,. Folglich besteht die Gruppe

<{ ((1) g)@ weF,a> 0} | <¢—1W>>

Dann gilt
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4. Die Moulton-Ebenen

aus Homologien mit Zentrum [0,0, 1] und Achse g, und ist ([0, 0, 1], goo)-transitiv. Das
ist ein Widerspruch dazu, dass die Pickert-Moulton-Ebenen den Lenz-Barlotti-Typ II1.2
besitzen. Wenn [1,1,1]* = [1,—1,1] gilt, bilden wir die Ebene My/(F) mit der stetigen
Lineation (id, [C]) aus 4.8.10 auf M%(F) ab und erhalten den eben behandelten Fall. Es
folgt ebenfalls ein Widerspruch. Insgesamt erhalten wir, dass ¢ ordnungserhaltend und
somit stetig ist, weil die Ebene mit der Anordnungs-Topopogie topologisiert ist (vgl [48, V
§2 Satz 24]. [

4.8.12 Satz. Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:

(i) My (F) ist isomorph zu M (F).

(ii) Es existiert ein ordnungserhaltender Kérper-Automorphismus o von F derart, dass

k* = k oder k* = (k) - gilt.

(iii) Es existiert eine Lineation ¢ € W(M(F), M;(F)) mit nicht desarguesschem Defini-
tionsgebiet.

Die Menge

{Mk(IF) ‘ es existiert o € oAut mit k = k% oder (k)~' = k:o‘}

der zu My(FF) isomorphen Pickert-Moulton-Ebenen iiber F ist die Bahn von M(F) unter
der Gruppe

{(, 1) ] 7 € oAut(F)} x ((id, [C])) ,
wobei [C] wie in 4.8.10 definiert ist.

Beweis. ,,(i)==(ii)“: Ein Isomorphismus ¢ : M(F) — M;(F) ist eine bijektive Lineation.
Nach 4.8.11 ist diese Lineation stetig und offen. Da dom(yp) = PF nicht desarguessch ist,
folgt wegen 4.8.8 die Aussage (ii).

,(il)==(i)“: Sei « ein ordnungserhaltender Kérperautomorphismus von F. Dann induziert
die Abbildung (o, 1%) € PTL3 F eine stetige bijektive Lineation von My (F) auf M. (F).
Denn fir z,t € F,F>s>0und F > 5 <0 gilt

lg(ca,]l)
l(
(

o,1)
t
(l?t) ®l) = lf:s,ta .

:lxaa

- ZSO‘ o und

Hierbei bezeichnet lét eine geknickte Gerade in M (F). Wenn k® = k ist, dann ist (a, 1*)
der gewiinschte Isomorphismus. Wenn k¢ = (l;:)_l ist, dann ist nach 4.8.10 die Abbildung
(e, [C]) mit [C] wie in 4.8.10 der gewiinschte Isomorphismus.

Nach 4.8.8 und 4.2.17 gilt ,, (iii)==-(ii)“. Also miissen wir nur noch ,, (ii)==-(iii)“ zeigen: Der
in ,(ii)==(1)* konstruierte Isomorphismus («, 1*) bzw. (o, [C]) ist eine stetige injektive
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4.9. Die Struktur von Aut(M(F))

offene partielle Lineation, die auf einem nicht desarguesschen Gebiet definiert ist. Also ist
(a, 1) bzw. (o, [C]) das gewiinschte Element aus W (M (F), M (F)).

Wenn die Ebenen My (F) und M (F) isomorph sind, gibt es einen der in ,,(ii)==(i)“
konstruierten Isomorphismen. Deswegen besteht die Menge aller zu My (F) isomorphen
Pickert-Moulton-Ebenen iiber F aus der Bahn unter der angegebenen Gruppe. |

Wir wollen nun eine Verkniipfungstabelle fiir die Gruppe % erstellen. Sei (8, BD) € ¥F.
Dann ist der Koérperautomorphismus § ordnungserhaltend. Fiir i € {1,2,3,4} ist folglich
A € GLj F genau dann ein Element von domo;, wenn A” € domo; gilt. Also erfahren
wir aus Lemma 4.2.21, in welchem Definitionsgebiet das Produkt AB in den verschiedenen
Fillen liegt. Folglich erhalten wir analog zu 4.2.22 die folgenden Verkniipfungsregeln:

4.8.13 Lemma. Es gilt
(o, A%) o (B, B%) = (af, (A%)7 o B%7) .

Den Wert von (A?)% o B% entnimmt man aus 4.2.22. Mit der Abbildung @ erhalten wir
Folgendes:

(af, (AP B)D) wenn A, B € domoy und AB ¢ dom oy
(afB, (k= APB)@)  wenn A, B € domo; und AB € dom oy
(o, AD) o (8, BD) = oder A, B € domoy
oder (A, B) € dom oy x domoy U dom oy x dom oy
(af3, (AP B)D) sonst

(a,A@) - (aja (k?(Aflleé@) wenn A € dom oy
(@™, ((A* )7)<)  sonst

4.9. Die Struktur von Aut(M(F))

4.9.1 Definition. Sei
SF = {(id,A@) ‘ Ae GL;F} ,

rez,CesL2F}

und

Fo= {(a, 19) ‘ a € oAut(F), k* = k:} .

Im Fall F = R ist ¥® % und S® 2 S mit der in 4.3.2 definierten Gruppe S.

4.9.2 Satz. Die Gruppe XF ist ein Normalteiler von XF. Es gilt

UL SLINVE
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4. Die Moulton-Ebenen

Beweis. Fiir (3, BD) € ¥F und (id, AD) € ¥F gilt
(8, BP)(id, AZ)(8, B) ™" = (8, BPAD) (57", (B”) ™))
= (id, B9AD((B7 )" D) ¢ ©F .
Um einzusehen, dass der Schnitt von XF und F trivial ist, betrachten wir das Viereck mit
den Ecken o := [0,0, 1] Too, € := [1,1,1], Y. Die Untergruppe F fixiert dieses Viereck,
hingegen gilt ¥ = {(id, 1@)}. [

(0,Z00,€,Yoo

4.9.3 Lemma. Die Gruppe S* ist perfekt. Es gilt
Z(5F) = {(1d (f1)@ ‘feIF} und
)= (4. (1))

((id (k > (i, (k1)P)) (id, (~1)@)
= (Z(S)N ) U (Z(S") N E)(id, (~1)P) .

Das Zentrum von ¥ besteht aus allen Homologien von M, (F) mit Achse ly und Zentrum
Too-

Beweis. Das Zentrum von X und von S¥ berechnen wir genauso wie in 4.3.3.
Die Aussage (ST)" = S beweisen wir analog zu dem Fall F = R: Wie in 4.3.4 zeigen wir,
dass fiir alle x € F die Automorphismen

@ @
1 0 1 =z “19\@
(O ()P wan

Elemente von (S¥)" sind und dass sich jedes Element aus S als Produkt dieser Elemente
schreiben ldsst. Deswegen gilt ST = (S¥)".
Ein Automorphismus (o, AQ) hat genau dann die Achse lj, wenn

0,5, = 0,5, 14 = [0, 1%
gilt. Da 2, ein Fixpunkt ist, ist (o, AD) eine affine Abbildung. Sei also

A:(e 0) €GLIF.
h j

Dann gilt fiir alle y, die im Primkorper von F liegen, die Gleichheit
[0,y,1] = [0,ey + h, j] .
Folglich gilt A = 0 und e = j. Insgesamt erhalten wir, dass fiir alle y € F
0,9, 1 = 0,5, 1]
gilt. Es folgt a = id. |
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4.9.4 Satz. Es gilt
(XF) = 85"

Die Kommutatorgruppe (XF) ist das Gruppenerzeugnis aller Elationen von M, (TF).

Beweis. Die Aussage, dass (XF) = S¥ gilt, beweisen wir genauso wie im reellen Fall (vgl.
Satz 4.3.5).
Nun bestimmen wir die Menge aller Automorphismen von My (F) mit Achse g, und Zen-

trum yoo. Sei (o, AD) € (XF);,. 4. mit

_ (e ]
A= (1)
Da g Achse ist, ist (a,A@) ein Automorphismus der affinen Pickert-Moulton-Ebene.

Folglich gilt f = 0. Aus der Definition der Abbildung A@ lesen wir ab, dass die Abbildung
(o, AD) auf einer der beiden Mengen

{[x,y,O] € oo | xy>0} bzw. {[z,y,()] € oo | xy>0}

als Abbildung («, AY) wirkt. Da g, Achse ist, gilt also fiir alle [z,y,0] € go mit zy > 0
oder fiir alle [z, y, 0] mit zy < 0 die Gleichheit

[, 04D <[22y, 0] = [2,4,0]
Folglich erhalten wir, dass a die Identitéit ist und e = 1 gilt. Es folgt j > 0 und (a, AD) =
(o, A%8). Fiir z € F werden die Geraden [, in sich abgebildet, weil y,, Zentrum ist. Also

erhalten wir .
[2,t,1]04A) = [z t + h,jl e, .

Es folgt j = 1. Wir erhalten das Ergebnis
10 .
A_<h 1) mltheF}.

Durch Konjugation mit Elementen (id, BD) aus >F erhalten wir alle Elationen, deren
Achse durch 2., geht und deren Zentrum auf [, liegt. Fiir (id, BD) gilt

(5o = {(id,A“3>

(id, B9)(id, A7) (id, BD) ! = (id, (BAB™)@) |
wie wir aus der Verkniifungstafel 4.8.13 ablesen konnen. Also gilt

(id, BD)(id, A7)(id, (BD)~") e SF .
Eine Elation von My (F) hat als Achse eine Gerade durch ., weil 2, Fixpunkt ist und
ihr Zentrum liegt auf [y, weil [y von allen Automorphismen in sich abgebildet wird. Folglich
ist sie eine von den berechneten Elationen. ]
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YAQUB betrachtet in [72] Pickert-Moulton-Ebenen iiber einem angeordneten Schiefkérper.
Sie zeigt dort, dass Pickert-Moulton-Ebenen genau dann den Lenz-Barlotti-Typ II1.2 besit-
zen, wenn der Knickfaktor k£ im Zentrum des Schiefkorpers liegt, andernfalls haben sie den
Lenz-Barlotti-Typ III.1. In dieser Arbeit betrachten wir nur Pickert-Moulton-Ebenen iiber
kommutativen Kérpern. Wir haben nun genau die axialen Automorphismen von M(F)
berechnet, die man fiir den Lenz-Barlotti-Typ II1.2 braucht. Dass der Lenz-Barlotti-Typ
nicht grofler sein kann, ist eine Folgerung aus der Tatsache, dass jede angeordnete Mou-
fangebene desarguessch ist [48, V Satz 2].

Wir betrachten hier die Automorphismen-Gruppe ©F ohne jegliche Topologie, deswegen
fragen wir nun auch nicht nach lokaler Isomorphie oder einer Uberlagerungsabbildung.
Trotzdem ist die in 4.3.8 definierte Abbildung von Interesse. Auf der Gruppe S¥ induziert
v einen Gruppenhomomorphismus mit dem Kern Z(S¥) N 5.

4.9.5 Lemma. Wir betrachten die folgenden Abbildungen.
VF ST SLLF - (id, (K" 0)D) — ¢

7 8" = PSL,F : (id, (K7 C)@) — [C] .
Dann sind V" und 7" surjektive Gruppenhomomorphismus mit Ker(7") = Z(S") und
Ker(VF) = Z(S¥) N X%, Folglich gilt
F
Z(ST)
SIF
((id, (k1)@))

und S¥ ist eine zentrale Erweiterung von PSLy F und auch von SL, F.

= PSLy R

=S, F

Beweis. Dass v ein Gruppenhomomorphismus ist, beweisen wir genauso wie bei v im

Beweis von 4.3.8 Schritt 1. Die Surjektivitdt von v sieht man an der Definition von S*.
Ferner gilt genau dann (id, (k"C)@)"" = 1* wenn C' = 1 gilt. Insgesamt erhalten wir obige
[somorphien. ]

4.10. Maximale partielle Lineationen von M(F)

Die Betrachtung der maximalen partiellen Lineationen von My(F) verliuft vollig analog
zum reellen Fall. In Anlehnung an 4.5.2 definieren wir:

4.10.1 Definition. Sei (3, ) € PI'L3F. Wir definieren mit den Bezeichnungen von 4.1.12
fiir X, Y € {S, F'} auf M (FF) die folgenden Abbildungen

axy (B,x) = [Le(X)]u o (8, x) o i [Le(Y)]™

1 fir X =S5
C(X)—{ k' fiir X = F
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Wir erinnern uns an die in 4.5.1 gemachte Definition von Restriktionen und Corestriktio-
nen von partiellen Lineationen. Auflerdem erinnern wir uns, dass ein ordnungserhaltender
Automorphismus von F, einen Automorphismus von P induziert, welcher die beiden
Halbebenen Hy und Hp jeweils in sich abbildet. Dabei werden steigende Geraden auf stei-
gende und fallende Geraden auf fallende Geraden abgebildet. Deswegen erhalten wir aus
den Beweisen von 4.5.3, 4.5.4 und 4.5.5 durch Ersetzen von R durch F und PGL3R durch
PI'L3 F und das Zitieren des lokalen Fundamentalsatzes von FRANK [5, Satz 1] an der Stel-
le, an der im reellen Fall der lokale Fundamentalsatz von LOWEN zitiert wird, die Beweise
fiir 4.10.2, 4.10.3 und 4.10.4. Dabei benutzen wir das Ergebnis 4.8.7, dass stetige partielle
Lineationen von ordnungserhaltenden Korperautomorphismen induziert werden.

4.10.2 Lemma. Wir verwenden die Bezeichnungen von 4.1.12. Sei y € PGL3F, § €
oAut(F) und X,Y € {S,F}. Sei ¢(X) wie in 4.10.1 und p,q € F U {—00,00}. Wenn
X (p) eIk 8x) Y ()M £ @) gilt, dann ist die Abbildung

(o (8, 0) )

ein Element von W(M,(F)).

4.10.3 Lemma. Sei v € V(M(F)) mit desarguesschen Definitionsgebiet dom . Dann
gibt es x € PGL3F sowie 5 € oAut(F) und X,Y € {S, F'} so, dass 1 die Restriktion der
Abbildung axy (3, x) ist.

4.10.4 Korollar.

U0z (M (F)) C {OKXY(57X)‘§/(((?)

p,qGFU{—O0,00}, XaYG{F>S}> YRR
X € PGL3F, 3 € oAut(F) UAut(M(F))

In dem Beweis von 4.5.6 benutzen wir in dem Teil (v), in dem wir zeigen dass keine ganze
Gerade der reellen projektiven Ebene im Abschluss eines Dreiecks liegt, Zusammenhangs-
komponenten. An dieser Stelle beweisen wir diese Aussage in PoF ohne Zusammenhangs-
komponenten zu benutzen.

4.10.5 Bemerkung. Seien X,Y € {S,F} und p,q € F U {oo,—oc0} und x € PGL3F
und B € oAut(F). Sei lo Aloy € (Io Ulog) ™ \ {Io Aot P und (Ig Alog)®Y " €
loUlop \ {lo A lop}. Dann ist die Gerade | := (IgAlo,)V (Ig Alog) P € L keine Teilmenge
von X (p) NY (q)Bx)7",

1

Beweis. Sei {g} = {lo,lo,} \ {1} und sei {h} = {7 ({797 1\ {1}. Wir bezeich-
nen O :=gANl=10Nl, V :=1ANhund U := h A g Wir wihlen einen Punkt F €
X(P)NY(q)®Y" und koordinatisieren die affine Ableitung von P,F an der Geraden
U VYV wie in [55, 22.1] mit dem Viereck O, U, V, E. Da nach [48, V.2 Satz 15] fiir eine pap-
possche angeordnete projektive Ebenen die zu verschiedenen Punktequadrupeln gebildeten
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Ternédrkorper angeordnete Korper sind, und diese alle zueinander o-isomorph sind, konnen
wir die Punktmenge als F? betrachten. Folglich gilt:

(z,y) EIFQ‘ Ty > 0} ,

(z,y) € F*| >0} und

X(p)NY(q)#0" = {(z,y) € F*| 2y >0 und = > 0} .

Nach [48, V.2 Satz 24] bilden die konvexen Vierecke eine Basis fiir die Topologie der
angeordneten Ebene. Die Menge

{(:c,y) € F?

1
—1<x<1,—2<y<—§}

ist also eine offene Umgebung des Punktes (0, —1) € [, die mit X (p) N Y (¢)®¥) ™" leeren
Schnitt hat. Folglich ist [ keine Teilmenge von X (p) NY (q)#0)~". |

In Lemma 4.5.7 wird unter der Voraussetzung, dass es eine Gerade [ € £ mit [ C
X(p)NY(q)x~" gibt, untersucht, fiir welche Geraden o 5 und Iy ; die Inklusion

X(p)NY(@¥ CX@)NY(@X

erfiillt ist. Das Ergebnis ist, dass ly 5 = lp, und Iy 4 = lo 4 gilt. Mithilfe von Bemerkung 4.10.5
erhalten wir aus dem Beweis von Lemma 4.5.7 den Beweis fiir das folgende Lemma.

4.10.6 Lemma. Seien X,Y € {S,F} und p,q € F U {00, -0} sowie x € PGL3F und
B € oAut(F) derart, dass (B,x) € {v € oAut| k¥ =k} x {A’\} A€ GLIF}. Sei ¢ =

(axy(B,x)) j(((;)) € U(M,(F)). Wenn es eine Gerade |l € L gibt mitl C X (p) NY (q)Bx"1),

dann gilt ¢ € V0. (Mg(F)). (Wir schreiben hier statt g, einfach lyoo = lo 0o, Wenn
p € {00, —00} oder wenn q € {o0, —00}.)
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A. Anhang

Topologische Gruppen und Liegruppen

In diesem Kapitel wollen wir darstellen, dass eine topologische Gruppe, die lokal isomorph
zu einer Liegruppe ist, selbst eine Liegruppe ist. Wir zitieren hier aus der Vorlesung iiber
Liegruppen, die HAHL im Winter-Semester 1998 /1999 an der Universitit Stuttgart gelesen
hat. Dort findet man die im Folgenden aufgefiihrte schone Definition A.4 einer Liegruppe,
die ohne den Begriff Mannigfaltigkeit auskommt.

A.1 Definition. [70, 3.1] Eine topologische Gruppe ist eine Gruppe G, die gleichzeitig ein
topologischer Raum ist derart, dass die durch die Gruppenoperationen gegebenen Abbil-
dungen

p:GxG—G:(g,h)— gh

t:G—Gigr—g !

stetig sind.
Aus dieser Definition erhalten wir Folgendes:

A.2 Bemerkung. Sei G eine topologische Gruppe. Fiir a € G sind die Abbildungen

A G—G:x—ar,

Pa:G—G:x— xa

und die Inversion Homdomorphismen.

Beweis. [70, 3.10] |

Damit lassen sich die folgenden Aussagen leicht zeigen:

A.3 Lemma. Sei G eine topologische Gruppe. Dann hat eine beliebige Umgebungsbasis
W der 1 in G folgende Eigenschaften:

i) vU,Vew IWew:wWcunVv

(i) VUeW IWeW:WW CU

(i) VU eW IWeWw W-lCcU

(iv) VUEW VYaeG IWeW:aWa ! CU.

Beweis. [70, 3.21] |

A.4 Definition. [21] Eine Liegruppe ist eine hausdorffsche topologische Gruppe G fiir die
Folgendes existiert:
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e FEine offene Umgebung U von 1 in G
e cine offene Teilmenge ﬁ CcCR"
e ein Homéomorphismus — : U — U :g+— g

mit folgenden Differenzierbarkeitseigenschaften: Es existiert eine offene Umgebung V' von
1in G mit VV C U und V! C U derart, dass die Abbildungen

—

H
WV ox
H
L

(?,?)Hﬁzfﬁrg,hev
H
g

—
— gl firgeV

<l <

—

analytisch sind.

Man kann annehmen, dass U so gewihlt ist, dass die Differenzierbarkeitsforderung an i
und 7 fiir jede offene Umgebung V von 1 in G mit VV C U und V~' C U gilt.

Das Paar (U, —) heifit dann (analytische) Karte von G.

Aus der Karte um 1 in G wird auf folgende Weise eine Karte um ein Element a € G
konstruiert:

A.5 Bemerkung. [21] Sei G eine Liegruppe und (U,—) eine Karte von G. Wegen der
Stetigkeit von u und ¢ gibt es offene Umgebungen der 1 in G derart, dass VV 1 C U und
WW~=1 C V gilt. Fiir beliebige a € G erhilt man mit der Abbildung p, aus A.2 einen

Homdéomorphismus
—— s

—1 7 —1
p, Ua— U :x—2xa .

A.6 Lemma. [21] Eine Liegruppe G im Sinne von Definition A.4 ist eine analytische
Mannigfaltigkeit.

Beweis. Seien die Umgebungen U und V' gewihlt wie in A.4, das heifit insbesondere ist
(U, —) eine Karte von G. Nach A.5 gibt es eine Umgebung W von 1 in G mit W—'W C V.
Fir a,b € G sind nach A.2 die Mengen Wa und Wb Umgebungen von a bzw. b. Seien

nun a und b in G so gewéhlt, dass Wa N Wb # () gilt. Seien I/I_/l) = (Wan V[/b)”‘;1 und
VI_/; = (Wan Wb ", dann ist die Kartenwechselabbildung

<I>:V72—>V71:?H?<7

analytisch. Denn fiir x € Wa N Wb existieren wy, ws € W derart, dass x = wya = woyb gilt.
Folglich ist wy 'w; = ba™", und weil W='W C V gilt, liegt ba~" in V. |

A.7 Lemma. Die Zusammenhangskomponente einer Liegruppe im Sinne von Definiti-

on A.4 ist eine analytische Mannigfaltigkeit mit analytischer Gruppenmultiplikation und
-inversion.

158



Topologische Gruppen und Liegruppen

Beweis. Sei GG eine Liegruppe im Sinne von Definition A.4. Nach [70, 4.9] ist die Zusam-
menhangskomponente der 1 einer topologischen Gruppe eine topologische Gruppe. Wir
bezeichnen die Zusammenhangskomponente der 1 in G mit G;. Die Umgebung U aus
Definition A.4 kann zusammenhéngend gewihlt werden, da es im R™ beliebig kleine zu-
sammenhéngende Umgebungen gibt. Folglich ist G nach [70, 4.10] offen in G. Wegen A.6
folgt, dass G; eine Mannigfaltigkeit ist. Insgesamt ist G eine lokale Liegruppe nach Defi-
nition in [53, 4.4] (Vorsicht: SAGLE und WALDE definieren in [53, 3.7] eine lokale Gruppe
anders als wir in Definition 1.7.1). Es folgt nach [53, 4.7], dass in G; die Gruppenmulti-
plikation und die Inversion analytisch sind, dass also G eine Liegruppe im Sinne von [53,
Def. 4.1] ist. L

A.8 Satz. [21] Eine Liegruppe im Sinne von Definition A.4 ist eine analytische Mannig-
faltigkeit mit analytischer Gruppenmultiplikation und -inversion, also eine Liegruppe im
Sinne von [53, Def. 4.1].

Beweis. Sei GG eine Liegruppe im Sinne von Definition A.4. Dann ist G nach A.6 eine
Mannigfaltigkeit.

Seien die Umgebungen U und V gewéihlt wie in A.4. Sei W gewahlt wie im Beweis von
A.6. Wir zeigen nun, dass die Multiplikation iiberall analytisch ist. Wir wéihlen a und b in
G beliebig. Da die Multiplikation stetig ist, gibt es eine Umgebung W von 1 derart, dass
WaWb C Wab und aWa™* € W gilt. Seien za € Wa und yb € Wb. Wir wollen einsehen,
dass die Abbildung

e

((wa)™, (yb)

e

) (:z:ayb)p;b1 ,

1
Py

also die Abbildung
— — _
(7', y) — zaya™
-

analytisch ist: Die Abbildung % + aya~! ist nach [53, Theorem 5.22] analytisch, da

y — aya~! ein stetiger Gruppenhomomorphismus der Liegruppe G ist. Die Abbildung
i

(7', aya™) — zaya~' ist analytisch, da = und aya~' Elemente von W sind.

Nun zeigen wir, dass das Invertieren iiberall in G analytisch ist. Es gibt eine Umgebung
W C W derart, dass (Wa)™' € Wa™" und a='Wa C W gilt, weil das Invertieren stetig
ist. Da auf W das Invertieren analytisch ist und nach [53, Theorem 5.22] die Abbildung

_ —_—
7+ a~lza analytisch ist, folgt, dass die Abbildung

— -1 —1 -1
r—aza—a T a
— -
. . — pal 1,1 ~1,.—1\pa —1ye :
analytisch ist. Wegen 7 = (za)’* und a 'z~ 'a = (a7 'z7')P* = ((xa)™') a1 ist die
Aussage bewiesen. |

Damit ist die Definition A.4 dquivalent zu der in der Literatur hiufig benutzten Definition
einer Liegruppe als analytische Mannigfaltigkeit mit analytischer Gruppenmultiplikation
und -inversion (vgl. [53, Def. 4.1]). Da eine topologische Gruppe, die lokal isomorph zu
einer Liegruppe ist, eine Liegruppe im Sinne der Definition A .4 ist, erhalten wir Folgendes:

159



Anhang

A.9 Korollar. Sei G eine topologische Gruppe, die lokal isomorph zur Liegruppe H ist,
dann ist G eine Liegruppe.
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modifizierte, 43

aufere, 45

reelle, 43, 53

hyperbolische Polaritat, 47

innere hyperbolische Ebene, 45
inverse Halbgruppe, 3
inverse lokale Halbgruppe, 4
Involution in 3, 91
isomorph, lokal, 23
Isomorphie

von F und F’, 144

von M, und W, 115

von M (F) und M (F), 148

von My (F) und Mg (F), 150
[somorphietyp von X, 111
Isomorphismus lokaler Gruppen, 23
Iwasawa-Zerlegung, 109

Jordan-Brouwerschen Seperationssatz, 21

Karte, analytische, 158
kollabiert, 5, 70
Kommutatorgruppe

von ¥, 104, 107, 111

von YF, 153
kompakt-offene Topologie, 810, 20
Kompressions-Halbgruppe, 19
Konvergenz, stetig, 9
Korper, angeordnet, 144
Korperautomorphismus
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nicht ordnungserhaltend, 146
ordnungserhaltend, 146
kiirzbare lokale Halbgruppe, 4

Lenz-Barlotti-Typ, 154
Liegruppe, 95, 157, 158, 160
lineare partielle Lineation, 46
von E'H;, 46
Lineation, 5
injektiv, 29
kollabiert, 5, 70
maximale partielle, 24
von My (F), 154-156
von M, 118, 121, 127, 128
partielle, 5
Definitionsgebiet einer, 5
lokal konstant, 69
Verkniipfung, 7
von My, 62, 81, 84
von M (), 155, 156
von My, 78, 118, 121, 126-130
stabiler Dreiecke, 29
linke Halbebene, 55
lokal gleich, 23-26, 39, 41, 49, 50
lokal homogen, 2
lokal isomorph, 23, 160
lokal konstant, 69
lokale Gruppe, 22
(E,mE), 51
(%7 [id]GDv_l 777?@)7 25
der Endomorphismen, 50, 51
[somorphismus, 23
Morphismus, 4
nach Malcev, 22, 51
partieller Lineationen, 22
topologische, 22
zu einer Gruppe erweiterbar, 4, 5
lokale Halbgruppe, 4
inverse, 4
kiirzbare, 4
lokale Untergruppe
o (U), 41
von Aut(P), 41




von PGL3 R, 43
lokaler Fundamentalsatz
fiir EHt, 48
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38
relativer, 39
von Frank, 144, 145, 147, 148, 155
von Lowen, 1, 56, 62, 63, 78, 81, 83,
118, 132, 145, 148
lokaler Isomorphismus, 92
@, 90, 92
lokales Tupel, 4
Lokalkompaktheit
von (V(P,P'), Tuppr), 14, 20
von (\pr,p/,’]II,P?,), 20
von (E,Tg), 54
von Aut(P), 21
von End(P), 20

Mannigfaltigkeit, 2, 12-14, 21, 52-54, 158
Homologie-n-, 21
verallgemeinerte, 21
maximale desarguessche Halbebenen, 60,
77
maximale partielle Lineation, 24
von H, 43
von My (F), 155, 156
von M, 118, 121, 127-129
maximales Definitionsgebiet, 25
maxmale desarguessche Halbebenen
in My (F), 144
Menge der Einbettungen, 10
Restriktion der, 10
modifizierte hyperbolische Ebene, 26, 43
Morphismus lokaler Gruppen, 4
Moulton-Ebenen, 55
radiales Modell, 95
Multiplikation in stabilem Dreieck, 34, 35

nicht desarguessche Unterebene
von My (F), 146
von My, 77

offene Unterebene, 1
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Operation, partielle binére, 3
ordnungserhaltender Koérperautomorphis-
mus, 146

Paar, zulédssiges, 12
partielle Bijektion, 6

Corestriktion, 117

Restriktion, 117

Verkniipfung, 6
partielle bindre Operation, 3
partielle Lineation, 5

Definitionsgebiet einer, 5

kollabiert, 5, 70

lineare, 46

lokal konstant, 69

maximale, 24

von My (F), 154-156
von M, 118, 121, 127-129

Verkniipfung, 7

von My, 62, 81, 84

von M (F), 155, 156

von My, 78, 118, 121, 126-130

von E'H,, 46
partielle Verkniipfung

o, 7

mE, 50

Mep, 24

auf 2,24

auf B(X), 6

auf \prj)/, 7

auf E, 50

Definitionsgebiet, 7
partielles Gruppoid, 3
perfekt, 101, 152
Pickert-Moulton-Ebenen, 143
Polaritéat

hyperbolische, 47
Produkt, stabiles, 4
projektive Ebene iiber dem Korper [F, 42
projektive Ebene P,F, 143
projektiver Abschluss

AR, 42

von My, 55
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Quadrik, 44

rechte Halbebene, 55
reelle affine Ebene, 55
reelle hyperbolische Ebene, 43
reelle projektive Ebene, 55, 63
Relation ,lokal gleich®, 23-26, 39, 41, 49,
50
relativ kompakt, 1
relativer lokaler Fundamentalsatz, 39
Restriktion
der Automorphismen-Gruppe, 10
der Menge der Einbettungen, 10

saturierte Multiplikation, 4
stabile Ebene, 1
stabile Ip-Ebene, 1
stabiles Dreieck, 27
Addition in, 33
Lineation
injektiv, 29
Lineation eines, 29
Multiplikation in, 34, 35
Unterdreieck, 28
Unterdreiecke von PoF
lokaler Fundamentalsatz, 37, 38
zusammenhéangend, 27
stabiles Iph-Dreieck, 27
stabiles Produkt, 4
Standgruppe
von [y, 65
VON Xop, 65
stetige Konvergenz, 9
Streifenebenen in My, 136
Qy, 141
S, 136
W, 138
Struktur
von Aut(My(F)), 151

von Aut(My), 111
Submersion, 4

Taille eines Graphen, 27
Topologie
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auf W(P,P’), 8

auf \prj)/, 9

der Moulton-Ebene, 56

kompakt-offene, 8-10, 20
topologische Gruppe, 157
topologische lokale Gruppe, 22

der Endomorphismen, 52
Transformationsgruppe, 113

Trennungseigenschaft
T, 11
Ty, 11, 26
T, 54
Ty, 11
von %, 26
von Tg, 54

von Wp pr, 11

Uberlagerungsabbildung, 107

e~

universelle Uberlagerungsgruppe SL,R,
100, 107
Unterdreieck, 28
Unterdreiecke von PoF
Addition und Multiplikation in, 35
Unterebene, nicht desarguessch
von My (F), 146
von My, 77

verallgemeinerte Mannigfaltigkeit, 21
Verkniipfung

auf B(X), 6

auf \I/pﬂnl, 7

auf E, 50

in X, 84, 87, 90
Verkniipfungstafel

von X, 84, 87
Verkniipfungsvoraussetzung, 24, 130
Viereck, e-stabil, 12

Wirkung
der PI'L3 F auf P,F, 145
der PGL3 R auf PR, 63

zentrale Erweiterung, 154
Zentrum
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von S, 101

von S¥, 152
zuléissiges Paar (D, ¢€), 12
zusammenhéngendes stabiles Dreieck, 27
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