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Einleitung

Als 1982 SHECHTMANN und Mitarbeiter bei der Elektronenbeugung einer abgeschreck-
ten Aluminium-Mangan-Legierung einen Festkorper entdeckten, dessen Beugungsmuster
eine nichtkristallographische Symmetrie aufwies [1], versetzte das die Welt der Wissen-
schaft in den darauffolgenden Jahren in Unruhe. Denn bis dahin waren Festkorper in zwei
groflen Strukturklassen klassifiziert: die Klasse der Kristalle und die Klasse der amorphen
Festkorper. In der Kristallographie war man der festen Meinung, dass Kristallstrukturen
nichtkristallographischer Symmetrien verboten sind und nicht auftreten kénnen.

Kristalle zeichnen sich durch eine vorhandene Fernordnung und eine Translationsperiodi-
zitdt aus, wohingegen bei amorphen Festkérper nur eine Nahordnung vorliegt. Die von
SHECHTMANN et al. entdeckte Struktur jedoch besafl trotz fehlender Translationsperiodi-
zitét eine weitreichende Ordnung. In der Tat konnte PENROSE in einer Veroffentlichung von
1974 [2] zeigen, dass eine aperiodische Parkettierung der zweidimensionalen Ebene mit zwei
unterschiedlichen Bausteinen durchaus moglich ist. Die Entdeckung dieser ungewohnlichen
Struktur priagte einen neuen Begriff und eine neue Strukturklasse in der Festkorperphysik,
die Klasse der Quasikristalle.

Quasikristalle besitzen im Vergleich zu bisher vertrauten Festkérpern beziiglich ihrer ther-
mischen und elektrischen Leitfahigkeit sowie ihrer mechanischen Beschaffenheit atypische
Eigenschaften. Die aperiodischen Anordnungen der Atome in den Quasikristallen lassen
neue Atomfreiheitsgrade, sogenannte Phasonen, zu, die fiir die stabile Existenz dieser
Strukturen in bestimmten Temperaturbereichen verantwortlich sind. Unterhalb dieser Tem-
peraturbereiche finden Phaseniibergénge zu kristallinen Strukturen mit teils sehr grofien
Einheitszellen statt, die als Approximanten bezeichnet werden. Der Begriff Approximant
ist aus dem Lateinischen Wort approzimare, ,sich ndhern“ abgeleitet, und deutet auf die
Ahnlichkeit zwischen Approximanten und den Quasikristallen hin. Approximanten sind
namlich periodische oder quasiperiodische Strukturen, die zu Quasikristallen vergleichba-
re chemische Zusammensetzungen und physikalische Eigenschaften aufweisen. Insbeson-
dere periodische Approximanten bieten aufgrund ihrer Periodizitdt und quasikristallin-
dhnlichen Eigenschaften einen Zugang zur Untersuchung der Eigenschaften von Quasi-
kristallen, da die periodischen Randbedingungen der Approximanten zum Beispiel fiir
molekulardynamische Simulationen, fiir die diese unentbehrlich sind, ausgenutzt werden
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kénnen. Die Ausnutzung der Eigenschaften setzt jedoch ein Verstandnis iiber die genaue
Struktur der Approximanten voraus.

Die vorliegende Arbeit soll dazu dienen, einen Grundbaustein in der Diskussion von Ap-
proximanten zu legen. Sie setzt sich mit den geometrischen Aspekten der Konstruktion von
Approximantenstrukturen unter Betrachtung der Symmetrien und Verwendung gruppen-
und darstellungstheoretischer Hilfsmittel auseinander.

Im ersten Kapitel werden einige grundlegende Begriffe und Definitionen aus der Kristallo-
graphie und Darstellungstheorie eingefiihrt und eine primére Definition einer Quasistruktur
vorgestellt.

Das darauffolgende Kapitel dient dazu, drei Konstruktionsmethoden fiir Quasikristalle vor-
zustellen, aus denen anschlieBend Konstruktionsmethoden fiir Approximantenstrukturen
abgeleitet werden. Begleitend zu den Konstruktionsmethoden wird eine weitere Definition
eines Quasikristalls gegeben.

Im dritten Kapitel werden im Anschluss an die ersten beiden Abschnitte zweidimen-
sionale Quasikristall- und Approximantenstrukturen des oktagonalen Tilings konstruiert.
Anschliefend daran wird die Konstruktion von Strukturbereichen im Bezug auf Phasonen
in Approximanten fiir einen der zuvor konstruierten Approximanten diskutiert.




Kapitel 1

Kristallographische Grundlagen

In diesem Abschnitt sollen grundlegende Begriffe der Kristallographie eingefiithrt werden,
die sowohl zur Beschreibung als auch zur Konstruktion von Quasikristallen und ihren Ap-
proximanten in darauffolgenden Kapiteln benotigt werden. Diese Begriffe werden zunéchst
ganz allgemein, d.h ohne Einschréankung auf eine bestimmte Symmetrie abgehandelt. Im
spateren Verlauf dieser Arbeit werden Sie dann auf oktagonale Quasikristalle angewendet.

1.1 Kristalle und Gitter

Den Ausgangspunkt zur Definition eines Quasikristalls bildet zunéchst die Definition eines
Kristalls bzw. seines Gitters. In der Kristallographie wird ein Kristallgitter iiber eine
Gittergruppe G definiert. Die Gittergruppe G besteht aus der Menge aller Translationen,
selbst Vektoren des R", die sich als Linearkombination ganzzahliger Vielfacher von maximal
n linear unabhéngigen Vektoren ¢y, ..., t, schreiben lassen. Ein mathematisches Gitter A
ist die Menge aller Punkte, die man durch Anwenden aller moglichen Translationen der
Gittergruppe G auf einen Punkt & des R™ erhélt

A={z+t | t=> at; ; a €L} (1.1)

1

Als Einheitszelle bezeichnet man die Zelle, die von den Basisvektoren %4, ..., t, aufge-
spannt wird. Man beachte, dass mit dieser mathematischen Definition Kristalle unendlich
ausgedehnte periodische Strukturen sind, denen Symmetriegruppen zugrunde liegen, die
den Gittergruppen entsprechen. Physikalisch sind Kristalle endlich ausgedehnte Festkorper,
bestehend aus einer periodischen Dichteverteilung o(x), z.B. einer periodischen Anordnung
von Atomen, wobei die Dichteverteilung o(x) selbst invariant unter der Gittergruppe
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G ist. Neben der Translationssymmetrie hat das nach (1.1) definierte Gitter auch ei-
ne Punktsymmetrie, die beide unter dem Begriff der kristallographischen Punktgruppe
zusammengefasst werden!. Eine kristallographische Punktgruppe G ist die Menge aller
Symmetrieoperationen, die ein Gitter A auf sich selbst abbilden und einen Gitterpunkt
¢ € A invariant lassen. Es lésst sich leicht nachvollziehen, dass im dreidimensionalen Raum
nur kristallographische Punktgruppen mit Drehachsen ¢, der Zahligkeit n = 1,2,3,4 und
6 erlaubt sind. Eine Drehung im dreidimensionalen Raum um eine n-zéhlige Achse kann
durch die Matrix

cos(p) —sin(p) 0 9
cn = [ sin(p) cos(p) 0 mit o =— (1.2)
0 0 1 "

beschrieben werden. Da die Wirkung von ¢, auf einen Gittervektor wieder einen Gitter-

vektor ergeben muss, miissen die Koeffizienten (c,);; ganze Zahlen sein. Damit folgt fiir
die Spur der Matrix c,:

2m

Zcii =14 2cos(p) =1+ 2cos(—

i

) € Z. (1.3)

n

Diese Gleichung ist nur fiir n = 1,2,3,4 und 6 erfiillt. Im dreidimensionalen Raum existieren
32 kristallographische Punktgruppen [3]. Mit diesen Definitionen verstehen und gebrauchen
wir den Begriff des Kristalls im weiteren Verlauf dieser Arbeit als Beschreibung periodischer
Strukturen, die sich dadurch auszeichnen, dass bei Kenntnis eines Teils dieser Struktur
(Einheitszelle) zugleich die gesamte Struktur des Kristalls bekannt ist.

1.2 Beugungsbilder

1.2.1 Kiristalle

Die Beugung von Rontgenstrahlung an Kristallen kann Aufschluss iiber die Struktur des
Kristalls geben. Dieser Sachverhalt riihrt daher, dass die Streuintensitéit des Beugungsmus-
ters mit der periodischen Dichteverteilung des Kristalls wie folgt zusammenhéangt:

> g, [ bravy (1.4

= |
geA Vp

1(k) o |A(K)? = | / o(r)e Ty
Vp

(Vp: Volumen der untersuchten Probe)
Die Streuintensitét (k) ist proportional zum Betragsquadrat der Streuamplitude A(k),

'Eine nihere Erliuterung findet sich in [3], S.85 ff. .
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die der Fouriertransformierten der Dichteverteilung o(x) entspricht?. Die rechte Seite der
Gleichung (1.4) erhélt man, wenn man die Dichteverteilung aufgrund ihrer Periodizitét
in eine Fourierreihe entwickelt (g, sind die Entwicklungskoeffizienten). Da e/9=%)T eine
oszillierende Funktion ist, ist die Fouriertransformierte der Dichteverteilung null, aufer fiir
den Fall, dass der k-Vektor ein Vektor aus dem reziproken Raum ist:

g =0big, +bgy+ ... +bpg, = k. (1.5)

Das bedeutet, dass die Streuamplitude als Summe von J-Reflexen 6(g — k) dargestellt
werden kann, was charakteristisch fiir translationsgeordnete Strukturen ist. Der reziproke
Raum wird von Wellenvektoren aufgespannt, die in der Beziehung

zu den Vektoren des direkten Gitters A stehen. Das Beugungsbild eines Kristalls weist
daher scharfe BRAGG-Peaks auf, die auf die Symmetrie des Kristalls schlieffen lassen. Es
lasst sich schnell zeigen, dass die Symmetriegruppe des Kristalls die Intensitétsverteilung
des Beugungsbildes invariant ldsst ([5], S.7), und die Symmetrie des Beugungsbildes damit
eine Teilsymmetrie des Kristallgitters ist.

1.2.2 Quasikristalle

1982 erhielten SHECHTMAN et al. [1] Beugungsbilder einer AIMn-Legierung, die auf eine
Festkorperstruktur mit einer nichtkristallographischen Beugungssymmetrie hindeuteten.
Abbildung 1.1 zeigt die Beugungbilder aus der Originalveroffentlichung von SHECHTMAN,
die darauf schlieflen lassen, dass der untersuchte Festkorper ikosaedrische Beugungssym-
mertrie besitzen muss. Bis dahin war man in der Kristallographie davon ausgegangen,
dass nur Kristalle (mit kristallographischer Punktgruppe) Beugungsbilder mit scharfen
BRAGG-Peaks erzeugen konnen, sodass es darauf hinzudeuten scheint, dass man hier das
Beugungsbild eines Kristalls einer Dimension hoher als drei vorliegen hat. Zwar existieren
bei hoherdimensionalen Kristallen wie bei dreidimensionalen auch Einschrinkungen fiir die
moglichen kristallographischen Punktgruppen, jedoch sind im héherdimensionalen, z.B. ab
Dimension vier auch fiinf-, acht- und zehnzihlige Drehachsen erlaubt. Aus der nichtkris-
tallographischen Symmetrie des Beugungsbildes folgt, dass mehr als drei Basisvektoren
des reziproken Raums benotigt werden, um jeden einzelnen Punkt des Beugungsbildes als
ganzzahlige Linearkombination der Basisvektoren darzustellen. Hiermit kénnen wir schon
eine vorlaufige Definition einer Quasistruktur angeben:

Definition 1.2.1. Eine d-dimensionale quasiperiodische Struktur ist eine translati-
onsgeordnete Struktur, deren Beugungsbild von einer endlichen minimalen Anzahl n an
rational linear unabhingigen Basisvektoren g, aufgespannt wird, die griffer ist als die
physikalische Dimension d (n > d).

2Fiir eine anschauliche Herleitung siehe [4], S.81 ff.
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Fiir jede Zahligkeit ldsst sich eine minimale Einbettungsdimension angeben, d.h. eine mini-
male Dimension fiir die die Zahligkeit der Punktsymmetrie mit einer Translationssymmetrie
vertraglich ist. Diese Einbettungsdimension wird durch die Eulerfunktion

o(n) = {l[1 <1 <n,ggT(l,n) =1}| (1.7)

gegeben. Es wird sich, wie man im néchsten Kapitel sehen wird, nun anbieten, bei der
Konstruktion von Quasikristallstrukturen sich einer hoherdimensionalen translationsperi-
odischen Kristallstruktur zu bedienen, die ein Beugungsbild der betrachteten Punktsym-
metrie erzeugt, um darin eine Unterstruktur zu suchen, die die Symmetrie ,,erbt.

58.29° 37.38°

Abbildung 1.1: Beugungsbilder der Al-Mn-Legierung aus Shechtmanns Original-
verdffentlichung [1] aus dem Jahre 1984.
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1.3 Darstellungstheorie

In diesem Abschnitt werden Sétze und Definitionen aus der Gruppen- und Darstellungs-
theorie gegeben, welche dazu bendtigt werden Symmetriebetrachtungen, die bei der Kon-
struktion von Quasikristallen niitzlich sind, zu ermdoglichen. Aufbauend auf diesen Sétzen
und Definitionen wird anschliefend die Methode der Projektionsoperatoren, die als Werk-
zeug bei der Konstruktion von Quasikristallen dient, vorgestellt. Die Auslegungen dieser
Definitionen und Sétze sind an das Skript [3] angelehnt und wurden aus diesem entnommen.

1.3.1 Darstellungen von Gruppen

Um mit Symmetriegruppen arbeiten zu kénnen benétigen wir zunéchst eine Darstellung
dieser Gruppe. Eine Darstellung der Gruppenelemente kann z.B. in Matrizenform gegeben
werden, d.h. durch die Wirkung der Gruppe auf den Elementen eines Vektorraums V.

Definition 1.3.1. Eine lineare Darstellung einer Gruppe G auf dem Vektorraum V ist ein
Gruppenhomomorphismus in den Raum der Automorphismen Aut(V,+,-) auf V

D: G —s Aut(V,+,") (1.8)
g D(g)

Bei einer gegebenen Darstellung einer Gruppe wird uns interessieren, wie viele und welche
Unterrdume von V unter allen Darstellungsmatrizen D(g) der Gruppe invariant sind. Dazu
wird die néchste Definition bendtigt.

Definition 1.3.2. Sei D eine endlichdimensionale Darstellung einer Gruppe G auf dem
Vektorraum V. Die Darstellung D nennt man reduzibel, wenn es einen echten invarianten
Unterraum gibt, ansonsten heifst D irreduzibel. Ein Untervektorraum W C V ist invariant
unter D <— Yw eW, g€ G : D(gjw e W.

Definition 1.3.3. Sei D: G — Aut(V,+,-) eine Darstellung von G. Die Abbildung

xp: 6 —C (1.9)
g+ Sp(D(9))

heifst Charakter der Darstellung D. Der Charakter einer irreduziblen Darstellung ist irre-
duzibel.
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Da die Spur einer Matrix basisunabhéngig ist gilt
xo(h~'gh) = xn(9), (1.10)

woraus folgt, dass der Charakter fiir alle Elemente einer Konjugationsklasse denselben Wert
besitzt. Folgender Satz wird bei der Bestimmung der invarianten Unterrdume niitzlich sein:

Satz 1.3.4 (Orthogonalititsrelation fiir Charaktere). Seien x*, a = 1,...,r irredu-
zible Charaktere, so folgt:

(6% 1 (6% —
<X > = @ZX( o™X (9) = Gap (1.11)
g€g

Jede reduzible Darstellung D lésst sich in eine direkte Summe aus irreduziblen Darstellun-
gen zerlegen (ausreduzieren), d.h. es existiert eine Basiswechselmatrix 7" derart, dass

T'D(g)T = niDW(g) @ neDP(g) @ - - -n, D (g) (1.12)

gilt. Die Vielfachheiten nj und damit die Zerlegung (1.12) sind eindeutig. Ist eine lineare
Darstellung D einer Gruppe G gegeben, lésst sich mithilfe der Orthogonalitétsrelation fiir
Charaktere (1.11) die eindeutige Zerlegung von D bestimmen. Dazu werden die Skalarpro-
dukte der Charaktere der gegebenen Darstellung D mit denen der irreduziblen Darstellun-
gen bestimmt:

(1.13)

+ .- + Ng < X(S)’X(O‘) >—= Na (114)

Ein Satz in der Darstellungstheorie, der hier jedoch nicht explizit gegeben und bewiesen

wird, besagt, dass die Anzahl r» der Konjugationsklassen einer Gruppe G mit der Anzahl

der irreduziblen Darstellungen s iibereinstimmt. Will man also wissen, wie viele irreduzible

Darstellungen einer Gruppe existieren, geniigt es die Anzahl der Konjugationsklassen zu

bestimmen. Die Charakterwerte der irreduziblen Darstellungen einer Gruppe werden in
sogenannten Charaktertafeln (z.B. siehe Tabelle 3.1) gelistet.

1.3.2 Methode der Projektionsoperatoren

Es sei eine Darstellung D,.q des betrachteten Systems mit der Symmetriegruppe G auf
dem Darstellungsraum V' gegeben. Mit der Orthogonalitédtsrelation aus dem vorherigen
Abschnitt kénnen wir angeben wie oft welche irreduzible Darstellung in D,.q enthalten ist:

k
Dred - @naD(a) (115)
a=1
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Der Darstellungsraum V' zerfillt somit in eine direkte Summe paarweise orthogonaler

Untervektorraume
k Na
v=p P (1.16)

a=1 i=1
In diesem Abschnitt soll in kurzer Abhandlung ein Verfahren vorgestellt werden, mit
dem sich die unter D,oq invarianten Unterrdume, sowie eine symmetrieangepasste Basis
finden lassen. Symmetrieangepasste Basis bedeutet, dass die Darstellungsmatrizen D, eq(g)
fiir alle Gruppenelemente g € G beziiglich dieser Basis in ausreduzierter Form, d.h. in
Blockdiagonalform vorliegen

DO yv

D JiD
D@ v(z)
Dioq = ' } ! (1.17)

D) }V(Q)

n2

D® ) 3y
nk

Invariante Unterrdume von D,

Satz 1.3.5. Sei x(%) ein irreduzibler Charakter von G. Dann ist der lineare Operator

- %\ S A 9(g)’ Dreals) (1.18)

geg

pla)

ein Projektor auf den invarianten Unterraum V@ = @I V&, wobei d,, die Dimension
des Darstellungsraumes der irreduziblen Darstellung D'®) ist.

Fiir einen Projektor bzw. Projektionsoperator muss gelten, dass er idempotent
P*=P (1.19)

ist, und die Projektion senkrecht auf den betrachteten Unterraum erfolgt, d.h. zusétzlich
die Selbstadjungiertheit
P=rpt (1.20)

gilt. Der nach (1.18) definierte Operator ist ein Projektionsoperator und kommutiert mit
den Darstellungsmatrizen

P9D.a(g) = Dyea(g)P™ Vg eg. (1.21)
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Man bezeichnet (1.18) auch als schwachen Projektionsoperator. Mit (1.21) ist der zu P(*)
korrespondierende Unterraum FE, der Dimension d,, d.h. der Bildraum des Projektions-
operators, invariant unter der Symmetriegruppe G ist. Die Menge aller dieser Unterrdume
wird als G-Stratum bezeichnet und ist durch die Menge der Projektoren

P ={P [ [P™,G] =0, Sp(P'") = da } (122)

festgelegt.

Erzeugung einer symmetrieangepassten Basis

Im Folgenden wird eine Konstruktionsvorschrift zur Erzeugung einer symmetrieangepass-
ten Basis gegeben. Sind eine (i.A. reduzible) Matrixdarstellung D einer Gruppe G auf dem
Darstellungsraum V sowie die irreduziblen Darstellungen D™ mit den Matrixelementen
D (g) gegeb defi den O

Ik gegeben, so definieren wir den Operator

lk |g| Z Dl(]?) red( ) (123)

geg

Plsfé) wird als ,,starker* Projektionsoperator bezeichnet und ist fiir [ # k& weder idempotent
noch selbstadjungiert, folghch definitionsgemafl im Allgemeinen kein Projektionsoperator.

Fiir einen Basisvektor e;; gllt
Pilely) = dapdiner (1.24)
Das Anwenden des Operators auf einen Basisvektor egf ) erzeugt den Partnerbasisvektor

egf ) im Vektorraum V- . Um nun eine symmetrieangepasste Basis fiir den invarianten

Unterraum Vk( zu erhalten, betrachten wir den Operator P1(1) V = V. Pl(l) ist ein
selbstadjungierter Projektionsoperator auf den Raum < ekj)|1 < k < ng >, dh. der

Bildraum von Pl(la )

ist n,-dimensional. Zunéchst bestimmt man ImPl(f ) und wihlt darin
eine Orthonormalbasis {e(a)|1 < k < ny}. Die restlichen d, — 1 Basisvektoren erhélt man

durch Anwenden des Operators Pj(l)

ey = Pely (1.25)

Die Vektoren {e,(fl‘)|1 < j < d,} bilden dann eine ONB im Unterraum Vk(a) (Beweis siehe

3])-

10
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Konstruktion von Quasigittern und
ihren Approximanten

Es gibt verschiedene Methoden, quasikristalline Strukturen zu konstruieren. In diesem Ka-
pitel wird auf drei dieser Methoden eingegangen. Diese sind der Streifenprojektionsforma-
lismus, die Methode der atomaren Hyperflachen und die Gridmethode. Alle drei Methoden
sind dquivalent zueinander. Die Ausarbeitung des Streifenprojektionsformalismus, sowie
der Gridmethode, orientiert sich dabei nach [7].

2.1 Streifenprojektionsformalismus

Bei der Projektionsmethode, die in diesem Abschnitt erlautert wird, konstruiert man d-
dimensionale quasikristalline Strukturen, indem man Gitterpunkte aus einem hoheren n-
dimensionalen (n > d) Raum projiziert. Dieser Formalismus wurde von Duneau und Katz
[6] eingefithrt. Ausgangspunkt ist der euklidische Vektorraum R™ mit der kanonischen
Orthonormalbasis e; (i=1,...,n). Sei E; zunéchst ein beliebiger Untervektorraum des R»
der Dimension d mit n > d. Die Abbildung

A= E, (2.1)

kennzeichnet die orthogonale Projektion des n-dimensionalen Gitters A auf den Unterraum
E;. Mit m+ wird die orthogonale Projektion des hyperkubischen Gitters A auf den zu Ey
orthogonalen (n — d)-dimensionalen Untervektorraumes E bezeichnet. Wird der Unter-
raum Fy so gewdhlt, dass er auler dem Nullpunkt keine weiteren gemeinsamen Punkte
mit dem Z-Modul A hat (E; N A = {0}), so ist die Projektion des Gitters £ = =ll(A)
eine dichte Menge in E,;. £ wird durch die ganzzahlige Linearkombination der projizierten
Einheitsvektoren I; = rll (e;) aufgespannt. Das erzeugte Gitter £ besitzt so allerdings noch
die algebraischen Eigenschaften, mitunter die Periodizitit, des Hypergitters A [7].

11
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Betrachtet man z.B. eine Translation ¢, die das Gitter A invariant lasst:

— &+te A mit £€A
= L=7lt)eL und I =7l(¢) e L
= L+le=7l@t)+7l¢)=7l¢+t)eL

Zwar liegt das Gitter £ dicht in Fy, besitzt jedoch noch Invarianz gegeniiber einer Transla-
tion. Um eine nichtperiodische Struktur auf F; zu erhalten projiziert man jetzt nicht mehr
alle Punkte von A, sondern nur die, die innerhalb des Streifens S liegen. Dazu definiert
man den offenen n-dimensionalen Einheitswiirfel

W":{meR”w:iaiei;ozz-E(O,l);izl,...,n} (2.2)
i=1
und bewegt diesen entlang des Raumes Ej;. Es entsteht ein Streifen
S={xeR"| :v:z+zn:aiei i z€FE;; a;€(0,1); i=1,...,n}, (2.3)
i=1
der zusétzlich noch im R" verschoben werden kann

S;=S +t={xecR' |z=2z+t; zc5;tcR"; i=1,... ,n} (2.4)

Dieser Streifen wird, um eine richtige Abbildung der Gitterpunkte, die auf dem Rand des
Streifens liegen, zu gewéhrleisten, halboffen gewihlt.

Definition 2.1.1. Die Projektion T = wl(ANS;) C £ der Gitterpunkte, die im Streifen
S; liegen, ist eine diskrete Punktmenge in E4, die nicht mehr periodisch ist. Die Menge T
bezeichnen wir als Quasikristall.

Als Akzeptanzbereich A kennzeichnet man die Menge, die sich aus der Projektion des
Streifens S bzw. des Einheitswiirfels W™ in den orthogonalen Raum Ej

A=7at(S) =at(W") (2.5)

ergibt. Abbildung 2.1 zeigt eine geometrische Veranschaulichung der Konstruktion einer
eindimensionalen Quasistruktur im zweidimensionalen Fall.

Die quasiperiodische Struktur lisst sich dquivalent zu den durch =« projizierten Gitter-
punkten statt dieser auch iiber die durch 7!l zugleich projizierten Verbindungsstrecken

12



2.1. Streifenprojektionsformalismus

o o (¢} o
E)
¢} o o
¢} o
o ¢} o
§ = arctan(771)
El
¢} o o ¢} o
o o o ¢} o
o O o o o
¢} [} (¢} ¢} o T ¢} o o ¢} o

Abbildung 2.1: Konstruktion eines eindimensionalen Quasikristalls mit dem Streifenpro-
jektionsformalismus unter Einbettung in den R? (Bild aus [8]).

zwischen Gitterpunkten oder den projizierten Gitterflichen beschreiben. Wir definieren
eine d-Zelle I'y als d-dimensionales Oberflichenelement des Einheitswiirfels W™, das von d
Basisvektoren aufgespannt wird

d
La(€iy,...;e;,) ={x eR" | x = Zaikeik s oy, €(0,1) 5 i € {1,...,n}}. (2.6)
k=1

Damit konnen wir eine alternative Definition des Quasikristalls geben, die zur Definiti-
on 2.1.1 Aquivalent ist:

Definition 2.1.2. FEin d-dimensionaler Quastkristall ist die Projektion aller d-dimen-
sionalen Zellen 'y des n-dimensionalen Gitters, die innerhalb des Streifens S; liegen, auf
den physikalischen Raum Ej.

Eine quasiperiodische Struktur kann damit auch als eine Pflasterung (disjunkte Uber-
deckung) des physikalischen Raumes E; mit einer endlichen Anzahl unterschiedlicher Zel-
len, die gerade die Projektionen der d-dimensionalen Oberflichenelemente des n-dimen-
sionalen Einheitwiirfels W™ sind, verstanden werden. Die Parkettierung, das sogenannte

13



Kapitel 2. Konstruktion von Quasigittern und ihren Approximanten

Tiling, besteht somit aus (Z) in Orientierung und Gestalt unterschiedlichen Zellen 7/l(Ty),

die als Tiles bezeichnet werden.

2.2 Gridmethode

Die Gridmethode ist eine Alternative zum Streifenprojektionsformalismus und ermoglicht
eine Konstruktion quasikristalliner Strukturen ohne in einen hoherdimensionalen Raum
wechseln zu miissen. Ausgangspunkt ist ein n-Stern aus den Vektoren I; (i=1,....,n) im
d-dimensionalen physikalischen Raum FE,;. Die Vektoren l; werden als Gridvektoren be-
zeichnet. Senkrecht zu diesen Gridvektoren zieht man eine Schar dquidistanter (d — 1)-
dimensionaler Hyperebenen. Die Schar der parallelen Hyperebenen wird als Grid bezeich-
net. Mit den ganzen Zahlen k; € 7Z werden die einzelnen Hyperebenen des i-ten Grids
durchnummeriert. Man spricht von einem reguldren Grid, wenn sich nie mehr als zwei
Geraden in einem Punkt schneiden, ansonsten von einem singuléren Grid. Die Grids liefern
eine Zerlegung des physikalischen Raumes in Zellen. Da k; auf jeder Zelle eines Grids
konstant ist, kann jede Zelle der Zerlegung und damit jeder Punkt & € E; durch ein n-
Tupel (kq, ..., k,) € Z™ identifiziert bzw. durchnummeriert werden, wobei man z.B. fiir jedes
Grid die Nummer der Hyperebene mit dem hochsten Index k; angibt. Im néchsten Schritt
wird jeder Zelle der Zerlegung ein Punkt im physikalischen Raum FEj; nach der Vorschrift

zugeordnet. Die sich so ergebende Punktemenge bildet einen d-dimensionalen Quasikristall.
Es lasst sich beweisen, dass die Gridmethode dquivalent zur Projektionsmethode ist. Der
Beweis dazu und eine Veranschaulichung zur Konstruktion des PENSROSE-Musters mit der

Gridmethode findet sich in [7].

2.3 Methode der atomaren Hyperflichen

Bei der Methode der atomaren Hyperflichen wird zunéchst analog zum Projektionsfor-
malismus der physikalische Raum FE| = E; der Dimension d) und der dazu orthogonale
Raum E+ = Ej der Dimension d; konstruiert, wobei Ej beziiglich dem Gitter A irra-
tional orientiert ist. Im néchsten Schritt wird an jeden Gitterpunkt £ € A eine (n — d)))-
dimensionale atomare Hyperfliche o geheftet, die eine Kopie des Akzeptanzbereiches A
ist. Die quasikristalline Struktur wird dann von der Schnittmenge vom Unterraum Ej und
den atomaren Hyperflichen o erzeugt. Abbildung 2.2 zeigt eine Veranschaulichung dieser
Methode fiir den Spezialfalln =2 und d =1 .
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Abbildung 2.2: Konstruktion eines eindimensionalen Quasikristalls mit der Methode der
atomaren Hyperflichen (Bild aus [8]).

2.4 Konstruktion der Approximanten

Unter dem Begriff Approximanten einer Quasistruktur versteht man quasiperiodische
oder periodische Strukturen, die ein Beugungsbild erzeugen, das einem Beugungsbild eines
gegebenen Quasikristalls sowohl in Position der Peaks als auch ihrer Intensitdten nahe
kommt.

2.4.1 Approximantenfolgen

Jede reelle Zahl o lésst sich durch eine Folge rationaler Zahlen approximieren

a = lim a™ = lim 2 (2.8)

n—oo n—oo qn
wobei p,,q, ganze Zahlen sind. In diesem Unterabschnitt soll kurz auf ein Verfahren
eingegangen werden (siehe auch [9], S. 283), mit dem sich eine Folge rationaler Zahlen
konstruieren ldsst, die gegen eine beliebige gegebene Zahl a € R konvergiert. Nehmen wir
nun eine reelle Zahl a und zerlegen sie entsprechend

a=ay+ (a—ag), (2.9)
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Kapitel 2. Konstruktion von Quasigittern und ihren Approximanten

wobei ay = |« der ganzzahlige (d.h. ag € Z) und («a — ag) der irrationale Bestandteil,
zwischen 0 und 1, von « ist. Mit a; = (v — ag) ™' > 1 und (iterativ fortgesetzt) ay = ||
und o, = (g — ax)~ ' > 1 koénnen wir « als Kettenbruch schreiben:

1 1
= — = 2.10
(6% CLO+ o a0+ 1 ( )

1 CL1+

as +

1
.

ay +

1

Q41

Die Folgenglieder o™ erhilt man, indem man in (2.10) 1/a,; durch 0 ersetzt. Damit
erhalten wir

a® =g, =20
do
1 1
ay ay q1
1
a® = qq + — = 2 i Rk (2.11)
a; + — aias + 1 q2
Qg
1 n
Qf(n) = Qo + 1 — p_
aq + 1 n
as + 1
Qn
pn und @, lassen sich damit als rekursive Folgen
Po = ao g =1
D1 = a?al +1 1= ay (2.12)

DPn = ApPn-1 + Pn—2 Qn = QpQn-1 + qn—2

angeben. Eine interessante Figenschaft von Quasikristallen ist, dass Abstdnde und Léngen
in den Quasigittern abhéngig von der implizierenden Punktsymmetrie in einem Verhéltnis
zueinander stehen, das durch eine feste reelle Zahl 7 gegeben ist. Diese Eigenschaft ldsst
darauf schliefen, dass periodische Approximanten erzeugt werden kénnen, wenn das zu-
grundeliegende irrationale Verhéltnis des Quasikristalls durch eine Folge rationaler Zahlen
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2.4. Konstruktion der Approximanten

approximiert wird. Im zweidimensionalen Konstruktionsbeispiel aus Abbildung 2.1 zum
Beispiel findet sich das irrationale Verhéltnis in der Quasistruktur darin, dass der physika-
lische Raum FE) beziiglich des Gitters eine irrationale Steigung besitzt. Andert man nun die
Orientierung, also die Steigung, des physikalischen Raumes bezogen auf das Kristallgitter
zu einem rationalen Wert, erhélt man eine eindimensionale periodische Abfolge von kurzen
und langen Segmenten (S und L). Das ist einsehbar, da der physikalische Raum FEj das
Gitter nun in periodischen Absténden unendlich oft schneidet. Periodische Approximanten
haben infolgedessen eine Einheitszelle, deren Lénge mit ansteigender Ordnung der Folgen-
glieder zunimmt und fiir n — oo ins Unendliche geht.

2.4.2 Periodische Approximanten

Um periodische Approximanten eines gegeben Quasikristalls zu konstruieren, fithren wir
eine geringfiigige Verallgemeinerung der zuvor eingefiihrten Methode der atomaren Hy-
perflichen durch. Zusétzlich zu Ej und E; wird noch ein (nicht notwendigerweise zu K
paralleler) dazwischenliegender Schnitthyperraum F. eingefiihrt, der die selbe Dimensi-
on dy wie E) besitzt. Man fithrt nun anstatt eines Schnitts der Hyperfichen o mit K
einen Schnitt der Hyperflichen o mit E. aus und projiziert in einem weiteren Schritt
die entstandene Schnittmenge entlang des Unterraumes E, auf den Unterraum FE). Bei
dieser Abwandlung der Methode der atomaren Hyperflichen werden der Schnitt, der da-
zu dient, unabhéngig vom Rest die Schnittmenge zu generieren, und die Projektion in
zwei separaten Schritten durchgefithrt. Hat E. eine rationale Orientierung beziiglich des
Gitters A, d.h. Gitterpunkte & € A sind in E. enthalten oder spannen diesen auf, erhélt
man eine periodische Struktur auf Ej. Periodische Strukturen kann man dquivalent zur
rationalen Orientierung des Schnitthyperraums FE. auch durch eine Verzerrung des n-
dimensionalen Gitters erhalten. Im néchsten Abschnitt soll diese Konstruktionsmethode,
die als Verzerrungs- oder Schermethode bezeichnet wird, hergeleitet und eingefiihrt werden.
Die Herleitung stiitzt sich auf die Ausarbeitung von [10].

2.4.3 Die Herleitung der Schermethode

Die Grundidee der Schermethode besteht darin, alternativ zur Einfiihrung einer Schnitthy-
perfliche E. und der Projektion der Schnittpunkte auf den Parallelraum E), eine Scherung
des Gitters A parallel zum orthogonalen Raum E, durchfiihren, die den Raum E. in E)
iiberfiithrt, d.h. alle Punkte des Raumes FE. liegen nach dem Verzerren des Gitters auf dem
Raum FE). Der Einfachheit halber wird im Folgenden angenommen, dass die atomaren
Hyperflichen o parallel zum Raum E, sind, d.h. (E, = E)).

Zur mathematischen Beschreibung dieser Transformation definieren wir eine n x n Matrix
M, g, deren Reihen die Koordinaten der Basisvektoren der Unterrdume E, und Ej ent-
halten, wobei die beiden Unterrdume eine direkte Zerlegung des R" sind (R" = E, & Ej).
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Kapitel 2. Konstruktion von Quasigittern und ihren Approximanten

Zum Beispiel hat die Matrix M) ; mit F; & E; = R" und Dimensionen dj und d; = n—d
die Form

Il [ [

K SO S I

€12 €90 €no €3

_ [ I [ _ | ¢
M||7J- - el,dH eQ,dH T en,du - ed” (213)

1 1 cL t

€11 €21 SR | elL

I 1 I -

e e e i
Ln,d” 2,nde n,nde e'n—d“

wobei ey’J‘ die Basisvektoren der Unterrdume £y und £ sind. Lisst man die Matrix M) |

auf ein Element & des Gitters A wirken, erhélt man einen Vektor, dessen Komponenten
genau die Skalarprodukte des Gittervektors mit den oben genannten Basisvektoren sind.
Somit also die Projektion des Gittervektors auf die Basis der Unterrdume. Die so definierte
Matrix M), ist damit eine Basiswechselmatrix.

(e _ | el e
M),.€ = (ﬂg) =4 (2.14)

ek &)

Bei der Schertransformation soll nun jeder Gitterpunkt & € A um Richtung und Betrag
des Vektors —m+¢ verschoben werden, wobei ¢ der Schnittpunkt der Schnittebene F. mit
der atomaren Hyperfliche o durch den Gitterpunkt & ist (siehe Abbildung 2.3).

Fiir ¢ gilt:

T (=0AlC=7lg = M.¢= (ﬂ‘é) = (wl(l)g) = M 7l¢ (2.15)

= ¢ =ML M) l¢ (2.16)
Die Schertransformation, die durch die Relation T¢ = —nt( festgelegt wird, ist damit
iiber die Matrix

T =—r" M, M7l (2.17)
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2.4. Konstruktion der Approximanten

Abbildung 2.3: Veranschaulichung zur Scherung des Hypergitters. Der Gitterpunkt £ wird
um den Betrag des Vektors —m1¢ (rot) entlang von E, verschoben. ¢ kennzeichnet den
Schnittpunkt von E. mit der atomaren Hyperflache o.

gegeben. Ausgedriickt in der symmetrieangepassten Basis {B), B.} der Unterrdume L
und £, erhilt man

Yy = =Myt M| - ML M- Myl M (2.18)

Nun wollen wir uns einige Gedanken iiber das Aussehen der Schermatrix T machen und
betrachten Gleichung (2.18) in Blocken. Fiir die Blocke M||,L7TLM|ﬁ und MHVLTF”M”ji
lasst sich schnell einsehen, dass die Darstellung der Projektoren auf die Unterrdume,
die durch die symmetrieangepassten Basisvektoren aufgespannt werden, in dieser Basis
Blockmatrixform haben, wobei die Blockmatrizen Einheitsmatrizen [I] dyxd (bzw.[I]4, xa, )
entsprechender Dimensionen sind:

I] 0 0 0
My ot = (Hxap My ML= 2.19
LT L ( 0 0 L0 My xa (219)

Unter Ausnutzung der Relation
M7 =M A (2.20)

-1
A= €1 '6"](duxdn) 0_1 :
0 [eL-eCL](dedl)

die im Anhang A bewiesen wird, lésst sich fiir den Block M H_cli M, | die Darstellung

mit

ML M, = [ lapxay) ! (2.21)
Il ’ g(dJ_XdH) ,y(dJ_XdJ_)
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ableiten. (4, xa,) ist hierbei eine (d, x d,)-Matrix, deren explizite Form fiir die weitere
Betrachtung nicht benétigt wird. Mit (2.19) und (2.21) hat T, L die einfache Blockform

0 0 0 0
Ty | = — = _ - . 2.22
It (e(dLXd” 0) ([6L ) ec] (dlLXdH) ) [GH ’ €c] (dlu ><d||) O> ( )

E(dy xdy) wird als Schermatrix oder Verzerrungstensor bezeichnet. Ein Gitterpunkt & =
{z|,x1} € A dargestellt in der symmetrieangepassten Basis {B), B, } geht damit unter
der Schertransformation in

T T
S€=(1+7 =S () = ” 2.23
§=( L)€ (au o\ —emy ) (2.23)
tiber. Mit Formel (2.22) konnen wir nun leicht die Schermatrix ¢ aufstellen. Dazu wéhlt
man d; Punkte {al,ag,...,adu}, die Gittervektoren des direkten Gitters A sind und
den Schnittraum FE. definieren' und bestimmt die Darstellung dieser Vektoren in der
symmetrieangepassten Basis

Qi1

o; = 7‘”7 Il — ||7Z (224)
Qi1 ali/g
Qild, / g

Die d” Spaltenvektoren a||72~ bilden die (d” X dH)—Matrix A= [6” . ec] (d)xd) und die die d”
Spaltenvektoren a | ; die (d, x dj)-Matrix A" = [e -ec](ded”). Dann gilt fiir die Schermatrix

e=A- A" (2.25)

'Da E. wie E| die Dimension d hat, bendtigt man d|| Vektoren, um diesen aufzuspannen.
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Kapitel 3

Oktagonale Strukturen

Die in den vorherigen Kapiteln bereitgelegten Werkzeuge zur Konstruktion von Quasi- und
Approximantenstrukturen sollen nun in diesem Abschnitt dazu verwendet werden, einen
oktagonalen Quasikristall und seine Approximanten zu konstruieren.

3.1 Oktagonale Quasikristalle

Wie schon in den vorigen Abschnitten erwéahnt, bedient man sich bei der Konstruktion von
Quasikristallen eines hoherdimensionalen translationsperiodischen Gitters, dessen Gitter-
punkte auf den physikalischen Raum projiziert werden. Die minimale Einbettungsdimen-
sion fiir die die achtzidhlige Punktsymmetrie mit Translationsperiodizitat vertréglich ist
betrégt nach der Funktion (1.7) n = 4. Somit beginnen wir mit einem vierdimensionalen
kubischen Kristallgitter

4
A={¢ | €= ae; ; a; €L}, (3.1)
=1

Das Gitter besitzt als Punktsymmetriegruppe die Gruppe Cg,, welche zugleich die Sym-
metriegruppe eines Oktagons ist (siehe Abbildung 3.1).

Zur Konstruktion des Projektionsoperators und einer symmetrieangepassten Basis fiir das
Oktagonale Tiling wird daher zunéchst eine 4-dim. Matrixdarstellung der Gruppe Cg, und
die Charaktertafel dieser Gruppe benétigt. Die Gruppe Cg, zerfillt in 7 Konjugationsklas-
sen. Tabelle 3.1 zeigt die Charaktertafel fiir Gruppe Cg, und ihre Konjugationsklassen.
Eine 4-dim. Matrixdarstelllung der Gruppe Cg, wird durch die Elemente
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. 03 :
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Abbildung 3.1: Oktagon mit der Symmetriegruppe Cg,. Zur Veranschaulichung sind die
Spiegelebenen der 8 Spiegelungen von Cg, angegeben.

Fred(Cg) = F1red<0'1) = (32)

S O = O
O = O O
_ o O O
o O O

o O O

_ o O O
O = O O
S O = O

generiert. Das Anwenden der Orthogonalitétsrelation (1.11) fiir Charaktere zeigt, dass die
Darstellung (3.2) in zwei zweidimensionale irreduzible Darstellungen jeweils mit Vielfach-
heit 1 zerfallt

< Xreds X7 >=< Xreds X5 >=1 = Tq=I5®&1% (33)

wobei die Generatoren der irreduziblen Darstellungen I's und I'; durch die zweidimensio-
nalen Matrizen

cos(§) — sin(ﬂ/4)) _ (3.4)

Ts(cs) = <sin(7r/4) cos(/4)

o) = (G omnr ) ="3(v2 VE) 9

Ts(01) = T (o) = (‘01 (1)) (3.6)
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3.1. Oktagonale Quasikristalle

[16]Csy | € [2cs [2]c2 (2] ci [4]c [4]o’ | Konjugationsklassen
r, |1 1 1 1 1 1 1 =0
FQ 1 1 1 1 1 -1 -1 [08]:{087 Cg}
I3 1 -1 1 -1 11 -1 [c2]={c, 3}
Iy 1 -1 1 101 A1 1 [ca]={c3, c3}
Is |2 vV2 0 -2 -2 0 0 [ci]={ci}
Fﬁ 2 0 -2 0 2 0 0 [0’]:{0'1,0'2,0'370'4}
Iy, 2 /2 0 V2 20 0 [o'|={a",dh, 0%, 0, }
Diea |4 O 0 0o -4 0 0

Tabelle 3.1: Charaktertafel der Gruppe Cg, und die Charaktere der reduziblen Darstellung
D,cq. Die rechte Spalte zeigt die Konjugationsklassen der Gruppe Cg,

gegeben sind. Mit der im ersten Kapitel vorgestellten Methode der Projektionsoperatoren
lassen sich nun die schwachen Projektoren bestimmen, die jeweils auf die invarianten
zweidimensionalen Unterrdume der irreduziblen Darstellungen projizieren. Diese ergeben
sich unter Verwendung der Darstellung (3.2) zu

1 L 0 -1
(5) 1 \/% \f \/Li 6/5 ll
B
2 2
1 —L 0 L
(7 _ 1 _\/Li 1\/5 _\/Ai \65 I 1
V2 V2

P®) wirkt hierbei als Projektor auf den Parallelraum Ej und P(" als Projektor auf den
Orthogonalraum E . Mit den irreduziblen Darstellungen (3.6), (3.4), (3.5) und der Dar-
stellung (3.2) erhélt man folgende starken Projektionsoperatoren
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15 =gt
l3:7TH 63
l4 ZTI'H 64 lg 7TH 62
61
ll —ﬂ'H 61
:71' :ﬂ'

a) Parallelraum rthogonalraum E;
Parallel E| b) Orth 1 E

Abbildung 3.2: Projektionen der Einheitsvektoren in die jeweiligen invarianten Unterrdume.

1 L 0 -+ 0 0 0 0
1] L \f 0 _\f 11+ L o -1
Pl(f)__ V2 2 2 PQ(f)—— V2 % %
2 0 0O 0 O 211 7z 0 ~
-t _1 9 1 L 1 9 1
V2 2 2 V2 2 2

(3.9)
1 - 0 L 0 0O 0 O
™ EET ™) s o2 03
Py =3 d/i (2) 0 02 Py =3 -1 L 0 4L
V2 V2
L0 5o

Nach Formel (1.25) ldsst sich nun eine symmetrieangepasste Basis bestimmen, die in
unserem Fall die Form

V2 0 V2 0

111 111 11 -1 1 1
—1 -1 1 1

besitzt. Die Vektoren b; und b, bilden eine Basis fiir den physikalischen Raum £ und b
und by eine fiir den Raum F, . Abbildung 3.2 zeigt, wie die Projektionen der Einheitsvekto-
ren 7ll(e;) = 1; und 7' (e;) = I auf den Parallel- bzw. Orthogonalraum aussehen. Um die
Menge zu erhalten, die den Quasikristall definiert, projizieren wir alle Gitterpunkte & € A,
deren Orthogonalprojektion 71(€) im Akzeptanzbereich A liegt (71(€) € A ), auf den

physikalischen Raum FEj. In Abbildung 3.3 ist ein Ausschnitt des physikalischen Raumes
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3.2. Approximanten

mit der projizierten Punktemenge zu sehen. Der Rand des Akzeptanzbereiches wird von
den Orthogonalprojektionen 7+ (¢;) der Vektoren

0 0 1 1
1 0 0 0
El = 0 52 = 1 £3 = 1 54 - 0
0 0 0 1
0 0 1 1
1 1 1 0
0 1 1 1

der Voronoizelle, die jeweils in die Ecken eines Oktagons zeigen, aufgespannt. Die Projek-
tion aller Gitterpunkte £t = 7+(¢), die im Streifen S; liegen, auf den Orthogonalraum,
bildet, im Gegensatz zu Approximantenstrukturen, bei denen £+ wiederrum ein Gitter ist,
eine iiberall dichte Menge in £, . Um das Tiling des oktagonalen Quasikristalls zu erhalten
projiziert man die Verbindungsstrecken zwischen den Gitterpunkten &, das bedeutet man
verbindet im Parallelraum diejenigen Punkte 7l (€) miteinander, deren Abstand im vier-
dimensionalen genau eins betrégt. Das daraus resultierende Muster zeigt Abbildung 3.3
rechts. Dieses Tiling ist das bekannte Ammann-Beenker-Tiling.

3.2 Approximanten

In den folgenden Abschnitten wird die Konstruktion der Approximanten des oktagonalen
Tilings, die in dieser Arbeit verwendet worden sind besprochen. Hierbei werden zwei
Ansétze erlautert.

3.2.1 Verzerrung des Hypergitters

Der erste Ansatz besteht darin, die Approximanten ausgehend von einer gewéhlten Ver-
zerrung des vierdimensionalen Hypergitters mit der im Kapitel 2 eingefithrten Methode zu
konstruieren. Da ein zweidimensionaler Approximant konstruiert werden soll, beginnt man
mit der Wahl von zwei Punkten p; und p, des Hypergitters A, die die zweidimensionale
Schnittebene F,. aufspannen. Im Allgemeinen ist jede beliebige Wahl an Gitterpunkten
moglich. Wir wihlen jedoch die Punkte p; = p, und p, = p, so, dass ihre Projektionen
im physikalischen Raum in Richtung der x- und y-Achsen von E) zeigen, d.h. parallel zu
diesen sind. Betrachtet man Abbildung 3.2, so ldsst sich leicht nachvollziehen, dass die
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in F). Oben sicht man die Punktemenge, die durch Projektion der Gitterpunkte £ € A mit
71 (€) € A entsteht, u die Projektion der Verbindungstrecken bzw. aller zweidimensionaler

Oberflachenelemente.

Abbildung 3.3: Mit dem Projektionsformalismus konstruierte oktagonale Quasistrukturen



3.2. Approximanten

Parallelprojektionen der Gittervektoren

p, =ke; +1(ex—ey) =

S

0
% +
p, = mes3 + lex+ey4) = 0 (3.12)

—75 +n B
diese Bedingung erfiillen. Die Vektordarstellung in (3.12) zeigt die Darstellung von p, und
p, beziiglich der symmetrieangepassten Basis (3.10). Mit (3.12) und dem Konstruktions-
schema (2.25) hat der Verzerrungstensor e die Form

—5+v2

I
co | THV2 n_ 3 (3.13)
0 n
42

und ist durch die spezielle Wahl (3.12) der Gittervektoren symmetrisch. ¥ und 2 werden
als Folgen rationaler Zahlen so gewéhlt, dass sie fiir n — oo gegen /2 konvergieren. Infolge-
dessen gehen die Komponenten des Verzerrungstensor bei zunehmender Anndaherung gegen
Null und der Approximant strebt gegen die zugrundeliegende quasiperiodische Struktur.
Mit dem in Abschnitt 2.4.1 vorgestellten Konstruktionsschema erhélt man fiir % und > die
Folgenglieder

1 _
N B N L (OB LTk S PPN
2 5 12 "
wobei g, genau die Pell-Sequenz!
0 falls n =0
gn=1 1 falls n=1 (3.15)

2Qn—1 + qn—2 sonst

ist. Abbildung 3.4 zeigt ein Beispiel fiir einen mit obigen Uberlegungen konstruierten
Approximanten quadratischer Symmetrie, d.h. mit der Symmetriegruppe Cy,, Abbildung

! Auch als Octonacci-Folge bekannt.
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Kapitel 3. Oktagonale Strukturen

3.5 einen mit rechteckiger Symmetriegruppe (Cyy). Einen Approximanten mit Symmetrie-
gruppe Cy, erhélt man fiir den Fall, dass k = m und [ = n ist. Sind k, [, m,n verschieden
fithrt die Verzerrung zu einem rechteckigen Approximanten mit der Symmetriegruppe Ca,.
Die Kanten der Einheitszelle des jeweiligen Approximanten haben die Langen

L. (k+ V20 (3.16)

7! (o, )l =

-5

|7l (p)Il = —= - (m + V2n). (3.17)

&

Mit (3.17) und (3.16) besitzen Approximanten mit Symmetriegruppe Cy, (K =m, [ = n),
aufgrund von [|7l(p,)|| = ||7!(p,)| quadratische Einheitszellen, wihrend Approximanten
der Symmetriegruppe Csy, rechteckige Einheitszellen aufweisen.

3.2.2 Stratum

In einem weiteren Ansatz werden die Approximanten iiber die Bestimmung des H-Stratums
in G, das durch die Bedingungen (1.19), (1.20) und (1.22) festgelegt ist, konstruiert. Bei
Approximanten des oktagonalen Tiling wird das Stratum einer Untergruppe von G = Cg,
bestimmt. In dieser Arbeit sind es die Untergruppen Cy4, und Cs,, die verwendet worden
sind. Fiir Approximanten mit der Symmetriegruppe Cy, existieren zwei Sorten von Tilings
[10]. Die Erste ist durch die Projektionsoperatoren bzw. das Stratum

14+a b 0 —b
1 b 1—a b 0 . 1
Toio2 =\ 3 0 b l—a b a=sin(2p), b= 7 cos(2p) p  (3.18)
—b 0 b 1+4a

gegeben. Diesem liegen die Spiegelungen an Spiegelebenen, die entlang den Verbindungs-
strecken zwischen Mittelpunkt und Eckpunkt eines Oktagons verlaufen, zugrunde und
werden durch die vierdimensionale Darstellung

1 0 0 0
00 0 -1

D=1y o -1 o (3.19)
0 -1 0 0

generiert.
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3.2. Approximanten

PIIHK IS AL
CYSPEE RAK
/N w8 /N iy BN v
VERWE\L AL ey
SURNSY VLN /LN (R
KOO OROHOKORC K
SR SORORRORORL (T L
PO PSR ORI (<)
(s L CDIORORORS SO T L
VaRNRY N A7\ N N SR
DNGASRARA AN N2 N SN £ Ny Ny 8
R AR L
KR Lo Lo
& Cen e es
LI

NN AN N PN N e
IO
SRS PR RS
KOO OHKL O m ¢
AT A
NN N N NEPUSN AN,
RO
SO OB SSENLS
RPN Y Louiam iy
R\ /RE\ /B\/B R
NENEA s
AN A
ByREYEGREVEN

T \uf

(b) (3,2,3,2)

Abbildung 3.4: Ausschnitte aus den Approximantenstrukturen mit Symmetriegruppe Cys, .
Eine mogliche Wahl der Einheitszelle ist farblich hervorgehoben.
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,"'0,"0,0,
JRVRE
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YRR SRS YRS SRy S YEY
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Abbildung 3.5: Ausschnitt aus der Approximantenstruktur (7,5,3,2) mit Symmetriegruppe
Cs,. Eine mogliche Wahl der Einheitszelle ist farblich unterlegt.

Das Stratum

1 a 0 —b
I'lae 10 0 @ . @
T =Y 310 b1 a a = cos(2¢ + Z>’ b = sin(2¢p + Z) (3.20)
b 0 a 1

entspricht der Menge an Tilings der zweiten Sorte. Die Spiegelebenen verlaufen entlang
der Kantenhalbierenden des Oktagons (siehe Abbildung 3.1). Eine erzeugende Darstellung
dieser Spiegelungen ist

0
oY (3.21)

Die Strata (3.18) und (3.20) sind von einem Parameter ¢ abhéngig und beinhalten sowohl
die periodischen als auch die quasiperiodischen Approximanten. Periodische Approximan-
ten der ersten Sorte erhélt man, falls

¢ = % arctan( P
? 292

mit p,q,n € Z gilt (sieche Anhang B). Die Gitterkonstante betragt

) und p?+8¢* =n? (3.22)

Cnt+p+29V2

g= (3.23)
99T (n +p,q)
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3.2. Approximanten

A NN

LY LY L IYL
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E\YEENEEYEEGE I“"“I““"I“’
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E\RE\/RE\ RN NSRS
(a) Approximant (p=1,q=1) (b) Approximant (p=1,q=6)

Abbildung 3.6: Ausschnitte aus Approximantenstrukturen des Stratums 7, ,, mit Symme-
triegruppe Cyy .

Periodische Approximanten der zweiten Sorte unter den Einschrankungen:

N
¢ = %(arctan(a) — %), p,an€ZL, P +¢*=n (3.24)

mit der Gittekonstanten

g = %(n —p) +v2q ) (3.25)

Abbildung 3.6 zeigt zwei Approximantenstrukturen der ersten Sorte. Abbildung 3.7 zwei
Approximantenstrukturen der zweiten Sorte von Tilings. Beide Strukturen erhélt man,
wenn die Punkte 7 (€) = (1 — 7o 0,,0101)(£), die im Akzeptanzbereich A, = 7 - (A)

0102,010)
liegen in den Parallelraum projiziert werden (7l(€)). In beiden Abbildungen ist der Ak-
zeptanzbereich um den Ursprung von E€ zentriert.

In beiden Féllen erhilt man fiir ¢ = 0 die Projektionsmatrix (3.7) des oktagonalen Qua-
sikristalls. (3.18) und (3.20) zerfallen jeweils in zwei weitere Strata der Symmetriegruppe
Csy mit zwei unabhéngigen Parametern 6 und :
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<\ | ‘I‘). ~‘l <N IV INEGTRR
R SRS
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(a) Approximant (p=3,q=4) (b) Approximant (p=4,q=3)

Abbildung 3.7: Ausschnitte aus Approximantenstrukturen des Stratums 7./, mit Symme-
triegruppe Cyy.

14+a b 0 b
b 1—c¢ d e ‘
= 1 _ 20)
Ty 2 0 d 1—f d a sin( ©
A ¢ 4 1_c b= =5 cos(2¢p)
c = %(sin(ng) + sin(26)) 596
d = = cos(20) (3.26)
]. + C b e _d i/i ' '
1 b 1—a b 0 €= 3l sin(2¢) — sin(26))
Toy = 3 e b l4+c¢ d [ = sin(260)
—-d 0 d 1—7f
l+c a —d —b
1 a 1l+c b d
O b 1—c¢c a
—b d a 1—c a = cos(26) cos(2¢ + 7)
A .

i (<229)) in(2 )
¢ = sin sin(2¢ +
(1 +d o ¢ -b ) d = sin(26) cos(2p + T

—b c a 14+4d

Periodische Approximanten erhélt man unter Einschrinkungen der Parameter ¢ und ¢
entsprechend den Bedingungen (3.22) fiir Spiegelungen o, o7 und (3.24) fiir Spiegelungen
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3.3. Phasonen und Orthogonalraumverschiebungen

o1, o . Im Falle § = ¢ gewinnt man die Strata (3.18) und (3.20) und fiir 6 = ¢ = 0 den
Projektionsoperator (3.7) des oktagonalen Tilings zuriick.

3.3 Phasonen und Orthogonalraumverschiebungen

Quasikristalle besitzen im Gegensatz zu Kristallen neben den phononischen Freitheitsgra-
den zusatzliche Freiheitsgrade. Diese werden als phasonische Freiheitsgrade kennzeichnet,
und sind auf Verschiebungen entlang des Orthogonalraums zuriickzufiithren. In der klassi-
schen Elastizitiatstheorie der Kontinuumsmechanik wird die Deformation eines Festkorpers,
die als phononische Verzerrung bezeichent wird, durch den Greenschen Verzerrungstensor

gij = — _‘Z‘ -+ _ﬁ 5 (328)
2\0¢ 0
wobei u!d fiir die Komponenten der Verschiebung der anfinglichen Positionskoordinaten

51” ; im physikalischen Raum steht, beschrieben. In einer Erweiterung der Elastizitétstheorie
auf Quasikristalle [5] erhdlt man einen verallgemeinerten Greenschen Verzerrungstensor

e 0

der sich aus der von Kristallen bekannten phononischen Verzerrung € und der phasonischen
Verzerrung x, die durch Verschiebungen mit Orthogonalraumkomponenten

ou-
- (3.30)

charakterisiert ist, zusammensetzt.

3.3.1 Verschiebung des Akzeptanzbereiches

Betrachtet man eine Verschiebung des Akzeptanzbereiches A um eine Orthogonalraum-
komponente, so entspricht diese, aufgrund der Definition des Akzeptanzbereiches, einer
Verschiebung des Projektionsstreifens im Hyperraum. Die Verschiebung des Projektions-
streifens ist analog zu einer Verschiebung bzw. Translation des Hyperraumgitters entlang
dem Orthogonalraum. Die Verschiebung des Akzeptanzbereiches bewirkt, dass einige Or-
thogonalprojektionen 7+ (&) der Gitterpunkte den Akzeptanzbereich und damit die entspre-
chenden Hypergitterpunkte den Projektionsstreifen verlassen und andere hineingeschoben
werden. Dabei werden genausoviele Punkte in den Projektionsstreifen hineingeschoben
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Kapitel 3. Oktagonale Strukturen

wie ihn verlassen haben, sodass eine Umverteilung der Struktur die Folge ist. Eine Or-
thogonalraumverschiebung und damit eine Anderung der Phasonenvariable zeichnet sich
im Gegensatz zu einer Anderung der phononischen Variablen, die eine kontinuierliche
Anderung der Atomverteilung hervorruft, durch diskrete Atomspriinge aus. Diese werden
Phasonenflips genannt.

In diesem Abschnitt soll am Beispiel eines Approximanten veranschaulicht werden, wie sich
Verschiebungen

ZL‘L = 1L'1b3 +axoby € B (331)

des Akzeptanzbereiches A auf die Struktur des Approximanten im physikalischen Raum
auswirken. Dazu wird der Orthogonalraum, in dem das Gitter £* enthalten ist, in Be-
reiche, sogenannte Strukturzellen unterteilt. Diese geben an, wie grof3 eine Verschiebung
des Akzeptanzbereiches sein muss, bis neue Gitterpunkte in den Akzeptanzbereich treten,
wihrend andere diesen verlassen. Da jeder Punkt des Akzeptanzbereiches dieselbe Verschie-
bung erfahrt geniigt es zur Vereinfachung der Betrachtung, den Mittelpunkt des Akzep-
tanzbereiches als Vertreter von diesem zu wéhlen. Sobald dieser Referenzpunkt die Kante
einer Strukturzelle passiert, werden Phasonenflips im physikalischen Raum herbeigefiihrt.
Abbildung 3.8 zeigt wie sich die Struktur des Approximanten (p = 1,q = 2) aus dem
Stratum (3.18) in Abhéngigkeit von der Verschiebung des Referenzpunktes dndert. Eine
Verschiebung des Referenzpunktes innerhalb der vier Strukturzellen, die einen Gitterpunkt
71 (&) umgeben, fiihrt zu einer Drehung der gesamten Struktur um 5, sodass eine Verschie-
bung von einer Strukturzelle des einen Gitterpunktes in eine benachbarte Strukturzelle des
néchstliegenden Gitterpunktes die Orientierung der Struktur um 7 &ndert.
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Abbildung 3.8: Approximantenstrukturen des Approximanten (p = 1,¢ = 1) aus dem
Stratum 7,,,, in Abhéngigkeit von der Verschiebung des Akzeptanzbereiches. Oben: Der in
Strukturzellen eingeteilte Raum £ und das durch die Projektion 7y, (&) erzeugte Gitter.

Unten: Approximantenstrukturen mit entsprechendem Referenzpunkt und Orientierung
des Musters.
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Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es, Methoden zur Konstruktion von Approximanten zu erarbeiten,
mit denen eine Untersuchung der Approximantenstrukturen unter Anderung der Phaso-
nenvariable ermoglicht werden soll.

Aufbauend auf einer Charakterisierung von Quasistrukturen wurde zunéchst eine Kon-
struktionsmethode fiir Approximanten abgeleitet, die aus der Scherung des Hypergitters,
das urspriinglich den Ausgangspunkt bei der Konstruktion von Quasistrukturen bildet,
resultiert. Hierin wurde gezeigt, wie die dazugehorigen Schermatrizen bestimmt werden
kénnen. Im weiteren Verlauf wurde dann beispielgebend am oktagonalen Tiling die Kon-
struktion von Approximanten mithilfe dieser Schermethode diskutiert. Ferner wurden aus-
gehend von der Forderung, dass die Symmetriegruppen der Approximanten Untergruppen
der Symmetriegruppe des ursédchlichen Quasikristalls sind, Approximanten mit den Sym-
metriegruppen Cy, und C,, iiber die sogenannten Strata konstruiert. Unverzichtbar fiir
alle durchgefiihrten geometrischen Konstruktionen war hier die Wahl einer symmetrieange-
passten Basis. Diese kann durch das im ersten Kapitel vorgestellte Konstruktionsverfahren
realisiert werden, was im dritten Kapitel fiir das oktagonale Tiling vorgefithrt worden ist.
Im letzten Teil der Arbeit wurde anschlieffend die Strukturdnderung fiir einen Approximan-
ten aus dem Cg-Stratum unter der Verschiebung des Akzeptanzbereiches betrachtet und
kurz diskutiert. Aus Betrachtungen und Untersuchungen von Approximanten ist bekannt,
dass diese dhnlich wie die Quasikristalle iiber phasonische Freiheitsgrade verfiigen und in
ihnen Versetzungen mit phasonischen Komponenten vorkommen kénnen [13]. Es existieren
Anhaltspunkte, die darauf Ausblick geben, dass in Zusammenhang mit den in dieser Arbeit
vorgestellten Methoden Metaversetzungen in Approximanten mithilfe von geometrischen
Betrachtungen bezogen auf Anderungen der Approximantenstrukturen unter Anderung der
Phasonen beschrieben werden kénnen.
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Anhang A

Beweis von Relation (2.20)

Es soll nachgepriift werden, dass gilt:
M= M, - A (A1)
mit

A — ([6” ’ eC]JHIXdH O . )
0 el - ecL]dedL

-1
l

n Il c Il c c
> kel €k Gk = €161 0 616y 0 --- 0
[ —— I e .

— €ay " 41 T Cay G 0 0 .
1 ct 1 ct -

0 --- 0 ey - €5 ey - €q,

. 1L ct 1L ct

0 0 edl.el e edl.edL

(A.2)
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Anhang A. Beweis von Relation (2.20)

Beziehung (A.1) ldsst sich leicht nachvollziehen, denn mit

I
€11

I
e

MH L = Ld

b cl

€11

cL
elvdL

folgt

mit den Blocken

Ay =

A22 =

I
en,l

I
en,d”

ClL
en,l

ClL

en,dl

¢ ¢ 1 1
€11 0 Crq €11 7 €1a,
t . . . .
und M | : : :
c c 1 1
en,l €n7d“ en,l e’n,dL

G,

M||7CJ_ . Mtj_ — ( All AlZ >

n I c . oC . oC
> -1 €r1 - Ck1 = €161 €1 €q,
ell ¢ eH eC
dp 1 dy -4
n l I R .
p €1 €1 =€ o 6106 g
Il 1 I 1
6 . 6 IR e . e
dp 1 dj  Tn—d
n ct c _ et clL . ,C
Zk:l k1 €1 =61 "6 €1 " €y
cl c Ccl c
e . 6 “ e e . 6
1 ct 1 ct
61 . 61 .. 61 . ed”
1 ct 1 c
edl . 61 .. edl . edl

dae‘]!~eil:0unde§l~ef:() = Ajp = A = (0)
— MH7CJ_'Mt7J_:A_1

C

s -1 _ t

-A

(A.3)

(A.4)

(A.5)
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Anhang B

Einschriankungen fiir periodische
Approximanten

In diesem Abschnitt soll kurz erldutert werden unter welchen Einschriankungen vom Pa-
rameter ¢ sich in (3.18) und (3.20) sich periodische Approximanten ergeben. Die Grund-
iiberlegung besteht darin, dass im Falle eines periodischen Approximanten Gittervektoren
& € A in der Schnittebene F, liegen und somit Eigenvektoren des Projektionsoperators
zum Eigenwert 1 sind, d.h.

&€ 7T01U2,Uia’2£ = (Bl)
B.1 Periodische Approximanten des Stratums 7, ,,

(3.18) hat die Eigenwerte A o = 0 und A3 4 = 1. Die Eigenvektoren zum Eigenwert A\ o = 0
sind

a—1
—al 1
-1 _atl
1 0
und
_% 1
-1 —a-l
V3 = 0 Vg4 = 1b (B3)
1 0
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Anhang B. Einschrinkungen fiir periodische Approximanten

zum Eigenwert A3, = 1. Aufgrund von (B.1) miissen alle Komponenten der Eigenvektoren
vy und v, ganze Zahlen sein. Wegen der Periodizitdt erfiillen auch alle ganzzahligen
Vielfachen zj - v34 der Eigenvektoren die Beziehung (B.1), sodass insgesamt gelten muss:

a+1
b
a—1

b

'Z(]:Zlez

c20 =29 € L

mit zo, 21, 29 € Z. Mit (B.4)-(B.5) und (B.4)+(B.5) folgt:

- 2z 2q
_21—22_n
21+ 22 21+ 22 D
a:b- = = —
229 21— 2o n
p,g,n €Z

und

(21 + 22)? N 823

(21— 22)2 (21— 22) -t

a? 4+ 2b* = (sin(2¢))* + 2 <% COS(%O)) -

2

= (1 +2)°+8 25 = (21— =)°.
—— ~N Y=

p2 72 n2

Betrachtet man nun

cos(2p)  n2q

Y

% _ 3. sin(2p)  pn

(B.10)

erhélt man durch elementare Umformungen fiir den Winkel ¢ fiir periodische Approximan-

ten:

)

= = arct
© 2arcan(

p
2qv/2

(B.11)

42



B.2. Periodische Approximanten des Stratums 7,/

B.2 Periodische Approximanten des Stratums Tol o

Hier erhélt man analog zur obigen Rechnung nach Bestimmen der Eigenvektoren von (3.20):

1
E'Z():Zl ez (B12)
%'ZOZZQ €z (B.13)
und
p=20-7 (B.14)
21 n
20 21 n
woraus
9 ;9 T\ 2 ) TN\2 22+
a®+b° = (cos(290+ —)) + (8111(290—1— —)) = s =1 (B.16)
4 4 2]
= 2 4z = 2. (B.17)
— O~~~
p2 2 n2
und aus
b in(2p + 5
o _ Sln< ¥ i) _ 1_7’ (B.18)
a cos(2p+ 7% q
— L (arctan (2= T (B.19)
= — | arctan | = — — :
L q 4
folgt.
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