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Zusammenfassung

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, auf welche Art und Weise lineare Mehrgitterver-
fahren, beschrinkt auf zwei Raumdimensionen, zur Berechnung inkompressibler turbu-
lenter Stromungen eingesetzt werden kénnen. Besonders beriicksichtigt werden dabei die
Moglichkeiten einer lokal adaptiven Gitterverfeinerung, die die Verwendung von hybriden
Gittern erfordert.

Diskretisiert werden die Navier-Stokes- und Turbulenztransportgleichungen mit einem
dualen Finite-Volumen Verfahren, bei dem alle Groflen auf den Knotenpunkten des Git-
ters gelost werden. Die Diskretisierung der Navier-Stokes Gleichungen fiihrt dabei auf
ein gekoppeltes Gleichungssystem fiir Druck und Geschwindigkeit. Als Turbulenzmodelle
werden eine Reihe von Low-Reynolds Zweigleichungs-Turbulenzmodellen eingesetzt und
als Testfille eine Hiigelstromung und eine Tragfliigelumstromung betrachtet.

Es werden unterschiedliche Ein- und Mehrgitterverfahren zur Losung der beiden lineari-
sierten Gleichungssysteme verglichen. Dabei erwies sich eine Kombination aus linearem
Mehrgitterverfahren zur Vorkonditionierung und dem Krylov Unterraum Losungsverfah-
ren BiCGSTAB als sehr robustes und schnell konvergierendes Verfahren. Als Glétter fiir
die Mehrgitterverfahren bzw. als Vorkonditionierer fiir die Eingitterverfahren werden mo-
difizierte ILU Verfahren eingesetzt, die eine deutliche Verbesserung gegeniiber SSOR Ite-
rationen ergeben. Zur Losung des Stromungsgleichungssystems war bei Gittern mit ca.
80.000 Knotenpunkten mit Eingitterverfahren ungefdhr die 15 fache Rechenzeit gegeniiber
den Mehrgitterverfahren nétig. Beim sehr viel einfacher zu l6senden Turbulenzgleichungs-
system dagegen konnte mit Mehrgitterverfahren nur eine Halbierung der Rechenzeit er-
reicht werden.

Um die fiir Low-Reynolds Turbulenzmodelle erforderlichen zur Wand hin stark verfeiner-
ten Grenzschichtgitter zu erstellen, wurde ein spezieller Gitterverfeinerungsalgorithmus
entwickelt. Ausgehend von einem Grobgitter wird dabei durch sukzessive, uniforme oder
lokale Verfeinerung die Mehrgitterhierarchie aufgebaut. Die lokal adaptive Verfeinerung
des Gitters wird iiber einfache Gradientenindikatoren gesteuert. Werden Stréomungs- und
Turbulenzgrofien als Steuergrofien beriicksichtigt, reichten bei den untersuchten Testfillen
30 % der Gitterpunkte aus, um die gleiche Genauigkeit der Losung, verglichen mit einem
uniform verfeinerten Gitter, zu erhalten.

Ein weiterer Schwerpunkt der Arbeit ist die Untersuchung der Konvergenzverbesserung
des nichtlinearen Systems mit Hilfe eines Newton-Verfahrens. Die Jacobi-Matrix wird je-
doch nicht analytisch, sondern iiber eine numerische Differentiation bestimmt. Es wird
eine Gewichtung zwischen Fixpunkt- und Newton-Iteration vorgenommen, die {iber den
Defekt gesteuert wird, um ein Divergieren der nichtlinearen Iteration zu verhindern. Fiir
stationdre laminare Stromungen reduzierten sich bei diesem Verfahren, im Vergleich zu
einer Fixpunktiteration, die Anzahl der Iterationsschritte um zwei Drittel. Bei der Si-
mulation turbulenter Stromungen konnten jedoch nur 30 % der Rechenzeit eingespart
werden.
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1 Einleitung

1.1 Einfiihrung

Turbulente Stromungen spielen in vielen Bereichen der Technik eine wichtige Rolle. Bei-
spiele findet man von der Luftkiihlung in der Mikroelektronik bis hin zu Turbinenstrémun-
gen in Generatoren oder Umstromungen von Fahrzeugen und Flugzeugen. Meist sind
dabei Geschwindigkeitsverteilungen oder Transportprozesse von Bedeutung, in einigen
Féllen werden aber auch andere Bereiche der Physik, wie zum Beispiel Verbrennung oder
Akustik, durch die Turbulenz nachhaltig beeinfluf3t. In der Industrie besteht somit grofler
Bedarf an einer umfassenden Beschreibung der turbulenten Stromung, die oftmals nur mit
Hilfe teurer und zeitaufwendiger Experimente zu erhalten ist. Aus vielfdltigen Griinden
ist es manchmal sogar unmdoglich, an den Stellen Messungen vorzunehmen, die entschei-
denden Einfluf} auf das Gesamtverhalten einer Apparatur haben. Um das Verhalten tur-
bulenter Stromungen besser zu verstehen und um die Zahl der Experimente verringern
zu konnen, ist es daher unumgénglich, geeignete numerische Simulationen durchfiihren zu
konnen. In einigen Fillen konnen dabei auch starke Vereinfachungen oder Ausschnitte des
zu simulierenden komplexen Stromungsfeldes hilfreiche Informationen liefern, meist wird
jedoch eine volle dreidimensionale Simulation komplexer Geometrien notwendig sein, um
eine entscheidende Beschleunigung des Entwicklungsprozesses zu ermoglichen. Wie , gut®
wiederum eine numerische Simulation die Realitidt wiedergibt, hingt von der Aufstellung
der Konfiguration inklusive der ,richtigen“ Randbedingungen, der Wahl des Turbulenz-
modells und nicht zuletzt von einer addquaten Gitterauflosung des Rechengebietes ab.

Um jedoch eine dreidimensionale realitdtsnahe Simulation einer turbulenten Stromung in
angemessener Zeit und mit ausreichender Genauigkeit durchfiihren zu kénnen, miissen
drei wichtige Voraussetzungen erfiillt sein. Erstens wird nur der Einsatz von Parallelrech-
nern in den néchsten Jahren die Notwendigkeit von hoher Rechenleistung und groflem
Speicherbedarf befriedigen kénnen. Zweitens kann nur mit einer adaptiven Gitterverfei-
nerung eine ausreichende Gitterunabhéingigkeit der Losung erreicht werden, ohne eine
Vielzahl von iiberfliissigen Gitterknoten mitberechnen zu miissen. Und drittens miissen
Losungsverfahren eingesetzt werden, die eine effiziente Losung der hierbei auftretenden
Gleichungssysteme mit mehreren Millionen Unbekannten erlauben. Anstrebenswert fiir
die Losung dieser grofien, schwachbesetzten Gleichungssysteme ist eine O(N) Komple-
xitdt, d.h. die Losungszeit soll linear mit der Zahl der Unbekannten ansteigen. Dies kann
nur mit einem Mehrskalenansatz erreicht werden, auf dem auch die sogenannten Mehr-
gitterverfahren basieren.

In dieser Arbeit soll gezeigt werden, welche Moglichkeiten sich durch den Einsatz von
Mehrgitterverfahren und Adaptivitéit bei der Simulation inkompressibler turbulenter Stro-
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mungen, beschrinkt auf zwei Raumdimensionen, ergeben. Die dabei gewonnen Erfahrun-
gen werden hoffentlich einen Beitrag auf dem Weg zur Realisierung komplexer 3D Simu-
lationen leisten.

1.2 Einordnung der Arbeit

1.2.1 Turbulenzmodellierung

Betrachtet man die Momentaufnahme einer turbulenten Stromung, so wird man eine
Vielzahl von kleinen und groflen Wirbeln erkennen, deren Verteilung auf ein stark unge-
ordnetes Stromungsverhalten schliefen 148t [1]. Sollen alle Strukturen einer turbulenten
Stromung mit der numerischen Simulation erfafit werden — dies ist notwendig, um die
physikalischen Prozesse genau wiedergeben zu kénnen — ist eine Auflosung des Rechen-
gebietes erforderlich, die unterhalb der kleinsten Wirbelgrofie (Kolmogorov Lénge) liegt.
Die mathematische Beschreibung einer viskosen Stromung liefern die Navier-Stokes Glei-
chungen, und eine instationdre Berechnung aller auftretenden Turbulenzstrukturen wird
als direkte numerische Simulation (DNS) bezeichnet. Der Rechenaufwand einer DNS ist
jedoch enorm und wird sich daher auch in néchster Zukunft nur auf einfache Geome-
trien und niedrige Reynoldszahlen beschrinken konnen [2, 3, 4, 5]. In gewisser Hinsicht
eine Vereinfachung der DNS stellt die Grobstruktursimulation (engl. Large Eddy Simu-
lation LES) dar, da hier auf einem deutlich groberen Gitter gerechnet wird und fiir die
Turbulenzstrukturen, die kleiner als die Gitterweite sind, wird eine Modellierung der re-
sultierenden Viskositéit vorgenommen. Die LES gewinnt allméhlich auch fiir industrie-
nahe Anwendungen immer mehr an Bedeutung [6, 7, 8, 9, 10, 11]. Lange Rechenzeiten
und grofle zu verarbeitende Datenmengen sind aber noch ein Hinderungsgrund fiir eine
weitere Verbreitung. Aus diesem Grund kommen fiir die Simulation technisch relevanter
Stromungen momentan nur die zeitlich gemittelten Navier-Stokes Gleichungen in Frage,
die man durch einen Mittelungsprozess iiber alle Turbulenzskalen erhélt. Hierbei entste-
hende Terme miissen jedoch modelliert werden. Die entsprechenden Modelle werden als
statistische Turbulenzmodelle bezeichnet.

Ublicherweise kommen heutzutage sogenannte Zweigleichungs-Turbulenzmodelle zum Ein-
satz, bei denen zusétzlich zu den Erhaltungsgleichungen fiir Masse und Impuls noch
zwei skalare Transportgleichungen fiir turbulenzbeschreibende Groéfien geldst werden. Be-
trachtet man wandgebundene Stréomungen, mufl wiederum unterschieden werden zwi-
schen Turbulenzmodellen mit Wandfunktionen, die den viskosen wandnahen Bereich der
Grenzschicht stark vereinfachen, und den Low-Reynolds' Turbulenzmodellen, bei denen
die wandnahe Schicht vollstédndig diskretisiert wird. Letztere erfordern zwar eine feine-
re Auflésung der Grenzschicht, aber physikalische Vorgénge wie Ablésung und Wieder-
anlegen einer Grenzschichtstromung kénnen nur mit diesen Modellen einigermafien ge-
nau bestimmt werden [12]. In dieser Arbeit werden daher ausschliefilich Low-Reynolds
Zweigleichungs-Turbulenzmodelle betrachtet. Von Nachteil bei den Zweigleichungs-Tur-
bulenzmodellen ist jedoch, dafl sie von einer isotropen Verteilung der fluktuierenden

Lauf eine Ubersetzung dieses Begriffs wurde hier verzichtet
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Geschwindigkeitsschwankungen ausgehen. Besonders bei dreidimensionalen Stromungen
stimmt dies nicht mehr mit der Wirklichkeit {iberein und kann zu teilweise falschen Losun-
gen fiithren. Eine Verbesserung kann von nichtlinearen Zweigleichungs-Turbulenzmodellen
[13, 14] und vor allem von den Reynolds-Spannungs-Modellen erwartet werden [15, 16, 17].
Letztere fiihren jedoch auf ein schwerer zu 16sendes Gleichungssystem von fiinf (3-D: sie-
ben) Transportgleichungen. Méglicherweise konnen aber die in dieser Arbeit eingesetzten
Losungsverfahren den Einsatz von Reynolds-Spannungs-Modellen fiir groflere Stromungs-
probleme vereinfachen.

1.2.2 Diskretisierung

Zur Diskretisierung der Navier-Stokes Gleichungen und der Turbulenztransportgleichun-
gen auf dem Rechengitter werden meistens Finite Elemente oder Finite Volumen Verfah-
ren eingesetzt [18]. Die Anwendung der einfacher zu implementierenden Finite Differenzen
Verfahren muf} sich eher auf einfache Geometrien und strukturierte Gitter beschrénken.
Die Vorteile der Finite Element Verfahren liegen darin, dafl diese a priori fiir unstruktu-
rierte Gitter eingesetzt werden konnen und unterschiedliche Ansatzfunktionen fiir die zu
16senden Unbekannten verwendet werden kénnen. Die Finite Volumen Methoden zeichnen
sich vor allem dadurch aus, daf} sie lokal massenerhaltend sind, wihrend Finite Element
Verfahren nur globale Massenerhaltung gewéhrleisten konnen. Verwendet man, wie in der
vorliegenden Arbeit, ein duales Finite Volumen Verfahren, das auf einem Finite Element
Gitter basiert, so konnen auch unstrukturierte Gitter ohne Schwierigkeiten eingesetzt
werden.

Im Gegensatz zu kompressiblen Stromungen, bei denen der Druck iiber die Energie-
gleichung und Zustandsgleichung bestimmt wird, mufl bei inkompressiblen Strémungen
ein spezieller Ansatz zur Druckberechnung verwendet werden, um eine Entkopplung von
Druck und Geschwindigkeit zu vermeiden [19]. Bei Finite Element Methoden kann dies
durch unterschiedliche Ansatzfunktionen fiir Druck und Geschwindigkeit erreicht werden
[20]. Eine &hnliche Idee steckt auch hinter den sogenannten gestaffelten Gittern, die ei-
ne Kopplung von Druck und Geschwindigkeit bei Finite Volumen Verfahren erméglichen.
Hier werden unterschiedliche Kontrollvolumina fiir die Geschwindigkeitskomponenten und
den Druck angesetzt [21]. Eine auf unstrukturierte Gitter anwendbare Formulierung fiir
gestaffelte Gitter ist nur schwierig zu erhalten, daher ist eine Finite Volumen Diskreti-
sierung mit knotenbasierten Variablen besser geeignet. Bei diesen Verfahren wird eine
Kopplung von Druck und Geschwindigkeit iiber eine elementweise, lokale Approximati-
on der Navier-Stokes Gleichungen ermdglicht [22]. Fiir eine solche Approximation gibt
es mehrere Ansiitze [23, 24, 25, 26|, eine leicht modifizierte Version von [26] wurde im
Rahmen dieser Arbeit implementiert. Herauszuheben bei dieser Methode, wie auch bei
[23], ist die voll gekoppelte Losung von Druck und Geschwindigkeit. Der Umweg iiber
eine Druckkorrekturgleichung, wie beim bekannten SIMPLE Algorithmus [19] ,wird somit
umgangen. Dadurch konnen sehr grofie Zeitschritte eingesetzt werden, die Losung des re-
sultierenden Gleichungssystems erfordert jedoch einen grofleren Aufwand als bei den zwei
entkoppelten Gleichungssystemen fiir Druck und Geschwindigkeit. Unter den knotenba-
sierten Verfahren sind noch die pseudokompressiblen Verfahren zu erwéhnen, die aus einer
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Erweiterung kompressibler Methoden fiir niedrige Machzahlen resultieren [27, 28]. Schwie-
rigkeiten bereitet dort aber eine exakte Massenerhaltung, wenn zeitabhingige Probleme
simuliert werden sollen.

Sowohl bei den Navier-Stokes Gleichungen als auch bei den Turbulenztransportgleichun-
gen handelt es sich um nichtlineare Gleichungssysteme, die linearisiert werden miissen,
damit diese mit Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme gelost werden kdnnen.
Da im Rahmen dieser Arbeit nur die Simulation stationdrer Stromungen ausgefiihrt wur-
den, war keine Zeitintegration héherer Ordnung notwendig und das einfache und stabile
implizite Eulerverfahren konnte somit eingesetzt werden. Die Linearisierung der weiteren
Terme erfolgt normalerweise dadurch, dafl in die nichtlinearen Terme teilweise die Werte
aus dem vorhergehenden Iterationsschritt eingesetzt werden. Dies fiihrt somit auf eine Fix-
punktiteration, die auch als Quasi-Newton Verfahren bezeichnet werden kann. Ein echtes
Newton-Verfahren, das zur Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems eingesetzt wer-
den kann, erhélt man, indem man die Jacobi-Matrix aufstellt, die aus den Ableitungen der
Gleichungen nach den einzelnen Stromungsgrofien gebildet wird. Daraus resultiert dann
wiederum ein lineares Gleichungssystem, das mit den spéter beschriebenen Losungsver-
fahren fiir lineare Gleichungssysteme gelost werden kann. Newton-Verfahren werden fiir
inkompressible Stromungen nur sehr selten eingesetzt [27], mehr Anwendungen sind im
Bereich kompressibler Stromungen zu finden. Der Einsatz von Newton-Verfahren fiir die
Navier-Stokes Gleichungen ist jedoch kritisch zu betrachten, da eine dadurch erreichte
Verringerung der nichtlinearen Iterationen (hier: Zeitschritte) mit einem etwas erhohten
Aufwand fiir die Assemblierung und mit zum Teil schwieriger zu l6senden linearen Glei-
chungssystemen erkauft wird. Gegeniiber einer Fixpunktiteration sollte daher eine Reduk-
tion der notwendigen Zeitschritte prozentual deutlich héher sein als der Mehraufwand pro
Zeitschritt. Das Aufstellen der Jacobi-Matrix ist sowohl fiir die Navier-Stokes Gleichungen
als auch fiir die Turbulenzgleichungen keineswegs trivial, und abhéngig von der jeweili-
gen Diskretisierung miissen entsprechende Vereinfachungen vorgenommen werden, um
die notwendigen Ableitungen bilden zu koénnen. Wihrend {iblicherweise eine analytische
Form fiir die Ableitungen gefunden werden muf}, wird in dieser Arbeit eine numerische
Differentiation eingesetzt. Diese hat gegeniiber analytischen Methoden den Vorteil, daf}
das nichtlineare diskretisierte Gleichungssystem differenziert wird und nicht die partiellen
Differentialgleichungen in analytischer Form. Ein Vorteil ganz anderer Art ist darin zu se-
hen, daf} die Prozedur fiir die numerische Differentiation nur einmal implementiert werden
mufl und damit sowohl verschiedene Diskretisierungen als auch unterschiedliche Turbu-
lenzmodelle ohne grofleren zusétzlichen Aufwand korrekt differenziert werden kénnen. Die
in dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen sollen Anhaltspunkte fiir einen Einsatz
von Newton-Verfahren fiir die Lésung turbulenter inkompressibler Strémungen geben.

1.2.3 Losungsverfahren

Aus der Diskretisierung der Navier-Stokes Gleichungen und der Turbulenztransportglei-
chungen resultieren sowohl fiir die Fixpunktiteration als auch fiir das Newton-Verfahren
schwachbesetzte lineare Gleichungssysteme, die aufgrund ihrer Gréfle mit einem iterati-
ven Verfahren gelost werden miissen. Zur Losung dieser nichtsymmetrischen Gleichungen
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wurden in den letzten 15 Jahren mehrere Varianten der fiir symmetrische Matrizen konzi-
pierten konjugierten Gradienten Verfahren [29] entwickelt. Bekannte Vertreter dieser auch
Krylov-Unterraum Verfahren genannten Losungsmethoden sind GMRES [30], BiCG [29]
und BiCGSTAB [31]. In Verbindung mit Vorkonditionierungsverfahren wie SSOR oder
ILU [32] wurden diese Verfahren erfolgreich fiir Matrizen moderater Grofie eingesetzt.
Ein Vergleich von Krylov-Unterraum Verfahren angewandt auf kompressible Strémungen
findet man in [33]. Ein Nachteil dieser robusten und meist recht gut konvergierenden
Verfahren besteht jedoch darin, dafi der Aufwand zur Lésung der Gleichungssysteme mit
der Zahl der Unbekannten ansteigt. Fiir symmetrische Matrizen ergibt sich etwa ein Auf-
wand von O(N®*) oder O(N?/®) fiir zwei- bzw. dreidimensionale Anwendungen [34]. Fiir
nichtsymmetrische Gleichungssysteme kénnen nur schwer entsprechende Abschéitzungen
gemacht werden. Um eine anzustrebende optimale Komplexitéit von O(N) zu erhalten, ist
ein Mehrskalenansatz notwendig, da Eingitterverfahren, wie die oben aufgefiihrten, dies
nicht erreichen kénnen [32]. Das erste Mehrgitterverfahren wurde von [35] beschrieben und
von [36] und [37] spiter weiterentwickelt. Erste Anwendungen und Konvergenzbetrach-
tungen fiir die Navier-Stokes Gleichungen findet man bei [38]. Seit den achtziger Jahren
werden Mehrgitterverfahren in vielen Simulationsprogrammen fiir laminare Strémungen
eingesetzt [39, 40, 41], und in neuerer Zeit gewinnen Mehrgitterverfahren auch bei der
Berechnung von turbulenten Strémungen immer mehr an Bedeutung [42, 43, 44, 45].

Bei den [inearen Mehrgitterverfahren, die zur Losung linearer Gleichungssysteme einge-
setzt werden, mufl noch zwischen geometrischen und algebraischen Mehrgitterverfahren
unterschieden werden. Bei den geometrischen Mehrgitterverfahren wird eine Hierarchie
von Gittern benétigt, wihrend bei den algebraischen Mehrgitterverfahren nur ein feines
Gitter existiert und die Grobgittermatrizen iiber das zu lésende Problem erstellt werden.
Algebraische Mehrgitter erfordern einen vergleichsweise groflen Aufwand zur Berechnung
der Gitterhierarchie, haben aber den Vorteil, dal sie ohne grofle Verdnderungen in ei-
nem existierenden Eingitter-Code implementiert werden kénnen. Beispiele hierzu finden
sich in [46, 47]. Im Rahmen dieser Arbeit wurden algebraische Mehrgitterverfahren nicht
eingesetzt. Weitere interessante Varianten der Mehrgitterverfahren sind die nichtlinearen
Mehrgitterverfahren. Diese 16sen nicht die linearen bzw. linearisierten Gleichungssysteme,
sondern werden direkt auf das nichtlineare Problem angewandt. Unterschieden wird bei
diesen Verfahren zwischen dem FAS (full approximation scheme) Verfahren von Brandt
[48] und dem seltener eingesetzten Verfahren von Hackbusch [49]. Werden Mehrgitterver-
fahren fiir kompressible Strémungen oder turbulente Strémungen verwendet, so sind dies
meist FAS-Mehrgitterverfahren [42, 43]. In dieser Arbeit soll gezeigt werden, daf auch li-
neare Mehrgitterverfahren durchaus geeignet fiir die Simulation turbulenter Strémungen
sind, obgleich ein Vergleich zwischen beiden Verfahren hier leider nicht gezeigt werden
kann.

Ein héufig anzutreffendes Problem bei linearen Mehrgitterverfahren ist die Sensitivitit des
Konvergenzverhaltens auf die Qualitit der Startlosung. In manchen Féllen kann dies sogar
zur Divergenz des Iterationsverfahrens fithren. Dies kann entweder an einer ungiinstigen
Einstellung der Gléattungsiteration liegen oder auch an starken Stérungen an wenigen
Knotenpunkten im Rechengebiet. Divergenz aufgrund solcher punktueller Stérungen kann
in den meisten Fillen verhindert werden, wenn das lineare Mehrgitterverfahren nicht
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als Losungsverfahren, sondern zur Vorkonditionierung fiir eines der oben beschriebenen
Krylov-Unterraum Verfahren eingesetzt wird [34].

Neben der Untersuchung verschiedener Losungsverfahren ist als zweiter Schwerpunkt die-
ser Arbeit die Anwendung einer adaptiven lokalen Verfeinerung auf die Berechnung turbu-
lenter Stromungen zu sehen. Adaptive Gitterverfeinerung wird seit den achtziger Jahren
hauptséchlich fiir stark kompressible viskose und nichtviskose Stromungen eingesetzt, bei
denen im Bereich von Stofiwellen eine sehr hohe Gitterfeinheit notwendig ist [50, 51]. Da
eine adaptive Gitterverfeinerung vor allem dann sinnvoll ist, wenn ein kleiner Bereich des
Rechengebiets eine besonders hohe Auflésung erfordert, gibt es relativ wenig Anwendun-
gen fiir laminare isotherme inkompressible Stromungen. Attraktiv wird die Adaptivitit
jedoch fiir laminare reagierende Stromungen, da im Flammenbereich wiederum sehr ge-
nau aufgelost werden sollte [52]. Bei turbulenten Stromungen sind es vor allem Grenz-
oder Scherschichten, in deren Bereich eine adaptive Gitterverfeinerung sinnvoll eingesetzt
werden kann. Beispiele hierzu sind in [53] gegeben. Die ersten Beispiele fiir Anwendungen
von Mehrgitterverfahren fiir lokal verfeinerte Gitter — man spricht hier auch von lokalen
Mehrgitterverfahren — wurde in [54] und mit optimaler Komplexitét in [55] beschrieben.
Letzteres Verfahren in etwas modifizierter Version wird auch in dem in dieser Arbeit ein-
gesetzten Programmcode UG verwendet [56]. Wie diese Methoden auch fiir turbulente
Stromungen eingesetzt werden konnen, wird in dieser Arbeit untersucht.

1.2.4 Gittergenerierung und Adaptivitit

Bis noch vor wenigen Jahren wurden in den meisten kommerziellen Strémungspake-
ten blockstrukturierte Gitter eingesetzt. Diese Gitter sind zwar fiir den L&sungsprozess
giinstig, die Erstellung der Gitter erfordert jedoch bei komplexen Geometrien sehr viel
Arbeitszeit, die meist deutlich iiber der Simulationszeit liegt. Mittlerweile kommen immer
mehr kommerzielle Gittergenerierungspakete auf den Markt, die eine mehr oder weniger
automatische Gittergenerierung ermoglichen. Zusétzliche Tools sind jedoch notwendig,
um Gebiete, die eine besonders feine Auflésung erfordern (z.B. Grenzschichten), feiner zu
vernetzen als es der Gittergenerator im ersten Durchgang getan hat. Solche zusétzlichen
Gitterverbesserungen erfordern in einigen Féllen hybride Gitter, in zwei Raumdimensio-
nen konnten dies zum Beispiel Viereckselemente innerhalb einer Grenzschicht und Drei-
eckselemente im iibrigen Bereich (3D: Prismen oder Hexaeder in Grenzschichten, sonst
Tetraeder) sein.

Die Anwendung geometrischer Mehrgitterverfahren erfordert wie schon erwéhnt eine Hier-
archie von unterschiedlich feinen Gittern. In vielen Codes wird von einem meist struk-
turierten feinen Gitter ausgegangen und die groberen Gitter entstehen durch Entfernen
von Knoten des feinen Gitters. Diese Vorgehensweise ist weniger geeignet bei unstruk-
turierten und adaptiv verfeinerbaren Gitter. In UG wird daher von einem konsistenten?
groben Gitter ausgegangen und durch Verfeinerung mehrerer oder aller Element werden
sukzessiv feinere Gitter erstellt. Weisen die Elemente auf dem groben Gitter dabei starke
Groflenunterschiede auf, so ergeben sich nach mehrmaligem Verfeinern Gebiete mit gleich

Zkonsistent heifit hier, dal das gesamte Rechengebiet ohne Uberlappung bedeckt ist
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groflen Elementen. Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine vor allem fiir Grenzschichten
geeignete Glittungsstrategie entwickelt, die zum einen glatte Ubergiinge beziiglich der
Elementgrofie ermoglicht und zum anderen eine auf dem Grobgitter vorgegebene Verfei-
nerungsrichtung auch auf den verfeinerten Gittern beibehélt. Hierbei entstehen Gitter, die
zum Teil Gebiete dhnlich eines blockstrukturierten Gitters haben und zum Teil unstruk-
turiert sein konnen. Dieses Verfahrens ist somit auch fiir adaptive Gitterverfeinerungen
anwendbar, was an einigen Beispielen demonstriert wird.

1.3 Ziel der Arbeit

In dieser Arbeit sollen Methoden untersucht und weiterentwickelt werden, die eine effizi-
ente Berechnung inkompressibler turbulenter Strémungen, basierend auf linearen Mehr-
gitterverfahren, ermoglichen. Die verwendete Finite Volumen Diskretisierung fiihrt auf
ein gekoppeltes Gleichungssystem fiir den Druck und die Geschwindigkeit. Diese Diskre-
tisierung erlaubt zwar sehr grofie Zeitschritte, das zu losende Gleichungssystem erfordert
jedoch sehr gute Losungsverfahren. Es soll daher untersucht werden, welche Auswirkun-
gen die Glattungsverfahren und die Mehrgitterstrategie, sowie eine Beschleunigung der
Mehrgitteriteration mit Krylov-Unterraum Losungsverfahren haben.

Nach der Untersuchung der Losungsverfahren soll ein zweiter Schwerpunkt der Einsatz
von lokal verfeinerten Gittern sein. Zum einen interessiert dabei der Einfluf§ einer lokal ver-
feinertern Mehrgitterhierarchie auf das Losungsverhalten gegeniiber uniform verfeinerten
Gittern. Zum anderen soll untersucht werden, welche Groéfien zur Steuerung der adaptiven
Gitterverfeinerung geeignet sind. Voraussetzung fiir all diese Untersuchungen sind Gitter,
die eine zu Winden hin gerichtete starke Verfeinerung haben, um den Anforderungen
der eingesetzten Low-Reynolds Turbulenzmodelle zu geniigen. Eine Methode zur Gene-
rierung einer dafiir geeigneten Mehrgitterhierarchie auch fiir lokal verfeinerte Gitter soll
hier entwickelt werden.

Ein weiterer Ansatzpunkt zur Konvergenzbeschleunigung des Gesamtverfahrens stellt eine
Verbesserung der Linearisierung der nichtlinearen Gleichungssysteme fiir die Stréomungs-
und Turbulenzgrofen dar. Mit Hilfe numerischer Differentiation soll ein Newton-Verfahren
implementiert und Einsatzmoglichkeiten getestet werden.

1.4 Aufbau

Im folgenden Kapitel werden die Grundgleichungen fiir inkompressible turbulente Strémun-
gen aufgefiihrt und ein Uberblick iiber die Turbulenzmodellierung gegeben. Etwas genauer
wird dabei auf die Low-Reynolds Zweigleichungsmodelle eingegangen, die bei den in dieser
Arbeit durchgefiihrten numerischen Experimenten eingesetzt wurden. Fiir eine detaillierte
Beschreibung dieser Turbulenzmodelle wird auf den Anhang A verwiesen.

In Kapitel 3 wird die im Rahmen dieser Arbeit implementierte Finite Volumen Diskreti-
sierung der Navier-Stokes und Turbulenzgleichungen fiir zwei Raumdimensionen beschrie-
ben.
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Im Kapitel Losungsverfahren wird zuerst eine Einfiihrung der klassischen Iterationsver-
fahren gegeben und anschliefend werden die Komponenten eines Mehrgitterverfahrens
erlautert. Zusitzlich wird noch auf die Verfahren der konjugierten Gradienten eingegan-
gen, die in dieser Arbeit in Kombination mit Mehrgitterverfahren eingesetzt werden. Im
letzten Teil dieses Kapitels werden Moglichkeiten zur Linearisierung der Gleichungen vor-
gestellt und die Berechnung der Jacobi-Matrix mit Hilfe einer numerischen Differentiation
beschrieben.

Eine Erlduterung der Gittergenerierung in UG und die speziell fiir Grenzschichtstrémun-
gen entwickelte Gitterverfeinerung erfolgt dann in Kapitel 5. Die Anwendung fiir adaptiv
verfeinerte Gitter wird beschrieben, sowie eine Wandabstandsberechnung basierend auf
hierarchischen Gitter. Im zweiten Teil des Kapitels wird auf die Steuerung der Adaptivitit
eingegangen.

Im sechsten und siebten Kapitel werden die Ergebnisse der numerischen Experimente vor-
gestellt. Als Beispiele dienen dazu eine Hiigelstromung und eine Tragfliigelumstromung
bei groflem Anstellwinkel. Im sechsten Kapitel werden Einfliisse der Turbulenzmodelle,
der Einstellung verschiedener Komponenten des Mehrgitterverfahrens und der Zeitschritt-
steuerung auf das Konvergenzverhalten der stationiren Losung untersucht. Im siebten
Kapitel werden zuerst fiir laminare und dann fiir turbulente Strémungen verschiedene
Varianten eines Newton-Verfahrens mit numerischer Differentiation getestet.

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse und Ansatzpunkte fiir weitere Untersuchungen
sind Gegenstand des letzten Kapitels.



2 Modellierung turbulenter
Stromungen

2.1 Ubersicht

Eine Definition fiir Turbulenz wird in Hinze [1] gegeben: ,,Die turbulente Bewegung ei-
nes Fluides ist ein unregelméfliger Stromungszustand in dem die verschiedenen Grofien
einer zufilligen Verdnderung in Zeit- und Ortskoordinaten unterliegen, so daf§ aber sta-
tistisch gesehen Durchschnittswerte unterschieden werden kénnen.“ Das bedeutet, dafl
trotz unregelmifligen Verhaltens der Stromung immer wiederkehrende &hnliche Struk-
turen auftreten; dieses gilt sowohl fiir ein Fortschreiten in der Zeit als auch im Raum.
Um die Groflen dieser d&hnlichen Strukturen zu kennzeichnen werden turbulente Léngen-
und Zeitskalen eingefiihrt. Die turbulenten L#ngenskalen reichen von der sogenannten
Kolmogorov-Liinge!, die zwar deutlich iiber den molekularen Lingenskalen liegt (mitt-
lere freie Weglénge) aber trotzdem noch duflerst klein ist, bis zu Léangen, die in der
GroBlenordnung der umstromten Objekte liegen. Die Gréflenordnung des oberen Bereichs
der Zeitskala wird charakterisiert durch das Verhiltnis der Gebietsgrofle zur mittleren
Stromungsgeschwindigkeit. Das unter Ende der Skala liegt um einige Gréflenordnungen
iiber den Werten, die man aus den molekularen Kollisionsfrequenzen erhalten wiirde.

Um eine genaue numerische Simulation einer zeitabhiingigen dreidimensionalen Stromung
durchzufiihren, ist es notwendig, alle physikalisch relevanten Skalen ausreichend auf-
zuldsen. Prinzipiell kann dies mit Hilfe der Navier-Stokes Gleichungen durchgefiihrt wer-
den, die zur Simulation laminarer Strémungen verwendet werden. Eine solche Simula-
tion turbulenter Stromungen wird als direkte numerische Simulation (DNS) bezeichnet
und erfordert einen immensen Aufwand an Rechenzeit sowie sehr grofie Arbeitsspeicher.
Da das Verhéltnis von groflen zu kleinen Lingenskalen mit steigender Reynoldszahl sehr
schnell wichst, ist eine solche Simulation heutzutage nur fiir Stromungen mit niedrigen
Reynoldszahlen und auf einfachen Geometrien méglich [57, 58, 59]. Um die kleinsten
Turbulenzballen auflésen zu kionnen ist eine GittergroBe von h ~ v3/* nétig; bei einem
Einheitswiirfel sind das N = v~9/* Gitterpunkte und wiirde bei einer Reynoldszahl von
10* auf etwa 10° Gitterpunkte fiihren. Solche Gréenordnungen von Gitterpunkten werden
in nicht allzu ferner Zukunft sicherlich berechenbar sein, technisch relevante Probleme mit
Reynoldszahlen > 10° erfordern aber noch weitaus groflere Rechengitter. Auch wenn der
Anwendungsbereich der DNS noch sehr beschréinkt ist, so konnen die Resultate von DNS

'Die Kolmogorov-Linge ist definiert durch i = (v®/¢)'/*, wobei v die kinematische Viskositit und e
die turbulente Dissipation sind



Modellierung turbulenter Stromungen

Rechnungen sehr gute Dienste zum besseren Verstidndnis turbulenter Strémungsvorginge
und zum Testen und Entwickeln von Turbulenzmodellen leisten (z.B. [60, 61]).

Ein etwas einfacherer Ansatz die turbulenten Schwankungen in einem Strémungsfeld zu
beschreiben wird bei der Grobstruktursimulation (engl.: large eddy simulation LES) ver-
wendet. Es wird angenommen, dafl die sehr kleinen Turbulenzstrukturen relativ einfachen
molekulardynamischen Gesetzen gehorchen und ihr Einflul auf die gréfleren Strukturen
mit physikalischen Modellen beschrieben werden konnen. Die kleinen Turbulenzstrukturen
miissen daher nicht mit dem Rechengitter aufgelost werden und es kénnen im Vergleich
zur direkten Simulation deutlich grobere Gitter verwendet werden. Anwendung findet die
LES zum Beispiel bei der Simulation von geophysikalischen Strémungen oder bei Um-
stromungen einfacher Korper [62, 63, 64, 10, 65]. Aufgrund langer Rechenzeiten sind
Grobstruktursimulationen fiir die meisten technische Anwendungen momentan nur be-
dingt einsetzbar. Wegen der deutlich besseren Reprisentation der physikalischen Prozesse
gegeniiber den nachfolgend beschriebenen statistischen Turbulenzmodellen wird die LES
in nichster Zukunft mit steigender Rechnerleistung sicherlich immer weitere Verbreitung
finden.

Wie am Anfang des Kapitels erwdhnt wurde, ist es moglich, die zufilligen Schwankungen
der verschiedenen Stromungsgroflien statistisch zu behandeln. Dazu bedient man sich der
schon 1895 von Reynolds [66] vorgeschlagenen Aufteilung aller Gr68en in einen gemittelten
und einen fluktuierenden Anteil

=0+ . (2.1)

Bei der Durchfiihrung des Mittelungsprozesses mufl man nun verschiedene Zeitintervalle
unterscheiden. Zum einen muf} die zeitliche Mittelung der turbulenten Schwankungen aus-
reichend lange durchgefiihrt werden um statistisch aussagekriftige Werte fiir Mittelwert
und Varianz der Schwankungen zu erhalten, zum anderen diirfen zeitliche Anderungen
der nicht stationédren Stromung, die zum Beispiel aufgrund von instationdren Druckgradi-
enten hervorgerufen werden, nicht in den Mittelungsprozess einbezogen werden. Sind nun
T die turbulente Zeitskala und 75 die Grofenordnung der zeitlichen Verdnderungen im
Stromungsfeld, die nicht zur Turbulenz gezihlt werden sollen, so kann man mit

1 t+T
- f O dt (2.2)

t

einen Mittelwert definieren, wenn gilt T} < T' < T,. Wendet man diese Art von Mittel-
wertbildung nun auf Produkte zweier Groflen an, so erhilt man die Beziehung

[

U=V + PV . (2.3)

2.2 Die zeitlich gemittelten inkompressiblen Navier-
Stokes Gleichungen

Die Grundgleichungen der Stromungsmechanik sind die Erhaltungsgleichungen fiir Mas-
se, Impuls und Energie. Da sich diese Arbeit nur mit Stromungen unveridnderter Dichte
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befafit, wird die Energiegleichung hier nicht bendétigt und die inkompressible Form der
Erhaltungsgleichungen fiir Masse und Impuls

V-u = 0 (2.4)
ou
E+u-Vu+Vp—z/Au =0 (2.5)
im weiteren verwendet. Hierbei sind w, p und v der Geschwindigkeitsvektor, der reduzierte
Druck® und die kinematische Viskositiit. AuBere Kriifte wurden hier nicht beriicksichtigt.
Wendet man nun Gleichung (2.3) auf obige Erhaltungsgleichungen an, indem man u =
u+u' setzt, so erhélt man die zeitlich gemittelte Form der inkompressiblen Navier-Stokes
Gleichungen?®

Va = 0 (2.6)

Jou _ _
E—i—u-Vu—i—Vp—z/Au—V-T = 0. (2.7)
Der durch den Mittelungsprozess entstandene Term 7 = —u/ @ ' ist der sogenannte
Reynolds-Spannungs-Tensor mit den Komponenten 7;; = —ujuj. Wegen 7;; = 7;; handelt

es sich um einen symmetrischen Tensor mit vier Komponenten in zwei Raumdimensionen
bzw. sechs Komponenten in drei Raumdimensionen. Um das Gleichungssystem l6sen zu
konnen, miissen daher vier bzw. sechs neue Gleichungen gefunden werden. Dazu werden
die Momente der Impulsgleichung bestimmt, indem man (2.7) mit den Schwankungs-
groflen der Geschwindigkeit w’' multipliziert und das Produkt zeitlich mittelt. Dies fiihrt
dann zu den Reynolds-Spannungs-Transportgleichungen, die im dreidimensionalen Fall 22
neue Unbekannte enthalten [12]. Bedingt durch die Nichtlinearitit der Navier-Stokes Glei-
chungen, wird man bei der Bestimmung immer hoherer Momente immer wieder zusitz-
liche Unbekannte erhalten. Um das Gleichungssystem schlielen zu kénnen, miissen da-
her geeignete Naherungen fiir diese Unbekannten in Abhéngigkeit der bereits bekannten
Stromungsgroflen gefunden werden. Das ist nun die Aufgabe der Turbulenzmodellierung.

Seit den Anféngen der Turbulenzmodellierung Ende des letzten Jahrhunderts sind bis heu-
te eine sehr grofle Anzahl von Turbulenzmodellen von sehr unterschiedlicher Komplexitit
und fiir verschiedene Anwendungsbereiche entwickelt worden. Im folgenden Abschnitt soll
ein grober Uberblick iiber das Gebiet der Turbulenzmodellierung gegeben werden.

2.3 Ubersicht iiber die Turbulenzmodelle

Abgesehen von den komplexen Reynolds-Spannungs-Turbulenzmodellen, bei denen die
Komponenten des Reynolds-Spannungs-Tensors 7 mit Hilfe von Transportgleichungen

’Da in dieser Arbeit nur isotherme inkompressible Strémungen behandelt werden, wird mit p der
reduzierte Druck p = pgtat/p und nicht der statische Druck pgstat bezeichnet.

3Korrekterweise entsprechen die Navier-Stokes Gleichungen der Impulsgleichung. In der CFD Literatur
hat es sich jedoch eingebiirgert, das gesamte Gleichungssystem bestehend aus Kontinuitétsgleichung,
Impulsgleichung und eventuell Energiegleichung als Navier-Stokes Gleichungen zu bezeichnen.
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Modellierung turbulenter Stromungen

gel6st werden, wird iiblicherweise die Boussinesq Approximation
Tij = 214.Sij (2.8)

oder eine davon abgeleitete Form angewandt, um die Reynolds-Spannungen in Abhéingig-

keit einer turbulenten Viskositét v, und dem mittleren Hauptspannungstensor S mit den
Komponenten S;; = %(azj + 2—13) zu berechnen.

2.3.1 Algebraische Turbulenzmodelle

Setzt man nun Gleichung (2.8) in die zeitlich gemittelten Navier-Stokes Gleichungen (2.7)
ein, so erfordert nur noch die turbulente Viskositidt ein Modellierung in Abhéngigkeit
der bekannten Stromungsgrofen. Hierzu fiihrte Prandtl 1925 [67], analog zur mittleren
freien Weglénge in einem Gas, die Mischungslidnge [,,,;, ein und bestimmte die turbulente
Viskositét fiir eine Grenzschichtstromung mit

dUu
dy

2

Vt:l

Einen sehr einfachen Ansatz fiir die Mischungsldnge in einer Grenzschicht erhélt man mit

) ky oy <Ko
lm_{mS  yoms (2.10)

Diese Vereinfachungen spiegeln zwar keinesfalls die Komplexitét der physikalischen Pro-
zesse in einer turbulente Stromung wieder, es gibt aber doch eine Reihe von Anwendungen,
in denen weiterentwickelte Varianten obiger Anséitze zur Berechnung der Mischungslénge
und der daraus abgeleiteten turbulenten Viskositdt durchaus akzeptable Ergebnisse lie-
fern. Zu erwiihnen sind hierbei das Cebeci-Smith Modell [68], das Baldwin-Lomax Modell
[69] und das Johnson-King 1/2-Gleichungsmodell, das vor allem bei einfacheren kompres-
siblen Stromungen recht erfolgreich eingesetzt wird [70].

2.3.2 Eingleichungs-Turbulenzmodelle

Anstatt eine turbulente Geschwindigkeitsskala entsprechend (2.9) {iber die einfache Be-
ziehung vyip ~ lnip|0U/0y| zu bestimmen, schlug Prandtl 1945 [71] vor, die turbulente
kinetische Energie!

1

als dazu geeignete Grofle zu nehmen. Die turbulente Viskositéit erhédlt man dann mit

v, = const. - k%[ (2.12)

4Ublicherweise ist damit die spezifische turbulente kinetische Energie gemeint, also Energie pro Masse
mit der Einheit m?/s%.
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Ubersicht iiber die Turbulenzmodelle

In Abschnitt 2.2 wurde kurz erwidhnt, auf welche Weise die Differentialgleichungen fiir
die Reynolds-Spannungen hergeleitet werden kénnen. Nimmt man die Spur der Reynolds-
Spannungs-Transportgleichungen und addiert die Gleichungen entsprechend Gleichung
(2.11) so erhilt man die Transportgleichung fiir die kinetische turbulente Energie k

Ok Ok _ 0w 0 ( 0k 1
ot ]axk N ”833]- 6xj

il — p’u&) : (2.13)

Hierbei ist ¢ die Dissipation der turbulenten kinetischen Energie und ist durch

oul, ou;
E=V
&Uk 8xk

(2.14)

definiert und bestimmt den Betrag der turbulenten kinetischen Energie, der pro Zeitein-
heit in interne thermische Energie umgewandelt wird. Der erste Term auf der rechten
Seite von (2.13) wird als Produktionsterm bezeichnet, da dieser den Energietransfer vom
gemittelten Stromungsfeld zu den turbulenten Strukturen représentiert. Der Term mit
(.%jl/g—fj wird als molekulare Diffusion bezeichnet und ist der Anteil von k, der durch die
vom Stromungsmedium abhéngigen molekularen Transportprozesse bestimmt wird. Au-
Ber fiir sehr schwach turbulente Gebiete der Stromung, z.B. der wandnahe Bereich (siehe
Abschnitt 2.4), spielt dieser Term eine untergeordnete Rolle. Der Anteil der turbulenten
kinetischen Energie, der durch die turbulenten Schwankungsbewegungen transportiert

wird, wird durch den turbulenten Transportterm -2-u/u/u’ bestimmt. Der letzte Term in

Ox; 17t 7)
(2.13) wird als Druck-Diffusions Term bezeichnet und ergibt sich aus Korrelationen von
Druck- und Geschwindigkeitsschwankungen. Abgesehen vom Zeitterm und dem Konvekti-
onsterm auf der linken Seite von (2.13) sowie dem molekularen Diffusionsterm, enthalten
alle Terme aus dem Mittelungsprozess entstandene unbekannte Korrelationen, die mit

Hilfe geeigneter Ansétze modelliert werden miissen.

Wie schon fiir die algebraischen Turbulenzmodelle, wird auch fiir die Transportgleichung
von k, ausgehend von der Boussinesq Approximation (2.8), der Reynolds-Spannungs-
Tensor modelliert. Man erhélt mit der zuséitzlichen Forderung, daf§ die Spur des Reynolds-
Spannungs-Tensor sich entsprechend Gleichung (2.11) verhalten muf}

2
Tij = 21/t5’,~j — gk(sw . (2]_5)

Die beiden letzten Terme aus (2.13) werden meist zusammengefafit und mit einem Gra-
dienten-Diffusions Ansatz analog zu molekularen Transportprozessen (v0®/0x;) model-
liert. Diese fiihrt zu

| = vy Ok

—uuu” = 2.16
2uzuzu] +p u] o 8xj ) ( )
wobei o eine noch zu bestimmende Modellkonstante ist. Fiir den verbleibenden Term &
gibt es nun mehrere Md&glichkeiten. Uber eine reine Dimensionsbetrachtung erhélt man
¢ ~ k3?2 /1 und muf dann wiederum die turbulente Lingenskala [ bestimmen. Nimmt man
fiir die Léngenskala &hnliche Beziehungen wie in (2.10), so erhilt man eine geschlossene
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Modellierung turbulenter Stromungen

Form fiir (2.13) und muf diese partielle Differentialgleichung zusétzlich zu den Navier-
Stokes Gleichungen l6sen. Bekannte Vertreter dieses Typs von Eingleichungsmodellen sind
die Modelle von Wolfshtein [72] und Goldberg [73]. Einen zweiter Typ von Eingleichungs-
modellen wurde in den letzten Jahren wieder verstiarkt untersucht. Es handelte sich hierbei
um Eingleichungsmodelle basierend auf einer Transportgleichung fiir die turbulente Vis-
kositdt oder einer vergleichbaren Gréfle. Wie auch bei den k-Transportmodellen miissen
auch hier geeignete Annahmen fiir die Bestimmung der turbulenten Langenskala getroffen
werden. Zu erwihnen sind hier die Modelle von Baldwin und Barth [74] und von Spalart
und Allmaras [75].

Der Anwendungsbereich dieser Modelle geht aber trotzdem nicht sehr weit iiber den Be-
reich hinaus, in dem auch die algebraischen Modelle noch relativ gute Ergebnisse liefern.
Fiir Stromungen mit Ablésungen sind beide Modellklassen nur sehr beschriankt geeignet,
wobei aber die Eingleichungsmodelle sicherlich ein gréfieres Potential besitzen, um auch
fiir diese Strémungen eingesetzt werden zu kénnen. Auch der Ubergang von Grenzschicht-
stromungen zu freien Scherstromungen ist sehr schwierig zu handhaben.

2.3.3 Zweigleichungs-Turbulenzmodelle

Sicherlich den gréfite Anteil an Untersuchungen und Entwicklungen in der Turbulenzmo-
dellierung erfuhren in den letzten 25 Jahren die Zweigleichungs-Turbulenzmodelle. Diese
Modelle basieren nicht nur auf die Berechnung der turbulenten kinetischen Energie £k,
sondern auch auf die Berechnung einer turbulenten Lingenskala oder einer davon abgelei-
teten Grofle. Weitere Informationen iiber die Turbulenzstrukturen der zu simulierenden
Stromung sind daher nicht erforderlich. Die Vorgehensweise fiihrt im Gegensatz zu den
algebraischen oder Eingleichungs-Turbulenzmodellen zu einem , kompletten® Turbulenz-
modell. Allen Zweigleichungs-Turbulenzmodellen gemeinsam ist eine Transportgleichung
fiir £ (2.13) und eine Ndherung fiir den Reynolds-Spannungs-Tensor &hnlich (2.15). Fiir die
Gleichung zur Bestimmung der turbulenten Léngenskala gibt es jedoch mehrere Ansétze.
Abgesehen von Modellen fiir die Dissipation ¢, die die gréfite Verbreitung gefunden haben,
und fiir die spezifische Dissipationsrate w, gibt es noch Modelle die auf der turbulenten
Langenskala [ oder der turbulenten Dissipationszeit 7 basieren. Aus Dimensionsbetrach-
tungen heraus konnen folgende Beziehungen zwischen diesen Gréflen hergestellt werden:

e~ wk ~ K2/l ~ kT (2.17)

v~ ke ~ kjw ~ BV~ kT (2.18)

Die bekanntesten Vertreter der Zweigleichungsmodelle sind die sogenannten k-¢ und k-w
Modelle, die jeweils aus zwei Transportgleichungen und einer Gleichung fiir die turbulente
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Ubersicht iiber die Turbulenzmodelle

Viskositét 1, bestehen. Diese kdnnen in folgender Form geschrieben werden:

k- Modell
ok ok ou; 0 ok
i o T i bl 21
5 T U o Tij o, e+ o l(z/ + Vt/ak)axj] (2.19)
Oe Oe e Ou, g2 0 Oe
a + U]a—x] == CEI%Tija—l‘j - 052? + 8—1‘] [(V + Vt/UE)a—m.j] (220)
v, = c,k’/e (2.21)
k-w Modell
ok ok ou; 0 . | Ok
a + uja—{[j = sza ﬁ k‘ + a—x] [(V + 0o Vt)a—l‘j] (222)
ow ow w 8ui 5, 0 ow
— — = Q=T — — — 2.2
5 + u, oz; aijaxj Bw?® + o, [(V +0Vt)6xj] (2.23)
v = o'kjw . (2.24)

Auf die Modellkonstanten und diverse Erweiterungen obiger Gleichungen wird in den
nachfolgenden Abschnitten sowie im Anhang A niher eingegangen.

Im Vergleich zu den algebraischen Turbulenzmodellen und den Eingleichungsturbulenzmo-
dellen ist der Anwendungsbereich dieser Modelle deutlich gréfler zu sehen. Die Boussinesq
Approximation (2.8) oder deren Erweiterung (2.15), die allen bisher beschriebenen Mo-
dellen zugrunde liegt, ist aber nur giiltig, wenn es einen linearen Zusammenhang zwischen
7;; und S;; gibt. Dies ist aber zum Beispiel fiir Stromungen, in denen extreme Ande-
rungen des Hauptspannungstensors S auftreten oder bei starker Stromlinienkriimmung
nicht mehr erfiillt und fiihrt zu ungleichen Reynolds-Normalspannungen (u/u!). Beispie-
le hierzu sind Stromungen {iber gekriimmte Oberflichen, Stromungen mit Grenzschicht-
ablosung, drallbehaftete Stromungen und dreidimensionale Strémungen. Sowohl fiir die
k-¢ als auch fiir die k-w Modelle gibt es nun viele Korrekturterme, die fiir einen oder
mehreren dieser Stromungstypen verbesserte Simulationsergebnisse ermdglichen. Korrek-
turen fiir Stromungen iiber gekriimmte Winde enthalten beispielsweise Zusatzterme in
Abhéngigkeit des Geschwindigkeitsgradienten in der Grenzschicht und dem Kriimmungs-
radius [76, 77, 78|. Die Anwendung solcher fiir bestimmte Stromungen angepafiter Modelle
sollte aber mit duflerster Vorsicht durchgefiihrt werden und immer auf Ergebnisse geeig-
neter Experimente gestiitzt sein.

2.3.4 Nichtlineare Zweigleichungsmodelle

Eine Moglichkeit eine allgemeinere Bestimmung des Reynolds-Spannungs-Tensors zu er-
halten besteht darin, die Boussinesq Approximation als den ersten Term einer Funktio-
nenreihe anzusehen. Saffman [79] zeigte, daBl fiir inkompressible Stromungen eine solche
Erweiterung die Form

2 K
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Modellierung turbulenter Stromungen

haben sollte (€; = 1 (2% — %) ist die Wirbelstérke). Turbulenzmodelle, die eine solche
J [

oder dhnliche Erweiterung der Boussinesq Approximation beinhalten, werden als nichtli-

neare Zweigleichungsmodelle bezeichnet. Beispiele fiir nichtlineare k-¢ Modelle findet man

in [80, 13, 14] und fiir ein nichtlineares k-w Modell in [81].

2.3.5 Algebraische Reynolds-Spannungs-Modelle

Bildet man die Differenz zwischen dem konvektiven Term und dem turbulenten Trans-
portterm der Reynolds-Spannungs-Transportgleichungen erh#lt man nach einigen Ver-
einfachungen eine nichtlineare algebraische Gleichung, aus der der Reynolds-Spannungs-
Tensor bestimmt werden kann [82]. Eine hiufig verwendete Form dieser algebraischen
Gleichung ist

Tij 8Um . an 3uz 2 g 2

. (Tmn or. 6) = —Tik e Tjk o + 36% C’lk <Tm + 3k6,3> 226
Es werden hier also auch weiterhin zwei Transportgleichungen verwendet (fiir £ und ¢),
und zur Berechnung des Reynolds-Spannungs-Tensors muf ein lineares Gleichungssystem
fiir die Terme 7;; gelost werden. Wie aus (2.26) zu erkennen ist, werden die Koeffizien-
ten fiir dieses Gleichungssystem aus k, € und den Geschwindigkeitsgradienten bestimmt.
Modelle dieser Art werden als algebraische Reynolds-Spannungs-Modelle bezeichnet. Fiir
Stromungen mit Stromlinienkriimmung kénnen mit diesen Modellen oftmals deutlich bes-
sere Ergebnisse erzielt werden, als mit den linearen und nichtlinearen Zweigleichungsmo-

dellen [83, 84].

2.3.6 Reynolds-Spannungs-Modelle

Wie aus den bisherigen Abschnitten zu erkennen ist, kann die Boussinesq Approximation
bei weitem nicht fiir alle Stromungsfille sinnvoll eingesetzt werden, und auch Erweiterun-
gen dieser Approximation werden sicher niemals universellen Charakter haben konnen.
Wie schon in Abschnitt 2.2 erwidhnt wurde, kann man Momente der Navier-Stokes Glei-
chung bestimmen, indem man die Navier-Stokes Gleichungen mit einer fluktuierenden
Grofle multipliziert und davon den zeitlichen Mittelwert bildet. Durch geeignete Umfor-
mungen kommt man somit auf die exakte Form der Transportgleichung fiir die Reynolds-
Spannungen

aTi]’ aTi]’ a’LLj auz 0 87} i
= Tkt — Tikg— + €ij — Wij + 5— (Vo> + Ciji |
ot "om, 0w, om0 T g, \Vaw, TU 2.27)
oul  Ou;
TS | P e 2.28
mi y 4 <8xj+axi> ) ( )
ou' ou';
o= 2wt 2.29
“i Vaib'k 3xk ( )
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Modellierung des wandnahen Bereichs

Dadurch, da} Terme fiir Konvektion und Diffusion in einer solchen Transportgleichung
enthalten sind, werden Effekte der Stromungshistorie beziiglich der einzelnen Reynolds-
Spannungs-Komponenten mit einem solchen Modell erfa3t. Qualitativ werden auch Effek-
te wie zum Beispiel Stromlinienkriimmung und Drall durch die Konvektions- bzw. Pro-
duktionsterme beriicksichtigt. Mit Hilfe der Reynolds-Spannungs-Modelle kénnen somit
die Effekte auch komplexer Stromungen qualitativ wiedergeben werden. Eine im Vergleich
zu den Zweigleichungsmodellen noch groflere Zahl an Modellfunktionen und -konstanten
erfordert noch intensive Untersuchungen, um in Richtung eines ,universellen Reynolds-
Spannungs-Modells zu gelangen. Einen guten Uberblick iiber die physikalischen Aspekte
der einzelnen Terme in (2.27) findet man in [16] und Beispiele fiir Anwendungen und
Modellentwicklungen in [15, 85, 17, 86].

Um eine physikalisch realistische Simulation komplexer Stromungen durchzufiihren, wird
man nicht an den Reynolds-Spannungs-Modellen vorbeikommen kénnen. Vor allem dann,
wenn nicht die Mdoglichkeit besteht, anhand von vergleichbaren Experimenten eine Fein-
einstellung der Konstanten und Funktionen der Zweigleichungsmodelle vorzunehmen, ist
es wichtig ein einigermaflen universelles Turbulenzmodell zu verwenden. Die Reynolds-
Spannungs Modelle sind jedoch aufwendiger zu implementieren, und das entstehende
Gleichungssystem ist schwerer 16sbar als das eines Zweigleichungsmodells.

2.4 Modellierung des wandnahen Bereichs

Will man die Bereiche klassifizieren, in denen Turbulenz entsteht, so wird man diese meist
in freie und in wandgebundene turbulente Scherstromungen einteilen. Zu den freien tur-
bulenten Scherstromungen zidhlt man die Strahlstromungen und die Nachlaufstromungen.
Turbulenz entsteht hierbei durch Geschwindigkeitsgradienten, bedingt durch aneinander
stoflende Stoffstréme mit sehr unterschiedlichen Stromungsgeschwindigkeiten, und den
daraus resultierenden mittleren Schubspannungen. Die im Abschnitt (2.3.3) beschriebenen
Zweigleichungs-Turbulenzmodelle kénnen in dieser Form fiir freie turbulente Stromungen
angewandt werden. Es handelt sich hierbei um sogenannte Turbulenzmodelle fiir hohe
Reynoldszahlen (high Reynolds turbulence models).

Bei den wandgebundenen turbulenten Strémungen wird die Turbulenzstruktur dagegen
direkt durch das Vorhandensein einer Wand beeinflufit. Man kann hierbei wiederum zwei
Gruppen von wandgebundenen Strémungen unterscheiden, ezterne und interne Stromun-
gen. Externe Stromungen werden als die Strémungen bezeichnet, die um feste Korper flie-
en und nach auflen hin keine rdumliche Beschrinkung erfahren. Entlang dieser Korper
bilden sich in Stromrichtung ansteigende turbulente Grenzschichten und auflerhalb der
Grenzschicht liegt die ungestorte freie Stromung vor. Bei internen Stromungen dagegen
kann die Grenzschicht nur soweit anwachsen, wie es die begrenzenden Winde erlauben.
Hat man eine bereits entwickelte turbulente Stromung als Einstromprofil, so herrschen
meist im gesamten Rechengebiet Grenzschichtbedingungen.

Bei turbulenten Stromungen entlang einer glatten Wand wird die Turbulenz durch visko-
se Spannungen, die im nahen Wandbereich auftreten, beeinflufit. Weiter entfernt von der
Wand hat die molekulare Viskositéit, vorausgesetzt die Reynoldszahl ist ausreichend grof3,
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Modellierung turbulenter Stromungen

auf das Stromungsverhalten und die groflen Turbulenzstrukturen einen vernachlidffigharen
Einfluf}. Das Turbulenzverhalten ist dann vergleichbar mit dem einer freien Stromung.
Betrachtet man den #ufleren Bereich einer turbulenten Grenzschicht, so wird man Ahn-
lichkeiten zum Beispiel mit einer Strahlstromung erkennen kénnen.

Es ist daher sinnvoll, bei turbulenten Strémungen entlang festen Kérpern zwei Bereiche
zu unterscheiden. Ein wandnahes Gebiet, in dem die Stromung direkt durch die Zustdnde
an der Wand bestimmt wird — im Fall einer glatten Wand durch die Wandschubspannung
und molekularen Viskositit — und ein duferes Gebiet, in dem die Stromung nur noch
indirekt durch die Wandschubspannung beeinflufit wird. Die Ausdehnung des wandnahen
Gebiets betridgt ungefihr 15 % der gesamten Grenzschichtdicke.

Den wandnahen Bereich kann man wiederum in drei Bereiche unterteilen. In einer sehr
diinnen Schicht direkt an der Wand ist die Stromung hauptséchlich viskos. Diese Schicht
wird daher auch als viskose Unterschicht bezeichnet (engl.: viscous sublayer). Auflerhalb
dieser Schicht verschwindet der Einflufl der molekularen Viskositéit mehr und mehr und
, Triagheitseffekte” der Turbulenzballen beeinflussen die Hauptstromung fast ausschlief3-
lich. Diser Bereich wird der voll turbulente Bereich genannt (engl.: fully turbulent region)
und zwischen diesem Gebiet und der viskosen Unterschicht liegt der Ubergangsbereich
(engl.: buffer layer).

2.4.1 Dimensionslose Beschreibung der Grenzschicht

Da die Stromung im wandnahen Gebiet definitionsgemifl von der Wandschubspannung
abhéngt®, kann man die Annahme treffen, daf§ die mittlere Strémungsgeschwindigkeit
u durch den Abstand y von der Wand, der dynamischen Viskositit u = pr und der
Wandschubspannung 7, = udU/dy bestimmt wird [1]. Hierbei ist es sinnvoll eine die Ge-
schwindigkeit bestimmende Grofie, die sogenannte Wandschubspannungsgeschwindigkeit

Ur = \/Tw/p (2.31)

einzufithren. Aus Dimensionsbetrachtungen heraus kann man nun dimensionslose Gréfien
fiir die Geschwindigkeit u parallel zur Wand und den Wandabstand y mit

ut = ufu, und  yt =yu, /v (2.32)
definieren. Mit der Annahme pou, /0y = 7., ~ 7, ergibt sich dann
ut =yt (2.33)

fiir die viskose Unterschicht. Wenn man davon ausgeht, dafl die Grofle der Turbulenzbal-
len, die ja die turbulente Viskositit bestimmt, in der wandnahen Schicht linear mit dem
Wandabstand ansteigt (1, = ku,y), erhélt man die dimensionslose Geschwindigkeitsver-
teilung im voll turbulenten Gebiet mit der Gleichung®

1
vt =—-Inyt+B . (2.34)
K

5Dabei wird vorausgesetzt, dafl es sich um eine glatte Wand handelt, ansonsten spielt die Wandrau-
higkeit noch eine wichtige Rolle.

6Aus den Gleichungen des Prandtlschen Mischungsléingenansatzes 7., = [
erhilt man das selbe Ergebnis.

2 |d_uﬂ

miz | qy |y W0 Imiz = KY
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Modellierung des wandnahen Bereichs

Wegen (2.34) wird das voll turbulente Gebiet oftmals auch als das logarithmische Gebiet
bezeichnet. Will man eine Niherung fiir das Geschwindigkeitsprofil im Ubergangsbereich
erhalten, so sollten zum einen die physikalischen Effekte beriicksichtigt werden und zum
anderen ein glatter Ubergang zu den Gleichungen (2.33) und (2.34) gewihrleistet sein.
Hierzu gibt es mehrere Vorschlige, eine recht einfache Form erhilt man mit

1
ut = — tanh(k,y") (2.35)
K1
mit k; = 0.0688.

Fiir den &ufleren Bereich kann Gleichung (2.34) nicht mehr eingesetzt werden, da die
dafiir getroffenen Annahmen in diesem Bereich nicht mehr giiltig sind. Experimentell
konnte jedoch gezeigt werden, dafl eine Gleichung in der Form

U7 8% _ (%) (2.36)

Uy

fiir diesen Bereich eine dimensionslose Geschwindigkeitsverteilung erlauben sollte. Glei-
chungen dieser Form werden als Geschwindigkeits-Defekt-Gesetz bezeichnet und beschrei-
ben den gesamten turbulenten Bereich der Grenzschicht, d.h. sowohl den voll turbulenten
Bereich des wandnahen Bereichs als auch den sufieren Bereich. Ahnlich (2.34) beschreiben
auch die Gleichungen fiir das Geschwindigkeits-Defekt-Gesetz ein logarithmisches Verhal-
ten

ujo—qu:—Aln%wLB : (2.37)

Auch die Turbulenzgréfien kénnen mit Hilfe der Wandschubspannung dimensionslos be-
trachtet werden. Daraus ergeben sich folgende Normierungen:

I,/
', eV
=t und et =

2
uz

+
uju; il (2.38)
Wie die Geschwindigkeitsverteilung innerhalb einer Grenzschicht aus (2.33)-(2.36) be-
schrieben werden kann, ist in Abb. 2.1 dargestellt.

2.4.2 Wandfunktionen

Wendet man ein Turbulenzmodell fiir hohe Reynoldszahlen ohne grenzschichtabhéingige
Korrekturen zur Simulation einer turbulente Grenzschichtstromung an, so erhélt man mit
Ausnahme der k-w Modelle eine sehr stark von (2.33) und (2.34) abweichende Geschwin-
digkeitsverteilung. Es sind daher Dampfungsfunktionen notwendig, die eine korrekte Inte-
gration der viskosen Unterschicht erlauben. Die Wahl dieser Ddmpfungsfunktionen hingt
jedoch von vielen Parametern ab und hat einen groflen Einflufl auf die Berechnung der ge-
samten Grenzschicht. Eine Moglichkeit, die Berechnung und somit Auflésung der viskosen
Unterschicht zu umgehen, besteht darin, das Rechengitter erst gar nicht bis in die vis-
kose Unterschicht hineinreichen zu lassen und geeignete Randbedingungen fiir einen sich
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****(a)U1=y+ .
300 - (b) u” = 1/0.0688 tanh(0.0688 y") P
—— (©)u"'=1/041In(y) +5.5 -
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Abbildung 2.1. Niherungsfunktionen fiir die Geschwindigkeitsverteilung einer Grenzschicht
in dimensionslosen Koordinaten: (a) viskose Unterschicht; (b) viskose Unterschicht und Uber-
= 5000).

gangsbereich; (c) voll turbulente Zone; (d) duflerer Bereich (fiir u! .

noch in der logarithmischen Zone befindlichen Punkt zu finden. Die Randbedingungen
fiir die Geschwindigkeit und die Turbulenzgréfien am wandnéchsten Knotenpunkt oder
dem wandnéchsten Kontrollvolumen erhilt man, indem man aus Stromungszusténden
in Wandnidhe die Wandschubspannung w, bestimmt und dann mit N&herungsfunktio-
nen, dhnlich den in Abschnitt 2.4.1 beschriebenen, die Randbedingungen berechnet. Diese
Niherungsfunktionen werden als Wandfunktionen bezeichnet [87].

Da die oben beschriebenen Né&herungsfunktionen eigentlich nur fiir einfache Grenzschicht-
stromungen ohne ausgeprigte Druckgradienten oder Ablésung giiltig sind, ist der Einsatz
von Wandfunktionen fiir komplexe Geometrien und Stromungsverhiltnisse nur bedingt zu
empfehlen. Andererseits vereinfachen Wandfunktionen die numerische Simulation wandge-
bundener Stromungen erheblich, und trotz zum Teil unzuléssiger Vereinfachungen erhélt
man oftmals akzeptable Ergebnisse.

2.4.3 Low-Reynolds Turbulenzmodelle

In der vorliegenden Arbeit wurden ausschlieflich Low-Reynolds Turbulenzmodelle un-
tersucht, die eine Berechnung der gesamten Grenzschicht bis in die viskose Unterschicht
hinein erlauben. Deshalb soll hier etwas ausfiihrlicher auf diese Modelle eingegangen wer-
den.
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2.4.3.1 k- Modelle mit Dadmpfungsfunktionen

Da das k- Modell in der Form fiir hohe Reynoldszahlen eine unrealistisch hohe Turbulenz-
produktion in der viskosen Unterschicht und der daran anschlieBenden Ubergangsschicht
bewirkt, wurde versucht mit Hilfe von geeigneten Dampfungsfunktionen das Modellver-
halten in diesem Bereich zu verbessern. Die ersten Modifikationen fiir das k-¢ Modell von
Launder und Spalding [87] wurden von Jones und Launder [16] vorgeschlagen. Weite Ver-
breitung haben auch die Modelle von Launder und Sharma [88], Lam und Bremhorst [89],
Chien [90], Yang und Shih [91] gefunden. Diese Aufzihlung ist jedoch bei weitem nicht
vollsténdig. Als Variablen zur Steuerung der Dampfungsfunktionen, die hier mit fy, fo, f,,
€% und E bezeichnet werden, werden in den meisten Fillen der normierte Wandabstand
y™ oder die dimensionslosen turbulenten Reynoldszahlen

k
und R, = \/_y

EV 14

k2
Rt:—

(2.39)

verwendet. Die Transportgleichungen fiir £ und ¢ (2.19) und (2.20) kénnen in allgemeiner
Form mit

ok ok ouw 9 Ok
a"‘uja—x] = sza—xj— (5 +6)+8—1‘] l(V+Vt/Uk)a—%] (240)
Oe Oe e Ou;

g? 0 O
- CazfQE + B+ [(l/ + Vt/ag)a—xj] (2.41)

ot T ligy, = Caligmig, or;

dargestellt werden und die turbulente Viskositidt aus (2.21) berechnet sich dann mit
v, = Cufuk?/e . (2.42)

Die Dampfungsfunktionen des Chien k- Modells sind im Anhang A.1 gegeben. Ein gut do-
kumentierter Vergleich von acht verschiedenen Zweigleichungs-Turbulenzmodellen wurde
in [92] durchgefiihrt. Es zeigte sich, daf die k- Turbulenzmodelle mit Ddmpfungsfunk-
tionen zwar einen mehr oder wenig korrekten Wert fiir B in Gleichung (2.34) liefern, aber
keinen Einflufl auf das schlechte Verhalten bei Stromungen mit stark verzégerten Grenz-
schichten (engl.: adverse pressure gradient flows) haben. Kritisch zu betrachten sind aber
auch alle Dampfungsfunktionen, die Funktionen von y* oder R, sind, da diese den Wan-
dabstand bené6tigen und eine Berechnung des Wandabstandes fiir komplexe Geometrien
aufwendig sein kann.

2.4.3.2 Zwei-Schichten k-¢ Modelle

Wie im vorhergehenden Abschnitt zu sehen war, werden die Ddmpfungsfunktionen vor
allem fiir die Transportgleichung der Dissipation benotigt. Desweiteren haben die Damp-
fungsfunktionen die Aufgabe, eine Balance zwischen Turbulenzproduktion und Dissipation
zu schaffen, so dafl im voll turbulenten Bereich eine Geschwindigkeitsverteilung entspre-
chend Gleichung (2.34) gewéhrleistet ist. Anstatt nun Dampfungsfunktionen zu verwen-
den, um die Transportgleichung fiir € geeignet zu modifizieren, wird bei den Zwei-Schichten
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k-e Modellen in der wandnahen Schicht eine Berechnung mit der e-Transportgleichung ver-
mieden, indem empirische Gleichungen zur Bestimmung der Verteilung der turbulenten
Dissipation eingesetzt werden. Wéhrend also im Gebiet hoher Reynoldszahlen — in dem
die molekulare Viskositéit keine Rolle mehr spielt — die Standard-Gleichungen fiir £ und
£ (2.19) und (2.20) eingesetzt werden, wird im wandnahen Bereich die Gleichung fiir die
kinetische turbulente Energie unverdndert verwendet und fiir die turbulente Dissipation
werden algebraische Gleichungen eingesetzt. Da die turbulente Dissipation im wandnahen
Bereich sich um mehrere Groflenordnungen verédndert, erfordert die Berechnung der e-
Transportgleichungen eine sehr feine Diskretisierung in diesem Bereich. Mit algebraischen
Ansitzen fiir die turbulente Dissipation ist eine solche Gitterauflosung nicht notwendig.
Dies hat dariiberhinaus auch einen positiven Einflu} auf das Konvergenzverhalten und
die Stabilitdt der Simulation.

Bei den meisten Zwei-Schichten k- Modellen wird der lokale Turbulenzzustand in der
wandnahen Schicht durch die Geschwindigkeitsskala k'/? und die Lingenskala [ bestimmt.
Die turbulente Viskositéit und die turbulente Dissipation werden mit

v = c,k?l, und (2.43)
e = KL, (2.44)

ermittelt, wobei die Léngenskalen [, und /., die sich nur sehr nahe an der Wand unter-
scheiden, mit den empirischen Formeln

l, = qy(l—-exp(—Ry,/A,)) und (2.45)
l. = qy(l—exp(—Ry/A:)) (2.46)

abhéngig vom Wandabstand y und von der turbulenten Reynoldszahl R, = kY 2y /v be-
stimmt werden. Die Berechnung dieser Léngenskala, dhnlich den van Driest Dampfungs-
funktionen [1], basieren auf dem Eingleichungs-Turbulenzmodell von Wolfshtein [72]. Der
Ubergang vom Eingleichungsmodell zum Zweigleichungsmodell fiir hohe Reynoldszahlen
sollte im Bereich 150 < R, < 250 liegen, um einen glatten Verlauf von € und v, zu gewéhr-
leisten. Dies entspricht fiir Grenzschichtstromungen einem Wandabstand von y* a2 80 und
einem Verhéltnis von turbulenter zur molekularer Viskositdt von ungefihr 20 bis 40. Be-
kannte Turbulenzmodelle von diesem Typ sind die Modelle von Chen und Patel [93] und
Rodi [94].

Nach Durbin [95] entfillt die Notwendigkeit von Dampfungsfunktionen, wenn man an-
statt k'/2 die Normalschwankungen (v'2)!/? als Geschwindigkeitsskala verwendet. Beim
Zweischichten-Modell von Rodi et al. [61] wird dadurch vor allem im Bereich sehr nahe
der Wand eine deutlich bessere Représentation der turbulenten Dissipation £ ermdglicht.
Zusitzlich wird ein besseres Konvergenzverhalten konstatiert. Die Normalschwankung v"2
ist hierbei durch die Beziehung

2
— =465 107°R2 +4.00- 10~*R, (2.47)

gegeben, die durch Anpassung an DNS Daten erhalten wurde.
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2.4.3.3 Low-Reynolds k-w Modell

Ein grofler Vorteil der k-w Modelle gegeniiber den k-¢ Modellen besteht darin, dal das
k-w Modell fiir hohe Reynoldszahlen im Gegensatz zum k-¢ Modell bis zur Wand hin
integriert werden kann, ohne dal man Dampfungsfunktionen bendétigt, die die Losung des
Gesamtsystem deutlich erschweren kénnen. Um jedoch Effekte niedriger Reynoldszahlen,
wie zum Beispiel Transition, besser zu reproduzieren, schlug Wilcox [96] eine Abhéngigkeit
der Modellkonstanten in (2.22-2.24) von der turbulenten Reynoldszahl R, = k/wv vor.
Dadurch wird eine recht genaue Vorhersage des Transitionspunkts ermoglicht. Bei den
meisten k-¢ Modellen hingegen wird die Transition bei Reynoldszahlen vorhergesagt, die
um mindestens eine Gréfenordnung zu niedrig ist [97].

2.4.3.4 SST k-w Modell

Eine sehr interessante Modellfamilie, die die Vorteile des k-w Modells und des k- Mo-
dells beinhalten soll, wurde von Menter [98] vorgeschlagen. Da das k-w Modell vor al-
lem im Hinblick auf numerische Stabilitdt im Bereich der viskosen Unterschicht dem k-¢
Modell vorzuziehen ist, wird es bei allen Modellvarianten in diesem Bereich eingesetzt.
Obwohl einige k-¢ Modelle und auch das Low-Reynolds k-w Modell eine eher den DNS
Daten entsprechende Verteilung der turbulenten kinetischen Energie im wandnahen Be-
reich aufweisen, so fiihrt dies jedoch nicht zwangslédufig zu einer verbesserten Verteilung
der turbulenten Viskositit und somit der mittleren Geschwindigkeit. In der voll turbulen-
ten Zone sind die Simulationsergebnisse fiir kompressible Stromungen oder Strémungen
mit verzogerten Grenzschichten” mit einem k-w Modell meist besser als mit k-= Modellen
[99].

Im duBleren Bereich der Grenzschicht zeigt sich beim k-w Modell jedoch eine sehr starke
Abhéngigkeit der turbulenten Viskositit vom Fernfeldwert von w auflerhalb der Grenz-
schicht. Sowohl fiir Grenzschichtstromungen als auch fiir freie Scherstromungen konnte
gezeigt werden, daf die turbulente Viskositét sich um tiber 100 % verdndern kann, indem
einfach der Fernfeldwert von w herabgesetzt wird [100]. Dieses unerwiinschte Verhalten
tritt beim k- Modell nicht auf, es wird deshalb im &dufleren Bereich und auflerhalb der
Grenzschicht eingesetzt. Da anhand der Gleichungen nicht zu erkennen ist, ob ein Mo-
dell eine starke Abhingigkeit vom Fernfeldwert aufweist, wird in [98] empfohlen jedes
Turbulenzmodell auf diese Eigenschaft hin zu untersuchen.

Verwendet man fiir die viskose Unterschicht und die voll turbulente Zone das k-w Modell
und fiir den &ufleren Bereich das k-¢ Modell, so erhiilt man das sogenannte Baseline Modell
[98]. Hierzu mufl das k-¢ Modell in eine k-w Formulierung transformiert werden

ok ok ou; 0 ok

e = Tt — Bhw 4 —— Up) e 2.4
5 + u,; o, Tij o, G kw + o [(l/ + o Vt)axj] (2.48)
Ow Ow w  Ouy , 0 Ow 1 0k Ow
e = amget = Pl 42,27 (24
ot U 0 akT” 0z fu”+ 0 l(y + o) 81731 + Uw Oz ; Ox;  (2:49)

Tengl.: adverse pressure gradient
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wobei die Konstanten zum Teil vom k-w Modell abweichende Werte aufweisen. Der letzte
Term in Gleichung 2.49 wird als Kreuzdiffusionsterm bezeichnet. Ein bei der Transfor-
mation zusitzlich entstehender Diffusionsterm kann vernachléissigt werden. Es wird nun
eine Funktion Fj eingefiihrt, die eine Gewichtung fiir das k-¢ und das k-w Modell derart
beschreibt, daf fiir F; = 0 die k- Gleichungen und fiir F} = 1 die k-w Gleichungen gelten.
Somit miissen (2.22) u. (2.23) mit F; und (2.48) u. (2.49) mit (1 — F}) multipliziert und
dann addiert werden. Setzt man noch /v, = aw/k, so erhilt man das Baseline Modell
mit

ok ok ou; . 0 . Ok
Ow ow v _ Oy , 0 Ow
ot g 0 oy Tij 0 pu”+ 0z [(l/ + Uyt)ﬁxj]

1 0k Ow
2(1 — F e —— ——
+2( 1)k fw 0z ; Ox; ’

(2.51)
wobei alle Konstanten noch jeweils abhingig von Fj sind. Wenn Cj_. bzw. Cj_,, jeweils

einer Konstanten des k-¢ bzw. des k-w Modells entsprechen (z.B. (3, o usw.), so erhilt
man C fiir das Baseline Modell aus C' = FiCy-, + (1 — F})Cj_..

Bei der Simulation turbulenter, stark verzogerter Grenzschichtstromungen ist jedoch nicht
nur das Modellverhalten in der voll turbulenten Zone ausschlaggebend, sondern auch die
Wiedergabe der korrekten turbulenten Viskositéit im Nachlaufgebiet. Solche Konfigura-
tionen, die zu Ablosung und Wiederanlegen der Stromung fiithren, treten zum Beispiel bei
Tragfliigelumstromungen mit hohem Anstellwinkel oder in Diffusoren auf. In [70] konnte
gezeigt werden, dafl mit dem Johnson-King Modell fiir solche Strémungen deutlich bessere
Ergebnisse erzielt werden kénnen, als mit anderen algebraischen Turbulenzmodellen, da
dieses eine deutlich geringere turbulente Viskositéit im Nachlaufbereich vorhersagt. Hinter
dem Johnson-King Modell steckt Bradshaws Annahme, die turbulente Viskositéit so zu
bestimmen, daf§ die Scherspannung 7 sich in einer Grenzschicht linear zur turbulenten
kinetischen Energie verhilt

T =ak . (2.52)
Bei den meisten Zweigleichungsmodellen erhilt man aber die Scherspannung mit

=1, (2.53)

Produkti
7 = [Produktion: , 259
Dissipation,,

umgeformt werden kann. Soll Bradshaws Annahme gelten, so miiiten Produktion und
Dissipation von k ungefihr gleich sein, dies ist aber bei Stromungen mit stark verzogerten

die nach [101] in
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Grenzschichten nicht der Fall, da dort die Produktion von £ deutlich grofier sein kann als
die Dissipation. Dies fiihrt dann zu iiberméfig hohen Werten fiir 7. Um Gleichung 2.52
zu erfiillen, wird beim sogenannten shear stress transport (SST) Modell von Menter [98]
die turbulente Viskositidt durch

ak

= 2.55
"t max(aw; QFy) (2:55)

bestimmt. Die Funktion F; sorgt dafiir, daf} bei freien Scherstrémungen die dort ungiiltige
Bradshaw-Annahme ausgeblendet wird (Fy, = 0 — 1, = k/w). Die Transportgleichungen
fiir das SST-Modell entsprechen den Gleichungen (2.50) u. (2.51)des Baseline-Modells.
Die Konstanten und die Funktionen F} und F5 sowohl fiir das Baseline Modell als auch
fiir das SST-Modell sind im Anhang A gegeben.

Uber Variationen von F; und F, ergeben sich nun eine Reihe von Md&glichkeiten. Fiir freie
Scherstromungen erhélt man wegen F; = F, = 0 praktisch das auf die k-w Formulierung
transformierte k-¢ Modell fiir hohe Reynoldszahlen. Setzt man F, = 0 wird Bradshaws
Annahme aufler Kraft gesetzt, es ergibt sich also damit das Baseline-Modell. Da die Funk-
tion F; den Ubergang von k-w Modell zu k- Modell bestimmt, kann durch Verfinderung
von F; der Ubergang anstatt zwischen voll turbulenter Zone und #uflerer Schicht auch
zwischen viskoser Unterschicht und voll turbulenter Zone stattfinden. Daraus resultiert
dann ein k- Modell, das fiir die viskose Unterschicht anstatt von Dampfungsfunktionen
(sieche Abschnitt 2.4.3.1) das k-w Modell mit seinen besseren numerischen Eigenschaften
verwendet (s. Anhang A.5).
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3 Diskretisierung

3.1 Ubersicht iiber die Diskretisierungsverfahren

Die im vorhergehenden Kapitel beschriebenen Transportgleichungen fiir die Reynolds ge-
mittelten inkompressiblen Navier-Stokes Gleichungen (2.6)-(2.7) und die Turbulenzglei-
chungen fiir ein Zweigleichungs-Turbulenzmodell, z.B. (2.40) und (2.41), kénnen verein-
facht mit folgenden drei Erhaltungsgleichungen dargestellt werden:

88_1: +u-Vu+Vp—-—vAu—-V(p,Vu) = 0 (3.2)
0P
e +u-V® -V ([ xVP) = Q (3.3)

Hierbei ist @ der Vektor der skalaren Transportgroen — z.B. ® = (k, ¢) beim k- Modell
— und L. und @ reprisentieren die Diffusionskoeffizienten und Quellterme. Der Diffusi-
onskoeffizient T'eg ergibt sich aus einem laminaren und turbulenten Anteil T'eg, = v+14/0;.
Da fiir dieses System partieller Differentialgleichungen keine analytische Losung moglich
ist, muf} das Gleichungssystem numerisch gelost werden; d.h. es wird eine Losung auf dis-
kreten Punkten, den Gitterpunkten, gesucht. Das gesamte Rechengebiet wird daher mit
einem geeigneten Gitter iiberzogen, und es wird ein Gleichungssystem fiir die abhingi-
gen Variablen u, p und @ in den Gitterpunkten aufgestellt. Die Darstellung analytischer
Gleichungen auf den Gitterpunkten wird Diskretisierung genannt. Man unterscheidet in
der Stromungsmechanik im allgemeinen zwischen Finite Differenzen, Finite Elemente und
Finite Volumen Diskretisierungen. Sehr anschauliche Einfiihrungen dieser Methoden fiir
stromungsmechanische Probleme werden in [18] und [102] gegeben. Die Finite Differen-
zen Methode ist die sicherlich am weitesten verbreitete Diskretisierungsmethode in der
Stromungsmechanik. Sie ist selbst fiir Raumdiskretisierungen héherer Ordnung einfach zu
implementieren, erfordert aber ein strukturiertes Gitter. Die Finite Element Methode hat
ihren Ursprung zwar in der Strukturmechanik, wird aber seit den 70er Jahren auch in der
Stromungsmechanik eingesetzt. Allgemeine Einfiihrungen dazu finden sich in [103] und
[104]. Losungsverfahren der Navier-Stokes Gleichung basierend auf der Finite Element
Methode werden zum Beispiel in [105, 106, 107, 20] vorgestellt.

Bei den Grundgleichungen der Stromungsmechanik handelt es sich um Gleichungen, die
die Erhaltung von Masse, Impuls und skalaren Gréflen in einem von einer geschlossenen
Fliche umgebenden Volumen ausdriicken. Die Diskretisierung dieser Gleichungen in Inte-
gralform ist somit die natiirlichste Methode die Erhaltung dieser Groflen zu gewéhrleisten,
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Abbildung 3.1. Verschiedene Finite Volumen Ansitze. (a) Zellen-zentrierte Finite Volumen;
(b) Zell-Knoten Finite Volumen; (c) knotenbasierte Finite Volumen.

da dabei die Erhaltung in jedem diskretisierten Teilgebiet implizit gefordert wird. Darauf
basiert die Methode der Finite Volumen.

Wenn (2 das betrachtete Volumen ist und S die das Volumen umschliefende Fldche mit
dem Normalenvektor S ist, so erhalten die Gleichungen (3.1)-(3.3) in Integralform ge-
schrieben folgende Form:

SBu-dS =0 (3.4)

% judQ + gﬁ(u ® u)dS + gﬁpds - VSB(VU) -dS — SB(VtV“) +dS =0 (3.5)

% j &dQ + gj(u . ®) - dS — gi(FeffV@) -dS = deQ (3.6)

Das gesamte Rechengebiet wird nun in sogenannte Kontrollvolumen aufgeteilt. Es gibt
hierbei mehrere Moglichkeiten, wie man diese Kontrollvolumen den Knotenpunkten zu-
ordnen kann [102]. Einige iibliche FV-Diskretisierungen sind in Abb. 3.1 dargestellt. Von
links nach rechts handelt es sich um Zellen-zentrierte, Zell-Knoten und knotenbasierte
Finite Volumen. Bei der Zellen-zentrierten Methode kann nur eine stiickweise konstante
Interpolation eingesetzt werden, wihrend die beiden anderen Verfahren stiickweise lineare
oder bilineare Interpolationen erlauben. Bei der in dieser Arbeit verwendeten Diskretisie-
rung handelt es sich um eine knotenbasierte Finite Volumen Methode. Gegeniiber den
Zell-Knoten Verfahren zeichnet sie sich vor allem durch eine einfachere Behandlung der
Aufwind-Diskretisierung aus, die teilweise von den Finiten Differenzen Verfahren {iber-
nommen werden kann. Dadurch dafl die Finite Volumen Zellen aus einem Finite Element
Gitter bestimmt werden, aber nicht wie bei der Zell-Knoten Methode identisch mit den
Elementen sind, spricht man hier auch von einem dualen Boxgitter bzw. von einem dualen
Finite Volumen Verfahren.

3.2 Die knotenbasierte Finite Volumen Methode

Die im Rahmen dieser Arbeit implementierte Finite Volumen Diskretisierung fiir die in-
kompressiblen Navier-Stokes Gleichungen basiert auf der Arbeit von Raw et al. [26]. Dabei
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Teilkontrollvolumen (TKV)

Integrationspunkt (ip)
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. \
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Abbildung 3.2. Darstellung eines Kontrollvolumens

konnte ein grofier Teil der von Rentz-Reichert [108] in das Programmsystem UG imple-
mentierten Diskretisierung von [23, 109] {ibernommen werden.

Da in dieser Arbeit nur zweidimensionale Stromungen behandelt wurden, beschrinkt sich
die Zerlegung des Rechengebiets in Dreiecks- und Viereckselemente. Die diskreten Werte
der zu bestimmenden Groflen u, p und ® befinden sich auf den Gitterpunkten. Jedem
Gitterpunkt ist ein Kontrollvolumen zugeordnet, welches man erhilt, indem man die Sei-
tenmitten der Elemente mit ihrem Schwerpunkt verbindet. Ein Element besitzt somit fiir
jeden seiner Knotenpunkte ein viereckiges sogenanntes Teilkontrollvolumen (TKV). Alle
an einem Knotenpunkt angrenzenden TKYV bilden dann zusammen das dem Knotenpunkt
zugeordnete Kontrollvolumen KV (siehe Abb. 3.2). Die Seitenmittelpunkte der Kontroll-
volumen werden als Integrationspunkte (ip) bezeichnet, da an diesen die Fliisse in das
Kontrollvolumen bestimmt werden. In Abbildung 3.2 ist die Aufteilung der Elemente in
TKYV und die Lage der Integrationspunkte dargestellt.

Die Assemblierung erfolgt in einer bei Finiten Elementen {iblichen Form. Es werden alle
Elemente durchlaufen und die im Element lokal bestimmten Fliisse den entsprechenden
Kontrollvolumen zugeordnet. Ein an einem Integrationspunkt berechneter Flufl wird da-
her mit verdndertem Vorzeichen jeweils zwei Knotenpunkten, bzw. Kontrollvolumen, zu-
geordnet. Dadurch wird die Fluflerhaltung numerisch exakt erfiillt. Eventuell auftretende
Quellterme werden bei der Assemblierung entweder auf Elementebene in den Mittelpunk-
ten der TKV bestimmt oder an den Knotenpunkten direkt ermittelt.

Bei Elementen, die sich auf dem Rand des Rechengebietes befinden, miissen noch zusétz-
liche auf dem Rand liegende Integrationspunkte eingefiihrt werden, an denen die Fliisse
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Abbildung 3.3. Darstellung eines Randkontrollvolumens

in oder aus dem Gebiet berechnet werden kénnen. Wie in Abbildung 3.3 zu sehen ist,
begrenzen die auf diesen Randintegrationspunkten liegenden Elementseiten ein Randkon-
trollvolumen.

Die diskrete Form der Integralgleichungen (3.4) - (3.6) beziiglich eines Kontrollvolumens
erhilt man, indem man die Oberflichenintegrale als Summe der Integrale der Teilfichen
des Kontrollvolumens bestimmt und die aus den Quelltermen resultierenden Volumenin-
tegrale als Summe der Integrale der Teilkontrollvolumina ermittelt:

> (Su)lp = 0(3.7)

ip

|i\tf|(u u®)|kp + Z (S w)ul;y + Z pS)|ip — Z (ve (S-V) ) |;, = 0 (3.8)
|Ii\t/|((1) (}0 P+Z(S'u)q)|il’_z(Feff(s'v)q)) |ip_ Z |TKV| Q|TKV =0 (3.9)

ip ip TKV

Hierbei sind in zwei Raumdimensionen |[KV|, |TKV| und S die Fliche des Kontrollvolu-
mens, die Fliche eines am Knotenpunkt angrenzenden Teilkontrollvolumens und der aus
dem TKYV gerichtete Normalenvektor mit |S| = Liinge der Seite. Mit u® und ®° werden
die Groflen des alten Zeitschritts bezeichnet. Der molekulare und turbulente Anteil der
Viskositéit ist mit veg = v + v; zusammengefaf3t worden.

In den folgenden Abschnitten werden die hier verwendeten Approximationen der einzelnen
Terme aus (3.7)-(3.9) beschrieben.

3.2.1 Néiherung einer Grofle am Integrationspunkt

Fiir die Konvektionsterme in (3.8) und (3.9), den Druckgradienten in (3.8) sowie fiir

die Diffusionskoeffizienten v.g und Ty werden Niherungswerte fiir w, p und ® an den
Integrationspunkten benétigt. Eine Niherung mit O(h?) Genauigkeit erhiilt man mit der
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bilinearen Interpolation
D\, = Z Nilip®; (3.10)
i=1

innerhalb des Elementes. N;|;, sind die entsprechenden Finite Element Formfunktionen
fiir die n Knotenwerte beziiglich des Integrationspunktes ¢p. Der Wert am Integrations-
punkt wird somit von allen Elementknotenpunkten beeinfluf}t. Bei einem strukturierten
Vierecksgitter wird dementsprechend der Flufl durch das Kontrollvolumen an acht Inte-
grationspunkten bestimmt, und es ergibt sich ein 9-Punkt Stern fiir die Matrixeintréige
des Knotenpunktes.

3.2.2 Niherung eines Gradienten am Integrationspunkt

Die Ableitung einer Grofle am Integrationspunkt wird fiir die Diffusionsterme in (3.8) und
(3.9) benotigt und kann mit Hilfe der Ableitungen der bilinearen Formfunktionen Nj|;,
des Elements beziiglich der Knotenwerte bestimmt werden (siehe z.B. [110])

0 " ON;
a—xkq>|,~,, =Y a—xkhpq% ) (3.11)

=1

Diese Niherung ist fiir beliebige Gitter O(h) und fiir ein orthogonales Gitter O(h?).

3.2.3 Naiaherung des Massenterms und der Quellterme

Der Zeitterm 0®/0t wird mit einer einfachen riickwérts Euler Nidherung erster Ordnung
diskretisiert. Man erhélt also

0
| =7~ [KV|(@ = )i - (3.12)
KV

Die Quellterme werden im Gegensatz zum Zeitterm in den Mittelpunkten der Teilkon-
trollvolumina ausgewertet. Die Berechnung an diesen Punkten erfolgt mit entsprechenden
Interpolationsfunktionen dhnlich (3.10) und (3.11). Dann koénnen die Beitréige aller TKV
eines Knotenpunktes aufaddiert werden.

ntkv

J Qo = Z ITKV;| Qa|TxYV, - (3.13)
KV i=1

3.2.4 Reduktion der Matrixeintrige

Die Gleichungen (3.10), (3.11) und (3.13) fiithren bei einem strukturierten Vierecksgitter
jeweils zu einem 9-Punkt Stern. Ein etwas weniger genaues aber dafiir einfacher zu l6sendes
Gleichungssystem erhélt man durch folgende Reduktion auf einen 5-Punkt Stern [26].
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Anstatt mit (3.10) kann man den Wert am Integrationspunkt aus dem Mittelwert der bei-
den benachbarten Knotenpunkte bestimmen. Somit werden die Teilfliisse durch das Kon-
trollvolumen nur noch an den Mittelpunkten der durch das Kontrollvolumen fiihrenden
Elementkanten ausgewertet und mit der Fliche der daran anschliefenden zwei Teilfliichen
multipliziert.

Wertet man zur Berechnung der Gradienten der Diffusionsterme (3.11) nicht an den In-
tegrationspunkten sondern an den Mittelpunkten der zu den Integrationspunkten be-
nachbarten Elementseiten aus, wird eine Reduktion der Matrixeintrdge und somit die
Erhohung der Diagonaldominanz erreicht.

Dasselbe gilt fiir die Berechnung der Quellterme direkt an den Knotenpunkten mit

| Qo = KV| Qalxr - (3.14)
Q

Dies verringert zusétzlich den Assemblierungsaufwand, erfordert jedoch eine vorherige
Berechnung der Gradienten an den Knotenpunkten.

Fiir die in Kapitel 6 beschriebenen numerischen Experimente wurden diese Varianten der
Formfunktionen nicht eingesetzt, da sie zu einem Verlust an Genauigkeit fithren, ohne
grofle Vorteile bei der Gleichungslésung zu haben. Es ist jedoch zu erwarten, dafl diese
vereinfachten Formfunktionen vor allem bei dreidimensionalen Strémungssimulationen
eine Erhdhung der Stabilitdt bewirken.

3.2.5 Niherung eines Gradienten am Knotenpunkt

Sowohl bei der in einem spateren Abschnitt beschriebenen Berechnung der Massenerhal-
tung als auch bei der Berechnung von Quelltermen, die am Knotenpunkt ausgewertet
werden, ist es notwendig, Gradienten am Knotenpunkt zu bestimmen. Im Rahmen des
Finite-Volumen Kontexts kann man dies besonders einfach fiir ein beliebiges Kontrollvo-
lumen mit dem Divergenztheorem

[ vado = Jads (3.15)
Q S

durchfithren. Wie bei der Assemblierung der Flufiterme in (3.8) und (3.9) durchliuft
man eine Elementschleife zur Berechnung der Fliisse durch die Teilkontrollvolumina und
addiert an den Knotenpunkten die Beitridge der jeweiligen Kontrollvolumenseiten auf

— Plwo =
kP IKV]|

1
B (3.16)

3.3 Aufwindverfahren

Wird der diffusive Transport gegeniiber dem konvektiven Transport sehr viel kleiner,
so geht die Diagonaldominanz des Gleichungssystems verloren, wenn die Interpolations-
funktionen gemif (3.10) fiir die konvektiven Terme eingesetzt werden. Als Maf fiir das
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Verhiltnis Konvektion zur Diffusion nimmt man die Pecletzahl Pe = LU/«. Es sind dabei
L, U und « eine charakteristische Linge, eine Geschwindigkeit und ein Diffusionskoeffi-
zient. Fiir Pe > 1 fiihrt obige Interpolationsfunktion zu sehr starken unphysikalischen
Ostzillationen der Losung, und das Gleichungssystem ist nur noch schwer 16sbar.

Es miissen daher Ndherungen gefunden werden, die den Transportcharakter der konvekti-
ven Terme (u-V)u bzw. (u-V)® besser wiedergeben konnen. Bei der Berechnung von w
und ® am Integrationspunkt entspricht, physikalisch betrachtet, eine gleiche Gewichtung
der in Strémungsrichtung liegenden Knoten und der entgegen der Stromungsrichtung lie-
genden Knoten nicht dem richtigen Einfluf} dieser Knoten. Die Methoden, die eine stérkere
Gewichtung der stromauf liegenden Knoten erlauben, werden als Aufwindverfahren be-
zeichnet.

Das einfachste und numerisch stabilste Aufwindverfahren erhélt man, indem man fiir den
Wert am Integrationspunkt den Wert des in Strémungsrichtung liegenden Kontrollvolu-
mens, bzw. des dazugehorenden Knotenpunktes, annimmt. In Abb. 3.4 wird somit fiir
die konvektierte Grofie am Integrationspunkt ip0 der Knotenwert dieser Gréfle an KPO
angenommen. Dieser als volles Aufwindverfahren bezeichnete Ansatz ist von erster Ord-
nung und aufgrund des grolen Anteils an falscher numerischer Diffusion sehr ungenau.
Betrachtet man wieder Abb. 3.4 und erweitert ®;,y = ®xp, noch mit einer Korrektur, die
die Verdnderung von ® zwischen KP, und KP; beriicksichtigt, erhédlt man die allgemeine
Gleichung

(I)ip(] - (I)KPO + Aq)ipo . (317)

KP;3 KP,

¢ :

|p2'i

N s . Jpl_

"P_auf _______ "lpO
L1 Tou + Uipo

. 1

Abbildung 3.4. Bestimmung des Aufwindpunktes: Beim vollen Aufwindverfahren wird als Auf-
windwert fiir den Integrationspunkt ip0 der Wert am Knotenpunkt KP( des stromauf liegenden
Teilkontrollvolumens TKV, genommen. Beim schiefen Aufwindverfahren wird der Geschwindig-
keitsvektor in entgegengesetzter Richtung bis zur néichsten Elementkante (P, s) zuriickverfolgt.
Die Gewichtung der Werte an den beiden Knotenpunkten KPy und KPj3 erfolgt iiber das Léngen-
verhiltnis L2/L1 und ergeben den Aufwindwert fiir den Integrationspunkt ip0.

Eine Moglichkeit die Korrektur A®;,, zu bestimmen besteht darin, mit Finite Differenzen-
formeln die Knotenwerte um den Integrationspunkt mit unterschiedlichen Gewichtungen
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zu beriicksichtigen. Bekannte Vertreter sind das Aufwindverfahren zweiter Ordnung und
das QUICK Verfahren [111]. Eine Verbesserung des QUICK Verfahrens, die auch die Be-
rechnung der turbulenten Transportgleichungen erlaubt, wird in [112] beschrieben. Fiir
unstrukturierte Gitter sind diese Verfahren jedoch schwierig zu implementieren, da Infor-
mationen auflerhalb des Elements ben6tigt werden, um ein Verfahren zweiter Ordnung zu
erhalten.

3.3.1 Schiefe Aufwindverfahren

Besser geeignet sind die von Raithby [113] erstmals vorgeschlagenen schiefen Aufwind-
verfahren (engl.: skewed upwinding), bei denen die physikalischen Transporteigenschaften
in der Umgebung des Integrationspunkts beriicksichtigt werden. Man erhilt bei diesem
Verfahren als Ndherung fiir den Wert am Integrationspunkt

B = By + AD;, | (3.18)

wobei ®,,; der Wert an einem stromaufwérts liegenden Punkt und A®;, die angenéherte
Anderung von ® zwischen dem Aufwindpunkt und dem Integrationspunkt ist. Der im
weiteren als PAC (physical advection correction) Term bezeichnete Term A®;, wird aus
den nicht konvektiven Anteilen der entsprechenden Transportgleichungen (3.8) und (3.9)
bestimmt. Der Abstand zwischen dem Aufwindpunkt und dem Integrationspunkt soll mit
laus bezeichnet werden und die Geschwindigkeit am Integrationspunkt mit w,,r. Wenn
s die Koordinate in Geschwindigkeitsrichtung ist, kann man den Konvektionsterm am
Integrationspunkt mit

0D
U VP = gy s (3.19)

vereinfachen. Setzt man (3.19) in eine skalare Transportgleichung ein, z.B. in(3.3), so
ergibt sich unter Vernachléssigung des Zeitterms eine Ndherung fiir den PAC Term mit
00y
ADyy & Loy = L(Qe+V-TVD)) . (3.20)

Uguf

Um A®;, an den Integrationspunkten bestimmen zu koénnen, wird der Term Q¢ + V -
(C'V®) vor der Assemblierung an den Knotenpunkten ermittelt. Dies geschieht &hnlich
der Assemblierung der Druck- und Diffusionsterme mit einer Integration tiber die Kon-
trollvolumina. Bei der Assemblierung der Impulsgleichungen ist dieser Term dann auf den
Elementknoten bekannt und kann entweder iiber eine bilineare oder eine gewichtete har-
monische Interpolation an den Integrationspunkten bestimmt werden. Letztere ist zwar
etwas ungenauer als die bilineare Interpolation, stabilisiert die Rechnung aber vor allem
bei relativ groben Gittern deutlich. Die gewichtete harmonische Interpolation hat hier die
Form

1
> wp (Nkplip / PACkp) PACkp >0 V PACkr <0 V KP

0 sonst (3'21)

PAC;, =
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Um ein Aufwindverfahren zweiter Ordnung zu bekommen, d.h. der Fehler ist abhéngig von
h?, muf} A®;, mindestens eine Genauigkeit erster Ordnung haben und ®,,f von zweiter
Ordnung genau sein [114]. Zwei Varianten, ®,,; zu bestimmen, sind in den folgenden
Abschnitten aufgefiihrt.

3.3.1.1 LPS-Aufwindverfahren

Den Aufwindpunkt P,,; an dem ®,,; ausgewertet wird, erhélt man beim LPS-Aufwind-
verfahren (linear profile skewed), indem der Geschwindigkeitsvektor am Integrationspunkt
ip0 in Abb. 3.4 zuriickverfolgt wird, bis er eine Elementkante schneidet. Dieser Schnitt-
punkt ist dann P, und @, wird iiber die bilinearen Formfunktionen des Elements
(3.10) an P, bestimmt.

Dieses Verfahren ist von zweiter Ordnung und hat in Verbindung mit dem PAC-Term
schon bei relativ groben Gittern eine sehr hohe Genauigkeit. Die M-Matrix Eigenschaf-
ten (s. Abschnitt 4.1.1) des konvektiven Anteils der Steifigkeitsmatrix gehen jedoch im
Gegensatz zum vollen Aufwindverfahren verloren.

3.3.1.2 MWS-Aufwindverfahren

Das von Schneider und Raw [109] vorgeschlagene MWS-Aufwindverfahren (mass weigh-
ted skewed) erzeugt weitaus weniger kiinstliche Diffusion als das volle Aufwindverfahren,
behilt aber dennoch die Eigenschaften einer M-Matrix bei. Betrachtet man die Mas-
senfliisse durch alle Teilkontrollvolumenseiten und durch die Elementkantenhélften (s.
Abb. 3.5) so konnen folgende Annahmen getroffen werden. Ist der Massenstrom am Inte-
grationspunkt n (rm = Swu|;,, ) nach aulen gerichtet (also in Richtung Teilkontrollvolumen
n+1) und flieit der Massenstrom am Integrationspunkt n-1 in das TKV n hinein, so gilt
im 2D-Fall fiir den Aufwindwert am Integrationspunkt n die Beziehung

®ip, = [1 - %] Pkp, + l%] i, - (3.22)

Hierbei ist [ | ein Abschneideoperator, der nur Werte zwischen 0 und 1 erlaubt. Fliefit der
Massenstrom am Integrationspunkt n-1 aus dem TKV n (also m;,, , < 0) heraus, so gilt
daher ®;, = ®kp,. Dadurch wird erreicht, daf} eine aus einem TKV stromende Gréfie
(hier: ®;;, ) nur durch eine in das TKV stromende Groe bestimmt wird. In (3.22) muf nun
noch der Wert am Integrationspunkt n-1 (®;,, ,) bestimmt werden. Dies geschieht analog
zu (3.22). Der dann benétigte Wert fiir ®;, , wird ndherungsweise gleich ®kp, gesetzt.
Somit ist der Aufwindwert eines Integrationspunkts nur von den beiden Knotenpunkten
an der in Aufwindrichtung liegenden Elementkante abhéngig.

3.3.2 Beriicksichtigung der lokalen Peclet Zahl

Fiir den Fall, daf} der Einfluf} des konvektiven Anteils in der selben Gréflenordnung wie
der diffusive Anteil liegt, ist es von Vorteil einen mehr oder weniger groflen Anteil von ®;,
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KP3 KP>
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rh\k TKV3 !
3 o Mip2 TKV>
Ip2:
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mipg .
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Abbildung 3.5. Beispiel fiir MWS-Aufwindverfahren am Integrationspunkt ip0O: Der Massen-
strom 1,0 flieBt aus TKVg hinaus. Die an TKV( zu untersuchenden Strome rivg und ri;p3 fliefen
in dieses hinein, werden also beriicksichtigt. Daher mufl Gleichung (3.22) an ip3 ausgewertet wer-
den. Hier fliefit nur /3 in TKV3, fiir ;2 wird also keine Ndherung benétigt. Insgesamt wird
ip0 von den Knoten KPy und KP3 beeinfluft.

iiber zentrale Differenzen (s. Abschnitt 3.2.1) zu bestimmen. Dies kann man nach [115]
iiber die Funktion

Pe?

in Abhéngigkeit von der lokalen Pecletzahl am Integrationspunkt Pe = [|S-u;,| /v steuern
(I ist die Lénge der Seite auf der ip liegt). ®;, wird dann durch

(I)ip == w((ID,mf + A(I)lp) + (1 - w) Z Nz|zpq)z (324)

bestimmt.

3.4 Diskretisierung der Massenerhaltung

Bei den Navier-Stokes Gleichungen fiir kompressible Stromungen wird eine Verbindung
zwischen Impulsgleichung und Kontinuitétsgleichung iiber die Zustandsgleichung p =
f(p,T) hergestellt. Im Bereich sehr kleiner Machzahlen (Ma < 0.2) ist aber die Dich-
tednderung durch den Druck so gering, dal bei einem kompressiblen Verfahren sehr
schlechte Konvergenzeigenschaften resultieren. Bei den sogenannten pseudo-kompressiblen
Verfahren wird die Struktur eines kompressiblen Verfahrens beibehalten, es konnen da-
mit aber dennoch praktisch inkompressible Stromungen berechnet werden. Bei diesen
Verfahren wird die Kontinuitétsgleichung (2.6) um den Term %% erweitert, wobei (3 eine
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pseudo-Schallgeschwindigkeit reprisentiert. Die Anwendung fiir instationére Stromungen
erfordert jedoch zusitzliche Bedingungen. Beispiele zu pseudo-kompressiblen Verfahren
findet man in [116]. Die sicherlich am weitesten verbreitete Klasse von Verfahren fiir in-
kompressible Stromungen sind die Druckkorrektur- und Projektionsmethoden. Im ersten
Schritt werden die Impulsgleichungen mit dem alten Druckfeld und im zweiten Schritt eine
Poisson-Gleichung fiir den Druck gel6st, um die Divergenzfreiheit des Geschwindigkeits-
feldes zu gewihrleisten. Daraus resultieren dann Geschwindigkeits- und Druckkorrektur.
Die numerische Berechnung dieser Poisson-Gleichung ist dabei entscheidend fiir die Kon-
vergenz des Gesamtverfahrens. Die ersten Druckkorrekturmethoden wurden von Patankar
und Spalding [117] entwickelt und vielfach eingesetzt [107, 24]. Detaillierte Untersuchun-
gen von Projektionsmethoden findet man in [118] und [119].

In dieser Arbeit wurde ein Verfahren fiir inkompressible Stromungen verwendet bei dem
das Geschwindigkeitsfeld und das Druckfeld gekoppelt gelost werden. Dadurch entfillt
die Losung eines bei den Druckkorrekturverfahren entstehenden Mehrschrittsystems, was
wiederum die Zahl der Iterationsschritte zur Losung des Gesamtsystems reduziert. Von
Nachteil ist sicherlich der deutlich hohere Speicherbedarf der Systemmatrix.

Sowohl bei den Druckkorrekturverfahren als auch bei gekoppelten Verfahren kann eine
Entkopplung von Druck und Geschwindigkeit auftreten, wenn die transportierenden und
transportierten' Geschwindigkeiten auf die gleiche Weise bestimmt werden [19]. Bei Fi-
niten Element Verfahren werden daher Ansatzfunktionen unterschiedlicher Ordnung fiir
Druck und Geschwindigkeit verwendet. Bei Finiten Volumen Verfahren kann die Entkopp-
lung umgangen werden, wenn gestaffelte Gitter (eng.: staggered grids) verwendet werden.
Fiir den Druck und fiir die Geschwindigkeiten werden hierbei unterschiedliche Kontroll-
volumen verwendet, eine Entkopplung der beiden Groflen ist somit nicht moglich. Gestaf-
felte Gitter erfordern aber einen recht groflen Verwaltungsaufwand und koénnen effektiv
nur auf strukturierten Gittern angewandt werden. Es ist daher wiinschenswert sogenann-
te kolokierte Gitter zu verwenden, bei denen alle Gréflen an den selben Knotenpunkten
ausgewertet werden. Nach Rhie und Chow [22] kann eine Entkopplung von Druck und
Geschwindigkeit verhindert werden, wenn die transportierende Geschwindigkeit iiber eine
der Impulsgleichung dhnlichen Gleichung bestimmt wird. Das im Rahmen dieser Arbeit
implementierte Verfahren zur Berechnung der Massenerhaltung basiert auf den Arbeiten
von [22] und [26] und wird nachfolgend kurz beschrieben.

Die inkompressible Kontinuitdtsgleichung (2.6) kann fiir ein beliebiges Kontrollvolumen
mit

> up Sy =0 (3.25)
ip

diskretisiert werden. Es mufl nun eine Darstellung der Geschwindigkeiten an den Inte-
grationspunkten gefunden werden, die eine Entkopplung von Druck und Geschwindigkeit
verhindert. Stellt man die Impulsgleichung der Geschwindigkeitskomponente « in diskre-
ter Form sowohl an einem Knotenpunkt, als auch an einem Integrationspunkt auf, so

ldie transportierende Geschwindigkeit wird zur Bestimmung des Massenflusses verwendet, die trans-
portierte Geschwindigkeit (oder skalare Gréfen) ist die Grofie die durch den Massenflul angetrieben
wird
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erhélt man mit einigen Vereinfachungen eine Gleichung fiir u,, in der Form [26]

vy =T+ —T {<8P> - (a—P>l] _Colie 0 g0y (3.96)

1 — cipdip L or oz | J 1= cipdy P ip

Die iiberstrichenen Werte deuten eine bilineare Interpolation am Integrationspunkt durch

die umliegenden Knotenwerte an (z.B. @ = Y ip Nkp|ipukp), und die Werte vom vorher-

genden Zeitschritt sind mit dem Index ° gekennzeichnet. Um (g—};) _am Integrationspunkt
ip

zu bestimmen, miissen die Druckgradienten an den Knotenpunkten bekannt sein. Dazu
wird vor der Assemblierung eine Schleife iiber alle Elemente durchlaufen, um die Gradien-
ten entsprechend Abschnitt 3.2.5 an den Knotenpunkten zu berechnen. Die Darstellungen
von ¢;, und d;, resultieren aus einer Vereinfachung der Impulsgleichung und sind mit

1
Cip = (327)

At
AElement
dyy = - 3.28
P ip |Tip| + Spter D (3.28)

gegeben. Dabei ist Agiemeny die Fléche des Elements, °;, [1h;,| die Summe der Massen-
fliisse durch die Integrationspunkte eines Elements und D das Verhéltnis des Quadrats
der am Integrationspunkt liegenden Teilkontrollvolumenseite zur Fliche der am Integra-
tionspunkt liegenden Teilkontrollvolumen. Um die diskrete Gleichung fiir den Druck zu
erhalten, muff man (3.26) in (3.25) einsetzen und nach dem Druck in den Knotenpunkten
auflosen. Diese Werte sind in dem Term (g—};) iiber die Gradientenansatzfunktionen (3.11)
zu bestimmen. Zusitzlich werden die Integrationspunktgeschwindigkeiten aus (3.26) zur

Berechnung von n - v im Konvektionsterm aus (3.8) herangezogen.

3.5 Randbedingungen

Bei den am Gebietsrand anliegenden Elementen miissen zusétzlich zu den Fliissen an den
inneren Integrationspunkten auch noch die Fliisse am Gebietsrand bestimmt werden, um
die Integration iiber die Randkontrollvolumina zu schliefen. Ein solches Randkontrollvo-
lumen ist in Abbildung 3.3 skizziert.

3.5.1 Einlaflrandbedinung

In den hier untersuchten Féllen wurden am Einstromrand der Geschwindigkeitsvektor
und die Turbulenzgréfien als Dirichletwerte an den Knotenpunkten vorgegeben. Fiir die
Kontinuititsgleichung wird der Massenflul durch den Einstrémrand an den Randintegra-
tionspunkten (rip) mit

mrip = Upip * Srip (329)

bestimmt, wobei w,;, iiber eine Randbedingungsfunktion bestimmt wird.
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3.5.2 Haftrandbedingung

Diese Randbedingung wird fiir feste Winde eingesetzt und wird auf die gleiche Weise
wie die Einlafirandbedingung implementiert. Fiir nicht bewegliche Winde entfillt (3.29)
aber wegen u = 0. Auf die Ermittlung der Dirichletwerte fiir die Turbulenzgrofien wird
in Abschnitt 3.5.4 noch ausfiihrlich eingegangen.

3.5.3 Auslafirandbedingung

Als Auslairandbedingung wird von einer ndherungsweise voll entwickelten Stromung aus-
gegangen. Daher wird fiir die Impulsgleichung die viskose Kraft in Normalenrichtung des
Ausstromrandes zu Null gesetzt und bei den Turbulenztransportgleichungen der diffusive
Anteil ganz vernachlissigt. Als Druckrandbedingung wird entweder ein konstanter Druck
am gesamten Ausstromrand oder ein fester Druckwert an einer Teilkontrollvolumenkante
eingesetzt.

Impulsrandbedingung

Der Impulsstrom aus dem Gebiet heraus setzt sich aus den Anteilen von Konvektion,
Diffusion und Druckgradient zusammen. Fiir den konvektiven Anteil 1,;,®,;, miissen
Massenstrom und ¢ am Rand bestimmt werden. Je nach Aufwindverfahren wird &,;,
entweder mit dem Wert des néichsten Randknotenpunktes angenéhert (UDS, MWS), oder
linear aus den Nachbarrandknoten interpoliert (LPS, zentrale Differenzen). Der Massen-
strom 1,4, = S - U, wird analog zu den inneren Teilkontrollvolumenkanten mit (3.26)
bestimmt, wobei nur die Knotenwerte am Rand eingesetzt werden. Wird der PAC Term
fiir das Aufwindverfahren benétigt, so erhélt man den Term Qg + V - (I'V®) aus (3.20)
durch eine lineare oder harmonische Interpolation aus den beiden Randknotenwerten und
den Term i‘ﬁ? iiber eine gewichtete Interpolation aus den Werten der benachbarten inne-
ren Integrationspunkten.

Die viskose Kraft erhélt man iiber das Tensorprodukt von Schubspannungstensor 7;; mit
dem Randflichenvektor S

ou; Ou;
E|ip = Ssz’j = Sjl/ (aib'] + axz> |ip . (330)

Setzt man nun die Normalkomponente von F auf Null, so erhilt man ndherungsweise fiir
die Tangentialkomponente

Filip = Fi — (F}5;)Silip (3.31)

wobei S die Normalenrichtung der Teilkontrollvolumenkante am Ausstrémrand ist.

Der Druckanteil berechnet sich aus p,;,S. Wird am Ausstromrand ein konstanter Druck
oder eine feste Druckverteilung vorgegeben, wird p,;, iiber diese Randbedingung be-
stimmt. Ist der Druck jedoch nur an einer Randelementkante am Ausstromrand festgelegt,
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muf} die momentane Abweichung des Drucks vom festgelegten Druck an dieser Element-
kante auch an den restlichen Elementkanten am Ausstromrand berticksichtigt werden. Die
Abweichung pg; s erhdlt man aus

Pdiff = Pconst — Z Ngkp Prip (332)

RKP

wobei mit RKP die beiden Knoten (in 2D) an dieser Elementkante bezeichnet werden.
An dieser Elementkante gilt dann

Prip = Pconst (333)

und an den iibrigen Elementkanten am Ausstromrand erhélt man den Druck am Randin-
tegrationspunkt mit

Prip = Z Nixp Prp + Pdaiff - (334)

RKP

Da die Reihenfolge der Elemente bei der Assemblierung beliebig sein kann, muf§ die mo-
mentane Druckdifferenz an der Elementkante mit festgelegtem Druck pg;rr vor der As-
semblierung aus der aktuellen Losung bestimmt werden.

Druckrandbedingung

Ist der Druck am gesamten Ausstromrand festgelegt, so kann eine Dirichletbedingung fiir
den Druck eingesetzt werden. Im Falle, dafl der Druck nur an einer Elementkante spezifi-
ziert wird, muf} fiir alle Randintegrationspunkte ein Beitrag zur Massenbilanz bestimmt
werden. Dies geschieht analog zu (3.26) und (3.25) fiir innere Integrationspunkte.

Randbedingung fiir Turbulenzgréfien

Es wird hier nur der konvektive Anteil am Ausstromrand 1., ®,, beriicksichtigt, der sich,
wie fiir die Impulsrandbedingung beschrieben, in Abhéngigkeit vom gewahlten Aufwind-
verfahren iiber die Nachbarknoten bestimmen l&8t.

3.5.4 Turbulenzrandbedingungen an einer Wand

Da es sich bei den in dieser Arbeit untersuchten Turbulenzmodellen ausschliefilich um
Low-Reynolds Turbulenzmodelle handelt, ist die Randbedingung fiir die turbulente kine-
tische Energie £ an einer festen Wand mit k£ = 0 fiir alle Modelle gleich und als Dirich-
letrandbedingung (s. Abschnitt 3.5.1) einfach zu implementieren. Die Randbedingungen
fiir die zweite Turbulenzgrofie, dies konnen die turbulente Dissipation ¢, die spezifische
Dissipation w oder die Zeitskala 7 sein, sind je nach Turbulenzmodell unterschiedlich zu
realisieren. In den folgenden Abschnitten wird kurz auf die Implementation dieser Rand-
bedingungen eingegangen.
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Aufstellen des Gleichungssystems

3.5.4.1 Randbedingung fiir w

Geht man von dem Fall einer glatten Wand aus, so kam man die Annahme treffen, daf}
die molekulare Diffusion gleich der Dissipation ist. Daraus folgt nach [120]

6v
w——— fir y—0. 3.35
G (3.35)
Um dieses asymptotische Verhalten fiir w durch eine Dirichletbedingung beschreiben zu
kénnen, wird folgende Ndherung fiir y = 0 angenommen

6v
Wwand = T———— - 3.36
T T B(Ay)? (336)
Ay ist dabei der Abstand des wandnéchsten Knotenpunktes senkrecht zur Wand und
eine Modellkonstante.

3.5.4.2 Randbedingung fiir

Bei einigen k-¢ Modellen wird eine Transportgleichung fiir die modifizierte Dissipation £ =
e — gg gelost. Dabei wird ¢y so gewihlt, dal an der Wand & = 0 gilt. Die Implementation
einer Dirichletbedingung ist somit einfach zu realisieren.

Fiir die Zwei-Schichten k-¢ Modelle werden Dirichletbedingungen fiir ¢ nicht nur an der
Wand, sondern auch im wandnahen Bereich eingesetzt. Die algebraischen Gleichungen
fiir € sind vom Wandabstand und den lokalen Turbulenzgréfien abhéngig (s. (2.44) u.
(2.46)). Da diese Gleichungen nicht fiir y = 0 definiert sind, wird der Wert von ¢ an der
Wand gleich dem Wert eines im Stromungsgebiet liegenden benachbarten Knotenpunktes
genommen.

3.6 Aufstellen des Gleichungssystems

Fiigt man nun alle in den vorgehenden Abschnitten beschriebenen Terme in die Trans-
portgleichungen (3.7)-(3.9) ein, so erhélt man insgesamt fiinf?> algebraische Gleichungen
an jedem Knotenpunkt. Dabei bilden die Gleichungen fiir die Massenerhaltung und Im-
pulserhaltung ein gekoppeltes Gleichungssystem und die Turbulenztransportgleichungen
ein zweites davon unabhingiges Gleichungssystem. Fiir eine skalare Grofle @ erhélt man
die Gleichung

KV KV
(% + ) ANKP) Pgp — > ByrpPrkp = %@%p + Ckp (3.37)
NKP NKP

Der Index NKP bezieht sich auf die Nachbarknoten des Knotens KP. Mit A und B werden
die Eintrége in die Matrix und mit C' die Eintrdge in den RHS-Vektor des entstehenden

2Massenerhaltung, Impulserhaltung (2D), 2 Turbulenztransportgleichungen
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Diskretisierung

Gleichungssystems bezeichnet. ®xp und ®ykp sind Komponenten des Lsungsvektors.
Wenn (3.37) an allen Knotenpunkten ausgewertet wurde, erhiilt man ein schwachbesetztes
Gleichungssystem, welches mit einem der in Kapitel 4 beschriebenen Lsungsverfahren
geldst werden kann.

3.7 Zeitdiskretisierung

Im Rahmen dieser Arbeit soll ausschliefilich auf die Losung stationérer Probleme einge-
gangen werden. Daher konnte auch der Zeitterm in (3.5) und (3.6) weggelassen werden
und eine Diskretisierung des stationdren Problems durchgefiihrt werden. Das bei der Dis-
kretisierung des stationdren Problems entstehende Gleichungssystem ist aber vor allem
bei stark nichtlinearen Problemen schwierig zu l6sen und hat zum Teil sehr schlechte
Konvergenzeigenschaften. Daher werden stationéire Stromungen meist mit zeitabhéngigen
Losungsverfahren berechnet. Hierbei muf} natiirlich das Augenmerk auf einer geeigneten
Wahl des Zeitschritts liegen. Da eine zeitgenaue Beschreibung der Losungsentwicklung
hierbei nicht notwendig ist, wird die Beschrinkung des Zeitschritts allein durch die Sta-
bilitdt des Losungsverfahrens bestimmt. In den meisten Féllen wird daher das riickwérts
Euler Verfahren, das eine Genauigkeit erster Ordnung in Zeitrichtung aufweist, eingesetzt.
Dieses auch hier verwendete Verfahren kann mit

Pt — " = AtL(P)"H! (3.38)

vereinfacht dargestellt werden. £(®)"™! ergibt sich hierbei aus der Diskretisierung der
nicht zeitabhéingigen Terme in (3.5) oder (3.6).
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4 Losungsverfahren

Die Diskretisierung der in Kapitel 2 beschriebenen partiellen Differentialgleichungen fiihrt
auf ein System algebraischer Gleichungen. Die Unbekannten dieses Gleichungssystems sind
die Knotenwerte der durch die Transportgleichungen beschriebenen Grofien, die sogenann-
ten Freiheitsgrade des Gleichungssystems. Solche algebraischen Gleichungssysteme erhélt
man sowohl aus der Diskretisierung der stationédren Differentialgleichungen, als auch aus
der impliziten Zeitschrittformulierung der instationiren Gleichungen.

Grundsitzlich unterscheidet man zwischen zwei Typen von Verfahren zur Ldsung von
linearen algebraischen Gleichungssystemen, den direkten und den iterativen Losungsver-
fahren. Direkte Losungsverfahren fiihren mit einer endlichen Anzahl von Operationen auf
die exakte Losung des Gleichungssystems. Die praktische Anwendung solcher Verfahren
beschrinkt sich aber auf Gleichungssysteme mit maximal wenigen tausend Freiheitsgra-
den, da die Anzahl der Operationen mit mindestens O(N?) ansteigt (N = Anzahl der
Freiheitsgrade). Grofiere Gleichungssysteme werden daher mit iterativen Losungsverfah-
ren gelost. Bei diesen Verfahren wird die Losung theoretisch erst nach unendlich vielen
Schritten erreicht, eine relativ gute Naherung kann jedoch, je nach Gleichungssystem und
Losungsverfahren, schon nach wenigen Iterationsschritten erreicht werden.

Ublicherweise entsteht bei der Diskretisierung von Gleichungssystemen fiir Strémungspro-
bleme eine schwachbesetzte Matrix!, da sich an den einzelnen Knoten meist nur Abhéingig-
keiten von den direkt benachbarten Knoten ergeben (Ausnahme: Strahlungsberechnung).
Mehrere moderne direkte Losungsverfahren nutzen diese Matrixstruktur (engl. sparse
matrix) und ermoglichen so eine effiziente Berechnung kleinerer Gleichungssysteme. Die
Mehrzahl der technisch relevanten Stromungsprobleme ergeben jedoch Gleichungssyste-
me, die einen Einsatz direkter Losungsverfahren nicht mehr erlauben. Nicht zuletzt wegen
der rasanten Entwicklung in den letzten 20 Jahren beziiglich Rechenleistung und Arbeits-
speicher der Computer, die erst das Speichern und Lésen sehr grofler Gleichungssysteme
erméglichen, wurde ein Grofiteil der Entwicklung von effizienten Losungsverfahren in die
Entwicklung von iterativen Losungsverfahren gesteckt. Da es sich bei den Matrizen die-
ser Gleichungssysteme um schwachbesetzte Matrizen handelt, steigt die Komplexitéit der
Gleichungen, also die Anzahl der von Null verschiedenen Matrixeintrige, somit linear
mit der Zahl der Freiheitsgrade an. Man ist daher daran interessiert Losungsverfahren zu
entwickeln, bei denen die Zahl der Operationen auch moglichst linear mit der Zahl der
Freiheitsgrade ansteigt. Diese Eigenschaft kann nur mit einem Mehrskalenansatz erhalten
werden. Die am weitesten verbreiteten Verfahren, die auf einem solchen Ansatz basieren,
sind die sogenannten Mehrgitterverfahren. Im folgenden sollen einige bekannte Iterati-

!'Eine N x N Matrix heifit schwachbesetzt, wenn die Anzahl der Nichtnullelemente sehr viel kleiner
als N2 ist
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Losungsverfahren

onsverfahren kurz vorgestellt werden und anschlieflend ndher auf die Mehrgitterverfahren
eingegangen werden. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden dann die verwendeten
Linearisierungen der Navier-Stokes- und Turbulenzgleichungen beschrieben, die notwendig
sind, um lineare Losungsverfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme anzuwenden.

4.1 Lineare Iterationsverfahren

Gelost werden soll das lineare Gleichungssystem
A-xz=0b (4.1)

mit den Matrixeintrigen a;;, den Unbekannten (Freiheitsgraden) z; und den Vektorein-
tragen der rechten Seite b;. Die Matrix A kann man nun mit

A=M-N (4.2)

zerlegen, wobei M eine reguldre Matrix ist, d.h. sie muf} invertierbar sein. Ein lineares
Iterationsverfahren erhélt man dann mit

Mz™" = Nz™ +b (4.3)

und mit
S=M'N und T=M"1 (4.4)
kann man (4.3) auf die sogenannte erste Normalform des Iterationsverfahrens
"t = Sz™ + Th (4.5)

bringen. Wenn gilt § = I — T'A (konsistente lineare Iteration) und auflerdem A regulir
ist, erhdlt man die zweite Normalform

"t =™ — T(Axz™ - b) . (4.6)
Die dritte Normalform einer Iteration schreibt man mit
W(z™ — ™) = Az™ — b , (4.7)
die im folgenden mit
Wé=d (4.8)
vereinfacht dargestellt wird. W, § und d werden auch als Matrix der dritten Normalform,

Korrektur und Defekt bezeichnet [32]. Die Iterationsmatrix W sollte eine moglichst gute
Néherung der Matrix A darstellen und dennoch eine ,einfache* Losung von (4.8) erlauben.
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Lineare Iterationsverfahren

4.1.1 Eigenschaften von M-Matrizen

Wenn man die Matrix A gemiB (4.2) zerlegt und elementweise M ' > 0 und N > 0 gilt,
spricht man von einer reguliren Zerlegung. Wenn weiter gilt, daf} A nicht singulér ist und
a;; < 0 sind fiir alle 7,j mit ¢ # j und elementweise A' > 0ist, ist A eine M-Matrix.
Unter diesen Voraussetzungen kann man das Theorem von Varga [121] anwenden, welches
besagt, daf} eine regulire Zerlegung einer M-Matrix konvergent ist, d.h. (4.3) konvergiert.
Eine etwas einfacher zu iiberpriifende Bedingung fiir die M-Matrix Eigenschaft einer Ma-
trix ergibt sich iiber die Definition einer K-Matrix. Die Matrix A ist eine K-Matrix wenn
gilt:

a; > 0,V
a; < 0,Vi,j mit i#]
> 0,V ,

1
und Z aij
J

mit 3, a;; > 0 fiir mindestens ein 7. Wenn eine K-Matrix nicht reduzierbar ist2, so ist sie
auch eine M-Matrix.

Man wird daher immer bestrebt sein, die Diskretisierung so durchzufiihren, daf} die ent-
stehende Steifigkeitsmatrix moglichst die Struktur einer M-Matrix erhélt. Bei der Diskre-
tisierung der Navier-Stokes Gleichungen und der Turbulenztransportgleichungen hat vor
allem die Wahl der Aufwindverfahren und die Zerlegung der Quellterme in einen positi-
ven und negativen Anteil einen entscheidenden Einflufl auf die M-Matrix-Eigenschaft der
Steifigkeitsmatrix A.

4.1.2 GauB3-Seidel Verfahren

Die Matrix A aus Gleichung 4.1 kann man eindeutig in die Summe
A=D-L-U (4.9)

zerlegen, wenn D, L und U die Diagonalmatrix, die strikte untere Dreiecksmatrix und die
strikte obere Dreiecksmatrix sind. Mit dieser Zerlegung erhilt man die erste Normalform
der Gleichung

(D—Lyx=Ux+b (4.10)
mit
"' = (D-L)'Uz™+ (D—-L)'b . (4.11)

Aus der komponentenweisen Darstellung fiir die Indizes i € {1,..,n}

i—1 n
x;”“ =ux;" — (Z aijxg’lﬂ + Z ai]’x;’l - bi) /ai; (4.12)
j=1 j=1

?Eine Matrix ist nicht reduzierbar, wenn man aus Ax = b kein unabhingig zu 16sendes Untersystem
aufstellen kann
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Losungsverfahren

kann man erkennen, dal die Anordnung der Indizes beim Gauf-Seidel Verfahren das
Losungsverhalten beeinflussen kann. Von Vorteil ist jedoch, dal im Gegensatz zu vielen
anderen Iterationsverfahren, die Werte von 27" nicht zwischengespeichert werden, sondern
sofort, von den neuen Werten 2! {iberschrieben werden kénnen.

Betrachtet man den rechten Term in Gleichung 4.12 als Korrektur des Iterationswertes ="
und multipliziert diesen mit dem Faktor w, so erhiilt man das Uberrelaxationsverfahren

oder SOR-Verfahren (engl. successive overrelaxation method)

i—1 n
x@m“ =" —w (Z aijx;-”H + Z aijxgn - bi) ai (4.13)

wobei w Werte zwischen 1 und 2 annehmen kann. Dieses Verfahren konvergiert fiir viele
Fille weitaus besser als das GaufB-Seidel Verfahren [32]. Eine weniger starke Abhéngig-
keit der Konvergenzgeschwindigkeit von der Wahl des Parameters w ergibt sich beim
symmetrischen SOR Verfahren, das zusitzlich zu (4.13) eine weitere Iterationsvorschrift
besitzt, die von n bis 1 lauft. Dieses mit SSOR abgekiirzte Verfahren gehoért neben den
im folgenden Abschnitt beschriebenen ILU Verfahren zu den gebrduchlichsten einfachen
Iterationsverfahren.

4.1.3 Unvollstindige Dreieckszerlegung

Ein direktes Losungsverfahren fiir die Gleichung Ax = b basiert auf der multiplikativen
Zerlegung von A in eine untere und obere Dreiecksmatrix, fiir die A = LU gilt. Fiir
schwachbesetzte Matrizen entstehen bei diesem Verfahren jedoch weit mehr Nichtnullele-
mente in den Dreiecksmatrizen L und U als in der Ausgangsmatrix A vorhanden sind.
Die Komponenten von L und U kann man iiber

und

7=1

bestimmen. Es miissen also n? Gleichungen gelést werden, um alle Komponenten der
beiden Dreiecksmatrizen zu erhalten. Die unvollstindige LU-Zerlegung besteht nun darin,
dafl man wéihrend dieses Eliminationsprozesses nicht mehr alle Matrixeintriage von A
eliminiert, um eine Auffiillung der Dreiecksmatrizen zu vermeiden. Die dadurch erfolgte
Aufspaltung der Matrix A kann mit Hilfe der Restmatrix R mit

A=LU-R (4.16)

beschrieben werden. Es wird nun ein Graph G definiert, der die Paare (i,7) enthélt, fiir
die die Koeffizienten [;; und wu;; ungleich Null sein diirfen. Die Paare (4,7) miissen selbst-
verstédndlich in G enthalten sein und das Muster der Matrix A sollte eine Teilmenge von G
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Verfahren der konjugierten Gradienten

sein. Gleichung (4.15) folgend werden somit soviele Gleichungen wie die Zahl der Elemente
in G gelost:

Z lz’jujk = qg fUr (2, k) €g (417)
j=1

Einen Beweis fiir die Existenz und die numerische Stabilitidt der ILU-Zerlegung (ILU =
incomplete lower upper) wurde von Meijerink und Van der Vorst [122] und Hackbusch [32]
durchgefiihrt. Sowohl die Zerlegung der Matrix A als auch die Losung des daraus resultie-
renden Gleichungssystems (D+ L)z = bund (D+U )x = b basieren auf sequentiellen Al-
gorithmen. Um einen effizienten Einsatz auf Vektor- oder Parallelrechner zu erméglichen,
wurden daher geeignete iterative Verfahren zur unvollstindigen LU-Zerlegung entwickelt.
Beispiele hierzu findet man in [123] und [124].

Ahnlich dem Uberrelaxationsparameter w, der in vielen Fillen eine Konvergenzbeschleu-
nigung des SOR-Verfahrens gegeniiber dem Gauf-Seidel Verfahren ergibt, indem die Dia-
gonale der Iterationsmatrix abgeschwicht wird, kann man eine Modifikation fiir die ILU-
Zerlegung einfiihren [125]. Matrixeintrége a;; die auflerhalb von G liegen werden mit dem
Faktor # (man spricht daher auch von einer ILUs-Zerlegung) multipliziert und iiber

T = ﬁz |7“ij| (4-18)

i#]
auf die Diagonale der Restmatrix R addiert. Eine Schwichung der Diagonalen und damit
eine Verbesserung der Konditionszahl erhélt man mit f = —1. Fiir § > 0 ergibt sich da-

gegen eine Dampfung des I[terationsverfahrens und somit bessere Stabilitdtseigenschaften
[126, 127, 128, 129].

4.2 Verfahren der konjugierten Gradienten

Bevor auf die Mehrgitterverfahren eingegangen wird, die die oben aufgefiihrten Iterati-
onsverfahren als sogenannte Glatter verwenden und die Konvergenzgeschwindigkeit dieser
Verfahren entscheidend beschleunigen, sollen noch die Verfahren der konjugierten Gradi-
enten erwdhnt werden, die auf dem Gebiet der Stromungsmechanik eine weit verbreitete
Anwendung gefunden haben.

Betrachtet man das lineare Gleichungssystem Ax = b und nimmt an, dafl die Matrix A
positiv definit® ist, so kann man diesem Gleichungssystem die Funktion

1
F(z) = 5 < Az, x> — <bx > (4.19)

zuordnen*. Die Ableitung dieser Funktion

F'(z)=Az —b (4.20)

3eine Matrix ist positiv definit, wenn sie symmetrisch ist und alle Eigenwerte groBer Null sind

‘< A, B > ist das Skalarprodukt der Vektoren A und B
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Losungsverfahren

ist dann wiederum der Defekt des linearen Gleichungssystems. Ist dieser Defekt gleich Null
so nimmt die Funktion F' ein Minimum an. Findet man nun ein @, fiir das die Funktion F'
ein Minimum hat, dann ist auch das Gleichungssystem Aax = b erfiillt. Die Idee bei den
Verfahren der konjugierten Gradienten besteht nun darin, dafl man F' hinsichtlich einer
bestimmten (eindimensionalen) Suchrichtung p minimiert. Die Wahl von p hat demzufolge
einen entscheidenden Einflufl auf die Qualitéit der Iteration. Als erste Naherung kénnte
man die Richtung des steilsten Abstiegs, also das Residuum » = b — Ax, verwenden.
Dieses als Gradientenverfahren bezeichnete Verfahren hat aber den Nachteil, dafl es viele
Iterationsschritte bendtigt, da sich die nach einer Iteration gewonnene Verbesserung von
x in die Richtung p™ bei der folgenden Iteration in Richtung p™*! wieder beziiglich
p™ verschlechtern kann. Um dies zu verhindern muf} eine Suchrichtung gefunden werden,
die orthogonal zu (allen) vorhergegangenen Suchrichtungen ist. Man fordert also, daf}
x' = x + q beziiglich p optimal bleibt, wenn x optimal beziiglich p ist. Dies ist erfiillt,
wenn die beiden Vektoren p und q konjugiert sind und somit Ag L p gilt. Mit dieser
Bedingung kann man die Suchrichtung p™ mit

< Armpl >
<Ap,p>T

S
3

i

=
3

|
N

(4.21)

bestimmen. Die optimale Linge des Vektors p erhilt man iiber die eindimensionale Mi-
nimierungsaufgabe

f(A) := F(x+ Ap) = min , (4.22)
deren Losung mit
<r,p>
Aopt = ————— 4.23
"< Ap.p > (4.23)

gegeben wird. Die neuen Iterierten des Losungsvektors und des Residuums erhélt man
dann mit

™ = 2™+ \pp” (4.24)
und " = P )\, Ap™ . (4.25)

Wegen < Ar™, p! >= 0 fiir alle 0 < | < m—2 vereinfachen sich (4.21) und (4.23) deutlich
und kdénnen mit
<rmrm>
< Ap™,p™ >
< pmtl pmtl

und p™tt = P74 S p™" (4.27)

(4.26)

)‘opt

formuliert werden [32].

Eine in den meisten Fillen deutliche Verbesserung des Konvergenzverhaltens des konju-
gierten Gradientenverfahrens wird dadurch erméglicht, dafl man eine der in Abschnitt 4.1
beschriebenen Basisiterationen als Vorkonditionierer fiir die Berechnung der Suchrichtung
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Verfahren der konjugierten Gradienten

Berechne 7% = b — Az? mit dem Startwert x°

fori=1,2,..
lose Mz~ = pi~! (Vorkonditionierung)
pii1 = (ri )T zim1
ifi=1
p! = 20
else

Bi-1 = pi-1/pi-2
p'=2z""+pi1p"
endif
qi — Api
o; = pi-1/(P)'q")
2 =2+ a;p’

1

ri= il _ g
Breche Schleife ab, falls Konvergenzkriterium erfiillt
end

Abbildung 4.1. Vorkonditioniertes konjugiertes Gradientenverfahren

p einsetzt. Betrachtet man die dritte Normalform einer Iteration (4.8), so erhélt man eine
vorkonditionierte Suchrichtung z, indem man das Gleichungssystem

Mz=r (4.28)

mit einem linearen Iterationsverfahren 16st. M ist dabei die Vorkonditionierungsmatrix®.
In Abbildung 4.1 ist eine Darstellung des vorkonditionierten konjugierten Gradienten-
verfahrens in Pseudocode gegeben. Setzt man M = I erhélt man das Verfahren ohne
Vorkonditionierung.

Diese kurze Beschreibung des konjugierten Gradientenverfahrens soll einen Einblick in den
grundsétzlichen Aufbau solcher Verfahren geben. Zur Berechnung der Gleichungssysteme,
die bei der Diskretisierung der Navier-Stokes Gleichungen entstehen, kann das bisher
beschriebene Verfahren jedoch nicht eingesetzt werden, da es positiv definite Matrizen A
voraussetzt. Anstatt den Fehler in der Energienorm zu minimieren, kann man auch das
Residuum in der Ly-Norm minimieren. Dies fiihrt auf das auch mit MINRES bezeichnete
Verfahren der konjugierten Residuen und kann auch fiir indefinite Matrizen eingesetzt
werden [130]. Ahnliche Eigenschaften hat auch das von Paige und Saunders als SYMMLQ
benannte Verfahren [131], das auf dem Verfahren der orthogonalen Richtungen aufbaut.

Ist die Matrix A jedoch nichtsymmetrisch, so kann sie nicht mehr auf Tridiagonalform ge-
bracht werden und die Annahmen, die auf (4.27) fiihrten, sind nicht mehr giiltig [32]. Man
kann sich dadurch behelfen, indem man eine Orthogonalisierung vergleichbar mit (4.21)

°Es sei M eine Vorkonditionierungsmatrix, so ist das Gleichungssystem Ax = b dquivalent zu AMy =
b mit * = My.
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durchfiihrt, was aber das Speichern aller p' notwendig macht. Um diesen sehr hohen Spei-
cheraufwand zu vermindern, ist es moglich, nur die letzten Richtungen zu beriicksichtigen
oder nach einer bestimmten Zahl von Iterationen einen Neustart durchzufiihren. Letzteres
wird im GMRES Verfahren von Saad und Shultz [30] angewandt, das eine Erweiterung
des MINRES Verfahrens auf nichtsymmetrische Matrizen darstellt. Die grundsétzliche
Schwierigkeit dieses Verfahrens liegt darin, eine geeignete Abschitzung fiir die Zahl der
Iterationen bis zu einem Neustart des Verfahrens zu finden, es sei denn das System kon-
vergiert schon nach wenigen Iterationen.

Ein anderer Weg Gleichungssysteme mit nichtsymmetrischen Matrizen zu l6sen wird bei
den sogenannten BiCG-Verfahren eingeschlagen [29]. Anstatt eine Folge von orthogonalen
Residuen zu verwenden, werden hier zwei Folgen konstruiert, die auf die Matrix A und
deren Transponierte A" angewandt werden. Man erhilt somit zwei Bedingungen fiir die
Residuen

r" =" —q, Ap™ und 7" =7"" — , ATp" (4.29)
und fiir die Suchrichtungen

p"=p" '+ B, Ap™ "t und P =P+ B ATPT
(4.30)

Eine geeignete Wahl der «,,, und 3,, gewihrleistet dann die Bi-Orthogonalitét
(#)'ri =0 firi#j . (4.31)

Eine Minimierung in Suchrichtung analog zu (4.23) ist bei diesem Verfahren jedoch nicht
mehr moglich. Eine Modifikation dieses Verfahrens, bei dem die Transponierte A nicht
benotigt wird, das CGS (conjugate gradient squared) Verfahren, wird in [132] beschrieben.

Ein weiteres Verfahren, das zur Lésung der Navier-Stokes Gleichungen in den letzten Jah-
ren vermehrt eingesetzt wurde, ist das von van der Vorst [31] vorgeschlagene BICGSTAB
Verfahren, das eine stabilisierte Version des BiCG-Verfahrens darstellt. Man kann dieses
Verfahren auch als Kombination aus dem BiCG-Verfahren und einem GMRES-Verfahren
mit nur einem Iterationsschritt ansehen. Die durch den GMRES Einflul bedingte (lo-
kale) Minimierung des Residuums ermdglicht ein deutlich glatteres Konvergenzverhalten
als beim reinen BiCG-Verfahren. Einige BICGSTAB Varianten werden in [133] und [134]
vorgeschlagen. Wie der BICGSTAB und der BICGSTAB(!) Algorithmus von [134] mit
Vorkonditionierung aussehen kann, ist im Anhang B beschrieben.

Wie dieser kurze Uberblick iiber die sogenannten Krylov Unterraummethoden zeigt, gibt
es eine Vielzahl von Ansétzen und Varianten, die konjugierten Gradientenverfahren auch
fiir nichtsymmetrische Matrizen anzuwenden. Es gibt jedoch kein deutlich herausragendes
allgemein anwendbares Verfahren. Daher muf} fiir jede Problemklasse von Gleichungssy-
stemen ein geeignetes Verfahren gefunden werden. Eine gute Ubersicht iiber die Anwen-
dungsbereiche verschiedener konjugierter Gradientenverfahren findet man in [135], einen
Vergleich verschiedener Krylov-Unterraumverfahren zur Lésung der kompressiblen Navier-
Stokes Gleichungen in [33].
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4.3 Mehrgitterverfahren

Betrachtet man das Frequenzspektrum des Fehlers e™ = 2™ — x auf einem Gitter G und
teilt diesen mit ™ = ey’ + €7 in einen glatten und einen stark oszillierenden Anteil auf,
so kann nachgewiesen werden, dafl der Anteil e)* mit den in Abschnitt 4.1 beschriebenen
Iterationsverfahren wihrend der Iteration sehr schnell abnimmt, wihrend der glatte An-
teil ej" sich nur sehr langsam verringert (siche z.B. [32]). Das bedeutet, daf§ das Verhéltnis
ey /eyt mit groferem m deutlich abnimmt und somit der Gesamtfehler e™ ! glatter als
e™ ist, aber nur langsam kleiner wird. Iterationsverfahren, die diese Eigenschaft haben,
werden als Glatter bezeichnet. Damit nun der Gesamtfehler e, reduziert wird, muf} ein
Iterationsverfahren gefunden werden, das fiir den glatten Fehleranteil ej* gute Konvergen-
zeigenschaften hat, dafiir aber den oszillierenden Anteil €]’ unberiicksichtigt lassen kann.
Ein solches Iterationsverfahren existiert nicht fiir das Gitter G. Konstruiert man jedoch
ein grobes Gitter G, das die mehrfache Maschenweite von G besitzt und betrachtet die
Fehlerverteilung e,, des feinen Gitters G’ auf dem groben Gitter G, so kann man folgendes
beobachten. Der Fehleranteil e]' von G wird auf dem groben Gitter nicht mehr auf-
gelost und der auf dem feinen Gitter glatte Fehleranteil erscheint auf dem groben Gitter
als ein oszillierender Fehler (e]' ~ éj'). Dieser auf des grobe Gitter bezogene hochfre-
quente Fehler, kann wiederum mit einem glittenden Iterationsverfahren auf dem groben
Gitter effektiv reduziert werden. AnschlieBend mufl die auf dem groben Gitter erreichte
Fehlerreduktion des oszillativen Anteils €' im glatten Fehleranteil des feinen Gitters e’
beriicksichtigt werden. Der , Umweg® iiber ein grobes Gitter ermoglicht es somit, auch den
glatten Fehleranteil ef" schnell zu reduzieren und erlaubt in Verbindung mit einem glétten-
den Iterationsverfahren eine im Vergleich mit den Basisiterationsverfahren hohe Konver-
genzgeschwindigkeit beziiglich des Gesamtfehlers ™. Fiir die praktische Anwendung eines
solchen Verfahrens werden meistens nicht nur zwei Gitter, sondern eine Hierarchie von
Gittern eingesetzt. Typischerweise reichen 4-6 Gitter aus, um das gesamte Fehlerspektrum
auf dem jeweils geeigneten Gitter zu reduzieren. In den folgenden Abschnitten sollen die
Komponenten dieses als Mehrgitterverfahren bezeichneten Iterationsverfahrens im einzel-
nen kurz beschrieben werden, sowie verschiedene Moglichkeiten zur Strukturierung und
zum Ablauf eines Mehrgitterverfahrens vorgestellt werden.

4.3.1 Komponenten des Mehrgitterverfahrens

Ausgangspunkt fiir die Konstruktion eines Mehrgitterverfahrens ist eine Hierarchie von
Gleichungssystemen

AZQBZ = bl mit [ = 0, 1, ey lmaw y (432)
die den Gittern GG} zugeordnet werden konnen, welche mit wachsendem [ immer feiner wer-
den. Als einen Spezialfall kann man sich eine Folge von Gittern auf dem Einheitsquadrat

so vorstellen, daf} fiir die Maschenweite h; des Gitters G gilt

hy = ho/2" mitl>0und hy > 1/2 . (4.33)
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Die Anzahl der Gitterpunkte auf dem Einheitsquadrat und somit die Dimension des Glei-
chungssystems betriigt dann n; = (1/h; + 1)?. Die Losung der Gleichung Az = b erhilt
man auf dem feinsten Gitter GG;,  unter Verwendung aller Gleichungen A;x; = b;.

Zur Beschreibung des Datenaustausches der Knotenwerte zwischen den einzelnen Gittern
werden geeignete Transferoperatoren bendtigt. Als Prolongation p wird der Gittertransfer
vom groben zum feinen Gitter bezeichnet und als Restriktion r der Transfer vom feinen
zum groben Gitter. Fiir die Vektoren x; und b; aus den Vektorrdumen X; = R™ kénnen
diese Operationen formal als die linearen Abbildungen

p: X —>X, und r: Xy =X firl>0 (4.34)

dargestellt werden. Eine bei knotenzentrierten Gittern mogliche Restriktion, die auch als
Injektion bezeichnet wird, besteht darin, dal man die Knotenwerte fiir das grobe Gitter
einfach von den dariiberliegenden Feingitterknoten iibernimmt. Dieses Verfahren fiihrt
aber oftmals zu Instabilitdten, deshalb wird im allgemeinen ein gewichteter Mittelwert
aus den umliegenden Knoten berechnet. Bei einem zweidimensionalen reguldren Gitter
erhilt der Restriktionsoperator demnach die Form

Ll
r=—
16 1

[NOR S V]

1
2 (4.35)
1

Der Prolongationsoperator kann aus dem Restriktionsoperator abgeleitet werden und ist
bestimmt durch

1
p=712
1

N = N

1 1
- 2| . (4.36)
4 1

Geméf diesem Operator werden die Knotenwerte aller Knoten auf dem groben Gitter
auf das feine Gitter verteilt. Die Werte auf dem feinen Gitter ergeben sich dann durch
Addition aller vom groben Gitter zugewiesenen anteiligen Knotenwerten.

4.3.2 Grobgitterkorrektur

Nach einigen Glattungsiterationen auf dem feinen Gitter erhilt man fiir das lineare Glei-
chungssystem den Defekt d; = A;x; — b;. Bezeichnet man e; als den Fehler des Lésungs-
vektors x; auf dem feinen Gitter, so kann der Defekt mit

Alel = dl (437)

ausgedriickt werden. Wenn man davon ausgeht, dafl nach den Glattungsiterationen der
Fehler e; auf dem feinen Gitter glatt ist, so kann der Fehler auch ohne groflen Verlust an
Genauigkeit aus dem Fehler e;_; des groben Gitters mit

e X pe_1 (438)
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dargestellt werden. Anschlieend wird der Defekt mit d;_y = rd; auf das grobe Gitter
restringiert und der Fehler auf dem groben Gitter wird mit

Alflelfl = dl,1 (439)

berechnet. Voraussetzung hierzu ist jedoch, dafl (4.39) exakt 16sbar ist. Die neue Losung
ergibt sich dann iiber die sogenannte Grobgitterkorrektur zu

T =@ —pe_, . (4.40)

Ist die Zahl der Freiheitsgrade auf dem Gitter [ — 1 jedoch noch zu grof}, um (4.39)
exakt oder durch ein geeignetes iteratives Losungsverfahren zu 16sen, so wird wiederum
eine Grobgitterkorrektur auf dem Gitter [ — 2 durchgefiihrt. Hierbei ist dann die exakte
Losung von e, 5 erforderlich.

4.3.3 Lineares Mehrgitterverfahren

Verbindet man die Grobgitterkorrektur mit einem in Abschnitt 4.1 beschriebenen linea-
ren [terationsverfahren als Glattungsiteration und wendet diese auf die Hierarchie von
Gleichungssystemen (4.32) an, die durch die Diskretisierung auf den Gittern Gy bis G,
entstanden ist, so kann der in Abbildung 4.2 beschriebene rekursive Mehrgitteralgorith-
mus aufgestellt werden.

function LMG (z,z,b,1)
ifl=0
T = Al_lb exakt 1osen
else
Si(z,x,b,11,1) vorgliatten
di_1 =r(Ax;— b)) Defekt restringieren
e 1=0 Grobgitterfehler initialisieren
fori=1,v
LMG (é;_1,€e;1,d;1,1 —1) rekursiver Aufruf von LMG
e_1=e€e_; Fehler aktualisieren
end
T =2 —pej_1 Grobgitterkorrektur
So(@, x,b,19,1) nachglitten
end

Abbildung 4.2. Algorithmus fiir lineares Mehrgitterverfahren

Die in diesem Algorithmus eingesetzten Funktionen S} und S, sind die Vor- und Nachglét-
tungsiterationen, die aus der Startlésung @ nach v; bzw. vy Iterationen die geglittete
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Losung x liefern. Die Operatoren r und p bezeichnen die in Abschnitt 4.3.1 beschriebene
Restriktion und Prolongation.

Der Parameter v bestimmt die Art des Mehrgitterzyklus. In der Praxis werden jedoch
nur die Werte v+ = 1 und v = 2 angenommen, die dem sogenannten V-Zyklus bzw.
dem W-Zyklus entsprechen. In Abbildung 4.3 ist die Mehrgitterstrategie fiir diese beiden
Varianten dargestellt.

NS /

N/ /

\ "\
SRS

V-Zyklus W-Zyklus

Abbildung 4.3. Mehrgitterverfahren auf vier Gittern mit V- und W-Zyklus: o Vorglitten; e
Nachglitten; O exakt Losen

Zusétzlich kann die Mehrgitterhierarchie zur Bestimmung eines geeigneten Startwertes fiir
x,;, .. eingesetzt werden. Hat man eine Approximation der Losung auf dem Gitter [ — 1,
so erhélt man den Startwert auf dem Gitter [ mit der Prolongation

T = pr;—1 , (4.41)

wobei p nicht unbedingt mit der Prolongation aus dem Mehrgitterverfahren iibereinstim-
men mufl. Dieses als geschachtelte [teration bezeichnete Verfahren zur Bestimmung eines
Startwertes ist in Abbildung 4.4 dargestellt. Der Wert m; gibt die Zahl der Mehrgitterite-

Bestimme Startwert x;_,, ,
for | = lg0rt + 1, limaz
Iy =Ppri—
form=1my
LMG(z, z, by, 1)
end
end

Abbildung 4.4. Geschachtelte Iteration

rationen fiir das aktuelle feinste Gitter G; an. Ublicherweise werden auf den Gitterebenen
| < lpae nur wenige Iterationen durchgefiihrt und auf Ebene [,,,, dann bis zur geforderten
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Genauigkeit iteriert. Welche unterste Gitterebene [z, zur Bestimmung des Startwertes
gewihlt werden soll hingt vom jeweiligen Problem ab. Je kleiner [y, gewiihlt wird (idea-
lerweise ls40,4 = 0) um so schueller erhélt man eine gute Approximation des Startwertes
xy,...- Voraussetzung hierzu ist jedoch, dafl auf den unteren Gitterebenen das Verfahren
nicht divergiert. Bei den Navier-Stokes Gleichungen stellt dies meist keine Schwierigkeit
dar. Die Transportgleichungen fiir die Turbulenzgréfien benétigen jedoch abhéngig vom
jeweiligen Turbulenzmodell eine Mindestauflosung der Grenzschicht.

Die Wahl der gldttenden Iterationsverfahren, auch Glatter genannt, spielt fiir das Ge-
samtverhalten des Losungsalgorithmus eine entscheidende Rolle. Die am héufigsten ein-
gesetzten Verfahren sind dabei die GauB-Seidel Iteration oder dessen geddmpfte Form
(SOR) und die unvollstéindigen Dreieckszerlegungen ILU. Da die ILU Verfahren bei der
Losung der Navier-Stokes Gleichungen deutlich bessere Glittungseigenschaften aufwei-
sen [126] als die GauB-Seidel Iteration, werden in dieser Arbeit nur die Simulationen mit
ILU Verfahren beschrieben. Besondere Beriicksichtigung findet hierbei auch der Parame-
ter § der modifizierten ILU-Iteration (siehe Abschnitt 4.1.3). Da die Anzahl der Vor-
bzw. Nachgldttungsschritte (1 und v in Abb. 4.2) einen linearen Einflufl auf den Auf-
wand eines Mehrgitterzyklus hat, ist man bestrebt diese mdoglichst gering zu halten. In
den meisten Fillen wird man auch mit ein oder zwei Vor- bzw. Nachglittungsschritten
auskommen kénnen.

Zur Losung des Gleichungssystems auf dem untersten (groben) Gitter wurde in dieser
Arbeit ein direktes, bandweitenoptimiertes Losungsverfahren eingesetzt. Solange die Zahl
der Gitterpunkte auf dieser Gitterebene unter 1000 liegt, ist ein iteratives Verfahren auch
nicht notwendig. Bei den hier untersuchten Fillen wurden maximal 500 Gitterpunkte auf
dem grobsten Gitter verwendet. Bei 3-D Berechnungen wird jedoch in vielen Fillen ein
iteratives Verfahren zur Losung des Grobgittergleichungssystems benétigt werden. Dazu
kénnte zum Beispiel ein konjugiertes Gradientenverfahren eingesetzt werden.

4.3.4 Mehrgitterverfahren als Vorkonditionierer fiir konjugierte
Gradientenverfahren

In Abschnitt 4.2 wurde geschrieben, dafl Voraussetzung fiir gute Konvergenzeigenschaften
der Verfahren der konjugierten Gradienten ein geeignetes Vorkonditionierungsverfahren
ist (siehe auch [33]). Es bietet sich somit an, ein lineares Mehrgitterverfahren zur Vor-
konditionierung des cg-Verfahrens (cg = conjugate gradient) einzusetzen. Dafl mit einer
Mehrgittervorkonditionierung eine — vor allem bei groflen Gleichungssystemen — gerin-
gere Zahl an Iterationen als bei einer Eingitter-Vorkonditionierung notwendig ist, liegt auf
der Hand. Es stellt sich jedoch die Frage, ob und wann ein Mehrgitter vorkonditioniertes
cg-Verfahren Vorteile gegeniiber einem Mehrgitterverfahren bieten kann. Die Erfahrung
hat gezeigt, daf} eine solche Kombination keinen Gewinn gegeniiber dem linearen Mehr-
gitterverfahren ermoglicht, wenn dieses bereits eine sehr hohe Konvergenzgeschwindig-
keit aufweist. Der zusétzliche Rechen- und Speicheraufwand, den ein cg-Verfahren erfor-
dert, zahlt sich somit nicht aus. Wenn man ein fiir das zu berechnende Gleichungssystem
optimales Glattungsverfahren einsetzt, sollten die Konvergenzeigenschaften des linearen
Mehrgitterverfahrens gut genug sein. In vielen Féllen kann ein solches Glattungsverfahren
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jedoch nicht gefunden oder nicht implementiert werden (z. B. wegen schwieriger Paral-
lelisierung oder Vektorisierung). Das schlechte Konvergenzverhalten des Verfahrens liegt
aber dann meist nur an der schlechten Konvergenz weniger Eigenmoden. Einige Itera-
tionen mit einem konjugierten Gradienten Verfahren ermdoglichen es dann, gerade diese
ungiinstigen Eigenmoden effizient konvergieren zu lassen. In den Abschnitten 6.2.1.2 und
6.2.2.5 werden einige Vergleiche durchgefiihrt, die die Vor- und Nachteile eines kombinier-
ten Verfahrens gegeniiber einem ,reinen“ Mehrgitterverfahren beleuchten sollen.

Der Einsatz von cg-Verfahren als Glétter fiir Mehrgitterverfahren ist jedoch nur bedingt zu
empfehlen [32], da die cg-Verfahren keine ausgepréigten Gliattungseigenschaften aufweisen.

4.3.5 Newton Mehrgitterverfahren

Das im vorhergehenden Abschnitt beschriebene lineare Mehrgitterverfahren liefert die
Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b. Sowohl die Navier-Stokes Gleichungen als
auch die Turbulenztransportgleichungen stellen jedoch ein nichtlineares Gleichungssystem
in der Form

A(z) = b (4.42)

dar. Mit Hilfe der Newton-Iteration kann ein nichtlineares Gleichungssystem gelést wer-
den. Dazu muf} die Jacobi-Matrix

_ 0A(x)
Oz

oder eine Niherung fiir die Ableitung von A(z) aufgestellt werden. Uber die Iterations-
vorschrift des Newton-Verfahrens

Az™h) = A(z™) + J[z" —x™] = b (4.44)

J (4.43)

kann man das lineare Gleichungssystem
Jx' =r (4.45)

ableiten, wobei » = b — A(x™) das Residuum der alten Losung ist und &' die Differenz
aus alter und neuer Losung, also die sogenannte Korrektur ist. Die neue Losung ™!
ergibt sich somit aus

"t ="+ . (4.46)

Zur Stabilisierung des nichtlinearen Losungsverfahrens wird oftmals noch ein Unterrela-
xationsparameter A < 1 fiir die Korrektur @' eingefiihrt (s.a. Abb. 4.6). Die neue Losung
wird somit mit

™ =™ 4+ Nz’ . (4.47)

bestimmt. Das lineare Gleichungssystem (4.45) wird dann mit einem in den vorhergehen-
den Abschnitten beschriebenen Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme geldst.
Wie die Jacobi-Matrizen fiir die Navier-Stokes- und Turbulenzgleichungen bestimmt wer-
den konnen, wird in Abschnitt 4.4 beschrieben.
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4.3.6 Nichtlineares Mehrgitterverfahren

Um ein nichtlineares Gleichungssystem (4.42) zu 1ésen, wird beim Newton Mehrgitterver-
fahren ein lineares Gleichungssystem (4.45) gel6st und iiber (4.46) oder (4.47) die Losung
aktualisiert. Mit Hilfe der Mehrgitterhierarchie ist es jedoch moglich durch eine geeigne-
te Konstruktion des Mehrgitteralgorithmus das nichtlineare Gleichungssystem direkt zu
berechnen. Die bekanntesten Methoden hierzu sind das FAS (full approximation storage)
Verfahren von Brandt [48] und das nichtlineare Mehrgitterverfahren von Hackbusch [49].
Der nichtlineare Mehrgitteralgorithmus ist in Abbildung 4.5 dargestellt. W&hlt man s = 1
und &;_; = ra; so fiithrt dies auf die FAS Methode. Beim Verfahren von Hackbusch wird
;1 aus der vorhergegangenen Iteration auf der Gitterebene [ — 1 bestimmt. Um dies zu
ermoglichen, ist eine geschachtelte Iteration notwendig. Die geschachtelte Iteration dient
daher nicht nur wie beim linearen Mehrgitterverfahren zur Verbesserung des Startwertes,
sondern ist somit notwendiger Teil des Mehrgitteralgorithmus. Der Wert des Skalierungs-
faktors s wird abhingig von der Norm des Defektes d bestimmt (s = ¢/||d||, mit ¢ klein).

function NLMG (&, z, b, )
ifl=0
@ := Néherungslosung von A(zy) = by
else
Si(z,x,b,v1,1) vorglatten
di 1 =r(A)x;) —by) Defekt restringieren
Wihle geeignetes ;1 und s
b 1=A;, (@ 1) —sd; Rechte Seite
T =&
fori=1,v
NLMG (&; 1, @ 1,b; 1,1 — 1) rekursiver Aufruf von NLMG
end
=+ (1/s)p(x;—1 — &1-1) Grobgitterkorrektur
So(&, 2, b, v9,1) nachgléitten
end

Abbildung 4.5. Nichtlineares Mehrgitterverfahren

Der bestimmt sehr interessante Vergleich zwischen nichtlinearem Mehrgitterverfahren
und Newton-Mehrgitterverfahren bei turbulenten inkompressiblen Stromungen konnte
im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgefiihrt werden. Welches Verfahren schneller kon-
vergiert, hiangt sicherlich von der Einstellung der einzelnen Komponenten (Zyklus, Zahl
der Glattungsiterationen, geschachtelte Iteration, Restriktion, Prolongation) und von der
Implementierung ab. Entscheidenden Einflul hat sicher auch die Wahl des Glattungs-
verfahrens. Als Glétter fiir das nichtlineare Mehrgitterverfahren muf iibrigens auch eine
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nichtlineare Iterationsmethode verwendet werden. In vielen Féllen ist dies ein nichtlinea-
res Gauf-Seidel Verfahren. Ein grofler Vorteil fiir das nichtlineare Mehrgitterverfahren
besteht auf jeden Fall darin, daf nicht die volle Matrix A abgespeichert werden muf}, da
die Assemblierung nur lokal durchgefiihrt wird und der Lésungsvektor dabei knotenweise
iiberschrieben wird.

Beispiele fiir die Anwendung nichtlinearer Mehrgitterverfahren fiir turbulente Stromungen
findet man in [42, 43, 44, 45].

4.4 Berechnung der Jacobi-Matrix

Sowohl bei den Navier-Stokes Gleichungen als auch bei den Transportgleichungen fiir
die Turbulenzgré8en handelt es sich um nichtlineare Gleichungssysteme, die linearisiert
werden miissen, um auf ein lineares Gleichungssystem iiberfiihrt zu werden. Diese Li-
nearisierung ist Voraussetzung dafiir, daf} ein lineares Mehrgitterverfahren als Teil einer
Newton-Iteration zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems eingesetzt werden kann.

Verschiedene Mdoglichkeiten der Linearisierung sollen nun anhand der Turbulenzgleichun-
gen dargestellt werden. Anschlieflend soll noch auf die Linearisierung der Impulsgleichun-
gen eingegangen werden.

4.4.1 Linearisierung der Turbulenzgleichungen

Betrachtet man ein Gleichungssystem von zwei gekoppelten skalaren Gleichungen fiir &,
und @, (z.B. die Gleichungen fiir £ und ¢), so kann zum Beispiel die Gleichung fiir die
skalare Grofie ®( vereinfacht mit

% + UV(I)O — V[ Feffo(q)ﬂa (I)l) V(I)()] = Qo(q)g, (I)l) (448)
dargestellt werden. Es ist zu erkennen, daf3 die Nichtlinearitéit der Gleichungen durch die
Funktionen fiir die Diffusionskoeffizienten Ieg, (®o, ®1) und Quellterme @Q;(Po, ®1) bedingt
ist und iiber diese Funktionen auch eine Kopplung zwischen den beiden Gleichungen ent-
steht. Die einfachste Form der Linearisierung wiirde man erhalten, wenn man diese beiden
Funktionen aus den alten Werten der Losung berechnet. Aus Stabilitédtsgriinden ist dies
fiir die Quellterme ); jedoch nicht empfehlenswert. Eine deutliche Verbesserung der M-
Matrix Eigenschaften der Steifigkeitsmatrix erhélt man dadurch, dal man die Quellterme
mit

Qi=Q +Q; ¥ (4.49)

in einen positiven und einen negativen Anteil aufteilt. Bei der Transportgleichung fiir die
turbulente kinetische Energie (2.19) ist der positive Anteil der Produktionsterm Q* =
7;;0U; /Ox; und der negative Anteil der Dissipationsterm Q~ = —¢/k. Der negative Anteil
wird auf die linke Seite der Gleichung gebracht und erhoht somit die Diagonaldominanz
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des Gleichungssystems. Man kann die entkoppelten und linearisierten skalaren Turbulenz-
gleichungen daher mit

0;
ot

+ ’U:V(I)l - V[ Feﬁ‘i V(I)l] - QZ_ (I)z = Q:— (450)

aufstellen. Zur Vereinfachung der Darstellung wird zuerst der stationédre Fall behandelt.

Stationire Losung

L#aBt man in (4.50) den Zeitterm unberiicksichtigt, so erhélt man mit

[wV-V(IgV)-Q]2"" = Q: (4.51)
A" "t b
die linearisierte Form von (4.48), die im weiteren mit A"z"*' = b" abgekiirzt wird.
Bestimmt man nun das Residuum mit 7" = b" — A"z" und setzt "™ = z" + ' so
erhéilt man ein zu A"z"™' = b" dquivalentes Gleichungssystem (s.a. Gl. 4.7)
At =" (4.52)
Vorteile dieser Darstellung gegeniiber A"2" ! = b" bestehen darin, daf die Komponenten

der Vektoren &’ und r" etwa die gleiche Groflenordnung haben und die rechte Seite r"
direkt als Maf} fiir die momentane Genauigkeit der Losung herangezogen werden kann.
Der vollstédndige Losungsalgorithmus fiir Gleichung Ax = b ist in Abb. 4.6 dargestellt.

function NEWTON (z°, z)
r0 =b0 — A%0 bestimme Residuum
e = f(r?) bestimme Abbruchkriterium
for ¢ = 0, maxiter
if ||r||2 < € then Abbruch

Lose Az’ = 7' Losen des linearen Gleichungssystems
't = ' + Ao Aktualisieren der Losung
Bestimme A", rit! qus 2! Assemblieren

end

x = 't

Abbildung 4.6. Newton Iteration

Mit dem Relaxationsparameter A in (4.47) bzw. in Abb. 4.6 kann die Stabilitét des Ver-
fahrens gesteuert werden. Typischerweise werden Werte fiir A zwischen 0.5 und 1 gewéhlt.

Anstatt den Wert fiir A fest einzustellen, ist es auch moglich, mit Hilfe der sogenannten Li-
niensuche einen giinstigen Wert zu finden. Liegt die Konvergenzrate (also |[r"™{|o/]|7"|]2)
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des Iterationsschrittes iiber einem gewiinschten Wert, so wird A halbiert und das Resi-
duum fiir ' = 2’ + \/2 @’ berechnet. Dann kann wieder entschieden werden, ob A
weiter verringert wird oder ob zum néchsten Iterationsschritt iibergegangen werden kann.
Im Gegensatz zur festen Einstellung des Relaxationsparameters kann dadurch flexibel auf
Schwankungen im Konvergenzverhalten der Iteration reagiert werden. Da dies aber die
Berechnung des Residuums (dies macht eine Assemblierung notwendig) erfordert, sollte
die Anzahl der Suchschritte moglichst gering gehalten werden.

Bedingt durch die Linearisierung in (4.50) werden die Anteile Q™ und @~ des Quellterms
und der Diffusionskoeffizient I'; aus der Lésung des vorhergehenden Iterationsschrittes
bestimmt. Es handelt sich bei dieser Iteration daher um eine Fizpunktiteration.

Instationire Losung

Auch wenn man nur an der stationdren Losung eines Problems interessiert ist, so kann
ein instationdres Verfahren dennoch der geeignetere oder auch einzige Weg sein, eine
stationiire Losung zu erhalten. Durch Hinzufiigen des Zeitterms zur stationiren Gleichung
wird die Diagonaldominanz des Gleichungssystems gestérkt, vorausgesetzt der Zeitschritt
wird klein genug gewidhlt. Mit

(1+Atfu-V —-V(y, V) - Q79" = AtQT + o (4.53)
h gn g gntl K

erhilt man die entsprechende Linearisierung. ®% ist hierbei die Losung zum Zeitpunkt
t und ®"*!' die (n + 1)-te Niherung der Losung zum Zeitpunkt ¢ + At. Wihrend eines
Iterationsprozesses fiir den jeweiligen Zeitschritt werden, wie auch bei der stationéiren
Losung, Quellterme und Diffusionskoeffizienten aus der neuen Iterierten ®"*! bestimmt.
Der vollstindige Losungsalgorithmus fiir das instationédre Losungsverfahren ist in Abbil-
dung 4.7 dargestellt.

In diesem Algorithmus ist eine Zeitschrittsteuerung enthalten, die abhéingig vom Kon-
vergenzverhalten des nichtlinearen Losungsverfahrens (hier: NEWTON) den Zeitschritt
innerhalb eines vorgegebenen Intervalls erh6ht bzw. erniedrigt.

Solange die instationédre Diskretisierung nur zur Stabilisierung des Verfahrens verwendet
wird, um eine stationére Losung zu erhalten, ist es sinnvoll grofie Zeitschritte zu verwenden
und fiir die Newton-Iteration nur einen oder maximal zwei Iterationen durchzufiihren.

4.4.2 Linearisierung der Impulsgleichung

Betrachtet man die diskrete Form der Impulsgleichung (3.8), so erkennt man, daf} allein
fiir den konvektiven Term eine Linearisierung notwendig ist. Vereinfacht kann man daher
die Impulsgleichung in der Form

(A+B(p’,u’) - C)-u+Dp=Au’+ E (4.54)

schreiben. Die Terme A, C, D und E sind hier knotenweise 2 x 2 Matrizen, deren Ein-
trige von konstanten Groflen aus Geometrie, Zeitschritt und Viskositdt abhidngen. Die
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function TIME (z, At0, nts)
At = At0 Anfangszeitschritt
Bestimme Atpin, Atmaz Schranken fiir Zeitschritt
To=1 Startwert
for 1 = 0, nts Zeitschrittschleife
NEWTON(z;,2+1) Lose nichtlineares Gleichungssystem
if nicht konvergiert
At = At/2 reduziere Zeitschritt
if At < Aty Abbruch
1=1—1 Schleife zuriicksetzen
endif
if sehr gut konvergiert
At = MIN (2 x At, Atyaz) erhohe Zeitschritt
endif
end

Abbildung 4.7. Zeitschrittverfahren mit Zeitschrittsteuerung

Matrix B hingt jedoch durch die Gleichung 3.26 zusitzlich noch vom Druck p und der
Geschwindigkeit u = (u,v) ab. Eine Linearisierung des konvektiven Terms erhélt man so-
mit, indem zur Berechnung der Integrationspunktgeschwindigkeiten in (3.26) die Losung
des vorhergehenden Zeitschritts eingesetzt wird. Wie schon in Abschnitt 4.4.1 wird hier
von einer Fixpunktiteration gesprochen.

4.4.3 Newton-Verfahren mit Numerischer Differentiation

In den Abschnitten 4.4.1 und 4.4.2 wurde die normalerweise iibliche Linearisierung der
Navier-Stokes und der Turbulenzgleichungen beschrieben. Dazu wird die Jacobi-Matrix
(4.43), die die Ableitung von A nach dem Losungsvektor x darstellt, vereinfacht be-
rechnet, indem nur Terme linear abhéngig von @& vorkommen diirfen. Dies fiihrt auf die
Vereinfachung

Az ~ A"t (4.55)

und die Jacobi-Matrix 0.4/0x ist somit die Matrix A". Ein besseres Konvergenzverhalten
fiir das nichtlineare Gleichungssystem als mit einer Fixpunktiteration ist mit einem ,ech-
ten“ Newton-Verfahren zu erwarten. Hierzu muf} jedoch die Jacobi-Matrix unvereinfacht
mit (4.43) berechnet werden.

Zuerst soll dies fiir die Navier-Stokes Gleichungen durchgefiihrt werden. Der einzige nicht-
lineare Term, der aus der Diskretisierung der Kontinuitétsgleichung und der Impulsglei-
chung entsteht, ist der Konvektionsterm. Der Konvektionsterm fiir die Impulsgleichung
in x-Richtung kann mit

conv, = mu + mPAC® (4.56)
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vereinfacht dargestellt werden. Hierbei wird der PAC Term entsprechend dem eingesetzten
Aufwindverfahren aus der letzten Iteration bestimmt. 7 = S-ul;, ist der konvektierende
Massenstrom, der iiber (3.26) abhéngig von den Geschwindigkeiten, dem Druck und dem
Druckgradienten bestimmt wird. Beim instationidren Verfahren ist 1 noch zusétzlich von
einem im vorhergehenden Zeitschritt berechneten Term abhéngig. Die Berechnung des
Massenstroms m erfolgt {iber eine Gleichung der Form

1 = B(u,p) + Vp® +d"" | (4.57)

wobei Vp° und d** aus der vorhergehenden Iteration bzw. dem vorhergehenden Zeitschritt
berechnet werden. Setzt man (4.57) in (4.56) ein, so fiihrt dies auf

conv, = B(u,p) u+ (Vp® +d) u + B(u,p)PAC® + (Vp® + d")PAC" .
(4.58)

Der Konvektionsterm conv, besteht somit aus nichtlinearen, linearen und von den gesuch-
ten GréBen © = (u, v, p) unabhéingigen Termen. Der Anteil der Jacobi-Matrix beziiglich
des Konvektionsterms in x-Richtung kann in der Form

d(m(u,p) u+ m(u,p)PAC)
ox

J, = (4.59)
geschrieben werden. Fiir die linearen und konstanten Terme stellt die Berechnung der
Jacobi-Matrix keine Schwierigkeit dar, der nichtlineare Term B(u,p) u aus (4.58) erfor-
dert jedoch eine genauere Untersuchung. Mit Hilfe der Produktregel konnte man diesen
nach den Komponenten von & — in zwei Raumdimensionen sind das u, v und p — ablei-
ten. Dies muf fiir die diskretisierte Form von B(u,p) a u durchgefiihrt werden und ergibt
eine Vielzahl von Termen. Die Berechnung und Programmierung dieser Terme ist auf-
wendig und muf fiir Modifikationen in der Diskretisierung jeweils neu gemacht werden.
Eine vor allem fiir komplizierte Funktionen von A(x) attraktive Variante zur Berechnung
der Jacobi-Matrix ist die numerische Differentiation. Die Ableitung einer Funktion nach
einer Grofle x erhélt man hierbei, indem die Funktion sowohl fiir den alten Iterationswert
als auch fiir einen an einem Knotenpunkt um Az modifizierten Wert berechnet wird. Die
Differenz dieser Berechnung wird wiederum durch Az dividiert. Um alle Gradienten von
conv, zu berechnen, mufl an jedem Knotenpunkt des zu assemblierenden Elements jede
Unbekannte variiert werden, um die Auswirkung dieser Variation auf die Fluf- und Volu-
menbilanzen fiir alle Unbekannten an allen Knoten des Elements bestimmen zu kénnen.
Als Beispiel soll im folgenden fiir den Term B(u, p)u angenommen werden, daf§ der Druck
am Knoten Ky variiert wird und der Konvektionsterm am Knoten K; bestimmt werden
soll. Die Abhéingigkeit der Geschwindigkeitskomponente v vom Druck erhélt man iiber

OB, u _ B, (p" + Aplk,) u— Bl u (4.60)
W x,k, Ap . '
Ebenso wird fiir 28:4 und 28t verfahren. Um diese drei Ableitungen nach dem
P KK, Op 1K2

Druck zu bekommen, mufite also das Element zusiitzlich einmal mit p°+ Ap|k, assembliert
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werden (um B° zu erhalten wurde es ja bereits schon einmal assembliert). Insgesamt
muf} bei einem Viereckselement 12 mal (Knoten X Unbekannte) zusétzlich assembliert
werden. Um den Mehraufwand in Grenzen zu halten, sollten nur die Teile der Fluf3- und
Volumenterme neu berechnet werden, die von einer Variation an den Knotenpunkten auch
betroffen sind. In 2D hat sich bei der in dieser Arbeit verwendeten Diskretisierung der
Aufwand gegeniiber der einfachen Assemblierung um etwa 10-15 % erhoht.

Zusitzlich zu (4.60) miissen Gleichungen fiir Au und Av bestimmt werden. Der nichtli-
neare Anteil des Konvektionsterms geht dann mit

0B,
ou

o8,
ov

08B,
Op

/
u |K2 +
K1 Ko

/
v |K2 +
K1 K>

Pk, (4.61)
K1 K>

in die linke Seite des Gleichungssystems (4.45) J&' = r ein. Der Einfachheit halber werden
die linearen und konstanten Terme von (4.58) auch mit der numerischen Differentiation
berechnet.

Das iiber dieses Newton-Verfahren erhaltene lineare Gleichungssystem fiihrt aufgrund
einer stiarkeren Kopplung der Unbekannten auf ein teilweise deutlich schwerer zu l6sen-
des Gleichungssystem. Auflerdem konvergiert das Newton-Verfahren nur dann, wenn eine
ausreichend gute Startlosung zu Beginn der Iteration gefunden wurde. Deshalb wire es
wiinschenswert, die Iteration mit einer Fixpunktiteration zu beginnen und erst dann,
wenn die iterierte Losung eine einigermafien gute Anndherung an die Losung erreicht hat,
auf ein echtes Newton-Verfahren iiberzugehen. Eine Maglichkeit, einen linearen Ubergang
zwischen Fixpunktiteration und Newton-Verfahren zu erreichen, kann man durch folgende
Uberlegung erhalten. Der Unterschied zwischen Fixpunktiteration und Newton-Verfahren
liegt allein in der Behandlung des Massenflusses . Beim Newton-Verfahren ist dieser von
den gesuchten Gréflen u, v und p abhéngig und bei der Fixpunktiteration wird er aus den
alten Werten bestimmt. Es erscheint daher sinnvoll, den Massenstrom m mit Hilfe eines
Parameters A in

my = Arin(u, p) + (1 — A)ri” (4.62)

aufzuspalten und in (4.59) einzusetzen. Der Konvektionsterm fiir die Geschwindigkeits-
komponente u setzt sich somit zusammen aus

m(u® + MAu)[(u® + Au) + PAC] — m°[u’ + PAC)| "

Conv, =

Au
m(v? + AAv)[u® + PAC| — m°[u® + PAC]
+ Av !
m(p® + AAp)[u® + PAC] — m°u’ + PAC)
+ P
Ap
+(1 = X\)m’PAC . (4.63)

Fiir A = 0 fiihrt dies mathematisch auf die Form der Fixpunktiteration. Numerisch bedeu-
tet es selbstverstdndlich einen hheren Assemblierungsaufwand. Fiir A = 1 wird dann der
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Konvektionsterm voll nichtlinear behandelt. Weiterhin explizit werden jedoch der PAC-
Term und der Term Vp° aus (4.57) behandelt. Diese beiden Terme miissen vor der Assem-
blierung der FluB- und Volumenterme bestimmt werden, da sie Informationen bend&tigen,
die iiber das Element hinausgehen (siche Abschnitte 3.3.1 und 3.4). Ein Vorschlag zur
Berechnung von A\ abhéngig vom Residuum wird in Abschnitt 7.1.2.1 gegeben.

Die restlichen Terme in den Impulsgleichungen, also Druckgradient, Diffusionsterm und
eventuell Zeitterm, sowie die durch die Kontinuitdtsgleichung entstehenden Terme fiir
die Massenerhaltung werden beim Assemblierungsprozess auch weiterhin konventionell
berechnet.

In den bisherigen Ausfiihrungen wurde noch nicht auf die bei der numerischen Differen-
tiation benétigten differentiellen Terme Az eingegangen. Die richtige Wahl des Groéflen-

ordnung von Az ist Voraussetzung fiir eine korrekte Représentation des gesuchten Terms

oB

5= - Eine naheliegende Formulierung erhilt man durch

Azx = €|z] + €min - (4.64)

Der erste Term auf der rechten Seite sorgt dafiir, dal Az um einige Groflenordnungen
kleiner als x ist, um im Einzugsbereich der Funktion f(x) zu sein, in dem

fla+Ax) ~ f(z) _ 0(x)
Az ox

(4.65)

gilt. € muf} jedoch grofl genug gewdhlt sein, um keine maschinenabhéngigen Fehler zu
erhalten. Als geeignet haben sich Werte fiir € zwischen 1077 und 10~* gezeigt. Liegen die
Werte von z jedoch um den Nullpunkt herum (z.B. Geschwindigkeit an der Wand), so wird
ein ausreichend grofler Wert €,,;, in (4.64) notwendig um eine Division durch eine sehr
kleine Zahl zu verhindern. Je groler die Variationen von x im gesamten Stromungsgebiet
sind, um so schwieriger gestaltet sich daher auch eine sinnvolle Bestimmung von €,,;,. Als
gute Naherung hat sich

107" Zmaz| < €min < 1078|Zmaq (4.66)

erwiesen, wobei |Z,,,,| der groite Absolutwert von = im gesamten Rechengebiet sein soll.

Eine etwas genauere Berechnung des Terms 0B/0x konnte man erreichen, wenn der Gra-
dient iiber die Formel

flx+Ar) — f(v — Az)  Of(x)
2Ax T o

(4.67)

bestimmt wird. Dadurch wiirde sich jedoch der Assemblierungsaufwand fiir den konvekti-
ven Term verdoppeln, wihrend die Auswirkungen auf das Losungsverhalten des Gesamt-
systems nur sehr gering sein diirften.

Nicht nur fiir die Navier-Stokes Gleichungen, sondern auch fiir die Transportgleichungen
der Turbulenzgroflen ist eine weitergehende Beriicksichtigung der Nichtlinearitit der Glei-
chungssysteme wiinschenswert, als dies bei der Fixpunktiteration der Fall ist. Im Gegen-
satz zu den Impulsgleichungen, bei denen der Konvektionsterm die Nichtlinearitdt enthilt,

64



Berechnung der Jacobi-Matrix

mufl man bei den Turbulenzgleichungen die Quellterme und Diffusionsterme beriicksich-
tigen (siehe (4.48)). Wie in Abschnitt 4.4.1 erwéhnt wurde, sieht die iibliche und stabile
Form der Linearisierung entsprechend (4.50) aus. Ahnlich wie bei den Navier-Stokes Glei-
chungen soll auch bei den Turbulenzgleichungen mit Hilfe eines Parameters A eine Gewich-
tung zwischen Fixpunktiteration und voller nichtlineare Behandlung der Diffusions- und
Quellterme ermdoglicht werden. Dazu werden diese Terme in einer fiir alle Zweigleichungs-
Turbulenzmodelle giiltigen Form geschrieben. Den Diffusionsterm kann man mit

0 0d;
diff; = ——Le(P1, @ 4.68
1 oz, #(P1, ) oz, (4.68)
und die Quellterme mit
quell, = Qf (®1, ®2) — Q; (D1, P2)P; (4.69)

schreiben. Die Diffusionskoeffizienten I'; und die Quellterme @;" und @); werden im lineari-
sierten Fall jeweils aus der alten Losung berechnet; es gibt daher keine Kopplung zwischen
den beiden Gleichungen. Berechnet man die Jacobi-Matrix mit Hilfe der numerischen Dif-
ferentiation, so ergibt sich eine sehr starke Kopplung der beiden Transportgleichungen. Die
Moglichkeit, einen linearen Ubergang zwischen Fixpunktiteration und Newton-Verfahren
dhnlich (4.63) im Verlauf der Iteration zu erhalten, ist daher notwendig, um auch bei
relativ guten Anfangsbedingungen ein Divergieren der Iteration zu vermeiden.

Gerade fiir die Turbulenztransportgleichungen erscheint die numerische Differentiation
besonders attraktiv, um einen Vergleich von Newton-Verfahren und Fixpunktiteration zu
erhalten. Die oftmals sehr komplizierte Berechnung der Diffusionskoeffizienten und Quell-
terme wiirde eine analytische Darstellung der Koeffizienten der Jacobi-Matrix sehr auf-
wendig und fehleranfillig machen. Eine einmal programmierte numerische Differentiati-
onsfunktion kann fiir verschiedene Turbulenzmodelle ohne Anderungen eingesetzt werden.
Die nichtlineare Kopplung beliebiger Terme kann dabei sehr einfach ein- und ausgeschaltet
werden.
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5 Gittergenerierung und
Adaptivitit

Voraussetzung fiir jede numerische Simulation in der Strémungsmechanik ist ein das ge-
samte Stromungsgebiet bedeckendes Gitter. Die Wahl eines geeigneten Gitters ist min-
destens ebenso wichtig fiir eine korrekte Représentation der zu losenden partiellen Dif-
ferentialgleichungen wie die Wahl der Diskretisierungs- und Lésungsmethoden. Robuste
Losungsverfahren und genaue Diskretisierungsmethoden kénnen sicherlich in vielen Féllen
auch bei weniger geschickt gewihlten Gittern ausreichend genaue Ergebnisse liefern, doch
auch hier sind natiirlich Grenzen gesetzt. Wenn man bedenkt, dafl vor allem bei komple-
xen technischen Anwendungen die Gittererstellung oftmals weitaus mehr Zeit kostet als
die eigentliche Simulation, so kommt der Gittergenerierung eine bedeutende Rolle beim
gesamten Simulationsprozess zu. In diesem Kapitel sollen verschiedene Methoden gezeigt
werden, wie die fiir geometrische Mehrgitterverfahren benétigten hierarchischen Gitter
eingesetzt werden konnen. Auflerdem soll auf die im Programmpaket UG mogliche ad-
aptive Gitterverfeinerung eingegangen werden und verschiedene Steuerungsmechanismen
dazu aufgezeigt werden.

5.1 Hierarchische Mehrgitter

Grundvoraussetzung zur Generierung eines Gitters mit UG ist eine vollstindige Gebiets-
beschreibung. D.h. der gesamte Gebietsrand (und eventuell auch innere Rénder fiir spe-
zielle Teilgebiete) miissen festgelegt werden. Dies geschieht entweder iiber Parameter-
funktionen (standard-domain) oder iiber Polygonziige (Ilgm-domain). In der vorliegenden
Arbeit wurden jedoch ausschliefllich Parameterfunktionen eingesetzt. Im 2D-Fall wird der
Rand durch mehrere aneinanderliegende Teilstrecken beschrieben. Jede dieser Teilstrecken
muf} iiber eine stetige Funktion in Abhéngigkeit eines Parameters A beschrieben werden
koénnen. Uber diese Funktionen kénnen dann die kartesischen Koordinaten der einzelnen
Randgitterpunkte bestimmt werden. Jeder dieser Teilstrecken wird eine Randbedingung
zugeordnet, die zusdtzlich von A abhéngig sein kann.

Ist die Gebietsbeschreibung vollstindig, werden anschliefend die Randknoten und in-
neren Knoten bestimmt und danach das Rechengebiet mit Drei- oder Viereckselementen
bedeckt, die iiber die Knoten definiert werden. Somit ist das sogenannte Grobgitter fertig-
gestellt. Das Grobgitter dient in vielen Féllen jedoch nur dazu das gesamte Rechengebiet
zu triangulieren, um davon ausgehend eine Hierarchie von Gittern aufzubauen. Ob die-
ses Grobgitter dann iiberhaupt in den Losungsprozess eingebunden wird, oder ob das
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grobste fiir den Mehrgitteralgorithmus eingesetzte Gitter schon deutlich feiner ist, kommt
dann auf den Einzelfall an. Wie das Grobgitter erstellt wird, hédngt sicherlich von der
Komplexitit des Gebiets ab. Entweder setzt man die Knoten oder Elemente ,,von Hand*
oder benutzt den in UG implementierten Gittergenerator oder einen kommerziellen Git-
tergenerator mit geeigneter Schnittstelle. Egal welche Variante gewiahlt wird, es mufl auf
jeden Fall gewihrleistet werden, dafl das entstehende Grobgitter grob genug ist, um als
grobstes Gitter in einer sinnvollerweise mindestens dreistufigen Mehrgitterhierarchie ein-
gesetzt werden zu kénnen. Gegeniiber Eingitterverfahren hat man somit den Vorteil, dafl
bei der Gittergenerierung mit weitaus weniger Gitterknoten gearbeitet wird. Somit kénnen
Gitter fiir komplexe Rechengebiete, die auf Grof3- oder Parallelrechner gerechnet werden,
auch auf iiblichen Tischarbeitsplitzen erstellt werden. Die Gitterverfeinerung wird dann
erst wihrend des Rechenlaufs durchgefiihrt.

5.2 Definitionen

Sowohl in den folgenden Abschnitten als auch im Kapitel 6 werden Bezeichnungen fiir
Elemente und Gitter verwendet, fiir die es keine allgemeingiiltigen Begriffe gibt. Diese
sollen hier kurz erwidhnt werden. Das Grobgitter ist auf der untersten Gitterebene und
wird mit Gitter GO bezeichnet. Wird GO verfeinert so erhilt man das Gitter G'1 und bei
weiterer sukzessiver Verfeinerung entsprechend G2, G3 usw. bis das feinste Rechengitter
erreicht wird. Werden die Gitter adaptiv verfeinert, so entstehen Gitter, die nicht das
gesamte Rechengebiet bedecken. Als Oberfiichengitter wird dann ein Gitter bezeichnet,
das aus dem obersten Gitter und den Elementen aus den unteren Gittern besteht, die
nicht mehr verfeinert wurden. Das Oberflichengitter kann somit aus Elementen mehrerer
Gitterebenen bestehen und iiberspannt das gesamte Rechengebiet.

Wird ein Viereckselement reguldr verfeinert, so entstehen auf der feineren Gitterebene
vier Viereckselemente, die als Sohnelemente bezeichnet werden und deren gemeinsamer
Knotenpunkt der Elementschwerpunkt des Vaterelements ist. Analog dazu spricht man
auch bei Knotenpunkten, die die gleichen Koordinaten auf zwei benachbarten Gitter-
ebenen haben, von Vater- und Sohnknotenpunkten. Eine irregulire Verfeinerung kann zu
verschiedenen Kombinationen von Vier- und Dreieckselementen als Sohnelemente fiihren.
Werden alle Elemente eines Gitters reguldr verfeinert, wird von uniformer Verfeinerung
gesprochen, ansonsten von einer adaptiven oder lokalen Verfeinerung.

Bei einer regulédren Verfeinerung eines Viereckselementes entstehen neue Knoten auf dem
neuen Gitter, die zu den Sohnelementen des Viereckselementes gehéren und aufgrund
ihrer Lage beziiglich des Vierecks- bzw. Vaterelements als Eckknoten, Mittelpunktsknoten
und Seitenmittenknoten bezeichnet werden.

5.3 Lokaler Gitterverfeinerungsalgorithmus

Einen gravierenden Nachteil hat eine Gitterverfeinerung, die auf einer hierarchischen
Struktur aufbaut. Wenn es sich nicht gerade um ein Gitter mit Elementen gleicher Grofie
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handelt — dies ist nur bei einigen akademischen Testféllen der Fall — so muf} bei der
Verfeinerung dafiir gesorgt werden, dafl zwei benachbarte Elemente keine allzu unter-
schiedliche Elementgrofie erhalten. Wird aber jedes Grobgitterelement einfach uniform
verfeinert, d.h. alle entstehenden Sohnelemente haben die gleiche Gréfle, so kénnen je
nach Anordnung der Elemente auf dem Grobgitter, nach einigen Verfeinerungen grofle
Spriinge in der Elementgrofie entstehen, wie in Abbildung 5.1(b) zu erkennen ist. Dies
kann wiederum sehr ungiinstige Auswirkungen auf die Genauigkeit und die Konvergenz
der Losung haben. Eine Moglichkeit die Gréfle der Spriinge zu verkleinern besteht dar-
in, iiber das gesamte Gitter einen Gliattungsalgorithmus laufen zu lassen, der fiir eine
gleichméBigere Verteilung der Elementgréfle sorgt. Man muf hierzu jedoch eine geeignete
Einstellung finden, um einen Mittelweg zwischen zu starker und ungeniigender Glattung
zu finden. Solche Gitterglitter sind auch eher fiir Dreiecke bzw. Tetraeder geeignet und
weniger fiir Vierecke bzw. Hexaeder.

(a) (b) ()

Abbildung 5.1. (a) Grobgitter, (b) regulire Verfeinerung, (c) gerichtete Verfeinerung

Bei der Simulation turbulenter Stromungen werden in den meisten Féllen sehr langge-
streckte Elemente bendétigt, da diese Stromungen stark konvektionsdominant sind. Das
Verhéltnis von Grenzschichtdicke zur Gesamtlinge des Rechengebiets ist oftmals sehr
klein (z.B. Tragfliigelumstromung bei hohen Reynoldszahlen). Die Gradienten aller re-
levanten Stromungsgroflen sind weitaus stirker senkrecht zur Hauptstromungsrichtung
ausgerichtet als in Stromungsrichtung, entsprechend miissen daher die Elemente gerich-
tet sein. Setzt man zur Berechnung der turbulenten Grenzschicht die sogenannten Low-
Reynolds Turbulenzmodelle ein, dann ist eine extrem feine Auflésung senkrecht zur Wand
erforderlich. Bei vielen Gittergeneratoren wird das Rechengebiet in sogenannte Patches
aufgeteilt, in denen eine mehr oder weniger flexible Elementverteilung in Patchkoordina-
ten durchgefiihrt wird. Bei Grenzschichtstromungen wird dann eine sich zur Wand hin
stark verdichtende Elementverteilung eingesetzt. Die Liange der Elementseiten senkrecht
zur Wand wird dabei von Element zu Element zur Wand hin kontinuierlich verringert. Um
dies auch fiir die in UG benutzte Gittergenerierung zu ermoglichen, wurde ein spezieller
Verfeinerungsalgorithmus entwickelt, der zusétzlich auch fiir adaptiv verfeinerte Gitter
verwendet werden kann.

Aufgabe der hier vorgestellten Gitterverfeinerungsmethode ist es, ein grobes Gitter derart
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zu verfeinern, dafl eine auf dem groben Gitter bestehende ,,verdichtete Elementverteilung
in gleicher Weise auf das feine Gitter iibertragen wird. Hat man zum Beispiel eine Grenz-
schicht auf dem groben Gitter mit zwei Elementen senkrecht zur Wand aufgel6st und ist
das wandnihere Element 1/10 so dick! wie das wandfernere Element, so méchte man auch
nach mehrmaliger Verfeinerung dieser beiden Elemente das selbe Verhiltnis der Element-
dicken zwischen dem wandnéchsten und wandfernsten Element haben. Das Dickenverhélt-
nis zweier benachbarter Elemente innerhalb der Grenzschicht soll dabei moglichst konstant
bleiben. Abb. 5.1(b) zeigt ein regulir verfeinertes Grenzschichtgitter und Abb. 5.1(c) ein
in einer Richtung verdichtetes Gitter.

Will man eine Grenzschicht mit einer vorher festgelegten Anzahl von Gitterpunkten
auflosen, so kann dazu eine geeignete Funktion eingesetzt werden (z.B. f(n) = (n/N)?-9).
Sollen nachtréiglich Knoten hinzugefiigt werden, so mufy diese Funktion und ihr Giiltig-
keitsbereich im Rechengebiet bekannt sein. Da aber bei der Gitterverfeinerung moglichst
nur lokale Informationen bendétigt werden sollen, wird diese Methode hier nicht in Be-
tracht gezogen. Eine andere Moglichkeit besteht darin, in einem bestimmten Bereich (hier
Grenzschicht) ein konstantes Elementdickenverhéltnis zweier benachbarter Elemente vor-
zugeben. Lost man z.B. eine Grenzschicht der Dicke 1 mit 10 Elementen auf und legt
ein Verhéltnis von 2:1 fest, so ergibt sich ein Verhiltnis von 512:1 fiir das duferste und
das innerste Element dieser Schicht und das innerste Element hat eine Dicke von 10~*
Da aber das Verhéltnis der Elementdicken in der gesamten Schicht gleich ist, kann diese
Information lokal an jedem Element erhalten werden. Daraus wird dann entsprechend fiir
die feinere Gitterebene ein neues Elementdickenverhéltnis bestimmt, welches wiederum
konstant im gesamten Gebiet ist. Es muf} also eine geeignete Funktion gefunden werden,
die aus dem Elementdickenverhiltnis auf dem groben Gitter das Elementdickenverhiltnis
auf dem feinen Gitter bestimmt. Dazu wird die folgende Konstruktion durchgefiihrt.

In Abb. 5.2 wird zuerst der eindimensionale Fall betrachtet. Man bestimmt das Grofien-
verhéltnis zweier benachbarter Elemente auf dem Grobgitter mit 7' = Ly/L; und fordert
auf dem feinen Gitter (lokal) ein konstantes Groflenverhéltnis

N3 N,
e _ 12 5.1
N, - N, (5.1)
und
Ly, N3
T=—=— 5.2

so erhilt man fiir N; und N, die Beziehung

Ny
¥ = VT (5.3)

und daraus die Lingen

L
N=—"  und Ny=1IL,—N; . (5.4)

14+ /L./L,
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Abbildung 5.2. 1-D Skizze fiir gerichtete Gitterverfeinerung

Gleichung (5.4) ist in dieser Form nur giiltig, wenn das zu verfeinernde Element in Abb. 5.2
am Gebietsrand liegt. Ansonsten hat es zwei Nachbarelemente. In diesem Fall berechnet
man beziiglich beider Elementnachbarn die Verhiltnisse 7") und 7 und berechnet N;
und N, aus dem Mittelwert der sich ergebenden Lingen N, NY, N und N{”). Liegen
die Elemente in einem Gebiet mit durchgehend gleichem Lingenverhiltnis so folgt 70 =
T,

Im zweidimensionalen Fall mufl man bei der Verfeinerung zwischen drei Knotentypen un-
terscheiden. Es gibt die Eckknoten, den Mittelpunktsknoten und die Seitenmittenknoten.
Die Eckknoten werden nicht verschoben, da sie Vaterknoten auf dem gréberen Gitter
besitzen. Die fiir den 1-D Fall entwickelten Verschiebungsregeln (5.4) werden auf den
Mittelpunktsknoten angewandt. Hierbei ist es sinnvoll die Verschiebungen des Knotens in
Richtung der lokalen Koordinaten? zu bestimmen. Bei einem strukturierten Vierecksgitter
bestimmen jeweils zwei Elemente die Verschiebung in Richtung einer lokalen Koordinate.
In Abb. 5.3 bestimmt somit die Grofle der Elemente Ey und E5 die Verschiebung des
Mittelpunktsknoten M; des Elements E; in £-Richtung und die Gréfle der Elemente Fs
und FEj die Verschiebung in n-Richtung. Liegt das Element des zu verschiebenden Kno-
tens auf dem Rand, so bestimmt nur ein Element die Verschiebung senkrecht zum Rand.
Die Verschiebung der Seitenmittenknoten wird iiber die neue Lage der angrenzenden Mit-
telpunktsknoten bestimmt (siehe Abb. 5.3). Dazu wird ein Mittelwert aus den lokalen
Koordinaten der benachbarten Mittelpunktsknoten in Elementseitenrichtung bestimmt.

Die Abfolge dieser Gitterverfeinerung ist in Abb. 5.4 dargestellt.

5.3.1 Zusitzliche ,,orthogonale*“ Randverfeinerung

In diesem Abschnitt soll auf eine zusdtzliche Methode eingegangen werden, die es er-
laubt, in einem bestimmten Bereich in Randnéihe die Elemente derart zu verfeinern, daf
entlang des Randes mehrere ,,Schichten“ von Elementen entstehen, die einen konstan-
ten Randabstand haben. In den in Kapitel 6 beschriebenen Konfigurationen wurden mit

lals , Dicke® wird hier der Abstand der beiden Elementseiten parallel zur Wand bezeichnet
’In UG befindet sich der Ursprung des lokalen Koordinatensystems eines Elementes in der ,linken
unteren“ Ecke und die Koordinaten ¢ und n laufen jeweils von 0 bis 1.
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0.5(-0.1£ - 0.088): _

Abbildung 5.3. Berechnung der neuen Position fiir Mittelpunktsknoten und Seitenmittenkno-
ten fiir das Viereckselement F: Die mittleren Laingen der Elemente Ey, F und Es in é-Richtung
sind Lo, Ly und L. Gleichung (5.4) angewandt auf Ey — Ey und Ey — E; ergibt den Mittelwert
L, = 0.8; dies entspricht einer Anderung in lokalen Koordinaten von ¢ = —0.1. Ebenso wird
in n-Richtung verfahren und aus den neuen lokalen Koordinaten fiir den Mittelpunktsknoten
M, werden die globalen Koordinaten bestimmt. Das Gleiche fiihrt man fiir Element E3 durch
und die Verschiebung des Seitenmittenknotens S wird aus dem Mittelwert der &-Verschiebung
der Mittelpunktsknoten M; und My A& = 0.5(—0.1¢ — 0.08£) berechnet. Danach kann die neue
globale Position von S berechnet werden.

dieser Methode alle Elemente, die Sohnelemente von Wandelementen sind, ,,orthogonal®
und gerichtet geglittet. Eine anschauliche Darstellung ist in Abb. 5.5 gegeben. In (a)
ist das Gitter dargestellt wie es nach einer gerichteten Gitterglidttung, entsprechend dem
oben beschriebenen Algorithmus, aussieht. Die dicken Linien zeigen das Grobgitter, das
moglichst schon so gestaltet wurde, dal die vom Rand weglaufenden Gitterlinien ortho-
gonal auf der Randkurve stehen. Zuerst wird der Randknoten R so verschoben, dafl die
Verbindung RM senkrecht zum Rand steht und auf der Verlingerung dieser Linie steht
der Seitenmittenknoten S. Der Abstand SR wird aus dem Mittelwert der Randabstidnde
der Knoten ToR5 und T;R; bestimmt und S entsprechend verschoben. Anschlielend wird
der Mittelpunktsknoten so verschoben, daf das vorher bestimmte Langenverhéltnis Lo/ Ly
weiterhin giiltig ist (d.h. Lo/Ly = L3/L}). Zuletzt werden die Seitenmittenknoten so ver-
schoben, daf fiir diese der Randabstand gleich dem Mittelwert des Randabstandes der
benachbarten Mittelpunktsknoten ist. Bei mehr als einfacher Gitterverfeinerung entstehen
Elemente, die Sohnelemente eines Grobgitterrandelements sind und nicht auf dem Rand
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(a) (b) (c) (d)

Abbildung 5.4. (a) Grobgitter; (b) das Grobgitter wird uniform verfeinert; (c) alle neu entstan-
den Mittelpunktsknoten werden entsprechend der Grofle der Nachbarelemente verschoben; (d)
alle Seitenmittenknoten werden entsprechend der Position der benachbarten Mittelpunktsknoten
verschoben

liegen. Die Verschiebung eines solchen Elements ist wiederum in Abb. 5.5(b) dargestellt.
Der Abstand SsR wird aus dem Mittelwert der Abstinde T3R; und T4Rs berechnet und
der Abstand M;R aus dem Mittelwert der Abstéinde S3R; und S4;R. Wird das Grobgitter
mehrmals verfeinert, so erhélt man in einer Schicht, die so breit wie die Randelemente
des Grobgitters ist, mehrere Knoten bzw. Elementreihen, auf denen (mindestens lokal)
der gleiche Randabstand vorliegt (siehe Abb. 5.6).

Diese ,,orthogonalen® Gitterverfeinerung am Rand benétigt nur Vater-Sohn Elementbe-
ziehungen und keine Kenntnis der Elementnachbarschaftsbeziehungen. Am Beispiel eines
Gitters fiir eine Tragfliigelumstromung kann gezeigt werden, da} man mit diesem sehr
allgemeinen Ansatz zur Gitterverfeinerung, der nur aus lokalen Informationen besteht,
ein Gitter generieren kann, das einem sogenannten C-Gitter [136] sehr nahe kommt (siehe
Abbildung 6.7 oder 6.9).

5.3.2 Verfeinerung adaptiver Gitter

Das in Abschnitt 5.3 beschriebene Verfahren ist darauf ausgerichtet, eine geeignete Ver-
feinerung fiir strukturierte Vierecksgitter (3-D: Hexaedergitter) dhnlich Abbildung 5.3 zu
ermoglichen. Um dieses Verfahren jedoch auch fiir adaptiv verfeinerte Gitter einsetzen
zu kénnen, miissen noch Regeln fiir die Ubergéinge zwischen Dreiecken und Vierecken
erstellt werden. Da bei der Verfeinerung der Dreiecke keine Mittelpunktsknoten enstehen,
beschrinkt sich die Verfeinerung auf die Seitenmittenknoten.

Die Verschiebung eines Seitenmittenknotens wird bei Vierecken aus dem Mittelwert der lo-
kalen Koordinaten des verschobenen Mittelpunktsknoten der angrenzenden Elemente be-
stimmt. Dies ist bei Dreiecken aber nicht méglich. Daher wird folgende Hilfskonstruktion
durchgefiihrt (siche Abb. 5.7). Man berechnet eine Verschiebung des fiktiven Elementmit-
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Abbildung 5.5. Gerichtete , orthogonale* Gitterglattung an gekritmmten Oberflichen: (a) Git-
ter nach gerichteter Gitterglattung; (b) Die Knoten M, R, und S werden so ausgerichtet, daf} sie
auf einer Linie senkrecht zur Wand stehen. Zusétzlich mufl gelten SR = 0.5(T1R; + T2R2) und
L5 /LY = Ly /L;. Fiir ein Element, das nicht direkt an der Wand liegt gilt SsR = 0.5(T3R;+T4Rz)
und M R = 0.5(S3R1 + S4R2).

()

Abbildung 5.6. Gerichtete ,,orthogonale* Gitterverfeinerung im Bereich einer Tragfliigelspitze:
(a) Grobgitter GO; (b) Gitter G1; (c) Gitter G4

(b)

telpunktes M;, indem man (5.4) auf das System Elementmittelpunkt, Seitenmittelpunkt
und Nachbarelementmittelpunkt anwendet. Die daraus berechnete lokale Verschiebung
(Werte liegen zwischen -0.5 und 0.5) des Punktes M; wird auf den Seitenmittelpunkt S in
¢-Richtung angewandt und die Verschiebung aus dem Mittelwert der Anteile der Elemente
E; und E3 bestimmt. In Abbildung 5.8 ist zu erkennen, dafl auch fiir ein reines Dreiecks-
gitter die Verfeinerungsrichtung des Grobgitters auf den feinen Gittern beibehalten wird.
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Ein konstantes Elementdickenverhéltnis wie beim Vierecksgitter (siehe Abb. 5.1) kann
dadurch jedoch nicht erreicht werden.

-0.1¢

Abbildung 5.7. Verschiebung der Seitenmittenknoten bei einem Dreieck: Es miissen die
Mittelpunkte M;, My und M3 und die Abstinde L;, Lo, L3 und L4 bestimmt werden. Aus
(5.4) ergibt sich in diesem Beispiel eine Verschiebung des Punktes S in ¢-Richtung mit
¢€=0.5[1/(1++/La/Li) +1/(1++/Ls/L4)] = 0.4. Der Punkt S wird also aufgrund von Element
E; und seiner Nachbarelemente Eo und E3 um —0.1¢ verschoben.

(a) (b) (c)

Abbildung 5.8. Gerichtete Gitterverfeinerung fiir Dreiecke: (a) Grobgitter GO; (b) Gitter G1,;
(c) Gitter G3

Bei einem adaptiv verfeinerten Gitter entstehen zusétzlich zu den regulér verfeinerten
Vier- und Dreieckselementen verschiedene Typen von Abschluflelementen. Fiir die bei der
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Verfeinerung der Abschluflelemente eventuell entstehenden Mittelpunktsknoten und Sei-
tenmittenknoten geniigen die fiir Vier- und Dreiecke beschriebenen Verschiebungsregeln.
Ein Beispiel eines adaptiv verfeinerten Grenzschichtgitters ist in Abb. 5.9 zu sehen.

- regulir verfeinertes Element

- irregulér verfeinertes Element

Elementkopie

I:l Element auf niedrigerer Gitterebene :

Abbildung 5.9. Adaptiv verfeinertes Gitter mit gerichteter Gitterglattung. Zusétzlich sind die
bei lokaler Verfeinerung auftretenden Elementklassen dargestellt.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde der hier beschriebene Gitterglattungsalgorithmus nur
fiir 2D-Gitter eingesetzt. Eine Erweiterung auf reine 3D-Hexaedergitter ist mit nicht allzu
grofem Aufwand mdoglich. Sollen jedoch hybride® 3D-Gitter geglittet werden, so miissen
eine Reihe von Spezialfillen von Elementnachbarschaftsbeziehungen betrachtet werden,
um auch glatte Ubergénge zwischen Hexaedern, Tetraedern, Prismen und Pyramiden zu
ermoglichen.

5.4 Steuerung der Adaptivitit

Im vorhergehenden Abschnitt wurde auch auf eine lokale oder adaptive Gitterverfeine-
rung eingegangen. Hier sollen nun verschiedene Moglichkeiten gezeigt werden, wie diese
Verfeinerung gesteuert werden kann.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein einfacher hierarchischer Indikator zur Markierung der
zu verfeinernden Elemente eingesetzt, der eine Fehlerschéitzung iiber die Approximation
des Gradienten auf zwei ,iibereinander” liegenden Gitterebenen liefert. Hierzu werden
die Gradienten von einzelnen oder mehreren Stromungsgréfien auf dem Mittelpunkt eines
Oberflichenelementes* und auf dem Mittelpunkt seines Vaterelementes berechnet. Der
Approximationsfehler e auf einem Element beziiglich der Grofie @ wird dann mit

o = |[(VO) — (V)| A (5.5)

3Gitter mit verschiedenen Elementtypen (z.B. Dreiecke und Vierecke)
‘Element des Oberflichengitters (siche Abschnitt 5.2)

76



Berechnung des Wandabstandes

bestimmt. Dabei bezeichnet [ die Gitterebene und A die Elementfliche des Oberfléchen-
elements. Uberschreitet der Fehler eq eine vorher festgelegte obere Schranke, wird das
Element zum Verfeinern markiert. Ebenso kann iiber eine untere Schranke eine Vergrobe-
rung markiert werden. Eine Vergroberung ist vor allem dann sinnvoll, wenn man wandern-
de Fronten simuliert und Gebiete starker Verfeinerung nach dem Durchgang einer Front
wieder vereinfachen mdochte. Da bei den hier untersuchten Testfillen nur die stationére
Lésung von Interesse ist, wird auf eine Vergroberung nicht weiter eingegangen.

Welchen Wert die obere Schranke haben soll, um eine geforderte Genauigkeit zu erhalten,
muf fiir jeden Testfall neu untersucht werden. Als erste Ndherung kann man einen Wert
annehmen, der ein bis zwei Groflenordnungen unter dem Maximalwert von ® liegt. Auch
fiir die Wahl der Stromungsgréflen, die die Verfeinerung kontrollieren sollen, kann man
keine allgemeingiiltigen Richtlinien anwenden. Betrachtet man laminare inkompressible
Stromungen, so wird man zuerst die Stromungsgeschwindigkeit als Indikator heranziehen.
Ob man hierbei den Absolutwert der Geschwindigkeit oder die einzelnen Geschwindig-
keitskomponenten einsetzt, kann im Einzelfall entschieden werden. Als nachteilig hat sich
jedoch gezeigt, dafl vor allem Gebiete mit Rezirkulationszonen oder Sekundérstromungen
von diesem Indikator kaum erfalt werden, da hier meist nur sehr geringe Stromungsge-
schwindigkeiten vorliegen und somit der Approximationsfehler im Vergleich zu den Ge-
bieten mit hohen Geschwindigkeiten eher klein ist. Um eine Verfeinerung in Bereichen
von Sekundédrstromungen zu erhalten, hat sich die Wirbelstidrke bezogen auf die lokale
Absolutgeschwindigkeit

V xu

|u| (5.6)

als geeignet erwiesen [137]. Bei turbulenten Stromungen werden zusétzlich als Indikatoren
die Turbulenzgroflen eingesetzt. Im Bereich von Scherschichten oder im voll turbulenten
Gebiet der turbulenten Grenzschicht weist die turbulente kinetische Energie k£ sehr ausge-
prigte lokale Maxima auf. Die Verwendung von £ als Indikator ergibt daher vor allem in
diesen Gebieten eine Verfeinerung. Die dissipativen Groflen wie ¢ und w dagegen sind vor
allem im Bereich der viskosen Unterschicht der turbulenten Grenzschicht fiir eine Verfei-
nerung einzusetzen, da die Dissipation der turbulenten kinetischen Energie hauptséichlich
in diesem Bereich stattfindet. Der Einsatz dissipativer Groflen als Indikator eignet sich da-
her, wenn Low-Reynolds Turbulenzmodelle verwendet werden und eine Verfeinerung des
wandnahen Grenzschichtbereichs notwendig ist. In Abschnitt 6.2.1.3 werden einige nu-
merische Experimente durchgefiihrt, um Hinweise zu bekommen, welche Grofien welche
Auswirkungen auf die Genauigkeit der Losung haben.

5.5 Berechnung des Wandabstandes

Fiir die Mehrzahl der Low-Reynolds Turbulenzmodelle ist eine Berechnung des Wandab-
standes y auf den Knotenpunkten erforderlich. Die einfachste Methode den Wandabstand
im gesamten Stromungsgebiet zu bestimmen, besteht darin, eine Liste von Randknoten
aufzustellen und dann eine Schleife iiber alle Knoten laufen zu lassen, wobei fiir jeden Kno-
ten die Randknotenliste nach dem Knoten mit dem geringsten Wandabstand durchsucht
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wird. Da die Randknotenliste eine Linge von mindestens O(N'/2) hat (3D: O(N'/3)),
ergibt sich somit ein Gesamtaufwand von O(N3/2) (3D: O(N*/3)).

Eine mogliche Reduktion dieses Aufwands kann nun darin bestehen, die Wandabstands-
berechnung nur in einem Teilgebiet durchzufiihren. Die im wandnahen Bereich benotigten
Diampfungsfunktionen werden iiber Groflen wie y* = yu,/v und R, = kY 2y /v gesteuert
(s. Abschnitt 2.4.3.1). Obwohl der Einflufl der Ddmpfungsfunktionen meist nur auf einen
sehr kleinen Bereich des Stromungsgebietes beschréinkt ist, werden diese iiblicherweise im
gesamten Gebiet bestimmt, da der Einflubereich vor der Simulation nicht ohne weiteres
abgeschétzt werden kann. Wiirde man eine Berechnung des Wandabstandes vor jedem
Iterationsschritt durchfiithren, so kénnte man die Knotenpunkte auswéhlen, die im Ein-
flubereich der Dampfungsfunktionen liegen. Im zweidimensionalen Fall hitte man somit
N'/2 Randknoten und ¢ - N'/?2 Knoten im wandnahen Bereich. Der Aufwand einer nur
in einem Teilgebiet durchgefiihrten Wandabstandsberechnung wire in diesem Fall O(N).
Nachteilig ist jedoch, dafl diese Berechnung fiir jede Iteration durchgefiihrt werden muf3
und geeignete Abschitzungen erforderlich sind, um einen Knotenpunkt dem wandnahen
Bereich hinzuzuzédhlen.

Es kann aber auch die Mehrgitterhierarchie ausgenutzt werden, um den Aufwand der
Wandabstandsberechnung fiir das gesamte Rechengebiet niedrig zu halten. In [45] wird
vorgeschlagen die Wandabstandberechnung auf dem zweitfeinsten Gitter mit dem einfa-
chen O(N?®/2) Algorithmus durchzufiihren und dann auf das feinste Gitter zu interpolie-
ren. Diese Interpolation ist jedoch im wandnahen Bereich stark gekriimmter Oberflichen
unter Umstidnden etwas ungenau. Im folgenden soll nun eine Wandabstandsberechung
vorgestellt werden, die mit einem Aufwand von O(N) zu realisieren ist und auch auf lokal
verfeinerte Gitter anwendbar ist. Hierzu wird zuerst auf dem Grobgitter der Wandabstand
mit der oben beschriebenen Methode mit Aufwand O(Nl‘zg ) berechnet. Auf der néchsten
Gitterebene wird der wandnéchste Knoten fiir jeden inneren Knoten mit dem in Abb. 5.10
dargestellten Algorithmus gefunden.

Bei solch einem Vorgehen werden zwar einige Wandknoten mehrfach untersucht (s. Abb.
5.11) — pro innerem Knoten werden im 2D-Fall etwa 10 bis 50 Wandabstandsberech-
nungen durchgefithrt — der Gesamtaufwand ist jedoch von O(N). Besonders geeignet ist
dieses Verfahren auch fiir adaptiv verfeinerte Gitter, da fehlende Informationen auf dem
obersten Gitter iiber die unteren Gitter erhalten werden kénnen.

Der Algorithmus in Abb. 5.10 liefert den Wandabstand zwischen einem inneren Kno-
tenpunkt und einem Wandknotenpunkt (¢, in Abb. 5.11). Korrekt ist dies jedoch nur
fiir orthogonale Gitter, da bei ,,schiefen” Gittern vor allem in Wandnéhe ein zu grofler
Wandabstand ermittelt wird. Um dies zu vermeiden wird die entsprechende benachbarte
Elementwandseite zur genauen Abstandsberechnung herangezogen (y, in Abb. 5.11).
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Setze ymin auf grolen Wert

Gehe zu Element, das Knoten K besitzt

Gehe zum Vaterelement

Gehe zum Elementknoten

Gehe zum entsprechenden Wandknoten (dieser
wurde auf einer Gitterebene tiefer bereits
bestimmt)

Gehe zum Sohnknoten des Wandknotens falls
existent

Gehe zu Element, das den Knoten K, besitzt

Gehe zum Knoten des Elementes

Berechne Wandabstand y

v Y < Ymin N

Ymin = Y

Schleife iiber Elementknoten

Schleife iiber am Knotenpunkt liegende Elemente

Schleife iiber Elementknoten

Schleife iiber am Knotenpunkt liegende Elemente

Y = Ymin

Abbildung 5.10. Berechnung des Wandabstandes auf hierarchischen Gittern mit Aufwand
O(N).
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Abbildung 5.11. Berechnung des Wandabstandes fiir den Knoten K auf dem feinen Gitter,
die Wandabsténde auf dem groben Gitter sind dabei schon bekannt: 1. Gehe zum Element, das
den Knoten K besitzt (Element E); 2. Gehe zum Vaterelement von E (Element F); 3. Gehe zum
Knoten an Element F (Knoten L); 4. Gehe zum Wandknoten von L (Knoten M); 5. Gehe zum
Sohnknoten von M (Knoten N); 6. Gehe zum Element, das am Knoten N liegt (Element G);
7. Gehe zum Wandknoten von Element G (Knoten O); 8. Bestimme Wandabstand. Wenn der
Knotenpunkt mit dem kleinsten Wandabstand gefunden wurde, werden die an O anliegenden
Elementseiten nach einem eventuell geringeren Wandabstand iiberpriift (y, ).
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6 Numerische Experimente

In diesem Kapitel sollen anhand mehrerer numerischer Simulationen die Eigenschaften
und Moglichkeiten der bisher beschriebenen Verfahren untersucht werden. Da in den
vorhergehenden Kapiteln kaum auf Aspekte des Losungsverfahrens beziiglich des Sy-
stems Navier-Stokes Gleichungen und Turbulenzgleichungen eingegangen wurde, wird das
Losungsverfahren zu Beginn dieses Kapitels etwas genauer beschrieben. Der grofite Teil
des Kapitels beschéftigt sich dann mit den Resultaten mehrerer Simulationen fiir zwei
unterschiedliche Konfigurationen zweidimensionaler turbulenter Strémungen. Dabei wird
unter anderem der Einflufl der Turbulenzmodelle, der linearen Losungsverfahren und der
Gitterfeinheit auf das Konvergenzverhalten untersucht. Auflerdem werden mehrere einfa-
che Ansétze zur Steuerung der adaptiven Gitterverfeinerung und ihre Auswirkung auf die
Genauigkeit der Losung betrachtet.

6.1 Beschreibung des Lésungsverfahrens

Soweit in den nachfolgenden Abschnitten keine speziellen Angaben gemacht werden, wur-
den alle numerischen Simulationen mit den in diesem Abschnitt beschriebenen Verfahren
durchgefiihrt.

6.1.1 Losung der nichtlinearen Gleichungen

Die instationdren (Reynolds-gemittelten) Navier-Stokes Gleichungen und Turbulenzglei-
chungen werden entsprechend Abb. 6.1 bei jedem Zeitschritt nacheinander gelost, was
man auch als semi-implizites Verfahren bezeichnen kann. Inwieweit ein gekoppeltes Ver-
fahren die Konvergenzeigenschaften verbessern kann, war nicht Gegenstand dieser Un-
tersuchungen. Es ist jedoch zu erwarten, dafl nur mit einer sehr geschickten Wahl der
Kopplungsterme eine Konvergenzbeschleunigung moglich wird. Obwohl in UG eine varia-
ble Zeitschrittsteuerung iiber die Konvergenzrate des letzten Zeitschritts moglich ist (s.a.
Abb. 4.7), wird der Zeitschritt hier wihrend der Simulation konstant gehalten, um die
Vergleiche transparenter zu gestalten. Da nur die stationéire Losung betrachtet wird, kann
das stabile ,riickwirts Euler® Verfahren erster Ordnung eingesetzt werden; dies erlaubt
wiederum bei der hier eingesetzte Diskretisierung sehr grofie Zeitschritte. Pro Zeitschritt
wird sowohl fiir die Navier-Stokes Gleichungen als auch fiir die Turbulenzgleichungen ein
Fixpunktiterationsschritt (s.a. Abb. 4.6 mit maziter = 1) durchgefiihrt, wobei fiir alle
Groflen ein Relaxationsparameter von A = 0.4-0.5 verwendet wurde.
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Setze Startlosung (konstante Werte oder geschachtelte Tteration)

Assembliere Navier-Stokes Gleichungen
Ans(At,zns, 1),  rns(At,@s, ) = bxs — ANsTNs

Lése lineares Gleichungssystem
ANsTNg = T'Ns

Aktualisieren der Losung
TNS = ANSZNg + TNS

Assembliere Turbulenztransport-Gleichungen
Ary(At,zNs, zTU),  TTU(AL ZTNS, TTU) = brU — ATUZTU,
vi(eNs, TTU)

Lose lineares Gleichungssystem
!
ATuzy = rTU

Aktualisieren der Losung
/!
TTU = ATUZTYy + TTU

Konvergenzkriterium erreicht

Abbildung 6.1. Zeitschrittschleife fiir konstanten Zeitschritt

Eine gute Startlosung fiir das feinste Gitter wird durch eine geschachtelte Iteration geméafl
Abb. 6.2 erhalten. Dazu werden jeweils etwa 20-50 Iterationen (bzw. Zeitschritte) auf
den darunterliegenden Gitterebenen durchgefiihrt. Fiir die Iterationen auf den zwei un-
tersten Gitterebenen werden aus Stabilitéitsgriinden das UDS oder das MWS Aufwind-
verfahren jeweils ohne PAC-Term verwendet. Ab dem dritten Gitter wird auf das LPS
Aufwindverfahren fiir die Navier-Stokes- und Turbulenzgleichungen umgestellt und fiir
die Navier-Stokes Gleichungen wird noch zusétzlich der PAC-Term (s. Abschnitt 3.3.1)
bestimmt. Wiirde man keine geschachtelte Iteration durchfiihren, so miisste mit sehr klei-
nen Zeitschritten zu Anfang der Simulation gerechnet werden, um ein Divergieren das
Losungsprozesses zu verhindern. Bei den hier gezeigten Konfigurationen hat sich gezeigt,
daB eine schlechte Startlosung (z.B. konstantes Geschwindigkeits- und Turbulenzfeld im
gesamten Gebiet) eine Verdoppelung oder Verdreifachung der Rechenzeit gegeniiber einer
Rechnung mit geschachtelter Iteration erfordert.

Als sehr vorteilhaft hat sich bei der Simulation auf groben Gittern eine knotenweise Be-
schrankung der Korrektur ', fiir die Turbulenzgréfen erwiesen. Es wird gefordert, dafl
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die Korrektur (4.47) nur im Bereich
—0.82 < 2’ < 5x (6.1)

liegen darf. Dadurch werden die durch die Quellterme der Turbulenzgleichungen beding-
ten, oftmals sehr starken Anfangsausschlige ausreichend geddmpft.

Setze konstante Anfangsbedingungen auf grobem Gitter

Rechne n Zeitschritte mit UDS oder MWS
Aufwindverfahren

Verfeinere Gitter

Interpoliere Losung auf neuem Gitter

Rechengitter erreicht (2-3 Verfeinerungen)

Rechne soviel Zeitschritte mit genauem Aufwindverfahren bis
Konvergenzkriterium erreicht wird

Abbildung 6.2. Geschachtelte Iteration

6.1.2 Losung der linearisierten Gleichungen

Die beiden aus der Fixpunkt-Linearisierung (4.54) und (4.50) entstandenen linearen Glei-
chungssysteme fiir die Navier-Stokes- und die Turbulenzgleichungen werden mit einem
linearen Mehrgitterverfahren (s. Abschnitt 4.3.3) gelost. Als Glétter fiir die beiden Mehr-
gitterloser wird ein ILU-Verfahren verwendet (s. Abschnitt 4.1.3), wobei beim Mehr-
gitterloser fiir die Navier-Stokes Gleichungen die von Wittum [126] vorgeschlagene (-
Modifikation (4.18) eingesetzt wird. Vor allem bei langgestreckten Elementen, wie sie
in Rechengittern fiir turbulente Grenzschichten auftreten, kann der Einsatz dieser (-
Modifikation eine signifikante Konvergenzbeschleunigung fiir das Mehrgitterverfahren er-
moglichen. Als geeignet erwiesen haben sich fiir den Druck # = 1 und fiir die Geschwin-
digkeitskomponenten 3 = 0.2. Bei besonders langgestreckten Elementen konnen fiir die
Geschwindigkeitskomponenten noch hohere Werte fiir 4 von Vorteil sein. Die Mehrgit-
teriteration wird mit einem V-Zyklus mit jeweils zwei Vor- und Nachglittungsschritten
durchgefiihrt (s.a. Abb. 4.2).

Eine oftmals deutliche Reduktion der Anzahl der Mehrgitterschritte wird erreicht, wenn
man den Mehrgitterloser als Vorkonditionierer fiir ein Krylov-Unterraum-Verfahren ein-
setzt (s. Abschnitt 4.2). Fiir die Navier-Stokes Gleichungen eignet sich hierbei besonders
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der BiCGSTAB Loser von [31]. Nachteilig ist hierbei jedoch, daf fiir das BICGSTAB-
Verfahren sechs zusitzliche temporire Knotenvektoren benoétigt werden. Da sich dieses
Verfahren als &uflerst robust bei guten Konvergenzeigenschaften erwiesen hat, wurde es
daher bis auf wenige Ausnahmen in allen hier gezeigten Simulationen eingesetzt.

Da eine sehr genaue Losung der linearen Gleichungssysteme zu keiner Konvergenzbe-
schleunigung des nichtlinearen Systems fiihrt, kann mit relativ geringer Defektreduktion
der linearen Systeme ausgekommen werden. Fiir die Stromungsgréfien u, v und p ist daher
eine Reduktion um eine Grofenordnung ausreichend. Fiir die Turbulenzgrofien wird eine
Defektreduktion um vier Gréflenordnung gefordert, was aber meist mit einem oder zwei
Mehrgitterschritten erreicht wird.

Um die Zahl der Mehrgitteriterationen pro Zeitschritt moglichst gering zu halten, ist eine
Stromabnumerierung der Knoten sehr empfehlenswert [138]. Da im Rahmen dieser Arbeit
recht einfache Stromungskonfigurationen betrachtet wurden, war eine lexikographische
Anordnung der Knoten ausreichend.

6.2 Simulation turbulenter Stromungen mit der Fix-
punktiteration

Anhand zweier gut dokumentierter Beispiele fiir turbulente Stromungen sollen die Ei-
genschaften der in den vorangegangenen Kapiteln beschriebenen Verfahren untersucht
werden. Beim ersten Beispiel handelt es sich um eine turbulente Stromung iiber ein 2D-
Hiigelmodell, fiir das nicht nur ausfiihrliche experimentelle Daten zugénglich sind [139],
sondern auch Vergleiche mit anderen numerischen Simulationen mdoglich sind. Der zweite
Testfall ist eine turbulente Stromung um ein NACA-4412 Tragfliigelprofil mit einem An-
stellwinkel von a a2 14°, bei dem sich im Experiment [140] an der Tragfliigelhinterkante
eine Ablosung ausbildet. Beim ersten Testfall handelt es sich um eine Innenstrémung mit
vergleichsweise moderater Reynoldszahl und voll turbulenten Einstrémbedingungen und
beim zweiten Testfall um eine Auflenstromung mit sehr hoher Reynoldszahl und dadurch
bedingtem laminar-turbulenten Ubergang in der Grenzschicht.

6.2.1 Turbulente Stromung iiber ein 2D-Hiigelmodell

Das hier gewihlte Beispiel fiir eine zweidimensionale turbulente Innenstromung war ei-
ner von fiinf Testfillen des ERCOFTAC/TAHR Workshops 1995 in Karlsruhe [141]. Es
handelt sich hierbei um eine inkompressible Strémung iiber ein Hiigelmodell in einem
Kanal, wobei als Einstrémbedingung eine voll entwickelte turbulente Kanalstrémung an-
genommen wurde. Die ausfiihrlich dokumentierten Experimente wurden von Almeida et
al. [139] beschrieben, und die MaBe des verwendeten Rechengebietes sind Abbildung 6.3
zu entnehmen. Die Reynoldszahl bezogen auf die Hiigelhohe h und die mittlere Ein-
stromgeschwindigkeit @ ist Re = wh/v = 60.116. Stromabwirts vom Hiigel bildet sich
eine Rezirkulationszone aus, die sich im Experiment von x/h = 0.43 bis /h = 4.8 er-
streckt.
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Abbildung 6.3. Rechengebiet fiir die Stromung iiber ein Hiigelmodell mit Grobgitter (96 Kno-
ten) und dreimal verfeinertem Gitter (4961 Knoten) (h ist die Hohe des Hiigels)

Fiir die hier beschriebene Konfiguration wurden nun mehrere numerische Experimente auf
unterschiedlich feinen Gittern und mit verschiedenen Zweigleichungs-Turbulenzmodellen
durchgefiihrt. Die niedrigste Gitterebene, auf der mit dem LPS Aufwindverfahren eine
konvergente Losung erhalten werden kann, ist das Gitter G3 mit ca. 5.000 Knoten, das
in Abbildung 6.3 dargestellt ist. Berechnungen auf den gréberen Gittern werden mit den
Aufwindverfahren erster Ordnung durchgefiihrt. Als Konvergenzkriterium wird gefordert,
daf das normierte Residuum der horizontalen Geschwindigkeitskomponente ||u||/At einen
Wert unterhalb von 10~* erreichen soll.

6.2.1.1 Vergleich verschiedener Turbulenzmodelle

Mit den folgenden numerischen Experimenten sollen verschiedene Zweigleichungs-Turbu-
lenzmodelle beziiglich Konvergenzverhalten und Gitterabhingigkeit untersucht werden.
Es wurden hierzu sechs Turbulenzmodelle ausgewéhlt, die entweder eine weite Verbreitung
gefunden haben oder als erfolgversprechende, relativ neue Turbulenzmodelle angesehen
werden. Folgende Modelle wurden verglichen:

e Chen-Patel Zweischichten k-¢ -Modell (algebraische Gleichung fiir € in Wandnihe)
e Chien k-¢ -Modell (Dampfungsfunktionen abhingig von y*)
e Wilcox k-w Modell (keine zusitzlichen Terme im wandnahen Bereich)

e Menters Baseline Modell (k-w Modell in der viskosen Unterschicht und der voll
turbulenten Zone, k- Modell im &ufleren Bereich der Grenzschicht und im Fernfeld)

e Modifiziertes Baseline Modell (k-w Modell in der viskosen Unterschicht sonst k-¢
Modell)
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e Kalitzin k-7 Modell (von k-w Modell abgeleitet, kein Wandabstand notwendig)

In Abb. 6.4 sind die mit diesen Turbulenzmodellen berechneten Stromlinien im Bereich
der Rezirkulationszone dargestellt. Es wurden Simulationen auf drei unterschiedlich fei-
nen, strukturierten Gittern durchgefiihrt (G3: 4.961 Knoten, G4: 19.521 Knoten, G5:
77.441 Knoten). Als Zeitschritt wurde 17.8 h/U,, gewihlt, wobei mit U, die Maximalge-
schwindigkeit am Einstromrand bezeichnet wird. Der Relaxationsparameter A aus (4.47)
wurde fiir beide Gleichungssysteme auf 0.5 gesetzt. Folgende Aussagen beziiglich Git-
terabhingigkeit der Losung und Konvergenzverhalten konnen aus diesen Simulationen

abgeleitet werden.

Chen-Patel Zweischichten k-¢ Modell

Chien k- Modell

Y
/h\

/,—\
——

-
//’ﬁ\\

-
=

EXp.T
Menters Baseline k-w Modell

Exp.T
Modifiziertes Baseline k-w Modell

A
//’/_—\

s —
—

Exp. T
Kalitzin k-7 Modell

Exp. T
Wilcox k-w Modell
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Abbildung 6.4. Stromlinienbilder fiir verschiedene Turbulenzmodelle gerechnet auf dem Gitter

G4 (19.521 Knoten). Der im Experiment [139] bestimmte Wiederanlagepunkt ist mit einem Pfeil

gekennzeichnet.
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Gitterabhingigkeit

Als ein einfaches und notwendiges Maf}, die Gitterunabhéngigkeit der Losung zu iiber-
priifen, kann die Ausdehnung der Rezirkulationszone angesehen werden. Ein weiterer glo-
baler Wert ist der durch das Hindernis entstehende Druckabfall. In Tabelle 6.1 sind daher
der Ort des Wiederanlagepunktes der Rezirkulationszone und die Druckdifferenz an der
unteren Kanalwand 10 h vor und 20 h nach der Hiigelspitze (h ist die Hohe des Hiigels)
abhéngig vom Gitter fiir verschiedene Turbulenzmodelle dargestellt.

Tabelle 6.1. 2D-Hiigelstromung: Position des Wiederanlagepunktes z, (Experiment: z, ~ 4.8)
und Druckdifferenz zwischen —10h und 20h an der unteren Kanalwand fiir verschiedene Tur-
bulenzmodelle auf drei verschiedenen Gittern. Die letzte Reihe gibt die Zahl der Zeitschritte
niter bis das Konvergenzkriterium erreicht wurde an und in Klammern die Zahl der Mehrgitter
V-Zyklen pro Zeitschritt fiir die Navier-Stokes Gleichungen.

k-¢ Chen-Patel | k- Chien | Baseline | mod. Baseline k-1 k-w
G3 5.57 h 5.09 h 6.00 A 4.95 h 5.21 h 6.60 h
z, G4 5.73 h 5.53 h 6.61 h 5.56 h 5.99 h 6.88 h
G5 5.77 h 5.48 h 6.87 h 5.82 h 6.60 h 6.96 h
G3 0.0577 0.0754 0.0654 0.0627 0.0729 0.0621
A
u—f G4 0.0528 0.0708 0.0654 0.0630 0.0623 0.0610
0
G5 0.0517 0.0683 0.0645 0.0624 0.0619 0.0600
G3 75 (3.3) 97 (3.9) 69 (3.3) 74 (3.8) 68 (4.2) | 102 (3.6)
Niter G4 56 (4.4) 160 (2.8) | 58 (4.8) 64 (5.2) 77 (4.2) | 82 (3.8)
G5 55 (4.3) 197 (3.7) | 58 (4.6) 58 (5.8) 77 (5.3) | 65 (4.7)

Vergleicht man die verschiedenen Ergebnisse fiir den Ort des Wiederanlagepunktes auf
dem feinsten Gitter mit dem experimentellen Wert x,, = 4.8 h, so kommen die beiden k-¢
Modelle und das modifizierte Baseline Modell diesem am néchsten. Etwas weiter weg liegt
das Ergebnis fiir das k-7 Modell. Das k-w Modell und das Baseline Modell sind soweit
vom experimentellen Wert entfernt, daf sie fiir diesen Typ von Strémung als ungeeignet
erscheinen.

Abgesehen vom k-7 Modell wurde auf dem Gitter mit 19.521 Knoten (G4) fiir alle unter-
suchten Turbulenzmodelle eine weitgehend gitterunabhéngige Lésung erhalten. Fiir das
Zweischichten k- Modell von Chen und Patel wurde die Ausdehnung des Rezirkulati-
onsgebiet sogar schon relativ genau auf dem groben Gitter (G3, 4.961 Knotenpunkte)
ermittelt. Solche Eigenschaften sind besonders bei 3D Simulationen mit Low-Reynolds
Turbulenzmodellen gefragt, da eine so feine Auflosung wie bei 2D Simulationen wegen
Speicherbeschréinkungen oftmals nicht moglich ist.

Die ermittelte Druckdifferenz an der unteren Kanalwand scheint nicht allein von der Aus-
dehnung der Rezirkulationszone abhéngig zu sein, sondern wird sicherlich auch durch die
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Reprisentation des Druckanstiegs links vom Hiigel bestimmt. Zur Gitterabhéingigkeit der
ermittelten Druckdifferenz sind &hnliche Aussagen wie schon fiir die Rezirkulationslénge
zu machen.

Konvergenzverhalten

Welchen Einflufl die Wahl des Turbulenzmodells auf die Konvergenzgeschwindigkeit des
Losungsverfahrens hat, kann aus der dritten Zeile der Tabelle 6.1 entnommen werden.
Abgesehen vom Chien k-¢ Modell wurden fiir alle Turbulenzmodelle etwa 60 bis 80 Zeit-
schritte beno6tigt. Dabei ist bei vier Modellen sogar eine mehr oder weniger starke Abnah-
me der Zeitschritte bei feineren Gittern zu erkennen. Fast ausnahmslos ist eine Erh6hung
der Zahl der Mehrgitterzyklen auf feinen Gittern gegeniiber den groben Gittern festzu-
stellen. Im Durchschnitt wurden auf dem Gitter G3 3.6, auf G4 4.2 und auf dem feinsten
Gitter Gb 4.7 Mehrgitter V-Zyklen pro Zeitschritt benttigt. Eine optimale O(N) Kom-
plexitit konnte somit nicht ganz erreicht werden, aber die sehr moderate Zunahme der
Mehrgitteriterationen bei einer Vervierfachung der Zahl der Unbekannten ist dennoch zu-
friedenstellend. Diese Zunahme der Zahl der Iterationen wurde jedoch zum Teil durch eine
geringere Zahl der Zeitschritte wettgemacht und bezogen auf die Gesamtrechenzeit (Losen
und Assemblieren) wurde bei vier Turbulenzmodellen (k-w , Baseline, mod. Baseline und
Chen-Patel k-¢ ) auf dem feinsten Gitter fast exakt viermal soviel Rechenzeit wie auf dem
Gitter G4 bendtigt.

Eine Ausnahme bildet jedoch das Chien k- Modell, bei dem eine deutliche Zunahme der
bendtigten Zeitschritte bei feineren Gittern zu verzeichnen ist. Zusétzliche Rechnungen
mit diesem Turbulenzmodell ergaben, dafl mehr als eine Halbierung der Zahl der Zeit-
schritte moglich ist, wenn als Startlosung anstatt der ungenauen Losung von Gitter G2
eine geschachtelte Iteration durchgefiihrt wird. Dabei muf§ jedoch auf jeder Gitterebene
bis zu einer auskonvergierten Losung gerechnet werden. Dafl das Chien k-¢ Modell so viel
schlechter als die anderen Modelle konvergiert, liegt wahrscheinlich daran, daf} bei diesem
Modell Dampfungsfunktionen verwendet werden, die zu einer starken Kopplung der Tur-
bulenzgleichungen fiihren. Wahrscheinlich ist diese Kopplung wiederum die Ursache fiir
im Konvergenzverlauf zu erkennende Oszillationen (s.a. Abb. 7.6).

6.2.1.2 Vergleich verschiedener Lésungsverfahren

Mit den folgenden numerischen Experimenten soll untersucht werden, inwieweit das theo-
retisch optimale Verhalten von Mehrgitterverfahren bei der Simulation turbulenter Stro-
mungen erreicht wird. Zusétzlich wird eine Beschleunigung des Mehrgitterverfahrens mit
einem Krylov-Unterraum Loser untersucht und ein Vergleich mit einem Eingitterverfahren
durchgefiihrt.

Als Testfall wurde wiederum die Hiigelstromung herangezogen und eine Startlosung auf
Gitterebene L2 (1200 Knoten) erstellt. Auf den Gittern L3, L4 und L5 wurden mit dieser
Startlosung so viele Zeitschritte gerechnet, bis das Konvergenzkriterium (||u||/At < 107%)
erfiillt wurde. Als Turbulenzmodell wurde das k-7 Modell eingesetzt. Der Zeitschritt von
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10.7h/U,, war auf allen Gittern gleich und der Relaxationsparameter A wurde fiir beide
Gleichungssysteme auf 0.6 gesetzt.

Zur Losung der linearen Gleichungen wurden drei verschiedene Loser verglichen, ein li-
neares Mehrgitterverfahren, ein BICGSTAB-Loser mit einem Mehrgitter Vorkonditionie-
rer und ein BICGSTAB-Lo6ser mit einem ILU Vorkonditionierer. Bei letzterem handelt es
sich um ein in vielen Strémungscodes eingesetztes Eingitterverfahren.

In Tabelle 6.2 sind die Rechenzeiten in Sekunden auf einer HP C100 Workstation auf-
gefiihrt und die Anzahl der Zeitschritte, die notwendig waren, um das Konvergenzkriteri-
um zu erfiillen. Wie zu erwarten war, ist die Zahl der Zeitschritte weitgehend unabhéngig
vom verwendeten Losungsverfahren. Verglichen mit dem linearen Mehrgitterverfahren
(MG) konnte eine Verringerung der Rechenzeit durch den BiICGSTAB Loser (BCGS-MG)
nur auf dem groben Gitter erreicht werden, auf den beiden feineren Gittern war das kom-
binierte Losungsverfahren sogar langsamer. Wie man aus den Werten in Klammern hinter
den Rechenzeiten ersehen kann, die die Erh6hung der Rechenzeit gegeniiber dem groberen
Gitter angeben, erreicht das lineare Mehrgitterverfahren mit etwa 4.3 fiir beide Verfeine-
rungen beinahe schon den optimalen Wert von 4. Beim BiCGSTAB-Mehrgitterverfahren
wird mit 5.0 bzw. 4.7 schon etwas mehr vom optimalen Wert abgewichen. Beim Eingit-
terverfahren jedoch liegt dieser Faktor nicht nur deutlich iiber 4 sondern steigt auch noch
mit Erhohung der Gitterfeinheit von 6.7 auf 11.3 an.

Tabelle 6.2. Benotigte Zeitschritte und Rechenzeit fiir die Hiigelstromung, gerechnet mit dem
k-t Turbulenzmodell fiir verschiedene Losungsverfahren und Gitter. Die Werte in Klammern
geben die Erhohung der Rechenzeit gegeniiber dem néchstgroberen Gitter an.

Gitter Loser MG BCGS-MG BCGS-ILU

G3: 4961 KV |62  911s 61 844 58 1579 s
G4: 19521 KV | 65 3855s(-4.2) |68 41965 (-50) |68 10648s (-6.7)
G5: TT441KV | 69 17871s (-4.3) | 69 19779 s (-4.7) | 69 120410 s (- 11.3)

Da die in Tabelle 6.2 angegebenen Rechenzeiten sich nur auf das Gesamtverfahren be-
ziehen und daher keine Aussagen auf das gitterabhingige Verhalten der einzelnen Kom-
ponenten moglich sind, sind in Tabelle 6.3 noch zusitzlich die durchschnittlichen Re-
chenzeiten pro Zeitschritt fiir die Assemblierung und die Losungsverfahren getrennt nach
Stromungs- und Turbulenzgleichungen dargestellt. Die in der Tabelle angegebenen Werte
beziehen sich auf die Zeit, die zur Assemblierung der Stromungsgleichung auf dem jeweils
feinsten Gitter notwendig ist. Die Assemblierungszeit ist daher bei den Mehrgitterverfah-
ren um etwa 30% hoher als beim Eingitterverfahren. Betrachtet man nun die Spalten, die
die Zeit zum Losen der Stromungsgleichungen enthalten, so kann man erkennen, dafl bei
den beiden Mehrgitterverfahren der Aufwand zur Gleichungslésung bei feineren Gittern
nur leicht anwéchst, wihrend beim Eingitterverfahren eine deutliche Erhthung (von 8.4
auf 42.3) zu verzeichnen ist. Bei den Turbulenzgleichungen kann man dagegen nur einen
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geringen Vorteil der Mehrgitterverfahren gegeniiber dem Eingitterverfahren erkennen. Auf
dem feinsten Gitter benotigt das Eingitterverfahren etwa doppelt soviel Rechenzeit wie
das Mehrgitterverfahren, wihrend es fiir die Stromungsgleichungen ungefihr das 15fache
an Rechenzeit bendtigt hat.

Tabelle 6.3. Hiigelstromung mit dem k-7 Turbulenzmodell: Rechenzeit pro Zeitschritt bezogen
auf die Assemblierungszeit der Stromungsgleichungen

Loser MG BCGS-MG BCGS-ILU

Stromung Turbulenz | Stromung Turbulenz | Stromung Turbulenz

Gitter | Lin Ass Lin Ass | Lin Ass Lin Ass | Lin Ass Lin Ass
G3| 24 14 09 13 |21 14 09 13|84 10 1.0 09
G421 14 13 13 |25 13 13 13 (135 1.0 1.5 1.0
Gb|245 13 18 13 (30 13 16 1.3 |[423 1.0 39 1.0

6.2.1.3 Adaptive Gitterverfeinerung

Aus den in Abschnitt 6.2.1.1 beschriebenen Ergebnissen konnte man erkennen, dafl das
Gitter G3 noch deutlich zu grob war. Aber auch zwischen den Losungen auf den Gittern
G4 und G5 konnte man bei einigen Turbulenzmodellen zum Beispiel fiir die Gréfle der
Rezirkulationszone nicht zu vernachlissigende Unterschiede feststellen. Selbst bei dieser
relativ einfachen Geometrie kann man nicht davon ausgehen, dafl man ein strukturiertes
Rechengitter erstellen kann, das eine ausreichende Gitterfeinheit an den zu erwartenden
kritischen Stellen hat. Eine fiir das verwendete Turbulenzmodell ausreichende Gitterfein-
heit in Wandn#he zu erreichen, stellt meist keine besonderen Schwierigkeiten dar, da
iiblicherweise bei der Gittergenerierung eine Grobgitterstruktur (Patches bei Gittergene-
ratoren) eingesetzt wird, die sich an den Winden orientiert. Hat man eine N&herung fiir
die Wandschubspannungsgeschwindigkeit u,, so kann der erforderliche Wandabstand fiir
die wandnéchsten Knoten bestimmt werden, um unter den fiir das eingesetzte Turbu-
lenzmodell notwendigen Wert fiir y™ zu kommen (bei Low-Reynolds Turbulenzmodellen
gilt meist 3", < 1 —5). Eine Abschétzung fiir v, kann zum Beispiel aus entsprechenden
Experimenten oder Ndherungsformeln gewonnen werden. Weitaus schwieriger zu realisie-
ren ist eine ausreichende Gitterfeinheit im Bereich von Scherstromungen, die mitten im
Rechengebiet auftreten konnen. Bei der hier untersuchten Hiigelstréomung tritt eine sol-
che Scherstromung stromab von der Hiigelspitze oberhalb der Rezirkulationszone auf. In
diesem Bereich nimmt die turbulente kinetische Energie k Spitzenwerte an und beeinfluf}t
dort mafigeblich das Stromungsfeld und demzufolge auch die Ausdehnung des Rezirku-
lationsgebietes. Eine ausreichende Auflésung dieses Bereichs hoher turbulenter Energie
ist somit notwendig, um eine genaue Losung des gesamten Stromungsfeldes zu bekom-
men. Diese Auflésung ist sicherlich mit Gitter G5 (77.441 Knoten) erreicht worden, dabei
wurden jedoch grofle Teile des Rechengebietes verfeinert, die keinen Einfluf} auf die Ge-
nauigkeit der Losung haben. Von Vorteil ist daher eine adaptive Gitterverfeinerung, die
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nur die Bereiche des Rechengebiets verfeinert, die noch nicht ausreichend aufgelst sind.
In diesem Abschnitt sollen daher einige einfache Moglichkeiten zur Steuerung einer ad-
aptiven Gitterverfeinerung betrachtet werden und ihre Auswirkungen auf die Losung des
Stromungsfeldes untersucht werden.

Es ist noch anzumerken, daf fiir die folgenden Simulationen ein gegeniiber Abb. 6.3 etwas
modifiziertes Gitter verwendet wurde. Die wandnéchsten Punkte fiir Gitter G3 liegen et-
was nither an der Wand (y,!,, ~ 3 anstatt y,>,, ~ 4) und das Rechengebiet ist etwas kiirzer
(—=5.3h < z < 17.8h statt —10.7h < = < 28.6h). Dadurch wurde eine bessere Auflosung
des wandnahen Bereichs und des Rezirkulationsbereichs erreicht. Dies hatte aber etwas
weniger gute Konvergenzeigenschaften des Losungsverfahrens zur Folge. Zusétzlich wur-
den noch hier nicht aufgefiihrte Simulationen auf einem dritten Gitter durchgefiihrt, das
den Spezifikationen des ERCOFTAC/TAHR Workshops [141] entsprach. Wegen des bei
dieser Konfiguration sehr nahe am Hiigel befindlichen Einstromrandes (a=3.57h) ergeben
sich verglichen mit den Simulationen auf den beiden anderen Gittern um etwa 10 bis 20 %
kiirzere Rezirkulationszonen. Es kann daher nicht davon ausgegangen werden, dafl bei
x = —3.57h noch eine vom nachfolgenden Hiigel ungestorte Kanalstrémung vorherrscht.
Die in dieser Arbeit eingesetzten Rechengitter mit ldngeren Einlaufstrecken entsprechen
somit dem Experiment besser.

Ein optimales Verfahren zur Steuerung der Gitterverfeinerung wiirde der elementweise
Vergleich mit einer sehr fein diskretisierten Losung ergeben. Da eine solche Losung im all-
gemeinen nicht zu Verfiigung steht, miissen daher andere Ansétze eingesetzt werden. Eine
Moéglichkeit besteht darin, diejenigen Elemente zu verfeinern, bei denen der lokale Fehler
der diskretisierten Gleichungen einen bestimmten Wert {iberschreitet. Bei dem in dieser
Arbeit eingesetzten Verfahren wurde die Mehrgitterhierarchie benutzt, um die Genauig-
keit der Diskretisierung zu bestimmen. Es wird die Reprisentation einer Strémungsgrofie
auf zwei unterschiedlich feinen Gittern verglichen, und es werden diejenigen Elemente auf
dem feinen Gitter verfeinert, die die grofiten Differenzen zum gréberen Gitter aufweisen.
Dieses Verfahren wird hier als Gradientenindikator bezeichnet und wurde in Abschnitt
5.4 bereits beschrieben.

Welche Stromungsgrofie oder Stromungsgrofien mit Hilfe von (5.5) zur Steuerung der Git-
terverfeinerung herangezogen werden sollen, ist Gegenstand der folgenden Untersuchun-
gen. Zuerst wird man sicherlich an die Groflen denken, die iiber die Transportgleichungen
gelost werden, also Geschwindigkeit, Druck, turbulente kinetische Energie und abhéngig
vom Turbulenzmodell die jeweilige Grofle fiir die turbulente Lingenskala (e, w ...). Fer-
ner kann man Groflen heranziehen, die die Turbulenzproduktion beeinflussen und somit
einen entscheidenden Einflufy auf das Strémungsfeld haben. Hier bietet sich vor allem die
Invariante des Hauptspannungstensors

1 (0u; Ou,
S =1/25;;5;; it S =— ’ J 6.2
jRij Ml j 2<8mj+8xi> (6.2)
oder die Produktion der turbulenten kinetischen Energie
8ui
P, =1,— 6.3
k Tig axj ( )
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aln.

Die folgenden numerischen Experimente sollen nun einen Vergleich der oben erwéhnten
Moglichkeiten zur Steuerung der adaptiven Gitterverfeinerung geben. Als Startlosung fiir
alle Experimente wird eine konvergierte Losung auf dem Gitter G3 genommen und dann
zweimal adaptiv so verfeinert, dafl nach jeder Verfeinerung etwa eine Verdopplung der
Freiheitsgrade erreicht wird, um etwa die gleiche Anzahl von Freiheitsgraden wie bei einer
einmaligen uniformen Verfeinerung zu erhalten. Wird die Verfeinerungsstrategie richtig
gewihlt, sollte die Losung auf dem adaptiv verfeinerten Gitter deutlich ndher an der
Losung auf dem Gitter G5 liegen als die Losung auf dem uniform verfeinerten Gitter G4.
Als Fehlerindikatoren wurden gewéhlt:

Fall 1: die Stromungsgréfien u, v und p iiber Gradientenindikator (5.5)
Fall 2: die Turbulenzgréfien £ und e iiber Gradientenindikator (5.5)
Fall 3: alle Stromungsgroen und £ iiber Gradientenindikator (5.5)

Fall 4: die Stromungsgroen und die Invariante des Hauptspannungstensors (6.2) bezo-
gen auf die Absolutgeschwindigkeit S/|u| iiber Gradientenindikator (5.5)

Fall 5: die Residuen der Stromungs- und Turbulenzgrofien

Um die Genauigkeit der Losungen zu untersuchen wurden folgende Groflen miteinander
verglichen:

e Beginn z, und Ende x;, der Rezirkulationszone
e Maximalwert der Geschwindigkeit t,,,, iiber dem Hiigel (x=0)
e Maximalwert der turbulenten kinetischen Energie k,,,, im gesamten Rechengebiet

e Druckdifferenz zwischen Ein- und Ausstromrand Ap an der unteren Wand

Zusitzlich wurden noch Rechnungen auf drei uniform verfeinerten Gittern durchgefiihrt,
um eine Bewertung der adaptiv verfeinerten Gitter zu ermoglichen. Die Ergebnisse aller
Simulationen sind in Tabelle 6.4 aufgefiihrt. Vergleicht man die Lésungen der drei uniform
verfeinerten Gitter, kann man erkennen, dafl zwischen Gitter G3-uni und Gitter G4-uni
noch deutliche Unterschiede liegen, eine nochmalige Verfeinerung zu Gitter G5-uni ergibt
jedoch keine groBen Anderungen mehr. Die Ergebnisse der Berechnungen mit den adaptiv
verfeinerten Gittern zeigen, daf eine Beriicksichtigung der Stromungsgréfien und der Tur-
bulenzgréfien bei der Steuerung der lokalen Verfeinerung notwendig ist. Sowohl fiir Fall 1
(Abb. 6.5a) als auch fiir Fall2 (Abb. 6.5b) sind die Ergebnisse eher etwas schlechter als
beim uniform verfeinerten Gitter G4-uni mit vergleichbarer Anzahl von Knotenpunkten.
Interessanterweise bringt auch Fall 5, bei dem die Elemente mit den grofiten Residuen
verfeinert wurden, keine Verbesserung gegeniiber dem Gitter G4-uni. Die geringsten Ab-
weichungen zur Losung auf dem feinsten Gitter G5-uni erhélt man mit der Verfeinerung
von Fall 3 (Abb. 6.5¢). Hier kommen die Vorteile einer adaptiven Gitterverfeinerung zum
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Tragen. Obwohl nur etwa ein Viertel der Knotenpunkte ben6tigt wurde, wird das Ergebnis
des feinsten Gitters fast exakt erreicht. Die Ergebnisse von Fall 4 sind zwar etwas besser als
Fall1, bei dem die Turbulenzgréfen nicht zur Steuerung der Verfeinerung herangezogen
wurde. Die turbulente kinetische Energie k£ (Fall 3) ist bei dem hier untersuchten Beispiel
als Indikator jedoch besser geeignet als S/|ul|. Die Verteilung der turbulenten Energie im
Bereich des Hiigels ist in Abb 6.6 dargestellt.

Y
"

(a) 18.130 Knotenpunkte, Indikator u-v-p

(b) 19.002 Knotenpunkte, Indikator k-¢

(c) 19.607 Knotenpunkte, Indikator u-v-p-k

Abbildung 6.5. Zweimal adaptiv verfeinerte Gitter mit verschiedenen Fehlerindikatoren
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Abbildung 6.6. Verteilung der turbulenten kinetischen Energie berechnet mit dem Chien k-¢
Modell.

Tabelle 6.4. Hiigelstrémung mit dem Chien Turbulenzmodell auf verschiedenen uniform oder
adaptiv verfeinerten Gittern. Aufgefithrt sind Abldseposition z,/h und Ende der Rezirkulati-
onszone z/h, Maximalgeschwindigkeit iiber der Hiigelspitze w;q. /1o, maximale turbulente ki-
netische Energie im gesamten Rechengebiet kpq, /uZ und Druckdifferenz Ap/u3 an der unteren
Kanalwand zwischen Einstromrand (z/h = —5.3) und Ausstromrand (z/h = 17.8).

Indikator | Gitterpunkte z,/h  Tp/h  Umaz/Uo  kmaz/ud Ap/ud

G3-uni 4633 -0.075 5.22 1.246 0.0752 0.125

G4-uni 18225 0.187 5.46 1.248 0.0728 0.116

Gb5-uni 72289 0.213 5.49 1.250 0.0720 0.113

u-v-p 18130 0.225 5.40 1.253 0.0722 0.114

k-¢ 19002 0.187  5.63 1.245 0.0718 0.117

u-v-p-k 19607 0.216  5.49 1.251 0.0719 0.115
u-v-p-S/|ul 17959 0.165 549  1.250  0.0723  0.115
Res(uvp)-Res(ke) 18459 0.206 5.56 1.249 0.0719 0.118

Dieses Beispiel zeigt, dal man auch mit relativ simplen Fehlerindikatoren schon fiir zweidi-
mensionale Stromungen eine Reduktion der Zahl der Unbekannten um etwa 70 % erreichen
kann, wenn man lokale Gitterverfeinerung einsetzt. Fiir dreidimensionale Strémungen ist
daher mit einer Verringerung des Speicher- und Rechenaufwands um etwa eine Groéflen-
ordnung zu rechnen. Dabei wird jedoch vorausgesetzt, dafi das Stréomungsfeld quantitativ
bekannt ist und das strukturierte Gitter den Erfordernissen entsprechend erstellt wurde.
In welchen Bereichen des Rechengebietes eine sehr gute Auflésung erforderlich ist, ist
aber fiir dreidimensionale Stromungen nicht nur schwieriger vorherzusagen als fiir zwei-
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dimensionale Stréomungen, sondern mit Gittergeneratoren fiir strukturierte Gitter auch
schwieriger zu realisieren. In diesem Fall ist sogar eine Reduktion des Rechenaufwands
um mehr als eine Gréflenordnung zu erwarten.

Eine genauere Untersuchung von Fehlerindikatoren oder Fehlerschétzern ist aber auf jeden
Fall notwendig, um zuverlissige Aussagen iiber die Qualitdt der Losung bei adaptiver
Gitterverfeinerung machen zu kénnen.

6.2.2 Turbulente Stromung um ein Tragfliigelprofil

Beim zweiten Beispiel handelt es sich um eine Stromung um ein NACA-4412 Tragfliigel-
profil bei einer Reynoldszahl von Re = 1.52-10° bezogen auf die Profillinge. Im Gegensatz
zur zuvor untersuchten Innenstromung ist hier die turbulente Grenzschicht sehr klein ge-
geniiber der Grofle des Rechengebiets, und Transition muf} beriicksichtigt werden, da in
der Tragfliigelanstromung praktisch keine Turbulenz auftritt. Der Anstellwinkel des Trag-
fliigels betrigt = 13.87°, fiir den im Experiment maximaler Auftrieb gemessen wurde
[140]. Die Anstrommachzahl betriigt Ma = 0.15, somit ist eine Simulation dieser Konfi-
guration mit einem inkompressiblen Verfahren moglich, da Kompressibilitétseffekte noch
keinen nennenswerten Einflufl haben.

Im Experiment wurden auf der Saugseite an Position 2/C = 0.025 und an der Druckseite
an Position z/C = 0.103 gezackte Klebestreifen angebracht, um den laminar-turbulenten
Umschlag zu fixieren. Die Kenntnis der Transitionsposition ist duflerst vorteilhaft fiir die
numerische Simulation, da man durch einfache Modifikationen an den Turbulenzmodellen
den Ort dieser Umschlagspunkte in der Simulation festlegen kann. Verwendet man ein
Zweigleichungs-Turbulenzmodell in der Standardformulierung zur Simulation des laminar-
turbulenten Umschlags, so wird meistens der Umschlagpunkt viel zu weit vorne, also noch

im laminaren Bereich, ermittelt [97]. Unterdriickt man den Produktionsterm P = 7;; 5%
J

in den Transportgleichungen der Turbulenzgrofen (siehe Abschnitt 2.3.3), so verhindert
man die Entstehung turbulenter kinetischer Energie und erhélt somit auch keine Erhéhung
der turbulenten Viskositdt v, und die Stromung bleibt laminar. Fiir die hier untersuchte
Profilumstrémung wurde fiir den laminaren Bereich

du;
P, = min(Tija—;, c pe) (6.4)
j

mit ¢ = 1 gefordert, damit der Quellterm in der k£ Transportgleichung nicht positiv werden
kann. In einem schmalen Bereich (1 % Profiltiefe) um den im Experiment festgelegten
Transitionspunkt wird der Parameter ¢ in Gleichung 6.4 linear von 1 bis 20 erhoht. Im
Gegensatz zu einer abrupten Erhohung auf 20 ist dieser lineare Anstieg numerisch weniger
problematisch. Das Maximum ¢ = 20 dient zur Stabilisierung des Lésungsverfahrens zu
Beginn der Iteration.

Wire aus dem Experiment der genaue Transitionsbereich nicht bekannt, so kann vor allem
dann eine falsche Bestimmung dieses Bereichs durch die Simulation einen entscheidenden
Einfluf} auf das gesamte Strémungsfeld haben, wenn dieser sich nicht sehr nahe an der
Tragfliigelspitze befindet. Es gibt zwar fiir die Zweigleichungs-Turbulenzmodelle einige
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Anséitze zur Verbesserung der Bestimmung des Transitionspunkts, die jedoch oftmals
aufwendig sind und nicht immer befriedigende Ergebnisse liefern [142, 143, 91].

6.2.2.1 Gittergenerierung

Bei der numerischen Simulation von turbulenten Tragfliigelumstrémungen miissen Grenz-
schichten aufgelost werden, die selten eine Grenzschichtdicke 6 von mehr als 20 % der
Profillinge ¢ erreichen. Um eine ausreichende Diskretisierungsgenauigkeit im Bereich der
laminaren Unterschicht zu erhalten, miissen die wandnéchsten Gitterpunkte ungefihr bei
0.1 % der Grenzschichtdicke liegen. Andererseits sollte der Rand des Rechengebiets etwa
20-30 Profillingen vom Tragfliigel entfernt sein, um einen Einflu} der Rénder auf die
Profilumstréomung zu vermeiden. Daraus wird deutlich, dafl im Rechengebiet Elemente
mit sehr unterschiedlichen Groflen und Lingenverhéltnissen auftreten. Bei der Simulati-
on von Tragfliigelumstréomungen mit Eingitterverfahren werden daher spezielle Methoden
fiir die Gittergenerierung eingesetzt, die dies beriicksichtigen und einen glatten Ubergang
von Bereichen mit hoher Auflésung zu Bereichen mit sehr groflien Elementen ermdéglichen
(144, 145, 146]. Je nach Gitteraufbau werden diese strukturierten Gitter als C-, O- oder
H-Gitter bezeichnet. Eine weitere sehr vorteilhafte Eigenschaft dieser Gittertypen ist, daf3
alle vom Tragfliigel wegfiihrenden Gitterlinien in Wandn#he senkrecht zur Wand stehen
und die entlang der Wand liegenden Gitterlinien weitgehend parallel zur Profiloberfléche
gefiihrt werden. Dies hat einen positiven Einflufl auf das Losungsverhalten und die Appro-
ximation der Losung, da die sehr langgestreckten Elemente in Stromrichtung ausgerichtet
sind. Desweiteren bekommen die Darstellungen von c¢,- und cy-Verteilungen einen glatten
Verlauf.

Der Einsatz der oben erwidhnten Gittergenerierungsmethoden fiir Profilumstromungen fiir
die in UG vom groben zum feinen Gitter aufgebauten Gitterhierarchien wére nicht ohne
weiteres moglich gewesen und somit immer ein Spezialfall geblieben. Mit dem in Ab-
schnitt 5.3 beschriebenen Gitterverfeinerungsalgorithmus und der zusétzlichen ,orthogo-
nalen“ Randelementverfeinerung (s. Abschnitt 5.3.1) ist es jedoch moglich, anndhernd an
die Qualitit eines mit einem speziellen Gittergenerator erstellten Rechengitters heranzu-
kommen. Auf der linken Seite von Abb. 6.7 ist das aus 108 Viereckselementen bestehende
Grobgitter fiir die NACA 4412 Tragfliigelumstromung dargestellt sowie ein Ausschnitt
um das Profil. Jeweils rechts davon sieht man das dreimal uniform verfeinerte Gitter mit
6.912 Elementen.

6.2.2.2 Vergleich verschiedener Turbulenzmodelle

Bei diesem Testfall sollen sowohl die numerischen Eigenschaften verschiedener Turbulenz-
modelle untersucht werden, als auch die Simulationsergebnisse mit dem Experiment [140]
verglichen werden. Die Startlosung fiir das Rechengitter mit etwa 28.000 Knoten wurde
iiber eine geschachtelte Iteration mit jeweils 50 Zeitschritten pro Gitterebene berech-
net. Als Aufwindverfahren fiir die Turbulenzgleichungen wurde MWS (s. Abschnitt 3.3.1)
eingesetzt. Beim etwas genaueren LPS Aufwindverfahren traten Oszillationen am Grenz-
schichtrand auf, da dort die Werte der Turbulenzgrofien innerhalb weniger Elemente um
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Abbildung 6.7. Grobgitter GO mit 134 Knoten und Gitter G3 mit 7120 Knoten

mehrere Groflenordnungen absinken. Aufer fiir den Verlauf von £ und w am Grenzschicht-
rand wurden jedoch keine nennenswerten Unterschiede zwischen diesen beiden Aufwind-
verfahren festgestellt. Der Zeitschritt wurde konstant auf At = 3 - C'/uy gehalten, und
sowohl fiir die Turbulenzgleichungen als auch fiir die Navier-Stokes Gleichungen wurde
der Relaxationsparameter A\ auf 0.4 gesetzt. Als Konvergenzkriterium wurde ein Residu-
um von ||u||/At < 107> gefordert. Untersucht wurden das Wilcox k-w Modell [120], das
Chien k-e Modell [90], das Chen-Patel Zweischichten k-¢ Modell [93] und Menters SST-
k-w Modell [98]. In Tabelle 6.5 sind einige Ergebnisse der Simulationen aufgefiihrt, und
in Abb. 6.8 sind die Stromlinien um den Tragfliigel dargestellt.

Tabelle 6.5. NACA-4412 Tragfliigelumstromung: Auftriebsbeiwert ¢, (Exp. ¢, ~ 1.66), Wi-
derstandsbeiwert ¢,, und Beginn der Ablosung z; (Exp. z; ~ 0.85 C) fiir vier verschiedene

Turbulenzmodelle.
Turbulenzmodell Ca Cuw x Zeitschritte
Chen-Patel k-¢ Modell | 1.763 0.0209 - 132
Chien k-¢ | 1.735 0.0222 - 147
Wilcox k-w Modell | 1.791 0.0189 0.97 C 128
SST Modell | 1.631 0.0241 0.86 C 133
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Chen-Patel
k- Modell

Chien
k- Modell

k-w Modell

SST Modell

Abbildung 6.8. NACA-4412 Tragfliigelumstromung: Stromlinienbilder fiir verschiedene Tur-
bulenzmodelle gerechnet auf dem Gitter G4 (28.064 Knoten).

Das einzige Modell mit dem die Lage des Ablésepunktes zufriedenstellend bestimmt wer-
den kann ist das SST Modell von Menter. Beim k-w Modell tritt eine viel zu kleine
Rezirkulationszone auf, und bei den beiden k-¢ Modellen wird iiberhaupt keine Ablésung
simuliert. Auch der Auftriebsbeiwert wird mit dem SST Modell deutlich genauer als mit
den anderen Modellen ermittelt. Vergleichbare Ergebnisse haben auch [98, 147, 148] er-
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halten. Die Zahl der benétigten Zeitschritte differierten bei den untersuchten Turbulenz-
modellen nur gering. Allein das Chien Turbulenzmodell verursachte, wie auch bei der
Hiigelstromung, Oszillationen im Konvergenzverlauf, die eine groflere Zahl an Zeitschrit-
ten notwendig machten.

6.2.2.3 Rechenzeiten auf verschiedenen Gittern

Bei diesem Testfall wurde der Einflufl der Gitterfeinheit und die Zahl der Unbekannten auf
die Konvergenzgeschwindigkeit untersucht. Es wurde ein uniform verfeinertes Gitter und
drei adaptiv verfeinerte Gitter mit 17.000 bis 82.000 Knotenpunkten eingesetzt. Diese
Simulationen wurden mit dem SST Turbulenzmodell durchgefiihrt, und als Zeitschritt
wurde At = 5+ C'/uy gewidhlt. Startlosung war eine auf einem Gitter G3 mit 7.000
Knotenpunkten erhaltene Losung. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.6 aufgefiihrt. Gitter
G4adap ist aus dem Gitter G3 entstanden, indem alle Elemente zwischen zwei Stromlinien
unter- und oberhalb des Tragfliigels verfeinert wurden. G4 ist das uniform verfeinerte
Gitter G3, Gbadap (s. Abb. 6.9) ist das nochmals adaptiv verfeinerte Gitter G4adap,
wobei als Indikator die turbulente kinetische Energie k in (5.5) eingesetzt wurde. Die
Verteilung von k im Bereich der Hinterkante ist in Abb. 6.10 dargestellt. Das Gitter G5
ist wegen Speicherplatzbeschrinkung das nicht vollstindig uniform verfeinerte Gitter G4.

Aus den in Tabelle 6.6 aufgefiihrten Resultaten kann man folgende Aussagen treffen. Die
Anzahl der Zeitschritte — also der nichtlinearen Iterationen — ist mit etwa 90 auf allen
vier Gittern ungefahr gleich. Vergleicht man die Gesamtzahl der Mehrgitter V-Zyklen zur
Losung der linearen Gleichungssysteme fiir Navier-Stokes und Turbulenzgleichungen, so
kann man unterschiedliches Verhalten feststellen. Bei den Turbulenzgleichungen ist nur ei-
ne leichte Erhohung der Zahl der V-Zyklen abhéngig von der Zahl der Unbekannten zu se-
hen. Dabei werden aber bei den uniform verfeinerten Gittern weniger Iterationen benétigt
als bei den adaptiv verfeinerten. Fiir die Losung des linearen Systems der Stromungsglei-
chungen ist jedoch ein deutlicher Anstieg der Iterationszahl zu erkennen. Die beim Einsatz
von Mehrgitterverfahren gewiinschte lineare Skalierung wird hier somit nicht erreicht. Mit
ein Grund hierfiir diirfte aber sicherlich auch der auf allen Gittern konstant gehaltene Zeit-
schritt sein, der bei kleineren Elementen auf ein steiferes Gleichungssystem fiihrt. Dies
scheint bei dem gekoppelten System der Navier-Stokes Gleichungen einen gréfleren Einflufl
zu haben als beim ungekoppelten System der Turbulenzgleichungen.

Zu den Konvergenzeigenschaften auf lokal verfeinerten Gittern sollen an dieser Stelle
noch einige Bemerkungen gemacht werden. Die in UG implementierte Mehrgitterhierar-
chie basiert auf einem konsistenten Grobgitter und auf durch sukzessive uniforme oder
adaptive Verfeinerung entstehende Gitter. Die durch adaptive Verfeinerung entstehenden
Gitter bedecken jedoch nicht das ganze Rechengebiet [149]. Da die Glattungseigenschaf-
ten des verwendeten ILU Verfahrens von der Reihenfolge abhéngt, mit der die Knoten
auf dem Gitter durchlaufen werden, verbessert eine den Stromungsverhéltnissen ange-
pafite Knotennumerierung das Konvergenzverhalten des Mehrgitterverfahrens [138]. Im
Rahmen eines Mehrgitter V-Zyklusses wird der Defekt, angefangen vom feinsten Gitter,
nacheinander auf allen Gittern geglittet. Bei der momentanen Implementierung des loka-
len Mehrgitterverfahrens wird dementsprechend zuerst das feinste lokal verfeinerte Gitter
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geglittet, das aber nicht das gesamte Rechengebiet abdeckt, und dann das darunterliegen-
de Gitter. Auf diesem Gitter befinden sich wiederum Knoten, die zum Oberflichengitter
gehoren (s.a. Abschnitt 5.2) und der Defekt dieser Knoten wird somit erst nach dem Defekt
auf dem feinsten Gitter geglittet. Eine iiber das gesamte Oberflichengitter grofitenteils
stromab laufende Glattungsiteration ist dabei nicht moglich. Die adaptive Gitterverfei-
nerung mufl daher so gesteuert werden, daf relativ grofle zusammenhéngende Gebiete
lokaler Verfeinerung entstehen. Auf diesen Gebieten ist dann eine dem Problem angepaf-
te Numerierung moglich. Die Erfahrung hat gezeigt, dal die Mehrgitter-Konvergenzraten
auf adaptiven Gittern mit wenigen und groflen lokal verfeinerten Gebieten annihernd
an die von uniform verfeinerten Gebieten herankommen. Gitter mit stark , zerkliifteten
Gebieten machen dagegen eine Knotennumerierung notwendig, die den Glétter iiber das
vollsténdige Oberflichengitter laufen 148t. Ansonsten ist der Rechenaufwand zur Losung
des linearen Systems fiir ein lokal verfeinertes Gitter grofler als fiir ein uniform verfeiner-
tes Gitter mit deutlich mehr Gitterpunkten. Da UG keine Knotennumerierung iiber das
ganze Oberflichengitter erlaubt, mufl der Verfeinerungsalgorithmus so ausgelegt werden,
dal moglichst wenige und grofle verfeinerte Gebiete entstehen. Um dies zu erreichen wur-
de die adaptive Gitterverfeinerung bei den hier und in Abschnitt 6.2.1.3 beschriebenen
Konfigurationen in zwei Schritten durchgefiihrt. Zuerst werden die Elemente aufgrund des
Gradientenindikators zur Verfeinerung markiert. Anschlielend werden die markierten Ge-
biete soweit vergroflert, dafl aus mehreren benachbarten Gebieten ein zusammenhéngendes
Gebiet entsteht.

Tabelle 6.6. NACA-4412 Tragfliigelumstromung: Anzahl der Zeitschritte na¢, der Mehrgitter
V-Zyklen n; fiir die Stromungs- und Turbulenzgleichungen und der berechnete Auftriebsbeiwert
¢, fiir vier verschiedene uniform oder adaptiv verfeinerte Gitter.

Gitter Knotenpunkte | na¢ o o Ca
NavSt Turb
Gdadap 17828 | 90 658 365 1.634
G4 28064 | 97 769 284 1.631
Gbadap 31731 | 88 1021 441  1.640
Gb 82161 | 84 1773 354  1.643

6.2.2.4 Einflu3 des Zeitschritts und anderer Parameter auf das Konvergenz-
verhalten

Variation des Zeitschritts

Auf dem uniform verfeinerten Gitter G3 mit 7.000 Knotenpunkten wurden mit dem k-w
Modell Simulationen mit verschiedenen Zeitschritten durchgefiihrt. Als Konvergenzkri-
terium wurde gefordert, dafi das Residuum fiir u, v und p kleiner als 107° sein soll.
Die Konvergenzverldufe fiir Zeitschritte zwischen 1 und 100 sind in Abb. 6.11 einmal
in Abhéangigkeit der Zahl der Zeitschritte und einmal in Abh#ngigkeit von der Zahl der
benétigten Mehrgitter V-Zyklen aufgetragen. Wie zu erwarten war, gibt es einen Bereich,
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Abbildung 6.9. Ausschnitt des Gitters Gbadap mit 31.731 Knoten. Bis Gitterebene 3 wurde
uniform verfeinert, auf Gitterebene 4 sind alle Elemente zwischen zwei Stromlinien verfeinert
und auf Gitterebene 5 wurden die Elemente beziiglich des Fehlers der turbulenten kinetischen

Energie verfeinert.

in dem eine Verdopplung des Zeitschritts eine Halbierung der Zahl der benotigten Zeit-
schritte bewirkt (1 < A¢ < 4) und einen Bereich bei dem eine starke Erhéhung des
Zeitschritts nur eine geringe oder gar keine Verringerung der bendtigten Zeitschritte be-
wirkt (At > 10). Uberraschend ist jedoch, daB der Ubergangsbereich sehr schmal ist
und die Suche nach einem ,optimalen® Zeitschritt dadurch erschwert wird. Ferner ist aus
Abb. 6.11 zu erkennen, dafl eine Erhchung des Zeitschritts auch die Zahl der linearen
[terationen pro Zeitschritt erhoht.

Vergleich mit stationdrem Verfahren

Zusitzlich zum obigen Vergleich fiir verschiedene Zeitschritte wurde noch eine Simulation
mit den stationdren Navier-Stokes Gleichungen durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind ebenso
in Abb. 6.11 aufgefiihrt und es ist aus den Konvergenzverldufen zu erkennen, dafl diese den
Konvergenzverldufen fiir sehr grole Zeitschritte (At = 100C/Uy,) entsprechen. In diesem
Fall ist somit ein instationires einem stationédren Verfahren vorzuziehen, da bei der hier
betrachteten Konfiguration sehr hohe Zeitschritte einen deutlichen Anstieg der Zahl der
linearen Iterationen bewirken, ohne das nichtlineare Konvergenzverhalten zu verbessern.
Ein weiterer Vergleich zwischen stationdrem und instationdrem Verfahren wurde fiir die
Hiigelstromung mit dem Chien k-¢ Turbulenzmodell und dem Gitter G4 durchgefiihrt (s.
Abschnitt 6.2.1.1). Hier zeigte sich, daf die stationfire Rechnung genausoviel nichtlinea-
re [terationen benstigt wie die instationére, aber zur Losung des linearen Systems der
Navier-Stokes Gleichungen waren beim stationiren Verfahren 30% weniger Iterationen
erforderlich. Ob ein stationéires oder instationires Verfahren geeigneter zur Losung des
stationdren Problems ist, ist sicherlich problemabhéngig.
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Abbildung 6.10. Turbulente kinetische Energie k£ im Bereich der Tragfliigelhinterkante berech-
net mit dem SST Turbulenzmodell. Der Pfeil zeigt die Position von ky,,,, das in Abschnitt 7.2.1
untersucht wird.

Variation von 3 beim ILU; Glétter und Vergleich mit SSOR

Auf dem Gitter G4 (28.000 Knoten) wurde mit dem k-w Modell der Einfluf} verschiedener
Einstellungen von f fiir den ILUs Glétter (s. Abschnitt 4.1.3) untersucht, der bei der
Losung des gekoppelten Systems der Navier-Stokes Gleichungen eingesetzt wurde. Meh-
rere Rechnungen mit Variationen von [ zwischen 0.4 und 1.0 fiir die Gréflen w, v und p
ergaben Schwankungen fiir die Zahl der ben6tigten Mehrgitterzyklen im Bereich von 10 %.
Die Einstellung # = 0.6 fiir alle drei Groflen hat sich mit geringem Abstand als am besten
erwiesen. Wird /3 jedoch kleiner 0.4 gew#hlt, so geht die Zahl der linearen Iterationen
deutlich in die H6he und bei $ < 0.2 divergierte das Mehrgitterverfahren. Die Einstellung
B = 0.2 fiir v und v sowie 3 =1 fiir p — das war die Standardeinstellung fiir die Hiigel-
stromung — bendtigte etwa 50 % mehr lineare Iterationen als die eben erwihnten Tests
mit § >= 0.4.

Einige Testfille wurden sowohl mit dem ILU Gléatter als auch mit einem SSOR Gléitter
gerechnet. Schon fiir das Turbulenzgleichungssystem benotigte der SSOR Glétter die drei-
bis vierfache Rechenzeit. Fiir die Navier-Stokes Gleichungen war der Unterschied teilweise
noch gréfler oder es konnte gar keine Konvergenz des linearen Systems erhalten werden,
was kleinere Zeitschritte notwendig machte.
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Abbildung 6.11. Konvergenzverliufe fiir verschiedene Zeitschritte und fiir die stationéire Dis-
kretisierung abhingig von der Zahl der Iterationen (links) und der Zahl der Mehrgitter V-Zyklen
(rechts).

Mehrgitterzyklus und Genauigkeit der linearen Lésung

Abgesehen von der Wahl des Glétters und der Prolongations- und Restriktionsoperationen
kénnen noch die Zahl der Vor- und Nachglattungsschritte v; und vy, die Art des Mehr-
gitterzyklus und die Anzahl der Gitter einen Einflufl auf die Konvergenzeigenschaften
des Verfahrens haben. Ergebnisse einiger Testrechnungen fiir verschiedene Einstellungen
des Mehrgitterverfahrens sind in Abb 6.12 aufgefiihrt. Als Beispiel wurde wiederum die
Tragfliigelumstromung mit dem k-w Turbulenzmodell auf dem Gitter G4 (28.000 Knoten)
genomien.

Fiir schwer zu losende lineare Gleichungssysteme kann die Verwendung eines W-Zyklus
(s. Abb. 4.3) eine Reduktion der Mehrgitteriterationen bewirken. Bei den Reynolds-
gemittelten Navier-Stokes Gleichungen ist dies jedoch nicht der Fall, und ein W-Zyklus
filhrt daher gegeniiber einem V-Zyklus zu einer Erhohung der Rechenzeit um 30-40 %,
ohne jegliche Konvergenzverbesserung zu erreichen (s. Abb 6.12 Kurven A und B).

Die Zahl der Vor- und Nachgléttungsiterationen haben direkte Auswirkungen auf das Kon-
vergenzverhalten des Mehrgitterlsers. Betrachtet man die Kurven A und C in Abb 6.12
so erkennt man, daf} fiir v; = v, = 1 nur eine Erhéhung der linearen Iterationen um 60 %
gegeniiber v; = vy = 2 erfolgt ist. Es werden also 40 % weniger Glittungsiterationen ge-
braucht, dafiir erhoht sich jedoch der Restriktions- und Prolongationsaufwand. In diesem
Fall — und das gilt auch fiir die Turbulenzgleichungen — ist kein Unterschied beziiglich
der Rechenzeit fiir die Gleichungslésung zu sehen. Eine Erhohung der Gléttungsiteratio-
nen auf v; = 1, = 3 und mehr fiihrt dagegen zu lingeren Rechenzeiten.

Bekanntlich verbessert die Anzahl der Gitter die Konvergenzeigenschaften eines Mehr-
gitterverfahrens, es ist aber dennoch sinnvoll das grobste Gitter nicht grober als erfor-
derlich zu wiahlen. Solange ein direktes Losungsverfahren mit geringem Rechenaufwand
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das Gleichungssystem auf dem grobsten Gitter 16st, fithrt ein noch gréberes Gitter nur
zu schlechterem Konvergenzverhalten des Mehrgitterverfahrens (siehe Kurven A und D
in Abb 6.12). Fiir 2D Stromungen sind daher Grobgitter mit 300 bis 600 Knotenpunkten

eine sinnvolle Wahl.

le-02 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
\ — Aly=1, y=v,=2,4 Gitter
"""""" B: y=2
I -—-- Civ=vesl
1le-03 - 3\ - 1~ V2 |
\\ v —-— D:5Gitter
£
=
S le-04 a
N
o}
o
1e-05 - o 1
1e-06 — S
0.0 500.0 1000.0

lineare Iterationen

Abbildung 6.12. Konvergenzverliufe fiir verschiedene Einstellungen des Mehrgitterverfah-
rens abhéngig von der Zahl der Mehrgitterzyklen. v; und v» geben die Zahl der Vor- bzw.
Nachgliattungsschritte an und y den Mehrgitterzyklus (y = 1 ist V-Zyklus, v = 2 ist W-Zyklus).

Unabhiingig von der Wahl des linearen Losungsverfahrens ist der Parameter A aus (4.47)
und die gewiinschte Genauigkeit der linearen Losung. Da diese jedoch einen groflen Einflufl
auf die Konvergenz des nichtlinearen Systems haben, soll hier kurz darauf eingegangen
werden. Da pro Zeitschritt die Navier-Stokes Gleichungen und Turbulenzgleichungen un-
gekoppelt (nacheinander) gel6st werden, ist eine Unterrelaxation der Korrektur gemifl
(4.47) notwendig. Man ist selbstverstandlich bestrebt, A mdoglichst grofi zu halten. Bei
zu groflen Werten fiihrt dies jedoch zu sehr starken Oszillationen im Konvergenzverlauf.
Bei der Tragfliigelumstromung hat sich A = 0.6 als maximal moglicher Wert herausge-
stellt. Das geforderte Konvergenzkriterium wurde jedoch mit nur unwesentlich weniger
Zeitschritten erreicht als bei A = 0.4. Erh6ht man die gewiinschte Defektreduktion der
linearen Iteration, so ist zu erwarten, daf3 dies einen positiven Einfluf} auf die nichtlineare
Konvergenz hat. Mehrere Tests haben jedoch gezeigt, daf eine Reduktion des Defektes um
eine Groflenordnung bei den Navier-Stokes Gleichungen und um zwei Groéflenordnungen
bei den Turbulenzgleichungen ausreichend ist. Der Mehraufwand an linearen Iterationen
fiir groflere Defektreduktionen ergibt keine Verringerung der Zeitschritte. In Abb. 6.13
ist die Entwicklung des Auftriebsbeiwertes wihrend der Iteration fiir verschiedene Félle
dargestellt. Ab Zeitschritt 120 liegen die Kurven A, B und D praktisch {ibereinander
(Rechnung A hat bei Zeitschritt 120 ein Residuum von 107%), wihrend Kurve C diese Ge-
nauigkeit erst bei Zeitschritt 140 erreicht. Ist eine weniger hohe Genauigkeit erwiinscht, so
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sind die Kurven A und B deutlich besser als C und D. Bei C ist aufgrund der sehr niedri-
gen Defektreduktion pro linearer Iteration die Losung noch nicht so weit fortgeschritten,
wie bei den anderen Kurven und bei D treten anfangs starke Oszillationen auf.
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Abbildung 6.13. Zeitabhingige Entwicklung des Auftriebsbeiwertes fiir unterschiedliche De-
fektreduktionen des linearen Losers und Relaxationsparameter.

6.2.2.5 Vergleich verschiedener Losungsverfahren

Bei den bisher beschriebenen numerischen Experimenten wurde als Losungsverfahren fiir
die linearisierten Gleichungssysteme ein BiCGSTAB Loser mit Mehrgittervorkonditio-
nierung eingesetzt. Im folgenden sollen nun noch zwei andere Krylov-Unterraum Ver-
fahren fiir nichtsymmetrische Matrizen als Beschleuniger fiir Mehrgitterverfahren ein-
gesetzt werden. Diese sind das weit verbreitete GMRES-Verfahren [30] und das relativ
neue BiCGSTAB(!) Verfahren [134], das man als eine Kombination aus BICGSTAB und
GMRES ansehen kann'. Zusitzlich werden diese Verfahren noch mit zwei verschiedenen
Eingitterverfahren verglichen, die aus BiCGSTAB oder BICGSTAB(!) Beschleuniger und
ILUg Vorkonditionierer bestehen. Beim ILUg Vorkonditionierer wurden die gleichen (3
Werte wie beim ILUg Glétter im Mehrgitterverfahren verwendet. Alle fiinf Losungsver-
fahren wurden auf jeweils einem Gitter mit 7.000 und 28.000 Knotenpunkten gerechnet.
Als Turbulenzmodell wurde das k-w Modell gewéhlt und jeweils 100 Zeitschritte gerech-
net. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.7 aufgefiihrt. Betrachtet man die Zahlen fiir den
Losungsaufwand der Navier-Stokes Gleichungen, so ist deutlich zu erkennen, dafl zum
einen die Eingitterverfahren schon auf dem groben Gitter mehr Rechenzeit benétigen und

!Bei den hier gezeigten Rechnungen wurde [ = 2 gesetzt, da héhere Werte selbst fiir das nicht vorkon-
ditionierte Verfahren selten eine Verbesserung bringen.
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zum anderen der Anstieg der Rechenzeit bei einer Erhohung der Zahl der Unbekannten
deutlich iiber einem linearen Verlauf liegt. Bei den Losungsverfahren mit Mehrgittervor-
konditionierung wird zwar keine optimale Komplexitit von O(N) erreicht — Faktor vier
fiir die Zahl der Unbekannten ergibt etwa Faktor 5.5 fiir die Rechenzeit des linearen Losers
— aber der Unterschied zu den Eingitterverfahren ist dennoch klar zu erkennen. Bei den
Turbulenzgleichungen sind dagegen keine grolen Unterschiede zwischen Ein- und Mehrgit-
tervorkonditionierung zu erkennen. Ein Vergleich der Krylov-Unterraum Methoden zeigt,
dafl in den meisten Fillen das BICGSTAB-Verfahren etwa 30-40 % weniger Rechenzeit
benétigt als GMRES oder BICGSTAB(2). Nur in einem Fall (feines Gitter, BCGS2-ILU)
konnte BICGSTAB(2) gegeniiber dem BiCGSTAB Verfahren zu einer Rechenzeitredukti-
on von 20 % fiihren.

Tabelle 6.7. Rechenzeiten zur Losung der linearen Systeme der Navier-Stokes- und Turbulenz-
gleichungen fiir verschiedene Losungsverfahren bezogen auf die Assemblierungszeit.

Gitter BCGS-MG BCGS2-MG  GMRES-MG BCGS-ILU BCGS2-ILU
NavSt Turb NavSt Turb NavSt Turb NavSt Turb NavSt Turb
7.000 KP 2.2 1.3 3.2 2.2 3.5 1.8 8.5 1.3 8.7 1.6
28.000 KP 3.0 1.7 4.2 2.2 4.3 2.0 27.4 2.5 22.5 2.6

Bei den hier verwendeten relativ groflen Zeitschritten konnte mit einem reinen Mehrgit-
terverfahren keine Losung erhalten werden, da dieses nach wenigen Zeitschritten diver-
gierte. Um dennoch einen Vergleich zwischen Mehrgitterverfahren und mit einem Krylov-
Unterraum Loser beschleunigten Mehrgitterverfahren durchfiihren zu kénnen, wurde der
Zeitschritt auf ein Zehntel reduziert. Die in Tabelle 6.8 aufgefiihrten Ergebnisse zeigen,
daf} bei diesem Testfall eine BICGSTAB Beschleunigung des Mehrgitterverfahrens fiir die
Navier-Stokes Gleichungen etwa 10 % Rechenzeitersparnis zur Losung der linearen Glei-
chungssysteme ermdoglicht. Fiir die Turbulenzgleichungen ist keine Verbesserung erreicht
worden.

Tabelle 6.8. Rechenzeiten zur Losung der linearen Systeme der Navier-Stokes- und Turbulenz-
gleichungen fiir das lineare Mehrgitterverfahren und das BICGSTAB beschleunigte Mehrgitter-
verfahren bezogen auf die Assemblierungszeit (kleine Zeitschritte).

Gitter BCGS-MG MG

NavSt Turb NavSt Turb
7.000 KP 1.7 1.1 2.0 1.0
28.000 KP 2.3 1.5 2.6 1.4

Aus den hier und in Abschnitt 6.2.1.2 beschriebenen Beispielen und weiteren Vergleichs-
rechnungen kann man folgende Schlulfolgerungen ziehen. Der Mehraufwand fiir eine Be-
schleunigung des linearen Mehrgitterverfahrens mit einem Krylov-Unterraum L&sungs-
verfahren ist nur dann sinnvoll, wenn das Mehrgitterverfahren schlechte Konvergenzei-
genschaften aufweist. Da ein ungiinstiges Konvergenzverhalten des Mehrgitterverfahrens
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oftmals nur durch wenige Punkte im Rechengebiet verursacht wird, kann ein Krylov-
Unterraum Beschleuniger auch mit wenigen Iterationen schon eine deutliche Verbesserung
ergeben. Von den hier untersuchten Krylov-Unterraum Verfahren ist das BICGSTAB Ver-
fahren [31] als Beschleuniger fiir ein lineares Mehrgitterverfahren zu empfehlen. Im Ver-
gleich zum GMRES Verfahren [30] ist es auch einfacher zu implementieren. Der Einsatz
eines BiCGSTAB(/) Verfahrens [134] hat sich nur bei extrem ungiinstigen linearen Glei-
chungssystemen — wenn zum Beispiel der Zeitschritt zu grofl gewihlt wurde — als vorteil-
haft erwiesen. Bei Eingitter-Vorkonditionierungsmethoden ist bei gréfleren Knotenzahlen
eine Verbesserung gegeniiber dem BiCGSTAB Verfahren in einigen Fillen moglich.

Die hier présentierten Rechnungen und auch [137] zeigen, daf§ die Zahl der Unbekann-
ten allein nicht dafiir ausschlaggebend ist, ob der Einsatz von Mehrgitterverfahren zu
geringen oder groflen Rechenzeiteinsparungen beim Losen linearer Gleichungssysteme ge-
geniiber einem Eingitterverfahren fiihrt. Vielmehr ist die Komplexitéit des Problems dafiir
verantwortlich, ob ein Mehrgitterverfahren bei zum Beispiel 10.000 oder 100.000 Knoten-
punkten deutlich schneller als ein Eingitterverfahren konvergiert.
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7 Simulation mit einem
Newton-Verfahren

Bei den in Kapitel 6 gezeigten numerischen Simulationen zweier turbulenter Strémungen
erfolgte die Linearisierung der beiden nichtlinearen Gleichungssysteme (Strémung und
Turbulenz) {iber ein Quasi-Newton Verfahren, indem die Jacobi-Matrix aus (4.43) mit

0A(x) 0A" -z
e~ o - A (7.1)

vereinfacht wurde. Wie in Abschnitt 4.4.3 beschrieben wurde, kann die Jacobi-Matrix

J = a./gléa:) mit Hilfe der numerischen Differentiation berechnet werden und somit ein
yrichtiges“ Newton-Verfahren zur Berechnung der nichtlinearen Gleichungen verwendet
werden. Da aber die Stromungs- und Turbulenzgleichungen entkoppelt, also nacheinander,
berechnet werden, ist jedoch eine nichtlineare Berechnung des Gesamtsystems Strémung-
Turbulenz nicht moglich. Im folgenden soll nun untersucht werden, welche Eigenschaften
ein Newton-Verfahren, jeweils angewandt auf die Stromungs- und Turbulenzgleichungen,
im Vergleich zu einer Fixpunktiteration hat. Dabei sollen zuerst Untersuchungen an einem
laminaren Testfall durchgefiihrt werden und anschliefend die in Abschnitt 6.2 beschrie-
benen turbulenten Stromungen mit Kombinationen von Newton- und Fixpunktiteration

simuliert werden.

7.1 Laminare Strémungen

Anhand der einfachen Konfiguration einer riickwirts gerichteten Stufe (s. Abb. 7.1) soll
untersucht werden, welche Konvergenzbeschleunigungen mit Hilfe des in Kapitel 4.4.3
beschriebenen Newton-Verfahrens méglich sind. Zwei Fille mit den Reynoldszahlen 300
und 1000 sollen beriicksichtigt werden. Die Reynoldszahl Re = UD/v bezieht sich auf
den hydraulischen Durchmesser D = 2h des Einlaufes und auf die mittlere Einstrémge-
schwindigkeit U. Fiir Re = 300 bildet sich eine Rezirkulationszone hinter der Stufe aus
und fiir Re = 1000 noch zusétzlich eine zweite an der Oberseite des Kanals (s. Abb. 7.1).
Experimentelle Untersuchungen von [150] zeigten, daf} fiir diese Konfiguration Transiti-
on bei Re ~ 1200 beginnt. Als Einlaufprofil wird eine voll entwickelte Kanalstromung
mit Uy, = 1.5 U angenommen. Die Linge des Kanals nach der Stufe betrigt 10A fiir
Re = 300 und 30h fiir Re = 1000.
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Abbildung 7.1. Ausschnitt des Stromlinienverlaufs fiir eine riickwérts gerichtete Stufe bei
Re = 1000. Zusétzlich sind die Mafle des Rechengebiets angegeben.

7.1.1 Stufe mit Re = 300

Untersucht wurde bei diesem einfachen Testfall der Unterschied zwischen Fixpunktite-
ration und Newton-Verfahren fiir die stationdre Navier-Stokes Diskretisierung. Alle Si-
mulationen wurden solange durchgefiihrt bis das Residuum des Losungsvektors sich um
5 Groflenordnungen gegeniiber dem Startresiduum verringert hat. Es wurde ein Gitter
mit 6849 Knoten verwendet, das fiir diese niedrige Reynoldszahl ausreichend fein ist, um
eine gitterunabhéngige Losung zu erhalten. Die mit ,,Diskr. 1 bezeichneten Kurven in
Abbildung 7.2 zeigen den Konvergenzverlauf von u fiir die in Kapitel 3 vorgestellte Dis-
kretisierung jeweils fiir die Fixpunkt- und Newton-Iteration. Aus den Ergebnissen kann
man erkennen, dafl bessere Konvergenzraten beim Newton-Verfahren moglich sind, diese
aber erst dann eine spiirbare Rechenzeitersparnis bringen, wenn man ein genaues Ergebnis
anstrebt (hier: ab Iterationsschritt 5). Fiir den hier beschriebenen Fall ist ein Rechenzeit-
gewinn von etwa 50 % erreicht worden.

10
10
——o Fixpunkt (Diskr. 1)
5 107 N\ e+ Newton (Diskr.1)
S == Fixpunkt (Diskr. 2)
; Newton (Diskr. 2)
1072 b N S
E
2
L
107 b\ NS
0° o o N Y
0 5 10 15 20 25 30
Iterationsschritte

Abbildung 7.2. Stufe mit Re = 300: Konvergenzverldufe fiir Fixpunkt- und Newton-Iteration
fiir zwei unterschiedliche Diskretisierungen.

Wie auch Untersuchungen fiir andere Testfille gezeigt haben, sind beim Newton-Verfahren

110



Laminare Stromungen

fiir die hier verwendete Diskretisierung keine nichtlinearen Konvergenzraten unter 0.5
moglich. Das ist damit zu erkldren, dafl sowohl fiir den PAC-Term des Aufwindverfahrens

510
(s. Abschnitt 3.3.1) als auch fiir den mittleren Druckgradienten (g—};)_ in (3.26) die Losung
ip

des vorangegangen Iterationsschrittes eingesetzt wird. Somit hat man kein vollstindig im-
plizites Verfahren, welches noch bessere Konvergenzraten ergeben kénnte. Verwendet man
nun eine Diskretisierung, die eine voll implizite Behandlung aller Terme erlaubt, so sollten
noch weitaus bessere Konvergenzraten erreichbar sein. Dies wurde anhand einer anderen
in UG implementierten Diskretisierung untersucht. Diese von [151] vorgeschlagene verbes-
serte Version der Diskretisierung von [23] beruht — wie auch die in Kapitel 3 beschriebe-
ne Diskretisierung — auf einer gekoppelten Behandlung der Navier-Stokes Gleichungen
und der Kontinuitétsgleichung. Die Integrationspunktgeschwindigkeiten werden {iber eine
angendherte Finite Differenzen Diskretisierung der Navier-Stokes Gleichungen innerhalb
eines Elementes bestimmt. Hierzu werden pro Element zwei Gleichungssysteme gelost, die
eine Kopplung der Integrationspunktgeschwindigkeiten mit den Stromungsgrofien an den
Elementknoten herstellen. Somit werden keine Informationen auflerhalb des Elementes
benotigt, womit explizite Terme vermieden werden kénnen. Die Konvergenzverldufe, die
mit dieser Diskretisierung ermittelt worden sind, sind auch in Abb. 7.2 dargestellt und mit
,Diskr. 2° bezeichnet. Betrachtet man die Konvergenzraten fiir den Bereich des Residu-
ums von 102 bis 107°, so steht der Konvergenzrate fiir die Fixpunktiteration von 0.8 eine
Konvergenzrate von 0.15 fiir die Newton-Iteration gegeniiber. Dies entspricht ungefiahr ei-
nem Rechenzeitverhiltnis von 8:1. Im Vergleich der beiden untersuchten Diskretisierungen
erkennt man somit deutlich, dal ein Newton-Verfahren gegeniiber einer Fixpunktiteration
vor allem bei einer voll impliziten Diskretisierung eine erhebliche Konvergenzbeschleuni-
gung bewirken kann. Es mufl jedoch vorausgesetzt werden, dal das Losen des linearen
Gleichungssystems nicht deutlich schwieriger wird.

7.1.2 Stufe mit Re = 1000

Dieses zweite Beispiel zeigt deutlich, welchen Einflul die Reynoldszahl auf das Konver-
genzverhalten schon bei einer so simplen Konfiguration wie die riickwérts gerichtete Stufe
hat. Dadurch, dafl bei einer Reynoldszahl von 1000 zusétzlich zur Rezirkulationszone
hinter der Stufe eine zweite kleine Rezirkulationszone an der Kanaloberseite auftritt (s.
Abb.7.1), wird das Stromungsfeld gegeniiber einer Stufenstromung mit Re < 400 etwas
aufwendiger. Dariiberhinaus bewirkt der hhere Konvektionsanteil in den Navier-Stokes
Gleichungen eine stérkere Nichtlinearitit des Gleichungssystems. Das verwendete Rechen-
gitter hat 14.129 Knotenpunkte, und es wurde das gleiche Abbruchkriterium wie beim
vorhergehenden Beispiel verwendet.

Bei einer Reynoldszahl von 300 war sowohl bei der Fixpunktiteration als auch bei der
Newton-Iteration keine Unterrelaxation notwendig, und es konnte nach jeder Iteration
die volle Korrektur auf die letzte Iterierte hinzuaddiert werden. Bei Re = 1000 fiihrte das
aber zur Divergenz des Newton-Verfahrens. Um ein Divergieren des Iterationsverfahrens
wéahrend der ersten Iterationsschritte zu verhindern, muf} eine geeignete Ddmpfung gefun-
den werden. Diese kann nun darin bestehen, dafl man entweder bei den ersten oder bei
allen Iterationsschritten unterrelaxiert. Im hier beschriebenen Beispiel war ein Relaxati-
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onsfaktor von 0.5 notwendig. Wendet man diesen Wert auf die gesamte Iteration an, so
hat dies einen ungiinstigen Einflufl auf das Gesamtkonvergenzverhalten. Man wird daher
bestrebt sein, diesen Wert im Laufe der Iteration auf 1.0 zu setzen. Ab welchen Iterati-
onsschritt der Relaxationsfaktor hochgesetzt werden kann, ist nur durch Ausprobieren zu
ermitteln und daher sicher keine empfehlenswerte Vorgehensweise.

7.1.2.1 Gewichtungsfunktion fiir Fixpunkt- und Newton-Iteration

Es wurde daher ein anderer Ansatz entwickelt. Da das in Abschnitt 4.4.3 beschriebene
Newton-Verfahren mit Hilfe des Parameters A in (4.63) zwischen Fixpunktiteration und
Newton-Iteration gewichtet werden kann, bietet es sich an, die Simulation mit der Fix-
punktiteration zu beginnen und dann einen moglichst flieBenden Ubergang zur Newton-
Iteration durchzufiihren. Eine vom Residuum abhéngige Funktion eignet sich hierbei als
Steuergrofle fiir den Parameter A. Die gesuchte Funktion wird also oberhalb eines festzule-
genden Residuums den Wert 0 annehmen, darunter im Bereich eines bestimmten Intervalls
auf 1 ansteigen und dann diesen Wert beibehalten. Um eine solche Funktion moglichst
konfigurationsunabhéngig bestimmen zu kénnen, muf} eine geeignete Normierungsgrofie
gefunden werden. Dies kénnte zum Beispiel das Residuum R' zu Beginn der Simulation
sein. Es wird somit folgende Funktion zur Berechnung von A vorgeschlagen:

~0 : R>é _
MR)={ —&lg(R/R) : 100°R<R<R (7.2)
1 : R<10°R

Die Parameter R und C'in (7.2) geben somit den Bereich an, in dem ) zwischen Fixpunk-
titeration und Newton-Iteration wichtet. Liegt das Residuum R oberhalb von R, wird mit
Fixpunktiteration gerechnet, und ist das Residuum um C Groéflenordnungen kleiner als
R wird mit dem vollen Newton-Verfahren gerechnet. In Abbildung 7.3 ist dargestellt wie
sich der Einsatz einer solchen Gewichtungsfunktion auswirkt. Kurve (a) zeigt den Konver-
genzverlauf fiir die Fixpunktiteration, Kurve (b) den Verlauf fiir das Newtonverfahren mit
konstantem A = 0.5 fiir die ersten 10 Schritte und mit A = 1 fiir die iibrigen Iterations-
schritte. In Kurve (¢) wurde A aus (7.2) mit C' = 2.5 und R = 0.5R,,,; berechnet. Welche
Werte hierbei A\ annimmt kann Kurve (d) entnommen werden. Es ist dabei deutlich zu
erkennen, daf} das in Abhingigkeit vom Residuum berechnete A einen weitaus glatteren
Konvergenzverlauf erméglicht (Kurve c) als eine durch Ausprobieren erhaltene stiickweise
stetige Funktion (Kurve b; 10 Schritte A = 0.5, 20 Schritte A\ = 1).

7.1.2.2 Vergleich fiir stationire und instationire Navier-Stokes Gleichungen

In Abbildung 7.4 sind mehrere Konvergenzverldufe fiir die Fixpunktiteration und die
Newton-Iteration dargestellt. Betrachtet man die Kurven fiir die Diskretisierung der stati-
ondren Navier-Stokes Gleichungen, erkennt man, dafl man fiir die Fixpunktiteration etwa
viermal so viel Iterationsschritte bendtigt wie fiir die Newton-Iteration. Interessant ist

In diesem Fall ist die Euklidnorm des Residuums gemeint R = ||r||2.
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Abbildung 7.3. Stufe mit Re = 1000: Konvergenzverldufe fiir Gitter mit 14.129 Knotenpunk-
ten: (a) Fixpunktiteration, (b) Newton-Iteration mit A = 0.5 fiir Iterationsschritt < 10 und sonst
A =1, (c) Newton-Iteration mit A = min(1, — 5= Ig(R/0.1)) (d)

hierbei, da8 das Newton-Verfahren auf dem feinen Gitter (55.905 KP) besser konvergiert
als auf dem Gitter mit 14.129 Knotenpunkten. Wenn man eine mittlere Konvergenzrate
fiir den Bereich des Residuums zwischen 10~* und 10=% berechnet, so ergibt sich auf dem
feinen Gitter eine Konvergenzrate von 0.57 und auf dem gréberen 0.7. Bei der Fixpunk-
titeration erhélt man in beiden Féllen eine mittlere Konvergenzrate von 0.94.

Desweiteren wurden Vergleiche fiir die instationdren Navier-Stokes Gleichungen durch-
gefithrt. Bei einem Zeitschritt von At = 100 erh#lt man genau den gleichen Konver-
genzverlauf wie fiir die stationiren Gleichungen. Aus den Konvergenzverldufen fiir einen
Zeitschritt von At = 10 (s. Abb. 7.4) wird der hohere Rechenaufwand gegeniiber dem
stationdren Verfahren deutlich. Interessant ist hierbei, daf} fiir die Fixpunktiteration der
Aufwand um etwa 20% steigt, beim Newton-Verfahren jedoch um 80%. Dies ist darauf
zuriickzufithren, daf8 der letzte Term in (3.26) bei einem kleineren Zeitschritt mehr an
Einflul gewinnt und somit auch der explizite Anteil in der Druckgleichung (3.25).

7.1.2.3 Newton-Verfahren mit geschachtelter Iteration

Ist man nur an der Lisung eines stationdren Stromungsfeldes interessiert, so ist es sinn-
voll eine sogenannte geschachtelte Iteration durchzufiihren, um eine gute Startlosung auf
dem feinsten Gitter zu erhalten. Man beginnt auf einem groben Gitter mit einer ein-
fachen Anfangsbedingung, rechnet darauf einige Iterationen verfeinert dann das Gitter
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Abbildung 7.4. Stufe mit Re = 1000: Konvergenzverlidufe fiir Newton- und Fixpunktiteration.

und interpoliert die Losung des groben Gitters auf das feine Gitter und erhilt somit eine
deutlich bessere Startlosung. Diese Vorgehensweise kann sich iiber mehrere Gitterebenen
erstrecken. Je nach Komplexitit des Gebietes und Konvergenzverhalten des Iterationsver-
fahrens ist es sinnvoll auf den unteren Gitterebenen moglichst stabile Aufwindverfahren
auf Kosten der Genauigkeit einzusetzen und erst auf den feinsten Gitterebenen Aufwind-
verfahren héherer Ordnung (LPS mit PAC-Term, s. Abschnitt 3.3.1) zu verwenden.

Die in Abschnitt 7.1.2.1 vorgeschlagene Gewichtungsfunktion ermdéglicht nun auch den
Einsatz eines Newton-Verfahrens bei einer geschachtelten Iteration. Da das Newton-
Verfahren im Vergleich zur Fixpunktiteration vor allem auf groben Gittern weitaus insta-
biler ist, kann es selbst mit sehr starker Dadmpfung der Korrektur in den meisten Féllen auf
groben Gittern nicht eingesetzt werden. Mit Hilfe der Gewichtungsfunktion (7.2) kann nun
der Newton-Anteil langsam erhoht werden. In Abbildung 7.5 ist ein Vergleich der Kon-
vergenzverldufe der stationdren Navier-Stokes Gleichungen fiir das Newton-Verfahren und
die Fixpunktiteration fiir die schon im vorhergehenden Abschnitt beschriebene riickwérts
gerichtete Stufe mit Re = 1000 dargestellt. Zusétzlich wird noch der Verlauf von A gezeigt.
Aus dieser Kurve kann man erkennen, dafy schon auf der zweiten Gitterebene nach einigen
Iterationen das volle Newton-Verfahren eingesetzt werden kann. Die geschachtelte Iterati-
on wurde mit 10 Schritten pro Gitterebene beim Newton-Verfahren durchgefiihrt und auf
dem feinsten Gitter waren dann nur noch 16 Schritte notwendig, um das Abbruchkrite-
rium zu erreichen. Fiir die Rechnung mit Fixpunktiteration wurden 30 Iterationsschritte
auf den unteren Gitterebenen durchgefiihrt, um eine gute Startlésung auf dem feinsten
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Gitter zu erlangen, auf dem dann noch 78 Schritte gerechnet wurden (eine weitere Rech-
nung mit 40 Iterationsschritten auf den unteren Gitterebenen erforderte noch 43 Schritte
auf dem feinsten Gitter). Aus diesen Vergleichen ist zu erkennen, dafi auch fiir die ge-
schachtelte Iteration der Unterschied in der Rechenzeit zwischen Fixpunktiteration und
Newton-Verfahren bei einem Faktor von 3-4 liegt. Bei allen hier beschriebenen Rechnun-
gen war der Aufwand zur Losung der linearen Gleichungssysteme beim Newton-Verfahren
nicht mehr als 20% grofler als bei der Fixpunktiteration.

0 G2 G3 G4
10 Bt =22 o
ot MM
,, Fixpunktiteration
10° g RNeWtonlteratlon ,,,,,,
3 10° e
3
. — A=f(Residuum)
0" 1.0
0.8
10° 0.6
0a
6 0.2
- 0.0

R R R RO N SO S RN SN N WX N S RO A B i
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Abbildung 7.5. Stufe mit Re = 1000: Konvergenzverlaufe fiir geschachtelte Iteration mit
Fixpunkt- und Newton-Iteration. Das oberste Gitter G4 hat 14129 Knotenpunkte.

7.2 Turbulente Stromungen

Im vorangegangen Abschnitt 7.1 wurde gezeigt, wie ein Newton-Verfahren zur nichtlinea-
ren Iteration der Stromungsgleichungen eingesetzt werden kann. Dies soll nun auch fiir
die Turbulenzgleichungen anhand eines konstruierten Beispiels untersucht werden. Es wird
ein konstantes Geschwindigkeitsfeld vorgegeben und allein das Konvergenzverhalten der
Turbulenzgleichungen betrachtet. Anschliefend werden am Beispiel einiger in Abschnitt
6.2 beschriebener Testfille Simulationen mit verschiedenen Kombinationen von Newton-
und Fixpunktverfahren fiir die Stromungs- und Turbulenzgleichungen gezeigt.
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7.2.1 Newton-Verfahren fiir die Turbulenztransportgleichungen

Die Linearisierung der Turbulenztransportgleichung wurde durchgefiihrt, indem die Terme
Cer, @7 und @~ in (4.50) aus den Werten der vorhergehenden Iteration berechnet wurden.
Mit Hilfe der numerischen Differentiation lassen sich fiir diese Terme verschiedene Moglich-
keiten der Linearisierung relativ einfach realisieren. Es soll nun nédher untersucht werden,
welche Auswirkungen dies auf das Konvergenzverhalten der Turbulenzgleichungen hat. Es
wird die Konfiguration von Abschnitt 6.2.1.3 (Gitter G4-uni) fiir eine 2D Hiigelstromung
verwendet, indem die konvergierte Losung des Geschwindigkeitsfeldes wihrend der gesam-
ten Simulation als gegeben betrachtet wird und fiir die Turbulenzgréfien als Startlosung
ein uniformes Turbulenzfeld gesetzt wird. Es werden dann die instationdren Turbulenz-
gleichungen geldst bis ein bestimmtes Konvergenzkriterium (Residuum von k < 107°)
erfiillt ist. Als Turbulenzmodell wird das Chien k- Modell eingesetzt, der Zeitschritt be-
tragt At = 10.7h/Us und X\ aus (4.47) wird auf 0.5 gesetzt. Folgende Linearisierungen
werden untersucht:

Fall 1: Fixpunktiteration

Fall 2: Diffusionsterme gekoppelt, Quellterme linearisiert

Fall 3: Diffusionsterme linearisiert, negative Quellterme gekoppelt

Fall 4: Diffusionsterme gekoppelt, negative Quellterme gekoppelt

Fall 5: Diffusionsterme linearisiert, positive und negative Quellterme gekoppelt

Fall 6: Diffusionsterme gekoppelt, positive und negative Quellterme gekoppelt

Ziel dieser ausfiihrlichen Untersuchung ist es, einen Anhaltspunkt zu bekommen, inwieweit
die nichtlineare Behandlung der einzelnen Terme eine Konvergenzverbesserung gegeniiber
der Fixpunktiteration ergibt und welche Auswirkungen diese Terme auf die Stabilitdt des
Verfahrens haben. Optimal ist Fall 6 (voll gekoppelte Iteration) bei dem die besten Kon-
vergenzeigenschaften zu erwarten sind. In Abb. 7.6 sind die Konvergenzverldufe fiir die
turbulente kinetische Energie k fiir diese fiinf verschiedenen Fille aufgetragen. Wie zu er-
warten war, ist die Konvergenzgeschwindigkeit fiir das voll gekoppelte Newton-Verfahren
deutlich hoher als fiir die Fixpunktiteration. Es fillt auf, dal beim Newton-Verfahren
iiberhaupt keine Oszillationen im Konvergenzverlauf zu erkennen sind, wihrend bei der
Fixpunktiteration Oszillationen mit fast konstanter Frequenz zu verzeichnen sind. Be-
merkenswert ist die Verdopplung der Konvergenzgeschwindigkeit der Fixpunktiteration,
die durch eine nichtlineare Behandlung des Diffusionskoeffizienten erreicht wird (Fall 2).
Dahingegen scheint bei einer nichtlinearen Behandlung der Quellterme der Einflu} der
Nichtlinearitét des Diffusionsterms I'w(k, €) von untergeordneter Bedeutung zu sein (Fall
5, Fall 6). Als interessante Alternative zur Fixpunktiteration kann Fall 4 angesehen wer-
den, bei dem, wie bei der Fixpunktiteration, die positiven Quellterme auf der rechten Seite
des Gleichungssystems stehen, um moglichst M-Matrix Eigenschaften zu erhalten. Werden
die Diffusionsterme dabei jedoch linearisiert (Fall 3), wird die Konvergenzgeschwindigkeit
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wieder niedriger. Bei den Féllen 1 bis 4 ist es nicht notwendig gewesen den Gewichtungspa-
rameter A, der &hnlich (4.63) zwischen Fixpunktiteration und Newton-Iteration wichtet,
am Anfang der Iteration auf einen Wert kleiner eins zu setzen. In den Féllen 5 und 6
(alle Quellterme gekoppelt) wurde er mit C' = 1.5 und R = 0.02 aus (7.2) bestimmt. Der
Verlauf von A im Fall 6 ist auch in Abb. 7.6 dargestellt.
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Abbildung 7.6. Konvergenzverldufe fiir verschiedene Linearisierungsansitze

Fiir einen zweiten Test wurde die Tragfliigelumstrémung aus Abschnitt 6.2.2.3 herangezo-
gen. Auf dem Gitter G4 mit etwa 28.000 Knotenpunkten wurde wiederum das Geschwin-
digkeitsfeld konstant gehalten und nur die zwei Turbulenztransportgleichungen fiir das
SST Turbulenzmodell geltst. Als Startlosung wurde eine uniforme Turbulenzverteilung
angenommen. Um die Entwicklung der Turbulenzgrenzschicht zu beschleunigen, wurde
zusitzlich in einem schmalen Band um den Tragfliigel (0 < y < 0.05C) ein Turbulenzlevel
von 1% gesetzt. Verglichen wurde die Fixpunktiteration mit dem voll gekoppelten Newton
Verfahren (Fall 6 auf Seite 116), wobei als Vergleichskriterium der Wert fiir £ an einem
festen Punkt in einer stark turbulenten Zone im Nachlauf des Tragfliigels herangezogen
wurde (s. Abb. 6.10 auf Seite 102). In Abb. 7.7 ist die Entwicklung des Wertes von k
an diesem Punkt abhéingig von der Zahl der Zeitschritte fiir beide Verfahren dargestellt.
Zuséatzlich sind in der Tabelle noch die Anzahl der benétigten Zeitschritte angegeben, die
notwendig waren, um eine bestimmte Genauigkeit fiir diesen Wert zu erhalten. Auch bei
dieser Rechnung wurde A aus (7.2) berechnet und der Verlauf von A ist auch in Abb. 7.7
dargestellt.

Aus diesen beiden numerischen Experimenten wird ersichtlich, daf} die iibliche Linearisie-
rung der Turbulenztransportgleichungen, die auf eine Fixpunktiteration fiihrt, gegeniiber
einem echten Newton-Verfahren ein deutlich schlechteres Konvergenzverhalten aufweist.
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0.04
0.03 - . . .
(a) Fixpunktiteration
«————= (b) Newton-Iteration
5 002 ~— (c) A=f(Residuum)
4
| 1.0
1 0.8
0.01 Fehler fir ko 10% 1% 01% 001% 106
Fixpunkt 33 73 114 145 I
Newton 15 20 25 30 | 0.4
0.2
000 | | | | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60
Zeitschritte

Abbildung 7.7. Entwicklung des Maximalwertes von & bei 1.05 C fiir Fixpunktiteration (a)
und Newton-Iteration (b). Den Verlauf der Gewichtungsvariablen A der Newton-Iteration zeigt
Kurve (c). In der Tabelle ist die Zahl der Zeitschritte angegeben, die notwendig waren, um eine
bestimmte Genauigkeit von ky,q; zu erreichen.

Schon allein die nichtlineare Behandlung einzelner Terme (z.B. Diffusionsterm) konnen da-
bei zu einer Konvergenzbeschleunigung fiihren. Werden jedoch nur einzelne Terme nichtli-
near diskretisiert, so wird die daraus resultierende Konvergenzbeschleunigung sowohl von
der Konfiguration als auch vom eingesetzten Turbulenzmodell abhingig sein. Man wird
daher sicherlich keine allgemeingiiltigen Aussagen aus den hier vorgestellten Ergebnis-
sen treffen konnen. Aber mit Hilfe der numerischen Differentiation ist es moglich, relativ
einfach verschiedene Tests durchzufiihren und somit den Einfluf} verschiedener Lineari-
sierungen fiir ein bestimmtes Turbulenzmodell zu untersuchen. Als stabile Variante mit
deutlich besseren Konvergenzeigenschaften als die Fixpunktiteration hat sich Fall 4 er-
wiesen, bei dem bis auf die positiven Quellterme, die auf der rechten Seite bleiben, alle
Terme voll gekoppelt behandelt werden. Um moglichst optimale Konvergenz zu erhalten,
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reicht es, die Quellterme voll gekoppelt mit der numerischen Differentiation zu berechnen.
Die Diffusionsterme konnen dann aus den Grofien des letzten Iterationsschrittes bestimmt
werden (Fall 5).

Wiéhrend bei der Fixpunktiteration die beiden Turbulenzgleichungen unabhéngig von-
einander sind, erh&dlt man durch das Newton-Verfahren ein gekoppeltes Gleichungssy-
stem. Interessanterweise ist jedoch bei allen durchgefiihrten Rechnungen mit nichtlinearen
Ansitzen der Aufwand zur Losung des linearen Gleichungssystems niemals mehr als 30%
hoher gewesen als bei der Fixpunktdiskretisierung. Beim voll gekoppelten Fall (Fall 4 und
5) mufte der Gewichtungsparameter A\ jedoch wihrend der ersten Iterationsschritte im
Bereich von Null liegen, um ein Divergieren der nichtlinearen Iteration zu vermeiden.

Der Assemblierungsaufwand fiir die Terme, die mit einer numerischen Differentiation dis-
kretisiert werden, liegt jedoch deutlich iiber einer konventionellen Diskretisierung, da die-
se Terme pro Element mehrfach berechnet werden miissen. Bei Vierecken und einem
Zweigleichungs-Turbulenzmodell sind das immerhin zusétzlich acht Berechnungen. Bei
der Implementierung ist somit darauf zu achten, dafl nur die Terme oder Teile dieser Ter-
me mehrfach berechnet werden, die sich aufgrund des differentiellen Terms Az in (4.64)
dndern. Beim Produktionsterm wird man zum Beispiel die Geschwindigkeitsgradienten
nur einmal berechnen. Zusétzlich sollte man iiberpriifen, ob man ohne Konvergenzeinbu-
Ben auf die mehrmalige Berechnung der oftmals ziemlich rechenintensiven Dampfungs-
funktionen (s. Abschnitt 2.4.3.1) verzichten kann. Je nach Turbulenzmodell und Vereinfa-
chung der nichtlinearen Behandlung einzelner Terme mufl man jedoch mit einer Erhéhung
des Assemblierungsaufwandes um 30-100 % rechnen.

7.2.2 Newton-Verfahren fiir Navier-Stokes und Turbulenzglei-
chungen

Wie in den vorangegangenen Abschnitten gezeigt wurde, konnen Newton-Verfahren ge-
geniiber einer Fixpunktiteration bei den Strémungsgleichungen die Zahl der Zeitschritte
auf etwa ein Drittel reduzieren. Bei den Turbulenzgleichungen fillt diese Reduktion sogar
noch deutlicher aus. Ob der Einsatz von Newton-Verfahren bei dem Gesamtsystem Navier-
Stokes-Turbulenz eine Verbesserung des Konvergenzverhaltens bewirken kann, soll im
folgenden untersucht werden. Da die beiden Gleichungssysteme sukzessive gelost werden,
kann daher kein richtiges Newton-Verfahren beziiglich des Gesamtsystems aufgestellt wer-
den, sondern es konnen die Gleichungssysteme nur einzeln mit einem Newton-Verfahren
gelost werden. Es werden die beiden Konfigurationen aus Abschnitt 7.2.1 untersucht,
wobei als Anfangsbedingung fiir die beiden Gleichungssysteme die Losung auf dem dar-
unterliegenden Gitter verwendet wird.

Hiigelstromung
Folgende vier Simulationen wurden auf dem Gitter mit 18.000 KP und dem Chien k-¢

Turbulenzmodell durchgefiihrt: Fixpunktiteration fiir Navier-Stokes- und Turbulenzglei-
chungssystem, Newton-Verfahren nur fiir Navier-Stokes Gleichungen, Newton-Verfahren
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Simulation mit einem Newton-Verfahren

nur fiir Turbulenzgleichungen und Newton-Verfahren fiir beide Gleichungssysteme. Die
Residuumverléufe fiir die vier Simulationen in Abhéngigkeit von der Zahl der Zeitschritte
und der Zahl der linearen Iterationen fiir die Navier-Stokes Gleichungen sind in Abb. 7.8
dargestellt. Es ist zu erkennen, daf} der Einsatz des Newton-Verfahrens fiir die Turbu-
lenzgleichungen keine Verbesserung gegeniiber einer Fixpunktiteration ergibt. Mit einem
Newton-Verfahren fiir die Navier-Stokes Gleichungen wird in diesem Fall eine Halbierung
der benétigten Zeitschritte erreicht. Das Newton-Verfahren fiihrt jedoch zu einem schwe-
rer zu losenden Gleichungssystem. Dies hat zur Folge, dafl doppelt so viele Iterationen pro
Zeitschritt notwendig sind wie bei der Fixpunktiteration. Der Losungsaufwand ist also in
beiden Féllen gleich hoch, durch die geringere Zahl der Zeitschritte verringert sich jedoch
die Rechenzeit fiir das Turbulenzgleichungssystem und die Assemblierung. Betrachtet man
die Gesamtrechenzeit, so ist in diesem Fall eine Reduktion von etwa 30 % gegeniiber der
Fixpunktiteration erreicht worden.

: : ‘ 71— 1e-01
— — NavsSt: Fixpunkt Turb: Fixpunkt — — NavsSt: Fixpunkt Turb: Fixpunkt
— - — NavsSt: Fixpunkt Turb: Newton — - — NavsSt: Fixpunkt Turb: Newton
- -~ NavSt: Newton Turb: Fixpunkt — -~ NavSt: Newton Turb: Fixpunkt
T\, —— NavSt: Newton Turb: Newton | *\A NavSt: Newton Turb: Newton | 1€-02
o
gl
c
S5
> 4+ -1 1e-03
o
c
o
>
e L 4 L i -
S le-04
S
i)
0
0]
x| 1+ - 1e-05
\ N\
L | 1 L | L L L L L : : : ' 1e-06
0 100 200 0 200 400 600

Zeitschritte Lineare lterationen

Abbildung 7.8. Konvergenzverliufe fiir Kombinationen von Fixpunkt- und Newton-Iteration
aufgetragen iiber die Zahl der Zeitschritte und der Mehrgitter V-Zyklen fiir die Navier-Stokes

Gleichungen.

Tragfliigelumstromung

Auf dem Gitter G4 mit 28.000 KP wurden mit dem SST Modell die vier Kombinationen fiir
Newtonverfahren und Fixpunktiteration fiir die beiden Gleichungssysteme untersucht. Die
Konvergenzverldufe fiir das Residuum der Strémungsgrofien sind in Abb. 7.9 oben darge-
stellt. In Abb. 7.9 unten sind zusétzlich die Verldufe des Auftriebsbeiwertes ¢, aufgetragen.
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Turbulente Stromungen

Aus diesen Diagrammen kann man erkennen, dafl zum einen ein Newton-Verfahren fiir die
Navier-Stokes Gleichungen etwa eine Halbierung der Zeitschritte gegeniiber der Fixpunk-
titeration bewirkt und zum anderen ein Newton-Verfahren fiir die Turbulenzgleichungen
keinerlei Verbesserung ergibt. Ebenso wie bei der Hiigelstrémung verdoppelt sich beim
Newton-Verfahren der Losungsaufwand gegeniiber der Fixpunktiteration, und es konnte
wiederum eine Reduktion der Gesamtrechenzeit um etwa 30 % erreicht werden.

le-02 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]
— — - NavSt: Fixpunkt Turb: Fixpunkt |
—-— NavsSt: Fixpunkt Turb: Newton
—— NavSt: Newton Turb: Fixpunkt |

Q
>
2 1e-03 7 N — NavSt: Newton Turb: Newton
g AN \
S
>
>
% le-04 - . .
[O) F \\\\ // ~ .
Df \\//\k
~o

1.60 | s =TT ]

— — - NavSt: Fixpunkt Turb: Fixpunkt |
—-— NavsSt: Fixpunkt Turb: Newton |
—— NavSt: Newton Turb: Fixpunkt |
"""""""" NavSt: Newton Turb: Newton -

& 1.50

1.40 |

1.30 |

|
100
Zeitschritte

Abbildung 7.9. Oben: Konvergenzverldufe fiir Kombinationen von Fixpunkt- und Newton-
Iteration aufgetragen iiber die Zahl der Zeitschritte. Unten: Entwicklung des Auftriebsbeiwertes

¢, wahrend der Iteration.
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8 Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein Simulationsprogramm zur Berechnung inkompressi-
bler turbulenter Stromungen entwickelt, das auf die speziellen Anforderungen eines loka-
len Mehrgitterverfahrens mit adaptiver Gitterverfeinerung ausgerichtet ist. Basis dieses
Programms war das am Institut fiir Computeranwendungen 3 entstandene Programmpa-
ket UG (unstrukturierte Gitter), das ein flexibles Simulationswerkzeug zur numerischen
Berechnung partieller Differentialgleichungen ist, wobei der Schwerpunkt auf dem Ein-
satz von Mehrgitterverfahren fiir unstrukturierte und lokal adaptive Gitter liegt. Welche
Moglichkeiten lokale Mehrgitterverfahren bei der Simulation turbulenter Stromungen bie-
ten und welche Voraussetzungen dafiir notwendig sind, war Gegenstand der hier beschrie-
benen Untersuchungen.

Die Navier-Stokes Gleichungen und Turbulenztransportgleichungen werden mit einem
dualen Finite Volumen Verfahren diskretisiert, bei dem — basierend auf einem Finite
Element Gitter — alle Groflen auf den Knotenpunkten des Gitters gelost werden. Aus
den verwendeten stationdren und instationdren Navier-Stokes Diskretisierungen resul-
tiert ein gekoppeltes Gleichungssystem fiir die Geschwindigkeitskomponenten und den
Druck. Das zweite, anschlielend zu l6sende, Gleichungssystem besteht aus zwei unge-
koppelten Gleichungen, die die diskretisierten Transportgleichungen verschiedener Low-
Reynolds Zweigleichungs-Turbulenzmodelle reprisentieren. Die Untersuchungen wurden
anhand zweier bekannter Konfigurationen stationédrer zweidimensionaler Strémungen
durchgefiihrt.

Die beiden nichtlinearen Gleichungssysteme wurden iiber eine Fixpunktiteration mit linea-
ren Mehrgitterverfahren geltst. Ausfiihrliche Untersuchungen beziiglich der Komponen-
ten und Parametereinstellungen der linearen Mehrgitterverfahren wurden durchgefiihrt.
Dabei hat sich gezeigt, dal im Gegensatz zur Losung des hier verwendeten gekoppelten
Stromungsgleichungssystems, zur Losung der Turbulenztransportgleichungen keine beson-
deren Einstellungen des linearen Mehrgitterverfahrens notwendig waren. Als geeignet hat
sich ein Mehrgitter V-Zyklus mit jeweils zwei Vor- und Nachgldttungsschritten erwiesen,
und eine Defektreduktion aller Groflen um eine Groflenordnung war ausreichend, um gute
Konvergenzeigenschaften fiir das nichtlineare System zu erhalten. Als Glatter wurden ILU
[terationsverfahren eingesetzt, wobei fiir das Navier-Stokes Gleichungssystem eine Modi-
fikation des Verfahrens nach [126] eine entscheidende Konvergenzverbesserung ermdoglicht.

Das ILU Iterationsverfahren und das darauf basierende lineare Mehrgitterverfahren waren
die Komponenten einiger hier untersuchter linearer Ein- und Mehrgitter-Losungsverfah-
ren. Dabei zeigte sich, dafl Krylov Unterraumloser mit linearen Mehrgitterverfahren als
Vorkonditionierer sehr attraktive und robuste Losungsverfahren ergeben. Die Konvergen-
zeigenschaften dieses kombinierten Verfahrens sind weitaus weniger von der Qualitdt der
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Zusammenfassung

Startlosung und der Einstellung des Glétters abhingig als die der linearen Mehrgitterver-
fahren. Empfehlenswerte Krylov Unterraum Verfahren sind das BICGSTAB Verfahren von
[31] und fiir sehr ungiinstige Gleichungssysteme das BiCGSTAB(/) Verfahren von [134].
Vergleiche von Ein- und Mehrgitterverfahren fiir das Stromungsgleichungssystem zeigten
schon bei mehr als 10.000 Knotenpunkten einen deutlichen Vorteil der Mehrgitterverfah-
ren gegeniiber den Eingitterverfahren. Fiir die Turbulenzgleichungen dagegen wurde bei
den untersuchten Fillen bis 80.000 Knoten nur méflige Konvergenzbeschleunigung erhal-
ten. Obwohl eine optimale O(N) Komplexitét bei den hier untersuchten Testfdllen nicht
immer erreicht wurde, konnte dennoch deutlich gemacht werden, dafl das hier eingesetz-
te Losungsverfahren zur Simulation turbulenter Stromungen sowohl auf strukturierten als
auch auf lokal adaptiv verfeinerten Gittern sehr gut geeignet ist. Zusétzlich wurde noch der
Einflufl des Turbulenzmodells auf die Konvergenzgeschwindigkeit und Gitterabhéngigkeit
der Losung untersucht. Als recht attraktiv haben sich dabei die von [98] vorgeschlagenen
Kombinationen von k-¢ und k-w Modellen herausgestellt.

Die Simulation turbulenter Grenzschichtstromungen mit Low-Reynolds Turbulenzmodel-
len erfordert eine sehr feine Auflésung der Grenzschichten in unmittelbarer Wandnéhe.
Daher wurde im Rahmen dieser Arbeit ein hierarchischer Gitterverfeinerungsalgorithmus
entwickelt, mit dem feine Gitter mit anndhernd gleicher Qualitéit iiblicher Gittergenera-
toren erstellt werden konnen. Die Verfeinerung wird dabei allein {iber die Elementvertei-
lung des Grobgitters gesteuert, und da nur lokale Informationen iiber Elementnachbar-
schaftsbeziehungen benétigt werden, ist die Anwendung auch auf Mehrgitterhierarchien
mit lokaler Gitterverfeinerung moglich. Auch eine Parallelisierung dieses Verfahrens stellt
somit keine Schwierigkeit dar. Dasselbe gilt fiir eine hier beschriebene — fiir viele Tur-
bulenzmodelle notwendige — Wandabstandsberechnung, die aufgrund der hierarchischen
Gitterstruktur mit einem Aufwand von O(N) auskommt.

Bei den gezeigten Testfillen wurde die Steuerung der Adaptivitdt mit Hilfe von einfa-
chen Gradientenfehlerschitzern vorgenommen und verschiedene Groflen als Indikatoren
verglichen. Werden Stromungs- und Turbulenzgrofien als Steuergrofien berticksichtigt, so
reichten, verglichen mit einem strukturierten Gitter, bei den untersuchten zweidimen-
sionalen Konfigurationen 30 % der Knoten aus, um annihernd die gleiche Genauigkeit
der Losung zu erhalten. Die Simulationen machten aber auch deutlich, da} die Qualitét
der Losung sehr stark vom verwendeten Fehlerschitzer abhéngt. Die Entwicklung zu-
verlédssigerer als der hier eingesetzten Fehlerschitzer fiir das System Navier-Stokes- und
Turbulenzgleichungen ist somit erforderlich.

Der letzte Teil dieser Arbeit beschéftigte sich mit der Konvergenzverbesserung der nichtli-
nearen Iteration. Es wurde untersucht, in welcher Form ein Newton-Verfahren zur Losung
der beiden nichtlinearen Gleichungssysteme eingesetzt werden kann. Die Jacobi-Matrix
wurde dabei mit Hilfe numerischer Differentiation aufgestellt, die einen Vergleich ver-
schiedener Linearisierungsansitze auf einfache Art und Weise ermoglicht. Um ein Diver-
gieren des Newton-Verfahrens am Anfang der Iteration zu vermeiden, wurde eine iiber
das Residuum gesteuerte Gewichtung von Fixpunkt- und Newton-Iteration implemen-
tiert. Angewandt auf laminare Stréomungen konnte das Newton-Verfahren gegeniiber einer
Fixpunktiteration die Zahl der Iterationsschritte um zwei Drittel reduzieren, ohne einen
groflen Mehraufwand bei der Losung des linearen Gleichungssystems zu bendétigen. Bei
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dem fiktiven Fall eines bereits bekannten Geschwindigkeitsfeldes wurde zur Berechnung
der Turbulenzgrofien sogar nur 20 % der Rechenzeit der Fixpunktiteration gebraucht. An-
gewandt auf das Gesamtsystem, Stromungs- und Turbulenzgleichung, wurde mit einem
Newton-Verfahren fiir die Turbulenzgleichungen jedoch keine Konvergenzverbesserung er-
reicht. Ein Newton-Verfahren fiir die Navier-Stokes Gleichungen ergab dahingegen im-
merhin eine Halbierung der Zahl der benétigten Zeitschritte. Da sich dabei aber die Zeit
zur Losung des linearen Gleichungssystems verdoppelt hatte, konnte nur eine Reduktion
der Gesamtrechenzeit von 30 % erreicht werden. Dies kann einen Einsatz des Newton-
Verfahrens sicherlich nicht rechtfertigen. Werden Strémungs- und Turbulenzgleichungen
jedoch gekoppelt gelost, gewinnt dieses Verfahren unter Umstinden an Attraktivitét.
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A Zweigleichungs-Turbulenzmodelle

Im folgenden werden alle in dieser Arbeit eingesetzten Turbulenzmodelle aufgefiihrt.
Zusitzlich wird die Aufteilung der Quellterme in explizite und implizite Anteile mit Q"
und @ aus (4.50) gekennzeichnet und eventuelle Abschneideoperatoren werden beschrie-
ben. In allen Transportgleichungen wird die turbulente Produktion Py mit

ou; ou; Ou; 2
P =— - L) — 26,k Al
F 8.’L‘j |fﬁ (8$J + 8xl> 3 J ] ( )

abgekiirzt und mit der Variablen y wird der Wandabstand bezeichnet.

A.1 Chien k-¢ Modell

Beim Chien k-e Modell [90] werden die Transportgleichungen fiir die turbulente kinetische
Energie k£ und fiir die modifizierte Dissipation & = ¢ — 2;—2’“ gelost. Durch diese Modifikation
wird die einfache Randbedingung an einer Wand & = 0 ermdoglicht. Die Transportgleichun-

gen schreiben sich mit

ok ok o [ v, Ok | g 2w
— — —)— = P, —|-+—=1k A2
ot o 0x; Oz, v+ Uk)aa:j L (k + y2> (4.2)
L ] o
o-
85 85 8 [ Vi 85_ g g 2u —Cay™t -
— — —)—| = 5P, —|Cxfo—+—e % A,
ot g 0r; Oz, v+ a)@xj C‘dk § (CEQka + y2€ ) ¢ (A3)
L ] —_— _
Q+ o-
und die turbulente Viskositéit berechnet sich aus
k2
W = fucu? ) (A-4)
Die Dampfungsfunktionen f, und f; erhdlt man mit
fo = 1—e @' (A.5)
und fy = 1-0.22¢ R/ (A.6)
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Zweigleichungs-Turbulenzmodelle

Benotigt werden noch die turbulente Reynoldszahl

k2

= A.
Ri= (A7)
und der dimensionslose Wandabstand (s. Abschnitt 2.4.1)
yt=wuy/v . (A.8)

Die in obigen Gleichungen auftretenden Konstanten sind:

or=1,0.=13,C,=0.09, C; =135, C,, =18, C3=0.0115und Cy =0.5.
(A.9)

Die Randbedingungen an der Wand sind

k=8=0 . (A.10)

A.2 Das Chen-Patel Zweischichten k-¢ Modell

Fiir den Bereich hoher Reynoldszahlen wird bei diesem Zweischichten Modell [93] die
Standardform des k-¢ Modells von [87]

ok ok o [ vy Ok | €

il 7 2 = p = Al

ot i Or; Oz, v+ Jk)axj £k K ( )
L - Q+ B:-/

Oe Oe o v O | B € €
EjLuja—xj_a—xj (V+O'_E)a—l'j = CIEPk —02% € (A.12)
L i er_/ T

0 ~

verwendet und die turbulente Viskositat iiber

k2
Vy = O,u? (A13)

bestimmt. Basierend auf dem Eingleichungsmodell von Wolfshtein [72] wird im wand-
nahen Bereich nur die Transportgleichung fiir £ geldst und die Dissipation ¢ iiber eine
algebraische Gleichung berechnet. Dazu werden die Lingenskalen

le. = Cuy (1 - e*Ry/AE) (A.14)
und [, = Cuy (1 — e_R’v’/A“) (A.15)
eingefiihrt und die Dissipation und turbulente Viskositidt mit
e = K2/, (A.16)
und v, = C,Vk, (A.17)
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Das Wilcox k-w Modell

bestimmt. Die turbulente Reynoldszahl R, ist mit

_ Vky

14

R,

(A.18)

definiert und die Konstanten haben die Werte

op=1,0.=13, C,=0.09, k=041, ¢ = C**, A, =70, und A, = 2C,
(A.19)

Die Trennung zwischen Zweigleichungs- und Eingleichungsmodell erfolgt bei R, ~ 250
und als Randbedingung wird fiir die turbulente kinetische Energie £ = 0 gesetzt und fiir
e der Wert am wandnéchsten Knotenpunkt genommen.

A.3 Das Wilcox k-w Modell

Die Transportgleichungen fiir die turbulente kinetische Energie k£ und die spezifische Dis-
sipation w erhilt man beim k-w Modell von Wilcox mit

ok ok 0 k
— P )—| = P, —[f*wk A2
ot U Or; Oz, [(l/ to ”t)ale Ny ﬂ (4.20)
Qt Q-
Ow ow 0 ow w
— e — — | = a—P, — A.21
or ¢
und die turbulente Viskositit mit
n=kjw . (A.22)
Die Konstanten haben die Werte
oc*=0=1/2, a=5/9, f*=0.09und g = 3/40 . (A.23)

Die Randbedingung fiir die turbulente kinetische Energie ist £ = 0 und fiir die spezifische
Dissipation wird die asymptotische Bedingung

6v
w——— fir y—0 A24
G (A.24)
iber
6v
Ww="7T—7 A .25
Byt (4.25)

angendhert. y; ist dabei der Wandabstand des wandnéchsten Punktes.
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A.4 Das Baseline Modell von Menter

Das Baseline Modell von Menter [98] ergibt sich aus einer Kombination von k- Modell
im dufleren Bereich und k-w Modell im wandnahen Bereich der Grenzschicht. Dazu wird
die ¢ Gleichung auf eine w Formulierung gebracht und beide Gleichungssysteme mit einer
Gewichtungsfunktion F bzw. (1—F}) multipliziert. Daraus entsteht folgendes Gleichungs-
system fiir die turbulente kinetische Energie k& und die spezifische Dissipation w

ok ok 0 ok
— — = — n)—I| = P, =0k A.26
ot "oz, oa, l(” o ”t)axj] Jh B kw (4.26)
Rt Q-
ow ow 0 ow ¥ 1 0k Ow
— — = — —| = —P.+2(1—-F)og———
ot g Or; Oz, l(l/ +on) 8@] vy e+ 2 1)02w 0z ; Ox;
Q+
—fww , (A.27)
——
o
wobei die turbulente Viskositéit wie beim k-w Modell mit
k
= — A28
Vi o ( )
berechnet wird.
Die Funktion Fj ist iiber
F, = tanh(arg') , (A.29)
_ VE 5000\ 4posk
arg = min [max <0.09wy; o ) CDr? und (A.30)
1 0k Ow
CDy, = 200y — —— 102 A.31
k max < P@w 0z, 6xj’ ) ( )

definiert. Die Konstanten setzen sich abhéingig von F; (A.29) aus einem k-e Modell Anteil
und einem k-w Modell Anteil zusammen. Die Konstanten des k-w Modells sind

ot =01 =05, f = 0075, " =009, k=041, 71 = B /5" — 01> /\/B*
(A.32)

und die des k- Modells sind
oy =1.0, 05 =0.856, f; = 0.0828, 5* =0.09, kK =0.41, v = (/" — 0252/\/5* )

(A.33)
Mit Fi erhalt man zum Beispiel o* durch
o* :FlU)lk‘i‘(l—Fl)O'; . (A34)
Die Randbedingungen entsprechen den Bedingungen des k-w Modells
6v
k=0 und w=7——> . A.35
Byt (A.35)
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A.5 Modifiziertes Baseline Modell

Geméf [98] kann man iiber eine Modifikation der Funktion F; (A.29) den Giiltigkeits-
bereich des k-w Anteils auf den viskosen Bereich und die Ubergangsschicht beschriinken.
Daraus resultiert ein Zweischichten k- Modell, das anstatt einer algebraischen Gleichung
fiir £ (s. Abschnitt A.2), das k-w Modell in der wandnahen Schicht benutzt. Die Funktion
F; wird mit dem modifizierten Argument

500v  4poyk )

A.
y?w ’ CDyyy? (A-36)

arg = min (

berechnet.

A.6 Das SST-Modell

Menters shear-stress-transport Modell [98] resultiert aus einer Erweiterung obigen Ba-
seline Modells. Um Bradshaws Annahme — die Schubspannung in einer Grenzschicht
muf} proportional zur turbulenten kinetischen Energie sein — zu erfiillen, wird fiir die
turbulente Viskositét anstatt (A.28) folgende Gleichung eingesetzt:

"= max(;llf; OFy) (A.37)
Q ist dabei der Betrag der Wirbelstirke Q = |22 — g—z| und F} erhilt man tiber
F, = tanh(arg?) (A.38)
und
arg = min (2W\/9§)y’ 5;2—0:> (A.39)

Zuséitzlich zu den Konstanten des Baseline Modells aus Abschnitt A.4 wird a; = 0.31
gesetzt und in (A.33) dndert sich der Wert

of =085 . (A.40)

A.7 Das Kalitzin-Gould k-7 Modell

Beim k-w Modell hat w an der Wand ein asymptotisches Verhalten. Wird anstatt von w die
Zeitskala 7 = 1/(*w) gelost, so hat diese die Randbedingung 7 = 0. Transformiert man
das Wilcox k-w Modell auf die Variablen k£ und 7, so ergeben sich die Transportgleichungen
des k-7 Modells von Kalitzin und Gould [152] mit
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Zweigleichungs-Turbulenzmodelle

ok ok o [ v Ok | Gk
i Rk N = P — A.41
ot + i 6xj 81']' (V + O'k)aib'j \/k-/ Vi b ( )

L - Q+ | 7_/
or or o [ v Ow ] Bkt
— — = — —)— = — A.42
ot i Or; Oz, v+ UT)axj vy ( )

L |

Q+
Gt vy 203%k O Ot
( vy Pe+ (v + O'T) v 0x; 0x; g
é'_

In diesen Gleichungen wurden bereits die Quellterme, die aus der Transformation re-
sultieren, mit 3*k7 /v, multipliziert. Die turbulente Viskositit mufl nach unten limitiert
werden, um im Bereich auflerhalb der Grenzschicht zu hohe Werte fiir die Quellterme zu
vermeiden. Es gilt somit

vy = max(0.01v, 57kT) . (A.43)
Die erforderlichen Konstanten habe die Werte

op=0,=2, =0075, 8 =0.09und & = 5/9 . (A.44)

Um ein Divergieren der Losung am Anfang der Iteration zu verhindern, wird in [153] eine
Beschriankung fiir 7 mit

T << lmax/k0'5 (A45)

empfohlen. Bei Tragfliigelumstromungen wird fiir die maximale Mischungsldnge (2.10)
Imax = 0.1C angesetzt (C' ist die Profillinge des Tragfliigels).
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B BiCGSTAB und BiCGSTAB(/)

Eine leicht verstdndliche Beschreibung und einfach zu implementiernde Darstellung ei-
ner Vielzahl von iterativen Losungsverfahren findet man in den templates von [154]. Die
in UG implementierte Version des BICGSTAB Verfahrens von [31] entstammt den tem-
plates und ist im folgenden Abschnitt aufgefiithrt. Im Rahmen dieser Arbeit wurde das
BiCGSTAB(!) Verfahren von [134] zusétzlich implementiert und wird im darauffolgenden
Abschnitt beschrieben.

B.1 Vorkonditioniertes BICGSTAB Verfahren

Berechne 7% = b — Ax® mit dem Startwert z°
Wihle 7, z.B. 7 = r?

fori=1,2,..
I 7:T7,.z'71
if p;_1 = 0 Abbruch, da keine Losung méglich
ifi=1
p= pi-1
else

5@—1 = (Pi—1/ﬂi—2)/(az’—1/wi—1)
pPr=r"t+ 840" —wivh)

endif

16se Mp = p' (Vorkonditionierung)
vt = Ap

a; = pi1/(F10")

s=r"1 —

if s erfiillt das Konvergenzkriterium
setze ' = 2'~! 4+ q;p und r* = s und beende Iteration
endif
16se Ms=s (Vorkonditionierung)
t = As
w; = (tTs)/(t"t)
vt =2 o+ wis
r=gs— w;t
if 7' erfiillt das Konvergenzkriterium, beende Iteration
Setze w; # 0 wenn notig
end
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B.2 Vorkonditioniertes BICGSTAB(!/) Verfahren

Berechne r° = b — Az° mit dem Startwert 2°
Wihle 7, z.B. 7 = r°
Setze u® = 0 und Az = 0 sowie « =0, pg =1 und w =1
Bestimme [ von BICGSTAB(!)
for k=1,2,..

Po = —Wpo

for j=0,....1—1

p1 =177, 8= api/p, po = p1

for:=0,...,5
wi =i — Bu
end
16se Ms = u’ (Vorkonditionierung)
Wt = As
v =7t a = p/y
fori=0,..,j
rt =7t — quttt
end

Az = Az + au’
if 0 erfiillt das Konvergenzkriterium, UPDATE(z, Az)
16se Ms = r’ (Vorkonditionierung)
rith = As
end
for j=1,...,1
for:=1,....,5—1
Tij = TiTj/O'i, Tj = 7”j — TijTi

end

o5 =11, vy =17r0/o;
end
w=yn=7
for j=1-1,..,1

Vi = ’Y;' - é:j-}-l Tji%i
end

for j=1,....1—1
V] = Yie1 + Tt TiiYie
end
Az = Az +yr% r® =% — y/rt und v = u® — yu!
for j=1,..01—1
u’ =u’ —yul, Ar = Az +yjr und r® = r0 — I
end
if r0 erfiillt das Konvergenzkriterium, UPDATE(z, Ax)
end
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Vorkonditioniertes BICGSTAB(/) Verfahren

function UPDATE(x, Ax)
l6se Ms = Ax (Transformation der Korrektur)
r=x+s

Anmerkung zur Vorkonditionierung

Sowohl beim BiCGSTAB als auch beim BiCGSTAB(/) Verfahren wurde eine Rechts-
Vorkonditionierung vorgenommen. Wenn M die Vorkonditionierungsmatrix und Az = b
das zu l6sende Gleichungssystem ist, fiihrt dies auf

AMz =b mit =Mz . (B.1)

Es wird somit das richtige Residuum r = b — AM berechnet. Anstatt der echten
Losung x erhélt man jedoch die Ndherung . Beim BiCGSTAB Algorithmus stellt dies
kein Nachteil dar, da die echte Korrektur Aa wihrend der Iteration einfach zu bestimmen
ist (Az® = a;p + w;8 in Abschnitt B.1). Beim BiCGSTAB(I) Algorithmus wird nur die
Korrektur Az berechnet, und um die echte Korrektur zu erhalten muf zuséitzlich noch
x = Mx durchgefiihrt werden, das den Aufwand eines Vorkonditionerungsschrittes hat.
Da das Konvergenzkriterium iiber das Residuum gesteuert wird und das Fortschreiten
der Losung nicht betrachtet wird, reicht es, diesen Schitt einmal am Ende der Iteration
durchzufiihren (sieche Funktion UPDATE). Aufgrund dieses Mehraufwandes gegeniiber
dem BiCGSTAB Verfahren ist die Anwendung des BICGSTAB(/) Verfahrens nur dann
sinnvoll, wenn viele Iterationsschritte ben6tigt werden und die Konvergenzeigenschaften
deutlich besser als beim BiCGSTAB Verfahren sind.
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