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Kep. 4 s Byperbolische Riume , S. 242 - 247
§ €  DER SYMPLEKTTSCHE RAUM

4.6.1. Der symplektigche (2n + 1)=Raum, Wenn wir den Raum

18n ale elnen Raum I»“n definiert haben, in dem die nichtausgear-
tete Quadrik mit dem Index 1 vorgegeben ist und folglioch die polaw
re Transformation beziiglich dieser (uadrik, damn erhalten wir - wann

wir in dem ungersde~dimensionslen Raum P dle andere Form der

2n4l
invelutorischen Korrelation - ein Nullsystem vorgegeben haben (s.

Iy 9.5.12) - den symplektischen (Zu + 1)-Raum 4 50501 (Muli-

systeme sind nur in ungerade~dimensionslen Riumen méglich),

Dag Wullsystem kann in der Form

geschrieben werden, wobel die Matrix a_ schiefsymmetrisch ist,

13
d.h.

oder - in Vektorform -

wobei A - der {ein) schiefsymmetrischet Operator ist, d.h.

Wir nennen das Nullsystem (4.54) das absolute Nulile
gaystem des Raumes Sﬁ?n+1 .

In I, 8.2.5 haben wir gesehen, daB man den schiefsymmetrischen

?

(4+54)

(4.55)

(4.56)

(4.57)



Operator suf die kanonische Form bringen kann, woraus folgt, das

im Reum P2n+1 eine Basle gewsdhlt werden kann derart, daB die Ma~

trix (ay;; ) das folgende fussehen annimmts

(4.58)
In diesem Fall sieht das absolute Nullsystem (4.54) folgendermaBen
aues
. 14.59)
Das Nullsystem (4.%4) bestimmt die Pilinearform
sy (4.60)
die - wenn das Nullsystem auf die Form (4.59) gebracht ist -~ das
Aussehen
(4.61)
annimnt.

4.6.2, Symplektische Tremsformationen . Wir nennen die Kollineationen

des Raumes SP25+1 3 die mit seinem absoluten Nullsystem vertauschbar
sind, symplektische Transformationen . Wr
fordern, daf die Kollineation 'x = Ux vertsuschbar sei mit der Kore

relation (4.56) und erhalten die Bedingung

o (4.62)



Der Operator U , der die Bedingung (4.62) mnit dem schiefw
symmetrischen Operator A erfillt, heiBt s ymplek ti scher
Operator . Wenn die Natrix des Operators A das Aussschen
(4.58) hat, kaon die Bedingung (4.62) in der Form

(4.63)

geschrieben werden..

Die Matrix (2n + 2)-ter Ordnung, die die Bedingungen (4.63) er-
£iillt, beiBt s ymplek timsebe Matrizxz (2n+ 2)-ter Ord-
nung.

Da sieh die Bedingungen (4.63) als (2n + 2) (2n + 1)

2
= {n+1) (2n + 1) Bedingungen darstellen, hingen die symplektischen
Matrizen (2n + 2)~ter Ordnung und folglich die symplektischen Trang-
formationen des Reumes P, .,  von (n + 2) 2« (n+1) (2n +1) =
on 4

= (n+1) (2n + 3) reellen Parametern ab.

Wir bemerken hierzu, daf die Determinante der symplektischen Ma-
trix gleieh + 1 ist. '

Ebenso wie im Falle der Bewegungen der Riume Sn und 1Sn wird
bewiesén, daf dle symplektischen Transformstionsn des Raunes SP9n+q
eine @ruppe bilden, die eine Liesche Gruppe ist.
. 4e6.3. Null = m = Bbenen. Aus der Schiefsymmetrie des Operators
4 folgt, daB

» (4.64)

d.h. Jjeder Punkt des Raumes SP2n+1 liegt in elner Hbene, die ihm

im absoluten Nullsystem entspricht. Im Unterschied zu den Punkten liegt
nicht jede m - Ebene in der (einer) (2n - m)-Ebige, die ihr im abe
gsoluten Nullsystem entspricht. Wenn die m-Ebene diese BEigenschaft besitzt,

heift sie Null-m=~8Dbene des Raumes Sp2n+1 »

Aus dem in I, 9.5.13 DBewiesenen folgt, daf die Mannigfaltigkeit
der Null-m-Ebenen des Raunmes szn+1 abhiingt von



(4.65)

reellen Parvemetern. Beli m = Q0 ist die Zahl ﬁ2n+1 0 gleich
’ ¥
2n'+ 1, d.h. glelch der Dimension des Raunes P2n+1 « Bei m =7
ist die Zahl N, gleich 4n -1 ; d.h. da die Mannigfaltig-
2n4+d, A
kelt aller Geraden des Raumes Pzn + A von 4un reellen Parametern
abhéngt (s, I, 5,3»17), it diese Zahl nur om 4 kleiner als die

Dimension der Mannigfaltigkeit aller Geraden des Raumes.

Die Null- n -Fbenen gehen beim Nullsystem in sich gelbat tiber;

die Dimension N2n+1 A der Mannigfaltigkeit der Null = n - 8y-
14, ,
steme isgt gleich (n.x2) (o 2) » Die Mannigfaltigkeit
2
der Nullgeraden des Raumes 8p,  , nennt man einen {(den) a b -

. £
soluten linearen Komplex - dieses Raumes,

4e6.4. Die symplektische Invariante zweier Gersden., Aufgrund der

Gleichung (4.64) wird das Doppelverhiltnis der Funkte X(x) und
Y(y) wund der Ebenen ol und (6 5 die ihnen im Fullsystem entspre-
chen, unendlich und liefert keine Inverisnte der Punkte X wund Y
bezliglich einer Gruppe symplektischer Transformationen. Bs 188+% sich
unschwer nachprﬁfang daBl man Jede zwel Punkte des Raumes Spgn 1
durch symplekiische Transformationen in beliebige zwel Punkte dieses

Roumes Uberfiihren kann.

Wir berechnen dem Operator W des Doppelverhiltnisses zweler fers-
den und zweier (2n - 1)-Ebenen, die ihnen im Nullsystem entsprechen
(s. I, 9.4.7). Die Gersde a gehe durch die Punkte X wnd ¥ , und
die Gerade b - durch die Punkte Z wund W . Die Matrix der pro-
jektiven Operatorkoordinate X der Ceraden a (s. I, 9.4.2) besteht
aus zwel Spalten, deren Elemente gleich den Koorvdinaten der Vekio-
rem x und y sim&, die die Punkte X wund Y darstellen; und
die Matrix der projektiven Operatorkoordinate Y der Geraden b bew
steht aus zwel Spalten , deren Elemente gleich den Keordinaten der
entsprechehd@n Vektoren 2z wund w sind. Beim Nullsystem (4.56) gehen
die Punkte Xy Yo & und W in Bbenen iiber, die durch die Vektoren
Ax, Ay, Az und Aw dargestellt werden, und die Geraden a und b - in



die (2n « 4)-Fbenen o und ﬂ) mit den Matrizen der Operatorkoordinaten
Uund V, die aus zwel Zeilen bestehen, deren Klemente gleich den Koor-

dinaten der Vektorem Ax, Ay, Az und Aw sind,

Wenm wir die Produkte der Operatoren aufgestellt haben-

(2)

gewinnen wir

(B
d.h. der Operator W hat das Aussehen w3 I, wobei (un die einzige
symplektische Invariante der Gersdem a wad b ist 3

L] (4356)

Die Invarisnte <) het folgenden geometrischen Sinn: darauns, daf der
Operator des Doppelverhiilinisses W der Geraden a und b und dér
(2n - 4)-Bbenen oL und {5 dae Aussehen «I hat, folgt, daB die
Geraden & und b und die (2n - 1)-Ebenen ol und {» nicht 2 Trans-
versalen als zwel Geraden und zwei (2n.l)-Ebenen des Raunes Popyy Im
allgemeinen Fall haben (s. I, 9.4.8); und durch jeden Punkt beider Gera-
den verléuft die Transversale dieser Geraden und (2n - 1)-Ebenen, d.h.
‘die 3-Fbene, die die Summe der Geraden a und b ist, schneidet

aus den (2n -« 1)-Ebenen o und {% die Geraden &' und b!

heraus, die zu einer Hchar der geradlinigen (?) (Regel- ?) Guadrik
gehtren. Die vier Punkte, die durch die (eraden a, b, aly b' auf
den geradlinigen Hrzeugenden der zweiten Schar dieser Quédrik: ansge-

gohnitten werden, sind projektiv, d.h. die Doppelverhélinisse dieser



vier Punkte sind gleich. Dieses Doppelverhiiltnis ist <{Als dieses
Doppelverhiltnis stellt sich dar ...) auch die Invariante oo , =

Stuttgart, den 17.2.1971

(Monika Wagenknecht)
Dipl.-Ubersetzerin
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