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Ubersetzung aus:
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S. 129 - 143.
Russ.: PEIEIFE TPEGIHERCION TPAKCTIOPT HOM SAZAYR

VETOJC NOTE MVAHOE
Reéenle trechindeksnOJ transportnog zadafi metodom
potentialov.

Wir stellen uns vor, daB in jedem der Punkte Al, AQ, ...An
z verschiedene Produkte erzeugt werden, die in den Punkten Bl’
BQ’
dukts in den Punkten Ai gind vorgegeben und gleich By die

"'Bm bendtigt werden. Die Produktionsmengen des k-ten Pro-

Bedarfsmengen desselben Produkts in den Bedarfspunkten Bj sind
gleich bjk' Wir nehmen weiter an, daB vom Punkt Ai nach Bj
nicht mehr als dij Produkteinheiten (unabhingig von der Art
des Produkts) transportiert werden kdnnen. Die Transportkosten
der Binheit des k-ten Produkts aus Ai nach Bj betragen Cijk
Geldeinheiten.

Gesucht ist dann ein Transportplan derart, daB in den Er-
zeugungspunkten keine Produkte iibrigbleiben, die Bedarfspunkte
vollig versorgt sind, daB von Ai nach Bj insgesamt nicht mehr
transportiert wird als zuldssig und daB die gesamten Transport-
kosten minimal bleiben.

Xijk soll die Menge des k-%en Produkts bezeichnen, die
aus Ai nach Bj transportiert wird. Dann reduziert sich die for-

mulierte Aufgabe auf die Minimierung der linearen Form

> > > Cisk *i3x (1)

i=1l Jj=1 k=1

e

B BT
el ¥
"ds'

b

2
s Ciuligart




- 2 -

unter den Bedingungen
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(i=1, 2, «..nj; j=l, 2, ...m; k=1, 2, ...2).

Es seil hinzugefligt, daf man bel Einflhrung eines zusitzlichen
fiktiven Produkts die Ungleichung (4) durch die Gleichung
z
;%ﬂ_ Xigk = %3y (4)
k=1
ersetzen kann.
Notwendige Bedingung flir die Losbarkeit des Systems (l, 2,

3, 4', 5) sind die Bedingungen
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Bekanntlich ist diese Bedingung notwendig, aber nicht hinrei-
chend, damit eine LOsung einer zu untersuchenden Aufgabe, wel-
che keine umgekehrten Transporte enthdlt, vorkommt. Die Lisung
eines dreidimensionalen Probhlems, welches keine umgekehrten
Transporte ehthélt, nennen wir zulédssige® 'Basisldsung.

Es ist ebenfalls bekannt, daB flir ein zweidimensionales
Dransportproblem immer eine zulédssige Basisldsung existiert,
fir ein dreidimensionales Problem braucht sie jedoch nicht vor-
handen zu sein. Eine Ldsung, die nmz~(n-1) (m-1) (z-1) nicht
verschwindende Variablen enthélt und alle Bedingungen erfiillt,
auBer der Nichtnegativitédtsbedingung, ist hingegen immer vor-
handen. Eine solche L&sung nennen wir mdgliche*. Die mdgliche
Losung des zu untersuchenden Problems ist jedoch keine zulés-
sige BagislOsung. Auf den Algorithmus, der die mbgliche Ldsung
in eine zuldssige BasislOsung transformiert, und die zuléssige
BasislOsung in eine optimale, kommen wir unten zuriick.

Das mehrdimensionale Problem, insbesondere das dreidimen-
sionnale (1, 2, 3, 4', 5), wurde von B.S. Verchovskij [1] auf
der Grundlage des Verfahrens der Planverbesserung geldst. Um
die zuléssige BasislOsung zu finden, wurde von ihm die soge-
nannte Methode der frontalen Matrix angewandt.

In der auslidndischen Literatur wurde auf einen Algorithmus
des dreidimensionalen Problems hingewiesen, der auf der Methode
der Planverbesserung beruht. Um die m8gliche Ldsung zu finden,
wurde die "Nord-West-Eckenregel" angewandt [2].

In der vorliegenden Arbeit wird dieser Algorithmus detail-
liett dargelegt und ein neues Verfahren zur Ermittlung der mog-
lichen LOsung aufgezeigt, das es im Unterschied zu den bekann-
ten Verfahren ermdglicht, die Rechnung zu vereinfachen und die
Gesamtzahl der Iterationen, welche zur Ldsung von dreidimensio-
nalen Transportproblemen notwendig sind, zu verringern. Analog
zur Potentialmethode bei der Losung eines gewdhnlichen Trang-
portproblems wird das dreidimensionale Problem auf folgende

Weise gellst:

*Entgegen der iblichen Terminologie vertauscht der Verfasser
die Ausdriicke "mOglich" und "zul&ssig" in seinem Originalbei-
trag. Dies wurde in der Ubersetzung beriicksichtigt. —(Anmerkung
des Ubersetzers.)
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a) Wir finden die zuldssige Basislbsung, die alle Bedin-
gungen des Problems erfiillt, doch die Zielfunktion (1) nicht
minimiert. Wenn die Aufgabe nicht entartet ist, dann enthilt
die Lésung nmz-(n-1) (m-1) (z-1) nicht verschwindende Werte
25518

b) wir errechnen die Potentiale U., , V.., W,. fiir alle

Jjk ik ij

nicht verschwindenden Variblen Xijk nach Formel

Ujk + Vik + Wij = Cijk .
Insgesamt existieren nm+nz+mz Potentiale und nm+nz+mz-m-n-z+1
zugehdrige Bedingungen, sodalB genau n+m+z-1 Potentiale gleich
Null gesetzt werden kdnnen;
c) nachdem die Potentiale fiir alle Xijk%o gefunden worden

sind, errechnen wir die Werte

st ™ Ust + Vir * Wpg = Crgt
. fir alle ert=0;

d) wenn Qg4 Tr alle X, =0 nicht positiv ist, dann ist
die mdgliche Ldsung des Problems optimal, andernfalls kommt in
die Zelle, die dem positivsten Upg entspricht, ¥ hinein, da-
nach wird 6 (oder ein Vielfaches davon) von den nicht ver-
schwindenden Xijk so subtrahiert oder hinzuaddiert, daB die
Bedingungen (2, 3, 4') nicht verletzt werden;

e) wir errechnen f nach Formel

X, .
6 am mj_n_ilg_,
n
ijk
wobedl nijk - ganzzahliges Vielfaches von 0 ist. In einem ge-

wohnlichen Transportproblem ist nijk immer gleich I. Die Schrit-

te b) - e) werden solange wiederholt, bis alle gy <O

ERMITTLUNG DER MOGLICHEN LOSUNG

Zur Berechnung der méglichen L8sung, d.h. fiir eine der
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nmz-(n-1) (m-1) (z-1) nicht verschwindenden Positionen, ordnen

wir das Problem (1-3, 4', 5) so an, wie es Tab. 1 zeigt.

Tabelle 1
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Wir wollen zwel Verfahren zur BErmittlung der mdglichen LO-
sung aufzeigen.
1. Verfahren. Die mogliche Lisung ermittelt man &hnlich

der "Nord-West-Eckenregel". Zuerst errechnen wir

X111 = min(a b d

11’ "11° 11)'
Wenn a1 (oder bll) minimal ist, dann kann man weiter fiir die

Variablen X1oyr *o0y ¥qpq (oder X511 XBll’ ...xnll) annehmen,

daB sie gleich Null sind. Danach bestimmen wir x = min(

112 &100
q
bios dyq - xlll) und sofort solange, bis dy; - %;% X193 =

= 0(1<Cq<Cz). Wir untersuchen die folgenden in Frage kommende

Zelle der ersten Reihe. Wenn alle Zellen der ersten Reihe abge-

Dbeorsstm
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arbeitet sind, dann gehen wir zur ersten Zelle der zweiten Reihe¥*
iiber u.s.w. Dieser Vorgzng wird solange fortgesetzt, bis alle
Zellen behandelt worden sind. Zum SchluB erhalten wir nmz-(n-1)
(m=1) (z-1) nicht verschwindende Elemente. Wenn alle Elemente
positiv sind, dann ist die LOsung eine zulédssige BasislOsung,
wenn es unter ihnen ein negatives Element gibt, dann wiederholen
wir die Schritte d) und e), um dies zu begeitigen.

In Tab. 2 wurde die mbgliche Ldsung nach dem 1. Verfshren

gefunden. In diesém Beispiel ist m=3, n=3, z=4.

Tabelle 2

3 7} 12 32
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Diese mBgliche Losung enthdlt 3:3%3+.4 - 2:2.3 = 24 positive
nicht verschwindende Elemente, folglich ist diese LOsung zulés-
sige BasislOsung.

2. Verfahren. Wie es der Versuch zeigte, liefert die "Nord-
West-Bckenregel" bei der Lsung eines dreidimensionalen Trans-
portproblems wie auch beil der LOsung eines gewdhnlichen Trans-

portproblems eine mbgliche Lisung, die von der optimalen weit

*Unter einer Reihe wird hier die Gesamtheit aller Positionen
ijk fiir ein festes J verstanden; sie besteht somit in dén Ta-
bellen aus jeweils z Spalten. -(Anmerkung des Ubersetzers.)
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entfernt ist. Das zu untersuchende Verfahren zur Ermittlung
der mBglichen LOsung eines dreidimensionalen Transportproblems
verkleinert die Gesamtzahl der Iterationen. Dieses Verfahren

ist dem Verfahren "Spaltenminimum" #hnlich (Tab. 3).

Tabelle 3
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Unter den Blementeén der ersten Bpalte der ersten Renhe
finden wir ein kleinstes. Es sei gleich Csll' Dann bestimmen
wir

x = min(a b 4

sll sl’ Y11? sl)'

Ist agq

lichen Elemente der s-ten Zeile (oder die Elemente der Zelle sl)

(oder dsl) das Minimum, dann setzen wir die rést-

gleich Null und suchen das nichste kleinste Element in der be-

trachteteten Spalte u.s.w. solange,bis

tuttgart
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Dann gehen wir zur zweiten Spalte der ersten Reilhe iiber
U.8.W., bis alle Spalten aller Reihen untersucht sind.

In Tab. 4 ist eine mOgliche Lbsuhg des oben untersuchten
Beispiels dargestellt, welche nach dem zweiten Verfahren ge-
funden wurde. Um von der mdglichen Ldsung zur optimalen Ldsung
zu gelangen, muB man die Schritte b) - e) insgesamt zweimal
wiederholen, wihrend man diese Schritte dafiir mit der nach dem
ersten Verfahren gefundenen mdglichen Losung siebenmal wieder-

holen muf.
Tabelle 4

3. . o v U £ R R
- - 7 7
3o~ .7 6 % S SR RS £
10 . 9 .1 20 -
19 sl - 1 19
- 3 9 12
312 12, - Ty n 6
6 - - 6
10 - 9 19
17 I 8 26
59 16 8. -7 5T T 37.
29 9 20
29 1 12
17 o 2
18 13 P

In Tab. 5 ist die Kostenmatrix angegeben.

ERMITTLUNG DER POTENTIALE. Zur BErmittlung der Konstanten
Ujk’ vik’ W, . oder der sogenannten Potentiale schreiben wir die
mégliche Losung in Form der Tab. 6, 7, 8 an.

Zuerst berechnen wir die Anzahl der nicht verschwindenden
Variablen fiir k=1. Wenn sie n+m-1 betrégt, dann nehmen wir fir
alle Zellen, die den nicht verschwindenden Variablen entspre-
chen, Wiij, Ull=0 (oder V11=O) an. Danach bestimmen wir alle
Usys Vyy Tir elle xijl%o.

Wenn die Anzahl der nicht verschwindenden Variablen ungleich

n+m~1 ist, dann sind zwei Fédlle mdglich.
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Tabelle 5
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1. Die Anzahl der nicht verschwindenden Variablen ist klei=-
ner als n+m-l. In diesem Fall nehmen wir filir alle Wij’ die Xijl%
#0 entsprechen, Null an sowie U,,=0 (oder Vll=0). Doch kdnnen
wir dann nicht den Wert sdmtlicher Ujl’ Vil und Wij fir alle
Xijl% O bestimmen.

Gehen wir zu Tab. 7 iber. Angenommen, es seil U12=O (oder
V150). Wir verwenden die aus Tab. 6 bekannten Wij und finden
den Wert allex sz, Vi2 und Wij fir xijz%o. Wenn sie auf diese
Weise nicht bestimmt werden konnen, dann gehen wir zur Tabelle
fir k=3 u.s.w. tiber; wenn wir alle Tabellen {iberpriift haben,
kehren wir zu Tab. 5 zurilick.

2. Die Anzahl der nicht verschwindenden Variablen ist
gréBer als n+m-l. Wir nehmen fiir n+m-1 dieser Zellen, die
137 Upq (oder v
Werte aller Wij’ sz, Vi2 fir Xijz%O bestimmt haben, gehen wir

Xijl%o entsprechen, W ll> Null an. Wenn wir die

§ & mociolle
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zu Tab. 7 liber. Wenn man die Werte aller W,., U.., V., fir
i Jj2 i2

%O nicht bestimmen kann, dann gehen wir zu Tab. 6 u.s.w.
Wenn wir auf disse Weise von einer Tabelle zur anderen
iibergehen, finden wir alle Werte Ujk’ Vik’ Wij fir Xijk%o wie
Insgesamt sind n+m+z-1l Potentiale gleich Null.

XijQ
iiber.

auch fir X. ., =0.
ik

¢,
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Tabelle
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Wir wollen das Egmitteln der Potentiale an dem oben ange-

flihrten Beispiel demonstrieren. Die in Tab. 4 angefihrte mdg-

liche Losung schreiben wir in Form der Tab. 9-12.

Tabelle
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Tabelle 10 Tabelle 11
u : u
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Tabelle 12

NN R |
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51 460 ] 220 | fheo
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In den re€hten oberen Ecken der einzelnen Zellen sind die
Werte st angegeben. Wie man sehen kann, ist der groBte von
ihnen q222=5. In diese Zelle geben wir 6. In diesem Fall ist
O=1.

Und auf diese Weise haben wir die zulidssige Basisldsung
erzielt, die, verglichen mit den vorhergehenden, besser ist

(Tab. 13-16).

o
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Tabelle 13 Tabelle 14
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Tabelle 15 Tabelle 16
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Wir geben 60 in die Zellen (2, 3%, 2). In diesem Fall ist
0=3. Die erzielte Ldsung ist optimal, da alle qrst<0.
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