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Kapitel 1

Einleitung — Effektive
Wechselwirkungen zwischen
Kolloiden an einer Grenzfliche

Die Untersuchung der Strukturbildung von Kolloiden, die an der Oberfliche einer
Fliissigkeit oder allgemeiner zwischen zwei fluiden Phasen adsorbiert sind, erfreut sich
seit gut zwei Jahrzehnten eines stindig wachsenden Interesses [1,2]. Dies liegt zum
einen an den vielfialtigen Anwendungen, die solche Systeme bei der Entwicklung na-
notechnologischer Bauteile bieten [1]. Als Beispiel sei hier auf die Entwicklung neu-
er Materialien mit passgenauen optischen Eigenschaften (sog. photonischer Kristalle)
verwiesen, deren Design auf der Selbstorganisation von Kolloiden beruht [3]. Zum an-
deren ermoglicht ein tieferes physikalisches Verstédndnis dieser Systeme auch wertvolle
Einsichten in fundamentale Prozesse in der Natur, wie z. B. die Aggregation von Pro-
teinen auf Zellmembranen oder das Schmelzen zweidimensionaler Kristalle (bei dem
eine hexatische Zwischenphase beobachtet werden kann [4-6]). Der groBen praktischen
Bedeutung teilweise benetzender Kolloide an einer fluiden Grenzflache liegt die Tatsa-
che zugrunde, dass diese sehr stabil an der Grenzfliche adsorbiert sind. Wie Pieranski
1980 mit einem thermodynamischen Argument zeigen konnte, skaliert die Aktivierungs-
energie, die benotigt wird, um die Kolloide von der Grenzfliche abzulésen, mit dem
Quadrat des Kolloidradius [7]. Fiir Polysterolkiigelchen mit einem Durchmesser im Be-
reich einiger Mikrometer ergibt sich so eine Aktivierungsenergie in der Gréflenordnung
des 107-fachen der thermischen Energie kgT', aber auch fiir Kolloide im Nanometerbe-
reich bewegen sich die Aktivierungsenergien typischerweise noch im Bereich des zehn-
bis hundertfachen der thermischen Energie [8]. Die grofle Stabilitéit der Kolloide an
der Grenzfliche ermoglicht die Bildung zweidimensionaler geordneter Strukturen oder
komplexer Cluster auf mesoskopischen Léngenskalen [9-17], die im Volumen der Flui-
de nicht beobachtet werden und die auf einer Modifikation der Wechselwirkungen der
Kolloide an der Grenzfliche beruhen.

Dabei treten einerseits Verdnderungen der ,,direkten® Wechselwirkungen wie der
van der Waals- oder der elektrostatischen Kréfte auf, die auch im Volumen der Fluide
existieren [8]. In einer wissrigen Suspension wird z. B. die Ladung der Teilchen durch

b}



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Gegenionen abgeschirmt, die elektrostatische Wechselwirkung ist dann durch ein ex-
ponentiell abfallendes Yukawa-Potential bestimmt (DLVO-Potential). An einer Grenz-
fliche zwischen Wasser und einer nichtpolaren Fliissigkeit wie Ol erfahren sie jedoch
eine langreichweitige (repulsive) Dipolwechselwirkung, da die Gegenionen unsymme-
trisch bzgl. der Grenzfliache verteilt sind [8,18]. Zusétzlich zu diesen Modifikationen
der direkten Wechselwirkungen treten an Grenzflichen jedoch auch véllig neue effek-
tive Wechselwirkungen auf, die allein durch die Anwesenheit der Grenzfldche vermittelt
werden und die keine Entsprechung im Volumen der Fluide haben.!

Fiir gentigend grofle Kolloide mit Radien R > 10 um resultiert die attraktive Flo-
tationskraft aus der Verformung des Gleichgewichtsmeniskus durch das Gewicht der
Teilchen [19,20], das durch die Oberflachenspannung ausgeglichen wird. Dieser Effekt
ist uns aus dem Alltag vom Zusammenklumpen der Corn Flakes bekannt, die beim
Frithstiick auf der Milch schwimmen, und wurde in [21] zur Selbstorganisation von
Millimeterkolloiden an einer Wasser-Decalin-Grenzflache in eine geordnete zweidimen-
sionale Struktur ausgenutzt. Bei kleineren Kolloidradien, R < 10 pum, ist die Gewichts-
kraft allerdings zu schwach, um die fiir die beobachteten effektiven Wechselwirkungen
benotigte Deformation der Grenzflache zu erkldren. Trotz ihrer zentralen Bedeutung
fiir das Versténdnis der Strukturbildung von Kolloiden an Grenzflachen und trotz zahl-
reicher experimenteller und theoretischer Arbeiten auf diesem Gebiet sind die effektiven
Wechselwirkungen zwischen Mikro- und Nanometerkolloiden bisher nicht ausreichend
verstanden. Insbesondere die Bildung mesoskopischer Strukuren oder Cluster weisen
auf starke und langreichweitige attraktive Kréfte hin, die genauere Untersuchungen
erfordern. Fiir diese effektiven Wechselwirkungen kénnen drei verschiedene Regime un-
terschieden werden. Sind die Kolloide nur wenige Nanometer grof}, sind Korrelationen
zwischen den Fluidteilchen an der Grenzflache wichtig und bestimmen die Struktur des
Systems aus Kolloiden und Fluiden. Dann miissen die Wechselwirkungen zwischen den
Kolloiden mit Hilfe mikroskopischer Theorien fiir Fliissigkeiten wie der Dichtefunktio-
naltheorie [22,23] oder Integralgleichungen [24-27] behandelt werden. Ein allgemeines
Verfahren fiir ein solches Vorgehen wird in [28] vorgestellt.

Oberhalb der molekularen Langenskala der Fluide sind die Eigenschaften der Grenz-
fliche durch die makroskopische Oberflichenspannung bestimmt, so dass die effektiven
Wechselwirkungen von grofleren Kolloiden mit Radien R ~ 5nm-10 gum durch ein

'Hiufig werden in der Statistischen Mechanik (bzw. allgemein in der Vielteilchenphysik) unter
dem Begriff effektive Wechselwirkungen alle Wechselwirkungen zusammengefasst, die durch partielle
Spurbildung des Gesamthamiltonian eines statistischen Systems {iber alle Freiheitsgrade aufler den
direkt betrachteten (effektiven) erhalten werden. Bekannte Beispiele fiir effektive Wechselwirkungen
sind die Cooperpaarbildung in Supraleitern oder der sog. ,Matratzeneffekt*, der die Anziehung zweier
schwerer Kugeln auf einer Matratze beschreibt und oft zur Veranschaulichung effektiver Wechselwir-
kungen benutzt wird. In diesem Sinn konnen natiirlich auch die , direkten“ Wechselwirkungen als
effektive Wechselwirkungen aufgefasst werden, da ja z. B. die elektrostatische Kraft zwischen den Kol-
loiden durch die statistischen Eigenschaften der Gegenionen mafigeblich beeinflusst wird. Wir werden
diesen Begriff hier aber, um Verwirrung vorzubeugen, ausschlieflich fiir die durch die Grenzflache ver-
mittelten Wechselwirkungen verwenden, die keine Entsprechung im Volumen der Fluide haben (und
die sich natiirlich auch durch partielle Spurbildung iiber (Volumen-)Freiheitsgrade ergeben — einen
entsprechenden effektiven Hamiltonian werden wir in den néchsten Kapiteln einfiithren).



phénomenologisches Funktional fiir die freie Energie bestimmt sind [29]. Einerseits
fithrt die Minimierung dieser effektiven freien Energie auf den Gleichgewichtsmeniskus
um die Kolloide, der, solange die Gravitation vernachlassigt werden kann, durch eine
Minimalfldche gegeben ist [19, 30]. Andererseits dient dieses Funktional als ein effektiver
Kapillarwellen-Hamiltonian in der Kapillarwellentheorie als Boltzmanngewicht fiir die
langwelligen thermischen Grenzflichenfluktuationen [22,24,30-35]. Dementsprechend
konnen in diesem mesoskopischen Bereich noch einmal zwei wichtige Typen von Wech-
selwirkungen unterschieden werden. Bei Kolloidradien von R ~ 20nm-10 ym sind Ka-
pillarkriifte wichtig [20, 29, 36-38], die durch die Verformung des Gleichgewichtsmenis-
kus durch die Kolloide vermittelt werden und bei Mikrometerteilchen zu Wechselwir-
kungsenergien von mehreren tausend kg7 fiihren konnen [13,20]. Die Gravitation spielt
zwar fir Kolloide dieser Grofle noch keine Rolle, doch kénnen auch elektrostatische
Krifte, die durch die Ladungsverteilungen auf den Kolloidoberflachen und in den Flui-
den verursacht werden, zu Deformationen der Grenzflache und daraus resultierenden
Kapillarwechselwirkungen fithren [29, 39, 40]. Auch Teilchenanisotropie [41,42], wie sie
bei ellipsoidformigen Kolloiden auftritt, oder Verformungen der Dreiphasenkontaktlinie
durch die Oberflachenrauhigkeit der Kolloide [13] fiihren zu starken Kapillarwechsel-
wirkungen. Bei kleineren Kolloidradien von R ~ 5-50 nm, die sich also zwischen dem
durch mikroskopische Korrelationen bestimmten Regime, dessen Behandlung aufwéandi-
ge Methoden der Statistischen Mechanik erfordert, und dem durch die Verformung des
Gleichgewichtsmeniskus bestimmten Regime befinden, werden die thermischen Grenz-
flichenfluktuationen wichtig, die durch die Kapillarwellentheorie beschrieben werden.
Das Goldstone-Theorem besagt, dass die Kapillarwellen langreichweitig korreliert sind.
In Abwesenheit dufierer Felder kostet ein Verschieben der Grenzfliche wegen der (konti-
nuierlichen) Translationssymmetrie des Systems keine Energie, und ihre Existenz geht
deswegen mit der Existenz langwelliger Goldstone-Moden geringer Anregungsenergie —
eben der Kapillarwellen — einher [34]. Wegen der an der Grenzfliche adsorbierten Kol-
loide wird das Fluktuationsspektrum der Kapillarwellen verdndert und fiihrt so zu einer
fluktuationsinduzierten effektiven Wechselwirkung zwischen ihnen. Ziel der vorliegen-
den Arbeit ist die Untersuchung eben dieser Fluktuations- und Kapillarkréfte zwischen
den Kolloiden. Besonderes Augenmerk wird dabei einerseits auf die starke Abhéngig-
keit der Fluktuationswechselwirkung zwischen Kolloiden, die rotationssymmetrisch zur
ungestorten Grenzflache sind, von den Randbedingungen an der Dreiphasenkontaktli-
nie, und andererseits auf die anisotrope Kapillarwechselwirkung gelegt, die zusétzlich
dazu zwischen ellipsoidférmigen Kolloiden auftritt. In der Pfadintegralbeschreibung
der Quantenmechanik sind die klassischen Trajektorien der Teilchen durch die Euler-
Lagrange-Gleichungen des Wirkungsfunktionals bestimmt, wéhrend ihre quantenme-
chanische Natur in den Quantenfluktuationen um diese klassische Trajektorien zum
Ausdruck kommt [43]. In Anlehnung daran werden wir hier auch von der durch den
Gleichgewichtsmeniskus vermittelten , klassischen® Kapillarkraft und der von den ther-
mischen Grenzflichenfluktuationen verursachten Fluktuationskraft sprechen.

Der Prototyp einer fluktuationsinduzierten Kraft ist der Casimir-Effekt der Va-
kuumfluktuationen des elektromagnetischen Feldes, bei dem die Einschriankungen der
Quantenfluktuationen durch zwei parallele, ideal leitende Metallplatten zu einer at-
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traktiven Kraft zwischen den Platten fithren und der 1948 von Hendrik Casimir vor-
hergesagt wurde [44]. 1978 wurde der Casimir-Effekt von Fisher und de Gennes auf
thermische Fluktuationen in kritischen Systemen wie Fliissigkeiten nahe ihres kriti-
schen Punktes oder bindren Mischungen nahe ihres kritischen Entmischungspunktes
tibertragen [45]. Statt der langreichweitigen Quantenfluktuationen verursachen beim
kritischen Casimir-Effekt die langreichweitigen kritischen Fluktuationen des Ordnungs-
parameters eine effektive Kraft zwischen den Berandungen des fluktuierenden Mediums
[46]. Eine noch weiter verbreitete Realisierung langreichweitig korrelierter thermischer
Fluktuationen sind die bereits erwédhnten Goldstone-Moden [47], die mit der spontanen
Brechung einer kontinuierlichen Symmetrie einhergehen [48,49]. Diese Anregungen sind
in vielen Gebieten in der Physik kondensierter Materie zu finden, bekannte Beispiele
sind Direktorfluktuationen in Fliissigkristallen [50], Phasenfluktuationen in Supraflui-
den wie ‘He [51] oder die Kapillarwellen auf fluiden Grenzfliichen [52]. Bisher wurden
Fluktuationskréfte zwischen Teilchen an fluiden Grenzflachen fiir den Fall anisotroper,
stdbchenformiger Kolloide untersucht, fiir die sich eine orientierungsabhéngige Wechsel-
wirkung ergab [53]. Die fluktuationsinduzierten Kréfte zwischen Einschliissen in Mem-
branen, die in biologischen Systemen haufig durch Proteine realisiert sind, und zum Teil
auch das daraus resultierende Aggregationsverhalten, werden in zahlreichen Arbeiten
beschrieben [53-63]. Dabei iibernehmen die thermisch angeregten Formfluktuationen
der Membran, die durch den (effektiven) Helfrich-Hamiltonian [64] beschrieben werden,
die Rolle der Kapillarwellen.

Die Moglichkeit immer préziserer experimenteller Bestatigungen [65] der theoreti-
schen Vorhersagen und die fundamentale Bedeutung des Casimir-Effekts haben dazu
gefiihrt, dass sich fluktuationsinduzierte Wechselwirkungen zu einem sehr reichhaltigen
Forschungsgebiet entwickelt haben, das so verschiedene Bereiche wie die Elementarteil-
chenphysik und die Physik weicher Materie umfasst (fiir einen Uberblick siche [66-68]).
Trotz grofler Fortschritte stellt nach wie vor Casimirs urspriingliche Anordnung zweier
paralleler, unendlich ausgedehnter Platten den einzigen analytisch losbaren Fall dar.
Fiir komplexere geometrische Anordnungen ist es i. A. nur moglich, das asymptotische
Verhalten in analytischer Form anzugeben. So konnte kiirzlich der Fall einer Platte
und eines Zylinders durch einen nahezu geschlossenen Ausdruck gelost werden [69],
der sowohl eine asymptotische Entwicklung der Casimir-Wechselwirkung bei grofien
als auch ihre numerische Berechnung bei kleineren Absténden ermoglicht. Die starke
Abhéngigkeit der Casimir-Kraft von der geometrischen Anordnung wurde fiir verschie-
dene Konfigurationen wie metallische Kugeln [70] oder Zylinder und Platte [69] gezeigt,
die jeweils in ein durch ein skalares Gauflsches Feld beschriebenes fluktuierendes Me-
dium eingebettet waren. Bei kleinen Abstédnden stellt die sogenannte Prozimity Force
Approzimation ein Standardverfahren zur Berechnung der Casimir-Kraft zwischen ge-
kriimmten Oberflichen dar, deren Giite allerdings nur schwierig zu kontrollieren ist. Sie
entspricht der Derjaguin-Naherung zur Bestimmung der van der Waals-Kraft zwischen
makroskopischen Koérpern [71] und setzt paarweise Additivitdt der einzelnen Beitrige
zur Kraft voraus. Die Grenzen dieses Zugangs werden z. B. in [72, 73] numerisch bzw.
storungstheoretisch untersucht.

Es ist wohlbekannt, dass der Casimir-Effekt in vielen Systemen eine starke Abhéngig-



keit von der Form der Randbedingungen zeigt, die das fluktuierende Feld an den Be-
grenzungen zu erfiillen hat. So ist die Fluktuationskraft zwischen den (parallelen)
Wiénden, die einen nematischen Fliissigkeitskristall bzw. dessen Direktorfluktuatio-
nen begrenzen, attraktiv, wenn an beiden Wéanden die gleichen Randbedingungen gel-
ten (,like boundaries“), aber repulsiv bei unterschiedlichen Randbedingungen (,,unlike
boundaries®) [50]. Ein #hnliches Verhalten ist vom kritischen Casimir-Effekt bekannt
[46]. Auch bei einer Untersuchung zur paarweisen Additivitdt der Casimir-Kraft zwi-
schen zwei Kugeln im Abstand d, die sich in einem durch ein Gauflsches skalares Feld
beschriebenen fluktuierenden Medium beliebiger Dimension D befinden, ergab sich eine
starke Abhéngigkeit von den Randbedingungen [74]. Wenn das fluktuierende Feld z. B.
das elektrostatische Potential ist, konnen bei metallischen Kugeln die beiden Randbe-
dingungen geerdeter bzw. isolierter Teilchen unterschieden werden. Im ersten Fall ist
das Potential konstant (Dirichlet-Randbedingungen), im zweiten ist die Gesamtladung
auf jeder Kugel konstant, so dass iiber die Oberflachenpotentiale gemittelt werden muss.
Fiir geerdete Kugeln ergibt sich fiir das asymptotische Verhalten der Fluktuationskraft
F ~ —1/d*P=2+1 fiir isolierte Kugeln jedoch F' ~ —1/d?P*!. Ubertragen auf den
hier untersuchten Fall zweier Kolloide an einer fluktuierenden Grenzfléche gilt D = 2.
Die Randbedingung geerdeter Kugeln entspricht dann fixierten Kolloiden mit fester
Kontaktlinie, diejenige isolierter Kugeln vertikal fluktuierenden Kolloiden mit fester
Kontaktlinie. Eine genaue Untersuchung wird allerdings ergeben, dass das Resultat fiir
die geerdete Kugel bei D = 2 modifiziert wird, da der Grenziibergang zu unendlicher
Korrelationsldnge der Grenzflachenfluktuationen mit besonderer Sorgfalt durchgefiihrt
werden muss. Zusétzlich zu diesen Randbedingungen werden in dieser Arbeit auch die
physikalisch realisierbaren Fille beliebiger Kolloidfluktuationen, aber fester Kontaktli-
nie, und einer frei auf der Kolloidoberflache fluktuierenden Kontaktlinie betrachtet. Das
asymptotische Verhalten bei groflen Abstédnden wird durch verschiedene Potenzgeset-
ze beschrieben, so dass das langreichweitige Verhalten der thermischen Casimir-Kraft
stark von den betrachteten Randbedingungen abhéngt. Bei kleinen Kolloidabstédnden
hingegen wird sich ergeben, dass die Fluktuationskraft nahezu unabhéngig von den
Randbedingungen ist.

Da die Grenzflaichenfluktuationen thermisch angeregt werden, ist die Groéfenord-
nung der Fluktuationswechselwirkung durch die thermische Energie kgT" vorgegeben.
Die , klassische* Kapillarwechselwirkung erreicht jedoch bei Mikrometerkolloiden durch-
aus Wechselwirkungsenergien von mehreren tausend kg7 und wird fiir Kolloide dieser
Grofle die effektive Wechselwirkung dominieren. Statische Verformungen der Grenz-
flaiche im Gleichgewicht werden im Falle kugelféormiger Teilchen v. a. durch &uflere
Krifte, z. B. elektrostatischer Natur, auf die Kolloide oder den Meniskus hervorgerufen
[8]. Unter der Voraussetzung einer ausreichend grofien Ausdehnung der Grenzfliche, die
in Experimenten mit Kolloiden in Langmuirtrégen oder auf groflen Tropfen gewthnlich
erfiillt ist, kann das System aus Kolloiden und Meniskus als mechanisch isoliert betrach-
tet werden. Dann wird die Kraft auf die Kolloide vertikal zur Grenzfliche durch die
Gesamtkraft auf den Meniskus ausgeglichen, die sich durch Integration iiber das auf den
Meniskus wirkenden Druckfeldes ergibt [40, 75, 76]. Asymptotisch ist die resultierende
Kapillarwechselwirkung durch Potenzgesetze bzgl. des Kolloidabstandes d beschrieben
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und féllt z. B. im Falle geladener Kiigelchen an einer Wasser-Luft-Grenzfliche propor-
tional zu —d~3 ab. Bei groBen Absténden ist diese attraktive Kapillarwechselwirkung
gewohnlich jedoch schwicher als die direkte elektrostatische Abstoffung, die durch ein
Dipolpotential ebenfalls proportional zu +d 32 gegeben ist [40,76]. Wenn die Kolloide
anisotrop sind, d. h. nicht rotationssymmetrisch bzgl. der ungestorten Grenzfléche, tre-
ten Deformationen der Gleichgewichtsgrenzflache auch in Abwesenheit duflerer Felder
auf. Die Youngsche Bedingung eines konstanten Kontaktwinkels 6 zwischen der Grenz-
flichennormalen und der Normalen der Kolloidoberflache entlang der Kontaktlinie kann
fiir ein anisotropes Teilchen nicht durch eine flache Grenzflache erfiillt werden, so dass
die Kontaktlinie um die Ebene der ungestorten Grenzflache variiert. Das asymptotische
Verhalten der resultierenden Meniskusverformung ist i. A. quadrupolférmig [13,77, 78],
was einer anisotropen Wechselwirkung proportional zu d=* entspricht. Experimentell
werden bei kleinen und mittleren Abstdnden jedoch signifikante Abweichungen von
diesem Verhalten beobachtet [41,79].

In den letzten Jahren ist es moglich geworden, in Experimenten anisotrope Kolloide
von kontrollierter Form und Ausdehnung gezielt herzustellen, um ihre Selbstorganisati-
on an Grenzflachen zu untersuchen. Als Beispiele seien hier kleine hydrophobe Stébchen
mit Durchmessern im Bereich von 10-20 nm [80] oder Ellipsoide mit Durchmessern von
einigen Mikrometern genannt, die um ihre grofle Halbachse rotationssymmetrisch sind
(,zigarrenformige® Rotationsellipsoide oder Sphéroide) und Achsenverhéltnisse bis zu
a/b = 10 zwischen groBer und kleiner Halbachse aufweisen [41, 79, 81]. Solche Rotati-
onsellipsoide stellen den Prototyp anisotroper Teilchen dar, die zur Untersuchung neuer
Phénomene verwendet werden, die aus der Abweichung der Kolloide von der Kugelform
resultieren. Bei Messungen der effektiven Wechselwirkung zwischen zwei Ellipsoiden an
einer Wasser-Ol-Grenzfliiche ergab sich eine starke Orientierungsabhingigkeit, die bei
mittleren und kleinen Kolloidabstéinden deutliche Abweichungen von einem Quadru-
polpotential zeigen [41]. In einem &hnlichen Experiment wurde mit Hilfe einer ellip-
sometrischen Messung erstmals die Grenzflichenverformung um einen Ellipsoid direkt
gemessen, die v. a. bei kleineren Absténden im Vergleich zum Quadrupolprofil verzerrt
war, so dass der Meniskus an den Spitzen eines langlichen Ellipsoids stérker, an den
Seiten aber schwicher variierte [79].

Die Berechnung des Grenzflachenprofils um ein ellipsoidférmiges Teilchen stellt ein
schwieriges Problem dar, das i. A. nur numerisch gelést werden kann. Eine Ausnahme
bildet der Fall kleiner Exzentrizitdten e der Ellipsoide, der eine Entwicklung nach e
zur analytischen Bestimmung der fithrenden Terme der Grenzflichenverformung und
der resultierenden effektiven Wechselwirkung ermoglicht [42]. Bei der Bestimmung der
exakten Gleichgewichtsgrenzfliche muss eine nichtlineare partielle Differentialgleichung
(die Young-Laplace-Gleichung [19, 20]) mit freien Randbedingungen gelost werden. Das
bedeutet, dass die Position der Kontaktlinie auf der Ellipsoidoberflache nicht bekannt
ist, sondern durch Anpassung der Meniskusnormalen an die Youngsche Bedingung
ermittelt werden muss. Dies kann z. B. durch iterative Optimierungsverfahren erfolgen
[42,79], die allerdings fiir viele praktische Anwendungen zu langsam sind.

In dieser Arbeit wird eine alternative Methode zur Berechnung der Gleichgewichts-
grenzfliche entwickelt, die auf einer Entwicklung des Funktionals der freien Energie fiir
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Ellipsoide und Grenzfliche um eine geeignet gewéhlte Referenzkonfiguration und der
Losung der daraus resultierenden linearen Differentialgleichung mit festen Réndern an
den Kolloiden beruht. Dieses Verfahren stellt eine deutliche Vereinfachung der Bestim-
mung der Kapillarwechselwirkung zwischen den Kolloiden dar.

Im Folgenden soll kurz der Aufbau der Arbeit dargestellt werden. Im zweiten Ka-
pitel werden einige wichtige physikalische Figenschaften fluktuierender fluider Grenz-
flachen vorgestellt. Die Kapillarwellentheorie wird diskutiert und Verbindungen dieses
phanomenologischen Ansatzes zur mikroskopischen Beschreibung fluider Grenzflichen
werden aufgezeigt.

Im dritten Kapitel wird der in dieser Arbeit verwendete effektive Hamiltonian fiir
zwei rotationssymmetrische Kolloide an einer fluktuierenden Grenzflache abgeleitet und
die Implementierung der verschiedenen physikalisch relevanten Randbedingungen im
Funktionalintegral fiir die Zustandsfunktion erlautert.

Im vierten Kapitel wird das Funktionalintegral fiir die Zustandsfunktion fiir grofle
Kolloidabsténde analytisch berechnet und die starke Abhéngigkeit des asymptotischen
Verhaltens der Fluktuationskraft von den Randbedingungen an der Dreiphasenkon-
taktlinie diskutiert. Zur Berechnung des Funktionalintegrals werden zwei verschiedene
Methoden eingefiihrt, die eine Interpretation der Resultate aus verschiedenen Blickwin-
keln ermoglichen. Die erste beruht auf einer Aufspaltung in einen Fluktuationsanteil,
der einen attraktiven Beitrag zur Casimir-Kraft liefert, und einen Anteil des mittleren
Feldes, der zu einem von den fluktuierenden Randbedingungen abhéngenden repulsiven
Beitrag fiithrt. Die zweite beruht auf einer Entwicklung der Fluktuationswechselwirkung
in Hilfsfeldmultipole, deren Fluktuationen in Abhéngigkeit von den Randbedingungen
bestimmten Beschrinkungen unterworfen sind.

Im fiinften Kapitel wird die Fluktuationskraft numerisch fiir beliebige Absténde
berechnet sowie ihr asymptotisches Verhalten bei kleinen Kolloidabstéanden mit Hilfe
der Derjaguin-Naherung berechnet. Die numerischen Resultate werden mit den asymp-
totischen analytischen Ausdriicken verglichen und so der Giiltigkeitsbereich der zugrun-
deliegenden Naherungen abgeschétzt.

AnschlieBend werden im sechsten Kapitel Anwendungen der Fluktuationskraft in
moglichen experimentellen Realisierungen diskutiert. Dabei werden wir sie einerseits
mit der van der Waals-Kraft vergleichen, die wie die Casimir-Kraft bei kleinen Ab-
stinden sehr stark ist. Andererseits werden die Auswirkungen externer Kréfte auf die
Kolloide und die Grenzfliche untersucht, wie sie z. B. durch optische Pinzetten realisiert
werden konnen. Die duleren Kréfte konnen sowohl zu einer , klassischen“ Kapillarkraft
aufgrund der mit ihnen verbundenen statischen Meniskusverformung als auch zu Mo-
difikationen der Fluktuationskraft fiithren.

Das letzte Kapitel ist der orientierungsabhéngigen Kapillarkraft zwischen ellip-
soidférmigen Kolloiden gewidmet. Zunéchst wird die Entwicklung der freien Energie
durchgefiithrt und anschlieBend der Gleichgewichtsmeniskus um einen einzelnen Ellip-
soiden und um zwei Ellipsoide berechnet sowie die resultierende Kapillarwechselwir-
kung diskutiert.

Am Ende der Arbeit findet sich eine Zusammenfassung der Resultate und eine
Diskussion sich ergebender Perspektiven.






Kapitel 2

Fluktuationen fluider Grenzflachen

Schon kleine Kinder sind fasziniert davon, dass Insekten sich aufeiner Wasseroberflache
bewegen konnen. Doch die Oberflichenspannung ist noch fiir weitere spektakuldre Ef-
fekte verantwortlich, die uns aus unserem Alltag bekannt sind. Durch den Kapillaref-
fekt lasst sie Fliissigkeiten in Rohren aufsteigen und stellt so die Nahrstoffaufnahme
von Pflanzen sicher. Schliefflich fiihrt sie dazu, dass Tropfen eine runde Form anneh-
men, um ihre Oberfliche zu minimieren. Im Gegensatz zu den uns von Seen oder vom
Meer bekannten Wellen sind auf Langenskalen kleiner als einer gewissen charakteristi-
schen Liangenskala (Kapillarldnge) in der Groflenordnung von einem Millimeter auch
die Oberflachenwellen auf einer Fliissigkeit durch die Oberflichenspannung bestimmt.
Fiir Wellenléngen von ungefihr einem Millimeter bis in den molekularen Bereich ist
nicht mehr die Gravitation, sondern die Oberflichenspannung die entscheidende riick-
stellende Kraft [82], so dass sich diese sogenannten Kapillarwellen auch durch ihre Di-
spersionsrelation von den bei gréfleren Wellenldngen auftretenden Gravitationswellen
unterscheiden [83]. In diesem Kapitel wollen wir auf die statistischen Eigenschaften der
thermischen Ober- oder Grenzflichenfluktuationen von Fliissigkeiten eingehen, die in
dem oben angesprochenen mesoskopischen Bereich zwischen molekularer Langenskala
und Kapillarlange durch Kapillarwellen beschrieben werden kénnen.

Oberflachen von Fliissigkeiten oder allgemeiner Grenzflichen zwischen verschiede-
nen fluiden Phasen sind von grofler wissenschaftlicher und technologischer Bedeutung.
Aus unserem Alltag sind uns Milch und Butter als komplexe Fliissigkeiten bekannt,
die durchzogen sind von Grenzflichen zwischen wéssrigen und fettigen Bereichen. Fol-
gerichtig interessiert sich die Nahrungsmittelindustrie fiir die Optimierung &dhnlicher
Strukturen. Auch fiir die Stofftrennung bei der Rohstoffgewinnung oder in biotechno-
logischen Anwendungen, bei der Produktion von Mikrochips, fiir die Erzeugung von
Lacken oder von Schmiermitteln mit optimalen Gleiteigenschaften fiir Maschinenbau-
teile ist ein detailliertes Versténdnis von Fliissigkeiten und ihrer Grenzflichen wichtig.
Verwandt zu den fluiden Grenzflichen sind fluide Membrane [30], auf deren Funkti-
on die Kommunikation oder der Stoffaustausch zwischen verschiedenen Zellbereichen
in biologischen Systemen beruht. Trotz ihrer Bedeutung in unserem Alltag stellt die
theoretische Beschreibung der Grenzflichen zwischen zwei Fluiden nach wie vor ei-
ne Herausforderung dar. Dies héngt, wie wir gleich ausfiihrlicher darstellen werden,
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vor allem mit den groflen Unterschieden der beteiligten Léangenskalen zusammen. So
fithrt der Bruch der Translationsinvarianz, den (planare) Grenzflachen darstellen, zu
langreichweitigen Korrelationen parallel zur Grenzflache, die sich bis zur Kapillarléinge
erstrecken, wihrend sich der Ubergang zwischen den beiden Phasen senkrecht dazu im
Bereich einiger Molekiildurchmesser abspielt.

Auch das mikroskopische physikalische Verstdndnis des homogenen fliissigen Ag-
gregatzustands selbst blieb lange Zeit hinter demjenigen der festen Phasen oder des
Gaszustands zuriick. Fliissigkeiten sind zwar viel beweglicher unter einer angelegten
Scherspannung als Festkorper, sie konnen flieen, aber wegen der haufig um einige
Groflenordnungen héheren Dichte auch deutlich inkompressibler als Gase. In der Tat
stellt die Dichte ein Unterscheidungsmerkmal zwischen Fliissigkeiten und Gasen dar,
wenn die beiden Phasen koexistieren; von ihrer ungeordneten Struktur her sind sie je-
doch — im Gegensatz zu Festkorpern mit ihrer kristallinen Fernordnung — nicht zu un-
terscheiden und werden deshalb hiufig auch gemeinsam unter dem Uberbegriff fluider
Phasen behandelt (wihrend Gléser zwar genauso keine Fernordnung haben, sich aber
von ihrer inneren Beweglichkeit her deutlich von Fliissigkeiten unterscheiden). Wahrend
also Festkorper energie- und Gase entropiedominiert sind, sind Fliissigkeiten durch ein
Wechselspiel dieser beiden Grofien bestimmt. Einerseits verhindert die fehlende lang-
reichweitige Ordnung im Vergleich zum kristallinen Festkorper das Ausnutzen entspre-
chender Symmetrien und begrenzt den Anwendungsbereich z. B. von Gittermodellen.
Andererseits liasst die im Vergleich zu Gasen viel gréfiere Dichte storungstheoretische
Ansitze ausgehend vom idealen Gas scheitern, so dass die theoretische Modellierung
erheblich erschwert ist. Trotz dieser konzeptionellen Schwierigkeiten konnten im Laufe
des letzten Jahrhunderts bemerkenswerte methodische Fortschritte in der statistischen
Beschreibung homogener einfacher Fliissigkeiten erzielt werden, so dass diese in der
Zwischenzeit als gut verstanden bezeichnet werden konnen [25]. In diesem Zusammen-
hang sei insbesondere auf die Ornstein-Zernike-Theorie [22, 25] und darauf aufbauende
Integralgleichungen sowie auf die Entwicklung der klassischen Dichtefunktionaltheorie
[22-24] verwiesen.

Die Untersuchung komplexer oder inhomogener Fliissigkeiten ist jedoch deutlich
aufwéndiger [24]. Solche Systeme stellen eine Vielzahl neuer Phdnomene bereit und
sind vielfaltiger Gegenstand aktueller Forschung. Wegen des oben erwidhnten groflen
Unterschieds der beteiligten Léangenskalen in Systemen mit einer Grenzfliche stoflen
statistische Theorien, die auf der mikroskopischen Wechselwirkung der Teilchen auf-
bauen, allein vom numerischen Aufwand her an ihre Grenzen. Einen allgemeinen An-
satz zur Beschreibung der statistischen Eigenschaften inhomogener Systeme stellt die
Yvon-Born-Green-Hierarchie dar [25,84], die in Verbindung mit der Ornstein-Zernike-
Gleichung zur Bestimmung des Dichteprofils an einer Grenzfliche benutzt werden kann
[22,26-28]. Allerdings sind solche mikroskopischen Theorien wegen des dazu notwendi-
gen hohen numerischen Aufwands nicht geeignet, Strukturen auf gréfferen Langenskalen
zu beschreiben, wie sie z. B. bei Kolloiden an Grenzflichen auftreten, deren Durchmes-
ser im Nano- oder gar im Mikrometerbereich und damit um Gréflenordnungen iiber
dem Molekiildurchmesser der Fluide liegen. Fiir solche Systeme haben sich phdnomeno-
logische Modelle wie die Kapillarwellentheorie bewéhrt, bei der die statistische Betrach-
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tung der Grenzflacheneigenschaften von einer effektiven, thermodynamisch motivierten
Hamiltonfunktion (Hamiltonian) ausgeht, die auch klassische Kapillaritéatseffekte be-
schreibt, wie wir im letzten Kapitel sehen werden.

Wir werden nun im folgenden Abschnitt zunéchst einige allgemeine Eigenschaf-
ten von fluiden Grenzflichen darstellen. Anschliefend stellen wir den Kapillarwellen-
Hamiltonian vor, der auch im weiteren Verlauf dieser Arbeit von zentraler Bedeutung
ist, und besprechen einige wichtige statistischen Eigenschaften der Kapillarwellentheo-
rie. Am Ende des Kapitels werden wir dann schliellich auf mikroskopische Theorien
zur Beschreibung von fluiden Grenzflichen eingehen, um deren Verbindung zum phéno-
menologischen Kapillarwellen-Hamiltonian aufzuzeigen und insbesondere die Grenzen
seiner Giiltigkeit auf molekularen Léngenskalen darzustellen.

2.1 Fluide Grenzflachen

An der Grenzfliche zwischen zwei fluiden Phasen I und II gehen die Volumen- (oder
Bulk-) Eigenschaften der einen Phase in diejenigen der anderen iiber. Bei diesen bei-
den Phasen kann es sich z. B. um zwei nicht mischbare Fliissigkeiten wie Wasser und
Ol, um eine Fliissigkeit und ein Gas(gemisch) wie bei der allgegenwirtigen Wasser-
Luft-Grenzfliche oder um eine Fliissigkeit und ihren Dampf im thermodynamischen
Gleichgewicht handeln.

Haben die beiden Phasen I und II unterschiedliche Massendichten pr; > o, bildet
sich in einem homogenen Gravitationsfeld

Veray = Mgz , (2.1)

im Gleichgewicht eine flache Grenzflache zwischen den beiden Phasen aus, die wir
senkrecht zur z-Achse bei z = 0 wéhlen und bei der sich die dichtere Phase IT unter
der leichteren anordnet. In Gl. (2.1) ist ¢ die Gravitationskonstante und m die Masse
der Fluidteilchen.

In der (makroskopischen) thermodynamischen Beschreibung ist eine VergroBerung
der Grenzfliche durch einen zusétzlichen Arbeitsterm v dA mit der Oberflichenspan-
nung v zu beriicksichtigen, so dass wir fiir die Gibbsche Fundamentalform der freien
Energie des Systems

dF = —SdT — pdV + udN + vdA (2.2)

mit dem Volumen V', dem Druck p und der Entropie S erhalten. Die Briicke zur sta-
tistischen Mechanik bilden die thermodynamischen Potentiale, also die freie Energie
F = —pV + uN + A im kanonischen Ensemble (Temperatur 7', Volumen V' und Teil-
chenzahl N vorgegeben) bzw. das groflkanonische Potential = F —uyN = —pV +~v A
bei vorgegebenem V', T' und chemischem Potential p [24].

Bei gekriimmten Grenzflachen ist allerdings zusétzlich zu beachten, dass iiber die
Grenzflache hinweg ein Druckunterschied

11
Ap=v(—+— 9.
p 7<R1+R2), (2.3)
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Abbildung 2.1: Typischer Verlauf des (Teilchen-)Dichteprofils p(z) tiber die Grenzfléche
zwischen zwei fluiden Phasen I und IT mit den Volumendichten p; und p;; nach van
der Waals (vgl. Gl. (2.4)). Die Angleichung des Dichteprofils an die jeweilige Bulk-
dichte lauft aulerhalb des kritischen Bereichs innerhalb weniger Molekiildurchmesser
o ab. Eingezeichnet ist auch die Gibbsche Grenzflache, die so gewahlt wird, dass sich
die Dichteunterschiede ober- und unterhalb dieser ,scharfen“ Hilfsgrenzfliche genau
ausgleichen, dass also die schraffierten Bereiche denselben Flacheninhalt haben.

der sog. Laplace-Druck, auftritt [19,85]. Dabei sind R; und Ry die Hauptkriimmungs-
radien der Oberfliche. Gleichung (2.3) bildet die Grundlage vieler Kapillaritétseffekte
wie dem Aufsteigen von Fliissigkeiten in Rohren oder der Tropfenform; Gl. (2.3) be-
schreibt aber auch den erhchten Druck im Inneren eines Luftballons, der durch die
Spannung der Gummihiille ausgeglichen wird. Die linearisierte Laplace-Gleichung wird
auch in dieser Arbeit eine wichtige Rolle zur Bestimmung der Gleichgewichtsmeniski
(mit Ap = 0) spielen. In Abschnitt 2.3.2 werden wir die Grenzflichenkriimmungen
im Zusammenhang mit Korrekturen zum Kapillarwellen-Hamiltonian besprechen, die
phénomenologisch hiufig als eine systematische Entwicklung in den Gradienten und
(lokalen) Kriimmungen der Grenzfliche angesetzt werden (dies fithrt z. B. auf den
Helfrich-Hamiltonian, der allerdings bei der Beschreibung von fluiden Grenzflachen an
Grenzen stoBt, sieche unten und [86-88]).

Auf mikroskopischen Léngenskalen, bei denen die Fluide mit einer molekularen
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Auflosung betrachtet werden, stellt das Bild einer scharfen Grenzfliche eine Nihe-
rung dar. Vielmehr ist dann von einem kontinuierlichen Ubergang der Dichteprofi-
le von einer Phase in die andere auszugehen, wie van der Waals schon 1894 in sei-
ner Arbeit ,, Thermodynamische Theorie zur Kapillaritdt unter Voraussetzung stetiger
Dichteéinderung® ausgefiihrt hat [108]. In seinem Modell werden Dichtegradienten mit
einem Aufschlag in der Dichte der freien Energie bestraft, die es im Gleichgewicht
zu minimieren gilt: 0%p/92% + 9,V [p(z)] = 0 (wobei wir hier nur Anderungen der
Teilchendichte p(z) senkrecht zur Grenzfliche betrachten) [85]. Setzen wir (dhnlich
dem Landau-Ginzburg-Modell, vgl. [85]) ein Doppelmuldenpotential vierter Ordnung,
V o~ [p(2) = pi)? [pon — p(2)]?, fiir die Dichte an, erhalten wir das bekannte van der
Waals-Profil, das durch den Tangens hyperbolicus

p(z) = pu — (pu — p1) tanh(—z/w) (2.4)

bestimmt ist. Der Ubergang der Teilchendichten in z-Richtung findet auf einer Lingen-
skala w statt, die auch als intrinsische Dicke der Grenzschicht bezeichnet wird und
typischerweise in der Groflenordnung der Korrelationslinge &, der Fluide I und II
liegt, welche wiederum abseits des kritischen Punktes von der Gréfenordnung des Mo-
lekiildurchmessers ¢ der Fluide ist. In Abb. 2.1 ist der Verlauf des Dichteprofils nach
Gl. (2.4) schematisch dargestellt.

Genau genommen sollte also nicht von einer scharfen Grenzflache, sondern besser
von einem Grenzbereich gesprochen werden. Héaufig behilft man sich mit einer mathe-
matischen Hilfskonstruktion, die auf Gibbs zuriickgeht [20]. Diese sog. Gibbs dividing
surface bei z = zgipps ist durch die Bedingung

ZGibbs oo
[ e = [ ) - (25
—o0 ZGibbs
festgelegt, wobei prn = p(z — Zoo0) die Teilchendichten der Phasen I bzw. II im
Volumen (bzw. Bulk) bezeichnen [20,24]. In Gl. (2.5) ist also eine ,,scharfe* oder mitt-
lere Grenzflachenposition zgipns durch die Vorschrift festgelegt, dass sich die Dichteun-
terschiede ober- und unterhalb von zgipps genau ausgleichen (vgl. die Darstellung in
Abb. 2.1).

In den folgenden Abschnitten werden wir die thermischen Fluktuationen des durch
Gl. (2.4) beschriebenen intrinsischen Grenzflachenprofils um seine z. B. durch zgipbs
gegebene (planare) Gleichgewichtsposition betrachten. Diese Fluktuationen fithren zu
einer Verbreiterung W der Grenzflichenregion zusétzlich zur durch Dichtefluktuationen
im Volumen verursachten intrinsischen Breite w [89] (vgl. Abb. 2.1). Fiir Wellenldngen
oberhalb der molekularen Skala werden die Fluktuationen der mittleren Grenzflachen-
position durch Kapillarwellen beschrieben, auf deren statistische Eigenschaften wir nun
genauer eingehen werden.

2.2 Kapillarwellentheorie

In der Kapillarwellentheorie werden langwellige Fluktuationen der Grenzfliche um ihre
Gleichgewichtslage z = 0 untersucht. Es wird angenommen, dass Abweichungen von



18 KAPITEL 2. FLUKTUATIONEN FLUIDER GRENZFLACHEN

Phase 1

Phase 11

Abbildung 2.2: Darstellung der Fluktuationen des intrinsischen Grenzflachenprofils.
Dabei bezeichnet w die Dicke des intrinsischen Profils, wihrend W die thermische
Verbreiterung der Grenzfliche durch die Fluktuationen der Gibbschen Grenzfléiche,
also durch die Kapillarwellen, beschreibt [24].

der flachen Grenzfliche klein sind und dass die Grenzfliche sich als eine Funktion der
lateralen Koordinaten x = (,y) schreiben lisst, dass also sowohl Uberhénge als auch
Einschliisse der einen Phase in die andere vernachléassigt werden kénnen. Dann lésst sich
jeder Punkt der Grenzfliche durch die Monge-Parametrisierung (z,y,z = u(x,y)) =
(x,u(x)) darstellen. In diesem Bild wird die Grenzschicht zwischen den zwei Phasen
also néherungsweise durch eine zweidimensionale Fléche beschrieben, die héufig als
die schon besprochene Gibbs dividing surface interpretiert wird. Die Arbeit (oder freie
Energie), die fiir Fluktuationen u um die flache Gleichgewichtslage aufgebracht werden
muss, die eine Wellenldnge sehr viel gréfler als die molekulare Léngenskala o und die
Bulk-Korrelationslédnge &, haben, setzt sich aus zwei Beitrdgen zusammen. Der erste
ist durch die mit den Fluktuationen verbundene Flachenénderung multipliziert mit der
Oberflachenspannung gegeben,

AFmen = 7AA
= fy/ d*x [vl—i—(Vu)Q— 1] : (2.6)

wobei Spen die Projektion der Grenzfliche auf die Ebene z = 0 bezeichnet. In Gl. (2.6)
wird also die Giiltigkeit der makroskopischen thermodynamischen Beziehung (2.2) vor-
ausgesetzt. Der Ansatz (2.6) wird in der Literatur auch als Drumhead-Modell bezeich-
net und spielt eine bedeutende Rolle in der statistischen Feldtheorie, da es die freie
Energie im langwelligen Grenzfall fiir eine ganze Klasse von Grenzflichenmodellen
darstellt. Der zweite Beitrag zur Anderung der freien Energie bei einer Grenzflichenf-
luktuation u ist die Arbeit

AFgav = 7 (on—01)g / d*z u(x)?

/ y &z “&’?2 (2.7)

o2 N
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gegen das Gravitationspotential Ve aus Gl (2.1), wobei p; die Massendichte des
Fluids 7 ist (anstatt der sonst in diesem Kapitel betrachteten Teilchendichte). In der
zweiten Zeile in Gl. (2.7) haben wir die Kapillarlénge

5
Ae = T 2.8
|QH - QI|9 ( )

eingefiihrt, die auch aus klassischen Kapillaritatsproblemen bekannt ist. Beispielsweise
gibt sie die Relaxationsldange fiir den exponentiellen Abfall des Meniskusprofils an ei-
ner Wand an. Im Allgemeinen ist die Kapillarléinge sehr viel gréfler als die molekulare
Langenskala der Fliissigkeiten. Fiir die Grenzflichen einfacher molekularer Fliissig-
keiten mit ihrem Dampf liegt A. typischerweise im Millimeterbereich, bei der allge-
genwértigen Wasser-Luft-Grenzfliche gilt A\, =2,7mm (bei 7" = 20°C und Normal-
druck). Bei komplexen Fliissigkeiten ist dies jedoch nicht unbedingt der Fall. Wegen
der sehr kleinen Oberflichenspannung liegt A. bei den in [90] untersuchten Polymer-
Kolloid-Mischungen im Mikrometerbereich, was zu interessanten neuen Eigenschaften
der Grenzflache fiithrt [82], auf die wir spéter noch einmal kurz zu sprechen kommen
wollen.

In der Form (2.6) und (2.7) ist das Kapillarwellenmodell zu schwierig, um exakt
behandelt zu werden. Im Falle langwelliger Anregungen, wenn sich also die Amplituden
der Fluktuationen nur langsam dndern, |Vu| < 1, kann die Wurzel in Gl. (2.6) jedoch
entwickelt werden. Dann erhalten wir insgesamt fiir die bei Fluktuationen aufzubrin-
gende freie Energie

2

How = o / ¢ {(vu(x))u“(x)

) N (29)

Der effektive Hamiltonian H.,, ist als Kapillarwellen-Hamiltonian bekannt und ein sehr
héufig verwendetes phdnomenologisches Modell zur Beschreibung von Grenzfldchen-
fluktuationen, das urspriinglich 1965 von Buff, Lovett und Stillinger eingefiihrt und
diskutiert worden war und deswegen auch als BLS-Modell bekannt ist [35].! Buff et
al. hatten in Gl. (2.9) jedoch nicht die makroskopische, experimentell gemessene Ober-
flichenspannung verwendet, sondern eine ,nackte* Oberflichenspannung Ypare, zu der
dann noch ein Kapillarwellenbeitrag hinzukommt. Unsere thermodynamische Motiva-
tion von Gl. (2.9) setzt allerdings die Verwendung der makroskopischen Oberfléchen-
spannung voraus [31,32], die auch in Experimenten gemessen wird.

Das Kapillarwellenmodell in Gl. (2.9) beruht auf der Annahme, dass sich wichtige
Eigenschaften, die mit den langwelligen Grenzflichenfluktuationen zusammenhéngen,
durch einen effektiven Hamiltonian H.[u(x)] beschreiben lassen, der die Kosten an
freier Energie der Fluktuationen in Abhéngigkeit nur von der Position einer mittleren

Kapillarwellen sind natiirlich auch aus der Hydrodynamik bekannt [91,92] und waren schon viel
frither von Smoluchowski 1908 und von Mandelstam 1913 eingefiihrt worden [93,94], vgl. zur Hydro-
dynamik auch [83]. Auch die Kapillarlinge A. ist aus der Hydrodynamik bekannt: Fiir Wellenléngen
sehr viel kleiner als A, ist die Dispersionsrelation der Oberflichenwellen von Fliissigkeiten durch die
Kapillarwellen bestimmt, w? ~ k3, wihrend fiir Wellenléingen deutlich gréfer als der Kapillarlinge
Gravitationswellen mit w? ~ k dominieren.
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Grenzflache beschreibt (und zusétzlich nur lokal von dieser abhéngt!). Hinter diesem
effektiven Hamiltonian steckt natiirlich die Vorstellung, dass er sich — zumindest prin-
zipiell — durch Integration iiber alle (Volumen-)Freiheitsgrade, die bei der effektiven
Beschreibung der Grenzfliche nicht direkt betrachtet werden, aus einem mikroskopi-
schen Modell ableiten ldsst [52]. Zunéchst stellt der Kapillarwellen-Hamiltonian (2.9)
aber ein phinomenologisches Modell dar, in dem die Oberflichenspannung ein duflerer
Parameter ist, der durch eine mikroskopische Rechnung oder ein Experiment zusétzlich
bestimmt werden muss. Fiir fluide Grenzfléchen ist die Ableitung des Hamiltonian (2.9)
aus einer mikroskopischen Theorie sehr schwierig. Wir werden in Abschnitt 2.3 genau-
er auf diesen Punkt eingehen und dabei insbesondere auf die Arbeit von Mecke und
Dietrich [89] bezug nehmen, die H., (plus Korrekturen) mit Hilfe einer Entwicklung
in lokale Kriimmungen aus einem Dichtefunktionalansatz ableiten. Zuvor wollen wir
jedoch einige wichtige Eigenschaften des Kapillarwellenmodells besprechen, die sich
aus dem Hamiltonian (2.9) ergeben. Dabei werden wir uns an der Darstellung in [95]
orientieren.

Aus feldtheoretischer Sicht ist H., der Hamiltonian eines Gaufischen Modells. Die
statistischen Eigenschaften des Grenzflachenfeldes u(x) (das die Eigenschaften der
Grenzfliche auf einer vergroberten Langenskala widerspiegelt, s. u.) lassen sich da-
mit durch Funktionalintegrale exakt berechnen, wie wir nun darstellen werden. Wegen
der Translationssymmetrie parallel zur Grenzflache ist es sinnvoll, in den Fourierraum
zu wechseln,

d2
u(x) = /ﬁ exp(iq - x) u(q) , (2.10)
wobel die Fourierkoeffizienten durch
u(q) = /de exp(—iq - x) u(x) (2.11)

definiert sind. Im Fourierraum entkoppeln die Beitrége der einzelnen Moden zum Ha-
miltonian H.,, der dann durch

Hali@] = 3 [ 2L Bl 212
ew|U = - [ — u :
gegeben ist mit der Energiedichte F(q) = v (¢*> + A;?) und ¢ = |q| [95]. In der Kapil-
larwellentheorie wird der effektive Hamiltonian (2.9) als Boltzmanngewicht verwendet,
das die Wahrscheinlichkeitsdichte

Plu(x)] = /%/exp (-%) (2.13)
bzw. Plu(q)] = %exp <_E(ql)€|]3%) (2.14)

fir die Grenzflaichenkonfiguration u(x) bzw. die Fouriermoden #(q) bestimmt [95].
Wegen der Entkopplung in H[tu(q)] léasst sich der Normierungsfaktor fiir die Fourier-
moden u(q) direkt angeben. Die Berechnung der Mittelwerte physikalischer Grofien
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Alu(x)], die als Funktionale von u(x) ausgedriickt werden kénnen, erfolgt mit Hilfe der
Funktionalintegrale

(i) = 5 [ Pues (<M A

- I [ dwett@) [ dimate) Pla@) @] (215)

qeR2/2"

die am besten durch die zweite Beziehung im Fourierraum ausgewertet werden. Da die
Hohe u des Grenzflachenprofils reell ist, gilt u(q) = u(—q)*, so dass Real- und Ima-
gindrteil nicht unabhéngig sind. Deswegen lauft das Produkt in der zweiten Zeile von
Gl. (2.15) nur iiber geeignet diskretisierte q-Vektoren eines Halbraums R?/2. Die Nor-
mierungskonstante N stellt die Regularisierung des Funktionalintegrals im Ortsraum
sicher, so dass (1) = 1 gilt und die Erwartungswerte endlich bleiben. Eine ausfiihrliche
Besprechung des Wiener-MaBes Du im Orts- und im Fourierraum ist in [96] zu finden.

In den folgenden Abschnitten werden wir sowohl die Varianz W? = (u(0)?) von
u(x) bestimmen, die die Verteilung der Grenzflachenhohen u an einer lateralen Positi-
on x kennzeichnet und deren Wurzel W als Dicke der Grenzschicht (ohne die intrinsi-
sche Dicke w) interpretiert werden kann, als auch laterale Korrelationen G(|x — y|) =
(u(x)u(y)) der Grenzflichenhohen u(x) und u(y) an verschiedenen Orten, x —y # 0,
berechnen. Wegen der Translationssymmetrie parallel zur flachen Gleichgewichtsgrenz-
fliche hingen diese nur von der Differenz x —y ab.

2.2.1 Dicke der Grenzschicht

Im Gauflschen Kapillarwellenmodell fiir die Grenzflachenfluktuationen lasst sich die
Verteilung Plug] fir die Wahrscheinlichkeit, die Grenzflichenhdhe fiir eine beliebige,
aber feste laterale Koordinate x = 0 an einer bestimmten Position uy = u(x = 0) zu
finden, direkt angeben [95,97,98]. Unter Verwendung der Fourierdarstellung (2.10) des
Grenzflachenfeldes u(x) erhalten wir die Gaufiverteilung [95]

Plug] = (8(uo — u(x)))

_ / h Z—i exp (ipuo) / Du(q)

R E(q) ( E(q)
Xp

X P~ [(Retila)® + (mii(a))?] - 2¢p<Rea<q)>)

1 ud
— _ 2.1
22 =P ( 2W2) (2.16)

fiir die Hohe ug der Grenzfliche, wobei wir ausgenutzt haben, dass sich das Gauf3-
sche Funktionalintegral iiber Du analytisch ausfithren ldsst. In der letzten Zeile von
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Gl (2.16) haben wir [22]

W2 . / d2q k?BT
(2m)* E(q)
_ / edg kgT g
dmin 27T ’y q2 + )\6_2
kBT 1 + qgnax)\g
= In
Ay 1+ @\

(2.17)

fiir die Dicke der Grenzschicht gesetzt. Die Integralgrenzen ¢, und gun., wurden we-
gen der bekannten kurz- und langwelligen Divergenz des Kapillarwellen-Hamiltonian
eingefiihrt, die jedoch beide durch Abschneideparameter (Cutoffs) behandelt werden
konnen, die eine physikalische Interpretation erlauben. Die physikalische Bedeutung
des oberen (kurzwelligen) Cutoffs gy ist dadurch gegeben, dass die Beschreibung der
Grenzfliche durch ein Feld u(x) und einen effektiven Hamiltonian He, nur auf einer
vergroberten Langenskala moglich ist und im molekularen Bereich seine Giiltigkeit ver-
liert. Die natiirliche Wahl fiir ¢uay ist somit durch die (inverse) molekulare Léngenskala
27 /o der Fluide gegeben, an der das Kapillarwellenmodell keine sinnvolle Beschrei-
bung der Grenzflichenfluktuationen mehr darstellt.? Der untere (langwellige) Cutoff
Gmin = 27/ L ist durch die laterale Ausdehnung L (fiir Spen = L x L) der Grenzfliche
bestimmt. Wenn L grofler als die Kapillarlange \. ist, kann g, = 0 gesetzt werden,
so dass langwellige Fluktuationen nur durch den Einfluss der Gravitation, also durch
den ,Masseterm® im Gauflschen Hamiltonian H.,,, unterdriickt werden. In diesem Fall

wird Gl (2.17) zu [24]

w2~ kBl A (2.18)

27y o

divergiert also fiir verschwindende Gravitation g — 0 wie W2 o —Ing. Geht die Ka-
pillarlange gegen unendlich, A\, — oo, ist die Dicke W der Grenzflache nur fiir endliche
Systemausdehnungen L definiert und wichst wie W? o In L/o bei zunehmendem L.
Obwohl diese Infrarotdivergenz von W?2 bei ¢ — 0 und L — oo sehr langsam ist
(logarithmisch), ist sie doch von prinzipiellem Interesse, weil sie mit den Goldstone-
Moden der Grenzflache verbunden ist. Da die Grenzfliche bei verschwindender Gravi-
tation die (kontinuierliche) Translationssymmetrie des zugrundeliegenden mikroskopi-
schen Hamiltonian spontan bricht, muss ihre Existenz nach dem Goldstone-Theorem
einhergehen mit der Existenz von leicht anregbaren langwelligen Moden, deren Ener-
gie im Limes ¢ — 0 verschwindet. Anschaulich ist das leicht zu begriinden: Wegen der
Translationsinvarianz bei verschwindender Gravitation kostet das vertikale Verschieben
der flachen Gleichgewichtsgrenzfliche iiberhaupt keine Energie. Aus Stetigkeitsgriinden
kann dann angenommen werden, dass Fluktuationen, die nur wenig von einer vertikalen
Verschiebung der gesamten Grenzfliche abweichen, also genau die langwelligen Anre-
gungen, nur wenig Energie kosten [99]. Urspriinglich wurden Goldstone-Bosonen in

2Die Wahl von gmayx ist jedoch nicht eindeutig festgelegt; statt des Molekiildurchmessers o wird
hiufig auch die Bulk-Korrelationslidnge &, verwendet [95]. Fernab des kritischen Punktes sind diese
jedoch zumindest bei einfachen Fliissigkeiten von derselben Grolenordnung [24].
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der Elementarteilchenphysik zur Beschreibung spontaner Symmetriebrechnung in der
Quantenfeldtheorie verwendet, so geht z. B. die Brechung der chiralen Symmetrie in der
Quantenchromodynamik mit der Existenz der Pionen als (Pseudo-) Goldstone-Bosonen
einher [100]. Die Bedeutung dieses Konzepts reicht jedoch weit iiber die Elementarteil-
chenphysik hinaus und ist auch in der Statistischen Physik wichtig, da die Goldstone-
Moden in allen Systemen bei der spontanen Brechung einer kontinuierlichen Symmetrie
auftreten [48,49,99]. Als bekannte Beispiele sind hier Phononen in Festkérpern, Spin-
wellen in Ferromagneten, Direktorfluktuationen in nematischen Fliissigkristallen und
eben Kapillarwellen an fluiden Grenzflichen zu nennen.

Die Bedeutung der langwelligen Fluktuationen oder Kapillarwellen hingt stark von
der Dimension des betrachteten Systems ab. Die obigen Ergebnisse lassen sich direkt auf
den allgemeinen Fall einer (D—1)-dimensionalen Grenzfliche in einem D-dimensionalen
System tibertragen. In Abhéngigkeit der Dimension ergibt das Integral (2.17) im Limes
g — 0 dann [24, 32]

kBT dmax B 1
b qu 1 —
’Y Qmin q

( kTpp pey
:

W?

x ¢ Bl D=3 (2.19)

Ma?’*l) D >3
\ Y :

Fiir D > 3 ist W? also unabhingig von A\, und der Systemgréfie L, und es findet
kein Aufrauhen der Grenzfliche mehr statt. In zweidimensionalen Systemen, D = 2,
wichst die Dicke der Grenzfliche dagegen mit der Wurzel der Grenzflichenausdeh-
nung an, W? o L, ist jedoch unabhiingig vom kurzwelligen Cutoff 27 /. Der Ubergang
zwischen diesen beiden Regimen findet gerade bei dreidimensionalen Systemen (mit
zweidimensionalen Grenzflichen) statt, in denen die Grenzfliche nur logarithmisch di-
vergiert.

2.2.2 Korrelationen im Kapillarwellen-Modell

Nachdem wir im letzten Abschnitt die Wahrscheinlichkeitsverteilung Plug] der Grenz-
flichenhchen an einem bestimmten Punkt bestimmt und dabei gesehen haben, dass ihre
Breite W wegen der starken thermischen Fluktuationen der langwelligen Kapillarwellen
bei verschwindender Gravitation und unendlicher Systemgréfie divergiert, wollen wir
nun Korrelationen der Grenzflichenpositionen an zwei verschiedenen Punkten x und
y # x untersuchen. Diese Korrelationen sind fiir uns hier von besonderem Interesse,
da wir in den folgenden Kapiteln die effektiven Wechselwirkungen zwischen Kolloiden
an der Grenzfliche berechnen wollen, die durch die Unterdriickung der korrelierten
Fluktuationen durch die Kolloide vermittelt werden.
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Wegen der Entkopplung der Beitréige der einzelnen Fouriermoden %(q) im Kapillar-
wellen-Hamiltonian H.,[2(q)] ldsst sich die Korrelationsfunktion der Fourieramplitu-
den direkt aus Gl. (2.15) zu

G(a.d) = (a(a)a(q))
/{;B_T 1

= — ! 2.20
i), (220)

bestimmen, wobei die §-Funktion die Entkopplung der einzelnen Moden zum Ausdruck
bringt. Da der Hamiltonian H., quadratisch in den u(q) ist, ergibt sich Gl. (2.20)
natiirlich auch sofort aus dem Gleichverteilungssatz.

Durch Fourierriicktransformation bestimmen wir aus Gl. (2.20) die Hohenkorrela-
tionsfunktion G(|x — y|) = (u(x) u(y)) der Grenzflichenfluktuationen zu

kgT [ d 2m - 1
Gllx—yl) = "5 [ S [ dpeiinviees
0 0

Y (27)? ¢+ A2
kgT [ 1
= B2 daal v —
271_7 0 qq 0(q|x y|) q2 + )\672
_ kT ('X - y') , (2.21)
21y Ae

wobei Jy die zylindrische Besselfunktion und K die modifizierte Besselfunktion zwei-
ter Art ist. Fiir groBe Abstédnde r = |x —y| > A. finden wir aus Gl. (2.21) also (wie
erwartet) einen modifizierten exponentiellen Abfall, G ~ e™™/*/\/r wobei die Ka-
pillarlange A. die Korrelationslange der Kapillarwellen darstellt. Fiir kleine Abstdnde
r < A ergibt sich aus dem asymptotischen Verhalten der Besselfunktion K fiir kleine
Argumente jedoch 27G(x) ~ —(kgT/v)In(yer/(2).)) mit der exponentierten Euler-
Mascheroni-Konstanten vg ~ 1,781972. Da A., wie oben besprochen, typischerweise
einen makroskopischen Wert (im Millimeterbereich) annimmt, beschreibt Gl. (2.21)
einen sehr langsamen Abfall der Korrelationen der Grenzflichenfluktuationen — wie es
fiir Goldstone-Moden sein sollte. Fiir nanoskopische Kolloide spielt deren exponentiel-
ler Abfall bei sehr groflen Abstédnden r > A. keine Rolle. Wir werden uns im weiteren
Verlauf der Arbeit auf den fiir Teilchen mit Radien R S10 um << ). relevanten Bereich
konzentrieren, in dem die Korrelationsfunktion G einen sehr langsamen logarithmischen
Abfall zeigt. Wie schon in der Einleitung angedeutet, fithren die starken Korrelatio-
nen der thermischen Grenzflichenfluktuationen in diesem Regime zu einer thermischen
Casimir-Kraft zwischen den Kolloiden. Bevor wir uns in den folgenden Kapiteln deren
Berechnung zuwenden, wollen wir im néchsten Abschnitt noch skizzieren, wie sich die
physikalischen Eigenschaften von fluiden Grenzflachen auf einer mikroskopischen Ska-
la beschreiben lassen und dabei insbesondere auf Verbindungen der mikroskopischen
Beschreibung zum Kapillarwellenmodell eingehen.
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2.3 Mikroskopische Beschreibung von fluiden
Grenzflichen

Die Gesetze der Thermodynamik, die Beziehungen zwischen makroskopischen statisti-
schen Groflen in thermischen Systemen beschreiben (wie z. B. dem Druck, der Tempe-
ratur, der Entropie oder auch der Oberflaichenspannung in inhomogenen Systemen mit
einer Grenzflache), ergeben sich aus den phénomenologisch begriindeten Hauptsétzen.
Explizite Ausdriicke (oder Zustandsgleichungen) fiir diese makroskopischen Gréfien las-
sen sich aus den thermodynamischen Potentialen ableiten, deren Form allerdings nicht
aus den Hauptsitzen bestimmt werden kann. Im Gegensatz zu diesem axiomatischen
Zugang beruht die Statistische Mechanik darauf, die thermodynamischen Grofien auf
der Grundlage der mikroskopischen Wechselwirkungen zwischen den einzelnen Teilchen
des (sehr groflen) Systems zu bestimmen [84, 101]. Die thermodynamischen Hauptsétze
lassen sich im Rahmen der Statistischen Mechanik aus den Eigenschaften sehr grofier
Systeme begriinden. Dies ermdglicht zum einen die Verbindung der makroskopischen,
phéanomenologischen Beschreibung mit den mikroskopischen Details des betrachteten
Systems mit Hilfe allgemeiner statistischer Betrachtungen (z. B. durch das Berechnen
von Zustandsgleichungen). Zum anderen ergibt sich so auch die Moglichkeit, diejeni-
gen mesoskopischen Lingenskalen zu bestimmen, ab denen die (im Limes unendlich
grofler Systeme hergeleiteten) thermodynamischen Gesetze nicht mehr strikt giiltig
sind. Wir wollen hier nun einige Ergebnisse der statistischen Beschreibung inhomoge-
ner Fliissigkeiten mit einer planaren Grenzflache skizzieren. Dabei liegt unser besonde-
res Augenmerk einerseits auf den langreichweitigen lateralen Korrelationen der Grenz-
flichenfluktuationen, andererseits wollen wir Verbindungen des im letzten Abschnitt
beschriebenen phénomenologischen Kapillarwellen-Hamiltonian H.,, — der ja dann sei-
nerseits durch das Funktionalintegral in Gl. (2.15) Ausgangspunkt fiir die Berechnung
eines statistischen Erwartungswerts ist — mit den mikroskopischen Eigenschaften der
zugrundeliegenden Fluide aufzeigen.

Im groflkanonischen Ensemble (vorgegebenes Volumen, Temperatur und chemisches
Potential) der Statistischen Mechanik lassen sich alle thermodynamischen Gleichge-
wichtseigenschaften des betrachteten Systems (also auch die Gleichgewichtsdichte peq)
aus dem grofkanonischen Potential 2 = —kgT' In Zgx = —pV bestimmen, wobei die
groffkanonische Zustandsfunktion Zqk ein Funktional von ¢ = i — Vo mit dem che-
mischen Potential g und dem externen Potential Vi ist. Die Dichtefunktionaltheo-
rie klassischer Fliissigkeiten beruht nun auf der Tatsache, dass zwischen V. und der
Gleichgewichtsdichte peq €in eindeutiger Zusammenhang besteht und sich p., deswegen
auch aus der Minimierung des groflkanonischen Potentials als Funktional der Dichte,
Q[p], bestimmen ldsst. Dabei hdngen grofkanonisches Potential und freie Energie iber
die Legendre-Transformation

Q] = Flo - /V ar’ p(r') $(r') (2.22)
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zusammen. Die Gleichgewichtsdichte p ergibt sich aus dem Variationsprinzip [22-24]

6Q2[p] 0 bpw Tl
0p(x) | ppq 0p() | pmpeq

= o(r) . (2.23)

Zur weiteren Rechnung muss also das Funktional F[p] der freien Energie bekannt sein,
was in den meisten Situationen allerdings nur niherungsweise moglich ist. Ublicherwei-
se wird die freie Energie als Funktional der Dichte p gemafl F[p] = Fi4[p] + F*[p] in
einen idealen Gas-Anteil und Abweichungen davon aufgeteilt [24,102]. Dabei enthélt
der Exzess-Anteil F** sowohl die Beitrdge des Wechselwirkungspotentials zwischen
den Fluidteilchen als auch diejenigen eines etwaigen &ufleren Potentials V.. Statt
der Abspaltung des idealen Gas-Anteils ist ein hdufig verwendeter Ausgangspunkt fiir
weitere Rechnungen die Approximation der kurzreichweitigen Abstofung der Fluidteil-
chen durch ein Harte-Kugel-Potential wys(r), so dass das Paarwechselwirkungspotential
w(r) & Wys(r) + Waer (1) lautet, wobei wa, (1) den langerreichweitigen attraktiven Teil
der Wechselwirkung beschreibt [24]. Das grofkanonische Potential als Funktional der
Dichte ist dann durch

Al = [ @ () — (1= Vo) i)
1 3 3 s Y "
+§/Vd 7”/Vd r'p(r) Wager (v = 17]) p(r) (2.24)

gegeben, wobei die freie Energiedichte f1¢ der Harte-Kugel-Fliissigkeit niherungsweise
bekannt ist [24, 102].
Ausgehend von F*[p] wird die Hierarchie direkter Korrelationsfunktionen
0F o]
op(ry)...0p(ry) p=pe

My, ry) = —p (2.25)
definiert. Das groflkanonische Potential ist erzeugendes Funktional der Dichte-Dichte-
Korrelationen, so dass man z. B. durch zweimaliges Ableiten

G(ri,r2) = ((p(r1) = peq(r1)) (A(r2) — peq(r2)))

52Q)
= el s

= PP (r1,15) + peq(r1)3(r1 = T2) = peg(r1)peq (T2) (2.26)

und analog hohere Dichtekorrelationsfunktionen erhélt.

Die Korrelationsfunktionen (2.25) und (2.26) eréffnen einen alternativen Zugang
zur Berechnung der Gleichgewichtseigenschaften inhomogener Fliissigkeiten durch die
Losung von Integralgleichungen, die auf der Ornstein-Zernike-Gleichung beruhen [40]:
Uber die Paarverteilungsfunktion g(ri,rs) = p® (r1,19)/(peq(r1)peq(r2)) wird die to-
tale Korrelationsfunktion h(ri,rs) = g(ri,ra) — 1 eingefithrt. Diese héngt iiber die
(inhomogene) Ornstein-Zernike-Gleichung

h(ry,rs) — P (ry,ry) = /dr’p(r') P (ry, r') h(r' ry) (2.27)
v
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mit der direkten Korrelationsfunktion ¢® aus GI. (2.25) zusammen — zu ihrer Losung
wird allerdings bekanntermaflen noch eine ,, Briickenfunktion“ benétigt, die eine zweite
Beziehung zwischen h und c® herstellt [25,28]. Mit Gl. (2.27) lisst sich die erste
Gleichung der YBG-Hierarchie® umschreiben zu [22]

Vinpeq(r) = —(kBT)IVVexth/ dr' ¢ (r, 1) Vpeq (') (2.28)
v

und ermoglicht die Bestimmung des inhomogenen Dichteprofils peq bei bekanntem c®
— dazu muss also noch die Ornstein-Zernike-Gleichung durch die Wahl einer Briicken-
funktion abgeschlossen werden. Dies kann durch eine geeignete Zerlegung der freien
Energie F** geschehen [28,103]. Der hier fiir eine einkomponentige Fliissigkeit skiz-
zierte Formalismus wurde z. B. in [40] allgemein fiir fluide Mischungen dargestellt. Er
ermoglicht also prinzipiell die Berechnung der statistischen Eigenschaften von Kolloi-
den an einer fluiden Grenzfliche — und damit auch ihrer effektiven Wechselwirkung
auf einer molekularen Skala. Dieser Zugang ist damit in einem gewissen Sinn komple-
mentér zu dem in dieser Arbeit gewéhlten; wir sind hier jedoch an der Wechselwirkung
zwischen grofleren Kolloiden interessiert, fiir die molekulare Eigenschaften der Fluid-
teilchen nicht mehr wichtig sind.

In den meisten Situationen ist es nicht moglich, Gl. (2.23) oder dquivalent dazu
die sich aus Gl. (2.27) ergebenden Integralgleichungen exakt zu losen. Die klassische
Dichtefunktional- oder Integralgleichungstheorie beruht deswegen auf mehr oder we-
niger zuverliassigen Nédherungsverfahren, mit denen allerdings zumindest auf kleine-
ren, molekularen Lingenskalen sehr gute Resultate erzielt werden kénnen (vgl. z. B.
[23,24,104]). Dabei wird versucht, eine an das Problem angepasste Aufspaltung des
Paarwechselwirkungspotentials der Fluidteilchen — z. B. wie oben besprochen in einen
kurzreichweitigen repulsiven Kern (der im Extremfall die Teilchen als harte Kugeln
approximiert [24]) und in einen lingerreichweitigen attraktiven Teil — vorzunehmen
und so eine gute Approximation der Abweichungen F* vom idealen Gas-Wert der frei-
en Energie zu erhalten [24]. Trotz dieser technischen Schwierigkeiten ist es erhellend,
Gl. (2.28) in Hinblick auf die langreichweitigen Korrelationen an der Phasengrenzfliche
genauer zu untersuchen — die Kapillarwellen lassen sich ndmlich auch durch einige recht
allgemeine Betrachtungen aus den mikroskopischen statistischen Gleichungen herleiten.
Dies wurde von Wertheim mit Hilfe einer Matrizentechnik 1976 in einer wegweisenden
Arbeit gezeigt [105], wir folgen hier jedoch der etwas einfacheren Darstellung von Evans
[22].

3Die Yvon-Born-Green(YBG)-Hierarchie verkniipft die Ableitungen der analog zu Gl. (2.26) de-
finierten Dichtekorrelationen miteinander und stellt einen sehr allgemeinen Formalismus zur statis-
tischen Beschreibung inhomogener Systeme dar [25,84]. Allerdings muss sie zur Losung mit einer
geeigneten Abbruchbedingung versehen werden, die die Dichtekorrelationsfunktion G**! durch die G,
i < n, beschreibt und die Hierarchie auf eine endliche Anzahl von Gleichungen reduziert.
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2.3.1 Langreichweitige Korrelationen in der Grenzflache

Bei einer flachen Grenzfliche senkrecht zur z-Achse héingt die Dichte nur von z ab, so
dass sich Gl. (2.28) (mit dem Gravitationspotential (2.1) als Viy) zu [22]

pea(zn) _ Mg
821 = ijT /dI'Q Q(rl,rg) (229)

vereinfacht. Da die Ableitung von p im Bereich der Grenzflache sicher nicht verschwin-
det (sondern bei einem stetigen Ubergang der Dichten, von dem wir hier ausgehen wol-
len, einen endlichen Wert annimmt), muss das Integral in Gl (2.29) im Limes g — 0
verschwindender Gravitation wie ¢g~! divergieren. Dies weist auf ein starkes Anwachsen
der langreichweitigen Korrelationen hin.

Wertheim untersuchte dieses starke Anwachsen der Dichtekorrelationsfunktion G
genauer und fand, dass dieses nur die lateralen Korrelationen parallel zur Grenzfléiche
in einer engen Grenzflichenregion betrifft. Senkrecht zur Grenzfliche und auflerhalb
des Grenzflachenbereichs ist das Verhalten von G(ry,ry) im Prinzip durch einen expo-
nentiellen Abfall mit der Bulkkorrelationslange &, gekennzeichnet. Die lateralen Kor-
relationen lassen sich weiter durch die zweidimensionale Fouriertransformation

~

g(q7 21, ZQ) = /dQ"L‘ exp (lq ’ X) g(xv 21, ZQ) (230)

mit r; = (x; = (%;,4i),2;) und x = X; — Xo untersuchen, welche die Translations-
symmetrie des Systems parallel zur Grenzfliche ausnutzt. Der fithrende Term in einer
Entwicklung fiir kleine ¢ = |q|, der die langreichweitigen Fluktuationen mit grofien
Wellenldngen beschreibt, lautet [22,85,105]

~ kgT' Opeq(21) Opeq(z2) 1
g(% 217’22) v 821 622 q2 + )\g2

+0(¢7?) . (2.31)

Q

Wie erwartet, zeigt G (q, 21, z2) auBlerhalb der Grenzflachenregion keine langreichweiti-
gen Korrelationen, da dann die Ableitung der Dichte peq(2;) verschwindet. Im Bereich
der Grenzflache, z; ~ 0, zeigt Gl. (2.31) jedoch ein dhnliches Verhalten wie die (fou-
riertransformierte) Korrelationsfunktion der Kapillarwellen in Gl. (2.20). Dann zeigen
die Dichtefluktuationen in G(q, z1, 22) im langwelligen Regime ein asymptotisches Ver-
halten, wie es aus der Ornstein-Zernike-Theorie kritischer Systeme fiir die Korrelati-
onsfunktion (bzw. dem damit verbundenen, in Streuexperimenten wichtigen, Struktur-
faktor [84]) nahe eines Phaseniibergangs zweiter Ordnung von Fliissigkeiten bekannt
ist [106]. Statt durch die Bulkkorrelationslénge &, ist die Reichweite der horizontalen
Korrelationen jedoch durch die Kapillarlange A. aus Gl. (2.8) bestimmt und liegt da-
mit typischerweise im Millimeterbereich. In diesem Sinne kénnen fluide Grenzflichen
also als zweidimensionale kritische Systeme betrachtet werden [22], die kritisches Ver-
halten allerdings nicht nur nahe des kritischen Punktes eines Phaseniibergangs zweiter
Ordnung zeigen. Dies unterstreicht die Analogie der durch die Kapillarwellen indu-
zierten Fluktuationskrafte, die wir in dieser Arbeit betrachten werden, zum kritischen
Casimir-Effekt [45, 46].
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Die Kapillarwellen bestimmen also auch die lateralen Dichtekorrelationen in der mi-
kroskopischen Theorie, wie sich durch sehr allgemeine Uberlegungen zeigen liisst. Sie er-
geben sich, wie wir in Abschnitt 2.2 besprochen hatten, aus der (Translations-)Symme-
trie des zugrundeliegenden Systems bzw. deren spontane Brechung durch die Grenz-
fliche und stellen die damit verbundenen, leicht anregbaren Goldstone-Moden dar
[22,85].

2.3.2 Effektiver Grenzflichen-Hamiltonian — Erweiterungen
zur Kapillarwellentheorie

Der Kapillarwellen-Hamiltonian He, in Gl. (2.9) beschreibt Anderungen der freien
Energie bei langwelligen Grenzflachenfluktuationen. Um die Giiltigkeitsgrenzen dieses
Ansatzes bei kurzen Wellenlédngen angeben zu koénnen, ist es hilfreich, die Verbindung
von H, zu der im vorangegangenen Abschnitt dargestellten mikroskopischen Theorie
fluider Grenzflichen zu untersuchen. Prinzipiell ergibt sich der effektive Hamiltonian
H.w aus einem mikroskopischen Modell fiir die freie Energie durch Integration iiber alle
Freiheitsgrade auler der Grenzflichenhohe u(x), also durch partielle Spurbildung [52].
Ein solches Vorgehen ist zum einen wiinschenswert, um die fithrenden Korrekturterme
bei kurzen Wellenlédngen, also insbesondere Beitriage der Grenzflachenkriimmungen, zu
bestimmen. Zum anderen ermoglicht es, die in der Kapillarwellentheorie auftauchen-
den Parameter aus den mikroskopischen Eigenschaften der Fluide zu bestimmen, also
insbesondere die Oberflichenspannung v und den zur Auswertung des Integrals (2.17)
benétigten kurzwelligen Cutoff.

Diehl et al. leiteten das Drumhead-Modell (vgl. Gl. (2.6)) im Tieftemparaturli-
mes — der dem langwelligen Limes entspricht — durch partielle Spurbildung aus der
Landau-Ginzburg-Theorie als mikroskopischem Modell her [107]. Dies wurde durch ei-
ne Entwicklung um die zu einer flachen Grenzfliche zwischen zwei thermodynamisch
koexistierenden Phasen gehorenden Mean-Field-Losung, dem sog. Kink (der durch
ein tanh-Profil gekennzeichnet ist), erreicht. Das Drumhead-Modell beschreibt al-
so nicht nur die langwelligen Grenzflachenfluktuationen einfacher Fliissigkeiten, son-
dern einer ganzen Klasse von Systemen. Die rigorose Ableitung des effektiven Grenz-
flachen-Hamiltonian aus einer Bulk-Theorie, die (auBlerhalb des kritischen Bereiches)
keine gute Beschreibung von Fliissigkeiten darstellt, unterstreicht den groflen Anwen-
dungsbereich und eine gewisse Universalitit des Drumhead- bzw. des Kapillarwellen-
Hamiltonian, wie sie fiir eine Beschreibung der Eigenschaften bei grofien Wellenldngen
natiirlich auch durch Renormierungsgruppenansitze nahegelegt wird [33]. Allerdings
stellt der Landau-Ginzburg-Hamiltonian selbst schon eine effektive Beschreibung dar,
der nur langwellige Eigenschaften des zugrundeliegenden Systems erfasst, z. B. des
Ising-Modells oder einer einfachen Fliissigkeit nahe ihres kritischen Punktes.

Als ein grofles konzeptionelles Problem bei der Ableitung eines effektiven Grenz-
flichenhamiltonian aus einer molekularen Theorie fiir die beteiligten Fluide hat sich
herausgestellt, dass an einer Grenzflache stets zwei verschiedene Typen von Fluktuatio-
nen auftreten [89]. Dies sind zum ersten die Dichtefluktuationen im Bulk der Fliissig-
keit(en), die auch bei einer einzelnen Phase vorhanden sind, und zum zweiten die Ka-
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pillarwellen, die nach dem Goldstone-Theorem mit der spontanen Symmetriebrechung
durch die Grenzflache zusammenhéngen. Eine verbreitete Vorstellung ist, dass die Dich-
tefluktuationen — wie urspriinglich von van der Waals beschrieben [108] — zur Ausbil-
dung eines intrinsischen Dichteprofils mit einem kontinuierlichen Ubergang zwischen
den Bulkdichten fiihren, der sich auf der Grofenordnung der Bulk-Korrelationsldnge
abspielt. Zu diesen Dichtefluktuationen kommen dann die Grenzflichenfluktuationen
noch hinzu. Buff, Lovett und Stillinger modellierten hingegen in ihrer Arbeit zur Kapil-
larwellentheorie das intrinsische Dichteprofil als Stufenfunktion, das durch die Kapil-
larwellen ausgeschmiert wird und so auch zu einem kontinuierlichen Ubergang zwischen
den Bulk-Dichten fiihrt [35]. Dieser Ubergang wird allerdings im Gegensatz zur van der
Waals-Theorie nicht durch einen tanh-Verlauf, sondern durch eine Fehlerfunktion be-
schrieben. Die Vorstellung eines stufenartigen Dichteprofils ist sicher nur eine Naherung
und keineswegs zwangsldufig mit dem Kapillarwellen-Bild verbunden. So entwickelten
Weeks [97] und spéter Weeks und Bedeaux [98] die Vorstellung, dass Fluktuationen bis
zur Bulk-Korrelationslénge &, fiir die Ausbildung des intrinsischen Dichteprofils ver-
antwortlich sind, wihrend Fluktuationen gréferer Wellenldngen durch die Kapillarwel-
lentheorie beschrieben werden. Dieser Zugang beriicksichtigt also beide Fluktuationsty-
pen, die an Grenzflichen auftreten, allerdings ist die Auftrennung der beiden Bereiche
etwas kiinstlich und kann nicht direkt aus mikroskopischen Betrachtungen begriindet
werden. Eine systematische Ableitung eines effektiven Grenzflachen-Hamiltonian aus
einem mikroskopischen Dichtefunktionalansatz unter Berticksichtigung von Fluktuatio-
nen aller Wellenléngen gelang dann 1999 Mecke und Dietrich [89], deren Vorhersagen
auch experimentell bestitigt wurden [109, 110]. In [102, 111] wurden diese Rechnungen
auf Grenzflichenfluktuationen binérer Fliissigkeiten erweitert.

Der iibliche Ansatz, die fiihrenden, bei kurzen Wellenléingen wichtig werdenden
Korrekturen zu H,,, in einen effektiven Grenzflichenhamiltonian zu integrieren, stellt
die Berticksichtigung der (lokalen) Kriimmungen dar, so dass wir

Hteltrich = %/d% [v (Vu(x))* + kg (Au(x))?] (2.32)

erhalten. Dabei ist kg die (phdnomenologische) Biegesteifigkeit der Grenzfliche. Der
Ansatz (2.32) ist die Gaulsche Naherung des Helfrich-Hamiltonian, der zur phdnome-
nologischen Beschreibung fluktuierender Membranen verwendet wird [64]. In Gl. (2.32)
wird u. a. zusétzlich zu der mit einer Fldchendnderung verbundenen Energie beriick-
sichtigt, dass Auslenkungen der einen Phase in die andere i. A. andere Kosten an freier
Energie verursachen als umgekehrt [112]. Der zusétzliche Term in GIl. (2.32 ) lésst
sich in den Ausdruck (2.12) fiir die Fouriertransformierte von He, bzw. Gl. (2.20) fir
die Hohenkorrelationen einfiigen, indem der ¢?-Term mit einem zusitzlichen Faktor
(1+¢?kB/7) geschrieben wird. Dies wird oft mit Hilfe einer g-abhéngigen Oberflichen-
spannung

7(q) =~ + keg® + O(¢") (2.33)

zum Ausdruck gebracht. Je nach Vorzeichen von kg werden also Wellen mit kleineren
Wellenldngen bestraft bzw. begiinstigt. Fiir fluide Membranen gilt kg > 0, in der
Literatur tiiber fluide Grenzflache ist das Vorzeichen von sy noch umstritten.
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In [89] wird ausgehend vom Dichtefunktional (2.24) fiir das groBkanonische Po-
tential ein effektiver Hamiltonian der Form (2.12) im Fourierraum mit g-abhéngiger
Oberflichenspannung abgeleitet.* Dieser behandelt die oben besprochene Problematik
der verschiedenen Fluktuationstypen an Grenzflachen, also Bulk-Dichtefluktuationen
und Kapillarwellen, und beschreibt insbesondere auch deren Ubergangsbereich. Dies
gelingt durch die Minimierung des Funktionals Q[p] unter der Bedingung, dass die
Gibbsche Grenzflache lokal durch die Funktion u(x) vorgegeben ist. Anschliefend wird
der effektive Hamiltonian

Heg[u(x)] = Qpu(r)] = Qpeq(2)] (2.34)

in den lokalen Kriitmmungen von u entwickelt, was dann auf die Fourierdarstellung (2.12)
mit expliziten Ausdriicken fiir die Koeffizienten von 7(q) in Abhéngigkeit der Paar-
wechselwirkung w zwischen den Fluidteilchen fiihrt. Interessanterweise zeigt sich fiir
Fliissigkeiten, in denen der attraktive Teil der Wechselwirkung durch langreichweitige
Potentiale bestimmt ist, also z. B. durch van-der-Waals-Krifte in einem Lennard-Jones-

Potential )

Y=y

angendhert werden kann, dass die Gradienten- und Kriimmungsentwicklung des Drum-
head-Modells bzw. des Helfrich-Hamiltonian in Gl. (2.32) versagen.® Dies liegt daran,
dass die wellenldngenabhéngige Oberflichenspannung %(¢) dann nichtanalytisch ist,
da der Koeffizient zweiter Ordnung in einer Entwicklung von 4(q) in ¢* (der Biegestei-
figkeit kg in Gl. (2.33) entsprechend) divergiert, so dass eine Taylorentwicklung (um
g =0) von 4(q) wie in Gl. (2.33) nicht moglich ist. In diesem Fall konnen die Korrek-
turen zum Kapillarwellen-Hamiltonian He,, nicht wie in Gl. (2.32) in Termen erfasst
werden, die lokal in der Grenzflachenposition u(x) bzw. deren Ableitungen sind [86-89].
Fiir grofle Wellenléngen reduziert sich 7(q) jedoch auf die makroskopische Oberfléachen-
spannung -, die den Kapillarwellen-Hamiltonian bestimmt sowie makroskopische (und
mesoskopische) Kapillareffekte beschreibt [114].

Die expliziten Berechnungen in [89] mit dem Wechselwirkungspotential (2.35) sa-
gen bei kleineren Wellenldngen A (also grofien ¢ = 27/)) zunéchst einen Abfall der
Oberflachenspannung (q) — was einer negativen Biegesteifigkeit entsprechen wiirde
— und dann bei sehr kleinem A einen steilen Anstieg von 7(q) voraus [89]. Das be-
deutet, dass 7(¢) ein Minimum hat, die Grenzfliche bei einer ausgezeichneten Wel-
lenléinge also besonders weich ist. Die theoretischen Vorhersagen aus [89] wurden durch
Rontgenstreuung unter streifendem Einfall an Grenzflachen verschiedener Fliissigkei-
ten experimentell bestétigt [109, 110]. Fiir Wasseroberflachen ergibt sich im Minimum
ein Absinken der Oberflichenspannung auf ein Viertel ihres makroskopischen Wertes
(g — 0) [109,114] (allerdings wurden diese Vorhersagen aus [89] in einigen Arbeiten
auch kritisiert, vgl. z. B. [115]). In den meisten Computersimulationen wird zwar ein

(2.35)

4Dieser lisst sich allerdings auch mit einem allgemeineren Ansatz bestimmen [113].
®Dies war zuvor auch schon in [86-88] in einer #hnlichen Rechnung, allerdings mit scharfem Grenz-
flichenprofil (,,Sharp-Kink-Approximation®), gezeigt worden.
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Absinken von 7(q) bei grofien ¢ gefunden, allerdings kein darauf folgender Wiederan-
stieg, also kein Minimum in der Oberflichenspannung [116, 117]. Dies hingt allerdings
auch mit der Schwierigkeit zusammen, wéihrend der Simulation eine Grenzflache fiir
eine mikroskopische Teilchenkonfiguration zu definieren.

Bei groflen Wellenldngen wird jedoch in Theorie, Experiment und Simulationen
eine sehr gute Ubereinstimmung mit der Kapillarwellentheorie aus Abschnitt 2.2 ge-
funden, die abseits des kritischen Punktes in der Tat bis zu molekularen Langenskalen
der Fluide gute Vorhersagen liefert, bevor dann die oben beschriebenen Korrekturen
wichtig werden. Zur Untersuchung effektiver Wechselwirkungen zwischen Kolloiden,
die auf Langenskalen deutlich oberhalb des Durchmessers der Fluidteilchen betrach-
tet werden, stellt die Kapillarwellentheorie also ein gutes Modell zur Beschreibung der
Grenzflachenfluktuationen dar.



Kapitel 3

Kolloide an fluktuierenden
Grenzflachen

In diesem Kapitel wird das in dieser Arbeit verwendete Modell zur Beschreibung von
Kolloiden eingefiihrt, die an einer fluktuierenden Grenzflache zwischen zwei Fluiden
adsorbiert und bzgl. der flachen, ungestorten Grenzfliche rotationssymmetrisch sind.
Die lateralen Korrelationen der Grenzflichenfluktuationen fithren dazu, dass sich die
freie Energie des Systems mit dem Abstand der Kolloide &ndert, woraus eine fluktua-
tionsinduzierte effektive Wechselwirkung oder thermische Casimir-Kraft zwischen den
Teilchen resultiert.

Ausgehend von einem thermodynamischen Modell fiir die mit den (thermisch ange-
regten) Grenzflichenfluktuationen verbundenen Anderungen der freien Energie leiten
wir einen effektiven Hamiltonian ab, der zwei Beitrdge beriicksichtigt: den der Ka-
pillarwellen der Fluid-Fluid-Grenzfliche und den der Kontaktlinienfluktuationen auf
den Kolloidoberflichen. Eine solche mesoskopische Beschreibung der Grenzflachen-
fluktuationen ist moglich, wenn alle relevanten Léngenskalen (hier also insbesondere
Kolloidradius und -abstand) deutlich oberhalb der Gréfie der Fluidmolekiile liegen.

Die Zustandsfunktion Z des Gesamtsystems, mit deren Hilfe wir die freie Energie
bestimmen, kann dann als Funktionalintegral iiber alle moglichen Konfigurationen von
Grenzflache und Kontaktlinien dargestellt werden. Wie sich spéter zeigen wird, héngt
die effektive Wechselwirkung sehr stark davon ab, wie die Fluktuationen der Kontakt-
linien bei der Berechnung von Z beriicksichtigt werden. Wir werden daher bei der
Herleitung des effektiven Hamiltonian einige physikalisch realisierbare Modelle fiir die
Randbedingungen der Grenzflaiche an der Dreiphasenkontaktlinie auf der Kolloidober-
fliche besprechen und zeigen, wie sich die verschiedenen Fille im Funktionalintegral
fiir Z darstellen lassen. Anschliefend werden wir zwei verschiedene Methoden zur Be-
rechnung der Funktionalintegrale vorstellen, deren jeweilige Vorziige dann im folgenden
Kapitel 4 diskutiert werden.

33
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3.1 Effektiver Hamiltonian fiir an einer Grenzfliche
adsorbierte Kolloide

3.1.1 Referenzkonfiguration

Wir betrachten zwei an der Grenzfliche zwischen zwei fluiden Phasen I und IT adsor-

bierte Kolloide, die entweder kugelférmig mit Radius R oder zylindrisch mit Radius R

und Hohe Hy < R sind und deren Mittelpunkte sich im Abstand d zueinander befinden.
Der Youngsche Winkel wird iiber die Beziehung

7 —
f)/

cosf =

(3.1)

eingefithrt und gibt an, unter welchem Kontaktwinkel (gemessen durch die Phase II,
die eine hohere (Massen-) Dichte als Phase I habe) die Grenzflache auf die Kolloidober-
fliche trifft (s. Abb. 3.1).! In GL. (3.1) ist v die Oberfliichenspannung der Grenzfliche
zwischen den Fluiden I und II, wahrend ~; und ;1 die Oberflachenspannungen der Kol-
loidoberflache bzgl. der Phasen I bzw. 1T bezeichnen. Dabei muss |y; — y11| < v gelten,
so dass die Kolloidoberfliche nur teilweise durch die Fluide I und II benetzt wird. Wie
bereits in der Einleitung 1 erwdhnt wurde, sind solche Kolloide mit einer teilweise be-
netzenden Oberfliche sehr stark an die Grenzfliche gebunden mit Adsorptionsenergien
von mehreren hundert kg7 auch fiir nanoskopische Kolloide [7, 8, 20].

Fiir Kolloide mit Radien R < 5-10 gm kann die Verformung des Meniskus aufgrund
des Gewichts der Teilchen i. A. vernachléssigt werden [20]. Falls die Teilchen ungeladen
sind, ist die Gleichgewichtskonfiguration dann durch eine flache Grenzfliche gegeben.
Die Eintauchtiefe der Kolloide stellt sich dabei so ein, dass sich an der Dreiphasenkon-
taktlinie der Youngsche Kontaktwinkel ergibt. Im Falle kugelférmiger Teilchen erhalten
wir einen Kreis mit Radius rp = Rsin# als Kontaktlinie, und die Eintauchtiefe des
Kolloidmittelpunkts bzgl. des flachen Meniskus ist durch hy = —R cosf gegeben (vgl.
Abb. 3.1). Bei den zylindrischen Scheiben befindet sich die Dreiphasenlinie entweder
an der oberen (bei § < 7/2) oder der unteren (bei § > 7/2) kreisformigen Kante und
hat damit den Radius ro = R.

Im Folgenden wihlen wir diese Gleichgewichtsanordnung mit der flachen Grenz-
flache Spen rer als Referenzkonfiguration, bzgl. derer wir Anderungen der freien Energie
bei Fluktuationen um dieses Gleichgewicht angeben werden. Da in dieser Referenz-
konfiguration die Schnittflichen der Kolloide mit der Grenzflache sowohl fiir Kugeln
als auch fiir zylindrische Scheibchen durch Kreise S; ;er gegeben sind, kénnen wir beide
Félle innerhalb desselben Modells behandeln. Wir wéhlen unser Koordinatensystem so,
dass der flache Referenzmeniskus Spenrer durch die Ebene z = 0 mit zwei kreisformi-
gen Lochern S; of mit Radius ro gegeben ist: Spenret = R? \ UZ_;Siret (vgl. Abb. 3.2).
Wir nehmen nun an, dass die Abweichungen der Grenzfliche vom Referenzmeniskus

1Das Youngsche Gesetz ergibt sich mit Hilfe einfacher geometrischer Uberlegungen aus der Bedin-
gung eines (lokalen) Kriftegleichgewichts an der Dreiphasenkontaktlinie tangential zur Kolloidober-
fliche [19, 20].
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N X

Abbildung 3.1: Seitenansicht der Referenzkonfiguration. Die Kolloide wurden hier als
Kugeln angenommen, im Falle zylindrischer Scheiben liegen sie flach auf der Grenz-

fliche, vgl. Abb. 3.3.

z = 0 klein sind und keine Uberhénge oder Einschliisse der einen Phase in der ande-
ren bilden. Dann kann die Grenzflichenposition mit Hilfe der Monge-Parametrisierung
(z,y,z = u(z,y)) = (x,2z = u(x)) durch eine Funktion u der lateralen Koordinaten
x = (x,y) dargestellt werden. Das Ziel der weiteren Betrachtungen ist eine Entwick-
lung der effektiven freien Energie bis zur zweiten Ordnung in den Hohenfluktuationen
der Grenzfliche und der Kontaktlinien.

3.1.2 Aufspaltung der freien Energie in Grenzflichen- und
Randterme

Die Anderung der freien Energie bei thermischen Fluktuationen um die flache Refe-
renzgrenzfliche wird durch die damit verbundenen Fléchendnderungen aller beteiligter
Grenzflachen bestimmt:

Hiot = YAAmen + MAAr + y1AAy . (3.2)

Hier ist die Anderung der Grenzflache zwischen den Fluiden I und II durch AA,,., und
die Anderung der Grenzfliche zwischen den Kolloiden mit Fluid I bzw. Fluid II durch
AA; und AAj beschrieben (vgl. Abb. 3.1).

Fiir Hohenfluktuationen u der Grenzfliche mit Wellenldngen, die sehr viel grofer
als die molekulare Léngenskala o der Fluide sind, ist die Energie, die zur Erzeugung
der zusétzlichen Oberfliche benotigt wird, durch

YAApen = fy/ d*z /1 + (Vu)? —7/ d*x
men S

men,ref

% / A’z (Vu)? + YA Apro; (3.3)
Smen,ref

Q

gegeben. In Gl. (3.3) ist Syen die auf die Ebene z = 0 projizierte Grenzfldche, und
Smen.ret 18t die oben beschriebene Referenzgrenzfléche. In der zweiten Zeile von Gl. (3.3)
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8Sl,ref i aSQ,ref

Abbildung 3.2: Referenzkonfiguration mit den zwei Kreisen S; e, die die Projektion
der Referenzkontaktlinie auf die Ebene z = 0 darstellen. Die Kolloide kénnen dabei
durch Kugeln oder zylindrische Scheibchen gegeben sein.

wurde die Wurzel fiir kleine Gradienten |Vu| < 1 entwickelt. Diese Entwicklung gilt
also genau fiir die langwelligen Grenzflachenfluktuationen, an denen wir hier interessiert
sind (vgl. die Diskussion in Kapitel 2). Der zweite Term der zweiten Zeile,

AAproj = / dgl’ s (34)
Smeﬂ\Smen,ref

stellt die Anderung der projizierten Meniskusfliche dar.
Mit den Gln. (3.2) und (3.3) lésst sich der gesamte effektive Hamiltonian des Sy-
stems in eine Summe

Htot - ch + Hb (35)

aus dem Kapillarwellen-Hamiltonian H.,, und dem Kontaktlinienbeitrag
Hy = yAApoj + A + yudnn (3.6)

der (zu quadratischer Ordnung [29]) nur von den Formen der Kontaktlinien und der
vertikalen Position und Orientierung der Kolloide abhéngt, aufspalten. Wegen der bei-
den ausgeschnittenen Kreise S, e im Integrationsbereich Spyenref héingt Hc,, und da-
mit die Anderung der freien Energie Hi,; vom Abstand d der Kolloide ab. Wie in
Kapitel 2 besprochen, zeigt der Kapillarwellen-Hamiltonian H.,, sowohl eine kurzwel-
lige als auch eine langwellige Divergenz. Der natiirliche kurzwellige Cutoff ist durch
den Durchmesser o der Fluidteilchen gegeben, da auf dieser molekularen Langenskala
das Kapillarwellenmodell keine sinnvolle Beschreibung der Grenzflachenfluktuationen
mehr darstellt. An der langwelligen Divergenz zeigen die Kapillarwellen ihre Natur als



3.1. EFFEKTIVER HAMILTONIAN 37

Goldstone-Moden. In realistischen Systemen werden die Kapillarwellen jedoch durch
die Gravitation geddmpft. Beriicksichtigen wir in H.,, zusétzlich zu Gl. (3.3) noch die
mit den Hohenfluktuationen der Grenzfliche verbundenen Anderungen der Gravitati-
onsenergie, fithrt dies zu einem zusétzlichen Term (,Masseterm®) im Kapillarwellen-
Hamiltonian,

2
_ 7 u
Mo = 1 /S G [(W) AQ] | (3.7)

der einen langwelligen Cutoff zur Folge hat. In Gl. (3.7) haben wir die Kapillarldnge
Ae = [v/(g|or — ou|)]'/? eingefiihrt. Dabei ist g die Gravitationskonstante und p; die
Massendichte des Fluids . In einfachen Fliissigkeiten liegt A, iiblicherweise im Millime-
terbereich und stellt deswegen bei weitem die grofite Langenskala des Systems dar. In
unseren weiteren Rechnungen wird A. ausschliefllich die Rolle eines langwelligen Cut-
offs des Kapillarwellen-Hamiltonian spielen, und wir werden unsere Ergebnisse stets
im Limes A\. > 7o und A. > d diskutieren. Wie wir spéter sehen werden, ist jedoch
beim Grenziibergang A\, — 0o (der dem Limes g — 0 entspricht) Vorsicht geboten, da
dann logarithmische Divergenzen auftreten [30]. Neben der Gravitation stellt die endli-
che Ausdehnung L des Systems einen iiblichen Weg zur Einfithrung eines langwelligen
Cutoffs dar. Die genaue Form, in der ein langwelliger Cutoff in H.,, beriicksichtigt wird,
ist fiir die Ergebnisse auf der Lingenskala der Kolloide jedoch nicht entscheidend [29].
So ergibt sich z. B. mit beiden Zugéngen fiir die durch die Kapillarwellen verursachte
Breite der Grenzfliche eine logarithmische Divergenz, (u(0)?) ~ In \.[L]/c.

Neben den thermischen Fluktuationen der Grenzfliche u selbst wollen wir hier auch
Hohenfluktuationen der Kolloidmittelpunkte und der Kontaktlinien um ihre Referenz-
positionen zulassen, die zu Anderungen der Grenzflichen Kolloid-Fluid I/II und der
projizierten Meniskusfléche fiihren (also AAj; # 0 bzw. AA,.; # 0 in Gl (3.6)). Im
nichsten Abschnitt werden die damit verbundenen Anderungen der freien Energie fiir
verschiedene Randbedingungen an die Kontaktlinien und die Kolloide diskutiert. Diese
Randbedingungen haben — wie sich in Kapitel 4 zeigen wird — einen entscheidenden
Einfluss auf die effektive Wechselwirkung zwischen den Kolloiden.

3.1.3 Kontaktlinien-Hamiltonian fiir verschiedene Randbedin-
gungen

Um die mit den Kontaktlinienfluktuationen verbundenen Energiedinderungen zu be-
rechnen, fithren wir die vertikale Position der Kontaktlinie auf Kolloid 7 als Funktion
des Polarwinkels ¢;, der auf dem Referenzkontaktkreis 0.5, et definiert ist, durch ihre
Fouriertransformierte

f - u aSz ref Z sz elm% (38)
ein. Die Fourierkoeffizienten P;,, werden im Folgenden als Kontaktlinienmultipole be-

zeichnet. Da f; eine reelle Funktion ist, gilt fiir die Multipole P;,, = P}

1—m
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Wir werden zwei verschiedene physikalische Realisierungen von Randbedingungen
fiir die Kontaktlinien auf den Kolloidoberflichen behandeln, deren Bedeutung wir im
Folgenden detailliert besprechen werden:

e Fall (A): Die Kontaktlinien fluktuieren frei relativ zu den Kolloidoberflachen.
Physikalisch entspricht diese Situation kugelférmigen Kolloiden mit glatten Ober-
flachen. Fiir die Fluktuationen der Kolloide selbst werden zwei Unterfalle unter-
schieden:

(A1) Die vertikalen Kolloidpositionen fluktuieren frei um ihre Referenzposition,
h; = h;o + Ah;. Dies entspricht dem allgemeinsten Fall eines freien Kolloids
an einer Grenzflache.

(A2) Die vertikalen Kolloidpositionen sind fixiert, Ah; = 0. Dies kann z. B.
durch ein externes Potential, das auf die Kolloide wirkt, erreicht werden.
Wir werden den Fall eines harmonischen externen Potentials fiir die Kol-
loidhshen, mit dem zwischen den Fillen (A1) und (A2) umgeschaltet wer-
den kann, in Kapitel 6 noch ausfiihrlicher besprechen. Im Fall (A2) kann die
effektive Wechselwirkung zwischen den beiden Kolloiden statistisch interpre-
tiert werden. Die Berechnung der freien Energie der fixierten Kolloide und
der fluktuierenden Grenzflache fiihrt direkt auf die Paarkorrelationsfunktion
gec(Ahy, Ahg, d) der Kolloide in einer Mischung der Fluidteilchen mit den
Kolloiden (die, bei festgehaltenen Kolloidpositionen Ah; = Ahy = 0, das
sog. Potential of Mean Force bestimmt [25]). Auf diesen Aspekt werden wir
in Kapitel 4 noch einmal genauer zu sprechen kommen.

In beiden Fillen, (A1) und (A2), sind in der Entwicklung (3.8) alle Multipole zu
berticksichtigen, im Fall (A1) kommt wegen der Fluktuationen der Kolloidposi-
tionen noch Ah; als zusétzlicher Freiheitsgrad hinzu.

e Fall (B): Die Kontaktlinien haften fest auf der Kolloidoberfldche und fallen deswe-
gen stets mit den Referenzkontaktkreisen 05; ,ef zusammen. Diese Situation ent-
spricht zylindrischen Kolloiden oder kugelféormigen Teilchen mit einer sehr rauhen
Oberflache. Aber auch bei sog. Janusteilchen, die aus zwei verschiedenen Mate-
rialien zusammengesetzt sind, von denen eines eine erhohte Affinitdt zu Fluid
I, das andere zu Fluid II hat, ist die Kontaktlinie relativ zur Kolloidoberflache
fest [1,2].2 Innerhalb dieses Falles einer haftenden Kontaktlinie unterscheiden wir
folgende Unterfille, in denen verschiedene Kolloidfreiheitsgrade fixiert sind:

(B1) Die Positionen Ah; der Kolloidmittelpunkte sind eingefroren. Dann stam-
men alle Fluktuationsbeitrige zur Zustandsfunktion von der Grenzflache,
die auf den Kolloiden Dirichlet-Randbedingungen w(9S;,ef) = fi = 0 zu
erfiillen hat. Wie der Fall (A2) kann (B1) wieder mit Hilfe der Paarkorrela-
tionsfunktion der Kolloide in einer Mischung aus Kolloid- und Fluidteilchen

’Die Kontaktlinie fillt denn genau mit der Grenze zwischen diesen beiden Bereichen zusammen.
In den letzten Jahren wurden bei den experimentellen Méglichkeiten zum mafigeschneiderten Design
solcher Janusteilchen grofie Fortschritte erzielt, vgl. z. B. [1,2,118].
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Bl fixiert

Abbildung 3.3: Skizze der verschiedenen Randbedingungen. Die fluktuierenden Frei-
heitsgrade sind jeweils angedeutet. In den Fillen (B1)-(B3) kénnen die Zylinder auch
durch (Janus-)Kugeln ersetzt werden, im Fall (A2) ist der Kolloidmittelpunkt festge-
halten.

interpretiert werden, wobei die Kolloide hier durch Janusteilchen anstatt
durch Kugeln gegeben sind.

(B2) Die vertikale Position der Kolloide fluktuiert frei (verbunden mit kollekti-
ven Hohenfluktuationen der Kontaktlinie). Dann sind in der Fourierentwick-
lung (3.8) nur die Kontaktlinienmonopole Pjy zu beriicksichtigen.

(B3) Die vertikale Position und die Orientierung der (korperfesten) z-Achse der
Kolloide fluktuieren frei. Dies bedeutet, dass in der Entwicklung (3.8) nur
Kontaktlinienmonopole und -dipole auftreten.

Die verschiedenen Randbedingungen sind in Abb. 3.3 schematisch dargestellt.

Die drei Beitridge zum Randhamiltonian H;, (Gl. (3.6)) lassen sich durch die entspre-
chenden Flichenénderungen fiir die einzelnen Kolloide ausdriicken, AA;/; = > AA /I
und AApoj = >, AA; proj. Damit kénnen wir ihn als Summe Hy, = Hyp, + Hap, schrei-
ben. Wir werden nun die H;, fiir die verschiedenen Randbedingungen nach einer in
[29] eingefiihrten Methode zu quadratischer Ordnung in den Kontaktlinienmultipolen
P, berechnen und dabei den Kolloidindex ¢ unterdriicken.

Im Fall (A) einer frei fluktuierenden Kontaktlinie auf sphérischen Kolloiden tragen
alle drei Flachen AA; # 0 und AAp,; # 0 zu ‘Hy, bei. Haftet die Kontaktlinie jedoch
auf der Kolloidoberflache (Fall B), gilt AA/; = 0, und der Kontaktlinien-Hamiltonian
wird nur durch AA,,,; bestimmt. Die projizierte Meniskusfliche &ndert sich allerdings
nicht, solange auch die Kolloide selbst fixiert sind (Ah = 0) oder nur kollektive Hohen-
fluktuationen der Kontaktlinien zugelassen sind (Félle (B1) und (B2)). Bei einer haf-
tenden Kontaktlinie fithren also nur die Fluktuationen der Orientierung (Fall (B3)) zu
einem nichtverschwindenden Hy,. Im Folgenden wird zunéchst der allgemeinere Fall (A)
behandelt, woraus dann leicht auch Hj, fiir den Fall (B3) abgeleitet werden kann.

Wenn die Dreiphasenkontaktlinie nicht zu stark variiert und keine Uberhiinge hat,
kann sie als Funktion des Polarwinkels ¢ bzgl. des Kreises 0S,¢r geschrieben werden.
Bei einem sphérischen Kolloid ist ihr Abstand von der z-Achse dann durch

(3.9)

ro(p) = [R® = [u(ro(p)) — hJ]
= [r§ 4+ 2ho [u(ro(e)) — Ah] + 2 Ahu(re(p)) — (AR)? — u(re(p))?] V2

gegeben. Dabei ist () der Radius der projizierten Kontaktlinie und rq = Rsin 6 der
Radius der projizierten Referenzkontaktlinie. Zusétzlich geben in Gl. (3.9) u(ro(y)) die

1/2
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Hohe der Dreiphasenkontaktlinie und h = hg + Ah die Hohe des Kolloidmittelpunktes
an, wiahrend hy = —Rcosf die Hohe des Kolloidmittelpunktes in der Referenzkonfi-
guration und Ah dessen Abweichung von der Referenzkonfiguration bezeichnen (vgl.
Abb. 3.1). Unter Verwendung des Oberflichenmafies auf der Kugel ergibt sich fiir den
Anteil der Kolloidoberflache in Kontakt mit Fluid I

A =

[Cae [
_ _R /0% do [u(re()) —h — ] | (3.10)

wobei in der zweiten Zeile u(ro(¢)) —h = 2zo(ro(¢)) den Abstand der Kontaktlinie vom
Kolloidmittelpunkt in z-Richtung bedeutet. Wegen

An=4r R? — A (3.11)

gilt AA = —AA;, so dass wir nach einigen Umformungen fiir die Oberflachenénde-
rungen auf dem Kolloid im Vergleich zur Referenzkonfiguration

MAA + A An

= —VRCOSQAWd¢ [2(ro(¢)) — 20]

2 2
2 2
O A Y e P OB R R
0 0
schreiben kénnen, wobei wir hier erneut z(ro(¢)) = u(ro(¢)) —h, ho = —R cos = —z

und schlieBlich Gl. (3.9) verwendet haben. Der zweite Term in Gl. (3.12), den wir durch
das Einfiigen des quadratischen Terms erhalten haben, beschreibt die Anderung der
projizierten Meniskusflache, die von dem Kolloid aus der Ebene z = 0 ausgeschnitten
wird. Indem wir nun im ersten Term in Gl. (3.12) u(ro(¢)) =~ u(ro, v) = f(p) ersetzen,
d. h. anstatt der Kontaktlinienhche die Hohe des Meniskus am Referenzkontaktkreis
0S.et verwenden, erhalten wir

2 2
S e A A T ¥ AR OB FCEE)
0 0

Diese Naherung ist zuléssig, da sie nur Korrekturterme von mindestens dritter Ordnung
in den Kontaktlinienmultipolen erzeugt, derweil wir uns hier auf eine Entwicklung bis
zu quadratischer Ordnung beschrinken [29].

Der zweite Beitrag zu Hj, in Gl. (3.6) stammt von der Anderung der projizierten
Meniskusfliche und lautet

2T o 27
Y
VAA = fy/ dgo/ drr = 5/ dy [r%—r%(@)] ) (3.14)
0 To(y) 0

Im Fall (A), in dem die Kontaktlinie auch relativ zur Kolloidoberfliche fluktuiert,
AArn # 0, tragen sowohl Gl (3.13) als auch (3.14) zu Hy, bei, was zur Aufhebung des
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Beitrags von der projizierten Meniskusfldche aus Gl. (3.14) durch den zweiten Term in
Gl. (3.13) fihrt. Unter Verwendung der Zerlegung (3.8) fiir f(¢) erhalten wir dann

Hy ~ z/oﬂdso [f (@) — ARJ?

2
- 7;7 2(Py— AR+ 4> |Pl? (3.15)
m>1

Im Fall (B3) sind die Fluktuationen der Orientierung der vertikalen Achse der Kon-
taktlinienkreise 0S¢ zu beriicksichtigen. Dann gilt AAy; = 0, aber AA,,; # 0. Die
mit diesen Orientierungsfluktuationen verbundenen Hoéhenfluktuationen der Kontakt-
linie kénnen durch f = P,el¥ + P_je™'¥ parametrisiert werden, und die Projektion des
gekippten Kreises auf die Referenzebene z = 0 ist dann eine Ellipse. Nach Gl. (3.14)
erhalten wir dann fiir Hj,

Hy ~ (B2 + [PaP) . (3.16)

3.2 Zustandsfunktion der Grenzflaichen- und Kon-
taktlinienfluktuationen

Aus Gl. (3.7) in Abschnitt 3.1.1 ergibt sich, dass der effektive Hamiltonian H, iiber den
Integrationsbereich des Kapillarwellen-Hamiltonian H.,, implizit von der geometrischen
Anordnung der beiden Kolloide abhéangt. Folglich hdngt auch die von den thermischen
Fluktuationen der Grenzfliche bestimmte freie Energie vom lateralen Abstand d der
Kolloide ab, was zu einer effektiven fluktuationsinduzierten Kraft

oOF

F(d) = ———

(d) = =%

fiihrt, die als Funktion des mittleren lokalen Abstands d der Kolloidmittelpunkte va-
riiert. Die freie Energie in Gl. (3.17) ist durch die Zustandsfunktion der Grenzfléachen-

und Kontaktlinienfluktuationen bestimmt,
F(d) = —kgT In Z(d) . (3.18)

Die Zustandsfunktion Z(d) in Gl (3.18) kann durch ein Funktionalintegral iiber al-
le erlaubten Grenzflachenkonfigurationen v und die zugehorigen Randbedingungen f;
an den Referenzkontaktkreisen 05 ,ef dargestellt werden. Die im letzten Abschnitt be-
sprochenen Randbedingungen an den Kolloiden werden in den Funktionalintegralen
durch é-Funktionen beriicksichtigt, die die Kopplung des Grenzflichenfeldes u an die
Kontaktlinienhohen f; sicherstellen [119,120]:

= 2t [ puen{Peeld)

xH/DfZ IT olux) fz(xz)]exp{ HbZL’;’TAh]}. (3.19)

Xi easz ref

(3.17)
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Durch die Kopplung von « und f; in den §-Funktionen in Gl. (3.19) haben — wie wir im
anschliefenden Kapitel 4 zeigen werden — die Kontaktlinien-Hamiltonians H;}, einen
entscheidenden Einfluss auf die resultierende effektive Wechselwirkung zwischen den
Kolloiden. Der Vorfaktor Z; ! in Gl. (3.19) ist so zu wihlen, dass Z(d — oo) = 1 gilt;
er stellt die korrekte Regularisierung der Funktionalintegrale sicher.

Das Integralmafl Df; fiir die fluktuierenden Randbedingungen in Gl. (3.19) hangt
von der betrachteten physikalischen Situation fiir die Dreiphasenkontaktlinie auf der
Kolloidoberfliche ab und wird nun im Einzelnen fiir die verschiedenen in Abschnitt 3.1.3
besprochenen Félle angegeben. Im Fall (A) frei fluktuierender Kontaktlinien haben wir
tiber alle Kontaktlinienmultipole P, aus der Entwicklung (3.8) zu integrieren und im
Unterfall (A1) zusétzlich die Fluktuationen Ah; der Kolloide zu beriicksichtigen, so
dass die entsprechenden Integrationsmafle durch

/ Df; = / dAh [[dPm (A1) bzw. / Df; = / [[dP. (A2) (3.20)

gegeben sind. Haftet die Kontaktlinie fest auf der Kolloidoberflache und ist zusétzlich
die Hohe der Kolloidmittelpunkte eingefroren (Fall (B1)), so ist keine Integration iiber
Randterme in Gl. (3.19) auszufiihren. Im Fall (B2) kollektiver Hohenfluktuationen
der Kontaktlinien ist tiber die Kontaktlinienmonopole und Kolloidhhen, im Fall (B3)
wegen der Orientierungsfluktuationen der Kolloidachsen zusétzlich iiber die Dipole zu
integrieren:

Die ¢-Funktionen in den Gln. (3.21) und (3.22) stellen sicher, dass die Kontaktlinien
auf den Kolloidoberflichen haften. Wegen der Bedingung P;,, = P} ,, sind Real- und
Imaginérteil der Kontaktlinienmultipole P4, nicht unabhéngig, so dass wir das Maf3
dP;, dP;_,, = dReP;,, dlmP,_,, definieren (vgl. hierzu auch [95,96] und Abschnitt 2.2).

Wir weisen darauf hin, dass die Integralmafie Df; im Ausdruck (3.19) fiir die Zu-
standsfunktion Z fiir die Kolloide ¢ = 1, 2 nicht notwendigerweise iibereinstimmen
miissen. Das erlaubt uns, die effektive Wechselwirkung zwischen den Kolloiden fiir
verschiedene Kombinationen von Randbedingungen zu berechnen.

In den folgenden Unterabschnitten werden wir zwei verschiedene Verfahren zur Be-
rechnung der Zustandsfunktion Z(d) in Gl. (3.19) vorstellen, die es uns ermoglichen,
die Ergebnisse aus verschiedenen Perspektiven zu diskutieren: (1) Das erste beruht auf
einer Aufspaltung von Z in einen Anteil des mittleren Feldes, der durch die zu den
fluktuierenden Randbedingungen gehérende Losung der Euler-Lagrange-Gleichung des
Kapillarwellen-Hamiltonian fiir die Grenzflache bestimmt ist, und einen Fluktuations-
anteil, der nur von den Grenzflichenfluktuationen abhéngt. Mit Hilfe dieses Zugangs
wird sich erweisen, dass der Anteil des mittleren Feldes zu einer repulsiven und der
Fluktuationsanteil zu einer attraktiven Casimir-Kraft fithrt. Das Zusammenspiel dieser
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beiden Beitrage fithrt dazu, dass sich die fithrenden Terme im asymptotischen Bereich
grofler Kolloidabstiande, d > ry, gegenseitig aufheben. Diese gegenseitige Aufhebung
héngt stark von den Randbedingungen ab. (2) Beim zweiten Verfahren wird die Grenz-
fliche kiinstlich in das Innere der Referenzkreise S; .. ausgedehnt. Mit Hilfe dieses
zweiten Zugangs kann die asymptotische Casimir-Kraft in Multipol-Wechselwirkungen
von Hilfsfeldern, welche auf S; ,er definiert sind, entwickelt werden. Das Auftreten des
unterschiedlichen Verhaltens im langreichweitigen Bereich kann direkt als Folge des
Verschwindens bestimmter Hilfsfeldmultipole erklért werden, welches durch die Rand-
bedingungen gefordert wird.

3.2.1 Anteil des mittleren Feldes und Fluktuationsanteil

Da der Kapillarwellen-Hamiltonian H., Gauflisch im Feld u fiir die lokale Grenz-
flachenhohe ist, ist ein Standardverfahren zur Berechnung des Funktionalintegrals (3.19)
die Aufspaltung

U= Ut + 0 (3.23)

des fluktuierenden Feldes « in ein mittleres Feld v+ und einen Fluktuationsanteil v. Da-
bei stellt u,s eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichung des Kapillarwellen-Hamiltonian
Hy dar,

(“A+ A2 s =0, (3.24)

und gehorcht auf den Referenzkreisen 05, ,ef den Randbedingungen
Umtos, o0 = [i - (3.25)
Deswegen muss der Fluktuationsanteil auf 05, ¢ verschwinden,
08;, =0, (3.26)

also Dirichlet-Randbedingungen erfiillen. Durch diese Aufspaltung kann die Zustands-
funktion als Produkt
Z = Zut Zue (3.27)

eines Fluktuationsanteils Zg,., der unabhéngig von den Randbedingungen ist, und eines
Anteils des mittleren Feldes Z,¢, der von den (u. U. selbst fluktuierenden) Randbedin-
gungen abhingt, geschrieben werden. Diese Aufspaltung ist in Abb. 3.4 schematisch
dargestellt.

Die einzelnen Beitréige zu Gl. (3.27) sind durch

Ze = /DUH I st exp{ HkBj[f’]}, (3.28)

i=1x,; Easz ref

Zmt = H/sz eXp{ %BTZ/%M de; fi(x:) (0 umf(xi))} (3.29)

X exp {_—Hb’il[i’jéhi] }
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Abbildung 3.4: Schematische Darstellung der Aufspaltung des vollen Problems in einen
Fluktuationsanteil, der die Grenzflachenfluktuationen beschreibt und bei dem an den
Kolloiden Dirichlet-Randbedingungen gelten, und einen Anteil des mittleren Feldes,
der die Beitrdge der fluktuierenden Randbedingungen enthélt. Dabei sind sowohl die
Fluktuationen der Kolloide selbst als auch Fluktuationen der Kontaktlinien auf den
Kolloidoberflichen angedeutet.

gegeben. Dabei stellen die 0-Funktionen in Gl. (3.28) das Verschwinden des fluktuieren-
den Feldes v auf den Kreisen 09, ,¢f sicher. Das Argument der ersten Exponentialfunk-
tion im Ausdruck fiir Z,¢ ergibt sich mit dem ersten Greenschen Satz unter Verwen-
dung der Gl. (3.24) fir das mittlere Feld aus der zu uy,s gehorenden Meniskusenergie
Hew[tme]. Dabei bedeutet 0,uys die Normalenableitung, die in das Innere des Kreises
08, ret zeigt. Die Ausdriicke fiir Z,,¢ und Zg,. werden in Kapitel 4 separat berechnet.
Die Aufspaltung des Funktionalintegrals in einen Anteil des mittleren Feldes und
einen Fluktuationsanteil mit Dirichlet-Randbedingungen ist dquivalent zur Standard-
methode fiir die Berechnung des quantenmechanischen Pfadintegrals fiir ein einzelnes
Teilchen in einem harmonischen Potential. Der Anteil des mittleren Feldes entspricht
dabei der klassischen Wirkung bei fixierten Randbedingungen und das Ergebnis des
Fluktuationsanteils der Fluktuationsdeterminante (vgl. hierzu z. B. [43]).

3.2.2 Alternatives Verfahren (Kardar-Methode)

Eine alternative Methode zur Berechnung der Zustandsfunktion zweier Kolloide und
der fluktuierenden Grenzfliche ohne Aufspaltung in einen Anteil des mittleren Fel-
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des und einen Fluktuationsanteil stellt die Ausdehnung des Grenzflichenhdhenfeldes
u(z,y), das in das Funktionalintegral fiir Z eingeht, in das Innere der Kreise S ;¢ dar.
Dazu muss das Maf} des Funktionalintegrals um Du(x)|xes, ., erweitert und der Inte-
grationsbereich des Kapillarwellen-Hamiltonian (3.7) auf die beiden durch die Kolloide
ausgeschnittenen Kreise S; o ausgedehnt werden, so dass er den ganzen R? umfasst.
Dabei ist natiirlich zu beachten, dass sich physikalisch an der freien Energie durch diese
Erweiterung nichts dndern darf. Da die zusétzlich eingefiihrte Grenzflache im Inneren
der Kreise S, fest durch die Kolloidoberfliche vorgegeben ist und deswegen nicht
fluktuiert, tréagt sie auch keine zusétzlichen Terme zur freien Energie bei. Ein dhnlicher
Ansatz zur Berechnung der Zustandsfunktion wurde von Kardar et al. [53] verwendet,
um die effektiven Wechselwirkungen von Stébchen auf fluktuierenden Membranen und
Fliissigkeitsfilmen zu untersuchen. Deshalb werden wir dieses Verfahren im Folgenden
auch als Kardar-Methode bezeichnen.

Auf dem Referenzkreis 05, ¢ ist das Grenzflachenfeld durch die Dreiphasenkon-
taktlinie gegeben, u(0S; ef) = fi- Wir setzen w nun durch

Ti " imep;
U(Sivet) = fioxs(Ti,91) = %: (TO) Pe (3.30)
stetig in das Innere des Kreises S; ,ef fort, wobei r; und ¢; die Polarkoordinaten bzgl.
des Kreises 5 ;er sind. Die Kontaktlinienmultipole F;,, wurden in der Fourierentwick-
lung (3.8) der Kontaktlinie definiert und erfiillen P;,, = P;" .. Zu Gl. (3.30) ist noch zu
bemerken, dass die Wahl von u(S; ) nicht eindeutig ist. Die einzige Voraussetzung,
um das Funktionalintegral iiber das fluktuierende Grenzflachenfeld in der Zustands-
funktion sinnvoll definieren zu konnen, ist die Stetigkeit von v an den Réndern 9.5, ;.
Eine natiirliche Wahl fiir die stetige Fortsetzung wire die Oberflichenfunktion der Kol-
loide, also z. B. einer Kugel im Falle sphérischer Kolloide, da u(S; 1ef) dann auch mit der
physikalischen Grenzfldche zwischen der Kolloidoberfliche und der fluiden Phase I oder
IT (6 < 7/2 bzw. 6 > 7/2) iibereinstimmt. Fiir die weitere Rechnung wird sich jedoch
die spezielle Wahl (3.30) als sehr giinstig erweisen, da sie in S; ef \ 05 et die Laplace-
Gleichung Af; exy = 0 erfiillt — obwohl sie keiner physikalischen Grenzflidche entspricht

und deswegen kiinstlich erscheinen mag. Die Ausdehnung des Integrationsbereichs
Q=R*\UL,Siref —— R (3.31)

im Kapillarwellen-Hamiltonian (3.7) erzeugt einen zusétzlichen Energiebeitrag

2
2l 2 2 U
—Ilicorr — S d o
H%CO 2 \/Si’ref v |:(VU) + )\z:|

~ 21y Y m | Pl (3.32)

m>1

Die Beitrige des Gravitationsterms in Hcy, die von der Ordnung (ro/).)? sind, wur-
den in Gl. (3.32) bereits vernachlassigt. Da die durch die Erweiterung (3.31) zusétzlich
erzeugten Terme in Gl. (3.32) nicht konstant in den — moglicherweise fluktuierenden —
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Kontaktlinienmultipolen sind, fithren sie zu kiinstlichen Beitrdgen zur Zustandsfunkti-
on Z. Um diese unphysikalischen Beitrige auszugleichen, miissen wir den Korrektur-
term H,; corr zum erweiterten Kapillarwellen-Hamiltonian H[Q2 = R?] addieren. Der
Gesamt-Hamiltonian lautet dann

2
7_{tot - ch + Z[Hi,b + Hi,corr] . (333)
i=1

Wie in den vorigen Abschnitten lédsst sich die Zustandsfunktion als ein Funktionalin-
tegral iiber alle moglichen Konfigurationen der fluktuierenden Grenzfliche u und der
Kontaktlinien f; ausdriicken:

Z=25 /DuH/DfZ 11

X’LES’L ,ref

Slu(x;) flext<xz)]eXp{ Htkt]ifT ]}. (3.34)

Die d-Funktionen stellen hier wieder sicher, dass das Feld u innerhalb der Kreise \5; ;ef
—wie in Gl. (3.30) gefordert — mit der Funktion f; o tibereinstimmt. Im Gegensatz zur
Gl (3.19) erstreckt sich das Produkt in Gl. (3.34) allerdings iiber alle x € S; er und
nicht nur iiber die Kreislinien 0.5; ,er. Wir werden die Berechnung der Zustandsfunktion
in der Form (3.34) in Abschnitt 4.4 durchfiihren.



Kapitel 4

Fluktuationskraft fiir grofle
Kolloidabstinde

Das in dieser Arbeit verwendete Gauflsche Modell fiir die thermischen Grenzflachen-
und Kontaktlinienfluktuationen erlaubt eine analytische Berechnung der fithrenden
Terme der aus der Abstandsabhéngigkeit der freien Energie F(d) resultierenden Fluk-
tuationskraft im asymptotischen Bereich ry < d < A.. In den folgenden Abschnitten
werden wir zunichst die Zustandsfunktionen Zj,. und Z,; des Fluktuationsanteils
bzw. des Anteils des mittleren Feldes getrennt auswerten. Aus diesen beiden Beitrigen
erhalten wir die asymptotische Form der thermischen Casimir-Kraft fiir verschiede-
ne Kombinationen von Randbedingungen auf den Kolloidoberflichen. In einem zwei-
ten Zugang, der Kardar-Methode, werden wir diese dann direkt berechnen. Es stellt
sich heraus, dass die Beitrige Zq,. der fluktuierenden Grenzfliche zu einer attraktiven
Casimir-Kraft fithren, wihrend die Kontaktlinienfluktuationen in Z,¢ zu einer repul-
siven Wechselwirkung fiihren, so dass sich eine Aufhebung der fiihrenden Terme der
Gesamtkraft ergibt, die stark von der genauen Form der Randbedingungen abhéngt.
Mit dem zweiten Zugang kann die starke Abhéngigkeit des asymptotischen Verhaltens
der Fluktuationskraft als eine Multipol-Multipol-Wechselwirkung interpretiert werden,
bei der fithrende Multipole aufgrund der Randbedingungen an der Kontaktlinie ver-
schwinden.

4.1 Beitrag der fluktuierenden Grenzfliche

Die Zustandsfunktion Zg,. des Fluktuationsanteils aus Gl. (3.28) beschreibt den Effekt
der Fluktuationen v der Grenzfliche um das mittlere Feld u.,. Sie ist unabhéngig vom
jeweils betrachteten Modell fiir die Randbedingungen an der Dreiphasenkontaktlinie
und liefert fiir alle Kombinationen von Randbedingungen den gleichen Beitrag zur
Gesamtkraft. Im Falle fixierter Kontaktlinien auf beiden Kolloiden ((B1)-(B1)) bildet
Zaue sogar das volle Resultat, da dann der Anteil des mittleren Feldes wegen s = 0
einen konstanten Faktor liefert (2, = 1).

Zur Berechnung von Zjg,. benutzen wir die Fourierdarstellung der §-Funktionen in
Gl. (3.28), die die Einhaltung der Dirichlet-Randbedingungen fiir das fluktuierende

47
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Grenzfliachenfeld v auf den Kreisen 0.5, yef sicherstellen. Dazu fithren wir Funktionalin-
tegrale iiber Hilfsfunktionen ;(x;) ein, die nur auf den Réndern 05; ¢ definiert sind
und die an das Feld v(x) koppeln.! Dann lisst sich das GauBsche Funktionalintegral
iiber v ausfithren, und wir erhalten

Zhe = /m/Hmz eXp( k[ng)] +ig/85i dgiwi(xi)v(xi)>
_ /HDQ/}ZeXp{ sz

i,7=1
LS

i [
85] ref
Dabei ist d/; das infinitesimale Linienelement auf dem Kontaktkreis 0.5; ;ef. In GL. (4.1)
haben wir die Greensfunktion G(x) = Ko(|x|/A.)/(27) des Kapillarwellen-Hamiltonian
eingefiihrt, die iiber die Gleichung

dl; i (x;) (|Xz‘—Xj|)¢j(Xj)} - (4)

i,ref

(—A+ A HGx) = 0(x) (4.2)

als der inverse Operator des Operators fiir das mittlere Feld aus Gl. (3.24) definiert
ist. Ky ist die modifizierte Besselfunktion zweiter Art. Sind Kolloidabstand d und
Referenzkreisradius rg deutlich kleiner als die Korrelationslange A. der Kapillarwellen,
d/\. < 1 und ro/\, < 1, konnen wir die asymptotische Form

2rG(x) ~ —In(ye/x[/(2A:) (4.3)

von K, fiir kleine Argumente benutzen mit der exponentierten Euler-Mascheroni-
Konstanten vg &~ 1,781972.

Um die Integrale im Exponenten von Gl. (4.1) weiter zu vereinfachen, fithren wir
Multipolmomente der Hilfsfelder v; als ihre Fouriertransformierten

o 21

Vim = o ; d%eim% %’(Xz‘(%)) (4-4>

auf den Kontaktkreisen 0S¢ ein. Die entsprechende Fourierreihendarstellung der
Greensfunktion G(x;—x;) wird in Anhang A berechnet. Unter Benutzung der Gln. (4.4),
(A.5) und (A.6) kénnen wir das Doppelintegral im Exponenten von Gl. (4.1) als Dop-
pelsumme iiber die Fouriermomente schreiben. Diese setzt sich aus einem Selbstener-

!Diese Methode zur Behandlung von Randbedingungen in Funktionalintegralen wurde 1985 von
Bordag zur Berechnung des quantenelektrodynamischen Casimir-Effekts eingefiihrt [119] und spéter
von Li und Kardar zur Bestimmung der Casimir-Wechselwirkung eines skalaren Feldes verwendet [51],
das z. B. die Goldstone-Moden in Supraleitern, eines Suprafluids (wie “He) oder — wie hier in unserem
Fall — der fluktuierenden Grenzfléiche beschreibt.
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gieanteil

d€/ Al i(x;) G(|x; — x5]) 1 (x)
aS;

i,ref

gself = Z/asz B
@] e

7 n>0

in dem tiber die Multipole auf demselben Kolloid summiert wird, und einem Wechsel-
wirkungsanteil

Goe = 2 / d, / dly 1 (x1) G131 — ) o)
85111‘ef 85121‘ef

= QW[ 2In (2 )1/110%0

(=)™ (m+n\ /ro\mtn /~ ~ ~ o~
+ W;O m—l—n( n ) (d) (@blm%n +¢1—m¢2—n> , (4.6)
m4n>1

in dem die Kopplung der Multipole von verschiedenen Kolloiden beschrieben ist, zu-
sammen.

Setzen wir diese Ausdriicke in Gl. (4.1) ein, kénnen wir die Funktionalintegrale iiber
die Hilfsfelder v; als Integrale iiber die Multipolmomente @Z schreiben und erhalten fiir
die Zustandsfunktion

2 —~ T —~ ~ ~
kBT lI’l Gself Gint ‘Ill
Zuc = D % — =~ -~ ~ ~ . (4.7
! / [[Pvrew =57 (%) (Gim Gur ) \ T 4D

Dabei enthalten die Vektoren \le = (1@-0, 1@-1, 1@,1, ... ) die Multipolmomente der Hilfs-
felder auf Kolloid i. Die Kopplungsmatrix G im Exponenten von Gl. (4.7) enthélt
die Fouriermomente der Greensfunktion G(x; — x;), die wir durch das Umschreiben
des Doppelintegrals im Exponenten von Gl. (4.1) zu einer Doppelsumme oben erhal-
ten hatten. Sie hat eine Blockstruktur, wobei die Untermatrizen CA}SGH, deren Elemente
die Kopplung zwischen Multipolmomenten auf demselben Kolloid beschreiben und in
Gl. (4.5) gegeben sind, diagonal sind. Die Elemente der Blocke Gy, beschreiben die
Wechselwirkung von Multipolmomenten von verschiedenen Kolloiden und kénnen aus
Gl. (4.6) entnommen werden. Wie wir an Gl. (4.6) erkennen konnen, verschwinden alle
Matrixelemente, die gerade Multipolmomente (also cos-Momente) mit ungeraden (also
sin-Momenten) koppeln.
Aus Gl. (4.7) ergibt sich die freie Energie des Fluktuationsanteils zu

Fiwe = —kpTIn Zgue = — L kpTlndet G| . (4.8)

reg

Da die Matrix G unendlichdimensional und divergent ist, erfordert die Berechnung
von Fayue im Prinzip eine entsprechende Regularisierung (reg) [51]. Nach Anwendung
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des Logarithmus stammen die divergierenden Anteile jedoch ausschliellich von Sum-
manden, die nicht von der geometrischen Anordnung der beiden Kolloide abhéngen.
Deshalb ist die Ableitung der freien Energie Fjy,. nach dem Kolloidabstand d, die
der Casimir-Kraft entspricht, endlich. Das liegt daran, dass die physikalisch bedeutsa-
men Eigenschaften von Zg,. durch die Nebendiagonalblocke der Kopplungsmatrix G
bestimmt sind, die die Wechselwirkung der Kolloide in Abhéngigkeit von d beschrei-
ben, wihrend der Selbstenergieanteil die korrekte Normierung dieser Wechselwirkung
sicherstellt.?

Mit Hilfe der Zerlegungen aus den Gln. (4.5) und (4.6) kénnen wir den Logarithmus
in Gl. (4.8) systematisch nach Potenzen von ry/d entwickeln,

fluc

Dabei hingen die Koeffizienten f5' noch von den Logarithmen — In(ygro/2A.) und
—In(ygd/2)\.) ab. Die Anzahl der Hilfsfeldmultipole QZJ\Z-, die wir zur Berechnung der
Koeffizienten in Gl. (4.9) beriicksichtigen miissen, ist durch die gewiinschte Ordnung
der asymptotischen Entwicklung von Fp,. in ro/d vorgegeben. In Tab. 4.1 sind die
fiihrenden Koeffizienten fi' der Entwicklung (4.9) angegeben.

Die einzelnen Beitrige zu den Koeffizienten fi kénnen als Multipol-Multipol-
Wechselwirkungen interpretiert werden, welche zu bestimmten Produkten von Matrix-
elementen aus G gehoren. So lassen sich z. B. die logarithmischen Terme in den Koeffi-
zienten in Gl. (4.9) den Wechselwirkungen der Hilfsfeldmonopole zuordnen. Diese loga-
rithmischen Terme sind auch dafiir verantwortlich, dass die Grenzwerte lim), 5 fiuc
nicht existieren. In diesen logarithmischen Divergenzen kommen erneut die langreich-
weitigen Korrelationen der Kapillarwellen einer unendlich ausgedehnten Grenzfliche
bei verschwindender Gravitation, g — 0, zum Ausdruck. Genau diese langreichweitigen
Korrelationen der Fluktuationen einer freien Grenzflache fithren auch zur logarithmi-
schen Divergenz der Dicke der Grenzfliche mit der Systemgrofie oder im Limes g — 0,
die wir in Abschnitt 2.2 bzw. Kapitel 3 angesprochen haben.

Der Grenzwert der Fluktuationskraft Fj.. hingegen bleibt im Limes A\. — oo end-
lich. Im asymptotischen Bereich ry/d < 1 und d/\. < 1 stammt der fithrende Beitrag

vom Koeffizienten f#u und lautet
0 kgT 1 d d
Faue = kT = 1n Zqye — a3, —>1, — . (41
e = kpT'50 In Zaee = === oy TOE > L =0 (410)

Dabei ist allerdings zu beachten, dass Fp,e hier im Limes A\, — oo nur sehr langsam
konvergiert mit einem fithrenden Korrekturterm, der mit 1/(dIn A.) nur logarithmisch
verschwindet,

B O fllue d/Ae<1 B 1 B In(rq/d)
ad dIn(d/ro) 2In(ro/Ac)

+ (’)((ln(ro/d)z/ ln(ro/)\c)Q)]
(4.11)

ZVergleiche zu einer genaueren Darstellung dieses Sachverhalts [51] und Anh. B, in dem diese Form
der Regularisierung explizit fiir die Casimir-Kraft zwischen zwei parallelen Linien gezeigt wird.
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Tabelle 4.1: Fithrende Koeffizienten in Gl. (4.9), wie man sie durch die systematische
Entwicklung des Logarithmus in der freien Energie Fy,. erhélt.

on fluc /o7

o\ Yed \
e’ 0 . e — fluc
In [ln(2)\c) In (2)\0) ] = In g,

2

2111( ero)

9%
4
1+1n (76T°>+21n (2/\>
c uc 2
6
1—1—%111 (72‘3”)) —41In (2/\)
c uc uc uc uc 3
—8— P =[5 LA+ SO + 5 ()

8

—1—1141n(%’“0)+601n< )
12gg“°
uc uc 2 uc uc uc uc uc
— 5 [fie 4 5 ()] — g [fie + 3 [five 4 ()] — 3 (fA)?]

(2 L ] - 4 ('

—31 +
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Beim Ergebnis (4.10) fiir die Fluktuationskraft ist zu beachten, dass die zugehorige
freie Energie, F(d) ~ Inln(r¢/d) fiir d — oo nicht sinnvoll definiert ist, so dass die
effektive Wechselwirkung zwischen den Kolloiden im Falle einer fixierten Kontaktlinie
und fixierter Kolloide ((B1)—(B1)) nur bei endlichem A. physikalisch von Bedeutung
ist.

4.2 Beitrag der fluktuierenden Kontaktlinie

Um den Beitrag Z,¢ (vgl. Gl (3.29)) der Kontaktlinienfluktuationen zur gesamten
Zustandsfunktion zu berechnen, miissen wir zunéchst die Euler-Lagrange-Gleichung

(A + X?) upe(x) = 0 (4.12)

fiir das mittlere Feld u,,; des Kapillarwellen-Hamiltonian (3.7) fiir x € R? \ U;S; et
16sen. Dabei soll upy die u. U. fluktuierenden Randbedingungen

(%) = fi(xi) , X; € OS et (4.13)

fiir die wir verschiedene Modelle unterscheiden wollen (vgl. Abschnitt 3.1.3), auf den
Referenzkreisen und uys(x) — 0 fiir [x| — oo erfiillen. Die Berechnung der exakten
Losung von Gl. (4.12) ist fiir den hier betrachteten Fall zweier kugelférmiger (oder zy-
lindrischer) Kolloide an einer Grenzfliche sehr schwierig. Ahnliche Probleme sind von
der Berechnung klassischer Kapillarkréfte zwischen Teilchen an einer fluiden Grenz-
flache bekannt. Dabei ist Gl. (4.12) allerdings mit von Neumann-Randbedingungen
anstatt der verallgemeinerten Dirichlet-Randbedingungen in Gl. (4.13) zu lésen (vgl.
z. B. [29,36,121]). So ist in [36] eine Losung (fiir von Neumann-Randbedingungen)
in Bipolar-Koordinaten angegeben, die jedoch fiir unser Problem und die verallgemei-
nerten Dirichlet-Randbedingungen nicht praktikabel ist. Wir werden hier stattdessen
eine approximative Losungsmethode vorstellen, die uns einerseits analytische Resulta-
te im fiir uns interessanten asymptotischen Bereich rqg < d < A, ermoglicht, und die
andererseits, wie wir spéater in Kapitel 5 beschreiben werden, eine sehr leistungsfahige
Methode zur numerischen Berechnung des Anteils F,,¢ des mittleren Feldes zur freien
Energie fiir beliebige Teilchenabstande darstellt. Ein dhnlicher Ansatz wurde zur Be-
rechnung der klassischen Kapillarkraft zwischen kugelférmigen Kolloiden auch in [121]
angewendet. Dazu setzen wir die Losung zu Gl. (4.12) als eine Uberlagerung

Unf(X) = ui(x —X10) + ua(X — X90) = u1(71, 1) + ua(r2, P2) (4.14)

aus den allgemeinen Losungen u; von Gl. (4.12) mit nur einem Kreis als Rand an.
In der Literatur wird dieser Ansatz oft auch als Superpositionsansatz bezeichnet. In
Gl (4.14) bedeutet x;0 den Mittelpunkt des Kreises S;,cf. Die allgemeinen Lésungen
u; der Gl (4.12) fiir das mittlere Feld in Polarkoordinaten (r;, ;) bzgl. der Referenz-
kontaktkreise S, er (vgl. Abb. 3.2) konnen als Linearkombinationen

wi(ri, i) = ZAim Wi (T35 i) (4.15)
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geschrieben werden. Die Funktionen a;,, sind dabei durch

Ko(ri/Ae) _ In(veri/2).)

aio(ri, pi) = Ko(ro/Ae) — In(yero/2A.)

Km(’f’l/)\c) imep; To . imep;
im(Ti, ;) = T Mg | 2 e 4.16
Wi (74, i) Ko(ro/2e) ¢ T ‘ (419

definiert und wurden gleich normiert, was sich in der weiteren Rechnung als niitzlich
erweisen wird. In der zweiten Beziehung in Gl. (4.16) wurde jeweils die asymptotische
Form der modifizierten Besselfunktionen K, fiir kleine Argumente, r;/\. < 1, benutzt.

Da die Losung (4.14) die Randbedingungen auf beiden Kreisen 0S5} yer und 0.5 yef
erfiillen muss, projizieren wir uy,s auf den vollstindigen Satz von Funktionen e™#! auf
0S5 rer und e?2 auf 95 e

Aus der Beziehung (4.13) fiir die Randbedingungen ergibt sich, dass die Entwick-
lungskoeffizienten dieser Projektionen gleich den Multipolmomenten der Kontaktlinien
des entsprechenden Kreises aus der Entwicklung (3.8) der Kontaktlinienhchen f; sind.
Dies fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem

Tmax

Alm + Z a1 mn A2n = le

N=—Nmax

Mmax

AQm + Z a2,mn Aln = P2m (417)

N=—Nmax

fiir die Koeffizienten A;,, der u;, die natiirlich fiir Real- und Imaginérteile getrennt zu
betrachten sind. Die Matrixelemente a1 ,,,, in Gl. (4.17) sind durch die Projektionsko-
effizienten

1 27 )
dp1 €™t ag,, (9, ) (4.18)

@1,mn 2m J,
und analog die ag,, durch die Projektionen von ay,(r1, ¢1) auf die e™#2 gegeben.

Im Prinzip haben wir in den GIl. (4.17) unendlich viele Fourierkoeffizienten zu
beriicksichtigen. Bei der ndherungsweisen Bestimmung der Lésung miissen wir jedoch
die Entwicklung bei einer maximalen Ordnung n,,., abbrechen. Im asymptotischen Be-
reich rg < d < A, ergeben sich in einer systematischen Entwicklung der freien Ener-
gie Fue nach rq/d alle Koeffizienten korrekt bis zur Ordnung (ro/d)?"™= so dass die
Abbruchbedingung durch die gewiinschte Ordnung der Entwicklung festgelegt ist. Wie
die numerische Losung des Gleichungssystems zeigt, konvergiert die Entwicklung (4.15)
sehr schnell auch fiir kleine Kolloidabsténde d, so dass sie bei ny., ~ 20 abgebrochen
werden kann.

Durch Umkehrung des linearen Gleichungssystems (4.17) kénnen die Koeffizienten
A als Linearkombination der Kontaktlinienmultipole geschrieben werden,

Mmax

2

j:1 N=—NMmax
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Zur Bestimmung der A, fiir grofle Kolloidabstédnde d ist es hilfreich, die asympto-
tische Form der Funktionen a;,,, in die komplexe Ebene fortzusetzen und als a;,, ~ z; ™
fir m > 1 bzw. a0 =~ In(yg2i/2\)/ In(vy8r0/2)\:) zu schreiben, wobei z; = r;e'¥ ist.
Die physikalisch sinnvollen Losungen fiir das Grenzflachenfeld u,,¢ ergeben sich dann —
wie bei Gl. (4.16) — aus dem Real- und dem Imaginérteil der so bestimmten Losung.
Nun driicken wir 25(z1) = —d + z; durch die Koordinaten bzgl. des Kreises S e und
umgekehrt 21(z2) = d + 2 fiir den Kreis Sy ¢ aus. Mit Hilfe der Entwicklung

1 1 Lm o, m(m+1) ,
— = — z 2
Zmgm T gm 2 9dm+2 2

(4.20)

und analog fiir 1/25* kénnen wir die Projektionskoeffizienten @y ,,, des Gleichungssys-
tems (4.17) und damit auch die Koeffizienten p;;,;, in Gl. (4.19) als Entwicklung nach
ro/d ausdriicken.

Setzen wir die Losung (4.14) mit den Linearkombinationen (4.19) fiir die A;, in
die Linienintegrale fiir die Energie H[uys| des mittleren Feldes im Exponenten von
Gl (3.29) ein, konnen wir H[um¢| als quadratische Form der Kontaktlinienmultipole
P,,,, ausdriicken:

5 m i
Hmf = ,YTOZ/ d%fz z “ f SO +ZHbz fz;Ah

0 f1 El self Eint f‘
2\ f 0 — Ahy 4.21
2 ( f2 ) ( Eint E2 self ) ( f2 ) - W’YZ 0 ) ( )

Diese quadratische Form wird durch eine Matrix E mit Blockstruktur charakterisiert.
Dabei beschreiben die Untermatrizen E; 4y die Kopplungsenergie der Multipolmomen-
te f; derselben Kontaktlinie, wihrend die Elemente von E;, die Kopplungsenergien
der Multipole von verschiedenen Kontaktlinien enthalten. Die Elemente dieser Unter-
matrizen sind durch

21
EzmsTellf = 27T5mn(]- - 5m0) _/ TOdSOi szkm a'zk T, sz) ) (422)
0

Z

2m
- 0
By = _/0 rodpr €lmmszkma—ﬁa%(?b(%)a@2(@1))> (4.23)
k

und analog fiir F37%, gegeben. Indem wir in E73%, erneut die komplexen Entwick-
lungen (4.20) der Funktionen a;, in Potenzen von r¢/d verwenden und die Entwick-
lungen fiir die Koeffizienten p;p,;, einsetzen, kénnen wir im asymptotischen Bereich
ro < d < A auch die Matrixelemente Eji, und B aus Gl (4.22) bzw. (4.23) als

Potenzreihe in 7y /d schreiben. Insgesamt erhalten wir dann fiir den Anteil des mittleren
Feldes an der Zustandsfunktion aus Gl. (3.29)

Zop = / HDfZ eXp{ } (det E)~*/? (4.24)
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Tabelle 4.2: Fiihrende Koeffizienten fiif/kgT der Entwicklung (4.25) des Anteils Fpu
des mittleren Feldes fiir ro/d < 1 fiir symmetrische Randbedingungen auf den beiden
Kolloiden. Die Koeffizienten f1" sind in Tab. 4.1 angegeben. Zur Darstellung der
Koeffizienten im Fall (A2) (ﬂuktuierende Kontaktlinie, aber fixierte Kolloide) fiithren

wir noch die Abkiirzung fif' = ln [1 +21In (”’Em) + gguc] = %ln [gg‘f/ + gguc} ein.

2n | Fall (B2) | Fall (B3) |Fall (A1) | Fall (A2)

0 | —fue — flhue — fllue fluc - paf’

2 | — fliue — flue — fliue — flue

T T L I O I R [ '),
6 | —fiuc _g | _ fhu — fflue — fllue 4 (gmt’ /(3 finf))

8 ﬂuc -31 ﬂuc —18 | — éﬂuc_z ﬂuc —9_ 1/(12fmf/)_1/(144( mf/) )

mit der Energie H,,r aus Gl. (4.21). Zur Bestimmung des d-abhéngigen Anteils von 2,
muss also die Determinante det E der Kopplungsmatrix E der Kontaktlinienmultipole
P, berechnet werden. Das funktionale Maf in Gl. (4.24) ist, wie wir in Abschnitt 3.2
dargestellt haben, durch das Produkt Df; = dAh; H%Zi v AP, gegeben. Dabei héngt
M vom untersuchten Modell fiir die Randbedingungen an der Kontaktlinie ab; im Fall
(A2) fixierter Kolloide féllt das Integral tiber Ah; weg. Unter Verwendung der Potenz-
reihen in ro/d fiir die Matrixelemente B und Ej' kénnen wir nun die freie Energie

Fue(d) = ;kBT In det E 4 const. entwickeln und erhalten einen dhnlichen Ausdruck wie
fiir den Fluktuationsanteil in Gl. (4.9),

Fut(d) = kBTZ () (4.25)

Die Koeffizienten f&f hingen hier — wie die Koeffizienten fI" in Gl. (4.9) fiir den
Fluktuationsanteil Fg,. der freien Energie — von den Logarithmen — In(v.79/2\.) und
—In(7.d/2X.) aus der Monopolselbstenergie bzw. den Monopolwechselwirkungen ab,
zusitzlich zeigen die fiif allerdings noch eine starke Abhiingigkeit von der Kombination
der Randbedingungen an den beiden Kontaktlinien auf den Kolloidoberflachen, wie wir
im Folgenden darstellen werden.

Wie in Kapitel 3 diskutiert, héngt das Integrationsmafl Df; des Funktionalinte-
grals in Gl. (4.24) vom betrachteten Fall fiir die Randbedingungen an der Kontaktlinie
ab. Dabei unterscheiden wir die Félle (Al): frei fluktuierende Kontaktlinie und Kol-
loide, (A2): fluktuierende Kontaktlinie, aber fixierte Kolloide, (B2): feste Kontaktlinie
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und Hohenfluktuationen der Kolloide, und (B3): feste Kontaktlinie mit kollektiven
Hohen- und Orientierungsfluktuationen der Kolloide. Der Anteil F,; des mittleren Fel-
des trigt zu allen Kombinationen von Randbedingungen an den beiden Kontaktlinien
zur Fluktuationskraft bei aufler fiir den Fall (B1)—(B1), wenn auf beiden Kolloiden die
Kontaktlinienfreiheitsgrade eingefroren sind. Der fithrende Term zur freien Energie bei
groflen Teilchenabsténden d > ry stammt von der Monopol-Monopol-Wechselwirkung
der Kontaktlinien, die bei allen von uns betrachteten Féllen auftritt (auler (B1), den
wir in diesem Abschnitt aber nicht weiter betrachten wollen). Er fiihrt stets zu einer re-
pulsiven effektiven Kraft, die jedoch noch von den Randbedingungen fiir Ah; abhéngt.
In allen Féllen auBer (A2) wird iiber Ah; integriert, so dass durch die Substitution
Ah; — (P — Ah;) im Funktionalintegral (4.24) der Pj-Beitrag von Hy, (der letzte
Term in Gl (4.21)) wegfillt. Dann ist der fithrende Term des Anteils des mittleren
Feldes an der effektiven Kraft fiir rg < d im Limes A\, — oo durch

B kT 1 d d
Fo¢ = kgT—1n Z,, d=3), —>1,— 4.2
= kel g Zne = oy TOW ) > L 20 (426)

gegeben. Die fithrenden Beitrdge des Anteils des mittleren Feldes und des Fluktua-
tionsanteils sind dann also von gleicher Starke, aber umgekehrtem Vorzeichen, und
heben sich gegenseitig auf. Abhéngig von den untersuchten Randbedingungen finden
wir fif = — fflue hig 74 einer bestimmten Ordnung n, bis zu der also die attraktiven
Kraftbeitrige von Fg,. durch genauso starke repulsive von F,¢ aufgehoben werden.
Fiir symmetrische Randbedingungen an den beiden Kontaktlinien sind die Koeffizien-
ten fif bis n = 4 in Tab. 4.2 dargestellt.

Im symmetrischen Fall (A2)-(A2) fluktuieren die Kolloidhohen nicht, es gilt also
Ah; = 01in Gl. (4.21), und wir erhalten in der Monopolselbstenergie einen zusétzlichen
quadratischen Term in Py, der von H} stammt und zu einem zusétzlichen logarith-
mischen Beitrag im Koeffizienten fif fiihrt (vgl. Tab. 4.2). Im Limes A, — oo ist der
fithrende Term der effektiven Kraft bei groflen Kolloidabstéinden d > rq dann durch

0 kgT 1 _3 d d
Fue = kBT% In Zpp — > dn(d/r) (T nd/r) +0(d™), o > 1 SV 0
(4.27)
gegeben. Fp¢ ist also repulsiv, fallt allerdings schneller ab als in Gl. (4.26). Wie wir
Tab. 4.2 fiir den Fall (A2)-(A2) entnehmen kénnen, fiihrt der zusétzliche Term o< P3
in der Monopolselbstenergie von H,,s zu einer komplizierteren Form der Koeffizien-
ten fif der Entwicklung (4.25) der freien Energie Fp; bzgl. der Koeffizienten fiuc,
Insbesondere fiir gemischte Randbedingungen auf den beiden Kolloiden, wenn also
verschiedene Randbedingungen an den Kontaktlinien kombiniert werden, ergeben sich
dadurch zusitzliche logarithmische Terme zu den f3f deren Beitriige zur Kraft Fy;
logarithmisch verschwinden. Diese Terme werden zwar im Limes A. — 0 Null, in ei-
ner konkreten experimentellen Realisierung oder in Computersimulationen kénnen sie
jedoch aufgrund der endlichen Systemgrofle wichtig werden.
Im néchsten Abschnitt werden wir die gesamte thermische Casimir-Kraft, die sich

aus Fluktuationsanteil und Anteil des mittleren Feldes zusammensetzt, diskutieren und
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dabei noch einmal genauer auf gemischte Randbedingungen auf den beiden Kolloiden
eingehen.

4.3 Resultierende Fluktuationskraft

Nachdem wir in den beiden vorangegangenen Abschnitten die 1/d-Asymptotik sowohl
des Fluktuationsanteils als auch des Anteils des mittleren Feldes bestimmt haben, wol-
len wir nun die gesamte Fluktuationskraft diskutieren, die sich wegen Z = Zq..Zu¢
aus F' = Fyue + Fur ergibt. Wie wir oben gesehen haben, héangt das Resultat fiir das
mittlere Feld von der Art der betrachteten Randbedingungen ab. In allen betrach-
teten Féllen fiihrt die 1/d-Entwicklung des Anteils des mittleren Feldes an der Zu-
standsfunktion (fiir A\, — 00) zu einer repulsiven effektiven Wechselwirkung zwischen
den Kolloiden, wéihrend der Beitrag des Fluktuationsanteils attraktiv ist. Die gesamte
Casimir-Kraft ist dann durch ein interessantes Zusammmenspiel der zweidimensiona-
len ,,Bulk“-Fluktuationen und der eindimensionalen Kontaktlinienfluktuationen, die
sich auf den zweidimensionalen , Bulk“ durch eine Anderung des zugehorigen mittleren
(,Bulk“-)Feldes auswirken, gekennzeichnet.

Fiigen wir die Entwicklungen (4.25) und (4.9) des mittleren Feld- bzw. des Fluktua-
tionsanteils der freien Energie zusammen, kénnen wir die gesamte Casimir-Kraft als
eine Potenzreihe in 7y/d schreiben:

Fd) = L0 e e (1) (1.25)

In Tab. 4.3 sind die resultierenden Casimir-Kréfte fiir verschiedene Kombinationen der
in Abschnitt 3.1.3 besprochenen Randbedingungen zusammengefasst.

Sind die Kontaktlinienfreiheitsgrade P;,, auf beiden Kolloiden eingefroren (Fall
(B1)-(B1)), gilt fif = 0 fiir alle n, und die gesamte Casimir-Kraft ist durch den
langreichweitigen Fluktuationsanteil Fy,. in Gl. (4.10) gegeben. Wie wir Tab. 4.2 fiir
die Koeffizienten ff fiir iibereinstimmende Randbedingungen auf den beiden Kolloi-
den entnehmen kénnen, gilt — auBer im Fall (A2)-(A2) —, dass sich bei fluktuierenden
Randbedingungen die fithrenden attraktiven Koeffizienten des Fluktuationsanteils bzw.
die repulsiven des Anteils des mittleren Feldes bis zu einer bestimmten Ordnung ge-
genseitig aufheben, fiu¢ = — fmf Dyrch die Sonderstellung der Fille (B1)—(B1) und
(A2)—(A2) wird noch einmal unterstrichen, dass sich diese beiden Félle auch physika-
lisch von den anderen unterscheiden: Wie schon in Abschnitt 3.1.3 erwéhnt, hdngen
die zugehorigen freien Energien mit den Paarkorrelationsfunktionen g..(Ahy, Ahsg,d)
der Kolloide in einem Kolloid-Fluid-Gemisch zusammen. Im Falle zweier fixierter Kol-
loide (Ah; = 0) an einer fluiden Grenzfldche entspricht das durch die freie Energie F
bestimmte effektive Wechselwirkungspotential dem sog. Potential of Mean Force, das
durch

F = —kBT In gcc(Ahh AhQ, d) (429)
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definiert ist [25]. Bickel et al. finden fiir die Paarkorrelationsfunktion punktformiger
Teilchen mit einem effektiven Grenzflichenmodell (dem der Helfrich-Hamiltonian zu-
grunde liegt) in [122] die Beziehung

z o« [6(0)* - G(ay]
« faavnen |3 (10) (89 &) (0)] .

wobei G(d) = (u(d)u(0)) die Hohenkorrelationsfunktion der fluktuierenden Grenzflache
ist [51], also (bis auf einen Vorfaktor kg7 /) unserer Greenschen Funktion entspricht.
Gleichung (4.30) stimmt formal mit unserer Rechnung fiir den Fluktuationsanteil Zg,.
iiberein, wenn nur die Hilfsfeldmonopole v,y beriicksichtigt werden und ry = 0 ge-
setzt wird. Dabei ist allerdings zu beachten, dass bei einer zweidimensionalen fluiden
Grenzflache der Limes ryg — 0 punktformiger Teilchen nicht existiert — wie wir in Ab-
schnitt 2.2.1 bei der Berechnung der Grenzflichendicke W? = G(0) gesehen hatten,
erfordert die Divergenz des Kapillarwellen-Hamiltonian bei kleinen Wellenlédngen einen
oberen Cutoff gna.x = 27 /0. Unterhalb der molekularen Léngenskala o der Fluide stellt
das Kapillarwellenmodell keine geeignete Beschreibung der Grenzflachenfluktuationen
dar. Deswegen lasst sich der Ansatz (4.30) aus [122] nicht direkt auf die Berechnung der
Fluktuationskraft zwischen Kolloiden anwenden, deren endliche Ausdehnung (mit Ra-
dius ) sich hier als wichtig zur korrekten Beschreibung der effektiven Wechselwirkung
erweist. In einem mikroskopischen Ansatz ist die Verallgemeinerung von Gl. (2.31) aus
Abschnitt 2.3.1 zu bestimmen — fiir eine einfache Fliissigkeit hatte sich dort ergeben,
dass das langwellige Verhalten der Dichtekorrelationsfunktion der Fluide parallel zur
Grenzflache durch einen Ornstein-Zernike-dhnlichen Verlauf gekennzeichnet ist [22, 106]
(und sich genau darin die Kapillarwellen zeigen). Auf kleineren Léngenskalen zeigt sich
dann in einem mikroskopischen Modell natiirlich die molekulare Struktur der Fluide.
Fluktuiert die Kontaktlinie bei festgehaltenen Kolloiden (Fall (A2)—(A2)), bleibt
in Gl. (4.28) ein Beitrag nullter Ordnung erhalten. Im Limes A\, — oo finden wir fiir
die Gesamtkraft den — dhnlich wie bei (B1)-(B1) langsam abfallenden — attraktiven

Ausdruck
kT 1
F — . 4.31
T2 4 (1+1Ind/ro) (4:31)

Fiir sehr grofle Kolloidabstédnde geht dieses Ergebnis — genauso wie das fiir den Fall
(A2)-(B1) (vgl. Tab. 4.3) — in dasjenige fiir den Fall (B1)-(B1) aus Gl. (4.10) iiber.
Asymptotisch werden also die den Korrelationsfunktionen der Kolloid-Fluid-Mischun-
gen entsprechenden Félle alle durch dieselbe effektive Wechselwirkung beschrieben.
Der langsame logarithmische Abfall der Casimir-Kraft ist durch das asymptotische
Verhalten der Besselfunktion K, bestimmt, die die Korrelationen der Kapillarwellen
beschreibt (vgl. Abschnitt 2.2.1).

Wir weisen abschliefend noch darauf hin, dass kiirzlich Maciolek et al. eine ther-
mische Casimir-Kraft F' ~ —kgT/(2dInd/ry) zwischen zwei festgehaltenen (Gitter-)
Punkten an der Grenzfliche in einem dreidimensionalen raumzentrierten Solid-on-
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Solid-Modell (BCSOS)? fanden [123]. Dieses Gittermodell lisst sich mit Hilfe feld-
theoretischer Methoden exakt 16sen; an der Ubereinstimmung der Resultate zeigt sich
erneut der groffe Anwendungsbereich des Kapillarwellenmodells zur Beschreibung lang-
welliger Fluktuationen an einer Grenzfliche. Wie schon in Kapitel 2 betont, fiihren
Renormierungsgruppentransformationen (einiger) Gittermodelle [33,34] oder die (dem
langwelligen Limes entsprechende) Niedrigtemperatur-Entwicklung des Landau-Ginz-
burg-Modells [107] auf den Drumhead- und damit auch auf den Kapillarwellen-Hamil-
tonian fiir die Grenzflichenfluktuationen. An der (eindimensionalen) Grenzflache eines
zweidimensionalen Ising-Modells, das sich durch Transfermatrix-Rechnung exakt 16sen
lasst, wurde in [123] iibrigens eine thermische Casimir-Kraft

kgT kgT

Fip~ == = _BT% In [G(0)* — G(d)?] (4.32)
gefunden. Hier ist die effektive Wechselwirkung durch die Korrelationsfunktion G(d) ~
Acexp(—d/\.) des eindimensionalen Kapillarwellenmodells bestimmt. Wie wir schon
in Abschnitt 2.2.1 bei der Berechnung der Dicke der Grenzfliche gesehen haben, zeigt
das eindimensionale im Gegensatz zum zweidimensionalen Kapillarwellenmodell keine
Divergenz bei kleinen Wellenldngen, und auch die Casimir-Kraft kann hier im Limes
rg — 0 eines punktformigen Teilchens, ohne Beriicksichtigung einer endlichen Kolloid-
ausdehnung, bestimmt werden.

Bei Beriicksichtigung gemischter Randbedingungen an den beiden Kontaktlinien
finden wir nur im Fall (A2)—(B1) einen Beitrag fiuc + fif £ 0, der fiir A, — oo nicht
verschwindet (vgl. Tab. 4.3). Fiir alle anderen Kombinationen von Randbedingungen
heben sich nicht nur die fithrenden Terme von Fy,; und Fjy,. auf, sondern fiir \, — oo

wegen fil'¢ = — finf auch die nichsthohere Ordnung. In den einfachsten Fillen (B2)-

(B2) und (B1)-(B2), also fiir Monopolfluktuationen der Kontaktlinie, finden wir jedoch

mf 4 fllue — 9 50 dass sich im Limes % > 1 ,)\% — 0 eine (attraktive) Gesamtkraft
4]{3BT To 5

F=- (=) 4.33

To d ( )

ergibt. Allerdings gilt es hier zu beachten, dass im Falle gemischter Randbedingungen
logarithmische Terme in den Koeffizienten fi*f auftreten, die fiir groBe Kapillarlingen
Ae nur sehr langsam verschwinden. Auf diese logarithmischen Korrekturterme kommen
wir Ende des néchsten Abschnitts noch einmal zuriick.

3Das SOS-Modell wird hiufig zur Beschreibung der thermischen Fluktuationen von Festkérpero-
berflichen verwendet. Solche Oberfléichen zeigen ab einer bestimmten Temperatur Tg (unterhalb der
Schmelztemperatur) Aufrauhung (die sog. Roughening Transition); oberhalb Tr werden die ther-
mischen Fluktuationen der Oberfliche sehr wichtig, diese erscheint nun rauh — &hnlich zu der in
Abschnitt 2.2.1 beschriebenen Divergenz der Grenzflichendicke im Kapillarwellenmodell [30,52]. In
der Tat werden die langwelligen Eigenschaften der thermischen Oberflachenfluktuationen oberhalb
TR auch sehr gut von einem kontinuierlichen Modell erfasst, in dem der Kapillarwellen-Hamiltonian
mit einem periodischen Potential verbunden wird, das den kristallinen Charakter des Festkorpers be-
schreibt [30]. In diesem Sinne stellt das SOS-Modell eine Diskretisierung des Kapillarwellenmodells
dar.
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Fiir die (gemischten) Fille (B1)-(B3), (B2)-(B3), (B1)-(Al), (B2)-(Al) und (B2)-
(A2) verschwinden fiir % >1 ,)\% — 0 auch die Koeffizienten vierter Ordnung in der
freien Energie, so dass wir fiir die Gesamtkraft
kgT <r0>7

F x —
To

y (4.34)

finden. Interessanterweise ist F hier jedoch nur fiir die Kombinationen (B1)-(B3) und
(B2)-(B3) attraktiv, in den Féllen (B1)-(Al), (B2)-(Al) und (B2)-(A2) aber repul-
siv. Allerdings treten bei (B1)-(B3) und (B1)-(Al) — wie oben in zweiter Ordnung —
logarithmisch verschwindende Terme bei den Koeffizienten f*f der freien Energie auf.
In den symmetrischen Fillen (B3)-(B3) und (A1)—(Al), wenn also bei haftender
Kontaktlinie Hohen- und Orientierungsfluktuationen (also Kontaktlinienmonopole und
-dipole) bzw. im allgemeinen Fall (A1) alle Multipole und die Kolloidhéhen beriicksich-
tigt werden, gilt auch fi*f = —fmf und fof = — f Der erste nichtverschwindende
Koeffizient in der Entwicklung (4.28) ist dann ff + filue = —18 fiir (B3)—(B3) und
mf o fflue — 9 fiir (A1)-(A1). Diese Beitriige sind attraktiv, stammen also vom
Fluktuationsanteil, und fiithren zu einer Gesamtkraft
kgT <r0>9

To

F (4.35)

d

Auch fiir die Kombinationen (B3)~(A1) und (B3)-(A2) finden wir F oc d~?, allerdings
ist die effektive Kraft in beiden Féllen repulsiv.

Die resultierende Gesamtkraft ist also in allen symmetrischen Féllen fiir die Rand-
bedingungen an den Kontaktlinien attraktiv. In den unsymmetrischen Féllen, in denen
verschiedene Randbedingungen an den beiden Kontaktlinien betrachtet werden, ist die
asymptotische effektive Kraft fiir % > 1 ,/\% — 0 jedoch repulsiv fiir (B1)—(A1) und
wenn die Falle (B2) und (B3) einer festen Kontaktlinie auf dem einen Kolloid mit den
Féllen (A1) und (A2) einer frei fluktuierenden Kontaktlinie kombiniert werden. Eine
solche Abhéngigkeit des Vorzeichens der Fluktuationskraft von den Randbedingungen
ist auch vom kritischen Casimir-Effekt bekannt, bei dem sich gleiche Réander (,like
boundaries) anzichen und ungleiche Rénder (,,unlike boundaries*) abstofien [46].

Die Unabhéngigkeit der effektiven Wechselwirkungen zwischen den Kolloiden in
Tab. 4.3 von der Oberflaichenspannung v héangt mit dem Gaufischen Charakter der
Grenzflachenfluktuationen im Kapillarwellenmodell zusammen. Durch die Reskalierung
u — u/\/y des Grenzflachenfeldes u(x) verschwindet die explizite Abhéngigkeit des
Hamiltonian H;,, von 7. Nach Integration iiber v und Bildung des Logarithmus sind
die d-abhéngigen Terme der freien Energie und damit auch die effektive Wechselwir-
kung unabhéngig von 7. Vorsicht ist allerdings beim Limes A. — oo geboten: Dieser
ist nur dann physikalisch sinnvoll, wenn die Oberflichenspannung endlich bleibt und
stattdessen die Ursache fiir die Ddmpfung der Kapillarwellen (d. h. die Gravitation)
verschwindet. Wird stattdessen der Limes v — oo betrachtet, ist der quadratische
Grenzflachen-Hamiltonian nicht lénger giiltig. Die Léngenskala der Grenzflichenfluk-
tuationen ist durch den Molekiildurchmesser o der Fluide gegeben, die zugehorige Ener-
gieskala durch yo? (und liegt fiir einfache Fliissigkeiten damit im Bereich der thermi-
schen Energie kgT'). Im Limes v — oo wird diese Energieskala also auch unendlich; die
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Tabelle 4.3: Gesamte Casimir-Kraft (in Einheiten von kgT/rg) fiir verschiedene Kom-
binationen von Randbedingungen auf den beiden Kolloiden und fiir A\, — oo (fiithrende
Terme, die logarithmisch verschwinden, wurden vernachléssigt).

Koll. 2 (B1) (B2) (B3) (A1) (A2)

Koll. 1
1 1 7 r r ro/d

o Swmae. @ 2@ 2@ e
(B2) 4 (%")5 “12 (%’)7 +4 (%’)7 +2 (%’)7
(B3) -72 (%’)9 24 (%’)9 +12 (%0)9
a a(my -t (o
(A2) 1 T‘o/d

" 21+1n(d/ro)

Grenzflache kann dann nicht mehr durch den Kapillarwellen-Hamiltonian beschrieben
werden, und die freie Energie der Grenzflachenverformungen lésst sich dann nicht mehr
allein durch eine nur lokal von v abhéngige Funktion darstellen.

Mit der alternativen Kardar-Methode, die wir im nachsten Abschnitt vorstellen wer-
den, lassen sich die Koeffizienten in Gl. (4.28) direkt zu fRardar = fflue 4 fmf hogtimmen.
Dieser Zugang erlaubt uns, die hier gefundene sehr starke Abhéngigkeit der Potenz-
gesetze, die das Verhalten der Casimir-Kraft fiir groffle Kolloidabsténde beschreiben,
von den Randbedingungen an den Kontaktlinien unter einem anderen Blickwinkel zu
interpretieren. Dabei werden wir zeigen, dass die Koeffizienten fX&rdar als Wechselwir-
kungskoeffizienten zweidimensionaler Multipole von Hilfsfeldern (analog zu ,,Ladungs-
dichten“ auf den Kolloiden), die auf S; ;o definiert sind, aufgefasst werden koénnen. Die
verschiedenen Randbedingungen fithren zum Verschwinden bestimmter Hilfsfeldmul-
tipole, so dass die fithrende Ordnung der gesamten Fluktuationskraft dann durch die
Wechselwirkung der ersten nichtverschwindenden Hilfsfeldmultipole auf den Referenz-

kreisen S; yer bestimmt ist.

4.4 Kardars Methode

Zur direkten Berechnung der Zustandsfunktion Z, also ohne Aufspaltung in einen
Fluktuationsanteil und einen Anteil des mittleren Feldes, gehen wir von der Darstel-
lung (3.34) aus Abschnitt (3.2.2) aus. Darin wird das Grenzflichenfeld u(x) kiinstlich in
die Referenzkreise S; ;¢ hinein ausgedehnt und die dadurch entstehenden Zusatzterme
zur Oberflachenenergie durch einen Korrektur-Hamiltonian Heorr, Gl. (3.32), ausgegli-
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chen. Wie in Abschnitt 4.1 konnen wir durch die Einfithrung geeigneter Hilfsfelder W,
die §-Funktionen, die in Gl. (3.34) sicherstellen, dass das Feld v an den Kolloidober-
flachen nicht frei fluktuieren kann, durch ihre Fourierdarstellung ersetzen. Im Gegensatz
zu Abschnitt 4.1 sind die ¥; nun aber nicht auf den Kreislinien 05 ,¢f, sondern auf den
zweidimensionalen Kreisflachen S ;¢ definiert:

2= [Duf] HDwz [oren{ Tt | Pou it = frowtl}

(4.36)
Die Funktionen f; . legen die stetige Fortsetzung der Grenzfliche u in das Inne-
re der Kreise S;,ef fest und wurden in Gl. (3.30) durch eine Multipolentwicklung in
Abhéngigkeit der Kontaktlinienmomente P;,, definiert. Der Gesamt-Hamiltonian H.
in Gl. (4.36),

Hior = % /[R d [(Vu) } ™ Z
(4.37)

enthélt neben Kapillarwellen- und Kontaktlinienbeitrdgen noch die oben erwéihnten
Korrekturterme (vgl. Abschnitt 3.2.2).

(Pio — Ahy)* + 4 (1 —m) Py

m>1

4.4.1 Auswirkung der Randbedingungen

Bevor wir das (Gaufische) Funktionalintegral iiber Du in Gl. (4.36) berechnen, wollen
wir den Effekt der Randbedingungen an der Kontaktlinie fiir die Funktionalintegrale
in Gl (4.36) genauer untersuchen. Dazu fithren wir &hnlich wie in Abschnitt 4.1 durch
Einsetzen eines 1-Operators

/ HHd‘I’M( im /S d’w ('f’/ro)meim%(x)) (4.38)

i=1 m i

in den Ausdruck (4.36) fiir Z die Multipole ¥, der Hilfsfelder ¥; ein.

Da die Hilfsfelder ¥; in Gl. (4.36) — im Gegensatz zu den Rechnungen zum Fluk-
tuationsanteil in Abschnitt 4.1 — nicht nur an das fluktuierende Grenzflachenfeld wu,
sondern auch an die Kontaktlinie f; koppeln, sind die Multipole niederster Ordnung
nun in Abh#ngigkeit von den Randbedingungen bestimmten Beschrinkungen unter-
worfen. Fiir die Félle (B2), (B3) und (A1) stellen wir fest, dass der Hamiltonian H;
in Gl. (4.37) nach einer Variablensubstitution Ah; — Ah; — P,y im Funktionalinte-
gral (4.36) fiir Z sowohl von den Monopolen Pj als auch von den Dipolen P1; der
Kontaktlinien f; unabhéngig ist. Die einzige Abhéngigkeit von diesen Momenten tritt
tiber die Kopplung an die Funktion f; ¢ im komplexen Exponenten auf. Im Fall (A2)
ist Ah; = 0, so dass Hio; zwar unabhéngig von den Dipolen Py, nicht jedoch von
den Monopolen Py ist. Fiihren wir nun — unter Beriicksichtigung der Definition des
Integrationsmafles D f; fiir die verschiedenen Randbedingungen (vgl. Abschnitt 3.2) —
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Tabelle 4.4: Ubersicht iiber die verschwindenden Hilfsfeldmultipole ¥,,,, die sich nach
Gl. (4.39) aus den verschiedenen Fallen fiir die Randbedingungen an der Kontaktlinie
auf den Kolloidoberflachen ergeben. Bei unserer Wahl des Kontaktlinien-Hamiltonian
‘Hy, fluktuieren alle Momente von den Quadrupolen aufwirts stets frei, vgl. hierzu

jedoch Abschnitt 4.4.4.

Fall (B1) Monopol Dipol Quadrupol
Fall (B2) Monopot Dipol Quadrupol
Fall (B3) Monepot Dipel Quadrupol
Fall (A1) Monepot Dipel Quadrupol
Fall (A2) Monopol Dipel Quadrupol

die Integrationen iiber Py und P;4, aus, finden wir

/HHd\Dim L 6(Wyp) Fall (B2)

i=1 m

Z~ / ﬁHd@im...é(\pm)é(\pi1)5(%)... Fille (A1) und (B3) (4.39)

i=1 m

/ﬁHd\Dim"'(s(\I’il>5(\I’il) o Fall (A2) .

i=1 m

Wenn also die Kontaktlinie auf der Kolloidoberfliche haftet, kollektive Hohenfluktua-
tionen der Kontaktlinie aber zugelassen sind (Fall (B2)), verschwinden die Monopole ;9
des Hilfsfeldes. Treten zusétzlich Dipolfluktuationen Piy; der Kontaktlinie auf (Félle
(A) und (B3)), verschwinden auch die Dipole ¥, ;. Fluktuiert die Kontaktlinie frei auf
der Kolloidoberfldche, sind aber die Kolloide selbst fixiert (Fall (A2)), verschwinden
die Dipole ¥,4, aber nicht die Monopole ¥;,. Fiir hohere Multipole gelten bei unserer
Wahl des Kontaktlinien-Hamiltonian (3.15) keine solchen Beschrénkungen, vgl. hierzu
jedoch Abschnitt 4.4.4 weiter unten. In Tab. 4.4 zeigen wir eine Ubersicht {iber alle zur
Zustandsfunktion Z beitragenden Hilfsfeldmultipolfluktuationen fiir die verschiedenen
Randbedingungen.

Mit diesen Beschrankungen der Hilfsfelder im Hinterkopf kehren wir nun zuriick
zu Gl (4.36). Nach der Integration iiber das fluktuierende Feld u erhalten wir den
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Ausdruck
2
/<;T
:/Hmi/pfiexp{ WIS [ i [ i) Gl st
i=1 Z]l 'Lref ]ref
Yy 2 2
— 2 f1 4 1_ sz - d 7,€X’
S |2(Po — )+ ; ) [P Z/ () fio (X >}

(4.40)

fiir die Zustandsfunktion Z. Dabei ist G = Ky/27 wie in Gl. (4.1) die Greensfunktion
des Kapillarwellen-Hamiltonian H..

Unter Benutzung der Multipolentwicklung der asymptotischen Form der Greens-
funktion, 27G(|x; — x2|) ~ —In(7e|x1 — Xa|/2A.) (fir A\. > d > 1¢), aus Anhang A
lasst sich der Exponent in Gl. (4.40) nach einigen Umformungen aufspalten in einen
Wechselwirkungsanteil, der die Multipole ¥,,, von verschiedenen Kolloiden koppelt,
einen Selbstenergieanteil, der von den Multipolmomenten W,,, vom selben Kolloid ¢
abhéngt, und einem Restterm, der sich aus dem Kontaktlinien-Hamiltonian H;, und
dem Korrektur-Hamiltonian H,,,, zusammensetzt:

/H H d\Ijzm /sz €xXp { T (Hint [llllma \IIZm] + Hi,self[\yim])} X
i=1 m
—1 Z \I]zmpzm> .

exp | — it
2kpT
(4.41)

2( 0 — _'_42 1_ ‘sz|2

m>1

Der Wechselwirkungsteil liasst sich als Bilinearform

Hie = 2/ d2$1/ 'z 11 (31) G (131 — %o J9n (32)
Sl ,ref SQ ,ref
1 Yed
= 27T |: 2111 (2)\ ) 11110\1120

1 +1 o\ 1+l
* Z l +)52 ( 1 ly 2) (a(l)> (P, Toiy + W1y W) (4.42)

11,l9=0
1{+i9>0

der Multipole ¥, der Hilfsfelder schreiben, wobei wir die Koeffizienten in Gl. (4.42)
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aus Gl. (A.5) in Anhang A entnehmen konnen. Die Selbstenergie ist durch

o (2 ) = / Hmz (= [z prae )

xexp( il / / &P i (x <|x—x'|>¢i<x>>

z ref 1 ref

X exp <_1 /:Si’ref de wl (X) fi,ext(x) + 1; qumRm)
(4.43)

festgelegt. Thre etwas aufwéndigere Berechnung werden wir im folgenden Unterab-
schnitt besprechen.

4.4.2 Berechnung der Selbstenergie

Der Selbstenergieanteil aus Gl. (4.43) kann in einer dhnlichen Weise wie von Golesta-
nian et al. in [53] berechnet werden. Zunéchst eliminieren wir die J-Funktionen, indem
wir konjugierte Multipolmomente W¥,,, der Hilfsfeldmultipole ¥, einfiihren:

0 <\1’m —/ d*x (T/To)|m|6_im“0?/f(x)>
S’L,ref

= /d{i}zm exp (1{171771 Vi _/

S

Dann konnen wir Z; qor = exp{—kpT/(27) H;sar} in der Form

Zraar = [ [Ta7. [ e exp{ hnl / / &' 5(x) G(Jx — X)) (%)

i,ref

d*x (r/r0)|m|6_im‘pwi(x)]> . (4.44)

z ref ’L ,ref

A Il _ 0 -
/5 i ; o) ) mZ_@( )
(4.45)

schreiben. Das Funktionalintegral [ Dy; in Gl. (4.45) kann in ein Funktionalintegral
iiber ein bestimmten Beschrankungen unterworfenes Hohenfeld h(x) umgeformt wer-
den; dies entspricht einer Umkehrung des Schrittes von Gl. (3.34) zu Gl. (4.40):

z ,self /H d\I]zm €xXp { Z (sz + E]zm)\I]zm}

m=—0oQ

|
T ~ ;
Dh h X;) — - sz + \Ilzm el
/ XzESz ref < ( ) Z <TO) ( ) )

m

xexp{—zk]zT/de l(Vh) KZ]} . (4.46)
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Die 0-Funktionen in Gl. (4.46) beschreiben die Beschréankungen des Feldes h im Bereich
Siret- Dieser Beitrag kann direkt berechnet werden, so dass sich fiir das verbleibende
Funktionalintegral

Ae—00 ~ 2 ~ . ~
Zi selt ~ /H dV;,, exp {—kﬂ—; m| Py, + ‘I’z'm|2 + IZ<PZ'm + \I’zm)‘I’Zm}
B

m>1 m

X /Dh IT ¢ (h(xl-) S (P + @im)eimgai)

xieasi,ref m

v h?
X exp { T /[R?\Sm d*x l(Vh) )\2} } (4.47)

ergibt. Dabei fixieren die J-Funktionen h an den Réandern 0S;,e des Integrationsbe-
reichs. Indem wir wie in Gl. (3.23) das Hilfsfeld in zwei Teile aufspalten, h = hy + hy,
wobei (—A + A;?)hg = 0 und h; Dirichlet-Randbedingungen hy(x;)|ss, ., = 0 erfiillt,
und zweimal den Greenschen Satz auf das Integral im Exponenten der Gl. (4.47) an-
wenden, erhalten wir

~ 27y R ~
Zi,self = /l_m[d\lllmexp{_kB—TmZN‘mHPZm_'_\pzm| +1 Z (le"i_\lllm)\plm}

7
X exp { onT 7({9& y dx hO(X)VhO(X)}
kT h2
Dh 20 [eonoz o M| U
/ ' H o exp{ 2y /[R2\Si,refd ! [(V T )‘2}}

XE@SZ ref
(4.48)

Das Funktionalintegral iiber h; ergibt nur einen konstanten Faktor unabhéngig von al-
len Multipolmomenten und wird im Folgenden vernachléssigt. Um das Linienintegral in
Gl. (4.48) zu berechnen, schreiben wir die allgemeine Losung der Differentialgleichung
fiir ho in R? \ Sirer als ho(x) = >, (K (r/Ae)/ K (ro/Ac))Cre™? (vgl. Abschnitt 4.2).
Durch Vergleich mit den Randbedingungen kénnen wir die Koeffizienten direkt als
Cy, = Pyn + V4, identifizieren. Das Linienintegral ergibt dann 27|P;, + \Iflm\ f(m),
wobei f(m) = |m| (|m| > 1) und f(0) = —1/(In(vero/ 2X.)) (fiir ro < A.) gilt, so dass
sich der Selbstenergieanteil schliellich zu

~ 4 o ~
Zi,self - /H dq]zm €xXp { i Z f 5) |sz + \Dzm|2 + 1 Z (sz + \Dzm)lpzm}
m m0

(4.49)
ergibt. Damit erhalten wir fiir H; s (bis auf unwichtige additive Konstanten)
In( %TO/ 2).) Ui |2
iself — — \I]z 2 . 4.50
Hisert = —|Wio +> Sl (4.50)

m>0
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4.4.3 Berechnung der effektiven Kraft

Mit Hilfe der Gln. (4.42) und (4.50) ldsst sich der Exponent im Funktionalintegral (4.41)
fiir die Zustandsfunktion Z in Matrixschreibweise darstellen:

- kT (@, \' [ Her Hi vy
2 = /ggD\meﬁ exp{ 2y ( vy ) ﬁint ﬁself ( Wy ) - (451)
Die Vektoren W; = (W0, Pio, V1, P, Vi1, Pi_1,...) enthalten nun jedoch im Gegen-
satz zu den ¥, in Abschnitt 4.1 nicht nur die Multipole der Hilfsfelder, sondern auch
diejenigen der Kontaktlinie. Die Blockmatrix H beschreibt die Kopplung dieser Mul-
tipolmomente. Die Elemente des Selbstenergieblocks Hg¢, die die Wechselwirkung der
Multipole desselben Kolloids charakterisieren, konnen aus den Gln. (4.41) und (4.50)
entnommen werden. Die Elemente der Wechselwirkungsmatrix ﬁint sind durch die
Kopplungsenergie der Hilfsfeldmultipolmomente W;,, der Kontaktlinien verschiedener
Kolloide gegeben und kénnen aus dem Ausdruck (4.42) fiir die Wechselwirkungsenergie
Hine entnommen werden. Alle Matrixelemente, die andere als die gerade besprochenen
Multipole verkoppeln, verschwinden.

Wie in den Gln. (4.7) und (4.24) fir Zg,. bzw. Z,¢ ist der Exponent auch in
Gl. (4.51) als quadratische Form gegeben, hier jedoch von Multipolen der Hilfsfel-
der und der Kontaktlinie gemeinsam. Die Zustandsfunktion ist somit durch det H be-
stimmt, und die asymptotische Form der freien Energie fiir grofle Teilchenabstidnde
d > rg ergibt sich durch die Entwicklung des Logarithmus dieser Determinante nach
ro/d. Dies fiithrt schliefllich auf dieselbe Form fiir die (Gesamt-)Casimir-Kraft wie in
Gl. (4.28):

Fld) = —]“BTT%Z fardar (%)2". (4.52)

Dabei gilt — wie erwartet — fiir die Entwicklungskoeffizienten
fodor gl (4.5

Im Gegensatz zur vorherigen Rechnung in Abschnitt 4.3, bei der sich die verschiedenen
Potenzgesetze fiir die Casimir-Kraft durch die gegenseitige Aufhebung eines attrakti-
ven Fluktuationsanteils und eines repulsiven Anteils des mittleren Feldes bis zu einer
von den Randbedingungen abhingigen Ordnung in ry/d ergeben haben, lassen sich die
fiihrenden Terme nun in sehr natiirlicher Weise interpretieren. Die fiardar kgnnen als
Wechselwirkungskoeffizienten der fluktuierenden zweidimensionalen Hilfsfeldmultipole
auf den Referenzkreisen S, .o aufgefasst werden, &hnlich zu fluktuierenden ,, Ladungs-
dichten® auf den Kolloiden (vgl. [74]).

In diesem Bild ist n = p; + p2 und p; die Ordnung des auf Kolloid ¢ definierten
Multipols. Die Wechselwirkung zwischen den Hilfsfeldmultipolen ¥, und ¥y, in Hj,
verhilt sich dann nach Gl. (4.42) wie (ro/d)P**72. Der fithrende Term zur Fluktuations-
kraft ergibt sich aus den ersten nichtverschwindenden Multipolen W;, der Hilfsfelder
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und der Struktur von det H zu F(d) oc 1/d2P+72)+1 fiir p} > 0. Bei p| = p} = 0
erhalten wir eine logarithmische Abhéngigkeit der Kraft wie F'(d) o< 1/(dInd) im Fall
(B1)-(B1) oder F(d) o< 1/[d(1 +Ind)] im Fall (A2)-(A2).

Wie in Abschnitt 4.4.1 oben dargestellt, fithren die unterschiedlichen Randbedin-
gungen zu bestimmten Beschrankungen fiir die Hilfsfeldmultipole ¥;,, nach Gl. (4.39).
So fithren die Fluktuationen des Kontaktlinienmonopols zu einem verschwindenden
Hilfsfeldmonopol, und ein fluktuierender Kontaktliniendipol entspricht einem verschwin-
denden Hilfsfelddipol. Die Fluktuationen héherer Kontaktlinienmultipole fiithren jedoch
nicht zum Verschwinden weiterer Hilfsfeldmultipole, sondern zu einer Anderung in der
Amplitude des fiihrenden Terms in der effektiven Kraft (wie z. B. durch Vergleich der
Resultate fiir die Kombinationen (B3)—(B3) und (A1)-(A1l) in Tab. 4.3 festgestellt wer-
den kann). Nach Gl. (4.39) stammt also der fiihrende Term von F'(d) in den symmetri-
schen Fallen (B1)-(B1) und (A2)-(A2) von einer Monopol-Monopol-Wechselwirkung,
im Falle (B2)—(B2) von einer Dipol-Dipol-Wechselwirkung und in den Fallen (A1)-(A1)
und (B3)-(B3) von einer Quadrupol-Quadrupol-Wechselwirkung.

Die Potenzgesetze fiir gemischte Randbedingungen ergeben sich nach demselben
Prinzip. Hierbei ist jedoch zu beachten, dass die Hilfsfeldmonopole bei gemischten
Randbedingungen, die nur fiir (B1) und (A2) von Null verschieden sind, zu Wechsel-
wirkungsbeitriagen fithren konnen, die im Limes 79/, — 0 logarithmisch verschwinden,
so dass die asymptotische Casimir-Kraft durch die néchsthohere Multipolwechselwir-
kung bestimmt wird (vgl. Tab. 4.3). So finden wir fiir die Kombination (B1)-(B2) einen
Term zweiter Ordnung (Monopol-Dipol) in der freien Energie, welcher einen zusétzli-
chen attraktiven Beitrag

F~+

kel L (TO)?’ (4.54)

ro In(yero/2A.) \d
zur Gesamtkraft beitrégt, der bei endlichem A, fiir grofle Kolloidabsténde deutlich
langsamer abfillt als Gl. (4.33). Im Fall (A2)-(B2) muss der Logarithmus im Nenner
von Gl. (4.54) durch [In(ygre/2A.) — 1] ersetzt werden.

Die Bedingungen verschwindender Monopole und Dipole der Hilfsfelder in Ab-
schnitt 4.4.1 ergaben sich aus der Unabhéngigkeit des Gesamt-Hamiltonian H.; von
den Kontaktlinienmonopolen und -dipolen. Diese hatte sich aber erst aus der Einfiih-
rung des Korrektur-Hamiltonian H.,,, ergeben, dessen Bedeutung fiir die korrekte Be-
rechnung der fluktuationsinduzierten effektiven Kraft zwischen den beiden Kolloiden
sich hier also sehr eindriicklich zeigt (vgl. Abschnitt 3.2.2).

Nach den obigen Uberlegungen hingt die Ordnung des fithrenden Terms der Fluk-
tuationskraft im asymptotischen Bereich 7y < d grofler Kolloidabstdnde und A\, — oo
wie folgt von den Randbedingungen an der Kontaktlinie ab:

e Verschwinden die Monopole auf beiden Kolloiden, gilt F(d) o< 1/d*®i+P2)+1 wobei
P, > 0 die Ordnung des ersten nichtverschwindenden Hilfsfeldmultipol auf Kolloid
1 ist.

e Bei fluktuierenden Hilfsfeldmonopolen auf beiden Kolloiden erhalten wir eine lo-
garithmische Abhéngigkeit der effektiven Wechselwirkung. Wie in Abschnitt 4.3
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beschrieben, gehen die Ergebnisse fiir die verschiedenen Fille (B1)—-(B1), (A2)-
(A2) und (B1)—(A2) bei sehr groBen Kolloidabstdnden ineinander iiber. Das
asymptotische Verhalten ist dann durch F' ~ —1/(dInd/r) beschrieben.

e [st der Hilfsfeldmonopol nur auf einem der beiden Kolloide ungleich Null, so ver-
schwindet der fithrende Term, der von der Wechselwirkung des nichtverschwin-
denden Monopols auf dem zweiten Kolloid mit einem hoéheren Multipol vom
ersten Kolloid stammt, logarithmisch im Limes A\. — oo. Der erste nichtver-
schwindende Term in diesem Limes stammt dann von einer héheren Multipol-
Wechselwirkung.

e Eine Ausnahme zur letzten Regel bildet der Fall (A1)-(A2), bei dem der fithrende
Term der Kraft von der Monopol-Quadrupol-Wechselwirkung der fluktuierenden
Hilfsfelder stammt (vgl. Tab. 4.3).

Die Beschrankungen fiir die Fluktuationen der Hilfsfeldmultipole in Abhéngigkeit von
den Randbedingungen sind in Tab. 4.4 zusammengefasst.

4.4.4 Konstruktion eines Kontaktlinien-Hamiltonian mit ver-
schwindender Fluktuationskraft

In Abschnitt 4.4.1 hatten wir gesehen, dass die Hilfsfeldmonopole und -dipole W,y bzw.
W,.1 verschwinden, weil der Hamiltonian H;.; unabhéngig von den Kontaktlinienmono-
polen und -dipolen P;y bzw. P,1; ist. Diese Beobachtung lasst sich leicht verallgemei-
nern: Ist die Summe aus Kontaktlinien-Hamiltonian H;, und Korrektur-Hamiltonian
Heorr unabhéingig von Py, fithrt die Integration iiber diesen Kontaktlinienmultipol
zu einer Deltafunktion fiir den zugehorigen Hilfsfeldmultipol ¥,,, im Funktionalin-
tegral fiir die Zustandsfunktion Z. Wéare die Summe aus Kontaktlinien-Hamiltonian
und Korrektur-Hamiltonian also Null, wiirden alle Hilfsfeldmultipole ¥, verschwin-
den und deswegen auch alle Koeffizienten fXader in der Entwicklung der Casimir-Kraft
nach ro/d — dann wire also die gesamte Casimir-Kraft Null! Dieser Fall tritt fiir den
Kontaktlinien-Hamiltonian [124]

Hyi = 27?72m|PZ-m|2 (4.55)

0 / fig) — @) s

1 ref asz ref Sln % (10 80 )]

E

ein. Wir sehen also, dass der Kontaktlinien-Hamiltonian nichtlokal in der Kontaktlini-
enhohe f;(¢) sein muss, um die Casimir-Kraft zum Verschwinden zu bringen.

Den Korrektur-Hamiltonian H,,, hatten wir in Abschnitt 3.2.2 eingefiihrt, um den
Beitrag der Kapillarwellen, der sich aus der (kiinstlichen) Erweiterung der Grenzflache
in das Innere der Referenzkreise S; ¢ ergeben hatte, auszugleichen. Physikalisch bedeu-
tet die Bedingung Hy, + Heorr = 0 also, dass die Kontaktlinienfluktuationen energetisch
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genau den wegen der Gegenwart der Kolloide ,,fehlenden“ Kapillarwellenbeitragen ent-
sprechen. Da die Grenzflichenfluktuationen in diesem Fall energetisch die Anwesenheit
der Kolloide nicht ,,bemerken*, verschwindet die effektive, fluktuationsinduzierte Wech-

selwirkung zwischen den beiden Kolloiden.



Kapitel 5

Numerische Berechnung der
effektiven Wechselwirkung fiir

beliebige Kolloidabstinde

Fiir mittlere Absténde d ~ ry konnen die hoheren Terme in der Entwicklung (4.28) der
thermischen Casimir-Kraft nicht mehr vernachléssigt werden. Dann ist eine analyti-
sche Berechnung der Fluktuationskraft — wie im vorigen Kapitel fiir das asymptotische
Verhalten bei grofien Kolloidabstdnden ry < d < A, — nicht mehr moglich, sondern
die effektive Wechselwirkung muss numerisch bestimmt werden. Wir werden dies in
diesem Kapitel, wie in den Abschnitten 4.1 und 4.2 fiir den langreichweitigen Teil der
Casimir-Kraft geschehen, fiir den Fluktuationsanteil Fj,. und den Anteil Fi,; des mitt-
leren Feldes getrennt durchfithren. Die entsprechenden numerischen Methoden werden
wir in den néchsten beiden Abschnitten vorstellen.

Im Limes sehr kleiner Kolloidabsténde, H = d—2ry < ry, kann das fithrende asymp-
totische Verhalten der Casimir-Kraft unter Verwendung der Derjaguin-Ndherung ana-
lytisch berechnet werden [71,125]. Diese war urspriinglich 1934 zur (ndherungsweisen)
Berechnung der van der Waals-Wechselwirkung zwischen Korpern mit gekriimmten
Oberflachen entwickelt worden. Dabei werden die gekriimmten Oberflaichen zunéchst
im Stile von Treppenfunktionen durch gegeniiberliegende parallele Flachenstiicke an-
gendhert. Dann wird das bekannte Resultat der van der Waals-Kraftdichte zwischen
parallelen Flachen iiber die gegeniiberliegenden parallelen Oberflichenabschnitte inte-
griert [126-129]. Spéter wurde dieses Konzept auf andere Gebiete der Physik verallge-
meinert [130], wo es auch unter dem Namen Proximity Force Approximation bekannt
ist. Eine wichtige Rolle spielt diese Proximity Force Approximation bei Rechnungen zum
(quantenfeldtheoretischen) Casimir-Effekt zwischen Korpern, die von der klassischen
Anordnung zweier paralleler Platten abweichen. Analytische Ausdriicke in komplexe-
ren geometrischen Anordnungen sind besonders wichtig wegen ihrer Bedeutung fiir
experimentelle Bestédtigungen des Casimir-Effekts, in denen haufig eine Kugel-Platte-
Konfiguration gewihlt wird [67]. Ein grundsitzliches Problem der Derjaguin-Nihe-
rung, das auch in der aktuellen Forschung ausgiebig untersucht wird [72,73,131,132],
bleibt jedoch, dass ihr Giiltigkeitsbereich nur schwer eingeschétzt werden kann. Drei

71
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wesentliche Approximationen sind dabei wichtig [126]. Zum einen muss der (kleinste)
Abstand zwischen den beiden gegeniiberliegenden Oberfliachen viel kleiner sein als ihre
Kriimmungsradien, damit diese iiberhaupt durch flache parallele Teilflichen genéhert
werden konnnen. Weiterhin muss die Wechselwirkungsenergiedichte schnell genug ab-
fallen, so dass nur gegeniiberliegende Flachenstiicke einen signifikanten Beitrag zur
Wechselwirkung liefern. Das groite Problem stellt allerdings die in der Derjaguin-Néhe-
rung vorausgesetzte paarweise Additivitat der beteiligten Kréfte dar, die weder fiir van
der Waals- noch fiir Casimir-Krifte! gegeben ist. Die Grenzen dieser Annahme lassen
sich leider nur schwer abschéitzen [74].

Wir werden in diesem Kapitel die asymptotische Form der Fluktuationskraft zwi-
schen den Kolloiden bei kleinen Abstdnden mit der Derjaguin-Naherung berechnen und
anschlieBend die analytischen Resultate fiir kleine und fiir grofle Kolloidabstdnde d mit
den Ergebnissen der numerischen Rechnungen vergleichen. Dies wird uns erlauben, den
Giiltigkeitsbereich der jeweiligen Néherungen abschitzen zu kénnen.

5.1 Numerische Berechnung des Fluktuationsanteils

Ausgangspunkt fiir die numerische Berechnung des Fluktuationsanteils Fj,. der Casimir-
Kraft fiir beliebige Abstédnde d zwischen den Kolloiden ist der Ausdruck (4.1) fiir die
Zustandsfunktion Zg,.. In diesem Ausdruck hatten wir bereits die J-Funktionen, die
das Verschwinden des Grenzflachenprofils u(x) an den Kontaktlinien sicherstellen, mit
Hilfe von Funktionalintegralen iiber Hilfsfelder 1;(x;), die auf den Kreislinien 05; ;ef
definiert sind, durch ihre Fourierdarstellung ersetzt. Dann liefl sich das Gaufische Inte-
gral iber Du ausfithren, so dass in Gl. (4.1) nur noch die Integrale iiber die Felder v
iibrig blieben. Zur numerischen Auswertung dieser Funktionalintegrale orientieren wir
uns an einer Methode, die von Biischer und Emig in [73] eingefiihrt wurde.

Zur Diskretisierung der Integrale im Exponenten von Gl. (4.1) fithren wir auf den
Kontaktlinienkreisen 05, ,ef ein dquidistantes Gitter

(,0”/:(27T/N)l,, 0§2/<N (51)

fiir die Polarwinkel ¢; ein. Dann konnen wir das Doppelintegral iiber die Kreise 0.5; yef
als Doppelsumme schreiben und die Funktionalintegrale iiber die Hilfsfelder v; durch
gewohnliche GauBsche Integrale iiber die 1;(x;(¢si)) ersetzen (wie gewohnlich zur Dis-
kretisierung von Funktionalintegralen vorgegangen wird [133]):

Dip; ~ 1:[ dipi(Xi( i) - (5-2)

1'=0

'Wir wollen hier auf den gemeinsamen Ursprung der van der Waals- und der (quantenelektro-
dynamischen) Casimir-Wechselwirkung hinweisen. Beide beruhen auf Quanten- (und thermischen)
Fluktuationen: der (dielektrischen) Materie bei der van der Waals-Wechselwirkung und des (durch
Materie) beschrénkten Vakuums bei der Casimir-Wechselwirkung [47,126]. In der Lifshitz-Theorie
werden diese beiden Phénomene dann auch gemeinsam behandelt [66].
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Abbildung 5.1: Schematische Darstellung der Diskretisierung der Doppelintegrale {iber
die Kontaktlinienkreise im Exponenten des Funktionalintegrals fiir Zg,. fiir N = 6.
Die gestrichelten Linien stellen die Matrixelemente der Selbstenergieblocke der Kopp-
lungsmatrix dar, die durchgezogenen die Nebendiagonalblécke, die die Wechselwirkung
zwischen den Kreisen beschreiben.

Die Kopplung der 9;(x;(¢;;)) im Exponenten von Zg,. wird durch die Blockmatrix

G = G(xi(ew) —xi(05))) (5.3)

beschrieben, wobei G(|x|) = Ko(|x|)/27 wieder die Greensfunktion des (freien) Kapillar-
wellen-Hamiltonian H., und K, die modifizierte Besselfunktion zweiter Art ist. Die
Elemente GZ;, der Diagonalblécke verbinden die Punkte x;(¢;) und x;(p;~) auf dem-
selben Kreis und die Nebendiagonalblécke die Punkte verschiedener Kreise. In der
numerischen Implementierung miissen wir aufgrund der Diskretisierung einen kurz-
welligen Cutoff s < ry einfithren und G(0) = Ky(s)/27m setzen. In den numerischen
Rechnungen zeigt sich, dass die Ergebnisse fiir s < 27rg/N und grofie N sehr schnell
unabhéngig von der genauen Wahl dieses Cutoffs werden (der Cutoff muss allerdings
auf jeden Fall kleiner als der kiirzeste Abstand zwischen den beiden Kreisen 0.5; ;ef sein).
In Abb. 5.1 wird die Diskretisierung (5.1) der Kreise 05, ¢ veranschaulicht. Schema-
tisch dargestellt sind auch die Verbindungen zwischen den Gitterpunkten durch die
Matrixelemente (5.3).

Nach der Ausfithrung der GauBschen Integrale iiber die v;(x;(p;)), Bildung des
Logarithmus und Vernachléssigung d-unabhéngiger divergenter Terme erhalten wir den
Ausdruck

Five = + kaT Indet [GL'G(d)] (5.4)

fiir die freie Energie des Fluktuationsanteils. Dabei enthilt Go, = limg_.., G(d) die
Selbstenergiebeitriage und wird zur Regularisierung der freien Energie benotigt [51, 131].
Zur numerischen Bestimmung der effektiven Wechselwirkung ist es jedoch sinnvoller,
die Casimir-Kraft direkt zu bestimmen. Leiten wir Gl. (5.4) nach dem Kolloidabstand
d ab, erhalten wir

Fiue(d) = =3 kpT tr [G(d)'0,G(d)] . (5.5)
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Der Vorteil dieser Vorgehensweise liegt darin, dass Gl. (5.5) keine divergenten Teile
mehr enthélt, die eine Regularisierung erfordern. Dies fiihrt zu einer schnelleren Kon-
vergenz im Vergleich zu Gl. (5.4) und erleichtert deswegen die numerische Berechnung
erheblich. Die inverse Matrix G(d)™! ldsst sich mit einer LU-Zerlegung (vgl. [134]) be-
rechnen, und zur Bestimmung der Elemente von 0;G(d) verwenden wir die Beziehung
K{ = —K; und dann Standardverfahren zur Auswertung der modifizierten Besselfunk-
tionen [134]. Es zeigt sich, dass die numerische Berechnung von Fp,. nach Gl. (5.5)
auch fiir kleine d mit N =~ 5000 konvergiert. Wegen des groflen Speicherbedarfs fiir die
Matrizen G(d)~! und 9;G(d) bendtigen wir jedoch eine Rechenzeit von ca. 30 Stunden
fiir jeden einzelnen Abstand d auf einem Standard-PC. Wir werden die numerischen
Resultate in Abschnitt 5.4 genauer diskutieren. Es zeigt sich insbesondere eine sehr
gute Ubereinstimmung mit den analytischen Ausdriicken fiir Fyye bei kleinen und bei
groflen Kolloidabsténden.

5.2 Numerische Berechnung des Anteils des mitt-
leren Feldes

Die numerische Berechnung der Casimir-Kraft F,,; des mittleren Feldes kann sehr effizi-
ent mit der in Abschnitt 4.2 beschriebenen Methode durchgefiihrt werden. Um komple-
xe Zahlen zu vermeiden, verwenden wir allerdings in der numerischen Implementierung
Sinus- und Kosinus-Moden anstatt der Fouriermoden. Die entsprechenden Gleichungen
in Abschnitt 4.2 lassen sich durch die Benutzung ihrer Real- und Imaginéarteile direkt
umschreiben. Uber die numerische Auswertung der Integrale fiir die Projektionskoef-
fizienten a; my, in Gl. (4.18) und die Auflésung des linearen Gleichungssystems (4.17)
konnen wir die Elemente B}t und E% . der Matrix E berechnen (vgl. Gln. (4.22)
und (4.23)). Die Berechnung von In(det E) ergibt dann den Anteil F,; des mittleren
Feldes an der freien Energie, aus der wir durch numerische Ableitung nach d schlief3-
lich den Beitrag F},; des mittleren Feldes zur Kraft erhalten. Dieses Verfahren erweist
sich als sehr effizient, es erlaubt die Bestimmung von Fy,; innerhalb weniger Sekunden.
Die numerischen Rechnungen zeigen, dass es geniigt, ungefdhr n,.. ~ 20 Moden in
der Entwicklung (4.14) der u; in Abschnitt 4.2 zu beriicksichtigen, um Konvergenz der
Resultate auch fiir kleine Kolloidabsténde d zu erzielen.

Abschlielend wollen wir zur direkten numerischen Berechnung der Casimir-Kraft
zwischen den Kolloiden noch bemerken, dass eine Implementierung der Kardar-Metho-
de sehr schwierig ist, da die Hilfsfelder ¥; in diesem Fall auf den zweidimensionalen
Kreisflachen S; ;er definiert sind. Eine Diskretisierung dieser Flachen mit N ~ 5000 wie
im vorigen Abschnitt zur Berechnung von Fj,. wiirde nicht ausreichen, einer deutlich
feineren Diskretisierung sind aber durch den hohen Speicherbedarf und die verfiigbhare
Rechenzeit Grenzen gesetzt.
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5.3 Fluktuationskraft fiir kleine Kolloidabstiande —
Derjaguin-Niherung

Bevor wir die numerischen Ergebnisse diskutieren, wollen wir noch eine analytische
Abschétzung des asymptotischen Verhaltens der Casimir-Kraft fiir kleine Kolloidab-
stdnde in der Derjaguin-Nédherung berechnen. Wéhrend die Rechnungen fiir groflie
Absténde, rg < d < A, eine starke Abhéngigkeit der Gesamtkraft von den Rand-
bedingungen an den Kontaktlinien gezeigt hatten, die sich aus einem Zusammenspiel
des attraktiven Beitrags des Fluktuationsanteils und des repulsiven Beitrags vom Anteil
des mittleren Feldes ergaben, finden wir im entgegengesetzten Limes H = d —2ry < 1y
eine viel schwichere Abhéangigkeit von der genauen Form der Randbedingungen. Es
zeigt sich, dass in diesem Regime beide Beitriage sehr grofl werden, das Anwachsen des
attraktiven Fluktuationsanteils dasjenige des repulsiven Beitrags des mittleren Feldes
allerdings bei weitem iibertrifft, so dass wir bei kleinen Absténden eine starke attraktive
Gesamtkraft finden.

Durch diesen starken Anstieg bei kleinen Absténden wird die Casimir-Kraft auch
fiir experimentelle Untersuchungen in diesem Bereich wichtig, da dann ein bedeutender
Beitrag zur Gesamtwechselwirkung zwischen den Kolloiden von der Fluktuationskraft
erwartet werden kann. Dieser starke attraktive Beitrag zur Wechselwirkung kann z. B.
zur Koagulation von Kolloiden an Fliissigkeitsgrenzflichen fiihren. Wir werden diesen
Punkt in Abschnitt 6.1 noch genauer diskutieren und dabei insbesondere die Fluktua-
tionskraft mit der van der Waals-Kraft vergleichen, die bei kleinen Teilchenabsténden
ebenfalls sehr stark wird.

5.3.1 Fluktuationsanteil fiir kleine Abstinde

Die Derjaguin-Niherung besteht darin, die lokale (Linien-)Kraftdichte foq(h) auf den
Kontaktlinien durch diejenige zweier paralleler Linien im Abstand & zu ersetzen und
dann iiber die beiden gegeniiberliegenden Kontaktlinienhalbkreise zu integrieren, um
die gesamte effektive Kraft zwischen den Kolloiden zu erhalten.

Li und Kardar stellten ein allgemeines Verfahren zur Bestimmung der Casimir-
Wechselwirkung zwischen zwei (D — 1)-dimensionalen parallelen Oberfléchen in einem
D-dimensionalen korrelierten (Gaufischen) Fluid vor, das an den Oberfléchen Dirichlet-
Randbedingungen erfiillt, und leiteten fiir den Fall D = 3 auch einen expliziten Aus-
druck fiir die Fluktuationskraft her [51]. Diese Methode lasst sich direkt auf unseren
Fall einer zweidimensionalen fluktuierenden Grenzflache, die von zwei parallelen Linien
begrenzt wird, iibertragen. Die entsprechende Rechnung ist in Anhang B dargestellt;
als Ergebnis fiir die Kraftdichte erhalten wir

™

f2d<h) — —kBT 24};’2 .

(5.6)

Die Integration des Ausdrucks (5.6) iiber die durch eine Treppenfunktion angenéherten
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——
<+ -+
H H

Abbildung 5.2: Schematische Darstellung der Derjaguin-Néherung, bei der die ge-
kriimmten Kreislinien durch Treppenfunktionen angendhert werden und anschlieend
iiber alle gegeniiberliegenden parallelen Linienelemente integriert wird.

Kontaktlinienkreise 05; ,er (schematisch dargestellt in Abb. 5.2) fithrt dann auf

kgT [T° 1
Fﬂuc ~ _27‘-2]2 / dy 2
0 (H+27’0—2\/r§—y2)
JH 72 il
ro/H—oo 0 ~1/2
kg 18 172 +O(H/7) (5.7)

fiir den fithrenden Beitrag des Fluktuationsanteils der Casimir-Kraft im Limes kleiner
Kolloidabsténde H/ry < 1. Wir weisen darauf hin, dass dieser starke Anstieg fiir
H — 0 eine Konsequenz der endlichen (mesoskopischen) Ausdehnung der Kolloide ist.
Er tritt nicht auf, wenn die Teilchen als punktférmige Objekte modelliert werden [122].

Der Ausdruck (5.7) fiir die Fluktuationskraft Fy,. divergiert fir H — 0. Dabei ist
jedoch zu beachten, dass fiir Kolloidabsténde H in der GroBlenordnung der molekularen
Léngenskala o der Fluide das Kapillarwellenmodell, das wir hier verwenden, nicht mehr
giiltig ist. In diesem Limes kann die effektive Wechselwirkung bestimmt werden, indem
die Bildung eines Benetzungsfilmes um die Kolloide mitberiicksichtigt wird [135,136],
was zu einer endlichen Kraft fiir H — 0 fiihrt.
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5.3.2 Anteil des mittleren Feldes fiir kleine Abstinde

Die Abschéitzung des Beitrags des mittleren Feldes zur gesamten Fluktuationskraft bei
kleinen Teilchenabstéinden H = d — 2ry < rg ist etwas komplizierter. Wir werden
uns dabei zundchst auf den Fall (B2) kollektiver Hohenfluktuationen der Kontaktlini-
en (Monopolfluktuationen, s. Abschnitt 3.1.3) beschrdnken und anschlieBend kurz den
allgemeinen Fall diskutieren. Ein Vergleich mit den exakten numerischen Resultaten
im néchsten Abschnitt zeigt, dass das fithrende Verhalten der Divergenz von Fy fiir
H — 0 allein unter Beriicksichtigung der Kontaktlinienmonopole schon korrekt er-
fasst wird und die Hinzunahme hoéherer Multipolmomente nur zu einem zusétzlichen
Vorfaktor fithrt. Dies steht in einem deutlichen Gegensatz zum Verhalten bei groflen
Kolloidabsténden, bei denen die genaue Form der Randbedingungen einen grofien Ein-
fluss auf das Skalenverhalten der gesamten Casimir-Kraft hat, vgl. Abschnitt 4.3.

Um die Derjaguin-Approximation anzuwenden, berechnen wir das mittlere Feld
zwischen zwei parallelen Linien 0€; 5, auf denen das Feld — entsprechend den Monopol-
Randbedingungen — durch den fluktuierenden Wert w.,¢(0€2;) = Py vorgegeben ist. Die
zugehorige Energie H,,¢ des mittleren Feldes in Gl. (4.21) kann mit Hilfe einer 2 x 2-
Matrix E darstellt werden (vgl. Abschnitt 4.2). Nachdem wir E diagonalisiert haben,
kénnen wir dafiir auch

L
Hong = 72 V(e 22 + ea(A2)?) (5.8)

schreiben. Hierbei sind eg und e, die Eigenwerte von E, und Z = Py + P und
Az = Pyy — Py sind die symmetrische bzw. die antisymmetrische Uberlagerung von
ums an den Réndern 0€2;. L, ist die Lénge der Randlinie. Bis auf einen Faktor entspre-
chen die Liniendichten eg und e, den Energien der mittleren Felder, die zu den Lésungen
der Euler-Lagrange-Gleichung (4.12) mit symmetrischen (us|aq, , = Z) bzw. antisym-
metrischen (ua|on,, = +Az) Randbedingungen gehéren. Die allgemeine Losung ist
dann durch uy,s = (us + u,)/2 gegeben. Im Limes A, — oo wird die Euler-Lagrange-
Gleichung zur Laplace-Gleichung Auy,e = 0. Fiir zwei parallele Linien 0€); mit einem
Abstand von & in z-Richtung sind die symmetrische und die antisymmetrische Losung
durch u, = (2Az/h) x baw. us = const. gegeben. Fiir die zugehorigen Liniendichten
erhalten wir e; = 0 und e, = 4/ h. Das Verschwinden von es bedeutet, dass eine kol-
lektive vertikale Verschiebung der Grenzfliche keine Energie kostet, wie es im Limes
verschwindender Gravitation g — 0 auch zu erwarten ist. Allerdings fiithrt e, = 0 zu
einer Divergenz des Integrals iiber Z in der Zustandsfunktion Z,¢, die physikalisch hier
jedoch nicht von Bedeutung ist und vernachléssigt werden kann.

Nun wenden wir, dhnlich wie in Gl. (5.7), die Derjaguin-Ndherung an, um die zur
antisymmetrischen Mode u, gehorende Energie E, fiir zwei Kreise im Abstand H zu
berechnen:

Ea

Q

) /md 2(A2)7 ~omy (A% 4 00).  (59)
! 0 yH+2ro—2\/r(Q)—y2 7 H ' '

Der von H abhéngige Teil des Beitrags des mittleren Feldes zur freien Energie ergibt



78 KAPITEL 5. NUMERISCHE ERGEBNISSE
sich daraus zu
Fnf —kBTln/d(Az) exp(—FE./ kgT) = —(kgT/4) In(H/ro) + const . (5.10)

Fiir den fithrenden (divergierenden) Anteil der effektiven Kraft F},¢ des mittleren Feldes
erhalten wir daraus im Limes sehr kleiner Kolloidabstdande, H =d — 2R — 0,

k’BT
Fut(h — 0) ~ 1 (5.11)
F¢ ist wie fiir grofle Teilchenabstédnde repulsiv, steigt allerdings fiir verschwindendes
H nicht so stark an wie Fj... Fiir kleine Kolloidabstande wird die Gesamtkraft also
durch Fy,. dominiert und ist durch eine stark anwachsende attraktive Wechselwirkung
gegeben.
Es erscheint physikalisch weniger plausibel, die Derjaguin-Naherung auch auf héhe-
re Kontaktlinienmultipole n anzuwenden, insbesondere wenn H S R/n gilt, da die Li-
nienenergiedichte dann auf deutlich kleineren Léngenskalen als der Wellenlédnge verwen-
det wiirde. Fiihren wir die obige Rechnung trotzdem durch, so finden wir im Bereich
H < R/n eine Kraft des mittleren Feldes, die langsamer als 1/H ansteigt. Fiir H < R/n
hingegen ergibt sich dann erneut das Verhalten wie in der Rechnung fiir die Monopole,
beides in sehr guter Ubereinstimmung mit den numerischen Rechnungen (vgl. Abb. 5.3

weiter unten).

5.4 Vergleich der analytischen und der numerischen
Ergebnisse

Die in den Abschnitten 5.1 und 5.2 besprochenen numerischen Methoden erlauben uns
die Berechnung des Fluktuationsbeitrags bzw. des Beitrags des mittleren Feldes zur
thermischen Casimir-Kraft fiir beliebige Kolloidabstédnde d. Die Gesamtkraft erhalten
wir dann als Summe F' = Fpye + Fi¢. In diesem Abschnitt werden wir die numerischen
Ergebnisse fiir verschiedene Randbedingungen diskutieren und dabei insbesondere mit
den analytischen Resultaten fiir grofle Kolloidabstdnde, d > ry, aus Kapitel 4 und
mit der Derjaguin-Néherung fiir die Fluktuationskraft bei kleinen Abstdnden, H =
d—2ry < ro, aus Abschnitt 5.3 vergleichen. Dies erméglicht uns, den Giiltigkeitsbereich
der asymptotischen Formen fiir die effektive Wechselwirkung abzuschétzen.

In allen betrachteten Féllen fiir die Randbedingungen, (A1)-(A2) und (B1)-(B3),
finden wir eine sehr gute Ubereinstimmung der numerischen Ergebnisse mit den analyti-
schen Vorhersagen fiir die langreichweitige Asymptotik in Tab. 4.3 fiir Teilchenabsténde
dZ5rg (vgl. mit Abb. 5.4-5.6). Fiir kleine Abstéinde hingt die Fluktuationskraft viel
weniger von der speziellen Form der Randbedingungen an den Kontaktlinien ab. In die-
sem Bereich dominiert die Divergenz des Fluktuationsanteils o« —H ~%/2, die zu allen
Féllen beitragt, die Gesamtkraft und fiihrt zu einer starken attraktiven Wechselwirkung
zwischen den Kolloiden.
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Abbildung 5.3: Vergleich der analytischen und numerischen Ergebnisse im Bereich klei-
ner Kolloidabstinde H = d — 2ry Sro fiir den Fluktuationsbeitrag — Fyye und fiir den
Beitrag F,¢ des mittleren Feldes zur effektiven Kraft (ro/A. = 107%). Dabei stellt
die gestrichelte Linie die Derjaguin-Naherung aus Gl. (5.7) fiir den Fluktuationsanteil
und die gepunktete die Derjaguin-Néherung fiir den Anteil des mittleren Feldes aus
Gl (5.11) dar. Die numerischen Ergebnisse fiir den Anteil des mittleren Feldes fiir
verschiedene Randbedingungen (Sterne fiir (B3)—(B3), Dreiecke fiir (B2)-(B2) bzw.
Kreuze fiir (A2)—(A2)) werden bei kleinen H durch die Monopole (~ +1/H) dominiert
und sind deutlich kleiner als Fjyec.
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Abbildung 5.4: Numerisch berechnete Fluktuationskraft (Symbole, fiir ro/\. = 1079)
fiir den Fall fixierter Kolloide und Kontaktlinien (Fall (B1), links) und den Fall fixierter
Kontaktlinien, aber fluktuierender Kolloidhohen (Fall (B2), rechts). Dazu sind jeweils
das Derjaguin-Resultat fiir den Fluktuationsanteil, Fy,. oc —H /2 (gestrichelt), und
die Asymptotik der Gesamtkraft fiir grofie Kolloidabsténde, F' o« —1/(dInd/r¢) fir
(B1) bzw. F oc —d° fiir (B2), gezeigt.
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Abbildung 5.5: Vergleich der numerischen Resultate fiir die Casimir-Kraft (Symbole,
fiir ro/A. = 107%) mit den analytischen Ausdriicken in den asymptotischen Bereichen
fiir grofe Kolloidabstéande d > ry (durchgezogene Linien) und fiir kleine Oberfléchen-
abstdnde H = d—2ry < r¢ (gestrichelte Linien) fiir den symmetrischen Fall (B3)—(B3)
(links) und den asymmetrischen Fall (A1)—(B1) (rechts). Wegen des Vorzeichenwechsels
der Kraft fiir asymmetrische Randbedingungen, der durch die Zacke angezeigt wird,
haben wir rechts deren Betrag dargestellt.

In Abb. 5.3 werden die Derjaguin-Naherungen fiir den Fluktuationsbeitrag Fhy,
aus Gl. (5.7) und den Beitrag Fi,¢ des mittleren Feldes aus Gl. (5.11) dargestellt und
mit den numerischen Resultaten fiir verschiedene Randbedingungen verglichen. Bei
sehr kleinen Abstianden H zwischen den Kolloidoberflachen wird F,,s durch die Kon-
taktlinienmonopole bestimmt. Die Beitrdge der hoheren Multipole werden fiir H — 0
immer unbedeutender. Im Fall (B1)-(B1) (fixierte Kolloide und feste Kontaktlinie),
bei dem die Fluktuationskraft allein durch den Fluktuationsbeitrag Fy.. gegeben ist,
beschreibt die Derjaguin-Approximation — wie in Abb. 5.4 zu sehen ist — die numeri-
schen Ergebnisse auch fiir mittlere Kolloidabsténde ro/H = ro/(d — 2ry) < 5. Von den
Darstellungen der Fille mit symmetrischen Randbedingungen (A), (B2) und (B3) in
den Abbildungen 5.4-5.6 erkennen wir jedoch, dass der repulsive Beitrag vom Anteil
des mittleren Feldes mit der schwécheren Divergenz ~ 1/H fiir einen schnellen Abfall
der Gesamtkraft bei Kolloidabsténden ro/H > 1 fiihrt.

Bei wachsendem Kolloidabstand d konvergieren die numerischen Resultate gegen
die Potenzgesetze aus Tab. 4.3, die die langreichweitige Asymptotik beschreiben. Bei
festgehaltenen Kolloiden (Ah; = 0) ist die langreichweitige Asymptotik der Fluk-
tuationskraft durch den langsamen Abfall x —1/(d Ind/r¢) im Fall (B1)-(B1) bzw.
x —1/(d(1+1nd/ry)) im Fall (A2)-(A2) gepréagt. Allerdings fiithrt im Fall (A2)-(A2)
der repulsive Beitrag von den Kontaktlinienfluktuationen bei kleineren Abstdnden zu
einem schnelleren Abfall der Fluktuationskraft, so dass die numerischen Ergebnisse in
diesem Fall auch fiir kleinere Absténde d < 3rq schon sehr gut mit dem asymptotischen
Resultat fiir grofle Absténde iibereinstimmen (vgl. Abb. 5.6). Durch den schnellen Ab-
fall in den Féllen (A1)—(A1l) und (B3)—(B3) ist die Gesamtkraft kurzreichweitig. Wegen
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Abbildung 5.6: Gesamte Fluktuationskraft (fiir ro/A. = 107°%) bei einer frei auf
der Kolloidoberflache fluktuierenden Kontaktlinie, links fiir fluktuierende (Fall (A1)),
rechts fiir festgehaltene Kolloide (Fall (A2)). Gezeigt sind jeweils die numerischen
Ergebnisse (Symbole) sowie die analytischen Ausdriicke fiir kleine Kolloidabstéinde
H =d — 2rq < ro (gestrichelte Linie, siche Gl. (5.7)) und fiir grofie Kolloidabsténde
d > 1o (durchgezogene Linie, siehe Gl. (4.35)).

dieses schnellen Abfalls o —d~? ist bei der numerischen Berechnung der Casimir-Kraft
in diesen Fallen zu beachten, dass die beiden konkurrierenden attraktiven und repulsi-
ven Beitrige fast den gleichen Betrag haben. Deswegen sind unsere numerischen Me-
thoden, die auf der Addition dieser beiden Groflen beruhen, fiir groflere Abstdnde mit
numerischen Unsicherheiten belegt und liefern fiir d > 15 keine zuverldssigen Resultate
mehr.

In Abb. 5.5 ist die Fluktuationskraft fiir die gemischten Randbedingungen (A1)-
(B1) gezeigt. Fiir d 2, 5rg stimmen die numerischen Ergebnisse sehr gut mit den analyti-
schen Resultaten iiberein, die fiir die langreichweitige Asymptotik der effektiven Wech-
selwirkung eine repulsive Kraft oc +d~7 vorhersagen. Bei kleinen Abstinden d S 3rg
spielt allerdings — wie wir auch oben schon gesehen haben — der repulsive Beitrag
des mittleren Feldes im Vergleich zum Fluktuationsbeitrag nur eine untergeordnete
Rolle. Wegen des starken Anstiegs oc —H ~3/2 dominiert hier Fy, und fithrt zu einer
attraktiven Gesamtkraft. Der Ubergang von einer attraktiven zu einer repulsiven Wech-
selwirkung fithrt zu einem Vorzeichenwechsel der Fluktuationskraft bei d ~ 3r, der
in den numerischen Ergebnissen in Abb. 5.5 durch die scharfe Zacke angezeigt wird.
Durch dieses Verhalten werden zwei wichtige Ergebnisse der letzten beiden Kapitel
noch einmal unterstrichen: Bei kleinen Abstdnden héngt die Fluktuationskraft kaum
von den Randbedingungen an den Kontaktlinien ab und ist stets attraktiv, wahrend
das asymptotische Verhalten der Wechselwirkung bei groflen d stark von der genauen
Form der Randbedingungen abhingt und — bei asymmetrischen Randbedingungen —
sogar zu einem Vorzeichenwechsel der Kraft fithren kann.
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Kapitel 6

Anwendungen der
Fluktuationskraft und Effekte
Aullerer Felder

In diesem Kapitel werden wir die Fluktuationskraft zwischen den Kolloiden in Hinblick
auf mogliche Anwendungen und experimentelle Realisierungen diskutieren.

Bei kleinen Absténden ist die Fluktuationskraft sehr stark und attraktiv und kann
deswegen in Experimenten zur Koagulation der Kolloide an der Grenzflache fiihren.
Allerdings ist in diesem Bereich in vielen Systemen auch die van der Waals-Kraft sehr
stark, so dass wir die Stérke beider Wechselwirkungen vergleichen und Moglichkeiten
zu ihrer Unterscheidung aufzeigen werden.

Das Fixieren der Kolloide, wie es in den Randbedingungen der Félle (A2) und (B1)
vorausgesetzt wird, kann in einem Experiment z. B. durch Laser-Pinzetten [137,13§]
realisiert werden. Mit einem solchen Aufbau erreicht man allerdings i. A. keine ideale
Fixierung der Teilchen. Eine realistischere Beschreibung dieser Situation stellt stattdes-
sen ein externes Potential endlicher Breite dar, das die vertikale Bewegung der Kolloide
einschrankt. Die Beriicksichtigung eines dufleren Potentials fithrt im Vergleich zu frei
fluktuierenden Kolloiden in der Tat zu einer Abnahme des repulsiven Beitrags zur
Fluktuationskraft, der vom Anteil des mittleren Feldes stammt. Die gesamte Fluktua-
tionskraft wird deswegen durch den attraktiven und langreichweitigen Term (4.10) des
Fluktuationsanteils dominiert, fallt fiir grofe Kolloidabsténde also deutlich langsamer
ab. Das genaue Ausmafl dieser Zunahme der Fluktuationskraft kann dabei durch die
Stéarke der duBleren Potentiale gezielt beeinflusst werden. Da die Laserpinzetten am
Gradienten des Brechungsindexes angreifen, ist hier jedoch darauf zu achten, dass die
Brechungsindizes der beiden Fluide, die die Grenzfliche bilden, aneinander angepasst
werden miissen, um eine Wechselwirkung der Grenzfliche mit dem Laserstrahl zu ver-
hindern. Deswegen sind Laserpinzetten auch nicht geeignet, Teilchen an der Grenzflache
eines Kolloid-Polymer-Gemisches festzuhalten, da dann die Fluide selbst aus (kleine-
ren) Kolloiden bestehen, die in den Fokus des Laserstrahls gezogen wiirden. Solche
Kolloid-Polymer-Gemische werden z. B. verwendet, um Grenzflachen mit ultrakleiner
Oberflachenspannung zu erzeugen [90]. Diese Grenzflichen haben eine Vielzahl duferst
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interessanter Eigenschaften [82], die von denen einfacher Fliissigkeiten vollig verschie-
denen sind. Wegen der deutlich erniedrigten Kapillarlinge (im Mikro- statt im Milli-
meterbereich, bei gleichzeitig vergroflerter Amplitude der Kapillarwellen ebenfalls im
Mikro- statt im Nanometerbereich [82]) ist es in diesen Systemen méglich, die Kapillar-
wellen durch Videomikroskopie im Ortsraum zu beobachten. Diese besonderen Eigen-
schaften machen die Kolloid-Polymer-Gemische auch fiir Anwendungen der in dieser
Arbeit besprochenen Fluktuationskréfte interessant, bei denen dann groflere Kolloi-
de an der Grenzfliche adsorbiert sind. Allerdings muss ein dufleres Potential fiir die
groflen Kolloide an der Grenzfliche durch eine andere Methode realisiert werden, z. B.
durch magnetische Pinzetten, die auf magnetische Teilchen wirken, oder durch raumli-
che Einschrinkung der Kolloidbewegung mittels paralleler Platten, die einen schmalen
Kanal formen. Dabei bleibt aber als experimentelle Herausforderung, die Fluktuations-
kraft von der direkten magnetischen Wechselwirkung zwischen den Kolloiden oder von
moglichen , finite-size“-Effekten von den Kanalwénden zu separieren.

Im néchsten Abschnitt werden wir zunéchst die van der Waals-Kraft und die Fluk-
tuationskraft bei kleinen Kolloidabstédnden vergleichen. AnschlieSfend werden wir unser
Modell aus Kapitel 3 um externe Potentiale erweitern. Dies ermoglicht uns zum einen,
die Fixierung der Kolloide z. B. durch Laserpinzetten zu beschreiben, andererseits
kénnen wir so aber auch die effektiven Wechselwirkungen in geladenen Systemen cha-
rakterisieren. Im letzten Abschnitt werden wir dann noch untersuchen, wie sich die
Beriicksichtigung einer Linienspannung an der Dreiphasenkontaktlinie auf der Kolloid-
oberflache auf die Fluktuationskraft auswirkt. Wie wir bereits gesehen haben, iiben die
Fluktuationen der Kontaktlinie bei grofien Kolloidabsténden einen grofien Einfluss auf
die resultierende Fluktuationskraft aus. Bisher haben wir die mit den Langenfluktua-
tionen der Kontaktlinie verbundenen Anderungen der freien Energie nicht gesondert
beriicksichtigt. Wir werden diese Néherung durch einen zusétzlichen Linienspannungs-
term in unserem effektiven Hamiltonian untersuchen.

6.1 Vergleich der Fluktuationskraft mit der van der
Waals-Kraft bei kleinen Kolloidabstinden

Im vorigen Kapitel hatten wir gesehen, dass der Einfluss der Randbedingungen an den
Kontaktlinien auf die resultierende Fluktuationskraft bei kleinen Kolloidabstdnden,
H = d — 2ry < rg, viel weniger stark ausprégt ist als bei grolen Kolloidabstdnden,
d > ro. Wie wir im Rahmen der Derjaguin-Néherung zeigen konnten, wird die ef-
fektive Kraft in diesem Regime durch den Fluktuationsanteil dominiert, der zu allen
Typen von Randbedingungen beitrégt und fiir kleine Absténde einen starken Anstieg
x —H73/? zeigt. Diese starke attraktive Wechselwirkung ist auch fiir experimentel-
le Anwendungen interessant und kann eine wichtige Rolle bei der Aggregation von
Kolloiden an fluiden Grenzflichen spielen. Allerdings wird fiir kleine Kolloidabstédnde
typischerweise auch die van der Waals-Wechselwirkung stark und fiihrt ebenfalls zu
einer starken Tendenz der Kolloide zu koagulieren, falls sie nicht durch eine repulsive
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Wechselwirkung kompensiert wird.! Um den Einfluss dieser beiden Kriifte vergleichen
zu konnen, werden wir im Folgenden einige typische Situationen diskutieren.

Fiir sphérische Kolloide lautet das bekannte Derjaguin-Ergebnis fiir die van der
Waals-Kraft bei kleinen Abstédnden [126]

vdW __
FDerj - _Em . (61)

Dabei ist die (effektive?) Hamakerkonstante Ay durch die frequenzabhingigen di-
elektrischen Permittivitdten sowohl der Kolloide als auch der Fluide bestimmt. Glei-
chung (6.1) zeigt einen stérkeren Anstieg fiir H — 0 als die Fluktuationskraft Fy,. aus
Gl. (5.7). Da die Hamakerkonstante iiblicherweise im Bereich Ay ~ 1...10kgT liegt,

dominiert die van der Waals-Kraft Fggij die Casimir-Kraft fiir kleine A. Fiir kleine-

re Hamakerkonstanten Ay /kgT < (7%/4)\/H/R, die durch eine Anpassung der Bre-
chungsindizes (,,index matching“) von Kolloiden und Fluiden erreicht werden konnen,
finden wir jedoch |Fyuc| > [Fp3Y| und damit einen gréBeren Einfluss der Fluktuations-
kraft auf die Kolloidaggregation an der Grenzfléche.

Fiir zwei zylindrische Kolloide der Hohe Hj fiihrt die Derjaguin-Néherung fiir die

van der Waals-Kraft auf
AH HO R

bt =~ 3 g2 I
falls der kleinste Abstand zwischen den Kolloidoberflichen sehr viel kleiner als Zylin-
derradius und -hohe ist, H < R, Hy. Der Anstieg der van der Waals-Kraft fiir H — 0
ist hier sogar noch stéirker als in Gl. (6.1) fiir Kugeln.

Fiir sehr diinne zylindrische (dz) Scheibchen, fiir die Hy < H < R gilt, fiihrt die
Integration iiber die atomaren Paarpotentiale ~ =%, die fiir die van der Waals-Kraft
verantwortlich sind, auf den Ausdruck

(6.2)

1572 H2 [R 1

vdW __
Foo™ = —4n 48 H2\ HH-

(6.3)

In diesem Fall gilt also Fiqw/Faue = 15(An/ksT)(Ho/H)?> < 1, so dass fiir diinne
Zylinder mit Hy < H < R die Koagulation der Kolloide génzlich durch die Fluktua-
tionskraft getrieben wird.

Die Fluktuationskraft kann also die Tendenz von Kolloiden, an Grenzflachen auszu-
flocken, stark erhohen. Dieser Effekt ist unabhingig von Materialparametern, so lange
sich das System im Kapillarwellenregime (H > o) befindet. Fiir Kolloidabstdnde H

! Ausfiihrliche Diskussionen der van der Waals-Kraft, ihrer Abhiingigkeit von der Geometrie und
ihrer Bedeutung in experimentellen Situationen sind z. B. in den Biichern [126-129] zu finden. Am
Rande sei noch einmal bemerkt, dass auch die van der Waals-Kraft eine Fluktuationswechselwirkung
ist — allerdings quantenelektrodynamischen Ursprungs (siehe hierzu auch [47]). Casimir hatte die nach
ihm benannte Kraft {ibrigens bei Untersuchungen der van der Waals-Kraft gefunden — nach einem
Hinweis von Bohr, dass hier Vakuumfluktuationen eine Rolle spielen miissten [139].

2An Grenzflichen ist die Behandlung der van der Waals-Wechselwirkung i. A. etwas komplizierter
als im Volumen der Fliissigkeiten, kann jedoch durch Einfithrung einer effektiven Hamakerkonstante
auf den gleichen Formalismus zuriickgefiihrt werden [140].
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im Bereich der molekularen Léngenskala der Fluide ist das Kapillarwellenmodell nicht
mehr giiltig, und die (gesamte) effektive Wechselwirkung zwischen Kolloiden kann im
Rahmen der Dichtefunktionaltheorie fiir (klassische) Fliissigkeiten unter Beriicksichti-
gung eines Benetzungsfilmes um die Kolloide behandelt werden [135, 136].

Um die Fluktuationskraft von der van der Waals-Kraft in einem Experiment un-
terscheiden zu konnen, schlagen wir drei Szenarien vor. Das erste ist die Schwichung
der van der Waals-Kraft durch die oben angesprochene Anpassung der Brechungs-
indizes und die damit verbundene Absenkung der Hamakerkonstante. Dadurch wird
der Einfluss der Fluktuationskraft erhoht. Zweitens dominiert fiir diinne Scheiben die
Fluktuationskraft bei kleinen Abstédnden die attraktive Wechselwirkung zwischen den
Kolloiden unabhéngig von den dielektrischen Eigenschaften des Systems. Ein dritter
Mechanismus besteht darin, die Kolloide mit einer Hiille aus einem leichten Polymerma-
terial zu versehen und so die van der Waals-Kraft zu reduzieren. Dann ist in Gl. (5.7) fiir
die Fluktuationskraft der Oberflache-zu-Oberfliche(ozo)-Abstand H = H,,, zwischen
den Polymerhiillen zu verwenden, wiahrend in Gl. (6.1) fiir die van der Waals-Kraft der
Abstand H = Hyern > H,,o zwischen den Kernen der beiden Kolloide eingeht. Bei einer
ausreichend dicken Polymerhiille wird die Fluktuationskraft dann die Wechselwirkung
bei kleinen Abstédnden dominieren.

6.2 AuBere Krifte auf Kolloide und Grenzfliche

In diesem Abschnitt werden wir den Einfluss duflerer Potentiale auf die effektive Wech-
selwirkung zwischen den Kolloiden an der Grenzfliche untersuchen. Dabei wollen wir
zum einen zeigen, wie die Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel, in denen wir die
Casimir-Kréfte zwischen den Kolloiden betrachtet hatten, die nur durch die Einschrén-
kung der thermischen Fluktuationen der Grenzfliche vermittelt werden, durch &uflere
Potentiale und Felder modifiziert werden. Zweitens werden wir auch auf die durch die
aufleren Krifte induzierten , klassischen“ Kapillarkréifte eingehen und diese mit den
Fluktuationskriften vergleichen.

Zu diesem Zweck werden wir das in Kapitel 3 beschriebene Modell fiir zwei Kol-
loide an einer Grenzflache sowohl um ein auf die Grenzflache wirkendes Druckfeld als
auch um auf die Kolloide wirkende duflere Krafte erweitern. Bei Letzteren werden wir
uns auf eine konstante Kraft in z-Richtung und harmonische Potentiale konzentrie-
ren. Die konstante Kraft enthélt die Gravitation sowie elektrostatische Kréfte und den
Druck, der durch die Fluide auf die Kolloide ausgeiibt wird (also die Summe aus hy-
drostatischem und osmotischem Druck), wiahrend harmonische Potentiale z. B., wie
oben besprochen, durch Laserpinzetten realisiert werden kénnen. Ein (inhomogenes)
Druckfeld, das an der Grenzfliche angreift, ist z. B. in Situationen wichtig, in denen
die Kolloide Oberflichenladungen tragen und zumindest eines der Fluide auch La-
dungen (in Form von Ionen) enthélt. Dieses Druckfeld fiihrt, wie die Kréfte auf die
Kolloide, zu einer Verformung des Meniskus und damit zu einer Kapillarkraft zwischen
den Kolloiden [29,40, 76, 141]. Es kommt durch unterschiedliche Brechungsindizes in
den Fluiden zustande, welche Spriinge im elektrischen Feld verursachen, und fiithrt zu
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einem zusatzlichen Term zum Kapillarwellen-Hamiltonian (3.7) in der freien Energie
der Grenzflache in Kapitel 3. In diesem Zusammenhang interessiert uns besonders,
wie sich dieser Term auf die Fluktuationskraft auswirkt (in einer weitergehenden Be-
trachtung wére dies besonders im Hinblick auf eine Casimir-Kraft bei fluktuierenden
Hintergrundfeldern interessant, vgl. z. B. mit [142] fiir den quantenelektrodynamischen
Casimir-Effekt bei fluktuierenden Hintergrundfeldern). Auf die mit dem Druckfeld ver-
bundene klassische Kapillarkraft werden wir hier nicht eingehen, sondern verweisen
stattdessen auf die Literatur, z. B. [29, 39,40, 75,76, 141].

Im néchsten Abschnitt werden wir zunéchst unser Modell fiir die freie Energie aus
Kapitel 3 entsprechend den obigen Uberlegungen erweitern. Der zugehorige effektive
Grenzflichen-Hamiltonian lasst sich — &hnlich der Aufspaltung in den Anteil des mitt-
leren Feldes und den Fluktuationsanteil in Kapitel 3 — in einen Teil, der zum Gleichge-
wichtsmeniskus gehort, und einen Teil, der die Fluktuationen um dieses Gleichgewicht
beschreibt, trennen. Diese beiden Teile werden fiir die angesprochenen Spezialfalle dis-
kutiert.

6.2.1 Effektiver Hamiltonian bei dufleren Kriften

In Kapitel 3 hatten wir den effektiven Hamiltonian H fiir zwei rotationssymmetrische
Kolloide an einer fluktuierenden Grenzfliche zwischen zwei Fluiden abgeleitet, indem
wir die Anderung der freien Energie aufgrund der Flicheninderungen betrachteten, die
sich bei kleinen Auslenkungen aus der Referenzkonfiguration ergaben. Diese Referenz-
konfiguration ist durch die flache Grenzflache z = 0 und Kolloidhéhen h;g = —R cos 6
gegeben, so dass an der Dreiphasenkontaktlinie das Youngsche Gesetz erfiillt ist. Sie
entspricht in Abwesenheit duflerer Krifte® der Gleichgewichtskonfiguration. Zusitzlich
zu den dort betrachteten Grenzflachenénderungen sollen hier nun auch Energieéinde-
rungen beriicksichtigt werden, die sich aufgrund &duflerer Krifte ergeben, die an der
vertikalen Position h; der Kolloide bzw. der Hohe u(x) der Grenzfliche angreifen. Den
effektiven Grenzflichen-Hamiltonian Hy,, aus Gl. (3.5) werden wir entsprechend erwei-
tern und dabei wieder alle Terme bis zur quadratischen Ordnung in den Auslenkungen
aus der Referenzkonfiguration beriicksichtigen.

Bei den dufleren Potentialen V;(h;) fiir die Kolloide beschrédnken wir uns auf den
Fall einer konstanten Kraft Fie, in z-Richtung und den Fall harmonischer Potentiale
Vi = D;/2(h; — h;)?, die senkrecht zur Referenzgrenzfliche auf die Teilchen wirken.
Einer Verschiebung Ah; des Kolloidmittelpunktes aus seiner Referenzposition h;y in
z-Richtung entspricht dann eine Energieinderung

Vi(Ah;) = —F; Ah; (6.4)
im Falle einer konstanten Kraft auf Kolloid 7 bzw.

Vi(Ahi) = 1D; (Ah; — Ahy)? (6.5)

)

3Voraussetzung fiir einen flachen Gleichgewichtsmeniskus ist also eigentlich auch g # 0. Die durch
die Gewichtskraft auf die Kolloide verursachte Meniskusverformung kann aber fiir Kolloide mit Radius
kleiner als 5-10 um in der Regel vernachlissigt werden [20], wie wir bereits erwihnt haben.
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im Falle eines harmonischen Potentials mit einer Kraftkonstante D; auf Kolloid i. Da-
bei ist wie in Kapitel 3 Ah; = h; — hyo, withrend Ah;y = h; — hio die Abweichung des
Minimums h; des harmonischen Potentials von der Referenzlage h;y des Kolloidmittel-
punktes angibt.*

Das auf die Referenzgrenzfléche wirkende Druckfeld II(x) entspricht einer vertikalen
Kraft pro Flachenelement und setzt sich im Falle geladener Kolloide aus der Differenz
der zz-Komponente des Maxwellschen Spannungstensors direkt iiber und unter der
Grenzfliche und der Druckdifferenz (inklusive des osmotischen Drucks bei einer un-
terschiedlichen Ionenkonzentration in den beiden Fluiden), die iiber die Grenzfliche
wirkt, zusammen [29]. IT > 0 soll dabei einer nach oben weisenden Kraft entsprechen.

Wie in [29] gezeigt wird, ldsst sich bei einer nicht zu grofien Gesamtkraft auf den
Meniskus die Anderung der freien Energie bei einer Auslenkung u der Grenzfliche aus
der Referenzkonfiguration in z-Richtung als

Hinter = —/ d?x TI(x) u(x) ~ _/5 d?z T1(x) u(x) (6.6)

schreiben. Dabei wird in der ersten Niherung das Druckfeld II(x, z) an der Position
(x, 2 = u(x)) durch seinen Wert I1(x) in der Referenzkonfiguration sowie in der zweiten
die projizierte Meniskusflache Spen durch Spenrer €rsetzt. Die Ndherungen, die wir
in Kapitel 3 zur Ableitung des Kapillarwellen- und des Kontaktlinien-Hamiltonian
durchgefiithrt haben, bleiben hier giiltig, solange die d&ufleren Kréfte auf der durch die
Oberflachenspannung gesetzten Skala klein sind. Dazu muss fiir die dufleren Krifte
auf die Kolloide F; < 27wyrg, D;Ah;g < 2myrg gelten, und die durch das Druckfeld
auf den Meniskus ausgeiibte Gesamtkraft muss | S >z T(x) < 2myry erfiillen.’
Die Bedingung fiir das harmonische Potential bedeutet, dass dessen Minimum nicht zu
stark von der Referenzposition h;y der Kolloide abweichen darf.

Insgesamt erhalten wir mit den Gln. (6.4), (6.5) und (6.6) sowie dem Ausdruck (3.5)
fiir Hior aus Kapitel 3 nun also

2

7_ftot,ext = ch + Z [Hi,b + V(Ahz)] + Hinter
i=1

2
= 1/ d*x [(Vu)2 + A2 — =10 u}
2 Smen ref fy

7Z/ dg; [u(x;) +ZV Ah,) (6.7)

4Tats#chlich gibt Gl. (6.5) nicht genau die Energiedifferenz V;(h;) — Vi (hio) zwischen der Lage des
Kolloids und der Referenzposition an, sondern wir haben — der Ubersichtlichkeit halber — noch eine
quadratische Ergénzung vorgenommen, die allerdings nur zu konstanten Zusatztermen fithrt und an
den Ergebnissen nichts dndert.

5Anhand einer systematischen perturbativen Entwicklung der durch die externen Kréfte hervor-
gerufenen Meniskusverformung und der zugehorigen freien Energie in den obigen , kleinen®“ externen
Parametern kann gezeigt werden, dass Korrekturterme nicht zu weiteren quadratischen Termen im
effektiven Hamiltonian fithren [29].
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fiir den neuen effektiven Hamiltonian, in dem zusitzlich die Anderungen der freien
Energie bei Beriicksichtigung duflerer Potentiale einbezogen sind.

6.2.2 Klassische und Fluktuationswechselwirkung

Die klassische Kapillarwechselwirkung zwischen zwei Kolloiden wird durch die Ver-
formung des (flachen) Gleichgewichtsmeniskus durch die externen Krifte verursacht.
Diese fiihrt zu einer Abstandsabhéngigkeit Hio; o (d) der freien Energie im Gleichge-
wicht. Die Fluktuationskraft ist durch die thermischen Fluktuationen um diesen neuen
Gleichgewichtsmeniskus bestimmt.

Die Gleichgewichtskonfiguration minimiert den effektiven Hamiltonian in Gl. (6.7).
Zu ihrer Berechnung minimieren wir Mo ext zuerst bzgl. der Hohenverschiebung Ah;
der Kolloidmittelpunkte [29],

oOH 1 oV
=0 — Ahz eq = Ujoq — =—— 6.8
Ok, oo e 9y 0N |, (68)
wobel wir hier die mittlere Kontaktlinienhohe
-
ﬂi = d& U\ Xj 6.9
270 s, . (x1) (6.9)

auf dem Referenzkreis 05 ;e eingefiihrt haben. Die Variation der freien Energie Hio ext
nach der Meniskushohe w fiihrt schliellich auf die Euler-Lagrange-Gleichung

5_7-{
ou

1
=0 — (—A +N.2) Ueq = S 11 (6.10)

U=Ueq

fiir den Gleichgewichtsmeniskus ueq, die sich aus der Gleichung (3.24) fiir das mittlere
Feld des Kapillarwellen-Hamiltonian aus Abschnitt 3.2.1 und einer Inhomogenitét auf-
grund des Druckfeldes IT zusammensetzt. Als Randbedingungen zur Gl. (6.10) an den
Referenzkreisen 095, ;o erhalten wir [143]

_ Ueq — Ahi,eq — Ueq — ﬂ'i,eq + 1 a‘/l , (611)
To To 27'("}/7“0 6Ahl eq

8711' eq
wobei 0/0n; die nach auflen gerichtete Normalenableitung an den Kreisen 0.5, yef ist [29].
Als zusétzliche Randbedingung sollen die Abweichungen des Meniskus von der flachen
Grenzflache im Unendlichen abgeklungen sein, weq(|x| — c0) = 0.

Um nun sowohl den Beitrag der klassischen Kapillarkraft aufgrund der Meniskus-
verformung als auch denjenigen der Fluktuationskraft zur effektiven Wechselwirkung
zu bestimmen, spalten wir das Grenzflachenprofil und die Hohe der Kolloide jeweils in
zwei Anteile

u = ueq —|— 'LLﬂ 5 (612>
Ahi = Ahjeq+ Ahig (6.13)
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auf, die das Gleichgewicht bzw. die thermischen Fluktuationen um dieses Gleichge-
wicht beschreiben. Diese Aufspaltung dhnelt der Trennung des Grenzfldchenfeldes in
ein mittleres Feld u,s und einen Fluktuationsanteil v in Gl. (3.23) in Abschnitt 3.2.1. Es
ist jedoch zu beachten, dass 1., den (von Neumann-) Randbedingungen (6.11) geniigt,
wéhrend wuy,¢ das mittlere Feld ist, das zu den Fluktuationen ug gehort,

Ug = Umf + U, (6.14)

und die (Dirichlet-) Randbedingungen wu,s(0S; ) = fi aus GL (3.8) erfiillt, die den
thermischen Fluktuationen der Kontaktlinie um ihre Gleichgewichtslage entsprechen.
Deshalb darf w,s auf keinen Fall mit ue, verwechselt werden.

Mit den Aufspaltungen (6.12) und (6.13) lasst sich der effektive Hamiltonian (6.7)
umschreiben zu

Htot,ext [ueq + uf; {Ahi,eq + Ahz,ﬂ}]
= Htot,ext [ueq; {Ahi,eq}] + Htot,ext [Uﬂ, {Ahz,ﬂ}]

+ 7/ d*x [Vueq -Vug + )\C_Z Ueq 'U/ﬂj|
S

men,ref

~ 2
+ -

r : :

0 =1

Die erste Zeile auf der rechten Seite von Gl. (6.15) beschreibt die Energiebeitrige, die
von der Gleichgewichtskonfiguration {ueq, Ah;eq} bzw. den Fluktuationen {ug, Ah; g}
allein abhédngen. In der zweiten und der dritten Zeile sind die Kopplungsenergien des
Gleichgewichtsmeniskus mit den Grenzflichenfluktuationen aus Hcy, bzw. H,;, darge-
stellt. Der Kopplungsterm V; der Kolloidhéhen Ahjeq und Ah; g, der von den externen
Kolloidpotentialen V; stammt, verschwindet bei einer konstanten Kraft F}, d. h. V; = 0,
und lautet

2
l; (Ahijeq = tieq) (Ahig —ug) + Y Vi(Ahjeq, Ahig) . (6.15)
aSi,ref =1

‘71' — l)Z Ah’i,eq Ah@ﬂ (616)

bei einem harmonischen Potential. Unter Ausnutzung des Greenschen Satzes, der Euler-
Lagrange-Gleichung (6.10) und der Randbedingungen (6.11) lassen sich die Kopplungs-
terme, die vom Kapillarwellen-Hamiltonian H., stammen, umformen zu

fy/s d*x [Vueq -Vug + )\QQ Ueq Uﬂ]

men,ref

2
d?x ug (—A + )\;2) Ueq + 7Y Z/ dl; ug O, Ueq
i=1 79

S, Si,ref
2
1 e _Ahie
= 7/ d?x ug —H+’VZ/ dl; uq (—M) ) (6.17)
S Y iz1  0Si rer To

Durch Vergleich mit den Gln. (6.7) und (6.15) erkennen wir, dass der Kopplungsterm
von ug an das Druckfeld IT durch einen entsprechenden Term in Hiot ext [ua] kompensiert

men,ref

men,ref
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wird. Interessanterweise sind also die Hohenfluktuationen ug der Grenzfliche energe-
tisch unabhéngig von einem externen Druckfeld auf den Meniskus, solange dieses, wie
in Gl. (6.6), nur linear an die Grenzflachenhohe u koppelt.

Der Randterm in der letzten Zeile von Gl. (6.17) lasst sich mit den Kopplungstermen
aus Gl. (6.15), die vom Kontaktlinien-Hamiltonian H;), stammen, weiter zusammen-
fassen zu

2
Ueq — ANy Ahi o —
dt; |u _u>+<w) Ahig —u }
WZ/aSmef [ i ( To 0 ( A ﬂ)

=1
2
v Ah;g
= ’ dgl Ah@e — Ue
- 2; . (Ahieq — tieq)
oV;
OAh;

€q

In der letzten Zeile wurde hier noch die Beziehung (6.8) fiir die Gleichgewichtshéhe
Ah;eq der Kolloidmittelpunkte ausgenutzt. Bei einer konstanten &ufleren Kraft auf
die Kolloide heben sich die Terme aus Gl. (6.18) und das Kolloidpotential bei Fluk-
tuationen um die Gleichgewichtslage, Vi(Ah;) = —F;Ah;q, gegenseitig auf, wihrend
sie im Falle eines harmonischen Kolloidpotentials durch den Kopplungsterm V; =
D;Ah; eqAh; g kompensiert werden.

Damit verschwinden in der freien Energie fiir eine Aufspaltung geméfl den Gln. (6.12)
und (6.13) alle Kopplungsterme zwischen Gleichgewichtskonfiguration und Fluktuatio-
nen ums Gleichgewicht. Insgesamt schreibt sich der effektive Hamiltonian dann

2

Htot,ext = Htot,ext [uGQ7 H; Ahi,eq] + ch[uﬂ] + Z |:Hz',b + V(Ahz,ﬂ> . (619>

i=1

Dabei haben wir das externe Potential %(Ahi’ﬂ) fiir die Fluktuationen Ah; 5 der Kol-
loidposition um ihre Gleichgewichtshohe h;o + Ah; oy eingefiihrt, welches im Falle einer
konstanten auleren Kraft verschwindet und im Falle eines harmonischen Potentials
durch

V, = 1D, (Ahig)? (6.20)

gegeben ist. Aus Gl. (6.19) ergibt sich, dass die Fluktuationen ug und Ah; g der Grenz-
fliche bzw. der Kolloide, die fiir die in den vorangegangenen Kapiteln besprochene
thermische Casimir-Kraft zwischen den Kolloiden verantwortlich sind, nur von einem
harmonischen dufleren Potential abhédngen. Im Falle einer linearen Kopplung des fluktu-
ierenden Freiheitsgrades an die konstante duflere Kraft wird der Einfluss des externen
Potentials auf die freie Energie des Systems vollkommen durch die Gleichgewichts-
konfiguration beschrieben. Eine konstante duflere Kraft F; auf die Kolloide oder ein
(in Gl. (6.6) als Funktion von z als konstant angendhertes) Druckfeld TI(x) auf den
Meniskus fiihren also nur zu einer klassischen Kapillarkraft zwischen den Kolloiden,
lassen die Fluktuationswechselwirkung aber unverdndert. Um also einen Effekt eines —
moglicherweise selbst fluktuierenden — Hintergrundfeldes II, das an u koppelt, auf die



92 KAPITEL 6. ANWENDUNGEN UND EFFEKTE AUSSERER FELDER

,nichtklassische® effektive Wechselwirkung zu beobachten, miissen in Gl. (6.6) hohere
Terme beriicksichtigt werden oder der Zusammenhang zwischen Fluktuationen der La-
dungsverteilungen und Fluktuationen des Druckfeldes genauer untersucht und in das
obige Modell aufgenommen werden.

In den folgenden Abschnitten werden wir nun die hier allgemein abgeleiteten Er-
gebnisse zur Berechnung der klassischen Kapillarkraft fiir die Spezialfille konstanter
auBerer Krifte auf die Kolloide oder harmonischer Potentiale verwenden und insbe-
sondere im zweiten Fall die Auswirkungen auf die Fluktuationskraft diskutieren. Die
Berechnung des Gleichgewichtsmeniskus bei nichtverschwindendem Druckfeld, IT # 0
ist etwas aufwindiger und héngt natiirlich von der genauen Form von ITI(x) ab. Dies
wird z. B. in [40] diskutiert.

6.2.3 Konstante dullere Kraft auf die Kolloide

Um die durch die Verformung des Gleichgewichtsmeniskus ueq, die durch die (konstan-
te) duBere Kraft verursacht wird, vermittelte effektive Wechselwirkung zwischen den
Kolloiden zu berechnen, bestimmen wir zunéchst explizit diese neue Gleichgewichtskon-
figuration, die sich aus den Minimierungsbedingungen fiir den effektiven Hamiltonian
Hiot ext im vorangegangenen Abschnitt ergibt. Aus der Bedingung (6.8) erhalten wir
Fi
Ahjeq = Ueqi+ % (6.21)

fiir die vertikale Verschiebung des Kolloidmittelpunktes im Vergleich zu seiner Re-
ferenzposition h;y. Dabei ist ;. nach Gl (6.9) die mittlere Kontaktlinienhéhe im
Gleichgewicht auf Kolloid <.

Die Losung der Euler-Lagrange-Gleichung (6.10) bei verschwindendem Druckfeld,
IT = 0, ldsst sich wie in Gl. (4.14) in Abschnitt 4.2 als eine Superposition ue,(x) =
w1 (X — X10) + u2(x — Xg0) schreiben, wobei x;9 den Mittelpunkt des Kreises 0.S; ;er be-
zeichnet. Stellen wir u; wieder als Linearkombinationen aus den (polaren) Multipolen
aus Gl. (4.15) dar (die Gl. (6.10) fiir IT = 0 erfiillen), ergibt sich durch Projektion der
Randbedingungen (6.11) fiir die Normalenableitung 0,,u., auf den vollstéindigen Funk-
tionensatz ™% ein lineares System fiir die Entwicklungskoeffizienten A;, — #hnlich
der Gl. (4.17) in Abschnitt 4.2.

Durch eine systematische Entwicklung des Gleichungssystems nach rq/d erhalten
wir fiir die fiihrenden Terme des Gleichgewichtsmeniskus u, im asymptotischen Bereich
ro < d < A den Ausdruck

e~ R 1y (e _ Fyrg (19 cos(io1)
4T 2wy 2\, 2myd \ 71

_ B In <;e;2) Fro (@) cos(p2) - (6.22)

21y B 2myd \ 1o

Die Polarkoordination r; und ¢; bzgl. der Referenzkreise 0.5, ;¢ sind in Abb. 3.2 fest-
gelegt. Das durch die Meniskusverformung induzierte effektive Potential zwischen den
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Kolloiden ist schlielich durch

Vmen<d) = igt,ext <d> - ZHle,?)o
i F: od F?4 F? 2
172y, Qe Sy (2) (6.23)
2y 2A. 47y d

gegeben [29]. Dabei ist H;, die effektive (Gleichgewichts-)Energie eines Systems mit
einem einzelnen Kolloid. Der erste Term in der zweiten Zeile von Gl. (6.23) stellt
die bekannte logarithmische Flotationskraft dar [20,29,37,38]. In ungeladenen Syste-
men, also in Abwesenheit elektrostatischer Krafte auf die Kolloide, stellt iiblicherwei-
se die Gewichtskraft den Hauptbeitrag der dufleren Kraft auf die Kolloide dar. Die
durch die Gravitation verursachte Meniskusverformung kann jedoch, wie schon mehr-
mals betont wurde, fiir Mikrometerteilchen {iblicherweise vernachldssigt werden [20),
29,38]: Ist F; die (um den Auftrieb korrigierte) Gewichtskraft auf die Kolloide, kann
der Vorfaktor des Logarithmus in Gl. (6.23) fiir Kolloide mit einer Massendichte in
der Grofenordnung von 1gem™ und v ~ 5 - 1072 Nm™! bei Raumtemperatur zu
F?/(27y) ~ (R/10 um)® kgT abgeschiitzt werden [29]. Bei Kolloidradien R deutlich
kleiner als 10 um ist die aus dem Gewicht der Kolloide resultierende Kapillarwechsel-
wirkung also in der Tat sehr viel kleiner als die thermische Energie kgT'. In geladenen
Systemen treten zusétzliche elektrostatische Kréfte auf die Kolloide auf, allerdings ist
dann i. A. auch II # 0, so dass die effektive Wechselwirkung nicht durch die einfache
Form in Gl. (6.23) beschrieben wird [40]. Insbesondere verschwindet im Falle eines me-
chanisch isolierten Systems der fithrende logarithmische Term [76]. Stattdessen ist das
asymptotische Verhalten der Wechselwirkung durch ein effektives Potential oc —d =3
bestimmt [40]. Der zweite Term in Gl. (6.23) beschreibt das fithrende Verhalten der
Kapillarwechselwirkung, wenn nur an einem der Kolloide eine duflere Kraft angreift.
Dieser Beitrag fithrt zu einer repulsiven Kraft zwischen den Kolloiden.

Da die Fluktuationen Ah; s der Kolloidposition nicht an eine konstante externe
Kraft koppeln, ist die Fluktuationskraft unveréindert durch die Ergebnisse aus den
Kapiteln 4 und 5 bestimmt, zu der nun noch die sich aus Gl. (6.23) ergebende klas-
sische Kapillarkraft hinzukommt. Die relative Wichtigkeit dieser beiden Beitrédge in
der gesamten effektiven Wechselwirkung zwischen den beiden Kolloiden wird durch
das Verhiltnis der Amplituden F?/y und kgT der Kapillarwechselwirkung bzw. der
Fluktuationswechselwirkung bestimmt.

6.2.4 Harmonisches Kolloid-Potential
Klassische Kapillarwechselwirkung

Der Gleichgewichtsmeniskus u., und die Kapillarwechselwirkung Vien(d) fiir harmo-
nische duflere Potentiale lassen sich auf dieselbe Weise wie im letzten Abschnitt fiir
eine konstante Kraft berechnen. So erhalten wir aus Gl. (6.8) fiir die Verschiebung der
Kolloidmittelpunkte im Gleichgewicht den Ausdruck

27T7ﬂeq,i + DzAh’ZO

Ahz eq —
ed 277"}/ + Dz

(6.24)
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Der Gleichgewichtsmeniskus w., selbst ldsst sich wieder als eine Entwicklung wie in
Gl. (4.14) schreiben. Die allgemeine Losung des sich aus den Randbedingungen (6.11)
ergebenden linearen Gleichungssystems fiir die Entwicklungskoeffizienten ist etwas lang-
lich, so dass wir hier nur zwei interessante Spezialfille diskutieren. Im symmetrischen
Fall identischer Potentiale fiir beide Kolloide finden wir, dass das effektive Wechsel-
wirkungspotential Ve, im Limes A. — oo verschwindet. Ohne Gravitation (g = 0)
kostet eine parallele Verschiebung der gesamten Grenzfliche keine Energie. Deshalb
reagiert das System auf die harmonischen Kolloidpotentiale V; durch eine gemeinsame
Verschiebung der flachen Grenzfldche und der Kolloide in eine neue Gleichgewichtslage
Ueqg = Ahyp und Ah;eq = Aho(= Ahy), so dass sich die Kolloidmittelpunkte we-
gen Nhjeq = f_L(: 712‘0) in den Minima der harmonischen Potentiale befinden. Aufgrund
der fehlenden Meniskusdeformationen gibt es dann keine Kapillarwechselwirkung. Der
fithrende Term von Ve, bei kleinen 1/, ist durch

Ay ARZ In(ved/2).)

Ymen = (00 D — n(er0/20)) @71/ D — n(rorod/002))

(6.25)

gegeben.
Falls die Minima der harmonischen Potentiale jedoch nicht iibereinstimmen, finden
wir noch einen zusétzlichen Term

Ae—00 71-’Y(Ah01 - Ah02)2
14+ 7y(1/Dy+1/Ds) +1Ind/rg’

Vinen (6.26)

der im Limes A\, — oo nicht verschwindet.

Fluktuationswechselwirkung

Im Gegensatz zu konstanten duleren Kriften auf die Kolloide oder den Meniskus fiihrt
ein harmonisches Kolloidpotential nicht nur zu einer klassischen Kapillarkraft, sondern
auch zu einem Zusatzterm V;(Ah, ) = (D;/2)(Ahgg)? im effektiven Hamiltonian fiir die
Fluktuationen Ah; g und ug um ihre Gleichgewichtslagen (vgl. Gln. (6.19) und (6.20)).
Allerdings hat dieses zusétzliche Potential %(Ahi,ﬂ) fir die Fluktuationen der Kol-
loidhohen im Gegensatz zum urspriinglichen dufleren harmonischen Potential V;(Ah;)
in Gl. (6.5) sein Minimum bei Ah; g = 0. Indem wir V; zum Kontaktlinien-Hamiltonian
Hipfi, Ahig] aus Gl (3.15) hinzufiigen, kann die Berechnung der Fluktuationskraft
zwischen den Kolloiden anhand derselben Methode wie in Kapitel 4 bzw. 5 erfolgen.
Dazu spalten wir erneut die Grenzflichenfluktuationen ug in ein mittleres Feld und
einen Fluktuationsanteil auf, uqg = u,s+v. Das mittlere Feld erfiillt an der Kontaktlinie
die (fluktuierenden) Randbedingungen u,¢(0S; ef) = fi aus Gl (3.25), wéhrend die
Grenzflichenfluktuationen am Rand verschwinden, v(9S; ef) = 0.

OWir weisen noch einmal darauf hin, dass diese (zweite) Aufspaltung des Grenzflichenfeldes
nicht mit derjenigen in Gl. (6.12) in Gleichgewichtsmeniskus ueq und Fluktuationen ug um die-
ses Gleichgewicht verwechselt werden darf. Zwar erfiillen (bei verschwindendem Druckfeld II = 0)
sowohl das Gleichgewichtsfeld u.q als auch der mittlere Feld-Anteil upys der Grenzflichenfluktua-
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Da die Kolloidpositionen Ah;g im Kontaktlinien-Hamiltonian H;;, in Gl. (3.15)
nur an die Kontaktlinienmonopole koppeln, konnen die entsprechenden Integrationen
direkt ausgefiihrt werden. Wegen der unterschiedlichen funktionalen Integrationsmafe
fiir die verschiedenen Randbedingungen an der Kontaktlinie (vgl. Abschnitt 3.2) héngt
das Ergebnis jedoch davon ab, ob wir eine relativ zur Kolloidoberflache frei fluktuie-
rende (Fall (A)) oder eine auf der Kolloidoberfliche haftende (Fall (B)) Kontaktlinie
betrachten. Im ersten Fall erhalten wir wegen

/ d(Ah;q) exp (_QkBT (Ahi,ﬂ)Q - % [Pio — Ahz‘,ﬂ]Q)

1 21y
~ . P2 6.27
P ( 2%sT 1 + 277/ D; ZO) (6.27)

einen zusiitzlichen Beitrag zur Selbstenergie E%, in Gl. (4.22) fiir die Kontaktlinien-
monopole, der zur Zustandsfunktion Z,,; des mittleren Feldes u,s beitrigt. Im Fall (B)
wird dieser zusétzliche Term wegen der d-Funktion im Integrationsmafl Df;, die das
Haften der Kontaktlinie sicherstellt (vgl. Gl. (3.21)), zu

00 D, ™y
Ahig) (P — Ah; T (Ahip)? — L [Py — Ahy g2
/_ Ood( hig) 0(Pio — Ahig) eXp( St Bhia) = m D hz,ﬂ])

D,
~ ' _p2) . 6.2
eXp( ST @o) (6.28)

Wir weisen noch einmal darauf hin, dass die Integration iiber die Kolloidhohenfluk-
tuationen in Abschnitt 4.2 aufler im Fall (A2) keine Beitrédge zur Monopolselbstenergie
ergeben hatte, da der Ausdruck nach einer Translation Ah;g — (P — Ah;a) un-
abhéngig von P,y war.

Die zusétzlichen Beitrage zur Energie Hps des mittleren Feldes (vgl. Gl (4.21)
in Abschnitt 4.2) aus den Gln. (6.27) und (6.28) fiir die Félle (A) bzw. (B), die beide
quadratisch in den Monopolen Pj, sind, lassen sich gemeinsam behandeln, indem wir die
jeweiligen Vorfaktoren durch mvy/(2kgT) ol® abkiirzen. Dabei ist o = 2/(1 + 27y/D;)
im Fall (A) einer frei fluktuierenden bzw. o? = D;/(77) im Fall (B) einer haftenden
Kontaktlinie. Die so ergdnzte Monopol-Monopol-Kopplung in den Selbstenergietermen
von Hy, fithrt zu Modifikationen der Determinante der Matrix E aus Gl. (4.21), durch
die die freie Energie F,, des mittleren Feldes bestimmt ist. Fiir den fiihrenden Beitrag
zur Fluktuationskraft Fi,; im asymptotischen Bereich grofler Kolloidabstédnde, ry <
d < )\, finden wir schliellich

Ae—00 kBT 1 1
F, ‘= . 6.29
£ 2 dlnd/rg 1 4 0102 lrjr(d/ro) (6.29)
01 09

tionen ug die Euler-Lagrange-Gleichung (3.24) des Kapillarwellen-Hamiltonian Hy, allerdings ge-
horcht ueq den von Neumann-Randbedingungen (6.11), wiahrend ums die verallgemeinerten Dirichlet-
Randbedingungen (3.25) an der fluktuierenden Kontaktlinie f; erfiillt. Insofern stellt uy¢ nur ein
mathematisches Hilfsmittel dar, das uns die Berechnung (aber auch die physikalische Interpretation
der einzelnen Beitrige) der Fluktuationskraft erleichtert.
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_ @) _Fﬂuc
< Fu fir D; /v =0,1
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Abbildung 6.1: Numerische Berechnung des Beitrags Fi,s des mittleren Feldes zur Fluk-
tuationskraft mit einem harmonischen dufleren Kolloidpotential fiir verschiedene Po-
tentialstirken Dy = Do im Falle einer festen Kontaktlinie (Fall (B)). Zum Vergleich ist
der Fluktuationsanteil — Fj,. gezeigt, der noch zu Fy,; addiert werden muss, um die Ge-
samtkraft zu erhalten. Wie wir erkennen konnen, gewinnt der Fluktuationsanteil mit
zunehmendem D;/v an Bedeutung. Das analytische Resultat fiir das asymptotische
Verhalten von Fy¢ zeigt eine gute Ubereinstimmung mit den numerischen Ergebnissen
fiir groflere Kolloidabsténde d/r 2 5. (Fiir die Rechnung wurde ro/\. = 107° gewiihlt.)

Die Beriicksichtigung eines harmonischen Potentials fiir die Kolloide fiihrt also im Ver-
gleich zu Gl. (4.26) zu einem verminderten Beitrag F,¢ des mittleren Feldes zur ge-
samten Fluktuationskraft, wobei die Amplitude von Fl; mit wachsender Starke D;
des Potentials abnimmt. Zur Bestimmung der gesamten Casimir-Kraft ist noch der
Beitrag Fy,. des Fluktuationsanteils hinzuzufiigen. Im Falle identischer Potentiale an
den beiden Kolloiden (D; = D) erhalten wir also fiir die gesamte Fluktuationskraft
F = Ft + Faue bei grolen Kolloidabstéinden und im Limes A, — oo

kgT 1/d
F = — B 6.3
2 27vy/Di+Ind/rg (B) (6.30)

kgT 1/d
bzw. F = — A). 31
ZW 2 14 27y/Dy+1nd/rg (A) (6:31)

Im Fall (B) einer auf der Kolloidoberfliche haftenden Kontaktlinie kann somit der
fithrende Term des Beitrags des mittleren Feldes zur Casimir-Kraft (bei grofen Kol-
lodabsténden r9/d < 1) gezielt durch ein externes harmonisches Potential an- bzw.
ausgeschaltet werden. Im Limes D; — 0 erhalten wir — wie fiir ein verschwindendes
duBeres Potential erwartet — in beiden Féllen (A) und (B) das Ergebnis (4.26) aus
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Abschnitt 4.2 fiir F,;. Die repulsive Kraft F,,; annuliert sich mit dem attraktiven Bei-
trag gleicher Stirke vom Fluktuationsanteil, so dass der fiihrende Term der gesamten
Fluktuationskraft dann in (starker) Abhéngigkeit von der genauen Form der Randbe-
dingungen in Tab. 4.3 angegeben ist. D; = 0 entspricht dabei den Fillen (A1), (B2)
bzw. (B3), fiir die die Hohenfluktuationen der Kolloide nicht durch externe Potentiale
eingeschréankt sind.

Im entgegengesetzten Limes D; — oo ergibt sich jedoch aus Gl. (6.29) fiir eine
feste Kontaktlinie (Fall (B)) F,s — 0. Das unendlich starke harmonische Potential
entspricht dem Fall (B1) eingefrorener Kolloidpositionen, in dem die gesamte Casimir-
Kraft durch den langreichweitigen Fluktuationsanteil Fg,. aus Gl. (4.10) bestimmt
ist. Fiir eine frei fluktuierende Kontaktlinie (Fall (A)) ist dieser Effekt weniger stark
ausgeprigt. Dann verschwindet der Beitrag (6.29) des mittleren Feldes im Limes D; —
oo nicht, sondern wird im Vergleich zu Gl. (4.26) (die dem Fall (A1) entspricht) nur
um einen Faktor 1/(1 + Ind/rg) erniedrigt, so dass wir in diesem Grenzwert wieder
das Ergebnis (4.27) fixierter Kolloide, aber frei fluktuierender Kontaktlinie (Fall (A2))
erhalten. Ein harmonisches Potential wachsender Stirke beschreibt dann den Ubergang
von frei fluktuierenden Kolloiden (Fall (A1)) zu fixierten Kolloiden (Fall (A2)).

Auch die numerische Berechnung der Fluktuationskraft mit den harmonischen Kol-
loidpotentialen erfolgt wie in Kapitel 5 beschrieben, nur dass jetzt bei der Berech-
nung des Beitrags des mittleren Feldes die Potentiale f/i(Ahi,ﬂ) beriicksichtigt werden
miissen. In Abb. 6.1 sind die numerischen Ergebnisse fiir den Beitrag F,¢ des mittle-
ren Feldes im Falle einer fixierten Kontaktlinie (B) fiir verschiedene Potentialstérken
Dy = Dy gezeigt und mit Fjy. verglichen. Wir erkennen die wachsende Dominanz des
Fluktuationsanteils Fjg,. iber F.,; bei zunehmender Potentialstiarke D;.

Abbildung 6.2 zeigt die gesamte Fluktuationskraft F' = F¢ + Fpy,e fiir eine frei
fluktuierende Kontaktlinie (Fall (A)). Fiir freie Kolloide (Fall (A1)) hatten wir in
Kapitel 4 fiir das asymptotische Verhalten bei ry < d eine schnell abfallende Kraft
F o< —d™? gefunden, wihrend fixierte Kolloide (Fall (A2)) zu einem viel langsameren
Abfall F' o< —1/[d(1 + Ind/r¢)| fiihrten. Ein externes harmonisches Potential bietet
nun die Moglichkeit, zwischen diesen beiden Grenzfillen hin- und herzuschalten. Bei
endlichem D;/v setzt sich jedoch wegen des schnellen Abfalls occ —d~® des von den
harmonischen Potentialen unabhingigen Beitrags der viel langsamer abfallende Aus-
druck (6.31) fiir das asymptotische Verhalten der Fluktuationskraft F* durch, wenn der
Kolloidabstand einen gewissen Wert iiberschreitet (fiir die in Abb. 6.2 gewéhlten Para-
meter erfolgt dieser Ubergang im asymptotischen Verhalten sogar schon fiir d/rq = 5).

Bei sehr kleinen Kolloidabsténden, H = (d — 2ry) < r, ist die Gesamtkraft durch
den Fluktuationsanteil Fy,. dominiert. Sie hdngt dann nicht sehr stark von den Rand-
bedingungen fiir das mittlere Feld an der Kontaktlinie ab, wie wir schon in Kapitel 5
gezeigt hatten. Dieses Bild dndert sich auch mit den zusétzlichen Kolloidpotentialen
nicht, wie wir z. B. in Abb. 6.2 erkennen koénnen.

Der Einfluss der externen harmonischen Potentiale, die auf die Kolloidpositionen
wirken, auf die gesamte effektive Wechselwirkung zwischen den Kolloiden ist sowohl
im Falle der klassischen Kapillarwechselwirkung, die durch die Gln. (6.23)-(6.26) be-
schrieben wird, als auch fiir die Fluktuationskraft (6.29) durch das Verhéltnis D,/
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Abbildung 6.2: Negative gesamte Fluktuationskraft —F = —Fy,. — Fiu¢ bei frei fluk-
tuierender Kontaktlinie (Fall (A)) fiir verschiedene Stérken D;/~ der harmonischen
Kolloidpotentiale (fiir ro/A = 107%). Die durchgezogenen Linien zeigen die analyti-
schen Ergebnisse fiir groBe Kolloidabstinde, in sehr guter Ubereinstimmung mit den

numerischen Resultaten. Gezeigt sind auch die beiden Grenzfille frei fluktuierender
Kolloidpositionen ((Al), D; = 0) und fixierter Kolloide ((A2), D; — o0).

von Federhirte D; und Oberflachenspannung v festgelegt. Bei typischen Werten fiir
die Oberflichenspannung im Bereich von 7 ~ 10 mN/m und einer Federhérte von
D; ~ 1073-1 mN/m fiir das harmonische Potential, wie sie durch Laserpinzetten heute
technisch erreicht werden kann [137, 138, kann die Kapillarkraft gegeniiber der Casimir-
Kraft, die proportional zur thermischen Energie kgT ist, vernachlassigt werden. Fiir
steilere harmonische Potentiale oder geringere Oberflachenspannungen (v/D; < 1), wie
sie z. B. bei Kolloid-Polymer-Mischungen gefunden werden [90], ergibt sich jedoch ein
wachsender Einfluss der dufleren Potentiale. Dann wird der Anteil Fl; des mittleren
Feldes an der Fluktuationskraft betréchtlich reduziert. Insgesamt fiihrt dies zu einer
stiarker attraktiven Casimir-Kraft, weil der Fluktuationsanteil Fy,. im Vergleich zu F¢
dominiert. Andererseits nimmt in diesem Bereich auch der Einfluss der klassischen Ka-
pillarkraft zu, welche dann durchaus die Stéarke der Fluktuationskraft erreichen kann.
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6.3 Beriicksichtigung der Linienspannung bei den
Kontaktlinienfluktuationen

Bisher hatten wir im effektiven Hamiltonian H;,; der beiden Kolloide an einer Grenz-
fliche nur diejenigen Energiebeitrége beriicksichtigt, die mit den Flacheninhaltsénde-
rungen der Grenzflichen aufgrund der Meniskusfluktuationen u und der Kontaktli-
nienfluktuationen f; verbunden sind (vgl. Kapitel 3). Dabei hat sich gezeigt, dass
die resultierende Fluktuationskraft im asymptotischen Bereich ry < d < \. grofer
Kolloidabsténde stark von der genauen Form der Kontaktlinienfluktuationen abhéngt
(s. Tab. 4.3).

Zusétzlich zu den Flachendnderungen AA,,,; und A A, die bisher den Kontaktlinien-
Hamiltonian Hj, gebildet haben, wollen wir nun auch die mit den Fluktuationen f;
verbundenen Léngenénderungen A/ der Kontaktlinie beriicksichtigen. Diese Langen-
fluktuationen fithren zu einem Zusatzterm AFy, = 7Af in den Anderungen der freien
Energie aus Gl. (3.6), wobei 7 die Linienspannung der Kontaktlinie ist [8]. Zur ge-
nauen Definition und einer ausfiihrlichen Diskussion vieler konzeptioneller Aspekte der
Linienspannung verweisen wir auf [144].” Da die Linge der Kontaktlinie fiir die Félle
(B1)-(B3) konstant ist, werden wir uns im Folgenden auf die Fille (A) einer frei auf
der Kolloidoberfliche fluktuierenden Kontaktlinie konzentrieren und uns dabei auf die
langreichweitige Asymptotik der Fluktuationskraft beschrianken (bei kleinen Abstédnden
spielt die genaue Form des Kontaktlinien-Hamiltonian keine entscheidende Rolle).

Die Beriicksichtigung der Linienspannung 7 in der freien Energie der Kolloide
und der Grenzfliache fithrt zu einer (i. A. kleinen) Verschiebung der Gleichgewichts-
konfiguration, die phénomenologisch durch ein modifiziertes Youngsches Gesetz be-
schrieben werden kann [8]. Dieses ist durch eine transzendente Gleichung, cosf =
cosf/[1 — 7/(Rysinf)], fiir den modifizierten Kontaktwinkel § gegeben, wobei der
urspriingliche Kontaktwinkel # durch Gl. (3.1) bestimmt ist. In der Gleichgewichtskon-
figuration ist nun die Eintauchtiefe der (kugelférmigen) Kolloide durch hg = —R cos
bestimmt, so dass das modifizierte Youngsche Gesetz durch einen flachen Meniskus
erfiillt wird. Die Kontaktlinie ist dann durch einen Kreis mit Radius 7o = Rsin 6 gege-
ben, wobei R der Radius des Kolloids ist. Wie in Kapitel 3 wahlen wir diese Gleichge-
wichtskonfiguration als Referenzzustand, um den wir die freie Energie entwickeln und
uns wie bisher auf Terme bis zur quadratischen Ordnung in den Kontaktlinienmul-
tipolen P, beschranken. Die quadratischen Beitrdge zum Kontaktlinien-Hamiltonian
Hy,, die sich in Kapitel 3 aus dieser Entwicklung ergeben haben und die die Fluktua-
tionen um die Gleichgewichtskonfiguration bestimmen, bleiben von der Verschiebung
der Referenzkonfiguration unberiihrt. Auf einen zusétzlichen linearen Term werden wir
gleich noch eingehen. Unter Beriicksichtigung der Linienspannung fithren die thermi-
schen Fluktuationen f; der Kontaktlinie (vgl. Gl. (3.8)) nun fir einen kugelférmigen

"Die Linienspannung an einer Dreiphasenkontaktlinie stellt nach wie vor ein aktives Gebiet aktu-
eller Forschung dar. Das hidngt damit zusammen, dass es sowohl theoretisch als auch experimentell
schwierig ist, sie eindeutig zu bestimmen [144]. Auch iiber das Vorzeichen herrscht keine Einigkeit —
im Gegensatz zur Oberflichenspannung kann fiir die Linienspannung nicht aus Stabilitdtsgriinden auf
ein positives Vorzeichen geschlossen werden.
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Kolloid zu einem Zusatzterm

27
Hiw = T / dep; [\/ ro(@i)? + [0,70(0i)]? + [Opu(ro(ew), v)]2 — To}
0
o R2? R2
~ 2L dp; {——2 (fi = Ahy)® +2ho (fi — Ahy) + — (890]01‘)2}
T R%T

—2(Po — AR)* +4)  (m® = 1) | Py’

m=1

(6.32)

in den Anderungen der freien Energie bei Abweichungen von der Referenzkonfigurati-
on, den wir zum urspriinglichen Kontaktlinien-Hamiltonian H;, hinzufiigen miissen. In
Gl. (6.32) ist der Radius 7o(p) der projizierten Kontaktlinie durch Gl. (3.9) gegeben.
In der zweiten Zeile von Gl. (6.32) wurde die Wurzel fiir kleine v und Ah; entwickelt
und wie in Abschnitt 3.1.3 fiir die Hohe der Kontaktlinie u(ro(v), @) =~ u(re, ) = fi(v)
genihert. Der lineare Term in der zweiten Zeile von Gl. (6.32) féllt gegen einen ent-
sprechenden Term umgekehrten Vorzeichens aus der Entwicklung der Flachenbeitréige
in Kapitel 3 weg, wenn die Entwicklung um die neue Gleichgewichtskonfiguration mit
dem modifizierten Youngschen Winkel # durchgefiihrt wird. Der erste Term in der letz-
ten Zeile von Gl. (6.32) stammt von kollektiven Hohenfluktuationen der Kontaktlinie
und ist bei positiver Linienspannung negativ — durch eine Verschiebung zu kleineren
Kontaktkreisradien wird deren Linge und damit auch ihre freie Energie kleiner. Bei
negativen Linienspannungen ist dieser Term jedoch positiv und bestrebt, den Kontakt-
kreisradius zu maximieren. Der Gleichgewichtskontaktwinkel @ riickt deshalb fiir ab-
nehmendes 7 < 0 in Richtung 7/2. Zu beachten ist das starke Anwachsen (oc 1/ sin® )
von H; iy fiir kleiner werdende Kontaktwinkel 0 — 0. Zu groBe Werte fiir die Linien-
spannung 7 oder auch zu kleine fiir den Kontaktwinkel (der wiederum von 7 abhéngt,
s. 0.) fithren zu einer Destabilisierung der Kontaktlinie und einer Desorption der Kol-
loide von der Grenzfliche [8], so dass unser Modell in diesem Fall erweitert werden
muss. Der zweite Term in Gl. (6.32) stammt hingegen von den Auslenkungen um die
durch Py, vorgegebene mittlere Kontaktlinienhéhe und ist fiir 7 > 0 positiv. Fiir 7 < 0
ist er jedoch negativ und begiinstigt die Auslenkungen der Kontaktlinie, wahrend die
Oberflachenspannung den damit verbundenen Meniskusfluktuationen entgegenwirkt.
Der gesamte effektive Hamiltonian der Grenzfliche und der beiden Kolloide lésst sich
unter Beriicksichtigung der neuen Beitrige als

2

Huot = Hew + Y _[Hin + Hitin] (6.33)

i=1

schreiben. Die Linienspannungsterme H;j, konnen formal als Zusatzterm zum ur-
spriinglichen Kontaktlinien-Hamiltonian H;;, (aus Gl (3.15)) behandelt werden, da
sie nur von den Multipolmomenten P;,, der Kontaktlinie abhéngen. Sie tragen damit
nur zum Anteil des mittleren Feldes bei, der Fluktuationsanteil bleibt von der Lini-
enspannung unberiihrt. Das asymptotische Verhalten der Fluktuationskraft fiir grofie
Kolloidabsténde, rg < d < A., bestimmt sich analog zu Kapitel 4, indem bei der Be-
rechnung des Beitrags F,,; des mittleren Feldes zur freien Energie im Ausdruck (4.21)
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Abbildung 6.3: Der Koeffizient 1 2fs = 2 équc + % mf in der Entwicklung der freien
Energie nach Potenzen von 7 /d (vel. z B. Gl (4.28)) im asymptotischen Bereich
grofier Kolloidabsténde, ry < d < A., als Funktion des Verhéltnisses x = 7/(vyry) von
Linien- und Oberflichenspannung bei einem Kontaktwinkel § = 6 = 7/2 (ro = Rsin
ist der Referenzkreisradius). Fiir kleine x geht % fs gegen —1, und wir erhalten die aus
Kapitel 4 bekannten Resultate.

fir die Energie H,,s des mittleren Feldes zusétzlich der Linienspannungsterm H; i,
beriicksichtigt wird und anschlieSend F,,¢ und Fg,. addiert werden.

Wie schon in Kapitel 4 in H;p féllt nun auch in H;j, der von den Kontaktli-
nienmonopolen Pj, abhéngige Beitrag nach einer Substitution Ah; — (P — Ah;) im
Funktionalintegral fiir Z,,; weg, wenn die Kolloidh6hen Ah; frei fluktuieren (Fall (A1)).
Wie wir in Gl (6.32) erkennen konnen, verschwindet auch der Dipolbeitrag (m = 1)
in H, yin, so dass im Fall (A1) der fithrende von 7 abhéngige Beitrag zu F,s von den
Quadrupol-Wechselwirkungen der Kontaktlinien stammt und von achter Ordnung in
ro/d ist. In Abschnitt 4.2 hatten wir gesehen, dass sich im Fall (A1)—(A1) die fithrenden
Koeffizienten fiuc bzw. f&f in den Entwicklungen der freien Energie gegenseitig auf-
heben, so dass der erste nichtverschwindende Term in der Fluktuationswechselwirkung
ebenfalls achter Ordnung war. Unter Berticksichtigung der Linienspannungsterme H, jin
(ohne Pj-abhéngige Terme) wird nun dieser Koeffizient achter Ordnung modifiziert,

—1+ R*7/(yr3) (6 — 9R*7/(y17))
1+ R?7/(yr))? ’

und hingt vom Verhéltnis der Linien- zur Oberflichenspannung und vom Kontakt-
Winkel 6 ab. Das asymptotische Verhalten der gesamten Fluktuationskraft fiir 2 <1,

4 < 1ist dann wie in Abschnitt 4.3 durch Fyye — 8(kgT/2r0) fs (ro/d)° bestlmmt WO-
be1 nun jedoch der durch die Llnlenspannung 7 modifizierte Koeffizient fg aus Gl. (6 34)
zu verwenden ist. In Abb. 6.3 ist 5 L fg als Funktion von 2 = 7/(yr¢) bei einem Kontakt-
winkel 6 = 7/2 dargestellt. Fiir 2 $0,1 stimmt ; fs praktisch mit dem bisherigen Wert
—1 aus Abschnitt 4.3 iiberein. Dies bedeutet, dass fiir kleine 7S (7r9/10) der Effekt

%f— ﬂuc+ f

(6.34)
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der Linienspannung in der Tat vernachléssigt werden kann. Bei typischen Werten der
Linien- und der Oberflichenspannung von 7 ~ 107! N bzw. v ~ 5-1072 Nm und einem
Kolloidradius von ry &~ 50 nm ist x ~ 4 - 1073, so dass die Vernachliissigung von 7 eine
gute Naherung darstellt und die Fluktuationskraft durch die Ergebnisse in Kapitel 4
beschrieben wird. Mit wachsendem x steigt fg zunéchst an und erreicht bei x = 1/3
(und § = 7/2) sein Maximum fg = 0, so dass dann also auch der Koeffizient achter Ord-
nung verschwindet. Bei weiter wachsendem x sinkt fs wieder ab und erreicht schliefSlich
den Grenzwert lim, . % fs = —9 so dass wir fiir sehr grofle Linienspannungen dasselbe
Ergebnis wie im Fall (B3) (vgl. Tab. 4.2) erhalten, das durch die Fluktuationen der
Kontaktlinienmonopole P, und -dipole P;; bestimmt ist. Formal bedeutet dies, dass
grofle 7 zu einer Unterdriickung der Fluktuationen der Kontaktlinienmultipole P;,, mit
m > 2 fiithren. Dies entspricht einer auf der Kolloidoberfléiche fixierten Kontaktlinie, so
dass wie im Fall (B3) nur die durch Pjy und P;; beschriebenen Hohen- und Orientie-
rungsfluktuationen der Kolloide zugelassen sind. Dabei ist allerdings zu beachten, dass
zu grofie Linienspannungen 7 > rivy/R? zu einer Desorption der Kolloide von der Grenz-
fliche fiihren (wie durch Vergleich der Gln. (6.32) und (3.15) gezeigt werden kann), so
dass die Kolloide im Gleichgewicht nicht mehr an der Grenzflache gefangen sind. Bei
negativen Linienspannungen divergiert der Ausdruck (6.34) fiir 7 — —yr3/R? Dann
sind die Kontaktlinien- und Grenzflachenfluktuationen durch das oben angesprochene
Wechselspiel zwischen Linien- und Oberflichenspannung bestimmt: Die Kontaktlinien-
fluktuationen werden durch die negative Linienspannung begiinstigt, durch den Einfluss
der Oberflichenspannung aber unterdriickt. Insgesamt werden sie deswegen in diesem
Bereich energetisch kaum bestraft, so dass starke Fluktuationen der Kontaktlinien re-
sultieren. Diese fithren zu einer Instabilitdt des hier verwendeten Gauflschen Modells,
welches zu einer genaueren Beschreibung dieses Bereichs starker Kontaktlinienfluktua-
tionen durch zusétzliche, nichtlineare Beitridge ergénzt werden sollte.

Im Fall (A2) fixierter Kolloidhohen tragen jedoch auch die Kontaktlinienmonopole
Py, zur Fluktuationskraft bei. Deswegen hatten wir in Gl. (4.27) bzw. in Gl (4.31)
einen viel langsamer abfallenden Ausdruck (~ —1/[d(1 4 Ind/rq)]) fiir die Kraft als
im Fall (A1) gefunden. Unter Beriicksichtigung der Linienspannung veréndert sich hier
der fithrende Term der gesamten Fluktuationskraft zu

kgT 1 —7R?*/(yrd)
2 d(1+[1—7R?/(yrd)|Ind/re)

Fe=— (6.35)

Auch im Fall (A2) wird die Fluktuationskraft also durch zusitzliche Terme modifiziert,
die durch den Parameter (R/r¢)?z = x/sin?# kontrolliert werden und wie schon im

Fall (A1) bei typischen Werten fiir die Linienspannung nur einen geringen Einfluss auf
die resultierende thermische Casimir-Kraft haben.



Kapitel 7

Ellipsoide an Grenzflichen

In diesem Kapitel werden wir die klassische Kapillarwechselwirkung zwischen ellip-
soidférmigen Kolloiden an einer fluiden Grenzfliche untersuchen. Bisher hatten wir uns
bei der Untersuchung effektiver, durch die Grenzfliche vermittelter Wechselwirkungen
zwischen Kolloiden auf Teilchen beschréankt, die rotationssymmetrisch zur Normalen
auf der Ebene der Grenzfliche sind. Solche Teilchen fithren in Abwesenheit duflerer
Krifte nicht zu einer statischen Verformung des Meniskusprofils. Fiir Kolloide mit Ra-
dien kleiner als 10 um kann auch die allgegenwértige Gravitationkraft auf die Kolloide
vernachléssigt werden, so dass der Gleichgewichtsmeniskus flach ist und keine statische
Kapillarkraft auftritt. Stattdessen ist die effektive Wechselwirkung zwischen den Teil-
chen dann durch die thermischen Fluktuationen der Grenzfliche und der Kolloide um
ihre Gleichgewichtslage bestimmt. Diese Fluktuations- oder Casimir-Kraft haben wir
in den vorangegangenen Kapiteln ausfiihrlich behandelt.

Allerdings konnen statische Verformungen der Grenzfliche auch in Abwesenheit
duBerer Krifte auf die Kolloide oder den Meniskus durch die Form der Teilchen her-
vorgerufen werden. Dies ist dann der Fall, wenn der Kolloid nicht symmetrisch ist
bzgl. Rotationen um eine Achse parallel zur Normalen der ungestorten Grenzfldche.
Das Youngsche Gesetz fordert, dass entlang der Kontaktlinie der Winkel zwischen der
Grenzflaichennormalen und der Normalen auf der Kolloidoberfliche durch den Kontakt-
winkel 0 gegeben ist. Fiir ein anisotropes Teilchen kann diese Bedingung nicht durch
eine flache Grenzflache erfiillt werden, so dass die Kontaktlinie nicht in der Ebene der
ungestorten Grenzfliche liegen wird. Die hieraus resultierende Meniskusverformung
um einen einzelnen Kolloid kann in Form einer Multipolentwicklung dargestellt werden
[13,77,78]. Das asymptotische Verhalten bei grofien Abstéanden vom Kolloid wird i. A.
durch das Quadrupolmoment bestimmt. Da Monopol und Dipol wegen des Kréfte- bzw.
Drehmomentgleichgewichts an der Kontaktlinie verschwinden, stellt dieser den fiihren-
den Multipol in einer solchen Entwicklung dar. Die Wechselwirkungsenergie zwischen
zwei Quadrupolen hiangt von ihrer Orientierung in der Ebene der Grenzfliche ab und
fallt oc d~* mit dem Abstand ab [13,42].

Die Berechnung des Grenzflichenprofils um ein ellipsoidférmiges Teilchen stellt ein
schwieriges numerisches Problem dar. Bei der Bestimmung der exakten Gleichgewichts-
grenzfliche muss eine nichtlineare partielle Differentialgleichung (die Young-Laplace-

103
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Abbildung 7.1: Ellipsoid (mit grofier bzw. kleiner Halbachse a > b) an fluider Grenz-
flache. Die Schnittflache des Ellipsoids mit der Ebene z = 0 (gepunktet), die Hohe h
des Ellipsoidmittelpunktes, ein um den Winkel « verkippter Ellipsoid (gestrichelt) und
der Polarwinkel ¢ sind eingezeichnet. Zudem ist der Verlauf der Dreiphasenkontaktlinie
auf der Kolloidoberfliche angedeutet.

Gleichung [19,20]) mit freien Randbedingungen gelost werden, da die Position der
Kontaktlinie auf der Ellipsoidoberfliche nicht bekannt ist. Dies kann durch iterative
Verfahren erfolgen [42, 79], allerdings dauert die Berechnung des Meniskusprofils schon
fiir eine einzige Teilchenkonfiguration auf einem Standard-PC typischerweise zu lang
fiir praktische Anwendungen.

Wir stellen hier eine alternative Methode vor, die die Bestimmung einer perturba-
tiven Losung in Form einer Entwicklung in (elliptische) Multipole erlaubt — &hnlich
zur Bestimmung des mittleren Feldes bei der Berechnung der Fluktuationskraft zwi-
schen rotationssymmetrischen Kolloiden in Gl. (4.14) in Abschnitt 4.2. Dazu entwickeln
wir das Funktional der freien Energie fiir Ellipsoide und Grenzfliche um eine geeignet
gewihlte Referenzkonfiguration und 16sen die daraus resultierende Differentialgleichung
mit festen Rdndern an den Kolloiden. Dadurch wird eine deutliche Vereinfachung fiir
das Problem der Berechnung der Kapillarwechselwirkung zwischen den Kolloiden er-
zielt. Wir werden hier sowohl die Meniskusverformung um einen einzelnen Ellipsoiden
als auch die effektive, durch die verformte Grenzflache vermittelte Wechselwirkung zwi-
schen zwei Kolloiden bestimmen und anschlieend einige Anwendungen diskutieren.

7.1 Effektiver Hamiltonian fiir Ellipsoide an einer
fluiden Grenzfliche

Wir modellieren die anisotropen Kolloide durch gestreckte (,,zigarrenformige®) Rotati-
onsellipsoide, bei denen die grofle Halbachse a mit der Rotationsachse zusammenféllt
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und die durch die Gleichung

x z

Lt =1 = (-l =0 (7.1)
mit (1—e?) = 2—2 und a > b charakterisiert sind. In diesem Kapitel werden wir uns auf
Beitrage zur freien Energie beschrinken, die aus Grenzflichenénderungen resultieren
und proportional zur Oberflichenspannung sind. Auflere Potentiale und die Linien-
spannung werden vernachléssigt. Bei einem Kontaktwinkel 6 zwischen 0° und 180° ist
die stabilste Lage eines gestreckten Ellipsoids aus thermodynamischen Griinden durch
die flache Lage gegeben, in der die grole Halbachse parallel zur Ebene z = 0 ist (vgl.
Abb. 7.1), da dann der durch das Kolloid ausgeschnittene Anteil der fluiden Grenz-
fliche maximal ist [7], wie unter der vereinfachenden Annahme, dass der Meniskus um
das Ellipsoid flach bleibt, gezeigt werden kann.

Beim entgegengesetzten Fall eines flachgedriickten (,linsenférmigen) Rotations-
ellipsoids mit b > a liegt der Kolloid aus denselben thermodynamischen Griinden
flach auf der Grenzflache. Fiir ,linsenférmige” Rotationsellipsoide kann dann auch die
Youngsche Bedingung durch einen flachen Meniskus erfiillt werden — bei geeigneter
Eintauchtiefe des Kolloids. Wegen der Rotationssymmetrie um die z-Achse kann dieser
Fall dhnlich zu den kugel- oder zylinderférmigen Kolloiden in den vorangegangenen
Kapiteln behandelt werden, so dass sich keine anisotrope effektive Wechselwirkung
zwischen den Kolloiden ergibt.

7.1.1 Aufspaltung der freien Energie in einen Grenzflichen-
und einen Kontaktlinienbeitrag

Wir werden hier zunichst den Fall eines einzelnen Kolloids besprechen. Die Uber-
tragung der so abgeleiteten Ausdriicke auf zwei Ellipsoide erfolgt dann, indem {iiber
die entsprechenden Beitrége bei beiden Kolloiden summiert wird. Zur Parametrisie-
rung der Grenzflache verwenden wir wie bisher die Monge-Parametrisierung (z,y, z =
u(z,y)) = (x,u(x)), und die vertikale Position des Ellipsoidmittelpunktes ist durch
h gegeben. Die Ableitung eines effektiven Hamiltonian fiir die Grenzfliche und das
Ellipsoid, aus dem wir dann den Gleichgewichtsmeniskus und die zugehorige Positi-
on des Kolloids bestimmen konnen, erfolgt &hnlich wie in Kapitel 3 fiir die Kugeln
oder zylinderférmigen Scheibchen durch eine Entwicklung der freien Energie um eine
Referenzkonfiguration u,es(x) und hyet, die durch

U= Upef + U und h = hyet + Ah (7.2)

gegeben ist und spéter genauer bestimmt wird. Die Anderungen der freien Energie bei
Abweichungen von der Referenzkonfiguration kénnen wir dann geméf

AFen = 7AApen + MAA + YA A = Fren + Foo (7.3)

in einen Meniskusbeitrag Fie, und einen Kontaktlinienbeitrag Fy, aufspalten. Dabei ge-
ben AAe, die Anderung der Meniskusfliche und AA;; die Anderungen der Ellipsoid-
oberflache in Kontakt mit Fluid I bzw. II bzgl. der Referenzkonfiguration an, wiahrend
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v bzw. 1 die zugehdrigen Oberflichenspannungen bezeichnen (vgl. Abb. 7.1). Wir
werden die Entwicklung der beiden Beitrdge Fen, und Fy, nun getrennt vornehmen.
Der Meniskusbeitrag in Gl. (7.3) ist durch

Po (VT+ (Vo) = T+ (Vua)?)  (74)

gegeben. Er beschreibt den Unterschied in der Grenzflichenenergie, den wir durch In-
tegration iiber den auf die Ebene z = 0 projizierten Referenzmeniskus u,.s erhalten.
Die Projektion der Referenzgrenzfléche ist dabei mit Spen rer bezeichnet. Alle weiteren
Beitrége zur freien Energie sind im Kontaktlinienanteil 7}, zusammengefasst. Insbeson-
dere enthélt er einen Term YA A5 > v |, Semen\ Smendjf:v, der die Differenz der projizierten
Meniskusfliche im Vergleich zur Referenzkonfiguration beriicksichtigt — wobei Beitréige
dritter und hoherer Ordnung in u vernachléssigt sind.

Sind die Gradienten sowohl des Referenzmeniskus als auch der Abweichungen davon
klein, gilt also |Vu,f| < 1, |[Vo| < 1, konnen wir die Wurzeln in Gl. (7.4) entwickeln
und erhalten zu quadratischer Ordnung

fmen = ’YAAmen - ’YAAproj = 7/

Smen,ref

Frnen = % / P [(Vttret +0])° = (Viter)] (7.5)
Smen,ref

Im Unterschied zum Kapillarwellen-Hamiltonian H.,, in G1. (3.7) (der die Anderungen

der freien Energie bei Abweichungen vom flachen Referenzmeniskus u,es = 0 beschreibt)

haben wir hier den Beitrag der Gravitation gleich vernachléssigt — er spielt auf der uns

interessierenden Lingenskala von wenigen Mikrometern keine Rolle und wird hier nicht

zur Regularisierung langwelliger Energiebeitrage benotigt.

Mit den Bezeichnungen Sy, fiir die auf die Ebene z = 0 projizierte Grenzflache
und der Parametrisierung zgy(z, y; h) der Ellipsoidoberfliche, die von der Hohe h des
Ellipsoidmittelpunktes abhéngt, erhalten wir aus den Gln. (7.3) und (7.4) schliellich
den Ausdruck

Fo = 7MAA 4y AAn + v AAp;

~ fy/ d*x (cos 01+ (Vzgn)? — 1)
Smen,ref\smen
2 ()
= fy/ dgo/ drr (cos 0/ 1+ (Vzgn)? — 1) (7.6)
0 o(p)

fiir den Kontaktlinienbeitrag zu den Anderungen Fyy der freien Energie. Dabei haben
wir ausgenutzt, dass auf der Ellipsoidoberflache AA; = —A Ay gilt. In Gl. (7.6) geben
ro = 1o(p) und r(p) = ro(e) + Ar(p) die polaren Radien der Rénder 0Smen et bzw.
OSmen an, entsprechen also den Radien der projizierten Kontaktlinie, welche der Re-
ferenzmeniskus u,ef bzw. ein beliebiger Meniskus v mit der Ellipsoidoberfliche formt.
Der Kontaktwinkel ist wie in Gl. (3.1) durch cosf = (v1 — 1)/ bestimmt.

In den néchsten beiden Abschnitten werden wir eine funktionale Taylorentwicklung
von F, bei Abweichungen aus der Referenzkonfiguration durchfiithren. Dabei betrachten
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wir Variationen 0, = v(r(¢)) — Ah der Kontaktlinie auf der Ellipsoidoberflache oder
Drehungen der groflen Ellipsoidhalbachse um einen Winkel o zur Ebene z = 0; die
zugehorigen Referenzpositionen sind durch @, = 0 und ayef = 0 (entsprechend einem
flach auf der Grenzflache liegenden Ellipsoid, vgl. Abb. 7.1) gegeben. Dieser zusétzliche
Freiheitsgrad « ist im Falle zweier Kolloide an der Grenzfliche wichtig. Ein einzelner
Kolloid liegt flach auf der Grenzfliche, die Anwesenheit eines zweiten Kolloids fiihrt
jedoch dazu, dass dann beide mit ihren Spitzen in die Fliissigkeit eintauchen. Formal
lautet die gesuchte Entwicklung bis zur zweiten Ordnung

- 0F 0F
Fplo] = /dSO L >

5~<P ref aO{ ref
82F,
do [ dy dp 270
/ “0/ 5 5% el / ? 55,00

Wir werden nun zunéchst eine geeignete Wahl fiir die Referenzkonfiguration vorstellen
und anschliefend die Entwicklungskoeffizienten in Gl. (7.7) bestimmen.

g04— o

Vo, — «
o 2 0a?

(7.7)

7.1.2 Referenzkonfiguration

Zur Bestimmung der Referenzkonfiguration gehen wir zunédchst von der Situation eines
flach auf der Grenzfliche liegenden Ellipsoids aus, so dass der Winkel zwischen grofler
Halbachse und der z = 0-Ebene av = 0 ist (s. 0.). Aus Symmetriegriinden verschwinden
Terme, die linear in o (bzw. in der ersten Ableitung 0,F, vgl. Gl. (7.7)) sind, bei einer
Entwicklung von F;, um diese Konfiguration.

Die Position der Kontaktlinie in der Referenzkonfiguration legen wir nun durch
die Bedingung fest, dass die erste Variation 0.}, des Randbeitrags zur freien Energie
Fen in Gl (7.7) bei einer Variation 67, der Kontaktlinie auf der Ellipsoidoberfliche
verschwindet, dass also

5.'Fb dr (QO) (5fb ! 9 1
= = 1 ==
5@99 ref d'a(p 57’(80) 0 - * IVZEH‘ COS2 9

ref

(7.8)

gilt. Wir bezeichnen mit S, = R? \ Smenref die Flache, die die Projektion der Refe-
renzkontaktlinie u.f(r9()) aus der Ebene z = 0 ausschneidet (wobei wir von einem
unendlich ausgedehnten Meniskus ausgehen), und erhalten dann aus Gl. (7.8) fiir den
Radius der Projektion 0S5, der Referenzkontaktlinie selbst

) b? sin? 0

ro(p)” = 1 —e?cos? ¢ [1+cos?6(1 —e?)] (7.9)

Die Projektion der Referenzkontaktlinie ist also durch eine Ellipse mit Exzentrizitét
€2 = €% [1+cos’0(1 —e?)] und kleiner Halbachse b, = bsinf gegeben': (x,y) €

T

St = 22/a® +y?/b? = 1.

!Daraus ergibt sich sofort die groBe Halbachse der Referenzellipse zu a? = b2/(1 — €2).
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Im Vergleich zu den Ellipsen mit der durch die Kolloidgeometrie vorgegebenen
Exzentrizitat e, die sich durch Schnitte mit Ebenen parallel zur grolen Halbachse der
Ellipsoide ergeben, ist die Referenzellipse also gestreckt, e, > e. Die zugehorige Hohe
der Referenzkontaktlinie ist durch zo(p)? = zgn(ro(¢))? = [0 — ro(p)?*(1 — € cos? )]
gegeben. Die Referenzkontaktlinie ist also (fiir @ < m/2) an den Spitzen des Ellipsoids
nach unten gedriickt, zo(0) < 2zq(7/2).2

Geometrisch bedeutet die Bedingung (7.8), dass an der Referenzkontaktlinie der
Winkel zwischen Kolloidoberfliche und der z-Achse durch den Kontaktwinkel 6 gege-
ben ist — fiir kleine Meniskusvariationen |Vu| < 1, die wir hier voraussetzen, scheint
dies eine geeignete Wahl fiir die Referenzkontaktlinie zu sein, die nur zu kleinen Ab-
weichungen v des Gleichgewichtsmeniskus von der Referenzkonfiguration fithrt. Den
Referenzmeniskus u,.f(x) legen wir nun durch die Bedingung fest, dass u,e selbst eine
Minimalflache ist, in fithrender Ordnung also die Laplace-Gleichung

Attyer = 0 (7.10)

erfiillt. Die Randbedingung an der Kontaktlinie lautet dabei tyet|ro () = 2E1(70(9); Pret)-
Wegen der Hohenvariation zgy (79(¢); href) ist tger nicht flach und verletzt die Youngsche
Bedingung (3.1), die den Winkel 6 zwischen Meniskus- und Ellipsoidnormalen fordert,
also zumindest leicht. Dies ist ein wesentlicher Unterschied zu sphérischen oder zylin-
derformigen Kolloiden, bei denen die flache Referenzkonfiguration im kréftefreien Fall
auch gleichzeitig die Gleichgewichtslosung darstellte (vgl. Kapitel 3 und [29]).

Wir weisen darauf hin, dass durch diese Wahl der Referenzkonfiguration auch der
Integrationsbereich Syenref des Meniskusbeitrags Fren in Gl (7.5) festgelegt ist. Mit
Gl. (7.10) und unter Benutzung des Greenschen Satzes konnen wir Fp,e, umschreiben
zu

Frnen ~ 1/ d*z (VU)2 + 7/ Al v Op et (7.11)
2 Smen,ref aSYEf

und damit den Kopplungsterm zwischen wu,of und v auf ein Integral iiber die Referenz-
ellipse 0S¢ abwélzen. Dabei ist p_if das infinitesimale Linienelement auf 0S¢, und die
Normalenableitung weist in das Auflere von Spyenrer (also in das Innere der Referenzel-
lipse Sief)-

7.1.3 Kontaktlinienbeitrag zur freien Energie

Im letzten Abschnitt haben wir die Referenzkonfiguration festgelegt, indem wir for-
derten, dass die erste Variation von Fy, nach 7, und « in Gl. (7.7) verschwindet. Mit
diesen Definitionen kénnen wir nun auch die Terme zweiter Ordnung in der Entwick-
lung von F}, bestimmen und erhalten als Ndherung des Kontaktlinienbeitrags zu den
Anderungen der freien Energie bei Abweichungen von der Referenzkonfiguration den

2Hier ist die Hohe zo(¢) = zgn(ro(p)) relativ zur Hohe hyer des Ellipsoidmittelpunktes angegeben.
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Ausdruck

2
Foom 3 [ o (Reto) o - AP
0
+2e*zR.qa [V — AR] + € Roq 0*} (7.12)

Mit Hilfe von Gl. (7.12) werden wir in den folgenden Abschnitten eine (approximative)
Losung fiir den Gleichgewichtsmeniskus bestimmen. Die Koeffizienten R,., R,, und
R., ergeben sich durch die zweifache Variaton von Fy, aus Gl (7.6) nach 0, bzw. «
und der entsprechenden gemischten Ableitung. Wegen der Beriicksichtigung der Orien-
tierung « der groflen Ellipsoidachse (bzgl. der Ebene z = 0) ist ihre Berechnung recht
aufwindig. Es zeigt sich, dass die Beitrage v cos 0AA; und yAA,,; getrennt betrachtet
werden miissen. Deswegen stellen wir die ausfiihrliche Rechnung in Anhang C dar und
zeigen hier nur die Resultate:

b2 sin? 0
2z = 5 7.1
R.(¢) ro(v)?(1 — €2 cos? p)? (7.13)

R.a(p) = — ! L 2(@)/ro(e)?
zalP 1 —e2cos?p 1 —e?cos?
cos? 0 [(1 — e®) 4 0% /ro(p)?] (7.14)
(1 — €2 cos? p)? ’ .
B 1 , 22 (1 + €% cos? )
Raalp) = 1—e2cos? {To(@ cos ¥ 1 —e2cos?

n cos® 0
2(1 — e%cos? )3

[262 (1 —€e®cos? ) (1+ cos®p; (14 €*sin® )

— (1= eH)(b* — 20(9)?) (1 + € cos® (1 — 2¢? sin® cp))] . (7.15)

Die Verallgemeinerung auf zwei Ellipsoide erfolgt, indem iiber die Randterme von
beiden Kolloiden summiert wird, F;  + F21, und der Integrationsbereich von Fyen zu
R?\ U?2_,S; et verdindert wird, also die Referenzellipsen S; .ot von beiden Kolloiden aus
der Ebene z = 0 ausgeschnitten werden.

7.2 Berechnung des Gleichgewichtsmeniskus

Die Gleichgewichtskonfiguration der Ellipsoide an der Grenzfliche minimiert die im
letzten Abschnitt abgeleitete freie Energie. Wir werden die entsprechende Rechnung
zunéchst fiir ein einzelnes Kolloid betrachten und anschliefend auf den Fall zweier
Teilchen erweitern.
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7.2.1 Minimierung der freien Energie

Die Minimierung von Fgy bei festem o und v fithrt auf die Gleichung

OFy
)

R..v R,
=0 — Aheq = —— — o ==
eq 2z Rzz

(7.16)

fiir die vertikale Abweichung Ah des Ellipsoidmittelpunkts von der Referenzposition
het im Gleichgewicht. Dabei haben wir die Abkiirzung

7= / "dp f(9) (7.17)

fiir das nullte Moment der Funktion f bei Integration iiber die Referenzellipse OS.ef
eingefithrt. Die Minimierung der freien Energie bzgl. der Orientierung a der grofien
Halbachse des Ellipsoids fiihrt auf die Bedingung

) [ e
Oa a e

eq ao ao

(7.18)

Die Gleichungen (7.16) und (7.18) sind iiber den gemischten Koeffizienten R., gekop-
pelt, wegen R,,x = 0 konnen wir diese Terme aber im Folgenden vernachléssigen. Die
Abweichungen v, vom Referenzmeniskus u,¢ erfiillen die Euler-Lagrange-Gleichung

Avgg =0 (7.19)

des Meniskusbeitrags Foen zur freien Energie aus Gl. (7.11). Wegen Gl. (7.10) erfiillt
auch der Gleichgewichtsmeniskus u = w.ef + veq die Laplace-Gleichung Au = 0. Die
Randbedingungen fiir v, an der Referenzellipse 0S,¢¢ (bzw. an den beiden Referenzel-
lipsen 0S; et bei zwei Ellipsoiden an der Grenzfliche) lauten

a(uref + Ueq)

dy
on T {RZZ(SO) [Veq — Dheg] + QQszaaeq} : (7.20)

Dabei weist die Normalenableitung d/0n in das AuBere von Smenref [143]. Der Beitrag
Ontres auf der linken Seite von Gl. (7.20) stammt von dem Randterm in Gl. (7.11),
wihrend sich die rechte Seite mit der Ableitung des Polarwinkels ¢ nach dem Linien-
element d¢ der Referenzellipse 0S,et = 79(p) aus der Variation von F}, nach v ergibt.
Physikalisch bedeuten die Bedingungen (7.16) bzw. (7.18), dass im Gleichgewicht
die vertikale Gesamtkraft des Meniskus auf das Kolloid und das Drehmoment auf die
grofle Halbachse fiir Drehungen aus der Ebene z = 0 heraus verschwinden miissen.
Die Gleichungen (7.16) und (7.20) zeigen, dass die Bestimmung der Gleichgewichts-
konfiguration unabhéngig von der Wahl der vertikalen Position h.s des Ellipsoids in
der Referenzkonfiguration erfolgt. Eine beliebige Verschiebung von h,s wird durch eine
entsprechende negative Verschiebung in Ah ausgeglichen. In den weiteren Rechnungen
werden wir jedoch Ay = —Zgn(ro(w)) verwenden. Dadurch wird die Hohe der Ebene
z = 0 bzgl. des Ellipsoidmittelpunkts so gewéhlt, dass sie mit der mittleren Hohe der
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Referenzkontaktlinie iibereinstimmt. Als weitere Randbedingung wird gefordert, dass
die Meniskusdeformation im Unendlichen verschwindet, u(|x| — oco) — 0.

Die hier vorgestellte Reduzierung des urspriinglichen Problems der Grenzflichenbe-
rechnung mit einer unbekannten Kontaktlinie auf der Ellipsoidoberfléiche auf die Losung
der Laplace-Gleichung mit einer lokalen Randbedingung an einer festen Randlinie, die
durch die Projektion der Referenzkontaktlinie bestimmt ist, stellt eine grofie Vereinfa-
chung dar. Sie erlaubt eine deutlich schnellere Berechnung des Gleichgewichtsmeniskus.
Die hier verwendete Methode einer Aufspaltung in einen Meniskus- und einen Kon-
taktlinienbeitrag mit anschlieBender Taylorentwicklung um eine Referenzkonfiguration
entspricht dem Vorgehen in Kapitel 3; sie war urspriinglich in [29] zur Bestimmung
der Meniskusverformung um kugelférmige Kolloide unter Einfluss externer Potentiale
eingefiithrt worden.

7.2.2 Multipolentwicklung in elliptischen Koordinaten

Da die Projektion 0S,es der Referenzkontaktlinie selbst eine Ellipse ist, bietet sich zur
Berechnung des Gleichgewichtsmeniskus entsprechend der im letzten Abschnitt vorge-
stellten Euler-Lagrange-Gleichungen die Verwendung von elliptischen Koordinaten® in
der z-y-Ebene an. Wir werden zunéchst den Meniskus um einen einzelnen Ellipsoiden
mit Hilfe einer Entwicklung in ,elliptische Multipole bestimmen und diese Entwick-
lung im Sinne eines Superpositionsansatzes wie in Abschnitt 4.2 anschlieend auch zur
Berechnung des Grenzflichenprofils um zwei Kolloide benutzen.

Der Zusammenhang zwischen (zweidimensionalen) elliptischen® und kartesischen
Koordinaten ist durch

x = aye,coshscost (7.21)
= ape.sinh ssint (7.22)

gegeben, wobei 0 < s < oo und 0 < ¢ < 27 gilt. Die Isolinien der Koordinaten s und ¢
sind durch Ellipsen bzw. Hyperbeln gegeben,

22 y?
~ 7.23
a2e2 cosh®s  a2e?sinh? s (7.23)
2 2
° Y =1, (7.24)

262 cos2t  a2e? sin2
azescos®t  azeisin“t

welche bei unserer Wahl der Parameter in Gl. (7.21) zur Referenzellipse konfokal sind
(vgl. Abb. 7.2). Die Koordinate ¢ gibt dabei den asymptotischen Winkel der Hyper-
beléste aus Gl. (7.24) an. Fiir die Rechnungen mit zwei Ellipsoiden an der Grenzfliache

3Vergleiche hierzu Steven Weinbergs First Law of Theoretical Physics [151]: ,You can use any
variables at all to analyze a problem, but if you use the wrong variables you’ll be sorry.*

4In drei Dimensionen werden die von uns verwendeten Koordinaten auch als elliptisch-zylindrisch
bezeichnet, da sie die z-Koordinate unverandert lassen.



112 KAPITEL 7. ELLIPSOIDE AN GRENZFLACHEN

Abbildung 7.2: Isolinien der elliptischen Koordinaten fiir a,e, = 0,978, die Linien kon-
stanten s sind durch konfokale Ellipsen, diejenigen konstanten ¢ durch konfokale Hyper-
beln gegeben. Die Brennpunkte liegen bei (fa.e,,0). Die Parameter entsprechen einer
Referenzkonfiguration zu einem Ellipsoid mit Achsenverhiltnis a/b =5 (= (1—e?)71/2)
mit Kontaktwinkel § = 60° zwischen Grenzfliche und Ellipsoidoberflache (dem ent-
spricht dann sy = acosh(1/e;) ~ 0,18). Die dicke Linie kennzeichnet die Referenzellipse,
gestrichelt eingezeichnet ist auch die Projektion des Ellipsoids auf die z-y—Ebene. Wir
sehen, dass die Referenzellipse im Vergleich zur urspriinglichen Ellipse etwas gestreckt
ist, bei den hier gewéhlten Parametern beriihren sich die beiden an den Spitzen fast.

werden wir spéter auch noch folgende Beziechungen zur Umrechnung in Polarkoordina-
ten r und ¢ (bzgl. des Mittelpunkts der Referenzellipse) benotigen:

s = arcoshy/x*, (7.25)
t = arccosy/x~ . (7.26)

Dabei haben wir die Hilfsgrofie

1
XT = 2a2e2 {afef + 72 4+ /(a2e2 + r2)2 — 4a2e2r? cos? go} (7.27)
arer

eingefiihrt. Aus den Gln. (7.25) und (7.27) finden wir fiir das asymptotische Verhalten
der elliptischen Koordinaten bei grolen Abstéinden vom Mittelpunkt

es ~ 2r + (a'reref
2r

) (1 —2cos® @) + O((are;)* /r?) . (7.28)

A€y
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7.2.3 Gleichgewichtsmeniskus um einen einzelnen Ellipsoiden

Die Laplace-Gleichung (7.19) lautet in elliptischen Koordinaten

Au(s,t) = 1 (a_2+a_2) u(s,t) = 0. (7.29)

a2e2(sinh® s + sin?t) \ 9s>  Ot?
Der Vorfaktor stammt von den Skalenfaktoren der Koordinatentransformation, h, =
V(0:2)% + (05y)% = \/(0;2)% + (Diy)? = hy. Die allgemeine Losung (fiir den gesamten
Gleichgewichtsmeniskus u = e +v) fiir einen einzelnen Ellipsoiden setzen wir als eine
Entwicklung

u(s,t) = Aosio + Z e~™E=%0) (A, cos(mt) + By, sin(mt)] (7.30)

an, wobei mit so = acosh(1/e,) die Referenzellipse 05,¢f parametrisiert ist. Die Koeffizi-
enten A,, und B, werden im Folgenden als elliptische Multipolmomente der Ordnung
m bezeichnet. Sie miissen aus Gl. (7.20) fiir die Randbedingungen an der Referenz-
ellipse bestimmt werden, die in elliptischen Koordinaten

br r Rzz Rza
asu - LQ Rzzu + Rzz ‘ +e sza -
1 —eZsin“t s o
br/a'r Rzzuref 2 Rzaxuref
= T 5 . 95, Rzz re Rzz Rzai 7.31
1—e%sin2t{ et T T e TR (7:31)

fiir den Gleichgewichtsmeniskus u lautet, wobei schon Gl. (7.16) fiir die Verschiebung
Ah des Ellipsoidmittelpunktes und Gl. (7.18) fiir die Drehung a der grolen Halbachse
eingesetzt ist, v = u — U, ersetzt und nach u-abhéngigen Termen aufgelost wurde.
Zudem haben wir in Gl. (7.31) unter Verwendung der Beziehungen 0,u = (1/h,)0su
und 9¢/0¢ = (1/hy)9,p noch den Vorfaktor d,¢ = tanh sy/(cos®t + tanh? sysin®t) =
(b:/a,)/(1 — €2sin®t) eingefiihrt.

Durch Einsetzen der Multipolentwicklung (7.30) und Projektion der Randbedin-
gungen (7.31) auf den vollstdndigen Funktionensatz {cos(mt),sin(mt)} auf der Refe-
renzellipse 0S¢ erhalten wir ein lineares Gleichungssystem fiir die Multipolmomente
A,, und B,,,

(‘E—:—m)A +Z[Ac A, + (1= Gom) B, B} — Dt (7.32)
m>0
~mBut+ Y [flfmAn + émen} — D, (7.33)
m>1

wobei die erste Gleichung fiir alle m > 0 und die zweite fiir alle m > 1 gilt, da die sin-
Momente fiir m = 0 verschwinden. Zur Abkiirzung sind in den Gln. (7.32) und (7.33)
die cos- und sin-Momente einer Funktion f(¢) auf 0S¢ entsprechend

fﬁl = (1 — &)—m) 1 /027T dt cos(mt) f(t) bzw. ﬁi = %/0% dt sin(mt) f(t)

2 s
(7.34)
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Abbildung 7.3: Vergleich der elliptischen Multipole A, (Sterne, nach Gl. (7.32)) mit
den polaren AY, (Kreuze, nach Gl. (7.35)) fiir einen Gleichgewichtsmeniskus um einen
Ellipsoid mit Achsenverhéltnis b/a = 5 und Kontaktwinkel § = 66° (die ungeraden
Multipolmomente Ay, 1 und AY, ,, sowie die sin-Momente B,,, BE, verschwinden aus
Symmetriegriinden).

definiert. Der erste Term in Gl. (7.32) bzw. Gl. (7.33) stammt von den Normalenab-
leitungen O,u, wihrend die Koeflizienten A\inn und B\fm die cos- und sin-Momente
der geschweiften Klammer auf der linken Seite von Gl. (7.31) sind, die wir mit Hilfe
der Multipolentwicklung von u erhalten. Die Koeffizienten ﬁ,’n sind die Momente des
inhomogenen Terms auf der rechten Seite der Differentialgleichung (7.31).

Aus dem linearen Gleichungssystem (7.32) konnen wir nun die elliptischen Mul-
tipolmomente A,, und B,, numerisch mit denselben Methoden berechnen, die wir in
Abschnitt 5.2 bei der Bestimmung des mittleren Feld-Anteils der Fluktuationskraft
zwischen rotationssymmetrischen Kolloiden verwendet haben. Zwar ist die Implemen-
tierung des Gleichungssystems (7.32) numerisch etwas aufwéndiger als desjenigen in
Abschnitt (5.2), nichtsdestotrotz stellt sich die Methode aber auch hier als sehr ef-
fizient heraus und liefert die Entwicklungskoeffizienten fiir den Gleichgewichtsmenis-
kus innerhalb von Sekundenbruchteilen. Die Entwicklung (7.30) konvergiert typischer-
weise schon, wenn Multipole mit einer maximalen Ordnung zwischen m ., = 30 bis
Mmax = 50 beriicksichtigt werden.

Statt der Entwicklung in elliptische Multipole hétten wir natiirlich auch die allge-
meine Losung der Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten,

u(rip) = ApIZ > (2)7 (A5 cos(me) + Bl sin(m)] . (7.35)
m>0

verwenden konnen. Unter Verwendung der asymptotischen Form der elliptischen Mul-
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Abbildung 7.4: Maximale Meniskushohendifferenz Awuya,(0) an der Kontaktlinie als
Funktion des Kontaktwinkels 6 fiir verschiedene Achsenverhéaltnisse. Das Maximum
von Aupna, liegt bei Kontaktwinkeln zwischen 40° und 50° und verschiebt sich fiir
wachsende Exzentrizitédt e nach links. Bei Kolloiden mit neutraler Benetzung 6 = 90°
ist Atupax = 0.

tipole in Gl. (7.28) und durch Vergleich mit Gl. (7.32) erkennen wir, dass die Koef-
fizienten A,, und B,, der Ordnung m durch eine Uberlagerung polarer Multipole der
Ordnung n > m gegeben sind. In Abb. 7.3 ist die Konvergenz der Entwicklungen in
elliptische (Gl. (7.32)) bzw. polare (Gl. (7.35)) Multipole am Beispiel eines Ellipso-
ids mit Achsenverhéltnis a/b = 5 und einem Kontaktwinkel § = 66° dargestellt. Der
fithrende Multipol ist hier durch den Quadrupol (m = 2) gegeben, Monopol und Dipol
verschwinden aus Symmetriegriinden (diese beschreiben die absolute Hohe bzw. die
Verkippung der Kontaktlinie bzgl. der z-Achse, ihr Verschwinden ist somit mit dem
Verschwinden der an der Kontaktlinie wirkenden vertikalen Kraft bzw. des Drehmo-
ments auf das Ellipsoid verbunden [13,77]). Wihrend die Entwicklung in elliptische
Multipole gut konvergiert und eine schnelle Bestimmung des Gleichgewichtsmeniskus
in praktischen Anwendungen erlaubt, zeigt die Entwicklung in polare Multipole eine
sehr langsame Konvergenz. So finden wir z. B. das Verhiltnis Asg/As ~ 1075, aber
nur A%, /A ~0,03, die elliptischen Koordinaten erweisen sich also in der Tat als viel
besser an die Symmetrie des Problems angepasst. Dies ist allerdings auch auf das hier
verwendete relativ grofle Achsenverhéltnis zuriickzufithren. Sind die Kolloide hingegen
nahezu sphirisch, a/b2 1, konvergiert die Entwicklung in polare Multipole schnell [42].

Die genaue Form des Gleichgewichtsmeniskus um einen Ellipsoid héngt stark vom
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Kontaktwinkel # und dem Achsenverhéltnis a/b ab. In Abb. 7.4 ist der Einfluss dieser
Groflen auf den maximalen Hohenunterschied Awup,., des Meniskus entlang der Kon-
taktlinie dargestellt. Die Verformung des Gleichgewichtsmeniskus wird durch den (fiir
0° < 0 < 90° negativen) elliptischen Quadrupol dominiert, und der maximale Hohen-
unterschied wird zwischen Ellipsoidspitze und -seite angenommen, Au.x = u(So,t =
7/2) — u(so,t = 0). Dieser maximale Hohenunterschied an der Kontaktlinie liefert uns
auch eine erste Abschétzung zur Grofenordnung der Kapillarkraft zwischen zwei Kolloi-
den, von der man in unserem linearisierten Modell erwarten kann, dass sie sich ungeféahr
wie ~ Y(Aupax)? verhilt. Mit v & 5 - 1072 Nm™~! kénnen wir so fiir a/b = 10 und eine
grofle Halbachse a = 10 uym eine Wechselwirkungsenergie in der Groflienordnung von
105-10% kgT abschitzen, was recht gut mit experimentellen Ergebnissen iibereinstimmt
[41]. Wir werden diesen Punkt aber gleich noch genauer untersuchen. In Abb. 7.4 er-
kennen wir, dass Aupy.x als Funktion des Kontaktwinkels zwischen 6 = 40° und 6 = 55°
ein Maximum annimmt, dessen genaue Lage vom Achsenverhéltnis a/b abhéngt und
sich mit wachsender Exzentrizitéit e zu kleineren Winkeln 6 verschiebt. Im Verhéltnis
zur kleinen Halbachse b wachst Auy. mit der Exzentrizitat an.

7.2.4 Gleichgewichtsmeniskus um zwei Ellipsoide

Um anhand des bisher entwickelten Formalismus auch die durch die Meniskusverfor-
mung hervorgerufene Kapillarwechselwirkung zwischen zwei Ellipsoiden an der Grenz-
fliche berechnen zu kénnen, miissen wir unser Modell fiir das Funktional Fgy[v; Ah, ]
fiir die freie Energie des Systems in Gl. (7.3) auf diesen Fall erweitern.

Da die Anderungen der freien Energie bei Verschieben der Kontaktlinie auf der
Kolloidoberflache unabhéngig von einem zweiten Teilchen sind, kénnen wir die Rand-
beitrage F;p der beiden Ellipsoide i = 1,2 aus Gl. (7.12) addieren. Im Beitrag Fiyen
des Meniskus in Gl. (7.11) haben wir dem zweiten Ellipsoid Rechnung zu tragen, in-
dem wir die Referenzellipsen S; s beider Kolloide aus der Ebene z = 0 ausschneiden.
Damit &ndert sich der Integrationsbereich in Gl. (7.11) gem#B Spenret = R? \ Spef —
Shen,ref = R? \ U?:15i7ref. Insgesamt erhalten wir so den Ausdruck

2
Fen = 1/ d*z (Vv)? +72/ dl; v Op et
2 R2\U i=1 Y OSi ref

12:1Si,ref
2 T
+23 " A Rea(00) [0 — ARJ? + 2620 R0 [0 — ARy + €2 R o
2 0 SOZ zZZ SOZ v (] + ex ZOéa’l v (2 +6 ac az}
=1
(7.36)

fiir die freie Energie von zwei Ellipsoiden an der Grenzflache.

Wie wir in Abb. 7.5 erkennen kénnen, hiangt jetzt der projizierte Referenzmeniskus
Smenret Und damit {iber den Integrationsbereich von Fy,e, implizit auch Fgy; sowohl
vom Abstand d der Kolloidmittelpunkte als auch von der Orientierung ¢; der Refe-
renzellipsen ab. Auch der Referenzmeniskus s dndert sich durch Anwesenheit eines
zweiten Kolloids. Neben der Laplace-Gleichung (7.10) hat er nun die Randbedingung
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Uret (T0(0i)) = zEn(ro(p:); heet) an beiden Referenzkontaktlinien 0S;,er zu erfiillen. In
Gl. (7.36) miissen wir nun insbesondere den Orientierungsfreiheitsgrad «; der grofen
Halbachse von Kolloid i bzgl. der Ebene z = 0 berticksichtigen: Bei festem Abstand
d der Mittelpunkte und Orientierungen ¢; der grofien Halbachse in der Ebene (vgl.
Abb. 7.5) fiithrt die Anwesenheit des zweiten Ellipsoids dazu, dass Kolloid 1 mit sei-
ner Spitze in die Fliissigkeit II eintaucht und Ellipsoid 2 umgekehrt. Es gilt dann also
a; # 0; die numerischen Ergebnisse zeigen allerdings, dass dieser zusétzliche Freiheits-
grad nur zu kleinen Anderungen (<S1%) des resultierenden Gleichgewichtsmeniskus
und der Kapillarwechselwirkung fiithrt und deswegen nicht genauer untersucht werden
soll.

Die Minimierung der freien Energie Fgy zur Bestimmung des Gleichgewichtsmenis-
kus um die beiden Ellipsoide (bei vorgegebenem Abstand d und Orientierung ¢; der
Ellipsoide) fithrt auf dieselben Gleichungen wie in Abschnitt 7.2 bis auf die Tatsache,
dass wir nun sowohl die Hohe Ah; und die Orientierung o; in den Gln. (7.16) bzw. (7.18)
fiir beide Kolloide zu berechnen haben als auch die Randbedingungen (7.20) fiir die
Meniskushohe v an beiden Referenzellipsen 0.5, ;¢ erfiillen miissen.

Zur Losung der Laplace-Gleichung (7.29) fiir den Gleichgewichtsmeniskus w fiir
X € Smenret = R?\ (Stref U Saef) zu den Randbedingungen (7.31) an beiden Ellipsen
0S; rer setzen wir die Superposition

u(x) = ui(s1,t1) + ua(s2, ta) (7.37)

an, wobei die u; durch die (elliptische) Multipolentwicklung (7.30) bzgl. der Ellipse
Siref gegeben sind und (s;,t;) die Parametrisierung von x in den entsprechenden ellip-
tischen Koordinaten bezeichnet. Eine entsprechende Aufspaltung ist zwar auch fiir den
Referenzmeniskus u,es und die Abweichungen v moglich, d. h. tyer = Uy et + Ua ref bZW.
v = v1+v9. Die u; yer sind hier allerdings nicht durch die Referenzmeniski eines einzelnen
Ellipsoids gegeben, sondern miissen gemeinsam mit den v; einzeln bestimmt werden, so
dass es einfacher ist, den Gleichgewichtsmeniskus wie schon im Einzelkolloidfall direkt
zu bestimmen.

In der hiufig verwendeten Superpositionsnédherung [29, 37, 152] werden in Gl. (7.37)
fir den Zweikolloidmeniskus die im letzten Abschnitt berechneten wu; fiir einen einzel-
nen Kolloid eingesetzt. Das so gebildete u verletzt allerdings die Randbedingungen:
Der Beitrag von u; an der Ellipse 0.5 ¢ und umgekehrt fiir uy wird nicht berticksich-
tigt. Nichtsdestotrotz fithrt die Superpositionsnidherung bei gréfleren Kolloidabstdnden
d oft zu brauchbaren Resultaten. Wenn d jedoch in der Groflenordnung des (doppel-
ten) Teilchendurchmessers liegt, muss allerdings die volle Losung fiir zwei Kolloide
bestimmt werden, um zuverléssige Ergebnisse zu erhalten (vgl. hierzu die Diskussion
der Superpositionsniherung fiir geladene Kugeln an einer Grenzfléche in [145]).

Einsetzen der allgemeinen Losung (7.37) in Gl. (7.31) und Projektion auf die Funk-
tionen {cos(mt;),sin(mt;)} an beiden Referenzellipsen 0.5, ,¢f fithrt auf das lineare Glei-

chungssystem
gl,self :&/\12,cross . ( Al ) _ ]§1 (7 38)
A21,cross A2,self A2 D2
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(82(817t1)7t2(317t1))

aSLref

d

Abbildung 7.5: Projektion Spenrer der Referenzkonfiguration auf die Ebene z = 0 mit
den beiden Referenzellipsen S e und So,ef. Ihre Orientierung ist durch die Winkel
¢; zwischen grofler Halbachse der Referenzellipsen und Verbindungslinie ihrer Mittel-
punkte angegeben.

fiir die elliptischen Multipole A; = (A, Ai1, ..., Bi1,...), wobei wir hier cos- und sin-
Momente zusammengefasst haben. Die Elemente der Diagonalblocke Ai7se]f und der
inhomogenen Terme f)l entsprechen denjenigen in Gl. (7.32) fiir den Einzelkolloidme-
niskus, wiahrend die Nebendiagonalblocke Kllcross die Beitrédge der Projektionen

1 2
—/ dt; cos(mty) [881u2
0

(@) { Bealty) wa + (Rex () /Rec(t) ) Realt)

(1)

+H (7.39)

der us—abhéngigen Terme auf der linken Seite der Gl. (7.31) fiir die Randbedingungen
an 0S5 e auf den Funktionensatz {cos(mt;)} enthalten (und analog zu Gl. (7.39) fiir
die Projektionen auf den Funktionensatz {sin(mt;)}). Umgekehrt sind die Elemente
von 1&21,@055 durch die Projektionen der u;-abhéngigen Terme der Gl. (7.31) fiir 055 et
auf den Funktionensatz {cos(mtsy),sin(mts)} gegeben. Der hochgestellte Index (1) in
Gl. (7.39) soll andeuten, dass hier iiber ¢; integriert wird (vgl. Gl. (7.17)).

Die grofite Schwierigkeit bei der numerischen Berechnung der Multipolmomen-
te A; durch Inversion des Gleichungssystems (7.38) stellen die Parametrisierungen
(s2(s1 = So,t1),t2(s0,t1)) der Ellipse 0S¢ durch die elliptischen Koordinaten bzgl.
Soret und umgekehrt dar (vgl. dazu die Skizze in Abb. 7.5). Hier erweist es sich als
hilfreich, den Umweg iiber Polarkoordinaten bzgl. der Mittelpunkte der S, zu ge-
hen. Die Parametrisierung (r2(r1, ¢1), ¢2(71,¢1)) von 057 ref ldsst sich mit elementarer
Trigonometrie bestimmen. Lokal auf den Referenzellipsen 05; ,ef lassen sich die (r;, ;)
mit Hilfe der Beziehungen (7.25) und (7.26) in elliptische Koordinaten (s; = so,t;)
umrechnen.

Die Kenntnis des Gleichgewichtsmeniskus erlaubt uns nun, die durch die Verfor-
mung der Grenzfliche vermittelte Kapillarwechselwirkung zwischen den beiden El-
lipsoiden in Abhéngigkeit ihres Abstands und ihrer Orientierung zu berechnen. Wir
werden dies im folgenden Abschnitt auf verschiedene Fragestellungen anwenden.
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7.3 Effektive Kapillarwechselwirkung zwischen zwei
Ellipsoiden

7.3.1 Kapillarkraft und Kapillardrehmoment

Das durch die Meniskusverformung zwischen den beiden Kolloiden erzeugte effektive
Potential ist durch

VnI;]elL(CL ¢17 ¢2) - ‘/Tmen,ref(d7 ¢17 ¢2) + Fmen(d7 ¢17 ¢2) + ‘/Tb(d, ¢1, ¢2)

= %/S &’z (Vu)? + Fo(d, ¢, ¢2) (7.40)

men,ref

definiert [29,145]. Wie wir im letzten Abschnitt gesehen hatten, hingt im Falle zwei-
er Ellipsoide an der Grenzflache auch der Referenzmeniskus .. vom Abstand d und
der Orientierung ¢; der beiden Kolloide ab. Deswegen geniigt es in Gl. (7.40) nicht,
nur den Meniskusbeitrag Fi,en zur freien Energie aus Gl. (7.5) zu berticksichtigen, der
von den Abweichungen vom Referenzmeniskus stammt. Stattdessen muss die Grenz-
flachenenergie Fiienrer VON Uy explizit berticksichtigt werden, féllt allerdings gegen
einen entsprechenden Term in Gl. (7.5) heraus, so dass wir im effektiven Potential VEIL
schliellich den bekannten Beitrag des Gleichgewichtsmeniskus u finden. Der Kontakt-
linienbeitrag F;, dagegen, der die Unterschiede in der freien Energie im Vergleich zur
Referenzkonfiguration angibt, hiangt nur von der Position ues(ro(vi)) = zn(ro(©:); Fret)
der Referenzkontaktlinie auf der Kolloidoberflache von Ellipsoid 7 ab, und diese ist un-
abhéngig von der Anwesenheit des zweiten Kolloids. Die Abhéngigkeit von d und ¢; in
Fy, stammt hier allein von den Abweichungen v(ro(p;)), Ah; und a; des Meniskus, der
Kolloidhohen und -orientierungen von der Referenzkonfiguration — allerdings berechnen
wir die Meniskusabweichungen nur indirekt iiber v(ro(p;)) = u(ro(vi)) — Uret(To(¥i)),
wie wir im letzten Abschnitt betont hatten.®

Setzen wir die Multipolentwicklungen (7.30) fiir die beiden Beitrége u; zum Gleich-
gewichtsmeniskus w in den Ausdruck (7.40) ein, kénnen wir das effektive Potential
VEL “als Bilinearform in den Multipolmomenten A;, und B;,, schreiben. Deren Ko-
effizientenmatrix hat eine Blockstruktur — dhnlich zu Gl. (4.21) fir die Energie des
mittleren Feldes bei der Berechnung des Beitrags der fluktuierenden Kontaktlinien
zur Fluktuationskraft in Abschnitt 4.2. Dabei geben die Diagonalblécke die Kopplung
der Multipolmomente vom selben Ellipsoid an, die Nebendiagonalblocke hingegen die
Kopplung der Multipolmomente von verschiedenen Kolloiden.

Die Kapillarkraft zwischen zwei Ellipsoiden, die in Richtung des Abstandsvektors
ihrer Mittelpunkte wirkt, ist durch die Ableitung

OViten
Foap = ——2 (7.41)

SWegen Aus = 0 lisst sich die Referenzmeniskusenergie Fren,ref zwar in ein Randintegral tiber
die beiden Referenzellipsen umformen (vgl. Gl. (7.11)). Dieses hiingt jedoch nicht nur von der Position
urer(ro(i)), sondern auch von der Normalenableitung des Referenzmeniskus an den Réndern 9.5; ver
ab — und diese dndert sich mit dem Kolloidabstand d bzw. den Orientierungen ¢;, vgl. Gl. (7.20).
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Abbildung 7.6: Kapillarkraft zwischen zwei Ellipsoiden mit Achsenverhéltnis b/a = 5
bei einem Kontaktwinkel § = 66°, die zueinander in einer Seite-an-Seite- bzw. Spitze-
zu-Spitze- Anordnung stehen. Zum Vergleich zeigt die durchgezogene Linie die entspre-
chende (polare) Quadrupol-Wechselwirkung, fiir die die Kapillarkraft oc —d =5 verluft.
(Man beachte, dass sich die Ellipsoide in der Seite-an-Seite-Konfiguration viel néher
kommen koénnen mit der doppelten kleinen Halbachse 2b als minimalem Abstand.)

gegeben. Zu ihrer numerischen Berechnung haben wir also die Entwicklungskoeffizien-
ten des Gleichgewichtsmeniskus und die zugehérige effektive Wechselwirkung VEI zu
bestimmen und miissen diese dann numerisch ableiten [134].

Analog erhalten wir das durch die Menikusverformung auf das Ellipsoid ¢ ausgeiibte
Drehmoment

OV e
T cap = 36, (7.42)
das in der Ebene z = 0 auf die Orientierung ¢; der grolen Halbachse der Ellipse \S; ;ef
wirkt.

In Abb. 7.6 ist die numerisch bestimmte Kapillarkraft Fi,, zwischen den beiden
Ellipsoiden fiir ein Achsenverhéltnis a/b = 5 und einen Kontaktwinkel § = 66° gezeigt.
Die effektive Wechselwirkung ist sowohl fiir die Spitze-zu-Spitze- (¢; = ¢o = 0) als
auch fiir die Seite-an-Seite-Anordung, bei der die groflen Halbachsen der Referenzel-
lipsen senkrecht zur Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte stehen (¢ = ¢o = 7/2, vgl.
Abb. 7.5), fiir alle Kolloidabstéinde attraktiv. Ihr asymptotischer Verlauf fiir grofie Teil-
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chenabstéinde d > a stimmt in beiden Féllen sehr gut mit einer (polaren) Quadrupol-
Kraft zwischen den Ellipsoiden iiberein. Die effektive Kapillarwechselwirkung der po-
laren Quadrupole (aus der Entwicklung (7.35)) ist dabei durch die Form

a

Viwaa(d, 61, 80) o — Uy ( d>4 cos(2¢1 + 26) (7.43)

gekennzeichnet [13,77], die fiir die beiden in Abb. 7.6 gezeigten Anordnungen eine at-
traktive Kapillarkraft gleicher Stiirke vorhersagt. Fiir kleinere Kolloidabsténde d/a 54
zeigen die numerischen Ergebnisse dagegen deutliche Abweichungen vom Quadrupol-
verhalten nach Gl. (7.43). In diesem Bereich ist die Kapillarkraft nicht durch ein Po-
tenzgesetz beschrieben, sondern verlduft steiler als durch Gl. (7.43) vorhergesagt in
der Spitze-zu-Spitze- und flacher in der Seite-an-Seite-Anordnung — eine Anpassung
an ein effektives Potenzgesetz ergibt also im ersten Fall einen Exponenten < —5, im
zweiten jedoch > —5. Die experimentelle Untersuchung der Kapillarkraft in [41] er-
gab F.,p, oc —d~ 102 fiir die Seite-an-Seite-, aber Fi,, oc —d >3 fiir die Spitze-zu-
Spitze-Konfiguration, zeigte also in Ubereinstimmung mit den numerischen Ergebnissen
in Abb. 7.6 einen flacheren Verlauf in der Seite-an-Seite-Anordnung. Die Messungen
wurden mit Achsenverhéltnissen a/b zwischen 3 und 4,3 in einem begrenzten Bereich
d/a <S4 durchgefiihrt, also genau dort, wo Abweichungen vom Quadrupolverhalten er-
wartet werden. Interessant wiren weitere Experimente in einem gréfleren Abstandsbe-
reich, um einen quantitativen Vergleich mit den theoretischen Resultaten zu erméogli-
chen.

Der Grund fiir diese Abweichungen vom (polaren) Quadrupolpotential (7.43) bei
kleinen Absténden liegt darin, dass die Meniskusverformungen durch den elliptischen
Quadrupol in der Entwicklung (7.30) dominiert werden. Wie in Abb. 7.3 zu erkennen
ist, enthélt dieser auch Beitrige hoherer polarer Multipole, die bei kleineren Absténden
wichtig werden.5

Fiir die Amplitude der asymptotischen Form (7.43) der Kapillarwechselwirkung er-
halten wir mit den Parametern aus Abb. 7.6 fiir einen Ellipsoid mit grofler Halbachse
a = 10 pm an einer Wasser-Luft-Grenzfliche Uy ~ 7 - 10% kgT'. Die in Experimenten
verwendeten Kolloide sind iiblicherweise ladungsstabilisiert, so dass sie zusétzlich zur
Kapillarwechselwirkung noch einer repulsiven elektrostatischen Wechselwirkung unter-
worfen sind, die asymptotisch durch ein (isotropes) Dipolpotential Uy ~ Upn(a/d)?
gegeben ist. Nach [8] lidsst sich bei einer Oberflichenladungsdichte von einem Elektron
pro nm? und ultrareinem Wasser Upel =~ 10 kgT abschiitzen, so dass die elektrosta-
tische im Vergleich zur Kapillarwechselwirkung (zumindest bei Abstéinden d/aS10%)
keine Rolle spielt.

Wie wir in den vorangegangenen Kapiteln gesehen hatten, ist die Energieskala
der Fluktuationswechselwirkung durch kg7 gegeben. Im Falle ellipsoidférmiger Kol-
loide kann sie also nur beobachtet werden, wenn die klassische Kapillarwechselwir-
kung sehr klein ist, also fiir Kontaktwinkel 6 a~ 90°, kleine Exzentrizitdten e < 1

6Diese Abweichungen von der Symmetrie eines polaren Quadrupols sind auch in der experimentellen
Bestimmung des Meniskusprofils um einen einzelnen Ellipsoiden gut zu erkennnen [79]. Dort zeigen
sich starke Meniskusverformungen an den Spitzen des Ellipsoids, wiahrend die Grenzfliche an den
langen Seiten deutlich flacher verléduft.
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Abbildung 7.7: Drehmoment auf Ellipsoid 1 (Achsenverhéltnis b/a = 5, Kontaktwinkel
6 = 66°) bei festgehaltenem Kolloid 2 (links ¢o = 0, rechts ¢o = 7/2) fiir verschiedene
Kolloidabsténde: d/a =2,1 (Kreise), d/a = 3 (gestrichelt), d/a =3,5 (Sterne) und
d/a = T (durchgezogene Linie). Die Amplituden sind mit dem Faktor (d/a)* vom
Quadrupolpotential Va4 skaliert.

oder kleine, nanoskopische Kolloide. Bei einem genauen Vergleich dieser beiden Wech-
selwirkungstypen ist natiirlich zu beriicksichtigen, dass bei ellipsoidférmigen Kolloi-
den auch in der Fluktuationswechselwirkung anisotrope Beitrdge auftreten und die
in dieser Arbeit fiir rotationssymmetrische Teilchen abgeleiteten Resultate modifi-
ziert werden (vgl. z. B. [53,74]). Allerdings sind die logarithmischen Terme, die das
asymptotische Verhalten der Fluktuationskraft bei fixierten Kolloiden (Félle (B1) und
(A2)) bei groBen Abstédnden bestimmen, stets isotrop [8]. Fiithrende anisotrope Terme
in der Fluktuationswechselwirkung sind also nur fiir frei fluktuierende Kolloidhohen
zu erwarten, wie sie z. B. in [53] fiir fluktuierende diinne Stébchen an einer Grenz-
flache gefunden wurden. Dies wird durch erste Ergebnisse zur Fluktuationswechselwir-
kung zwischen Ellipsoiden bestétigt, die fiir fixierte Kolloide und feste Kontaktlinie
(Dirichlet-Randbedingungen, Fall (B1)) einen fithrenden Term entsprechend Gl. (4.10)
ergeben und anisotrope Korrekturen dazu in den subdominanten Beitrdgen ~ d=? zei-
gen [153]. Fir die in Abb. 7.6 gewéhlten Parameter skaliert die Kapillarwechselwirkung
~ 1073~va?, hat also mit einer Oberflichenspannung v ~ 5-10"2Nm™! bei einer grofien
Halbachse a &~ 10 nm eine Amplitude in der Gréflenordnung der thermischen Energie
kgT. Die Exzentrizitéit ist in diesen Rechnungen mit a/b = 5 allerdings recht grof.
Bei einem kleineren Achsenverhéltnis a/ b2 1 ist die Fluktuationskraft auch noch fiir
groflere Kolloide mit der Kapillarkraft vergleichbar. Fiir Ellipsoide mit Halbachsen im
Bereich einiger Mikrometer, wie sie in den Experimenten in [41, 79] verwendet wurden,
spielt die Fluktuationswechselwirkung keine Rolle (s. die Abschétzung oben), dies ist
allerdings — aufler bei sehr kleinen Abstédnden, vgl. Abschnitt 6.1 — auch bei (geladenen)
kugelférmigen Kolloiden dieser Grofie der Fall.

Fiir das Drehmoment T; auf Ellipsoid ¢ ergibt das Quadrupolpotential (7.43) einen
Verlauf T; ~ —(a/d)*sin(2¢; + 2¢3). Die numerische Berechnung von T; als Funkti-
on der Orientierung ¢; bei festgehaltener Orientierung ¢o des zweiten Ellipsoids fiir
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verschiedene Kolloidabsténde d/a in Abb. 7.7 bestétigen jedoch das eben diskutierte
Verhalten. Bei grofien Abstéanden (d/a = 7) verlauft T; tatsichlich wie sin(2¢; + 2¢9)
in Ubereinstimmung mit dem Quadrupolergebnis. Zu kleineren Absténden hin werden
die Abweichungen jedoch immer ausgepéagter, die Extrema von 7T; werden stérker in
Richtung der Orientierungen ¢; = 0 bzw. ¢ = w gedriickt, weil das effektive Potential
VEL (und genauso das Meniskusprofil u selbst) an den Ellipsoidspitzen stirker vari-
iert als an den Seiten. Dieser Effekt ist allerdings weniger stark fiir die Orientierung
¢o = /2, in der das zweite Kolloid senkrecht auf der Verbindungslinie der Mittel-
punkte steht, also mit seiner langen Seite zu Kolloid 1 zeigt (s. rechts in Abb. 7.7).
So fallt hier einerseits die Verformung der Extrema schwicher aus. Andererseits folgen
die Amplituden auch viel besser der durch V.4 vorgegebenen Skalierung ~ (a/d)* mit
dem Abstand, als das fiir die Orientierung ¢, = 0 der Fall ist (links in Abb. 7.7), in der
die Spitze von Kolloid 2 auf Kolloid 1 zeigt. Dieses Verhalten ist erneut auf die Kon-
zentration der starken Meniskus- und Kapillarkraftdnderungen an den Ellipsoidspitzen
zuriickzufiihren, die durch den dominanten elliptischen Quadrupol erzeugt wird.

Fiir Orientierungen 7/2 < 2¢; + 2¢9 < 37/2 der Ellipsoide fiihrt Viyaq zu einer
repulsiven Kapillarkraft zwischen den Kolloiden. Wegen der Verzerrung des effekti-
ven Potentials VEI riickt der Vorzeichenwechsel bei kleiner werdenden Abstéinden d/a
jedoch analog zu den Drehmomentmaxima zu kleineren ¢;. Er tritt dann fiir festes
¢2 = 0 (und bei d/aS4) bei kleineren Winkeln ¢y < /4 auf. Bei d/a = 3 findet der
Vorzeichenwechsel z. B. bei ¢ ~ 7/6 statt.

7.3.2 Minimale Meniskusenergie bei festem Abstand

Aus Abb. 7.7 fiir das Drehmoment 7} entnehmen wir, dass bei vorgegebenem Abstand
d/a und fester Orientierung ¢o = 0 bzw. ¢ = 7/2 die Orientierungen ¢; = 0 (oder
¢1 = m) bzw. ¢; = m/2 stabile Gleichgewichtsorientierungen darstellen, in die der
erste Ellipsoid durch das Drehmoment getrieben wird. In diesem Abschnitt werden
wir die Orientierungen mit minimalem effektiven Potential bei festem Kolloidabstand
bestimmen. Dazu berechnen wir zunéchst die Orientierung ¢, des zweiten Kolloids mit
minimaler Mensikusenergie VE!! bei vorgegebenem d und ¢, also

men

y/min min VEL(d, ¢y, o) . (7.44)
2

men men

Numerisch lésst sich V™ mit einer Goldener-Schnitt-Intervallschachtelung, einer Stan-
dardroutine zur Minimierung von Funktionen [134], bestimmen.

Die Kenntnis von V™ ist v. a. fiir das Verstéindnis der Dynamik bei der Ausbil-
dung der verzweigten Strukturen von Ellipsoiden an fluiden Grenzflachen interessant,
die z. B. in einer (Langevin-)Computersimulation in [42] oder auch in den Experimenten
in [41] beobachtet wurden. Bei den kleinen Reynoldszahlen, die in den hier untersuchten
Systemen vorherrschen, kann die Teilchengeschwindigkeit (und -winkelgeschwindigkeit)
als proportional zur angelegten Kraft angenommen werden, ist also durch das Stokesche
Gesetz bestimmt. Dann erhalten wir v; =~ Fj cap/(6mnega) fiir die Geschwindigkeit in
Richtung der Verbindungslinie der Mittelpunkte bzw. Q; ~ T;/(87n.ga?®) fiir die Win-

kelgeschwindigkeit [42]. Dabei gibt nes eine effektive Viskositédt an der Grenzflache an.
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Abbildung 7.8: Minimales effektives Potential V™I (rechte Skala) bei festem Kolloidab-
stand d/a = 2,1 (durchgezogene Linie) bzw. d/a = 3,5 (gestrichelte Linie) als Funktion
der (vorgegebenen) Orientierung ¢; des ersten Ellipsoids. Die linke Skala gibt die zu-
gehorige Orientierung ¢ des zweiten Kolloids mit minimalem effektiven Potential

Vmin hej festem Abstand d an (Sterne fiir d/a = 2,1 und Rauten fiir d/a = 3,5).

men

Bezeichnen ti,,,s und %, die Zeitskalen fiir die Translation des Kolloids um eine Strecke
a bzw. fiir die Rotation um einen Winkel der Ordnung eins, erhalten wir ¢,o; /tyans ~ d/a
[42]. Wenn die beiden Ellipsoide nicht zu dicht beieinander sind, werden sie also dazu
tendieren, wiahrend ihrer Translationsbewegung aufeinander zu quasistatisch optimale
Orientierungen bei vorgegebenem Abstand einzunehmen.

In Abb. 7.8 sind die numerischen Ergebnisse fiir V™ als Funktion der vorgegebenen
Orientierung ¢, bei zwei verschiedenen Abstéinden d dargestellt. Die Orientierung ¢,
bei der das Minimum angenommen wird, folgt dabei v. a. bei ¢; ~ 0 bzw. ¢; ~ 7 gut
dem durch das asymptotische Potential V.4 vorgegebenen Verlauf ¢i'" = 7 — ¢.
Kleinere Abweichungen treten auf, wenn ¢, auf 7/2 zugeht, werden aber bei groBeren
Abstdnden unbedeutender. Das absolute Minimum nimmt die Meniskusenergie ein,
wenn die Ellipsoide kollinear zur Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte orientiert sind. Ist
also ¢ nicht festgehalten, orientieren sich die Kolloide mit ¢ = ¢ = 0 (bzw. = 7/2) —
in der Spitze-zu-Spitze-Anordnung ist bei festem d der kleinste Abstand zwischen den
Oberflachen minimiert. Allerdings wird dieser Energieunterschied mit zunehmendem
Abstand geringer — dann geht VEI asymptotisch in das Quadrupolpotential (7.43)

tiber, fiir welches ¢ = ™ — ¢ und konstantes d eine Isolinie minimaler Energie (bei
festem d) darstellt.
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7.3.3 Minimale Kontaktenergie

Bei der Aggregation der Kolloide an der Grenzfliche nehmen die Ellipsoide Konfigura-
tionen minimaler Kontaktenergie ein. Wir gehen hier davon aus, dass die Kolloide sich
auch dann noch frei bewegen kénnen, wenn sie sich schon beriihren.”

Zur Bestimmung der minimalen Kontaktenergie gehen wir in mehreren Schritten
vor. Zunéchst bestimmen wir die Orientierung der Ellipsoide, bei der sie sich an be-
stimmten Punkten auf ihrer Oberfléche beriihren. Diese Beriihrbedingung wird durch
die Ellipse festgelegt, die wir durch Projektion des Ellipsoids auf die Ebene z = 0
erhalten und die die grofite Ausdehnung des Ellipsoids in z-y-Richtung markiert (die-
se Ellipse liegt auflerhalb der Referenzellipse!). Die Berithrungspunkte parametrisieren
wir durch die Polarwinkel ¢;, die bzgl. der groflen Halbachsen der Ellipsen gemessen
werden (s. Abb. 7.9). Die Winkel ¢;, die die Orientierung der Ellipsen (und damit auch
der Ellipsoide) bzgl. der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte angeben, sind nun so zu
bestimmen, dass sich die Ellipsen an den Punkten ¢; und s beriithren. Dazu miissen
die Normalen an die Ellipsen in diesen Punkten in entgegengesetzte Richtung weisen,
und ihr Abstand zur Verbindungslinie der Mittelpunkte muss gleich sein. Mit Hilfe der
Kenntnis der Orientierungen ¢; = ¢;(1, ¢2) wird in einem zweiten Schritt der Abstand
dxont = xont (1 xont» P2.xont) der Mittelpunkte berechnet, wenn sich die Kolloide gerade
beriihren. Hierzu verwenden wir eine erst kiirzlich in [146] veréffentlichte Methode.®

Anschlieflend suchen wir bei festgehaltenem Beriihrungspunkt ¢; auf Kolloid 1
den zugehorigen Punkt ¢, auf der Oberfliche von Ellipsoid 2, fiir den die effektive

Wechselwirkung VEI bei Kontakt minimal ist. Dazu bestimmen wir

Vrlli(e);llt(gpl) = H;IQH VnI;]elL (dkont7 (bl,konin ¢2,kont) s (745)

wobei (dkont; @1, konts P2,kont) die zu den Punkten ¢; und ¢y auf den Kolloidoberflichen
gehorende Kontaktkonfiguration ist. Zur numerischen Berechnung verwenden wir wie-
der eine Goldener-Schnitt-Intervallschachtelung [134].

In den Abb. 7.10 und 7.11 sind die minimalen Kontaktenergien VX" fiir feste
Beriihrungspunkte o, auf der Oberfliche von Ellipsoid 1 fiir Achsenverhéltnisse a/b = 5
bzw. a/b = 2 und verschiedene Kontaktwinkel 6 zusammen mit den entsprechenden
Kontaktkonfigurationen (parametrisiert durch die Winkel 1, @9, ¢; und ¢ sowie den
Kontaktabstand dyey;) dargestellt. In allen Féllen stimmt bei vorgegebenem ; der
Beriihrungspunkt minimaler Kontaktenergie auf Ellipsoid 2 sehr gut mit 5" = 7 — ¢,
iiberein. Die Ellipsoide bevorzugen in Kontakt also eine Konfiguration, in der sie spie-
gelsymmetrisch zur Mittelsenkrechten der Mittelpunktsverbindungslinie angeordnet

sind, fiir die zugehorigen Orientierungen der groflen Halbachsen gilt ¢1 = —¢s.

"Die Ausbildung komplexer Aggregate an Grenzflichen hingt natiirlich von der Oberfliichenbe-
schaffenheit der Ellipsoide ab, wie bei den Computersimulationen in [42] gezeigt wird. Kleben die
Kolloide beim ersten Kontakt aneinander, z. B. weil sich die rauhen Oberflichen verhaken, ist die
Struktur der Aggregate durch die Dynamik mitbestimmt, also durch die bevorzugte Orientierung, in
der sie sich aufeinander zubewegen (s. Abschnitt 7.3.2).

8In dieser Arbeit wird betont, dass dieses Problem nicht ganz so elementar ist, wie man zunéchst
vermuten mag, was sich auch in dem etwas komplizierten Algorithmus zeigt.
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Abbildung 7.9: Schematische Darstellung der Projektion der Ellipsoide auf die Ebene
z = 0, die durch eine Ellipse mit grofler Halbachse a und kleiner Halbachse b gegeben
ist und die durch die Polarwinkel ¢; (im lokalen Koordinatensystem der Ellipsoide) pa-
rametrisiert ist. Die Winkel ¢; geben die Orientierung der groflien Halbachsen bzgl. der
Verbindungslinie der Mittelpunkte an, deren Abstand ist durch d gegeben. Gestrichelt
ist der zweite Ellipsoid bei Kontakt gezeichnet.

Das absolute Minimum liegt in der Seite-an-Seite-Anordnung, also bei ¢y = —m/2
und ¢ = 7/2. Dann ist der Abstand der Mittelpunkte bei Kontakt minimal mit
dyont = 2b. Treffen die Ellipsoide also mit ihren Spitzen aufeinander, rollen sie entlang
der in Abb. 7.9 skizzierten Ellipsen aufeinander ab, bis sie in seitlicher Orientierung in
ihrer stabilen Gleichgewichtslage mit minimalem effektiven Potential V! angekommen
sind.

Bei festem Achsenverhéltnis a/b = 5 (s. Abb. 7.10) bzw. a/b = 2 (s. Abb. 7.11)
riicken die Kontaktlinien bei groflerem Kontaktwinkel 8 in Richtung des Ellipsoiddqua-
tors — sie haben dann groBere Radien 7(y), so dass sich die beiden Kontaktlinien
bei Beriihrung niher sind und die Meniskusenergie VX' insgesamt sowie die Ener-
gieunterschiede zwischen verschiedenen Punkten ¢; kleiner sind. Wegen der grofieren
Exzentrizitét verlaufen fiir a/b = 5 die Kurven sowohl fiir die minimale Kontaktenergie
als auch fiir die entsprechenden Kontaktkonfigurationen fiir kleine ; deutlich steiler
als fiir a/b = 2. Die starke Kriimmung der Ellipsoide an den Spitzen fithrt dann dazu,
dass sich die Ellipsoidmittelpunkte schon bei ¢; Z7/6 sehr nahe kommen und ihr Ab-
stand durch dy.; =~ 2b gegeben ist. Kontaktenergie und -konfiguration verlaufen dann
sehr flach, ihre Variation spielt sich hauptséchlich bei kleineren Winkeln 3 S7/6 ab.

Die Energiedifferenz zwischen der Konfiguration (dyens = 2a,¢1 = 0,09 = m)
(bei der sich die Spitzen beriihren), fiir die die minimale Kontaktenergie bei festem
Berithrungspunkt ¢; = 0 am grofiten ist, und der seitlichen Anordnung (dyens =
2b, 01 = —7/2, ¢ = 7/2) mit dem absoluten Minimum der Kontaktenergie bei ¢; =
7/2 liegt in allen untersuchten Féllen in der Gréflenordnung von AVXORt ~ 10732
Fiir Ellipsoide mit grofler Halbachse a = 10pum an einer Wasser-Luft-Grenzflache
(y ~ 70 - 1073Nm™ ') entspricht dies einer Kontaktenergiedifferenz der beiden Kon-
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Abbildung 7.10: Minimale Kontaktenergie als Funktion von ¢ fiir Ellipsoide mit Ach-
senverhéltnis a/b = 5, oben fiir § = 45°, unten fiir # = 66°. Rechts oben ist jeweils die
entsprechende Kontaktkonfiguration minimaler Energie gezeigt. Dabei geben die Kreise
den Beriihrungspunkt ¢, auf der Oberfliiche von Ellipsoid 2 an, fiir den VE! minimal
ist; die zugehorige Kontaktkonfiguration ist durch ¢; (Kreuze), ¢» (Rauten) und den
Abstand dyon (durchgezogene Linie) bestimmt. Gestrichelt ist die Gerade m — ¢ ein-

gezeichnet. Oben sind zur Veranschaulichung einige Konfigurationen skizziert.
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Abbildung 7.11: Minimale Kontaktenergie VX" als Funktion des Beriihrungspunktes

men

¢, fiir Ellipsoide mit Achsenverhéltnis a/b = 2 bei Kontaktwinkeln # = 45° (oben)
und 0 = 66° (unten), jeweils mit den entsprechenden Kontaktkonfigurationen. Die
Bezeichnungen sind wie in Abb. 7.10 gewéhlt.
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figurationen von AVt ~ 2.10%kgT. Im Parameterbereich der Abb. 7.10 und 7.11

wiichst AVXnt mit dem Achsenverhiltnis a/b der Ellipsoide an und nimmt mit wach-
sendem Kontaktwinkel 6 ab.

Um die Bedeutung der Kapillarwechselwirkung bei der Koagulation und Aggregat-
bildung der Ellipsoide an einer Grenzflache einschétzen zu koénnen, vergleichen wir die
Kontaktenergie mit der van der Waals-Wechselwirkung zwischen den Kolloiden, die
bei kleinen Absténden iiblicherweise auch stark wird. Die Derjaguin-Naherung fiir das
van der Waals-Wechselwirkungspotential zwischen (identischen) Ellipsoiden lautet in

Spitze-zu-Spitze- und in Seite-an-Seite-Anordnung [147]

Vi oy ~ VR (7.46)
wobei die Hauptkriimmungsradien im ersten Fall durch Ry = Ry = b?/a und im zwei-
ten durch R; = a?/b und Ry = b gegeben sind. Fiir andere Konfigurationen flach
auf der Grenzfléche liegender Ellispoide liegt Vfi{f\/,Derj zwischen diesen beiden Extre-
men. Nehmen wir fiir den minimalen Oberflachenabstand der Ellipsoide bei Kontakt
H ~ 1nm, wie dies u. U. bei Kolloiden mit geringer Oberflichenrauhigkeit realisiert
werden kann, und fiir die effektive Hamakerkonstante an der Grenzflache Ay ~ 10 kgT
an, erhalten wir mit @ = 10 ym und b = 2 ym fiir grofe bzw. kleine Halbachse eine van
der Waals-Kontaktenergie von der Gréfienordnung V;ﬁ'l\g\/,Derj ~ 10* kT in der seitlichen
Anordnung und VA py ~ 4 - 10% kgT bei gegeniiberliegenden Spitzen. Die van der
Waals-Kraft fithrt also bei dieser Parameterwahl zu deutlich geringeren Kontaktenergi-
en als die Kapillarwechselwirkung, so dass wir annehmen konnen, dass die Aggregation
der Ellipsoide an der Grenzfliche wesentlich durch letztere vorangetrieben wird.

7.4 Zusammenfassung effektive Wechselwirkung
zwischen Ellipsoiden an einer Grenzfliche

In diesem Kapitel haben wir die durch die Grenzflache vermittelten statischen Wechsel-
wirkungen zwischen Rotationsellipsoiden untersucht, die an einer fluiden Grenzfliache
adsorbiert sind. Im Gegensatz zu kugelférmigen Kolloiden verursachen Ellipsoide mit
teilweise benetzender Oberfliche und einem von 90° verschiedenen Kontaktwinkel auch
in Abwesenheit duflerer Kréfte eine statische Meniskusverformung, welche zu einer ori-
entierungsabhéngigen Kapillarwechselwirkung zwischen den Teilchen fiihrt. Die exakte
Berechnung des entsprechenden Gleichgewichtsmeniskus erfordert allerdings die Lésung
einer nichtlinearen Differentialgleichung mit der Youngschen Gleichung als Randbedin-
gung an der Dreiphasenkontaktlinie, deren Position jedoch nicht a priori bekannt ist.
Diese Rechnung ist i. A. zeitaufwindig und fiir viele Anwendungen nicht praktikabel.
Wir haben stattdessen eine perturbative Methode zur Bestimmung der effektiven Wech-
selwirkung zwischen den Ellipsoiden entwickelt und fassen die wichtigsten Ergebnisse
hier noch einmal zusammen.

(i) Fiir kleine Meniskusverformungen lésst sich das Funktional fiir die freie Energie
der Kolloide und der Grenzfliche um eine Referenzkonfiguration entwickeln. Die an-



130 KAPITEL 7. ELLIPSOIDE AN GRENZFLACHEN

schliefende Minimierung der freien Energie fithrt auf eine lineare Differentialgleichung
mit festen Réndern fiir den Gleichgewichtsmeniskus.

(ii) Die Meniskusverformung um einen einzelnen Ellipsoiden ldsst sich mit Hilfe
dieser Gleichungen aus einer Entwicklung in elliptische Multipole bestimmen. Diese
elliptische Multipolentwicklung zeigt eine deutlich bessere Konvergenz als die entspre-
chende Entwicklung in die bekannten polaren Multipolmomente — und erweist sich so
der Symmetrie des Problems besser angepasst. Der Gleichgewichtsmeniskus um zwei
Ellipsoide lésst sich analog durch einen Superpositionsansatz mit den Multipolentwick-
lungen um die einzelnen Kolloide und Anpassung an die Randbedingungen an beiden
Kontaktlinien berechnen. Die resultierende Meniskusverformung ist durch das (ellipti-
sche) Quadrupolmoment dominiert.

(iii) Das durch die Meniskusverformung induzierte effektive Potential zwischen Kol-
loiden geht im asymptotischen Bereich groer Teilchenabsténde in ein (polares) Qua-
drupolpotential ~ —d~=* cos[2¢;+2¢s] iiber, wobei die ¢; die Orientierung der Ellipsoide
in der Ebene der Grenzflache angeben. Bei kleineren Abstéinden dagegen ist der domi-
nierende elliptische Quadrupol im Vergleich zum polaren verzerrt — dann spielen auch
hohere Multipole eine Rolle und fithren zu deutlichen Abweichungen vom Quadrupol-
potential, so dass die Kapillarwechselwirkung an den Ellipsoidspitzen einen steileren,
an den Seiten jedoch einen flacheren Verlauf als ein polares Quadrupolpotential zeigt.

(iv) In Kontakt bevorzugen die Kolloide eine spiegelsymmetrische Anordnung zu ih-
rer Mittelsenkrechten. Das absolute Minimum der Kontaktenergie liegt in der seitlichen
Anordnung der Ellipsoide. Die Kontaktenergien der Kapillarwechselwirkung liegen fiir
Mikrometerteilchen, wie sie in den Experimenten in [41,79] verwendet werden, in der
GroBenordnung von —10° kgT' und sind damit i. A. deutlich grofer als diejenigen der
van der Waals-Wechselwirkung, so dass sie das Aggregationsverhalten der Kolloide an
der Grenzfliche bestimmen.



Kapitel 8

Zusammenfassung und
Perspektiven

In der vorliegenden Arbeit wurden effektive Kréfte zwischen Kolloiden untersucht,
die an einer fluiden Grenzfliche adsorbiert sind, und dabei zwei wichtige Wechselwir-
kungstypen unterschieden. Bei kleineren Teilchen mit Radien von R ~ 5-50 nm spielen
die Einschrankungen der thermischen Grenzflaichenfluktuationen oder Kapillarwellen
durch die Kolloide eine wichtige Rolle und fiihren zu einer thermischen Casimir-Kraft.
Deren starke Abhéngigkeit von den fluktuierenden Randbedingungen an der Dreipha-
senkontaktlinie wurde am Beispiel kugelférmiger oder zylindrischer Teilchen systema-
tisch untersucht. Ellipsoidférmige Kolloide verursachen zusétzlich eine Verformung des
Gleichgewichtsmeniskus, aus der eine anisotrope ,klassische Kapillarwechselwirkung
resultiert, die v. a. bei grofleren Kolloiden mit Radien R ~ 20 nm-10 ym wichtig ist.
Zur Bestimmung dieser Kapillarkraft wurde eine neue Methode zur Berechnung des
Gleichgewichtsprofils um die Ellipsoide entwickelt und ausfiihrlich diskutiert. Eine de-
taillierte Kenntnis dieser effektiven Wechselwirkungen zwischen den Kolloiden ist not-
wendig, um ein besseres Verstédndnis der vielfaltigen und interessanten Strukturbildung
teilweise benetzender Kolloide an fluiden Grenzflichen zu erreichen.

Oberhalb der molekularen Léngenskala der Fluide ist die freie Energie der Kol-
loide und der Grenzfliche durch die Oberflichenspannungen des Meniskus und der
Grenzflachen der Kolloide mit den Fluiden bestimmt. Nach einer Entwicklung des ent-
sprechenden Funktionals nach kleinen Verschiebungen bzgl. eines Referenzzustandes
setzt sich die freie Energie aus einem durch die Kolloide modifizierten Kapillarwel-
lenanteil und einem Beitrag von den Kontaktlinienfluktuationen zusammen. Einer-
seits ermoglicht nun die Minimierung dieses Funktional eine effiziente Berechnung des
Gleichgewichtsmeniskus um die Kolloide und die Bestimmung der Kapillarkraft. An-
dererseits dient es im Rahmen der Kapillarwellentheorie als Boltzmanngewicht fiir die
thermischen Fluktuationen der Grenzfliche, deren Einschrankung durch die Kolloide
zu einer Fluktuationskraft zwischen diesen fiihrt. Ublicherweise wird dieses als Casimir-
Effekt bekannte Phinomen mit festen Randbedingungen an das fluktuierende Medi-
um betrachtet, das hier durch den Gaufischen Kapillarwellen-Hamiltonian beschrieben
wird. Die Beriicksichtigung moglicher Fluktuationen der Randenergiebeitriage (verur-
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sacht durch die auf den Kolloidoberflichen beweglichen Kontaktlinien) stellt einen neu-
en Aspekt dar, der meines Wissens bisher in den Untersuchungen zu Casimir-Kréften
nicht diskutiert wurde. Dabei zeigt sich, dass verschiedene, physikalisch realisierbare
Randbedingungen sich auch durch unterschiedliche Fluktuationsbeitrdge in den ent-
sprechenden Randenergiebeitréigen unterscheiden und zu starken Modifikationen der
Fluktuationswechselwirkung fithren. Die Auswertung des zugehorigen Funktionalinte-
grals fiir die Zustandsfunktion des Systems gelingt durch die Aufspaltung der Grenz-
flache in ein zu den Kontaktlinienfluktuationen gehérendes mittleres Feld und einen
Fluktuationsanteil. Diese Aufspaltung ermoglicht sowohl die numerische Berechnung
der Fluktuationskraft fiir beliebige Kolloidabsténde d als auch die Bestimmung ihres
asymptotischen Verhaltens bei kleinen und bei grofien Absténden d. Es zeigt sich, dass
der Beitrag des mittleren Feldes zur Casimir-Kraft stets repulsiv (vgl. Abschnitt 4.2),
derjenige des Fluktuationsanteils aber stets attraktiv ist (vgl. Abschnitt 4.1), so dass
die gesamte Casimir-Kraft durch ein Wechselspiel dieser beiden Beitrédge gekennzeich-
net ist.

Bei groflen Abstanden, d > R, fiihrt dieses Wechselspiel dazu, dass sich die fithren-
den Terme in der asymptotischen Entwicklung der Fluktuationswechselwirkung ge-
genseitig aufheben, so dass die Potenzgesetze, die das asymptotische Verhalten der
Casimir-Kraft beschreiben, stark von den Randbedingungen an den fluktuierenden
Kontaktlinien abhéngen. Sind beide Kolloide fixiert, fallt die Fluktuationskraft nur
langsam proportional zu —1/dInd ab. Frei fluktuierende Kolloide fithren jedoch so-
wohl bei auf der Kolloidoberflache haftenden als auch bei fluktuierenden Kontaktlinien
zu einem schnellen Abfall proportional zu —d=?. In Tab. 4.3 sind die Potenzgesetze
fiir den asymptotischen Verlauf der Fluktuationskraft, die fiir die verschiedenen Kom-
binationen fluktuierender Randbedingungen zwischen diesen beiden Extremen liegen,
zusammengefasst. Im entgegengesetzten Limes kleiner Kolloidabsténde sind die Aus-
wirkungen der verschiedenen Randbedingungen weniger stark ausgeprégt. Dort ist die
Casimir-Kraft durch den Fluktuationsanteil dominiert, so dass eine starke attraktive
Casimir-Wechselwirkung resultiert, die einen wesentlichen Einfluss auf die Aggregation
der Kolloide an der Grenzfliche haben kann.

AuBere Krifte auf die Kolloide oder die Grenzfliche fithren auch bei kugelformi-
gen Kolloiden zu einer Verformung des flachen Gleichgewichtsmeniskus und zu einer
klassischen Kapillarkraft. Allerdings erweisen sich diese Kapillarkréfte zwischen nano-
skopischen Kolloiden bei typischen experimentellen Werten der externen Potentiale als
sehr klein, so dass die effektive Wechselwirkung durch die Fluktuationskréfte domi-
niert wird. Da die Youngsche Bedingung eines konstanten Kontaktwinkels entlang der
Kontaktlinie bei Ellipsoiden nicht durch eine flache Grenzflache erfiillt werden kann,
fithren ellipsoidférmige Kolloide auch ohne &duflere Krifte zu einer Deformation des
Gleichgewichtsmeniskus. Da die Lage der Kontaktlinie auf der Kolloidoberfléche nicht
a priori bekannt ist, ist die Berechnung des exakten Gleichgewichtsmeniskus jedoch
sehr aufwéndig und dauert haufig fiir praktische Anwendungen zu lange. Deshalb wur-
de in dieser Arbeit eine alternative Methode entwickelt, die auf einer Entwicklung
der freien Energie fiir die Ellipsoide und die Grenzfliche um eine geeignet gewéhlte
Referenzkonfiguration und der Losung der daraus folgenden linearen Differentialglei-
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chung mit festen Rdndern durch eine Entwicklung des Grenzflichenprofils in elliptische
Multipole beruht. Bei kleinen und mittleren Absténden zeigen die Verformungen des
Gleichgewichtsmeniskus und die anisotrope Kapillarwechselwirkung deutliche Abwei-
chungen vom bekannten (polaren) Quadrupolpotential, das den asymptotischen Ver-
lauf der Kapillarwechselwirkung bestimmt. Bei Ellipsoiden mit Durchmessern im Mi-
krometerbereich und einem Achsenverhiltnis a/b2 4, wie sie in den Experimenten in
[41,79] verwendet wurden, ist die Kapillarwechselwirkung mit Wechselwirkungsener-
gien ~ —10°kgT sehr stark und dominiert bei Kontakt der Ellipsoide die van der
Waals-Wechselwirkung, so dass die Aggregation der Kolloide an der Grenzflache durch
die Kapillarkréifte bestimmt ist. Bei diesen grofien Exzentrizitédten sind klassische Ka-
pillarwechselwirkungen auch bei nanoskopischen Kolloiden wichtig, so dass Fluktua-
tionskréifte, deren Stérke durch die thermische Energie kgT vorgegeben ist, erst bei
Radien R<S10 — 20 nm wichtig werden.

Der folgende Uberblick fasst die Hauptergebnisse der vorliegenden Arbeit noch
einmal kurz zusammen:

(i) Fiir grofe Kolloidabsténde héngt die Fluktuationswechselwirkung zwischen ro-
tationssymmetrischen Kolloiden an einer Grenzflache sehr stark von den fluktu-
ierenden Randbedingungen an den Kontaktlinien ab. Die Potenzgesetze, die das
langreichweitige Verhalten der Fluktuationskraft beschreiben, sind fiir verschie-
dene Kombinationen der Randbedingungen in Tab. 4.3 zusammengefasst.

(ii) Bei kleinen Kolloidabsténden hidngt die Fluktuationskraft kaum von den Rand-
bedingungen ab, sondern wird durch den attraktiven Beitrag vom Fluktuations-
anteil aus Gl. (5.7) dominiert.

(iii) Bei mittleren Abstdnden muss die Fluktuationskraft numerisch berechnet wer-
den, ein Vergleich der numerischen mit den analytischen Resultaten fiir grofie
bzw. kleine Kolloidabstdnde erlaubt eine Abschétzung des Giiltigkeitsbereichs
der asymptotischen Ergebnisse (vgl. Abb. 5.4-5.6).

(iv) Die in dieser Arbeit entwickelte Methode erweist sich als ein leistungsfahiges
Verfahren zur schnellen Berechnung des Meniskusprofils und der Kapillarwech-
selwirkung zwischen ellipsoidférmigen Kolloiden an einer fluiden Grenzfliche. Bei
mittleren und kleinen Ellipsoidabstéinden weicht die (anisotrope) Kapillarwech-
selwirkung deutlich vom Verhalten eines polaren Quadrupolpotentials ab (vgl.
Abb. 7.6).

Perspektiven fiir weiterfithrende Arbeiten

Abschlieflend soll ein kurzer Ausblick auf mogliche Ankniipfungspunkte fiir weiterfiih-
rende experimentelle und theoretische Untersuchungen gegeben werden. In den ver-
gangenen zehn Jahren sind quantitative Messungen der effektiven Wechselwirkungen
der Kolloide (mit RZ500nm) an fluiden Grenzflichen moglich geworden. Dazu bie-
ten sich v. a. drei Methoden an: (a) Fiir (dichte) Monolagen aus Kolloiden in einem
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Langmuirtrog kann die Druck-Dichte-Kurve aufgenommen werden [154]. (b) Das ef-
fektive Potential zwischen zwei Kolloiden kann bestimmt werden, indem diese durch
Laserpinzetten fixiert und dann aufeinander zubewegt werden, bis die effektive Kraft
eines der Teilchen aus dem Laserpotential st68t [155]. (¢) Mit Videomikroskopie kann
die Paarkorrelationsfunktion gemessen werden, aus der z. B. mit Hilfe von Integralglei-
chungsmethoden auf die effektive Wechselwirkung geschlossen werden kann [156]. Alle
drei Methoden bestéitigen fiir geladene Kolloide an einer Grenzfliche das Auftreten
eines repulsiven Dipolpotentials, gegen das die attraktive Kapillarwechselwirkung i. A.
vernachldssigt werden kann [40]. In der Stérke der gemessenen , direkten® elektrostati-
schen Wechselwirkung, die an der Grenzflache modifiziert (bzw. ,renormiert®, vgl. [76])
wird, zeigen die verschiedenen Methoden allerdings noch widerspriichliche Ergebnisse.
Dies unterstreicht die groflen Herausforderungen, die solche Messungen darstellen, und
lasst auf weitere Verfeinerungen der experimentellen Methoden hoffen, um diese Wi-
derspriiche aufzukléren.

Besonderes Interesse 16ste in den letzten Jahren die schon in der Einleitung erwéhn-
te experimentelle Beobachtung metastabiler mesoskopischer Strukturen und Cluster
aus [9-17], in denen der Abstand zwischen den Teilchen im Bereich einiger Kolloidra-
dien liegt. Dies weist auf ein Minimum der effektiven Wechselwirkungen von mehre-
ren kg1 bei diesen mittleren Abstédnden hin, dessen Ursprung jedoch nach wie vor
ungeklart ist und dessen Untersuchung weitere experimentelle und theoretische An-
strengungen erfordern wird. Die attraktive Kapillarwechselwirkung, die aufgrund der
Meniskusverformung zwischen geladenen Kolloiden auftritt, ist bei diesen Abstédnden
i. A. schwécher als die repulsive elektrostatische Dipolwechselwirkung [40], und schei-
det zur Erklarung des attraktiven Minimums wohl genauso aus wie die in dieser Arbeit
diskutierte Fluktuationswechselwirkung. Diese ist zwar auch fiir Kolloide mit Radi-
en von mehreren hundert Nanometern bei kleinen Absténden sehr stark und kann eine
wichtige Rolle bei der Kolloidkoagulation spielen (vgl. die Diskussion in Abschnitt 6.1),
fiir Teilchen dieser Groe bei grofleren Abstédnden aber zu schwach, um ein Minimum
im effektiven Potential zu verursachen. Erschwert wird die theoretische Modellbildung
durch die nach wie vor unvollstéindige experimentelle Beschreibung dieser Phénome-
ne. In [157] wurde die Ausbildung der mesoskopischen Muster mit Olverschmutzungen
erklart, die bei der Verteilung der Kolloide auf der Grenzfliche entstehen kénnen. In
anschlieBenden Experimenten wurde versucht, diese Verschmutzungen zu vermeiden,
trotzdem scheint es immer noch Hinweise auf ein attraktives Minimum bei mittleren
Abstéanden zu geben [158-160]. Die bisher einzige quantitative Messung, die auf ein
attraktives Minimum des Potentials zwischen den Kolloiden hinweist, ist in [17] dar-
gestellt. In diesem Experiment ordnen sich sieben Polysterolkiigelchen (R = 750 nm)
an der Unterseite eines in Ol hingenden Wassertropfens auf einem hexagonalen Gitter
mit einem Teilchenabstand d ~ 8R an. In [17] selbst wurde zur Interpretation eine
logarithmische, durch elektrostatische Kapillareffekte verursachte Flotationskraft vor-
geschlagen. Diese tritt jedoch in mechanisch isolierten Systemen, also auch auf grofien
Tropfen, nicht auf (vgl. die Diskussion in [29,40, 76,141, 161]). Wie in [29] ausfiihr-
lich diskutiert wird, sind in obigem Experiment duflere elektrische Felder, die u. U.
von Ladungen auf der Glasplatte stammen, von welcher der grofle Wassertropfen mit
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den Kolloiden an seiner Unterseite in das Ol hingt, nicht auszuschlieBen. Um eine
quantitative theoretische Erklarung der beobachteten mesoskopischen Strukturen zu
erreichen, wire also eine Wiederholung des Experimentes unter AusschlieBung (oder
besserer Quantifizierung) solcher Storeffekte wiinschenswert. Diese kurze Diskussion
verdeutlicht, dass die Wechselwirkung geladener Kolloide an Grenzflichen durch elek-
trostatische und — u. U. noch nicht vollstdndig kontrollierbare — Randeffekte bestimmt
werden. Fiir einen moglichen Nachweis des Auftretens von Fluktuationskriften bedarf
es also der Verwendung elektrisch neutraler Kolloide und einer besseren Kontrolle der
experimentellen Randbedingungen (siche auch die Diskussion in 6.1).

Experimente mit ellipsoidférmigen Mikrometerkolloiden hingegen zeigen qualitativ
eine gute Ubereinstimmung mit der in dieser Arbeit diskutierten klassischen Kapil-
larkraft zwischen Ellipsoiden (vgl. Kapitel 7). Als Anwendungen der neu entwickelten
Methode zu ihrer Berechnung in zukiinftigen Arbeiten bieten sich zum einen quan-
titative Vergleiche mit Experimenten, wie sie in [41,79] durchgefiihrt wurden, zum
anderen aber auch eine Verwendung der Ergebnisse fiir die effektive Kapillarwechsel-
wirkung in Computersimulationen des zweidimensionalen Aggregationsprozesses von
Ellipsoiden an Grenzflichen an. Hier wiirden die Geschwindigkeitsvorteile gegeniiber
der exakten Losung voll zum Tragen kommen. Die erstmalige direkte Messung der
Meniskusverformung um einen ellipsoidférmigen Mikrometerkolloid [79] mit Hilfe eines
Michelson-Interferometers liasst auch quantitative Vergleiche des experimentellen und
des theoretisch bestimmten Grenzflachenprofils moglich erscheinen, allerdings werden
hierzu wie auch fiir Vergleiche der Kapillarwechselwirkung wohl Messungen in einem
weiteren (und genauer bestimmten) Parameterbereich nétig sein. Fiir einen genaueren
Vergleich der Kapillar- und der Fluktuationskraft zwischen Ellipsoiden wére eine Er-
weiterung der hier durchgefiihrten systematischen Untersuchung der Fluktuationswech-
selwirkung in Abhéngigkeit der Randbedingungen auf anisotrope Teilchen interessant.
Erste Resultate hierzu zeigen einen isotropen, dem Resultat fiir Kugeln entsprechenden
fithrenden Term der Fluktuationskraft bei fixierten Ellipsoiden und fester Kontaktlinie
und anisotrope Korrekturen in néchsthéherer Ordnung [153]. Allerdings bestimmen
diese u. U. die Fluktuationskraft bei fluktuierenden Randbedingungen, wie es z. B. bei
Stabchen gefunden wird [53].

In Hinblick auf weiterfiihrende Arbeiten zur Fluktuationswechselwirkung erscheint
eine Untersuchung dynamischer Kolloidkorrelationen an der Grenzfliche interessant,
welche die hier durchgefiihrte Analyse der statischen Eigenschaften der Kolloide erwei-
tert. Da sich die Brownsche Dynamik und die iiberddmpften Kapillarwellen der Kolloid-
bzw. Grenzflichenfluktuationen i. A. auf verschiedenen Zeitskalen abspielen, kann eine
zeitaufgeloste Bestimmung des Einflusses dieser beiden Fluktuationstypen ein genaue-
res Verstandnis der hier gefundenen Aufhebung fithrender Terme der Fluktuationswech-
selwirkung ergeben. In ersten Experimenten zu diesem Thema wurde z. B. die Dynamik
metallischer Nanoteilchen an der Oberfliche von Polymerfilmen unter Verwendung von
Photonen-Korrelations-Spektroskopie mit kohédrenter Rontgenstreuung unter streifen-
dem Einfall untersucht [162]. In diesem Zusammenhang erdffnen auch experimentelle
Untersuchungen der Fluktuationswechselwirkung grofler Kolloide an der Grenzflache
von Kolloid-Polymer-Mischungen [90] neue Perspektiven. Die relevanten Léngen- und
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Zeitskalen dieser Systeme unterscheiden sich stark von den hier hauptséchlich diskutier-
ten Grenzflichen einfacher Fluide [82], deren Eigenschaften hiufig in Rontgenstreuex-
perimenten untersucht werden [109, 110, 163]. Dies erlaubt eine zeitaufgeloste Beobach-
tung der Kapillarwellen im Ortsraum mit Videomikroskopie [164] anstatt im Fourier-
raum wie bei Streuexperimenten, woraus sich sowohl theoretisch als auch experimen-
tell neue Herausforderungen und Moglichkeiten ergeben [164]. Computersimulationen
bieten die Moglichkeit, die theoretischen Vorhersagen fiir die Fluktuationswechselwir-
kungen mit mikroskopischen Modellen fiir die Fluide und die Kolloide zu verkniipfen
und zu testen. In der Tat zeigen erste Untersuchungen der effektiven Wechselwirkungen
zwischen zwei groflen Kolloiden an der Fliissigkeits-Dampf-Grenzflache eines Lennard-
Jones-Fluids in einer Molekulardynamik-Simulation (vgl. [165]) qualitativ eine sehr
gute Ubereinstimmung mit den Resultaten der vorliegenden Arbeit [166]. Ein quan-
titativer Vergleich der Ergebnisse ist allerdings sehr schwierig, da das Kapillarwellen-
modell mit den an der Grenzfldche adsorbierten grofien Kolloiden bei den in heutigen
Computersimulationen technisch erreichbaren Systemgrofien an seine Grenzen stofit.

Teile dieser Arbeit sind in den Artikeln

Effective forces between colloids at interfaces induced by capillary wavelike
fluctuations , H. Lehle, M. Oettel, and S. Dietrich, Europhys. Lett 75, 174 (2006),

Importance of boundary conditions for fluctuation-induced forces between colloids
at interfaces , H. Lehle and M. Oettel, Phys. Rev. E 75, 011602 (2007),

Ellipsoidal particles at fluid interfaces
H. Lehle, E. Noruzifar, and M. Oettel, eingereicht bei Eur. Phys. J.

dargestellt.



Anhang A

Multipolentwicklung der
Greensfunktion

In diesem Anhang leiten wir die Multipolentwicklung der asymptotischen Form der
Greensfunktion, G(|x|) = —(1/27) In(7y.|x|/2\.), fir rg < d < A, zwischen zwei iso-
lierten und , geladenen* (Ladungsverteilungen, die den Hilfsfeldern v; entsprechen) Be-
reichen ab, die in Abschnitt 4.1 durch 095 ;f und in Abschnitt 4.4 durch S; ,r gegeben
sind. Die von uns verwendete Methode ist aus der Elektrostatik bekannt und geht auf
Schwinger zuriick (vgl. [148], sie wird aber auch von Jackson [149] behandelt) und wird
in der Literatur auch als Schwinger-Technik bezeichnet. Durch unsere Vorgehensweise
nutzen wir also die Analogie unseres Problems zur zweidimensionalen Elektrostatik
aus. Als Ausgangspunkt nehmen wir, dass der Logarithmus die erzeugende Funktion
der Gegenbauer-Polynome ist. Mit |r — r/| = /72 + 72 — 27’ cos(p — ¢’) und unter
Benutzung einiger Eigenschaften der Gegenbauer-Polynome [150] erhalten wir

INEAN
In|r — 1| :lnr+zj (T—) cos(lp — 1), (A1)

1>1 "
wobei wir hier 7' = |r/| < r = |r| angenommen haben. Durch Vergleich von Gl. (A.1)
mit der Taylorentwicklung des Logarithmus finden wir
(—1r'- V) ) Inr [=0
o mr= L () (ftote) 4 emiltemle)) s (4.2)

Andererseits kénnen wir dies mit den Bezeichnungen ¢, = 0, £ 10, und unter Verwen-
dung von £,.6_Inr =€ & Inr =0 auch als

—1' - V)! D\ 0!
7( I ) Inr = ( l!) (5) (e W’§Z++el%"§l_> Inr (A.3)

schreiben. Gleichsetzen der Gln. (A.1) und (A.3) fithrt dann auf

e:l:ilcp

¢ olnr = —(=2)71(1 = 1)! .
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Falls x; = r; und x3 = d + ry auf verschiedenen Kreisen 5; ;e liegen, erhalten wir mit

Hilfe von Gl. (A.4) fiir die Greensfunktion G(|xs — x1|)
1 <ve|d+r2—r1|)
——1n

2w 2,
1 ’)/ed 1 (-I‘l . V)ll (1'2 . V)ZQ
= — 1 — 1
o (2)\c) T HZ_O I o
1114122721

1 | Yed
——1In
27 2,
1 —r)apl :
by L (gt o] 1y
=0

l I,.1
+ i Z (_1) 1 (ll + ZZ) T117‘22 [e—i(ll(lerlQ(pQ) + ei(l1<p1+12<p2):| )

(A.5)

In Abschnitt 4.1 brauchen wir zusétzlich zu Gl. (A.5) noch die Multipolentwicklung
von G(|xy—x;|) fiir x;, die auf demselben Kreis liegen, um die Elemente der Selbstener-
giematrix in Gl. (4.5) bestimmen zu konnen. Unter Verwendung von Gl. (A.1) erhalten
wir mit [xq — Xz2| = rgy/2 — 2cos(p; — p2)

1 Vel 1
Glx1 —xof) = _%ln(”\o) - EIH[Q — 2cos(ip2 — ¢1)])
1 Jelo 1 L -t —ilgy il
= —] _ [ plip1—ulp2 ilp1+ilp2 ) A6
27rn(2)\c>+27rl>212l[6 e I (AG)

Allerdings ist die Voraussetzung r’ < r fiir die Giiltigkeit von Gl. (A.1) nicht erfiillt.
Deshalb konvergiert die Reihe in Gl. (A.6) nicht und muss hier in einem formalen
Sinn aufgefasst werden, da sie nur die Fourierkoeffizienten fiir eine endliche Anzahl
an Moden bereitstellt, die wirklich zur effektiven Wechselwirkung im langreichweitigen
Regime beitragen (vgl. Abschnitt 4.1).



Anhang B

Casimirkraft zwischen zweil
parallelen Linien

In diesem Anhang bestimmen wir die Casimir-Kraftdichte zwischen zwei parallelen,
unendlich ausgedehnten Linien 0€2;, ¢ = 1,2, im Abstand h, die eine fluktuierende
zweidimensionale Fliissigkeitsgrenzfliche u(x) begrenzen. Das fluktuierende Héhenfeld
u(x) verschwindet auf den Réndern, u(052;) = 0 (Dirichlet-Randbedingungen). Bei der
Berechnung orientieren wir uns an einer Arbeit von Li und Kardar, die einen allge-
meinen Ausdruck fiir die Casimir-Wechselwirkung zwischen parallelen Fléchen in einer
korrelierten Fliissigkeit bestimmt und dann fiir den dreidimensionalen Fall explizit aus-
gewertet haben [51,120]. Wir werden eine analoge Rechnung nun in zwei Dimensionen
durchfithren. Dabei gehen wir — analog zu der Darstellung (3.28) fiir Zg,. in Kapitel 3
— von dem Funktionalintegralausdruck

/ DuH / Dy, exp( T / P’z [(Vu)? + A%’
+1Z/ dl; i(x;) Z)) (B.1)

fiir die Zustandsfunktion Z,; aus. Die -Funktionen, die das Verschwinden des Grenz-
flichenfeldes v auf den Réandern 0f; sicherstellen, haben wir mit Hilfe der auf den
Linien 0f); definierten Hilfsfelder ¢; durch ihre Fourierdarstellung ersetzt (vgl. Kapi-
tel 4). Ausfiihren des Integrals iiber u fithrt auf

& keT & o
/HD% exp (—;—7 121 /am dl; /an dl; (%) G(x; — X)) @D(xj)) (B.2)

mit der Greensfunktion G des Kapillarwellen-Hamiltonian (die wir hier aber im Gegen-
satz zu den fritheren Rechnungen in einer Streifengeometrie auswerten miissen). Aus
Gl. (B.2) erhalten wir fiir die freie Energie den Ausdruck Fp, = —4kgT Indet M| e,

wobel |, eine geeignete Regularisierung (auf die wir gleich noch einmal zutickkommen)
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des Funktionalintegrals bedeutet und die Matrix durch

Gm—@m)a@—@m))

M(:L‘i,xj) = ( Glx; — j, }3) G(x; — z;, 0) (B.3)

gegeben ist. Dabei haben wir das Koordinatensystem in der Ebene z = 0 so gewéhlt,
dass die Geraden 0f); parallel zur x-Achse sind. Wegen der Translationssymmetrie des
Systems kann M im Fourierraum diagonalisiert werden [51]:

M(p,q) =27 8(p + q) (gfﬁg g((];’ 8 ) : (B.4)

Die eindimensionalen Fouriertransformierten G (p,y) parallel zu den 0f); kénnen mit
Hilfe des Residuensatzes aus den zweidimensionalen Fouriertransformierten der Green-
schen Funktion des Kapillarwellen-Hamiltonian berechnet werden:

G(py) = / dz e " G(z,y)

[e.e]

—0 @m)?2 p2+p2+A2 2P+ A2 '
Mit den Beziehungen In(det M) = tr(In M) (fiir symmetrische Matrizen) und
trln(i ?) = tri(_i)n<g ‘g)”
= 2tr i 1 A"
—~2n
= trin (1—A?) (B.6)

und unter Verwendung von Gl. (B.5) koénnen wir die Spur iiber alle p ausfiithren und
erhalten fiir die freie Energie pro Linienelement im Limes A\, — oo

- dp ; 1 Gwh)\?
T

= —kgT —. B.7
L (B.7)
Der erste Term im Integral in Gl. (B.7) stellt einen (divergenten) Selbstenergieterm
dar, der unabhéngig vom Abstand h der beiden Linien ist und deswegen nicht zur
Wechselwirkung beitragt. Die Selbstenergiebeitrage G(p,0) stellen allerdings im zwei-
ten Term die korrekte Normierung der Wechselwirkung sicher und sorgen so fiir die
oben angesprochene Regularisierung (vgl. hierzu auch Abschnitt 4.1 und [51,120]).

Fiir die Casimir-Kraft pro Linienelement ergibt sich aus Gl. (B.7)

0 - T
— % Py = —kpT—"
fad o 2d Bl 7

(B.8)



Anhang C

Kontaktlinienbeitrag zur freien
Energie fiir Ellipsoide

Hier bestimmen wir die Koeffizienten R;;, 1,7 € {z,a}, die in zweiter Ordnung in
der funktionalen Taylorentwicklung fiir den Kontaktlinienbeitrag Fi, zur freien Energie
Fen in Gl (7.12) auftreten. Diese sind durch die zweite Variation von Fj, nach der
Kontaktlinienh6he v, = v(r(¢)) — Ah und dem Winkel a bestimmt, den die grofle
Ellipsoidhalbachse mit der Ebene z = 0 einschliet. Wie wir gleich zeigen werden, ist
es sinnvoll, die Beitrige 11AA; + yiuAAn = v cos #AA; von der Anderung der Ellip-
soidoberfliche in Kontakt mit Fluid I bzw. IT und den Beitrag yAA,,;, der von der
Anderung der projizierten Meniskusfliche stammt, getrennt zu behandeln. Dazu zerle-
gen wir F, = Fpu(r(¢)) — h, a] in einem Gedankenexperiment wie folgt in zwei Teile:
(1) Im ersten Schritt drehen wir den Ellipsoid bei fest auf der Kolloidoberfliche haf-
tender Kontaktlinie um den Winkel . Dann ist AA; = 0, der einzige Beitrag zu AH),
kommt von AA,;. (2) In einem zweiten Schritt lassen wir die Kontaktlinie frei: Dann
tragen sowohl AAy als auch AAp,; zu Fy, bei. Diese Aufspaltung ist notwendig, da sich
durch die Drehung des Ellipsoids das Oberflichenmaf} der Ellipsoidoberfliche (in der
Monge-Parametrisierung in Gl. (7.6)) dndert, da zgy = 2zgn(«) gilt. Um die Rechnung
mit der a-abhéngigen Oberflichenparametrisierung zgy (o) zu vermeiden, werden wir
AA; in korpereigenen Koordinaten des Ellipsoids berechnen (dann kénnen wir statt
der Drehung des Ellipsoids — bei ,,ruhender® Grenzflache — die (inverse) Drehung der
Kontaktlinie auf der Kolloidoberfliche betrachten). In einer getrennten Rechnung wer-
den wir die Anderung A Ay des projizierten Meniskus betrachten. Hierbei kénnen die
Schritte (1) und (2) allerdings gemeinsam behandelt werden.

Wir wihlen das Koordinatensystem so, dass die grofle Halbachse in der Referenz-
konfiguration in z-Richtung zeigt, so dass der Ellipsoid um die y-Achse gedreht wird
(die hier durch den Ellipsoidmittelpunkt gehen soll). Allerdings werden wir das Integral
fiir AA; in Gl. (7.6) in kartesische Koordinaten umschreiben, da dann die Parametrisie-
rung der auf der Ellipsoidoberfliche gedrehten Kontaktlinie einfacher ist. Dann kénnen
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wir fiir die beiden Beitréige zu F, in Gl. (7.6)

T 't y't /
A4y, = / dgp’/ daz’/ dy' & (gp’ — arctan 2/) g(z',y") (C.1)
0 ng z/+ Y

ref

2 ot Yret y’
+/ dgo'/ dx'/ dy' & (gp’ — 7 — arctan _/) g(z',y")
- 2= Y T

27 ro+Ar(p)
AApo; = —/0 dgp/ ) drr (C.2)

o

schreiben. Dabei wird fiir AAj iiber die korpereigenen (gestrichenen) Koordinaten des
gedrehten Ellipsoids integriert, bei denen die x’-Achse stets mit der grofien Halbach-
se zusammenfillt. Die Integralgrenzen y*', 2%’ stellen die Projektion der gedrehten
Kontaktlinie auf die Ebene 2’ = 0 dar (wéhrend die Fliche Aj, in der Referenzkon-
figuration natiirlich unabhéngig von 7, und « ist). In Gl (C.2) gibt ro(p) + Ar(p)
die projizierte Kontaktlinie bei gedrehtem Kolloid oder einer Verschiebung v, an. In
Gl. (C.1) haben wir noch die Determinante

g = 1+|Vapyl

— 1+(1—€2)2§—+— (C.3)

des metrischen Tensors der Ellipsoidoberfliche eingefiihrt. Die Integralgrenzen in den
Gln. (C.1) und (C.2) sind durch die Lage der Kontaktlinie bestimmt. Um die Flédchenén-
derungen bei einer Variation der Kontaktlinie (durch Verschieben um o, oder durch
Drehung des Ellipsoids um «) zu berechnen, miissen wir also die Ableitungen nach den
Integralgrenzen betrachten.

Bei vorgegebener Hohe! 0, der Kontaktlinie als Funktion des Polarwinkels ¢ dndert
sich mit einer Drehung des Ellipsoids um den Winkel o der Radius 7(p) = ro(p)+Ar(p)
der projizierten Kontaktlinie (vgl. Abb. C.1). Die ,,neue* Schnittlinie von Meniskus und
gedrehter Ellipsoidoberfliche erfiillt die ,,Ellipsoidbedingung*

F = b0 —y?-1-e)1"=0, (CA4)

wobei Z(¢) = u(p) — h = et (10(0)) — hret + 0, die Hohe der Kontaktlinie relativ zum
Ellipsoidmittelpunkt ist und die gestrichenen Koordinaten

¥ = Zsina+xz(p,a)cosa, (C.5)
"= Zcosa—z(p,a)sina, (C.6)
v =y (C.7)

!Die Hohe der Kontaktlinie relativ zum Ellipsoidmittelpunkt ist durch Z(p) = wu(p) — h =
Uref (T0()) — hret + Uy gegeben. Da die Referenzkontaktlinie ure(70(p)) — hret fest vorgegeben ist,
entsprechen Variationen nach der Kontaktlinienhohe relativ zum Ellipsoidmittelpunkt Variationen
nach 9y, 6AAproj /00, = 0AAproj/0Z0.
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Fluid I

Fluid II

Abbildung C.1: Schematische Darstellung des gedrehten Ellipsoids mit der Kontaktlinie
U, und den Flichen A/ in Kontakt mit den Fluiden I/11. Die Referenzkonfiguration
mit der Referenzkontaktlinie () und den Flidchen Ay . ist gestrichelt eingezeich-
net. Gestrichene Koordinaten beziehen sich auf das kérperfeste Koordinatensystem des
gedrehten Ellipsoids, das ungestrichene Koordinatensystem ist raumfest.

die Lage der Kontaktlinie im korpereigenen Koordinatensystem des um die y-Achse
gedrehten Ellipsoids angeben.

Zunéchst bestimmen wir nun die Ableitungen der projizierten Kontaktlinie 7(y),
die bei der Variation der projizierten Meniskusfliche AA,.,; nach 9, und o auftreten.
Mit x = 7(¢)cosp und y = 7(¢)sin und unter Verwendung der Gln. (C.5)-(C.7)
wird Gl. (C.4) zu einer impliziten Funktion fiir den Radius 7(¢p, Z, ) der projizierten
Kontaktlinie am gedrehten Ellipsoid (dabei gibt 7 den polaren Radius im raumfesten
Koordiantensystem an!). Aus dieser impliziten Funktion F' konnen wir

or _ OF/0z
0z ) , et - OF/or
berechnen. Der Index in Gl. (C.8) bedeutet, dass die Kontaktlinie hier bei festgehalte-
nem ¢ variiert wird und die Ableitung anschliefend in der Referenzkonfiguration ausge-
wertet wird, um die AAp,,; entwickelt wird. Analog zu Gl. (C.8) lassen sich (07 /0, ret

und alle weiteren fiir die Funktionalableitung von AA,,,; nach den Integralgrenzen in
Gl. (C.2) benétigten partiellen Ableitungen bestimmen.

20/To
= C.8
1 —e?cos?p (C.8)

ref
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Zur Bestimmung der Ableitungen von AAj nach den Integralgrenzen in Gl. (C.1)
berechnen wir die (passiv) gedrehte Kontaktlinie (Z’, 7', Z') in korpereigenen Koordi-
naten explizit, indem wir unter Verwendung von z = 7(¢) cos ¢ und y = 7(p) sing in
den Gln. (C.5)-(C.7) die Funktion F' in Gl. (C.4) nach dem Radius 7(y) der projizier-
ten Kontaktlinie auflosen. Dann verwenden wir wiederum die Gln. (C.5)-(C.7) fir die
Umrechnung zwischen dem korperfesten Koordinatensystem des Ellipsoids (gestrichen)
und dem raumfesten Koordinatensystem zur Bestimmung der partiellen Ableitungen
Ox*' /0% und 0x* /Oa. Analog lassen sich die zweiten Ableitungen von 2+’
Ableitungen von y* bestimmen.

Fiir die zweite Variation der beiden Integrale aus Gl. (C.1) und Gl. (C.2) bei einer
Verschiebung 69, der Kontaktlinie auf der Ellipsoidoberfliche aus ihrer Referenzposi-
tion 29(¢) = Urer() — hrer erhalten wir schlieBlich

vt 92zt N ozt
QAA — / ! / g 7 )2 .
SEAA; . dy {\/E( 55 )J( 0z ) o7 ), f(m) (C.9)

+/ / /
R (DT NG oyt .
+/$/ de {ﬁ<a§2 )@Jr(as )@(as)@ f@%)

+ [0zt 0yt — (927", 0y7)],

2 *r or\? .
BPAA, = — /O dw{(w) +<$) } (6,)? , (C.10)
® ¥ ) ref

wobei wir hier im Ausdruck fiir 62AA; nur die Ableitungen nach den oberen Integral-
grenzen explizit zeigen. Die analogen Ableitungen nach den unteren Integralgrenzen
sind iiber die Ersetzungsregeln in den eckigen Klammern gegeben.

Die partiellen Ableitungen in den Gln. (C.9) und (C.10) lassen sich nach den oben
besprochenen Vorschriften bestimmen und miissen in der Referenzkonfiguration (ref)
U, = 0 und a = 0 ausgewertet werden. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass
in der Referenzkonfiguration (a = 0) das korperfeste (gestrichene) Koordinatensystem
mit dem urspriinglichen raumfesten iibereinstimmt. Unter Verwendung der Beziehun-
gen dz!; = ro/(2sinp) de und dy! = ro/(2cos ) de (vgl. Gl. (C.1)) lassen sich die

Integrale wieder in Polarkoordinaten (bzgl. 0S,et) umschreiben, so dass wir nach einigen

Umformungen die Gln. (C.9) und (C.10) zu

sowie die

b2 sin? 0

27
02AA, o + cosO52AA = / dy
e : 0 ro(p)*(

60,) C.11
1 — 62 C082 (P)Q ( ,US@) ( )
zusammenfassen konnen. Aus Gl. (C.11) lesen wir schlielich den in Gl. (7.13) ange-
gebenen Ausdruck fiir den Koeffizienten R,, der funktionalen Taylorentwicklung des
Kontaktlinienbeitrags F, ab.

Die Koeffizienten R., und R, erhalten wir in einer analogen Rechnung, indem wir

die Funktionalableitungen 62AA0/1/00,0c und 02 AA,05/1/002 betrachten.
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Summary

The structure formation of colloidal particles adsorbed at fluid interfaces has attracted
an increasing interest in recent years [1,2]. On the one hand such systems offer various
applications in the design of nanoscale devices [1], as e.g. for optical components like
photonic crystals [3]. On the other hand, they offer physical insights, e.g. for the under-
standing of protein aggregation on cell membranes or the melting of two-dimensional
crystals. The practical importance of these systems arises from the fact that nano- and
microcolloids are stably trapped at fluid interfaces [7]. The high stability of partially
wetting colloids at interfaces, with their sizes ranging from nanometers to micrometers,
enables the formation of two-dimensional ordered structures and complex mesoscale
patterns absent in the bulk systems (cf. Refs. [9-17]) This suggests modifications of
the colloid interactions at an interface. These interactions can be broadly classified
into “direct” interactions like electrostatic or van der Waals forces present also in the
bulk systems, but which are modified at interfaces [8], and into effective forces which
are mediated by the interface itself and therefore are a unique feature of interfacial
systems.

For sufficiently large colloids with radii R > 10 ym a logarithmically decaying at-
traction (known as flotation interaction) results due to the meniscus deformation caused
by the weight of the particles which is balanced by the surface tension [19,20]. This
effect is known from the aggregation of the corn flakes on the surface of a cup of milk
and can be used for the self organization of millimeter colloids into a regular structure
at a fluid interface [21]. For smaller colloids with R < 10 um, however, the meniscus de-
formations caused by gravity are not strong enough to explain certain observed pattern
formations. Despite the numerous experimental and theoretical efforts in the last deca-
de, the nature of the effective forces between microscopic or nanoscopic colloids trapped
at a fluid interface is not fully understood. This holds in particular for the mesoscale
pattern formation which would be consistent with rather strong and quite long-ranged
attractions between the colloids. For the effective colloid interactions at interfaces three
different regimes may be distinguished. In the limit of very small colloids with sizes
of only a few nanometers, effects of interparticle correlations within the interface be-
come important and determine the structural properties of the system. In this regime
the colloidal interactions should be treated by truly microscopic fluid theories [22-27]
like density functional or inhomogeneous integral equation approaches (for a general
scheme, see Ref. [28]). Above the molecular scale of the fluids the physics of interfaces
is describable by the macroscopic surface tension. Consequently, the effective interac-
tions of colloids with radii R ~ 5nm — 10 ym are determined by a phenomenological
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free energy functional. On the one hand, the minimization of this effective free energy
yields the equilibrium meniscus around the colloids. On the other hand, in the capillary
wave theory this functional is (as an effective capillary wave Hamiltonian) used as a
Boltzmann weight for the long wavelength thermal interface fluctuations around the
equilibrium meniscus. Correspondingly, in this mesoscopic regime two different types
of effective interactions can be distinguished. For larger colloids, capillary forces due
to deformations of the equilibrium meniscus profile will be important. Though gravity
plays a negligible role in this regime, electrostatic forces (either caused only by the
charge distributions on the colloid surface and the fluid phases, or additionally impo-
sed by an external field) may lead to interfacial deformations and, hence, to capillary
interactions [29, 39, 40]. However, for charged spherical particles at large colloid sepa-
rations d the capillary forces usually are weaker than the ensuing direct electrostatic
repulsion of dipolar form [18,39,40]. For colloids that are anisotropic in the interface
plane, however, the meniscus deformations resulting from this anisotropy are dominant.
Anisotropic colloids can experimentally be realized by stretching spheres into ellipsoids.
These ellipsoidal colloids self-assemble into chains and branched structures [41,42,79).
Theoretically, however, the determination of the equilibrium interface profile around
ellipsoids still is a challenge. For ellipsoids with small excentricities e analytical cal-
culations of the meniscus profile can be performed in terms of an expansion in the
parameter e [42]. In general, however, the computation of the exact equilibrium me-
niscus and the corresponding capillary interaction is a difficult and time consuming
numerical problem. For smaller colloid sizes, i.e. which are between the molecular re-
gime that must be tackled with the full power of classical statistical mechanics and
the microcolloidal one that is determined by the shape of the equilibrium meniscus,
thermal fluctuations of the interface become important. The fluctuation spectrum of
the long-range correlated capillary waves will be modified by colloids trapped at the
interface, and the corresponding fluctuation—-induced forces between them are a manife-
station of the well known Casimir effect in two dimensions [44-47,66-68]. For the case
of anisotropic colloids (rods) these forces have been evaluated in Ref. [53] and shown to
lead to an orientational dependence. Furthermore, we note that there is numerous work
on the force between inclusions on membranes where the membrane shape fluctuations
take the role of capillary waves, see e.g. Refs. [53-63].

This thesis investigates both the fluctuation-induced forces between colloids that
are rotationally symmetric with respect to the interface and the anisotropic capilla-
ry interaction between ellipsoidal colloids. The fluctuation-induced force is commonly
calculated for fized boundaries of the fluctuating field. In this work special emphasis is
made on the strong influence of the fluctuating boundary conditions at the three-phase
contact line. As a second problem, we discuss the interface deformation around ellipso-
ids and calculate the resulting capillary forces. In order to do this a new perturbative
method for the computation of the meniscus profile is developed which considerably
facilitates the determination of the anisotropic capillary interaction.

Fluctuation forces.— As postulated by the Goldstone theorem the thermally excited
capillary waves at an interface exhibit long-range correlations (with a correlation length
typically in the millimeter range for simple fluids). The interface spontaneously breaks
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the continuous translational symmetry of the system, and in the limit of vanishing
external fields (like gravity) it has to be accompanied by easily excitable long wave-
length (Goldstone) modes — precisely the capillary waves [34]. Section 2.2 discusses
some important results of capillary wave theory, including the logarithmic divergence
of the interfacial width in the limit of an infinite system and vanishing gravity, and the
long-range correlations of the thermal fluctuations of the interface height. In addition,
we provide a short overview of the microscopic description of fluid interfaces, where
we discuss interfacial correlations, the relation between the effective capillary wave Ha-
miltonian and the microscopic density functional theory, and, finally, the limits of the
phenomenological description on short length scales.

The fluctuation spectrum of the capillary waves is modified by spherical or disklike
colloids trapped at the interface, leading to a fluctuation—induced force. This Casimir
effect usually is treated with fixed boundary conditions for the fluctuating medium
(here described by the Gaussian capillary wave Hamiltonian). The consideration of
possibly also fluctuating boundary energy terms (caused by the motions of the con-
tact lines on the colloid surfaces) constitutes a new aspect not examined so far to my
knowledge. This is achieved by a quadratic expansion of the free energy functional
which includes the interfacial areas of all interfaces (fluid—fluid plus colloid—fluid inter-
faces) times the corresponding surface tensions around a reference configuration (which
coincides with the equilibrium configuration for spherical or disklike particles in the
absence of external forces). The total effective Hamiltonian of the system consists of
a capillary wave part which is modified by the colloids, and a boundary part descri-
bing the contact line fluctuations (Sec. 3.1.3). The thermal Casimir force between the
colloids is determined by the partition function of the interface and contact line fluc-
tuations represented by a Gaussian functional integral over the interface field and the
fluctuating boundary conditions. Various physically realizable boundary conditions at
the three phase contact line are discussed (Sec. 3.1.3). In particular, the two cases of a
pinned and an unpinned contact line are distinguished which are divided into different
subcases by unfreezing colloidal degrees of freedom and, namely allowing for colloidal
height and tilt fluctuations.

The asymptotic behavior of the fluctuation force for large colloid separations d
can be calculated analytically by two different computational schemes (chapter 4). In
the first scheme, the force is calculated by splitting the fluctuating interface field into
a mean field part (depending on the fluctuating boundary conditions at the contact
lines) and a fluctuation part (fulfilling Dirichlet boundary conditions on the colloids), in
analogy to the computation of path integrals in quantum mechanics [43]. The resulting
partition function consists of this mean-field and fluctuation part as well. They can
be computed separately and lead to a repulsive and an attractive contribution to the
Casimir interaction, respectively (cf. Sec. 4.1 and Sec. 4.2). In the limit of large colloid
separations the resulting thermal Casimir force is found to depend crucially on the
boundary conditions at the three-phase contact line. There one observes an interesting
interplay between the attractive interaction due to the interface fluctuations and the
repulsive interaction caused by the fluctuating boundary conditions at the contact
lines (described by the mean-field part). This results in a cancellation of the leading
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terms in an asymptotic expansion of the fluctuation force up to a certain order in
1/d. The total thermal Casimir force is found to range from F' ~ —1/(dIlnd) for a
pinned contact line and fixed colloids, to F' ~ —d~? for freely fluctuating contact lines
and colloids. In the case of mixed boundary conditions the total Casimir force may
become repulsive in the long-range limit if a pinned and a unpinned contact line are
combined. The various power laws for the asymptotic behavior of the thermal Casimir
force for different combinations of fluctuating boundary conditions are summarized in
Tab. 4.3. The cancellation of the leading terms from the mean-field and the fluctuation
part in the asymptotic expansion of the Casimir force can be understood with help of
an alternative approach for the computation of the partition function of the system,
where the analogy between the effective Hamiltonian and electrostatics is exploited (cf.
Ref. [74]). In this approach the fluctuation-induced force can be interpreted in terms of
an interaction between fluctuating auxiliary multipole moments which are defined on
the area enclosed by the projected contact lines on the colloids. The various boundary
conditions at the three phase contact line translate into restrictions for the fluctuations
of the auxiliary multipoles. The asymptotics of the fluctuation force for large colloid
separations is then determined by the interaction of the leading non-vanishing auxiliary
multipoles (see Sec. 4.4).

In the opposite limit of a small separation H between the two colloid surfaces,
the asymptotic behavior of the Casimir force can be calculated analytically using the
Derjaguin approximation (Sec. 5.3). In this regime the effect of the boundary conditi-
ons is much less pronounced. Both the mean-field and the fluctuation part diverge for
H — 0, but the resulting force is dominated by the fluctuation part (Fyu ~ —H /2, as
compared to Fus ~ H~! from the mean-field part), which leads to a strong attractive
Casimir interaction for all combinations of boundary conditions (cf. Fig. 5.3). Thus,
the fluctuation force may play an important role in the coagulation of colloids trapped
at an interface, as can be inferred from a comparison with van der Waals forces which
are typically also important at small distances (see Sec. 6.1). For intermediate distan-
ces the fluctuation-induced force has to be calculated numerically. This can be very
efficiently done (for all colloid separations) using the splitting into a fluctuation and a
mean-field part as described above. In the asymptotic regimes of large and small colloid
separations, the numerical results show very good agreement with the analytical ex-
pressions, as can be seen from Figs. 5.4-5.6. External potentials on the colloids provide
the possibility to tune the fluctuation force directly by a sophisticated choice of the
experimental setting. Additionally, they allow for superimposing classical and fluctua-
tion forces for spherical colloids also. A harmonic potential for the colloids (which, e.g.
can be realized by laser tweezers), allows for switching the boundary conditions from
freely fluctuating to fixed colloid positions with increasing the strength of the external
harmonic potential (see Sec. 6.2).

Anisotropic capillary interaction between ellipsoids. — The second main topic of the
thesis deals with the deformation of the equilibrium meniscus caused by ellipsoidal
colloids also in the absence of external forces. As stated by Young’s law, at the three
phase contact line the angle between the local interface normal and the local normal on
the colloid surface is given by the contact angle 6. For ellipsoids, this condition cannot
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be met by a flat equilibrium meniscus as in the case of spherical or disklike particles.
The calculation of the exact meniscus profile and of the resulting capillary interaction
is a difficult numerical problem. It requires the solution of a nonlinear differential
equation with free boundary conditions since the position of the contact line on the
colloid surface is not a priori known but instead has to be determined by the adaptation
of the contact angle to Young’s law. This can be achieved by iterative methods [42, 79],
which are, however, too slow for most practical applications. In chapter 7 we develop
a perturbative treatment, valid for small meniscus deformations, which is based on an
expansion of the free energy functional around an appropriate reference configuration.
The subsequent minimization of the free energy leads to a linear differential equation
for the meniscus deformations with fized boundary conditions at the contact line.

From these equations the equilibrium meniscus profile around one ellipsoid is de-
termined by an expansion into elliptic multipole moments (Sec. 7.2.3). Similarly, the
equilibrium meniscus around two ellipsoidal particles can be calculated from a superpo-
sition of the single colloid solutions which, however, have to fulfill the correct boundary
conditions on both colloids (Sec. 7.2.4). In terms of this expansion the calculation of
the equilibrium interface around the colloids reduces to the solution of a set of coupled
linear equations for the elliptic multipole moments which allows for a very fast and
efficient determination of the meniscus profile.

The knowledge of the equilibrium meniscus deformation allows for an efficient de-
termination of the capillary interaction between the ellipsoids which is dominated by
the elliptic quadrupole moment (Fig. 7.3). Asymptotically, the behavior of the menis-
cus shape at large distances from the ellipsoid is of the well known polar quadrupole
form, which leads to an orientation dependent capillary interaction energy proportio-
nal to d~*. For small and intermediate distances, however, we find considerable de-
viations from this behavior, such that the capillary force varies more strongly as the
polar quadrupole potential in a tip-to-tip configuration and less strongly in a side-by-
side configuration for a stretched ellipsoid (cf. Fig. 7.6). This is in good qualitative
agreement with the experiments in Ref. [41], where both the capillary interaction bet-
ween two ellipsoids and the meniscus deformation itself (using ellipsometry) around a
single colloid was measured. To compare our theoretical results with the experiment
on a quantitative level, an extension of the experiments to a wider range of colloid
separations and parameters is desirable. As an application of our method the orienta-
tions corresponding to a minimal capillary energy at fixed colloid separation (Fig. 7.8),
and the configurations corresponding to a minimal energy at contact of the ellipsoids
(Fig. 7.10) are calculated. For ellipsoids in the micrometer range and with an axis ratio
a/bz 4, where a is the long half axis and b is the short axis, which roughly corresponds
to the experiments in Refs. [41,79], the capillary interaction is very strong with inter-
action energies of the order ~ —10° kgT'. Such strong capillary interactions dominate
the van der Waals interaction at contact and consequently drive colloid aggregation.
For ellipsoids with such large excentricities the capillary interaction is dominant for
nanoscopic colloids also; the fluctuation induced forces whose strength is proporto-
nial to the thermal energy kg7 is only important for very small colloids with radii
R<10 — 20 nm in the case of ellipsoidal colloids. For a detailed comparison of the ca-
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pillary and the fluctuation interactions between ellipsoids, however, an extension of the
present study of the fluctuation force between rotationally symmetric to anisotropic
colloids is desirable. Preliminary results for ellipsoidal colloids show an isotropic lea-
ding term (corresponding to the result for spheres) plus an anisotropic correction in
the subleading term for the case of pinned contact lines and fixed colloids [153]. Note,
however, that anisotropic contributions might dominate the fluctuation force for the
case of fluctuating boundary conditions, as it was found for rodlike particles [53].

In this work the analysis of the fluctuation force has been concerned with static
effects. New features emerge if colloid—colloid correlations on the interface could be
measured and calculated dynamically since the time scale associated with the colloid
fluctuations (Brownian motion) is quite independent from that of interface fluctuations
(overdamped capillary waves). Here strong signatures from both type of fluctuations
could be expected (albeit on different time scales), unlike those in the present work
where the effects of interface and colloid fluctuations (for a free colloid) cancel out at
large distances. First experiments with gold nanoparticles on the surface of a polymer
film using coherent X-ray scattering under grazing incidence may stimulate further
theoretical work [162]. In this regard also experimental studies of the fluctuation force
between big colloids trapped at the interface of a colloid-polymer mixture offer new
perspectives. In these systems the relevant length and time scales differ considerably
from those observed in simple fluids. This allows for a time resolved investigation of
the capillary waves in real space by video microscopy [82,90, 164], which can offer new
challenges and perspectives both for the theoretical and the experimental investigation
of statistical systems.

Main results. — Finally, we shortly summarize the main results of this thesis:

(i) For large colloid separations the fluctuation force between rotationally symmetric
colloids depends very sensitively on the (possibly) fluctuating boundary conditi-
ons at the three phase contact line. The power laws describing the asymptotic
long-range behavior of the Casimir force for various combinations of boundary
conditions are summarized in Tab. 4.3.

(ii) For small colloid separations the effect of the boundary conditions is much less
pronounced. In this regime the resulting fluctuation force is relatively strong and
attractive and may play an important role in colloid aggregation.

(iii) For intermediate colloid separations the fluctuation force has to be calculated
numerically. The comparison of the numerical and the analytical results allows
to estimate the range of validity of the asymptotic expressions for large and small
colloid separations (cf. Figs. 5.4-5.6).

(iv) A new method for an efficient and fast calculation of the equilibrium meniscus
profile and the anisotropic capillary interaction between ellipsoidal colloids is
developed. For small to intermediate distances between the ellipsoids considerable
deviations from the well-known polar quadrupole interaction are found (Fig. 7.6).
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