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Zusammenfassung
In den letzten Jahren verlassen Roboter mehr und mehr ihren Platz hinter Zäunen und Schutzeinrichtun-
gen. Sie werden Teil des menschlichen Arbeitsumfeldes und Alltagsumfeldes. Zukünftige mobile Roboter
müssen daher hinsichtlich Flexibilität, Manövrierbarkeit und Robustheit an die Anforderungen von All-
tagsumgebungen angepasst sein. Von zentraler Bedeutung ist dabei der Bewegungsapparat der Roboter.
Nicht-holonome, omnidirektionale Fahrwerke, die aus unabhängig gelenkten und unabhängig angetriebe-
nen Standardrädern aufgebaut sind, bieten mittelfristig einen soliden Kompromiss zwischen diesen Anfor-
derungen. Aufgrund der für solche Kinematiken typischen nicht-holonomen Bindungen und den daraus
erwachsenden Zwangsbedingungen, kommt der koordinierten Ansteuerung der Aktoren bei solchen Fahr-
werken eine besondere Bedeutung zu.

Diese Arbeit behandelt die kinematische Modellierung und Regelung der Klasse nicht-holonomer, om-
nidirektionaler Fahrwerke. Ausgehend von den grundlegenden Arbeiten Campions und Thuilots wird ei-
ne Zustandsraumdarstellung entwickelt, welche die aus den nicht-holonomen Bindungen erwachsenden
Zwangsbedingungen implizit abbildet. Es wird gezeigt, dass die Repräsentation des Twistes in sphäri-
schen Koordinaten die Basis eines solchen Zustandsraums bildet. Dazu wird gezeigt, dass der sphärische
Twist ein lokaler Diffeomorphismus des Momentanpols ist. Es wird ferner gezeigt, dass sich die diesem
Zustandsraum inhärenten Singularitäten in hebbare und wesentliche Singularitäten unterteilen lassen. Die
hebbaren Singularitäten werden anschließend durch Erweiterung des Zustandsraums und den Entwurf
eines Beobachters aufgelöst.

Zur Behandlung der wesentlichen Singularitäten werden drei alternative Verfahren entwickelt. So wird
ein potentialfeldbasierter und ein modellprädiktiver Regler entwickelt, welche die Vermeidung singulärer
Konfigurationen sicher stellen sollen. Dazu wird durch die Formulierung eines geeigneten Gütemaßes
die Lage der Singularitäten in das Regelgesetz mit einbezogen. Diese Verfahren implizieren jedoch eine
Reduktion des zulässigen Arbeitsraums und damit eine Reduktion der Flexibilität des Systems. Um diese
Einschränkungen zu vermeiden, wird ein dritter Ansatz auf Basis einer Reglerumschaltung entwickelt.
Dazu wird zunächst gezeigt, dass es möglich ist, durch geeignete Koordinatentransformationen aus dem
erweiterten Zustandsraum einen Atlas des vollständigen, zulässigen Konfigurationsraums abzuleiten. Da-
bei ist dieser Atlas lokal singularitätsfrei. Mit diesem Ansatz ist es erstmals möglich, die volle Flexibilität
solcher nicht-holonomer, omnidirektionaler Fahrwerke unter Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen
zu nutzen.

Die drei vorgeschlagenen Verfahren werden hinsichtlich ihrer Stabilität bzw. der Lösbarkeit der zugrun-
de liegenden Optimierungsprobleme diskutiert. Abschließend erfolgt ein qualitativer und quantitativer
Vergleich der Verfahren untereinander, sowie der Vergleich mit einem weiteren Referenzregler. Der Refe-
renzregler ist dabei so ausgelegt, dass er die Einregelzeiten bzw. die Flexibilität der Plattform optimiert,
wobei er eine Verletzung der nicht-holonomen Bindungen in Kauf nimmt. Um die Reproduzierbarkeit
und Vergleichbarkeit der Ergebnisse zu gewährleisten, werden alle Ansätze in einer gemeinsamen Simu-
lationsumgebung implementiert. Als Zielsystem wird das Fahrwerk des bei Fraunhofer IPA entwickelten
Serviceroboters Care-O-bot® 3 verwendet.

Die Ergebnisse zeigen, dass alle drei Verfahren dem Referenzregler hinsichtlich Koordination der Akto-
ren und Einhaltung der aus den nicht-holonomen Bindungen erwachsenden Zwangsbedingungen deutlich
überlegen sind. Erwartungsgemäß zeigt sich ebenfalls, dass das Verfahren auf Basis der Reglerumschal-
tung das Passieren der singulären Bereiche ohne Verletzung der aus den nicht-holonomen Bindungen
erwachsenden Zwangsbedingungen ermöglicht. Damit erlaubt es die volle Flexibilität des Fahrwerks zu
nutzen. Erwartungsgemäß zeigt das Verfahren auf Basis der Reglerumschaltung das schnellste Einregel-
verhalten und kommt dem Referenzregler hier am Nächsten. Damit bietet dieses Verfahren die unter Ein-
haltung der Zwangsbedingungen höchstmögliche Flexibilität.





Abstract
In recent years robots have been moving from their places within cages and from behind safety curtains
closer to the workspace of humans. Robots are up to become part of people’s workspace. Robots are up to
become part of our every day live. Therefore, future mobile robots need to be suited for operation in every
day environments with regard to flexibility, maneuverability and robustness. In this context a central role
is taken by the motion-apparatus of a robot. Non-holonomic, omnidirectional undercarriages composed
by steered standardwheels promise to provide a solid compromise between these requirements. In this
context, due to the actuator coupling via the non-holonomic bindings, exact coordination of all actuators
emerges as especially important.

Within this work the kinematic modeling and control of this class of non-holonomic, omnidirectional
undercarriages are addressed. Grounded on the seminal works by Campion and Thuilot a state-space-
representation that implicitly represents the constraints emerging from the non-holonomic bindings is
developed. It will be shown that the spherical coordinate representation of the twist forms a basis of such
a state-space. In fact, it will be shown that the spherical coordinate representation of the twist is a local
diffeomorphism to the instantaneous center of motion. Furthermore, it will be shown that the singularities
which are inherent to this state-space can be divided into removable and physical singularities. The remo-
vable singularities will be resolved by providing an expanded state-space formulation and designing an
appropriate observer.

To tackle the problems associated to the physical singularities three different approaches are devised. A
potential-field based and a model predictive control approach to avoid the singular regions are developed.
Therefore, the fitness criterias of the controllers are adapted such that the singularities are taken into
account within the applied control sequence. However, these approaches imply constraining the accessible
workspace and thus a reduction of the systems flexibility. To resolve these drawbacks a third approach is
devised based on controller switching. This approach is grounded in the fact, that it can be shown that a set
of appropriately transformed state-spaces can form an atlas of the entire valid configuration space. This
Atlas is free of singularities. With this approach it is for the first time possible to use the full flexibility of
these non-holonomic, omnidirectional undercarriages without violating the non-holonomic bindings.

The three proposed approaches are discussed with respect to stability and solvability of the underlying
optimization problem. Finally, the approaches are qualitatively and quantitatively compared to each other
and a further reference-controller. The reference controller is designed to optimize control time under vio-
lation the non-holonomic bindings if necessary. To ensure reproducibility and comparability al controllers
are integrated into a common simulation environment. The simulated test-system is the undercarriage of
the Care-O-bot® 3 developed at Fraunhofer IPA.

The obtained results show that all three approaches outperform the reference-controller with respect to
actuator-coordination and adherence to the non-holonomic bindings. It also becomes apparent that the
approach via controller switching does in fact allow passing through the singular regions of the system.
Thus the switching based controller provides the shortest control times except for the reference-controller
and the highest possible flexibility that is possible when adhering to the non-holonomic bindings.
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1 Einführung

1.1 Motivation und Ziel der Arbeit

Mitte des letzten Jahrhunderts erreichte die industrielle Automatisierung eine neue Dimension. Die Er-
findung des Transistors 1947 und der damit einhergehende sprunghafte Anstieg günstig verfügbarer Re-
chenkapazität machte die elektronische Verwaltung enormer Datenmengen sowie die Konstruktion intel-
ligenter, mechatronischer Systeme möglich. In gleicher Weise wie sich Verwaltungsprozesse durch die
aufkommende elektronische Datenverarbeitung (EDV) stark veränderten, revolutionierte die Einführung
von NC- und CNC-Maschinen in den 50er Jahren die Fabrikautomatisierung (World-Information.org).
Einen frühen Höhepunkt dieser Entwicklungen stellte das Aufkommen der ersten Industrieroboter dar.
In den folgenden Jahrzehnten gewannen Roboter in der industriellen Produktion schnell an Bedeutung.
Kontinuierliche Weiterentwicklung ließ die Systeme schneller, stärker, genauer und günstiger werden.
Derzeit befindet sich die Robotik, angesichts geringer Wachstumszahlen in den letzten Jahren (Hägele
2009), jedoch in einem weitreichenden Wandlungsprozess. Während Roboter bisher meist in separaten
Zellen, getrennt von menschlichen Arbeitskräften ihren Dienst verrichten, sollen zukünftige Systeme eng
mit dem Menschen zusammenarbeiten. Statt menschliche Arbeitskraft zu ersetzen sollen Roboter in Zu-
kunft den Menschen unterstützen. Die Entwicklung geht aber noch weiter: Roboter verlassen ihre Mon-
tagezellen und werden Teil unseres alltäglichen Lebens (Schraft u. a. 2004). So werden bereits heute auf
Messen oder in Museen Roboter als Lotse oder Attraktion eingesetzt (Thrun u. a. 2000; Graf u. a. 2000;
Siegwart u. a. 2003). Auch die Studie World Robotics 2009 (Hägele 2009) des IFR statistical department
prognostiziert, dass der Markt für Serviceroboter entgegen dem Trend bei Industrierobotern weiter wächst.
Solche Serviceroboter teilen sich ihren Arbeitsraum unmittelbar mit dem Menschen und müssen sich
dementsprechend, im Gegensatz zu Industrierobotern, an menschliche Gewohnheiten anpassen und in All-
tagsumgebungen einfügen. Daraus ergeben sich hohe Anforderungen an die Autonomie, Robustheit und
Flexibilität solcher Systeme (Graf u. a. 2004). Darüber hinaus spielt die Akzeptanz des Roboters bei den
mit ihm interagierenden Personen eine entscheidende Bedeutung. Hier kommt sowohl der Gestaltung von
Form, Funktion und Bedienung des Roboters (Kawamura u. a. 1995; Oestreicher und Sverinson Eklundh
2006; Heerink u. a. 2006) als auch der unterbewussten Wahrnehmung des Roboters durch den Menschen
(Nomura u. a. 2006; Ho u. a. 2008) erhebliche Bedeutung zu. Neben diversen anderen Punkten, wie dem
Design der äußeren Hülle, den Ein- und Ausgabemodalitäten, etc. spielt die Mobilität des Roboters und
damit seine Fähigkeit, sich menschlichen Bewegungsmustern anzupassen, eine wesentliche Rolle.
Vor diesem Hintergrund erscheint die Flexibilität und Mobilität bisheriger, meist auf Differential- oder
Ackermann-Kinematik basierender Roboterfahrwerke unzureichend. Neben der mangelnden Anpassungs-
fähigkeit solcher Systeme an menschliche Bewegungsmuster (Connette u. a. 2008a) erweist sich die ge-
ringe Manövrierbarkeit insbesondere bei Manipulationsaufgaben, welche eine Bewegung des gesamten
Roboters erfordern, wie z.B. das Öffnen einer Tür, als nachteilig (Holmberg und Khatib 2000). Ebenso
leidet die Manövrierbarkeit der Systeme in engen Umgebungen, wie zum Beispiel einem unaufgeräumten
Kinderzimmer. Langfristig versprechen nur anthropomorphe oder aus der Tierwelt entlehnte Bewegungs-
apparate, wie Honda’s Asimo (Sakagarni u. a. 2002) oder Boston Dynamic’s BigDog (Raibert u. a. 2008),
das notwendige hohe Maß an Flexibilität und Mobilität zu bieten. Derzeit überwiegen allerdings die Nach-
teile dieser Systeme hinsichtlich Energieeffizienz, Traglast und Robustheit bzw. technischem Aufwand
(Abschnitt 2.1.1), sodass solche System für praktische Anwendungen derzeit nicht infrage kommen.
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1 Einführung

(a) Künstlerische Darstellung des Opportunity Mars Explora-
tion Rover (NASA Jet Propulsion Laboratory 2003).

(b) Demonstration des Greifens einer Flasche durch Care-O-
bot® 3 im Labor des Fraunhofer IPA.

Abbildung 1.1: Serviceroboter in verschiedene Anwendungen mit hohen Anforderungen an die Mobilität der Systeme

Ein mittelfristig gangbarer Weg ist der Einsatz komplexer Fahrwerkskinematiken oder spezieller Räder,
wie Mecanum-Räder (Ilon 1972). Solche, häufig holonome, omnidirektionale Systeme verbinden große
Flexibilität und Mobilität bei ebener Bewegung mit einem hohen Maß an Robustheit und Betriebssicher-
heit. Bei Anwendung in unwegsamem Gelände mit unebenem Untergrund oder im Privathaushalt mit Tep-
pichen oder Türschwellen erweisen sich spezielle Räder allerdings als ungeeignet (Holmberg und Khatib
2000). Aktuelle Serviceroboter, die auf solche Anwendungen ausgelegt sind, verfügen daher meist über
nicht-holonome, omnidirektionale Fahrwerke mit unabhängig gelenkten und unabhängig angetriebenen
Rädern. Beispiele dafür sind die von der NASA zur Erkundung des Mars entwickelten Explorationssyste-
me (Bickler 1998; Erickson 2006) Sojourner, Spirit und Opportunity (Abb. 1.1(a)) oder die Serviceroboter
Rollin’ Justin (Fuchs u. a. 2009), PR2 (Wyrobek u. a. 2008) sowie der im Rahmen dieser Arbeit betrachte-
te, am Fraunhofer IPA entwickelte (Reiser u. a. 2009) Care-O-bot® 3 (Abb. 1.1(b)).

Solche nicht-holonome, omnidirektionale oder quasi-omnidirektionale Fahrwerke erlauben die weitge-
hend freie Überlagerung und Kombination der elementaren Bewegungen „Vorwärts“, „Seitwärts“, „Ro-
tation“ und bieten damit eine hohe Flexibilität. Sie sind allerdings durch das Auftreten von singulären
Konfigurationen gekennzeichnet (Thuilot u. a. 1996; Lauria u. a. 2006b; Connette u. a. 2008b). Zudem
sind solche Systeme inhärent überaktuiert, wobei ihre Aktoren gekoppelt sind. Das macht eine exakte
Koordination unabdingbar (Reister und Unseren 1993). Dies geht in den meisten Fällen mit einer engen
Kopplung von Bahnplanung und -regelung einher (Thuilot u. a. 1996; Robuffo Giordano u. a. 2009). Ob
in diesem Kontext die volle Flexibilität des Fahrwerks dann ausgenutzt werden kann, hängt letztlich stark
von der Modellierung des Konfigurationsraums bzw. der Regelung des resultierenden Systems ab.

Im Rahmen dieser Arbeit werden mehrere Ansätze zur kinematischen Modellierung und Regelung nicht-
holonomer, omnidirektionaler Fahrwerke entwickelt und untersucht. Vorrangige Ziele sind dabei zum
einen die Nutzung eines möglichst großen Anteils des zulässigen Konfigurationsraums und damit die
Ausnutzung der Flexibilität nicht-holonomer, omnidirektionaler Fahrwerke. Zum anderen soll eine mög-
lichst weitgehende Unabhängigkeit von der übergeordneten Bahnplanung bzw. Bahnregelung erzielt wer-
den. Dieser Punkt ist insbesondere im Kontext der modularen Integration in ein komplexes, funktionales
Gesamtsystem relevant.
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1.2 Einordnung und Abgrenzung der Arbeit

1.2 Einordnung und Abgrenzung der Arbeit

Erste formalisierte Methoden zur Modellierung und Klassifizierung der Kinematik sowie zur Regelung
mobiler Roboter wurden Ende der 80’er (Muir und Neuman 1986; Alexander und Maddocks 1989) entwi-
ckelt. Dabei wurde in (Muir und Neuman 1986) und später in (Kim u. a. 2004) das Fahrwerk als parallele
Kinematik modelliert, während (Alexander und Maddocks 1989) direkt Descartes’ Prinzip der Festkör-
perbewegung einsetzte. Das Ziel war die Formulierung einer inversen Kinematik, die eine unmittelbare
Abbildung von Geschwindigkeitskommandos auf den Konfigurationsraum des Fahrwerks erlaubt. Diesen
Ansätzen ist allerdings zu eigen, dass sie die nicht-holonomen Bindungen und deren Nullraum – der eng
mit der Lenkung des Fahrwerks verknüpft ist – nur unzureichend abbilden können. Erst durch Entwick-
lung dynamischer Modelle (Moore und Flann 2000) und Einbeziehung der Effekte im Rad-Boden-Kontakt,
wie in der Automobilindustrie üblich (Grip u. a. 2009; Macek u. a. 2007; Economou u. a. 2003) wird die
Formulierung einer solchen inversen Kinematik unmittelbar möglich. Der Preis dafür ist die implizite Hin-
nahme der Verletzung der nicht-holonomen Bindungen. Das ist zwar für Offroad- und Outdoor-Fahrzeuge
mit hohen Massen und Geschwindigkeiten ein sinnvoller, für die Modellierung von Servicerobotern aber
eher ungeeigneter Ansatz. Hier sollen die nicht-holonomen Bindungen so gut wie möglich eingehalten
werden, um eine hohe Laufruhe und geringen Verschleiß zu gewährleisten.
Mitte der 90’er legten Campion und Andere in einer Reihe grundlegender Arbeiten (Campion u. a. 1993;
Betourne und Campion 1996; Campion u. a. 1996; Hashimoto u. a. 1999) unter expliziter Einbeziehung
der nicht-holonomen Bindungen die Basis für eine systematische, formalisierte Beschreibung der Kinema-
tik mobiler Roboter. Ein Ergebnis dieser Systematik ist die Aufteilung der Freiheitsgrade des Fahrwerks
in Freiheitsgrade der Lenk- bzw. Nullraumbewegung und Freiheitsgrade der Rekonfiguration in Weltko-
ordinaten. Alle sinnvollen, steifen Fahrwerke lassen sich anhand dieser Freiheitsgrade in fünf Klassen
(Abschnitt 2.2.2) einteilen. Mit gewissen Adaptionen lassen sich in ähnlicher Weise auch Fahrwerke mit
speziellen Rädern (Lauria u. a. 2006a), unteraktuierte Fahrwerke (Mori u. a. 2002) oder Fahrwerke mit
variablem Radstand (Robuffo Giordano u. a. 2009) modellieren.
Die Modellierung nach Campion legt dabei die physikalische Interpretation der Zustandsvariablen von
nicht-holonomen, omnidirektionalen Fahrwerken noch nicht eindeutig fest. Eine intuitive Wahl für die
Zustandsvariablen ist der Momentanpol der ebenen Bewegung (Abschnitt 2.2.3), repräsentiert durch kar-
tesische oder sphärische bzw. polare Koordinaten (Reister und Unseren 1993; Betourne und Campion
1996). Varianten dieser Repräsentation sind die Darstellung über homogene Koordinaten (Brandstötter
2007; Ferland u. a. 2010) oder die Verwendung des ebenen Twists in sphärischen Koordinaten (Connette
u. a. 2008b). Eine verwandte, topologisch jedoch leicht verschiedene Variante ist die Zuordnung dieser
Zustandsvariablen zu zwei sogenannten "Master-Wheels"(Burke und Durrant-Whyte 1993). Allen diesen
Darstellungen sind allerdings eine Reihe von wesentlichen und parameterabhängigen Singularitäten zu
eigen (D’Andréa-Novel u. a. 1995; Robuffo Giordano u. a. 2009; Connette u. a. 2009). Eine Möglichkeit,
diese Singularitäten zu vermeiden, ist, die betroffenen Bereiche des Geschwindigkeitsraums bereits wäh-
rend der Bahnplanung auszusparen (Thuilot u. a. 1996; Brandstötter 2007; Robuffo Giordano u. a. 2009).
Dieser Ansatz hat jedoch zwei entscheidende Nachteile. Zum einen wird damit die Flexibilität des Fahr-
werks eingeschränkt. Das erscheint besonders ungünstig, da die größere Flexibilität ja der Hauptgrund
ist, für welchen die höhere Komplexität des Fahrwerks in Kauf genommen wird. Zum anderen wird die
Ansteuerung des Fahrwerks damit strikt der Navigation untergeordnet.
Vor dem Hintergrund der Servicerobotik, insbesondere der Integration der Fahrwerksregelung in einen
komplexen Roboter mit Manipulationsfähigkeiten, wie den Care-O-bot® 3, kann sich eine solch feste
Einbindung allerdings als Nachteil erweisen. Im Gegensatz zu mobilen Systemen, welche reine Transport-
aufgaben übernehmen, muss es bei Servicerobotern möglich sein, die Fahrwerkskinematik im Kontext
unterschiedlicher Aufgaben und damit unterschiedlicher funktionaler Komponenten zu nutzen. Daher ist
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es wünschenswert, Softwarekomponenten und Regler als möglichst kleine, in sich abgeschlossene Modu-
le zu organisieren, die in verschiedenen funktionalen Komponenten integriert werden können. Dies kann
adressiert werden, indem man eine Entkopplung der Fahrwerkskomponente von der Navigation durch Ein-
führung eines unterlagerten Regelkreises (Connette u. a. 2010b; Dietrich u. a. 2011) ermöglicht. Damit ist
je nach Regelungsverfahren in gewissem Maße auch eine Vergrößerung des verwendbaren Konfigurati-
onsraums und damit der Flexibilität des Fahrwerks möglich.

Im Rahmen dieser Arbeit werden zum einen solche kaskadierten Ansätze entwickelt und untersucht, die
eine Modularisierung der Software erlauben. Dazu wird die Zustandsraumbeschreibung auf Basis des
sphärischen Twists (Connette u. a. 2008b) auf ein solides Fundament gestellt und dergestalt erweitert,
dass die rein parameterabhängigen Singularitäten aufgelöst werden. Dies betrifft insbesondere die For-
mulierung der direkten Kinematik (Clavien u. a. 2010). Dann werden Techniken aus dem Bereich der
reaktiven Navigation auf die Problematik der Singularitätsvermeidung im unterlagerten Regelkreis über-
tragen. Untersucht wird in diesem Kontext insbesondere der Entwurf eines potentialfeldbasierten (PF)
sowie eines modellprädiktiven Reglers (MPC) zur Vermeidung der Singularitäten. Motiviert wird dieses
Vorgehen durch die Analogie der hier auftretenden unzulässigen Zonen im Arbeitsraum des Systems zu
dem Auftreten von Hindernissen im Kontext der kollisionsfreien Bahnplanung für Manipulatoren und
mobile Roboter (Latombe 2003; Laumond 1998).

Besonders interessant ist vor diesem Hintergrund der von Khatib in (Khatib 1986) entwickelte
Potentialfeld-Ansatz (PF), da dieser globale Planung und reaktive Bahnanpassung verbindet. Mittlerwei-
le ist eine Reihe von Arbeiten entstanden, die sich mit Einschränkungen (Koren und Borenstein 1991),
Erweiterungen (Singh u. a. 1996) bzw. der Implementierung (Rimon und Koditschek 1992; Shimoda u. a.
2005) dieses Ansatzes beschäftigen.

Ein anderer Bereich, der sich mit ähnlichen Problemen befasst, ist die Regelung stark nichtlinearer, di-
versen Stellgrößenbeschränkungen unterliegender Systeme, wie sie z.B. häufig in der Verfahrenstechnik,
bei der Regelung chemischer Reaktionen vorliegen. Vor diesem Hintergrund hat sich die Technik der mo-
dellprädiktiven Regelung (MPC) (Cutler und Ramaker 1980; Rawlings 2000; Findeisen und Allgöwer
2002; Camacho und Bordons 2007) entwickelt. Derzeit werden diese Verfahren verstärkt auch vor dem
Hintergrund der Regelung mobiler Roboter untersucht. Ein interessantes Anwendungsfeld sind dabei Pro-
bleme aus dem Bereich der Schwarmrobotik (Xi und Baras 2007). Weitere Arbeiten untersuchen MPC-
Ansätze vor dem Hintergrund der Hindernisvermeidung (Brooks u. a. 2009) und Bahnregelung (Klancar
und Skrjanc 2007). Dennoch impliziert die Vermeidung der singulären Bereiche durch PF- oder MPC-
Ansätze weiterhin eine Einschränkung der Flexibilität des Fahrwerks. Auch hier ist nicht der gesamte
zulässige Arbeitsraum nutzbar.

Im Rahmen dieser Arbeit wird daher zum anderen eine erweiterte Zustandsraumdarstellung entwickelt
und untersucht. Diese basiert auf der Bildung eines Atlas (Choset u. a. 2005) des vollständigen Kon-
figurationsraums durch lokal diffeomorphen Wechsel der Bezugssysteme. Den Ausgangspunkt für die
Entwicklung dieser vollständigen Zustandsraumdarstellung bildet dabei die Darstellung der Roboter-
konfiguration über den zuvor adaptierten, sphärischen Twist. Die entwickelte Zustandsraumdarstellung
ist lokal diffeomorph zu den bisher eingeführten Zustandsraumdarstellungen, erlaubt aber erstmals die
Beschreibung des gesamten zulässigen Konfigurationsraums. Umgesetzt wird dieser Ansatz durch Imple-
mentierung eines Reglers mit Reglerumschaltung (Liberzon 2003). So wird es möglich, alle zulässigen
Zustände inklusive der singulären Bereiche aktiv anzusteuern und die volle Flexibilität des Systems zu
nutzen.
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1.3 Ausrichtung und Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit ist in einem starken Anwendungskontext entstanden. So ist die Arbeit zu einem gu-
ten Teil durch die Erfahrungen (Connette u. a. 2008a) mit mobilen Robotern des Fraunhofer IPA motiviert.
Bei der Durchführung von Feldversuchen zum Einsatz mobiler Roboter in Alltagsumgebungen zeichnete
sich ab, dass Mobilität und Flexibilität im Rahmen der Mensch-Maschine-Interaktion eine erhebliche Be-
deutung zukommen. Den technischen Rahmen bilden die Arbeiten an der Navigation und insbesondere der
Regelung des nicht-holonomen, omnidirektionalen Fahrwerks des Care-O-bot® 3. Hier wurde im Laufe
der letzten Jahre eine Reihe unterschiedlicher Ansätze getestet. So lehnte sich der erste für Care-O-bot® 3
entworfene Regler, mit dem dieser auf der Automatica 2008 vorgestellt wurde, stark an den in (Alexander
und Maddocks 1989) geschilderten Ansatz, der auf Descartes’ Prinzipien der Festkörperbewegung beruht,
an. Im Laufe der Weiterentwicklung des Care-O-bot® 3 und dabei insbesondere der Umstellung auf ROS,
welche eine stärkere Modularität der Steuerungssoftware nötig machte, wurden die an die Arbeiten von
Campion (Campion u. a. 1996) angelehnten kaskadierten Verfahren (Connette u. a. 2009, 2010a, b) ent-
worfen. Um die Flexibilität der Plattform gerade vor dem Hintergrund komplexer werdender Szenarien
weiter zu steigern, wurden schließlich Ansätze entwickelt, die durch Reglerumschaltung den gesamten
Arbeitsraum ausnutzen können.

Die vorliegende Arbeit ist bewusst komplementär zu den erwähnten Veröffentlichungen ausgerichtet. Wäh-
rend die bisherigen Veröffentlichungen einen starken experimentellen und in ihrer Auswertung empiri-
schen Charakter haben, ist es das Ziel dieser Arbeit, die dort implementierten Ansätze auf ein solides
theoretisches Fundament zu stellen und zu verallgemeinern. Dabei werden nicht nur die zugrunde lie-
genden Annahmen hergeleitet, sondern auch die resultierenden Gleichungen wie z.B. inverse und direkte
Kinematik sowie deren Eigenschaften diskutiert. Dies geschieht in Form mathematischer Herleitungen.
Auf die rigide Form mathematischer Beweise wird verzichtet. Dabei versucht die Arbeit, den Bogen zwi-
schen Abstraktion und Verallgemeinerung sowie expliziter Angabe der resultierenden Gleichungen und
exemplarischer Lösung zu schlagen. Es soll dem Leser ermöglicht werden, die untersuchten Ansätze mit
geringem Aufwand auf beliebige nicht-holonome, omnidirektionale Fahrwerke zu übertragen.

Den Kern der Abhandlung bilden dementsprechend die eher theoretisch ausgerichteten Kapitel 3, 4 und
5. Dabei widmet sich Kapitel 3 den topologischen Eigenschaften der Abbildungen zwischen Konfigurati-
onsraum, Geschwindigkeitsraum und dem für die Regelung verwandten Zustandsraum. Im Zentrum steht
dabei die Untersuchung der Abbildungen auf stetige Differenzierbarkeit bzw. Diffeomorphie. Schritt für
Schritt wird dazu die sphärische Repräsentation des ebenen Twists so adaptiert und erweitert, bis sie den
Anforderungen einer Zustandsraumdarstellung nach Campion entspricht. Die resultierenden Gleichungen
für inverse und direkte Kinematik werden anschließend so zerlegt, dass sie sich in singularitätsfreie, dif-
feomorphe Abbildungen und singularitätsbehaftete, lediglich lokal diffeomorphe Abbildungen einteilen
lassen.

Kapitel 4 diskutiert auf Basis dieser Eigenschaften die Implikation für die Reglung. Das System wird auf
Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit untersucht. Es wird gezeigt, wie durch den Entwurf eines geeigneten
Beobachters der Einfluss der parameterabhängigen Singularitäten beseitigt werden kann. Schließlich wird
gezeigt, dass sich durch Umschaltung zwischen Zustandsräumen, die bezüglich geeignet verschobener
Koordinatensysteme definiert sind, ein Atlas des vollständigen Konfigurationsraums bilden lässt. Dies ist
Voraussetzung für die Einbeziehung der singulären Bereiche in den Reglerentwurf.

Kapitel 5 diskutiert schließlich den Entwurf der Regler auf Basis von PF- und MPC-Ansätzen. Dabei wer-
den die Ansätze weiterhin abstrakt für allgemeine Fahrwerks-Geometrien – beliebig viele lenkbare Räder
an beliebigen Montagepunkten – untersucht. Für den potentialfeldbasierten Ansatz wird globale asympto-
tische Stabilität für Sollwerte außerhalb der singulären Bereiche bewiesen bzw. gezeigt, unter welchen
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Voraussetzungen Stabilität im Kontext mit der Vermeidung der singulären Bereiche möglich ist. Für den
modellprädiktiven Regler werden die Einzugsbereiche diskutiert bzw. der Einfluss der Singularitäten bzw.
der verbotenen Bereiche auf diese Einzugsbereiche erläutert. Zusätzlich wird der Entwurf eines Reglers
mittels Reglerumschaltung für den erweiterten Zustandsraum skizziert.

Die Kapitel 2 und 7 bilden den Rahmen für die theoretischen Betrachtungen. So erläutert Kapitel 2 detail-
liert Anforderungen und Eigenschaften unterschiedlicher Mobilitätskonzepte. Des Weiteren werden Be-
deutung und Implikationen von nicht-holonomen Bindungen rekapituliert, die im Folgenden verwandte
Notation definiert und der Momentanpol als eine mögliche geometrische Interpretation solcher Zwangs-
bedingungen eingeführt. Darüber hinaus gibt Kapitel 2 einen tieferen Einblick in die Modellierung und
Klassifizierung nach Campion, die den Ausgangspunkt dieser Arbeit bildet. Kapitel 7 verknüpft die vorlie-
gende Arbeit schließlich mit den zuvor erwähnten Veröffentlichungen zur Regelung von Care-O-bot® 3.
Hier werden die zuvor diskutierten Verfahren für die konkrete Kinematik des Care-O-bot® 3 implemen-
tiert. Da die zuvor implementierten Regler über einen langen Zeitraum entwickelt und evaluiert wurden
– mit Wechsel von Framework und Software-Struktur – wurden dazu die bestehenden Ansätze neu im-
plementiert. Des Weiteren wurde eine Simulations-Umgebung erstellt, welche die Durchführung reprodu-
zierbarer Versuche ermöglicht und einen qualitativen und quantitativen Vergleich der unterschiedlichen
Ansätze erlaubt.

Ein wesentlicher Bestandteil der Arbeit ist der Anhang. Hier werden zum einen ergänzende Informationen
zu den unterschiedlichen Kapiteln bereitgestellt, die dem Leser das Nachschlagen wichtiger Sekundärli-
teratur ersparen sollen. Zum anderen sind hier viele Herleitungen und rechnerische Zwischenschritte zu
finden, welche die Lesbarkeit des Haupttextes zu stark beeinträchtigt hätten oder zu stark von der we-
sentlichen Kernaussage abgelenkt hätten. So findet sich z.B. in Anhang A eine detaillierte Auflistung und
Klassifizierung der im vorangegangenen Abschnitt diskutierten Ansätze zur Modellierung von Fahrwerks-
kinematiken.
Ebenso wurde zur Verbesserung der Lesbarkeit vielen Kapiteln eine kurze Zusammenfassung ähnlich
einem Abstract voran gestellt. Wesentliche Zwischenergebnisse oder Resultate eines Abschnittes werden
zusätzlich durch farbige Unterlegung hervorgehoben.
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In diesem Kapitel werden die Grundlagen radbasierter Antriebskonzepte zusammengefasst.
Abschnitt 2.1 gibt zunächst einen kleinen Überblick über die Vielzahl unterschiedlicher An-
triebskonzepte für mobile Roboter und erläutert knapp die wesentlichen Unterschiede zwi-
schen radbasierten und biomimetischen Antriebskonzepten (Abschnitt 2.1.1). Dann werden
die im Folgenden verwendeten Konventionen hinsichtlich der Benennung der verwendeten Ko-
ordinatensysteme und relevanten Parameter für quasi-omnidirektionale Systeme eingeführt
(Abschnitt 2.1.2).

Der zweite Teil des Kapitels (Abschnitt 2.2) widmet sich den mathematischen Grundla-
gen der kinematischen Beschreibung von Fahrwerken. Zunächst wird knapp auf nicht-
holonome Bindungen in Abgrenzung zu holonomen Bindungen im Allgemeinen eingegangen
(Abschnitt 2.2.1). Dabei wird insbesondere die mathematisch formale Beschreibung dieser
Zwangsbedingungen eingeführt. Darauf aufbauend werden die Arbeiten von Campion zur
Modellierung und Klassifizierung von Fahrwerkskinematiken wiederholt (Abschnitt 2.2.2).
Der Schwerpunkt liegt dabei auf der Modellierung nicht-holonomer, omnidirektionaler Fahr-
werke. Einige grundlegende Herleitungen zu den Zwangsbedingungen sind im Detail in An-
hang B wiedergegeben. Abschließend wird die Bedeutung des Momentanpols als geometri-
sche Interpretation der nicht-holonomen Bindungen erläutert (Abschnitt 2.2.3). Dieser Ab-
schnitt bildet Grundlage und Überleitung zum nächsten Kapitel 3, in welchem die topologi-
schen Eigenschaften der momentanpol- bzw. twistbasierten Zustandsraumdarstellung disku-
tiert werden.

2.1 Konzepte und Konventionen

2.1.1 Antriebskonzepte und Einsatzbereiche mobiler Roboter

Mobile autonome Systeme sind mittlerweile in die unterschiedlichsten Umgebungen vorgedrungen. Die
Anwendungen reichen von Tauchrobotern für die Inspektion von Ölpipelines oder Schiffswracks über
turbinengetriebene Luftfahrzeuge für die militärische Aufklärung bis hin zu Systemen für die Inspektion
von Abwasserrohren (Fig. 2.1). Entsprechend vielfältig sind auch die über die letzten Jahrzehnte entwi-
ckelten Antriebskonzepte. So sind Düsentriebwerke, mehrrotorige Helikopter, kleine Zeppeline oder die
Natur imitierende, zentimetergroße, insektenartige Flugroboter nur einige Beispiele. Bei landbasierten
Systemen reichen die Ansätze von Rad- oder Kettenfahrwerken bis hin zu biomimetischen Systemen, wie
kriechenden, raupenartigen bzw. schlangenähnlichen Robotern und menschenähnlichen Laufmaschinen
(Siegwart und Nourbakhsh 2004).

Dabei sind Radfahrwerke – wegen ihres effizienten und robusten Betriebs – und Laufmaschinen – wegen
ihrer Flexibilität – von besonderer Bedeutung. So ist z.B. das Überwinden eines schmalen, aber tiefen
Grabens oder das Erklettern eines kleinen Hindernisses für einen Menschen in der Regel kein Problem.
Andererseits zeigt Todd in (Todd 1985), dass die Effizienz von Radfahrwerken auf ebenem und festem
Untergrund um ein bis zwei Größenordnungen höher ist als die von Laufmaschinen. Auf weichem Unter-
grund sind radbasierte Fahrwerke dagegen ähnlich effizient wie Laufmaschinen (Fig. 2.2(b)). Interessant
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Systeme für die unterseeische In-
spektion und Erkundung

Wasserfahrzeuge und andere
Hochsee-Anwendungen

Luftfahrzeuge insb. zur Überwa-
chung und Aufklärung

Amphibische und andere gelän-
degängige Systeme für Erkun-
dung, Rettung oder Landwirt-
schaft

Kletterroboter, z.B. zur
Fassadenreinigung Serviceroboter für

strukturierte Umge-
bungen (Industrie,
Haushalt, Gewerbe)

Unterirdische Erkundungsyste-
me, z.B. für die Inspektion von
Rohrleitungen

Abbildung 2.1: Einsatzdomänen mobiler autonomer Systeme nach Hägele (Hägele 2008); Anwendungen reichen von unterseei-
scher Exploration bis zu fliegenden Überwachungssystemen

ist in diesem Zusammenhang die Beobachtung, dass der zweibeinige Gang als Abrollen eines Polygons
beschrieben werden kann (Fig. 2.2(a)), also mit dem Abrollen eines Rades verwandt ist. Siegwart und
Nourbakhsh bringen die Effizienz von Laufmaschinen und Radfahrwerken auf eine einfache Formel.

„In effect, the efficiency of wheeled locomotion depends greatly on environmental qualities, [...], while the
efficiency of legged locomotion depends on the leg mass and body mass, both of which the robot must
support at various points in a legged gait.“ (Siegwart und Nourbakhsh 2004)

Neben der höheren Effizienz bei Bewegung in strukturierter Umgebung weisen Radfahrwerke noch einige
weitere praktische Vorteile auf: Sie sind mechanisch weniger komplex und damit in der Regel günstiger
in Herstellung und Wartung; sie sind – bis auf wenige Ausnahmen wie z.B. die Mobilitätshilfe Segway
(Kühn und Grabolle 2009) – intrinsisch stabil und verbrauchen daher in Ruhe keine Energie; das ist auch
einer der Gründe für die vergleichsweise günstige Skalierung des Energieverbrauchs bei wachsendem Ge-
wicht. Gerade in der Nähe des Menschen und den von ihm geschaffenen Strukturen wie Gebäuden und
Straßen haben radbasierte Antriebskonzepte damit erhebliche Vorteile. Darüber hinaus überwiegen insbe-
sondere in industriellen und gewerblichen Umgebungen – aus Gründen der barrierefreien Zugänglichkeit
oder einfacheren Bewirtschaftung mit Flurförderzeugen – ebene Böden bzw. befahrbare Rampen oder Auf-
züge. Entsprechend kommen auch in nahezu allen kommerziell eingesetzten Systemen, wie zum Beispiel
fahrerlosen Transportsystemen (FTS) bzw. fahrerlosen Transportfahrzeugen (FTF) radbasierte Fahrwerke
zum Einsatz. Ein Beispiel für eine Ausnahme und einen Überblick über spezielle Fahrwerke, die auch
das Befahren von Treppen erlauben, gibt Staab in (Staab 2009). Und obwohl im privaten Umfeld durch
die Notwendigkeit Treppen zu steigen wohl langfristig der Einsatz von Laufmaschinen unumgänglich ist,
überwiegen die technischen Vorteile von Radfahrwerken derzeit noch so stark, dass auch hier mittelfristig
nur radbasierte mobile Roboter infrage kommen.

Angesichts der Vielzahl unterschiedlicher Anwendungen von Flurförderzeugen und mobilen Robotern hat
sich auch eine große Zahl unterschiedlicher Fahrwerksvarianten entwickelt. Dabei basieren alle diese Va-
rianten im Wesentlichen auf der Kombination von 4 grundlegenden Radtypen (Abb. 2.3): Standardräder,
Castor-Räder, Mecanum-Räder oder Kugelräder. Wenn nicht explizit anders erwähnt, sind im Folgenden
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Abbildung 2.2: Charakteristische Unterschiede und Ähnlichkeiten von Laufmaschinen und radbasierten Fahrwerken (links:
geom. Interpretation; rechts: Energieeffizienz)

mit Räder immer Standardräder gemeint. Durch Verwendung von Kombinationen dieser Radtypen als akti-
ve Lenk- oder Antriebsräder sowie passive Stützrollen lassen sich im Prinzip unbegrenzt viele unterschied-
liche Fahrwerke konstruieren. Jedoch lassen sich nach (Campion u. a. 1996) alle diese Fahrwerke, anhand
ihrer kinematischen Eigenschaften, fünf Basistypen zuordnen. Man unterscheidet dabei nach dem Grad
der Lenkbarkeit (degree of steerability, δs) und dem Grad der Mobilität (degree of mobility, δm) zwischen
Ackermann-Kinematik, wie sie in PKWs eingesetzt wird, Differentialantrieb, wie er bei der überwiegen-
den Mehrheit mobiler Roboter zum Einsatz kommt, quasi-omnidirektionalen Fahrwerken von Typ 1 und
Typ 2 sowie omnidirektionalem Fahrwerk. Dabei sind Bezeichnungen für die einzelnen Fahrwerkstypen
teilweise domänenspezifisch. So subsumiert man z.B. im Zusammenhang mit fahrerlosen Transportsyste-
men die letzten drei Typen häufig unter dem Begriff „flächenbewegliche Fahrwerke“, während in (Sieg-
wart und Nourbakhsh 2004) von „Two-Steer“, „Omni-Steer“ und „Omnidirectional“ gesprochen wird. Im
Rahmen dieser Arbeit sollen die oben eingeführten Begriffe gelten. Eine detaillierte Analyse der kinema-
tischen Eigenschaften sowie Definitionen der Kenngrößen δs und δm sind in Abschnitt 2.2.2 gegeben. Als
Faustformel gilt, dass ein Fahrwerk – kinematisch betrachtet – umso flexibler ist, je höher der Grad der
Manövrierbarkeit (degree of maneuvrability, δM = δm+δs).

Abbildung 2.3: Basistypen von Rädern (Siegwart und Nourbakhsh 2004), welche kinematisch grundlegend verschieden sind.
Von links nach rechts: Standardrad (im Folgenden Rad), Castor-Rad, Mecanum-Rad, Kugelrad
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Für die Anwendbarkeit eines Fahrwerks in einem bestimmten Umfeld spielen neben den kinematischen
noch eine Reihe weiterer technischer und mechanischer Eigenschaften eine Rolle. So verfügt z.B. die
klassische, in nahezu allen Automobilen zum Einsatz kommende Ackermann-Kinematik zwar über die
geringste Flexibilität aller Fahrwerke, weist aber die besten Eigenschaften hinsichtlich Spurtreue bei ho-
hen Geschwindigkeiten und Lasten auf. Mecanum-Räder hingegen bieten höchstmögliche Flexibilität bei
einer geringen Zahl von Motoren, setzen jedoch festen und ebenen Boden voraus (Holmberg und Khatib
2000). Damit verbietet sich z.B. ein Einsatz im Gelände. Aber auch Türschwellen oder Bordsteine gerin-
ger Höhe stellen für die umlaufend montierten Rollen schon große Hindernisse dar. Im privaten Bereich
stellen locker auf dem Boden liegende Teppiche oder Läufer ein weiteres Problem dar. Unter ähnlichen
Einschränkungen leiden auch die Castor-Räder. Für Anwendungen, in denen eine hohe Manövrierbarkeit
gefragt ist und bei denen die Bodenbeschaffenheit variieren kann – z.B. in Privathaushalten, aber auch
für den Einsatz im Gelände – eignet sich daher insbesondere das quasi-omnidirektionale Fahrwerk vom
Typ 1, wie es auch bei Care-O-bot® 3 eingesetzt wird. Tabelle 2.1 gibt einen Überblick über die unter-
schiedlichen Fahrwerkskonzepte, ihre kinematischen Eigenschaften sowie Eignung für unterschiedliche
Einsatzbereiche. Anhang A.6 gibt einen Überblick über Einsatzbereiche von Robotern mit Typ 1 quasi-
omnidirektionalem Fahrwerk und einige Beispiele für aktuelle Systeme. Die folgenden Abschnitte legen
die im weiteren Verlauf der Abhandlung gültige Notation fest und erläutern die mathematischen Grundla-
gen der kinematischen Modellierung radbasierter Fahrwerke.
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Radtypen fixe Räder & fixe Räder gelenkte Räder gelenktes Rad & Mecanum-,
gelenkte Räder Mecanum-, Castor-Räder,

Castor-Räder, Kugelräder
Kugelräder

Einsatz Indoor, Indoor Indoor Indoor, bei Indoor, bei
Outdoor, (kleine Roboter) (Serviceroboter) ebenen Böden ebenen Böden
Offroad, Offroad (Schwerlast-
(FTS, PKW, ...) (Expl.-Roboter) FTS)

Manövrier-
barkeit – o + + +

Schnelle
Fahrt + o o – –

Weicher
Untergrund + o + – –

Unebener
Untergrund + o + – –

Kosten
(Motoren) + + – o/– o/–

Hohe Last + o o o/– o/–

δm 1 2 1 2 3

δs 1 0 2 1 0

Tabelle 2.1: Fahrwerkstypen: Vorteile (+), Nachteile (-) und Einsatzbereiche
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Ow
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�w2

�w3
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�r1

�r2

�r3

x
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z
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θ

ψ

Abbildung 2.4: Vollständige Darstellung der 3-dimensionalen Lagebeziehung zwischen Roboter- und Weltkoordinatensystem.

2.1.2 Konventionen der Parametrierung von Fahrwerkskinematiken

Im Folgenden werden die wichtigsten Begriffe und Konventionen hinsichtlich der verwendeten Formelzei-
chen, Koordinatensystemen und Operationen eingeführt. Eine Reihe weiterer Fachbegriffe, die weniger
wesentlich für die mathematische Ausarbeitung sind, können im Glossar gefunden werden.

Die Beschreibung der internen Konfiguration des mobilen Roboters orientiert sich an der für Manipu-
latoren üblichen Denavit-Hartenberg Konvention (Siciliano u. a. 2009). Die Beschreibung der externen
Konfiguration, gegeben durch Pose und Bewegung sowie Beschleunigung des mobilen Roboters rela-
tiv zu einem festen Weltkoordinatensystem, orientiert sich – in Analogie zu der Begriffswelt fahrerloser
Transportsysteme – an den durch die Luftfahrt im Bereich der Navigation geprägten Konventionen (Tit-
terton und Weston 2004). Aus praktischen Gründen werden die entsprechenden Begriffe teilweise leicht
angepasst und wo möglich vereinfacht. Im Rahmen dieser Arbeit gelten immer, wenn nicht ausdrücklich
anders erwähnt, die im Folgenden gegebenen Begriffe und Konventionen.

Skalare Größen werden durch Kleinbuchstaben (a, σ, . . . ) gekennzeichnet. Dabei wird keine symbolische
Unterscheidung zwischen ganzzahligen Indexvariablen und reellwertigen oder imaginären Zahlen vorge-
nommen. Vektoren werden durch Kleinbuchstaben mit Vektorpfeil gekennzeichnet (�a, �σ, . . . ). Matrizen
werden durch Großbuchstaben in Fettdruck (A, Σ, . . . ) und Tensoren höherer Ordnung durch kursive
lateinische Großbuchstaben (A, B, . . . ) gekennzeichnet. Vektoren und Matrizen, welche relative Bezie-
hungen zwischen unterschiedlichen Koordinatensystemen ausdrücken, werden darüber hinaus nach ihren
Bezugssystemen indiziert. So bezeichnet z.B. �vc

ab die Geschwindigkeit des Koordinatensystems b relativ
zu Koordinatensystem a ausgedrückt bezüglich des Koordinatensystems c. Ωc

ab bezeichnet die Rotation
von Koordinatensystem b relativ zu Koordinatensystem a ausgedrückt bezüglich des Koordinatensystems
c und Ca

b eine Transformation (z. B. Rotation) von Koordinatensystem b nach Koordinatensystem a.

Die Pose des Roboters wird durch die relative Position und Orientierung eines beliebig wählbaren, kör-
perfesten Koordinatensystems zu einem beliebig wählbaren, ortsfesten Koordinatensystem beschrieben
(Abb. 2.4). Das ortsfeste Koordinatensystem wird im Folgenden als Weltkoordinatensystem bezeichnet.
Es wird durch die orthonormale Basis

{
Ow, �w1, �w2, �w3

}
beschrieben und bilde o.B.d.A. ein Rechtssystem,

wobei die dritte Achse �w3 in entgegengesetzte Richtung parallel zum Vektor der Erdbeschleunigung zei-
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Ow

�xw

�yw

�zw

Or

�xr

�yr

�zr

xr

yr
ϕr

Abbildung 2.5: Vereinfachte Darstellung der Beziehung zwischen Roboter- und Weltkoordinatensystem. Lediglich die Ge-
schwindigkeitskomponenten der ebenen Bewegung werden betrachtet.

ge. Das körperfeste Koordinatensystem wird im folgenden als Roboterkoordinatensystem bezeichnet. Es
wird durch die orthonormale Basis

{
Or,�r1,�r2,�r3

}
beschrieben. Der Ursprung des Roboterkoordinatensys-

tems liege in der Projektion des Flächenschwerpunktes des Roboters (i.d.R. der Mitte des Roboters) in
die Ebene der Rad-Boden-Kontakte aller Räder (Abb. 2.4). Dabei werde der Roboter als starrer Körper
angenommen, so dass bei einer beliebigen Anzahl von Rädern alle Rad-Boden-Kontakte in einer Ebene
liegen. Die erste Achse �r1 des Roboterkoordinatensystems liege o.B.d.A. in Vorzugsrichtung der Roboter-
bewegung (i.d.R. vorwärts) und die dritte Achse �r3 des Roboterkoordinatensystems zeige vom Ursprung
zum Flächenschwerpunkt des Roboters. Die Pose des Roboters setzt sich zusammen aus dem Ortsvektor
�xw

wr = (x,y,z)T sowie dem durch die Eulerwinkel gebildeten Lagevektor �ϕr
wr = (φ,θ,ψ)T . Dabei sind x, y

und z die Koordinaten des Ursprungs des Roboterkoordinatensystems im Weltkoordinatensystem

�OwOr = x ·�w1+ y ·�w2+ z ·�w3

und φ die Rotation um die �w1-Achse (Rollen/Roll), θ die Rotation um die neue �w2-Achse (Nicken/Pitch)
und ψ die Rotation um die neue �w3-Achse (Gieren/Yaw). Die zugehörige Transformation von Welt- in
Roboterkoordinaten wird gebildet durch hintereinander Ausführen der Rotation um die jeweiligen Winkel

Rw
r (�ϕr

wr) = Rw
r (φ)Rw

r (θ)Rw
r (ψ) .

Für die Beschreibung der Bewegung mobiler radbasierter Roboter lassen sich gerade für Indoorumgebun-
gen (Fabrikhallen, Krankenhäuser, Wohnungen) einige Vereinfachungen vornehmen. Da die Bewegung
fast ausschließlich auf ebenen Flächen stattfindet, welche meist über Rampen oder Hebevorrichtungen
wie Aufzüge miteinander verbunden sind, kann in der Regel auf zwei der drei Rotationsfreiheitsgrade ver-
zichtet werden. Auch die Höhe z kann häufig ganz weggelassen oder auf eine Indexvariable (z.B. Stock-
werknummer) reduziert werden. Im Rahmen dieser Arbeit wird daher die bei Fahrerlosen Transportfahr-
zeugen übliche Notation verwendet. Das Weltkoordinatensystem wird durch die Basis

{
Ow, �xw,�yw,�zw

}
={

Ow, �w1, �w2, �w3
}
, das Roboterkoordinatensystem durch die Basis

{
Or, �xr,�yr,�zr

}
=
{
Or,�r1,�r2,�r3

}
gebildet.

Die Pose �pw
wr = (xr,yr,ϕr)T des Roboters in Weltkoordinaten ist durch den 2-dimensionalen Ortsvektor
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j0

j1

j2

�x1

�y1�z1

�x′1
�y′1

�z′1

Abbildung 2.6: Wahl der Gelenkkoordinatensysteme für ein Antriebsmodul in Anlehnung an die Denavit-Hartenberg Konventi-
on. Der Rad-Boden-Kontakt wird dazu als rotatorische Gelenk interpretiert.

�xw
wr = (xr,yr)T und die Orientierung in der Ebene, den Winkel ϕr zwischen der x-Achse des Weltkoor-

dinatensystems und x-Achse des Roboterkoordinatensystems gegeben (Abb. 2.5). Weiterhin bezeichnet
�vw

wr = �̇x = (ẋr, ẏr)T die ebene translatorische Bewegung des Roboters in Weltkoordinaten und �ωw
wr = ϕ̇r ·�zw

die rotatorische Bewegung um die z-Achse des Roboters. Der Drehwinder oder Twist �twwr = (�vwT
wr , �ω

wT
wr )T

wird durch die Kombination aus rotatorischer Bewegung um die z-Achse und translatorischer Bewegung
in der (�xw,�yw)-Ebene gebildet:

�twwr = ẋr ·�xw+ ẏr ·�yw+ ϕ̇r ·�zw.

Die translatorische Geschwindigkeit �vr
wr, rotatorische Geschwindigkeit �ωr

wr sowie der Twist �trwr des Robo-
ters in Roboterkoordinaten ergeben sich entsprechend zu

�trwr = Rr
w(ϕr) ·�twwr (2.1)

= (�vr
wr, �ω

r
wr)

T

= vr
x,wr ·�xr + vr

y,wr ·�yr + ϕ̇r ·�zr , mit

Rr
w(ϕr) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
cos(ϕr) −sin(ϕr) 0
sin(ϕr) cos(ϕr) 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Die Wahl der internen Konfigurationsvariablen orientiert sich an der Denavit-Hartenberg Konvention nach
(Siciliano u. a. 2009). Abbildung 2.6 zeigt die Wahl exemplarisch für ein gelenktes und angetriebenes Rad,
wie es bei Care-O-bot® 3 verwendet wird. Dabei wird der Rad-Boden-Kontakt als nulltes, rotatorisches
Gelenk j0 interpretiert. Achse j1 ist die Achse des für den Vortrieb verantwortlichen Gelenkes und Achse
j2 die Achse des für die Lenkung verantwortlichen Gelenkes. Die z-Achse der jeweiligen Koordinatensys-
teme ist dabei so gewählt, dass sie entlang der Rotationsachse des zugehörigen Gelenkes in Richtung des
jeweils nächsten Gelenkes zeigt, also z.B von j1 nach j2. Da sich im hier dargestellten Fall alle Achsen
senkrecht schneiden, können nach Denavit-Hartenberg x- und y-Achse sowie der Ursprung der jeweiligen
Koordinatensysteme frei gewählt werden. In Abbildung 2.6 sind die beiden zu dem Rad und Roboterbasis
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(a) Koordinatensystem des Antriebsmo-
duls im Roboterkoordinatensystem
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(b) Konvention für die Zählung der Räder: Nummerierung erfolgt durch
Umlauf um die �zr-Achse im mathematisch positiven Sinn

Abbildung 2.7: Konvention für die Festlegung und Benennung der internen Konfigurationsvariablen. In Abbildung 2.7(a) ist die
Position von Rad- und Radachse in kartesischen Koordinaten, in Abbildung 2.7(b) in Polarkoordinaten gegeben.

verbindenden Bindeglied l1 gehörenden Koordinatensysteme dargestellt. Die y-Achse �y1 ist parallel zur
Rad-Achse gewählt. Die zweite y-Achse �y′1 liegt parallel zur Achse durch den Rad-Boden-Kontakt. Damit
sind die zugehörigen x-Achsen �x1 und �x′1 parallel. Sie legen die Vorwärtsrichtung des Rades fest.

Unter Kenntnis der Roboterpose �pw
wr ist damit die Konfiguration eines Antriebsmoduls vollständig durch

die beiden zu den Gelenken j1 und j2 gehörenden Gelenkwinkel ϕ1 und ϕ2 bestimmt. Dabei ist ϕ1 der
Gelenkwinkel zwischen �x′1 und �x0. Er ist ein Maß für die seit dem Start des Roboters zurückgelegte Strecke
bzw. Umdrehung des Rades und wird im Folgenden mit ϕd,i bezeichnet. Der Index i steht dabei für die
Nummer des Rades. Mit ϕ2 wird der Gelenkwinkel zwischen �x1 und �xr (Abb. 2.7(a)) bezeichnet. Er ist der
Lenkwinkel des betrachteten Antriebsmoduls bzw. der Winkel zwischen Vorwärtsrichtung des Rades und
Vorwärtsrichtung des Roboters und wird im Folgenden mit ϕs,i bezeichnet. Die Position der Lenkachse des
iten Rades in Roboterkoordinaten ist durch (xa,i,ya,i) gegeben. Die Position des zugehörigen Rad-Boden-
Kontakts ist durch (xg,i,yg,i) gegeben. Die Abzählung der Räder erfolgt dabei durch Umlauf um die �zr-
Achse in mathematisch positiver Richtung ausgehend von der �xr-Achse (Abb. 2.7(b)). Die Radnummern
werden nach Reihenfolge der überstrichenen Lenkachsen vergeben, also nach aufsteigendem Winkel αi
bei der Darstellung in Polarkoordinaten (da,i,αa,i).

Damit ist die Konfiguration des Roboters vollständig beschrieben durch die drei externen Variablen
(xr,yr,ϕr), welche die relative Lage von Roboter- und Weltkoordinatensystem zueinander beschreiben
sowie die 2×N Gelenkwinkelkoordinaten (�ϕs, �ϕd) der N Räder, welche zusammen mit den Parametern
(�xa,�ya,�l,�r) die Konfiguration der Antriebsmodule beschreiben. Dabei sind (�xa,�ya) die kartesischen Ko-
ordinaten der Radachsen aller N Räder, �l die zugehörigen Offsets zwischen Lenkachse und jeweiligem
Rad-Boden-Kontakt und�r die Radien aller Räder. Betrachtet man ein Fahrwerk, welches zusätzlich noch
über Castor- oder Mecanum-Räder verfügt, treten wie im Anhang beschrieben zusätzlich noch die Para-
meter (�l′,�γ) auf. Tabelle 2.2 gibt einen Überblick über die wichtigsten Variablen und Tabelle 2.3 einen
Überblick über die wichtigsten Parameter, welche die Konfiguration des Fahrwerks beschreiben.
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�pw
wr (�xw

wr,ϕ
w
wr) Pose des Roboters in Weltkoordinaten – Relative Lage des Roboter- zum Welt-

koordinatensystem

�xw
wr (xr,yr) m Kartesische Koordinaten des Roboters im Weltkoordinatensystem

ϕw
wr ϕr rad Orientierung des Roboters – Winkel zwischen x-Achse des Welt- und x-Achse

des Roboterkoordinatensystems

�trwr (�̇xw
wr, ϕ̇

w
wr) Twist oder Drehwinder des Roboters – Bewegung des Roboter- relativ zum

Weltkoordinatensystem

�̇xw
wr (vx,w,vy,w) m/s Kartesische Geschwindigkeit des Roboters in Weltkoordinaten

ϕ̇w
wr ωr rad/s Rotatorische Geschwindigkeit des Roboters in Weltkoordinaten

ϕs,i rad Lenkwinkel des iten Rades

ϕd,i rad Drehung des iten Rades seit dem Start

Tabelle 2.2: Für die Beschreibung des Fahrwerks wesentliche Variablen
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N Anzahl der Räder des mobilen Roboters

�xr
i,ra (xa,i,ya,i) m Kartesische Koordinaten der Lenkachse des iten Rades in Roboterkoordinaten

da,i m Abstand der Lenkachse des iten Rades vom Ursprung des Roboterkoordinaten-
systems

αa,i rad Winkel zwischen Verbindender vom Ursprung des Roboterkoordinatensystems
zur Lenkachse des iten Rades und �xr-Achse

�l j2
i, j1 j2 (li, l′i ) m Lenkoffset – Koordinaten des Gelenks j2 in der (�z j1 , �x j1 )-Ebene des iten Rades

li m Abstand zwischen Gelenk j1 und Gelenk j2 parallel zur Radachse

l′i m Abstand zwischen Gelenk j1 und Gelenk j2 senkrecht zur Radachse

ri m Radius des iten Rades

γi rad Relative Stellung der Rollen des iten Rades (bei Mecanum-Rädern)

Tabelle 2.3: Für die Beschreibung des Fahrwerks wesentliche Parameter
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2.2 Kinematische Beschreibung

2.2.1 Kinematik der idealen Rollbewegung

Mobile Roboter mit radbasierten Fahrwerken, insbesondere solche mit gelenkten Standardrädern wie
Care-O-bot® 3, sind durch nicht-holonome Bindungen charakterisiert. Als nicht-holonome Bindungen
bezeichnet man dabei nicht-integrable, kinematische Beschränkungen eines Körpers. In der Regel sind
das Beschränkungen der möglichen Bewegungsrichtungen bzw. Geschwindigkeiten eines Körpers, die
sich nicht auf eine Beschränkung der Konfiguration oder Position des Körpers zurückführen lassen. Sie
lassen sich als mathematische Bedingung der Form

g(�q, �̇q, t) = 0

schreiben. Dabei bezeichnet �q den Vektor der Konfigurationsvariablen oder generalisierten Koordinaten
des Systems, �̇q den zugehörigen Geschwindigkeitsvektor und t eine mögliche Zeitabhängigkeit. Holono-
me Bindungen sind dagegen Einschränkungen des möglichen Konfigurationsraums. Sie können auf die
Form

g(�q, t) = 0

gebracht werden und sind damit unabhängig von den Ableitungen der generalisierten Koordinaten.

Ein Alltagsbeispiel für eine nicht-holonome Bindung ist die Bewegung eines PKWs. Zwar kann ein ge-
wöhnlicher PKW nicht seitwärts fahren, dennoch kann er alle Bereiche in der Ebene, die nicht durch
Hindernisse versperrt sind, erreichen. So ist zum Beispiel seitliches Einparken in eine ausreichend große
Parklücke durch das wiederholte Ausführen von Rangiermanövern möglich (Abb. 2.8(b)).

Ein anschauliches Beispiel für eine holonome, also integrable Bindung ist dagegen der für einen sitzenden
Menschen erreichbare Raum. Dieser ist in erster Näherung begrenzt durch die Reichweite seiner ausge-
streckten Arme. Ist der Arm vollständig ausgestreckt, ist keine Bewegung der Hand in Richtung entlang
des Armes mehr möglich (Abb. 2.8(a)). Diese Beschränkung der Bewegungsmöglichkeiten ist holonom.
Sie kann durch Integration auf eine Beschränkungen des Konfigurationsraums zurückgeführt werden. Was
außerhalb der Reichweite der Arme liegt, kann nicht gegriffen werden.

Ein einfaches Beispiel für ein nicht-holonomes System, welches im Folgenden von Bedeutung ist, ist
die rollende Scheibe bzw. das abrollende Rad. Das einzelne abrollende Rad ist vollständig durch die
generalisierten Koordinaten

�q = (x,y,ϕs,ϕd)T

beschrieben. Dabei bezeichnen (x,y) die Position des Rades im kartesischen Bezugskoordinatensystem,
ϕs die Orientierung des Rades im entsprechenden Koordinatensystem bzw. den „Lenkwinkel“ und ϕd
die Umdrehung des Rades um die horizontale Achse senkrecht zur Radebene bzw. den „Fahr-“ oder
„Rollwinkel“ (Abb. 2.7(a)).

Die Darstellung der nicht-holonomen Bindungen als Funktion der generalisierten Koordinaten

ẋ = r cos(ϕs)ϕ̇d (2.2)
ẏ = r sin(ϕs)ϕ̇d , (2.3)

wobei r hier den Radius des Rades bezeichnet, ergibt sich aus folgender Anforderung (Bloch und Bail-
lieul 2003): Ein beliebiger, aber fester Punkt P0 auf dem Radumfang muss, wenn er Kontaktpunkt zum
Untergrund wird, unbeweglich sein.
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(a) Holonome Beschränkung - Armlänge (b) Nicht-holonome Beschränkung - seitliches Einparken eines PKW

Abbildung 2.8: Links (Abb. 2.8(a)): Eine sitzende Person mit ausgestrecktem Arm ist durch holonome Beschränkungen – die
Reichweite des Armes – gekennzeichnet. Rechts (Abb. 2.8(b)): Ein Auto kann nicht seitwärts fahren, aber durch Rangiermanöver
dennoch in eine Parklücke einfahren. Die Unfähigkeit eines Fahrzeugs, seitwärts zu fahren, führt also nicht zu einer Beschrän-
kung des Arbeitsraums. Es handelt sich um eine nicht-holonome Bindung.

Um den Einfluss der nicht-holonomen Bindungen analytisch mit Methoden der linearen Algebra zu unter-
suchen, formuliert man die Gleichungen (2.2, 2.3) um, zu

ẋ− r cos(ϕs)ϕ̇d = 0
ẏ− r sin(ϕs)ϕ̇d = 0 .

In dieser Form lassen sich die nicht-holonomen Bindungen als Vektormultiplikation

�gT
1 ·�̇q = 0
�gT

2 ·�̇q = 0 , mit
�g1 = (1,0,0,−r cos(ϕs))T (2.4)
�g2 = (0,1,0,−r sin(ϕs))T (2.5)

darstellen. Wobei die Vektoren (�g1,�g2) jetzt gerade den Unterraum des Geschwindigkeitsraums von (�q, �̇q)
aufspannen, der einer Verletzung der nicht-holonomen Bindungen entspricht.

Durch Umstellen der Gleichungen (2.2, 2.3) zu

ẋ+ ẏ− r(cos(ϕs)+ sin(ϕs))ϕ̇d = 0
cos(ϕs)ẏ− sin(ϕs)ẋ = 0 ,

ergibt sich eine alternative Darstellung

�̃g1 = (1,1,0,−r(cos(ϕs)+ sin(ϕs)))T (2.6)
�̃g2 = (−sin(ϕs),+cos(ϕs),0,0)T . (2.7)

Dabei wird Vektor �̃g2 (2.7) häufig als die „non-slipping“ Bedingung bezeichnet. Dieser Vektor liegt in der
Ebene der kartesischen Bewegung und ist orthogonal zur erlaubten Fahrtrichtung gerichtet.
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Der Lösungsraum für das nicht-holonome System bzw. der Raum der erlaubten Stellgrößen, wird durch
den zu (2.4), (2.5) bzw. (2.6), (2.7) zugehörigen Nullraum gebildet. Die Basisvektoren dieses Nullraums

�b1 = (r cos(ϕs),r sin(ϕs),0,1)T , (2.8)
�b2 = (0,0,1,0)T (2.9)

lassen sich z.B. unter Verwendung der Lie-Algebra analytisch berechnen (Bloch und Baillieul 2003). Sie
bilden gemeinsam mit den Vektoren �g1, �g2 bzw. �̃g1, �̃g2 eine Basis des vollständigen Geschwindigkeits-
raums. Eine zulässige Entwicklung des Systems bzw. Definition valider Stellgrößen ist durch

�̇q = �bT
1 ·u1+�bT

2 ·u2 ,
�̇q = B�u

gegeben. Dabei ist u1 der Lenkbewegung ϕ̇s des Rades und u2 der Fahrbewegung ϕ̇d des Rades zuge-
ordnet. Der Zustandsraum spaltet sich damit in einen Satz direkt steuerbarer Konfigurationsvariablen
(ϕs,ϕd) und einen Satz indirekt steuerbarer Variablen (x,y) auf. Die Vektoren �b1, �b2 bilden ein maxima-
les Set unabhängiger Vektorfelder.

Eine weitere Möglichkeit (Abschnitt 2.2.2), die kinematischen Bindungen eines einzelnen Rades zu for-
mulieren, besteht in der Aufstellung der Rollbedingung und non-slipping Bedingung (vgl. Appendix B).
Diese beiden Bedingungen drücken die nicht-holonomen Bindungen bzw. den Einfluss der Steuergrößen
des Rades bzgl. der ebenen Bewegung im Radkoordinatensystem in Rollrichtung und orthogonal dazu
aus. Für das einzelne Standardrad sind Roll- und non-slipping Bedingung identisch mit �b1 (2.8) und �̃g2
(2.7). Führt man den Basiswechsel ϕd→ sd = rϕd durch, so bilden die entstehenden Vektoren

�̃b1 = (cos(ϕs),sin(ϕs),0,1)T , (2.10)
˜̃
�g2 = (−sin(ϕs),cos(ϕs),0,0)T (2.11)

eine orthonormales Basissystem (�̃b′1 ‖ �x1,
˜̃
�g′2 ‖ �z1

′) bzgl. der ebenen Bewegung des Rades in (x,y). Diese
Beschreibung der nicht-holonomen Bindungen wird im folgenden Abschnitt genutzt, um die Klassifizie-
rung von Fahrwerkskinematiken nach Campion einzuführen.

2.2.2 Klassifizierung und Modellierung von Fahrwerkskinematiken

Die kinematischen Eigenschaften eines Fahrwerks sind durch die Gesamtheit der durch alle Räder einge-
prägten kinematischen Bedingungen bestimmt. Campion et al. haben in (Campion u. a. 1996) gezeigt, wie
eine analytische Bestimmung der kinematischen Eigenschaften durchgeführt werden kann. Dazu werden
Rollbedingung und non-slipping Bedingung für jedes Rad einzeln aufgestellt und anschließend das für
das gesamte Fahrwerk entstehende Gleichungssystem analysiert.

Wie in Abschnitt 2.1.2 beschrieben, ist der Konfigurationsraum eines Fahrwerks mit N beliebigen Rä-
dern durch die Koordinaten des körperfesten Bezugssystems �pw

wr = (xr,yr,ϕr)T (s. Abb. 2.5) sowie die
generalisierten Koordinaten (ϕs,ϕd) aller Räder bestimmt:

�q = (xw
wr,y

w
wr,ϕ

w
wr,ϕ

r
r(s,1),ϕ

r
r(d,1), . . . ,ϕ

r
r(s,N),ϕ

r
r(d,N))

T , bzw.

�q = (xr,yr,ϕr,ϕs,1,ϕd,1, . . . ,ϕs,N ,ϕd,N)T .

Dazu treten je nach Radtyp eine Reihe zusätzlicher fester Parameter (vgl. Tab. 2.3 und Abb. 2.9).
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�xr

�yr

�x1,i

�y1,i

αa,i

da,i
ϕs,i

βs,i

(a) Parameter eines einfachen, festen
oder gelenkten Rades

�xr

�yr

�x1,i

�y1,i

αa,i

da,i
ϕs,i

βs,i

ha,i

(b) Parameter eines gelenkten Rades mit
Offset (Castor-Rad)

�xr

�yr

�x1,i

�y1,i

αa,i

da,i
ϕs,i

βs,i

γa,i

(c) Parameter eines Mecanum-Rades

Abbildung 2.9: Parameter für (v.l.n.r.) Standard- (S), Castor- (SO) und Mecanum-Räder (Me). Es bezeichnen (da,i,αa,i) die
Polarkoordinaten und (xa,i,ya,i) die zugehörigen kartesischen Koordinaten des Rades im körperfesten Koordinatensystem (vgl.
Abb. 2.7(b)), ha,i den Castor-Offset eines Castor-Rades und γa,i den Winkel zwischen umlaufend montierten Rollen und eigent-
lichem Rad bei einem Mecanum-Rad. Die Variable βs,i ist eine von ϕs,i abgeleitete Hilfsgröße, die das Aufstellen der Roll- und
non-slipping Bedingung erleichtert (Anhang B). Für feste Standardräder und Mecanum-Räder ist βs,i bzw. ϕs,i in der Regel
konstant.

Die Konfiguration eines einzelnen Rades im körperfesten Bezugssystem lässt sich durch die generalisier-
ten Koordinaten

�q = (xr,yr,ϕr,ϕs,i,ϕd,i)

beschreiben. Anhang B beschreibt die Herleitung der Roll- und non-slipping Bedingung im körperfesten
Koordinatensystem für gelenkte und ungelenkte Standardräder, Castor-Räder sowie Mecanum- bzw. Ku-
gelräder. Für ein einzelnes, gelenktes oder ungelenktes Standardrad ergeben sich Roll- und non-slipping
Bedingung zu:

(−cos(ϕs,i), −sin(ϕs,i), −da,i sin(ϕs,i−αa,i)
)

·Rr
w(ϕw

wr)�t
w
wr + ri ·ϕ̇d,i = 0 , (2.12)(−sin(ϕs,i), cos(ϕs,i), da,i cos(ϕs,i−αa,i)

)
·Rr

w(ϕw
wr)�t

w
wr = 0 . (2.13)

Dabei ist zu beachten, dass insbesondere die Rollbedingung hier nicht länger identisch zu �b1 bzw. �b2 aus
Abschnitt 2.2.1 ist. Tatsächlich lässt sich für dieses System der Steuervektor nicht länger direkt aus der
Rollbedingung eines einzelnen Rades ableiten. Das System ist in diesem Fall unterbestimmt. Rollbedin-
gung und non-slipping Bedingung für ein Castor-Rad ergeben sich zu:

(−cos(ϕs,i), −sin(ϕs,i), −da,i sin(ϕs,i−αa,i)
)

·Rr
w(ϕw

wr)�t
w
wr + ri ·ϕ̇d,i = 0 , (2.14)(−sin(ϕs,i), cos(ϕs,i), ha,i+da,i cos(ϕs,i−αa,i)

)
·Rr

w(ϕw
wr)�t

w
wr +ha,i ·ϕ̇s,i = 0 . (2.15)

Das Auftreten von ϕ̇s,i hat dabei wesentlichen Einfluss auf die kinematischen Eigenschaften des Sys-
tems. Hier ermöglicht eine Stellbewegung eine Kompensation einer eventuell nötigen Seitwärtsbewegung.
Damit wird die Geschwindigkeitskomponente orthogonal zur Rollrichtung des Rades steuerbar und die
nicht-holonomen Zwangsbedingungen werden aufgelöst. Das Hinzufügen eines Castor-Rades in ein Ro-
boterfahrwerk führt daher nicht zu zusätzlichen kinematischen Zwangsbedingungen. Für Mecanum- und
Kugelräder entfällt die non-slipping Bedingung, da diese Räder über einen zusätzlichen, in der Regel pas-
siven, Freiheitsgrad verfügen. Beim Mecanum-Rad wird dieser zum Beispiel über umlaufend montierte,
frei drehende Rollen realisiert. Damit verursachen auch diese Räder keine zusätzlichen kinematischen
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Zwangsbedingungen bei Integration in ein Fahrwerk. Die Rollbedingung ergibt sich zu:
(−cos(ϕs,i+γa,i), −sin(ϕs,i+γa,i), −da,i sin(ϕs,i−αa,i+γa,i)

)
·Rr

w(ϕw
wr)�t

w
wr

. . . + ri ·ϕ̇d,i cos(γa,i) = 0
(2.16)

Um Fahrwerke mit beliebig kombinierten Rädern zu klassifizieren, fassen Campion et al. diese Bedingung
für das Gesamtsystem zusammen:

J1(�ϕs,S , �ϕs,S O) ·Rr
w(ϕw

wr)�t
w
wr +J2ϕ̇d,i = 0 (2.17)

C1(�ϕs,S , �ϕs,S O) ·Rr
w(ϕw

wr)�t
w
wr +C2�̇ϕs,S O = 0 . (2.18)

Dabei werden J1 und J2 aus den Rollbedingungen (2.12), (2.14) und (2.16) gebildet

J1(�ϕs,S , �ϕs,S O) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
J1,S (�ϕs,S )

J1,S O(�ϕs,S O)
J1,Me

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ J2 = diagN(�r) ,

wobei �ϕs,S die Lenkwinkel der gelenkten und ungelenkten Standardräder (S) bezeichnet und �ϕs,S O die
Lenkwinkel der Castor-Räder (SO - Steered Offset). J2 ist eine Diagonalmatrix, wobei die Elemente der
Diagonalen durch die Radien der einzelnen Räder gegeben sind. Analog werden C1 und C2 aus den non-
slipping Bedingungen (2.13) und (2.15)

C1(�ϕs,S , �ϕs,S O) =
(

C1,S (�ϕs,S )
C1,S O(�ϕs,S O)

)
C2 =

(
0

C2,S O

)

abgeleitet. Dabei ist C2,S O eine Diagonalmatrix, deren Elemente durch die Castor-Offsets ha,i der einzel-
nen Castor-Räder gegeben sind.

Ein Fahrwerk lässt sich dann anhand der resultierenden kinematischen Bindungen charakterisieren. Da,
wie eingangs erläutert, Castor- und Mecanum-Räder keine Zwangsbedingungen in die Fahrwerke einbrin-
gen, genügt zur Charakterisierung die Auswertung der Matrix C1,S . Die ebene Bewegung des Roboters
�twwr muss Teil des Nullraums der nicht-holonomen Bindungen C1,S sein. Basierend auf der Analyse der
Matrix C1,S führen Campion et al. den „Grad der Mobilität“ („degree of mobility“)

δm = dim(N[C1,S ]) = 3− rank[C1,S ] , (2.19)

den „Grad der Lenkbarkeit“ („degree of steerability“)

δs = rank[C1,S ] (2.20)

sowie den „Grad der Manövrierbarkeit“ („degree of maneuvrability“)

δM = δm+δs (2.21)

eines Fahrwerkes ein. Dabei ist der Grad der Mobilität δm ein Maß für die Agilität des Fahrwerks. Er ist
den instantan realisierbaren Freiheitsgraden (dDoF) der ebenen Bewegung zugeordnet. Ein Fahrwerk mit
δm = 3, wie z.B. ein rein aus Mecanum- oder Castor-Rädern aufgebautes Fahrwerk, kann zu jedem Zeit-
punkt alle drei Freiheitsgrade der ebenen Bewegung realisieren. Der Grad der Lenkbarkeit δs ist der An-
zahl der internen Konfigurationsvariablen zugeordnet. Anhand dieser zwei bzw. drei Kenngrößen (δm, δs)
lassen sich beliebige Fahrwerkskinematiken in fünf kinematische Klassen unterteilen (Abschnitt 2.1.1).
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Grad der Mobilität δm 1 2 1 2 3

Grad der Lenkbarkeit δs 1 0 2 1 0

Grad der Manövrierbarkeit δM 2 2 3 3 3

Tabelle 2.4: Grad der Mobilität δm, Grad der Lenkbarkeit δs und Grad der Manövrierbarkeit δM für die fünf kinematischen
Basisklassen von Fahrwerken.

Die im Folgenden näher betrachtete Kinematik des Care-O-bot® 3 ist dabei „Typ 1 nicht-holonom, om-
nidirektional“. Das heißt, Care-O-bot® 3 kann alle Freiheitsgrade �trw,r der ebenen Bewegung erzielen,
muss dazu jedoch vorher rekonfiguriert werden. Des Weiteren folgt daraus, dass ein Fahrwerk vom Typ
(1,2) mit mehr als zwei Rädern, wie z.B. Care-O-bot® 3 mit vier voll gelenkten und gesteuerten Rädern
überaktuiert ist und durch das Risiko von Aktorkonflikten charakterisiert ist. Da die kinematischen Ketten
über die nicht-holonomen Bindungen geschlossen werden arbeiten die Motoren gegeneinander, wenn ihre
Ansteuerung nicht exakt koordiniert wird.

Die aus C1,S erwachsenden Zwangsbedingungen bilden des Weiteren auch den Rahmen für das grund-
legende kinematische Modell des betrachteten Systems. In Analogie zu den Eingangsvektoren �b1 (2.8)
und �b2 (2.9) für das einzelne, ideale Rad aus Abschnitt 2.2.1 ergibt sich die vorläufige Eingangsmatrix
˜̃B(�ϕs,S ) aus den Basisvektoren des Nullraums der nicht-holonomen Bindungen N[C1,S ]. Das heißt ˜̃B(�ϕs,S )
bildet eine Eingangsgröße �uδm so auf die ebene Bewegung �trwr bzw. Rr

w(ϕw
wr)�twwr des Roboters ab, dass die

nicht-holonomen Bindungen nicht verletzt werden:

�twwr = RrT
w (ϕw

wr) ˜̃B(�ϕs,S )�uδm . (2.22)

Dabei entspricht die Dimension von ˜̃B bzw. die Anzahl der Komponenten von �uδm gerade dem Grad der
Mobilität δm des betrachteten Fahrwerks. Um den Unterraum der bei Bewegung des Roboters �trwr � �0
zulässigen Konfigurationen des Fahrwerks �̃q sowie deren Entwicklung ˜̇

�q vollständig zu beschreiben, wer-
den dementsprechend δs weitere Zustandsgrößen �qδs benötigt. Damit ergibt sich das „Posture Kinematic
Model“ nach Campion zu

�̃q =
(

twwr
�qδs

)
B̃ =

(
RrT

w (ϕw
wr) ˜̃B 03xδs

0δs xδm Iδs xδs

)
�̃u =

(
�uδm

�uδs

)
. (2.23)

Diese Darstellung erlaubt die Repräsentation der kinematischen Eigenschaften und ihrer Entwicklung
und eignet sich für Bahnplanung und Regelung. Um Konfiguration und Entwicklung des vollständigen
Systems auf Basis der generalisierten Koordinaten �q darzustellen, was das Aufstellen der inversen bzw.
Vorwärtskinematik impliziert, muss der Zustandsvektor �̃q entsprechend zu �q erweitert werden. Die Ele-
mente von �uδs können dabei mit den Lenkwinkeln ϕs,i,S beliebiger, orientierbarer Räder des Fahrwerks
assoziiert werden. Da die DoF bezüglich der Konfiguration des Fahrwerks durch (�uδs) gegeben sind, ergibt
sich die Entwicklung der übrigen generalisierten Koordinaten ( �ϕs,i,ϕd,i) direkt als nichtlineare Funktion
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DN1xδs(�qδs), EN2xδm(�qδs) dieser Eingangsgrößen und der zugehörigen Zustandsvariablen �qδs

�q =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
twwr
�ϕs
�ϕd

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
RrT

w (ϕw
wr) ˜̃B 03xδs

0δs xδm Iδs xδs

0N1xδm DN1xδs(�qδs)
EN2xδm 0N2xδs

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ �u =
(
�uδm

�uδs

)
. (2.24)

Dabei ist N1 = NS o+NS O−δs und N2 = NS +NS O+NMe, wobei NS , NS O und NMe jeweils die Anzahl der
Standardräder, Castor-Räder sowie Mecanum-Räder des betrachteten Fahrwerks bezeichnen. Weiterhin
bezeichnet NS o ausschließlich die lenkbaren Standardräder. Dieses Modell ist strukturell äquivalent dem
Modell, wie es für das ideale einzelne Rad aus Abschnitt 2.2.1 hergeleitet wurde.

Sowohl Posture Kinematic Model (2.23) als auch Configuration Kinematic Model (2.24) stellen durch
die Abbildung der Eingangsgrößen �u über B implizit sicher, dass die nicht-holonomen Bindungen der
einzelnen Räder erfüllt werden. Dabei gilt die Annahme, dass sich das Fahrwerk von Anfang an in
einer Konfiguration befindet, welche eine Bewegung in Übereinstimmung mit den nicht-holonomen Bin-
dungen erlaubt, und dass das Fahrwerk nie durch äußere Störeinflüsse in eine unerlaubte Konfiguration
gebracht wird. Darüber hinaus berücksichtigen die Modelle (2.23), (2.24) keine Stellgrößenbeschränkun-
gen. So weist der zulässige Konfigurationsraum z.B. Bereiche auf, in denen Dδs xN1 (�qδs) singulär wird und
die Stellgrößen ϕ̇s,i gegen unendlich streben. Der Umgang mit diesen Eigenschaften ist Gegenstand der
Kapitel zur Regelung des Fahrwerks.

2.2.3 Geometrische Interpretation der ebenen Bewegung

In Abschnitt 2.2.2 wurden zwei Ansätze für Fahrwerksmodelle (2.23), (2.24) auf Basis der algebraischen
Eigenschaften der non-slipping Bedingung für Standardräder C1,S (2.13), (2.18) hergeleitet. Eine geome-
trische Interpretation von C1,S bzw. (2.13) führt zur Einführung des Momentanpols (ICM - Instantaneous
Centre of Motion). Ist der Betrag der Geschwindigkeit eines Rades für den Anteil orthogonal zur Rad-
ebene (Ebene normal zur horizontalen Radachse �z′1) gleich 0, so bewegt sich dieses Rad auf einer ver-
allgemeinerten Kreisbahn, deren Mittelpunkt auf der Radachse liegt (�v = �w×�r). Soll dies gleichermaßen,
für weitere Räder gelten, die instantan als starr mit dem ersten Rad gekoppelt betrachtet werden können,
so muss der Mittelpunkt der jeweiligen Kreisbahn mit dem Mittelpunkt der Kreisbahn des ersten Rades
zusammen fallen. Dies ist ebenfalls offensichtlich, da die zusätzlichen Freiheitsgrade des neuen Rades
(xk,yk,ϕk) bei instantan starrer Kopplung einhergehen mit ebenso vielen holonomen Zwangsbedingungen
(Δxok,Δyok,Δϕok) = const. Die geometrische Interpretation von C1,S (2.13) entspricht damit gerade dem
Prinzip der Festkörperbewegung. Dadurch ergibt sich ein fester Zusammenhang zwischen der Orientie-
rung �ϕs bzw. der Lenkbewegung �̇ϕs der einzelnen Räder und der Position (xr

ICM,yr
ICM) bzw. Bewegung

(ẋr
ICM, ẏr

ICM) des ICM im körperfesten Koordinatensystem (vgl. Abb. C.2(a)):

�ϕs = �fs,�k(xICM,yICM) (2.25)

�̇ϕs = ∇ �fs,�k ·(ẋICM, ẏICM)T (2.26)

= Js,�k(xICM,yICM) ·(ẋICM, ẏICM)T . (2.27)

Dabei ist �k ein N-dimensionaler Vektor, wobei N der Anzahl der lenkbaren Standardräder des Fahrwerks
entspricht, der die Ausgangssituation des Fahrwerks charakterisiert. Unterliegen die Räder keinen Lenk-
winkelbeschränkungen, so sind jeweils zwei Konfigurationen möglich: Der Vektor parallel zur horizon-
talen Radachse �z′1 zeigt in Richtung des ICM und das Rad rollt „vorwärts“ ab oder �z′1 zeigt weg vom
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ICM und das Rad rollt „rückwärts“ ab. Es gibt also zu jedem ICM 2N valide Konfigurationen des Fahr-
werks. Für jede Konfiguration ist dann jedoch die Lenkbewegung �̇ϕs für eine gegebene Bewegung des
ICM (ẋr

ICM, ẏr
ICM) fest definiert. Ebenso ergibt sich die Rollbewegung �̇ϕd der Räder über die Rotation ρICM

des Roboters um den ICM zu
�̇ϕd = �fd,�k(xICM,yICM,ρICM) . (2.28)

Da Fahrwerke häufig kinematisch überbestimmt sind – z.B. bei einem Automobil zwei gelenkte und
angetriebene Räder, also vier DoF bzgl. der internen Konfiguration gegenüber den drei DoF der ebenen
Bewegung – lassen sich die Gleichungen (2.25) bis (2.28) im Allgemeinen nicht direkt invertieren. Der
gegenwärtige Momentanpol kann aber für alle validen Paare von Standardrädern jeweils separat über den
Schnittpunkt der jeweiligen Achsen (Abb. C.2(a), Abb. 2.10) bestimmt werden (Anhang C.1):

�xICM = �gki,k j(ϕsi ,ϕs j) . (2.29)

Unter der Annahme, dass die nicht-holonomen Bindungen ideal erfüllt sind und sich alle Radachsen
exakt schneiden, lässt sich für ein Fahrzeug mit drei oder mehr Standardrädern der Momentanpol im
Allgemeinen durch Berechnung für ein geeignetes Paar bestimmen.

In der Praxis werden die Ergebnisse bezüglich unterschiedlicher Radpaare für gewöhnlich nicht identisch
sein. Befindet sich das Fahrwerk allerdings in einer validen Konfiguration, sollten die Abweichungen so
klein sein, dass sich der gegenwärtige Momentanpol des Systems als Schätzwert über alle Paare

�̂xICM =

N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

αi, jg(ϕsi ,ϕs j) (2.30)

bestimmen lässt. Dabei ist N die Anzahl der Standardräder des Systems und αi, j das Gewicht, mit dem
das Paar aus Rad i und Rad j in die Schätzung eingeht. Im einfachsten Fall für Mittelung über alle validen
Paare gilt:

αi, j =

{
0 ∀g(ϕsi ,ϕs j) nicht valide

1/M sonst

Dabei steht M für die Anzahl aller validen Paare. In den Abschnitten 3.2 und 3.3 werden inverse und direk-
te Kinematik detailliert hergeleitet sowie deren Eigenschaften wie Überbestimmtheit und Singularitäten
diskutiert.

Gleichzeitig ergibt sich der ICM als Zentrum der Rotation aller Punkte des festen Körpers aus der Rela-
tivbewegung von körperfestem Koordinatensystem und Weltkoordinatensystem zu

xw
ICM = −

ẏw
w,r

ωw
w,r

xr
ICM = −

ẏr
w,r

ωr
w,r

(2.31)

yw
ICM =

ẋw
w,r

ωw
w,r

yr
ICM =

ẋr
w,r

ωr
w,r

, (2.32)

wobei (xw
ICM,yw

ICM) die Lage des ICM in Weltkoordinaten und (xr
ICM,yr

ICM) die Lage im körperfesten Koordi-
natensystem bezeichnen. Analog ergibt sich die Darstellung des ICM in Polarkoordinaten zu

rw
ICM =

√
(xw

ICM)2+ (yw
ICM)2 rr

ICM =

√
(xr

ICM)2+ (yr
ICM)2 (2.33)

ϕw
ICM = arctan2(yw

ICM, x
w
ICM) ϕr

ICM = arctan2(yr
ICM, x

r
ICM) . (2.34)
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2 Grundlagen
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Abbildung 2.10: Momentanpol (ICM) mit Freiheitsgraden für Typ 1 nicht-holonome, omnidirektionale Kinematik bei karte-
sischer Parametrierung (2.10(a)) und bei Parametrierung über Polarkoordinaten (2.10(b)). Die roten Pfeile mit unterbrochener
Linie bei ICM und Koordinatenursprung zeigen die möglichen Freiheitsgrade des Systems bzw. des ICM. Die orangenen Recht-
ecke mit Umkreis stehen für lenkbare Standardräder, Rechtecke ohne Umkreis für feste Standardräder.

Die Bewegung des Roboters ist dann jeweils durch die Lage des ICM (xICM,yICM) bzw. (rICM,ϕICM) und
einen zusätzlichen Parameter ρICM, der Betrag und Vorzeichen der Rotationsbewegung um den ICM
spezifiziert, gegeben: ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ẋr
wr

ẏr
wr
ϕ̇r

wr
ϕr

ICM

rr
ICM

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

sin(ϕr
ICM) 0 0

−cos(ϕr
ICM) 0 0

1/rr
ICM 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρICM

uϕ
ur

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.35)

Die dem Degree of Steerability zugeordneten δs Freiheitsgrade (uϕ,ur) des Fahrwerks können dann der
Rekonfiguration des ICM zugeordnet werden. Die dem Degree of Mobility zugeordneten δm Freiheits-
grade (ρICM) können entsprechend direkt der ebenen Bewegung bzw. der Rotation des Roboters um den
ICM zugeordnet werden.

Während man mit den dem Degree of Mobility δm zugeordneten Freiheitsgraden die Rotationsgeschwin-
digkeit des Roboters um den ICM beeinflusst, steuern die dem Degree of Steerability δs zugeordneten
Freiheitsgrade das Verhältnis zwischen den Freiheitsgraden der ebenen Bewegung. Besonders deutlich
wird das bei der Darstellung in Polarkoordinaten. Dabei reguliert der Abstand zum Ursprung rICM das Ver-
hältnis zwischen translatorischer und rotatorischer Geschwindigkeit. Die zugehörige Winkelkoordinate
ϕ̃ICM bestimmt das Verhältnis zwischen den Komponenten des Geschwindigkeitsvektors (�̇xr

wr,�̇yr
wr).

Abbildung 2.10 stellt die Freiheitsgrade des ICM für das im weiteren Verlauf dieser Arbeit betrachtete
quasi-omnidirektionale Fahrwerk vom Typ 1 dar. Dargestellt ist die Bewegung des ICM in kartesische
(Abb. 2.10(a)) bzw. in Polarkoordinaten (Abb. 2.10(b)). Durch Rekonfiguration des Fahrwerks – Lenken
der Standardräder – kann der ICM in jedem beliebigen Punkt der (�xw,�yw)-Ebene positioniert werden
(δs = 2). Dabei bewegt sich der ICM auf kontinuierlichen Trajektorien. Die Rotationsgeschwindigkeit
des Roboters um den ICM kann unmittelbar angepasst werden (δm = 1). Eine Veranschaulichung der
Freiheitsgrade des ICM für die übrigen Fahrwerksklassen ist in Anhang C.2 gegeben.
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2.2 Kinematische Beschreibung
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Abbildung 2.11: Abbildung 2.11(a) zeigt die Entwicklung des Momentanpols (ICM) beim Übergang des Roboters von einer
Rechts- in eine Linkskurve. Dabei bezeichnet P die Trajektorie des Roboters und PICM die resultierende Trajektorie des ICM.
Der Winkel zwischen körperfestem Koordinatensystem (�xr,�yr) und Richtung der translatorischen Geschwindigkeit des Robo-
ters ist mit ϕr

v,wr bezeichnet. Abbildung 2.11(b) zeigt das entsprechende Verhalten der y-Koordinate des ICM im körperfesten
Koordinatensystem für die kritische Situation des Nulldurchgangs von ωr

wr.

Der ICM bietet damit eine elegante Möglichkeit, die aus den nicht-holonomen Bindungen erwachsen-
de Kopplung der einzelnen Räder geometrisch zu beschreiben. Die den ICM beschreibenden Parameter
bilden analog dem „Posture Kinematic Model“ (2.23) eine minimale Beschreibung des Fahrwerks. Vorteil-
haft ist dabei gegenüber dem Posture Kinematic bzw. dem Configuration Kinematic Model insbesondere
die anschauliche Darstellung der gegenwärtigen Konfiguration bzw. die direkte geometrische Ableitung
der singulären Bereiche im Arbeitsraum. Diese Eigenschaft ist die Grundlage der in Kapitel 5 entwickel-
ten Ansätze zur Regelung quasi-omnidirektionaler Fahrwerke. Als nachteilig erweist sich hingegen, dass
die Zustandsvariablen des ICM z.B. für rein translatorische Bewegung gegen unendlich streben. Bei ei-
nem Wechsel zwischen einer Links- und einer Rechtskurve strebt der ICM gegen −∞ und kehrt von +∞
zurück (Abb 2.11(a)). Abbildung 2.11(b) zeigt das entsprechende Verhalten für die y-Koordinate des ICM
in der Umgebung von (ẋr

wr, ϕ̇
r
wr) = �0. Man erkennt, dass die Funktion unstetig ist und darüber hinaus kein

gemeinsamer Grenzwert für die linksseitige ϕ̇r
wr → 0− und die rechtsseitige ϕ̇r

wr → 0+ Annäherung exis-
tiert. Das ist bei der Ableitung der Stellgrößen bzgl. der Rekonfiguration des ICM bzw. beim Aufstellen
eines geeigneten Regelungskonzeptes nachteilig. Um dieses Problem zu umgehen, schlägt (Brandstötter
2007) eine Parametrierung über homogene Koordinaten vor. Analog verwenden Thuilot et al. (Thuilot
u. a. 1996) eine modifizierte Darstellung des ICM über die Curvature, dem invertierten Kurvenradius des
Systems, welche die Freiheitsgrade des ICM auf eine Kugeloberfläche projiziert.

In dieser Arbeit wird eine Zustandsraumdarstellung erarbeitet, welche unmittelbar den Geschwindig-
keitsvektor des Roboters bzw. den Robotertwist trwr = (ẋr

wr, ẏr
wr, ω̇

r
wr) verwendet. In Anlehnung an die

Darstellung nach Thuilot wird der Twist dazu in sphärischen Koordinaten trwr = (ρr
wr,ϕ

r
wr, θ

r
wr) dargestellt.

In Kapitel 3.1 wird gezeigt, dass die Parametrierung des Robotertwists über sphärische Koordinaten ei-
ner diffeomorphen Transformation des konkatenierten Vektors aus Momentanpol und dem verbleibenden
Freiheitsgrad ωICM bzw. ρICM entspricht. Dies ist Voraussetzung für die Existenz einer stetig differenzier-
baren Formulierung von inverser und direkter Kinematik.
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3 Topologische Analyse nicht-holonomer Fahrwerkskinematiken

In diesem Kapitel werden die Eigenschaften und Beziehungen zwischen den im vorigen Kapi-
tel knapp eingeführten Parameterräumen von Configuration Kinematic Model, Momentanpol
und sphärischem Twist sowie von Konfigurationsraum des Fahrwerks und Geschwindigkeits-
raum der ebenen Bewegung (Abb. 3.1) untersucht.

In Abschnitt 3.1 wird zunächst der durch Kugelkoordinaten beschriebene Momentanpol ein-
geführt (Abschnitt 3.1.2). Dieser wird dann durch stetige Fortsetzung (Abschnitt 3.1.3) so
erweitert, dass er topologisch dem Configuration Kinematic Model analog ist. Schließlich
wird gezeigt (Abschnitt 3.1.4), dass diese erweiterte Darstellung äquivalent zum sphärischen
Twist ist. Eine zentrale Rolle spielt dabei der Nachweis von Diffeomorphie bzw. lokaler Diffeo-
morphie aller wesentlichen Umformungen. Aus der Diffeomorphie der Transformation folgt
unmittelbar, dass stetig differenzierbare Trajektorien im Parameterraum des Twists in stetig
differenzierbare Trajektorien im zulässigen Konfigurationsraum N[C1,S ] abgebildet werden.

Ein Zwischenergebnis dieser Umformungen ist eine vorläufige Formulierung für inverse und
direkte Kinematik. Diese werden in den Abschnitten 3.2 und 3.3 abstrahiert und verallge-
meinert. Durch eine Zerlegung der inversen Kinematik in verkettete Teilkomponenten werden
die singulären Bereiche isoliert. Die Eigenschaften von singularitätsfreier (Abschnitt 3.2.2)
und singularitätsbehafteter Abbildung (Abschnitt 3.2.3) werden separat untersucht. Analog
wird für die direkte Kinematik vorgegangen. Diese Zerlegung erlaubt es für die Singulari-
täten und ihre Umgebung, Surjektivität und in eine Richtung stetige Differenzierbarkeit zu
zeigen. Dies ist die Grundlage für die Bildung eines Atlases auf Basis des sphärischen Twists
(Abschnitt 3.3.2), der anders als Momentanpol und Configuration Kinematic Model den voll-
ständigen, zulässigen Konfigurationsraum umfasst.

Auf Basis dieser Ergebnisse werden anschließend in Kapitel 4 zwei mögliche Definitionen des
Zustandsraums entwickelt und das resultierende System auf Steuerbarkeit bzw. Beobachtbar-
keit untersucht.

3.1 Vollständige Parametrierung des zulässigen Konfigurationsraums N[C1,S ]

3.1.1 Topologie des Twists

Wie in Abschnitt 2.2.3 erläutert, kann die kinematische Modellierung und Regelung der Geschwindigkeit
des Systems nicht direkt auf Basis des in kartesischen Koordinaten parametrierten Twists �trwr,c erfolgen.
Besser geeignet ist zum Beispiel eine Parametrierung über den Momentanpol. Dieser geht zum einen
unter lokal diffeomorpher Abbildung (2.25 - 2.29) aus dem Unterraum N[C1,S ] des Konfigurationsraums
(�ϕs, �ϕd), hervor (Abb. 3.1). Dabei war N[C1,S ] gerade der Nullraum der nicht-holonomen Bindungen, also
die Menge der Konfigurationen, welche die nicht-holonomen Bindungen (2.18) erfüllen. Zum anderen ist
auch eine Transformation (2.31 - 2.34) aus dem Geschwindigkeitsraum in den Momentanpolraum möglich
(Abb. 3.1). Allerdings ergeben sich auch hier für manche Konfigurationen problematische Konstellationen.
So liegt der Momentanpol bei Geradeausfahrt im Unendlichen. Das führt spätestens bei der konkreten
Implementierung eines Reglers zu Problemen.
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3 Topologische Analyse nicht-holonomer Fahrwerkskinematiken

In diesem Abschnitt wird ein Basissystem für die im Folgenden verwendete Zustandsraumdarstellung
entwickelt, welches diese Probleme beseitigt. Dazu wird gezeigt, dass die Darstellung des Twistvektors in
sphärischen Koordinaten einer lokal diffeomorphen Abbildung des validen Konfigurationsraums N[C1,S ]
entspricht (Abb. 3.1). Da bei diffeomorpher bzw. lokal diffeomorpher Abbildung stetig differenzierbare
Trajektorien in der Ursprungsmenge bzw. einer offenen Umgebung innerhalb der Ursprungsmenge in
stetig differenzierbare Trajektorien in der Bildmenge abgebildet werden, kann der Reglerentwurf dann
auf Basis der sphärischen Parametrierung des Twists erfolgen.

Die Parametrierung des Twists in Kugelkoordinaten lehnt sich dabei an die in der Navigation von Schiffen
und Flugzeugen gebräuchlichen geographischen Koordinaten (Titterton und Weston 2004) an:

trwr =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρr

wr
ϕr

wr
θr

wr

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
(ẋr

wr)2+ (ẏr
wr)2+ (dmax ·ω̇r

wr)2

arctan2(ẏr
wr, ẋr

wr)
arctan( dmax ·ω̇r

wr√
(ẋr

wr)2+(ẏr
wr)2

)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (3.1)

wobei arctan2 den in vier Quadranten definierten Arcustangens bezeichnet. Damit liegt ϕr
wr im Intervall

[−π,π) und θr
wr im Intervall [−π/2, π/2]. Die Rücktransformation ergibt sich entsprechend zu:

trwr,c =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ẋr

wr
ẏr

wr
ωr

wr

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρr

wr · cos(θr
wr) · cos(ϕr

wr)
ρr

wr · cos(θr
wr) · sin(ϕr

wr)
ρr

wr · sin(θr
wr) ·1/dmax

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.2)

Der konstante Faktor dmax ermöglicht dabei, die Rotationsrate ωr
wr in eine Pseudogeschwindigkeit um-

zuformen und so konsistent zu SI-Einheiten zu bleiben. Wird der Faktor als Distanz da,i zwischen Ko-
ordinatenursprung und dem am weitesten entfernten Rad i gewählt, so ergibt sich ρr

wr als Maximum der
Rad-Boden-Geschwindigkeiten. Damit ist ρr

wr ein Maß der für diese Bewegung maximal benötigten Dreh-
rate ϕ̇d,max über alle Räder. Wird dmax wie in Kapitel 5 vorgeschlagen gewählt, lassen sich Rekonfiguration
und Repositionierung näherungsweise energetisch entkoppeln.

Der Nachweis des Diffeomorphismus für die Abbildung von N[C1,S ] in den Raum des sphärischen Twists
gliedert sich in drei Schritte. Ausgangspunkt ist dabei der über kartesischen Koordinaten definierte Mo-
mentanpol, der nach Abschnitt 2.2.3 gerade der geometrischen Interpretation des nicht-trivialen Anteils
von N[C1,S ] entspricht. Der erste Schritt (Abschnitt 3.1.2) umfasst im Wesentlichen die stereografische
Projektion des Momentanpols aus der (�xr,�yr)-Ebene auf eine Einheitskugel (Abb. 3.2). Grundlage sind die
Gesetzmäßigkeiten der projektiven Geometrie nach Riemann bzw. Möbius (vgl. Kap. 3 S. 84 ff. in (Fischer
und Lieb 2010)). Dabei wird gezeigt, dass sich der Momentanpol von seiner Darstellung in Polarkoordi-
naten lokal diffeomorph auf Kugelkoordinaten bzgl. der oberen (Abb. 3.3(a)) bzw. unteren Halbkugel
(Abb. 3.3(b)) der Einheitskugel abbilden lässt. Im zweiten Schritt (Abschnitt 3.1.3) wird eine erweiter-
te Definition der Polarkoordinaten eingeführt, die eine stetige und letztlich diffeomorphe Fortsetzung des
Momentanpols auf der gesamten Kugeloberfläche, mit Ausnahme der Pole, erlaubt (Abb. 3.4). Dabei wird
gezeigt, dass diese erweiterte Parametrierung eine diffeomorphe Abbildung von N[C1,S ] in der Umgebung
von

∣∣∣�xICM

∣∣∣ =∞ erlaubt. Um die Bijektivität, welche neben der stetigen Differenzierbarkeit Voraussetzung
für Diffeomorphismus ist, der Abbildung zu erhalten, werden zwei Lösungsdomänen eingeführt. Im letz-
ten Schritt (Abschnitt 3.1.4) wird gezeigt, dass diese Darstellung durch einige einfache Operationen in
den Twist �trwr nach (3.1) umgeformt werden kann. Die Konsequenzen, die sich aus der Aufspaltung in
zwei Lösungsdomänen ergeben sowie die damit zusammenhängende Rolle des verbleibenden Parameters
ρr

wr werden dann in Kapitel 4 diskutiert.
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3.1 Vollständige Parametrierung des zulässigen Konfigurationsraums N[C1,S ]
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Abbildung 3.1: Der Konfigurationsraum des Momentanpols �rr
ICM = (rICM,ϕICM) entspricht dem Unterraum N[C1,S ] des Konfi-

gurationsraums (�ϕs, �ϕd), in welchem die aus den nicht-holonomen Bindungen erwachsenden Zwangsbedingungen immer erfüllt
sind. Der Momentanpol kann wiederum durch stereografische Projektion und einige weitere einfache Umformungen lokal dif-
feomorph auf die Darstellung �trwr des Twistvektors in Kugelkoordinaten abgebildet werden.

3.1.2 Der Momentanpol unter Projektion auf die Riemannsche Sphäre

Bernhard Riemann hat durch die Einführung der Riemannschen Sphäre die Menge der komplexen Zahlen
um die Unendlichkeitsstelle erweitert. Auf der Riemannschen Sphäre lassen sich damit Funktionen im
Unendlichen untersuchen. Des Weiteren sind auf der Riemannschen Sphäre Operationen wie die Division
durch Null für Dividenden ungleich Null wohl definiert. Dazu projiziert Riemann die komplexe Ebene auf
eine Einheitskugel, beschreibt Punkte auf der zweidimensionalen Ebene also nun durch drei Koordinaten
und eine Zwangsbedingung. Die homogenen Koordinaten nach Möbius (vgl. (Fischer und Lieb 2010))
verallgemeinern dieses Prinzip und übertragen es auf reelle Zahlen (Abb. 3.2).

Durch Einbettung in diesen höher dimensionalen Raum und stereografische Projektion auf die Einheits-
kugel lassen sich Geraden singularitätsfrei als Kreisbögen darstellen. Eine im Folgenden wichtige Eigen-
schaft der Projektionen auf die Einheitskugel ist, dass solche Kreisbögen unter Möbiustransformationen
wieder auf Kreisbögen auf der Einheitskugel abgebildet werden. Damit ist die Inversion im reellen (•)−1

als Ausprägung der Möbiustransformation über den ganzen Raum inklusive des Fernpunkts definiert.

Im Kontext der Regelung hat die Parametrierung auf Basis von homogenen Koordinaten jedoch einen ent-
scheidenden Nachteil. Die Kreisbögen bzw. die Oberfläche der Kugel K werden hier durch drei Parameter
(ξ1, ξ2, ξ3) sowie die Zwangsbedingungen

K :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(ξ1, ξ2, ξ3) ∈ R3|
3∑

k=1
ξ2

k = 1

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ (3.3)

definiert. Bei der Regelung müssten daher neben den dynamischen Eigenschaften des Systems noch wei-
tere Bedingungen z.B. in Form von Zwangskräften eingeführt werden. Durch Wahl einer geeigneten zwei-
dimensionalen Parametrierung des Oberfläche der Einheitskugel kann diese Zwangsbedingung implizit
berücksichtigt werden. Eine solche Darstellung ist zum Beispiel durch Parametrierung mittels der sphä-
rischen Koordinaten (ϕ,θ) gegeben. Dabei wird in Kauf genommen, dass in den Polen der Kugel eine
Singularität entsteht (Titterton und Weston 2004). An dieser Stelle ist die Abbildung von dreidimensiona-
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Abbildung 3.2: Der Punkt P wird durch Projektion auf die Einheitskugel in die Punkte Q und S abgebildet. Analog ergeben sich
die Kreisbögen h und j aus der Projektion von g auf die Einheitskugel. Interpretiert man die durch (�x′,�y′) gebildete Ebene als die
Ebene, in der sich der Roboter bewegt bzw. die Ebene, in der der Momentanpol definiert ist, so erhält man durch Projektion die
Bahn des Momentanpols als Kreisbogen auf der Einheitskugel.

len kartesischen Koordinaten auf Kugelkoordinaten bekanntlich nicht strukturerhaltend und damit nicht
diffeomorph. Die damit verbundenen, praktischen Konsequenzen werden in Kapitel 4 im Zusammenhang
mit System- und Reglerentwurf diskutiert. Es zeigt sich, dass sich diese Singularität vergleichsweise gut
handhaben lässt. Abgesehen von dieser Singularität kann gezeigt werden, dass diese Abbildung diffeo-
morph zur ursprünglichen Repräsentation des Momentanpols und damit ein valider Arbeitsraum ist.

Ausgangspunkt dieser Betrachtungen ist dabei wieder die Darstellung des Momentanpols in Polarkoordi-
naten. Dabei ist zu beachten, dass eine Gerade durch den Ursprung (g in Abb. 3.2) sich in der üblichen
Polarkoordinatendarstellung nicht vollständig wiedergeben lässt. Der Punkt (0,0) lässt sich nicht eindeu-
tig von der kartesischen Darstellung in die polare Darstellung umrechnen. Dies fällt zusammen mit der
erwähnten Singularität im Pol der Einheitskugel. Darüber hinaus muss der Mehrdeutigkeit der Abbildung
auf die Einheitskugel Rechnung getragen werden. Sonst ließe sich die Gerade nur auf die obere Halbkugel
abbilden (Abb. 3.3(a)) und die Abbildung wäre damit nicht länger kontinuierlich während des Durchgangs
durch den Fernpunkt. Daher werden die Polarkoordinaten im Folgenden zusätzlich zu der in (2.33, 2.34)
gegebenen Form durch eine duale Parametrierung

ϕr
ICM,d2 = arctan2(yr

ICM, x
r
ICM)+π (3.4)

rr
ICM,d2 = −

√
(xr

ICM)2+ (yr
ICM)2 (3.5)

ausgedrückt, welche dem Kreisbogen auf der unteren Halbkugel (Abb. 3.3(b)) zugeordnet ist. In Abbil-
dung 3.3 ist zu erkennen, dass für beide Domänen (Abb. 3.3(a) und Abb. 3.3(b)) der zur Projektion gehöri-
ge, in der (�xr′

wr,�yr′
wr)-Ebene liegende Winkel ϕ identisch zum Winkel ϕr

ICM der polaren Darstellung des ICM
ist. Des Weiteren ergibt sich der Azimuth θ direkt aus der Anwendung des Arcustangens auf das Inverse
des Radius rr

ICM (Anhang C.1). Damit ergeben sich die Koordinaten der Projektion des Momentanpols auf
der Einheitskugel als Funktion

�s′ICM =

(
ϕ

θ

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ϕr

ICM

arctan
(

1
rr
ICM

) ⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (3.6)

der ursprünglichen Polarkoordinaten. Dabei wurden die Domänenbezeichnungen hier ausgelassen.
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(b) Projektion der dualen Polarkoordinaten

Abbildung 3.3: Abbildung 3.3(a) zeigt die Projektion der gewöhnlichen Polarkoordinatendarstellung (2.33, 2.34) auf die Ein-
heitskugel, Abbildung 3.3(b) die duale Darstellung (3.5, 3.4) mit negativem rICM. Die beiden Abschnitte der Geraden (links:
unterbrochener Strich; rechts: Linie von Punkten) werden dabei auf die obere bzw. untere Halbkugel abgebildet und sind sowohl
im Pol (xr

ICM,y
r
ICM) = �0 wie auch für rICM→∞ unterbrochen.

Um diese Darstellung als Basis des Zustandsraums, in welchem die Regelung entworfen wird, verwen-
den zu können, müssen die Umformungen von (2.33, 2.34) bzw. (3.5, 3.4) nach (3.6) diffeomorph sein.
Dann folgt unmittelbar, dass stetig differenzierbare Trajektorien im Parameterraum des Twists in stetig
differenzierbare Trajektorien im Parameterraum des Momentanpols bzw. im Konfigurationsraum abgebil-
det werden. Dabei ist eine Abbildung φ dann diffeomorph, wenn φ bijektiv ist und sowohl φ wie auch
ihre Umkehrung φ−1 beliebig oft stetig differenzierbar sind. Man kann erkennen, dass dies für die beiden
Operationen, Inversion und Bildung des Vier-Quadranten-Arcustangens gilt. So ist die Inversion

Φ = (•)−1 : S +→ S + Φ : S − → S −

S + � {s|s ∈ (0,∞)} S − � {s|s ∈ (−∞,0)}

in S + bzw. S − sowohl bijektiv als auch beliebig oft stetig differenzierbar. Alternativ kann man die Inversi-
on auch als den trivialen Fall der Möbiustransformation interpretieren. Da es gerade eine Eigenschaft der
Riemannschen Sphäre war, dass Kreisbögen auf ihrer Oberfläche unter einer Möbiustransformation wie-
der in Kreisbögen auf der Oberfläche abgebildet werden, ist die Inversion hier sogar über den gesamten
Wertebereich definiert und diffeomorph. Ebenso ist

Ψ = arctan(•) : R→ T

T � {t|t ∈ (−π
2
,+
π

2
)} (3.7)

eine diffeomorphe Abbildung, da der Arcustangens innerhalb der hier definierten Domänen bijektiv und
sowohl Arcustangens wie auch Tangens beliebig oft stetig differenzierbar sind. Die Domänen wurden
eingeführt, um eben diese Eigenschaft sicherzustellen. Da S + und S − jeweils Teilmengen von R sind, ist
damit die Abbildung Ψ : S → T+ mit T+ = {t|t ∈ (0,+π/2)} bzw. Ψ : S − → T− mit T− = {t|t ∈ (−π/2,0)}
ebenfalls diffeomorph. Damit folgt, dass auch die Verkettung Θ = Ψ ◦Φ eine diffeomorphe Abbildung
S → T+ bzw. S − → T− ist. Damit ist gezeigt, dass sich die Darstellung des Momentanpols innerhalb
eines Quadranten der um ϕ rotierten (�xr

wr,�zr
wr)-Ebene diffeomorph abbilden lässt.

Aus dieser Diffeomorphie folgt, dass der Parameterraum des sphärischen Momentanpols eine sinnvolle
Basis für eine Zustandsraumdarstellung des zu regelnden Systems ist. Ein Regelungsgesetz, welches in
einem solchen Zustandsraum auf stetig differenzierbare Systemtrajektorien führt, führt unmittelbar auch
auf stetig differenzierbare Systemtrajektorien im Konfigurationsraum.
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3.1.3 Der Twist als stetige Fortsetzung des projizierten Momentanpols

Um die Abbildung des Momentanpols über die gesamte Einheitskugel stetig fortzusetzen, müssen die
Intervallgrenzen der Quadranten aus Abschnitt 3.1.2 gesondert untersucht werden. Aufgrund der Rotati-
onssymmetrie des betrachteten Raums müssen dazu nur zwei Regionen untersucht werden: Die Pole der
Kugel und der Übergang zwischen der oberen und unteren Halbkugel.

In den Polen ist eine stetige Fortsetzung zunächst nicht möglich. Das ergibt sich direkt aus den Eigenschaf-
ten der Darstellung in Kugelkoordinaten bzw. Polarkoordinaten. Schon die Transformation des Momen-
tanpols von kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten ist an der Stelle (xr

ICM,yr
ICM) = �0 nicht definiert.

Die jeweiligen Grenzwerte für linksseitige und rechtsseitige Annäherung weisen einen Sprung in der Ko-
ordinate ϕr

ICM auf. Damit ist die Abbildung in diesem Punkt nicht diffeomorph. Da das Gleiche für die
Darstellung des Twists in Kugelkoordinaten gilt – es wird im Folgenden gezeigt, dass diese Pole aufein-
ander abgebildet werden – ist der Bruch der Diffeomorphie an dieser Stelle allerdings unproblematisch.
Die Implikationen, die sich aus diesem Bruch der Diffeomorphie für die Regelung ergeben, werden in
den folgenden Abschnitten im Kontext zur Formulierung von inverser Kinematik und Vorwärtskinematik
detailliert diskutiert.

Ähnlich wie für den Pol (xr
ICM,yr

ICM) = �0 liegt in der Polarkoordinatendarstellung und der zugehörigen
Darstellung in Kugelkoordinaten (Abb. 3.3(a) bzw. Abb. 3.3(b)) beim Durchgang durch die Unendlich-
keitsstelle ebenfalls ein Sprung des Parameters ϕr

ICM um π vor, obwohl sich die Konfiguration (�ϕs, �ϕd)
kontinuierlich ändert. Um die Projektion des Momentanpols an der Grenze zwischen oberer und unterer
Halbkugel, welche dem Durchgang des Momentanpols durch Unendlich entspricht, stetig fortzusetzen
(Abb. 3.4), wird eine erweiterte Definition der Polarkoordinaten eingeführt. Dazu werden die duale Dar-
stellung (3.5, 3.4) und die ursprüngliche Darstellung (2.33, 2.34) im Fernpunkt überlagert

(
rr

ICM,d1
ϕr

ICM,d1

)
=

( √
(xr

ICM)2+ (yr
ICM)2

arctan2(yr
ICM, xr

ICM)

)
∀ kk

λk
≥ 0 (3.8)

(
rr

ICM,d1
ϕr

ICM,d1

)
=

(
−
√

(xr
ICM)2+ (yr

ICM)2

arctan2(yr
ICM, xr

ICM)+π

)
∀ kk

λk
< 0 , (3.9)

so dass sich eine über den gesamten Wertebereich stetige Funktion ergibt. Dabei ist λk der in Anhang C.1
eingeführte vorzeichenbehaftete Abstand des Momentanpols von einem beliebigen, nach C.1 geeigneten
Rad k. Der in Anhang C.1 eingeführte Parameter kk ∈ {−1,1} erlaubt die Auflösung der mit einem be-
liebigen Rad k verbundenen Mehrdeutigkeiten bzgl. der kinematischen Entwicklung des Systems. Der
Parameter wechselt sein Vorzeichen gerade dann, wenn der Momentanpol sich durch die Lenkachse des
Rades k bewegt, ist also in der Umgebung des Fernpunktes konstant.

Der auf die Einheitskugel projizierte Momentanpol nach (3.6) schreibt sich für diese erweiterte Darstel-
lung in der Form

�s =
(
ϕ

θ

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ ϕr∗
ICM

arctan( 1
rr∗
ICM

)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
arctan2(yICM, xICM)+πσ

(
− kk
λk

)
−〈δ

(
− kk
λk

)
, π2 〉

arctan
(

1√
(xr

ICM)2+(yr
ICM)2

·sgn
( kk
λk

))
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.10)
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Abbildung 3.4: Abbildung der kombinierten Polarkoordinaten auf die Einheitskugel.

Dabei bezeichnet σ(a) die über den Arcustangens definierte Heaviside-Funktion

σ(a) = lim
ε→0

1
π

(
arctan

(a
ε

)
+
π

2

)
σ(a) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
+1 ∀a > 0
1/2 a = 0
0 ∀a < 0

,

sgn(a) die über die Heaviside-Funktion definierte Signum-Funktion

sgn(a) = 2·
(
σ(a)− 1

2

)
(3.11)

und 〈δ(a), f (a)〉 die Auswertung der Funktion f an der Stelle a = 0 durch Faltung mit der Dirac-
Distribution bzw. Bildung des Skalarproduktes (vgl. (Cohen-Tannoudji u. a. 1999) S.98 ff.) mit der um
a verschobenen Dirac-Distribution

〈δ(a), f 〉 =
∫ x=∞

x=−∞
δ(x−a) f (x)dx . (3.12)

Diese Darstellung (3.10) ist genau dann eine valide Repräsentation des zulässigen Konfigurationsraums
N[C1,S ] des Fahrwerkes bzw. eines Unterraums von N[C1,S ], wenn (3.10) eine diffeomorphe bzw. lokal
diffeomorphe Abbildung Φ : N[C1,S ] → S = (−π,π]× (−π/2, π/2) ist. Dabei ist die Abbildung Φ genau
dann diffeomorph, wenn sie bijektiv und sowohl Φ als auch ihre Umkehrabbildung Φ−1 beliebig oft stetig
differenzierbar (C∞) sind. Um das zu zeigen, wird (3.10) in der Umgebung des Fernpunktes als Funktion
der Lenkwinkel �ϕs des Fahrwerks ausgedrückt.

Nach einigen Umformungen (Anhang C.3) lassen sich die Parameter (ϕ,θ) aus (3.6) bzw. (3.10) auch in
der Umgebung des Fernpunktes rr∗

ICM→∞ direkt als Funktion

�s =
(
ϕ

θ

)
= �f ( �ϕs) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ ϕs,k +
π
2 +πσ(−kk)

kk · arctan
( sin(ϕs,k−ϕs,i)
Δxcos(ϕs,i)+Δysin(ϕs,i)

) ⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (3.13)

der Konfiguration des Roboters �ϕs bzw. der Lenkwinkel (ϕs,i,ϕs,k) eines nach Anhang C.1 geeigneten
Radpaares schreiben. Diese Repräsentation entspricht, bis auf den später noch relevanten Parameter k,
dem Configuration Kinematic Model.
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Ebenso lässt sich eine geschlossene Formulierung für die Konfiguration der Räder als Funktion

ϕs,k = arctan2
(
sin(ϕ)− ya,k tan(θ),cos(ϕ)− xa,k tan(θ)

)− π/2−πσ(−kk)
ϕs,i = arctan2

(
sin(ϕ)− ya,i tan(θ),cos(ϕ)− xa,i tan(θ)

)− π/2−πσ(−ki) (3.14)
...

der sphärischen Koordinaten nach (3.13) und der Konfiguration des Fahrwerks (�xa,k,kk) herleiten (C.3).
Die Gleichungen (3.14) stellen damit eine erste vorläufige Formulierung der inversen Kinematik dar.
Man kann erkennen, dass die Gleichungen (3.14) für θ = 0 identisch sind zum ersten Term in (3.13).
Dabei sind (3.14) immer definiert, solange

sin(ϕ)− ya,k tan(θ) � 0 ∨ cos(ϕ)− xa,k tan(θ) � 0 (3.15)

gilt. Dies ist nur dann nicht erfüllt, wenn der Momentanpol auf der Lenkachse des Rades k liegt. Aus den
Bedingungen (3.15) ergeben sich die wesentlichen Singularitäten. Für die Umgebung des Fernpunktes
θ→ 0 ist dieser Fall also unkritisch.

Mit (3.13) und (3.14) sind damit Abbildung und Umkehrabbildung zwischen zulässigem Konfigurations-
raum und dem neu definierten Momentanpol in Kugelkoordinaten in der Umgebung des Fernpunktes
gegeben. Um zu zeigen, dass diese Abbildung diffeomorph im Fernpunkt ist, muss gezeigt werden, dass
Abbildung (3.13) und Umkehrabbildung (3.14) bijektiv und stetig differenzierbar in der Umgebung des
Fernpunktes sind. Nach Anhang (C.1) ist kk in der Umgebung des Fernpunktes konstant. Dieser Para-
meter ändert sich nur bei Durchgang des Momentanpols durch die Lenkachse des k-ten Rades, also in
der Nähe des Pols bzw. Urspungs. Damit folgt unmittelbar, dass die Terme in (3.14) für ϕ ∈ (−π,π] und
θ ∈ (0−γ,0+γ) mit γ→ 0 bijektiv sind. Das Gleiche gilt offensichtlich auch für den oberen Term in (3.13).
Der zweite Term in (3.13) ist hingegen in der Umgebung von sin(Δϕik)→ +/−0 nur unter der Bedingung

Δxcos(ϕs,i)+Δysin(ϕs,i) � 0 (3.16)

eindeutig definiert. Das schließt die Situation aus, in der die Achsen des Radpaares sowohl zueinander
parallel als auch parallel zum Vektor Δ�x, der von einer Radachse zur anderen zeigt, sind. Dies ist die
Voraussetzung für ein geeignetes „Radpaar“ nach Anhang C.1. Das begrenzt die Ursprungsmenge auf

ϕs,i ∈ (−π,π]
∣∣∣∣{ϕp,ϕp+π

}
(3.17)

ϕp = arctan
(
Δx
Δy

)
. (3.18)

Unter Beachtung der 2π-Periodizität in ϕ bzw. ϕs,i ergeben sich die Ursprungsmengen

U =
{
ϕs,k ∈ (ϕp+ ε,ϕp+π− ε)∧ϕs,i ∈ (ϕp,ϕp+π)

}
(3.19)

U∗ =
{
ϕs,k ∈ (ϕp+π+ ε,ϕp− ε)∧ϕs,i ∈ (ϕp+π,ϕp)

}
mit (3.20)

ε =
∣∣∣ϕs,k −ϕs,i

∣∣∣ ≥ 0 , (3.21)

die in der Umgebung von ε→ 0 durch (3.13) bzw. (3.14) bijektiv abgebildet werden auf die Bildmengen

Z =
{
ϕ ∈ (ϕp+ ε + π/2+πσ(−kk),ϕp− ε + 3/2π+πσ(−kk))∧ θ ∈ (0−γ,0+γ)

}
(3.22)

Z∗ =
{
ϕ ∈ (ϕp+ ε + 3/2π+πσ(−kk),ϕp− ε + π/2+πσ(−kk))∧ θ ∈ (0−γ,0+γ)

}
. (3.23)
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Dabei ist für beliebige, aber feste ϕs,k der Wert von γ eine Funktion von ϕs,i. Das bedeutet, jedes bildbare
Radpaar lässt sich immer nur auf eine Teilmenge des gesamten Definitionsbereichs abbilden. Existieren
allerdings mindestens drei Räder, die nicht auf einer gemeinsamen Gerade liegen, so lässt sich durch
geeignete Wahl des jeweiligen Paares die Bildmenge auf die gesamte Definitionsmenge D = {ϕ ∈ (−π,π]∧
θ ∈ (−π/2, π/2)} erweitern.

Damit ist die Abbildung Φ : (ϕ,θ)→ N[C1,s] genau dann diffeomorph, wenn (3.13) und (3.14) beliebig
oft stetig differenzierbar (C∞) sind. Durch partielle Ableitung von (3.13)

∇�s =
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∂ϕ
∂ϕs,i

∂ϕ
∂ϕs,k

∂θ
∂ϕs,i

∂θ
∂ϕs,k

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
ergibt sich bezüglich der ϕ-Komponente:

∂ϕ

∂ϕs,i
= 0

∂ϕ

∂ϕs,k
= 1 . (3.24)

Dies ist trivial C∞. Bezüglich der θ-Komponente ergeben sich:

∂θ

∂ϕs,i
=

kk

1+
( sin(Δϕik)
Δxcos(ϕs,i)+Δysin(ϕs,i)

)2 ·
Δysin(ϕs,k −2ϕs,i)−Δxcos(ϕs,k −2ϕs,i)(

Δxcos(ϕs,i)+Δysin(ϕs,i)
)2 (3.25)

∂θ

∂ϕs,k
=

kk

1+
( sin(Δϕik)
Δxcos(ϕs,i)+Δysin(ϕs,i)

)2 · cos(Δϕik) . (3.26)

Diese Terme sind genau dann stetig und C∞, wenn Bedingung (3.16) erfüllt ist.

Um (3.14) auf stetige Differenzierbarkeit zu untersuchen, wird die Definition des Arcustangens über den
Hauptwert des komplexen Logarithmus genutzt. Damit lassen sich die Terme in (3.14) schreiben als

�ϕs =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

...
1
i ln ai+ibi√

a2
i +b2

i
− π/2−πσ(−ki)
...

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, mit (3.27)

a = cos(ϕ)− xa,i tan(θ) (3.28)
b = sin(ϕ)− ya,i tan(θ) . (3.29)

Voraussetzung für die Existenz des komplexen Logarithmus in (3.27) ist dabei gerade, dass

a2+b2
� 0 .

Das ist identisch mit Bedingung (3.15). Die Ableitung von (3.14) bzw. (3.27) ergibt sich analog durch
partielle Ableitung des i-ten Elements zu

∂ϕs,i

∂ϕ
=
∂ϕs,i

∂ai
·
∂ai

∂ϕ
+
∂ϕs,i

∂bi
·
∂bi

∂ϕ

∂ϕs,i

∂θ
=
∂ϕs,i

∂ai
·
∂ai

∂θ
+
∂ϕs,i

∂bi
·
∂bi

∂θ
.
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Für die Ableitung nach ϕ ergibt sich dann durch Anwendung auf (3.27)

∂ϕs,i

∂ϕ
=

1
i

(
1

a+ ib
− a

a2+b2

)
·(−sin(ϕ))+

1
i

(
i

a+ ib
− b

a2+b2

)
· cos(ϕ) . (3.30)

Man kann erkennen, dass mit Bedingung (3.15)

sin(ϕ)− ya,i tan(θ) � 0 ∨ cos(ϕ)− xa,i tan(θ) � 0

Gleichung (3.30) sowohl stetig, wie auch C∞ ist. Analog ergibt sich für den zweiten Term

∂ϕs,i

∂θ
=

1
i

(
1

a+ ib
− a

a2+b2

)
·
−xa,i

cos2(θ)
+

1
i

(
i

a+ ib
− b

a2+b2

)
·
−ya,i

cos2(θ)
. (3.31)

In der Umgebung des Fernpunktes θ→ 0 ist dieser Term ebenfalls stetig bzw. beliebig oft stetig differen-
zierbar. Damit ist

Φ : N[C1,s]�ϕs → �s

wie in (3.13) und (3.14) definiert ein lokaler Diffeomorphismus bzw. sind �s und N[C1,s]�ϕs lokal diffeo-
morph zueinander. Ausgenommen sind gerade die durch (3.15) definierten Punkte des Parameterraums,
in welchen die inverse Kinematik singulär wird. Die hier eingeführte stetige Fortsetzung des Momentan-
pols im Fernpunkt ist damit ein valider Arbeitsraum.

3.1.4 Der sphärische Twist als Analogie des projizierten Momentanpols

Um die Gültigkeit der in Abbildung 3.1 dargestellten Transformationen abschließend zu begründen, wird
nun die Analogie zwischen der Darstellung des Twists in Kugelkoordinaten (3.1) und der stetig fortge-
setzten Projektion des Momentanpols auf die Einheitskugel (3.10) gezeigt. Dabei wird im Folgenden
vorausgesetzt, dass sich der Roboter bewege (�twr � �0). Diese Annahme ist notwendig, da die Darstellung
des Twists in Kugelkoordinaten nach (3.1) andernfalls nicht definiert ist. Diese Voraussetzung ist keine
wesentliche Einschränkung, da sie sich bei der praktischen Implementierung z.B. durch Speichern des
letzten Zustands leicht handhaben lässt.
Unter der Voraussetzung, dass sich der Roboter bewegt (�twr � �0), gibt es mindestens ein Rad i, das auf
dem Untergrund abrollt (ϕ̇d,i � 0). Nach der Definition des Momentanpols über die Gesetze der Festkörper-
bewegung und unter Einhaltung der aus den nicht-holonomen Bindungen erwachsenden Rollbedingung
(2.17) lässt sich die Rotationsrate ωr

rw damit als Funktion

ωr
wr =

ϕ̇d,i ·ri

λi
(3.32)

der Rotation ϕ̇d,i � 0 sowie des Radius ri des Rades (Tabelle 2.3) und des Parameters λi � 0 schreiben.
Dabei ist λi gerade der in Anhang C.1 eingeführte, vorzeichenbehaftete Abstand zwischen Lenkachse
bzw. Rad-Boden-Kontakt des Rades i und Momentanpol. Für λi = 0 liegt der Momentanpol also gerade auf
der Lenkachse des Rades i. Bei einem sich bewegenden Roboter mit mindestens zwei gelenkten Rädern
existiert also immer ein Rad, für welches die Voraussetzungen ϕ̇d � 0 und λ � 0 erfüllt sind.
Damit lässt sich das Vorzeichen von ωr

wr als Funktion

sgn(ωr
wr) = sgn(

1
λi

) ·sgn(ϕ̇d,i) (3.33)
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der Rotationsrate ϕ̇d,i sowie des vorzeichenbehafteten Abstands zwischen Momentanpol und Lenkachse
bzw. Rad-Boden-Kontakt des Rades i schreiben. Dies lässt sich verwenden, um den auf die Einheitskugel
projizierten Momentanpol nach (3.10) als Funktion des Twists �t = (ρ,ϕ,θ)T auszudrücken.

Unter Verwendung des über die Prinzipien der Festkörperbewegung definierten Momentanpols (2.31,
2.32) lässt sich der projizierte Momentanpol (3.10) als Funktion

�s =
(
ϕ

θ

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ ϕr∗
ICM

arctan( 1
rr∗
ICM

)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
arctan2(yICM, xICM)+πσ

(
− ki
λi

)
−〈δ

(
− ki
λi

)
, π2 〉

arctan
(

1√
(xr

ICM)2+(yr
ICM)2

·sgn
( ki
λi

))
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
arctan2

( ẋr
wr
ωr

wr
,− ẏr

wr
ωr

wr

)
+πσ

(
− ki
λi

)
−〈δ

(
− ki
λi

)
, π2 〉

arctan

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1√
(− ẏr

wr
ωr
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (3.34)

des kartesischen Twists �t = (ẋr
wr, ẏr

wr,ω
r
wr)T sowie den von der gegenwärtige Konfiguration abhängigen

Variablen ki, λi schreiben. Um dies als Funktion des Twists in Kugelkoordinaten zu schreiben, müssen
zunächst die Abhängigkeiten von der Konfiguration des Roboters, insbesondere seinen Lenkwinkeln �ϕs,
in den Gleichungen für beide Komponenten (ϕ,θ) aufgelöst werden.

Zunächst werden wieder ausschließlich die der Fahrwerkskonfiguration zugeordneten Parameter (ϕ,θ),
die dem auf die Einheitskugel projizierten, erweiterten Momentanpol (3.10) zugeordnet sind, untersucht.
Nach einigen Umformungen (Anhang C.4) lassen sich diese Parameter als Funktion der kartesischen
Geschwindigkeit schreiben:

�s =
(
ϕ

θ

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
arctan2(ẏr

wr, ẋr
wr)+ π

2 +π ·σ(−kisgn(ϕ̇d,i))

arctan
(

ωr
wr√

(ẋr
wr)2+(ẏr

wr)2

)
·kisgn(ϕ̇d,i)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.35)

Es ist zu beachten, dass im Rahmen der in Anhang C.4 ausgeführten Herleitung einige Fallunterscheidun-
gen vorgenommen wurden, welche Stillstand des Roboters und die Pole der Darstellung in Kugelkoordi-
naten ausschließen. Diese Fälle werden in den folgenden Abschnitten knapp erläutert. Bei der praktischen
Implementierung eines Regelungsgesetzes sind beide Situationen im Prinzip leicht zu handhaben. Wird
eine rein rotatorische Bewegung oder Stillstand kommandiert, so können die jeweils nicht definierten
Parameter z.B. konstant gehalten werden.

Bisher wurden lediglich die Parameter ϕ und θ betrachtet, da diese die Konfiguration des Fahrwerks �qs
repräsentieren und wesentlich bezüglich der Einhaltung der „non-slipping“ Bedingung (Absatz 2.2.2)
sind. Um die Analogie dieser Darstellung zum Twist in sphärischen Koordinaten aufzuzeigen, sei nun
zusätzlich der Parameter

ρr
wr =

√
(ẋr

wr)2+ (ẏr
wr)2+ (ωr

wrdmax)2 ·kisgn(ϕ̇d,i) (3.36)

definiert. Definiert man des Weiteren

ϕr
wr � ϕ− π

2
(3.37)

θr
wr � arctan(dmax · tan(θ)) , (3.38)

59



3 Topologische Analyse nicht-holonomer Fahrwerkskinematiken

wobei dmax > 0 ein beliebiger, aber fester Parameter sei, so ergibt sich

�trwr =
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(ẋr
wr)2+ (ẏr
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⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.39)

Beschränkt man sich nun auf die Lösungen, bei denen sich die Räder alle im mathematisch positiven Sinn
um ihre Rotationsachse drehen (ki = 1∀i ∈ {1, ...,N}), ergibt sich die Definition der Kugelkoordinaten des
Twists zu:

�trwr =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
(ẋr

wr)2+ (ẏr
wr)2+ (ωr
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arctan2(ẏr
wr, ẋr

wr)

arctan
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dmax ·ωr
wr√

(ẋr
wr)2+(ẏr

wr)2

)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.40)

Genauso lässt sich der projizierte Momentanpol als Funktion des Twists in Kugelkoordinaten schreiben

�sρ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρr

wr
ϕr

wr +
π
2

arctan( tan(θr
wr)

dmax
)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.41)

Es ist ohne Weiteres zu erkennen, dass die Darstellung des Twists nach (3.40) eine diffeomorphe Ab-
bildung des projizierten Momentanpols nach (3.39) ist. Momentanpol und Twist lassen sich durch Ad-
dition bzw. Subtraktion einer Konstanten sowie Multiplikation bzw. Division mit einer positiven Kon-
stanten aufeinander abbilden. Da, wie in Abschnitt 3.1.2 bis Abschnitt 3.1.3 gezeigt, der projizierte
Momentanpol eine lokal diffeomorphe Abbildung des Nullraums der nicht-holonomen Bindungen ist
und eine Verkettung diffeomorpher Abbildungen selbst wiederum eine diffeomorphe Abbildung ist, ist
damit auch der in Kugelkoordinaten dargestellte Twist eine diffeomorphe Abbildung des Nullraums der
nicht-holonomen Bindungen. Die Darstellung des Twists in Kugelkoordinaten ist damit ein geeignetes
Basissystem für die Formulierung eines Regelungsansatzes.

Es sei hier nochmals erwähnt, dass die Darstellung des Twists in kartesischen Koordinaten kein Diffeo-
morphismus der Darstellung des Twists in Kugelkoordinaten ist. Zum einen ist die zur Umformung von
(C.49) nach (C.51) vorgenommene Substitution nicht stetig differenzierbar. Zum anderen sind die Kugel-
koordinaten nach (3.40) für (ẋr

wr, ẏr
wr)T = �0 bzw. (ẋr

wr, ẏr
wr,ω

r
wr)T = �0 nicht eindeutig definiert. In diesen

Fällen ist eine bijektiv, stetig differenzierbare Abbildung auf die (ϕr
wr,ϕ

r
wr)-Koordinaten nicht möglich.

Tatsächlich zeigt die kinematische Modellierung radbasierter, mobiler Roboter nach Campion, dass der
Nullraum der nicht-holonomen Bindungen für Fahrwerke mit lenkbaren Rädern im Gegensatz zu Diffe-
rentialantrieben nicht diffeomorph auf die Darstellung des Twists in kartesischen Koordinaten abgebildet
werden kann. Damit ist die Formulierung eines kinematisch korrekten Regelungsansatzes in diesem Raum
nicht möglich.
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Abbildung 3.5: Dargestellt sind zwei Räder i und ν, die um den gleichen Momentanpol P bzw. P′ (rot, gestrichelter Kreis)
rotieren. Die Koordinaten (ϕi

ICM,1, θ
i
ICM,1) und (ϕνICM,1, θ

ν
ICM,1) des projizierten Momentanpols (rot gestrichelte Linien) sind in den

zugehörigen Koordinatensystemen {Oi, �xr,�yr,�zr} bzw. {Oν, �xr,�yr,�zr} dargestellt.

3.2 Formulierung der Inversen Kinematik

3.2.1 Die Inverse Kinematik als Verkettung von Abbildungen

Zur Herleitung des Basissystems in Abschnitt 3.1 wurde der sphärische Momentanpol bereits als Funktion
der Lenkwinkel der einzelnen Räder ausgedrückt. Ebenso wurde in (3.14) die inverse Formulierung dieses
Zusammenhangs verwendet. Eine anschauliche Herleitung dieser vorläufigen Formulierung der direkten
und inversen Kinematik ist in Abschnitt C.1 gegeben. Dabei ist die derart gegebene Formulierung der di-
rekten und inversen Kinematik eng mit dem Konfigurationsraum des Fahrwerks verknüpft. Sie ergibt sich
unmittelbar aus den Lenkwinkeln der einzelnen Räder. Das war zweckmäßig, um den Diffeomorphismus
zwischen Twist in Kugelkoordinaten und dem zulässigen Konfigurationsraum des Fahrwerks abzuleiten.

Um in den folgenden Abschnitten die Eigenschaften des gewählten Basissystems und der damit verbun-
den inversen Kinematik möglichst unabhängig von der spezifischen Fahrwerkskonfiguration untersuchen
zu können, wird in diesem Abschnitt eine stärker abstrahierte Formulierung der inversen Kinematik ab-
geleitet. Das Vorgehen gliedert sich dabei in zwei Schritte. Zunächst wird die Formulierung der inversen
Kinematik als Abbildung ΨTνQν des sphärischen Twists �tνwr in den Konfigurationsraum eines einzelnen Ra-
des abgeleitet, dessen Lenkachse auf der �zν Achse des gewählten Koordinatensystems liegt. Im zweiten
Schritt wird die Abbildung ΓTνTi des sphärischen Twists zwischen translatorisch verschobenen Koordina-
tensystemen, die sich im gleichen Inertialsystem befinden, abgeleitet.

Die gesamte inverse Kinematik, welche Twist und Ableitungen des Twists in die entsprechende Kon-
figuration aller Räder bzw. deren Ableitungen abbildet, ergibt sich dann als Verkettung der einzelnen
Abbildungen ΨTiQi •ΓTνTi (Abb. 3.5). Dabei wird verwendet, dass die Verkettung surjektiver, beliebig oft
stetig differenzierbarer (C∞) Abbildungen wiederum eine surjektive, beliebig oft stetig differenzierbare
Abbildung ist.
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Abbildung 3.6: Die Abbildung zeigt den Zusammenhang zwischen den Parametern des Twists in Kugelkoordinaten und der Kon-
figuration eines Rades. Man sieht wiederum die Riemannsche Sphäre, auf die der gegenwärtige Momentanpol P abgebildet wird.
Es ergeben sich zwei Lösungen, Q (rot, gestrichelter Kreis) in der ersten Domäne des nach (3.10) projizierten Momentanpols
und T (grüner Kreis) in der zweiten Domäne des projizierten Momentanpols. Die zugehörigen Winkelkoordinaten (ϕνICM,1, θ

ν
ICM,1)

sowie (ϕνICM,2, θ
ν
ICM,2) sind entsprechend als rot gestrichelte Linien bzw. grüne Linien dargestellt. Ebenfalls dargestellt (rot gestri-

chelt bzw. grün) sind die zugehörigen Winkelkoordinaten ϕνwr,1 und ϕνwr,2 des zugehörigen sphärischen Twists. Im oberen Pol der
Einheitskugel ist das Rad ν mit seinen Konfigurationsvariablen ϕs,ν und ϕ̇d,ν bzw. λν dargestellt. Dabei ist ϕs,ν der Lenkwinkel
des Rades ν, welcher gerade dem Winkel zwischen der mit dem Rad rotierenden �x1,ν-Achse und der körperfesten �x′2,ν- bzw.
�xr

wr-Achse entspricht. Definitionsgemäß liegt die �x1,ν-Achse dabei auf der den Momentanpol und die Lenkachse verbindenden
Geraden (grau gestrichelt). Man kann erkennen, dass in diesem Fall der Lenkwinkel ϕs,ν des Rades gerade identisch zum Winkel
ϕνwr,1 der ersten Domäne ist. Der Winkel ϕνwr,2 der zweiten Domäne ergibt sich durch Addition von π.

3.2.2 Abbildung des Twists in den Konfigurationsraum eines Rades

In diesem Abschnitt wird die erste Komponente der verketteten Abbildung untersucht, welche die inver-
se Kinematik bildet. Dazu wird die Abbildung des sphärischen Twists in den Konfigurationsraum eines
Rades formuliert, das im Ursprung des Koordinatensystems liegt, bezüglich welchem der Twist definiert
ist.

Der Twist sei dazu bezüglich des parallel entlang �zr verschobenen, körperfesten Koordinatensystems
ν = {Oν, �xr,�yr,�zr} gegeben. Dabei geht {Oν, �xr,�yr,�zr} durch translatorische Verschiebung des Ursprungs
auf die Lenkachse des Rades ν aus dem Roboterkoordinatensystem hervor. Dieses verschobene Koor-
dinatensystem entspricht dem nach der Denavit-Hartenberg Konvention (Abb. 2.6) definierten System
{Oν, �x′2,ν,�y

′
2,ν,�z

′
2,ν}. Das Koordinatensystem sei dann entlang der �zr-Achse gerade so weit verschoben, dass

der Pol der Einheitskugel bei zν = 1 in der Achse des Rades bezüglich der Rollbewegung liegt. Im Folgen-
den wird dieses Koordinatensystem durch den Index ν bezeichnet. Abbildung 3.6 zeigt das so definierte
Koordinatensystem zusammen mit dem ν-ten Rad und dem Twist �tνwr, der die Relativbewegung von Robo-
terkoordinatensystem zu Weltkoordinatensystem in sphärischen Koordinaten bezüglich des Referenzkoor-
dinatensystems ν ausdrückt.

Betrachtet man den Lenkwinkel ϕs,ν sowie die Lösung für die ϕνwr,1-Variable des Twists bezüglich seiner
ersten Domäne, so kann man erkennen, dass für den Fall, in welchem die nicht-holonomen Bindungen
erfüllt sind, diese Winkel identisch sind. Das ergibt sich als direkte Konsequenz der Definition des Mo-
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mentanpols als dem Punkt, in welchem sich alle Radachsen schneiden. Bewegt sich der Momentanpol
durch seinen Fernpunkt θνicm,1 = 0, so wechselt das Vorzeichen von λν. Lenkwinkel ϕs,ν und Winkel ϕνwr,1
des sphärischen Twists bleiben konstant. Analog ergibt sich der Winkel ϕνwr,2 aus dem Lenkwinkel durch
Addition von π. Damit lässt sich die Transformationsvorschrift bzgl. des Lenkwinkels als

ϕs,ν � ϕνwr +π ·σ(−kν) (3.42)

ausdrücken. Dabei bezeichnet ϕνwr, wie im vorigen Abschnitt hergeleitet, den Winkel der translatorischen
Geschwindigkeit des Roboters zur �xνwr-Achse des körperfesten Koordinatensystems. Es ist kν = 1, falls
man sich in der ersten Lösungsdomäne befindet bzw. kν = −1 für die zweite Lösungsdomäne.

Ebenso lässt sich λν als Funktion des Azimuts θνICM,1 definieren. Betrachtet man Abbildung 3.6, so erkennt
man, dass sich λν wie zuvor (vergleiche Abbildung 3.3 und Gleichung (3.6)) direkt aus dem Azimut
berechnen lässt. Dabei ergibt sich die Lösung der zweiten Domäne gerade als der mit −1 multiplizierte
Wert der ersten Domäne. Die Transformationsvorschrift lässt sich analog zu (3.42) als

λν �
dmax

tan(sgn(kν) ·θνwr)
= dmax · cot(θνwr) ·kν (3.43)

ausdrücken. Dabei ist θνwr wiederum der Azimut des sphärischen Twists ohne Berücksichtigung der Do-
mäne.

Damit lässt sich die dem Abrollen des Rades zugeordnete Rotationsrate ϕ̇d,ν als Funktion

ϕ̇d,ν ·rd,ν = λν ·ωνwr

= dmax · cot(θνwr) ·kν ·
ρνwr · sin(θνwr)

dmax

= kν · cos(θνwr) ·ρνwr (3.44)

des Radius rd,ν des Rades ν sowie der Distanz λν zwischen Rad und Momentanpol und der Rotation um
den Momentanpol ωνwr berechnen.

Betrachtet man die Gleichungen (3.42) und (3.44), so erkennt man, dass die Abbildung Ψ : T → Qν

des sphärischen Twists in den Konfigurationsraum des Rades ν für jedes �tνwr ∈ R3 wohldefiniert ist. Sie
ist beschränkt, surjektiv und beliebig oft stetig differenzierbar (C∞). Das gilt insbesondere auch in den,
bei der Herleitung des Twists ausgeschlossenen, Polen der Riemannschen Sphäre. Damit lässt sich die
kinematische Konfiguration (ϕs,ν,ϕd,ν)T eines Rades ν durch die kontinuierlichen Parameter des Twists
(ρνwr,ϕ

ν
wr, θ

ν
wr)T sowie einen weiteren diskreten Parameter kν eindeutig beschreiben. Die Ableitungen

lassen sich über die Jacobi-Matrix

JνT Q = ∇�tνwr

(
ϕs,ν(�tνwr,kν)
ϕ̇d,ν(�tνwr,kν)

)
, (3.45)

deren Elemente alle beschränkt bleiben, berechnen. Dabei wird kν vorläufig als fester Parameter behan-
delt.

Es ist zu beachten, dass diese Abbildung zwar surjektiv, aber nicht injektiv und damit auch nicht inver-
tierbar oder diffeomorph ist. So lässt sich aus Gleichung (3.44) für ein einzelnes Radpaar nicht auf den
Azimut bzw. den Betrag des Twists zurückschließen. Das deckt sich mit der Definition des Momentan-
pols als Schnittpunkt der Achsen mindestens zweier Räder.
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Abbildung 3.7: Die Abbildungen zeigen eine Projektion von Abbildung 3.5 in die (�xwr,�ywr)-Ebene. Abbildung 3.7(a) veran-
schaulicht die Umrechnung der (ϕICM, θICM) Parameter über den Momentanpol. Für die erste Lösungsdomäne gilt dabei λICM > 0
und ϕICM zeigt direkt auf den Momentanpol. Abbildung 3.7(b) zeigt den Zusammenhang zwischen dem bezüglich ν und i ausge-
drückten Twist �twr = (�vwr,ωwr)T .

3.2.3 Abbildung des Twists in translatorisch verschobene Bezugssysteme

In diesem Abschnitt wird die Abbildung des Twists in ein rein translatorisch verschobenes Bezugssystem
untersucht. Durch Transformation in ein translatorisch verschobenes Bezugssystem, in dessen Ursprung
ein Rad liegt und anschließende Transformation in den Konfigurationsraum dieses Rades kann der Twist
also auf beliebig viele Räder an beliebiger Montageposition abgebildet werden.

Im Folgenden sei i das translatorisch um �xi zu Bezugssystem ν verschobene Koordinatensystem. Weiter-
hin seien i und ν Darstellungen des gleichen Inertialsystems, d.h. �̇xi = �0 und �̈xi = �0. Dann lässt sich die
ebene Bewegung des Koordinatensystems i bzw. aller in ihm ausgedrückten festen Bezugspunkte sowie
die Bewegung des Koordinatensystems ν bzw. aller in ihm ausgedrückten festen Bezugspunkte als ver-
allgemeinerte Rotation um einen gemeinsamen Momentanpol darstellen. Der Twist �tiwr bzw. �tνwr ist damit
nach Abschnitt 3.1 eine diffeomorphe Abbildung des in den Koordinaten des jeweiligen Bezugssystems
beschriebenen Momentanpols.

Um den Twist �tiwr im translatorisch zu Bezugssystem ν verschobenen Bezugssystem i als Funktion des
Twists �tνwr darzustellen, wird zunächst der Momentanpol bezogen auf Koordinatensystem i als Funk-
tion des Momentanpols bezogen auf Koordinatensystem ν ausgedrückt. Abbildung 3.7 stellt eine 2-
dimensionale Projektion dieser in Abbildung 3.6 dargestellten Verknüpfung von �tiwr und �tνwr über den
gemeinsamen Momentanpol dar.

Die Position des Momentanpols in Koordinaten des Bezugssystems i ergibt sich zu

xi
ICM = cot(θνICM) · cos(ϕνICM)− xνiν (3.46)

yi
ICM = cot(θνICM) · sin(ϕνICM)− yνiν , (3.47)

wobei die Substitution λνICM = cot(θνICM) verwandt wurde. Um die Mehrdeutigkeit bezüglich der Darstellung
des Momentanpols in Kugelkoordinaten ((ϕi

ICM, θ
i
ICM), (ϕi

ICM+π,−θi
ICM)) aufzulösen, sei das Vorzeichen von

θi
ICM im Folgenden definiert durch

sgn(θi
ICM) = sgn(θνICM) .
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Damit lassen sich die Parameter ϕi
ICM bzw. θi

ICM für �xi
ICM ∈ R2/{�0} als Funktion der Koordinaten des Mo-

mentanpols im Bezugssystem i sowie des Parameters θνICM schreiben:

ϕi
ICM = arctan2(yi

ICM, x
i
ICM)+π ·σ(−θνICM)−〈δ(−θνICM),

π

2
〉 (3.48)

θi
ICM = sgn(θνICM) · arctan

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1√

xi2
ICM+ yi2

ICM

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.49)

Um Singularitäten bei der Abbildung des Parameters ρνICM zu vermeiden, wird hier der Umweg über die
kartesischen Geschwindigkeiten gewählt. Unter Verwendung des Prinzips der Festkörperbewegung lässt
sich der Twist �tiwr des Roboterkoordinatensystems relativ zum Weltkoordinatensystem ausgedrückt bezüg-
lich des Koordinatensystems i als Funktion

�tiwr = �t
ν
wr + �ω

ν
wr × �xνiν (3.50)

schreiben. Dabei wurde hier angenommen, dass i bezüglich ν rein translatorisch verschoben ist. Es ist
�ωνwr = (0,0,ωνwr)T die Rotation des Roboters um seine Hochachse und �xνiν = (xνiν,y

ν
iν,0)T die bezüglich dem

dreidimensionalen System ausgedrückte ebene Verschiebung der Koordinatensysteme i und ν zueinander.
Der Betrag der verallgemeinerten Rotation um den Momentanpol ergibt sich dann zu

ρi
ICM = sgn(ρνICM) ·

∥∥∥�tiwr
∥∥∥ . (3.51)

Dabei wurde das Vorzeichen von ρi
wr wiederum fest definiert, um die möglichen Mehrdeutigkeiten auf-

zulösen. Es ist zu beachten, dass dieser Ansatz nicht zur Berechnung der Parameter (ϕi
ICM, θ

i
ICM) genutzt

werden kann, da die Umformung des Twists von sphärischer in kartesische Darstellung und zurück, wie
in Abschnitt 3.1.4 erläutert, nicht diffeomorph ist. Es wird sich im Folgenden zeigen, dass dies bezüglich
des Parameters ρi

wr kein Probleme darstellt.

Um letztlich den sphärischen Twist �tiwr im Bezugssystem i als Funktion des sphärischen Twists �tνwr auszu-
drücken, werden nun (3.46) und (3.47) in den Gleichungen (3.48) bis (3.51) substituiert. Zudem wird der
Zusammenhang

tan(θwr) = tan(θICM) ·dmax (3.52)

ϕwr = ϕICM− π2 (3.53)

zwischen projiziertem Momentanpol �s und sphärischem Twist �twr verwandt. Damit ergibt sich die Koor-
dinate ϕi

wr des Twists bezogen auf Koordinatensystem i zu

ϕi
wr = ϕ

i
ICM−

π

2

= arctan2

(
dmax

tan(θνwr)
sin
(
ϕνwr +

π

2

)
− yνiν,

dmax

tan(θνwr)
cos

(
ϕνwr +

π

2

)
− xνiν

)
+ · · ·

· · ·+πσ(−θνwr)−〈δ(−θνwr),
π

2
〉− π

2
. (3.54)

Betrachtet man Gleichung (3.54), so kann man erkennen, dass die Transformation sowohl für den
Durchgang durch den Fernpunkt (tan(θνwr)→ 0) als durch den Pol bezüglich des Koordinatensystems ν
(tan(θνwr)→ +/−∞) definiert ist. Allerdings führen die Berechnungen in diesen Regionen mit Zwischener-
gebnissen im Bereich von +/−∞ zu numerischen Problemen.
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Vereinfacht man (3.54) durch Umschreiben des Tangens und Anwendung von (C.14) zu

ϕi
wr = arctan2

(
dmax cos(θνwr)cos(ϕνwr)− sin(θνwr) ·yνiν,dmax cos(θνwr)(−sin(ϕνwr))− sin(θνwr) ·xνiν

)
+ · · ·

· · ·+πσ(−sin(θνwr))−〈δ(−sin(θνwr)),
π

2
〉+πσ(−θνwr)−〈δ(−θνwr),

π

2
〉− π

2
mit sgn(sin(x)) = sgn(x) und mod2π

= arctan2
( I︷�����������������������������������������︸︸�����������������������������������������︷
dmax cos(θνwr)cos(ϕνwr)− sin(θνwr) ·yνiν, · · ·

· · ·−dmax cos(θνwr) sin(ϕνwr)− sin(θνwr) ·xνiν︸�������������������������������������������︷︷�������������������������������������������︸
II

)
− π

2
, (3.55)

lassen sich diese Probleme vermeiden. Gleichung (3.55) ist auch bei Durchgang durch den Fernpunkt
bzw. den Pol bezüglich ν wohldefiniert und numerisch unkritisch. Es ist aber zu beachten, dass sowohl
Gleichung (3.54) wie auch (3.55) nicht definiert sind, wenn beide Terme innerhalb des Arcustangens
gleichzeitig 0 sind. Das entspricht gerade dem Fall (xi

ICM,yi
ICM) = 0, also dem Durchgang durch den Pol des

Bezugssystem i, in welchem bereits (3.48) und (3.49) eine Singularität aufweisen.

Analog zu (3.54) lässt sich θi
wr unter Verwendung von (3.52) und Einsetzen von (3.49) berechnen

θi
wr = arctan(dmax ·θi

ICM)

= sgn(θνwr) · arctan

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
dmax√( dmax

tan(θνwr)
sin(ϕνwr +

π
2 )− yνiν

)2
+
( dmax

tan(θνwr)
cos(ϕνwr +

π
2 )− xνiν

)2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (3.56)

wobei verwendet wurde, dass tan(sgn(a) ·x) = sgn(a) · tan(x) ist und das sgn(θi
wr) = sgn(θi

ICM). Um numeri-
sche Probleme zu vermeiden, wird analog zu (3.55) der Tangens wieder durch den Quotienten von Sinus
und Cosinus ausgedrückt. Durch Faktorisieren lässt sich (3.56) dann zu

θi
wr = sgn(θνwr) · arctan

(
dmax ·

∣∣∣sin(θνwr)
∣∣∣ ·((dmax cos(θνwr)cos(ϕνwr)− sin(θνwr) ·yνiν)

2+ · · ·

· · · + (−dmax cos(θνwr) sin(ϕνwr)− sin(θνwr) ·xνiν)
2
)−1/2

)

= arctan
( III︷�����������︸︸�����������︷
dmax · sin(θνwr) ·

(
(

I︷�����������������������������������������︸︸�����������������������������������������︷
dmax cos(θνwr)cos(ϕνwr)− sin(θνwr) ·yνiν)

2+ · · ·

· · · + (−dmax cos(θνwr) sin(ϕνwr)− sin(θνwr) ·xνiν︸�������������������������������������������︷︷�������������������������������������������︸
II

)2
)−1/2

)
(3.57)

vereinfachen. Man kann erkennen, dass auch (3.57) wieder in den gleichen Regionen wie zuvor (3.55)
Singularitäten aufweist bzw. in den selben Punkten (ϕνwr,S i

, θνwr,S i
) nicht definiert ist.

Die Bedingung, unter welcher diese Singularität in (3.49) durchlaufen wird, lässt sich durch Umformen
von Term I und II als lineares Gleichungssystem darstellen:

cos(ϕνwr,S i
)− tan(θνwr,S i

)
yνiν

dmax
= 0

−sin(ϕνwr,S i
)− tan(θνwr,S i

)
xνiν

dmax
= 0 .
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Durch Lösen dieses Gleichungssystems erhält man dann die Koordinaten

ϕνwr,S i
= arctan2(yνiν, x

ν
iν)−

π

2
+πσ(−θνwr,S i

) (3.58)

θνwr,S i
= +/−arctan

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
dmax√

yν2iν + xν2iν

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (3.59)

des sphärischen Twists �tνwr im Bezugssystem ν, unter welchem die inverse Kinematik bezüglich des Sys-
tems i eine Singularität aufweist. Dabei entspricht (3.58), (3.59) gerade der Abbildung der Position der
Lenkachse des Rades i in die beiden Lösungsdomänen des projizierten Momentanpols bezüglich des Ko-
ordinatensystems ν.

Das Aufstellen der Transformationsvorschrift für ρi
wr ist letztlich vergleichsweise einfach. Durch Einset-

zen von (3.50) in (3.51) erhält man

ρi
wr = sgn(ρνwr) ·

∣∣∣�tνwr + �ω
ν
wr × �xνiν

∣∣∣
= sgn(ρνwr) ·

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
(
ρνwr cos(θνwr)cos(ϕνwr)−ρνwr sin(θνwr)

yνiν
dmax

)2
+ · · ·

· · ·+
(
ρνwr cos(θνwr) sin(ϕνwr)+ρ

ν
wr sin(θνwr)

xνiν
dmax

)2
+

(
ρνwr sin(θνwr)

)2⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
1/2

. (3.60)

Dies lässt sich wie zuvor (3.57) unter Verwendung der Definition der Betragsfunktion über die Signum-
Funktion ‖x‖ = x ·sgn(x) als

ρi
wr =

ρνwr
dmax

·
(( I︷���������������������������������������︸︸���������������������������������������︷

dmax cos(θνwr)cos(ϕνwr)− sin(θνwr)y
ν
iν

)2
+ · · ·

· · ·+
(
dmax cos(θνwr) sin(ϕνwr)+ sin(θνwr)x

ν
iν︸���������������������������������������︷︷���������������������������������������︸

II

)2
+
(
dmax sin(θνwr)︸���������︷︷���������︸

III

)2)1/2

(3.61)

schreiben.

Fasst man die Gleichungen (3.55), (3.57), (3.61) zusammen, lassen sich die Koordinaten des Twists �tiwr
im Bezugssystems i schließlich als Funktion

�tiwr = �fiν(�tνwr) (3.62)

der Koordinaten des Twists�tνwr im Bezugssystem ν schreiben. Dabei ist �fiν, wie in Abschnitt 3.2.4 gezeigt
wird, eine surjektive und in einer offenen Umgebung der Singularitäten C∞ Funktion. In dieser offenen
Umgebung sind also auch die Ableitungen von �fiν bzw. insbesondere die zugehörige Jacobi-Matrix

JTνTi = ∇
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ϕi

wr(�tνwr)
θi

wr(�tνwr)
ρi

wr(�tνwr)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (3.63)

wohl definiert. In einer geschlossenen Umgebung der Singularitäten sind �fiν und die zugehörigen Ablei-
tungen zusätzlich beschränkt.
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3 Topologische Analyse nicht-holonomer Fahrwerkskinematiken

3.2.4 Eigenschaften der inversen Kinematik

Die vollständige Formulierung der inversen Kinematik, welche die gegenwärtige Konfiguration des Twists
sowie seine Änderung auf die Konfiguration bzw. Änderung der Konfiguration der Räder abbildet, ergibt
sich aus der Konkatenation

ΞT Q =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ΨT1Q1 •ΓTνT1

...

ΨTN QN •ΓTνTN

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (3.64)

der verketteten Abbildung über alle N Räder. Dabei waren ΨTiQi und ΓTνTi die Abbildungen des Twists
auf ein Rad im Ursprung bzw. des Twists in ein translatorisch verschobenes Koordinatensystem. Die
Abbildung ΓTνTν = 1 ist der triviale Fall eines nicht verschobenen Bezugssystems.

Nach Abschnitt 3.2.2 gilt dabei, dassΨTiQi über den gesamten Definitionsbereich von Ti surjektiv und C∞,
aber nicht injektiv und damit weder bijektiv noch diffeomorph ist. Ferner gilt nach Abschnitt 3.2.3, dass
ΓTνTi den gesamten Definitionsbereich von Tν unter Ausschluss der Singularitäten (ϕνwr,S i

, θνwr,S i
) surjektiv

und C∞ auf den Definitionsbereich von Ti abbildet. Aufgrund der Definition von Ξ über die Konkatenation
der Verkettung von ΨTiQi und ΓTνTi über alle Räder gilt damit, dass Ξ den gesamten Definitionsbereich
von Tν unter Ausschluss der Singularitäten bezüglich aller Räder

S ν{(ϕνwr,S 1
, θνwr,S 1

), . . . , (ϕνwr,S N
, θνwr,S N

)} (3.65)

surjektiv und C∞ auf den zulässigen Konfigurationsraum Q abbildet.

Die Surjektivität und stetige Differenzierbarkeit der Abbildung ΨTiQi wurde bereits in Abschnitt 3.2.2
hinreichend erläutert. Im Folgenden werden die Eigenschaften der Abbildung ΓTνTi detailliert diskutiert.
Zunächst wird gezeigt, dass die Abbildung, wie bereits zu Ende von Abschnitt 3.2.3 erwähnt, surjektiv
und C∞ ist. Anschließend wird zum einen gezeigt, dass aus dieser Eigenschaft bei geeigneter Definition
einer inversen Abbildung für einen beschränkten Definitionsbereich Diffeomorphismus für ΓTνTi folgt.
Zum anderen wird gezeigt, dass Surjektivität und C∞ aber nicht Injektivität auch für einen erweiterten
Definitionsbereich des Twists gilt.

Wie bereits in Abschnitt 3.1.3 gezeigt, ist der in vier Quadranten definierte Arcustangens eine surjektive
und bei Definition über den komplexen Logarithmus C∞ Abbildung

arctan2(•,•) : R2/{�0} → (−π,π] . (3.66)

Die Surjektivität bezüglich der Bildmenge (−π,π] ist dabei gerade dann gegeben, wenn die Elemente der
Ursprungsmenge X den Ursprung des Bezugssystems „umringen“

X = �x ∈ {(x− xo)2+ (y− yo)2 < c|xo,yo,c ∈ R∧ (x,y) ∈ R2/{ �xo,yo}} . (3.67)

Aus der Definition der Singularitäten (ϕνwr,S i
, θνwr,S i

) (3.58), (3.59) ergibt sich gerade, dass die Koordinaten
(ϕνwr, θ

ν
wr) des auf ν bezogenen Twists in einer offenen Umgebung um die Singularität (ϕνwr, θ

ν
wr) ∈ (ϕνwr,S i

−
δ,ϕνwr,S i

+ δ)× (θνwr,S i
− δ,θνwr,S i

+ δ) surjektiv und C∞ auf eine offene Umgebung X′, welche das Element �0
beinhaltet, abgebildet werden. Es gilt

∀δ > 0∃c > 0|(I(ϕνwr, θ
ν
wr), II(ϕ

ν
wr, θ

ν
wr)) ∈ {X∪{�0}} . (3.68)

Ferner gilt für den hier betrachteten, nicht-trivialen Fall �xνiν � 0, dass (ϕνwr,S i
, θνwr,S i

) ∈ (−π/2, π/2)× (−π,π].
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3.2 Formulierung der Inversen Kinematik

Damit folgt aus den Eigenschaften des Arcustangens bezüglich Surjektivität und Differenzierbarkeit, dass
(3.55) die Ursprungsmenge (ϕνwr, θ

ν
wr) ∈ Φ surjektiv und C∞ auf die Bildmenge ϕi

wr ∈ (−π,π] abbildet.
Dabei sei die Ursprungsmenge Φ gerade durch die Definitionsmenge für (ϕνwr, θ

ν
wr) unter Ausschluss der

Singularitäten gebildet

Φ = (−π/2, π/2)× (−π,π]/{(ϕνwr,S i
, θνwr,S i

)} . (3.69)

Tatsächlich lässt sich die Aussage bezüglich Surjektivität und Differenzierbarkeit noch auf eine größere
Ursprungsmenge Φ′ ausweiten. Betrachtet man die Terme I und II, so erkennt man, dass diese nicht nur
bezüglich Φ, sondern auch bezüglich

Φ′ = (−π,π]2/{(ϕνwr,S i
, θνwr,S i

)} (3.70)

beliebig oft stetig differenzierbar sind. Surjektivität folgt direkt aus der Tatsache, dass Φ eine Teilmenge
von Φ′ ist. Die Abbildung (3.55) ist damit sowohl bezüglich Φ als auch bezüglich Φ′ surjektiv und C∞.

Analog, lässt sich erkennen, dass Gleichung (3.57) die Koordinaten (ϕνwr, θ
ν
wr) surjektiv und C∞ auf

θi
wr ∈ (−π/2, π/2) abbildet. Die Terme I und II bilden wie bereits erläutert (ϕνwr, θ

ν
wr) in einer offenen Um-

gebung der Singularitäten surjektiv und C∞ in eine offene Umgebung um 0 ab. Ebenso kann man direkt
erkennen, dass Term III (ϕνwr, θ

ν
wr) surjektiv und C∞ auf das Intervall (−dmax,dmax) abbildet. Für praktisch

relevante Fahrwerke gilt weiterhin ‖�xνiν‖ �∞, sonst wäre das Fahrwerk unendlich ausgedehnt. Damit lie-
gen die Nullstellen von Term III an anderer Stelle, als die gemeinsamen Nullstellen für Term I und II und
der Quotient in (3.57) ist damit immer wohl definiert. Durch Bildung des Quotienten von Term III und
der quadrierten Summe aus Term I und II werden (ϕνwr, θ

ν
wr) schließlich auf das offene Intervall (−∞,∞)

abgebildet. Dabei wird die Umgebung der Singularitäten gerade in die Umgebung von +/−∞ und der Fern-
punkt θνwr = 0 wieder in 0 abgebildet. Die Singularitäten, an welchen der Quotient aus (3.57) nicht stetig
differenzierbar ist, fallen also mit den bereits bekannten Singularitäten (ϕνwr,S i

, θνwr,S i
) zusammen. Damit

ist auch (3.57) eine bezüglich der Ursprungsmenge Φ surjektive und C∞ Abbildung nach θi
wr ∈ (−π/2, π/2).

Ebenso gilt, wie für die Abbildung nach ϕνwr ∈ (−π,π] (3.59), dass (3.57) auch bezüglich Φ′ surjektiv und
C∞ ist. Das folgt direkt aus der Eigenschaft des Sinus in Term III, der in diesem Intervall surjektiv und
C∞ ist.

Die Abbildung von ρνwr ∈ R nach ρi
wr ∈ R (3.61) ist letztlich surjektiv und C∞ über den gesamten Definiti-

onsbereich von (ρνwr,ϕ
ν
wr, θ

ν
wr) inklusive der Singularitäten. Die Terme I bis III bilden, wie bereits erläutert,

(ϕνwr, θ
ν
wr) surjektiv und C∞ nach R in eine Umgebung von 0 ab. Des Weiteren gilt, dass Term I, II und III

keine gemeinsamen Nullstellen haben. Damit entspricht Gleichung (3.61) einer Abbildung von ρνwr nach
ρi

wr durch Multiplikation mit einem positiven reellwertigen Faktor und ist somit surjektiv und C∞ in R.
Damit lassen sich die Eigenschaften von Ξ, Ψ, Γ wie folgt zusammenfassen. Es seien folgende Mengen

T = R× (−π,π]× (−π/2, π/2) , T+ = R+× (−π,π]× (−π/2, π/2) , T ′ = R× (−π,π]2 (3.71)

als Definitionsmengen des Twists �twr definiert. Dabei entspricht T+ gerade der bisherigen Definition des
Twists, für welche in Abschnitt 3.1 Diffeomorphismus bezüglich des Momentanpols gezeigt wurde. Ferner
seien die folgenden Mengen

S ν = {(ϕνwr,S 1
, θνwr,S 1

), . . . , (ϕνwr,S N
, θνwr,S N

)} , S ν
i = S ν/{(ϕνwr,S i

, θνwr,S i
)} (3.72)

S ν′ = S ν∪{R× (π,π]×−π/2}∪ {R× (π,π]× π/2} , S ν′
i = S ν′/{(ϕνwr,S i

, θνwr,S i
)} (3.73)

bezüglich der singulären Bereiche in T definiert. Dabei erlaubt S ν′ die Einbeziehung von Bezugssystemen,
welche gerade nicht mit einem Rad, also einer Singularität, zusammenfallen.
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Damit kann das Bezugssystem, in welchem �twr ausgedrückt wird, frei gewählt werden. Dann gilt, dass
wie oben erläutert

Γ : T+/S ν→ T+/S i′
ν Γ : T/S ν→ T/S i′

ν Γ : T ′/S ν→ T/S i′
ν (3.74)

jeweils surjektiv und C∞ sind. Definiert man des Weiteren die Menge

Q = R× (−π,π] , (3.75)

die den Konfigurationsraum eines einzelnen Rades beschreibt, so gilt nach Abschnitt 3.2.2, dass ebenso

Ψ : T → Q , Ψ : T+→ Q , Ψ : T ′ → Q (3.76)

surjektiv und C∞ ist. Damit gilt schließlich, dass die in (3.64) durch Konkatenation von Γ und Ψ für alle
Räder gebildete Abbildung

Ξ : T/S ν
ν→ QN , Ξ : T+/S ν

ν→ QN , Ξ : T ′/S ν
ν→ QN (3.77)

surjektiv und C∞ sind. Das heißt, die in den vorhergehenden Abschnitten hergeleitete inverse Kinematik
ist – außer in den Singularitäten, welche nicht mit dem Ursprung des gewählten Bezugssystems zusammen
fallen – über die gesamte Definitionsmenge von �twr wohl definiert. Beschränkt man die Betrachtungen
bezüglich Γ vorläufig auf den Bereich T/S ν′ und definiert man die Umkehrfunktion zu Γνi über

Γ−1
νi � Γiν (3.78)

also gerade als die Abbildung von �tiwr nach �tνwr, dann folgt aus der Surjektivität und stetigen Differenzier-
barkeit der jeweiligen Abbildungen

Γνi : T/S ν′ → T/S i′ surjektiv und C∞ (3.79)
Γ−1
νi � Γiν : T/S i′ → T/S ν′ surjektiv und C∞ (3.80)

unmittelbar, dass Γνi sowohl surjektiv als auch injektiv und damit bijektiv ist. Da sowohl Γνi, als auch Γ−1
νi =

Γiν auf den jeweiligen Definitionsmengen zusätzlich C∞ sind, folgt damit direkt, dass Γνi die Mengen
T/S ν′ und T/S i′ diffeomorph ineinander abbildet.

Außerhalb der Singularitäten lässt sich der Twist also diffeomorph in die einzelnen Bezugssysteme ab-
bilden. Des Weiteren lässt sich der Twist außerhalb der Singularitäten und zusätzlich in der Singularität,
welche im Ursprung des gegenwärtigen Bezugssystems liegt, surjektiv und C∞ auf den Konfigurations-
raum der Räder abbilden. Das bedeutet einerseits, dass es bei der gewählten Parametrierung über den
Momentanpol bzw. den sphärischen Twist nicht möglich ist, eine einzige Darstellung für den zulässigen
Konfigurationsraum des Fahrwerkes anzugeben. Andererseits deckt die Gesamtheit der Repräsentatio-
nen bezüglich der in die Radachsen verschobenen Bezugssysteme

U =
⋃

i=1,...,N
T/S ν

ν (3.81)

den zulässigen Konfigurationsraum vollständig ab. Diesbezüglich wurde gezeigt, dass außerhalb der Sin-
gularitäten eine diffeomorphe Abbildung zwischen diesen Darstellungen existiert. Es kann also immer
eine geeignete Darstellung gewählt werden, für welche die inverse Kinematik wohl definiert ist, und
es ist möglich, zwischen diesen Darstellungen zu wechseln. Es bildet U einen Atlas des vollständigen,
zulässigen Konfigurationsraums.

70



3.3 Formulierung der direkten Kinematik

3.3 Formulierung der direkten Kinematik

3.3.1 Abbildung in ein beliebiges Koordinatensystem

In diesem Abschnitt wird die in Anhang C.1 abgeleitete, vorläufige Formulierung der direkten Kinematik,
wie sie in Abschnitt 3.1.1 verwendet wurde, hinsichtlich ihrer Eigenschaften analysiert und modifiziert.
Ziel ist zum einen eine Formulierung, welche eine direkte Berechnung des sphärischen Twists erlaubt und
dabei die mit dem Momentanpol verbundenen, in der Umgebung des Fernpunktes auftretenden, numeri-
schen Probleme vermeidet. Zum anderen wird in Abschnitt 3.3.2 eine adaptierte Formulierung hergeleitet,
welche für den Fall, dass der Ursprung des Koordinatensystems mit der Lenkachse eines Rades zusam-
menfällt, die exakte Kenntnis über den ϕwr-Parameter des Twists ausnutzt.

Wie in Anhang C.1 erläutert, ist nach (C.6) die Existenz mindestens eines Radpaares ik, für welches
�y1,i, �y1,k und Δ�xik nicht kollinear sind, die grundlegende Voraussetzung für die direkte Bestimmung des
Momentanpols auf Basis der Lenkwinkel �ϕs. Für Fahrwerke mit drei oder mehr Standardrädern, deren
Lenkachsen nicht alle auf einer einzigen gemeinsamen Geraden liegen, lassen sich immer mindestens 2
solcher Paare bilden. Damit können die Gleichungen für die direkte Kinematik immer aufgestellt werden.

Ohne Einschränkung des Bezugssystems lassen sich aus (C.33) und (C.36) mit (3.41) die Parameter des
sphärischen Twists (ρνwr,ϕ

ν
wr, θ

ν
wr) für jedes geeignete Radpaar errechnen. Im Folgenden bezeichne ν das

beliebige, aber feste Bezugssystem, in welchem die Parameter des sphärischen Twists ausgedrückt werden.
Die der Konfiguration des Fahrwerks zugeordneten Parameter ergeben sich zu

ϕνwr = arctan2
(
ya,k +λk cos(ϕs,k), xa,k −λk sin(ϕs,k)

)
+πσ

(
− kk

λk

)
−〈δ

(
− kk

λk

)
,
π

2
〉− π

2
(3.82)

θνwr = arctan
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ dmax√

(xa,k +λk(−sin(ϕs,k)))2+ (ya,k +λk cos(ϕs,k))2
·sgn

(
kk

λk

)⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (3.83)

Es ist zu beachten, dass (3.82) und (3.83) Funktionen von ϕs,k und ϕs,i sind. Zwar tritt explizit nur der
Index k auf, λk ist aber eine Funktion (C.9) von ϕs,k und ϕs,i.

Der verbleibende Parameter ρνwr kann nun durch Ausnutzen der Gesetze der Festkörperbewegung ωk
wr =

ωνwr durch Einsetzen des Ergebnisses von (3.83) in (3.44) berechnet werden

ρνwr =
ϕ̇d,k ·rk ·dmax

λk · sin(θνwr)
. (3.84)

Dabei wurde angenommen, dass für Rad k �xk
ICM � 0 gelte. Unter der Voraussetzung, dass ik ein valides

Radpaar sei und ein physikalisch sinnvolles Fahrwerk betrachtet wird, alsoΔ�xik � 0 gilt, ist diese Annahme
immer für eines der Räder i, k erfüllt.

Gleichungen (3.82) bis (3.84) erlauben die Berechnung des sphärischen Twists auf Basis eines einzelnen
validen Radpaares. Da bei einem Fahrwerk mit mehr als zwei Rädern in der Regel mehr als ein valides
Radpaar existiert, bildet die direkte Kinematik bezüglich des gesamten Fahrwerks ein überbestimmtes
Gleichungssystem. Der tatsächliche Twist kann z.B. über die Ergebnisse für alle validen Radpaare abge-
schätzt werden. Eine Möglichkeit dazu ist die Bildung des Mittelwerts

�tνwr =

∑N−1
i=1

∑N
k=i+1 δ(i,k) ·�tνwr(i,k)∑N−1

i=1
∑N

k=i+1 δ(i,k)
(3.85)

über die Ergebnisse für alle Radpaare �tνwr(i,k), welche aus den N Rädern des Fahrwerks gebildet werden
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3 Topologische Analyse nicht-holonomer Fahrwerkskinematiken

können. Dabei „wählt“ δ(i,k) gerade die validen Radpaare aus:

δ(i,k) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩0 ∀(�y1,i‖�y1,k)∧ (�y1,i‖Δ�xik)
1 andernfalls

(3.86)

Prinzipiell ist die direkte Kinematik damit bereits vollständig angegeben. In der so angegebenen Form
sind die Gleichungen (3.82) bis (3.84) allerdings teilweise numerisch problematisch. So strebt λk zum
Beispiel in der Umgebung des Fernpunktes gegen Unendlich. Des Weiteren ist der Arcustangens in Glei-
chung (3.82) nicht definiert für �xνICM = 0, wenn also der Momentanpol im Ursprung des Bezugssystems
liegt.

Eine bessere numerische Konditionierung hinsichtlich des Fernpunkts kann durch einige einfache Um-
formungen erreicht werden. Wendet man (C.14) zweimal auf (3.82) an, so lässt sich (3.82) unter der
Voraussetzung λk � 0 zu

ϕνwr = arctan2

(
ya,k

λk
+ cos(ϕs,k),

xa,k

λk
− sin(ϕs,k)

)
+πσ(−kk)− π2

= arctan2

( ya,k · sin(ϕs,k −ϕs,i)
Δxik cos(ϕs,i)+Δyik sin(ϕs,i)

+ cos(ϕs,k), · · ·
xa,k · sin(ϕs,k −ϕs,i)

Δxik cos(ϕs,i)+Δyik sin(ϕs,i)︸������������������������������︷︷������������������������������︸
I

− sin(ϕs,k)
)
+πσ(−kk)− π2 (3.87)

umformen. Dabei ist (3.87) gerade dann wohl konditioniert, wenn Term I nicht 0 wird. Wie man durch
Berechnung der Nullstelle erkennen kann, ist das gerade dann der Fall, wenn die Radachse von Rad i
nicht parallel zu dem die Lenkachsen verbindenden Vektor Δ�xik = �xa,k − �xa,i ist. Das entspricht gerade der
Bedingung, dass weder die Achsen und der Verbindungsvektor kollinear sind noch λk = 0 ist. Wie zuvor
gezeigt, existiert für jedes valide Radpaar mindestens ein Rad, welches diese Bedingungen erfüllt.

Unter Verwendung der Definition des Betrages über die Signum-Funktion und unter der Annahme, dass
λk � 0 gelte, lässt sich (3.83) analog umformen zu

θνwr = arctan

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
dmax ·kk

λk

√( xa,k
λk
− sin(ϕs,k)

)2
+
( ya,k
λk
+ cos(ϕs,k)

)2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= arctan

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
kk ·dmax · sin(ϕs,k −ϕs,i)

I
√( xa,k ·sin(ϕs,k−ϕs,i)

I − sin(ϕs,k)
)2
+
( ya,k ·sin(ϕs,k−ϕs,i)

I + cos(ϕs,k)
)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (3.88)

wobei I für den entsprechenden Term aus (3.87) steht. Damit gelten auch für (3.88) die gleichen aus dem
Term I erwachsenden Bedingungen wie für (3.87).

Zur Berechnung des verbliebenen Parameters ρ kann eine Näherungslösung angegeben werden. In der
Umgebung des Fernpunktes, also für λν→∞, gilt näherungsweise

|λν| ≈ |λk| .
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3.3 Formulierung der direkten Kinematik

Verwendet man zusätzlich (C.31), so lässt sich (3.44) näherungsweise als

ϕ̇d,k =
λk

rk
·
ρνwr sin(θνwr)

dmax

≈ kkkνλν
rk

·
ρνwr sin(θνwr)

dmax

schreiben. Es ist zu beachten, dass der hier auftretende zusätzliche Parameter kν sich nicht unmittelbar
berechnen lässt. Er spezifiziert die Anfangskonfiguration des Fahrwerks und ändert sich nur, wenn der
Momentanpol durch den Ursprung des Koordinatensystems wandert. In Bezugssystemen, die nicht direkt
mit einem Rad in Verbindung stehen, ist er keine direkt messbare Größe. Substituiert man nun λν nach
(3.43) und nutzt, dass kν ∈ {1,−1} ist, so lässt sich (3.84) in der Umgebung des Fernpunktes näherungswei-
se schreiben als

ρνwr ≈
ϕ̇d,k ·rk ·kk

cos(θνwr)
. (3.89)

Wie man erkennen kann, tritt der zuvor eingeführte Parameter kν in dieser Darstellung nicht mehr auf.
Auch für die Lösung der übrigen zur direkten Kinematik gehörenden Gleichungen (3.87), (3.88) ist er
nicht notwendig.

Die numerischen Probleme in der Umgebung des Fernpunktes werden damit durch (3.87), (3.88) und
(3.89) umgangen. Das zweite numerische Problem, welches sowohl in (3.82) als auch in (3.87) für
�xνICM = 0 auftritt, lässt sich nicht durch Umformung der Gleichungen beseitigen. Es ist unmittelbar mit der
gewählten Parametrisierung über Kugelkoordinaten verknüpft und fällt mit dem bisher ausgeschlossen
kritischen Punkt im Pol der Kugel zusammen. Kapitel 4 diskutiert die Implikation dieser Problematik vor
dem Hintergrund des Systementwurfs. Es wird aufgezeigt, dass das angesprochene Problem durch Ent-
wurf eines einfachen Beobachters umgangen werden kann. Eine Alternative dazu ist die Formulierung
der direkten Kinematik mit Bezug auf den Konfigurationsraum eines Rades, wie er in 3.3.2 eingeführt
wurde. Im folgenden Abschnitt wird die Form der direkten Kinematik vor diesem Hintergrund diskutiert.

3.3.2 Abbildung in ein radbezogenes Koordinatensystem

Betrachtet man den sphärischen Twist in einem Bezugssystem ν, in dessen Zentrum das Rad ν liege, so
lässt sich die direkte Kinematik erheblich vereinfachen. Darüber hinaus ist es möglich, die verbliebenen
numerischen Probleme bzgl. der Berechnung des Arcustangens in (3.82) bzw. (3.87) oder der nur nähe-
rungsweise möglichen Berechnung von ρνwr im Fernpunkt (3.89) zu lösen.

Aus der Annahme, dass die nicht-holonomen Bindungen ideal erfüllt sind – das war gerade Voraussetzung
für die Existenz des Momentanpols als Schnittpunkt aller Radachsen – folgt, dass der Momentanpol auf
der Achse des Rades ν liegen muss. Damit lässt sich (3.82) stark vereinfachen. Aus der Inversion von
(3.42) ergibt sich unmittelbar

ϕνwr = ϕs,ν−π ·σ(−kν) . (3.90)

Interpretiert man kν zunächst als festen Parameter, welcher die Konfiguration des Fahrwerks beschreibt,
ist der Parameter ϕνwr also jederzeit direkt aus dem zugehörigen Lenkwinkel ϕs,ν errechenbar.
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3 Topologische Analyse nicht-holonomer Fahrwerkskinematiken

Ähnlich lässt sich (3.88) für λν � 0 zu

θνwr = arctan
(
dmax ·kν
λν

)
(3.91)

vereinfachen. In der Umgebung des Fernpunkts lässt sich dies analog zu (3.88) in eine numerisch unpro-
blematische Form bringen. Für λν = 0 ist der Parameter θνwr weiterhin über (3.83) gegeben.

Der verbliebene Parameter ρνwr ergibt sich in der Umgebung des Fernpunktes cos(θνwr)→ 1 durch Umfor-
men von (3.44) zu

ρνwr =
ϕ̇d,ν ·rd,ν

kν · cos(θνwr)
. (3.92)

Für den Fall, dass cos(θνwr)→ +/−0 strebt, der Momentanpol also im Ursprung des Bezugssystems ν liegt,
kann ρνwr wie bisher über (3.84) exakt errechnet werden. Eine näherungsweise Lösung ist in keinem der
Fälle nötig.

Unter der Annahme, dass i,k ein valides Radpaar ist, dass die Parameter �k für alle Räder bekannt sind,
die nicht-holonomen Bindungen ideal erfüllt sind und ferner alle Lenkwinkel ϕs auf das Intervall (−π,π]
begrenzt sind, bildet die Abbildung Φ, welche durch die Gleichungen (3.90) bis (3.92) gegeben ist, den
Konfigurationsraum QN surjektiv auf T ∪ S ν′ ab. Des Weiteren bildet Φ unter der Voraussetzung, dass
λν � 0 gelte, den entsprechenden Unterraum QN′ von QN zusätzlich surjektiv und C∞ auf T ab:

Φ : QN → T ∪S ν′ surjektiv (3.93)
Φ : QN′ → T surjektiv & C∞. (3.94)

Im Gegensatz zu der bisherigen Formulierung (3.82) bis (3.84) tritt in den Gleichungen (3.90) bis (3.92)
nun zusätzlich der Faktor kν auf. Dieser war in Anhang C.1 über (C.29) eingeführt worden und charakteri-
siert die gemeinsame Lösungsdomäne eines Radpaares. Bisher wurde kν als fester, die Konfiguration des
Fahrwerks charakterisierender Faktor interpretiert. Lässt man aber, wie in Abschnitt 3.2.4 beschrieben,
das Durchlaufen der kritischen Bereiche zu, so ändert sich der Parameter k des Rades, dessen kritischer
Bereich durchlaufen wurde. Ein Wechsel des Parameters kν kennzeichnet damit einen Wechsel zwischen
den Lösungsdomänen des Momentanpols bezüglich dieses Rades ν. Damit wird kν Bestandteil des das
Rad ν charakterisierenden Zustands

�xν =
(
�tνTwr ,kν

)T
. (3.95)

Anders als die Parameter des Twists �tνwr lässt sich kν allerdings nicht direkt errechnen, da er lediglich
relativ (C.31) zu den übrigen Parametern definiert ist

kν ·sgn(λν) = kk ·sgn(λk) .

Er ergibt sich aus der Entwicklung bzw. Historie und dem konkreten Pfad im Zustandsraum. Diese Ent-
wicklung lässt sich mittels eines Beobachters verfolgen. Kapitel 4 diskutiert die Implikationen die sich
ergeben, wenn ein Wechsel der Lösungsdomänen gestattet wird und skizziert einen möglichen Beobach-
terentwurf.
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4 Strukturelle Eigenschaften des resultierenden Zustandsraums

Dieses Kapitel entwirft eine geeignete Zustandsraumdarstellung für die Regelung nicht-
holonomer, omnidirektionaler Fahrwerke. Ausgangspunkt ist dabei der in Kapitel 3 einge-
führte Parameterraum des erweiterten, sphärischen Twists.

In Abschnitt 4.1 werden zunächst die Implikationen der Topologie dieses Raums und der da-
mit zusammenhängenden Eigenschaften von inverser und direkter Kinematik vor regelungs-
technischem Hintergrund untersucht. Abschnitt 4.1.1 diskutiert die systemimmanenten Mehr-
deutigkeiten. Abschnitt 4.1.2 und 4.1.3 untersuchen Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit, ins-
besondere in der Umgebung der Singularitäten. Abschnitt 4.1.3 skizziert des Weiteren einen
Beobachterentwurf zur Behandlung der Singularitäten in der direkten Kinematik.

Abschnitt 4.2 erweitert die in Abschnitt 4.1 eingeführte Zustandsraumdarstellung so, dass ein
Durchlaufen der kinematischen Singularitäten möglich wird. Dazu werden in Abschnitt 4.2.1
zunächst Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit für den Spezialfall eines „radzentrierten“ Be-
zugssystems (vgl. Abschnitt 3.2.1) untersucht. Dann wird die Zustandsraumdarstellung so
erweitert, dass sie toroidale Topologie annimmt und volle Steuerbarkeit des Systems auch in
der durch das zentrale Rad verursachten Singularität sicherstellt. Abschnitt 4.2.2 argumen-
tiert schließlich unter Verwendung der Ergebnisse von Abschnitt 3.2.2 und 3.3.2, dass durch
eine Kombination solcher Bezugssysteme ein Zustandsraum entsteht, der einen ATLAS des
vollständigen, nicht-trivialen, zulässigen Konfigurationsraums N[C1,S ] bildet.

Die beiden in diesem Abschnitt entworfenen Zustandsraumdarstellungen, mit und ohne Kom-
bination mehrerer Bezugssysteme, bilden die Grundlage für den Entwurf der Regelungsansät-
ze in Kapitel 5.

4.1 Struktur des Zustandsraums außerhalb der kinematischen Singularitäten

4.1.1 Überbestimmtheit und Mehrdeutigkeiten

Wie bereits in Abschnitt 2.2 und Anhang C.1 erläutert, ist die Abbildung des kartesischen Twists auf
den Konfigurationsraum des Fahrwerks nicht eindeutig. Verwendet man z.B. das Prinzip der Festkörper-
bewegung nach Descartes, so erhält man für jedes Rad lediglich einen Geschwindigkeitsvektor mit dem
Ursprung in der Lenkachse des jeweiligen Rades. Für jedes Rad gibt es dann zwei Lösungen (ϕs,i, ϕ̇d,i)
bzw. (ϕs,i+π,−ϕ̇d,i), welche zu dem gewünschten Geschwindigkeitsvektor führen. Analog verhält es sich
bei Beschreibung der Fahrwerkskonfiguration über den Momentanpol. Abbildung C.1 stellt eine Reihe
möglicher Konfigurationen dar. Dabei ist der Übergang zwischen diesen Konfigurationen gerade durch
das Durchlaufen einer Singularität gekennzeichnet.

Um diese Mehrdeutigkeiten aufzulösen und eine eindeutige, im Fernpunkt stetig differenzierbare Kine-
matik aufstellen zu können, wurde zum einen der sphärische Twist in (3.10) als Überlagerung der beiden
Lösungsdomänen des Momentanpols bei Projektion auf die Kugel definiert. Zum anderen wurden die
zusätzlichen Parameter �k eingeführt.
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Abbildung 4.1: Bei Aussparung der Pole (Abb. 4.1(a)) bildet sich eine Zylindertopologie. Die Oberfläche des Zylinders kann
nach Auftrennen in die R2-Ebene abgebildet werden (Abb.4.1(b)). Dabei entspricht der mit kurzen Strichen dargestellte Rand
der (ϕwr, θwr)-Ebene in Abb. 4.1(b) gerade der Grenzlinie in +/−π aus Abb. 4.1(a). Der durchgezogene bzw. mit langen Strichen
dargestellte Rand in Abb. 4.1(b) entspricht den entsprechenden Kreisen um die Pole in Abb. 4.1(a), wenn diese auf einen infi-
nitesimalen Radius reduziert werden. Der mit ICMc gekennzeichnete lila Kreis stellt die gegenwärtige Konfiguration dar. Der
mit ICMs gekennzeichnete rote Kreis stellt die Sollkonfiguration dar. Durch Anwendung der mod (2π)-Arithmetik kann die
Regeldifferenz für beide Pfade – rosa gepunkteter Pfeil und orange gestrichelter Pfeil – über die +/−π hinaus errechnet werden.
Eine Überquerung der Pole ist zunächst nicht möglich. Die Differenz in θ (roter gestrichpunkteter Pfeil) und ρ (lila Pfeil in
Abb. 4.1(a)) ist daher eindeutig.

In diesem Abschnitt wird zunächst der Zusammenhang zwischen Mehrdeutigkeiten und der Struktur des
Zustandsraums diskutiert. Dabei wird ausgehend von der auf eine Lösungsdomäne beschränkten Defini-
tion des sphärischen Twists nach (3.40) der Zustandsraum sukzessive erweitert, bis er schließlich den
vollständigen Nullraum der nicht-trivialen Lösungen der nicht-holonomen Bindungen umfasst. In die-
sem Zusammenhang wird insbesondere auf die, mit der Abbildung auf die Kugel zusammenhängenden,
mod 2π-Arithmetik eingegangen. In den folgenden Kapiteln wird dann auf die Struktur des Zustands-
raums in den Singularitäten bezüglich der inversen (kinematische Singularitäten) und der Vorwärtskine-
matik (parametrierungsabhängige Singularitäten) eingegangen. Bezüglich der direkten Kinematik wird
eine Untersuchung der Beobachtbarkeit bzw. ein Beobachterentwurf durchgeführt.

Bildet man die kartesische Darstellung des Twists nach (3.40) auf Kugelkoordinaten ab

�trwr =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

√
(ẋr

wr)2+ (ẏr
wr)2+ (ωr

wrdmax)
arctan2(ẏr

wr, ẋr
wr)

arctan
(

dmax ·ωr
wr√

(ẋr
wr)2+(ẏr

wr)2

)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

und gilt die Voraussetzung, dass �k ein Satz fester Parameter ist, welcher die Anfangskonfiguration des
Fahrwerks charakterisiert, so bildet die inverse Kinematik nach Abschnitt 3.2 den Twist eindeutig auf
eine einzige Lösungsdomäne des Konfigurationsraums ab. Dabei stehen die den Winkeln zugeordneten
Parameter ϕr

wr, θ
r
wr im Zusammenhang zu den „non-slipping“ Bedingungen, welche sich aus den nicht-

holonomen Bindungen ableiten lassen. Sie werden über die inverse Kinematik auf die Lenkwinkel abge-
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(b) Resultierende Konfiguration für beide Pfade

Abbildung 4.2: Die Abbildung zeigt die aus den beiden Wegen resultierenden Pfade in der Fahrwerksebene. Die zusätzlichen
dünn gestrichelten Pfade sind Pfade, welche zur ersten Abweichung gehören Δϕwr,1. Die zusätzlichen, rosa gepunkteten Pfade
sind dem zweiten Weg zugeordnet Δϕwr,2. Alle Pfade haben gemeinsam, dass sie keine Singularitäten (weder den Fernpunkt,
noch eine der Radachsen) passieren und auf die gleiche Konfiguration führen.

bildet. Der dem „Radius der Kugel“ zugeordnete Parameter ρr
wr steht im Zusammenhang zu den „pure-

rolling“ Bedingungen und wird auf die Rotationsrate der Räder abgebildet. Vernachlässigt man etwaige
Kopplungen von Fahr- und Lenkbewegung über das Getriebe bzw. bei exzentrisch montierten Rädern
dynamische Rückwirkungen aufgrund des Hebelarms, so können Fahr- und Lenkbewegungen unabhän-
gig voneinander angesteuert werden. In Abschnitt 5.1.1 wird gezeigt, dass die Teilsysteme für Fahr- und
Lenkbewegung in erster Näherung als energetisch entkoppelt betrachtet werden können.

Die Abbildung des Momentanpols auf die Kugel führt unter Aussparung der Pole (Abb. 4.1(a)) zu einem
zylinderförmigen Arbeitsraum der Struktur S 1 ×R, wobei R hier auf den Bereich (−π/2, π/2) begrenzt ist.
Das bedeutet, dass, während θ direkt auf R abgebildet werden kann, bezüglich ϕ der Übergang über die π
bzw. −π Schwelle betrachtet werden muss. Prinzipiell existieren immer zwei mögliche Wege (Abb. 4.1),
von denen einer ausgewählt werden muss. Die jeweils kleinste Regeldifferenz des Parameters ϕ, entlang
des kürzeren der beiden Wege, ergibt sich aus der euklidischen Differenz zwischen Soll- und Istkonfigura-
tion modulo π.

Die Beschränkung auf eine Lösungsdomäne bewirkt dabei eine eindeutige Zuordnung zwischen Fahr-
werkskonfiguration, Momentanpol bzw. sphärischem Twist und kartesischem Twist. Daher wird die Soll-
vorgabe des kartesischen Twists auf genau einen Punkt (grüner Kreis in Abb. 4.2(a) bzw. Abb. 4.2(b)) im
Raum des sphärischen Twists bzw. projizierten Momentanpols abgebildet. Gleiches gilt für die Fahrwerks-
konfiguration. Obwohl die Zielkonfiguration auf unterschiedlichen Pfaden erreicht (rosa gepunkteter und
oranger Pfeil in Abb. 4.1 und Abb. 4.2) werden kann, ist die resultierende Konfiguration eindeutig. Für
�k ≡ �1 ist sie auf die Lösung für ϕ̇d,i ≥ 0 für alle Räder beschränkt.

Es ist offensichtlich, dass eine solche Einschränkung nachteilig ist. Betrachtet man z.B. den Fall eines
zunächst vorwärts, dann rückwärts fahrenden Fahrzeugs müssten alle Räder um 180◦ gedreht werden,
anstatt einfach die Rotationsrichtung der Räder umzukehren. Ähnliches gilt für eine Rotation auf der
Stelle. Der Momentanpol müsste einmal über den Fernpunkt wandern, um dann wieder im Zentrum des
Koordinatensystems zum liegen zu kommen.
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(a) Mögliche Lösungen auf der Kugeloberfläche
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(b) Abbildung in die Fahrwerksebene

Abbildung 4.3: Abbildung 4.3(a) zeigt beide zulässigen Lösungen auf der Kugel. Abbildung 4.3(b) zeigt die Lösungen in der
Bewegungsebene des Roboters. Der grün gestrichpunktete Pfeil stellt den alternativen Weg über den Fernpunkt dar. Der grüne
Pfeil geht durch den Ursprung und stellt die Differenz in ρwr für die zweite Lösung dar. In der (�xr,�yr)-Ebene fallen die beiden
Lösungen zusammen. Sie resultieren allerdings in unterschiedlichen Fahrwerkskonfigurationen.

Diese Reduktion auf eine Lösungsdomäne hat ihren Ursprung bei der in Abschnitt 3.1.4 vorgenommenen
Vereinfachung von Gleichung (3.39) zu oben dargestellter Gleichung (3.40). Formt man (3.39) statt dessen
mit κ ∈ {−1,1} um

�trwr =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
κ ·
√

(ẋr
wr)2+ (ẏr

wr)2+ (ωr
wrdmax)

arctan2(ẏr
wr, ẋr

wr)+π ·σ(−ρr
wr)

arctan
(

dmax ·ωr
wr√

(ẋr
wr)2+(ẏr

wr)2

)
·sgn(ρr

wr)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (4.1)

so kann man erkennen, dass damit im Wesentlichen die Lösungen auf positive ρr
wr beschränkt wurden.

Das ist die Voraussetzung dafür, den erweitert definierten, projizierten Momentanpol als Darstellung des
Twists in sphärischen Koordinaten eindeutig angeben zu können.

Lässt man für ρ, entgegen der üblichen Norm, auch negative Werte zu, so ergibt sich folgende alternative
Lösung

�tr′wr =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−
√

(ẋr
wr)2+ (ẏr

wr)2+ (ωr
wrdmax)

arctan2(ẏr
wr, ẋr

wr)+π

−arctan
(

dmax ·ωr
wr√

(ẋr
wr)2+(ẏr

wr)2

)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (4.2)

Dies entspricht für �k ≡ �1 gerade der Lösung, bei der für alle Räder ϕ̇d,i ≤ 0 gilt (Abb. 4.3(b)). Bezüglich
der Darstellung in Kugelkoordinaten kann man sich vorstellen, dass man zunächst auf der Obefläche der
Kugel zu dem der Zielkonfiguration gegenüberliegenden Punkt wandert und dann durch die Mitte der
Kugel hindurch auf die andere Seite (Abb. 4.3(a)).
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Abbildung 4.4: Die Abbildung zeigt beide zulässigen Lösungen bzw. Regeldifferenzen nach Abbildung in den euklidischen
Raum R3. Dabei wird auf die Differenz Δϕwr wieder die mod (2π)-Arithmetik angewandt. Der grün gestrichpunktete Pfeil
stellt den alternativen Weg über den Fernpunkt dar. Der grüne Pfeil geht durch den Ursprung und stellt die Differenz in ρwr für
die zweite Lösung dar.

In Abschnitt 3.2.4 wurde gezeigt, dass die inverse Kinematik nicht nur für ρ ≥ 0, sondern für alle ρ ∈ R
surjektiv und C∞ ist (3.77, l.). Genauso wurde in Abschnitt 3.3 gezeigt, dass die direkte Kinematik
den Konfigurationsraum des Fahrwerks, unter der Voraussetzung, dass die nicht-holonomen Bindungen
erfüllt sind, surjektiv und C∞ auf

T = R× (−π,π]× (−π/2, π/2)

abbildet. Dabei war T gerade die Darstellung der Kugel im Euklidischen Raum unter Aussparung der
Pole, aber für ρ ∈ R (Abb. 4.4). Damit kann die Regelung im gesamten Raum T durchgeführt werden.
Beide Lösungen sind valide und sowohl inverse als auch direkte Kinematik sind in diesem Bereich
wohldefiniert. Eine Sonderstellung nehmen die Umgebungen der Pole ein. Diese werden im nächsten
Abschnitt diskutiert.

Abbildung 4.3 stellt die zulässigen Lösungen für den Twist auf der Kugeloberfläche sowie für den Mo-
mentanpol in der Fahrwerksebene dar. Während auf der Kugeloberfläche bzw. im zugehörigen R3 Raum
(Abb. 4.4) die Lösungen eindeutig zu unterscheiden sind (roter Kreis für erste Lösung, grüner Kreis für
alternative Lösung mit ρ < 0), fallen die Lösungen in der Fahrwerksebene zusammen. Es ist aber zu erken-
nen, dass die in Abbildung 4.3(b) dargestellte Fahrwerkskonfiguration sich von der in Abbildung 4.2(b)
dargestellten Konfiguration unterscheidet. In obigem Fall zeigen die Radachsen in Richtung des Momen-
tanpols. Im nun betrachteten Fall zeigen die Radachsen weg von der Position des Momentanpols. Das liegt
daran, dass der Weg über den Fernpunkt durch eine (zulässige) Singularität führt und das Fahrwerk in eine
andere Konfiguration überführt (vgl. Abschnitt C.1). Den unterschiedlichen Lösungen auf der Kugel sind
unterschiedliche Lösungen im Konfigurationsraum des Fahrwerks zugeordnet.

Bei der Implementierung eines Reglers muss also zwischen den möglichen Wegen bzw. Lösungen aus-
gewählt werden. Die Möglichkeiten, eine solche Auswahl zu treffen, sind vielfältig. Sie reichen von der
simplen Wahl der nächsten Lösung über die Implementierung eines Hystereseverhaltens, um häufiges
Wechseln zwischen den Sollwerten zu vermeiden, bis hin zur Lösung eines entsprechenden Optimierungs-
problems, in welchem z.B. gegenwärtige Bewegungsrichtungen bzw. gegebenenfalls nötige Beschleuni-
gungen berücksichtigt werden können.
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4.1.2 Steuerbarkeit und Manipulierbarkeit in der Umgebung der Singularitäten

Neben den vorhandenen Mehrdeutigkeiten spielt der Einfluss der Singularitäten eine erhebliche Rolle
bei der Auslegung der Regelung. So stehen die bei nicht-holonomen, omnidirektionalen Fahrwerken auf-
tretenden Singularitäten in enger Beziehung zu Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit des Systems. Im All-
gemeinen unterscheidet man zwischen Singularitäten, welche eine Folge der gewählten Parametrierung
sind, und intrinsischen, kinematischen Singularitäten, welche mit einer Einschränkung der Beweglich-
keit des betrachteten Systems einhergehen. So war z.B. bereits bei der Herleitung der Parametrierung in
Abschnitt 3.1.1 eine infinitesimale Umgebung der Pole ausgeklammert worden. Das war nötig, da die
sphärischen Koordinaten, insbesondere der Parameter ϕνwr in diesem Punkt nicht eindeutig definiert sind.
Diffeomorphismus gilt daher nur in einer offenen Umgebung, welche die Pole ausschließt. Des Weiteren
waren die Punkte des Parameterraums, auf welche die Lenkachsen der Räder abgebildet werden (3.58),
(3.59), während der Herleitung der inversen Kinematik ausgeschlossen worden. Damit wurde gewährleis-
tet, dass die inverse Kinematik über den gesamten Definitionsbereich surjektiv und C∞ ist.
In diesem Abschnitt wird der Einfluss dieser Singularitäten hinsichtlich Beobachtbarkeit und Steuerbar-
keit untersucht. Die Diskussion der Eigenschaften der inversen Kinematik in Abschnitt 3.2.4 zeigt, dass
die Umgebung der Pole unkritisch bezüglich der Abbildung des Twists bzw. seiner Ableitungen in den
Konfigurationsraum des Fahrwerks ist. Es handelt sich bei den Polen um Singularitäten aufgrund der Pa-
rametrierung. Es wird im Folgenden gezeigt, dass diese im hier vorliegenden Fall keine Einschränkung
bezüglich eines Reglerentwurfes darstellen.
Veranschaulicht man sich die Entwicklung der Lenkachsen bei einem Durchgang des Momentanpols
durch den Ursprung des Koordinatensystems (Abb. 4.5(b)) wird offensichtlich, dass dabei keine kritische
Situation bezüglich der inversen Kinematik vorliegt, solange sich kein Rad im Ursprung des Koordinaten-
systems befindet. Die Lenkwinkel sind weiterhin wohl definiert und ihre Ableitungen bleiben beschränkt,
solange die Änderung des ICM beschränkt ist. Das deckt sich mit den Ergebnissen aus Abschnitt 3.2 (3.77,
r.), wonach die über den Momentanpol abgeleitete inverse Kinematik auch in den Polen eine surjektive
und C∞ Abbildung des sphärischen Twists auf den Konfigurationsraum des Fahrwerks erlaubt. Allerdings
ist die Abbildung nicht diffeomorph. Betrachtet man die Gleichungen (3.55), (3.57) und (3.61)

ρi
wr =

ρνwr
dmax

·
((

dmax cos(θνwr)cos(ϕνwr)− sin(θνwr) ·yνiν
)2
+ · · ·

· · ·+
(
dmax cos(θνwr) sin(ϕνwr)+ sin(θνwr)x

ν
iν

)2
+
(
dmax sin(θνwr)

)2)1/2

ϕi
wr = arctan2

(
dmax cos(θνwr)cos(ϕνwr)− sin(θνwr) ·yνiν, · · ·

· · · −dmax cos(θνwr) sin(ϕνwr)− sin(θνwr) ·xνiν
)
− π

2
θi

wr = arctan
(
dmax · sin(θνwr) ·

(
(dmax cos(θνwr)cos(ϕνwr)− sin(θνwr) ·yνiν)

2+ · · ·

· · · + (−dmax cos(θνwr) sin(ϕνwr)− sin(θνwr) ·xνiν)
2
)−1/2

)

welche den sphärischen Twist in translatorisch verschobene Bezugssysteme abbilden, erkennt man, dass
für θνwr → +/−π2 die entsprechenden Cosinus-Terme gegen Null streben. Im Pol hat ϕνwr daher keinen Ein-
fluss auf den sphärischen Twist im translatorisch verschobenen Bezugssystem. Entsprechend wird die
Ableitung des transformierten Twists �tiwr bezüglich des ϕνwr-Parameters in den Polen zu Null. Es folgt
unmittelbar, dass eine Berechnung des Parameters ϕνwr in diesem Fall ebenfalls nicht möglich ist. Es lässt
sich also in diesem Zusammenhang keine direkte Kinematik formulieren. Die Abbildung ist im Pol nicht
bijektiv und daher nicht diffeomorph.
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(a) Poldurchgang auf der Kugeloberfläche
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(b) Poldurchgang in der Fahrwerksebene

Abbildung 4.5: Abb. 4.5(a) zeigt alternative Pfade (lila gestrichelt und grau gestrichelt), welche die Pole der Kugel kreuzen.
Abb. 4.5(b) zeigt den zum ersten alternativen Pfad (lila gestrichelt) gehörenden Pfad in der Fahrwerksebene (lila gestrichelt).

Aus regelungstechnischer Sicht ist die Einbeziehung der Pole valide, wenn das entstehende System wei-
terhin steuerbar und beobachtbar sowie die entsprechende Abbildung der Regelgrößen �u in den Konfigu-
rationsraum surjektiv und C∞ sind. Für den folgenden Reglerentwurf sei der Zustandsraum durch den
Definitionsbereich des sphärischen Twists inklusive der Pole gegeben

�x = (x1, x2, x3)T = �tνwr , mit

x1 ∈ R , x2 ∈ (−π,π] , x3 ∈
[
−π

2
,
π

2

]
.

Bei rein kinematischer Betrachtung folgt, dass die einzelnen Zustandsgrößen unabhängig voneinander
steuerbar sind:

�̇x = A�x+B�u , mit
A = 03×3 , B = 13×3 .

Es ist unmittelbar klar, dass aufgrund der Diagonalform von B, dieses System vollständig steuerbar ist.
Die Steuerbarkeitsmatrix (vgl. (Föllinger und Dörrscheidt 1994)) ergibt sich zu

Qs =
(
B,AB, ...,An−1B

)
= (13×303×6) ,

wobei n = 3 die Anzahl der Zustandsvariablen ist. Es folgt unmittelbar, dass Rang[Qs] = Rang[B] = 3,
also die Steuerbarkeitsmatrix Höchstrang hat und das System damit vollständig steuerbar ist. Dabei ist al-
lerdings zu beachten, dass diese Systemdarstellung stark abstrahiert ist. Betrachtet man die Gleichungen
der inversen Kinematik (3.55), (3.57) und (3.61), erkennt man wie zuvor erwähnt, dass eine Änderung
des Parameters ϕνwr nicht zu einer Änderung der Fahrwerkskonfiguration führt.
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Abbildung 4.6: Die Abbildung zeigt die für beide zulässigen Lösungen entstehenden Pfade im ursprünglichen Raum, wenn
zusätzlich Poldurchgänge zugelassen werden. Die entsprechenden Pfade sind fett dargestellt. Der in Abbildung 4.5 dargestellte
Pfad ist zusätzlich lila gestrichelt dargestellt.

Um diese in den Polen surjektive und C∞ Abbildung des Parameterraums auf den zulässigen Konfigu-
rationsraum des Fahrwerks herzuleiten, ist es notwendig, den Definitionsbereich des sphärischen Twists
bezüglich θνwr auf (−π,π] zu erweitern. Damit ist es möglich, eine Lösung s1 auf zwei unterschiedliche
Arten zu parametrieren

�tνwr,s1 = (ρνwr,s1 ,ϕ
ν
wr,s1 , θ

ν
wr,s1 )

T

�tν′wr,s1 = (ρνwr,s1 ,π+ϕ
ν
wr,s1 ,π− θνwr,s1 )

T ,

wobei beide Parametrierungen zunächst dem gleichen Punkt im Konfigurationsraum QN zugeordnet sind.
Das erlaubt sowohl die Berechnung einer alternativen Darstellung für den Sollwert als auch für den Ist-
wert des Zustands �x, welche sich beim Durchgang durch den Pol kontinuierlich ändert (Abb. 4.5(a)).
Damit ist auch die Berechnung einer weiteren Regeldifferenz, welche sich beim Durchgang durch den Pol
kontinuierlich ändert, möglich. Gleichzeitig ist damit die Abbildung zwischen Konfigurationsraum und
Parameterraum des sphärischen Twists nicht länger eindeutig. Die Abbildung

Ξ : T ′/S ν
ν→ QN ,

wobei T ′ = R× (−π,π]2, ist damit kein Diffeomorphismus des zulässigen Konfigurationsraums. Es ist je-
doch jederzeit möglich, zwischen den gewählten Parametrierungen zu wechseln. Führt man, analog zu
den Parametern �k, einen zusätzlichen virtuellen Parameter k′ν ein, so lässt sich eine eindeutige Rücktrans-
formation

�tνwr,s =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(ρνwr,s1 ,ϕ
ν
wr,s1 , θ

ν
wr,s1 )

T ∀kν = 1
(ρνwr,s1 ,−π+ϕνwr,s1 ,π− θνwr,s1 )

T ∀kν = −1
(4.3)

definieren. Wie man unmittelbar erkennt, ist diese Abbildung Γ′ν′ν für ein gegebenes kν surjektiv und C∞:

Γ′ν′ν : T ′/S ν′
ν′ → T/S ν

ν , mit (4.4)
T ′ = R× (−π,π]2.
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Damit bildet Γ′ beschränkte Regeldifferenzen und Stellgrößen aus dem alternativen Parameterraum T ′
auf beschränkte Regeldifferenzen und Stellgrößen im ursprünglichen Parameterraum T inklusive der
Pole ab (Abb. 4.6). Da nach Abschnitt 3.2.4 die Abbildung aus diesem Parameterraum auf den zulässigen
Konfigurationsraum ebenfalls surjektiv und C∞ ist (3.77, l.), (3.77, r.), kann ein Reglerentwurf bezüglich
des erweiterten Konfigurationsraums T erfolgen. Anschaulich treten zu den möglichen Pfaden nach
Abschnitt 4.1.1 nun die Pfade durch die Pole hinzu. Das betrachtete System ist damit auch in den Polen
vollständig steuerbar.

Für jede Lösung existieren nun vier unterschiedliche Pfade (Abb. 4.6) mit jeweils unterschiedlichen Re-
geldifferenzen. Das der Auswahl des Pfades zugrunde liegende Optimierungsproblem erweitert sich damit
um einen zusätzlichen Freiheitsgrad. Dabei bleibt zu beachten, dass alle Pfade zu einer Lösung, welche
keine Singularität durchlaufen, auf eine identische Konfiguration führen.

Um den Einfluss der wesentlichen, kinematischen Singularitäten nach (3.58), (3.59) zu untersuchen, wird
die Manipulierbarkeit mi (vgl. (Ott u. a. 2005), S. 39 ff.) des sphärischen Twists �tνwr analysiert:

mi =
√

det(J�t(�qi)JT
�t

(�qi)) (4.5)

=

√
det(JiνJi(�qi)JT

i (�qi)JT
iν) . (4.6)

Dabei repräsentiert die Jacobi-Matrix J�t(�qi) die Möglichkeit eines Rades, den sphärischen Twist �t und
damit die Geschwindigkeit des Roboters zu beeinflussen. Sie lässt sich nach Abschnitt 3.2 als Verkettung

J�t(�qi) = Jiν,3×3Ji,3×2(�qi) (4.7)

schreiben. Dabei ist Jiν die der Abbildung ΓTiTν des Twists von Bezugssystem i nach ν zugeordnete Jacobi-
Matrix und Ji(�qi) die Jacobi-Matrix, welche der AbbildungΨQiTi der Konfiguration eines einzelnen Rades
auf den Twist bzgl. des radzentrierten Koordinatensystems zugeordnet ist. Vertauscht man in den oben
wiederholten Gleichungen (3.55), (3.57) und (3.61) die Indizes i und ν, so erhält man die Abbildung ΓTiTν .
Betrachtet man die resultierenden Gleichungen für cos(θi

wr)= 0, also im Ursprung des Koordinatensystems
i, erkennt man, dass die Jacobi-Matrix

Jiν = ∇ΓTiTν (4.8)

keinen vollen Rang hat. Mit cos(θi
wr) = 0 hat ϕi

wr keinen Einfluss auf den sphärischen Twist �tνwr.

Die zugehörige Spalte der Jacobi-Matrix ist ein Nullvektor. Damit ist unabhängig von Ji(�qi) auch die
entsprechende Spalte von J�t(�qi) und die Determinante in (4.5) bzw. die Manipulierbarkeit mi null

mi = 0 ∀(ϕi
wr, θ

i
wr) ∈ S (4.9)

innerhalb der Singularitäten. Umgekehrt bedeutet das, dass infinitesimale Änderungen in �tνwr zu unbe-
schränkten Änderungen in �tiwr führen können. Damit liegt in den durch (3.58), (3.59) definierten Punkten
eine wesentliche Einschränkung der Bewegung des Systems vor. Es handelt sich um eine kinematische
Singularität, die bei der Regelung vermieden werden muss.

Abbildung 4.7 stellt diese Singularitäten für das hier exemplarisch betrachtete Fahrwerk bezüglich der
Kugeldarstellung bzw. der ebenen Darstellung des Parameterraums T dar. In Abschnitt 5.2 und 5.3 wer-
den Regler auf Basis der hier vorgestellten Zustandsraumdarstellung entworfen, welche gerade diese
Singularität vermeiden.
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Abbildung 4.7: Abbildung 4.7(a) stellt die zwei Rädern i und k zugeordneten kinematischen Singularitäten bzw. deren Um-
gebung auf der Kugel dar. Abbildung 4.7(b) stellt die entsprechenden Singularitäten bzw. deren Umgebung im Zustandsraum
T dar. Zusätzlich werden Singularitäten für zwei weitere Räder dargestellt. Die Verteilung der Singularitäten entspricht einem
Fahrwerk mit vier Standardrädern ähnlich Abbildung 4.2. Es ist zu beobachten, dass jedes Rad aufgrund der Mehrdeutigkeiten
in T auf zwei Singularitäten abgebildet wird (gestrichelter und gepunkteter Kreis gleicher Farbe).

4.1.3 Beobachtbarkeit in der Umgebung der Pole

Um einen Reglerentwurf praktisch umsetzen zu können, bedarf es neben der Steuerbarkeit des Systems
und der stetigen Differenzierbarkeit der inversen Kinematik im Arbeitsraum des Systems auch der Be-
obachtbarkeit der Zustandsgrößen �x. Wie zuvor erläutert, ist der Parameterraum unter Einbeziehung der
Pole nicht länger diffeomorph. In diesem Abschnitt wird der Zusammenhang zwischen diesem Bruch der
Diffeomorphie und der Beobachtbarkeit der Zustandsgröße ϕνwr in den Polen diskutiert.

Dem Bruch der Diffeomorphie in den Polen liegen die bekannten Einschränkungen bezüglich der Parame-
trierung von Positionen und Bewegungen auf einer Kugel zugrunde. Es ist im Allgemeinen im Pol nicht
möglich, den Winkelparameter ϕνwr zu berechnen. Der Arcustangens ist in diesem Fall nicht eindeutig
definiert. Betrachtet man die allgemeine Formulierung der direkten Kinematik nach (3.82) bis (3.84)

ϕνwr = arctan2
(
ya,k +λk cos(ϕs,k), xa,k −λk sin(ϕs,k)

)
+πσ

(
− kk

λk

)
−〈δ

(
− kk

λk

)
,
π

2
〉− π

2

θνwr = arctan
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ dmax√

(xa,k +λk(−sin(ϕs,k)))2+ (ya,k +λk cos(ϕs,k))2
·sgn

(
kk

λk

)⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
ρνwr =

ϕ̇d,k ·rk ·dmax

λk · sin(θνwr)
,

so ist zu erkennen, dass die Parameter ρνwr und θνwr im Pol eindeutig definiert sind, während die Gleichung
bezüglich ϕνwr (3.82) nicht definiert ist. Es sei an dieser Stelle erwähnt, dass die direkte Kinematik für
Koordinatensysteme, in deren Zentrum sich ein Rad befindet, eindeutig lösbar ist. Dieser Fall wird in
Abschnitt 4.2.1 ausführlich behandelt und soll hier zunächst ausgeklammert sein.
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Verwendet man, dass im Pol und nur im Pol per Definition cos(θνwr) = 0 gilt, so lässt sich die Messglei-
chung für das in Abschnitt 4.1.2 eingeführte System bezüglich des Zustandsvektors �x unabhängig von der
zugrunde liegenden Konfiguration ausdrücken

�y = C�x+D�u , wobei (4.10)

C =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1−〈δ(cos(θνwr)),1〉 0 0

0 1 0
0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
D = 0 .

Dabei ist D gerade eine 3×3 Nullmatrix und C eine 3×3 Diagonalmatrix, welche außerhalb der Pole den
vollen Rang 3 und in den Polen den Rang 2 hat. Die Beobachtbarkeit des Systems muss also für die Pole
und den übrigen Zustandsraum getrennt untersucht werden.

Außerhalb der Pole ergibt sich nach (Föllinger und Dörrscheidt 1994) die Beobachtbarkeitsmatrix

Qb =
(
CT ,AT CT , ...,

(
AT
)n−1

CT
)

= (13×303×6) ,

wobei n = 3 die Anzahl der Zustandsvariablen ist. Es folgt unmittelbar, dass Rang[Qb] = Rang[C] =
3, also die Beobachtbarkeitsmatrix Höchstrang hat und das System damit vollständig beobachtbar ist.
Analog ergibt sich in den Polen Rang[Qb] = Rang[C] = 2. Das bedeutet, das System ist nicht vollständig
beobachtbar. Der Wert für den Parameter ϕνwr kann nicht ermittelt werden.

Neben der Beobachtbarkeit in den Polen ist gerade hinsichtlich der praktischen Implementierung noch
eine weitere Eigenschaft der direkten Kinematik von Interesse. Veranschaulicht man sich die Bedeutung
der Gleichungen (3.82) bis (3.84), so erkennt man, dass das System nicht erst in den Polen nicht mehr be-
obachtbar ist. Vielmehr degeneriert die direkte Kinematik schon früh, bei Annäherung an die Pole. Drückt
man den Arcustangens, wie in Abschnitt 3.1.3, über den komplexen Logarithmus aus (3.27) und bildet
die Ableitungen von (3.82) bis (3.84) bzgl. der Lenkwinkel eines geeigneten Radpaares (s. Anhang C)

�̇tνwr =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∂ρνwr/∂ϕs,i ∂ρνwr/∂ϕs,k

∂ϕνwr/∂ϕs,i ∂ϕνwr/∂ϕs,k

∂θνwr/∂ϕs,i ∂θνwr/∂ϕs,k

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
︸����������������������︷︷����������������������︸

Jd,ik

(
ϕ̇s,i
ϕ̇s,k

)
, (4.11)

so erkennt man, dass in der Umgebung der Pole infinitesimale Fehler in der Messung der Lenkwinkel zu
einer breiten Streuung der Ergebnisse über den gesamten Wertebereich für ϕνwr führen. Das bedeutet, dass
die „Messung“ des Parameters ϕ schon bei Annäherung an die Pole nicht mehr zuverlässig ist. Sie weist
eine erhebliche Varianz auf.

Unter Berücksichtigung der jedem Messprozess zugrunde liegenden stochastischen Prozesse ergeben sich
die gemessenen Lenkwinkel �ϕs als Zufallsvariable der eigentlichen Lenkwinkel �̃ϕs und des Rauschens �ξ

�ϕs = �̃ϕs+�ξ , (4.12)

wobei die Annahme gelte, dass �ξ ein mittelwertfreies gaußsches Rauschen sei. Damit sind die Parameter
�tνwr Funktionen von Zufallsvariablen und somit selbst Zufallsvariablen. Die zugehörige Varianz P̃�t lässt
sich über eine Taylorreihenentwicklung errechnen (vgl. (Jondral und Wiesler 2002)).
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4 Strukturelle Eigenschaften des resultierenden Zustandsraums

Näherungsweise ergibt sich durch Abbruch nach dem ersten Term und Linearisierung um den geschätz-
ten Mittelwert, die Varianz der geschätzten Parameter in Abhängigkeit von der Varianz σ(ϕs,i,ϕs,i) der
ursprünglichen Messgrößen:

P�t = Jd,ikPikJT
d,ik (4.13)

Pik =

(
σ(ϕs,i,ϕs,i) σ(ϕs,i,ϕs,k)
σ(ϕs,k,ϕs,i) σ(ϕs,k,ϕs,k)

)
. (4.14)

Berücksichtigt man, dass die Ableitung des ϕνwr-Parameters nach den Lenkwinkeln, in der Nähe der Pole
gegen unendlich strebt, erkennt man, dass die resultierende Varianz P�t der abgeleiteten Größe ebenfalls
gegen unendlich strebt. Das gilt auch für sehr kleine Messfehler ξs,i bzw. ξs,k. Aufgrund der periodi-
schen Struktur des betrachteten Raums ϕνwr ∈ (−π,π] nähert sich dies schnell einer Gleichverteilung der
Variable ϕνwr über den gesamten Definitionsbereich an. Der Parameter ϕνwr ist also bereits in einer nicht-
infinitesimalen Umgebung der Pole nicht messbar. Die Ausdehnung dieser Umgebung hängt letztlich von
der Genauigkeit bzw. Ungenauigkeit der Messungen bzgl. der Lenkwinkel ab. Abbildung 4.8 veranschau-
licht den Zusammenhang durch Darstellung des resultierenden Momentanpols in kartesischen Koordina-
ten (Abb. 4.8(a)) bzw. in sphärischen Koordinaten (Abb. 4.8(b)). Ein Kalman-Filter als Beobachter erlaubt,
in solchen Fällen die Entwicklung der Zustände zu verfolgen.

Grundlegende Voraussetzung für die Anwendung eines Kalman-Filters ist, dass ein lineares System vor-
liegt, System- und Messrauschen als weißes gaußsches Rauschen modelliert werden können und System-
und Messrauschen wechselweise unkorreliert sind (vgl. (Thrun u. a. 2005)). Diese Eigenschaften sind hier
näherungsweise erfüllt. Der Entwurf findet bezüglich des zeitlich diskretisierten Systems statt:

�xk+1 = Ak�xk +Bk�uk �yk = Ck�xk +Dk�uk , mit (4.15)
A = 13×3 C = 13×3 (4.16)
B = 13×3 D = 03×3 . (4.17)

Konfigurationen, in denen das System nicht beobachtbar ist, werden dabei nicht durch eine Änderung der
Messmatrix C beschrieben, sondern durch eine Anpassung des Messrauschens,

Rk = Jd,ikPikJT
d,ik (4.18)

dargestellt. Dieses System ist offensichtlich linear. Auch die Annahme, dass System- und Messrauschen
unkorreliert sind, ist zulässig. Wie oben diskutiert ist das Messrauschen in der Umgebung des Pols zwar
eher durch eine Gleichverteilung charakterisiert, dennoch ist die Annahme eines gaußschen Rauschpro-
zesses eine zulässige Näherung, da in diesem Fall auch das gaußsche Rauschen durch eine im Grenzfall
unendlich große Kovarianz charakterisiert ist. Zum einen strebt die Dichtefunktion eines solchen gauß-
schen Rauschens im Grenzfall gegen die Dichtefunktion einer Gleichverteilung, zum anderen wird in
diesem Fall die Messung kaum noch in die Berechnung des Schätzwertes eingehen.

Der Kalman-Filter ist damit ein geeigneter Beobachter für das hier betrachtete System und erlaubt die
Verfolgung der Zustandsgrößen auch in der Umgebung der Pole. Des Weiteren wurde in Abschnitt 4.1.2
erläutert, wie Regeldifferenz und Eingangsvektor �u auch in den Polen bzw. für Pfade, welche die Pole
queren, berechnet werden kann. Bereits in Abschnitt 4.1.1 wurde aufgezeigt, wie die Sollgrößen bezüg-
lich der beiden Lösungsdomänen für den sphärischen Twist aus den Sollgrößen bezüglich des kartesi-
schen Twists errechnet werden können. Zusammen mit dem hier beschriebenen Beobachter ist damit
eine Zustandsraumdarstellung gegeben, welche frei ist von parametrierungsinduzierten Singularitäten
und die Regelung des Twists in nicht-radzentrierten Bezugssystemen erlaubt.
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4.2 Generelle Struktur des Zustandsraums
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Abbildung 4.8: Abbildung 4.8(a) veranschaulicht die Varianz des Momentanpols in Abhängigkeit von der gegenwärtigen Kon-
figuration. Die dünn gestrichelten grauen Linien markieren die Grenzen des Fehlerintervalls ξi ∈ [−2.5,2.5] bezüglich der Lenk-
winkelmessung. Die lila dargestellten Doppelpfeile kennzeichnen den zu einer bestimmten Schätzung gehörenden Fehler in ϕνwr.
Abbildung 4.8(b) veranschaulicht die entsprechenden Parameter mit ihren Fehlerellipsen im Parameterraum T des sphärischen
Twists. Die dünne schwarze Linie (Abb. 4.8(b)) markiert die ungefähre Entwicklung der zu erwartenden Fehler in ϕνwr in Abhän-
gigkeit von θνwr.

4.2 Generelle Struktur des Zustandsraums

4.2.1 Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit bei radzentrierten Bezugssystemen

Im Folgenden sei der Zustandsraum durch die Parametrierung des Twists in einem radbezogenen Ko-
ordinatensystem gegeben. Die Systemgleichungen seien analog zu Abschnitt 4.1.2 und Abschnitt 4.1.3
gegeben durch

�̇x = Ar�x+Br�u �y = Cr�x+Dr�u , mit (4.19)
Ar = 03×3 Cr = diag(�c3(�qν))
Br = 13×3 Dr = 03×3 .

Dabei steht diag(�c3(�qν)) für eine 3× 3 Diagonalmatrix. Die Elemente dieser Matrix sollen vorläufig als
noch unbekannte Funktion der Konfigurationsvariablen betrachtet werden.

In radzentrierten Bezugssystemen fallen kinematische und parametrierungsinduzierte Singularitäten zu-
sammen. Diese Eigenschaft wird zum Beispiel in (Thuilot u. a. 1996) ausgenutzt, um die Gesamtanzahl
aller singulären Bereiche auf die Anzahl der wesentlichen, kinematischen Singularitäten zu reduzieren.

Ziel dieses Abschnitts ist, das zusätzliche Wissen, welches bei radzentrierten Bezugssystemen in die
Formulierung der inversen und direkten Kinematik einfließen kann, auszunutzen, um den zulässigen Ar-
beitsbereich des Systems zu vergrößern. Dabei wird die in Abschnitt 3.3.2 hergeleitete drei-parametrige
Beschreibung der zwei-parametrigen Konfiguration eines beliebigen Rades ν über den auf dieses Rad
zentrierten Twist �tνwr verwandt.

87



4 Strukturelle Eigenschaften des resultierenden Zustandsraums

Für ein radbezogenes Koordinatensystem ist die direkte Kinematik durch die Gleichungen (3.90) bis
(3.92) gegeben:

ϕνwr = ϕs,ν−π ·σ(−kν)

θνwr = arctan
(
dmax ·kν
λν

)

ρνwr =
ϕ̇d,ν ·rd,ν

kν · cos(θνwr)
,

wobei Gleichung (3.92) in der Umgebung des Pols durch (3.84) zu ersetzen ist:

ρνwr =
ϕ̇d,k ·rk ·dmax

λk · sin(θνwr)
.

Dabei ist zu beachten, dass zur Berechnung des Parameters λν der Lenkwinkel ϕs,k mindestens eines
weiteren Rades k nötig ist. Während die Gleichungen bezüglich θνwr (3.91) bzw. ρνwr (3.84), (3.92) im
Wesentlichen der bisherigen Formulierung entsprechen, liegt für ϕνwr ein wesentlicher Unterschied vor.

Nach (3.90) ist ϕνwr lediglich von der unmittelbar messbaren Größe ϕs,ν abhängig und damit auch im Pol
beobachtbar. Unter der Voraussetzung, das kν bekannt ist, wird die Messmatrix Cr in (4.10) zu einer 3×3
Matrix, deren Diagonalelemente identisch 1 sind

Cr = 13×3 .

Das System ist also vollständig beobachtbar

Qb =
(
CT

r ,A
T
r CT

r , ...,
(
AT

r
)n−1

CT
r

)
= (13×303×6) .

Bisher war �k bzw. kν lediglich ein fester Parameter, welcher die Ursprungskonfiguration des Fahrwerks be-
stimmt hat. Unter dieser Voraussetzung ist das radzentrierte System vollständig beobachtbar. Bezieht man
für radzentrierte Koordinatensysteme Trajektorien des Twists mit ein, welche über den Pol führen, ändert
sich nach Abschnitt C.1 der Parameter kν. Wie in Abbildung C.1 dargestellt, ändert sich die Lösungsdo-
mäne bezüglich des Rades ν und damit das Vorzeichen des Parameters kν, wenn der Momentanpol die
Radachse überstreift bzw. wenn die Trajektorie des Twists einen Poldurchgang aufweist.

Dabei ist zu beachten, dass �k keine absolute Parametrierung des Fahrwerks darstellt, sondern vielmehr
die relative Konfiguration der Räder untereinander wiedergibt (C.31). Abbildung 4.9 stellt zwei Pfade
des sphärischen Twists bzw. des Momentanpols dar, welche auf eine identische Konfiguration, aber un-
terschiedliche Werte für �k führen. Der erste Pfad (grün gestrichpunktet in Abb. 4.9(b)) führt auf die
Zielkonfiguration nach Durchgang durch den Fernpunkt, wohin gegen der zweite Pfad (rot gestrichelt
in Abb. 4.9(b)) die Zielkonfiguration durch Überstreichen aller Singularitäten erreicht. Analog folgt, dass
auch eine Konfiguration, welche nach Überstreichen der Lenkachse des Rades i entsteht (�k = (−1,1,1,1)T ),
nicht von einer Konfiguration zu unterscheiden ist, welche durch Überstreichen aller Lenkachsen außer
der des Rades i entsteht (�k = (1,−1,−1,−1)T ).

Der Parameter �k charakterisiert lediglich die relative Konfiguration der Räder zueinander. Dementspre-
chend ist �k nicht direkt beobachtbar. Bei bekannter Ausgangskonfiguration �k0 und bekannter Trajektorie
bzw. Stellgrößen kann �k jedoch jederzeit errechnet werden. Das kann z.B. im Prädiktionsschritt des Beob-
achters erfolgen.
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Abbildung 4.9: Die Abbildung zeigt die ursprüngliche Konfiguration (Abb. 4.9(a)) mit Pfaden, welche in der gleichen Lösungs-
domäne liegen sowie die resultierende Konfiguration (Abb. 4.9(b)) nach Durchlaufen der Singularitäten. Es bezeichnen t∞ und
t�k die jeweiligen Trajektorien.

Neben der reinen Beobachtbarkeit ist weiterhin die Fehlerfortpflanzung von Interesse. So ist zwar bezüg-
lich ϕνwr der Fehler zunächst über den gesamten Arbeitsbereich auf den Fehler bezüglich der Messgröße
ϕs,ν begrenzt. In der Umgebung des Pols führt die Unsicherheit in θνwr aber dazu, dass ein zweites mög-
liches Lösungsintervall [(ϕs,ν − π)−σϕ, (ϕs,ν − π)+σϕ] entsteht. Dies ist letztlich mit der Unsicherheit
und fehlenden Beobachtbarkeit von kν verbunden. Das Problem kann behoben werden, indem der Esti-
mationsschritt analog zur Berechnung der Regeldifferenzen im Pol nach Abschnitt 4.1.2 bezüglich des
Parameterraums T ′ anstelle von T durchgeführt wird. Nach Durchführung des Estimationsschrittes kann
das Ergebnis über (4.3) wieder nach T abgebildet werden.

Da das oben spezifizierte System im radbezogenen Koordinatensystem bezüglich seiner Systemdynamik
(4.19, l.) analog zu dem in Abschnitt 4.1.2 spezifizierten System ist, ergibt sich unmittelbar vollständige
Steuerbarkeit aller Parameter. Betrachtet man die in (3.42), (3.44) gegebene inverse Kinematik

ϕs,ν = ϕ
ν
wr +π ·σ(−kν)

ϕ̇d,ν ·rd,ν = kν · cos(θνwr) ·ρνwr

bezüglich des Rades ν im Zentrum des Koordinatensystems sowie die zugehörige Jacobi-Matrix (3.45)

JTνQν = ∇�tνwr

(
ϕs,ν(�tνwr,kν)
ϕ̇d,ν(�tνwr,kν)

)
,

so erkennt man, dass die Abbildung surjektiv und C∞ist bzw. die Elemente der Jacobi-Matrix beschränkt
sind. Definiert man die „Umgebung der Pole“ bezüglich Rad ν als die Menge aller Punkte

P = {�x ∈ T | ‖�x− �xS ,ν‖ ≤ ‖�x− �xS ,i‖ ∀�xS ,i ∈ {S/�xS ,ν}} (4.20)

welche dichter am Pol des Bezugssystems als an irgendeiner anderen Singularität liegen, so folgt aus
(3.55), (3.57) und (3.61) bzw. der Steuerbarkeit in beliebigen Bezugssystemen (Abschnitt 4.1.2) unmittel-
bar, dass auch die Abbildung auf die übrigen radzentrierten Bezugssysteme surjektiv und C∞ ist.
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4 Strukturelle Eigenschaften des resultierenden Zustandsraums

Es ist offensichtlich, dass der mit drei Parametern dargestellte Twist über die zwei Konfigurationsvaria-
blen (ϕs,ν, ϕ̇

ν
wr) bzw. (q1,ν,q2,ν) eines einzelnen Rades nicht vollständig manipulierbar ist. Relevant ist

aber insbesondere die Manipulierbarkeit der Winkelparameter, die den zwei Freiheitsgraden der „Lenk-
barkeit“ zugeordnet sind und welche die Konfiguration des Systems bestimmen. Formt man die Glei-
chungen für die inverse Kinematik entsprechend um

ϕνwr = ϕs,ν−πσ(−kν) (4.21)

θνwr = arccos(
rd,ν

kνρνwr︸︷︷︸
a

·ϕ̇νwr) (4.22)

und bildet die Jacobi-Matrix

Jν(�qν) = ∇�qν
(
ϕνwr
θνwr

)
(4.23)

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1 0
0 −a√

1−(aq2,ν)2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (4.24)

so erkennt man, dass der Index für die Manipulierbarkeit

mν =

√
det(Jν(�qν)JT

ν (�qν))

für a � 0 ebenfalls ungleich Null ist. Das heißt, so lange Rad ν einen von Null verschiedenen Radius rd,ν
hat, ist das System manipulierbar. Je kleiner die verallgemeinerte Geschwindigkeit, desto größer ist dabei
die Manipulierbarkeit. Analog zur Beobachtbarkeit gilt in der Umgebung der Pole des radbezogenen
Systems damit auch die uneingeschränkte Manipulierbarkeit durch die jeweils anderen Räder.

Die kinematischen Singularitäten in der Umgebung eines Rades können damit regelungstechnisch um-
gangen werden, in dem der Reglerentwurf in einem radbezogenen Koordinatensystem erfolgt. Es ist
dabei zu beachten, dass diese Koordinatentransformation nicht die kinematischen Eigenschaften des
Systems beeinflusst. Bezüglich des in Roboterkoordinaten ausgedrückten Twists besteht weiterhin eine
Reduktion der Freiheitsgrade. Allerdings erlaubt die Koordinatentransformation die volle Ausnutzung
der verbliebenen Freiheitsgrade, während ein Reglerentwurf im globalen Bezugssystem die Singulari-
täten von vorneherein hätte vermeiden müssen. Damit lässt sich durch einen geeigneten Wechsel der
Koordinatensysteme der volle Arbeitsraum des Fahrwerks ausnutzen. Ein Ausschluss kritischer Berei-
che ist nicht länger notwendig.

4.2.2 Generalisierte Form des Zustandsraums

Betrachtet man die strukturellen Eigenschaften bezüglich des Zustandsraums für Koordinatensysteme
ohne Rad im Zentrum und für radzentrierte Koordinatensysteme, so erkennt man erhebliche Unterschiede.
Anders als bei beliebigen Koordinatensystemen markiert der Durchgang durch den Pol bei radzentrierten
Koordinatensystemen eine wesentliche Änderung der Konfiguration.

Obwohl beide Zustandsräume in Übereinstimmung mit den Analysen Campions (Campion u. a. 1993)
einen Freiheitsgrad ρνwr bezüglich der ebenen Bewegung (δm = 1) und zwei Freiheitsgrade (ϕνwr, θ

ν
wr)

bezüglich der Konfiguration (δs = 2) des Fahrwerks aufweisen, sind sie topologisch verschieden. Der
Zustandsraum radzentrierter Koordinatensysteme zeigt bezüglich der Winkelkoordinaten eine toroidale
Topologie (Abb. 4.10), während der nicht-radzentrierte Zustandsraum durch eine sphärische Topologie
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Abbildung 4.10: Die Abbildung zeigt die Struktur des Zustandsraums bei Abbildung auf radzentrierte Bezugssysteme. Abbil-
dung 4.10(a) zeigt den Zustandsraum mit den Freiheitsgraden bzgl. ϕνwr (orange, gestrichelt) und θνwr (grün, gestrichpunktet).
Die Pole der Kugel entsprechen den Scheitellinien (rote bzw. rot gestrichelte Linie) des Torus. Abbildung 4.10(b) zeigt die
Freiheitsgrade (ϕνwr, θ

ν
wr) bzw. die Pole (roter Punkt) bezüglich der Fahrwerkskonfiguration.

gekennzeichnet ist. Das ist konsistent mit der in Abschnitt 3.2.3 diskutierten Singularität bezüglich der in-
versen Kinematik. Ein sphärischer Raum kann nicht diffeomorph auf einen Raum mit toroidaler Topologie
abgebildet werden. Dieser Unterschied der Topologie spiegelt sich ebenfalls in der Parametrierung des Zu-
standsraums wider. Während bei radzentrierten Bezugssystemen zusätzlich der Parameter kν beobachtet
werden muss, kann dieser für sonstige Bezugssysteme ausgelassen werden.

Im Sinne des Reglerentwurfes bzw. einer praktischen Implementierung und Portierbarkeit ist es jedoch
sinnvoll, eine einzige Zustandsraumdarstellung unabhängig vom Bezugssystem zu verwenden. In Ab-
schnitt 4.1.2 (4.3) wurde zum Beispiel der Parameter kν als zusätzlicher „virtueller“ Parameter zur Un-
terscheidung der Pfade eingeführt.

Die Einführung des diskreten Parameters kν hat allerdings mehrere Nachteile. Zum einen wird das re-
sultierende System so zu einem hybriden System aus kontinuierlichen und diskreten Zuständen. Solche
Systeme erfordern eigens angepasste Ansätze bezüglich des Entwurfs von Reglern, Stabilitätsbeweisen
und ähnlichem. Des Weiteren ist es umständlich, den diskreten Parameter in die Formulierung von Gü-
tekriterien aufzunehmen, wenn ein optimaler Pfad bestimmt werden soll. Letztlich ist es auch, wie im
vorigen Abschnitt 4.2.1 erläutert, für den Entwurf eines Beobachters vorteilhaft, wenn alle Parameter
kontinuierlich sind.
Statt zusätzlich den Parameter k einzuführen, ist es daher günstiger den Definitionsbereich des Zustands-
raums zu erweitern und den Parameter aus der gegenwärtigen Konfiguration zu errechnen. In den folgen-
den Kapiteln sei der Zustandsraum daher durch die Parameter

�x = (ρwr,ϕwr, θwr)T (4.25)

definiert, wobei gelte

�x ∈ T ′ = R× (−π,π] = R×S 2 . (4.26)
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Der Reglerentwurf wird im Folgenden bezüglich dieses Definitionsbereichs durchgeführt werden. Die
Rücktransformation in den bisherigen Zustandsraum ist dann über

(
�tνwr
kν

)
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(�xT ,1)T ∀ −π
2 ≤ θwr ≤ π

2
(x1, x2−π,π− x3,−1)T sonst

(4.27)

�̇tνwr =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩�̇x ∀ −π
2 ≤ x3 ≤ π

2
(ẋ1, ẋ2,−ẋ3)T sonst

(4.28)

gegeben. Wie bereits zuvor erläutert, ist diese Abbildung unkritisch bezüglich der inversen Kinematik, die
über T ′ surjektiv und C∞ ist. Für den Beobachterentwurf ist zu beachten, dass das Ergebnis der direkten
Kinematik nun in beide Domänen abgebildet werden muss

�y1 = �tνwr,d = �c(�qn) (4.29)

�y2 = (y11,y21−π,π− y31)T , (4.30)

wobei jedoch nur eine der Lösungen korrekt ist. Um die korrekte Lösung zu ermitteln, kann z.B. über
die Errechnung der Mahalanobis-Distanz eine Datenassoziation zwischen Vorhersage auf Basis des ge-
genwärtigen Zustands und den beiden möglichen Lösungen durchgeführt werden. Der ausgewählte Wert
kann dann wie bisher im Beobachter verarbeitet werden.

Während des Entwurfs der Regelung bzw. des Aufstellens eines entsprechenden Gütekriteriums ist zu
beachten, dass sich durch die Erweiterung des Definitionsbereichs auch die Anzahl der Singularitäten ver-
doppelt. Zu den bisherigen Singularitäten treten nun noch ihre jeweiligen Gegenstücke in der zusätzlichen
Lösungsdomäne

S ν′
2 = S ν′

2N⋃
i=1

(ϕνwr,S i
−π,π− θνwr,S i

) . (4.31)

Des Weiteren sei erwähnt, dass die Transformation in ein radzentriertes Koordinatensystem nicht die
Singularitäten der übrigen Räder auflöst. Hier gilt weiterhin, dass die Abbildung in den zugehörigen Rad-
achsen nicht diffeomorph ist bzw. Singularitäten aufweist. Außerhalb dieser Singularitäten ist die Trans-
formation jedoch immer lokal diffeomorph. Das gilt ebenfalls für die Abbildung auf die Kugeloberfläche.

Der gesamte zulässige Konfigurationsraum ist damit als die Gesamtheit der torusförmigen Topologien
für die radzentrierten Koordinatensysteme gegeben. Außerhalb der Gesamtheit aller Pole können diese
Räume lokal diffeomorph aufeinander abgebildet werden. Damit bildet die Gesamtheit der Zustandsräu-
me über alle radzentrierten Koordinatensysteme einen Atlas des zulässigen Konfigurationsraums.

Im Folgenden werden bezüglich beider Zustandsraummodelle Regler entworfen. Um einfacher zwischen
den beiden Modellen unterscheiden zu können, wird das durch (4.25) und (4.26) gegebene einfache Mo-
dell mit toroidaler Topologie und ohne Basiswechsel als „Einfach toroidaler Zustandsraum“ (ETZ) be-
zeichnet. Das durch Basiswechsel und Verknüpfung der Einfach toroidalen Zustandsräume entstehende
Zustandsraummodell wird als „Multi-Basis toroidaler Zustandsraum“ (MTZ) bezeichnet.
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5 Strukturoptimale Regelung omnidirektionaler, nicht-holonomer
Fahrwerke

Das vorliegende Kapitel widmet sich dem Entwurf von Regelungsansätzen für nicht-
holonome, omnidirektionale Fahrwerke. Untersucht werden dabei beide in Abschnitt 4.2.2
eingeführten Zustandsraummodelle. Es werden zwei Regler bezüglich des „Einfach toroida-
len Zustandsraums“ (ETZ) entworfen. Hier ist eine Vermeidung der singulären Bereiche not-
wendig. Der Entwurf eines weiteren Reglers bezüglich des „Multi-Basis toroidalen Zustands-
raums“ (MTZ) auf Basis einer Reglerumschaltung wird skizziert. Hier können die Singulari-
täten in den Arbeitsraum mit einbezogen werden.

Bevor mit dem Entwurf der Regler begonnen wird, wird in Abschnitt 5.1 die regelungstech-
nische Problemstellung analytisch formuliert. Zunächst wird in Abschnitt 5.1.1 die Energie-
bilanz des Systems untersucht. Diese Untersuchungen sind zum einen die Grundlage für die
Stabilitätsbeweise in den folgenden Abschnitten. Zum anderen wird anhand der Energiebi-
lanz gezeigt, dass sich das Gesamtsystem näherungsweise in zwei unabhängige Teilsysteme
zerlegen lässt. Das eine Teilsystem ist den Freiheitsgraden der Mobilität zugeordnet und frei
von Singularitäten. Das andere Teilsystem ist den Freiheitsgraden der Lenkbarkeit zugeord-
net und gerade durch die in den voran gegangenen Abschnitten diskutierten Singularitäten
geprägt. Die anschließenden Diskussionen konzentrieren sich daher auf das zweite Teilsys-
tem. In Abschnitt 5.1.2 wird auf Basis der Energiebilanz bzw. der Untersuchung der Ma-
nipulierbarkeit die analytische Formulierung eines Gütekriteriums abgeleitet, welches die
Einbeziehung der singulären Bereiche in die Regelung erlaubt.

In Abschnitt 5.2 und 5.3 werden ein potentialfeldbasierter und ein modellprädiktiver Regler
bezüglich des ETZ entwickelt. Dabei werden jeweils zunächst die generellen Eigenschaften
dieser Regler diskutiert. Anschließend wird die Rückführung zur Singularitätsvermeidung
entworfen und jeweils auf Stabilität geprüft. Im Falle des modellprädiktiven Reglers wird in
Abschnitt 5.3.3 zusätzlich die prinzipielle Lösbarkeit des zugrunde liegenden Optimierungs-
problems bei Anwendung des Pontryagin Minimum Prinzips (PMP) untersucht. Abschließend
werden jeweils knapp Modifikationen im Zuge der Implementierung diskutiert. Beim poten-
tialfeldbasierten Regler betrifft das insbesondere die Umsetzung des Reglers in einem zeitdis-
kreten System. Anschaulich werden Eigenschaften und Verhalten des geregelten Systems am
Beispiel des Care-O-bot® 3-Fahrwerks diskutiert.

Abschnitt 5.4 skizziert den Entwurf eines Reglers für den MTZ. Dazu wird bezüglich der
einzelnen toroidalen Basisräume der zuvor entworfene modellprädiktive Regler angesetzt.
Zwischen den Basisräumen wird dann durch Reglerumschaltung gewechselt. Stabilität wird
in diesem Fall nicht analytisch bewiesen, sondern auf Basis der Struktur des MTZ und der
resultierenden Systemtrajektorien argumentiert.
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5 Strukturoptimale Regelung omnidirektionaler, nicht-holonomer Fahrwerke

5.1 Regelungstechnische Formulierung des Problems

5.1.1 Entkopplung von ebener Bewegung und Rekonfiguration

Die dem hier betrachteten Regelungsproblem zugrunde liegende Aufgabenstellung ist die Erzielung eines
gegebenen kartesischen Twists

�trc,wr = �c(�x) (5.1)

�x = (�q, �̇q) , (5.2)

unter Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen (2.12), (2.13)
(−cos(ϕs,i), −sin(ϕs,i), −da,i sin(ϕs,i−αa,i)

)
·Rr

w(ϕw
wr)�t

w
wr + r ·ϕ̇d,i = 0(−sin(ϕs,i), cos(ϕs,i), da,i cos(ϕs,i−αa,i)

)
·Rr

w(ϕw
wr)�t

w
wr = 0 .

Dabei ist die Roboterkonfiguration �q gerade durch die Lenkwinkel �ϕs bzw. Rotationsrate �̇ϕd aller Räder
gegeben. Das zugrunde liegende System ist dann unter Einbeziehung der Umgebung (wechselnder Unter-
grund, Steigungen, ...) zunächst nichtlinear und zeitvariant

�̇x = �f (�x(t),�u(t), t)
�y = �c(�x(t),�u(t), t) .

wobei �u den in die aktiven Gelenke über die Motoren eingebrachten Drehmomenten �τ und �y gerade dem
kartesischen Twist �trc,wr entspricht.

Unter der Annahme unterlagerter, hinreichend schneller Regelkreise (vgl. Abschnitt 6.1.3), welche eine
hinreichend exakte und schnelle Ausregelung von Störungen der Gelenkwinkelgeschwindigkeiten �̇ϕs ge-
währleisten, können die äußeren Einflüsse der Umgebung auf die Dynamik des Systems vernachlässigt
werden. Die regelungstechnische Aufgabenstellung lässt sich daher in erster Näherung als zeitinvariantes
Problem beschreiben, welches im Wesentlichen durch die nicht-holonomen Bindungen, also einer nichtli-
nearen Verknüpfung der Zustandsgrößen, charakterisiert ist.

In den vorangegangenen Kapiteln 3 und 4 wurde dieses System in eine reduzierte Darstellung überführt,
die Modalform aufweist und soweit möglich entkoppelt ist. In dieser Darstellung sind die nichtlinearen,
kinematischen Verknüpfungen aufgelöst bzw. nicht mehr explizit vorhanden. Dazu wurde eine minimale
Parametrierung des Nullraums der nicht-holonomen Bindungen entwickelt.

Die Diskussion der Topologie des Parameterraums solcher Systeme in Abschnitt 3.1 wurde zu-
nächst allgemeingültig über den Momentanpol geführt. Die Ergebnisse treffen damit sowohl für quasi-
omnidirektionale Fahrwerke des Typs 1 (δm = 1, δs = 2) als auch auf Dreirad- und Ackermann-Kinematik
(δm = 1, δs = 1) zu (Tab. 2.1). Sie können ebenfalls unmittelbar auf holonome, omnidirektionale Fahrwerke
(δm = 3, δs = 0), wie auch quasi-omnidirektionale Fahrwerke des Typs 2 (δm = 2, δs = 1) bzw. Differenti-
alkinematiken (δm = 2, δs = 0) erweitert werden. In diesem Fall impliziert die Modellierung über den
sphärischen Twist allerdings eine Einschränkung der Freiheitsgrade der Mobilität δm bzw. ein Einprägen
nicht notwendiger Stetigkeitsbedingungen hinsichtlich der Position des Momentanpols.
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5.1 Regelungstechnische Formulierung des Problems

Der auf Basis dieser Untersuchungen in Abschnitt 4.2 (4.19, l.), (4.19, r.) eingeführte Zustandsraum

�̇x = Ar�x+Br�u �y = Cr�x+Dr�u , mit
Ar = 03×3 Cr = diag(�c3(�qν))
Br = 13×3 Dr = 03×3

ist eine minimale Darstellung dieses Systems in Modalform. Das zentrale Problem beim Entwurf eines
Reglers für dieses System ist der Umgang mit den Singularitäten. Um die anschließenden Ausführungen
hinsichtlich des Reglerentwurfes bzw. des Umgangs mit den Singularitäten zu vereinfachen und auf das
Wesentliche zu beschränken, wird dieses System in zwei Teilsysteme zerlegt. Das eine Teilsystem, wel-
ches den Freiheitsgraden der Mobilität δm zugeordnet ist und durch den Parameter ρνwr repräsentiert wird,
ist frei von Singularitäten. Das verbleibende Teilsystem, welches den Freiheitsgraden der Lenkbarkeit δs
zugeordnet ist, ist hingegen durch das Auftreten der Singularitäten nach Abschnitt 3.2.4 gekennzeichnet.
Die Diskussion wird sich daher im Folgenden auf das zweite, durch (ϕνwr, θ

ν
wr) repräsentierte Teilsystem

konzentrieren. Bevor mit dem Reglerentwurf fortgefahren wird, wird zunächst die Validität dieser Auftei-
lung diskutiert und nachgewiesen.

Bei der Aufteilung in die Teilsysteme wird ausgenutzt, dass die Zustände des Systems bezüglich des sphä-
rischen Twists �trwr =�y in kinematischer Hinsicht entkoppelt sind. So trennt diese Zustandsraumdarstellung
die Freiheitsgrade bezüglich der Lenkbarkeit δs von denen der Mobilität δm. So sind (ϕνwr, θ

ν
wr) gerade

der Lenkbarkeit oder Konfiguration des Systems zugeordnet, während ρνwr der Mobilität, also der ebenen
Bewegung zugeordnet ist.

Diese strukturelle, kinematische Entkopplung ist eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung
für die Auftrennung in zwei Teilsysteme. Vor dem Hintergrund des Reglerentwurfs bzw. der zugehörigen
Stabilitätsuntersuchungen ist es notwendig, eventuelle dynamische bzw. energetische Wechselwirkungen
mit einzubeziehen. Die Stabilitätsbetrachtungen in den folgenden Abschnitten werden sich insbesondere
auf die Passivität der Teilsysteme bzw. die Lyapunov-Theorie stützen. Diese Konzepte sind eng mit der
Energiebilanz eines Systems verbunden. In diesem Abschnitt wird eine obere Grenze für die Energie der
beiden Teilsysteme abgeschätzt. Diese obere Grenze bildet bei den anschließenden Stabilitätsbetrachtun-
gen die Grundlage für die Formulierung einer Lyapunov-Funktion (vgl. (Föllinger und Dörrscheidt 1994)).
Des Weiteren wird gezeigt, dass sich die Energiebilanz des Systems bei Abschätzung durch eine solche
obere Grenze für die beiden Teilsysteme ρνwr bzw. (ϕνwr, θ

ν
wr) separat aufstellen lässt. Damit können die

Teilsysteme näherungsweise als energetisch entkoppelt betrachtet werden.

Bei der folgenden Betrachtung wird näherungsweise angenommen, dass der Ursprung des Bezugssystems
mit dem Schwerpunkt des Fahrwerks bzw. des Roboters zusammenfällt. Unter dieser Voraussetzung ergibt
sich, unter Vernachlässigung der in der Rotation der Räder gespeicherten Energie, die kinetische Energie
der ebenen Bewegung zu

Ekin,b =
1
2

mv2+
1
2

Iω2 , (5.3)

wobei m die Masse des Roboters und I hier das skalare Trägheitsmoment des Roboters bezogen auf
die �zwr-Achse im Bezugssystem ν, im Folgenden als Iν geschrieben, bezeichnet. Durch Substitution der
kartesischen Geschwindigkeitskomponenten durch den sphärischen Twist ergibt sich

Ekin,b =
1
2

mρν2wr cos2(θνwr)+
1
2

Iν
ρν2wr sin2(θνwr)

d2
max

. (5.4)
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5 Strukturoptimale Regelung omnidirektionaler, nicht-holonomer Fahrwerke

In Abschnitt 3.1.1 war der Parameter dmax eingeführt worden. Dort war dmax vorläufig als der Abstand
zwischen Ursprung und dem am weitesten entfernten Rad gewählt worden. Definiert man nun dmax über
(5.4)

dνmax �

√
Iν

m
, (5.5)

so ist es möglich, die kinetische Energie ausschließlich in Abhängigkeit der die ebene Bewegung charak-
terisierenden Variable ρνwr zu schreiben

Ekin,b =
1
2

mρν2wr . (5.6)

Damit ist die kinetische Energie des Systems bezüglich der ebenen Bewegung unabhängig von der ge-
genwärtigen Fahrwerkskonfiguration. Der Parameter dνmax hat weiterhin die Einheit einer Länge. Es sei
aber erwähnt, dass dνmax aufgrund des Auftretens des Trägheitstensors Iν in (5.5) abhängig vom gerade
gewählten Bezugssystem ist.

Die physikalische Interpretation von (5.6) ist, dass das Lenken des Fahrzeugs keine Energie kostet bzw.
keiner Arbeit bedarf. Unter der Voraussetzung, dass die nicht-holonomen Bindungen ideal erfüllt sind, ist
diese Aussage physikalisch korrekt. In diesem Fall wirkt die durch die Lenkung bzw. Radstellung aufge-
brachte Kraft immer orthogonal zur Fahrtrichtung und bewirkt damit lediglich eine Richtungsänderung
der Geschwindigkeit. Es gibt keine Verluste im Rad-Boden-Kontakt. Es wird keine Arbeit verrichtet.

Diese Annahme ist offensichtlich idealisiert. In dem Umfeld der Servicerobotik, in welchem die vorlie-
gende Arbeit angesiedelt ist, kann aber davon ausgegangen werden, dass das tatsächliche Verhalten hin-
reichend gut durch diese Annahme wiedergegeben wird. Bei der Anwendung von Servicerobotern oder
Fahrerlosen Transportsystemen in öffentlichen Gebäuden oder Fabriken ist eher selten mit scharfen Kur-
venfahrten zu rechnen. Ein Driften um Kurven bzw. die Anregung zusätzlicher Bewegungsmodi, wie
Nicken und Wanken können daher aus der Betrachtung ausgeschlossen werden. Auch die Walkarbeit in
den Rädern ist bei den hier in der Regel eingesetzten harten Vollgummirädern vernachlässigbar.

In dem dieser Arbeit zugrunde liegenden Umfeld der mobilen Serviceroboter und Fahrerlosen Transport-
systeme für Anwendungen in Innenräumen kann aber in der Regel davon ausgegangen werden, dass
solche dynamischen Extremsituationen nicht auftreten und Gleichung (5.6) die der ebenen Bewegung
zugeordnete, kinetische Energie hinreichend genau wieder gibt.

Die kinetische Energie auf Gelenkwinkelebene ist gegeben durch

Ekin,q =
1
2
�̇ϕT

d Id �̇ϕd +
1
2
�̇ϕT

s Is�̇ϕs , (5.7)

wobei Id und Is Diagonalmatrizen sind, deren Elemente das Trägheitsmoment der Räder bzw. Radmodule
bezüglich der jeweiligen Achse beinhalten. Für ungelenkte Standardräder und Standardräder ohne Seit-
wärtsoffset und getriebeseitige Kopplung von Lenk- und Fahrbewegung kann man die in Abschnitt 3.2 als
Abbildung Ξ von (ρνwr,ϕ

ν
wr, θ

ν
wr)T nach (�ϕT

s , �ϕ
T
d )T eingeführte inverse Kinematik

(
�ϕs
�̇ϕd

)
= �h(ρνwr,ϕ

ν
wr, θ

ν
wr)

d
dt

(
�ϕs
�̇ϕd

)
= JΞ(ϕνwr, θ

ν
wr)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ρνwr
ϕνwr
θνwr

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5.8)
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5.1 Regelungstechnische Formulierung des Problems

in einen Term bezüglich �ϕd und einen Term bezüglich �ϕs

�̇ϕ′d = �hd(ρνwr,ϕ
ν
wr, θ

ν
wr) (5.9)

�ϕs = �hs(ϕνwr, θ
ν
wr) (5.10)

zerlegen. Es bezeichnet dabei JΞ die Jacobi-Matrix bezüglich der in Abschnitt 3.2 eingeführten Abbildung
Ξ. Bezieht man Standardräder mit Seitwärtsoffset bzw. getriebeseitiger Kopplung mit ein, so ergibt sich
die resultierende Rotationsrate

�̇ϕd = �̇ϕ
′
d +Kc ·�̇ϕs , (5.11)

wobei Kc eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonalelemente die Kopplungsfaktoren kc,i für das i-te Rad
sind. Für Räder ohne Seitwärtsoffset bzw. getriebeseitige Kopplung ist kc,i = 0. Damit lässt sich die kine-
tische Energie auf Gelenkwinkelebene umformen zu

Ekin,q =

I︷����������������������������������������������︸︸����������������������������������������������︷
1
2
ρνwr ·�h′Td (ϕνwr, θ

ν
wr) ·Id ·�h′d(ϕνwr, θ

ν
wr) ·ρνwr+ . . .

· · ·+ 1
2

(
ϕ̇νwr
θ̇νwr

)T
·JT
Ξ,s(ϕ

ν
wr, θ

ν
wr) ·KT

c ·Id ·Kc ·JΞ,s(ϕνwr, θ
ν
wr) ·

(
ϕ̇νwr
θ̇νwr

)
+ . . .

· · ·+ 1
2

(
ϕ̇νwr
θ̇νwr

)T
·JT
Ξ,s(ϕ

ν
wr, θ

ν
wr) ·Is ·JΞ,s(ϕνwr, θ

ν
wr) ·

(
ϕ̇νwr
θ̇νwr

)
. (5.12)

Dabei wurde verwendet, dass ρνwr nur durch Multiplikation in (5.9) eingeht. Es bezeichnet JΞ,s die Jacobi-
Matrix zu �hs. Diese entspricht der Teilmatrix in JΞ, welche der Abbildung von (ϕνwr, θ

ν
wr) auf die Lenkwin-

kel �ϕs zugeordnet ist.

Um die Energiebilanz für das gesamte System aufzustellen, wird neben der der Gelenkwinkelgeschwin-
digkeit zugeordneten kinetischen Energie noch die potentiellen Energie benötigt. Diese setzt sich zum
einen aus der Lageenergie des Systems, zum anderen aus der in der Elastizität der im Getriebe gespeicher-
ten Energie zusammen. Es kann in guter Näherung angenommen werden, dass die Getriebe hinreichend
steif sind, so dass der Einfluss ihrer Elastizität und damit die in ihnen gespeicherte Energie vernachläs-
sigt werden kann. Des Weiteren sei in erster Näherung angenommen, dass sich das System in der Ebene
bewege. Damit ist die potentielle Energie des Systems konstant und unabhängig von den Zustandsgrößen
(ρνwr,ϕ

ν
wr, θ

ν
wr)T des Systems. Im Kontext dieses Systementwurfs kann das Fahren auf einer geneigten Ober-

fläche als Zeitvarianz innerhalb des Systems oder externe Störung aufgefasst werden. Dies kann dann im
zuvor erwähnten vergleichsweise schnellen, unterlagerten Regelkreis ausgeglichen werden.

Damit ergibt sich die Gesamtenergie des Systems als Summe der kinetischen Energie der Teilsysteme:

E = Ekin,b+Ekin,q

=
1
2

m ·ρν2wr +

I︷�����������������︸︸�����������������︷
1
2

m′(ϕνwr, θ
ν
wr) ·ρν2wr+ . . .

· · ·+ 1
2

(
ϕ̇νwr
θ̇νwr

)T
·JT
Ξ,s(ϕ

ν
wr, θ

ν
wr) ·

(
Is+KT

c IdKc
)

·JΞ,s(ϕνwr, θ
ν
wr) ·

(
ϕ̇νwr
θ̇νwr

)
. (5.13)

Dabei sind die Freiheitsgrade der ebenen Bewegung ρνwr und die Freiheitsgrade der Lenkbarkeit (ϕνwr, θ
ν
wr)

über den von der Konfiguration abhängigen Faktor m′ in Term I (5.12), (5.13) gekoppelt.
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Anschaulich beschreibt Term I die in der Rotation der Räder gespeicherte Energie. Fällt der Momentanpol
für ein gegebenes ρνwr mit dem Rad-Boden-Kontakt des Rades i zusammen, so rollt dieses Rad nicht
ab. Damit ist auch keine kinetische Energie in ihm gespeichert. Aus der Anschauung oder Analyse der
inversen Kinematik kann man erkennen, dass für ein gegebenes ρνwr diese Energie als Summe über alle
Räder maximal wird, wenn sich der Momentanpol im Fernpunkt befindet. Damit kann eine Abschätzung
für die obere Grenze der Gesamtenergie des Systems

Ẽ =
1
2

(m+ m̃′) ·ρν2wr +
1
2

(
ϕ̇νwr
θ̇νwr

)T
·JT
Ξ,s ·

(
Is+KT

c IdKc
)

·JΞ,s ·
(
ϕ̇νwr
θ̇νwr

)
(5.14)

vorgenommen werden. Wobei sich m̃′ als Summe des Produkts der Trägheitsmomente aller Räder mit
dem maximalen Wert für die Abbildung �h′d ergibt

m̃′ =
N∑

i=1

1
2

1
ri

mi ·r2
i

1
ri

. (5.15)

Mit dieser Abschätzung lassen sich Rekonfiguration des Fahrwerks bzw. Fahrt energetisch entkoppelt
betrachten. Die Energie des Systems zerfällt in einen Term bezüglich der Freiheitsgrade der ebenen
Bewegung und einen Term bezüglich der Freiheitsgrade der Konfiguration

Eδm =
1
2

(m+ m̃′) ·ρν2wr (5.16)

Eδs =
1
2

(
ϕ̇νwr
θ̇νwr

)T
·JT
Ξ,s ·

(
Is+KT

c IdKc
)

·JΞ,s ·
(
ϕ̇νwr
θ̇νwr

)
. (5.17)

Rekonfiguration und ebene Bewegung können damit als zwei unabhängige Systeme analysiert werden.
Da auf Fahrwerksebene der Entwurf einer Regelung bezüglich des Parameters ρνwr vergleichsweise ein-
fach ist, konzentriert sich die Diskussion der Regelung im Folgenden auf das den Freiheitsgraden der
Lenkbarkeit zugeordnete Teilsystem.

5.1.2 Singularitäten und Stellgrößenbeschränkungen

Bereits in Abschnitt 3.2 und 4.1.2 waren die Singularitäten des Systems bezüglich der inversen Kinematik
diskutiert worden. Die Aufstellung der Energiebilanz für die entkoppelten Systeme nach Abschnitt 5.1.1
ergibt für das Teilsystem, welches die Konfiguration des Fahrwerks bzw. die Lenkung beschreibt

Eδs =
1
2

(
ϕ̇νwr
θ̇νwr

)T
· JT
Ξ,s ·

(
Is+KT

c IdKc
)

·JΞ,s︸��������������������������︷︷��������������������������︸
II

·
(
ϕ̇νwr
θ̇νwr

)
.

In der Umgebung der Singularitäten (ϕνwr,S i
, θνwr,S i

) bildet JΞ,s die Stellgrößen (ϕ̇νwr, θ̇
ν
wr) auf im Grenzfall

unendlich große Stellgrößen �̇ϕs ab. Damit wächst die kinetische Energie des Systems bereits für infinite-
simale Stellraten (ϕ̇νwr, θ̇

ν
wr) unbegrenzt. Es ist offensichtlich, dass damit die möglichen Stellgrößen bezüg-

lich �̇ϕs bzw. �̇ϕd in der Umgebung der Singularitäten immer überschritten werden. Die Ausdehnung dieser
Umgebung hängt dabei von den kommandierten Parameteränderungen bzw. den Stellgrößenbeschränkun-
gen ab.

98



5.1 Regelungstechnische Formulierung des Problems

Singuläre Bereiche in (x,y)-Ebene
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(a) Stellraten bezogen auf den kart. Raum

Singuläre Bereiche in (ϕ,θ)-Ebene
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(b) Stellraten bezogen auf den Parameterraum

Abbildung 5.1: Abschätzung der maximal nötigen Stellraten für eine Bewegung des Momentanpols im Parameterraum mit
einem konstanten Geschwindigkeitsbetrag von 1.5π rad/s. Dunkelrote Regionen zeigen Regionen an, in denen die benötigte
Stellrate 8π rad/s übersteigt.

Alternativ lässt sich Term II als konfigurationsabhängiges Trägheitsmoment interpretieren:

I′δs
= JT
Ξ,s ·

(
Is+KT

c IdKc
)

·JΞ,s . (5.18)

In der Umgebung der Singularitäten wächst das Trägheitsmoment I′δs
gegen Unendlich und immobilisiert

das System so bei Zuführung begrenzter Mengen an Energie. Für ein gegebenes (ϕ̇νwr, θ̇
ν
wr) ist Term II ein

Maß für die Energie des Systems.

Abbildung 5.1 zeigt eine Abschätzung der Energie bzw. der resultierenden Stellraten für einen gegebe-
nen Wert ‖(ϕ̇νwr, θ̇

ν
wr)‖. Abbildung 5.1(a) stellt die Abschätzung in der Ebene der Fahrwerkbewegung dar,

Abbildung 5.1(b) im zulässigen Konfigurationsraum des Fahrwerks bzw. im Parameterraum (ϕνwr, θ
ν
wr).

Ein Entwurfsziel des Reglers muss notwendigerweise die Einhaltung der Stellgrößenbeschränkungen sein.
Da die Lenkwinkelstellung und Rotationsraten der einzelnen Räder über die nicht-holonomen Bindungen
miteinander gekoppelt sind, kann diese Beschränkung nicht direkt durch Begrenzung einzelner Stellraten
�̇ϕs bzw. �̇ϕd erreicht werden. Die Stellgrößen müssen bereits bei der Bestimmung der Parameteränderung
(ϕ̇νwr, θ̇

ν
wr) berücksichtigt werden. Dies wird dadurch erschwert, dass die Abbildung (ϕ̇νwr, θ̇

ν
wr)→ (�̇ϕs, �̇ϕd)

stark nicht-linear ist und von der gegenwärtigen Konfiguration abhängt.

Ein Gütekriterium, welches die Vermeidung dieser Singularitäten ermöglicht, ist die durch (5.17) ge-
gebene Energie bzw. als Maß für diese, das durch (5.18) gegebene, lediglich von der Konfiguration
abhängige, Trägheitsmoment I′δs

. Ein solches, die Energie des Gesamtsystems reduzierendes Gütekrite-
rium hat zusätzlich den Vorteil, dass es stabilisierend auf das System einwirkt. Die in Abschnitt 5.2 und
5.3 vorgestellten Regler basieren auf der Grundidee, die Energie (5.17) des Systems zu reduzieren und
verwenden (5.18) in ihrem Gütefunktional.
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5 Strukturoptimale Regelung omnidirektionaler, nicht-holonomer Fahrwerke

5.2 Reglersynthese über virtuelle Potentialfelder

5.2.1 Gütekriterium und Superpositionsprinzip

Eine Möglichkeit, solche Singularitäten im Entwurf der Regelung in intuitiver Weise zu berücksichtigen,
ist die Methode der potentialfeldbasierten Regelung nach Khatib (Khatib 1986). Die Regelung auf Basis
von künstlichen Potentialfeldern wurde von Khatib eingeführt, um in komplexen Arbeitsräumen Elemente
der Bahnplanung und Bahnoptimierung in regelungstechnische Strukturen integrieren zu können. Sie geht
einher mit der Einführung der kartesischen Arbeitsraumformulierung für Manipulatoren (Khatib 1987)
und basiert auf dem Gedanken, die Energie eines gegebenen Systems zu minimieren.
Das betrachtete System wird dabei als Teilchen in seinem Zustandsraum interpretiert, dessen Position
durch seinen jeweils aktuellen Zustand beschrieben ist. In Abhängigkeit seines Zustandes kann diesem
Teilchen dann sowohl eine kinetische als auch potentielle Energie zugeordnet werden. Um zusätzliche
Randbedingungen in die Problemstellung zu integrieren, werden diese neben den tatsächlich physikalisch
motivierten Potentialen Up,l(�x) – z.B. Wirkung der Gravitation auf den Endeffektor eines Manipulators –
als zusätzliche künstliche Potentialfelder Ua, j(�x) in die Energiebilanz des Systems aufgenommen

U(�x) =
L∑

l=1
Up,l(�x)+

J∑
j=1

Ua, j(�x) . (5.19)

Der Regler wird dann gerade so entworfen, dass er die Energie dieses Systems minimiert. Dazu wird die
Stellgröße durch Ermittlung des Gradienten des Potentialfelds im gegenwärtigen Zustand errechnet

�Fcmd = −∇U(�x) . (5.20)

Sie weist damit eine Analogie zu physikalischen Kräften auf. Fügt man zusätzlich einen dissipativen
Kraftanteil hinzu, welcher die kinetische Energie des Systems reduziert

�Fdis = −∇Ekin bzw.

= −kν ·�̇x , (5.21)

lässt sich ein entsprechend entworfener Regler bei Bedarf zusätzlich stabilisieren.
In Analogie zur physikalischen Anschauung können unterschiedliche Randbedingungen und Zielgrößen
durch Superposition der entsprechenden Potentiale in die Problemstellung integriert werden. Das Verfah-
ren ist durch seine Darstellung von Randbedingungen in Form von Potentialen bzw. der Optimierung des
Systemverhaltens über die Gesamtenergie des Systems den Methoden aus dem Bereich der strukturoptima-
len Regelung verwandt. So liegt auch dem im folgenden Abschnitt 5.3 verwandten Pontryagin-Minimum-
Prinzip (PMP) die Optimierung des Systemverhaltens auf Basis der hamiltonschen Darstellung (vgl. (Kirk
2004), Kapitel 5) zugrunde. Diese Darstellung eines Gütekriteriums nach Hamilton ist zwar nicht vollstän-
dig identisch zum Aufstellen der Energiebilanz eines physikalischen Systems nach Hamilton, diesem aber
sehr ähnlich.
Neben der Möglichkeit, unterschiedliche Randbedingungen durch Superposition in die Problemstellung
aufzunehmen, besticht der Potentialfeldansatz nach Khatib insbesondere durch seine schlichte Eleganz.
Im Gegensatz zum Aufstellen und Lösen der kanonischen Gleichungen eines Systems nach Hamilton ist
die Formulierung geeigneter Potentiale und Berechnung der zugehörigen Gradienten recht anschaulich.
Gerade für Probleme in echten Bezugssystemen ist der Entwurf sehr intuitiv. So wird das Prinzip der
potentialfeldbasierten Regelung gerade im Bereich der Navigation mobiler Roboter, bei der Umgebung
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A

CBRp

Rν

−−
∫ ∫

�u�e�w �x �y

(a) Ursprüngliches System mit Regler

A′

C′B′Rp, Rν−
∫

�u′�e′�w′ �x′ �y′

(b) Erweitertes System mit Regler

Abbildung 5.2: Blockschaltbilder für ein System mit einfachem Potentialfeld-Regler. Abbildung 5.2(a) zeigt die Darstellung
mit internen Reglerzuständen. Abbildung 5.2(b) zeigt das gleiche System mit erweiterter Systemformulierung. Die internen
Zustände des Reglers werden dabei der Strecke zugeschlagen.

und physikalisch-dynamische Eigenschaften des mobilen Systems gleichermaßen berücksichtigt werden
müssen, häufig angewendet (Rimon und Koditschek 1992; Chengqing u. a. 2000; Shimoda u. a. 2005).

In ihrer einfachsten Form, ohne repulsive Potentiale, lässt sich die potentialfeldbasierte Regelung auf den
Entwurf eines I-Reglers mit Anti-Wind-Up zurückführen. Dementsprechend ist ein potentialfeldbasierter
Regler vergleichsweise langsam, hat aber den Vorteil, dass er auf weiche Stellgrößen führt und damit die
Belastung der mechanischen Komponenten gering hält. Die Stellgröße setzt sich in diesem einfachen Fall
aus einer attraktiven Kraft (I-Anteil) und einer dissipativen Kraft (Anti-Wind-Up) zusammen

�Fatt = −∇Uatt(�x) �Fdis = −kν(�̇x−�0) . (5.22)
= −kp(�x− �xd) (5.23)

Dabei bezeichnet �xd die Sollkonfiguration des Systems (Abb. 5.2(a)). Im Folgenden wird angenommen,
dass �xd = 0 gelte. Nimmt man die erste Ableitung der Zustandsgrößen bzw. den integrierten Regelfehler
zum Zustandsvektor �x hinzu

�x′ = (�xT , �̇xT )T (5.24)

und lässt in Analogie zur Physik die Kräfte auf die zweite Ableitung der Zustandsgrößen wirken, so ergibt
sich das System (Abb. 5.2(b))

�̇x′ = A′�x′+B′�u , mit �u = �Fatt + �Fdis , (5.25)

A′ =
(

0 1
0 0

)
, B′ =

(
0
1

)
. (5.26)

Dabei entspricht die Wahl von �u gerade einer vollständigen Zustandsrückführung.

Die Dynamik des geregelten Systems ergibt sich damit zu

�̇x′ = A′r�x
′ , (5.27)

A′r =
(

0 1
Kp Kν

)
, (5.28)

wobei Kp und Kν Diagonalmatrizen sind, deren Diagonalelemente alle identisch kp bzw. kν sind. Aus
der Berechnung der Polstellen des charakteristischen Polynoms zu Ar folgt unmittelbar die Stabilität
des geregelten Systems, wenn die Diagonalelemente von Kp bzw. Kν positiv sind. Des Weiteren folgt
aus der Diagonalform der Untermatrizen, dass die Dynamik der einzelnen Zustandsgrößen unabhängig
betrachtet und eingestellt werden kann. Das System entspricht einem mehrdimensionalen, entkoppelten,
gedämpften harmonischen Oszillator.
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5 Strukturoptimale Regelung omnidirektionaler, nicht-holonomer Fahrwerke

5.2.2 Singularitätsvermeidung durch vollständige Zustandsrückführung

Um das Prinzip der repulsiven Potentiale auch auf durch die Kinematik implizierte Einschränkungen des
Arbeitsraums anzuwenden, superponiert Ott ((Ott u. a. 2005), S. 38 ff) einen Impedanzregler mit einem
Potentialfeld. Basis für die Definition des repulsiven Potentials ist dabei das Maß der Manipulierbarkeit
(Yoshikawa 1990), welches durch Ableiten nach den Konfigurationsvariablen eine Stellgröße liefert, die
die Manipulierbarkeit maximiert. Ähnlich lässt sich auf Basis der Energie des Systems bezüglich der
Freiheitsgrade der Lenkbarkeit (5.17) ein Potential im Zustandsraum ableiten, welches die singulären
Bereiche der Fahrwerkskinematik in die Regelung mit einbezieht (Connette u. a. 2009).

Durch Einführen einer nicht-linearen Zustandsrückführung kann die Dynamik des Systems A′ so beein-
flusst werden, dass die singulären Bereiche implizit vermieden werden. Die Rückführung wird dabei
gerade so entworfen, dass sie die Energie des Systems bzw. eine die Energie approximierende Funktion
minimiert. Betrachtet man Gleichung (5.17) so erkennt man, dass diese die Zustandsgrößen sowie deren
erste Ableitung in der Umgebung der Singularitäten nichtlinear miteinander verbindet. In Abschnitt 5.1.2
wurde bereits gezeigt, dass der Term, welcher die Trägheitsmomente der Radmodule auf den Zustands-
raum abbildet, für eine gegebene Änderungsrate des Momentanpols analog einer Energie ist. Die Energie
in der Umgebung der Singularitäten lässt sich damit zu

ES =
1
2

(
ϕ̇c
θ̇c

)T
·JT
Ξ,s ·

(
Is+KT

c IdKc
)

·JΞ,s ·
(
ϕ̇c
θ̇c

)
(5.29)

abschätzen, wobei ϕ̇c und θ̇c beliebig zu wählende, aber feste Winkelgeschwindigkeiten sind. Verwendet
man weiterhin, dass der Term innerhalb der Klammer auf eine Matrix mit Diagonalform führt, so lässt
sich (5.29) als Produkt der kinetischen Energie der einzelnen Radmodule schreiben

ES =
1
2

N∑
i=1

(
ϕ̇c
θ̇c

)T
JT
Ξ,si(Is,i+ k2

c,iId,i)JΞ,si
(
ϕ̇c
θ̇c

)
. (5.30)

Dabei sind Is,i, kc,i und Id,i Skalare, welche die Trägheit des Rades i spezifizieren. Genauso lässt sich die
mit der Ableitung des Momentanpols verbundene untere Grenze der kinetischen Energie in der Umgebung
des Fernpunktes zu

EF =
1
2

(
ϕ̇νwr
θ̇νwr

)T
·Ic ·

(
ϕ̇νwr
θ̇νwr

)
(5.31)

abschätzen, wobei Ic eine beliebig zu wählende, aber feste Trägheitsmatrix ist.

Betrachtet man Gleichungen (5.30) und (5.31), so erkennt man, dass diese nun nur noch von den Zu-
standsgrößen (ϕ̇νwr, θ̇

ν
wr) bzw. (ϕνwr, θ

ν
wr) abhängen. Gleichung (5.31) ist damit analog zur kinetischen Ener-

gie eines Teilchens im Zustandsraum (vgl. Abschnitt 5.2.1). Die dissipative Kraft nach (5.21) wird diese
Energie kontinuierlich reduzieren.

Eine genauere Analyse von (5.30) zeigt, dass die Summanden hinsichtlich ihrer jeweils größten Eigen-
werte radialsymmetrisch bezüglich der Singularitäten sind (Abb. 5.1). Näherungsweise lässt sich also in
der Umgebung der Singularitäten ein radialsymmetrisches Potential definieren, welches die Energie nach
(5.30) approximiert.

Es gibt verschiedene Möglichkeiten, ein solches Potential zu wählen. In (Connette u. a. 2009) wurde
zum Beispiel ein hyperbelförmiges Potential gewählt, welches die Form der ursprünglichen Gleichung
hinsichtlich der Energie gut approximiert. Alternativen sind kubische oder quadratische Potentiale wie in
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A

CBRp, Rν

�r(�x)

−
∫

�u�e�w �x �y

Abbildung 5.3: Blockschaltbild des Systems mit Singularitätenvermeidung durch vollständige, nichtlineare Zustandsrückfüh-
rung über einen Potentialfeld-Regler. Zu den bisherigen Elementen tritt die nichtlineare Rückführung �r(�x) hinzu. Dies kann als
nichtlinearer Kennfeld-Regler interpretiert werden.

(Dietrich u. a. 2011) vorgeschlagen. Die Entwicklung der Zustandsrückführung wird im Folgenden auf
quadratischen Potentialen aufbauen, da dies eine Stabilitätsbetrachtung erheblich erleichtert. Die Energie
nach (5.30) sei im Folgenden durch das Potential

Us(�x) =
N∑

i=1
Us,i(�x) , (5.32)

Us,i(�x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
2kr,i(di(�x)−d0,i)2 ∀di(�x) ≤ d0,i

0 ∀di(�x) > d0,i
(5.33)

approximiert, wobei di(�x) ein ellipsoides Entfernungsmaß zwischen gegenwärtigem Zustand und der Sin-
gularität sei

di(�x) =
(ϕνwr,S i

−ϕνwr)2

a2 +
(θνwr,S i

− θνwr)2

b2 (5.34)

=
(x1,S i − x1)2

a2 +
(x2,S i − x2)2

b2 , (5.35)

in welchem a und b die Länge der Hauptachsen der Ellipse darstellen. Der Einfachheit halber gelte vor-
läufig a = b. Die Höhenlinien der Potentiale haben damit Kreisform. Der Parameter d0,i begrenzt den
Einflussbereich des repulsiven Potentials. In einem hinreichend großen Abstand zu den Singularitäten
wird die Regelung damit nicht durch die repulsiven Potentiale beeinflusst. Die Dynamik des geregelten
Systems entspricht dann gerade dem in Abschnitt 5.2.1 diskutierten System.

Die zugehörige Zustandsrückführung ergibt sich durch Berechnung des Gradienten bezüglich der gegen-
wärtigen Konfiguration im Zustandsraum

�r(�x) = (0,0,−
N∑

i=1
kr,i

di(�x)−d0,i

di(�x)
(x1− x1,S i),−

N∑
i=1

kr,i
di(�x)−d0,i

di(�x)
(x2− x2,S i))

T . (5.36)

Dabei ist zu beachten, dass die Rückführung bezüglich x3 und x4 über den Term, welcher den Abstand
von der Singularität beinhaltet, gekoppelt ist.

Abbildung 5.3 zeigt das Blockschaltbild des Systems, das sich aus der Superposition der Zustandsrück-
führung nach (5.36) sowie dem in Abschnitt 5.2 skizzierten Folgeregler ergibt. Abbildung 5.4 zeigt das re-
sultierende, superponierte Potential in der (ϕ,θ)-Ebene (Abb. 5.4(a)) bzw. Fahrwerksebene (Abb. 5.4(b)).
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Abbildung 5.4: Kennfelder in (ϕ,θ)-Ebene (Abb. 5.4(a)) und (xr
wr,yr

wr)-Ebene (Abb. 5.4(b)) für die nichtlineare Zustandsrück-
führung des Potentialfeld-Reglers. Das Kennfeld stellt das repulsive Potential Us(�x) über der (ϕ,θ)-Ebene exemplarisch für ein
Fahrwerk mit vier Rädern dar. Durch die Mehrdeutigkeit im sphärischen Zustandsraum entstehen acht repulsive Potentiale. Der
Einflussbereich der Potentiale d0 beträgt 1.4 rad2. Die Feldkonstante kr beträgt 4 kgm2. Die Potentiale haben leicht elliptische
Form (a,b) = (0.5 rad,0.35 rad).

Um sicherzustellen, dass diese Zustandsrückführung zulässig ist, wird im Folgenden die Stabilität des so
geregelten Systems untersucht. Diese Untersuchung kann für den resultierenden, nicht-linearen Regelkreis
über das Theorem von Lyapunov erfolgen (vgl. (Föllinger und Dörrscheidt 1994)). Verkürzt sagt dieses
Theorem aus, dass ein System in einer Ruhelage gerade dann stabil bzw. asymptotisch stabil ist, wenn eine
stetig differenzierbare Funktion V(�x) existiert, für die folgende Aussagen gelten: Diese Funktion ist in der
Umgebung der Ruhelage positiv definit. Sie ist in der Ruhelage identisch 0. Und ihre erste Ableitung ist
in der Umgebung der Ruhelage negativ definit.

Um den Schreibaufwand zu reduzieren wird im Folgenden lediglich eine Singularität einbezogen. Aus
dem gleichen Grund sei im Folgenden der Sollwert �xd ≡ �0. Zunächst soll die Stabilität des Regelkreises
ohne repulsive Potentiale untersucht werden. Mit �xd ≡ �0 lässt sich das System (5.27) in der Form

�̇x = �f (�x)

= (x3, x4,−
kp

m
x1− kν

m
x3,−

kp

m
x2− kν

m
x4)T (5.37)

schreiben. Es sei m eine positive Konstante, die hier in Vorgriff auf folgende Diskussionen des auf Poten-
tialfeldern basierenden Ansatzes eingeführt wird. Damit ist �xr ≡ 0 eine Ruhelage des Systems (�̇x ≡ �0). Es
sei weiterhin folgende Lyapunov-Funktion definiert

V(�x) =
1
2
λ1x2

1+
1
2
λ2x2

2+
1
2
λ3x2

3+
1
2
λ4x2

4 , (5.38)

wobei die Parameter λ j noch zu bestimmende Konstanten sind. Man erkennt unmittelbar, dass gilt:

V(�xr) = V(�0) = 0 ,
V(�x) ≥ 0 mit λ1,λ2,λ3,λ4 > 0 . (5.39)
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Die Ableitung der Lyapunov-Funktion ergibt sich unter Verwendung von (5.37) zu

V̇(�x) = λ1x1 ẋ1+λ2x2 ẋ2+λ3x3 ẋ3+λ4x4 ẋ4

= λ1x1x3+λ2x2x4+λ3x3(−kp

m
x1− kν

m
x3)+λ4x4(−kp

m
x2− kν

m
x4) . (5.40)

Man kann erkennen, dass sich V̇(�x) damit in einen Term bezüglich (x1, x3) und einen zweiten von dem
ersten unabhängigen Term bezüglich (x2, x4) zerlegen lässt. Zunächst soll der Term V̇(x1, x3) bezüglich
(x1, x3) untersucht werden. Durch Ausmultiplizieren und Faktorisieren lässt sich dieser Term zu

V̇(x1, x3) = x1x3(λ1−λ3
kp

m
)︸��������������︷︷��������������︸

I

− x2
3λ3

kν
m︸��︷︷��︸

II

(5.41)

umformen. Man kann unmittelbar erkennen, dass unter der Voraussetzung λ3 > 0 (5.39) und m > 0 Term II
in der Umgebung der Ruhelage genau dann positiv definit ist, wenn gilt kν > 0. Wählt man nun λ1 so, dass
Term I verschwindet

λ1 = λ3
kp

m
> 0 , (5.42)

so folgt unmittelbar, dass V̇(x1, x3) in der Umgebung der Ruhelage negativ definit ist. Die Untersuchung
für V̇(x2, x4) führt auf analoge Bedingungen für λ2 und λ4, unter denen V̇(x2, x4) ebenfalls negativ definit
ist.

Damit ist auch V̇(�x) als Summe zweier negativ definiter Funktionen selbst negativ definit. Die Ruhela-
ge �xr ≡ 0 ist also, wie bereits in Abschnitt 5.2.1 erwähnt, asymptotisch stabil. Unter Anwendung des
Barbashin-Krasovskii-Theorems folgt mit V(�x)→∞ für ‖�x‖ → ∞ zusätzlich unmittelbar globale asym-
ptotische Stabilität für die Ruhelage �xr.

Diese Stabilitätseigenschaften sind implizit durch den Grundgedanken der Potentialfeld-Methode gege-
ben. Wählt man λ3 bzw. λ4 als m, so ergibt sich λ1 bzw. λ2 zu kp. Setzt man dies in (5.38) ein

V(�x) =
1
2

kpx2
1+

1
2

kpx2
2+

1
2

mx2
3+

1
2

mx2
4 , (5.43)

so erkennt man, dass die resultierende Lyapunov-Funktion gerade identisch dem Potential ist, aus wel-
chem die Stellgrößen abgeleitet werden. Die Wahl eines geeigneten Potentials führt also unmittelbar auf
eine Lyapunov-Funktion, welche per Definition durch die Dynamik des resultierenden Systems minimiert
wird.

Für das System mit Singularitätenvermeidung über vollständige Zustandsrückführung ergibt sich, für den
hier betrachteten, vereinfachten Fall mit nur einer Singularität, die Dynamik des Systems

�̇x =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(x3, x4,− kp
m x1− kν

m x3− kr
m

d(�x)−d0
d(�x) (x1− x1,S ),− kp

m x2− kν
m x4− kr

m
d(�x)−d0

d(�x) (x2− x2,S ))T ∀d(�x) ≤ d0

(x3, x4,− kp
m x1− kν

m x3,− kp
m x2− kν

m x4)T ∀d(�x) > d0

(5.44)

und die zugehörige Lyapunov-Funktion

V(�x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
2λ1x2

1+
1
2λ2x2

2+
1
2λ3x2

3+
1
2λ4x2

4+
1
2λr(d(�x)−d0)2 ∀d(�x) ≤ d0

1
2λ1x2

1+
1
2λ2x2

2+
1
2λ3x2

3+
1
2λ4x2

4 ∀d(�x) > d0
(5.45)
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Es soll zunächst gelten, dass die Ruhelage außerhalb des Einflussbereichs der repulsiven Potentiale d(�xr)>
d0 liegt. Liegt die Ruhelage des Systems ohne Zustandsrückführung im Einflussbereich der Potentiale, so
gilt V(�xr) = 0 nicht länger. Faktisch kommt es zu einer Verschiebung der Ruhelage auf die Position �x′r. Für
diese neue Ruhelage gilt wiederum V(�x′r) = 0. Diese Eigenschaft wird in Abschnitt 5.2.3 näher erläutert.

Es ist zu beachten, dass V(�x) nicht im gesamten Zustandsraum eine geeignete Lyapunov-Funktion darstellt.
Voraussetzung dafür war, dass V(�x) stetig differenzierbar ist. Diesbezüglich müssen hier zwei kritische
Bereiche untersucht werden. Zum einen die Grenze des Einflussbereichs der repulsiven Potentiale, also die
Menge aller Punkte für die gilt d(�x) = d0, und zum anderen die Singularität selbst. Man kann unmittelbar
erkennen, dass V(�x) im gesamten Zustandsraum stetig ist. Bildet man die Ableitung von V(�x), so lässt sich
aus einer Grenzwertbetrachtung des Weiteren ablesen, dass die Ableitung bezüglich der Menge d(�x) = d0
sowohl existiert als auch selbst wieder stetig ist. In den Singularitäten existiert die Ableitung hingegen
nicht. Die Stabilitätsbetrachtung ist daher auf eine offene Menge, welche die Singularitäten ausschließt,
beschränkt. Da das Ziel des Reglerentwurfs gerade die Vermeidung der Singularitäten war, ist dies eine
zulässige und sinnvolle Beschränkung.

Für die Situation d(�x)> d0 ist das System (5.44) identisch zu dem zuvor betrachteten System ohne Singula-
ritätenvermeidung. Da die Lyapunov-Funktion im Übergang der Systeme stetig differenzierbar ist, genügt
es hier das System innerhalb und auf der Grenze zu den repulsiven Potentialen zu betrachten. In diesem
Bereich muss V(�x) positiv definit und V̇(�x) negativ definit sein.

Aus der quadratischen Form von (5.45) folgt unmittelbar, das λr > 0 zusammen mit (5.39) ein hinrei-
chendes Kriterium für die positive Definitheit von V(�x) ist. Die Ableitung der Lyapunov-Funktion (5.45)
ergibt

V̇(�x) = λ1x1 ẋ1+λ2x2 ẋ2+λ3x3 ẋ3+λ4x4 ẋ4+λr
d(�x)−d0

d(�x)
((x1− x1,S )ẋ1+ (x2− x2,S )ẋ2)

= λ1x1x3+λ3x3(−kp

m
x1− kν

m
x3− kr

m
d(�x)−d0

d(�x)
(x1− x1,S ))+ . . .

· · ·+λ2x2x4+λ4x4(−kp

m
x2− kν

m
x4− kr

m
d(�x)−d0

d(�x)
(x2− x2,S ))+ . . .

· · ·+λr
d(�x)−d0

d(�x)
(x1− x1,S )x3+λr

d(�x)−d0

d(�x)
(x2− x2,S )x4 . (5.46)

Dies lässt sich wie schon zuvor in einen Term, in welchem nur x1 und x3 explizit auftreten, und einen
Term, in welchem nur x2 und x4 explizit auftreten, zerlegen. Dabei ist allerdings zu beachten, dass diese
beiden Terme durch den Kreuzterm d(�x) weiterhin gekoppelt sind. Der erste Term ergibt sich zu

V̇(x1, x3) = x1x3(λ1−λ3
kp

m
)− x2

3λ3
kν
m
+ x3(x1− x1,S )

d(�x)−d0

d(�x)

(
λr −λ3

kr

m

)
︸�������︷︷�������︸

III

. (5.47)

Wählt man λr so, dass der Kreuzterm III unterdrückt wird

λr = λ3
kr

m
, (5.48)

wobei für kr > 0 damit unmittelbar auch die Forderung λr > 0 erfüllt ist, so ergibt sich aus der voran-
gegangenen Betrachtung für (5.41) direkt die negative Definitheit von V̇(x1, x3) bzw. V̇(x2, x4) und damit
V̇(�x) nach (5.46). Damit ist eine beliebige Ruhelage, welche außerhalb des Einflussbereichs der repulsiven
Potentiale liegt, asymptotisch stabil.
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Abbildung 5.5: Potential und zugehörige Höhenlinien in (ϕ,θ)-Ebene für den geschlossenen Regelkreis bzw. die zugehörige
Lyapunov-Funktion. Die fett gestrichelt dargestellten roten Kreise markieren zwei der Regionen Acm , in denen es zu einem
Abschnüren der Potentiale bzw. Höhenlinien kommt. Der fett dargestellte blaue Kreis markiert die Zielkonfiguration �xd für
das hier berechnete attraktive Potential. Parameter für attraktives Potential: kp = 2 kgm2, �xd = (π/2 rad, π/3.5 rad)T . Parameter für
repulsives Potential kr = 2.5, d0 = 1.4 rad2, (a,b) = (0.5 rad,0.35 rad).

Da die hier verwendete Lyapunov-Funktion (5.45) nicht im gesamten Definitionsbereich stetig differen-
zierbar ist, kann das Barbashin-Krasovskii-Theorem nicht angewandt werden, um auf globale asympto-
tische Stabilität zu schließen. Es ist aber möglich, über das „Kriterium für Stabilität im Großen“ nach
Föllinger einen Einzugsbereich der Ruhelage zu definieren. Beschränkt man die Stabilitätsbetrachtung
auf eine zusammenhängende geschlossene Menge, welche die Singularitäten ausschließt, so bilden die
„zusammenhängenden“ Höhenlinien der Lyapunov-Funktion (5.45) die Umrandung eines Gebietes

Dc = {�x ∈ R|V(�x) ≤ c} , (5.49)

in welchem das System bezüglich der Ruhelage �xr asymptotisch stabil ist. Abbildung 5.5 zeigt den auf
die (ϕ,θ)-Ebene projizierten Zustandsraum mit Höhenlinien für �xr ≡ �0. Die rot-gestrichelt umrandeten
Regionen (Abb. 5.5(b)) zeigen die zwei, der Ruhelage am nächsten liegenden Bereiche, in welchen die
Höhenlinien abgeschnürt werden. Die der Ruhelage näher liegenden Höhenlinien bilden noch geschlos-
sene Kurven, wohingegen die übrigen Höhenlinien zu nicht-zusammenhängenden Gebieten gehören.
Der Bereich, in welchem die Ruhelage asymptotisch stabil ist, ist durch das größte Gebiet Dcm gegeben,
zu dem gerade noch eine geschlossene Umrandung cm existiert.

Es ist anzumerken, dass der Stabilitätsbeweis nach Lyapunov ein hinreichendes, aber kein notwendiges
Kriterium für Stabilität ist. Tatsächlich ist die hier entworfene Regelung in einem größeren Bereich als Dcm

asymptotisch stabil. Allerdings existieren außerhalb Dcm neben den Singularitäten noch weitere isolierte
kritische Stellen bzw. Bereiche, sodass das System nicht asymptotisch stabil ist.

Die in (5.44) entworfene Zustandsrückführung ist damit ein valider Regelungsansatz, welcher die Singula-
ritäten vermeidet und damit für eine Begrenzung der resultierenden Stellraten sorgt. Bevor in Abschnitt 5.3
ein modellprädiktiver Regler entworfen wird bzw. in Kapitel 7 näher auf Implementierung und Evaluie-
rung der entworfenen Regler eingegangen wird, soll im Folgenden (Abschnitt 5.2.3) noch knapp gerade
auch vor dem Hintergrund der praktischen Implementierung auf einige Besonderheiten und Einschränkun-
gen potentialfeldbasierter Ansätze eingegangen werden.
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5.2.3 Eigenschaften potentialfeldbasierter Regler

Aus der Form der Lyapunov-Funktion bzw. aus der Analogie zu physikalischen Potentialfeldern lassen
sich einige charakteristische Eigenschaften potentialfeldbasierter Regler ablesen. Diese motivieren einige
Anpassungen bei der Implementierung des Reglers.

So wurde bereits im vorangegangenen Abschnitt erwähnt, dass in (5.45) V(�0) � 0 gelten wird, wenn sich
die ursprüngliche Ruhelage innerhalb der repulsiven Potentiale befindet. Durch die Überlagerung der Po-
tentiale kommt es zu einer Verschiebung der Ruhelage in den Punkt, in welchem gerade ein Kräftegleich-
gewicht zwischen anziehender und abstoßender Kraft erreicht wird. Die neue Ruhelage �x′r kann mit der
Forderung �̇x = 0 aus (5.44) errechnet werden. Das physikalische Analogon sind z.B. geladene Teilchen,
welche gleichzeitig einem Gravitationsfeld und einem elektrischen Feld ausgesetzt sind.

Für das Verhalten des geregelten Systems bedeutet das, dass für Sollwerte in der Nähe der Singularitäten
eine Regeldifferenz verbleiben wird. Die Größe dieser Regeldifferenz hängt im Wesentlichen von dem
Verhältnis zwischen der Konstanten kp, die das attraktive Potential charakterisiert, und der Konstanten
kr, die das repulsive Potential charakterisiert, ab. Ob bzw. in welcher Größe eine solche Abweichung
zulässig ist, ist im Wesentlichen eine Designentscheidung, die von System zu System unterschiedlich
ausfallen kann.

Eine weitere Charakteristik dieses Ansatzes ist, dass der resultierende Regler nicht global asymptotisch
stabil ist. So ergeben sich durch die Überlagerung der Potentiale weitere Ruhelagen, also Punkte, in wel-
chen die Ableitung des Zustands (5.44) zu Null wird. Diese Ruhelagen lassen sich in zwei Kategorien
unterteilen. Instabile Ruhelagen, welche durch Sattelpunkte im resultierenden Potential (vgl. Regionen
Acm in Abb. 5.5) gekennzeichnet sind bzw. stabile Ruhelagen, welche durch lokale Minima des resultie-
renden Potentials (vgl. Regionen Ae in Abb. 5.6) gekennzeichnet sind. Dabei liegen Sattelpunkte immer
vor, wenn ausreichend starke repulsive Potentiale existieren, sodass diese lokale Maxima im resultieren-
den Potential ausbilden. Das war gerade Voraussetzung zur Vermeidung kritischer Bereiche. Die Sattel-
punkte liegen dann auf der gemeinsamen Verbindungslinie von Ruhelage und lokalem Maximum, jeweils
auf der der Ruhelage abgewandten Seite des Potentials. Die Existenz lokaler Minima hängt von der To-
pologie des Raums bzw. des Problems ab. Einzelne konvexe Hindernisse erzeugen Sattelpunkte, während
konkave oder die Überlagerung mehrerer konvexer Hindernisse lokale Minima erzeugen können. Die Be-
schränkung des Einzugsbereichs der Ruhelage �xr über Föllingers Kriterium für Stabilität im Großen in
Abschnitt 5.2.2 führt gerade zu einem Ausschluss dieser lokalen Minima bzw. Sattelpunkte.

Die Existenz insbesondere der lokalen Minima ist die wesentlichste Einschränkung der Potentialfeld-
Methode nach Khatib. Diese Einschränkung ist letztlich der Grund, warum sich potentialfeldbasierte An-
sätze nicht für eine globale Bahnplanung, sondern lediglich für eine lokale Optimierung eignen. Neben
Verfahren für die globale Planung von Trajektorien existieren einige von den Potentialfeldern abgelei-
tete Ansätze, welche die mit diesen lokalen Minima verbundenen Probleme umgehen. Neben weiteren
physikalisch motivierten Ansätzen, die z.B. die Regeln für die Superposition elektro-magnetischer Felder
zur Grundlage haben, bietet insbesondere die Methode der „Navigationfunctions“ einen Weg, geeignete
Felder ohne lokale Extremwerte zu definieren. Die Ableitung dieser Funktionen ist allerdings deutlich
komplexer und rechenintensiver.

Für das hier betrachtete Problem wird eine Definition des Regelungsgesetzes auf Basis der Potentialfeld-
Methode nach Khatib in aller Regel ausreichen. Die zu vermeidenden Singularitäten sind isolierte Punkte
im Zustandsraum und die zugehörigen repulsiven Potentiale sind dementsprechend konvex. Des Weiteren
kann angenommen werden, dass die Singularitäten meist ausreichend weit voneinander entfernt sein wer-
den bzw. der Einflussbereich der Potentiale sich hinreichend einschränken lässt, so dass es nicht zu einer
Überlagerung ihrer Potentiale kommt.
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Abbildung 5.6: Potential und zugehörige Höhenlinien in (ϕ,θ)-Ebene für den geschlossenen Regelkreis bzw. die zugehörige
Lyapunov-Funktion. Die fett gestrichelt dargestellten roten Kreise markieren zwei der Regionen Ae, in denen es zu lokalen
Minima der Potentiale bzw. Lyapunov-Funktion kommt. Der fett dargestellte blaue Kreis markiert die Zielkonfiguration �xd für
das hier berechnete attraktive Potential. Parameter für attraktives Potential: kp = 1.5 kgm2, �xd = (π/2 rad,0 rad)T . Parameter für
repulsives Potential kr = 1.5, d0 = 2 rad2, (a,b) = (0.5 rad,0.35 rad).

Damit verbleiben die Sattelpunkte als einzige Extremwerte. Diese bilden lediglich instabile Ruhelagen.
Vor dem Hintergrund der Anwendung in einem realen, technischen System kann immer von kleinen Stö-
rungen ausgegangen werden. Das System wird daher nicht dauerhaft in einer instabilen Ruhelage verhar-
ren. Durch die Einführung einer zufallsbasierten kleinen Störung im Stellgrößenvektor ist es z.B. möglich,
dieses Verhalten weiter zu verstärken bzw. unabhängig von äußeren Einflüssen zu garantieren.

Neben diesen prinzipbedingten Eigenschaften gibt es noch einige weitere Charakteristika potentialfeldba-
sierte Ansätze, die in engem Zusammenhang mit der Implementierung des Reglers stehen. Die wichtigsten
sollen hier kurz vor dem Hintergrund der Stabilität des geregelten Systems umrissen werden. Das zuvor
gewählte Potential bestraft zwar hohe Stellraten, setzt diesen allerdings keine feste Grenze. Khatib hat
bereits in seiner grundlegenden Arbeit zu potentialfeldbasierten Reglern (Khatib 1986) eine einfache Me-
thode zur Umsetzung einer solchen Begrenzung, welche zum Grundgedanken des Potentialfeldansatzes
passt, vorgeschlagen. Betrachtet man das Regelungsgesetz (5.44), so erkennt man, dass die erste Ablei-
tung (x3, x4) der ursprünglichen Zustandsgrößen (x1, x2) umso größer werden wird, je weiter der Weg von
Anfangsposition zu Ruhelage ist. Das Maximum der erreichten Geschwindigkeit ergibt sich dabei aus
dem Verhältnis von „Federkonstante“ kp zu „Reibungskoeffizient“ kν. Der exakte Verlauf ließe sich durch
Lösen der durch (5.28) gegebenen linearen Differentialgleichung errechnen. Dieses Maximum bzw. dieser
ideale Wert, in welchem das System in einem Kräftegleichgewicht ist, lässt sich ausnutzen, um den Term
bezüglich der attraktiven bzw. dissipativen Kräfte in (5.44) in Form einer Geschwindigkeitsregelung zu
formulieren

�ux3 = −kν(x3− x3,d)

x3,d =
kp

kν
(x1,r − x1) . (5.50)

Setzt man x3,d in die obere Gleichung ein und geht man für x4 bzw. x2 analog vor, erhält man unmittelbar
die ursprüngliche Formulierung der Rückführung ohne Singularitätsvermeidung. Um die Geschwindigkeit
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nun zu begrenzen, lässt sich folgende angepasste Rückführung formulieren

�u = −kν(�̇xICM− ν�̇xICM,d) (5.51)

ν =min
⎛⎜⎜⎜⎜⎝1, vmax

|�̇xICM,d |

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (5.52)

wobei zur Vereinfachung (x3, x4)T als �̇xICM geschrieben wurde. Betrachtet man Gleichung (5.51) und (5.52),
so erkennt man, dass die Anpassung der virtuellen Sollgröße �̇xICM,d in (5.52) einer relativen Erhöhung der
Konstanten kν bzw. einer Reduktion der Proportionalitätskonstanten kp entspricht. Das bedeutet, dem
System wird zusätzliche Energie entzogen. Die angepasste Rückführung (5.51), (5.52) wirkt sich damit
nicht destabilisierend auf das System aus.
Dieser Ansatz lässt sich mit leichten Anpassungen auf das System mit Zustandsrückführung zur Singu-
laritätenvermeidung erweitern. Definiert man die Gleichgewichtsgeschwindigkeit über die Summe aller
attraktiver und repulsiver Kräfte, ergibt sich für x3,d bzw. analog für x4,d

x3,d =
kp

kν
(x1,r − x1)− kr

kν
d(�x)−d0

d(�x)
(x1,s− x1) , (5.53)

x4,d =
kp

kν
(x2,r − x2)− kr

kν
d(�x)−d0

d(�x)
(x2,s− x2) . (5.54)

Bei der Anpassung der Rückführung ergeben sich Abweichungen im Detail. Da der Ansatz nach (5.52)
die Proportionalitätskonstanten reduziert, kann die Systemtrajektorie tiefer in ein repulsives Potential
eindringen als vorgesehen. Möglichkeiten, dieses Problem zu mindern, sind in Anhang E.2 erläutert.

Neben der Begrenzung der Änderung der Konfiguration des sphärischen Twists mindert dieser Ansatz
auch einige der Probleme vor dem Hintergrund der Diskretisierung des Reglers bei Implementierung als
rechnerausführbares Programm. Bisher wurde das System zeitkontinuierlich betrachtet. Bei der Imple-
mentierung auf einem Mikrocontroller oder PC wird die Regelung aber immer in diskreten Zeitschritten
ausgeführt werden. Hier kann es bei Potentialen, die einen sehr hohen Gradienten aufweisen, sei es dass
die Potentiale sehr eng begrenzt sind oder schlicht sehr stark ausgeprägt sind, zu Problemen kommen.
So kann die in Schritt tk – in welchem das System ggf. außerhalb der repulsiven Potentiale war – abge-
leitete Stellgröße z.B. zu einem tieferen Eintauchen in das Potential führen, als eigentlich auf Basis der
Energiebilanz möglich. Das bedeutet, die Energie des Systems nimmt zu. Es wird destabilisiert. Dies
kann, gerade in der Nähe von Sattelpunkten zu Oszillationen an den Grenzen der repulsiven Potentiale
führen. Im Extremfall kann es sogar zu einem „Durchbrechen“ der Maxima in den Potentialen kommen.
Probleme solcher Art sind charakteristisch für viele Typen diskreter Systeme, z.B. im Bereich der Simula-
tion oder Regelung von Kontaktkräften. Dementsprechend existiert eine Vielzahl von möglichen Herange-
hensweisen, mit diesen Situationen umzugehen. Die Ansätze reichen von einer feineren Diskretisierung
der Zeitauflösung (insbesondere bei Simulation), über die Berechnung von Gleichgewichtslagen und Null-
durchgängen (wie gerade für die Geschwindigkeit geschehen) bis hin zur Prädiktion der Zustände über
einen gewissen Vorhersagehorizont und entsprechender Anpassung der Stellgrößen.
Die zuvor diskutierte Begrenzung der Geschwindigkeit stellt im Wesentlichen gerade eine dieser Metho-
den zur Handhabung der Diskretisierung dar. Sie entspricht der Berechnung von Gleichgewichtslagen bzw.
Nulldurchgängen bezüglich der auf das „Teilchen“ wirkenden „Kraft“. Im nächsten Abschnitt wird vor
dem Hintergrund einer diskreten Regelung zusätzlich der Entwurf eines modellprädiktiven Reglers unter-
sucht. Eines Reglers also, welcher die erwartete, zukünftige Entwicklung des Systems in die Bestimmung
der gegenwärtigen Regelgröße mit einbezieht. Grundlage für die Wahl eines geeigneten Gütekriteriums
werden dabei die im Rahmen dieses Abschnittes entwickelten Potentialfelder sein.
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5.3 Reglersynthese über Modellprädiktion

5.3.1 Modellprädiktive Regelung – Struktur und Eigenschaften

Im vorangegangenen Abschnitt 5.2 wurde der Entwurf eines Reglers auf Basis der Methode der virtuellen
Potentiale nach Khatib diskutiert. Dazu wurde eine Augmentierung des Zustandsraums durchgeführt und
Randbedingungen, wie die singulären Bereiche in Form von Potentialen in das Gütekriterium mit einbe-
zogen. Durch Ableitung des Potentials wird eine – die Energie des Systems minimierende – Regelgröße
bestimmt. Dieses Vorgehen führt zu einer lokalen Optimierung des Systems.

Der zuvor vorgestellte potentialfeldbasierte Regler bezieht allerdings nicht die zukünftige Entwicklung
des Systems mit ein. So wirken sich die repulsiven Potentiale erst dann auf die Trajektorie des geregelten
Systems aus, wenn der Zustand innerhalb des Einflussbereichs der Potentiale liegt (Abb. 5.7(a) grün ge-
strichelter Pfad). Es kann jedoch vor dem Hintergrund kleinerer Stellgrößen bzw. weicherer Systemtrajek-
torien durchaus sinnvoll sein, frühzeitig einer Singularität auszuweichen, auch wenn dadurch kurzfristig
ein lokal energiereicherer Zustand angenommen wird (Abb. 5.7(a) orange gepunkteter Pfad).

In diesem Abschnitt wird der Entwurf eines modellprädiktiven Reglers (MPC) skizziert. Dies erlaubt
gerade diese Einbeziehung der zukünftigen Entwicklung des geregelten Systems. Grundlage der modell-
prädiktiven Regelung sind die Prinzipien der strukturoptimalen Regelung bzw. „Optimal Control“.

Im Bereich der „optimalen Regelung“ (Kirk 2004) existiert eine Vielzahl von Methoden, die diese Pro-
blemstellung behandeln. Prominente Beispiele sind die Methode des „Dynamic Programming“ nach R. E.
Bellmann (Bellmann und Dreyfus 1962; Bellmann und Kalaba 1965) bzw. das auf der Variationsrechnung
beruhende „Pontryagin-Minimum-Prinzip“ (Pontryagin u. a. 1962). Beide Ansätze erlauben bei geeigne-
ter Definition des Gütekriteriums

J = Φ(�x(t f ))+
∫ t f

t=t0
L(�x(t),�u(t), t)dt , (5.55)

wobei Φ(�x(t f )) die Bestrafung des Endzustands und L(�x(t),�u(t), t) das Gütekriterium bezüglich der gere-
gelten Trajektorie beschreibt, sowie bei bekannter Systemdynamik

�̇x = �a(�x(t),�u(t), t) (5.56)

die Berechnung eines global optimalen Regelgesetzes K∗ bzw. der optimalen Regelgröße �u∗. Dabei kann
das Regelgesetz je nach Form des Gütekriteriums, des Systems oder der Endbedingungen linear, nicht-
linear, zeitvariant oder zeit-invariant sein.

Beide Ansätze beruhen auf der Idee, das Optimierungsproblem „rückwärts“ zu lösen und führen auf
ein System gekoppelter partieller, gegebenenfalls nicht-linearer Differentialgleichungen. Diese Differen-
tialgleichungen müssen zur Ableitung des Regelungsgesetzes für ein gegebenes Optimierungsproblem
O(J(�x(t),�u(t), t),�a(�x(t),�u(t), t),Xt f ) analytisch oder numerisch gelöst werden. Dabei ist zu beachten, dass
die Endbedingungen Xt f selbst eine Funktion mehrerer Zustandsvariablen und oder der Zeit t sein kön-
nen. Dabei wird implizit angenommen, dass die Randbedingungen wie Gütekriterium, Systemdynamik,
gewünschter Endzustand sich für eine gewisse Zeit nicht ändern bzw. diese Änderung bekannt und analy-
tisch beschreibbar ist. Typische Beispiele für einen sich ändernden Endzustand sind z.B. das Landen auf
einem Flugzeugträger oder das Abfangen einer Rakete mit bekannter Flugbahn ((Kirk 2004), S. 44 ff.).
In solchen Fällen kann das optimale Regelgesetz vorab offline berechnet werden. Solange die Randbedin-
gungen, bezüglich derer die Optimierung durchgeführt wurde, noch gelten, kann die Regelgröße �u dann
durch vollständige Zustandsrückführung über das zuvor ermittelte Regelgesetz bestimmt werden.
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Abbildung 5.7: Die Abbildung zeigt das bereits in Abbildung 5.5 diskutierte Gütekriterium bzw. Potential zusammen mit quali-
tativen Skizzen für die zu erwartenden Pfade bei Verwendung eines potentialfeldbasierten (PF) bzw. modellprädiktiven Reglers
(MPC). Die zugehörige Sollgröße �xd ist durch einen blauen Kreis gekennzeichnet, die Istgröße �x durch einen roten gestrichelten
Kreis. Abbildung 5.7(a) stellt die qualitativen Unterschiede zwischen den resultierenden Pfaden für einen PF (gestrichelt, grün)
und einen MPC (gepunktet, orange) Ansatz dar. Es ist zu erwarten, dass der PF Ansatz den Höhenlinien dichter folgt, dafür aber
evtl. einen längeren Pfad bzw. höhere Stellgrößen in Kauf nimmt. Abbildung 5.7(b) stellt eine Situation dar, in welcher mehrere
gleichwertige Lösungen (Pfeile, orange) für das Optimierungsproblem existieren.

Ändern sich die Randbedingungen der Optimierung hingegen schnell und sind diese Änderungen vorab
nicht zu erfassen oder weist das Gütekriterium bzw. die Systemdynamik starke Nichtlinearitäten auf, so
muss das Regelgesetz im Extremfall in jedem Zeitschritt neu berechnet werden. Diese Durchführung einer
online Optimierung während jedes Zeitschrittes zeichnet gerade die modellprädiktive Regelung (MPC)
aus. Dabei wird auf Basis des gegenwärtigen Zustands unter Kenntnis der Systemdynamik das Optimie-
rungsproblem für einen finiten Zeithorizont gelöst. Das Ergebnis ist ein optimaler Stellgrößenvektor �u∗,
von dem der jeweils aktuelle Wert als Regelgröße an das System kommandiert wird. Im nächsten Zeit-
schritt wird das Optimierungsproblem erneut für den um einen Schritt verschobenen Zeithorizont gelöst,
daher auch die Bezeichnung Receding Horizon Control (RHC) (Rawlings 2000). Die wesentlichen Kom-
ponenten des modellprädiktiven Reglers sind dabei das gegebenenfalls zustandsabhängige, zeitvariante
Gütekriterium, das Systemmodell, welches die Vorhersage der Zustandsentwicklung über den betrachte-
ten Horizont erlaubt, sowie der zur Optimierung verwandte Ansatz (Abb. 5.8).

Das hier betrachtete System ist bei Einbeziehung der Singularitäten dadurch gekennzeichnet, dass der
zulässige Zustandsraum bzw. das aus der Superposition mit den repulsiven Potentialen resultierende Gü-
tekriterium nicht konvex ist. Es existieren verbotene Bereiche, die von zulässigen Bereichen umschlos-
sen sind, nicht umgekehrt. Da zusätzlich der angestrebte Endwert �x(t f ) sich in jedem Zeitschritt ändern
kann und diese Änderung, insbesondere vor dem Hintergrund von Teleoperation bzw. Mensch-Maschine-
Interaktion, nicht a priori bekannt ist, muss die Optimierung in jedem Zeitschritt erneut durchgeführt
werden. Abbildung 5.7(b) zeigt ein Optimierungsproblem für zwei dicht beieinander liegende Sollwer-
te �x1(t f ) und �x2(t f ) der Fahrwerkskonfiguration. Obwohl beide Werte vergleichsweise dicht beieinander
liegen, unterscheiden sich die jeweils optimalen Regelgesetze und zugehörigen Systemtrajektorien stark.

Die folgenden Abschnitte diskutieren den Entwurf eines entsprechenden modellprädiktiven Reglers für
die Regelung von Fahrwerkskinematiken unter dem Blickwinkel der Singularitätenvermeidung. Zunächst
wird in Abschnitt 5.3.2 ein geeignetes Gütekriterium vorgestellt und die damit verbundenen Eigenschaf-
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Abbildung 5.8: Schematische Darstellung eines modellprädiktiven Reglers: Zur Durchführung der Optimierung wird hier exem-
plarisch das Pontryagin-Minimum-Prinzip (PMP) eingesetzt. Es bezeichnen UN bzw. XN die Serie der optimalen Stellgrößen
bzw. resultierenden, prädizierten Zustandsvektoren undHN die aus dem Gütekriterium J abgeleitete Hamilton-Funktion.

ten des Reglers hinsichtlich Stabilität diskutiert. Abschnitt 5.3.3 beschäftigt sich mit dem eigentlichen
Optimierungsproblem bzw. der numerischen Durchführung der Optimierung.

Bevor der Entwurf des Gütekriteriums und die zugehörigen Stabilitätsbetrachtungen weiter ausgeführt
werden, wird knapp die Struktur des betrachteten Systems diskutiert. Ob überhaupt ein einzelnes globales
Minimum existiert und ob dieses, falls es existiert, durch die Ansätze der optimalen Regelung zu ermitteln
ist, hängt gerade von dieser Struktur des Systems ab. Eine detaillierte Einführung in die Anwendung und
Konzepte unterschiedlicher modellprädiktiver Regler sowie deren spezifischer Stabilitätseigenschaften
findet sich in (Rawlings 2000) bzw. (Mayne und Michalska 1990; Michalska und Mayne 1993).

Für die Existenz eines einzelnen ausgezeichneten Minimums wird hier zum einen gefordert, dass System-
dynamik �a sowie das Gütekriterium L entlang der Trajektorie im Zustandsraum und das Gütekriterium
Φ(�x(t f )) bzgl. des Endzustands stetig seien. Die in Abschnitt 5.2 definierte Lyapunov-Funktion, die im
Folgenden die Vorlage für L bzw. Φ(�x(t f )) bildet, erfüllt diese Stetigkeitsbedingung im gesamten Zu-
standsraum und aufgrund ihrer Zeitinvarianz für alle Zeiten t. Auch die Systemdynamik

�̇x = �a(�x(t),�u(t), t)

= (x3, x4,
u1

m
,
u2

m
)T (5.57)

erfüllt unter Beachtung der 2π-Periodizität die Stetigkeitsbedingung.

Die zweite Forderung ist, dass zum einen die Menge der zulässigen Regelgrößen U kompakt sei. Das ist
für das augmentierte System auch unter Einbeziehung etwaiger zusätzlicher Stellgrößenbeschränkungen
erfüllt. Zum anderen muss der zulässige Konfigurationsraum X bzw. die Menge zulässiger Endzustände
X(t f ) abgeschlossen sein. Für die Menge zulässiger Endzustände X(t f ) kann diese Forderung als erfüllt
angenommen werden. Im hier betrachteten Kontext wird der gewünschte Endzustand als einzelner Punkt
gegeben sein und damit diese Forderung trivial erfüllen. Allerdings erfüllt der Zustandsraum nach Ab-
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schnitt 4 die geforderten Eigenschaften aufgrund seiner Periodizität nicht. Wie in den vorangegangenen
Abschnitten erläutert, sind aufgrund der Mehrdeutigkeiten drei unterschiedliche, topologisch verschiede-
ne Pfade von gegebener Konfiguration zu Zielkonfiguration möglich. Je nach Situation ist es prinzipiell
möglich, dass mehrere oder alle dieser Pfade gleichermaßen geeignet sind.

Für jeden der drei möglichen Pfade lässt sich jedoch durch „Auftrennen“ des Zustandsraums und Abbil-
dung der Zielkonfiguration in die entstehende Lösungsdomäne ein separates Optimierungsproblem formu-
lieren. Für dieses Optimierungsproblem kann der aufgetrennte Zustandsraum X′ dann in R3 eingebettet
werden und hat eine konvexe Form. Genauer gesagt: Der aufgetrennte Zustandsraum lässt sich als ge-
schlossene Einbettung in R3 darstellen.

Ein mögliches Vorgehen wäre das Optimierungsproblem für die drei Lösungsdomänen getrennt zu lösen
und anschließend die gefundene Lösung �u1( �x(t), t), �u2( �x(t), t), �u3( �x(t), t) in das Gütekriterium einzusetzen.
Diejenige Lösung, für welche J den kleinsten Wert annimmt, ist dann die global optimale Lösung. Das
würde allerdings einen hohen Rechenaufwand mit sich bringen. Zudem müsste zum Vergleich der Lösun-
gen ein hinreichend großer Prädiktionshorizont gewählt werden, da weiter entfernte repulsive Potentiale
während der ersten Schritte gegebenenfalls nicht in das Gütekriterium eingehen. Daher wurde, wie im Ab-
schnitt zur Implementierung näher erläutert, ein Ansatz gewählt, der auf Basis empirischer Regeln eine
Vorauswahl zwischen den drei möglichen Pfaden trifft. Das System wird dann auf eine für die ausgewähl-
te Lösung geeignete Einbettung des Zustandsraums in R3 abgebildet und das Optimierungsproblem wird
bezüglich dieser Einbettung gelöst.

Das Vorgehen bzw. die Eigenschaften des resultierenden Optimierungsproblems, wie Stabilität bzw. Mög-
lichkeit der Ermittlung der optimalen Lösung, sind dabei bei allen drei Einbettungen identisch. Zur Verein-
fachung sei dabei die jeweilige Einbettung des Zustandsraums so gewählt, dass die Zielkonfiguration im
Ursprung des entstehenden Raums zu liegen kommt. Im Folgenden wird das Gütekriterium beziehungs-
weise der resultierende modellprädiktive Regler bezüglich eines so definierten Zustandsraums untersucht.

5.3.2 Gütekriterium und Stabilität des modellprädiktiven Reglers

Als Ausgangspunkt für den Entwurf des Gütekriteriums dient der in Abschnitt 5.2 entworfene Regler auf
Basis des Potentialfeld-Ansatzes. Es wurde bereits gezeigt, dass sich aus der Superposition attraktiver,
dissipativer und repulsiver Potentiale ein Gütekriterium ergibt, das sowohl die Vermeidung der kritischen
Bereiche erlaubt, als auch auf ein nach Lyapunov asymptotisch stabiles System führt.

Die Güte des Endzustands Φ(�x(t f )) sei durch die in Gleichung (5.45) definierte Lyapunov-Funktion gege-
ben. In Matrixnotation lässt sich dieser Term schreiben als

Φ(�x(t f )) = Up(�x)+Ud(�x)+Us(�x)

=
1
2
�xT Qp(t f )�x+

1
2
�ξ(�x)T Qs(�x, t f )�ξ(�x) , (5.58)

wobei Us(�x) gerade die repulsiven Potentiale nach Gleichung (5.33) und �ξ(�x) die Differenz zwischen
euklidischem Abstand des gegenwärtigem Zustands und den N Singularitäten und dem Wirkungsbereich
des Potentials bezeichnet

�ξ(�x) = �d0− �d(�x) . (5.59)

Die Proportionalitätsfaktoren bezüglich der attraktiven und der dissipativen Kraft sind in Qp(t f ) zusam-
mengefasst. Dabei soll die Abhängigkeit von t f keine Zeitvarianz anzeigen, sondern lediglich darauf hin-
weisen, dass es sich um die Güte bezüglich des Endzustandes handelt. Die Steigung und der Einfluss-
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bereich der repulsiven Potentiale wird durch die Matrix Qs(�x, t f ) bestimmt, die dadurch implizit vom
Zustand �x abhängt:

Qs(�x, t f ) = diag(kr,1(σ(ξ1)−〈δ(ξ1),
1
2
〉), . . . ,kr,N(σ(ξN)−〈δ(ξN),

1
2
〉)) . (5.60)

Das Gütekriterium entlang der Zustands- bzw. Regeltrajektorie lässt sich in Anlehnung an (5.58) wählen

L(�x,�u, t) =
1
2
�xT Q′p�x+

1
2
�ξ(�x)T Q′s(�x)�ξ(�x)+

1
2
�uT R�u , (5.61)

wobei eine zusätzliche Bestrafung R der Stellgrößen eingeführt wurde. Diese Bestrafung verhindert, dass
die Optimierung auf unendlich große Stellgrößen führt. Es bezeichnen Q′p und Q′s(�x) die Matrizen, welche
die attraktiven, dissipativen und repulsiven Kräfte spezifizieren.

Es existiert eine Vielzahl von Ansätzen, Stabilität für modellprädiktive Regler zu zeigen. Ein sehr umfas-
sender Überblick ist in (Mayne und Michalska 1990) gegeben. Dort werden die unterschiedlichen Ansätze
auf zwei wesentliche Prinzipien zurückgeführt: Zum einen die „Direkte Methode“ nach Lyapunov, zum
anderen über Monotoniekriterien für die Lyapunov-Funktion. Da bereits im vorangegangenen Abschnitt
eine Untersuchung nach Lyapunov durchgeführt wurde, bietet sich dieser Ansatz auch für den entworfe-
nen modellprädiktiven Regler an.

Nach Mayne werden die Stabilitätseigenschaften eines modellprädiktiven Reglers durch drei wesentliche
Elemente bestimmt: Die Gesamtheit Xf der zulässigen finalen Zustände bei Erreichen des finiten Hori-
zonts, der Regelgröße �u(t f ) bzw. dem Regelgesetz �kt f (�x) für den letzten Zeitpunkt sowie die Bestrafung
des EndzustandsΦ(�x(t f )). Dabei wird angenommen, dass nach Erreichen der Endzone auf einen stabilisie-
renden Regler �kt f umgeschaltet werden kann. Unter der Annahme, dass der modellprädiktive Anteil den
Zustand innerhalb des Horizonts in diesen Endbereich überführen kann, ist dann der gesamte modellprä-
diktive Regler stabil, wenn die charakteristischen Elemente Xf , K(t f ) undΦ( ·) die folgenden Forderungen
erfüllen:

1. Xf ist Teil der Menge aller zulässigen Zustände X (Xf ∈ X), wobei gilt, Xf ist abgeschlossen und
beinhaltet den Ursprung (bzw. die Ruhelage des geregelten Systems),

2. innerhalb der Menge aller zulässigen Endzustände Xf ist die Regelgröße �u(t f ) Element der zulässi-
gen Regelgrößen U (�u(t f ) ∈ U∀�x ∈ Xf ),

3. Xf ist positiv invariant unter �̇x = �a(�x(t f ),�u(t f ), t f ),

4. Φ̇(�x(t f ))+L(�x(t f ),�u(t f ), t f ) ≤ 0 , ∀�x ∈ Xf .

Dabei muss Φ( ·) eine gültige Lyapunov-Funktion sein. Unter der Voraussetzung, dass Xf eine Niveau-
menge bzw. Subniveaumenge von Φ( ·) ist – das heißt, die Grenze von Xf beschreibt eine geschlossene
Höhenlinie bezüglich Φ( ·) – ist nach Mayne die vierte Forderung eine hinreichende Bedingung zur Erfül-
lung der dritten Forderung.

Die detaillierte Durchführung der Stabilitätsbetrachtung findet sich in in Anhang D. Dort wird in Ab-
schnitt D.1 zunächst der Fall des linearen Systems ohne Singularitätsvermeidung exemplarisch betrachtet.
Dann wird in Abschnitt D.2 der Fall des Systems mit Singularitätsvermeidung und dem damit einhergehen-
den nicht-konvexen Gütekriterium diskutiert. Als Regelgesetz für den finalen Zustand nach Erreichen des
Horizonts wurde dabei im ersten Fall der lineare, im zweiten Fall der nicht-lineare potentialfeldbasierte
Regler angesetzt.

Die Ergebnisse führen auf ein leicht verändertes Gütekriterium, in welchem nun auch nicht-diagonale
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Elemente auftreten

Qp =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ1 0 λ13 0
0 λ2 0 λ24
λ13 0 λ3 0
0 λ24 0 λ4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ Q′p =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
λ′1 0 λ′13 0
0 λ′2 0 λ′24
λ′13 0 λ′3 0
0 λ′24 0 λ′4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (5.62)

R =
(

r1 0
0 r2

)
. (5.63)

Mit diesem Gütekriterium folgt bei geeigneter Wahl der Parameter nach Abschnitt D.1 für den Ansatz
des linearen Regelgesetzes globale asymptotische Stabilität des modellprädiktiven Reglers. Für den nicht-
linearen Ansatz mit Singularitätsvermeidung kann gezeigt werden, dass Forderung 4 in einem begrenzten
Bereich des Zustandsraums Dψ erfüllt ist. Dabei ist Dψ gerade die Menge aller Zustände, welche die
Ungleichung (D.37)

0 ≥ 1
2

r1
k2

r
m2 +

1
2
λ′r +

‖�x‖2
|d(�x)−d0|2

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝−λ13
kp

m
+

1
2
λ′1+

1
2

r1
k2

p

m2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
− cos(ψ)

‖�x‖
|d(�x)−d0|

(
−λ13

kr

m
+ r1

kpkr

m2

) (5.64)

für alle Singularitäten erfüllen. Berechnet man die Höhenlinien zu der Funktion auf der rechten Seite von
(5.64), so findet man, dass diese geschlossene Kurven um die Singularität bilden, in deren Wirkungsbe-
reich sich der Zustand �x befindet. Abbildung 5.9 stellt die resultierenden Höhenlinien für eine Beispiel-
parametrierung dar. Der Sollzustand wurde dabei in den Ursprung gelegt. Dargestellt sind lediglich die
negativen Anteile der Ableitung, welche die Ungleichung (5.64) erfüllen. Man kann erkennen, dass der
Bereich zwischen Ursprung und Singularität (blaue Sterne in Abbildung 5.9(b)) zulässig ist, während sich
im „Rücken“ der Singularität ein unzulässiger Bereich ergibt.

Für Sollzustände, welche sehr dicht an der Grenze der Wirkungsbereiche der Singularitäten (schwarze
Kreise in Abbildung 5.9(b)) liegen, wachsen die unzulässigen Bereiche stark an. Bei entsprechender Wahl
der Parametrierung lässt sich jedoch auch in diesen Fällen eine konservative Abschätzung Dψ,i der zuläs-
sigen Bereiche vornehmen. Abbildung 5.10(a) stellt die resultierenden Höhenlinien für eine Beispielpara-
metrierung und eine einzelne Singularität dar. Gezeigt ist der explizite Verlauf der Höhenlinien für eine
konkrete Sollkonfiguration sowie eine konservative Abschätzung für beliebige Sollkonfigurationen (rot
gestrichelter Kreis in Abbildung 5.10(a) bzw. 5.10(b)). Dabei soll wie zuvor gelten, dass die Sollkonfi-
guration selbst außerhalb der Wirkbereiche der repulsiven Potentiale liegt. Der Bereich Dψ,i wird gerade
durch die zum Niveau Null gehörende Subniveaumenge bezüglich der Singularität i gebildet. Das sind
alle Zustände, die von der Singularität i aus betrachtet jenseits der Niveaulinie zu Niveau Null liegen. Der
Bereich Dψ ergibt sich dann als Schnittmenge aller Mengen Dψ,i.

In diesem Bereich Dψ gilt, wie in Anhang D.2 gezeigt, des Weiteren, dass Φ( ·) alle Eigenschaften einer
Lyapunov-Funktion besitzt. Wählt man also Xf als eine Subniveaumenge Dc zu J (5.55), die Teilmenge
der Menge Dψ ist

Xf = {Dc|Dc ∈ Dψ} , (5.65)

so ist Forderung 3 implizit durch Forderung 4 erfüllt. Ist Dc gleichzeitig eine zusammenhängende Men-
ge, so ist zusätzlich auch die erste Forderung erfüllt. Dabei ist Dc gerade dann eine zusammenhängende
Menge, wenn eine geschlossene Niveaulinie zu Dc existiert. Diese Forderung war schon zuvor bei der Dis-
kussion des nichtlinearen potentialfeldbasierten Reglers untersucht worden. Auch für das hier verwandte
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Abbildung 5.9: Darstellung der ersten Ableitung des Gütekriteriums für (x3, x4) ≡ �0. Dargestellt sind lediglich die Höhenlinien
bezüglich des negativen Bereichs, in welchem die Ungleichung (5.64) für die gegebene Zielgröße (roter Kreis im Ursprung von
Abbildung 5.9(b)) erfüllt sind. Die blauen Sterne in Abbildung 5.9(b) kennzeichnen die Lage der Singularitäten, die schwarzen
gestrichelten Kreise die zugehörigen Wirkungsbereiche. Parametrierung (einheitenlos): kp = 1.0, �xd = (0,0)T , kr = 4.0, d0 = 1.25,
(a,b) = (0.5,0.35), m = 1.75, λ′1 = 1.0, λ′r = 4.0, r1 = 1.0, λ13 = 5.0.

Gütekriterium lassen sich ganz analog Bereiche finden, in denen diese Forderung und damit auch die For-
derung 1 erfüllt ist. Da bis auf Weiteres angenommen werden soll, dass die Regelgröße unbeschränkt sei,
ist Forderung 2 trivial erfüllt. Der modellprädiktive Regler zur Singularitätenvermeidung ist damit asym-
ptotisch stabil in Xf . Abbildung 5.10(b) zeigt die zweidimensionale Projektion einer zulässigen Menge
Xf für eine Beispielparametrierung des Gütekriteriums.

Es sei an dieser Stelle erwähnt, dass sich die asymptotische Stabilität des modellprädiktiven Reglers in
Xf nicht für beliebige Wahl der Parametrierung über die direkte Methode nach Lyapunov zeigen lässt.
Der zulässige Parameterraum ist durch ein System von insgesamt 15 Ungleichungen und 5 Gleichungen
(D.48) bis (D.56) gegeben. Wie in Anhang D.2 gezeigt, existiert aber bei „vernünftiger“ Wahl der Regler-
parameter (D.57) immer eine Parametrierung des Gütekriteriums, für welche der modellprädiktive Regler
in einem Einzugsbereich Xf asymptotisch stabil ist.

Der tatsächliche Einzugsbereich eines modellprädiktiven Reglers ist nach Bestimmung des Endbereichs
Xf durch den Bereich XN gegeben. Dabei ist XN gerade der Bereich, von welchem aus Xf innerhalb
der N prädizierten Schritte erreicht werden kann. Betrachtet man Abbildung 5.10(b) bzw. Abbildung 5.5
hinsichtlich des Gütekriteriums und Einzugsbereichs des potentialfeldbasierten Reglers, so erkennt man,
dass bei der Singularitätsvermeidung je nach der relativen Lage des Sollzustands zu den Singularitäten
nur ein verhältnismäßig kleiner Bereich des Zustandsraums zu dem Bereich Xf gehört. Damit wird für ein
gegebenes N auch XN vergleichsmäßig klein sein.

Ruft man sich ins Gedächtnis, dass am Rande der Wirkungsbereiche der repulsiven Potentiale das Güte-
kriterium bzw. der Regler bezüglich des Endzustandes gegen den linearen potentialfeldbasierten Regler
bzw. das zugehörige Gütekriterium konvergiert, so lässt sich die Wahl eines vergrößerten Einzugsbereichs
Xf argumentieren. In Anhang D.1 war gezeigt worden, dass der modellprädiktive Regler in Verbindung
mit dem linearen Potentialfeld-Regler global asymptotisch stabil ist. Befindet sich das geregelte System
in einem Zustand, für welchen die Systemtrajektorien nicht in die Wirkungsbereiche eines repulsiven Po-
tentials führen, so führt der lineare Regler das System von diesen Zuständen aus in endlicher Zeit auf den
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Abbildung 5.10: Darstellung 5.10(a) veranschaulicht die Niveaulinien in der Umgebung einer Singularität bzw. in der gesam-
ten (ϕ,θ)-Ebene (Abb. 5.10(b)). Die rot gestrichelten Kreise stellen eine konservative Grenze K dar, außerhalb der die Unglei-
chung (5.64) erfüllt ist. Es ist �xd der Sollwert und �xs4 die nächstgelegene Singularität. Die größeren schwarz gestrichelten Kreise
beschreiben den Wirkungsbereich der Potentiale. Der rote Kreis kennzeichnet die Region Acm , in welcher der erste Sattelpunkt
des Potentials auftritt. (Parametrierung s. Abb. D.1 und D.2)

Ursprung des Systems. Das geregelte System ist in diesen Bereichen asymptotisch stabil. Der Einzugsbe-
reich Xf kann um diese Bereiche Xf ,l erweitert werden. Nimmt man an, dass für den Ausgangszustand
x3, x4 gerade Null sind, so ergibt sich aus der Anschauung (Abb. 5.11(a)), dass diese Bereiche gerade
durch die vom Ursprung ausgehenden Geraden, welche tangential zu den Wirkungsbereichen der Poten-
tiale laufen, begrenzt sind.

Die Gesamtheit der Bereiche Xf ,l zusammen mit dem ursprünglichen Einzugsbereich Xf ergibt einen
erweiterten Einzugsbereich (Abb. 5.11(b))

X̃ f = Xf ∪Xf ,l . (5.66)

Der Einzugsbereich XN ist damit durch alle Zustände gekennzeichnet, die in endlicher Zeit N auf diesen
Bereich X̃ f überführt werden können.

Es ist des Weiteren zu beachten, dass wie zuvor die Forderungen 1 bis 4 hinreichende, aber keine not-
wendigen Bedingungen für asymptotische Stabilität sind. Das bedeutet, die in Anhang D errechneten
Parameterräume bzw. Niveaumengen Xf sind konservative Abschätzungen. Tatsächlich ist asymptoti-
sche Stabilität in einem größeren Bereich zu erwarten.

Vergegenwärtigt man sich die Trajektorienverläufe des geregelten Systems aus Abschnitt 5.2.2, so er-
kennt man, dass der dort vorgeschlagene Regler das System immer zur Ruhelage führen wird, außer
für Startkonfigurationen, die auf einer gemeinsamen Geraden gi mit der Sollkonfiguration und einer der
Singularitäten liegen. Dies sind, wie im Folgenden gezeigt wird, gerade auch die Bereiche, in denen das
Optimierungsproblem nicht auf eine eindeutige Lösung führt. Rechtsseitiges oder linksseitiges Umfah-
ren der Singularität ist in diesem Fall gleichermaßen gut.
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Abbildung 5.11: Darstellung 5.11(a) zeigt die Grenze (dicke orange Linie) der Zustände, welche für (x3,0, x4,0) ≡ �0 auf eine
Systemtrajektorie führen, die nie in den Wirkungsbereich der repulsiven Potentiale führt. Darstellung 5.11(b) veranschaulicht
den resultierenden Bereich, nach Vereinigung des Bereiches aus Abb. 5.11(a) mit dem Gebiet asymptotischer Stabilität des
modellprädiktiven Reglers.

5.3.3 Optimierung nach Pontryagin

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, dass für das gewählte Gütekriterium ein das System stabili-
sierender Regler existiert. Es wurde argumentiert, dass das geregelte System in einem hinreichend großen
Endbereich X̃ f asymptotisch stabil ist und der zugehörige Einzugsbereich XN sich über den gesamten
Zustandsraum mit Ausnahme der Ursprungsgeraden gi, welche durch Singularitäten führen, erstreckt. In
diesem Abschnitt wird die Struktur des zugrunde liegenden Optimierungsproblems untersucht. Konkret
wird geprüft, ob das durch das gewählte Gütekriterium gestellte Optimierungsproblem mit der Methode
nach Pontryagin (Pontryagin u. a. 1962) lösbar ist.

Der Grundgedanke des Pontryagin Minimum Prinzips (PMP) ist, wie in Anhang E.1 erläutert, dass eine
optimale Stellgröße �u∗ folgende Hamilton-Funktion

H(�x(t),�u(t), �p(t), t) =L(�x(t),�u(t), t)+ �pT (t)�a(�x(t),�u(t), t) (5.67)

minimiert

H(�x∗(t),�u∗(t), �p∗(t), t) ≤H(�x∗(t),�u(t), �p∗(t), t) . (5.68)

Dabei wird �p(t) als der Costate-Vector bzw. als Lagrange-Multiplikator bezeichnet. Die Einführung der
Lagrange-Multiplikatoren erlaubt es, eine theoretische Abweichung der Systemdynamik �a gegen die Mi-
nimierung des Gütemaßes bezüglich der Systemtrajektorie L abzuwägen.

Aus Forderung (5.68) bezüglich der Hamiltonfunktion ergibt sich, dass �u∗ auf ein Extremum der Hamil-
tonfunktion führen muss. Zusätzlich leitet Pontryagin Forderungen bzgl. der zeitlichen Entwicklung von
Zustandsvektor und Costate-Vector (Kozustandsvektor) ab. Unter der Annahme, dass Zustandsraum und
Raum der zulässigen Stellgrößen nicht beschränkt sind, führt (5.68), wie in Anhang E.1 erläutert, auf die
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Bedingungen

�̇x∗(t) =
∂H(�x∗(t),�u∗(t), �p∗(t), t)

∂�p
(5.69)

�̇p∗(t) = −∂H(�x∗(t),�u∗(t), �p∗(t), t)
∂�x

(5.70)

0 =
∂H(�x∗(t),�u∗(t), �p∗(t), t)

∂�u
. (5.71)

Dazu treten je nach Randbedingungen des Problems noch weitere Forderungen. So ist, für das hier be-
trachtete Problem der Endzeitpunkt der Optimierung durch den Horizont N fest vorgegeben. Der finale
Zustand selbst ist dagegen frei. Abweichungen vom Sollzustand werden zwar im Gütekriterium bestraft,
sind zum Ende des Horizonts aber prinzipiell zulässig. Für diese Randbedingungen erwächst nach Kirk
((Kirk 2004), Tabelle S. 200 f) folgende weitere Forderung aus der Bestrafung der Abweichung des End-
zustandes im Gütekriterium

�p∗(t f ) =
∂Φ(�x∗(t f ))

∂�x
. (5.72)

Das Pontryagin Minimum Prinzip garantiert nun, dass alle Stellgrößenvektoren bzw. Eingangsvektoren �u∗,
welche die Gleichungen (5.68) - (5.72) gleichzeitig erfüllen, auf ein Extremum des Optimierungsproblems
führen. Gilt zusätzlich, dass die Matrix

∂2H(�x∗(t),�u∗(t), �p∗(t), t)
∂�u2 (5.73)

positiv definit ist, so ist �u∗ ein lokales Minimum.
Für das hier gewählte Gütekriterium mit (5.58) und (5.61) ergibt sich bei partieller Ableitung

∂2H(�x∗(t),�u∗(t), �p∗(t), t)
∂�u2 = R (5.74)

Da die Matrix R, wie in Abschnitt D.2 erläutert, gerade so gewählt wurde, dass sie positiv definit ist,
ist (5.73) für das hier gewählte Gütekriterium immer positiv definit und die Erfüllung von (5.69) bis
(5.72) ist eine hinreichende Bedingung für ein lokales Minimum. Gemeinsam bilden (5.69) bis (5.72) ein
Anfangs- bzw. Endwertproblem bezüglich 2k Differentialgleichungen erster Ordnung und m algebraischer
Gleichungen. Dabei ist k die Anzahl der Zustandsvariablen und m die Anzahl der Stellgrößen.
Eine weitere Voraussetzung für die Anwendbarkeit des Pontryagin Minimum Prinzips (PMP) ist nach
Kirk, dass die erste Ableitung des Gütekriteriums stetig ist. Für den Anteil des Gütekriteriums bezüglich
des EndzustandsΦ( ·) muss gelten, dass die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung stetig oder zumindest
symmetrisch sind

∂2Φ(�x)
∂xi∂xk

=
∂2Φ(�x)
∂xk∂xi

. (5.75)

Diese Forderungen sind für die konvexen, quadratischen Terme in J (5.55) aufgrund ihrer symmetrischen
Struktur (5.62), (5.63) unmittelbar erfüllt. Zu prüfen ist der TermΦr( ·) bezüglich der repulsiven Potentiale.
Hier existieren zwei kritische Bereiche: Zum einen die singulären Punkte �xs selbst, zum anderen die
Grenze d(�x) = d0 des Wirkungsbereichs der repulsiven Potentiale.
Für die singulären Punkte selbst ist unmittelbar zu erkennen, dass die Forderung nach stetiger Differen-
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zierbarkeit nicht erfüllt ist. Diese Bereiche waren aber bereits zuvor ausgeschlossen worden. Unter der
Annahme, dass der Anfangszustand valide ist und zur Initialisierung des numerischen Prozesses eine vali-
de Trajektorie gewählt wird, können diese Bereiche auch hier wieder aus der Betrachtung ausgeschlossen
werden. Eine Optimierung der Trajektorie wird das System bei einer validen Anfangssituation immer von
den singulären Bereichen fort bewegen. Ein valider Anfangszustand ist dabei jeder Zustand, der einen
nicht-infinitesimalen Abstand von den singulären Punkten hat und für welchen die Trajektorie des un-
geregelten Systems nicht über die Singularitäten führt. Eine valide Trajektorie ist jede Trajektorie, die
ausschließlich aus validen Zuständen besteht. Das gilt für jede Trajektorie, die nicht auf einer der Ur-
sprungsgeraden gi durch die Singularitäten liegt.

An den Grenzen der Wirkungsbereiche lässt sich die Erfüllung der Forderung nach Kirk zeigen. Da
bereits gezeigt wurde, dass Φ( ·) eine valide Lyapunov-Funktion ist und da L( ·) strukturell analog zu
Φ( ·) gewählt wurde, folgt die Erfüllung der ersten Forderung für diese beiden Komponenten unmittelbar.
Stetige Differenzierbarkeit ist eine Anforderung an eine Lyapunov-Funktion. Durch zweifache partielle
Ableitung lässt sich des Weiteren zeigen, dass die zweite Ableitung an der Grenze des Wirkungsbereichs
zwar im Allgemeinen nicht stetig, aber symmetrisch ist

∂2Φr(�x)
∂x1∂x2

=
∂2ΦR(�x)
∂x2∂x1

=
λr

ab
(x1− x1,s)(x2− x2,s)

1− d(�x)−d0
d(�x)

d2(�x)
. (5.76)

Dabei wurde d(�x) als verallgemeinerte elliptische Abstandsfunktion angenommen. Es sind a und b die
zugehörigen Hauptachsenkoeffizienten. Die Struktur des gewählten Gütekriteriums erfüllt damit alle
Anforderungen für die Anwendung des Pontryagin Minimum Prinzips. Diese Eigenschaften garantieren
allerdings noch nicht die Lösbarkeit des Optimierungsproblems.

Ist die Systemdynamik A singulär, was hier der Fall ist, so kann das Optimierungsproblem singulär sein.
Singularität bedeutet dabei, dass Zustände existieren, in welchen die Hamilton-Funktion keine Informatio-
nen bezüglich der Beziehung zwischen �x, �u und �p bereit stellt. Die Singularität des Optimierungsproblems
ist mit der Existenz von mehreren gleichwertigen Lösungen verbunden. Ohne Beweis lässt sich aus der
Anschauung erkennen (Abb. 5.12), dass eine solche singuläre Situation gerade für den Sattelpunkt, wel-
chen repulsive und attraktive Potentiale bilden, bzw. für die Gesamtheit aller Ursprungsgeraden gi durch
die Singularitäten vorliegt. Ist die Geschwindigkeitskomponente orthogonal zu der Gerade gi gerade Null,
so bewegt sich der Zustand nur noch entlang dieser Geraden. Er pendelt um den Sattelpunkt, bis auch die
Geschwindigkeit entlang der Geraden und damit letztlich die Stellgröße �u zu Null wird. Diese Singularität
entspricht letztlich gerade dem Zustand, in welchem ein Umfahren links um die Singularität gleicherma-
ßen günstig wie ein Umfahren rechts um die Singularität ist.

Wie zuvor kann man für praktische Systeme annehmen, dass ein Zustand in der Regel nicht lange exakt
auf einer der Geraden gi verharren wird. Die Singularität führt wiederum auf eine instabile Ruhelage. Es
ist allerdings zu beachten, dass die Verwendung eines modellprädiktiven Reglers in Verbindung mit dem
Pontryagin Minimum Prinzip die Problematik dieser instabilen Ruhelage nicht per se beseitigt.

Wie bereits angedeutet, wird sich das Optimierungsproblem im Allgemeinen nicht analytisch lösen lassen.
Bei der Implementierung des Verfahrens wird man auf numerische Ansätze zur Lösung des Optimierungs-
problems zurückgreifen müssen. Kirk gibt einen eingängigen Überblick zu unterschiedlichen Optimie-
rungsmethoden. Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Gradientenabstiegsverfahren verwendet. Das bietet
sich gerade hinsichtlich der Analogie mit dem zuvor entworfenen Potentialfeld-Regler an. Wie zuvor sind
dabei einige Details hinsichtlich der Diskretisierung und der damit verbundenen Integrationsfehler zu be-
achten. Anhang E.3 skizziert das implementierte Verfahren knapp und erläutert einige teils heuristische
Modifikationen.
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Abbildung 5.12: Darstellung 5.12(a) zeigt die kritischen Systemtrajektorien (schwarz gestrichelte Linien) bei Optimierung nach
Pontryagin für einen Sollwert �xd . Die rot gestrichelten Kreise markieren die Grenze des zulässigen Zustandsraums. Der rote
Kreis markiert die Region, in welcher sich der Sattelpunkt des Gütekriteriums befindet. Darstellung 5.12(b) zeigt die kritische
Trajektorie in der Umgebung der Singularität �xs4 sowie die resultierenden „Kräfte“ in der Nähe Singularität (roter Pfeil) sowie
außerhalb der Singularität (blauer Pfeil). Die grün gestrichelten Pfeile stellen gleichermaßen optimale Pfade dar. Systemtrajek-
torien, welche auf der kritischen Linie (schwarz gestrichelt) beginnen, führen immer auf den Sattelpunkt. (Parametrierung s.
Abb. D.1 und D.2)

5.4 Reglersynthese bei Reglerumschaltung

5.4.1 Auflösung von Singularitäten durch Wechsel der Koordinatenbasis

Die topologische Analyse und Diskussion der inversen Kinematik in Abschnitt 3.2 zeigte, dass der resul-
tierende Zustandsraum, der nicht-triviale Nullraum der nicht-holonomen Bindungen, durch das Auftreten
mehrerer Singularitäten geprägt ist. In den vorangegangenen Abschnitten 5.2 und 5.3 wurden Regler ent-
worfen, welche dieses Problem durch explizites Vermeiden dieser singulären Bereiche lösen. Dabei wur-
den Techniken aus dem Bereich der strukturoptimalen Regelung eingesetzt, um einen möglichst großen
Bereich des zulässigen Konfigurationsraums zugänglich zu machen. Dennoch impliziert das Vermeiden
der singulären Bereiche immer eine selbst auferlegte Beschränkung des zulässigen Konfigurationsraums,
welche die Flexibilität des Gesamtsystems reduziert.

In diesem Abschnitt wird ein regelungstechnischer Ansatz auf Grundlage eines Basiswechsels durch Reg-
lerumschaltung skizziert. Damit ist es möglich, durch lokale Auflösung der Singularitäten einen Regler
für den gesamten zulässigen Konfigurationsraum des Systems zu entwerfen.

Dabei wird verwendet, dass sich nach Abschnitt 3.2.2 die inverse Kinematik bezüglich der Räder, welche
im Koordinatenursprung des gegenwärtigen Bezugssystems liegen, stark vereinfacht, so dass diese Räder
keine Singularitäten verursachen. Des Weiteren wurde in Abschnitt 3.2.3 bzw. 3.2.4 gezeigt, dass sich
solche radzentrierten Bezugssysteme in allen Umgebungen, welche weder den Ursprung noch eine Singu-
larität beinhalten, lokal diffeomorph ineinander überführen lassen. Damit ist es möglich, Stellgrößen und
Zustände von System und Regler in den singularitätsfreien Bereichen stetig differenzierbar zwischen den
Bezugssystemen zu transformieren. Durch geeignete Definition der Schaltgrenzen lässt sich die Regelung
damit immer in einem lokal singularitätsfreien Bezugssystem formulieren.
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Abbildung 5.13: Die beiden Abbildungen zeigen die Schaltgrenzen (dicke, schwarz gestrichpunktete Linien), welche sich aus
dem Voronoi-Graphen des bisher immer beispielhaft betrachteten Fahrwerks mit 4 Rädern (kleine Kreise) ergeben. Die Schalt-
grenzen sind bezüglich des sich für den sphärischen (Abb. 5.13(a)) bzw. kartesischen (Abb. 5.13(b)) Twist ergebenden Koordi-
natensystems dargestellt. Als Bezugssystem für die Definition der Twistkoordinaten dient dabei das Roboterkoordinatensystem
r. Zusätzlich ist das Koordinatenraster (dünne, grün gepunktete bzw. gestrichelte Linien) dargestellt, welches sich durch Trans-
formation des sphärischen Koordinatensystems T 1

wr bezüglich des Rades 1 (dicke rote Kreise) in das sphärische (Abb. 5.13(a))
bzw. kartesische (Abb. 5.13(b)) roboterzentrierte Koordinatensystem ergibt. Die dünnen, grün gestrichelten Linien (Kreise in
Abbildung 5.13(b)) entsprechen dabei den Trajektorien, die sich ergeben, wenn man sich parallel zur ϕ-Achse des radzentrier-
ten Koordinatensystems T 1

wr bewegt. Die dünnen, grün gepunkteten Linien (Strahlen in Abbildung 5.13(b)) entsprechen den
Trajektorien, die sich ergeben, wenn man sich parallel zur θ-Achse des radzentrierten Koordinatensystems T 1

wr bewegt.

Eine nahe liegende Wahl für diese Schaltlinien ist zum Beispiel der Voronoi-Graph bzw. das Voronoi-
Diagramm (vgl. (Choset u. a. 2005), S. 117 ff), welcher sich ergibt, wenn man die Singularitäten als
Hindernisse betrachtet. Für das bisher immer beispielhaft betrachtete System mit vier symmetrisch ange-
ordneten Rädern entspricht dieser Voronoi-Graph gerade den achsparallelen Geraden, welche im bisheri-
gen Bezugssystem mittig zwischen den singulären Punkten liegen (Abb. 5.13(a)). Abbildung 5.13(b) zeigt
die entsprechenden Schaltlinien bezogen auf das kartesische Roboterkoordinatensystem.

Ein Vorteil dieser Wahl ist, dass die Bedingungen, unter welchen umgeschaltet wird, sehr effizient inner-
halb der radzentrierten Bezugssysteme berechnet werden können, ohne dass eine Transformation in ein
globales Referenzsystem notwendig wird. Der Abstand von der Singularität ist direkt proportional zur Dif-
ferenz zwischen gegenwärtigem Wert des Parameters θ und den Polen. Die Umschaltung an den Kanten
des Voronoi-Graphs entspricht dann schlicht der Wahl des Bezugssystems p, in welchem der Abstand von
den Polen den betragsmäßig kleinsten Wert annimmt:

p = argmax
{
|θi

wr −
π

2
(mod

π

2
)| : i ∈ P

}
. (5.77)

Dabei bezeichnet P die Menge der N radzentrierten Bezugssysteme mit ihrem jeweils zugeordneten Reg-
ler. In Anlehnung an Liberzon (vgl. (Liberzon 2003) S. 6, Gleichung (1.2)) ergibt sich die Dynamik des
resultierenden, geregelten Systems zu

ẋp = fp(xp) , p ∈ P P = {1, . . . ,N} . (5.78)
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5.4.2 Stabilität und spezielle Moden des resultierenden Reglers

Für den Ansatz mit Reglerumschaltung wird im Folgenden kein analytischer Stabilitätsbeweis geführt.
Vielmehr wird die Stabilität argumentativ diskutiert. Grundlage ist dabei wieder die Betrachtung der Struk-
tur des zugrunde liegenden Zustandsraums sowie der zu erwartenden Systemtrajektorien.

Zur Diskussion der Stabilität wird das betrachtete System wieder in zwei entkoppelte Teilsysteme (5.16,
5.17) zerlegt. Das erste System beschreibt die Dynamik des Roboters bzw. Fahrwerks hinsichtlich seiner
ebenen Bewegung. Das zweite System charakterisiert die Dynamik der internen Konfiguration des Fahr-
werks bzw. der „Lenkung“. Dieses zweite System war durch das Auftreten von Singularitäten geprägt. Die
Vermeidung dieser Singularitäten war das Ziel der zuvor entworfenen Regler. Dabei beeinflussten diese
Singularitäten insbesondere die Manipulierbarkeit eines gegebenen Zustandes, aber nicht die Systemdyna-
mik. In erster Näherung war das System als dynamikfrei modelliert worden. Zur Formulierung geeigneter
Regler war der Zustand um die erste Ableitung der zuvor ermittelten Zustandsgrößen augmentiert worden.
Sowohl bei den Zustandsgrößen als auch bei deren erster Ableitung handelt es sich damit um abstrakte
Größen. Erst die inverse Kinematik bildet diese in physikalisch bedeutsame Größen ab. Die Dynamik ist
damit in erster Näherung unabhängig vom jeweils gewählten Bezugssystem.

Damit lassen sich die geregelten Systeme in den radzentrierten Bezugssystemen analog zu (5.25, 5.26)
beschreiben

�̇x′p = A′p�x
′
p+B′p�up , mit (5.79)

A′p =
(

0 1
0 0

)
, B′p =

(
0
1

)
. (5.80)

Damit lässt sich, wie in Abschnitt 5.2.2 und D.1 gezeigt, jedes dieser Systeme bei Vernachlässigung
der singulären Bereiche bzw. Verzicht auf die Einführung eines repulsiven Potentials, durch die zuvor
entworfenen potentialfeldbasierten bzw. modellprädiktiven Regler global asymptotisch stabilisieren.

Es ist bekannt, dass Stabilität der Teilsysteme nicht genügt, um auf Stabilität des Gesamtsystems mit Um-
schaltung zu schließen. Liberzon skizziert in (Liberzon 2003) eine Reihe von Stabilitätskriterien, welche
auf Systeme mit Reglerumschaltung angewandt werden können. Die dort skizzierten Verfahren lassen
sich aber auf das hier betrachtete System nicht oder nur schlecht anwenden. Für andere Verfahren ist die
Anwendung sehr aufwändig. Daher soll hier die Stabilität des resultierenden Systems lediglich skizziert
und durch Betrachtung der möglichen Systemtrajektorien argumentiert werden.

Verwendet man, dass die geregelten Teilsysteme jeweils asymptotisch stabil sind, so lässt sich für jeden
Sollwert �xdp, der nicht auf einer der Schaltlinien gvik liegt, ein Einzugsbereich E

∀�xd |min(‖�xd −Gv‖) > 0 ∃E = {�x|‖�x− �xd‖ < ε , ε > 0} (5.81)

definieren, in welchem es zu keinem Schaltvorgang kommt (Abb. 5.14(a)). Damit ist dieser Einzugsbe-
reich, gerade auch der Bereich, in welchem das Gesamtsystem asymptotisch stabil ist. Ist das System
hinreichend gedämpft und die erste Ableitung des Zustands hinreichend klein, so lässt sich ein erweiterter
Bereich (Abb. 5.14(b)) definieren, in welchem alle Systemtrajektorien auf den Einzugsbereich E führen.
Dieser Bereich ist umso größer, je weiter der Sollwert von einer der Schaltgrenzen entfernt ist.

Liegt der Sollwert sehr dicht an oder auf einer der Schaltgrenzen, werden die zuvor skizzierten Einzugs-
bereiche sehr klein oder verschwinden ganz. In diesem Fall muss davon ausgegangen werden, dass der
Zustand die Schaltlinie kreuzt, bevor er den Sollwert erreicht. Die Struktur des Zustandsraums führt dann
zur Ausbildung eines „Sliding-Modes“, der Regler schaltet in infinitesimal kleinen Abständen zwischen
den beiden Teilsystemen um (vgl. (Liberzon 2003) S. 12 ff). Die resultierende Trajektorie führt dabei auf
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(b) Erweiterte asymptotisch stabile Einzugsbereiche ohne
Umschalten im roboterzentrierten, kartesischen Koordina-
tensystem ((x,y)-Ebene)

Abbildung 5.14: Die beiden Abbildungen zeigen die Überlagerung der Koordinatenraster für Rad 1 (dicker, roter Kreis; Raster
dargestellt durch grün gepunktete und gestrichelte Linien) und Rad 2 (dicker, magenta Kreis; Raster dargestellt durch cyan
gepunktete und gestrichelte Linien). Das schwarze Viereck �xs markiert die gewünschte Konfiguration. Abbildung 5.14(a) stellt
den Einzugsbereich (blau gestrichelter Kreis) um die Sollkonfiguration �xs dar, in welchem das System asymptotisch stabil ist.
Dabei wird angenommen, dass die einzelnen Regler, zwischen welchen umgeschaltet wird, global asymptotisch stabil sind
und dass �̇x0 ≡ 0 gelte. Abbildung 5.14(b) skizziert die erweiterten Einzugsbereiche, die sich in Abhängigkeit der Dämpfung des
geregelten Systems ergeben. Dabei steigt die Dämpfung d entlang des schwarzen gestrichelten Pfeils. Es markiert �x0 ein Beispiel
für eine Startkonfiguration, welche auf eine Trajektorie führt (schwarzer Pfeil), der die Schaltgrenze kreuzt. Dabei ist zu beachten,
dass die Abbildung die erweiterten Einzugsbereiche lediglich qualitativ skizziert. Die genaue Form der Einzugsbereiche ist von
den jeweils eingesetzten Reglern abhängig. Hier wurde zum Beispiel angenommen, dass ab einer bestimmten Regeldifferenz in
ϕr

wr der alternative Weg über den Ursprung bzw. das Rad gewählt wird.

den bzw. in die Umgebung des Sollzustandes (Abb. 5.15(a)). Für den Fall, dass sich der Sollwert exakt
auf einer der Schaltgrenzen befindet, lässt sich nach Liberzon sogar asymptotische Stabilität auf Basis
mehrerer Lyapunov-Funktionen (vgl. (Liberzon 2003) S. 69 ff) zeigen. Dabei kann hier die Symmetrie
des Zustandsraums bzw. des resultierenden Voronoi-Graphen genutzt werden.

Setzt man bezogen auf die beiden Teilsysteme identische Lyapunov-Funktionen an, so werden diese
Lyapunov-Funktionen entlang der Schaltgrenze die gleichen Werte annehmen. Aus der asymptotischen
Stabilität der Teilsysteme folgt, das unabhängig vom gerade gewählten Bezugssystem die jeweils aktive
Lyapunov-Funktion reduziert werden wird. Das bedeutet, beim nächsten Kreuzen der Schaltgrenzen wird
auch die Lyapunov-Funktion des jeweils anderen Systems einen kleineren Wert als zum letzten Schalt-
vorgang haben. Das heißt auch bei mehrfachem sukzessiven Schalten wird sich der Wert der Lyapunov-
Funktion niemals erhöhen, sondern kontinuierlich verringern.

Das bedeutet, dass sich der Zustandsraum letztlich in drei Teilbereiche aufteilen lässt: Den unmittelbaren
Einzugsbereich um den Sollwert, die Umgebung der Schaltgrenzen außerhalb dieser Einzugsbereiche,
in welchen es zur Ausbildung von „Sliding-Modes“ kommen kann, sowie die Bereiche, welche je nach
gegenwärtigem Zustand und Lage des Sollwerts entweder auf die Einzugsbereiche oder auf die Sliding-
Modes führen. Da die Sliding-Modes jeweils in die stabilen Einzugsbereiche führen, lässt sich schließ-
lich globale asymptotische Stabilität des resultierenden Systems argumentieren. Abbildung 5.15(b) zeigt
mehrere mögliche Trajektorien.
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(b) Systemtrajektorien in der Nähe der Schaltgrenze

Abbildung 5.15: Die beiden Abbildungen zeigen wieder die Überlagerung der Koordinatenraster für Rad 1 (dicker, roter Kreis;
Raster dargestellt durch grün gepunktete und gestrichelte Linien) und Rad 2 (dicker, magenta Kreis; Raster dargestellt durch
cyan gepunktete und gestrichelte Linien). Das schwarze Viereck �xs markiert die gewünschte Konfiguration. Der schwarze Kreis
eine beispielhafte Ausgangskonfiguration �x0. Abbildung 5.15(a) zeigt den Einzugsbereich (blau gestrichelter Kreis), in welchem
das System asymptotisch stabil ist und keine Umschaltungen stattfinden. Man kann erkennen, dass dieser Bereich aufgrund der
Nähe der Sollkonfiguration zu den Schaltgrenzen sehr klein wird. Des Weiteren sind die Systemtrajektorien dargestellt, welche
sich ergeben, wenn der Regler bezüglich Rad 1 (schwarzer Pfeil) bzw. Rad 2 (schwarz, gestrichelter Pfeil) formuliert wird. Diese
Trajektorien sind im Wesentlichen unabhängig vom spezifischen, implementierten Regler. Sie ergeben sich aus der Tatsache,
dass im dargestellten Fall eine Regeldifferenz jeweils nur bezüglich des ϕ-Parameters auftritt. Es ist offensichtlich, dass die
Trajektorien sich in Abhängigkeit vom jeweils verwandten Bezugssystem unterscheiden werden und es für den dargestellten
Fall zu wiederholten Schaltvorgängen kommen wird. Abbildung 5.15(b) skizziert das Vektorfeld, welches sich in der Nähe
der Schaltgrenzen ergibt. Man kann erkennen, dass es in mehreren Bereichen (violett gestrichelte Rechtecke) zur Ausbildung
von Sliding-Modes kommt. Diese Sliding-Modes führen dabei immer auf Bereiche, in denen das System letztlich asymptotisch
stabil ist und keine Umschaltungen mehr vorkommen. Die skizzierten Vektorfelder stellen das System lediglich qualitativ dar.
Ihre exakte Ausbildung und die Ausbildung der damit verbundenen Sliding-Modes hängt von der konkreten Implementierung
des Reglers ab. Die generelle Ausbildung von Sliding-Modes ist aber eine strukturelle Eigenschaft des Systems bei Basiswechsel
und ist in der Transformation zwischen den Bezugssystemen festgelegt.
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6 Implementierung und Versuchsdurchführung

Während im vorangegangenen Kapitel Entwurf und Analyse der ausgewählten Regelungsan-
sätze möglichst allgemein gehalten wurden, widmet sich dieses Kapitel der Implementierung
der Regler mit Care-O-bot® 3 als konkretem Zielsystem und der Beschreibung möglichst aus-
sagekräftiger Versuchs-Szenarien.

Abschnitt 6.1 spezifiziert knapp den Versuchsaufbau. Zunächst wird in Abschnitt 6.1.1 kurz die
Auswahl der charakteristischen Größen, die gemessen bzw. simulativ bestimmt werden sollen,
erläutert. Dann werden die technischen Eigenschaften des Zielsystems Care-O-bot® 3 hin-
sichtlich Hardware (Abschnitt 6.1.2) und Software-Struktur (Abschnitt 6.1.3) diskutiert. Um
eine möglichst gute Vergleichbarkeit der Ergebnisse sicherzustellen, findet die quantitative
Auswertung auf Basis einer Simulation des Fahrwerks statt. Abschließend wird der Regler auf
Radmodulebene spezifiziert. Dieser Regler ist einerseits Teil des unterlagerten Regelkreises,
für jeden der entworfenen Fahrwerksregler. Andererseits kann er als Referenz zur Bewertung
der anderen Regler dienen.

In Abschnitt 6.2 werden dann die zuvor spezifizierten Versuche exemplarisch für den Refe-
renzregler durchgeführt. Untersucht wird das Verhalten bei Einheitssprung, entlang einer
kritischen Trajektorie und für zufällig wechselnde Sollwerte. Bei der Diskussion der Ergeb-
nisse wird, zur Vorbereitung des folgenden Kapitels, der anschaulichen Erläuterung der ge-
messenen Größen sowie der gewählten statistischen bzw. graphischen Darstellung viel Raum
eingeräumt.

6.1 Aufbau und Eigenschaften des Versuchsträgers

6.1.1 Konzeption der Experimente

Ziel der Untersuchungen ist neben qualitativen Aussagen bezüglich der generellen Validität der Rege-
lungsansätze insbesondere ein quantitativer Vergleich der Regler. Von Interesse sind dabei insbesondere
folgende Kenngrößen:

1. Das Verhältnis zwischen gesamtem Arbeitsraum und tatsächlich nutzbarem Arbeitsraum: Das ist
ein Maß, in wieweit die Flächenbeweglichkeit des Fahrwerks in der Anwendung später tatsächlich
nutzbar gemacht werden kann.

2. Die Einregel- bzw. Ausregelzeit: Das ist ein Maß für den zu erwartenden Trajektorienfehler in
übergeordnete Anwendungen. Dabei wird davon ausgegangen, dass übergeordneten Anwendungen
einen kartesischen oder sphärischen Twist kommandieren. Ist die Einregelzeit hinreichend schnell,
kann der Einfluss der Fahrwerksregelung dort vernachlässigt werden.

3. Die resultierenden Stellgrößen bzw. kommandierten Gelenkwinkelgeschwindigkeiten: Je geringer
diese sind, desto ökonomischer ist der Regler und desto geringer wird die Materialbelastung sein.
Zusätzlich ist die gemeinsame Einhaltung der Beschränkungen Voraussetzung für eine koordinierte
Bewegung aller Räder.
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(a) Serviceroboter Care-O-bot® 3 (b) Fahrwerk des Care-O-bot® 3 ohne weitere Aufbauten

Abbildung 6.1: Abbildung 6.1(a) zeigt Care-O-bot® 3 mit allen wesentlichen Komponenten, wie er zur Evaluierung der Rege-
lung im Gesamtsystem eingesetzt wurde. Abbildung 6.1(b) zeigt die quasi-omnidirektionale Plattform des Care-O-bot® 3 als
separate Einheit. Man kann die vier aktiv gelenkten und angetriebenen Radmodule erkennen.

4. Die Abweichung der Lenkwinkel von ihrer „nächstgelegenen zulässigen Konfiguration“ bzw. die
Varianz des gemessenen Momentanpols in Relation zur absoluten Position in der Fahrwerksebene:
Dies ist ein Maß für die Güte der Koordination bzw. Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen
während der Rekonfiguration des Fahrwerks. Mittelbar lässt dies Rückschlüsse auf die Materialbe-
lastung durch innere Verspannungen bzw. auf die Güte der Fahrbewegung zu.

Zur Untersuchung der entworfenen Regler bezüglich dieser Kriterien und um die Aussagen hinsicht-
lich Einzugsbereich und Stabilität zu verifizieren, wurden die Regler hinsichtlich der Kinematik des
Care-O-bot® 3 (Abb. 6.1(a)) ausgelegt und implementiert. Abschnitt 6.1.2 beschreibt die mobile Basis
(Abb. 6.1(b)) des Care-O-bot® 3 knapp und erläutert die mechanischen und elektronischen Eigenschaften
des Versuchsaufbaus, soweit sie zur Bewertung der Versuchsergebnisse relevant sind.

Zur quantitativen Bewertung der unterschiedlichen Konzepte wurde das Fahrwerk des Care-O-bot® 3 in
Matlab/Simulink modelliert. Das erlaubt zum einen den Test von kritischen Fahrsituationen, wie zum Bei-
spiel dem Start bei invaliden Anfangszuständen, zum anderen kann so die Vergleichbarkeit der Resultate
verbessert werden, da äußere Störungen ausgeschlossen sind.

In Abschnitt 8.1 werden die diskutierten Konzepte schließlich qualitativ im Kontext übergeordneter An-
wendungen bewertet. Insbesondere wird das Zusammenspiel von Fahrwerksregelung und autonomer Na-
vigation bzw. Teleoperation und mobiler Manipulation diskutiert. Als Anschauungsobjekt dient dabei
wieder die Serviceroboterplattform Care-O-bot® 3 (Abb. 6.1(a)). Abschnitt 6.1.3 diskutiert knapp das
entsprechende Softwareframework sowie die Integration der Softwaremodule, welche den Regler bilden.

Zur besseren Einordnung der erzielten Ergebnisse wird der zum unterlagerten Regelkreis gehörende Rad-
modulregler einzeln untersucht. In Zuge dieser Versuche werden die Sollwerte nach Descartes’ Prinzip der
Festkörperbewegung abgeleitet. Der Radmodulregler nutzt den gesamten Konfigurationsraum des Fahr-
werks und führt auf eine minimale Einregelzeit. Dabei vernachlässigt er die nicht-holonomen Bindungen
und verzichtet auf eine Koordination der Räder. Die Versuche mittels des Referenzreglers werden daher
auf die Simulation beschränkt. Abschnitt 6.1.4 diskutiert knapp die Auslegung dieses Reglers.
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xr

yr

yr

zr

h0h1

h2

dw,a

da,i

xa,i

ya,i

φa,i

(a) Abmessungen der mobilen Basis (b) Aufbau der Radmodule

Abbildung 6.2: Abbildung 6.2(a) zeigt eine schematische Darstellung der mobilen Basis mit den zugehörigen Abmessungen.
Abbildung 6.2(b) zeigt den Aufbau eines Radmoduls. Die zueinander gehörende Antriebs- und Abtriebsseite ist jeweils in der
gleichen Farbe dargestellt (grün: Lenkung; blau: Antrieb).

6.1.2 Hardwarespezifikation

Als Versuchsträger wird die mobile Basis des Care-O-bot® 3 eingesetzt. Diese setzt sich im Wesentlichen
aus den vier Fahrdrehmodulen, der Leistungselektronik, einem PC sowie zwei Laserscannern als exte-
rorezeptiven Sensoren zusammen. Der PC stellt die zentrale Steuereinheit des Systems dar. Hier laufen
sowohl die später relevanten Routinen der autonomen Navigation als auch die Regler auf Fahrwerksebene.
Die Laserscanner sind über RS422 bei 500 kBaud an den PC angebunden, die Fahrdrehmodule über einen
gemeinsamen CAN-Bus bei 1MBaud. Der PC wird unter Linux (Ubuntu) betrieben.

Der Versuchsträger Care-O-bot® 3 hat ein Gesamtgewicht von 180 kg. Davon entfallen etwa 120 kg auf
die mobile Basis und hier wiederum ein Großteil auf den verwendeten Lithium-Ionen Akku. Die Plattform
hat damit einen sehr tiefen Schwerpunkt und ist entsprechend kippstabil. Der Lithium-Ionen Akku stellt
60 Ah bei 48 V bereit. Die Abmessungen des Versuchsaufbaus in Länge, Breite und Höhe betragen ohne
die flexiblen Hüllen 75/55/145 cm (Abb. 6.2(a)).

Die Radmodule sind punktsymmetrisch um den Ursprung des Fahrzeugkoordinatensystems angeordnet.
Die vertikale Rotationsachse des ersten Radmoduls durchstößt die Fahrwerksebene in Punkt (xa,1,ya,1) =
(0.235,0.185). Die Lage der übrigen Radmodule ergibt sich entsprechend aus der Symmetrie. Dabei wurde
das nach Kapitel 2 definierte Koordinatensystem als Bezug gewählt. Die Radmodule sind nach der in
Abschnitt 2.1.2 gegebenen Konvention nummeriert.

Alle Radmodule sind vollständig aktuiert. Für Fahr- und Lenkbewegung werden die gleichen Antriebe
(Mecapion APM SB03AAK3-9) verwendet. Die Motoren stellen eine Nenndrehzahl von 3000 min−1, ei-
ne maximale Drehzahl von 5000 min−1 und ein Nennmoment von 0.95 Nm bzw. ein maximales Drehmo-
ment von 2.85 Nm bereit. In die Motoren sind Relativencoder mit einer antriebsseitigen Auflösung von
1.53 mrad, also 4096 Pulsen pro Umdrehung integriert. Die Lenkmodule verfügen zusätzlich über einen
optischen Taster, der eine absolute Referenzierung während der Initialisierung des Systems erlaubt.

Zur Anbindung von Lenkachse und Motor wird ein Schneckengetriebe mit einer Übersetzung von 12.6 : 1
verwendet. Rad und Antriebsmotor sind über eine Kombination von Schneckengetriebe, Kegelrad und
Zahnriemen mit einem resultierenden Übersetzungsverhältnis von 30 : 1 angebunden. Dabei wird eine
Getriebedurchführung verwendet, so dass der Antriebsmotor zusammen mit dem Lenkmotor steif auf
dem Roboterkörper montiert werden kann. Durch diese Durchführung kommt es zu einer getriebeseitigen
Kopplung von Lenk- und Fahrbewegungen. Der Koppelungsfaktor beträgt 0.5. Das bedeutet: wird die Ori-
entierung des Rades um 2π rad geändert, wird gleichzeitig eine Rollbewegung ausgelöst. Das Rad wird
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Abbildung 6.3: Grobstruktur der Steuerungs- bzw. Navigationssoftware des Care-O-bot® 3. Die Darstellung ist auf die wesent-
lichen algorithmischen Elemente im Zusammenhang mit der Ansteuerung des Fahrwerks reduziert.

dabei um einen Winkel von π rad bewegt. Die Räder selbst haben einen Durchmesser von 0.15 m. Der Off-
set seitwärts zur Lenkachse beträgt 22 mm. Daraus ergibt sich eine weitere Koppelung. Die Rotationsrate
muss in Abhängigkeit von der Lenkrate um den Faktor 0.146 korrigiert werden, damit das Rad bei einer
Änderung seiner Orientierung sauber auf dem Boden abrollt.

Zur Ansteuerung der Motoren werden Elmo Whistle-Dou (WHI-10/60) Motorcontroller verwendet. Die
Controller werden im Geschwindigkeitsmodus betrieben. Die übergeordneten Regelkreise setzen also
Sollwerte für die Geschwindigkeit der Gelenkwinkel, die Motorcontroller bilden Strom- bzw. Kraftre-
gelkreis. Die Taktrate der Controller beträgt bis zu 350 Hz für den Geschwindigkeitsregelkreis und bis
zu 2.5 kHz für den unterlagerten Stromregelkreis. Die Regelkreise wurden so eingestellt, dass sie PT2-
Verhalten zeigen. Befindet sich das System aus Motor und Controller nicht bereits am Rande seines Ar-
beitsbereiches (hohe Geschwindigkeit, große Beschleunigung), ist das Verhalten hinreichend schnell zur
Ausregelung kleiner Störungen. Einflüsse von Bodenunebenheiten und kleine Störungen wie Türschwel-
len können in den überlagerten Regelkreisen ignoriert werden.

6.1.3 Strukturierung der Softwaremodule

Die Softwarekomponenten des Navigationsmoduls lassen sich grob in globale Bahnplanung, lokale Bahn-
optimierung, Bahninterpolation und Bahnregelung sowie Regelung auf Fahrwerksebene und Gelenkwin-
kelebene unterteilen (Abb. 6.3). Für die globale Bahnplanung wurde ein probabilistischer Planer auf Basis
der „Probabilistic Roadmap Method“ (PRM) nach (Kavraki u. a. 1996) implementiert, der alle Freiheits-
grade des Roboter ansteuern kann und dabei seine Geometrie berücksichtigt. Die Optimierung wird nach
der Methode der „Elastic Bands“ (Quinlan und Khatib 1993) durchgeführt, welche an die Anforderungen
einer omnidirektionalen Plattform angepasst wurden. Dabei wurde die Plattform jeweils als holonom, om-
nidirektional behandelt. Bahninterpolation und Bahnregelung wurden ebenfalls dahin gehend vereinfacht,
dass sie die Plattform als holonom, omnidirektional behandeln.
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Abbildung 6.4: Dargestellt ist das Blockschaltbild der implementierten Regelung auf Fahrwerksebene (PF/MPC) zusammen
mit den Komponenten Beobachter (KF), inverser (ΞT Q) und direkter (ΦQT ) Kinematik und den unterlagerten Regelkreisen
(Kp,Kν,Kw). Eine detaillierte Darstellung des unterlagerten Regelkreises auf Radmodulebene ist in Abbildung 6.5 zu sehen.

Hinsichtlich der Implementierung lässt sich das System grob in drei Ebenen zerlegen. Die unterste, dyna-
mische Ebene hinsichtlich der einzelnen Gelenke, die in Form der Elmo Motorcontroller „hardwareseitig“
implementiert ist. Eingangsgrößen dieser Ebene sind die Sollwerte für die Gelenkwinkelgeschwindigkei-
ten. Ausgangs- bzw. Messgrößen sind die tatsächlichen bzw. gemessenen Werte bezüglich Gelenkwinkel
und Gelenkwinkelgeschwindigkeit, also die interne Konfiguration des Fahrwerks. Die übergeordnete, ab-
strakte Ebene, welche im Falle der Navigation durch die am Fraunhofer IPA entwickelte Navigationssoft-
ware gegeben ist, aber auch durch eine beliebige, applikationsspezifische Software ersetzt werden kann.
Die Schnittstelle zur Fahrwerksebene erlaubt das Setzen von kartesischen Geschwindigkeitskommandos
bzw. Auslesen der gegenwärtigen Geschwindigkeit sowie der relativen Positionsänderung bezüglich des
Weltkoordinatensystems seit dem letzten Aufruf. Die Interaktion findet dabei über das Softwareframework
ROS (Cousins u. a. 2010) statt.

Auf Ebene der Fahrwerksregelung muss damit die Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen bzw. die
Koordination der Radmodule sichergestellt werden. Zudem muss die Regelung auf Fahrwerksebene hin-
reichend schnell sein, um den Trajektorienfehler aufgrund der Vereinfachung bei Bahnplanung und -
optimierung gering zu halten. Hier war das Fahrwerk als holonom modelliert worden. Auf unterster Ebene
werden die einzelnen Radmodule ausgeregelt. Diese Regelung lässt sich nochmals grob in eine „kinema-
tische“ Ebene und eine „dynamische“ Ebene unterteilen.

Die „dynamische“ Ebene ist durch die bereits erwähnten, kommerziellen Motorcontroller gegeben. Die ki-
nematische Ebene besteht im Wesentlichen aus einem PI-Regler, der die Aufintegration von Gelenkwinkel-
fehlern vermeiden soll. Das ist notwendig, da die Fahrwerksregelung selbst nur noch auf der reduzierten
Zustandsraumdarstellung, dem Momentanpol bzw. sphärischen Twist und dessen erster Ableitung beruht.
Fehlstellungen einzelner Räder, welche die nicht-holonomen Bindungen verletzen und damit nicht im Zu-
standsraum abgebildet werden, müssen daher in einem unterlagerten Regler korrigiert werden (Abb. 6.4).

Das Softwaremodul, das den Regler auf Fahrwerksebene implementiert, setzt sich aus folgenden Kompo-
nenten (Abb. 6.4) zusammen: Den Modulen, welche die inverse Kinematik ΞT Q und die direkte Kinematik
ΦQT rechnen, sowie dem Modul, das die Abbildung von gesamtem Konfigurationsraum in den kartesi-
schen Geschwindigkeitsraum und die Odometrie rechnet. Des Weiteren existiert ein Modul �gcs (Abb. 6.4),
das die Abbildung von kartesischem Geschwindigkeitsraum in den erweiterten Twistraum rechnet und
den vorteilhaftesten Sollwert aus der Menge der möglichen Sollwerte auswählt. Darüber hinaus ist der
in Abschnitt 4.1.3 skizzierte Beobachter Teil des Softwaremoduls, das den Regler auf Fahrwerksebene
implementiert. Schließlich stellen der eigentliche Fahrwerksregler sowie die Regler für die einzelnen Rad-
module eigenständige Module dar.
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6.1.4 Auslegung des Referenzreglers

Um eine Referenz für die Geschwindigkeit des Reglers bzw. die mit der Regelabweichung einhergehende
Trajektorienabweichung zu erhalten, wird der Regler auf Radmodulebene (Abb. 6.5) als eigenständiger
Regler integriert. Dazu entfällt die Vorsteuerung über den im Regler für den sphärischen Twist abgeleiteten
Sollwert der Gelenkwinkelgeschwindigkeit (gestrichelt in Abbildung 6.5)

Kwq = 0
Kwe = 1 .

Der Regler auf Radmodulebene entspricht damit einem linearen, potentialfeldbasierten Regler nach Ab-
schnitt 5.2 bzw. einem I-Regler mit Stellgrößenbeschränkung und Anti-Wind-Up. Die Rückführung der
integrierten Stellgröße (Kν-Block in Abb. 6.5) realisiert dabei das Anti-Wind-Up.

Um die Sollgröße �qs bezüglich der Gelenkwinkelstellungen zu errechnen, wird die vektorielle Geschwin-
digkeit in den Lenkachsen nach Descartes’ Prinzip der Festkörperbewegung direkt aus dem kartesischen
Twist �trwr berechnet (Alexander und Maddocks 1989). Aus der kartesischen Geschwindigkeit in der Rad-
achse ergibt sich dann der Sollwert für den zugehörigen Lenkwinkel ϕs,i, damit der Punkt des Rad-Boden-
Kontaktes und dann letztlich die notwendige Rotationsrate ϕ̇d,i für das Rad. Diese Berechnung liefert
aufgrund der Mehrdeutigkeiten zwei Lösungen für jedes der Räder. Um eine Lösung auszuwählen, wird
ein Gütemaß

JLsgi = k1 ·Δϕm+ k2 ·Δϕk−1

ausgewertet, welches die Abweichung Δϕm zwischen Lösung und aktuellem Lenkwinkel sowie die Abwei-
chung Δϕk−1 zwischen Lösung und letztem Sollwert des Lenkwinkels gewichtet. Diese Auswahl wird für
jedes einzelne Rad unabhängig von den anderen Rädern durchgeführt. Die Gewichtung des letzten Soll-
werts verhindert dabei ein andauerndes Umschalten zwischen den beiden Lösungsdomänen, das auftreten
kann, wenn die Lösungen zu den jeweiligen Domänen ähnlich weit vom gegenwärtigen Zustand entfernt
sind. Das ist z.B. der Fall, wenn nach einer Fahrt in Vorwärtsrichtung eine Fahrt in Seitwärtsrichtung
kommandiert wird.

Diese Bestimmung der Sollgrößen führt letztlich auf den Punkt im Konfigurationsraum, welcher den
geforderten Sollwert für den Twist repräsentiert und den geringsten Abstand von dem Punkt im Kon-
figurationsraum hat, welcher die gegenwärtige Konfiguration repräsentiert. Diese beiden Punkte liegen
im Allgemeinen nicht in der gleichen Lösungsdomäne. Daraus folgen zwei Eigenschaften dieses Reg-
lers. Einerseits wählt der vorgeschlagene Regler immer den kürzesten Weg zur Sollkonfiguration und
stellt damit bei geeigneter Auslegung ein zeitoptimales Regelungsgesetz dar. Andererseits impliziert ei-
ne Überführung des Zustandes durch lineare Interpolation zwischen diesen Punkten, ob für alle Achsen
gemeinsam oder jede Achse für sich, im Allgemeinen eine Verletzung der nicht-holonomen Bindungen
aufgrund des Domänenwechsels.

In praktischen Versuchen zeigt sich, dass der Referenzansatz eine gute Performance liefert, solange Soll-
und Istwert dicht beieinander liegen. In diesem Fall findet in der Regel kein Domänenwechsel statt und
die Lenkwinkel weichen nur leicht von jenen ab, welche mit den nicht-holonomen Bindungen konform
sind. Allerdings kommt es sporadisch, insbesondere nach Stopps und erneutem Anfahren in eine andere
Richtung, zu einem unruhigen Fahrverhalten. Für die experimentelle Auswertung und den Vergleich der
Ergebnisse ist diese Performance hinreichend.
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6.2 Versuchsdurchführung am Beispiel des Referenzreglers

6.2.1 Verhalten bei Einheitssprung der Sollwerte

Um im Folgenden die diskutierten regelungstechnischen Ansätze zu validieren und qualitativ miteinander
zu vergleichen, werden die Systeme jeweils mit einer Sprungantwort bezüglich jedes der drei Freiheits-
grade der ebenen Bewegung sowie mit einer „kritischen Trajektorie“ und einer langen „Zufallsfahrt“ be-
aufschlagt. Die kritische Trajektorie ist dabei so gewählt, dass einige Sollwerte direkt in der Nähe von
Singularitäten liegen bzw. bei einer direkten Überführung des Systems von einem zum anderen Sollwert
singuläre Bereiche des Arbeitsraums gequert würden. Bei der Zufallsfahrt werden im Sekundentakt Soll-
werte für den Twist generiert. Diese sind über den gesamten Zustandsraum, einschließlich der singulären
Bereiche, gleich verteilt.

Bevor die in Kapitel 5 entworfenen Regler evaluiert werden, werden die Versuche exemplarisch für den
zuvor eingeführten Referenzregler auf Radmodulebene durchgeführt. Im Zuge dieser Untersuchung wer-
den die im Folgenden zur Quantifizierung der Regelungsgüte verwandten Messgrößen eingeführt und
ihre Bedeutung anschaulich diskutiert. Die erzielten Ergebnisse dienen als Benchmark zur Bewertung der
anschließend in Kapitel 7 evaluierten Verfahren. Insbesondere hinsichtlich der gemessenen Einregelzeit
wird der Referenzregler auf Radmodulebene auf eine untere, optimale Grenze führen. Da dieser Regler
den gesamten Konfigurationsraum inklusive der unzulässigen Bereiche nutzt, kann er immer die kürzeste,
direkte Verbindung zwischen zwei Konfigurationen abfahren. Diese Eigenschaft zeigt sich deutlich bei Be-
aufschlagung mit einem Einheitssprung bezüglich der Rotation des Roboters ωr

wr. Zunächst sollen jedoch
noch die Einheitssprünge bzgl. der translatorischen Geschwindigkeit (vr

wr,x,vr
wr,y) untersucht werden.

Abbildung 6.6 zeigt die Sprungantwort des Referenzregler bei Beaufschlagung mit einem Einheitssprung
der translatorischen Geschwindigkeit vr

wr,x in x-Richtung bezogen auf das Roboterkoordinatensystem. Die
Einregelzeit in das [−10%,+10%]-Intervall um den Sollwert beträgt 0.16 s. Die kommandierte Rotation
der Räder �̇ϕd (Abb. 6.6(c), mittlerer Plot) ist ein Einheitssprung auf 6.667 rad/s. Die Einregelzeit ist
maßgeblich durch die Einregelzeit bzgl. des Betrags ρr

wr der verallgemeinerten Geschwindigkeit und nicht
durch Rekonfiguration des Fahrwerks bestimmt. Da in der Ausgangskonfiguration des Fahrwerks alle
Räder nach vorne zeigen, ist im vorliegenden Fall kein Lenken nötig (Abb. 6.6(c), mittlerer Plot). Das
Fahrwerk kann unmittelbar in die vorgegebene Richtung beschleunigen (Abb. 6.6(a)). Ebenso sind die
nicht-holonomen Bindungen trivial erfüllt, keine der Lenkachsen weicht von der zulässigen Konfiguration
ab (Abb. 6.6(c), unterer Plot).

Kν

KweKp
�qs

�̇qs

∫−�eq �ue

�̇qu

�̇eq

�qm

Kwq

Abbildung 6.5: Dargestellt ist das Blockschaltbild des Reglers auf Radmodulebene. Der gestrichelt dargestellte Weg entspricht
der Vorsteuerung bei Verwendung des Reglers in Zusammenhang mit dem in Abbildung 6.4 dargestellten Fahrwerksregler.
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Abbildung 6.6: Sprungantwort des Radmodulreglers bei Beaufschlagung mit einem Einheitssprung in vr
wr,x. Die Abbildungen

zeigen v.l.n.r. die Antwort bezüglich der kartesischen Darstellung sowie der sphärischen Darstellung des Twists. Abbildung 6.6(c)
zeigt v.o.n.u. die zugehörigen kommandierten Gelenkwinkelgeschwindigkeiten bzgl. der Radachse bzw. Lenkachse sowie den
Lenkwinkelfehler, jeweils für alle Räder. Dabei bezieht sich der Lenkwinkelfehler auf den unter Einhaltung der nicht-holonomen
Bindungen zulässigen Lenkwinkel.

Abbildung 6.7 zeigt die Sprungantwort des geregelten Systems bei Beaufschlagung mit einem Einheits-
sprung der translatorischen Geschwindigkeit vr

wr,y in y-Richtung bezogen auf das Roboterkoordinatensys-
tem. Die Einregelzeit beträgt in diesem Fall 0.3 s. Es ist zu erkennen (rot gestrichelter Kreis in Abb. 6.7(a)),
wie es durch die nötige Umorientierung zu einer Störung der vr

wr,x-Komponenten kommt. Dies liegt an
der Kopplung der Freiheitsgrade über die nicht-holonomen Bindungen. Bezüglich der sphärischen Dar-
stellung des Twists (Abb. 6.7(b)) tritt diese Störung nicht auf. Hier wird die Bewegung in die beiden
unabhängigen Freiheitsgrade ρr

wr und ϕr
wr zerlegt.

Die im Vergleich zum Einheitssprung in vr
wr,x längere Einregelzeit ist maßgeblich durch die Lenkbewe-

gung bestimmt. Alle Räder müssen gleichermaßen um 90◦ rotiert werden (Abb. 6.8). Dies ist die für
diesen Ansatz maximale Regeldifferenz. Die maximale Stellrate der Lenkwinkel beträgt in diesem Fall
6.468 rad/s. Da in diesem Fall die Regeldifferenz für alle Radmodule identisch ist, ergibt sich in der Si-
mulation ein identischer Verlauf der kommandierten Geschwindigkeit. Aus dem gleichen Grund sind die
Räder in diesem Fall synchron, obwohl die Regelung der Radmodule nicht explizit koordiniert wird. Die
Abweichung der Lenkwinkel der Räder von dem Lenkwinkel, unter welchem der gemeinsame Schnitt-
punkt liegt (letzter Graph in Abb. 6.7(c)), ist für alle Räder identisch Null. Der zusätzliche Anstieg und
anschließende Abfall der Rotation des Rades nach dem Einheitssprung (erster Graph in Abb. 6.7(c)) ist
durch die Kopplung der beiden Gelenke eines Radmoduls bedingt. Aufgrund des Versatzes der Räder zur
Lenkachse beim hier simulierten System (vgl. Abschnitt 6.1.2) ist das Aufschalten einer Ausgleichsbewe-
gung nötig.

Wie man in Abbildung 6.8(d) erkennen kann, bildet die Systemtrajektorie eine Gerade von Ausgangskon-
figuration �t0 zu Zielkonfiguration �te. Hier wurde auf die Darstellung der alternativen Lösungen verzichtet.
Die Konfiguration des Fahrwerks ist zu jedem Zeitpunkt wohl definiert.

Abbildung 6.9 zeigt die Sprungantwort des geregelten Systems bei Beaufschlagung mit einem Einheits-
sprung der rotatorischen Geschwindigkeit ωr

wr. Die Einregelzeit beträgt in diesem Fall 0.26 s. Sie ist wie-
derum maßgeblich durch die Dauer der Rekonfiguration geprägt und fällt etwas kürzer aus als für den
Einheitssprung bzgl. vr

wr,y, da der zu stellende maximale Lenkwinkel kleiner ist. Wieder ist zu erkennen
(rot gestrichelter Kreis in Abb. 6.9(a)), wie es durch die nötige Umorientierung zu einer Störung der
vr

wr,x- und der vr
wr,y-Komponente kommt. Während die Störung in vr

wr,x wieder auf die Kopplung der Frei-
heitsgrade über die nicht-holonomen Bindungen zurückzuführen ist, steht die Störung in vr

wr,y mit der
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Abbildung 6.7: Sprungantwort des Radmodulreglers bei Beaufschlagung mit einem Einheitssprung in vr
wr,y. Die Abbildungen

zeigen v.l.n.r. die Antwort bezüglich der kartesischen Darstellung sowie der sphärischen Darstellung des Twists. Abbildung 6.7(c)
zeigt v.o.n.u. die zugehörigen kommandierten Gelenkwinkelgeschwindigkeiten bzgl. der Radachse bzw. Lenkachse sowie den
Lenkwinkelfehler, jeweils für alle Räder. Dabei bezieht sich der Lenkwinkelfehler auf den unter Einhaltung der nicht-holonomen
Bindungen zulässigen Lenkwinkel.

Verletzung der nicht-holonomen Bindungen in Zusammenhang. Darauf ist auch der unstetige Verlauf der
ωr

wr-Komponente (unterster Graph in Abb.6.9(a)) zurückzuführen.

Dieser Übergang von einer validen Konfiguration in eine andere valide Konfiguration über eine invali-
de Systemtrajektorie ist in Abbildung 6.10 exemplarisch dargestellt. So sind in Abbildung 6.10(b) und
Abbildung 6.10(c) jeweils die Radpaare 24 und 13 parallel zueinander, während die übrigen Paarungen
Schnittpunkte (kleine blaue bzw. rote Kreise) in der Nähe des Ursprungs des Roboterkoordinatensystems
bilden. Die Räder arbeiten damit gegeneinander. Die nicht-holonomen Bindungen werden verletzt. Man
kann erkennen, dass in der in Abbildung 6.10(c) dargestellten Übergangskonfiguration die Räder 2 und 4
annähernd senkrecht zu den Rädern 1 und 3 stehen. Ein Abrollen der Räder verursacht damit ein Schie-
ben quer zu den jeweils anderen Rädern. Ein unruhiges Fahrverhalten und eine ggf. starke Belastung von
Motoren und Untergrund ist die Folge.

Diese Abweichung der einzelnen Räder von der idealen Konfiguration ist in Abbildung 6.9(c) (unterer
Graph) quantifiziert. Der Lenkwinkelfehler Δ�ϕs beschreibt die Abweichung jedes einzelnen Rades von
dem Lenkwinkel, welcher der geschätzten gegenwärtigen Momentanpolposition zugeordnet wäre. Der
maximale Fehler beträgt 0.62 rad bzw. 35,5◦. Als relevant kann im Allgemeinen ein Fehler von ca. 10◦
angesehen werden. In den folgenden Betrachtungen gilt als konservative Grenze für einen relevanten
Fehler der Wert von 0.1 rad. Das entspricht ca. 5.73◦. Der maximale Fehler liegt im hier betrachteten Fall
für die Dauer von 0.25 s über dieser Grenze.

Weitere Maße, welche eine Quantifizierung der Asynchronität der Radmodule bzw. der Verletzung der
nicht-holonomen Bindungen erlauben, sind die Varianz über alle signifikanten Achsschnittpunkte sowie
der Median bzw. der Maximalwert der Abweichungen der Achsschnittpunkte von der geschätzten Posi-
tion des Momentanpols (Abb. 6.11(b)). Im Wesentlichen können diese Maße als Abstandsmaß zwischen
der gegenwärtigen Konfiguration und dem Nullraum der nicht-holonomen Bindungen N[C1,s], der einen
Unterraum des Konfigurationsraums darstellt, interpretiert werden. Auch hier ergibt sich für die Dauer
von 0.24 s ein signifikantes Abstandsmaß. In der Systemtrajektorie zeigt sich diese Verletzung der nicht-
holonomen Bindungen in Form starker Sprünge der Kurve (Bereich innerhalb der rot gestrichelten Ellipse
in Abbildung 6.11(b)) sowie dadurch, dass keine geradlinige Bahn zwischen Sollkonfiguration �te und
Ausgangskonfiguration �t0 abgefahren wird.
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Abbildung 6.8: Abbildung 6.8(a) bis 6.8(c) visualisieren die Änderung der Konfiguration während des Lenkvorgangs. Darge-
stellt ist das Fahrwerk (großes schwarzes Rechteck) mit allen Radmodulen (kleine schwarze Rechtecke kennzeichnen das Rad,
Kreise kennzeichnen die Position der zugehörigen Lenkachse) sowie die Achsgeraden durch alle Räder (blaue Linien). Die rot ge-
strichelten Kurven stellen exemplarisch die Wirkbereiche von repulsiven Potentialen dar. Abbildung 6.8(d) zeigt den Verlauf der
Systemtrajektorie im Zustandsraum. Dargestellt ist die Projektion der Systemtrajektorie auf die Oberfläche des auf toroidale To-
pologie erweiterten Zustandsraums. Die konzentrischen Ellipsen stellen die nach Zweierpotenzen skalierten Höhenverläufe eines
exemplarischen repulsiven Potentials dar. Die Zentren der Ellipsen markieren die Lage der vier Radachsen (Abb. 6.8(a)) bzw. der
daraus erwachsenden 16 Singularitäten. Der Zustandsraum bei Beschränkung auf die sphärische Topologie entspricht dem durch
die schwarz gepunkteten Linien eingegrenzten Bereich. Die in diesem Bereich liegenden Singularitäten sind zusätzlich durch
blaue Sterne markiert. Die Systemtrajektorie ist als breite blaue Linie zwischen Startkonfiguration �t0 und Zielkonfiguration �te
(schwarze Kreise) dargestellt.
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(c) Sprungantwort – Gelenkwinkel

Abbildung 6.9: Sprungantwort des Radmodulreglers bei Beaufschlagung mit einem Einheitssprung in ωr
wr. Die Abbildungen

zeigen v.l.n.r. die Antwort bezüglich der kartesischen Darstellung sowie der sphärischen Darstellung des Twists. Abbildung 6.9(c)
zeigt v.o.n.u. die zugehörigen kommandierten Gelenkwinkelgeschwindigkeiten bzgl. der Radachse bzw. Lenkachse sowie den
Lenkwinkelfehler, jeweils für alle Räder. Dabei bezieht sich der Lenkwinkelfehler auf den unter Einhaltung der nicht-holonomen
Bindungen zulässigen Lenkwinkel.

In Anbetracht von Größe und Dauer der Störungen bzw. in Anbetracht des Ausmaßes der Verletzung
der nicht-holonomen Bindungen ist also für den hier betrachteten Fall mit Störungen im Laufverhalten
des Systems zu rechnen. Dabei spielt der Untergrund bzw. der Reibkoeffizient zwischen Rad und Boden
eine erhebliche Rolle. Bei einem geringen Reibkoeffizient, wie z.B. auf verschmutztem Parkett können
die Räder leicht durchrutschen. Das „Schieben“ über die Räder wird kaschiert.

Neben den sprunghaften Änderungen in ωr
wr bzw. θr

wr aufgrund der Verletzung der nicht-holonomen Bin-
dungen und dem damit nicht eindeutig definierten Momentanpol weist die Sprungantwort eine weitere
auffällige Charakteristik auf. Im mittleren Graph von Abbildung 6.9(a) bzw. in dem von der grün gestri-
chelten Ellipse umgebenen Bereich der Trajektorie in Abbildung 6.11(a) kann man erkennen, wie der
Parameter ϕr

wr mehrfach sprunghaft seinen Wert ändert. Anders als beim unstetigen Verlauf von ωr
wr bzw.

θr
wr liegt diesen Unstetigkeiten aber keine Verletzung der nicht-holonomen Bindungen zugrunde. Sie sind

die Folge der in Abschnitt 4.1 bereits analytisch abgeleiteten Nicht-Beobachtbarkeit des Parameters ϕ in
den Polen der Riemannschen Sphäre bzw. die Nicht-Definitheit der Polarkoordinaten des Momentanpols,
wenn dieser im Ursprung des Referenzsystems liegt. Diese Unstetigkeiten können wie in Abschnitt 4.1.3
gezeigt durch den Entwurf eines Beobachters behandelt werden. Tabelle 6.1 gibt einen Überblick über die
charakteristischen Kenngrößen für den Referenzregler auf Radmodulebene bei Aufschaltung der verschie-
denen Sprungantworten.
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Sprungantwort vr
wr,x 0.16 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Sprungantwort vr
wr,y 0.3 6.468 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

Sprungantwort ωr
wr 0.26 4.138 0.62 0.25 2.918 1.0 0.577

Tabelle 6.1: Kenngrößen des Referenzreglers bei Beaufschlagung mit Einheitssprung

139



6 Implementierung und Versuchsdurchführung

Fahrwerkskonfiguration in Xr

xr
ICM [m]

yr IC
M

[m
]

Achse zu Rad 1 und
Rad 4

Radmodul 1

Exempl. Wirkbe-
reich eines rep.
Potentials

−2
−1.5

−1

−1

−0.5

0

0

0.5

1

1

1.5

2

(a) Ausgangskonfiguration

Fahrwerkskonfiguration in Xr

xr
ICM [m]

yr IC
M

[m
]

−2
−1.5

−1

−1

−0.5

0

0

0.5

1

1

1.5

2

IP14

ICMs

IP23

(b) Übergangskonfiguration 1

Fahrwerkskonfiguration in Xr

xr
ICM [m]

yr IC
M

[m
]

−2
−1.5

−1

−1

−0.5

0

0

0.5

1

1

1.5

2

IP34

ICMm

IP12

(c) Übergangskonfiguration 2
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Abbildung 6.10: Abbildung 6.10(a) bis 6.10(d) visualisieren die Änderung der Konfiguration während des Lenkvorgangs. Dar-
gestellt ist das Fahrwerk (großes schwarzes Rechteck) mit allen Radmodulen (kleine schwarze Rechtecke kennzeichnen das Rad,
Kreise kennzeichnen die Position der zugehörigen Lenkachse) sowie die Achsgeraden durch alle Räder (blaue Linien). Die rot
gestrichelten Kurven stellen exemplarisch die Wirkbereiche von repulsiven Potentialen dar. Die gegenwärtige Sollposition des
Momentanpols �xICM,s wird als großer schwarzer Kreis (Abb. 6.10(b), ff.), die tatsächlich geschätzte Position des Momentanpols
�xICM,m als großer blauer Kreis (Abb. 6.10(c), f.) dargestellt. Des Weiteren sind die signifikanten Achsschnittpunkte (kleine blaue
Kreise, vgl. IP12 und IP34) in Abb. 6.10(c) und die insignifikanten Achsschnittpunkte (kleine rote Kreise, vgl. IP12 und IP34) in
Abb. 6.10(b) dargestellt. Als insignifikante Achsschnittpunkte werden Schnittpunkte fast paralleler Achsen bezeichnet.
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Abbildung 6.11: Abbildung 6.11(a) zeigt den Verlauf der Systemtrajektorie im Zustandsraum. Dargestellt ist die Projektion
der Systemtrajektorie auf die Oberfläche des auf toroidale Topologie erweiterten Zustandsraums. Die konzentrischen Ellipsen
stellen die nach Zweierpotenzen skalierten Höhenverläufe eines exemplarischen repulsiven Potentials dar. Die Zentren der Ellip-
sen markieren die Lage der vier Radachsen (Abb. 6.8(a)) bzw. der daraus erwachsenden 16 Singularitäten. Der Zustandsraum
bei Beschränkung auf die sphärische Topologie entspricht dem durch die schwarz gepunkteten Linien eingegrenzten Bereich.
Die in diesem Bereich liegenden Singularitäten sind zusätzlich durch blaue Sterne markiert. Die Systemtrajektorie ist als brei-
te blaue Linie zwischen Startkonfiguration �t0 und Zielkonfiguration �te (schwarze Kreise) dargestellt. Abbildung 6.11(b) stellt
ein Abstandsmaß zwischen gegenwärtiger Konfiguration �q und dem Nullraum der nicht-holonomen Bindungen N[C1,s] dar. Das
Ausmaß der Verletzung der nicht-holonomen Bindungen wird hier beschrieben durch die Standardabweichung entlang der Haupt-
achse der Kovarianzmatrix über alle signifikanten Achsschnittpunkte (blaue Linie) sowie den Median (rot gestrichelt) bzw. den
Maximalwert (schwarz gestrichelt) der Abweichungen der Achsschnittpunkte von der geschätzten Position des Momentanpols.

6.2.2 Verhalten entlang einer kritischen Systemtrajektorie

Um das Verhalten des Reglers in der Umgebung der Singularitäten zu untersuchen, wird das System mit
einer Sequenz von Sollgrößen T beaufschlagt, welche bei linearer Interpolation durch die Singularitäten
bzw. dicht an den Singularitäten vorbei führen. Die Kommandierung der kritischen Trajektorie erfolgt
durch Vorgabe der Sollgrößen für den Twist �trwr in sphärischer Repräsentation (Abb. 6.12(b)). Insbesonde-
re kritisch ist dabei die Überführung des Zustandsvektors von der ersten Sollwertvorgabe �ts,1 zur zweiten
�ts,2 bzw. von der zweiten zur dritten Sollwertvorgabe �ts,3. In Abbildung 6.13 kann man erkennen, dass die
lineare Interpolation zwischen diesen Konfigurationen über die singulären Bereiche führt.

Die längste Einregelzeit sowie der größte Winkelfehler, damit ist die größte Abweichung der Lenkwin-
kel von den unter Berücksichtigung der nicht-holonomen Bindungen zulässigen Winkel gemeint, tritt
erwartungsgemäß während eines der kritischen Sollwertwechsel auf. Nach Kommandierung des zweiten
Ziels beträgt die Einregelzeit 0.34 s und die Stellrate steigt auf 6.917 rad. Ein signifikanter Winkelfehler
(Δϕs ≥ 0.1 rad wird für die Dauer von 0.26 s gemessen. Dabei wächst der Winkelfehler Δϕs in diesem
Trajektorien-Abschnitt auf einen Maximalwert von 1.299 rad bzw. 74.43◦ an.

Betrachtet man die Systemtrajektorie (Abb. 6.13(a)), so kann man erkennen, dass sich der geschätzte
Momentanpol hier annähernd unmittelbar über eine Singularität, hier die Lenkachse des zweiten Rades,
bewegt. Das impliziert, dass das zweite Rad eine erheblich größere Winkeldifferenz zu stellen hat bzw.
die Stellgrößen erheblich höher sein müssten als bei den übrigen Rädern. Durch die Begrenzung der
Stellgrößen kommt es zu einem „Nachlaufen“ des zweiten Rades bzw. einer Aufintegration des Fehlers.
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(c) Verlauf Konfiguration

Abbildung 6.12: Verhalten des Radmodulreglers bei Beaufschlagung mit einer kritischen Trajektorie. Die Abbildungen zeigen
v.l.n.r. den Verlauf des Twists bei kartesischer Darstellung sowie bei Darstellung in sphärischen Koordinaten. Abbildung 6.12(c)
zeigt v.o.n.u. die zugehörigen kommandierten Gelenkwinkelgeschwindigkeiten bzgl. der Radachse bzw. Lenkachse sowie den
Lenkwinkelfehler, jeweils für alle Räder. Dabei bezieht sich der Lenkwinkelfehler auf den unter Einhaltung der nicht-holonomen
Bindungen zulässigen Lenkwinkel. Die senkrechten Linien (schwarz gestrichelt) markieren den Zeitpunkt der Aufschaltung eines
neuen Sollwertes für den sphärischen Twist �trwr.

Der enorme Fehler von knapp 75◦ muss etwas relativiert werden. Betrachtet man die Streuung der Achs-
schnittpunkte, so kann man erkennen, dass die wesentlichen Kenngrößen (Abb. 6.13(b)), das sind Stan-
dardabweichung, Median und Maximum der Abstände zum geschätzten Momentanpol, alle einen klei-
neren Wert annehmen als beim Einheitssprung bezüglich der Rotation ωr

wr (Tab. 6.1, Abb. 6.11(b)). Die
Schnittpunkte liegen also vergleichsweise dicht beieinander, hier in der Nähe der Achse des zweiten
Rades. Es steht also zu erwarten, dass sich der Winkelfehler weniger stark auswirkt als zum Beispiel
ein bei Geradeaus-Fahrt quer stehendes Rad. Dennoch wird eine derart erhebliche Abweichung je nach
Bodenbeschaffenheit zu einem unruhigen Laufverhalten bzw. einer stärkeren Belastung der Mechanik
führen.

Es ist auffällig, dass bei dem zweiten kritischen Sollwertwechsel von�ts,2 nach �ts,3 weder besonders große
Stellraten bzw. Einregelzeiten noch erhebliche Winkelfehler auftreten (Abb. 6.12). Betrachtet man sich
den Verlauf der Trajektorie (Abb. 6.13(a)), so erkennt man jedoch, dass hier das Abfahren der kritische
Trajektorie nicht nötig ist. Die Radmodule regeln unabhängig voneinander auf eine Konfiguration ein,
welche einer Lösung �t∗s,3 in einer der alternativen Lösungsdomänen entspricht. Tabelle 6.2 fasst die Er-
gebnisse für die unterschiedlichen Abschnitte der Trajektorie zusammen.
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Abschnitt �ts,0→ �ts,1 0.28 4.708 0.041 0.0 0.270 0.187 0.116

Abschnitt �ts,1→ �ts,2 0.34 6.917 1.299 0.26 2.239 0.472 0.198

Abschnitt �ts,2→ �ts,3 0.3 1.938 0.090 0.0 0.068 0.040 0.003

Gesamte Trajektorie 0.34 6.917 1.299 0.26 2.239 0.472 0.198

Tabelle 6.2: Kenngrößen des Referenzreglers bei Beaufschlagung mit Einheitssprung
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Abbildung 6.13: Abbildung 6.13(a) zeigt den Verlauf der Systemtrajektorie im Zustandsraum. Dargestellt ist die Projektion der
Systemtrajektorie auf die Oberfläche des auf toroidale Topologie erweiterten Zustandsraums. Die konzentrischen Ellipsen stellen
die nach Zweierpotenzen skalierten Höhenverläufe eines exemplarischen repulsiven Potentials dar. Die Zentren der Ellipsen mar-
kieren die Lage der vier Radachsen bzw. der daraus erwachsenden 16 Singularitäten. Der Zustandsraum bei Beschränkung auf
die sphärische Topologie entspricht dem durch die schwarz gepunkteten Linien eingegrenzten Bereich. Die in diesem Bereich
liegenden Singularitäten sind zusätzlich durch blaue Sterne markiert. Die Systemtrajektorie ist als breite blaue Linie zwischen
Startkonfiguration �t0 und Zielkonfiguration �tk (schwarze, gestrichelte Kreise) dargestellt. Alternative Zielkonfigurationen �t∗k sind
soweit relevant durch rote gepunktete Kreise markiert. Abbildung 6.13(b) stellt ein Abstandsmaß zwischen gegenwärtiger Kon-
figuration �q und dem Nullraum der nicht-holonomen Bindungen N[C1,s] dar. Das Ausmaß der Verletzung der nicht-holonomen
Bindungen wird hier beschrieben durch die Standardabweichung entlang der Hauptachse der Kovarianzmatrix über alle signi-
fikanten Achsschnittpunkte (blaue Linie) sowie den Median (rot gestrichelt) bzw. den Maximalwert (schwarz gestrichelt) der
Abweichungen der Achsschnittpunkte von der geschätzten Position des Momentanpols.

6.2.3 Verhalten unter andauerndem Sollwertwechsel

Die vollständige Charakterisierung des Reglers anhand einzelner Trajektorien ist aufgrund der hohen Zahl
von Mehrdeutigkeiten in der Lösungsmenge hier praktisch nicht durchführbar. Zu jeder Sollwertvorgabe
existieren 2N Lösungen. Für das hier betrachtete System mit N gleich vier Radmodulen existieren also 16
Lösungen zu jeder Sollwertvorgabe. Auf welche dieser Lösungen eingeregelt wird, hängt dabei von der
gegenwärtigen Systemkonfiguration, den aktuellen Gelenkwinkeln und Gelenkwinkelgeschwindigkeiten
ab. Das heißt, dass bereits für die zuvor kommandierte einfache Sequenz von vier Sollwerten theoretisch
insgesamt 164 also 65,536 mögliche Trajektorien existieren. Dieser Lösungsraum lässt sich nicht mit
sinnvollem Aufwand vollständig abdecken.

Um dennoch eine gute quantitative Charakterisierung der Regler zu ermöglichen, wird in diesem Ab-
schnitt eine statistische Bewertung des Verhaltens des geregelten Systems vorgenommen. Dazu wird der
Regler im Rahmen eines einstündigen simulierten Testlaufs jede Sekunde mit neuen, zufällig generier-
ten Sollwertvorgaben (Abb. 6.14(a)) beaufschlagt. Die resultierende Trajektorie (Abb. 6.14(b)) sowie die
zuvor eingeführten charakteristischen Größen werden dann für diesen Testlauf statistisch ausgewertet.

Die Beaufschlagung mit zufälligen Einheitssprüngen ist im Wesentlichen mit der Situation bei Teleope-
ration in engen Umgebungen zu vergleichen. Bei autonomer Fahrt können Trajektorien in der Regel so
gewählt werden, dass sie einen weicheren Verlauf annehmen. Um die Simulation besser einordnen zu
können, sei angemerkt, dass ein realistischer Wert für die Frequenz der Sollwertwechsel bzw. Dauer einer
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Abbildung 6.14: Abbildung 6.14(a) zeigt die Sollwertvorgaben, Abbildung 6.14(b) den Verlauf der Systemtrajektorie im Zu-
standsraum. Dargestellt ist die Projektion von Sollwertvorgaben und Systemtrajektorie auf die Oberfläche des auf toroidale
Topologie erweiterten Zustandsraums. Die konzentrischen Ellipsen stellen die nach Zweierpotenzen skalierten Höhenverläufe
eines exemplarischen repulsiven Potentials dar. Die Zentren der Ellipsen markieren die Lage der vier Radachsen bzw. der dar-
aus erwachsenden 16 Singularitäten. Der Zustandsraum bei Beschränkung auf die sphärische Topologie entspricht dem durch
die schwarz gestrichelten Linien eingegrenzten Bereich. Die in diesem Bereich liegenden Singularitäten sind zusätzlich durch
blaue Sterne markiert. Die vom System entlang der abgefahrenen Trajektorie angenommenen Zustände sind als blaue Punkte,
die kommandierten Sollwerte als schwarze Punkte eingezeichnet.

Sollwertvorgabe bei Teleoperation im Labor-Betrieb bei etwa drei bis fünf Sekunden liegen dürfte. Des
Weiteren ist zu beachten, dass zwischen einzelnen Fahrten immer wieder längere Pausen liegen, in wel-
chen der Roboter Manipulationsaufgaben verrichtet. Dies einbezogen dürften die 3600 kommandierten,
teilweise starken Sollwertsprünge bei „normalem“ Betrieb im Haushalt, einer Betriebsdauer von deutlich
über einem Tag entsprechen. Dabei wurde ein Tag mit 12 Betriebsstunden angesetzt.

Abbildung 6.14 stellt die kommandierten Sollwerte sowie einen Auszug aus den resultierenden Trajektori-
en dar. Um die Größe des Datensatzes zu reduzieren, wurde nur jeder zwanzigste Wert einer Trajektorie in
das Bild aufgenommen, die statistische Auswertung erfolgt auf dem gesamten Datensatz. Der zufälligen
Generierung der Sollwerte (Abb. 6.14(a)) liegt eine Gleichverteilung zugrunde. Da der untersuchte Algo-
rithmus keiner Einschränkung bezüglich des Arbeitsbereiches unterliegt, sind auch die den Trajektorien
zugeordneten Punkte (Abb. 6.14(b)) näherungsweise gleichverteilt. Die Singularitäten werden also regel-
mäßig überstrichen. Man kann erkennen, dass sich in den Punkten, welche den Trajektorien des geregelten
Systems zugeordnet sind, eine leichte Bevorzugung des oberen Polbereichs (θr

wr = π/2) herausbildet. Dies
liegt im Rahmen der erwarteten Zustandsabhängigkeit der Trajektorien aufgrund der Mehrdeutigkeiten.
Ein Testlauf über 2 Stunden mit einer dementsprechend doppelt so großen Stichprobengesamtheit zeigt
eine gleichmäßigere Verteilung. Bei der statistischen Evaluierung beider Testläufe zeigten sich jedoch
keine wesentlichen qualitativen Unterschiede. Daher wurde aus praktischen Gründen die Betrachtung auf
die Testfahrt von einer Stunde beschränkt.

Die Histogramme in Abbildung 6.15 zeigen die Verteilung einiger der charakteristischen Größen über das
gesamte Experiment. Die Grundgesamtheit der betrachteten Stichprobenmenge entspricht hier der Anzahl
der im Rahmen der Abtastrate von 0.02 s vornehmbaren Messungen. Für den 1-stündigen Testlauf sind
das 180,000 Messungen.
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(c) Standardabweichung der Achsschnittpunkte
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Abbildung 6.15: Abbildung 6.15(a) bis 6.15(d) stellen die Verteilung einiger charakteristischer Werte – Stellrate bzgl. der
Lenkachsen �̇ϕs, Abweichung zwischen Gelenkwinkel und zulässigem Lenkwinkel bei Einhaltung der nicht-holonomen Bindun-
gen Δϕs, die Standardabweichung über alle validen Achsschnittpunkte σ(�xIP) sowie die jeweils größte Abweichung eines validen
Achsschnittpunktes vom geschätzten Momentanpol max(dIP,ICM) – über ihren Wertebereich bezüglich der vollständigen Grundge-
samtheit von 180,000 Messungen als Histogramme dar. Die Auftretenshäufigkeit ist dabei logarithmisch über den Wertebereich
der charakteristischen Größen aufgetragen.
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Abbildung 6.16: Abbildung 6.16(a) und 6.16(b) stellen die Verteilung von Einregelzeit Te und Dauer einer Störung TΔ be-
züglich der Trajektorienabschnitte nach Sollwertsprung dar. Ausgewertet wurden jeweils die signifikantesten, in der Regel die
maximalem Werte innerhalb eines Intervallabschnittes. Die Stichprobenmenge beträgt 3600 Elemente für jeden charakteristi-
schen Wert. Das entspricht der Anzahl der kommandierten Sollwertsprünge. Die Auftretenshäufigkeit ist dabei logarithmisch
über den Wertebereich der charakteristischen Größen aufgetragen.

Man kann erkennen, dass die Stellrate (Abb. 6.15(a)) auf den zulässigen Bereich, hier etwa 2π rad/s,
beschränkt bleibt. Das war zu erwarten, da bei unabhängiger Behandlung der Radmodule die Systemkon-
figuration keinen Einfluss auf die Stellrate hat. Hier wirkt sich lediglich die Regelabweichung aus. Welche,
wie schon bei der Untersuchung der Sprungantwort erläutert, unter Ausnutzung des vollen Lösungsraums
für ein einzelnes Radmodul nicht größer als π/2 rad werden kann.

Genauso zeigen die Histogramme, dass erhebliche Fehler in den Lenkwinkeln (Abb.6.15(b)), die einer
Verletzung der nicht-holonomen Bindungen entsprechen (Abb. 6.15(c), Abb. 6.15(d)), immer wieder auf-
treten und nicht nur auf Einzelfälle beschränkt bleiben. Zwar weist das Histogramm hinsichtlich der Win-
kelfehler (Abb. 6.15(b)) eine exponentielle Abnahme des Auftretens großer Fehler auf, dennoch treten
in etwa 1% der Fälle Fehler zwischen 1 rad und π/2 rad auf. Bei solchen Fehlern ist eine erhebliche Stö-
rung des Laufverhaltens zu erwarten. Wie stark die Störung des Laufverhaltens tatsächlich ausfällt, hängt
allerdings von weiteren Faktoren wie der Dauer der Störung bzw. der Streuung der Achsschnittpunkte ab.

Trägt man die Auftretenshäufigkeit von Konfiguration in Abhängigkeit zur Varianz der Achsschnittpunkte
(Abb. 6.15(c)) bzw. des maximalen Abstands zwischen geschätztem Momentanpol und den Achsschnitt-
punkten auf (Abb. 6.15(d)), so erkennt man einen noch deutlich stärkeren exponentiellen Abfall. So liegt
schon die relative Häufigkeit des Auftretens einer Standardabweichung von mehr als einem Meter bei nur
noch etwa 1%. Dieses Verhalten entspricht der Erwartung. Es kann wiederum auf die Tatsache zurück
geführt werden, dass besonders große Winkelfehler in der Regel bei Überstreifen der Singularitäten auf-
treten werden. In einer solchen Situation führt ein großer Winkelfehler, wie in Abschnitt 6.2.2 erläutert,
in der Regel aber lediglich zu einer schwachen Streuung der Achsschnittpunkte. Nichtsdestotrotz macht
die statistische Auswertung deutlich, dass bei Regelung auf Radmodulebene mit wiederholten starken
Störungen des Laufverhaltens zu rechnen ist.

Die Histogramme in Abbildung 6.15 sind zur vollständigen Charakterisierung des Reglers nur begrenzt
verwendbar. Zum einen verfälscht das relativ häufige Auftreten von Werten für den eingeregelten Zustand
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Abbildung 6.17: Die Abbildung zeigt das Box-Whisker Diagramm der charakteristischen Größen für den Radmodulregler. Die
horizontalen schwarzen Linien (Whiskers) grenzen den Wertebereich einer Größe ein. Sie geben, nach Filterung der Outlier, die
Lage der Minima und Maxima einer Verteilung an. Als Outlier werden hier jeweils die obersten und untersten 3% der Werte zu
einer Kenngröße betrachtet. Die Rechtecke (Boxes) geben den Wertebereich zwischen 25tem und 75tem Perzentil, also die Lage
der „mittleren“ 50% einer Verteilung, an. Der gestrichelte Balken innerhalb der Boxes gibt die Lage des Median im Wertebereich
an. Bei den charakteristischen Größen, deren Boxes grau hinterlegt sind, wurde der Wertebereich zur besseren Darstellung
aller Größen in einem gemeinsamen Plot mit dem Faktor 10 skaliert. Aus dem gleichen Grund wurde der Wertebereich aller
charakteristischen Größen auf das Intervall [0;18] begrenzt. Die dem Diagramm zugrunde liegende Stichprobenmenge umfasst
für jeden der dargestellten Werte 3600 Elemente.

die Häufigkeitsverteilung. Zum anderen fehlen wesentliche Aussagen zu Einregelzeit bzw. Dauer einer si-
gnifikanten Störung in den Lenkwinkeln bzw. Dauer der Verletzung der nicht-holonomen Bindungen. Um
eine bessere Bewertung des Reglers anhand der in den vorhergehenden Abschnitten eingeführten charak-
teristischen Größen zu ermöglichen, wird daher die Simulation in ihre 3600 Teiltrajektorien aufgeteilt. Für
jeden dieser Trajektorienabschnitte werden die charakteristischen Kenngrößen berechnet. Anschließend
wird die Häufigkeitsverteilung bezüglich der jeweils auftretenden Extremalwerte analysiert. Die sich er-
gebenden Häufigkeitsverteilungen für Einregelzeit (Abb. 6.16(a)) bzw. Dauer einer signifikanten Störung
(Abb. 6.16(b)) sind wiederum als Histogramm (Abb. 6.16) dargestellt.

Man kann erkennen, dass diese Werte im Vergleich zu den vorher dargestellten Werten eher einer Normal-
bzw. im Fall der Störungsdauer einer Überlagerung aus Normal- und Exponentialverteilung folgen. Die
mittlere Einregelzeit beträgt hier also etwa 0.4 s. Die mittlere Dauer einer Störung liegt etwa bei 0.3 s, bil-
det aber einen Peak bei 0.4 s aus. Während die mittlere Einregelzeit also in einem vernünftigen Bereich
liegt, ist die mittlere Dauer einer Störung zumindest vor dem Hintergrund andauernder Sollwertwechsel
kritisch. Bei der hier untersuchten, sicherlich extremen Beanspruchung würde das System ca. 30% der
Zeit in einem kritischen Zustand betrieben, welcher Struktur und Elektronik erheblich belasten würde.

Abbildung 6.17 stellt die Häufigkeits-Verteilung für alle charakteristischen Größen als Box-Whisker Dia-
gramm dar. Dabei wurden die oberen 3% sowie die unteren 3% der Messwerte jeweils als Ausreißer
behandelt und in der Darstellung unterdrückt. Die hellgrau unterlegten Balken wurden mit Faktor 10 ska-
liert, um alle Daten in einem gemeinsamen Diagramm darstellen zu können. Aus dem gleichen Grund
wurde der Wertebereich aller charakteristischen Größen auf das Intervall [0,18] begrenzt. Betroffen ist
davon in Abbildung 6.17 lediglich die Verteilung des maximalen Abstandes. Tabelle 6.3 gibt einen Über-
blick über weitere statistische Kenngrößen auf Basis der unveränderten Stichprobenmenge. Hier wurde
auf die Entfernung von Ausreißern verzichtet.
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6 Implementierung und Versuchsdurchführung

Man kann erkennen, dass jene Größen deren Auftretenshäufigkeit einer Normalverteilung gleichen (Te,
TΔ), auf eher symmetrische Box-Whisker Diagramme führen, während die Größen, die eher einer Ex-
ponentialverteilung ähnelten (�̇ϕs, σ(�xIP), max(dIP,ICM)) eine starke Asymmetrie aufweisen. Auffällig ist
des Weiteren, dass während die Abstandsmaße σ(�xIP), med(dIP,ICM) und max(dIP,ICM) eine den Histogram-
men aus Abbildung 6.15 sehr ähnliche Charakteristik aufweisen, sich der Schwerpunkt der Verteilungen
für �̇ϕs und Δϕs stark zu höheren Werten verschoben hat. Das ist damit zu begründen, dass für die Box-
Whisker Diagramme nur jeweils der Maximalwert dieser Größen einbezogen wurde. Die Einbeziehung
der Werte im eingeregelten Zustand hat diese Kenngrößen zuvor also offensichtlich stark verfälscht.

Die Darstellung der charakteristischen Größen über die Box-Whisker Diagramme liefert nach Betrachtung
der Histogramme keine wesentlich neuen Erkenntnisse. Die Diagramme eignen sich aber besonders gut
für die stark komprimierte, übersichtliche Darstellung der Charakteristik des betrachteten Reglers und
damit für den später folgenden Vergleich unterschiedlicher Regler.
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Te 0.421 0.130 0.420 0.340 0.500 0.020 1.000 3600

�̇ϕd 7.569 3.403 8.429 4.604 10.499 0.0 13.629 3600

�̇ϕs 4.863 1.504 5.360 4.206 6.004 0.0 6.467 3600

Δϕs 0.913 0.626 1.223 0.157 1.490 0.0 1.571 3600

TΔ 0.228 0.152 0.280 0.060 0.340 0.0 0.780 3600

σ(�xIP) 2.987 72.742 0.190 0.022 0.878 0.0 3,461.8 3600

dmed 4.300 136.21 0.351 0.043 1.357 0.0 6,023.9 3600

dmax 12.162 183.7 1.294 0.123 5.952 0.0 6,025.3 3600

Tabelle 6.3: Statistische Kenngrößen des Referenzreglers unter wechselnder Sollwertvorgabe
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7 Evaluierung der Versuchsergebnisse

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der in Kapitel 6 skizzierten Versuche für den po-
tentialfeldbasierten Regler (Abschnitt 7.1), den modellprädiktiven Regler (Abschnitt 7.2) und
den Regler auf Basis der Reglerumschaltung (Abschnitt 7.3) evaluiert. Die Bedeutung der
Ergebnisse für Fahrverhalten und überlagerte Regelkreise wird für jeden Ansatz diskutiert.

Diese Untersuchungen bilden die Grundlage für den abschließenden Vergleich der entworfe-
nen Konzepte zu Modellierung und Regelung der nicht-holonomen, omnidirektionalen Fahr-
werke in Kapitel 8.

7.1 Charakterisierung des Potentialfeld-Reglers

7.1.1 Verhalten bei Einheitssprung der Sollwerte

Zur Charakterisierung des potentialfeldbasierten Ansatzes werden drei unterschiedliche Parametersets
(Tabelle 7.1) jeweils bei Ausnutzung bzw. Nichtnutzung der erweiterten Lösungsmenge bzw. Mehrdeutig-
keiten evaluiert. Die Parametersets unterscheiden sich im Wesentlichen durch die maximal zulässige erste
Ableitung der sphärischen bzw. toroidalen Twistkoordinaten (ϕ̇, θ̇) sowie der dadurch bedingten Änderun-
gen. So bedingen höhere erste Ableitungen z.B. insbesondere eine größere Ausdehnung bzw. stärkere
Ausbildung der repulsiven Potentiale.

Wie zuvor der Referenzregler wird der potentialfeldbasierte Regler bezüglich seiner Reaktion auf Einheits-
sprünge sowie entlang der zuvor eingeführten kritischen Trajektorie (Abschnitt 6.2.2) und bei dauerhafter
Beaufschlagung mit zufälligen Sollwertsprüngen untersucht. Zunächst beschränken sich die Betrachtun-
gen dabei auf das Verhalten ohne Ausnutzung der erweiterten Lösungsmenge, da hier charakteristische
Werte wie Einregelzeit bzw. maximale Stellrate besser reproduziert werden können.

Wie in Abschnitt 6.2.1 aufgezeigt, ist insbesondere der Einheitssprung bezüglich der Rotation des Robo-
ters σ(ωr

wr) für das betrachtete Problem charakteristisch. Hier ist im Gegensatz zu den Einheitssprüngen
σ(vr

wr,x) bzw. σ(vr
wr,y) eine Koordination der Radmodule notwendig. Daher beschränkt sich die Analyse

des potentialfeldbasierten Reglers in diesem Abschnitt auf die Untersuchung des Einheitssprungs σ(ωr
wr).
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Set 2 π 16 36 1.75 0.5 0.4 5.0 3.25

Set 3 3/2π 16 40 1.75 0.5 0.4 5.0 3.0

Tabelle 7.1: Potentialfeldbasierter Regler: Untersuchte Parametersets
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Abbildung 7.1: Sprungantwort des potentialfeldbasierten Reglers (PFC) bei Beaufschlagung mit einem Einheitssprung in ωr
wr.

Die Abbildungen zeigen v.l.n.r. die Antwort bezüglich der kartesischen Darstellung sowie der sphärischen Darstellung des Twists.
Die Antworten der unterschiedlichen Parametersets sind gemeinsam dargestellt (Set 1: blau, durchgezogene Linie; Set 2: blau, ge-
strichelte Linie; Set 3: blau, gepunktete Linie). Für die hier dargestellte Sprungantwort wurde lediglich der primäre Lösungsraum
zugelassen.

Abbildung 7.1 stellt den Verlauf der geregelten Größen für die drei Parametersets gemeinsam dar. Ab-
bildung 7.2 zeigt den zugehörigen Verlauf der Konfigurationsvariablen für jedes Parameterset einzeln.
Tabelle 7.2 gibt einen Überblick über die charakteristischen Größen hinsichtlich der Sprungantwort der
einzelnen Parametersets sowie der Sprungantwort des zuvor evaluierten Referenzreglers.

Man kann erkennen (Abb. 7.1(b)), dass der Regler für Set 1 und Set 2 ein erheblich langsameres Folgever-
halten zeigt als der Referenzregler auf Modulebene. Erst für Set 3 wird ein ähnlich schnelles Folgeverhal-
ten erzielt. Tabelle 7.2 weist zwar auch für diesen Regler eine höhere Einregelzeit aus, das liegt allerdings
daran, dass der Regler bei der hier gewählten Parametrierung im aperiodischen Grenzfall betrieben wird.
Er verlässt aufgrund des ersten Überschwingens das Zielintervall nochmals. Der erstmalige Eintritt erfolgt
bereits nach 0.4 s. Zum Vergleich: der Referenzregler benötigte hier 0.26 s (Tabelle 7.2 bzw. Tabelle 6.1).

Des Weiteren kann man erkennen, dass zur Erreichung eines ähnlich schnellen Folgeverhaltens erheblich
höhere Stellraten (mittlerer Graph Abb. 7.2(a) bis 7.2(c)) bezüglich der Gelenkwinkel benötigt werden.
Lediglich für den langsamen Regler (Set 1), der eine um den Faktor 4 längere Einregelzeit als der Refe-
renzregler aufweist, liegen die Stellraten in der Nähe der Stellraten des Referenzreglers.

Diese Beobachtung ist wenig überraschend, da der Referenzregler auf Radmodulebene den zu stellenden
Lenkwinkel unter Verletzung der nicht-holonomen Bindungen minimierte. So betrug der dort maximal
zu stellende Lenkwinkel etwa 45◦, während unter Berücksichtigung der nicht-holonomen Bindungen für
zwei der vier Räder etwa 145◦ zu stellen sind. Die Verbindung zwischen Start- und zulässiger Zielkonfigu-
ration, welche im Nullraum der nicht-holonomen Bindungen liegt, ist damit etwa um den Faktor 3 länger
als die direkte Verbindung zur nächstgelegenen Lösungskonfiguration. Dafür weist der Konfigurations-
verlauf bei Verwendung des potentialfeldbasierten Reglers erheblich geringere Lenkwinkelfehler (unterer
Graph Abb. 7.2(a) bis 7.2(c)) und eine erheblich schwächere, für die hier betrachtete Trajektorie praktisch
vernachlässigbare, Verletzung der nicht-holonomen Bindungen auf.
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(c) Verlauf – Gelenkwinkel Set 3

Abbildung 7.2: Verlauf der Konfigurationsvariablen bei Beaufschlagung des potentialfeldbasierten Reglers (PFC) mit einem
Einheitssprung in ωr

wr. Die Abbildungen zeigen für die drei Parametersets (v.l.n.r. Set 1 bis Set 3) v.o.n.u. die kommandierten
Gelenkwinkelgeschwindigkeiten bzgl. der Radachse bzw. Lenkachse sowie den Lenkwinkelfehler jeweils für alle Räder. Dabei
bezieht sich der Lenkwinkelfehler auf den unter Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen zulässigen Lenkwinkel. Für die hier
dargestellte Sprungantwort wurde lediglich der primäre Lösungsraum zugelassen.

Für Parameterset 1 und Parameterset 2 liegt der maximale Winkelfehler Δϕs um den Faktor 20 unter dem
maximalen Fehler des Referenzreglers. Zu keiner Zeit übersteigt der maximale Winkelfehler die Gren-
ze von 0.1 rad, ab der ein Fehler als signifikant betrachtet werden kann. Für Parameterset 3 wird diese
Grenze sehr knapp Δϕs = 0.12 rad für eine sehr kurze Zeit TΔ = 0.04 s überschritten. Auch die Maße für
die Streuung des Momentanpols und damit den Grad der Verletzung der nicht-holonomen Bindungen
bleiben sehr gering. So liegt für Set 1 die Standard-Abweichung der Achsschnittpunkte gerade einmal
bei 3.7 cm. Der maximale Abstand zwischen geschätztem Momentanpol und den Achsschnittpunkten
beträgt 11.8 cm zum Zeitpunkt des maximalen Winkelfehlers von 0.019 rad bzw. 1.1◦. Diese Abwei-
chungen liegen in der Größenordnung, welche vor dem Hintergrund der Linearisierung der inversen
Kinematik um den jeweiligen Arbeitspunkt bzw. angesichts des Einflusses der unterlagerten Regelkreise
zu erwarten war.

Betrachtet man diese Ergebnisse, so kann man bereits erahnen, dass der potentialfeldbasierte Regler sehr
gut dazu geeignet ist, die Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen sicherzustellen. Allerdings wird
die Einregelzeit vor dem Hintergrund überlagerter Regelkreise voraussichtlich problematisch sein.
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Sprungantwort Set 1 0.94 3.624 0.019 0.0 0.118 0.068 0.037

Sprungantwort Set 2 0.54 7.431 0.036 0.0 0.237 0.134 0.071

Sprungantwort Set 3 0.62 11.36 0.124 0.04 0.294 0.166 0.088

Referenz-Regler 0.26 4.138 0.62 0.25 2.918 1.0 0.577

Tabelle 7.2: Kenngrößen des PF-Reglers bei Beaufschlagung mit Einheitssprung
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Abbildung 7.3: Trajektorien des PF-Reglers bei Beaufschlagung mit einer kritischen Sollwertfolge. Die Abbildungen zeigen
v.l.n.r. das Folgeverhalten bezüglich der einzelnen Parameter des Twists in sphärischen Koordinaten sowie die Projektion der
zugehörigen Systemtrajektorie auf die Oberfläche des auf sphärische Topologie begrenzten Zustandsraums. Die Antworten der
unterschiedlichen Parametersets sind gemeinsam dargestellt (Set 1: blau, durchgezogene Linie; Set 2: blau (bzw. schwarz), ge-
strichelte Linie; Set 3: blau (bzw. rot), gepunktete Linie). Die senkrechten Linien (schwarz gestrichelt in Abb. 7.3(a)) markieren
den Zeitpunkt der Aufschaltung eines neuen Sollwertes (schwarz gestrichelte Kreise in Abb. 7.3(b)) für den sphärischen Twist
�trwr. Die rot gestrichelten Linien in Abb. 7.3(a) markieren die Lage einiger ausgewählter Singularitäten. In Abb. 7.3(b) stellen
die konzentrischen Ellipsen die nach Zweierpotenzen skalierten Höhenverläufe eines exemplarischen repulsiven Potentials dar.
Die Zentren der Ellipsen markieren die Lage der vier Radachsen bzw. der daraus erwachsenden Singularitäten. Für die hier
dargestellte Sprungantwort wurde lediglich der primäre Lösungsraum zugelassen.

7.1.2 Verhalten entlang einer kritischen Systemtrajektorie

Der bezüglich der sphärischen Repräsentation des Twists entworfene Potentialfeld-Regler führt bei Be-
aufschlagung mit einem Einheitssprung anders als der Referenzregler auf Radmodulebene auf eine glat-
te Übergangskurve im Konfigurationsraum. Wie in den Kapiteln 3 bis 5 hinreichend erläutert, weist
die Übertragungsfunktion zwischen sphärischem Twist und Konfigurationsraum allerdings starke Nicht-
Linearitäten und singuläre Bereiche auf. Potentialfeld- und modellprädiktiver Regler waren gerade mit
dem Ziel entworfen worden, diese singulären Bereiche zu umgehen.

Bei der zuvor eingeführten kritischen Trajektorie sind die Sollwertsprünge so gewählt, dass sie das Sys-
tem bei linearer Interpolation unmittelbar in diese singulären Bereiche führen würden. Im Folgenden wird
das Verhalten des potentialfeldbasierten Reglers für die drei in Tabelle 7.1 aufgeführten Parametersets
bei Beaufschlagung mit dieser kritischen Sollwertfolge untersucht. Dabei wird zunächst nur der primäre
Lösungsraum, anschließend der erweiterte Lösungsraum (toroidale Topologie ohne Umschaltung) zuge-
lassen.

Abbildung 7.3(a) stellt das Folgeverhalten der Regler bezüglich der Parameter (ρ,ϕ,θ) dar. Die resultie-
rende Trajektorie nach Projektion auf die Oberfläche der sphärischen Repräsentation des Twists ist in
Abbildung 7.3(b) dargestellt. Zur besseren Vergleichbarkeit sind die Verläufe für die drei Parametersets
gemeinsam dargestellt. Abbildung 7.4 stellt die zugehörigen Verläufe der Konfigurationsvariablen und
Abbildung 7.5 die Kenngrößen für die Bewertung der Streuung des Momentanpols dar. Tabelle 7.3 fasst
die Ergebnisse für die drei Parametersets zusammen.
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7.1 Charakterisierung des Potentialfeld-Reglers
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Abbildung 7.4: Verlauf der Konfigurationsvariablen bei Beaufschlagung des potentialfeldbasierten Reglers (PFC) mit einer
kritischen Sollwertfolge. Die Abbildungen zeigen für die drei Parametersets (v.l.n.r. Set 1 bis Set 3) v.o.n.u. die kommandierten
Gelenkwinkelgeschwindigkeiten bzgl. der Radachse bzw. Lenkachse sowie den Lenkwinkelfehler jeweils für alle Räder. Dabei
bezieht sich der Lenkwinkelfehler auf den unter Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen zulässigen Lenkwinkel. Für die hier
dargestellte Sprungantwort wurde lediglich der primäre Lösungsraum zugelassen.

Man kann den Einfluss der repulsiven Potentiale auf die Trajektorie des geregelten Systems in Abbil-
dung 7.3 klar erkennen. So werden die Trajektorien (Abb. 7.3(b)) der drei Regler auf den Intervallen von
[�ts,1,�ts,2] und [�ts,2,�ts,3] deutlich erkennbar abgelenkt und um die singulären Bereichen herumgeführt. Die-
se Ablenkung zeigt sich bei separater Darstellung der Zustandsvariablen (Abb. 7.3(a)) als Stagnation an
einem bestimmten Grenzwert (rot gestrichelte Linien). Man kann deutlich erkennen (Abb. 7.3(a), mittler-
er Graph), dass nach Aufschaltung des Sollwertes �ts,2 der Wert des Parameters ϕr

wr zunächst wächst, dann
bei etwa 0.7 rad kurzzeitig absinkt, um anschließend, nach Umfahren der Singularität in θr

wr-Richtung
(Abb. 7.3(b)), weiter zu steigen.

Es ist zu erkennen (Abb. 7.4), dass auch entlang der kritischen Trajektorie die Lenkwinkelfehler gegen-
über dem Referenzregler auf Radmodulebene (Tab. 7.3) erheblich reduziert sind. Insbesondere für den
langsamen PF-Regler (Set 1) ist der Fehler zu keinem Zeitpunkt signifikant. Der maximale Fehler ist
wieder um etwa Faktor 20 geringer als bei Verwendung des Referenzreglers.

In scheinbarem Widerspruch dazu stehen die hohen Maxima in den Kenngrößen (Tab. 7.3) für die Streu-
ung des Momentanpols bzw. der Achsschnittpunkte. Hier ist aber zu beachten, dass die stark erhöhten
Werte mit dem Passieren des Fernpunkts zusammenfallen. So befindet sich der Momentanpol zum Zeit-
punkt, in welchem die Maxima auftreten, in einer Entfernung von ca. 12 m. Bereits im nächsten Zeitschritt,
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Trajektorie Set 1 3.14 6.876 0.063 0.0 5.863 1.114 2.433

Trajektorie Set 2 1.84 11.976 0.200 0.08 6.659 2.702 2.451

Trajektorie Set 3 1.25 17.915 0.422 0.12 7.232 2.882 1.181

Referenz-Regler 0.34 6.917 1.299 0.26 2.239 0.472 0.198

Tabelle 7.3: Kenngrößen (Maxima der Teiltrajektorien) des PFC bei kritischem Sollwertverlauf in der primären Lösungsdomäne
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(c) Streuung Momentanpol Set 3

Abbildung 7.5: Die Abbildungen stellen die Streuung des Momentanpols für die Parametersets 1 bis 3 (v.l.n.r.) bei kritischer
Sollwertfolge dar. Dargestellt werden unterschiedliche Abstandsmaße für die Distanz zwischen gegenwärtiger Konfiguration �q
und dem Nullraum der nicht-holonomen Bindungen N[C1,s]. Die verwendeten Kenngrößen dafür sind die Standardabweichung
entlang der Hauptachse der Kovarianzmatrix über alle signifikanten Achsschnittpunkte (blaue Linie) sowie der Median (rot
gestrichelt) bzw. der Maximalwert (schwarz gestrichelt) der Abweichungen der Achsschnittpunkte von der geschätzten Position
des Momentanpols.

also nach 0.02 s, hat der Momentanpol den Fernpunkt passiert und sich schon wieder auf ca. 114 m „von
der anderen Seite“ angenähert. Einen weiteren Zeitschritt später befindet sich der Momentanpol wieder
in einem Abstand von ca. 12 m. Der Durchgang durch den Fernpunkt dauert damit gerade einmal 0.04 s
und geht mit verhältnismäßig kleinen Winkeländerungen einher. Die hier verwandten Kenngrößen auf
Basis der kartesischen Position des ICM sind in dieser Phase ungeeignet das System zu charakterisieren.
Zwar werden diese Kenngrößen bezüglich der Größenordnung des Abstands normiert, allerdings geht da-
bei nicht ein, dass auch das Verhältnis zwischen den kartesischen Positionen in dieser Situation wenig
belastbar ist. Einfach gesprochen: Es spielt für die Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen kaum eine
Rolle, ob das System um einen Fixpunkt in 100 m, 600 m oder 1000 m Entfernung rotiert bzw. ob die
Achsschnittpunkte um eben diesen Betrag streuen. Durch die statistische Bewertung der Streuung im fol-
genden Abschnitt 7.1.3 kann der Einfluss dieser Übergangsphasen besser bewertet bzw. relativiert werden.
Auch die Analyse von Abbildung 7.5 erlaubt eine bessere Aussage. Es ist deutlich zu erkennen, dass die
Streuung der Achsschnittpunkte entlang der übrigen Trajektorie verglichen mit dem Referenzregler sehr
gering ist. Lediglich für das schnellste Parameterset (Set 3) nimmt die Streuung nach dem Passieren des
Fernpunkts und beim darauf folgenden Eintauchen in das repulsive Potential nochmals kurzfristig Werte
an, die in der Größenordnung der Streuung bei Verwendung des Referenzreglers liegen.

Wesentlich kritischer sind die gegenüber dem Referenzregler stark erhöhten Einregelzeiten bzw. die eben-
falls stark erhöhten Stellraten. Die verlängerten Einregelzeiten sind, wie man in Abbildung 7.3(a) erken-
nen kann, insbesondere auf den Einfluss der repulsiven Potentiale zurückzuführen. Ein Parameter wird
praktisch „fest gehalten“, während der andere die Singularität umfährt. Es existieren ganz offensichtlich
besser geeignete Trajektorien, die bei entsprechender vorausschauender Planung bzw. globaler Optimie-
rung gefunden werden könnten. Es liegt in der Natur der Potentialfeld-Methode als lokale Optimierung
gegebenenfalls auf längere Trajektorien zu führen.

Diese lediglich lokale Optimierung ist im Zusammenspiel mit der zeitdiskreten Implementierung auch ein
Grund für die starken Schwingungen an der Wirkgrenzen der Potentiale, die sich in Abbildung 7.3(b) ins-
besondere für Set 3 als „Schlingern“ der Trajektorie zeigen. Bei schneller Änderung des Twists kann das
System unter Umständen tief in die repulsiven Potentiale eindringen, bevor die lokale Optimierung die
Bewegung des Twists ausreichend ändert. Dieses tiefe Eintauchen in die repulsiven Potentiale führt zum

154



7.1 Charakterisierung des Potentialfeld-Reglers

Zeit [s]

−2

−2

−1

0

0

0

0

0

0

1

2

2

2

2

2

4

4

4

6

6

6

8

8

8

10

10

10

�ts,0 �ts,1 �ts,2 �ts,3

sphärischer Twist �trwr

ρ
r w

r[
m
/s

]
ϕ

r w
r[

ra
d]

θr w
r[

ra
d]

(a) Soll-/Ist-Vergleich – sph. Twist

−3
−3

−2

−2

−1

−1

0

0

1

1

2

2

3

3
ϕr

wr [rad]

θr w
r
[r

ad
]

Systemtrajektorie in �t∗

�ts,0

�ts,1
�ts,2

�ts,3

�t∗s,2

�t∗s,3

(b) Trajektorie im Zustandsraum (sphärisch)

Abbildung 7.6: Trajektorien des PF-Reglers im toroidalen Zustandsraum bei Beaufschlagung mit einer kritischen Sollwertfolge.
Die Abbildungen zeigen v.l.n.r. das Folgeverhalten bezüglich der einzelnen Parameter des Twists in sphärischen Koordinaten so-
wie die Projektion der zugehörigen Systemtrajektorie auf die Oberfläche des auf toroidale Topologie erweiterten Zustandsraums.
Die Sprungantworten der unterschiedlichen Parametersets sind gemeinsam dargestellt (Set 1: blau, durchgezogene Linie; Set 2:
blau (bzw. schwarz), gestrichelte Linie; Set 3: blau (bzw. rot), gepunktete Linie). Die senkrechten Linien (schwarz gestrichelt
in Abb. 7.6(a)) markieren den Zeitpunkt der Aufschaltung eines neuen Sollwertes (schwarz gestrichelte bzw. alternative Lösun-
gen als rot gestrichelte Kreise in Abb. 7.6(b)) für den sphärischen Twist �trwr. In Abb. 7.6(b) stellen die konzentrischen Ellipsen
die nach Zweierpotenzen skalierten Höhenverläufe eines exemplarischen repulsiven Potentials dar. Die Zentren der Ellipsen
markieren die Lage der vier Radachsen bzw. der daraus erwachsenden Singularitäten. Der Zustandsraum bei Beschränkung auf
die sphärische Topologie entspricht dem durch die schwarz gestrichelten Linien eingegrenzten Bereich. Die in diesem Bereich
liegenden Singularitäten sind zusätzlich durch blaue Sterne markiert.

einen zu unruhigem Laufverhalten und zum anderen zu den teilweise sehr hohen Stellraten, die bei ent-
sprechender Begrenzung wiederum zu Lenkwinkelfehlern führen. Der im nächsten Abschnitt analysierte
modellprädiktive Regler setzt an diesem Punkt an. Zwar basiert das Verfahren weiterhin auf einer lokalen
Optimierung, bezieht dabei aber zukünftige Zustände im Rahmen des Vorhersagehorizonts mit ein.

Es ist zu berücksichtigen, dass die zulässige Lösungsmenge für den PF-Regler bisher auf die jeweils
primäre Domäne begrenzt wurde. Anschaulich bedeutet das, dass für eine Umkehr der Fahrtrichtung nicht
einfach die Rollrichtung der Räder gewechselt werden kann, sondern diese zuerst um 180◦ umorientiert
werden müssen. Um einen belastbaren Vergleich der Regler zu ermöglichen, wird das Folgeverhalten
entlang der Trajektorie nochmals unter Einbeziehung der erweiterten Lösungsmenge analysiert. Ebenso
wird die statistische Analyse bezüglich des Reglers bei erweiterter Lösungsmenge durchgeführt.

Abbildung 7.6 zeigt das Folgeverhalten (Abb. 7.6(a)) bzw. die resultierende Trajektorie (Abb. 7.6(b)) bei
Erweiterung des Zustandsraums auf toroidale Topologie und Ausnutzung der erweiterten Lösungsmenge.
Die Trajektorien für die drei Parametersets sind wieder gemeinsam dargestellt. Abbildung 7.7 zeigt die zu-
gehörigen Verläufe der Konfigurationsvariablen. Auf die Darstellung der Streuung der Achsschnittpunkte
wird verzichtet. Wie man in Abbildung 7.6(b) erkennen kann, führt die Trajektorie diesmal nicht über den
Fernpunkt. Die in Tabelle 7.4 angegebenen Maxima sind daher in diesem Fall aussagekräftig.

Wie man erkennen kann (Abb. 7.6(b)), verkürzt sich die Trajektorie durch Ausnutzung der Mehrdeutig-
keiten erheblich. Insbesondere die alternativen Lösungen �t∗s,2 und �t∗s,3 für die zweite und dritte Sollwert-
vorgabe liegen bei Projektion auf die Oberfläche des toroidalen Zustandsraums dicht beieinander. Die
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(c) Verlauf – Gelenkwinkel Set 3

Abbildung 7.7: Verlauf der Konfigurationsvariablen bei Beaufschlagung des potentialfeldbasierten Reglers (PFC) mit einer
kritischen Sollwertfolge. Die Abbildungen zeigen für die drei Parametersets (v.l.n.r. Set 1 bis Set 3) v.o.n.u. die kommandierten
Gelenkwinkelgeschwindigkeiten bzgl. der Radachse bzw. Lenkachse sowie den Lenkwinkelfehler, jeweils für alle Räder. Dabei
bezieht sich der Lenkwinkelfehler auf den unter Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen zulässigen Lenkwinkel. Für die hier
dargestellte Sprungantwort wurde der auf toroidale Topologie erweiterte Lösungsraum zugelassen.

kommandierten Sollwertsprünge sind damit de facto erheblich geringer (Abb. 7.6(a)). Dies schlägt sich
unmittelbar in den Einregelzeiten (Tab. 7.4) nieder. Für Set 2 und 3 nehmen die Einregelzeiten so stark ab,
dass der Maximalwert analog zum Referenzregler nun im Wesentlichen durch die Dauer für die Umkeh-
rung der Rollrichtung (oberer Graph in Abb. 7.6(a)) der Räder auf der Teiltrajektorie [�t∗s,2,�t

∗
s,3] geprägt ist.

Entsprechend nimmt die Einregelzeit für Set 2, Set 3 und Referenzregler hier den selben Wert an.

Des Weiteren nehmen sowohl die benötigten Stellraten (mittlere Graphen in Abb. 7.7) als auch die Win-
kelfehler (untere Graphen in Abb. 7.7) erheblich ab. Das gleiche gilt für die Streuung der Achsschnitt-
punkte (letzte drei Spalten in Tabelle 7.4). Dabei ist hier ein direkter Vergleich mit dem zuvor analy-
sierten Versuch aufgrund der dort wenig aussagekräftigen Ergebnisse nicht möglich. Für die alternative
Trajektorie liefert der potentialfeldbasierte Regler also deutlich bessere Ergebnisse als der Referenzreg-
ler auf Radmodulebene. Er zeigt ein ähnlich schnelles Folgeverhalten bei deutlich geringeren Fehlern
(Set 2). Dennoch genügt diese Betrachtung zur abschließenden Bewertung nicht. So lassen sich Tra-
jektorien konstruieren, die auch bei Ausnutzung der Mehrdeutigkeiten über Singularitäten führen bzw.
Sollwertvorgaben stellen, die unmittelbar in der Nähe der Singularitäten liegen. Um diese Situation in
die Bewertung des Reglers mit einzubeziehen, wird im folgenden Abschnitt erneut eine statistische Be-
trachtung über einen längeren Zeitraum durchgeführt.
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Trajektorie Set 1 0.60 3.243 0.031 0.0 0.111 0.065 0.036

Trajektorie Set 2 0.34 6.393 0.087 0.0 0.209 0.120 0.065

Trajektorie Set 3 0.34 8.869 0.140 0.04 0.244 0.138 0.074

Referenz-Regler 0.34 6.917 1.299 0.26 2.239 0.472 0.198

Tabelle 7.4: Kenngrößen (Maxima über alle Teiltrajektorien) des PFC bei kritischem Sollwertverlauf im vollen Konf.-Raum
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7.1 Charakterisierung des Potentialfeld-Reglers

7.1.3 Verhalten unter andauerndem Sollwertwechsel

Analog zum Vorgehen beim Referenzregler wird in diesem Abschnitt das Verhalten des potentialfeld-
basierten Reglers bei Beaufschlagung mit zufälligen Sollwertsprüngen über einen längeren Zeitraum
untersucht. Die Zeit zwischen zwei Sollwertvorgaben beträgt wieder eine Sekunde. Das bedeutet, dass
nicht damit zu rechnen ist, dass der Regler bei Beaufschlagung mit einem neuen Sollwert bereits einge-
schwungen ist. Dadurch wird die Anzahl der untersuchten Ausgangskonfigurationen bei Sollwertsprung
hier nochmals stark erhöht, der Zustandsraum besser abgebildet. Abbildung 7.8 zeigt ausgewählte Punk-
te, über welche die Trajektorien des geregelten Systems verlaufen. Dargestellt sind die Resultate für alle
Parametersets (Abb. 7.8(a) bis Abb. 7.8(c)) sowie für den Referenzregler (Abb 7.8(d) bzw. Abb. 6.14). In
Abbildung 7.9 sind die resultierenden Box-Whisker Diagramme für die drei Parametersets (Abb. 7.9(a) bis
Abb. 7.9(c)) sowie den Referenzregler dargestellt (Abb 7.9(d) bzw. Abb. 6.17). Die zugehörigen statisti-
schen Kenngrößen für die einzelnen Parametersets sind in den Tabellen F.1 bis F.3 vollständig angegeben.

Man kann in Abbildung 7.8 deutlich erkennen, dass der potentialfeldbasierte Regler die Zustandstrajekto-
rien um die singulären Bereiche herum führt. Während die angenommenen Zustände beim Referenzregler
einigermaßen gleich verteilt sind (Abb. 7.8(d)), werden die zuvor in der Nähe der Singularitäten gelegenen
Punkte bei Anwendung des PF-Reglers an die Ränder der Potentiale verschoben.

Es wird auch deutlich, dass bei Ansetzen einer höheren Grenze für die erste Ableitung des Twists, stei-
gend von Set 1 nach Set 3, die angenommenen Zustände stärker in die repulsiven Potentiale einstreuen. In
den Box-Whisker Diagrammen ist die Auswirkung dieses Einstreuens quantifiziert. Man kann erkennen,
dass für die schnelle Parametrierung (Set 3) hohe Winkelfehler und starke Streuungen der Achsschnitt-
punkte erheblich häufiger auftreten als bei langsamer Parametrierung (Set 1). Der PF-Regler weist für
Parameterset 3 sogar eine leicht stärkere Streuung der Achsschnittpunkte auf als der Referenzregler.

Bei Parametrierung mit Set 1 bzw. Set 2 reduziert der PF-Regler aber sowohl den Winkelfehler als auch
die Streuung der Achsschnittpunkte gegenüber dem Referenzregler erheblich. Dabei liegen die benötigten
Stellraten in der gleichen Größenordnung wie bei Verwendung des Referenzreglers. Der potentialfeldba-
sierte Regler ist damit eine effektive Methode, um die Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen zu
erzielen.
Die erhebliche Verbesserung der Synchronisation der einzelnen Radmodule wird durch eine deutlich
verlängerte Einregelzeit erkauft. Der potentialfeldbasierte Regler ist erheblich langsamer. Dabei fällt auf,
dass die schnellste Parametrierung (Set 3) sogar die tendenziell längste Einregelzeit aufweist. In den
vorangehenden Abschnitten waren bereits zwei Effekte bezüglich der Einregelzeit erwähnt worden:

• Die bei Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen teilweise größeren Gelenkwinkeldifferenzen

• Die „Umwege“ bei Umfahrung der Singularitäten durch lokale Optimierung

Bei der statistischen Betrachtung kommt noch ein weiterer Effekt zum Tragen. Die Sollwertvorgaben
sind gleich verteilt über die sphärische Lösungsdomäne (Abb. 6.14(a)). Einige Sollwertvorgaben liegen
daher im Einflussbereich der repulsiven Potentiale bzw. innerhalb der kritischen Bereiche. Für diese
Sollwerte ergibt sich eine, im Rahmen dieses Ansatzes erwünschte, bleibende Sollwertabweichung:

• Der zugängliche Arbeitsraum bzw. die Beweglichkeit des Fahrwerks wird effektiv eingeschränkt

Diese Einschränkung schlägt sich bei statistischer Auswertung als Steigerung der Einregelzeit nieder.
Da der Regler bei schneller Parametrierung eine stärkere Einstreuung der Trajektorie in die repulsiven
Potentiale zulässt, ist eine Verstärkung und Ausweitung dieser Potentiale (Tab. 7.1) nötig, um im dy-
namischen Fall die Vermeidung der kritischen Bereiche zu garantieren. Im eingeschwungenen Zustand
führt dies zu einer stärkeren Regelabweichung bzw. bei der statistischen Auswertung zu einer längeren
Einregelzeit.
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(c) Systemtrajektorie – Set 3

−3
−3

−2

−2

−1

−1

0

0

1

1

2

2

3

3
ϕr

wr [rad]

θr w
r
[r

ad
]

Systemtrajektorie in �t∗

(d) Systemtrajektorie – Referenzregler

Abbildung 7.8: Dargestellt ist die Projektion der Systemtrajektorien von potentialfeldbasiertem Regler (Set 1 bis 3, Abb. 7.8(a)
bis 7.8(c)) und Referenzregler (Abb. 7.8(d)) auf die Oberfläche des auf toroidale Topologie erweiterten Zustandsraums. Die
konzentrischen Ellipsen stellen die nach Zweierpotenzen skalierten Höhenverläufe eines exemplarischen repulsiven Potentials
dar. Die Zentren der Ellipsen markieren die Lage der vier Radachsen bzw. der daraus erwachsenden 16 Singularitäten. Der Zu-
standsraum bei Beschränkung auf die sphärische Topologie entspricht dem durch die schwarz gestrichelten Linien eingegrenzten
Bereich. Die in diesem Bereich liegenden Singularitäten sind zusätzlich durch blaue Sterne markiert. Die vom System entlang
der abgefahrenen Trajektorie angenommenen Zustände sind als blaue Punkte eingezeichnet.
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(b) Box-Whisker Diagramm – Set 2
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(c) Box-Whisker Diagramm – Set 3
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(d) Box-Whisker Diagramm – Referenzregler

Abbildung 7.9: Die Abbildungen zeigen v.l.n.r. und v.o.n.u. die Box-Whisker Diagramme der charakteristischen Größen für
den potentialfeldbasierten Regler (Set 1 bis 3) sowie den Referenzregler. Die horizontalen schwarzen Linien (Whiskers) grenzen
den Wertebereich einer Größe ein. Sie geben, nach Filterung der Outlier, die Lage der Minima und Maxima einer Verteilung an.
Als Outlier werden dabei hier jeweils die obersten und untersten 3% der Werte zu einer Kenngröße betrachtet. Die Rechtecke
(Boxes) geben den Wertebereich zwischen 25tem und 75tem Perzentil, also die Lage der mittleren 50% einer Verteilung, an.
Der gestrichelte Balken innerhalb der Boxes gibt die Lage des Medians im Wertebereich an. Bei den charakteristischen Größen,
deren Boxes grau hinterlegt sind, wurde der Wertebereich zur besseren Darstellung aller Größen in einem gemeinsamen Plot mit
dem Faktor 10 skaliert. Aus dem gleichen Grund wurde der Wertebereich aller charakteristischen Größen auf das Intervall [0;18]
begrenzt. Die dem Diagramm zugrunde liegende Stichprobenmenge umfasst für jeden der dargestellten Werte 3600 Elemente.
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7 Evaluierung der Versuchsergebnisse

7.2 Charakterisierung des modellprädiktiven Reglers

7.2.1 Verhalten bei Einheitssprung der Sollwerte

Analog zur Untersuchung des potentialfeldbasierten Ansatzes werden auch für den modellprädiktiven
Regler wieder drei Parametersets (Tabelle F.7) jeweils bei Ausnutzung bzw. Nichtnutzung der erweiterten
Lösungsmenge untersucht. Wie zuvor unterscheiden sich die Parametersets in erster Linie durch die ma-
ximal zulässige erste Ableitung der sphärischen bzw. toroidalen Twistkoordinaten (ϕ̇, θ̇). Im Vergleich zur
Parametrierung des potentialfeldbasierten Ansatzes (Tabelle 7.1) wurde hier eine geringere Ausdehnung,
zugleich aber erheblich höhere Steigung der repulsiven Potentiale gewählt. Diese schärfere Parametrie-
rung ist aufgrund der Optimierung über den begrenzten Horizont möglich.

Der modellprädiktive Regler wird bezüglich seiner Sprungantwort bei Beaufschlagung mit einem Einheits-
sprung in ωr

wr sowie bei Beaufschlagung mit der zuvor eingeführten kritischen Trajektorie jeweils ohne
Ausnutzung des erweiterten Lösungsraums untersucht. Des Weiteren wird der Regler bezüglich seiner
Charakteristik bei Beaufschlagung mit beständig wechselnden, zufälligen Sollwerten unter Einbeziehung
des erweiterten Lösungsraums untersucht.

Man kann erkennen, dass die Systemtrajektorie (Abb. 7.10) für den modellprädiktiven Regler bei Beauf-
schlagung mit einem Einheitssprung sehr ähnlich der Trajektorie (Abb. 7.1) des potentialfeldbasierten
Reglers ist. Die Einregelzeiten (Tab. 7.5) sind gegenüber dem potentialfeldbasierten Ansatz (Tab. 7.2)
leicht erhöht. Dafür fallen die zuvor bei Set 3 aufgetretenen Überschwinger etwas geringer aus, sodass
die effektive Einregelzeit für Set 3 sogar leicht sinkt. Des Weiteren fällt insbesondere für Set 3 eine si-
gnifikante Reduktion der Lenkwinkelgeschwindigkeiten (Abb. 7.11) auf. Hinsichtlich der Winkelfehler
bzw. Verletzung der nicht-holonomen Bindungen verhalten sich MPC und PF-Regler ähnlich. Bei Set 3
ist wiederum eine signifikante Reduktion der Streuung der Achsschnittpunkte (Tab. 7.5) im Vergleich zur
Verwendung des potentialfeldbasierten Reglers (Tab. 7.2) zu erkennen.

Modellprädiktiver und potentialfeldbasierter Regler verhalten sich bei Beaufschlagung mit einem Ein-
heitssprung in ωr

wr sehr ähnlich. Das ist nicht überraschend, da sich in diesem Fall die repulsiven Po-
tentiale nicht auswirken, die kürzeste Trajektorie führt in ausreichendem Abstand an den singulären
Bereichen vorbei, ist das Verhalten des Reglers insbesondere durch die Parametrierung des attraktiven
Potentials bestimmt. Dieses war für beide Ansätze annähernd identisch gewählt worden.
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Sprungantwort Set 1 1.04 3.516 0.018 0.0 0.093 0.055 0.030

Sprungantwort Set 2 0.66 6.348 0.038 0.0 0.162 0.092 0.050

Sprungantwort Set 3 0.52 8.999 0.044 0.0 0.254 0.102 0.057

Referenz-Regler 0.26 4.138 0.62 0.25 2.918 1.0 0.577

Tabelle 7.5: Kenngrößen des MP-Reglers bei Beaufschlagung mit Einheitssprung
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Abbildung 7.10: Sprungantwort des modellprädiktiven Reglers (MPC) bei Beaufschlagung mit einem Einheitssprung in ωr
wr.

Die Abbildungen zeigen v.l.n.r. die Antwort bezüglich der kartesischen Darstellung sowie der sphärischen Darstellung des Twists.
Die Antworten der unterschiedlichen Parametersets sind gemeinsam dargestellt (Set 1: blau, durchgezogene Linie; Set 2: blau, ge-
strichelte Linie; Set 3: blau, gepunktete Linie). Für die hier dargestellte Sprungantwort wurde lediglich der primäre Lösungsraum
zugelassen.
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Abbildung 7.11: Verlauf der Konfigurationsvariablen bei Beaufschlagung des modellprädiktiven Reglers (MPC) mit einem
Einheitssprung in ωr

wr. Die Abbildungen zeigen für die drei Parametersets (v.l.n.r. Set 1 bis Set 3) v.o.n.u. die kommandierten
Gelenkwinkelgeschwindigkeiten bzgl. der Radachse bzw. Lenkachse sowie den Lenkwinkelfehler jeweils für alle Räder. Dabei
bezieht sich der Lenkwinkelfehler auf den unter Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen zulässigen Lenkwinkel. Für die hier
dargestellte Sprungantwort wurde lediglich der primäre Lösungsraum zugelassen.
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7 Evaluierung der Versuchsergebnisse

7.2.2 Verhalten entlang einer kritischen Systemtrajektorie

Bei Beaufschlagung mit einer kritischen Trajektorie sind deutliche Unterschiede im Verlauf der Sys-
temtrajektorie (Abb. 7.12) zu erkennen. Zwar zeigen Einregelzeiten (Abb. 7.12(a)), Lenkwinkelfehler
(Abb. 7.13) und Streuung der Achsschnittpunkte (Abb. 7.14) einen ähnlichen Verlauf wie beim potential-
feldbasierten Regler, es ist aber deutlich zu erkennen (Abb. 7.12(b)), dass die resultierenden Systemtrajek-
torien insbesondere für Set 1 (blau durchgezogene Linie) und Set 2 (schwarz gestrichelte Linie) erheblich
weichere Verläufe annehmen.

Dieser Verlauf spiegelt sich ebenfalls in den Stellraten �̇ϕs bezüglich der Lenkwinkel (mittlerer Graph
Abb. 7.13) wieder. Die Stellraten zeigen deutlich weichere Verläufe bzw. geringere Beschleunigungen.
Auch die absoluten Maxima der Stellraten bei Verwendung des modellprädiktiven Reglers (Tab. 7.6) sind
gegenüber dem potentialfeldbasierten Regler (Tab. 7.3) deutlich abgesenkt.

Bei Verwendung der Parametersets 1 bzw. 2 liegt der modellprädiktive Regler damit bei ähnlicher Per-
formance hinsichtlich Einregelzeit und Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen weiter von den Sys-
temgrenzen hinsichtlich Stellraten und Beschleunigungen entfernt als der potentialfeldbasierte Regler.
Damit weist dieser Regler eine geringere Empfindlichkeit gegenüber externen Störungen auf und ver-
spricht ein stabileres Systemverhalten. Der modellprädiktive Regler ist damit ein effektiver Ansatz zur
Reduzierung der zuvor an den Grenzen der repulsiven Potentiale beobachteten Schwingungen. Zusätz-
lich konnte gegenüber dem potentialfeldbasierten Regler der Wirkbereich der repulsiven Potentiale für
Parameterset 2 eingeschränkt werden. Damit ist insgesamt ein verbessertes Folgeverhalten zu erwarten.
Der zulässige Arbeitsraum vergrößert sich.

Hinsichtlich der Parametrierung 3 kann man deutlich erkennen, dass der Verlauf der Systemtrajektorie (rot
gepunktete Linie in Abb. 7.12(b)) bei Übergang von �ts,2 nach �ts,3 weniger weich ist bzw. deutlich größere
Lenkwinkelfehler (Abb. 7.13(c)) auftreten. Hier nähert sich das System den singulären Bereichen stark
an. Dennoch ist auch hier die Streuung der Achsschnittpunkte vergleichbar zur Streuung bei Verwendung
des potentialfeldbasierten Reglers. Die maximalen Stellraten sind deutlich abgesenkt.

Auf eine Auswertung der resultierenden Systemtrajektorie unter Ausnutzung des erweiterten Lösungs-
raums wird hier verzichtet. Wie in Abschnitt 7.1.2 bereits gezeigt, existiert eine alternative Trajektorie,
welche außerhalb der repulsiven Potentiale liegt. Das Verhalten des modellprädiktiven Reglers ist entlang
dieser Trajektorie qualitativ nicht anders als bei Beaufschlagung mit einem Einheitssprung. Die Charak-
terisierung des modellprädiktiven Reglers unter Ausnutzung des erweiterten Lösungsraums erfolgt im
nächsten Abschnitt vor dem Hintergrund dauerhafter zufälliger Sollwertwechsel über einen längeren Zeit-
horizont.
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Trajektorie Set 1 3.24 5.887 0.033 0.0 4.0 1.0 0.970

Trajektorie Set 2 1.82 10.531 0.333 0.12 7.625 1.496 1.910

Trajektorie Set 3 1.56 13.910 0.615 0.44 7.666 2.031 1.465

Referenz-Regler 0.34 6.917 1.299 0.26 2.239 0.472 0.198

Tabelle 7.6: Kenngrößen (Maxima der Teiltrajektorien) des MPC bei kritischem Sollwertverlauf
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Abbildung 7.12: Trajektorien des MP-Reglers bei Beaufschlagung mit einer kritischen Sollwertfolge. Die Abbildungen zeigen
v.l.n.r. das Folgeverhalten bezüglich der einzelnen Parameter des Twists in sphärischen Koordinaten sowie die Projektion der
zugehörigen Systemtrajektorie auf die Oberfläche des auf sphärische Topologie begrenzten Zustandsraums. Die Antworten der
unterschiedlichen Parametersets sind gemeinsam dargestellt (Set 1: blau, durchgezogene Linie; Set 2: blau (bzw. schwarz), ge-
strichelte Linie; Set 3: blau (bzw. rot), gepunktete Linie). Die senkrechten Linien (schwarz gestrichelt in Abb. 7.12(a)) markieren
den Zeitpunkt der Aufschaltung eines neuen Sollwertes (schwarz gestrichelte Kreise in Abb. 7.12(b)) für den sphärischen Twist
�trwr. Die rot gestrichelten Linien in Abb. 7.12(a) markieren die Lage einiger ausgewählter Singularitäten. In Abb. 7.12(b) stellen
die konzentrischen Ellipsen die nach Zweierpotenzen skalierten Höhenverläufe eines exemplarischen repulsiven Potentials dar.
Die Zentren der Ellipsen markieren die Lage der vier Radachsen bzw. der daraus erwachsenden Singularitäten. Für die hier
dargestellte Sprungantwort wurde lediglich der primäre Lösungsraum zugelassen.
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(a) Verlauf – Gelenkwinkel Set 1
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(b) Verlauf – Gelenkwinkel Set 2
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(c) Verlauf – Gelenkwinkel Set 3

Abbildung 7.13: Verlauf der Konfigurationsvariablen bei Beaufschlagung des modellprädiktiven Reglers (MPC) mit einer kri-
tischen Sollwertfolge. Die Abbildungen zeigen für die drei Parametersets (v.l.n.r. Set 1 bis Set 3) v.o.n.u. die kommandierten
Gelenkwinkelgeschwindigkeiten bzgl. der Radachse bzw. Lenkachse sowie den Lenkwinkelfehler jeweils für alle Räder. Dabei
bezieht sich der Lenkwinkelfehler auf den unter Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen zulässigen Lenkwinkel. Für die hier
dargestellte Sprungantwort wurde lediglich der primäre Lösungsraum zugelassen.
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(c) Streuung Momentanpol Set 3

Abbildung 7.14: Die Abbildungen stellen die Streuung des Momentanpols für die Parametersets 1 bis 3 (v.l.n.r.) bei kritischer
Sollwertfolge (MPC) dar. Dargestellt werden unterschiedliche Abstandsmaße für die Distanz zwischen gegenwärtiger Konfigura-
tion �q und dem Nullraum der nicht-holonomen Bindungen N[C1,s]. Die verwendeten Kenngrößen dafür sind die Standardabwei-
chung entlang der Hauptachse der Kovarianzmatrix über alle signifikanten Achsschnittpunkte (blaue Linie) sowie der Median (rot
gestrichelt) bzw. der Maximalwert (schwarz gestrichelt) der Abweichungen der Achsschnittpunkte von der geschätzten Position
des Momentanpols.

7.2.3 Verhalten unter andauerndem Sollwertwechsel

Abbildung 7.15 zeigt ausgewählte Punkte, über welche die Trajektorien des geregelten Systems verlaufen.
Dargestellt sind die Resultate für alle Parametersets (Abb. 7.15(a) bis Abb. 7.15(c)) sowie für den Refe-
renzregler (Abb 7.15(d) bzw. Abb. 6.14). In Abbildung 7.16 sind die resultierenden Box-Whisker Dia-
gramme für die drei Parametersets (Abb. 7.16(a) bis Abb. 7.16(c)) sowie den Referenzregler dargestellt
(Abb 7.16(d) bzw. Abb. 6.17). Die zugehörigen statistischen Kenngrößen für die einzelnen Parametersets
sind in den Tabellen F.4 bis F.6 vollständig angegeben.

Man kann deutlich erkennen, dass die Systemtrajektorien bei Verwendung des modellprädiktiven Reglers
(Abb. 7.15) erheblich weniger in die repulsiven Potentiale einstreuen als bei Verwendung des potential-
feldbasierten Reglers (Abb. 7.8). Das spiegelt sich sowohl in den gegenüber dem potentialfeldbasierten
Regler stark reduzierten Stellraten als auch in den insbesondere für Set 2 (Abb. 7.16(b), Tab. F.5) und 3
(Abb. 7.16(c), Tab. F.6) deutlich reduzierten Lenkwinkelfehlern bzw. der deutlich reduzierten Streuung
der Achsschnittpunkte wider.

Besonders auffällig ist dieser Unterschied für Set 3. Während der potentialfeldbasierte Regler das System
bei diesen Stellraten offensichtlich nicht mehr robust regeln kann, bleiben die Fehler des modellprädik-
tiven Reglers weiterhin klein. Einschränkend ist dabei zu erwähnen, dass dies offensichtlich nur unter
Ausnutzung des erweiterten Lösungsraums gilt. In Abschnitt 7.2.2 führte Set 3 bei Beaufschlagung mit
der kritischen Trajektorie zu inakzeptabel hohen Fehlern.

Des Weiteren ist die im Vergleich zum potentialfeldbasierten Regler bei Set 2 und Set 3 stark reduzierte
Einregelzeit zu beachten. Dies ist insbesondere darauf zurückzuführen, dass bei Verwendung des modell-
prädiktiven Reglers der Wirkbereich der repulsiven Potentiale für Set 2 und Set 3 erheblich reduziert
werden konnte. Zusätzlich kann eine leichte Verkürzung der Trajektorien des geregelten Systems durch
die Optimierung über einen begrenzten Vorhersagehorizont eine Rolle spielen. Der Einfluss dieses Effek-
tes scheint aber eher gering zu sein, da sonst auch für Set 1 eine deutliche Reduktion der Einregelzeiten
zu erwarten wäre. Das wird jedoch nicht beobachtet.
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Abbildung 7.15: Dargestellt ist die Projektion der Systemtrajektorien von modellprädiktivem Regler (Set 1 bis 3, Abb. 7.15(a)
bis 7.15(c)) und Referenzregler (Abb. 7.15(d)) auf die Oberfläche des auf toroidale Topologie erweiterten Zustandsraums. Die
konzentrischen Ellipsen stellen die nach Zweierpotenzen skalierten Höhenverläufe eines exemplarischen repulsiven Potentials
dar. Die Zentren der Ellipsen markieren die Lage der vier Radachsen bzw. der daraus erwachsenden 16 Singularitäten. Der Zu-
standsraum bei Beschränkung auf die sphärische Topologie entspricht dem durch die schwarz gestrichelten Linien eingegrenzten
Bereich.

Der Ansatz mittels modellprädiktiver Regelung erlaubt also die Nutzung eines größeren Anteils des zu-
lässigen Zustandsraums als der Ansatz mittels potentialfeldbasierter Regelung. Nichtsdestotrotz schränkt
die Vermeidung der singulären Bereiche den nutzbaren Zustandsraum stark ein und führt so – zum einen
durch die Notwendigkeit von „Umwegen“, zum anderen durch die schlichte Unzulässigkeit bestimmter
Sollwerte – zu langen Einregelzeiten von im Schnitt deutlich über 0.5 s. Solch lange Einregelzeiten sind
vor dem Hintergrund einer überlagerten Bahn- bzw. Geschwindigkeitsregelung problematisch. Im fol-
genden Abschnitt wird untersucht, inwieweit der Ansatz über Reglerumschaltung diese Einregelzeiten
reduzieren kann.
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(b) Box-Whisker Diagramm – Set 2
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(c) Box-Whisker Diagramm – Set 3
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(d) Box-Whisker Diagramm – Referenzregler

Abbildung 7.16: Die Abbildungen zeigen v.l.n.r. und v.o.n.u. die Box-Whisker Diagramme der charakteristischen Größen für
den modellprädiktiven Regler (Set 1 bis 3) sowie den Referenzregler. Die horizontalen schwarzen Linien (Whiskers) grenzen
den Wertebereich einer Größe ein. Sie geben, nach Filterung der Outlier, die Lage der Minima und Maxima einer Verteilung an.
Als Outlier werden dabei hier jeweils die obersten und untersten 3% der Werte zu einer Kenngröße betrachtet. Die Rechtecke
(Boxes) geben den Wertebereich zwischen 25tem und 75tem Perzentil, also die Lage der mittleren 50% einer Verteilung, an.
Der gestrichelte Balken innerhalb der Boxes gibt die Lage des Medians im Wertebereich an. Bei den charakteristischen Größen,
deren Boxes grau hinterlegt sind, wurde der Wertebereich zur besseren Darstellung aller Größen in einem gemeinsamen Plot mit
dem Faktor 10 skaliert. Aus dem gleichen Grund wurde der Wertebereich aller charakteristischen Größen auf das Intervall [0;18]
begrenzt. Die dem Diagramm zugrunde liegende Stichprobenmenge umfasst für jeden der dargestellten Werte 3600 Elemente.
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7.3 Charakterisierung des Reglers mit Reglerumschaltung

7.3.1 Verhalten bei Einheitssprung der Sollwerte

Zur Untersuchung des in Abschnitt 5.4 skizzierten Ansatzes mittels Basiswechsel werden vier geregelte
Systeme implementiert. Zustandsraum, Stellgrößen sowie direkte und inverse Kinematik werden für je-
des Radmodul bezüglich seines jeweiligen Bezugssystems formuliert. Als Regler wird jeweils der zuvor
untersuchte modellprädiktive Regler eingesetzt. Alle repulsiven Potentiale werden entfernt. Der Ansatz
mittels Umschaltung soll garantieren, dass Kinematik und Regelung immer in einem Bezugssystem defi-
niert sind, für welches in der Umgebung des gegenwärtigen Arbeitspunkt, keine Singularitäten auftreten.
Der Zustandsraum für alle Teilsysteme wird auf die toroidale Topologie erweitert. Diese Erweiterung war
die Voraussetzung für die Einführung des Ansatzes auf Basis der Reglerumschaltung in Kapitel 5.

Die Schaltschwellen ergeben sich, wie in Abschnitt 5.4 erläutert, durch die Punkte gleichen Abstandes
von den Radmodulen. Dies entspricht dem Voronoigraph mit den Lenkachsen der Radmodule als Erzeu-
genden. Für das hier exemplarisch untersuchte Fahrwerk des Care-O-bot® 3 sind die Schaltschwellen
durch Abszisse und Ordinate des roboterzentrierten Koordinatensystems sowie den Fernpunkt gegeben.

Das Verhalten des resultierenden Systems wird wiederum bezüglich dreier Parametersets (Tabelle 7.7) für
den modellprädiktiven Regler untersucht. Dabei entfallen die Parameter bezüglich der repulsiven Potentia-
le. Hinzu kommen die Parameter zur Beschreibung der Schaltschwellen. Der Parameter „Schaltschwelle
rel. kart.“ beschreibt die Lage der Schaltschwelle zwischen zwei Radmodulen in Prozent des relativen
Abstandes zwischen diesen Modulen. Der hier gewählte Wert von 50 % entspricht gerade dem Voronoi-
graphen. Der Parameter „rel. Hysterese-Korridor“ beschreibt das Ausmaß eines zusätzlich eingeführten
Hystereverhaltens, um andauerndes Umschalten unter Sliding-Modes zu vermeiden.

Man kann erkennen, dass sich die drei Parametersets in Tabelle 7.7 stark von den zuvor für den modellprä-
diktiven Regler gewählten Parametersets (Tabelle F.7) unterscheiden. Insbesondere wurde die zulässige
obere Grenze der ersten Ableitung des sphärischen Twists stark erhöht. Dies liegt insbesondere an der ge-
änderten Bedeutung, welche diese Parameter durch die Koordinatentransformation erfahren. So wird unter
anderem für das aktive Radmodul Lenkbewegung und Fahrbewegung entkoppelt. Des Weiteren wurden
leichte Anpassungen hinsichtlich der Einstellung des unterlagerten Radmodul-Reglers vorgenommen.

Wie zuvor wird der Regler unter Basiswechsel bezüglich seiner Sprungantwort bei Beaufschlagung mit
einem Einheitssprung in ωr

wr sowie bei Beaufschlagung mit der zuvor eingeführten kritischen Trajektorie
und bezüglich seiner Charakteristik bei Beaufschlagung mit beständig wechselnden, zufälligen Sollwer-
ten untersucht. In Abbildung 7.17 ist der Verlauf der geregelten Größen bei kartesischer Repräsentation
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Set 1 1.75π 16 5.0 3.25 1.0 0.025 50% 12.5%

Set 2 2.75π 18 5.714 2.5 0.5 0.025 50% 12.5%

Set 3 3.25π 25.5 6.061 3.125 0.25 0.025 50% 12.5%

Tabelle 7.7: Modellprädiktiver Regler mit Basiswechsel: Untersuchte Parametersets
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Abbildung 7.17: Sprungantwort des modellprädiktiven Reglers (MPC) mit Basiswechsel bei Beaufschlagung mit einem Ein-
heitssprung in ωr

wr. Die Abbildungen zeigen v.l.n.r. die Antwort bezüglich der kartesischen Darstellung sowie der sphärischen
Darstellung des Twists. Die Antworten der unterschiedlichen Parametersets sind gemeinsam dargestellt (Set 1: blau, durchge-
zogene Linie; Set 2: blau, gestrichelte Linie; Set 3: blau, gepunktete Linie). Für die hier dargestellte Sprungantwort wurde der
vollständige Lösungsraum zugelassen.

(Abb. 7.17(a)) sowie sphärischer Repräsentation (Abb. 7.17(b)) des Twists dargestellt. Das Bezugssys-
tem ist der besseren Vergleichbarkeit wegen wie bisher das körperfeste Roboterkoordinatensystem. Ab-
bildung 7.18 zeigt den zugehörigen Verlauf der Konfigurationsvariablen für die drei Parametersets. Die
resultierenden charakteristischen Größen sind in Tabelle 7.8 angegeben.

Abbildung 7.17 zeigt, dass der resultierende Regler für alle Parametersets stationär genau ist. Die Sollwer-
te werden ähnlich schnell wie zuvor eingeregelt, wobei das System eine von Set 1 nach Set 3 zunehmende
Agilität zeigt. Die nach Tabelle 7.8 verhältnismäßig hohen Einregelzeiten von Set 2 und Set 3 liegen an
Überschwingern, die nach Einstellung des geregelten Wertes noch einmal aus der nächsten Umgebung
des Sollwertes heraus führen.

Im Vergleich mit modellprädiktivem und potentialfeldbasiertem Regler sind deutliche Abweichungen im
Verlauf der geregelten Größen festzustellen. Dies betrifft insbesondere den Verlauf der kartesischen Ge-
schwindigkeit vr

wr,y (mittlerer Graph in Abbildung 7.17(a)) sowie den Verlauf des Geschwindigkeitsbetra-
ges ρr

wr und des Azimuts ϕr
wr des sphärischen Twists (oberer und mittlerer Graph in Abbildung 7.17(b)).

Die Abweichung bezüglich des Parameters ϕr
wr (mittlerer Graph in Abbildung 7.17(b)) ist vor allem ein

messtechnisches Problem. Da Kinematik, Regelung und Beobachter in den jeweiligen Referenzsystemen
definiert sind, ist der Parameter ϕr

wr in der Umgebung des Ursprungs des körperfesten Koordinatensystems
nicht beobachtbar bzw. die entsprechende Abbildung singulär. Die Abweichung bezüglich des Verlaufs
von vr

wr,y, in welchem bisher keine Störungen aufgetreten waren (Abb. 7.1(a), Abb. 7.10(a)), ist vor allem
durch die gegenüber den bisherigen Reglern veränderte Systemtrajektorie zu erklären. Für alle Parameter-
sets führt der hier betrachtete Regler den Momentanpol unmittelbar über die Radachse des dritten, hier
aktiven, Radmoduls. Das setzt ein kurzfristiges Einlenken und damit eine Geschwindigkeitskomponente
in y-Richtung voraus. Ursache für die Abweichung bezüglich ρr

wr ist schließlich eine Kombination aus der
starken Nichtlinearität der Transformation des Twists in ein anderes Bezugssystem sowie der Abweichung
der Trajektorie.
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Abbildung 7.18: Verlauf der Konfigurationsvariablen bei Beaufschlagung des modellprädiktiven Reglers (MPC) mit Basiswech-
sel mit einem Einheitssprung in ωr

wr. Die Abbildungen zeigen für die drei Parametersets (v.l.n.r. Set 1 bis Set 3) v.o.n.u. die
kommandierten Gelenkwinkelgeschwindigkeiten bzgl. der Radachse bzw. Lenkachse sowie den Lenkwinkelfehler jeweils für
alle Räder. Dabei bezieht sich der Lenkwinkelfehler auf den unter Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen zulässigen Lenk-
winkel. Für die hier dargestellte Sprungantwort wurde der vollständige Lösungsraum zugelassen.

Für Set 1 und Set 2 zeigen die Konfigurationsgrößen (Abb. 7.18(a), Abb. 7.18(b)) entlang dieser Systemtra-
jektorie weiche Kurven. die Lenkwinkelgeschwindigkeiten bleiben beschränkt. Unstetigkeiten aufgrund
der Umschaltungen sind nicht zu erkennen. Die Lenkwinkelfehler bleiben klein, so dass von guter Syn-
chronisation der Radmodule gesprochen werden kann. Eine Besonderheit ist bezüglich der Drehrate der
Räder �̇ϕd zu erkennen. Anders als bei den zuvor entworfenen Reglern kann man hier (jeweils oberster
Graph in Abbildung 7.18(a) bis 7.18(c)) ein Überschwingen erkennen. Dies ist die direkte Folge des Über-
schwingens des Parameters ρr

wr (oberster Graph in Abbildung 7.17(b)). Anders stellt sich das Verhalten für
das dritte Set dar. Man kann erkennen, dass signifikante Lenkwinkelfehler auftreten. Zusätzlich nehmen
die kommandierten Lenkwinkelgeschwindigkeiten vergleichsweise große Werte an und weisen teilweise
scharfe Sprünge auf.

Parameterset 1 und 2 liefern damit ähnlich gute Ergebnisse bei Beaufschlagung mit einem Einheits-
sprung wie Set 1 und 3 des im vorigen Abschnitt untersuchten modellprädiktiven Reglers. Dies war in-
sofern zu erwarten, da für die hier untersuchte Trajektorie keine Singularitäten passiert werden müssen,
die Unterschiede zwischen den Reglern also nicht so stark zum Tragen kommen. Set 3 ist offensichtlich
zu aggressiv parametriert. Das dritte Set ist damit zwar als Parametrierung zum tatsächlichen Betrieb
ungeeignet, wird aber als Vergleich in den folgenden Abschnitten ebenfalls evaluiert.
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Sprungantwort Set 1 0.82 6.975 0.034 0.0 0.283 0.143 0.082

Sprungantwort Set 2 0.76 9.219 0.065 0.0 0.431 0.109 0.028

Sprungantwort Set 3 0.86 12.53 0.388 0.26 0.50 0.124 0.054

Referenz-Regler 0.26 4.138 0.62 0.25 2.918 1.0 0.577

Tabelle 7.8: Kenngrößen des MP-Reglers mit Basiswechsel bei Beaufschlagung mit Einheitssprung
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7 Evaluierung der Versuchsergebnisse

7.3.2 Verhalten entlang einer kritischen Systemtrajektorie

In diesem und dem folgenden Abschnitt wird das Verhalten des Reglers mit Reglerumschaltung im Kon-
text mit dem Passieren von Regionen, welche bisher der Umgebung der Singularitäten zugeordnet wa-
ren, untersucht. Dazu wird das geregelte System zunächst wieder mit der kritischen Solltrajektorie beauf-
schlagt. Dann wird das Verhalten des geregelten Systems unter andauerndem zufälligem Sollwertwechsel
untersucht.

Da für den MPC mit Basiswechsel prinzipbedingt der toroidale Lösungsraum verwandt wird, sind die
Ergebnisse für Beaufschlagung mit einer kritischen Trajektorie nur bedingt mit den Ergebnissen der vor-
herigen Untersuchungen vergleichbar. Der Regler wird hier immer der verkürzten Trajektorie folgen, wel-
che weniger dicht an den kritischen Bereichen vorbei führt. Dennoch soll der Vollständigkeit halber hier
knapp darauf eingegangen werden.

Abbildung 7.19(a) zeigt den Verlauf der geregelten Größen bezüglich der sphärischen Repräsentation des
Twists für alle Parametersets. Die resultierenden Trajektorien für die geregelten Systeme sind in Abbil-
dung 7.19(b) zu sehen. In Abbildung 7.20 ist der zugehörige Verlauf der Konfigurationsvariablen für die
jeweiligen Parametersets dargestellt und in Abbildung 7.21 die Maßgrößen zur Beschreibung der Streuung
der Achsschnittpunkte.

In Abbildung 7.19 fallen wieder die Unstetigkeiten bezüglich ϕr
wr auf. Auch hier sind diese Unstetigkeiten

wieder Resultat der Nicht-Beobachtbarkeit dieser Zustandsgröße in der Nähe der Pole. Des Weiteren lässt
sich der Wechsel zwischen den Lösungsdomänen erkennen. Die Sollwerte (schwarze Linien bzw. schwarz
gestrichelte Kreise) sind bezüglich der primären Lösungsdomäne dargestellt. Bei Einregelung auf das
zweite Ziel �ts,2 kreuzt die Trajektorie für Set 1 und Set 2 den Pol und bewegt sich damit in die sekundäre
Lösungstrajektorie. Bei Einregelung auf das dritte Ziel �ts,3 wird zusätzlich der Parameter ρr

wr invertiert,
das entspricht einer Bewegung durch die Kugel hindurch, und das System bewegt sich in die quartäre
Lösungsdomäne.

Die Konfigurationsvariablen (Abb. 7.20) zeigen auch hier einen weichen Verlauf. Lenkwinkelgeschwin-
digkeiten und Lenkwinkelfehler bleiben für alle Parametersets klein. Lediglich das dritte Set überschrei-
tet hinsichtlich des Fehlers kurzzeitig (Tabelle 7.9) die Toleranzgrenze von 0.1 rad. Auch die Streuung
der Achsschnittpunkte (Abb. 7.21) ist für alle Parametersets klein. Alle Radmodule sind also hinreichend
exakt koordiniert.
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Trajektorie Set 1 0.64 4.014 0.033 0.0 0.143 0.048 0.030

Trajektorie Set 2 0.50 5.651 0.068 0.0 0.199 0.062 0.041

Trajektorie Set 3 0.66 7.112 0.113 0.02 0.231 0.067 0.048

Referenz-Regler 0.34 6.917 1.299 0.26 2.239 0.472 0.198

Tabelle 7.9: Kenngrößen (Maxima der Teiltrajektorien) des MPC mit Basiswechsel bei kritischem Sollwertverlauf
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Abbildung 7.19: Trajektorien des MP-Reglers mit Basiswechsel bei Beaufschlagung mit einer kritischen Sollwertfolge. Die
Abbildungen zeigen v.l.n.r. das Folgeverhalten bezüglich der einzelnen Parameter des Twists in sphärischen Koordinaten sowie
die Projektion der zugehörigen Systemtrajektorie auf die Oberfläche des auf toroidale Topologie erweiterten Zustandsraums.
Die Antworten der unterschiedlichen Parametersets sind gemeinsam dargestellt (Set 1: blau, durchgezogene Linie; Set 2: blau
(bzw. schwarz), gestrichelte Linie; Set 3: blau (bzw. rot), gepunktete Linie). Die senkrechten Linien (schwarz gestrichelt in
Abb. 7.19(a)) markieren den Zeitpunkt der Aufschaltung eines neuen Sollwertes (schwarz gestrichelte Kreise in Abb. 7.19(b)) für
den sphärischen Twist �trwr. In Abb. 7.19(b) stellen die konzentrischen Ellipsen die nach Zweierpotenzen skalierten Höhenverläufe
eines exemplarischen repulsiven Potentials dar. Die Zentren der Ellipsen markieren die Lage der vier Radachsen bzw. der daraus
erwachsenden Singularitäten. Für die hier dargestellte Sprungantwort wurde der vollständige Lösungsraum zugelassen.
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(b) Verlauf – Gelenkwinkel Set 2
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(c) Verlauf – Gelenkwinkel Set 3

Abbildung 7.20: Verlauf der Konfigurationsvariablen bei Beaufschlagung des modellprädiktiven Reglers (MPC) mit Basiswech-
sel mit einer kritischen Sollwertfolge. Die Abbildungen zeigen für die drei Parametersets (v.l.n.r. Set 1 bis Set 3) v.o.n.u. die
kommandierten Gelenkwinkelgeschwindigkeiten bzgl. der Radachse bzw. Lenkachse sowie den Lenkwinkelfehler jeweils für
alle Räder. Dabei bezieht sich der Lenkwinkelfehler auf den unter Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen zulässigen Lenk-
winkel. Für die hier dargestellte Sprungantwort wurde der vollständige Lösungsraum zugelassen.
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(c) Streuung Momentanpol Set 3

Abbildung 7.21: Die Abbildungen stellen die Streuung des Momentanpols für die Parametersets 1 bis 3 (v.l.n.r.) bei kritischer
Sollwertfolge (MPC mit Basiswechsel) dar. Dargestellt werden unterschiedliche Abstandsmaße für die Distanz zwischen gegen-
wärtiger Konfiguration �q und dem Nullraum der nicht-holonomen Bindungen N[C1,s]. Die verwendeten Kenngrößen dafür sind
die Standardabweichung entlang der Hauptachse der Kovarianzmatrix über alle signifikanten Achsschnittpunkte (blaue Linie)
sowie der Median (rot gestrichelt) bzw. der Maximalwert (schwarz gestrichelt) der Abweichungen der Achsschnittpunkte von
der geschätzten Position des Momentanpols.

7.3.3 Verhalten unter andauerndem Sollwertwechsel

Die statistische Auswertung der Langzeitsimulation macht die Unterschiede im Verhalten des Reglers mit
Basiswechsel und der zuvor entworfenen potentialfeldbasierten bzw. modellprädiktiven Regler besonders
gut deutlich. So erkennt man in Abbildung 7.22 im Kontrast zu den vorher entwickelten Ansätzen zum
Beispiel, dass sich die angenommenen Zustände in der Umgebung der Singularitäten häufen. Dies ist eine
Konsequenz aus der Bestrebung des Reglers die nötigen Lenkwinkelkorrekturen des jeweils aktiven Ra-
des zu minimieren. Das ist häufig besonders effizient möglich, indem der Momentanpol gerade über die
Achse dieses Rades, also die Singularität bei Repräsentation im ursprünglichen Bezugssystem, geführt
wird. Die insbesondere für Parameterset 1 auffällige Häufung der angenommenen Konfigurationen in der
oberen Halbebene in Abbildung 7.22(a) ist auf die gegenüber den bisherigen Ansätzen verstärkte Hyste-
rese bei der Umschaltung zwischen den Lösungsdomänen zurückzuführen. Da das jeweils aktive Rad die
bezüglich seines Bezugssystems optimale Trajektorie auswählt, war diese vergrößerte Hysterese notwen-
dig, um einen Deadlock bei der teilweise konkurrierenden Umschaltung zwischen Lösungsdomänen und
aktiven Rädern zu vermeiden.

Betrachtet man die Box-Whisker Diagramme (Abb. 7.23(a) bis 7.23(d)) erkennt man, dass die durch-
schnittliche Einregelzeit Te gegenüber dem modellprädiktiven Regler deutlich reduziert wurde. Berück-
sichtigt man, dass gegenüber dem Referenzregler (Abb. 7.23(d)) die maximal zu stellenden Lenkwinkel
teilweise um den Faktor drei größer sind, die hier kommandierten Stellraten aber sogar leicht kleiner sind,
zeigt der MPC mit Basiswechsel ein zügiges Einregelverhalten. Dennoch bleiben Winkelfehler und Streu-
ung der Achsschnittpunkte insbesondere für das Parameterset 1 vernachlässigbar gering. Parameterset 2
zeigt eine ähnliche Charakteristik. Bei einer nur geringen Zunahme der Lenkwinkelfehler bzw. der Streu-
ung der Achsschnittpunkte ist hier die Einreglzeit nochmals deutlich reduziert. Allerdings geht dies einher
mit einer deutlichen, wenn auch noch unkritischen, Erhöhung der Lenkgeschwindigkeiten. Parameterset 3
(Abb. 7.23(c)) ist erkennbar zu aggressiv parametriert. Zwar sind die resultierenden Lenkwinkelfehler
mehrheitlich deutlich geringer als im Falle des Referenzreglers, doch mit maximalen Abweichungen von
annähernd 90◦ nicht akzeptabel. Dieses Verhalten steht im Zusammenhang mit der Vernachlässigung der
Singularitäten in der Regelung und kann in Tabelle F.9 bzw. F.10 auch für Parameterset 2 beobachtet
werden.
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Abbildung 7.22: Dargestellt ist die Projektion der Systemtrajektorien von modellprädiktivem Regler mit Basiswechsel (Set 1
bis 3, Abb. 7.22(a) bis 7.22(b)) und Referenzregler (Abb. 7.22(d)) auf die Oberfläche des auf toroidale Topologie erweiterten
Zustandsraums. Die konzentrischen Ellipsen stellen die nach Zweierpotenzen skalierten Höhenverläufe eines exemplarischen
repulsiven Potentials dar. Die Zentren der Ellipsen markieren die Lage der vier Radachsen bzw. der daraus erwachsenden 16
Singularitäten. Der Zustandsraum bei Beschränkung auf die sphärische Topologie entspricht dem durch die schwarz gestrichelten
Linien eingegrenzten Bereich.

Im Gegensatz zu potentialfeldbasiertem und modellprädiktivem Regler führen Parameterset 2 und 3 für
den MPC mit Basiswechsel zu maximalen Stellwerten von 377.6 rad/s bzw. 1333.2 rad/s für die Lenkwin-
kelgeschwindigkeit �̇ϕs. Zum Vergleich: zulässig sind im Falle von Care-O-bot® 3 etwa 24 rad/s. Für Para-
meterset 1 wird diese Beschränkung eingehalten. Hier ergibt sich die maximale Stellrate zu 15.367 rad/s.
Dieses Verhalten ergibt sich aus der hier nur lokalen, auf das jeweils aktive Rad beschränkten Optimie-
rung des Regelungsproblems. Zwar wird das Bezugssystem umgeschaltet, bevor eine Singularität erreicht
wird, im Falle der aggressiven Sets 2 und 3 weist der Twist nach der Umschaltung allerdings zu hohe
Änderungsraten auf und wird an den Radachsen vorbei getragen.
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(b) Box-Whisker Diagramm – Set 2
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(c) Box-Whisker Diagramm – Set 3
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(d) Box-Whisker Diagramm – Referenzregler

Abbildung 7.23: Die Abbildungen zeigen v.l.n.r. und v.o.n.u. die Box-Whisker Diagramme der charakteristischen Größen für
den modellprädiktiven Regler mit Basiswechsel (Set 1 bis 3) sowie den Referenzregler. Als Outlier werden dabei hier jeweils
die obersten und untersten 3% der Werte zu einer Kenngröße betrachtet. Bei den charakteristischen Größen, deren Boxes grau
hinterlegt sind, wurde der Wertebereich zur besseren Darstellung aller Größen in einem gemeinsamen Plot mit dem Faktor 10
skaliert. Aus dem gleichen Grund wurde der Wertebereich aller charakteristischen Größen auf das Intervall [0;18] begrenzt. Die
dem Diagramm zugrunde liegende Stichprobenmenge umfasst für jeden der dargestellten Werte 3600 Elemente.

Bei der Bewertung dieses Verhaltens ist zu beachten, dass bei der Reglerauslegung für den Ansatz mit
Basiswechsel deutlich weniger Aufwand getrieben wurde als bei den zuvor evaluierten Ansätzen. Wie in
Kapitel 5 erwähnt, handelt es sich bei dem Ansatz mit Umschaltung um eine Entwurfsskizze. Mögliche
Anpassungen, die die beobachteten Probleme beseitigen, sind leicht vorstellbar. Abhilfe könnte zum Bei-
spiel ein Verschmelzen der Stellgrößenhorizonte schaffen oder eine Anpassung des Optimierungsschritts
dahingehend, dass auch während der Optimierung der Wechsel der Basissysteme einbezogen werden
kann. Der Ansatz mittels Basiswechsel hat daher das größte Potential hinsichtlich einer Regelung, die
eine möglichst große Flexibilität in der Ansteuerung erlaubt.
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8 Abschließende Betrachtung

8.1 Vergleich der Regelungsansätze und Einordnung in den Anwendungskontext

Vergleicht man die vier Regelungsansätze anhand ihrer Box-Whisker-Diagramme (Abb. 8.1), so erkennt
man, dass die Ansätze erwartungsgemäß stark unterschiedliche Stärken und Schwächen zeigen. So zeigt
der einfache Referenzregler hinsichtlich Einregelzeit und Stellgrößen das beste Verhalten. Der potential-
feldbasierte Regler (Abb. 8.1(b)) hingegen zeigt die kleinsten Lenkwinkelfehler und ist daher besonders
gut geeignet, wenn es darum geht, die Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen zu garantieren. Der
Regler mit Basiswechsel bietet den besten Kompromiss zwischen verfügbarem Arbeitsraum, Einregelzei-
ten und Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen.

In Tabelle 8.1 sind die jeweils wesentlichsten Charakteristika, verfügbarer Arbeitsraum, Einregelzeit,
Stellgrößen und Verletzung der nicht-holonomen Bindungen gegenübergestellt. Dabei wurde der nutz-
bare Arbeitsraum aus den Ergebnissen (Abb. 7.8(a) und Abb. 7.15(a)) der Dauersimulationen abgeschätzt.
Die Verletzung der nicht-holonomen Bindungen wird durch den mittleren Lenkwinkelfehler Δϕs zum
geschätzten Momentanpol repräsentiert.

Hier wird besonders deutlich, dass die Vermeidung der singulären Bereiche durch repulsive Potentiale
bei potentialfeldbasiertem und modellprädiktivem Regler sehr gut geeignet ist, um eine Einhaltung der
nicht-holonomen Bindungen zu garantieren und die Stellraten zu begrenzen. Gleichzeitig wird auch die
Schwäche dieses Ansatzes deutlich. Der verfügbare Arbeitsraum, der letztlich ein Maß für die Manövrier-
barkeit und Flexibilität des Fahrwerks ist, wird erheblich reduziert. Für beide Regler beträgt die Reduktion
etwa 30 % des ursprünglich verfügbaren Arbeitsraums. Damit einhergehend sind die durchschnittlich ge-
messenen Einregelzeiten gegenüber dem Referenzregler stark erhöht. Der in Tabelle 8.1 angegebene Wert
ist dabei noch optimistisch. Die Ergebnisse werden durch die Begrenzung des Maximalwertes auf eine
Sekunde verfälscht.

Mittels Basiswechsel durch Reglerumschaltung lässt sich dieser Nachteil beseitigen. Der Regler mit Ba-
siswechsel nutzt den vollen Arbeitsraum des Fahrwerks. Er ermöglicht damit höchste Flexibilität und
Manövrierbarkeit. Dementsprechend sind auch die Einregelzeiten deutlich geringer als bei dem potential-
feldbasierten bzw. modellprädiktiven Ansatz. Die Lage von Median und 25 % Perzentil (Abb. 8.1) machen
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Referenz-Regler 100 0.421 7.569 4.863 0.913

PFC Set 1 72 0.884 8.947 3.108 0.029

MPC Set 2 68 0.834 8.947 4.172 0.078

Switched MPC Set 2 100 0.710 11.33 6.404 0.114

Tabelle 8.1: Charakterisierung der untersuchten Regelungskonzepte
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(a) Box-Whisker Diagramm – Referenzregler
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(b) Box-Whisker Diagramm – PFC Set 1
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(c) Box-Whisker Diagramm – MPC Set 2
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(d) Box-Whisker Diagramm – Switched MPC Set 2

Abbildung 8.1: Die Abbildungen zeigen v.l.n.r. und v.o.n.u. die Box-Whisker Diagramme der charakteristischen Größen für
den Referenzregler sowie der jeweils besten Parametrierung des potentialfeldbasierten und modellprädiktiven Regler ohne und
mit Basiswechsel. Die horizontalen schwarzen Linien (Whiskers) grenzen den Wertebereich einer Größe ein. Sie geben – nach
Filterung der Outlier, hier die obersten und untersten 3% der Werte – die Lage der Minima und Maxima einer Verteilung an.
Die Rechtecke (Boxes) geben den Wertebereich zwischen 25tem und 75tem Perzentil – also die Lage der „mittleren“ 50% einer
Verteilung – an. Der gestrichelte Balken innerhalb der Boxes gibt die Lage des Median im Wertebereich an. Bei den charakte-
ristischen Größen, deren Boxes grau hinterlegt sind, wurde der Wertebereich zur besseren Darstellung aller Größen in einem
gemeinsamen Plot mit dem Faktor 10 skaliert. Aus dem gleichen Grund wurde der Wertebereich aller charakteristischer Größen
auf das Intervall [0,18] begrenzt. Die dem Diagramm zugrunde liegende Stichprobenmenge umfasst für jeden der dargestellten
Werte 3600 Elemente.
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8.1 Vergleich der Regelungsansätze und Einordnung in den Anwendungskontext

diese Steigerung gegenüber PFC und MPC besonders deutlich. Dass der Ansatz mit Basiswechsel trotz
höherer Stellraten nicht die Einregelzeiten des Referenzreglers erreicht, ist darin begründet, dass der Re-
ferenzregler nicht nur den vollständigen Arbeitsraum, sondern sogar den gesamten Konfigurationsraum
des Fahrwerks nutzt. Um die zu stellenden Lenkwinkel zu minimieren, verlässt der Referenzregler auf
Radmodulebene die Menge der unter Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen zulässigen Konfigura-
tionen.

Anschaulich bilden die Trajektorien des Referenzreglers beim Übergang zwischen zwei Konfigurationen
Geraden im achtdimensionalen Konfigurationsraum. Die Trajektorien der übrigen Regler sind dagegen
Kurven, welche in einer zweidimensionalen Fläche liegen, die in den achtdimensionalen Konfigurations-
raum eingebettet ist. Für den Regler mit Basiswechsel wird der Arbeitsraum durch vier solcher zwei-
dimensionaler Flächen gebildet, die teilweise kollinear sind und zwischen denen in den Singularitäten
gewechselt werden kann.

Hinsichtlich der Recheneffizienz sind Referenzregler und Potentialfeldregler dem modellprädiktiven Reg-
ler und dem Regler mit Basiswechsel deutlich überlegen. Für den modellprädiktiven Regler müssen prak-
tisch für jeden der n Zeitschritte entlang des Vorhersagehorizontes alle Berechnungen des potentialfeld-
basierten Reglers durchgeführt werden. Zusätzlich wird m-mal über den Vorhersagehorizont iteriert. Ver-
nachlässigt man die Operationen in inverser und direkter Kinematik, ist der Aufwand für den modellprä-
diktiven Regler damit um den Faktor m ·n größer als beim potentialfeldbasierten Regler. Für den Regler
mit Basiswechsel müssen alle Berechnungen zusätzlich für jedes Radmodul bzw. Bezugssystem durch-
geführt werden. Damit skaliert der Rechenaufwand hier zusätzlich mit der Anzahl der Radmodule. Bei
einer großen Anzahl von Radmodulen und einer ausgedehnten Kinematik wäre es prinzipiell denkbar, die
Berechnungen nur für die jeweils nächsten Module durchzuführen und so diesen Skalierungseffekt zu
begrenzen.

In Fällen, in denen eine Vernachlässigung der nicht-holonomen Bindungen und das damit verbundene
Durchrutschen und Schieben der Räder hingenommen werden kann, wird der Referenzregler daher die
Performance der übrigen Regler immer übertreffen. Solche Anwendungen sind z.B. Outdoor- und insbe-
sondere Geländefahrzeuge, bei denen aufgrund der Bodenbeschaffenheit ohnehin mit starkem Rutschen
und Schieben der Räder zu rechnen ist.

Für Anwendungen in Innenräumen, bei denen es auf eine ruhige Fahrt ankommt, bietet der Ansatz mit
Basiswechsel hingegen das größte Potential. Besonders wichtig erscheint eine hohe Laufruhe und große
Flexibilität im Zusammenhang mit der Mensch-Maschine-Interaktion, mobiler Manipulation und Tele-
operation. Bei autonomer Navigation ohne Interaktion mit dem Menschen können die Pfade vorab so
geplant werden, dass weiche Kommandos an den unterlagerten Regelkreis geschickt werden und die Sin-
gularitäten vermieden werden. Hier würde prinzipiell der Regler auf Radmodulebene genügen. Bei den
zuvor genannten, eher reaktiven Verfahren ist das aber im Allgemeinen nicht möglich. Hier erlauben po-
tentialfeldbasierter Regler, modellprädiktiver Regler und der Regelungsansatz über Basiswechsel durch
Reglerumschaltung eine saubere Koordination der Radmodule, auch wenn die eingehenden Kommandos
weniger günstig geplant sind.

Prinzipiell sind alle vorgestellten Ansätze in diesen Szenarien ähnlich gut anwendbar. Eine leichte Ab-
stufung lässt sich anhand der benötigten bzw. durch den Regler ermöglichten Flexibilität vornehmen. So
dürfte, nach aufsteigender Flexibilität sortiert, der potentialfeldbasierte Ansatz den besten Kompromiss
aus Flexibilität und Rechenlast für ein teleoperiertes System darstellen. Der MPC-Ansatz erscheint viel-
versprechend vor dem Hintergrund der Mensch-Maschine-Interaktion und der Ansatz mit Basiswechsel
dürfte aufgrund seiner besonderen Flexibilität besonders gute Voraussetzungen für die Anwendung im
Bereich der mobilen Manipulation bieten.
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8.2 Zusammenfassung und Ergebnis der Arbeit

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die kinematische Modellierung und Regelung von nicht-holonomen, om-
nidirektionalen Fahrwerken im Kontext der Servicerobotik untersucht. Ausgehend vom „Configuration
Kinematic Model“ nach Campion (Campion u. a. 1996) bzw. der Adaption dieses Models nach Thuilot
(Thuilot u. a. 1996) wurde zunächst gezeigt, dass die sphärische Repräsentation des Twists ein lokaler
Diffeomorphismus des Momentanpols ist. Damit ist es möglich, ein Regelungsgesetz bezüglich des sphä-
rischen Twists zu entwerfen, welches zu validen Trajektorien im Konfigurationsraum des Gesamtsystems
führt. Dies erlaubt sowohl die Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen als auch eine exakte Koordina-
tion aller Lenkwinkel.

Anschließend wurden die Nachteile dieses Ansatzes – wesentliche und repräsentationsabhängige Singu-
laritäten, die effektiv zu einer Einschränkung des Arbeitsraums führen – aufgezeigt. Es wurde ein erwei-
terter Zustandsraum mit toroidaler statt sphärischer Topologie definiert, der diese Nachteile beseitigt. Der
resultierende Zustandsraum entsteht dabei aus dem ursprünglichen Zustandsraum durch Einbringen von
Redundanz bzw. zusätzlicher Mehrdeutigkeiten. Im Wesentlichen handelt es sich um eine Dopplung und
Verschiebung des ursprünglichen Zustandsraums. In Folge der zusätzlich eingebrachten Mehrdeutigkei-
ten sind insbesondere die Abbildungen der direkten Kinematik auf dem erweiterten Zustandsraum nicht
eindeutig. Es wurde ein Beobachter entworfen, der diese Mehrdeutigkeiten auflöst.

Die Eigenschaften dieses erweiterten Zustandsraums wurden untersucht. Es wurde gezeigt, dass der Zu-
standsraum auch nach Erweiterung ein lokaler Diffeomorphismus sowohl des Momentanpols als auch des
zulässigen Konfigurationsraums ist. Damit ist ein Reglerentwurf auch im erweiterten Zustandsraum mög-
lich. Des Weiteren wurde durch eine energetische Betrachtung des Gesamtsystems gezeigt, dass sich das
System in zwei Teilsysteme zerlegen und getrennt regeln lässt: Die Regelung der Geschwindigkeit, mit
der der Roboter um den Momentanpol rotiert einerseits, und die Regelung der Position des Momentan-
pols andererseits. Die inverse Kinematik, die letztgenannten Anteil des erweiterten Zustandsraums auf den
Konfigurationsraum abbildet, weist jedoch immer noch eine Reihe wesentlicher Singularitäten auf. Diese
singulären Bereiche müssen durch den Regler vermieden werden, was zu einer effektiven Einschränkung
des zulässigen Arbeitsraums bzw. der Flexibilität des Fahrwerks führt.

In einem zweiten Schritt wurde daher die Möglichkeit der völligen Auflösung der Singularitäten unter-
sucht. Dabei wurde auf die schon in (Thuilot u. a. 1996) verwandte Idee zurückgegriffen, repräsentations-

(a) Teleoperation mittels Joypad (b) Mobile Manipulation – Care-O-bot® 3 öffnet eine Tür

Abbildung 8.2: Anwendungsbeispiele – Teleoperation und mobile Manipulation mit Care-O-bot® 3.
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abhängige und wesentliche Singularitäten durch geeignete Koordinatentransformation zusammenzulegen.
In (Thuilot u. a. 1996) sollte damit der effektiv zugängliche Arbeitsraum durch eine Reduzierung der
Gesamtanzahl der Singularitäten vergrößert werden. Die inverse Kinematik wurde nun zunächst in zwei
Komponenten zerlegt. Dabei entspricht die eine Komponente gerade einem Wechsel des Koordinaten-
systems, bezüglich dessen der erweiterte Zustandsraum definiert ist. Die andere Komponente bildet die
gegenwärtige Konfiguration im erweiterten Zustandsraum in den Konfigurationsraum eines Rades ab, das
im Ursprung des Basissystems dieses Zustandsraums liegt. Die unabhängige Untersuchung dieser beiden
Komponenten zeigt, dass die zweite singularitätsfrei ist und im gesamten Zustandsraum definiert ist. Die
erste Komponente ist lokal diffeomorph, wobei die Diffeomorphie gerade in den Punkten, in welchen die
wesentlichen Singularitäten liegen, gebrochen wird. Die Analyse zeigt des Weiteren, dass eine stetig diffe-
renzierbare Abbildung eines singulären Punktes und seiner Umgebung unter bestimmten Voraussetzung
möglich ist. Fällt die Singularität mit dem Ursprung des Basissystems des erweiterten Zustandsraums zu-
sammen, kann dieser Punkt stetig differenzierbar in einen erweiterten Zustandsraum mit einem anderen
Basissystem abgebildet werden. Diese Abbildung ist allerdings nicht umkehrbar.

Aufbauend darauf, wurde gezeigt, dass eine geeignete Menge erweiterter Zustandsräume existiert, die
zusammen mit den Tranformationen zwischen diesen Räumen einen Atlas der Nullmenge der nicht-
holonomen Bindungen bilden. Die Nullmenge der nicht-holonomen Bindungen spezifiziert gerade den
maximalen, nicht-trivialen, zulässigen Konfigurationsraum des Fahrwerks. Der kleinste Atlas ist dabei
gerade durch die Zustandsräume gegeben, für welche gilt, dass der Ursprung ihres Basissystems mit der
Lenkachse eines Rades zusammenfällt.

Damit war es schließlich möglich ein Regelungsgesetz zu entwerfen, welches die volle Flexibilität des
Fahrwerks ausnutzt, aber weiterhin die Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen garantiert. Voraus-
setzung dafür ist der Wechsel zwischen jeweils nicht-singulären Zustandsräumen. Ein Regelungsgesetz,
welches den gesamten Arbeitsraum nutzt, muss daher immer auf dem Prinzip der Reglerumschaltung
beruhen.

Auf Basis dieser Analyse wurden insgesamt vier Ansätze für die Regelung des Fahrwerks entworfen, im-
plementiert und untersucht. Der erste Ansatz ignoriert die nicht-holonomen Bindungen und minimiert
die zu stellenden Lenkwinkel unter Nutzung des gesamten Konfigurationsraums. Dieser Ansatz wird in
dieser Arbeit als Referenzregler bzw. Radmodulregler bezeichnet, da er auf die minimal mögliche Einre-
gelzeit führt. Der zweite und dritte Ansatz beruhen auf dem erweiterten Zustandsraum und vermeiden die
Singularitäten durch Optimierung eines entsprechend definierten Gütekriteriums. Dabei wurden die Tech-
niken der potentialfeldbasierten Regelung (PFC) bzw. der modellprädiktiven Regelung (MPC) eingesetzt.
Der vierte und letzte Ansatz nutzt den gesamten nicht-trivialen Nullraum der nicht-holonomen Bindun-
gen durch Anwendung einer Reglerumschaltung. Für alle Ansätze wurde entweder analytisch oder durch
Anschauung Stabilität gezeigt. Für den potentialfeldbasierten und den modellprädiktiven Regler wurde
zusätzlich eine allgemeingültige, konservative Abschätzung des Parameterraums, in welchem der Regler
stabil ist, abgeleitet.

Durch simulative Untersuchung aller Konzepte in einem eigens entwickelten gemeinsamen Framework
konnten quantitativ vergleichbare, reproduzierbare Messergebnisse für kritische Fahrsituationen gewon-
nen werden. Auf Basis dieser Ergebnisse wurden die unterschiedlichen Ansätze verglichen und vor dem
Hintergrund von Anwendungsszenarien bewertet.

Die Ergebnisse zeigen deutlich, dass die drei Ansätze, die auf dem hier eingeführten erweiterten Zu-
standsraum beruhen, sehr gut geeignet sind, um eine exakte Koordination der Lenkbewegungen und die
Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen sicherzustellen. Dabei zeigt der letzte Ansatz mittels Regler-
umschaltung, der den gesamten zulässigen Arbeitsraum verwendet, erwartungsgemäß ein deutlich schnel-
leres Einregelverhalten als die Ansätze, die auf Vermeidung der Singularitäten beruhen. Des Weiteren ist
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es mit diesem Ansatz erstmals möglich, die Flexibilität und Manövrierbarkeit nicht-holonomer, omnidi-
rektionaler Fahrwerke bei gleichzeitiger Einhaltung der nicht-holonomen Bindungen voll auszunutzen.

Eine Einschränkung der Anwendbarkeit der entwickelten Ansätze ergibt sich im Zusammenhang mit den
vergleichsweise langen durchschnittlichen Einregelzeiten. Diese liegen deutlich über der typischen Dauer
eines Regeltaktes der Positions- oder Bahnregelung des Roboters. Damit ist eine schlichte Kaskadierung
im Kontext der autonomen Navigation nicht ohne Weiteres möglich. Zwar muss berücksichtigt werden,
dass die Einregelzeiten unter unrealistisch erschwerten Bedingungen ermittelt wurden (Abschnitt 6.2),
doch zeigt sich deutlich, dass gerade bei den Ansätzen mit Singularitätsvermeidung je nach Fahrmanöver
mit erheblichen Trajektorienfehlern zu rechnen ist.

Erhebliches Potential hat in diesem Kontext der Regler mit Basiswechsel. Da er den gesamten Arbeits-
raum nutzen kann, können hier dauerhafte Regelfehler prinzipiell vermieden werden. Auch wurde im
Rahmen dieser Arbeit lediglich eine einzige Strategie zur Umschaltung herausgegriffen und implemen-
tiert. Diese Strategie baute im Wesentlichen auf dem zuvor entworfenen MPC-Ansatz auf und erlaubt da-
her nur die Optimierung der Regelstrategie hinsichtlich des gerade aktiven Basissystems. Andere Ansätze,
die z.B. das Optimierungsproblem über alle Basissysteme lösen, könnten hier eine deutliche Verbesserung
der Einregelzeit bewirken. Prinzipiell wäre es für den als Versuchsträger verwendeten Care-O-bot® 3 z.B.
möglich, hier auf ähnliche Einregelzeiten wie für den Referenzregler zu kommen.

In jedem Fall ist die hohe Flexibilität, die hier erstmals in Zusammenhang mit der Einhaltung der nicht-
holonomen Bindungen sichergestellt werden kann, vorteilhaft im Kontext mit mobiler Manipulation und
der Interaktion mit Menschen. Im Vergleich zu reinen Differentialantrieben können nun unterschiedli-
che Bewegungen z.B. der abzufahrenden Trajektorie überlagert werden. So kann sich der Roboter z.B.
bei der Begleitung und beim Führen einer Person dieser Person zuwenden, wie es bei Menschen üblich
ist. Vor dem Hintergrund der Integration in ein komplexes Gesamtsystem ist es insbesondere vorteilhaft,
dass diese Eigenschaften auf Fahrwerksebene sichergestellt werden können, ohne dass eine entsprechen-
de überlagerte Planung notwendig ist. Entwicklern übergeordneter Komponenten wird mit dem Twist ein
einfaches, intuitiv verständliches Interface bereitgestellt.
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A Erläuterungen zu Modellierung und Einsatz quasi-omnidirektionaler
Fahrwerke

A.1 Modellierung als Parallelkinematik

Eine erste formale Methode zur Modellierung und Klassifizierung der Kinematik mobiler Roboter wurde
von Muir und Neuman entwickelt. Muir und Neuman (Muir und Neuman 1986) modellierten radbasier-
te mobile Roboter als parallele, geschlossene kinematische Ketten. Unter Verwendung von Sheth-Uicker
Koordinaten lieferten sie eine formale Vorgehensweise zur Aufstellung der Rad Jacobi-Matrix Ji und
Klassifizierung der Kinematik hinsichtlich Redundanz, Überaktuierung und Lösbarkeit der Vorwärts- bzw.
inversen Kinematik. Die von Muir und Neuman entwickelte Darstellung ermöglicht für Differentialkine-
matiken und omnidirektionale Fahrwerke die Berechnung der zur Erreichung einer bestimmten Roboter-
geschwindigkeit �tr notwendigen Stellgrößen �̇q durch Lösen der Jacobi-Matrix J für das Gesamtsystem.
Nach dem von Muir und Neuman entwickelten Formalismus ist die inverse Kinematik für Fahrwerke mit
rekonfigurierbaren Kinematiken allerdings im Allgemeinen nicht lösbar. Praktisch bedeutet das, dass für
Kinematiken, welche aktiv gelenkt sind, nur die Geschwindigkeit der Fahrantriebe berechnet werden kann.
Eine Berechnung der Stellrate für die Lenkantriebe, also jene Antriebe welche für die Rekonfiguration des
Systems verantwortlich sind, ist nicht möglich.

In (Kim u. a. 2004) wird der Ansatz von Muir und Neuman dahingehend weiter entwickelt. Durch explizite
Modellierung der Fahrwerke als parallele Manipulatoren und Anwendung der Methode der Augmented
Generalized Coordinates kann der Schlupf der Räder in Fahrtrichtung und orthogonal zur Fahrtrichtung
mit einbezogen werden. Analog zu Muir und Neuman wird der Rad-Boden Kontakt als Gelenk modelliert.
Das ermöglicht eine exaktere Lösung der Vorwärtskinematik sowie eine Berechnung der Geschwindigkeit
der Fahrantrieb, auch bei Verletzung der nicht-holonomen Bindungen. Allerdings ermöglicht auch dieser
Ansatz nicht die Berechnung der notwendigen Lenkbewegungen.

Damit haben die Arbeiten von (Muir und Neuman 1986) und (Kim u. a. 2004) gezeigt, dass eine Strukturie-
rung der Regelung von Fahrwerkskinematik wie sie bei seriellen Manipulatoren üblich ist – Entkopplung
der kartesischen Planung und Regelung von der Ansteuerung der Gelenke über die Berechnung der Inver-
sen Kinematik – für die Fahrwerke mobiler Roboter im Allgemeinen nicht unmittelbar möglich ist. Hier
müssen neben der Berücksichtigung der nicht-holonomen Bindungen die benötigten Stellgrößen für die
Lenkung des Systems aus der Trajektorie bzw. Trajektorienregelung abgeleitet werden.

A.2 Modellierung nach Descartes’ Prinzip der Bewegung starrer Körper

Dennoch wird in (Alexander und Maddocks 1989) eine Methode zur expliziten Berechnung der Lenk-
winkel auf Basis der kartesischen Geschwindigkeiten des Roboters vorgeschlagen. Dabei fokussiert sich
diese Arbeit auf mobile Roboter mit gelenkten und festen Standardrädern und insbesondere auf solche mit
quasi-omnidirektionalem Fahrwerk, wie es auch bei Care-O-bot®3 eingesetzt wird. Durch Lösung der Ge-
schwindigkeitsgleichungen nach Descartes’ Prinzip der instantanen Bewegung fester Körper lassen sich
Rotationsrate der Fahrantriebe sowie die zugehörigen Lenkwinkel für Räder an beliebiger Position des
Roboters berechnen. Diese Vorgehensweise ist vergleichsweise einfach und dementsprechend sehr robust.
Allerdings können auch hier die Stellraten für die Lenkbewegung nur mittelbar durch Differenzierung
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der erhaltenen Folge von Lenkwinkeln errechnet werden. Die Folge der Lenkwinkel ist allerdings nur
differenzierbar, wenn die sich aus den eingehenden Geschwindigkeitskommandos ergebende Trajektorie
stetig differenzierbar ist. Dafür ist Stetigkeit der einzelnen Stellgrößen zwar einen notwendige aber keine
hinreichende Bedingungen. Als Beispiel stelle man sich eine Referenzfahrt vor, bei der zunächst in Vor-
wärtsrichtung beschleunigt und wieder gebremst wird und anschließend in Seitwärtsrichtung beschleunigt
und gebremst wird. Beide Kommandos können stetig differenzierbar sein. Dennoch wird sich bei der Rich-
tungsänderung von Vorwärts zu Seitwärts ein Sprung in den benötigten Lenkwinkeln um 90◦ ergeben. Dar-
über hinaus beinhaltet die Formulierung nach (Alexander und Maddocks 1989) für quasi-omnidirektionale
Fahrwerke mehrere Singularitäten, so dass die Ableitung nicht über den gesamten Arbeitsraum des Sys-
tems definiert ist. Zwar können in diesen Fällen die Lenkwinkel der einzelnen Räder immer noch direkt
berechnet und ausgeregelt werden. Ohne explizite Berechnung der Stellgrößen über die Ableitung kann
aber die Synchronität der Aktoren nicht gewährleistet werden. Aktor-Konflikte sind so unvermeidbar.

Gerade vor dem Hintergrund reaktiver Verfahren, die in der Servicerobotik eine besondere Rolle spielen,
oder bei Teleoperation ist eine stetig differenzierbaren resultierenden Trajektorie bzw. das Vermeiden der
angesprochenen Singularitäten nur schwer zu gewährleisten. Daher ist bei Verwendung der Methode nach
Alexander mit Aktor-Konflikten und damit mindestens mit einer unruhigen Fahrweise des Systems zu
rechnen. Gerade im Kontext der Mensch-Maschine-Interaktion, in welchem die Erscheinung und Anmu-
tung des Roboter von besonderer Bedeutung ist, ist diese Eigenschaft nachteilig.

Burke und Durrant-Whyte greifen die Notwendigkeit die Lenkbewegung in die kinematische Beschrei-
bung des Systems aufzunehmen in (Burke und Durrant-Whyte 1993) durch die Einführung eines virtu-
ellen Rades auf. Anstelle der direkten Verwendung des Robotertwists �tr = (vx,vy,ω)T zur Beschreibung
der Roboterbewegung verwenden Sie Betrag und Richtung der translatorischen Bewegung des Roboters
�tr
′
= (
∣∣∣�v∣∣∣ ,∠�v,ω). Damit kann ein Teil des Lenk- bzw. des Konfigurationsraums quasi-omnidirektionaler

Roboter direkt geregelt werden. Allerdings kann die Beschreibung der Roboterbewegung nun nicht mehr
in kartesischen Geschwindigkeiten erfolgen. Des Weiteren erfasst der Ansatz bei omnidirektionale Syste-
me des Typ1 bzw. Fahrwerken mit Ackermann-Kinematik nicht den gesamten Konfigurationsraum. Hier
stößt man auf ähnliche Probleme wie bei Verwendung der Methode nach (Alexander und Maddocks 1989).
Ändert sich das Verhältnis zwischen translatorischer und rotatorischer Geschwindigkeit

∣∣∣�v∣∣∣, ω sprunghaft
– dabei können beide Werte selbst sich kontinuierlich ändern – sind Sprünge in den resultierenden Lenk-
winkeln die Folge. Die Gleichungen nach (Burke und Durrant-Whyte 1993) sind dann nicht mehr diffe-
renzierbar und die Synchronität der Aktoren ist nicht länger gewährleistet.

A.3 Modellierung auf Basis der kinematischen Bindungen

In einer Reihe grundlegender Arbeiten (Campion u. a. 1993; Betourne und Campion 1996; Campion u. a.
1996) entwickeln Campion und Andere Mitte der neunziger Jahre eine allgemeine, strukturierte kine-
matische Klassifizierung und Beschreibung radbasierter mobiler Roboter. Den Ausgangspunkt ihrer Me-
thode bildet die Betrachtung der nicht-holonomen Bindungen der Räder. Durch Formulierung der kine-
matischen Beschränkungen der einzelnen Räder in Weltkoordinaten und gemeinsame Beschreibung in
einem einzigen Gleichungssystem lassen sich die Freiheitsgrade beliebiger Fahrwerke bestimmen und
nach Konfigurations- und Mobilitätsfreiheitsgraden klassifizieren. Dabei gilt die Annahme, das der Ro-
boter sich nicht verändert, die Räder also z.B. nicht an einzeln beweglichen Beinen montiert sind. Jeder
mobile Roboter lässt sich so einer der fünf in Tabelle 2.1 aufgelisteten kinematischen Klassen eindeutig
zuordnen. Eine Zusammenfassung des Vorgehens findet sich in Kapitel 2.2.2 zur kinematischen Klassifi-
zierung mobiler Roboter. Darüber hinaus gibt die Unterscheidung von Konfigurationsfreiheitsgraden bzw.
degree of steerability δs und Mobilitätsfreiheitsgraden bzw. degree of mobility δm Aufschluss darüber in
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wieweit eine Transformation der kartesischen Geschwindigkeiten �tr über die Lösung der inversen Kinema-
tik in Gelenkwinkelgeschwindigkeiten �̇q möglich ist. Die Formulierung einer solchen inversen Kinematik
ist nur bei Differentialkinematiken (δs = 0, δm = 2) und omnidirektionalen Fahrwerken (δs = 0, δm = 3)
möglich. Bei allen anderen Kinematiken ist die Einführung von δs internen Zustandsvariablen, welche
die Fahrwerkskonfiguration beschreiben notwendig. Die entsprechende Zustandsraumdarstellung, welche
die Entwicklung der Roboterkonfiguration �xw

r = (xw
r ,yw

r , θ
w
r )T mit den internen Konfigurationsvariablen in

Verbindung bringt wird zusammen mit ihrer Herleitung in (Campion u. a. 1996) bzw. in (Siciliano und
Khatib 2008) gegeben. Auf Basis dieser Zustandsraumdarstellung ist es möglich, die Entwicklung der in-
ternen Konfigurationsvariablen direkt zu beschreiben bzw. zu regeln. Darüber hinaus entwickeln Campion
und Andere auf Basis dieser Darstellung auch eine dynamische Beschreibung des Systems, wobei jedoch
Aspekte wie das Durchrutschen der Räder außer Acht gelassen werden. Ähnliche Ansätze hinsichtlich der
Modellierung werden in (Hashimoto u. a. 1999; Mori u. a. 2002; Lauria u. a. 2006b; Robuffo Giordano
u. a. 2009) verwandt, wobei die Verfahren jeweils wegen der Verwendung unteraktuierter Kinematiken,
spezieller Räder oder variablen Radstände variieren.

Die Zustandsraumdarstellung nach Campion ermöglicht zwar eine weitgehende Kontrolle der Nullraum-
bewegung bzw. Rekonfiguration oder Lenkung des Fahrwerks, erlaubt allerdings nicht mehr die direkte
Kommandierung von kartesischen Geschwindigkeiten �tr für den Roboter. Die der internen Konfigurati-
on bzw. Lenkung des Roboters zugeordneten Variablen stehen in Bezug zu Größen wie der Curvature
oder Richtungsänderung der Bahn. Damit ist die Verwendung dieser Methode eng an eine vorhergehen-
de Bahnplanung bzw. Bahnregelung zur Ableitung dieser Größen gekoppelt. Das erschwert die Einbin-
dung in ein Gesamtsystem wie den Care-O-bot®3 mit teilweise reaktiven Komponenten, die eine Vor-
ausplanung nicht erlauben. Dies wird noch durch die quasi-omnidirektionalen Fahrwerken eigenen Sin-
gularitäten verstärkt. So adressieren (D’Andréa-Novel u. a. 1995) und (Thuilot u. a. 1996) die Regelung
quasi-omnidirektionaler Fahrwerke ausgehend von der in (Campion u. a. 1996) erarbeiteten Zustands-
raumdarstellung. Insbesondere (Thuilot u. a. 1996) geht dabei auf die Analogie zwischen Zustandsraum-
darstellung des Nullraums und dem Momentanpol des Systems sowie auf die Singularitäten von quasi-
omnidirektionalen Fahrwerken ein. Voraussetzung für die Vermeidung der Singularitäten während der
Regelung ist eine vorab geeignet geplante Trajektorie. Dazu wird bereits während der Bahnplanung der
verwandte Geschwindigkeitsraum eingeschränkt, um kritische Betriebspunkte zu vermeiden.

Dieses Vorgehen kann sich im praktischen Einsatz als problematisch erweisen. Gerade in Umgebungen
mit dynamischen, evtl. unerwartet auftauchenden Hindernissen kann ein Umplanen erforderlich werden,
das den Roboter dann an kritische Betriebspunkte heranführt. Auch wird der Einsatz reaktiver Verfahren,
in unterschiedlichen Funktionsmodulen erschwert. Denn wenn die Vermeidung der Singularitäten nicht
in der Fahrwerksregelung selbst, sondern in der Planung erfolgt müssen auch andere, von der Planung
zunächst unabhängige Komponenten sicherstellen, das die generierten Kommandos in einem zulässigen
Betriebspunkt des Fahrwerks liegen. Das erschwert den Einsatz reaktiver Verfahren und resultiert in einer
engen Verschränkung von Bahnplanung, Bahnregelung und Ansteuerung der Fahrwerkskinematik.

A.4 Modellierung zur Entkopplung von Fahrwerks- und Roboterregelung

Einige aktuelle Ansätze zur Modellierung und Regelung quasi-omnidirektionaler Fahrwerke (Moore und
Flann 2000; Kulkarni u. a. 2006; Brandstötter 2007; Gracia und Tornero 2008) zielen daher auf eine
stärkere Entkopplung der Fahrwerksansteuerung von der Bahnplanung und -Regelung über die inverse
Kinematik nach Vorbild der Ansteuerung serieller Manipulatoren. Somit soll neben der Integration re-
aktiver Verfahren, wie dem Verfolgen von Personen, die Implementierung mancher Lernverfahren (Kul-
karni u. a. 2006) vereinfacht. Moore wählt dazu eine Zustandsraumdarstellung, welche die Dynamik des
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Systems über den Rad-Boden-Kontakt modelliert und lässt explizit die kurzfristige Verletzung der nicht-
holonomen Bindungen und damit das kurzfristige Durchrutschen der Räder zu (Moore und Flann 2000).
Damit wird auf Kraft-Drehmoment Ebene die Formulierung einer inversen Kinematik nach dem Vorbild
von seriellen bzw. parallelen Manipulatoren möglich. Moore entwickelt seinen Ansatz allerdings für ein
Offroadfahrwerk, für welches, gerade bei Fahrten auf weichem Untergrund ohnehin mit einem Durch-
rutschen der Räder zu rechnen ist. Vor dem Hintergrund der Servicerobotik, welche insbesondere auf
Anwendungen in Innenräumen abzielt, also Umgebungen in denen eine Schädigung des Untergrundes
oder Reifenabrieb unerwünscht ist, ist ein solches Vorgehen allerdings unzulässig. Kulkarni wiederum
erreicht die Entkopplung durch eine Einschränkung der Mobilität des Systems. Der in (Kulkarni u. a.
2006) betrachtete mobile Roboter wird zwischen den Modi Doppelackermann und Drehen auf der Stelle
umgeschaltet. Daher sind die sonst auftretenden Singularitäten hier nicht weiter relevant und bedürfen
keiner spezifischen vorausgehenden Planung. Ein ähnliches Vorgehen wird auch in einigen kommerziel-
len Outdoorsystemen gewählt. Im Kontext der Servicerobotik und insbesondere der Mensch-Maschine-
Interaktion, für die ja gerade ein möglichst flexibles und agiles Fahrverhalten angestrebt wird, erscheint
dieses Vorgehen allerdings eher weniger geeignet.

Eine umfangreiche Literatur zur dynamischen Modellierung, insbesondere auch des Rad-Boden Kontakts
hat sich gerade auch im Umfeld der Automobilindustrie entwickelt (Grip u. a. 2009; Macek u. a. 2007;
Economou u. a. 2003). Aus naheliegenden Gründen – hohe Geschwindigkeiten, große träge Massen, i.d.R.
keine Notwendigkeit der autonomen Bahnplanung und Steuerung – wird hier auf eine strenge kinemati-
sche Analyse meist zugunsten einer detaillierten dynamischen Betrachtung verzichtet. Eine sehr gute
Einführung findet sich in (Kiencke und Nielsen 2005).

A.5 Überblick und Anforderungen an die Regelung quasi-omnidirektionaler
Fahrwerke

Die Modellierung und Regelung mobiler Roboter weist grundsätzliche Unterschiede zu den bei Manipu-
latoren verwandten Ansätzen auf. Neben der Existenz nicht-holonomer Bindungen, welche insbesondere
spezielle Verfahren in der Bahn- und Trajektorienplanung erfordern, sind Fahrwerke, im Gegensatz zu seri-
ellen Manipulatoren, durch geschlossene kinematische Ketten gekennzeichnet. Darüber hinaus sind Fahr-
werke häufig überaktuiert. Das heißt sie verfügen über mehr Motoren als Freiheitsgrade in den geschlosse-
nen kinematischen Ketten. Daher kann es zu Aktor-Konflikten kommen (Muir und Neuman 1986), welche
bestenfalls durch unstetiges Durchrutschen der Räder zu einem unruhigen Fahrverhalten, schlimmstenfalls
durch innere Verspannungen zu einer Beschädigung der Struktur oder der Antriebe führen können.

Letztlich sind einige Fahrwerkskinematiken durch interne Zustandsgrößen, welche die Konfiguration
des Systems bestimmen gekennzeichnet. Beispiele für solche Systeme sind gelenkte Fahrwerke, wie
Ackermann-Kinematik (PKW, Motorrad), und omnidirektionale Kinematik des Typs 1 und 2. Als Fol-
ge ist eine direkte Lösung der inversen Kinematik, welche die kartesische Bewegung �tr des Roboters mit
den Stellgrößen auf Gelenkwinkelebene in Beziehung setzt, nicht möglich.

Im Zusammenhang mit Einsatz und Integration in Servicerobotern wie Care-O-bot®3 ergeben sich dar-
über hinaus besondere Anforderungen an die verwandten Fahrwerke bzw. an deren Modellierung und
Regelung. Diese sind zum einen in der besonderen Bedeutung der Mensch-Maschine-Interaktion für die-
sen Bereich begründet. Wie in 1.1 erläutert, ist in diesem Zusammenhang zum Beispiel die Beweglichkeit
des Roboters sowie seine Anmutung von besonderer Bedeutung. Zum anderen ist es beim Einsatz in ei-
nem komplexen Gesamtsystem mit diversen funktionalen Komponenten vorteilhaft, wenn Ansteuerung
oder Regelung möglichst modular gekapselt sind. Einfach gestaltete, generische Schnittstellen sind hier
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(Muir und Neuman 1986) – – +

(Kim u. a. 2004) – – +

(Alexander und Maddocks 1989) + – – – + +

(Burke und Durrant-Whyte 1993) + o o – + +

(Campion u. a. 1996) + + + – o +

(Thuilot u. a. 1996) + + + + – o

(Moore und Flann 2000) + – – o + +

(Kulkarni u. a. 2006) o o o o + –

Tabelle A.1: Vor- und Nachteile ausgewählter Konzepte und Ansätze zur Modellierung und Regelung von Roboterfahrwerken
bei Anwendung auf quasi-omnidirektionale Fahrwerke

wünschenswert. Die feste Bindung an Bahnplanung und -Regelung ist eher nachteilig, sollen doch auch
andere Software-Komponenten direkten Zugriff auf die mobile Plattform haben.

Tabelle A.1 gibt einen knappen Überblick über die vorgestellten Verfahren und fast die jeweiligen Vor-
und Nachteile hinsichtlich quasi-omnidirektionaler Fahrwerke vor dem Hintergrund der Servicerobotik
grob zusammen. Neben den hier vorgestellten Verfahren existiert eine Vielfalt weiterer Ansätze, die sich
aber häufig auf vergleichsweise exotische Sonderfälle (Mori u. a. 2002; Lauria u. a. 2006b) beziehen oder
sich mehr oder weniger einem der hier vorgestellten Verfahren unterordnen lassen. So ist auf PR2 z.B.
im wesentlichen das Verfahren nach (Alexander und Maddocks 1989) implementiert, während für Rollin’
Justin die Methoden von Capion und Thuilot (Campion u. a. 1996; Thuilot u. a. 1996) adaptiert wurden
(Robuffo Giordano u. a. 2009). Einige der kommerziellen Systeme beschränken dagegen ähnlich wie Kul-
karni in (Kulkarni u. a. 2006) die Mobilität, um die Regelung zu vereinfachen.

Aus den oben genannten Anforderungen an Modellierung und Regelung lässt sich ein Reihe von Metriken
zur Bewertung der entworfenen Verfahren ableiten. Voraussetzung für eine hohe Laufruhe und angenehme
Anmutung der Bewegungen ist zum Beispiel die Vermeidung von Aktorkonflikten und die Berücksichti-
gung der nicht-holonomen Bindungen. Als Maß kann hier zum einen die Existenz des Momentanpols
(ICM) bzw. die Streuung der Achsschnittpunkte um den ICM dienen. Alternativ könnte man die aus inter-
nen Verspannungen herrührender Kräfte analysiert werden. Eine hohe Beweglichkeit und Agilität kann in
der Regel erreicht werden, wenn ein möglichst großer prozentualer Bereich des Arbeitsraums des Fahrwer-
kes von der Regelung genutzt werden kann. Vor dem Hintergrund der Bahntreue, welche insbesondere bei
der Navigation in engen Umgebungen eine Rolle spielt, ist darüber hinaus ein möglichst schnelles Folge-
verhalten des Fahrwerksreglers anzustreben. Letztlich ist eine Integration in unterschiedliche funktionale
Komponenten nur dann einfach zu bewerkstelligen, wenn die gewählte Zustandsraumbeschreibung eine
Kommandierung der Nullraum- bzw. Lenkbewegung des Fahrwerks zulässt und Charakteristika wie die
zuvor angesprochenen Singularitäten innerhalb der Fahrwerkskomponente behandelt werden.
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(a) Mars Flight Experiment MFEX
– Sojourner (NASA Jet Propulsion
Laboratory 1997)

(b) Mars Exploration Rover MER – Spi-
rit & Oppurtunity (NASA Jet Propulsion
Laboratory 2003)

(c) Mars Science Laboratory MSL – Curiosity
(NASA Jet Propulsion Laboratory 2008)

Abbildung A.1: Marsrover des NASA Jet Propulsion Laboratory (v.l.n.r.): Aufnahme des Sojourner auf dem Mars im Rahmen
der Pathfinder Mission; künstlerische Darstellung einer der Schwestersonden Spirit & Oppotunity auf dem Mars; Fahrwerk und
Chassis der Curiosity im Labor (geplanter Missionsbeginn 2011).

A.6 Einsatzbereiche quasi-omnidirektionaler Fahrwerke

Quasi-omnidirektionale Fahrwerke vom Typ 1 bieten ein hohes Maß an Manövrierbarkeit bei vergleichs-
weise geringen Anforderungen an die Bodenbeschaffenheit. Daher sind sie besonders geeignet für Ser-
viceroboter, die im privaten oder gewerblichen Umfeld mit direktem Kontakt zu ungeschulten Personen
– z.B. als Lotsen im Kaufhaus, Assistenzsysteme in Pflegeheimen oder Privathaushalten – zum Einsatz
kommen. Aufgrund ihrer hohen Robustheit durch den Einsatz von gewöhnlichen Rädern werden quasi-
omnidirektionale Fahrwerke vom Typ 1 – im Folgenden als quasi-omnidirektionale Fahrwerke bezeichnet
– darüber hinaus insbesondere auch in Outdoor- und Offroad-Systemen eingesetzt. Einsatzbereiche sind
dabei insbesondere die planetare Exploration, der Bereich Verteidigung & Sicherheit und der Agrarsektor.

So hat das Jet Propulsion Laboratory der NASA die Marssonden Sojourner (MFEX, Abb. A.1(a)), Spirit
& Opportunity (MER, Abb. A.1(b)) sowie Curiosity (MSL, Abb. A.1(c)) mit sechs unabhängig angetrie-
bene Rädern ausgestattet, von denen die vorderen und hinteren beiden Räder jeweils unabhängig gelenkt
werden können. Die mittleren Räder sind dagegen fixiert und werden nicht gelenkt (Bickler 1998; Lin-
demann u. a. 2006). Die Fahrzeuge werden teilautonom, teilweise teleoperiert betrieben. Die Steuerung
der Fahrzeuge kann zwischen verschiedenen Betriebsmodi umgeschaltet werden. Möglich sind Doppel-
Ackermann sowie Drehen auf der Stelle und falls nötig parallele Ansteuerung für kurze Fahrten seitwärts,
bei denen die mittleren Räder über den Boden schleifen (Bickler 1998). Die Verwendung fester, ungelenk-
ter Räder in der Mitte sowie die Aufteilung der Elementarbewegungen (Vorwärts, Seitwärts, Rotation) auf
die unterschiedlichen Betriebsmodi reduziert dabei die Manövrierbarkeit der Systeme nur leicht. Stark
eingeschränkt wird hingegen die für diese Anwendung weniger wichtige Agilität der Systeme.

Beispiele für Geländefahrzeuge bzw. -Roboter mit Fahrwerken bestehend aus unabhängig gelenkten und
angetriebenen Rädern sind RoboScout® (Gecko, Abb. A.2(a)), Spider® ILD01 (Abb. A.2(b)) bzw. Horti-
bot (Jorgensen u. a. 2006) sowie Seekur® (Abb. A.2(c)). RoboScout® wird von Base Ten Systems Electro-
nics GmbH für die Bundeswehr entwickelt. Es handelt sich um ein teilautonomes, teilweise teleoperiertes
Fahrzeug für unbemannte Aufklärungseinsätze. Das Fahrwerk kann in den Modi Doppel-Ackermann so-
wie Drehen auf der Stelle (Tellerwende) betrieben werden. Die Auslieferung eines ersten Testsystems ist
für 2010 geplant. Spider® ILD01 bzw. Spider ILD02 sind teleoperierte Rasenmäher, die von Dvorak - sva-
hove seckacky Ltd. für das Bearbeiten großer Flächen mit starker Hanglage, wie z.B. Böschungen an Au-
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(a) RoboScout®, mit freundlicher Geneh-
migung der Ruag Coel GmbH (Ruag Coel
GmbH Geschäftsbereich RUAG BASE 10
2012)

(b) Spider® ILD02 – Hortibot, mit
freundlicher Genehmigung der DVOR-
AK - Svahove Sekacky Ltd. (DVORAK
- Svahove Sekacky Ltd. 2008)

(c) Seekur® (MobileRobots Inc. 2006)

Abbildung A.2: Beispiele für Offroadfahrzeuge mit unabhängig gelenkten Rädern (v.l.n.r.): Aufnahme des RoboScout; Seekur
bei der Absicherung eines Geländes im Winter; Spider ILD02 beim Mähen in Hanglage.

tobahnen, entwickelt wurden. Die Räder sind um 360◦ verstellbar. Die Ansteuerung des Spider® erlaubt
den Betrieb des Fahrwerks in den Modi Doppel-Ackermann und parallele Ansteuerung sowie Drehen auf
der Stelle. Eine freie Überlagerung der Modi ist nicht möglich. Im Rahmen des Projektes HortiBot koordi-
niert durch das Danish Institute of Agricultural Sciences, Department of Agricultural Engineering wurde
der Spider® als mobile Basis für einen autonomen Agrarroboter eingesetzt. Seekur® wurde von Mobile
Robots Inc. als autonomer Sensorträger für den Outdoor- und Offroadbereich entwickelt. Anwendungen
liegen in der Forschung, insbesondere aber auch im Bereich der Gebäude- sowie Objektüberwachung und
-sicherung. Die Steuerung erlaubt den Betrieb des Fahrwerks in den Modi Doppel-Ackermann, parallele
Ansteuerung sowie Drehen auf der Stelle. Zudem ist eine teilweise Überlagerung der Elementarbewegun-
gen möglich.

Für Serviceroboter im öffentlichen und privaten Umfeld spielt beim Einsatz quasi-omnidirektionaler Fahr-
werke neben der guten Manövrierbarkeit insbesondere die hohe Agilität eine wesentliche Rolle. Die quasi-
omnidirektionalen Fahrweise kann z.B. dazu eingesetzt werden den Manipulator während Interaktion mit
der Umgebung in einer definierten Orientierung oder Position zu halten. Darüber hinaus ergeben sich neue
Möglichkeiten für die Mensch-Maschine-Interaktion über die Bewegung des Roboters im Raum. Neben
einer Vielzahl unterschiedlichster Test- und Versuchsplattformen setzen insbesondere PR2 (Abb. A.3(a))
von Willow Garage, Rollin’ Justin (Abb. A.3(b)) des DLR Institut für Robotik und Mechatronik sowie
Care-O-bot®3 (Abb. A.3(c)) des Fraunhofer Institut Produktionstechnik und Automatisierung Fahrwerke
mit separat angetriebenen und gelenkten Rädern ein. Bei Rollin’ Justin können die Radmodule zusätzlich
ausgefahren bzw. wieder eingezogen werden. Damit kann die Grundfläche je nach Situation – große Stand-
fläche während der Manipulation, kleine Grundfläche während der Fahrt durch Engstellen – angepasst wer-
den. Anders als bei den zuvor genannten Fahrwerken erlaubt die Ansteuerung von PR2, Care-O-bot®3
und Rollin’ Justin eine weitgehend freie Überlagerung und Kombination der elementaren Bewegungen
Vorwärts, Seitwärts und Rotation. Die Beweglichkeit der Systeme ist jedoch durch die Existenz singulä-
rer Konfigurationen des Fahrwerks eingeschränkt. Bei Rollin’ Justin werden diese kritischen Stellen z.B.
analog zu (Thuilot u. a. 1996) durch eine Einschränkung des zulässigen Geschwindigkeitsraums während
der Bahnplanung (Robuffo Giordano u. a. 2009) vermieden.
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(a) Personal Robot 2 (PR2) (mit Kopf
Mock-Up), mit freundlicher Genehmi-
gung der Willow Garage Inc. (Willow
Garage 2009)

(b) Rollin’ Justin, mit freundlicher Genehmi-
gung des Deutsches Zentrum für Luft- und
Raumfahrt e.V., Institut für Robotik und Me-
chatronik (DLR Institut für Robotik und Me-
chatronik 2012)

(c) Care-O-bot®3 des Fraunhofer IPA

Abbildung A.3: Serviceroboter für das private Umfeld mit unabhängig gelenkten Rädern (v.l.n.r.): PR2 beim Einstecken seines
Ladekabels in eine Steckdose; Rollin’ Justin trägt eine Obstkiste; Care-O-bot®3 reicht eine Wasserflasche an.

190



B Herleitung der Rollbedingung und non-slipping Bedingung

B.1 Gelenktes und ungelenktes Standardrad (S)

Rollbedingung und non-slipping Bedingung können durch Aufstellen der Vektorgleichungen für die Be-
wegung parallel zur Fahrtrichtung (senkrecht zur horizontalen Achse des Rades) sowie senkrecht zur
Fahrtrichtung des Rades (parallel zur horizontalen Achse des Rades) gebildet werden. Abb. B.1 zeigt die
geometrische Herleitung der entsprechenden Geschwindigkeitskomponenten für das gelenkte und unge-
lenkte (ϕs,i = const) Standardrad. Damit ergibt sich die resultierende Geschwindigkeit des Rades parallel
zu seiner Fahrtrichtung zu

vres,‖ = ẋr
wr,‖+ ẏr

wr,‖+ vr
ω,‖

= ẋr
wr · sin(θs,i)− ẏr

wr · cos(θs,i)−ωr
wrda,i · cos(βs,i)

=
(
sin(θs,i), −cos(θs,i), −da,i cos(βs,i)

)
·�trwr , (B.1)

wobei ẋr
wr,‖, ẏr

wr,‖ und vr
ω,‖ jeweils der zur Fahrtrichtung des Rades parallele Anteil des für den Twist �trwr

im Punkt des Rad-Boden-Kontakts resultierenden Geschwindigkeitsvektors ist (Abb. B.1). Dabei sind βs,i
und θs,i Hilfsvariablen, die allein von ϕs,i und konstanten Parametern abhängen:

βs,i = ϕs,i−αa,i+ π/2

θs,i = βs,i+αa,i

= ϕs,i+ π/2 .

Analog ergibt sich die resultierende Geschwindigkeit orthogonal zur Fahrtrichtung

vres,∦ = ẋr
wr,∦+ ẏr

wr,∦+ vr
ω,∦

= ẋr
wr · cos(θs,i)+ ẏr

wr · sin(θs,i)+ωr
wrda,i · sin(βs,i)

=
(
cos(θs,i), sin(θs,i), da,i sin(βs,i)

)
·�trwr . (B.2)

Betrachtet man nun die nicht-holonomen Bindungen bzw. verbleibenden Freiheitsgrade (ϕs,i,ϕd,i) des
Standardrades (vgl. Abschnitt 2.2.2) so lassen sich aus Gleichung (B.1), (B.2) folgende Bedingungen
Ableiten:

(
sin(θs,i), −cos(θs,i), −da,i cos(βs,i)

)
·Rr

w(ϕw
wr)�t

w
wr = r ·ϕ̇d,i ,(

cos(θs,i), sin(θs,i), da,i sin(βs,i)
)

·Rr
w(ϕw

wr)�t
w
wr = 0 .

Substitution von βs,i und θs,i führt zur Rollbedingung
(−cos(ϕs,i), −sin(ϕs,i), −da,i sin(ϕs,i−αa,i)

)
·Rr

w(ϕw
wr)�t

w
wr + r ·ϕ̇d,i = 0 (B.3)

und zur non-slipping Bedingungen
(−sin(ϕs,i), cos(ϕs,i), da,i cos(ϕs,i−αa,i)

)
·Rr

w(ϕw
wr)�t

w
wr = 0 . (B.4)
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ẋr
wr

ẋr
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(b) Rotatorische Geschwindigkeit im Bezugssystem des Rades

Abbildung B.1: Darstellung der resultierenden Geschwindigkeitsvektoren parallel (‖) und orthogonal (∦) zur Fahrtrichtung des
Rades. Abb. B.1(a) zeigt die Aufspaltung des linearen Anteils des Twists �trwr auf die Geschwindigkeitsvektoren parallel und
orthogonal zum Rad. Abb. B.1(b) zeigt die Aufspaltung des Geschwindigkeitsvektors, der durch die Rotation des Roboters im
Punkt des Rad-Boden-Kontakts entsteht.

Die geometrische Interpretation der non-slipping Bedingung führt zur Einführung des Momentanpols
(Abschnitt 2.2.3). Bewegt sich ein fester Körper auf einer verallgemeinerten Kreisbahn, so ist der Ge-
schwindigkeitsvektor in jedem Punkt dieses Körpers orthogonal zur Verbindungsachse zwischen diesem
Punkt und dem Mittelpunkt der Kreisbewegung. Das heißt, alle Räder müssen orthogonal zu dieser Ver-
bindungsachse stehen, damit die non-slipping Bedingung erfüllt sein kann. Die horizontalen Radachsen
schneiden sich damit genau in diesem Mittelpunkt der Kreisbewegung, dem Momentanpol.

B.2 Castor-Rad (SO)

Die Aufstellung der Rollbedingung und non-slipping Bedingung für das Castor-Rad verläuft analog zum
Standardrad. Die Geschwindigkeitskomponenten, welche der linearen Bewegung des Roboters zugeord-
net sind, verhalten sich dabei identisch zum Standardrad. Durch den zusätzlich Hebelarm, den Castor-
Offset ergibt sich allerdings eine wesentliche Abweichung in der non-slipping Bedingung (Abb. B.2(a)).
Die resultierende Geschwindigkeit parallel zur Fahrtrichtung des Rades ergibt sich damit analog Glei-
chung (B.1) zu

vres,‖ = ẋr
wr,‖+ ẏr

wr,‖+ vr
ω,‖

=
(
sin(θs,i), −cos(θs,i), −da,i cos(βs,i)

)
·�trwr (B.5)

und die resultierende Geschwindigkeit orthogonal zur Fahrtrichtung des Rades ist

vres,∦ = ẋr
wr,∦+ ẏr

wr,∦+ vr
ω,∦+ vr

ω,ha,i
+ vr

ϕ̇s,i,ha,i

= ẋr
wr · cos(θs,i)+ ẏr

wr · sin(θs,i)+ωr
wrda,i · sin(βs,i)+ωr

wrha,i+ ϕ̇s,iha,i

=
(
cos(θs,i), sin(θs,i), ha,i+da,i sin(βs,i)

)
·�trwr +ha,i ·ϕ̇s,i . (B.6)

192



B.2 Castor-Rad (SO)

�xr

�yr

�x1,i

�y1,i

αa,i

da,i

ϕs,i

βs,iβs,i

ωr
wr

vr
ω

vr
ω,∦

vr
ω,‖ ωr

wr

ha,i

vr
ω,ha,i

vr
ω,∦

(a) Rotatorische Geschwindigkeit im Bezugssystem des Rades
�xr

�yr

�x1,i

�y1,i

αa,i

da,i

ϕs,i

βs,i

ωr
wr

ωr
wr

vr
ω,ha,i

ωr
wr

la,i
vr
ω,la,i

(b) Rotatorische Geschwindigkeit bei doppeltem Offset

Abbildung B.2: Darstellung der aus der rotatorischen Bewegung des Roboters resultierenden Geschwindigkeitsvektoren paral-
lel (‖) und orthogonal (∦) zur Fahrtrichtung des Rades. Abb. B.2(a) zeigt die im Punkt des Rad-Boden-Kontakts resultierende
Geschwindigkeit für ein einfaches Castor-Rad mit Vorwärtsoffset ha,i. Abb. B.2(b) zeigt die zusätzlich resultierenden Geschwin-
digkeiten für den allgemeinen Fall eines Rades mit Vorwärts- und Seitwärtsoffset.

Damit ergibt sich die Rollbedingung für ein Castor-Rad zu
(−cos(ϕs,i), −sin(ϕs,i), −da,i sin(ϕs,i−αa,i)

)
·Rr

w(ϕw
wr)�t

w
wr + r ·ϕ̇d,i = 0 . (B.7)

Bei der Aufstellung der non-slipping Bedingungen ist zu beachten, dass eine Lenkbewegung ϕ̇s,i im Rad-
Boden Kontakt eine Geschwindigkeitsvektor orthogonal zum Castor-Offset ha,i bewirkt. Die non-slipping
Bedingung ergibt sich damit zu

(−sin(ϕs,i), cos(ϕs,i), ha,i+da,i cos(ϕs,i−αa,i)
)

·Rr
w(ϕw

wr)�t
w
wr +ha,i ·ϕ̇s,i = 0 . (B.8)

Damit wird für das Gesamtsystem „Castor-Rad“ die nicht-holonome, kinematische Bindung, die aus der
non-slipping Bedingung erwächst, aufgelöst. Etwaige orthogonale Geschwindigkeitskomponenten kön-
nen durch entsprechende Steuerbewegungen ϕ̇s,i ausgeglichen werden. Castor-Räder verursachen daher
keine zusätzlichen nicht-holonomen Bindungen bei Integration in ein Fahrwerk.

Abb. B.2(b) zeigt schließlich den allgemeinen Fall eines Rades mit Vorwärts- und Seitwärtsoffset. Der
zusätzlich Offset zur Seite führt dazu, dass in diesem Fall die Lenkbewegung ϕ̇s,i auch in die parallel zur
Fahrtrichtung des Rades liegende Geschwindigkeitskomponente eingeht

vres,‖ = ẋr
wr,‖+ ẏr

wr,‖+ vr
ω,‖+ vr

w,la,i + vr
ϕ̇s,i,la,i

= ẋr
wr · sin(θs,i)− ẏr

wr · cos(θs,i)−ωr
wrda,i · cos(βs,i)+ωr

wrla,i+ ϕ̇s,ila,i
=
(
sin(θs,i), −cos(θs,i), la,i−da,i cos(βs,i)

)
·�trwr + la,i ·ϕ̇s,i . (B.9)

Damit ergibt sich die Rollbedingung zu
(−cos(ϕs,i), −sin(ϕs,i), −la,i−da,i sin(ϕs,i−αa,i)

)
·Rr

w(ϕw
wr)�t

w
wr − la,i ·ϕ̇s,i+ r ·ϕ̇d,i = 0 . (B.10)

Die non-slipping Bedingung bleibt von dem Seitwärtsoffset allerdings unbeeinflusst. Daher ändert ein
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Abbildung B.3: Darstellung der aus der kartesischen Roboterbewegung und der Eigenbewegung des Mecanum-Rades resultie-
renden Geschwindigkeitsvektoren parallel (‖) und orthogonal (∦) zur Rollrichtung der passiven Rollen. Abb. B.3(a) zeigt die
Aufspaltung des linearen Anteils des Twists �trwr auf die Geschwindigkeitsvektoren parallel und orthogonal zur Rollrichtung.
Abb. B.3(b) zeigt die Aufspaltung des Geschwindigkeitsvektors, der durch die Rotation des Mecanum-Rades in Rollrichtung der
passiven Rollen und orthogonal dazu entsteht.

etwaiger Seitwärtsoffset die kinematischen Eigenschaften eines Rades nicht. Bei Standardräder mit Seit-
wärtsoffset bleiben alle nicht-holonomen Bindungen bestehen. Lediglich die Notwendigkeit eine Lenkbe-
wegung durch Abrollen des Rades zu kompensieren tritt hinzu.

B.3 Mecanum- und Kugelrad (Me)

Mecanum-Räder oder Kugelräder verfügen über einen zusätzlichen passiven Freiheitsgrad. Dadurch wird
die non-slipping Bedingung aufgelöst. Mecanum- oder Kugelräder verursachen daher keine zusätzli-
chen nicht-holonomen Bindungen bei Integration in ein Fahrwerk. Der passive Freiheitsgrad wird bei
Mecanum-Rädern durch Montage von frei drehbaren Rollen auf dem Radumfang (Abb. B.3) realisiert. In
der Regel sind die Räder um einen Winkel γa,i = 45◦ oder γa,i = 90◦ versetzt. Dabei bezeichnet γa,i den
Winkel zwischen Rollrichtung der umlaufenden Rollen und der horizontalen Achse des Mecanum-Rades
(s. Abb. B.3).

Die Geschwindigkeitskomponenten lassen sich bezüglich des abrollenden Rades analog zum Standardrad
berechnen. Die Geschwindigkeitskomponente parallel zur Rollrichtung der passiven Rolle ist

v′res,‖ = ẋr′
wr,‖+ ẏr′

wr,‖+ vr′
ω,‖

=
(
sin(θ′s,i), −cos(θ′s,i), −da,i cos(β′s,i)

)
·�trwr . (B.11)

Die Geschwindigkeitskomponente orthogonal zur passiven Rolle ergibt sich zu

v′res,∦ = ẋr′
wr,∦+ ẏr′

wr,∦+ vr′
ω,∦

=
(
cos(θ′s,i), sin(θ′s,i), da,i sin(β′s,i)

)
·�trwr . (B.12)
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Dabei sind β′s,i und θ′s,i Hilfsvariablen. Durch Substitution von

β′s,i = βs,i− π/2+γa,i ,
θ′s,i = β

′
s,i+αa,i

= θs,i− π/2+γa,i

= ϕs,i+γa,i

in (B.11) und (B.12) lassen sich die Vektorgleichungen direkt in Abhängigkeit von βs,i und θs,i bzw. ϕs,i
schreiben:

v′res,‖ =
(−cos(θs,i+γa,i), −sin(θs,i+γa,i), −da,i sin(βs,i+γa,i)

)
·�trwr (B.13)

v′res,∦ =
(
sin(θs,i+γa,i), −cos(θs,i+γa,i), −da,i cos(βs,i+γa,i)

)
·�trwr . (B.14)

Da die umlaufend montierten Rollen passiv abrollen können ergibt sich aus (B.13) keine Zwangs- oder
Steuergröße für die Bewegung des Mecanum-Rades. Aus der non-slipping Bedingung der Rollen (B.14)
leitet sich die Rollbedingung

(−cos(ϕs,i+γa,i), −sin(ϕs,i+γa,i), −da,i sin(ϕs,i−αa,i+γa,i)
)

·Rr
w(ϕw

wr)�t
w
wr

. . . + r ·ϕ̇d,i cos(γa,i) = 0
(B.15)

für das Mecanum-Rad ab. Dabei ergibt sich r ·ϕ̇d,i cos(γa,i) aus der Aufspaltung des durch die Rotation
ϕd,i des Mecanum-Rades verursachten Geschwindigkeitsvektors vd,i in die Komponente parallel und or-
thogonal zur freien Drehrichtung der umlaufend montierten Rollen (Abb. B.3(b)). Die Integration eines
Mecanum- oder Kugelrades bringt damit einen zusätzlichen steuerbaren Freiheitsgrad in eine Fahrwerks-
kinematik ein, ohne zusätzliche nicht-holonome Bindungen einzuprägen.
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C Erläuterungen zur topologischen Analyse des Parameterraums

C.1 Der Momentanpol als Funktion der Fahrwerkskonfiguration

Wie in Abschnitt 2.2.3 erläutert ergibt sich der Momentanpol aus den Gesetzen der Festkörperbewegung
nach Descartes. Für nicht-holonome Fahrwerke ist er zusätzlich durch die Fahrwerkskonfiguration be-
stimmt (�ϕs, �ϕd). Vorausgesetzt, dass die nicht-holonomen Gleichungen alle ideal erfüllt sind, müssen die
Räder alle auf einer Kreisbahn um den Momentanpol abrollen. Das bedeutet, alle Radachsen müssen sich
in einem Punkt schneiden. Für ein Fahrwerk mit drei oder mehr Standardrädern, welche nicht alle auf
einer gemeinsamen Gerade liegen, ist der Momentanpol damit immer definiert, solange die gegenwärti-
ge Konfiguration (�ϕs, �ϕd) innerhalb des Unterraums N[C1,S ] des Konfigurationsraums Q liegt. Dabei ist
N[C1,S ] der Raum der nicht-trivialen Lösungen der aus den nicht-holonomen Bindungen erwachsenden
Zwangsbedingungen (2.18).

Abbildung C.1 zeigt einige mögliche Konfigurationen (Abb. C.1(a) bis Abb. C.1(d)) von jeweils zwei
Rädern, für die der ICM als Schnittpunkt der Achsen wohl definiert ist. Ohne Beschränkung der Allge-
meinheit wird dabei angenommen, dass die beiden Räder auf der �x-Achse liegen und Rad 1 im Ursprung
liege. Es ist immer möglich das jeweils betrachtetet Radpaar durch einfache Transformation (Rotation und
Translation) in ein Koordinatensystem abzubilden, in welchem diese Voraussetzung gilt. Der Momentan-
pol lässt sich in diesen Fällen direkt durch Lösung eines linearen Gleichungssystems

λ1�y1,1 = Δ�x+λ2�y1,2 (C.1)[
�y1,1 −�y1,2

]
︸������������︷︷������������︸

A

·
(
λ1
λ2

)
= Δ�x (C.2)

bestimmen. Dabei bezeichnen �y1,1 und �y1,2 die Richtung der jeweiligen Radachse nach der in Ab-
schnitt 2.1.2 (Abb. 2.6 und Abb. 2.7(a)) eingeführten Konvention, Δ�x ist der von der Rotationsachse des
ersten Rades zur Rotationsachse des zweiten Rades zeigende Vektor �xa,2 − �xa,1 und λ1,λ2 ∈ R sind die
durch Lösung des Gleichungssystems zu bestimmenden Parameter.

Um das LGS (C.1) zu lösen, werden die Achsen �y1,1 und �y1,2 und damit A als Funktion

A =
[
�y1,1 −�y1,2

]
(C.3)

=

( −sin(ϕs,1) sin(ϕs,2)
cos(ϕs,1) −cos(ϕs,2)

)
(C.4)

der Lenkwinkel ϕs,1, ϕs,2 ausgedrückt. Dieses Gleichungssystem lässt sich unter der Bedingung, dass die
Determinanten der 2×2-Matrix A

det(A) = |A| =
∣∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣∣ = ad−bc (C.5)
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Abbildung C.1: Die Abbildungen zeigen unterschiedliche Fahrwerkskonfiguration mit zugehörigem Momentanpol. Abbil-
dung C.1(e) zeigt eine invalide Konfiguration. Abbildung C.1(f) zeigt die Konfiguration in Domäne (l+,l+) (Abb. C.1(a)) nach
Durchlaufen der invaliden Konfiguration. Die gegenwärtige Domäne kann nicht direkt errechnet werden, sondern ergibt sich als
Funktion der Anfangsstellung und des Pfades, des ICM in der Ebene.
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ungleich Null ist

0 � det(A)
0 � sin(ϕs,1)cos(ϕs,2)− cos(ϕs,1) sin(ϕs,2)
0 � sin(ϕs,1−ϕs,2) (C.6)

lösen. Das LGS ist also genau dann lösbar, wenn die Radachsen nicht parallel zueinander stehen

Δϕ12 = ϕs,2−ϕs,1 � k ·π , mit k ∈ Z . (C.7)

Durch Inversion von A erhält man(
λ1
λ2

)
= A−1Δ�x (C.8)

=
1

sin(ϕs,1−ϕs,2)

( −cos(ϕs,2) −sin(ϕs,2)
−cos(ϕs,1) −sin(ϕs,1)

)(
Δx
Δy

)
bzw. (C.9)

λ1 =
cos(ϕs,2)Δx+ sin(ϕs,2)Δy

sin(ϕs,2−ϕs,1)
(C.10)

λ2 =
cos(ϕs,1)Δx+ sin(ϕs,1)Δy

sin(ϕs,2−ϕs,1)
. (C.11)

Stehen die Radachsen gerade parallel zueinander, so wird die Matrix A singulär und kann nicht invertiert
werden. Die nach C.9 formulierte Vorwärtskinematik weist in diesem Fall eine Singularität auf. Anschau-
lich entspricht dies gerade dem Durchgang des Momentanpols durch ∞. In Abbildung C.1 entspricht
dies gerade einem Wechsel zwischen der in Abbildung C.1(a) dargestellten Lösungsdomäne und der in
Abbildung C.1(c) dargestellten Lösungsdomäne. Dennoch ist der Momentanpol auch in dieser Situation
eindeutig definiert. In Kapitel 3.1 wird eine angepasste Parametrierung des Momentanpols sowie eine
Formulierung der Vorwärtskinematik hergeleitet, welche auch in dieser Situation regulär ist.

Lediglich, wenn beide Radachsen �y1,1 und �y1,2 sowie der die Lenkachsen der beiden Räder verbindende
Vektor Δ�x kollinear sind, ist der Momentanpol nicht eindeutig durch die Lenkwinkel definiert. Abbil-
dung C.1(e) stellt die entsprechende Situation dar. Das Radpaar entspricht dann im Wesentlichen der
Konfiguration eines Differentialantriebes. Die Position des Momentanpols ist dann durch das Verhältnis
der Rotationsrate ϕ̇d,1 und ϕ̇d,2 von Rad 1 zu Rad 2 bestimmt und kann nicht direkt über die Lenkwinkel
rekonstruiert werden.

Für Fahrwerke mit drei oder mehr Standardrädern, bei denen die Rotationsachsen der Räder nicht alle auf
einer Geraden liegen, lassen sich jedoch immer mindestens 2 Paare finden, für welche der Momentanpol
definiert ist.

Der Momentanpol lässt sich dann als Funktion von (λ1,ϕs,1) bzw. (λ2,ϕs,2) schreiben

�xICM =

(
λ1 ·(−sin(ϕs,1))
λ1 · cos(ϕs,1)

)
, �xICM =

(
xa,2+λ2 ·(−sin(ϕs,2))
ya,2+λ2 · cos(ϕs,2)

)
, (C.12)

wobei o.B.d.A. angenommen wurde, dass Rad 1 im Ursprung des gewählten Koordinatensystems liege.
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Die Darstellung in Polarkoordinaten

�rICM =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
√

x2
ICM+ y2

ICM

arctan2(yICM, xICM)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (C.13)

lässt sich ebenfalls direkt in Abhängigkeit der Parameter (λ1,ϕs,1) bzw. (λ2,ϕs,2) schreiben. Setzt man
(C.12) in (C.13) ein und verwendet die Umformungen

arctan2

(
a
c
,
b
c

)
= arctan2(a,b)+π ·σ

(
−1

c

)
−〈δ

(
1
c

)
,
π

2
〉 ∀a,b,c ∈ R (C.14)

= arctan2(a,b)+π ·σ(−c)−〈δ(c),
π

2
〉 ∀a,b ∈ R∧ c ∈ R/{0}

−sin(α) = cos
(
α+

π

2

)
(C.15)

cos(α) = sin
(
α+

π

2

)
, (C.16)

so ergeben sich die Polarkoordinaten zu

�rICM =

(
rICM

ϕICM

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ λ1 ·sgn(λ1)
ϕs,1+

π
2 +π ·σ(−λ1)−

〈
δ(−λ1), π2

〉 ⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (C.17)

wobei gelte, dass λ1 � 0. Dabei bezeichnet σ(a) die über den Arcustangens definierte Heaviside-Funktion

σ(a) = lim
ε→0

1
π

(
arctan

(a
ε

)
+
π

2

)
σ(a) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
+1 ∀a > 0
1/2 ∀a = 0
0 ∀a < 0

,

sgn(a) die über die Heaviside-Funktion definierte Signum-Funktion

sgn(a) = 2·
(
σ(a)− 1

2

)

und 〈δ(a), f (a)〉 die Auswertung der Funktion f an der Stelle a = 0 durch Faltung mit der Dirac-
Distribution bzw. Bildung des Skalarproduktes (vgl. (Cohen-Tannoudji u. a. 1999) S.98 ff.) mit der um
a verschobenen Dirac-Distribution

〈δ(a), f 〉 =
∫ x=∞

x=−∞
δ(x−a) f (x)dx . (C.18)

Dabei wurde in (C.12) und (C.17) zur Vereinfachung der Notation jeweils ausgenutzt, dass das Rad 1 ohne
Beschränkung der Allgemeinheit im Ursprung des Koordinatensystems liege. Diese Wahl des Koordina-
tensystems führt dazu, dass sich unter Anwendung von (C.15) und (C.16) auf (C.12) noch eine weitere
praktische Notation ergibt:

�xICM =

(
λ1 ·(cos(ϕs,1+

π
2 ))

λ1 · sin(ϕs,1+
π
2 )

)
bzw.

�r∗ICM =

(
r∗ICM

ϕ∗ICM

)
=

(
λ1

ϕs,1+ π/2

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ rICM ·sgn(λ1)
ϕICM−π ·σ(−λ1)+

〈
δ(−λ1), π2

〉 ⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (C.19)
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C.1 Der Momentanpol als Funktion der Fahrwerkskonfiguration

Diese Darstellung ist eng verbunden mit dem Ansatz des „virtuellen Rades“ nach (Burke und Durrant-
Whyte 1993) und ist die Basis für die Definition der erweiterten Polarkoordinaten (3.8, 3.9) in Ab-
schnitt 3.1.3.

Es ist zu beachten, dass die so bisher gegebene Definition des Momentanpols die Konfiguration sowie die
gegenwärtige Bewegung des Fahrwerks nicht eindeutig charakterisiert. So gibt der Momentanpol lediglich
den Mittelpunkt des verallgemeinerten Kreises an, auf dem der Roboter sich bewegt. Er macht keine
Aussage darüber, in welche Richtung sich der Roboter entlang des Kreisbogens bewegt. Auch kann durch
die Angabe des so definierten Momentanpols weder die zugehörige Konfiguration des Fahrwerks, noch
die gegenwärtige Lösungsdomäne bestimmt werden. Je nach Anfangskonfiguration des Fahrwerks könnte
der in Abbildung C.1(a) dargestellte Momentanpol auch von jeweils um +/−π gedrehten Rädern gebildet
werden. Aufgrund dieser Mehrdeutigkeiten kann der so definierte Momentanpol nicht diffeomorph in den
Raum der nicht-holonomen Bindungen abgebildet werden.

Im Folgenden wird jedem Rad ein zusätzlicher Parameter k zugeordnet um diese Mehrdeutigkeiten aufzu-
lösen. Die Definition dieses Parameters erfolgt über die Betrachtung der Rücktransformation bzw. inver-
sen Kinematik von �r∗ICM bzw. (λ1,ϕs,1) nach (ϕs,1,ϕs,2). Dabei wird weiterhin angenommen, dass Rad 1 im
Ursprung des Koordinatensystems liege, so dass

(
λ1
ϕs,1

)
=

(
r∗ICM

ϕ∗ICM− π/2
)

(C.20)

weiterhin gilt. Damit können (λ1,ϕs,1) als bekannt angenommen werden. Formt man (C.1) um

λ1�y1,1−Δ�x = λ2�y1,2 (C.21)

und drückt �y1,1 und �y1,2 in Abhängigkeit der Winkel ϕs,1, ϕs,2 aus, erhält man das Gleichungssystem

λ1(−sin(ϕs,1))−Δx = λ2(−sin(ϕs,2)) (C.22)
λ1 cos(ϕs,1)+Δy = λ2 cos(ϕs,2) . (C.23)

Unter der Voraussetzung, dass λ2 � 0 gelte, lässt sich durch Anwendung des in 4 Quadranten definierten
Arcustangens die linke und die rechte Seite von (C.22) und (C.23) umformen zu

arctan2(λ1 cos(ϕs,1)−Δy,λ1(−sin(ϕs,1))−Δx) = arctan2(λ2 cos(ϕs,2),λ2(−sin(ϕs,2))) . (C.24)

Mit (C.14) - (C.16) lässt sich die rechte Seite umformen zu:

arctan2(λ2 cos(ϕs,2),λ2(−sin(ϕs,2)))
= arctan2(λ2 sin(ϕs,2+ π/2),λ2 cos(ϕs,2+ π/2))

= arctan2(sin(ϕs,2+ π/2),cos(ϕs,2+ π/2))+π ·σ(−λ2)−〈δ(−λ2),
π

2
〉

= ϕs,2+ π/2+π ·σ(−λ2)−〈δ(−λ2),
π

2
〉 . (C.25)

Analog lässt sich die linke Seite umformen zu

arctan2(λ1 cos(ϕs,1)−Δy,λ1(−sin(ϕs,1))−Δx)
= arctan2

(
λ1
(
cos(ϕs,1)−Δy/λ1

)
,λ1

(
(−sin(ϕs,1))−Δx/λ1

))
= arctan2

(
sin(ϕs,1+ π/2)−Δy/λ1,cos(ϕs,1+ π/2)−Δx/λ1

)
+π ·σ(−λ1)−〈δ(−λ1),

π

2
〉 . (C.26)
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C Erläuterungen zur topologischen Analyse des Parameterraums

Damit ergibt sich ϕs,2 zu:

ϕs,2 =arctan2
(
sin(ϕs,1+ π/2)−Δy/λ1,cos(ϕs,1+ π/2)−Δx/λ1

)
. . .

. . .+π ·σ(−λ1)−〈δ(−λ1),
π

2
〉−π ·σ(−λ2)+ 〈δ(−λ2),

π

2
〉− π

2
(C.27)

mit r∗ICM = λ1 � 0 und λ2 � 0

=arctan2
(
sin(ϕ∗ICM)−Δy/r∗ICM,cos(ϕ∗ICM)−Δx/r∗ICM

)
. . .

. . .− π
2
+π ·σ(− 1

r∗ICM

)−π ·σ(− 1
λ2

)−〈δ(−r∗ICM),
π

2
〉+ 〈δ(−λ2),

π

2
〉︸�����������������������������������������������������������������︷︷�����������������������������������������������������������������︸

I

. (C.28)

Das verbleibenden λ2 auf der rechten Seite von Gleichung (C.27) bzw. (C.28) lässt sich eliminieren, in-
dem man die Gleichungen für die existierenden Lösungsdomänen separat betrachtet. Diese Domänen
sind dabei gerade durch die Bedingungen Δϕ12 � 0 bzw. 1/λ2 � 0 (C.6), λ1 � 0 und λ2 � 0 abgegrenzt. Der
Wechsel von einer Lösungsdomäne in eine andere ist durch die Verletzung einer dieser Bedingungen cha-
rakterisiert. So wandert der Momentanpol für Δϕ12 = 0 durch den Fernpunkt. Lag der Momentanpol zuvor
jeweils auf der linken Seite der Räder (l,l), also in die Richtung, in welche die Radachsen zeigen (λ1 > 0,
λ2 > 0) so liegt er anschließend auf der rechten Seite der Räder (r,r). Das entspricht einem Übergang von
der in Abbildung C.1(a) dargestellten Domäne zu der in Abbildung C.1(b) dargestellten Domäne. Wie
man aus den Bildern erkennen oder aus Gleichung (C.9) ableiten kann, gilt für diese beiden Domänen
sgn(λ1) = sgn(λ2).

Während ein Durchgang durch den Fernpunkt∞ das Vorzeichen von λ1 und λ2 gleichermaßen ändert, än-
dert sich bei einem Durchgang des Momentanpols durch das i-te Rad nur das Vorzeichen des Parameters
λi. So gilt zum Beispiel für die in Abbildung C.1(c) dargestellte Lösungsdomäne, dass sie durch überstrei-
chen der Achse des Rades 1 �y1,1 über die Lenkachse des Rades 2 hervorgeht. Dabei hat gerade λ2 einen
Nulldurchgang. Nach diesem Nulldurchgang gilt sgn(λ1) = −sgn(λ2).

Betrachtet man Gleichung (C.27) und (C.28) und beachtet man, dass sich die Vorzeichen von λ1, λ2
relativ zueinander nur dann ändern, wenn einer der Parameter einen Nulldurchgang hat, das System also
eine Singularität passiert, so erkennt man, dass die Summe innerhalb einer Domäne konstant ist

π ·σ
(
− 1
λ1

)
−π ·σ

(
− 1
λ2

)
= k12

π ·σ
(
− 1

r∗ICM

)
−π ·σ

(
− 1
λ2

)
= k12 .

Das gilt insbesondere auch bei Durchgang durch den Fernpunkt. Interpretiert man die Gleichung wie in
(C.28) als Transformation des Momentanpols auf den Lenkwinkel ϕs,i und beachtet die 2π-Periodizität,
so lässt sich diese Summe als zusätzlicher Parameter ki ∈ {−1,1} interpretieren

mod 2π(π ·σ(−r∗ICM)−〈δ(−r∗ICM),
π

2
〉−π ·σ(−λi)+ 〈δ(−λi),

π

2
〉) = π ·σ(−ki) , (C.29)

der die Konfiguration des i-ten Rades beschreibt. Er ist durch die Anfangsstellung des Rades bei Inbetrieb-
nahme bestimmt und ändert sich nur bei Durchgang des Momentanpols durch eine Lenkachse. Damit kann
der Konfigurationsraum des Fahrwerks durch Hinzunahme der Parameter �k außerhalb der Singularitäten
r∗ICM = 0 und λi = 0 vollständig aus dem Momentanpol �r∗ICM rekonstruiert werden:

ϕs,i =arctan2
(
sin(ϕ∗ICM)−Δy/r∗ICM,cos(ϕ∗ICM)−Δx/r∗ICM

)− π/2+π ·σ(−ki) . (C.30)
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C.2 Momentanpol und resultierende Freiheitsgrade

�xr

�yr

δm

δs
ICM

rICM

ϕICM

yICM

xICM

(a) Momentanpol (ICM) bei Ackermann-Kinematik

�xr

�yr

δm

ICMICM

(b) Momentanpol (ICM) bei Differentialkinematik

Abbildung C.2: Momentanpol (ICM) mit Freiheitsgraden und Parametrierung (polar (rICM,ϕICM) und kartesische (yICM, xICM)
Koordinaten) für Ackermann- (C.2(a)) und Differentialkinematik (C.2(b)). Die roten Pfeile mit unterbrochener Linie bei ICM und
Koordinatenursprung zeigen die möglichen Freiheitsgrade des Systems bzw. des ICM. Die orangenen Rechtecke mit Umkreis
(Abb. C.2(a)) stehen für lenkbare Standardräder, die Rechtecke ohne Umkreis für feste Standardräder. Der schwarze Kreis mit
unterbrochener Linie rechts (Abb. C.2(b)) steht für ein passives Stützrad, dass die kinematischen Eigenschaften des Systems
nicht beeinflusst, z.B. ein passives Castor-Rad.

Des Weiteren folgt damit direkt, dass gilt:

sgn
(
ki

λi

)
= sgn

(
kk

λk

)
. (C.31)

Die in Abbildung C.1 verwendete Kennzeichnung der Domänen ergibt sich damit letztlich aus dem Vor-
zeichen des Parameters k sowie dem Vorzeichen von λ. So ist der in Abbildung C.1(a) dargestellte Fall
durch λ1 > 0, λ2 > 0 und k1 = k2 = 1 charakterisiert. Das bedeutet der Momentanpol liegt jeweils „links“
(l) der Achse �x1,1 bzw. �x1,2 und das zugehörige k ist positiv (+). Die Lösungsdomäne ist daher als (l+,l+)
gekennzeichnet.

C.2 Momentanpol und resultierende Freiheitsgrade

Abbildung C.2 zeigt die Aufteilung der Freiheitsgrade für ein Fahrwerk mit Ackermann (C.2(a)) sowie
ein Fahrwerk mit Differentialkinematik (C.2(b)). Für die Ackermann Kinematik ist der ICM auf eine
kontinuierliche Bewegung entlang der Achse durch die hinteren beiden, festen Standardräder beschränkt
(δs = 1). Der Roboter kann um diesen Punkt mit variabler Geschwindigkeit rotieren (δm = 1). Bei der Dif-
ferentialkinematik ist der ICM zwar ebenfalls auf die Achse der hinteren Räder beschränkt. Die Freiheits-
grade (�̇xr

wr,�̇yr
wr) der ebenen Bewegung des Ursprungs des körperfesten Koordinatensystems (Or, �xr,�yr)

können aber – rein kinematisch betrachtet – direkt vorgegeben werden (δm = 2). Der dritte Freiheitsgra-
de ϕ̇r

wr ergibt sich dann über die verbleibende Zwangsbedingung (3− δM = 1) in direkter Abhängigkeit
aus (�̇xr

wr,�̇yr
wr). Der Momentanpol bewegt sich dabei nicht kontinuierlich sondern ändert seine Position

sprunghaft (δs = 0).

In Abbildung C.3 sind die Freiheitsgrade des ICM für ein Typ 2 quasi-omnidirektionales und ein omni-
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C Erläuterungen zur topologischen Analyse des Parameterraums

�xr

�yr

δm

δs

ICM

(a) Momentanpol (ICM) bei Typ 2 quasi-
omnidirektionaler Kinematik

�xr

�yr

δm

ICM

ICM

(b) Momentanpol (ICM) bei omnidirektionaler Kinema-
tik

Abbildung C.3: Momentanpol (ICM) mit Freiheitsgraden für omnidirektionale (C.3(b)) und Typ 2 quasi-omnidirektionale Kine-
matik (C.3(a)). Ausgefüllte Kreise kennzeichnen aktive Räder, die keine Zwangsbedingungen auf das Fahrwerk ausüben (Castor-
oder Mecanum-Räder).

direktionales Fahrwerk dargestellt. Für beide Fahrwerke gilt, dass der ICM überall in der (�xw,�yw)-Ebene
platziert werden kann (δM = 3). Für das omnidirektionale Fahrwerk (Abb. C.3(b)), dass vollständig durch
Castor- oder Mecanum-Räder aufgebaut ist, sind alle Zwangsbedingungen aufgehoben. Wie beim Diffe-
rentialantrieb kann der ICM – kinematisch betrachtet – instantan bzw. sprunghaft seine Position in der
Ebene ändern (δm = 3). Fahrwerke mit Typ 2 quasi-omnidirektionaler Kinematik verfügen über ein aktiv
lenkbares Standardrad. Der ICM kann dann ähnlich wie beim Differentialantrieb entlang der Achse die-
ses Rades instantan positioniert werden (δm = 2). Die Lage der Achse selbst und damit auch die Lage
des ICM in der (�xw,�yw)-Ebene kann durch die Lenkbewegung des Standardrades kontinuierlich variiert
werden (δs = 1).

C.3 Stetige Fortsetzung des Momentanpols auf der Einheitskugel

Die Projektion des Momentanpols auf die Einheitskugel lässt sich in ihrer erweiterten Form nach Glei-
chung (3.10) in Abschnitt 3.1.3 in folgender Form schreiben

�s =
(
ϕ

θ

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
arctan2(yICM, xICM)+πσ

(
− kk
λk

)
−〈δ

(
− kk
λk

)
, π2 〉

arctan
(

1√
(xr

ICM)2+(yr
ICM)2

·sgn
( kk
λk

))
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Durch Verwendung von (C.12) und Einsetzen von ϕs,i bzw. ϕs,k, wobei (i,k) ein beliebiges, geeignetes
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C.3 Stetige Fortsetzung des Momentanpols auf der Einheitskugel

Paar von Rädern charakterisiere, lässt sich der Term in (3.10) bzgl. des Parameter ϕ als

ϕ = arctan2
(
ya,k +λk(cos(ϕs,k)), xa,k +λk(−sin(ϕs,k))

)
+ . . .

+πσ

(
− kk

λk

)
−〈δ

(
− kk

λk

)
,
π

2
〉 (C.32)

= arctan2

(
λk

(
ya,k

λk
+ cos(ϕs,k)

)
,λk

(
xa,k

λk
− cos(ϕs,k)

))
+ . . .

+πσ

(
− kk

λk

)
−〈δ

(
− kk

λk

)
,
π

2
〉 (C.33)

schreiben. In der Umgebung des Fernpunktes gilt ferner

rr∗
ICM→ +/−∞
λk→ +/−∞

kk/λk→ +/−0

für alle Standardräder des Fahrwerks. Nutzt man dies und verwendet zudem (C.25), so lässt sich ϕ in der
Umgebung des Fernpunktes schreiben als

ϕ = ϕs,k +
π

2
+πσ(− 1

λk
)−〈δ( 1

λk
),
π

2
〉+πσ

(
− kk

λk

)
−〈δ

(
− kk

λk

)
,
π

2
〉

mit λk � 0

= ϕs,k +
π

2
+πσ(− 1

λk
)+

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
πσ(− 1

λk
) mit kk = 1

π
(
1−σ(− 1

λk
)
)

mit kk = −1

= ϕs,k +
π

2
+πσ(−kk) . (C.34)

Dabei charakterisiert der letzte Term πσ(−kk) die gegenwärtige kinematische Konfiguration des Rades k
und ist in der Umgebung des Fernpunkts konstant.

Analog ergibt sich für den Term in (3.10) bzgl. θ durch Einsetzen von (C.12)

θ = arctan
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1√

(xa,k +λk(−sin(ϕs,k)))2+ (ya,k +λk cos(ϕs,k))2
·sgn

(
kk

λk

)⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (C.35)

= arctan

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
sgn

( kk
λk

)
√
λ2

k
(
xa,k/λk − sin(ϕs,k)

)2
+λ2

k
(
ya,k/λk + cos(ϕs,k)

)2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (C.36)

Untersucht man diese Funktion wieder in der Umgebung des Fernpunktes rr∗
ICM,λi →∞, an dem die Pro-
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C Erläuterungen zur topologischen Analyse des Parameterraums

jektion des Momentanpols durch (3.10) stetig fortgesetzt werden soll, so lässt sich (C.36) zu

θ = arctan

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝sgn
( kk
λk

)
|λk|

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (C.37)

= arctan

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝kk ·sgn
(

1
λk

)
λk ·sgn(λk)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (C.38)

mit (C.9)

= arctan

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ sin(Δϕik) ·kk ·sgn
(

1
λk

)
(
Δxcos(ϕs,i)+Δysin(ϕs,i)

)
·sgn(λk)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (C.39)

vereinfachen. Dabei ist Δ�x = (Δx,Δy)T gerade der Vektor �xa,k − �xa,i von Lenkachse des Rades i zur
Lenkachse des Rades k. Verwendet man nun, dass für λk � 0

sgn
(

1
λk

)
=

1
sgn(λk)

sgn2(λk) = 1

gilt, so lässt sich (C.39) weiter vereinfachen zu

θ = arctan
(
kk ·

sin(Δϕik)
Δxcos(ϕs,i)+Δysin(ϕs,i)

)
(C.40)

mit kk ∈ {−1,1}

= kk · arctan
(

sin(Δϕik)
Δxcos(ϕs,i)+Δysin(ϕs,i)

)
. (C.41)

Damit lassen sich die Parameter (ϕ,θ) aus (3.6) in der Umgebung des Fernpunktes rr∗
ICM →∞ nun direkt

als Funktion

�s =
(
ϕ

θ

)
= �f ( �ϕs) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝ ϕs,k +
π
2 +πσ(−kk)

kk · arctan
( sin(ϕs,k−ϕs,i)
Δxcos(ϕs,i)+Δysin(ϕs,i)

) ⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (C.42)

der Konfiguration des Roboters �ϕs bzw. der Lenkwinkel (ϕs,i,ϕs,k) eines nach Anhang C.1 geeigneten
Radpaares schreiben.

Zur Formulierung der Umkehrabbildung wird zunächst ϕs,k unter Verwendung von (C.24) bis (C.27) als
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C.3 Stetige Fortsetzung des Momentanpols auf der Einheitskugel

Funktion

ϕs,k = arctan2
(
sin(ϕs,v+ π/2)−Δy/λv,cos(ϕs,v+ π/2)−Δx/λv

)
+ . . .

+π ·σ(− 1
λv

)−〈δ( 1
λv

),
π

2
〉−π ·σ(− 1

λk
)+ 〈δ( 1

λk
),
π

2
〉− π

2
mit kv ∈ {−1,1}
= arctan2

(
kv sin(ϕs,v+ π/2+πσ(−kv))−Δy/λv,kv cos(ϕs,v+ π/2+πσ(−kv))−Δx/λv

)
. . .

. . .+π ·σ(− 1
λv

)−〈δ( 1
λv

),
π

2
〉−π ·σ(− 1

λk
)+ 〈δ( 1

λk
),
π

2
〉− π

2

= arctan2

(
sin(ϕs,v+ π/2+πσ(−kv))− kv

Δy
λv
,cos(ϕs,v+ π/2+πσ(−kv))− kv

Δx
λv

)
. . .

. . .+πσ(− 1
kv

)+π ·σ(− 1
λv

)−〈δ( 1
λv

),
π

2
〉−π ·σ(− 1

λk
)+ 〈δ( 1

λk
),
π

2
〉︸�������������������������������������������������������������������������︷︷�������������������������������������������������������������������������︸

I

−π/2 (C.43)

von (ϕs,v,λv) eines beliebigen Rades v geschrieben. Dabei lässt sich unter Verwendung von (C.31) der
Term I umformen zu

I = πσ(−kv)+πσ(−kv ·kk)
mod 2π

= −πσ(−kk) . (C.44)

Um ϕs,k im Folgenden als Funktion von (ϕ,θ) auszudrücken wird ein „virtuelles“ Rad im Ursprung des Ko-
ordinatensystems eingeführt. O.B.d.A. sei Rad v dieses virtuelle Rad, so dass �xa,v =�0 gilt. Drückt man nun
(C.36) als Funktion von (ϕs,v,λv) aus und verwendet, dass das Rad v im Ursprung des Koordinatensystems
liege, so lässt sich ki/λi als Funktion von θ

tan(θ) =
kv

λv
(C.45)

ausdrücken. Dabei wurde wie in (C.37) und (C.38) die Betragsfunktion über die Signum-Funktion darge-
stellt und angenommen, dass λv � 0 gelte. Analog lässt sich über (C.33) unter den gleichen Annahmen die
erste Gleichung von (3.13) als Funktion

ϕ = ϕs,v+
π

2
+πσ(−kv) (C.46)

in Abhängigkeit von ϕs,v schreiben. Substituiert man nun (C.44), (C.45) und (C.46) in (C.43) und berück-
sichtigt, dass aufgrund der Annahme �xa,v = �0 nun gilt Δ�x = �xa,k, so lässt sich die gegenwärtige Konfigura-
tion des Rades k und analog die weiterer Räder als Funktion

ϕs,k = arctan2
(
sin(ϕ)− ya,k tan(θ),cos(ϕ)− xa,k tan(θ)

)− π/2−πσ(−kk)
ϕs,i = arctan2

(
sin(ϕ)− ya,i tan(θ),cos(ϕ)− xa,i tan(θ)

)− π/2−πσ(−ki) (C.47)
...

der sphärischen Koordinaten nach (3.13) und der Konfiguration des Fahrwerks (�xa,k,kk) ausdrücken. Man
kann
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C Erläuterungen zur topologischen Analyse des Parameterraums

C.4 Analogie von Momentanpol und Twist

Um die Analogie zwischen Momentanpol und sphärischem Twist aufzuzeigen soll der auf die Einheitsku-
gel projizierte Momentanpol in seiner Formulierung nach (3.34)

�s =
(
ϕ

θ

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
arctan2

( ẋr
wr
ωr

wr
,− ẏr

wr
ωr

wr

)
+πσ

(
− ki
λi

)
−〈δ

(
− ki
λi

)
, π2 〉

arctan

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ 1√
(− ẏr

wr
ωr

wr
)2+( ẋr

wr
ωr

wr
)2

·sgn
( ki
λi

)⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (C.48)

unabhängig von den Lenkwinkeln �ϕs und der Hilfsgröße λ geschrieben werden. Dazu werden im Folgen-
den die Gleichungen für die zwei Parameter (ϕ,θ) im einzelnen untersucht und umgeformt.

Die Gleichung für θ lässt sich für ϕ̇d,i � 0 unter Verwendung von (3.33) umformen zu:

θ = arctan

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1√

(ẋr
wr)2+(ẏr

wr)2

|ωr
wr|

·sgn
(
ki

λi

)⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= arctan

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ωr
wr ·sgn(ωr

wr)√
(ẋr

wr)2+ (ẏr
wr)2

·ki ·sgn
(

1
λi

)⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
mit (3.33)

= arctan

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝ω
r
wr ·sgn

(
1
λi

)
·sgn(ϕ̇d,i)√

(ẋr
wr)2+ (ẏr

wr)2
·ki ·sgn

(
1
λi

)⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

= arctan

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

I︷�����������︸︸�����������︷
ωr

wr ·sgn2
(

1
λi

)
√

(ẋr
wr)2+ (ẏr

wr)2
· ki ·sgn(ϕ̇d,i)︸��������︷︷��������︸

II

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (C.49)

Man kann erkennen, dass der Ausdruck sgn2(1/λi) in Term I ausgelassen werden kann, da er für 1/λi � 0
konstant 1 ist. Dabei ist dies für ϕ̇d,i � 0 gleichbedeutend mit ωr

wr � 0 Der Fall 1/λi = 0 entspricht dem
Fall in dem die Radachsen von Rad i und Rad k parallel zueinander sind. Das bedeutet, der Momentanpol
befindet sich in seinem Fernpunkt und der Roboter führt eine rein translatorische Bewegung aus (ωr

wr = 0).
Term I lässt damit in Abhängigkeit von ωr

wr schreiben

ωr
wr ·sgn2

(
1
λi

)
=

{
ωr

wr ·1 ∀ωr
wr � 0

0 ∀ωr
wr = 0 . (C.50)

Die Gleichung (3.34) bzgl. θ lässt sich also vereinfacht schreiben als

θ = arctan
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ωr

wr√
(ẋr

wr)2+ (ẏr
wr)2

·kisgn(ϕ̇d,i)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (C.51)

und ist damit unabhängig von den Lenkwinkeln �ϕs des Fahrwerks. Dabei ist zu beachten, dass die Abbil-
dung von (C.49) nach (C.51) durch Substitution des Terms I mit (C.50) einer stetigen aber nicht stetig
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C.4 Analogie von Momentanpol und Twist

differenzierbaren Fortsetzung des Momentanpols über seinen Fernpunkt entspricht. Wäre diese Fortset-
zung stetig differenzierbar, so wäre die Einführung der erweiterten Definition nach (3.10) nicht nötig
gewesen.

Gleichung (C.51) ist noch nicht vollständig unabhängig von der Konfiguration des Fahrwerks. Die Bedeu-
tung des verbliebenen Terms II wird in Abschnitt 4 detailliert diskutiert. Im Folgenden wird zunächst der
Term bezüglich der ϕ Variable (3.34) in gleicher Weise umgeformt.

Unter der Annahmen, dass 1/ωr
wr � 0, also ωr

wr � +/−∞ lässt sich unter Verwendung von (C.14) der in (3.34)
der Variable ϕ zugeordneten Term zu

ϕ = arctan2(ẋr
wr,−ẏr

wr)+πσ(− 1
ωr

wr
)−〈δ( 1

ωr
wr

),
π

2
〉+ . . .

+πσ

(
− ki

λi

)
−〈δ

(
− ki

λi

)
,
π

2
〉 (C.52)

umschreiben. Verwendet man nun, dass bei der hier gewählten Definition der Heaviside-Funktion und der
Signum-Funktion über den Arcustangens

σ(ξ) = σ(sgn(ξ)) (C.53)

gilt, lässt sich (C.52) als

ϕ = arctan2(ẋr
wr,−ẏr

wr)+πσ
( −1
sgn

(
1
λi

)
sgn(ϕ̇d,i)

)
−〈δ

( 1
sgn

(
1
λi

)
sgn(ϕ̇d,i)

)
,
π

2
〉+ . . .

+πσ

(
− ki

λi

)
−〈δ

(
− ki

λi

)
,
π

2
〉 (C.54)

schreiben. Mit ki ∈ {−1,1} und ϕ̇d,i � 0, was Voraussetzung für die Darstellung des Twists in sphärischen
Koordinaten war, lässt sich das als

ϕ = arctan2(ẋr
wr,−ẏr

wr)+πσ
(−

a︷������︸︸������︷
kisgn(ϕ̇d,i)

sgn(
ki

λi
)︸��︷︷��︸

b

)
−〈δ

(kisgn(ϕ̇d,i)
sgn

( ki
λi

) )
,
π

2
〉+ . . .

+πσ

(
− ki

λi

)
−〈δ

(
− ki

λi

)
,
π

2
〉 (C.55)

schreiben. Betrachtet man die möglichen Ergebnisse der Summe über alle Heaviside- und Signum-Terme
in (C.55) für die unterschiedlichen Kombinationen von a und b so erkennt man, dass sich diese Sum-
me zu π ·σ(−kisgn(ϕ̇d,i)) vereinfachen lässt. Die möglichen Fälle mit den jeweiligen Ergebnissen sind in
Tabelle (C.1) zu sehen.

Damit lässt sich der Term bezüglich ϕ zu

ϕ = arctan2(ẋr
wr,−ẏr

wr)+π ·σ(−kisgn(ϕ̇d,i))

vereinfachen. Nutzt man zusätzlich, dass

arctan2(x,−y) = arctan2(y, x)+
π

2
(C.56)
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C Erläuterungen zur topologischen Analyse des Parameterraums

a < 0 a = 0 a > 0

b < 0 π 0 0mod2π

b = 0 π n.d. 0

b > 0 π 0 0

Tabelle C.1: Überblick über die Fälle, auf welche die Terme a und b reduziert werden können sowie die zugehörigen Funktions-
werte für die Summe über die in (C.55) auftretenden Heaviside- und Signum-Funktionen. Die mittlere Spalte kann für ϕ̇d,i � 0
nicht auftreten. Daher stellt das Auftreten des nicht definierten Wertes für den Fall (a,b) = (0,0) zunächst keine Einschränkung
dar. Für den Fall a > 0, b < 0 ergibt sich genau genommen 2π. Da durch die Projektion auf die Kugel ϕ in mod2π-Arithmetik
gerechnet wir ist dies identisch zu ϕ = 0.

gilt, so lässt sich dies weiter umschreiben zu

ϕ = arctan2(ẏr
wr, ẋ

r
wr)+

π

2
+π ·σ(−kisgn(ϕ̇d,i)) . (C.57)

Damit erhält man die Projektion des erweiterten Momentanpol auf die Kugeloberfläche nach (3.10) als
Funktion der kartesischen Geschwindigkeiten

�s =
(
ϕ

θ

)
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
arctan2(ẏr

wr, ẋr
wr)+ π

2 +π ·σ(−kisgn(ϕ̇d,i))

arctan
(

ωr
wr√

(ẋr
wr)2+(ẏr

wr)2

)
·kisgn(ϕ̇d,i)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (C.58)
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D Erläuterungen zur Stabilitätsbetrachtung (MPC)

D.1 Stabilität bei Zustandsrückführung ohne Singularitätsvermeidung

Zur Gewährleistung der Stabilität eines modellprädiktiven Reglers müssen wie in Abschnitt 5.3.2 erläutert
vier Bedingungen hinsichtlich des Zustands des Systems bei Erreichen des Horizonts Xf , hinsichtlich des
das System in diesem Endzustand stabilisierenden Reglers �k(�x(t f ), t f ) sowie hinsichtlich des Gütekriteri-
um (5.55)

J = Φ(�x(t f ))+
∫ t f

t=t0
L(�x(t),�u(t), t)dt

erfüllt sein:

1. Xf ist Teil der Menge aller zulässigen Zustände X (Xf ∈ X), wobei gilt: Xf ist abgeschlossen und
beinhaltet den Ursprung (bzw. die Ruhelage des geregelten Systems),

2. innerhalb der Menge aller zulässigen Endzustände Xf ist die Regelgröße �u(t f ) Element der zulässi-
gen Regelgrößen U (�u(t f ) ∈ U∀�x ∈ Xf ),

3. Xf ist positiv invariant unter �̇x = �a(�x(t f ),�u(t f ), t f ),

4. Φ̇(�x(t f ))+L(�x(t f ),�u(t f ), t f ) ≤ 0 , ∀�x ∈ Xf .

Wie schon in Abschnitt 5.3.2 erwähnt, ist Forderung drei implizit durch die vierte Forderung erfüllt, wenn
Xf eine Niveaumenge bzw. Subniveaumenge bezüglich Φ( ·) ist. Schließlich muss noch gelten, dass Φ( ·)
eine Lyapunov-Funktion ist und J positiv definit bzw. positiv semidefinit ist.

Zunächst wird der Fall ohne repulsive Potentiale betrachtet. In diesem Fall ist sowohl das System, als
auch die Rückführung linear und zeitinvariant. Ein optimaler Regler könnte daher auch direkt über die
Lösung der Matrix-Riccati-Gleichung entworfen werden. Der Einsatz eines modellprädiktiven Reglers ist
in diesem Fall nicht notwendig. Er soll aber als Vorbetrachtung zur Behandlung des nichtlinearen Reglers
zur Singularitätenvermeidung kurz skizziert werden.

Auf eine Beschränkung des finalen Zustands wird verzichtet:

Xf � R
4 . (D.1)

Das betrachtete System hat die Form

�̇x =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠�x+
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0
0 0
1 0
0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠�u (D.2)
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D Erläuterungen zur Stabilitätsbetrachtung (MPC)

Der stabilisierende Regler nach Erreichen des Horizontes sei durch den in Abschnitt 5.2.2 entworfenen
linearen Potentialfeldregler gegeben und die Stellgrößen �u seien zunächst unbeschränkt:

�u( �x f ) = K ·�x f

= diag(−kp

m
,−kp

m
,−kν

m
,−kν

m
) (D.3)

U� R2 . (D.4)

Als erster Ansatz für das Gütekriterium bezüglich des Endzustandes Φ( ·) bzw. der Bestrafung der Tra-
jektorie L( ·) wird das zuvor definierte Potentialfeld gewählt. Dieses Potentialfeld erfüllt, wie in Ab-
schnitt 5.2.2 gezeigt, gerade alle Eigenschaften einer Lyapunov-Funktion. Prüft man diesen Ansatz findet
man allerdings, dass sich, aufgrund der zusätzlichen Terme bezüglich der Bestrafung der Trajektorie bzw.
Stellgrößen, die Erfüllung von Bedingung 4 nicht allgemein zeigen lässt. Es sei in diesem Zusammen-
hang erwähnt, dass die zuvor genannten Bedingungen nach (Mayne und Michalska 1990; Rawlings 2000)
keine notwendigen sondern hinreichende Bedingungen sind. Das heißt es ist durchaus möglich, dass die
bisherige Gütefunktion auf eine stabiles Systems führt, auch wenn Bedingung 4 sich nicht allgemeingültig
zeigen lässt.

Um diese störenden Terme zu eliminieren genügt es das zuvor gewählte Gütekriterium um Kreuzterme
bezüglich der Orts- und zugehörigen Geschwindigkeitsvariable (x1, x3) bzw. (x2, x4)

Φ(�x) =
1
2
λ1x2

1+λ13x1x3+
1
2
λ3x2

3+
1
2
λ2x2

2+λ24x2x4+
1
2
λ4x2

4 (D.5)

L(�x,�u) =
1
2
λ′1x2

1+
1
2
λ′3x2

3+
1
2
λ′2x2

2+
1
2
λ′4x2

4+
1
2

r1u2
1+

1
2

r2u2
2 (D.6)

zu erweitern. Da die Teilsysteme (x1, x3) und (x2, x4) bei Vernachlässigung der Singularitäten nicht gekop-
pelt sind, genügt es wie zuvor zu zeigen, dass das Teilsystem (x1, x3) die Bedingungen eins bis vier erfüllt.
Die Erfüllung der Bedingungen für (x2, x4) folgt dann analog.

Unter der Annahme, dass die Optimierung wie in Abschnitt 5.3.1 erläutert für die unterschiedlichen Lö-
sungsdomänen getrennt durchgeführt wird, ist X geschlossen und es gilt

x f = X .

Die erste Forderung und die dritte Forderung ist damit trivial erfüllt. Da die Regelgrößen zunächst nicht
beschränkt sind, ist auch die zweite Forderung trivial erfüllt. Zu prüfen bleibt also die vierte Forderung
bzw. die positive Definitheit von J und dass Φ( ·) eine Lyapunov-Funktion ist.

Wie bereits zuvor diskutiert, kann eine Funktion dann eine Lyapunov-Funktion sein, wenn Sie positiv
definit und stetig differenzierbar ist. Die stetige Differenzierbarkeit von

Φ13(x) =
1
2
λ1x2

1+
1
2
λ13x1x3+

1
2
λ3x2

3 (D.7)
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D.1 Stabilität bei Zustandsrückführung ohne Singularitätsvermeidung

folgt unmittelbar aus der quadratischen Form der Funktion Φ( ·). Die Forderung nach positiver Definitheit
bzw. Semidefinitheit im gesamten Definitionsbereich Xf führt auf die Ungleichung

1
2
λ1x2

1+
1
2
λ13x1x3+

1
2
λ3x2

3 ≥ 0 ∀x1, x3 (D.8)

x2
1+2

λ13

λ1
x1x3+

λ13

λ3
x2

3 ≥ 0
(
x1+

λ13

λ1
x3

)2
︸����������︷︷����������︸

A

−
(
λ13

λ1
x3

)2
+
λ3

λ1
x2

3︸�����������������︷︷�����������������︸
B

≥ 0 .

Da Term A für alle (x1, x3) ∈ R2 und damit für alle (x1, x3) ∈ X13 positiv semidefinit ist, lässt sich Unglei-
chung (D.8) durch die aus B erwachsende Ungleichung

λ1 ·λ3 ≥ λ13 (D.9)

konservativ abschätzen. Ist (D.9) erfüllt und gilt des Weiteren, dass

λ1, λ3 ≥ 0 , (D.10)

so ist Φ( ·) im gesamten Definitionsbereich positiv semidefinit. Da L( ·) nach (D.6) keinerlei Kreuzterme
aufweist, ist damit auch das Gütekriterium J positiv semidefinit, wenn gilt:

λ′1, λ
′
3, r1 ≥ 0 . (D.11)

Die letzte Voraussetzung dafür, dass Φ( ·) eine Lyapunov-Funktion ist, ist dass die erste Ableitung von
Φ( ·) im ganzen Definitionsbereich des Systems negativ semidefinit ist. Da L( ·) hier gerade positiv se-
midefinit ist, ist diese Bedingung gerade erfüllt, wenn Bedingung 4 erfüllt ist. Zu zeigen ist nun also
noch, dass die vierte Bedingung erfüllt ist. Da bereits gezeigt wurde, dass die Forderungen eins bis drei
hier erfüllt sind und das Gütekriterium J positiv semidefinit ist, folgt dann unmittelbar die asymptotische
Stabilität des zugehörigen modellprädiktiven Reglers.

Aus der vierten Forderung ergibt sich durch Ableitung des Gütekriteriums und Einsetzen des oben vorge-
schlagenen Regelgesetzes

0 ≥ Φ̇(�x)+L(�x,�u, t f )

0 ≥ λ1x1x3+λ13x2
3+λ13x1

(
−kp

m
x1− kν

m
x3

)
+λ3x3

(
−kp

m
x1− kν

m
x3

)

+
1
2
λ′1x2

1+λ
′
3x2

3+ r1

(
−kp

m
x1− kν

m
x3

)2

0 ≥ x2
1

I︷���������������������������︸︸���������������������������︷⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝−λ13
kp

m
+

1
2
λ′1+

1
2

r1
k2

p

m2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠+x2
3

II︷�������������������������������︸︸�������������������������������︷(
λ13−λ3

kν
m
+

1
2
λ′3+

1
2

r1
k2
ν

m2

)

+ x1x3

(
λ1−λ13

kν
m
−λ3

kp

m
+

1
2

r1
kpkν
m2

)
︸����������������������������������︷︷����������������������������������︸

III

.
(D.12)
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Soll Ungleichung (D.12) für den gesamten Arbeitsraum Xf erfüllt sein, so müssen die Koeffizienten I und
II von x2

1 bzw. x2
3 negativ semidefinit sein. Das ist eine notwendige Bedingung. Eine hinreichende aber

nicht notwendige Bedingungen für negative Definitheit von (D.12) ist das I und II negativ semidefinit und
III exakt Null ist.

Durch Umformen der Gleichheitsbedingung III lässt sich r1 als Funktion der Parameter λ1, λ13 und λ3
schreiben

r1 =
2m2

kpkν

(
−λ1+λ13

kν
m
+λ3

kp

m

)
︸���������������������︷︷���������������������︸

!≥0 , wegen r1
!≥0

. (D.13)

Aus der Forderung (D.11), dass r1 größer oder gleich Null sei folgt damit eine weitere Ungleichung
bezügliche der Parameter in Φ( ·).

Durch Einsetzen von (D.13) in die Terme I und II in (D.12), ergeben sich insgesamt die folgenden vier
Ungleichungen

1
2
λ′1+λ3

k2
p

kνm
−λ1

kp

kν
≤ 0 aus Term I in (D.12) (D.14)

1
2
λ′3+λ13

(
1+

k2
ν

kpm

)
−λ1

kν
kp
≤ 0 aus Term II in (D.12) (D.15)

λ1−λ3
kp

m
−λ13

kp

m
≤ 0 (D.16)

λ2
13−λ1λ3 ≤ 0 (D.17)

die zusammen mit der Forderung

λ1, λ3, λ
′
1, λ
′
3 ≥ 0 (D.18)

eine hinreichende Bedingung für die vierte Forderung bilden. Sind diese Forderungen erfüllt, folgt zusam-
men mit der stetigen Differenzierbarkeit und positiven Definitheit von Φ( ·) unmittelbar, dass Φ( ·) eine
Lyapunov-Funktion ist und der vorgeschlagene modellprädiktive Regler global asymptotisch stabil ist.

Betrachtet man die Ungleichungen (D.14) bis (D.18), so erkennt man, dass die absoluten Werte von λ1
bzw. λ3 nach oben nicht begrenzt sind. Aus (D.15) erwächst durch die Bedingung, dass alle Parameter
größer oder gleich Null sein müssen, lediglich eine untere Grenze für λ1. Die Ungleichungen (D.14) und
(D.16) führen dann auf eine rein relative Beziehung von λ1 und λ3

0 ≤ λ1−λ3
kp

m
≤ λ13

kν
m

. (D.19)

Man kann ferner erkennen, dass der in Abweichung zum ursprünglichen Potential neu eingeführte Para-
meter λ13 sehr kleine Werte annehmen kann. Tatsächlich lassen sich die Ungleichungen auch für λ13 = 0
erfüllen. In diesem Fall wird (D.19) zu einer Gleichheitsbeziehung, die λ1 und λ3 fest verknüpft. Die einzi-
ge Einschränkung findet man durch Zusammenfassung der Ungleichungen (D.14) und (D.16). Hierdurch
erhält man

λ′1 ≤
2k2

p

kνm
λ13. (D.20)
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D.2 Stabilität bei Zustandsrückführung mit Singularitätsvermeidung

Wie bereits eingangs erwähnt ist die Einführung von λ13 nötig um eine Bestrafung der Abweichung zwi-
schen Ist- und Sollkonfiguration bezüglich der „Ortsvariable“ in das Gütemaß entlang der Trajektorie
aufzunehmen.

Dabei ist zu beachten, dass die Forderungen (D.14) bis (D.18) den Parameterraum der Gütefunktion J in
Abhängigkeit der gewählten Reglerparameter kp, kν und m gerade auf den Bereich eingrenzen, in welchem
globale asymptotische Stabilität des modellprädiktiven Reglers durch die direkte Methode nach Lyapu-
nov gezeigt werden kann. Es ist anzumerken, dass die damit verbundenen Bedingungen hier mehrfach
konservativ abgeschätzt wurden. Tatsächlich sind bereits die ursprünglichen Forderungen eins bis vier ei-
ne konservative Abschätzung des zulässigen Parameterraums. Globale asymptotische Stabilität kann also
durchaus für einen erweiterten Parameterraum bzw. Einzugsbereich des Reglers gelten.

D.2 Stabilität bei Zustandsrückführung mit Singularitätsvermeidung

Analog zur Stabilitätsbetrachtung des modellprädiktiven Reglers bei linearer Zustandsrückführung wird in
diesem Abschnitt die Stabilität des Reglers unter Einbeziehung der repulsiven Potentiale zur Vermeidung
der singulären Bereiche diskutiert. Dabei wird wie zuvor aus der vierten Forderung bezüglich der Ände-
rung des Gütekriteriums ein System von Ungleichungen abgeleitet, unter welchem Φ( ·) eine Lyapunov-
Funktion bzw. der modellprädiktive Regler asymptotisch stabil ist. Anschließend wird ein Set verein-
fachter Ungleichungen bezüglich der Parameter des Gütekriteriums abgeleitet, die den Parameterraum
beschreiben unter welchem asymptotische Stabilität nach Lyapunov gezeigt werden kann.

Zuletzt wird eine konkrete Wahl der Parameter nach dem Vorbild des Entwurfs der Lyapunov-Funktion
nach Abschnitt 5.2.2 auf ihre Validität geprüft. Hieraus ergibt sich ein System von Ungleichungen, welche
die Parameter kp, kν, kr und m des eingesetzten Reglers erfüllen müssen.

Dabei soll zunächst wie zuvor angenommen werden, das auf eine Begrenzung der zulässigen Zustände
Xf bei Erreichen des Horizonts verzichtet werden kann

Xf � R
4 . (D.21)

Die Dynamik des ungeregelten Systems sei weiterhin durch Gleichung (D.2) gegeben. Als Ansatz für
den stabilisierenden Regler nach Erreichen des Horizonts wird die in Abschnitt 5.2.2 diskutierte potenti-
alfeldbasierte, nichtlineare Zustandsrückführung gewählt. Innerhalb des Wirkungsbereichs der repulsiven
Potentiale ist die Rückführung durch

�u(�x f ) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
− kp

m x1, f − kν
m x3, f − kr

m
d(�x f )−d0

d(�x f )
(x1, f − x1,s)

− kp
m x2, f − kν

m x4, f − kr
m

d(�x f )−d0
d(�x f )

(x2, f − x2,s)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (D.22)

U = R2 (D.23)

gegeben. Außerhalb der repulsiven Potentiale ist die Rückführung durch den in Abschnitt D.1 diskutierten
Regler gegeben.

Ebenso wird außerhalb der repulsiven Potentiale das zuvor in Abschnitt D.1 vorgestellte Gütekriterium
verwendet. Innerhalb des Einflussbereichs der repulsiven Potentiale treten die repulsiven Potentiale als
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zusätzliche Terme im Gütekriterium auf

Φ(�x f ) =
1
2
λ1x2

1, f +λ13x1, f x3, f +
1
2
λ3x2

3, f

+
1
2
λ2x2

2, f +λ24x2, f x4, f +
1
2
λ4x2

4, f +
1
2
λr(d(�x f )−d0)2 ,

(D.24)

L(�x,�u) =
1
2
λ′1x2

1+
1
2
λ′3x2

3+λ
′
13x1x3+

1
2
λ′2x2

2+
1
2
λ′4x2

4+λ
′
24x2x4

+
1
2
λ′r(d(�x)−d0)2+

1
2

r1u2
1+

1
2

r2u2
2 .

(D.25)

Mit dem vorläufigen Verzicht auf eine Beschränkung des Zustandsraums Xf bzw. des Raums der zuläs-
sigen Stellgrößen U, sind die ersten drei Forderungen trivial erfüllt. Zu zeigen ist also noch, dass das
Gütekriterium J positiv semidefinit und seine Ableitung Φ̇( ·)+L( ·) entlang der Trajektorie des geregel-
ten Systems negativ semidefinit sowie, dass Φ( ·) eine Lyapunov-Funktion ist.

Einzugsbereich und Ungleichheitsbedingungen

Sowohl Φ( ·), als auch L( ·) gehen durch Addition eines quadratischen Terms und eines Kreuzterms aus
den in Abschnitt D.1 definierten Gütemaßen hervor. Analog zum zuvor diskutierten System sindΦ( ·) und
L( ·) und damit auch das Gütemaß J gerade dann positiv semidefinit, wenn die neuen Parameter λr bzw.
λ′r größer oder gleich Null sind und den Kreuzterm übertreffen. Damit ist die Forderung

λ1, λ3, λ13, λ2, λ4, λ24, λr ≥ 0 (D.26)
λ′1, λ

′
3, λ
′
13, λ

′
2, λ
′
4, λ
′
24, λ

′
r, r1, r2 ≥ 0 (D.27)

λ′13−λ′1λ′3 ≤ 0 (D.28)
λ′24−λ′2λ′4 ≤ 0 (D.29)

eine notwendige Voraussetzung dafür, dass Φ( ·) eine Lyapunov-Funktion bzw. J positiv semidefinit ist.

Die stetige Differenzierbarkeit vonΦ( ·), welche eine notwendig Voraussetzung für eine gültige Lyapunov-
Funktion ist, wurde bereits im Zusammenhang mit dem nichtlinearen Potentialfeld-Regler Abschnitt 5.2.2
bzw. dem linearen modellprädiktiven Regler diskutiert. An der Grenze der repulsiven Potentiale ist sowohl
Φ( ·), als auch die zugehörige Ableitung Φ̇( ·) stetig. Allerdings ist Φ( ·) in den Singularitäten �xs selbst
offensichtlich nicht stetig differenzierbar. Damit ist Φ( ·) keine globale Lyapunov-Funktion. Wenigstens
die Singularitäten müssen aus den zulässigen Endzuständen Xf ausgeschlossen werden, womit die ersten
drei Bedingungen nicht länger trivial erfüllt sind. Bevor die Auswirkungen auf diese Bedingungen näher
diskutiert werden, soll zunächst geprüft werden ob Φ( ·) im verbliebenen Zustandsraum eine Lyapunov-
Funktion bzw. ob die Ableitung des Gütemaßes negativ semidefinit ist.

Damit Φ( ·) im verbliebenen Definitionsbereich des Zustandsraums eine Lyapunov-Funktion ist, ist noch
zu zeigen, dass Φ̇( ·) in diesem Bereich negativ semidefinit ist. Dabei folgt wie zuvor aus (D.26) und
(D.27), dass die negative Definitheit von Φ̇( ·) eine notwendige Voraussetzung zur Erfüllung des vierten
Kriteriums ist. Es folgt aus der Umkehrung, dass die negative Definitheit der Ableitung des Gütemaßes

J̇(�x,�u) = Φ̇(�x,�u)+L(�x,�u) ≤ 0 (D.30)

eine hinreichende Bedingung dafür ist, dass Φ( ·) eine Lyapunov-Funktion im verbleibenden Definitions-
bereich ist.
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Die Ableitung des Gütemaßes ergibt sich zu

Φ̇( ·)+L = λ1x1x3+λ3x3

(
−kp

m
x1− kν

m
x3− kr

m
d(�x)−d0

d(�x)
(x1− x1,s)

)
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(
−kp
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m
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d(�x)−d0

d(�x)
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)
+

1
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3+λ
′
13x1x3+

1
2
λ′2x2

2+
1
2
λ′4x2

4+λ
′
24x2x4+

1
2
λ′r(d(�x)−d0)2

+
1
2

r1

(
−kp

m
x1− kν

m
x3− kr

m
d(�x)−d0

d(�x)
(x1− x1,s)

)2

+
1
2

r2

(
−kp

m
x2− kν

m
x4− kr

m
d(�x)−d0

d(�x)
(x2− x2,s)

)2
.

(D.31)

Alle Zustandsvariablen beziehen sich auf den Zustand zum Ende des Prädiktionshorizonts. Dabei wurde
zwecks besserer Übersichtlichkeit und geringeren Schreibaufwands auf den Index f verzichtet. Aufgrund
der Abstandsfunktion d(�x), welche x1 und x2 nichtlinear verknüpft, kann das System nicht wie zuvor auf
eine bzw. zwei Dimensionen reduziert werden.

Ausmultiplizieren und sortieren nach den Zustandsvariablen führt auf eine Kombination von quadrati-
schen Termen und Kreuztermen. Eine hinreichende Bedingung für die Erfüllung der Forderung ist wie
zuvor, dass die Koeffizienten aller Kreuzterme Null werden, während die Koeffizienten der quadratischen
Terme kleiner oder gleich Null sind. Diese strikte Forderung führt aufgrund der Bestrafung der Stellgrößen
allerdings zu einem Widerspruch zu (D.27).

Um diesen Widerspruch zu vermeiden müssen die Kreuzterme bezüglich x1 und (x1 − x1,s) bzw. x2 ge-
meinsam betrachtet werden. Die Ableitung des Gütekriteriums spaltet sich damit in einen Term

J̇I = x2
3

(
−λ3

kν
m
+λ13+

1
2
λ′3+

1
2

r1
k2
ν

m2

)
+ x2

4

(
−λ4

kν
m
+λ24+

1
2
λ′4+

1
2

r2
k2
ν

m2

)

+ x3(x1− x1,s)
d(�x)−d0

d(�x)

(
−λ3

kr

m
+λr + r1

kνkr

m2

)
+ x4(x2− x2,s)

d(�x)−d0

d(�x)

(
−λ4

kr

m
+λr + r2

kνkr

m2

)

+ x1x3

(
λ1−λ3

kp

m
−λ13

kν
m
+λ′13+ r1

kpkν
m2

)
+ x2x4

(
λ2−λ4

kp

m
−λ24

kν
m
+λ′24+ r2

kpkν
m2

)
,

(D.32)

in welchem die Koeffizienten unabhängig voneinander betrachtet werden und den folgenden Term, dessen
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Elemente gemeinsam abgeschätzt werden müssen:

J̇II = x2
1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝−λ13
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m
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1
2
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(D.33)

Setzt man die Parameter λ13, λ24 sowie λ′1, λ′2 und r1, r2 paarweise gleich und verwendet, dass gerade

d(�x)2 = (x1− x1,s)2+ (x2− x2,s)2 = ‖�x− �xs‖2

gilt, so lassen sich die zu J̇II gehörigen Terme (D.33) zu

J̇′II = (x2
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(D.35)

vereinfachen. Dabei ist ψ gerade der Winkel zwischen den Vektoren �x bzw. �x− �xs

ψ = ∠�x, (�x− �xs) . (D.36)

Verwendet man, dass innerhalb der repulsiven Potentiale der Abstand zwischen Singularität �xs und Zu-
stand �x immer kleiner als der Kreisradius d0 ist, so führt Faktorisieren auf folgende Ungleichung

0 ≥ 1
2
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r
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1
2
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|d(�x)−d0|2
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B

,
(D.37)

die erfüllt sein muss, damit (D.34) und damit die Ableitung von J negativ semidefinit ist.

Gilt wie zuvor schon angenommen, dass die Ruhelage, welche durch eine geeignete Koordinatentransfor-
mation immer in den Ursprung abgebildet werden kann, außerhalb der repulsiven Potentiale liegt und gilt
ferner, dass �x im Einflussbereich eines der Potentiale liege, das kann hier immer als erfüllt angenommen
werden, da sonst gerade der im vorigen Abschnitt diskutierte Fall einer linearen Zustandsrückführung gilt,
so gilt

x2
1+ x2

2 = ‖�x‖2 > ‖d(�x)−d0‖2 . (D.38)
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Abbildung D.1: Die Darstellung veranschaulicht die Regionen in der (ϕ,θ)-Ebene in welche die Fallunterscheidung bzgl. Glei-
chung (D.37) den Zustandsraum zerlegt. Das linke Bild (Abb. D.1(a)) zeigt die Mengen auf (a), innerhalb (b) und außerhalb (c)
des Thaleskreises (schwarze durchgängige Linie). Es bezeichnet �xd den Sollwert, �xs4 die Singularität und �xT den Mittelpunkt
des zugehörigen Thaleskreises. Der schwarz gestrichelte Kreis kennzeichnet den Einflussbereich der repulsiven Potentiale. Das
rechte Bild (Abb. D.1(b)) stellt die negativen Höhenlinien in der Umgebung der Singularität für eine Beispielparametrierung dar.
Die Darstellung der Höhenlinien ist dabei auf den Wertebereich zwischen [0;−2] beschränkt. Die mit N gekennzeichnete Regi-
on sowie der Außenbereich der Darstellung weisen stark negative Werte (< −2) auf und erfüllen die Forderung, dass die erste
Ableitung des Gütekriteriums negativ sein muss. Die mit P gekennzeichnete Region führt hingegen auf positive Werte für die
erste Ableitung des Gütekriteriums. Die rot gestrichelte Linie K markiert die Grenze zwischen der konservativen Abschätzung
der zulässigen Bereiche. Für alle Punkte welche außerhalb dieses Kreises liegen stellt das Gütekriterium bei der hier gewählten
Parametrierung eine valide Lyapunov-Funktion dar. Dabei gilt wie bisher, dass die Sollgrößen beliebige sind, aber außerhalb des
Wirkungsbereichs der Singularitäten liegen sollen. Parametrierung (einheitenlos): kp = 2.0, �xd = (0.5,0.5)T , kr = 2.5, d0 = 1.4,
(a,b) = (0.35,0.35), m = 0.75, λ′1 = 2.0, λ′r = 2.5, r1 = 0.165, λ13 = 5.5. Die Parametrierung des Reglers entspricht dabei im
wesentlich der zuvor (Abb. 5.5) für den gewöhnlichen potentialfeldbasierten Regler gewählten Parametrierung.

Dies ist unmittelbar klar, wenn man sich kurz die geometrische Bedeutung dieser Ungleichung veranschau-
licht. Es beschreibt ‖d(�x)− d0‖ den Abstand eines Punktes zu einem Kreis um (x1,s, x2,s)T mit Radius d0.
Es beschreibt ‖�x‖ den Abstand eines Punktes zum Ursprung �0. Wenn �x innerhalb des Kreises und �0 au-
ßerhalb des Kreises liegt ist klar, dass der Abstand zwischen Ursprung und betrachtetem Punkt größer als
der von Kreis und betrachtetem Punkt ist. Der gleiche Zusammenhang gilt auch, wenn statt dem euklidi-
schen Abstandsmaß ein elliptisches Abstandsmaß zwischen Ursprung und betrachtetem Punkt verwendet
wird. Das ist Voraussetzung dafür, dass die folgenden Stabilitätsbetrachtungen auch auf andere konvexe
Hindernissen übertragbar sind.

Bezüglich Ungleichung (D.37) lassen sich im wesentlichen 3 Fälle unterscheiden. Der Cosinus des Win-
kels ψ kann gleich, kleiner oder größer Null sein. Diese Fallunterscheidung teilt den Zustandsraum inner-
halb des Einflussbereichs der Singularitäten in drei Bereiche (Abb. D.1). Für den Fall a), in welchem der
Cosinusterm gerade Null ist, sind die zugehörigen Punkte im Zustandsraum gerade durch die Zustände
gegeben, welche auf dem Thaleskreis von �0 nach �xs liegen. Fall b) sind dann alle Zustände innerhalb
dieses Thaleskreises und Fall c) alle Zustände außerhalb des Thaleskreises. Dabei ist zu beachten, dass
diese Fallunterscheidung jeweils nur innerhalb des Wirkungsradius der repulsiven Potentiale relevant ist,
da der Term J̇II sonst ohnehin verschwindet.
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Untersucht man (D.37) für Fall a), so vereinfacht sich (D.37) zu
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Liegt �x dicht am Rand des Wirkungsbereichs des repulsiven Potentials, so wird der Quotient über die
Abstände gegen Unendlich streben und der quadratische Term dominiert die Ungleichung. Um die Un-
gleichung zu erfüllen genügt es in diesem Fall, wenn der zugehörige Koeffizient A kleiner Null ist.

Nähert man sich der Singularität, so wird der Quotient monoton abfallen. Liegt �x sehr dicht am Rand des
Wirkungsbereichs, so strebt der Quotient gegen Eins, wird aber immer größer Eins bleiben

‖�x‖2
|d(�x)−d0|2

→ 1+ .

Für Fall a) lässt sich die resultierende Ungleichung also zu
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2
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p

m2 (D.40)

nach oben abschätzen. Ungleichung (D.40) gibt eine Bedingung für die untere Grenze von λ13 an.

Die Bedingung die sich aus Ungleichung (D.40) ergibt ist wichtig für die Abschätzung der verbliebenen
Fälle. Soll das repulsive Potential stark genug sein, um sicherzustellen, dass die Singularitäten gemieden
werden, so muss kr in der Regel signifikant größer als kp sein. Sonst könnte der betrachtete Regler die
Singularitäten gegebenenfalls „überfahren“. Damit Ungleichung (D.40) dennoch erfüllt sein kann, muss
also im Allgemeinen gelten

λ13 > r1
kp

m
.

Dabei ist zu beachten, dass dies eine notwendige aber keine hinreichende Bedingung ist.

Mit dieser Abschätzung erkennt man jedoch, dass der Term B in (D.37) immer kleiner Null sein wird,
wenn (D.37) unabhängig vom gegenwärtigen Zustand erfüllbar sein soll. Damit folgt unmittelbar, dass
die Ungleichung (D.37) auch in Fall b), in welchem der Cosinusterm nur negative Werte annimmt, immer
erfüllt ist, wenn Sie für Fall a) erfüllt ist. Die Erfüllung der Ungleichung (D.40) ist damit eine hinreichende
Bedingung für negative Semidefinitheit der Ableitung des Gütekriteriums in den Fällen a) und b).

Zu untersuchen ist nun noch Fall c), also der Fall in welchem der Cosinusterm positive Werte annimmt.
Dazu soll wiederum der Grenzfall

‖�x‖2
|d(�x)−d0|2

→ 1+ ,

welcher die obere Grenze der Ungleichung (D.37) abschätzt, betrachtet werden. Zusätzlich soll angenom-
men werden, dass

cos(ψ) = 1 (D.41)

gilt. Dies entspricht gerade dem Fall, dass Zustand, Ursprung und Singularität auf einer Geraden liegen,
wobei der gegenwärtige Zustand des Systems dicht an der Singularität liegt und die Singularität zwischen
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Abbildung D.2: Die Darstellung veranschaulicht die Niveaulinien in [0;−2], die sich für eine weniger konservative Beispielpara-
metrierung ergeben. Im Dargestellten Fall ist Ungleichung (D.40) nicht erfüllt. Es lässt sich dennoch eine konservative Grenze K
(roter gestrichelter Kreis) definieren, außerhalb der das Gütekriterium eine valide Lyapunov-Funktion darstellt. Es ist wieder �xd
der Sollwert und �xs4 die nächstgelegen Singularität. Der größere schwarz gestrichelte Kreis beschreibt den Wirkungsbereich des
Potentials. Es bezeichnet P die Menge der Punkte, für welche die erste Ableitung des Gütekriteriums positive Werte annimmt.
Parametrierung (einheitenlos): r1 = 0.165, λ13 = 5.5, übrige Parameter identisch zur Wahl für Abbildung D.1.

gegenwärtigem Zustand und Ursprung liegt. In diesem Fall lässt sich (D.37) zu

λ13

(
kr

m
− kp

m

)
+

r1

2m2

(
kp− kr

)2
+

1
2
λ′1+

1
2
λ′r ≤ 0

abschätzen. Unter der Annahme, dass weiterhin kp kleiner sei als kr, existiert nur die triviale Lösung

λ13 = r1 = λ
′
1 = λ

′
r = 0 (D.42)

für diese Ungleichung. Im Umkehrschluss bedeutet das, dass die Erfüllung des vierten Kriteriums bei den
vorgenommenen Abschätzungen unabhängig von der konkreten Parametrierung nicht für den gesamten
Arbeitsraum gezeigt werden kann. Der Kreuzterm J̇II wird, wenn die Zielkonfiguration dicht am Wir-
kungsbereich der repulsiven Potentiale liegt, in einer hinreichend kleinen Umgebung der Singularitäten
größer Null werden. Da für Zustände in der Umgebung der Wirkungsbereichsgrenze der quadratische
Term dominant ist, werden diese Umgebungen bei Erfüllung von Ungleichung (D.40) immer konvexe
Regionen auf der dem Ursprung abgewandten Seite der Singularität bilden. Die Ausdehnung dieser Um-
gebung hängt von den gewählten Parametern bezüglich des Reglers bzw. des Gütekriteriums ab. Abbil-
dung D.2 zeigt für eine Beispielparametrierung die zu zwei Sollkonfigurationen gehörenden Höhenlinien
(Abb. D.2(a) bzw. D.2(b)), die eine Folge solcher Umgebungen abgrenzen.

Das bedeutet, es existiert eine Unterraum DJ des Zustandsraums X, in welchem die vierte Bedingung
erfüllt und Φ( ·) eine Lyapunov-Funktion ist. Dieser Unterraum geht durch Ausschluss der Singularitä-
ten, wegen der Forderung der stetigen Differenzierbarkeit sowie der Regionen in welchen (D.37) nicht
erfüllt ist, aus dem gesamten Zustandsraum hervor. Begrenzt man die zulässigen Endzustände auf eine
geschlossene Niveaumenge bzw. Subniveaumenge Xf , welche eine Teilmenge des Unterraums DJ ist, ist
die erste und dritte Forderung implizit erfüllt. Die zweite Forderung ist weiterhin trivial erfüllt. Damit ist
der vorgeschlagene modellprädiktive Regler in Xf asymptotisch stabil.
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Abbildung D.3: Potential und zugehörige Höhenlinien in (ϕ,θ)-Ebene für den geschlossenen Regelkreis bzw. die zugehörige
Lyapunov-Funktion. Wie zuvor ist �xd der Sollzustand und �xs4 die nächstgelegene Singularität. Die fett gestrichelt dargestellten,
roten Kreise markieren die Grenze der Bereiche in welchen die erste Ableitung des Gütekriteriums positiv ist. Die Höhenlinien
sind für den Wertebereich dargestellt, welcher bei der gewählten Parametrierung außerhalb der kritischen Bereiche liegt. Der rote
Kreis markiert die Region Acm in welcher sich der im Potential am tiefsten gelegene Sattelpunkt befindet. Man kann erkennen,
dass für die gewählte Parametrierung die bereits für den Potentialfeld-Regler formulierte Forderung nach geschlossenen Hö-
henlinien restriktiver ist, als die Einschränkungen, welche sich aus der Forderung nach negativen Definitheit der Ableitung des
Gütekriteriums ergeben. Die zusätzlich dargestellten schwarzen, gestrichelten Linien markieren die Zustände Xs welche auch bei
Optimierung auf die Sattelpunkte führen. Das Gütekriterium wurde unter der Randbedingung (x3, x4) ≡ �0 ausgewertet. Es wurde
die gleiche Parametrierung wie in Abbildung D.1 verwendet. Die Parametrierung des Reglers ist bis auf die Form der repulsiven
Potentiale identisch zu der zuvor (Abb. D.1) verwendeten Parametrierung. Um die Darstellung zu vereinfachen wurde der erste
Hauptachse der Ellipse zu a = 0.35 gesetzt, womit sich kreisförmige Wirkungsbereiche für die Potentiale ergeben.

Näherungsweise geht diese Menge Xf aus der bereits für den Potentialfeld-Regler eingeführten Subni-
veaumenge Dc hervor. Nach Föllingers Kriterium für Stabilität im Großen war dort der Einzugsbereich
des Reglers bereits auf den Unterraum reduziert worden, in welchem die Lyapunov-Funktion eine ge-
schlossene Höhenlinie aufwies. Dieser Linie war ein Niveau c zugeordnet. Reduziert man c bzw. die
zugehörige Subniveaumenge Dc nun soweit, das sie vollständig in DJ liegt erhält man Xf (Abb D.3).

Wie zuvor ist zu beachten, dass die direkte Methode nach Lyapunov ein hinreichendes aber kein not-
wendiges Kriterium für Stabilität ist. Der Einzugsbereich Xf ist daher eine konservative Abschätzung
des Einzugsbereichs X′f in welchem asymptotische Stabilität gilt. Wie zuvor zeigt die Betrachtung der
Zustandstrajektorien des geregelten Systems für den finalen Regler, dass das System in endlicher Zeit
auf den Ursprung geführt wird. Lediglich für Anfangszustände, die auf der Geraden durch Ursprung und
Singularität liegen, wird der Ursprung nicht erreicht. Hier existiert eine lokale, instabile Ruhelage.

Abschätzung des zulässigen Parameterraums

Die Bedingung dass der Kreuzterm J̇II negativ semidefinit sei, führt auf einen begrenzten Einzugsbereich
Xf , in welchem asymptotische Stabilität nach der direkte Methode von Lyapunov möglich ist. Eine weitere
Voraussetzung ist allerdings, dass auch der zweite Term J̇I (D.32) negativ semidefinit sein muss. Betrach-
tet man diesen Term, so ergeben sich zusätzliche Gleichheits- und Ungleichheitsbedingungen, welche die
Parameter des Gütekriteriums bzw. des Reglers erfüllen müssen. Nur wenn eine nicht-leere Menge des
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Parameterraums existiert, deren Elemente alle Bedingungen gleichzeitig erfüllen kann für den gewählten
Ansatz asymptotische Stabilität nach Lyapunov gezeigt werden.

Zusätzlich müssen die zur Analyse des Terms J̇II gemachten Annahmen und Vereinfachungen hier eben-
falls gelten. Für die Parameter des Gütekriteriums ergeben sich damit die ersten drei Gleichheitsbeziehun-
gen

λ13 = λ24 λ′1 = λ
′
2 r1 = r2 . (D.43)

Es gelte auch weiterhin die Annahme, dass kp kleiner kr sei. Davon abgesehen sollen zunächst keine
weiteren Festlegungen hinsichtlich der Parametrierung des Reglers getroffen werden. Die Parameter des
Reglers werden im Folgenden als fest vorgegeben angenommen. Es wird der zulässige Parameterraum
des Gütekriteriums in Abhängigkeit von der gegebenen Parametrierung bestimmt.

Betrachtet man die Koeffizienten in Term J̇I (D.32), so erkennt man, dass sich die beiden Teilsysteme
(x1, x3) und (x2, x4) wieder getrennt betrachten lassen, wobei die sich aus ihren Koeffizienten ergebenden
Bedingungen vollständig symmetrisch sind. Das bedeutet, der zulässige Parameterraum bezüglich λ2, λ4
und λ24 ist identisch zum zulässigen Parameterraum für λ1, λ3 und λ13. Daher wird im Folgenden lediglich
eines der beiden Teilsysteme analysiert.

Zunächst ergibt sich für die Kreuzterme in J̇I die Forderung, dass die zugehörigen Koeffizienten identisch
Null werden sollen

−λ3
kr

m
+λr + r1

kνkr

m2 = 0 (D.44)

λ1−λ3
kp

m
−λ13

kν
m
+λ′13+ r1

kpkν
m2 = 0 . (D.45)

Aus dem verbleibenden quadratischen Term ergibt sich die Ungleichheitsbedingung

−λ3
kν
m
+λ13+

1
2
λ′3+

1
2

r1
k2
ν

m2 ≤ 0 . (D.46)

Gleichzeitig muss die aus J̇II erwachsende Ungleichheitsbedingung (D.40)

1
2
λ′r +

1
2
λ′1+

1
2

r1

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ k2
p

m2 +
k2

r
m2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠−λ13
kp

m
≤ 0 (D.47)

erfüllt sein. Zusätzlich gelten weiterhin die Bedingungen hinsichtlich der positiven Semidefinitheit des
Gütekriteriums J

λ13−λ3λ1 ≤ 0 , λ3,λ1,λ13,λr ≥ 0 , (D.48)
λ′13−λ′3λ′1 ≤ 0 , λ′3,λ

′
1,λ
′
13,λ

′
r,r1 ≥ 0 . (D.49)

Die Gleichheitsbedingungen können genutzt werden, um einige der Parameter aus den Ungleichungen zu
eliminieren. Nutzt man (D.45), so lässt sich r1 als Funktion

r1 =
m2

kpkν

(
λ3

kp

m
+λ13

kν
m
−λ1−λ′13

)
(D.50)

in Abhängigkeit der Parameter λ1, λ3 und λ13 schreiben. Durch Einsetzen des Ergebnisses für r1 in (D.44)
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erhält man unmittelbar eine entsprechende Funktion für λr

λr =
kr

kp

(
λ1+λ

′
13−λ13

kν
m

)
. (D.51)

Aufgrund der Bedingung, dass r1 bzw. λr größer oder gleich Null sein müssen (D.48), (D.49), erwachsen
aus diesen beiden Gleichungen zwei weitere Ungleichungen

λ1+λ
′
13 ≥ λ13

kν
m

(D.52)

λ1+λ
′
13 ≤ λ13

kν
m
+λ3

kp

m
. (D.53)

Es ergibt sich also ein Lösungskorridor, in welchem die Summe aus λ1 und λ13 liegen muss

λ13
kν
m
≤ λ1+λ

′
13 ≤ λ13

kν
m
+λ3

kp

m
. (D.54)

Setzt man (D.50) in (D.46) und (D.47) ein, so lassen sich zwei neue Ungleichungen

λ′3 ≤
(
λ1+λ

′
13

) kν
m
+λ3

kν
m
−λ13

(
2+

k2
ν

kpm

)
(D.55)

λ′r +λ
′
1 ≤

(
λ1+λ

′
13

) k2
p+ k2

r

kpkν
−λ3

k2
p+ k2

r

kνm
−λ13

k2
r − k2

p

kpm
(D.56)

bilden, welche die Parameter des Gütekriteriums für den finalen Zustand mit jenen für die Güte der Tra-
jektorie verknüpfen.

Der erlaubte Parameterraum wird dann durch alle Parameter gebildet für die die Ungleichungen (D.52)
bis (D.56) sowie die Forderungen (D.48) und (D.49) simultan erfüllt sind.

Es ist offensichtlich, dass die konkrete Form des zulässigen Parameterraums von den Parametern kp, kν,
kr und m des geregelten Systems abhängt. Es lässt sich aber zeigen, dass unabhängig von der konkreten
Wahl der Parameter der resultierende Parameterraum „nicht-leer“ ist, also immer eine Lösung existiert.
Dabei wird eine vernünftige Wahl der Parameter vorausgesetzt:

kp, kν, kr, m ≥ 0 . (D.57)

Um zu zeigen, dass für „vernünftige“ Parameter des geregelten Systems immer eine Lösung existiert, ge-
nügt es zu zeigen, dass eine Lösung existiert, die unabhängig von den Parametern des geregelten Systems
die Ungleichungen erfüllt. Dazu wird der Ansatz gemacht, dass dies gerade für die Parametrierung gilt,
für welche die Summe aus λ1 und λ′13 maximal ist. Aus (D.54) ergibt sich

λ1+λ
′
13 � λ13

kν
m
+λ3

kp

m
. (D.58)

Setzt man dies in (D.55), so erhält man nach Ausmultiplizieren und Kürzen

λ′3 ≤ λ3
kν
m

(kp

m

)
−λ13

⎛⎜⎜⎜⎜⎝2+ k2
νm− k2

νkp

kpm

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (D.59)

Da keine der Ungleichungen den Parameter λ3 nach oben begrenzt, lässt sich immer ein λ3 wählen, so
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dass die rechte Seite der Ungleichung (D.59) größer Null bzw. größer als ein gewünschtes λ′3 wird. Damit
ist (D.59) unabhängig von der konkreten Parametrierung des geregelten Systems immer erfüllbar.
Durch Einsetzen von (D.58) in (D.56) und Vereinfachen erhält man

λ′r +λ
′
1 ≤ λ132

kp

m
. (D.60)

Wieder erkennt man, dass die rechte Seite von (D.60) für „vernünftige“ kp, m und λ13 positiv ist. Damit
existieren nicht-triviale Lösungen für λ′r und λ′1, die die Ungleichung erfüllen.
Zu prüfen ist nun noch, ob auch die Ungleichungen (D.48) und (D.49)

λ1λ3 ≥ λ2
13 λ′1λ

′
3 ≥ λ′213

in diesem Fall erfüllbar sind. Nutzt man, dass keine der Ungleichungen λ′13 explizit begrenzt und wählt

λ′13 � 0 ,

so erkennt man, dass jede nicht-triviale Lösung für λ′1, λ′3 Ungleichung (D.49) erfüllt. Analog folgt, da
λ1 an seiner Obergrenze gewählt wurde und λ3 nicht nach oben beschränkt ist, dass sich immer ein λ3
wählen lässt, so dass (D.48) erfüllt ist.
Damit folgt, das unabhängig von der konkreten Parametrierung des geregelten Systems immer eine Pa-
rametrierung des Gütekriteriums existiert, für welche der modellprädiktive Regler im Einzugsbereich Xf
asymptotisch stabil ist.

Untersuchung des bisherigen Gütemaßes

Für den Entwurf des potentialfeldbasierten Reglers hat es sich als zweckmäßig erwiesen die Proportionali-
tätsfaktoren bzw. die attraktiven und repulsiven Felder unmittelbar in das Gütemaß aufzunehmen. Analog
dazu wird nun geprüft, ob die gleiche Wahl

λ1 = kp λ3 = kν (D.61)

innerhalb des zuvor abgegrenzten, zulässigen Parameterraums für das Gütekriterium J liegt. Des Weiteren
werden die Bedingungen abgeleitet, die die verbleibenden Parameter, unter der Voraussetzung dass die
vorgenommene Wahl zulässig ist, erfüllen müssen.
Mit dieser Substitution ergeben sich die Ungleichungen zu

λ13
kν
m
≤ kp+λ

′
13 ≤ λ13

kν
m
+

kνkp

m
(D.62)

λ′3 ≤
k2
ν

m

(kp

m
+1
)
−λ13

⎛⎜⎜⎜⎜⎝2+ k2
νm− k2

νkp

kpm

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ (D.63)

λ′r +λ
′
1 ≤ λ132

kp

m
(D.64)

λ2
13 ≤ kνkp (D.65)
λ′213 ≤ λ′1λ′3 (D.66)

Um zu prüfen ob eine Lösung für dieses System von Ungleichungen existiert werden die maximal mögli-
chen Werte für λ′1 (D.64) und λ′3 (D.63) sowie der minimal mögliche Wert für λ′13 (D.62) in Ungleichung
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(D.66) eingesetzt. Es ergibt sich die Ungleichung
(
λ13

kν
m
− p

)2
≤
⎛⎜⎜⎜⎜⎝k2

ν

m

(kp

m
+1
)
−λ13

⎛⎜⎜⎜⎜⎝2+ k2
νm− k2

νkp

kpm

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎠︸�����������������������������������������︷︷�����������������������������������������︸

A

·
(
λ132

kp

m
−λ′r

)
︸�����������︷︷�����������︸

B

. (D.67)

Der quadratische Term auf der linken Seite der Ungleichung wird gerade minimal für

λ13 =
kpm
kν

. (D.68)

Wenn die Terme A und B für diese Substitution das gleiche Vorzeichen aufweisen, ist Ungleichung D.67
erfüllt. Da zusätzlich die Ungleichungen (D.63) und (D.64) erfüllt sein müssen folgt, dass sowohl A als
auch B positiv sein müssen. Für Term B ist diese Forderung erfüllt, so lange

λ′r ≤
2k2

p

kν
(D.69)

gilt. Für Term A erhält man nach Substitution und Vereinfachung

k3
ν

m3 kp+
k2
ν

m2 kν−2kp−
k2
ν

m
m+

k2
ν

m
kp ≥ 0 . (D.70)

Die vorgeschlagene Parametrierung des Gütekriteriums ist also nicht für beliebige Parameter des geregel-
ten Systems zulässig. Aus (D.70) erwachsen Bedingungen an die Parameter des geregelten Systems. Eine
konservative Abschätzung zeigt jedoch, dass eine geeignete Parametrierung existiert. So löst

kν ≥ m 3√2 kp ≥ m (D.71)

Ungleichung (D.70). Gilt zusätzlich

kν ≥ 3
√

kpm2 , (D.72)

so erfüllt die Substitution für λ13 gleichzeitig Ungleichung (D.65).

Die Substitution (D.61) ist damit ein valider Ansatz für die Bestimmung des Gütekriteriums. Die restli-
chen Parameter ergeben sich über die Ungleichungen (D.62) bis (D.66). Der Ansatz ist allerdings nicht
allgemeingültig. Es muss in jedem Fall geprüft werden, ob das spezifische System die Ungleichungen
erfüllt.
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E.1 Pontryagin-Minimum-Prinzip

Wie in (Kirk 2004) erläutert ist der Grundgedanke des Pontryagin Minimum Prinzips (PMP), dass eine
optimale Stellgröße �u∗ die Hamilton-Funktion

H(�x(t),�u(t), �p(t), t) =L(�x(t),�u(t), t)+ �pT (t)�a(�x(t),�u(t), t) (E.1)

minimiert

H(�x∗(t),�u∗(t), �p∗(t), t) ≤H(�x∗(t),�u(t), �p∗(t), t) . (E.2)

Dabei wird �p(t) als der Costate-Vector bzw. als Lagrange-Multiplikator bezeichnet. Die Einführung der
Lagrange-Multiplikatoren erlaubt es, eine theoretische Abweichung der Systemdynamik �a gegen die Mi-
nimierung des Gütemaßes bezüglich der Systemtrajektorie L abzuwägen.

Diese Formulierung ist analog zum Aufstellen der Hamilton-Funktion in der Mechanik

H∗ = �pT�q−L∗ . (E.3)

Hier bezeichnet �p den Impuls und �q die verallgemeinerte Geschwindigkeit – also die Änderung �a der
Zustände �x des Systems – und L∗ die nach der Konvention der Mechanik definierte Lagrange-Funktion.
In der klassischen Mechanik ist das in der Regel die Differenz aus potentieller und kinetischer Energie.

Der Ansatz nach (E.2) bzw. (E.3) führt, wie in (Kirk 2004) gezeigt auf die kanonischen Gleichungen

�̇x∗(t) =
∂H(�x∗(t),�u∗(t), �p∗(t), t)

∂�p
(E.4)

�̇p∗(t) = −∂H(�x∗(t),�u∗(t), �p∗(t), t)
∂�x

, (E.5)

welche in der Physik die Berechnung der auf ein verallgemeinertes Teilchen wirkenden Kraft bzw. der
Geschwindigkeit eines verallgemeinerten Teilchens erlauben. Im Zusammenhang mit der Systemtheorie
bzw. der Optimierung von Funktionalen ergibt sich zusätzliche die Bedingung

0 =
(
∂

∂�x
Φ(�x(t f ),�u(t f ), t f )− �p∗(t f )

)T
δ�x(t f )

+

(
H(�x∗(t f ),�u∗(t f ), �p∗(t f ), t f )+

∂

∂t
Φ(�x(t f ),�u(t f ), t f )

)
δt f

, (E.6)

welche die Einbeziehung von Bedingungen hinsichtlich des Endzustandes eines Systems erlaubt. Kirk gibt
(vgl. (Kirk 2004), Tabelle S. 200) einen Überblick über verschiedene Endbedingungen sowie die daraus
erwachsenden Implikationen für (E.6). Ist, wie bei dem hier betrachteten Problem, der Endzeitpunkt für
die Optimierung fest vorgegeben, hier durch den Horizont N, der finale Zustand selbst aber frei, so ergibt
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sich aus (E.6) die zusätzliche Bedingung

�p∗(t f ) =
∂Φ(�x∗(t f ))

∂�x
. (E.7)

Dabei ist zu beachten, dass die Erfüllung der zuvor genannten Kriterien lediglich eine notwendige, aber
keine hinreichende Voraussetzung dafür ist, dass �u∗ optimal ist.

Für Systeme mit unbeschränkten Stellgrößen, für die

0 =
∂H(�x∗(t),�u∗(t), �p∗(t), t)

∂�u
, (E.8)

gilt, lässt sich ein hinreichendes Kriterium über die zweite Ableitung der Hamilton-Funktion bezüglich �u
finden. Ist

∂2H(�x∗(t),�u∗(t), �p∗(t), t)
∂�u2 = R (E.9)

positiv definit, so ist �u∗ zumindest ein lokales Minimum. Kirk gibt weitere Kriterien, aus welchen sich
zusammen mit (E.8) und (E.9) letztlich auch folgern lässt, dass �u∗ ein globales Minimum ist.

Es ist anzumerken, dass die Formulierung eines Optimierungsproblems nach (E.4) bis (E.8) noch keine
Aussage über die Lösbarkeit dieses Problems erlaubt. So ist es möglich, dass der Lösungsraum bzgl. des
Optimierungsproblems singuläre Bereiche aufweist. In solchen Bereichen lässt das Pontryagin Minimum
Prinzip (E.2) keine Aussage hinsichtlich der Beziehungen zwischen den Optimierungsgrößen �x∗, �u∗ und
�p∗ zu. Nach Kirk ist das Optimierungsproblem gerade dann frei von Singularitäten, wenn zum einen die
erste Ableitung des Gütekriteriums stetig ist. Und wenn zum anderen für den Anteil des Gütekriteriums
bezüglich des Endzustands Φ( ·) zusätzlich gilt, dass die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung stetig
oder zumindest symmetrisch sind

∂2Φ(�x)
∂xi∂xk

=
∂2Φ(�x)
∂xk∂xi

. (E.10)

E.2 Potentialfeldansatz und Gradientenabstieg

Der Grundgedanke potentialfeldbasierter Regler ist die Ermittlung des Regelgesetzes durch Auswertung
des Gradienten eines Potentialfelds im gegenwärtigen Zustand. Ein potentialfeldbasierter Regler ist damit
letztlich ein linearer bzw. nichtlinearer Kennfeldregler.

In Abschnitt 5 wurden die Eigenschaften wie Stabilität und Einzugsbereich des hier vorgeschlagenen Reg-
lers im kontinuierlichen Zeitbereich untersucht und diskutiert. Bei der Implementierung wird der Regler
unweigerlich diskretisiert werden. Vor dem Hintergrund der Potentialfelder und damit verbundenen Zu-
standsabhängigkeit des Regelgesetzes kann es hier insbesondere im Zusammenhang mit den repulsiven
Potentialen zu Problemen kommen.

Ursache dafür ist, dass bei endlicher Zeitauflösung die zugrunde liegende kontinuierliche Differentialglei-
chung zweiter Ordnung lediglich angenähert werden kann. Bei zeitdiskreter Darstellung ergibt sich die
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Dynamik des Systems zu

�xk+1 = A�xk +B�uk (E.11)

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 ΔT 0
0 1 0 ΔT
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2
ΔT 2

m 0
0 1

2
ΔT 2

m
ΔT
m 0
0 ΔT

m

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (E.12)

Die Messgleichung bleibt für das hier betrachtete System unverändert

�yk = C�xk +D�uk (E.13)
C = 14×4 , D = 04×2 . (E.14)

Die Bestimmung von �uk als den Gradienten des Potentialfelds V(�x) an der Stelle �xk entspricht einer Li-
nearisierung der Trajektorie des geregelten Systems bezüglich der Zeit t in diesem Zustand �xk. Diese
Näherungslösung ist, wie bei Linearisierung üblich, so lange gültig, wie die Nichtlinearitäten im Arbeits-
punkt nicht zu stark sind bzw. der Bereich ΔT in welchem man die Linearisierung nutzt, klein ist. In der
Umgebung der Singularitäten sind diese Forderungen nicht immer erfüllt.

Zunächst soll jedoch noch knapp das System ohne Singularitäten betrachtet werden. Ein bekanntes Pro-
blem ist zum Beispiel, dass es zu einem „Overshoot“ des Zustands über eine Gleichgewichtslage kommen
kann. Befindet man sich zum Zeitpunkt tk dicht an der Gleichgewichtslage, in einem Zustand x(tk), der
bei kontinuierlicher Betrachtung innerhalb von ΔT auf die Gleichgewichtslage konvergieren würde, so
kann es vorkommen, dass die Linearisierung und Prädiktion auf einen Zustand tk+1 führt, der die Gleich-
gewichtslage bereits überquert hat. Es kann zu Oszillation um die Gleichgewichtslage kommen.

Eine Möglichkeit dieses Problem zu beseitigen ist, zu prüfen ob zwischen aktuellem und prädizierten Zu-
stand eine Nullstelle in einer der Komponenten des Kraftvektors vorliegt und gegebenenfalls die Schritt-
weite zu halbieren. Ein solcher Prozess kann mehrfach bei jeweiliger Halbierung der Schrittweite iteriert
und zur Berechnung einer angepassten Stellgröße genutzt werden. Zusätzlich wird für gewöhnlich die
Stellgröße zu Null gesetzt, sobald die Regelgröße einen bestimmten Bereich um die Nulllage erreicht hat.
Diese Methode wurde z.B. im Zusammenhang mit der Bahnoptimierung für das Gesamtsystem implemen-
tiert. Dieses arbeitet mit einer erheblich langsameren Taktung.

Nachteilig ist, dass dieser Ansatz durch die zusätzliche Prädiktion des Zustands, die Prüfung auf Über-
queren einer Nullstelle sowie die gegebenenfalls nötigen Iterationen, die Rechenlast erheblich steigert.
Während sich das in der Umgebung der Ruhelage kaum vermeiden lässt, sind in der Umgebung anderer
Gleichgewichtslagen gröberer Näherungslösungen oft hinreichend.

Weitere Gleichgewichtslagen existieren zum Beispiel, wenn die dissipative Kraft sich mit den attraktiven
bzw. repulsiven Kräften gerade aufhebt. In diesem Fall liegt eine Gleichgewichtsgeschwindigkeit vor.
Gleichungen (5.50) sowie (5.53) und (5.53) bestimmen diese Gleichgewichtsgeschwindigkeit

�xv,eq =
�Fatt + �Frep

kν
(E.15)

unter der Vereinfachung, dass die Proportionalitätskonstanten im betrachteten Zeitintervall konstant sei-
en. Dabei bezeichnet �xv,d gerade die Zustände, welche mit der „Geschwindigkeit“ der ursprünglichen
Zustandsvariablen in Verbindung gebracht werden können und durch die Augmentierung des Systems
(5.24) in Abschnitt 5.2.1 teil des Zustandsvektors geworden sind. Einen Hinweis auf das Überschreiten
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einer Gleichgewichtslage liefert der Vergleich der Gleichgewichtsgeschwindigkeit nach (E.15) mit dem
auf Basis der gegenwärtigen Stellgrößen prädizierten Zustand

�xv,k+1 = ΔT
(
�Fatt + �Frep+ �Fdis

)
. (E.16)

Ist die Differenz Δvk+1 zwischen gegenwärtigem und prädiziertem Zustand größer, als die Differenz Δveq
zwischen gegenwärtigem Zustand und Gleichgewichtslage

Δvk+1 = �xv,k+1− �xv,k Δveq = �xv,eq− �xv,k , (E.17)

so liegt voraussichtlich eine Überschreitung der Gleichgewichtslage vor. Dabei ist zu beachten, dass dies
aufgrund der zuvor gemachten Annahme, dass die Proportionalitätskonstanten innerhalb von ΔT konstant
sind, nicht im Allgemeinen gilt. Es gilt jedoch immer, wenn alle Potentiale in abfallende Richtung eine
positive Krümmung aufweisen, wenn also ihre zweite Ableitung in Richtung des negativen Gradienten
größer Null ist. Das gilt für die hier relevanten Lösungsäste von quadratischen, kubischen oder hyperbo-
lischen Funktionen. Ein Gegenbeispiel wären die von Khatib (Khatib 1986) vorgeschlagenen „FIRAS“-
Funktionen.
Falls die Überquerung einer Gleichgewichtssituation vorliegt kann eine Verbesserung der numerischen
Lösung des Regelungsproblems durch eine Anpassung der tatsächlich beaufschlagten Stellgröße �̃u erzielt
werden. Durch Inversion der Systemdynamik lässt sich die Stellgröße errechnen, welche gerade auf die
Gleichgewichtslage führt

�̃uk = B−1
vv
(
�̃xv,k+1−Avv�xv,k

)
(E.18)

�̃xv,k+1 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩�xv,k+1 Δvk+1 ≤ Δveq

�xv,eq Δveq < Δvk+1
. (E.19)

Dabei ist Avv die Teilmatrix der Matrix A, welche die Eigendynamik der augmentierten Zustände be-
schreibt und Bvv ist Analog die Teilmatrix, welche die Stellraten auf die augmentierten Zustände abbildet.
Da die augmentierten Zustände gerade die erste Integration der Stellgrößen waren, ist dieses Teilsystem
vollständig steuerbar und die Inverse zu Bvv existiert.
Eine Begrenzung des Zustandes �xv kann zusätzlich erreicht werden, indem analog dem in (5.51), (5.52)
skizzierten Vorschlag Khatibs der abgeschätzte Zustand �̃xv,k+1 auf einen zulässigen Bereich beschränkt
wird, bevor die Eigentliche Stellgröße nach (E.18) abgeleitet wird:

�̃uk = B−1
vv
(
ν�̃xv,k+1−Avv�xv,k

)
(E.20)

ν =min
⎛⎜⎜⎜⎜⎝1, vmax

|�̃xv,k+1|

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (E.21)

Die Modifikationen nach Gleichung (E.20), (E.21) haben gegenüber dem zuvor vorgestellten Ansatz
(5.51), (5.52) den Vorteil, dass sie die Projektion der Trajektorie in die (x1, x2)-Ebene nicht verfälschen.
Die ursprüngliche Formulierung konnte als Reduktion der Proportionalitätskonstanten kp und kr des Reg-
lers interpretiert werden. Das entspricht zwar einer Verminderung der Gesamtenergie des Systems und
führt wiederum auf ein asymptotisch stabiles System, allerdings können die Zustandstrajektorien tiefer
in den Wirkungsbereich der repulsiven Potentiale eindringen. Vor dem Hintergrund der Vermeidung der
singulären Bereiche kann dieses Verhalten kritisch sein.
Der Ansatz nach (E.20), (E.21) kann dagegen als Erhöhung der Zeitauflösung bzw. Verlangsamung der
Bewegung des Systems entlang der projizierten Trajektorie betrachtet werden. Dabei verändert sich für
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den Fall Δvk+1 kleiner Δveq, das ist der Fall, in welchem die numerische Approximation also hinreichend
genau ist, die in die (x1, x2)-Ebene projizierte Trajektorie nicht. Lediglich die Geschwindigkeit mit der Sie
abgefahren wird ändert sich. Die Modifikation stellt sicher, dass bei einer Anpassung der Stellgrößen das
Ergebnis mindestens so stark in Richtung des Gradienten zeigt, wie ohne Anpassung.

E.3 Gradientenabstieg für Singularitätsvermeidung

Das Gradientenabstiegsverfahren zur Minimierung von Gütekriterien bzw. Funktionalen nach Pontryagin
(Pontryagin u. a. 1962) basiert, wie in (Kirk 2004) dargelegt, unmittelbar auf der Anwendung der kanoni-
schen Gleichungen (E.4), (E.5)

�̇x∗(t) =
∂H(�x∗(t),�u∗(t), �p∗(t), t)

∂�p

�̇p∗(t) = −∂H(�x∗(t),�u∗(t), �p∗(t), t)
∂�x

.

Unter der Annahme, dass die Stellgrößen zunächst nicht beschränkt seien, lässt sich Gleichung (E.8)

0 =
∂H(�x∗(t),�u∗(t), �p∗(t), t)

∂�u

nutzen, um einen Ansatz für die optimale Stellgröße �̃u sukzessive zu verbessern.

Dazu wird zunächst ein Ansatz für die Stellgröße �̃u, z.B. unter Verwendung des zuvor entworfenen poten-
tialfeldbasierten Reglers gemacht. Auf Basis dieses Ansatzes und des gegenwärtigen Zustandes �x(t0) wird
die Entwicklung des Systems bis zum Horizont TN über

�̇x(t) =
∂H(�x(t), �̃u(t), �p(t), t)

∂�p
= �a(�x(t), �̃u(t), t)

berechnet. Durch Integration bzw. Summation ergibt sich der Endzustand �̃x(t f ). Mit diesem Zustand lässt
sich der End- bzw. Anfangswert

�̃p(t f ) = − ∂
∂�x

h(�̃x(t f ))

= −QT
p �̃x−

⎛⎜⎜⎜⎜⎝∂�ξ(�x)
∂�x

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
T

QT
s �ξ

T (�x)
︸�����������������︷︷�����������������︸∑N

i=1
∂Us,i
∂�x

(E.22)

für die Entwicklung der Lagrange-Faktoren bzw. der Costate-Vektoren berechnen. Dabei wurde die Sym-
metrie der Matrizen Qp und Qs genutzt. Die Costate-Vektoren werden dann durch Integration „rückwärts“
vom Endzeitpunkt t f zum Anfangszeitpunkt t0 über

�̇p(t) = −∂H(�̃x(t), �̃u(t), �p(t), t)
∂�x

= −Q′Tp �̃x−
⎛⎜⎜⎜⎜⎝∂�ξ(�x)
∂�x

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
T

Q′Ts �ξ
T (�x)−A′T �p(t) (E.23)
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ermittelt. Dabei bezeichnet A′ die zeitkontinuierliche Dynamik des Systems.

Damit lässt sich eine Korrektur für die Serie der Stellgrößenvektoren

�̃u(t) = �̃u(t)−τ∂H(�x∗(t),�u∗(t), �p∗(t), t)
∂�u

(E.24)

= �̃u(t)−τ
(
RT�u(t)+B′T �p(t)

)
(E.25)

errechnen. Es bezeichnet B′ die zeitkontinuierliche Stellgrößenmatrix des Systems. Danach erfolgt eine
weitere Iteration dieser Prozedur, wobei nun die korrigierte Serie der Stellgrößen nach (E.24) verwendet
wird. Die Prozedur wird so oft wiederholt, bis eine bestimmte Iterationstiefe erreicht oder die Korrektur
bzgl. �u kleiner als eine bestimmte Vorgabe wird.

Bei zeitdiskreter Betrachtung ergibt sich entsprechend

�xk+1 = A�xk +B�uk (E.26)

�pk+1 = −AT �pk −Bp

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝Q′Tp �̃x+
⎛⎜⎜⎜⎜⎝∂�ξ(�x)
∂�x

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
T

Q′Ts �ξ
T (�x)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , mit (E.27)

Bp =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

ΔT
m 0 0 0
0 ΔT

m 0 0
1
2
ΔT 2

m 0 ΔT
m 0

0 1
2
ΔT 2

m 0 ΔT
m

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (E.28)

bzw. für die Korrektur der Stellgröße

�̃uk = �̃uk −τ
(
RT�uk +BT �pk

)
(E.29)

Dabei ist zu beachten, dass bei diesem Verfahren für gewöhnliche die geeignete Wahl von τ eine kritische
Rolle spielt. Ist τ zu klein gewählt, wird es vieler Iteration und damit erheblicher Rechnerkapazität be-
dürfen um der optimalen Lösung nahe zu kommen. Ist τ zu groß gewählt, so kann das Verfahren instabil
werden. Zusätzlich bestehen weiterhin die zuvor diskutierten Probleme hinsichtlich der Integrationsfehler.

Über die Analogie zur Physik lässt sich ähnlich dem Vorgehen bei den Potentialfeld-Reglern eine Ansatz
entwickeln, der dieses Probleme mindert. Betrachtet man zunächst wieder das Zeitkontinuierliche System
(E.4), (E.5) und vernachlässigt man zunächst die Kreuzterme in Qp, so ergibt sich der Anteil der Änderung
der Costate-Vektoren, welcher der Ableitung der Lagrange-Funktion L( ·) zugeordnet ist zu

ṗL1 = −q11x1−
N∑

i=1

∂Us,i

∂x1
(E.30)

ṗL2 = −q22x2−
N∑

i=1

∂Us,i

∂x2
(E.31)

ṗL3 = −q33x3 (E.32)
ṗL4 = −q44x4 . (E.33)

Dabei entsprechen die abgeleiteten Costate-Vektoren gerade den auf das System einwirkenden verallge-
meinerten Kräften (E.3). Von Interesse sind gerade wieder die Gleichgewichtslagen. Jene Zustände also,
in welchen sich die Kräfte die durch die Geschwindigkeiten, hier also Zustand x3 und x4, verursacht wer-
den sich mit den Kräften, welche ihre Ursache in der Position (x1, x2) des Systems haben gegenseitig

232



E.3 Gradientenabstieg für Singularitätsvermeidung

aufheben.

Verwendet man zusätzlich, dass aufgrund der Struktur von B′ lediglich die Komponenten ṗL3 und ṗL4

einen korrigierenden Einfluss auf �̃u haben, so lassen sich in Anlehnung an den potentialfeldbasierten
Ansatz angepasste Costate-Vektoren

ṗL1 � 0 (E.34)
ṗL2 � 0 (E.35)
ṗL3 � q33(νx3,eq− x3) (E.36)
ṗL4 � q44(νx4,eq− x4) (E.37)

definieren, welche letztlich einer Einregelung auf die Gleichgewichtsgeschwindigkeit entsprechen. Dabei
bezeichnet x3,eq bzw. x3,eq hier wieder die Gleichgewichtsgeschwindigkeit, die sich unter der Annahme
einstellt, dass die im gegenwärtigen Zustand anliegenden Kräfte innerhalb des betrachteten Zeitabschnitts
konstant seien.

Dieser Ansatz begrenzt über die Beschränkung der Costate-Vektoren die Korrektur der Stellgrößenserie
und reduziert damit ein wenig die Problematik der Wahl von τ. Andere Ansätze reduzieren dieses Problem
z.B. durch eine Anpassung des Korrekturfaktors τ auf Basis der gegenwärtigen Steigung in der Umgebung
des Zustandes.
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F Tabellen Messdaten

F.1 Regelung über virtuelle Potentialfelder
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Te 0.884 0.207 1.0 0.840 1.0 0.020 1.0 3600

�̇ϕd 8.947 2.504 9.878 7.849 10.727 0.0 11.940 3600

�̇ϕs 3.108 1.179 2.990 2.229 3.925 0.0 6.230 3600

Δϕs 0.029 0.087 0.018 0.012 0.027 0.0 1.567 3600

TΔ 0.001 0.004 0.0 0.0 0.0 0.0 0.06 3600

σ(�xIP) 0.312 1.791 0.008 0.003 0.033 0.0 42.472 3600

dmed 0.393 2.161 0.013 0.005 0.041 0.0 58.209 3600

dmax 1.342 6.500 0.055 0.015 0.148 0.0 151.57 3600

Tabelle F.1: Statistische Kenngrößen des PF-Reglers (Set 1) unter wechselnder Sollwertvorgabe
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Te 0.857 0.236 1.0 0.760 1.0 0.020 1.0 3600

�̇ϕd 8.917 2.460 9.705 7.785 10.713 0.0 12.208 3600

�̇ϕs 5.286 1.920 5.181 3.917 6.628 0.0 11.233 3600

Δϕs 0.180 0.319 0.066 0.035 0.125 0.0 1.569 3600

TΔ 0.017 0.033 0.0 0.0 0.020 0.0 0.260 3600

σ(�xIP) 1.106 2.791 0.040 0.007 0.805 0.0 50.158 3600

dmed 1.461 3.289 0.075 0.014 1.169 0.0 51.668 3600

dmax 5.591 12.255 0.272 0.035 5.0 0.0 152.94 3600

Tabelle F.2: Statistische Kenngrößen des PF-Reglers (Set 2) unter wechselnder Sollwertvorgabe
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Te 0.882 0.218 1.0 0.860 1.0 0.020 1.0 3600

�̇ϕd 8.952 2.455 9.667 7.652 10.785 0.0 12.490 3600

�̇ϕs 7.440 2.655 7.302 5.667 9.114 0.0 17.515 3600

Δϕs 0.406 0.462 0.187 0.081 0.530 0.0 1.570 3600

TΔ 0.126 0.140 0.080 0.0 0.200 0.0 0.720 3600

σ(�xIP) 1.639 3.093 0.264 0.015 2.075 0.0 41.959 3600

dmed 1.956 2.991 0.425 0.031 3.005 0.0 30.139 3600

dmax 7.460 11.573 1.567 0.080 11.255 0.0 111.76 3600

Tabelle F.3: Statistische Kenngrößen des PF-Reglers (Set 3) unter wechselnder Sollwertvorgabe
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F.2 Regelung über Modellprädiktion
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Te 0.913 0.175 1.0 0.920 1.0 0.020 1.0 3600

�̇ϕd 8.929 2.502 9.884 7.882 10.694 0.0 11.723 3600

�̇ϕs 2.730 1.094 2.736 1.992 3.573 0.0 5.246 3600

Δϕs 0.025 0.090 0.014 0.008 0.020 0.0 1.566 3600

TΔ 0.001 0.004 0.0 0.0 0.0 0.0 0.06 3600

σ(�xIP) 0.357 2.385 0.006 0.002 0.026 0.0 64.390 3600

dmed 0.436 2.228 0.010 0.004 0.033 0.0 43.42 3600

dmax 1.574 8.129 0.041 0.012 0.128 0.0 155.17 3600

Tabelle F.4: Statistische Kenngrößen unter wechselnder Sollwertvorgabe – MPC, Set 1
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�̇ϕd 8.947 2.477 9.887 7.867 10.708 0.0 11.942 3600

�̇ϕs 4.172 2.072 4.191 2.497 5.674 0.0 10.257 3600

Δϕs 0.078 0.195 0.030 0.014 0.052 0.0 1.565 3600

TΔ 0.005 0.017 0.0 0.0 0.0 0.0 0.140 3600

σ(�xIP) 0.576 2.363 0.013 0.003 0.073 0.0 45.147 3600

dmed 0.676 2.168 0.022 0.007 0.083 0.0 33.679 3600

dmax 2.629 8.407 0.077 0.020 0.328 0.0 106.28 3600

Tabelle F.5: Statistische Kenngrößen unter wechselnder Sollwertvorgabe – MPC, Set 2
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dmed 0.694 2.098 0.033 0.009 0.171 0.0 60.913 3600

dmax 2.746 7.949 0.115 0.024 0.668 0.0 175.62 3600

Tabelle F.6: Statistische Kenngrößen unter wechselnder Sollwertvorgabe – MPC, Set 3
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Set 1 1/2π 16 90 1.4 0.5 0.4 5.0 3.25 1.0 0.025

Set 2 π 16 90 1.4 0.5 0.4 5.0 3.25 1.0 0.025

Set 3 3/2π 16 100 1.5 0.5 0.4 5.0 3.0 0.25 0.025

Tabelle F.7: Modellprädiktiver Regler: Untersuchte Parametersets
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Δϕs 0.03 0.029 0.023 0.012 0.039 0.0 0.446 3600

TΔ 0.002 0.001 0.0 0.0 0.0 0.0 0.16 3600

σ(�xIP) 0.011 0.036 0.006 0.003 0.011 0.0 1.241 3600

dmed 0.015 0.033 0.011 0.005 0.018 0.0 1.0 3600

dmax 0.054 0.13 0.032 0.015 0.061 0.0 5.0 3600

Tabelle F.8: Statistische Kenngrößen unter wechselnder Sollwertvorgabe – MPC mit Basiswechsel, Set 1
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Te 0.71 0.254 0.71 0.46 1.0 0.020 1.0 3600

�̇ϕd 11.33 4.733 11.031 8.731 13.657 0.0 108.57 3600

�̇ϕs 6.404 7.441 5.953 4.195 7.871 0.0 377.6 3600

Δϕs 0.114 0.224 0.056 0.020 0.110 0.0 1.570 3600

TΔ 0.034 0.076 0.0 0.0 0.02 0.0 0.72 3600

σ(�xIP) 0.077 0.437 0.015 0.005 0.041 0.0 15.505 3600

dmed 0.115 0.602 0.028 0.011 0.063 0.0 21.902 3600

dmax 0.476 2.524 0.083 0.030 0.212 0.0 91.367 3600

Tabelle F.9: Statistische Kenngrößen unter wechselnder Sollwertvorgabe – MPC mit Basiswechsel, Set 2
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�̇ϕd 11.363 7.962 10.944 8.741 13.187 0.0 391.11 3600

�̇ϕs 9.562 24.995 7.728 5.271 10.605 0.0 1333.2 3600
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σ(�xIP) 0.246 0.771 0.032 0.008 0.16 0.0 17.688 3600

dmed 0.329 0.779 0.054 0.016 0.259 0.0 15.104 3600

dmax 1.395 3.485 0.162 0.044 0.929 0.0 92.65 3600

Tabelle F.10: Statistische Kenngrößen unter wechselnder Sollwertvorgabe – MPC mit Basiswechsel, Set 3
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Care-O-bot 3 - Creating a product vision for service robot applications by integrating design and tech-
nology. In: IEEE (Hrsg.) ; RSJ (Hrsg.): 2009 IEEE/RSJ International Conference on Intelligent Robots
and Systems, IROS 2009, Oct. 11-15, 2009, St. Louis, Missouri, USA. Piscataway, NJ : IEEE Press,
2009, S. 1992–1998

Reister und Unseren 1993 Reister, David B. ; Unseren, Michael A.: Position and Constraint Force
Control of a Vehicle with Two or More Steerable Drive Wheels. In: IEEE Transactions on Robotics
and Automation 9 (1993), Nr. 6, S. 723–731

Rimon und Koditschek 1992 Rimon, Elon ; Koditschek, Daniel E.: Exact robot navigation using
artificial potential functions. In: IEEE Transactions on Robotics and Automation 8 (1992), Nr. 5,
S. 501–518

Robuffo Giordano u. a. 2009 Robuffo Giordano, P. ; Fuchs, M. ; Albu-Schäffer, Alin ; Hirzinger,
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Schraft u. a. 2004 Schraft, Rolf D. ; Hägele, Martin ; Wegener, Kai: Servicerobotik. Bd. 3: Service
Roboter Visionen. München : Hanser, 2004

Shimoda u. a. 2005 Shimoda, Shingo ; Kuroda, Yoji ; Iagnemma, Karl: Potential Field Navigation of
High Speed Unmanned Ground Vehicles on Uneven Terrain. In: IEEE (Hrsg.): 2005 IEEE International
Conference on Robotics and Automation, ICRA 2005, April 18-20, 2005, Barcelona, Spain. Piscataway,
NJ : IEEE Press, 2005, S. 2828–2833

Siciliano und Khatib 2008 Siciliano, Bruno (Hrsg.) ; Khatib, Oussama (Hrsg.): Springer Handbook
of Robotics. Berlin, Heidelberg : Springer, 2008 (Springer Handbbooks)

Siciliano u. a. 2009 Siciliano, Bruno ; Oriolo, Giuseppe ; Sciavicco, Lorenzo ; Villani, Luigi: Robotics:
Modelling, Planning and Control. London : Springer London, 2009

Siegwart u. a. 2003 Siegwart, Roland ; Arras, Kai O. ; Bouabdallah, Samir ; Burnier, Daniel ; Froide-
vaux, Gilles ; Greppin, Xavier ; Jensen, Björn ; Lorotte, Antoine ; Mayor, Laetitia ; Meisser, Mathieu ;
Philippsen, Roland ; Piguet, Ralph ; Ramel, Guy ; Terrien, Gregoire ; Tomatis, Nicola: Robox at Ex-
po.02: A large-scale installation of personal robots. In: Robotics and Autonomous Systems 42 (2003),
Nr. 3-4, S. 203–222

Siegwart und Nourbakhsh 2004 Siegwart, Roland ; Nourbakhsh, Illah R.: Introduction to Auto-
nomous Mobile Robots. Cambridge, Mass. : MIT Press, 2004 (Intelligent robotics and autonomous
agents)

Singh u. a. 1996 Singh, Leena ; Stephanou, Harry ; Wen, John: Real-time robot motion control with
circulatory fields. In: IEEE (Hrsg.): 1996 IEEE International Conference on Robotics and Automation,
ICRA 1996, April 22-28, 1996, Minneapolis, MN, USA Bd. 3. Piscataway, NJ : IEEE Press, 1996,
S. 2737–2742

Staab 2009 Staab, Harald J.: Ein Radfahrwerk mit passiver Federung für mobile Roboterassistenten.
Heimsheim, IPA-IAO-Forschung und Praxis; 479, Stuttgart, Univ., Fak. Konstruktions-, Produktions-
und Fahrzeugtechnik, Inst. für Industrielle Fertigung und Fabrikbetrieb, Diss. 2008, Dissertation, 2009

Thrun u. a. 2000 Thrun, Sebastian ; Beetz, Michael ; Bennewitz, M. ; Burgard, Wolfram ; Cremers,
A. B. ; Dellaert, Frank ; Fox, Dieter ; Hähnel, Dirk ; Rosenberg, C. ; Roy, Nicolas ; Schulte, J. ;
Schulz, Dirk: Probabilistic Algorithms and the Interactive Museum Tour-Guide Robot Minerva. In:
The International Journal of Robotics Research 19 (2000), Nr. 11, S. 972–999

Thrun u. a. 2005 Thrun, Sebastian ; Burgard, Wolfram ; Fox, Dieter: Probabilistic Robotics. Cam-
bridge, Mass. : MIT Press, 2005 (Intelligent robotics and autonomous agents)
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