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1. Einleitung

Zusammenhidngende lokalkompakte Quasikdrper entstehen durch Einfithrung
einer stetigen Multiplikation o auf R” die ein Einselement 1 besitzt, gegeniiber der
Vektoraddition + linksdistributiv ist, 0o x=x00=0 fiir alle xeIR” erfiillt und fiir
alle a, b, ceIR" mit 0+ a+b eindeutige und stetig von a, b, ¢ abhiingende Auflosun-
gen x und y der Gleichungen aox—box=c und yoa=c zulaBt ([5, § 2]). Sie treten
als Koordinatenbereiche von kompakten topologischen Translationsebenen auf
und kommen nur in den Dimensionen n=1,2,4,8 vor ([10, § 7]). Das lineare
Erzeugnis (1> von 1€IR” ist ein zum Korper der reellen Zahlen isomorpher
Unterkorper; die Rechtsmultiplikation mit Elementen aus (1>=R kann als die
Skalarmultiplikation im IR-(Rechts-)Vektorraum R" aufgefalit werden. Der
Alternativkorper © der Oktaven ist das klassische achtdimensionale Beispiel
einer solchen Struktur; allgemeiner lassen sich reelle Divisionsalgebren mit Eins
hier einordnen.

In [5] wurden die allgemeinen topologischen Eigenschaften von zusammen-
hingenden lokalkompakten Quasikorpern und ihren Automorphismengruppen
untersucht; eines der Hauptergebnisse 146t sich folgendermalen aussprechen:

1.1. Satz. Die Gruppe Aut Q der stetigen Automorphismen eines n-dimensionalen
lokalkompakten Quasikdrpers Q ist eine kompakte Gruppe R-linearer Transforma-
tionen; mit anderen Worten: bei geeigneter Identifikation der additiven Gruppe von
QO mit R" wird Aut Q eine abgeschlossene Untergruppe von

O(n—1)={peO(n, R)/p(1)=1}.

(Vgl. [5, 2.6] in Verbindung mit [3, 2.1]). Fiir n=1 ist Q der Korper der reellen
Zahlen und daher Aut Q ={id}. Fiir n=2 besagt [11] schérfer, da Aut Q hoch-
stens zwei Elemente hat. Bei n=4 kommen fiir die Zusammenhangskomponente
von Aut'Q auBer im trivialen Fall nur SO(3) und die eindimensionale Torus-
gruppe in Frage; beide. Moglichkeiten sind durch Beispiele sogar bei Divisions-
algebren belegt ([6, 7]). In dieser Arbeit sollen nun fiir n=8 die vorkommenden
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Automorphismengruppen im einzelnen analysiert werden. Das Ergebnis 1403t
sich umreiBen durch

1.2. Hauaptsatz. Sei I" eine abgeschlossene Untergruppe der Gruppe der stetigen
Automorphismen eines achtdimensionalen lokalkompakten Quasikérpers Q. Ist
dim I'=4, so ist I' isomorph zu einer der Gruppen G,, I'SU(3,C), SU(3,C),
SO, R), I'U2, ) oder U2, C). Fir 1 <dim I"' £3 ist die Zusammenhangskompo-
nente A von I' isomorph zu Spin(3), SO(3, R) oder zu einer hichstens zweidimensio-
nalen Torusgruppe.

Die Gruppe G, ist bekanntlich die Automorphismengruppe der Oktaven-
algebra ©; der Hauptsatz gibt also insbesondere einen Uberblick iiber die Struk-
tur der groBen Untergruppen von G,. Umgekehrt wird die feinere Analyse
wenigstens fir dim I' =24 bzw. dim 423 auch im allgemeinen Fall erweisen, daf3
I bzw. 4 auf Q =R ® stets wie eine Untergruppe von G, in der natiirlichen Wirkung
auf O operiert.

Entscheidende Hilfsmittel sind einige geometrisch begriindete Aussagen iiber
Involutionen in I, die in §2 bereitgestellt werden, sowie die Klassifikation der
kompakten einfachen Liegruppen. §3 gilt dem Beweis des Hauptsatzes und der
Feinanalyse in den einzelnen Fillen. In § 4 wird Beispielmaterial erarbeitet, indem
alle achtdimensionalen reellen Divisionsalgebren mit mindestens 6-dimensionaler
Automorphismengruppe klassifiziert werden. Jede der Gruppen G,, I'SU(3, C),
SU(@3, €) und SO(4) tritt dabei als volle Automorphismengruppe gewisser Divi-
sionsalgebren auf.

1.3. Konventionen, Vorbemerkungen. R, C, IH, © bezeichnen die rellen Zahlen,
die komplexen Zahlen, die Quaternionen und die Oktaven. Ublich notierte
Multiplikation ist diesen klassischen Zahlbereichen vorbehalten; in anderen
Quasikorpern geben wir die Multiplikation zur Unterscheidung stets durch o
wieder.

Der Quaternionenkorper IH ist diejenige vierdimensionale Algebra iiber R
mit Einselement 1, die beziiglich gewisser Elemente i, j, k, welche zusammen mit
1 eine R-Basis bilden, die Multiplikationstabelle

it=2=k?=-1; ij=—ji=k; jk=-—kj=i; ki=—ik=j
hat. Die Konjugation in H ist der Antiautomorphismus
]H—>iH:x=x0+x1i+x2j+x3k1—>>‘c=x0—x1i—xzj—x3k (x,eR).

Pu(lH) bezeichnet den in H von i,j, k aufgespannten Untervektorraum der
reinen Quaternionen; Spin(3)={aeH/aa=1} die multiplikative Gruppe der
Quaternionen der Linge 1.

Die Oktavenalgebra © definieren wir hier mit Hilfe der Quaternionenmultipli-
kation durch die Einfilhrung der folgenden Multiplikation auf dem IR-Vektor-
raum H = H:

(u,v) - (x, V)=(Ux—y7, xv+1Uy)

(u, v, x, yeH). Der Unterkorper IH x {0} von O wird in der Regel in augenschein-
licher Weise mit IH identifiziert. Schreibt man entsprechend 1,1i,j, k fiir (1,0),
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(1,0), (j,0), (k,0) und I=(0,1), so ist 1,4 j,k L1i=(0,0), lj=(0,)), Ik=(0, k) eine
RR-Basis fiir O, die in der Literatur gelegentlich zur Definition von © iiber eine
Multiplikationstabelle herangezogen wird ([9, 14.10]). Die Konjugation in O
ist der Antiautomorphismus

Hx H- HxH: (x, y)—(x, y)=(X, —);

sie liefert eine kanonische positiv definite quadratische Form N: © -R: z+—z-Z
und damit einen kanonischen Orthogonalititsbegriff in ©. Das orthogonale
Komplement von 1 in© ist der Unterraum Pu(©) = Pu(IH) x IH der reinen Oktaven;
SPu(®) bezeichne dessen Einheitssphire. Sie besteht genau aus den Oktaven, deren
Quadrat gleich —1 ist!. Infolgedessen ist SPu(®) invariant unter den Automor-
phismen von ©; da Automorphismen das Zentrum {1>=IR in sich iiberfithren
und dort die Identitdt induzieren, sind Automorphismen also IR-linear und ortho-
gonal beziiglich N.
Die Automorphismengruppe G der Oktaven enthilt die Gruppe

Y={HxH-HxH: (x, yy—(axa~ !, axb~')/a, beSpin(3)},

wie man unmittelbar verifiziert. X ist scharf transitiv auf Tripeln (z;, z,, z4)
paarweise orthogonaler Elemente von SPu(®) mit z, , z, e TH x {0} und z; {0} x IH.
Beriicksichtigt man zudem den involutorischen Automorphismus mit 1< 1;
iesijjerl ke —1ijljo —1j; Ik —1k, so ergibt sich, da3 G transitiv auf solchen
Tripeln (z,, z,, z;) paarweise orthogonaler Elemente von SPu(0) wirkt, welche
die Eigenschaft haben, daB z; orthogonal zur von z, und z, erzeugten Unter-
algebra ist. G ist dann sogar scharf transitiv auf diesen Tripeln, da ein solches
Tripel die ganze Algebra © erzeugt. Insbesondere ist G 14-dimensional und zu-
sammenhdngend, und X ist die Untergruppe von G, die IH x {0} invariant 146t
Dies sind die einzigen Informationen, die wir iiber G bendtigen. Sie werden aus-
reichen, um im Rahmen unserer Untersuchungen ohne zusétzlichen Aufwand die
bekannte Identitdt von G mit der aus der Darstellungstheorie flieBenden kompak-
ten Ausnahmegruppe G, auf anderem Wege zu bestétigen.

2. Unterquasikorper und Involutionen

In diesem Paragraphen sei stets Q ein lokalkompakter Quasikorper der positiven
Dimension n. Entsprechend §1 identifizieren wir stillschweigend die additive
Gruppe von Q stets so mit R”, daf die Gruppe Aut @ der stetigen Automorphismen
von Q eine Untergruppe von O(n, R) wird.

Die nachstehende simple Uberlegung macht im Rahmen unserer Untersuchung
die Verwendung tiefliegender Sétze (vgl. [10, § 7]) liber die m&glichen Dimensionen
lokalkompakter Quasikérper iiberfliissig:

2.1. Lemma. Fiir {id}+A<Aut Q ist
B,={xeQ/\ leA: A(x)=x}
ein abgeschlossener Unterquasikdrper von Q mit 1 <dim B, <(dim Q)/2.

! Wegen N(x)=0 und da die Konjugation involutorisch ist, ist —1=x?* gleichwertig mit —X=

%(x?)=N(x) - x und folglich mit x= — X und N(x)=1
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Beweis. Dal3 B, ein abgeschlossener Unterquasikorper ist, ist evident. B, enthilt
das lineare Erzeugnis (1) von 1 in @=IR" und ist daher insbesondere ein Unter-
vektorraum positiver Dimension. Wire dim B, > n/2, so hiitten fiir jedes ze Q ~ {0}
die Unterrdume B, und zo B, von IR"=Q einen Durchschnitt positiver Dimension;
es gidbe also a,be B,~ {0} mit zoa=h. Da B, ein Unterquasikorper ist, wiirde
ze B, und insgesamt B, =0 folgen, was wegen A=+ {id} Unsinn ist. [

Die folgende Verschirfung im Spezialfall, dal A aus einer Involution 1 besteht,
ergibt sich samt Beweis aus einer geometrischen Idee von Baer ([1, Th. 17, vgl.
auch [13, §1(9)]), wenn man 1 als involutorische Kollineation der projektiven
Ebene iiber @ deutet:

2.2. Lemma. Sei 1 ein stetiger involutorischer Automorphismus von Q. Dann hat
der aus den Fixpunkten von 1 bestehende Unterquasikdrper B, genau die halbe
Dimension.

Beweis. Sei ze 0\ B,; dann existiert fiir jedes xeQ genau ein b, € B, mit zob, —x€B,:
man erhélt ndmlich b, als die eindeutige Aufidsung der Gleichung zob, —1(z)o b, ==
x—1(x), und da 1 involutorisch ist, ist in der Tat 1(b,)=b,. Die Losung b, hingt
linear von x ab, und Q — B, x B,: x+—(b,, zob,—Xx) ist ein [somorphismus von
R-Vektorriumen, da injektiv. []

2.3. Immer wieder bendtigte Anwendungen der vorstehenden Aussagen be-
treffen den Zentralisator Z einer Involution 1 in Aut Q. Er 146t B, und damit auch
das orthogonale Komplement B! von B, in R"=( invariant, da wir uns Aut Q
als Gruppe orthogonaler Transformationen von R" reprisentieren. Nach 2.2 ist
dim B,=dim B} =(dim Q)/2. Ferner wirkt Z effektiv auf B, d.h. die Einschrin-
kungsabbildung Z — Z|B;: {>{|B* ist ein Isomorphismus: ~

Ist ndmlich {|B; die Identitit, also B =B, ={xeQ/{(x)=x}, so ist wegen
1¢B; die Dimension von B, grofer als dim B; =(dim Q)/2; nach 2.1 ist daher
{=id.

Daher ist Z isomorph einer Untergruppe der Gruppe der orthogonalen
Transformationen von By, also der Gruppe O(n/2, R); insbesondere ist dim Z <
dim O(n/2) =n(n—2)/8.

Die vorstehenden Uberlegungen zeigen schon, daB bei der Untersuchung von
Automorphismen achtdimensionaler Quasikorper FEinschrinkungen auf vier-
dimensionale Unterquasikorper eine grofle Rolle spielen werden; deshalb
prazisieren wir 1.1 fiir n =4 noch in folgender Weise:

2.4. Sei Q ein vierdimensionaler lokalkompakter Quasikérper und I' eine drei-
dimensionale abgeschlossene Untergruppe von AutQ. Dann ist I'=SO(3)=
{¢eSOA4, R)/p(1)=1}.

Beweis. Nach 1.1 ist I'=O(3); und aus Dimensionsgriinden enthilt I' die Zusam-
menhangskomponente SO(3) von O(3). Da SO(3) Index 2 in O(3) hat, wiirde aus
SO(3)=T foigen, daB I'=0(3); dann enthielte aber I' eine Involution, deren Fix-
gebilde ein dreidimensionaler Unterraum von R*=Q ist, im Widerspruch
zu2.1. O
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3. Automorphismengruppen

Im folgenden sei I' eine kompakte Automorphismengruppe (mit Zusammen-
hangskomponente A) eines achtdimensionalen lokalkompakten Quasikorpers Q,
den wir uns entsprechend 1.1 stets so mit IR® identifiziert denken, daB I eine Grup-
pe orthogonaler Transformationen wird. Mit &G bezeichnen wir die volle Auto-
morphismengruppe der Oktavenalgebra ©. Fiir einen Untervektorraum ¥ von ©
sei G, die Gruppe der Elemente von G, die V invariant lassen. Fir x, y, ...eO
bezeichnet <{x,y,...> das lineare Erzeugnis von x,y,... im R-Vektorraum O
und G, , . die Standgruppe von G auf x, y, ....

3.1. Satz. A mdge eine zentrale Involution 1 mit Fixquasikdrper B, enthalten.
Ist dann dim I' 24, so wirkt I' auf Q linear dquivalent zu einer der folgenden Auto-
morphismengruppen der Oktavenalgebra:
() Gy, 0y ={HxH->HxIH: (x, )—(axa™',ayb ')/a, beSpin(3)},
=SO4,R)
=<HxH-HxIH: (x, y)—(cxc} ay *1)/
U2, ),

acSpin(3);
ceSpin(3)n(KL,i>u{j,k))

(iii) {]HxIH—>IH><IH (x, Y= (axa~ ,ayc‘l)/

=I'U2, ),
@iv) G(l,i,j,k>ma}i

=<HxH-HxH: (x, y)->(cxc!, ayc‘l)/
=U(2, 0),

aeSpin(3);
ceSpin(3)n ({1, Huj, k)

aeSpin(3);
ceSpin(3)n {1,

(v) {IHxH-Hx H: (x, y)—>(axa™?, ayc‘l)/
~U(2, ©).

aeSpin(3);
ceSpin(3)n {1, i)

Ist dim I'=3, so wirkt A dquivalent zu einer der folgenden Automorphismen-
gruppen von ©:

(i) G, ;={HxH-HxIH: (x, p)—(x, yb~1/beSpin(3)},
(vii) {HxH- HxIH: (x, yp—(axa=', ay)/aeSpin(3)}.

In allen diesen Fillen entspricht B, dem Unterkdrper TH x {0} von O.
Ist dim I'<2, so ist A trivial oder eine hochstens zweidimensionale Torusgruppe.

Beweis. Nach 2.3 148t 4 die nach 2.2 vierdimensionalen Untervektorriume B,
und B! invariant und wirkt auf B} effektiv; insbesondere ist 4 isomorph einer
kompakten zusammenhingenden Untergruppe von SO(BL)=SO(4,R). Die
Untergruppenstruktur von SO(4) ist bekannt (vgl. [7, 3.1ff] fiir eine explizite
Beschreibung); demnach ist entweder A ein hochstens zweidimensionaler Torus
oder es liegt einer der folgenden Fille vor:



208 H. Hihl

(a)dim A=6. Dann ist 4|B} =SO(B;}) und 4 wirkt auf B! bei geeigneter
Identifikation von B; mit H bekanntlich als die Gruppe

{IH—MH: yr>ayb~t/a, beSpin(3)}

([9, 10.29]).

Nach 1.1 ist die Automorphismengruppe 4|B, des vierdimensionalen Unter-
quasikorpers B, hochstens dreidimensional, also hat A auf B, einen mindestens
dreidimensionalen Ineffektivititskern. Da A Involutionen mit von 0 verschie-
denen Fixpunkten in B} enthélt, kann andererseits A nicht trivial auf B, operieren
(sonst gibe es Involutionen, die einen mindestens S5-dimensionalen Untervektor-
raum von Q punktweise festlassen, im Widerspruch zu 2.2). A=SO(4) hat nun
genau zwel echie zusammenhingende Normalteiler, die als Zusammenhangs-
komponente N des Ineffektivititskerns von 4 auf B, in Frage kommen; in der
angegebenen Wirkung auf B =IH entsprechen ihnen die Gruppen

LO@)={H- H: y>ay/acSpin(3)},
RO@)={H-H: y>yb~'/beSpin(3)}.

Da diese beiden in O(4) konjugiert sind, konnen wir bei geeigneter Identifikation
von B mit H noch annehmen, daB3 N auf B; als RO(4) operiert. Der LO(4) ent-
sprechende Normalteiler M von A wirkt dann fast effektiv und damit als SO(3)
auf B, (2.4). Einfache Uberlagerungsargumente ([7, 3.2]) zeigen nun, daB mittels
einer orthogonalen Basistransformation B, so mit IH identifiziert werden kann,
daB insgesamt M auf Q=B,x Bl als dic Gruppe {IHxH-HxH:(x, y)~>
(axa™*, ay)/aeSpin(3)} operiert. A wirkt dann wie die in (i) angegebene Gruppe.

Ein Automorphismus yeI” induziert einen Automorphismus der Zusammen-
hangskomponente 4 von I', der die beiden einzigen dreidimensionalen zusammen-
hidngenden Normalteiler M und N von 4 invariant 148t oder ineinander iiber-
fithrt; letzteres ist jedoch ausgeschlossen, da M und N in Q Fixgebilde verschie-
dener Dimension haben. Nun haben M und N als zu Spin(3) isomorphe Gruppen
bekanntlich nur innere Automorphismen; also induziert y auf 4 insgesamt einen
inneren Automorphismus und zur Bestimmung von I' modulo A kénnen wir
annehmen, daB y mit 4 elementweise kommutiert. B, und Bt als die Eigenriiume
von 1 zu den Eigenwerten +1 und —1 sind dann invariant unter y, und nach 2.4
ist 7|B,=id. Die Einschrinkung von y auf Bf kommutiert mit A|B;} =SO(B))
und ist folglich eine Streckung, wobei der Streckungsfaktor wegen der Kompakt-
heit von I" den Betrag 1 hat. Insgesamt ist ye A; damit ist gezeigt, dall in diesem
Fall stets I'=4 ist.

(b) dim 4=4. Als vierdimensionale zusammenhdngende Untergruppe von
SO(4) ist dann 4 isomorph zu U(2, €) und wirkt auf dem geeignet mit IH identifi-
zierten Unterraum B; als die Gruppe

{IH-IH: y—~ayc~t/a,ceSpin(3); ce {1, i>}.

Die beiden einzigen echten zusammenhingenden abgeschlossenen Normalteiler
M und T von 4 entsprechen in dieser Beschreibung den Gruppen LO(4) und

(H-H: y—>yc eeld,i>nSpin(3)}.
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Wie in (a) ergibt sich, daB A nicht trivial auf B, operieren kann. Nach 1.1 ist folglich
A|B, gleich SO(3) oder eine eindimensionale Torusuntergruppe von SO(3). Wir
behandeln die beiden Fille gesondert:

(b1) 4|B,=S0O(3). Die ecindimensionale Zusammenhangskomponente des
Ineffektivitdtskerns von 4 auf B, ist dann gerade T, und man hat M|B,=SO(3).
Aufgrund der Wirkung von M kann dann wie in (a) B, so mit IH identifiziert werden,
daB 4 dic in (v) angegebene Gruppe wird. '

(b2) 4|B, ist eine Torusuntergruppe von SO(3). Die dreidimensionale Zu-
sammenhangskomponente des Ineffektivitdtskerns von 4 auf B, ist dann gerade
M, und T {iberlagert T|B,=A|B,. Wegen 1€ T handelt es sich um eine geradzahlige
Uberlagerung. Da alle Torusuntergruppen von SO(3) konjugiert sind, 148t sich
folglich B, so mit TH identifizieren, daB sich 4 mit geeignetem neN als die Gruppe

{HxIH-IH x H: (x, y>(c"xc™" ayc~1)/acSpin(3); ce<l, i> N Spin(3)}

schreibt. Wire n=2, so ergibe sich speziell mit ¢*=—1 und a=c ein Auto-
morphismus, dessen Fixpunkte einen 6-dimensionalen Unterquasikorper bilden
wiirden, was nach 2.1 ausgeschlossen ist. Also wirkt 4 wie die in (iv) angegebene
Gruppe.

Die in den beiden Fillen zur Beschreibung von A verwendeten quaternalen
Koordinaten halten wir jetzt fest und wenden uns der Behandlung des Falls I'3 4
zu. Da die beiden einzigen echten zusammenhéngenden abgeschlossenen Normal-
teiler M und T von A verschiedene Dimension haben, sind sie normal auch in I
Da 1 die einzige Involution von T'ist, liegt sie im Zentrum von I"; nach 2.3 sind also
B, und B! invariant auch unter I', und I" wirkt effektiv auf B}. Da M2 Spin(3)
nur innere Automorphismen hat, kann ein beliebiger Automorphismus yel'~ 4
modulo 4 so abgeidndert werden, daBl er M zentralisiert. Die Einschrinkung
y|B;- liegt dann im Zentralisator RO(4) von M|B;: =L0O(4) in O(B/)=0(4). Da y
auBerdem T normalisiert, muB y auf B eine der Abbildungen IH — IH: yrsyc~!
mit ce{1,i> oder ce{j, k> induzieren. Im Fall ce{1,i> konnte y modulo T < 4
so modifiziert werden, daB3 auf B} die Identitit bewirkt wird und lige also ent-
gegen unserer Annahme schon' in 4, da I effektiv auf B} ist. Im Fall ce(j, k>
kann durch Konjugation mit einem geeigneten Element aus 7 angenommen
werden, dal3

Y| B =(H-H: yr>yj~").

Wegen der Effektivitit der Wirkung von I' auf Bt ist y dadurch eindeutig bestimmt
und I" wird von 4 und y erzeugt. Zur Untersuchung von y| B, behandeln wir wieder
die Fille (b1) und (b2) getrennt:

Im Fall (bl) wird M|B,=SO(3) von y|B, zentralisiert, und nach 24 ist
7| B,eSO(3), insgesamt also y|B,=id. Das Erzeugnis I" von 4 und y ist in den ge-
wihlten Koordinaten dann die in (iii) angegebene Gruppe.

Im Fall (b2) betrachten wir den Automorphismus kel ~ 4 mit

K| B: =(H~ H: yrjyj ),
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der aus y durch Komposition mit einem Element von M hervorgeht. Da «|B}
involutorisch ist und I effek tiv auf B: wirkt, ist x eine Involution. x| B, normalisiert
die Torusgruppe 4|B,={IH—H: x—cxc~'/cell,i>nSpin(3)} und 4Bt die
Unterrdume {1, iy und {j, k> als die Eigenrdume zu den Eigenwerten +1 und —1
der Involution von A{B, invariant. Nach 2.2 muB} der aus den Fixpunkten von x
in Q bestehende Unterraum B, vierdimensional scin. Wegen dim B, N B =2 ist
also auch B, n B, zweidimensional. Wire <1, i) < B, und folglich B, n B,=<1, i},
so wiirde die Involution « auf {j, k> die Spiegelung am Ursprung induzieren, d.h.
es wire k=(IH x IH— H x H: (x, y)—>(ixi~!,jyj1)); durch Komposition mit dem
Automorphismus (x, y)—(ixi~1,iyi~!) aus 4 wiirde sich dann die Abbildung
(x, W= (x, kyk™) als Automorphismus von Q erweisen, obwohl sie einen sechs-
dimensionalen Unterraum punktweise festldBt, was im Widerspruch zu 2.1
stiinde. Wegen x(1)=1 mul} also die Involution x sowohl in {1,{> als auch in
{j, k> einen genau eindimensionalen Eigenraum zum Figenvektor —1 haben.
Da «|{j, k> die von A4 auf {j, k> induzierte Gruppe der eigentlichen Drehungen
normalisiert, induziert x auf {j, k) =R? sogar eine Spiegelung an einer Ursprungs-
geraden. Es existiert also eine Basistransformation von IH=R* auf Hauptachsen
von k, die in {j, k> orthogonal ist. Da 4 auf {1, i) trivial operiert, zeigt dies, daf3
unbeschadet der gefundenen Beschreibung von 4 die Identifikation von B, mit
H so modifiziert werden kann, daB

K|B,=(H—-H: x+>jxj1).

In den damit gefundenen quaternalen Koordinaten ist dann I' als das Erzeugnis
von A4 und x die in (ii) angegebene Gruppe.

(c) dim A=3. Die von LO(4) und RO(4) verschiedenen dreidimensionalen
abgeschlossenen zusammenhingenden Untergruppen von SO(4)=SO(B;) sind
isomorph zu SO(3) und haben also keine zentrale Involution. Folglich ist A iso-
morph zu Spin(3). Wegen der Lie-Einfachheit von Spin(3) und nach 2.4 wirkt 4
auf dem Unterquasikorper B, entweder trivial oder als SO(3). Die Methoden von
(a) lassen in diesen beiden Fillen 4 in quaternalen Koordinaten als die unter
(vi) bzw. (vii) angegebene Gruppe schreiben. []

Der folgende Satz bereitet die Behandlung von Automorphismengruppen
ohne zentrale Involution vor und erledigt gleichzeitig einen der vorkommenden
Fille:

3.2. Satz. Eine zu SO(3) isomorphe Gruppe X stetiger Automorphismen von Q wirkt
entweder linear dquivalent zu

G i 50onG={HxH->HxH: (x,y)—(axa"',aya™")/aeSpin(3)}, (x)

oder aber die Einschrdnkung von X auf den zu 1 orthogonalen linearen Teilraum von
Q verwirklicht die 7-dimensionale irreduzible Darstellung?* von SO(3).

2 Diese Moglichkeit kommt tatsichlich vor: z.B. kann man anhand von Homotopiebetrachtungen in
der Kollineationsgruppe der Oktavenebene (die an anderer Stelle ausgefithrt werden sollen) bequem
einsehen, daB G, Untergruppen auch dieser Art enthilt
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Beweis. Nach [14] besitzt SO(3) irreduzible R-lineare Darstellungen genau in
den ungeraden Dimensionen, und zwar jeweils bis auf Aquivalenz nur eine.

Wirkt ¥ reduzibel auf (1>* (und dann nach [4, 35.1] vollstindig reduzibel),
so haben also die nichttrivialen irreduziblen Komponenten dieser Wirkung die
Dimension 5 oder 3. Wire eine von ihnen tatsdchlich 5-dimensional, so wire der
Unterraum By der Fixpunkte von X in Q ein dreidimensionaler Unterquasi-
korper des (nach 2.2 vierdimensionalen) FixquasikOrpers B, einer Involution
1e X, im Widerspruch zu 2.1. Also sind die nichttrivialen irreduziblen Kompo-
nenten von {1>* unter X dreidimensional. Ferner gibt es genau zwei solche
Komponenten; gibe es ndmlich nur eine, so wire B; fiinfdimensional, was wieder-
um 2.1 widerspricht. Q 146t sich dann so mit IH x IH identifizieren, daB3 die beiden
nichttrivialen irreduziblen Komponenten den Unterrdumen Pu(IH)x {0} und
{0} x Pu(IH) entsprechen. Da SO(3) nur innere Automorphismen besitzt, 146t sich
diese Identifikation zudem noch so einrichten, daf} sich die behauptete Beschrei-
bung (%) von X ergibt. []

3.3. Zusatz. In der Darstellung von 3.2(x) entsprechen den unter X invarianten drei-
dimensionalen Teilrdumen des Vektorraums Q genau die Unterriume

Wo=Pu(H)x {0};  W,={0}xPu(H); W,={(x;x)/xePu(H)}
(0+acR) von HxIH.

Beweis. Da die Bahn eines Vektors aus Pu(IH) x Pu(IH) unter X einen mindestens
3-dimensionalen Untervektorraum von IH x IH aufspannt und 2 den zu Pu(IH) x
Pu(IH) orthogonalen 2-dimensionalen Teilraum punktweise festldBt, ist jeder
3-dimensionale X-invariante Untervektorraum W von IH x IH in Pu(IH) x Pu(IH)
enthalten, und X wirkt auf W kanonisch als SO(3). Aus demselben Grund folgt
aus Wy W= {0} bzw. W, n W= {0}, dal W= W, bzw. W=W,,. Falls hingegen
Won W={0} = W~ Wist, so mubB fiir (x, y)e W mit 0+ xePu(IH) und 0+ ye Pu(IH)
die Standgruppe von 2 auf (x,0) auch (0, y) festlassen und umgekehrt; an der
Darstellung 3.2 liest man ab, daB folglich y=xa fiir geeignetes acR. Da ¥ ins-
besondere transitiv auf den Richtungen in W operiert, folgt hieraus W=W,. [

Entscheidend fiir das weitere ist nun
3.4. Lemma. Enthilt A keine zentrale Involution, so ist A lie-einfach.

Beweis. Zunichst ist 4 halbeinfach: Ein abgeschlossener zusammenhdngender
kommutativer Normalteiler von A wire ein Torus (da 4 kompakt ist) und folglich
zentral, da die Automorphismengruppen von Tori diskret sind; jede seiner
Involutionen wire also zentral in 4.

Nach [4, 19.12] wird 4 also erzeugt von endlich vielen lie-einfachen kompakten
zusammenhingenden Normalteilern N, (v=1,2,...,m) positiver Dimension,
die sich gegenseitig zentralisieren und insbesondere paarweise diskreten Durch-
schnitt haben.

" Die Annahme m =2 soll nun zum Widerspruch gefiihrt werden: Wir wihlen
eine Involution 1 in N, ; dann 146t das im Zentralisator von N, enthaltene Erzeugnis
A von N,, N, ..., N, den aus den Fixpunkten von : bestehenden Unterquasi-
korper B, sowie B;- invariant. Nach 2.3 ist A isomorph einer kompakten zusammen-
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hingenden Untergruppe von SO(B;)=SO(4), also — da halbeinfach und ohne
zentrale Involution — isomorph zu SO(3). Insbesondere ist die Anzahl der ein-
fachen Faktoren von 4 gleich 2. Vertauschung der Rollen von N, und N, im vor-
stehenden Argument liefert 4=N, - N, mit N,2=SO(3). Z=N, wirkt auf dem ge-
eignet mit TH x IH identifizierten Vektorraum Q in der in 3.2 beschriebenen Weise.
Da N, von N, zentralisiert wird, permutiert N, die 3-dimensionalen N, -invarianten
Unterrdume von Q =IH x IH; diese bilden nach 3.3 e¢ine zur Kreislinie homdo-
morphe Teilmenge S der Grafimann-Mannigfaltigkeit Vg 5. Da N, =SO(3) keine
abgeschlossenen Untergruppen der Dimension 2 besitzt, operiert N, trivial auf S;
insbesondere sind Pu(IH) x {0} und {0} x Pu(IH) invariant unter ganz 4. Da eine
kompakte zusammenhingende lineare Gruppe des IR* einer Untergruppe von
SO(3) isomorph ist, muBl die 6-dimensionale Gruppe 4 auf diesen beiden Teil-
rdumen einen mindestens 3-dimensionalen Ineffektivitdtskern besitzen, fiir den
angesichts der bekannten Wirkung von N, nur N, in Frage kommt. N, wirkt also
trivial auf Pu(IH) x Pu(IH) und nach 2.1 folglich auf ganz Q, was Unsinn ist. []

3.5. Satz. A mdge keine zentrale Involution enthalten. Dann wirkt I linear dquivalent
zu einer der folgenden Automorphismengruppen der Oktavenalgebra

() 6=G,, -
(i) Gy »,=I'SUG,C),
(iii) G,=SUG, C)

oder aber A ist isomorph zu SO(3) und wirkt wie in 3.2 bescirieben.
Zusatz: Bei geeigneter Identifikation von © mit C* handelt es sich bei (iil) um
die Matrizengruppe

{€CxC* > CxC: (24, 2) (29, A2)/AeSU(3, C)} (%)
und bei (ii) um deren Erweiterung durch die Involution
K c4 - 034: (207 21522, Z3)I_’(207217229E3)'

Beweis. Nach 1.1 ist dim 4 =dim SO(7)=21, und nach 3.4 ist A lie-einfach. Nach
[14] ist A daher isomorph zu einer der Gruppen SO(7, R), PSO(6, R), SO(5, R),
G,, SO(3,R), oder 4 ist lokal isomorph zu SU(3, C).

In SO(7) und PSO(6) existieren Involutionen mit mindestens 7-dimensionalem
Zentralisator, womit diese Gruppen nach 2.3 ausscheiden. In SO(5) existiert eine
Involution 1, deren Zentralisator eine zu SO(3) x SO(2) isomorphe Untergruppe
enthdlt; falls also SO(5) als Automorphismengruppe auftrite, miiite nach 2.3
die Gruppe SO(B)=SO(4) eine zu SO(3)xSO(2) isomorphe Untergruppe
enthalten, was nicht der Fall ist. Der Fall A=SO(3) ist in 3.2 bereits behandelt.
In den verbleibenden Fillen G, und SU(3, €) miissen jetzt noch die moglichen
Wirkungen von 4 auf Q=IR® sowie die méglichen zugehorigen vollen Gruppen
I' bestimmt werden.

Falla) A=G,. Anhand der Weylschen Dimensionsformel ({14, S. 9]) entnimmt
man der Tabelle [14], daB A4 nur eine reelle irreduzible Darstellung von Dimen-
sion <8 besitzt (ndmlich in Dimension 7). Da 4 als einfache Gruppe auf Q@ =R?
vollstindig reduzibel wirkt, gibt es also bis auf Aquivalenz nur eine mdogliche
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Wirkung. Die 14-dimensionale zusammenhingende Automorphismengruppe
G von O ist nach 3.1 und 3.4 einfach und realisiert daher diese M6glichkeit.

Nach [4, 51.19 mit 33.9 und 33.3.4] besitzt 4 nur innere Automorphismen.
Istalso I' eine Automorphismengruppe von Q, deren Zusammenhangskomponente
A zu G, isomorph ist und @eT’, so kénnen wir zur Bestimmung von ¢ modulo 4
annehmen, dall 4 im Zentralisator von ¢ liegt. I' 18t nun 1eQ fest und den zu
1 orthogonalen Unterraum V von Q=IR® invariant; ferner ist A auf dem Raum
P(V') der eindimensionalen Teilrdume von V transitiv und hat auf verschiedenen
Elementen von P(V) verschiedene Standgruppen, wic man der Wirkung von G
auf © entnimmt. Wenn 4 von gel zentralisiert wird, mub also ¢ trivial auf P(V)
wirken; ¢|V ist dann eine Streckung, und zwar mit Streckungsfaktor +1, da
Aut Q kompakt ist. Wiirde ¢ auf V die Spiegelung induzieren, so wire ¢ ein
involutorischer Automorphismus, der nur das lineare Erzeugnis von 1 punktweise
fixieren wiirde, im Widerspruch zu 2.2. Also ist p =id und I'= 4.

Fall b) 4 ist lokal isomorph zu SU(3, €), also isomorph zu einer Zentrumsfaktor-
gruppe der einfach zusammenhingenden Gruppe SU(3, €). Nach [14] besitzt
SU(3, €) bis auf Aquivalenz (iiber R!) genau eine nichttriviale reelle irreduzible
Darstellung der Dimension <7, ndmlich die klassische Wirkung von SU(3, C)
auf C3=IR® Wiederum wegen der vollstindigen Reduzibilitit der Wirkung
operiert also 4 bei geeigneter Identifikation von Q mit C* als die im Zusatz unter
(x) angegebene Gruppe.

Ist nun I" eine kompakte Automorphismengruppe von Q mit einer solchen
Zusammenhangskomponente A, so fithrt I den Unterraum € x {0} der Fixpunkte
des Normalteilers 4 sowie {0} x C* als den einzigen reell 6-dimensionalen unter
A invarianten Teilraum jeweils in sich iiber.

(b1) Zur niheren Bestimmung von I" bendtigen wir nun wieder die Automorphis-
mengruppe von 4=~SU(3, €). Einfache geometrische Uberlegungen anhand der
darin enthaltenen Spiegelungen oder aber [15] lehren, dafl die Automorphismen-
gruppe von SU(3, €) die Erweiterung der Gruppe der inneren Automorphismen
durch die Konjugation ist (die jede komplexe 3 x 3-Matrix in die Matrix mit
konjugiert-komplexen Eintridgen iiberfiihrt). Ist yeI', so konnen wir modulo 4
also annchmen, da y auf 4 den identischen Automorphismus oder aber die
Konjugation induziert. Nun gilt:

(b2) Wird A von y zentralisiert, so liegt y in A. Die Einschrinkung v|{0} x C3
ist dann ndmlich eine IR-lineare Abbildung, die auf der projektiven Ebene aller
komplexen eindimensionalen Unterrdume von {0} x €3 die Identitdt induziert,
da verschiedene Unterrdume dieser Art verschiedene Standgruppen in A4|{0} x C3
=SU(3, C) haben. Mit Baers Kunstgriff ([2, ITL.1 S. 44]) folgt, daB y|{0} x C?
sogar C-linear und eine Streckung mit komplexem Streckungsfaktor ¢ ist, wobet
lcj=1, da I kompakt ist. Sei {e A der Automorphismus, der auf {0} x € durch die
Matrix

c
< ¢ )eSU(3, )
CZ
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bestimmt wird; dann 148t Y =yo{el einen mindestens vierdimensionalen IR-
Untervektorraum von {0} x €3 punktweise fest. Wegen y'(1)=1 ist dann der aus
den Fixpunkten von y' bestehende Unterquasikérper mindestens 5-dimensional;
und nach 2.1 folgt ¥ =id und ye 4.

(b3) Ist I'#4, so folgt also mit (b1) und (b2), daB I' die Erweiterung von A
durch ein peI'~ 4 ist, das auf 4 die Konjugation induziert. Zum vollstandigen
Beweis des Satzes bleibt zu zeigen, daBl unbeschadet der gefundenen Beschreibung
von 4 die Identifikation von Q mit €* noch so modifiziert werden kann, dal ¢
in neuen Koordinaten die Abbildung « der Behauptung wird. Da sowohl
k| {0} xC? als auch ¢| {0} xC? auf 4|{0}xC*>=SU(3,C) die Konjugation
induzieren, kommutiert SU(3, C) elementweise mit der R-linearen Abbildung
ko | {0} xC* und wie in (b2) folgt mit Baers Kunstgriff, daB xo | {0} xC3
eine Streckung mit komplexem Streckungsfaktor ¢ vom Betrag 1 ist. Mit ¢=d>
hat man dann fiir alle ze {0} x €3

oz -d V) -d=¢(z-d)-d=x(z-d)-d=x(z) - d - d=x(2);

filhrt man in {0} x €* eine orthogonale Basistransformation mittels der kom-
plexen Streckung um den Faktor d als Transformationsmatrix durch, so geht
also ¢ | {0} x €3 in x| {0} x €3 iiber.

Insbesondere ist ¢ | {0} x C* involutorisch, und die Betrachtung des aus den
Fixpunkten von ¢? bestehenden Unterquasikérpers lehrt nach 2.1, daB folglich
¢ eine Involution ist. Fiihrt man nun noch in € x {0} x {0} x {0} =R?* ecine
Basistransformation iiber R durch, die ¢ dort auf Hauptachsen bringt, so wird
beziiglich der neuen Koordinaten ¢ durch x dargestellt (man beachte, daB
€ x {0} x {0} x {0} unter ¢ nicht punktweise festbleiben kann, da sonst ¢ im
Widerspruch zu 2.2 einen 5-dimensionalen Teilraum von Q=IR® punktweise
festlieBe). [

4. Achtdimensionale reelle Divisionsalgebren mit grofier Automorphismengruppe

In diesem Paragraphen wird systematisch durch Beispiele belegt, daB} die Grup-
pen G,, I'SU(3, €C), SU(3, €) und SO(4) tatsiichlich als die vollen Automorphis-
mengruppen gewisser achtdimensionaler lokalkompakter Quasikorper auftreten.
Um runde Klassifikationsergebnisse zu erhalten, schrinken wir uns dabei auf
achtdimensionale reelle Divisionsalgebren ein. Isomorphiefragen werden nicht
systematisch behandelt, da man sie erfahrungsgemil eleganter beim Studium der
Kollineationsgruppen in den projektiven Ebenen iiber den fraglichen Divisions-
algebren in den Griff bekommt, was in breiterem Kontext spiter erfolgen soll. —
Alle vorkommenden Divisionsalgebren sollen ein Einselement 1 besitzen.
Zunidchst betrachten wir Divisionsalgebren mit Automorphismengruppe G,:

4.1. Fiir alle >0 existiert auf © genau eine Multiplikation o, die fiir alle ortho-
gonalen x, yeSPu (D)

Xoy=xy
und (%)

Xox=—1-1
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erfilllt und die den R-Vektorraum © zu einer reellen Divisionsalgebra ©, mit 1e©
als Einselement macht. Die Automorphismengruppe G von © ist auch die Auto-
morphismengruppe von ..

Bemerkung. Fiir =1 erhélt man die klassische Oktavenmultiplikation.

Beweis. Schrinkt man zunidchst die Multiplikationsvorschrift () auf die kanoni-
sche Basis 1, i, j, k, [, 1i, lj, Ik von © ein, so erhidlt man eine Multiplikationstabelle,
die vermdge distributiver Fortsetzung eine R-Algebra O, liefert. Bis auf Quadrate
stimmt diese Tabelle mit der Tabelle der klassischen Multiplikation in ©® Giberein
und der direkte Vergleich mit © zeigt, dal die so gewonnene Multiplikation tat-
siachlich () erfiillt. Da diese Beziehungen G-invariant formuliert sind, ist & auch
cine Automorphismengruppe von ©O_. Die Nullteilerfreiheit von O, ergibt sich
wie bei der klassischen Oktavenmultiplikation: Ist 03=xePu(D), so 146t sich
jedes ye® zerlegen als y=1-9,+x - 1, + 2 - 4, mit ,eIR und ze Pu(®) orthogonal
zu x. Fir &, & eRoist (1-Eg+x-&)oy=1-(Eono—E& m D)+x - (Eony +E 1)+
z-Eyny+xz-& 1, Da x, z, xz paarweise orthogonal sind, folgt aus dem Ver-
schwinden dieses Produkts das Verschwinden eines der Faktoren. [J

4.2. Die Elemente 1,1, j, k von O spannen in O, eine Unteralgebra IH; mit Multi-
plikationstabelle

ioi:joj:kok:—l.f; lOJ=-—jol:k,
jok:——koj::i;
koi:——iok:j

auf. Nach [6] sind die Algebren IH, mit 0<teR bis auf Isomorphie genau die
vierdimensionalen reellen Divisionsalgebren mit dreidimensionaler Automor-
phismengruppe. Sie sind fiir verschiedene ¢ nicht isomorph.

Da G transitiv auf Paaren orthogonaler Vektoren aus SPu(O) ist, ergibt sich
daraus:

4.3. Die vierdimensionalen Unteralgebren der Divisionsalgebren ©, sind simtlich
isomorph zu M,. Insbesondere sind die Algebren O, (0<teR) paarweise nicht-
isomorph. [

Umgekehrt lassen sich alle Divisionsalgebren mit zu G, isomorpher Auto-
morphismengruppe aus ihren vierdimensionalen Unteralgebren so aufbauen:

4.4. Satz. Die achtdimensionalen reellen Divisionsalgebren, deren Automorphismen-
gruppe zu G, isomorph ist, sind bis auf Isomorphie genau die Algebren ©,(z>0)
aus 4.2.

Beweis. Sei D eine Divisionsalgebra der genannten Art mit Multiplikation o.
Nach 3.5 wirkt ihre Automorphismengruppe linear wie G =G, auf den Oktaven;
wir identifizieren die R-Vektorrdume D und © =IH x H entsprechend. Sei 1e G
die Involution IHxIH— IH x H: (x, y)—(x, —y). Auf der aus den Fixpunkten
von 1 bestehenden Unteralgebra B,=IH x {0} von D induziert der Zentralisator
von 1 in G die Automorphismengruppe SO(3)={IH — IH: x+»>axa~!/aeSpin(3)}.
Nach [6, Satz 1 und 2.1 —2.3] lassen sich daher in B, paarweise und zu 1 ortho-
gonale Vektoren i, j, k gleicher Linge finden, fiir die bei geeignetem 7>0 die
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Multiplikationstabelle 4.2 gilt. Unbeschadet der Wirkung von G konnen wir
dabei die Identifikation von D und © als R-Vektorrdumen so einrichten, daf3
i, j, k die entsprechend bezeichneten Elemente der kanonischen Basis von O
werden. G ist nun transitiv auf Paaren orthogonaler Vektoren aus SPu(®) und
besteht bei der vorgenommenen Identifikation von D und © aus Automorphismen
sowohl von o wie der Oktavenmultiplikation. Folglich lassen sich unter G aus
der Tabelle 4.2 die Bezichungen () von 4.1 herleiten, die ©, kennzeichnen. Ver-
mdge der vorgenommenen Identifikationen ist also D isomorph zu ©,. []

Fiir Divisionsalgebren mit SU(3, €) als Automorphismengruppe erhalten wir
global das folgende Ergebnis, das im weiteren noch prézisiert werden wird:

4.5. Satz. Jede vierdimensionale reelle Divisionsalgebra mit mindestens eindimen-
sionaler Automorphismengruppe lift sich zu einer achtdimensionalen reellen Divi-
sionsalgebra erweitern, die eine zu SU(3,T) isomorphe Automorphismengruppe
besitzt.

Umgekehrt entsteht bis auf Isomorphie jede achtdimensionale reelle Divisions-
algebra mit einer zu SU(3,C) isomorphen Automorphismengruppe durch diesen
Erweiterungsprozef.

Dieses merkwiirdige Ergebnis ist im Grunde enttduschend, da es vierdimen-
sionale reelle Divisionsalgebren mit eindimensionaler Automorphismengruppe
wie Sand am Meer gibt, eine Klassifikation im einzelnen also nur in Sonder-
fdllen sinnvoll erscheint. Fiir konkrete Beispiele vgl. [7]. — Der angesprochene
Erweiterungsprozef’ beruht auf folgender

4.6. Konstruktion. Entsprechend 3.5(ii) identifizieren wir zunéichst die R-Vektor-

rdume © und C* so, daB folgendes gilt:

— Identifizierte Vektoren haben in © bzw. C* glelche Linge.

— Das Einselement 1 von © entspricht (1, 0,0, 0)e C*.

— Die Rechtsmultiplikation in © mit Elementen aus dem Unterkdrper <1,i)>
entspricht der Skalarmultiplikation im C-Rechtsvektorraum C*; insbesondere
entspricht ie® dem Element (i, 0, 0, 0) von C*.

— Die Elemente j und ! der kanonischen Basis von @ entsprechen den Vektoren
(0,1,0,0) und (0,0, 1,0) in C*.

— Die Gruppe

A={Cx C* > CxC3:(zq, 2) (20, A2)/AeSU(3, C)}
ist eine Gruppe von Automorphismen von ©; und die Konjugation
k: C* > C* (zq, 2y, 25, 23)>(Zo» Z15 Z2» Z3)

ist ein Automorphismus von O.

Es existiert dann fiir Skalare «, f, y, 6eC genau eine Multiplikation o auf C* =0,
die €* zu einer R-Algebra
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C*(a, B, 7, 9)
mit Einselement 1=(1, 0, 0, 0) macht und

@)  dei=—1
(11) fox=—x"(ia)
(i) xoi=x-(if) | fiir alle C-orthogonalen x, ye {0} x C*

() (xi)ox=iy mit |x|=]y|=1 (%)
V) xox=-1-96
(Vi) xoy=xy

erfiillt (man geht hierzu vor wie in 4.1). Da die Beziehungen (x) 4-invariant sind,
ergibt sich durch Vergleich mit den Oktaven, daB3 4 eine Automorphismengruppe
auch von C*(a, B, v, 8) ist. — Mit

(Ez(aa 57 7> 5)

bezeichnen wir die Unteralgebra €2 x {0} x {0} von C*(a, 8,7, ). Die Unter-
gruppe von 4, die C*(«, f, 7, 6) invariant 148t induziert dort die eindimensionale
Automorphismengruppe

T={C? > C*: (x, Y)—(x, cy)/ceC, |c|=1}.

4.7. Lemma. Ist C%(a, B, 7, 8) eine Divisionsalgebra, so auch C*(a, B, 7, 9).

Beweis. Fiir von 0 verschiedene Elemente x und y von €* ist x o y=+0 zu zeigen.
Liegt x oder y in € x {0} x {0} x {0} oder liegt x im komplex-linearen Erzeugnis
von 1 und y, so existiert ein pe4 mit ¢(x), p(y)e C(x, B, 7, 8), und x o y=0 folgt
daraus, daB diese Unteralgebra nach Voraussetzung eine Divisionsalgebra ist.
Andernfalls gibt es Zerlegungen y=1-%,+7 -7 und x=1-&,+§-&+Z-{ mit
o, & 10€C und {, nelR ~ {0}, wobei 7 und Z orthogonale Elemente von {0} x C3
vom Betrag 1 sind. Es existiert dann ein Automorphismus ¢4 mit ¢(J)=j und
¢(2)=1, und nach Definition von C*(a, B, y, §) ist

P(xoy)=px)o p(y)=(1-&o+j-E ol -no+j-m+1-{no+1j-Ln.

Der erste Summand liegt in C%(a, B, 7, 6)=<1,i,j,ji>. Man hat damit eine Zer-
legung beziiglich der kanonischen Basis von O und wegen {+ 07 folgt anhand
des letzten Terms, dal xo y=0. []

Der zweite Teil von Satz 4.5 wird nun prézisiert durch

4.8. Satz. Jede achtdimensionale reelle Divisionsalgebra D mit einer zu SU(3, €)
isomorphen Automorphismengruppe A ist zu einer der Algebren C*(a, B,v,0) aus
4.6 isomorph; dabei kann noch Re o =0 gewdhlt werden.

Beweis. (a) Nach 3.5 1iBt sich D als R-Vektorraum so mit €* identifizieren, daf3
A die in 4.6 angegebene Gruppe wird; zusidtzlich kann angenommen werden, dal3
(1,0,0,0)eC* dem Einselement von D entspricht.
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Sind j, I die (0, 1, 0,0), (0,0, 1, 0)e C* entsprechenden Elemente von D, so ergibt
sich mit den Automorphismen

1 1
0 1 0 0 -1 0
o= {0 o ed und y= L0 0 €A
0 0 -1 0 0 1

wegen ()= —j zunidchst, daB d=1oj+joleD unter ¥ auf —d abgebildet wird,
woraus notwendig d =0 folgt. Infolgedessen ist @(jo )=loj=—jolund Y(jo )=
—loj=jolund daher jole {0} x {0} x {0} x C. Identifiziert man nun die Oktaven-
algebra gemiB 4.6 mit C*, so gilt entsprechendes auch fiir das Oktavenprodukt
j - 1. Insgesamt erhdlt man bei diesen Identifikationen jo [=j!- & mit einem Skalar
geC~{0}. Andert man nun die Identifikation von €*=0 mit D durch Kon-
jugation mit

1
lel =
lel =
lel =% ¢

ab, so verindert dies die Beschreibung von 4 auf €*# nicht, da SU(3, €) normal
in U(3, €) ist; und man erhilt dann

jel=j-1. (1)

(b) B=C? x {0} x {0} ist der Unterraum der Fixpunkte von 4;und daher
eine Unteralgebra von D=C* Die Untergruppe von 4, die B invariant 14Bt,
induziert auf B=C? die Automorphismengruppe Taus 4.6. € x {0} ist der Unter-
raum der Fixpunkte von T'in B, also eine reell-zweidimensionale Divisionsalgebra
und als solche zum Korper € isomorph. Unbeschadet der Beschreibung von 4
und T kann daher die Identifikation von D mit €* (und damit die von B mit €C?)
im € x {0} entsprechenden Teil so abgeindert werden, dal fiir i=(i, 0)e B

foi=—1. 2)

Unter dem Automorphismus B=C?—- C2:(x, y)—>(x, —y) aus T geht ioj in
~—ioj liber, weswegen notwendig

joj=—j (i) mit aeC. 3)

Indem man ndtigenfalls die Identifikation von B mit €* bzw. die von D mit C*
durch €2 —C2%: (x, Y= (x,y) bzw. C* - C*: (zq, 2, 25, 23)>(20, Z1, Z,, Z3) ab-
dndert, was die Beschreibung von T'und 4 nicht beriihrt und an den Beziehungen
(1) und (2) nichts ndert, kann dabei noch

Reaz=0 (3a)
angenommen werden. Entsprechend ergibt sich

joi=j-(if) mit BeC. (4)
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Da invariant unter (x, y)— (x, —y), ist schlieBlich

(ji)oj=i-y mit yeC (5)
und
joj=—1-6 mit §eC. (6)

(c) Da A aus Automorphismen sowohl beziiglich o als auch der Oktaven-
multiplikation besteht und transitiv auf Paaren C-orthogonaler Vektoren vom
Betrag 1 aus {0} x € ist, ergeben sich aus den Beziehungen (1)—(6) durch An-
wendung von 4 gerade die Beziehungen (x) von 4.6, die C*(«, B, y, 5) charakteri-
sieren. Vermdge der vorgenommenen Identifikationen ist also D zu C*(a, B, 7, 5)
isomorph. [

Die folgende Aussage schlie3t den Beweis von 4.5 ab:

4.9. Jede vierdimensionale reelle Divisionsalgebra B mit mindestens eindimensionaler
Automorphismengruppe ist zu einer der Algebren C*(a, B, y, 8) aus 4.6 mit Re 2 =0
isomorph.

C*(et, B, y, 8) ist dann nach 4.6 und 4.7 eine B erweiternde achtdimensionale
reelle Divisionsalgebra mit einer zu SU(3, €) isomorphen Automorphismen-

gruppe.

Beweis. Nach 1.1 enthélt bei geeigneter Identifikation von B mit TH die Auto-
morphismengruppe von B eine eindimensionale Torusuntergruppe Tvon SO(3)=
{IH— H: x> axa~!/aeSpin(3)}. Die Torusuntergruppen von SO(3) sind unter-
einander konjugiert; folglich ist T bei geeigneter Identifikation von B mit C? die
gleichnamige Gruppe aus 4.6. Genau wie im Beweisteil (b) von 4.8 (wo nur von
T Gebrauch gemacht wurde) ergibt sich, daB3 diese Identifikation noch so modi-
fiziert werden kann, daB fiir die Multiplikation o von B und gewisse Struktur-
konstanten a, B, y, 6eC die Beziechungen 4.8(2) —(6) gelten. Aus diesen Beziehun-
gen leitet sich nun mittels der Automorphismengruppe T sowohl in B als auch in
C?(x, B, v, 0) eine vollstindige Multiplikationstabelle beziiglich der IR-Basis 1;
i=(i,0);j=(0, 1); ji=(0, i) her und zwar die gleiche. Vermoge der vorgenommenen
Identifikationen ist also B zu €2(x, §, y, ) isomorph. [

4.8 soll jetzt in speziellen Situationen noch weiter prizisiert werden. Hierzu
zunichst einige Vorbereitungen:

"4.10. Lemma (Bezeichnungen von 4.6). Seien o, f,y, € C, wobei Rea=0. Die
Jolgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) C3(x, B, 7y, ) ist eine Divisionsalgebra und besitzt einen nicht in T enthaltenen
involutorischen Automorphismus @, der T normalisiert.
(ii) Die Strukturkonstanten o, B, y, & sind positiv reell.
(iti) C*(a, B, 7, 6) ist eine Divisionsalgebra und

Kl (]:4—>Q:4Z (207 215 23, Z3)f_}(§0’ 217 22723)

ist ein Automorphismus von C*(«, B, 7, 9).
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Beweis. (1)=>(1i): Aus Invarianzeigenschaften beziiglich T folgt, daB die Unter-
rdume € x {0} und {0} x € von C*{x, B, y, §) unter ¢ in sich iibergehen. Da der
Normalisator von SO(2) in GL(2,R) die Gruppe der Drehstreckungen (unter
EinschluB} der uneigentlichen) ist, entsteht aus ¢ durch Konjugation mit einem
Element aus T'ein involutorischer Automorphismus 1, der auf {0} x € die Identitit,
die Spiegelung in 0 oder aber die Konjugation bewirkt. Im Unterkdrper € x {0}
148t 1 die 1 fest und fiihrt i als Wurzel aus —1 in sich oder —i iiber. Ferner muB 1
nach 2.2 einen genau zweidimensionalen IR-Untervektorraum von €2(a, 8, 9, 6)
punktweise festlassen; es handelt sich also notwendig um die Abbildung 1: €2 —
C2: (x, y)— (X, y). Die Auswertung der Bedingung, daB 1 ein Automorphismus
von C(a, B, y, 8) ist, anhand der Produkte 4.6(ii) —(v) mit x=j=(0, 1)=(0, 1,0, 0)e
C*(«, B, 7, 8) ergibt sofort, daB a, B, 7,8 reell sind. Wegen der Voraussetzung
Rea=0 und der Nuliteilerfreiheit ist sogar a>0. Fiir reR ist in C*(x, f, 7y, 6)
dann weiter (1—jr)o(14+jr)=14r25; (i+j-(ar/B) o (i+jr)=—1—-r?ad/f und
(ir+)e(1+@i) - r/y)=j-(1+r*a/y), und wegen der Nullteilerfreiheit folgt hieraus
nacheinander 4 >0 sowie o/ >0 und a/y>0, mit >0 also f>0<y.

(if) = (ii1): Man verifiziert unschwer, daf fiir alle reellen positiven «, §, 7, & sich
mit der in 4.6 angegebenen Multiplikation eine nullteilerfreie Algebra C*(«, B, y, 8),
also eine Divisionsalgebra ergibt. Nach 4.7 ist dann auch CT*(a, B, 7,6) eine
Divisionsalgebra. Dal} sie x als Automorphismus zuldBt, verifiziert man direkt
anhand der Definition unter Beniitzung der Tatsache, daB k ein Automorphismus
von O =C* ist.

(111) = (i) ist evident. [

4.11. Lemma. Seien o, B, 7, 0e €~ {0}, wobei Re «=0. Dann sind dquivalent:

(i) Die volle Automorphismengruppe der Divisionsalgebra C*(a, B, v, 6) ist drei-
dimensional.
(i) Die Strukturkonstanten o, B,y,d sind positiv reell und erfiillen

a=pf; y=ad.
(i) €*(x, B, y, &) ist isomorph zur Divisionsalgebra H, 2 aus 4.2.

Beweis. (i) = (ii): Nach Voraussetzung und 2.4 ist die volle Automorphismengruppe
von C*(a, B, 7, 8) isomorph zu SO(3); sic enthilt die Torusgruppe T aus 4.6 als
Einparameteruntergruppe. Es existiert daher ein nicht in T gelegener involutori-
scher Automorphismus, der T normalisiert. Nach 4.10 sind folglich die Struktur-
konstanten positiv reell.

Nach [6] ist C(a, B, 7, 8) isomorph zu einer der Algebren IH, (0 <teR) und
daher flexibel, wie man unmittelbar verifiziert, d.h. fir alle Elemente x, y ist
xo(yox)=(xoyjox. Wegen jolioj)=jo(—jio)=iay; (joi)oj=(jif)oj=iBy;
(i+j)e[jio(@+j)]=1-(B6—y)+jilwf+p7) und [(i+))ejile(i+j)=1-(y—ad)+
jila f+ay) folgt a=p und y=ad.

(i) = (iii): Setzt man e=i-1/a; f=j-1/x}/d); g=—ji-1/(@}/3), so erhilt
man in C€2(a, o, 25, 8)

eoe=fof=gog=—1/u*;
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eof=—foe=g; fog=—gof=e; goe=—eog=f
also beziiglich der Basis {1, ¢, f, g} die Multiplikationstabelle der Algebra IH, ..
(1i))=(i) ist nach [6] bekannt. [

4.12. Lemma. Die Automorphismengruppe einer Divisionsalgebra C*(a, B, y, 8) mit
Re a=0 ist genau dann zu G, isomorph, wenn o, 3, v, 0 positiv reell sind und wenn
B=a, y=1/0 und 5=1/a.

Beweis. Hat die Divisionsalgebra C*(«, B, y, 8) zu G, isomorphe Automorphismen-
gruppe, so ist sie nach 4.4 zu einer der Algebren ©, isomorph. Nach 4.3 sind dann
alle vierdimensionalen Unteralgebren isomorph und haben dreidimensionale
Automorphismengruppe. Mit 4.11 folgt o, f,7,5>0 und f=a, y=ad sowie
C*(x, B, v, 6)=H, ... Andererseits spannen je zwei orthogonale Elemente x, ye
{0} x C* <= C*(a, B, 7, 8) zusammen mit ihrem Produkt x o y=xy eine vierdimen-
sionale zu IH; isomorphe Unteralgebra von C*(«, f, 7, 6) auf, wie man unmittelbar
verifiziert. Da nach [6] die Algebren IH, (0<teR) paarweise nichtisomorph
sind, folgt §=1/u?, womit insgesamt die behaupteten Beziehungen zwischen den
Strukturkonstanten gezeigt sind.

Umgekehrt verifiziert man direkt anhand der Definitionen, daB fiir 0<acR
die Abbildung

C* > C*=0: (E+in, 2y, 25, 23)— (E+ina, z,, 2, Z3)
(¢, neR) ein Isomorphismus von C*(a, a, 1/0, 1/o®) auf O, ist. [

4.13. Satz. Die achtdimensionalen reellen Divisionsalgebren, deren volle Auto-
morphismengruppe zu I'SU(3, C) isomorph ist, sind bis auf Isomorphie. genau die
Algebren €©*(a, B, 7, 8) aus 4.6, deren Strukturkonstanten o, B, 7,8 positiv reell sind
und eine der Bedingungen f=o; y=1/a; d=1/a* verletzen.

Beweis. Ist die Automorphismengruppe I' zu I'SU(3, €) isomorph, so liegt zu-
niichst nach 4.8 bis auf Isomorphie eine der Algebren C*#(x, B, 7, ) mit Re a =0
vor. Die Zusammenhangskomponente 4 von I ist dann die in 4.6 beschriebene
Gruppe. Es existiert nun ein involutorischer Automorphismus keI~ 4, der auf
A die Konjugation bewirkt. Die zu SU(2, €C) isomorphe Untergruppe von 4 der
die Unteralgebra B=C2?(a, B, 7, 8)=C? x {0} x {0} von C*(x, B, y, §) punktweise
festlassenden Automorphismen ist konjugationsinvariant; folglich ist B unter «
invariant und x normalisiert die Untergruppe der Automorphismen aus 4, die
B invariant lassen. Diese induziert auf B die Automorphismengruppe T aus 4.6;
nach 4.10 sind also die Strukturkonstanten positiv reell. Die restlichen Aussagen
iiber die Strukturkonstanten folgen nun aus 4.12.

DaB umgekehrt jede der angegebenen Divisionsalgebren zu I'SU(3, €) iso-
morphe Automorphismengruppe hat, folgt aus 4.6, 4.10(iii) und 4.12 auf dem
Hintergrund der Ubersicht 3.1 und 3.5 {iber mogliche Automorphismengrup-
pen. [

4.14. Bei nicht samtlich reellen Strukturkonstanten (z.B. dann, wenn die volle
Automorphismengruppe von C*(a, B,7,6) zu SO(2) isomorph ist) liefert die
Konstruktion von 4.6—4.7 also Divisionsalgebren C*(a, B, 7,5), deren volle
Automorphismengruppe zu SU(3, €) isomorph ist. In diesem Fall 146t sich im
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iibrigen mit den Invarianz- und Transitivitdtseigenschaften der Wirkung von
SU(3, €) leicht zeigen, daB €2 (x, B, y, §) durch den Isomorphietyp von C*(c, B, 7, §)
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist; es gibt also wegen 4.9 viele verschiedene
Isomorphieklassen von achtdimensionalen reellen Divisionsalgebren dieses Typs.

Wir wenden uns jetzt der Automorphismengruppe SO(4) zu. Ab jetzt wird
die Oktavenmultiplikation wieder, wie in 1.3 beschrieben, in IH x IH dargestellt.
Nach dem Muster von 4.1 zeigt man zunéchst:

4.15. Fir alle positiven reellen o, B, 7,6 existiert genau eine Multiplikation o auf
O=HxH, die den R-Vektorraum © zu einer reellen Divisionsalgebra

TH? (@, B, 7, 9)

mit Einselement 1e®© macht und folgenden Beziehungen geniigt:
(i) Fir orthogonale x, ye Pu(IH) x {0} ist xo y=xy.
(i) Fir xePu(IH)x {0}, ye{0} x Hist xo y=xyound yo x=yx}p.
(iii) Fiir orthogonale x, ye {0} x H ist xo y=xy7.
(iv) Fiir xe Pu(IH) x {0} {0} x H ist x o x=x24.
Die Automorphismengruppe

A={HxH-HxH: (x, Yy (axa, ayb~')/a, beSpin(3)}
von O ist auch eine Automorphismengruppe von IH*(«, B, 7,6). [

4.16. Satz. Die achtdimensionalen reellen Divisionsalgebren, die eine zu SO(4) iso-
morphe Automorphismengruppe besitzen, sind bis auf Isomorphie genau die Algebren
H?(a, B, y, 6) (mit positiven reellen Strukturkonstanten o, f, 7, 5).

Beweis. Sei D eine achtdimensionale reelle Divisionsalgebra mit einer zu SO(4)
isomorphen Automorphismengruppe 4. Nach 3.1 146t sich D als R-Vektorraum
so mit O =H x H identifizieren, dal} 4 die Gruppe aus 4.15 wird. Da 1eD fest
unter A ist, kann dabei angenommen werden, daB das Einselement bei dieser
Identifikation (1,0)elH xH wird. Die Multiplikation von D (libertragen auf
IH x H) schreiben wir mit dem Symbol o, um sie von der Oktavenmultiplikation
zu unterscheiden.
IH x {0} als Menge der Fixpunkte der Involution

1 (x, y)—(x, —y)

ist eine vierdimensionale Unteralgebra von D, auf der A eine zu SO(3) isomorphe
Automorphismengruppe induziert. Sie ist also fiir geeignetes 6>0 zu IH; iso-
morph (s. 4.2); genauer: nach [6, 2.1—2.3] existiert eine aus Vektoren i, j, k
gleicher Linge bestehende Orthogonalbasis des zum Einselement orthogonalen
Unterraums Pu(IH) x {0} mitici=joj=kok=—1-0;i0j= —joi=k usw. Dabei
148t sich 0.B.d.A. die Identifikation von D mit IH x IH so modifizieren, daB i, j, k
die Elemente (i, 0); (j,0); (k,0) von IHx IH werden. Im Vergleich zur Oktaven-
multiplikation ist dann insbesondere

(,0) 0 (i, 0)=(—1-6,0), 1)
(i, 0) 0 (j, 0)=( 0) - (j, 0). )
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{(1-r,1-5)/r,seR}cIHxH ist die Menge der Fixpunkte der Untergruppe
{(x, y)—(axa=!,aya=1)/aeSpin(3)} von A, also eine zweidimensionale Unter-
algebra von D und daher zum K&rper € isomorph. 1 induziert auf ihr den stetigen
Automorphismus (r, s)(r, —s), der im Korper € der Konjugation entspricht.
Folglich ist (0, 1) o (0, 1)=(—1- & 0) mit £>0. Indem man die Identifikation von
D mit H x H durch eine geeignete Streckung des {0} x IH entsprechenden Teils
abandert, kann man e=4 erreichen:

(0,1)=(0,1)=(—1-9,0). 3)
Beziiglich der Involutionen 1 und

1y (6 Y= Gxj iyt
ist (i, 0) o (0, 1) ein Eigenvektor zum Eigenwert — 1, beziiglich der Involution

Lt (x, y) (ixi=t iyi™!)

ein Eigenvektor zum Eigenwert +1. Folglich ist (i,0)0 (0, 1)=(0, —ix) mit
0+aclR, wobei wir, gegebenenfalls durch Abdnderung der Identifikation von D
und H x IH mit einer Spiegelung im {0} x Pu(IH) entsprechenden Teil, «>0 an-

nehmen konnen. Man erhilt so
(50)o (0, )=(0)-(0,1)-a  mit x>0. 4
Entsprechend ergibt sich mit geeignetem fe R ~ {0}

0, l)o(i’ O)=(0a 1)- (G, O)B (3)

(0, 1) = (0, 9) ist fest unter :_ und 1 und ein Eigenvektor von 1; zum Eigenwert —1;
also ist (0, 1) o (0, i)=(—i7, 0) mit O==yeR:

0,1)2(0,)=(0,1)-(0,) - y. (6)

Angesichts der Transitivititseigenschaften von 4 (s. 1.3) und da 4 eine Auto-
morphismengruppe sowohl von D als auch von © ist, folgen nun durch An-
wendung von 4 auf (1)—(6) die Beziehungen 4.15(1)—(iv), die die Algebra
IH2(x, B, 7, 8) kennzeichnen; vermége der vorgenommenen Identifikationen ist
also D zu dieser Algebra isomorph.

Zum vollstindigen Beweis ist jetzt nur noch zu zeigen, dall mit « auch f und
y positiv sind. Nun ist fiir «,, x,€R

(ag, 1-a)e(L-xg+ix, 1-x,+ix;)
=(—1-(a; x; +a, x;) 6 +i(ay xo—ya, X3),
1-(a, xo+oay, x3)+i(fa, x;, —oa; x,)).

Die Nullteilerfreiheit besagt, daB fiir (a,,a,)=+(0,0) dieser Ausdruck nur bei
Xo=X; =X, =Xx5=0 verschwindet; dies ist gleichbedeutend mit

—da, =—da,

0=det
+de (,Baz —ody

>=5(cxaf+,8a§)
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und

a _
Odet ( * e =aa’+yaz,
a, aa ! 2

1

was wegen o >0 nur mit >0 und y>0 gewdhrleistet ist. []]

4.17. Lemma. H* (o, 8, y, 6) hat zu G, isomorphe Automorphismengruppe genau
dann, wenn oo=f=7y=1.

4.18. Korollar. Die achtdimensionalen reellen Divisionsalgebren, deren volle Auto-
morphismengruppe zu SO(4) isomorph ist, sind bis auf Isomorphie genau die Al-
gebren H*(at, B, v, 8) aus 4.15 mit (a, B, y)=(1, 1, 1).

Beweise. Hat H?(x, B, 7,6) zu G, isomorphe Automorphismengruppe, so sind
nach 4.4 und 4.3 alle vierdimensionalen Unteralgebren isomorph. Nun ist nach
Definition die Unteralgebra Hx {0} gleich IH;. Die von e, =(0,i)- 1/u; e,=
(k,0) 1/o; e3=(0,j)- 1/u aufgespannte vierdimensionale Unteralgebra B muB
dann ebenfalls isomorph zu IH, und insbesondere flexibel sein. Sie hat die Multi-
plikationstabelle

e10e =ey0e,=ej0e3=—1-8/0°

ejoey =ez-Plu;  ejoe;=—e; (1)
e0e3=e;; ezoe,=—e; - fla

ezoe; = —ece3=e, - y/o.

Die Forderung der Flexibilitit liefert e; - fy/a? =e, o(esoe;)=(e;0e3)0e, =e5- y/a,
also

f=a

und 1-0(1—y/o)/o? +e,-(1+y/a)=[(e, + es)oe;Jo(e, +e5)=(e, +e;)o[e, (e, +e5)]
=1-8(y/oa—1)/o* + e, -(1 + /), folglich

y=o.

Nach der Tabelle (1) ist dann B zu 1H,,. isomorph und soll andererseits zu IH,
isomorph sein, womit insgesamt y=f=ua=1 folgt, da nach [6] die Algebren
H, (> 0) paarweise nichtisomorph sind.

Umgekehrt ist nach den Definitionen IH2(1, 1, 1, §) gleich ©; und hat nach
4.1 zu G, isomorphe Automorphismengruppe. Damit ist 4.17 gezeigt.

Das Korollar folgt nun sofort aus 4.16 anhand der Ubersicht 3.1 und 3.5 iiber
mogliche Automorphismengruppen, da SU(3, C) keine zu SO(4) isomorphe
Untergruppe enthélt: SU(3, €) etwa als eine Automorphismengruppe der Ok-
tavenalgebra 148t ndmlich nach 3.5 eine zweidimensionale Unteralgebra punkt-
weise fest, wiahrend nach 3.1 die Menge der Fixpunkte einer zu SO (4) isomorphen
Automorphismengruppe genau aus den reellen Vielfachen des Einselements
besteht. [
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