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2 BEZEICHNUNGEN

Bezeichnungen

IN  Menge der natiirlichen Zahlen,

IR  Menge der reellen Zahlen,

C Menge der komplexen Zahlen,
Rez Realteil der komplexen Zahl z,
Imz Imaginérteil der komplexen Zahl z,

LP Raum p-fach Lebesgue-integrierbarer Funktionen,

(i) = {ue L, | [luei P < oofull,, 30, = (fluerep) "},
H' iiblicher Sobolevraum H%?,
X0 = L}(IR)N L%(e2?),
X' = HY(R)N H'(e2?),
X? = H¥(R)N H?(e2?),
X = L®(R)N L®(e2?),
CF  Raum k-fach stetig differenzierbarer und beschrénkter Funk-
tionen,
Raum k-fach gleichméfig stetig differenzierbarer und be-
schrankter Funktionen,

A linearer Operator,

Definitionsbereich eines Operators,

Spektrum des Operators A, Vereinigung von Punkt-, konti-

nuierlichem und Residualspektrum,

oc(A) wesentliches Spektrum, Vereinigung von kontinuierlichem
und Residualspektrum,

op(A) Punktspektrum,
R(X,A) Resolvente,
p(A) Resolventenmenge,

Id Identitat,

G Integraloperator,

G Greensche Funktion,
K Integralkern,

ug Frontlésung,

v  TW Geschwindigkeit,
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Zusammenfassung

Untersucht wird eine parabolische partielle nichtlineare Differentialgleichung auf IR, die
nach Kirchgissner [Kir92] Eichform genannt wird. Die Losungen dieser Eichform beschrei-
ben die nichtlineare Dynamik von Stérungen von Fronten. Fronten sind ein spezieller Typ
von “travelling waves”, d.h., sich mit gleichférmiger Geschwindigkeit bewegender Wellen,

die ihr spezifisches Profil beibehalten.

Von besonderem Interesse hierbei ist die Beschreibung des Langzeitverhaltens von Stérun-
gen dieser Fronten unter Beriicksichtigung des Einflusses der zugrunde liegenden Funktionen-
rdume, in denen man die Eichform untersucht.

Zunéchst wird mit funktionalanalytischen Methoden die Existenz einer Losung in gewichte-
ten Rdumen nachgewiesen. Durch Energieabschatzungen kann ein exponentielles zeitliches
Abklingen der Loésung der Eichform gezeigt werden. Interessiert man sich fiir eine Lang-
zeitanalyse, die auch zeitlich algebraisches Abklingen beinhaltet, so kann man zwar mit
Hilfe des Maximumprinzips zusatzlich zu einem exponentiellen auch ein algebraisches Ab-
klingen zeigen, es wird hier jedoch mit Hilfe von geeigneten Resolventenabschitzungen
gezeigt, daf} dieses Resultat auch ohne Maximumprinzip erzielt werden kann. Wesentlich
zur Behandlung der Eichform sind die Eigenschaften des linearen Operators der partiel-
len Differentialgleichung. Die Lage des Spektrums bestimmt die Langzeitasymptotik der
Losungen der Eichform.

Das Abschétzen der Langzeitasymptotik der Losungshalbgruppe, bzw. der Losungen der
linearen Gleichung, erfolgt durch Laplace-Transformation in der Zeit. Die parabolische
Differentialgleichung wird durch die Laplace-Transformation in eine parameterabhangige
gewohnliche Differentialgleichung transformiert, welche analysiert wird. Asymptotische
Integrationsmethoden erlauben die Darstellung einer Lésung der gewohnlichen Differen-
tialgleichung in Abhéngigkeit des Parameters, welcher die Laplace-transformierte Zeit re-
prasentiert. Diese Abhingigkeit der Losungen von dem Parameter ist der wesentliche
Aspekt dieser Untersuchungen, da durch diesen Parameter die Langzeitasymptotik be-
stimmt wird. Die Zeitabhangigkeit der Losungen ist durch die inverse Laplace-Transfor-
mation gegeben. Die Langzeitasymptotik der Losungen wird mit Hilfe von Taubersétzen er-
schlossen, welche eine Beziehung zwischen einer Funktion und ihrer Laplace-Transformierten
herstellen. Mit dieser Methode kann man die Auswirkung der Wahl der Réume, in denen
Losungen der Eichform existieren, auf die Langzeitasymptotik sehen. Die Taubersétze
stellen sich hierbei als ein sehr effizientes Hilfsmittel heraus.

Zur Untersuchung der vollen nichtlinearen Eichform wird diese mit Hilfe der Variation der
Konstanten-Formel als Integralgleichung dargestellt. Es wird gezeigt, dafl diese Integral-
gleichung eine Losung in geeignet gewichteten Réumen besitzt. Diese Losung klingt in der
Zeit ab. Dieses wird in zwei verschiedenen Topologien explizit berechnet.

Anschlieffend werden die oben genannten Methoden auf eine Gleichung mit einer ande-
ren, aber ebenfalls polynomialen Nichtlinearitit angewandt. Dieses Beispiel zeigt, daf die
verwendeten Methoden auch ohne weiteres auf allgemeinere Nichtlinearitdten {ibertragen
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werden konnen.

In einem letzten Abschnitt wird eine allgemeine Nichtlinearitidt zugelassen. Es wird aus-
gefithrt, unter welchen Voraussetzungen eine Frontlésung existiert, und wie die in den
vorigen Kapiteln vorgestellte Analysis auf diesen Fall iibertragen werden kann.

Ich bedanke mich ganz herzlich bei Herrn Prof. Dr. K. Kirchgéssner fiir seine Anregungen
und die Betreuung dieser Arbeit. Mein besonderer Dank gilt auch Herrn Prof. Dr. P.
Werner fiir die Bereitschaft, die Aufgabe des Mitberichters zu iibernehmen, sowie Frau
Siegert fiir die Durchsicht des Manuskripts.



1 Einleitung

Travelling waves, kurz TW, sind spezielle Losungen partieller Differentialgleichungen im
eindimensionalen Raum. Sie kénnen dadurch charakterisiert werden, dafl sie in einem
gleichférmig bewegten Koordinatensystem ein zeitlich invariantes Profil aufweisen. In die-
ser Arbeit werden Fronten untersucht, welche spezielle TW-Losungen nichtlinearer para-
bolischer Differentialgleichungen des Typs

Up — Ugpe = fu) (1.1)

mit f(0) = f(1) = 0 sind. Diese Fronten haben die Eigenschaft, monoton zwei verschiedene
konstante “Zustande” zu verbinden, d.h. die Front ist eine Losung, fiir die u(oo) = 0 und
u(—o0) =1 ist.

Das Studium von Fronten ist fiir viele Anwendungen von Interesse. Die Fliissigkeitsmecha-
nik ist ein Forschungsgebiet, in dem die Dynamik von TW eine grofie Rolle spielt. Auch bei
der Modellierung von Phaseniibergéngen sind Fronten von zentraler Bedeutung. Weitere
Beispiele aus den Anwendungen sind in Evans [Eva72a] zu finden, der ein Modell zur
Nervenreizleitung untersucht. Aronson und Weinberger untersuchen [AW78] ein Modell aus
der Populationsdynamik, und schlieflich sei noch die Chemie bzw. physikalische Chemie
als Anwendungsgebiet der Reaktions-Diffusionsgleichung (1.1) erwéhnt.

Grundlegend zum Verstédndnis der Dynamik von solchen TW gehort die Stabilitét von
Fronten unter Stérungen, kann man doch davon ausgehen, daff kein in der Realitét beob-
achtbares Phinomen unter vollig storungsfreien Bedingungen vorkommt. Es ist daher zu
erwarten, dafl nur solche Wellen in der Natur zu sehen sind, die Stérungen schnell genug
ausklingen lassen.

Die Stabilitat einer gegeben TW unter Stérungen zu untersuchen, ist das zentrale Anliegen
der Arbeiten zum Beispiel von Alexander, Gardner und Jones [AGJ90], [AWTS], [EvaT2a],
Fife und McLeod [FM77], [Kir92], Kirchgéssner und Raugel [KR96], Sattinger [Sat76] und

vielen anderen mehr.

Die Problemstellung ist alt, und die in dieser Arbeit im Mittelpunkt stehende Gleichung
Up — Upy = U — U> (1.2)

wird nach einer Arbeit von Kolmogorov, Petrovski und Piskunov aus dem Jahre 1937
kurz KPP-Gleichung genannt. Es ist eine bekannte Tatsache, daf} die Gleichung (1.2) eine
TW-Losung uo(x + vt) mit der Wellengeschwindigkeit v, |y| > 2 besitzt. Diese Front
uo ist eine monotone Verbindung der Gleichgewichte v = 0 und v = 1. Hier und im
folgenden sei v < —2 gewahlt. Die Front verbindet dann die Gleichgewichte v = 1 fiir
v — —oo mit u = 0 fiir # — oco. Diese Front ug erfiillt die Gleichung vyujy — ufj = ug — ud,
und sie hat die Eigenschaften: uj < 0 und 0 < wg < 1 fiir alle + € IR. Aus einer
Analysis im Phasenraum erhdlt man auch das asymptotische Verhalten von wug. Durch
Einfithrung von bewegten Koordinaten, in denen die Front eine stationdre Losung ist, wird

die Differentialgleichung, die uo beschreibt, zu einer gew6hnlichen Differentialgleichung. wug
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ist eine heterokline Verbindung des Sattels ug = 1, u = 0 fiir + — —oo mit einem Knoten
uog = 0,uy = 0 fiir © — oo mit der Asymptotik

ug—1 ~ e fir z - —©

fir e — <.

Die im weiteren immer wieder vorkommenden Terme 4/ % + 1 werden mit o := /2 +4
und J := /7% — 4 abgekiirzt. Es gilt die Beziehung S}

4 4

Die Dynamik einer Stérung u in diesen bewegten Koordinaten relativ zu der Front ug kann
durch die Gleichung
U+ Yty — Upe = (1 —2ug)u — u?
U|t:0 = Uy

(1.3)

beschrieben werden. Hierbei wurde in (1.2) durch (x,t) — (x + +t,t) auf bewegte Koor-
dinaten transformiert, und wug durch ug + u ersetzt. Die Dynamik der Stérung u ist durch
(1.3) gegeben. Stabilitiat der Front wg liegt vor, wenn die Stérung mit der Zeit ausklingt.
Die Dynamik der Loésungen von (1.3) héngt eng mit der Wahl des zugrunde liegenden
Funktionenraums zusammen, indem eine Losung von (1.3) exisitiert.

Eine entscheidende Rolle in der Stabilitatsanalysis der Gleichung (1.3) spielt der lineare
Operator Lu = —ug, + Yuy + (2up — 1)u. Dessen Spektrum, bzw. die Lage des essenti-
ellen Spektrums in der komplexen Ebene, ist entscheidend fiir das Langzeitverhalten der
Losungen der linearen Gleichung w; — tyy + v, + (2ug— 1)u = 0, uli=o = Up. Dies bedeutet
mit anderen Worten: die Lage des Spektrums entscheidet dariiber, ob Stérungen mit der
Zeit ausklingen oder nicht. Die Lage des Spektrums héngt von der Wahl des zugrunde
liegenden Funktionenraums ab. Die Ableitung uj der Front 16st die Eigenwertgleichung
Lujy = 0, ist u}y in dem zugrunde liegenden Funktionenraum, so enthilt das Spektrum die

Null.

In [Sat76] fithrt die Verwendung von Gewichten zu einer Verschiebung des Spektrums und
zu Stabilitdtsresultaten im Raum stetiger, beschrankter Funktionen mit dem Gewicht 1 +
e~2%. Dieses wird auch in [Hen80], Kapitel 5 erlautert. Dort wird das essentielle Spektrum
auch in L? und in gewichteten LP-Raumen abgeschétzt. Das Verschieben des Spektrums
durch gewichtete R&ume hat allerdings zur Folge, daf§ die Eigenlosung uy zum Eigenwert
Null aus den Raumen, in denen man die Stérung sucht, unter Umstédnden ausgeschlossen
wird. Dies sieht man am exponentiellen Abklingverhalten von ujy ~ exp(3 + §)z fir @ —
—oo. Esist 2+ 5 > 0 und somit uj € L?(—o00,0) aber ez%ul ~ exp(y + $)x & LP(—00,0),

da v < —2. uj ist also nicht in einem Raum L? versehen mit dem Gewicht ez?,

In [AGJ90] wird im Raum beschrankter, gleichméflig stetiger Funktionen eine analytische
Funktion konstruiert, die als “Evans-Funktion” bezeichnet wird. Die Nullstellen dieser
Evans-Funktion sind die Eigenwerte des linearen Operators. Bei den dort behandelten
TW ist die Null im Spektrum des linearen Operators von (1.3). Der Rest des Spektrums
ist stabil und von der imagindren Achse wegbeschrinkt. Die Stabilitat, die in diesem



Zusammenhang gezeigt wird, 1afit die Konvergenz gegen eine verschobene TW zu, d.h.
Konvergenz wird formuliert in dem Sinne, daf} ein Phasenshift ¢ € IR existiert, so daf

|u(x,t) — uo(x + ¢)||co S(R) = 0 fiir t — oo.

Vor diesem Hintergrund zeigt [Kap92] in polynomial gewichteten Rdumen beschriankter,
gleichmifBig stetiger Funktionen die Stabilitat von TW.

Neuere Resultate von [EW92], [BKL92] und [Gal92] beruhen auf ganz anderen Methoden.
[EW92] zeigen Stabilitdt von reellen Fronten in Ginzburg-Landau Systemen unter komple-
xen Storungen unter Verwendung eines Liapunov-Funktionals in gewichteten LP-Réumen.
Der Zugang von Bricmont, Kupiainen und Lin, und darauf aufbauend von Galley, geht iiber
das geschickte Ausnutzen von Skalierungsinvarianzen der parabolischen Gleichung. Galley
verwendet diese Technik, um die Stabilitat der Front der KPP-Gleichung mit langsamster
Geschwindigkeit v = —2 zu zeigen.

Die durch Kirchgassner in [Kir92] eingefithrte “Eichtransformation” behandelt - stellver-
tretend fiir die Stabilitdtsanalyse von Fronten - die KPP-Gleichung. Ausgehend von der
Gleichung fiir die Stérungen u(x,t) von g in bewegten Koordinaten, also (1.3), wird eine
Transformation u(z,t) = Z(x)v(x,t) gesucht, die den Term v, wegtransformiert. Dies ge-
schieht im Sinne der Floquet-Theorie und fithrt auf den speziellen Stérungsansatz wg+ugV,
welcher letztendlich nach einer geeigneten Transformation das Gewicht e2? fiir die KPP-
Gleichung zur Folge hat. Die Wahl der Stérung in der Form wug + e2%u wurde bereits in
[Sat76] getroffen. Die durch diese Eichtransformation entstandene Eichform

bx 1172
V|t:0 - %
mit b(x) = —ule” 3% ist in geeignet gewichteten Raumen ein 1osbares Cauchy-Problem. Die

Gewichte werden durch den Operator —V,, — %V; = —b% (bz‘/;)x und die Nichtlinearitat
festgelegt. In [Kir92] wird gezeigt, dafl in L*(b) N L?(u})) eine Losung des Cauchy-Problems

(1.4) existiert, welche exponentiell schnell in der Zeit abklingt.

In dieser Arbeit wird speziell die Stérung in der Form e3%u gewahlt. Dies hat zur Folge,

daf} die Storung die Gleichung

_I_ bxx _ g 2
Ut Urx b u = ez U (15)
U|t:0 = U
mit b(z) = —ube” 2%, und damit mit b“fT“f = (2uop + i—2), erfilllt. Gleichung (1.5) wird in

der vorliegenden Arbeit untersucht. Zunéchst wird die lokale Existenz von Loésungen der
Gleichung (1.5) in X' = H'(IR) N H'(e2*) gezeigt. Diese Losungen existieren global in der
Zeit und klingen exponentiell schnell ab.

Der zu (1.5) gehorende lineare Operator besitzt asymptotisch konstante Koeffizienten.
[Kir92] verwendet diese Eigenschaft, um eine explizite Darstellung einer Losung zu be-
stimmen, die eine Gleichung vom Typ (1.5) mit konstanten Koeflizienten 16st. Die in
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[Kir92] verwendete Methode zur expliziten Darstellung der Losungen dieser asymptoti-
schen Eichform ist die Laplace-Transformation in der Zeit.

Ausgehend von [Kir92] wird auch in dieser Arbeit mit der Laplace-Transformation beziiglich
der Zeit gearbeitet. Fiir die volle lineare Gleichung (1.5) wird mittels asymptotischer Me-
thoden eine parameterabhéngige Greensche Funktion konstruiert. Dieser Parameter re-
préasentiert die Laplace-transformierte Zeit. Die in Kapitel 3 erzielten Resultate schlieflen
die Liicke zwischen der in [Kir92] mit Hilfe von Maximumprinzipien gezeigten Langzeita-
symptotik und der dort explizit fiir die asymptotische Eichform gezeigten Langzeitasym-
ptotik in dem Sinne, daff die Methode eine parameterabhdngige Greensche Funktion zu
konstruieren eine explizite Darstellung der Losung erlaubt. Der in der vorliegenden Arbeit
konstruierte Greensche Integraloperator wird in L? sowie auch gewichteten LP-R&umen
abgeschitzt. Die Ergebnisse sind in Ubereinstimmung mit den Resultaten aus [Kir92] und
[Sat76]. Die Tauberasymptotik stellt eine Bezichung zwischen dem Verhalten der Laplace-
transformierten Losungen in der Nidhe von Singularitédten und dem Verhalten der Lésungen
der Eichform fiir ¢ — oo her. Die Langzeitasymptotik wird mit Taubersétzen bestimmt
und bietet eine gute Basis zur Untersuchung der Langzeitasymptotik in Abhéngigkeit der
zugrunde liegenden Funktionenrdume.

Zudem kommen diese Untersuchungen ohne die Verwendung eines Maximumprinzips aus,
und die Ergebnisse aus [Kir92] fiir die L>-Norm der Stérungen, die dort mit Hilfe eines
Maximumprinzips erreicht werden, werden hier mit allgemeingiiltigen Methoden verifi-
ziert. Die in dieser Arbeit konstruierte Greensche Funktion basiert auf der Theorie der
gewohnlichen Differentialgleichungen und kann damit auf allgemeinere Situationen, z.B.
Systeme, angewandt werden.

Die lokale Existenz von Losungen der nichtlinearen Gleichung (1.5) mit einem spezifischen
zeitlichen Abklingen kann mit einem Fixpunktargument in geeignet gewichteten Raumen
gezeigt werden. Dies fithrt auf das Ergebnis

2
By

e T . 3
||u(-,t)||Xoo~W||Uo||X1 fiir t = 00, B =14/7%—4, I<1
oder ,
ful- )~ e it 00, 60,2 > 1.
Es ist % = 74—2 — 1 fest. Dieses 3 ist optimal und kann nicht verbessert werden. Das

Mitfithren der algebraischen Terme ist somit sinnvoll, wahrend beim Abklingen der Form
u( -, )|l xe ~ e =0 Up||x1 nur § > 0 gefordert wird. Dieses Ergebnis ist somit un-
scharf und macht ein Mitfithren der algebraischen Terme iiberfliissig. Es existiert also eine
Konstante ¢ > 0, so daf}

||u( ) 7t)||X°° ~ e_atHUoHXl, fir t — oo

woraus ein exponentielles Abklingen der Stérungen folgt, sofern die Anfangsstérung Uy
aus X' = H'(IR) N H'(e2?) ist. Die Norm, in der u(z,t) gemessen wird, ist durch X =
L>(IR)NL>(e3%) gegeben und bedeutet e3%u € L®(—o0,0) und u € L>(0,00), da v < —2
vorausgesetzt wurde.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel sollen einige grundlegende Fakten aus der Theorie der partiellen Dif-
ferentialgleichungen, der Funktionalanalysis sowie der Laplace-Transformationen bereitge-
stellt werden. Die Terminologie stimmt {iberein mit [Hen80], [HP57], [Yos80] oder anderen
Standardwerken der partiellen Differentialgleichungen bzw. Funktionalanalysis. Des wei-
teren beinhaltet dieses Kapitel die lokale Existenz von Losungen der Eichform sowie erste
Abschatzungen der Langzeitasymptotik dieser Losungen.

Man betrachte die Eichform

bx _ 1172
V|t:0 - %

welche die Dynamik der Storungen einer Front ug beschreibt, und die durch die in [Kir92]
vorgestellte Eichtransformation aus der zu untersuchenden gestérten KPP-Gleichung her-
vorgeht. Es ist b(x) = —uje 2%

Gleichung (2.1) kann durch die Transformation bV +— u umgeschrieben werden zu

bl’l’
Ut — Ugy —I_ Tu — _G%xuz 7 (22)
U|t:0 = Up
wobei 2 e — = 2ug —|— , mit i—2 = 74—2 — 1.

Es sei (2.2) als leferentialgleichung in einem Funktionenraum formal dargestellt als
u+Au = NL(u)

o (2.3)

U |t:0
Hierbei ist

bxx 2

und die Nichtlinearitat wird mit

NL(u) = —e7y?
abgekiirzt.
Fiir (2.3) laBt sich formal eine Losung durch
ult) = -%%f+/’ A=) N L(w)(s)ds

reprisentieren. Es wird hierbei ¢4 als die (Losungs-)Halbgruppe mit dem infinitesimalen
Generator — A bezeichnet. Das Ziel dieses Kapitels ist es, das zeitliche Abklingen der Halb-
gruppe abzuschétzen, die Langzeitasymptotik der Halbgruppe in dem zugrunde gelegten
Funktionenraum abzuschétzen und schlielich mit der oben aufgefithrten “Variation der
Konstanten Formel” die Langzeitasymptotik der Eichform (2.2) zu bestimmen. Die Me-
thode bedarf natiirlich einer Rechtfertigung, insbesondere miissen Réume und Abbildungen
préazisiert werden.
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2.1 Der Operator A

Es seien zunédchst einige verwendete Definitionen und Sétze aus Henry, [Hen80] zitiert, die
den folgenden Ausfithrungen zugrunde liegen. Diese tragen dieselben Numerierungen wie

im Buch von [Hen80].

Definition 1.3.1, [Hen80] Ein linearer Operator A in einem Banachraum Y heifit sek-
toriell, wenn er abgeschlossen ist und dichten Definitionsbereich D(A) C Y hat. Seine
Resolvente erfiille die folgenden Bedingungen: Es existiere ein Winkel 8 € (0,%) und eine
Konstante M > 1, sowie ein a € IR, so daf$ der Sektor

Seo={AeC | O<]arg(A—a)|<m, XA#a}

in der Resolventenmenge p(A) von A enthalten ist, und dort die Abschitzung

M
A — d

(A=A~ <

fiir alle X € Sq g gilt.

Bemerkungen: Die Winkeltfinung des Sektors S ¢ 1st 27 — 26 > 7. Ist A ein nach unten
beschréankter selbstadjungierter, dicht definierter Operator in einem Hilbertraum, so ist A
sektoriell.

Satz 1.3.4, [Hen80] Sei A cin sektorieller Operator. Dann ist —A der infinitesimale
Generator einer analytischen Halbgruppe {e=*'},>9. Diese besitzt die Darstellung

1
— At —1 At
=— /(A +A d\
‘ 2m /F( +A) e
mit einem Integrationsweg , C p(—A) C C, wobei fir A € , : arg A — +6 fir |\| — +oo
mit einem Winkel § € (3, 7) gilt.

Es ist %e‘Aty = —Ae Ay fiir jedes y € Y und fiir t > 0.

Bezeichnungen: Mit o(A) wird das Spektrum eines Operators, dies ist die Vereinigung
von Punkt-, kontinuierlichem und Residualspektrum, bezeichnet. Hierbei ist o,(A) das
Punktspektrum. o.(A) ist das wesentliche Spektrum, d.h. Vereinigung von kontinuierli-
chem und Residualspektrum. Die Resolventenmenge wird mit p(A) bezeichnet. Es ist
p(A) = C\(o. U o,). Wird im weiteren Text “ Reo(A) > C 7, C € IR verwendet, so
bedeutet dies: fiir alle A € o(A) C C gilt Re A > C.

Zur Untersuchung des wesentlichen Spektrums eines gewohnlichen Differentialoperators
mit asymptotisch konstanten Koeffizienten kann Kap. 5, Appendix, S. 136 ff. aus [Hen80]
herangezogen werden.

Beispiel, [Hen80], S. 140. Sei —A = u,,+a(x)u, +b(x)u, —oo < & < oo mit a(x) — a4
fiir @ — oo, a(x) = a— fir v — —oo, b(x) — by fiir x — oo, b(x) — b_ fiir x — —o0, ay,
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by Konstanten in IR. Dann gilt fiir das wesentliche Spektrum o.(A) in LP(R), 1 <p < o0
oder CJ(IR) oder Cp,,;(IR):

2
ae(A)C{)\EG | Re)\—%z—bi}.

Falls ay =0 ist o.(A) C{Ae€C | ReA>—by,ImA=0}.

Man betrachte den linearen Operator A, der in Gleichung (2.2) formal eingefiihrt wurde.

32
Au = —ug, + (2u0 + I) u. (2.4)

Dieser ist selbstadjungiert in L*(IR) mit D(A4) = H*(IR) und positiv, sieche Lemma 2.1. Er
ist somit sektoriell in dem Sektor S s

7¢7 %
e~ deren infinitesimaler Generator —A ist. Aus der Darstellung der Halbgruppe und der
Abschatzung

> ¢ > 0 und erzeugt eine analytische Halbgruppe

M
A A Memom < —s

sowie einem geeignet gewahlten Weg , in der komplexen Ebene in der Resolventenmenge
p(—A) mit arg A\ — £0 fiir |\| — oo, 8 € (5, 7), folgt

- il
e AtHL?(]R)—w?(]R) < Cem 7t

Das Spektrum von A kann wie folgt beschrieben werden: falls das Punktspektrum o,(A)
nicht leer ist, so sind alle Eigenwerte reell und > i—2. Fiir das wesentliche Spektrum o, gilt
[Hen80], o, C [%2, oo) und damit auch fiir die Resolventenmenge p(A) = C\(c. U 0,) D
(D\[B;, o0). Dieses gilt im tibrigen in LP(IR), 1 < p < oo und CP(IR) und laBt also dort auf
ein exponentielles Abklingen der Losungen geméafl [Hen80], [Sat76] schlieflen.

Die Nichtlinearitat N L(u) = —e2%y?2, die bisher noch nicht beriicksichtigt wurde, enthalt
auBer dem Term u? noch den Term e2®. Wie spiter noch gezeigt wird, geniigt es auf-
grund von N L(u) nicht, diesen Operator alleine in L?(IR) zu betrachten. Um lokale Exi-
stenz zeigen zu koénnen, mufl ein Gewicht im Raum eingefithrt werden, siehe Kapitel 2.2.
Dies fithrt auf den Raum L?(IR) N L%(e2%), wobei L*(ezz) = {u € L} | fg u?e’® < oo},

loc
full g 3, = U w?e07d) 2

Bezeichnungen: Es werden als Abkiirzungen fiir die hier verwendeten Funktionenraume
in Zukunft die Bezeichnungen

XY = L*R)NL*e
X' = HY(R)NnH'Y(e
X?* = H*(IR)N H*(ez"),
X = L¥(R)NL>(e
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] > 5T 5T l/p
benutzt, wobei LP(e2%) = {u € L} | ez*u € LP(IR)}, ||u||Lp(€%z) = (f]R jue |p) H
||u||L°°(e%z) = esssup, g |uez”|. Die Sobolevraume sind entsprechend definiert durch

Ty Yz 8% ; Lz d'u 1/2
HY(e37) = {u € HE| 3725 € L(R), 0 < i < BY, Jullyuzo) = (S5 16522 agmy) "
Zunéchst noch einige Bemerkungen zum wesentlichen Spektrum von Operatoren, die bei
der Behandlung der Stabilitdt von Fronten auftreten. Das zu betrachtende Problem ist die
Stabilitat der Front wug, die eine TW-Losung der KPP-Gleichung (1.2)

2
Up — Ugy = U — U

ist.
Ein Standard Stérungsansatz wg — ug + w fithrt auf die Gleichung

Wy — Wey + YWy = (1 — 2up)w — w? . (2.5)
Da 0 < wo(z) < 1, limyyeoto = 0, lim,, oo up = 1, hat der zu der Gleichung (2.5)

gehorende lineare Operator —w,, +yw, + (2ug—1)w in LP(IR) folgende Spektraleigenschaft
[Hen80] ([Sat76] im CP(IR)):

Fiir das wesentliche Spektrum gilt: oo C {A € C | Re X — (In;—;‘ﬁ > 41}, minReo, =
min(—1,1) = —1, in L”(IR), 1 < p < oo und in C(RR).

C

12—
1 \\

_ Im \)?2
g C{A e C|ReA - > 1}

Abbildung 1

Somit liegt ein Teil des wesentlichen Spektrums in der linken Halbebene {A € C|Re A < 0}.
AuBlerdem ist 0 ein Eigenwert zur Eigenlosung ug, denn

n

0 = —uy + yugy + 2uguy — ug = Aug .

Dies hat zur Folge, daf die Front ug nicht in einem strikten Sinne in LP(IR) stabil ist. Aus
diesen Bemerkungen zu (2.5) folgt, dafl man, um Stabilitdt zu erzielen, versuchen muf}, mit
dem Teil des Spektrums, der nicht strikt in der rechten Halbebene liegt, fertig zu werden.

Sattinger wahlt den Weg, ein exponentielles Gewicht einzufithren, um das Spektrum in die
rechte Halbebene zu verschieben. Im Falle [Sat76] fithrt dies dann auf den Operator

ﬁZ
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welcher positiv ist. Sein Spektrum liegt strikt in der rechten Halbebene fiir |y| > 2. Die
Forderungen in [Sat76] an das Gewicht, das dort als 1 + e~3% gewahlt ist, sind zunichst
einmal, dafl das Gewicht eine glatte Funktion sein soll, die gréfler als 1 ist. Setzt man
W = e~ 7%w in die Gleichung (2.5) ein, dann wird der Term 75% wegtransformiert und das
Spektrum verschoben. Dies wird in [KR96] erlautert. In Kapitel 5.3 dieser Arbeit wird die
Auswirkung der Wahl eines exponentiellen Gewichtes dargestellt.

Geht man zuriick zu der Herkunft der Eichform, so ist diese aus der speziellen Transforma-
tion ug — ug+ugy V hervorgegangen, wobei ug die Frontlosung der KPP-Gleichung ist. Da
b(x) = —u6€_%x kann man die Transformation auf die Eichform auch als ug — wg + bez*V
auffassen, und unter Beriicksichtigung der Tatsache, dafl vorher schon vereinfachend bV
durch u ersetzt wurde, entspricht die Eichform also dem linearen Operator, der ent-
steht, wenn man einen Stérungsansatz fir die Front der KPP-Gleichung in der Form
U — g + e3%u macht. u erfiillt dann die Gleichung (2.2).

Die Auswirkung dieser speziellen Darstellung der Stérung sieht man am Vergleich des we-
sentlichen Spektrums von (2.4) und (2.5). Der Stérungsansatz mit ug + €%y transformiert
den Term 76% weg und verschiebt das Spektrum. Zudem wird die Eigenlésung uj zum
Eigenwert Null aus dem Raum L2(e¢2%) N L*(IR), in dem der Operator untersucht wird,
ausgeschlossen. In diesem Raum existiert lokal eine Losung der Gleichung (2.2), siehe
Kapitel 2.2.

Bei der Herleitung der Eichform (2.1) ist der Zugang systematisch. In [Kir92] wird fiir
den Linearteil der KPP-Gleichung fiir die gestorte Front (2.5) eine glatte Transformation
Z : IR — GL(2) gesucht, die den Linearteil der Gleichung in einen “konstanten” Linearteil
abbildet, so dafl die Transformation die Information der Koeffizienten des Operators tragt.
Dieser Ansatz ist im Sinne der Floquet-Theorie zu verstehen und liefert eine Darstellung
der Storung, aus der sich Stabilitét folgern 1afit. Bei der so entstandenen Eichform erfor-
dert der lineare Operator keine Gewichte mehr, da er schon positiv ist, und kein Teil des
Spektrums in der negativen Halbebene liegt, wie man aus (2.4) sehen kann. Hier ist es die
Nichtlinearitat, die andere Gewichte im Raum fordert als der lineare Operator. Dies wird
in Abschnitt 2.2 bei der Klarung der Frage nach der Existenz von Lésungen noch genauer
ausgefithrt werden und fithrt, durch die Verwendung eines Gewichtes, auf einen noch zu
untersuchenden Operator A.:

2

A = —Uge — YUy + (2u0 + %) u. (2.6)

Will man die Eichform (2.2) behandeln, so muf der lineare Operator A aus (2.4) untersucht
werden, und zwar sowohl in L?(IR) als auch, durch die Nichtlinearitit bedingt, in L2(e? z).

Fiir den Operator Aju = —uze — yuy + (2up + i—2)u gilt in dem mit dem Gewicht e3®

nl
versehenen Raum L?(e2"):

1 " 32 0
Au=——("u,), + (2u0 + I) u= Au— Yot (2.7)
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Lemma 2.1 A u ist selbstadjungiert in L*(ez*) mit D(A,) = H*(e2?).
Beweis:

Es sei mit ( -, - ), das Skalarprodukt in L?(e2?) bezeichnet. D(A.) ist dicht in L?(e2%),
da Cg° dicht in L*(IR). Ayu = —=5 (" u,), + (2uo + 54—2)11 ist symmetrisch, da (A, u, v)., =

(u, Av), fir alle u, v € D(A,). Dies folgt aus partieller Integration. Die auftretenden
Randterme " u,(z)o(x)|®, und e’ u(x)v,(x)|>,, sind Null fir u, v € D(A,), da

Tn d Tn
x, 2 x, 2 _ 2 x 2 x 2
| u(x,)—€e"u (2 )] = | / o (u (x)e” )d:li| < / (2uux + |y|u ) dx < C(’y)||u||H1(e%$)

gilt. Fiir jede Cauchyfolge {z,}, |z, — xm| < € ist |u?(z,) — € u?(zn)| < Ce.
limy 400 €2%u(x) existiert und muB gleich Null sein, da u € L*(e2*). Genauso folgt
le u?] < C||u||12q2( 3oy Also ist lim, s 400 € u,(z)o(2) = 0.

A, ist abgeschlossen in D(A,). Sei u,, — 0 eine Nullfolge in D(A,), Ayu, — v. Es ist

(A tp, U )y > %Hunﬂfy( 32, > 0. Sei v € D(A,), p >0, dann ist

32 . . .
ZHun + pU||L2(]R) < <A'y(un + pv)v (un + pv)>’Y =

= Re (<Avun7 Un)y + D{A U, D)y + P{ALD, Un )y + PP (AL, ﬁ>v) :
Fiir n — oo folgt

3o N -
ZPHUH;(S%z) < Re(v,0), + p(4,0,0), .
Fir p — 0 folgt 0 < Re(v,0), fiir alle & € D(A,). Hieraus folgt v = 0, denn aus der
Annahme v # 0 ergibt sich mit © = —v ein Widerspruch. Da D(A,) dicht in L?(ez*) folgt
v =0in L*(e3).

Ein abgeschlossener und symmetrischer Operator ist selbstadjungiert genau dann, wenn
Ker(AZ 1) = 0, Satz 3.16, [Kat66], S. 271. A, ist symmetrisch und D(A,) C D(AZ). Sei
(As £ )u = 0 und u € D(AZ). Sei ¢ eine glatte Testfunktion mit ¢(x) = 1 fiir [z < r,
ox) = 0 fir || > R,R > r und |¢/(2)] < M fiir + € IR. Setzt man v = ¢u, so ist
v € D(A,), und es gilt

(A £i)v = (A Fi)v = pATu — ¢"u — 26"’ — 2y u Fidu = —¢"u — 26" — 2yd'u Fidu.

Es ist
(A, £0)v,v), = —/qb”uqbﬂe”dx — Q/Qb’u’qbﬂewdx —’y/qb’uqbﬂe”dx + i/qbzuﬂewdx
R R R R

— /¢/2|u|2€7xdx + /qb/qb(uﬂ’ _ u’ﬂ)ewdl‘ + Z||¢U||z2( %z)7
R R
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wie aus partieller Integration folgt. Da der Term (uu' — u'u) + z||qbu||z2 32, rein imaginar
ist, ist (Ayv,v), = [fr&?*|ul*edz. Andererseits gilt (4,v,v), > %HUHB(]R). Es folgt
hieraus

2
ﬁ—/ ¢2|u|267xd:1;§/ &*|lulfed .
4 Jr R

Verwendet man die Eigenschaften der Testfunktion ¢, so ist

5
|u|2 e < M lu|*e"d .
4 |z|>r

Fithrt man den Grenziibergang r — oo durch, so folgt ||u||z>(r) = 0 fiir u € D(AZ). m

Lemma 2.2 Der Operator —A = uz, — (2ug + 8 )u erzeugt eine analytische Halbgruppe
{750 in XO 1= L} (R) N L*(e3®). Zudem gilt
1
At = /()\ AN

i

wobet , ein Weg in p(—A) C C mit arg A\ — +8 fiir |\| — oo fiir A € , , mit einem Winkel
6 aus dem Intervall (3, 7).

Beweis:
Nach Satz 1.3.4, [Hen80] geniigt es zu zeigen, dafi A ein sektorieller Operator in X ist.

A ist selbstadjungiert und positiv in L*(IR) mit D(A) = H*(IR) und damit sektoriell. Der
Sektor ist durch Sii@ ={deC|¢ < |arg(A — %)| <m A# %, ¢ > 0} gegeben.

Es ist weiterhin zu zeigen, daffi A in Lz(e%x) sektoriell ist. Es werden die in Definition
1.3.1, [Hen80] fiir sektorielle Operatoren geforderten Eigenschaften nachgepriift:

A, ist selbstadjungiert und positiv in L?(e2*) und somit abgeschlossen. A ist in L?(e2%)
eine Stérung des abgeschlossenen Operators A, mit dem Term ’y;—x. A=A, + ’y;—x ist in
L?(e2*) abgeschlossen, wenn ’y;—x “A., -beschrankt” ist im Sinne von [Kat66], S. 190 ff.,
Theorem 1.1. Der Operator ’y;—x heift A, -beschrénkt, wenn es Konstanten ¢;, ¢; > 0,

¢z < 1 gibt mit
0
gl ey < erllul s

fiir alle u € D(A,). Esist D(A4,) C D(v2). Die Abschatzung (2.8) wird durch [Kat66],
Example 1.6, S.191 ff. gewidhrleistet, kann aber auch direkt gezeigt werden:

el Al (2.8)

0
||ul’||22(€%z) = /_OO ux . uxe’yxdw = uuxe’yx

io —/ (Upe + YUz )ue’de

— 0

S ||u9595 —I_ 7u95||L2( §$)||u||L2(€%$) :

Hierbei wurde verwendet, dafi u € D(A,) = Hz(e%x), und somit lim, 4. uuge?™ = 0.
Weiterhin ist fur & > 0

1/2 1/2

ltell ooy < ot + el -l

(e2%) — )
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1 2 2

I+
1 /1 32
< —@—vAw+«mm+zmmm@%fwwa@%J
1 o
< —~5 - T i .
< ||A7 ull oo, + (% S +k) el 3
Hieraus folgt (2.8) fir & >

definierter Operator in L*(e 3
Differentiationsordnung ist.

1/2 L 1/2
DA L

e2

=

A=A + ’y;—x ist somit ein abgeschlossener und dicht

&l\)

), da A eine Storung von A, mit einem Term niedrigerer

Schliefllich schatzt man noch die Resolvente von A in Lz(e%x) ab:

Bildet man das Skalarprodukt ( -, - ) von
0
(AV + ’)/a—x - )\Id)u = f

mit u € D(A,) C L*(e2™), wobei A € € und L?(e?%) mit der natiirlichen Komplexifizierung
versehen sei, dann erhalt man

(oo )

Nach Trennung in Imagindr- und Realteil ergibt sich fiir den Imaginérteil

Im /]R yugue"dr — Im )\||u||z2(e%$) = Im (f,u)
— A, g, < (Al [ /]waaewdﬂ
< al al al ol .
— ||u||L2(e7z)||f||L2(67z) —I_ |7|||u||L2(€§z)||ux||L2(€§z)
Der Realteil ist

(A u,u) + Re / yuzie dr — Re )\||u||z2( 3oy = Re(f,u) .
R e2

Weiterhin
el 3o+ | (2u0+ﬁ ) uPe” + Re [ quguede + (~ReM)[ul?, 5. =Re{f.u).
Die unterstrichenen Terme werden mit

1 2 1 2 oy 72 2 1 2

el gy + 5l ey + Re [ yuwaermde > =Tl o+ S, g

abgeschétzt. Es folgt

1 2 3
Sl g+ (=2 2 Red) g < Ml 3,
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woraus die Resolventenabschatzung

C
RO A < —
1RO A <

in einem Sektor A € {A € C| —ReA—1— % + 2[Im A| > 0} folgt. A ist abgeschlossen
in L*(IR) und in L*(e2%), also ist A auch abgeschlossen in X°. A erfiillt in L*(IR) eine

Resolventenabschatzung ||R(A, A)|| < % in dem Sektor {A € C| —ReX+ % + 2[Im A| >

0} Oo{deC|] —Rex—-1-— g + LImA| > 0}. Diese Resolventenabschitzung gilt also
auch in X° in dem Sektor {A € C| —ReA —1— g + 2/Im A| > 0}. Nach [Hen80] ist also
A ein sektorieller Operator in X° und erzeugt somit eine analytische Halbgruppe mit den
oben genannten Eigenschaften. m

Bemerkungen: Man hitte statt X° = L?*(IR) N L%(e3%) auch den Raum L2(1 + e3%)
wahlen koénnen. Auch hier wird von —A eine analytische Halbgruppe erzeugt, da A ein
sektorieller Operator ist. Dieser Raum ist isomorph zu X°. Dieses Gewicht wird in [Sat76]
verwendet, um das Spektrum zu stabilisieren. Allerdings ist dort der zugrunde liegende
Funktionenraum CJ. Dies hat zur Konsequenz, dafi die dort gezeigte Stabilitit in dem
Sinne zu verstehen ist, daf ein ¢ € IR existiert, so daf§ ||u(x,t) — uo(x + C)Hcg — 0 fir
t — oo. Dies wird als asymptotisch orbitale Stabilitdt mit einem Shift ¢ € IR bezeichnet.

2.2 Lokale Existenz von Lo6sungen der nichtlinearen Eichform
und a priori Abschitzungen in X°

Um die lokale Existenz einer Losung der Eichform (2.2)

b 5
Up — Upy + %u = —ez%?
U|t:0 = Uy

in X% zu zeigen, soll Satz 3.3.3 aus [Hen80] verwendet werden.

Satz 3.3.3, [Hen80] Betrachte ‘fi—f + Aw = f(t,w), w(t =tg) = wo. Sei A ein sektorieller
Operator in einem Banachraum Z. Set 0 < a < 1, und U C IR x Z° offen, mit Z* =
D((A+ ald)?), a € IR geeignet.

Essei f :U — Z lokal Holder-stetig int und lokal Lipschitz-stetig in w, d.h. zu (t1,w1) € U
existiere eine Umgebung V- C U von (t1,wy) derart, daf fir alle (t3,ws) € V und (t3,ws) €
V gilt || f(t2,w02) — fts,ws)||xo < L(|tz —t3]° + ||y —w3||z4), fiir Konstanten L > 0, § > 0.
Unter diesen Voraussetzungen gibt es zu jedem (to,wo) € U eine Zeit T = T (to, wo) > 0,
so dafs ‘fi—f + Aw = f(t,w) eine eindeutige Losung w in (to,to + T) mit dem Anfangswert
w(t =tg) = wo besitzt.

Es gilt weiterhin die Frage zu beantworten, welche Abbildung die Nichtlinearitat N L(u) =
—ez%y? stiftet.
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Lemma 2.3 NL(u) = —ez%u? : X' — X© ist stetig. Es gilt
7 xo < M) lulfr wnd e u?|x1 < M'(9)]Ju 5 (2.9)
mit positiven reellen Konstanten M(v) und M'(y).

Beweis:

Es 1st

ue = 2 [ wwt@ag <2 ([ jupd) ([ i)

< [t [t < ullpmy

woraus folgt, daf} ||ulee < ||ulli. Somit ist fiir jedes u € H'(IR) dieses u auch in L>(IR).
Dieses mufl man jetzt noch fiir den Raum, der mit dem exponentiellen Gewicht versehen
ist, nachrechnen. Dies ergibt

(Eu(@)P] < (1 + b2l 5o

und fiir die Nichtlinearitat

e u(e) - u(z)| = ‘/ i(e%xu-u)

—00 dl’

</

|7| Xy Ty
< (IHe? ullZory + 2l wllzory + e TuellZomy | < CO)Jullxa

Damit gilt also: ist u € X', so ist u € L®(IR)Ne?%u € L™ = X, Hieraus folgt (2.9) mit
le7*w?|x1 < C'(9)|fullxeo[fullxe < M(y)[[ul%s. Hieraus folgt [lez*u?||xo < M(3)[[ull%:.

Da die Nichtlinearitét ein Polynom ist, ist sie sogar eine analytische Abbildung von X1 —
X? bzw. X' = X' und damit Lipschitz-stetig. m

Dies gilt jedoch nur in X° und nicht in L*(IR) allein. Das erklért, wie schon in Paragraph 2.1
angedeutet, warum es nicht geniigt, nur in L?(IR) zu arbeiten, obwohl der lineare Operator
A sehr wohl in L*(IR) behandelt werden kann, und auch das Spektrum die gewiinschten
Eigenschaften hétte.

Insbesondere ist NL(u) lokal Lipschitz-stetig in w und nicht explizit von ¢ abhingig.
Hieraus folgt die Existenz nach [Hen80]:

Satz 2.4 Es sei Au = —uy, + (2ug + %)u, NL(u) = —e3*u?, dann existiert zu jeder
Anfangsbedingung Uy € X' eine Zeit T = T(Up) > 0, so dafi die Eichform

2

Ut — Ugy + (2u0 + %) U = NL(U)7 u|t:0 = UO

eine eindeutige Losung u(x,t) in (0,T) besitzt mit u(x,0) = Up.
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Beweis:

Die Aussage folgt aus Satz 3.3.3 [Hen80]. Nach Lemma 2.2 ist A ein sektorieller Operator
in X% Nach Lemma 2.3 ist NL(u) : & — X analytisch, wobei &/ C X' offen. Also ist
NL(u) lokal Lipschitz-stetig in v € . =

Es wird hier per Definition 3.3.1, [Hen80] unter einer Losung u des Anfangswertproblems
(2.2) auf dem Zeitintervall [0,7') die stetige Funktion u : [0,7) — X° mit u|,=o = U
verstanden. Es gilt fiir diese Losung fiir ¢ € (0,7), daB v € U C X', u € D(A) = X? und
‘fi—it‘ € C°((0,T), X°) ist. u erfiillt die Differentialgleichung (2.2) in (0, ¢). Zusatzlich hat man
noch folgende Regularitit der Losung: Fiir eine Anfangsbedingung aus X*' ist die Lésung
in X? = D(A) fiir t > 0. Hieraus folgt mit den Sobolevschen Einbettungssitzen, daff die
Losung auch stetig in « ist. Dies wird spéter fiir die Abschétzung der Langzeitasymptotik
verwendet.

Lemma 3.3.2, [Hen80] gewahrleistet die Giiltigkeit der Darstellung der Losung als Losung
der “Variation der Konstanten” Formel, d.h. ist v Losung der Differentialgleichung (2.2),
dann ist u darstellbar als Losung der Gleichung

u(z,t) = —AtU0+/ A=) N L (u(s))ds .

Dieser Existenzsatz 2.4 liefert zunédchst nur die Existenz einer Losung auf einem Zeitinter-
vall bis zur Zeit T'. Die Existenz fiir alle Zeiten wird aus den nun folgenden Abschitzungen
der linearen Halbgruppe e~4! folgen.

Mit Hilfe von Energieabschitzungen kann in X° a priori die Langzeitasymptotik der linea-
ren Gleichung abgeschitzt werden. Die zu untersuchende Gleichung ist

3?
Up — Upy + (QUO—I-Z)U = 0
U|t:0 = Uo,

wobei die gesuchte Abschétzung in X° = L*(IR) N L?(e2*) gelten soll. Eine einfache
Uberlegung liefert im L*(IR) die Gleichung

62
thH ||2+||ux||2‘|‘/(2U0—|- 1 u2:07

indem man die Differentialgleichung mit u multipliziert und {iber IR integriert. Unter
Verwendung von ug(x) > 0 fiir alle # € IR erhélt man folgende Ungleichung, aus der sich
direkt die Losung der linearen Gleichung abschitzen 1&8t:

L e + 2
2 q¢ IR

IA

7 el 0

Yl
||U||L2(1R) < T Ul 2wy

_ _8
lull2gry = le™ Uollrzary < ¢ | Uollr2qm) - (2.10)
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Im L%(e7%) gilt:

bxl’
up — e (€ Uy ) + YU, + U= 0

U|t:0 == UO .

Multipliziert man obige Gleichung mit € u und integriert, so erhdlt man

2
2 % ﬁ_ 2 _~vx —
2dt|| || 3 + ||ux||L2(e%z) —I—]P[’yuuxe dx —I—]P[ (2u0 + 1 ) u“e 0.

Das Integral mit dem Term wu, ist nicht notwendigerweise positiv. Durch quadratisches

Ergénzen unter der Verwendung von % = i—2 + 1, 148t sich obige Gleichung umschreiben

zu
2
_ 2 e 1 ~yT —
Slulz,, ﬂ+}zchm e dx+gz<ux+ifg Oy = 0,

woraus sofort

s 5o, + (20— e < 0
2dt ) s

folgt. Da (2ug — 1)(x) Werte zwischen —1 und 1 annimmt, mufl man diesen Term jetzt
geeignet behandeln, siche [KR96]. Zu jedem § > 0 gibt es ein 29 € IR mit 2ug —1 > 1 -1,
fiir —oo < & < xg, woraus die Ungleichung

Sl e+ (=) [ e < [T 2ot

und des weiteren

Nl ey + (1= 0) [ < [T 2041 S
R o

<0

< OO ullzz
_2
< C(&)e™ e = |2 m)
folgt. Schreibt man dies als Integralgleichung um, so ergibt sich

t 2
a“ﬁﬂm&z1z+cwwWW%mwm/eﬂPW“%i%@
L2(e2?) 0

el 50y <

IA

/ - /3
C'8) (NG, 4oy + €T W0l )

bzw.

€Tl ey < C0) (O 4 ) [ Tho (2.11)

Aus diesen Energieabschitzungen (2.10), (2.11) kann jetzt direkt die Langzeitasymptotik
der Halbgruppe e~4! abgelesen werden.



2.2 Lokale Existenz von Lésungen und a priori Abschéitzungen in X° 21

Die Halbgruppe e~4! geniigt auch einer Abschitzung
||e_At||X1_>X1 < C(8)e ™™ ap = min{& 1 — §} .

Dies wird neben anderen Abschitzungen der Halbgruppe in [KR96] gezeigt, indem man
die lineare Gleichung mit wu,, bzw. €' u,, multipliziert und integriert.

Lemma 2.5 Zu jedem Uy € X', mit |Us||x1 klein genug, existiert genau eine Lésung der
Fichform (2.2). Diese existiert fir alle Zeiten t > 0 und erfillt die Abschdtzung

Ju( -, 1)||xr < Cem™|Tol|x , (2.12)
sofern die Anfangsbedingung klein genug ist. Fs ist ag = min{i—2,1 —0}.
Beweis:

Die Abschitzung (2.12) und gleichzeitig auch die Existenz fiir alle Zeiten kann man mit
einem Fixpunktargument in einem gewichteten Raum C°([0, c0), X') mit einem Gewicht

in der Zeit erhalten, indem man mit der Norm ||ul|q, := sup e®'||ul|x1 arbeitet und zeigt,
daf} die Integralgleichung [0,20)
u(t) = M0y +/ A=) N L (u(7))dr

eine Losung besitzt. Es ist ag = mln{ ,1—4}.

Sei B,(0) := {u | ||ulle, < r}. Es bildet fiir ||Up||x: klein genug und fiir r entsprechend
gewihlt die rechte Seite e~ Uy + [ e~ A=) NL(u(7))dr die Kugel B,(0) in sich ab:

o0y + [ AN L ()l <
< Collxr + 1l [ e AINL@(r)) g

t
et [ et NL(u(r) | o dr
0

< C||Us||xr 4+ C sup
[0,00)

t
< Il +€ sup | [ N L) b

<C (|Uollr + lull2,) < € ([Wollxr +72) <7

Fiir die Kontraktion zeigt man:

I [ 40 (N D) = NL()) ()drlla, <
t eZaOT
< Cmpam/eﬂwﬂﬂy—mu+wuwu—wuovwrg
[0700) 0 e aopT

t
< Cosup | [ (ut ol = ollag) (| <

[0,00)

< Crllu—=olla -

Also existiert eine Losung, die die Abschitzung ||u(-,t)||x: < Ce™®||Upl|x: erfiillt. m



22 2 GRUNDLAGEN

Korollar 2.6 FEs gilt fiir die Losungen der Eichform (2.2) aufgrund der Sobolevschen Ein-
bettungssitze:
- £)llx < Cem! [Tl

Zusammenfassend ergibt sich damit, daf die Nichtlinearitat der Eichform (2.2) ein Arbeiten
in X° = L*R) N L%(ez*) erforderlich macht. In diesem Raum ist A ein sektorieller
Operator, der eine analytische, in der Zeit exponentiell abklingende Halbgruppe erzeugt.
In X' existiert lokal im Raum eine Losung der Eichform (2.2) global in der Zeit. Diese
Losung klingt exponentiell schnell in ¢ ab.

2.3 Die Laplace-Transformation

Dieser Paragraph soll den Zusammenhang klaren zwischen der Laplace-Transformation
und der Halbgruppe e~*, die von dem sektoriellen Operator erzeugt wird, und iiber die
Resolvente mittels

e~ At = L/(5 + A)_leStds
r

- 2mi
dargestellt ist. Die verwendeten Bezeichnungen und Satze sind dem Buch [DL92], Kapitel
XVI - XVII entnommen.

Definition 2.1 Es sei Dx(IR) := {f € C{*(IR) mit suppf C K, K C IR kompakt } und
D(R):=D :=Urgcr Px(IR). Es sei mit D'(X) = L(D,X) der Raum der Distributionen
iber IR mit Werten in X, X Banachraum, bezeichnet, wobei L(D,X) der Raum der stetigen
linearen Abbildungen von D nach X ist.

Der Trager suppf einer Distribution ist das Komplement der grofiten offenen Menge fir die
f =0 ist. Mit D)L(X) seien die Distributionenrdume bezeichnet, deren Triger nach links
bzw. nach rechts beschrinkt ist. Ist X = C, dann erhdlt man die iblichen Distributionen
iber IR mit Werten in C.

Es sei mit §'(X) := L(S,X) der Raum der stetigen linearen Abbildungen von S nach X
bezeichnet, wobei S die schnell abklingenden Funktionen uber IR sind. Die schnell abklin-
genden Funktionen sind Funktionen f € C®(IR) mit sup g 2| |L: f(2)] < oo fiir alle
m, n € IN,

Fir fe D(X)seil;:={¢€eR|e®feSX)}CR.

Mit diesen Bezeichnungen kann man die Laplace-Transformierte einer Distribution definie-

ren, siehe [DL92], S. 217 ff.:

Definition 2.2 f € D! sei eine Distribution, die eine Laplace-Transformierte besitzt,
d.h. es existiere ein & € R, so daff e 8'f € S'(X) fiir £ > &. & heifit Abszisse der
Konvergenz. Es sei s € € mit s = € +1n. Dann ist L(f) : s — F(s) = F(e 5 f)(n) mit
der Fouriertransformation F. Fxplizit ist

Fis)= [ e @it = [ e fnr fir  fit) :{ (J;(t)’ e

0 0
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L(f) heifit die Laplace-Transformierte der Distribution f. L(f) ist holomorph in s in dem

Streifen _c;f xIR mit Werten in X, wobei mit _;f das offene Innere von I; aus Definition
2.1 gemeint ist.

Satz 2.7 1. Es sei f € D\ (X) mit suppf C [o,00). Die Funktion F : s — F(s)
defintert iber C mit Werten in X ist die Laplace-Transformierte der Distribution f
genaw dann, wenn F holomorph in (&, 00) X IR mit Werten in X und

|F(s)]|x < e *“Pol(|s]), s=E+in, &> &,n€ R, (2.13)
wobet Pol(|s|) ein Polynom in |s| ist.

2. Die aus der Theorie der Laplace-Transformation reeller Funktionen bekannten Sdtze
iber Faltungen, Verschiebung w.d. tbertragen sich direkt im Falle der Distributionen.

3. Sei A ein abgeschlossener und dicht definierter Operator in X und sld+A : D(A) —
X ein Isomorphismus fir s = &4, £ > &, n € R so, dafs

I(sId + A4) 7| x-x < Pol(]s]).

dann besitzt das abstrakte Problem %u + Au = 0 eine Losung in Form einer ein-
deutig bestimmten Distribution G(t) € D\ (L(X,D(A)). G besitzt eine Laplace-
Transformierte und st 0 firt < 0. Die Distribution G wird als Greensche Funktion
bezeichnet. Die Laplace-Transformierte von G(t) ist G(s) = (sId + A)~" [DL92], S.
225 ff..

4. Im Falle eines sektoriellen Operators A ist G(t) = = [r(s+ A) " e'ds, mit , wie in
Definition 1.5.1 [Hen80], eine analytische Halbgruppe, die holomorph in einen Sektor
fortgesetzt werden kann [Hen80], [DL92], S. 367 [f..

Fiithrt man jetzt in der hier zugrunde liegenden linearen Differentialgleichung u; + Au =0
die Laplace-Transformation in der Zeit durch, so erhdlt man su+ Au = w(0,2) = Uy. Man
verbleibt mit einer gew6hnlichen Differentialgleichung mit dem Parameter s, die es zu 16sen
gilt. Der Zusammenhang mit der Losungshalbgruppe aus 2.1 wird durch

—At 1 -1 st
e =5 /F(S + A) e®ds (2.14)
hergestellt. Die Anwendbarkeit der Laplace-Transformation wird gerechtfertigt durch die
in Abschnitt 2.1 angesprochenen Eigenschaften von A in X°. Es ist noch zu gewihrleisten,
daf} Laplace-Transformation und Differentiation nach x vertauscht werden diirfen. Aus der
Existenz einer Losung in X' und Lemma 2.5 folgt u : t — u(x,t) € C°((0,00), X?) und
u:t = u(z,t) € CH(0,00), X?) und [Ju(-,t)||x> < Ce®|Us||x1 bzw. |ul(-,t)||x0 <
Ce % Upl|x1. Seis > 0. e *tu(x,t), e *uy(z,t) und e u,,(z,t) sind als Funktionen von
t lokal integrierbar. Aus [e™*'u,| < C||ul| g2(rye~*" folgt mit dem Satz von der majorisierten
Konvergenz L(u,) = aa—xll(u) fir s > 0. Aus || — Ae™Upl|x0 = ||%€_AtU0||X0 < %e‘“ot
fiir t > 0 folgt [|uge||xoe™® absolut integrierbar iiber ¢t € IRy und mit dem Satz von der
majorisierten Konvergenz folgt die Vertauschbarkeit £L(Au) = AL(u).
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Die oben aufgefithrte Darstellung der Halbgruppe iiber die Resolvente (s + A)~! liegt in
der Tatsache begriindet, dafl A ein sektorieller Operator ist.

Die Eichform im Laplace-transformierten Falle ist
bl’x
su(x,s) — ugz(x,8) + Tu(:z;, s) = LNL(u)(x,s)+ Up(x) . (2.15)

Im folgenden wird nicht explizit durch eine andere Bezeichnung die eigentliche Losung
u(x,t) von ihrer Laplace-Transformierten u(x,s) unterschieden. Was jeweils gemeint ist,
geht aus dem Zusammenhang hervor. Die Variable s reprasentiert immer die Laplace-
Transformierte beziiglich der Zeit ¢.

Um die Eichform (2.15) zu behandeln, wird in Kapitel 3 die lineare Differentialgleichung
SU — Ugy + b“fT“fu = Uy untersucht. Das lineare Problem wird mittels der Theorie der
Greenschen Funktion integriert und daraus eine Abschidtzung gewonnen, wie die Losungen
u(x,s) vom Parameter s abhéngen. Die Tauberasymptotik, die im Anschlufi aufgefithrt
wird, liefert den Zusammenhang zwischen der Abhéangigkeit der Losung von s und der
Abhéangigkeit der Losung von t. Erst dann wird, beziiglich £, mit Hilfe der “Variation der

Konstanten” in Kapitel 4 die Nichtlinearitit einbezogen.

Die Laplace-Transformierte u(x, s) einer Funktion u(x,t) wird aufgefafit als Funktion einer
komplexen Verdnderlichen s = £ 4+ in € € und ist holomorph in der Halbebene Res > &,
wobei £ die Abszisse der Konvergenz ist. Der Holomorphiebereich kann natiirlich auch
grofer sein. Die Riicktransformation ist erkldrt durch die komplexe Umkehrformel

; 1 Ehico J
u(z, )_%[5—100 e*u(x,s)ds,
mit & > &. Diese existiert, sofern wu(x,s) der Bedingung (2.13) geniigt. In unserem
Fall ist u(x,s) Losung der Differentialgleichung (s + A)u = Uy, welche einer Abschitzung
|u(z,s)||xo < |s$—a| fir a = —1 — g geniigt. Dies ist eine Resolventenabschétzung in der
Resolventenmenge des sektoriellen Operators A, die fiir den gewichteten Fall im Beweis zu
Lemma 2.2 ausgefiihrt wurde. Zur Umkehrformel siehe [DL92].

Um die Langzeitasymptotik der Funktion wu(x,t) zu erhalten, mufl man bei Anwendung
der Taubersiatze zur Asymptotik jetzt jedoch nicht explizit das Umkehrintegral berechnen.
Die Tauberasymptotik [Doe50] stellt eine Beziehung her zwischen u(z,s) fiir s — so € C
und der Funktion u(x,t) fiir t — oo, wobei s eine Singularitat der Funktion u(z, s) ist.

Die in Kapitel 3 vorgenommenen Abschitzungen liefern ein Verhalten der Norm von u(z, s)
in der Form ||u(z,s)|| ~ O ((5 —80))\), mit einem A € [—1,0], wobei s € C\{s|Res <
s0,Ims = 0}. Diese s liegen in der entlang der negativ reellen Achse bis zum Punkt sq
aufgeschnittenen komplexen Ebene. Dort ist (s — so)* erklart und holomorph. Die Kon-
vergenzordnung A hiangt von der Wahl der Raume bzw. Normen, in denen man arbeitet,

ab.

Der Beweis des hier verwendeten Taubersatzes wird hier kurz angedeutet, um die Rolle
der Singularitét der Laplace-Transformierten u(x,s) und deren Auswirkung auf die Lang-
zeitasymptotik von u(x,t) zu demonstrieren.
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Ims

Res

, ={s € C|Res=¢}

7/:71U72U73U7/2U7§3
Abbildung 2

Satz 2.8 [Doe50] F(s) sei holomorph in einem Sektor |arg(s —so)| < b, (5 < < m) mit
Ausnahme der Stelle sq. Es gelte gleichmdfsig in |arg(s — so)| < ¢

F(s)=0(s —s0)* (bzw. |F(s)] < Cls —s0|) fiir s — so, A beliebig reell, (2.16)
und es existiere ein k > 0, so daff F(s) = O(e*) fiir |s| — oo auf den Strahlen |arg(s —
s0)| = . Dann gilt

f(t) = L e F(s)ds = O (esott_)‘_l) (bzw. f(t) < C’esott_)‘_l) fiirt — o0, (2.17)
2w JT
mit, ={s€ C|Res=¢ & > s0}.

Beweis:

OBdA kann man s, = 0 setzen. Der Verschiebungssatz bringt dann den Term e®?' fiir
5o # 0 wieder herein.

Im schraffierten Gebiet von Abbildung 2 ist F(s) holomorph. Man iiberlegt sich, daf
die Integration entlang , denselben Wert liefert wie die entlang , ' mit Hilfe des Cauchy-
Integralsatzes. Entlang des Kreisbogens , ; um den Ursprung (bzw. sg) gilt nach (2.16)

[F(s)l <ClsI,  Is|<R.
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Wihle ¢ groB, so dafl 1/t < R, dann ist fiir r < %

<o2rCelr—= <t L.

11
Y

tsF d
/Fl e’ F(s)ds
Auf der geradlinigen Achse , 5 ist (unter Beachtung von cos ¢ < 0)

d_u
t

S Ct—)\—l/ eucost/)u)\du _ Ct_)\_l.
1

tsF d
/1“26 (s)ds

R tR u
S C/ etrcosd)r)\dr — C/ eucosd)(_))\
1/t 1 2

Auf den Reststiicken , 3 der Achse ist

tsF d
/1“36 (s)ds

0o
S C / etr cosd;ekrdr
R

und somit fiir ¢t > %ow konvergent. Die Integrale iiber , 5 und , j; lassen sich genauso
abschétzen. Damit ist

<Ct™ ' m

// e F(s)ds

Im néchsten Kapitel wird dieser Satz angewandt, um ||u( - ,#)||x~ in t abzuschatzen, indem
man das Verhalten von ||u(x, s)||x~ in s berechnet.

Angenommen eine Abschitzung der Form ||u(z,s)|| = ||(s + A)71Us|| < C(s — s0)M|Us||
kann gezeigt werden, wobei (s + A)~! holomorph in der aufgeschnittenen C-Ebene {s €
C | |arg(s — s0)] < m — e, ¢ > 0} sei. Die verwendete Norm sei jetzt noch nicht spezi-

fiziert. Da die Halbgruppe e~4! iiber die Resolvente dargestellt werden kann, erhilt man
die Abschitzung

1 1
— At N —1 st < st )
el = g [ s + Ay s < o= [IR(s, Al e |ds]

Durch die Holomorphie sowohl von (s 4+ A)~! als auch von (s — 30))‘ ergibt sich

1
2w

1
< = [ IR, Al [Tl e ds] < CINT| [ 15 = soe]1ds]
T JI I

— — s ]‘ - s
le 0]l = llg= [ s+ A oedsl] = |5 [ (s + A) " Voe™ds|| <

wobei hier mit dem Cauchy-Integralsatz der Weg , in den Weg ,’ aus dem Beweis zu
Satz 2.8 verschoben wurde. Jetzt kann das Integral iiber den Weg , ' genauso abgeschétzt
werden wie im Beweis von Satz 2.8 und liefert eine Langzeitasymptotik von [[e=4Up|| <

Cesott=2=1|U|.

Das néchste Kapitel wird sich mit der Frage beschéftigen, wie die Abhéngigkeit der Norm
der Losungen ||u(x, s)|| der linearen Laplace-transformierten Gleichung von s ist. Die Tau-
berasymptotik ermoglicht es dann direkt, die Langzeitasymptotik der Norm der Lésungen
||u(-,t)|| zu bestimmen.
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3 Die lineare Eichform in X

Ziel dieses Kapitels ist es, die in [Kir92] mit Hilfe von Maximumprinzipien gefolgerte Lang-

zeitasymptotik der Losung ||u( -, 1)||remr) ~ t_1/4e_§t ohne Zuhilfenahme von Maximum-
prinzipien zu verifizieren. Dies geschieht in dieser Arbeit durch die Konstruktion einer
Greenschen Funktion fiir die Laplace-transformierte Gleichung. In [Kir92] wird die Lang-
zeitasymptotik der asymptotischen linearen Eichform in L?(IR) explizit berechnet und mit
Maximumprinzipen auf die Langzeitasymptotik in L>(IR) geschlossen. Diese asymptoti-
sche lineare Eichform entsteht durch Ersetzen des z-abhédngigen aber asymptotisch kon-
stanten Koeffizienten b“fT“f durch Konstanten. Mit dieser Arbeit sollte auch gezeigt werden,
daf} in bezug auf die Langzeitasymptotik der fithrende Term durch die asymptotische Eich-
form bestimmt ist. Grundlegend ist jedoch das Arbeiten in dem in Kapitel 2 vorgestellten
Raum X', da fiir Anfangsbedingungen Uy € X! durch Satz 2.4 die Existenz einer Losung
in X! gewihrleistet ist.

Es wird fiir die Losung u(x,t) des linearen Problems

ut—um—l—(Quo—l—%)u = 0

U|t:0 = U

(3.1)

die Langzeitasymptotik bestimmt und zwar einerseits in X° = L*(IR) N L%*(e2*) und
andererseits in X* = L®(IR) N L=(e3*). In X° wurde die Langzeitasymptotik be-

reits mit den Energieabschitzungen gezeigt. Die Abschitzungen von u(x,t) in X wer-
2

den eine Langzeitasymptotik liefern, die neben einem exponentiellen Abklingen von et
auch ein algebraisches Abklingen der Form t~'/* in Ubereinstimmung mit [Kir92] auf-
zeigt. Vorausgesetzt wird bei den Abschidtzungen in diesem Kapitel, dafl die Anfangs-
bedingung Uy € X° (oder X') ist. Die Existenz ist gewihrleistet, insbesondere lie-
fert das Existenzresultat aus Satz 2.4 die Regularitdt der Losungen, d.h. fir £ > 0 ist
u(z,t) € D(A) = X? = HX(IR)N H?(e2*). Wie bereits in Lemmata 2.1 und 2.3 ausgefiihrt,
ist u(w,t) stetig und beschrénkt, also u(z,t) € X, fiir u(z,t) € X2

In diesem Kapitel wird die Resolvente explizit konstruiert iiber eine Greensche Funktion
zu dem parameterabhingigen gewohnlichen Differentialgleichungsproblem

2

N
SU — Ugy + (2u0 + Z) u= f(x)

n LZ(IR). Es wird hierbei verwendet, dafl fiir den Koeffizienten 2uq + % gilt: 2ug +
% — % fir z = oo und 2ugy + i—2 — 021—2 fiir ©+ —+ —oo. Diese Eigenschaft erlaubt zum
einen das Erstellen einer asymptotischen Eichform, die explizit invertiert werden kann, und
zum anderen die Anwendung asymptotischer Methoden zur Konstruktion der Greenschen
Funktion fiir die lineare Eichform.

Die lineare Eichform in (3.1) lautet nach Anwendung der Laplace-Transformation

bxl’
SU — Ugy + U= Uy (3.2)
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fir s >0, s € IR.

Untersucht wird zunéchst ein Paar gewohnlicher Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten. Dieses lautet fiir s > 0

2

SU — Ugy + %u =U, firz<0 (3.3a)

2

SU — Ugy + %u =0, firz>0. (3.3b)

Die Gleichung (3.3) in L*(IR) wird im folgenden Text als asymptotische lineare Eichform
bezeichnet. Aus den Gleichungen (3.3a), (3.3b) kann man direkt eine Losung konstruieren,
die an der Stelle + = 0 einmal stetig differenzierbar zusammengesetzt ist, und die die
Randbedingungen u(x,s) — 0 fiir © — oo im Unendlichen erfiillt. Die im folgenden in
(3.6) auf diese Weise konstruierte Losung von (3.3) sei bezeichnet durch

u(z,8) = /K(:z;,f,s)Uo(f)df. (3.4)

2

% — (2up + %2) = —2ug(x) fir >0
/’L(x) = o 52 .
o — Quo+ 5 ) =2(1 —up(x)) fir 2<0.

p(x) klingt exponentiell schnell gegen Null ab fiir |x| — co. Dieses Abklingverhalten lautet
explizit p(x) ~ exp((3 + g)x) fiir £ — oo und p(x) ~exp((3 + 5)z) filr 2 — —o0, v < —2.

Dann hat die Losung der linearen Eichform (3.2) eine Darstellung tiber die Integralgleichung

uleys) = [ K(a,,5) [Wo(€) + p(ul€, )] d (3.5)

(3.5) ist die Gleichung (3.4) um den Integralterm [ K'(x, &, s)u(€, s)u(€, s) d€ erweitert.

Zur Darstellung der Losung wie in (3.4) wird die Losung der Gleichungen (3.3a), (3.3b)
explizit wie folgt bestimmt: Betrachtet man die Differentialgleichung (3.3) dynamisch, so
sieht man, dafl v = u, = 0 ein Sattelpunkt ist sowohl fiir « > 0 als auch fiir x < 0. Dieser
Sattelpunkt besitzt jeweils eine eindimensionale stabile und instabile Mannigfaltigkeit. Die
dadurch entstandenen vier freien Konstanten werden durch die Regularitatsforderung in
= 0 und durch die Forderung u(zx,s) — 0 fiir @ — +oo festgelegt.

Die Darstellung lautet, mit w := /s + 021—2 und o 1= 4/s + i—2, siehe [Kir92]:

uy(z,s) = /0 - e—o<x+s>ﬁ Uo(€) de (3.6a)
0 1
n /_ T () de (3.6b)

+/ el fl ! — Us(¢) d¢ fiir z > 0 (3.6¢)
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w(zs) = [ e _@ T .
(rs) = [ g S () de (3.64)
~ 1
n / T Uh(€) de (3.6¢)
-|-/ e~ wl= 5' L Uo(f) dé fiir < 0. (3.61)

Diese explizite Darstellung berechnet sich aus den jeweiligen Fundamentallésungen der

Gleichungen (3.3a) und (3.3b). Diese sind fiir (3.3a) exp(£y/s + %2:1;) und fiir (3.3b)

exp(+y/s + i—2 x). Zundchst hat man die Fundamentallésungen nur fiir s > 0 aufgrund der
Laplace-Transformation erklart. (s+ A)u = Uo ist l6sbar fiir s > 0 mit den in (3.6a)-(3.6f)
angegebenen Losungen. Ist {s € C | |arg(s + 2 )| <m—e,e>0} soist (s+ A)u= U,
invertierbar mit den oben angegebenen Losungen welche in natiirlicher Weise komplexifi-
ziert werden. Die holomorphe Fortsetzung der reellen Wurzel ist in der so aufgeschnittenen
Ebene der eindeutige Wert mit positivem Vorzeichen auf dem ersten Blatt der Riemann-

schen Flache. Die Wurzeln w = /s + 021—2 und o = /s + % haben in der aufgeschnittenen

komplexen Ebene

5::{36@||arg(3—|-%2)|<7r e,e>0, 87&52}

positiven Realteil und die Fundamentallésungen sind holomorph in s. Man beachte hierbei,
daf —021—2 < —i—2. Die Lage der Singularitdten ist in Abbildung 3 dargestellt. Die Paare
von Fundamentallosungen fiir (3.3a) und (3.3b) sind linear unabhéngig, woraus sich unter
den Randbedingungen u(x,s) — 0 fiir + — +oo und der C'-Bedingung an der Stelle
=0, uy(0,8) =u_(z,s), d;‘; (0,s) = ‘Z’—;(O, s), die in (3. 6a) (3.6f) aufgefithrten Losungen
konstruieren lassen. Fiir uy(x,s) aus (3.6a)-(3.6f) gilt (s — dx2 + B2)u+(:1; s)=Up fiir >0

und (s — % + 021—2)u_(:1;,3) = Uy fiir < 0, d.h. die Gleichungen (3.3a) und (3.3b) sind
erfiillt.

Bemerkungen: Fiir s € £ fest und fiir ein gegebenes Uy € LP(IR
n (3.6a)-(3.6f) gegebenen Lésungen uy(z,s) € L'(IR), falls + = 1 und % —|— > 1.
Hierbei werden L"(IR)-Abschétzungen fiir die Faltungsintegrale (3.6¢) und (3. 6f) benotlgt
Aus [DS57], Seite 528 erhilt man: Ist f € LP und ¢g € L9, so ist die Faltung f* ¢ € L" mit

1 * gl < £l llgl e

Indizes “+” bei den LP-Normen bedeuten, daf§ auf IRy eingeschrankt wird.

<p< o, sind die

’UI'—‘
»Q|>—A

): 1
_I_
Ge

Fiir das Integral aus (3.6¢) gilt

o 1 1 o
/0 ol e%Uo(g)dg‘gm/me o=\ (£)|dE .

Hieraus folgt mit [DS57], Seite 528:

o 1 1
| [ e () el gy < tarll e e Ul oy <
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g+1

1 1 1 o
< o el Ul < 0@ (i) 0ol .1

Fiir das Integral aus (3.6a) erhalt man

¥ el _T T _
/0 20(w + o) Uo(f)df‘
C(s)

< 7
~ |20

o [ e T
/0 20(w + o) Uo(f)df‘ <
Cls)

e—Reo‘x /OO e_Rengo(f)df S
0 I

e_RemH@_ReUéHLi w)llUollze(w)

fir 1 <p,q < oo und 119 + i = 1. Hieraus folgt

g'x+€ o —w C(S) 1 1 U
H/ 20(w+ ) Got) - |20| " |rRe o/ |qRea|1/qH ollzery

mit 1 < r < oco. Fiir die anderen Integrale schlieft man ebenso. Da Reo > 0 fiir s € £,
ist die Losung u aus (3.6) in L"(IR) fiir s € & fest.

Da 1im folgenden der Parameter s immer aus der aufgeschnittenen C-Ebene & = {s €
C | |arg(s+ 2 )| <m—e,e>0,s ;é } ist, sei graphisch die Lage der Singularitdten der

Wurzeln /s + < T und /s + % dargestellt.

Im s C
ug(x,s) holomorph in s
° @ @
= s _%2 5:_% Res
Rew:Re\/S—l—ojl—2 > 0, ReU:Re\/S—I—i—2 >0

Abbildung 3

An dieser Stelle konnte man nun direkt die inverse Laplace-Transformierte der oben ange-
gebenen Losung der asymptotischen linearen Gleichung berechnen, wie dies in [Kir92] getan
wird. Man kann hier aber auch einen anderen Weg gehen, der auf folgender Uberlegung
beruht: um die Langzeitasymptotik der vollen nichtlinearen Eichform zu berechnen, wird
man die Darstellung in Form einer Integralgleichung wahlen und versuchen, in geeigneten
gewichteten Réumen mit einem Fixpunktargument oder dhnlichen Methoden die Existenz
einer Losung zu zeigen. Spatestens dann wird man gezwungen sein, die Normen der Losung
beziiglich = zu verwenden. Also kann man auch schon jetzt bei den Losungen der linearen
Gleichung die Normen beziiglich @ und ihre Abhangigkeit vom Parameter s untersuchen,
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um dann mittels Taubersidtzen die Langzeitasymptotik der linearen Gleichung zu ermit-
teln. Mit anderen Worten, man schitzt das Zeitverhalten der Losungshalbgruppe e~ ab,
indem man fiir e=4! die Darstellung iiber die Resolvente e=4! = [.e™*' R(s, —A)ds wiihlt,
wie dies schon in Kapitel 2.3 am Ende angesprochen wurde.

3.1 Die Abhingigkeit der Kerne von s in Abhingigkeit der ver-
wendeten Norm

In diesem Abschnitt wird die Abhéngigkeit der Losungen der asymptotischen Eichform
von s unter Verwendung der Tauberasymptotik und unter der Voraussetzung Uy € L*(IR)
abgeschitzt. Es wird die Abhingigkeit der Kerne von s in den Normen L>*(IR) und L*(IR)
unter der Voraussetzung Uy € L*(IR) untersucht. Es ist in diesem Abschnitt s € £ mit

|arg(3—|—i—2)| <m—¢g, S F % und g9 > 0 fest.

Die Untersuchung der Abhangigkeit der linearen Eichform in Loo(e%x) wird am Ende dieses
Kapitels behandelt, da die verwendeten Methoden jetzt noch nicht zur Verfiigung stehen.

Lemma 3.1 Sei Uy € L*(IR). u bezeichne die Lésung der asymptotischen linearen Eich-
form (3.3). Dann gibt es eine Konstante C(go), so dafl

B2,
€ .
u( - t)||per)y < Cleo) (—t1/4 ) | Uollz2ary  fiir t — oo (3.8)
qilt.
Beweis:

Verwendet wird die Darstellung von u(x, s) aus (3.6).

1
ool

holomorph in s fiir s € £. Sei s + i—2 — re'®. Es ist

Zunéchst werden die Terme und ‘%‘ fir s € & abgeschétzt. Beide Terme sind

1 1

< < < /2 fii <1 <7 —
|w—|—a|_|Re(w—|—U)|_Rew_\/_ irr <1, ol <7 —e,

da Reo > 0 und Rew > 0 in &, und Rew > % in dem angegebenen Kreissektor. Es ist
w=vV2+re?mitr <1,|¢p| <m—¢p. Esgilt {s€ C|s=2+4+re? r<1, || <7—s0} C
{s e C|s=qe? q>1,|0 <Z}. Hieraus folgt, daf Rew = Re /2 + re’® > 1-cos I > %
Damit ist die erste Abschiatzung gezeigt. Weiterhin gilt

1 1 1

lw+ 0| = Reo ~ cos2E

3
fir r > 1,0 < |¢ < =5

1 1 1

w4 o] = [Imo| ~ sin3F

3
fﬁrr21,£§|¢|§7r—5o,
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da Im o und Im w fiir ein festes s € £ gleiches Vorzeichen besitzen. AuBerdem ist lim,_y o ” iﬂ =
0. Es existiert damit ein C > 0, so daB < C. Da &= =

Te = [oro) ) folgt die gleichméafige
Beschranktheit von ‘Z_l_‘;" firse €.

lo| 1
[Rea| < sin(e0/2)”

Zudem ist 5~ = (’)( ) da o = r'/2¢%/2 mit |¢| < m—eo und somit lim,_o
mit gg > 0 fest

Die Abschitzungen der Integrale lauten:

ad (3.6a), x > 0:

[ (rx-l—f i — U, d€l < & .| .—Reoa —Reng ) <
0/ o(w+ o) o(£)dE] < 20(w+ o) e [l 0||L+(]R) <
1
~ 11,—Recg . , v )
< |0_| ||€ ||L?|_(]R) ||U0||L+(]R) < |0_| (2Reo‘)1/2||U0||L (IR)
¢ C(eo)
< LiaReylCollza < Tap ol (3.9)

fiir 0 — 0 gleichméafig in &, g > 0 fest.
ad (3.6b), x > 0:

{/eﬂﬂw %@M5<0/"%%U@M5<

w—+ o

[ee)

R
~ (2Rew)/?

ad (3.6¢), @ > 0: Verwendet wird die Abschétzung (3.7) fiir r = co, p = ¢ = 2.

1Uollz2(r) < C(e0)||Uol|z2(r)

e RN 2 ry | ol 22y

71 1
L b€l (VN e < ‘_
||0/206 Uo(E)de]| gy < |5

C C (=0
S |0'|(R,60')1/2||U0||L2(]R) | |3/2

\_/

1 Uoll 2wy - (3.10)

ad (3.6d), x < 0:

o

1
(2Rew)1/?

< C(eo)||Uo|| 2wy

w —0

2w(w+ o)

L ew(ﬂH'f)gUo(g)dg‘ S ||U0||L2(]R) <

2w(w + o)

3

ad (3.6e), x < 0:

1 1
| [Vollzzary <

w + 0" (2Re o)1/2

C(e0)
GRE

w—+ o

[t <

1Uoll 2 (r
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ad (3.61), * < 0: Verwendet wird die Abschéatzung (3.7) fiir r = oo, p = ¢ = 2.

—w|z— 1
||/2 | f|U0( §)d|| 2= WHUO||L2(R) < C(20)||Uol| 22 ()

Alle Terme sind holomorph in s in der aufgeschnittenen Ebene £. Man beachte, dafl w
und o durch /s + 021—2 bzw. /s + % gegeben sind, und in der aufgeschnittenen Ebene die

Wurzeln positiven Realteil haben. Die am weitesten rechts gelegene Singularitat ist also
2

Res = —%,Ims =0,das=-%= —%2 — 2 links von —i—2 liegt. Hieraus ergibt sich

schnell durch Vergleich der Abschétzungen ad (3.6a) - ad (3.6f), daf fiir s — —2 die
Abschéatzungen in (3.9) und (3.10) diejenigen sind, die die Asymptotik in ¢ bestlmmen.

2
Nach Satz 2.8 wird aus (s + 54—2))‘ fir s — —% ein Term e_ﬁ_tt_)‘_l fiir + — oo. Damit

ist [Ju(2,s)||p=m)y = O(lo|7*?) = O(]s + [i—2|_3/4) fiir s — —2 dleJenlge Abschétzung,
deren inverse Laplace-Transformierte die langsamste Langzeltasymptotlk hefert u(x, s)
ist holomorph in der aufgeschnittenen Ebene und auf den Strahlen |arg(s + 2 )| =,

<Y < om, s—l—ﬁ;1 = re’ gilt |ju(z,s)||peom) < 703/2% = O(etsl fiir elnk > 0.

2 COSs +

Die Voraussetzungen des Satzes 2.8 sind erfiillt, und die Abschétzung [ju(-,t)||z~mr) =
O(e‘ﬁTtt_l/‘l) fiir ¢ — oo folgt. m

Bemerkungen: Die Abschéitzungen der Terme (3.6a)- (3 6f) konnen auch in L?(IR) durch-
gefiihrt werden. Sie liefern das Ergebnis |lu(z, s)||r2(r) |o|2 1Uol 2wy, d-h. u hangt von

s ab wie (s + %)_1, was eine Langgzeitasymptotik von |lu(-,t)||r2mry < Ce™ T ||U0||L2
zur Folge hat. Dieses Resultat stimmt mit dem iiberein, Welches man iber die Ener—
gieabschitzung (2.10) erhalten hat. Die expliziten Abschéitzungen lauten im Falle der
L*(IR)-Norm:

ad (3.6a), x > 0:

- x—l—f i _ —ox i —Gfﬁ
H/ w"‘U) (§)d§||Li(R) = lle HLi(]R) O/e 20(w—|—0)U0(5)d5 <
g —heox —Reo
) i | Gl O gl YT
c —Reox —Recg C( )
< ol izl g iy - [0y < o Wl
ad (3.6b), x > 0:
L2 ( wao (2R60)1/2(2R6w)1/2 0||L2(IR)
C
< SO e

(Rea)1/2
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ad (3.6¢): Verwendet wird (3.7) mit r =2, p=2, ¢ = 1.

H/Q””%<mm

ol ||€_Re”|x|||L1(1R)||U0||L2(R)

L Cleo)

— ol

1Uollz2

ad (3.6d), x < 0:

0
o e wW—oO C
wnmmweEngwwﬂsmﬁj%mwsmwwmm>

ad (3.6e), x < 0:

[ee)

1
6_06 0
0/ U] <

B 1 C C
e | 2 (m) ‘ ‘ (ReaRew)1/2||U0||L2(R) < WHUO||L2(R)

w+o
ad (3.61): Verwendet wird (3.7) mit r =2, p=2, ¢ = 1.

—W|r— C
||/2 F=ElU(€)de]| 2 | Ton 1oz ry < Cleo)1Tollz2(ry

Das in Lemma 3.1 gezeigte zeitliche Abklingen der Loésungen ist eine Abschétzung der
Losung, dargestellt iiber den Integraloperator mit dem Integralkern K(x,¢,s), der zu der
asymptotischen linearen Eichform (3.3) gehort. Abgeschatzt wird die Losung als Abbildung
von L?(IR) nach L>®(IR). Erst diese Norm bringt das zusitzliche algebraische Abklingen
der Ordnung t~'/* zum Vorschein. Eine Abschitzung von L?(IR) nach L?(IR) liefert “nur”

2
e‘ﬁTt, ebenso wie eine Abschatzung von L*(IR) nach L>*(IR) dies tut, verwendet man die
hier vorgestellte Methode.

Der “kritische” Term, also der, der fiir die Langzeitasymptotik verantwortlich ist, ist das
Integral aus Gleichung (3.6¢) (das Integral aus (3.6a) kann viel einfacher abgeschitzt wer-
den und wird deshalb nicht ausgefithrt). Dies ist eine Faltung, die bereits in L"(IR),
————I———l 1—|— >1,p>1, ¢ > 1, abgeschatzt wurde, siehe (3.7).

L Clg)
PO = o] [Re o1/

1 Uol|r ()

00 1
~ole—¢] d
||/0 € QUUo(f) £
g+1

1 q
g(wm(m)n%mw

Dao=4/s+ 54—2 liefert der Taubersatz eine Langzeitasymptotik von

1

L7 (R < C(q,a’fo) ||U0||Lp firt — oco.

lul- 5 8]z
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Bisher sind an p,¢,r nur die Bedingungen % = 119 + i — 1 und 119 + i > 1 gestellt wor-
den. Wahlt man g = 1 so folgt daraus r = p. Dies liefert eine Langzeitasymptotik von
2

lu( - )|l ry=rr(r) < Ce_%tHUoHLp(]R). Das Abklingverhalten ist also rein exponentieller
Natur bei dieser Wahl der Raume.

Das Abklingen der Losung der linearen Eichform in der Form

2
_8,

€

wird in [Kir92] mit Hilfe des Maximumprinzips gezeigt. Das Benutzen solcher Prinzipien
sollte mit dieser Arbeit aber gerade vermieden werden.

3.2 Die Eichform in L>*(IR), Konstruktion einer Greenschen Funk-

tion

Ausgehend von der asymptotischen Eichform (3.3), deren Losungen in der Form u =
S K (2,6, 8)Up(€)dE dargestellt werden konnten, wird versucht, eine dhnliche Darstellung
der Losung der vollen linearen Eichform (3.2) zu erhalten. Betrachte

2

SU — Ugy + (2uo + %)u =U, inL*(R).

Der selbstadjungierte Operator A 4 sId = —% + (2u0 + s+ %) : D(A) = H*(R) —
L*(R) ist fiir s € & invertierbar, wie mit einer Resolventenabschitzung gezeigt werden
kann:

Bildet man das Skalarprodukt der Gleichung (3.2) mit u, ((A + sld)u,u) = (Up, u), mit
Us € L*(IR), u € D(A), so ist nach Trennung in Real- und Imaginirteil

I s|jul|fory = Tm(Up,u)
2
Hieraus folgt

Tms| |[ullzry < ||Uollz2(mry

2
(R68—|— %) ||u||L2(]R) S ||U0||L2(]R)

Seie>0und s € {s € (D||Im5|—|—5(Res—|—i—2) > 0}. Dann ist

2
(|Im3| —|— & (RGS —|— %)) ||u||L2(]R) S (1 —|— 5)||U0||L2(]R) 5
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woraus die Resolventenabschatzung

C

< —|Us||? (IR
< T o T el

o]l 2 )
in dem Sektor {s € C||Ims| + ¢ (Res + ﬁ4—2) > 0,e > 0} folgt. & ist ein solcher Sektor, in
dem diese Resolventenabschatzung gilt.

In Anlehnung an die Konstruktion der Losungen der asymptotischen linearen Eichform
betrachte man das Paar von Gleichungen

2
—Ugpy + (2u0 + 5+ %) u = Uy firx>0, (3.11a)

o2
—um—l—(Quo—Q—I—S—I—Z)u = U, furz<0. (3.11b)

Es ist 2ug — 2 + 021—2 = 2ug + %, d.h. die Gleichungen (3.11a) und (3.11b) haben dieselben
Koeffizienten und sind nur eine andere Schreibweise fiir die lineare Eichform (3.2). (3.11b)
wird in dieser Form geschrieben, da 2ug — 2 fiir @ < 0 exponentiell gegen Null abklingt fiir
v — —oo. Jede der Gleichungen (3.11a) und (3.11b) ist invertierbar in L*(IR) mit einer
Anfangsbedingung cos #u(0) — sin #u'(0) = 0, § € R in L% (IR) bzw. L? (IR), siehe [CL55].

Die homogene Differentialgleichung —u,, + (s + i—2 +2ug)u = 0 fiir > 0 und s aus der auf-

geschnittenen Ebene besitzt zwei linear unabhéngige Losungen, ebenso wie —u,, + (s+ % +
2(up — 1))u = 0 fiir « < 0. Diese werden in Lemma 3.2 zusammen mit einer Abschitzung
ihrer Asymptotik in s explizit konstruiert. Es wird mit Hilfe dieser linear unabhingigen
Losungen jeweils eine Losung von (3.11a) und (3.11b) mittels einer Greenschen Funktion
dargestellt. Die Losungen fiir # > 0 und x < 0 werden dann an der Stelle x = 0 ein-
mal stetig differenzierbar zusammengesetzt, indem zu der so erhaltenen speziellen Losung
uy = G4 Uy, u— = G_Uy die homogene Losung hinzuaddiert wird. Dies liefert zwei freie
Konstanten fiir die homogenen Loésungen fiir # > 0 resp. # < 0. Diese zwei Konstanten
werden durch die C'-Bedingung an x = 0 eindeutig festgelegt.

Mit Hilfe der nachsten Lemmata in diesem Abschnitt soll

||u($75)||L°°(R) < ||g||L2(R)—>L<>o(1R)||U0||L2(]R)

abgeschitzt werden. Die L*(IR)-Norm ist, da stetige Funktionen gemessen werden, gleich
der C°-Norm. Dieses Kapitel fuit auf der Existenztheorie von Kapitel 2, d.h. die Anfangs-
bedingung Uy ist aus X' = H'(IR) N H'(e3?), und somit sind die Lésungen nach Satz 2.4
in X!, d.h. die Losungen sind stetig in z und beschrinkt.

Im folgenden gilt es nun, eine Greensche Funktion zu konstruieren und ihre Abhangigkeit
von s abzuschétzen. Dazu werden Abschatzungen fiir je ein Paar linear unabhéngiger
Losungen der homogenen Gleichungen (3.11a), (3.11b) nach [Sat76] verwendet.

Lemma 3.2 Sei s € £ und Uy = 0. Die homogene Gleichung (3.11a) besitzt ein Paar li-
near unabhdngiger Losungen ¢1(x,s), wa(x,s), ebenso wie die Gleichung (3.11b) ein Paar
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linear unabhdngiger Losungen 11(x,s), o(x, s) besitzt. Diese haben folgende Eigenschaf-
ten:

(a) Fir o und w grofs:

w1 = 6_”<1-|-O<l> fiir T — 00
o

Yy = e (—o+0(1)) fir  — o
wy = €7" <1 +0 <l> fiir T — 00
o

0y, = € (o4 O(1)) fir  — o

= efiro()
o= (w4 0(1))

Yy = 6“”(1—%@(% > fiir T — —00
o= e (—wtO()  fir @ — oo,

fur r — —00

)
) fir 2 — —oo
)

(b) Fiiro —0:

er = e 7*0(1) fir  *— o0
¢ = e70(1) fir  *— o0
P2 = € <O(1) +0 <§>> fir & — 0
4= (om0 (L)) fr e
1= e O(1) fir o — —o0
P o= e O(1) fir @ — —oc0
Py = eO(1) fir  *— —o0
v, = e “*0(1) flir r — —00 .

Dabei sind p;, ©; analytisch in s der aufgeschnittenen C-Ebene &.

Beweis:

Um beispielsweise @1 zu konstruieren, setzt man ¢1(x,s) := zi(x,s)e”". Fir s € & ist

Reo > 0. Da ¢, Losung von —¢} + (02 + 2ug)ey = 0 sein soll, muf z; die Gleichung
—z{ + 2ugzy + 202; =0 (3.12)

fir > 0 erfiillen.

Gesucht ist eine Losung von (3.12), die die Bedingung zj(o0) = 0 und z(o0) = 1 erfiillt.
Eine Darstellung dieser Losung ist

Ale) = = [ e 2u0(E)a()de

x
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20

a(z) =1+ 7 (1_6270(_6)) Quo(€) 21 (€)dE . (3.13)

x

Zur Konstruktion von ¢y setzt man py = 22€7%. z, erfiillt dann die Gleichung

1" !
29 + 20 25 — 2upzy =0 .

Unter der Annahme, daf§ z5(0) = 0 und z3(0) = 1 ist, erhélt man eine Darstellung der

Losung mittels

) = [ 2 02u0(6)2p(€)de

0

und

o(z) = 1 +f (1_%:(_6)) 2(€) 22 () dE . (3.14)

Die Losungen ; und ), werden genauso konstruiert, d.h. man setzt ¢1(x, s) := Z1(x, s)e**
und a(x, s) = Zy(x, s)e™™*, wobei ¢ und ¢y Losungen von (3.11b) sind. Darstellungen
von Z; und 2y sind

. 1 e2w(é-a) . o .,
S() =1+ / S (2u0(€) = 2)H(§)dE,  mit Z1(—o0) = 1, Z{(~00) = 0,

0

1 — e2w(@=¢)
() = 1 +/T(2u0(5) —9)5,(6)dE,  mit 5(0) =1, Z4(0) = 0.

x

Beweis der Aussage (a).

Aus Gleichung (3.13) erhédlt man

uo(§)]z1(€)]dE - (3.15)

1 — eZo‘(x—f)
ag

|z1(2)] <1 ‘|‘7

Fiir o groB ist |1 — e2?@=8)| < 1. wg(x) ist monoton fallend und klingt exponentiell schnell

ab fiir # — oo. Sei [;7 ug(x)dx = Cy. Mit dem Gronwallschen Lemma folgt aus (3.15)
0 1
§1+9%%:1+0(—J. (3.16)
o

T 2uo(€) o (‘ x2u0(r)erd
f2|a| e[ o)) < o]

Fir ] = (2] — 0z1)e™ 7% folgt direkt @] = (O(1) + O(0))e 7",

|z1(2)] <1+

Aus der Gleichung (3.14) erhdlt man

1 — 6—20'(90—5)

uo(§)|z2(&)]d€ -

g

[z2(2)] <1 ‘|‘/x
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Aus dem Gronwallschen Lemma folgt

2uo(€)  2up(r)
20| exp (‘/é 20| er d¢

Fiir die Losungen t; und ) wird genauso abgeschétzt.

C
<14+ .

|z1(2)] < 1+
/ o]

Beweis der Aussage (b).

Zu zeigen ist, daB (3.13) eine Losung besitzt, die fiir o — 0 gleichméaBig in « beschrankt ist.
Fiir |o| <1 ist ‘1_:0 < Cy. Es sel z1(x) = 1 + wy(x). wy(x) erfilllt die Integralgleichung

wile) = 7(1_270(6)) 2ug(€) + 7 (1_270(5)) Quo(E)wr (E)dE = Twr.  (3.17)

Wiihle x so, da8 [° 2yuo(y + @o) dy < 55~ Es ist

1 — e2l==9) 1 — e(@=f)
/(T) 2uo(& df—l'/ (7) 2uo(&)wi(£)dE

sup |Twy| = sup

r2>x0 x>z
w 1 — 6—20'9 _ e—20’y
= sw | [ (=] 2guoly + o)y + / ) 2yun(y + 2w (y + w)dy
x2ao |v 20y ] 20y
1 1
S atalal
T bildet die Kugel B;(0) = {w; € C°[xg,00))| sup |wy| < 1} in sich ab und eine Kon-
r2>x0
traktion liegt vor. Es existiert ein eindeutiger Fixpunkt von (3.17) mit sup |w;| < 1. Die

r2>x0
Wahl von ¢ ist unabhéngig von o.

(3.14) besitzt fiir jedes s mit Reo > 0 eine Losung zo(x) mit |22( )] < C auf einem
kompakten Intervall [0, z]. Wéhle 2y mit [ (2 —§)2uo(§)dé < 56~ und setze zo = 1+ ws,.

Es ist
| _ om2o(e=8) o~ 20(ag)
(T) 2u(€)d + / () 2utuntegas

|wa(a)| =
1 n 1 la]
— Ssu w
2 2 O<x<pxk :

Es existiert ein eindeutiger Fixpunkt der Gleichung (3.14) mit |w;| < 1 fiir alle @ € [0, z].
Mit diesem Argument kann die Losung auf jedes kompakte Intervall [ay, x41] fortgesetzt
werden. Gleichung (3.14) besitzt auf jedem kompakten Intervall eine von o unabhéingig
beschréankte Losung.

Aus (3.14) folgt

0
Zu jedem |o| existiert ein z,, so daf} i <

1
o 2°
To

uo(§

o]

)26 e

s < o) + |
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Mit dem Gronwallschen Lemma folgt fiir alle > 2,

)] < sae) + [ ep

|o

/éx UO(T)dr‘df < 22($a-) 4 Q

o] o]

Zu jedem z, existiert eine Folge von Intervallen [z, xgi1] mit 2 < z,, auf denen |z
unabhingig von o beschrankt ist, so daf} |z5] < C + O(Iflf_l) folgt.

Fiir die Losungen 4, 1, fiir * < 0 rechnet man analog. Man beachte bei ¢ und 9, dafl
w— V2 firc = 0und s € & d.h. [¢p(x,s)] < CeRe¥® und |hy(x,s)| < Ce™Rew? fiir alle
r<0und fiir alles € £. m

Durch Lemma 3.2 ist gewéhrleistet, dafl sowohl fiir = > 0 als auch fiir z < 0 jeweils
ein Paar von Losungen existiert, die das gewiinschte (nédmlich dem der asymptotischen
Eichform entsprechende) Verhalten in = haben.

Sei

Gl 65) = — {991(95’5;99225’5) z>¢ (3.17a)

und

_ 1 ¢1(§75)¢2(x75) x>
G_(z,{s) = W (s) { oll, ) (2.5)  w<f (3.17h)

Diese Greenschen Funktionen G4 und G_ existieren und invertieren jeweils die Gleichungen

2
—um—l—(s—l—Quo—l—%)u = Uy fira>0,

2

mit den Randbedingungen

2073 e /
us(0.9) = P20 [T et i 0.9) = A

u_(0,5) = %/fm (6, ) Uo(E)dE ' (0,5) = %/j}o (£, 5)Uo(€)dE .

= A 7 e e,

Die Wronski-Determinanten W, (s) und W_(s) in (3.17a) bzw. (3.17b) werden aus den
Basislosungen oy, @3 bzw. 1, by gebildet. Diese Wronski-Determinanten sind unabhingig
von x und analytisch in s in der aufgeschnittenen C-Ebene. Schreibt man z.B. die Gleichung
fir @ >0, —uge + (2uo + s + 54—2)u = 0 als System erster Ordnung u, = Ay (z, s)u, so ist

0 1
spurd, (z,s) = spur ( Sy + 0?0 ) =0.
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Aus .
Wix,s)=W(,s) exp/ spurAy (y, s)dy

folgt die Unabhéngigkeit der Wronski-Determinanten von x, bezeichnet man mit Ay(z,s)
die jeweilige Matrix der Koeflizienten fiir die Gleichungen (3.11a) und (3.11b). Daher kann
ihre Abhéangigkeit von s durch die Abschatzungen aus Lemma 3.2 fiir grofle x gewonnen
werden. Dies ergibt

Wo(s)| = ‘ o ‘: O(1) + 0 <§> (3.18a)
Wo(s)| = ii ZZ ‘ —0(1) 10 e) ~0n) (3.18b)

fiir o = 0.

Man kann eine Losung von (3.2) darstellen durch u(z,s) = uy(x,s) fiir > 0, u(x,s) =
u_(x,s) fir <0 mittels

ui(,s) = / G, &, 5)Un(€) d + i

/991 )Uo d§_|_/992 )9;15 ’S)Uo(f) dé + ey (3.192)

(x,s) /G Uop(€) dé + c—in

P (€, s)ta(x, 5) F0a(E,8)ibi (2, )
W_(s) Uo(f)d“/ W_(s)

Es wurde zur speziellen Losung der inhomogenen Gleichung noch die homogene Lésung

hinzuaddiert, um wy und w_ an der Stelle # = 0 einmal stetig differenzierbar zusammen-
setzen zu kénnen. Die nichtberiicksichtigten homogenen Losungen , und vy fallen durch
die Randbedingungen im Unendlichen heraus. Eine elementare Rechnung liefert fiir die
Konstanten:

0
—1

S I — A ) ] el -

¢1(07 5)992(07 S) — 99/2(07 5)¢1(07 5) .

©1(0,8)1(0,8) — ¢ j(s) /991(575)(]0(5)(15 (3.20a)

T 0RO, )71 (0,5) /“” & s)a(€)dS -

=
=
2.
G

[ (& tu©de. (3:200)
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(3.19a), (3.19b) zusammen mit (3.20a), (3.20b) liefern eine Darstellung der Losung der
linearen Eichform (3.2), die aus (3.11a), (3.11b) konstruiert wurde, und die an der Stelle
x = 0 einmal stetig differenzierbar zusammengesetzt ist.

Fiir die Konstanten

1 L —1
)= S0 90, 9) = A0, 510, 5)
c? (S) _¢ (075)992(0 5) ¢§(075)¢1(075)
- @1(075)¢1(0 5) @i(075)¢1(075)
_ —1 _ 1
)= 0,990,5) = R0, )e(0,5)
‘ (S) _ _;/)2(0,8)99/1(0,8) _¢é(075)¢1(075)
¢1(07 5)99/1(07 5) - ¢i(07 5)991(07 5)
gilt
d(s)=0(1) fir o0—=0,i=1,2s€c€. (3.21)

Dies folgt direkt aus dem Beweis zu Lemma 3.2. Man kann per Konstruktion von ¢,
Y; diese so wéahlen, dafl die Nenner nicht Null sind, da man bei der Konstruktion die
Bedingungen ¢1(o0) = 1, ¢3(0) = 1 durch ¢1(00) = a, ¢2(0) = b ersetzen kann, mit «,
b geeignet gewdhlt. Zusétzlich ist per Konstruktion ¢,(0) = 1, ¢4(0) = 0, ¥,(0) = 1,
¥5(0) = 0 und ¢4(x, s) beschrankt fiir alle 2 und s € £. Hieraus folgt (3.21).

Mit den vorangegangenen Bemerkungen 148t sich also formulieren:

Lemma 3.3 Sei Uy € X' und s € £. Dann besitzt die Losung u(x,s) der Gleichung (3.2),
die iber die Gleichungen (3.19a), (3.19b) dargestellt ist, die Abschditzung
1 ..
lu, )|z < Clc0) <W> Uollzy  fiir o — 0. (3.22)

Beweis:

Verwendet wird die Darstellung der Losung aus den Gleichungen (3.19a), (3.19b) und die
Abschétzungen (3.18a), (3.18b) und (3.21), sowie Lemma 3.2.

[ Gt (61| = “0”3))7 (s >d5+“°1 /m: )¢
< (0 (3)) ([oe fermecter + e forcaou

. 1/2
T e—Reo-x (/ eZReafdg)

0

VAN
a
=
-+
a
TN

%)) ( cReox (76_2Regéd§) 1/2

1 1 C(eo .
C<1‘|‘O<;>> W||U@||L2(R)§ |0_|3/2 fir o — 0.

) 1Uol| 2 ()

~—

IA
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fotncomn<;

x

(€.5)de + 20 /ma )¢
Rews / e—RewaO(g)dg

) 1Uol| 22 r)
2]

. 1/2
e—Rewx (/ eZRewﬁdg)
erei(a,s)] < (|C+ )] / |1(&, 5)Uo(E)] d€ + |W+ ST /|<Pl (& 5)Uo(& )|d§) o1z, )]

< c(a%W/5W%u&%+

x

oo 1/2
S C (eRewx (/ e—ZRewﬁdg)

_|_

x

0
< C(€O)||UO||L2(]R) firoc—0.

< ClUo|r2ry +C 1Uoll 2 ()

1
(Re)!/?
1 .
C( )(1—|— (| |1/2)) ||U0||L2(]R) firc — 0.

IA

2(s)]
W_(s)] .

le_tn(z,s)] < ( |/|991 (&, 5)Uo(& )|d5‘|‘ / 1€, 8)Uo(& )|d§) i1, 5)]

C
< WHUOHH(]R) + Cl|Uo]| 2wy

1 .
< 0(50) (|0_|—1/2) ||U0||L2(]R) firo—0. m

Somit erhalt man fiir die Losung der linearen Eichform (3.2), die iiber die Losungen der
Gleichungen (3.11a) und (3.11b) gewonnen wurde, die Abschétzung

u(z,s)|[Lor)y = |1GUollz2ry < |G ||lL2(R)= L)l Uol| L2 (r)

1 1
- 0( ) TN (—) 1Ol zore
| |3/2 (S—I— %)3/4

fir s — —i—2 in der aufgeschnittenen C-Ebene &, woraus aus dem Taubersatz 2.8 die

Langzeitasymptotik

52

e .
||u('7t)||L°°(]R) ~ Ve ||U0||L2 firt — oo

folgt.

Insbesondere gilt natiirlich auch

1 1
u(x,s)||pomr) L C | ———— | |Uollrzr)y L C | ——=—— | ||Uo]| m ,
(e, )l ((S+%)3/4) 1ol r ((S+%)3/4) 1ollm



44 3 DIE LINEARE EICHFORM IN X*

d.h. fiir Uy € H'(IR) ist diese Abschitzung ebenfalls giiltig. Da nach den Existenzresul-
taten fiir grofle Zeiten die Losung der linearen Eichform in D(A) = H?*(IR) enthalten ist,
sind die Losungen u(x,t) auch in C*(IR). Die Verbindung zwischen den hier konstruktiv
beschafften Losungen und der Existenztheorie aus Kapitel 2 ist gewahrleistet.

3.3 Die lineare Eichform in L"O(e%x)

t

Um die gesuchte Abschitzung der Halbgruppe e
Halbgruppe in Loo(e%x) untersucht werden. Die Abschitzung wird wieder in Laplace-

in X* zu erhalten, mufl noch die

transformierter Darstellung gewonnen und mit inverser Laplace-Transformation in ¢ aus-
gerechnet. Hierzu werden die Methoden aus Kapitel 3.2 verwendet.

Setzt man e3%u = v, wobei u Losung der linearen Eichform —u,, + (s + 2uo + %)u =U,
ist, so muf} v die Gleichung

g A+ Y00+ (5 + 2up — Lo = €270 (3.23)

16sen, wobei v eine Darstellung
v(x,s) = 6%9”/G(:Jc,f,s)e_%é (engo) d¢ (3.24)
mit der Greenschen Funktion G(x,¢,s) aus Kapitel 3.2 besitzt.

Man hat also jetzt das Verhalten der L*(IR)-Norm von v in s abzuschétzen unter der
Voraussetzung Uy € X°.

Das nach Kapitel 2.2 aus den Energieabschitzungen zu erwartende Langzeitverhalten der
Losung, das hier in s ausgedriickt wird, legt nahe, daff bei den L*(IR)-Abschétzungen der
Funktion v aus (3.24) eine Verschiebung der Singularitét in der komplexen Ebene stattfin-
det. Aus Kapitel 2 hat man eine Abschitzung des wesentlichen Spektrums in X! und eine
Langzeitasymptotik erhalten. Die X*-Norm der Lésung muf} die so erhaltene Langzeita-
symptotik mindestens auch haben, oder sie kann in der Zeit noch schneller abklingen, da
lu(-,t)||xee < Cllu(-,t)||x:. Es ist klar, daf die in Kapitel 2 durch die Verwendung der
Gewichtsfunktion e2® stattgefundene Verschiebung des Spektrums, bzw. der Resolvente,
auch hier zu sehen sein muf.

Beispiel: Zur [llustration dieses Verhaltens sei ein typischer Term aus der Integraldarstel-

lung der asymptotischen Eichform
¥ o0 (7€) ¥ ¥
v(x,s)= 65””/ —e2¢ (655(]0) dé, >0 (3.25)

x 20

gegeben. Die Abschitzung unter der Voraussetzung ez*U, € L*(IR) lautet
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Diese Abschatzung gilt nur dann, wenn das Integral iber ¢ existiert, d.h. sofern s € {s €
C|Reo + 7 > 0}. Dies ist eine Parabel mit Scheitel in s = 1, die nach links ge6ffnet ist.
Wie diese Punktmenge aussieht, wird spéter noch gezeigt. Weiterhin gilt dann

%—I—o‘)x e—Re(%—I—o‘)x

(
e
20  Re (0 + %)1/2 HLiO(]R

[0, )|y < | ) e Uolle2my

C 1,
oTRe@o 7oy < ol
Die beiden kritischen Punkte fiir die Tauberasymptotik sind ¢ = 0, d.h. s = —%2, und
Re (20 ++) =0, d.h. 2Re /s + %—I—’y = 0. Fir s =1 ist dies 2\/§—|—’y =|y|+v=0,da
~v < —2 vorausgesetzt wurde. Die Singularitdt verschiebt sich also von —%2 nach 1. Dies

fiithrt jedoch zu einer voéllig unzuldanglichen Zeitasymptotik, da die Tauberasymptotik bei
einer Singularitat s = 1 eine Langzeitasymptotik von e’ zur Folge hat. Deswegen wird v
mit Hilfe von ||Usl|z2(r) abgeschétzt.

loless)lugzey = e? [ Glas&,s)Uo(€)dell oo my
< e [ Gla,€5) dell iz gy - [Tollzay

sofern alle vorkommenden Integrale existieren, was noch zu zeigen ist! Fiir @ > 0 ist dies
durch v < 0 und damit 2% < 1 garantiert.

Das Beispiel zeigt den Mechanismus, wie ein exponentielles Gewicht das Spektrum eines
Operators verschiebt, hier jetzt in Laplace-transformierter Darstellung tiber die Greensche
Funktion. Damit sieht man die Auswirkung des exponentiellen Gewichts beziiglich der
rdumlichen Variablen auf die Langzeitasymptotik.

Lemma 3.4 Sei u(x,s) Losung der linearen Eichform (3.2) und Uy € X'. Dann gilt
C

[ )| o3y < ‘ 72 100l x0 + WHUOHXO

Re\/s—l—ojli—l—%

fﬁrse@\<{36@| Re\/s+°jl—2—|—%§0}U{3€(D| Resg—ﬁ;, Im520}>.

Beweis:

Setzt man wieder u = e3%v, dann besitzt v wie in (3.24) als Losung der linearen Eichform
eine Darstellung

U+($,S) = egx/G-I-(xvaS)e_%f (engO) df + G%xc-I-S‘QI
v_(x,8) = e%x/G_(x,f,s)e_%f (engo) dé + e?%c_y

mit G4 (x,€,s) aus (3.17a), (3.17b) und cg aus (3.20a), (3.20b).
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ol

x>0

””/G+ £ 8)eTE (34,

= /@Mwwﬁ}> (2 T0(0)) de

W+(5) 0
+—v;f( el shenl ) (F40() d&‘

< g L e et + [ enle el T

da v < =2 und = > 0. Dies wurde bereits in Lemma 3.3 abgeschétzt und liefert

e%x/a+(x,g,s)e—%s( 50, dg‘ |3/3

firoc —0,s €€.

ok

e x <0

x

T [ G, 65 F ()
\

oy L vl )7 (F4Tu(6)) de

ﬂm@éwmm%@mﬁﬁﬁ%@M4
‘e(%—Rew)x /_x (3 H+Rew) (engo(f)) d

Cw)
0
-I-e(%J’Re“’)x/ e~ (3 Rew) (engo(f)) df‘

IA

[W_(s)|

IA

1 1
C(w) (Re (2(4} — 7)1/2 —I_ Re (2(,{} _I_ 7)1/2) ||UO||L2(8%Q;)-

Diese Abschatzungen gelten jedoch nur, solange Re (2w + v) > 0. An dieser Stelle sollte
noch einmal die Lage und Bedeutung der moglichen Singularitéten erldutert werden. Es

kommen die komplexen Wurzeln w = /s + 021—2 und ¢ = /s + i—2 vor. Ist s € &£, so sind
beide Wurzeln erklért, eindeutig und mit positivem Realteil. Jetzt, bei den Abschitzungen

in dem gewichteten Raum Loo(e%x), entstehen noch die Terme 2w — v und 2w + v. Da
die komplexe Ebene bis —i—2 aufgeschnitten und v < —2 ist, hat 2w — v immer positiven

Realteil. Anders hingegen 2w + v. Durch Einsetzen sieht man sofort, dafl fiir s = —1 der
Term 2w 4+ v = |y| + v = 0 ist, da v < —2. Damit also alle oben vorkommenden Integrale
existieren, mufl {s € C| 2Rew+~v < 0} aus der komplexen Ebene ausgenommen werden.

Dies ist eine Parabel mit Scheitel in s = —1. Schreibt man s = £ 4 5, dann ist Re /s =
1/2

A/ €247 1/2 . . . 2 2
<w> und somit die Ungleichung V2 <(§ + %) +4/(E+ %)2 + 772> < —v zu

erfiillen, welche sich zu n* < % — &+ %) umformen 1at. Die Abschitzungen sind

gliltig in der offenen Menge C\{s € C|2Rew + v > 0} =: &,.



3.3 Die lineare Eichform in Loo(e%x) 47

Es miissen noch die beiden verbleibenden Terme abgeschitzt werden. Fiir # > 0 ist

Fepplas)

6%%1(9‘?)‘ (

<

[ et i [ omond)

1 o 1/2 0(50)
(R62w+7)1/2 </_OO€ %Ug(f)c%) + |U|1/2||U0||L2(]R)

= (0 (memzmn) + 0 (i) ) ke,

und fir z < 0

e%%_%(g;)‘

< e%x%/h(:z:)‘ (cl_ /OOO @1(5)6%66_%5(]0615‘ + m|/iL)| ‘/_OOO @bl(f)UO(f)de
< CeRllem + e ([ o) "

- (O ((Rele—l- 7)1/2) to (WI%“)) [Follxe

sofern bei allen Abschétzungen Re2w +~v >0, d.h. s € & und s € £ ist. m

Bei diesen Abschitzungen treten nun, im Gegensatz zur linearen Eichform in L>(IR),
sowohl Terme auf, deren Singularititen entweder bei ¢ = 0 sind, als auch Terme, bei
denen 2Rew + v > 0 gefordert werden muf. Die im Beweis zu Lemma 3.4 aufgefithrten
Abschétzungen sind giiltig fiir s € £, N E.

Fall 1: Es sei 54—2 < 1. —%2 hat einen positiven Abstand zu —1 und liegt rechts von —1.
s € & NE ist in Abbildung 4 dargestellt.

ENE

Abbildung 4
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Es gilt der in Kapitel 2.3 aufgefithrte Taubersatz, und die Langzeitasymptotik ist wieder
2
Ot~V 51,

Fall 2: Es sei % > 1. Die Abschéitzungen gelten in s € C\{s € C| Rey/s+ 021—2 +3 <
0} = &,. Dies ist das offene Komplement der Parabel. Dies hat zur Folge, dafi bei der
inversen Laplace-Transformation, bei der entlang , integriert wird, der Integrationsweg
jetzt nur bis, " = {s € C|Res = —1+7; § > 0}, wie in Abbildung 5 dargestellt, verschoben
werden darf.

T
A

!
Y Y

,/={s€ClRes=—-1+4;6 >0}

Abbildung 5

Um die inverse Laplace-Transformation durchzufithren, wird , " in der komplexen Ebene bis
, " verschoben, wie in Abbildung 6, Seite 48 veranschaulicht. Um die Umkehrtransformati-
on in diesem Falle durchzufithren, kann man eine vereinfachte Version rechnen, da es dann
nicht auf die algebraischen Terme in ¢t ankommt. Die zu erwartende Langzeitasymptotik

von e~ (1=t ist nicht scharf genug, die algebraischen Terme mitzunehmen, da & > 0 ist.

Die Abschitzungen aus dem Beweis zu Lemma 3.4 sind auch giiltig fiir grofie |s|. Dies
folgt aus der Darstellung der Basislosungen ¢;, ¥, aus Lemma 3.2. Es gilt hier jedoch zu
beachten, daff die Wronski-Determinanten fiir grofie |s| durch |[Wi(s)] = O(1) + O(o) und
|[W_(s)| = O(1) + O(w) abzuschitzen sind. Die Abschatzungen der Greenschen Funktion

fiir grofle |s| lauten dann ||u(z,s) ~ # mit 0 < v < 1, wobei v nicht genauer

||L 1z
*(e2”)
angegeben werden mufl, interessiert man sich nicht fiir das genaue algebraische Abklingen

i .

Eine einfache Uberlegung liefert das Langzeitverhalten der Losung [|u( -, t)||x~ mittels des
komplexen Umkehrintegrals entlang ., ”.
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149

\/

"

Abbildung 6

Das zu berechnende Integral ist

st

1 € .
/ ds, mit 0 <v <1.

omi Jro |s|r

Eine Parametrisierung der Parabel ,” mit Scheitel in s = —(1 — d), § > 0 ist Res =
—bp*—(1—-6),Ims = p, p € IR, b > 0 geeignet gewihlt. Die inverse Laplace-Transformierte
berechnet sich also zu

1 st
—/ ¢ dS S
2me Joo |s|v

s e—bp® t—(1-8)t
<cf 2bp)? + 1d
= Ol T a gy PG

_p2
ebpt

= _(1_5)t 1 d
ce /0 (bp2 + (1 —6))2 + p2)u/2( + O(p))dp
0o —bp?t
< —(1-0)t ¢
< Ot [ (L Ol
o—(1=0)t
S C = O (6_(1_5)t) .

Vi

Somit ist das Ergebnis fiir das zeitliche Abklingen der Losungen u(z,t) im Falle L= (e2%):

Lemma 3.5 Sei Uy € X', dann gilt fir die Lésungen u(x,t) der linearen Eichform (3.1)

€

_2,
()l 3y = © (t—/) [Tl o + O (=094 T | (3.20)

firt —o00,6>0.m

Hiermit kann man das Abklingen der Losungen der linearen Eichform in X* beschreiben.
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Satz 3.6 Die Langzeitasymptotik der Losungen der linearen Eichform (3.1) lautet

82
tlee < L CGoe e Jir e, %<
Ce™ 16||Uo||X0 fiir t— o0, %2175>07
bzw. als Asymptotik der Halbgruppe ausgedriickt
e‘§t ,
le™ ]| xomx= < Cm fir t—oo, 2<1
Ce—(1-9) fiir  t — o0, %2175>0' .

Diese Abschitzungen der Halbgruppe werden es erlauben, wie in Kapitel 4 formuliert, die
Existenz von Loésungen mit diesem spezifischen Zeitverhalten zu zeigen.

Bemerkungen: Der Taubersatz 2.8 ist in dem Falle, dafl % > 1, also s € &,, nicht
anwendbar, da fiir die Konvergenz des Integrals der inversen Laplace-Transformation we-
sentlich ist, dafl die Integration auf einen Weg mit 7 < |arg(s+1)| < 7 verschoben werden
kann, wobei —1 der Scheitel der Parabel aus &, ist. Dies ist nicht mdglich.

Fiir s € &, kann man den Weg wie gezeigt gehen, allerdings verliert man dabei € in der
Asymptotik. Man kann versuchen, die Integration der inversen Laplace-Transformation
entlang einer Geraden Res = —1 durchzufiihren. Hierzu sind jedoch die Abschétzungen
nicht gut genug. Man brauchte hierzu ein Abklingen der Form u(x,s) ~ (s + 1)7" mit
v > 1, um mit Hilfe von [Doe50], S. 494 ff. auf u(z,t) ~ t“e~" zu schlieflen. Da aber v > 1

vorausgesetzt ist, ist diese Asymptotik auch nicht scharf in e~*.

3.4 Die Langzeitasymptotik in ¢

Die Integralgleichung (3.5), die aus der Darstellung der Losungen in Laplace-transformierter
Form gewonnen wurde, kann durch inverse Laplace-Transformation in die Integralgleichung

u@ﬂ:/K@&MM@&+//K@&#¢M@M@ﬂ&& (3.27)

iibergefithrt werden. Mit den Resultaten aus Kapitel 3.1 - 3.3 kann man nun die Lang-
zeitasymptotik in ¢, anstatt iiber den Parameter s, aus der Darstellung

/K@@ﬂ%@&+//K@&hmM@wam@h (3.28)

2

berechnen, indem man ||u( -, )| femr) < C |Uol| 22wy einsetzt. Die in (3.28) angege-

(141) 1/4 |
benen Integrale sind die inversen Laplace Transformierten der Integrale [ K'(x, €, s)[Uo(€)
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+u(&u(€, s)]d€ aus Gleichung (3.5). Die Kerne K(x,¢,t) sind die inversen Laplace-Trans-
formierten der Kerne K(x, €, s), welche in der Gleichung (3.6a) - (3.6f) vorgestellt wurden.
Die inversen Laplace-Transformierten der Kerne kénnen explizit berechnet werden, siche
[Kir92]. Da die hier verwendeten Kerne eine leichte Modifikation der in [Kir92] berechne-
ten Kerne sind, wird ein Kern nochmals exemplarisch invers Laplace-transformiert. Die
inversen Laplace-Transformierten der anderen 5 Kerne werden angegeben. Die leichte Mo-
difikation der Kerne kommt dadurch zustande, daf in [Kir92] die Eichform (2.1) untersucht
wird, wahrend dieser Arbeit die Gleichung (2.2) zugrunde liegt.

Die zu transformierenden Kerne sind:

- —o(x o—w
- —oz+w 1
Iﬁz(w,f,s) = e + fm , T > 07 §< 0 (329b)
1
Ks(x,&,8) = e‘”'x_€|2— , >0,¢6>0 (3.29¢)
o
K _ et T T 0 0 3.99d
X4(x7§75) € 2w(w_|_0_) ” r < ” §< ( )
- wrxr—ao 1
Ks(x,&,8) = e fw——l— R <0,&>0 (3.29)
1
Ko(x,&,8) = e‘“"x_f'Q— , v<0,£<0. (3.291)
w

Die inversen Laplace-Transformierten der Kerne K3 und K kénnen explizit angegeben
werden durch

1 2, _(z=9)?
Ka(z,6,t) = et 3.30
nbt) = e T (3.300)
]_ a2 r— 2
Ke(a,6,1) = et T (3.30f)

2/

Der Kern K 1a8t sich wie folgt behandeln:

1 sgt+i00 1 sgt+i00 o w
Ki(x,6,t) = — / TKi(x,€,5)ds = — / stemrlett) _— = s x>0, >0,
(2, €,t) omi e Ky(x,&,8)ds omi e 2ot o) s, @ £
80 —100 80 —100

Wobeix>0,§>0,865undso>—i—2.

Der Integrationsweg wird mit dem Cauchy-Integralsatz verschoben wie in [Kir92], siche Ab-
bildung 7. Der Integrationsweg parallel zur imaginéren Achse wird in einen winkelférmigen
Weg um die am weitesten rechts gelegene Singularitdt verschoben. Die Singularitét ist in
diesem Fall s = —%, ebenso wie bei der Anwendung des Taubersatzes.
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~R+iR - Im s so+ iR

—R +icose

2e

/_
= _ 2 Res
" T

—R —1cose

“R—iR sy — 08

Abbildung 7

Fir R — oo verschwinden die Wegintegrale entlang der Wege so — ¢ R nach —R — 1R bzw.
— R+ 1R nach s + 1 R sowie entlang der Wege —R — 1R nach —R —icose und —R+icose
nach —R + ¢R. Es bleibt das Integral

im —— / it olatt) T W

R—co 214 20(w + o)

&

abzuschétzen. Zur Parametrisierung des Weges wéhlt man s = —% + g%, =7 —¢

bzw. ¢ = m + €.
,62

£t) = e_TtIm /6_‘12t€‘“—iq(x+€)e‘“/2 ige™ et = V2 — " 2¢e" dg
m 2ige—ie/2 (Z'qe—is/Z + \/W)
_B, .
_ € ¢ Im/ —q%t— ig(e+€) | q—I_ZVQ_qz
(iq + V2 — qz)
:=a(q)

Da das Integral fiir ¢ = 2w reell 1st fiir w € IR, erhélt man durch die Verschiebung
— _ otg
q= 15 tr

_[(1 (l’,

I(l(x,f, = —6 /3 tIm/ —r?t z:f a(_l'z;;.f + T) dr .
Es ist
r? 4 r+¢ 2+ x+¢
Ima(—ist + 1) = ( 2 ) ( 2t2) (1+0(r) .
24 (5 )
woraus

I(I (l’, 57 t) =

;ﬂ— () 2 () (1o
YV (e s (59)
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verwendet. Der Term

folgt. Hierbei wurde /OOO e_r2t(1 + O(r))dr = L\/_(l + (’)(7)

2 2
b (59" 2 (5
p
r+ e+ )2
(7 2+ (5) )
ist gleichmafig beschrankt, woraus fiir den Kern K;(x,&,t) in niedrigster Ordnung in ¢

et L (o1
I&l(x,f,t)—Qﬁ\/Ee e (1—|—(’)( )) (3.30a)

folgt. Fiir die anderen Kerne erhélt man:

Q(z,{,1) =

Ky(x,6,t) = ﬁl\[ eI G (1 +0 (%)) fir > 0, £ < 0,(3.30b)
Ki(z,6,t) = Wg’iﬁt <eﬁ<x+f> 1o G)) fire <0, £ <0, (3.30d)
Ks(z,6,t) = ﬁlﬂe@ e‘%+ \/? (1 +0 (%)) fiir 2 < 0, € > 0.(3.30e)
Lemma 3.7 Seien K;(x,£,t), 1 =1,...,6 durch (3.30a) - (3.30f) gegeben. Dann gilt
2, -y
v, €t — (f)( 7 dédr| < Cma
firi=1,...,6.
Beweis:
Mit dem Kern K (x,€,t) fiir @ > 0 ist
L oo .
[ [ et =€) e dr| <
L e el e
R S (Il

6_%2t0/(¢t—<1+r>1/4+<t—r><1+71/4 ‘/“ uEe

IA
!

dr

[ee)

_2, = 1 V2 £
s O O/( (1+T)1/4+\/ﬁ(1+7)1/4) O/e p()dg

dr +

]
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1

+1:Qﬁi7u+TW4+u—rxi+ﬂvJ

[ee)

[ (e

dr

1

)

2
< Ce Tt

! [.e
0/ (t — 7)32(1 + 7)1/4 0/§€ T M(&)de dr +

t__

| gt ([ e o

Es ist M(€) := f¢pu(r)dr. p klingt exponentiell schnell ab fiir |#| — co. Die Integrale
beziiglich ¢ sind beschrankt. Es bleiben noch die Faltungsintegrale iiber ¢ abzuschétzen

t—% t—%
1 1 1 1\
/ dr| = / < + > dr
) (t — 7)32(1 + 7)1/4 (1 +¢)1/4 ) \t—7 1+71 (t —7)5/4
V3 1 [
A+ 07 [[T= )7
1
= O 3.31
() +2 () 61
/ 1
dr| < / 21—
/\/t——r(1—|—7)1/4 i —|—t1/4 w——f —|—t1/4‘ oy
t—% t——
1
Ol ———~ . 3.31b
@+WQ 5310
Somit ist die Asymptotik des Integrals
£ oo —’627' i—2t
// (L&t (f)md&h <CW fir t— oo
00
in niedrigster Ordnung in ¢.
Das Integral {iber den Kern Ky(x,&,t), @ > 0, 1aBt sich wie folgt abschatzen, wobei £ < 0
zu beachten ist:

t 0 _8 .
[ [ Balestot = &) g de | <

! e~ T (-7) e‘iif ° 2 e fop—=t
< C/ : / k=) 4(t—)2 del d
— ) t—T (1_|_7_)1/4 L € € /,L(f) 5 T
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dr

t—% 0 22
82 1 __a? __=? 5(2+4t— 2)
< Qe 7t / e Wi—7) / e -7 ex 2N AeT)? d
— / /—t—T(]_—I—T)l/4 p 2—|_ .1’2 /’L(f) 5

-0 4(t—7)?

/ 1
+ | =armhlemir

t=3

t—3 0
~2 1 ~ T romers
< | [ g | | Tw
0

[ee)

1
dT+O((1—|—t)1/4) ”

unter Verwendung von (3.31b). Bezeichnet man wieder mit M(§) = IS p(r)dr, dann erhalt
man mit partieller Integration aus dem Integral {iber ¢

t 0 _8.
//fiz(%fat—T)/«L(f)mdde <
0 —oo
t—% 1 5 — 22 0 1
_ﬁ Tr“e 4(t—7) 5 z2
< Tt / . / 1w(t=n)2 | M(&)|dE d —_
= GO Ve ae—y '<©'§T+O(u+wW)

— 0

Das Integral {iber ¢ ist gleichméfig in ¢ — 7 beschrankt. Das Maximum der Funktion
2
2

©’_eT10-7 wird bei z = £E— 7 angenommen und betrigt —1—e~'/*. Das verblei-

4(t—r) 1(t—r1)
bende Integral fot_g(t — 7')_3/2(1 + 7')_1/4 =0 ((1 + t)_1/4) wurde bereits in (3.31a) ab-
geschétzt. Somit ergibt sich auch fiir Ky(x, &, 1):

2
e~ T T

[ ] Baloot =€) gy de e

2
By

€

<o
— (1)

fir t =

in niedrigster Ordnung in ¢.

Der Term mit Ks(x, &, t) 1aBt sich genauso wie die Faltung mit K(x, &, t) abschdtzen und
liefert

t oo _ﬁf
. e
//IX3(x7§7t T>M(§)(1+T)1/4 dde S
0 0
< C R il el dr < C i
4(t—7)
= O/ t—r (1+T)1/40/€ H(E)dE)dr < (14 ¢)/4

Fiir die Faltung mit Ky(x,&,t), @ < 0, ist abzuschétzen

2
e T

[ ] Ealesot = Dl g de | <
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L e—ﬁ(t—r —’6—7'
! ‘ ! eVt
0
L
_5_ ? f dr
< : / +/
= J t_7—3/21_|_7—)1/4 (1+t—7)3/2(1 4 7)/4
€_§
< C—r——7—F.
— (14t

Hierbei wurde (3.31a) verwendet.

Das Integral iiber den Kern K5(x, ¢, t) laBt sich genauso abschitzen wie das iiber den Kern
Ki(x,&,t), wobel x < 0 zu beachten ist:

2

[ [ Koot = ml ) g g de | <

; e‘iﬁ(t_f) e‘iﬁf ’ & g far JST
< C/ . / i VT () de | dr < O
R T HEde| dr < O

Somit bleibt noch die Faltung mit Kg(x,&,t) zu behandeln.

2

//Kt;(x,g,t—r)u(g)ﬁdgdr
a2 82 0

e T(t—r) e—TT _ﬁz_—‘fﬁ
ey S

<

< C

C R (G Nt i < o
< . L( < -
>~ P ( )1/4||/“L||L T e /\/t——T 1 ‘|‘T)1/4
R t
= C(1+t)1/4 O/ (t—T)l/“dTJr / \/de
e‘ﬁt 2
T (O + o) . =

Aus Lemma (3.7) folgt, dafl sich die Integrale (3.28)

[ Kle &ty de + [ [ Kla,6t = r)u(euér) dedr
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52

unter der Voraussetzung ||u( -, 1)||per) < C%”UOHB(]R) abschétzen lassen zu

| [ K6l de+ [ [ K( 6t = r)pu(€)uém) dedrllory

_#
e t

< CWHUOHH(]R)

Hierbei wurde verwendet, dafl || [ K(-,&,t)Uo(§)dE||~mr) = O(t —1/4e- ) gilt. Dies kann
man {iber die inversen Laplace-transformierten Kerne dlrekt zeigen, oder die Resultate aus
Kapitel 3.1 verwenden, die mit der Tauberasymptotik erzielt wurden.

Mit diesen Uberlegungen sieht man, daf sich die Langzeitasymptotik ||u( - )| Lo ry ~

t='/%¢=7Tt in der Integralgleichung

u@ﬁ=/K@@w%®%+//K@&%wM®M&mwh

reproduziert. Allerdings liegt keine Kontraktion vor, so dafl der Banachsche Fixpunktsatz
in einem geeignet gewichteten Raum mit diesen Abschétzungen nicht angewandt werden
kann.

Die Integralgleichung (3.5) fiir e2%u lautet im gewichteten Fall
“u( ez” /I& Je 2€€2€U0(§)d§ +

* [ K, 5)e F A u(u(é, )t (3.32)
wobei die Kerne K'(x,¢,s) dieselben sind wie die in (3.29a) - (3.29f) gegebenen fiir den

ungewichteten Fall.

Ty
€2

wp

Fiir x > 0 lauten die abzuschatzenden Integrale

e%xz/_f(i(x,f,s)e_%éegé [Uo(&) + p(§u(é, s)] dE .

Da y < —2 gewihlt wurde und 2 > 0 ist, also e2* < 1, lautet eine LP(IR) - Abschétzung
der Integralgleichung (3.32) fiir 1 <p < o

le# s () oo <n§;/h [Uol€) + (€ u(€, )] déll s vy

Sucht man eine Losung dieser Gleichung in LP(IR) N LP(e2*) mit ihrer Langzeitasymptotik,
so sind die Abschétzungen fiir © > 0 dieselben wie in LP(IR) mit denselben inversen Laplace-
transformierten Kernen Kj(z,¢,t), i = 1,2,3 . Hieraus folgt fir = > 0 in L>(e?®) mit
Hilfe von Lemma 3.7:

|h

HZ/A ENT( @+2//A rmwwmwwwmscaiﬁﬁv

110
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52
fﬁr ||u( )||Xoo < C 1-|—t 1/4

Fiir x < 0 lautet die Integralgleichung

6
Fu(e,s) = 3 Y [ Kilw, &) HeH [Uo(€) + pl€ul, o)) de
1=4
Im Falle # < 0 besteht das Problem darin, dafl z.B.
e3t /A4 Je™ FEFEU(€)de

nicht so wie vorher abgeschitzt werden kann, da e?® — oo fiir # — —oo. Wird verlangt,
daB €2 [ Ky(x, &, s)e"3¢e3¢Us(€)d¢ als Funktion von z in LP(IR) ist, so ist s € £N &, die
Teilmenge von C, in der man den Integrationsweg fiir die inverse Laplace-Transformation
wahlen darf. Bei der inversen Laplace-Transformation der Kerne K, K5 und Kg wird es i.a.
nicht moglich sein, den Integrationsweg genauso wie vorher entlang eines Winkelbereiches
s = —%2 +qe'®, ¢ = T+ e, e > 0 zu wihlen. Betrachte

0

K “FoFUde = o3t | LT T wletd) —3E 34
/ il Je od€ ¢ - Qw(w—l—a)e odt
0
_ G [ Y TT (w3 g
e Pl _I_U)e e odé .

Da vy < —2 und Rew = Re /s + 021—2 > 0 fiir s € £ und Uy € X!, existiert das Integral. Die

Funktion €219 ist jedoch nur beschriankt fiir alle z < 0, falls Re(7 4+ w) > 0. Da die
Existenz einer Losung in X! gezeigt wurde, und diese auch weiterhin zugrunde liegen soll,
muf} s € &, gefordert werden. Dies ist das offene Komplement der nach links geéffneten
Parabel mit Scheitel in s = —1, die in Kapitel 3.3 bereits beschrieben wurde. Fiir die
Kerne Kj(x,&,t) und Kg(x, &, t) gilt das soeben Beschriebene genauso.

Angenommen es ist £- ® > 1,sodal ENE, = &, ist. Wiirde man fiir diese Kerne die inverse
Laplace- Transformlerte berechnen so wiirde dies eine Langzeitasymptotik von e~ (1=9¢,

d > 0 liefern, da man den Integrationsweg in der komplexen Ebene nur mit einem positiven
Abstand bis an die Parabel {s € C | Re(3 +w) > 0} verschieben kann. Dies wurde schon

im vorigen Abschnitt tiber die Greensche Funktion ausgefiihrt.

Berechnet man den Term fj [ K(z,&,t — 7)u(&)u(é, 7) dédr, so wird die Langzeitasympto-
tik bestimmt von der Faltung in der Zeit. Diese Faltung ist [l e~ (!1=)(=me-(1=0)rqr —
tee =9t = O(e_(l_g)t), mit & > & fiir t — oo. Wie auch schon frither bemerkt, ist
bei dieser Langzeitasymptotik ein Mitfithren der algebraischen Terme nicht sinnvoll. Auf
die Ausfithrung der inversen Laplace-Transformation und die anschliefende Berechnung
der Faltungsintegrale kann verzichtet werden, da sie keine neuen Erkenntnisse iiber das
Langzeitverhalten liefert. Die Asymptotik der Losung der linearen Gleichung folgt auch
sofort aus ||u(-,#)||x~ < Cllu(-,t)]|x1 < Ce 179" wobei die X'-Abschitzung mit Hilfe
der Energieabschitzung (2.11) gewonnen wurde.



3.4 Die Langzeitasymptotik in t 59

In dem hier untersuchten Falle wird vorausgesetzt, daff die Anfangsbedingung Uy € X!
ist. Die Existenztheorie liefert Losungen sowohl der linearen als auch der nichtlinearen
Gleichung, die in X' und, fiir ¢ > 0, sogar in X? sind. Da H'(IR)-Funktionen stetig
sind, entspricht die L>(IR)-Norm der C%-Norm, und ein Abschitzen der oben gegebenen
Integralgleichung in diesen Normen macht Sinn.

Als Schlufifolgerung 1&8t sich hieraus ziehen, daff die in Kapiteln 3.1 - 3.3 mit Hilfe der
Laplace-Transformierten errechnete Langzeitasymptotik iiber die Inversion mittels des Tau-
bersatzes 2.8 auch iiber die Darstellung der Integralgleichung in ¢ gesehen werden kann.
Allerdings sind die hier aufgefithrten Abschétzungen zu schlecht, um ein Fixpunktargu-
ment in geeignet gewichteten Raumen fiir die Integralgleichung (3.27) durchzufithren. Es

liegt bei der Abschitzung || fy [ K(-,&,t — )p(E)u(&, 7)dédr || e ry < C(1 + t)_1/4e_i_2t
keine echte Kontraktion vor, die man fiir die Existenz einer Losung der Gleichung (3.27)
zusammen mit ithrer Langzeitasymptotik bréauchte. Dies ist auch der Grund, weshalb in
dieser Arbeit die Eichform in Laplace-transformierter Form untersucht wurde, und die
Greensche Funktion in Abhangigkeit von s verwendet wurde.
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4  Die Nichtlinearitat

In Kapitel 2 wurde die Existenz von Losungen der Eichform (2.2) in X! gezeigt, und auch,
daf} die Darstellung der Losung als Losung der Integralgleichung

~

t
u(z,t) = e ATy (1) + / e~ A=) (e5xu2) (r)dr (4.1)
to

gilt. Diese Integralgleichung besitzt nach Lemma 2.5 eine Losung fiir alle £ > 0 mit der
2

Asymptotik [Ju(-,t)||x1 < Ce®|Usl|x1, ao = min{%,l — &}, wobei e~ die durch den

linearen Operator — A erzeugte Halbgruppe ist.

Kapitel 3.2 und 3.3 behandelten die lineare Eichform in X* und lieferten das in Satz 3.6
angegebene Resultat

_ﬁt 2
€ 4 .
le= Tl < CtlTHUoHL?(lR) fiir ¢ — oo, % <1 (422)
e‘iﬁt 52
le™ Vall 2oy € € |0+ Sz | Iallxo fiiw ¢ = o0, - 21,5 > 0(4.2b)

Die Existenz von Losungen der Gleichung (4.1) wird im folgenden mit einem Banachschen
Fixpunktsatz in C°([T, 00), X*°) gezeigt. Hierbei wird in C°([T, 00), X*°) mit den Normen

¥l
lulls = sup ™1+ 6" u(-.#)x
t>T
lells o= sup e fu - )] 5~

gearbeitet.

Das Abklingverhalten der Halbgruppe e~ in der Zeit wird durch die feste reelle Gréfie
B = v/v* — 4 und somit durch v festgelegt. Es sind daher zwei Falle zu unterscheiden.

Fall 1: Sei % < 1. Dann gibt es zu jedem [ fest ein § > 0, so dafl 1A=t 5 = (10
fiir + groff. Die Halbgruppe e~ erfiillt nach Satz 3.6 die Abschitzung ||e=4||xo x> <

2
Ct_l/‘le_%t fiir t = oo.

Satz 4.1 Die Gleichung (4.1) besitzt zu jeder Anfangsbedingung Uy € X', mit ||Up]|x:
klein genug, genau eine Lésung u(x,t) € CO[T,00), X*°) mit der Asymptotik
2

_&
e t



Beweis:

Zu zeigen ist, daf} die Integralgleichung

u(x,t) = e A= )+ /e 62 uz) (7)dr
)

61

fiir t > T in der Kugel B,(0) = {u € C°([T,00), X*) | Ju|lg < r} einen Fixpunkt besitzt.

Die Nichtlinearitit geniigt der Abschitzung |le2%u?||xo < C||u|xe||u|x:.

¢
e_A(t_T)u(:Jc, T)+ [ e~ Alt=7) (e%xuz) (7)dr bildet die Kugel B,(0) in sich ab:
T

t
fle= 0=, T) + [ e AINL ) (7)dr s <
T

< sup e%t(l + t)1/4(||e_A(t_T)u(:1;, T)|lx~ +
>T

i
1 e INE )7 o
T

IN
Q
&

o
]

_B
2y ya (7D 2y
(140 [ T T ot

t 2
e 5 (t—7)
+ [ Gyt e e, )l

2

t—Tl/41—|—7')1/4d) '

IA

T
t
c (nUonXl el Coll e sup(1 + )" /
T

2
Es wurde hierbei verwendet, dafl nach Lemma 2.5 [|u( -, t)||x:1 < Ce_%tHUoH)(l und
2
Ju(-,t)|lxo0 < CG_%tHUoHXl gilt. Betrachte

1
2 t—3 52 t £

e 17

t
e T
dr / d / d
7[ t—T 1/4 1_|_7_)1/4 J (t_7)1/4(1_|_7_)1/4 T+ (t_T)1/4(1_|_7-)1/4 T

1
t—3

I I

Weiterhin gilt

1 @ ( 1 1\
L < 7/ _4T< > d
Ll < L+t ) ‘ —r 1xq) 7

1 —ﬁT _# (t—1/2) 1 _ﬁT
07|€ 4 |§Cm€ 4

(4.3a)
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1 e a7
I I /7( dr

)3/4 ——T

_I_ / 3/4 _§Td7'

t__

< — | 1Z(t =
GRS ‘3(

2
C 2y

Damit 1st

t
|||6_A(t_T)u(:1;,T) + /e_A(t_T)NL(u)(T)dT|||5 < CllUo||x1 (1 + e_ﬁTTr) <r,

falls man ||Upl|x1 klein genug und T grofl genug wahlt.

Die Kontraktion folgt aus:

Il [ e INL@)(r)dr — [ AINL)(r)drs

= I [ MmN L(w) = NL@))(r)drls

¢
el —A(t—r
< sup leTi(1 —|—t)1/4/ ||e At )||X0_>Xoo || NL(u) — NL(v)||xo(7)dr
>T J
¢ _;3_ t—r)
/37 1/4 4 2¢ (. 2 2
< Canp e (14 [ Gl (56 =040 ol

||u + v||L2(]R) Nlw = vl|xe(7)dr| .

< Csup eiﬁt(l—l—t)l/4/t€7
>T J t— 1)t/

Fiir u gilt aber |Ju(-,t)||z2mr) < Ce™ ot |Uo|lx1. Es kann weiter abgeschétzt werden zu
t g 52
—E-(t—-1) 2 T7(1 1/4
< Csuple £ (1 + t)1/4/ LMG_%THUO + Vol|xt - e;(——I_T)Hu — V|| xeedT
t>T e t_T) GTT(]_ ‘|‘T)1/4
2 ! —ﬁ(t—f) 2 1
< O+ Vollyosup |41+ [ L el u— ),
t>T b (t =) eﬁTT(l + 7)1/4

IA

Il = ollls -

¢
e T
Cl||Uo + Vo|| x1 sup (1—|—7')1/4/ - dr
t>1
= T
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Die Abschatzungen (4.3a) und (4.3b) liefern das Resultat
t t
Il [ eI NL(w)(r)dr — [ e AINE(0)(7)dr s < Cl[Uo + Valli e = vl
T T

Damit liegt fiir Anfangsbedingungen, die klein genug sind, eine Kontraktion vor. m

2
Fall 2: Sei i—2 > 1. Dann ist e=(=9t > =14~ Tt fiir jedes & > 0 und fiir alle ¢ > 1.
Die Halbgruppe e~ geniigt nach Satz 3.6 der Abschitzung ||e™*|| xo_, xo < Ce™ (=9 fiir
t — oo. Es ergibt sich sofort das

Korollar 4.2 Die Gleichung (4.1) besitzt zu jeder Anfangsbedingung Uy € X', mit ||Us|| x1
klein genug, genau eine Lésung u(x,t) € CO[T,00), X*°) mit der Asymptotik

|u(-,t)][ x> = O (6_(1_5)t) fiir t — 00,6 > 0.

Beweis:

Die Aussage folgt sofort aus den durch die Energieabschatzungen (2.10), (2.11) gewon-
nenen Resultaten, da ||u(-,t)||x~ < |Ju(-,t)|[|x: und in Lemma 2.5 gezeigt wurde, daf
u( -, )|l xr < Cem =9 Up||x1 ist. m

Es sei an dieser Stelle nochmals erwahnt, dafl ein Mitfithren der algebraischen Terme nur

im ersten Fall, d.h. bei der Asymptotik mit t_1/4e_i_2t, sinnvoll ist. (3 ist optimal und kann
nicht verbessert werden. Im zweiten Fall ist nur § > 0 vorgegeben. Ein algebraischer Term
wird durch ein anderes § vom exponentiellen Abklingen dominiert, d.h. zu einem § > 0
und einem Abklingen der Form #*e=(=9 1 ¢ R fiir t — oo gibt es ein §' > 0, so daB
e~ (1= = O(e= (=) fiir ¢ — oo,
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5 Anwendungen

5.1 Die bistabile Gleichung

Die als “bistabile Gleichung” bezeichnete Differentialgleichung
Up — Ugy = U — U (5.1)

besitzt, ebenso wie die KPP-Gleichung, Fronten als “travelling wave” Losungen. Der TW-
Ansatz @ — x 4 7t fithrt auf die Gleichung

Up + YUy — Ugy = U — U° (5.2)

welche stationdre Losungen wug besitzt. Eine Analysis in der Phasenebene liefert die Fix-
punkte (0,0), (—=1,0) und (1,0), wobei (0,0) ein stabiler Knoten und (+1,0) Sattelpunkte
fiir |y| > 2 sind. Es existieren fiir |y| > 2 heterokline Verbindungen zwischen (0,0) und
(1,0) sowie zwischen (0,0) und (—1,0). Durch die Invarianz der Gleichung (5.2) fiir sta-
tiondre Losungen unter den Transformationen u +— —u und dem Transformationspaar
T+ —x, v — —v geniigt es, nur eine dieser Fronten fiir ein gegebenes |y| > 2 zu betrach-
ten. Sei also wie im KPP-Falle v < —2 und wuy diejenige Front, die 1 fiir #+ — —oo mit 0
fiir + — oo monoton verbindet. Es ist uj < 0.

Bemerkungen: Zusdtzlich kann man noch leicht zeigen, dafl es weitere Fronten gibt,
namlich die Sattel-Sattel-Verbindungen von (—1,0) nach (1,0). Eine simple Rechnung
zeigt, dafl, falls eine solche Front existiert, sie die Geschwindigkeit v = 0 haben mu$.
Gleichung (5.2) fiir stationdre Losungen als System geschrieben lautet

!
u = v

v o= YU —u+ u .
Hieraus folgt
v-v =y —u(u— ).
Integriert ergibt dies 0% = v fvidz — [, (u — u®)du. Die linke Seite ist Null, ebenso

wie der Term [, (u —u®)du aus Symmetriegriinden. Damit mufl v = 0 sein. Man verbleibt
also mit

als Gleichung fiir die gesuchte Front zwischen —1 und 1. Gleichung (5.3) besitzt die Losung
up(x) = — tanh % Dieser Fall wird am Ende dieses Abschnitts noch einmal aufgegriffen.

Doch zuriick zu der Gleichung (5.2) fir v < —2. Die zu dieser Gleichung gehérende
Eichform entsteht wieder durch den Stérungsansatz wug — ug + e3%y und fithrt auf

2
Up — Ugy + (3u(2) + %) U= —ezupu® — . (5.4)
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Der zu Gleichung (5.4) gehérende lineare Operator Bu := —u,, + (3u3 + 54—2)u st ein
sektorieller Operator ebenso wie A in 2.1. Die Nichtlinearitét ist, ebenso wie die Nicht-
linearitit der Eichform zur KPP-Gleichung, eine differenzierbare Abbildung von X' nach
X? und somit insbesondere lokal Lipschitz-stetig. Lemma 2.3 kann direkt iibertragen wer-
den. Hieraus folgt die lokale Existenz einer Losung in X' wie in Satz 2.4. (5.4) kann mit

denselben Mitteln behandelt werden, wie die Eichform fiir die KPP-Gleichung (2.2).

Die Front wug, die in der bistabilen Gleichung die 1 mit der 0 verbindet, unterscheidet sich
von der Front im KPP-Falle durch eine andere raumliche Asymptotik, die sich in anderen
Konstanten ausdriickt. Die Front ug ist Losung der Gleichung yuf, — ufj = ug — ug. Durch
Linearisierung um den Fixpunkt (0,0) erhdlt man, daff uy die Asymptotik

Ug ~ exp (L V27_4 :1;) fiir z — o0
up ~ =L V27_4 exp (77"' V27_4 :1;) fir z — oo

auf der stabilen Mannigfaltigkeit in (0,0) hat. Durch Linearisierung um (1,0) erhdlt man,
daf}

ug~ 1 —exp (L V27+8:1;) fiir ¢ -+ —o0

upy ~ 7"’@ exp (*"\ém :1;) fir x — —o0

entlang der instabilen Mannigfaltigkeit in dem Sattel in (1,0). Die Konstanten a und 3,
die im KPP-Falle durch a = /4% + 4, bzw. durch die Gleichung o B 2, gegeben

4 4
waren, wurden ebenso durch Linearisierung in den Fixpunkten erhalten. Diese werden fiir

die bistabile Gleichung durch Konstanten & = /7% + 8 bzw. 3 = /42 — 4 ersetzt. Zudem

&2_B2

gilt == = 3. Das in den vorigen Kapiteln fiir die lineare Eichform Gesagte kann direkt

unter Beachtung dieser neuen Konstanten &, 3 iibertragen werden und wird deshalb nur

kurz behandelt.

Die Koethizienten des linearen Operators Bu haben ein asymptotisches Verhalten von

32

—Upy + %u fiir z — o
&° .

—Upy + Zu firz — —c0.

Eine erste Abschitzung der Halbgruppe e=5! in L?(IR) 1iBt sich sofort aus einer Energie-
abschatzung berechnen, die genauso wie in (2.10) durchgefithrt werden kann. Man erhéalt

_2
ullr2ary < Ce™ T Uo|l 22 () - (5.5)

Im Falle Lz(e%x) ergibt sich aufgrund der Tatsache, dafl 3u2 —1 — 2 fiir ¥+ — —oo vorliegt,
eine Zeitasymptotik, die auch genauso wie in (2.11) berechnet werden kann.

(2 _2
[l 20, < CO6) (0 4 = 50) Tl (56)
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Es kann - genauso wie im KPP-Falle - die lineare Eichform mittels einer Greenschen Funk-
tion in Laplace-transformierter Darstellung gelost werden, und die Langzeitasymptotik mit
Hilfe der Taubersédtze berechnet werden. Man erhélt:

Lemma 5.1 Die Lisungshalbgruppe e~ Bt erfiillt die Abschétzungen
||e_Bt||Xo_>Xo < Ce ™ fiirt — oo, (5.7)

wobei ag = min{ﬁ;,Q -4}, 6> 0.

_2,
e 4 32
C—"—" fir t—oo, £<2
lePlyonx~ < Crn 4 (5.5)
Ce(2-9)t fiir t— oo, % >2,6>0.

Beweis:

Die Abschéatzung (5.7) folgt aus den Energieabschétzungen (5.5), (5.6). Die Abschitzung
(5.8) folgt aus Lemma (3.2). Die zu untersuchende Gleichung in Laplace-transformierter
Form lautet

22
Su—um—l—(i%ug—l—%)u = Uy, x>0

~2

) o
su—um—l—((3u0—3)—|——)u = Uy, x<0.

Fiir die homogene Gleichung existieren wieder jeweils Paare linear unabhédngiger Losungen
fir * > 0 resp. = < 0, aus denen eine Greensche Funktion konstruiert werden kann.
Hieraus folgt genauso wie in Lemmata 3.3 und 3.4 eine Abschétzung

1 1
[u(z, s)l[x= < C =+ . | [Uollxe,
Rey/s+ 4+  |s+5PA

die in der Menge s € C\ <{Re s+ % +3 <0} U{Res < —%, Ims = 0}> giiltig ist.

Req/s + % + % < 0 ist eine nach links gedffnete Parabel mit Scheitel in s = —2. Mit dem
Taubersatz 2.8 folgt die Behauptung. m

Mit Hilfe von Lemma 5.1 la8t sich die Langzeitasymptotik fiir die nichtlineare Gleichung
wieder mit einem Fixpunktargument zeigen. Auch hier entscheidet wieder v dariiber,
welches der beiden vorkommenden Langzeitverhalten das langsamere ist und somit die
Langzeitasymptotik bestimmt.

Lemma 5.2 Die Eichform (5.4) besitzt zu jeder Anfangsbedingung Uy € X', mit ||Us||x1
klein genug, genau eine Losung. Diese Losung hat die Zeitasymptotik

a2
—5 2

€
f’lj?“t—>OO, Z<2

. < O
||u( 7t)||X _C(l—l-t)1/4
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oder

[32

lu(- )l < Cm®T fiir =00, T2 22, 6>0.

Beweis:

Gezeigt wird der Fall mit dem zusétzlichen algebraischen Abklingen in ¢. Der andere Fall
mit dem rein exponentiellen Abklingen ist in diesem unter dem Aspekt der Beweistechnik

enthalten. Sei % < 2. Die zu losende Integralgleichung
(e, t) = e~ Bl—to)y, +/ B=1) N L(u)(r)dr (5.9)

kann, bis auf die etwas andere Nichtlinearitét
NL(u) = 3%y (3uo + e%xu) ;
genauso behandelt werden wie in Satz 4.1. Es gilt
INL(u)l[xo < C (Jfullxesllullxo + [[ull<llulxo)
< C (i + llullz) -
Mit diesen Abschétzungen fiir ||[NL(u)||xo zeigt man mit der Norm |[[[ul]; := sup egt(l +

) (1)

IV L(w)| 0

i
lle -B(t-T),, -|-/e tTNL (u)(r )d7'|||B§
T

/3_
4

t
< C(||U0||X1—|—supe (1-|-t)1/4/||€_B(t_f)||Xo_>Xoo||NL(u)||XodT)
T

t B i
—T(t—r) e~ T T El
< O | I0ollss + elllollss | sup (0 4+l | —T>1/4( . ) o
T

By 1/4 t 6_%( - 6_%T _2,
+i1>11T)€4 H1+1) T/(t 7 (1—|—7')1/4€ T dr

< C||Uo||x <1 +r T + TZG%T> ) (5.10)

|Uo|lx1, » und T konnen so gewdhlt werden, dafl durch die rechte Seite der Integralglei-
chung (5.9) die Kugel B,(0) in sich abgebildet wird. Verwendet wurde (4.3a) und (4.3b).
Des weiteren wurde verwendet, dafl das oben unterstrichene Faltungsintegral wie folgt
abgeschétzt werden kann:

2 t ~2

BQ
t—r) A\ trA) ¢ = ¢ (t—1) 1/4 1_|_T)1/2

T T

L /3_
%
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woraus die Abschatzung (5.10) folgt. Fiir die Kontraktion braucht man noch eine geeignete
Darstellung von NL(u) — NL(v), die mit Hilfe von Lemma 2.3 abgeschatzt wird.

INL(u) — NL(v)| xo(7) = ||e2*u?(3uo + €27u) — e3%0*(3up + €27v)|| xo

< lezT(e2™(u? + uv + v?) + Sup(u + v))]| xo||u — v||x=~
< C (llullxo + lvllxe + [[u?(lxo + [[o3]|x0 ) lu — vl x=

2, 2,
Ce T (IWallxs + 1Vellxs + €7 (Vo + [Vollz) ) e = ollx(7)

IA

Jetzt kann man wieder unter Verwendung der Abschétzungen (4.3a), (4.3b) zeigen, dafl fiir
geniigend kleine Anfangsbedingungen aus X! eine Kontraktion vorliegt. m

Bemerkungen: Es sollte der Vollstandigkeit halber noch der Sonderfall v = 0 angespro-
chen werden, der am Anfang dieses Kapitels in einer Bemerkung vorgestellt wurde. Es
existiert flir ¥ = 0 eine Front zwischen —1 und 1. Diese kann explizit zu uy = — tanh %

berechnet werden. Ein Storungsansatz ug + u in der Gleichung (5.2) liefert
Up — Ugy + (3u(2) — 1) u = —3ugu® — u’. (5.11)

Der lineare Operator —% + (3u3 — 1) ist selbstadjungiert in L?*(IR). Das wesentliche
Spektrum kann in diesem Fall mit 0. C [2,00) angegeben werden. Das Punktspektrum
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enthélt auf jeden Fall die Null, da es zum Eigenwert Null wieder die Eigenfunktion uj gibt.
Es enthélt auch noch die Punkte % und 2, da man das Eigenwertproblem

um—l—(l—3ug)u—)\u:0

durch die Transformation ¢ = tanh %, unter der Verwendung von tanhz(%) =1-

sechz(%), zu der Legendre-Differentialgleichung

i -2y )
%((1—§)u5)—|—(—(1_§2) —|-6)u-0

umschreiben kann, siehe auch [DJ89]. Diese Gleichung besitzt eindeutige Losungen in Form
von Legendrepolynomen, falls 4 — 2\ = k%, k = 0,1,2, d.h. fiir A = 0, %, 2, wie man in
[BS79] nachschlagen kann.

Der Eigenwert 0 ist ein isolierter Eigenwert der Vielfachheit 1. Die Analysis der vorangegan-
genen Kapitel kann in diesem Fall nicht angewandt werden. Ist 0 ein isolierter Eigenwert,
so kann Stabilitét, allerdings in einem anderen Sinne als bisher verwendet, gezeigt werden.

Definition 5.1 Sei X ein Banachraum. FEine TW-Lésung uo heifit asymptotisch orbital
stabil, wenn es eine Umgebung U C X wvon ug gibt, so dafS zu jeder Anfangsbedingung
Up € U und einer Losung u(x,t) der Gleichung (5.2) mit u(x,t = 0) = Uy ein ¢ € R
existiert mat

i, ) = ol + )l — 0
firt — co. In dieser Arbeit wird diese Stabilitdt als Stabilitdt mit einem Shift bezeichnet.

Diese Definition der Stabilitdt ist im Sinne von [AGJ90] und [Sat76] und beinhaltet, daf

auch Konvergenz gegen eine um ¢ € IR verschobene Frontlosung zugelassen wird.

Die Sattel-Sattel-Verbindung uy = — tanh % im Falle v = 0 ist im Sinne der Definition 5.1
stabil in LP(IR), 1 < p < oo, CY(1 + ¢73%) und in Cr,i;- Die Stabilitédt in LP(IR) wird in
[Hen80], Kapitel 5.4 gezeigt. [AGJ90] zeigen dies in Cy,,;, und [Sat76] in dem gewichteten
Raum CP(1 + "2 ).

Um Stabilitdt in einem shiftfreien Sinne zu erhalten, versucht man wieder einen Raum zu
wéhlen, in dem uy nicht liegt, um die Null aus dem Spektrum auszuschliefien.

Untersucht man den Operator

—BoU = Uy + 2V/2tanh( =) U,

welcher aus der Eichform

U, — 7 (ugUx)x = —ulU?(3ug + upU)
0

= U, -U,, — Qﬂtanh(%) U, = NL(u)
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stammt, so erhélt man in L?(IR) fiir das wesentliche Spektrum
0(Bo) C {)|8ReA > (ImA)?} .

Die Eichform entstand wieder durch Ersetzen von w durch ug 4+ u{U in Gleichung (5.2).
Der Operator By ist selbstadjungiert in L*(u)) = {u € L}_ | [gv*ul < oo}. Die Nicht-
linearitit erzwingt ein Arbeiten auch in L*(IR), und damit ausschlieflich in L*(IR), da
L*(u)) N L*(IR) = L*(IR), da das Gewicht u} = —m ist.

Das wesentliche Spektrum ist damit das oben angegebene fiir den Operator By und geht bis
an die Null heran. Die Untersuchung der Eichform wird also auch kein besseres Ergebnis
liefern als das oben erwdhnte Resultat mit dem Shift, das aus Gleichung (5.11) mit [Hen80],

[AGJI0] und [Sat76] gefolgert werden konnte.

Wahlt man ein anderes Gewicht fiir die Storung, z.B. a(z)u(x,t), so ist die zu untersuchende
Gleichung in L*(a) = {u € L}, | [ru?a® < oo}

]_ axl’
Up — W (a(:z;)zux)x + <3u(2) -1- 7) u=NL(u) . (5.12)
Das wesentliche Spektrum des zu (5.12) gehérenden linearen Operators Byu = —a%(azux)x—l—

(3ug — 1 — 2= )y kann durch Reo.(B,) > 3uf — 1 — 2= abgeschétat werden. Ein Gewicht
a(x) ist nur dann eine gute Wahl, wenn Re o, > 0 ist. Dies bedeutet, dafl lim, 1 e 2
sein mufl. Ein exponentielles Gewicht mu daher a(z) ~ *
stanten ¢? < 2. Bei einem solchen Gewicht ist das wesentliche Spektrum von der Null
wegbeschrinkt. Die Nichtlinearitit erzwingt jedoch ein Arbeiten auch in L?*(IR). In L*(IR)

besitzt der zu untersuchende Operator B,u = —a%(azux)x + (3u(2) —-1- %) u die Ei-

erfiilllen mit einer Kon-

genlosung ﬁ%v wie man leicht nachrechnet. Diese Eigenlosung ist in L*(IR) N L*(«a), falls

a(z) ~ e mit ¢? < 2, da uj) ~ m Somit liegt die Null im Punktspektrum.

Wiirde man ein Gewicht a(x) so wihlen, dafl uj, ¢ L*(IR) N L*(a) ist, so wiirde das wesent-
liche Spektrum zum Teil in die linke Halbebene verschoben werden, d.h. es gibt A € o,
mit ReA < 0. In diesem Fall verliert man sogar Stabilitdt. Es kann nicht mehr erwartet
werden als die Stabilitdt mit dem Shift, die z.B. mit [Hen80] gezeigt werden kann. Diese
Sattel-Sattel-Verbindung unterscheidet sich damit von der Sattel-Knoten-Verbindung fiir
~v < —2 in dem Sinne, dafl durch ein exponentielles Gewicht nicht erzwungen werden kann,
dal u( keine Eigenlosung zum Eigenwert 0 ist und gleichzeitig das Spektrum stabil und
von der Null wegbeschrankt ist.

5.2 Allgemeinere Nichtlinearititen

Es werde nun die Gleichung
Up — Ugpe = fu) (5.13)

zugrundegelegt mit dem Ziel, die in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellten Methoden
auf diese Gleichung mit einer allgemeinen Nichtlinearitdt anzuwenden.
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Voraussetzungen:

An f werden folgende Voraussetzungen gestellt: es sei f(u) eine glatte Funktion, minde-
stens C?. Es sei f(0) =0, f(1) =0, f/(0) >0, f/(1) <0, f(u) > 0 und f strikt konkav fiir
u € (0,1).

Die Funktion f hat typischerweise folgende Gestalt:
f(uo)

fuo)

Abbildung 8

Zuniachst sei der Vollstandigkeit halber gezeigt, dafl unter den obigen Voraussetzungen an
f(u) eine monotone Frontlosung ug existiert. Dies ist eine bekannte Tatsache, siehe z.B.
[Sat76]. Zu zeigen ist, daf} es ein ug gibt, das die Gleichung

YUor — Uozz = f(Uo)

16st, und das eine heterokline Verbindung der Fixpunkte (0,0) und (1,0) in der Phasene-
bene ist.

Schreibt man diese Gleichung in ein System erster Ordnung um

uy = g

vy, = ~vo— f(uo), (5.14)

so ergibt eine Analysis der Linearisierung um den Fixpunkt (0,0) des Systems (5.14)
uy _ 0 1 Ug
vo —f(0) v Yo

die charakteristische Gleichung A* — 4\ + f’(0) = 0. Deren Losungen sind

v £ /7?2 —4f(0) ‘

2

Aijg =

Es sei v < —24/f'(0) gewahlt, dann ist (0,0) ein stabiler Knoten. Die Linearisierung um

(1,0) ergibt |
(E)= (e 2) ()
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Die Losungen der charakteristischen Gleichung hiervon sind

v /v?—4f(1)

Hi/2 = 5 .

Da nach Voraussetzung f'(1) < 0, und somit pq - g2 = f/(1) < 0, liegt hier ein Sattel vor.

Es soll gezeigt werden, dafl eine Trajektorie (ug,vo) existiert, die den Sattel an (1,0) mit
dem Knoten an (0,0) verbindet. Hierzu betrachte man folgendes Dreieck in der Phasene-
bene:

Vo

(0,0)

~~_|

Ug

2

L3 +VE - 70 =LA

Abbildung 9

Es sei mit 0(ug, vo) = (vo, yvo — f(ug)) das Vektorfeld der zu (5.14) gehorenden Gleichung
bezeichnet. Auf der Strecke (0,0) (1,0) ist das Vektorfeld ¢ = (0, —f(u)). Trajektorien
schneiden die Strecke senkrecht und laufen in das Innere des Dreiecks. Auf der Strecke
(1,0) (1, A1) ist das Vektorfeld 7 = (vg, yvo). Trajektorien laufen somit auch ins Innere des
Dreiecks. Auf dem Streckenabschnitt, der (0,0) mit (1, A;) verbindet, ist vg = Ajug. Da

o fw)

duo Vo

und f(ug) streng konkav nach Voraussetzung, ist mit f(ug) < f(0)uo

dUO < . f/(O)UO —

- = Al
duo )\1U0

Hieraus folgt, dafl die Steigung der Trajektorien grofer als die der Strecke (0,0) (1, A;) ist,
und die Trajektorien ins Innere des Dreiecks gerichtet sind. Die Richtung der instabilen
Mannigfaltigkeit im Sattel (1,0) ist (1,7 + \/§ — f(1)) und ist fiir vy < —24/f(0) im
Inneren des Dreiecks liegend. Eine Trajektorie, die im Inneren des Dreiecks startet, und
fiir + — —oo gegen (1,0) konvergiert, lauft tangential zu (1,3 + 4/ % — f/(1)) in den Sattel
an (1,0). Verfolgt man die Trajektorie in positive z-Richtung, also fiir @ — oo, so kann sie
im Inneren des Dreiecks nie vertikale Steigung haben und das Dreick auch nicht verlassen.
Daher muf sie fiir # — oo in dem Knoten (0,0) enden.
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Die Linearisierung der Gleichung in den Fixpunkten uy = 0 und up = 1 liefert die Asym-
ptotik

2
ug—1 ~ exp( Z—f’(l)—l—%)x fiir x — —o0

[~2
Ug ~ exp( Vz—f’(())—l—%)x fiir x — o0.

Es liegt eine Sattel-Knoten-Verbindung fiir |y| > 24/ f/(0) vor, wobei sich der Sattel an dem
Fixpunkt up = 1 und der Knoten an uwg = 0 befindet. Es kann wieder ohne Beschriankung

der Allgemeinheit v < —2,/f7(0) gewdhlt werden, wobei f’(0) nach Voraussetzung positiv
ist. Auch hier, so wie in den vorangegangenen Kapiteln, wird der Grenzfall |y| = 2f7(0)

nicht untersucht.
Es seien mit o := (/v — 4f/(1) und p* := /v —4(0) die Konstanten bezeichnet. Diese
erfiillen die Beziehung 0‘4—*2 — B2 = —f(1)+ f'(0) > 0.

4

Wird in die Gleichung (5.13) eine Stérung u(x,t) der Front g eingebracht, dann erfiillt
die Storung u(x,t) die Gleichung

Up + Yp — Uze = f(uo +u) — f(uo),

bzw. in anderer Form geschrieben
Ut + YUz — Ugy — f/(uo)u = f(uo + u) - f(uo) - f/(uo)u' (5'15)

Beide Gleichungen gelten natiirlich zusammen mit einer Anfangsbedingung u(x,0) = U.
Es sei die rechte Seite der Gleichung (5.15) mit f(ug + u) — f(uo) — f'(uo)u =: R(ug,u)

bezeichnet.

Wihlt man ein Gewicht €37, wie in den vorigen Kapiteln, d.h. man setzt eine Stérung der
Form e3%y an, so ergibt sich

2
Up — Ugy + (Vz — f’(uo)) u = e 3R (uo, e%xu) (5.16)
U|t:0 = Uy
mit der rechten Seite R(uo, e%xu) = fuo+ e3® ) — flug) — f’(uo)e%xu.

Nach den Voraussetzungen an f ist f(uo) > 0in (0,1), f(ug) = 0 fiir ug = 0,1 und f € C*,
E > 3. Auflerdem ist f/(0) > 0 und f'(1) < 0, f konkav, also ist f’(uy) monoton fallend

und
2

vy ’ 72 ’ 72 !
0< = F0) < = fluo) < -+

U2m die Schreibweise zu vereinfachen definiere man % —f(1)=p_, 74—2 — f'(0) =: py und
T — ['(wo) =: p(x).
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Der lineare Operator Ay := —% + (% — f(uo)) = —% + p(x) ist positiv und selbst-
adjungiert in L*(IR) mit D(A;) = H*(IR). Im néchsten Schritt ist zu kliren, wie die
Nichtlinearitat abbildet, um zu wissen, ob man auch hier wieder - bedingt durch die Nicht-
linearitit - in einem mit e3* gewichteten Raum arbeiten muf.

Die Nichtlinearitat e_%xR(uo, e%xu) ist eine Frechét-differenzierbare Abbildung von X! —
X1, vorausgesetzt f € C3. Zunichst ist festzustellen, dal H'(IR) eine Banachalgebra
bildet, und damit ||u-v||x1 < C||u||x1]|v||x: ist. Die Nichtlinearitat 148t sich mit dem Satz
von Taylor schreiben zu

1
¢"I'R (uo, e%xu) = ¢ 2" /(1 —7)f (uo +7- e%xu) e utdr .
0

Unter der Verwendung der Differenzierbarkeit von f und der Tatsache, dafl ||u - v||x1 <
Cllul|x1||v]| x:, ergibt sich

le=2* R (uo, e3%u) | x1 < Clul}: ,

sofern

/(1 —7)f" (uo +7- e%xu) dr (5.17)

gleichmiBig in # beschrinkt ist. Dies gilt nach den Voraussetzungen an f, solange ez%u
beschrankt in x ist. Da u nach Voraussetzung in X! liegt, sind e2%u und v Holder-stetig
und u(z) — 0 bzw. e2%u(z) — 0 fiir || — oo, und das Integral in (5.17) ist beschrinkt.

Fiir die Fréchet-Differenzierbarkeit wird nochmals nach e2®u differenziert und man erhilt
wieder aus den Voraussetzungen an f die Beschranktheit.

Da nach dem gerade Gesagten die rechte Seite der Differentialgleichung (5.16) Fréchet-
differenzierbar und somit insbesondere Lipschitz-stetig ist, kann die lokale Existenz einer
Losung aus dem Satz 3.3.3 [Hen80] genauso wie in Kapitel 2 gefolgert werden.

In dem mit e?® gewichteten Raum Lz(e%x) hat der Operator A; die Darstellung

1. ¥,
Apqu = = (M), + | o flluo) Ju =
= Afu—’ygu.
Z

Lemma 2.2 kann direkt auch auf diesen Operator iibertragen werden. Dasselbe Stérungs-
argument wie in Lemma 2.2 fithrt zum Ergebnis, dafl A; eine analytische Halbgruppe in
X? erzeugt. Hierbei gilt es zu beachten, dafi f nach Voraussetzung eine konkave Funktion
ist, und damit % — f'(up) monoton wachsend und auch nichtnegativ ist.

Die Energieabschitzungen in X° bzw. X! kénnen unter der Beachtung von 0 < %—f’(()) <
% — f(ug) < % + | f(1)] durchgefithrt werden.
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In L*(IR) erhilt man aus

?
Up — Ugy + (Z — f’(uo)) u = 0
U|t:0 = U

durch Multiplikation mit v und Integration tiber IR die Gleichung

1d 5 5 ~2 ) ,
Sl + luallfery + [ {2 = £/(wo) | e = 0
R

woraus unter Verwendung von % — f(ug) > % —f(0)=py >0
2

[l rzary = [l Ul r2ary < Ce™ T =IO Uy 12 ()
folgt.

In L*(e2?) gilt

u—i(ewu)—l—u—l— f—f’(u)u-()

t T T/ 7 x 4 0 —
U|t:0 = Uo,

woraus man jetzt durch Multiplikation mit € und Integration

]_ d 2 2 ~yx 72 ! 2 _~vx _
3 ey W0l + [ e+ | (z ~ o)) werdr =0,

und durch weiteres Umformen

1d v \?
sl + [ (w4 3u) = [ Fluouteraz =0 (58)
2dt L2(e27) FA 2 s

erhdlt. Der Term — f’(uo) sieht als Funktion von 2 wie in Abbildung 10 angedeutet aus.
Man beachte hierbei, daff ug als Funktion von « monoton fallend ist, und f”(ug) > 0, da f
als konkav vorausgesetzt wurde.

L (1)

SRSLOR

Abbildung 10
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Auch hier kann wieder dasselbe Argument wie in Kapitel 2 angewandt werden: zu jedem
d > 0 gibt es ein 29 € IR mit —f'(ug) > —f'(1) — ¢ fir —oo < & < w9, woraus die
Abschatzung

||€_AftU0||L2(e%w) < C(9) <€_(_f/(1)_5)t + 6_(%_f/(0))t> [|Uol| xo

folgt.

In einem néchsten Schritt bleibt noch die Anwendbarkeit der in Kapitel 3 gezeigten Asym-

ptotik der Greenschen Funktion zu rechtfertigen. Wesentlich hierbei ist Lemma 3.2, das zur

Konstruktion der Greenschen Funktion diente. Voraussetzung fiir die Giiltigkeit von Lem-
Y

ma 3.2 ist [i° |p(z)—py|de < cound [° |p(x)—p_|dz < co, wobei p(z) = f(uo), pr =
%—f’(()) und p_ = %—f’(l). Da f € C? kann man |f'(1)— f'(uo)| < C|1—uo| abschitzen,

woraus aus dem exponentiellen Abklingen der Front ug—1 ~ exp <\/ % — (1) + %) x fir

x — —oo die Existenz des Integrals [°__ |p(x) — p_|dz < oo folgt. Das andere Integral 148t
sich genauso abschitzen. Die Aussagen aus Kapitel 3 tibertragen sich entsprechend auf
dieses Problem, und man erhalt:

Lemma 5.3 Die Losung der Laplace-transformierten linearen Eichform
SU — Ugg + pla)u = Uy

besitzt in X' eine Losung, die der Abschitzung

[uz, s)]lx= < C 1Uo] xo

1 1
_I_
(s +p4)¥*  [Rey/s+p- + 31/
gentigt. Die Langzeitasymptotik dieser Losung lautet

R e iGIl . ,
(- 1) xe < C—r7—||Uol[ xo fir t = oo, T — f1(0) < —f(1)
SO yflx0 it = 0, 3~ F(0) 2 (1), 6> 0. m

T

Hieraus 148t sich mit Hilfe der Abschétzung (5.17) die Langzeitasymptotik fiir die nichtli-
neare Gleichung

w2

t
u(a,t) = e + / e~ Mt=TemiTR (uo, e xu) (7)dr
0

folgern.

Lemma 5.4 Sei Uy € X' mit ||Up||x1 klein genug, dann besitzt die Gleichung (5.16) genau
eine Losung u(x,t) € CU([T,00), X*°). Diese Lésung hat die Asymptotik

—(L (o)t 2

Jul - Bl = O (ti/) fiirt = o0, Lo f1(0) < (1),

bzw.
2

Ju(- )llxs = O (/W) it =00, o= f(0) 2 (1), 5> 0. m
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5.3 Einige Bemerkungen zur Wahl der Gewichtsfunktion

Es soll der lineare Operator L aus Gleichung (5.15)
Yy — Uz — f'(uo)u =: Lu

untersucht werden. Die Zeitasymptotik der Halbgruppe e™** wird bestimmt durch die Lage
des Spektrums o(L) in der komplexen Ebene. Liegt das Spektrum strikt in der rechten
Halbebene, d.h. gilt Re A > 0 fiir alle A € o(L), so folgt hieraus ein exponentielles Abklingen
der Halbgruppe. Mit Hilfe von [Hen80], S. 140 ff. kann die Lage des wesentlichen Spektrums
fiir einen linearen Operator mit asymptotisch konstanten Koeffizienten in den Raumen
LP(IR), Cy(IR) und Cy,,,; abgeschitzt werden. Bei dem hier zu untersuchenden Operator
gilt fiir den Koeflizienten f'(ug): f'(uo) — f'(1) fir @ — —oo und f'(uo) — f'(0) fiir
x — oo. Die asymptotische Konvergenz des Koeffizienten f'(ug) gegen zwei verschiedene
Werte by, mit b_ = f/(1) < 0 und by = f'(0) > 0, ist durch die Voraussetzungen an f,
siche Kapitel 5.2, gewihrleistet. Fiir das wesentliche Spektrum gilt [Hen80]:

Tm \)?
aeC{AE(D|Re)\—(I:2) > by},

Da minReo (L) = min(—b;, —b_) und nach Voraussetzung by = f'(0) > 0 liegt ein Teil
des wesentlichen Spektrums in der linken Halbebene, d.h. es existieren A € 0. C C mit

Re XA <0.

Fiihrt man eine exponentielle Gewichtsfunktion w(x) = e**, a € IR ein, und ersetzt man u
durch e*u, so transformiert sich der lineare Operator L = —uy, + yu, — f'(uo)u zu

L,u=¢e" (—um + (v — 2a)u, + (’ya —a? - f’(uo)) u) )
Dessen Spektrum im L*(IR) erfiillt

(Im \)?

o. C{A € C|Re) — > ya —a® — by},

und der Wert minRe o.(L,) = min(ya — a* — by, va — a®* — b_) kann durch geeignete Wahl
von a in die rechte Halbebene Re A > 0 verschoben werden. Hierbei wurde die durch
Ersetzen von u durch e*u entstandene Differentialgleichung auf beiden Seiten mit e™**
multipliziert. Dies ist genau der Effekt, der durch die Transformation auf die Eichform
erzielt wird. Die Wahl des Gewichtes w(z) = ez® transformiert den linearen Teil der
Storungsgleichung (5.15) auf die Eichform (5.16), siehe [KR96] zur Erlauterung der Wahl
des Gewichts.

Schitzt man das exponentielle Abklingen der Halbgruppe e~1* in L?(IR) und L?(e*®) ab,
so ergibt sich mit Hilfe der Energieabschitzungen in L?(IR):

1d

5 77 el + / (—ttas + (v = 20)us + (ya — a® = f'(uo)) u) udz = 0
R
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bzw.

1d
5 dt” ullfzary + luellZ2 ) + /(’y — 2a)uudz + / (,m _ 4= f’(UO)) uwt =0,
R

woraus

1d
Sl 5. -+/va—a—f@@y“m<o
folgt. Das zeitliche Abklingen der Losungen 1at sich zu
lallz2qry < Cem OO Ty 2

bestimmen. Das so ermittelte Abklingverhalten wird maximal, wenn va — a* — f/(0) maxi-
mal ist, d.h. wenn a = 7 ist. Es ist leicht nachzupriifen, daff dieses a = 7
liegt, in dem man ¢ wéhlen muf} damit das wesentliche Spektrum vollstandig in der rechten

Halbebene liegt und nicht die Null enthélt. Es ist fir « = 7 0. C {A € C[Re ) > 7 +by =
px > 0}, siehe Kapitel 5.2.

in dem Intervall

Im Falle des gewichteten Raumes L?(e**) ergibt sich:

2

1 d Zax 7 ! 2ax
2dtnnmm/( (), (B = o)) uee =0,

woraus, wie schon in Kapitel 2.2 ausgefiihrt,

1d 2 7 ? 2ax ! 2 2ax
5 7 Itz ees) +/ U+ u ) €de —/f(uo)u 2% dy = 0
R R
und
1d 2 / 2 2ax
5 sillullEzqeony = [ Fuo)uedz <0
R
folgt. Hieraus schlieft man wie in Kapitel 2.2 bzw. (5.18)

ul| 20y < C(6 e_(_f/(l)—5)t_|_e—(va—a2—f’(0))t Ul o .
(e2%)

Auch hier wird das Maximum des Exponenten bei 1 = a angenommen. Man erhéalt also

2
~

fiir 7 = a das beste asymptotische Abklingen der Halbgruppe. Damit ergibt sich fiir die
Eichform (5.16) die Gleichung

2
Up — Ugy + (l — f’(uo)) u=e 'R (uo, e%xu) ,
welche die Stérungen der Frontlosung ug der Gleichung

Ut — Ugy = f(U)

in L*(IR) N Lz(e%x) beschreibt.
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