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Kapitel 1

Einfiithrung

1.1 Aufgabenstellung

Diese Diplomarbeit befaft sich mit verteilten Algorithmen zur Bestimmung eines
Koordinators in einem Netzwerk (und einigen eng verwandten Problemen).

Betrachtet werden sowohl Netzwerke, in denen jeder Prozessor durch einen eindeu-
tigen Namen identifiziert werden kann, also auch sog. anonyme Netzwerke, in denen
die einzelnen Prozessoren nicht durch Namen unterschieden werden kénnen. Dies
erfordert die Untersuchung sowohl deterministischer als auch probabilistischer Algo-
rithmen. Ferner werden die Unldsbarkeit gewisser Aufgabenstellungen bzw. untere
Schranken fiir deren Aufwand aufgezeigt.

Diese Arbeit soll auflerdem dazu beitragen, die sehr unterschiedlichen Darstellungen
in der Primérliteratur zu vereinheitlichen.

1.2 Verteilte Algorithmen

Verteilte Algorithmen sind Algorithmen, bei denen mehrere Prozesse parallel an der
Losung einer Aufgabe arbeiten. Dabei ist es aus theoretischer Sicht vollig unerheb-
lich, ob es sich um ein Computernetzwerk (bestehend aus mehreren Rechnern, die
iiber Netzwerkverbindungen wie Ethernet miteinander kommunizieren), einen Par-
allelrechner (bei dem mehrere Prozessoren parallel arbeiten und iiber Nachrichten
oder einen gemeinsamen Speicherbereich kommunizieren) oder ein Multitasking—
Betriebssystem auf einem Einprozessorcomputer handelt.

All diese Systeme werden durch einen ungerichteten Graphen G = (V, E) mit Kno-
tenmenge V' und Kantenmenge F beschrieben. Die Knotenmenge entspricht dabei
den Prozessen bzw. Prozessoren (im folgenden wird ausschliefilich der Begriff Pro-
zesse verwendet), und eine Kante e = {u,v} € E gibt an, daf§ die beiden Prozesse
w und v durch einen Kommunikationskanal miteinander verbunden sind und damit
Nachrichten direkt austauschen kénnen. Ist die Kommunikation nur in einer Rich-
tung moglich, so wird dies durch einen gerichteten Graphen modelliert. Die Kanten
werden dann mit (u,v) bezeichnet (mit der Bedeutung, dal u an v eine Nachricht
schicken kann, nicht aber umgekehrt).
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1.3 Koordinatorwahl

1.3.1 Definition

Die vorliegende Diplomarbeit befaf3t sich hauptséchlich mit dem Problem der Ko-
ordinatorwahl.

Definition 1.1 (Koordinatorwahl) Ein Algorithmus A 16st das Problem der Ko-
ordinatorwahl in einem Netzwerk G = (V, E), wenn A genau einen Prozefl p € V
auswihlt und dieser von seiner Wahl weif3. m|

Natiirlich sollten die anderen Prozesse im Netzwerk ebenfalls von dieser Wahl wis-
sen. Geschieht dies nicht automatisch durch Ablauf des Algorithmus, dann muf der
gewahlte Koordinator seine Wahl propagieren, indem er eine Nachricht im Netzwerk
verteilt (sog. Broadcasting, z.B. mittels eines Tiefensuchalgorithmus).

In der englischsprachigen Originalliteratur werden fiir die Koordinatorwahl mehrere
Begriffe verwendet: Leader—Election, Extrema—Finding und Ranking. Diese Proble-
me sind alle eng miteinander verwandt:

e Das Leader—Election—Problem entspricht obiger Definition der Koordinator-
wahl.

e Das Extrema—Finding—Problem hat hingegen zum Ziel, den Prozefl mit dem
grofiten bzw. kleinsten Bezeichner auszuwihlen. Ausgehend von einem nicht—
extremalen Koordinator 148t sich ein Extremum aber leicht mit einem Tiefen-
suchalgorithmus finden.

e Das Ranking—Problem will simtliche Prozesse in eine Rangfolge stellen (an-
statt nur einen herausragenden Prozefl zu ermitteln). Dies kann ebenfalls
mit einem Tiefensuchalgorithmus bewerkstelligt werden, wenn erst einmal ein
Koordinator gewahlt ist.

Da sich die anderen Probleme leicht auf das Problem der Koordinatorwahl reduzie-
ren lassen, werden sie in dieser Arbeit nicht gesondert behandelt. Die beschriebenen
Algorithmen terminieren in der Regel in dem Zustand, in dem der Koordinator von
seiner Wahl weif}, diese aber noch nicht im Netzwerk propagiert hat.

1.3.2 Motivation

Zwei Fille sind denkbar, in denen ein Koordinator (d.h. ein herausragender Prozef3)
notig ist:

1. Verteilte Algorithmen, in denen ein Prozefl zentrale Aufgaben {ibernehmen
muf} (z.B. die Verteilung der anstehenden Arbeit an die anderen Prozesse im
System). Dieser Prozef behiilt seine herausragende Position in der Regel {iber
die gesamte Laufzeit des Algorithmus (oder sogar iiber die gesamte Lebens-
dauer des Systems).
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2. Systeme, in denen sich die Prozesse eine Ressource teilen, auf die ein paralleler
Zugriff vermieden werden muf. Zu diesem Zweck kénnen die Prozesse in einem
(virtuellen) Ring angeordnet werden, in dem eine sog. Kontrollmarke (control
token) kreist. Dann hat nur der Proze}, der sich im Besitz der Kontrollmarke
befindet, Zugriff auf die Ressource. Hier wechselt die herausragende Position
also sténdig (womit der Begriff Koordinator nicht ganz zutreffend ist).

Jetzt kann es aber passieren, dafl der zentrale Prozefl bzw. der Prozef}, der gerade
die Kontrollmarke besitzt, ausféllt oder die Verbindung zu ihm unterbrochen wird.
Dann befindet sich das System in einem blockierten Zustand. Dies it sich in
beiden Fillen feststellen:

1. Der zentrale Prozefl muf} in regelméfligen Abstéinden Kontrollnachrichten an
seine Nachbarn schicken. Auflerdem muf} eine obere Schranke fiir die Dauer
des Nachrichtentransports bekannt sein. Dann koénnen die Nachbarprozesse
feststellen, dafl der Koordinator ausgefallen ist, wenn sie eine gewisse Zeit lang
keine Kontrollnachricht von ihm erhalten haben.

2. Jeder Prozef} verschickt in regelméfigen Abstéinden eine Nachricht mit seinem
eigenen Bezeichner im Ring, die von den anderen Prozessen weitergeleitet
wird. Erhilt er diese Nachricht zuriick, bevor er die Kontrollmarke erhalten
hat, muf} der Prozef mit der Kontrollmarke ausgefallen sein. (Wir nehmen an,
dal Nachrichten in der Reihenfolge empfangen werden, in der sie verschickt
wurden; vgl. Abschnitt 1.5.1).

An diesem Punkt setzen die Algorithmen zur Koordinatorwahl auf. Sie dienen
dazu, den blockierten Zustand wieder aufzuheben, indem sie einen neuen Prozef
ermitteln, der die zentralen Aufgaben iibernimmt bzw. die Kontrollmarke erhilt.

1.4 Komplexititsmafle

Die KomplexitdtsmaBe herkommlicher Algorithmen (Zeit— und Platzbedarf) las-
sen sich nicht ohne weiteres auf verteilte Algorithmen {ibertragen. Fiir diese sind
hingegen folgende Abschétzungen iiblich (siehe z.B. [Lamport and Lynch, 1990]):

e Nachrichtenkomplexitit

Das wichtigste Komplexititsmafl ist die Nachrichtenkomplexitit. Sie ent-
spricht der Anzahl der Nachrichtentransporte im gesamten System, also der
Gesamtzahl verschickter Nachrichten.

e Zeitkomplexitét
Die Angabe einer Zeitkomplexitit ist nur unter zwei Annahmen sinnvoll:
1. Die Zeit des Nachrichtentransports iibersteigt die Zeit lokaler Berech-
nungen deutlich, womit letztere vernachlissigt werden kénnen.
2. Die Dauer eines Nachrichtentransports ist durch eine Konstante 7 be-

grenzt.

Unter diesen Voraussetzungen kann die maximal benétigte Zeit als Vielfaches
von 7 ausgedriickt werden. Zur Bestimmung der Zeitkomplexitét ist die lang-
ste Nachrichtenkette zu bestimmen, deren Lange multipliziert mit 7 dann den
gewiinschten Wert ergibt.
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e Bitkomplexitit

Verschiedene Algorithmen bendtigen in der Regel unterschiedlich viel Infor-
mationen pro Nachricht. Oftmals wird eine geringere Nachrichtenkomplexitét
nur durch eine grofiere Anzahl verschiedener Nachrichten erreicht. Von daher
erscheint es sinnvoll, das Produkt aus Nachrichtenkomplexitit und Nachrich-
tengroBe (in Bit) als Komplexitétsmafl zu verwenden.

1.5 Annahmen

1.5.1 Asynchrone Kommunikation

In dieser Arbeit werden ausschlielich Algorithmen betrachtet, die auf einem asyn-
chronen Kommunikationssystem beruhen. Schickt ein Proze p eine Nachricht an
einen anderen Prozef} ¢, so wird diese vom Kommunikationssystem so lange gepuf-
fert, bis ¢ sdmtliche zuvor erhaltenen Nachrichten abgearbeitet hat. Der Nachrich-
tenpuffer ist als FIFO-Queue (first in first out) organisiert, d.h. die Reihenfolge
ankommender Nachrichten wird stets beibehalten. Auflerdem nehmen wir an, daf3
der Nachrichtenpuffer eine unbegrenzte Kapazitiit besitzt.

Im Gegensatz dazu kann bei einem synchronen Kommunikationssystem ein Sen-
debefehl erst dann ausgefiihrt werden, wenn der Zielprozefl zum Empfang bereit
ist — Sender und Empfinger werden stets synchronisiert. Spiter werden wir se-
hen, daf} ein synchrones Kommunikationssystem méchtiger als ein asynchrones ist
(Abschnitt 4.1).

Die Korrektheitsbeweise vieler Algorithmen beruhen auf einer Ausfithrung in Run-
den oder Phasen. Da die Ausfithrung der Algorithmen lediglich von der Art und
Reihenfolge eingehender Nachrichten abhéngt (weswegen diese auch als nachrichten-
getrieben bezeichnet werden), ist jede Ausfiihrung eines asynchronen Algorithmus
gleichwertig — insbesondere also auch die Ausfiihrung in Runden.

Unter einem asynchronen Kommunikationssystem kann eine synchrone Ausfiihrung
simuliert werden, die zur Unterscheidung als pseudosynchron bezeichnet wird. Da-
zu wird die Ausfiihrung in Runden unterteilt, in denen jeder Prozefl maximal eine
Nachricht an jeden seiner Nachbarn sendet. Zu Beginn einer Runde verschickt jeder
Prozefy aulerdem Synchronisationsnachrichten an jeden seiner Nachbarn. Er fahrt
erst mit der nichsten Runde fort, wenn er seinerseits von jedem seiner Nachbarn je
eine Synchronisationsnachricht erhalten hat. An dieser Stelle sei ausdriicklich darauf
hingewiesen, daf diese Simulation nur der Erleichterung von Berechenbarkeitsbewei-
sen dient und nicht die Gleichwertigkeit zu synchronen Kommunikationssystemen
bewirkt (deswegen auch die Begriffswahl pseudosynchron).

1.5.2 Fehlerfreiheit

Es wird angenommen, dafl das System fehlerfrei arbeitet. Genauer heif3t das:

e Prozesse fallen nicht aus.

e Nachrichten gehen weder verloren, noch dndert sich ihr Inhalt.
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e Auf den Nachrichtenkanilen findet keine Vertauschung von Nachrichten statt
(FIFO-Eigenschatft).

e Nachrichten kommen nach endlicher Zeit am Zielprozel an (d.h. es existiert
eine obere Schranke fiir die maximale Dauer einer Nachrichteniibermittlung).

Fiir eine allgemeine Einfiihrung in fehlertolerante verteilte Systeme und Algorith-
men sei auf [Tel, 1994, Kapitel 12-15] verwiesen. Eine Behandlung der Koordina-
torwahl in nicht fehlerfreien Systemen findet sich z.B. in [Garcia-Molina, 1982].

1.5.3 Prozeflnamen

Es werden zwei Typen von Netzwerken unterschieden: benannte Netzwerke, bei de-
nen jeder Prozefl durch einen eindeutigen Namen identifiziert ist (der im folgenden
ID genannt wird), und anonyme Netzwerke, bei denen die einzelnen Prozesse nicht
durch Namen unterscheidbar sind. Wie wir sehen werden, hat dieser Unterschied
deutliche Auswirkungen auf die Berechenbarkeit verschiedener Funktionen und die
Art der verwendeten Algorithmen.

1.5.4 Netzwerktopologie

Die Koordinatorwahl wird in dieser Diplomarbeit ausschliefllich auf Ringen betrach-
tet. Es gibt zwar einige Artikel, in denen die Koordinatorwahl auf andere Topologien
untersucht wird (wenn auch bei weitem nicht so viele wie fiir Ringe), doch deren
Beschreibung wiirde Rahmen dieser Diplomarbeit sprengen.

Allgemeine Graphen werden nur bei der Behandlung des Rendezvous—Verfahrens in
Abschnitt 4.3 und beim NP—Vollsténdigkeitsbeweis in Kapitel 5 betrachtet.

1.5.5 Initiierung eines Algorithmus

Die Anzahl der Prozesse, die einen verteilten Algorithmus starten, ist ungewif.
Es wird dabei immer vorteilhaft sein, wenn diese Anzahl so klein wie mdglich ist.
Dann ist es ndmlich moglich, dafl ein Nicht—Initiator eine Nachricht erhilt, die ihn
bereits von den weiteren Berechnungen ausschlieit — dieser Proze3 muf} folglich
keine eigene Nachricht mehr schicken, die evtl. weitere unnétige Berechnungen zur
Folge hiatte.

Von daher wird der ,Worst Case“ immer dann eintreten, wenn alle Prozesse als

Initiatoren auftreten. In sémtlichen Algorithmen in dieser Arbeit wird folglich die
Annahme getroffen, daf die Initiierung durch alle Prozesse stattfindet.

1.6 Pseudocode—Konventionen

Die Algorithmen in dieser Arbeit sind in einem einheitlichen Pseudocode dargestellt.
Das Grundgeriist eines Algorithmus hat folgendes Aussehen:
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(* Algorithmus fiir Prozef} id x)

(* Globale Variablen x)
var

(+ Hauptprogramm x)
begin

end

receive (message) from process

end

Bei Algorithmen in benannten Netzwerken enthilt die erste Zeile den Prozeinamen,
der stets id ist. Dann folgen globale Variablendeklarationen, die die Form

(type) (name) init (startvalue)

haben, also z.B. ,int number init 0“ fiir eine Integer—Variable number mit Start-
wert, 0. Es folgt das Hauptprogramm, das in den meisten Féllen lediglich aus einem
send—Befehl besteht. Schliefilich kommen ein oder mehrere receive—Prozeduren, die
bei Ankunft einer passenden Nachricht ausgefiihrt werden. Lokale Variablen in den
receive—Prozeduren werden in der Regel nicht explizit deklariert. Zwei receive—
Befehle eines Prozesses werden nie parallel ausgefiihrt, d.h. die néchste empfangene
Nachricht wird erst dann bearbeitet, wenn die vorherige receive—Prozedur komplett
abgearbeitet ist.

Die Kommunikationsbefehle haben folgende Form:

send (type, pary, pars, ...) to process
receive (type, pary, pars, ...) from process

Jede Nachricht hat also einen Typ (in dieser Arbeit stets ein Name) und eine (feste)
Anzahl von Parametern (die auch 0 sein darf). Beim send-Befehl wird in process
der Zielprozefl angegeben, beim receive—Befehl der Sendeproze in der Variablen
process iibermittelt. Von dieser Grundform wird teilweise abgewichen:

e In unidirektionalen Ringen hat jeder Prozef} jeweils genau einen Nachbarn,
von dem er eine Nachricht empfangen bzw. zu dem er eine Nachricht schicken
kann. Die Angabe des Prozefinamens ist deshalb iiberfliissig (d.h. to/from
process entfillt).

e Gibt es nur eine Art von Nachrichten, wird type ebenfalls weggelassen.
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e In anonymen Netzwerken konnen die Nachrichten nicht direkt an Prozesse
adressiert werden, da diese keinen eindeutigen Namen besitzen. Deshalb tritt
an die Stelle der Prozeinamen eine lokale Numerierung der Kommunikations-
kanile.

Die restlichen Konstrukte entsprechen denen géngiger imperativer Programmier-
sprachen und sollten selbsterklirend sein:

e if ... then ... [elsif ...]* [else .. ] fi
e for ... to ... do ... next

e Zuweisung: var := value

Vergleich: value; o values mit o € {=#,<,<,>,>,...}

Boolesche Operatoren: and, or, not, even/odd (Argument gerade/ungerade?)

e max(ey,ea,...), min(ey,es,...) (Maximum/Minimum von > 2 Elementen)

1.7 Uberblick

Der Rest dieser Diplomarbeit gliedert sich in 4 Kapitel.

In Kapitel 2 werden Algorithmen diskutiert, die die Koordinatorwahl in unidirek-
tionalen, benannten Ringen 16sen.

In Kapitel 3 werden zwei untere Schranken fiir die Koordinatorwahl in Ringen
bewiesen.

In Kapitel 4 werden anonyme Netzwerke untersucht. Dieses Kapitel enthilt allge-
meine Ergebnisse iiber die Berechenbarkeit in Ringen, einen probabilistischen Al-
gorithmus zur Losung der Koordinatorwahl und eine ausfiihrliche Diskussion eines
Rendezvous—Verfahrens fiir allgemeine Graphen.

In Kapitel 5 wird schliellich die NP—Vollsténdigkeit der Graph-Faktorisierung be-
wiesen. (Als Nebenergebnis fillt dabei die NP-Vollstéindigkeit der Partitionierung
einer Menge von Gewichten in gleich schwere Teilmengen an).
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Kapitel 2

Koordinatorwahl in
unidirektionalen Ringen

In diesem Kapitel werden Algorithmen vorgestellt, die das Problem der Koordina-
torwahl in unidirektionalen Ringen l6sen. Die Algorithmen werden in der Reihen-
folge ihrer Veroffentlichung beschrieben.

Das Problem der Koordinatorwahl (in unidirektionalen Ringen) wurde 1977 von
Gérard Le Lann aufgebracht [Le Lann, 1977]. Er gab zugleich eine sehr einfache
Losung, bei der stets O(n?) Nachrichten verschickt werden.

1979 veroffentlichten Ernest Chang und Rosemary Roberts eine modifizierte Version
von Le Lanns Algorithmus, der im Mittel mit O(nlogn) Nachrichten auskommt
[Chang and Roberts, 1979]. An der Worst—Case-Komplexitit von O(n?) édndert
sich hingegen nichts.

Eine Zeitlang war es ungewif}, ob die Worst—Case—Komplexitéit verbessert werden
kénnte — die Vermutung kam auf, dal Q(n?) die untere Schranke fiir dieses Pro-
blem sein konnte. Erst gute 3 Jahre spiter vertffentlichten Gary Peterson sowie
Danny Dolev, Maria Klawe und Michael Rodeh unabhiingig voneinander einen Al-
gorithmus, der auch im ungiinstigsten Fall mit O(nlogn) Nachrichten auskommt
[Peterson, 1982, Dolev et al., 1982].

Nachdem Jan Pachl, Ephraim Korach und Doron Rotem 1984 Q(n logn) als untere
Schranke fiir die Koordinatorwahl in unidirektionalen Ringen beweisen konnten
([Pachl et al., 1984]; siehe Kapitel 3), blieb lediglich Spielraum fiir eine kleinere
Konstante. Diese wurde von Peterson und Dolev et al. in mehreren Schritten von
anfinglich 2 auf 1,356.. gedriickt. Erst knappe 10 Jahre spiter wurde die Konstante
von Lisa Higham und Teresa Przytycka auf den bislang besten bekannten Wert, von
1,270.. verbessert [Higham and Przytycka, 1993].

Im vorliegenden Kapitel werden folgende Annahmen getroffen:

e Jeder Prozef hat einen eindeutigen Namen (im folgenden ID genannt), den
aufer ihm selbst keiner kennt. Der Einfachheit halber wird angenommen, daf
die IDs ganze Zahlen aus dem Bereich [1, N], N > n sind, wobei die maximal
mogliche ID N den Prozessen nicht bekannt ist.
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e Abgesehen von der eindeutigen ID ist der Algorithmus fiir alle Prozesse iden-
tisch.

e Die Kommunikationskanéle arbeiten nach dem FIFO-Prinzip (first in, first
out), d.h. die Nachrichten kommen stets in der Reihenfolge an, in der sie
gesendet wurden.

e Alle Prozesse und das Kommunikationssystem arbeiten fehlerfrei, es gibt also
keine Prozefausfillle oder verlorene oder verinderte Nachrichten.

e Die Prozesse laufen asynchron und haben keinen Zugriff auf eine globale Uhr.

2.1 Korrektheit eines Algorithmus zur Koordina-
torwahl

Die in den Originalarbeiten gegebenen Korrektheitsbeweise beruhen groftenteils auf
Ad-hoc—Argumenten, die sich stark am jeweiligen Algorithmus orientieren. Higham
und Przytycka haben in ihrem Artikel hingegen drei Kriterien aufgestellt, die eine
systematische Beweisfithrung erméglichen [Higham and Przytycka, 1993]; je nach
Sichtweise beziehen sich diese Kriterien auf Nachrichten oder Prozesse (letztere wer-
den in aktive und passive Prozesse unterteilt, da sie nicht geloscht werden kénnen):

e Sicherheit (safety)

Der Algorithmus darf zu keinem Zeitpunkt s@mtliche Nachrichten 16schen
(bzw. sémtliche Prozesse passiv werden lassen).

e Fortschritt (progress)

Der Algorithmus muf} die Anzahl verbleibender Nachrichten (bzw. die Anzahl
aktiver Prozesse) stetig verringern.

¢ Korrekte Terminierung (correct termination)

Die Koordinatorwahl ist eindeutig, d.h. es darf keine zwei Prozesse geben, die
gleichzeitig zum Koordinator gew&hlt werden.

Offensichtlich geniigt der Nachweis dieser 3 Bedingungen fiir die Korrektheit ei-
nes Algorithmus zur Koordinatorwahl. Die Fortschrittsbedingung besagt, daf3 die
Anzahl der Nachrichten (bzw. die Anzahl aktiver Prozesse) streng monoton ab-
nimmt; die Sicherheitsbedingung besagt, dafy aber trotzdem zu keinem Zeitpunkt
alle Nachrichten geldscht (bzw. alle aktiven Prozesse passiv) werden; und die Ter-
minierungsbedingung sichert letztendlich zu, dafl nie zwei Prozesse gleichzeitig zu
Koordinatoren gewahlt werden kénnen.

Die Korrektheitsbeweise der Algorithmen von Chang und Roberts, Peterson so-
wie Dolev et al. werden unter diesen Gesichtspunkten reinterpretiert (obige drei
Kriterien werden nicht auf den Algorithmus von Le Lann angewandt, da dies den
Korrektheitsbeweis unnétig verkomplizieren wiirde).

Es sei noch angemerkt, dafl die Algorithmen in diesem Kapitel an dem Punkt enden,
an dem der Koordinator von seiner Wahl weif}, die anderen Prozesse aber evtl.
noch keine Kenntnis davon haben (sie wissen nur, dafl sie selbst nicht gewéhlt
sind). Exakte Komplexititsabschitzungen miissen in solchen Fillen noch n weitere
Nachrichten fiir die Propagierung des Koordinators beriicksichtigen.
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2.2 Der Algorithmus von Le Lann

Der erste Algorithmus zur Koordinatorwahl wurde von Le Lann vorgeschlagen
[Le Lann, 1977]. Bei ihm schickt jeder Prozefl zunéchst eine Nachricht mit sei-
ner ID an seinen Nachbarn. Anschlieend leitet er ankommende Nachrichten ohne
Modifikation so lange weiter, bis er seine eigene Nachricht (also die mit seiner eige-
nen ID) wieder erhiilt. Der Prozefl wird genau dann zum Koordinator, wenn seine

ID grofer als alle anderen weitergeleiteten IDs ist (siehe Alg. 2.1).

(* Algorithmus fiir ProzeB id x)

(* Globale Variablen x)

receive (1)
if i = id then
if leader = id then

var state := LEADER
int leader init id else
state € {ACTIVE, PASSIVE, LEADER} state := PASSIVE
init ACTIVE fi
else
(* Hauptprogramm ) if ¢ > leader then
begin leader :== 1
send (id) fi
end send (i)
fi
end

Algorithmus 2.1: Der Algorithmus von Le Lann.

Aufgrund der FIFO-Eigenschaft ist gesichert, dafl vor dem Empfang der eigenen
Nachricht eine Nachricht jedes anderen Prozesses angekommen sein mufl. Da nur
ein Prozef} die maximale ID besitzt, ist die Korrektheit dieses Algorithmus offen-
sichtlich.

Die Nachrichtenkomplexitéit 148t sich ebenso einfach bestimmen. Jeder Prozef} sen-
det eine Nachricht mit seiner eigenen ID und leitet fiir jeden der n — 1 anderen
Prozesse jeweils eine Nachricht weiter. Pro ProzeB werden also genau n Nachrich-
ten gesendet, insgesamt also n> = O(n?).

2.3 Der Algorithmus von Chang und Roberts

Chang und Roberts modifizierten Le Lanns Algorithmus leicht und erzielten da-
mit eine bessere mittlere Nachrichtenkomplexitit [Chang and Roberts, 1979]. Sie
machten die Beobachtung, daf} es offensichtlich keinen Sinn hat, ein Nachricht mit
kleinerer ID als der eigenen weiterzuleiten. Mit dieser Anderung entsteht Alg. 2.2.

Zur Korrektheit iiberpriifen wir die drei Bedingungen Sicherheit, Fortschritt und
korrekte Terminierung:

e Sicherheit: Es werden nie alle Nachrichten geloscht, da die Nachricht mit
maximaler ID stets weitergeleitet wird.

e Fortschritt: Betrachtet man die Ausfiihrung des Algorithmus in Runden, so
wird in jeder dieser Runde mindestens eine Nachricht geléscht (ndmlich die,
die der Prozefl mit maximaler ID erhilt).
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(* Algorithmus fiir ProzeB id *) receive (i)
if i = id then
(* Globale Variablen ) state := LEADER
var elsif ¢ > id then
int leader init id state := PASSIVE
state € {ACTIVE, PASSIVE, LEADER} send (i)
init ACTIVE leader =i
fi
(* Hauptprogramm ) end
begin
send (id)
end

Algorithmus 2.2: Der Algorithmus von Chang und Roberts.

o Korrekte Terminierung: Die einzige Nachricht, die wieder ihren Initiator er-
reicht, ist die mit maximaler ID. Alle anderen werden spiitestens bei Passieren
des Prozesses mit maximaler ID verworfen.

2.3.1 Worst—Case—Nachrichtenkomplexitit

Offensichtlich gilt die gleiche obere Schranke wie fiir Le Lanns Algorithmus, also
O(n?). Das folgende Beispiel zeigt, da8 diese Schranke auch tatséchlich erreicht
werden kann:

Beispiel: Sei R ein Ring mit n Prozessen {1,...,n}, deren IDs absteigend an-
geordnet sind, also z.B. id(1) = n,...,id(n) = 1 (vgl. Abb. 2.1(a)). Dann wird
die Nachricht (n) genau n mal weitergeleitet, die Nachricht (n — 1) genau n — 1
mal, usw., und schlieflich die Nachricht (1) genau 1 mal. Damit ergibt sich eine
Nachrichtenkomplexitéit von

oi= @ — On?).

Im ungiinstigsten Fall hat der Algorithmus von Chang und Roberts gegeniiber dem
von Le Lann also kaum Vorteile.

2.3.2 Mittlere Nachrichtenkomplexitit

Ein weiteres Beispiel belegt hingegen, daf§ es auch deutlich giinstigere Félle gibt:

Beispiel: Sind die IDs in R nicht absteigend, sondern aufsteigend angeordnet
(id(1) = 1,...,id(n) = n, vgl. Abb. 2.1(b)), so werden alle Nachrichten aufler
(n) bereits beim nichsten Prozel verworfen (jeweils 1 verschickte Nachricht). Die
Nachricht (n) wird einmal im Ring herumgereicht (insgesamt n Nachrichten). Die
Nachrichtenkomplexitit betrigt somit

(TLZ11> +n=2n—-1=0(n).
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(a) (b) Q
o SO

v

Abbildung 2.1: (a) Unglnstigster und (b) giinstigster Fall fiir den Algorithmus von Chang
und Roberts.

Dieses Beispiel 148t die Vermutung aufkommen, dafl eine Verbesserung der mittle-
ren Nachrichtenkomplexitiit gegeniiber Le Lanns Algorithmus vorliegt. Um diese
zu ermitteln, mufl die Anzahl der Nachrichten iiber alle moglichen Verteilungen
(Permutationen) der IDs gemittelt werden.

Die von Chang und Roberts durchgefithrte Berechnung der mittleren Nachrichten-
komplexitét ist relativ lang und miihsam, wenn sie ausfiihrlich dargestellt werden
soll. Ich gebe deshalb einen Beweis aus [Tel, 1994] wieder, der auf einem Vorschlag
Friedemann Matterns beruht.

Satz 2.1  Die mittlere Nachrichtenkomplexitit des Chang—Roberts—Algorithmus
(Alg. 2.2) betrigt O(nlogn).

Beweis: Sei pp,q; der Prozel mit der grofiten ID und p; der Prozef3, der ¢ Schritte
VOI Ppaz liegt. Die Nachricht von p; kann offensichtlich maximal ¢ mal weiterge-
leitet werden, da sie spitestens von p,,., verworfen wird. Uns interessiert nun die
Wahrscheinlichkeit Pr(i, k), mit der p; genau k mal weitergeleitet wird.

Die Nachricht (p;) wird mindestens k mal weitergeleitet, wenn die nachfolgenden
k—1 Prozesse p;_1, . .., pi—k+1 alle eine kleinere ID haben, wenn also p; die maximale
ID der Prozesse p;, ..., pi—r+1 besitzt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist 1/k.

Die Nachricht (p;) wird genau k mal weitergeleitet, wenn (p;) mindestens k mal,
aber nicht mindestens k£ + 1 mal weitergeleitet wird, also mit Wahrscheinlichkeit
Pr(i,k) = ¢ — k+r1 (k <i). Fiir k =i wird die Nachricht mit Wahrscheinlichkeit +
mindestens ¢ mal weitergeleitet und mit Wahrscheinlichkeit 0 mindestens i + 1 mal,
also mit Wahrscheinlichkeit + genau i mal.

Damit kénnen wir den Erwartungswert F; dafiir bestimmen, wie hiufig (p;) weiter-
geleitet wird:

[i—1
1
B = | k-Pr(ik)| +i--
kZIk r(i, k)| +1 -

[i—1
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wobei H; die i-te Harmonische Zahl ist, deren Wert H; = Inn + O(1) betrigt
(siehe z.B. [Knuth, 1997, S. 75]).

Der Erwartungswert fiir die Gesamtzahl verschickter Nachrichten ergibt sich durch
Summierung iiber alle i (E,, = n, da (pmaqe) immer genau n mal weitergeleitet wird):

+n=[n-H, 1 —(n—1]+n

n n—1
E = > E=|> H
i=1 =1

1
= n-Hn1+1:n<Hn1+—>:n-Hn (2.2)
n

Die Gleichung *) gilt wegen:

n n i 1 1
d H = ZZ§_" Hm=1 g+ 41
i=1 i=1 k=1
n n n
1 +1
= Yt1l-j) =3 =Y l=(m+ ) Hyi-n
=1 Y =R =

Der Erwartungswert fiir die Gesamtzahl aller Nachrichten (gleichbedeutend mit der
mittleren Nachrichtenkomplexitét) ist also £ = n - H, = O(nlnn) (mit Inn =
log, n/log, e = 0,6931..1og, n). ]

2.4 Der Algorithmus von Peterson und Dolev et al.

James Burns sowie Daniel Hirschberg und James Sinclair stellten 1980 zwei Algo-
rithmen fiir bidirektionale Ringe vor, die auch im ,, Worst Case“ mit O(n log n) Nach-
richten auskommen [Burns, 1980, Hirschberg and Sinclair, 1980]. Letztere dufierten
dabei die Vermutung, dafl 2(n?) die untere Schranke fiir die Koordinatorwahl in
unidirektionalen Ringen sei. (Algorithmen zur Koordinatorwahl in bidirektionalen
Ringen werden in der vorliegenden Diplomarbeit nicht beschrieben.)

Dies wurde 1982 durch Gary Peterson sowie Danny Dolev, Maria Klawe und Michael
Rodeh widerlegt [Peterson, 1982, Dolev et al., 1982]. Sie entwickelten unabhéngig
voneinander den gleichen Grundalgorithmus, der in diesem Abschnitt beschrieben
wird. Es folgten mehrere Modifikationen, die den konstanten Faktor (vor dem
nlogn) immer kleiner werden lieflen. Eine von Peterson weiterentwickelte Version
wird im nichsten Abschnitt beschrieben.

Die oben erwihnten bidirektionalen Algorithmen dienten als Vorlage fiir die unidi-
rektionale Version. Bei den bidirektionalen Algorithmen vergleicht ein Prozef} seine
ID mit denen seiner linken und rechten Nachbarn und bleibt nur dann aktiv, wenn
er die grofite dieser drei IDs besitzt. Ansonsten wird er passiv und nimmt an der
weiteren Wahl nicht mehr teil (bis auf das Weiterleiten von Nachrichten).

Eine direkte Ubernahme dieser Idee fiir unidirektionale Algorithmen ist nicht mog-
lich, da die Kommunikation nur in einer Richtung erfolgen kann. Mit folgendem
Trick ist dies aber doch machbar: statt eines Vergleichs mit den linken und rech-
ten Nachbarn wird ein Vergleich mit den beiden néchsten linken Nachbarn durch-
gefiihrt (vgl. Abb. 2.2). Da keine Riickmeldung iiber das Ergebnis dieses Vergleichs
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leftid
left.id

?tmp_id

Abbildung 2.2: Die Situation aus Sicht des Prozesses p mit ID tmp_id. Er erhdlt nacheinander
die IDs seiner beiden linken Nachbarn, left_id und lleft_id, und bleibt genau dann aktiv, wenn
left_id das Maximum dieser drei IDs ist.

moglich ist, nimmt der rechte der drei Prozesse die ID des mittleren Prozesses an,
wenn diese maximal ist. Ansonsten wechselt er in den passiven Zustand (in dem
eingehende Nachrichten lediglich weitergeleitet werden). Dieser Grundalgorithmus
ist in Alg. 2.3 dargestellt.

Wichtig ist also, dafl der Algorithmus mit temporiren IDs arbeitet (im Algorithmus
mit tmp_id bezeichnet), die keine feste Bindung an Prozesse besitzen.

Man kann sich die Abarbeitung des Algorithmus in Runden vorstellen, die jeweils in
eine A—und B—Phase unterteilt sind. In jeder Phase wird eine Nachricht verschickt.
In der A-Phase enthiilt diese die eigene (temporiire) ID, in der B-Phase wird ein-
fach die in der A-Phase erhaltene Nachricht weitergeleitet (also die ID des linken
Nachbarn). Die Variable phase dient zur Unterscheidung beider Phasen. (Um die
korrekte Terminierung sicherzustellen, darf die ID des linken Nachbarn nur weiter-
geleitet werden, wenn diese grofer als die eigene ID ist; ist dies nicht der Fall, wird
in der B-Phase erneut die eigene ID verschickt.)

Die drei Bedingungen fiir die Korrektheit lassen sich leicht nachpriifen:

e Sicherheit: Die maximale ID bleibt immer erhalten, da sie stets ein lokales
Maximum ist.

e Fortschritt: Bei > 3 aktiven Prozessen wird deren Anzahl pro Runde min-
destens halbiert, da keine zwei lokalen Maxima direkt nebeneinander liegen
konnen.

Sind nur noch zwei aktive Prozesse p und ¢ (ohne Einschrinkung id(p) >
id(q)) tibrig, dann erhalten beide die ID des jeweils anderen als erste Nachricht.
Als zweite Nachricht erhilt p seine eigene Nachricht zuriick, ¢ jedoch erneut
(id(p)). In dieser Situation ist der Fortschritt streng genommen nicht mehr
gegeben, da beide Prozesse (mit temporirer ID id(p)) aktiv bleiben. Der
Prozef} p wird jedoch eindeutig zum Koordinator gewihlt, und ¢ kann bei der
anschlieflenden Propagierung der Wahl zu einem passiven Prozefl werden.

o Korrekte Terminierung: Bei > 3 aktiven Prozessen wechselt kein Prozef in
den Zustand LEADER, da jeder Prozef zwei Nachrichten von anderen Prozessen
erhilt. Bei zwei aktiven Prozessen wurde oben gezeigt, dafl einer von beiden
eindeutig zum Koordinator gew#hlt wird. Bei lediglich einem aktiven Prozef}
erhélt dieser seine erste Nachricht direkt wieder und wird zum Koordinator.
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(* Algorithmus fiir ProzeB id *) else (x state = ACTIVE %)
if tmp_id = i then
(* Globale Variablen ) state := LEADER
var elsif phase = A then
int tmp_id init id left_id := 1
phase € {A, B} init A send (max(tmp-id, left_id))
int left_id init —oco phase := B
state € {ACTIVE, PASSIVE, LEADER} else (x phase = B *)
init ACTIVE maz = max(tmp_id, left_id, i)
if left_id = maz then
(* Hauptprogramm x) tmp_id = left_id
begin send (tmp_id)
send (id) else
end state := PASSIVE
fi
receive (i) phase ;= A
if state = PASSIVE then fi
send (1) fi
end

Algorithmus 2.3: Der Algorithmus von Peterson und Dolev et al.

Zur Abschétzung der Nachrichtenkomplexitét sind nur zwei Feststellungen nétig:

1. In jeder Runde wechselt mindestens die Hélfte der verbliebenen aktiven Pro-
zesse in den passiven Zustand (da keine zwei lokalen Maxima nebeneinander
liegen konnen). Es gibt also maximal [logn] Runden.

2. Pro Runde werden exakt 2n Nachrichten versandt, denn jeder aktive Prozef}
verschickt genau zwei Nachrichten, und jeder passive Prozef leitet genau zwei
Nachrichten weiter.

Die Gesamtzahl verschickter Nachrichten ist also 2n - [logn] = O(nlogn). Es
sei noch angemerkt, dafy die Nachrichtengréfle bei diesem Algorithmus mit log N
optimal ist (NN ist die maximale ID).

2.5 Der modifizierte Algorithmus von Peterson

Anfang der 80er Jahre konkurrierten Peterson und Dolev et al. um den schnellsten
Algorithmus zur Koordinatorwahl in unidirektionalen Ringen. Nachdem beide un-
abhingig voneinander obigen Grundalgorithmus mit einer Nachrichtenkomplexitit
von 2n logn+ O(n) entwickelten, wurde die Konstante in mehreren Schritten weiter
gedriickt.

Zunichst fiihrten Dolev et al. mehrere Modifikationen des Grundalgorithmus durch,
nach denen 1,5n logn+O(n) Nachrichten ausreichen [Dolev et al., 1982, Abschn. 3].
Peterson widmete sich darauthin der Weiterentwicklung des Grundalgorithmus, wo-
mit er eine Nachrichtenkomplexitiit von 1,440..nlogn+O(n) erhielt [Peterson, 1982,
Abschn. 4]. Dolev et al. wandten schlieflich ihre urspriinglichen Modifikationen auf
Petersons neuen Algorithmus an und erhielten damit einen Algorithmus, der le-
diglich 1,356..nlogn + O(n) Nachrichten benétigt [Dolev et al., 1982, Abschn. 4].
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(Diese letzte Verbesserung von Dolev et al. ist allerdings nur mit einer signifikant
zunehmenden Nachrichtengréfie moglich.)

Im vorliegenden Abschnitt wird der von Peterson weiterentwickelte Algorithmus
beschrieben, dem folgende Idee zugrunde liegt: Ein Prozefl kann nach Erhalt der
ersten Nachricht eventuell schon entscheiden, dafl er diese Runde (unabhiingig vom
Inhalt der zweiten Nachricht) gar nicht mehr iiberstehen kann. Er kann sich also
das Senden seiner zweiten Nachricht sparen. Der modifizierte Algorithmus ist in

Alg. 2.4 dargestellt.

(* Algorithmus fiir ProzeB id x) state := LEADER
elsif phase = A then
(* Globale Variablen ) if ¢ > tmp_id then
var state := PASSIVE
int tmp_id init id else
phase € {A, B} init A send (tmp_id)
state € {ACTIVE, PASSIVE, LEADER} phase := B
init ACTIVE fi
else (x phase = B *)
(* Hauptprogramm x) if © < tmp_id then
begin state := PASSIVE
send (id) else
end tmp-_id = 1
send (tmp_id)
receive (i) phase := A
if state = PASSIVE then fi
send (7) fi
else  (x state = ACTIVE ) fi
if tmp_id = 7 then end

Algorithmus 2.4: Der modifizierte Algorithmus von Peterson.

2.5.1 Korrektheit

e Sicherheit: Sei p der Prozefl mit maximaler ID id,,,,. Wenn es noch min-
destens zwei aktive Prozesse zu Beginn der A—Phase gibt, dann erhélt p eine
Nachricht mit kleinerer ID und bleibt aktiv. Wenn p der einzige aktive Prozef3
ist, wird er zum Koordinator.

Zu Beginn der B-Phase gibt es ebenfalls zwei Moglichkeiten: wenn p der einzi-
ge verbliebene aktive Prozef} ist, wird er zum Koordinator. Ansonsten erhélt
sein rechter aktiver Nachbarprozef ¢ die Nachricht (id,q.), bleibt aktiv und
iibernimmt diesen Wert als temporire ID.

Die maximale ID bleibt also stets erhalten.

Fortschritt: Sei p der Prozel mit maximaler ID. In der A—Phase wird sein
rechter aktiver Nachbar passiv, da er eine Nachricht mit gréflerer ID erhélt.
In der B—Phase wird p selbst passiv, da er eine Nachricht mit kleinerer ID
erhilt. Die Anzahl aktiver Prozesse nimmt also in jeder Phase ab.

Korrekte Terminierung: Aus der Begriindung der Sicherheit folgt, dafl die
maximale ID nicht dupliziert wird. Auflerdem kann eine ID kleiner id, gz
nicht im Ring zirkulieren, da sie in beiden Phasen spitestens beim Prozefl mit
maximaler ID verworfen wiirde. Folglich kann (id,,..) als einzige Nachricht
wieder bei ihrem Ausgangsprozefl ankommen.
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2.5.2 Nachrichtenkomplexitit

Satz 2.2 Auf einem Ring der GrifSe n bendtigt der modifizierte Algorithmus von
Peterson mazimal 1,440..nlogn + O(n) Nachrichten.

Wir numerieren die Phasen des Algorithmus in umgekehrter Reihenfolge von p bis
1 durch; in Phase p sind also noch alle Prozesse aktiv, in Phase 1 nur noch einer.
Wir benétigen zunichst folgendes Lemma:

Lemma 2.3 Die Anzahl aktiver Prozesse zu Beginn einer Phase i ist kleiner oder
gleich der Anzahl der Prozesse, die in der vorhergehenden Phase i + 1 von aktiven
zu passiven Prozessen wurden.

Beweis: Wir beweisen folgende Behauptung, die das Lemma impliziert: ein Prozef
kann in Phase ¢ nur dann aktiv bleiben, wenn in der vorherigen Phase ¢ + 1 sein
linker aktiver Nachbar passiv wurde.

e Betrachten wir zunéchst eine A-Phase i. Sei w ein Prozef}, der am Ende von
Phase ¢ aktiv ist, und v sein linker aktiver Nachbar zu Beginn der Phase i.
Es liegt also folgende Situation vor:

A-Phase i: N
<”> N

idi(v) < idi(w

=

Damit w am Ende von Phase i aktiv ist, muf} id;(w) > id;(v) gelten (id;(w)
ist die ID des Prozesses w zu Beginn der Phase 7).

Nehmen wir nun an, daf3 v auch in der B-Phase i + 1 der erste aktive Nachbar
links von w war, und u der linke aktive Nachbar von v:

B-Phase i + 1: N N
U v w
N N

idi+1(u) > idi+1(v) > idi+1(w)

Damit w in dieser B-Phase aktiv bleibt, muf} die empfangene Nachricht eine
ID groBer als id; 1 (w) haben. w empfingt seine Nachricht von v, also muf}
gelten: id;1q(v) > id;y1(w). Gleiches gilt auch fiir v: damit v aktiv bleibt,
mufl idi—i—l (u) > idi—i—l (’U) gelten.

Nach Ablauf der B-Phase nehmen die Prozesse, die aktiv bleiben, die ID der
empfangen Nachricht an. Es gilt also id;(v) = id;y1(u) und id;(w) = id;41(v),
und damit auch id;(v) > id;(w), ein Widerspruch zu obiger Wahl von w. Also
kann v nicht der linke aktive Nachbar von w in Phase i + 1 gewesen sein.

e Betrachten wir nun eine B-Phase i. Wiederum sei w ein Prozef}, der am Ende
dieser Phase aktiv ist, und v sein linker aktiver Nachbar:

B-Phase i:

o F—{w)
2/

idi(v) > idi(w)

idiy1(v) > idig1(w)
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Damit w diese B-Phase iibersteht, muf} id;(w) < id;(v) sein. Da wiihrend
der A-Phase i + 1 die IDs nicht geéindert werden, muf3 auch hier id; 1 (w) <
idi11(v) gegolten haben. Dann wiire aber w bereits in Phase ¢ + 1 zu einem
passiven Prozefl geworden, was einen Widerspruch zur Wahl von w darstellt.
Als kann auch hier v nicht der linke aktive Nachbar von w in Phase i + 1
gewesen sein.

Zu jedem aktiven Prozef in Phase i gibt es somit mindestens einen Prozef, der in
Phase i + 1 passiv wurde. [ |

Beweis (von Satz 2.2): Nun ist es einfach, die Gesamtzahl verschickter Nachrichten
zu bestimmen. Sei A die Anzahl aktiver Prozesse zu Beginn von Phase i (es gilt
also A, =n und A; = 1). Das Lemma gibt uns folgende Beziehung:

Ap <Appo — A & Apgo > Ap + Apgar. (2.3)

Das ist offensichtlich eine Fibonacci-Entwicklung mit A > Fjy; (mit Fy := 0,
F, :=1und F; := F;_; + F;_» Vi > 2). Fiir die n-te Fibonacci—Zahl gilt folgende
Beziehung (siehe z.B. [Knuth, 1997, Seite 83]):

F, = ¢"/V5+0(1), (2.4)

wobei ¢ = (1 + V/5) die goldene Zahl ist. Daraus folgt:

Ap = Fp+1 = n
& PP /NVE+0(1) = n
& p+1 = 10g¢(\/5n —0(1))
& p = log¢n+log¢\/5+ O(1)
< p = logyn/log, ¢+ O(1)
=3 p = 1,4404..logn + O(1)

2.6 Der Algorithmus von Higham und Przytycka

Etwa 10 Jahre lang wurde auf diesem Gebiet kein Fortschritt mehr erzielt, bis 1993
Higham und Przytycka einen neuen Algorithmus zur Koordinatorwahl vorstellten,
der die Konstante von 1,356.. auf 1,270.. verbessert [Higham and Przytycka, 1993].

Interessanterweise wird bei diesem Algorithmus nicht der Prozel mit maximaler
oder minimaler ID zum Koordinator gewihlt; ist der Koordinator aber erstmal ein-
deutig bestimmt, kann ein Extremum mit < 2n zusétzlichen Nachrichten ermittelt
und im gesamten Ring propagiert werden.

Aus der Grundidee des Algorithmus wird unmittelbar deutlich, daf die Koordina-
torwahl auch ohne Auffinden eines Extremums mdoglich ist. Es werden abwechselnd
Sequenzen aufsteigender bzw. absteigender IDs gesucht, von denen jeweils nur die
letzte ID eine Phase iibersteht. In der Regel wird dadurch kein Prozefl mit extre-
maler ID zum Koordinator gewahlt.
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2.6.1 Der Grundalgorithmus

Wenden wir uns zunéchst der Grundversion des Algorithmus zu, wie er in Alg. 2.5
dargestellt ist. Nachrichten haben die Form (id, rnd), wobei id eine Prozef3-ID
und rnd eine Rundennummer ist (beginnend bei 1). Die Variablen last_id und
last_rnd dienen dazu, die Werte des letzten send—Befehls zu speichern. Wichtig ist,
dafB der Algorithmus nicht aus Sicht der Prozesse, sondern aus der der Nachrichten
beschrieben wird.

Zu Beginn schickt jeder Prozef) seine ID (und Rundennummer 1) an seinen Nach-
barn. Beim Empfang einer Nachricht geschieht folgendes:

e Erhilt ein Prozef} eine Nachricht mit einer Rundennummer, die ungleich seiner
zuletzt gesandten Rundennummer ist, so leitet er diese einfach weiter.

e Erhilt ein Proze eine Nachricht mit gleicher Rundennummer, so wird diese
weitergeleitet, wenn die Rundennummer gerade (bzw. ungerade) und die ID
grofer (bzw. kleiner) als die zuletzt gesendete ID ist. Auflerdem wird die Run-
dennummer um eins inkrementiert. Diese Inkrementierung des Rundenzéhlers
wird als Befirderung in die ndchste Runde bezeichnet.

Stimmt auflerdem noch die ID iiberein, wird der Prozefl zum Koordinator.

Wenn wir nun die Ausfithrung dieses Algorithmus in Runden betrachten (in denen
jede Nachricht die gleiche Rundennummer hat), dann kénnen wir das Verhalten
noch genauer beschreiben. In ,,geraden” Runden bestehen nur die Nachrichten mit
der grofiten ID in einer Sequenz aufsteigender IDs. In ,ungeraden“ Runden ist das
Verhalten symmetrisch, d.h. nur die kleinsten IDs in Sequenzen absteigender IDs
bleiben bestehen. Damit sind die drei Kriterien fiir die Korrektheit leicht nachzu-
priifen:

o Sicherheit: Alle Nachrichten konnen nicht auf einmal geldscht werden, da
in ,geraden“ (,ungeraden“) Runden zumindest die maximale (minimale) ID
bestehen bleibt.

e Fortschritt: Die Anzahl der Nachrichten nimmt von Runde zu Runde ab, da in
einem Ring keine zirkuldre Folge aufsteigender bzw. absteigender IDs mdoglich
ist.

e Korrekte Terminierung: Der Algorithmus terminiert, wenn ein Prozef} p seine
zuletzt gesandte Nachricht unverdndert (d.h. mit gleicher Rundennummer)
wiedererhilt. Dies ist aber nur moglich, wenn er der einzige verbliebene Prozef}
ist, denn giibe es einen weiteren Prozefl ¢ mit gleicher Rundennummer, so
wiirde dieser p’s Nachricht entweder verwerfen oder in die néiichste Runde
beférdern.

Die Untersuchung der Nachrichtenkomplexitét wird nicht fiir den Grundalgorith-
mus, sondern nur fiir den im folgenden beschriebenen vollstindigen Algorithmus
durchgefiihrt.
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(* Algorithmus fiir ProzeB id x)

(* Globale Variablen x)

var
int last_id init id
int last_rnd init 1
state € {ACTIVE, LEADER} init ACTIVE

(* Hauptprogramm x)
begin

send (last_id, last_rnd)
end

receive (i, rnd)
if (i, rnd) = (last_id, last_rnd) then
state := LEADER

elsif [even(rnd) and (i > last_id)] or
[odd(rnd) and (i < last_id)] or
[rnd # last_rnd] then

(* Beférderung in nachste Runde? )
if rnd = last_rnd then

rnd := rnd +1
fi

send (i, rnd)
last_id = 1
last_rnd := rnd
fi
end

Algorithmus 2.5: Der Grundalgorithmus von Higham und Przytycka.

2.6.2 Der vollstindige Algorithmus

Um eine geringere Nachrichtenkomplexitét als Dolev et al. zu erhalten, sind zwei
weitere Anderungen des Grundalgorithmus nétig, die beide eine vorzeitige Befor-
derung bewirken. Vorzeitige Beférderung heifit, dafl eine Nachricht in die néchste
Runde beférdert wird, obwohl die Bedingung fiir die Beférderung eigentlich nicht
erfiillt ist.

Zwei Methoden zur vorzeitigen Befoérderung werden verwendet:

e Vorzeitige Beforderung durch einen Zeugen

Betrachten wir eine Nachricht (a, i) (mit gerader Rundennummer ), die auf
einen Proze p mit Rundennummer i — 1 und ID b < a trifft. Die Behauptung
ist nun: (a, 7) kann bereits von p beférdert werden, denn die Befoérderung
wiirde spéitestens beim néchsten Prozefl ¢ mit Rundennummer i durchgefiihrt
(anders ausgedriickt: ¢ hat eine ID < a).

Es liegt folgende Situation vor:
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last_id =b < a last_id = ¢
last_rnd =1 — 1 last_rnd =1

Die letzte Nachricht von p war (b, i — 1). Sei z der erste Prozefl mit Runden-
nummer ¢ — 1, auf den diese Nachricht trifft. Dann gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Die ID von z ist groBer b: Dann wird z die Nachricht (b, i — 1) in
Runde i befordern (i — 1 ist ungerade) und seine Variable last_id auf
b setzen. Wegen a > b entspricht z in diesem Fall dem Prozef} ¢ aus der
Behauptung.

2. Die ID von z ist kleiner b: Dann wird (b, i — 1) von z verworfen. Sei (dy,

i — 1) die letzte Nachricht von z (mit d; < b); diese wird beim nichsten
Prozel mit Rundennummer ¢ — 1 und ID dy verworfen, falls dy < d;
usw.
Es gibt also eine Sequenz von Prozessen mit absteigenden IDs d; > da >
... > dj (und Rundennummer i — 1), bei deren Erreichen die Nachricht
jeweils verworfen wird. Diese Sequenz mufl aber mit einem Prozefl mit ID
dp41 > dy enden, der die ankommende Nachricht in Runde i befordert
und dj als ID annimmt. Offensichtlich gilt: b > dy und damit erst recht
a > dj. Somit entspricht der Prozefl mit ID dji;; dem Prozefl ¢ aus
obiger Behauptung.

Die ,normale“ Art der Beforderung, wie sie im Grundalgorithmus durch-
gefithrt wird, kommt durch die vorzeitige Beforderung durch einen Zeugen
gar nicht mehr zum Einsatz. Angenommen, ein Prozefy ¢ mit Rundennummer
i und ID ¢ wiirde eine Nachricht (a, i) beférdern (da i gerade ist, mufl a > ¢
sein). Dann kann aber auf jeden Fall der Prozef} als Zeuge auftreten, der die
Nachricht (¢, i — 2) in Runde 7 — 1 befoérdert hat. Aus diesem Grund wird die
ynormale“ Beforderungsbedingung im vollstindigen Algorithmus nicht mehr
benutzt.

e Vorzeitige Beforderung durch Entfernung

Eine Nachricht in Runde ¢ wird vorzeitig beférdert, wenn sie Fjio Schritte
zuriickgelegt hat (F; ist die i-te Fibonacci—Zahl). Wiirde keine vorzeitige
Beforderung durch Entfernung stattfinden, so konnte es passieren, daf3 die
vorzeitigen Beférderungen durch Zeugen in einem sehr kleinen Teil des Ringes
stattfinden, was evtl. keine entscheidende Einsparung von Nachrichten zur
Folge hitte. (Der Grund fiir die Wahl von Fj;» wird aus dem nachfolgenden
Beweis der Nachrichtenkomplexitiit deutlich.)

Durch diesen Z#hler werden die Nachrichten um eine dritte Komponente er-
weitert. Sie besitzen jetzt die Form (id, rnd, ent) mit Proze-ID id, Run-
denz#hler rnd und Entfernungszihler cnt.

Beide Methoden vorzeitiger Beférderung kénnten in ,,geraden® und ,,ungeraden*
Runden angewandt werden. Higham und Przytycka verwenden die vorzeitige Befor-
derung durch einen Zeugen nur in ,geraden®, die durch Entfernung nur in ungeraden
Runden. Der so modifizierte Grundalgorithmus ist in Alg. 2.6 dargestellt.

Die Korrektheit 1d8t sich analog zum Grundalgorithmus nachweisen.

o Sicherheit: Analog zum Grundalgorithmus.
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(* Algorithmus fiir ProzeB id x)

(* Globale Variablen x)

var
int last_id init id
int last_rnd init 1
state € {ACTIVE, LEADER} init ACTIVE

(* Hauptprogramm x)
begin

send (last_id, last_-rnd, Fiost_rnd+2)
end

receive (i, rnd, cnt)
if (i, rnd) = (last_id, last_rnd) then
state := LEADER

elsif [even(rnd) and (i > last_id)] or
[odd(rnd) and (i < last_id)] or
[rnd # last_rnd] then

(* [vorzeitige] Beférderung in nichste Runde? x)

if [even(rnd) and (last_rnd = rnd—1) and (i > last_id)] or (* Zeuge *)

[odd(rnd) and (c¢nt = 0)] or (* Entfernung )

[odd(rnd) and (last_rnd = rnd) and (i < last_id)] then  (x ,normal” x)

rnd := rnd +1
ent = Frndt2
fi

send (i, rnd, cnt—1)
last_id = 1
last_rnd := rnd
fi
end

Algorithmus 2.6: Der vollstiandige Algorithmus von Higham und Przytycka.

e Fortschritt: Angenommen, k > 2 Nachrichten wiirden im Ring zirkulieren.
Nach endlicher Zeit wird der Zihler jeder dieser Nachrichten einen Wert gro-
Ber oder gleich der Ringgrofle n haben. Spétestens dann ist aber gewihrleistet,
daf eine Nachricht den nichsten Prozef} erreicht, der ebenfalls eine Nachricht
initiiert hat. Aufgrund der zirkuldren Anordnung der Prozesse mufl dann
zumindest die Nachricht mit maximaler ID (in ,ungeraden“ Runden) bzw.

minimaler ID (in ,geraden® Runden) verworfen werden.

e Korrekte Terminierung: Analog zum Grundalgorithmus.

2.6.3 Nachrichtenkomplexitit des vollstindigen Algorithmus

Um die Komplexitit dieses Algorithmus abschiitzen zu kénnen, miissen zunichst

einige Begriffe eingefiihrt werden:

e host;(a) ist der Proze, der die Nachricht (a, i — 1) in Runde i befordert.

e destroyer;(a) ist der Prozef}, der die Nachricht (a, i) verwirft.
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e 0(p,q) ist der Abstand zweier Prozesse p und ¢ (6(p,p) = 0).

e succ;(a) ist die ID der Nachricht in Runde 4, die unmittelbar auf (a, i) folgt.

Der grofite Teil der Komplexitidtsanalyse beruht auf folgendem Lemma, dessen Be-
weis am Schluf} folgt.

Lemma 2.4 Seii eine ungerade Rundennummer.

(a) Wenn eine Nachricht (a, i) in Runde i + 1 befordert wird, dann gilt:
d(hosti(a), hostiy1(a)) > Fiy1.
(b) Wenn eine Nachricht (a, i) in Runde i verworfen wird, dann gilt:

d(host;(a), destroyer;(a)) > F;.

Offensichtlich wandert im Grundalgorithmus jede Nachricht (a, i) von host;(a) bis
host;(succi(a)). In jeder Runde werden also genau n Nachrichten verschickt. Der
vollsténdige Algorithmus hat hingegen die Moglichkeit, einige dieser n Nachrichten
durch vorzeitige Beforderung einzusparen. Wir sagen: (a, i) spart k Nachrichten
ein, wenn sie lediglich §(host;(a), host;(succ;(a))) — k mal bis zur Beforderung wei-
tergeleitet wird.

Korollar 2.5 Seii gerade. Dann spart jede Nachricht, die in Runde i+1 befordert
wird, mindestens F; Nachrichten in Runde i ein.

Beweis: Sei i gerade, (a, i) eine Nachricht, die in Runde i + 1 befordert wird,
und b = succi(a) die ID der direkten Nachfolgenachricht. Da 4 gerade ist und
(a, i) befordert wird, mul a > b gelten. Nach der Bemerkung, die weiter oben
bei der Beschreibung der vorzeitigen Beftrderung durch einen Zeugen gemacht
wurde, wird (a, i) spitestens bei host;_1(b) vorzeitig beférdert. Es werden also
d(host;—1(b), host;(b)) Nachrichten eingespart, was nach Lemma 2.4 > F; Nach-
richten sind. [ ]

Lemma 2.6  Der vollstindige Algorithmus bendtigt < log,n + O(1) Runden bis
zur Terminierung, wobei ¢ = %(1 +/5) die goldene Zahl ist.

Beweis: Sei ¢ eine ungerade Rundennummer. Dann wird eine Nachricht in Runde
i (nach Lemma 2.4) mindestens F; mal weitergeleitet. Da eine Nachricht (a, i)
héchstens bis zu host;(succ;(a)) wandern kann, kann es maximal n/F; Nachrichten
in Runde i+ 1 geben. Der Algorithmus terminiert, wenn die Anzahl der Nachrichten
auf 1 gesunken ist. Mit F; = ¢*/v/5 + O(1) gilt:

& n < ¢'/V5+0(1)
s n/5-0(1) < ¢
& logyn+0O(1) < i

Satz 2.7 Auf einem Ring der Grifle n bendtigt der vollstindige Algorithmus von
Higham und Przytycka mazimal 1,270..nlogn + O(n) Nachrichten.
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Beweis: Wir schiitzen die Anzahl der Nachrichten ab, die in zwei aufeinander-
folgenden Runden ¢ und i + 1 (i gerade) verschickt werden. Zwei solche Runden
werden als Block bezeichnet.

Sei x die Anzahl der Nachrichten in Runde i+ 1. Nach Korollar 2.5 werden < n—xF;
Nachrichten in Runde ¢ verschickt.

In Runde i+1 sind zwei Abschiitzungen moglich: (1) offensichtlich werden insgesamt
nie mehr als n Nachrichten verschickt, und (2) werden durch die Beférderung durch
Entfernung pro Nachricht nie mehr als F{; 1) o Weiterleitungen durchgefiihrt, ins-
gesamt also < zFj;3. In Runde i + 1 werden also < min{n,zF;;3} Nachrichten
verschickt.

Fiir einen Block (bestehend aus den Runden 7 und 7 4 1) ist die maximale Anzahl
verschickter Nachrichten also < min{2n — xF;,n + z(F;13 — F};)}. Dieses Minimum
wird fiir z = n/F;;3 maximiert, d.h. in einem Block werden < 2n — n(F;/F;i3)
Nachrichten verschickt.

Benotigt wird eine Abschitzung fiir F;/F;; 5. Fiir die i-te Fibonacci—Zahl gilt (siehe
z.B. [Knuth, 1997, Seite 83]):

o C1+vV5 - 1-45
Fi=—=(¢' =) (<z>— 2 b= )

AuBerdem ist ¢ = —1/¢, wie man leicht nachrechnen kann. Dann gilt (i gerade):

Fiis \/Lg(qbzurs _ q§i+3)
¢)i _ (bfi

(¢z _ ¢7i)(¢i+3 _ ¢7(i+3))
(6757 + 6T (7 — 647
¢)2i+3 _ ¢)3 _ ¢)73 + ¢7(2i+3)

P26 — p—(2i+6)

¢2i+3 _ ¢3 _ ¢—3
> ¢2i+6
= ¢ -9 (97 -0
<1
> ¢73 _ ¢72i

Die Anzahl der Nachrichten in einem Block ist also

< 2n—n
i+3
< n2-¢ 7 +97%)
= n@- g

(1++/5)3
n(4—V5+ ¢ %).
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Lemma 2.6 gibt uns eine obere Schranke fiir die Anzahl der Runden. Damit 148t
sich die Anzahl aller Nachrichten als Summe iiber alle Blocke bestimmen:

> n(d—V5+¢7%) +0(n)

i={2,4,...,log s n}

_ l8my Bt Y ¥ 0m)

2
i={2,4,....,log s n}

v

<1/(1-9)
log, n

= — (- V5)n + O(n)
- 4 _Qﬁnizzz + O(n)

= 1,2704..nlogn + O(n)

SchlieBlich mufl noch Lemma 2.4 bewiesen werden.

Beweis (von Lemma 2.4): Wir beweisen dieses Lemma durch Induktion iiber un-
gerade Rundennummern. Der Induktionsanfang fiir Runde 1 gilt offensichtlich, da
Fy = F;, =1 ist und jede Nachricht mindestens einmal verschickt wird.

Fiir den Induktionsschlufl machen wir zunéchst zwei Bemerkungen. Sei i eine un-
gerade Rundennumme:

Bemerkung 1: Ein Zeuge, der eine Nachricht von Runde i — 1 in Runde 7 beférdert,
hat auch eine Nachricht in Runde ¢ — 2 beftrdert.

Beweis: Sei (¢, i — 1) eine Nachricht, die von einem Prozefl p mit Rundennummer
it —2und ID d < ¢ in Runde ¢ beférdert wird:

hosti—1(c

(c,i—2)@

host;(c)

c,i—l)@ (c,i)

)
(

last_id > ¢ last_id =d < ¢
last_rnd =1 —2 last_rnd =1 — 2

Alle Prozesse mit Rundennummer i — 2 und ID d miissen dem Prozefl host;_2(d)
folgen, und zwischen zwei solchen Prozessen kann es keine anderen Prozesse mit
Rundennummer 7 — 2 geben.

Die Nachricht (¢, i — 2) kann nur von einem Prozef§ ¢ mit gleicher Rundennummer
in Runde i — 1 befordert worden sein (da i —2 ungerade ist). Der Prozefl host;_»(d)
scheidet aber aus, da ¢ > d ist. Folglich muf} (¢, ¢ — 1) vom ersten Prozef} mit
Rundennummer ¢ — 2 und ID d (also von host;_2(d) selbst) beférdert worden sein,
womit Bemerkung 1 bewiesen ist.

Bemerkung 2: Fiir jede Nachricht (b, i — 1), die in Runde i befoérdert wird, gilt:
d(host;_o(b), host; (b)) > F;.

Beweis: Eine Nachricht (b, i — 2) hat zwei Moglichkeiten, in Runde i — 1 befordert
zu werden:
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1. Beforderung durch Entfernung, wenn die Nachricht F; Schritte ohne Beforde-
rung zuriickgelegt hat. In diesem Fall ist Bemerkung 2 trivial erfiillt.

2. ,Normale“ Beforderung durch einen Prozefl p = host;_1(b) mit gleicher Run-
dennummer (i — 2) und groferer ID ¢ > b. Diese Situation ist in folgender
Abbildung veranschaulicht:

hosti—2(c)
hosti—2(b) hosti—1(b) (c,i —2) host;(b)
(hi=2) (" O\ (bi-1)
() q
last_id = ¢ > b last_id =d < b
last.rnd =1 — 2 last.rnd =1 — 2

Nach Induktionsannahme gilt §(host;—2(b), host;—1(b)) > F;_;. Da (b, i — 1)
auch in Runde 7 beférdert wird, mufl es dafiir nach host;_; (b) einen Zeugen ¢
mit Rundennummer ¢ — 2 und ID d < b geben.

Aus d < b < ¢ folgt ¢ > d. Die Nachricht (¢, i — 2) kann maximal den Proze§
q erreichen, denn spitestens hier wiirde sie verworfen. Also gilt

d(host;_1(b), host;(b)) > d(host;_o(c), destroyer;_2(c)) > F;_o

(die zweite Ungleichung gilt nach Induktionsannahme). Insgesamt ergibt sich
also

(S(hOSti,Q(b), hOSti(b)) >F;, o+ F; 1 =F;.

Seien (a, i) und (b, i) zwei direkt aufeinanderfolgende Nachrichten. Wir unterschei-
den zwei Fille:

1. {(a, i) iiberlebt Runde i.

Wenn (a, i) durch einen Zeugen durch Entfernung (nach Fji» Schritten)
befordert wird, ist das Lemma trivial erfiillt.

Ansonsten wandert (a, i) bis zu host;(b) und wird hier in Runde i+ 1 beférdert
(es muBl a < b gelten). Die folgende Abbildung illustriert diesen Fall:

hosti—2(g) hostiyi(a)
host;i(a) hosti—1(h) host;(b)

(o {2

In der vorherigen Runde i — 1 (gerade) muf} es einen Zeugen p gegeben haben,
der (a, i — 1) in Runde i befordert hat. Nach Bemerkung 1 hat dieser Zeuge
aber auch eine Nachricht (g, ¢ — 3) in Runde ¢ — 2 befordert. Da (a, i — 1)
beférdert wurde, mufl a > g gelten.

Betrachte nun den ersten Prozefl nach host;_»(g), der eine Nachricht in Runde
i — 1 befordert; dieser sei ¢ = host;—1(h). Entweder befordert ¢ die Nachricht
(9,7 —2) in Runde i — 1 (dann gilt h = g), oder eine andere Nachricht (h,
i — 2) wird befordert. Dann gibt es zwei Moglichkeiten:

(a) host;—a(h) liegt rechts von host;—2(g): Dann muf (g, i—2) bei host;—s(h)
verworfen werden, denn sonst wire ¢ nicht der erste ProzeB, der eine
Nachricht in Runde ¢ — 1 beférdert. Also gilt g > h.
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(b) host;_o(h) liegt links von host;_2(g): Dieser Fall ist nicht méglich, denn
(h, i —2) wiirde von p entweder verworfen oder in Runde i — 1 befordert.

Also liegt host;—2(h) nicht links von host;—2(g), und es gilt h < g < a < b,
insbesondere also h < b. Dann gilt:

d(host;(a), hostit1(a))
= (host;—2(g), host;(b))
= §(host;—2(g), host;—1(h)) + 6(host;—1(h), host;(b))
> O(hosti_2(h), host;_1(h)) + d(host;_2(b), host;(b))

Die Ungleichung fiir den linken Summanden gilt, da host;—>(h) nicht links
von host;—2(g) liegen kann (wie oben gezeigt wurde). Die Ungleichung fiir
den rechten Summanden ist ebenfalls korrekt, denn wiirde host;_;(b) links
von host;_1 (h) liegen, wiirde die Nachricht (b, i — 1) wegen geradem i — 1 und
gleicher Rundennummer wie ¢ von ¢ verworfen.

Nun gelten d(host;—2(h), host;—1(h)) > F;_1 (nach Induktionsannahme) und
d(host;_o(b), host;(b)) > F; (nach Bemerkung 2), insgesamt also

6(hosti(a), hOSti_H (a)) Z Fi—l + Fi = Fi—i—l

. {a, i) wird in Runde i verworfen.

Da (a, i) bei host;(b) verworfen wird und i ungerade ist, mufl a > b sein. In
der vorherigen Runde i — 1 muf} es einen Zeugen p gegeben haben, der (a,
i — 1) in Runde 7 befordert hat. Es liegt also folgende Situation vor:

host;i(a) host;(b)
(a, i)
last_id ¢ < a
last_rnd =i — 2

Der Prozef host;_o(b) wire ein moglicher Kandidat fiir p. Aus dem Beweis von
Bemerkung 1 folgt auBerdem, daf§ kein anderer Kandidat niher an host;(b)
liegen kann. Damit gilt:

d(host;(a), destroyer;(a))
d(host;(a), host;(b))
d(host;—>(b), host;(b))
Fi,

(AVARAY]

wobei die letzte Ungleichung aus Bemerkung 2 folgt.

Damit ist Lemma 2.4 bewiesen. [ ]



Kapitel 3

Zwel untere Schranken fiir
die Koordinatorwahl in
unidirektionalen Ringen

In diesem Abschnitt wird ein Beweis von Jan Pachl, Ephraim Korach und Doron
Rotem wiedergegeben, der zwei untere Schranken fiir die Koordinatorwahl in unidi-
rektionalen Ringen liefert. Die Schranke fiir die mittlere Nachrichtenkomplexitit ist
exakt, die fiir die ,,Worst Case“—Komplexitdt bis auf einen Faktor kleiner 2 genau
[Pachl et al., 1984].

Es gelten die in Kapitel 2 auf Seite 9 gemachten Annahmen zum Verhalten von
Prozessen und dem Kommunikationssystem.

Das Verhalten eines Algorithmus zur Koordinatorwahl wird durch sog. Spuren be-
schrieben, die von Nachrichten hinterlassen werden. Eine Spur kann (zumindest
theoretisch) die Information aller Prozesse enthalten, die auf ihrem Weg liegen. Die
folgenden beiden Definition konkretisieren dieses Konzept:

Definition 3.1 (Sequenz) Eine nichtleere Liste natiirlicher Zahlen (s1,...,sg),
k > 1, s; € N heifit Sequenz. Die Menge aller Sequenzen, in denen kein Eintrag
doppelt vorkommt, ist D := {(s1,...,s%) |k > 1,8, € N,Vi # j : s5; # 55}

Seien s = (s1,...,5k), t = (t1,...,t), r und v Sequenzen. Dann wird definiert:

(a) Die Lénge einer Sequenz s wird mit len(s) = k bezeichnet.

(b) Zwei Sequenzen s und ¢ sind gleich, wenn len(s) = len(t) und V1 < ¢ <
len(s) : s; = t;.

(c) st ={(s1,-..,8k,t1,-..,t;) ist die Konkatenation der Sequenzen s und ¢ (mit
len(st) =len(s) + len(t) = k +1).

(d) w ist eine Teilsequenz von s, wenn s = rut.
(e) w ist Prafix von s, wenn s = ut.

(f) w ist Suffix von s, wenn s = tu.
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(g) s und ¢ sind disjunkt, wenn Vi € s Vj € t:i # j.
(h) C(s) = {(Siy---,8k,S1,.--,8i—1) |1 < i <k} ist die Menge zyklischer Ver-
tauschungen von s. (Offensichtlich gilt: |C(s)| = len(s).)

O

Im folgenden wird nur noch die Menge D verwendet, d.h. alle Elemente der betrach-
teten Sequenzen sind verschieden.

Definition 3.2 (Spur) Eine Spur ist entweder eine Sequenz s = (s1), wenn
der Sender die ID s; hat und bisher noch keine Nachricht erhalten hat, oder eine
Sequenz s = (sy,...,s), wenn der Sender die ID s; hat und zuletzt (s1,...,Sk_1)
empfangen hat. a

Definition 3.3 Seien s € D und £ C D. Dann wird definiert:

(a) N(s,&):=#{t € &|3r €C(s):tist Prifix von r},

d.h. N(s,€&) ist die Anzahl der Sequenzen in &, die Prifix einer zyklischen
Vertauschung von s sind.

(b) Ni(s,&):=#{t € |Ir €C(s):tist Prifix von r Alen(t) = k}.

O

len(s)

Damit gilt offensichtlich: Ni(s,€) = 0 Vk > len(s) und 3 Ni(s,€) = N(s,E).
k=1

Schliellich bené6tigen wir noch die Definition sog. erschépfer;der Mengen:

Definition 3.4 (erschopfend) & C D heifit erschdpfend, wenn gilt:

(a) Préfixeigenschaft
Vs,teD:stef =>s€&

(b) Zyklische Vertauschungseigenschaft
VseD:C(5)NE#D
O

Eine erschépfende Menge £ entspricht der Menge aller Spuren, die ein Algorithmus
zur Koordinatorwahl in beliebigen unidirektionalen Ringen erzeugen kann.

Beispiel: Die Menge
E={(s1,.-.,8k) | k> 1,5 lrgiaéck{sz}}

ist erschopfend. Die Elemente dieses £ entsprechen den Spuren, die der Algorithmus
von Chang und Roberts (sieche Abschnitt 2.3) hinterléifit: eine Nachricht wird von
einem Prozefl nur dann weitergeleitet, wenn die tibermittelte ID grofler als die eigene
(und damit groer als alle IDs auf dem dazwischenliegenden Weg) ist.

Im eigentlichen Algorithmus wird natiirlich nur die Nachricht (s;) weitergeleitet,
theoretisch konnte aber auch die komplette Spur (si, ..., s;) gesendet werden. MW
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Das folgende Lemma besagt, dafl ein Prozef nur lokale Entscheidungen treffen kann,
die vom nicht bekannten Teil des Ringes v6llig unabhéngig sind. Damit folgt dann
der zentrale Satz, der erschépfende Mengen mit Algorithmen zur Koordinatorwahl
gleichsetzt.

Lemma 3.5 Seien s,t € D zwei Sequenzen und u € D eine Teilsequenz von s
sowie von t. Sei A ein Algorithmus zur Koordinatorwahl. Wenn A auf dem Ring
mit Beschriftung s eine Spur u hinterlifit, dann tut er dies auch auf dem Ring mit
Beschriftung t.

Beweis: Nach den getroffenen Annahmen hiingt die Reihenfolge der Nachrichten
ausschlieBlich vom Inhalt der Nachrichten ab, nicht jedoch von zeitlichen Verzo-
gerungen des Kommunikationssystems ab (die Algorithmen sind nachrichtengetrie-
ben). Auflerdem erhilt jeder Prozefl Nachrichten von lediglich einem anderen Pro-
zef3. Die Reihenfolge eintreffender Nachrichten auf einem Ring s ist also bei jeder
Ausfiihrung von A gleich.

Daraus folgt aber direkt, dafl eine Sequenz u, die Teilsequenz beider Ringe s und
t ist, entweder in beiden oder in keinem der beiden Ringe eine Spur w hinterlassen
muf. |

Satz 3.6 Fiir jeden Algorithmus zur Koordinatorwahl A gibt es eine erschipfende
Menge E(A) C D, sodafs A mindestens N(s,E(A)) Nachrichten verschickt, wenn
er auf einem Ring mit Beschriftung s € D ausgefiihrt wird.

Beweis: Sei £(A) als die Menge aller ¢ definiert, fiir die A bei Ausfithrung auf
einem Ring mit Beschriftung ¢ eine Spur ¢ hinterldft. Es ist zunéchst zu zeigen,
daB £(A) die beiden Bedingungen einer erschépfende Menge erfiillt.

o Prifizeigenschaft: Fiir jedes s € £(A) und fiir jede Zerlegung s = tu (len(t) >
1) muf} auch t € £(A) sein. Aus der Definition der Spur folgt, dafl der Spur s
eine Spur t vorausgegangen sein mufl. Aus Lemma 3.5 folgt dann aber auch,
dafl A bei Ausfiihrung auf jedem Ring, der ¢ als Teilsequenz enthélt, insbe-
sondere also auch auf einem Ring mit Beschriftung ¢, eine Spur ¢ hinterlaft.
Dann ist aber (nach obiger Definition von £(A)) t in der erschépfenden Menge
enthalten.

o Zyklische Vertauschungseigenschaft: Wir betrachten einen Ring mit Beschrif-
tung s = (s1,...,s;). Der Algorithmus A erzeugt mindestens eine Spur ¢ der
Lange k, denn sonst wére keine eindeutige Koordinatorwahl méglich, da kein
Prozef alle IDs kennen wiirde. Fiir diese Spur gilt aber ¢ € C(s), und damit
auch E(A)NC(s) # 0.

Nun bleibt noch zu zeigen, dafl A in einem Ring mit Beschriftung s mindestens
N(s,E(A)) Nachrichten verschickt. Nach der Definition fiir N(s,E(A)) ist es aus-
reichend zu zeigen, daf fiir jedes ¢ € £(A), das Priifix eines r € C(s) ist, eine Spur
t hinterlassen wird.

Das ist aber leicht einzusehen. Sei ¢ eine Teilsequenz des Ringes s (und damit
Priifix eines r € C(s)). Wenn ¢t € £(A) ist, dann wird (nach Definition von £(A)
und Lemma 3.5) eine Spur ¢ auf jedem Ring hinterlassen, dessen Beschriftung ¢ als
Teilsequenz enthilt, insbesondere also auch auf dem Ring s. |
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Definition 3.7 (worsta(n), avgs(n)) Die maximale (bzw. durchschnittliche) An-
zahl von Nachrichten, die ein Algorithmus A zur Koordinatorwahl auf einem uni-
direktionalen Ring mit n Prozessen verschickt, wird mit worsta (n) (bzw. avga (n))
bezeichnet. |

Aus Satz 3.6 folgt damit unmittelbar:

Korollar 3.8 SeiIl(n) die Menge aller Permutationen von n Elementen. Dann
gilt:

@ agaln) > Y N(sE(A))
se€ll(n)
(b) worsta (n) > Srenna()rcl)]\f(s ,E(A))

Nun muf} versucht werden, diese Ausdriicke moglichst genau abzuschiitzen. Begin-
nen wir mit avgp (n).

vV
S| =
]

N(s,E(A))

Z
Z (3.1)
€ll(n

avg o (n)
" seTl(n)

1
n!

HM: Q'M

Wenn k und s fest sind, gibt es maximal n Sequenzen ¢t € £(A) mit Linge k, die
Prifix eines r € C(s) sind (da |C(s)| = n). Summiert iiber alle Permutationen (bei
immer noch festem k) gibt es n - n! solcher Priifixe der Liinge k.

Diese Prifixe lassen sich in Gruppen der Gréfle k£ zusammenfassen, deren Elemente
sich jeweils nur durch zyklische Vertauschungen unterscheiden. Fiir die Erfiillung
der zyklischen Vertauschungseigenschaft von £(A) reicht es aus, wenn jeweils eines
dieser k Prifixe in £(A) enthalten ist. Somit gilt:

n
1 n-n!

n! k
k=1

v

avg 5 (n)

[
3

=

NNgE
El i

= nH,, (3.2)

wobei H,, die n-te Harmonische Zahl ist.

Aus dieser Abschiitzung und dem Algorithmus von Chang und Roberts, der im
Mittel nH,, Nachrichten verschickt (siche Abschnitt 2.3), folgt:

Satz 3.9 Die durchschnittliche Anzahl verschickter Nachrichten eines Algorith-
mus zur Koordinatorwahl auf einem unidirektionalen Ring mit n Prozessen betrdgt
mindestens nH,,.
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Fiir den ungiinstigsten Fall ist keine exakte untere Schranke bekannt. Hier gilt aber:

Satz 3.10 Die untere Schranke fiir die ,Worst Case“—Nachrichtenkomplexitit
seine Algorithmus zur Koordinatorwahl auf einem unidirektionalen Ring mit n. Pro-
zessen, 18t

0,6931..nlogy, n + O(n) < mgn{worstA(n)} < 1,270..nlogy n + O(n).

Beweis: Die Abschitzung nach unten folgt aus Satz 3.9 und aus der Abschitzung
der Harmonischen Zahlen (siehe z.B. [Knuth, 1997, Seite 75]):

_ logy,

H,=1nn+ O(n) + O(n) =0.6931..1og, n + O(n)

~ logy e

Die Abschéitzung nach oben ist durch den bisher besten bekannten Algorithmus von
Higham und Przytycka gegeben (siehe Abschnitt 2.6). [ |
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Kapitel 4

Anonyme Netzwerke

In diesem Kapitel sollen einige Aspekte anonymer Netzwerke untersucht werden.
In einem anonymen Netzwerk sind die einzelnen Prozesse nicht durch Namen bzw.
IDs unterscheidbar. Wie wir im folgenden sehen werden, hat dies entscheidende
Auswirkungen auf die Berechenbarkeit vieler Funktionen.

4.1 Berechenbarkeit in anonymen Ringen

In diesem Abschnitt werden einige allgemeine Ergebnisse wiedergegeben, die Aus-
sagen iiber die Berechenbarkeit in anonymen Ringen machen. Dieser Abschnitt
beruht weitestgehend auf zwei Artikeln von Hagit Attiya, Marc Snir und Manfred
Warmuth [Attiya et al., 1988, Attiya and Snir, 1991].

Zunichst miissen einige Begriffe eingefiihrt werden. Sei R ein Ring mit bidi-
rektionalen Kommunikationskanilen, d.h. R = (V,E) mit V = {1,...,n} und
E={{i,(imodn)+1} |1 <i<n}. (Imfolgenden wird die umstiindliche Modulo—-
Schreibweise weggelassen; verwendete Prozenummern sind als stets modulo n zu
verstehen.)

Zu jedem Prozef i bezeichnen left(i) = i — 1 bzw. right(i) = i + 1 den linken
bzw. rechten Nachbarprozefl von i. Die Prozesse sind nicht gleich orientiert; jeder
einzelne Prozef3 kann zwar seine zwei Nachbarprozesse unterscheiden, doch diese
lokale Numerierung ist global nicht einheitlich. Die Orientierung eines Prozesses i
wird mit D(i) (direction) bezeichnet:

e D(i) = 0 gdw. i ist im Uhrzeigersinn orientiert, also left(i) = i — 1 und
right(i) =i+ 1.

e D(i) = 1 gdw. i ist gegen den Uhrzeigersinn orientiert, also left(i) = i + 1
und right(i) =1 — 1.
Mit D(i) wird die komplementire Richtung bezeichnet, also D(i) = 1 — D(i). Die
Eingabe und Ausgabe eines Prozesses i wird mit I(i) (input) bzw. O(i) (output)
bezeichnet, Orientierung, Eingabe und Ausgabe fiir den gesamten Ring mit D =
(D(1),...,D(n)), I =(I(1),...,I(n)) und O = {(O(1),...,0(n)).

Wichtig ist die Unterscheidung der Informationen, die ein Prozef} selbst kennt, und
der Informationen, die zur Beschreibung des Systems verwendet werden.
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e Fin Prozef§ kennt nur seinen Eingabewert und eine lokale Numerierung seiner
beiden Kommunikationskanéle. Thm ist weder sein Name (bzw. Index) noch
seine Orientierung bekannt.

e Zur Beschreibung des Systems werden die Prozefindizes, die Eingabewerte
und die ProzeBorientierungen verwendet. Die Startkonfiguration eines Ringes
ist damit durch R = (D(1),1(1),...,D(n),I(n)) gegeben.

Definition 4.1 (k-Umgebung) Sei R = (V, E) ein Ring. Dann besteht die k—
Umgebung eines Prozesses i aus den Orientierungen und Eingabewerten der 2k+1
Prozesse i — k,...,i + k (relativ zu ¢’s Orientierung).

Die k—-Umgebung von ¢ ist
(D(i —k),I(i —k),...,D(i+ k), I(i +k))

fiir D(i) = 0 bzw.

(DG + &), I(i +k),...,DG — k), I(i — k)
(

fiir D(i) = 1. O

Die k—Umgebung enthilt offensichtlich die maximale Information, die ein Prozef i
haben kann, nachdem er je k¥ Nachrichten iiber beide Kommunikationskanile erhal-
ten hat. (Fiir allgemeine Graphen existiert eine dhnliche Defnition, die einer Sicht;
siehe [Yamashita and Kameda, 1996]).

Beispiel: Wir betrachten zwei Prozesse i und j mit D(i) = 0 und D(j) = 1. Da
den Prozessen die globale Orientierung nicht bekannt ist, nimmt jeder an, er sei im
Uhrzeigersinn orientiert. Die lokale Numerierung der Kommunikationskanile (im
folgenden ,,Ports“ genannt) wird mit 0 und 1 bezeichnet.

Nun erhalten ¢ und j je eine Nachricht ihres linken Nachbarn ¢ — 1 bzw. 7 — 1 mit
D(i—1) = D(j — 1) = 0. Eine Nachricht von Prozef k hat dabei stets die Form
(port(k), I(k)) mit lokaler Portnummer port(k) und Eingabewert I (k).

e Prozef} i erhilt iiber Port 0 eine Nachricht (1, I(i—1)) (sieche Abbildung unten).
Damit weif} er, dafl i —1 gleich orientiert ist und nimmt als Umgebung (0, I (i —
1),0,1(i)) an, was offensichtlich (D(i — 1),I(i — 1), D(i), I(i)) entspricht.

e Betrachten wir nun den Prozefl j mit D(j) = 1 (siche Abbildung unten). Aus
ihrer eigenen Sicht unterscheiden sich die Prozesse ¢ und j zun#chst nicht
(beide nehmen an, sie seien im Uhrzeigersinn orientiert). Wenn j jetzt aber
eine Nachricht (1, 7(j —1)) von seinem linken Nachbarn erhilt, dann wird dies
als Nachricht von rechts mit entgegengesetzter Orientierung interpretiert. Die
Umgebung von j ist damit (0, (), 1, 1(j—1)), was (D(j), 1(j), D(j — 1), 1(j—
1)) entspricht.

DGi—1)=0 D(j)=1

/TONALIG 1) N
j-1LC T j L

N N_ "o
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Nach den Bemerkungen in Abschnitt 1.5.1 kdnnen wir annehmen, dafl die Ausfiih-
rung der Algorithmen in (pseudosynchronen) Runden erfolgt. Das niichste Lemma
konkretisiert dann obige Bemerkung, dafl ein Prozefl nach je k Nachrichten von
beiden Seiten nicht mehr als seine k~Umgebung kennen kann.

Lemma 4.2 Seien Ry und Ry zwei Startkonfigurationen fir einen Ring. Sei p
ein Prozef, der in Ry und Ro die gleiche k—Umgebung besitzt. Dann befindet sich
p nach k Runden unter Ry oder Rs im selben Zustand.

Als néchstes wird gezeigt, dafl keine Funktion auf Ringen unbekannter Grofie be-
rechnet werden kann.

Definition 4.3 (Funktion) Eine Funktion f ist eine Abbildung, die jeder Start-
konfiguration R genau eine Losung f(R) zuordnet. Ein Algorithmus A berechnet
eine Funktion f, wenn jeder Prozefl ausgehend von einer Startkonfiguration R die
Ausgabe f(R) produziert. o

Satz 4.4 Sei f: ¥ — {0,1} eine nicht-konstante Funktion. Dann gibt es keinen
Algorithmus, der f auf einem Ring beliebiger, aber nicht bekannter GrijfSe berechnet.

Beweis: Wir nehmen zuniichst an, es giibe einen Algorithmus A, der f auf einem
im Uhrzeigersinn orientierten Ring berechnet. Wir betrachten zwei Eingaben Ij
und Ir mit f(I;) = 0 und f(Iy) = 1. Sei ¢ so gewéhlt, dal A nach spétestens ¢
Runden bei Eingabe I; bzw. I, terminiert.

Wir konstruieren nun folgende Eingabe I = If“'l.fgt+1 (d.h. 2t + 1 mal I, gefolgt
von 2t + 1 mal I,). Im ersten Teil dieses Ringes gibt es einen Proze8, der die gleiche
t-Umgebung wie ein Prozefl im Ring mit Eingabe I; hat. Analoges gilt fiir den
zweiten Teil des neuen Ringes. Dann wird aber einer der beiden Prozesse 0, der
andere hingegen 1 als Ausgabe generieren.

Es gibt also (im Widerspruch zu obiger Annahme) Ringkonfigurationen, unter denen
A keine korrekte Ausgabe berechnet. [ ]

Fiir die verteilte Berechnung jeder nicht-konstanten Funktion in anonymen Netz-
werken ist also zumindest eine obere Schranke fiir die Anzahl der Prozesse notig.
Viele Algorithmen bendétigen sogar die exakte Prozeflanzahl n. Dazu gehoren bei-
spielsweise die Berechnung der Summe aller Eingabewerte und die XOR~Funktion.

In dieser Arbeit interessiert uns aber das Problem der Koordinatorwahl, das ohne
Kenntnis der exakten Ringgrofle nicht zu 16sen ist. Zunéchst mufl die Definition
einer Funktion verallgemeinert werden:

Definition 4.5 (Problem) Ein Problem P ist ein Abbildung, die jeder Startkon-
figurationen eine Menge von korrekten Ergebnisvektoren zuordnet (d.h. der Ergeb-
niswert der einzelnen Prozesse darf sich unterscheiden). Ein Algorithmus 16st ein
Problem P, wenn er ausgehend von einer Startkonfiguration R eines der korrekten
Ergebnisse P(R) berechnet. o

Die korrekte Ergebnismenge fiir die Koordinatorwahl ist (unabhiingig von der Ein-
gabe) {(0°10" 1) | 0 < i < n — 1}, d.h. genau ein Prozef erzeugt als Ausgabe 1
und ist damit zum Koordinator gewahlt.

Lemma 4.6 Es gibt keinen deterministischen Algorithmus fiir die Koordinatorwahl
in einem Ring, der ohne Kenninis der Ringgrifie n auskommit.
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Beweis: Fiir die Koordinatorwahl ist die Eingabe unwichtig — sie entspricht damit
einer Eingabe, die fiir jeden Prozefl des Ringes identisch ist.

Dann sind offensichtlich fiir jedes k¥ > 0 die k~Umgebungen fiir alle Prozesse iden-
tisch. Angenommen, A sei ein Algorithmus zur Koordinatorwahl, der auf einem
Ring der Grofle n terminiert. Dann gilt: entweder wurden alle Prozesse oder iiber-
haupt kein Prozefl zum Koordinator gewiihlt. Also erfiillt A (im Widerspruch zur
Annahme) nicht die Eigenschaft eines Algorithmus zur Koordinatorwahl, daf er
ndmlich genau einen Prozefl zum Koordinator ernennt. |

An dieser Stelle ist eine Anmerkung zu synchronen Kommunikationssystemen an-
gebracht, denn hier ist das Problem der Koordinatorwahl zumindest in manchen
Fillen 16sbar. Antoni Mazurkiewicz hat beispielsweise gezeigt, dafl die Koordina-
torwahl in einem Ring genau dann moglich ist, wenn die Ringgrofle eine Primzahl
ist [Mazurkiewicz, 1988].

Wir betrachten ein einfacheres Beispiel, ndmlich ein System mit lediglich zwei Pro-
zessen. Jeder Prozef versucht, dem anderen eine Nachricht zu schicken. Durch das
Kommunikationssystem wird aber nur eine davon mit dem Empfangsbefehl des an-
deren synchronisiert. Gewinner ist der Prozef}, dessen Sendebefehl erfolgreich war.
Dieses Schema l#8¢ sich auf Cliquen beliebiger Grofie ausweiten [Angluin, 1980]. Das
synchrone Kommunikationssystem ist dabei hilfreich, weil es als ,externer Richter“
fungieren kann.

4.2 Koordinatorwahl in anonymen Ringen

In diesem Abschnitt wird ein Algorithmus von Alon Itai und Michael Rodeh be-
schrieben, der die Koordinatorwahl in anonymen Ringen mit Wahrscheinlichkeit 1
lost [Itai and Rodeh, 1981]. Er gehort zu der Klasse der Las Vegas—Algorithmen.

Definition 4.7 (Las Vegas—Algorithmus) Ein Algorithmus A ist ein Las Vegas—
Algorithmus, wenn er folgende zwei Bedingungen erfiillt:

1. A terminiert mit Wahrscheinlichkeit > 0.

2. A ist partiell korrekt (d.h. terminiert A, dann liefert er das korrekte Ergebnis).

O

(Anmerkung: im Gegensatz dazu ist ein Monte Carlo—Algorithmus ein Algorithmus,
der stets terminiert, aber nur mit Wahrscheinlichkeit > 0 partiell korrekt ist.)

Der Algorithmus von Itai und Rodeh ist eine Adaption des Algorithmus von Chang
und Roberts (siche Abschnitt 2.3) an die verédnderten Bedingungen anonymer Netz-
werke. Die Ringgrofle n sei allen Prozessen bekannt.

e Da die Prozesse keine IDs besitzen, wihlt zunichst jeder Prozef zufillig eine
ID im Intervall [1,n] aus.

e Nun kann es aber passieren, dafl zwei oder mehr Prozesse die maximale ID
besitzen. Um zu vermeiden, dafl mehrere Prozesse in den Zustand LEADER
wechseln, wird den Nachrichten ein Zihler mitgegeben. Ein Prozef3 terminiert
nur dann, wenn er eine Nachricht mit seiner eigenen ID und Z#hlerstand n
erhélt.
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Der s

Der Zéahler allein schlieft aber immer noch nicht aus, dal mehrere Prozesse
gleichzeitig terminieren koénnen. Den Nachrichten wird deshalb ein weiterer
Parameter unique hinzugefiigt, der angibt, ob ein Wert im Ring einmalig ist.
Zunichst wird unique=TRUE gesetzt. Trifft die Nachricht jedoch auf einen
Prozefl mit gleicher ID, setzt dieser unique=raLSE. Ein Prozefl wechselt nur
dann in den Zustand LEADER, wenn er eine Nachricht mit seiner ID, Zihlerstand
n und unique=TRUE erhilt.

Erhilt ein Prozef} eine Nachricht mit seiner ID, Z&hlerstand n und wunique=
FALSE, dann weifl er, daf} er zwar die maximale ID besitzt, diese aber nicht
einmalig ist. Jeder der Prozesse, die diesen Zustand erreichen, wihlt dann
erneut eine ID im Intervall [1,n] und beginnt den Algorithmus von neuem
(startet also die nichste Runde). Die Prozesse, die bereits zuvor eine grofiere
als die eigene ID erhalten haben, nehmen an der Koordinatorwahl nicht mehr
teil (abgesehen vom Weiterleiten eingehender Nachrichten).

o modifizierte Algorithmus ist in Alg. 4.1 dargestellt.

(* Globale Variablen x) else (x state = ACTIVE )
var if i = ¢d then
int id init 0 if count = n then
state € {ACTIVE, PASSIVE, LEADER} if unique = TRUE then
init ACTIVE state := LEADER
else (x unique = FALSE *)
(* Hauptprogramm x) (* starte nachste Runde )
begin id := random(1,...,n)
id := random(1,...,n) send (id, 1, TRUE)
send (id, 1, TRUE) fi
end else (x count < n *)

send (i, count+1, FALSE)
fi
elsif ¢+ > id then
state := PASSIVE
send (7, count+1, unique)

receive (i, count, unique) fi
if state = PASSIVE then fi
send (i, count+1, unique) end

Algorithmus 4.1: Der Algorithmus von Itai und Rodeh.

Fiir den Nachweis der Korrektheit wenden wir wieder die drei Kriterien Sicherheit,
Fortschritt und korrekte Terminierung an (sieche Abschnitt 2.1).

Sicherheit: Ein aktiver Prozef mit maximaler ID (unter den aktiven Pro-
zessen) bleibt auf jeden Fall aktiv, denn (1) passive Prozesse sowie aktive
Prozesse mit kleinerer ID leiten seine Nachricht weiter, (2) aktive Prozesse
mit gleicher ID setzen zwar unique=FALSE, leiten die Nachricht aber ebenfalls
weiter. Also erhilt ein solcher Prozefl seine Nachricht auf jeden Fall wieder
zuriick.

Fortschritt: Der Fortschritt ist nicht mehr deterministisch zu begriinden, son-
dern nur iiber Wahrscheinlichkeiten. Nehmen wir an, dafl es zu Beginn einer
Runde 7 > 2 noch k aktive Prozesse gibt (die in Runde i —1 alle die gleiche mi-
nimale ID gewihlt hatten). Jeder dieser k Prozesse wihlt zuniichst eine neue
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ID. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf} alle k£ wiederum die gleiche ID wéhlen
und die Anzahl aktiver Prozesse zu Beginn von Runde i+ 1 nicht abgenommen
hat, ist n - -x = —. Die Wahrscheinlichkeit, da es zu Beginn von Runde
i + [ immer noch k Prozesse gibt, ist demnach ——5. Offensichtlich strebt
diese Wahrscheinlichkeit fiir wachsendes [ gegen 0.

Anders ausgedriickt ist die Wahrscheinlichkeit, dal die Anzahl der Prozesse
nach [ Runden abgenommen hat, (1— ﬁ) und strebt somit gegen 1. Damit
ist auch gezeigt, dafl Alg. 4.1 mit Wahrscheinlichkeit 1 terminiert.

e Korrekte Terminierung: Ein Prozefl wird nur dann zum Koordinator gewéhlt,
wenn er eine Nachricht (i, n, TRUE) erhiilt, deren ID i seiner eigenen ID ent-
spricht. Dann ist er aber der einzige aktive Prozefl mit maximaler ID im Ring,
denn ein anderer Prozefl mit gleicher ID wiirde unique=FALSE setzen, und ein
Prozefl mit groflerer ID wiirde die Nachricht ganz verwerfen.

4.3 Rendezvous in allgemeinen Graphen

In beliebigen Graphen ist neben der Koordinatorwahl ein weiteres Problem von
grofler Bedeutung: die Berechnung von Spannbdumen.

Definition 4.8 (Spannbaum) Sei G = (V, E) ein ungerichteter, zusammenhén-
gender Graph. Ein Graph G' = (V, E') heifit Spannbaum von G, wenn G’ zusam-
menhéngend und |E'| = |V| — 1 ist. O

Der Spannbaum eines Graphen gibt Wege vor, iiber die ein Knoten alle anderen
Knoten des Graphen erreichen kann. Dies ist z.B. sinnvoll, damit der Koordinator
Informationen effizient im gesamten Netzwerk verteilen kann.

Ein Koordinator kann leicht einen Spannbaum berechnen. Der Koordinator startet
dazu einen Tiefensuchalgorithmus, der jeden Knoten des Graphen G besucht. Kan-
ten des Spannbaumes sind dann diejenigen Kanten von G, iiber die ein Knoten das
erste Mal erreicht wurde (iiber die der Knoten also seine erste Nachricht erhielt).

Wie man leicht sieht, gilt die Umkehrung nicht. Wir betrachten dazu einen Gra-
phen, der aus zwei miteinander verbundenen Knoten besteht (diese Verbindung ist
trivialerweise die einzige Kante des Spannbaumes). Zu Beginn befinden sich bei-
de Prozesse im selben Zustand. Jede weitere Operation (interner Befehl, Sende—
oder Empfangsbefehl) wird aber von beiden Prozessen gleichermaflen ausgefiihrt,
womit beide Prozesse stets in den gleichen Zustand wechseln. Es kann also keinen
deterministischen Algorithmus geben, der die inhéirente Symmetrie bricht.

Yves Métivier, Nasser Saheb und Pierre-André Wacrenier haben einen Algorithmus
zur Spannbaumberechnung entwickelt, dessen Beschreibung und Korrektheitsbeweis
aber bereits in der Originalarbeit ca. 15 Seiten in Anspruch nehmen und damit den
Rahmen dieser Diplomarbeit sprengen wiirde [Métivier et al., 1996]. Interessant ist
aber der erste Schritt des Spannbaum—Algorithmus: ein probabilistisches Verfahren
fiir ein Rendezvous. (Auch hier ist leicht einzusehen, dafl es kein deterministisches
Rendezvous—Verfahren geben kann.)

Ein probabilistische Rendezvous—Verfahren dient zur Auflosung der initialen Sym-
metrie, die in anonymen Netzwerken stets vorliegt. Es ist damit ein Grundbau-
stein, der fiir viele komplexere Algorithmen eingesetzt werden kann. Ziel eines
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Rendezvous—Verfahrens ist es, dafy sich mindestens zwei benachbarte Prozesse fin-
den, die in einem anschliefenden Duell einen Sieger und einen Verlierer ermitteln
(das Duell wird weiter unten beschrieben). Damit ist zumindest fiir ein Knoten-
paar die inhdrente Symmetrie gebrochen. Ist der zugrundeliegende Graph nicht
faktorisierbar, dann impliziert dies unmittelbar die Auflésung der Symmitrie fiir
den gesamten Graphen (faktorisierbar heifit, das es eine Zerlegung des Graphen in
gleich grofie Teilgraphen gibt; siehe Def. 5.4 auf Seite 61; in Kapitel 5 wird auflerdem
gezeigt, dafl die Graph—Faktorisierung NP—vollstindig ist).

Alg. 4.2 zeigt das Rendezvous—Verfahren von Métivier et al. Hierbei wihlt jeder
Prozef} p zufillig einen seiner Nachbarprozesse ¢ aus und schickt diesem die Nach-
richt (vou). Erhélt p daraufhin eine Nachricht (vou) von ¢, findet ein Rendezvous
zwischen p und ¢ statt. Erhilt er diese Nachricht hingegen von einem Prozef} r # ¢,
so schickt er r eine Nachricht (NoT-you) zuriick. Erhilt p eine Nachricht (NoT-vou),
beginnt der Auswahlprozefl von vorne.

(x Alg. fiir ProzeB mit deg Nachbarn x) receive (You) from
if ¢ = neighbour then
(* Globale Variablen x) (* Rendezvous mit neighbour *)
var else
int neighbour init 0 send (NOT-YOU) to i
fi
(* Hauptprogramm ) end
begin
neighbour := random(1, ... deg) receive (NOT-YOU) from i
send (YOu) to neighbour (* neuen Nachbarn wihlen x)
end neighbour := random(1, ..., deg)
send (YOU) to neighbour
end

Algorithmus 4.2: Das Rendezvous—Verfahren von Métivier et al.

Hat ein Rendezvous zwischen p und ¢ stattgefunden, mufl zwischen diesen beiden
Prozessen ein Gewinner ermittelt werden. Dazu wird ein sog. Duell durchgefiihrt,
bei dem beide Prozesse jeweils eine Miinze werfen (d.h. eine Zufallszahl € {0, 1}
wihlen) und dies so lange wiederholen, bis einer der beiden eine 1, der andere
hingegen eine 0 gewihlt hat; der Prozefl mit einer 1 ist dann der Sieger des Duells.
Der Erwartungswert fiir die Anzahl der benétigten Runden ist 2. (Das Duell kann
dadurch beschleunigt werden, dafl beide Prozesse eine Zahl aus dem Intervall [1, N]
wihlen, von denen die groflere gewinnt; der Erwartungswert fiir die Anzahl der
Runden ist dann N/(N —1).)

4.4 Analyse des Rendezvous

Zur Analyse des Rendezvous miissen zunéchst einige Begriffe eingefiihrt werden, die
das Konzept des Rendezvous konkretisieren.

Definition 4.9 (Anfrage(funktion), Rendezvous) Sei G = (V, E) ein ungerichte-
ter, zusammenhédngender Graph mit |V| = n. Dann wird definiert:

e Eine Anfragefunktion (oder schlicht Anfrage) auf G ist eine Funktion
c:V =V mit ¢(v) € adj(v) Yo € V. (adj(v) := {u € V | {v,u} € E}
bezeichnet die Menge der Nachbarknoten von v.)
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e Die Menge aller Anfragefunktionen iiber G wird mit C(G) bezeichnet.

e Zwei Knoten u € V und v € V haben ein Rendezvous, wenn ¢(u) = v und
c(v) = u.

e Eine Anfrage heifit erfolgreich, wenn mindestens ein Rendezvous existiert.
Ansonsten heift sie nicht erfolgreich (oder Fehlanfrage).

O

Unter der Annahme, daf} alle Nachbarknoten mit gleicher Wahrscheinlichkeit aus-

gewahlt werden, gilt:

e Die Wahrscheinlichkeit eines Rendezvous zwischen u € V und v € V ist

p({u,v} ist ein Rendezvous) = ﬁ(u) : #(v) =: q({u,v}).

(deg(v) ist der Grad des Knoten v, also deg(v) = |adj(v)|.)

e Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Knoten v € V' ein Rendezvous hat, ist

p(u hat ein Rendezvous) = Z q({u,v})
vEadj(u)

1 1
- deg(u) Z de

vEadj(u)

Diese Wahrscheinlichkeit nimmt offensichtlich ab, wenn der Grad von wu selbst
oder einem v € adj(u) abnimmt.

e Die Wahrscheinlichkeit einer einzelnen Anfrage ¢ € C(G) ist
o@ =TI 7
ooy deg(v)’

e Sei N(G) die Anzahl moglicher Fehlanfragen unter G. Dann ist die Wahr-
scheinichkeit einer Fehlanfrage

f(G) = a(G) - N(G),
die einer erfolgreichen Anfrage (= Erfolgswahrscheinlichkeit)

s(G@) :=1-a(G) - N(G).
Beispiel: Einige Beispiele sollen diese Wahrscheinlichkeiten illustrieren.

e Sei G = (V,E) ein Baum. Dann gilt s(G) = 1, d.h. eine Anfrage ist stets
erfolgreich.

Um dies einzusehen, betrachten wir eine Anfrage als gerichtete Kanten im
Graphen G: ein Funktionswert c¢(u) = v entspricht einer gerichteten Kante
(u,v). Nun hat ein Baum mit n Knoten bekanntermaflen n — 1 (ungerichtete)
Kanten; durch die Anfrage hingegen werden n (gerichtete) Kanten definiert.
Also muf} es mindestens ein adjazentes Knotenpaar u,v geben, auf das zwei
gerichtete Kanten fallen; v und v bilden also ein Rendezvous.
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e Sei G = (V, E) ein Ring mit n Knoten. Die Wahrscheinlichkeit einer erfolg-
reichen Anfrage betriigt dann s(G) = (2™ — 2)/2".

Dieser Wert gilt, da es bei n Knoten mit jeweils 2 Nachbarn 2™ verschiedene
Anfragefunktionen gibt, von denen aber lediglich zwei zu einer Fehlanfrage
fithren: die, in der alle Knoten ihren Nachbarn im bzw. gegen den Uhrzeiger-
sinn gewhlt haben.

Um die Wahrscheinlichkeit einer erfolgreichen Anfrage fiir einen beliebigen Gra-
phen G zu ermitteln, wird eine Anfrage mit einem Matching M im Graphen G
gleichgesetzt. Eine Kante e = {u,v} des Matchings M entspricht dabei einem Ren-
dezvous zwischen © und v. Das Analogon zu einer Fehlanfrage ist ein ,Matching*“
mit Kardinalitét 0.

Wir erweitern die Definition von ¢ (Wahrscheinlichkeit eines Rendezvous) auf Mat-

chings M: q(M) := [ q(e). Desweiteren sei M, die Menge aller Matchings mit
ee M
Kardinalitéit & (im folgenden auch als k—~Matchings bezeichnet). Dann wird defi-

niert:

o= Y qM) (k=0<k<[n/2)) (4.1)

Es sei darauf hingewiesen, dafl ¢ nicht die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, daf} es
ein k—Matching gibt, da Anfragen in der Regel mehrfach gezihlt werden (z.B. gilt
go = 1). Um die Wahrscheinlichkeit eines k~Matchings zu bestimmen, muf} das
Inklusions—Exklusions—Prinzip angewandt werden. Damit ergibt sich die Wahr-
scheinlichkeit P} eines k—Matchings zu

[n/2]—k

P, = Z (1) '@hti = Qb — Qo1 + Qoa2 T ... E Qo)) (4.2)
i=0

und insbesondere die Erfolgswahrscheinlichkeit im Graph G zu

[n/2]-1

S(G) =P = Z (—1)iqi+1 = —Q2+Q3i---ian/2J- (43)
i=0

Damit 148t sich die Erfolgswahrscheinlichkeit fiir einen vollstdndigen Graphen ab-
schitzen.

Satz 4.10 Sei G = (V, E) der vollstindige Graph mit n Knoten (also G = K,,).
Dann gilt fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit: s(G) > 3/8.



44 Kapitel 4 Anonyme Netzwerke

Beweis: Nach Gl. (4.3) gilt:

s(@)=q—@+@aEt.. Equp >0 —@= Z q(M) — Z q(M)
MeM; MeMo

Die Ungleichung gilt, da die Folge der g;’s monoton fallend ist. Die beiden Summen
lassen sich leicht abschétzen, da G ein vollstindiger Graph ist:

Yo aM)= Y (M)

MeM MeMo2
= Y ale)— DY qle)af)

e€EE e,fEE,enf=0

1 1
- egE (n—1)2 e,fe};mf:lb (n—1)*
n 1 n n—2\1 1
B (2)@—1)2 - (2)( 2 )M—w
_ nn—1) 1 _nn-1)(n-2)(n-3) 1
2 (n—1)2 8 (n—1)*4

_ n_ nm-2)n-3)

2(n—1) 8(n —1)3
_ n (. =2n-3
- 2(n-1) (1 4(n —1)2 )

Wie wir spiiter (in Abschnitt 4.6) sehen werden, ist dies bereits eine relativ gute
Abschiitzung. Mit dieser Wahrscheinlichkeit, 168t sich der Erwartungswert fiir die
Anzahl der Runden unmittelbar angeben.

Korollar 4.11  Der Erwartungswert fir die Anzahl der Anfragen, die bis zum
Erfolg nétig sind, ist < %.

Beweis: Aufeinanderfolgende Anfragen entsprechen einem Bernoulli-Experiment.
Fiir ein solches Experiment X mit p(X) = p ist bekannt, daf} der Erwartungswert
1/p betrédgt. Dies kann aber auch leicht nachgerechnet werden (mit ¢ =1 — p):

E(X) = p-l4qp-2+¢°p-3+...

o0
Zlql
i=1

RV T
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Métivier et al. stellten nun die Behauptung auf, daf§ die Hinzunahme einer Kante die
Erfolgswahrscheinlichkeit mindert [Métivier et al., 1996, Seite 25, Behauptung 14].
Diese Aussage stimmt aber nicht und wird im folgenden widerlegt.

Behauptung 4.12 (Behauptung 14 in [Métivier et al., 1996]) Sei G = (V, E) ein
ungerichteter, zusammenhdngender (nicht—vollstindiger) Graph. Seien a € V und
b €V zwei Knoten mit {a,b} & E. Dann gilt: s(G) > s(G' = (V,E U {a,b})).

Diese Behauptung wiirde unmittelbar folgende Vermutung implizieren:

Vermutung 4.13  Der vollstindige Graph K, hat unter allen Graphen mit n
Knoten die geringste Erfolgswahrscheinlichkeit.

Diese (bis heute unbewiesene) Vermutung wird weiter unten ausfiihrlich diskutiert
(sieche Abschnitt 4.6).

Der urspriingliche ,, Beweis“ obiger Behauptung in [Métivier et al., 1996] konnte an
mehreren Stellen nicht nachvollzogen werden. In einer neueren (bisher unversffent-
lichten) Version ist er in eine verstidndlichere Form gebracht worden, die hier wie-
dergegeben wird. Der Illustration des darin gemachten Denkfehlers konnte sich
als hilfreich erweisen, die eigentlich interessierende Vermutung (,,der vollstéindige
Graph hat die geringste Erfolgswahrscheinlichkeit“) zu beweisen.

»,Beweis* (Beweis zu Behauptung 14 bei [Métivier et al., 1996]) Die Wahrschein-
lichkeit einer beliebigen Anfrage unter G bzw. G' ist o := a(G) bzw. o' = a(G'),
wobei gilt:

o — deg(a)deg(b) a

(deg(a) + 1)(deg(b) + 1)

Der jetzt folgende Schritt ist nicht mehr korrekt:

Sei ¢ : V — V eine beliebige Fehlanfrage unter G. Dann sind folgende
Anfragen ebenfalls erfolglos:

c e = {7 DEL
(@) 7€V \ {a,ca)}
o i) (z)=¢ b ,a: - a( :
o liv) (l‘) = { Z(x) :i i‘b/\{b}
c(x) sxeV\{bc(b)}
o d(z) =X a iz =10
b ;2 = c(b)

Im ersten Moment erscheinen diese 5 Anfragen allesamt plausibel, was sie isoliert
betrachtet auch sind. Das Problem liegt aber darin, dafi die Konstruktionen (ii)
und (iii), ausgehend von unterschiedlichen Anfragefunktionen ¢; und ¢, die gleiche
Anfrage c§“'> = cgiii) erzeugen konnen (gleiches gilt fiir die Konstruktionen (iv) und
(v)). Dies ist in Abb. 4.1 veranschaulicht.

Die im urspriinglichen Beweis gemachte Abschiitzung fiir f(G') a8t sich damit nicht
mehr durchfiihren. [ |
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C1

- |2

C2

Abbildung 4.1: Veranschaulichung des Fehlers im Beweis zu Behauptung 14 bei Métivier
et al. Die beiden Anfragen c¢i und c2 auf der linken Seite sind verschieden, werden jedoch

durch Anwendung der Konstruktionen (ii) bzw. (iii) zur selben Anfragefunktion cgii) = cgiii)

4.5 Gegenbeispiel zu Behauptung 14 bei Métivier
et al.

Ein falscher Beweis hat natiirlich noch keinen grofien Aussagewert. Das folgende
Gegenbeispiel jedoch widerlegt Beh. 4.12.

Wir betrachten einen Graph G = (V,E) mit V = {1,2,...,7} und E = {1,3} U
{2,4}U{{i,j} | 3 <i < j < T7}. Er besteht also aus einer 5er—Clique und zwei
einzelnen Knoten, die jeweils nur eine Verbindung zur Clique besitzen. Dieser Graph
ist in Abb. 4.2 dargestellt.

Der Graph G’ entsteht durch Hinzunahme der Kante {1,2}. Die Anzahl verschie-
dener Anfragefunktionen unter G' bzw. G’ 143t sich leicht aus den jeweiligen Kno-
tengraden bestimmen:

e Unter G gibt es 12 - 43 .52 = 64 - 25 = 1600 verschiedene Anfragen.

e In G’ erhéht sich der Grad zweier Knoten von 1 auf 2; daraus ergeben sich
22/1% - 1600 = 6400 verschiedene Anfragen.
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Abbildung 4.2: Gegenbeispiel zur Behauptung 14 bei Métivier et al. Die Kante, die bei G’
hinzugenommen wird, ist gestrichelt gezeichnet.

4.5.1 Erfolgreiche Anfragen unter ¢

Der Graph G besteht aus zwei Knoten (1 und 2), deren Funktionswert fiir alle
Anfragen feststeht (¢(1) = 3 und ¢(2) = 4). Die restlichen 5 Knoten bilden eine
Clique. Um die Anzahl erfolgreicher Anfragen in G zu ermitteln, werden folgende
Fille unterschieden:

[G-1]

G-2]

[G-3]
[G-4]

¢(3) =1 und ¢(4) = 2: Diese Anfragen sind alle erfolgreich (Rendezvous {1, 3}

und {2,4}). In diesem Fall gibt es 4> = 64 verschiedene Anfragen (die Funk-
tionswerte der Knoten 1 bis 4 liegen fest; die Knoten 5 bis 7 kénnen frei unter
jeweils 4 Nachbarknoten wihlen).

¢(3) = 1 und ¢(4) # 2: Diese Anfragen sind ebenfalls alle erfolgreich (Rendez-
vous {1,3}). In diesem Fall gibt es 4* = 256 verschiedene Anfragen (die
Funktionswerte der Knoten 1, 3 und 4 liegen fest; Knoten 2 darf einen der
Nachbarn 3 bis 7 wéhlen, nicht aber Knoten 2; und schliefflich diirfen die
Knoten 5 bis 7 wieder beliebig unter ihren 4 Nachbarknoten wéhlen).

¢(3) # 1 und ¢(4) = 2: Symmetrisch zu [G-2].

¢(3) # 1 und ¢(4) # 2: In diesem Fall entspricht die Anzahl erfolgreicher An-
fragen genau der Anzahl erfolgreicher Anfragen in einer 5er-Clique. Diese
kann mit dem Inklusions—Exklusions—Prinzip ermittelt werden:

(a) Es gibt (g) Knotenpaare, die ein Rendezvous haben kénnen. Die jeweils
verbleibenden 3 Knoten kénnen unter ihren 4 Nachbarn frei wihlen. Also
gibt es

(Z) 4% =10- 64 = 640

Anfragen mit mindestens einem Rendezvous.

(b) Die Anfragen mit zwei Rendezvous sind darin allerdings doppelt gezihlt
und wieder subtrahiert werden. Es gibt (g) : (g) - % Moglichkeiten, zwei
Knotenpaare auszuwéhlen. Der fiinfte Knoten hat wieder die freie Wahl
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unter seinen 4 Nachbarn. Die Anzahl der Anfragen mit 2 Rendezvous ist
damit

5 3 1 1
() () hamws e

(c) Anfragen mit 3 oder mehr Rendezvous sind bei 5 Knoten nicht moglich.

Die Anzahl erfolgreicher Anfragen in einer 5er—Clique ist also 640 — 60 = 580.

Wenn wir nun alle 4 Fille aufsummieren, erhalten wir insgesamt 64+ 2-256 + 580 =
1156 erfolgreiche Anfragen unter G.

4.5.2 Erfolgreiche Anfragen unter G’

Nun bestimmen wir die Anzahl erfolgreicher Anfragen unter G, indem wir wieder
4 Fille unterscheiden, diesmal abhiingig von den Funktionswerten ¢(1) und ¢(2):

[G'-1] ¢(1) =3 und ¢(2) = 4: Dieser Fall, in dem die zusétzliche Kante {1,2} nicht
benutzt wird, entspricht dem Graphen G. Es gibt also 1156 erfolgreiche
Anfragen.

[G'-2] ¢(1) =2 und ¢(2) = 1: In diesem Fall sind alle 1600 Anfragen erfolgreich,
denn {1, 2} ist offensichtlich ein Rendezvous.

[G'-3] ¢(1) =3 und ¢(2) = 1: Dieser Fall unterscheidet sich von Anfragen unter G nur
durch den Funktionswert von Knoten 2. Erfolgreiche Anfragen der Fille [G-1],
[G-2] und [G-4] bleiben erfolgreich, da jeweils ein von {2,4} verschiedenes
Knotenpaar fiir das Rendezvous verwantwortlich war.
Zu untersuchen bleibt der Fall [G-3], bei dem ein Rendezvous iiber {2,4}
stattfand, das aber nicht das einzige gewesen sein muf}. Die Frage ist also: wie
viele der erfolgreichen Anfragen unter [G-3] haben neben {2,4} ein weiteres
Rendezvous?

Die Funktionswerte der Knoten 1 und 2 liegen (durch den aktuellen Unterfall)
fest. Da wir uns auf den Fall [G-3] beschrédnken, muf} aulerdem ¢(3) # 1 und
c(4) = 2 gelten. Also besitzen nur die Knoten 3, 5, 6 und 7 Freiheitsgrade
(mit jeweils 4 moglichen Funktionswerten).

Wiederum wenden wir das Inklusions—Exklusions-Prinzip an. Unter diesen 4
Knoten gibt es

4 2
(2>-4 =6-16=096

Anfragen mit mindestens einem Rendezvous und

(0 () 500

Anfragen mit 2 Rendezvous, insgesamt also 96 — 3 = 93 Anfragen.

Anders ausgedriickt heifit das: von den 256 erfolgreichen Anfragen unter [G-3]
sind 256 — 93 = 163 nur durch ein einzelnes Rendezvous {2,4} erfolgreich.
Diese Anfragen werden im aktuellen Fall zu Fehlanfragen.

Da alle erfolgreichen Anfragen der anderen 3 Fille erfolgreich bleiben, gibt es
insgesamt 1156 — 163 = 993 erfolgreiche Anfragen.
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[G'-4] ¢(1) =2 und ¢(2) = 4: Symmetrisch zu [G'-3].

Wiederum werden alle 4 Fille aufsummiert. Dies ergibt 1156+1600+2-993 = 4742
erfolgreich Anfragen unter G'.

4.5.3 Vergleich der Erfolgswahrscheinlichkeiten

Nun ist es einfach, die Erfolgswahrscheinlichkeiten fiir G bzw. G’ auszurechnen:

e 5(G) = 1156/1600 = 0.7225

o s(G') = 4742/6400 = 0.7409..

Die Wahrscheinlichkeit einer erfolgreichen Anfrage hat also — im Widerspruch zu
Beh. 4.12 — durch Hinzunahme einer Kante deutlich zugenommen.

Intuitiv kann man sich dieses Ergebnis wie folgt klar machen: unter G ist die Wahr-
scheinlichkeit relativ gering, daf} einer der Knoten 1 bzw. 2 ein Rendezvous hat,
denn sein jeweiliger Nachbarknoten 3 bzw. 4 hat sehr viele Nachbarn in der 5er—
Clique; wird jetzt die Kante {1, 2} hinzugenommen, wird also nur eine kleine Anzahl
erfolgreicher Anfragen erfolglos, wohingegen 1/4 aller Anfragen unter G' iiber die
neue Kante erfolgreich sind.

Die Zunahme der Erfolgswahrscheinlichkeit diirfte also noch drastischer ausfallen,
wenn die S5er—Clique durch eine k—Clique mit sehr groflem k ersetzt wird. Wei-
ter oben wurde die Vermutung geduflert, daf3 die Erfolgswahrscheinlichkeit eines
vollstandigen Graphen bei zunehmender Knotenzahl gegen einen Wert <0,4 strebt.
Die Hinzunahme zweier Knoten (analog zum Gegenbeispiel) zum vollstindigen Gra-
phen diirfte recht insignifikant sein; werden diese beiden aber verbunden, wird die
Erfolgswahrscheinlichkeit von ~ 0,4 auf ~ 0,65 steigen.

4.6 Wahrscheinlichkeit eines Rendezvous in belie-
bigen Graphen

Die Frage, ob der vollstiandige Graph unter allen Graphen mit n Knoten die gering-
ste Rendezvous—Wahrscheinlichkeit besitzt, ist nach wie vor offen. Obiges Gegen-
beispiel hat gezeigt, dafl die Adjunktion einer beliebigen Kante nicht zwingend zu
einer geringeren Erfolgswahrscheinlichkeit fiihrt.

Es bestand aber die Hoffnung, daf} sich folgende Vermutung bewahrheiten kénnte:

Vermutung 4.14 Fir jeden ungerichteten, zusammenhdngenden, nicht—vollstdin-
digen Graphen G = (V, E) existiert eine Kante e ¢ E so, daf fir G' = (V,EUe)
gilt: s(G) > s(G").
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Abbildung 4.3: Mike Robsons Gegenbeispiel zur Vermutung, daB stets eine Kante existiert,
deren Hinzunahme die Erfolgswahrscheinlichkeit verringert. (Die hinzugenommene Kante ist
gestrichelt gezeichnet.)

Wiirde diese Vermutung gelten, kénnte man wiederum durch ein induktives Argu-
ment beweisen, dafl unter allen Graphen mit n Knoten der vollstindige Graph die
geringste Erfolgswahrscheinlichkeit besitzt. Das folgende Gegenbeispiel von Mike
Robson (persénliche Kommunikation) macht diese Hoffnung aber zunichte.

Sei G = (V, E) ein Graph mit V = {a,b,c1,...,¢,} und
E={a,b} U{{a,c;} |1 <i<n}U{{bc}|1<i<n}

(siche Abb. 4.3). Wir nehmen an, da§ n sehr grof} ist.

Eine Abschétzung fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit 148t sich leicht durchfiihren (eine
genaue Berechnung der Wahrscheinlichkeiten ist nicht nétig, da die nicht beriick-
sichtigten Wahrscheinlichkeiten durch ausreichend grofie Wahl von n beliebig klein
werden). Der Knoten a wird mit sehr grofler Wahrscheinlichkeit einen Knoten ¢,
(1 < a < n) und nicht b auswihlen (gleiches gilt fiir b). Seien also ¢, bzw. ¢, die
Knoten, die a bzw. b auswihlen. Mit einer Wahrscheinlichkeit von ~ 1/2 wihlt ¢,
aber b aus, sodaf} kein Rendezous {a, ¢, } entsteht (gleiches gilt wiederum fiir {b, ¢p}).
Insgesamt findet also mit Wahrscheinlichkeit ~ 1/2-1/2 = 1/4 kein Rendezvous
statt (die Wahrscheinlichkeit fiir ein Rendezvous betrigt ~ 3/4).

Eine weitere Kante kann nur zwischen zwei Knoten ¢; und ¢; (i # j) eingefiigt
werden. Bei groflem n hat dies auf die Wahrscheinlichkeit eines Rendezvous {a, ¢, }
bzw. {b, c; } praktisch keinen Einflu8. Ein Rendezvous {¢;, ¢;} findet aber mit Wahr-
scheinlichkeit 1/9 statt. Dieses ist genau dann das einzige Rendezvous in G, wenn
sowohl @ als auch b kein Rendezvous haben; dann trégt die Kante {c;,c;} aber eine
Wahrscheinlichkeit von & 1/4-1/9 = 1/36 zum Erfolg bei.

Also erhoht die Hinzunahme jeder beliebigen Kante zu G die Erfolgswahrschein-
lichkeit signifikant. Obige Vermutung ist demnach widerlegt und gibt uns keine
Moglichkeit, etwas iiber den vollstindigen Graphen auszusagen.

Von Mike Robson existiert jedoch eine Abschitzung fiir die Rendezvous—Wahr-
scheinlichkeit in beliebigen Graphen (personliche Kommunikation).

Satz 4.15 Sei G = (V, E) ein ungerichteter, zusammenhingender Graph. Dann
ist die Wahrscheinlichkeit eines Rendezvous in G grifler 1 — 1/\/e = 0,3934.. .
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Beweis (von Mike Robson): Seien G = (V, E) ein Graph mit V = {vy,...,v,}
und E = {e1,...,en} sowie degmq, der maximale Knotengrad im Graphen G.
Wenn 2 ein Knoten oder eine Kante ist, dann bezeichnet Rdv(z) bzw. = Rdv(z) die
Tatsache, dafl = ein Rendezvous bzw. kein Rendezvous hat.

Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal ein Knoten v € V' ein Rendezvous hat,

Prob(Rdv(v € V) > —

4.4
= (4.4)

denn v wéhlt einen seiner Nachbarknoten w aus, der ihn wiederum mit Wahrschein-
lichkeit 1/deg(w) > 1/degmq. auswéhlt.

Der Erwartungswert fiir die Anzahl der Knoten, die an einem Rendezvous beteiligt
sind, ist damit offensichtlich

n

E(# Knoten mit Rendezvous) = 7 .
egmaz

(4.5)

Die Anzahl der Kanten, iiber die ein Rendezvous stattfindet, ist halb so grofl wie
die Anzahl der Knoten mit Rendezvous. Der Erwartungswert dafiir betriigt also

n 1

E(# Kanten mit Rendezvous) = Yegmn >3 (4.6)
Dieser Erwartungswert 148t sich aber auch wie folgt ausdriicken:
E(# Kanten mit Rendezvous) = Zp(e) -1, (4.7)

ecE

wobei p(e) die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dal die Kante e € E ein Rendezvous
hat. Damit gilt:

> ple) >

ecE

. (4.8)

DN | =

Sei nun p'(e;) die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dal e; € E ein Rendezvous hat
unter der Voraussetzung, daf} keine der Kanten ey, ...,e; 1 ein Rendezvous hatte:

p'(e;) = Prob(Rdv(e;) | =Rdv(e1) A ... A= Rdv(ei_1)) (4.9)

Der entscheidende Schritt ist nun die Feststellung, dafl p'(e) > p(e) fiir all e € E
gilt. Sei e; = {u,v} die betrachtete Kante,

C'={c:V\{u,v} =V ]ec) € adj(v) Yo € V \ {u,v}} (4.10)
die Menge der Anfragefunktionen auf V '\ {u,v} und

H =-Rdv(e)) A...A~Rdv(e; 1) (4.11)
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die Hypothese, daf keine der Kanten eq,...,e; 1 ein Rendezvous hat. Dann gilt:
p'(e;) = Prob(Rdv(e;) | H)
= Y Prob(c| H)-Prob(Rdv(e;) | H Ac) (4.12)
ceC’

Desweiteren seien fiir jedes ¢ € C’

U #{ee{er,...,ei1 | Fw eV : {u,w} € EAc(w) =u} und
ve = #{ee{er,...,ei1|FweV :{v,w} € EAc(w)=0v}

die Anzahl der Nachbarknoten von v (bzw. v) mit Funktionswert u (bzw. v) unter
der Anfrage c¢. Dann gilt:

1

Prob(Rdv(e;) | HAc¢) = (deg (@) — u) (deg(0) — o)’ (4.13)
und fiir Gl. (4.12)
p'(e;) = > Prob(c|H)-Prob(Rdv(e;) | H Ac)
ceC’
B Prob(c | H)
- CEXC: (deg(u) — uc)(deg(v) — ve)
Prob(c | H)
2 2 Gegluydeq(v)
= Z Prob(c | H) - p(e;)
ceC’
= p(e:) (4.14)

Damit 148t sich jetzt die Wahrscheinlichkeit dafiir abschiitzen, dafl in G kein Ren-
dezvous stattfindet:

Prob(G hat kein Rendezvous)
= Prob(—=Rdv(e;)) - Prob(—=Rdv(ez) | = Rdv(ey))
-...-Prob(=Rdv(e,) | "Rdv(e;) A... A= Rdv(en_1))

= H(I—Pl(ei))
< JI0-pte) (4.15)

Gesucht ist also eine obere Schranke fiir Gl. (4.15) unter der durch Gl. (4.8) gege-
benen Nebenbedingung.



4.6 Wahrscheinlichkeit eines Rendezvous in beliebigen Graphen 53

Das Maximum in Gl. (4.15) wird genau dann angenommen, wenn alle p(e;)’s den
gleichen Wert haben. Wegen Gl. (4.8) gilt dann aber p(e;) > 1/(2m) und

ﬁ(l—p(ei)) <ilf[1<1—%> = <1—%>m< % (4.16)

i=1

Der Grenzwert von (1 — 1/2m)™ 148t sich leicht bestimmen:

1 1\™ _ 2m —1 m_ 2m 7m_ 14 1 -m
2m o 2m “\2m -1 o 2m —1

1\ ~(@+D/2
= (1—}—;) (mit & = 2m — 1)

21 —1/2
T

1
- e 2= fiir z — o0
e

SchlieBllich ist noch die Ungleichung selbst abzuschéitzen. Die Behauptung lautet:
—1/2

1\™ 1\*! 1
1-—) =|[(1+= — = /2
(1-50) =|0+3) | <=

1 z+1
& (1 + E) <e (4.17)

Beweis:

e Firz=1ist (1+1/z)"" =4>e=2,7182...
e Die Folge der (1 + 1/z)**! ist streng monoton fallend:

1 x 1 r+1
<1+—) > <1+—)
r—1 T
5) - ()
p=4 >
r—1 T

o P - (ZIZ + 1)x+1
(l‘ _ l)z pr+l
o x® S (z+1)*" z+1
(x —1)® v x
o (z?)® S & +1
(2 —1)* x
1 ‘ 1
& (1 + > > 14—
r? —1 x

Der letzte Schritt folgt aus der Bernoullischen Ungleichung, nach der (1+a)® >
1+b-a fiir a > 0 gilt. Mit a =1/(z> — 1) und b = z gilt:

1 ’ T T 1
<1+x2—1> >1+x2—1>1+P_1+E
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e Der Grenzwert von (1 + 1/x)"*! ist allgemein bekannt:

1 z+1 1 x
lim (1 + —) = lim <1 + —) =e
—00 T T—00 x

Aus diesen drei Fakten (Startwert > e, monoton fallende Folge, Grenzwert e) folgt
die Behauptung unmittelbar. B

Damit ist Satz 4.15 bewiesen. [ ]
Mit Hilfe des Inklusions—Exklusions—Prinzips wurden die Erfolgswahrscheinlichkei-

ten fiir vollsténdige Graphen bis 100.000 Knoten ermittelt. Diese sind als Schaubild
in Abb. 4.4 dargestellt.

0.58 T I I

y=s(Kn) —

0.56
y=0,3934.. -

0.54
0.52
0.50
0.48
0.46
0.44
0.42

0.40

0.38 | | | | | | | | | | | |
5 10 20 50 100 200 500 1000 2000 5000 100k 200k 500k 100k

Abbildung 4.4: Erfolgswahrscheinlichkeit s(K},) fiir ein Rendezvous im vollstandigen Graphen
K, ermittelt mit dem Inklusions—Exklusions—Prinzip (logarithmische Skala; x—Achse=n, y-
Achse=s(K,)). Die gestrichelte Linie ist die untere Schranke von 1 — 1/,/e = 0,3934...

Danach ist zu vermuten, daf§ die Schranke von 1 —1/4/e der exakte Grenzwert fiir
vollstindige Graphen ist. (Beispielsweise liegt die exakte Wahrscheinlichkeit eines
Rendezvous in Ko 000 um weniger als 6,1-107% {iber dieser Schranke.) Tatséchlich
kann man obigen Beweis unter der Annahme eines vollstindigen Graphen K, mit
sehr groflem n nochmals nachvollziehen und wird feststellen, daf3 die jeweiligen
Abschitzungen den Grenzwerten entsprechen:

e Der maximale Grad im vollstindigen Graphen ist n — 1. Damit ist der Er-
wartungswert fiir die Anzahl der Kanten mit Rendezvous n/2(n — 1) — 1/2
(GL (4.6)).

e Gleiches gilt fiir die Summe aller p(e) (Gl. (4.8)).
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e Die Werte u. und v. werden beliebig klein, denn die Wahrscheinlichkeit dafiir,

daB} eine der Kanten ey, ..., e;—1 adjazent zu u bzw. v ist und noch zusétz-
lich w bzw. v als Funktionswert gewéhlt wird, nimmt mit wachsendem n ab
(Gl (4.14)).

e Schliefflich ist der Fall, unter dem die Rendezvouswahrscheinlichkeit in G ma-
ximiert wird, durch einen vollstindigen Graphen automatisch gegeben: alle
Kantenwahrscheinlichkeiten sind gleich (Gl. (4.16)).

Damit ist gezeigt, dal lim s(K,) = (1 — 1/4/e) ist und kein Graph G existiert,
n—oo
dessen Erfolgswahrscheinlichkeit unter diesem Grenzwert liegt. Vermutung 4.13 ist

aber immer noch offen: es wére nach wie vor denkbar, daf fiir ein festes n ein Graph
G mit n Knoten existiert, fiir den s(G) < s(K,) gilt.
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Kapitel 5

Graph—Faktorisierung ist
NP—vollstandig

5.1 Partitionierung ist NP—vollstindig

Definition 5.1 (MPART) Sei W = {wi,...,w,}, w; € N eine Menge von Ge-
wichten, die in unirer Codierung gegeben sind. Gesucht ist eine Partitionierung
von Win 1 < m < n Mengen W; so, daf} gilt:

Zw:%Zw V1i<j<m.

weW; weWw

Dieses Problem wird als MPART (Multi-Partition) bezeichnet. |
Satz 5.2 MPART ist NP-vollstindig.

Fiir den Beweis dieses Satzes mufl zunéichst das Problem des 3—dimensionalen Mat-
chings eingefiihrt werden.

Definition 5.3 (3DM) Seien X = {z1,...,2,}, ¥ = {y1,...,y,} und Z =
{z1,...,24} drei gleichméchtige Mengen und @) C X x Y x Z gegeben. Gesucht ist
eine Menge M C @ so, daf} gilt:
L |M[=q
2. lix(M) = X, lly(M) =Y, lIz(M) = Z, wobei Ilx,y,7(M) die Projektion
von M auf die X/Y/Z-Komponente ist (z.B. IIx (M) := {x | (z,y,z) € M}).

Dieses Problem heifit 3-dimensionales Matching und wird als 3DM bezeichnet. O
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Beweis (Beweisidee von Klaus Reinhardt, Universit”at T”ubingen): Fiir den Be-
weis dieses Satzes wird 3DM auf MPART reduziert.

Ohne Beschrinkung kénnen wir annehmen, dafl ¢ + 1 eine Primzahl ist (dies kann
durch Hinzunahme weiterer Elemente zu X, Y und Z sowie trivialer Tripel zu @
und M sichergestellt werden; das Auffinden der nichsten Primzahl ist wegen der
unidren Codierung von ¢ und wegen Bertrands Postulat, nach dem es eine Primzahl
< 2q gibt, leicht moglich).

Aus der Eingabe konstruieren wir nun 3 verschiedene Gewichte, die mit den Farben
rot, blau und schwarz bezeichnet werden.

Rote Gewichte

Sei b = 2¢q + 1. Die roten Gewichte werden dann als Codierung der Eingabe-
tripel v € () zur Basis b definiert:

r(v = (i, yj, 2)) := i + jb + kb* +b° (5.1)

Die obere Schranke fiir die Summe aller r(v), v € @ ist

1
Rg =) r(v) < q(q;’ )q2(1 +b+ %) + % < b°, (5.2)
vEQ

denn fiir jede der ¢> Kombination von j und k kann i die Werte 1,...,q
annehmen (analog fiir j bzw. k).

Die Summe aller r(v), v € M fiir ein 3—dimensionales Matching M ist

1
Ry =3 r(v) = q(q; J(1 4 b+ +gb* < b, (5.3)
veEM
Blaue Gewichte

Sei p = 3d + e eine Primzahl mit d = 3b% und e € {1,2} (intuitiv gilt: b ist
klein, d ist gro). Definiere fiir jedes 1 <[ < ¢ drei blaue Gewichte:

b(l) = d—1
bo(l) = d—1b
bs(l) = d—1b">—0b° +e. (5.4)

Die Summe aller blauen Gewichte ist

B = i [b1(1) + ba(1) + bs3(1)]

=1

Il
M=

[3d—1(1+b+0b%) — b + €]

=1

= ¢q(3d+e 14+b+b%) —qb?
= pg—Rwm (5.5)

q(qg+1)
) - =5
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Schwarzes Gewicht

Schliefflich definieren wir ein schwarzes Gewicht s so, dafl die Summe aus
s und allen in M nicht verwendeten roten Gewichten p ergibt, also

s:=p—Rgo+ Ry (5.6)

Summe aller Gewichte

Die roten, blauen und das schwarze Gewicht summieren sich zu

Ro+B+s
= Rq+(pg— Rm) + (p— Rg + Ru)
pq+p
= plg+1) (5.7)

Die Behauptung lautet nun: Es existiert ein 3D—Matching M C @ genau dann,
wenn eine nicht—triviale Partitionierung der roten, blauen und schwarzen Gewichte
existiert.

3D—Matching = Partitionierung

Nehmen wir also an, dal ein 3D—-Matching M C @ existiert. Wir konstruieren
daraus ¢ + 1 Mengen wie folgt: jede Menge W1, ..., W, erhilt genau ein co-
diertes Element w = (z;,y;, zx) € M und wird mit den drei blauen Gewichten
b1(7), ba(j) und bz (k) aufgefiillt. In der Summe ergibt das

r(w) + (d —i) + (d — jb) + (d — kb* —b> + e) = 3d + e = p.

Die Menge W, erhilt das schwarze Gewicht s und alle verbleibenden blauen
Gewichte. Das Gewicht s wurde gerade so gewéhlt, dafl diese Summe p ergibt;:

s+ (Rg—Ry)=(p—Rqo+Ru)+(Rqg—Ru)=p (5.8)

Damit existiert eine Partitionierung aller Gewichte in ¢ + 1 Mengen mit einer
Gewichtssumme von jeweils p.

Partitionierung = 3D—-Matching

Wir nehmen nun an, daf§ eine Partitionierung der farbigen Gewichte in Men-
gen mit gleicher Gewichtssumme existiert. Die Summe aller Gewichte ist
p(¢+1), und da p und g+ 1 Primzahlen sind, bestehen nur zwei Moglichkeiten
einer Partitionierung. Eine Partitionierung in p Mengen mit Gewichtssumme
g + 1 scheidet aus, da s =p— Rg + Ry > 3d+e—Rg > 2d > g+ 1 ist.
Also bleibt nur eine Partitionierung in ¢ + 1 Mengen mit Gewichtssumme p.
Ohne Einschrénkung nehmen wir an, dafl s in W, enthalten ist.

Nach dem Schubkastenprinzip kann nun die genaue Verteilung aller Gewichte
ermittelt werden:

o Jede Menge W; # Wyi1 muf genau 3 blave Gewichte enthalten.

— Die Summe 4 blauer Gewichte ist
4 - ,blau® > 4(d — gb* —b* +€) > (3d+e) +d — 8* > p,
da d = 3b% > 8b? fiir b > 2.
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— 2 blaue Gewichte sind nicht moglich, da sonst ein blaues Gewicht zu
der Menge mit s (also zu Wy41) hinzugefiigt werden miifite. Dies
ergébe aber eine Summe von

s+,blau® > (p— Rg + Ry) + (d— qb* —b° +e¢)
> (p—0°) + (d—20%)
> p
da d = 365 > b5 + 20°.

Daraus folgt, dafl die Mengen W1, ..., W, jeweils genau 3 blaue Gewichte
enthalten, W, hingegen keines.

Jede Menge W; # W,11 muf genau ein rotes Gewicht enthalten.
Angenommen, eine Menge W; wiirde (neben den drei blauen Gewichten)
zwel rote Gewichte enthalten. Dann miifite diese Menge mindestens zwei
bs—Gewichte enthalten, denn bei lediglich einem b3—Gewicht wire die
Summe

(2-,rot“) + (1-,b3“) 4+ (2-,b; oder by“)
> 20> +b03) + (d — qb® — b +e) + 2(d — qb)
= (3d+e)+ b® —qb® +2b% —2gb

—— ———— ————

=p >1,da b>q >1, da b>¢q

\Y

p.

Wiren also 2 rote Gewichte in W;, dann miifite diese Menge auch minde-
stens zwei bs—Gewichte enthalten. Dann gébe es aber eine andere Menge
W; (j # i), die kein bg—Gewicht enthilt. Da sich die drei blauen Gewich-
te nicht zu p summieren, miifite auch W; mindestens ein rotes Gewicht
enthalten:

S = (rot“) + (3-,br oder by¥)
weW;
> (24 0%) +3(d — gb)

= (3d+2)+ (b — 3qb)
—— —
>p >1

> p.

Also muf} jede Menge Wi,..., W, genau ein rotes Gewicht enthalten.
Aus der letzten Rechnung folgt auBlerdem, dafl jede Menge genau ein
b3—Gewicht enthalten muf.

Das rote Gewicht legt die Wahl der drei blauen Gewichte fest.

Sei r(v = (zi,y;,2k)) =i+ jb+ kb®> + b* das rote Gewicht. Im letzten
Schritt wurde gezeigt, dafl es genau ein b3—Gewicht geben muf; dieses
sei b3(l). Damit gilt fiir [ < k:

i+ b+ kb2 +b3) + (d—1b% — b +€) + (2 - ,b; oder by“)
(d+e)+ (i +jb+ (k—1)b?) + (2 - ,b; oder ba“)
(3d+e) + (i + jb+ (k—1)b*) + (—2qb)

p+i+ (G —29)b+ (k—1)b

p —2¢b + b?

p+b(b—2q)

p+b

p7

—~

Vv v

\Y
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und fiir [ > k:

(i +jb+ kb2 +0%) + (d — 16> = b® +€) + (2-,by oder by“)
(d+e)+ (i +jb+ (k= 1)b?) + (2 by oder by¥)
(3d+e) + (i + jb+ (k—1)b?)
p+ (¢+qb—b?)
p+Ha+ (2% +q9) — (4 +49+1)
p+(—2¢° —2¢ - 1)
< p

Es bleibt also nur k£ = [ (und somit das blaue Gewicht b3(k)).

Nehmen wir nun an, die beiden anderen blauen Gewichte seien beides
b1—Gewichte, also by (x) und by (y). Dies ergébe eine Summe von

(Bd+e)+(i+jb)—(x+y)>p+(1+b) —2¢=p+2>p.

IVANVANI

Zwei b;—Gewichte sind also nicht mdoglich.

Zwei bo—Gewichte sind ebensowenig moglich, denn wenn eine Menge W;
zwei bo—Gewichte enthalten wiirde, blieben fiir mindestens eine andere
Menge W; (i # j) nur noch zwei b;—Gewichte tibrig.

Jede Menge mufl demnach jeweils genau ein b;—, bo— und b3—Gewicht
enthalten. Diese seien by (z), ba(y) und b3(k) (letzteres liegt ja bereits
fest). Damit erhalten wir die Summe

(Bd+e)+ (i —z)+ (j —y)b.

Da |i — 2| < ¢ < b, muBl j = y und folglich auch i = x sein. Das rote
Gewicht legt die drei blauen Gewichte also eindeutig fest.

Insgesamt gilt damit: Wenn es eine Partitionierung der Gewichte gibt, dann ist
durch die blauen Gewichte (bzw. durch die Koeffizienten der roten Gewichte)
in den Mengen W1, ..., W, ein 3D-Matching definiert.

5.2 Graph—Faktorisierung ist NP—vollstindig

Definition 5.4 (faktorisierbar) Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph.
Der Graph heifit faktorisierbar, wenn sich die Knotenmenge V in 1 < m < |V|
Teilmengen Vi, Vs, ..., V,, partitionieren 1&8t, sodaB fiir alle 1 < i < m gilt: |V;] =
[V'|/m und der induzierte Teilgraph G; = (V;, E|v;) ist zusammenhéngend.

Dieses Problem wird als GRAPH-FACT (Graph-Faktorisierung) bezeichnet. O
Satz 5.5 Das Problem GRAPH-FACT ist NP—vollstindig.

Beweis: Wir reduzieren MPART auf GRAPH-FACT. Sei also eine Menge von Ge-
wichten W = {wy,...,w,}, w; € Nin unirer Codierung gegeben. Wir konstruieren
daraus einen Graph G = (V, E) mit

o V= U (i,l)U...U(i,wQ

o F:={ 1<i<n,2<j<w} (Sterne mit Zentrum i)
U 1

<i,j<mn,i#j} (vollst. Graph der Zentren)
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Jedes Gewicht w; wird also in einen Stern mit Zentrum (4, 1) und w; — 1 Strahlen
iiberfithrt, und alle Sternzentren werden zu einem vollstdndigen Graphen verbun-
den.

Beispiel: Sei W = {3,5,4,2}. Diese Gewichte werden in folgenden Graphen
iiberfiihrt (die grauen Knoten sind die Sternzentren):

Die Behauptung ist nun, daf} eine Partitionierung der Menge W genau dann exi-
stiert, wenn G faktorisierbar ist.

MPART = GRAPH-FACT

Sei Wy, ...,W,, eine Partitionierung von W in m Teilmengen mit gleicher
Gewichtssumme. Dies entspricht folgender Faktorisierung des Graphen: Je-
der Teilgraph G; besteht genau aus den Sternen, die den Gewichten in W;
entsprechen. Sterne sind in sich zusammenhéngend, und jeder Stern ist mit
jedem anderen iiber sein Zentrum verbunden. Somit ist jeder der entste-
henden Teilgraphen zusammenhéngend, und alle GG; haben die gleiche Grofie
(entsprechend der Gewichtssumme von W;).

GRAPH-FACT = MPART

Sei nun Gy, ..., Gy, eine Faktorisierung von G in m zusammenhingende Teil-
graphen mit gleicher Knotenanzahl. Jetzt wird behauptet, daf§ jeder Stern
komplett in einem der G; liegen muf:

e Seiw € V; und v = 51 das Zentrum eines Sterns. Dann miissen aber auch
alle Randknoten so,...,s,, des Sterns in W; sein, da sie nur zu s; eine
Verbindung haben und jeder Teilgraph GG; mindestens 2 Knoten besitzt.

e Seiv € V; und v = s (2 < k < ws) ein Randknoten eines Sterns. Da
jeder Teilgraph G; mindestens 2 Knoten besitzt, mufl das Zentrum s;
dieses Sterns ebenfalls zu V; gehoren. Nach obiger Argumentation folgt
dann aber, daf auch alle anderen Randknoten sz, ..., Sk—1,Sk41,-- -, Sw,
zu V; gehoren miissen.
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Jeder Teilgraph G; besteht also ausschlieflich aus kompletten Sternen. Doch
dies 148t sich direkt in die den Sternen entsprechenden Gewichte {ibertragen,
um eine Partitionierung von W zu erhalten.

Beispiel: Fiihren wir obiges Beispiel fort. Die Gewichte lassen sich in zwei Teil-
mengen Wy = {3,4} und W5 = {5,2} unterteilen. Dies entspricht folgender Parti-
tionierung (W; graue Knoten, W, weifle Knoten, durchgezogene Linien sind Kanten
der induzierten Graphen):

Von Mike Robson (Université Bordeaux) existiert ein direkter Beweis fiir die NP—
Vollsténdigkeit der Graph—Faktorisierung, der eine leicht modifizierte Version von
SAT auf FACTORIZATION reduziert [Robson, 1998]. Er kommt zu einem noch
stirkeren Ergebnis: die Graph—Faktorisierung bleibt auch fiir planare Graphen mit
maximalem Knotengrad 3 NP—vollstindig.
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Kapitel 5 Graph—Faktorisierung ist NP—vollstindig
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