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Einleitung

Im November 1984 berichteten Shechtman, Blech, Gratias und Cahn [22| {iber eine neue
Festkorperphase von Aluminiumlegierungen, die den Grundregeln der Kristallographie wi-
dersprach. Elektronenbeugungsaufnahmen ergaben Beugungsmuster mit zwei-, drei- und
fiinfzahligen Symmetrieachsen und scharfen Braggreflexen. Dies war mit der bis dahin iibli-
chen Auffassung, alle Festkorper seien entweder Kristalle oder amorph, nicht vereinbar. Kri-
stalle lassen sich durch periodisches Anordnen einer Einheitszelle aufbauen und zeigen eine
weitreichende Translationsordnung. Amorphe Festkérper hingegen zeigen keinerlei Fern-
ordnung. Eine neue Klasse von Festkorpern stellen Quasikristalle dar. Sie unterscheiden
sich durch ihre weitreichende Translationsordnung von amorphen Festkorpern und durch
ihre Aperiodizitit von (periodischen) Kristallen.

Die meisten Erklarungen der Eigenschaften von Kristallen, wie elektrische Leitfdhigkeit
oder Plastizitit, benutzen deren periodische Struktur. Es stellt sich daher die Frage, in-
wiefern sich die fiir Kristalle geeigneten Konzepte auf die allgemeineren, quasikristallinen
Strukturen erweitern lassen.

Quasikristalle weisen neben dem von Kristallen bekannten phononischen einen weiteren,
als phasonisch bezeichneten Freiheitsgrad auf. Mit dem phasonischen Freiheitsgrad ver-
bunden sind Atomspriinge, die als phasonische Flips bezeichnet werden. Die atomaren
Sprungprozesse spielen eine wichtige Rolle bei der Untersuchung der mechanischen und
thermodynamischen Eigenschaften von Quasikristallen. Beispielsweise hinterlassen Verset-
zungsbewegungen in Quasikristallen Stapelfehlerebenen, die als Phasonenwéinde bezeichnet
werden [5], [21]. Eine Phasonenwand besteht aus einer Ebene von phasonischen Defekten,
die umgeordnete Atomkonfigurationen darstellen. Phasenwinde schwichen den Quasikri-
stall in bezug auf die plastische Verformbarkeit.

Von Kalugin und Katz [13] wurde ein auf phasonischen Flips basierender Diffusionsmecha-
nismus fiir Quasikristalle vorgeschlagen. Experimentelle Hinweise fiir die Existenz solcher
Mechanismen lieferten Untersuchungen der Selbst- und Fremddiffusion in Quasikristallen
[3]. Eine weitere Methode zur experimentellen Untersuchung von Phasonen ist die Mes-
sung der atomaren Sprungvektoren mit Hilfe von Neutronenstreuexperimenten. Aus dem
inkohérenten inelastischen Anteil des dynamischen Strukturfaktors lassen sich die Sprung-
vektoren der atomaren Sprungprozesse ermitteln [4].
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Neben den experimentellen Methoden eignen sich Computersimulationen zur Untersuchung
der atomaren Dynamik in Quasikristallen. Untersuchungen dieser Art wurden von Wolfan-
gel [23] und Bunz [2] an Strukturmodellen fiir dekagonale Quasikristalle durchgefiihrt.
Notwendige Voraussetzung fiir solche Untersuchungen sind Strukturmodelle, die phasoni-
sche Flips zulassen.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die geometrische Untersuchung der phasonischen Flips
im bindren ikosaedrischen Modell, das von Henley und Elser [8] als Strukturmodell fiir die
ikosaedrische Phase von (Al,Zn)4Mgs, vorgeschlagen wurde.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit werden die grundlegenden Definitionen und Begriffe zur
Klassifizierung translationsgeordneter Strukturen zusammengestellt.

Das néchste Kapitel beschreibt Methoden zur Erzeugung von Quasigittern. An einigen
Beispielen werden die Eigenschaften solcher Strukturen veranschaulicht.

Der Ubergang vom Quasigitter zum Quasikristall ist Gegenstand des dritten Kapitels. Hier
wird neben anderen Dekorationen das binére ikosaedrische Modell vorgestellt.

Im vierten Kapitel werden die geometrischen Methoden zur Untersuchung der atomaren
Flips im bindren ikosaedrischen Modell erldutert. Eine Zusammenfassung der Ergebnisse
schliefst die Arbeit ab.



Kapitel 1

(Quasikristalline Strukturen

Quasikristalle stellen eine neue Klasse geordneter atomistischer Strukturen dar. Charakte-
ristisch fiir solche Strukturen sind ihre weitreichende Translationsordnung und ihre nicht-
kristallographische Symmetrie. Geordnete Strukturen, wie periodische Kristalle oder Qua-
sikristalle, werden mit Hilfe ihrer Beugungseigenschaften definiert [12]. Deshalb sollen hier
die wichtigsten Begriffe, die man zur Klassifizierung quasiperiodischer Strukturen benétigt,
zusammengestellt werden.

Beugungsexperimente erlauben eine direkte Messung der Streuintensitit I(q). Sie kann
durch die komplexe Streuamplitude S(q) ausgedriickt werden:

I(q) = |S(q)?

S(q) stellt die Fouriertransformierte einer Dichtefunktion dar:

S(q) = / Pro(r) expliq - )

Hierbei ist p(r) die Dichtefunktion der Streuzentren. Wegen des direkten Zusammenhangs
zwischen den charakteristischen Eigenschaften der Beugungsbilder und der Fernordnung
einer geordneten Struktur eignen sich Beugungseigenschaften zur Klassifizierung. Nach [17]
definiert man eine translationsgeordnete Struktur als eine, deren Streuamplitude S(q)
durch diskrete Braggreflexe gegeben ist. Besitzt eine translationsgeordnete Struktur mit
Braggreflexen an den Punkten {q;} eine endliche Menge von Vektoren {g;} so, dak jedes
q; sich als ganzzahlige Linearkombination der {g;} ausdriicken laft, dann sagt man, die
Punkte {q;} besitzen eine Basis. Die Menge der Vektoren {q,;} wird als reziprokes Git-
ter bezeichnet. Die Vektoren {g;} spannen das reziproke Gitter auf. Eine minimale Menge
von Vektoren {g;} wird als Basis bezeichnet, die Anzahl dieser Vektoren heiftt Rang des
Gitters.

Die Symmetrie der Orientierungsordnung einer translationsgeordneten Struktur ist durch
die Gruppe der Punktoperationen ' der Struktur gegeben, die die Streuintensitit (q) in-
variant lassen.

'Rotationen, Spiegelungen, Inversionen
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Mit Hilfe der oben eingefiihrten Begriffe 14t sich ein d-dimensionaler Kristall definieren
als eine translationsgeordnete Struktur, deren Rang gleich d ist. Ist der Rang grofer als d,
so spricht man von einer quasiperiodischen Struktur.

Eine quasiperiodische Struktur mit nichtkristallographischen Symmetrien wird als Quasi-
kristall bezeichnet. Léafst man die Forderung nach nichtkristallographischen Symmetrien
fallen, so erhilt man eine quasiperiodische Struktur, die als inkommensurabler Kristall
bezeichnet wird.

Wichtig fiir die Modellierung experimentell beobachteter Quasikristalle ist der Begriff des
Quasigitters, der eng mit dem Begriff des Tilings [7| verbunden ist. Ein Tiling ist eine
vollstindige, iiberlappungsfreie Parkettierung des Raumes durch Aneinanderlegen einer
endlichen Anzahl unterschiedlicher, als Tiles oder Kacheln bezeichneter Objekte. Ein
gemeinsamer Eckpunkt mehrerer Tiles wird als Vertex bezeichnet. Periodische Kristalle
entstehen, indem man jeden Gitterpunkt des Kristallgitters mit demselben Motiv aus einem
oder mehreren Atomen, der sogenannten Basis, besetzt. Quasikristalle hingegen entstehen
durch Dekoration eines Quasigitters. Unter einem Quasigitter versteht man ein Tiling,
das bei der Dekoration seiner Vertizes mit §-Distributionen eine quasikristalline Struktur
ergibt.



Kapitel 2

Erzeugung von (Quasigittern

2.1 Streifenprojektionsformalismus

Quasigitter besitzen als Symmetrien nichtkristallographische Punktgruppen. Diese treten
als Symmetriegruppen von Gittern in hoherdimensionalen Raumen auf. So weist das sechs-
dimensionale einfach kubische Gitter Z® Ikosaedersymmetrie auf. Deshalb erzeugt man
Quasigitter durch Projektion periodischer Hypergitter auf Unterrdume, die unter den Wir-
kungen der Punktgruppe des Quasikristalls invariant sind. Der von Kramer und Neri [15]
vorgestellte Streifenprojektionsformalismus bedient sich einer solchen Projektion und soll
hier beschrieben werden.

Sei '™ C R™ ein n-dimensionales Gitter im R” mit den Basisvektoren {e;,...,e,}. Weiter
sei Bl ein d-dimensionaler invarianter Unterraum des R” und E* sein orthogonales Kom-
plement beziiglich R*. E/ wird als physikalischer Raum oder Tilingraum bezeichnet, den
Raum E* nennt man Orthogonalraum. Der physikalische Raum E! schneidet das Gitter
I'™ in genau einem Punkt. Man sagt, El schneidet I' irrational. Wiirde E! das Gitter T'™
in mehr als einem Punkt schneiden, ergiibe sich bei der Projektion der Gitterpunkte in El
eine periodische Struktur [25]. Alle in dieser Arbeit betrachteten Quasigitter lassen sich
aus einfach kubischen Hypergittern erzeugen, so daf im folgenden ['" = Z" gesetzt werden
kann. Projiziert man nun alle Punkte von Z" orthogonal in die Riume El und E*, so
entstehen zwei Z-Module LI bzw. L*:

Ll = m(Z") = {zn: ziey} CEl

]LJ' = WL(ZH) = {Z 2265_} - ]EJ_
i=1

Dabei sind e'il = m|(e;) bzw. e = 7, (e;) die Orthogonalprojektionen der Einheitsvektoren

i =

e; des Hypergitters Z" in die Riume E! bzw. E*.

6
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Abbildung 2.1: Streifenprojektionsformalismus fiir n = 2, d = 1.

In allen hier betrachteten Fillen schneiden sowohl El als auch E* das Hypergitter Z"
irrational. Daraus folgt, dak die Z-Module LIl und L* dicht in El bzw. E* liegen.

Da die Vektoren {ey} bzw. {e;-} jeweils rational linear unabhiingig sind, lassen sich alle
Punkte von LI bzw. L* eindeutig in das Hypergitter Z™ heben. Durch ¢ := 7, o 7rH’1 wird
folglich ein Isomorphismus von L! auf L' definiert. Um anstatt der dichten Menge von
projizierten Punkten L eine diskrete Punktmenge zu erhalten, projiziert man nicht alle
Punkte des Gitters Z” in den Parallelraum E!. Die Punkte von Z", die in El projiziert
werden, wihlt man mit Hilfe eines n-dimensionalen Auswahlstreifens S aus. Der Streifen
S entsteht durch Parallelverschiebung eines n-dimensionalen Polytops 4" entlang E/l:

S = {x+77|x€]E”,776’y”}

Als Polytop 7" kann man im Fall eines hyperkubischen Gitters Z" beispielsweise den n-
dimensionalen Einheitswiirfel W™ wéhlen:

W"z{ > el os&<1}

i=1,...,n
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Durch Orthogonalprojektion jener Gitterpunkte auf El, die innerhalb des Auswahlstreifens
S liegen, ergibt sich ein d-dimensionales Quasigitter 7"

T:ﬂ'”(SﬂPn)

Die Orthogonalprojektion des Auswahlstreifens S in den Orthogonalraum E! wird als
Akzeptanzbereich A bezeichnet:

A=m (S)=m(y")

Da die Gestalt von A bestimmt, welche Punkte aus ' in den physikalischen Raum E!
projiziert werden, bezeichnet man A auch als Auswahlfenster oder als Profil von S.

In Abb. 2.1 ist der Streifenprojektionsformalismus fiir den Fall I'* = Z? dargestellt. Der
physikalische Raum El und sein orthogonales Komplement E* sind in diesem Fall eindi-
mensional. El und E* schneiden aufgrund ihrer irrationalen Steigungen das Hypergitter Z2
nur im Koordinatenursprung. Wiire die Steigung rational, so wiirde El das Hypergitter Z2
in unendlich vielen Punkten schneiden, und das durch Projektion erhaltene Muster wére
periodisch. Als Polytop zur Konstruktion des Auswahlstreifens S wurde das zweidimensio-
nale Einheitsquadrat gew#hlt. Die Punkte des Quasigitters 7" bilden eine quasiperiodische
Sequenz von langen und kurzen Strecken, in Abb. 2.1 mit K bzw. L bezeichnet. Sie stel-
len die Kacheln des eindimensionalen Tilings dar. Die Projektionen der Basisvektoren des
Hypergitters e'il = m(e;) (¢ = 1,2) bilden eine Basis des Quasigitters, d.h. jeder Git-
terpunkt l&ft sich eindeutig als ganzzahlige Linearkombination der e'il schreiben. Wahlt
man die Stei\gfung m der Ursprungsgeraden gleich dem Kehrwert der goldenen Zahl 7, d.h.
1_ V-1

m =717 = ¥2— = 0.618, so ergibt sich als Abfolge der Lingen L und K die Fibonacci-

Kette. Das Liangenverhéltnis der Strecken L und K ist der goldene Schnitt: % =7 =1.618.

2.2 Formalismus der atomaren Hyperflichen

Ein zum Streifenprojektionsformalismus dquivalentes Verfahren ist der Formalismus der
atomaren Hyperflichen, der auch als Schnittformalismus bezeichnet wird. Den beiden Ver-
fahren gemein ist die Erzeugung des Quasigitters im physikalischen Raum El, der mit
irrationaler Steigung in ein hoherdimensionales Hypergitter [ eingebettet ist. Die diskre-
te Punktmenge 7" wird mit Hilfe der atomaren Hyperflichen erzeugt. Hierzu invertiert
man den Akzeptanzbereich A durch Punktspiegelung am Ursprung und heftet das so ent-
standene Polytop —A an sdmtliche Gitterpunkte des Hypergitters ['”. Das Quasigitter T’
besteht aus den Schnitten dieser atomaren Hyperflichen mit dem physikalischen Raum FEl.

In Abb. 2.2 ist das Verfahren fiir den Fall der eindimensionalen Fibonacci-Kette (siehe
Abschnitt 2.1) dargestellt. Die atomaren Hyperflichen entstehen hier durch orthogonale
Projektion des Einheitsquadrates auf E- und sind zu E* parallele eindimensionale Strecken.
Wahrend beim Streifenprojektionsformalismus die Gestalt des Akzeptanzbereichs dafiir
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Abbildung 2.2: Formalismus der atomaren Hyperflichen fiir den Falln =2, d = 1

verantwortlich ist, welche Punkte des Hypergitters in El projiziert werden, ist bei diesem
Verfahren die Gestalt der Hyperflichen entscheidend. W&hlt man die Lange [ der atomaren
Hyperfliichen so, da [ = |e"| + |ey | = |7 (e1)] + |7 (e2)| gilt 2, so entsteht als Quasigitter
T die Fibonacci-Kette.

Beim Ubergang vom Quasigitter zum Quasikristall unterteilt man die einzelnen Hyperfli-
chen in verschiedene Polytope und weist ihnen unterschiedliche Atomsorten zu. Die durch
den Schnitt eines Polytops mit El entstehenden Vertizes werden dann mit der jeweiligen
Atomsorte besetzt.

2.3 Beispiele

2.3.1 Das oktagonale Ammann—Beenker—Tiling

Das oktagonale Ammann-Beenker-Tiling lafst sich als Beispiel fiir ein zweidimensionales
Quasigitter durch den Streifenprojektionsformalismus aus dem einfach kubischen Hyper-
gitter Z* erzeugen. Der physikalische Raum E! und sein orthogonales Komplement sind

2dies entspricht der Projektion des Akzeptanzbereichs A in E-
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Abbildung 2.3: Ausschnitt aus dem oktagonalen Ammann-Beenker-Tiling

zweidimensionale Unterriume des R*. In den kanonischen Basisvektoren {e;} des R* sind
die Einheitsvektoren fiir Ell bzw. E+ gegeben durch:

A 0 A 0
[P [N I _1]—
Er=51 o E2=351a Er=5 Er=351 a (2.1)
-1 1 1 —1
Im Basissystem {E!, E]} bzw. {EL, EL} ergeben sich folgende Projektionen ) (e;) bzw.

w1 (es):
(6) me=5() me=5()) me-3(7) e
w5 (0) m=3() m=3() ne-3(h) e

Hierbei ist A = /2. Der Akzeptanzbereich entsteht aus der orthogonalen Projektion des
vierdimensionalen Einheitswiirfels W4 in den Orthogonalraum E+ und ist ein regelmiifiges

o
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Oktagon mit Kantenlinge v/2 (siche Abb. 2.7). Wie im Fall der Fibonacci-Kette 1ift sich

jeder Punkt des Tilings T' eindeutig als ganzzahlige Linearkombination der Vektoren ey

mit ¢ = 1,...,4 ausdriicken. Ein Ausschnitt des oktagonalen Ammann-Beenker-Tilings ist
in Abb. 2.3 dargestellt. Das Tiling besteht aus zwei verschiedenen Kacheln, einem Quadrat
und einer Raute, wobei der spitze Winkel der Raute 45° betrigt. Das Quadrat tritt im
Tiling in zwei, die Raute in vier verschiedenen Orientierungen auf. Die Kacheln entstehen
durch Projektion derjenigen zweidimensionalen Facetten des Einheitswiirfels W*, die den
Ursprung enthalten. Ebenso entstehen die Kanten der Tiles durch Projektion der eindi-
mensionalen Seiten von W*, die den Ursprung enthalten.

Allgemein gilt [14]: Sei I'" ein Gitter im R” mit den Erzeugenden ay, ..., a,, und sei v, die
Basiszelle des Hypergitters ['":

m={> Gl 0<&<1, i=1..,n}

Dann gibt es () verschiedene p-dimensionale Fazetten 7,(,1), ;,(,2), ... von 7,, die den Ur-

sprung enthalten. Die Orthogonalprojektion 7/l von R* auf Ell projiziert 7,()1), ,()2), ... in(p)
verschiedene p-dimensionale Polytope in El. Im Beispiel des oktagonalen Ammann-Beenker
Tilings sind dies (4) = 6 verschiedene Polytope, die durch das Quadrat in seinen zwei und
die Raute in ihren vier verschiedenen Orientierungen gegeben sind. Die Kantenldngen der
Tiles sind gleich dem Betrag der projizierten Einheitsvektoren. Deshalb skaliert man das
Ammann-Beenker-Tiling hiufig mit dem Faktor v/2, so dak die Kanten der Kacheln die

Lénge eins erhalten.

2.3.2 Das Ammann—-Kramer—Penrose—Tiling

Das ikosaedrische Ammann-Kramer-Penrose-Tiling wurde von Duneau und Katz [14] als
Modell fiir die von Shechtmann et al. [22]| entdeckte ikosaedrische AIMn-Phase vorgeschla-
gen. Die durch Elser [6] berechneten Beugungsbilder stimmten beziiglich der Lage der
Braggreflexe weitestgehend mit den experimentellen Ergebnissen {iberein.

Das Ammann-Kramer-Penrose-Tiling, das auch dreidimensionales Penrose-Tiling genannt
wird, entsteht durch Streifenprojektion oder durch den Formalismus der atomaren Hy-
perflichen aus dem einfach kubischen, sechsdimensionalen Hypergitter Z% im euklidschen
Raum R®. Der physikalische und der orthogonale Raum E! bzw. E* sind dreidimensionale
Unterrdume des R®. Die Orientierung der Riume E| und E* ist eindeutig durch Angabe der
Projektionen der Einheitsvektoren des Z% bestimmt. Die Projektionen der Basisvektoren
a; = 7ll(e;) auf den physikalischen Raum El bilden eine Basis des Quasigitters, d.h. jeder
Gitterpunkt 1dft sich als ganzzahlige Linearkombination der a; schreiben. Ebenso lassen
sich alle auf den Orthogonalraum projizierten Punkte als ganzzahlige Linearkombinationen



KAPITEL 2. ERZEUGUNG VON QUASIGITTERN 12

Abbildung 2.4: Rhombischer Triakontaeder der Seitenldnge a

der Vektoren b; := m*(e;) darstellen. Die Vektoren a; und b; sind gegeben durch:

a; = «a(1,7,0) = a1, —1,0)
as = «a(r,0,1) b2 =a(-1,0 T)
az = «a(r,0,—1) by :== a(—1,0,—7)
ay = (0,1, —7) by = a(O T, )

as = a(—1,7,0) bs :== a(—1,-1,0)
ag := (0,1, 7) be := (0,7, — )

mit @ = a- (24 7) 2 und 7 = (1 4 v/5)/2. Hierbei entspricht a der Gitterkonstanten des
Quasigitters. Die sechs Basisvektoren a; des Parallelraums zeigen in Richtung der Ecken
eines regelméfigen Tkosaeders. Das in dieser Arbeit verwendete Koordinatensystem ist so
gewihlt, daf die kanonischen Basisvektoren des physikalischen Raums El in zweizihlige
Richtungen des Quasigitters zeigen [24]. Als Akzeptanzbereich dient die Orthogonalpro-
jektion des sechsdimensionalen Einheitswiirfels W°. Dies entspricht der Projektion der
Wigner-Seitz-Zelle des Hypergitters Z5. Das so entstehende konvexe Polytop ist ein rhom-
bisches Triakontaeder (Abb. 2.4) mit 32 Ecken, 30 gleichen Seiten und 60 Kanten, wo-
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Abbildung 2.5: Strukturelemente des dreidimensionalen Ammann-Kramer-Penrose-Tilings:
oblates (links), prolates Rhomboeder (rechts) und Rhombendodekaeder

bei die Seiten durch Rhomben mit Kantenlinge a und Winkeln arctan(2) ~ 63.43° bzw.
7 — arctan(2) gegeben sind.

Durch Orthogonalprojektion der dreidimensionalen Seiten des Einheitskubus W6 in El
erhélt man die Kacheln des dreidimensionalen Quasigitters. Die (§) = 20 (siehe 2.3.1)
dreidimensionalen Seiten des Einheitskubus W, die den Ursprung enthalten, projizieren
in nur zwei verschiedene Rhomboeder, (sieche Abb. 2.5), die in jeweils zehn verschiedenen
Orientierungen auftreten. Beispielsweise entsteht ein prolates Rhomboeder in E! durch Or-
thogonalprojektion der dreidimensionalen Seite des Wiirfels W, die durch die Vektoren
e1, es und ez erzeugt wird. Die Projektionen der Vektoren e;, e5 und e3 bilden hierbei einen
Winkel von 63,43°. Die durch die Vektoren eq,e3, e5 erzeugte dreidimensionale Seite er-
gibt ein prolates Rhomboeder, wobei die Projektionen der ey, e3 und e; einen Winkel von
116,57° einnehmen. Da zwischen den {a;} bzw. den {b;} kein linearer Zusammenhang mit
ganzzahligen Koeffizienten besteht, lassen sich die Eckpunkte der Rhomboeder durch den
Isomorphismus ¢ (siehe Abschnitt 2.1) eindeutig in den Orthogonalraum abbilden. Bei
dieser Abbildung entsteht aus dem oblaten (bzw. prolaten) Rhomboeder im physikalischen
Raum ein prolates (bzw. oblates) Rhomboeder im Orthogonalraum.

Ein wichtiges Strukturelement des Ammann-Kramer-Penrose-Tilings stellt das Rhomben-
dodekaeder dar. Diese lokale Konfiguration besteht aus zwei oblaten und zwei prolaten
Rhomboedern, die einen gemeinsamen Vertex besitzen (sieche Abb. 2.5).



KAPITEL 2. ERZEUGUNG VON QUASIGITTERN 14

o o o o
° ° ° °
o o o o
o o o o
° ° ° °
o o o o
o o o o

Abbildung 2.6: Streifenprojektionsformalismus zur Erzeugung eines rationalen Approxi-
manten fiir den Falln =2,d =1

2.4 Rationale Approximanten

Rationale Approximanten stellen Naherungen quasiperiodischer Strukturen durch periodi-
sche dar. Hierbei besteht die Einheitszelle der periodischen Struktur aus einem moglichst
grofsen Ausschnitt eines Quasikristalls. Die Erzeugung rationaler Approximanten soll am
Beispiel der eindimensionalen Fibonacci-Kette erldutert werden.

Zur Erzeugung der Fibonacci-Kette mit Hilfe des Streifenprojektionsformalismus wurde
die Steigung des physikalischen Raums El irrational gewihlt. Der Streifen S entstand
durch Verschiebung der Einheitszelle in Richtung des physikalischen Raums E/!. Die Gera-
den, die den Streifen S beranden, schneiden das Gitter ebenfalls irrational, besitzen somit
ebenfalls irrationale Steigungen und schneiden das Gitter Z? in jeweils einem Punkt. Ver-
kippt man nun den Auswahlstreifen S gegeniiber E/! infinitesimal so, da$ seine Steigung
rational wird, so schneidet der Rand des Streifens Z? in unendlich vielen Punkten. Dadurch
wird die Abfolge der im Streifen befindlichen Punkte und mit ihm das Quasigitter peri-
odisch. Der Streifenprojektionsformalismus zur Erzeugung eines rationalen Approximanten
der Fibonacci-Kette ist in Abb. 2.6 dargestellt.
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Irrationale Zahlen lassen sich durch rationale beliebig gut approximieren. Wahlt man nun
die Steigung des Streifens als rationale Folge {m,}, die gegen den Grenzwert m = 7~! kon-
vergiert, so erhélt man eine Folge von periodischen Gittern mit immer gréfteren Einheitszel-
len, deren Grenzwert die Fibonacci-Kette darstellt. Rationale Approximanten eignen sich
zur Verwendung in molekulardynamischen Simulationen. Wie bei periodischen Kristallen
lassen sich periodische Randbedingungen einfiihren, mit deren Hilfe unerwiinschte Oberflé-
cheneffekte eliminiert werden. An den Grenzflichen, an denen der rationale Approximant
periodisch fortgesetzt wird, entstehen phasonische Defekte.

Phasonen treten als Folge eines zusétzlichen Freiheitsgrades von Quasikristallen auf und
werden im néchsten Abschnitt besprochen.

2.5 Freiheitsgrade

Quasikristalle weisen neben dem von Kristallen bekannten phononischen Freiheitsgrad
einen weiteren als phasonisch bezeichneten Freiheitsgrad auf [19]. Dieser soll mit Hilfe
des Streifenprojektionsformalismus erldutert werden.

Phononische Verzerrungen, wie sie bei Kristallen auftreten, entsprechen bei Quasikristallen
Verzerrungen des Hypergitters parallel zum physikalischen Raum. Das hat eine Deforma-
tion der Tiles im Quasigitter zufolge, die Anordnung der Tiles® bleibt jedoch erhalten.

Komponenten der Verzerrung parallel zu E* entsprechen einer lokalen Verschiebung des
Auswahlstreifens S parallel zu E*. Dies kann zur Folge haben, da Gitterpunkte des Hy-
pergitters Z" den Auswahlstreifen S verlassen. Fiir jeden Gitterpunkt p € Z™, der den
Auswahlstreifen S verldft, tritt auf der gegeniiberliegenden Seite des Streifens ein Gitter-
punkt p in den Streifen ein. Im physikalischen Raum E!l bedeutet das den Sprung eines
Vertex des Quasigitters. Dadurch werden die Kacheln im Tiling 7" verzerrungsfrei umgeord-
net. Fiir die eindimensionale Fibonacci-Kette entspricht das der Umordnung einer Sequenz
KL in LK (sieche Abb. 2.1). Die Bewegung des Gitterpunkts bezeichnet man als phaso-
nischen Flip oder als phasonische Verzerrung.

Phasonische Flips lassen sich auch im Formalismus der atomaren Hyperflichen beschrei-
ben. Die Verschiebung des Auswahlstreifens entspricht der Verschiebung des physikalischen
Raums E! in Richtung des Orthogonalraums E*. Dies soll wiederum am Beispiel der ein-
dimensionalen Fibonacci-Kette verdeutlicht werden.

Eine Verschiebung von El in Richtung E* bewirkt, daf die an einen Hypergitterpunkt an-
geheftete atomare Hyperflache (hier ist das eine eindimensionale Strecke ) nicht mehr durch
El geschnitten wird. Stattdessen schneidet Bl die Hyperfliche eines anderen Gitterpunktes.
Im physikalischen Raum bedeutet das wieder eine verzerrungsfreie Umordnung der Kacheln
des Tilings. In Abb. 2.7 ist ein phasonischer Flip im oktagonalen Ammann-Beenker-Tiling

3im Fall der eindimensionalen Fibonacci-Kette die Abfolge der langen und kurzen Strecken



KAPITEL 2. ERZEUGUNG VON QUASIGITTERN 16

€3
Il Il
gl h
Il
€1
1
€3
€1
1 L
e ez

Abbildung 2.7: Flip im oktagonalen Ammann-Beenker-Tiling. Darstellung im physikali-
schen Raum E! (oben) und im Orthogonalraum E* (unten).

dargestellt. Durch Verschiebung des Auswahlstreifens verlafst ein Hypergitterpunkt p € Z"
den Auswahlstreifen, und ein anderer Gitterpunkt p tritt auf der gegeniiberliegenden Seite
neu in den Auswahlstreifen ein. Im Orthogonalraum entspricht das der Situation, dafs die
Orthogonalprojektion pt := 7 (p) von p das Auswahlfenster A verlift und die Orthogonal-
projektion p- := 7, (p) eines ihm gegeniiberliegenden Punktes  neu in das Auswahlfenster
eintritt. Im physikalischen Raum E/l duRert sich der phasonische Flip durch den Sprung des
inneren Vertex eines Sechsecks, das aus zwei Rauten und einem Quadrat besteht. Dadurch
dndert sich die Anordnung der Tiles im physikalischen Raum E/ ohne Verzerrung der Tiles.
Im dreidimensionalen Penrose-Tiling bewirkt ein phasonischer Flip den Sprung des inneren
Vertex eines Rhombendodekaeders. Flips dieser Art werden in Abschnitt 4.3 ausfiihrlich
besprochen.



Kapitel 3

(Quasikristalle

Um vom Quasigitter zum Quasikristall zu gelangen, besetzt man das Quasigitter mit Ato-
men einer oder mehrerer Sorten. Dieser Schritt wird als Dekoration bezeichnet. Im folgen-
den Abschnitt sollen einige Beispiele von Dekorationen des dreidimensionalen Ammann-
Kramer-Penrose vorgestellt werden. Bei der US-Dekoration* handelt es sich um eine mo-
noatomare Dekoration des dreidimensionalen Penrose Tilings.

3.1 Die US-Dekoration

Ausgangspunkt fiir die US-Dekoration ist die sogenannte primitive Packung, bei der alle
Vertizes des Ammann-Kramer-Penrose-Tilings mit Atomen einer Sorte besetzt werden. Die
primitive Dekoration fiihrt jedoch zu einigen sehr kleinen Abstéinden der Atomzentren. Die
kleinen Absténde entsprechen den Lingen der kurzen Raumdiagonalen der oblaten Rhom-
boeder und betragen bei einer Quasigitterkonstante von eins etwa 0.563. Nach Henley [8]
treten die kurzen Abstinde in Ketten oder Ringen mit bis zu zehn Atomen auf. Durch
Elimination jedes zweiten dieser Atome eines Rings bzw. einer Kette werden solche klei-
nen Atomabstinde vermieden. Nach dem Entfernen der Atome treten keine Atomabstidnde
mehr auf die kleiner als eins sind. Deshalb lassen sich die Atomdurchmesser nach dem
Entfernen gleich eins wihlen und man erhilt eine Packung mit hoher Dichte. Die US-
Dekoration wird deshalb auch als unit sphere packing bezeichnet [8]. Roth [20] wies die
thermische Stabilitdt der US-Dekoration nach. Schersimulationen von Dilger [5] zeigten
jedoch, dak die US-Derkoration instabil gegeniiber mechanischer Deformation ist.

Bei der von Henley und Elser [10] vorgeschlagenen TI-Dekoration handelt es sich um eine
diatomare Dekoration. Im Gegensatz zur monoatomaren US-Dekoration werden die Tiles
hier mit zwei verschiedenen Sorten von Atomen besetzt.

4wobei US fiir "unit sphere” steht

17
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3.2 Die TI-Dekoration

Monoatomare Quasikristalle sind bis heute nicht bekannt, hingegen besitzen bei vielen
Quasikristallen verschiedene Atomsorten sehr dhnliche Eigenschaften. Dies legt eine Mo-
dellierung mit zwei verschiedenen® Sorten von Atomen nahe.

Zunichst werden die Vertizes und Kantenmitten der Tiles des dreidimensionalen Ammann-
Kramer-Penrose-Tilings mit Atomen der Sorte A besetzt. Die Dekoration der oblaten
Rhomboeder ist damit abgeschlossen. Nun setzt man in die lange Raumdiagonale des pro-
laten Rhomboeders zwei Atome der Sorte B derart, dak die Raumdiagonale im Verhéltnis
7 : 1 : 7 geteilt wird, wobei 7 = 1/2 4+ /5/2 die goldene Zahl ist (siehe 3.1). Eng mit

Abbildung 3.1: Dekoration des oblaten (links) und prolaten Rhomboeders im binéren iko-
saedrischen Modell

der TI-Dekoration verbunden ist die modifizierte TI-Dekoration, die ebenfalls von Henley
und Elser [9] als Strukturmodell fiir die ikosaedrische Phase von (Al,Zn)9Mgss vorgeschla-
gen wurde. Sie wird auch als bindres ikosaedrisches Modell bezeichnet und im néchsten
Abschnitt besprochen.

3.3 Das binare ikosaedrische Modell

Ausgangspunkt fiir das Modell ist die TI-Dekoration. Die Atome der Sorte A, die auf den
Vertizes und Kantenmitten der Rhomboeder plaziert sind, entsprechen hierbei den Al- bzw.
Zn-Atomen, die Atome der Sorte B, die sich auf der langen Raumdiagonalen der prolaten
Rhomboeder befinden, entsprechen den Mg-Atomen.

%im folgenden als A und B bezeichnet
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Die Modifikationen gegeniiber der TI-Dekoration werden im Strukturelement des rhombi-
schen Dodekaeders (siehe Abb. 2.5) vorgenommen. Dieser besteht aus zwei oblaten und zwei
prolaten Rhomboedern, die einen gemeinsamen Vertex besitzen. Fiir spiatere Betrachtungen
wichtig ist, daf bei dieser Konfiguration genau vier Rhomboederkanten einen gemeinsamen
Punkt besitzen. Eine solche Konfiguration ist im dreidimensionalen Penrose-Tiling nur fiir
den inneren Vertex eines Rhombendodekaeders gegeben. Der innere Vertex ist mit einem
Atom der Sorte A besetzt. Im ersten Schritt wird das Atom der Sorte A auf dem inneren
Vertex entfernt. Anschliefend werden die vier benachbarten Atome auf den Kantenmitten
durch Atome der Sorte B ersetzt. Im letzten Schritt verschiebt man die vier Atome auf
den Kantenmitten in Richtung des zentralen Vertex derart, daf sie die jeweiligen Kanten
im Verhéltnis 1 : 7 teilen (Abb.3.2).

Eine weitere Modifikation der TI-Dekoration wurde von Audier [1] als Strukturmodell
fiir die ikosaedrische Phase von AlgCulis vorgeschlagen. Dabei werden nur zwei der vier
Atome im Innern des Rhombendodekaeders durch Atome der Sorte B ersetzt. Die Atome
der Sorte B entsprechen in diesem Strukturmodell den Lithiumatomen. A-Atome, die auf
den Vertizes liegen, werden mit den Aluminiumatomen, auf den Kantenmitten liegende
mit den Kupferatomen identifiziert.
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Abbildung 3.2: Ubergang von der TI-Dekoration zum biniren ikosaedrischen Modell: Im
ersten Schritt wird das Atom der Sorte A auf dem inneren Vertex des Rhombododekaeders
entfernt (a) — (b). Anschliefend werden die vier benachbarten Atome auf den Kantenmit-
ten durch Atome der Sorte B ersetzt (b) — (c). Im letzten Schritt verschiebt man die vier
Atome auf den Kantenmitten so in Richtung des zentralen Vertex, dak sie die jeweiligen
Kanten im Verhéltnis 1 : 7 teilen (c) — (d).




Kapitel 4

Flips im binaren ikosaedrischen Modell

Der Begriff des phasonischen Flips wurde in Abschnitt 2.5 vorgestellt. Die Flips bewirken
durch den Sprung eines Vertex eine Umordnung der Tilingbausteine. Speziell beim bi-
niren ikosaedrischen Modell hingt die Dekoration des Quasigitters jedoch von der lokalen
Vertexkonfiguration ab (siehe Abschnitt 3.3). Da durch das Auftreten phasonischer Flips
lokale Vertexkonfigurationen modifiziert werden, stellt sich die Frage, wie sich die Flips des
Tilings auf die Atome der Dekoration auswirken. Ziel dieses Kapitels ist die Untersuchung
der atomaren Flips im binéren ikosadrischen Modell.

4.1 Konstruktion des modifizierten Tilings

In den vorherigen Abschnitten wurde das binére ikosaedrische Modell als Modifikation der
TT-Dekoration des dreidimensionalen Ammann-Kramer-Penrose-Tilings beschrieben. Bei
einer solchen Vorgehensweise wird die Dekoration der Rhomboeder, die in einem rhom-
bischen Dodekaeder enthalten sind, modifiziert. Das binére ikosaedrische Modell entsteht
demnach aus der Dekoration eines Tilings, das als Strukturelemente sowohl die oblaten und
prolaten Rhomboeder als auch das Rhombendodekaeder enthélt. Die Erzeugung dieses mo-
difizierten Quasigitters erfolgt im Streifenprojektionsformalismus durch Modifikation des
Akzeptanzbereichs.

Um das modifizierte Tiling zu erhalten, miissen aus dem dreidimensionalen Ammann-
Kramer-Penrose-Tiling bestimmte Vertizes entfernt werden. Hierbei handelt es sich um die
bereits in Abschnitt 3.3 erwdhnten Vertizes im Innern der rhombischen Dodekaeder. Bei
der Erzeugung von Quasigittern durch den Streifenprojektionsformalismus entscheidet die
Gestalt des Auswahlfensters, welche Punkte des Hypergitters Z™ auf den physikalischen
Raum projiziert werden. Das Auswahlfenster A wird nun so verdndert, daf die Punkte im
Innern der Dodekaeder nicht in den physikalischen Raum E/ projiziert werden und folglich
das modifizierte Tiling entsteht. Der zu entfernende Vertex im Innern des Dodekaeders
besitzt das charakteristische Merkmal, daft genau vier Rhomboeder, zwei oblate und zwei
prolate, diesen Punkt enthalten. Notwendige Voraussetzung hierfiir ist, dal zwei oblate

21
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Abbildung 4.1: Das fiir den inneren Vertex des Dodekaeders charakteristische Zweibein im
physikalischen Raum (links) und im Orthogonalraum (rechts). Die Vektoren des Dreibeins
entsprechen den Verbindungsstrecken zwischen einer fiinfzihligen und zwei dreizéhligen
Ecken des Triakontaeders.

Rhomboeder eine gemeinsame Facette besitzen. Diese Konfiguration ist eindeutig durch
ein Zweibein charakterisiert, das aus dem inneren Vertex und den kurzen Raumdiagona-
len der oblaten Rhomboeder besteht (siehe Abb. 4.1). Diese Vertexkonfiguration darf im
modifizierten Tiling nicht auftreten. Bildet man das Zweibein mit Hilfe des Isomophismus
¢ von LI auf L™ ab, so werden die beiden Vektoren des Zweibeins um den Faktor 73 ska-
liert (sieche Abb. 4.1). Das Auswahlfenster mufs folglich so modifiziert werden, daf die drei
Endpunkte eines solchen Zweibeins nie gleichzeitig im Inneren des Auswahlfensters zu lie-
gen kommen. Das Auswahlfenster zur Erzeugung des dreidimensionalen Penrose-Tilings ist
das rhombische Triakontaeder, dessen Kantenlinge der Quasigitterkonstanten a entspricht.

Die orthogonalen Projektionen {7 (p)} der Quasigitterpunkte in den Orthogonalraum
liegen dicht im Auswahlfenster A. Hierbei bestimmt die lokale Vertexumgebung eines
Quasigitterpunkts 7(p) im physikalischen Raum E!, in welchem Bereich von A die Or-
thogonalprojektion 7, (p) liegt. Umgekehrt bestimmt der Ort der Orthogonalprojekti-
on 7, (p) eindeutig seine Vertexumgebung im physikalischen Raum E!. So lift sich das
Auswahlfenster A in Bereiche mit jeweils gleichen lokalen Vertexkonfigurationen zerle-
gen [11]. Die folgenden Betrachtungen beschrinken sich auf das Tetraeder mit den Ecken
po := (0,0,0), pi = a(1,0,7%), py:= a(0,7,7%), p3 := a(0,0,7%). Die Gestalt des
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Abbildung 4.2: Das Auswahlfenster zur Erzeugung des modifizierten Tilings.

modifizierten Akzeptanzfensters ergibt sich aus diesem Sektor und der Symmetrie des Tria-
kontaeders.

Die zu entfernenden Punkte stellen eine Untermenge jener Vertizes dar, die genau vier
Nachbarn mit Abstand eins besitzen. Der Bereich, in dem diese Punkte liegen, ist ebenfalls
ein Tetraeder. Die beiden Tetraeder haben eine gemeinsame Facette, die auf der Oberflache
des Triakontaeders liegt und durch die Punkte p;, po und p3 gegeben ist. Die vierte Ecke des
neuen Tetraeders ist durch den Punkt py := (0, 0, 2) gegeben [16]. Da die zu entfernenden
Bereiche des Akzeptanzfensters in diesem Tetraeder enthalten sind, bleiben die Ecken und
Kanten des Triakontaeders durch die Modifikation unverdndert. Mit der Bedingung, daf
die drei Endpunkte des Zweibeins nicht gleichzeitig im Innern des Auswahlfensters liegen
diirfen, lassen sich die zu entfernenden Bereiche des Triakontaeders bestimmen. Bewegt
man den Mittelpunkt des Zweibeins iiber die Kanten des Triakontaeders, so ergeben die
Spuren” der Zweibeinvektoren die Kanten des modifizierten Akzeptanzfensters. Das so
entstehende Akzeptanzfenster ist in Abb. 4.2 dargestellt. Der Fenstersektor des modifizier-
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ten Akzeptanzfensters lafst sich in zwei Tetraeder mit den Eckpunkten pg, p1, p2, ps bzw.
P2, ps = (0,772, 7%),pg := a(t', 77, 7%), ps := (0,77, 27 — 1) zerlegen.

Das modifizierte Tiling erhilt man, indem man den Akzeptanzbereich im Streifenprojekti-
onsformalismus durch das modifizierte Auswahlfenster ersetzt. Im Schnittformalismus sind
dementsprechend die atomaren Hyperflichen durch das modifizierte Fenster zu ersetzen.
Das modifizierte Tiling enthélt als Strukturelemente die Rhomboeder des dreidimensio-
nalen Penrose-Tilings und den Rhombendodekaeder. Zusétzlich entsteht bei der oben be-
schriebenen Konstruktion ein neues Strukturelement, das aus drei oblaten und vier prolaten
Rhomboedern besteht und im néchsten Abschnitt beschrieben wird.

Zwischen dem modifizierten Tiling und der in Abschnitt 3.1 beschriebenen US-Dekoration
des dreidimensionalen Ammann-Kramer-Penrose-Tilings besteht ein enger Zusammenhang.
Bei der US-Dekoration werden aus der primitiven Packung Atome entfernt, um die kleinen
Atomabstinde in der kurzen Raumdiagonalen des oblaten Rhomboeders zu vermeiden.
Die kurzen Atom- bzw. Vertexabstinde treten im dreidimensionalen Ammann-Kramer-
Penrose-Muster in Ringen oder Ketten mit zwei, drei, fiinf, sechs, neun und zehn Atomen
auf [8]. Um zur US-Dekoration zu gelangen, wird aus den Ketten jedes zweite Atom ent-
fernt. Die Atome einer Kette mit nur zwei Atomen miissen hierbei entfernt werden. Eine
solche Anordnung entspricht der Vertexkonfiguration eines einzelnen oblaten Rhomboeders.
Folglich werden diese Atome im Fall des modifizierten Tilings nicht entfernt.

4.2 Strukturelemente des modifizierten Tilings

Neben den Rhomboedern und Rhombendodekaedern des Penrose-Tilings enthilt das mo-
difizierte Tiling ein viertes Strukturelement, das aus drei oblaten und vier prolaten Rhom-
boedern gebildet wird. Dieses neue Strukturelement spielt eine wichtige Rolle bei der Be-
trachtung der atomaren Flips und soll deshalb hier ndher beschrieben werden.

Bei der Modifikation des dreidimensionalen Penrose-Tilings werden Vertizes am Ende der
kurzen Raumdiagonalen des oblaten Rhomboeders entfernt. Ein solcher Vertex wird ent-
fernt, wenn er in zwei oblaten Rhomboedern enthalten ist. Im dreidimensionalen Penrose-
Tiling treten die oblaten Rhomboeder in Ketten aus einem, zwei, vier, fiinf, acht oder zehn
Rhomboedern auf. Hierbei wird im Fall eines einzelnen Rhomboeders kein Vertex entfernt.
Besteht die Kette aus zwei oblaten Rhomboedern, so entfernt man einen gemeinsamen
Vertex so, daf ein Rhombendodekaeder entsteht. Fiir die Ketten aus vier, fiinf, acht und
zehn Rhomboedern sind hingegen die zu entfernenden Vertizes nicht eindeutig bestimmt.

In Abschnitt 4.1 wurde das Akzeptanzfenster unter der Bedingung modifiziert, daf im
modifizierten Tiling keine Ketten aus zwei oblaten Rhomboedern auftreten diirfen. Diese
Bedingung ldft sich fiir eine Kette mit vier oblaten Rhomboedern erfiillen, indem man
zwei Vertizes aus den beiden dufseren Rhomboedern so entfernt, dafs zwei Rhombendode-
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Abbildung 4.3: Strukturelemente des modifizierten Tilings: oblates und prolates Rhombo-
eder (oben), Rhombendodekaeder (unten links), neues Strukturelement (unten rechts)

kaeder entstehen. Andererseits ist die Bedingung ebenfalls erfiillt, wenn die zwei Vertizes
der Raumdiagonalen eines der beiden inneren Rhomboeder entfernt werden. Werden zwei
solche Vertizes entfernt, so entsteht statt der zwei Rhombendodekaeder das neue Struktu-
relement, das aus drei oblaten und vier prolaten Rhomboedern besteht. Dabei lassen sich
wiederum zwei oblate und zwei prolate Rhomboeder zu einem Rhombendodekaeder zusam-
menfassen, so dall man das neue Strukturelement auch als Vereinigung eines Dodekaders
mit einem oblaten und zwei prolaten Rhomboedern auffassen kann. Das ist insbesondere
fiir die Dekoration des Strukturelements mit Atomen von Bedeutung.

Wie in Abschnitt 4.1 beschrieben, lafst sich der Akzeptanzbereich des dreidimensionalen
Ammann-Kramer-Penrose-Tilings in Bereiche mit jeweils gleicher Vertexkonfiguration zer-
legen. Nach Henley [8] lassen sich so auch die Vertizes innerhalb der Ketten aus oblaten
Rhomboedern klassifizieren. Durch eine solche Betrachtung ist es moglich, das Akzep-
tanzfenster so zu modifizieren, dafs das entstehende Tiling nur Rhombendodekaeder und
oblate bzw. prolate Rhomboeder enthilt. Die dafiir notwendigen Modifikationen des Akzep-
tanzfensters erfordern eine feine Zerlegung des Akzeptanzbereichs in Bereiche mit gleicher
Vertexkonfiguration. Eine solche Zerlegung des Akzeptanzfenster setzt jedoch eine genaue
Kenntnis der im Tiling vorkommenden Vertexkonfigurationen voraus.

Das aus dieser Betrachtung resultierende Akzeptanzfenster unterscheidet sich von dem
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in Abschnitt 4.1 beschriebenen nur wenig. Deshalb tritt das neue Strukturelement nur an
ganz bestimmten Stellen der Ringe aus acht bzw. zehn oblaten Rhomboedern auf. Da diese
Stellen durch bestimmte Vertexkonfigurationen charakterisiert sind, ergibt sich die Deko-
ration des neuen Strukturelements aus der lokalen Vertexumgebung. Die Strukturelemente
des modifizierten Tilings sind in Abb. 4.3 dargestellt.

4.3 Flips im modifizierten Tiling

Wie in Abschnitt 2.5 beschrieben, dufsern sich phasonische Flips im Tiling durch Spriin-
ge der Tilingvertizes, die eine verzerrungsfreie Umordnung der Tilingbausteine zur Folge
haben. Im Streifenprojektionsformalismus treten die phasonischen Flips auf, wenn der Aus-
wahlstreifen S in Richtung des Orthogonalraums E+ verschoben wird und ein Gitterpunkt
p € Z des Hypergitters den Auswahlstreifen verlift. Im Orthogonalraum E* entspricht
das der Situation, daf die Orthogonalprojektion 7, (p) € E' von p das Auswahlfenster
A verldft. Im Fall des dreidimensionalen Ammann-Kramer-Penrose-Tilings ist das Aus-
wahlfenster das in Abschnitt 2.3.2 beschriebene Triakontaeder. Verschiebungen des Tria-
kontaeders im hier dreidimensionalen Orthogonalraum E*+ bewirken, dak unendlich viele
Punkte 7 (p) das Triakontaeder verlassen. Da die Punkte {m| (p)} dicht in E* liegen, tritt
fiir jeden Punkt 7, (p), der den Triakontaeder verldft, auf der gegeniiberliegenden Seite
ein Punkt 7, (p) in den Triakontaeder ein. Beim Streifenprojektionsformalismus werden
nur die Hypergitterpunkte p € Z in den physikalischen Raum projiziert, die sich im Aus-
wahlfenster A befinden. Der phasonische Flip im Parallelraum entspricht dem ,Sprung”
des Punktes 7 (p), dessen Orthogonalprojektion 7, (p) das Akzeptanzfenster verldft, auf
die Position des Punkts m(p), dessen Orthogonalprojektion 7, (p) in das Akzeptanzfenster
eintritt. Aus dieser Betrachtung folgt, daf die moglichen Flipvektoren im Orthogonalraum
durch die Verbindungsvektoren der parallelen Seiten des Akzeptanzfensters gegeben sind.

Beim rhombischen Triakontaeder sind jeweils zwei gegeniiberliegende Rauten parallel. Die
moglichen Flipvektoren sind hierbei die Verbindungsvektoren zwischen jeweils zwei dieser
Rauten. Die Flipvektoren im Orthogonalraum besitzen die Linge 2« - (1 4+ 7) und wei-
sen in zweizihlige Richtung. Mit Hilfe des Isomorphismus ¢ zwischen L* und Ll lassen
sich die Vektoren in den physikalischen Raum iibertragen. Im physikalischen Raum dufern
sich die Flips des dreidimensionalen Ammann-Kramer-Penrose-Tilings als Sprung des in-
neren Vertex des aus zwei prolaten und zwei oblaten gebildeten Rhombendodekaeders. Der
Sprungvektor weist hierbei in zweizéihlige Richtung und besitzt die Linge 2 - ar~!. Ein
solcher Flip ist in Abb. 4.4 dargestellt.

Um die moglichen Flips im modifizierten Tiling zu ermitteln, bestimmt man die paral-
lelen Fliachen des modifizierten Auswahlfensters. Die moglichen Flipvektoren ergeben sich
aus den Verbindungsvektoren der parallelen Fléchen.
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Abbildung 4.4: Flip im dreidimensionalen Ammann-Kramer-Penrose-Tiling. Der innere
Vertex des Rhombendodekaeders ,springt” in zweizdhliger Richtung, die Flipstrecke betragt
2. ar!

Aus der Konstruktion des modifizierten Akzeptanzfensters ergibt sich, daf die Randflachen
des neuen Fensters in 15 verschiedenen Orientierungen auftreten. Die 15 Orientierungen
der Flichennormalen entsprechen den Orientierungen der zweizéhligen Achsen des Tria-
kontaeders. Deshalb geniigt es, die parallelen Fléchen einer Orientierung zu untersuchen. In
Abb. 4.5 sind die parallelen Flichen des modifizierten Akzeptanzfensters fiir eine Orientie-
rung dargestellt. Die moglichen Flipvektoren des Tilings sind in Tabelle 4.1 aufgelistet. Im
dreidimensionalen Penrose-Tiling tritt nur ein Flipvektor auf. Dieser Flipvektor ist auch im
modifizierten Tiling mdglich und in Tabelle 4.1 mit f; bezeichnet. Die Vektoren beziehen
sich auf die Fldchen, deren Normalenvektor entlang der z-Achse gerichtet ist.

L RS | /1] |/*] | Orientierung |
7o ] @(0,0,2r 1) 2(0,0,277) 64084 | 2.75276 | sweizahlig
i a(0,0,2) (0,0, 27) 1.05146 | 1.70130 | zweizahlig
o | a(0,—1,7 9 a(0, —7,7%) | 56278 | 2.38396 | dreizahlig
f3 | «(0,1,772) a0, 7,7 ) 56278 | 2.38396 | dreizdhlig
Fula(0,—7 5,1 —37) | a(0,7%,7 + 3) | 2.02622 | 2.427844

Tabelle 4.1: Tabelle der méglichen Flipvektoren des modifizierten Tilings
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Abbildung 4.5: Darstellung der parallelen Seiten des modifizierten Fensters. Projektion in
die x-y - Ebene (links) und perspektivische Darstellung (rechts)

Beim Triakontaeder sind die gegeniiberliegenden Rauten die einzigen parallelen Seiten.
Die sinnvolle Zuordnung zwischen dem Punkt, der das Fenster verlifst, und dem Punkt,
der neu in das Fenster eintritt, ist hierbei offensichtlich. Deshalb treten im dreidimensio-
nalen Penrose-Tiling nur die oben beschriebenen Flips in zweizéhliger Richtung auf.

Bei einer Verschiebung des modifizierten Akzeptanzfensters ,springen” mehrere benach-
barte Vertizes des Tilings gleichzeitig. Deshalb ist eine sinnvolle Zuordnung der Vertizes in
diesem Fall nicht mehr offensichtlich. Die Betrachtung der parallelen Flichen des modifizier-
ten Akzeptanzbereichs erméglicht daher nur die Berechnung der moglichen Flipvektoren.

Um die Flips im modifizierten Tiling zu bestimmen, wurde ein Ausschnitt des modifizierten
Tilings mit Hilfe des Streifenprojektionsformalismus erzeugt. Nun wurde das Akzeptanz-
fenster im Orthogonalraum verschoben und der gleiche Ausschnitt des Tilings mit Hilfe
des verschobenen Fensters erzeugt. Hierbei wurde als Verschiebungsvektor des Akzeptanz-
bereichs im Orthogonalraum ein moglichst kleiner Vektor in Richtung der z-Achse des R3
gewihlt. Das hat zur Folge, dak die Punkte des Z-Moduls L+ im Orthogonalraum das
Akzeptanzfenster nur in Richtung der z-Achse verlassen konnen. Die am Flip beteiligten
Gitterpunkte liegen wegen der Wahl des Verschiebungsvektors in vier parallelen Ebenen,
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Abbildung 4.6: Darstellung eines Flips mit drei beteiligten Vertizes. Die Symbole der Ver-
texpositionen sind entsprechend Abb. 4.7 gewahlt. Hierbei sind die Flipvektoren nicht
eindeutig. Im rechten Bild treten nur Flipvektoren in zweizdhliger Richtung auf. Links:
Realisierung mit einem Vektor in zweizdhliger und zwei Vektoren in dreizdhligen Richtun-
gen.

deren Normalenvektoren in z-Richtung orientiert sind. Zur Ermittlung der Flips des modi-
fizierten Tilings miissen dementsprechend nur solche Schichten betrachtet werden, die am
Flip beteiligte Vertizes enthalten. In Abb.4.7 und 4.8 sind Ausschnitte der Schichtbilder
dargestellt.

Durch den Vergleich der beiden Ausschnitte lassen sich die Spriinge der Vertizes ermit-
teln. Im dreidimensionalen Penrose-Tiling lassen sich die Flips des Tilings durch Spriinge
einzelner Vertizes beschreiben, wobei die benachbarten Vertizes ihre Position beibehalten.
Im modifizierten Tiling ist dies nicht der Fall. Hier treten drei verschiedene Flips auf, die
durch Spriinge von einem, zwei oder drei Vertizes gekennzeichnet sind. Der Vergleich der
Schichtbilder liefert die Positionen der Vertizes vor bzw. nach der Verschiebung des Ak-
zeptanzfensters. Die Verbindungsvektoren der gesprungenen Vertizes vor bzw. nach der
Verschiebung ergeben die Flipvektoren des Tilings.

In Abb. 4.6 ist ein Flip des modifizierten Tilings dargestellt. Da hier drei Vertizes be-
teiligt sind, ergeben sich durch unterschiedliche Zuordnung der Vertexpositionen vor bzw.
nach der Verschiebung des Akzeptanzbereichs unterschiedliche Flipvektoren. Gleiches gilt
fiir den Flip mit zwei beteiligten Vertizes. Dieser Flip 1aft sich mit Hilfe der Flipvektoren
fo und f; oder mit den Vektoren f, und f3 darstellen. Im Fall des Flips mit nur einem be-
teiligten Vertex ist hingegen der Flipvektor eindeutig durch den Vektor f; gegeben. Fiir die
Betrachtung der atomaren Flips geniigt es, die Vertexkonfigurationen des Gitters vor bzw.
nach den Flips zu kennen. Die Zuordnung der Flipvektoren ist hierbei nicht entscheidend.
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Abbildung 4.7: Ausschnitt aus einem Schichtbild des modifizierten Tilings. Gleiche Symbole
entsprechen hierbei Vertizes in gleichen Schichten. Durch den Vergleich mit Abb. 4.8 lassen
sich die am Flip beteiligten Vertizes ermitteln. Die Vertizes, die an den Flips beteiligt sind
liegen in den durch Quadrate, Dreiecke und Kreuze gekennzeichneten Schichten. Beispiele
der drei verschiedenen Flips sind durch Kreise gekennzeichnet.
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Abbildung 4.8: Ausschnitt aus einem Schichtbild des modifizierten Tilings nach der Ver-
schiebung des Akzeptanzbereichs (vgl. Abb. 4.7). Gleiche Symbole entsprechen hierbei
Vertizes in gleichen Schichten. Die Vertizes, die an den Flips beteiligt sind liegen in den
durch Quadrate, Dreiecke und Kreuze gekennzeichneten Schichten
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Abbildung 4.12: Projektion eines Rings aus zehn oblaten Rhomboedern. Der Flip mit
einem beteiligten Vertex verursacht die Umordnung eines neuen Strukturelements (blau).
Der Flipvektor f5 ist in zweizdhliger Richtung orientiert.

Wie bereits erwihnt, bewirken die Spriinge der Vertizes eine Umordnung der Kacheln des
Tilings. Dabei werden nur die Tiles umgeordnet, die springende Vertizes enthalten. Um
aus den Vertexpositionen das vollstdndige Tiling zu erhalten, verbindet man diejenigen
Vertizes miteinander, deren Abstand gleich der Gitterkonstanten a ist. Die Verbindungs-
linien stellen die Kanten des Tilings dar. Durch Vergleich des Tilings vor bzw. nach der
Verschiebung des Akzeptanzbereichs lassen sich die Tiles ermitteln, die bei den jeweiligen
Flips umgeordnet werden. In Abb. 4.9, 4.10 und 4.11 sind die drei verschiedenen Flips des
modifizierten Tilings dargestellt.

Der Flip mit Beteiligung eines Vertex tritt innerhalb der Ringe aus zehn oblaten Rhom-
boedern auf. Eine Verschiebung des Akzeptanzbereichs verursacht die Umordnung von vier
Kacheln des Tilings. Die beteiligten Kacheln sind das neue Strukturelement, zwei oblate
und ein prolates Rhomboeder. In Abb. 4.12 ist die Projektion eines Rings aus zehn oblaten
Rhoboedern dargestellt. Die Projektionsebene ist orthogonal zu einer dreizdhligen Achse
des Tilings orientiert. Die Projektionen der am Flip beteiligten Kacheln sind farbig gekenn-
zeichnet, wobei die roten Rauten die Projektionen der oblaten, die griinen die der prolaten
Rhomboeder darstellen. Das am Flip beteiligte neue Strukturelement ist blau gezeichnet.

4.4 Atomare Flips

In diesem Abschnitt werden die atomaren Flips im binéren ikosaedrischen Modell (siehe
Abschnitt 3.3) betrachtet. Zur Ermittlung der atomaren Flips werden die Kacheln des mo-
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Abbildung 4.13: Zwei verschiedene Dekorationen des neuen Strukturelementes. Dargestellt
sind nur die Atome, in denen sich die Dekorationen unterscheiden.

difizierten Tilings mit Atomen dekoriert. Der Vergleich der dekorierten Tilings vor bzw.
nach der Ausfithrung eines Flips liefert die Positionen der am Flip beteiligten Atome. Wie
bei den Flips des modifizierten Tilings lassen sich so nur die mdglichen Flipvektoren der
Atome bestimmen, da nur die Atompositionen vor und nach dem Auftreten eines Flips
bekannt sind.

Bei der Dekoration des modifizierten Tilings werden die Rhombendodekaeder und die obla-
ten bzw. prolaten Rhomboeder wie in Abschnitt 3.3 mit Atomen besetzt. Im modifizierten
Tiling tritt das neue Strukturelement (sieche Abb. 4.3) auf, das aus drei oblaten und vier
prolaten Rhomboedern zusammengesetzt ist. Dabei lassen sich zwei oblate und zwei pro-
late Rhomboeder zu einem Rhombendodekaeder zusammenfassen, so daf man das neue
Strukturelement aus einem Rhombendodekaeder, einem oblaten und zwei prolaten Rhom-
boedern zusammensetzen kann. Da die drei oblaten Rhomboeder eine gemeinsame Kante
besitzen ist die Zerlegung des neuen Strukturelements in einen Rhombendodekaeder und
drei Rhomboeder nicht eindeutig.

Abb. 4.13 zeigt zwei mogliche Dekorationen des neuen Strukturelements. Dabei sind nur
die Atome dargestellt, in denen sich die beiden Dekorationen unterscheiden. Durch die ver-
schiedenen Dekorationen des neuen Strukturelements vor bzw. nach der Ausfiithrung eines
Flips im modifizierten Gitter entstehen verschiedene atomare Flips. Da das binére ikosa-
edrische Modell zwei verschiedene Atomsorten enthilt, muft darauf geachtet werden, daf
durch die Dekorationen keine sogenannten chemischen Flips entstehen. Darunter versteht
man Flips, bei denen Atome der Sorte A in Atome der Sorte B umgewandelt werden. Die
Dekorationen des neuen Strukturelements wurden so gewéhlt, daft moglichst wenige Atome
ihre Position verdndern und die Flipstrecken moglichst kurz sind.
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Abbildung 4.14: Projektionsdarstellung des einfachsten atomaren Flips. Der Flip entspricht
einer Umorodnung von Atomen im Innern des neuen Strukturelements.

In den Abbildungen 4.15, 4.16 und 4.17 sind die atomaren Flips dargestellt, die den Flips
des modifizierten Gitters aus Abschnitt 4.3 entsprechen. Der einfachste atomare Flip ist
in Abb. 4.15 dargestellt. Dabei dndern fiinf Atome der Sorte A und vier der Sorte B ih-
re Position. Abb. 4.14 zeigt die Projektion des Flips mit neun beteiligten Atomen, wobei
die Projektionsebene wie in Abb. 4.12 orthogonal zu einer dreizédhligen Achse des Tilings
orientiert ist. Der Flip entsteht aus dem Flip des modifizierten Tilings mit einem beteilig-
ten Vertex. In der Abbildung erkennt man, daf der Flip sich durch eine Umordnung von
Atomen im Innern des neuen Strukturelements realisieren laft. Die Umordnung der Atome
entspricht dem Ubergang zwischen den in Abb. 4.13 rechts bzw. links dargestellten Deko-
rationen des neuen Strukturelements. Flips dieser Art sind unabhéngig von den Spriingen
der Vertizes im modifizierten Gitter. Da nur die Dekoration einer Kachel des Tilings ver-
andert wird, mufs fiir das Auftreten dieser Flips kein Vertex des modifizierten Tilings seine
Position dndern. Das neue Strukturelement tritt im modifizierten Tiling in den Ringen aus
acht bzw. zehn oblaten Rhomboedern auf. Weil die Dekoration des Strukturelements nicht
eindeutig vorgegeben ist, kann hier der oben beschriebenen Flip unabhéngig von den Flips
des Gitters auftreten.

Wie bereits erwahnt, erhdlt man durch unterschiedliche Dekoration des neuen Strukturele-
ments verschiedene atomare Flips. Das neue Strukturelement ist auch an dem in Abbildung
4.10 dargestellten Flip des modifizierten Tilings beteiligt. Dadurch ergeben sich auch hier
durch unterschiedliche Dekorationen verschiedene atomare Flips. Die Dekoration vor bzw.
nach dem Auftreten eines Gitterflips wurde wiederum so gewéhlt, dafs moglichst wenige
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Atome am Flip beteiligt sind. Abbildung 4.16 zeigt den atomaren Flip, an dem zehn Atome
der Sorte A und sechs der Sorte B beteiligt sind.

Im modifizierten Tiling tritt der in Abb. 4.11 gezeigte Flip auf, an dem das neue Struktur-
element nicht beteiligt ist. Deshalb ist die Dekoration der Kacheln in diesem Fall eindeutig.
An dem atomaren Flip sind fiinfzehn Atome der Sorte A und zehn der Sorte B beteiligt.
Aufgrund der grofsen Anzahl der springenden Atome ist die Zuordnung der Atome vor
bzw. nach dem Auftreten eines Flips hierbei schwer realisierbar. Wie bei den Flips des
modifizierten Gitters ist die Zuordnung der Atome nicht eindeutig. Welche Flipvektoren
dabei auftreten, hingt davon ab, wie man den Atomen nach dem Flip die urspriinglichen
Atome zuweist.

Durch die oben beschriebenen Betrachtungen erhilt man die Atome, in denen sich das
dekorierte Tiling nach dem Auftreten eines Flips von dem urspriinglichen unterscheidet.
Die moglichen Flipvektoren beschranken sich nicht auf die Verbindungsvektoren zwischen
den in den Abbildungen 4.15, 4.16 und 4.17 dargestellten Atompositionen. Ein Sprung
eines Atoms 1aft sich auch realisieren, indem man ein Atom in den Flip einbezieht, das
seine Position nicht zwingend &ndern muf. So konnen die langen Flipstrecken vermieden
werden, die insbesondere bei den Flips mit 16 und 25 Atomen auftretenden. Die Zahl der
am Flip beteiligten Atome steigt dadurch jedoch und mit ihnen die Zahl der moglichen
Flipvektoren.
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Abb. 4.10

Flips, der dem Flip des modifizierten Gitters aus

Atome der Sorte A und sechs Atome der Sorte B.

Abbildung 4.16: Perspektivische Darstellung des atomaren

entspricht. Beteiligt sind zehn
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Abbildung 4.17: Perspektivische Darstellung des atomaren Flips, der dem Flip des modifizierten Gitters aus Abb. 4.11

entspricht. Beteiligt sind fiinfzehn Atome der Sorte A und zehn Atome der Sorte B.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblicke

Das Ziel der vorliegenden Arbeit war die geometrische Untersuchung der atomaren Dy-
namik in Quasikristallen. Mit dem phasonischen Freiheitsgrad von Quasikristallen sind
Atomspriinge verbunden, die als phasonische Flips bezeichnet werden. Untersucht wurden
die phasonischen Flips im bindren ikosaedrischen Modell, das ein Sturkturmodell fiir die
ikosaedrische Phase von (Al,Zn)4Mgs, darstellt.

Zur Ermittlung der atomaren Flips wurde mit Hilfe des Streifenprojektionsformalismus ein
Tiling konstruiert, das gegeniiber dem dreidimensionalen Ammann-Kramer-Penrose-Tiling
modifiziert ist. Das modifizierte Tiling enthilt aufer den Rhomboedern des Ammann-
Kramer-Penrose-Tilings rhombische Dodekaeder. Zusétzlich tritt ein neues Strukturele-
ment auf, das eine wichtige Rolle bei der Untersuchung der atomaren Flips spielt. Das
bindre ikosaedrische Modell entsteht durch Dekoration des modifizierten Tilings mit Ato-
men.

Zunichst wurden die Flips des modifizierten Tilings untersucht. Die Flips duflern sich
im Tiling durch Spriinge der Vertizes. Diese haben eine verzerrungsfreie Umordnung der
Kacheln des Tilings zur Folge. Es treten drei verschiedene Flips auf, die durch Spriinge
von einem, zwei oder drei Vertizes gekennzeichnet sind. Um aus den Flips des Tilings die
atomaren Flips zu ermitteln, wurden die Kacheln des modifizierten Tilings mit Atomen be-
setzt. Der Vergleich der dekorierten Tilings vor bzw. nach dem Auftreten eines Flips ergab
die Atome, die ihre Positionen dnderten. Die drei verschiedenen Flips des modifizierten Ti-
lings fiithrten zu drei unterschiedlichen Flips des dekorierten Tilings. An zwei der drei Flips
ist das neue Strukturelement des modifizierten Gitters beteiligt. Da die Dekoration dieser
Kachel nicht eindeutig ist, sind die atomaren Flips hier ebenfalls nicht eindeutig. Durch
unterschiedliche Dekoration erhélt man verschiedene atomare Flips. Das neue Strukturele-
ment wurde so mit Atomen belegt, daf moglichst wenige Atome ihre Position &dnderten.
Daraus resultierten drei verschiedene atomare Flips, die durch Spriinge von 9, 16 und 25
Atomen realisiert werden konnen. Die atomaren Flips wurden in der vorliegenden Arbeit
mit geometrischen Mitteln untersucht. Solche Betrachtungen liefern die im Strukturmo-
dell zugelassenen atomaren Flips und erlauben nur sehr eingeschrinkte Aussagen iiber die
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Vorgénge in realen Quasikristallen. Aufgrund der grofsen Anzahl der beteiligten Atome
ist die Zuordnung der Atome vor bzw. nach dem Auftreten eines Flips nur schwer mog-
lich. Die zugelassenen Flipstrecken werden dabei teilweise durch Atome blockiert, die ihre
Positionen im Verlauf eines Flips nicht &ndern miissen. Bezieht man solche Atome in die
Betrachtung der mdoglichen Flips ein, so erhoht sich die Anzahl der am Flip beteiligten
Atome und dadurch die Anzahl der mdoglichen Flipvektoren. Lange Flipstrecken einzelner
Atome, die speziell bei den Flips mit 16 und 25 beteiligten Atomen auftreten, lassen sich
so in mehrere kiirzere Strecken zerlegen. Durch eine solche Zerlegung steigt jedoch die Zahl
der beteiligten Atome.

Ziel zukiinftiger Arbeiten konnte sein, die Anzahl der an den atomaren Flips beteilig-
ten Atome zu reduzieren. Denkbar ist eine Unterteilung der Flips in mehrere Sprungpro-
zesse. Da die moglichen Flips von den Dekorationen der Kacheln abhingen, kénnten die
atomaren Flips auch in anderen Dekorationen wie dem Strukturmodell fiir i-Al;CuLis be-
trachtet werden. Neben den geometrischen Verfahren bieten sich Computersimulationen
zur Untersuchung der atomaren Dynamik in Quasikristallen an. In molekulardynamischen
Simulationen kann man die atomaren Spriinge ermitteln, indem man die Koordinaten der
Atome zu unterschiedlichen Zeiten vergleicht. Molekulardynamische Untersuchungen der
atomaren Flips an dekagonalen Phasen von AlCuCo wurden von Bunz [2] und Wolfangel
[23] durchgefiihrt. Vergleichbare Molekulardynamiksimulationen fiir das binére ikosaedri-
sche Modell konnten Aufschlufs iiber die atomare Sprungprozesse geben.
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