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In der Hoffnung, dass sich das
folgende Zitat wvon CHRISTIAN
MORGENSTERN nicht auf meine

Arbeit anwenden ldsst:

Es gibt viele Theorien,
Die sich jedem Check entziehen.
Diese aber kann man checken:

Elend wird sie dann verrecken.
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Kurzfassung

In dieser Arbeit betrachten wir unitire Transformationen in gekoppelten Elektron-
Phonon-Systemen, die dadurch ausgezeichnet sind, dass sie die Symmetrie des Sy-
stems in optimaler Weise instrumentalisieren. Dadurch wird der Hamiltonoperator
beziiglich des elektronischen Subsystems diagonalisiert und das Problem auf einen
effektiven Phononen-Hamiltonoperator reduziert.

Das Schwergewicht unserer Untersuchung liegt auf der Behandlung verallgemeinerter
Formen der Fulton-Gouterman-Transformation (Geralised FGT, GFGT). Insbeson-
dere diskutieren wir eine Erweiterung der GFGT auf mehr als ein elektronisches
Band (Mehrband-Formulierung der GFGT, MFGT) und kontrastieren die MFGT
mit der Lee-Low-Pines-Transformation (LLPT). Wir geben auch eine exponentiel-
le Form der MFGT fiir zyklische Symmetrie an. Diese exponentielle Form kann als
Ausgangspunkt fiir zukiinftige Behandlungen von Vielteilchen-Systemen dienen.
Um die erfolgreiche Wirkungsweise der MFGT in translatorischen Gittersystemen zei-
gen zu konnen, fithren wir einen hinreichend allgemeinen Elektron-Phonon-Hamilton-
operator ein, der die Diskretheit der periodischen Gitterstruktur und die phononi-
sche Anharmonizitit inkorporiert. Dadurch werden Umklapp-Prozesse sowohl in der
Elektron-Phonon-Kopplung wie auch in der phononischen Anharmonizitét impliziert.
Bei der kontrastierenden Anwendung der MFGT und der LLPT auf einen solchen
Hamiltonoperator stellt sich eine Uberlegenheit der MFGT heraus, abgesehen von
dem Fall der Frohlichschen Spezialisierung des Hamiltonoperators, wo die LLPT

vorteilhafter ist.
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Nach der Reduktion des Systems (durch die GFGT) auf ein rein phononisches werden
die beiden antagonistischen Tendenzen des Systems in den Eigenwert-Gleichungen
in besonderer Weise evident. Der Transfer bewirkt eine Delokalisierung des Elek-
trons, wihrend die Kopplung zwischen Elektron und Phononen eine Lokalisierung
begiinstigt. Diese Tendenzen legen es nahe, Versuchswellenfunktionen mithilfe eines
Produktes zweier unitérer Operatoren zu erzeugen, so dass jeder Faktor des Produk-
tes eine der beiden Tendenzen repréasentiert. Wir exemplifizieren dies am Dimer-
Modell und analysieren das Verhalten der Energiewerte fiir die beiden entgegengesetz-
ten Grenzfille kleiner Kopplung und kleinen Transfers. Wir zeigen, dass die eine Pro-
dukttransformation, bestehend aus Verschiebungs- und Reflexions-Transformation,
die Energieerwartungswerte in den entgegengesetzten Grenzfillen (kleine Kopplungs-
konstante bzw. kleiner Transfer) bis zur jeweils zweiten Ordnung exakt wiedergibt.
Insbesondere wird dabei die sogenannte Debye-Waller- Anomalie im Grenzfall klei-
nen Transfers korrekt erfasst, wihrend die manchmal in der Literatur benutzte Pro-
dukttransformation aus Verschiebungs- und Squeezing-Konstituenten dies nicht er-

laubt.



Kapitel 1

Einleitung

Im Zentrum dieser Arbeit stehen unitdre Transformationen. Diese stellen ein
méchtiges Hilfsmittel dar, um auf analytischem Weg der Loésung quantenmechani-
scher Probleme n&herzukommen. Durch die Transformation der Schrédinger-Gleich-
ung des gegebenen Problems in ein mathematisch anderes Bild kann diese eine ein-
fachere Gestalt erhalten und dadurch ganz oder teilweise 16sbar werden. Die mit
den Eigenwert-Gleichungen des transformierten Bildes gefundenen Losungen kénnen
dann mittels der Umkehrtransformation wieder ins Originalbild zuriickgebracht wer-
den. Damit hat man auch die Lésung des Problems im Originalbild gefunden. Da in
der Physik ein Vorankommen schon bei relativ einfachen Problemen ohne Né&herun-
gen nicht praktikabel ist, sind Vereinfachungen der zu 16senden Gleichungen hochst
wiinschenswert. Ausgehend von den vereinfachten Gleichungen lassen sich oft ge-
winnbringende Naherungen oder weitere unitére Transformationen anschliefen. Be-
tont werden muss aber, dass die Anwendung unitdrer Transformationen stets exakte
Transkriptionen des Problems darstellen, wenn sie komplett durchgefiihrt werden. Bei
geschickter Wahl unitérer Transformationen erreicht man eine mathematische Reduk-
tion der Gleichungen, eine (teilweise) Entkopplung verschiedener Untersysteme bzw.
deren Gleichungen oder gar eine vollstéindige Diagonalisierung des Gesamtproblems.

Die Kunst besteht darin, die richtigen d.h. nutzbringenden unitédren Transformatio-

10
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nen zu finden. Wir verweisen auf das Buch iiber unitiare Transformationen in der

Festkorperphysik von WAGNER [1].

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Anwendung unitérer Transformationen
auf verschiedene gekoppelte Elektron-Phonon-Systeme (Polaronen-Probleme). Das
Polaronen-Problem wurde zuerst von LANDAU im Jahre 1933 [2] betrachtet. Seit-
dem war es stets im Blickfeld der Festkorperphysiker. LANDAU zeigte damals, dass
die Wechselwirkung zwischen Elektron und Gitter-Moden zu selbstlokalisierten elek-
tronischen Zustdnden (Polaronen-Zustdnden) fithrt, die energetisch niedriger liegen
als die entsprechenden freien Elektronenzustédnde. Hinzu kommt die Verengung des
elektronischen Bandes durch einen sogenannten Debye-Waller-Faktor (Debye- Waller
screening).

Zu den Meilensteinen der Polaronentheorie gehtren u.a. die Arbeiten von HOLSTEIN
3, 4], FROHLICH [5], ToyozAawaA [6], MOTT [7], PEKAR [8, 9], LEE, LOow und PINES
[10, 11} und KNox [12].

Ein Polaronen-éhnliches Verhalten findet auch in gekoppelten Exziton-Phonon-Sys-
temen statt. Die von FRENKEL 1931 postulierten wechselwirkenden Elektron-Loch-
Paare, die Exzitonen [14], [15], spielen bei der Beschreibung elektronischer Anregun-
gen sowohl in organischen [16] als auch in anorganischen Materialien [12, 17, 18, 19,
20] eine wichtige Rolle. Die von FRENKEL betrachteten Exzitonen sind im Ortsraum
stark lokalisiert (meist an einem einzigen Molekiil) und werden heute als , Frenkel-
Exzitonen“ bezeichnet. Daneben gibt es noch wenig lokalisierte Exzitonen, wie sie
von WANNIER [21] und MOTT [22, 25] betrachtet wurden.

In jiingster Zeit gewinnt das Polaronen Problem erneut an Interesse im Zusammen-
hang mit der Hoch-T,-Supraleitung [23, 24]. Die stark dielektrische Natur der Hoch-
T.-Supraleitungs-Materialien suggeriert die Betrachtung eines entarteten Gases von
Polaronen oder Bi-Polaronen [25]. Eine Einfiihrung in eine Polaronen-Theorie fiir die
Supraleitung findet man in dem von MOTT mit herausgegebenen Biichern [7] und

[26]. Die Bose-Einstein-Kondensation von Bi-Polaronen, urspriinglich von MOTT be-
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handelt, fiihrt nach den Arbeiten von ALEXANDROV und RANNINGER [27] zu einer
Supraleitung der von SCHAFROTH [28] vorgeschlagenen Art. Ob eine solche theore-
tische Beschreibung alle experimentellen Befunde erfassen kann, ist noch offen. Wir
erwahnen, dass auch in der konventionellen Theorie der Supraleitung von BARDEEN,
COOPER und SCHRIEFFER [13] die Elektron-Phonon-Wechselwirkung eine entschei-
dende Rolle spielt. In diesem Fall fithrt sie zu einer effektiven Wechselwirkung zweier
Elektronen (Cooper-Paarung), die sich als Folge der urspriinglichen Wechselwirkung

von Elektronen und Gitterschwingungen ergibt.

Eine weitere Anwendung findet das Polaronen-Konzept in dem dynamischen Pro-
blem der rdumlichen Selbslokalisierung einer urspriinglich ausgedehnten Anregung in
kristallinen Systemen. Aus Untersuchungen der retardierten Lumineszenz in Edel-
gaskristallen [29] und Alkali-Halogeniden [30] wissen wir, dass ein freies Exziton,
das durch optische Anregung erzeugt wurde, durch Wechselwirkung mit den Git-
terschwingungen ,,selbsteingefangen® (selftrapping) werden kann. Das Exziton bleibt
dann auf wenige, eventuell nur zwei Plitze in seiner Bewegung beschrénkt (Dimeri-

sation).

Eines der einfachsten Modellsysteme fiir die Untersuchung der Elektron-Phonon-
Wechselwirkung ist das sogenannte Dimer-Modell (auch two-site model genannt).
Dabei handelt es sich um ein System von einem spinlosen Elektron (Exziton), wel-
ches sich an zwei rdumlich getrennten Plédtzen mit jeweils einem elektronischen Or-
bital befinden kann. Die Ubergangstendenz in diesem System von einem Platz zum
anderen wird durch einen rein elektronischen Transfer-Term im Hamiltonoperator
erfasst. Das Elektron ist aulerdem an einen harmonischen Oszillator gekoppelt. Das
Dimer-Modell ist ein spiegelsymmetrisches System, dessen Symmetrie durch die In-

versionsgruppe dargestellt wird.

Im Jahre 1961 veroffentlichten FULTON und GOUTERMAN eine Arbeit [31], in der
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das Dimer-Modell auf véllig neue Art und Weise behandelt wurde. Durch geeignete
Ausnutzung der Symmetrie konnten diese Autoren den Hamiltonoperator beziiglich
der Elektronen diagonalisieren und dadurch das Problem auf ein rein phononisches
zuriickfithren. SHORE und SANDER [36] haben an diese Arbeit angekniipft und ha-
ben das FG-Restproblem mithilfe eines Variationsansatzes untersucht. Sie stellten
fest, daf3 die unteren Zustédnde des effektiven Phononenproblems am besten dadurch
angendhert werden kénnen, dass man verschobene und verbreiterte Oszillatorwellen-
funktionen mit ihrem gewichteten Spiegelbild iiberlagert. Bei diesem neuen Ansatz
tritt mit zunehmender Kopplungsstérke zwischen dem elektronischen und dem pho-
nonischen Untersystem der polaronische Einfangeffekt auf, jedoch findet der Uber-
gang zum eingefangenen Zustand nicht sprunghaft statt, wie das bei den einfacheren
Ansétzen der vorangegangenen Jahre, etwa dem von TOvozAwA [6], der Fall war.
Neue Variationsanséitze wurden spéter von KONGETER ET AL [37] und SONNEK
ET AL [39] verwendet. Mit deren Hilfe konnten neben dem Grundzustand auch die
angeregten Zustinde angendhert werden.

Ein duflerst interessantes Phénomen, das ebenfalls in den Rahmen der Polaronen-
Phénomene gehort, ist die bereits erwihnte retardierte Lumineszenz. Deren kon-
ventionelle Beschreibung beruht auf dem ,Barrierenmodell“ von RASHBA [40] und
ToyozAawaA [41], dem die adiabatische Ndherung [42] zugrunde liegt. KONGETER ET
AL [43], [44], [45] konnten mithilfe der FGT jedoch zeigen, dass bei der Berechnung
nichtadiabatischer Korrekturen in diesem Modell divergierende Terme auftreten, und
daher die adiabatische Ndherung nicht zuléssig ist.

Auch bei der Behandlung des dynamischen E-e-Jahn-Teller-Effekts durch EIERMANN
ET AL [47] spielte die FGT eine wichtige Rolle.

Die originale FGT bezieht sich speziell auf die Behandlung des Dimer-Modells. Um
makroskopische Effekte, wie die Warmeleitung oder Energie- und Ladungstransport
adédquat beschreiben zu kénnen, miissen wir jedoch Systeme mit mehr als zwei elek-

tronischen Orbitalen heranziehen. Mithilfe der Gruppentheorie erlangte WAGNER
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1984 eine Verallgemeinerung der FGT (GFGT) auf Systeme mit mehr als zwei elek-
tronischen Orbitalen, wenn ihre rdumliche Anordnung einer abelschen Symmetrie
geniigt [49]. Die Voraussetzung einer abelschen Symmetrie, welche durch die Anwen-
dung der GFGT in optimaler Weise ausgenutzt wird, erwies sich dabei von zentraler
Bedeutung fiir eine erfolgreiche Diagonalisierung des elektronischen Subproblems.
Der gruppentheoretische Schliissel liegt in der Tatsache, dass in abelschen Systemen
die Anzahl der Gruppenelemente gleich der Anzahl der irreduziblen Darstellungen
ist. Es folgten verschiedene Arbeiten, in denen die verallgemeinerte FGT (generali-
sed FGT, GFGT) in Systemen mit entsprechender Symmetrie erfolgreich eingesetzt
wurde, so z.B. in der 1987 verdffentlichten Arbeit von WAGNER und VAZQUEZ-
MARQUEZ [48] iiber Quantendiffusion oder bei Betrachtungen der lineraren Exziton-

Phonon-Kette [38],[39].

In der vorliegenden Arbeit erweitern wir die GFGT auf eine Form, welche die An-
wendung auf abelsche Systeme mit mehreren elektronischen Béndern erlaubt. Diese
Multi-Band-Formulierung der GFGT kiirzen wir kiinftig mit MFGT ab. Fiir die wich-
tigste abelsche Gruppe, die zyklische Gruppe, gelingt es, die MFGT in exponentieller

Schreibweise zu formulieren.

Eine bekannte unitére Transformation in der Festkorperphysik ist die Lee-Low-Pines-
Transformation (LLPT). Die LLPT wurde im Jahre 1952 von LEE, Low und PINES
zur Behandlung des Frohlich-Modells eingefithrt und erzielt ebenfalls eine elektro-
nische Diagonalisierung [10]. Aufgrund der Ahnlichkeit der Eigenschaften der LLPT
mit denen der verallgemeinerten FGT, welche im néchsten Abschnitt eingefiithrt wird,
kann man von einer Verwandtschaft der beiden unitiren Transformationen sprechen.
Eines der Ziele dieser Arbeit ist deshalb der Vergleich der beiden , Schwester-Trans-
formationen®, der bekannteren LLPT mit der Multiband-Formulierung der GFGT.
Dazu kontrastieren wir die Wirkungsweisen der beiden unitédren Transformationen

anhand ausgesuchter Elektron-Phonon-Modelle.
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Bisher haben wir stets von Systemen mit einem Elektron bzw. Exziton gesprochen. In
der Festkorperphysik haben wir es jedoch mit Systemen grofler Teilchenzahlen zu tun.
Typischerweise sind diese von der Gréfienordnung 10%3. Wir benétigen also Vielteil-
chentheorien, um makroskopische Effekte, wie die Supraleitung, Wéarmeleitung oder
Energietransport, addquat beschreiben zu kénnen. Wie wir spéter sehen werden, ist
die exponentielle Schreibweise der MFGT fiir zyklische Systeme der Ausgangspunkt
fiir die erwdhnten Erweiterungen. In dieser Arbeit untersuchen wir jedoch ausschlief3-

lich Ein-Elektronen-Systeme.

Nach der Umschreibung der Polaronen-Probleme in ein verallgemeinertes Fulton-
Gouterman-Bild lassen sich die in jedem Elektron-Phonon-System inhérenten ant-
agonistischen Tendenzen besonders leicht erkennen. Diese kénnen wir durch die Er-
zeugung von Versuchswellenfunktionen mithilfe von Produkten zweier unitarer Ope-
ratoren erfassen. Dabei repréasentiert jeder der beiden Faktoren des Produktes jeweils
eine der beiden antagonistischen Tendenzen. Ein Faktor ist ein Operator displaziver
Natur, in dem anderen treten die Grundoperationen der vorliegenden Symmetrie-
gruppe auf. Wir illustrieren eine Behandlung dieser Art exemplarisch am Beispiel
des Dimer-Modells, dessen Symmetriegruppe die einfachste aller abelschen Gruppen,
nédmlich die Inversionsgruppe ist. Hierbei werden wir insbesondere eine neue analyti-
sche Rechnung angeben, aus der das korrekte analytische Verhalten des gekoppelten
Systems im Grenzfall kleinen Transfers folgt. Dies werden wir dazu ausniitzen, um
die analytischen Grenzeigenschaften der beniitzten einfachen Produkttransformation
zu qualifizieren.

Die Aufteilung der erwdhnten Inhalte auf die einzelnen Kapitel wurde wie folgt
vorgenommen: In Kapitel zwei werden die Grundlagen iiber das Dimer-Modell,
unitdre Transformationen im Allgemeinen und die FGT im Speziellen gelegt. Im
dritten Kapitel schliefit sich die Verallgemeinerung der FGT fiir Systeme abelscher
Symmetrie (GFGT) und im vierten Kapitel die Mehrband-Formulierung dersel-
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ben (MFGT) an. Ebenfalls im vierten Kapitel wird ein archetypischer Elektron-
Phonon-Hamiltonoperator vorgestellt, welcher ein periodisches elektronisches Poten-
tial, Umklapp-Prozesse in der Elektron-Phonon-Kopplung und phononische Anhar-
monizitdten beinhaltet. Die Wirkungsweise der MFGT auf diesen Modell-Hamilton-
operator wird ausfiihrlich geschildert. Im fiinften Kapitel werden die LLPT und der
Frohlich-Hamiltonoperator vorgestellt. Im sechsten Kapitel wird die erwéhnte Kon-
trastierung der beiden Transformationen (MFGT und LLPT) anhand ausgewéhlter
Systeme vorgenommen. Dabei stellt sich insbesondere die Frage der Moglichkeit ei-
ner Anwendung der jeweiligen Transformation auf Vielteilchensysteme. Im siebten
Kapitel untersuchen wir das Verhalten der Energiewerte in den beiden Grenzféllen
kleiner Kopplung und kleinen Transfers. Im achten Kapitel fassen wir die wichtigsten

Ergebnisse zusammen und geben einen Ausblick auf zukiinftige Projekte.



Kapitel 2

Die urspriingliche
Fulton-Gouterman-Transformation

(FGT)

Im Jahre 1933 hat LANDAU zum erstenmal die Vorstellung entwickelt, dass ein Teil-
chen (Elektron), das an eine schwingungsfdhige Umgebung gekoppelt ist (Phononen),
seine Bewegungseigenschaft dndert, z.B. eine schwerere effektive Masse erhélt [2]. Ein
solches ,,bekleidetes” Teilchen hat man spéter Polaron genannt [8, 9]. Im Laufe der
Jahrzehnte ist die wissenschaftliche Literatur iiber dieses Problem sehr stark ange-
wachsen [3, 4, 5, 6, 10, 11, 12, 14, 15]. Das Polaronenproblem tritt auch auf, wenn
man eine endliche Anzahl von Orbitalen hat, die an die Kernbewegungen gekoppelt
sind [3, 4]. Dabei stellt sich heraus, dass bereits der allereinfachste Typ eines solchen
Problems, das sogenannte Dimer-Problem, nicht analytisch exakt l6sbar ist. Am Bei-
spiel des Dimer-Modells haben FULTON und GOUTERMAN ein Konzept eingefiihrt,
das auch fiir ausgedehnte Systeme sehr fruchtbar ist. Wir présentieren das Konzept
von FULTON und GOUTERMAN in einer etwas modernen Version. Wir beniitzen da-
zu die Terminologie der Gruppentheorie und die Technik unitérer Transformationen.

Diese Formulierung wird sich bei der Verallgemeinerung der Konzeption als niitzlich

17
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erweisen.

2.1 Das Dimer-Modell

Das Dimer-Modell wird durch den folgenden Hamiltonoperator dargestellt:

H = th + H. + Hep (21)
mit
Hy, = % (P*+Q*-1) (2.2)
Ho=—=QT (|I) {r| + |r) (I]) (2.3)
Hep =QDQ ([1) (U] — |r) (r]) (2.4)

Dabei ist T' der Transfer-Parameter, D der Kopplungs-Parameter, () die ungera-
de Phononen-Mode und P der dazugehérige Phononen-Impuls. Mit |I) und |r) be-
zeichnen wir die beiden elektronischen Plitze (,,links“ und ,rechts“). Die Phononen-
Operatoren () und P lassen sich auch mithilfe der Erzeugungs- und Vernichtungs-

operatoren b' und b schreiben,

1

Q=75 (b+0) (2.5)
Pt (b—bf) (2.6)

V2
(2.7)
Die Grofen |l),|r),Q, P,b,b", T, D sind dimensionslos. Wir haben A = 1 gewiihlt,
wodurch €2 die Energieeinheit ist.
Der zentrale Punkt fiir die spéatere Verwendung der Gruppentheorie liegt in der op-

timalen Ausnutzung der in diesem einfachen System enthaltenen Spiegel-Symmetrie.
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Wir definieren einen Spiegeloperator R, der sich als Produkt eines im elektronischen

und eines im phononischen Unterraum wirkenden Anteils schreiben 148t,

R = R x R (2.8)

Die Eigenschaften von R sind durch

R |r) =|1) (2.9)
R l) = r) (2.10)
R™19(Q)) =|®(-Q)) (2.11)
RPMQ = —QR®Y (2.12)
RPMp— _pR®h (2.13)
RPWp = —pRPH) (2.14)

(2.15)

RPMT — _pt p(PR) 2.15

gegeben. R®M ist dabei ein hochgradig nichtlinearer Operator in den Phononen-

Operatoren,

RPM = exp [zg (P*+Q*- 1)] (2.16)

Das Dimer-Modell kann auch spin boson model genannt werden, wenn man die zwei
elektronischen Plédtze mit den zwei Einstellmoglichkeiten eines Spins identifiziert.
Das sogenannte ,,Jaynes-Cummings-Modell* ist wie das Dimer-Modell ein gekop-
peltes Elektron-Phonon-System, besitzt jedoch eine gegeniiber dem Dimer-Modell
vereinfachte Elektron-Phonon-Wechselwirkung [32, 33, 34]. In unserer Terminologie

hatte sie die Form

HY) =D (|2

~

(115 +1) (2] b) (2.17)

mit 1) == [0+, 12)= =10 =)

S-S
-
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2.2 Unitare Transformationen

Unitédre Transformationen ermdoglichen es einem, quantenmechanische Probleme um-
kehrbar in ein anderes Bild zu iiberfithren. Hat man die unitédre Transformation
,gut® gewihlt, so ist das Problem im neuen Bild leichter zu losen. Die Losungen
des transformierten Bildes (Wellenfunktionen) lassen sich dann, falls erwiinscht, wie-
der ins urspriingliche Bild zuriicktransformieren. Die physikalischen Erwartungswerte
kann man entweder im transformierten oder im originalen Bild berechnen. Die Be-
sonderheit unitérer Transformationen liegt in der Eigenschaft, dass das Hermitisch

Konjugierte des unitdren Operators gleich seinem Inversen ist,

vut=1, U'=U" (2.18)

Fiir den weiteren Umgang mit unitdren Transformationen ist es giinstig, den unitéren

Operator in exponentieller Form zu schreiben,

U=e¢5, St=-5 (2.19)

T:A=A=U'AU (2.20)
) = |Uty) (2.21)

Hermitesche Operatoren (etwa alle Hamiltonoperatoren) werden in hermitesche Ope-
ratoren transformiert. Matrixelemente und damit speziell auch Eigenwerte bleiben

unter einer unitdren Transformation erhalten,

(4] 4

#)= (0|t av o)
= (Y| UUTAUUT |¢') (2.22)
= (V[A )
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Die Transformierte eines Produktes von Operatoren ist gleich dem Produkt der trans-

formierten Operatoren.

T:(A-B-C)=ABC =U'ABCU = U'AUU'BUU'CU = ABC'  (2.23)

Fiir Kommutatoren gilt

[A,B]=C=[A,B]=C (2.24)
Zur Durchfithrung der Transformation in exponentieller Form benutzt man die fol-

gende Reihenentwicklung:

1 1
T:A:A:eﬁmﬁ:A+¢&ﬂ+§ﬂmsyﬂ+—

oI, 5, 5, 5]+ .. (2:25)

Wegen der Bedeutung der Frohlich-Bedingung in Kapitel 7 wollen wir diese hier
allgemein vorstellen. Besteht ein System aus einem diagonalen Anteil Hy und einem

(kleinen) nichtdiagonalen Stéroperator W,

H = Hy+ Wy (2.26)

so kann in der Entwicklung (2.25) fiir H durch eine geeignete Wahl der Transforma-

tion das Verschwinden der ersten Ordnung in |W,4| verursacht werden,

[Ho, S]=—Wha (2.27)

Dies nennt man die Frohlich-Bedingung.
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2.3 Die Fulton-Gouterman-Transformation

Wie bereits erwahnt, ist die optimale Ausnutzung der Symmetrie der Schliissel zum
Verstandnis der Wirkungsweise der FGT. Die im Dimer-Modell enthaltene Symmetrie
ist die Inversionssymmetrie. Die Basisfunktionen der beiden irreduziblen Darstellun-
gen dieser Gruppe sind je einer Paritidt p = +1 zugeordnet. Der unitdre Operator,
mit dem man die Transformation von FULTON und GOUTERMAN beschreiben kann

[49], lautet:

Ura= 7 S 10+ 0l ) (o (2.28)
Ube = > 19} (¢-+prl R) (2.20)

Dabei bezeichnet p = +1 die Paritét der Gesamt-Wellenfunktion und |p) = |£1) die
zwei ,,nackten“ Elektronen-Orbitale im transformierten Bild.

Die Transformationseigenschaften der fundamentalen Operatoren sind:

Tre: Q=Q_|p) (—pl (2.30)
Trc: P=PY ) (] 2.31)
Tro: Q=@ 2.32)
Tpg : P*=P? (2.33)
Tra: In) rl = 5 S0 ) (2:39)
Tra: ) 1= 5 1) 0 (2.35)
Tra : Ir) 1l =5 S0/ 1) @ RV (2:36)
Trc + ) (= 5 S0 lp) (| R 2.7

pp’

Die Anwendung der FGT auf den Hamiltonoperator des Dimer-Modells ergibt den

transformierten Hamiltonoperator
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Tre: H = ULcHUrc = Y H{ |p) (p] (2.38)

p==+1

Der sogenannte ,, FG-Hamiltonoperator* Hfu% hat dabei die Form

1
HE =0 [5 (P°+@Q—1)+DQ — pTR(ph>] (2.39)

und ist ein rein phononischer Operator. Da der transformierte Hamiltonoperator
(2.38) diagonal beziiglich des elektronischen Unterraumes ist, reduziert sich das Ge-
samtproblem auf ein rein phononisches, welches durch die als ,,FG-Gleichungen® be-

zeichneten Gleichungen

HE 6P(Q)) = EP |61 (Q)) (2.40)

gegeben ist. Die Gesamt-Eigenfunktionen des transformierten Bildes haben die ein-

fache Produktform

[P = |p) [¢P) (241)

Mittels der Riicktransformation erhilt man daraus die Gesamt-Wellenfunktionen des

Originalbildes

1
V2
wobei ‘¢£Lp)(Q)> die Losungen der FG-Gleichungen (2.40) sind. Diese Wellenfunk-

WP = Ura |0P) = —= [I1) +pr) R*] |sP(Q)) (2.42)

tionen hétte man genauso mithilfe der Wigner-Formel aus der Gruppentheorie er-
halten konnen. Wie wir spéter sehen werden, dient die Wigner-Formel als Schliissel
fiir die Aufstellung des unitdren Operators der auf Abelsche Systeme verallgemei-
nerten FGT, der GFGT. Es soll an dieser Stelle nur erwéhnt werden, dass die FG-
Gleichungen fiir das two-site model bereits oft behandelt wurden. Eine analytische Be-
handlung ist jedoch nur ndherungsweise moglich. Numerisch ist die Behandlung belie-

big genau durchfithrbar. Dabei entdeckte man zwei qualitativ unterschiedliche Arten
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von Eigenzustdnden ‘¢£Lp)(Q)>, namlich die normalen (verbreiterten) (normal states)
und die sogenannten ,exotischen* Zustdnde (squeezed states oder exotic states), in
denen die Phononen-Wellenfunktionen stark komprimiert sind. Fiir weitere Details

verweisen wir auf die entsprechenden Verdffentlichungen [37, 45].

2.4 Antagonistische physikalische Tendenzen in den
FG-Gleichungen

In diesem Abschnitt wollen wir kurz die physikalischen Aspekte, welche in den FG-
Gleichungen enthalten sind, illustrieren. Diese antagonistischen Tendenzen findet
man jedoch nicht nur beim Dimer-Modell, sondern ebenso bei allen gekoppelten
Elektron-Phonon-Systemen. Bei ausgedehnten Systemen wird der Spiegeloperator
durch einen Transferoperator ersetzt.

Der FG-Hamiltonoperator (2.39),

1
HE, = Q|5 (P +Q* —1) = pTR™ + DQ| (2.43)

bestimmt die FG-Gleichungen

HE[6P(Q)) = EP |¢P(Q)) (2.44)
Die sich entgegenwirkenden Einfliisse des Kopplungs- und des von dem elektronischen
Transferterm herrithrenden Spiegel- bzw. Transferterms in den FG-Gleichungen las-
sen sich einfach deuten: wihrend der Spiegel- bzw. Transferterm (vorletzter Term
in (2.43)) versucht, das Elektron zu delokalisieren (eine Spiegelung oder Translati-
on des Elektrons stellt eine Bewegung und damit eine Delokalisierung des Elektrons
dar), fithrt die Kopplung (letzter Term in (2.43)) zu einer Lokalisierung des Elektrons
(durch statische Gitterdeformation (Polaroneneffekt) wird das Elektron preferentiell

in einem der beiden Orbitale fixiert und kann nur schwer ins andere Orbital tunneln).
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Die Kombination dieser entgegengesetzten Tendenzen kann sich fiir verschiedene
Energiebereiche unterschiedlich auswirken. Eine gute Methode, um sédmtliche Eigen-
funktionen von (2.44) mithilfe moglichst weniger Parameter addquat zu erfassen,
stellt die Konstruktion von Versuchswellenfunktionen mithilfe phononischer unitérer

Transformationen dar,

9051, (@) = U(Q. P)[67(@Q) (245
mit U = U~!, wobei ‘¢£Lp70)(62)> als Eigenfunktionen des ungestérten FG-Hamil-
tonoperators Hp, gewahlt werden konnen. Die Parameter in den gewéhlten unitéren
Transformations-Operatoren U(Q), P) konnen etwa durch Minimalisierung der Grund-
zustandsenergie festgelegt werden. In der beschriebenen Methode bewirken die uni-
taren Operatoren U(Q, P) Drehungen der vollstindigen Orthonormalbasis der Ei-
genfunktionen von H,,. Dadurch bilden auch die gedrehten Wellenfunktionen eine

vollstandige Orthonormalbasis.

Den beiden antagonistischen Tendenzen entsprechend kann man nun eine Produkt-
transformation zur Konstruktion der geeigneten Versuchswellenfunktionen heranzie-
hen. Bisher wurde in der Literatur einerseits eine Kombinationen aus einer Verschieb-
ungs- und einer (Anti-)Squeezing-Transformation und andererseits eine Kombination
einer Verschiebungs- mit einer reflektiven Transformation (i.e. eine Transformation
mit reflektiven Elementen) verwendet. Wir wollen in dieser Arbeit die letztere Kom-
bination betrachten. Die reflektive Transformation wird dabei der Delokalisierung ge-
recht, wihrend die Verschiebungs-Transformation der Lokalisierung Rechnung trigt.
Letzteres ist verstédndlich, wenn man bedenkt, dass der lineare Term in der Phononen-
Koordinate () im Hamiltonoperator (2.1) (also der Kopplungsterm, welcher eine Lo-
kalisierung bewirkt) eine Verschiebung der Gleichgewichtslage der entsprechenden
Phononenfunktionen bewirkt. Fiir die oben erwahnten ,,exotischen“ Zustdnde erweist
sich jedoch die Kombination einer Verschiebungs- und Squeezing-Transformation als

giinstiger [37], [45]. Eine detaillierte Betrachtung der Vorgehensweise findet man in
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Kapitel 7.

2.5 Exponentielle Formulierungen der FGT

Die exponentielle Formulierung einer unitidren Transformation bietet verschiedene
Vorteile. Zum einen ist die Unitaritit der Transformation leicht durch die Uber-
priifung der Antihermitizitdt des Exponenten zu zeigen. Zum anderen bildet die ex-
ponentielle Form eines unitdren Operators den besten Ausgangspunkt, um zu Mehr-
Teilchen-Operatoren zu gelangen. Ein weiterer nicht zu unterschétzender Vorteil der
exponentiellen Form ist die Moglichkeit der Verwendung der Transformationsentwick-
lung (2.25). Darin kann eventuell die einzige Moglichkeit bestehen, eine bestimmte
Transformation iiberhaupt durchzufiithren. Hinzukommende Vorteile exponentieller
Formulierungen sind die dsthetisch ansprechenderen Formen und die generell einfa-
chere Handhabung der vorliegenden Ausdriicke, vor allem bei komplexen Exponenten.
Es verwundert daher nicht, dass bereits einige Versuche unternommen wurden, ei-
ne exponentielle Form der FGT zu finden. So wurde etwa von WAGNER 1984 eine

alternative Transformation der Form

U=e, S= i%(|l> (r| + |r) (I|)R@" (2.46)

angegeben (siehe [56]). Mit dieser Transformation gelingt eine Diagonalisierung des
Dimer-Modells (2.1) beziiglich des elektronischen Unterraumes ebenso wie mit der
FGT. Die Losungen der verbleibenden phononischen Gleichungen sind dabei jedoch
anders geordnet, als die der originalen FG-Gleichungen (2.40). Es wurde bisher also
nur eine Alternative zur FGT in exponentieller Form angegeben. Eine exponentielle
Form der originalen FGT und auch der auf ausgedehnte Systeme erweiterten Form
der FGT (welche wir im néchsten Kapitel vorstellen werden) beschreiben wir im

folgenden Hauptteil der Arbeit.



Kapitel 3

Die Mehrband-Formulierung der
GFGT (MFGT)

Der Inhalt dieses Abschnitts stellt den zentralen Teil dieser Arbeit dar und ist
zum Teil bereits verdffentlicht (siehe [57]). Die originale FGT ist auf das Dimer-
Modell zugeschnitten. Eine Ubertragung des erfolgreichen Konzepts von FULTON
und GOUTERMAN auf ausgedehnte Systeme, denen eine abelsche Symmetrie zugrun-
de liegt, wurde bereits vorgenommen [49]. Die entsprechende unitire Transformation
nennen wir , verallgemeinerte Fulton-Gouterman-Transformation (generalized FGT,
GFGT). Fiir diese Verallgemeinerung der FGT lieferte die Gruppentheorie den theo-
retischen Hintergrund. Wir verweisen auf die géngigen gruppentheoretischen Stan-

dardwerke [52], [53], [54] oder auf das kiirzlich erschienene Buch von WAGNER [55].

Wir wollen nun die GFGT fiir Systeme mit mehreren elektronischen Bandern formu-
lieren. Die entsprechende unitére Transformation nennen wir , Mehrband-Formulier-
ung der Fulton-Gouterman-Transformation“ (MFGT). Anschlieend werden wir die
MFGT fiir den wichtigsten Unterfall abelscher Symmetrie, die Translationssymmetrie
(oder zyklische Symmetrie) gesondert formulieren und hierbei auch eine exponentielle

Form der MFGT présentieren. Im folgenden Kapitel werden wir dann anhand eines

27
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archetypischen Hamiltonoperators die Wirkungsweise der MFGT demonstrieren.

Wir betrachten eine (N + 1)-dimensionale Gruppe G (NN geradzahlig) mit den N + 1
Symmetrieoperatoren R,, r = 0,+£1, ..., i%. Es soll sich um eine abelsche Gruppe

handeln; daher vertauschen die Symmetrieelemente untereinander,

R,R, = Ry R, (3.1)

Die N + 1 irreduziblen Darstellungen I', ' = 0,+1, ..., j:%, der Gruppe G sind
eindimensional. Der Charakter der irreduziblen Darsteung I' zum Symmetrieelement
R, wird mit x (T, ) bezeichnet, wobei | x(I', 7)| = 1 ist. Das Einselement I der Gruppe
ist gegeben durch I = Ry. Der dazugehorige Charakter hat den Wert Eins, x (I, 0) =

1. Ferner gelten die Beziehungen

N
(R)"'=(R) € {Rs|5 — 0,41, ... i;} (3.2)
X'(T, By)=x"(T,r) = x(T, (R,) ) (3:3)
Als vollstéandige, normierte, orthogonale elektronische Basis verwenden wir ge-

schlossene irreduzible Folgen {|I', \)} deren Elemente |I', \) neben der gruppentheo-

retischen Indizierung I' noch eine Bandindizierung A\ aufweisen, so dass gilt:

(T, AT, N) =8 - S (3.4)

ST, ) (DA =1 (3.5)
1NN

I() ist der Einsoperator im elektronischen Unterraum.
Die Symmetrieoperatoren R, kénnen, wie in (2.8), als Produkt der im elektronischen

und phononischen Unterraum wirkenden Teile geschrieben werden,

R, = R . R(Ph) (3.6)
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Per Definition haben die abelschen Basisfunktionen die Transformationseigenschaften

R D, A) =x(T,r) [T, \) (3.7)

und entsprechend

(DAL (BED)T = (0, r) (T, A (3.8)

Aus den Folgen der irreduziblen Basen leiten wir eine diskrete elektronische Basis im
Ortsraum ab, die sogenannte ,, Wannier-Basis“ {|r, A),, }, die ebenfalls eine vollstandi-

ge, normierte orthogonale Basis darstellt,

1
VN +1

|T> )\>W = ;X(F> T) |F> )‘> (3'9)

Die Umkehrung lautet

T, A) = \/72)( (L) |, Ay (3.10)

Mithilfe der Definition (3.9) 148t sich die gesammte einem Band X zugehérige Wannier-
Basis aus einer einzigen (beliebigen) Basisfunktion des Bandes durch Anwendung der

Gruppenelemente R, erzeugen,

I, ), = R [0, \),, (3.11)
(r, Ay = (0, Al (R (3.12)

Fiir den Phononenraum nehmen wir an, dass nur eine einzige irreduzible Folge von

kanonisch konjugierten Koordinatenpaaren {Qr, Pr} auftritt, so dass gilt:
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R Qpr=x(T,r) QrR®" (3.13)
R P = x*(T',r) Pr R (3.14)
RPVD({Qr}) = ({x(T,r) Qr}) R (3.15)

Natiirlich kénnten wir auch bei den Phononen verschiedene irreduzible Zweige be-
trachten (wozu wir dann einen weiteren Bandindex p einfithren miissten), aber um
die Notation nicht unnétig aufzubldhen, verzichten wir darauf. Weiterhin fithren wir
Wannier-artige kanonische Variablen ein, die mit den Normalkoordinaten in folgen-

dem Zusammenhang stehen:

1
= ZF:X(R r) Qr (3.16)

1
P.= \/N—HZF:(X(RT))

* Pr (3.17)

All dies bildet den nétigen Hintergrund fiir die elektronische Mehrband-Formulierung

der GFGT, deren Transformationsoperator nun angegeben werden kann,

Uara = (T, 7)|r, \),, (T, \| R?PM 3.18
GFG — \/WZX | > < | T ( )

Ubpe = \/LZX (T, ) [T, A) (r, AL, (RPM)T (3.19)

Wir stellen fest, dass der GFG-Operator in einer gemischt projizierten Form an-
gegeben ist und damit sowohl Wannier-Funktionen |r, ), als auch irreduzible Ba-
sisfunktionen |I'; \) enthélt. Trotzdem ist es im Hinblick auf spétere Diskussionen
von Nutzen, Ugpg auch in der ausschlieBlich Wannier-projizierten und der aussch-
lieslich Bloch-projizierten Form zu schreiben. Dies ergibt sich unter Benutzung der

Gleichungen (3.9) und (3.10),
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Uara =Y |1, Ay (1 Al RV (3.20)
A
Ubpa=>_1r, Al (r, Al (R (3.21)
A
und
Ugrc = (N+ 0 SN TN (T, ) x(T, ) [T, A) (T, A| R®M (3.22)
r IV
!
Ulpe = N+ 0 D2 X ) [T, ) (T, A (RPM) (3.23)
r IV

Die fundamentalen Transformationseigenschaften sind

1
Usra lr: My = 7o X(Tr) [ AN (REV)! (3.24)
= [r, A),, (RPM)T (3.25)
1
o Uare = (T, r) (T, \| R®M 3.26
<T |W GFG \/m ;X ( T) < | T ( )
= (r, A|,, R?" (3.27)
Tere |T> )\>W <T/> N |W = UEJFG |T> )\>W <T/> N |W Ucra (3'28)
1
X () x (L) [T A) (T X
(N +1) ;
x (Rﬁpm) R®M (3.29)
= [r, )y, (', X, (RPM)TREY (3.30)
1
Torc : Qr= X (0, ) (T ) x (1, )
V1) 2.0
x I, X> (F”, X| Qr (3.31)
Z (T, r)Qr |1, A)y,, (1, Al (3.32)
A
TGFG : Qr \/73 Z Z X F T F” )X(F>T)X(F/>T/)
/>\/1“1“/ 1“//

x [, M) (I, N @r (3.33)
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—ZZX (L, )x (T, r)Qr |7, Ay, (7, AL, (3.34)

/AF

Tere : FP(Q, P) = DD X r)x(T,r) T, A) (I, A

N+1

r, IV
X(R(ph))TF(ph (Q, p)R(ph) (3.35)
=", Ay (1, A, (REP)T F®P(Q, P) RPM) (3.36)

wobei wir an die Transformation eines Operators A,

TGFG A= (ngg)TA UGFG (337)

erinnern wollen.



Kapitel 4

Anwendungen der MFGT

4.1 Anwendung der MFGT auf einen allgemeinen
Hamiltonoperator

Wir betrachten die Anwendung der MFGT auf einen allgemein gehaltenen Hamil-

tonoperator H, der jedoch abelscher Symmetrie unterworfen sein soll,

R,H = HR, (4.1)

Somit kann H geschrieben werden als

H=Y"RHR,)", R,=RFDRM (4.2)
mit
H= Z 10, A),,, (s, X|,, h" (s, \N; Q, P) (4.3)
AA/
—Z 10, A),, (0, X'],,, (RENTAPM (s AN Q, P) (4.4)

>\,>\/
Der Hamiltonoperator A" (s, A\X'; Q, P), der nur im phononischen Unterraum wirkt,

kann dabei beliebig gewédhlt werden, wobei fiir den Mehrband-Fall

33
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hPM (s, AN Q, P) £ 0 fiir A # X (4.5)

gelten muss. Die Anwendung der MFGT auf H ergibt

TMFG : HEU]J(/[FG H UMFG (46)

=" SO0 A (D N RPN (s, AN Q, P) x*(T', ) RP™M(Q, P)  (4.7)

AN

wobei wir die Orthonormalitétsrelation fiir die abelschen Charaktere (I, r),

T SO )X ) = (45)
T SO () = e (49)

verwendet haben. Der elektronische Projektor in Ausdruck (4.7) fiir den transfor-
mierten Hamiltonoperator, gebildet aus den irreduziblen Basisfunktionen |I', ), ist
offensichtlich diagonal beziiglich des Indexes I' der irreduziblen Darstellung in den
elektronischen Basisfunktionen |I'\). Dadurch koénnen die Eigenfunktionen des trans-

formierten Bildes in der Form

Turg: 0 =0 =300 0TV (Q) (4.10)
A

geschrieben werden. Eingesetzt in die zum Hamiltonoperator (4.7) gehérende Schro-

dinger-Gleichung ergeben sich somit die verallgemeinerten FG-Gleichungen

> HN(Q. P)RI(Q)=ED 2™ (Q) (+11)
;

mit

HY(Q, P) =3 x*(T, s)h®") (s, \X; Q, P) R"M(Q, P) (4.12)
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E(® sind die zu den Phononenfunktionen <I>(F’\)(Q) gehdrenden Energieeigenwerte.
Die FG-Gleichungen sind die rein phononischen Bestimmungsgleichungen fiir die
Phononen-Wellenfunktionen ®™)(Q). Wie in Gleichung (4.11) zu erkennen ist, han-
delt es sich dabei um eine Matrix-Differentialgleichung mit der AX'-Matrix H /(\1:\2 (Q, P)
und den A-Komponenten der Spaltenvektoren ®T™(Q) (die in H /(\lj\z(Q,P) enthal-
tenen Operatoren bewirken Differentiationen und Translationen der Wellenfunktio-
nen @ (Q)). Fiir den Fall, dass die Band-Band-Kopplungsterme (N # \) ver-
nachléssigt werden, erhalten wir sogar nur eine einzige Schrédinger-Gleichung im
Phononen-Unterraum, die nur durch die irreduzible Darstellung I' und den elektro-
nischen Bandindex X charakterisiert ist. Dann erhilt man mit A®") (s, A\N; Q, P) =0
fiir A £ N

S XI5, 00) RP(Q, P) @™V (Q)=ENe™(Q) (4.13)

Dies entspricht einer Reduktion auf den Ein-Band-Formalismus.
Ergénzend bemerken wir, dass, wenn wir den rein elektronischen Anteil des Hamil-

tonoperators (4.3) betrachten (Cs xx ist eine Konstante),

H(d) = Z |0, )\>W <S, X|W Cs7>\>\/ (4.14)
k,sk/
wir folgendes finden:

Hy=Y R.HYR! (4.15)
=" Copn |, A, (7, X, (RED)T (4.16)

AN
= Z |F> )‘> <F> )\/| CS,AX (X(F7 S))* (417)

s, I

AN

Die Anwendung der MFGT fiihrt dann zu
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Tarre s Ha =) [T, ) (T, X] Coax (x(T, 8)) REV(Q, P). (4.18)
WY

Dies verdeutlicht, dass mittels der Operatoren RP"(Q, P) die rein elektronische Na-
tur im transformierten Bild verloren geht, wenn man elektronische off-site-Wech-
selwirkung hat (R, # Rp). Dies ist bereits in Gleichung (3.28) ersichtlich, wo die
Transformation elektronischer Projektoren mit phononischen Faktoren (Transfer-
Operatoren im Phononenraum) behaftet ist. Wird die elektronische Basis {|T'A) } als
Eigenbasis des elektronischen Teils des Hamiltonoperators zum jeweiligen Eigenwert

E(D(T\) gewihlt, so gilt Csanv = Csx0an, und damit

H, = Z ECD(DX)|TA) (TA| (4.19)
EE(T)) Z Cox(x (4.20)

Die Umkehrung des letzten Ausdrucks mithilfe der Orthogonalitétsrelation der Cha-
raktere (4.8) fithrt zu

(T, s)E“)(T 4.21
Csx = N+1ZX s) B (T'A) (4.21)

Setzen wir dies in (4.18) ein, so ergibt sich schlieflich

1
T CHy =S T\ (DN —— L, $))*x(I", $)ECO(T N RPM (Q, P
MFG 1 FZ)\|> ><7 |N+11-Z78(X(78))X( 73) ( ; ) s (Q> )
(4.22)
Damit beenden wir diesen sehr theoretischen Abschnitt und kommen nun zu der

wichtigen Anwendung der MFGT in translationssymmetrischen Systemen.
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4.2 Die MFGT in translationssymmetrischen Sy-
stemen

Eine der einfachsten abelschen Gruppen ist die eindimensionale, zyklisch geschlossene
Translationsgruppe, die eigentliche ,,zyklische Gruppe“. Die reine dreidimensionale
Translationsgruppe kommt in der Natur nur dort vor, wo keine zuséitzliche Punkt-
symmetrie vorhanden ist, also de facto nur bei der triklinen Kristallklasse C;. An-
sonsten ist jedoch ein Kristall durch eine Raumgruppe G gekennzeichnet, die neben
den translatorischen Elementen auch Punktgruppenelemente enthélt. Wir wollen hier
jedoch auf diese “innere Struktur® verzichten. Fiir weitere Details verweisen wir auf
das umfassende Buch iiber gruppentheoretische Methoden in der Physik von WAG-
NER [35].

Die zyklische Translationsgruppe lafit sich zu einer dreidimensionalen, zyklisch ge-
schlossenen Translationsgruppe eines kubisch primitiven Gitters verallgemeinern, in-
dem man periodische Randbedingungen wahlt. Dazu bilden wir eine Produktgruppe
aus drei eindimensionalen, zyklisch geschlossenen Translationsgruppen.

Wegen ihrer besonderen Bedeutung in der Festkorperphysik wollen wir an dieser
Stelle die MFGT in allen Details fiir dreidimensionale kubische zyklische Systeme
gesondert besprechen. Dazu betrachten wir eine in den drei rdumlichen Dimensio-
nen wirkende Translationsgruppe, deren Symmetrieelmenete R,, als Produkt dreier

eindimensional wirkender Translationsoperatoren geschrieben werden kénnen,

N
Run = Ron, Ron, R, , ;= a (0, I i5> (4.23)
dabei ist a der Gitterabstand, und der Index j steht fiir die drei rdumlichen Achsen
x,y, z des kubischen Gitters. In diesem Fall kénnen wir die Bloch-Notation fiir die
irreduziblen Darstellungen verwenden,

= ( ) = 72 =0,+£1 :E—N (4 24)
zy Yy> Yz ) » j Kj, j ; PREES) .
q. q Qy q q] a(N 1) y) K/] 2
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Die Charaktere sind gegeben durch

x(q, m) = e~am™ (4.25)

Die irreduziblen elektronischen Basisfunktionen sind Bloch-Funktionen

IT, ) = |g\) = e Tu(g);T) (4.26)

wobei u(qA;r) in r periodisch ist,

R - u(qh;r) = u(qh;r —m) = u(g\; ) (4.27)

Mit Gleichung (4.25) ergibt sich

Ry |a\) = e |g\) (4.28)

Angewendet auf eine beliebige rdumliche Funktion haben die Translationselemente

die folgende Eigenschaft:

Ry f(r) = f(r —m)R (4.29)

Die elektronischen Operatoren kénnen daher in der Form

R = exp [%mp] (4.30)

geschrieben werden. p = AV ist dabei der elektronische Impuls. Wir fithren nun
die einfachste Wannier-Komplementér-Basis {|m\),, } zu der Bloch-Basis {|q\)} ein.

Der Zusammenhang der beiden Basen ist

m\), — W T i ) (4.31)
4 = e S ) (4.32)

Sowohl die Wannier- als auch die Bloch-Funktionen bilden orthonormale Basen,
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> laX) (gA| =1t (4.33)
3 ImA) (mA| =1 (4.34)

wobei I(®) der Einsoperator im elektronischen Unterraum ist.

Im phononischen Unterraum haben wir in Analogie zu (4.31) Wannier-Partner Qm

und P zu den phononischen Bloch Koordinaten ()q und F,

1 .
Qm=———=52_¢ ™Qq (4.35)
(N +1)32 4
1 .
Po= s 3 €M P, (4.36)
(N+1)32 %
Die Umkehrung lautet
1 iqm
1 —igqm
qumze a Pm (438)

Der phononische Teil der Translationsoperatoren, angewandt auf die phononischen

Operatoren ergibt

REVQu= QnimRE (4.39)
RPW P = Py RV (4.40)
RPMQ, = e~ amQ RPH (4.41)
RPW p, = ¢iam p. R(PH) (4.42)

Héufig ist es von Vorteil, die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren bg und bq zu

verwenden. Diese hédngen mit den phononischen Normalkoordinaten iiber



KAPITEL 4. ANWENDUNGEN DER MFGT 40

b=\ D 14

e P, (4.43)

zusammen. Umgekehrt lassen sich die Normalkoordinaten durch bg und b aus-

driicken:

Qa3 -+ 1) = QL (4.44)

P,= 1,/71@2( )(b —bly) =Pl (4.45)

Die Wirkung der Translationsoperatoren auf die Vernichtungsoperatoren ist dann

durch (siehe Gleichungen (4.41,4.42))

RPRp, = eiamp, R(Ph) (4.46)

gegeben. Fiir die hier behandelten Systeme zyklischer Symmetrie &8t sich der pho-

nonische Teil der Translationsoperatoren R%" in exponentieller Form schreiben:

Rggh) 2 oxp ﬁm%q(QqPq + Pqu)] 9 oxp l—z’m§qbgbql (4.47)

Damit und mit (4.25) nimmt der MFG-Operator (3.18) die folgende einfache Wannier-

Form an:

1
Unmrg =exp on mq |m)\>w (m)\|W (QaPq + PqQq) (4.48)
i mM\,q
=exp |—i »_ mq|mM\), (mA|, b bq (4.49)
i mM\,q

Die exponentielle Form des unitéren Operators (4.48) ist der Ausgangspunkt fiir die
Behandlung von Mehr-Teilchen-Systemen. Dieser Zusammenhang wird in Abschnitt

6.4 noch eingehender behandelt werden.
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Fiir die praktische Anwendung ist sowohl die gemischt projektive Formulierung (3.18)

des MFGT-Operators,

1

Unrc = 375 am mA), (g REY 4.
MG = (N ¥ 1)32 n%:qe mA), (A By (4.50)
die reine Bloch-Projektion,
1 e
UnmrG = ————— '™ g \) (qA| REY 4.51
MFG (N +1) m;q/ [a'A) (aA| R, ( )
sowie die reine Wannier-Projektion,
Unmrc = Z [mA), (mAJ, REY (4.52)

m\

von groBem Nutzen. REM ist bereits in (4.47) definiert worden. Die fundamentalen
Transformationseigenschaften konnen nach (3.24) bis (3.33) in der der zyklischen

Symmetrie entsprechenden Form angegeben werden:

1 —iqm
Ulrpe ImX), = R S e ) (REM)T = [m)\), (REM) (4.53)
q
1 iqm
Ulrre laN) = N1 > m), (RE)T (4.54)
Tyurc: Qq=Y_ €™Qq|mA), (m\|, (4.55)
m\
Tyurc : Pa=)_ e "™ Py|m)), (m\|, (4.56)
m\
1 I
n\,qq’
1 I
Tyvrc : Pom= NP S el amp L ig'N) (g (4.58)
n\,qq’

4.3 Der Ein-Band-Fall

Wegen ihrer praktischen Bedeutung und ihrer iibersichtlichen, klaren Notation wol-

len wir an dieser Stelle die wichtigsten Transformations-Formeln fiir die GFGT (siehe
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[49]), also der verallgemeinerten Ein-Band-Fulton-Gouterman-Transformation ange-
ben. Diese ergeben sich als Spezialfall aus den voranstehenden Formeln.

Der GFGT-Operator lautet in der gemischt projektiven Formulierung

1

Ucrc = 7(]\[ ST > €™ |m), (q| R(Ph) (4.59)
m7q
in der reinen Bloch-Projektion
1
Ucrc = (N—i— E Z Haam ) {al Rﬁﬁh) (4.60)

m,qq’
und in der reinen Wannier-Projektion
Ugra =y |m),, (m|, REY (4.61)

Dabei sind |m),, und |q) die Ein-Band-Wannier- und Ein-Band-Bloch-Basisfunktionen.

Die fundamentalen Transformationseigenschaften lauten

Uk ), = (e S ) (RE)' = mi, (RE) (4.62)

Ubee | = (e €™ I () (1.63)

Tara : Q=3 €™ Qq m),, (ml, (4.69)

Tarc: Pa=3 e—iqmpq m), (m, (4.65)

Tora + Qm= (s 3 Q) (4.66)
n,qq’

Tarc : Pu= g 32 €™ Puca ) (1.67)

n,qq’
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4.4 Anwendung der MFGT auf einen archetypi-
schen Elektron-Phonon-Hamiltonoperator

Um die Wirkungsweise der MFGT mit allen Vorziigen ihrer Verallgemeinerungen be-
obachten zu konnen, wollen wir in diesem Abschnitt einen archetypischen Elektron-
Phonon-Hamiltonoperator einfithren, welcher eine translationsinvariante Symmetrie
beinhaltet. Unter der Anwendung der MFGT wird dieser Hamiltonoperator in ei-
ne ,nahezu“ diagonale Gestalt beziiglich des elektronischen Unterraumes gebracht
werden. Der berithmte Frohlich-Hamiltonoperator [5] ist dabei als Spezialfall in dem
prasentierten Hamiltonoperator enthalten.

Der Hamiltonoperator besteht aus vier Teilen,

H=H,+ Hep + th + Hunn (468)

Wir nehmen an, dass wir mehr als ein einziges Atom/Ion (Index s, Masse M;, Gleich-
gewichtsposition m + d) in jeder Elementarzelle m haben. Diese Atome/Ionen er-
zeugen jeweils ein Potential V;(r —m —d, — §d{™) fiir das betrachtete Elektron, mit

der momentanen Auslenkung

1
6dgm) = \/ﬁ Z €j Qmsj (469)
s J

aus der Ruhelage, wobei e; der kartesische Einheitsvektor in j-Richtung und Qms;
die j-te Komponente der massenreduzierten kartesischen Auslenkung des Rumpfes s
in der Einheitszelle m aus seiner jeweiligen Gleichgewichtsposition m + d ist. Die
massenreduzierten kartesischen Auslenkungen (Jms; entsprechen den in den voran-
gegangenen Abschnitten verwendeten lokalen Phononenkoordinaten Qy,, sind jedoch
gegeniiber letzteren um den kartesischen Index 7 und um den Positionsindex s er-

weitert. Damit erhalten wir einen Hamiltonoperator der folgenden Form:
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Hy+ H.,= +ZV — (m+d; + \/_ZeJ Qms;)) (4.70)
p2
= —1—;1@(1' —m —dy) (4.71)

+Z\/—8QmSJeJVV( —m—d,) +0(Q)

Es stellt sich haufig als Vorteil heraus, die Fourier-transformierte Form des Potentials
V.(q, G) zu verwenden. Da die riumliche Koordinate r kontinuierlich ist, benétigen
wir eine unendliche Anzahl von k(= q+G)-Vektoren, um das System im Fourierraum
vollstandig beschreiben zu konnen. q definiert die erlaubten k-Vektoren der ersten

Brillouin Zone, wihrend G einen reziproken Gittervektor darstellt.

N 1 d3r _ v
Ve, G)= s [ @ O, V=V e @)
174
1 . .
Vi(r)= ———= Y @9V (q, G) (4.73)
(N 1+ 1) ch:;

Dabei wurde q bereits durch (4.24) und G wird durch

G =(G,,G,,G.), Gj=212 v, =0,4£1,..., 00 (4.74)
a
definiert. Der rein elektronische Hamiltonoperator lautet

2

P
Ha =5 - —i—;Vs(r—m—ds) (4.75)

und der Elektron-Phonon-Kopplungs-Term

=5 O Ot (a(q ) @+ @) (470
xVi(a, G) Q(—a, 1) + O(Q%)
=33 €y (q, G, 1) Q(—q, 1) + O(Q?) (4.77)

q,G 1
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mit

v(q,G,p) =iy ﬁ e D (e (—q,p) - (a+ G)) Vi(a, G) (4.78)

wobei p der Index des jeweiligen Phononen-Zweigs ist. Wir haben die phononischen
Normalkoordinaten @Q(q, 1) und die Polarisations-Vektoren e(q, i) (j-te kartesische
Komponente €4;(q, pt)) eingefiihrt,

1 * iqm .
Qq, ) = m Z (esj(a, 1)) Qms; (4.79)

(4.80)

. —igqm
Qmsy \/(]VT Z 68] q, Q(q> ,U,)

Bisher haben wir angenommen, dass die Wechselwirkung des Elektrons mit jedem
einzelnen Gitteratom iiber ein Potential V;(r) beschrieben werden kann. Fiir den Fall
optischer Phononen muss die Herleitung allerdings etwas modifiziert werden, um den
langreichweitigen Reaktionskriften Rechnung zu tragen, welche aus den momenta-
nen elektronischen Schalendeformationen resultieren. Dies gilt insbesondere fiir reine
Ionen-Kristalle. Es muss daher eine Polariton-Bildung beriicksichtigt werden, wie sie
in den wohlbekannten Verdffentlichungen von HUANG [58] und von HOPFIELD [59)
beschrieben ist. Es zeigt sich jedoch, dass auch in diesem Fall wiederum die struktu-
relle Form (4.77) entsteht, obwohl nun v(q, G, ) nicht mehr die spezielle, in (4.78)
angegebene Form hat. In Dielektrika und Halbleitern erweist sich die Kopplung an
die longitudinal optischen Moden (Abkiirzung: lo) als am stiarksten. FROHLICH [5]
beschrénkte sich auf die Betrachtung dieser Kopplung. Dies fithrt dann zu der ver-

einfachten Kopplungsfunktion

0(@,G) = v(q Gop = i) =i 3" ﬁv

X (68(_q> ,U/lo) ’ (q + G)) ‘A/s(q? G)

e~ HatG)d, (4.81)
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wobei gegeniiber Frohlich (G = 0) noch die ,,Umklapp-Terme*“ (G # 0) mitgenom-
men wurden. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns weiterhin ebenfalls auf die
Betrachtung der lo-Moden und schreiben Qq = Q(q, fu,). Weiterhin vernachléssigen
wir Terme zweiter und hoherer Ordnung in den Phononenkoordinaten. Der Elektron-

Phonon-Kopplungsterm (4.77) kann in zwei Teile aufgespalten werden,

He, = HY + HY) (4.82)

Dabei steht He(év ) (G = 0) fiir die sogenannten ,,Normal-Prozesse*,

HY) = Y6 (g, G = 0) Q_q (4.83)
q

wahrend He(g ) (G # 0) die sogenannten ,, Umklapp-Prozesse“ reprisentiert,

He(g): > Aty (q, G) Q_q (4.84)
q,G#0

Der Phononen-Hamiltonoperator beinhaltet den harmonischen Anteil

Hy = 5 3 [PLPy + 2(a)’Q4Q4] = W0 (tta + S s

q

und den niedrigsten anharmonischen Term

Hun= Y K& ,04QqQq 6(a+d +q" —G) (4.86)

a,9,9",G

wobei §(q) das dreidimensionale Kronecker-Delta darstellt.
Als elektronische Basis fiir unsere weiteren Berechnungen wéhlen wir eine Eigenbasis

von H,,

Ha g\ = E“(q, ) [g\) (4.87)

Der transformierte elektronische Hamiltonoperator ist durch Gleichung (4.22) gege-

ben,
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TMFG : Hel = Z |q> )\ q7 )‘| h(MFG (q> )‘) (488)
qA
mit
1
h(MFG)(Cb A) = (N+ 1)3 Z i(a—q’ mE(el)(q \) R(ph (Q, P) (4.89)
= Y EE( q,)\ (q— qd-G — Zq”bq//bq//) (4.90)
q/,G/ q//

wobei EV(q, \) aus Gleichung (4.87) als Phononenoperator eingefiihrt worden ist.
Die Umformung von Gleichung (4.89) nach (4.90) ldsst sich dadurch rechtfertigen,
dass bgbq in der Wirkung auf einen Phononen-Eigenzustand eine ganze Zahl erzeugt.
Néheres ist in Anhang A zu finden. Mithilfe der in (4.61) gegebenen MFGT trans-

formieren wir auch die verbleibenden Teile des betrachteten Hamiltonoperators:

Tvre - HS) = 7 |a, A) (@, X[ RGN (q, AX) (4.91)
q, A\
mit
hg\)/[FG, N)(q7 )\)\/) _ Z U(q/, G = 0) eiqn <O)\|W eiq/r |n)\/>WQ—q/R§Dh) (4.92)
n,q
1 "
G = 0)¢ilada")n 4.93
(N F1)3 Z Z/ q, Je (4.93)
% <q//)\| eiq/r |q///)\/> Q—q/ Rgnh)
und

Turc: HY = 3" |, A) (q, X| G D) (g, AN) (4.94)
QAN

mit
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h((a;];iFG U q7 )\)\/ Z Z ’an <O)\|W ei(q/+G)r |n)\/>WQ—q/R£iDh) (495)
n,q’ G#0
1 i "
(N—|—1)3Z du(d,G)e (a-a")n (4.96)
G0 qf '

% <q//)\| ei(q/+G)r |q///)\/> Q—q/ Rgnh)

und trivialerweise

TMFG : (th + Hanh) = Z |Q> )\ q; )‘| (h(MFG) + h((IJ,\L/IhFG)) (497)
Wy D = H,, (4.98)
h((ljr\z/[hFG) Hanh (499)

Damit sind wir nun in der Lage, den transformierten Hamiltonoperator in der iiber-

sichtlich strukturierten Form

Turg : H="Y_ |a\) (@] hMFD(q, \X) (4.100)
q,\\/
zu schreiben, wobei
RMEO (@, AN) = h"" (@, ) (A = X) + AT N)(q, AN) (4.101)

anh

+RIFCU) (g, AN) + RGP 6(A = ) + hOEFD s (A — X
ep ph

8(A — X) ist das Kronecker-Delta. Dabei muss A nicht unbedingt eine skalare Grofe
sein. Die Diagonalitét des Hamiltonoperators (4.100) beziiglich der elektronischen

g-Vektoren ist klar ersichtlich.
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4.5 Die Fulton-Gouterman-Gleichungen

Die transformierte Schrédinger-Gleichung ist vollstdndig dquivalent zur urpriingli-

chen. Sie lautet

(Tnrg : H)p@ = E@y)(@) (4.102)

Da wir nun den Hamiltonoperator (4.68) in eine diagonale Form beziiglich der elektro-
nischen g-Vektoren der Basis {|q\)} des elektronischen Unterraumes gebracht haben,
konnen die Wellenfunktionen i(q) als Superposition von direkten Produkten der elek-
tronischen Teilfunktionen |gA) und den dazugehorigen phononischen Teilfunktionen

N (Q) geschrieben werden,

D@ = 3 la) HaN) (4.103)
X

Die phononischen Teilfunktionen ®(@V(Q) sind die Losungen der verallgemeinerten

Multiband-Fulton-Gouterman-Gleichungen (MFG-Gleichungen),

Z h(MFG) (q7 )\)\/)(I)(qA/) (Q) _ E(q)(I)(CI)\) (Q) , A= 07 17 27 (4104)
>\/

Die Summation tiber A in (4.103) bzw. X in (4.104) wird durch die nichtdiagonale
Form des transformierten Hamiltonoperators (4.100) beziiglich der elektronischen

Bandindizes verursacht.

4.6 Niaherungsweise Vereinfachung der MFG-Glei-
chungen

Die bisherigen Umformungen sind vollig exakt, wie es der Natur von unitéren Trans-
formationen entspricht. Da die Energiewerte verschiedener elektronischer Bander bei
einem festen g-Vektor oft sehr weit auseinanderliegen (siehe Abbildung 4.1), bietet

sich eine storungstheoretische Behandlung des Problems an.
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Energie

A

Az

Abbildung 4.1: Verschiedene Energiebénder zum selben g-Vektor liegen in der Regel
weit auseinander. Daher ist eine stérungstheoretische Behandlung meistens gerecht-

fertigt.

Die MFG-Gleichungen (4.104) verkniipfen mehrere Phononenfunktionen ®(V(Q) zu
verschiedenen Bandindizes A. Daher kann die einfache Stérungstheorie alla Schrédin-
ger nicht direkt angewendet werden. Jedoch kann dieses Konzept der komplizierteren
Struktur der MFG-Gleichungen angepasst werden. Dabei werden die stérungstheore-
tischen Korrekturterme fiir die Energie im Nenner Differenzen von Energien verschie-
dener Bénder zum selben elektronischen g-Vektor enthalten. Diese Resonanznenner
werden in den meisten Féllen grofe Werte annehmen, da die Energien zu verschie-
denen Béandern,die zum selben elektronischen g-Vektor gehoren, in vielen Systemen
fiir die meisten q-Vektoren sehr unterschiedlich sind. Siehe auch Abbildung 4.1. Die

entsprechenden Entwicklungen fiir die Energiewerte werden daher im allgemeinen
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schnell konvergieren.

4.7 Zusammenfassung und Perspektiven dieses Ka-
pitels

In diesem Kapitel wurde einerseits eine Mehr-Band-Formulierung der verallgemeiner-
ten Fulton-Gouterman Transformation (MFGT) und andererseits eine exponentielle

Form des entsprechenden unitédren Operators fiir zyklische Systeme vorgestellt.

In der Vergangenheit zeigte sich die Ein-Band-FGT als hilfreich fiir die Losung vie-
ler archetypischer Modelle [37, 46, 47]. Die Erweiterung der FGT auf Viel-Band-
Systeme erlaubt die Behandlung komplizierterer Elektron-Phonon- oder Exziton-
Phonon-Systeme,insbesondere auch solche mit mehreren Orbitalen pro Gitterzelle.

Die exponentielle Form des Transformationsoperators, wie in Gleichung (4.48) ange-
geben, wird sich als geeigneter Ausgangspunkt erweisen, um in Zukunft den Formalis-
mus der FGT auch auf Viel-Teilchen-Probleme ausdehnen zu kénnen. Allerdings wird
in diesem Fall keine elektronische Diagonalisierung wie in der bisherigen Weise zu er-
warten sein. Moglicherweise ist es besser, stattdessen von einer Mehr-Teilchen-Basis
auszugehen und diese fiir eine konventionelle FGT-Prozedur zu verwenden (siehe

[66])-
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Die Lee-Low-Pines-Transformation

(LLPT)

Nicht viele unitdre Transformationen erfreuen sich grofler Bekanntheit. Die viel-
zitierte Frohlich-Transformation, die Verschiebungstransformation, die Squeezing-
Transformation und einige weitere bilden die kleine Gemeinschaft der oft benutzten
und daher bekannten unitidren Transformationen. Die Lee-Low-Pines-Transformation
(LLPT) gehort ebenfalls zu diesen verbreiteten unitéren Transformationen. Sie wurde
im Jahre 1953 vorgeschlagen und hat die Eigenschaft, den Frohlich-Hamiltonoperator
[5] beziiglich des elektronischen Unterraumes zu diagonalisieren. Im Zuge der Durch-
fithrung einer konkreten Rechnung haben LEE, Low und PINES spéter ergéinzend
noch eine weitere Transformation (Verschiebungstransformation) beniitzt, welche
héufig als ,,zweite Lee-Low-Pines-Transformation® bezeichnet wurde.

Wir diskutieren hier die LLPT, da sie eine dhnliche Wirkungsweise zeigt wie die
MFGT. Beide Transformationen fithren zu einer teilweisen oder vollsténdigen Dia-
gonalisierung des elektronischen Unterraumes, wenn man sie auf einfache gekoppel-
te Elektron-Phonon-Systeme wie den Frohlich-Hamiltonoperator anwedet. Ob diese
erfolgreiche Wirkung bei der LLPT analog zur MFGT auf komplexere Systeme aus-

gedehnt werden kann, wird ein detaillierter Vergleich der beiden Transformationen

52
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zeigen. Doch zunéchst wollen wir die LLPT selbst vorstellen.

5.1 Die LLPT und der Frohlich-Hamiltonoperator

Wir demonstrieren die elegante Wirkungsweise der LLPT an dem berithmten Fréhlich-
Hamiltonoperator. Dabei orientieren wir uns an der originalen Arbeit [10] von LEE,
Low und PINES. Eine didaktisch wertvolle Zusammenfassung stellt der Ubersichts-
artikel von PINES [11] dar. Bisher haben wir mit ,projektiven Darstellungen* der
Operatoren gearbeitet. Hier verwenden wir die ,, Ortsdarstellung® mit den elektroni-
schen Orts- und Impulskoordinaten (r,p), p = —ihAV und den phononischen Nor-
malkoordinaten {Qq, Py} (siehe (4.35)-(4.38)). Der LLP-Operator lautet dann

1
Urrp = exp ﬁrz A(Qaly + PaQq) (5.1)
q
mit
2 N )
q; = mfij ) ’%j:O?:l:l?j:Q?“'j:E y J=%,Y,2 (52)

wenn wir ein einfach kubisches Gitter mit Gitterabstand a und insgesamt (N + 1)3

Gitterplédtzen wahlen. Fithrt man die phononischen Erzeugungs- und Vernichtungs-

Q(q) 1

operatoren

und

_ " N - ot
QCI - QQ(Q) (b—q + bq) - Q—Cl (54)

_ L) g gyt (5.5)

P,
L) 2

ein (siehe (4.43)-(4.45)), so &8t sich der LLP-Operator Uypp in der Form
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UrLp = exp [—iqubgbq] (5.6)
q

schreiben. Die transformierten Formen Trrp : A = U;LPAU ..p der fundamentalen

Operatoren lauten dann

TLLP . p:p—hZngbq (57)
q

TLLP . bq = bq e_iqr (58)

Trip: Qq=0Qq ' (5.9)

und die Gesamtwellenfunktion ¥(r, ()) transformiert sich wie folgt:

Troe: W(r, Q) = Ul p¥(r,Q) = exp [z’rqugbq] U(rQ) (510
q

Urspriinglich wurde die LLPT eingefithrt, um den Frohlich-Hamiltonoperator [5] zu
behandeln,

HP =g + H + 5D (5.11)
mit
1
F
Hy) = 52 | PPy + 21 Q1Q4] (5.12)
q
T 1
1550 (b + 5)
q
2
g =2 1
el 2me (5 3)
HY) =3 9(q) Qg
q
=" [Vabq €™ + h.c] (5.14)
q

und
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20
gla) =1/ Va (5.15)
hQY oY a2
S Lk 0 e 1
Va i q sgn(qz) <2meﬂz> ( v ) (5.16)

) bezeichnet die Frequenz der longitudinal optischen Moden, m, ist die Ruhemasse
eines Elektrons, « ist eine dimensionslose Konstante und V' = a3 stellt das Volumen
einer Einheitszelle dar.

Wendet man die LLPT auf den Frohlich-Hamiltonoperator an, so erhélt man

. 2
1
Trip : H(F) = ngf) + (p - 5 Zq (quq + Pqu)) + Zg(q) Q—q
q q

2me

2
1
= H) + 5 (p — hqugbq> + 3 [V b + h.c.] (5.17)
€ q q

Die rechte Seite von Gleichung (5.17) ist unabhéngig von der elektronischen Koordi-
nate r, d.h. r ist eine zyklische Koordinate. Als direkte Folge davon ist der elektro-
nische Impuls p eine Konstante der Bewegung. Damit ist das gekoppelte Elektron-
Phonon-System mithilfe der LLPT auf ein rein phononisches Problem reduziert wor-
den. Hierin liegt die Verwandtschaft mit der FGT, mit deren Hilfe ebenfalls eine
Reduktion des Gesamtproblems auf ein rein phononisches gelingt. Da die MFGT
in projizierter Form vorliegt ((4.59) - (4.61)), liegt es nahe, die LLPT ebenfalls in

projizierter Form anzugeben.

5.2 Die Projektive Beschreibung der LLPT

Unter Verwendung der Bloch-Basis {|q))} und der Wannier-Basis {|mA), } (siche
(4.26) und (4.31)) 148t sich ein elektronischer Operator A(r, p) in projizierte Formen

umschreiben,

A(r,p) =33 (@A A, p) [d'X) ) (' V] (5.18)

aq’ AN
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= > > (mA|, A(r, p) [m'X),, [mA),, (m'N], (5.19)

mm’ A\

Damit lautet der Transformationsoperator der LLPT in projektiver Darstellung

Urrr=>_Y" (kA exp l—zqubTb ] K\ [kA) (KX (5.20)
kk’ AN

= exp [—ZZZZ (k|1 [K'X') qblbg [kA) (k’)\’|] (5.21)

kk/ AN 4

= > > (mA|, exp [—zqubTb ] m'X) [mA),, (m'X|, (5.22)

mm’ A\

=exp [—i D3 (mAf, rjm'Y), gblbg ImA), (m'X |W] (5.23)

mm’ A\ 4
wobei der elektronische Wellen-Vektor k dieselben Werte annehmen kann wie der

Vektor q (siehe (4.24)).

Wir bemerken (siehe (5.21) und (5.23)), dass die projektiven Formen des LLP-
Operators ebenfalls in exponentieller Form geschrieben werden konnen. Wahrend
die MFGT allerdings einen Exponenten vollsténdig diagonaler Form enthilt (siehe
(4.48)), weist der Exponent von Uy zp (siche (5.23)) nichtdiagonale Gestalt beziiglich

des elektronischen Unterraums auf.

Fiir die Berechnung der folgenden Resultate erweist es sich als einfacher, die unpro-
jizierte Form der LLPT zu verwenden. Nach der Durchfithrung der Transformation
haben wir dann die transformierten Ausdriicke projiziert. Diese Vorgehensweise ist
dquivalent zur Verwendung der oben genannten projizierten Transformationsopera-

toren (5.20) bis (5.23).
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Kontrastierung der MFGT und
der LLPT

Die dhnliche Wirkungsweise der LLPT und unserer erweiterten MFGT suggeriert
einen direkten Vergleich der beiden Transformationen. Wir tun dies anhand des
bereits in Abschnitt 4.4 vorgestellten komplexen Modells mit seinem zugehorigen
archetypischen Elektron-Phonon-Hamiltonoperator. Danach werden wir dieses sehr
allgemeine Modell sukzessive vereinfachen, bis wir schlief§lich den Frohlich-Hamilton-
operator erhalten. Die einzelnen Vor- und Nachteile der beiden Transformationen in

den jeweiligen Modell-Systemen werden wir ausfiihrlich besprechen.

6.1 Archetypischer allgemeiner Elektron-Phonon-
Hamiltonoperator

In Abschnitt 4.4 (sieche Gleichung (4.68)) haben wir diesen allgemeinen Elektron-
Phonon-Hamiltonoperator motiviert und formuliert. Wir wollen ihn an dieser Stelle

noch einmal angeben,
H=Hgy+H)) +HY + Hy, + Hon, (6.1)

o7
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mit

2

Ha= 2‘7’% FX V- m - dy) (6.2)
HYD = geiq’wq, G=0)Q 4 (6.3)
HY) =% 9 9%0(q,G)Qq (6.4)

q,G#0

Hy= 1 5 [PiPa + (" Qq] =1 S 0ta) (tipa + ) 69

Hoyh= Y . KS q//Qqu Qg da+d +4q" - G) (6.6)
q,9',9",

Als elektronische Basis wéhlen wir erneut eine Eigen-Basis des elektronischen Teils

H.; des Hamiltonoperators,

Hyala)) = E“(q, \) |a)) (6.7)

Nota bene: Dies ist im allgemeinen nicht die Eigenbasis des freien Elektrons.

6.1.1 Transformation mit der MFGT

Mithilfe der MFGT (4.59) - (4.61) erhalten wir den transformierten Hamiltonopera-
tor, wie bereits in (4.88) - (4.99) angegeben,

Ture: H="Y |aX) (@] hMFD(q, \X) (6.8)
QAN
mit
MFG (MFG) MFG, N
hMED (g, AN) =hg" " (a, A) §(A — X) + hTFS N (g, AX) (6.9)

FRMFC D) (g M) + RGO SO = X)) + BMFD 5 (A - X)

anh
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und

1

(MFG) - i(a—a)m p(el) (of \) RPH (O P 6.10
hel (q> )‘) (N + 1)3 q/zrn e (q7 ) m (Q> ) ( )
= > E“(d, )\)6(q -q -G =) q"bg//bqn) (6.11)

q/7G/ q//
h(e?fFG’ N)(q, AN) = Z v(q, G = 0) '™ (OA],, ela’r n\), Q_qg Rﬁf’h) (6.12)

n,q
1 / . "

- G = 0)¢ilaa")n 6.13
(N_i_l)g;q%/v(q? )6 ( )

q///

« <q//)\| eiq/r |q///)\/> Q—q/ Rﬁnh)

h(@ﬁ/[FG, U)(q7 )\)\/) _ Z Z U(q/, G) eiqn <O)\|W ei(q/+G)r |n)‘/>w Q—q/ Rg;h) (6.14)
n,q’ G#0

_ 3> Su(d, G)ellaan (6.15)

(N + 1)3 G#0 o' ,q/

n q///

> <q//)\| ei(q/-f—G)r |q///)\/> Q—q/ Rﬁnh)

G
pre) _ gy (6.16)
hfzjr\z/[hFG) = Hanh (617)

6.1.2 Transformation mit der LLPT

Mithilfe der LLPT (5.20) - (5.23) erhalten wir

Toep: H= Y |a\) (NP (g, AN) (6.18)
aqq’ A\
mit
REED) (qq, W) = AP (ad!, AN) + REEP N §(A — X)s(a — o) (6.19)

+hEEP D (g, W) + i 6(0 = X)8(a — o) + hiE" (ad!, AY)

anh

und
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hE (qd, AN) = (q)

el

2
5 (p — Z hq"bg”bqu) + Z Vi(r — m — ds)] lq’\')
e q’ m,s

1 2
_ e S hq"b! —AN)bla—d
={E“ (@) + 2me( o h"bb ) OO = X)d(a — ) (6.20)

h
+ﬁ (g\|pld'XN) Z q”bgﬁ by

q
hgﬁLP’ N) = > v(d,G=0)Q_q (unabhéngig von q) (6.21)
q/
hg;LP7 U)(qq/7 )\)\/) — Z <q)\| eiGr |q/)\/> Zv(q//7 G) Q—q” (622)
G#0 q"
h;iLP) = th (623)
his” (', W) =3 (@A €€ [q/ V) Y0 KSE) o (6.24)
G q192493

XququQq36(QI + q2 + ds — G)

6.1.3 Kontrast zwischen MFGT und LLPT

Wir wollen nun im Detail die Unterschiede der respektiven fiinf transformierten An-
teile des Hamiltonoperators herausstellen. Wir betrachten also die beiden Sétze von
Gleichungen (6.10)-(6.17) und (6.20)-(6.24) und stellen die folgenden Charakteristika
fest:

1) Alle Terme, die mithilfe der MFGT erhalten wurden, sind diagonal beziiglich
des Wellenvektor q des elektronischen Unterraumes. D.h. der Hamiltonopera-
tor (siehe (6.8)) enthélt nur eine einzige Summe iiber q. Dies ist nicht der
Fall fiir die LLPT, wie man schon an dem rein elektronischen Term (siehe
(6.20)) erkennt. Der Grund dafiir liegt in der speziellen Bloch-Basis {|q\)}
(siehe (6.7), die keine Eigen-Basis des rein elektronischen Impuls-Operators p
ist, wenn man ein elektronisches Potential diskreter Periodizitét hat. Die qq'-
Nichtdiagonalitdt des LLPT-transformierten Hamiltonoperators ist bei den Ter-
men ersichtlich, welche die Umklapp-Prozesse beschreiben, sowohl im Elektron-

Phonon-Hamiltonoperator (6.22) wie auch in dem anharmonischen Phonon-
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Term (6.24). Dies wiirde ebenso der Fall sein fiir Anharmonizitéten hoherer
Ordnungen (quartische Terme etc.) wie auch fiir nicht-lineare Elektron-Phonon-
Kopplungsterme. In all diesen Termen erzielt man mit der MFGT eine qqg-

Diagonalisierung.

2) Was elektronische Band-Band-Kopplungen angeht (A # X'), enthélt der MFGT-
transformierte Hamiltonoperator solche in beiden Elektron-Phonon-Kopplungs-
termen, i.e. in (6.12), welche die Normal-Prozesse (G = 0) und in (6.14), welche
die Umklapp-Prozesse (G # 0) beschreiben. Im Gegensatz dazu zeigt der ent-
sprechende LLPT-Term (6.21) fiir die Normal-Prozesse (entspricht dem Term
> 9(q) @—q in Gleichung (5.17)) nicht nur keine Band-Band-Kopplung, son-
((fern er ist auch vollstdndig unabhéngig vom elektronischen Wellen-Vektor q
sowie vom elektronischen Band-Index A. Dies fiihrt letztendlich zu den Verein-
fachungen in der urspriinglichen Arbeit von LEE, Low und PINES [10], wo die
Umklapp-Terme (6.22) nicht in Betrachtung gezogen wurden.

Dagegen finden wir in drei Termen des LLPT-transformierten Hamiltonopera-
tors Band-Band-Kopplungsterme, nédmlich im elektronischen Term (6.20), im

Umklapp-Term (6.22) und im anharmonischen Phonon-Term (6.24).

3) Im Grenzfall verschwindender Elektron-Phonon-Kopplung fiithrt der Vergleich
der MFGT mit der LLPT zu der Aussage, dass die MFGT den Hamilton-
operator beziiglich des elektronischen Unterraumes vollstdndig diagonalisiert,

wéhrend die LLPT dies wegen des periodischen Potentials nicht erreicht.

Der Grund fiir das Versagen der LLPT beziiglich der elektronischen qq’-Diagonali-
sierung (vid. (6.20), (6.22) und (6.24)) liegt in der allgemeiner gewihlten Form des
elektronischen Teils des Hamiltonoperators (6.2) im Vergleich zu dem des Frohlich-
Hamiltonoperators (siehe (5.13)), den LEE, Low und PINES in ihrer Originalarbeit
verwendet haben. Aufgrund der Wahl der speziellen Blochbasis {|gA) } als Eigenbasis
des elektronischen Teils des Hamiltonoperators (siehe (6.7)) kann der periodische

Faktor ug(r), ugx(r + a) = uga(r), der Bloch-Funktionen
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lg\) = (N—|—711)3/2 e Ty (r) (6.25)

nicht nur durch einen Exponential-Faktor der Art e’®T ausgedriickt werden. Mithilfe
der in (4.74) eingefiihrten reziproken Gittervektoren G koénnen wir den Faktor uqy(r)

jedoch in eine Reihe entwickeln,

ugr(r) = ZA(cg/\)eiGr (6.26)
G

)

Durch das periodische elektronische Potential werden die Koeflizienten A(c?’\ fixiert;

entfillt dieses periodische Potential, so reduziert sich die Reihe auf ein Glied und |gA)
ist folglich Eigenfunktion des elektronischen Impulses p. Beim Koeffizienten A(cg/\)
des verbleibenden Terms wird der reziproke Gittervektor G durch den Bandindex A
charakterisiert (siehe dazu Gleichung (6.30)).

Der gruppentheoretische Hintergrund fiir den Verlust der Fahigkeit der LLPT zur
qq’-Diagonalisierung liegt in der Diskretheit der translatorischen Invarianz, i.e. der
periodischen Form des originalen elektronischen Potentials, aufgrund dessen der elek-

tronische Impuls p nicht ldnger mit H,; vertauscht. Folglich ist der LLP-Vektor-
Operator

I=p+> hq'bl by (6.27)
q/

keine invariante GroBe mehr, [II, H] # 0. Eine kurze Abhandlung der Invarianten

verschiedener Elektron-Phonon-Systeme befindet sich in Anhang B.

6.1.4 Resumée

Betrachtet man realistischere elektronische Hamiltonoperatoren H,; als den des Froh-
lich-Hamiltooperators, also etwa solche, die eine auch im elektronischen Unterraum
diskrete translatorische Invarianz beinhalten, so haben wir gezeigt, dass die LLPT
nicht mehr in der Lage ist, eine elektronische qq’-Diagonalisierung zu erwirken, wo-

gegen die MFGT dies immer noch gewihrleistet.
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6.2 Speziellerer Hamiltonoperator: Konstantes el-

ektronisches Potential (CP)

In einem ersten Schritt vereinfachen wir den allgemeinen Hamiltonoperator (6.1),
indem wir unsere Betrachtungen auf ein konstantes elektronisches Potential reduzie-
ren, welches wir ohne Einschriankung der Allgemeinheit gleich Null setzen. Der rein
elektronische Unter-Hamiltonoperator besteht dann nur noch aus der kinetischen

Energie,

_ CP) _ |y
H,=H =1, = o (6.28)
Damit erhalten wir
H = H'") =T, + Hep + Hpp + Hann (6.29)

Im Vergleich zum Frohlich-Hamiltonoperator enthélt (6.29) Umklapp-Terme in Hp,
phononische Anharmonizitéten und Dispersion in der phononischen Frequenz in H,y.
Die rein elektronische Eigenbasis ist dann die Basis der ebenen Wellen. Da q diskret
und auf die erste Brillouinzone beschrankt ist, muss A alle reziproken Gittervekto-
ren G einbeziehen. Daher miissen wir fiir die Bandindizes eine vektorielle Notation

wéhlen. Die Eigen-Basis lautet dann

1 qr
|Q)\> = W e'd qu(r) (630)
Ugn (1) = €'CF = (ile.x=G) (6.31)
mit
A= o A A), A = 27‘(‘% v =0,41,..., 00 (6.32)

Als Eigenbasis von H,; = T,; haben wir also die Bloch-Basis
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1 ) )
. iqr _iAr
lgX) = NT 12 eTe (6.33)

6.2.1 Transformation mit der MFGT

Die transformierte Form des Hamiltonoperators (6.29) mithilfe der MFGT ergibt sich

zUu
Turg : H=">_ |ar) (qX'| AT (q, AX) (6.34)
QA
wobei
hMEG) (q AN = RMTD (g, A) - (A — X)) + hOIEG N (g, AN') (6.35)

FhATFG D) (q AN) + hGFD (0= ) + hMFD L5 (a — N
ep ph

anh

mit (siehe entsprechend (4.90), (6.13) oder (6.15))

2

h !/ !/ / !/
hMFD) (g, A) = Y (d+ ,\)25(q_ q -G -5 :qbg,bq/) (6.36)
q/

" 2m

e q/ G/
RGN (g AX) =303 0(d, G = 0)Q g - S(N — A— G) (6.37)
q9 G
BMTGD (g, aN) =30 3 Y 0(d,G) Qg - 6N —A+ G~ G)  (6.38)
d G0 G/
b ) = Hyp, (6.39)
hg]r\z/[hFG) Hanh (640)

Der reziproke Gittervektor G, der in den Summationen in (6.37,6.38) vorkommt, ist

auf die niachsten Nachbar-Brillouin-Zonen und auf G’ = 0 beschrinkst.

6.2.2 Transformation mit der LLPT

Die transformierte Form des Hamiltonoperators (6.29) mithilfe der LLPT ergibt sich

zZu
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Toee: H=YY"laxr) (aX| 4P (qq, AN) (6.41)
a AN

wobei gilt:

LLP (LLP) LLP, N
hEEP (qg, AX) = g™ (ag, AN) - 8(A — X) + hEEP N 5(x — X))

+h(HP D@, W) + i - 5(x = X) (6.42)
g (@, A)

mit

2

h 2
h™ (g, ) = - (a+x—=> ablby) (6.43)
e q/

hiEEN) —Z (@, G=0)Q_g (6.44)

he " (aa, A) Z > v(d,G) Qg - 6(A= N~ G) (6.45)
a G#0

h$y " = Hyp (6.46)

Mo (@, W)= 3 3K, Qay Qas Qus (6.47)
q19293 G

Xé(q1+q2+q3—G)~6()\—)\'—G)

6.2.3 Vergleich der MFGT mit der LLPT

Wendet man die MFGT und die LLPT auf den vereinfachten Hamiltonoperator (6.29)
an, so stellen wir fest, dass beide transformierte Hamiltonoperatoren (6.34,6.41) nun
elektronische qq’-Diagonalitit besitzen, jedoch immer noch nicht-diagonal beziiglich
des elektronischen Band-Index-Vektors A sind. Im iibrigen sind die Ausdriicke bei bei-
den Transformationen von vergleichbarer Komplexitdt. Bei der MFGT sind in den
Elektron-Phonon Termen (6.37) und (6.38) Band-Band-Kopplungsterme enthalten.
Bei der LLPT sind im Elektron-Phonon-Umklapp-Term (6.45) und im anharmoni-

schen Phononen-Term (6.47) Band-Band-Kopplungsterme enthalten. Ergénzend stel-
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len wir die Besonderheit fest, dass der MFG-Elektron-Phonon-Normal-Term (6.37)

nur Band-Band-Kopplung zwischen néchst benachbarten Brillouin-Zonen beinhaltet.

6.3 Der Frohlich Hamiltonoperator

In einem weiteren Schritt wollen wir nun alle Umklapp-Prozesse sowie die phononi-
schen Anharmonizitdten im Hamiltonoperator (6.29) vernachléssigen und Einstein-
Ostzillatoren, also ein Verschwinden der Dispersion fiir die phononischen Frequenzen
(Q(q) = ) fordern. Damit erhalten wir schliellich den Frohlich-Hamiltonoperator
(5.11),

H=HD =T, +HY + H) (6.48)

Wir stellen fest, dass der Frohlich-Hamiltonoperator in seiner LLP-transformierten
Gestalt (6.43,6.44,6.46) vollsténdig diagonal im elektronischen Unterraum ist. Dage-
gen beinhaltet der MFG-transformierte Ausdruck weiterhin Band-Band-Kopplungen
im Elektron-Phonon-Kopplungsterm (6.37). Beziiglich des elektronischen Wellen-
Vektors q ist der MFG-transformierte Frohlich-Hamiltonoperator (6.36,6.37,6.39)
natiirlich diagonal. Daher ist die LLPT die ideale Transformation, den Frohlich-
Hamiltonoperator in eleganter Weise zu behandeln. Mit zunehmender Verallgemei-
nerung der betrachteten Systeme, wie in den vorangegangenen Abschnitten darge-
stellt, steigt jedoch der Erfolg der MFGT, wahrend die LLPT schliefllich fiir Syste-
me mit diskreter translatorischer Invarianz ihre Fahigkeit zur qq’-Diagonalisierung

vollstandig einbiifit.

Der Vollstandigkeit halber wollen wir erwahnen, dass, wenn wir Einstein-Oszillatoren
mit fester Frequenz (q) = € betrachten, das Potential v(q,G) des Elektron-
Phonon-Kopplungsterms (siehe (4.81)) und das Potential V oder g(q) des Frohlich
Hamiltonoperators (siehe (5.15)) wie folgt verkniipft sind:
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v(q,G)=g(q+ G) (6.49)

20
=\7 Ve (6.50)

6.4 Viel-Teilchen-Aspekte

In Viel-Teilchen-Systemen (i.e. in Systemen mit mehr als einem Elektron) erhoht
sich die dynamische Komplexitat betréchtlich, und die vorteilhaften Eigenschaften
der MFGT und der LLPT stehen nicht mehr vollsténdig zu Gebote. Nichtsdestotrotz
ist es von groflem Interesse, die Erscheinungsformen der beiden Transformationen
in Viel-Teilchen-Problemen zu untersuchen. Es zeigt sich dabei leider, dass, wenn
man die Ein-Teilchen-Operatoren (5.23) (LLPT) und (4.48) (MFGT) einer zweiten
Quantisierung unterwirft, sie nicht mehr unitér sind, wenn mehr als ein Teilchen
zugelassen ist. Dies erkennt man leicht aus den Ein-Teilchen-Operatoren im Bild der

zweiten Quantisierung,

> Zcfn/\cm/,\/ (m\| Urzp |m'X)

m,m’ A\’

= Y 3 el emn (mA exp [—i > rq bgbq] lm')\") (6.51)
q

m,m’ A\’

und

Z ZCInACm/X (m)\| UMFG |m'X>

m,m’ A\’
- Z/\ CIn,/\Cm/\ exp [—imqbgbq} (6.52)
m,\,q
= Y exp [—imqbgchfn7/\cm,\} (6.53)
m,\,q

wobei cIn/\ und ¢y die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren fiir Elektronen am

Platz m und im Band A sind. Damit sind beide Operatoren nicht mehr als unitére
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Transformationsoperatoren zu gebrauchen. Wir konnen jedoch folgenden Operator

einfiihren,

Unfg = exp | =i > mqchycmablibq (6.54)
m\,q

welcher durch die exponentielle Form des MFG-Operators (4.48) suggeriert wird. Fiir
Ein-Teilchen-Systeme ist dieser Operator identisch mit dem MFG-Operator (4.48),
Umra = Unyg. Dieser Operator ist auch dann ein unitdrer Operator, wenn wir Teil-

chenzahlen betrachten, die von Eins verschieden sind,

m

Ul tgUmpg =1, fiir beliebiges chn/\cm,\ (6.55)
m\

Daher kénnen wir den Operator (6.54) als verniinftige Verallgemeinerung des MFG-

Operators betrachten, wenn wir Viel-Teilchen-Systeme behandeln wollen.

Ein dhnlicher Prozess kann fiir die LLPT durchgefiihrt werden. Wir realisieren dies,
indem wir den Operator der zweiten Quantisierung (6.51) in die suggerierte unitére

Form

Ugp =exp |—i Y > Y (mA|, r|m'X), qbgchfn/\cm/,\/ (6.56)

mm’ A\ q

bringen. Ausdruck (6.56) ist ein unitdrer Operator, unabhéngig von der gewihlten
Teilchenzahl. Fiir den Ein-Teilchen-Fall ist Uy, identisch mit Urpp (vergleiche dazu
(651)), ULLP = Ullp-

Beide Transformationen fithren also zu exponentiellen Formulierungen, die auch in
Viel-Teilchen-Systemen ihre Unitaritédt nicht einbiien, und welche im Ein-Teilchen-
Fall identisch sind mit dem jeweiligen Original-Operator Urpp oder Uy pg. Der Vor-
teil der MFGT-Variante U,,¢, im Vergleich zu dem LLP-Derivat Uy, liegt in der
diagonalen Gestalt des Exponenten (siehe (6.54) im Vergleich zu (6.56)).
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6.5 Zusammenfassung und Perspektiven dieses Ka-
pitels

In diesem Kapitel haben wir die Vor- und Nachteile zweier unitédrer Transforma-
tionen herausgestellt, die bei der Behandlung gekoppelter Elektron-Phonon-Systeme
in ihrer Wirkung vergleichbar sind. Die Lee-Low-Pines-Transformation (LLPT) [10]
wurde im Lauf der Jahre von verschiedenen Autoren verwendet (siche zum Beispiel
[63], [64], [65]). Allerdings waren Anwendungen der LLPT bisher stets auf das ori-
ginale Frohlich-Modell beschrénkt, und die Anstrengungen spéterer Arbeiten waren
weitgehend auf eine verbesserte Behandlung des reduzierten Hamiltonoperators im
phononischen Untersystem ausgerichtet. Speziell wurden Versuche unternommen, die
sogenannte ,,zweite LLPT, die eine Verschiebungstransformation im phononischen
Unterraum darstellt, zu verbessern. Der Frohlich-Hamiltonoperator ist ein wichtiger,
archetypischer Modell-Hamiltonoperator, der allerdings Umklapp-Prozesse, phononi-
sche Anharmonizitéten sowie gitterperiodische elektronische Potentiale nicht mitein-
bezieht. Die erfolgreiche Behandlung realistischerer, aber auch komplexerer, Systeme
ist wiinschenswert, kann jedoch nicht mithilfe der LLPT erreicht werden, da letzterer
in derartigen Systemen keine qq’-Diagonalisierung gelingt. Die diagonalisierende Ei-
genschaft der LLPT fiir den Frohlich-Hamiltonoperator héngt entscheidend von drei
Eigenschaften des letzteren ab, die ihn von einem realistischeren Hamiltonoperator
unterscheiden: erstens von dem Fehlen eines elektronischen Potentials, welches pe-
riodisch strukturiert ist, zweitens davon, dass die Elektron-Phonon-Wechselwirkung
linear in den Phononen-Koordinaten ist, und drittens von der bilinearen Form des
phononischen Potentials. Wird nur eine von diesen Bedingungen verletzt, so ver-
schwindet die Fahigkeit der LLPT zur qq’-Diagonalisierung. Diese Nachteile treten
nicht auf bei einer Behandlung der entsprechenden Systeme mithilfe der verallgemei-

nerten Fulton-Gouterman-Transformation (MFGT).

Wir haben die beiden Transformationen anhand von drei verschiedenen Modell-
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Systemen verglichen:

i) Der allgemeine archetypische Hamiltonoperator (6.1), welcher auler dem Frohlich-
Hamiltonoperator auch noch Umklapp-Prozesse, Anharmonizititen und ein periodi-
sches elektronisches Potential beinhaltet. Die LLPT erzielt hierbei keinerlei Diago-
nalisierung und damit auch keine Vereinfachung gegeniiber dem Ausgangsproblem.
Die MFGT erreicht eine diagonale Gestalt des transformierten Hamiltonoperators
beziiglich des elektronischen Wellen-Vektors q. Es verbleibt nur noch eine nicht-
diagonale Gestalt beziiglich der elektronischen Band-Indizes A. Aber, wie in Abschnitt
4.6 erwidhnt, es kann diese Nichtdiagonalitéit haufig in storungstheoretischer Weise
behandelt werden. Fiir eine ausfiihrliche Betrachtung der einzelnen Komponenten
der transformierten Hamiltonoperatoren verweisen wir auf die Zusammenfassung in
Abschnitt 6.1.3.

ii) Der vereinfachte Hamiltonoperator (6.29) mit konstantem elektronischem Poten-
tial. In diesem Fall fithren beide Transformationen zu einer diagonalen Form des
Hamiltonoperators beziiglich der elektronischen Wellen-Vektoren q, und es verbleibt
eine Kopplung verschiedener elektronischer Bander. Die entsprechenden transformier-
ten Hamiltonoperatoren sind dann von dhnlicher Komplexitét.

iii) Der Frohlich-Hamiltonoperator, zu dem man gelangt, indem man auf Umklapp-
Prozesse und phononische Anharmonizitéiten verzichtet. Wie bereits erwéhnt, ist die
LLPT das ideale Mittel, um diesen Hamiltonoperator elektronisch zu diagonalisieren,
wahrend die MFGT auch in diesem einfachen System zu Ausdriicken mit Band-Band-
Kopplung fiihrt, jedoch eine qq’-Diagonalisierung bewirkt.

Zusammenfassend 148t sich also festhalten, dass die LLPT vorteilhaft ist, um den
Frohlich-Hamiltonoperator zu behandeln, jedoch nicht mehr in der Lage ist, Systeme
mit gitterperiodischem elektronischem Potential elektronisch zu diagonalisieren. Die
MFGT dagegen ist in all diesen Systemen erfolgreich einsetzbar.

Eine letzte Perspektive ist der Einsatz der beiden Transformationen in Viel-Teilchen-
Systemen. Wie wir in Abschnitt 6.4 gezeigt haben, sind die beiden Ein-Teilchen-

Transformationsoperatoren in zweiter Quantisierung fiir Teilchenzahlen gréfler Eins
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nicht mehr unitér. Wir konnten jedoch leicht veréinderte Operatoren angeben, die die
Eigenschaft der Unitaritét bei beliebigen Teilchenzahlen beibehalten und die im Ein-
Teilchen-Fall identisch sind mit dem jeweiligen Original-Operator Uy p oder Uy pg.
Dabei zeigt sich, dass durch die diagonale Gestalt des Exponenten die von der MFGT
suggerierte Form (6.54) der durch die LLPT suggerierte Form (6.56) iiberlegen ist.
Dies kann als weiterer Vorteil der MFGT gegeniiber der LLPT gewertet werden.



Kapitel 7

Erfassung der antagonistischen
Tendenzen in der Elektron-Pho-
non-Dynamik durch Produkttrans-

formationen im FG-Bild

7.1 Einleitung

Weiterbehandlung mittels unitéirer Transformationen

Durch die Anwendung der MFGT (bzw. bei einfacheren Modell-Sytemen die An-
wendung der FGT oder GFGT) auf ein gekoppeltes Elektron-Phonon-System konnte
dieses auf ein System von phononischen Gleichungen reduziert werden, welche aller-
dings im Mehr-Band-Fall durch den elektronischen Band-Index A gekoppelt sind. Es
stellt sich nun die Frage, ob man auch fiir das phononische Restproblem selbst
geeignete unitdre Transformationen finden kann, die zu einer ndherungsweisen Diago-
nalisierung fithren. Eine solche angenédherte Diagonalitét ist gleichbedeutend damit,
durch unitédre Transformationen aus einer originalen vollstdndigen Orthonormalbasis

(VONS) eine angenéherte Eigenbasis des betrachteten Hamiltonoperators zu generie-

72
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ren. Der Vorteil der Verwendung unitérer Transformationen besteht darin, dass man
mit einem einzigen fixierten unitdren Operator ein (gedndertes) VONS erzeugt, das
bei giinstig gewahlter Form des Operators bzw. bei optimierten Parametern simultan
alle Eigenfunktionen approximiert. Diese Konzeption ist natiirlich viel effizienter als
die Betrachtung separater Versuchs-Ansétze fiir jeden einzelnen Eigenzustand und

ist insbesondere fiir die Behandlung dynamischer Probleme interessant.

Wahl des Systems

In fritheren Arbeiten [50, 51| wurde gezeigt, dass die obige Konzeption der Generie-
rung einer Eigenbasis mittels unitdrer Operatoren an einem archetypischen Elektron-
Phonon-System, dem sogenannten Dimer-Problem, vollstandig durchgefiithrt werden
kann. Dabei wurde die Effizienz dieses Verfahrens durch den Vergleich mit einer nu-
merischen Diagonalisierung demonstriert. Wir wihlen ebenfalls das Dimer-Problem
als Modell-System. Wir vermuten jedoch aufgrund der Universalitdt der im néchsten
Abschnitt behandelten antagonistischen Tendenzen, dass sich das beschriebene Kon-

zept in leicht modifizierter Form ebenso auf ausgedehnte Systeme iibertragen lasst.

Umsetzung der antagonistischen Tendenzen

Durch die einfache Gestalt der phononischen FG-Gleichungen fiir das Dimer-Modell

1
Q3(Pr@-1)  4DQ TR |0Q) = EP 60(@)
lokalisierend delokalisierend (7.1)

sind die beiden antagonistischen Tendenzen (Lokalisierung und Delokalisierung, siehe
auch Abschnitt 2.4), welche in jedem Elektron-Phonon-System zu finden sind, gut
zu erkennen. Die einfachste Moglichkeit, diese beiden antagonistischen Tendenzen
zu erfassen, besteht darin, jeder Tendenz einen eigenen unitédren Operator zuzuord-

nen, der jeweils moglichst einfach gewéhlt sein soll. Wir werden also das Phononen-
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Restproblem mithilfe eines Produkts aus zwei unitdren Transformationen untersu-
chen. Die Produkt-Transformation wird dann auf das System der ungestorten Oszil-
lator-Zustéinde angewendet und liefert so ein vollstédndiges Orthonormalsystem von
Test-Wellenfunktionen. Diese Versuchsfunktionen sind keine exakten Eigenfunktio-
nen, sie konnen jedoch durch eine globale Wahl der Parameter der beiden unitéren
Operatoren optimiert werden. In dem von uns gewéhlten Beispiel, dem Dimer-Modell,
ist jede der beiden gewihlten unitédren Transformationen in der einfachsten (nicht-
trivialen) Weise angesetzt und enthélt jeweils nur einen einzigen Parameter. Daher
kénnen, wie wir zeigen werden, mithilfe dieses Konzepts die unendlich vielen Eigen-

funktionen durch die Variation von nur zwei freien Parametern angendhert werden.

Erreichte Erfolge und Rechenziel

1. Inder bisherigen Literatur wurde einerseits ein Produkt aus einer Verschiebungs-
und einer reflektiven Transformation [51], [68] und andererseits ein Produkt aus
einer Verschiebungs- und einer Squeezing-Transformation [44], [60], [74] unter-

sucht.

2. Es wurde gezeigt [50], dass diese Transformation im Grenzfall kleiner Kopp-
lung (D < 1) fiir beliebige Werte des Transfer Parameters 7" das im storungs-
theoretischen Sinne analytisch richtige Verhalten wiedergibt, und zwar fiir alle

Eigenzusténde.

3. Im entgegengesetzt extremen Grenzfall (T < 1, D beliebig) involviert die Be-
rechnung des storungstheoretischen Verhaltens ein schwieriges Summationspro-
blem und wurde bisher nur fiir den Grundzustand angegeben [50]. Fiir diesen
konnte immerhin gezeigt werden, dass die oben erstgenannte Produkttrans-
formation das richtige storungstheoretische Verhalten reproduziert. Die oben

zweitgenannte Produkttransformation versagt in diesem Grenzfall.

4. Um auch fiir die angeregten Zustéinde die Option der Uberpriifung der erstge-
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nannten Produkttransformation fiir den Grenzfall T' < 1 zu gewinnen, préasen-
tieren wir hier eine alternative Methodik zu der in [50] beniitzten. Diese Me-
thodik werden wir weiter unten darlegen. Sie erlaubt eine Berechnung des ana-

lytisch korrekten storungstheoretischen Verhaltens im Grenzfall T' < 1.

7.2 Die Erzeugung von Versuchs-Wellenfunktionen
mittels unitirer Transformationen

Im folgenden befassen wir uns mit der Behandlung und Vereinfachung des rein pho-

nonischen Problems, ausgehend vom in den FG-Gleichungen

HE 6P(Q)) = BP |67 (Q)) (7.2)

auftretenden FG-Hamiltonoperator

H =Q E (P°+@Q—1)+DQ — pTR(ph)] (7.3)
— t 2 ) _ (ph)]
Q [b b+ \/§(b +0b") —pT'R (7.4)

fiir den wir geeignete Eigenfunktionen finden wollen. Unsere Methode, zu diesen
Eigenfunktionen zu gelangen, griindet sich (siehe oben) auf die Verwendung von
unitdren Transformationen. Damit versuchen wir, moglichst gute Ndherungsfunktio-

nen zu finden. Diese Niaherungsfunktionen lassen sich in der Form

6P) =UP(Q, P)|6”) (7.5)

schreiben, wobei

UP(Q.P)=exp[sP(@Q.P)] . (SP(@Q.P) =-sP@Q.P)  (7.6)
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ein rein phononischer, unitéarer Operator in exponentieller Darstellung ist. ‘¢£LO)> sind
die Eigenfunktionen des ungestérten Oszillators. Die Funktionen (7.5) stellen ein
vollstéandiges Orthonormalsystem dar.

Obwohl wir unsere Berechnungen im phononischen Unterraum durchfiihren, ist es
lehrreich, die entsprechende Versuchs-Wellenfunktion im Originalbild zu betrachten.
Dazu miissen wir die inverse FGT (2.29) verwenden. Damit erhalten wir die Versuchs-
Wellenfunktion im vollstdndigen Elektron-Phonon-Raum des Originalbildes als (wir

erinnern an (R(ph))T = ( R(Ph))_l — RPh)

W@ = exp [SP(Q, P)cfa + R¥WSW(Q, P)R#cle, | (7.7)

<5 (1D + 1) B 6(Q)

wobei cf, ¢, clT, ¢; als Fermi-Operatoren verstanden werden, der Art, dass unsere pro-
jektive Formulierung zu der Identifizierung |I) (I| = cl¢; , |r) (r] = cle, fiihrt. Zur
Erfassung der beiden oben genannten antagonistischen Tendenzen verwenden wir im
folgenden eine Verschiebungs-Transformation, um den Delokalisierungseffekt und ei-
ne Reflexions-Transformation, um die Lokalisierung zu simulieren. Beide Tendenzen
verbinden wir dann durch die Bildung einer Produkt-Transformation. Als Alternati-
ve kann die Reflexions-Transformation durch eine Squeezing-Transformation ersetzt

werden (siehe Abschnitt 7.7).

7.3 Die Verschiebungs-Transformation T},

Wir betrachten nun eine unitéire Verschiebungs-Transformation T, : A = UgAUd

(der Index d steht fiir displacive), deren Transformationsoperator

Ua(8) = exp[S4(6)] = exp[i6 P] = exp l\% (b- bT)] (7.8)

lautet. Die Haupteigenschaften dieser Transformation sind durch
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Ua(6) |£(Q)) = /(@ +6)) (7.9)
Ti:Q=Q—6 (7.10)
Ty:P=P (7.11)

T; : RPM = R®h oxp[2i6 P] = exp|—2i6 P|R®" (7.12)

gegeben. Verschiebungs-Transformationen sind wohlbekannt und wurden héufig ver-
wendet. Mithilfe der Verschiebungs-Transformation nimmt der FG-Hamiltonoperator

(7.3) die Form

1
Ty HEy =05 (P*+ Q% —1) - (6 - D) Q — pT expl~2i PIRW + _* - 50]

DO |

(7.13)

[ 1 1
_ Ty .~ (85 _ Ty _ N pPh) 4 262
fQ_bb ﬂ(é D) (b+b') — pT exp[v28(~b + b')| R” + 56 501

an. Unter Verwendung der Baker-Hausdorff-Formel

oV2(—bHbT) 62 /a6t /260 (7.14)
finden wir
1

V2
—6D — pT exp[v/26b'] exp[—\/iéb]R(ph)}

1
Ty: HE =Q lb*b ——=(6-D) (b+b) + 50 (7.15)

Hierbei haben wir den mit einem Debye-Waller-Faktor gewichteten Transfer-Parameter

T =Texp |8 (7.16)

eingefithrt. Die Verschiebungs-Transformation, welche in diesem Abschnitt verwen-

det wurde, ist gleichwertig mit der Verwendung einer Lang-Firsov-Transformation im
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Original-Elektron-Phonon-Raum. Deren funktionale Gestalt erhélt man, wenn man
in dem Exponentialausdruck in (7.7) den Exponenten der phononischen Transforma-

tion (7.8) einsetzt,

exp [S(p)(Q, P)cje; + RPVSP(Q, P)R(ph)cicr] = exp [i(SP (cchl - cicr)} (7.17)

Dabei kann der Transformationsparameter 6 von der Paritdt p abhédngen. Der Ope-

rator (7.17) kann als Lang-Firsov-Operator identifiziert werden [73].

7.4 Transformation 7T, mit reflektiven Elementen

Es konnen Operatoren unterschiedlicher Komplexitéit gefunden werden, welche in
ihrem Exponenten einen Reflexions- oder Spiegeloperator involvieren. Solche Opera-
toren wurden von WAGNER eingefithrt und diskutiert [50]. Die einfachste fiir unsere

Zwecke brauchbare Form eines solchen Operators lautet

U,(8) = exp[BQR"M)] (7.18)

Die Transformation der Fundamentalgrofien ist gegeben durch

Ur(8)11(Q)) = cos[BQ] |f(Q)) + sin[BQ] | f(—Q)) (7.19)

T, : Q= cos[26Q)Q + sin[26Q]QR™ (7.20)

T, : P = cos[26Q] P + sin[26Q] PR®" (7.21)
+if3sin[28Q)] — i3 cos[26Q| R*"

T.: (P4 Q%)= (P*+Q*—1) + 8> - 2i3PR®™ (7.22)

T, : R = cos[26Q]|RP — sin[23Q) (7.23)

Der transformierte FG-Hamiltonoperator (7.3) lautet dann
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T,: H?. = E (P2 +Q% - 1) + %ﬁz —iBPR™ 4 D cos(26Q) - Q + pT'sin(23Q)
+ (Dsin(206Q) - Q — pT cos(26Q)) R(ph)} (7.24)

Den dquivalenten, vollstéandigen Elektron-Phonon-Operator zu dieser Transformation

findet man erneut anhand des Exponentialterms in (7.7), mit S®(Q, P) = BQR®M,

exp [S(p)(Q, P)cchl + RPN 5®)(Q, P)R(ph)cicr] = exp [BQ (cchl — cicr) R(ph)}
(7.25)

Der Transformationsparameter (3 kann dabei noch von der Paritiat p(= £1) abhéngen.

7.5 Die Produkt-Transformation Ty, : T,:
Analytisches Verhalten der Transformations-
parameter

Fiir das Dimer-Modell wurde schon in fritheren Arbeiten die Produkt-Transformation,
bestehend aus Verschiebungs- (Gleichung (7.8)) und reflektiver Transformation (Glei-
chung (7.18)) untersucht (siche WAGNER [50], SONNEK et al [51] und HERFORT [68]).

Der transformierte Hamiltonoperator lautet

FI}% =Ty : (Tr : Hfé’)) =0 E (P2 +(Q —6)? — 1) + %52 _ i3 PR 2P
+Dcos(26(Q —6)) - (Q — 6) +pTsin(26(Q — 6)) (7.26)
+(Dsin(26(Q — 6)) - (Q —8) — pT cos(2B(Q — 6))) R(ph)eziap]

Dabei wurden die beiden Transformationsparameter ¢ und (G durch Minimalisie-

rung der Grundzustandsenergie festgelegt. Es wurde gezeigt, dass die ungestorten
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Oszillator-Eigenfunktionen {‘¢£LO)>} im Grenzfall D < 1 (T beliebig) bis auf Korrek-
turen der Ordnung D? die analytisch korrekte Form der Eigenfunktionen des transfor-
mierten Operators f[}% darstellen, d.h. der Produktoperator U®) = chp ) U® (siehe
Gleichung (7.5)) generiert bis inklusive O(D) die analytisch korrekten Eigenfunktio-

nen. Dies wollen wir in Abschnitt 7.5.1 verifizieren.

7.5.1 Kleine Kopplung (D < 1). Beliebiger Transfer.
Frohlich-Diagonalisierung

Aus Gleichung (7.3) kann geschlossen werden, dass fiir kleine Kopplungs-Parameter
D die Transformations-Parameter § und 6 ebenfalls klein sein und dieselbe Grofien-
ordnung wie D haben miissen (denn fiir D = 0 ist H}% in der Oszillatorbasis bereits
diagonal, wie man aus Gleichung (7.3) erkennen kann). Daher kénnen wir uns im

Grenzfall kleiner Kopplung, i.e. D < 1, bei der Behandlung des Hamiltonoperators

(7.26) auf eine Entwicklung bis zur zweiten Ordnung in D, 3,6 beschrinken,

1
T, : (Tr : H}?)) =0 [5 (P2 + Q% — 1) — pTR® — §Q —iBPR® + DQ

1 1
+2ipT§ PR™ + 2pTBQ + 552 + 552 — 266 P*R®M (7.27)
—D6 + 28DQ*R¥? 4 2pT6* P* R™M + 2pT 3°Q* R™) — 2pT 36
+0(D?)

Wir wollen nun fordern, dass die nichtdiagonalen Glieder erster Ordnung verschwin-

den. Dies entspricht der Erfiillung einer Frohlich-Bedingung der Form

— 86Q —iBPR™) + DQ + 2ipT§ PR + 2pTBQ = 0 (7.28)

Dies ist eine Operator-Gleichung, wobei nur die Operatoren des Typs Q und PR®"
auftreten, so dass Gleichung (7.28) erfiillt wird, wenn wir fordern, dass die Koeffizi-

enten von @ und von PR®" separat verschwinden. Dies fithrt zu den Gleichungen
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Q:—0+D+2pT3=0 (7.29)
PR®MY . 3 4 2pT6 =0 (7.30)
und zu den Parameter-Werten
D
5= T (7.31)
2pT'D
b= 1472 (7.32)

Betrachten wir die erhaltenen GréBen 6 und (3, so erkennen wir, dass beide fiir 472 = 1
divergieren. Daher miissen wir nachtréglich den Giiltigkeitsbereich der Parameter T
und D weiter einschriinken, indem wir |1 — 472 > D und |1 — 47?| > T'D fordern.
Der Hamiltonoperator (7.27) erhilt mit (7.31), (7.32) die Form

. @Y 1 2 2 _ 1) _ (ph) _ D _
Ty: (T HE) QlQ (P*+@Q—1)—pTR D) (7.33)
2pT D?
~ ey (PP (477 - 2)Q7) R¥Y + 0<Dg>]

Die richtigen Energie-Eigenwerte bis einschliefSlich zweiter Ordnung lauten dann fiir

D<1(m=0,1,2,..)

D2
(1—472)

BN =0 [m — (=1)™pT + ((—1)m(2m +1)pT — %) + O(D3)](7.34)

Der Energie-Eigenwert fiir den Grundzustand |0) lautet insbesondere

D2

EQ=Q|pl— —— 7
0 l P o v 21

+ O(D?’)] , fir D< 1 (7.35)
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7.5.2 Grofler Transfer (T' > 1). Endliche Kopplung (D < T)

Wie wir aus den Gleichungen (7.31) und (7.32) ersehen kénnen, stellen die Parameter
6 und [ kleine Groflen dar. Fiir grole T-Werte bleiben sie auch noch klein, wenn D
selbst nur die Bedingung D < T und 472 > 1 erfiillt. Wir erhalten dann

b= (7.36)
D

und damit die Reihenentwicklung

1 D? Q2D3

. @Y _o |2 (p2 2_1)_ (ph) o =7 _

Ty: (T, HE) =9 lQ (P*+@Q=1) = pTR™ 4 5 = = (7.39)
D? D\?
- P2 +4T°Q*)R® + O (D (—)
8pT (P +a41°?) * T
und die Eigenwerte (fiir 7' > D)
B =0 [m — (—1ympr — ED 2) D" (7.39)
mp - p 20T '

+(1 = (4m + 2)0)8%22 +0 (D (%)3”

die analytisch richtig sind bis einschliefllich der Ordnung D (D (%)2> Insbesondere

finden wir fiir den Grundzustand (m = 0)

D?>  (1-2D)D? D\?
EO—q|_p — D(—) fix T> D (7.4

7.5.3 Beliebige Parameter. Versuchs-Wellenfunktion

Fiir beliebige Parameterwerte D, T kénnen wir die transformierte Form (7.26) des Ha-

miltonoperators verwenden, um den optimierten Wert fiir die Grundzustandsenergie
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zu finden. Dies kann z.B. dadurch geschehen, dass man den Oszillator-Grundzustand
|0) als Versuchs-Wellenfunktion verwendet und damit den Erwartungswert ausrech-

net. Dies ergibt

ES)(3,6)=0 E (82 + 6) — B8e~"~ Déeeos[236) (7.41)

+(DB — pT)e e *+sin[206] )|

Die Parameter 3, 6 kénnen dann durch eine Minimalisierung bestimmt werden [51].

7.5.4 Kleiner Transfer (T' < 1). Beliebige Kopplung

In dem Grenzfall kleinen Transfers gehen wir zunichst analog zum kleinen Kopp-
lungsfall vor, d.h. wir wollen die Parameter so bestimmen, dass die erste Ordnung
des Hamiltonoperators (7.26) in T" verschwindet. Aus Gleichung (7.15) erkennen wir,
dass wir fiir T'=0 6 = D setzen kénnen. Wir entwickeln also den Hamiltonoperator

(7.26) fiir 6 = D nach Ordnungen von # und T,

Ty (T HE) (6—D)—QE (P*+(Q-D)*~1) + D(Q - D)
(28D(Q — D)* = iBP — pT ) R¥*We*P* (7.42)

+55% —26°D(Q — D)* +2T3(Q D) + O(T*)

Die Bedingung dafiir, dass die erste Ordnung verschwindet, wiirde

(251)(@ — D)? —iBP — pT) R 2DP — (7.43)

lauten.Da () und P variable Groflen sind, miissen wir also feststellen, dass unsere
Produkt-Transformation in diesem Grenzfall die Erfiillung einer Frohlich-Bedingung
nicht gestattet. Daher gehen wir einen Umweg. Wir berechnen die Energieerwartungs-

werte fiir 7" < 1 mithilfe einer Energie-Minimalisierung. Den so erhaltenen Ausdruck
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vergleichen wir dann spéter mit dem exakten Ergebnis. Um zu dem exakten Ergebnis
zu gelangen, verwenden wir eine andere Reflexions-Transformation. Dies werden wir
in Abschnitt 7.6 ausfiihrlich erldutern.

Wir entwickeln den Energieausdruck (7.41) bis zur zweiten Ordnung in § und T
einschlieBlich und wéhlen 6 = D. Eine Energieminimalisierung beziiglich 3 fiihrt

dann zu dem Parameterwert

pT' D

B=3pi +3D2+05

(7.44)

und zu der Grundzustands-Energie (fiir 7" < 1)

D2
C2D4+3D2 105

1 2
Ef,(6 = D)= —5D* —pTe™” T2+ O(T%)| (7.45)

Am Ende des Abschnitts 7.6 werden wir zeigen (wie bereits in [50] geschehen), dass
dieses Ergebnis bis zur zweiten Ordnung in 7" in der dominierenden Potenz von D
(wenn D < 1) bzw. von D! (wenn D > 1) analytisch richtig ist. Mit dem so gefun-
denen Parameter § und 6 = D kann man nun unter Benutzung des ersten ungestorten
Ostzillatorzustandes ‘¢§O)> den Erwartungswert des transformierten Hamiltonopera-
tors (7.26) berechnen. Dessen analytisches Verhalten im limes 7" < 1 kann man dann
wiederum mittels des in Abschnitt 7.6 angegebenen Verfahrens testen.

Fiir spitere Zwecke schreiben wir die respektiven Potenzentwicklungen an.

Fiir D > 1 geht (7.45) iiber in

EV)(5=D)=Q [——DQ _pTe P - (L - i) T2+ 0 (1% e_D2)] (7.46)

Fir D < 1 geht (7.45) iiber in

ES)(5=D)=0 [—%DQ T (1 Dy %D‘l) ~ (20* ~12D") 7?4 0 (T?’)]

(7.47)
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7.5.5 Graphischer Vergleich mit dem numerisch exakten Er-
gebnis

SONNEK [67] hat bei der Betrachtung des Dimer-Modells neben den oben diskutier-
ten Grenzentwicklungen auch die exakten Energie-Eigenwerte berechnet. Wir wollen
beides in den Abbildungen 7.1 und 7.2 darstellen. Diese Bilder wurden uns von HER-
FORT zur Verfiigung gestellt [68].

Wir haben die Energie (auch die der angeregten Zusténde) iiber dem Transfer-
Parameter T aufgetragen. Stellvertretend fiir kleine und grofle Werte der Kopp-
lungsstéarke D haben wir die Werte D = 0.25 und D = 4 gewihlt. Es ist jeweils
ein Diagramm fiir gerade (¢ = +1) und ungerade (¢ = —1) Paritét angegeben. In
der Abbildung 7.1, in der ein kleiner Wert fiir die Kopplungskonstante D (D = 0.25)
gewihlt ist, erkennt man, die hervorragende Ubereinstimmung der Niherungslosung

mit der exakten Losung in den Grenzfillen T < 1 und 7' > 1.

In Abbildung 7.2 ist ein ziemlich grofiler Wert fiir D (D = 4) gewéhlt. Auch hier wer-
den die Grenzfille richtig reproduziert, doch ist der Bereich der Ubereinstimmung

der Ndherungslosung mit der exakten Losung relativ kleiner.

In beiden Abbildungen 7.1, 7.2 gibt es jedoch einen kritischen T-Bereich (T ~ T,)
in dem sich die N&herungsrechnung als schlecht erweist. Bei kleinen D-Werten ist
T. ~ % (siehe auch Formel (7.34)), bei hoheren D-Werten wandert T, nach hoheren
Werten (Fiir D = 4 hat man T, ~ 8). Die Verschlechterung der Rechnung fiir 7' ~ T,
liegt daran, dass unsere simple Produkt-Transformation nicht flexibel genug ist, die
AbstoBung sich ndhernder Energieeigenwerte angemessen zu beschreiben (Fall der
Entartung). Inzwischen hat sich herausgestellt, dass man auch in diesem kritischen
Bereich ein glattes, korrektes Verhalten erzielen kann, wenn man einen weiteren,

recht einfachen unitdren Operator-Faktor in das Produkt aufnimmt. Details dazu

findet man in der Doktorarbeit von HERFORT [68].



KAPITEL 7. ERFASSUNG DER ANTAGONISTISCHEN TENDENZEN 86

a)

15 2

NE T

Abbildung 7.1: Die numerisch berechneten Eigenwerte (durchgezogen) und die aus
der Produkttransformation Ty : T, : folgenden Eigenwerte ((gestrichelt); siche Glei-
chung (7.41) mit § = D(1 —4T%)7! und B = 2pTD(1 — 47?)71)) fiir eine kleine
Kopplungsstiarke D = 0.25: a) gerade Paritdt p = +1, b) ungerade Paritdt p = —1.
Nach HERFORT [68]
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a)

.25 1 1 1
0 5 10 15 20

T

Abbildung 7.2: Die numerisch berechneten Eigenwerte (durchgezogen) und die aus der
Produkttransformation Ty : T, : folgenden Eigenwerte ((gestrichelt); siehe Gleichung
(7.41) mit 6 = D und 3 = pT' D(2D* + 3D? + 0.5)* fiir kleine Transfer-Werte und
mit § = —D(4T?)~! und B = —D(2pT)! fiir groBe Transfer-Werte) fiir eine grofe
Kopplungsstiarke D = 4: a) gerade Paritdt p = +1, b) ungerade Paritit p = —1.
Nach HERFORT [68]
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7.6 Alternative Produkt-Transformation, T, : Ty

Wie wir bereits erklédrt haben, miissen wir die analytische Richtigkeit der Energien
(7.45) erst noch zeigen. Das werden wir in den folgenden Abschnitten tun. Des-
halb benutzen wir eine Produkt-Transformation, welche die Erfiillung einer Frohlich-
Bedingung erlaubt. Zu diesem Zwecke fithren wir eine alternative Reflexions-Trans-
formation Ty, ein. Wir kénnen damit dann die korrekten Energiekorrekturen bis zur
zweiten Ordnung in 7" ausrechnen und das Ergebnis mit (7.45) vergleichen.

Wir beginnen mit der Anwendung von Ty(6 = D) auf H}%. Aus Gleichung (7.15)

finden wir

1 N
Ty(6=D): H®, = Q|bTb - SD* =T exp[v2Db'] exp[—V2Db|RPM | (7.48)

oder
Ty(6 = D) : H®, = Hy+ W (7.49)
mit
iy Lo
Ho=9 [b b— 5D ] (7.50)
W = —pT'Qexp[v2Db!] exp[—v/2Db] RPM (7.51)
. 1 1
=-—pTQ) ﬁ(\/iD)“(bT)“ > —(=V2D)"(b)" R (7.52)
pu=>0 v>0""

und 7 = T(§ = D) = Texp[—D?. Auf den Hamiltonoperator (7.49) wollen wir
eine unitidre Transformation T,,. anwenden, die wir durch den unitdren Operator
Uar = exp|Sar| charakterisieren. Dann lauten die projizierten Frohlich-Bedingungen,
i.e. die Bedingungen, die zum Verschwinden des Nichtdiagonalanteils von W in erster

Ordnung fiihrt:
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(m] [Ho, Sur] [0) = (B = BO) (m| Sup In) = — (m| W [n) ~ (7.53)

fir m,n=0,1,2,3,... aber m#n

wobei £, £ die Energiewerte von Hy bedeuten (E©) = Q [m — %DQ}). Die Be-
dingung (7.53) fixiert die Matrixelemente des Exponenten-Operators S, der kei-
ne Diagonalelemente enthilt. Fiir die Durchfithrung der Frohlich-Bedingung (7.53)

bendétigen wir im Falle des Grundzustandes

(m| W [0) = (0] W |m) = —pTQ2 (m| ZO i(\@D)“(bT)“ 0) m#0  (7.54)

= —pfﬂm% (7.55)

Nach (7.53) und (7.54) muss dann gelten:

(vV2D)"

mQ (m| Sar |0) = — (m| W |0) = pT'Q N (7.56)
= —mQ (0| Sor |m) , firm #0 (7.57)
oder
_ _ a2
(m| Sar |0y = — (0] Sar |m) 7me , frm #0 (7.58)
Ganz analog erhélt man
_ o 2D)m m )
(m|W [1) = (1| W |m) f—pTQW V2D — 7AD| fiir m # 1 (7.59)

und damit

_ 4 (V2D)m om ]
(m| Sar [1) = — (1] Sar |m>pr—(m_1)m l\/iD \/§D] ,fiir m # 1(7.60)
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Fiir die hoher angeregten Zustdnde kann man analog verfahren. Wir fithren das wei-
tere Vorgehen exemplarisch fiir die Wahl n = 0, also nur fiir den Grundzustand

durch.

7.6.1 Alternative Reflexions-Transformation T(?

Inspiriert durch die projizierte Form (7.54) des Stéroperators, fithren wir an dieser

Stelle die folgende unitéire Transformation 7% ein:

UQ = explsV], SO pTZ Dy [(bh = (=b)*| R™W (7.61)

u>0

Damit erhalten wir

(m| S0} = — (0] S5 [m) = pT m|ZO (b")"10) (7.62)
_ pfi(n{\/% (7.63)

Damit wird die Forderung (7.58) erfiillt, und es gilt demgem#8

(m| Sar |0) = (m| S |0) (7.64)

Durch Kenntnis dieser Projektion der Frohlich-Bedingung ist der Grundzustand des

transformierten Hamiltonoperators

Tor: (Ta(6 = D) - H{) = Ho + [Hy, Sar] + W (7.65)
o(T)

1
+ 5 HHO7 Sar], S(M’] + [W, Sar] —|—O(T3)

O(T?)
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von allen anderen Zusténden in erster Ordnung entkoppelt. Die Nichtdiagonalglieder
O Tur = (Tu(6 = D) - H) |m) und (m|To, : (Tu(6 = D) : HZ) |0) sind also von
der Ordnung T2,

(01 Tor : (Tal® = D)  Hg,) Im) = (m| T = (Ta(6 = D) - Hf) |0)  (7.66)

Es ergibt sich damit der Eigenwert (fir 7' < 1)

1 2 2 2D?)H
__D2 —pTe_D +T2€_2D Z ( )

ES = (0] Harg |0) = Q
o 2 = !

+0(T?)

(7.67)

—Q [—%DQ— pTe P+ 1% " (Ei(2D?) — In(2D”) — C)+O(T3)] (7.68)

welcher fiir beliebige Werte von D exakt bis zur Ordnung 72 inklusive ist. Damit ist
|0) die exakte Eigenfunktion des Grundzustands fiir den transformierten Operator

(7.65) bis zur ersten Ordnung in 7" inklusive. Wir haben die Abkiirzung

Eﬁ % — Bi(z) — In(z) — C (7.69)

verwendet. Ei(z) ist die Eulersche Integralfunktion und C' = 0,577216... die Euler-
sche Konstante [72]. Die Darstellung (7.68) des Grundzustandes mittels der Ei(x)-

Funktion wurde bereits von WAGNER verwendet [50].

Aufbauend auf dem vorstehenden Vorgehen kann man versuchen, erginzende Expo-
nential-Operatoren zu finden, welche die auf angeregte Zusténde projizierten Froh-

lich-Bedingungen

(ml [Ho, (S + 8S5,)] 1) = — (m| W [1) = (m| [Ho, Sar] [1) (7.70)

etc.
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erfiillen. Anschliefend lassen sich dann ebenfalls die analytisch korrekten Energie-

(ard)

1y ,ngg‘d), E?()‘Zd), ... fiir die angeregten Zusténde fiir beliebige Werte von D

werte F

bis zur zweiten Ordnung in 7" berechnen.

7.6.2 Analytisches Grenzverhalten
Debye-Waller-Anomalie

Die Summe in dem hergeleiteten Ergebnis (7.67)

1 2 2 2D?)~
—§D2 —pTe™ +T% 2" u—i—O(T?’)

ES = (0] Harg |0) = Q
or = !

(7.71)

—Q [—%DQ— pTe P +T% " (Ei(2D?) — In(2D”) — C)+O(T3)] (7.72)

kann fiir die Grenzfille D < 1 und D > 1 entwickelt werden. Wir finden fiir 7" < 1
und D <« 1

1 D*
ES D =0 [_§D2 —p <1 —D*+ 7) T (7.73)

— (2D* = 3D*) T? + O(T*) + O(TD°)]

Dieser Ausdruck stimmt mit dem Ergebnis (7.35) bis zur zweiten Ordnung in D und
in T iiberein, wenn das letztere als Reihenentwicklung in 7' geschrieben wird. Fiir

T < 1, D > 1 erhalten wir aus (7.72)

ar 1 _p2 1 1 B
ES D =0 —502 —pe 2T — (ﬁ tom O(D 6)) T2 + O(T?’)] (7.74)

Dieses Ergebnis stimmt bis zur Ordnung D=2 mit (7.46) {iberein. Damit ist die ana-
lytisch richtige Form der Ausdriicke (7.45) und (7.46) fiir den Grenzfall T < 1
in der jeweils fithrenden Potenz von D erwiesen. Dies zeigt insbesondere, dass die
einfache Produkt-Transformation aus Abschnitt 7.5 nicht nur das richtige Verhal-

ten fiir kleine Kopplungs-Parameter D bei beliebigem 7', sondern auch fiir kleine
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Transfer-Parameter 7' in den extremalen D-Bereichen wiedergibt (vergleiche (7.46)
und (7.74)). Insbesondere stellen wir fest, dass in (7.45) und (7.46) das richtige
Debye-Waller-Verhalten wiedergegeben wird, i.e. Terme ungerader Potenzen von
T enthalten den Exponentialfaktor exp[—D?], wihrend er bei Termen gerader Po-

tenzen von T nicht auftritt.

7.7 Die Antisqueezing-Transformation

7.7.1 Grundlagen

In den vergangenen Jahren wurde beim Polaronenproblem neben den bisher dis-
kutierten Produkt-Transformationen (7 : T, und T,, : T;) noch eine Transforma-
tion betrachtet, in der anstelle des reflektiven Faktors ein unitérer squeezing- bzw
antisqueezing-Operator beniitzt wird. Beim Dimer-Problem hat sich gezeigt [69], dass
eine solche Transformation sich gut zur Generierung der energetisch hoch liegenden
,exotischen Zusténde“ eignet, jedoch fiir den Grundzustand der displaziv-reflektiven

Transformation Ty : T, unterlegen ist [51], [66].

Der Begrift “Squeezing® bezieht sich nur auf den Phononen-Unterraum, jedoch schreibt
man die verwendeten Transformationen fast immer im Original-Raum, d.h. im voll-
stdndigen Elektron-Phonon-Raum an. Durch die ,,Vorschaltung“ der FGT, GFGT
oder der MFGT, wie in den vorangegangenen Kapiteln behandelt, reduziert man
das Problem, wie gezeigt, auf ein rein phononisches. Die Anwendung von Squeezing-
Transformationen wird damit ebenfalls auf den phononischen Unterraum beschrankt.
Die entsprechenden Squeezing-Transformationsoperatoren enthalten dann nur pho-
nonische Operatoren.

Betrachten wir nun den unitidren Operator der Anti-Squeezing-Transformation

Ua(a) = exp|—ia( PQ + QP)] = exp [~ (b* — (b1)?)] (7.75)
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mit den Transformationseigenschaften

Us() | £(Q)) =€~ | f(e72*Q)) (7.76)
T, : Q=eQ (7.77)

T,: P=e 2P (7.78)

T, : RPh = R(h) (7.79)

Dadurch werden die Wellenfunktionen fiir v < 0 komprimiert (squeezed states) und
fiir & > 0 ausgedehnt (anti-squeezed states) (siehe Gleichung (7.76)). Wir verwenden
den Index a fiir antisqueezing, da in unseren Rechnungen fiir den Grundzustand das

Vorzeichen von « positiv sein wird.

Um einen Vergleich mit der vorhandenen Literatur zu erleichtern, geben wir den

entsprechenden Operator im vollstdndigen Elektron-Phonon-Raum an (siehe (7.7)

mit S®(Q, P) = —ia(PQ + QP))

Trg  Ua(@) = UrcUa(@)Ure =
exp [S(p)(Q, P)cle; + RPW S®)(Q, P)R(ph)cicr] =exp [—ia(PQ +QP)(cla + cicr)}

=exp [—ia(PQ + QP)] (7.80)

Durch Ausnutzung der Teilchenzahlidentitét cchl + clc, = 1 entpuppt sich der Ope-
rator des originalen Elektron-Phonon-Raumes nun doch wieder als rein phononischer

Operator. Der Transformationsparameter o kann dabei von der Paritét p abhéngen.

7.7.2 Kombination mit der Verschiebungs-Transformation

Wir kombinieren die Transformation (7.75) mit der Verschiebungs-Transformation,

d.h. wir betrachten den unitdren Operator U = U, - U;. Wenden wir diese Produkt-
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Transformation auf den FG-Hamiltonoperator (7.3) an, so finden wir (sieche SONNEK

et al [51])

Q
Ty: (T, : H®) = 5 (PP +(Q — 6)%™ — 1) (7.81)
+QD(Q — §)e* — QpT RPh) 8P

Der Energieausdruck beziiglich des Grundzustands |0) des ungestérten Harmonischen

Oszillators lautet dann

1 1 2 1
Ef))(0,6) =8 |30% + 7 (' + ) = Déet® — pTe ™ — 2| (782

Die Parameter «, 6 sollen nun so gewihlt werden, dass die Energie ein Minimum
annimmt. Um einfache analytische Ausdriicke fiir die Parameter «, ¢ zu erhalten,

betrachten wir nur die Grenzfélle D < 1 (T beliebig) und 7" < 1 (D beliebig).

7.7.3 Kleine Kopplung (D < 1). Beliebiger Transfer

Fiir kleine Kopplungs-Parameter D < 1 entwickeln wir den Energie-Ausdruck (7.82)
nach D,§ = O(D),a = O(D?). Eine Minimalisierung der Energie fiihrt zu

D
S— 7.83
14 2pT ( )

pT D? 4
S e 1§ ) 7.84
=g 0P (7.84)

D2

EY=Q|l—pT'——— L OD* fir D < 1 7.85

Fir p = +1 (D <« 1) ist der Grundzustand verbreitert (tiefster Zustand der ,,norma-
len“ Eigenzusténde); daher kommt auch die Bezeichnung antisqueezing. Fir p = —1
(D <« 1) ist der Grundzustand komprimiert (tiefster Zustand der sogenannten ,,exo-

tischen® Eigenzusténde): squeezed states. Vergleichen wir das Ergebnis (7.85) mit
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dem entsprechenden analytisch richtigen Ergebnis (7.35), so stellen wir fest, dass in
diesem Grenzfall das analytisch richtige Verhalten bis zur Ordnung D? reproduziert

wird.

7.7.4 Kleiner Transfer (T' < 1). Beliebige Kopplung

In diesem Grenzfall ist (suggeriert durch den FG-Hamiltonoperator (7.3)) 6 ~ D,
dh. § = D — 6, wobei |6| < D. Der Ausdruck (7.82) wird bis zur zweiten Ordnung
in T, 04,5 entwickelt und ergibt

A 1 2 2 A
Ef)(a,8 =D —§)=Q [~=D* —pTe D" —2pTDe 76+ 2D%*  (7.86)

~ 1A
—92Déa + 562 + 402

Die Minimalisierung der Energie liefert die Parameterausdriicke

1 2
a= 5pTDQe—D (7.87)
§=pTD(D? +2)e™ " (7.88)

und die Energie

1 2 2
Ejp =0 —5D* = ple™™ —T2D*(D?* +2)e*”" 4+ O(T?)| , fiir T < 1(7.89)

Wir stellen fest, dass die Energie-Korrektur zweiter Ordnung in 7' mit dem Exponen-
tialfaktor e 2P° versehen ist. Dies steht im Widerspruch zur erwarteten Debye-
Waller- Anomalie, nach der die Energie-Terme gerader Potenzen in 7' keinen Ex-

2D* enthalten diirfen. Fiir groBe Werte von D wird die

ponentialfaktor der Form e~
Energiekorrektur zweiter Ordnung in 7" daher kleiner sein als die des exakten Grun-
zustands (7.67) und die aus der reflektiv-displaziven Transformation stammenden
(7.45). Daher ist der Energiewert im Grenzfall kleinen Transfers (7.89) fiir groe

Werte von D hoher als jener der beiden letztgenannten Ausdriicke (7.67) und (7.45).
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Fiir kleine Werte von D kann die Energie (7.89) nach Potenzen von D entwickelt

werden. Dies fithrt zu

1 2
Ejy =0 —5D? = pTe”?" = T?D*(2 - 3D%) + O(T%)| , fiir T, D < 1(7.90)

In diesem Grenzfall (D < 1) zeigt ein Vergleich mit dem analytisch exakten Ausdruck
(7.73) auch die analytische Richtigkeit von (7.89) (fir 7' < 1 und D < 1).

7.8 Zusammenfassung und Perspektiven dieses Ka-
pitels

Nach der Reduktion des translationsinvarianten Elektron-Phonon-Problems mittels
der FGT werden in den FG-Gleichungen die antagonistischen Tendenzen des ge-
koppelten Systems in besonderer Weise erkennbar. In den vorliegenden Paragraphen
haben wir versucht, jeder dieser antagonistischen Tendenzen eine moglichst einfa-
che unitdre Transformation zuzuordnen. Dies fiithrte dazu, eine Losung mittels ei-
nes Produktansatzes zu diskutieren. Um die Analytik dieser Diskussion einfach zu
halten, haben wir das einfachste archetypische Elektron-Phonon-System, das soge-
nannte Dimer-System betrachtet. Zur Behandlung dieses Problems haben wir eine
denkbar einfache Produkt-Transformation hinzugezogen, ndmlich ein Produkt aus
einer Verschiebungs-Transformation und einer Transformation, die in ihrem Expo-

nenten den einfachsten nichttrivialen reflektiven Operator enthélt.

Das Ziel der weiteren Betrachtung war dann, nachzuweisen, dass die gewéhlte Produkt-
Transformation in dem Sinne verniinftig ist, dass sie die exakten Losungen in den
beiden entgegengesetzten Grenzfillen reproduziert. Es war daher nétig, um die analy-
tische Qualitét unserer Transformation zu evaluieren, das richtige Grenzverhalten fiir

T < 1 in storungstheoretischer Weise iiberhaupt erst zu finden. Dies geschah mittels
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einer im storungstheoretischen Sinne angemessen gewéhlten unitédren Transformati-
on, die ebenfalls reflektive Elemente enthélt, jedoch viel komplizierter zu handhaben
ist als der oben von uns fiir praktische Rechnungen vorgesehene Spiegeloperator. Da-
mit konnten wir die korrekte analytische Form des Limes angeben. Diese Form haben
wir daraufhin mit dem Ergebnis verglichen, das aus unserer simpleren Transformati-
on folgt. Wir konnten zeigen, dass das analytisch korrekte Verhalten durch unseren

N&dherungsansatz in den dominierenden Potenzen der Kopplung D reproduziert wird.

Diese Feststellung hat weitreichende Konsequenzen fiir die Dynamik und die Ther-
modynamik, denn die Beniitzung einer solchen diagonalisierenden Produkt-Transfor-
mation bedeutet nichts anderes als die ,, Drehung* der Eigenbasis des gekoppelten Ha-
miltonoperators in den extremalen Grenzféllen in die des ungekoppelten und damit
die rechnerische Beherrschung der gesamten Dynamik mittels einer einzigen unitéren
Transformation in diesen Grenzfillen. Man kann also erwarten, dass in den ande-
ren Parameter-Bereichen die vorgenommenen Rechnungen ebenfalls gute Naherun-
gen darstellen. Dies kann auch in den Figuren 7.1 und 7.2 gesehen werden. Die relativ
grofflen Abweichungen der Naherungswerte vom analytisch korrekten Energiewert an
den Resonanzstellen konnen mithilfe einer dritten unitdren Transformation stark re-
duziert werden (siehe [68]).

Eine solche ,,globale“ Ndherungs-Diagonalisierung bietet gegeniiber einer rein nume-
rischen Einzel-Diagonalisierung praktische Vorteile. Neben der erwdhnten Bedeutung
fiir die Dynamik und die Thermodynamik im vorliegenden Dimer-Fall ist dies insbe-
sondere wichtig fiir ausgedehntere translationsinvariante Elektron-Phonon-Systeme,
wo man dhnlich einfache unitidre Produktoperatoren verwenden kann. Bei dieser Be-
handlung tritt anstelle des Spiegeloperators der Translationsoperator, der die Ele-
mente der Translationgruppe charakterisiert.

Ein wichtiger Aspekt der Konfrontation der antagonistischen Tendenzen ist die so-
genannte Debye-Waller-Anomalie (Debye-Waller peculiarity), die stets dem re-

guldren Debye-Waller-Phénomen beigeordnet ist. Bei grofleren Kopplungskonstan-
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ten D zeigt sich ndmlich, dass der effektive Transfer-Parameter in den ungeraden
T-Potenzen ein sogennanntes Debye- Waller screening erleidet, d.h. durch einen mit
D? exponentiell abnehmenden Faktor (Debye-Waller-Faktor) reduziert wird. Dieses
analytische Verhalten tritt jedoch nicht bei den geraden T-Potenzen auf (Debye-
Waller-Anomalie). Die Existenz der Debye-Waller-Anomalie ist ein wichtiges und
leicht anwendbares Kriterium fiir die Beurteilung von Versuchswellenfunktionen. Wie
wir gezeigt haben, wird durch die von uns gewéhlte Transformation die Debye-
Waller-Anomalie reproduziert. Zum Kontrast haben wir dieses Kriterium auch fiir
eine Produkt-Transformation benutzt, in der statt unseres Reflexions-Operators ein
Squeezing- (Anti-Squeezing-)Operator verwendet wird. Die Wahl eines solchen Ope-
rators wurde in der Literatur zuweilen auch vorgenommen und ist weniger sophisti-
cated als unser reflektiver Transformations-Operator. Aus unserer analytischen Dis-
kussion folgt jedoch, dass ein Squeezing-Operator die Debye-Waller-Anomalie nicht
reproduzieren kann.

Da die beiden antagonistischen Tendenzen universelle Eigenschaften aller Polaro-
nen-Probleme darstellen, vermuten wir, dass sich das beschriebene Konzept in leicht
modifizierter Form ebenso auf ausgedehnte Systeme iibertragen ldsst. Aus diesem
Grunde mochten wir fiir zukiinftige Untersuchungen in gekoppelten Elektron-Pho-
non-Systemen die Verwendung der Produkt-Transformation empfehlen, in der ei-
nerseits ein verschiebungsartiger Operator auftritt, und als Partner ein Operator
verwendet wird, der ein Element enthélt, das die Symmetrieoperatoren des Systems
charakterisiert, einen Reflexionsoperator bei einer Inversionsgruppe wie oben beim
Dimer-Modell oder einen Translationsoperator bei Translationssymmetrie. Letzteres

wire angemessen fiir die von uns in den Kapiteln 4 und 6 behandelten Systeme.



Kapitel 8
Zusammenfassung und Ausblick

Wir runden diese Arbeit ab durch eine Wiederholung der wichtigsten Resultate und
durch Perspektiven fiir zukiinftige Untersuchungen. Da wir bereits innerhalb der ein-
zelnen Kapitel und zusammenfassend am Ende derselben ausfiihrliche Diskussionen
der einzelnen Ergebnisse zusammengestellt haben, wollen wir an dieser Stelle nur noch

in groben Ziigen den Gesamtzusammenhang und wichtige Wesensmerkmale darlegen.

Nach dem Bereitstellen der fiir diese Arbeit nétigen Grundlagen haben wir die
Mehr-Band-Formulierung der verallgemeinerten Fulton-Gouterman-Transformation
(MFGT) eingefiihrt. Insbesondere haben wir ein translationsinvariantes gekoppeltes
Elektron-Phonon-System durch einen entsprechenden archetypischen Hamiltonope-
rator vorgestellt und an ihm die Féahigkeit der MFGT zur Diagonalisierung beziiglich
des elektronischen g-Vektors im Detail verifiziert. Nach dieser Teil-Diagonalisierung
verbleibt eine Kopplung der Wellenfunktionen gleicher g-Vektoren in den verschie-
denen elektronischen Béandern. Diese Kopplung kann jedoch im Allgemeinen durch
eine storungstheoretische Behandlung des Restproblems beseitigt werden. Die Mo-
tivation und Legitimation fiir eine solche stérungstheoretische Behandlung liegt in
der meistens groflen Differenz der Energiewerte verschiedener Bénder, die zum selben

q-Vektor gehdren.
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Durch die &hnliche Wirkungsweise der MFGT mit der oft zitierten Lee-Low-Pines-
Transformation (LLPT) wird eine Kontrastierung der beiden Transformationen na-
hegelegt. Dazu haben wir sie jeweils beide auf ausgewahlte Elektron-Phonon-Systeme
angewendet. Wahrend fiir das einfache Frohlich-Modell die LLPT gewisse Vorziige
gegeniiber der MFGT aufweist, verliert erstere die Fahigkeit zur g-Diagonalisierung
bei Hinzunahme eines periodischen elektronischen Potentials. Die MFGT hingegen
behélt ihre diagonalisierende Eigenschaft beziiglich des Wellenvektors q fiir diese wie

auch fiir andere Verallgemeinerungen.

Fiir die Anwendung der MFGT ist eine exponentielle Form besonders praktisch. In

unserer Untersuchung haben wir eine solche Form gefunden und diskutiert.

Fiir die praktische Behandlung von Viel-Teilchen-Systemen ist man auf eine expo-
nentielle Form des jeweiligen unitdren Operators angewiesen. Doch selbst wenn die
Operatoren in der ersten Quantisierung exponentiell sind, sind sie dies oft nicht mehr
bei der Umschreibung in das Bild der zweiten Quantisierung. Man findet jedoch Ope-
ratoren, die bei der Beschrankung auf ein Elektron den beiden Operatoren der MFGT
und der LLPT entsprechen, die aber auch fiir Mehr-Teilchen-Systeme exponentielle
Gestalt behalten und daher unitér sind. Auch in diesem Zusammenhang zeigen sich
Vorteile bei der Behandlung entsprechender Systeme mit der MFGT gegeniiber der
LLPT, da der Exponent der ersteren eine diagonale Gestalt hat, wihrend der Ex-
ponent der LLPT eine nichtdiagonale Gestalt besitzt. Wie bereits erwiahnt, bildet
die jiingere Entwicklung der Theorie der Bi-Polaronen im Zusammenhang mit der
Hoch-To-Supraleitung 23] oder auch der Polaronen-Ladungsdichtewellen [27], [70],
[71] eine vielversprechende Perspektive fiir eine zukiinftige Verwendung der MFGT

in Mehr-Teilchen-Problemen.

Nach der Anwendung der MFGT auf den Hamiltonoperator eines Systems Abelscher
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Symmetrie zeigen sich in den verbleibenden Gleichungen des Phononen-Subsystems
(FG-Gleichungen) die beiden antagonistischen Tendenzen des origindren Systems
in besonders durchsichtiger Weise, so dass man daran denken kann, das effekti-
ve Phononenproblem ebenfalls durch unitéire Transformationen zu behandeln. Ins-
besondere legen es die beiden antagonistischen Tendenzen nahe, unitédre Produkt-
Transformationen einzufiihren, in denen jeder Faktor eine der antagonistischen Ten-

denzen reprasentiert.

Fiir das Dimer-Modell wurde dieses Konzept bereits anhand einer Produkt-Transfor-
mation aus Verschiebungs- und (einfachster) Reflexions-Transformation untersucht
[50],[51]. Eine gewisse Schwiche dieser Versuche war es, dass die analytische Rich-
tigkeit der Energiewerte fiir den Grenzfall kleiner Transfer-Parameter nur fiir den
Grundzustand bestétigt werden konnte. Da diese Produkt-Transformation jedoch
leicht handhabbar und vollstédndig durchfithrbar ist, wére es wiinschenswert, sie auch
fiir hohere Zustédnde zu verwenden. Wir haben deshalb einen Weg angegeben, der
es erlaubt, die Giite der betrachteten Produkttransformation auch fiir die Energie-
werte der angeregten Zustdnde im Grenzfall kleinen Transfers analytisch zu dis-
kutieren. Dies geschah mittels einer alternativen Produkt-Transformation, die das
storungstheoretische Verhalten richtig wiedergibt. Durch Vergleich der Ergebnisse
beider Rechnungen findet man, dass die Energie-Erwartungswerte bis zur Ordnung
T? iibereinstimmen. Dabei zeigt sich insbesondere, dass das richtige Debye-Waller-
Verhalten durch unsere einfache Verschiebungs-Reflexions-Transformation wiederge-
geben wird, i.e. die Terme ungerader Potenzen von T sind durch den Faktor exp[—D?]
abgeschwicht (Debye- Waller screening), wihrend die Terme gerader Potenzen von T’

diesen Faktor nicht enthalten (Debye- Waller peculiarity).

Eine andere, in der Literatur hdufig verwendete Produkt-Transformation besteht aus
dem Produkt einer Verschiebungs- und einer Squeezing-Transformation. Eine Be-

handlung des Dimer-Modells mithilfe dieser Transformation zeigte jedoch deutlich
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deren Schwichen: Die Debye-Waller-Anomalie im Grenzfall kleinen Transfers wurde
hierbei nicht wiedergegeben. Damit sind die erzielten Energieeigenwerte fiir den Fall

kleinen Transfers 7' < 1 und grofler Kopplung D > 1 hoher als die exakten Werte.

Fazit

Durch die Bereitstellung der MFGT konnen ausgedehnte Elektron-Phonon-Systeme
mit abelscher Symmetrie von einem gekoppelten Elektron-Phonon-System auf ein
phononisches Problem reduziert werden, in welchem allerdings noch eine Kopplung
verschiedener Wellenfunktionen zum selben g-Vektor iiber die elektronischen Bandin-
dizes besteht. Dies gilt insbesondere auch bei Systemen, die allgemeiner gewéhlt sind,
als das Frohlich-Modell, also bei Systemen, die ein periodisches elektronisches Poten-
tial, Umklapp-Prozesse oder phononische Anharmonizitdten enthalten. Der bei der
Behandlung des Frohlich-Modells sehr erfolgreichen LLPT gelingt dagegen keine Dia-
gonalisierung beziiglich des g-Vektors, wenn ein periodisches elektronisches Potential
einbezogen wird.

In dem verbleibenden phononischen Restproblem sind die beiden antagonistischen
Tendenzen des gekoppelten Systems in besonders durchsichtiger Weise zu erkennen.
Dies motiviert die Verwendung von Produkt-Transformationen, wobei jeder Faktor
des Produktes eine der beiden Tendenzen représentiert. Diese Konzeption haben
wir am Beispiel des Dimer-Modells im Detail demonstriert, wobei wir insbesondere
das bisher nicht nachgewiesene analytisch korrekte Verhalten im Grenzfall kleinen

Transfers gezeigt haben.



Anhang A

Operator-Umformungen

Da es nicht gerade iiblich ist, Operatoren mithilfe einer Projektion in das Argument
eines Kronecker-Deltas iiberzufithren, wollen wir an dieser Stelle eine ausfiihrliche
Erkldrung der Rechnung abgeben, die wir vollzogen haben, um auf die Gleichung
(6.11) zu kommen.

Wir betrachten den Ausdruck

M = e e @ " f(q) (A1)

Wir behaupten, M schreiben zu kénnen als

M=% fla)b(a+G =3 ablby) (A.2)

q,G

wobei die reziproken Gittervektoren G bereits in Gleichung (4.74) definiert worden
sind.

Der Operator Z/ q b;bq/ wirkt auf jede phononische Wellenfunktion, auf die er trifft.
Dieser Operatoqr hat die Eigenbasis {|{n,})}, welche vollstandig, orthogonal und nor-
miert ist. Daher kann man jede Wellenfunktion als Linearkombination dieser Basis-

funktionen darstellen,
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@) — {Z} Cng) [{na})

Wir konnen folgende Umformungen vornehmen:

M@y = 37 ey M | {ngr})

{ng}
= c L > e_iq“emgq/b;bq/f( ) {nqr})
{nq//} (N + 1) - q q
{nq//} n,
B SR LI i) f(a) Hrar)
{nq//} (N + 1) < q q
{ngr} n,
=Y f@s(a+G =2 d"ng) 3 cingy l{nard)
q,G q” {ng}

= Z f(q)&(q +G— Zq’bg/bq/) Z C{nq//} |{nq//}>

{ngr}

oPh) >

q,G
=Y f(q)(S(q +G =) q’bg/bq/)
q,G q’
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(A.6)
(A.7)
(A.8)

(A.9)

Daraus erkennt man sofort die Giiltigkeit der Gleichung (A.2) und damit die der

Gleichungen (4.90) bzw. (6.11).



Anhang B

Invarianten

In diesem Anhang wollen wir einen kurzen Uberblick iiber die jeweiligen Invarianten
der verschiedenen Systeme und Untersysteme, die in dieser Arbeit behandelt werden,

geben.

i) Zunéichst betrachten wir den rein elektronischen Teil des Frohlich-Hamiltonians

H = p’ (B.1)
€ 2me.

Die hierin verborgene Symmetrie ist eine kontinuierliche Translationssymme-
trie. Folglich lassen selbst kleinste kontinuierliche Translationen, erzeugt durch
den elektronischen Impulsoperator p = —iAV, das System unverédndert. Daher

ist der elektronische Impuls die Invariante des Systems,

" =p (B.2)
HéF) ist eine vektorielle Invariante.

ii) Der Frohlich Hamiltonian

2
|y qr 1
HE — . T Eq [Vq bg ™" + h.c.} +h Eq Q (bqu + 5) (B.3)
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zeigt eine diskrete Translationsinvarianz. Die Diskretheit wird durch den El-
ektron-Phonon-Kopplungs-Term verursacht, der nicht mit dem rein elektroni-

schen Impuls vertauscht. Die Vektor-Invariante

I =p+nY qblbg (B.4)
q
wurde bereits von LEE, Low und PINES [10] angegeben.

iii) Wenn wir den rein elektronischen Teil des Frohlich-Hamiltonians um ein peri-

odisches Potential ergénzen,

2

H, = 217)71 +> V(r—m) (B.5)

m
erhalten wir ebenfalls ein diskretes translationsinvariantes System. In diesem
Falle wird die Diskretheit durch die Elektronen verursacht. Wir finden die ska-

lare Invariante

Iy = exp [—%mp] (B.6)

iv) Betrachten wir schliefllich den allgemeinen Elektron-Phonon-Hamiltonoperator

2

H= 217)71 3 VEr-m)+id e(q+G)e @ y(q,G)Q_q (B.7)
€ m CLG
1
h Z ) (bgbq * 5) " Z G Kéf;)unqu/Qq” 5(q+d +q" - G)
q a.9,q9",

der ein Elektron-Phonon-System mit diskreter Translationssymmetrie représen-
tiert, so erkennen wir, dass die Symmetrieoperatoren Ry, (siehe (4.23,4.30,4.47)

Invarianten von H sind.

Run =TT = exp [—%m(p > qbgbq)] (B.8)
q
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Wir wollen darauf aufmerksam machen, dass der Exponent von (B.8) die Inva-

riante TI¥) des Frohlich-Hamiltonians ist.
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