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Einleitung

Was macht die Quantenphysik so faszinierend? &=t 100 Jahren stehen die Geset-

ze fest, nach denen sich die kleinsten Teilchen unserer Welt verhalten. Niemand zweifelt
ernsthaft an den Aussagen der Quantentheorie, denn sie wurdenahligen”Experi-
menten immer wieder aufs Neue hervorragenddiggt Doch auch heute noch sind die
Quanten-Gesetze schwer mit dem bisherigen Bild der Welt vereinbar. In den letzten Jah-
ren jedoch ist mit der Idee einer Informationsverarbeitung basierend auf den Grundlagen
der Quantentheorie eine neue Sichtweise geschaffen worden, die zu bisher unbekannten
Einblicken in die fundamentalen Eigenschaften der Physiklgefiat.

Die Quanteninformationsverarbeitung mit der eventuellesghthkeit eines Quanten-
computers als kafienden ldhepunkt bezieht inrdberlegenheit gegeibér jeglicher klas-
sischer Informationsverarbeitung aus der besonderen Struktur ihres Zustandsraums. Der
Zustandsraum ist nichts anderes als die Art und Weise, wie Informalienein System
dargestellt wird und er legt fest, welche prinzipiellerogfichkeiten zur Manipulation

eines Systems bestehen. Gagser dem klassischen Zustandsraum weist der quanten-
mechanische Raum zwei wesentliche Unterschiede auf: Da ist zum einen die mit der
Zahl der Teilchen exponentiell ansteigende Dimension des Raums und zum anderen die
Maoglichkeit uniire Operationen effektiv durchaufien. Erst das Zusammenspiel dieser
beiden auRergevhinlichen Merkmaleutfirt zu den klassisch nicht effizient simulierbaren
Vorziigen der Quanteninformationsverarbeitung.

Jeder Zustand eines physikalische Systems kann, zumindest theoretisch, in einem im
Allgemeinen sehr grof3en Zustandsraum dargestellt werden. Ein solcher unstrukturierter,
exponentiell gro3er Zustandsraum ist jedoshdie Informationsverarbeitungagzlich
ungeeignet. Erst durch die Unterteilung in Subsysteme und der damit einhergehenden
Aufpragung einer Struktur des Zustandsraums wird die Identifikation der Informations-
einheiten — Bits im klassischen Fall, Qubits bei einer quantenmechanischen Beschrei-
bung — ernoglicht. Es ist genau diese Einteilung in Subsysteme, welche normalerweise
durch die jeweilige experimentelle Implementierung vorgegeben ist, die im Falle einer
guantenmechanischen Beschreibung aufgrund deglighikeit der Anwendung uratér
Operationen zu den Schwierigkeiten bei der Interpretation der Quantentheartatgef”
hat. Bei Systemen, die sich klassisch verhalten, kann jeder Zustand durch eine Summe
der lokalen Eigenschaften der Subsysteme alleine beschrieben werden. Ein solcher Zu-
stand "separiert” also in seine Untersysteme. Bei quantenmechanischen Systemen jedoch
kdnnen Zusthde auftreten, die nicht mehr durch die Summe ihrer lokalen Eigenschaften
alleine darstellbar sind — es handelt sich dann um "vessttie” Zuséinde. All die au-
Rergewohnlichen Pahomene wie Quantencomputing, QuantenteleportationRSDIN-
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GER-Katzen-Gedankenexperiment sowie die Verletzungen @er8chen Ungleichung
haben ihre Ursache in der Nicht-Separadilitieler Quantenzuatide. Es ist deshalb von
aul3erordentlicher Bedeutung zu wissen, wann ein Zustand separabel ist und wann nicht.
Diese bisher ungebte Frage nach der Separahilieines Zustands in einem Quanten-
netzwerk ist die zentrale Motivation, die dieser Abhandlung zu Grunde liegt.

Hat man ein un@pariertes, physikalisches System vorliegen, so ist dessen Zustand un-
bekannt. Erst durch Messungen an dem System gewinnt man Informationen, die es einem
ermoglichen, den Zustand des Systems besser festzulegen. Was aber ist ein "typischer”
Messwert einer Gaf3e an solch einem urggarierten System? Um diese Frage zardf;

muss die Wahrscheinlichkeitif Zustinde, die zu diesem MessergebnikrEn, bekannt

sein. Dies @ihrt direkt zu der Frage einer Gleichverteilung auf dem Raum allerazddst”
Kapitel 1 beschftigt sich mit der Einfihrung einer solchen Gleichverteilungr fQuan-
tenzustinde. Insbesondere der schwierige Fall einer Verteilungdgenannte "gemisch-

te” Zustinde tihrt zu physikalisch d¢hst interessanten Schluf3folgerungen betreffend der
Entstehung von Gemischtheit, Separadilithd Verschaikung.

Die Struktur des Zustandsraumsagtdie Eigenschaften der Quantensysteme. In Kapitel 2
wird deshalb diese Struktur tiefgehend untersucht, wobei sich zeigt, dasodlehkeit

der Addition von Zusihden und die daraus resultierende Konades Zustandsraums

eine entscheidende Eigenschaft des Raums darstellt. Doch nicht nur die Addition, sondern
auch die bisher fast unbekannte und hier adich behandelte Mglichkeit der Subtrak-

tion von Zuséinden tagt wesentlich zu einem Veestdnis der Struktur bei. Ukt man eine
Unterteilung des Gesamtraums in Subsysteme ein, so ergibt sich aufgrund der Symme-
triebrechung eine Aufteilung des Gesamtraums in separable und \aerktshZusande.

Die Lage und Struktur des separablen Unterraums ist das Kernproblem der Separabilit”
Mit Hilfe einer geometrischen Darstellung der Eigenschaften des separablen Raums wird
eine intuitive Deutung der Fragen zur Separadtiltioglich.

Mochte mantif einen gegebenen Zustand feststellen, ob er separabel und damit klassisch
interpretierbar ist, oder ob er versahkt ist und damit die besonderen Eigenschaften der
Quantenphysik beinhaltet, so gibt es wlabisher kein allgemeines Verfahren. Nwr f~

den Fall sehr kleiner Quantenzastle (zwei 2-Niveau Systeme oder ein zwei und ein 3-
Niveau System) existiert bisher ein Kriterium um Separatiigindeutig nachzuweisen.

Die bisher existierenden Teungen zu diesem fundamentalen Problem werden in Ka-
pitel 3 besonders in Hinblick auf eine Deutung im zuvor gewonnenen geometrischen Bild
des Zustandsraums untersucht. Es zeigt sich, dass im Allgemeinen bisher diejeii-

gen Zustéinde eine Aussage getroffen werden kann, die entweder nahe an einem maximal
verschenkten oder nahe denolNig gemischten Zustand liegen. Im Bereich dazwischen
"greifen” die bekannten Separabdtskriterien nicht.

In Kapitel 4 wird mit der "Rekursiven Entmischung” einellr§ neuartige Methode zur
Untersuchung eines Zustands auf Separabmbigestellt. Sie beruht auf den in den Ka-
piteln zuvor gewonnene Erkenntnissgrer den Zustandsraum und der besonderen Lage
des separablen Unterraums im Gesamtraum. Die Grundidee hinter dieser Methode ist die
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Tatsache, dass Separalatitimso leichter zu erkennen ist, jah®r ein Zustand am ma-
ximal gemischten Zustand liegt. Durch sukzessive Anwendung der Subtraktion wird bei
der Rekursiven Entmischung der zu untersuchende Zustand imaher ah diesen Be-

reich herangebracht. Bei einem Nachweis von Separai@itélt man dann nicht nur die
Aussage, dass es sich um einen separablen Zustand handelt, sondern gleichzeitig liefert
die Rekursive Entmischung eine explizite Zerlegung des Zustands in eine klassisch inter-
pretierbare Summe von Zastden. Es handelt sich bei dieser Methode um ein iteratives
Verfahren, das im Rahmen der Quantenmechanik nicht auf Systeme kleiner Dimension
beschankt ist. Auch die Anzahl der Subsysteme und damit die Aufteilung des Quanten-
netzwerks ist prinzipiell beliebig. Anhand von Beispielen wird die praktische Anwendung
und die hohe Effizienz der Rekursiven Entmischung zur Untersuchung eines Zustands auf
Separabiliat demonstriert.
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1 Gleichverteilung von
Quantenzust anden

Was ist ein "typischer” Zustand eines Quantensystems? Diese und weitere Fragen werden
in diesem Kapitel mit der Einftirung einer Gleichverteilung im IHBERTraum aufge-

griffen und gekdirt. Die Motivation zur Bestimmung einer solchen Gleichverteilung ist
einerseits die Notwendigkeit "durchschnittliche”, allifj erzeugte Quantenzasitie zu
Testzwecken, wie z.B. zur Untersuchung auf Separab{lKapitel 3, 4), zur Verdgung

zu haben, andererseits ayglicht eine solche Verteilung, Aussagaloer Mittelwerte von
Zustandsgsf3en wie Reinheit und Entropie zu geben (Kapitel 3.4).

1.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung von Funktionen

Zur Berechnung von Verteilungen bei Zufallszahlendiegt'man einige Grundlagen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, dierfdie folgenden Kapitel notwendig sind. Oftmals ist

die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer einzelnen Zufallsvariablen bekannt, und es stellt
sich dann die Frage nach der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Funktion, die von dieser
Variablen abhngt. Im folgenden wird der zwei-dimensionale Fall betrachtet - die Verall-
gemeinerung auf mehrdimensionale Probleme ist jederasgtiof:

Hangt eine Golie von zwei Variablem undy ab, so muss man die Verteilung der Va-
riablen z und y im Allgemeinen durch eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion
P,, = P,,(z,y) beschreiben. Die unteren Indizes bedeuten dabei die Variahlen, f”
welche die Verteilung steht, wohingegen die Variablen in runden Klammern die Varia-
blen beinhaltet, in denen die Verteilung ausgett ist. Nur fir den Fall statistisch un-
abréngiger Variablen faktorisiert die Gesamt-Wahrscheinlichkeitsfunktion in die Wahr-
scheinlichkeitsfunktionen der einzelnen Variabley, = P, P,. Fihrt man neue Varia-
blen (Funktionen): = u(z,y) undv = v(x,y) ein, so berechnet sich die neue Gesamt-
Wahrscheinlichkeitsfunktion zu [1]

, (1.1)

mit ‘ggﬁjg als dem Betrag derakosi-Determinante. Zu beachten ist, da3s, in den
Variablenu undv ausgeduckt wird. Betrachtet man den Spezialfall nur einer Funktion

und wahlt deshally = y, so vereinfacht sich dieakoBI-Determinante und man eah”
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a_x
ou

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Variableralleine ergibt sich damit durch Inte-
grationuber alle noglichenv
ox

P,(u) = /vau,v = /dyP e
u

Fir die folgenden Beispiele einfacher algebraischer Operationen werden statistisch un-
abhéngige Variablenr undy angenommen:

Py, =P,

) T,y

(1.2)

(1.3)

u=x+y= P, = /dny(u —y)P,(y) (1.4)
1 U

u=ay=p= [ dy o) B ) (15)

w=_ = P, = /dy ly| Py (uy) Py(y) (1.6)

Fir den einfachen Fall einer ein-dimensionalen Funktioa () berotigt man keine
Integration. Nitzliche Beispiele hierzu sind:

fP (vu) ;falls Py(z < 0) (2.7)

_ [ 4uP,(u?) ;falls P,(z) = P.(—x)
w=vlal = Puio= { 2uP,(u?) ;falls Py(z < 0) =0 (1.8)

wed? = P _{\}P(\/_) falls P, () = ( )
- u>0 — ( —

Wie man sieht, muss, falls die Verteilung auf einen Halbraum basé&iist, die Normie-
rung um einen Faktadr ergiinzt werden.

Eine oft bemtigte Operation ist die Summation véngaulRverteilten Variablen;, P,, =

ﬁe‘%. Mittels Integration eralt man fir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Sum-

me

Py, = e 307 (1.9)

2o’

und damit wiederum eine GauRverteilung mit neuer Standardabweictiurgy/No.

Fir die allgemeine Betrachtung der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Summe von un-
abhangigen Zufallsvariablen dient der zentrale Grenzwertsatz (hier in einer einfachen For-
mulierung):

P,, mit y,, = pundo,, =0 (1.10)
1 (wi—h)*

= lim Py = ——=——¢ 27 mitc =V Noundi= Npu
N-ooo 2wi=1%i 2
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Die Summe von statistisch unadotgigen Zufallsvariablen unterliegt also im Grenzwert
fur viele Summanden einer Normalverteilung. Physikalisch betrachtet ist der zentrale
Grenzwertsatz der Grund, warum bei experimentellen Versushkchérweise normal-
verteilte Messergebnisse auftreten.

1.2 Gleichverteilung reiner Zust ande

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man allige, gleichverteilte Zustride im HL-
BERTraum erzeugen kann. Die Anforderung an eine Gleichverteilung i HkTraum

ist die Invarianz der Verteilung unter uarén Transformationen, d.h. die Verteilung ist
unablaingig von Drehungen im Raum [2]:

Py = Ply) (1.11)

Anschaulich kann man die Gleichverteilung im@cHvektorbild als diejenige Vertei-
lung identifizieren, die Zustide unabérigig von ihrer BocHvektorrichtung mit gleicher
Wahrscheinlichkeit ergibt. Es handelt sich hier also um eine radialsymmetrische Vertei-
lung.

Im folgenden wird zur Vereinfachung bei der Herleitung nur der Fall eines zwei-dimensio-
nalen HLBERTraums betrachtet. Eine beliebige infinitesimale Rotatiomlerhan dann
mittels

R Y I . A 1+i€3 i€1—52
U=e ~1+250—<Z.61+62 1—i63>' (1.12)

Ein (unnormierter) Zustand im IHBERTraum B3t sich mittels

2

) = (a; +ib;) |) (1.13)

j=1

parametrisieren und da die Parameter voneinander angisind, faktorisiert die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung

Hzp) :Pa1Pa2Pb1Pb2' (114)

Der transformierte Zustangy') = U [¢) = Z?Zl(a; + ibf;) |) fuhrt zu den neuen
Parametern der Verteilung

CL’I =a| — bgé‘l — A2&9 — b1€3 ) bll = bl + ase1 — bgé‘g + a3

1.15
aé:ag—b1€1+a1€2+b2€3; b’2:b2+a151+b152+a26 ( )

Die geforderte Bedingung (1.11)rféine Gleichverteilungal3t sich nun als

Pa,’lljafzpb’lpbf2 :Palpagpblpbg (116)



12

Gleichverteilung von Quantenzusinden

schreiben. Da es gegt, infinitesimaleAnderungen anzuschauen, wird die neue Wahr-
scheinlichkeitsverteilung,, um den Wertz; herum in erster Ordnung entwickelt

0P,
3@1 '

Die anderen Verteilungen werden ebenfalls um ihren Ausgangswert herum entwickelt.
Setzt man diese Entwicklungen in Gleichung (1.16) ein undibehiir Ausdticke erster
Ordnung ine, so erfalt man aufgrund der Tatsache, dass die Gleichumgfié nogli-
cheney, g5 unde; erflllt sein muss drei Differentialgleichungen, deren einzigsurig
Gaul3funktionen der Form

Pa’1 = Pa1 + (all - al) (117)

2

1
P, =—¢ 3° 1.18
= Jorg (1.18)

(z; € {a1,a2,b1,b2}) sind. Rir n-dimensionale H.BERTraume erhlt man ein entspre-
chendes Ergebnis, so dass man allgemein die Wahrscheinlichkeitsverteituwngnior-
mierte, gleichverteilte Zuatide zu

(1.19)

angeben kann [3]. Die Gesamtwahrscheinlichkeitsfunktion istrhiett auf [ Py d 1) =

1 normiert. An dieser bsung sieht man solm die Unabhngigkeit gegembier Drehungen,
dennZ?Z1 x? ist nichts anderes als dieLBCcHvektorldnge, die ja unter uratén Trans-
formationen invariant ist. Die mittels (1.19) gewonnenen Vektoren sind gleichverteilt in
jede Richtung der BocHkugel, aber noch nicht normiert. Die Normierung kann jedoch
im nachhinein erfolgen, da sie nichts an der Winkelverteiland€it sondern nur eine
Projektion auf die Oberdiche der BocHkugel bewirkt. In Abbildung 1.1 istufi'den ein-
fachsten Fall eines Qubits (= 2) die unnormierte und normierte Gleichverteilung im
BLocHvektorraum anhand von 1000 alifg erzeugten Zusiiden graphisch dargestellt.

1.2.1 Verteilung der B LocHvektorl angen

Ausgehend von den Verteilungéh, kann man durch sukzessives Vorgehen die Vertei-
lung der B.ocHvektorlangen der unnormierten Zufallszastle berechnen.

Fur die WahrscheinIichkeitsverteiIun@; erhélt man unter Benutzung von Gleichung
(1.7)

A s,
Py :{ v Ve ¢ 7 1% 20 (1.20)

0 ;<0
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Abbildung 1.1: Unnormierte und normierte Gleichverteilung der reinenafus eines
Qubits.

mit einem Mittelwert und einer Standardabweichung von

fz? = / dx]x]P s =07, (1.22)

az_\// da;(x; — 0%)2 P2 = V20" . (1.22)

Der zentrale Grenzwertsatz (1.10) besagt nurdié Verteilung der BocHvektorldngen
Pzz;, dass dieseuir’grof3en in eine Gaul3verteilung mit Mittelweuzx‘ = Qanz =
2no? und Standardabwelchura% > = V/2no,2 = 2y/no? Ubergehen. \&filt man also
die Standardabweichung in Gleichung (1.19) zu
1
o= —, 1.23
o (1.23)
so ist der RocHvektor flir grol3en automatisch normiert auf den Weurfreine Zusahde

Die Verteilung derr; wird mit dieser Wahl der Standardabweichung zu:

Py (z)) = \/ge—"fv? (1.24)

Um die Verteilung der BocHvektoren nicht nur im Grenzwert zu erhalten, muss die
Summation explizit betrachtet werden. Die Addition zweier solcher Zufallsvariablen er-
gibt nach (1.4) und mit Festlegung ven= \/%7 die Verteilung

P2 a2 (x) = ne ™" . (1.25)
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Die n-fache Summation davouffiit, wie mittels Induktion leicht zu beweisen ist, zu der
Verteilungsfunktion

Pson o (x) = (= 1)!n"x"*167m ; x>0. (1.26)

J=17]

Fir die BLocHvektorldngeL = Z?Zl 3 ergibt sich damit abschlieRend

2L
(n—1)!

P(L) = nt L2 enl? (1.27)

Diese Verteilung besitzt den Mittelwert und Standardabweichung

I(n+1

pr = (L) = % ; (1.28)
T 1y2

aL:\/1_%, (1.29)

mit den Grenzwertehim,, ., iz, = 1 undlim,,_,,, o7, = 0. Fir grof3en erkélt man also,
wie gewinscht, einen scharfen Peak ei= 1.

Solche HLBERTraum-Mittelwerte lassen sicluif'beliebige Funktionen auf dem Raum
reiner Zuséhde berechnen (vgl. z.B. Kapitel 3, 4).

1.2.2 Verteilung der normierten Zustandsparameter

Wie gezeigt wurde df3t sich eine Gleichverteilung der Zastle im HLBERTraum durch
Erzeugung von normalverteilten Parameternund anschliel3ender Normierung errei-
chen. Die Normierungifirt allerdings dazu, dass die ParametgiReal- und Imagiaiteil)
des normierten Zustands) = > _,(a; + ib;) |7) nicht mehr normalverteilt sind. Die Ver-
teilung der normierten Parametef¥t'sichuber die Beziehung

Tj

T = (1.30)
\/ x? + Zi;éj 3

herleiten. Dazi# z? als eine unakbdrigige Zufallsvariable aufgefal3t werden kannadirh™
man nach einiger Rechnung und Zuhilfenahme der Gleichungen (1.1) und r26&
Wahrscheinlichkeitverteilung vain;:

~ 1 (n—1) oy 3
In Abbildung 1.2 ist diese Verteilungsfunktionrfausgesuchte Werte vendargestellt.
Mit zunehmender Gif3e des H.BERTraums geht die Verteilung in eine um den Wert
konzentrierte GauR3funktiauber.
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Abbildung 1.2: Wahrscheinlichkeitsverteilung der normierten Parametgr einer
Zustands-Gleichverteilung im Hilbertraum der Dimension

Mit Hilfe dieser Verteilungsfunktion kann nun auch die Verteilung der Besetzungswahr-
scheinlichkeiterp; = af + b7 der reinen Zustiide|j) berechnet werden. Im Grenzfall
vonn — oo erkélt man nach etwas Rechnung eine Exponentialverteilung mit Mittelwert
11y, = + und Standardabweichung, = 1

Py, (pj) = ne ™. (1.32)

Mit zunehmender Gaf3e des HL.BERTraums wird es also immer unwahrscheinlicher,
zufallig einen Zustand, der nicht aus einer Superposition besteht, zu erhalten, da jeder
Zustandj) nur mit einer sehr kleinen Wahrscheinlichkeit besetzt ist. Da die Wahrschein-
lichkeiten die Forderung | p; = 1 erflillen, handelt es ich bei der Exponentialverteilung

um eine Gleichverteilung beglich des naiflichen Mal3es. Hat man eine Funktion vor-
liegen, die nur von den Besetzungswahrscheinlichkeitearagthso kann man mit Hilfe

von P, die Verteilung dieser Funktioruf"typische” reine Zustiide im Grenzwert eines
hochdimensionalen HBERTraums berechnen.

Fur allgemeines: fuhrt die analytische Berechnung zu unanschaulichen Aigkdn,
weshalb hier mit Abbildung 1.3 eine graphische Darstellungkféinen gegeben wird.
An dieser Grafik kann man sch denUbergang zur ExponentialverteilungrfgroRen
erkennen.
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Abbildung 1.3: Wahrscheinlichkeitsverteilung der Besetzungswahrscheinlichkéitr
eine Zustands-Gleichverteilung im Hilbertraum der Dimension

1.3 Gleichverteilte Matrizen

1.3.1 Unitare Matrizen

Neben der Erzeugung von gleichverteilten Amstén im HLBERTraum ist es oftmals
auch notwendig und wiischenswert, beliebige allige Bewegungen in diesem Raum
beschreiben zuddnen. Da jeder Zeitentwicklungsoperator einer angit” Matrix ent-
spricht, stellt sich damit die Frage nach gleichverteiltenatigén uniiren Operatoren.

Im Gegensatz zu den hermiteschen Matrizen sind died&jat€iner undien Matrix nicht
voneinander unalamgig, so dass diese Eiagé nicht als statistisch unadotgige Zu-
fallszahlen zur Parametrisierung eingesetzt werdmmki. Michte man gleichverteilte
unitdre Operatoren erzeugen, so muss also eine andere Parametrisierung gefunden wer-
den, bei der die einzelnen Parameter uralghg voneinander sind.uF den einfachsten
Fall eines zwei-dimensionaleniEBERTraums ist mit den HLER-Winkeln eine solche
Parametrisierung wohl bekannt. Die Verallgemeinerung auf beliebige Dimensiomen f~
auf die HURwITZ-Parametrisierung [4, 5, 6]. Diese Parametrisierung zerlegt eine belie-
bige uniire Transformation imdtierdimensionalen Raum in eine Anzahl von areti
Transformationen innerhalb zwei-dimensionaler Subme.

In einemn-dimensionalen HBERTraum hat die Matrix&Z®7) (¢, ¢, ) der elementaren



1.3 Gleichverteilte Matrizen 17

zwei-dimensionalen Rotation mit deuEER-Winkeln ¢, 1> und y die n? Eintrage
EZ(Z”) = e cos g, (1.33)
(63) _ i
E; =e"cosg,
EZ-(;-’]) = eXsing
(h3) _  —ix o
Eﬂ = —e Xsing,
EW) =1 fallsk #£1i,j
EW) =0 L fallsk,l#£i,j.

Basierend auf diesen Elementarmatrizen konstruiert man die folgendenRotations-
matrizenF® (miti =1,...,n — 1):

i—1
FO = (H E(i+17k’i+1)(¢i+lfk,i+lawi+17k,i+la 0)) E(l’i+1)(¢1,z‘+1,wl,i+1,Xi+1)
k=1

(1.34)

Die endgiltige parametrisierte urdté Matrix erlalt man nun durch Bildung des Produk-
tes

n—1
U=e][F9. (1.35)
7=1

Die n? Parameter, ¢, ,, ¥,s, Undy, sind statistisch unalsimgige Zufallsvariablen aus
den Bereichen

0< 65 (1.36)
0 S wr,th!a S 27T .

Fiur eine Gleichverteilung der umaitén Matrizen rassen die Parameter, ;, x; und «
nach einer konstanten Verteiludg) = ;- gewdhlt werden, wohingeges, , als ¢, , =

arcsin (27 ) zu wéhlen ist, mit: € [0, 1) als einer Zufallsvariablen mit konstanter Ver-
teilung P = 1[4].

Die so erzeugten ur@tén Zufallsmatrizen dinen alternativ zu dem in Kapitel 1.2 be-
schriebenen Verfahren auch zur Erzeugung von gleichverteilteaZaest'im HLBERT-
raum bentzt werden. Da die Anwendung einer allien RotationU auf einen festen
Ausgangszustand wie z.B)) zu einem beliebigen, zafligen Zustanddhrt, kann man
jede Spalte (oder Zeile) der Matrix als einen zudllig erzeugten Zustand)) interpre-
tieren. Natirlich darf immer nur eine Zeile (oder Spalte) einer Mafrixzur Erzeugung
von Zufallszusthden nach dieser Methode benutzt werden, da die Zeilen (Spaltef) von
orthonormal zueinander und damit nicht voneinander uaadig sind. Zwar liefert diese
Methode auch im HBERTraum gleichverteilte Zuatide, jedoch ist sie im Vergleich zu
dem in Kapitel 1.2 beschriebenen Verfahren erheblich aufwendiger und damit langsamer
bei einer tatachlichen Implementierung.
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1.3.2 Hermitesche Matrizen

Die Erzeugung von gleichverteilten hermitesche Matrizen spielt eine wesentliche Rolle
bei der Random-Matrix-Theorie und ist deshalb wohl bekannt [7]. Im folgenden wird
deshalb nur das Ergebnisgsentiert. Die EinijeRe H;;, Im H;; und H;; einer hermi-
teschen MatrixH sind unabhigig voneinander (f" eine Diagonal&lfte) und lonnen
somit direkt fir eine Parametrisierung mit Zufallsvariablen benutzt werden. Kritenum f~
eine Gleichverteilung auf dem Raum der hermiteschen Matrizen ist die Invarianz unter
unitdren Transformationen. Die Verteilungsfunktion

Pu(H) = ce @ ™7} (1.37)

mit den Konstanten undc erflllt diese Voraussetzung, denn die Spur ist invariant unter
Drehungen. Auf Grund dieser Verteilungrkien die Diagonalelemente véh mit einer
GauR-Verteilung mit Standardabweichung: /2

L -4 1.38
= 4
2\/7?6 ’ (1.38)

erzeugt werden. i die Nebendiagonalelementeriien — unter Bexcksichtigung der
Hermitizitat — Zufallszahlen der Normalverteilung

1 _ (ReH;;)?

Prem,; (Re Hyj) = \/—2—7T€ 2, (1.39)
1 _ (mH;)?

PImHij (Im Hz]) = \/—2_7r€ 2 (140)

benutzt werden. Die mit Hilfe dieser einfachen Methode hergestellten hermiteschen Ma-
trizen kdnnen aufgrund der Beziehubg= ¢~* zwar zur Erzeugung von uaitén Matri-

zen dienen, jedochufirt dies wegen der Periodiaitder komplexen Exponentialfunktion

zu keiner Gleichverteilung. Der Wagpér hermitesche Zufallsmatrizen ist somit keine
Alternative zu dem in Kapitel 1.3.1 beschriebenen Verfahren.

1.4 Gleichverteilung gemischter Zust ande

In Kapitel 1.2 konnte eine eindeutige Gleichverteilungréine Zusthde festgelegt wer-
den. Das Kriterium der Invarianz unter uanign Transformationen alleine reichtar f*
die Eindeutigkeit aus. Betrachtet man den allgemeinen Fall einer Dichtemafsie-

he Kapitel 2.1.2), die nun auch einen gemischten Zustandseptieren kann, so ist dies
nicht mehr der Fall. Grund daf’ist die komplexere Eigenwertstruktur im Falle einer ge-
mischten Dichtematrix. Wenti eine zuillige unitire Transformation ist, dann kann eine
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Gleichverteilung bexglich aller Raumrichtungen mittels

1
Ut,  furreine Zusahde (1.41)

>
Il
d

At
Ut,  fur gemischte Zustide (1.42)

>
Il
d

An

gewonnen werden. Da die Eigenwertstruktur eines reinen Zustands it ; festgelegt

ist, ist auch die Verteilung eindeutig. Um die Verteilung gemischterahds festzulegen,
berdtigt man jedoch zwzlich eine Verteilung der Eigenwerte. In [8, 9] wurde wegen

> \; = 1 das natirliche MaR als Verteilung der Eigenwerte vorgeschlagen. Dieses Mal3
fuhrt zu einer Gleichverteilungber dem Raum der Eigenwerte

P(Ay,...\,) = const . (1.43)

Dies ist mathematisch gesehen eine naheliegende Annahme, ja@bsith tir die Wahl
dieser Verteilung keinerlei physikalische Motivation finden. Allgemaiidtisich sagen,
dass bei einer gemischten Dichtemarin einem Raum der Dimensionkeine Vertei-
lung der Eigenwerte besonders ausgezeichnet ist. Physikadidtkith das verstehen, da
ein gemischtes Quantensystem nicht uraadghg von seiner Umgebung ist. Als einfaches
Beispiel kann hier der EPR-Zustand

1
ﬁ

angetihrt werden, dessen Subsysteme im maximal gemischten Zustand sind

«1) (2 10
p():p():<(2) 1)- (1.45)
2

[EPR = (|01) — |10)) (1.44)

Mathematisch bedeutet dies, dass jeden gemischten Zustapdmmer ein reiner Zu-
stand|) in einem loherdimensionaler Raum existiert, welcher die Dichtemairir
einem Unterraum beinhaltet. Der Zustdgd lalt sichuber die Spektralzerlegung vgn
berechnen

r(p)
)= VA ) @i} (1.46)

Hierbei sind)\; die Eigenwerte voip zu den Eigenvektoren);), und die Summe vealift

tber alle von Null verschiedenen Eigenwerte. Die Dimension des Hilfssystems entspricht
dem Rang vorp. Die ursptingliche, gemischte Dichtematrixerhélt man, wie gefordert,
aus|y) mittels Bildung der partiellen Spur
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p="Tr O {|y) (¥} . (1.47)

Der Zustand des Hilfssystems = Tr ) {|¢)) (|} besitzt genau die gleichen von Null
verschiedenen Eigenwerte wignamlich die);. Daran erkennt man, dass es nictugtich
ist, ein Hilfssystem zu verwenden, das eine Dimension kleiner(a)sbesitzt [10]. Die
Wahl eines golReren Hilfssystems ist immeraglich. Die hier gezeigte Wahl vo) ist
nicht eindeutig. Die Menge aller aglichen reinen Zustide|y), die p in einem Unter-
raum beinhalten, bekommt man durch Anwendung einer lokaleaneniransformation
U auf das Hilfssystem vop))

Py =10U |) . (1.48)

Mit dieser Erkenntnis, dass jede gemischte Dichtematrix durch Ausspuren eines angekop-
pelten Systems generiert werden kann, kann nun eine Gleichverteilung von gemischten
Zustinden angegeben werden, die allerdings von deR&des Gesamtsystems abbt.
Mochte man einen zafligen, gemischten Zustand der Dimensiorberechnen, so er-
zeugt man zuerst mit Hilfe des in Kapitel 1.2 beschriebenen Verfahrens eiredhgauf”
reinen Zustandy) der Dimensionnm mit m > n und bildet dann die partielle Spur

p = Tr @{|y) (|} Uber das zuwzliche Subsystem der Dimension Die so erzeugte
Gleichverteilung ihgt nur von der Gaf3em des ausgespurten Systems ab. Die Verteilung
der Eigenwerte eines gemischten Zustands kann deshalb als eine Signatur seiner Erzeu-
gung aufgefasst werden. Die Messung der Eigenwertverteilung ist jedoch nicht an einem
Einzelsystem raglich, sondern nur an einem hinreichend grol3en statistischen Ensemble.
Ein einzelnes gemischtes Quantensystematenchtsuber seine Herstellungsmethode.

Wahlt manm < n, so erlalt man gleichverteilte rangreduzierte Dichtematrizen, da die
Eigenwerte der beiden Subsysteme identisch sind. Wie in Kapitel 2.1.6 gezeigt wird, lie-
gen diese Zustide auf dem Rand des Zustandsraums. Die Anzahl der verschwindenden
Eigenwerte betagtn — m.

Fur vollrang Matrizen, d.h. bei einer Wahl von > n, kann die Verteilung der Eigen-
werte der reduzierten Dichtematrixmit Hilfe der Random Matrix Theory berechnet
werden [11, 12]. Die statistisch nicht unabtgigen Eigenwertg; einesn-dimensionalen
Systems, das durch Ausspuren eines ander@imensionalen Systems entstanden ist —
wobei das Gesamtsystem in einemaliien reinen Zustand ist — gehorchen der Vertei-
lung

n n n n j—1

Po(Ary - An) = Cogd (=Y M) [T TTA T T = 2)?,  (1.49)

i=1 i=1 i=1 j=1i=1

mit 6(x) als der Deltafunktion zur Normierung af , A; = 1 undf(xz) als der HeA-
VISIDE-Funktion ir die Positivitit der Eigenwerte. lt"den Spezialfalln = n stimmt
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diese Eigenwertverteilung mit der Eigenwertverteilung induziert durch disgRT-
ScHMIDT-Norm (Kapitel 2.1.5uberein [13].

In Abbildung 1.4 ist die Eigenwertverteilung eines Qubiis=£ 2) in Abhangigkeit der
GrolRem des ausgespurten Systems dargestellt. Wie man sieht, nimmt die Verteitung f~
grolRem zwei scharfe Peaks um den Wérdes maximal gemischten Qubits an. An der
StelleA = 1 hat die Wahrscheinlichkeitsdichte eine Nullstelle. Das Extrema an diesem
Punkt Bt sich aus der Symmetrie der Verteilung ar&h. Da keiner der Eigenwerke

und \, gegeniber dem anderen ausgezeichnet ist, muss die Funktion spiegelsymmetrisch
zur Achse bei = 1 sein.

Fur den Falln = 3 ist in Abbildung 1.5 die Eigenwertverteilung graphisch dargestellt.
Der maximal gemischte Zustand = % liegt in der Mitte des gleichseitigen Dreiecks
mit den reinen Zusiriden|i) (\; = 1) als Eckpunkte. Da keiner der drei Eigenwerte und
auch keine Paare davon ausgezeichnet sindJtarieén drei Symmetrieachsen, die zu ei-
ner sechsafiligen Symmetrieutiren. Mit zunehmender GR8e des ausgespurten Systems
nédhern sich die Maxima dem maximal gemischten Zustand in der Mitte.

Abbildung 1.4: Verteilung der Eigenwerfg eines zudllig erzeugten, gemischten Qubits
in Abhéangigkeit der Dimensiom des ausgespurten Systems.

1.4.1 Reinheits-Verteilung

Die Reinheit eines gemischten Quantensystems kann durch di@eB(p) := Tr {5},
die dem Quadrat deri®cHvektorlidnge entspricht, beschrieben werdeur. &inen reinen
Zustand|y) gilt P(|v) (o) = 1 und fiir den maximal gemischten Zustahd ergibt sich
P(%i) = 1. Dadie Spur invariant unter uaitén Transformationen ist, gilt weiter

P(p) = DX, (1.50)
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so dass aus der Verteilung der Eigenwerte, Gleichung (1.49) mit Hilfe der in Kapitel
1.1 angegebenen Vorgehensweise die Verteilungsfunktion der Reinheiiféillige und
damit "typische” Quantenzustide analytisch hergeleitet werden kann. Da die enstehen-
den Ausducke etwas unanschaulich sind, soll hier nur dén wichtigen Fall eines-
dimensionalen Gesamtsystems bestehend aus zwei Qubits die analytiscimg lange-
geben werden:

P-PV2P—1+v2(P-1)y/P—/2P -1
V2y2P —1y/P —/2P -1

In Abbildung 1.6 ist die Abhihgigkeit der Reinheitsverteilungrféin Qubit von der Gif3e

m des ausgespurten Systems dargestellt [1d}. dti Qubit ist die minimale Reinheit
P(p) = % Wie man sieht,uckt das Maximum der Verteilung mit steigendemimmer

ndher zum minimalen Wert und gleichzeitig wird die Breite des Peaks immer schmaler.
Fur eine weitere Betrachtung dieses Grenzfalls und seine Auswirkungen auf die Entropie

und die Verschainkung in solchen Systemen siehe Kapitel 3.4.

Pp(P)=3

(1.51)



1.4 Gleichverteilung gemischter Zusinde

23

AR

R
A e
TR

\ "\\‘:‘}333:3333133:":':'0":.0
X s,
XYY
A\ “‘\“’
— DRRRRRE
m = CXRRARRE
REBEES
S8
%
D0
RRERK
QIRHRAL
4 RIS
‘\
\ ‘\\\\“\;
AN
u““\\\\\
R

Abbildung 1.5: Verteilung der Eigenwert,, ,, », eines zudllig erzeugten, gemischten
3-Niveau Systems in Aldngigkeit der Dimensiom: des ausgespurten
Systems. Die Eckpunkte sind die reinen Zumté|i) mit \; = 1 und
ansonsten verschwindenden Eigenwerten.
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Pp
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Abbildung 1.6: Verteilung der Reinhéit eines zudllig erzeugten, gemischten Qubits in
Abhéngigkeit der Dimensiom des ausgespurten Systems.



2 Struktur des Zustandsraums

Die Quantentheorie kann ganz allgemein als eine Theorie aufgefasst werden, welche die
zwei wichtigsten Aufgaben einer mathematischen Formulierung der Physik bewerkstel-
ligt: Die Beschreibungles Zustands eines Systems unda#igliche Entwicklunglieses
Zustands. Die zeitliche Entwicklung, d.h. die Dynamik eines Systems, wird in der Quan-
tenphysik durch den EvILTON -Operator festgelegt, und dieduviLLE -Gleichung be-
schreibt dessen Auswirkungen auf den Zustand. Auf diesen dynamischen Aspekt der
Quantentheorie soll hier nicht weiter eingegangen werden — der Aspekt der Beschrei-
bung des Zustands eines (Quanten-) Systems jedoch ist das zentrale Element in diesem
Kapitel.

2.1 Raum aller Zust ande

2.1.1 Zustandsbeschreibung als Information

Wie beschreibt man den Zustand eines Systems am besten? Diese so einfach klingen-
de Frage wird bei afierer Betrachtung zu einem schwierigen Problem — bei genauerem
Hinsehen kann selbst die Fragestellung an sich als problematisch angesehen werden: Ob
ein physikalisches Systeabérhaupt einen genau definierten, ihm zugeordneten Zustand
besitzt oder nicht, ist die Frage nach der Raain der Quantentheorie. Die Diskussion
dieser Frage, die im wesentlichen von der Philosophie hinter der Physik und damit von
der subjektiven Interpretation des jeweiligen Wissenschaftle@aihsoll hier aul3er Be-

tracht gelassen werden. Fakt ist, dass wir unser Wigben €in physikalisches System,

sei es nun vollstidig, unvollsiindig, objektiv oder subjektiv, in einer mathematischen
Formulierung niederschreiben wollen, um damit Vorhersagezdikinftige Messungen
treffen zu lonhnen. Die Art, wie wir diese Informationbéer den Zustand aufschreiben,

ist selbstverstiidlich nicht eindeutig festgelegt, jedoch gibt unsubéche Formulierung

der Quantentheorie mit der Beschreibung eines ZustandsiiigeiHTraum eine mathe-
matisch gut handhabbaredglichkeit der Zustandsbeschreibung.

2.1.2 Dichtematrix-Beschreibung

Reine Zusahde|y) einesn-dimensionalen physikalischen Systerosikén in einem H. -
BERTraum der Dimensiom beschrieben werdenuFden allgemeinsten Fall einer Zu-
standsbeschreibung reicht das allerdings nicht aus — es wird die Formulierung mit Hilfe
einer Dichtematrixp berdtigt. Die umfassende Formulierung der Quantenmechanik in
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Dichtematrix-Notation wird in der Standardliteratur z.B. [15] behandelt. Hier soll nur das
fur die weiteren Kapitel Nfigste kurz angegeben werden.

Eine Dichtematrix muss die folgenden drei Voraussetzungeiemt”

e Wahrscheinlichkeiten sind reelle Zahlen=  Hermitizitat: o’ =
e Wahrscheinlichkeiten addiert ergeben = NormierungTr {p} =1

e Wahrscheinlichkeiten sind positiv =  Positiv Semidefinitheitp > 0 (alle Ei-
genwerte> 0)

Fir reine Zusdihde|y) ergibt sich die Dichtematrix zg, = [¢) (/| mit dem Charak-
teristikumTr {ﬁp} = 1 fur alle reinen Zustiide. Beim Eigenwertspektrum einer reinen
Dichtematrix ist ein Eigenwert identischund alle anderen verschwinden. Im krassen
Gegensatz dazu wirgl= %i der maximal gemischte Zustand genannt, da hier alle Eigen-
werte mit% gleichverteilt maximal grof3 sind.

Jede Dichtematrix kann mathematisch als eine Mischung von reinearlgst angesehen
werden. Mischt man die reinen Zasidle|t;) mit den Wahrscheinlichkeitern zusammen,
so ergibt sich die Dichtematrix

p= sz’ |¢z> <¢z| . (2.1)

Die Zerlegung einer Dichtematrix in reine Zaatle ist im Allgemeinen nicht eindeutig.
Weder in der Zusammensetzung und Anzahl der reineraddsti);), noch in der Vertei-

lung der Wahrscheinlichkeitep). Flir ein System, dessen reine Zarsié in einem H.-
BERTraum der Dimensiom beschrieben werderokinen, hat die Dichtematrix genau

n? — 1 unabhingige, reelle Parameter. Dieser Dichtematrix-Formalismus ist eine kom-
pakte Art und Weise den Zustand zu beschreiben und ihn mit Operatoren ausaem L
VILLE raum zu bearbeiten. DenduviLLE raum wird durch die Projektoren

Py = i) (il (2.2)
aufgespannt, die eine orthonormale Basis bilden, so dass die Matrixelemergtalgon
pij = (il p17) (2.3)

definiert werden &iinen.
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2.1.3 BLocHvektor-Beschreibung

Der soeben beschriebene Dichtematrix-Formalismus ist nicht die eirzigiané Art,
einen Zustand zu beschreiben. Mit demd&Hvektor-Formalismus steht eine andere
Moglichkeit zur Vertigung, die als einen Nachteil eine weniger kompakte Darstellungs-
form hat, als Vorteil allerdings nur reelle Zahlen bégt. Der BLocHvektor X ist ein
Vektor in einerm? — 1 dimensionalen reellen Vektorraum mit den Komponemten

X={ A, A2} (2.4)

Mathematisch sind die beiden Arten einandguivalent und der Zusammenhang wird
durch die Generatoren; der SU{) Gruppe gebildet [16]. Die Operatorey; sind wie
folgt definiert:

{A} = g} {03}, {in}} (2.5)
iy = Pjp + Py
Ok = i(Pjr — Pyj) ,
2
I(I+1)

iy = —

I
(—1 Prrgsr + Z Pyy)
q=1

Die Indizes sind dabei aus dem Bereich
1<i<n®—1, 1<j<k<n, 1<li<n-—1 (2.6)

zu wahlen. Die hermiteschen, spurlosen Operatoresind orthonormal bagjlich dem
Skalarprodukt der Spurbildung

Tr {mj} = 26;; . 2.7)

Um von der Dichtematrix-Formulierung in dieeBCcHvektor Beschreibungberzugehen,
wird eine Entwicklung in der durch die Sk)( Generatoren gebildeten orthonormalen
Basis vorgenommen

1, 1=
D — —1 —E )\7,)\2 2.8
p n +22_:1 (2.8)

Die Entwicklungskoeffizientein; mit \; = Tr {S\iﬁ} sind die Komponenten des. BCH-

vektors). Die BLocHvektorlédnge

L=ViX=[Y x (2.9)

nimmt fir reine Zusthde den Maximalwerk,,., = 1 an und wir fir den maximal ge-
mischten Zustand minimdl,;, = \/% Neben der Entwicklung einer Dichtematrix in



28

Struktur des Zustandsraums

die hermiteschen Operatoreéngibt es auch die Mglichkeit, die Dichtematrix in einen
vollstandigen, orthonormalen Satz von @méh Operatorefy; zu entwickeln. Zwar geht

bei einer solchen Entwicklung die Anschaulichkeit degllenVektorkomponenten ver-
loren; Vorteile der undren Beschreibungsweise sind ulaflie einheitliche Struktur der
Operatoreri/; und deren besondere Bedeutung im Rahmen der Quanteninformationsver-
arbeitung [17, 18].

2.1.4 Abstand zweier Dichtematrizen im B LocHvektorbild

Die anschauliche Darstellung einer Dichtematrix mit Hilfe der QUEntwicklung als
einen Vektor im reellen Vektorraunulfift zu einem intuitiven Mal3ui"die Entfernung
zweier Dichtematrizem; und p,. Die Definition des Skalarprodukts (und damit eines
Abstandsmal3es) kann vom SiJ{n den Dichteoperator-Rauabérnommen werden:

. L. R L. S
_ Z 1 Z 2)3 12 ONONE
1 Z (1)4(2)

]_ ]_ bd bd
=—+ -\
- + 52
Das Skalarprodukt zweier Vektoren im.BcHvektorraum kann damit zu

- R 1
AtAg =2 (Tr {P1p2} — E) (2.11)

im Raum der Dichteoperatoren geschrieben werden.di€ BLocHvektorléinge erhlt
man daraus das bekannte Ergebnis

X =2 <Tr {?) - %) . (2.12)

Fir die Abstandsdefinition zweier DichtematriZép;, p»)| kann nun das Skalarprodukt
des reellen Vektorraums benutzt werden, was zu

(1, 2)[2 = [Xo = M| = X2+ [Raf2 = 2 [0 %) (2.13)
=2 (Te {pt} +Te{p3} — 2T {p1p})
=2 Tr {(p— i)’}

fuhrt. Handelt es sich bei einem der Zarstié um einen reinen Zustapg= |¢) (¢, so
vereinfacht sich der Abstand zu

(Pp, D) =2 (Te {p*} — 2 ([ plep) + 1) . (2.14)
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Der Abstand einer Dichtematrixzum maximal gemischten Zustand entspricht dem Be-
trag vonp

(D) =2 (Tr{ﬁ?} - %) , (2.15)

da im BLocHvektorraum der Zustanﬁli genau im Koordinatenursprung liegt.

2.1.5 Die Spur als Skalarprodukt und Abstandsmalf3

Wie man an Gleichung (2.11) erkennt, besteht ein enger Zusammenhang zwischen der
Spur eines Produktes zweier Dichtematrider 5, p» } und dem Skalarprodukt im reellen
Vektorraule.XQ. Man kann jedoch auch die Spur des Produktes zweier hermitescher
MatrizenTr { a.b t direkt als Skalarprodukt deuten, denn falls= af undb = b gilt,

folgen die erforderlichen Eigenschaftem fiie Definition eines Skalarproduktes:

Distributivitat: ~ Tr {(a1 + az).é} — Ty {al.é} T {aQ.z}} (2.16)
Kommutativitit: Tr {d.é} = Tr {8.&}
Homogeniéit: Tr {a a.?)} —a Tr {ab}
Positiv Definitheit: Tr{a’} >0, (Va#0)

Mit Hilfe des so definierten Skalarproduktes3k'sich nun eine Norm, die sogenannte
HILBERT-SCHMIDT-Norm, auf dem Raum der hermiteschen Matrizenuginén:

lall == v/ Tr{a*}

(2.17)

Im Vergleich zur BocHvektor-Norm Gleichung (2.12) sieht man, dass hier ddret-
flussige” FaktoR und die Konstant% wegfallen und dieses Mal3 deshalb eleganter in der
Anwendung ist. Es gelten die bekannten Eigenschaften einer Norm:

Positivitt: |al| >0 (2.18)
Skalierbarkeit: |l al| = |af ||al
Dreiecksungleichung: a+b ‘ < ||lal| + HbH

Fur den Abstand zweier Dichtematrizép, — p; || kann deshalb
1p2 = prll* = Tr {(p2 — pn)*} (2.19)
=Tr{pt} +Tr{p} —2Tr {p1p2}
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verwendet werden. Mit Hilfe der Dreiecksungleichungadtrimian die Relation

Tr {(p>— ;)*} > ‘Tr {p3} - Tr{pl}‘ (2.20)
Zur Abschatzung der Spur eines Produktes von Dichtematrizen ist das folgende Lemma
nttzlich.
Lemma 1.
Tr{a.é} < \/Tr{dQ}‘/Tr{lA)Q}
Beweis. CAUCHY-SCHWARZzsche Ungleichung O

Analog zur B.ocHvektor-Norm vereinfacht sich wegénr {f)p} = 1 der Abstand zwei-
er Dichtematrizen, falls es sich bei einem der Znsk€ um einen reinen Zustapgl =
|v) (| handelt, zu

16— poll” =T {p*} —2Tr {ppp} + 1. (2.21)

Mochte man also z.B. denjenigen reinen Zustand finden, deraahstén zu einem vor-
gegebenern liegt, so genyt es, die skalare Funktiofr {p p,} = (¢|p|¢) Uber dem
Raum aller neglichen reinen Zusiide zu maximieren. Da die Funkti@in {p p,} fur die
Betrachtungen in denachsten Kapiteln von Bedeutung ist, wird folgendes Lemura f~
Abschatzungen atzlich sein:

Lemma 2. 0 < Apin < Tr {ppp} < Apmax < 1

Beweis.Betrachtet marfir {pp,} = (¢| p |[¢) als den Erwartungswert eines Messopera-
tors p angewandt auf einen beliebigen reinen Zustane: |¢) (¢|, so liegen die ragli-
chen Erwartungswerte zwischen dem minimalen Eigenwgri des Messoperators
und dessen maximalen Eigenwert... (Beweis mittels IAGRANGE-Multiplikatoren).
Die Extremalwerte werden angenommen, wggraus den zugedrigen Eigenvektoren
von p bestent. O

Sind bei der Bildung des Abstands beide Zumsté reinp,, = |v) (¢| und pp, = |¢) (¢l
so ergibt sich noch einfacher

15py — Ppsl|> = 2 = 2T { o, s } = 2(1 — |(]9)[) . (2.22)

Der Abstand einer Dichtematrixzum maximal gemischten Zustalééi ergibt sich in der
HILBERT-SCHMIDT-Norm als

2

L =Tr{p }—— (2.23)

p—
n
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und jeder reine Zustang), hat die konstante Entfernung

_ ﬁ_% (2.24)

zum maximal gemischten Zustand. Aufgrund der kompakten FormulierungideeRir-
ScHMIDT-Norm wird diese in den folgenden Kapiteln als die "Standard” Norm auf dem
Raum der Dichtematrizen verwendet.

. 1
p _

1
P n

2.1.6 Geometrische Eigenschaften des Zustandsraums

In diesem Abschnitt werden die fundamentalen geometrischen Eigenschaften des quan-
tenmechanischen Zustandsrauraber untersucht. Diese Eigenschaften bilden den zen-
tralen Kern tir die Betrachtungen der folgenden Kapitelir flie Geometrie des Zu-
standsraums ist es unerheblich, in welcher Darstellung man ist,LalTiB/ektorbild

oder Dichtematrixformalismus - die Aussagen gelten alsgdde Beschreibung. Aller-

dings hat das BocHvektorbild mit seiner Beschreibung in einem reellen Vektorraum den
Vorteil der leichteren Vorstellbarkeit. Insbesondere im Falle eines Qubits @) kann

hier der Zustandsraum als der ggwliche, drei-dimensionale kartesische Raum gedeutet
werden. Im interessanteren Falle einehérdimensionalen Raumes jedoch ist auch der
BLocHvektorraum wegen des auf drei Dimensionen besmtkien Vorstellungsveragen

nicht mehr besonders anschaulich, und die mathematische Beschreibung des Raums tritt
in den Vordergrund.

Die wichtigste Eigenschaft der Zastde ist die Myglichkeit der Addition. Addiert man
auf konvexe Weise zu einem Zustaideinen anderen Zustand, so ergibt sich wieder
ein Zustang

p=0=p)pr+pp2, (2.25)

da sich bei einer solchen Addition weger< p < 1 weder die Spur, noch die Hermitiait™

und auch nicht die Positiat einer Dichtematribafidert. Die Addition zweier Zuatide

kann in gewisser Weise als das Gegenteil der quantenmechanischen Superposition gese-
hen werden, denn hier werden zwei Zargié inkolarentuiberlagert. Im Gegensatz zum
Superpositionsprinzip ist die Addition von Dichtematrizen eine rein klassisch interpre-
tierbare Mischung von Zuatiden. Analog zur Formulierung im Bild der Dichtematrizen
ergibt sich tir die BLoCHvektoren

X=(1—p) X +ps. (2.26)

Geometrisch interpretiert ist wegen der Einsclarikung0 < p < 1 einekonvexeLi-
nearkombination der Vektoreh; und A, und damit liegt der neue Zustaridauf der
Verbindungslinie vorp; und p., wie in Abbildung 2.1 graphisch dargestellt.

Jeder Zustand kann als Mischung von reinen &ndén geschrieben werden

p= b, (2.27)
=1
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Abbildung 2.1: Geometrische Interpretation der Addition zweier Dichtematpzemd
P im BLoCHvektorbild. Das Ergebnis der Addition igt

wobei die minimale notwendige Anzadl,,;, der reinen Zustiidep,, der Zerlegung dem
Rang des Dichteoperatopfentspricht (siehe Theorem 30)

Mmin = I'(ﬁ) : (228)

Da fiir die Wahrscheinlichkeiten aufgrund der Normieruny_" | p; = 1 gilt, handelt es
sich auch hier um eine konvexe Linearkombination. Der Zusfdreht in der konvexen
Hulle gebildet durch die Menge dep,. Die Additivitatseigenschaft der Zustde fihrt
somit zu der folgenden Erkenntnis:

Lemma 3. Der Raum der quantenmechanischen Zode ist konvex.
Beweis.Mit je zwei Dichteoperatoremp,, p, sind auch alle Matrizen der Verbindungs-

strecke gltige Dichteoperatoren. O

Die reinen Zusihdep, haben alle die gleiche, maximala 8cHvektoridngeLlL ., = 1.
Da alle nicht reinen Zuatide eine BoCcHvektoriingelL < 1 haben und alle Punkte mit
einer B_.ocHvektorléngeL > 1 keine giltigen Zuséinde sind, folgt

Lemma 4. Der Raum der quantenmechanischen Aode ist abgeschlossen. Alle reinen
Zusande liegen auf dem Rand.

Korollar 5. Der Raum der quantenmechanischen Zode ist kompakt.

Beweis.Der Zustandsraum ist sowohl abgeschlossen als auch wegen beschankt.
O

Das Lemma 4 besagt, dass jeder Zustand mit voliey@1vektoriéinge ein Randpunkt ist.
Der Umkehrschluf gilt jedoch nicht! Eine wichtige Aussage dieses Kapitels ist deshalb:

Theorem 6. Der Rand des Zustandsraum wird durch alle rangreduzierten Dichtematri-
zenr(p) < n gebildet.

Beweis. Siehe hierzu Kapitel 2.1.9. O

Korollar 7. Fur n > 2 existieren gemischte Zistde auf dem Rand der Menge aller
Zustnde.
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Die reinen Zusahde sind die Eckpunkte der Zustandsmenge. Der Rand alleantiest”
wird durch die konvexe Hlile der Eckpunkte gebildet. Nuaf'den Spezialfall des Qubits
n = 2, der auf die 3D-Einheitskugel abgebildet werden kann, bilden die reineariest”
den kompletten Randamilich die Kugeloberéiche. (Es existieren keine rangreduzierten,
gemischten Dichtematrizen.) Die Vorstellung einec8Hkugel in loheren Dimensionen
ist deshalb leicht irreffirend, denn die Obesithe der BocHkugel bildet dann nicht
mehr den Rand aller Zumtde.

Korollar 8. Firn > 2 existieren Bereiche auf der Obé&rthe und innerhalb deBLoOCH-
kugel, die keine igltigen Zusande sind.

Bei dem Korper des Zustandsraums handelt es sich also nicht um eine Kugel.

Das Gebiet der reinen Zustde auf der Obedthe der BocHkugel ist zusammeram-
gend, da eine kontinuierliche Parametrisierung

pp="U |0y (0] U (2.29)

mit den unitiren Operatorefi und ihren, wie in Kapitel 1.3.1 gezeigter? —1 relevanten,
unablaingigen Parameternaglich ist.

Die Dimensiond des Korpers aller Zustiide istd = n2 — 1 und fiir die Dimensionlrang
des Rands gilt deshalb

drand=1n°> — 2 . (2.30)

Da alle reinen Zustide den konstanten Abstahg;, = \/% vom maximal gemischten

Zustand%i haben, kann der maximal gemischte Zustand als das "Zentrum” des Zustands-
raums angesehen werden. Der minimale Abstand eines Randpunktes zum Zentrum ist

1. 1
min || prang——1 || = —————— | 2.31
pRand_n \/m ( )

da Tr{pg.qt fur rangreduzierte Matrizen genau dann minimal ist, wenn ein Eigenwert
verschwindet und alle anderen gleichvertgilt= — sind. Innerhalb der Kugel mit
RadiusRk = m befinden sich somit nuruitige Dichtematrizen.

Zusammenfassend handelt es sich also beim Raum allearfiestim eine kompakte,
konvexe Menge mit Zentrunﬁ;i, berandet durch die rangreduzierten Amsté und mit

den reinen Zustridenp, als die Eckpunkte des Rands, eingebettet in die@&-kugel.
Diese Eigenschaften sind in Abbildung 2.2 in Form einer einfachen Mengengrafik dar-
gestellt. Dieses Mengenbild beinhaltet alle soeben beschriebenen Eigenschaften des Zu-
standsraums. Im Gegensatz zur kontinuierlichen Menge der reineandesi, } ist in
dieser Darstellung jedoch eine konvexelld mit einer nur diskreten, nach Zahl und Lage
willk'urlich gewahlten Menge von Eckpunkten abgebildet. Die Eckpunkte bilden hier also
kein zusammenrdrigendes Gebiet.
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Rand des Zustandsraums = Rangreduzierteadalst™

Reine Zustihdep,

Bl Blochkugel
EE Zustandsraum

Abbildung 2.2: Darstellung des quantenmechanischen Zustandsraums als eine kompakte,
konvexe Menge mit dem maximal gemischten Zustand als Zentrum und
den reinen Zustridenp, als Eckpunkte des Rands, der aus allen rangre-
duzierten Dichtematrizen besteht.

2.1.7 Typischer Abstand zweier reiner Zust ande

Alle reinen Zuséihde liegen geometrisch betrachtet auf der Obeh einern-dimensio-
nalen Kugel mit Radiug/1 — % Die Verteilung fir den Abstand

d=\Jlpp — foull = /2= 2Tx {pu o} = V2\/ 1~ [(0]) (2.32)

zwischen zwei zWdllig gewdhlten, reinen Zustide auf der Kugelobedtthe kann stati-
stisch mit der in Kapitel 1.2 beschriebenen Methode berechnet werden. In Abbildung
2.3 ist die VerteilungP,; des Abstandg fur verschieden grof3eaRine der Dimension
dargestellt. B grof3e HLBERTraume wird die Verteilung immer salfér auf den maxi-

mal moglichen Abstand konzentriert. Bei einem grof3en Quantensystem liegen also zwei
zufallig ausgewahlte, reine Zusiride typischerweise maximal weit voneinander entfernt.

2.1.8 Wertebereich einer Dichtematrix

Bei reinen Zusihden|y) und |p) ist esublich, die Projektionv)|¢) des einen Zustands
auf den anderen zu betrachten und damit einen neuen Viektor

la) = |¥) (Ylp) (2.33)



2.1 Raum aller Zustinde 35
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Abbildung 2.3: Verteilung des AbstandB,, zweier reiner Zustfide eines Systems der
Dimensionn bei einem statistischen Ensemble von 10000 Zustandspaa-
ren. Der maximale Abstand igt,.. = v/2.

zu definieren. Dieser Vektor hat die gleiche Richtung \wik ist aber wegefi < (i)|¢) <

1 unnormiert und hat einedrige< 1. Dieses Prinzip der Projektion kann auf den Fall von
Dichtematrizen verallgemeinert werden. Die "Projektion” eines reinen Zustandsuf
eine Dichtematrix ergibt einen neuen Vektor

la) =ple) (2.34)

Fir reine Zusahdep, = [¢) (/| geht diese verallgemeinerte Projektion in die uusr

liche Definitionuber. Schreibt map als eine Mischung von reinen Zasilen, so sieht

man, dass diese verallgemeinerte Projektion als eine konvexe Summe von normalen Pro-
jektionen angesehen werden kann

o) = plp) = me (ile) (2.35)

und auch hier gilt, dasig:) unnormiert ist. Allerdings kann nuja) auch eine ahge> 1
annehmen.

Die Menge aller Vektored|«)}, die durch die "Projektion” der Dichtematrix auf die
Menge aller noglichen Vektorer{ |3)} gebildet wird, ist als der Wertebereich vpmlefi-
niert:

Definition 9. R(p) : Wertebereich ("range”) eines Dichteoperatofs

R(p) = {le) - 3 16) : |a) = p|5)} (2.36)
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Zu beachten ist, dass weder) noch |5) normiert sein rassen. D& ein hermitescher,
linearer Operator ist, wird der WertebereiR(y) durch die Eigenvektoren vgizu Eigen-
werten# 0 aufgespannt. Dies sieht man leicht, wenn mamn seiner Eigenbasis mit den
Eigenvektoren);) und zugebrigen, von Null verschiedenen Eigenwerterschreibt:

= ple) = ZA i) (Aile) (2.37)

Die Dimension des Wertebereichs entspricht somit der Zahl der von Null verschiedenen
Eigenwerte der Dichtematrix und damit dem Rartg):

dim(R (p)) =1 () (2.38)
Als linearen Operatomlit sich &ir die Dichtematrixp auch ein Kern definieren.
Definition 10. K(p) : Kern ("kernel”) eines Dichteoperatorg

K(p) = {la) : pla) =0} . (2.39)
Fur die Dimension gilt

dim(K(p)) = n — dim(R (p)) =n -1 (p) . (2.40)

Der Zusammenhang zwischen Kern und Wertebereich ist die Orthogdrddit beiden
Raume

o) €eR(P), ) eK(p) = (Ylp)=0. (2.41)

Kern und Wertebereich zusammen spannen den gesamt@&grkiraum auf. Deshalb
kann jeder reine Zustanjgh) als eine Superposition

= |¢™) + ") (2.42)
geschrieben werden nfib?) € R (p) und|p") € K (p)
Lemma 11.
o) eR(p) = K(p) S Kllp) (¢l) (2.43)

Beweis.Sei|a) € K(p) = p|a) = 0. Dann gilt mit der Voraussetzung) |5) : |¢) = p
|8) fur @) (pla) = [#) (B ple) = 0 und damitjr) € K(lp) (0]). 0
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2.1.9 Subtraktion von Dichtematrizen

In Kapitel 2.1.6 wurde die M{lichkeit der Addition von Dichtematrizen als eine wichtige
Eigenschaft des Zustandsraums identifiziert. Die Addition im Sinne einer am&aten
Mischung von Zustihden gebit seit langem zum Standard der Quantenmechanik. Die
Subtraktion von Dichtematrizen hingegen ist ein viel weniger bekanntes Gebiet. Insbe-
sondere bei der Frage nach der Separabnibh Zustinden (Kapitel 2.2) kann die Sub-
traktion sehr nizlich sein (Kapitel 4).

Mathematisch gesehen ist die Subtraktion von Dichtematrizen erheblich schwieriger als
die Addition. Grund hiet ist die Tatsache, dass bei der Addition von zwei positiven
Operatoren immer wieder ein positiver Operator entsteht. Bei der Subtraktion von Ope-
ratoren bleiben zwar Hermitizt'und bei geeigneter Wahl der Vorfaktoren auch die Spur
erhalten — die Positiwatt'des Ergebnisses jedoch ist im Allgemeinen nichtajeveistet.
Die Definition der Subtraktion einer Dichtematgix von einer Dichtematrix erfolgt als

I S .

po= 1 (b —ph). (2.44)
Um die Positiviit p, > 0 zu garantieren, mugskleiner als eine nochatier zu bestim-
mende obere Grenzg,., sein. Der Grenzwett,,., hdngt sowohl von der Ausgangsdich-
tematrixp, also auch von der zu subtrahierenden Dichtematriab. Im folgenden wird
nun rdher auf diese Grenzg,., eingegangen.

Subtraktion von beliebigen gemischten Zust  anden

Theorem 12. Der Operatorp, = ﬁ(ﬁ—pﬁl) ist genau dann eine Dichtematrix > 0,
falls K(p) C K(p1) undp < pmax 0ilt, wobei die Grenze bei

Pmax =

Ama (7% 15

liegt.

Beweis.Siehe [19] in Verbindung mit Lemma 2. Der Eigenwgft.. ist positiv, da er als
Betragsquadrat eines Vektors darstellbar ist und es\gilt # 0, da wegen der Spurbe-
dingungTr{p} = 1 keine Dichtematrizen miK(p) = {Menge aller Zusthdg existie-
ren. L

Dieses Theorem betigt weitere Eréiuterung. Der Nenner vam,.., ist der goldte Ei-

. 1 1 . . . . .
genwert der Matrixp™2 p; p~=. Der giol3te Eigenwert eines Operatgidaldt sich auch
darstellen als

Amax(p) = max Tr{ppp) = max (ol ple) -
p
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Der Operatop~: ist als Potenz vop anzusehen. Zur allgemeinen Definition der Poten-
zierung von Dichtematrizen dient

Definition 13. Seip =), A; |\;) (\;| die Eigendarstellung vopmit den vorD verschie-
denen Eigenwerteh; und Eigenvektoreh\;). Die r-te Potenz/ € R) von ist dann

pr= ZA;“ i) (Al -

Diese Definition ist unaldrigig davon, ob die Dichtematrixinvertierbar ist, oder nicht.
Damit ist p” auch fir Zuséinde definiert, die verschwindende Determinante haben. Be-
trachtet man die Spektralzerlegung v@rso sieht man, dass gehermitesch ist, aucpy’
hermitesch sein muss.

Lemma 14.
R(p") = R(p) (2.45)
K(p") = K(p) (2.46)
Beweis.Die Operatorem und " haben die gleichen Eigenvektoren und die gleiche An-
zahl verschwindender Eigenwerte. 0

Fiir den typischen Fall einer Dichtematrix mit Vollrang ist kelbleerprifung auf Subtra-
hierbarkeit mtig, denn es gilt:

Korollar 15. Von einer Dichtematriy mit Vollrangr(p) = n ist jeder beliebige Zustand
subtrahierbar.

Beweis.Der WertebereictR(p) eines Dichteoperators mit Vollrang ist der gesamte
HiLeerTraum und der Kern ist die leere Meng€p) = {}. Damit gilt immerK(p) C
K(p1) und nach Theorem 12 existiert eif.., > 0, so dass jeder Zustand subtrahierbar
ist. O

In der Umgebung eines Zustands mit Vollrang liegen also miltigg' Dichteoperatoren.
Damit liegt der Vollrangzustand nicht am Rand der Menge allerahg; was die eine
Richtung von Theorem 6 beweist.

Subtraktion eines reinen Zustands

Fir den Fall, dass man einen reinen Zustane: p, = |¢) (¢| subtrahiert, kann man den
Ausdruck fir p,,.« vereinfachen. Dieaufirt zu dem noch &wifig gebrauchten Satz:

Theorem 16. Der Operatorp, = 1= (p — ppp) Mit pp = ) (0| ist genau dann eine
Dichtematrixp, > 0, falls |¢) € R(p) undp < pmax gilt, wobei die Grenze bei

liegt.
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Beweis.Nach Lemma 11 gilK(p) € K(pp) wegen|¢) € R(p). Damit [af3t sich Theorem
12 anwenden. Den Nenner vpp., kann man in diesem Fall zu

1

Amas (973577 ) = A (7% [0) (01 57+ (2.47)

umschreiben. Dé&u) := 52 |) ein unnormierter Vektor derdrigeq ist, |o) = « |a),
gilt weiter

Amax ([0} (@) = [ Amax (1) (@) = Jaf* = (ol 572577 |) (2.48)

Noas (274502 ) b = (el 5 19 = Trlp ™' } (2.49)
L

Der Operatop ! kann nach Definition 13 gebildet werden und wird Pseudo-Inverse (auch
verallgemeinerte Inverse oder &MREPENROSE Inverse) genannt. Die Pseudoinverse
ergibt sich allgemein aus der Singularwert-Zerlegung [20, 21] der Dichtengatrix

p=ulppv (2.50)

pti=vlplu (2.51)

mit pp als Diagonalmatrix, gebildet aus den Singularwerten gamd u, v als Zeilen-
Orthonormale (im Allgemeinen nicht quadratische) Matrizen, welche die Relationen

uu' =1, vol=1, (aberim Allgemeinen! v # 1, ovfv#£1) (2.52)

erfullen. Die Pseudoinverse ist damit so gdw, dass die Summe der Quadrate der Ein-
trage der Matrixp o—' — 1 minimal wird. Rir invertierbare Matrizen geht die Pseudoin-
verse in die normale Inversdér.

Lemma 17. Fur einen beliebigen Zustan#und beliebige reine Zuahdep, und p;, gilt

tr{ ppip} < tr{ppp} tr{ppp '} . (2.53)

Beweis. CAUCHY-SCHWARZzsche Ungleichung. Siehe auch [22]. O

Wahlt man nurp, = pp, so ertalt man im Falle der Subtraktion eines reinen Zustands
von p, Korollar 16, eine Abschtzung tir pyax zuU

Pmax < Tr {ppp} - (2.54)
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Subtraktion des maximal gemischten Zustands

Fur den Fall, dass man den maximal gemischten Zus%émhbtrahiert ergibt sich

Korollar 18.

1 1.
o= —(h—p-1)>0 o p<nimn (D
pa= 1 (h—p 1) 2 P <1 Amin (D)

Wobeip > 0 genau dann gilt, falls die DichtematrixVollrangr(p) = n besitzt.

Beweis.IstK(p) = {}, so folgt dies aus Theorem 12 mitz5> = /=" und s——

Amin(p), da alle Eigenwerte vop ungleich0 sind. IstK(p) # {}, so giltK(p) € K(1)
nicht mehr und damit,,.x = 0 = Amin(p).

0

Von Dichtematrizen, die nicht Vollrang besitzen, kann die Idantitcht subtrahiert wer-

den, da der Kern der Iderditdie leere Menge ist und daniii5) ¢ K(1). Da jeder Zu-

stand, von dem ein anderer nicht subtrahierbar ist, automatisch ein Randpunkt der Men-
ge aller Zusande ist, folgt hiermit die andere Richtung des Beweises von Theorem 6,
namlich, dass der Rand aller Zastie durch die rangreduzierten Dichteoperatoren gebil-
det wird.

Geometrische Deutung der Subtraktion

In Kapitel 2.1.6 wurde mit Abbildung 2.1 eine geometrische Deutung der Addition zweier
Dichtematrizerp und p; als ein Punkt auf der Verbindungslinie vemachj, gegeben.
Fur die Subtraktion
1
g = —(p—pp 2.55
P2 1_p(p pp1) (2.55)

ist eine analoge Interpretationaglich, denn umgeformt ergibt sich

p=(1—p)ps+pp1 - (2.56)

Demnach liegp auf der Verbindunglinie vom; und p,, oder anders ausgedikt: Das
Ergebnisp, liegt auf der gerichteten Linie vop, nachp hinter p. Die Abbildung 2.4
verdeutlicht diese geometrische Interpretation der Subtraktion zweier Dichteoperatoren.

Abbildung 2.4: Geometrische Interpretation der Subtraktion einer Dichtematrwon
einer Dichtematrixp. Das Ergebnis der Subtraktion st

Auch die Existenz vom,,., und die Lage desjenigen Zustands, der bei der maximalen
Subtraktion entstehal3t, sich graphisch leicht deuten.
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Lemma 19. Der Zustandj,, der bei der maximalen Subtraktighp = ﬁ(ﬁ — PmaxP1)
entsteht, liegt auf dem Rand des Zustandsraums.

Beweis.Fur alles > 0 ist der Operatop — (pmax + €)1 Nicht positiv definit und damit
liegen in der:-Umgebung vorp, nicht nur Dichtematrizen. O

Die Abbildung 2.5 zeigt eine solche maximale Subtraktion im Zustandsraum auf sehr
anschauliche Weise.
Rand des Zustandsraums = Rangreduzierteahaist”

Reine Zusthdep,

mm Blochkugel
B Zustandsraum

Abbildung 2.5: Geometrische Darstellung der maximalen Subtraktion einer Dichtema-
trix p; von der Dichtematrix. Das Ergebnig, liegt auf dem Rand aller
Zustinde.

Mit Hilfe der maximalen Subtraktioral3t sich der Rang einer Dichtematrix reduzieren:

Lemma 20. Bei der maximalen Subtraktion eines Produktzustgnds ﬁ(ﬁ—pmaxﬁp)
erniedrigt sich der Rang um eins

r(p2) =r(p) —1.
Beweis.Siehe [19]. O

Die Reduzierung des Ranges einer Dichtematrix mittels Subtraktion funktionierliclat”
nur so lange, wie der Zustand noch gemischt ist. Die Subtraktion kann deshalb auch als
Definition der Eckpunkte des jeweiligen konvexen Raums gesehen werden:

Definition 21. Die Eckpunkte (Extremalpunkte) einer konvexen Menge sind genau dieje-
nigen Punkte, von denen kein anderer Punkt der Menge subtrahierbar ist.
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Fur den Gesamt-Zustandsraum sind deshalb die reinemarsidie Eckpunkte.

In Kapitel 2.1.8 wurde die mathematische Definition des Wertebereich einer Dichtematrix
gegeben. Diese eher abstrakte Definition bekommt eine intuitive Bedeutung, wenn man
das graphische Bild der Zustandsmenge betrachtethk® 'man ainlich diejenigen rei-

nen Zusande finden, die im Wertebereich einer Dichtematrilegen, so sind dies genau

die reinen Zustide, die vorp subtrahierbar sind.uW Dichtematrizen, die nicht auf dem
Rand des Zustandsraum liegen ist wegen Korollar 15 die Menge allaarfiesties Werte-
bereich genau die Menge aller reinen Zumsté. Liegip auf dem Rand, so sind nicht mehr

alle reinen Zustinde im Wertebereich, was anhand der Grafik 2.2 leicht nachzuvollziehen
Ist.

2.1.10 Extremalkriterium f~ ur die Subtrahierbarkeit

Um festzustellen, ob ein reiner Zustapg= |+¢) (/| von einem gegebenen Zustapd
subtrahierbar ist, gemgt es nach Theorem 16 nicht npi.. zu bestimmen, sondern es
muss zuatzlich gekért werden, ob der Zustarjd) im Wertebereich vorp liegt. Eine
Moglichkeit, dies herauszufinden besteht darin, durch Aufstellung eines linearen Glei-
chungssystems zu probieren, den Zustgrddurch eine Linearkombination der Eigen-
zusinde vonp darzustellen. Eine elegantere Methode hierférmuliert als ein Extre-
malkriterium, wird in diesem Kapitel vorgestellt. Die Formulierung als Extremalkriterium
ermoglicht es auch, weitere Forderungen (Nebenbedingungen) an die reinandafgt”

zu stellen. Theorem 26 beispielsweise beinhaltet diatzlishie Forderung, dagg ein
Produktzustand sein soll.

Theorem 22.

(2.57)

Beweis.Da fiir rangreduzierte Dichteoperatorgrim Allgemeineny ! # 1 gilt, ist
die Singularwertzerlegung der Pseudoinversen, Gleichung (2.50) zu benutzen. Unter der
Annahmejy) € R (p), d.h.|y) = p|¢) folgt:

Te{pp " b} = (W|u'ppov’pptunl ppv|g)
= (|u'ppv|¢)
= (Y| plo) = (Wly) =1 (2.58)

Damit ist die eine Richtung des Theorems gezeigt.d€n Beweis in die andere Richtung
nimmt man die Annahm@r {5y ! s} = 1, woraus

L="Tr{pp" pp} = (Wlulppvvippulv) = (W] ululy) (2.59)
= ulu |v) = |¢) (2.60)
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folgt. Wahlt man nurj¢) = v, u ), so ergibt sich damit
plo)y = u'ppvvtpptu ) = utu ) = [v) (2.61)

wie zu zeigen war. O

Die Singularwerte einer Matrixl ergeben sich als die Quadratwurzeln der Eigenwerte
von AAT (bzw. At A). Die Matrix » hat damit wegen, »' = 1 nur die Singularwerte 1.
Da die Singularwerte einer Matrit die Lange der Achsen des Ellipsoids festlegen, auf
welchen die "Kugel” aller normierten Zumtde bei Anwendung der Matri® auf diese
Zustinde abgebildet werden, wird bei der Anwendung der Mataxif einen normierten
Vektor ein neuer Vektor erzeugt, desseané kleiner gleich 1 ist. Mity)| pp~! [¢) =

(] uf uly) = |u ) |* folgt deshalb

Te{pp ' oy <1. (2.62)

Hat eine Dichtematriy Vollrang, dann ist sie invertierbar und aus Theorem 22 folgt mit
p p~' = 1 sofort, inUbereinstimmung mit Korollar 15, dass alle reinen Produk&mct
p im WertebereiciR (p) liegen und damit vorp subtrahierbar sind.

Mit diesem Theoremdl3t sich leicht feststellen, ob ein reiner Zustapan Wertebereich
einer gegebenen Dichtematrixliegt und damit vonp subtrahierbar ist. l¢hte man
jedoch nur die vorp subtrahierbaren reindProdukizuseindep,s finden, so kann man die

Extremalwertaufgabdr {5 o' pps} < max mit Hilfe des in Kapitel 4.5 angegebenen
Verfahren bsen.

2.2 Raum der separablen Zust ande

Das stark zunehmende Interesse an der Quanteninformationsverarbeitung liegt in den be-
sonderen Eigenschaften der quantenmechanischeardiest begridet. Nitzlich fir die
Verarbeitung von Information ist die mit der Zahl der Teilchen exponentiell ansteigende
Gro3e des HL.BERTraums und auch das Superpositionsprinzip. Diese beiden Eigenschaf-
ten alleine rechtfertigen jedoch noch nicht die enormen Anstregungen, die bei der Quan-
teninformationsverarbeitung unternommen werderssen - denn auch klassische Syste-

me konnen diese Merkmale aufweisen. Ein Beispiel sind die elektromagnetischen Wellen,
die ebenfalls in Superposition tretenrkien. Als entscheidendes Merkmat fjuanten-
mechanische Systeme kann jedoch die Existenz der sogenanntenarektsmZusainde
angesehen werden. Dies sind Zusté, die kein klassisches Analogon besitzen. Erst
mit Hilfe dieser versclaiikten Zusahde kommt die aul3ergewriliche Leistungsitig-

keit von Systemen der Quanteninformationsverarbeitung zustande. Skalierbare Quanten-
Computer und Quanten-Teleportation sind ohne Veesttuing nicht denkbar.
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2.2.1 Definition von Verschr ankung und Separabilit &t

Redet man von Verscankung, so macht dies nur dann Sinn, wenn man gleichzeitig sagt
"wer mit wem” verschankt ist. Die Aussage "Der Zustardst verschahnkt” alleine, oh-

ne weitere Information, ist deshalb ohne physikalischen Relevanz. Die Frage nach dem
"wer mit wem” fuhrt automatisch zur notwendigen Definition eines Quantennetzwerks
[16, 23, 24, 25]. Ein Quantennetzwerk ist ein Quantensystem das in (experimentell) un-
terscheidbare Subsysteme unterteilt ist. Der GesamtruLLE raumIL kann deshalb als
dyadisches Produkt der Saonnel.?

L=LYeL%g... LW (2.63)

geschrieben werden, miV als der Zahl der Untersysteme. Die Subsysteroenkn,
mussen aber nicht, physikalisch identisch sein. Beispiglgliysikalisch identische Teil-
systeme sind eine lineare Kette von lonen in einer lonenfalle oder auch edgjgkerQuan-
tendots. Physikalisch unterschiedliche Systemenei beispielsweise bei der Implemen-
tierung von NMR-Quantencomputing auftreten. Auciiig verschiedene Freiheitsgrade
wie z.B. Polarisation und Ort eines Photonenstrabigilen als Subsysteme eines Gesamt-
Quantenzustands betrachtet werden.

Verschenkung ist eng verkupft mit dem Begriff der Korrelation [18]. Auch bei einer
Korrelation muss gesagt werden, zwischen welchen Subsystemen die Korrelation besteht.
Ein (klassisch) korrelierter Zustandawe’ beispielsweise ein Gemisch der Zumsté|01)

und|10) *

(101) (01| + |10) (10]) . (2.64)

DO | =

Pk =

Misst man am ersten Subsystem den We(t), so wird man am zweiten Subsystem den
Wert1 (0) messen. Dieser Kollaps des Zustands bei einer Messung in entidédeder
|10) erfolgt instantan undber beliebige Entfernungen, ist aberuréith vollig klassisch.
Betrachtet man im Vergleich dazu einen verseiitén Zustand, beispielsweise den EPR-
Zustand, Gleichung (1.44)

PEPR = %(IOD (01] + [10) (10[ — [01) (10] — [10) (01]) , (2.65)

SO zeigt dieser Zustand genau das gleich Verhalten wie der klassisch korrelierte Zu-
stand. Im Unterschied zgy jedoch liefert eine Messung am zweiten Subsystem immer
das Gegenteil der Messung am ersten Systamptangig von der gewahlten lokalen
Messbasis. Hat man beispielsweise als Messbasis diaiei) = %(|0> + 1)) und

1) = Z5(10) — [1)) gewahlt, so ist, wenn bei Subsystehder Zustand0) gemessen

worden ist, tir den versclarnkten Zustand Subsystelrimmer im Zustanqi>, wohin-
gegen beim klassisch korrelierten Zustand Subsy&temt gleicher Wahrscheinlichkeit
entweder in0) oder in|1) ist. Verschaikung kann deshalb als eine Art Superkorrelation
angesehen werden, dibér die klassisch ogliche Korrelation hinausgeht.

1Zur Notation:|ij) := i) ® |5) und(ij| := |ij)" = (i| ® (j|
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Um den Begriff der Versclarikung mathematisch gzise zu definieren wird das Gegen-
teil von Verschankung, mmlich die Separabibtt eingetihrt. Die Begriffe Verschaiikung
und Separabildt sind exklusiv zueinander. Ein Zustand ist entweder veasdtioder se-
parabel:

p separabel < p nicht verschankt

Definition 23. Ein Quantensystem bestehend aus zwei Teilsystemen ist in einem separa-
blen Zustangs beZiglich seiner beiden Subsysteme genau dann, wenn die Dichtematrix
als eine Mischung von reinen Produktzirstienp,s = ﬁé? ® ﬁé?

ps = Z Di ﬁps

mit den normierten Wahrscheinlichkeitgrgeschrieben werden kann. Normierung p; =
1; Positivitat0 < p; < 1.

Ein separabler Zustand besitzt alsichstens klassische Korrelationen zwischen den ent-
sprechenden Subsystemen und kann als ein klassisches Gemisch gedeutet werden. Liegt
ein Quantensystem bestehend aus mehr als zwei Subsystemen vor, so muss angegeben
werden, beaglich welchen Teilsystemen Separalilivorliegt. Ein System aus drei Sub-
systemen kann beispielsweise Separatibgziglich Subsystem und den beiden ande-

ren besitzen

) sz A @ pd) (2.66)

oder aber auch Separalitbeziglich allen drei Subsystemen (3-er Separaddiit”
P(1,23) Zplpp ® o2 ® o . (2.67)

Die Definition 23 sagt genau aus, wann ein System veasiity d.h. nicht separabel ist

und wann es nicht versdankt, also separabel ist. Allerdings macht sie keinerlei Aussa-
gen dauber, wie man nun wirklich feststellen kann, ob ein gegebenen Zustand separabel
ist oder nicht. Das bisher ungsite Problem, ein anwendbares Kriteriwm dlie Separa-
bilitat eines beliebigen Quantenzustands zu finden, ist ein zentrales Problem in der Quan-
teninformationstheorie und wird in Kapitel 3, und mit einer neuen, effektiven Methode
in Kapitel 4, ausfifhirlich behandelt. Zur Beantwortung der Frage nach der Menge an Ver-
schidnkung (oder Separabdit), die ein gegebener Zustand beinhaltet, muss ein Mal3 f~
die Verschankung eingefhrt werden. Kapitel 3 beschreibt verschiedene Voesgphlfir

ein solches Mal3, insbesondere in Hinblick auf inre Verwendung als Sepatskiiitéri-

um.

Eine wesentliche Schwierigkeit bei Definition 23 ist die Uneindeutigkeit der Zerlegung.
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Theorem 24. Die Zerlegung eines separablen, gemischten Zustands in reine Produkt-
zustindeps = ) . p; pps; ISt Nicht eindeutig.

Beweis. Siehe Kapitel 2.2.4. O

Fur den Spezialfall eines reinen Zustands ist die Zerlegungmait 1 eindeutig, und die
Frage nach der Separahalitdf3t sich leicht kdren, wie in Kapitel 3.1 gezeigt wird.

Alle reinen Produktzustridep,s, die in der Zerlegungberhaupt vorkommendkinen, sind
von p subtrahierbar. Nach Korollar 16 folgt deshalb

Korollar 25. Seipps = |¢) (¢| ein reiner Produktzustand. Dann gilt:
lo) € Rs(p) <& ppsist subtrahierbar vorps
mit Rg(p) als der Untermenge der Produktzéste des WertebereiclRgp).

Die Menge aller in der Zerlegungbérhaupt raglichen Zustihde ist also genaRs(p).
Die Bestimmung dieser Menge ist eine nicht-triviale Aufgabe, doch das folgende aus
Theorem 22 abgeleitete Theorem eghcht genau dieses:

Theorem 26.
ps€R (D) & Tr{pp ' pps} =1=max (2.68)

Kapitel 4.5 bescéftigt sich mit der losung dieser Extremalwertaufgabe und kann zur
Parametrisierung der Mengg(p) verwendet werden. .U ein Anwendungsbeispiel, siehe
Abschnitt 4.10.3.

2.2.2 Struktur des separablen Zustandsraums

In Kapitel 2.1.6 wurde gezeigt, dass der gesamte quantenmechanische Zustandsraum ei-
ne konvexe, kompakte Menge ist, mit den rangreduzierten Dichtematrizen als Rand und
den reinen Dichtematrizen als Eckpunkte des Rands. In diesem Abschnitt salitgek!”
werden, welche Struktur der Unterraum der separablenaddsthat. Wie schon beim
Gesamtraum ist auch hier die Additizitier Zustinde hilfreich.

Lemma 27. Die Addition zweier separabler Ziéstde ps, und ps, ergibt wieder einen
separablen Zustangk

pAS:(l_p)ﬁsl_'_pﬁSza nggl

Damit ist gezeigt, dass auch der Raum der separableaZiskonvex ist. Es handelt sich

also um eine konvexe Untermenge des Gesamtraums, wobei die reinen Produmkizust™
sowohl Eckpunkte des Gesamtraums, als auch des separablen Zustandsraums sind. Alle
verschankten Zusahde liegen aul3erhalb der konvexdld gebildet durch die reinen Pro-
duktzustinde. Da der Rand des separablen Zustandsraum ebenfalls aus separablen Dich-
teoperatoren besteht, handelt es sich um einen abgeschlossenen und damit kompakten
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Unterraum. Der Gesamtraum aller Zaistie wird nach Theorem 6 durch die rangreduzier-
ten Dichtematrizen gebildet. Ein entsprechendes Kriteruntdén Rand der separablen
Zus@nde ist bisher nicht bekannt.ahé ein solches Kriterium bekannt, sorkite man
damit einfach ein Separabditskriterium herleiten. Mit den reinen Produktarsiéen sind
nur die Eckpunkte des Rands einfach identifizierbar. Nudg&n Speziallfall eines iH-
BERTraums der Dimension < 6 existiert mit dem PPT Kriterium, Kapitel 3.2.1, eine
Moglichkeit, den separablen Rand zu identifizieren.

Die drei Eigenschaften, Konveait, Kompaktheit und Untermenge des Gesamtraums sind
die Begtindung tir die folgenden zwei Aussagen:

Lemma 28. Die Addition eines verscBnkten Zustandg, zu einem separablen Zustand
ps kann sowohl zu einem versémkten als auch zu einem separablen Zusténaen,

p=(1—p)ps+ppv;
es existiert jedoch eine scharfe Grenzebei ps, so dass gilt
pseparabel < p<ps.

Lemma 29. Die Addition zweier versclnkter Zusindep,,, py, kann sowohl zu einem
verschankten als auch zu einem separablen Zustéindehn

p=(1=p)pw + D
Bei gegebenep,, undp,, konnen zwei unterschiedlicheffe auftreten:
e Die Dichtematrixp ist fur alle 0 < p < 1 verschéankt.
e Es existieren zwei Grenzeg, undpg, Mit0 < pg, < pg, < 1, so dass gilt

pistseparabel &  pg, <p<pg, .

Beispiel f'ur die Addition eines verschr &nkten zu einem separablen Zustand

Addiert man den verschrnkten BELL-Zustand BELL) = %(|00>+|11>) zum separablen,
maximal gemischten Zustan}bd

1.
p=(1—p)—1+p|BELL) (BELL|, (2.69)
n

so laft sich zeigen, dasarfp < % der Zustang separabel undi’p > % verschankt ist
(siehe Kapitel 3.3).



48

Struktur des Zustandsraums

Beispiel f'ur die Addition zweier verschr ankter Zust &nde

Addiert man die beiden BLL-Zustinde|¥,) = —5(]00) + [11)) und |¥3) = —5(|00) —
|11)) zu gleichen Teilen auf

p= 2 (100) (0] + [¥5) (W) (2.70)

so erfalt man einen separablen Zustand, addiert man sie jedoch mit unterschiedlichen
Gewichten, z. B.

.1 2
p=3 [Wy) (W] + 3 [Wy) (Wy (2.71)

so erfalt man einen verschrkten Zustand. In diesem ganz speziellen Feddt Bich zei-
gen (Kapitel 3.2.2), dass die beiden Grenzen zwischen separablen und nicht separablen
Zus@inden zusammenfallen und bei, = ps, = 3 liegen.

2.2.3 Geometrische Deutung des separablen Zustandsraums

In Abbildung 2.2 wurde eine anschauliche geometrische Deutung des Gesamtzustands-
raums gegeben. Da auch der separable Zustandsraum eine kompakte, konvexe Menge
ist, kann dieses Bild zu einer geometrische Veranschaulichung der Lage von &ekschr”

ten und separablen Zastden im Gesamtraum erweitert werden. Die Menge der reinen
Produktzusinde ist eine Untermenge aller reinen Zusté. Damit liegen die Eckpunkte

des Rands der separablen Zmté auf der BocHkugel. Abbildung 2.6 zeigt die Auf-

teilung des Gesamtraums in den separablen und den vandtén Unterraum. In die-

sem anschaulichen Mengenbild sind alle bisher beschriebenen Eigenschaftamicher R”
benicksichtigt. Allerdings ist nairlich die Zahl und Lage der als diskret gamten reinen
Zustinde und reinen Produktzaside willkirlich festgelegt worden.

anhand dieser Grafik werden die Aussagen 28 und 29 zur Addition von vankotém und
separablen Zuatiden geometrisch leicht nachvollziehbar. Addiert man zwei veaskle™
Zustinde, so kann die Verbindungslinie den Raum der separableardgsiii maximal

zwei Punkten schneiden. Die Verbindungslinie zwischen einem separablen und einem ver-
schiénkten Zustand hingegerértritt genau einmal die Grenzlinie zwischen den beiden
Gebieten.

In dieser Grafik erkennt man auch, dass es immeglidhi ist, einen beliebigen, ver-
schinkten Zustang, als ein Gemisch aus einem versatkien, reinen Zustand und ei-
nem separablen, gemischten Zustand zu schreiben

pv=pps+ (1 —p) pp. (2.72)

Diese Zerlegung wurde VONEWENSTEIN und SANPERA [22, 26] rdéher untersucht. Sie
ist nicht eindeutig, aber sie wird eindeutig wenn manatzigch noch die Forderung
einfuhrt, dasgp maximal sein soll. Diese Art der Zerlegung mit einem maximalen An-
teil am separablen Zustapdwird als "Best Separable Approximation” (BSA) eines ver-
schiénkten Zustands bezeichnet.
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Reiner Zustang, Rand des Gesamt-Zustandsraums

Reiner Produktzustang,

Rand des separablen Zustandsraums

B Blochkugel

[ Verschahkte Zusthde
|| Separable Zuatide

Abbildung 2.6: Darstellung des quantenmechanischen Zustandsraums und seine Untertei-
lung in einen separablen und versahkten Unterraum.

2.2.4 Zahl der notwendigen Produktzust ande der Zerlegung

Bei der Zerlegung eines gemischten, separablen Zustands in eine konvexe Summe aus
reinen Produktzuatiden entsprechend Definition 23 der Separabilit”

ps = Zpi Pps, (2.73)
i=1

wird keine Aussage zur Zaht der benitzten reinen Produktzuestde gemacht. In diesem
Kapitel soll sowohl eine untere, als auch eine obere Gramze féstgelegt werden.

Fir die untere Grenzen,y,;, der minimal notwendigep,s gilt das gleiche wie im Falle
der Zerlegung eines beliebigen Zustands in reineahgs; Gleichung (2.27).
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Lemma 30. Zur Zerlegung eines Zustan@smit Rangr(p) in ein Gemisch aus reinen
Zustindenp = >, p; pp; berbtigt man mindestens

m > Mpyin = 1(p)
linear unabt&ngige reine Zusindep,.

Beweis. Schreibt marp,, = |¢;) (¢;|, so ergibt sich bei Anwendung vgnauf einen
beliebigen Zustanfl)

plioh = 3 (wili) )

also eine Linearkombination dew;). Der Wertebereich vo wird somit durch die
Zusteinde|y;) aufgespannt. Da nach Gleichung (2.38) die Dimension des Wertebereichs
genau dem Rang entspricht, werden mindesté#isZustinde|v);) berotigt. O

Fur den einfachsten Fall ein@sx 2 Systems existiert eine Methode, um jede beliebige
Dichtematrix/ in maximal4 reine Produktzustide zu zerlegen [27, 28]. Die Methode
basiert auf der vollstridigen Schife des PPT Kriteriums (siehe Kapitel 3.2.aj £'x 2
Systeme. Als Beispiel einer solchen minimalen Zerlegung wird in Kapitel 4.10.2 die Zer-
legung des Grenz-BRNER-Zustands in 4 reine Produktzasile angegebenuFQuan-
tennetzwerke, die eine andere Dimensior2atsn, oder3 x 3 haben, istim Allgemeinen
keine Zerlegung in nur(p) reine Produktzustide noglich [29].

Flr die obere Grenzen,,.,, also die Zahl der maximal notwendigen Summanden der
Zerlegung dient

Lemma 31 (Satz von Caratléodory). SeiX eine Menge deR? undp ein Punkt in der
konvexen Hdlle von X. Dann existiert eine Untermengé von X bestehend augd + 1
oder weniger Punkten, so das# der konvexen Hille vonY liegt.

Als anschauliches Beispiel kann eine konvexe Menge im zwei-dimensionalen Raum die-
nen, Abbildung 2.7. Jeder Punkt der Menge kann hier in einem Dreieck "eingefangen”
werden, wobei die Ecken des Dreiecks Extremalpunkte der konvexen Menge sind. Wie
man leicht erkennt, ist nicht eindeutig festgelegt, welche Eckpunktalgiewérden mssen.
Dies ist auch die Begridung tir Theorem 24. Htte man ein konstruktives Verfahren,
dass einem Eckpunkte liefert, die zu einem "Einfangen” eines beliebigen Punktes ei-
ner konvexen Menge ausreichen, damatté’'man damit eine btlichkeit gefunden das
Separabiliatsproblem zudsen. Das in Kapitel 4 beschriebene, neuartige Verfahren zur
Untersuchung der Separahalitiaut genau auf dieser Idee auf.

Die Anwendung des Satzes von Camaitiory auf den separablen Zustandsraum der Di-
mensiond = n? — 1 fuhrt zu [30]

Theorem 32. Zur Zerlegung eines separablen Zustapgs reine Produktszuandepps
werden maximal

2
Mmax = N
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€ XundeyY

Abbildung 2.7: Satz von Caragbdory im zweidimensionalem Raum. Jeder Pynéer
konvexen Hille von X ist in einem Dreieck gebildet aus C X ein-
schlieBbar. Die Wahl des Dreiecks ist nicht eindeutig. Jeder Eckpunkt
kann als ein Eckpunkt des Dreiecks gdt' werden.

reine Produktzusginde bentigt. Fur die rangreduzierten Zugdhde auf dem Rand des Zu-
standsraums reduziert sieh,,., aufmpy., = n?— dim K(ps).

Als sehr nitzlich in der praktischen Anwendung erweist sich

Lemma 33 (Erweiterung zum Satz von Caratleodory). Jedes Element vaki kann als
ein Element von” gewahlt werden.

Liegt der Punkp nicht auf dem Rand voA(, so folgt daraus direkt Korollar 15.

Wie man konstruktiv von einer gegebenen Zerlegung der Dichtem@tnt m > m,.x
auf eine Zerlegung inn < my,. reine Produktzustide kommt, wird in Kapitel 4.8
vorgestellt. Diese, bis dato unbekanntedlichkeit zur Reduktion der Zustde einer
Zerlegung erlaubt es, jede separierte Dichtematrix als eine Mischung von maximal
reinen Produktzuatiden zu schreiben.

2.3 Raum der Diagonalzust ande

2.3.1 Parametrisierung

Schon das einfachste System, bei dem Vegstkuing auftreten kannamilich das2 x 2
Quantensystem bestehend aus zwei Qubitsptingirzur vollseindigen Beschreibung sei-

ner Zuséinde einenb5 dimensionalen reellen Vektorraum. Besatkt man sich jedoch auf

den Subraum der Diagonalzaatie eines solchen Quantensystems, sotiggniian nur

noch drei Dimensionen und kann eine graphische Abbildung dieses Diagonal-Unterraums
angegeben [18, 16]. Zwar kann jeder Zustand durch eine Drehung im Gesamtraum in den
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Raum der Diagonalmatrizerbériihrt werden, da diese Drehung jedoch im Allgemeinen
nicht durch zwei Drehungen der lokalen Subsystem erziehlt werden &adatn sich bei
dieser Drehung die Versadmkungseigenschaften.

Besitzt der Diagonalzustanig die 4 Eigenwerte\;,

o= A li) (il (2.74)
i=1
so ergibt sichdir den 15 dimensionalenu®cHvektor, Gleichung (2.4)
X = {0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, (2.75)
- -1~ .. 1~ o~ o~
Ao = A, —=(2 3 — Ao — A1), —=BAs = A3 — A2 — A\)}. 2.76
2 1 \/g( 3 2 1) \/6( 4 3 2 1)} ( )

Berticksichtigt man wegefir{p} = 1 noch die Ablahgigkeit der Eigenwerte unterein-
ander und reduziert denLBcHvektorraum auf einen alleine ausreichenden drei-dimen-
sionalen Unterraum, so lassen sich alle Diagonadnes 'mit den drei Parametekn, ).

und )\; vollstandig beschreiben

- -1 . - - 1 - - -
{)\137 )\147 )\15} - {)\2 - )\17 E(Q)\?) - )\2 - )\1)7 —6(3 - 4)\3 - 4)\2 - 4)\1)} .
(2.77)

2.3.2 Geometrische Darstellung

Bei dem Korper der Diagonalzuatide handelt es sich um einen Tetraeder mit den reinen
Zusteinden|:) als Eckpunkte. Abbildung 2.8 zeigt die geometrische Lage delahdst”

pia =5 (D {A+12)2)) (2.78)

N

p (1) ([ +12) 2]+ 13) 3]) (2.79)

Wl LN

11
303

wl=

und des maximal gemischten Zusta@dials Zentrum des &rpers. Die Eckpunkte liegen
auf der Ober#iche der BocHkugel.



53

2.3 Raum der Diagonalzusinde

Abbildung 2.8: Die BocH-Darstellung der Diagonaldichtematrizép der Dimension
n = 4 ist ein Tetraeder mit den reinen Zastien als Eckpunkten und dem

maximal gemischten Zustand als Zentrum. Der gezeigte Unterraum wird
durch die Komponenten3, A4 und A5 des B.oCcHvektors gebildet,

Gleichung (2.77).
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3 Separabilit atskriterien

In diesem Kapitel wird einéJbersichtuber die bisher bekannten Separahitikriterien
gegeben. Dies ist vor allem in Hinblick auf die Einordnung des in Kapitel 4 beschriebe-
nen neuen Separabdiskriterium von Wichtigkeit. Wo wglich, wird eine Deutung der
Kriterien mit den im vorigen Kapitel gewonnen Erkenntnissdyer 'den Zustandsraum
angegeben.

3.1 Kiriterien f ur reine Zust ande

Fur reine Zusandep, ist die Frage nach Separahalitbzw. Verschaihkung einfach zu
klaren. Eine Mbglichkeit ist beispielsweise die direkt¢berpuifung durch Bildung der
reduzierten Dichtematrizen:

pp Separabel & pp=Tr P {pteTr W {p} (3.1)

Bei einem separablen Zustand befindet sich nicht nur das Gesamtsystem in einem reinen
Zustand, sondern auch die beiden Subsysteme

po separabel & Tr{(Tr ) {ﬁp})Q} - Tr{(Tr 2 {ﬁp})Q} —1.

Experimentell weist man Versdmkung an reinen Systemen meistens mit Hilfe der Ver-
letzung einer BLLSschen Ungleichungen nach (siehe auch Abschnitt 3.2.1) oder durch
Ausmessen der Dichtematrix

Mochte man nicht nur ein Entscheidungskriterium, sondern ein MaBié Verschan-
kung, so stehen mehrere Versahkungsmalie zur Auswabhl. Ein "gutes” Versatikiings-
maRE(p) fur einn; x ny Quantensystem muss die folgenden Kriterienléefi [31, 32]:

E(p) ist reell und positiv.

pverschankt < E(p) =0

e pmaximal verschainkt < E(p) = max

E(p) ist invariant unter lokalen uratén Transformationen.

Lokale Operationen und klassische Kommunikatigmén nicht zu einer Zunahme
vonE(p).
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Diese Forderungen legen das Versatktingsmalf nicht eindeutig fest. Als Beispiat f*
ein "gutes” Mal} @ir ein Quantensystem bestehend aus zwei Subsystemen kann das in
[16, 32] eingefihrt Mal3

2

n N s
B = =T Te{ MM} (3.2)

dienen, wobei = min(n,, ns) gilt und M der Verschanhkungstensor

~

M=K —3" (A(2)>T (3.3)

mit den B_AOCHvektorenX(i) desi-ten Subsystems ist. Die Komponenten des Korrelati-
onstensols sind analog zu den Komponenten dasoBHvektors definiert

Ein anderes "gutes” Mal3 ist die lokal®N NEUMANN Entropie
SW = —Tr{pWV log, )V} (3.5)

mit der reduzierten Dichtematrix) = Tr(®?{5}. Da das Gesamtsystem sich in einem
reinen Zustand befindet, ist die Entropie der Teilsysteme idenfiS¢k= S [33].

3.2 Kiriterien f"ur gemischte Zust ande

Im Gegensatz zu reinen Zasiten ist die Verschrikung bei gemischten Zastden ein
offenes Problem. Es existiert bisher weder ein allgemein anwendbares Se@askbiit”
terium, noch ist bekannt, wie eine Zerlegung eines separablen Zustands in reine Pro-
duktzustinde tir einen beliebigen separablen Zustaidoerechnet werden kann. Die
folgenden Teilbsungen geben einddberblick tiber den aktuellen Stand dieses aktiven
Forschungsgebiets.

3.2.1 Notwendige Separabilit atskriterien

Ein notwendiges Separabdiskriterium ist eine Aussage, die durch jeden separablen Zu-
stand erd@illt wird. Gilt die Aussage nicht, so ist der Zustand versctit (Abbildung 3.1).
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Separable Zuatide Verschenkte Zusahde

Abbildung 3.1: Im blau markierten Bereich ist ein notwendiges SepaiatbHititerium
erfullt.
PPT-Kriterium

Das wichtigste und bisher satfste, notwendige Separahaliskriterium ist das PPT Kri-
terium von FERES[34]

pseparabel = 52 >0. (3.6)

Hier bedeutep™ > 0, dass die von Null verschiedenen Eigenwerte der partiell Transpo-
nierten vonp nur positiv sind (PPT). Die partiell Transponierte einer Dichtemairist
definiert durch Transponierung nur eines Subsystems. Transponierung von Suldsystem
beispielsweise berechnet sich zu

pr =" (il plkj) li) (Kl . (3.7)

ijkl
Der Beweis des PPT-Kriterium ist leicht nachzuvollziehen:
pseparabel = p=Y piV@i? = =3 p e (p?)

(3.8)

Da (ﬁ(2))T = (p®)" eine Dichtematrix ist, ist auch™ wieder eine Dichtematrix und
damitp™ > 0.

Das PPT Kiriterium ist einfach anzuwenden und Kleine Quantensysteme ist es sogar
ein volls@indig scharfes Kriterium [35, 36]:

psei2 x 2 oder2 x 3 Quantensystem: jseparabel < 5’2 >0 (3.9)

Fur groliere Systemedkinen aber auch PPT Zaside, d.h. Zustride, {ir die Gleichung
(3.6) qilt, verschankt sein. Solche versdmkten PPT Zusiride werden oft als "bound
entangled states” bezeichnet.

Subtrahiert man von einer Dichtemateinen reinen Zustang, mit einem Subtrakti-

onsfaktor < pnax, SO ist fir die entstehende Dichtematpix = ﬁ(ﬁ — ppp) PPT nicht
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garantiert. Entsprechend Theorem 16 gilt jedoch
1
Te{pe” (")}

Mochte man bei einer Subtraktion also garantieren, dass s@wehl als auchp™ > 0
gilt, SO muss man

P < P = s 0. (3.10)

P < min (Pmax; Pinax) (3.11)

wahlen.

Spur-Kriterium

LEWENSTEIN et. al. haben in [37] ein auf den Eigenschaften der Spurnorm basierendes,
notwendiges Separabditskriterium angegeben:

pseparabel = maxTr {pjps} > max (Te(p}, Tr{(5™)"}, Te{pp"})
Pps
(3.12)

Das Maximum istuber alle reinen Produktzstdep,s zu nehmen. In Kapitel 4.5 wird ein
Verfahren tir die Berechnung des Maximums angegeben, und damit ist dieses Kriterium
direkt anwendbar. Siehe auch Theorem 37 und Abbildung 4.2.

Gilt max (Tr{ﬁQ}, Tr{(ﬁT2)2}, Tr{ﬁf)T‘Z}> = Tr{p?}, so kann man diesem Kriterium
eine anschauliche Bedeutung ablesen, wenn man es in der Form

min ||p — psl| > 1= ||pl° = pistverschankt (3.13)
Pps

schreibt, denn dies eikit, dass alle Zuatide, die weit genug vom separablen Zustands-
rand weg und nah genug an derdHkugeloberfiiche sind, verschrikt sein nussen.

Dieses Kriterium kann deshalb als das Gegariszu der bekannten Behauptung, dass

alle Zustinde nahe des maximal gemischten Zustands separabel sind, angesehen werden.
In Kapitel 4.4.2 wird eine geometrische Deutung dieses Kriteriums gegeben.

Entropie-Kriterium

Die maximal verschaiikten Zusaihde sind dadurch ausgezeichnet, dass sie lokal im total
gemischten Zustand sind und damit ihre lokale Entropie (d.hudleh der Untersyste-
me) ein Maximum annimmt. Diese Feststellung wurde in [38, 39] quantifiziert uimd f
zu einem notwendigen Separalatgkriterium fir ein Quantensystem bestehend aus zwei
Subsystemen

pseparabel = SO <S, (3.14)
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wobei hierS die VON NEUMANN Entropie des Gesamtsysterfis= — Tr{plog, p} ist
undS® die lokale Entropie desten Subsystems & 1, 2). Im Gegensatz zum Fall einer
reinen Dichtematrix gilt hier im Allgemeinens(V) £ S Die lokalen Entropien und
die Gesamtentropie erfén nach [33, 16] die Bedingung

|81 — 5B < 8§ <|SM 45O (3.15)

Eigenwert-Kriterium

Ausgehend vom Entropie-Kriterium wurde in [39] ein verallgemeinertegréstes Kri-
terium fir die Eigenwerte der Dichtematrix im Vergleich zu den Eigenwerten der redu-
zierten Dichtematrixdi Quantensysteme bestehend aus zwei Subsystemen hergeleitet:

k min(k,n1)
pseparabel = Vk=1,....,n: Y N(p) < Ai(p")  und
i=1 i=1

(3.16)

min(k,n2)

k
Z Ai(p) < Ai(p™)
i=1

=1

Dabei ist die Folgg \;} die Menge der Eigenwerte der entsprechenden Matrix, sortiert
nach absteigendem Betrag, d\n> \;-;.

Wertebereich-Kriterium

Nach Korollar 16 nussen alle bei der Zerlegung einer separablen Dichtematngr-
kommenden reinen Produktzastie im Wertebereich voy sein. Basierend darau(Bt
sich ein notwendiges Separatabskriterium aufbauen [30].

p separabel = Es existiert eine Menge von reinen ProduktanstEn{ s, }

die den Wertebereicl (p) aufspannen und gleichzeitig

N

spannen die partiell konjugierten Produktzuste{ 5,2

den WertebereiciR (5"*) auf.

Dieses Kriterium ist zwar direkt nicht leicht anwendbar, jedoch istuedtféoretische
Uberlegungen von Interesse und hat zur Konstruktion von veasktein PPT Zustiden
geflihrt [40, 41, 30].
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Destillations-Verschr &nkung

Die Anzahl der maximal verscankten, reinen Zuatide, die aus einem gemischten Zu-
stand mit Hilfe von lokalen Operationen und klassischer Kommunikation erzeugt ("de-
stilliert”) werden konnen, ist als die Destillations-Versemkung ("Entanglement of di-
stillation”) definiert [42]. Bisher existiert kein Verfahren, um dieses Mafl#éliebige
Zustinde zu berechnen. Desweiteren wurde gezeigt, dass auch von aeksehrPPT
Zustnden kein maximal versdmkter, reiner Zustand gewonnen werden kann [43].

p separabel = Keine Destillations-Versclarkung

BELLsche Ungleichungen

Durch Aufstellen einer Ungleichung gelang eslB 1964 erstmalig, ein prinzipiell ex-
perimentelluberptifbares Kriterium zu finden, ob die Physik durch eine Theorie basie-
rend auf lokalen, evtl. versteckten Parametern und der Annahme einer objektiveatRealit”
physikalischer Systeme beschrieben werden kann [44] Uberprifung kann an EPR
Zustinden, Gleichung (2.65), durch lokale Messungen erfolgen und wurde seit den ersten
Experimenten von BPECT [45, 46] mit immer aufwendigeren Verfahren undherer
Prazission durchgetirt. Alle Experimente kommen zu dem eindeutigen Schlul3, dass die
BELLsche Ungleichung durch bestimmte Zarsfié verletzt wird und damit unsere Welt
entweder nichtlokal ist, oder den physikalischen Objekten keine objektive &aaktir
zugewiesen werden kann. Nichtlokatititirde bedeuten, dass sich die Parameter des
einen Subsystems durch Operationen an dem anderen System instiagé¢an hnen.

Dies jedoch widerspricht der intuitiven Vorstellung und den Grundideen der Redédivit™
theorie qichtaber ihremblichen, mathematischen Formulierung, da es sich um eine ganz
spezielle Art der Nichtlokaldt handelt, welche die Kausalttvon physikalischen Ereig-
nissen nicht verletzt.).

Die Quantentheorie liefert die korrekte Beschreibung der Experimente zursBhen
Ungleichung. Sie kann also entweder als eine nichtlokale Theorie betrachtet werden, oder
die Dichtematrix wird nicht mehr als objektive Reatitines Systems, sondern als das
Wissenuber das System angesehen. Beide Interpretationen sighicmiind sind, wie es
schon das Wort "Interpretation” ausaikt, voneinander experimentell nicht unterscheid-
bar.

Fur reine Zustinde kann immer einef Lsche Ungleichung gefunden werden, die genau
dann verletzt wird, wenn der Zustand versafkt'ist [47]. Auch &ir gemischte Zusiride
konnen Ungleichungen vom Typ eineEB.-Ungleichung aufgestellt werden [48, 49,
50], allerdings existiert bisher keine Ungleichung, die &lle verschainkten Zustnde
verletzt wird. Deshalb sind B.Lsche Ungleichungen nur ein notwendiges Kriteriwmn f*
Separabiliat:
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pseparabel = p verletzt keine ELLsche Ungleichung

3.2.2 Hinreichende Separabilit atskriterien

Ein hinreichendes Separaldtiskriterium ist eine Aussage, bei dereal@keit man Se-
parabiliit nachgewiesen hat. Allerdings ist das Kriterium nichitjden separablen Zu-
stand erllt. Fur jeden versclarikten Zustand hingegen ist das Kriterium nichubf”
Abbildung 3.2 veranschaulicht diesen Sachverhalt.

Separable Zuatide Verschenkte Zusande

Abbildung 3.2: Im blau markierten Bereich ist ein hinreichendes Sepaedbiriterium
erfallt.

Umgebung des maximal gemischten Zustands

Der maximal gemischte Zustand hat verschwindende Nebendiagonalelemente und kann
deshalb mit rein klassischer Physik gedeutet werden. Zu seiner Beschreibwigyten™
man an sich keinen HBERT- bzw. LIOUVILLE raum. Aus diesen @riden kann der total
gemischte Zustand als der klassischste Zustdnaihaupt angesehen werden. Es ist des-
halb zu erwarten, dass Zaside, die nahe am maximal gemischten Zustand liegen, auch
separabel sind.

BRAUNSTEIN et. al. haben ein Quantennetzwerk bestehend\a@ubits @; = 2, n =
2V} in einem Zustand nahe des maximal gemischten Zustands betrachtet [51]

1.
p=01—-¢e)-1+¢ep, (3.17)
n

wobei /' eine beliebige Dichtematrix ist. Es konnte gezeigt werden, dass der Zystand
immer separabel ist, falls er nahe genug%ariiegt, d.h.e klein genug ist:

2
2 +n?

e<es, 6= =  pseparabel (3.18)
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Die Grenze:¢ ist unablaingig vony'. Betrachtet man den Abstand des Zustapd®m
Zentrum-+1, so ergibt sich
= (r-2) e (3.19)

Da dieser Abstand vopl abhengt und||7'||* auch klein sein kann, ermglicht es dieses
Kriterium nicht, eine Grenze anzugeben, ab welcheh&Zum total gemischten Zustand
alle Zustinde separabel sind. Entgegen der aaiijen Meinung [51] schliel3t dieses
Kriterium alleine also nicht aus, dass es veradfte Zusinde in der he des maximal
gemischten Zustands gibt. Um zu diesem Schlul3 zu kommeatigeman die folgenden
weiterenUberlegungen.

Das Kriterium von BRAUNSTEIN ist nur flir ZusBinde der speziellen Form, Gleichung
(3.17), anwendbar. bchte man einen beliebigen Zustapdnit diesem Kriterium auf
Separabiliat untersuchen, so mugserst in diese spezielle Form gebracht werden. Um
ein moglichst scharfes Kriterium zu bekommen, ist der maximale Anteilé/i)m der zu
untersuchenden Dichtematyixu bestimmen. Die in Kapitel 2.1.9 eingéifite maximale
Subtraktion ermaglicht genau das. Wendet man Korollar 18 an, so ergibt sictdié
maximale Extraktion des total gemischten Zustands aus einer beliebigen Dichteimatrix

ﬁ - )\mini + (1 - n)\min) ﬁl y (320)

mit einer Dichtematrixy’, die auf dem Rand des Zustandsraums liegt Mpg als den
kleinsten Eigenwert voﬁ. Wendet man nun das Kriterium VOrRBUNSTEIN an, so ergibt
sich flir ein Qubit-Quantennetzwerk ein einfaches, hinreichendes Sepatskiiitérium:

Amin >

min p separabel 3.21
5~ Psep (3.21)

Der kleinste Eigenwert vop und der Abstand vop zum maximal gemischten Zustand
lassen sich nicht mit einer eineindeutigen Abbildung vegken. Rir die Extremalpunkte
jedoch gilt

Amin grof3 <

p— 13 ‘ klein . (3.22)
n

In diesem Sinne bedeutet also das Kriterium, Gleichung (3.21), dass allendasta-

he des total gemischten Zustands separabel simdthk 'man ein direkte Aussagerf”
die GoRe der Kugel urrh haben, in der nur separable Zaistie liegen, so kann man
die in Abbildung 3.3 dargestellteldberlegungen machen. Der m|n|male Abstand eines

Randpunkteg’ zur Mitte 11 ist nach Gleichung (2.31) = \/ﬁ
Wendet man nun das Kriterium VOrRBUNSTEIN an, so sieht man, dass alle Zarstie,

die innerhalb der Kugel mit Radiugg liegen, separabel sind

1.
p— —IH < Rg, Rg=c¢clL = = pseparabel. (3.23)
n
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Bl Blochkugel

3 Verschenkte Zusthde
[1 Separable Zuatide

Abbildung 3.3: Bestimmung der Kugel mit RadiugL, in welcher nur separable
Zustinde liegen. Die optimal gro3e Kugel hat den Radygysl..

Da das Kriterium von BAUNSTEIN nicht optimal scharf ist, stellt die so berechnete Ku-
gel natirlich nur eine untere Grenze der optimalen KugeRgR = cqn L dar. Rir den
Spezialfall eine® x 2 oder2 x 3 Systems konnte mit Hilfe des PPT Kriteriums in [8] das
optimalesqy, ZUesgy, = 1 bestimmt werden. Hier gilt also

1
Re= - (3.24)

Vnn—1)

Bei der Implementation von Quantenbits mit Hilfe der NM#Rt'sich der Gesamtzustand

des Systems durch eine Dichtematrix analog zu 3.17 darstellen. Der Eaktbrerubli-
cherweise aufgrund der thermisch bedingten, geringen Besetzungszahldifferenz der bei-
den Qubit-Niveaus sehr klein. Nach dem Kriterium vORABINSTEIN sind deshalb alle
(bisher) mit NMR erzeugten Zumtde separabel uF die Moglichkeit der Quanteninfor-
mationsverarbeitung hat dies jedoch keinerlei Bedeutung, da hierzu nur ein physikalisches
System vorliegen muss, das Operationenaginsht, die in einem LOUVILLE -Raum be-
schreibbar sind. Ob der Raum nun direkt ein "quantenmechanisched\iLLLE -Raum

ist, oder ob er, wie bei der Beschreibung der NMR, ein dazu mathemaiigatalenter

Raum ist, spielt keine Rolle. Insofern kann auch bei NMR von Veesttuing geredet
werden, allerdings nicht von Vers@mnkung zwischen den einzelnen Spins eines Mo-
lekdls, sondern die Verscankung ist zwischen zwei mathematisch abstrakten, zu Qubits
aquivalenten, Systemen.
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Eigenwert-Kriterium

Das im letzten Abschnitt berechnete Eigenwert-Kriterium ustidéliebig grof3e Qubit-
Netzwerke verwendbaruf den Spezialfall eines Quantensystem mit nur zwei Subsyste-
men wurde in [52, 53] ein sehnferes Kriterium gefunden

A = pseparabel. (3.25)

N
= 2—|—TL17’L2

Da dieses Kriterium sehr leicht anwendbar ist, istuegdie Praxis otzlich.

Korrelationstensor-Kriterium

In Abschnitt 3.1 wurde mit dem Korrelationstensor einef@ ‘angegeben, die alle in
einem Quantensystem auftretenden Korrelationen wiederspiegelt. In [54] wurde darauf
basierend das bisher suffste, hinreichende Separalatiskriterium aufgestellt. Als Ope-
ratorbasis werden hierzu nicht mehr die Generatdren der SU@) Gruppe bentzt,
sondern stattdessen eine vallstlige, uniite Basis(U; }. Fur eine Definition dieser Ope-
ratoren, siehe [18]. Der Korrelationstensor definiert sich nun entsprechend zu

Kij = Te{p.(U; @ U))}, (3.26)
und damit ergibt sich das Kriterium

2 2
ni—1n5—1

> |

i=0 §=0

<2 = pseparabel. (3.27)

Dieses Kriterium ist auch relativ leicht berechenbar. Zwar ist dies das bisher beste bekann-
te allgemein anwendbare, analytisch berechenbare, hinreichende Sepas&btirium,

doch es zeigt sich, beispielsweise bei einem Vergleich mit dem PPT Kriterium an Sy-
stemen mitn;n, < 6, dass dieses Korrelationstensor-Kriterium typischerweise unur f~
Zustinde greift, die nahe am maximal gemischten Zustand liegen.

Zufallsmethode

Eine unkonventionelle Methode des Nachweises von Sepaaalibiiert direkt auf der
Definition der Separabilit. Hierzu wird eine gif3ere Anzahin von zugllig ausgewahl-
ten, reinen Produktdichtematrizgps mit dem in Kapitel 1.2 beschriebenen Verfahren
erzeugt. Anschliel3end kann mit der in Kapitel 4.8 beschriebenen Metibadprift wer-
den, ob die zu untersuchende Dichtemafrix der konvexen Hile, gebildet durch die
zufalligen pps,, liegt.

I{pit s} A= pibps = pseparabel (3.28)
=0
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Natirlich ist diese Methode mit einem hohen Aufwand an Rechenleistung verbunden, da
die Anzahlm an zuglligen Produktzustriiden typischerweise sehr grol3 gétwerden
muss. Da es sich hier um einen probabilistischen Algorithmus handelt, ist @ugtofie

m keine 100 % ige Effizienz des Kriteriums zu erreichen. Im Vergleich zu allen bisher
bekannten, hinreichenden Separaditkriterien liefert diese Methode jedoch daxhste
Effizienz. Rir einen Punkt in der Mitte der konvexeml€ findet sich leichter durch Zu-

fall eine Untermenge von Randpunkten, die den Punkt einschlie3en, alsidiesrikte

am Rand des separablen Zustandsraums der Fall ist. Deshalb gilautbsé Zufalls-
methode, dass Separalatitvon Zusanden in der ldhe des total gemischten Zustands
leichter nachzuweisen ist, alsrfZusinde am Rand des separablen Zustandsraums.

Anstatt die Zusainde per Zufall auszuabilen kann man versuchen, ein Kriteriuan éleren
Auswahl aufzustellen. Das in Kapitel 4 vorgestellte, neue Verfahren zum Nachweis von
Separabiliat verfolgt diese Idee und kommt damit zu einer noohdrén Effizienz bei
geringerem Aufwand.

Rekursive Entmischung

Siehe Kapitel 4.

3.2.3 Nicht operable allgemeine Separabilit  atskriterien

Auf der Suche nach einem sowohl notwendigen als auch hinreichenden Sepgabilit”
kriterium, das @i allgemeine Quantennetzwerke angewandt werden kann, wurden einige
Ergebnisse erziehlt, jedoch handelt es sich bei allen bisher gefunden allgemeinen Kriteri-
en eher um Umformulierungen des Separadigiproblems, Definition 23, als um konkret
anwendbare @Sungen.

Verschr ankungs-Operator

Die Idee des Verschrikungs-Operators ("entanglemen witness”) [35, 49, 37, 50, 55, 41]
basiert auf den Eigenschaften des Skalarprodukts.

Eine Dichtematrixp eines Systems bestehend aus zwei Subsystemen ist genau dann ver-
schrankt, wenn ein hermitescher Operatdt existiert, mit den Eigenschaften

Te{Wp} <0 und Te{W ps} >0 (3.29)
fur alle separablen Dichtematrizen.

Dieses Kriterium &Rt sich geometrisch imB®CcHvektorraum interpretieren. Die Spur
als Skalarprodukt zweier Operatoren legt einen "Winkelzwischen den Vektoren im
BLocHvektorraum fest:

Te{W p} = ku 15]| cos (3.30)
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Ist das Skalarprodukt negativ, so folgt< o < 37” und p liegt "unterhalb” der (Hyper-)
Ebene durch den Ursprung mit NormalenveKfor Ist das Skalarprodukt positiv, so liegt

p auf der anderen Seite der Ebene, also "oberhalb”. Das Kriterium sagt somit aus, dass
fur jeden versclarikten Zustang eine Trennebene gefunden werden kann, die zwischen

p und der Menge aller separablen Zarsdé verduft. Charakterisiert wird die Hyperebene
durch den Versclarikungs-Operatdii’ als Normalenvektor und den Nullpuniktder ein

Punkt dieser Ebene ist, aber aul3erhalb des Zustandsraums liegt. (Die Ebenglgeht
durchli.)

Das Problem dieses Kriteriums ist esundith, den Operatol’ zu finden, da es nur eine
Aussagauber dessen Existenz macht, nicht aber wo er liegtafaesdazu, basierend auf
der Theorie der positiven Abbildungen und der-iDT-Zahl, gibt es unter anderem in
[56, 55, 57, 58].

Das Kriterium E3t sich auch bezogen auf Separadifirmulieren:

Eine Dichtematrix eines Systems bestehend aus zwei Subsystemen ist genau dann sepa-
rabel, wenrTr{W p} > 0 fur jeden hermiteschen Operat®r gilt, fur den

Te{W .PYD @ PP} >0 (3.31)

fiir alle lokalen Projektionsoperatorefi(!) und P® ist.

Kriterium der vollst andig positiven Abbildungen

Mit Hilfe der Theorie der vollsiihdig positiven Abbildungen konnte das PPT Kriterium
als ftir Systeme mit. < 6 exakt scharfes Kriterium identifiziert werden. Diese Aussage
basiert auf dem folgenden allgemeinen Separaksktiterium [35]:

Ein Zustandp ist genau dann verschnkt, wenn eine positive Abbildurigexistiert, mit
(1®A)(p) < 0.

Das PPT Kriterium ergibt sich daraus durch Festlegung/A/@is Transponierung. Eine
andere rogliche Wahl fihrt zu dem sogenannten Reduktionskriteriuph) @ 1 — p >
0 = p separabel, welches allerdings s@uohér als das PPT Kriterium ist [59].

Das Problem diese Kriteriums ist es, die entsprechende Abbildung finden. Erste
Ansétze dazu existieren [56].

Abstand von der separablen Zustandsmenge

Ein ebenfalls auf geometrischtberlegungen zurckzufihrendes Kriterium wurde in [31]
erwdhnt und ist eher als Mdi}(p) fur die Verschahkung einer Dichtematrixanzusehen

B(p) = min 5~ ] (3:32)
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Es handelt sich hier also um den kleinsten Abstand einer Dichtenjettur Menge aller
separablen Zuatide{ s} . Fir separable Zuatide gilt deshalB(p) = 0, fur verschankte
E(p) > 0. Wie man das Minimum findet, ist bisher allerdings nicht bekannt.

Erzeugungs-Verschr &ankung

Die Erzeugungs-Verscankung ("Entanglement of Formation”) ist ein Mai® tlie Ver-
sch@nkung von Zustriden, das auf dem schaur féine Zustihde vorgestellen Entropie-
Mal’ basiert:

E(p) = minz piSY (pp,) (3.33)

Bei S () handelt es sich um die lokal®N NEUMANN Entropie des ersten (oder
zweiten) Subsystems, Gleichung (3.5). Die Minimierung utzer alleuberhaupt ragli-
chen Zerlegungefyp;, p,, } der Dichtematrix in reine Zuséihnde zu erfolgen. Da nuuf”
reineProdukizuseindeS™ () = 0 ist, gilt fur jeden separablen ZustaRdp) = 0 und
fur jeden versclarikten Zustan#l(p) > 0. Betrachtet map als einen Zustand, der aus ei-
ner Menge von maximal versamkten, reinen Zuatide entstanden ist, wobei nur lokale
Operationen und klassische Kommunikation angewand worden sind, so ent§jgg¢ht
genau der Menge von Versamkung, die die maximalversankten, reinen Zuatiden
hatten. Deshalb der Name Erzeugungs-Vetkuing [42]. D& (p) durch lokale Opera-
tionen und klassische Kommunikation nicht zunehmen kanulleef die Anforderungen
eines Versclarikungsmalies.

Die unendliche Menge an aglichen Zerlegungen macht die Anwendung dieses Mal3es
sehr schwierig. &"den Fall eine@ x 2 Systems konnte jedoch eine analytisclosirig
gefunden werden [60, 61]:

E(j) = h (% (1 + /12 02@))) , (3.34)

h(z) = —zlogyx — (1 — x)logy (1 — ), (3.35)
C(p) = max (0, V2 = VAo = VA5 = V) (3.36)
(N} = EW(p6, 6,56, ®6,) (3.37)
. 0 —
G, = ( L ) (3.38)

Fur den loherdimensionalen Fall gibt es interessante nummerischat2a§ii eine Be-
rechnung der Erzeugungs-Versahkung [62, 63].
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Kriterium der positiven Wahrscheinlicheiten

Fur das Kriterium der positiven Wahrscheinlichkeiten [64] werden abbglinhien Zerle-
gungen der zu untersuchenden Dichtematrix reine Produktzusiidep,s betrachtet

p= aifps - (3.39)
Die Faktorena; konnen hierbei auch negative Werte annehmen und sind deshalb keine
Wabhrscheinlichkeiten mehr. Das Separaaifikriterium lautet hiermit

pseparabel < min) [a;|=1. (3.40)
Das Minimum istuber alletiberhaupt raglichen Zerlegungen zu nehmemrfseparable
Dichtematrizen existiert laut Definition eine Zerlegung mit nur positiwennd wegen
der Normierungsbedingung der Wahrscheinlichkeiten ist das Kriterium dann automatisch
erfullt. FUr verschankte Dichtematrizen existiert keine Zerlegung mit nur positiwen
Wie man das Minimum bestimmt, ist bisher unbekannt.

Fur den einfachsten Fall ein@sx 2 Systems existiert eine Methode, um jede beliebige
Dichtematrixp in maximal 4 reine Produktzumtde mit positiver; (falls p separabel)
bzw. in maximal 5 reine Produktzastde mit einem negativen (fur verschanktep) zu
zerlegen [27, 28].

Weitere Kriterien
In [65] wurde das folgende Separalaliskriterium vorgeschlagen:

Seien|¢;'#-M) die Eigenzuginde zu den voi verschiedenen Eigenwerten (i =
1,...,k) fur einem-Teilchen Dichtematrixp.z._ . Sei|¥) die konvexe Linearkombi-
nation der Eigenvektoreplt) = "7 v, |¢/P+M); S°F  |y?| = 1. Die Dichtematrix
pap..m ISt genau dann separabel, wenn dieGleichungen

det(6, —1)=0; (a=A,..., M) mité, = trg{|¥) (T} (3.41)
r verschiedenedsunger) (I = 1,...,r > k) haben und diese die folgende Bedingung
erfullen:

Es existiert eine Menge positiver Wahrscheinlichkejtemit " p;, so dass

MM = o mitdg; =[Sy,

Die Dichtematrix &3t sich dann zerlegen als

pas = S pi UMy (o] mit (3.42)
=1

k
oty =) [P
j=1
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Uber die Losbarkeit dieser Gleichungssysteme ist bisher, auepkzielle Blle, wenig
bekannt.

Ein weiteres Kriterium wurde in [66] vorgeschlagen. Auch hier ist die Praktikabéhér
fraglich [67].

3.3 Kiriterien f ur spezielle Zustandsklassen

Verallgemeinerte W ERNER-Zustande

In [68] wurde von WERNER eine r die Untersuchung von Vers@nkung besonders
interessante Zustandsfamilie vorgeschlagen, die aus der Mischung eines maximal ver-
sch@nkten Zustands mit dem total gemischten Zustand besteht. Als maximal asischr”

ter Zustand wird einer der volestdig symmetrischen Zustde der BLL-Basis genom-

men. (Der EPR-Zustand, Gleichung (1.44) ist der einzige antisymmetrische maximal
verschenkte Zustand. Zur Rolle der Symmetrie im Zustandsraum, siehe [69].) Verall-
gemeinert aufV Subsysteme der Dimensiory = d schreibt sich solch ein = "
dimensionaler VERNER-Zustand als

p=(1—a)zi+av) (3.43)

mit dem maximal verschnkten Zustand

ww%iQM- (344)

i=1 j=1

Der Parametery ermgglicht einen kontinuierlichetubergang, beginnend bei = 0,
vom separablen Zustandsraum hin zur veraoktén Zustandsmenge. Es konnte gezeigt
werden [70], dass der Zustapdyenau dann separabel ist, wenn gilt:

1

[ —
=T

(3.45)
In Kapitel 4.10.2 wird der VERNERZustand mitd = N = 2 ndher untersucht. Eine
Verallgemeinerung der MRNERZustinde auf gemischte Zwstde wurde in [71] vorge-
nommen.

Rangreduzierte Zust ande

Fur rangreduzierte Dichtematrizen, also Zmté auf dem Rand des erlaubten Zustands-
raums, existieren einige SeparalitgKkriterien. Bf einn, x ny, System mit partiell positiv
Transponierter gilt [53]:

A

r(p) < max(ng,ng) : p2 >0 < pseparabel (3.46)
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Fur diese stark rangreduzierten Zarstie konnte in [53] auch ein Verfahren zur expliziten
Zerlegung in reine Produktzwsttde angegeben werden. Weiter wurdeZustinde mit

r(p) 4+ r(p™) < 2nmyny — ny — ny + 2 ein algorithmisches Verfahren zuberprifung

der Separabilédt gefunden. &' den speziellen Fall eines Systems bestehend aus zwei
Qubits und einem weiteren Subsystem wurden in [72] SepawdbKititerien €ir stark
rangreduzierte Zuatide aufgestellt.

3.4 Separabilit atin "grof3en” Systemen

Verschehkung als typische "quantenmechanische” Eigenschaft wird oftmals nur bei klei-
nen Systemen vermutet. Bei typischen "klassischen” Systemen, die normalerweise viele
Freiheitsgrade haben, redet man im Allgemeinen nicht von Veas&lrig. In diesem
Kapitel soll untersucht werden, wie sich die Versatiiing beimUbergang von einem
"kleinen” zu einem "grol3en” System vealh. Der HLBERTraum sei dabei immer diskret

und endlich.

3.4.1 Verschr ankung innerhalb des Gesamtsystems

Betrachtet wird ein System bestehend aus zwei Subsystemen der Dimensjoned

no in einem reinen Gesamtzustand (0.B.d/A. < n,). Koppeln die beiden Subsy-
steme aneinander an, so bewirkt die Wechselwirkung im Allgemeinen einear@mjit”
Ubergang zu einem Zustand, der irgendwo im.8£RTraum sein wird. Mchte man
systemunalbdrigige Aussagen treffen, so muss man altgghechen Wechselwirkungen
(HAMILTON -Operatoren) in Betracht ziehen. Diashft zur Betrachtung einer Gleich-
verteilung der Zustiide im HLBERTraum (Kapitel 1.2). Greift man also zalfig einen
Zustand aus dem IHBERTraum heraus, so stellt sich die Frage, wie wahrscheinlich es
ist, dass es sich um einen versakien Zustand handelt.

Wie gezeigt wurde, kann zur Kiuing der Frage, ob Versemkung zwischen den beiden
Teilsystemen besteht, di®N NEUMANN Entropie der Subsysteme, Gleichung (3.5), be-
nutzt werden. Im folgenden wird unter Entropie immer diésdele VON NEUMANN
Entropie verstanden. Benutzt man die eindeutig festgelegte Gleichverteilung auf dem
Raum der reinen Zuatide, Kapitel 1.2, saal3t sich aus der Verteilung der Eigenwer-

te eines Subsystems, Gleichung (1.49), der Mittelwert der Entropie imAdbKeit der
Dimensionem,; undn, berechnen [73, 74, 75, 4, 12]

1—n; | = 1
(S) = pg = 2n21+ > . (3.47)

k=no+1

Die Naherung @i ein grof3es zweites Subsystem< n, fuhrt zu [11]:

(3.48)
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Handelt es sich bei beiden Subsystemen um grof3e Systenmeqnit; < n,, so gilt

(S) = Inny — & (3.49)

2TL2 ’

und flir n; < ny erhélt man in diesem Fall
(S) ~ Inn; = Spax - (3.50)

Koppelt ein kleines System (Objekt) an ein grof3es System (Umgebung) an — was zum
Beispiel auch bei einer guantenmechanischen Messung der Fall ist — so wird also die Ver-
schidnkung innerhalb des Gesamtsystems und damit die Versialing zwischen Ob-

jekt und Umgebung maximal. In Abbildung 3.4 ist der Mittelwert der Verankting

(E) = (S/Smax), E € [0,1] fur ein 2 xn, System in Ablahgigkeit vonn, dargestellt.

Man erkennt, wie die Verscankung fir grof3en, gegen den Maximalwert 1 strebt.

(E)
1 -
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. . . . . N9
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Abbildung 3.4: Mittelwert der Verschrikung(E) zwischen den beiden Subsystemen ei-

nes reinen 2 x, Systems, in Abangigkeit der Dimension, des zweiten
Subsystems.

Koppeln zwei groR3e Systeme aneinander, so werden die beiden Subsysteme nahezu ma-
ximal miteinander verschrikt werden. Bi'1 < n; < n, ergibt sich
n1

(E)y ~ 1 T (3.51)
Schon tir mesoskopische Quantennetzwerke ist die Veesdturig sehr hoch. Betrachtet
man beispielsweise zwei Subsysteme, die aus jeweils 100 zwei-Niveau-Systemen beste-
hen,n, = ny, = 2'%, so folgt flir die durchschnittliche Verscnkung(E) ~ 0.99. GrofR3e
Systeme sind also typischerweise miteinander veasdtir Betrachtet man ein solches
System separatif sich, so hat es nahezu maximale Entropie und befindet sich, wie man
es aus der klassischen Physik kennt, in einem Zustand, der keine Nebendiagonalemente
in der Dichtematrix stehen hat. Hieraus ergeben sich interessante Aussagen zum zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik [14].
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3.4.2 Verschr ankung innerhalb eines Subsystems

Im Gegensatz zum letzten Abschnitt soll nun die Veranktinginnerhalbeines Subsy-
stems eines reinen x n, Systems betrachtet werden. O.B.d.A. wird das erste Subsystem
als das auf Verschrnkung zu untersuchende und das zweite Subsystem als das ankoppeln-
de System betrachtet.

Da bisher kein analytisch zaggliches MaR3di die Verschankung gemischter Zumtide
existiert, wird die ReinheiP(p) = Tr{(f)(l))Q} betrachtet, die nach dem Kriterium Glei-
chung (3.23) Separabditfur kleine P(p) garantiert. laf den Mittelwert der Reinheit
ergibt sich (seh; < ny) aus der lokalen Eigenwertverteilung der gleichverteilten reinen
Zustinde [11, 73]

ny + N9
P)y=——. 3.52
(P) = S (3.52)
Fur die NAherung eines grol3en ankoppelnden Subsyste&i n, erhélt man damit
1
(PY ~ — =P min, (3.53)
ny

was im Falle zweier grofRer Systerme« n; < ny, den Grenzwert
(P) ~ 0 (3.54)

ergibt. Koppelt ein kleines System an ein grof3es System an — was wiederum typisch bei
einer quantenmechanischen Messung der Fall ist — so geht das kleine System in einen
Zustand minimaler Reinheit also maximaler Gemischthledr. (Das grol3e System geht

in einen Zustandber, der @ir dieses Gesamtsystem minimale Reinheit hat.disite al-
lerdings bei einem anderen Gesamtsystem, bei dem das andere Subspftenisgréeine

noch geringere Reinheit annehmen.) Da aber alleatwls hahe des maximal gemischten
Zustand separabel sind, beinhaltet das kleinere Quantensystem keinerlei Mekscigy.”

Sind beide Systeme grol3 (z.B. Messgeariid Beobachter), so gehen beide in einen Zu-
stand maximaler Gemischtheibér, d.h. sie beinhalten beide keinerlei Versciking.

Ein grof3es Systemdkinte also nur dann Vers@mkung beinhalten, wenn es einzig und
alleine an ein kleines Quantensystem angekoppelt ist (wbarhaupt). Da grof3e Syste-
me aber normalerweise an andere grol3e Systeme angekoppelt sind (z.B. Memsger”
Beobachter), beinhalten solche System im Allgemeinen keine Venskting.

Untersucht man die Wahrscheinlichkaeit €inen inseparablen Zustand des ersten Subsy-
stems in Ablanhgigkeit der Gol3en, des zweiten Subsystems, so sieht man einen expo-
nentiellen Abfall mit zunehmendet,. In Abbildung 3.5 wurde eim; = 4 System auf
Separabiliait mit Hilfe des PPT Kriteriums, Gleichung (3.6), untersucht, wobei d@&3&r”
ny, des angekoppelten Systems variiert wird. Ein "Best Fit” an die bei der Simulation
gewonnenen Daten ergibt:

PE(TLQ) ~ 1.6 e—O.l(nz

)1.47

(3.55)

Die berechneten Werteifn, = 2, 3 weichen vom exponentiellen Abfall ab, dar fdiese
n; < no nicht gilt. Abbildung 3.6 zeigt den entsprechenden Sachvenalt; f= 6.
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Abbildung 3.5: WahrscheinlichkeiPg, dass das Subsystem i, (= 4) Verschenkung
beinhaltet, d.h. nicht-separabel ist, in Atrtgigkeit der Dimension, des
Subsystems 2. Die durchgezogene Linie ist der Fit an einen exponentiel-
len Abfall.

Py

U
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Abbildung 3.6: WahrscheinlichkeiPg, dass das Subsystem i, (= 6) Verschenkung
beinhaltet, d.h. nicht-separabel ist, in Atrtgigkeit der Dimension, des
Subsystems 2. Die durchgezogene Linie ist der Fit an einen exponentiel-
len Abfall.
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4 Rekursive Entmischung

Wie Kapitel 3 deutlich gezeigt hat, existiedrfQuantensysteme, dieaf$ér als2 x 2

oder2 x 3 sind, bisher keine brauchbarediglichkeit zu entscheiden, ob ein nicht reines
Quantensystem nur klassische Korrelationen beinhaltet, oder ob es sich in einem nicht-
klassischen, verscankten Zustand befindet. In diesem Kapitel wird eiolig heue Me-

thode beschrieben, die nicht nur als Kriteriuan €ine solche Unterscheidung zwischen
klassischen und nicht-klassischen ZAmtén dienen kann, sondern die gleichzeitig auch
eine explizite Zerlegung eines rein klassisch korrelierten Zustands in ein Gemisch aus
reinen Produktzuatiden liefert. Dieses neue Verfahren istatabch auch anwendbar auf
Mehrteilchen-Separabiéit'und es ist nicht auf eine bestimmte Dimension des Zustands-
raums eingeschrikt.

4.1 Grundidee

Der Zusammenhang zwischen rein klassischen Korrelationen und Separamis Zu-
stands wurde in Kapitel 2.2.1 adtert. Um nachzuweisen, ob ein Zustand separabel, d.h.
rein klassisch korreliert ist, kann man, wie in Abbildung 2.7 dargestellt, probieren, den
Zustand in einem konvexen Unterraum “einzufangen”, wobei die Eckpunkte des Unter-
raums reine Produktzustde sein mSsen. Die Wahl der richtigen Eckpunkte, welche
garantieren, dass der Zustand auch wirklich innerhalb des Unterraums liegt, ist bei dieser
Methode naiilich die entscheidende Kunst. Das hier vorgestellt Verfahren der Rekursi-
ven Entmischung eroglicht genau dieses.

Ausgangspunktui’ die ldee der Rekursiven Entmischung ist das Wissen, dass, wie in
Kapitel 3 dargestellt, alle Zushde in der ldhe des maximal gemischten Zustands se-
parabel sind. Das Problem der Separadiiliwird also umso "einfacher”, jeater man

an das Zentrum des Zustandsraums gelangt. Dieareddich, warumui’ Zuseinde, die

sehr nahe am maximal gemischten Zustand sind, existierende Sepaistitiétien funk-
tionieren. Die Grundidee hinter der Methode der Rekursiven Entmischung ist nun, eine
gegebene Dichtematrix durch Subtraktion von reinen Produldadsti in die Mhe des
maximal gemischten Zustands zu bringen. Die Amerung an das Zentrum soll dabei in
maoglichst grof3en Schritten erfolgen. Hat man von einer Dichtematrix solange reine Pro-
duktzustinde subtrahiert, bis als Rest nur noch der total gemischte Zusiaigpbleibt,

so hat man damit Separakditder Dichtematrix gezeigt. Im Gegensatz dazwaknman

fur eine verscharikte Dichtematrix keine Konvergenz gegen das Zentrum.
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4.2 Methode der Rekursiven Entmischung

4.2.1 Mathematische Beschreibung

Bei der Methode der rekursiven Entmischung handelt es sich um ein iteratives Verfahren.
Ausgehend von der zu untersuchenden Dichtematrix p wird eine rekursive Folge

{p:;} berechnet, wobei zur Berechnung vamur die vorhergehende Dichtematpx ;
herangezogen wird. Die entscheidenden Schritte jeder Rekursig# vionachp; sind:

1. Suche den zg;_, abstandsm@fig réichsten reinen Produktzustafy .

2. Subtrahiergy,s von p;_; so, dass die enstehende Dichtemagsixnoglichst nahe
zum maximal gemischten Zustand liegt.

Als Abstandsmal’ wird die in Kapitel 2.1.5 eingkfte Spurnorm benutzt. Mathematisch
lassen sich (wie sgér noch genauer gezeigt wird) die beiden Schritte zusammenfassen
zur Definition der Rekursionsfolge

Definition 34. Dasi-te Elementj; der Folge der Rekursiven Entmischung ergibt sich,
ausgehend vom Startweig = p, nach der Vorschrift

. : L X
pi = mlﬂ{?p(mq — Pifps)}

wobei das Minimum béglich js, undp; so zu nehmen ist, dagg; — 11| minimal wird.

Die Minimierung von|| 5; — 21|| fuhrt dazu, dass die Foldg; } immer reher zum maxi-
mal gemischten Zustand kommt. Damit elthhan das folgende Separalaitgkriterium:

Theorem 35. Sei{p;} die Folge der Rekursiven Entmischung einer Dichtemaiyirit
Dimensiom.

lim ;=21 = p, separabel

11— 00

Fur die Frage nach der Umkehrung dieses Theorems, siehe Abschnitt 4.9.

Die Folge{p;} wird bei einem separablen Zustand im Allgemeinen beliebig nahe gegen
%i konvergieren ohne den total gemischten Zustand exakt zu treffen. Ist man deshalb nur
daran interessiert, ob die gegebene Dichtematsgparabel ist oder nicht, so kann man

die Iteration sofort beenden, falls mit einem der bisher bekannten SepatakiitErien,

die ja flir Zuséinde nahe vo%i gut funktionieren, die Separabditvvonp; nachgewiesen
worden ist. Mochte man hingegen eine explizite Zerlegung der (separablen) Dichtematrix



4.3 Rekonstruktion des Ausgangszustands

77

p in reine Produktzustide, so kann man mit der Iteration aoiféri, sobald sicj als eine
konvexe Linearkombination der bis zu diesem Zeitpunkt berechneten Mghgg zu-
sammen mi%i schreibend3t. Wie man dagberptifen kann, wird in Abschnitt 4.8atier
gezeigt. Die Methode der Rekursiven Entmischung garantiert, dass eine solche Darstel-
lung fir eine hinreichend grolRe Folge> i, immer noglich ist.

4.2.2 Geometrische Darstellung des Verfahrens

Die in Kapitel 2.1.6 und 2.2.2 beschriebene Darstellung des Zustandsraums kann nun ge-
winnbringend zu einer geometrischen Visualisierung der Rekursiven Entmischung einge-
setzt werden. Abbildung 4.1 zeigt den Verlauf der rekursiven Folge. Der zu untersuchen-
de, hier separable Ausgangszustangjsvon diesem wird der zu ihmachste reine Pro-
duktzustang,s subtrahiert, was (siehe hierzu auch Abbildung 2.4) zu einem Zustand auf
der Linie vonpps Nachpy, aber hinter, fuhrt. Von diesen bei der Subtraktioroglichen
Zust@nden wird derjenige Zustarig gewahlt, der am achsten zum maximal gemischten
Zustand%i liegt. Nach diesem ersten Schritt der Iteration erfolgt die gleiche Prozedur,
nun aber ausgehend vom Zustaid Wie man an der graphischen Darstellungasth”
sieht, rahert sich der Zustang mit zunehmender Zalilder Iterationen immer mehr der
Mitte %i an. Die zu einem "Einschlul3” des Punkig@snétigen separablen Zwstde sind

somit leicht als die bei der Iteration auftretenden reinen Produlimdsp,s, zusammen

mit dem separablen Zusta%ci Zu identifizieren.

Startet man mit einem vers@nkten Zustang,, so findet keine Konvergenz gegen den
maximal gemischten Zustand statt, denn, wie man geometrisch erkennt, bleibt man bei
einer Subtraktion von reinen Produktzarstien von einem versamkten Zustand immer

im Raum der verschrikten Zusainde.

Eine ganz spezielle Situation tritt ein, wenn man von einem Punkt auf der Grenze zwi-
schen dem Raum der separablen und dem Raum der vang&bdin”Zusahde startet. In
einem solchen Fall sind nicht mehr alle reinen Produkena subtrahierbar und eine
Konvergenz gegen das Zentrum wird nicht auftreten, da die Subtraktion nicht zum Ver-
lassen des Randsititen kann. Stattdessen wird das Verfahren gegen einen besonders
ausgezeichneten Punkt auf der Grenze konvergieramiichi zu dem Grenzpunkt, der

am reichsten Zt%i liegt. In Abbildung 4.1 liegen diese besonderen Punkte genau in der
Mitte einer jeden Verbindungslinie zweier benachbarter, reinen Produktmiest(Siehe
hierzu auch Kapitel 4.7.)

4.3 Rekonstruktion des Ausgangszustands

Hat man mit Hilfe der Rekursiven Entmischung, ausgehend von der zu untersuchenden
Dichtematrixpo, eine Folge vork Dichtematrizer{ p; }, mit1 < i < k und dazugebrigen
reinen, separablen Dichtematrizgg und Subtraktionsfaktoren gewonnen, sall3t sich
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B Blochkugel

I Verschenkte Zusihde
[ ] Separable Zustide

Abbildung 4.1: Graphische Darstellung der Rekursiven Entmischung eines separablen
Zustandsjp, im Zustandsraum. Die itgrative Folde;} konvergiert ge-
gen den maximal gemischten Zusta}pﬂ

darausp, rekonstruieren

k
po = ZP; Pps; + DR Pk 5 (4.1)
=1
mit
i—1 k
pi=p][0=p), pr=]]0-p;). (4.2)
j=1

J=1

Der Zustandy, ndhert sich mit zunehmender Anzahtler Iterationen immer mehr dem
maximal gemischten Zustar;};d an. Definiert man sich ein Restgligd, indem man von
pr. die ldentieit auf maximale Weise subtrahiert,

R 1 R 1.

pr= (Pt~ Dux 1) (43)

1_ max
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Mit pa, Nach Theorem 18 zu

Pmax = n)\min (ﬁk) ) (44)

so lal3t sichp, schreiben als

k
X i 1. X
Po =D} fps + PrPmax —1 + Pr(L = Pmax) R - (4.5)

=1

Die Konvergenz der Folgé&p;} gegen den Zustan§i fuhrt zu einem verschwindenden
Restgliedvr(1 — pmax) Pr, da gilt

k—o0 k— o0

1.
lim prax = 7 lim Apin (Pk) = PAmin (—1) =1.
n

Die Zerlegung einer separablen Dichtemagiixst im Allgemeinen nicht eindeutig. Das
Verfahren der Rekursiven Entmischung liefert nur eine deghthkeiten. Die Zahl der
reinen Produktzuatide ist mit steigender Zahl der Iterationen auch nicht dreefiie
Zerlegung kleinst mgliche Anzahl. Wie man jedoch immer von der mit Hilfe der Rekur-
siven Entmischung berechneten Zerlegung eine Zerlegung in maxfnmaine Produkt-
zustinde erhlt, ist in Abschnitt 4.8 beschrieben.

4.4 Maximale N ahe zum total gemischten Zustand

Der zweite Schritt einer jeden Iteration der Rekursiven Entmischung besteht darin, den im
ersten Schritt gefundenen Zustaidso vonp zu subtrahieren, dass marmgiichst nahe

an den total gemischten Zustand herankommt. In diesem Abschnitt wird dieser Schritt
erlautert und derdi diese Subtraktionotige Subtraktionsfaktgr bestimmt. Weiter wird
gezeigt, dass man genau dann maximal nahe an das Zentrum herankommppasmn

zu p entfernungsraidig rachste reine Produktzustand ist, was Schritt 1 der Iteration be-
grindet.

4.4.1 Bedingung f"ur die Ann aherung

Zur Berechnung der Rekursionsfolge Definition 34 ditggt“'man die Minimierung von
p; — ~1||. Eine Minimierung von||p; — L1|| ist &quivalent zu einer Minimierung von

l15:]|> und somit kann die Funktion
2 1 2
=Tr { L _— (Pi-1 —Piﬁps)] }

1
1 —p;

(ﬁi—l - piﬁps)

om0 = 1] = H



80

Rekursive Entmischung

mit den Variablerpps, undp; zur Suche nach dem Minimum betrachtet werden. Die bei-
den Variablen sind voneinander unablgig, solange map; < pmax beachtet. Mit der
Reinheit vonpps, und der zyklischen Invarianz der Spur bekommt man

. 1 . P
f(Pps> i) = a=pp (Tr {p; 1} — 20 Te{pi_1pps } +1;) - (4.6)

An dieser Gleichung sieht man sofort, dass man zur Minimierungfvoeziglich der
Variablen p,s genau dasjenigg,s suchen muss, das zu einem maximalen Wert von
Tr{pi_1pps } fuhrt. Wie in Kapitel 2.1.5 gezeigt, entspricht diese Maximierung genau
der Forderung

||PAi71 - ﬁps” = min (4.7)

also der Suche nach dem zu , abstandsmfig rechsten reinen Produktzustandr Eie
Minimierung bezglich der zweiten Variablep;, muss man die Ableitungen betrachten:

of 2
= 3 (T {pim1fps } (i + 1) = Tr {4i 1 } — i 4.8
op; (Pi—1)3( r{picipps} (i +1) = Tr {p/ 1} — i) (4.8)
Die Funktion hat genau ein Extremum an der Stelle
f Tr {pi_1pps } — Tr { p2
0 0 e g r {p 1Ppa}A Ar{Pl 1}. (4.9)
Opi 1 —Tr{pi—10ps }

Fur dieses Extremum ealt‘'man fir den Funktionswert undif die Kiimmung

Tr {pimaips ) — Tr {pf, }
2Tr{pi-1pps, } —1 —Tr {ﬁz?—l} ’
0 f(p() _ (Tr {pi—1pps } — )" (4.11)
op; (T {pf o} — 2T {picifps })? '

Sonstige Grenzwerte der Funktion sind:

f(ﬁpsap;) = (4-10)

lim f(p;) =1, lim f(p;)=1, f(0)=Tr{p; ,} , (4.12)
pi—o0 Pi—r—00
. ) A4oo 1—|—Tr{pAl2_1}—2Tr{ﬁi,1pAp$}>0
Jim £(pi) = { 0o 14T {2} = 2T {pioifps} <0 (4.13)
Aus Lemma 2 folgt die Absditzung fir den Nenner der zweiten Ableitung
1+ Te{pl } —2Te{pimipps} > 1+ Tr{p;_; } — 2Amax (4.14)
= Arﬂax2 - 2Amax+ ]_ + Z AZQ
)\i#/\max

Z )\maXZ - 2)\max‘i‘ 1= (1 - )\max)2
>0, da0<A\pax<1.
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Damit gilt %(p;) > (0 und die Funktiorf hat ein globales Minimum bei,. Gilt p; >
0, was tr Tr{p;_1pps } > Tr {pg_l} der Fall ist, so folgt daraus, dass das gesuchte
Minimum beip; = p} liegt und der Funktionswert an dieser Stefielr {57 ;} = pi1|?

ist. Im Falle vorp] < 0 gilt furalle0 < p; < 1: f(p;) > Tr {47, }. Die soeben gewonnen
Erkenntnisse lassen sich zusammenfassen in

Theorem 36. Eine Anraherung an den maximal gemischten Zustand bei einem lterati-
onsschritt der rekursiven Entmischupg= # (pi—1 — pipps ) €rfolgt genau dann, wenn
ein pps, gefunden werden kann, mit

T {pi-1pps} > Tr {pj 1} -
Die maximal ndgliche Anherung erfolgt bei einer Wahl von

|Pi—1 = Pps || = min

und

_ O{piaios }-Tr{2 1}

Di

1=Tr{ pi—1dps; }

Dieses wichtige Theorem liefert das Auswabhlkriteriuan €iie in der Zerlegung einer
separablen Dichtematrix nach der Methode der Rekursiven Entmischung vorkommenden
reinen Produktzuatide. Desweiteren macht dieses Theorem eine Aussagigediawann
keineAnndherung an den total gemischten Zustand erreicht werden kann. Zu beachten
ist, dass mit dem Theorem nicht garantiert ist, dass pmax, 9ilt. In Kapitel 4.9 wird

auf das Problem der BesamKung auf den separablen Unterraum bei der Subtraktion
eingegangen.

Die Moglichkeit der Anmherung an den maximal gemischten Zustand ist der entschei-
dende Unterschied zwischen separablen und vaasg&tein Zusthden, der bei der Rekur-
siven Entmischung ausgenutzt wird. Bei separablenafwgi isimmer eine Anrahe-

rung noglich (aulRer bei den Fixpunkten, Abschnitt 4.7). Im Gegensatz dazu ist es bei
verschehnkten Zusathdemichtgarantiert, dass eine Aahérung rglich ist. Der folgende

Satz formuliert diesen Sachverhalt mit Bezug auf Theorem 36 und stellt ein notwendiges
Kriterium fur Separabildat dar.

Theorem 37. Fur jede separable Dichtematrpx kann einpps gefunden werden, so dass
gilt:

Tr {pspps} > Tr {ﬁg }
Beweis. Siehe Beweis von Theorem 39 oder alternativ dazu Gleichung (3.12). [
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4.4.2 Graphische Deutung

Die im letzten Abschnitt herausgearbeiteten Bedingungedi& Wahl vonp;_; und pys
konnen auch geometrisch, z.B. im Bild dexd@cHvektoren, gedeutet werden. Alle Dich-
tematrizery; (p;) = l%pi(p}_l — pipps,) liegen auf einer Geraden, die durgh; und jps
verlauft. Gesucht ist derjenige Punki(p;) auf dieser Geraden, der dem maximal ge-
mischten Zustan%li am rdchsten kommt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Gerade
durchp;(p;) und 11 und die Subtraktions-Gerade gebildet durch/{e;) sich senkrecht
schneiden. Bei festems und beliebigern,_, liegen alle diese Punkte auf dem Kreis mit
den beiden Polepys und%i ("Thaleskreis”). Abbildung 4.2 verdeutlicht diesen Zusam-
menhang. Der Mittelpunkt der Kugel ist

. 1 1.

oM = §(f3psi + 51) (4.15)

und flir den Radius ergibt sich diedtfte des Abstand eines reinen Zustands zum Mittel-
punkt, Gleichung (2.24)

1. 1 1
R=|pu——1||==¢/1—-—. (4.16)
n 2 n
Fur alle gesuchten Punkgg(p;) muss also
i = pmll = R (4.17)

gelten und nach Einsetzen vpg und R in diese Gleichung edit' man mit Quadrierung
und unter Verwendung der Spurnorm:

Tr{ﬁz?} =Tr {ﬁiﬁps} (4.18)
Einsetzen vom; und Aufiosen nachp; fuhrt nun zu dem erwarteten Ergebnis

i = Tr{pi-1pps } — Tr {ﬁ?—1}
Z 1 —Tr{pi—1/ps }

(4.19)

Auch die in Theorem 36 angegebene Bedinglingp; 15} > Tr {57}, die dafir
sorgt, dass man bei einer Subtraktion (und nicht durch Additiahgnan den maximal
gemischten Zustand komma/[3t sich geometrisch leicht interpretieren. Sie entspricht der
Forderung, dass sich der Purikt, innerhalb des Thaleskreises befindet, denn sie folgt
direkt aus der Ungleichung

1pi-1 — pul|l < R

Theorem 37 besagt nun, dass jeder separable Zustand innerhalb des Thaleskreises ei-
nes reinen Produktzustands liegt. Dies kann man nachvollziehen, denn die Thaleskreise

schneiden die Verbindungslinien der reinen Produkendg 'jeweils genau in der Mit-

te. Alle Thaleskreise zusammen decken damit den gesamten separablen Zustandsraum
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ab. Die Zustihde aul3erhalb der durch die Thaleskreise abgedeckiaehd-Eind die mit
Theorem 37 direkt nachweisbaren, versatkten Zusahde.

Interessant ist auch die geometrische Deutung des Fakidys_1 pps, - Deutet man die-
sen als Skalarprodukt zwischen den beiden Vektprenund p,s;, so K3t sich ein Winkel
a zwischen den beiden Vektoren definieren

Tr { pi_1Pps

T {pi-ihps ) (4.20)

[|Bi—1ll 1] Pps I

Wegen||pps || = 1 ist Tr {p;—1pps } 9€Nau die Projektion des Vektass ; auf den Vektor

pps;- Verschiebt man den Nullpunkt des Koordinatensystems in den maximal gemischten

Zustand, sodRt sich in Abbildung 4.2 die Strecke= Tr {p;_1pps } und der Winkelo
identifizieren.

cCos =

Blochkugel

Verschenkte Zushahde
Separable Zustide

gonn

Untermenge der verscmkten
Zustinde, die mit Theorem 37
nachweisbar sind.

Abbildung 4.2: Bestimmung des zur Mitt;ei am rdchsten liegenden Zustangds Ver-
gleiche Abbildung 2.6.
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4.5 Nachster reiner Produktzustand

Wie aus der bisherigen Beschreibung der Rekursiven Entmischung hervorgeht, ist es bei
jedem lIterationsschritt notwendig, den zur Dichtematri_; abstandsm@f3ig rachsten

reinen Produktzustangs zu finden. (ff die Suche nach denaalistergemischterPro-
duktzustands, siehe [76].) ki diese zentrale Aufgabe, von deren Aufwand der Gesamt-
aufwand des Verfahren im wesentlichen abgt; soll in diesem Abschnitt eine effektive
Losungsmethode angegeben werden. Um das Verfahoghainst klar darzustellen, wird

von einemn; X ny Quantensystem bestehend aus zwei Subsystemen ausgegangen. Eine
Verallgemeinerung auf Systeme bestehend aus mehreren Untersystemaglich.m”

Gesucht ist bei gegebengntlerjenige Produktzustangls = p, ® p, fur den gilt:

15 — ppsll = Minimum (4.21)
Nach Kapitel 2.1.5dR3t sich das Abstandsmal? als

19 = posl| = tr{(p — pps)?} = tr{p”} + tr{pps} — 2 tr{ppps} (4.22)
=1+ tr{p"} — 2tr{ppps}

schreiben woraus die Forderung
tr{ppps} = Maximum (4.23)

folgt. Da es sich bei dep,s um eine Untermenge aller reinen Zaistie handelt, sind die
Eigenvektoren vom nicht mehr die losungen des Extremalproblems, wie es bei Lemma

2 noch der Fall war. Die "straight forward” Methode zuwdLing dieses Extremalproblems
besteht darin i pps €inen allgemein parametrisierten, reinen separablen Zustand anzuset-
zen und durch Variation dieser Parameter die FunKkliofpp,s} mittelstiblicher numme-
rischer Verfahren zu maximieren. Zur Parametrisierung eines reinen Zustands der Dimen-
sionn berotigt man2n — 2 reelle Parameter (Normierung und irrelevante Gesamtphase
ergeben die zwei Restriktionen). Zur Parametrisierung pgisind alsoy" ", (2n; — 2)
Parameter otig und dies entspricht auch der Dimension des Suchraums. Da der Aufwand
einer allgemeinen Suche exponentiell mit der Dimension des Suchraums ansteigt und die
Dimension des Suchraums bei dieser "straight forward” Methode sehr grof} ist, handelt
es sich hierbei um ein im Allgemeinen zu langsames und deshalb nicht dorchfés
Verfahren.

Im folgenden soll die Suche nach dem Maximum VoY pp,s} auf die Losung eines
Gleichungssystems auckgefihrt werden. Diesuhirt zu einer Verkleinerung der Dimen-
sion des Suchraums und weiter zu einer iterativesungsstrategie.

Definiert mangys = |6) (¢| und|) = |z) ® [y), so ergibt SicHTY { s} = (4] 4|¢) in
Komponentenschreibweise und bei Benutzung der Summenkonvention zu

jagbﬁab,cdxcyd ; Extremal (424)
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und als Nebenbedingung beigt man die Normierungen

1—Z,2,=0, I =%y, =0, 1 —Zoypraypy =0 . (425)
Die LAGRANGE Hilfsfunktion ergibt sich damit zu

L(xi, Yi, Ti, Ui A) 2= TalbPabedTelYd + M1 — ZalpTals) - (4.26)
Mit Hilfe der LAGRANGE Multiplikatorregel kann nun ein Gleichungssystem gefunden
werden, dessendsungsmenge die Extremalpunkte beinhaNat: = 0.
Zwar sind die konjugiert komplexen GBénz;, y; nicht unablngig vonz;, y;, spaltet
man diese aber in Real- und Imaagiteil aufx; = a;+ib; S0 ergibt sich aus der Forderung

dL. oL 0L

9y 9 4.27

day oxy, 0Ty, 0, ( )

dL oL oL

— =il— —l— = 4.2

dbk Za!l'}k Zaf’k 0 ( 8)
die &quivalente Forderung

oL oL
_ . 4.29
oxy, 0, 0T}, 0 ( )

Dap = p' gilt sind diese beiden Gleichungen zueinander komplex konjugiert und man
muss nur eine davon betrachten. Das Gleichungssystera 0 lautet deshalb:

oL

e ToUbPabkd¥d — ATy = 0, (4.30)

T,

oL . _

a— = jla,?jbpa,b,clcxc - )\yk =0 ) (431)
Yk

oL

a =1~ jagbxayb =0 (432)

Definiert man sich die Operatoren
M1 = Proed Yo Ya |k) (c| (4.33)
My 1= ﬁak,cd TqZe |k> <d|

mit den Eigenschaftemm, = m{ undmsy = m; so Kt sich das Gleichungssystem als ein
System aus zwei gekoppelten Eigenwert-Gleichungen schreiben undsli@gen sind
die normierten Eigenvektoren:

my lz)y = Alz) (4.34)
s |y) = Aly)

Multiplikation der ersten Eigenwertgleichung njit| fuhrt unter Beachtung der Normie-
rung zu

A = (x| My |T) = Tk, P Prvsed Te Ya = T {ppps} -
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Einer Maximierung vorir { ppps} entspricht also die Maximierung des Eigenwexts

mMax, (TI' {ﬁﬁps}) = maxg) ()\max (m2(ﬁ7 |!L‘>)))

Gesucht ist somit derjenige Subsystem Zustandfur den der golRte Eigenwert vort,
maximal wird. Da bei der Maximierung das eine Subsystem nicht mehr betrachtet werden
muss, ist die Dimension des Suchraumsi—2 reduziert. BT den einfachen Fall eines

n X n Quantennetzwerks ist dies ein Halbierung der Dimension. Hat man mit Hilfe der
Maximierung|z) bestimmt, sodR3t sichly) und damit¢) mittels der Eigenwertgleichung
(4.34) berechnen.

Zur Suche nach dermachsten Produktzustand ist also nur dief@ des kleineren Subsy-
stems ausschlaggebend — der zu untersuchende Parameterraum ist beispielswgise f~

2 x 2 und ein2 x 5 System gleich grof3: Dimensi@min(n;, ny) — 2 = 2. Da eine un-
strukturierte Suche in einem Parameterraum exponentiell mit steigender Dimension des
Suchraums aufwendiger wird, ist diagr fQuantensysteme bei denen beide Subsysteme
groRere Dimension haben trotz der Verkleinerung des Suchraums noch ein sehr zeitauf-
wendiges Verfahren. Deshalb wird im folgenden ein iteratives Verfahren basierend auf den
bisher gewonnenen Erkenntnissen gezeigt, welches einer strukturierten Suche entspricht
und damit sehr effizient ist. Die Schritte sind:

1. Wahle zutillig einen Zustandiz).

2. Berechnen, ausp und|z) und setzdy) als den Eigenvektor vom, zum giofiten
Eigenwert\.

3. Berechnen; ausp und|y) und setzez) als den Eigenvektor vom; zum giofiten
Eigenwert).

4. Falls der goldte Eigenwerh Konvergenz zeigt: Fertig. Ansonsten: Gehe wieder zu
Schritt 2.

Das Verfahren beruht also auf der Erkenntnis, dass man ein Subsystem unter Festhalten
des anderen Subsystems optimieren kann. Empirisch zeigt sich, dass dieses Verfahren
schon nach nur wenigen Iterationen (ca. 10-20) volle Konvergenz erreicht, wie in Abbil-
dung 4.3 graphisch dargestelit.



4.6 Konvergenzverhalten 87

Ai
Aoo

ALt

1 5 10 15"

Abbildung 4.3: Typisches Konvergenzverhalten des3gein Eigenwerts in Abhangig-
keit der Zahli der durchgaihrten Iterationen. Als Beispiel wurde ein
zufalliger gemischter Zustand einés< 4 Quantensystem gealt.

4.6 Konvergenzverhalten

Um die Anréherung der Rekursion mit zunehmender Iteratian den maximal gemisch-
ten Zustand zu verfolgen, ist es praktisch, dies in einem skalarendMaién Ausdruck
zu bringen. Die Entfernung der Dichtematyixvon der Mitte der BocHkugel ist eine
solche praktische Gf3e

d; = . (4.35)

1.
pi ——1
n

Konvergenz und damit Nachweis der Separatilitédeutet ausgeaatrkt in diesem skala-
ren Mald

limd; =0. (4.36)

1— 00
In Abbildung 4.4 ist das typische Konvergenzverhalten der Rekursiven Entmischung eines
zufallig ausgewahlten, gemischten, separabler 2 Quantensystemg dargestellt. Nach
anfanglicher zigigen Anr@herung kommt ab einem Wert von ungjef”

di: _ - = —

ein Bereich geringer Aratierungsgeschwindigkeit, der wiederum von einem Bereich
schneller Anaherung mit anschlie3ender vollatiiger Konvergenz gefolgt wird. Die
durchgezogene, vertikale Linie markiert dasjenigab welchem der Zustang, exakt

als eine konvexe Linearkombination dghs } zusammen mit der Idengit] geschrieben
werden kann. Bei diesem Wert veoimat das Verfahren der Rekursiven Entmischung also
eine komplette, exakte Zerlegung des Zustapds reine Produktzustide berechnet.
Damit ist natirlich auch gleichzeitig die Separakdgitvon s, nachgewiesen. Das beste
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herkommliche hinreichende, allgemeine Separadisikiiterium, Gleichung (3.27), zeigt

die Separabildat von p; erst im blau hinterlegten Bereich an. Wie man daraus erkennt,
ist mit der Methode der Rekursiven Entmischung, im Gegensatz zu den bisher bekannten
Kriterien, ein Nachweis von Separatifitauch von Zustriden noglich, die nicht in der

Nahe des maximal gemischten Zustafisx 0) liegen.

.
.
o e e .
0
.

20 40 60 80

Abbildung 4.4: Typisches Konvergenzverhalten der Fdlga — 1|} fur einen zuéillig
gewdhlten, separablen Zustamg eines2 x 2 Quantennetzwerks. Die
durchgezogene vertikale Linie markiert daab welchenp, als konvexe
Linearkombination dargestellt werden kann. Der blau hinterlegte Bereich
ist derjenige, in welchem heokimliche hinreichende Separalaliskrite-
rien die Separabilét'vonp, garantieren.

4.7 Fixpunkte

Nach Theorem 35 ist ein Zustapdseparabel, wenn die Rekursionsfolge, Definition 34,
gegen%i konvergiert. In diesem Abschnitt soll der Frage nachgegangen werden, ob der
maximal gemischte Zustand der einzigghiche Grenzwert der Rekursiven Entmischung
eines separablen Zustanggst.

~

pi — 11/|} monoton fallend und auf den Bereich

[ 1
0<d; <y/1—= (4.37)
n

beschankte ist, muss sie auch gegen einen Grenzwert konvergieren. Die Grenzwerte einer
rekursiven Folge sind deren Fixpunkte. Es stellt sich somit die Frage nach den Fixpunkten
der rekursiven Folge.

Da die rekursive Folgéd;} = {
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Korollar 38.
pr Fixpunkt < Vpos @ Tr{peppst < Tr {p¢}
Beweis.Folgt aus Theorem 36 durch Negation. O

Fur einen Fixpunkt muss also gelten, dass er auf oder aul3erhalb aliéichen "Thales-
kreise” (Abbildung 4.2) gebildet durch alle reinen Produktand€ liegt. Wie man sieht

ist dies eine extreme Bedingung an einen Zustand. Nur ganz spezielle Dichtematrizen
kommen damit in eineatiere Auswabhl.

Fur verschankte Zustihde bewegt sich die Rekursionsfolge immer im Raum der nicht-
separablen Zuatide. Im Folgenden werden deshalb nur Fixpunkte innerhalb des separa-
blen Zustandsraums untersucht.

Lemma 39. Fur jede separable Dichtematrpx gilt:
ps Fixpunkt &V Zerlegungems = Y pips > Vi : Tr {pspps } = Tr {2}

Beweis. Fir eine gegebene Zerlegung wird geforob einp,s der Zerlegung die Relation
Tr {pspps } — Tr {p2} > 0 erfullt. Sei Tr {pspps } — Tr {p2} = ¢;. Multiplikation mit p;
und Summatiomber allei ergibt wegerd . p; = 1:

0="> pic;

Dap; > 0 gilt muss zum Enillen dieser Gleichung mindestens ejn> 0 sein, oder alle
¢; = 0. Daraus folgt mit Korollar 38, dass, falls nicht atle= Tr { pspps } — Tr {p2} =0
sind, ps kein Fixpunkt ist. O

Dieses Lemma sagt aus, dass jeder Fixpygplgin Schnittpunkt aller mglichen "Tha-
leskreise” aus dem Wertebereid( o) sein muss.

Theorem 40. Der einzige separable Fixpunkt der Rekursiven Entmischung, der nicht auf
dem Rand des separablen Zustandsraums liegt, ist der maximal gemischte Z}Lustand

Beweis.Die "Thaleskreise” aller reinen Produktzastie schneiden sich, aul3er auf dem
Rand des separablen Zustandsraums, in genau einem Punkt, dem Mittelpunkbder B
kugel. O

Auf dem Rand des separablen Zustandsrauomn&il noch weitere separable Fixpunk-
te liegen. Das folgende Lemma liefert einige besondere Fixpunkte auf dem separablen
Zustandsraum:

Lemma 41. Diejenigen Zusinde, deren nicht verschwindende Eigenwettalle iden-

tisch\; =\ = @ sind, geldren zu den Fixpunktg: der Rekursiven Entmischung.
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Beweis.Seipr = Y " pipps €ine Zerlegung der separablen Dichtemaggxmit Rang
r (pr). SeiV das Eigensystem vait. Definiert man sich dien reellen Vektorenb;)

r(ps)

(Ps)
iy =Y k) (k| Vpps VT E) == bu [k) (4.38)
k=1 k=1
so laRt sich die Gleichun@r { prpps, } = Tr {p2} in der Eigenbasis vope als
r(ps) r(ps)
> b =Y A (4.39)
k=1 k=1
mit den Eigenwerten von pr schreiben. Quadratische Erweiterungift auf
1 2 1 2
> (- Shi)? =7 > b (4.40)
k k
was in vektorieller Notation zu einem Satz venKugelgleichungen
1.2 1.2
A —=b| = ‘_bi (4.41)
2 2

mit Mittelpunkten%b:- und Radien%|b:-| fuhrt. Nach Theorem 30 betigt man minde-
stensn > r (pg) verschiedene reine Produktzaistiep,s, fur die Zerlegung vorse wobei

r (pe) dieserpys linear unabhngig sind, da sie den WertebereiRfyg) aufspannen. Dies
bedeutet aber nicht, dass man damit au¢pe) verschiedene Vektoreby erhelt. (Rir
ein Beispiel, bei dem dies nicht der Fall ist, siehe die Zerlegung Formel (4.7f)Yi&"
Vektorenb; gilt wegenTr {pPps} = 1 die Bedingungzl,”f:ﬁ)1 by = 1 und damit liegen
sie in der Hyperebene senkrecht Zu= (1,1,...,1) mit dem Abstandl/r (5) vom
Nullpunkt. Falls man (p¢) Kugeln mit dieser Anordnung hat, schneiden sie sich in ge-
nau? Punkten. Einer dieser Schnittpunkte ist die TrivsallihngX = 0 der jedoch wegen
Tr{pe} = >, A = 1 keine giltige Dichtematrix entspricht. Der andere Schnittpunkt
ist durch )\, = ﬁ gegeben, denn diese eltEn mit \, = 2(251) A7 immer Gleichung
(4.39), unabhingig von den Koeffizienteby,. O

Im einfachsten interessanten Fall, d2m 2 System, ergeben sich mit diesem Lemma die
folgenden Fixpunkte

pAFl :U

o O O =
o O OO
o O OO
o O OO
S O O
S Owvi= O
o O OO
o O OO

(4.42)

pAFs :U

Oowirr O O
o O OO
>
Orl—m O O
O O O

d
—
>
S
'~
Il
O O Ol
O Owi= O

o O Owi
S Owim O
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wobei [/ eine unitire Transformation ist. Das Abstandsmél3=
punkt ist fir die Fixpunkte unatdrigig von der Rotatiofy

pi — L1||zum Mittel-

_ 3 _ 1
dFl_Ta sz_Qa

dFSZﬁ, de, = 0.
Der Fixpunktpg; ist nach Gleichung (3.24) immer ein separabler Zustand, wohingegen
pr, undpe, nur dann separabel sind, fallsein dyadisches Produkt zweier lokaler @mé
Transformationen ist. Wie in Abschnitt 4.10.2 gezeigt wird, existieren noch weitere Fix-
punkte auf dem separablen Zustandsrand. Die separablen Fixpunkte, die auf dem Rand
des separablen Zustandsraums liegenpleh, wie in Kapitel 4.4.2 angesprochen, im geo-
metrischen Bild, Abbildung 4.1, als die von allen ihnen aatimsten liegenden reinen
Produktzusahden gleich weit entfernten Zaside gedeutet werden.

Stabilit at der Fixpunkte

Zur Untersuchung der Stabdit der Fixpunkte kann man den Fixpunktsatz uteai.
Hierzu betrachtet man die GiBé

diy1 — dr

A=
d; — de

(4.43)

Da es sich bei ded; um eine monoton fallende Folge handelt, gilt imndgr; > d,.
Nahert man sich dem Fixpunkt von "obenl;, = dg + ¢, d;11 = de + k Mit Kk < € und

k,e > 0,s0ist|]A] = £ < 1 und es handelt sich um einen anziehenden Fixpunkt. Ist
man "unterhalb” des Fixpunktd; = dg — k, d;11 = dg — e Mit Kk < e undk, e > 0, SO
ist|[A| = £ < 1 und man hat einen abstof3enden Fixpunkt vorliegen. Bei dem Verfahren
der Rekursiven Entmischung kann es also auch passieren, dass man in einen Fixpunkt
ungleich dem maximal gemischten Zustand hirerifl.” Dies passiert insbesondere bei
rangreduzierten Dichtematrizen, also bei den spezielleraddsti, die auf dem Rand des
Zustandsraums liegt. Dieses Probleafiti'sich bsen, in dem bei Auftreten eines solchen
Falles die Dichtematriy; vom Fixpunkt um eine kleine Distanzndher an den maximal
gemischten Zustand gebracht wird

K 1
pi=0—e)pite 1.

Diese kleine= Storung bewirkt, dass der rangreduzierte Fixpunkt abstof3end wird und
das Verfahren weiter gegen den maximal gemischten Zustand konvergiert. Ein reiner Pro-

duktzustand ist, da er an der maximalen oberen Grenzelyven /1 — % liegt, immer

ein abstoRender Fixpunkt. Der Zustajgijist jedoch, da er an der unteren Schranke von
d; = 0 liegt, immer anziehend.
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Untersuchung der Umgebung eines Fixpunkts

Im folgenden soll die Umgebung des Zustands

PEs = (4.44)

O O Owi=
O Owik O
Owi— O O
o O OO

als ein Beispiel tif einen Fixpunkt aher untersucht werden.(Fdie Untersuchung ei-

nes weiteren Fixpunkts, siehe Abschnitt 4.10.2.) Die Abbildung 2.8 zeigt den Zustand im
Raum der Diagonaldichtematrizen. Zur Bestimmung aller ggrsubtrahierbaren reinen
Produktzusande, d.h. aller Produktzastde im WertebereicRs(jr,), wird das Extre-
malkriterium ir die Subtrahierbarkeit, Theorem 26 zusammen mit der in Kapitel 4.5
vorgestellten Methode zum Auffinden der gy abstandsm@iig am achsten liegenden

pps angewandt. Das Extremalkriterium besagt, dass genau diarfiesiys von pg, sub-
trahierbar sind, die

Tr { PFs ﬁ,;; ﬁps} =1 = max (4.45)

erfiillen. Die Pseudoinversg ' ist in diesem Fall mit Definition 13 sehr leicht auszurech-
nen, woraus sicbpg)ﬁ;g1 = 3pF, ergibt. Damit &f3t sich das Extremalkriterium umformen
zu

S 1
Tr { pe, Pps} = 3 = max (4.46)

und man erkennt, dass dies weg@n{ 5z, } = 1 genau der Anforderung
|pry — Pps|| = min (4.47)

entspricht. Die Frage nach den reinen Produlandgh im WertebereicRs( i, ) ist also
aquivalent zur Frage nach den gg, am rachsten liegenden reinen Produktzunstén.
Damit haben alleBerhaupt voipe, subtrahierbaren reinen Produktzustiée den gleichen,
minimalen Abstand zy,. Jeder Fixpunkt etfilt diese besondere Eigenschatt.

Schritt eins der Methode zum Auffinden deschstgelegenefys ist die Wahl eines loka-
len Zustandsz) fur das erste Subsystem. Da hier nicht nur ein einzigehster reiner
Produktzustand gefunden werden soll, sondernwddlertiaupt raglichen, setzt mane)
als den allgemeinst aglichen Zustand

|7) = cosp |1) +singe™ |2) (4.48)

an. Rir die Matrixms,, Gleichung (4.33), eddt man mitp = ﬁp3;3;31

10
my = ( 0 cos > . (4.49)
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Diese Matrix hat die Eigenwertefi, cos ¢} und zugebiige Eigenvektoreq|1), |2)}.

Damit ist immer, unabéxigig von|z), mindestens ein Eigenwerte identistiid.h. ma-
ximal) und |y) ist zu |y) = |1) festgelegt. VEhit man|z) = |1) erhélt man wegen
cos p = 1 ein entartetes Eigenwertspektrum und das zweite Qubit, Zuggandst nun
frei wahlbar. Damit erllt man die Menge aller zpg, nachsten reinen Produktzastie

{lo)} = {l¢1) , |¢2)} zu

1) = [1) ® |y) =cosp |1,1) +sinep e |1,2) =cosp [1) +sing etV 12) ,
(4.50)

o) = |2) @ [1) = cosp |1,1) +singe™ |2,1) =cosg [1) +sinp e |3) .
(4.51)

Im tetraedrischen Raum der Diagonalausté sind von dieser Menge nur die Eckpunkte
1), |2) und |3) sichtbar. Bei der Meng¢|¢), } handelt es sich um eine "Kugelschale”,
die den Mittelpunkg (|1) (1] + |2) (2|) und die Eckpunktél) und|2) hat, aber ansonsten
auBerhalb des DiagonalzustandsraumsawétriBei{|¢), } ist der Mittelpunkts (|1) (1] +

13) (3]) und die Kugel geht durch die PunKte und|3) und verBuft ansonsten ebenfalls
in einer anderen Dimension.

Wie man in Abbildung 2.8 gut erkennen kann, mussdén Zustangg, aus Gtinden der
Symmetrie noch eine dritte "Kugel” vorachsten reinen Zustiden existieren,amilich
die Kugel mit Mittelpunkt; (|2) (2| + [3) (3]) und Eckpunkteril) und |3). Die entspre-
chenden Zustride sind

|p3) = cos [1,2) +sing e [2,1) = cosp |2) +sinp e [3) . (4.52)

Im Unterschied zdip,) und|¢,) sind die Zustihde|p;) jedoch nicht separabel! Wie man

hier erkennt, wird durch die Einfirung des separablen Unterraums die ansonsten perfekte
Symmetrie des Diagonalzustandsraums gebrochen. Die Festlegung der Partitionierung
des Gesamtsystems auf zwei Qubits und der damit verburidieergjang der Indizierung

=1L, 2=12, RB-=21, 422, (453

fuhrt nicht zu einer Auszeichnung veimzelnerBasiszusathden, fasst man jedoch immer
zwei Basiszustiide zusammen, so wird eine Unterscheidunglimh und die Symmetrie
ist gebrochen. Ohne Unterteilung in Qubits sind die Zude‘i(|1> +12)) und % —7(12)+

|3)) aquivalent - &ihrt man Qubits ein, so sin%(u, 1)+1, 2)) undf(|1 2>+|2 1)) je-
doch aufgrund ihrer Separabditbzw. Verschaihkung nicht mehr zueinandaquivalent.

Der Zustandjg, laf3t sich zwar durch eine gleichverteilte Mischung all seiner zu ihm
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nachstgelegenen reinen Zastle zerlegen

R 11
=y | (A1) 16} (9 (4.54)
T J1g)efo1).162).193)}
2 cos? cospsinpe ™ cospsinpe ™ 0
11 [ 2 cos psin @ e 1 cospsinpe ™ 0
72 J, 0 cos psing e cospsinpe sin? ¢
0 0 0 0
1 0 00
110100
310010 | (4.55)
0 00O

jedoch ist dies keine Zerlegung in separable Znd€, da diéps) verschenkt sind. Nur
die triviale Zerlegung in die Eckpunkte

PFs Z%(IU {1+ 12) (2 + 13) (3]) (4.56)

ist eine Zerlegung in gleich gewichtete, reine Produkenudé.

4.8 Reduktion der Zerlegung

Das Verfahren der Rekursiven Entmischung liefert bei Konvergenz gegen den maximal
gemischten Zustand eine Zerlegung der separablen Dichterpatnxn reine Produkt-
zustindep,s, wobeim die Anzahl der durchgefirten Iterationen ist. Diese Zal kann,
insbesondereur’ Zustinde @he der Grenze zwischen Separadilithd Verschaikung,

grof3 werden. Wie in Kapitel 2.2.4 gezeigt worden ist, existigrjéde separablen Dich-
tematrix eine Zerlegung in maximat reine Produktzustide. In diesem Abschnitt wird

ein Verfahren dargestellt, wie man aus denen bei der Rekursiven Entmischung erhaltenen
m > n? reinen Produktzuatide eine neue Zerlegung in maximalStiick erhdlt. Neben
dieser Reduktion der betigten Zerlegungsmatrizen hat die hier vorgestellte Methode den
weiteren Vorteil, eineexakteZerlegung der Dichtematrijs in reine Produktzustide zu
liefern. Das Restglied der ursprglichen Rekursiven Entmischung wird hier nicht mehr
bervtigt.

Die Abbildung 2.7 zeigt anschaulich das nséhde Problem. Nummeriert man alle Eck-

punkteX;, beginnend bei einem beliebigen Eckpuikt der Reihe nach durch, so liefert
der folgende Algorithmus einedsung des Problems

1. Seik = 1. SeiX' = X = {X;} die Menge aller Eckpunkte.

2. Entferne das Elemen{, aus der Menge'.
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3. Ist der einzuschlie3ende Punkt nicht in der konvexahetgebildet durch dieX’,
dann fige X, wieder zur MengeX' hinzu.

4. k = k + 1; falls £ > m fertig, ansonsten gehe zu Schritt 2.

Die Ubigbleibende Meng&’’ bildet die gesuchte minimale konvexali€'in welcher der
einzuschlie3ende Punkt liegt. Dieser Algorithmus kann geometrisch in der Grafik 2.7 als
"Wegstreichen von Dreiecken” interpretiert werden. Wie man leicht erkennt, funktioniert
der Algorithmus nur bei einer diskreten Menge von Eckpunkten. Genau eine solch diskre-
te Menge wird aber von der Rekursiven Entmischung geliefert. Angewandt auf den hier
vorliegenden Fall eddt man also als Ergebnis eine Zerlegung der Dichtematiix ma-

ximal n? reine Produktzustide die aus der Menge dgi,s } sStammen. Die zugefigen
Wahrscheinlichkeitep; missen mit Hilfe der linearen Algebra neu berechnet werden.

Das Hauptproblem bei dem Algorithmus ist es, festzustellen, ob ein Punkt innerhalb oder
aul3erhalb der konvexenuté liegt. Um dieser Frage nachzugehen, wird von der kom-
plexwertigen Beschreibung auf der Dichtematrixebene zur reellwertigen Darstellung im
BLocHvektorbild gewechselt

o — Xo s (4.57)
Pos — Aps; -

Die BLocHvektoren sind Vektoren im? — 1 dimensionalem Raum. Gesucht ist nun eine
Losung des Gleichungssystems

No =D Didps (4.58)
i=1

mit Nebenbedingungen< p; < 1und) . p; = 1 und der Forderung nach einer maxima-
len Zahl vonp; = 0. Das Gleichungssystem (4.58) ist wegen> n? — 1 unterbestimmt.
Lost man das System naeh — 1 Variablenp,, ... , p,2_, auf und reduziert die Anzahl
unbestimmter Variablen mjt,. = (3_,.,.. pi) — 1 um eine weitere, so eat manm — n?
Ungleichungen der Form

0<p. <1, furn® <k <m, (4.59)
undn? Ungleichungen der Form
0 < pi(pn2sts--- o) <1, fUrl <i<n?. (4.60)

Ein solches System von insgesamtJngleichungen kann mit bekannten nummerischen
Verfahren gedst werden. In seiner allgemeinsten Form von beliebigen Ungleichungen
benitzt man den "Cylindrical Algebraic Decomposition” Algorithmus [77QrFlen hier
vorliegenden Fall von linearen Ungleichungen kann man jedoch einen effektiveren Algo-
rithmus einsetzten, der auf dem "Simplex Linear Optimization” Verfahren der Linearen
Programmierung basiértAls Ergebnis bekommt man direkt, ohne atsiche Schritte,

eine Losung mit lochstens:? von Null verschiedenep.

Fir eine Implementierung, siehe z.B. das Computeralgebrasydahrematica,(Wolfram Research),
und seine Funktion "Inequalitylnstance”.
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4.9 Verfahrens-Grenzen

Die Rekursive Entmischung beweistrféinen Zustang bei Konvergenz eindeutig des-
sen Separabibtt. Damit ist die Rekursive Entmischung ein hinreichendes Kriterim f~
Separabiliat. Anders herum ist Nicht-Konvergenz eine notwendiges Kriteriumver-
schi@nkung. Es stellt sich nun natich die Frage, ob jeder separable Zustand (auf3er den
Fixpunkten) zu Konvergenaifirt, d.h. ob es nicht nur ein hinreichendes, sondern auch
ein notwendiges Kriteriumuir’ Separabilat darstellt. Ein solches sowohl notwendiges
als auch hinreichendes Kriteriumawé' eine allgemein anwendbaredLling des Separabi-
litatsproblems.

Theorem 36 und 37 geben einen gewissen Einblick in diese Problematik. Zwar ist ei-
ne Anraherung mittels Subtraktion an den maximal gemischten Zustand imoggiom,”
jedoch muss der Zustand, der durch das optimal@heorem 36) entsteht nicht zwin-
gend innerhalb des Raums der separablenafuls liegen. Wide man von einer separa-

blen Dichtematrix starten und dann durch ein zu grof3een separablen Zustandsraum
verlassen, so wrde ein versclarikter Zustang; in der Folge auftreten und e®ohii-

te keine Konvergenz mehr gegen den maximal gemischten Zustand erreicht werden. Ob
und wann ein solcher Fall auftreten kananit von der Verteilung der reinen Produkt-
Dichtematrizen in der Menge aller reinen Zarstie ab. Die Grafik 4.5 zeigt geometrisch
einen solchen Fall. it alle separablen Zumtde im blauen Bereichufirt die maximale
Annaherung an die Mitte zu einem Verlassen des separablen Zustandsraums, da der Tha-
leskreis die Grenze zwischen versmhkien und separablen Zastle mehr als zweimal
schneidet. Wie man leicht erkennt, kann dieses Problem nur bearztiest“auftreten, die

nahe an der Grenze zur Versahkung liegen. Alle anderen Zastde sind davon nicht
betroffen.

Als reales Beispieldi' einen solchen problematischen Zustand kamreiri2 x 2 System
der Zustand

0.361643 0.101254 — 0.0927374 ¢ —0.0414794 4 0.0958088 ¢ —0.0430116 4 0.0454575 ¢
A 0.101254 + 0.0927374 ¢ 0.35576 0.0741374 4 0.092011 ¢ —0.075766 + 0.0468255 ¢
- —0.0414794 — 0.0958088:  0.0741374 — 0.092011 ¢ 0.172729 —0.00900376 + 0.0281657 %
—0.0430116 — 0.0454575¢ —0.075766 — 0.04682557 —0.00900376 — 0.0281657 ¢ 0.109868

dienen. Sucht man mitdem in Kapitel 4.5 beschriebenen Verfahren geslatandsm@aliig
nachsten reinen Produktzustafyd,

0.510092 0.424967 — 0.156613 ¢ —0.0438797 4 0.152022¢  0.0101182 + 0.140125 ¢
A 0.424967 + 0.156613 ¢ 0.402133 —0.0832322 4 0.113187  —0.0345927 4- 0.119847 ¢
Pps= —0.0438797 — 0.152022¢  —0.0832322 — 0.113184 0.0490814 0.0408907 — 0.0150695 ¢
0.0101182 — 0.140125¢  —0.0345927 — 0.119847%  0.0408907 + 0.0150695 ¢ 0.0386936

so erfalt man fir die Subtraktion
. r . .
p= ﬂ(ﬂ — PPps)
zur maximal nogliche Anraherung vory’ an den total gemischten Zustand den Subtrak-
tionsfaktor

Te { ppps} — Tr {7
p— S0P} VAP g (4.61)

1 —Tr {ppps}
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I Blochkugel

[ Verschenkte Zusthde
] Separable Zusatide

] Problematische Zuatide

Abbildung 4.5: Konstruktion eines speziellen Zustandsraums, bei dem von einer kleinen

Menge separabler Zustde die maximale Aratierung an den total ge-
mischten Zustand zu einem Verlassen des separablen Unterralrns f*

Der fur diese Subtraktion maximalaglichen Faktor, ohne den Gesamtzustandsraum zu
verlassen, ist

1
Pmax = ———77 = 0.412. (4.62)
Te{ppp" }

Bei einer Subtraktion mit Faktgr verla3t man den separablen Zustandsraum, da nach
dem PPT Kriterium der kleinste Eigenwert der partiell transponierten Dichtematrix

Amin(p2) = —0.0021 (4.63)

und damit negativ ist. Der Grund, warum geradediesen Zustangdieses Problem auf-
tritt, hangt mit der Nthe vonp zum separablen Zustandsrand zusammen. Die Dichtema-
trix 5 besitzt den Abstand = ||p — 11| = 0.40266 vom maximal gemischten Zustand.

Berechnet man den Zustapd = % (p — pil) mit p so, dass er auf den separablen
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Zustandsrand liegt, so ergibt sich als Abstzhing des Abstand vom zum separablen
Zustandsrand

d, < ||p— p"|| = 0.00063 . (4.64)

Der Zustandp liegt also raher als99.8 % an der Grenze zwischen separablen und ver-
schiénkten Zusahden. kb Zuseinde, die nicht nahe am Rand aller Zrsté liegen, konn-
te ein solches Problem nicht beobachtet werden.

Um eine Wahrscheinlichkeit angeben zonkén, mit der ein solches Problem auftritt,
muss man sich erst auf eine bestimmte Zustandsverteilung einigen. Es liegt nahe, die in
Kapitel 1.4 eingaihrte Gleichverteilung auf dem Zustandsraum der gemischten Dichte-
operatoren zu betrachten. Damatrigt die Wahrscheinlichkeitif ein solches Problem nur

noch von der GoRem des ausgespurten Systems ab. Wie gezeigt wurde, nimmt mit zu-
nehmender Gxf3em des Hilfssystems die Wahrscheinlichkeit zu, einen Zustand nahe des
maximal gemischten Zustands zu bekommen. d8gnn ist, desto unwahrscheinlicher

wird also das Auftreten dieses Problems. Die Wahrscheinlichke#)lmu€inen solchen
Problemzustand zu erzeugen, ist in Abbildung 4.6 durch statistische Ausweutueig f~

2 x 2 System berechnet worden.

p [%]
10

8
6

e A S T VA v

Abbildung 4.6: Wahrscheinlichkeitfur einen problematischen Zustand in Aplgigkeit
des Parameters der Zufallsverteilung.

Im Verlauf der Iterationen der Rekursiven Entmischung kann es auch vorkommen, das die
Subtraktionen amfriglich im separablen Zustandsraum stattfinden, dann aber die Folge
p; den separablen Zustandsraum aBtlund die Folge in einen Problemfall hinaiuft.
Betrachtet man die Gesamt-Zuwastigkeit der Rekursiven Entmischung in ihrer Stan-
dardausfihrung, so ergibt sichuf"ein System bestehend aus zwei Qubits das folgende
Bild:

Fur alle Verteilungen mitn > 8 konnte in weniger als 1 % ein Problem beobachtet
werden - hier ist die Rekursive Entmischung ein statistisch nahezu 100 %iges, sowohl
notwendiges also auch hinreichendes Separatsktiterium. Efr 4 < m < 8, erga-

ben sich in ca. 5 % derdfé Probleme und im maximal uogstigsten Fall, bein = 4

ist die Rekursive Entmischung immer noch zu ca. 85 % zasesij. Eine solche hohe
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Zuverlassigkeit wird von keinem anderen bisher bekannten, allgemeinen, hinreichenden
Separabiliatskriterium erreicht.

Bei der Rekursiven Entmischung kann es vorkommen, dass die ppigeVerlauf der
Iteration in die Nihe des Randes des Gesamtzustandsraums kommt. Falls sich ein Sub-
traktionsfaktorp; > pmay, €rgibt erfalt man dann eine rangreduzierte Dichtemafix

und die Rekursion kann auf dem Zustandsrand weiterverfolgt werden (siehe dazu auch
Abschnitt 4.10.3).

Um diese soeben beschriebenen, bei bestimmten Dichtematrizen auftretenden Problem zu
losen, lohnen mehrerer Ideen in Augenschein genommen werden. EogdidiiKeit ist,
nichtimmer das zur maximalen Aahérung optimalg zu benutzen und stattdessen einen
kleineren Subtraktionsfaktor zu verwendenaklt ' manp nur klein genug, so sollte im-

mer eine Anaherung an einen Fixpunkt ohne Verlassen des separablen Zustandsraums
moglich sein. Auf jeden Fall muss immer ein < min(pmax, Phay)s Siehe Gleichung
(3.11), gevaihlt werden. Auch die Wahl vofy,s kann eventuell verbessert werdenaliit”

man fir Dichtematrizen die nahe am Zustandsrand liegen reine Produktzigstius den
Wertebereich der taashlich rangreduzierten Dichtematrix, so kann dies helfen. Als dritte
Moglichkeit kime statt einer Minimierung des Abstands zum total gemischten Zustand
eine Maximierung des kleinsten Eigenwerts vgroder eine Betrachtung des Abstands

der partiell transponierten Matriks™—11|| bzw. deren kleinster Eigenwentif’solche
Problemélle in Frage. All diese Mglichkeiten beantigen weitere Untersuchungen und

sind keine fertigen Rezepte zupsling. Auf diesem Gebiet der Frage nach der Rekur-
siven Entmischung als allgemeines Separatgkiiterium besteht deshalb noch weiterer
Forschungsbedarf.

4.10 Beispiele

4.10.1 Zufalliger 5 x 3 Zustand

Als Beispiel tir ein etwas bherdimensionales Quantensystem wird hier die Rekursive
Entmischung eines x 3 System betrachtet. Es wird gezeigt, dass in diesem Fall nur die
Methode der Rekursiven Entmischung Separaihtichweist, da alle anderen hemkn-

lich bekannten SeparabditsSkriterien hier keine Aussage evglichen.

Zur Erzeugung des zalfiig gemischten 5 dimensionalen Zustangsvurde das in Kapitel
1.4 beschriebene Verfahren benutzt. Dabei wurd@@irdimensionaler reiner, zalliger
Zustand erzeugt und anschlieRend@idimensionales Hilfssystem ausgespurt. Die fer-
tige Dichtematrixp, siehe Anhang B, wurde auf PPT untersucht, um Sepaiaiitht
von vorneherein ausschliel3en zwssén. Der Abstand des Zustands vom maximal ge-
mischten Zustand ist

d =

1.
p——1 ‘ = 0.0167754 , (4.65)
n
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und der kleinste Eigenwert bagt
Amin = 0.019055 . (4.66)

Da dies kleiner al%ﬁ = 0.0588235 ist, ernoglicht das Separabiétskriterium Glei-
chung (3.25) keine Aussage. Probiert man das beste allgemein anwendbarerhiéckié
hinreichende Separabaitkriterium, Gleichung (3.27) aus, so ergibt sicin 5~

= 6.70094 > 2 (4.67)

ij
=0 7=0

und damit kann auch dieses Kriterium keine Separabifiichweisen. Wendet man je-

doch die Rekursive Entmischung auén, so erklt man die in Abbildung 4.7 dargestellte

Konvergenz gegen den maximal gemischten Zustand und damit einen Nachweis der Se-

parabiliit. Man bemwtigt ca. 500 Iterationui eine vollséindige Konvergenz. Der blau

markierte Bereich zeigt, ab welcher Iteration harkiiliche Separabilittskriterien grei-

fen. Die durchgezogene Linie bei= 236 markiert die Stelle, ab der mit dem in Kapitel

4.8 gezeigten Verfahren eine exakte Zerlegungyon15? = 225 reine Produktzusiide

berechnet werden konnte. Die Marke- 225 ist mit einer gepunkteten Linie versehen.

~

Pi—%i

015 §

01 13

o

005 |

0 100 200 300 400 500"

Abbildung 4.7: Beispieldi den Nachweis von Separahalitin einend x 3 Quantensy-
stem mit der Methode der Rekursiven Entmischung.

4.10.2 WERNER-Zustande
Definition

WERNERZustinde [68] bestehen aus einer Mischung des maximal gemischten Zustand
mit einem maximal verschrikten Zustand. Der Parametebeschreibt das Mischungs-
verhéltnis. Rir diese spezielle Klasse von Zastlen konnte analytisch ein allgemeines
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Separabiliatskriterium gefunden werden; siehe Kapitel 3.3. Im folgenden soll der ein-
fachste WERNERZustand, eir2 x 2 System mit

1. 1
pw(a)= (1 — a) Zl +ag (]00) + |11)) ((00| + (11]) (4.68)
l+a 0 0 201
1 0 1—-a 0 0
T4 0 0 1—-a 0 ’ (4.69)
200 0 0 1+«

mit Hilfe der Rekursiven Entmischung untersucht werden. Die Grenze zwischen sepa-
rablen und versclrikten WERNER-Zustinden liegt hier beir = % Alles datiber ist
verschankt. Der Zustang&w(é) liegt genau auf dem Rand des separablen Zustandsraums
und ist deshalb auch separabel. Die Eigenwertepygia) sind

1 1
)\121(14—30[), )\2:)\3:)\421(1—01). (470)

Nachste reine Produktzust &nde

Um die zupw(«) am rechsten liegenden, reinen Produktamsté zu finden, berechnet
man die Operatoreti; undm,, Kapitel 4.5, tir die allgemein parametrisierten Zastle
|z) = |y) = {cos ¢, " sin p} und erlalt fir beide Matrizen identisch

1 1+ « cos2p 2 e cos ¢ sin @

= =y ( 2¢ Wacospsing 11— acos2p ) ' (4.71)
Die Eigenwerte und Eigenvektoren dazu sind
1 . —e™ sin
N NI G @.72)
Do = 2(1+ ) Dy = (€ cose (4.73)
2 4 ) 2 Sincp . .

Damit ist max,,, Tr{ppsp} =1(1 + o) unabtaingig von der Wahl vorp und ¢ und es
existiert eine kontinuierliche Mengen voactisten reinen Produktzastien

cos? ¢
e ™ cos p sin @
e cos @ sin @
sin? ¢

P9 = [2) ® |Az) = ) (4.74)

dalz) ® |A\2) und|\;) ® |y) durch die Transformatioft — —¢ ineinandemubergehen.
Die Entfernung vorw («) zu diesen achsten reinen Produktzastien betgt

1

lw (@)= [p9) (ps| = 7 (30" — 20 +3) . (4.75)
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Die Menge allerfps) bilden ein zwei-dimensionales Gebiet auf der OlaeHE einer 4-D
Kugel um den Zustangy («) herum. Summiert man allps) (pg gleichverteilt auf, so
ergibt sich

1 27 27 1
=z [ de[ dulpspd = (4.76)
0 0

42

_— o O W
o O = O
o= O O
w o O

Dap' # pw(«) gilt, bilden die|ps) keinen "Umfangskreis” auf der Kugelobexdlfie.

Analytische Zerlegung

Jeder WERNER-Zustandpw(«) lat sich in ein gleichverteiltes Gemisch aus den zu ihm
nachsten, reinen Produktzastenps) (ps zusammen mit dem maximal gemischten Zu-
stand zerlegen. Eine explizite Zerlegungatimian aus depps(p, ¢’) = |ps) (pPs mittels
sukzessiver Subtraktion zu:

1 1. 1 1
pw(a gg) =(1 — 3a) Zl + 3« 1 (ﬁps(O, 0) + f)ps(arccos(ﬁ), 0) 4.77)

+ palarccos(—=), ) + ppa(arceos(—=) 2”))

arccos(—=), — arccos(—=), ——

Pps \/g 3 Pps \/g 3

Der hintere Teil dieser Zerlegung entspricht der Zerlegung des Grenzzusxtaﬁdé.

Dies ist gleichzeitig die minimal ogliche Zerlegung des Grenzzustands in nur 4 reine
Produktzusanhde. it eine nicht minimale Zerlegung, siehe [78].

Zerlegung mittels Rekursiver Entmischung

Mit Hilfe der Rekursiven Entmischung®t sich jeder WRNER-Zustand mitv < 1 direkt
in maximal16 reine Produktzustide zerlegen. bEhte man eine explizite Zerlegung des

Grenzzustands
3001
. 10100
1 00 3

so kann man die bei einer volistdige Zerlegung vopy (o < $) gewonnen reinen Pro-
duktzustindep,s; als Ausgangszuatide fir eine Zerlegung vorﬁw(é) mittels dem in
Abschnitt 4.8 beschriebenen Verfahren verwenden. Als Ergebra$t enain eine numme-
risch exakte Zerlegung des Grenzzustands in separablari€iestDer Anhang A endtt”

als Beispiell5 auf diese Art berechnete, reine Produktaust&, die zusammenaddiert
genauﬁw(é) ergeben. Die Gewichtungsfaktoren (Wahrscheinlichkeiten) der einzelnen
Zustnde sind in Abbildung 4.8 dargestellt.
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Abbildung 4.8: Wahrscheinlichkeitepy, fur die Zerlegungsmatrizen des Grenzzustands

pw(3).
Konvergenzverhalten

Da der Aufwand der Rekursiven Entmischung, d.h. die Zahl der Iterationen bis zur Kon-
vergenz, mit zunehmenderalNé zum separablen Zustandsrand zunimmt, erwartet man
bei Anréherung vonr an+ eine immer langsamere Konvergenz. Der Grenzzustand selbst
kann nicht gegen den maximal gemischten Zustand konvergieren. Abbildung 4.9 zeigt die
Zahl der Iterationen bis zur volstdigen Konvergenz

1< 1077 (4.79)
in Abhangigkeit des Parametetis Betrachtet man im Vergleich dazu die Zahtler Ite-

ration, die notwendig sind, um mit Hilfe der Rekursiven Entmischung eine explizite Zer-
legung (Kapitel 4.3 und 4.8) zu bekommen, so sieht man deutliche Unterschiede. Wie aus
Abbildung 4.10 hervorgeht, igtungegihr konstant, bis sich ein nicht eindeutiger Anstieg

in der N&he der Grenze = % zeigt. Es kann also auch vorkommen, dass @us¢ nahe

der Grenze zur Verscanktheit mit nur wenigen Iterationen rekonstruiert werdenrien.

Grund tr die UnregelmaRigkeit in Abbildung 4.10 ist die nummerische Ungenauigkeit
der Bestimmung desachsten reinen Produktzustands und daalkgé Moment verur-

sacht durch eine eventuelle Uneindeutigkeit deshsten reinen Produktzustands.

.
pr— 1

Die verschankten WERNER-Zustindea >§ lassen sich mit Hilfe der Rekursiven Entmi-
schung sofort erkennen, derur 8ie findet sich kein reiner Produktzustand, der bei einer
Subtraktion zu einer Arattierung an den maximal gemischten Zustarldn wirde. Ma-
thematisch bedeutet dasrfalle pps

T e >3) | < T { (i >§>)2} ,

und damit folgt wegen Theorem 37 die Versahking tir o >§.

Geometrisch bedeutet dies, dass die veesttten WERNER-Zustinde aul3erhalb aller
Thaleskreise liegen (siehe Abschnitt 4.4.2). Der Grenzzusia:ﬂé ist ein Fixpunkt der
Rekursiven Entmischung auf dem Rand der separablem#dest”
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Abbildung 4.9: Anzahl der bis zur volistidigen Konvergenz gegen den maximal ge-
mischten Zustand notwendigen Iterationsschiittér den2 x 2 WER-
NER-Zustand mit Parameter.
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Abbildung 4.10: Anzahl der bis zur exakten Zerlegung notwendigen Iterationsscéhritte
fur den2 x 2 WERNERZustand mit Parameter.

4.10.3 Randzust ande

Fur Zustinde, die auf dem Rand des Gesamtzustandsraums liegen, ist die Methode der
rekursiven Entmischung nicht ohaderungen anwendbar. Ein Zustand des Randes ist
entweder versclrikt, oder er liegt auf dem Rand des separablen Zustandsraums. In bei-
den Rillen kann ohne Umwege keine Konvergenz gegen den maximal gemischten Zustand
erreicht werden. Eine bflichkeit dies zudsen besteht darin, zu einem Zustand, der auf
dem separablen Zustandsrand liegt, eine kleiftorung”

/ 1.
p=0—-e)p+ a;l (4.80)

zu addieren und anschlie3end die normale Rekursive Entmischung anzuwenden. Mit die-
ser kleinen "Stfung” verschiebt man die Dichtematrix weg vom separablen Zustands-
rand in Richtung Zentrum. Mit Hilfe des in Abschnitt 4.8 beschriebenen Verfahrens kann
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dann eventuell (fr ¢ — 0 immer) eine exakte Zerlegung nicht nur von sondern auch

von p berechnet werden. Diese Methode der kleineri@tg” kann auchui’ Zusinde
angewandt werden, die zwar auf dem separablen Zustandsrand, aber nicht auf dem Ge-
samtzustandsrand liegen.

Eine weitere, aufwendigere, aber exakteregichkeit, um Separabibi'von rangredu-

zierten Dichtematrizen zu untersuchen, besteht darin, nicht mehr Konvergenz gegen den
maximal gemischten Zustand, sondern gegen einen Fixpunkt auf dem separablen Zu-
standsrand zu fordern. Dazu muss zuerst einmal der separable Wertebereich der rangredu-
zierten Dichtematrix bestimmt werden, was mit Theorem 2@gtich wird. Als Beispiel

soll die rangreduzierte Dichtematrix

0.304641 —0.0745273 4 0.0148643 % 0.0818712 — 0.0960967 ¢ 0.07801 — 0.0764081 ¢
~ —0.0745273 — 0.0148643 ¢ 0.32418 —0.0853428 — 0.0216451 ¢ —0.0748008 — 0.0556756 ¢
0.0818712 4 0.0960967¢  —0.0853428 4 0.0216451 ¢ 0.147756 —0.00647421 + 0.0964671 %
0.07801 4 0.0764081 ¢ —0.0748008 4 0.05567567 —0.00647421 — 0.0964671 ¢ 0.223424

betrachtet werden, die nach Kapitel 1.4 durch Ausspuren eines drei-dimensionalen Hilfs-
systems erzeugt wurde. Die Eigenwerte yasind

A =0.519314, Xy =0.280929, A3 =0.199757, M\, =0. (4.81)
Separable Zuatidep,s im Wertebereich vop sind genau die Zuatide, die
Tr{pp~" Pps} = 1 = max (4.82)

erfullen. Berechnet man entsprechend Gleichung (4.33) die Matrigeund m., fur ein
allgemein parametrisiertes Quhit) = |y) = {cos ¢, e¥ sin }, so ist ein Eigenwert im-
mer identischl was bedeutet, dass ein Qubit frei gavt'werden kann und das andere
dann durch das Eigensystem ven bzw. m, festgelegt ist. Damit edit man eine Pa-
rametrisierung aller reinen Produktzaistie im Wertebereich va# d.h. aller vony sub-
trahierbaren, reinen separablen Aamté. Abbildung 4.11 zeiguf'diese Zustihde den
maximal noglichen Subtraktionsfaktar,,.. hach Theorem 16. Der Faktpy,.. ist, wie
gefordert, tir alle diese Zustride gof3er als Null.

Fir den Iterationsschritt der Rekursiven Entmischung muss nun von diesesndest”
derjenige mit maximalerit{p pps} gefunden werden. Abbildung 4.12 zeigt diejenigen
Zustnde, tir die eine Anaherung an den maximal gemischten Zustand erreicht werden
kann. Die Extrema hiervon sind diejenigen reinen Produkéndst; die zu einer maxima-
len Anrédherung an den total gemischten Zustarttén.

Fuhrt man diese Schritte bei jeder Iteration durch, s@knman das in Bild 4.13 darge-
stellte Konvergenzverhalten. Wie man sieht konvergiert die Folge gegen

1
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Abbildung 4.11: Maximaler Subtraktionsfaktpy,., fur die Menge aller reinen Produkt-
zustinde im Wertebereich des rangreduzierten Zustands

was genau dem Abstand des Fixpunkies Gleichung (4.42) entsprichtuf die Eigen-
werte vonp; ergibt sich eine Konvergenz gegen

1
)\1:)\2:)\3:§, )\4:0 (484)
und damit gilt hier
lim p; = pr, - (4.85)
11— 00

Damit hat die leicht abgaiderte Rekursive Entmischung diesen Randzustand Separa-
bilitat nachgewiesen und eine explizite Zerlegung pogeliefert.

4.10.4 Verschr ankte Zust ande

Bei der Anwendung der rekursiven Entmischung auf einen veas&lein Zustanddinen
zwei Flle auftreten.

1. Es findet sich kein reiner Produktzustand, der bei Subtraktion zu ein@h&rumig
an den maximal gemischten Zustamhift, Theorem 37.

All diese verschainkten Zustihde liegt in dem blau markierten Bereich von Abbil-
dung 4.2.

. Die Folge{p;} konvergiert gegen einen Fixpunkt auerhalb der separablen Zu-

standsmenge, d.h. gegen einen Zustand auf dem Rand des in Abbildung 4.2 blau
markierten Bereichs.
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Abbildung 4.12: Menge der zu einer Aanérung an den maximal gemischten Zustand
fuhrenden reinen Produktzastie aus dem Wertebereich des rangredu-
zierten Zustands.

Als ein typisches Beispielf'den zweiten Fall kann die Dichtematrix

0.252628 0.00624919 + 0.0209122¢  —0.110512 + 0.147168 ¢  —0.0599061 + 0.00374553 4
~ 0.00624919 — 0.0209122¢ 0.355324 0.0874006 4 0.0228666 ¢  0.0493747 + 0.00826237 ¢
- —0.110512 — 0.147168 ¢ 0.0874006 — 0.0228666 ¢ 0.250507 0.12593 + 0.0473979 4
—0.0599061 — 0.003745537 0.0493747 — 0.00826237 ¢ 0.12593 — 0.0473979 ¢ 0.141542

dienen. Das Konvergenzverhalten tliesen versclarikten Zustand ist in Grafik 4.14 zu
sehen. Es findet sehr schnell Konvergenz gegen einen Zustand weit weg vom maximal
gemischten Zustand statt. Der Grenzwert liegt auicbr dem Wertlg, = ﬁ des Fix-
punktespe, .
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Abbildung 4.13: Konvergenzverhalten der Folgk = || pi — %iH} fur den rangreduzier-
ten Zustand. Die Konvergenz erfolgt gegen den Fixpumikt.
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Abbildung 4.14: Typisches Konvergenzverhalten der Fdige= || — L1||} fur einen
verschenkten Zustang. Die Konvergenz erfolgt gegen einen insepara-
blen Fixpunkt weit weg vom maximal gemischten Zustand.




Zusammenfassung

Diese Abhandlung befasst sich mit den besonderen Eigenschaften vanderstéi-

nes physikalischen Systems, beschrieben durch die Quantenmechanily die &u-
Rergewhnlichen Aspekte der Quantenphysik verantwortlich sind. Insbesondere die in
den letzten Jahren aufgekommene ldee der Quanteninformationsverarbeitung basiert in
hohem MalRe auf der Nutzung solcher Zumsté. Die ungewohnten Eigenschaften treten
erst bei einer Unterteilung des Gesamtsystems in Untersysteme und der damit erfolgen-
den Definition eines Quantennetzwerks in Erscheinung. Ist ein Zustand eines solchen
Quantennetzwerks separabel und damit darstellbar als eine Summe seiner lokalen Eigen-
schaften, so handelt es sich um einen rein klassisch interpretierbaren ZustaotigtBen™
man zur Darstellung eines Zustands auch nichtlokale Eigenschaften, so handelt es sich
um einen versclarikten und damit nicht-separablen Zustand. Die Frage nach der Separa-
bilitat eines Zustands in einem Quantennetzwerk ist also von entscheidender Bedeutung
fur die Charakterisierung von Zastden. Die Kdrung dieser bisher ungedten Frage der
Separabiliat von Quantenzuatiden steht im Mittelpunkt dieser Arbeit.

Das erste Kapitel besalftigt sich mit den Eigenschaften und der Erzeugung von "typi-
schen”, zuélligen Quantenzuatiden. Um einen Zustand per Zufall aawén zu lbhnen,
berotigt man die Definition einer Gleichverteilung auf dem Raum aller @t Es zeigt

sich, dassui reine Zusande die Forderung nach der Invarianz der Verteilung gdgen”
unitaren Drehungen im Raum die Wahl der Gleichverteilung eindeutig festlegt. Parame-
trisiert man einen Zustand mit Hilfe von gaussverteilten Zufallsvariablen, st enian

durch anschlieBende Normierung Zarstié, die einer solchen Gleichverteilung gehor-
chen. Mochte man zudllige Bewegungen im quantenmechanischen Zustandsraum be-
schreiben, so beigt man durch Zufall erzeugte Zeitentwicklungsoperatoren. Solche
zufélligen uniiren Operatorendginen durch eine besondere Parametrisierungnanit”
Matrizen erzeugt werden. Im Gegensatz zu reinenahgsi ist fir gemischte Zustide

die Wahl einer Gleichverteilung durch physikalische Forderungen nicht eindeutig festge-
legt. Da gemischte Zustde in der Reabi jedoch immer durch Betrachtung eines Teil-
systems eines insgesamt reinen Zustands entstehen, kann durch die Wahl einer Gleich-
verteilung reiner Zustride in einem dlierdimensionalen Raum mit anschlieRendem Aus-
spuren des Hilfssystems eine physikalisch motivierte Gleichverteilung augeirisch-

te Zustinde definiert werden. Die so definierte Gleichverteiluaggdt‘ausschliel3lich von

der GoRe des ausgespurten Systems ab. Mit Hilfe einer solchen Gleichverteilung las-
sen sich Zustandsoi8en wie beispielsweise die Entropie oder Reinheit einedliéi,
gemischten Quantenzustands berechnen.

Im zweiten Kapitel wird die Struktur des Zustandsraums untersucht, um damit die Grund-
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lagen fir eine Diskussion des Separalaitjftoblems zu legen. Die Beschreibung eines Zu-
stands kann auf verschiedene Art und Weise erfolgen. Mit dem Dichtematrix-Formalismus
und der B.ocHvektor-Beschreibung stehen zwei zueinanaiguivalente Mglichkeiten

zur Verfligung, die jeweils unterschiedliche Vor- und Nachteile besitzen. Als ein wichti-
ges mathematisches Hilfsmittel wird der Abstand zweier &ud¢ 'mit Hilfe der Spur de-
finiert und mit dem Skalarprodukt des.8cHvektorraums verglichen. Die djlichkeit

der Addition zweier Zustiide dient als Ausgangspunkir f€ine geometrische Deutung

des Gesamtzustandsraums. Es zeigt sich, dass der Zustandsraum eine konvexe Menge ist,
mit den reinen Produktzusmtden als Eckpunkten und allen rangreduzierten Dichtematri-
zen auf dem Rand. Indineren Dimensionen bedeutet dies, dass nicht mehr allaZaest™
innerhalb der BocHkugel giltige quantenmechanische Zastle sind. Als Gegenstk

zur Addition wird die bisher fast unbekannteolglichkeit der Subtraktion von Zumtden
eingefihrt. Die Kriterien fir die maximal negliche Subtraktion verschiedener Klassen
von Zustinden und deren Deutung im Zustandsraum werden herausgearbeitet. Mit der
EinflUhrung eines neuen Extremalkriteriums zuaKirig der Frage, wann ein reiner Zu-
stand subtrahierbar ist, wird diedglichkeit geschaffen, wichtige Zusatzbedingungen wie
beispielsweise Separabdttan die Menge der subtrahierbaren Ansk zu stellen.

Die Unterteilung des Systems in Untersystemigrtzu einer Symmetriebrechung im Ge-
samtzustandsraum, die eine Aufspaltung in einen separablen und einenarmgkatnkiin-
terraum bewirkt. Die mathematische Definition der Separabiiiifirt in Verbindung mit

der Additivitdt reiner Produktzuatide zu einer ganz speziellen Einbettung des separa-
blen Unterraums in den Gesamtraum. Dabei wird die separable Zustandsmenge durch die
konvexe Hille der reinen Produktzusmtde gebildet, die wiederum eine Untermenge der
Eckpunkte des gesamten Zustandsraums sind. Der maximal gemischte Zustand liegt, als
der flir klassische Systeme im Gleichgewicht typische Zustand, im Zentrum des sepa-
rablen Unterraums. Anhand dieser geometrischen Darstellung der Sepairé&ilitSich
erklaren, warum bei der Addition eines versaghkien zu einem separablen Zustand ge-
nau ein Grenzpunkt und bei der Addition zweier verachkter Zusthde maximal zwei
Grenzpunkte bemrjlich der Separabilii existieren. Die bei einer Zerlegung einer separa-
blen Dichtematrixuberhaupt vorkommenden reinen Produktande lassen sich als ge-

nau diejenigen Zuatide identifizieren, die von der Dichtematrix subtrahierbar sind. Es
wird gezeigt, dass immer eine Zerlegung existiert, so dass ein &fdbaier, subtrahier-

barer Produktzustand darin vorkommt. Die Anzahl derdine Zerlegung notwendigen
Zustinde ist sowohl nach unten, als auch nach oben begrenzt.

Die bei der Analyse des Zustandsraum gewonnenen Erkenntnisse werden im dritten Ka-
pitel fur eine Deutung der bisher existierenden Separatsktiterien benutzt. & rei-

ne Zuséinde ist das Separabdisproblem gelst, wohingegenur’ gemischte Zustide

nur Teillossungen existieren. Die bisher bekannten, notwendigen Sepatshkilitérien
lassen sich nurui’Zustinde in der ldhe des maximal gemischten Zustands anwenden;
die hinreichenden Separahaiiskriterien funktionieren nur in derdié der maximal ver-
schidnkten Zusihde. Bis auf den Spezialfall eines Systems bestehende aus nur zwei 2-
Niveau Systemen oder einem zwei und eirgeMiveau System existieren keine anwend-
baren, allgemeinen Separalattkriterien. Nur @it Sonderélle wie stark rangreduzierte
Zustinde oder VERNER-Zustinde ist Separabisit”exakt nachweisbar. Betrachtet man
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Quantensysteme mit einem hochdimensionalen Zustandsraum, so wird gezeigt, dass die
Verschankung zwischen zwei grof3en Teilsystemen im Allgemeinen ihren Maximalwert
annimmt. Die Versclarikung innerhalb eines Teilsystems jedoch verschwindet mit des-
sen zunehmender 6Ré, was einertbergang in einen Gleichgewichtszustand maxima-

ler Entropie entspricht. Weitere Berechnungen zeigen, dass die Wahrscheinlich&ait f~
verschenktes Teilsystem exponentiell mit derdBe des Gesamtsystems abnimmt.

Da die bisherigen Separabdiskriterien nurdif ganz spezielle Zuatide Separabibt zei-

gen lonnen, wird im vierten Kapitel mit der Rekursiven Entmischung @itiy heuarti-

ges Verfahrendi' den Nachweis von Separakalitvorgestellt. Es basiert auf der besonde-
ren Struktur des Zustandsraums und dem Wissen, dass iradherdés maximal gemisch-

ten Zustands Separabditleicht nachweisbar ist. Das Verfahren besteht in der Bildung
einer Rekursionsfolge, wobei bei jedem lterationsschritt die folgenden zwei Operationen
durchgetihrt werden:

e Suche den zu der Dichtematriachsten reinen Produktzustand.

e Subtrahiere diesen Produktzustand so, dass eine maximaddArurig an den voll-
stindig gemischten Zustand erreicht wird.

Mit Hilfe diese Verfahrens kann bei Konvergenz gegen den maximal gemischten Zustand
nicht nur die Separabibt nachgewiesen werden, sondern maakdénn fir einen sepa-

rablen Zustand gleichzeitig eine explizite Zerlegung in reine Produldadstiind damit

eine klassisch interpretierbare Darstellung des Ausgangszustands. Der aufwendigste Teil
der Rekursiven Entmischung ist die Suche nach daohsten Produktzustand einer ge-
gebenen Dichtematrix. Hiarf"'wird eine neue Methode vorgestellt, die in Verbindung

mit dem im zweiten Kapitel hergeleiteten Extremalkriterium gleichzeitig aucHi& Be-
stimmung alleruberhaupt in einer Zerlegungaglicherweise vorkommenden Zaside
benutzt werden kann. Die Rekursive Entmischung kann anschaulich im geometrischen
Bild des Zustandsraums egkt'werden. Die Deutung der maximalen Am@irung an den
vollstandig gemischten ZustandHit nebenbei zu der Identifikation eines Subraums, der
nur verschankte Zusthde beinhaltet. Von zentraler Wichtigkeit sind die Fixpunkte der
rekursiven Folge. Es wird gezeigt, dass innerhalb des separablen Zustandsraums nur der
maximal gemischte Zustand ein Fixpunkt ist. Alle anderen Fixpunkte liegen entweder
auf dem Rand der separablen Zmié oder es handelt sich um versatkté Fixpunkte.

Hat man mit Hilfe der Rekursiven Entmischung eine explizite Zerlegung eines separablen
Zustands berechnet, so wird eine Methode beschrieben, mit der man daraus immer eine
Zerlegung in maximah? reine Produktzusiide berechnen kann, wobedie Dimension

des Gesamt-HIBERTraums ist. it die Untersuchung der Zuvedsigkeit der Rekursiven
Entmischung wird eine statistische Analyse vorgenommen, die auch Vagschir die
Behandlung von schwierigen Zastden beinhaltet. Dieses interessante Gebiet eignet sich
als Ausgangspunkt weiterer Forschung.

Als Beispiel fir die praktische Anwendung der Rekursiven Entmischung wird diese an
verschiedenen Zustandstypen vordet. Rir die Untersuchung eines etwa®@eien Sy-
stems wird die explizite Zerlegung eines allij erzeugten, separablénx 3 Quanten-
zustands berechnet. Die Anwendung der Rekursiven Entmischung auf die Familie der
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WERNERZustinde ergibt nicht nur deren Separahifgigenschaften, sondern sidarft’

auch zu der sehr interessanten Menge aller reinen Produdazlestdie dem \WRNER

Zustand am achsten liegen. Untersucht man einen separablen Zustand, der auf dem Zu-
standsrand liegt, so wird anhand eines Beispiels dessen Konvergenzverhalten gegen einen
Fixpunkt auf dem separablen Zustandsrand dargestellt. VarsdierZusathde hingegen

zeigen keine Konvergenz gegen einen separablen Fixpunkt.

Diese Beispiele zeigen die hohe Zuwassigkeit der Rekursiven Entmischung als Sepa-
rabilitatskriterium und bieten interessante Einblicke in die Struktur von Sepaaabifit
Verschenkung.
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Quantum theory is a fascinating, active field of research in physics today. The ever in-
creasing possibility of working experimentally with sytems in the quantum domain fuels
the need to explore the full consequences of the foundations of physics laid by quan-
tum mechanics. With the emergence of quantum information processing proposals dur-
ing the last decade, the former purely theoretical questions like non-locality and super-
correlations turned into essential ingredients for any practical implementation of concepts
like quantum computing, quantum cryptography or quantum teleportation.

Quantum information processing would become superior to its classical variants, because
of the special state space the information of a system is stored in. Changes to classical
bits have to take place in classical phase space, while quantum bits (qubits) can be trans-
formed by applying unitary operations in the rich structure of th@UvILLE -space. The
overwhelming potential power of quantum devices is based, on one hand, on the exponen-
tially increasing size of the state space, if the number of qubits grows, and, on the other
hand, on the possibility of effectively implementing local unitary transformations. Both

of these exceptional properties can not be simulated by classical means.

Only if the system is partitioned into qubits and treated as a quantum network, the true
guantum power is unleashed. The resulting possibility of the existence of so called non-
local, entangled states can be viewed as the characteristic feature of quantum information.
If the state of a system described by quantum mechanics was separable and therefore
representable by a sum of its local properties, it could be interpreted as a purely classical
mixture. If a state is entangled, no classical interpretation and no representation by just
local properties exists. To determine whether a state is separable or not, is therefore a very
important task. This so far unresolved question is at the heart of this thesis.

In this english overview, only a short description of the research done can be given.
Proofs, examples and in detail examinations can only be found in the complete text.

Uniform Distribution of Quantum States

This chapter deals with the question of how a "typical” quantum state looks like, what
properties it has and how to generate one. "Typical” means, that such a state is randomly
chosen among all possible states. This directly leads to the question of a uniform distri-
bution of states in the overall state space. The main criterion, a uniform distribution has
to fulfil, is invariance under unitary transformatiotis
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For pure states, this requirement for the distributfoof a statdq) in HILBERT-space,

Py = Py » (4.86)

determines uniquely the form &f. As one can show by looking at infinitesimal rotations,
a (not normalized) state>), with dimensiom, parametrized by

n

) = (a; +ibj) |5) | (4.87)

J=1

obeys a uniform distribution, if the parameters(z = a,b) are chosen according to a
GAussian distribution

1 2n L
BPlyay) = ( ) "7 Eit e (4.88)
2mo

Therefore, a random pure state can be generated by independently choosing the param-
etersz; from a Gaussian distribution and normalization can be imposed afterwards.
Clearly the distribution is invariant under unitary transformations, since the sum in the
exponent is nothing but theL® cH-vector length, which is known to be constant for pure
states under arbitrary rotations. If the standard deviati@chosen as

! (4.89)

0O =—F—, .
v2n

the randomly generated states will become normalized automaticallys ilarge. After
normalization, the new parametersare distributed as

1 (n=1)
S VAT D)

If one is interested in "typical” motions of a quantum state, one has to look at randomly
generated unitary time evolution operators. To achieve this, a parametrization of a uni-
tary matrix with independent variables needs to be found. In case of a two-dimensional
system, the well known ELER angles can be used for that. In higher dimensions, the
HURWITZ-parametrization, that splits up the total rotation into many two dimensional
rotations, will do the job.

3

P; (%) (1—z5)" 2. (4.90)

In the most general case of mixed quantum states, the demand of invariance under unitary
transformations does not yet uniquely specify the probability distribution. The difference
compared to the pure case comes from the now undetermined distribution of eigenvalues.
To take the eigenvalue distribution as the mathematical appealing uniform distribution
has no physical motivation. To find a distribution based on physical reasoning, one has to
recognize, that any mixed state can be viewed as being built by neglecting one subsystem
within a pure state in a higher dimensional space. Using the notation of the partial trace
over subsystern, any mixed statg can be written as

p="Tr @ {|y) (Wl}, (4.91)
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with some pure state)). A uniform distribution on the space of mixed states can now be
introduced by choosing the uniform distribution of pure states$/fpr Since the choice of

|4} is not unique, there is not a singe mixed state distribution. The distribution will depend
on the sizen of the additional HLBERT-space. Iim < n, rank reduced density operators

p will be produced. Otherwise the resulting probability distribution for the eigenvalues of
pis given by [11, 12]

n n n n j—1

Pou(Ayo o An) = Cogd(1=Y X [T0O) TTA " TTTT — 2)?,  (4.92)

i=1 i=1 i=1 j=11i=1

and is shown in figure 4.15 for various in case of a qubit/{ = 2). With increasing
sizem, the peaks of the distribution become sharper and converge agaiﬂ%t, which
corresponds to the maximal mixed state= %i. This behaviour can be related to the
emergence of the maximum entropy principle in thermodynamics [14].

Figure 4.15: Probability distributio®®, for the eigenvalues of a randomly choosen,
mixed qubit, depending on the sizeof the traced out, additional system.

Structure of Quantum State Space

Any state of a physical system can be specified using the mathematical formalism of
a state space. The choice of space is up to the scientist, but quantum theory with its
formulation in density operator notation gives us a very handy one. idfa physical
reasonable state inlhUVILLE -space, it has to fulfil three criteria: Hermiticiy = 4,
normalizationTr{p} = 1and semi-positivityp > 0. All three criteria result from the

fact, that any useful theory needs to based on probability theory (a deterministic theory is
a special case of a statistical theory). Instead of describing a state in terms of a density
operatorp, it is sometimes more appealing to use theoBH-vector picture, where any
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state can be viewed as an ordinary vector in a real valued vector space. The advantage
of the BLoCH-picture is an intuitive understanding of the dynamics as a rotation, but the
price to pay is a loss of knowledge, what it means for a state, to be physical reasonable.

The rich structure of the quantum state space is the reason for the existence of superposi-
tion and non-local states. The dimension of the state space-id, if it is to describe the
equivalence of an-level quantum system, and the main geometric properties of the state
space are convexity and compactness. All pure states lie on the surface afdbe-B
sphere and span the convex hull as vertices. All rank reduced density operators form the
edge of the convex set. The completely mixed sgeitesan be viewed as the center of

the state space, since all pure states are equally far away from it, and th(%fieierme

center of the BOCH-sphere.

Addition of states is a well known operation in quantum theory. The convex sum (mix-
ture) of two density operators is always a physical reasonable state again. The less well
known operation of subtracting one state from another, does not have this nice property
in general. The problem is the positivity of the resulting operator [19].

Theorem 42. The statey, = ﬁ(ﬁ — pp1) is a physical reasonable stafg > 0, if and
only if the kerneld of the linear operatorg andp; satisfyK(p) C K(p1), andp < pmax,
with

1
Pmax = >>0

PO
)\max (P 201p

N

The denominator is the largest eigenvalue of the m@tr't%(ﬁl f)—%, with the power of an
operator defined as its power taken in spectral decomposition. If the state being subtracted
IS a pure statg); = pp, the maximal allowed subtraction factay.. can be simplified.

Theorem 43. The statep, = ﬁ(ﬁ — ppp) With pure statep, = |¢) (¢| is a physical
reasonable statg, > 0, if and only if ) is in the rangeR of p, |p) € R(p), and
P < Pmax With

1

Pmax = 7~ > 0.
T {pp '}

To check, whether a given pure statecan be subtracted from the following extremal
criterion turns out to be very fruitful.

Theorem 44. j, subtractable fronp, i.e.p, €R(p) < Tr{pp 'pp} =1 = max
As one can easily see, any pure state is subtractable from a full rank density operator

The power of this extremal criterion comes from the possibility of introducing further
restrictions orpy, like e.g. separability.
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The partitioning of a quantum system into subsystems breaks the symmetry of the overall
state space. To simplify notation, only quantum networks consisting of two parts are
considered henceforth. A separable, classical interpretable state, can always be written as

ps = Zpiﬁps ) (4.93)

with jps being a pure product staggs = 5" ® . This formula defines separability,
but it does not tell us how to construct the decomposition for gjxenThe question
whether a givernp is separable or entangled, is the so called separability problem. This
problem is — in its most general form — so far unsolved.

Since the addition of separable states will lead to a separable state again, the separable
subspace is also a convex set. The vertices are now the pure produgistatggire 4.16

gives an abstract picture of the overall state space, its properties and its partition into an
entangled and a separable subspace. This picture gives a good intuitive grasp of the state
space structure for quantum networks. All the so far mentioned properties are considered.
(The number of vertices is arbitrarily chosen and does not form a continous set, as it is
the case in reality.)

Pure statg, Edge of overall state space

Pure product statg,,

Edge of separable state space

Bl BLOCH-sphere

E Entangled states
[ ] Separable states

Figure 4.16: Abstract picture of the state space of a quantum network and its partition into
an entangled and a separable subspace.
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As an example, this picture easily explains, why the addition of an entangled and a separa-
ble state can lead either to a separable or entangled result, with exactly one sharp transition
point in between. If two entangled states are summed up, the result is entangled, there are
two transition points, or there is just one separable state in between.

Entanglement Criteria

The quest for an applicable, general separability criterion has not succeded yet. For pure
states, it is easy to descide, whether a state contains non-local properties or if it is a
product state. Various measures of entanglement exist for this case. In the case of mixed
quantum states, the so far known applicable, general separability criteria are either only
necessary or only sufficient.

The best necessary criteria so far is the PPT criteria [34] that says, that any separable state
p has a positive partial transpog€é > 0. If the dimension of the HBERT-space is very
small (» < 6), this criteria is also sufficient [35, 36].

A very useful tool for separability was found byRBUNSTEIN et. al. [51] forn = 2V
quantum networks:

= pseparabel (4.94)

H=(1—c¢) Lipey <

=(l—¢)— ep, €<
p N p 21 n2
This itself is not a general separability criterion, since one needs to have a state of this
special form to be able to apply it, but using the principle of maximal subtraction of
density operators, one can use this to find

Amin(p) > =  pseparabel . (4.95)

2 +n?

Another criteria can be found when looking at the distance (in terms of thBERT-
ScHMIDT-norm) of a state) from the center1,

1. 2 1
— —1|| < = pseparabel, 4.96

proofing that any state in a (small) sphere around the maximal mixed state is separable.
In general, all sufficient separability criteria found so far only work for states very close
to L1.

n

For the case of large quantum systems (discrete, finit@#ERT-space), one can use the
introduced uniform distribution of quantum states to derive conclusions about the en-
tanglement. Ifn; andn, are the dimension of Systeinand2, respectively, the mean
entanglementF) betweerthese two subsystems (based on\tbe&l NEUMANN entropy)

can be shown to be

(Bym1——"1 (4.97)

2nolnmng
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if 1 < n; < ny holds. Figure 4.17 shows the convergencéof towards its maximum
valuel for a qubit 2; = 2) with increasing size, of subsystem two. Two large quantum
systems typically become entangled with each other, if brought into contact.

A different picture emerges if the entanglemarstideone subsystem is considered. As a
simple measure, the purif§(p) = Tr{5?} can be used. For;, < n, the mean purity of
one subsystem turns out to be

ny + No
(P) =

= = 4,
ning + 1 (4.98)

For largen, andn,, the purity goes to zero which proofs, that the state is not entangled
any more. If one plots the probability of being entangled far a= 4 system dependent

on the sizen,, figure 4.18 is obtained. The solid line shows a fit to an exponential decay.
A large quantum system coupled to another large systems typically does not contain any
entanglement.

These conclusions turn out to be fruitful for a discussion of the second law of thermody-
namics based on quantum mechanical principles [14].

(E)
1

= o o

N

0 10 20 30 40 20

Figure 4.17: Mean entangleme(it) between two subsystems of a pure 2:xquantum
system, dependent on the dimensign

Recursive Demixing

As shown, there exists so far no reliable, general separability criterion for quantum sys-
tems other tha@ x 2 or 2 x 3. In this chapter, a new method named "Recursive Demixing”

is introduced, that can not only be used as a more reliable criterion, but can even give the
explicit decomposition of a separable state into a mixture of pure product states.

The main idea behind recursive demixing is, that proofing separability gets easier, the
closer one gets to the completely mixed state. The question of which pure product states
have to be chosen in the decomposition of a separable state is therefore transfered to
the question how to get closer %d By using the operation of subtracting pure product

density matrices from a given staigethe goal is to get as close to the cerﬁtéras possible
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Py

0 2
) 10 15 20
Figure 4.18: Probability’s, of subsystem onex( = 4) containing entanglement, depen-
dent on the dimension, of subsystem two. The solid line is a fit to an
exponential decay.

with each subtraction. If one is able to subtract pure product statesgsorthat only
11 is left, separability ofp is proven. For an entangled stgieno convergence to the
maximal mixed state can be achieved.

Recursive demixing is therefore an iterative method leading to a series of gigteket
po = p be the density operator to be examined. The essential two operations in each
iteration step are:

1. Find the closest pure product state to the statey, ;.

2. Subtracipps from p;_; so, that the resulting density operafpiis as close tc%i as
possible

~

pi:

1
{pi, ﬁi*%iH} L —p; ( ' PS)

Using this notation, the new separability criterion can be formulated:

Theorem 45. Let {;} be the series given by recursive demixingof

lim p; = oo po separable
1—00 n

The series{p;} for a separable stat@ will usually converge agains%ti without ever

hitting %i exactly. If one is only interested in the question wheifds separable and not

in the complete decomposition itself, one can stop the iteration, as soon as separability
of p; has been proven with one of the existing sufficient separability criteria that work
in the vicinity of the totally mixed state. On the other hand, if one wants to obtain an
explicit decomposition of a separable stageone can stop the iteration as soorpgsan

be written as a convex linear combination of the pure product sfigies
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The knowledge gained from the examination of the structure of the quantum state space
can now be used to visualize the recursive demixing method in a geometrical way. Figure
4.19 shows the convergence of the sefig$ against%f[ starting from a separable staige

by subtracting the nearest pure product state in each iteration step. For an entangled state,
no convergence again}?‘i can be obtained, because subtracting a pure product state from
an entangled one will always lead to a state that is further away from the border between
separable and entangled states. As one can easily see, the method of recursive demixing
in its standard form will not work for states that lie exactly on the edge of the separable
state space. Nevertheless, a slightly modified version of the recursive demixing will lead
to convergence against a special point on the border and therefore proofing separability
again.

I BLocCH-sphere
] Entangled states
[ ] Separable states

Figure 4.19: Geometrical interpretation of the recursive demixing method for a separable
statep,, using the abstract picture of the quantum state space. With each
subtraction of the nearest pure product state, the sgfiésapproaches the
completely mixed staté1, finally converging.
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The calculated pure product staggs can be used to reconstruct the state

k
. . 1. )
po =D _ ¥ os + PrPusx 1+ PRl — D) PR (4.100)
=1
i—1 k
p; =Di H(l - pj) y PR = H(l - pj) 5y Pmax — n)\min (ﬁk) ,
=1 =1
1 1.
—(pr — m X_1 )
(pk Pma n )

1- Pmax

PR =
with p.., — 1 in case of convergence.

It can be shown, that to be able to get closej; tdn each iteration step,_; — j;, a pure
product stateh,s, needs to be found, satisfying the condition

Tr {pi—1pps} > Tr{pi .} - (4.101)

Theorem 46. The best possible approach %d in each iteration step is achieved gfs
is chosen so, that

|9i—1 = Pps|| = min, (4.102)
and the subtraction factor equals
Tr{pi_1pps + — Tr{p?
1 — Tr{pi—1ps }

These results can be found analytically or with the help of geometrical arguments. The
difference between entangled and separable states exploited in the recursive demixing
method is, that for a separable state, there always exists a nearest neighbour pure product
statep,s, that leads to an approch fabol if subtracted. For entangled states, this is not
always the case. Only for fixpoints of the recurrence relation no approach is achieved. It
can be proven, that no fixpoint exce@i existsinsidethe set of separable states (at the
edge, others exist).

It is not guaranteed, that the state, after subtraction with this fagtanay not leave

the separable state space. Otherwise the recursive demixing method would not only be a
sufficient, but also a necessary separability criterion. Further examinations show, that for
most separable states, the separable state space is not left.

As shown, the task of finding the nearest pure product state to a given density operator
is the crucial step in the recursive demixing method. The following theorem tells how to
achieve this:

Theorem 47. Let|x) (Jy)) be a state of subsystem one (two) only:
max Tr{ppps} = H|13§X Amax (2 (P, |2)) (4.104)
Pps r

= H‘ISX )\max(ml (ﬁ? |y>)
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The two matricesn, m, are local operators defined according to

My = Prbea Jo Ya |k) (c| (4.105)

m? = pAak,cd To T |k> <d| .

Based on this theorem and a coupled eigenvalue equatian ahdm.,, the nearest pure
product state can be found by randomly choosing a starting value f@and iteratively
calculating the eigensystems of the matrigesandm,. Besides this, in combination

with theorem 44, all pure product states, that are subtractable from a given rank-reduced
statep, can be found using this theorem.

As an example of the recursive demixing method, figure 4.20 shows the convergence
against the completely mixed state for a randomly chésefi quantum statg, herewith
proofing its separability. For a complete convergence, around 500 iterations have been
necessary. The blue area marks the range, in which the so far known, best, sufficient
separability criteria work. As one can see, compared to the recursive demixing method,
the existing criteria only work, if the distance %d is very small. The solid vertical line
marks the iteration at = 236, at which it was possible, to decompgséto a convex

linear combination of the calculated pure product stages What is more, an algorithm

was found, to reduce the number of pure product states necessary for the decomposition
to only n2. For this example, the result of the recursive demixing method is an exact
decomposition of thé x 3 quantum statg in 152 = 225 pure product states.

o 1

015 |
01 1

005 |

100 200 300 400 500"

Figure 4.20: Example for proofing separability using the method of Recursive Demixing
for a randomly chooseh x 3 quantum system.

Further explicit examples include the decomposition of states belonging to e
state family and of rank reduced states lying at the edge of the overall state space.

The method of recursive demixing turns out to be a powerful tool in the examination
of separability properties of quantum networks, not being restricted 40 6 and also
applicable to systems with more than two subsystems.
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Anhang

A. Grenz-W ERNER-Zustand

Der Grenz-WERNER-Zustandjw () 1aBt sich durch die folgenderd reinen Produkt-

zustinde darstellen.

O O OO
O O OO
O O OO
[l = =]

0.200892
0.00394015 — 0.222864 %
0.00393723 + 0.222866 %

0.247318 4+ 3.27786 106 ¢

0.876095
0.161118 — 0.162867 ¢
0.161115 + 0.162853 ¢

0.0599043 — 1.86167 1054

0.333275
—0.28474 — 0.0158981 4
—0.284731 + 0.015901 4

0.244025 — 2.85974 1064

0.259399
A 0.249912 + 0.0486754 ¢
0.24992 — 0.0486718 ¢
0.249913 + 5.03676 1076 4

0.501461
0.00657081 + 0.321865 4%
0.0065706 — 0.321867 ¢
0.206678 — 1.68008 10~ 7 4

Ppss =

0.347014
—0.164157 + 0.238857
—0.16415 — 0.238861 i

0.242065 + 6.1261910 6 ¢

Pps: =

0.0422823
A 0.0605655 + 0.0569082 i
Pps ™ 0.0605648 — 0.0569063 %
0.163344 + 1.738510- 64

0.398547
—0.304017 + 0.0181171 ¢
—0.304053 — 0.0181109 ¢

0.232759 — 6.39086 106 4

Pps =

0.0605655 — 0.0569082 ¢

0.00394015 + 0.222864 %
0.247316
—0.247163 + 0.00873896 ¢
0.00484707 + 0.274367 ¢

0.161118 + 0.162867 ¢
0.0599075
—0.000644628 + 0.0599008 %
0.0110171 + 0.0111359 4

—0.28474 4 0.0158981 ¢
0.244032
0.242508 — 0.0271679 %
—0.208488 + 0.0116431 ¢

0.249912 — 0.0486754 ¢
0.249906
0.231647 — 0.0937885 %
0.240774 — 0.0468906 ¢

0.00657081 — 0.321865 ¢
0.206677
—0.206506 — 0.0084349 ¢
0.00270807 — 0.132657 ¢

—0.164157 — 0.238857 ¢
0.242065
—0.0867608 + 0.225982 4
—0.114506 — 0.166621 ¢

0.163348

0.0101626 — 0.163028 ¢

0.233978 — 0.219844 ¢

—0.304017 — 0.0181171 ¢
0.232731
0.231112 4 0.0276369 ¢
—0.177552 — 0.0105759 ¢

—0.247163 — 0.00873896 ¢

—0.284731 — 0.015901 ¢
0.242508 + 0.0271679 ¢

0.24992 4 0.0486718 ¢
0.231647 + 0.0937885 ¢

0.24078 4 0.0468968 4

0.0065706 + 0.321867 %
—0.206506 + 0.0084349 ¢

0.

—0.16415 4 0.238861 ¢
—0.0867608 — 0.225982 %

0.0605648 + 0.0569063 4
0.0101626 4 0.163028 ¢

—0.304053 + 0.0181109 ¢
0.231112 — 0.0276369 ¢

0.00393723 — 0.222866 ¢

0.24732
0.00485075 — 0.274369 ¢

0.161115 — 0.162853 ¢
—0.000644628 — 0.0599008 ¢
0.0599011
0.0110161 — 0.0111356 ¢

0.244018

—0.208482 — 0.0116403 ¢

0.249913

0.24992

0.20668
00270819 + 0.132658 4

0.242064

—0.11451 4 0.166618 ¢

0.163341

0.23397 + 0.219842 4

—0.1
0.232786

—0.177572 + 0.010582 ¢

0.247318 — 3.27786 106 ¢
0.00484707 — 0.274367 %
0.00485075 + 0.274369 ¢

0.304473

0.0599043 + 1.86167 1076 ¢
0.0110171 — 0.0111359 ¢
0.0110161 4 0.0111356 ¢

0.00409604

0.244025 + 2.85974 1064
—0.208488 — 0.0116431 i
—0.208482 + 0.0116403 ¢

0.178676

—5.0367610764

0.240774 + 0.0468906 ¢
0.24078 — 0.0468968 ¢
0.240774

0.206678 + 1.68008 10~ 7 ¢
0.00270807 + 0.132657 4
0.00270819 — 0.132658 ¢

0.0851829

0.242065 — 6.12619 1064
—0.114506 + 0.166621 i
—0.

11451 — 0.166618 ¢
0.168856

0.163344 — 1.738510=% ¢
0.233978 4 0.219844 ¢
0.23397 — 0.219842 i

0.631029

0.232759 + 6.39086 106 4

77552 + 0.0105759 ¢

—0.177572 — 0.010582 ¢

0.135936
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0.0169014 —0.0402952 + 0.01696477 —0.0402966 — 0.016968147 0.113104 + 6.88961 106 ;
~ [ —0.0402952 — 0.0169647 i 0.113097 0.0790408 + 0.08090164  —0.269648 — 0.113544
Ppsio= | —0.0402966 + 0.01696817  0.0790408 — 0.0809016 i 0.113111 —0.269671 + 0.113534 i
0.113104 — 6.88961 1064  —0.269648 4+ 0.1135444  —0.269671 — 0.113534 0.75689
0.609713 0.0530072 + 0.318598 i 0.05305 — 0.31866847  0.171128 + 0.0000163106
. 0.0530072 — 0.318598 i 0.171088 ~0.161904 — 0.055424947  0.014886 — 0.0894196 i
Ppsi1 = 0.05305 + 0.318668 i —0.161904 + 0.0554249 § 0.171168 0.014881 + 0.0894419 4
0.171128 — 0.00001631064  0.014886 + 0.08941964  0.014881 — 0.0894419 i 0.0480305
0.581669 0.232913 — 0.2259867  0.232795 + 0.2259587  0.181003 - 0.0000347131 i
. 0.232913 + 0.225986 i 0.181061 0.0054285 + 0.1809227  0.072464 + 0.0703358 i
Ppsi>=— 0.232795 — 0.225958i  0.0054285 — 0.180922 i 0.180945 0.0724542 — 0.0702993 i
0.181003 — 0.00003471314  0.072464 — 0.0703358 7  0.0724542 + 0.0702993 i 0.0563243
0.241848 0.0446702 + 0.24176847  0.0446829 — 0.241767  0.249932 + 0.0000142284 i
A 0.0446702 — 0.241768 0.249939 ~0.233426 — 0.089321947  0.0461776 — 0.249847 i
Ppsis = 0.0446829 + 0.241767  —0.233426 + 0.0893219 0.249926 0.0461622 + 0.249843 i
0.249932 — 0.0000142284 i  0.0461776 + 0.2498474  0.0461622 — 0.249843 i 0.258287
1.0 0 0
. [ 0o 0o 0 o0
Ppsia= ( 00 0 0
00 0 O
0.0595601 0.0980691 + 0.0370196 i  0.0980747 — 0.03701047  0.184489 + 0.0000187202 i
A 0.0980691 — 0.0370196 i 0.184486 0.138482 — 0.121898 i 0.303784 — 0.114639 i
Ppsis = 0.0980747 + 0.03701047  0.138482 + 0.121898 i 0.184493 0.303778 + 0.114672 ¢
0.184489 — 0.00001872027  0.303784 + 0.1146397  0.303778 — 0.114672 0.571461

Die dazugebiigen Wahrscheinlichkeiten sind:

p1 = 0.156286
Py = 0.143474
ps = 0.142376
py = 0.137938
ps = 0.10798

pe = 0.0996696
pr = 0.0768447
ps = 0.0661426
P = 0.0203871

pro = 0.0170692

pi1 = 0.0121009

pr2 = 0.011319

p13 = 0.00333336

pra = 0.00304878

pis = 0.00203151
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>

0.066581
—0.000508596 — 0.00352988 ¢
—0.00332922 — 0.00254266 ¢

—0.0122488 + 0.00496021 %
—0.00105007 + 0.00626897 4
—0.00582075 + 0.0010324 %
0.000201991 — 0.00571805 ¢
0.0035891 — 0.00722956 ¢
—0.00903376 + 0.00153966 ¢
—0.00534181 + 0.000807529 %
—0.00403227 + 0.00411661 4
0.00822107 + 0.00196755 %
—0.00292099 + 0.00834982 4
0.00232214 + 0.00400465 ¢
—0.0 0754864 — 0.00700114 ¢

—0.000508596 + 0.00352988 4
0.06315 03
—0.00194692 — 0.00563514 ¢
0.0153074 + 0.00649413 %
0.0085114 — 0.00122239 ¢
0.000767085 + 0.00662495 i
—0.00445422 — 0.00512694 ¢
0.00525705 + 0.00334236 ¢
—0.00583369 — 0.00163502 ¢
0.00943927 — 0.00118873 ¢
—0.00330133 + 0.00148433 %
—0.000420126 + 0.00115943 ¢
—0.000190792 — 0.000111118 ¢
0.00263766 + 0.0091023 ¢
—0.00142062 + 0.00469092 %

—0.00332922 + 0.00254266 %
—0.00194692 + 0.00563514 %
0.0639976
—0.00724585 + 0.01042754
—0.00570693 — 0.00247543 ¢
0.00495864 — 0.00234613 ¢
0.000933048 — 0.00479976 ¢
—0.0110932 — 0.00484774 ¢
0.00626472 — 0.00703033 ¢
0.00409826 — 0.00815352 ¢
—0.00637558 — 0.00515361 ¢
—0.00506809 + 0.00133937 %
—0.00160336 — 0.00627933 ¢
0.00797355 — 0.00657137 ¢
0.001477 14 — 0.00221911 ¢

—0.0122488 — 0.00496021 ¢
0.0153074 — 0.00649413 ¢
—0.0 0724585 — 0.0104275 ¢
0.0901839
0.00988596 — 0.00715025 ¢

—0.00187082 — 0.000933672 %

—0.00429488 — 0.00532668 ¢
0.00305929 — 0.00712035 ¢
0.00296271 — 0.00923833 ¢
0.000837526 4 0.0022214 ¢
—0.00250174 — 0.0117201 ¢
—0.00227203 + 0.00188535 %
0.032577 — 0.00264373 ¢
—0.0108769 — 0.0100109 ¢
0.0128419 + 0.00905596 ¢

0.0035891 + 0.00722956 ¢
0.00525705 — 0.00334236 ¢
—0.0110932 + 0.00484774 ¢
0.003059 29 + 0.00712035 %

—0.007065 03 — 0.00525626 ¢

—0.00 513848 — 0.00343452 ¢

—0.00 205719 — 0.000992418 ¢

0.0576954
—0.00196392 — 0.00143834 ¢
0.00381693 — 0.00769133 ¢
0.00464278 — 0.000465637 ¢
0.00396226 — 0.00375299 ¢
0.00879782 + 0.00437831 ¢
—0.000103226 + 0.00373975 ¢
0.00646206 + 0.00392073 ¢

0.00822107 — 0.00196755 ¢
—0.000420126 — 0.00115943 ¢
—0.00506809 — 0.00133937 ¢
—0.00227203 — 0.00188535 ¢

—0.0107216 — 0.00204324 ¢

0.0066292 — 0.004133 ¢
—0.000530401 + 0.00986889 4

0.003962 26 + 0.00375299 %
0.006912 92 4 0.00624027 ¢
0.000 0955634 + 0.00405204 ¢
0.00299 819 4 0.00461955 ¢

0.0669996

0.00420623 + 0.0113595¢
0.00394158 — 0.00309947 ¢
0.00266635 — 0.00691926 ¢

—0.00105007 — 0.00626897 ¢
0.0085114 + 0.00122239 %
—0.00570693 + 0.00247543 ¢
0.00988596 + 0.00715025 ¢
0.0673425
—0.00816816 — 0.00580676 ¢
—0.00144207 — 0.00548296 ¢
—0.00706503 + 0.00525626 ¢
0.000451224 + 0.00535624 1
—0.00266809 — 0.00178496 ¢
—0.00199622 + 0.0117527 %
—0.0107216 + 0.00204324 ¢
0.00111842 + 0.00474617 ¢
—0.00415894 + 0.00280885 ¢
0.0101273 4 0.00610256 ¢

—0.00903376 — 0.00153966 ¢
—0.00583369 + 0.00163502 %
0.00626472 + 0.00703033 ¢
0.00296271 + 0.00923833 ¢
0.000451224 — 0.00535624 ¢
0.005615 + 0.00788046 ¢
—0.000442088 + 0.00564421 ¢
—0.00196392 + 0.00143834 ¢
0.0666212
—0.00749979 — 0.000767152 ¢
0.000178265 — 0.00511646 2
0.00691292 — 0.00624027 ¢
0.0115637 — 0.000993832 ¢
0.00218221 — 0.00816395 ¢
0.00120518 + 0.00164331 ¢

—0.00292099 — 0.00834982 ¢

—0.000190792 + 0.000111118 ¢

—0.00160336 + 0.00627933 4
0.032577 + 0.00264373 ¢
0.00111842 — 0.00474617 ¢
—0.00109776 + 0.00532254 ¢
—0.00105664 + 0.00891093 4
0.00879782 — 0.00437831 ¢
0.0115637 4 0.000993832 ¢
—0.00846891 — 0.00706933 ¢
0.00883478 — 0.00662854 ¢
0.00420623 — 0.0113595 4
0.081356
—0.00919553 — 0.0013281 ¢
—0.00125445 — 0.00249556 ¢

—0.00582075 — 0.0010324 ¢
0.000767085 — 0.00662495 ¢
0.004958 64 4 0.00234613 ¢
—0.001 87082 + 0.000933672 %
—0.00 816816 + 0.00580676 ¢
0.057887
—0.00889946 + 0.00282986 7
—0.00513848 + 0.00343452 ¢
0.005615 — 0.00788046 ¢
0.00685665 — 0.00628186 ¢
—0.00331911 + 0.0109829 %
0.0066292 4+ 0.004133 ¢
—0.00109776 — 0.00532254 ¢
—0.000251772 — 0.00967085 ¢
0.000431364 4 0.00713411 ¢

—0.00534181 — 0.000807529 ¢
0.00943927 + 0.00118873 ¢
0.00409826 + 0.00815352 ¢
0.000837526 — 0.0022214 ¢

—0.00266809 + 0.00178496 %
0.00685665 + 0.00628186 ¢

—0.00355 389 + 0.00211327 ¢
0.00 381693 + 0.00769133 %

—0.0 0749979 + 0.000767152 %

0.0620367
0.00225912 — 0.00285059 ¢

0.0000955634 — 0.00405204 ¢

—0.00846891 + 0.00706933 %
0.00206785 — 0.00641147 ¢
0.00359539 + 0.00886028 ¢

0.00232214 — 0.00400465 ¢
0.00263766 — 0.0091023 ¢
0.00797355 + 0.00657137 ¢
—0.0108769 4 0.0100109 ¢
—0.00415894 — 0.00280885 ¢
—0.000251772 4 0.00967085 ¢
—0.00985115 + 0.00286559 4
—0.000103226 — 0.00373975 ¢
0.00218221 + 0.00816395 ¢
0.002067 85 + 0.00641147 %
0.00273496 — 0.00319443 ¢
0.00394 158 + 0.00309947 4
—0.0091 9553 4 0.0013281 ¢
0.0674076
0.00317814 + 0.00114529 ¢

0.000201991 + 0.00571805 %
—0.00445422 + 0.00512694 %
0.000933048 + 0.00479976 %
—0.00429488 + 0.00532668 %
—0.00144207 + 0.00548296 ¢
—0.00889946 — 0.00282986 ¢
0.063243
—0.00205719 + 0.000992418 ¢
—0.000442088 — 0.00564421 %
—0.00355389 — 0.00211327 ¢
—0.000566963 — 0.01118554¢
—0.000530401 — 0.00986889 %
—0.00105664 — 0.00891093 ¢
—0.00985115 — 0.00286559 ¢
—0.00275346 — 0.00641711 ¢

—0.00403227 — 0.00411661 ¢
—0.00330133 — 0.00148433 ¢
—0.00637558 + 0.00515361 ¢
—0.00250174 + 0.0117201 ¢
—0.00199622 — 0.0117527 ¢
—0.00331911 — 0.0109829 ¢
—0.000566963 4 0.0111855 %
0.00464278 + 0.000465637 %
0.000178265 + 0.00511646 %
0.00225912 + 0.00285059 ¢
0.064154
0.00299819 — 0.00461955 ¢
0.00883478 + 0.00662854 ¢
0.00273496 + 0.00319443 ¢
—0.00831332 — 0.00403614 ¢

—0.00754864 + 0.00700114 4
—0.00142062 — 0.00469092 ¢
0.00147714 + 0.00221911 ¢
0.0128419 — 0.00905596 ¢
0.0101273 — 0.00610256 ¢
0.000431364 — 0.00713411 ¢
—0.00275346 + 0.00641711 4
0.00646206 — 0.00392073 ¢
0.00120518 — 0.00164331 ¢
0.00359539 — 0.00886028 ¢
—0.00831332 + 0.00403614 ¢
0.00266635 + 0.00691926 ¢
—0.00125445 + 0.00249556 ¢
0.00317814 — 0.00114529 ¢
0.0613443
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