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Dies ist eineZusammenstellungeinigerh•au�g gebrauchter Symbole.F•ur
eine genauereErl •auterung sei auf die jeweiligen Abschnitte verwiesen,
in denendie Gr•o�en eingef•uhrt werden.
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�
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PhysikalischeEinheiten werdenohneSerifengesetzt:m, g

cm s. Vollst•andi-
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dt � = _� geschrieben. Bei partiellen
Ableitungen von skalaren Gr•o�en � nach der Raumrichtung x � schrei-
ben wir @

@x �
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@x �
v� = @� v� = v� ;� .
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Summary
Liquid crystals are very particular materials. Although being 
uids,
they reveal an anisotropy of physical properties, causedby a long-range
orientational order of the molecules.Someliquid crystalline phasesaddi-
tionally exhibit a certain degreeof positional order, thus a hugenumber
of phasetransitions can occur1.
Many liquid crystalline phasesare stable at room temperature and their
characteristic length scalesare in the wavelength range of visible light.
Theseproperties allow the construction of liquid crystal displays, where
the transmissionof light is controlled by applying an electric voltageand
thus in
uencing the orientational order via its coupling to the dielectric
anisotropy.
In the orientational order, singularities can occur. Linear singularities
(line defects),arecalleddisclinations in analogyof the namedislocations
for defectsin crystals. Disclinations in nematic liquid crystals are very
similar to vortices in super
uids and to cosmic strings in quantum-
theoretical vacuum �elds, but they are much more easily accessibleto
the experiment.
In this work we investigate the dynamic properties of disclinations: the
motion, creation and annihilation of entire line defects as well as the
friction force on the defect core. For this purpose we set up the hy-
drodynamic equations for a tensorial order parameter which allows us
to correctly represent the core of the disclinations. In addition to the
well-known Navier-Stokes-Equationof the liquid, we obtain an angular
momentum equation for the orientational degreeof freedom.

Theory of the Nematic Order Parameter (Chapter 1)

The orientational order of nematic liquid crystals is described by a sym-
metric and tracelesstensor of secondrank, the order parameter

�

. The
expansionof the free energy in terms of

�

up to fourth order yields a
bulk energyFbulk, which can be usedto study phasetransitions. At the
minimum of the bulk energy, the order parameter is degeneratedto the
projective plane and

�

can be written as
�

= 3
2 S(n 
 n � 1

3

�

). The
moleculesalign along an easyaxis n, the so-calleddirector. 3

2 S describes
the degreeof disalignment: S = 0 corresponds to the isotropic, 3

2 S = 1
to the ideal nematic phase,i.e., a parallel alignment of all molecules.

1To maintain the readabilit y of this small summary, we do not repeat the refe-
rences to literature, expressions and �gures, which can be found in chapter 1{ 6.
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Spatial variations of the order parameter are taken into account by
the elastic energy Felast. For the typical length scale of liquid crystal
displays, the elastic energy is very small compared to the bulk energy
and can be consideredas a perturbation.
This is not true anymore in the coreof disclination lines. The variations
of the order parameter take place on very short distances (� 10nm),
thus the elastic energy is no longer small and becomescomparable to
the bulk energy: the

�

tensor exhibits biaxial states, the alignment
along a secondaryaxis perpendicular to the main director n becomes
important.
To quantitativ ely register the biaxialit y, we intro duce a measure of
biaxialit y M biax, which is zero for prolate and oblate uniaxial order pa-
rameters and tends towards one in the limit of biaxial states.

Hydro dynamics of the Alignmen t Tensor (Chapter 2)

The hydrodynamic equations for the director n are known as Leslie-
Ericksentheory. In this work we study the corresponding equations for
the tensorial order parameter. We derive them in three steps: �rst the
entropy production rate is set up. Then we identify the conjugate forces
(the velocity gradients and the molecular �eld) and 
uxes (the stress
tensor and the corotational derivative of

�

).
Viscositiesare intro ducedascoe�cien ts in the expansionof the forcesin
terms of the 
uxes. The result is a Navier-Stokesequationand a dynamic
equation for the order parameter (angular momentum balance). The
elastic and viscous parts of the order parameter �eld couple to the
velocities via the stress tensor. The angular momentum equation, on
the other hand, contains the gradients of the velocity as well.

Scaling and Numeric Asp ects (Chapter 3)

To work out the basicproperties of the set of equationspreviously deri-
ved, we combine the conventional scalingof the Navier-Stokesequation
(yielding a Reynolds number) with the scaling of the free energyaccor-
ding to Hornreich .
The scaling of the free energy density is based on the characteristic
length b (e.g. the dimensionof a display pixel). We expressb in terms of
the coherencelength � R , i.e., the intrinsic length scale,where the liquid
crystalline order decays. Thus we obtain
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f ges = f bulk +
� 2

R

b2 f elast :

The ratio betweenthe volume and the elastic energy, which dependson
the length scaleb, is now clearly visible and will be investigated in the
vicinit y of thin �lms (Chapter 5).
The properties of the hydrodynamic equations can be reduced to four
characteristic numbers. Theseare:

� the Reynolds number Re (the ratio between the kinetic and vis-
cous
o w energy),

� the ratio St2 betweenthe viscousrotational energyand the elastic
energy, both of them being related to the liquid crystalline order,

� a mixed ratio St1 betweenthe viscous
o w energyand the elastic
energy of the liquid crystalline order, and

� the kinetic coe�cien t � 3.

The rescaledset of equationsis solved numerically by �nite element and
�nite di�erence methods. As boundary conditions for the

�

tensor we
employ the uniaxial bulk value, which is calculated from a con�guration
of minimum bulk energy at a given temperature.

The Multidomain Cell (Chapter 4)
The multidomain cell provides a simple solution for one of the major
problems of liquid crystalline displays (LCD): the contrast of conven-
tional LCDs basedon the twisted nematic (TN) cell strongly depends
on the viewing angle. In this TN cell the moleculesat the two con�ning
cover glassesare anchored parallel to the surfaceand enclosean angle
of 90 degrees.Therefore, the director forms a helix structure.
By slightly tilting the moleculesat the surface,the twisting senseof the
helix can explicitly be chosento be left or right handed. In a multido-
main cell (we use the version of Schadt et al.) left and right handed
helicesalternate likeon a checkerboard pattern. Sincehelicesof opposite
twisting sensedo not match, line defectsappear.
Static investigations allow the derivation of a con�guration phasedia-
gram asfunction of the tilt angle#p of the director at the surface(mea-
sured from the surfacenormal) and the applied voltage U0. For small
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valuesof #p a defect-freecon�guration occurs since two helicesreverse
their twisting sensedue to a processdenoted splay canceling.
Due to the complex geometryof the MD cell, we reduceour set of equa-
tions to a pure rotational dynamics by discarding the velocity �eld. We
simulate two di�eren t switching processesof the MD cell. One of them
mimics the application of the MD cell in displays, where disclinations
are always present. The other switching processcan be used to study
the creation and annihilation of disclinations.
We calculate the transmissionof light by a 2� 2 Jonesmatrix formalism.
To achieve more detailed information on the disclination lines, a small
Burgers circuit is performedon each plane formed by four grid points. If
a closurede�ciency remains, the plane is marked in its center by a small
sphere.By carrying out this procedure for each time step, we produce
a movie of the disclination line motion in space.
For the switching processin display applications we �nd that the swit-
ching time is somewhat faster close to the disclination lines. At some
distance from the line defects, there is no di�erence in switching time
comparedto a conventional TN cell. The processof switching on is the
reverseprocessof switching o�.
For investigating the creation and annihilation of disclinations we start
with a defect-freecon�guration. During the switching process,two of
the four domains reverse their twisting sense.This is possible by the
nucleation of ring disclinations. First the liquid crystal reacts to the
applied electric voltage by aligning the directors parallel to the �eld.
Ring disclinations open up where boundary conditions of opposite di-
rection meet. When they are large enoughto meet, they recombine and
two disclination lines remain closeto the surfaces,which distinguish the
helicesof left and right handed twisting sense.
When the voltage is turned o� again, the order parameter �eld rela-
xes according to the elastic torques. The disclinations move from the
surfacesto the center of the cell. There, again, a recombination takes
place. In the following, two of the domains turn their twisting sense,
thus yielding a homogeneouscon�guration.

Prop erties of Thin Films (Chapter 5)
To achieve insight into the biaxial degreeof freedom, we investigate
the static con�gurations in thin �lms. The liquid crystal is con�ned by
two parallel surfacesat z = 0 and z = d. The order parameter at the
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surfacesis chosenuniaxial:
�

= 3
2 S(n 
 n � 1

3

�

). On the upper surface
n is �xed along the y axis and on the lower surfacealong the x axis.
The �nite element method is used to minimize the sum of the reduced
bulk and elastic free energy in the volume between the surfaces.The
distance d is given in terms of the coherencelength � R � 14nm. In
the limit of large distancesd � � R , a director helix results, with all

�

tensorsuniaxial. This helix can be comparedto the director helix in the
MD cell (seeabove).
In the following, the system is shrunk: the order parameter remains
�xed on the surfaceswhile we systematically reducethe distanced (b =
d in rescaled free energy). With progressive shrink, the distortion of
the helix has to occur on a shorter and shorter length, and the elastic
energy is raising. In the rescaledfree energy this behavior is expressed
by the factor � 2

R =d2 (seeabove). When d � � R both energiesbecomes
comparable. If all elastic constants would be equal to one, the energies
would be of samevalue for b = � R . We �nd, that the separation of the
surfaces,where elastic and volume energy are equal, depends linearly
on the twist elastic constant: dkrit / k22.
At a distance d � 2:5 � R the elastic energy is already large enough
to induce biaxialit y, but the helix structure is still present. Between
d = 1:5 � R and d = 2:0 � R a fundamental change of the con�guration
takesplace.
The rotation of the main axis of the tensorial order parameter is comple-
tely removedand replacedby an eigenvalue transition: from onesurface,
the biaxialit y grows until its maximum is reached at z = d=4. Then it
reducesagain to the oblate uniaxial state at z = d=2. The sametransi-
tion takesplace betweenz = d=2 and z = d. This change is due to the
fact, that the bulk energy is identical to elastic energyat the transition
distance dkrit . The con�guration is governed by the elastic energy for
d > dkrit and by the bulk energy for d < dkrit .

Friction Force on a Disclination Core (Chapter 6)
We �nally apply the hydrodynamic equations of the tensorial order
parameter to the core of a disclination line. We restrict our simulation
to defect lines of strength s = � 1

2 .
To obtain the static order parameter �eld of the disclination lines, we
employ the analytical expressionfor its uniaxial version to the bounda-
ries in the x-z plane. Periodic boundariesare usedalong the disclination
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line, which is parallel to the z axis. The �nite element method is used
to minimize the free energyin the bulk. The result is an oblate uniaxial
center of the core, surrounded by a ring of maximum biaxialit y. The
�eld outside the core remains prolate uniaxial.
The boundary conditions are then changedfor the dynamic simulations.
The boundary values in the x-z plane are extrapolated from the bulk,
thus providing open boundary conditions. At z = 0 and z = b (called
plates in the following) we �x the rescaledvelocity to v 0 = (0; 1; 0)T .
During the temporal development of the hydrodynamic equations the
velocity of the plates is transfered to the bulk. We investigatethe center
of the cell (z = b=2), where the in
uence of the boundaries is vanishing
and the undisturbed velocity �eld is adjusting.
For this central layer we plot the streamlines and the divergenceof
the stress tensor. Via Gauss's theorem we calculate the friction force
per unit length of the disclination line. The result is a negative friction
force, which points into the opposite direction of the velocity �eld. The
friction force of the positive defect is by a factor 3=2 larger than that
that of the negative defect.



Einleitung
Kein anderes Gebiet in der Physik der kondensierten Materie weist
eine derart gro�e Vielfalt von Phasen•uberg•angen auf, wie jenes der
Fl •ussigkristalle. Woher kommt dieseVielfalt? Wie bereits der zusam-
mengesetzteName andeutet, vereint dieseSto�klasse das Flie�v erhal-
ten von Fl •ussigkeiten mit Eigenschaften, die sonst nur Kristalle aufwei-
sen.W•ahrend sich die Schwerpunkte der Fl •ussigkristallmolek•ule frei ge-
geneinanderbewegend•urfen, k•onnen sich ihre Achsenausrichten. Pha-
sen•uberg•ange �nden also nicht nur zwischen unterschiedlichen Positi-
onsordnungen statt (z.B. fest $ 
 •ussig), sondernauch zwischen unter-
schiedlichen Orientierungsordnungen der Molek•ule (z.B. 
 •ussig-isotrop
$ 
 •ussig-nematisch).
Auf diesenOrientierungsordnungenberuht letzten Endesauch der Sie-
geszugder Fl •ussigkristalle im Bereich der Bildschirmtechnologie: Vie-
le der charakteristischen L•angenskalen liegen im Wellenl•angenbereich
dessichtbaren Lichtes. Dar•uber hinaus weiseneineVielzahl von Sto�en

 •ussigkristalline Phasenbei Zimmertemperatur auf. So kann durch das
Anlegen eineselektrischen Feldesdie Orientierungsordnung und in Fol-
ge dessendie Wechselwirkung mit sichtbarem Licht beein
usst werden.
Damit ist esm•oglich, einen hinsichtlich desEnergieverbrauchs und des
PlatzbedarfssparsamenBildschirm zu bauen.
Fl •ussigkristalle sind auch noch von einemanderenStandpunkt aussehr
interessant. Ihre topologischen Eigenschaften sind vergleichbar mit de-
nen von supra
uidem Helium [1, 2], Supraleitern [3, 4], aber auch des
quantenfeldtheoretischen Vakuums [5, 6, 7, 8].
•Ahnlich den Versetzungenin kristallinen Festk•orpern k•onnen im Orien-
tierungsordnungsfeldSingularit •aten auftreten, sogenannte Defekte2. Sie
entstehen z.B. beim Abk •uhlen aus der ungeordnetenisotropen Phase,
wenn sich an verschiedenenOrten spontan eine h•ohere Ordnung ein-
stellt. Tre�en zwei Gebiete unterschiedlicher Ausrichtung aufeinander,
so kommt esan der Grenz
 •ache zur Ausbildung von Defekten, falls die
lokalen Ordnungen nicht kompatibel zueinandersind.
Im Rahmen der topologischen Theorie der Defekte [9, 10, 11] wurde
eine einheitliche Klassi�k ation der Defekte aufgrund von Symmetrie-
und Topologie-Eigenschaften vorgenommenund damit die Verbindung
zu Wirb eln in Supraleitern und supra
uidem Helium sowie den kosmi-

2Linienf •ormige Defekte werden in Anlehn ung an Dislokationen auch als Diskli-
nationen bezeichnet
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schen Strings hergestellt. W•ahrend dieseSystemenur unter extremen
experimentellen Bedingungen (tiefe Temperaturen bzw. hohe Magnet-
felder), oder | wie im Fall der kosmischen Strings | •uberhaupt nicht
zug•anglich sind, k•onnen in Fl •ussigkristallen s•amtliche Ph•anomenena-
hezu bei Raumtemperatur beobachtet werden.
Von besonderemInteresseist hierbei, wie die Nukleation von Defekten
die Dynamik desPhasen•ubergangesbestimmt. W•ahrend sich das Inter-
essein den vergangenenJahren haupts•achlich auf das Skalenverhalten
[12] und den Ein
uss von Fluktuationen [13] richtete, wird in letzter
Zeit vermehrt die Hydroynamik von Phasen•uberg•angen studiert. Da-
bei kommen insbesondereComputersimulationen zum Einsatz, die es
erm•oglichen, den vollen Satz von hydrodynamischen Gleichungen zu
l•osenund die Kopplung der 
 •ussigkristallinen Orientierungsordnung an
das Geschwindigkeitsfeld in der nematischen Phase[14, 15, 16, 17] so-
gar w•ahrenddesPhasen•ubergangs[18, 19] zu untersuchen.Die Orientie-
rungsordnung wirkt dabei auf die Flie�geschwindigkeiten •uber elastische
und viskose Terme im Spannungstensor der Navier-Stokes-Gleichung.
Umgekehrt �nden sich Gradienten des Geschwindigkeitsfeldes in der
Drehimpulsbilanz, der dynamischen Gleichung f•ur die Orientierungs-
ordnung.

Ziel der vorliegenden Arb eit
Um die Rolle von Defekten beim Phasen•ubergangbesserzu verstehen,
besch•aftigen wir uns in dieserArb eit mit den dynamischen Eigenschaf-
ten von Defektlinien.
Mit der Multidom •anenzelle,die urspr•unglich zur Verbesserungder Qua-
lit •at von Bildschirmen entwickelt wurde, haben wir einenexperimentel-
len Aufbau vorliegen, in dem Defekte mittels der von au�en angelegten
elektrischen Spannung kontrolliert werden k•onnen. Die dabei auftre-
tende Dynamik zeigt die Bewegung, Entstehung und Vernichtung von
Disklinationen.
Um die Wechselwirkung der Defektlinien mit dem Geschwindigkeitsfeld
zu untersuchen, reicht die klassische, auf einem uniaxialen Ordnungs-
parameter basierendeLeslie-Ericksen-Theorie (siehe z.B. [20]), in wel-
cher Defektkernedurch Singularit •aten repr•asentiert werden,nicht mehr
aus. Erst ein Ordnungsparameter,welcher auch biaxiale oder isotrope
Phasen zul•asst, kann das Verhalten qualitativ und quantitativ richtig
beschreiben. Aus diesemGrund leiten wir f•ur einen solchen Ordnungs-
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parametereineHydrodynamik ab und verwendendiese,um denEin
uss
von Str•omungen auf den Defektkern zu studieren.

Aufbau
Die vorliegendeArb eit kann in zwei Bereiche aufgeteilt werden:
Im ersten Teil stellen wir die Grundlagen der Theorie der Fl •ussigkris-
talle dar. In Kapitel 1 werdender nematische Ordnungsparameterein-
gef•uhrt und die zugeh•origen Volumen- und Verzerrungsenergienaufge-
stellt. Es folgen die Grundlagen zur Theorie der Defekte und zur Nema-
todynamik. In Kapitel 2 werden wir die hydrodynamischen Gleichun-
gen f•ur den tensoriellen Ordnungsparameter(Tensordynamik) ableiten
und mit der Nematodynamik f•ur denDirektor vergleichen.In Kapitel 3
gehenwir auf die numerischen Aspekte bei der L•osungdieserGleichun-
gen ein. Insbesondererichten wir unser Augenmerk auf die korrekte
Skalierung der Gleichungen.
Im zweiten Teil schlagen wir einen Bogen von der Beschreibung der
Dynamik von Defekten im Direktorbild hin zur Darstellung im Aus-
richtungstensor.Dazu betrachten wir zun•achst in Kapitel 4 die Multi-
dom•anenzelle,in der die Entstehung, Rekombination und Vernichtung
von Disklinationen beobachtet werdenk•onnen.Davon abgesehenunter-
suchen wir auch die Eigenschaften dieserZelle hinsichtlich ihres Einsat-
zesin einem Bildschirm.
Anschlie�end vollziehen wir in Kapitel 5 den •Ubergangzum Ausrich-
tungstensor: In d•unnen Ober
 •achen-verankerten Filmen werdenAbwei-
chungenvon der uniaxialen Symmetrie aufgrund starker elastischer Ver-
zerrungenhervorgerufen. In Kapitel 6 schlie�lic h besch•aftigen wir uns
mit der Hydrodynamik des tensoriellen Ordnungsparameters.Wir un-
tersuchen die statische Struktur von Disklinationskernen, die wir dann
einer homogenenStr•omung aussetzen.Auf dieseWeisesind wir in der
Lage, ihre hydrodynamische Reibungskraft zu berechnen.
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Kapitel 1

Anisotrop e Fluide
In diesemKapitel sollen die f•ur das Verst•andnis der Theorie und der
Simulationen erforderlichen Eigenschaften von Fl •ussigkristallen knapp
beschrieben werden.
Die besonderenEigenschaften der 
 •ussigkristallinen (oder auch me-
sogenen)Phasen folgen aus der Existenz einer Orientierungsordnung:
Fl •ussigkristalle bestehenaus organischen Molek•ulen, die wie bei einer
Fl •ussigkeit frei beweglich sind. Soweisennematische Phasenkeineweit-
reichende Positionsordnung auf. Aufgrund ihrer Molek•ulkon�guration
zeigensiejedoch unter bestimmten BedingungeneineweitreichendeOri-
entierungsordnung, die in einer Anisotropie physikalischer Eigenschaf-
ten resultiert. Diesewurde erstmals im Jahre 1888von Friedrich Rei-
nitzer [21] beschrieben.

Abbildung 1.1:Aufnahme einesFl •ussigkristallsunter demPolarisations-
mikroskop [22]. Die charakteristischen L•angen der Orientierungsord-
nung liegenim Wellenl•angenbereich dessichtbaren Lichts (in der obigen
Aufnahme wurde der Fl •ussigkristall mit wei�em Licht bestrahlt). Die
Helligkeitskontraste kommenduch die relative Orientierung der lokalen
optischen Achsen zu den gekreuzten Polarisatoren Zustande. An den
Stellen, wo vier schwarzeLinien zusammenlaufen,be�nden sich Punkt-
defekte.
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Man unterscheidet heute eine Vielzahl von verschiedenen
 •ussigkristal-
linen Phasen (cholesterische, nematische, smektische, etc.) die f•ur un-
terschiedliche Molek•ult ypen (st•abchen-, diskus-, bananenf•ormige, etc.)
entweder aufgrund der eingestelltenTemperatur (thermotrop e Phasen)
oder aufgrund einesbestimmten Mischungsverh•altnisses(lyotrope Pha-
sen)auftreten. Bei bestimmten Phasen,wie z.B. den smektischen, kann
die freie Positionsordnung auch auf zweidimensionaleSchichten einge-
schr•ankt sein. Dar•uber hinaus zeigenauch biologische Objekte Eigen-
schaften 
 •ussigkristalliner Phasen[23].
Weil Fl •ussigkristalle zentraler Bestandteil vieler Flachbildschirme sind,
ist die Literatur zu diesemThemenkomplex besondersumfangreich. Als
Einf •uhrung sind die Lehrb•ucher von de Gennes [24] und Chandra-
sekhar [25] sowie der •Ubersichtsartik el von Stephen und Straley
[26] geeignet.Dort wird insbesonderedie Physik der verschiedenenPha-
sengeschildert. Da wir in dieserArb eit nur die nematischePhasebehan-
deln, erlauben wir uns, zu allen weitergehendenFragenauf die Literatur
zu verweisen.

1.1 Der nematisc he Ordn ungsparameter

In der nematischen Phasesind die Schwerpunkte der Molek•ule frei be-
weglich; sie zeigenjedoch im Mittel eineAusrichtung entlang einer aus-
gezeichnetenRichtung � . Obwohl die einzelnenMolek•ule durchauspolar
sein k•onnen, hat man bisher kein Material mit makroskopischer Pola-
risation gefunden. Die Polarit •at mittelt sich also auf mesoskopischer
Skala heraus: die beiden Richtungen � und � � sind gleichwertig, und
lokal besitzt die nematische Phaseeine Inversionssymmetrie.Die Ori-
entierungsordnung der Molek•ule f•uhrt zu einem anisotropen Dielektri-
zit •atstensor, der die Polarisationsrichtung von Licht beim Durchgang
durch den Fl •ussigkristall •andern kann. Auf diese Weise entstehen die
f•ur Fl •ussigkristalle typischen Texturen (vgl. Abbildung 1.1).
Um f•ur die nematischePhaseeinenOrdnungsparameterzu konstruieren,
ben•otigen wir mindestenseinen Quadrupoltensor: ein skalarer Parame-
ter kann keine Orientierungsordnung wiedergeben, ein Vektor besitzt
keine Inversionssymmetrie.Daher resultiert in niedrigster Ordnung ein
tensorieller Ordnungsparameter,den wir in dieser Arb eit auch mit

�

-
Tensoroder Ausrichtungstensor bezeichnen.
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Tabelle 1.1: •Ubersicht •uber die in dieser Arb eit auftretenden Ordnungsparameter.Der allgemeineOrd-
nungsparameter

�

ist ein spurlos-symmetrischer Tensor,der zugeh•orige Ordnungsparameterraum(OP)
ist der

�5. Von ihm ausergibt sich durch Einschr•ankungauf die Projektiv eEbenedie uniaxial-nematische
Phase.Mittels der Theorie der Homotopiegruppen k•onnenausdem OP die m•oglichen Defekte abgeleitet
werden.

isotrope Phase uniaxial-nematische Phase biaxial-nematische Phase

Symmetrie SO(3) D1 D2

OP 0y Projektiv e Ebene

� 2 = SO(3)=D1 = S2=
�

2

�5 n f 0g

Q�� 0 3
2 S(n� n� � 1

3 � �� ) 3
2 S(n� n� � 1

3 � �� )
+ 3

2 P(m� m� � 1
3 � �� )

Eigenwerte von Q�� � 1;2;3 = 0 � 1 = � 2 6= � 3 � 1 6= � 2 6= � 3

Homotopie-Gruppen { � 1(P2) =

�

2

� 2(P2) =

�

� 1(

�5 nf 0g) = 0
� 2(

�5 nf 0g) = 0

yEigentlich

�5; da wir den isotropen Anteil stets abziehen,bleibt jedoch nur

�

= 0 •ubrig.



8 Anisotrope Fluide

Da wir an der Ordnung relativ zu einem isotropen Referenzzustand
interessiert sind, w•ahlen wir

�

dar•uber hinaus spurlos. In Tabelle 1.1
sind die lokalen Symmetrien, der

�

-Tensorund seineEigenwerte f•ur die
verschiedenenPhasenaufgef•uhrt.
In der isotropen Phaseverschwindet der

�

-Tensor. Beim Phasen•uber-
gang zur uniaxial nematischen Phasewird die isotrope Symmetrie ge-
brochen. In der uniaxialen Phasebilden die Orientierungen f � ; � � g der
Molek•ule mit der ausgezeichneten Richtung n einen Winkel  . Mittelt
man die Orientierungen •uber ein kleinesTestvolumen, so ergibt sich

S = hP2 i = hcos2  �
1
3

i : (1.1)

S ist ein Ma� f•ur die St•arke der Ausrichtung. 3
2 S = 1 bedeutet, dass

alle Molek•ule in die gleiche Richtung zeigen1, S = 0 wiederum steht
f•ur die isotrope Phase(

�

= 0). Die Vorzugsrichtung n wird als Direk-
tor bezeichnet, wobei f n; � ng identi�ziert werden.Der Direktor ist auf
Eins normiert. Der reduzierte Ordnungsparameterraum(ROP) ist da-
mit die projektiv e Ebene:Die Spitze des Direktors kann sich auf einer
Einheitskugel mit identi�zierten Antip oden bewegen.Mittels der Theo-
rie der Homotopiegruppen kann nun auf die in dieserPhasem•oglichen
Defekte (Singularit •aten desOrdnungsparameterfeldes)geschlossenwer-
den; in der uniaxialen Phasekann esPunkt- und Liniendefekte geben.
Wir gehenAbschnitt 1.3 genauerauf diesesThema ein.
In der biaxialen Phasegibt eszwei ausgezeichneteRichtungen n und m,
welche senkrecht aufeinanderstehen:f n; � ng, f m ; � mg, f n � m; � m �
ng. Die Molek•ule sind mit dem Ordnungsgrad S bzw. P (siehe Glei-
chung (1.1)) um dieseRichtungen verteilt, Punkt- und Liniensingula-
rit •aten gibt esnun nicht mehr.
de Gennes [20] hat vorgeschlagen, den anisotropen tensoriellen Ord-
nungsparameter mit der Anisotropie einer makroskopischen Gr•o�e zu
korrelieren. Beispielsweisekann man den magnetischenSuszeptibilit•ats-
tensor � �� verwenden, der den Zusammenhangzwischen dem magne-
tischen Moment M und dem Magnetfeld H beschreibt: M � = � �� H � .
F•ur statische Magnetfelder ist � �� symmetrisch: � �� = � � � . In der
uniaxialen Phaselautet � �� im Hauptachsensystem

1 •Ublic herweise wird in der Literatur S 2 [0::1] gew•ahlt; aus Konsistenzgr •unden
haben wir jedoch den Faktor 3

2 aus S herausgenommen (siehe Tabelle 1.1). Damit
muss der Wertebereich entsprechend angepasst werden.
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� �� =

0

@
� ? 0 0
0 � ? 0
0 0 � k

1

A ; (1.2)

wobei � ? und � k die Suszeptibilit•aten senkrecht und parallel zur Vor-
zugsrichtung sind. Der Ordnungsparameterist dann

Q�� /
�

� �� �
1
3

� �� � 
 


�
: (1.3)

Anstelle der Suszeptibilit•at kann auch jede andere anisotrope Gr•o�e
verwendet werden, z.B. der Tensorder Dielektrizit •at.

Ein Ma� f •ur die Biaxialit •at
Als Ma� f•ur die Biaxialit •at wird folgenderAusdruck verwendet [27, 28]

M biax = 1 � 6
(sp

� 3)2

(sp
�

2)3 : (1.4)

Zu dieser Form gelangt man, wenn man den Ordnungsparameter
�

in
der Form ([29], sieheauch Tabelle 1.1)

Q�� =
3
2

S (n� n� �
1
3

� �� ) +
3
2

P (m� m� �
1
3

� �� ) (1.5)

ansetzt.n, m und n� m sind die zueinanderorthogonalenEigenvektoren
zu denEigenwerten � 1 = 2

3 S� 1
3 P, � 2 = � 1

3 S+ 2
3 P und � 3 = � 1

3 S� 1
3 P.

Im allgemeinstenFall erh•alt man f•unf unabh•angige Komponenten f•ur
�

. Dieselassensich durch die drei Eulerwinkel (Orientierung desHaupt-
achsensystemsvon

�

im Raum) und die zwei skalaren Parameter S und
P (Ordnungsgradf•ur uniaxiale bzw. biaxiale Orientierungsordnung) pa-
rametrisieren. In der uniaxialen Phasesind zwei Eulerwinkel sowie ein
skalarer Ordnungsparameterausreichend.
In der isotropen Phaseverschwindet der

�

-Tensor identisch (S = P =
0), in der nematischenPhaseist er uniaxial, wennentwederS = 0; P 6= 0
oder S 6= 0; P = 0 oder aber P = S 6= 0. Zusammenfassendlassensich
diesedrei Bedingungenzur Uniaxialit •at schreiben als

6(sp
� 3)2 = (sp

� 2)3 (1.6)
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Das Biaxialit •atsma� ist sokonstruiert, dassesim uniaxialen Fall gerade
Null wird, und mit steigenderBiaxialit •at gegenEins geht.
Zur Veranschaulichung setzenwir einen spurlos symmetrischen Tensor
A an und berechnen hierf•ur das Biaxialit •atsma� M biax:

�

=

0

@
� 0 0
0 � 0
0 0 � � � �

1

A � ! M
�

biax = 1 � 6
(� 3� 2� � 3�� 2)2

(2� 2 + 2�� + 2� 2)3 :

Falls � = � wird M
�

biax = 0. Mit zunehmenderBiaxialit •at (� � � oder
� � � ) strebt M

�

biax gegen1. In Abbildung 1.2 wird dieserSachverhalt
noch einmal graphisch dargestellt.

MA
biax -1/3

0

1/3

2/3

l
-1/3

0
1/3m

0

1

Abbildung 1.2: Veranschaulichung desBiaxialit •atsma�es.

Schlie�lic h sei noch darauf hingewiesen,dass es zwei m•ogliche Reali-
sierungeneinesuniaxialen Tensorsgibt, die mittels sp

� 3 unterschieden
werden k•onnen:

� 1 > � 2 = � 3 =) sp
� 3 > 0;

�

ist prolat ; (1.7)

� 1 < � 2 = � 3 =) sp
� 3 < 0;

�

ist oblat : (1.8)
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Landau-Theorie und Volumenenergie

Nachdem wir den Ausrichtungstensor als geeignetenOrdnungsparame-
ter f•ur dennematischenFl •ussigkristall kennengelernt haben, k•onnenwir
eine energetische Beschreibung desPhasen•ubergangsmit ihm angehen.

Nach Land au und Lifshitz [30] ist die freie Energie eine analytische
Funktion desOrdnungsparametersund der Temperatur2. Falls der Ord-
nungsparameterhinreichend klein ist, k•onnenwir die freie Energienach
Potenzen der Invarianten von

�

bis zur vierten Ordnung entwickeln.
Unter Ber•ucksichtigung der freien Energie F0 der isotropen Phase er-
halten wir sodie Landau-Energieeinesnematischen Fl •ussigkristalls, die
in dieserArb eit auch als VolumenenergieFbulk bezeichnet wird.

Fbulk = F0 +
1
V

Z
d3r

ha
2

Q�� Q� �

�
b
3

Q�� Q� 
 Q
 � +
c
4

(Q�� Q� � )2
�

(1.9)

b und c k•onnen im Wesentlichen als temperaturunabh•angig angesehen
werden. Nahe desPhasen•ubergangsbei der Temperatur T = T � mu� a
verschwinden, weshalbwir eine lineare Temperaturabh•angigkeit anneh-
men: a = a (T � T � ).

Eine Minimierung der Entwicklung (1.9) f•uhrt stets auf den uniaxialen
Ordnungsparameter.Um auch biaxiale Kon�gurationen zu beschreiben,
m•ussenTerme bis mindestens zur sechsten Ordnung hinzugenommen
werden [24, 25]. Aber auch elastische Anteile der Energie k•onnen zu
biaxialen Kon�gurationen f•uhren, wie wir im n•achsten Abschnitt sehen
werden.

Setzt man den uniaxialen OrdnungsparameterQ�� = 3
2 S(n� n� � 1

3 � �� )
in die Landau-Energie ein, so erh•alt man Fbulk = Fbulk(S;T). Da wir
uns in Abschnitt 3.5 sehr detailliert mit den Eigenschaften von Fbulk

besch•aftigen, sei hier nur das qualitativ e Verhalten geschildert.

2Alle weiteren Abh •angigkeiten werden in dieser Arb eit nicht betrachtet und des-
halb bereits an dieser Stelle vernachl •assigt.



12 Anisotrope Fluide

T=T*

F(S,T)

S

T=T
+

T=Tc

T>>Tc

Abbildung 1.3: Landau-Energie f•ur verschiedeneTemperaturen.

In Abbildung 1.3 ist die Landau-Energie Fbulk(S;T) f•ur verschiedene
Temperaturen •uber dem skalaren Ordnungsparameter S aufgetragen.
Von T � bis Tc ist die isotrope Phasemetastabil, von T = Tc bis T = T +

die 
 •ussigkristalline. Es handelt sich also um einen Phasen•ubergang
erster Ordnung. Experimente zeigen jedoch, dass er nur schwach von
erster Ordnung ist, was sich in der Kleinheit des Terms dritter Ord-
nung •au�ert. Wie wir im vorangegangenenAbschnitt gesehenhaben,
entspricht ein prolates uniaxiales

�

dem Minim um von sp
� 3. Hieraus

folgt, dassder Vorfaktor b positiv sein muss(c musspositiv sein, damit
stets ein globalesMinim um existiert).
Im folgenden Abschnitt werden wir einen weiteren Anteil der freien
Energie untersuchen: die Gradientenenergie,die r•aumliche Verzerrun-
gen des Ordnungsparameterfeldesber•ucksichtigt. Werden diesegr•o�er
als 1

3 bsp
� 3, treten biaxiale Zust•ande auf. Der Term dritter Ordnung

kann dann in der Volumenenergievernachl•assigt werden. Im Minim um
von Fbulk gilt sp

� 2 = const:, der reduzierte Ordnungsparameterraum
ist die Vier-Sph•are S4, welche biaxiale Ordnung mit variablen Achsen
zul•asst.Erreicht die Gradientenenergiedie Gr•o�enordnung von sp

� 2, so
muss der

�

-Tensor aus dem allgemeinenOrdnungsparameterraum �

5

gew•ahlt werden. Wie wir in Kapitel 5.2 sehenwerden, ist dies in der
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vorliegendenArb eit meistensder Fall.

1.2 R•aumlic he Variationen
des Ordn ungsparameters

Im vorangegangenenKapitel habenwir angenommen,dasssich der Aus-
richtungstensor r•aumlich nicht ver•andert. Diese Annahme tri�t nicht
mehr zu, falls das Volumen beschr•ankt ist oder Defekte im Volumen
auftreten. M•oglicheVerzerrungendes

�

-Tensorfeldesm•ussendann in ei-
ner Gradienten-, d.h. elastischenEnergieber•ucksichtigt werden:Felast =
Felast(

�

(r ); r
�

(r )).
Wir stellen dieseEnergiebeitr •agemit der Invariantentheorie [31, 32, 33]
auf. Die Invarianten niedrigster Ordnung sind Polynome in Q�� und
Q�� ;
 . JedesPolynom in diesenInvarianten ist wieder eine Invariante.
Bis zur zweiten Ordnung erhalten wir auf diese Weise die elastische
Energie

Felast =
Z

d3r
hc1

2
Q�� ;
 Q�� ;
 +

c2

2
Q�� ;� Q�
 ;


+
c3

2
Q�� ;
 Q�
 ;� +

c6

2
Q�� Q
 � ;� Q
 � ;�

i
; (1.10)

Fchiral =
Z

d3r
h
�

c4

2
� �� 
 Q�� Q
 � ;�

i
: (1.11)

Fchiral tritt hinzu, falls es sich um einen cholesterischen Fl •ussigkristall
handelt3. Setzt man den uniaxialen

�

-Tensor(Tabelle 1.1)

Q�� =
3
2

S(n� n� �
1
3

� �� ) (1.12)

in die elastische Energie(1.10) ein, soerh•alt man die elastische Energie-
dichte im Direktorbild. Sie wird auch Frank-Oseen-Energie[34, 35] ge-
nannt und beschreibt Verzerrungenim Direktorfeld n(r ). Diesek•onnen
in vier Basismoden mit zugeh•origen elastischen Konstanten zerlegt wer-
den: Spreizung (splay, k11), Verdrillung (twist, k22), Verbiegung(bend,
k33) sowie Ober
 •achenverzerrung (saddle splay, k24)

3Da wir in dieser Arb eit keine cholesterischen Fl •ussigkristalle betrachten,
erw•ahnen wir diesen Term nur der Vollst •andigkeit halb er.
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f elast + f chiral =
1
2

k11 (div n)2 +
1
2

k22 (n � rot n �
2�
p0

)2

+
1
2

k33 (n � rot n)2

� k24 div(n � div n + n � rot n) : (1.13)

p0 ist hierbei die Gangh•oheder cholesterischen Helix, die auch als pitch
bezeichnet wird. Die elastischen Konstanten ci h•angenmit den ph•ano-
menologischen Konstanten kii wie folgt zusammen4

c1 ( 3
2 S)2 = 1

6 (3k22 � k11 + k33) ; c2 ( 3
2 S)2 = k11 � 2k24 ;

c3 ( 3
2 S)2 = 2k24 � k22 ; c6 ( 3

2 S)3 = 1
2 (k33 � k11) ;

1
2 c4 ( 3

2 S)2 = 2�
p0

k22 :

Zur exakten Bestimmung von S = S(T) w•urde ein vollst•andiger Satz
von Konstanten (bestehendauskii (T ) und a(T); b;c) f•ur einenbestimm-
ten Fl •ussigkristall ben•otigt. Da dieser jedoch in der Literatur nicht
verf•ugbar ist, haben wir der Einfachheit halber die Konstanten in dieser
Arb eit mit 3

2 S = 1 berechnet.
Die Wechselwirkung desFl •ussigkristalls mit einem•au�eren elektrischen
Feld (von Bedeutung f•ur Displayzellen) beruht auf der Anisotropie der
Dielektrizit •at desNematen. DieseWechselwirkung wird durch die elek-
trische Feldenergieerfasst,

Felek =
Z

d3r f elek =
Z

d3rE � dD : (1.14)

Die Energie Felek dr•ucken wir in Abh•angigkeit deselektrischen Potenti-
als � aus.df elek = E � dD wird zun•achst einer Legendre-Transformation
unterzogen,um von der extensiven Variablen D zur intensiven Variable
E •uberzugehen.Dies ist n•otig, da wir in unserenSimulationen keineLa-
dungsverteilungen betrachten, sondernvielmehr eine konstante elektri-
sche Spannung anlegenwerden.Nach der Integration •uber E kann man
das lineare Materialgesetz D = � 0� E einsetzen5, wobei � der dielektri-
sche Tensordesnematischen Fl •ussigkristalls ist, mit einer Komponente
� k parallel und � ? senkrecht zur ausgezeichneten Hauptachsevon

�

,

4 [k ii ] = [k24 ] = [ci ] = N, [c4] = N
m , [p0 ] = m

5 � 0 = 8; 8510� 12 As
Vm
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� =
2� ? + � k

3
�

+ (� k � � ? )
�

: (1.15)

Nach Einf •uhrung eineselektrischen Potentials � mit E � = � � ;� erhal-
ten wir f•ur die elektrische Feldenergie

Felek =
Z

d3r
�
�

1
2

� 0(� k � � ? ) Q�� � ;� � ;�

�
1
2

� 0
2� ? + � k

3
� ;� � ;�

�
: (1.16)

Setzt man wiederum den uniaxialen
�

-Tensor (1.12) ein, so ergibt sich
f•ur die elektrische Feldenergieim Direktorbild,

Felek =
Z

d3r
�
�

1
2

� 0(� ? � �� + (� k � � ? )n� n� )� ;� � ;�

�
: (1.17)

W•ahrend wir in Kapitel 5 und 6 den vollen Ausrichtungstensorverwen-
den, minimieren wir in Kapitel 4 die elastische Energie im Direktor-
bild. Hierzu kann man beispielsweise die Euler-Lagrange-Gleichungen
ableiten. Da jedoch in der nematischen Phasen und � n dieselbe Kon-
�guration beschreiben, m•ussenz.B. in numerischen Simulationen vor
der Berechnung der Ableitungen •uber Di�erenzenquotienten zweier Di-
rektoren diese immer zun•achst parallel statt antiparallel ausgerichtet
werden.Um dieseSchwierigkeit zu umgehen,verwendenwir die folgen-
de Kettenregel f•ur Funktionalableitungen [36]. Der Direktor wird wird
dabei durch die beiden Winkel w = ' (Azimutwinkel bzw. Twist) bzw.
w = # (Polarwinkel bzw. Tilt ) parametrisiert:

� F
� w

=
� F

� Q��

� Q��

� w
=

�
@f

@Q��
� @


@f
@(Q�� ;
 )

�
� Q��

� w
= 0 : (1.18)

Der Vollst•andigkeit halber gebenwir hier auch noch die Euler-Lagrange-
Gleichung f•ur das elektrische Potential an:

� F
� �

=
@f
@�

|{z}
=0

� @

@f

@(� ;
 )
= 0: (1.19)
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1.3 Defekte und Disklinationen

Topologische Defekte folgen aus der Symmetriebrechung beim Pha-
sen•ubergang6. An verschiedenenStellen im Raum bildet sich spontan
eine h•ohere Ordnung, die Gebiete dehnen sich aus und tre�en aufein-
ander. Da die lokalen Ordnungen in verschiedenenRaumbereichen im
Allgemeinen nicht kompatibel sind, bilden sich an den Grenz
 •achen
zwischen den Gebieten Defekte aus.
Die Art der Defekte h•angt von Zusammenhangseigenschaften desOrd-
nungsparameterraums(OP) ab und kann mit Hilfe der Homotopietheo-
rie bestimmt werden.Bei der Klassi�zierung von Defektlinien geht man
dabei wie folgt vor: um die Defektlinie wird eine Schleife gelegt. Jedem
Raumpunkt der Schleife wird ein Direktor im Ordnungsparameterraum
zugeordnet, so dasseine Schleife im OP entsteht. Die Anzahl der Di-
rektordrehungenbeim Ablaufen der Schleife wird als Windungszahl be-
zeichnet. Falls die Schleife keinen Defekt umschlie�t, l•asst sie sich auf
einenPunkt zusammenziehen.Andernfalls bilden alle Pfade im OP, die
sich kontinuierlich ineinander •uberf•uhren lassen,eine sogenannte Ho-
motopieklasse.Sie identi�ziert einen speziellenDefekttyp.
Alle Homotopieklassenzusammen bilden die erste Homotopiegruppe
oder auch fundamentale Gruppe, deren Gruppenprodukt die Kombina-
tion von Defekten beschreibt. Ersetzt man die Schleifen durch Sph•aren,
so erh•alt man die zweite Homotopiegruppe, mit welcher Punktdefekte
klassi�ziert werden k•onnen.
In Tabelle 1.1 sind die zu den verschiedenenOrdnungsparameternge-
h•orendenSymmetrien und reduzierte Ordnungsparameterr•aume(ROP)
aufgef•uhrt. F•ur den uniaxialen Ordnungsparametererh•alt man f•ur die
erste Homotopiegruppe � 1 = � 2. Sie klassi�ziert Liniendefekte, die in
Anlehnung an die Dislokationen (Versetzungen)in der Festk•orperphysik
auch alsDisklinationen bezeichnet werden.Die zweite Homotopiegruppe
� 2 = � klassi�ziert Punktdefekte.
Anschaulich handelt es sich bei Defekten um Singularit •aten des Di-
rektorfeldes n(r ). In Abbildung 1.4 sind zwei Liniendefekte der St•arke
s = � 1

2 , die sich nur im Vorzeichen unterscheiden, abgebildet. Die De-
fektlinie steht senkrecht auf der Zeichenebene.Die St•arke einesDefek-
tes l•a�t sich auch im Feldlinienbild ermitteln: Die Spitze einesDirektors

6Eine einfache Einf •uhrung �ndet man z.B. in [10, 37].
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wird markiert. Der Direktor wird auf einer geschlossenenSchleife um
den Defekt gef•uhrt. Die Anzahl der Drehungen, die die Spitze beim
Umlauf ausgef•uhrt hat, ergibt die Defektst•arke. •Uber das Vorzeichen
der Defektst•arke entscheidet der Umstand, dassdie Drehung mit bzw.
gegenden Umlaufsinn erfolgte.

Mbiax: 0.0 1.0

Abbildung 1.4: Direktorfeldlinien zweier halbzahliger Defekte. Links
� 1

2 , rechts + 1
2 . Die Singularit •at ist mit einem Punkt markiert. Die

Defektline steht in diesem Bild senkrecht auf der Zeichenebene. Zur
Beschreibung desVisualisierungsverfahrenssieheAnhang C.

Die in Abbildung 1.4 dargestellten Defektlinien werden als Keil-Diskli-
nationen (wedge-Disklinationen) bezeichnet, da sie durch ein dem Vol-
terraprozess•ahnliches Verfahren erzeugt werden k•onnen [38]. Es gibt
auch noch Schrauben-Disklinationen (twist-Disklinationen), wie z.B. in
Abbildung 1.5gezeigt.Hier liegt die Defektlinie nicht senkrecht, sondern
parallel zum lokalen Direktorfeld.

Die Singularit •aten von halbzahligenDefekten lassensich durch ein Aus-
weichen in die biaxiale Phase(escape, [39]) beheben. Durch dasAuswei-
chen auf die Vier-Sph•are (oder gar auf �

5 n f 0g) kann die Singularit •at
durch einenkontinuierlichen •UbergangzwischenZust•andenunterschied-
licher Biaxialit •at ersetzt werden (vgl. Abbildung 1.6).
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z=0

z<0

z>0

Mbiax: 0.0 1.0

Abbildung 1.5: Ausseheneiner Schrauben-Disklination. Dargestellt sind
die Ebene, in der die Defektlinie (schwarz markiert) liegt, sowie je eine
Ebeneoberhalb und unterhalb.

Der escape hat gro�e Auswirkungen auf den Kern der Disklination: Im
Bild des uniaxialen Ordnungsparametersmuss S im Kern gegenNull
gehen,um die Singularit •at zu vermeiden. Der Kern der Defektlinie ist
in diesemBild isotrop. In Wirklic hkeit ist der Kern jedoch oblat uniaxi-
al, umgeben von einem Ring maximaler Biaxialit •at. In Abschnitt 6.2
werden wir das AussehendesKerns im Detail untersuchen.
Die topolologische Theorie der Defekte liefert uns nur die geometrisch-
topologisch m•oglichen Defektkon�gurationen. Ob ein Defekt physika-
lisch realisierbar ist, h•angt von Energieberechnungenab. Sozeigt essich,
dass die Singularit •at ganzzahliger Disklinationslinien auch auf andere
Art entfernt werdenkann: DasDirektorfeld kann in die dritte Dimension
(entlang der Defektlinie) ausweichen (escape, sieheAbbildung 1.7). Die
resultierende Verzerrungsenergie(in diesemFall eine bend-Verzerrung)
ist von niedrigerer Energie als der Disklinationskern. Daher resultiert
eine defektfreie Kon�guration. Ein •ahnliches Ph•anomen kann auch im
Zusammenhangmit einer splay-Verzerrungbeobachtet werden;wir wer-
den uns in Kapitel 4 genauerdamit besch•aftigen.
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( )

Mbiax: 0.0 1.0

Abbildung 1.6: Biaxiales Ausweichen einer Disklination (escape). Auf
der linkenSeiteist dasuniaxiale Direktorfeld dargestellt, auf der rechten
erm•oglicht der

�

-Tensorein Ausweichen in die Biaxialit •at.

( )

Mbiax: 0.0 1.0

Abbildung 1.7: Direktorfeldlinien eines ganzzahligen Liniendefekts.
Links: Schnitt durch die Defektlinie. Rechts: Der Defekt kann durch
Ausweichen in die dritte Dimension (Aufsteilen der Direktoren in Rich-
tung senkrecht zur Zeichenebene) entfernt werden.
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Eine energetische Untersuchung zeigt auch, dass im Kern einer Dis-
klinationslinie keineSingularit •at auftritt. Vielmehr wird im Bereich des
Defektkernsdurch die starkenVerzerrungenein lokaler Phasen•ubergang
zur Biaxialit •at hin induziert (Abbildung 1.6, rechts). Der Kern selbst ist
jedoch nicht isotrop; die uniaxial prolate Kon�guration ist energetisch
g•unstiger.
W•ahrend alle Defekte der St•arke 1

2 topologisch •aquivalent sind, f•ordert
eineenergetischeUntersuchung auch hier Unterschiedezu Tage:die elas-
tische Energie (1.13) bewertet die verschiedenenVerzerrungsmoden mit
unterschiedlichen elastischen Konstanten. Da in Defekten unterschied-
lichen Vorzeichens splay-, twist- und bend-Verzerrungen nicht •uberall
gleich gro� sind, besitzen die Defekte eine unterschiedlich hohe elasti-
schen Energie.

1.4 Hydro dynamik des Direktors

In den letzten Abschnitten haben wir uns ausf•uhrlich mit dem nema-
tischen Ordnungsparameterund den damit verbundenenEnergien be-
fasst. Dabei haben wir zun•achst vernachl•assigt, dass der Fl •ussigkris-
tall auch Flie�v erhalten zeigt. In diesemAbschnitt wollen wir uns des-
halb der Hydrodynamik von Fl •ussigkristallen zuwenden. Wir werden
sehen,dass der Spannungstensor, der in der Navier-Stokes-Gleichung
auftritt, elastische und viskoseAnteile enth•alt, die vom Ordnungspara-
meter abh•angen.Die dynamischeGleichung f•ur denOrdnungsparameter
ist die Drehimpulsbilanz, in die wiederum der Gradient der Geschwin-
digkeit eingeht.
Wir betrachten im Folgendeneinenuniaxialen Ordnungsparameterund
setzenS = const: Die Temperatur halten wir ebenfalls konstant. Der
Fl •ussigkristall wird dann vollst•andig durch den Direktor n, die Flie�ge-
schwindigkeit v , die Dichte � und den Druck p beschrieben. Die zu-
geh•orige Hydrodynamik wird auch als Nematodynamik bzw. Leslie-
Ericksen-Theoriebezeichnet. Die Ableitung der Gleichungen�ndet man
z.B. in [24, 25, 37]; sie erfolgt nach derselben Methode, nach der wir in
Kapitel 2 eine Tensordynamik ableiten werden: an die Stelle desDirek-
tors n tritt dort der Ausrichtungstensor

�

.
Beschr•ankt man sich auf den Fall einesinkompressiblenFl •ussigkristalls,
so �ndet man folgendesGleichungssystem:
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0 = div v ; (1.20)

�
dv
dt

= div � mit � = � p
�

+ � elast + � irr ; (1.21)

0 = n � (h � h0) : (1.22)

Gleichung (1.20) steht f•ur die Inkompressibilit•atsbedingung. (1.21) ist
die Navier-StokesGleichung. dv

dt = @
@t + v �r ist die vollst•andigezeitliche

Ableitung, die auch einen konvektiven Anteil umfasst. Der Spannungs-
tensor � setzt sich zusammenausdem isotropen hydrostatischenDruck
sowie einem elastischen (� elast) und einem irreversiblen viskosenAnteil
(� irr ). Der elastische Anteil h•angt von der freien Energiedichte ab,

� elast
�� = �

@f
@n�;�

@n�;� : (1.23)

Der viskoseAnteil koppelt den Direktor •uber die sechs Leslie-Viskosi-
t •aten � i an den symmetrischen Anteil V [s]

�� und den antisymmetrischen
Anteil ! = 1

2 rot v desGeschwindigkeitsgradienten

� irr [s]
�� = � 1 n� n� n� n
 V [s]

�
 + � 2 n� N � + � 3 n� N �

+ � 4 V [s]
�� + � 5 n� n� V [s]

�� + � 6 n� n� V [s]
� � ; (1.24)

wobei N = @
@t n � ! � n. N gibt die zeitliche •Anderung des Direktors

im mitb ewegten Systeman. F•ur die � i gilt die Parodi-Relation, welche
man durch Anwendung desOnsager'schen Theorems[40] erh•alt,

� 2 + � 3 = � 6 � � 5 : (1.25)

Gleichung (1.22) schlie�lic h ist die Drehimpulsbilanz, die dynamische
Gleichung f•ur das Direktorfeld. h ist das sogenannte Molekularfeld

h� =
@f

@n�
� @


@f
@n�;


: (1.26)
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h0 kann als viskoserAnteil desMolekularfeldes interpretiert werden,

h0
� = 
 N � + ~
 V [s]

�� n� : (1.27)

Er beschreibt die Reibung bei der Bewegungder Direktoren relativ zu-
einander. Die Drehimpulsbilanz enth•alt keine Tr•agheitsterme,da diese
bei den gegebenen Viskosit•aten (
 und ~
 ) und Zeitskalen keine Rolle
spielen.Gleichung (1.22) legt das Direktorfeld bis auf einen Faktor � n
fest. � wird dann f•ur gew•ohnlich so gew•ahlt, dassn auf Eins normiert
ist.
Um sp•ater die •Aquivalenz der Gleichungen f•ur den Direktor und den

�

-Tensorzeigenzu k•onnen, geben wir der Vollst•andigkeit halber noch
die lokale Entropieproduktionsrate im Direktorbild an

T � = � irr
�� V [s]

�� + h0
� N � : (1.28)

F•ur die Berechnungenin Kapitel 4 verzichten wir auf die Kopplung des
Direktors an die Geschwindigkeiten. Die resultierendeDynamik besteht
dann in einer vereinfachten Form7 der Gleichung (1.22)

h� = 

@n�

@t
: (1.29)

Parametrisieren wir den Direktor n wieder wie in Abschnitt 1.2 mit
Tilt- und Twist winkel # und ' , und verwenden den Umweg •uber die
Kettenregel, so erhalten wir

� f
� #

=
�

@f
@Q��

� @

@f

@Q�� ;


�
� Q��

� #
= � 


@#
@t

; (1.30)

� f
� '

=
�

@f
@Q��

� @

@f

@Q�� ;


�
� Q��

� '
= � 


@'
@t

sin2 # : (1.31)

Im n•achsten Kapitel werden wir einen •aquivalenten Satz hydrodynami-
scher Gleichungen f•ur den tensoriellen Ordnungsparameter

�

ableiten.

7siehe auch [41].



Kapitel 2

Hydro dynamik des
Ausric htungstensors
Im vorangegangenenKapitel haben wir gesehen,wie die hydrodynami-
schen Gleichungen f•ur den uniaxialen Direktor n aussehen.In diesem
Kapitel wollen wir einen •aquivalenten Satz von Gleichungen f•ur den
tensoriellen Ordnungsparameter

�

ableiten. Anschlie�end vergleichen
wir das Ergebnis mit den Gleichungen der Nematodynamik und der
Navier-Stokes-Gleichung einer isotropen Fl •ussigkeit.

2.1 Die dynamisc hen Gleic hungen

Die nun folgendeAbleitung der dynamischenGleichungenerfolgt in drei
Schritten. Zun•achst wird die Entropieproduktionsrate in Abh•angigkeit
von der inneren und der freien Energieaufgestellt. Sodann wird der Be-
gri� der konjugierten Kr •afte und Fl •usseeingef•uhrt. Schlie�lic h werden
die Kr •afte als Funktionen der Fl •usse entwickelt. Als Ergebnis erhal-
ten wir die Drehimpulsbilanz (und damit die dynamische Gleichung f•ur
denOrdnungsparameter)und denSpannungstensordesFl •ussigkristalls,
der in der Navier-Stokes-Gleichung auftritt; die Materialparameter sind
dann die Entwicklungskoe�zien ten.
Die hier vorgestellteAbleitung entspricht im Wesentlichender von Olm-
sted [42], wo die Ableitung der Leslie-Ericksen-Theorie[24] vom Direk-
tor n auf den tensoriellen Ordnungsparameter

�

•ubertragen wird (vgl.
auch [43]).

Die En tropiepro duktionsrate
Um die Entropieproduktionsrate abzuleiten, ben•otigen wir die vollst•an-
dige zeitliche Ableitung der inneren und freien Energie:

_F = _U � T _S =) T _S = _U � _F (2.1)

Mit Punkt (_) wird in dieser Arb eit immer eine vollst•andige zeitliche
Ableitung bezeichnet, z.B.
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_Q�� =
d
dt

Q�� =
@
@t

Q�� + (v � r )Q�� : (2.2)

Die freie Energie ist zusammengesetztaus der Energie der isotropen
Phase, die nur von der Dichte abh•angt, der Landau- oder auch Vo-
lumenenergiesowie der elastischen oder Oseen-Energie.Hinzu kommt
noch die kinetische Energie.
F•ur die isotrope Energiedichte f 0(S; � ) (� ist die Dichte desFl •ussigkris-
talls) m•ussenwir noch eine Legendre-Transformation durchf•uhren, um
von der Entropie S zur Temperatur T zu wechseln.
In dieser Arb eit wird die Systemtemperatur immer konstant gehalten,
weshalb wir funktionale Abh•angigkeiten von T nicht mehr mitf •uhren.
Aus demselben Grund verschwinden alle Ableitungen nach T. Bei der
L•osung der Gleichungen ist darauf zu achten, dass die Werte f•ur die
Materialparameter zur gleichen Temperatur verwendet werden, die in
der Volumenenergieeingesetztwird.

F =
Z

f d3r =
Z �

f 0(� ) + f L (
�

; r
�

) +
1
2

� jv j2
�

d3r (2.3)

Durch Verwendung der Kontinuit •atsgleichung, der Navier-Stokes-Glei-
chung sowie mittels partieller Integration kann die freie Energie in fol-
gendeForm gebracht werden

d
dt

F =
Z �

(� elast
�� � p � �� � � ges

�� )V� � � H ��
d
dt

Q��

�
d3r

=
Z �

(� � irr
�� V� � � H ��

d
dt

Q��

�
d3r : (2.4)

Eine ausf•uhrliche Ableitung �ndet man in Anhang A. Der Spannungs-
tensor � ges

�� setzt sich zusammenausdem hydrostatischen Druck p, dem
viskosen(irreversiblen) Anteil � irr

�� und dem elastischen Anteil1 � elast
�� .

In der Entropiebilanz tritt nur noch der irreversible Anteil � irr
�� auf.

� ges
�� = � elast

�� + � irr
�� � p � �� (2.5)

1Die Ableitung der Formel f•ur den elastischen An teil �ndet man z.B. in [24].



2.1 Die dynamischenGleichungen 25

� elast
�� = �

@f
@Q��;�

Q��;� = � ��� Q��;� (2.6)

H �� ist dassogenannte Molekularfeld, die Funktionalableitung der frei-
en Energiedichte f nach dem Ordnungsparameterfeld,

H �� = �
� f

� Q��
= @


@f
@Q�� ;


�
@f

@Q��
: (2.7)

Au�erdem k•urzen wir den Geschwindigkeitsgradienten mit

V� � = @� v� = v� ;� (2.8)

ab. Wir gehennun von der Entropieproduktionsrate _S zur lokalen Dich-
te der Entropieproduktionsrate �

T _S =
Z

T� d3r = � _F = �
d
dt

Z
f d3r (2.9)

•uber und erhalten

T � = � irr
�� V� � + H �� _Q�� : (2.10)

Wir teilen nun � irr
�� und V�� in ihren spurlos-symmetrischenAnteil, den

wir mit [s] bezeichnen, und in ihren antisymmetrischen Anteil, der mit
[a] gekennzeichnet wird: � irr

�� = � irr [s]
�� + � irr [a]

�� und V�� = V [s]
�� + V [a]

�� . Die
Geschwindigkeitsgradienten sind dabei wie folgt de�niert:

V [a]
�� =

1
2

(@� v� � @� v� ) =
1
2

(v�;� � v� ;� ) ; (2.11)

V [s]
�� =

1
2

(@� v� + @� v� ) �
1
3

� �� V
 


=
1
2

(v�;� + v� ;� ) �
1
3

� �� V
 
 : (2.12)

Auch vom Molekularfeld •ubernehmenwir nur den spurlos-symmetrisch-
en Anteil. Die Produkte aus symmetrischem und antisymmetrischem
Tensorsind jeweils Null.
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H [s]
�� = H �� �

1
3

� �� H 
 
 (2.13)

T � = � irr [s]
�� V [s]

� � + � irr [a]
�� V [a]

� � + H [s]
��

_Q�� (2.14)

Der antisymmetrische Anteil desSpannungstensorsstellt eine Drehmo-
mentdichte desFl •ussigkristalls dar,

� irr [a]
�� = H [s]

�
 Q
 � � Q�
 H [s]

 �

=
1
2

� �� 
 I 
 ;

I 
 = H [s]
�� (� ��� Q�� + � �� � Q�� ) : (2.15)

Wir erhalten also die kompakte Form

T� = � irr [s]
�� V [s]

�� + H [s]
�� K �� (2.16)

f•ur die Entropieerzeugungsrate,mit

K �� = _Q�� �
�

V [a]
�
 Q
 � � Q�
 V [a]


 �

�
: (2.17)

K �� gibt die zeitliche •Anderung desTensorsQ�� im mitb ewegten Sys-
tem an, wobei diese •Anderung nach Komponenten im raumfesten Sys-
tem zerlegtwird (corotational derivative, [44, 45]). Die antisymmetrische
Drehmatrix V [a]

�� korrespondiert mit einem Vektor ! , dem Vektor der
Winkelgeschwindigkeit, mit der sich das bewegte gegendas raumfeste
System dreht. Die •Anderung von Q�� im bewegten System ist also die
lokale zeitliche •Anderung _Q�� im bewegtenSystemabz•uglich der •Ande-
rung, die durch Drehungen desFl •ussigkristalls hervorgerufenwird 2.

2K �� ist symmetrisc h: Q �� ist immer symmetrisc h. Mit V [a ]
�
 = A und Q 
 � = S

gilt K = AS � SA = (ST A T )T � (A T ST )T = (� SA + AS )T = K T , die Klammer
ist also ebenfalls symmetrisc h.
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Iden ti�k ation der konjugierten Kr •afte und Fl •usse

Die Entropiebilanz (2.16) ist eine Bilinearform, eine Summe von Pro-
dukten auszwei Faktoren. Es wird jeweils ein Fluss mit einer konjugier-
ten Kraft multipliziert 3. Unter einemFluss wird in der Thermodynamik
eineBewegungsgr•o�e, wie z.B. die Di�usion, die W•armekonvektion oder
auch der Impuls
uss verstanden.In unseremFall identi�zieren wir den
viskosenSpannungstensor� irr [s]

�� und den Drehimpuls•anderung K �� als
Fl •usse.
Thermodynamische Kr •afte treiben das Systeman: Es k•onnen Gradien-
ten intensiver Zustandsvariablen oder auch externeKr •afte sein,z.B. Ge-
schwindigkeitsgradienten oder Temperaturgradienten. In unseremFall
handelt essich um den Geschwindigkeitsgradienten V [s]

�� und das Mole-

kularfeld H [s]
�� .

� Kr •afte sind V [s]
�� und H [s]

�� .

� Fl •ussesind � irr [s]
�� und K �� .

En twic klung der Kr •afte nach den Fl •ussen

Die lineare Entwicklung der Kr •afte nach den Fl •ussenlautet

� irr [s]
�� = � [1]

�� �� V [s]
�� + M [1]

�� �� H [s]
�� ; (2.18)

K �� = � [2]
�� �� V [s]

�� + M [2]
�� �� H [s]

�� : (2.19)

Die Entwicklungskoe�zien ten k•onnen nun noch stark vereinfacht wer-
den. So resultieren aus dem Onsager'schen Theorem [40] folgendeZu-
sammenh•ange:

M [1]
�� �� = � M [2]

���� ; � [1]
�� �� = � [2]

���� : (2.20)

Des Weiteren ergeben sich aus der Spurlosigkeit und Symmetrie der
Kr •afte und Fl •ussedie Bedingungen

3Die Wahl der Kr •afte ist prinzipiell frei, legt dann aber die konjugierten Fl •usse
fest. So wird beispielsweise in [24] � irr [s]

�� als Kraft interpretiert.
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M [i ]
���� = � [i ]

���� ; (2.21)

M [i ]
� ��� = M [i ]

�� �� = M [i ]
�� �� ; (2.22)

� [i ]
� ��� = � [i ]

�� �� = � [i ]
�� �� : (2.23)

Versucht man nun, � [i ]
�� �� und M [i ]

�� �� nach Q�� zu entwickeln, so stellt
man fest, dassdie Entwicklung nicht abbricht. Terme beliebiger Ord-
nung k•onnen durch Multiplik ation mit Polynomen in spQ2

�� erzeugt
werden. Durch die Invariantentheorie kann die Struktur der Entwick-
lung bis zu einer bestimmten Ordnung festgelegt und die elastischen
Konstanten durch Vergleich mit den Leslie-Viskosit•aten ermittelt wer-
den. Da in unseremFalle die Temperatur nahe genug am Phasen•uber-
gang gew•ahlt wird, k•onnen wir von einem kleinen S und damit von
einem kleinen

�

ausgehenund brechen die Entwicklung bereits nach
dem konstanten Glied ab. Es verbleiben dann nur noch zwei Visko-
sit•aten � 1 und � 2, sowie ein dimensionsloserkinetischer Koe�zien t � 3.
Aus Gl. (2.18) erhalten wir somit den Spannungstensorzu

� irr [s]
�� = � 1V [s]

�� � � 3H [s]
�� : (2.24)

(2.19) ist die noch fehlendedynamische Gleichung f•ur
�

:

K �� = _Q�� �
�

V [a]
�
 Q
 � � Q�
 V [a]


 �

�
= � 3V [s]

�� +
1
� 2

H [s]
�� : (2.25)

Zusammenmit der Navier-Stokes-Gleichung

�
d
dt

v� = @� � ges
��

haben wir nun einen vollst•andigenSatz dynamischer Gleichungen.Ein-
zig die freie Energie ist in expliziter Form noch nicht bekannt.

2.2 Die verschiedenen An teile
der freien Energie

Als Ausgangspunkt dient die Entwicklung der freien Energie nach Po-
tenzendesOrdnungsparameters

�

, die Landau-EnergieFbulk, wie sie in
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Abschnitt 3 ausf•uhrlich diskutiert wurde4.

Fbulk = F0 +
Z

d3r
ha0

2
(T � T � ) Q�� Q� �

�
b
3

Q�� Q� 
 Q
 � +
c
4

Q�� Q� � Q
 � Q� 


�

Da im Folgendender absolute Wert der Energie nicht relevant ist und
wir lediglich an den Gr•o�enverh•altnissen der einzelnenTerme interes-
siert sind, beachten wir F0 nicht weiter und schreibenf•ur a0(T � T � ) = a,
1
3 b = � und 1

4 c = 
 und erhalten damit als freie Energie

Fbulk =
Z

d3r
ha

2
Q�� Q� � � � Q�� Q� 
 Q
 � + 
 Q�� Q� � Q
 � Q� 


i

(2.27)
F•ur die Landau-Energiewird ein unbegrenztes,homogenesMedium an-
genommen.Bringt man den Fl •ussigkristall in eine endliche Geometrie,
so sind aufgrund der RandbedingungenDeformationen m•oglich, denen
mit einem zus•atzlichen elastischen Anteil an der freien Energie Rech-
nung getragen werden kann. Deren Form haben wir in Abschnitt 1.2
ausf•uhrlich behandelt:

Felast =
Z

d3r
hc1

2
Q�� ;
 Q�� ;
 +

c2

2
Q�� ;� Q�
 ;


+
c3

2
Q�� ;
 Q�
 ;� +

c6

2
Q�� Q
 � ;� Q
 � ;�

i
: (2.28)

Handelt essich um einen chiralen Fl •ussigkristall, so tritt noch ein wei-
terer Term hinzu:

Fchiral =
Z

d3r
h
�

c4

2
� �� 
 Q�� Q
 � ;�

i
: (2.29)

Die Wechselwirkung desFl •ussigkristalls mit einem•au�eren elektrischen
Feld wird durch die elektrische Feldenergie (1.16) erfasst, die wir in
Abschnitt 1.2 abgeleitet haben:

4 [a0 ] = J
m3 K

, [
 ] = [� ] = J
m3
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Felek =
Z

d3r
�
�

1
2

� 0(� k � � ? ) Q�� � ;� � ;�

�
1
2

� 0
2� ? + � k

3
� ;� � ;�

�
: (2.30)

2.3 Vergleic h mit den
Leslie-Eric ksen-Gleic hungen

Um die f•ur die TensordynamikabgeleitetenGleichungenmit denjenigen
der Leslie-Ericksen-Theorie (Abschnitt 1.4) zu vergleichen, setzen wir
in den Spannungstensor nun den uniaxialen Ordnungsparameter ein.
Wir w•ahlen den Spezialfall der idealenOrientierungsordnung ( 3

2 S = 1):
Quniax

�� = n� n� � 1
3 � �� . Die Entropiebilanzen lauten

�

: T � = � irr [s]
�� V [s]

�� + H [s]
�� K �� ;

n : T � = � irr
�� V [s]

�� + h0
� N �

und sind damit •aquivalent. Nun untersuchen wir den elastischen Anteil
desSpannungstensors.Der von de Gennes angegebeneSpannungsten-
sor wird mittels Kettenregel auf

�

umgeschrieben. Man erh•alt

n : � elast
�� = �

@f
@n�;�

n�;�

= � 2
@f

@Q��;�
Q��;� n� n� :

Dies entspricht bis auf den Faktor 2n � n� dem oben abgeleitetenelasti-
schen Spannungstensor(2.6) . Nun betrachten wir den symmetrischen
Anteil desviskosenSpannungstensorsalleine. Hier besteht v•ollige Sym-
metrie zwischen den beiden Bildern (h� = � � f =� n� ist das zum Direk-
torbild geh•orige Molekularfeld):
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�

: � irr [a]
�� = Q� � H [s]

�� � Q�� H [s]
� � ;

n : � irr [a]
�� =

1
2

(n� h� � n� h� ) :

Schlie�lic h wollen wir noch den gesamten viskosenSpannungstensorf•ur
das oben angegebene uniaxiale

�

berechnen. Hieraus ergibt sich der
Zusammenhangder Viskosit•aten � i mit denLeslie-Viskosit•aten � i (siehe
Abschnitt 1.4).

� irr
�� = � irr [s]

�� + � irr [a]
��

=
�

� 1V [s]
�� � � 3H [s]

��

�
+

�
Q� � H [s]

�� � Q�� H [s]
� �

�
(2.31)

Hier ersetzen wir das Molekularfeld H [s]
�� mittels Gl. (2.25) (H [s]

�� =

� 2K �� � � 2� 3V [s]
�� ), wobei wir K �� f•ur das uniaxiale

�

berechnen,

K uniax
�� = N � n� + n� N � (2.32)

mit N � = _n� � V [a]
�� n� . Eingesetzt erh•alt man f•ur � irr

�� :

� irr
�� = � 2 [N � n� � N � n� ] + � 2� 3

h
V [s]

� � n� n� � V [s]
�� n� n�

i

+
�
� 1 + � 2� 2

3

�
V [s]

�� � � 2� 3 [N � n� + N � n� ] : (2.33)

Nach Umstellen der Terme erh•alt man durch Vergleich mit den Leslie-
Koe�zien ten folgendeZusammenh•ange:

� 1 = 0 � 4 = � 1 + � 2� 2
3

� 2 = � � 2 � � 2� 3 � 5 = � � 6 = � 2� 3

� 3 = � 2 � � 2� 3

Die obige Zuweisung der viskosenKonstanten erf•ullt insbesonderedie
Parodi-Relation, eine Folge desOnsager'schen Theorems[40]

� 2 + � 3 = � 6 � � 5 : (2.34)
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2.4 Vergleic h mit den Gleic hungen
einer isotrop en Fl •ussigkeit

Den Fall einer isotropen Fl •ussigkeit erh•alt man, wenn man
�

= 0 setzt.
Die freie EnergieF und dasMolekularfeld H �� verschwinden dann eben-
falls und f•ur den Spannungstensorergibt sich

� �� = � irr [s]
�� � p � �� = � 1V [s]

�� � p � �� : (2.35)

In der Navier-Stokes-Gleichung tritt die Divergenzdes Spannungsten-
sorsauf

@� � �� = @� � irr [s]
�� � @� p� ��

= � 1@� V [s]
�� � @� p

=
1
2

� 1(� v� + v�;� � ) � @� p :

F•ur inkompressibleFl •ussigkeiten gilt @� v� = 0, woraus durch Vertau-
schen der partiellen Ableitungen folgt, dass auch v�;� � = 0 ist. Die
Navier-Stokes-Gleichung lautet also dementsprechend

@
@t

v� = � v� @� v� +
1
�

@� � �� = � v� @� v� +
1
2

� 1

�
� v� �

1
�

@� p : (2.36)

Der Viskosit•atskoe�zien t � 1 in der Tensordynamik h•angt also mit der
Navier-Stokes-Viskosit•at � zusammen.Es gilt � = 1

2 � 1.
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2.5 Zusammenfassung
der dynamisc hen Gleic hungen

'

&

$

%

Na vier-Stok es Gleic hung
d
dt

v� =
@
@t

v� + v� @� v� =
1
�

@� � �� (2.37)

Ink ompressibilit •atsb edingung

@� v� = 0 (2.38)

Gleic hung f•ur den Tensor-Ordn ungsparameter

d
dt

Q�� =
@
@t

Q�� + Q�� ;
 v


=
h
V [a]

�
 Q
 � � Q�
 V [a]

 �

i
+ � 3V [s]

�� +
1
� 2

H [s]
�� (2.39)

'

&

$

%

Gleic hung f•ur den Spann ungstensor

� �� = � elast
�� + � irr [s]

�� + � irr [a]
�� � p� �� (2.40)

� elast
�� = �

@f
@Q��;�

Q��;�

= � c1Q��;� Q��;� � c2Q��;� Q��;� � c3Q��;� Q��;�

� c6Q�� Q��;� Q��;� +
1
2

c4� 
 �� Q
 � Q��;� (2.41)

� irr [s]
�� = � 1V [s]

�� � � 3H [s]
�� (2.42)

� irr [a]
�� = H [s]

� � Q�� � H [s]
�� Q� � (2.43)
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'

&

$

%

Gleic hung f•ur das Molekularfeld

H �� = �
� f

� Q��
= @


@f
@Q�� ;


�
@f

@Q��

= c1Q�� ;
 
 + (c2 + c3)Q�� ;� �

+ c6 (Q
 � ;
 Q�� ;� + Q
 � Q�� ;� 
 )

�
1
2

c6Q� 
 ;� Q� 
 ;� � c4� � 
 � Q� � ;


� aQ�� + 3� Q�� Q� � � 4
 Q
 � Q� 
 Q��

+
1
2

� 0(� k � � ? )� ;� � ;� (2.44)

H [s]
�� = H �� �

1
3

� �� H 
 
 (2.45)

'

&

$

%

Freie Energie des Fl •ussigkristalls

Fges =
Z

d3xf ges =
Z

d3x [f bulk + f elast + f chiral + f elek] (2.46)

f bulk =
a
2

Q�� Q� � � � Q�� Q� 
 Q
 � + 
 Q�� Q� � Q
 � Q� 
 (2.47)

f elast =
c1

2
Q�� ;
 Q�� ;
 +

c2

2
Q�� ;� Q�
 ;


+
c3

2
Q�� ;
 Q�
 ;� +

c6

2
Q�� Q
 � ;� Q
 � ;� (2.48)

f chiral = �
c4

2
� �� � Q�� Q
 � ;� (2.49)

f elek = �
1
2

� 0(� k � � ? )� ;� Q�� � ;� �
1
2

� 0
2� ? + � k

3
� ;� � ;� (2.50)



Kapitel 3

Skalierung
und numerisc he Asp ekte

In dieserArb eit werden unterschiedliche numerische Verfahren zur L•o-
sung von Di�eren tialgleichungen eingesetzt.

Um eineKon�guration minimaler freier Energiebei vorgegebenenRand-
bedingungen zu �nden, wird die gesamte freie Energie mittels eines
Finite-Elemente-Verfahrens minimiert. Auf diese Weise werden die in
Kapitel 5 und 6 diskutierten statischen Kon�gurationen berechnet.

Die sogewonnenenKon�gurationen werdendann als Anfangsbedingung
f•ur die Behandlung der dynamischen Gleichungen verwendet. Deren
L•osung l•asst sich in zwei Zeitintegrationen und zwei Relaxationen auf-
teilen. Wir verwenden hierf•ur ein explizites Zeitintegrationsverfahren
und ein Finite-Di�erenzen-V erfahren. Die Ergebnisseder Simulationen
zur Dynamik werden in Kapitel 6 vorgestellt.

Der ersteSchritt bei der L•osungder Gleichungenist die auf dasProblem
und die Gleichungen angepassteReskalierung. Wir kombinieren in den
n•achsten Abschnitten zwei verschiedeneKonzepte: Hornreich hat f•ur
die freie Energie eine Reskalierung gefunden,die auf einer intrinsischen
L•angenskala aufbaut [46]. Auf der anderenSeite verwendenwir die f•ur
die Navier-Stokes-Gleichung •ubliche Reskalierung und •ubertragen sie
auf die Drehimpulsbilanz. Schlie�lic h diskretisierenwir die Gleichungen.

Zur L•osungdesreskalierten Satzesvon Gleichungenfehlt noch eineGlei-
chung zur Bestimmung des Druckes. Auf diesesProblem gehenwir in
Abschnitt 3.3 ein. Das Kapitel schlie�t mit einer •Ubersicht •uber die
verwendetenRandbedingungen.

Alle in dieserArb eit eingesetztennumerischenVerfahrensind Standard-
verfahren und unter ihrem jeweiligen Namen in der Literatur bekannt.
Da sie dort wesentlich ausf•uhrlicher und genauerbehandelt werden,als
es der Umfang dieser Arb eit zul•asst, verzichten wir hier auf eine Dar-
stellung. Als Ausgangspunkt f•ur ein Literaturstudium sei [47] erw•ahnt.
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3.1 Skalierung der freien Energie

Um die freie Energiezu vereinfachenund sieeiner numerischenBehand-
lung zug•anglich zu machen, f•uhren wir reduzierte (d.h. dimensionslose)
Variablen ein. Insbesonderegehenwir zu denVerh•altnissenzwischenVa-
riablen •uber, wodurch extremeGr•o�enordnungen,die numerisch schwie-
rig zu behandelnw•aren, entfernt werden.Au�erdem lassensich dann die
physikalischen Eigenschaften der Gleichungen leichter ablesen.Wir leh-
nen uns an [48, 46] an, wo als Ausgangspunkt f•ur die Skalierung eine
charakteristische L•angedesSystemsverwendet wird.

Box 1 { Reduzierte Variablen

L•ange: r = bx0 [b] = m

Geschwindigkeit: v� = ~v v0
� [~v] = m

s

Zeit: t = b
~v t0 [ b

~v ] = s

Hydrostatischer Druck: p = � 1 ~v
b p0 [ � 1 ~v

b ] = N
m2

�

-Tensor:
�

= �p
6


� = s � [ �p
6


] = 1

Temperatur: a = � 2

12
 t [ � 2

12
 ] = J
m3

Elastische Konstante: c1 = � 2

12
 � 2
R [ � 2

12
 � 2
R ] = N

ElektrischesPotential: � = ~�� 0 [ 1
2 � 0



� c1

~� 2] = 1

Freie Energiedichte: f = � 4

36
 3 f 0 = ~f f 0 [ ~f ] = J
m3

Freie Energie: F = � 4

36
 3 b3 F 0 = ~F F 0 [ ~F ] = J

Elast. Spannungstensor: � elast
�� = ~f � elast0

��

Molekularfeld: H �� =
~f
s H 0

�� [
~f
s ] = J

m3

Reynoldszahl: Re = �
� 1

~vb [Re] = 1

Stelzerzahl: St1 = � 1 ~v
b ~f

[St1] = 1

Starkzahl: St2 = � 2 ~v
b ~f

s2 [St2] = 1
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In der freien Energie ist eine intrinsische L•ange vorhanden, die soge-
nannte Koh•arenzl•ange � R , die •uber die Elastizit •atskonstante de�niert
ist (� 2

R = 12

� 2 c1). Sie ist typischerweisevon der Gr•o�enordnung 10nm

und gibt an, wie weit eine an einer Ober
 •ache vorgegebeneOrdnung in
die angrenzendeisotrope Phasehineinreicht. Betrachtet man charakte-
ristische Eigenschaften der freien Energie, so ist eine Reskalierung auf
� R sinnvoll.
In dieser Arb eit wollen wir Fl •ussigkristalle in eingeschr•ankten Geome-
trien untersuchen, die einecharakteristische L•angeb besitzen1. Wir res-
kalieren deshalb unsere Gleichungen auf b, geben b aber in Einheiten
von � R an. Wie wir in Kapitel 5 sehenwerden, l•asst sich auf dieseWei-
se das Wechselspiel zwischen Volumenenergieund elastischer Energie
besondersgut untersuchen.
Box 1 gibt eine •Ubersicht •uber alle Variablen und derenReskalierung. In
der dritten Spalte ist die Dimension der jeweiligen Skalierungsfaktoren
angegeben. Man erkennt, dass auf diese Weise tats•achlich ein •Uber-
gangzu dimensionslosenVariablen vollzogenwird 2. Die reskalierte freie
Energie ist in Box 2 angegeben.
In Gl. (3.1) k•onnen zwei verschiedeneAnteile identi�ziert werden: Der
erste Summand ist die Volumenenergie,die direkt von sp

�

abh•angt.
Die restlichen Termebedeuteneine reine Gradientenenergie;diesesetzt
sich auseinemelastischen,einemchiralen und einemelektrischenAnteil
zusammen.Der Gradientenanteil unterscheidet sich von dem Volumen-
anteil um den Faktor � 2

R =b2.
DieserFaktor macht die Abh•angigkeit der freien Energie von der L•ang-
enskala deutlich: Zun•achst w•ahlen wir b � � R , was z.B. bei Displayzel-
len der Fall ist, wo b im � m-Bereich liegt (� R � 10nm).
Im Verh•altnis zur Volumenenergieist der Beitrag der elastischen Ener-
gie nun sehr klein. Er kann als St•orung der Volumenenergieaufgefasst
werden.Wenn wir nun eine numerische Minimierung der freien Energie
versuchen, so stellen wir fest, dassdas Problem schlecht konditioniert
ist. Beinahe jede elastische Verzerrung ist numerisch m•oglich, solange
sich das System im Minim um der Volumenenergiebe�ndet. Eigentlich
bestimmt jedoch geradedie elastische Energie das System.

1Zum Beispiel die Schichtdic ke einer Displa yzelle.
2 J = Nm = AVs, N = kg m

s2 , N
m2 = J

m3 , 1 N
m2 = 1 Pa = 10� 5 bar, [� 1 ]S I = kg

m s =
Ns
m2 = Pas = Poiseuille, [� 1 ]cg s = g

cm s = dyn s
cm2 = Poise, 1 Poiseuille= 10Poise
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Box 2 { Reduzierte freie Energie des Fl •ussigkristalls

Fges =
Z

d3xf ges =
Z

d3x [f bulk + f elast + f chiral + f elek] (3.1)

f bulk =
1
4

t� �� � � � �
p

6� �� � � 
 � 
 � + � �� � � � � 
 � � � 
 (3.2)

f elast =
1
4

� 2
R

b2 � �� ;
 � �� ;
 +
1
4

c2

c1

� 2
R

b2 � �� ;� � �
 ;


+
1
4

c3

c1

� 2
R

b2 � �� ;
 � �
 ;� +
1

4
p

6

c6

c1

� 2
R

b2

�



� �� � 
 � ;� � 
 � ;� (3.3)

f chiral = �
1
4

c4

c1

� 2
R

b
� �� � � �� � 
 � ;� (3.4)

f elek = �
3

p
6

(� k � � ? )
� 2

R

b2 � �� � ;� � ;� � (2� ? + � k )
� 2

R

b2



�

� ;� � ;�

(3.5)

Das Minim um der Volumenenergieist ein uniaxialer Ordnungsparame-
ter3. Durch die RandbedingungenwerdenVerzerrungenim Direktorfeld
aufgepr•agt. Die zu diesenVerzerrungengeh•orige Energie wird jedoch in
unseremFall mit � 2

R =b2 skaliert, und damit numerisch vernachl•assigbar
klein.
Es folgt alsoeineGrenzef•ur b, oberhalb der unsereNumerik keinesinn-
vollen L•osungenmehr �nden kann. Die gleiche Problematik wurde auch
in [49] beschrieben. Aus diesemGrund beschr•anken wir uns auf meso-
skopische Gr•o�enordnungen unserer Simulationsbox. Da wir insbeson-
dere an biaxialen Zust•anden interessiert sind, stellt die Beschr•ankung
auf b < 70� R jedoch kein Problem dar.
An dieser Stelle wollen wir noch eine Bemerkung zur unteren Grenze
von b machen. Da die Koh•arenzl•ange � R die L•angenskala ist, auf der
sich Ordnungs-Unordnungs-•Uberg•ange abspielen, w•ahlen wir b � � R .
Unterhalb dieserGrenzeverlassenwir den G•ultigk eitsbereich der tenso-
riellen Beschreibung. F•ur Abmessungenkleiner als � R ist esangebracht,

3Vgl. hierzu Abschnitt 1.1.
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die Wechselwirkungen der Molek•ule untereinander direkt zu modellie-
ren, wie z.B. durch dasGay-Berne-Potential [50], einer Erweiterung des
Lennard-Jones-Potentials auf anisotrope Wechselwirkungen.

3.2 Einf •uhrung der Reynoldszahl

Die Skalierung der freien Energie wurde im vorigen Abschnitt geschil-
dert. Um die dynamischen Gleichungen auf dimensionsloseVariablen
umzuschreiben, setzenwir bei der Navier-Stokes-Gleichung an, die ty-
pischerweiseso skaliert wird, dassdas gesamte System durch eine ein-
zige Gr•o�e, die Reynoldszahl Re, beschrieben werden kann. Die hy-
drodynamische Navier-Stokes-Gleichung lautet (mit � 1 = 2� , gem•a�
Abschnitt 2.4)

�
d
dt

v� = � @� p +
1
2

� 1� v� :

Diese Gleichung wird nun wie folgt reskaliert: v� = ~v v0
� , r = bx0,

t = b
~v t0 und p = � 1 ~v

b p0. Bei denGradienten und der zeitlichenAbleitung
wurde 0 der •Ubersichtlichkeit halber weggelassen.~v ist eine systemty-
pische Geschwindigkeit, b ist die systemtypische L•ange,die wir bereits
bei der Skalierung der freien Energie verwendet haben.
Mit diesen neuen dimensionslosenVariablen geht die Navier-Stokes-
Gleichung •uber in

Re
d
dt

v0
� = � @� p0+

1
2

� v0
� ;

wobei Re = �
� 1

~vb die Reynoldszahlist.
Dasselbe Ergebnis erh•alt man, wenn man die Gleichung mit dem Fak-
tor b2

� 1 ~v multipliziert. DiesesVorgehenf•uhrt uns auf die Skalierung der
Navier-Stokes-Gleichung in der Tensordynamik. Dort enth •alt die Glei-
chung auch elastische und anisotrop-viskoseAnteile desSpannungsten-
sors (vgl. (2.37) bis (2.43)),

�
d
dt

v� = � @� p + @� � elast
�� + @� � irr [s]

�� + @� � irr [a]
�� :

Hinsichtlich dessymmetrischen irreversiblenAnteils desSpannungsten-
sors � irr [s]

�� = � 1V [s]
�� � � 3H [s]

�� f•uhrt dessenerster Summand V [s]
�� , wie in
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Abschnitt 2.4 bereits gezeigt, auf den Term 1
2 � 1� v� . F•ur den zweiten

Summanden� � 3H [s]
�� sowie f•ur � elast

�� und � irr [a]
�� muss die Reskalierung

noch durchgef•uhrt werden.Da dieseverbleibendenAnteile spezi�sch f•ur
die Anisotropie des Fl •ussigkristalls sind, fassenwir sie in einem Span-
nungstensor� FLK

�� zusammen.
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Box 3 { Reduzierte Gleic hungen

Reduzierte Navier-StokesGleichung

Re
d
dt

v0
� = � @� p0+

1
2

� v0
� +

1
St1

@� � FLK
�� (3.6)

Reduzierte Inkompressibilit•atsbedingung

@� v0
� = 0 (3.7)

Reduzierte Drehimpulsbilanz desFl •ussigkristalls

d
dt

� �� =
@
@t

� �� + � �� ;
 v0



=
h
V [a]0

�
 � 
 � � � �
 V [a]0

 �

i
+

� 3

s
V [s]0

�� +
1

St2
H 0

�� (3.8)

Euler-LagrangeGleichung f•ur das reduzierte elektrische Potential

EL � := @

@f

@� ;

�

@f
@�

|{z}
=0

= 0

= �
p

6(� k � � ? )
�

� 2
R

b2

�
[� �
 ;
 � ;� + � �
 � ;�
 ]

� 2(2� ? � � k )
�

� 2
R

b2

�


�

� ;
 
 (3.9)
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Box 4 { Reduzierte Hilfsgr •o�en

Reduzierter Spannungstensor

� FLK
�� = �

� 3

s
H [s]0

�� +
h
H [s]0

� � � �� � H [s]0
�� � � �

i
+ � elast0

�� (3.10)

� elast0
�� =

�
�

1
2

� ��;� � ��;� �
1
2

c2

c1
� �
 ;
 � ��;�

�
1
2

c3

c1
� ��;� � ��;� �

1

2
p

6

c6

c1

�



� �
 � ��;
 � ��;�

+
1
4

c4

c1
b���� � �� � ��;�

� �
� 2

R

b2

�
(3.11)

ReduziertesMolekularfeld

H 0
�� = �

� f
� � ��

= @

@f

@� �� ;

�

@f
@� ��

= �
1
2

t� �� + 3
p

6� �
 � 
 � � 4� 
 � � � 
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Zu jedemZeitpunkt ben•otigen wir noch denVerlauf deselektrischenPo-
tentials. Diesesfolgt im Wesentlichen instantan dem sich einstellenden
Ordnungsparameterfeldund weist daher keine explizite Zeitabh•angig-
keit auf. Es kann somit aus der statischen Euler-Lagrange-Gleichung
bestimmt werden, die mit der Maxwell-Gleichung div D = 0 identisch
ist.
Zur Impulsbilanz der Navier-Stokes-Gleichung kommt noch eine Dreh-
impulsbilanz, n•amlich die dynamische Gleichung f•ur

�

. Wir verwen-
den wiederum dieselben Reskalierungenund erhalten als Ergebnis Glei-
chung (3.8).
•Ahnlich wie die ReynoldszahldasVerh•altnis der Tr•agheitskr•afte zu den
viskosen Kr •aften angibt, haben wir in Gl. (3.6) und (3.8) zwei neue
Verh•altnisse de�niert. Sie geben jeweils das Verh•altnis zwischen der
viskosen Energie und der freien Energie an, wobei die viskose Ener-
gie im einen Fall durch die Flie�geschwindigkeit, im anderendurch die
Rotation des

�

-TensorsZustande kommt. Wir bezeichnen diese Zah-
len zur besserenUnterscheidung nach den Herren J. Stelzer [51] und
H. St ark [37].

3.3 L•osung des Druc kproblems

Bei der L•osung der Navier-Stokes-Gleichung (3.6) ergibt sich das Pro-
blem, dass keine Bestimmungsgleichung f•ur den darin auftauchenden
Druck vorhanden ist. F•ur die diskretisierte Form der Gleichungen l•asst
sich diesesProblem jedoch wie folgt beheben [52]: Der Druck wird als
Lagrange-Parameter angesehen,•uber den die Inkompressibilit•atsbedin-
gung (3.7) an die Impulsbilanz gekoppelt wird. Wie wir sehenwerden,
ist der Druck allerdingsnur bis auf eineadditiv eKonstante bestimmbar.
Das Navier-Stokes-Gleichungssystemeines inkompressiblenFl •ussigkri-
stalls in reduzierten Variablen lautet

Re
d
dt

v� = � @� p +
1
2

� v� +
1

St1
@� � FLK

�� ; (3.14)

@� v� = 0 : (3.15)

Zun•achst diskretisieren wir die partielle Zeitableitung (den konvektiven
Anteil bringen wir auf die andereSeite),
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Wir l•osendie diskrete Navier-Stokes-Gleichung auf nach vneu
� ,

vneu
� = F� �

� t
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@� p : (3.17)

Hierbei ist
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1

2Re
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� +
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ReSt1
@� � FLK

�� � valt
� @� valt
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Nun fordern wir f•ur die neuenGeschwindigkeiten vneu
� die Divergenzfrei-

heit der inkompressiblenFl •ussigkeit, und erhalten aus Gl. (3.17) eine
Poisson-Gleichung als Bestimmungsgleichung f•ur den Druck,

@� vneu
� = 0 =) @� F� =

� t
Re

@� @� p : (3.19)

Zur L•osung dieser Poisson-Gleichung wird noch eine Randbedingung
ben•otigt. Diese k•onnen wir in Form von Neumann-Randbedingungen
erhalten, wenn wir Gl. (3.17) an den Ober
 •achen auswerten. Liegen
diesebeispielsweiseauf der oberen und unteren Fl•ache einesQuaders,
so ist n = (0; 0; � 1)T . Die alten Geschwindigkeiten valt

� und die neu-
en Geschwindigkeiten vneu

� sind am Rand bekannt. Au�erdem stellt die
Ober
 •ache f•ur den Fl •ussigkristall ein un•uberwindbares Hindernis dar,
weshalbwir die Geschwindigkeitskomponenten in Normalenrichtung an
der Ober
 •ache (vneu;alt

z = 0) gleich Null setzen.Diese Vorgaben liefern
aus Gl. (3.17) die Gleichung am Rand

@zp =
Re
� t

Fz : (3.20)

Die partielle Ableitung in Normalenrichtung wird wieder diskretisiert
(n und n � 1 seien zwei benachbarte Punkte in z-Richtung). An der
oberenQuaderober
 •acheist pRand = pmax=̂ pn , an der unteren ist pRand =
p0=̂ pn � 1 und

@zp =
1
� z

�
pn � pn � 1�

=) pn � pn � 1 = � z
Re
� t

Fz : (3.21)



44 Skalierung und numerischeAspekte

Mit diesen Randbedingungen kann nun der neue Druck im gesamten
Volumen berechnet werden. Er steht dann zur Berechnung der neuen
Geschwindigkeiten mittels Gl. (3.17) zur Verf•ugung.

3.4 Das diskretisierte Gleic hungssystem

Nachdem nun die reskalierten Gleichungen in diskreter Form abgelei-
tet wurden, sollen sie der •Ubersichtlichkeit halber noch einmal zusam-
mengefasstwerden.Gleichzeitig wird der Programmablauf transparent.
Nachdem eine Startkon�guration vorgegeben (und ggf. statisch mini-
miert) worden ist, kann die L•osung der dynamischen Gleichungen er-
folgen. Die Drehimpulsbilanz und die Navier-Stokes-Gleichung werden
durch ein explizites Zeitintegrationsverfahrensgel•ost, die Poisson-Glei-
chung f•ur den Druck und die Euler-Lagrange-Gleichung f•ur die elektri-
sche Spannung mittels desNewton-Gauss-Seidel-Verfahrensrelaxiert.

Drehimpulsbilanz

Zun•achst werden die neuen
�

-Tensorenaus der Drehimpulsbilanz be-
rechnet. Da der

�

-Tensor spurlos-symmetrisch ist, werden in der fol-
gendenGleichung nur f•unf unabh•angigeKomponenten berechnet4:

� neu
�� = � alt

�� � � t � �� ;
 valt

 + � t

h
V [a]alt

�
 � 
 � � � �
 V [a]alt

 �

i

+
� t � 3

s
V [s]alt

�� +
� t

St2
H alt

�� (3.22)

L •osung der Poisson-Gleic hung f •ur den Druc k

Aus den alten Geschwindigkeiten und dem alten Spannungstensor(der
vor der Drehimpulsbilanz berechnet wurde) kann nun die Poisson-Glei-
chung f•ur denDruck aufgestelltwerden.Durch die L•osungder Gleichung
wird der Druck soeingestellt, dassdie Divergenzder Geschwindigkeiten
verschwindet5.

4 � xx ; � xy ; � xz ; � y y ; � y z . Es gilt sp(� �� ;
 valt

 ) = � ��;
 valt


 = 0
5spV�� = V�� = div v = 0, dies ist numerisch nicht exakt erf•ullt!
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Berec hnung der neuen Geschwindigk eiten
Aus demnunmehr divergenzfreienGeschwindigkeitsfeldk•onnendie neu-
en Geschwindigkeiten berechnet werden.
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L •osung der Euler-Lagrange-Gleic hung f •ur die elektrisc he
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Iteration
Jetzt sind alle Variablen zum neuenZeitpunkt bekannt. Alle abh•angigen
Variablen wie z.B. der Spannungstensorund das Molekularfeld werden
neu berechnet. Auch die Randbedingungenm•ussenangepasstwerden.
Dann startet die Berechnung desn•achsten Zeitschrittes wieder mit der
Drehimpulsbilanz.

3.5 Randb edingungen

Ordn ungsparameter (
�

-Tensor)
Um am Rand eineAussagedar•uber tre�en zu k•onnen,wie der

�

-Tensor
aussehensoll, wechseln wir an diesenStellen in das uniaxiale Bild des
Direktors n und schreiben

�

als:
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Quniax
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1
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(3.26)

wobei wir denskalaren (uniaxialen) OrdnungsparameterS noch bestim-
men m•ussen.Dazu wird � uniax = 1

s

� uniax in f bulk (3.2) eingesetzt.F•ur
die freie Energiedichte desVolumens in reduzierten Variablen erhalten
wir dann

f uniax
bulk =

3
8

t S02 �
3
4

p
6S03 +

9
4

S04 ; (3.27)

wobei S0 = S
s der reskalierte Ordnungsparameter ist. Die Funktion

f uniax
bulk (S0) ist in Abbildung 3.1 f•ur verschiedeneTemperaturen darge-

stellt.
F•ur die Simulation ben•otigen wir nun f•ur einevorgegebeneTemperatur t
dasdurch die Landau-EnergievorgegebeneS0, welchesdie freie Energie
im uniaxialen Fall minimiert. Wir leiten alsof uniax

bulk nach S0ab und setzen
die Ableitung gleich Null. Dadurch erhalten wir drei L•osungen,die den
verschiedenen Phasen des Fl •ussigkristalls zugeordnet werden k•onnen.
S0

1 = 0 geh•ort zur isotropen Phase, S0
2;3 = + 1

8

p
6 � 1

24

p
54� 48t

geh•oren zur nematischen (S2 > 0) und zur diskotischen (S3 < 0) Phase
[20].
Die reduzierte freieEnergieist in Abbildung 3.1 f•ur verschiedeneTempe-
raturen dargestellt. Um Simulationen in der nematischen Phasedurch-
zuf•uhren, verwenden wir S0

2, um einen uniaxialen Ordnungsparameter
auf dem Rand vorzugeben.
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Schlie�lic h seienhier noch die Eigenwerte im uniaxialen Fall angegeben.
Diese erh•alt man sehr einfach, wenn man den Direktor entlang einer
der Koordinatenachsen ausrichtet: n = (0; 0; 1)T . Die Eigenwerte des

�

-Tensorslassensich dann direkt ablesen(S0
2(t = � 1) = 0; 727):
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� 3 =
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3

) = S0(t) : (3.30)

Der
�

-Tensor besitzt also eine augezeichnete Richtung, welche � 3 zu-
zuordnen ist. Die Eigenwerte � 1=2 sind entartet, die Verteilung der Mo-
lek•ule ist also rotationssymmetrisch.
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Abbildung 3.1: Landau-Energief•ur verschiedeneTemperaturen. Aufge-
tragen ist die Volumenenergief bulk •uber dem uniaxialen Ordnungspara-
meter S0 = S

s f•ur verschiedeneTemperaturen. t = 9=8: die nematische
Phase ist gerade noch metastabil, t = 1: der Phasen•ubergang �ndet
statt, t = 0: die isotrope Phaseist geradenoch metastabil, t = � 1: die
nematische Phaseist die alleinig stabile, S0

2(� 1) = 0; 727.

Geschwindigk eit
F•ur v werden in dieserArb eit folgendeRandbedingungengesetzt:
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� Haftbedingung: tangentiale und normale Komponente der Ge-
schwindigkeit sind an der Ober
 •ache vorgegeben.

� Ein- und Ausstr•ombedingung:Normalableitungen der Komponen-
ten werdengleich Null gesetzt,d.h. die Geschwindigkeit senkrecht
zum Rand soll sich nicht •andern.

Andere Variablen
Die Randbedingen f•ur den Druck folgen aus dessenGradienten l•angs
der ProbendimensionGl. (3.21). Der Spannungstensor� , das Moleku-
larfeld � und die oben eingef•uhrte Abk •urzung F werden aus v und

�

berechnet. F•ur die Bestimmung ihrer Ableitungen werdendieseGr•o�en
auch auf demRand ben•otigt. Wir extrapolierendaher in erster Ordnung
die Volumendaten auf den Rand.



Kapitel 4

Disklinationsdynamik im
Direktorbild
Bevor wir uns in den beiden folgendenKapiteln der Statik und Dyna-
mik von anisotropen Fluiden in der tensoriellen Beschreibung widmen,
wollen wir in diesemKapitel ein Verst•andnis f•ur die Dynamik von De-
fektlinien entwickeln. Dazu untersuchen wir in vereinfachter Theorie die
dynamischen Prozessein der Multidom •anenzelle(MD-Zelle), einer spe-
ziellen Realisierung einer twisted nematic-Zelle (TN-Zelle, [53]), wobei
wir unser besonderesAugenmerk auf die Erzeugung und Vernichtung
von Disklinationen richten.
In der MD-Zelle wechseln sich rechts- und linksdrehende Helizes des
Direktors ab. Dies wird erreicht durch eine spezielle Wahl der Veran-
kerungswinkel an den Ober
 •achen, welche in einem Netz von Twist-
Disklinationen resultieren. In diesemKapitel wollen wir anhand einer
Direktordynamik, welche nur auf einer Rotationsviskosit•at beruht, un-
tersuchen,wie sich die Defektlinien bewegen,wennman an die MD-Zelle
eine elektrische Spannung anlegt.
Werden die Verankerungswinkel hinreichend klein gew•ahlt, so kann im
spannungsfreien Zustand eine defektfreie Kon�guration auftreten, in
welcher der Drehsinn aller Helizes •ubereinstimmt. Da die Ober
 •achen
jedoch auch hier strukturiert sind, m•ussenbei angelegterelektrischer
Spannung Defektlinien existieren. Diese werden also im Rahmen des
Schaltprozesseserzeugt bzw. vernichtet.
Die in diesemKapitel vorgestelltenErgebnissewurden in [54] ver•o�en t-
licht.

4.1 Die Multidom •anenzelle

Urspr•unglich stammt die Idee der Multidom •anenzelleaus der Informa-
tionstechnologie: Flachbildschirme sind sowohl sparsamim Energiever-
brauch, als auch in ihrem Platzbedarf. Jedoch m•ussenihre optischen
Qualit •aten durch Techniken wie in-plane switching (IPS) [55] und op-
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tische Kompensation verbessertwerden.Sind dieseTechniken f•ur teure
Bildschirme noch �nanzierbar, sofehlt esan einfachen L•osungenf•ur bil-
lige Displays: Der Kontrast TN-basierter [53] Bildschirme h•angt stark
vom Blickwinkel ab. Mit der Multidom •anenzelle [56, 57] wurde eine
einfache M•oglichkeit realisiert, um diesesProblem zu l•osen.
Wie oben bereits erw•ahnt, bedingen die speziellen Randbedingungen
das Auftreten von Defekten. Au�er ihrem Einsatz als Display kann die
MD-Zelle deshalbauch als Laborsystem zur Untersuchung von topolo-
gischen Prozessenf•ur Defekte verwendet werden.Diesesind von funda-
mentalem Interesseauf dem Gebiet der Fl •ussigkristalle [58, 59, 60, 61,
62].
Bei der klassischen TN-Zelle werden die Fl •ussigkristallmolek•ule an den
Glasplatten parallel zur Ober
 •ache ausgerichtet. Sie schlie�en einen
Winkel von 90 Grad ein, weshalb die Molek•ule im Volumen zwischen
den Platten eine Helix ausbilden. Indem man die Ober
 •achenmolek•ule
ausder Ebeneder Glasplatten herausdreht, kann man die Drehrichtung
der Helix festlegen.
Legt man einehinreichendstarkeelektrischeSpannung an eineTN-Zelle
an, so werden die Molek•ule im Volumen vollst•andig entlang desFeldes
ausgerichtet. Einen Bildschirm mit Graustufen erh•alt man, wenn man
die Spannung erniedrigt und so eine nur teilweiseAusrichtung der Mo-
lek•ule einstellt. VerschiedeneSpannungen liefern verschiedeneGraustu-
fen; ein Teil der Helixstruktur ist dabei noch vorhanden,und elastische
und elektrischeEnergiehalten sich die Waage.Da alle Helizesin dieselbe
Richtung drehen,kommt eszu einer Brechung der Inversionssymmetrie.
Damit ist der Kontrast stark vom Blickwinkel abh•angig.
In der Multidom •anenzelle wird diese Symmetriebrechung vermieden,
indem der Drehwinkel der Helizes alternierend eingestellt wird. Dazu
m•ussendie Glasplatten in Dom•anen strukturiert werden. Ein Beispiel
f•ur eine solche Strukturierung ist in Abbildung 4.1 zu sehen.Die opti-
schen E�ekte der verschiedenenDom•anen1 kompensierensich auf der
L•angenskala einesBildschirmpixels, und die Abh•angigkeit desKontras-
tes vom Blickwinkel wird stark reduziert. In der Literatur �nden sich
verschiedeneRealisierungsm•oglichkeiten f•ur die Ober
 •achenstruktur[ 56,
57, 63, 64]. Bei allen ist eine klare Verbesserungerkennbar.
Da die Direktorfelder von rechts- und linksdrehendenHelizesnicht •uber-

1 In [56] besteht ein Displa ypixel z.B. aus vier Dom•anen.
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Abbildung 4.1: Schematische Ansicht der Multidom •anenzelle:Die Plat-
ten bei z = 0 und z = d begrenzendas Simulationsvolumen. Sie sind
in Streifen der Breite b mit unterschiedlicher Verankerungsrichtung in
x- und y- Richtung unterteilt. Der nematische Direktor wird durch die
beidenWinkel ' (Polar- oder Twist winkel) und # (Azimutal- bzw. Tilt-
winkel) beschrieben. Die Ausrichtung des Direktors an den Platten ist
entlang der Streifenrichtung. Der Pretilt #p wird festgehalten.Die Strei-
fen unterscheiden sich dann im Twist winkel ' p um 180� (vgl. auch Ta-
belle 4.1). Es resultiert ein Schachbrettmuster aus rechts- (RHD) und
linksdrehendenHelizes(LHD).
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all kontinuierlich aneinandergef•ugt werden k•onnen, zeigen alle Reali-
sierungender MD-Zelle an den Dom•anengrenzenein charakteristisches
Netz von Liniendefekten mit Twist-Charakter [65]. Die Ausdehnung des
Defektkerns liegt bei etwa 10nm (vgl. [65] oder auch Abschnitt 6.2). Er
ist damit im Vergleich zur Ausdehnung einer Dom•ane von 100� m ver-
nachl•assigbarf•ur den Kontrast desBildschirmpixels.

Tabelle 4.1: Ober
 •achenstruktur desDirektors (' p,#p) und elektrisches
Potential (� ) der Zelle in Abbildung 4.1. #p und U0 sind freie Simulati-
onsparameter,wobei U0 = 0V oder U0 = 4V gew•ahlt wird.

Koordinaten Twist winkel an Tilt winkel an angelegte
der Ober
 •ache der Ober
 •ache Spannung

z = 0, 0 < y < b ' p = 0� #p � = 0
z = 0, b < y < 2b ' p = 180� #p � = 0
z = d, 0 < x < b ' p = 90� #p � = U0

z = d, b < x < 2b ' p = 270� #p � = U0

Das Kon�gurations-Phasendiagramm
Wie bereits erw•ahnt, h•angt das Auftreten von Defektlinien davon ab,
wie der Tilt winkel an den Ober
 •achen gew•ahlt wird. Die freie Energie
einer Disklination setzt sich aus der Energie des Kerns und aus einem
elastischen Anteil zusammen.Durch die Umkehr der Drehrichtungen
aller HelizeseinesTyps (RHD oder LHD) k•onnen die Defektlinien eli-
miniert werden. Um der weniger beg•unstigten Drehrichung Rechnung
zu tragen, muss eine zus•atzliche Splay-Deformation in der N•ahe der
Ober
 •achen eingef•uhrt werden. Falls deren elastische Energie kleiner
ist als die Kernenergieder Disklination, wird die defektfreie Kon�gura-
tion bevorzugt. Die Vermeidung solcher Splay-Deformationen zuguns-
ten von anderenVerzerrungenoder gar Defekten wird in der Literatur
mit splay canceling [57, 66, 67] bezeichnet. Es tritt auf f•ur Tilt winkel
kleiner als #D

p , wie im Phasendiagrammin Abbildung 4.2 [31] zu sehen.
Der Tilt winkel wird dabei gegendie Plattennormale gemessen:#p = 90�

bedeutet, dassdie Molek•ule parallel zur Platte liegen.
Will man die MD-Zellen als Display einsetzen,somussdie Ober
 •achen-
verankerung so gew•ahlt werden, dass die Helizes alternieren, d.h. die
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Abbildung 4.2: Kon�gurations-Phasendiagramm der MD-Zelle aus [31].
Zwei Gebiete k•onnen unterschieden werden. Gebiet I: die Zelle enth•alt
Disklinationlinien, wie aufgrund der Randbedingungenerwartet. Gebiet
I I: F•ur kleine Spannungen und Verankerungswinkel werden die Diskli-
nationen durch inversessplay canceling entfernt. Alle Helizesdrehen in
die gleiche Richtung. Die gestrichelten Linien geben die Schaltprozesse
wieder, die in diesemKapitel untersucht werden.

Disklinationslinien immer vorhanden sind. Dies entspricht dem unte-
ren Schaltprozess in Abbildung 4.2. In Abschnitt 4.2 werden wir die
Defektbewegungeneinessolchen Schaltvorgangesuntersuchen.

Vom theoretischen Standpunkt ist der obere Schaltprozess in Abbil-
dung 4.2 von gr•o�erem Interesse:W•ahrend bei U0 = 0 V einehomogene
Drehrichtung aller Helizesvorliegt (Gebiet I I), enthalten Kon�guratio-
nen in Gebiet I Defektlinien. Beim Schalten nach U0 = 4 V muss also
ein Kon�gurations •ubergang statt�nden, bei dem Dislinationen enste-
hen. Wir diskutieren diesenSchaltvorgang in Abschnitt 4.3.
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Numerisc he Asp ekte
Die Simulationen diesesKapitels basierenauf den in Kapitel 1 abgelei-
teten Euler-Lagrange-Gleichungen (1.18) und (1.19), die mittels eines
Finite-Di�erenzen-V erfahrensdiskretisiert und dann mit dem Newton-
Gau�-Seidel-Verfahren [47] gel•ost werden. Dabei nehmen wir an, dass
der skalareOrdnungsparameterS in der nematischenPhasekonstant ist
( 3

2 S = 1). Die so erhaltene Kon�guration minimaler elastischer Energie
wird als Anfangsbedingung f•ur die Dynamik verwendet.
Die Integration der Bewegungsgleichungen(1.30) und (1.31) erfolgt mit-
tels eines expliziten Zeitintegrationsverfahrens [47], wobei wir anneh-
men, dass das elektrische Potential der Direktorb ewegung instantan
folgt und wir die statische Euler-Lagrange-Gleichung (1.19) zu jedem
Zeitpunkt l•osenk•onnen.

Disklinationen
Disklinationen sind Singularit •aten des Direktorfeldes. Diese treten in
unseren Simulationen nicht explizit auf, da wir die Gleichungen auf
einem Gitter diskretisieren. Dennoch wird durch die freie Energie der
Umgebung der Singularit •at eine Defektlinienenergieberechnet, die von
der Gr•o�enordnung der Kernenergieist [65]. Um die Kernenergiein der
Simulation zu ber•ucksichtigen, m•usste zu jedem Zeitschritt die L•ange
der Disklination bestimmt werden. Da die Korrektur das qualitativ e
Verhalten nicht wesentlich beein
u�t, haben wir auf diesennumerisch
nicht ganz einfach zu realisierendenTeilaspekt verzichtet.

Die Sim ulationsb ox
Um die Simulationen durchf•uhren zu k•onnen,ben•otigen wir noch Rand-
bedingungen.Wir w•ahlen die Version der MD-Zelle von Schadt et al.
[56], wie sie bereits in Abbildung 4.1 vorgestellt wurde. Die Zelle wird
mit kartesischenKoordinaten beschrieben;die mittlere Molek•ulrichtung
ist der Direktor n, den wir mit Twist- (' ) und Tilt winkel (#) parame-
trisieren : nx = sin# cos' , ny = sin# sin' und nz = cos#. Wir stellen
' an der Ober
 •ache entsprechend der Tabelle 4.1 ein, # wird je nach
Simulationslauf unterschiedlich gew•ahlt.
Die EinheitszelleunsererSimulationsbox besitzt die Kantenl•ange2bund
die Dicke d. In x- und y-Richtung werdendie R•ander periodisch fortge-
setzt. Damit die Disklinationen nicht am Rand der Simulationsbox auf-
treten, verschieben wir die Einheitszelle um b=2 in x- und y-Richtung.
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Die resultierendeOber
 •achenstruktur der Simulationsbox ist in Abbil-
dung 4.3 zu sehen.
In allen Simulationen wurden die Materialparameter wie in [68] gew•ahlt:
k11 = 12; 4�10� 12 N, k22 = 6; 5�10� 12 N, k33 = 19; 9�10� 12 N, � k = 8; 03,
� ? = 3; 59 und 
 1 = 17 � 10� 3 Nsm� 2. Au�erdem wurde b = 9� m und
d = 6� m gew•ahlt.
Die Gitter hatten eineGr•o�e von 40 Punkten in allen drei Dimensionen.
Die Schaltzeiten werden im Folgendenin Einheiten von Millisekunden
angegeben.
Da essich bei der MD-Zelle um eine bildschirmtaugliche Zelle handelt,
ist esinteressant, die optischeTransmissionf•ur senkrecht zur Ober
 •ache
einfallendesLicht (entlang der negativen z-Achse) zu berechnen. Auch
in der Transmissionsollten die Defektlinien sichtbar sein.Zur genaueren
Beschreibung der Transmissionberechnung verweisenwir auf Anhang C.
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Abbildung 4.3: Simulationsbox der MD-Zelle: Im Gegensatzzu Abbil-
dung 4.1 wurde die Einheitszelle um b=2 in x- und y-Richtung verscho-
ben, um dasAuftreten von Disklinationen am Rand der Simulationsbox
zu vermeiden.
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4.2 Die Multidom •anenzelle
als Displa ypixel

Um die Bewegung von Defektlinien in der MD-Zelle zu studieren, er-
scheint es plausibel, den unteren gestrichelten Simulationspfad in Ab-
bildung 4.2 zu w•ahlen. Jedoch ist der Tilt winkel #D

p = 58� , unterhalb
dessendie Defektlinien immer vorhanden sind, sehr viel kleiner als in
den Realisierungender MD-Displays: in der Version von Schadt et al.
betr•agt #p = 88; 7� [56]. Chen et al. haben dasAuftreten von splay can-
celing im Detail studiert [69] und konnten ein MD-Display herstellen,
bei dem #p = 65� war.
Um dieseDiskrepanz zwischen Experiment und Simulation zu kl•aren,
werdenwir nun anhand einer grobenAbsch•atzung zeigen,dassder Wert
von #D

p von den Zelldimensionenabh•angt. Wenn die Direktorhelix ih-
re Drehrichtung umkehrt, wird •uber das entsprechende Teilpixel eine
zus•atzliche Splay-Deformation aufgebracht. Die gesamte Energie von
zweien solcher Teilpixel ist dann n•aherungsweisedas Produkt aus der
freien Energiedichte und dem Volumen, daher

Fs ' K
�

2 (� =2 � #p)
d

� 2

b2d : (4.1)

Die Twist-Disklinationen treten auf, falls ihre Kernenergie Fd kleiner
ist als Fs . Die Kernenergieist gegeben durch [37]

Fd = 8K b ; (4.2)

wobei •uber die gemittelte Frank'sche elastische Konstante K die Li-
nienenergiedesDefektkernsgen•ahert wird. Der •Ubergangzwischen den
beiden Kon�gurationen �ndet also statt bei Fs � Fd oder

#D
p � � =2 �

p
2d=b : (4.3)

Mit den Parametern, die wir in den numerischen Simulationen verwen-
det haben (d=b = 2=3) erhalten wir #D

p = 43� . Die Abweichung zu
dem in der Simulation gefundenen#D

p = 58� l•asst sich auf die grobe
Absch•atzung der freien Energie zur•uckf•uhren. Jedoch zeigt Gl. (4.3)
deutlich die Abh•angigkeit von den Zelldimensionen.Diesebetragen im
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Experiment ungef•ahr 100� m, w•ahrend unsereSimulationsbox nur eine
Kantenl•angevon b = 18� m hat.
Um der experimentellen Realisierungn•aher zu kommen,pr•aparierenwir
deshalbeinenRandwinkel von #p = 85� . Eine defektbehaftete Kon�gu-
ration kann sich hier als metastabiler Zustand ausbilden.Dazu wird die
statische Gleichung (1.18) gel•ost. Anschlie�end schalten wir die Span-
nung auf 4V und starten denZeitintegrationsalgorithmus.F•ur charakte-
ristische Zeiten in der Entwicklung desDirektorfeldes werden in Abbil-
dung 4.4 die Disklinationslinien und die Transmissionder Zelle gezeigt.

Abbildung 4.4: Schnappsch•usse der Defektlinienbewegung im MD-
Displaypixel und zugeh•orige Transmissionzu verschiedenenZeitschrit-
ten, nachdem die Zelle von U0 = 0 V auf 4 V geschaltet wurde. Die obe-
re und untere Glasplatte ist in helle und dunkle Streifen unterteilt, die
auf die unterschiedlichen VerankerungendesDirektors hinweisensollen.
Das Direktorfeld selbst ist der •Ubersichtlichkeit halber ausgeblendet.
Zur Visualisierung der Disklinationslinien sieheAnhang C.

Bei t = 0 bilden die Defektlinien in der Mitte der Zelle ein Netz aus
Twist-Disklinationen. Wenn die Spannung angeschaltet wird, beginnen
die Disklinatinen sich in Richtung der Glasplatten zu bewegen (siehe
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Abbildung 4.4, t = 0; 84 und 1; 20). An ihren Kreuzungspunkten sind
die Linien aufgrund der anziehendenKraft zueinanderverbogen(siehe
hierzu Abschnitt 6.1). Erst wenn der Abstand der Defektlinien gro� ge-
nug ist, n•amlich wenn die Linien die Ober
 •achenerreicht haben, gl•atten
sie sich (sieheAbbildung 4.4, t = 1; 80).
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Abbildung 4.5: Lichttransmission •uber der Zeit im MD-Display.
Blaue Kurv e: im Zentrum der Zelle, gr•une Kurv e: nahe einer Twist-
Disklination. Die rote Kurv e zeigt zum Vergleich die Transmission in
einer TN-Zelle.

Es ist sehraufschlussreich, die jeweiligeLichttransmission in denrechten
unteren Ecken von Abbildung 4.4 zu betrachten: Bei t = 0 sind die Dis-
klinationen kaum erkennbar. Wenn die Defektlinien n•aher zu den Glas-
platten wandern, wird der Kontrast st•arker; die Defektlinien schalten
alsoschneller als der Rest der Zelle.DieserSachverhalt ist quantitativ in
Abbildung 4.5 dargestellt. Die Transmissiondreier einzelnerHelizesist
•uber der Zeit aufgetragen.Die blaue Kurv e gibt das Schaltverhalten in
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der Mitte einesDisplaypixels wieder. Die Transmissionskurve verl•auft
ann•ahernd parallel zu derjenigen einer reinen TN-Zelle (rote Kurv e),
die Schaltzeiten stimmen also •uberein. Da die Ausdehnung einesrealen
Pixels viel gr•o�er ist, schlie�en wir also, dassdie optische Transmissi-
on der MD-Zelle von der Defektbewegungnahezuunbeein
usst bleibt.
Der Dip in der Transmissionzwischen t = 0; 5 und 1 ist ein E�ekt, der
bekannterma�en in TN-Zellen mit Pretilt auftritt [70].
Abschlie�end noch zwei Bemerkungen:Wird die Spannung wieder ab-
geschaltet, so wird der hier geschilderte Vorgang reversibel invertiert.
Die Position der Twist-Disklinationen als Funktion des Pretilt winkels
#p an der Ober
 •ache bei Spannung null ist wie folgt: F•ur Pretilt winkel
•uber #p = 80� liegen die Defektlinien glatt in der Mitte der Zelle. Un-
terhalb von #p = 80� be�ndet sich ihre Gleichgewichtslageimmer n•aher
bei den Glasplatten, wobei sie an ihren Kreuzungspunkte immer noch
verbunden sind. An diesenStellen sind sie zueinander gekr•ummt. Bei
#p = 60� l•osensich die Linien von einander, wobei sie f•ur kleinere #p

noch n•aher zu den Platten r•ucken.

4.3 Die Multidom •anenzelle
als Mini-Defektlab or

Nac h dem Einsc halten der Spann ung

F•ur den oberen gestrichelten Pfad in Abbildung 4.2 berechnen wir zu-
n•achst eine Startkon�guration, indem wir die statischen Gleichungen
(1.18) f•ur 0V l•osen.Anschlie�end wird wiederum die Spannung auf 4V
gesetzt und die Zeitintegration gestartet. Schnappsch•usseder Diskli-
nationslinien zu bestimmten Zeiten sowie die zugeh•orige Transmission
werden in Abbildung 4.8 illustriert.
Bei t = 0; 0 haben alle Helizes den gleichen Drehsinn. Die Helizes der
RHDs (vgl. Abbildung 4.3) drehen so, wie es aufgrund ihrer Randbe-
dingungen am g•unstigsten ist. Die Helizes in den LHDs haben ihren
Drehsinn invertiert und tragen nun einezus•atzliche Splay-Deformation,
die •uber die gesamte Helix verteilt ist. Es liegen keine Disklinationen
vor.
Nun wird die Spannung von 4V angelegtund die Direktoren beginnen,
sich entlang des elektrischen Feldes auszurichten. Bei t = 3; 6 ist ein
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T
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y y y

(c) t=16.80(a) t= 0.00 (b) t=14.88

Abbildung 4.6: Nagelbild zur Illustration des Mechanismus, durch den
die Defektringe in der MD-Zelle ge•o�net werden.Die L•angeeinesNagels
ist gegebendurch die Projektion desDirektors auf die Zeichenebene.Der
Kopf markiert den Teil desDirektors, der unter der Zeichenebeneliegt.
a) Ungest•orte Helizes,die dritte und vierte Helix haben ihren Drehsinn
auf Kosten einerzus•atzlichenSplay-Deformation umgekehrt. Die Helizes
geh•oren zu dem mit einem Pfeil markierten Pfad in Abbildung 4.8. b)
Nach dem Anlegen deselektrischen Feldeswerden die erste und vierte
Helix zerst•ort. c) Durch dasEinf •uhren einer Twist-Disklination (T) und
einer +1 =2-Wedge-Disklination (W) k•onnen auch die Direktoren der
zweiten und dritten Helix entlang des elektrischen Feldes ausgelenkt
werden.

deutlicher Unterschied zwischen den zwei Helixt ypen erkennbar. In den
RHDs ist die Transmissionbereits nahe bei Null; die Helix ist zerst•ort,
da die Direktoren nahezu parallel zum elektrischen Feld ausgerichtet
sind. In den LHDs ist die Transmission nahezu unver•andert. Die He-
lixstruktur ist immer noch vorhanden. Wir k•onnen diesesPh•anomen
mit Hilfe der Nagelbilder in Abbildung 4.6 verstehen:(a) bis (c) zeigen
jeweils das Direktorfeld von vier Helizesan verschiedenenPositionen y
(vgl. die gestrichelten Pfeile in Abbildung 4.8).
In der erstenund zweiten Helix in Abbildung 4.8(a) sind alle Direktoren
bereits in Richtung deselektrischen Feldesausgerichtet. Nach Anlegen
der Spannung k•onnen sie sich sofort weiter ausrichten. Die Direktoren
der dritten und vierten Helix jedoch, derenDrehsinn invertiert ist, sind
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durch die zus•atzliche Splaydeformation zun•achst stabilisiert: In der He-
lix be�ndet sich ein waagerecht ausgerichteter Direktor.
Bei t = 14; 88 sind auch die Direktoren der LHDs entlang des elektri-
schen Feldesausgerichtet, zwischen den Dom•anen bleiben jedoch wei-
�e Streifen zur•uck. Diese Kon�guration ist in Abbildung 4.6(b) dar-
gestellt, die wei�en Streifen entsprechen der Situation bei der zweiten
und dritten Helix. Die Direktoren dieserGebiete k•onnennur ausgerich-
tet werden, indem eine + 1

2 Wedge- (W) und eine Twist-Disklination
(T) entsteht, wie in Abbildung 4.6(c) zu sehen.Diese Disklinationen
sind Bestandteil einesder zwei Ringdefekte die sich in der x-y-Ebene
zum Zeitpunkt t = 14; 88 •o�nen. Die Ringe wachsen an, bis sie sich
schlie�lic h bei t = 17; 66 ber•uhren und annihilieren. Zur•uck bleibt eine
Wedge-Disklination an der oberen Platte und eine Twist-Disklination
an der unteren. Bis t = 32; 35 gl•atten sich die Defektlinien. Durch die
Entstehung der Defektlinien ist der wei�e Streifen in der Transmission
verschwunden.

y

x
(I) (II) (III)

4 2

1

3

Abbildung 4.7: Hypothetischer Mechanismus zur Drehung der Defektli-
nien in der N•aheder oberenPlatte um 90� . (I) Disklinationsringe •o�nen
sich in denRegionen1 bis 4. (I I) Die Ringeannihilieren teilweisemit den
bestehendenDefektlinien. (I I I) Das Ergebnis sind Twist-Disklinationen
entlang der y-Achse.

Bei t = 32; 35 schlie�lic h ist die Simulation in einem lokalen Minim um
gefangen.Um das globale Minim um zu erreichen, muss zun•achst ein
zweites Paar von Disklinationslinien entstehen, um den zweiten wei�en
Streifen zu vernichten. Da dann die Defektlinien an der oberen Platte
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noch in die falsche Richtung zeigen,m•ussensie noch um 90� gedreht
werden. Hierzu schlagen wir den folgendenMechanismus vor:
In Abbildung 4.7(I) sind nur die Defektlinien der oberenPlatte gezeich-
net. In den Fl•achen 1 bis 4 ist die zus•atzliche Splay-Deformation immer
noch vorhanden.Untersucht man dasDirektorfeld in der N•aheder Plat-
te, so stellt man fest, dassdurch das •O�nen von weiteren Ringdefekten
in der Ebene der Platte und der Rekombination mit den vorhandenen
Disklinationen eine solche Drehung bewerkstelligt werden kann (siehe
Abbildung 4.7(I I I)). Der Charakter der Ringdefektein Abbildung 4.7 ist
rechts und links vom Twistt yp und oben und unten vom Wedgetyp. Die
letzteren annihilieren mit den existierendenWedge-Disklinationen und
die Twist-An teile ergeben die neuenLiniendefekte entlang der y-Achse.
Im globalen Minim um besitzt das Direktorfeld also wieder zwei Paare
von Disklinationen, welche parallel zu den Streifen der Ober
 •achen-
struktur liegen. Eine solche Kon�guration verwendenwir nun als Aus-
gangspunkt f•ur den Ausschaltvorgang,wie er in Abbildung 4.9 zu sehen
ist.

Nac h dem Absc halten der Spann ung

In Abbildung 4.9 zeigen wir die Entwickung der MD Zelle nach dem
Abschalten der Spannung bei t = 0; 0. Wiederum ist neben dem De-
fektlinien auch die Transmissionf•ur jeden Zeitschritt angegeben.
Bei t = 0; 0 sind die Direktoren in Richtung des elektrischen Feldes
ausgerichtet. Die Helizes sind zerst•ort, die Transmission ist Null. Die
Twist-Disklinationen sind nahe der Ober
 •ache lokalisiert. Nach dem
Ausschalten der Spannung treiben die elastischen Drehmomente das
System zur•uck ins Gleichgewicht. Bei t = 2; 42 sind die Helizes in den
LHDs und RHDs wieder hergestellt.
Die Direktork on�guration ist nun wieder in der Lage, die Polarisation
desLichteszu drehen,die Transmissionist fast am Maximum angelangt.
Abbildung 4.9, t = 2; 42, zeigt, dassdie Defektlinien in die Mitte der
Zelle wandern. Sie sind in der Transmissionnoch deutlich zu erkennen.
Bei t = 5; 36 beginnendie Defektlinien, sich in den Kreuzungsgebieten
aufeinanderzuzubiegen.Schlie�lic h beginnendie Disklinationen bei t =
6; 77 zu rekombinieren; dieserVorgang ist bei t = 12; 12 abgeschlossen.
Bis hierhin ist die Kon�guration mit der in Abschnitt 4.2 vergleichbar,
wo sich ebenfalls ein Netz von Disklinationen in der Mitte der Zelle
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be�ndet. Nun brechen jedoch die Schnittpunkte auf und zwei neueDe-
fektlinien entstehen (sieheAbbildung 4.9, t = 17; 64). Diesegl•atten sich
bis t = 42; 00. Sie trennen Dom•anen mit rechts- und linksdrehenden
Helizes.
An dieser Stelle wird unsereSimulation wieder in einem lokalen Mini-
mum festgehalten;die Kon�guration •andert sich nicht mehr. Dasglobale
Minim um w•aren wie oben beschrieben Helizes,die nur noch einenDreh-
sinn besitzen. Es k•onnte durch das folgendeSzenarioerreicht werden:
Bei t = 12; 12 brechen die Schnittpunkte der Disklinationen soauf, dass
in der Mitte ein Defektring entsteht. Dieser zieht sich immer mehr auf
einenPunkt zusammenund verschwindet schlie�lic h, zur•uck bleibt eine
defektfreieKon�guration. Wir konnten durch unsereSimulationen nicht
kl•aren, ob diesesSzenariowegennumerischer Ungenauigkeiten oder der
de�nierten Weise,in der die Kreuzungspunkteaufbrechenm•ussen,nicht
auftrat.

Absc hlie�ende Bemerkungen
Das Konzept der MD-Zelle entsprang der Notwendigkeit, den Blickwin-
kel von konventionellen Fl •ussigkristall-Displays zu verbessern,die auf
der TN-T echnik basieren. In diesem Kapitel haben wir eine spezielle
Realisierungeiner MD-Zelle genaueruntersucht.
Wir haben gesehen,dassdie Simulation im Direktorbild durchausin der
Lage ist, komplexe Vorg•ange richtig wiederzugeben. Es bleiben jedoch
zwei schwerwiegendeNachteile. Zum einen wird der Defektkern nicht
richtig wiedergegeben. Hier kann nur eineerweiterte Theorie mit einem
tensoriellen Ordnungsparameterweiterhelfen, wie wir sie in Kapitel 1
und 2 entwickelt haben. Ein weiteresProblem ist die Vernachl•assigung
der Kopplung desDirektorfeldes an dasGeschwindigkeitsfeld. Auch die-
ser Aspekt wird in der tensoriellen Hydrodynamik ber•ucksichtigt.
Da wir nun ein Verst•andnis f•ur die mesoskopischen E�ekte, die im Zu-
sammenhangmit Defektlinien auftreten, entwickelt haben, wollen wir
nun gleichsam in das System hineinzoomen. Wie sieht der Kern einer
Defektlinie wirklic h aus und wie wird er durch Str•omungen im Fl •ussig-
kristall beein
u�t?
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Abbildung 4.8:Schnappsch•ussedesEntstehensder Disklinationen in der
MD-Zelle und zugeh•orige Transmissionzu verschiedenenZeitschritten,
nachdem die Zelle von U = 0 V auf 4 V geschaltet wurde. Die obereund
untere Glasplatte ist in helle und dunkle Streifen unterteilt, die auf die
unterschiedlichen Verankerungendie Direktors hinweisensollen.
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Abbildung 4.9: Schnappsch•ussedesteilweisenVerschwindensder Diskli-
nationen in der MD-Zelle und zugeh•origeTransmissionzu verschiedenen
Zeitschritten, nachdem die Zelle von U = 4 V auf 0 V geschaltet wur-
de. Die obere und untere Glasplatte ist in helle und dunkle Streifen
unterteilt, die auf die unterschiedlichen Verankerungen die Direktors
hinweisensollen.
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Kapitel 5

•Ub ergang zum
Ausric htungstensor
In Kapitel 4 haben wir gesehen,wie sich die Multidom •anenzelle als
Defektlabor einsetzenl•asst, in dem die Entstehung, Bewegungund Ver-
nichtung von Disklinationen untersucht werden kann. Da die Geome-
trie der MD-Zelle sehr komplex ist, haben wir von einer Kopplung des
Ordnungsparametersan die Geschwindigkeiten abgesehen.Diesespielt
jedoch insbesonderebei der Bewegung von Disklinationen eine wich-
tige Rolle [71, 14]. Wir haben aus diesem Grund in Kapitel 2 und 3
die hydrodynamischen Gleichungen f•ur den tensoriellen Ordnungspara-
meter abgeleitet. Bevor wir jedoch die Wechselwirkung der Defektlinie
mit dem Geschwindigkeitsfeld im Detail untersuchen, wollen wir uns
zun•achst eine •Ubersicht •uber die Kon�gurations •anderungenverschaf-
fen, die ein tensorieller Ordnungsparametermit sich bringt.

5.1 D •unne Filme

In Kapitel 1 haben wir uns mit den verschiedenennematischen Ord-
nungsparameternauseinandergesetzt.Wir haben angedeutet,dassdas
Zusammenspielvon elastischer und Volumenenergiedie lokale Ordnung
bestimmt. In diesemKapitel wollen wir hierzu einequantitativ eAnalyse
liefern und widmen uns deshalbeinem rein statischen Problem.
Im vorangegangenenKapitel haben wir die TN-Zelle kennengelernt.
Der Fl •ussigkristall wird zwischen zwei Glasplatten gebracht, an deren
Ober
 •achen er so verankert ist, dassdie Molek•ule eineHelix ausbilden.
Schickt man linear polarisiertes Licht entlang dieser Helix durch den
Fl •ussigkristall, so wird die Polarisationsrichtung mit der Helix gedreht
[72]. Durch dasAnlegeneiner elektrischenSpannung kann die Helix und
somit die Drehwirkung desFl •ussigkristalls zerst•ort werden.Auf diesem
Prinzip basierenFl •ussigkristall-Displays.
Bei typischen Displays weisen die Platten in einen Abstand von d =
5 � 10� m auf. Setzenwir diesenAbstand als charakteristische L•angeb
in (3.2) und (3.3) ein, sosehenwir, dassdie elastische Energieum einen
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Faktor

� 2
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b2 =
� 2
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d2 =
�

1; 39� 10� 2 � m
5� m

� 2

= 7; 73� 10� 6 (5.1)

kleiner ist als die Volumenenergie.F•ur das System kann also der uni-
axiale Ordnungsparameterzur Beschreibung verwendet werden.
Die elastische EnergiedieserAnordnung ist proportional zum Kehrwert
desPlattenabstandsquadrates.Die Verdrillung desFl •ussigkristalls zwi-
schen den beiden Platten bleibt konstant; wird der Abstand d verklei-
nert, so �ndet die Verzerrung daher auf immer k•urzeren L•angenskalen
statt und die elastische Energie steigt an. Bringt man die Platten z.B.
bis auf einen Abstand von d = 10� R zueinander,so wird die elastische
Energie nur noch mit einem Faktor

� 2
R

d2 = 10� 2 (5.2)

skaliert. Wir d•urfen dann nicht mehr von einem uniaxialen Ordnungs-
parameter ausgehen,sondern m•ussen die Summe aus Volumen- und
elastischer Energie gleichzeitig betrachten. Das System wird ab einem
bestimmten Plattenabstand in biaxiale Zust•ande ausweichen.

Der numerisc he Versuchsaufbau
Die Simulationsbox ist wie folgt de�niert. An denbeidenGlasplatten bei
z = 0 und z = d halten wir den Fl •ussigkristall fest. Das dazwischenlie-
gendeVolumen wird diskretisiert. Wir denken uns die Platten in x- und
y-Richtung periodisch fortgesetzt, simulieren also eine eindimensionale
Anordnung.
Auf denGlasplatten geben wir den

�

-Tensorf•ur die Temperatur t = � 1
uniaxial vor, wie wir esin Kapitel 3.5 beschrieben haben. Der Direktor
an der unteren Platte bildet mit demDirektor an der oberenPlatte einen
Winkel von 90� . Beide Direktoren liegen in der Ebeneder Glasplatten,
da die Drehrichtung der Helix in diesem Kapitel keine Rolle spielt1.
Alle weiteren Parameter der Simulationen �ndet man in Anhang B.
Den Plattenabstand d geben wir in Einheiten der Korrelationsl •ange� R

an.
1Die Versuchsanordnung entspric ht damit z.B. einer RHD in Abbildung 4.1 mit

#p = 0.
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Mbiax: 0.0 1.0

Abbildung 5.1: DreidimensionaleAufsicht auf die Kon�gurationen. Bei
d = 5� R ist die uniaxiale Helix ausgebildet (links). F•ur d = 2� R steigt
die Biaxialit •at zwischen den Platten an, die Helixstruktur bleibt jedoch
erhalten (Mitte). Im Grenzfall d = � R ist nur noch der Eigenwert•uber-
gangerkennbar (rechts). Zwischendenoblaten und prolaten

�

-Tensoren
in der Zellmitte und an den Platten wird die Biaxialit •at maximal.

Mit Hilfe des Finite-Elemente-Verfahrens minimieren wir zu verschie-
denenPlattenabst•andend die Summeaus elastischer Energie (3.3) und
Volumenenergie(3.2). Den

�

-Tensork•onnenwir dann wie in Anhang C
beschrieben visualisieren.

5.2 Der Eigen wert •ub ergang

In Abbildung 5.1 ist der Tensor-Ordnungsparameter f•ur verschiede-
ne Plattenabst•ande d dargestellt. Wir schauen entlang der Helixachse
auf die obere Glasplatte2. Die Farbkodierung zeigt das Biaxialit •atsma�
M biax als Funktion der z-Koordinate. Man erkennt den festgehaltenen
uniaxialen

�

-Tensoran der oberen und unteren Glasplatte.
Bis d = 5� R ist eine nahezu perfekte Helix zu erkennen, wobei der
Farbverlauf bereits schwache Variationen in M biax andeutet. Auch bei
d = 2� R ist die Helix noch vorhanden.Allerdings bildet sich in der Mitte
zwischen den Platten ein Bereich st•arkerer Biaxialit •at aus. Im Grenzfall
d = � R schlie�lic h ist von der Helix nichts mehr zu sehen.Stattdessen

2Die Darstellung ist nicht perspektivisc h.
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zeigt die Farbkodierung einen •Ubergang vom uniaxialen Rand (blau)
•uber Zust•ande maximaler Biaxialit •at (rot) hin zu oblat uniaxialen

�

-
Tensorenin der Zellmitte (ebenfalls blau).
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Abbildung 5.2: Vergleich der Eigenwerte der Tensoren•uber der Helix-
achse.Zur besseren•Ubersicht erfolgt die Auftragung gegendie Anzahl
der Gitterpunkte, die bei allen drei Kon�gurationen gleich gro� ist. Je
zwei Kurv en geh•oren zu einer Zelldicke. Der Eigenwert, der zum Eigen-
vektor in z-Richtung geh•ort, ist nicht gezeichnet. SeinVerlauf entspricht
f•ur alle Plattenabst•andedem desnegativen Eigenwertes f•ur d = 5; 0 � R .

Zum besserenVerst•andnis sind in Abbildung 5.2 die Eigenwerte •uber
den Gridpunkten entlang der Helixachseaufgetragen.Der dritte Eigen-
wert, der entlang der z-Richtung liegt, ist in den •Ubergangnicht invol-
viert. Er bleibt konstant. Die beiden Eigenwerte, die in der x-y-Ebene
liegen, n•ahern sich einander in der Zellmitte f•ur d ! � R .
Es f•allt auf, dass f•ur d = 5� R das Volumen nicht die Eigenwerte des
am Rand vorgegebenen � -Tensorsannimmt. Da die Abweichung bei
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beidenEigenwerten gleich gro� ist, bleibt der Ordnungsparameterauch
hier noch uniaxial. DieseAbweichung zeigt, dasssich dasSystembereits
sehr nahe am •Ubergangbe�ndet.
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Abbildung 5.3: Biaxialit •atsma� f•ur Helizes verschiedener Platten-
abst•ande. Deutlich ist das prolate uniaxiale Minim um f•ur d = � R bei
26; 5 Gitterpunkten.

Abbildung 5.3 zeigt das Biaxialit •atsma� entlang der Helixachse. Zu-
n•achst steigt die Biaxialit •at stark an. Ein maximal biaxialer Ordnungs-
parameter stellt jedoch nicht das Maximum der Volumenenergiedar.
Diesesist vielmehr gegeben durch einen oblaten uniaxialen � -Tensor,
der sich in der Zellmitte ausbildet. Da eine geradeAnzahl von Gitter-
punkten simuliert wurde, sinkt die Biaxialit •at in der Zellmitte nicht auf
Null.
Man kann dasVerhalten alsowie folgt zusammenfassen:Das Verh•altnis
zwischen elastischer und Volumenenergiebestimmt, wann biaxiale bzw.
oblate � -Tensorenenergetisch bevorzugt sind. Geht d gegen� R , sowird
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die uniaxiale Helix ausgebildet. Mit kleiner werdendem d nimmt die
Biaxialit •at zu; die Helix wird immer st•arker deformiert. Im Grenzfall
d = � R schlie�lic h ist die Helix nicht mehr erkennbar, sie wird ersetzt
durch einen reinen Eigenwert•ubergang. Wie aber h•angt die explizite
Abh•angigkeit des •Ubergangsvom Verh•altnis der Energien ab?

Energieb etrac htung
Wir haben die Volumen- und die elastische Energie,sowie derenSumme
in Abbildung 5.4 f•ur eine spezielle Wahl von k22 •uber dem Plattenab-
stand aufgetragen. Da das System nahezu frei von bend- und splay-
Verzerrungsmoden ist, wird die elastische Energie zweckm•asigerweise
durch k22 parametrisiert.
Wie mittlerw eile mehrfach erw•ahnt, lassensich wiederum zwei Berei-
che �nden: F•ur gro�e Plattenabst•ande ist die elastische Energie ver-
schwindend gering; das Minim um ist durch die Volumenenergieuniaxi-
al vorgegeben. Die elastischen Energie bestimmt die Orientierung im
Raum. Wird der Plattenabstand noch weiter vergr•o�ert, so verschwin-
det der Anteil der elastische Energie in der Rechengenauigkeit der nu-
merischen Simulation. Der Plot veranschaulicht also f•ur gro�e d die in
Abschnitt 3.1 angesprocheneGrenzef•ur die numerische Simulation.
Im Bereich des •Ubergangssteigt die elastische Energie stark an, bis sie
bei der kritischen Dicke dkrit geradeso gro� ist wie die Volumenener-
gie. Wir haben die kritische Dicke in Abh•angigkeit von k22 im Inset
von Abbildung 5.4 dargestellt: Der Zusammenhangist linear, da die
elastische Energie linear von k22 abh•angt. L•asst man k22 gegenNull
streben, so kann das Systemauch bei extrem kleinen Plattenabst•anden
eine Twist-V erzerrung aufrechterhalten. Der •Ubergangerfolgt dann f•ur
d ! 1.
Es seinoch erw•ahnt, dassder •Ubergangf•ur verschiedeneStartkon�gura-
tionen bei leicht unterschiedlichenPlattenabst•andenstatt�ndet. Startet
man mit einer uniaxialen Helix, so �ndet er bei kleinerem d statt, als
wenn man den biaxialen •Ubergangvorgibt.

Der Ein
u� der Volumenenergie
Wir haben bisher den Eigenwert•ubergangin Abh•angigkeit von k22 be-
trachtet. Der kritischePlattenabstand h•angt jedoch noch von einerzwei-
ten Gr•o�e ab: dem Koe�zien ten � des kubischen Terms in der Volu-
menenergie.



5.2 Der Eigenwert•ubergang 73

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

E
ne

rg
ie

di
ch

te
 (

re
sk

al
ie

rt
e 

E
in

he
ite

n)

Plattenabstand d (xR)

fbulk

felast

fges

0

1

2

3

4

0 2 4 6 8 10

d k
rit

 (
x R

)

k22 (10-12 N)

fbulk=felast

Abbildung 5.4: Verlauf der Energiedichten beim Twist •ubergang f•ur
k22 = 6; 5 � 10� 12 N. Gezeichnet sind die gesamte, sowie die Volumen-
und elastische Energiedichte. In der rechten oberen Ecke ist zus•atzlich
der Verlauf deskritischen Plattenabstands dkrit •uber k22 gezeichnet, bei
dem die elastische Energiedichte gleich der Volumenenergiedichte wird.
Da wir die Energiekurven nur f•ur endlich viele Plattenabst•ande be-
stimmt haben, ergeben sich beim Ablesenvon dkrit kleine Fehlerbalken.
Die durchgezogeneLinie ist eine Fitgerade.

In Kapitel 1.1 hatten wir gesehen,dassf•ur vernachl•assigbarkleine ku-
bische Terme der Ordnungsparameter durch die Vier-Sph•are gegeben
ist. Es gilt sp

�

2 = const: Abbildung 5.5 oben zeigt, dassdessenWert in
unseremSystemnur f•ur Plattenabst•anded � 5 � R gilt, wo M biax jedoch
praktisch Null ist.
Der Term sp�

3 selbst ist in Abbildung 5.5 unten dargestellt. Die negati-
ven Werte weisenauf einennahezuuniaxialen, jedoch oblaten � -Tensor
hin. Dieser stellt das Maximum der Volumenenergiedar. Wird also � ,
der Vorfaktor deskubischen Termskleiner, sosinkt auch dasMaximum
der Volumenenergie,die elastische Verzerrung wird beg•unstigt.
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Abbildung 5.5: Vergleich der Tensorenbei z = d=2 f•ur verschiedeneelas-
tische Twist-Konstan ten. Im Inset ist jeweils sp

� 2 bzw. sp
� 3 •uber der

Helixachsef•ur verschiedened geplottet. Die Legendezur Farbkodierung
des Insets �ndet man in Abbildung 5.3 oder 5.2.
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Da � linear in die Volumenenergieeingeht, ist die Abh•angigkeit ebenfalls
linear.
Abschlie�end seierw•ahnt, dassman den •Ubergangvon einer reinen Ver-
zerrungsmode hin zum Eigenwertaustausch auch in Hybridzellen beob-
achten kann [73, 74]. Dabei wird der Fl •ussigkristall an der oberenPlatte
hom•ootrop, an der unteren planar verankert. Der •Ubergangkann dann
verglichen werden mit der Transformation einer Bloch-Wand in eine
N�eel-Wand in magnetischen Systemen[75].
Wir haben in diesemKapitel ein System untersucht, in dem unter be-
stimmten •au�eren Randbedingungendie Helixstruktur desFl •ussigkris-
talls durch einenEigenwertaustausch ersetzt wird. Dabei haben wir uns
die damit verbundenencharakteristischen Gr•o�en angesehenund den
•Ubergangin Abh•angigkeit der elastischen Konstanten und der Schicht-
dicke untersucht.
Im n•achsten Kapitel wollen wir nun Kon�gurationen untersuchen, in
denenBiaxialit •at nicht durch die Topologie der Randbedingungenauf-
gepr•agt, sonderndurch die Existenz von Disklinationskernen induziert
wird.
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Kapitel 6

Disklinationsdynamik im
Ausric htungstensorbild

Die Dynamik der Disklinationslinien, die wir in der Multidom •anenzelle
beobachten konnten, haben wir durch die numerische L•osung verein-
fachter hydrodynamischer Gleichungen erhalten. Au�erdem haben wir
denFl •ussigkristall im Direktorbild beschrieben.Wir haben gezeigt,dass
das qualitativ e Verhalten der Disklinationen dennoch richtig wiederge-
geben wird. Insbesondereim Hinblick auf die komplexe Geometrie der
Zelle war diesesVorgehengerechtfertigt.

In diesemKapitel wollen wir die Dynamik der Disklinationslinien mit
der tensoriellen Hydrodynamik untersuchen. Dabei reduzieren wir die
Geometrie auf das Wesentliche. Wir simulieren, wie sich die Flie�ge-
schwindigkeiten •andern, wenn der Defektkern einem homogenenGe-
schwindigkeitsfeld ausgesetztist. Die Eigenschaften einer sich bewegen-
denDisklinationslinie erhalten wir, wennwir in dasBezugssystemwech-
seln, in dem die Flie�geschwindigkeiten ruhen.

Im Rahmen der tensoriellen Hydrodynamik sind wir in der Lage, die
Kerne von Disklinationslinien korrekt wiederzugeben.Au�erdem werden
die Kopplungen desOrdnungsparameterfeldesan die Flie�geschwindig-
keiten ber•ucksichtigt. Letztere zeigensich bereits bei Simulationen von
TN-Zellen im Rahmen der Leslie-Ericksen-Theorie.Umordnungen des
Direktorfeldes induzieren Flie�geschwindigkeiten, die ihrerseits wieder-
um Auswirkungen auf das Direktorfeld haben. Dieser E�ekt wird als
back
ow [76] bezeichnet.

6.1 Annihilation von Defekten

In [14] haben Toth , Denniston und Yeomans die Annihilation zwei-
er halbzahliger Defekte mit unterschiedlichem Vorzeichen untersucht.
Hierzu wurden die hydrodynamischen Gleichungen f•ur den tensoriellen
Ordnungsparametermittels einesLattice-Boltzmann-V erfahrens[17] in
zwei Dimensionengel•ost.
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n: s = � 1=2 s = +1 =2 v: s = � 1=2 s = +1 =2

Abbildung 6.1: Annihilation der beiden halbzahligen Defekte aus [14].
Links: Schnappschuss der

�

-Tensor-Kon�guration; gezeichnet ist die
gr•o�te Halbachse,die dem Direktor n entspricht. Rechts: Geschwindig-
keitsfeld zum selben Zeitpunkt. Der � 1

2 -Defekt bewegt sich nach rechts,
der + 1

2 -Defekt nach links.

Stehen sich eine � 1
2 - und eine + 1

2 -Disklination 1 im Abstand D ge-
gen•uber (parallele Ausrichtung), sobewegensie sich aufgrund einer an-
ziehendenKraft aufeinanderzu (vgl. Abbildung 6.1). In einemAbstand
r � D ist das

�

-Tensorfeldhomogenausgerichtet; die topologische Ge-
samtladung ist � 1

2 + 1
2 = 0. In der N•aheder Disklinationen (r � D ) ist

dasOrdnungsparameterfeldjedoch stark verzerrt. Die zugeh•origeelasti-
sche Energie ist umso niedriger, je n•aher sich die beiden Disklinationen
kommen und wird f•ur D = 0 verschwinden. Die Kraft pro L•angenein-
heit der Disklinationslinie kann im Grenzfall der Einkonstantenn•ahe-
rung2 f•ur das Direktorbild berechnet werden.Dabei wird dem Kern ein
AbschneideradiusRc zugeordnet,damit die Energien und Kr •afte nicht
divergieren.F•ur Abst•ande D > 2Rc gilt dann [20]

Fattract =
1
2

� K
1
D

: (6.1)

1Da wir den Querschnitt der Disklinationslinien betrachten, k•onnen wir die Ho-
motopiegrupp e � 1 (P 1) = 1

2 �

desebenen Nematen zur Charakterisierung verwenden.
2 In der sogenannten Eink onstantenn•aherung sind alle elastischen Konstan ten

gleich gro�: K = k11 = k22 = k33 . Dadurc h vereinfacht sich die elastische Ener-
gie im Direktorbild zu f EK

elast = 1
2 K (@� n � )( @� n � ).
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Fattract ist proportional zum Kehrwert desAbstandesD der Kerne. Die-
ser beschleunigendenKraft auf die Kerne wirkt eineReibungskraft ent-
gegen.Aus dem Gleichgewicht der Kr •afte folgt die Geschwindigkeit der
Disklinationsbewegung.Tre�en die beiden Defekte aufeinander,so ver-
nichten siesich gegenseitig.Eine defektfreieKon�guration bleibt zur•uck.
Toth et al. �nden in ihrer Arb eit unterschiedliche Geschwindigkeiten
f•ur die � 1

2 -Defektkerne. So bewegt sich der positiv-halbzahlige Defekt
nahezudoppelt soschnell wie der negativ-halbzahlige.DiesesVerh•altnis
bleibt konstant, auch wenn sich der Abstand verringert, die anziehende
Kraft also gr•o�er wird.
Den Unterschied zwischendenbeidenGeschwindigkeiten f•uhren die Au-
toren auf denback
ow-E�ekt zur•uck. Wie in Abbildung 6.1, rechts deut-
lich zu sehenist, bilden sich oberhalb und unterhalb der Kerne Wirb el
aus, deren Ursache in der Kopplung des Ordnungsparametersan die
Flie�geschwindigkeiten liegt. Da die Drehimpulsbilanz wiederum Gra-
dienten von v enth•alt, kann die Defektbewegungbeschleunigt oder ab-
gebremstwerden.
W•ahrend Toth et al. mit ihrer Simulation insbesonderedas Fernfeld
um die Disklinationen abdecken, wollen wir im Folgendenden Beitrag
desDefektkernsdetailliert untersuchen.Dazu gehenwir zun•achst auf die
statischen Kon�gurationen und Eigenschaften von Disklinationslinien
ein. Anschlie�end bestimmen wir die Reibungskraft auf die Disklina-
tionslinien der St•arkes = � 1

2 , indem wir sieeiner homogenenStr•omung
aussetzen.Schlie�lic h vergleichen wir unsereErgebnissemit denjenigen
von Toth et al.

6.2 Disklinationen im
�

-Tensorbild

Betrachtet man das Fernfeld von Disklinationen der St•arke � 1
2 , so un-

terscheiden sich die Disklinationen aufgrund ihrer elastischen Energie.
Dies ist jedoch nur der Fall, wenn mindestenszwei elastische Konstan-
ten unterschiedlich gro� sind (die Energie also nicht in der Einkonstan-
tenn•aherung angenommenwird).
In diesemAbschnitt werden wir die Kerne der Disklinationslinien be-
trachten. Diesebesitzenim Gegensatzzum Fernfeld bereits in der Ein-
konstantenn•aherung unterschiedliche Energie.
Zur Berechung der Kon�gurationen verwendenwir die in Kapitel 3 ab-
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geleitete reskalierte freie Energie (3.1) und minimieren diesemittels ei-
nesFinite-Elemente-Verfahrens.DasKoordinatensystemwird hierf•ur so
gew•ahlt, dassdie Disklinationslinie entlang der z-Achseliegt. Der Quer-
schnitt desKerns liegt in der x-y-Ebene,welchewir mit 70� 70Punkten
au
 •osen.Da die Simulationsbox entlang der z-Achseperiodisch fortge-
setzt wird, spielt die Au
 •osung in dieser Richtung keine Rolle. Auch
h•angt das Ergebnis nicht von der z-Koordinate ab, weshalb die Simu-
lationen im Prinzip als zweidimensionalangesehenwerden k•onnen.
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Abbildung 6.2:
�

-Tensor-Kon�gurationen der beiden halbzahligen De-
fektkerne. Links s = + 1

2 , rechts s = � 1
2 . Die Defektline steht in diesem

Bild senkrecht auf der Blatteb ene,die durch die x-y-Ebeneaufgespannt
wird.

Zu Beginn der Energieminimierung stellen wir das
�

-Tensorfeldso ein,
dassesdemanalytischenFernfeld [20] der Defekteentspricht. Die Direk-
tororientierung wird dabei mit dem Eigenvektor zum gr•o�ten Eigenwert
des uniaxial vorgegebenen Ordnungsparametersidenti�ziert (vgl. Ab-
schnitt 3.5). Auf den R•andern in x- bzw. y-Richtung wird der

�

-Tensor
festgehalten.Die verwendetenParameter entsprechen, soweit nicht an-
ders angegeben, denenaus Anhang B.
Als charakteristische L•angew•ahlen wir die Kantenl•angeder kubischen
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Simulationsbox b = 160nm � 11; 5 � R , woraus sich das Verh•altnis der
elastischen zur Volumenenergieals

� 2
R

b2 = 7; 5 � 10� 3

ergibt. Au�er im Kern der Disklinationslinie selbstsollten Verzerrungen
also nicht in der Lage sein, Biaxialit •at hervorzurufen.

Wie bereits in Kapitel 1.3 erw•ahnt, wird die Singularit •at des Direk-
torbildes durch biaxialen escape entfernt. Wir erhalten die in Abbil-
dung 6.2 dargestellten Kon�gurationen, wobei die Farbkodierung das
Biaxialit •atsma� (1.4) visualisiert. Der Kern der Disklinationen ist uni-
axial oblat. Er ist umgeben von einemRing maximaler Biaxialit •at. Das
Fernfeld ist uniaxial prolat.

Wir betrachten nun die Energiedichten der beiden Defektkerne. Abbil-
dung 6.3 zeigt f ges, f bulk und f elast f•ur Schnitte durch den Defektkern
entlang der x-Richtung bei y = b=2.

Das Fernfeld zeigt das bereits aus dem vorangegangenenKapitel be-
kannte Verhalten. Die Betr •age der elastischen Energie sind um einen
Faktor b2=� 2

R � 133kleiner als die der Volumenenergie.Der Verlauf der
Energien unterscheidet sich am Rand nicht wesentlich und wird durch
f bulk bestimmt, da die elastische Energie nahezuNull ist.

Im Kern hingegenist das Verhalten anders:Der Betrag desMaximums
der Gesamtenergie (blaue Kurv en) von s = + 1

2 ist ungef•ahr um einen
Faktor 6; 2 h•oher als desjenigenvon s = � 1

2 . Sch•atzen wir den Kernra-
dius anhand der Breite der Energiedichte ab, so erhalten wir

Rc � 10nm

f•ur beide Disklinationskerne, was recht gut mit den Werten aus Ab-
schnitt 4.1 •ubereinstimmt.

Verfolgenwir denVerlauf der Volumenenergie(rote Kurv en) im Kern, so
weicht dieser f•ur s = � 1

2 nur geringf•ugig von dem des+ 1
2 -Defektesab.

Die Ursache f•ur die gro�en Unterschiede in der Gesamtenergie m•ussen
also in der elastischen Energie liegen.
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Abbildung 6.3: Gesamt-, Volumen- und elastische Energie des Defekt-
kerns entlang einesSchnittes l•angsder x-Richtung bei y = b=2.

Am Rand der Simulationsbox ist der
�

-Tensoruniaxial; wir k•onnenihn
also mit dem Direktorbild beschreiben, in dem die elastische Energie
nur quadratische Termeenth•alt3. Die Energiemussalsopositiv sein. Im
Bereich desKerns verliert dasDirektorbild seineG•ultigk eit. Die tensori-
elle Form (1.10) der elastischen Energie ist jedoch f•ur beliebigebiaxiale
Tensorenzwar nach unten beschr•ankt, aber nicht mehr zwingend po-
sitiv, wie sich durch Einsetzen einesbeliebigen spurlos-symmetrischen
Tensorszeigenl•asst.
Die elastischeEnergiedes+ 1

2 -Defektkernsist positiv und um ein Vielfa-
chesgr•o�er alsdie Volumenenergie.Verzerrungenbestimmenalsodiesen
Defektkern.
F•ur s = � 1

2 �nden wir am Ort des Kerns gerade ein Minim um der
elastischen Energie, w•ahrend das Fernfeld, wie oben gefordert, positive

3 In allen Simulationen der vorliegenden Arb eit ist k24 = 0.
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Energie besitzt. Der negativ halbzahlige Defektkern wird also zu glei-
chen Anteilen durch die elastische und die Volumenenergiebestimmt.
Die Unterschiededer elastischen Energienwerdensich insbesondereauf
den Spannungstensorauswirken. Da die Eigenschaften der beiden Dis-
klinationskernenun bekannt sind, wollen wir einige •Uberlegungenzu der
Str•omung anstellen, der wir die Kerne der Defekte aussetzenwerden.

6.3 Die homogene Str •omung

Die in Abschnitt 6.2 vorgestelltenDisklinationen sollennun in ein Str•o-
mungsfeldgebracht werden.Um die Wirkung der Disklinationslinie m•o-
glichst gut von speziellenEigenschaften der Str•omung zu trennen, w•ah-
len wir die homogeneStr•omung. Unter ihr verstehenwir in dieser Ar-
beit eine Str•omung, deren Geschwindigkeitsfeld •uberall gleich gro� und
gleich gerichtet ist. Dies hat den Vorteil, dassdie Str•omung frei von int-
rinsischen Geschwindigkeitsgradienten ist, wie siez.B. in der Poiseuille-
Str•omung [16, 77] auftreten.
Die Reynoldszahl w•ahlen wir immer aus dem unterkritisc hen Bereich,
Re � 1. Damit stellen wir sicher, dasskein turbulentes Verhalten auf-
treten kann. Die im vorigen Abschnitt beobachteten Wirb el sind kein
Ausdruck von Turbulenz, sondernvielmehr eineFolgeder Kopplung an
den Orientierungsfreiheitsgrad.
Abbildung 6.4 zeigt den experimentellen Aufbau. Wir f•uhren unsereSi-
mulationen in einer kubischen Box der Kantenl•angebdurch, die mit der
charakteristischen L•ange in Gleichung (3.2) und (3.3) •ubereinstimmt.
Die Str•omung erfolgt in Richtung der positiven y-Achse.Alle Werte auf
den Ober
 •achen bei z = 0 und z = b (im Folgendenals Platten bezeich-
net) werden festgehalten.Die beiden anderenRaumrichtungen werden
o�en fortgesetzt, d.h. Werte am Rand werdenaus dem Volumen heraus
in erster Ordnung extrapoliert. Periodische R•ander scheidenaus, da sie
zu Unstetigkeiten im Direktorfeld f•uhren.
Bei der Festlegungder Randbedingungenf•ur die Str•omung stehen wir
vor dem Problem, dassdas Str•omungsfeld in der x-y-Ebenegeradedas
Ziel unserer Simulation ist, wir also am Rand keine Vorgaben machen
k•onnen. Wir entscheiden uns deshalb daf•ur, die Geschwindigkeit an
den Platten vorzugeben. Durch die Viskosit•at der Fl •ussigkeit wird sich
die Geschwindigkeit von den Platten auf das Volumen •ubertragen. Wir
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w•ahlen in reduzierten Einheiten (vgl. Kapitel 3) v0 = (0; 1; 0)T .

s=�1/2 s=+1/2

z

y

VerankerungenStrömungsprofil

H
af

tb
ed

in
gu

ng
en

x

Abbildung 6.4: Das Setup f•ur die homogeneStr•omung. Die in Wirk-
lichkeit w•urfelf•ormige Simulationsbox wurde hier der •Ubersichtlichkeit
halber in y-Richtung verzerrt, um die relative Orientierung der Diskli-
nationslinien zur Str•omung zu veranschaulichen.

Falls keine Disklinationen vorhanden sind (
�

= const:), bildet sich im
Volumen die Geschwindigkeit vy = 1 aus. Weder in der Impulsbilanz,
noch in der Drehimpulsbilanz sind dann Gradienten vorhanden,die eine
Kopplung induzieren k•onnten.
Falls eineDisklinationslinie im Volumen pr•asent ist, wird dasGeschwin-
digkeitsfeld in derenUmgebungvon der homogenenStr•omung mit vy =
1 abweichen. Wir werten deshalb die Schicht in der Mitte der Simula-
tionsbox aus (d = b=2), bei der der Ein
uss der festgehaltenenR•ander
minimal sein sollte, den der Verlauf der untersuchten Gr•o�en in z-
Richtung besitzt dort eine waagerechte Tangente. DiesesVorgehenist
im Nachhinein gerechtfertigt, da die Abweichungen von der homoge-
nen Str•omung, die der Disklinationskern induziert, in der Tat sehrklein
sind.
Die Gitterau
 •osungder dynamischen Simulationen betr•agt 21� 21� 21
Punkte. Damit liegenwir weit unter der im vorangegangenenAbschnitt
verwendenenAu
 •osungvon 70� 70 in der Ebene.Dies hat numerische
Ursachen. Bei der Integration der reduzierten Bewegungsgleichungen
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(3.6){( 3.8) wird der Druck f•ur jeden Zeitschritt so eingestellt, dassdie
Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes garantiert ist. W•ahrend
die Integration der dynamischen Gleichungen immer dieselbe Rechen-
zeit in Anspruch nimmt, kann die Druckanpassungje nach Kon�gura-
tion sehr lange dauern. Der Rechenzeitbedarf eines Zeitschrittes wird
also durch die Druckrelaxation bestimmt, die um so l•anger dauert, je
h•oher die Au
 •osungdesGitters ist. Insbesonderebeim Anstr •omen der
Disklinationslinie tre�en wir auf komplexeKon�gurationen. Die gew•ahl-
te Au
 •osung ist also ein Ergebnis der Rechenzeitoptimierung. Um den
Kern mit wenigerGitterpunkten weiterhin gut au
 •osenzu k•onnen,hal-
bierenwir auch die L•angeunsererSimulationsbox: b = 80nm � 6; 25� R .
Es zeigt sich, dass beim Anstr •omen der Disklinationslinie ein weite-
res Problem auftritt. In dieser Arb eit werden die hydrodynamischen
Gleichungen dazu verwendet, station•are Zust•ande zu suchen, die sich
unter vorgegebenen Randbedingungeneinstellen. Die Anfangskon�gu-
ration kann also beliebig weit von der Endkon�guration abweichen. Im
Fall der Disklinationslinien f•uhrt diesdazu,dassdie Numerik nicht mehr
konvergiert. Deshalb verwendenwir folgendesN•aherungsverfahren:

N •aherung f•ur � � const.

Im Falle der homogenenStr•omung sind alle Geschwindigkeitsgradienten
zu Beginn Null. Damit w•urde sich die Drehimpulsbilanz (3.8) auf eine
reine Rotationsdynamik

d
dt

� �� =
1

St2
H 0

��

reduzieren.Da wir dasMolekularfeld � bereitsverwendethaben,um die
statischenKon�gurationen zu berechnen,w•aredieseGleichung identisch
erf•ullt. Im statischen Gleichgewicht gilt �

0k� . Der Ordnungsparameter
w•achst jedoch nicht weiter an, da �

0 keine isotropen Anteile enth•alt
(Spurlosigkeit).
Im station•aren Zustand jedoch, welcher sich f•ur lange Simulationszei-
ten einstellt, f•uhren die 
 •ussigkristallinen Anteile desSpannungstensors
� FLK

�� dazu, dass sich Abweichungen von der homogenenStr•omungs-
front ergeben, also Gradienten induziert werden (vgl. Navier-Stokes-
Gleichung (3.6)),
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Re
d
dt

v0
� = � @� p0+

1
2

� v0
� +

1
St1

@� � FLK
�� :

Diese Gradienten koppeln nun wiederum in der Drehimpulsbilanz an
den

�

-Tensor. Zur L•osung des Konvergenzproblemsnehmen wir an,
dieseGeschwindigkeitsgradienten { und damit auch ihre Wirkung auf
das

�

-Tensorfeld{ seienklein. Wir k•onnen also

� �� (t) = � �� (0) = const: =)
@
@t

� �� = 0 (6.2)

setzen.Die Drehimpulsbilanz (3.8) verwendenwir stattdessen,um das
Molekularfeld H �� zu berechnen

1
St2

H 0
�� = � �� ;
 v0


 �
h
V [a]0

�
 � 
 � � � �
 V [a]0

 �

i
�

� 3

s
V [s]0

�� : (6.3)

Auf dieseWeisesind wir in der Lage, das Konvergenzproblemzu l•osen
und gleichzeitig die Kopplungen des Geschwindigkeitsfeldesan den

�

-
Tensorindirekt im Spannungstensorzu ber•ucksichtigen. Wir werdenim
folgendenAbschnitt sehen,dassdieseVorgehensweisegerechtfertigt ist.

6.4 Anstr •omen des Disklinationsk erns

Wir haben nun alle Aspekte behandelt, die beim Anstr •omen der De-
fektlinien ber•ucksichtigt werden m•ussen.Wie in Abschnitt 6.2 und 6.3
beschrieben, erzeugenwir nun die

�

-Tensorfelderder beiden Disklina-
tionen und bauen sie in die Simulationsbox ein. Im gesamten Volumen
geben wir v 0 vor und starten anschlie�end die Zeitintegration. Das Sys-
tem entwickelt sich entsprechend der Gleichungen (3.6) und (6.3), bis
es nach einiger Zeit einen station•aren Zustand erreicht hat. Wie oben
beschrieben, werten wir nur die Schicht in der x-y-Ebene bei z = b=2
aus.
Da wir mit o�enen R•andern arbeiten, entspricht unsereSimulationsbox
einem kleinen Ausschnitt der gesamten Kon�guration. Wir bezeichnen
im Folgendendie weiter entfernte Umgebungder Disklination im Gegen-
satz zu dessenKern als Fernfeld. Abbildung 6.5 zeigt die Komponente
desGeschwindigkeitsfeldesin y-Richung, vy (x; y). Ungef•ahr in der Mitte
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der Defektkerne entspricht die Flie�geschwindigkeit dem an den Plat-
ten vorgegebenen Wert. Vor dem Kern 
ie�t die Str•omung schneller,
dahinter langsamer.
Innerhalb dessimulierten Bereichs betragen die Abweichungen von der
vorgegebenenGeschwindigkeit etwa 0; 08 und sind damit genauso gro�
wie die absoluten Geschwindigkeiten in x-Richtung4. Da wir nur einen
kleinen Ausschnitt mit der Simulationsbox erfassen,entspricht vy (x; y)
am Rand nicht der Geschwindigkeit in gro�er Entfernung zur Disklina-
tionlinie.
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Abbildung 6.5: y-Komponente der Flie�geschwindigkeit. Die schwarze
Fl•ache deutet die Lage der homogenenStr•omung an (vy = 1; 0, Re =
10� 4). Links s = + 1

2 , rechts s = � 1
2 . Die Disklinationslinien stehen

senkrecht auf der x-y-Ebene, die Mitte der Kerne liegt etwa bei y =
x = 11 Gridpunkten.

Stromliniendarstellung

Die kleinen Abweichungen (v � v 0) von der homogenenStr•omung sind
in x- und y-Richtung von derselben Gr•o�enordnung. Um sie sichtbar
zu machen, skalieren wir sie relativ zur Geschwindigkeit v 0 mit einem
Faktor c = 3,

vS = v0 + c(v � v 0) ; (6.4)

wobei v0 die Geschwindigkeit der homogenenStr•omung ist. F•ur diese
neueGeschwindigkeit zeichnenwir in Abbildung 6.6 die Stromlinen [52].

4Die Geschwindigk eitskomponente in z-Richtung liegt an der Grenze der nume-
rischen Genauigkeit und kann daher vernachl •assigt werden.
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Sie sind die Integralkurven zu den Tangenten an das Geschwindigkeits-
feld.
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Abbildung 6.6: Stromlinien und
�

-Tensorkon�guration der beidenhalb-
zahligen Defektkerne (Re = 10� 4). Links s = + 1

2 , rechts s = � 1
2 . Dar-

gestellt sind die Stromlinien f•ur die skalierte Geschwindigkeit v S . Um
die kleinen •Anderungen gegen•uber der homogenenStr•omung sichtbar
zu machen, werden sie dreifach •uberh•oht dargestellt. Die Str•omung er-
folgt in positiver y-Richtung. Im Hintergrund sind die

�

-Tensorfelder
aus Abbildung 6.2 eingeblendet.

Die Stromlinien despositiv-halbzahligen Defekteslaufen zu beiden Sei-
ten des Kerns nach au�en. Zumindest innerhalb des Simulationsvolu-
menskonvergierensie nicht mehr.
Im Gegensatzdazu erinnert dasStromlinienbild desnegativ-halbzahlig-
en Defektesentfernt an dasjenigeeinesumstr•omten Zylinders. Die Str•o-
mung l•auft auf H•ohe des Kerns auseinander,um weiter hinten wieder
enger zu werden. Die Aufweitung der Stromlinien ist jedoch nicht auf
H•ohe des Kerns am gr•o�ten, sondern dahinter. Bei genauemHinsehen
f•allt auf, dassbei y = 0 die Str•omung nicht parallel zur y-Achseverl•auft,
sondernebenfalls eine Verengungder Stromlinien statt�ndet.
Im Gegensatzzum Zylinder scheinen die Defektkerne keine

"
harten\

Hindernisse darzustellen, wie aufgrund der Energieverl•aufe vermutet
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werden k•onnte. Ihre Lage ist nicht unmittelbar aus den Stromlinien
ersichtlich. Um den Ein
uss auf die Str•omung besserzu verstehen, ist
eshilfreich, die DivergenzdesSpannungstensorszu betrachten.

Die Div ergenz des Spann ungstensors

Abbildung 6.5 und 6.6 legen den Schluss nahe, dass hydrodynamisch
zwischen Kern und Fernfeld unterschieden werden muss.
Im Fernfeld ist der Ordnungsparameteruniaxial. Verzerrungen,die als
Gradienten in die hydrodynamischen Gleichungen eingehen, beruhen
auf der r•aumlichen Variation desDirektors n. Durch die Kopplung die-
ser Gradienten an das Geschwindigkeitsfeld k•onnen Richtungs•anderun-
gen induziert werden; die Str•omung wird abgelenkt.
Im biaxialen Kern der Disklinationen dominierenVariationen der Eigen-
werte die elastische Energie. Zwar sind auch Orientierungs•anderungen
vorhanden. Ihr Beitrag zu den Gradienten ist jedoch vernachl•assigbar.
Aus diesemGrund ist der Defektkern nicht in der Lage, die Str•omung
abzulenken.
In Abbildung 6.7sind die DivergenzendesSpannungstensorsals Vektor-
feld dargestellt. F•ur beideDisklinationen zeigt die Divergenzvorwiegend
in negativer y-Richtung, also entgegender Str•omung.
Um eine quantitativ e Analyse dieser Aussagezu erhalten, berechnen
wir die Kraft F visk

� , die pro L•angenelement der Disklinationslinien auf
die simulierte Schicht wirkt. Die Kraft auf ein Randelement mit dem
Normalenvektor df � erhalten wir, wenn wir den Normalenvektor mit
dem Spannungstensormultiplizieren. Anstatt die Kraft auf den Rand
desFl•achenquerschnittes aufzusummieren,verwendenwir den auf Ten-
sorenerweiterten Satz von Gau�,

F visk
� =

1
L

Z

@V
df � � �� =

1
L

Z

V
dV @� � �� ; (6.5)

der die Integration •uber die Ober
 •ache in ein Volumenintegral der Di-
vergenzumwandelt.
Im Fall des umstr•omten Zylinders erh•alt man auf dieseWeisedie Rei-
bungskraft, die den Zylinder in Str•omungsrichtung mitzieht. Im Fall der
Disklinationen ist die Kraft jedoch geradegegendie Str•omung gerichtet,
weshalbwir sie als negative Reibungskraft bezeichnen.
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Abbildung 6.7: Divergenz@� � �� desSpannungstensorsf•ur den positiv-
halbzahligen (links) und den negativ-halbzahligen Defekt (rechts). Am
Ort des Kerns ist die Divergenzgegendie Str•omung gerichtet, welche
in positiver y-Richtung erfolgt. Die Pfeill •angensind auf den Betrag des
gr•o�ten Divergenzvektors normiert (2; 94�10� 5 in reskalierten Einheiten
f•ur beide Defekte).

Die Kr •afte auf den Disklinationskern sind nahezu gleich (der Unter-
schied betr•agt ungef•ahr 3%). O�ensichtlich f•uhrt eine •Anderung der
Eigenwerte (also der Biaxialit •at) lediglich zu einer •Anderung des Ge-
schwindigkeitsbetrages,nicht aber der Richtung.
Dies ist im Feld au�erhalb der Kerne anders.Die Divergenzdes Span-
nungstensorsverl•auft hier entlang zweier Halbkreise,derenMittelpunkt
sich jeweils am Rand (x = 0 und x = 22, y = 11) be�ndet. Beim positiv
halbzahligen Defekt ist die Divergenzin der unteren H•alfte wesentlich
st•arker als oberhalb (Abbildung 6.7, links). Dies ist der Grund f•ur die
durchgehendeAufweitung der Stromlinien. Beim negativ halbzahligen
Defekt sind die Divergenzengleich gro� (Abbildung 6.7, rechts), die
Stromlinen werdenaufgeweitet und hinter dem Kern wieder zusammen-
gedr•uckt.
Berechnet man aus den simulierten Querschnitten der Defekte die Rei-
bungskr•afte, die pro L•angeneinheitauf die Disklinationlinien wirken, so
erh•alt man die in Tabelle 6.1 angegebenenWerte.
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Tabelle6.1:Str•omungswiderstandder Disklinationslinien bei Re = 10� 4

(v0
y = 50 � m=ms). Reibungskr•afte zeigenin positive y-Richtung. Ange-

geben sind die Kr •afte bezogenauf ein Linienelement dL der Disklina-
tionen.

s = + 1
2 s = � 1

2

reduzierte Kraft pro L•ange � 0; 105 � 0; 070

Kraft pro L•ange � 210� N=m � 140� N=m

In dem der Simulation zug•anglichen Bereich von Re = 10� 2 bis Re =
10� 4 ergeben sich qualitativ gleiche Stromlinienbilder und Spannungs-
tensordivergenzen.Die dabei ermittelte Reibungskraft h•angt liniear von
der Reynoldszahlab.
F•ur Reynoldszahlenkleiner als 10� 4 wird sich der qualitativ e Verlauf
des Spannungstensorsin Kernn•ahe •andern. Wird die Geschwindigkeit
schlie�lic h Null, so bleibt allein der elastische Anteil des Spannungs-
tensors •ubrig (@� � elast

�� ), der aufgrund der elastischen Verzerrungendes
Fl •ussigkristalls stets vorhanden ist. Dieser elastische Anteil ist in Ab-
bildung 6.8 dargestellt. Die DivergenzdesSpannungstensorszeigt dann
radialsymmetrisch nach au�en, sodassder Defekt sich nicht von alleine
in Bewegungsetzenkann.

Bezug zur Defektannihilation

Zu Beginn diesesKapitels haben wir die Annihilation zweier Disklina-
tionslinien beschrieben. Um unsereErgebnissemit jenen von Toth et
al. vergleichen zu k•onnen,berechnen wir die Reynoldzahl f•ur die Werte
aus [14]5:

ReToth � 5 � 10� 7 (6.6)

5Visk osit •at � = 0; 16 Kg
m s ; charakteristisc he Geschwindigk eit v = 0; 1 � 10� 3 m

s ;
charakteristisc he L•ange 2 D = 0; 8 � m; die Dichte haben wir wie in unserer Arb eit
gew•ahlt.
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Die Reynoldzahl ist also ungef•ahr um einen Faktor 200 kleiner als die
von unsverwendete.Leider war unsder Bereich Re < 10� 4 aufgrund der
Instabilit •at der Zeitintegration nicht zug•anglich. Aus demselben Grund
war esuns nicht m•oglich, die Simulationsbox zu vergr•o�ern, sodasswir
nur einen kleinen Ausschnitt der Kernumgebungsimulieren konnten.
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Abbildung 6.8: Die Divergenz@� � elast
�� deselastischen Anteils desSpan-

nungstensorszeigt f•ur den positiv-halbzahligen (links) radialsymme-
trisch nach au�en, im Falle desnegativ-halbzahligen Defekt ist die tri-
gonaleSymmetrie desDefekteserkennbar (rechts). Der Kern selbst ist
spannungsfrei.

Dennoch lassensich einige Schlu�folgerungen aus den vorgestellten Si-
mulationsergebnissenziehen: Bei Toth et al. gehendie Verzerrungen
im Ordnungsparameterfeldf•ur gro�e Abst•ande zu den Defekten gegen
Null. Damit werden auch die E�ekte, die auf den Kopplungen an diese
Gradienten beruhen, immer kleiner. Die von uns gefundenenVerl•aufe
f•ur die Divergenz des Spannungstensorsk•onnen sich also mit zuneh-
mendemAbstand vom Kern noch ver•andern.
Die unterschiedlichen Reibungswiderst•ande k•onnten in diesemFall f•ur
die verschiedenen Geschwindigkeiten der Defekte verantwortlic h sein.
Toth et al. haben f•ur den + 1

2 -Defekt eine doppelt so hohe Geschwin-
digkeit wie f•ur den � 1

2 -Defekt gefunden,dessenGeschwindigkeit in etwa
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mit derjenigenf•ur einereine Rotationsdynamik •ubereinstimmt. Die von
uns gefundenennegativen Reibungskr•afte unterscheiden sich um einen
Faktor 3

2 , wobei der negativ-halbzahlige Defekt ebenfalls die kleinere
Kraft erf•ahrt.
Die Entstehung von Wirb eln haben wir in unserenSimulationen nicht
beobachet. Vermutlich waren dazu die Anstr •omgeschwindigkeiten zu
hoch. Aus diesemGrund verzichten wir auf einen tiefergehendenVer-
gleich mit den Ergebnissenvon Toth et al.

Schlussb emerkung
Die Stokes'sche Reibung von K•orpern in viskosenFl •ussigkeiten geh•ort
zu den klassischen Experimenten in der Hydrodynamik. Wir haben in
diesem Kapitel versucht, diese Idee auf die Reibung von Disklinati-
onslinien in Fl •ussigkristallen zu •ubertragen. Dabei haben wir gesehen,
dassdie Kopplung der Geschwindigkeiten an den 
 •ussigkristallinen Ord-
nungsparametereinen wesentlichen Ein
uss aus•ubt. So wirken die Rei-
bungskr•afte auf die Kerne der Disklinationen entgegender Str•omungs-
richtung. Zus•atzlich werdenGeschwindigkeiten quer zur Str•omung indu-
ziert. Vom Betrag her sind die auftretenden E�ekte bei unterkritisc hen
Reynoldszahlensehr klein, jedoch liegen die damit verbundenenKr •afte
in der Gr•o�enordnung der anziehendenKr •afte, die bei der Annihilation
von Defekten auftreten.
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Zusammenfassung und
Ausblic k
In der vorliegendenArb eit untersuchten wir die Dynamik von Disklina-
tionen in anisotropen Fluiden. Hierbei richteten wir unser Augenmerk
auf die Entstehung, Bewegung und Vernichtung der Defektlinien als
Ganzes,kl•arten aber auch detailliert die Hydrodynamik von Defektker-
nen auf.
Anisotrope Fluide werden durch eine weitreichende Orientierungsord-
nung charakterisiert. DieserOrientierungsfreiheitsgradwird durch einen
tensoriellenOrdnungsparameter,den

�

-Tensor,erfasst.Durch Entwick-
lung der freien Energie nach

�

erh•alt man die Volumenenergie,mit der
Phasen•uberg•angebeschrieben werdenk•onnen.Durch die Einf •uhrung ei-
ner elastischen Gradientenenergiek•onnen Verzerrungen im Ordnungs-
parameterfeldber•ucksichtigt werden.Diesesind eineFolgeder von Aus-
�en aufgepr•agten Randbedingungenoder aber auch von topologischen
Defekten im Fluid, wie z.B. Disklinationen (Liniendefekten).
In der Hydrodynamik mussdem Ordnungsparametermit einer zus•atzli-
chenGleichung Rechnung getragenwerden.Wir stellten in dieserArb eit
deshalb einen vollst•andigen Satz hydrodynamischer Gleichungen vor.
Das Ergebnis ist eineNavier-Stokes-Gleichung, in deren Spannungsten-
sor elastische und viskoseAnteile des Fl •ussigkristalls auftreten. Hinzu
tritt eine Drehimpulsbilanz f•ur

�

, in welcher die Gradienten des Ge-
schwindigkeitsfeldesan den Ordnungsparameterkoppeln.
Um diesesGleichungssystemauf seine wesentlichen Eigenschaften zu
reduzieren, f•uhrten wir dimensionsloseVariablen ein. Wir sahen,dass
au�er der Reynoldszahl noch zwei weitere Gr•o�en auftreten, die das
Verh•altnis von viskoserzu elastischer Energie charakterisieren. Die er-
haltenen Gleichungen implementierten wir numerisch.
Als ersteAnwendunguntersuchten wir die Multidom •anenzelle,einespe-
zielle Abwandlung der klassischen TN-Zelle, welche die Blickwinkelab-
h•angigkeit auf einfacheArt verringert. Da die Geometrieder Anordnung
sehr komplex ist, verzichteten wir auf die Kopplung an das Geschwin-
digkeitsfeld und implementierten f•ur den Direktor eine Rotationsdy-
namik. Aufgrund spezieller Randbedingungen f•ur den Direktor lassen
sich in dieser Zelle Disklinationen mit Hilfe einer von au�en angeleg-
ten elektrischen Spannung in Bewegungsetzenund ihre Erzeugungund
Vernichtung steuern.
Anschlie�end vollzogen wir den •Ubergang zum tensoriellen Ordnungs-
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parameter. Um ein besseresVerst•andnis f•ur die neu hinzugekomme-
nen biaxialen Freiheitsgradezu erm•oglichen, besch•aftigten wir uns mit
d•unnenFilmen, an derenOber
 •achewir denFl •ussigkristall verankerten.
Wir zeigten,dassdie dadurch entstandeneHelixstruktur bei hinreichend
kleiner Filmdicke in einen Eigenwertaustausch •ubergeht.
Zum Schluss untersuchten wir die Hydrodynamik destensoriellen Ord-
nungsparameterfeldesvon halbzahligen Disklinationen. Hierzu setzten
wir die Defektlinien einer homogenenStr•omung aus. Die Kopplungen
zwischen Geschwindigkeitsfeld und Ordnungsparameterf•uhren zu Rei-
bungskr•aften, die der Str•omung entgegengerichtet und f•ur positiv- und
negativ-halbzahligeDefektlinien unterschiedlich gro� sind.

Ausblic k
Die L•osung der hydrodynamischen Gleichungen f•ur den tensoriellen
Ordnungsparameterer•o�net eine Vielzahl von Perspektiven. So k•onnte
die Dynamik der Annihilation von Diskliniationlinien auf der Ebenedes
Kerns studiert werden.
Setzt man die Entwicklung der Volumenenergiebis zur sechsten Ord-
nung fort, so werden biaxiale Phasenauch ohne Verzerrungenm•oglich.
Die Homotopiegruppe, welche deren Defektst•arke beschreibt, ist die
Quaternionengruppe und somit nicht abelsch. Dies f•uhrt zu topologi-
schen Obstruktionen beim Kreuzen der Defektlinien, ein Prozess,der
schon seit langem vorhergesagt, aber nie beobachtet wurde und mit
dem vorliegendemAlgorithm us veri�ziert werden k•onnte.



Anhang

A Vollst •andige zeitlic he Ableitung
der freien Energie

Wir leiten die in Abschnitt 2.1 gegebenefreie EnergieGl. (2.3) vollst•an-
dig nach der Zeit ab, wobei wir nacheinander alle drei Summandendes
folgendenAusdrucks umformen.

d
dt

F =
d
dt

Z
f d3r

=
d
dt

Z �
1
2

� jv j2 + f 0(� ) + f L (
�

; r
�

)
�

d3r = ? (A.1)

Der erste Summand (kinetisc he Energie)

Wir werten zun•achst den ersten Summandenaus. Mit Hilfe der Kon-
tinuit •atsgleichung kann gezeigt werden, dass die totale Zeitableitung
unter das Integral gezogenwerden darf (Reynold'sches Transporttheo-
rem):

d
dt

Z
1
2

�v � v� d3r =
Z

�v �
d
dt

v� d3r
(A.2 )
=

Z
(@� � ges

�� )v� d3r

part. In t.
=

Z
@� (� ges

�� v� ) d3r �
Z

� ges
�� (@� v� ) d3r

=
Z

�
� ges

�� v� d� � �
Z

� ges
�� @� v� d3r :

Hierbei haben wir die Navier-Stokes-Gleichung

�
d
dt

v� = @� � ges
�� (A.2)

verwendet und einmal partiell integriert. Divergenzbildung einesTen-
sors resultiert in dieser Arb eit in einem Vektor, dessenKomponenten
die Vektordivergenzder Spalten, nicht der Zeilen desTensorsist.
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Der zweite Summand (isotrop e Referenzenergie)

Der zweite Summand liefert (die Temperatur ist in dieser Arb eit als
konstant gew•ahlt)

d
dt

Z
f 0(T; � ) d3r =

Z
@f 0

@�
d
dt

� d3r :

Um @f 0
@� zu bestimmen, betrachten wir den hydrostatischen Druck in

der Thermodynamik bei konstanter Temperatur,

p = �
@F (T; V; N )

@V
= �

V
N

@F (T; N
V )

@V
N

(� = N
V )

= �
1
�

@f 0(T; � )
@� � 1 :

Dabei haben wir 1
N aus der partiellen Ableitung vorgezogenund

F (T; �V ; �N ) =
1
�

F (T; V; N )

mit � = 1
V verwendet. F•ur die Ableitung nach � � 1 schreiben wir

@
@� � 1 =

@�
@� � 1

@
@�

= � (� � 1)� 2 @
@�

= � � 2 @
@�

und weiter

p = �
@f 0

@�
=)

@f 0

@�
=

p
�

:

Um die vollst•andige Zeitableitung von � zu �nden, verwenden wir die
leicht umgeformte Kontinuit •atsgleichung1,

@�
@t

+ @� (v� � ) = 0 =)
d
dt

� + � @� v� = 0 :

F•ur den zweiten Summandenerhalten wir demnach den Ausdruck

d
dt

Z
f 0(� ) d3r = �

Z
p � �� @� v� d3r : (A.3)

1@� (v� � ) = v� @� � + � @� v�
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Der dritte Summand (nematisc he Energie)
Schlie�lic h werten wir noch den dritten Summandenaus,

d
dt

Z
f L (Q�� ; Q��;� ) d3r =

Z �
@f L

@Q��

d
dt

Q�� +
@f L

@Q��;�

d
dt

Q��;�

�
d3r :

Um die vollst•andige Zeitableitung d
dt mit der Gradientenbildung @� zu

vertauschen, betrachten wir

d
dt

Q��;� =
@
@t

Q��;� + v� @� Q��;�

= @�
@
@t

Q�� + @� (v� @� Q�� ) � (@� v� )(@� Q�� )

= @�
d
dt

Q�� � (@� v� )(@� Q�� ) :

Wir erhalten als Zwischenergebnis

d
dt

Z
f L (Q�� ; Q��;� ) d3r =
Z

d3r
�

@f L

@Q��

d
dt

Q�� +
@f L

@Q��;�
@�

d
dt

Q��

| {z }
( I)

�
@f L

@Q��;�
(@� v� )(@� Q�� )

�
:

Nun f•uhren wir eine partielle Integration f•ur (I) aus

(I) :
Z

@f L

@Q��;�
@�

d
dt

Q�� d3r =
Z

@�

�
@f L

@Q��;�

d
dt

Q��

�
d3r

�
Z �

@�
@f L

@Q��;�

�
d
dt

Q�� d3r :

Das Ergebnis der partiellen Integration setzenwir oben ein und stellen
die Terme so um, dasswir das Molekularfeld H �� und den elastischen
Anteil desSpannungstensors� elast

�� identi�zieren k•onnen
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d
dt

Z
f L (Q�� ; Q��;� ) d3r =

Z �
@f L

@Q��
� @�

@f L

@Q��;�

�

| {z }
� H �� = � f L

� Q ��

d
dt

Q�� d3r �
Z �

@f L

@Q��;�
(@� Q�� )

�

| {z }
� � elast

�� = � � ��� (@� Q �� )

(@� v� ) d3r

+
Z

@�

�
@f L

@Q��;�

d
dt

Q��

�
d3r :

Schlie�lic h l•a�t sich das Integral •uber die Divergenzin ein Ober
 •achen-
integral umwandeln,

d
dt

Z
f L (Q�� ; Q��;� )d3r =

Z �
� H ��

d
dt

Q�� + � elast
�� (@� v� )

�
d3r

+
Z

�

�
� ���

d
dt

Q��

�
d� � : (A.4)

Das Endergebnis
Setzenwir die vollst•andigenzeitlichenAbleitungen der drei Summanden
zusammen,so erhalten wir als Endergebnis

d
dt

F =
Z �

(� elast
�� � p� �� � � ges

�� )@� v� � H ��
d
dt

Q��

�
d3r

�
Z

�
� 
 ��

d
dt

Q�� d� 
 +
Z

�
� ges

�� v� d� � : (A.5)

Die Ober
 •achenintegrale gehenf•ur ein unendlich gro�es Volumen gegen
Null. An festgehaltenenR•andern liefern sienur einenkonstanten Beitrag
zur freien Energie. Wir vernachl•assigensie deshalb in dieserArb eit.



B Der Standardparametersatz 101

B Der Standardparametersatz

In den Kapiteln 5 und 6 werdennur diejenigenWerte angegeben,die f•ur
die spezielleUntersuchung variiert wurden. Damit nicht jedesMal alle
Parameter angegeben werden m•ussen,stellen wir hier einen vollst•andi-
genSatz vor. Da kein kompletter Satz an Gr•o�en f•ur einen bestimmten
Fl •ussigkristall vorliegt, greifen wir auf verschiedeneQuellen zur•uck.
Die elastischen Konstanten entnehmen wir [68]. Die in der Landau-
Energieenthaltenen Konstanten � und 
 treten in Kombinationen auch
in den Reskalierungen auf. Wir verwenden die Werte aus [78]. Die Si-
mulationstemperatur ist t = � 1, au�erdem ist k22 = 0 in allen Simula-
tionen.

Energiedic hte
k11 = 12; 4 � 10� 12 N k22 = 6; 5 � 10� 12 N k33 = 19; 9 � 10� 12 N

� = 4; 7 � 105 J
m3 s = �p

6

= 0; 24 12


� 2 = 4; 29� 10� 5


 = 7; 9 � 105 J
m3

� 4

36
 3 = 2749 �

 = 0; 6

=) c1 = 1
6 (3k22 � k11 + k33) = 4; 5 � 10� 12 N

=) � R =
q

12

� 2 c1 = 1; 39� 10� 8 m

Hydro dynamik
F•ur die Hydrodynamik w•ahlenwir die Dichte � = 1000Kg

m3 , wasungef•ahr
der Gr•o�enordnung von Fl •ussigkristallen entspricht [79]. Die charakte-
ristische Geschwindigkeit und die Reskalierung der Zeit ergibt sich dann
ausder Angabe der Reynoldszahl.Die Viskosit•aten entsprechen in etwa
denjenigenvon 5CB.

b = 10 � R � 1 = � 2 = 0; 04 Kg
m s � 3 = 1

� 3
s = 4; 17 b2

� 2
R

= 100 � = 1000Kg
m3

v0 = 2; 88 b
v0

= 4; 8 � 10� 8 p0 = 8; 2 � 105

Alle weiteren Werte h•angennun von der Reynoldszahlab. Mittels

~v =
� 1

b�
Re (B.6)
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ist die charakteristische Geschwindigkeit des Systems festgelegt. Die-
se wird verwendet, um die Geschwindigkeiten zu reskalieren. Bei der
Vorgabe von Geschwindigkeitspro�len wird als nun die Geschwindig-
keit v0 = 1 gesetzt. Aus der Skalierung der freien Energie ergibt sich
f = ~f f 0 = � 4

36
 3 f 0 und s = �p
6


. Die Stelzerzahl St1 und die Stark-
zahl St2 lassensich also in Abh•angigkeit von der Reynoldszahlund der
Viskosit•at � 2 angeben2.

St1 =
� 2~v

b~f
=

� 1� 2

b2� ~f
Re St2 =

� 2~v

b~f
s2 = St1 s2

Der einzigenoch verbleibendeParameter ist der kinetische Koe�zien t
� 3. Das Gleichungssystemwird also in der gegebenen Form bestimmt
durch drei Parameter: Re, � 2 und � 3 bzw. durch

Re = 0; 01 ; St1 = 3; 01� 102 , St2 = 1; 78� 101 :

Die folgendenGr•ossengeben wir der •Ubersichtlichkeit halber auch noch
an

� f = 2; 8 � 103 , 1
St 1

= 3; 3 � 10� 3 ; 1
St 2

= 5; 6 � 10� 2 :

Elektrisc hes Poten tial
In der Gleichung f•ur die elektrische Spannung ben•otigen wir

� jj = 8; 03 ; � ? = 3; 59 ; ~� = 0; 778 :

2Eigentlic h kann statt � 2 auch direkt St1 variiert werden. Wir verzichten jedoch
auf diese Vorgehensweise, um die Zusammenh•ange zwischen den reskalierten Werten
nicht zu verlieren.
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C Visualisierung

Automatisierte Suche nach Defekten
Ist die Direktorfeldk on�guration einmal bekannt, sok•onnendie Defekt-
linien mittels automatisierter Burgersuml•aufeherausprepariertwerden.
Um einen Liniendefekt an einem bestimmten Punkt im Gitter aufzu-
sp•uren, sucht man die n•achsten Nachbarn diesesGitterpunktes auf und
konstruiert einen Schleifenumlauf. An jedem Nachbarpunkt werden die
Direktoren so orientiert, dasssie einen Winkel kleiner als 90� zum vor-
hergehendeneinnehmen.Wieder am Ausgangspunktangekommen,ver-
gleichen wir die Orientierung desersten Direktors mit dem letzten. Ein
Liniendefekt wurde gefunden, falls der eingeschlosseneWinkel gr•o�er
als 90� ist. Sicherheitshalber wird der Umlauf auf die n•achste Schicht
der Nachbarn ausgeweitet, falls einer der Winkel w•ahrendeinesUmlaufs
nahe bei 90� liegt.
Um eine dreidimensionaleAnsicht der Lage der Disklinationen zu er-
halten, verwendenwir die Virtual Reality Modeling Language(VRML,
[80]). Jedeim Gitter gefundeneDefektposition wird auf einekleine Ku-
gel abgebildet, alle Kugeln zusammenergeben das Bild der Disklinati-
onslinie.

Transmissionsb erechnung
Zur Berechnung verwendenwir die 2� 2 Jones-Matrix Methode [81]. Das
einfallende Licht ist bei z = d l•angs der y-Achse polarisiert und wird
nach dem Durchgang durch die Zelle bei z = 0 von einem Polarisator
l•angsy analysiert. Die remanente Intensit•at wird auf Graustufen abge-
bildet: Maximale Transmissionentspricht der Farbe wei� und minimale
Transmission der Farbe schwarz. Jeder Grauwert wird einem Gitter-
punkt in der x-y-Ebenezugeordnet, man erh•alt das Transmissionsbild
der Direktorfeldk on�guration.
Die Berechnungen wurden mit monochromatischem Licht der Wellen-
l•ange� = 544nm durchgef•uhrt, die Brechungsindizesparallel und senk-
recht zum einfallenden Licht wurden zu n? = 1; 489 und nk = 1; 762
gew•ahlt.

Visualisierung von Tensorfeldern
Am bestenlassensich 3� 3 Tensorenvisualisieren,wennman denTensor
hauptachsentransformiert. Die berechneten Eigenwerte verwendet man
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dann, um die Kantenl•angen einesEinheitsw•urfels zu skalieren (anders
gesagt, zeichnen wir einen Quader, dessenKantenl•angen gerade dem
Betrag der Eigenwerte entsprechen).
Die ebenfalls berechneten Hauptachsen des Tensorsgeben uns die ge-
w•unschte Lage im Raum an, wir m•ussenalso den Quader noch drehen.
Da im Falle des

�

-Tensorsnegative Eigenwerte auftreten k•onnen, ad-
dieren wir vor der Visualisierung einen O�set.
Nun wird der Q-Tensor noch an seinePosition im Gitter verschoben.
SeineOber
 •ache kann eingef•arbt werden, um den Wert einer skalaren
Gr•o�e an dieserPosition auf dem Gitter zu kodieren.
Wir haben zur Visualisierung zwei verschiedeneTechniken verwendet:
Zum einen wiederum die Virtual Reality Modeling Language(VRML,
[80]), die eineinteraktiv e Visualisierung erm•oglicht, zum anderenhaben
wir die Kon�gurationen mit POVRay [82] gerendert, um sie mit hoher
Au
 •osungabdrucken zu k•onnen.
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