Dynamik von Disklinationen
in anisotrop en Fluiden

Von der Fakultat Physik der Universitat Stuttgart
zur Erlangung der Werrde eines
Doktors der Naturwissensbaften (Dr. rer. nat.)
genehmigteAbhandlung

von
Michael Reichenstein
aus Waiblingen

Hauptberichter: Prof. Dr. H.-R. Trebin
Mitb erichter: Prof. Dr. H. Herrmann

Tag der meindlichen Preifung: 18. Juli 2002

Institut fer Theoretisdhie und Angewandte Physik
Universitat Stuttgart
2002






Inhaltsv erzeichnis

Symbolv erzeic hnis %
Summary Vii
Einleitung 1
1 Anisotrop e Fluide 5
1.1 Der nematische Ordnungsparameter . . . . .. ... .. 6
1.2 Raumliche Variationen desOrdnungsparameters . . . . 13
1.3 Defekte und Disklinationen . . . ... ... ....... 16
1.4 Hydrodynamik desDirektors . . ... ... .. ... .. 20
2 Hydro dynamik des Ausric htungstensors 23
2.1 Die dynamischenGleichungen. . . . . .. .. ... ... 23
2.2 Die versdiedenenAnteile der freien Energie . . . . . . . 28
2.3 Vergleich mit den Leslie-Ericksen-Gleidcungen. . . . . . 30
2.4 Vergleich mit den Gleichungen einer isotropen Fleussigleit 32
2.5 Zusammenfassungler dynamischen Gleichungen . . .. 33
3 Skalierung und numerisc he Asp ekte 35
3.1 Slkalierung der freien Energie . . . .. .. .. ... ... 36
3.2 Einfuhrung der Reynoldszahl . . . .. .. ... ..... 39
3.3 LesungdesDruckproblems . ... ............ 42
3.4 Dasdiskretisierte Gleichungssystem. . . . . . ... ... 44
3.5 Randbedingungen . ... ... ... ........... 45
4 Disklinationsdynamik im Direktorbild 49
4.1 Die Multidom anenzelle. . . . . ... ... ........ 49
4.2 Die Multidom anenzelleals Displaypixel . . .. ... .. 56
4.3 Die Multidom anenzelleals Mini-Defektlabor . . . . . . . 59
5 ©bergang zum Ausric htungstensor 67
51 DenneFilme ... ... ... ... .. .. ... ..., 67

5.2 Der Eigerwertebergang . . . . . . .. ..o 69



iv Inhaltsverzeichnis

6 Disklinationsdynamik im Ausric htungstensorbild 77
6.1 Annihilation vonDefekten. . .. ... ... ....... 77
6.2 Disklinationen im -Tensorbild . . . .. ... ... ... 79
6.3 Die homogeneStremung . . . . . .. . ... ... .... 83
6.4 AnstremendesDisklinationskerns. . . . ... ... ... 86

Zusammenfassung und Ausblic k 95

Anhang 97
A Vollstandige zeitliche Ableitung der freien Energie . .. 97
B  Der Standardparametersatz . . . ... .......... 101
C Visualisierung . . . . . . ... 103

Literaturv erzeic hnis 105

Verzeichnis der Abbildungen, Boxen und Tabellen 112



Symbolverzeichnis

Diesist eineZusammenstellungeinigerhau g gebraudter Symbole. Fer
eine genauereErl auterung sei auf die jeweiligen Abschnitte verwiesen,
in denendie Gre en eingekihrt werden.

Falls nicht in Komponerten angegelen, werden Vektoren fett gesetzt:
n, v. Tensorenwerden ebenfalls fett gesetzt,jedoch ohne Serifen:
Physikalische Einheiten werdenohne Serifengesetzt:m, 2. Vollstandi-
ge zeitliche Ableitungen werden als % = _gestirieben. Bei partiellen
Ableitungen von skalaren Gre en  nach der Raumrichtung x  sdrei-
ben wir @(ﬂ = @ = . und verwendendurchgehend griechische
Indizes fur die Koordinatenrichtungen. Handelt essich um Vektoren, so
gilt z.B. @(ﬂv =@v =v. .

Variablen und Parameter
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Mpiax Biaxialit atsma

n Direktor

p Hydrostatischer Druck

Po Intrinsischer cholesterisder Pitch



Vi Symilverzeichnis
Q Tensorieller Orientierungsordnungsparameter
Re Reynoldszahl
St1 Stelzerzahl
St; Starkzahl
S Defektstarke
t Reduzierte Temperatur in der Landau Energie
Y Gestwindigkeitsgradiert

i Viskositaten in der Leslie-Ericksen-Theorie
Kronecker-Symbol
Dielektrizit atstensor
Vollstandig antisymmetrischer Tensor
,~ Rotationsviskositaten in der Leslie-Ericksen-Theorie
Dichte
Spanrungstensor
elast  Elastischer Anteil desSpanrungstensors
ine ViskoserAnteil desSpanrungstensors
Elektrische Spanrung
"p Pretilt der MD-Zelle
Entropiedichte
#p Pretwist der MD-Zelle
#E Kritisc her Pretwist der MD-Zelle
Skalierter Tensor-Ordrungsparameter
1; 2 Viskositaten in der Tensordynamik
3 Kinetischer Koe zien t in der Tensordynamik
R Koharenzlange



Summary

Liquid crystals are very particular materials. Although being uids,

they reveal an anisotropy of physical properties, causedby a long-range
orientational order of the molecules.Someliquid crystalline phasesaddi-
tionally exhibit a certain degreeof positional order, thus a huge number
of phasetransitions can occur?.

Many liquid crystalline phasesare stable at room temperature and their
characteristic length scalesare in the wavelength range of visible light.

Theseproperties allow the construction of liquid crystal displays, where
the transmissionof light is controlled by applying an electric voltage and
thusin uencing the orientational order via its coupling to the dielectric
anisotropy.

In the orientational order, singularities can occur. Linear singularities
(line defects),are called disclinations in analogy of the namedislocations
for defectsin crystals. Disclinations in nematic liquid crystals are very
similar to vortices in super uids and to cosmic strings in quantum-
theoretical vacuum elds, but they are much more easily accessibleto
the experimernt.

In this work we investigate the dynamic properties of disclinations: the
motion, creation and annihilation of ertire line defectsas well as the
friction force on the defect core. For this purpose we set up the hy-
drodynamic equations for a tensorial order parameter which allows us
to correctly represen the core of the disclinations. In addition to the
well-known Navier-Stokes-Equation of the liquid, we obtain an angular
momertum equation for the orientational degreeof freedom.

Theory of the Nematic Order Parameter (Chapter 1)

The orientational order of nematic liquid crystals is described by a sym-
metric and tracelesstensor of secondrank, the order parameter . The
expansionof the free energyin terms of  up to fourth order yields a
bulk energy Fpuk, Which can be usedto study phasetransitions. At the
minimum of the bulk energy the order parameter is degeneratedto the
projective plane and  can be writen as = 3S(n n 1 ). The
moleculesalign along an easyaxis n, the so-calleddirector. %S describes
the degreeof disalignment: S = 0 correspondsto the isotropic, %S =1
to the ideal nematic phase,i.e., a parallel alignment of all molecules.

1To0 maintain the readabilit y of this small summary, we do not repeat the refe-
rencesto literature, expressionsand gures, which can be found in chapter 1{6.
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Spatial variations of the order parameter are taken into accourt by

the elastic energy Fejast- FOr the typical length scale of liquid crystal

displays, the elastic energyis very small comparedto the bulk energy
and can be consideredas a perturbation.

This is not true anymore in the core of disclination lines. The variations

of the order parameter take place on very short distances( 10nm),

thus the elastic energy is no longer small and becomescomparable to

the bulk energy: the  tensor exhibits biaxial states, the alignment

along a secondaryaxis perpendicular to the main director n becomes
important.

To quartitativ ely register the biaxiality, we introduce a measure of
biaxiality M piax, Which is zero for prolate and oblate uniaxial order pa-

rameters and tends towards one in the limit of biaxial states.

Hydro dynamics of the Alignmen t Tensor (Chapter 2)

The hydrodynamic equations for the director n are known as Leslie-
Ericksentheory. In this work we study the corresponding equations for
the tensorial order parameter. We derive them in three steps: rst the
ertropy production rate is setup. Then weidentify the conjugate forces
(the velocity gradients and the molecular eld) and uxes (the stress
tensor and the corotational derivative of ).

Viscositiesare intro ducedascoe cien ts in the expansionof the forcesin
terms of the uxes. The result is a Navier-Stokesequation and a dynamic
equation for the order parameter (angular momertum balance). The
elastic and viscous parts of the order parameter eld couple to the
velocities via the stresstensor. The angular momertum equation, on
the other hand, contains the gradients of the velocity as well.

Scaling and Numeric Asp ects (Chapter 3)

To work out the basic properties of the set of equationspreviously deri-
ved, we combine the convertional scaling of the Navier-Stokesequation
(vielding a Reynolds number) with the scaling of the free energyaccor-
ding to Hornreich

The scaling of the free energy density is based on the characteristic
length b (e.g.the dimensionof a display pixel). We expresshin terms of
the coherencdength g, i.e., the intrinsic length scale,wherethe liquid
crystalline order decays. Thus we obtain
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2
fges= Touk + FR felast :
The ratio betweenthe volume and the elastic energy which dependson
the length scaleb, is now clearly visible and will be investigatedin the
vicinity of thin Ims (Chapter 5).
The properties of the hydrodynamic equations can be reducedto four
characteristic numbers. Theseare:

the Reynolds number Re (the ratio betweenthe kinetic and vis-
COous 0w energy),

the ratio St, betweenthe viscousrotational energyand the elastic
energy both of them being related to the liquid crystalline order,

a mixed ratio St; betweenthe viscous o w energyand the elastic
energy of the liquid crystalline order, and

the kinetic coe cient 3.

The rescaledset of equationsis solved numerically by nite elemen and
nite di erence methods. As boundary conditions for the  tensor we
employ the uniaxial bulk value, which is calculated from a con guration
of minimum bulk energy at a given temperature.

The Multidomain  Cell (Chapter 4)

The multidomain cell provides a simple solution for one of the major
problems of liquid crystalline displays (LCD): the cortrast of cornven-
tional LCDs basedon the twisted nematic (TN) cell strongly depends
on the viewing angle.In this TN cell the moleculesat the two con ning
cover glassesare anchored parallel to the surfaceand enclosean angle
of 90 degrees.Therefore, the director forms a helix structure.

By slightly tilting the moleculesat the surface,the twisting senseof the
helix can explicitly be chosento be left or right handed. In a multido-
main cell (we usethe version of Schadt et al.) left and right handed
helicesalternate like on a chederboard pattern. Sincehelicesof opposite
twisting sensedo not match, line defectsappear.

Static investigations allow the derivation of a con guration phasedia-
gram asfunction of the tilt angle#, of the director at the surface(mea-
sured from the surface normal) and the applied voltage Uy. For small
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values of #, a defect-freecon guration occurs sincetwo helicesreverse
their twisting sensedue to a processdenoted splay canceling.

Due to the complex geometry of the MD cell, we reduceour set of equa-
tions to a pure rotational dynamics by discarding the velocity eld. We
simulate two di erent switching processe®f the MD cell. One of them
mimics the application of the MD cell in displays, where disclinations
are always presert. The other switching processcan be usedto study
the creation and annihilation of disclinations.

We calculate the transmissionof light by a2 2 Jonesmatrix formalism.
To achieve more detailed information on the disclination lines, a small
Burgers circuit is performed on eac plane formed by four grid points. If
a closurede ciency remains, the planeis markedin its certer by a small
sphere.By carrying out this procedurefor ead time step, we produce
a movie of the disclination line motion in space.

For the switching processin display applications we nd that the swit-
ching time is somewhat faster closeto the disclination lines. At some
distance from the line defects, there is no di erence in switching time
comparedto a convertional TN cell. The processof switching on is the
reverseprocessof switching o .

For investigating the creation and annihilation of disclinations we start
with a defect-free con guration. During the switching process,two of
the four domains reversetheir twisting sense.This is possible by the
nucleation of ring disclinations. First the liquid crystal reacts to the
applied electric voltage by aligning the directors parallel to the eld.
Ring disclinations open up where boundary conditions of opposite di-
rection meet. When they are large enoughto meet, they recombine and
two disclination lines remain closeto the surfaces,which distinguish the
helicesof left and right handed twisting sense.

When the voltage is turned o again, the order parameter eld rela-
xes according to the elastic torques. The disclinations move from the
surfacesto the center of the cell. There, again, a recombination takes
place. In the following, two of the domains turn their twisting sense,
thus yielding a homogeneouson guration.

Prop erties of Thin Films (Chapter 5)

To achieve insight into the biaxial degreeof freedom, we investigate
the static con gurations in thin Ims. The liquid crystal is con ned by
two parallel surfacesat z = 0 and z = d. The order parameter at the
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surfacesis chosenuniaxial: = %S(n n % ). On the upper surface
n is xed along the y axis and on the lower surfacealong the x axis.
The nite elemen method is usedto minimize the sum of the reduced
bulk and elastic free energy in the volume between the surfaces.The
distance d is given in terms of the coherencelength g 14nm. In
the limit of large distancesd r, a director helix results, with all
tensorsuniaxial. This helix can be comparedto the director helix in the
MD cell (seeabove).

In the following, the system is shrunk: the order parameter remains
xed on the surfaceswhile we systematically reducethe distanced (b=
d in rescaledfree energy). With progressiwe shrink, the distortion of
the helix hasto occur on a shorter and shorter length, and the elastic
energy is raising. In the rescaledfree energythis behavior is expressed
by the factor 3=c? (seeabove). When d r both energieshecomes
comparable.If all elastic constarts would be equal to one, the energies
would be of samevalue for b= g. We nd, that the separation of the
surfaces,where elastic and volume energy are equal, depends linearly
on the twist elastic constart: dyit / Koo.

At a distance d 2:5 r the elastic energy is already large enough
to induce biaxiality, but the helix structure is still presen. Between
d= 15 g and d = 2.0 g a fundamental change of the con guration
takesplace.

The rotation of the main axis of the tensorial order parameteris comple-
tely removed and replacedby an eigervalue transition: from onesurface,
the biaxiality grows until its maximum is reached at z = d=4. Then it
reducesagain to the oblate uniaxial state at z = d=2. The sametransi-
tion takesplace betweenz = d=2 and z = d. This changeis due to the
fact, that the bulk energyis identical to elastic energyat the transition
distance dyi;. The con guration is governed by the elastic energy for
d > dyit and by the bulk energyfor d < dyg .

Friction Force on a Disclination Core (Chapter 6)

We nally apply the hydrodynamic equations of the tensorial order
parameter to the core of a disclination line. We restrict our simulation
to defectlines of strength s= 3.

To obtain the static order parameter eld of the disclination lines, we
employ the analytical expressionfor its uniaxial versionto the bounda-

riesin the x-z plane. Periodic boundariesare usedalong the disclination
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line, which is parallel to the z axis. The nite elemen method is used
to minimize the free energyin the bulk. The result is an oblate uniaxial
certer of the core, surrounded by a ring of maximum biaxiality. The
eld outside the core remains prolate uniaxial.

The boundary conditions are then changedfor the dynamic simulations.
The boundary valuesin the x-z plane are extrapolated from the bulk,
thus providing open boundary conditions. At z = 0 and z = b (called
plates in the following) we x the rescaledvelocity to v° = (0;1;0)".
During the temporal developmert of the hydrodynamic equations the
velocity of the platesis transferedto the bulk. We investigatethe certer
of the cell (z = b=2), where the in uence of the boundariesis vanishing
and the undisturbed velocity eld is adjusting.

For this certral layer we plot the streamlines and the divergence of
the stresstensor. Via Gauss'stheorem we calculate the friction force
per unit length of the disclination line. The result is a negative friction
force, which points into the opposite direction of the velocity eld. The
friction force of the positive defect is by a factor 3=2 larger than that
that of the negative defect.



Einleitung

Kein anderes Gebiet in der Physik der kondensierten Materie weist
eine derart gro e Vielfalt von Phaserubergangen auf, wie jenes der
Flussigkristalle. Woher kommt diese Vielfalt? Wie bereits der zusam-
mengesetzteName andeutet, vereint diese Sto klasse das Flie v erhal-
ten von Flessiglkeiten mit Eigensdaften, die sonstnur Kristalle aufwei-
sen.Wahrend sich die Schwerpunkte der Flussigkristallmolekele frei ge-
geneinanderbewegenderfen, kennen sich ihre Achsenausrichten. Pha-
serubergange nden also nicht nur zwischen unterschiedlichen Positi-
onsordrungenstatt (z.B. fest$ wssig), sondernauch zwischen unter-
sdhiedlichen Orientierungsordnungen der Molekele (z.B. wssig-isotrop
$ wssig-nematist).
Auf diesenOrientierungsordnungenberuht letzten Endesauch der Sie-
geszugder Flussigkristalle im Bereich der Bildschirmtechnologie: Vie-
le der charakteristischen Langenslalen liegen im Wellenlangerbereich
dessichtbaren Lichtes. Dareber hinaus weiseneine Vielzahl von Sto en
essigkristalline Phasenbei Zimmertemperatur auf. So kann durch das
Anlegen eineselektrischen Feldesdie Orientierungsordnung und in Fol-
ge dessendie Wedhselwirkung mit sichtbarem Licht beein usst werden.
Damit ist esmeglich, einen hinsichtlich desEnergieverbrauchs und des
Platzb edarfs sparsamenBildschirm zu bauen.
Flussigkristalle sind auch noch von einem anderenStandpunkt aus sehr
interessan. lhre topologishen Eigensdaften sind vergleichbar mit de-
nen von supra uidem Helium [1, 2], Supraleitern [3, 4], aber auch des
guantenfeldtheoretischen Vakuums [5, 6, 7, 8].
Ahnlich den Versetzungenin kristallinen Festkerpern kennenim Orien-
tierungsordnungsfeld Singularitaten auftreten, sogenante Defekte?. Sie
entstehen z.B. beim Abkehlen aus der ungeordnetenisotropen Phase,
wenn sich an versdiedenenOrten spontan eine hehere Ordnung ein-
stellt. Tre en zwei Gebiete unterschiedlicher Ausrichtung aufeinander,
sokommt esan der Grenz ache zur Ausbildung von Defekten, falls die
lokalen Ordnungen nicht kompatibel zueinandersind.
Im Rahmen der topologisten Theorie der Defekte [9, 10, 11] wurde
eine einheitliche Klassi k ation der Defekte aufgrund von Symmetrie-
und Topologie-Eigensbaften vorgenommenund damit die Verbindung
zu Wirb eln in Supraleitern und supra uidem Helium saowie den kosmi-

2Linienf ermige Defekte werden in Anlehnung an Dislokationen auch als Diskli-
nationen bezeichnet
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sdhen Strings hergestellt. Wahrend diese Systemenur unter extremen
experimentellen Bedingungen (tiefe Temperaturen bzw. hohe Magnet-
felder), oder | wie im Fall der kosmisden Strings | eberhaupt nicht
zuganglich sind, kennenin Flessigkristallen samtliche Phanomenena-
hezu bei Raumtemperatur beobadtet werden.

Von besondereminteresseist hierbei, wie die Nukleation von Defekten
die Dynamik desPhaserubergangesestimmt. Wahrend sich dasInter-
essein den vergangenenJahren hauptsachlich auf das Skalenverhalten
[12] und den Einuss von Fluktuationen [13] richtete, wird in letzter
Zeit vermehrt die Hydroynamik von Phaserebergangen studiert. Da-
bei kommen insbesondereComputersimulationen zum Einsatz, die es
ermeglichen, den vollen Satz von hydrodynamischen Gleichungen zu
lesenund die Kopplung der wssigkristallinen Orientierungsordnung an
das Gesdwindigkeitsfeld in der nematischen Phase[14, 15, 16, 17] so-
gar wahrend desPhaserubergangs[18, 19] zu untersuchen. Die Orientie-
rungsordnung wirkt dabei auf die Flie geschwindigkeiten eber elastisthe
und viskose Terme im Spanrungstensor der Navier-Stokes-Gleitung.
Umgekehrt nden sich Gradienten des Gesdwindigkeitsfeldesin der
Drehimpulsbilanz, der dynamischen Gleichung fer die Orientierungs-
ordnung.

Ziel der vorliegenden Arb eit

Um die Rolle von Defekten beim Phaserubergangbesserzu verstehen,
bestaftigen wir unsin dieserArb eit mit den dynamischen Eigensdaf-
ten von Defektlinien.

Mit der Multidom anenzelle die urspreinglich zur Verbesserungder Qua-
lit at von Bildschirmen entwickelt wurde, haben wir einenexperimentel-

len Aufbau vorliegen, in dem Defekte mittels der von au en angelegten
elektrischen Spanrung kontrolliert werden kennen. Die dabei auftre-

tende Dynamik zeigt die Bewegung, Entstehung und Vernichtung von
Disklinationen.

Um die Wedselwirkung der Defektlinien mit dem Geshwindigkeitsfeld
zu untersuchen, reicht die klassisde, auf einem uniaxialen Ordnungs-
parameter basierendeLeslie-Ericksen-Theorie (siehe z.B. [20]), in wel-
cher Defektkerne durch Singularitaten reprasertiert werden, nicht mehr
aus. Erst ein Ordnungsparameter,welcher auch biaxiale oder isotrope
Phasen zulasst, kann das Verhalten qualitativ und quantitativ richtig

besdireiben. Aus diesemGrund leiten wir fer einen solchen Ordnungs-
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parameter eine Hydrodynamik ab und verwendendiese,um denEin uss
von Stremungen auf den Defektkern zu studieren.

Aufbau

Die vorliegendeArb eit kann in zwei Bereiche aufgeteilt werden:

Im ersten Teil stellen wir die Grundlagen der Theorie der Flessigkris-
talle dar. In Kapitel 1 werdender nematische Ordnungsparameterein-
gefwhrt und die zugehorigen Volumen- und Verzerrungsenergieraufge-
stellt. Esfolgendie Grundlagen zur Theorie der Defekte und zur Nema-
todynamik. In Kapitel 2 werdenwir die hydrodynamischen Gleichun-
gen fur den tensoriellen Ordnungsparameter(T ensordynamik) ableiten
und mit der Nematodynamik fer denDirektor vergleichen.In Kapitel 3
gehenwir auf die numerischen Aspekte bei der LesungdieserGleichun-
gen ein. Insbesondererichten wir unser Augenmerk auf die korrekte
Skalierung der Gleichungen.

Im zweiten Teil schlagen wir einen Bogen von der Besdreibung der
Dynamik von Defekten im Direktorbild hin zur Darstellung im Aus-
richtungstensor. Dazu betrachten wir zunachst in Kapitel 4 die Multi-

domanenzelle,in der die Entstehung, Rekombination und Vernichtung
von Disklinationen beobadtet werdenkennen. Davon abgesehenunter-
suchenwir auch die Eigensdaften dieserZelle hinsichtlich ihres Einsat-
zesin einem Bildschirm.

Anschlie end vollziehenwir in Kapitel 5 den ®Ubergangzum Ausrich-
tungstensor:In dennen Ober achen-verankerten Filmen werden Abwei-
chungenvon der uniaxialen Symmetrie aufgrund starker elastischer Ver-
zerrungenhervorgerufen. In Kapitel 6 sdlie lic h bestaftigen wir uns
mit der Hydrodynamik destensoriellen Ordnungsparameters.Wir un-
tersuchen die statische Struktur von Disklinationskernen, die wir dann
einer homogenenStremung aussetzen. Auf diese Weisesind wir in der
Lage, ihre hydrodynamische Reibungskraft zu berecnen.
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Kapitel 1
Anisotrop e Fluide

In diesemKapitel sollen die fur das Verstandnis der Theorie und der
Simulationen erforderlichen Eigensdaften von Flessigkristallen knapp
besdtirieben werden.

Die besonderenEigensdaften der wssigkristallinen (oder auch me-
sogenen)Phasen folgen aus der Existenz einer Orientierungsordnung:
Flussigkristalle bestehenaus organisdhen Molekelen, die wie bei einer
Flussiglkeit frei beweglich sind. Soweisennematische Phasenkeine weit-
reichende Positionsordnung auf. Aufgrund ihrer Molekelkon guration

zeigensiejedoch unter bestimmten BedingungeneineweitreichendeOri-
entierungsordnung, die in einer Anisotropie physikalischer Eigensdaf-
ten resultiert. Diesewurde erstmalsim Jahre 1888von Friedrich  Rei-

nitzer [21] besdirieben.

Abbildung 1.1: Aufnahme einesFlussigkristalls unter dem Polarisations-
mikroskop [22]. Die charakteristischen Langen der Orientierungsord-
nung liegenim Wellenlangerbereich dessichtbaren Lichts (in der obigen
Aufnahme wurde der Flessigkristall mit wei em Licht bestrahlt). Die
Helligkeitskontraste kommenduch die relativ e Orientierung der lokalen
optischen Achsen zu den gekreuzten Polarisatoren Zustande. An den
Stellen, wo vier schwarze Linien zusammenlaufenbe nden sich Punkt-
defekte.
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Man unterscheidet heute eine Vielzahl von versdiedenen wssigkristal-
linen Phasen (cholesterishe, nematische, smektische, etc.) die fur un-
terschiedliche Molekeltypen (stabchen-, diskus-, bananenbrmige, etc.)
entweder aufgrund der eingestellten Temperatur (thermotrop e Phasen)
oder aufgrund einesbestimmten Mischungswerhaltnisses(ly otrope Pha-
sen) auftreten. Bei bestimmten Phasen,wie z.B. den smektischen, kann
die freie Positionsordnung auch auf zweidimensionaleSdichten einge-
schrankt sein. Dareber hinaus zeigenauch biologische Objekte Eigen-
schaften wssigkristalliner Phasen[23].

Weil Flussigkristalle zertraler Bestandteil vieler Flachbildschirme sind,
ist die Literatur zu diesemThemenkomplex besondersumfangreich. Als
Einfuhrung sind die Lehrbeicher von de Gennes [24] und Chandra-
sekhar [25] sowie der Ubersichtsartik el von Stephen und Straley
[26€] geeignet.Dort wird insbesonderedie Physik der versciedenenPha-
sengesatildert. Da wir in dieserArb eit nur die nematische Phasebehan-
deln, erlaubenwir uns, zu allen weitergehendenFragenauf die Literatur
zu verweisen.

1.1 Der nematisc he Ordn ungsparameter

In der nematischen Phasesind die Schwerpunkte der Molekele frei be-
weglich; sie zeigenjedoch im Mittel eine Ausrichtung erntlang einer aus-
gezeitinetenRichtung . Obwohl die einzelnenMolekele durchauspolar
sein kennen, hat man bisher kein Material mit makroskopisdcher Pola-
risation gefunden. Die Polaritat mittelt sich also auf mesoslkopischer
Skala heraus: die beiden Richtungen  und sind gleichwertig, und
lokal besitzt die nematische Phase eine Inversionssymmetrie.Die Ori-
entierungsordnung der Molekelle fuhrt zu einem anisotropen Dielektri-
zitatstensor, der die Polarisationsrichtung von Licht beim Durchgang
durch den Flussigkristall andern kann. Auf diese Weise entstehen die
fur Flussigkristalle typischen Texturen (vgl. Abbildung 1.1).

Um fur die nematische PhaseeinenOrdnungsparameterzu konstruieren,
bensetigen wir mindestenseinen Quadrupoltensor: ein skalarer Parame-
ter kann keine Orientierungsordnung wiedergelen, ein Vektor besitzt
keine Inversionssymmetrie.Daher resultiert in niedrigster Ordnung ein
tensorieller Ordnungsparameter,den wir in dieser Arbeit auch mit -
Tensoroder Ausrichtungstensor bezeidnen.



Tabelle 1.1: Ubersicht eber die in dieser Arb eit auftretenden Ordnungsparameter.Der allgemeine Ord-
nungsparameter st ein spurlos-symmetriser Tensor, der zugehorige Ordnungsparameterraum(OP)

ist der . Vonihm ausergibt sich durch Einschrankung auf die Projektiv e Ebenedie uniaxial-nematische
Phase.Mittels der Theorie der Homotopiegruppen kennenaus dem OP die meglichen Defekte abgeleitet

werden.
isotrope Phase uniaxial-nematische Phase biaxial-nematische Phase

Symmetrie SO(3) Di D,
oP o Projektive Ebene Snfog

2= SO(3)=D1 = S%= 2
Q 0 3snn % ) 3snn % )

+3Pmm % )

Eigenwerte von Q 1:23=10 1= 26 3 16 -6 3
Homotopie-Gruppen  { 1(P?)= 1( °nfog) =0

2(P?) = 2( °nf0g) =0
YEigentlich 5; da wir den isotropen Anteil stets abziehen,bleibt jedoch nur = 0 ubrig.

Ja1owrelesbunupiQayosnewsu 18d T'T
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Da wir an der Ordnung relativ zu einem isotropen Referenzzustand
interessiert sind, wahlen wir ~ dareber hinaus spurlos. In Tabelle 1.1
sind die lokalen Symmetrien, der -Tensorund seineEigenwerte fer die
versdiedenenPhasenaufgekhrt.

In der isotropen Phaseversdwindet der -Tensor. Beim Phaseruber-
gang zur uniaxial nematischen Phasewird die isotrope Symmetrie ge-
brochen. In der uniaxialen Phasebilden die Orientierungenf ;  gder
Molekelle mit der ausgezeibneten Richtung n einen Winkel . Mittelt
man die Orientierungen eber ein kleines Testwolumen, so ergibt sich

S = hP,i = hcod %i : (1.1)
S ist ein Ma fur die Starke der Ausrichtung. %S = 1 bedeutet, dass
alle Molekele in die gleiche Richtung zeigert, S = 0 wiederum steht
fur die isotrope Phase( = 0). Die Vorzugsrichtung n wird als Direk-
tor bezeidinet, wobei fn; ngidenti ziert werden. Der Direktor ist auf
Eins normiert. Der reduzierte Ordnungsparameterraum(ROP) ist da-
mit die projektive Ebene: Die Spitze des Direktors kann sich auf einer
Einheitskugel mit identi zierten Antip oden bewegen.Mittels der Theo-
rie der Homotopiegruppen kann nun auf die in dieser Phasemeglichen
Defekte (Singularit aten desOrdnungsparameterfeldes)yestlossenwer-
den; in der uniaxialen Phasekann esPunkt- und Liniendefekte geben.
Wir gehenAbschnitt 1.3 genauerauf diesesThema ein.
In der biaxialen Phasegibt eszwei ausgezeibnete Richtungenn und m,
welche senkretit aufeinanderstehen:fn; ng,fm; mg,fn m; m
ng. Die Molekelle sind mit dem Ordnungsgrad S bzw. P (siehe Glei-
chung (1.1)) um diese Richtungen verteilt, Punkt- und Liniensingula-
rit aten gibt esnun nicht mehr.
de Gennes [20] hat vorgesdlagen, den anisotropen tensoriellen Ord-
nungsparameter mit der Anisotropie einer makroskopischen Gre e zu
korrelieren. Beispielsweisekann man den magnetisten Suszeptibilitats-

tensor verwenden, der den Zusammenhangzwischen dem magne-
tischen Moment M und dem Magnetfeld H besdireibt: M = H .
Fur statische Magnetfelder ist symmetrisch: = . In der
uniaxialen Phaselautet im Hauptachsensystem

1eblic herweise wird in der Literatur S 2 [0::1] gewahlt; aus Konsistenzgr einden
haben wir jedoch den Faktor % aus S herausgenommen (siehe Tabelle 1.1). Damit

muss der Wertebereich entsprechend angepasst werden.
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0 1
> 0 0

=@o0o , 0A; (1.2)
0 0

wobei -, und | die Suszeptibilitaten senkredit und parallel zur Vor-
zugsrichtung sind. Der Ordnungsparameterist dann

1

Anstelle der Suszeptibilitat kann auch jede andere anisotrope Gre e
verwendet werden, z.B. der Tensorder Dielektrizit at.

Ein Ma fur die Biaxialit at
Als Ma fur die Biaxialit at wird folgender Ausdruck verwendet [27, 28]

- (sp °)?
Mpiax = 1 GW : (1.4)
Zu dieser Form gelangt man, wenn man den Ordnungsparameter in
der Form ([29], sieheauch Tabelle 1.1)

3 1 3 1
= — — + — = .
Q 2S(n n 3 ) 2P (m m 3 ) (1.5)
ansetzt.n, m und n m sind die zueinanderorthogonalenEigenvektoren
zudenEigerwerten ;= 3S P, ,= 1S+2iPund 3= 1S IP.

Im allgemeinstenFall erhalt man fenf unabhangige Komponerten fer
. Dieselassensich durch die drei Eulerwinkel (Orientierung desHaupt-
achsensystemsyon im Raum) und die zwei skalaren Parameter S und
P (Ordnungsgradfur uniaxiale bzw. biaxiale Orientierungsordnung) pa-
rametrisieren. In der uniaxialen Phasesind zwei Eulerwinkel sowvie ein
skalarer Ordnungsparameterausreidend.
In der isotropen Phaseverscwindet der -Tensoridentisch (S = P =
0), in der nematischen Phaseist er uniaxial, wennentwederS = O;P 6 0
oder S 6 O;P = 0 oder aber P = S 6 0. Zusammenfassendassensich
diesedrei Bedingungenzur Uniaxialit at schreiben als

6(sp °)*= (sp ?)° (1.6)
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Das Biaxialit atsma ist sokonstruiert, dassesim uniaxialen Fall gerade
Null wird, und mit steigenderBiaxialit at gegenEins geh.

Zur Veransthaulichung setzenwir einen spurlos symmetrischen Tensor
A an und berednen hierfur das Biaxialit atsma M pjax:

0 0 0 1
3 2 3 2)2
= A L= ( :
@8 . 0 Mpiax = 1 6(22+2 v 2 o7
Falls = wird My, = 0. Mit zunehmenderBiaxialit at ( oder

) strebt M., gegenl. In Abbildung 1.2 wird dieser Sadwerhalt
noch einmal graphisch dargestellt.

NN
R —
IR
o
SN
PResisstests:

7
7
P

-1/3

m 2/3

Abbildung 1.2: Veransdaulichung des Biaxialit atsma es.

Sdhlie lic h sei noch darauf hingewiesen,dass es zwei megliche Reali-
sierungeneinesuniaxialen Tensorsgibt, die mittels sp 2 unterschieden
werden kennen:

=) sp 3> 0; istprolat ; (1.7)
=) sp %< 0; istoblat : (1.8)

1
w

1> 2

1
w

1< 2
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Landau-Theorie und Volumenenergie

Nachdem wir den Ausrichtungstensor als geeignetenOrdnungsparame-
ter fur den nematischen Flussigkristall kennengelern haben, kennenwir
eine energetistie Besdreibung desPhaserubergangsmit ihm angehen.

Nach Land au und Lifshitz  [30] ist die freie Energie eine analytische
Funktion desOrdnungsparametersund der Temperatur?. Falls der Ord-
nungsparameterhinreichend klein ist, kennenwir die freie Energie nach
Potenzen der Invarianten von  bis zur vierten Ordnung entwickeln.
Unter Berucksichtigung der freien Energie Fo der isotropen Phase er-
halten wir sodie Landau-Energie einesnematischen Flessigkristalls, die
in dieserArb eit auch als VolumenenergieF,x bezeidinet wird.

Z h
1 a
Fouk = Fo + v d*r EQ Q

b c 2
§Q Q Q +2(Q Q) (1.9)

b und ¢ kennenim Weserlic hen als temperaturunabhangig angesehen
werden. Nahe des Phaserubergangsbei der Temperatur T=T mu a

verschwinden, weshalbwir einelineare Temperaturabhangigkeit anneh-
men:a=a(T T).

Eine Minimierung der Entwicklung (1.9) fehrt stets auf den uniaxialen

Ordnungsparameter.Um auch biaxiale Kon gurationen zu besdireiben,

messen Terme bis mindestens zur setisten Ordnung hinzugenommen
werden [24, 25]. Aber auch elastishe Anteile der Energie kennen zu

biaxialen Kon gurationen fehren, wie wir im nachsten Abschnitt sehen
werden.

Setzt man denuniaxialen OrdnungsparameterQ = 3S(n n 1 )
in die Landau-Energie ein, so erhalt man Fyyx = Fpuk(S;T). Da wir
uns in Abschnitt 3.5 sehr detailliert mit den Eigensdaften von Fpyi

bestaftigen, seihier nur das qualitativ e Verhalten gesdildert.

2Alle weiteren Abh angigkeiten werden in dieser Arb eit nicht betrachtet und des-
halb bereits an dieser Stelle vernachlassigt.
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F(S,T) A

Abbildung 1.3: Landau-Energiefur verschiedeneTemperaturen.

In Abbildung 1.3 ist die Landau-Energie Fp (S;T) fur versciedene
Temperaturen wmber dem skalaren Ordnungsparameter S aufgetragen.
Von T bis T, ist die isotrope Phasemetastabil, von T = T, bisT =T~

die wssigkristalline. Es handelt sich also um einen Phaserebergang
erster Ordnung. Experimente zeigenjedoch, dasser nur schwach von
erster Ordnung ist, was sich in der Kleinheit des Terms dritter Ord-

nung au ert. Wie wir im vorangegangenenAbschnitt gesehenhaben,
entspricht ein prolates uniaxiales dem Minimum von sp 2. Hieraus
folgt, dassder Vorfaktor b positiv sein muss(c musspositiv sein, damit

stets ein globalesMinim um existiert).

Im folgenden Abschnitt werden wir einen weiteren Anteil der freien
Energie untersuchen: die Gradientenenergie, die raumliche Verzerrun-
gen des Ordnungsparameterfeldesberecksichtigt. Werden diese gre er

als %bsp 3, treten biaxiale Zustande auf. Der Term dritter Ordnung
kann dann in der Volumenenergievernadlassigtwerden. Im Minimum
von Fpuk gilt sp 2 = const, der reduzierte Ordnungsparameterraum
ist die Vier-Sphare S*, welche biaxiale Ordnung mit variablen Achsen
zulasst. Erreicht die Gradientenenergiedie Gre enordnungvonsp 2, so
mussder -Tensoraus dem allgemeinenOrdnungsparameterraum °
gewahlt werden. Wie wir in Kapitel 5.2 sehenwerden, ist dies in der
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vorliegendenArb eit meistensder Fall.

1.2 Raumlic he Variationen
des Ordn ungsparameters

Im vorangegangeneiKapitel habenwir angenommengdasssich der Aus-
richtungstensor raumlich nicht verandert. Diese Annahme trit nicht
mehr zu, falls das Volumen besdirankt ist oder Defekte im Volumen
auftreten. MeglicheVerzerrungendes -Tensorfeldesneissendannin ei-
ner Gradienten-, d.h. elastisthen Energie berecksichtigt werden: Fejast =
Felast( (r);r ().

Wir stellen dieseEnergiebeitragemit der Invariantentheorie [31, 32, 33]
auf. Die Invarianten niedrigster Ordnung sind Polynome in Q  und
Q . . JedesPolynom in diesenlnvarianten ist wieder eine Invariante.
Bis zur zweiten Ordnung erhalten wir auf diese Weise die elastisthe
Energie

z 3 h C1 C
Felast = d’r EQ - Q EQ - Q i
+2Q ,Q . +2Q Q. Q. ; ()
z h 2 |2
Fo = d°r C—Z“ Q Q. (1.11)

Fehirar tritt  hinzu, falls es sich um einen cholesterishen Flussigkristall
handelt®. Setzt man den uniaxialen -Tensor(Tabelle 1.1)

3 1
Q -ES(n n 3 ) (1.12)

in die elastisdhe Energie (1.10) ein, soerhalt man die elastisde Energie-
dichte im Direktorbild. Siewird auch Frank-Oseen-Energie[34, 35 ge-
nannt und besdireibt Verzerrungenim Direktorfeld n(r). Diesekennen
in vier Basismaden mit zugehorigen elastisdhen Konstanten zerlegt wer-
den: Spreizung (splay, ki1), Verdrillung (twist, k,2), Verbiegung (bend,
ks3) sowie Ober acherverzerrung (sadde splay, kK24)

3Da wir in dieser Arbeit keine cholesterischen Flussigkristalle betrachten,
erwahnen wir diesen Term nur der Vollstandigkeit halber.
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1 . 1 2
felast + T chiral = Ekll (div n)? + Ekzz (n rot n 5)2

1
+ Ek33(n rot n)?

koq div(n divn+n rotn) : (1.13)

po ist hierbei die Ganghehe der cholesterishen Helix, die auch als pitch
bezeitnet wird. Die elastischen Konstanten ¢; hangenmit den phano-
menologistien Konstanten k; wie folgt zusammert

c1(2S)2= 1 (Bkaz ki1 + kaz) ; c2(2S)2 = kir  2kp4 ;
c3(3S)? = 2kas Koz ; C6(23S)% = 2 (kas ki) ;

1. (3ay\2 _ 2 )
3C4(3S)? = Sokaz

Zur exakten Bestimmung von S = S(T) werde ein vollstandiger Satz
von Konstanten (bestehendausk; (T) und a(T); b;c) fur einenbestimm-
ten Flussigkristall benetigt. Da dieser jedoch in der Literatur nicht
verfegbar ist, habenwir der Einfachheit halber die Konstanten in dieser
Arbeit mit 3S = 1 berednet.

Die Wedselwirkung desFlessigkristalls mit einemau eren elektrischen
Feld (von Bedeutung fer Displayzellen) beruht auf der Anisotropie der
Dielektrizit at desNematen. Diese Wedselwirkung wird durch die elek-
trische Feldenergieerfasst,

Z Z

Feek= drfeek= d’rE dD : (1.14)

Die Energie Feek drecken wir in Abhangigkeit deselektrischen Potenti-
als aus.dfgek= E dD wird zunachst einer Legendre-Transformation
unterzogen,um von der extensiven Variablen D zur intensiven Variable
E wberzugehenDiesist netig, da wir in unserenSimulationen keineLa-
dungswerteilungen betrachten, sondernvielmehr eine konstante elektri-
sdche Spanrung anlegenwerden. Nach der Integration eber E kann man
das lineare MaterialgesetzD = , E einsetzert, wobei der dielekiri-
sche Tensordesnematischen Flussigkristalls ist, mit einer Komponerte
x parallel und - senkrett zur ausgezeibneten Hauptachsevon

* ki 1= [kaa]l = [c]= N, [ca] = &, [po] = m
50=88510 124
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2, +
=% +(k 2) (1.15)
Nach Einfehrung eineselektrischen Potentials mit E = - erhal-

ten wir fur die elektrische Feldenergie

Z
1
Feek=  d°r EO(k 2)Q
1 2, + K
- g— 1.1
503 (1.16)

Setzt man wiederum den uniaxialen -Tensor(1.12) ein, soergibt sich
fur die elektrische Feldenergieim Direktorbild,

Z
1
Feek=  d°r > o » +(k 2)nn). . (1.17)

Wahrend wir in Kapitel 5und 6 den vollen Ausrichtungstensorverwen-
den, minimieren wir in Kapitel 4 die elastisthe Energie im Direktor-
bild. Hierzu kann man beispielsveise die Euler-Lagrange-Gleidungen
ableiten. Da jedoch in der nematischen Phasen und n dieselle Kon-
guration besdtreiben, mussenz.B. in numerischen Simulationen vor
der Berechnung der Ableitungen uber Di erenzenquotienten zweier Di-
rektoren dieseimmer zunachst parallel statt antiparallel ausgerititet
werden. Um dieseScwierigkeit zu umgehen,verwendenwir die folgen-
de Kettenregel fur Funktionalableitungen [36]. Der Direktor wird wird
dabei durch die beiden Winkelw = (Azimutwinkel bzw. Twist) bzw.
w = # (Polarwinkel bzw. Tilt ) parametrisiert:

F_FQ _ @ , @ Q

w Q w @ @Q ;) w
Der Vollstandigkeit halber gebenwir hier auch noch die Euler-Lagrange-
Gleichung fur das elektrische Potential an:

F_ O @_@ =0 (1.19)

|F‘z°}

=0: (1.18)
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1.3 Defekte und Disklinationen

Topologisthe Defekte folgen aus der Symmetriebrechung beim Pha-
serubergand. An versdiedenenStellen im Raum bildet sich spontan
eine hehere Ordnung, die Gebiete dehnensich aus und tre en aufein-
ander. Da die lokalen Ordnungen in verstiedenenRaumbereichen im
Allgemeinen nicht kompatibel sind, bilden sich an den Grenz achen
zwischen den Gebieten Defekte aus.
Die Art der Defekte hangt von Zusammenhangseigensaften des Ord-
nungsparameterraums(OP) ab und kann mit Hilfe der Homotopietheo-
rie bestimmt werden. Bei der Klassi zierung von Defektlinien geit man
dabei wie folgt vor: um die Defektlinie wird eine Scleife gelegt. Jedem
Raumpunkt der Scleife wird ein Direktor im Ordnungsparameterraum
zugeordnet, so dasseine Scleife im OP entsteht. Die Anzahl der Di-
rektordrehungenbeim Ablaufen der Schleife wird als Windungszahl be-
zeichnet. Falls die Schleife keinen Defekt umsdlie t, lasst sie sich auf
einenPunkt zusammenziehenAndernfalls bilden alle Pfadeim OP, die
sich kontinuierlich ineinander mberfuhren lassen, eine sogenante Ho-
motopieklasse.Sie identi ziert einen speziellen Defekttyp.
Alle Homotopieklassenzusammen bilden die erste Homotopiegruppe
oder auch fundamentale Gruppe, deren Gruppenprodukt die Kombina-
tion von Defekten besdireibt. Ersetzt man die Schleifen durch Spharen,
so erhalt man die zweite Homotopiegruppe, mit welcher Punktdefekte
klassi ziert werden kennen.
In Tabelle 1.1 sind die zu den versdiedenenOrdnungsparameternge-
herendenSymmetrien und reduzierte Ordnungsparametermume (ROP)
aufgemhrt. Fur den uniaxialen Ordnungsparametererhalt man fer die
erste Homotopiegruppe 1 = 2. Sieklassi ziert Liniendefekte, die in
Anlehnung an die Dislokationen (Versetzungen)in der Festkerperphysik
auch als Disklinationen bezeitinet werden.Die zweite Homotopiegruppe
> = klassi ziert Punktdefekte.
Anschaulich handelt es sich bei Defekten um Singularitaten des Di-
rektorfeldes n(r). In Abbildung 1.4 sind zwei Liniendefekte der Starke
s= % die sich nur im Vorzeichen unterscheiden, abgebildet. Die De-
fektlinie steht senkretit auf der Zeichenebkene. Die Starke einesDefek-
teslat sich auch im Feldlinienbild ermitteln: Die Spitze einesDirektors

6Eine einfache Einfuhrung ndet man z.B. in [10, 37].
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wird markiert. Der Direktor wird auf einer gesdilossenenSdleife um
den Defekt gefuhrt. Die Anzahl der Drehungen, die die Spitze beim
Umlauf ausgetihrt hat, ergibt die Defektstarke. &ber das Vorzeichen
der Defektstarke entscheidet der Umstand, dassdie Drehung mit bzw.

gegenden Umlaufsinn erfolgte.
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Abbildung 1.4: Direktorfeldlinien zweier halbzahliger Defekte. Links
%, rechts + 1. Die Singularitat ist mit einem Punkt markiert. Die

Defektline steht in diesem Bild senkredit auf der Zeichenelene. Zur

Besdireibung des Visualisierungswerfahrenssiehe Anhang C.

Die in Abbildung 1.4 dargestellten Defektlinien werden als Keil-Diskli-
nationen (wedgeDisklinationen) bezeidinet, da sie durch ein dem Vol-
terraprozessahnliches Verfahren erzeugt werden kennen [38]. Es gibt
auch noch Schrauben-Disklinationen (twist-Disklinationen), wie z.B. in
Abbildung 1.5gezeigt.Hier liegt die Defektlinie nicht senkrett, sondern
parallel zum lokalen Direktorfeld.

Die Singularitaten von halbzahligen Defekten lassensich durch ein Aus-
weichenin die biaxiale Phase(es@pe, [39]) beheken. Durch das Auswei-
chen auf die Vier-Sphare (oder gar auf ° nf0g) kann die Singulariteat
durch einenkontin uierlichen &bergangzwischen Zustandenunterschied-
licher Biaxialit at ersetzt werden (vgl. Abbildung 1.6).
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z>0

Mbpiax: 0.0 NN 1.0

Abbildung 1.5: Ausseheneiner Schrauben-Disklination. Dargestellt sind
die Ebene,in der die Defektlinie (schwarz markiert) liegt, sowie je eine
Ebeneoberhalb und unterhalb.

Der es@pe hat gro e Auswirkungen auf den Kern der Disklination: Im
Bild des uniaxialen Ordnungsparametersmuss S im Kern gegenNull
gehen,um die Singularitat zu vermeiden. Der Kern der Defektlinie ist
in diesemBild isotrop. In Wirklic hkeit ist der Kern jedoch oblat uniaxi-
al, umgeben von einem Ring maximaler Biaxialit at. In Abschnitt 6.2
werdenwir das AussehendesKerns im Detail untersuchen.

Die topolologische Theorie der Defekte liefert uns nur die geometristh-
topologisth meglichen Defektkon gurationen. Ob ein Defekt physika-
lisch realisierbarist, hangt von Energieberecinungenab. Sozeigt essich,
dassdie Singularitat ganzzahliger Disklinationslinien auch auf andere
Art erntfernt werdenkann: Das Direktorfeld kannin die dritte Dimension
(entlang der Defektlinie) ausweichen (es@pe, sieheAbbildung 1.7). Die
resultierende Verzerrungsenergig(in diesemFall eine bend-Verzerrung)
ist von niedrigerer Energie als der Disklinationskern. Daher resultiert
eine defektfreie Kon guration. Ein ahnliches Phanomenkann auch im
Zusammenhangmit einer splay-Verzerrungbeobadtet werden;wir wer-
den uns in Kapitel 4 genauerdamit besdaftigen.
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Abbildung 1.6: Biaxiales Ausweichen einer Disklination (es@pe). Auf
der linken Seiteist dasuniaxiale Direktorfeld dargestellt, auf der rechten

ermeglicht der
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Abbildung 1.7: Direktorfeldlinien eines ganzzahligen Liniendefekts.
Links: Schnitt durch die Defektlinie. Redhts: Der Defekt kann durch
Ausweichenin die dritte Dimension (Aufsteilen der Direktoren in Rich-
tung senkredit zur Zeichenelene) ertfernt werden.
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Eine energetistie Untersuchung zeigt auch, dassim Kern einer Dis-
klinationslinie keine Singularitat auftritt. Vielmehr wird im Bereich des
Defektkernsdurch die starken Verzerrungenein lokaler Phaserubergang
zur Biaxialit at hin induziert (Abbildung 1.6, rechts). Der Kern selbstist
jedoch nicht isotrop; die uniaxial prolate Kon guration ist energetist
geinstiger.

Wahrend alle Defekte der Starke % topologisth aquivalent sind, ferdert
eineenergetistie Untersuchung auch hier Unterschiedezu Tage:die elas-
tische Energie (1.13) bewertet die versciedenenVerzerrungsmalen mit
unterschiedlichen elastisthen Konstanten. Da in Defekten unterschied-
lichen Vorzeichens splay, twist- und bend-Verzerrungen nicht eberall
gleich gro sind, besitzen die Defekte eine unterschiedlich hohe elasti-
schen Energie.

1.4 Hydro dynamik des Direktors

In den letzten Abschnitten haben wir uns ausfehrlich mit dem nema-
tischen Ordnungsparameterund den damit verbundenenEnergien be-
fasst. Dabei haben wir zunachst vernadlassigt, dass der Flussigkris-
tall auch Flie v erhalten zeigt. In diesemAbschnitt wollen wir uns des-
halb der Hydrodynamik von Flessigkristallen zuwenden. Wir werden
sehen, dass der Spanrungstensor, der in der Navier-Stokes-Gleidung
auftritt, elastische und viskoseAnteile erthalt, die vom Ordnungspara-
meter abhangen.Die dynamische Gleichung fur den Ordnungsparameter
ist die Drehimpulsbilanz, in die wiederum der Gradient der Gesdwin-
digkeit eingeh.

Wir betrachten im Folgendeneinen uniaxialen Ordnungsparameterund
setzenS = const Die Temperatur halten wir ebenfalls konstarnt. Der
Flussigkristall wird dann vollstandig durch den Direktor n, die Flie ge-
schwindigkeit v, die Dichte und den Druck p besdrieben. Die zu-
gehorige Hydrodynamik wird auch als Nematodynamik bzw. Leslie-
Ericksen-Theoriebezeitinet. Die Ableitung der Gleichungen ndet man
z.B. in [24, 25, 37]; sie erfolgt nach derselken Methode, nach der wir in
Kapitel 2 eine Tensordynamik ableiten werden: an die Stelle desDirek-
tors n tritt dort der Ausrichtungstensor

Besdrankt man sich auf den Fall einesinkompressiblenFleussigkristalls,
so ndet man folgendesGleichungssystem:
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0=divv ; (1.20)
?j—‘t’z dv. mit = p + &ty i (1.21)
0=n (h h9: (1.22)

Gleichung (1.20 steht fur die Inkompressibilitatsbedingung. (1.21) ist
die Navier-StokesGleichung. 4t = @+ v r ist die vollstandigezeitliche
Ableitung, die auch einen konvektiven Anteil umfasst. Der Spanrungs-
tensor setzt sich zusammenaus dem isotropen hydrostatischen Druck
sowie einem elastisden ( 3% und einemirreversiblen viskosenAnteil

( ™). Der elastishe Anteil hangt von der freien Energiedichte ab,

elast — @ .
= —@n. 1.23
@ ; (1.23)
Der viskose Anteil koppelt den Direktor eber die seds Leslie-Viskosi-
taten ; an den symmetrischen Anteil v und den antisymmetrischen

Anteil ! = %rotv des Gesdwindigkeitsgradierten
Sl nnnnVvE+ LnN o+ 3n N
+ 4V cnnvEe nnvE (1.24)
wobei N = @@n ! n. N gibt die zeitliche Anderung des Direktors

im mitb ewegten Systeman. Fur die ; gilt die Parodi-Relation, welche
man durch Anwendung des Onsager'stien Theorems[40] erhalt,

2t 3= 6 5 ! (1.25)

Gleichung (1.22) sdlie lic h ist die Drehimpulsbilanz, die dynamische
Gleichung fer das Direktorfeld. h ist das sogenante Molekularfeld

h—@ @

“a (1.26)

@ |
@,
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hO kann als viskoser Anteil desMolekularfeldesinterpretiert werden,

o= N +~vEn (1.27)

Er besdtireibt die Reibung bei der Bewegungder Direktoren relativ zu-
einander. Die Drehimpulsbilanz enthalt keine Tragheitsterme, da diese
bei den gegetenen Viskositaten (  und ~) und Zeitskalen keine Rolle
spielen. Gleichung (1.22) legt das Direktorfeld bis auf einen Faktor n
fest. wird dann fer gewshnlich so gewahlt, dassn auf Eins normiert
ist.
Um spater die Aquivalenz der Gleichungen fur den Direktor und den
-Tensor zeigenzu kennen, geben wir der Vollstandigkeit halber noch
die lokale Entropieproduktionsrate im Direktorbild an

T = "V RN (1.28)

Fur die Berechnungenin Kapitel 4 verzichten wir auf die Kopplung des
Direktors an die Gestwindigkeiten. Die resultierende Dynamik bestelt
dann in einer vereinfachten Form’ der Gleichung (1.22)

h = & . (1.29)

Parametrisieren wir den Direktor n wieder wie in Abschnitt 1.2 mit
Tilt- und Twistwinkel # und ' , und verwenden den Umweg eber die
Kettenregel, so erhalten wir

f_ @ @ Q _ @
" & %@ o & (1.30)
Tf = £ @@@ Q = %sinz# : (1.31)

Im nachsten Kapitel werdenwir einen aquivalenten Satz hydrodynami-
sdher Gleichungenfer den tensoriellen Ordnungsparameter ableiten.

siehe auch [41].



Kapitel 2

Hydro dynamik des
Ausric htungstensors

Im vorangegangenerKapitel haben wir gesehenwie die hydrodynami-
schen Gleichungen fur den uniaxialen Direktor n aussehen.n diesem
Kapitel wollen wir einen aquivalenten Satz von Gleichungen fer den
tensoriellen Ordnungsparameter  ableiten. Anschlie end vergleichen
wir das Ergebnis mit den Gleichungen der Nematodynamik und der
Navier-Stokes-Gleicwung einer isotropen Flussigleit.

2.1 Die dynamisc hen Gleic hungen

Die nun folgendeAbleitung der dynamischen Gleichungenerfolgt in drei
Sdhritten. Zunachst wird die Entropieproduktionsrate in Abhangigkeit
von der inneren und der freien Energie aufgestellt. Sodann wird der Be-
gri der konjugierten Kr afte und Flusseeingekhrt. Sdlie lic h werden
die Krafte als Funktionen der Flesse entwickelt. Als Ergebnis erhal-
ten wir die Drehimpulsbilanz (und damit die dynamische Gleichung fur
den Ordnungsparameter)und den SpanrungstensordesFleussigkristalls,
der in der Navier-Stokes-Gleihung auftritt; die Materialparameter sind
dann die Entwicklungskoe zien ten.

Die hier vorgestellte Ableitung entspricht im Wesertlichender von Olm-

sted [42], wo die Ableitung der Leslie-Ericksen-Theorie[24] vom Direk-
tor n auf den tensoriellen Ordnungsparameter ubertragen wird (vgl.
auch [43).

Die Entropiepro duktionsrate
Um die Entropieproduktionsrate abzuleiten, benstigen wir die vollstan-
dige zeitliche Ableitung der inneren und freien Energie:

F=U TS =) TS=U E (2.1)

Mit Punkt () wird in dieser Arbeit immer eine vollstandige zeitliche
Ableitung bezeitinet, z.B.
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Q =40 =2Q +( )Q 22)

Die freie Energie ist zusammengesetztaus der Energie der isotropen
Phase, die nur von der Dichte abhangt, der Landau- oder auch Vo-
lumenenergiesowie der elastisthen oder Oseen-Energie.Hinzu kommt
noch die kinetische Energie.

Fur die isotrope Energiedichte fo(S; ) ( ist die Dichte desFlussigkris-
talls) mussenwir noch eine Legendre-Transformation durchfehren, um
von der Entropie S zur Temperatur T zu wedseln.

In dieserArbeit wird die Systememperatur immer konstant gehalten,
weshalb wir funktionale Abhangigkeiten von T nicht mehr mitf whren.
Aus demsellen Grund versdwinden alle Ableitungen nach T. Bei der
Lesung der Gleichungen ist darauf zu achten, dassdie Werte fur die
Materialparameter zur gleichen Temperatur verwendet werden, die in
der Volumenenergieeingesetztwird.

z z
F= fddr=  fo()+f( :r )+ % iz & 2.3)

Durch Verwendung der Kontin uit atsgleichung, der Navier-Stokes-Glei-
chung sowie mittels partieller Integration kann die freie Energie in fol-
gendeForm gebradit werden

z d
EF = ( elast p ges)v H _Q d3r

dt dt
Z

( "V H %Q d®r : (2.4)

Eine ausfuhrliche Ableitung ndet man in Anhang A. Der Spanrungs-
tensor 9°° setzt sich zusammenaus dem hydrostatischen Druck p, dem

viskosen (irreversiblen) Anteil ™ und dem elastisthen Anteill  ©last,
In der Entropiebilanz tritt nur noch der irreversible Anteil ™ auf.

ges _ elast+ irr p (2.5)

1Die Ableitung der Formel fur den elastischen Anteil ndet man z.B. in [24].
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elast — @ ) - ) 26
@ Q; Q; (2.6)

H ist dassogenantte Molekularfeld, die Funktionalableitung der frei-
en Energiedichte f nach dem Ordnungsparameterfeld,

_ f . @ @
H= o =@g @ 2.7)

Au erdem kurzen wir den Gesdwindigkeitsgradierten mit
V =@v =vVv. (2.8)

ab. Wir gehennun von der Entropieproduktionsrate S_zur lokalen Dich-
te der Entropieproduktionsrate

z 42
TS= T d* = E= Ot f dr (2.9)
eber und erhalten
T ="V +H Q : (2.10)

Wir teilen nun ™ und V in ihren spurlos-symmetristen Anteil, den
wir mit [s] bezeitinen, und in ihren antisymmetrischen Anteil, der mit
[a] gekennzeitinet wird: ™ = "4 @l yhgy o = v B pie
Gesdhwindigkeitsgradierten sind dabei wie folgt de niert:

V[a] - %(@V @\/ ) = %(V; V. ) ; (211)
- 1 1
vi=s@v +ev) 3 Vv
= %(v; +v.) % AV (2.12)

Auch vom Molekularfeld sbernehmenwir nur den spurlos-symmetristh-
en Anteil. Die Produkte aus symmetrischem und antisymmetrischem
Tensorsind jeweils Null.
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=

Hel-y 1 4 (2.13)

T = irr[s]V[s]+ irr[a]V[a]+ H[s]Q_ (2_14)

Der antisymmetrische Anteil desSpanrungstensorsstellt eine Drehmo-
mentdichte desFlussigkristalls dar,

imfal = Y Cle) Q H [s]

5 ;
=HE( o + Q ) : (2.15)

Wir erhalten also die kompakte Form

T = mslylsl , ylsly (2.16)

fur die Entropieerzeugungsrate,mit
K =Q vielg o vBl . (2.17)

K gibt die zeitliche Anderung desTensorsQ im mitb ewegten Sys-
tem an, wobei diese Anderung nach Komponerten im raumfesten Sys-
tem zerlegtwird (corotational derivative, [44, 45]). Die antisymmetrische
Drehmatrix V[ korrespondiert mit einem Vektor ! , dem Vektor der
Wink elgestiwindigkeit, mit der sich das bewegte gegendas raumfeste
Systemdreht. Die Anderung von Q im bewegten Systemist also die
lokale zeitliche Anderung Q  im bewegten Systemabzeglich der Ande-
rung, die durch Drehungen des Flussigkristalls hervorgerufenwird?.

2K ist symmetrisch: Q  ist immer symmetrisch. Mit v = A und Q =S
git K =AS SA=(STAT)T (ATST)T = ( SA+ AS)T = KT, die Klammer
ist also ebenfalls symmetrisc h.



2.1 Die dynamischenGleichungen 27

Identik ation der konjugierten Kr afte und Flesse

Die Entropiebilanz (2.16) ist eine Bilinearform, eine Summe von Pro-
dukten aus zwei Faktoren. Eswird jeweils ein Fluss mit einer konjugier-
ten Kraft multipliziert 3. Unter einemFlusswird in der Thermodynamik
eineBewegungsgp e, wie z.B. die Di usion, die Warmekonvektion oder
auch der Impuls uss verstanden.In unseremFall identi zieren wir den

viskosenSpanrungstensor " und den DrehimpulsanderungK  als
Flusse.

Thermodynamisde Kr afte treib en das Systeman: Es kennen Gradien-
ten intensiver Zustandsvariablen oder auch externe Kr afte sein,z.B. Ge-
schwindigkeitsgradienten oder Temperaturgradienten. In unserem Fall

handelt essich um den Gesdwindigkeitsgradienten vl und das Mole-
kularfeld H .

Kr afte sind VI und H®.
Flussesind " und K

Entwicklung der Kr afte nach den Flussen
Die lineare Entwicklung der Kr afte nach den Flessenlautet

irr[s] - (1] V[S] + M [1] H [s] . (218)
K SERVIL VA S L (2.19)

Die Entwicklungskoe zien ten kennen nun noch stark vereinfact wer-
den. So resultieren aus dem Onsager'shien Theorem [40] folgende Zu-
sammenkange:

ME = m@ . L (2.20)

Des Weiteren ergelen sich aus der Spurlosigkeit und Symmetrie der
Kr afte und Flussedie Bedingungen

SDie Wahl der Kr afte ist prinzipiell frei, legt dann aber die konjugierten Flusse
fest. Sowird beispielsweisein [24] ! als Kraft interpretiert.
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MU= T (2.22)

M =mi =m0 (2.22)

fr - 6mo- moo. (2.23)

Versudt man nun, i und M nach Q zuentwickeln, sostellt

man fest, dassdie Entwicklung nicht abbricht. Terme beliebiger Ord-
nung kennen durch Multiplik ation mit Polynomen in spQ? erzeugt
werden. Durch die Invariantentheorie kann die Struktur der Entwick-
lung bis zu einer bestimmten Ordnung festgelegtund die elastisthen
Konstanten durch Vergleich mit den Leslie-Viskositaten ermittelt wer-
den. Da in unseremFalle die Temperatur nahe gerug am Phaseruber-
gang gewahlt wird, kennen wir von einem kleinen S und damit von
einem kleinen  ausgehenund brechen die Entwicklung bereits nach
dem konstanten Glied ab. Es verbleiben dann nur noch zwei Visko-
sitaten 1 und ,, sowie ein dimensionsloserkinetischer Koe zien t 3.
Aus Gl. (2.18) erhalten wir somit den Spanrungstensorzu

I\ AN T (2.24)
(2.19 ist die noch fehlendedynamische Gleichung fer

1
K =@ vBlg o vF = ;vB+ 2yl (225
2
Zusammenmit der Navier-Stokes-Gleicung
d ges
—V =
dt @

haben wir nun einenvollstandigen Satz dynamischer Gleichungen. Ein-
zig die freie Energieist in expliziter Form noch nicht bekannt.

2.2 Die verschiedenen Anteile
der freien Energie

Als Ausgangspunkt dient die Entwicklung der freien Energie nach Po-
tenzendesOrdnungsparameters , die Landau-Energie Fpyk, wie siein
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Abschnitt 3 ausfehrlich diskutiert wurde?®.

Z hao
Fouk = Fo+  d°r ?(T T)Q Q

b c
§QQQ+ZQQQQ

Da im Folgendender absolute Wert der Energie nicht relevant ist und
wir lediglich an den Gre enverhaltnissen der einzelnenTerme interes-
siert sind, beadten wir Fg nicht weiter und schreibenfer ag(T T ) = a,
b= und zc= und erhalten damit als freie Energie

Z h i
Fo= dr2Q @ Q Q Q + Q Q Q Q

(2.27)
Fur die Landau-Energiewird ein unbegrenztes homogenedMedium an-
genommen.Bringt man den Flussigkristall in eine endliche Geometrie,
so sind aufgrund der RandbedingungenDeformationen meglich, denen
mit einem zusatzlichen elastisthen Anteil an der freien Energie Rech-
nung getragen werden kann. Deren Form haben wir in Abschnitt 1.2
ausfuhrlich behandelt:

z hCl C2
Felast = d*r EQ . Q +EQ . Q

C3 Ce .
+EQ;Q;+EQQ;Q;- (2.28)

Handelt essich um einen chiralen Flussigkristall, sotritt noch ein wei-
terer Term hinzu:
Z _hoy i
Fchiral = d*r 2 Q Q . : (2.29)
Die Wedhselwirkung desFlussigkristalls mit einem&u eren elektrischen
Feld wird durch die elektrische Feldenergie (1.16) erfasst, die wir in
Abschnitt 1.2 abgeleitet haben:

“laol= g [1=11= 35




30 Hydrodynamik des Ausrichtungstensors

1
Feek=  d°r > olk 2)Q
1 2.+
50— (2.30)

2.3 Vergleich mit den
Leslie-Eric ksen-Gleic hungen

Um die fur die Tensordynamik abgeleitetenGleichungenmit denjenigen
der Leslie-Ericksen-Theorie (Abschnitt 1.4) zu vergleichen, setzenwir
in den Spanrungstensor nun den uniaxialen Ordnungsparameter ein.
Wir wehlen den Spezialfall der idealen Orientierungsordnung (%S = 1)
Qax=n n 1 | Die Entropiebilanzen lauten

3
i”[slv[sl +H [s] K
n: T = MyBl4poN
und sind damit aquivalent. Nun untersuchen wir den elastischen Anteil

desSpanrungstensors.Der von de Gennes angegelene Spanrungsten-
sor wird mittels Kettenregel auf umgestirieben. Man erhalt

Dies entspricht bis auf den Faktor 2n n dem oben abgeleitetenelasti-
schen Spanrungstensor(2.6) . Nun betrachten wir den symmetrischen
Anteil desviskosenSpanrungstensorsalleine. Hier besteh vellige Sym-
metrie zwischen den beidenBildern (h =  f=n ist daszum Direk-
torbild geherige Molekularfeld):
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irr[a] - Q H[S] Q H[S] :

n: irr["j‘]zl(nh nhy:
2
Sdlie lic h wollen wir noch den gesanten viskosenSpanrungstensorfer
das oben angegelene uniaxiale  berednen. Hieraus ergibt sich der
Zusammenhangder Viskositaten ; mit denLeslie-Viskositaten ; (siehe
Abschnitt 1.4).

i — irr[s]+ irr[a]

VE HE 4 g HI g HE (2.31)

Hier ersetzenwir das Molekularfeld H'®! mittels GI. (2.25 (H'! =
2K » 3VE)), wobei wir K for dasuniaxiale  berednen,

KU =N n +n N (2.32)

mit N =n vin Eingesetzt erhalt man fur ™ :

h i
M= ,INn Nnjl+ 23 Vnn vEnn
+ 1+ 2 2VE Lo INn +NDNT (2.33)

Nach Umstellen der Terme erhalt man durch Vergleich mit den Leslie-
Koe zien ten folgendeZusammenhange:

1
2
3

I
o
1
[N
()] +
N
N WN

Die obige Zuweisung der viskosenKonstanten erfullt insbesonderedie
Parodi-Relation, eine Folge des Onsager'stien Theorems[40]

2+ 3= ¢ 5 . (234)
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2.4 Vergleich mit den Gleic hungen
einer isotrop en Flussigkeit

Den Fall einerisotropen Flussigleit erhalt man, wennman = 0 setzt.
Die freie EnergieF und dasMolekularfeld H  versdwinden dann eben-
falls und fer den Spanrungstensorergibt sich

irr[s]

p = vB p : (2.35)

In der Navier-Stokes-Gleidwung tritt die Divergenzdes Spanrungsten-
sors auf

@ - @ irr[s] @p

= ;@Vv® @p
=%1(v+v; ) @p:

Fur inkompressibleFlussigkeiten gilt @v = 0, woraus durch Vertau-
schen der partiellen Ableitungen folgt, dassauch v. = 0 ist. Die
Navier-Stokes-Gleicwung lautet also demensprechend

vV = Vv @v +}@ = v @v +%—v }@p:(2.36)

Der Viskositatskoe zient ; in der Tensordynamik hangt also mit der

Navier-Stokes-Viskositat zusammen.Es gilt = % 1.
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2.5 Zusammenfassung
der dynamisc hen Gleic hungen

$
Navier-Stok es Gleic hung
%V = gv +Vv @v = }@ (2.37)
Ink ompressibilit atsb edingung
@v =0 (2.38)
Gleic hung fur den Tensor-Ordn ungsparameter
d @
EQ =—Q +Q ;v
@ i
= velg o VvP 4+ vBl4 Ly (2.39)
2
& %
$
Gleic hung fur den Spannungstensor
— elast, irr[s] , ir[a] p (2.40)
elast — @D@ Q :
= aQ. Q; Q; Q; cQ; Q;
1
6GQ Q; Q; +§C4 Q Q; (2.41)
VA (2.42)
L IS]Q HEIQ (2.43)

& %
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$
Gleic hung fur das Molekularfeld
f @ @
H = =
e %@, @
=aQ ; +(c+c)Q
+6(Q ;Q ; +Q Q . )
1
ECGQ . Q C4 Q
aQ +3Q Q 4Q Q Q
1
+ > o( « 2) - (2.44)
gy 1oy (2.45)
3
& %
$
Freie Energie des Flussigkristalls
Z Z
Fges = d*xf ges = d®x [Fouk *+ felast+ feniral + fee] (2.46)
=30 @ Q Q Q + Q Q Q Q (247
felastzc_le . Q +%Q . Q
+2Q ,Q ., +2Q Q. Q. (49
fchiral - % Q Q ; (2-49)
1 1 2, +
feex= Solk 2):Q 503 a (2.50)




Kapitel 3

Skalierung
und numerisc he Asp ekte

In dieserArb eit werden unterschiedliche numerische Verfahren zur Le-
sung von Di eren tialgleichungen eingesetzt.

Um eineKon guration minimaler freier Energiebei vorgegelenenRand-
bedingungen zu nden, wird die gesante freie Energie mittels eines
Finite-Elemente-Verfahrens minimiert. Auf diese Weise werden die in
Kapitel 5 und 6 diskutierten statischen Kon gurationen berednet.

Die sogewonnenenKon gurationen werdendann als Anfangsbedingung
fur die Behandlung der dynamischen Gleichungen verwendet. Deren
Lesunglasstsich in zwei Zeitintegrationen und zwei Relaxationen auf-
teilen. Wir verwenden hierfur ein explizites Zeitintegrationsverfahren
und ein Finite-Di erenzen-V erfahren. Die Ergebnisseder Simulationen
zur Dynamik werdenin Kapitel 6 vorgestellt.

Der ersteSchritt bei der Losungder Gleichungenist die auf dasProblem
und die Gleichungen angepassteReslalierung. Wir kombinieren in den
nachsten Abschnitten zwei verstiedeneKonzepte: Hornreich  hat fer
die freie Energie eine Reslalierung gefunden,die auf einer intrinsischen
Langenslala aufbaut [46]. Auf der anderen Seite verwendenwir die fer
die Navier-Stokes-Gleithwung ebliche Reslalierung und ebertragen sie
auf die Drehimpulsbilanz. Sdhlie lic h diskretisierenwir die Gleichungen.

Zur Lesungdesreslalierten Satzesvon Gleichungenfehlt noch eine Glei-
chung zur Bestimmung des Druckes. Auf diesesProblem gehenwir in
Abschnitt 3.3 ein. Das Kapitel sdciliet mit einer Ubersicht uber die
verwendetenRandbedingungen.

Alle in dieserArb eit eingesetzterumerischen Verfahrensind Standard-
verfahren und unter ihrem jeweiligen Namenin der Literatur bekannt.
Da sie dort wesetlic h ausfuhrlicher und genauerbehandelt werden, als
esder Umfang dieser Arb eit zulasst, verzichten wir hier auf eine Dar-
stellung. Als Ausgangspunkt fer ein Literaturstudium sei[47] erwahnt.
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3.1 Skalierung der freien Energie

Um die freie Energie zu vereinfadhenund sie einer numerischen Behand-
lung zuganglich zu machen, fehren wir reduzierte (d.h. dimensionslose)
Variablen ein. Insbesondereggehenwir zu den Verhaltnissenzwischen Va-
riablen wber, wodurch extreme Gre enordnungen,die numerisch schwie-
rig zu behandelnwaren, entfernt werden. Au erdem lassensich dann die
physikalischen Eigenstaften der Gleichungenleichter ablesen.Wir leh-
nen uns an [48, 46] an, wo als Ausgangspunkt fur die Skalierung eine
charakteristische Lange des Systemsverwendet wird.

Box 1 { Reduzierte Variablen
Lange: r = bx° [b] = m
Gesdhwindigkeit: v = w0 GER

e _ b b —
Zeit: t= ;to [2]=s
Hydrostatischer Druck: p= % p° [+¥]= &

-Tensor: =Pz =5 [pé_] =1

2 2
Temperatur: a= -t (1= %
. 2 2
Elastische Konstante:  ¢; = o & [z &A1= N
Elektrisches Potential: =~0 [} o= 2=
Freie Energiedidte: f = 36—43f0= ff0 =%
- . 4
Freie Energie: F=5=PF°=FF% [F]=1J
Elast. Spanrungstensor: ~ ©ast= {~ elaso
: - r 1= J

Molekularfeld: H ={H° [51= =
Reynoldszahl: Re= —1\+b [Re]=1
Stelzerzahl: Sty = ﬁﬁ‘ [St1]=1
Starkzahl: Stp = 2¢s? [Sta] =1
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In der freien Energie ist eine intrinsische Lange vorhanden, die soge-
nannte Koharenzlange g, die uber die Elastizit atskonstante de niert
ist (2 = 12_c1). Sieist typischerweisevon der Gre enordnung 10nm
und gibt an, wie weit eine an einer Ober ache vorgegelteneOrdnung in
die angrenzendeisotrope Phasehineinreicht. Betrachtet man charakte-
ristische Eigensdaften der freien Energie, so ist eine Reslalierung auf
r sinnvoll.
In dieser Arb eit wollen wir Flessigkristalle in eingestirankten Geome-
trien untersuchen, die eine charakteristische Langeb besitzen'. Wir res-
kalieren deshalb unsere Gleichungen auf b, geben b aber in Einheiten
von g an. Wie wir in Kapitel 5 sehenwerden, lasstsich auf dieseWei-
se das Wedselspiel zwischen Volumenenergieund elastiscer Energie
besondersgut untersuchen.
Box 1 gibt eineWUbersicht mber alle Variablen und derenReslalierung. In
der dritten Spalte ist die Dimension der jeweiligen Skalierungsfaktoren
angegelen. Man erkennt, dass auf diese Weise tatsachlich ein Uber-
gangzu dimensionsloservariablen vollzogenwird 2. Die reskalierte freie
Energieist in Box 2 angegelen.
In Gl. (3.1) kennen zwei versdiedeneAnteile identi ziert werden: Der
erste Summand ist die Volumenenergie,die direkt von sp abhangt.
Die restlichen Terme bedeuteneinereine Gradientenenergie;diesesetzt
sich auseinemelastisten, einem chiralen und einemelektrischen Anteil
zusammen.Der Gradientenanteil unterscheidet sich von dem Volumen-
anteil um den Faktor 2=I7.
Dieser Faktor macht die Abheangigkeit der freien Energie von der Lang-
enslala deutlich: Zunachst wahlen wir b R, Was z.B. bei Displayzel-
len der Fall ist, wo bim m-Bereich liegt ( g 10nm).
Im Verhaltnis zur Volumenenergieist der Beitrag der elastisten Ener-
gie nun sehrklein. Er kann als Sterung der Volumenenergieaufgefasst
werden. Wenn wir nun eine numerische Minimierung der freien Energie
versuden, so stellen wir fest, dassdas Problem schledht konditioniert
ist. Beinahe jede elastisthe Verzerrung ist numerisch meglich, solange
sich das Systemim Minimum der Volumenenergiebe ndet. Eigentlich
bestimmt jedoch geradedie elastishe Energie das System.

1Zum Beispiel die Schichtdic ke einer Displayzelle.

ki k
2J=Nm=Avs, N= G N = S 1.5 = 1Pa= 10 Shar, [ 1]s) = 7% =

J
Ns _ _ . . _ _ dyns _ . R . _ .
s = Pas= Poiseuille [ 1]egs = gag = Cqr = Poise 1Poiseuille= 10Poise
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$
Box 2 { Reduzierte freie Energie des Flussigkristalls
Z Z
Fges= d3xf ges = d*x [foulk + felast+ fehira + feled  (3.1)
fouk = %t P 6 + (3.2)
- 13 1c, 3
elast — 4 b2 4 ) b2
1c; 3 1 ¢ 3
+ =R + P . . (3.3
4¢ PP 4 6c PP ' ' ( )
lcy 2
f chiral = ZC_;‘ —g : (3.4)
3 2 &
felek = P—é(k ?)g o (204 k)F_ ;
(3.5)
& %

Das Minimum der Volumenenergieist ein uniaxialer Ordnungsparame-
ters. Durch die Randbedingungenwerden Verzerrungenim Direktorfeld

aufgepmgt. Die zu diesenVerzerrungengeherige Energie wird jedoch in

unseremFall mit 3=I? skaliert, und damit numerisch vernachlassigbar
klein.

Esfolgt alsoeine Grenzefur b, oberhalb der unsereNumerik keine sinn-
vollen Lesungenmehr nden kann. Die gleiche Problematik wurde auch

in [49] besdirieben. Aus diesemGrund besdranken wir uns auf meso-
skopische Gre enordnungen unserer Simulationsbox. Da wir insbeson-
dere an biaxialen Zustanden interessiert sind, stellt die Besdirankung
auf b< 70 r jedoch kein Problem dar.

An dieser Stelle wollen wir noch eine Bemerkung zur unteren Grenze
von b machen. Da die Koharenzlange r die Langenslala ist, auf der
sich Ordnungs-Unordnungs-Ubergange abspielen, wahlen wir b R-

Unterhalb dieserGrenzeverlassenwir den Gelltigk eitsbereich der tenso-
riellen Besdireibung. Fur Abmessungerkleiner als g ist esangebradht,

3vgl. hierzu Abschnitt 1.1.
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die Wedselwirkungen der Molekele untereinander direkt zu modellie-
ren, wie z.B. durch das Gay-Berne-Potential [50], einer Erweiterung des
Lennard-Jones-Potentials auf anisotrope Wedselwirkungen.

3.2 Einfehrung der Reynoldszahl

Die Skalierung der freien Energie wurde im vorigen Abschnitt gesdil-
dert. Um die dynamischen Gleichungen auf dimensionsloseVariablen
umzusdreiben, setzenwir bei der Navier-Stokes-Gleidwung an, die ty-
pischerweiseso skaliert wird, dassdas gesante System durch eine ein-
zige Greo e, die Reynoldszahl Re, bestrieben werden kann. Die hy-
drodynamische Navier-Stokes-Gleihung lautet (mit ; = 2 , gema
Abschnitt 2.4)

d 1
aV— @p+§1 \Y

Diese Gleichung wird nun wie folgt reskaliert: v = wv°, r = bx"
t = 2t%und p= -L* p° Bei den Gradienten und der zeitlichen Ableitung
wurde © der ®bersidtlic hkeit halber weggelasseny ist eine systenty-
pische Gestwindigkeit, b ist die systentypische Lange, die wir bereits
bei der Skalierung der freien Energie verwendet haben.

Mit diesen neuen dimensionslosenVariablen geht die Navier-Stokes-
Gleichung eber in

d o, L 0.
Re dtV @p’+ 2 Voo

wobei Re = —vb die Reynoldszahlist.

Dasselte Ergebnls erhalt man, wenn man die Gleichung mit dem Fak-

tor b—zv multipliziert. DiesesVorgehenfehrt uns auf die Skalierung der

Navier-Stokes- -Gleihung in der Tensordynamik. Dort enthalt die Glei-

chung auch elastische und anisotrop-viskoseAnteile des Spanrungsten-

sors(vgl. (2.37) bis (2.43),

dy - @p+r@ “+@ "4 @ A .
dt '
Hinsichtlic h dessymmetrischenirreversiblen Anteils des Spanrnungsten-

sors "Bl = vl o HE fyhrt dessenerster Summand V! wie in
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Abschnitt 2.4 bereits gezeigt, auf den Term % 1V . Fur den zweiten

Summanden 3H'® sowie fur €@t ynd @l

muss die Reslalierung

noch durchgefehrt werden.Da dieseverbleibendenAnteile spezi sch fur
die Anisotropie des Flussigkristalls sind, fassenwir sie in einem Span-

nungstensor X zusammen.

Box 3 { Reduzierte Gleic hungen
Reduzierte Navier-Stokes Gleichung

d 1 1
Re —\0 = 0p = VO 4 — FLK 36
eV @p 5V Stl@® (3.6)

Reduzierte Inkompressibilitatsbedingung

@vw=0 (3.7)

Reduzierte Drehimpulsbilanz des Flussigkristalls

d @ 0

_ = = + .
at v
1

—HP° (3.8)

i
= ylalo V[a]O + _3\/[510+
S St,

Euler-Lagrange Gleichung fur dasreduzierte elektrische Potential

@ @
EL =@ — 2 =0
@ @
=0
_ 2
= P8 ) B0 ]
2
22, ) FR - (3.9)

%
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Box 4 { Reduzierte Hilfsgr ® en
Reduzierter Spanrungstensor

FIK = _3plslog hH [sl0 H [sl0 ! +
S
elast0 — } . ) }C_g
2 ' 2¢C
1 1
70 Fros
+ %%b é

ReduziertesMolekularfeld

f @ @
H0 = :@
@ @
1 p
= = +
2t 36 4
+1R L1 erte &
2 2 C1 k?
1 ¢ 3
+ Pp=—_ +
2 6C P (
1 ¢ 3 1cs 3
4 éclbz 2 b
P )
Pl 7w
1
H[S]OZHO - HO
3

elast0

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

%
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Zu jedem Zeitpunkt benetigen wir noch den Verlauf deselektrischen Po-
tentials. Diesesfolgt im Wesetlic hen instantan dem sich einstellenden
Ordnungsparameterfeldund weist daher keine explizite Zeitabhangig-
keit auf. Es kann somit aus der statischen Euler-Lagrange-Gleicung
bestimmt werden, die mit der Maxwell-Gleichung div D = 0 identisch
ist.

Zur Impulsbilanz der Navier-Stokes-Gleihbung kommt noch eine Dreh-
impulsbilanz, namlich die dynamische Gleichung fur . Wir verwen-
den wiederum dieselten Reslalierungen und erhalten als Ergebnis Glei-
chung (3.9).

Ahnlich wie die Reynoldszahldas Verhaltnis der Tragheitskrafte zu den
viskosen Kr aften angibt, haben wir in Gl. (3.6) und (3.8) zwei neue
Verhaltnisse de niert. Sie geben jeweils das Verhaltnis zwischen der
viskosen Energie und der freien Energie an, wobei die viskose Ener-
gie im einen Fall durch die Flie geschwindigkeit, im anderendurch die
Rotation des -TensorsZustande kommt. Wir bezeihnen diese Zah-
len zur besserenUnterscheidung nach den Herren J. Stelzer [51] und
H. Stark [37].

3.3 Lesung des Druc kproblems

Bei der Lesung der Navier-Stokes-Gleidwung (3.6) ergibt sich das Pro-
blem, dass keine Bestimmungsgleidung fer den darin auftauchenden
Druck vorhandenist. Fur die diskretisierte Form der Gleichungenlasst
sich diesesProblem jedoch wie folgt beheben [52]: Der Druck wird als
Lagrange-Parameter angesehenpber den die Inkompressibilitatsbedin-
gung (3.7) an die Impulsbilanz gekoppelt wird. Wie wir sehenwerden,
ist der Druck allerdings nur bis auf eine additiv e Konstante bestimmbar.
Das Navier-Stokes-Gleithwungssystemeines inkompressiblenFlussigkri-
stalls in reduzierten Variablen lautet

d — 1 1 FLK .
Re v = @p+ S VT S—tl@ : (3.14)
@v =0: (3.15)

Zunachst diskretisieren wir die partielle Zeitableitung (den konvektiven
Anteil bringen wir auf die andere Seite),
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gv ) it yneu At (3.16)
Wir lesendie diskrete Navier-Stokes-Gleichwung auf nach v"¢Y,
neu — t .
vt = F R_e@p : (3.17)
Hierbei ist
F = Valt + t 1 Valt + 1 @ FLK Valt@valt . (3 18)
2Re ReSt; ' '

Nun fordern wir fer die neuenGesdwindigkeiten v die Divergenzfrei-
heit der inkompressiblenFlessigkeit, und erhalten aus Gl. (3.17) eine
Poisson-Gleitiung als Bestimmungsgleidung fer den Druck,

neu _ - _t .
@™=0 = @F = @@p: (3.19)

Zur Lesung dieser Poisson-Gleidiung wird noch eine Randbedingung
benetigt. Diese kennen wir in Form von Neumann-Randbedingungen
erhalten, wenn wir Gl. (3.17) an den Ober achen auswerten. Liegen
diesebeispielsveiseauf der oberen und unteren Flache einesQuaders,
soist n = (0;0; 1)T. Die alten Geshwindigkeiten v&t und die neu-
en Gesdwindigkeiten v sind am Rand bekannt. Au erdem stellt die
Ober ache fur den Flussigkristall ein uneiberwindbares Hindernis dar,
weshalbwir die Gestwindigkeitskomponerten in Normalenrichtung an
der Ober ache (vie4at = 0) gleich Null setzen.Diese Vorgaben liefern
aus Gl. (3.17) die Gleichung am Rand

@p-= R—ter : (3.20)

Die partielle Ableitung in Normalenrichtung wird wieder diskretisiert
(nund n 1 seienzwei benadbarte Punkte in z-Richtung). An der
oberenQuaderober acheist pRa"d = pma2 " an der unteren ist pRand =
p°2p" ! und

R
1o z—ter . (321

1
@= = p' ittt Pt op
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Mit diesen Randbedingungenkann nun der neue Druck im gesanten
Volumen berednet werden. Er steht dann zur Berechnung der neuen
Gestwindigkeiten mittels Gl. (3.17) zur Verfegung.

3.4 Das diskretisierte Gleic hungssystem

Nachdem nun die reslalierten Gleichungen in diskreter Form abgelei-
tet wurden, sollen sie der &Ubersidtlic hkeit halber noch einmal zusam-
mengefasstwerden. Gleichzeitig wird der Programmablauf transparent.
Nachdem eine Startkon guration vorgegelen (und ggf. statisch mini-
miert) worden ist, kann die Lesung der dynamischen Gleichungen er-
folgen. Die Drehimpulsbilanz und die Navier-Stokes-Gleicwung werden
durch ein explizites Zeitintegrationsverfahrensgelest, die Poisson-Glei-
chung fur den Druck und die Euler-Lagrange-Gleichung fur die elektri-
sdche Spanrung mittels des Newton-Gauss-Seidel-¥rfahrensrelaxiert.

Drehimpulsbilanz

Zunachst werden die neuen -Tensorenaus der Drehimpulsbilanz be-
rechnet. Da der -Tensor spurlos-symmetrisd ist, werden in der fol-
gendenGleichung nur funf unabhangige Komponerten beredinet*:

i
neu _ alt t ; valt 4 ¢ el V[a]alt

t 3, [s]al t o an
y—cybEtL oy 3.22
S St, ( )

Lesung der Poisson-Gleic hung fer den Druc k

Aus den alten Gesdwindigkeiten und dem alten Spanrungstensor(der
vor der Drehimpulsbilanz beretnet wurde) kann nun die Poisson-Glei-
chung fur den Druck aufgestelltwerden.Durch die Lesungder Gleichung
wird der Druck soeingestellt, dassdie Divergenzder Gestwindigkeiten
verscwindet®.

4w xy s xz: yy: yz. ESgilt sp( : Valt) = ; valt = o
Sspv. =V = divv = 0, dies ist numerisch nicht exakt erfullt!
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R_e
t

+ %@@ FLK Re@valt@valt (323)
1

@@p= “COF ="tevis @ v

Berec hnung der neuen Geschwindigk eiten
Aus dem nunmehr divergenzfreienGesdwindigkeitsfeld kennendie neu-
en Gesdwindigkeiten berednet werden.

t t
neu — g - — Al -
v Re@P=V"  R@P

1 1
t alt + FLK alt alt 3.24
2Re ' " Resn @ viev (3:24)

Lesung der Euler-Lagrange-Gleic hung fer die elektrisc he
Spannung

0= 6( ) [@ i @U+ | @@U]

222 W) -@@u (3.25)

q&|;01\: q&|;01\:

Iteration

Jetzt sind alle Variablen zum neuenZeitpunkt bekannt. Alle abhangigen
Variablen wie z.B. der Spanrungstensorund das Molekularfeld werden
neu berednet. Auch die Randbedingungen messenangepasstwerden.
Dann startet die Berechnung desnachsten Zeitschrittes wieder mit der
Drehimpulsbilanz.

3.5 Randb edingungen

Ordn ungsparameter ( -Tensor)

Um am Rand eine Aussagedareber tre en zu kennen,wie der -Tensor
aussehensoll, wedhseln wir an diesenStellen in das uniaxiale Bild des
Direktors n und schreiben  als:
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Quniax = gs nn (3.26)

1
3
wobei wir denskalaren (uniaxialen) OrdnungsparameterS noch bestim-
men meissen.Dazu wird  Uniax = % uniaXin fpuk (3.2) eingesetzt. Fur
die freie Energiedichte desVolumensin reduzierten Variablen erhalten
wir dann

3

9
(04
e = Sts

3p m .
> S (3.27)

6S% +

wobei S° = S der reslalierte Ordnungsparameter ist. Die Funktion

f uniax(S9) st |n Abbildung 3.1 fur versdiedene Temperaturen darge-
stellt.

Fur die Simulation benetigen wir nun fer einevorgegeteneTemperatur t

dasdurch die Landau-Energievorgegelene S welchesdie freie Energie
im uniaxialen Fall minimiert. Wir leiten alsof Y& nach S%ab und setzen
die Ableitung gleich Null. Dadurch erhalten wir drei Lesungen,die den
versdiedenen Phasen des Flussigkristalls zugeordr‘ﬁt Werdeﬁm kennen.

S? = 0 gehert zur isotropen Phase, S9; = +3% 6 54 48t
gehoren zur nematischen (S; > 0) und zur diskotischen (83 < 0) Phase
[20].

Die reduzierte freie Energieist in Abbildung 3.1fur versdiedeneTempe-
raturen dargestellt. Um Simulationen in der nematischen Phasedurch-
zufehren, verwendenwir S9, um einen uniaxialen Ordnungsparameter
auf dem Rand vorzugelen.

“”ia"(t;n)=§Sg(t) n n %1

3 1P- 1p_ 1
=5 g 6+, 54 48 n n 31 (3.28)

Sdlie lic h seienhier noch die Eigenwerte im uniaxialen Fall angegelen.

Diese erhalt man sehr einfach, wenn man den Direktor ertlang einer

der Koordinatenachsen ausrichtet: n = (0;0;1)". Die Eigerwerte des
-Tensorslassensich dann direkt ablesen(SS(t = 1) = 0;727):
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— 3 0 1 — 1 Oty
1=2 = 28 (t)( 3) = 28 (t); (3.29)
— 3 0 2 — <0 .
3= 55((5) = S - (3.30)
Der -Tensorbesitzt also eine augezeitinete Richtung, welche 3 zu-

zuordnenist. Die Eigenwerte -, sind entartet, die Verteilung der Mo-
lekele ist also rotationssymmetrisch.

Ol T T T T T T

0.05 -

1

uniax
bulk

-0.15 | t=9/8 ]

Freie Energiedichte f,
o
=

-0.25 ¢ R

-0.3 ! ! ! ! ! !
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

S@sS/s

Abbildung 3.1: Landau-Energiefur versthiedeneTemperaturen. Aufge-
tragen ist die Volumenenergief ik ©ber dem uniaxialen Ordnungspara-
meter SO = % fur versthiedeneTemperaturen. t = 9=8: die nematische
Phase ist gerade noch metastabil, t = 1: der Phaserubergang ndet

statt, t = 0: die isotrope Phaseist geradenoch metastabil, t = 1: die
nematische Phaseist die alleinig stabile, SY( 1) = 0;727.

Geschwindigk eit
Fur v werdenin dieserArb eit folgende Randbedingungengesetzt:
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Haftb edingung: tangertiale und normale Komponerte der Ge-
schwindigkeit sind an der Ober ache vorgegeten.

Ein- und Ausstrembedingung:Normalableitungen der Komponen-
ten werdengleich Null gesetzt,d.h. die Gesdwindigkeit senkredt
zum Rand soll sich nicht andern.

Andere Variablen

Die Randbedingen fur den Druck folgen aus dessenGradienten langs
der ProbendimensionGl. (3.21). Der Spanrungstensor , das Moleku-
larfeld  und die oben eingekihrte Abkerzung F werdenausv und
berednet. Fur die Bestimmung ihrer Ableitungen werdendieseGre en
auch auf dem Rand benetigt. Wir extrapolierendaherin erster Ordnung
die Volumendaten auf den Rand.



Kapitel 4

Disklinationsdynamik  im
Direktorbild

Bevor wir uns in den beiden folgendenKapiteln der Statik und Dyna-
mik von anisotropen Fluiden in der tensoriellen Besdreibung widmen,
wollen wir in diesemKapitel ein Verstandnis fur die Dynamik von De-
fektlinien entwickeln. Dazu untersuchenwir in vereinfacter Theorie die
dynamischen Prozessean der Multidom anenzelle(MD-Zelle), einer spe-
ziellen Realisierung einer twisted nematic-Zelle (TN-Zelle, [53]), wobei
wir unser besonderesAugenmerk auf die Erzeugung und Vernichtung
von Disklinationen richten.

In der MD-Zelle wedseln sich rechts- und linksdrehende Helizes des
Direktors ab. Dies wird erreicht durch eine spezielle Wahl der Veran-
kerungswinkel an den Ober achen, welche in einem Netz von Twist-
Disklinationen resultieren. In diesemKapitel wollen wir anhand einer
Direktordynamik, welche nur auf einer Rotationsviskositat beruht, un-
tersuchen, wie sich die Defektlinien bewegen,wennman an die MD-Zelle
eine elektrische Spannung anlegt.

Werden die Verankerungswinkel hinreichend klein gewshlt, so kann im
spanrungsfreien Zustand eine defektfreie Kon guration auftreten, in
welcher der Drehsinn aller Helizes wbereinstimmt. Da die Ober achen
jedoch auch hier strukturiert sind, messenbei angelegter elektrischer
Spanrung Defektlinien existieren. Diese werden also im Rahmen des
Sdaltprozesseserzeugt bzw. vernichtet.

Die in diesemKapitel vorgestellten Ergebnissewurden in [54] vere ent-
licht.

4.1 Die Multidom anenzelle

Urspreinglich stammt die Idee der Multidom anenzelleaus der Informa-
tionstechnologie: Flachbildschirme sind sovohl sparsamim Energiever-
brauch, als auch in ihrem Platzbedarf. Jedoch meissenihre optischen
Qualitaten durch Tedniken wie in-plane switching (IPS) [55] und op-



50 Disklinationsdynamik im Dir ektorbild

tische Kompensation verbessertwerden. Sind dieseTedhniken fur teure
Bildschirme noch nanzierbar, sofehlt esan einfachen Lesungenfur bil-
lige Displays: Der Kontrast TN-basierter [53] Bildschirme hangt stark
vom Blickwinkel ab. Mit der Multidom anenzelle [56, 57] wurde eine
einfache Meglichkeit realisiert, um diesesProblem zu lesen.

Wie oben bereits erwahnt, bedingen die speziellen Randbedingungen
das Auftreten von Defekten. Au er ihrem Einsatz als Display kann die
MD-Zelle deshalbauch als Laborsystem zur Untersuchung von topolo-
gischen Prozesserfur Defekte verwendet werden. Diesesind von funda-
mentalem Interesseauf dem Gebiet der Flessigkristalle [58, 59, 60, 61,
62].

Bei der klassishien TN-Zelle werden die Flussigkristallmolekele an den
Glasplatten parallel zur Ober ache ausgerititet. Sie schlie en einen
Winkel von 90 Grad ein, weshalb die Molekelle im Volumen zwischen
den Platten eine Helix ausbilden. Indem man die Ober achenmolelelle
ausder Ebeneder Glasplatten herausdreh, kann man die Drehrichtung
der Helix festlegen.

Legt man einehinreichend starke elektrische Spanrung an eine TN-Zelle
an, so werden die Molekele im Volumen vollstandig erntlang desFeldes
ausgeriditet. Einen Bildschirm mit Graustufen erhalt man, wenn man
die Spanrung erniedrigt und so eine nur teilweiseAusrichtung der Mo-
lekule einstellt. VersdiedeneSpanrungen liefern versdiedeneGraustu-
fen; ein Teil der Helixstruktur ist dabei noch vorhanden, und elastishe
und elektrische Energie halten sich die Waage.Da alle Helizesin dieselte
Richtung drehen,kommt eszu einer Brechung der Inversionssymmetrie.
Damit ist der Kontrast stark vom Blickwinkel abhangig.

In der Multidom anenzellewird diese Symmetriebrechung vermieden,
indem der Drehwinkel der Helizes alternierend eingestellt wird. Dazu
meissendie Glasplatten in Domanen strukturiert werden. Ein Beispiel
fur eine solche Strukturierung ist in Abbildung 4.1 zu sehen.Die opti-
schen E ekte der versdiedenenDomanent kompensierensich auf der
Langenslala einesBildschirmpixels, und die Abhangigkeit desKontras-
tes vom Blickwinkel wird stark reduziert. In der Literatur nden sich
verstiedeneRealisierungsneglichkeiten fur die Ober achenstruktur[ 56,
57, 63, 64]. Bei allen ist eine klare Verbesserungerkenrbar.

Da die Direktorfelder von rechts- und linksdrehendenHelizesnicht uber-

lin [56] besteht ein Displaypixel z.B. aus vier Domanen.
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Abbildung 4.1: Schematische Ansicht der Multidom anenzelle:Die Plat-
ten bei z = 0 und z = d begrenzendas Simulationsvolumen. Sie sind
in Streifen der Breite b mit unterschiedlicher Verankerungsrichtung in
x- und y- Richtung unterteilt. Der nematische Direktor wird durch die
beidenWinkel' (Polar- oder Twistwinkel) und # (Azimutal- bzw. Tilt-
winkel) besdirieben. Die Ausrichtung des Direktors an den Platten ist
entlang der Streifenrichtung. Der Pretilt #, wird festgehalten.Die Strei-
fen unterscheiden sich dann im Twistwinkel ' , um 180 (vgl. auch Ta-
belle 4.1). Es resultiert ein Schachbrettm uster aus rechts- (RHD) und
linksdrehendenHelizes(LHD).
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all kontinuierlich aneinandergetigt werden kennen, zeigen alle Reali-
sierungender MD-Zelle an den Domanengrenzenein charakteristisches
Netz von Liniendefekten mit Twist-Charakter [65]. Die Ausdehrung des
Defektkernsliegt bei etwa 10nm (vgl. [65] oder auch Abschnitt 6.2). Er
ist damit im Vergleich zur Ausdehrung einer Domane von 100 m ver-
nachlassigbarfur den Kontrast desBildschirmpixels.

Tabelle 4.1: Ober achenstruktur desDirektors (' p,#p) und elektrisches
Potential ( ) der Zellein Abbildung 4.1 #, und Uy sind freie Simulati-
onsparameter,wobei Uy = 0V oder Uy = 4V gewahlt wird.

Koordinaten Twistwinkel an  Tilt winkel an  angelegte
der Ober ache der Ober ache Spanrung

z=0,0<y<b "b=0 #p =0
z=0,b<y<2b ',=180 #p =0
z=d,0<x<b "p=90 #p = U
z=d, b<x<2b ',=270 #p = Up

Das Kon gurations-Phasendiagramm

Wie bereits erwahnt, hangt das Auftreten von Defektlinien davon ab,
wie der Tilt winkel an den Ober achen gewahlt wird. Die freie Energie
einer Disklination setzt sich aus der Energie desKerns und aus einem
elastischen Anteil zusammen.Durch die Umkehr der Drehrichtungen
aller HelizeseinesTyps (RHD oder LHD) kennen die Defektlinien eli-
miniert werden. Um der weniger begenstigten Drehrichung Rechnung
zu tragen, muss eine zusatzliche Splay-Deformation in der Nahe der
Ober achen eingekihrt werden. Falls deren elastishe Energie kleiner
ist als die Kernenergieder Disklination, wird die defektfreie Kon gura-
tion bewvorzugt. Die Vermeidung solcher Splay-Deformationen zuguns-
ten von anderenVerzerrungenoder gar Defekten wird in der Literatur
mit splay canceling [57, 66, 67] bezeitnet. Es tritt auf fur Tilt winkel
kleiner als #,E’ , wie im Phasendiagrammin Abbildung 4.2[31] zu sehen.
Der Tilt winkel wird dabei gegendie Plattennormale gemessen#, = 90
bedeutet, dassdie Molekele parallel zur Platte liegen.

Will man die MD-Zellen als Display einsetzen,somussdie Ober achen-
verankerung so gewahlt werden, dassdie Helizes alternieren, d.h. die
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Abbildung 4.2: Kon gurations-Phasendiagramm der MD-Zelle aus[31].

Zwei Gebiete konnen unterschieden werden. Gebiet I: die Zelle enth alt

Disklinationlinien, wie aufgrund der Randbedingungenerwartet. Gebiet
[I: Fer kleine Spanrungen und Verankerungswinkel werden die Diskli-

nationen durch inversessplay canceling entfernt. Alle Helizesdrehenin

die gleiche Richtung. Die gestrichelten Linien geben die Sdchaltprozesse
wieder, die in diesemKapitel untersucht werden.

Disklinationslinien immer vorhanden sind. Dies entspricht dem unte-
ren Sdaltprozessin Abbildung 4.2. In Abschnitt 4.2 werden wir die
Defektbewegungeneinessolthen Schaltv organgesuntersuchen.

Vom theoretischen Standpunkt ist der obere Schaltprozessin Abbil-
dung 4.2 von gre erem Interesse:Wahrend bei Uy = 0V einehomogene
Drehrichtung aller Helizesvorliegt (Gebiet I1), enthalten Kon guratio-
nen in Gebiet | Defektlinien. Beim Scalten nach Ug = 4 V muss also
ein Kon gurations ebergang statt nden, bei dem Dislinationen enste-
hen. Wir diskutieren diesenSdaltvorgangin Abschnitt 4.3.
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Numerisc he Asp ekte

Die Simulationen diesesKapitels basierenauf den in Kapitel 1 abgelei-
teten Euler-Lagrange-Gleichungen (1.18) und (1.19), die mittels eines
Finite-Di erenzen-V erfahrensdiskretisiert und dann mit dem Newton-
Gau -Seidel-Verfahren [47] gelost werden. Dabei nehmenwir an, dass
der skalare OrdnungsparameterS in der nematischen Phasekonstarnt ist
(%S = 1). Die soerhaltene Kon guration minimaler elastister Energie
wird als Anfangsbedingung fur die Dynamik verwendet.

Die Integration der Bewegungsgleibungen(1.30 und (1.31) erfolgt mit-
tels eines expliziten Zeitintegrationsverfahrens [47], wobei wir anneh-
men, dass das elektrische Potential der Direktorb ewegung instantan
folgt und wir die statische Euler-Lagrange-Gleicung (1.19) zu jedem
Zeitpunkt lesenkennen.

Disklinationen

Disklinationen sind Singularitaten des Direktorfeldes. Diese treten in
unseren Simulationen nicht explizit auf, da wir die Gleichungen auf
einem Gitter diskretisieren. Dennoch wird durch die freie Energie der
Umgebung der Singularitat eine Defektlinienenergieberednet, die von
der Gre enordnung der Kernenergieist [65]. Um die Kernenergiein der
Simulation zu berucksichtigen, messte zu jedem Zeitschritt die Lange
der Disklination bestimmt werden. Da die Korrektur das qualitativ e
Verhalten nicht weserlich beeinut, haben wir auf diesennumerisch
nicht ganz einfach zu realisierendenTeilaspekt verzichtet.

Die Simulationsb ox

Um die Simulationen durchfehren zu kennen, benetigen wir noch Rand-
bedingungen.Wir wahlen die Version der MD-Zelle von Schadt et al.
[56], wie sie bereits in Abbildung 4.1 vorgestellt wurde. Die Zelle wird
mit kartesischen Koordinaten besdrieben; die mittlere Molekelrichtung
ist der Direktor n, denwir mit Twist- (' ) und Tilt winkel (#) parame-
trisieren : ny = sin#cos , ny = sin#sin' und n, = cost. Wir stellen
' an der Ober ache entsprechend der Tabelle 4.1 ein, # wird je nach
Simulationslauf unterschiedlich gewanhlt.

Die Einheitszelle unsererSimulationsbox besitzt die Kantenlange2bund
die Dicke d. In x- und y-Richtung werdendie Rander periodisch fortge-
setzt. Damit die Disklinationen nicht am Rand der Simulationsbox auf-
treten, versdieben wir die Einheitszelle um b=2 in x- und y-Richtung.
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Die resultierende Ober achenstruktur der Simulationsbox ist in Abbil-

dung 4.3 zu sehen.

In allen Simulationen wurden die Materialparameter wie in [68] gewahlt:

kig = 12,4 10 2N, kp = 6;5 10 2N, kzz = 19,9 10 2N, | = 8;03,
» = 3;59und 1= 17 10 3Nsm 2. Auerdem wurde b= 9 m und

d= 6 m gewsahlt.

Die Gitter hatten eineGre e von 40 Punkten in allen drei Dimensionen.
Die Sdaltzeiten werdenim Folgendenin Einheiten von Millisekunden

angegelen.

Da essich bei der MD-Zelle um eine bildschirmtaugliche Zelle handelt,

ist esinteressan, die optische Transmissionfer senkredit zur Ober ache
einfallendesLicht (entlang der negativen z-Achse) zu beredinen. Auch

in der Transmissionsollten die Defektlinien sichtbar sein.Zur genaueren
Besdreibung der Transmissiorberednung verweisenwir auf Anhang C.
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Abbildung 4.3: Simulationsbox der MD-Zelle: Im Gegensatzzu Abbil-
dung 4.1 wurde die Einheitszelle um b=2 in x- und y-Richtung verso-
ben, um dasAuftreten von Disklinationen am Rand der Simulationsbox
zu vermeiden.
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4.2 Die Multidom anenzelle
als Displa ypixel

Um die Bewegung von Defektlinien in der MD-Zelle zu studieren, er-
scheint es plausibel, den unteren gestrichelten Simulationspfad in Ab-
bildung 4.2 zu wahlen. Jedoch ist der Tilt winkel #,'? = 58, unterhalb
dessendie Defektlinien immer vorhanden sind, sehr viel kleiner als in
den Realisierungender MD-Displays: in der Versionvon Schadt et al.
betragt #, = 88,7 [56]. Chenet al. haben das Auftreten von splay can-
celing im Detail studiert [69] und konnten ein MD-Display herstellen,
bei dem#, = 65 war.

Um diese Diskrepanz zwischen Experiment und Simulation zu klaren,
werdenwir nun anhand einer groben Abschatzung zeigen,dassder Wert
von #,? von den Zelldimensionenabhangt. Wenn die Direktorhelix ih-
re Drehrichtung umkehrt, wird eber das entsprechende Teilpixel eine
zusatzliche Splay-Deformation aufgebradt. Die gesante Energie von
zweien soldcher Teilpixel ist dann naherungsweise das Produkt aus der
freien Energiedichte und dem Volumen, daher

2( =2 #) *

Fo' K
S d

bPd : (4.1)
Die Twist-Disklinationen treten auf, falls ihre Kernenergie F4 kleiner
ist als Fs. Die Kernenergieist gegelen durch [37]

Fg= 8Kb; (4.2)

wobei wber die gemittelte Frank'sche elastishhe Konstante K die Li-
nienenergiedes Defektkerns gemahert wird. Der Ubergangzwischen den
beiden Kon gurationen ndet alsostatt bei Fs Fq4 oder

#> =2 p2d:b: (4.3)

Mit den Parametern, die wir in den numerischen Simulationen verwen-
det haben (d=b = 2=3) erhalten wir #7 = 43 . Die Abweichung zu
dem in der Simulation gefundenen#E = 58 lasst sich auf die grobe
Abschatzung der freien Energie zureckfehren. Jedoch zeigt Gl. (4.3)
deutlich die Abhangigkeit von den Zelldimensionen. Diese betragen im
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Experiment ungef®hr 100 m, wahrend unsere Simulationsbox nur eine
Kantenlangevon b= 18 m hat.

Um der experimentellen Realisierungnaher zu kommen, praparierenwir
deshalbeinen Randwinkel von #, = 85 . Eine defektbehaftete Kon gu-

ration kann sich hier als metastabiler Zustand ausbilden. Dazu wird die
statische Gleichung (1.18) gelest. Anschlie end schalten wir die Span-
nung auf 4V und starten den Zeitintegrationsalgorithmus. Fur charakte-
ristische Zeiten in der Entwicklung des Direktorfeldes werdenin Abbil-

dung 4.4 die Disklinationslinien und die Transmissionder Zelle gezeigt.
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Abbildung 4.4: Schnappstesse der Defektlinienbewegung im MD-

Displaypixel und zugehorige Transmissionzu versdiedenenZeitschrit-

ten, nachdem die Zelle von Ug = 0V auf 4 V gestaltet wurde. Die obe-
re und untere Glasplatte ist in helle und dunkle Streifen unterteilt, die
auf die unterschiedlichen VerankerungendesDirektors hinweisensollen.
Das Direktorfeld selbst ist der Ubersidtlic hkeit halber ausgeblendet.
Zur Visualisierung der Disklinationslinien sieheAnhang C.

Bei t = O bilden die Defektlinien in der Mitte der Zelle ein Netz aus
Twist-Disklinationen. Wenn die Spanrung angestaltet wird, beginnen
die Disklinatinen sich in Richtung der Glasplatten zu bewegen (siehe
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Abbildung 4.4, t = 0;84 und 1;20). An ihren Kreuzungspunkten sind
die Linien aufgrund der anziehendenKraft zueinanderverbogen (siehe
hierzu Abschnitt 6.1). Erst wenn der Abstand der Defektlinien gro ge-
nug ist, namlich wenn die Linien die Ober achenerreicht haben, glatten
sie sich (siehe Abbildung 4.4, t = 1; 80).

\ MD-Zelle (Pixelmitte)
0.8 - \ ]

TN-Zelle (Pixelmitte)

Transmission

Zeit

Abbildung 4.5: Lichttransmission eber der Zeit im MD-Display.
Blaue Kurve: im Zentrum der Zelle, grune Kurv e: nahe einer Twist-
Disklination. Die rote Kurve zeigt zum Vergleich die Transmissionin
einer TN-Zelle.

Esist sehraufsdlussreid, die jeweilige Lichttransmission in denrechten
unteren Ecken von Abbildung 4.4 zu betrachten: Beit = 0 sind die Dis-
klinationen kaum erkennbar. Wenn die Defektlinien naher zu den Glas-
platten wandern, wird der Kontrast starker; die Defektlinien schalten
alsoschneller als der Rest der Zelle. Dieser Sadwerhalt ist quantitativ in
Abbildung 4.5 dargestellt. Die Transmissiondreier einzelnerHelizesist
eiber der Zeit aufgetragen.Die blaue Kurv e gibt das Schaltverhalten in
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der Mitte eines Displaypixels wieder. Die Transmissionskune verlauft
annahernd parallel zu derjenigen einer reinen TN-Zelle (rote Kurve),
die Schaltzeiten stimmen also eiberein. Da die Ausdehrung einesrealen
Pixels viel gre er ist, schlie en wir also, dassdie optische Transmissi-
on der MD-Zelle von der Defektbewegung nahezuunbeein usst bleibt.
Der Dip in der Transmissionzwischent = 0;5 und 1 ist ein E ekt, der
bekannterma en in TN-Zellen mit Pretilt auftritt [70].

Abschlie end noch zwei Bemerkungen: Wird die Spanrung wieder ab-
gestaltet, sowird der hier gesdilderte Vorgang reversibel invertiert.
Die Position der Twist-Disklinationen als Funktion des Pretilt winkels
#, an der Ober ache bei Spanrung null ist wie folgt: Fur Pretilt winkel
wber #, = 80 liegendie Defektlinien glatt in der Mitte der Zelle. Un-
terhalb von#, = 80 be ndet sich ihre Gleichgewidtslageimmer naher
bei den Glasplatten, wobei sie an ihren Kreuzungspunkte immer noch
verbunden sind. An diesen Stellen sind sie zueinander gekrammt. Bei
#p, = 60 lesensich die Linien von einander, wobei sie fur kleinere #,
noch naher zu den Platten recken.

4.3 Die Multidom anenzelle
als Mini-Defektlab or

Nach dem Einsc halten der Spannung

Fer den oberen gestrichelten Pfad in Abbildung 4.2 berechnen wir zu-
nachst eine Startkon guration, indem wir die statischen Gleichungen
(1.18 fur OV losen.Anschlie end wird wiederum die Spanrung auf 4V
gesetzt und die Zeitintegration gestartet. Schnappsdesse der Diskli-
nationslinien zu bestimmten Zeiten sowie die zugehorige Transmission
werdenin Abbildung 4.8 illustriert.

Bei t = 0;0 haben alle Helizes den gleichen Drehsinn. Die Helizesder
RHDs (vgl. Abbildung 4.3) drehen so, wie es aufgrund ihrer Randbe-
dingungen am geinstigsten ist. Die Helizesin den LHDs haben ihren
Drehsinn invertiert und tragen nun eine zusatzliche Splay-Deformation,
die wber die gesante Helix verteilt ist. Es liegen keine Disklinationen
VOr.

Nun wird die Spanrung von 4V angelegtund die Direktoren beginnen,
sich entlang des elektrischen Feldes auszurichten. Bei t = 3;6 ist ein
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Abbildung 4.6: Nagelbild zur lllustration desMechanismus, durch den
die Defektringe in der MD-Zelle geo net werden.Die LangeeinesNagels
ist gegelendurch die Projektion desDirektors auf die Zeichenelkene.Der
Kopf markiert den Teil desDirektors, der unter der Zeichenebkeneliegt.
a) Ungestwrte Helizes,die dritte und vierte Helix haben ihren Drehsinn
auf Kosten einer zusatzlichen Splay-Deformation umgekehrt. Die Helizes
geboren zu dem mit einem Pfeil markierten Pfad in Abbildung 4.8. b)
Nach dem Anlegen des elektrischen Feldeswerden die erste und vierte
Helix zerstort. ¢) Durch dasEinfehren einer Twist-Disklination (T) und
einer +1 =2-Wedge-Disklination (W) kennen auch die Direktoren der
zweiten und dritten Helix entlang des elektrischen Feldes ausgelenkt
werden.

deutlicher Unterschied zwischen den zwei Helixtypen erkenrbar. In den
RHDs ist die Transmissionbereits nahe bei Null; die Helix ist zerstert,
da die Direktoren nahezu parallel zum elektrischen Feld ausgeriditet
sind. In den LHDs ist die Transmission nahezu unverandert. Die He-
lixstruktur ist immer noch vorhanden. Wir kennen diesesPhanomen
mit Hilfe der Nagelbilder in Abbildung 4.6 verstehen:(a) bis (c) zeigen
jeweils das Direktorfeld von vier Helizesan verstiedenenPositionen y
(vgl. die gestrichelten Pfeile in Abbildung 4.8).

In der erstenund zweiten Helix in Abbildung 4.8(a) sind alle Direktoren
bereits in Richtung deselektrischen Feldesausgeriditet. Nach Anlegen
der Spanrung kennen sie sich sofort weiter ausrichten. Die Direktoren
der dritten und vierten Helix jedoch, deren Drehsinn invertiert ist, sind
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durch die zusatzliche Splaydeformation zunachst stabilisiert: In der He-
lix be ndet sich ein waageretit ausgeriditeter Direktor.

Bei t = 14;88 sind auch die Direktoren der LHDs ertlang des elekitri-
schen Feldesausgeriditet, zwischen den Domanen bleiben jedoch wei-
e Streifen zureck. Diese Kon guration ist in Abbildung 4.6(b) dar-
gestellt, die wei en Streifen entsprechen der Situation bei der zweiten
und dritten Helix. Die Direktoren dieserGebiete kennennur ausgerid-
tet werden, indem eine +% Wedge- (W) und eine Twist-Disklination

(T) ertsteht, wie in Abbildung 4.6(c) zu sehen.Diese Disklinationen
sind Bestandteil einesder zwei Ringdefekte die sich in der x-y-Ebene
zum Zeitpunkt t = 14;88 o nen. Die Ringe wachsen an, bis sie sich
sdilie lic h beit = 17,66 beruhren und annihilieren. Zuruck bleibt eine
Wedge-Disklination an der oberen Platte und eine Twist-Disklination

an der unteren. Bis t = 32; 35 glatten sich die Defektlinien. Durch die
Entstehung der Defektlinien ist der wei e Streifen in der Transmission
verschwunden.
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Abbildung 4.7: Hypothetischer Mechanismus zur Drehung der Defektli-
nien in der Nahe der oberenPlatte um 90 . (I) Disklinationsringe ® nen
sich in den Regionenl bis 4. (11) Die Ringe annihilieren teilweisemit den
bestehenderDefektlinien. (111) Das Ergebnis sind Twist-Disklinationen
entlang der y-Achse.

Bei t = 32;35 sdlie lic h ist die Simulation in einem lokalen Minimum
gefangen.Um das globale Minimum zu erreichen, muss zunachst ein
zweites Paar von Disklinationslinien entstehen, um den zweiten wei en
Streifen zu vernichten. Da dann die Defektlinien an der oberen Platte
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noch in die falsche Richtung zeigen, meissensie noch um 90 gedreht
werden. Hierzu schlagenwir den folgendenMechanismus vor:

In Abbildung 4.7(l) sind nur die Defektlinien der oberen Platte gezeit-
net. In den Flachen 1 bis 4 ist die zusatzliche Splay-Deformation immer
noch vorhanden.Untersucht man das Direktorfeld in der Naheder Plat-
te, sostellt man fest, dassdurch das © nen von weiteren Ringdefekten
in der Ebene der Platte und der Rekombination mit den vorhandenen
Disklinationen eine solthe Drehung bewerkstelligt werden kann (siehe
Abbildung 4.7(111)). Der Charakter der Ringdefektein Abbildung 4.7 ist
rechts und links vom Twistt yp und oben und unten vom Wedgelyp. Die
letzteren annihilieren mit den existierendenWedge-Disklinationen und
die Twist-An teile ergeken die neuenLiniendefekte entlang der y-Achse.
Im globalen Minimum besitzt das Direktorfeld also wieder zwei Paare
von Disklinationen, welche parallel zu den Streifen der Ober achen-
struktur liegen. Eine solche Kon guration verwendenwir nun als Aus-
gangspunktfer den Aussdaltv organg, wie er in Abbildung 4.9 zu sehen
ist.

Nach dem Abschalten der Spannung

In Abbildung 4.9 zeigenwir die Entwickung der MD Zelle nach dem
Abschalten der Spanrung beit = 0;0. Wiederum ist neben dem De-
fektlinien auch die Transmissionfur jeden Zeitschritt angegelen.

Bei t = 0;0 sind die Direktoren in Richtung des elektrischen Feldes
ausgeriditet. Die Helizes sind zerstort, die Transmissionist Null. Die
Twist-Disklinationen sind nahe der Ober ache lokalisiert. Nach dem
Aussdalten der Spanrung treiben die elastischhen Drehmomerte das
System zureck ins Gleichgewicht. Bei t = 2;42 sind die Helizesin den
LHDs und RHDs wieder hergestellt.

Die Direktork on guration ist nun wieder in der Lage, die Polarisation
desLichtes zu drehen,die Transmissionist fast am Maximum angelangt.
Abbildung 4.9, t = 2;42, zeigt, dassdie Defektlinien in die Mitte der
Zelle wandern. Sie sind in der Transmissionnoch deutlich zu erkennen.
Bei t = 5; 36 beginnendie Defektlinien, sich in den Kreuzungsgebieten
aufeinanderzuzubiegen.Sdlie lic h beginnendie Disklinationen beit =

6; 77 zu rekombinieren; dieserVorgangist beit = 12;12 abgestlossen.
Bis hierhin ist die Kon guration mit der in Abschnitt 4.2 vergleichbar,
wo sich ebenfalls ein Netz von Disklinationen in der Mitte der Zelle
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be ndet. Nun brechen jedoch die Schnittpunkte auf und zwei neue De-
fektlinien entstehen (sieheAbbildung 4.9,t = 17; 64). Dieseglatten sich
bis t = 42,00. Sie trennen Domanen mit rechts- und linksdrehenden
Helizes.

An dieser Stelle wird unsere Simulation wieder in einem lokalen Mini-

mum festgehalten;die Kon guration andert sich nicht mehr. Dasglobale
Minim um waren wie oben besdirieben Helizes,die nur noch einenDreh-
sinn besitzen. Es kennte durch das folgende Szenarioerreicht werden:
Beit = 12; 12 brechendie Schnittpunkte der Disklinationen soauf, dass
in der Mitte ein Defektring entsteht. Dieser zieht sich immer mehr auf
einenPunkt zusammenund verscwindet sdlie lic h, zureck bleibt eine
defektfreie Kon guration. Wir konnten durch unsereSimulationen nicht

klaren, ob diesesSzenariowegennumerischer Ungenauigkeiten oder der
de nierten Weise,in der die Kreuzungspunkte aufbrechen meissen,nicht

auftrat.

Absc hlie ende Bemerkungen

Das Konzept der MD-Zelle entsprang der Notwendigkeit, den Blickwin-
kel von konvertionellen Flessigkristall-Displays zu verbessern,die auf
der TN-T echnik basieren. In diesem Kapitel haben wir eine spezielle
Realisierungeiner MD-Zelle genaueruntersucht.

Wir haben gesehendassdie Simulation im Direktorbild durchausin der
Lage ist, komplexe Vorgangerichtig wiederzugeten. Es bleiben jedoch
zwei schwerwiegendeNachteile. Zum einen wird der Defektkern nicht
richtig wiedergegelen. Hier kann nur eine erweiterte Theorie mit einem
tensoriellen Ordnungsparameter weiterhelfen, wie wir sie in Kapitel 1
und 2 entwickelt haben. Ein weiteres Problem ist die Vernadlassigung
der Kopplung desDirektorfeldes an das Gesdwindigkeitsfeld. Auch die-
ser Aspekt wird in der tensoriellen Hydrodynamik bereicksichtigt.

Da wir nun ein Verstandnis fur die mesoslkopischen E ekte, die im Zu-
sammenhangmit Defektlinien auftreten, entwickelt haben, wollen wir
nun gleichsam in das System hineinzoomen. Wie sielt der Kern einer
Defektlinie wirklic h aus und wie wird er durch Stremungenim Flessig-
kristall beein u t?
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Abbildung 4.8: SchnappsthessedesEntstehensder Disklinationen in der
MD-Zelle und zugelorige Transmissionzu versdiedenenZeitschritten,
nachdemdie Zellevon U = 0V auf4 V gestaltet wurde. Die obereund
untere Glasplatte ist in helle und dunkle Streifen unterteilt, die auf die
unterschiedlichen Verankerungendie Direktors hinweisensollen.
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Abbildung 4.9: SthnappsdeissedesteilweisenVersthwindensder Diskli-
nationen in der MD-Zelle und zugehorige Transmissionzu versdiedenen
Zeitschritten, nachdem die Zelle von U = 4 V auf 0 V gestaltet wur-
de. Die obere und untere Glasplatte ist in helle und dunkle Streifen

unterteilt, die auf die unterschiedlichen Verankerungen die Direktors
hinweisensollen.
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Kapitel 5
Wb ergang zum
Ausric htungstensor

In Kapitel 4 haben wir gesehen,wie sich die Multidom anenzelle als
Defektlabor einsetzenlasst,in dem die Entstehung, Bewegungund Ver-
nichtung von Disklinationen untersucht werden kann. Da die Geome-
trie der MD-Zelle sehr komplex ist, haben wir von einer Kopplung des
Ordnungsparametersan die Gesdwindigkeiten abgesehenDiese spielt
jedoch insbesonderebei der Bewegung von Disklinationen eine wich-
tige Rolle [71, 14]. Wir haben aus diesem Grund in Kapitel 2 und 3
die hydrodynamischen Gleichungen fer den tensoriellen Ordnungspara-
meter abgeleitet. Bevor wir jedoch die Wedselwirkung der Defektlinie
mit dem Gesdwindigkeitsfeld im Detail untersuchen, wollen wir uns
zunachst eine Ubersicht mber die Kon gurations enderungen versaf-
fen, die ein tensorieller Ordnungsparametermit sich bringt.

5.1 Duwunne Filme

In Kapitel 1 haben wir uns mit den versciedenennematischen Ord-
nungsparameternauseinandergesetzt. Wir haben angedeutet,dassdas
Zusammenspielvon elastisder und Volumenenergiedie lokale Ordnung
bestimmt. In diesemKapitel wollen wir hierzu einequartitativ e Analyse
liefern und widmen uns deshalbeinemrein statischen Problem.

Im vorangegangenenKapitel haben wir die TN-Zelle kennengelern.
Der Flussigkristall wird zwischen zwei Glasplatten gebradt, an deren
Ober adchener soverankert ist, dassdie Molekelle eine Helix ausbilden.
Schickt man linear polarisiertes Licht erntlang dieser Helix durch den
Flussigkristall, sowird die Polarisationsrichtung mit der Helix gedreht
[72]. Durch dasAnlegen einer elektrischen Spanrung kann die Helix und
somit die Drehwirkung desFlessigkristalls zerstort werden. Auf diesem
Prinzip basierenFlussigkristall-Displays.

Bei typischen Displays weisendie Platten in einen Abstand von d =
5 10 m auf. Setzenwir diesenAbstand als charakteristische Langeb
in (3.2) und (3.3) ein, sosehenwir, dassdie elastisthe Energie um einen
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Faktor
2 2 1:39 10 2 2
2o B S—mm =773 10 © (5.1)

kleiner ist als die Volumenenergie.Fer das System kann also der uni-
axiale Ordnungsparameterzur Besdreibung verwendet werden.

Die elastisthe Energie dieserAnordnung ist proportional zum Kehrwert
desPlattenabstandsquadrates.Die Verdrillung desFlessigkristalls zwi-
schen den beiden Platten bleibt konstant; wird der Abstand d verklei-
nert, so ndet die Verzerrung daher auf immer keurzeren Langenslalen
statt und die elastisthe Energie steigt an. Bringt man die Platten z.B.
bis auf einen Abstand von d = 10 r zueinander,sowird die elastisde
Energie nur noch mit einem Faktor

2
d—F; =10 2 (5.2)
skaliert. Wir derfen dann nicht mehr von einem uniaxialen Ordnungs-
parameter ausgehen,sondern messendie Summe aus Volumen- und
elastisdher Energie gleichzeitig betrachten. Das System wird ab einem
bestimmten Plattenabstand in biaxiale Zustande ausweichen.

Der numerisc he Versuchsaufbau

Die Simulationsbox ist wie folgt de niert. An denbeidenGlasplatten bei
z = 0und z = d halten wir den Flussigkristall fest. Das dazwisdenlie-
gendeVolumen wird diskretisiert. Wir denken uns die Platten in x- und
y-Richtung periodisch fortgesetzt, simulieren also eine eindimensionale
Anordnung.

Auf den Glasplatten gebenwir den -Tensorfer die Temperaturt = 1
uniaxial vor, wie wir esin Kapitel 3.5 besdtirieben haben. Der Direktor

ander unteren Platte bildet mit dem Direktor an der oberenPlatte einen
Winkel von 90 . Beide Direktoren liegenin der Ebeneder Glasplatten,

da die Drehrichtung der Helix in diesem Kapitel keine Rolle spielt!.

Alle weiteren Parameter der Simulationen ndet man in Anhang B.

Den Plattenabstand d geben wir in Einheiten der Korrelationslange g

an.

1Die Versuchsanordnung entspric ht damit z.B. einer RHD in Abbildung 4.1 mit
#p = 0.
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Mbpiax: 0.0 1.0

Abbildung 5.1: Dreidimensionale Aufsicht auf die Kon gurationen. Bei
d = 5 g ist die uniaxiale Helix ausgebildet(links). Feur d = 2 r steigt
die Biaxialit at zwischen den Platten an, die Helixstruktur bleibt jedoch
erhalten (Mitte). Im Grenzfall d =  ist nur noch der Eigenwerteber-
gangerkennbar (rechts). Zwischendenoblaten und prolaten -Tensoren
in der Zellmitte und an den Platten wird die Biaxialit at maximal.

Mit Hilfe des Finite-Elemente-Verfahrens minimieren wir zu versadie-
denenPlattenabstandend die Summeaus elastisther Energie (3.3) und
Volumenenergie(3.2). Den -Tensorkennenwir dann wie in Anhang C
besdirieben visualisieren.

5.2 Der Eigenwert ubergang

In Abbildung 5.1 ist der Tensor-Ordrnungsparameter fur versciede-
ne Plattenabstande d dargestellt. Wir schauen erntlang der Helixachse
auf die obere Glasplatte?. Die Farbkodierung zeigt das Biaxialit atsma
Myiax als Funktion der z-Koordinate. Man erkennt den festgehaltenen
uniaxialen -Tensoran der oberenund unteren Glasplatte.

Bis d = 5 g ist eine nahezu perfekte Helix zu erkennen, wobei der
Farbverlauf bereits schwache Variationen in M yiax andeutet. Auch bei
d = 2 g ist die Helix noch vorhanden.Allerdings bildet sich in der Mitte
zwischenden Platten ein Bereich starkerer Biaxialit at aus.Im Grenzfall
d = R sdlielic h ist von der Helix nichts mehr zu sehen.Stattdessen

2Die Darstellung ist nicht perspektivisc h.
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zeigt die Farbkodierung einen Ubergang vom uniaxialen Rand (blau)
eiber Zustande maximaler Biaxialit at (rot) hin zu oblat uniaxialen -
Tensorenin der Zellmitte (ebenfalls blau).

08 T T T T T

0.6

0.4

Eigenwerte

-04 L 1 1 1 !
0 10 20 30 40 50

Gridpunkte in z-Richtung (entlang der Helixachse)

Abbildung 5.2: Vergleich der Eigenwerte der Tensoreneuber der Helix-
achse. Zur besserendbersicht erfolgt die Auftragung gegendie Anzahl
der Gitterpunkte, die bei allen drei Kon gurationen gleich gro ist. Je
zwei Kurv en geheren zu einer Zelldicke. Der Eigenwert, der zum Eigen-
vektor in z-Richtung gebert, ist nicht gezeidinet. SeinVerlauf entspricht
fur alle Plattenabstande dem desnegativen Eigenwertesfur d = 5;0 g.

Zum besserenVerstandnis sind in Abbildung 5.2 die Eigenwerte eber
den Gridpunkten ertlang der Helixachseaufgetragen.Der dritte Eigen-
wert, der entlang der z-Richtung liegt, ist in den Ubergangnicht invol-
viert. Er bleibt konstant. Die beiden Eigenwerte, die in der x-y-Ebene
liegen, nahern sich einanderin der Zellmitte fur d! R.

Es fallt auf, dassfur d = 5 g das Volumen nicht die Eigerwerte des
am Rand vorgegelenen -Tensorsannimmt. Da die Abweichung bei
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beiden Eigenwerten gleich gro ist, bleibt der Ordnungsparameterauch
hier noch uniaxial. DieseAbweichung zeigt, dasssich das Systembereits
sehr nahe am Wbergangbe ndet.

Mbiax

Gridpunkte in z-Richtung (entlang der Helixachse)

Abbildung 5.3: Biaxialit atsma fur Helizes verstiedener Platten-
abstande. Deutlich ist das prolate uniaxiale Minimum fur d = g bei
26; 5 Gitterpunkten.

Abbildung 5.3 zeigt das Biaxialit atsma entlang der Helixachse. Zu-
nachst steigt die Biaxialit at stark an. Ein maximal biaxialer Ordnungs-
parameter stellt jedoch nicht das Maximum der Volumenenergiedar.
Diesesist vielmehr gegelen durch einen oblaten uniaxialen -Tensor,
der sich in der Zellmitte ausbildet. Da eine gerade Anzahl von Gitter-
punkten simuliert wurde, sinkt die Biaxialit &t in der Zellmitte nicht auf
Null.

Man kann das Verhalten alsowie folgt zusammenfassenDas Verhaltnis
zwisdhen elastister und Volumenenergiebestimmt, wann biaxiale bzw.
oblate -Tensorenenergetisd bevorzugt sind. Geht d gegen r, sowird
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die uniaxiale Helix ausgebildet. Mit kleiner werdendemd nimmt die
Biaxialit &t zu; die Helix wird immer starker deformiert. Im Grenzfall
d = g sdilielic h ist die Helix nicht mehr erkennbar, sie wird ersetzt
durch einen reinen Eigenwertubergang. Wie aber hangt die explizite
Abhangigkeit des Ubergangsvom Verhaltnis der Energien ab?

Energieb etrac htung

Wir habendie Volumen-und die elastisthe Energie, sowvie deren Summe
in Abbildung 5.4 fur eine spezielle Wahl von ko, eiber dem Plattenab-

stand aufgetragen. Da das System nahezu frei von bend- und splay

Verzerrungsmalen ist, wird die elastisthe Energie zwedkmasigerweise
durch ky, parametrisiert.

Wie mittlerw eile mehrfach erwahnt, lassensich wiederum zwei Berei-
che nden: Fer groe Plattenabstande ist die elastishe Energie ver-
schwindend gering; das Minim um ist durch die Volumenenergieuniaxi-

al vorgegelen. Die elastisthen Energie bestimmt die Orientierung im

Raum. Wird der Plattenabstand noch weiter vergre ert, so versdwin-
det der Anteil der elastische Energie in der Rechengenauigleit der nu-
merischen Simulation. Der Plot veransdaulicht also fer gro e d die in

Abschnitt 3.1 angesprahene Grenze fur die numerische Simulation.

Im Bereich destbergangssteigt die elastiste Energie stark an, bis sie
bei der kritischen Dicke dyit geradeso gro ist wie die Volumenener-
gie. Wir haben die kritische Dicke in Abhangigkeit von ky, im Inset
von Abbildung 5.4 dargestellt: Der Zusammenhangist linear, da die
elastische Energie linear von k,, abhangt. Lasst man kz, gegenNull

streben, so kann das Systemauch bei extrem kleinen Plattenabstanden
eine Twist-V erzerrung aufrechterhalten. Der Bbergangerfolgt dann fur
d! 1.

Es seinoch erwahnt, dassder &bergangfer versdiedeneStartk on gura-

tionen beileicht unterschiedlichen Plattenabstandenstatt ndet. Startet

man mit einer uniaxialen Helix, so ndet er bei kleinerem d statt, als
wenn man den biaxialen Ubergangvorgibt.

Der Einu der Volumenenergie

Wir haben bisher den Eigenwertubergangin Abhangigkeit von ko, be-
trachtet. Der kritisc he Plattenabstand hangt jedoch noch von einerzwei-
ten Gre e ab: dem Koe zien ten  des kubischen Terms in der Volu-
menenergie.
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Abbildung 5.4: Verlauf der Energiedichten beim Twist ebergang fer
koo = 6;5 10 2 N. Gezeihnet sind die gesante, sowie die Volumen-
und elastische Energiedichte. In der rechten oberen Ecke ist zusatzlich
der Verlauf deskritisc hen Plattenabstands dy.i; ®ber ko, gezeitinet, bei
dem die elastisthe Energiedichte gleich der Volumenenergieditite wird.
Da wir die Energiekurven nur fer endlich viele Plattenabstande be-
stimmt haben, ergeben sich beim Ablesenvon dy;; kleine Fehlerbalken.
Die durchgezogend.inie ist eine Fitgerade.

In Kapitel 1.1 hatten wir gesehendassfur vernadlassigbarkleine ku-
bische Terme der Ordnungsparameterdurch die Vier-Sphare gegeten
ist. Esgilt sp 2 = const Abbildung 5.5 oben zeigt, dassdessenwert in
unseremSystemnur fer Plattenabstanded 5 g gilt, wo My« jedoch
praktisch Null ist.

Der Term sp 2 selbstist in Abbildung 5.5 unten dargestellt. Die negati-
ven Werte weisenauf einen nahezuuniaxialen, jedoch oblaten -Tensor
hin. Dieser stellt das Maximum der Volumenenergiedar. Wird also ,
der Vorfaktor deskubischen Termskleiner, sosinkt auch das Maximum
der Volumenenergie,die elastisdhe Verzerrung wird begenstigt.



74

Ubergang zum Ausrichtungstensor

0.8

0.7 r

=d/2

0.5

04 r

SpQ2 bei z

0.2 |

0.1

Kyp = 6.5
O 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

Gridpunkte in z-Richtung

1 1 1 1 1 1 1 1 1

0.3

0.25

0.2

=d/2

0.15

0.1

SpQ3 bei z

0.05

-0.05

4 6 8 100 12 14 16 18 20
Plattenabstand d (xg)

Ky, = 6.5
0.1 1 1 1 1 1

0 10 20 30 40 50 1
Gridpunkte in z-Richtung

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Plattenabstand d (xg)

Abbildung 5.5: Vergleich der Tensorenbeiz = d=2 fur versdiedeneelas-
tische Twist-Konstanten. Im Inset ist jeweils sp ? bzw. sp 3 uber der
Helixachsefur versdiedened geplottet. Die Legendezur Farbkodierung
desInsets ndet man in Abbildung 5.3 oder 5.2.
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Da linear in die VolumenenergieeingeHt, ist die Abhangigkeit ebenfalls
linear.

Abschlie end seierwahnt, dassman den Ubergangvon einer reinen Ver-
zerrungsmade hin zum Eigenwertaustausc auch in Hybridzellen beob-
achten kann [73, 74]. Dabei wird der Flussigkristall an der oberenPlatte
homeotrop, an der unteren planar verankert. Der Ubergangkann dann
verglichen werden mit der Transformation einer Bloch-Wand in eine
Neel-Wand in magnetisden Systemen([75].

Wir haben in diesemKapitel ein System untersucht, in dem unter be-
stimmten au eren Randbedingungendie Helixstruktur desFlussigkris-
talls durch einen Eigenwertaustausd ersetzt wird. Dabei habenwir uns
die damit verbundenen charakteristischen Gre en angesehenund den
Ubergangin Abhangigkeit der elastisthen Konstanten und der Scicht-
dicke untersucht.

Im nachsten Kapitel wollen wir nun Kon gurationen untersuchen, in
denenBiaxialit at nicht durch die Topologie der Randbedingungenauf-
gepragt, sonderndurch die Existenz von Disklinationskernen induziert
wird.
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Kapitel 6

Disklinationsdynamik  im
Ausric htungstensorbild

Die Dynamik der Disklinationslinien, die wir in der Multidom anenzelle
beobaditen konnten, haben wir durch die numerische Lesung verein-
fachter hydrodynamischer Gleichungen erhalten. Au erdem haben wir

den Flussigkristall im Direktorbild besdrieben. Wir haben gezeigt,dass
das qualitativ e Verhalten der Disklinationen dennoch richtig wiederge-
geben wird. Insbesondereim Hinblick auf die komplexe Geometrie der
Zelle war diesesVorgehengeredtfertigt.

In diesemKapitel wollen wir die Dynamik der Disklinationslinien mit
der tensoriellen Hydrodynamik untersuchen. Dabei reduzieren wir die
Geometrie auf das Weserliche. Wir simulieren, wie sich die Flie ge-
schwindigkeiten andern, wenn der Defektkern einem homogenenGe-
schwindigkeitsfeld ausgesetztist. Die Eigensdaften einer sich bewegen-
den Disklinationslinie erhalten wir, wennwir in dasBezugssystemvec-
seln, in dem die Flie geschwindigkeiten ruhen.

Im Rahmen der tensoriellen Hydrodynamik sind wir in der Lage, die
Kerne von Disklinationslinien korrekt wiederzugeten. Au erdem werden
die Kopplungen des Ordnungsparameterfeldesan die Flie geschwindig-
keiten berecksichtigt. Letztere zeigensich bereits bei Simulationen von
TN-Zellen im Rahmen der Leslie-Ericksen-Theorie. Umordnungen des
Direktorfeldes induzieren Flie geschwindigkeiten, die ihrerseits wieder-
um Auswirkungen auf das Direktorfeld haben. Dieser E ekt wird als
back ow [76] bezeidinet.

6.1 Annihilation von Defekten

In [14] haben Toth , Denniston und Yeomans die Annihilation zwei-
er halbzahliger Defekte mit unterschiedlichem Vorzeichen untersucht.
Hierzu wurden die hydrodynamischen Gleichungen fer den tensoriellen
Ordnungsparametermittels einesLattice-Boltzmann-V erfahrens[17] in
zwei Dimensionengelost.
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Abbildung 6.1: Annihilation der beiden halbzahligen Defekte aus [14].
Links: Schnappsduss der -Tensor-Kon guration; gezeitinet ist die
gre te Halbachse,die dem Direktor n entspricht. Redts: Gestwindig-
keitsfeld zum selben Zeitpunkt. Der %—Defekt bewegt sich nach rechts,
der + 2-Defekt nach links.

Stehen sich eine  1- und eine + 1-Disklination! im Abstand D ge-
germber (parallele Ausrichtung), sobewegensie sich aufgrund einer an-
ziehendenKraft aufeinanderzu (vgl. Abbildung 6.1). In einemAbstand
r D istdas -Tensorfeldhomogenausgerititet; die topologisde Ge-
santladung ist %+ 1 = 0. In der Naheder Disklinationen (r D) ist
dasOrdnungsparameterfeldjedoch stark verzerrt. Die zugehorige elasti-
sche Energieist umso niedriger, je naher sich die beiden Disklinationen
kommen und wird fur D = 0 verscwinden. Die Kraft pro Langenein-
heit der Disklinationslinie kann im Grenzfall der Einkonstantennahe-
rung? fur das Direktorbild beredinet werden. Dabei wird dem Kern ein
Abschneideradius R zugeordnet,damit die Energien und Kr afte nicht
divergieren.Fur Abstande D > 2R gilt dann [20]

1 .
K (6.1)

1Da wir den Querschnitt der Disklinationslinien betrachten, kennen wir die Ho-
motopiegrupp e 1(P1) = % desebenen Nematen zur Charakterisierung verwenden.

2In der sogenanrten Eink onstantennaherung sind alle elastischen Konstanten
gleich gro: K = ki1 = k22 = kasz. Dadurch vereinfacht sich die elastische Ener-
gie im Direktorbild zu f§X = 1K (@n )@n ).

elast ~

NI =

Fattract =
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Fatract iSt proportional zum Kehrwert desAbstandesD der Kerne. Die-

serbesdleunigendenKraft auf die Kerne wirkt eine Reibungskraft ert-

gegen.Aus dem Gleichgewidt der Kr afte folgt die Gesdwindigkeit der
Disklinationsbewegung.Tre en die beiden Defekte aufeinander, so ver-

nichten siesich gegenseitig Eine defektfreie Kon guration bleibt zureck.

Toth et al. nden in ihrer Arbeit unterschiedliche Gesdwindigkeiten

fur die %—Defektkerne. So bewegt sich der positiv-halbzahlige Defekt

nahezudoppelt sosctnell wie der negativ-halbzahlige. DiesesVerhaltnis

bleibt konstant, auch wenn sich der Abstand verringert, die anziehende
Kraft alsogre er wird.

Den Unterschied zwischen den beiden Gestwindigkeiten fehren die Au-

toren auf denback ow-E ekt zuruck. Wie in Abbildung 6.1, rechts deut-

lich zu sehenist, bilden sich oberhalb und unterhalb der Kerne Wirb el

aus, deren Ursadhe in der Kopplung des Ordnungsparametersan die
Flie geschwindigkeiten liegt. Da die Drehimpulsbilanz wiederum Gra-

dienten von v enthalt, kann die Defektbewegungbesdleunigt oder ab-
gebremstwerden.

Wahrend Toth et al. mit ihrer Simulation insbesonderedas Fernfeld
um die Disklinationen abdedken, wollen wir im Folgendenden Beitrag

desDefektkernsdetailliert untersuchen.Dazu gehenwir zunachst auf die
statischen Kon gurationen und Eigensdaften von Disklinationslinien

ein. Anschlie end bestimmen wir die Reibungskraft auf die Disklina-

tionslinien der Starkes = % indem wir sie einerhomogenenStremung
aussetzen.Sdlie lic h vergleichen wir unsereErgebnissemit denjenigen
von Toth et al.

6.2 Disklinationen im -Tensorbild

Betrachtet man das Fernfeld von Disklinationen der Starke % soun-
terscheiden sich die Disklinationen aufgrund ihrer elastisden Energie.
Dies ist jedoch nur der Fall, wenn mindestenszwei elastisthe Konstan-
ten unterschiedlich gro sind (die Energie also nicht in der Einkonstan-
tennaherung angenommenwird).

In diesem Abschnitt werden wir die Kerne der Disklinationslinien be-
trachten. Diesebesitzenim Gegensatzzum Fernfeld bereits in der Ein-
konstantennaherung unterschiedliche Energie.

Zur Beredhung der Kon gurationen verwendenwir die in Kapitel 3 ab-
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geleitete reslkalierte freie Energie (3.1) und minimieren diesemittels ei-
nesFinite-Elemente-Verfahrens.Das Ko ordinatensystemwird hierfer so
gewahlt, dassdie Disklinationslinie entlang der z-Achseliegt. Der Quer-
schnitt desKerns liegt in der x-y-Ebene,welchewir mit 70 70Punkten
au esen.Da die Simulationsbox entlang der z-Achse periodisch fortge-
setzt wird, spielt die Au esungin dieser Richtung keine Rolle. Auch
hangt das Ergebnis nicht von der z-Koordinate ab, weshalb die Simu-
lationen im Prinzip als zweidimensionalangesehenverden kennen.
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Abbildung 6.2: -Tensor-Kon gurationen der beiden halbzahligen De-
fektkerne.Links s = + 1, rechts s= . Die Defektline steht in diesem
Bild senkredit auf der Blatteb ene,die durch die x-y-Ebeneaufgespann
wird.

Zu Beginn der Energieminimierung stellen wir das -Tensorfeldsoein,
dassesdem analytischen Fernfeld [20] der Defekte entspricht. Die Direk-
tororientierung wird dabei mit dem Eigenvektor zum gre ten Eigenwert
des uniaxial vorgegelenen Ordnungsparametersidenti ziert (vgl. Ab-
schnitt 3.5). Auf denRandernin x- bzw. y-Richtung wird der -Tensor
festgehalten. Die verwendeten Parameter entsprechen, soweit nicht an-
ders angegelen, denenaus Anhang B.

Als charakteristische Langewahlen wir die Kantenlange der kubischen
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Simulationsbox b= 160nm 11;5 r, woraus sich das Verhaltnis der
elastischen zur Volumenenergieals

=75 10 3

o

ergibt. Au er im Kern der Disklinationslinie selbstsollten Verzerrungen
alsonicht in der Lage sein, Biaxialit at hervorzurufen.

Wie bereits in Kapitel 1.3 erwahnt, wird die Singularitat des Direk-
torbildes durch biaxialen es@pe entfernt. Wir erhalten die in Abbil-
dung 6.2 dargestellten Kon gurationen, wobei die Farbkodierung das
Biaxialit atsma (1.4) visualisiert. Der Kern der Disklinationen ist uni-
axial oblat. Er ist umgeben von einem Ring maximaler Biaxialit at. Das
Fernfeld ist uniaxial prolat.

Wir betrachten nun die Energiedichten der beiden Defektkerne. Abbil-
dung 6.3 zeigt f ges, Tou UNd felast fur Schnitte durch den Defektkern
entlang der x-Richtung beiy = b=2.

Das Fernfeld zeigt das bereits aus dem vorangegangenerKapitel be-
kannte Verhalten. Die Betrage der elastischen Energie sind um einen
Faktor ¥= 3  133kleiner als die der Volumenenergie.Der Verlauf der
Energien unterscheidet sich am Rand nicht wesertlich und wird durch
fpuk bestimmt, da die elastische Energie nahezuNull ist.

Im Kern hingegenist das Verhalten anders: Der Betrag desMaximums
der Gesanienergie (blaue Kurven) vons = + % ist ungemhr um einen
Faktor 6; 2 heher als desjenigenvon s = % Schatzen wir den Kernra-

dius anhand der Breite der Energiedichte ab, so erhalten wir

Rc  10nm

fur beide Disklinationskerne, was recht gut mit den Werten aus Ab-
schnitt 4.1 ebereinstimmt.

Verfolgenwir denVerlauf der Volumenenergie(rote Kurv en) im Kern, so
weicht dieserfur s= 1 nur geringfegig von dem des+ 1-Defektesab.
Die Ursadhe fur die gro en Unterschiede in der Gesantenergie messen
alsoin der elastischen Energie liegen.
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Abbildung 6.3: Gesant-, Volumen- und elastisthe Energie des Defekt-
kernsentlang einesSdnittes langsder x-Richtung beiy = b=2.

Am Rand der Simulationsbox ist der -Tensoruniaxial; wir kennenihn
also mit dem Direktorbild besdireiben, in dem die elastische Energie
nur quadratische Termeenthalt®. Die Energie mussalsopositiv sein.Im
Bereich desKerns verliert dasDirektorbild seineGelltigk eit. Die tensori-
elle Form (1.10 der elastisthen Energieist jedoch fer beliebige biaxiale
Tensorenzwar nach unten besdirankt, aber nicht mehr zwingend po-
sitiv, wie sich durch Einsetzen einesbeliebigen spurlos-symmetrisdien
Tensorszeigenlasst.

Die elastisthe Energiedes+ %-Defektkernsist positiv und um ein Vielfa-
chesgre er alsdie Volumenenergie Verzerrungenbestimmenalsodiesen
Defektkern.

Fer s = % nden wir am Ort des Kerns gerade ein Minimum der
elastishen Energie, wahrend das Fernfeld, wie oben gefordert, positive

3In allen Simulationen der vorliegenden Arb eit ist ks = 0.
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Energie besitzt. Der negativ halbzahlige Defektkern wird also zu glei-
chen Anteilen durch die elastishe und die Volumenenergiebestimmt.
Die Unterschiede der elastishen Energienwerdensich insbesondereauf
den Spanrungstensorauswirken. Da die Eigensdaften der beiden Dis-
klinationskernenun bekannt sind, wollen wir einige Uberlegungenzu der
Stremung anstellen, der wir die Kerne der Defekte aussetzenwerden.

6.3 Die homogene Stremung

Die in Abschnitt 6.2 vorgestellten Disklinationen sollennun in ein Stre-
mungsfeldgebratt werden.Um die Wirkung der Disklinationslinie me-
glichst gut von speziellenEigensdaften der Stremung zu trennen, wah-
len wir die homogeneStremung. Unter ihr verstehenwir in dieser Ar-
beit eine Streomung, deren Gestwindigkeitsfeld mberall gleich gro und
gleich gerichtet ist. Dies hat den Vorteil, dassdie Stremung frei von int-
rinsischen Gesdwindigkeitsgradierten ist, wie siez.B. in der Poiseuille-
Stremung [16, 77] auftreten.

Die Reynoldszahlweahlen wir immer aus dem unterkritisc hen Bereich,
Re 1. Damit stellen wir sicher, dasskein turbulentes Verhalten auf-
treten kann. Die im vorigen Abschnitt beobadteten Wirb el sind kein
Ausdruck von Turbulenz, sondernvielmehr eine Folge der Kopplung an
den Orientierungsfreiheitsgrad.

Abbildung 6.4 zeigt den experimertellen Aufbau. Wir fehren unsereSi-
mulationen in einer kubischen Box der Kantenlangeb durch, die mit der
charakteristischen Lange in Gleichung (3.2) und (3.3) ebereinstimmt.
Die Stremung erfolgt in Richtung der positiven y-Achse.Alle Werte auf
den Ober achenbeiz = O0und z = b(im Folgendenals Platten bezeih-
net) werden festgehalten. Die beiden anderen Raumrichtungen werden
o en fortgesetzt, d.h. Werte am Rand werden aus dem Volumen heraus
in erster Ordnung extrapoliert. Periodische Rander scheidenaus, da sie
zu Unstetigkeiten im Direktorfeld fehren.

Bei der Festlegungder Randbedingungenfur die Stremung stehen wir
vor dem Problem, dassdas Stremungsfeldin der x-y-Ebene geradedas
Ziel unserer Simulation ist, wir also am Rand keine Vorgaben machen
kennen. Wir entscheiden uns deshalb dafur, die Gesdwindigkeit an
den Platten vorzugeben. Durch die Viskositat der Flussigkeit wird sich
die Gestwindigkeit von den Platten auf das Volumen ubertragen. Wir
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wahlen in reduzierten Einheiten (vgl. Kapitel 3) v® = (0;1;0)".

Verankerungen
s=1/2 s=+1/2

Haftbedingungen -

-

Abbildung 6.4: Das Setup fur die homogeneStremung. Die in Wirk-
lichkeit werrfelfermige Simulationsbox wurde hier der Ubersidtlic hkeit
halber in y-Richtung verzerrt, um die relative Orientierung der Diskli-
nationslinien zur Stremung zu veransdaulichen.

Falls keine Disklinationen vorhandensind (= const), bildet sich im

Volumen die Gesdwindigkeit vy = 1 aus. Weder in der Impulshilanz,

noch in der Drehimpulsbilanz sind dann Gradienten vorhanden, die eine
Kopplung induzieren kennten.

Falls eine Disklinationslinie im Volumen prasen ist, wird dasGesdwin-

digkeitsfeld in derenUmgebungvon der homogenenStremung mit vy =

1 abweichen. Wir werten deshalbdie Schicht in der Mitte der Simula-
tionsbox aus (d = b=2), bei der der Ein uss der festgehaltenenRander
minimal sein sollte, den der Verlauf der untersuchten Gre en in z-
Richtung besitzt dort eine waageretite Tangerte. DiesesVorgehenist
im Nachhinein gereditfertigt, da die Abweichungen von der homoge-
nen Stremung, die der Disklinationskern induziert, in der Tat sehrklein
sind.

Die Gitterau esungder dynamischen Simulationen betragt 21 21 21
Punkte. Damit liegenwir weit unter der im vorangegangenerbschnitt

verwendenenAu esungvon 70 70in der Ebene.Dies hat numerische
Ursachen. Bei der Integration der reduzierten Bewegungsgleibungen
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(3.6){( 3.8) wird der Druck fur jeden Zeitschritt so eingestellt, dassdie
Divergenzfreiheit des Gesdwindigkeitsfeldes garartiert ist. Wahrend
die Integration der dynamischen Gleichungen immer dieselte Rechen-
zeit in Anspruch nimmt, kann die Druckanpassungje nach Kon gura-
tion sehrlange dauern. Der Rechenzeitbedarf eines Zeitschrittes wird
also durch die Druckrelaxation bestimmt, die um so langer dauert, je
heher die Au esungdesGitters ist. Insbesonderebeim Anstremen der
Disklinationslinie tre en wir auf komplexeKon gurationen. Die gewahl-
te Au esungist also ein Ergebnis der Rechenzeitoptimierung. Um den
Kern mit weniger Gitterpunkten weiterhin gut au esenzu kennen, hal-
bierenwir auch die LangeunsererSimulationsbox: b= 80nm  6;25 r.
Es zeigt sich, dass beim Anstremen der Disklinationslinie ein weite-
res Problem auftritt. In dieser Arbeit werden die hydrodynamischen
Gleichungen dazu verwendet, stationare Zustande zu sudhen, die sich
unter vorgegelenen Randbedingungen einstellen. Die Anfangskon gu-
ration kann also beliebig weit von der Endkon guration abweichen. Im
Fall der Disklinationslinien fehrt diesdazu, dassdie Numerik nicht mehr
konvergiert. Deshalb verwendenwir folgendesNaherungs\erfahren:

N aherung fur const.

Im Falle der homogenenStremung sind alle Gesdwindigkeitsgradienten
zu Beginn Null. Damit werde sich die Drehimpulsbilanz (3.8) auf eine
reine Rotationsdynamik

reduzieren.Da wir dasMolekularfeld bereits verwendethaben,um die
statischenKon gurationen zuberedinen, ware dieseGleichung identisch
erfullt. Im statischen Gleichgewidht gilt % . Der Ordnungsparameter
wachst jedoch nicht weiter an, da © keine isotropen Anteile enthalt
(Spurlosigkeit).
Im stationaren Zustand jedoch, welcher sich fur lange Simulationszei-
ten einstellt, fuhren die wssigkristallinen Anteile desSpanrungstensors
FLK dazu, dass sich Abweichungen von der homogenen Stremungs-
front ergelken, also Gradienten induziert werden (vgl. Navier-Stokes-
Gleichung (3.6)),
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d 1 1
Re 2\0 = 0p = 04 = FLK .

dt @p+ 3 s @
Diese Gradienten koppeln nun wiederum in der Drehimpulsbilanz an
den -Tensor. Zur Lesung des Konvergenzproblemsnehmen wir an,
diese Gestwindigkeitsgradierten { und damit auch ihre Wirkung auf
das -Tensorfeld{ seienklein. Wir kennenalso

(t) = (0) = const =) g =0 (6.2)

setzen.Die Drehimpulsbilanz (3.8) verwendenwir stattdessen,um das
Molekularfeld H  zu beredinen

h i
1

S—HO = W0 vl vRe - SyBle 6.3)
St, ' S

Auf dieseWeisesind wir in der Lage, das Konvergenzproblemzu lesen
und gleichzeitig die Kopplungen des Gesdwindigkeitsfeldesan den -
Tensorindirekt im Spanrungstensorzu berecksichtigen. Wir werdenim
folgendenAbschnitt sehen,dassdieseVorgehensweisegeredtfertigt ist.

6.4 Anstr emen des Disklinationsk erns

Wir haben nun alle Aspekte behandelt, die beim Anstremen der De-
fektlinien berucksichtigt werden meissen.Wie in Abschnitt 6.2 und 6.3
besdirieben, erzeugenwir nun die -Tensorfelderder beiden Disklina-

tionen und bauensiein die Simulationsbox ein. Im gesanten Volumen
gebenwir v° vor und starten ansdlie end die Zeitintegration. Das Sys-
tem entwickelt sich entsprechend der Gleichungen (3.6) und (6.3), bis
esnach einiger Zeit einen stationaren Zustand erreicht hat. Wie oben
besdirieben, werten wir nur die Schicht in der x-y-Ebenebei z = b=2
aus.

Da wir mit 0 enen Randern arbeiten, entspricht unsereSimulationsbox
einem kleinen Aussdnitt der gesanten Kon guration. Wir bezeitinen
im Folgendendie weiter entfernte Umgebungder Disklination im Gegen-
satz zu dessenKern als Fernfeld. Abbildung 6.5 zeigt die Komponerte
desGesdwwindigkeitsfeldesin y-Richung, vy (x; y). Ungef®hr in der Mitte
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der Defektkerne entspricht die Flie geschwindigkeit dem an den Plat-
ten vorgegelenen Wert. Vor dem Kern iet die Stremung scneller,
dahinter langsamer.

Innerhalb dessimulierten Bereichs betragen die Abweichungen von der
vorgegelenenGeshwindigkeit etwa 0; 08 und sind damit genauso gro
wie die absoluten Gestwindigkeiten in x-Richtung®. Da wir nur einen
kleinen Aussdnitt mit der Simulationsbox erfassen,entspricht vy (X; y)
am Rand nicht der Gesdwindigkeit in gro er Entfernung zur Disklina-
tionlinie.
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Abbildung 6.5: y-Komponerte der Flie geschwindigkeit. Die schwarze
Flache deutet die Lage der homogenenStremung an (vy = 1,0, Re =
10 ). Links s = +1, rechts s = 1. Die Disklinationslinien stehen
senkretit auf der x-y-Ebene, die Mitte der Kerne liegt etwa bei y =
x = 11 Gridpunkten.

Stromliniendarstellung

Die kleinen Abweichungen (v v°) von der homogenenStremung sind
in x- und y-Richtung von derselten Gre enordnung. Um sie sichtbar
zu machen, skalieren wir sie relativ zur Gestwindigkeit v mit einem
Faktor c = 3,

vi=vl+c(v VO ; (6.4)

wobei v° die Gesdwindigkeit der homogenenStremung ist. Fur diese
neueGesdwindigkeit zeichnenwir in Abbildung 6.6 die Stromlinen [52].

4Die Gesdwindigk eitskomponente in z-Richtung liegt an der Grenze der nume-
rischen Genauigkeit und kann daher vernachlassigt werden.
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Sie sind die Integralkurven zu den Tangerten an das Gesdwindigkeits-
feld.

Gridpunkte in y Richtung ——»

Gridpunkte in x Richtung ——» Gridpunkte in x Richtung ——

Abbildung 6.6: Stromlinien und -Tensorlon guration der beidenhalb-
zahligen Defektkerne (Re= 10 4). Links s= + 1, rechts s= 1. Dar-
gestellt sind die Stromlinien fur die skalierte Geshwindigkeit vS. Um
die kleinen Anderungen gegember der homogenenStremung sichtbar
zu machen, werden sie dreifach eberheht dargestellt. Die Stremung er-
folgt in positiver y-Richtung. Im Hintergrund sind die -Tensorfelder
aus Abbildung 6.2 eingeblendet.

Die Stromlinien despositiv-halbzahligen Defekteslaufen zu beiden Sei-
ten des Kerns nach au en. Zumindest innerhalb des Simulationsvolu-
menskonvergierensie nicht mehr.

Im Gegensatzdazu erinnert das Stromlinienbild desnegativ-halbzahlig-
en Defektesertfernt an dasjenigeeinesumstremten Zylinders. Die Stre-
mung lauft auf Hehe des Kerns auseinander,um weiter hinten wieder
enger zu werden. Die Aufweitung der Stromlinien ist jedoch nicht auf
Hehe desKerns am gre ten, sonderndahinter. Bei genauemHinsehen
fallt auf, dassbeiy = 0 die Stremung nicht parallel zur y-Achseverlauft,
sondern ebenfalls eine Verengungder Stromlinien statt ndet.

Im Gegensatzzum Zylinder sdeinen die Defektkerne keine , harten\
Hindernisse darzustellen, wie aufgrund der Energieverlaufe vermutet
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werden kennte. lhre Lage ist nicht unmittelbar aus den Stromlinien
ersichtlich. Um den Ein uss auf die Stremung besserzu verstehen, ist
eshilfreich, die Divergenzdes Spanrungstensorszu betrachten.

Die Div ergenz des Spann ungstensors

Abbildung 6.5 und 6.6 legen den Schluss nahe, dass hydrodynamisch
zwisthen Kern und Fernfeld unterschieden werden muss.

Im Fernfeld ist der Ordnungsparameteruniaxial. Verzerrungen,die als
Gradienten in die hydrodynamischen Gleichungen eingehen, beruhen
auf der raumlichen Variation desDirektors n. Durch die Kopplung die-
ser Gradienten an das Gesdwindigkeitsfeld kennen Richtungsanderun-
geninduziert werden; die Stremung wird abgelenkt.

Im biaxialen Kern der Disklinationen dominieren Variationen der Eigen-
werte die elastisthe Energie. Zwar sind auch Orientierungsanderungen
vorhanden. Ihr Beitrag zu den Gradienten ist jedoch vernachlassigbar.
Aus diesemGrund ist der Defektkern nicht in der Lage, die Stremung
abzulenken.

In Abbildung 6.7 sind die DivergenzendesSpanrungstensorsals Vektor-

feld dargestellt. Fur beide Disklinationen zeigt die Divergenzvorwiegend
in negativer y-Richtung, also entgegender Stremung.

Um eine quartitativ e Analyse dieser Aussagezu erhalten, berednen
wir die Kraft FVisk die pro Langenelemen der Disklinationslinien auf
die simulierte Schicht wirkt. Die Kraft auf ein Randelemen mit dem
Normalenvektor df erhalten wir, wenn wir den Normalenvektor mit

dem Spanrungstensor multiplizieren. Anstatt die Kraft auf den Rand
desFlachenquerstnittes aufzusummieren,verwendenwir den auf Ten-
sorenerweiterten Satz von Gau ,

4 Y4

df = ve (6.5)
av \Y;

F visk —

|~
|~

der die Integration eiber die Ober ache in ein Volumenintegral der Di-
vergenzumwandelt.

Im Fall desumstremten Zylinders erhalt man auf dieseWeisedie Rei-
bungskraft, die den Zylinder in Stremungsrichtung mitzieht. Im Fall der
Disklinationen ist die Kraft jedoch geradegegendie Stremung gerichtet,
weshalbwir sie als negative Reibungskraft bezeihnen.
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Abbildung 6.7: Divergenz@ des Spanrungstensorsfer den positiv-
halbzahligen (links) und den negativ-halbzahligen Defekt (rechts). Am
Ort desKerns ist die Divergenzgegendie Stremung gerichtet, welche
in positiver y-Richtung erfolgt. Die Pfeillangensind auf den Betrag des
gre ten Divergenzektors normiert (2;94 10 ° in reskalierten Einheiten
fur beide Defekte).

Die Krafte auf den Disklinationskern sind nahezu gleich (der Unter-
schied betragt ungefmhr 3%). O ensichtlich fehrt eine Anderung der
Eigenwerte (also der Biaxialit at) lediglich zu einer Anderung des Ge-
schwindigkeitsbetrages,nicht aber der Richtung.

Dies ist im Feld au erhalb der Kerne anders. Die Divergenzdes Span-
nungstensorsverlauft hier entlang zweier Halbkreise, deren Mittelpunkt
sich jeweilsam Rand (x = Ound x = 22,y = 11) be ndet. Beim positiv
halbzahligen Defekt ist die Divergenzin der unteren Halfte wesertlich
starker als oberhalb (Abbildung 6.7, links). Dies ist der Grund fer die
durchgehendeAufweitung der Stromlinien. Beim negativ halbzahligen
Defekt sind die Divergenzengleich gro (Abbildung 6.7, rechts), die
Stromlinen werdenaufgeweitet und hinter dem Kern wieder zusammen-
gedreckt.

Berechnet man aus den simulierten Quersdnitten der Defekte die Rei-
bungskrafte, die pro Langeneinheitauf die Disklinationlinien wirken, so
erhalt man die in Tabelle 6.1 angegelenenWerte.
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Tabelle 6.1: Stremungswiderstandder Disklinationslinien beiRe= 10 4
(VS = 50 m=mg). Reibungskmfte zeigenin positive y-Richtung. Ange-
geben sind die Kr afte bezogenauf ein Linienelemert dL der Disklina-
tionen.

— 1 — 1

S=+3 s= 3

reduzierte Kraft pro Lange 0;105 0;070
Kraft pro Lange 210 N=m 140 N=m

In dem der Simulation zuganglichen Bereich von Re = 10 ? bis Re =
10 # ergelben sich qualitativ gleiche Stromlinienbilder und Spanrungs-
tensordivergenzenDie dabei ermittelte Reibungskraft hangt liniear von
der Reynoldszahlab.

Fur Reynoldszahlenkleiner als 10 # wird sich der qualitativ e Verlauf
des Spanrungstensorsin Kernnahe andern. Wird die Gesdwindigkeit
schlie lic h Null, so bleibt allein der elastishe Anteil des Spanrungs-
tensorsebrig (@ €2, der aufgrund der elastischen Verzerrungendes
Flussigkristalls stets vorhanden ist. Dieser elastisthe Anteil ist in Ab-
bildung 6.8 dargestellt. Die Divergenzdes Spanrungstensorszeigt dann
radialsymmetrisch nach au en, sodassder Defekt sich nicht von alleine
in Bewegung setzenkann.

Bezug zur Defektannihilation

Zu Beginn diesesKapitels haben wir die Annihilation zweier Disklina-
tionslinien besdrrieben. Um unsere Ergebnissemit jenen von Toth et
al. vergleichen zu kennen, berecinen wir die Reynoldzahl fer die Werte
aus [14]°:

Re™" 5 107 (6.6)

SViskositat = 0;16 n'f—gs; charakteristisc he Geschwindigk eit v = 0;1 10 3 2;
charakteristisc he Lange 2D = 0;8 m; die Dichte haben wir wie in unserer Arb eit
gewahlt.
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Die Reynoldzahlist also ungef®hr um einen Faktor 200 kleiner als die
von unsverwendete.Leider war unsder Bereich Re< 10 “ aufgrund der
Instabilit at der Zeitintegration nicht zuganglich. Aus demselten Grund
war esuns nicht meglich, die Simulationsbox zu vergre ern, sodasswir
nur einen kleinen Ausscnitt der Kernumgebungsimulieren konnten.
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Abbildung 6.8: Die Divergenz@ ©2t deselastishen Anteils des Span-
nungstensors zeigt fur den positiv-halbzahligen (links) radialsymme-
trisch nach au en, im Falle des negativ-halbzahligen Defekt ist die tri-
gonale Symmetrie des Defektes erkenrbar (rechts). Der Kern selbstist
spanrungsfrei.

Dennoch lassensich einige Schlu folgerungen aus den vorgestellten Si-
mulationsergebnissenziehen: Bei Toth et al. gehendie Verzerrungen
im Ordnungsparameterfeldfur gro e Abstande zu den Defekten gegen
Null. Damit werdenauch die E ekte, die auf den Kopplungen an diese
Gradienten beruhen, immer kleiner. Die von uns gefundenenVerlaufe
fur die Divergenz des Spanmungstensorskennen sich also mit zuneh-
mendem Abstand vom Kern noch verandern.

Die unterschiedlichen Reibungswiders&nde kennten in diesemFall fer
die verstiedenen Gestwindigkeiten der Defekte verantwortlich sein.
Toth et al. haben fur den + %-Defekt eine doppelt so hohe Gestwin-
digkeit wie fur den %-Defekt gefunden,dessenGesdwindigkeit in etwa
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mit derjenigenfur einereine Rotationsdynamik eibereinstimmt. Die von
uns gefundenennegativen Reibungskrafte unterscheiden sich um einen
Faktor g wobei der negativ-halbzahlige Defekt ebenfalls die kleinere
Kraft erfahrt.

Die Entstehung von Wirb eln haben wir in unseren Simulationen nicht
beobadhet. Vermutlich waren dazu die Anstremgestwindigkeiten zu
hoch. Aus diesem Grund verzichten wir auf einen tiefergehendenVer-

gleich mit den Ergebnissenvon Toth et al.

Schlussb emerkung

Die Stokes'ste Reibung von Kerpern in viskosenFleussigkeiten gehert
zu den klassishien Experimenten in der Hydrodynamik. Wir haben in
diesem Kapitel versudit, diese Idee auf die Reibung von Disklinati-
onslinien in Flussigkristallen zu mbertragen. Dabei haben wir gesehen,
dassdie Kopplung der Gesdwindigkeiten an den wssigkristallinen Ord-
nungsparametereinen wesetlichen Ein uss ausebt. Sowirken die Rei-
bungskrafte auf die Kerne der Disklinationen entgegender Stremungs-
richtung. Zusatzlich werden Gesdwindigkeiten quer zur Stremung indu-
ziert. Vom Betrag her sind die auftretenden E ekte bei unterkritisc hen
Reynoldszahlensehr klein, jedoch liegen die damit verbundenenKr afte
in der Gre enordnung der anziehendenKr afte, die bei der Annihilation
von Defekten auftreten.
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Disklinationsdynamik im Ausrichtungstensorbild




Zusammenfassung und
Ausblic k

In der vorliegendenArb eit untersuchten wir die Dynamik von Disklina-

tionen in anisotropen Fluiden. Hierbei richteten wir unser Augenmerk
auf die Entstehung, Bewegung und Vernichtung der Defektlinien als
Ganzes,klarten aber auch detailliert die Hydrodynamik von Defektker-

nen auf.

Anisotrope Fluide werden durch eine weitreichende Orientierungsord-
nung charakterisiert. DieserOrientierungsfreiheitsgradwird durch einen
tensoriellenOrdnungsparameter,den -Tensor,erfasst.Durch Entwick-

lung der freien Energienach  erhalt man die Volumenenergie mit der
Phaserubergangebesdtrieben werdenkennen. Durch die Einfuhrung ei-
ner elastishen Gradientenenergie kennen Verzerrungenim Ordnungs-
parameterfeld bereicksichtigt werden.Diesesind eine Folgeder von Aus-

en aufgepmgten Randbedingungenoder aber auch von topologiscen
Defektenim Fluid, wie z.B. Disklinationen (Liniendefekten).

In der Hydrodynamik mussdem Ordnungsparametermit einer zusatzli-

chen Gleichung Rechnung getragenwerden. Wir stellten in dieserArb eit

deshalb einen vollstandigen Satz hydrodynamischer Gleichungen vor.

Das Ergebnisist eine Navier-Stokes-Gleitwung, in deren Spanrungsten-
sor elastishe und viskose Anteile des Flussigkristalls auftreten. Hinzu

tritt eine Drehimpulsbilanz fur | in welcher die Gradienten des Ge-
schwindigkeitsfeldesan den Ordnungsparameterkoppeiln.

Um diesesGleichungssystemauf seine weseitlichen Eigensdaften zu
reduzieren, fuhrten wir dimensionsloseVariablen ein. Wir sahen, dass
au er der Reynoldszahl noch zwei weitere Gre en auftreten, die das
Verhaltnis von viskoser zu elastisther Energie charakterisieren. Die er-
haltenen Gleichungen implemerntierten wir numerisch.

Als erste Anwendunguntersuchten wir die Multidom anenzelle eine spe-
zielle Abwandlung der klassistien TN-Zelle, welche die Blickwinkelab-
hangigkeit auf einfache Art verringert. Da die Geometrieder Anordnung
sehr komplex ist, verzichteten wir auf die Kopplung an das Gesdwin-

digkeitsfeld und implementierten fur den Direktor eine Rotationsdy-

namik. Aufgrund spezieller Randbedingungenfur den Direktor lassen
sich in dieser Zelle Disklinationen mit Hilfe einer von au en angeleg-
ten elektrischen Spanrung in Bewegungsetzenund ihre Erzeugungund

Vernichtung steuern.

Anschlie end vollzogenwir den Ubergang zum tensoriellen Ordnungs-
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parameter. Um ein besseresVerstandnis fur die neu hinzugekomme-
nen biaxialen Freiheitsgrade zu ermeglichen, besdaftigten wir uns mit
deinnen Filmen, an derenOber achewir den Flussigkristall verankerten.
Wir zeigten,dassdie dadurch entstandeneHelixstruktur beihinreichend
kleiner Filmdicke in einen Eigenwertaustaus eibergeht.

Zum Sdluss untersuchten wir die Hydrodynamik destensoriellen Ord-
nungsparameterfeldesvon halbzahligen Disklinationen. Hierzu setzten
wir die Defektlinien einer homogenenStremung aus. Die Kopplungen
zwischen Gesdwindigkeitsfeld und Ordnungsparameterfehren zu Rei-
bungskraften, die der Stremung entgegengerichtet und fur positiv- und
negativ-halbzahlige Defektlinien unterschiedlich gro sind.

Ausblic k

Die Lesung der hydrodynamischen Gleichungen fur den tensoriellen
Ordnungsparameterere net eine Vielzahl von Perspektiven. Sokennte
die Dynamik der Annihilation von Diskliniationlinien auf der Ebenedes
Kerns studiert werden.

Setzt man die Entwicklung der Volumenenergiebis zur setisten Ord-
nung fort, sowerden biaxiale Phasenauch ohne Verzerrungenmeglich.
Die Homotopiegruppe, welche deren Defektstarke besdireibt, ist die
Quaternionengruppe und somit nicht abelsd. Dies fuhrt zu topologi-
schen Obstruktionen beim Kreuzen der Defektlinien, ein Prozess,der
schon seit langem vorhergesagt, aber nie beobadtet wurde und mit
dem vorliegendemAlgorithm us veri ziert werden kennte.
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A Vollst andige zeitlic he Ableitung
der freien Energie
Wir leiten die in Abschnitt 2.1 gegelenefreie Energie Gl. (2.3) vollstan-

dig nach der Zeit ab, wobei wir nacheinander alle drei Summandendes
folgenden Ausdrucks umformen.

z
de_d ¢
dt  dt,

:% %jvj2+f0()+fL( vy dr =2 (Al

Der erste Summand (kinetisc he Energie)
Wir werten zunachst den ersten Summandenaus. Mit Hilfe der Kon-
tinuitatsgleichung kann gezeigt werden, dass die totale Zeitableitung
unter das Integral gezogenwerden darf (Reynold'sches Transporttheo-
rem):

z z

d 1,y d*r= v d, ¢ A (@ *v d*r
a2 dt
VA Z
Pat_Int @ % ) dr *@v ) dr
VA VA

= v d *@v d° :

Hierbei haben wir die Navier-Stokes-Gleitwung

d ges
—V = A.2

V=@ (A.2)
verwendet und einmal partiell integriert. Divergenzbildung einesTen-
sorsresultiert in dieser Arbeit in einem Vektor, dessenKomponerten
die Vektordivergenzder Spalten, nicht der Zeilen des Tensorsist.
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Der zweite Summand (isotrop e Referenzenergie)

Der zweite Summand liefert (die Temperatur ist in dieser Arbeit als
konstant gewahlt)

z z
d N3 @od 5
0 fo(T; ) d°r = @ at dr
Um % zu bestimmen, betrachten wir den hydrostatischen Druck in
der Thermodynamik bei konstanter Temperatur,
@(TViN) . V@[ (= 1@ ) .
@ N @ @ -
Dabei haben wir Ni aus der partiellen Ableitung vorgezogenund
1
F(T; ViN)=—F(T;V;N)
mit Vi verwendet. Fur die Ableitung nach ! schreiben wir
@_@_@_(1)2_@= 2_@
@! @'@ @ @
und weiter
@o @o _p
e 7 e
Um die vollstandige Zeitableitung von zu nden, verwendenwir die
leicht umgeformte Kontin uit atsgleichung?,
@ d
— + Y =0
@ @(v ) )

= — + = :
at @v 0
Fur den zweiten Summandenerhalten wir demnad den Ausdruck
d Z Z
0t fo( ) d¥ = p @v dr: (A.3)
l@e(v )=v@ + @v
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Der dritte Summand (nematisc he Energie)
Sdlie lic h werten wir noch den dritten Summandenaus,

q y4 4

g @ Q: ) d°r =

@. EQ . @.
@ dt @ .

Um die vollstandige Zeitableitung j'—t mit der Gradientenbildung @ zu
vertausden, betrachten wir

d 3, .
aQ; d’r :

i @
EQ; —@Q; +v @Q .
=@§Q +@v @Q ) (@v)@Q )

-elq  (@v)eQ ):

Wir erhalten als Zwischenergebnis

q Z
g L@ :Q; )dr=
Z
@, d @. d
d’r —=——Q + _—=—@—Q
dt . dt
@ R g2
0
@V )eQ )
Nun fuhren wir eine partielle Integration fer (I) aus
Z VA
. @. d 3 _ @. d 3
(: @ @EQ dr= @ @ &Q d°r
2 @ d
3, .
@@2; EQ d°r :

Das Ergebnis der partiellen Integration setzenwir oben ein und stellen
die Terme soum, dasswir das Molekularfeld H und den elastishen
Anteil desSpanrungstensors ¢t identi zieren kennen
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dZ
g fL(Q ;Q; )d3r=
Z
@. @. d 3 @. 3
@ —Q d°r (@Q ) (@v)dr
T dt :
LR 1R e
o ] clast= @Q )
@, d 3
+ @ @ EQ d°r

Sdlielic h lat sich dasIntegral eiber die Divergenzin ein Ober achen-
integral umwandeln,

y4 y4

d . 3, — d elast 3
& @ 5Q, )dfr= H 2Q + “™(@v) o’

d |
+ FQ d (A.4)

Das Endergebnis
Setzenwir die vollstandigenzeitlichen Ableitungen der drei Summanden
zusammen,so erhalten wir als Endergebnis

d z d
ZF = ( elast p ges)@v H —Q d3r
dt 7 7 dt

%Q d + ®v d :  (Ab)

Die Ober achenintegrale gehenfer ein unendlich gro es Volumen gegen
Null. An festgehaltenenRandern liefern sienur einenkonstanten Beitrag
zur freien Energie. Wir vernadlassigensie deshalbin dieserArb eit.
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B Der Standardparametersatz

In denKapiteln 5 und 6 werdennur diejenigenWerte angegelen, die fer
die spezielle Untersuchung variiert wurden. Damit nicht jedesMal alle
Parameter angegelen werden messen,stellen wir hier einen vollstandi-
gen Satz vor. Da kein kompletter Satz an Gre en fur einenbestimmten
Flussigkristall vorliegt, greifenwir auf versdiedeneQuellen zureck.
Die elastishen Konstanten entnehmen wir [68]. Die in der Landau-
Energie enthaltenen Konstanten und treten in Kombinationen auch
in den Reslalierungen auf. Wir verwendendie Werte aus [78]. Die Si-
mulationstemperatur ist t = 1, au erdem ist kp» = 0 in allen Simula-
tionen.

Energiedic hte
ki = 124 10 2N kg = 6;5 10 >N kg = 19,9 10 N
47 100 % s=pz==024 5 =42910°

7,9 10° % = = 2749 -=06

=) ¢ = #(3kez ki + ksz) = 45 10 2N

q__—
=) R = %Clz 1;39 108m

Hydro dynamik

Fur die Hydrodynamik wahlenwir die Dichte = 1000%, wasungefmhr
der Gre enordnung von Flussigkristallen entspricht [79]. Die charakte-
ristische Gesdwindigkeit und die Reslalierung der Zeit ergibt sich dann
ausder Angabe der Reynoldszahl.Die Viskositaten entsprechenin etwa
denjenigenvon 5CB.

b= 10 g 1= 2:0;04:1_93 3=1
2= 417 Y =100 = 10009

R
Vo = 2;88 %=4;8 10 8 Po= 82 10°
Alle weiteren Werte hangennun von der Reynoldszahlab. Mittels

v = b—lRe (B.6)
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ist die charakteristische Gesdwindigkeit des Systemsfestgelegt. Die-
se wird verwendet, um die Gestwindigkeiten zu reskalieren. Bei der
Vorgabe von Geshwindigkeitspro len wird als nun die Gesdwindig-
keit v0 = 1 gesetzt. Aus der Skalierung der freien Energie ergibt sich

4

f=ff0= 5=f%und s = = Die Stelzerzahl St; und die Stark-

zahl St, lassensich alsoin Abhangigkeit von der Reynoldszahlund der
Viskositat , angeber?.

v v
St = _2¥ _ iRe Sty = LSZ: Stlsz
b~ b f” bf~
Der einzige noch verbleibende Parameter ist der kinetische Koe zien t
3. Das Gleichungssystemwird also in der gegelenen Form bestimmt
durch drei Parameter: Re, , und 3 bzw. durch

Re=0:01; St;=301 10°, St,=1;78 10 :

Die folgendenGressengebenwir der Ubersidctlic hkeit halber auch noch
an

f=28 108, L =33108%;: L=56102:

Elektrisc hes Poten tial
In der Gleichung fer die elektrische Spanrung benetigen wir

ij = 8,03 ; 2 =359, T=0,778:

2Eigentlic h kann statt , auch direkt St variiert werden. Wir verzichten jedoch
auf diese Vorgehensweise,um die Zusammenheange zwischen den reskalierten Werten
nicht zu verlieren.



C Visualisierung 103

C Visualisierung

Automatisierte  Suche nach Defekten

Ist die Direktorfeldk on guration einmal bekannt, sokennendie Defekt-
linien mittels automatisierter Burgersumlaufe herausprepariertwerden.
Um einen Liniendefekt an einem bestimmten Punkt im Gitter aufzu-
spuren, sucht man die nachsten Nachbarn diesesGitterpunktes auf und
konstruiert einen Schleifenumlauf. An jedem Nachbarpunkt werden die
Direktoren so orientiert, dasssie einenWinkel kleiner als 90 zum vor-
hergehendereinnehmen.Wieder am Ausgangspunktangekommen, ver-
gleichen wir die Orientierung desersten Direktors mit dem letzten. Ein
Liniendefekt wurde gefunden, falls der eingestlosseneWinkel gre er
als 90 ist. Sicherheitshalber wird der Umlauf auf die nachste Scicht
der Nachbarn ausgeveitet, falls einer der Wink el wahrend einesUmlaufs
nahe bei 90 liegt.

Um eine dreidimensionale Ansicht der Lage der Disklinationen zu er-
halten, verwendenwir die Virtual Reality Modeling Language(VRML,

[80]). Jedeim Gitter gefundeneDefektposition wird auf eine kleine Ku-
gel abgebildet, alle Kugeln zusammenergeben das Bild der Disklinati-

onslinie.

Transmissionsb erechnung

Zur Berechnung verwendenwir die 2 2 Jones-Matrix Methode [81]. Das
einfallende Licht ist bei z = d langs der y-Achse polarisiert und wird
nach dem Durchgang durch die Zelle bei z = 0 von einem Polarisator
langsy analysiert. Die remanerte Intensitat wird auf Graustufen abge-
bildet: Maximale Transmissionentspricht der Farbe wei und minimale
Transmission der Farbe schwarz. Jeder Grauwert wird einem Gitter-
punkt in der x-y-Ebene zugeordnet, man erhalt das Transmissionsbild
der Direktorfeldk on guration.

Die Beredchnungen wurden mit monochromatischem Licht der Wellen-
lange = 544nm durchgefuhrt, die Brechungsindizesparallel und senk-
recht zum einfallenden Licht wurden zu n, = 1;489und n, = 1,762
gewahlt.

Visualisierung von Tensorfeldern

Am bestenlassensich 3 3 Tensorenvisualisieren,wennman den Tensor
hauptachsertransformiert. Die beredineten Eigenwerte verwendet man
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dann, um die Kantenlangen einesEinheitswerfels zu skalieren (anders
gesagt, zeichnen wir einen Quader, dessenKantenlangen gerade dem
Betrag der Eigenwerte entsprechen).

Die ebenfalls berethneten Hauptachsen des Tensorsgeben uns die ge-
weinschte Lage im Raum an, wir meissenalso den Quader noch drehen.
Da im Falle des -Tensorsnegative Eigenwerte auftreten kennen, ad-
dieren wir vor der Visualisierung einen O set.

Nun wird der Q-Tensor noch an seine Position im Gitter verscoben.
SeineOber ache kann eingefrbt werden, um den Wert einer skalaren
Gre e an dieserPosition auf dem Gitter zu kodieren.

Wir haben zur Visualisierung zwei versdiedene Tedhniken verwendet:
Zum einen wiederum die Virtual Reality Modeling Language (VRML,
[80Q]), die eineinteraktiv e Visualisierung ermeglicht, zum anderenhaben
wir die Kon gurationen mit POVRay [82] gerendert, um sie mit hoher
Au esungabdrucken zu kennen.
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