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Einleitung

Die Methode der finiten Elemente ist in den Ingenieurwissenschaften und der angewand-
ten Mathematik weit verbreitet und erfreut sich heute einer gréoferen Beliebtheit denn je.
Sie ist die Methode, die bei der Berechnung numerischer Simulationen die breiteste An-
erkennung findet. Fiir eine Chronologie der Finiten Elemente sei auf [H603] oder [Zie95]
verwiesen. Doch auch heute noch ist dies ein Gebiet hochster Forschungsaktivitét fiir Ma-
thematiker und Ingenieure.

Diese Verfahren beruhen meist auf einer approximativen Diskretisierung des zu un-
tersuchenden Gebietes und der anschlielenden Definition von Ansatzfunktionen auf den
Teilgebieten. Schon Courant [Cou43] fithrte Hutfunktionen ein, es folgten unter vielen An-
deren Turner, Martin, Clough und Topp [TCMT94] sowie Argyris [Arg60].

Auch Splines haben seit seit den ersten grundlegenden Arbeiten von de Boor [dB72],
Bézier [Béz66] und Casteljau [dC59] eine Entwicklung bis zum Standard in numerischer
Approximation und Freiform-Design erfahren.

Hollig, Reif und Wipper ist es nun in [HRWO01b] gelungen, B-Splines als Ansatzfunk-
tionen zu verwenden. Sie konnten die entstehenden Probleme der Stabilitdt und Appro-
ximationsgiite {iberwinden. Eine der herausragenden Eigenschaften dieses web-Verfahrens
ist die fehlende Notwendigkeit einer Vernetzung. Trotzdem kann das Gebiet exakt in das
Verfahren einflielen, indem nicht die Trager der Finiten Elemente einer Vernetzung an-
gepasst werden, sondern die Ansatzfunktionen selbst mit einer Gewichtsfunktion skaliert
werden. Dieses Vorgehen wurde bereits von Kantorowitsch und Krylow [KK56] verwendet.

Die Anforderungen an eine solche Gewichtsfunktion sind natiirlich enorm. Sie muss auf
dem gesamten Rand verschwinden, im Innern des Gebietes positiv und aulerhalb negativ
sein. Desweiteren darf sie nicht die Differenziationseigenschaften der B-Splines verletzen.

Schon 1963 hat Rvachev in [Rva63] eine Reihe solcher Funktionen gefunden, welche
die Berechnung von Gewichtsfunktionen auf booleschen Kombinationen von beliebigen
Gebieten erlauben. Auch spéter war Rvachev auf dem Gebiet sehr aktiv, wie die weiteren
grundlegenden Arbeiten [Rva67, Rva74, Rva82] und die Literaturliste in [RS95] zeigen.
Eine komplette Liste der Veroffentlichungen bis 1987 kann in [Shi88] gefunden werden.
Ein Grossteil dieser Werke wurde allerdings weitgehend unbeachtet der westlichen Welt
in russisch verdffentlicht. Erst mit [Sha88] wurde eine englische Zusammenfassung der Er-
gebnisse Rvachevs présentiert.

Diese Arbeit widmet sich nun der Analyse dieser R-Funktionen. In Kapitel 1 wird die
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web-Methode vorgestellt und die grundlegenden Anforderungen an eine Gewichtsfunktion
ermittelt. Daraufhin folgt in Kapitel 2 eine allgemeine Untersuchung der verschiedenen
Typen von R-Funktionen und eine umfassende Darstellung der unterschiedlichen Eigen-
schaften. Kapitel 3 ist eine kurze Abhandlung der speziellen Eigenschaften, die fiir die
web-Methode bendétigt wird. Das darauffolgende Kapitel 4 legt die zusétzlich Anforderun-
gen der web-Methode und deren Losung dar: Der Rand der Gebiete muss dargestellt und
bei der Kombinationen von Gebieten neu berechnet werden. Es werden hier mogliche Dar-
stellungen und Algorithmen fiir die Randberechnung erldutert. Diese werden im néchsten
Kapitel 5 soweit praktisch dargestellt, wie es fiir die Implementierung der R-Funktionen
notwendig war. Auch eine Beschreibung des Programmes, welches die Berechnung der
Randkurven und Gewichtsfunktionen interaktiv vornimmt, kann hier gefunden werden.
Das letzte Kapitel 6 enthélt schlieBlich eine Visualisierung der Eigenschaften aller unter-
suchten R-Funktionen.



Kapitel 1

Die web-Methode

Die web-Methode ist ein Verfahren der finiten Elemente, bei dem der Approximationsraum
auf kardinalen B-Splines basiert. Auch wenn die Wahl von Splines als Basisfunktionen auf
den ersten Blick sehr naheliegend erscheinen mag, so stellen sich bei ndherer Betrachtung
doch grofle Probleme dar.

Eine einfache Basis aus kardinalen Splines ist nicht stabil. Allerdings kann durch eine
geeignete Anpassung der Basisfunktionen diese Stabilitdt erreicht werden. Diese Anpas-
sung soll in diesem Kapitel erldutert werden.

Ausserdem lassen sich mit den quadratischen Tégern der B-Splines beliebige Gebie-
te nur sehr schlecht approximieren, was die Skalierung mit einer Gewichtsfunktion notig
macht. Die Anforderungen an diese Gewichtsfunktionen ergeben sich aus den gewiinsch-
ten Approximationseigenschaften der web-Splines, die auch in diesem Kapitel beleuchtet
werden.

Zunichst jedoch eine Definition, welche die Lesbarkeit dieses Kapitels verbessert.

Definition 1.1

Gegeben seien die Funktionen f, g : K — R. Dann gilt mit Konstanten cy, co € Ry
frg & f(x)<cglx) Ve e K,
f=g & flx)>cagx)Vee K

und heiflen genau dann dquivalent, wenn

f=<g & ( f(z) <cg(z) und f(z) > cag(x) )

Zwei Funktionen heiflen also dquivalent, wenn sie gegenseitig als obere und untere Schranke
benutzt werden kénnen.

1.1 Modellproblem

Die web-Methode soll an dem folgenden Modellproblem erldutert werden. Es wird das
Poisson-Problem mit Dirichlet- Randbedingungen auf einem beschréankten Gebiet ) € R™
untersucht,

—Au = f in{,

uw = 0 auf 9. (1.1)
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Die Losung wird durch eine Linearkombination
up = Z a;B;
7

von Basisfunktionen B; approximiert. Diese sollen auf 92 verschwinden, was die Einhal-
tung der Randwertbedingungen impliziert. Die elliptische Bilinearform a und die Linear-
form ¢ des Poissonproblem sind allgemein bekannt und kénnen beispielsweise in [Bra92]
gefunden werden. Die Koeffizienten A = {a;}; ergeben sich aus dem linearen Galerkin-
System

a(Bg,up) = /95131,331Uh+323k52%

= / VBkVuh
Q

= Z( /Q VBkVBz) a;
U(Br) = /QBk:f

also

Zi: (/QVB,NBZ) a,-—/Qka (1.2)

welches im Folgenden durch Gp A = F' abgekiirzt wird.

1.2 web-Methode

Die web-Methode basiert auf Splines, die nun definiert werden sollen.

1.2.1 Splines

Die hier prisentierten Definitionen stellen nur Spezialfille allgemeiner Splines dar, die
fiir die vorgestellten Verfahren allerdings vollkommen ausreichen. Fiir eine ausfiihrliche
Theorie iiber Splines und &hnliche geometrische Gebilde sei hier auf [HL89] oder [Far92]
verwiesen.

Definition 1.2
Ein kardinaler B-Spline ist definiert durch die Rekursion

B () = /Olb”_l(x _ )t

B T fir 0<z<1
(z):={ 2—2 fir 1<z<?2
0 fiir sonst

Ein kardinaler Tensorprodukt B-Spline ist das Produkt kardinaler B-Splines
b (z) :=b™ (xq1) ... 0" (x1).
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Dessen skalierte Translate werden mit
mp(@) =R (e /b~ k), keZ™

bezeichnet.
SchlieBlich werden die Gitterzellen als

Ge:=h(0, )™ +0), Lez™

definiert.
Der Raum S heifit Splineraum und ist der Raum aller Linearkombinationen von B-Splines.

Da im web-Verfahren stets die skalierten Translate der B-Splines bené6tigt werden, wird
im Weiteren by, statt by, geschrieben. Der Parameter & gibt dabei die Verschiebung an,
der Parameter h bestimmt die GroBe der Gitterzelle und wird in Abschnitt 1.2.3 die GréBe
der Unterteilung des Gebietes (2 sein.

Bemerkung 1.3

Die B-Splines sind (n—1)-mal stetig differenzierbar und sind Polynome des Grades n auf je-
der Gitterzelle. Die Basisfunktionen haben einen beschrénkten Trager. Ein d-dimensionaler
Tensorprodukt B-Spline des Grades n hat einen Triiger, der genau (n + 1)? Gitterzellen
umfasst.

Sei nun ein Gebiet 2 gegeben.

Definition 1.4
Die Menge der Indizes von B-Splines, deren Tréger das Gebiet §2 iiberlappen, wird mit

K={keZm:suppbpNQ#0}

bezeichnet.

Sei
Ly ={0€Z™: Gryy Csuppbr NQ}.

Ein B-Spline b, heifit innerer B-Spline, wenn Ly, nichtleer ist, sonst duflerer B-Spline. Die
zugehoérigen Teilmengen von K sind I und J,

K=ITUJ.

Desweiteren wird fiir jeden inneren Spline eine Gitterzelle ausgewéhlt, die vollstdndig in
Q) liegt. Die Mitte dieser Gitterzelle wird mit x; bezeichnet, der Verschiebungsindex mit

£()
T; € G/L+£(Z)

Damit werden die B-Splines nach ihren Tréagern kategorisiert und erlauben somit eine
Bestimmung der Splines mit einem geringen Anteil innerhalb des Gebietes. Diese sind
fiir das unkontrollierbare Verhalten der Galerkinmatrix zustdndig und miissen auf eine
besondere Weise behandelt werden.
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1.2.2 Duale Funktionale

Die Stabilitdt der Basis kann mit einem schénen Beweis gezeigt werden, der sogenannte
duale Funktionale benutzt, die nun definiert werden sollen.

Satz 1.5
Fiir jedes ¢ € {0,...,n}™ existiert eine stetige Funktion X, sodass

supp(Xf) = [1/4,3/4]™ + ¢

und

/ bz — k)X = 6Y.

R

Bemerkung 1.6
Die dualen Funktionale sind nicht eindeutig, insbesondere lassen sich durch andere Ein-
schrinkung des Tragers beliebige weitere finden. Die Funktionen

M(z) = h™™2\ (z/h — i)
erfiillen
supp(/\f) =h([1/4,3/4" +i+ () =: é+é

und

m .
/ biAs = oL, (1.3)
R

Da die B-Splines keine orthogonale Basis bilden, werden fiir die Beweise Funktionen
benétigt, die zu ihnen orthogonal sind. Diese Eigenschaft erfiillen die dualen Funktionale.

Von ganz entscheidender Bedeutung sind die B-Splines und die zugehorigen dualen
Funktionale, da sie beschrankt und zueinander orthogonal sind. Dieses Resultat wird im
nichsten Abschnitt verwendet werden.

Satz 1.7
Fiir alle k € K und i € I sind die B-Splines b, und die dualen Funktionale \; in Bezug
auf die Gitterweite h beschriankt und laut 1.3 biorthogonal, d.h.

Ibklo <1, [Aillo < 1, /Q bed = O

1.2.3 Gewichtung und Erweiterung

Da die oben definierten B-Splines stets einen quadratischen Tréger haben, lassen sich mit
ihnen beliebige Gebiete nur approximieren. Die Randlinie wird stets durch die Gitterzellen
vorgegeben sein, was auf sehr schlechte Appoximationen fithrt. Abbildung 1.1 zeigt einen
B-Spline am Rande eines Gebietes und vermittelt einen Eindruck dieses Problems.

Eine elegante Methode ist die Multiplikation der Basisfunktionen mit einer Gewichtsfunk-
tion (vgl. Kapitel 2.1). Dies stellt sicher, dass die finiten Elemente, mit denen approximiert
wird, die Randbedingung exakt erfiillen, wie in Abbildung 1.2. Die Anforderungen an die
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Abbildung 1.1: Ein B-Spline am Rande eines Gebietes

Abbildung 1.2: Gewichtsfunktion und gewichteter Spline
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Eigenschaften der Gewichtsfunktion ergeben sich aus den Beweisen fiir die Stabilitdt der
Basis (s. 1.3).

FEinen schweren Riickschlag stellt allerdings die Tatsache dar, dass die gewichteten B-
Splines (wb-Splines) auf Grund mangelnder Stabilitét nicht verhindern kénnen, dass die
Galerkin-Matrix eine nicht zu kontrollierende Kondition erlangt. Dies liegt daran, dass die
dufleren Splines einen extrem kleinen Anteil an dem Gebiet 2 haben konnen und somit
sehr kleine Eintrége in der Galerkin-Matrix liefern. Sie werden jedoch fiir die Approximati-
onsordnung benétigt. Die Losung dieses Problems wurde erstmals in [HRWO01b] behandelt
und soll an dieser Stelle kurz eingefiithrt werden.

Definition 1.8 (web-Spline)
Fiir i € I ist der gewichtete erweiterte B-Spline (web-Spline) B; definiert durch

w

Bi:—) bi"‘zei,jbj )

w(zi jeJ
wobei z; die Mitte der Gitterzelle G, y;) bezeichnet. Die Koeffizienten e; ; erfiillen
leijl 21, eij =0 fir [li—jf=1

und sind so gewéhlt, dass alle gewichteten Polynome wp mit Koordinatengrad p < n im
web-Raum By, = span{DB; : ¢ € I} enthalten sind.

Die folgende Wahl der Koeffizienten e; ; erweist sich als geeignet.

Satz 1.9
Ist fiir alle j € J

IG)={ieZ™:a, <i, <o,+n}
ein nédchstgelegenes Indexarray zu j, dann erfiillen die Koeffizienten

m aptn .

—/
[T I1 22— firiei()
€ij = § h=1t=qa, ‘n
O£,
0 sonst

die Bedingungen zur Konstruktion von web-Splines.

Der Beweis kann in [HRWO01b] gefunden werden. Die Anzahl der Basisfunktionen wird
also auf eine Weise eingeschriinkt, die den Approximationsraum dennoch erhilt. AuBere
Splines werden an die inneren Splines gekoppelt, d.h. der Trager einer Basisfunktion enthélt
mindestens eine vollstdndige Gitterzelle. Die extrem kleinen Eintréige in der Galerkin-
Matrix konnen auf diese Weise also vermieden werden.
An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dass die Gewichtung der Basisfunktionen
die Einhaltung der Randbedingung impliziert. Ohne die Gewichtung der B-Splines wére
dies nicht moglich!

Fiir den Stabilitdtsbeweis, der im néchsten Abschnitt folgt, miissen noch die dualen
Funktionale an die web-Splines angepasst werden.
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Definition 1.10
Die dualen Funktionale der web-Splines lauten

A=Y\ ke
w

Dies fiihrt auf folgenden Satz, der fiir die Stabilitdt entscheidend ist.

Satz 1.11
Fiir i,k € I sind die web-Splines B; und die dualen Funktionale Ay beziiglich der Gitter-
weite h gleichméBig beschréinkt und biorthogonal,

IBillo <1, [IAwllo < 1, /BiAkzaf.
Q

Beweis:

Fiir die Gewichtsfunktion gilt laut (1.12) w(x;) = d(x;,0Q) = h, da x; der Mittelpunkt
einer ganz in {2 enthaltenen Gitterzelle ist. Zudem gilt fiir alle Punkte x € supp(B;), dass
d(z,x;) < h ist. Die Dreiecksungleichung liefert

d(z,00) - d(z,00Q) — d(z;,0Q) -
d(a:i, 89) d(a:i, 89) B

Also gilt fiir den Gewichtungsfaktor der B-Splines

wle) —wla) |

— b

w(z;)

woraus mit Hilfe von Satz 1.7 die Beschréanktheit der B-Splines folgt:
1Billo = [1billo + > leillbjllo = 1.

jeJ

Die Beschranktheit der dualen Funktionale ergibt sich aus den folgenden Beobachtungen.
Zunichst wird  auf supp(Ay) = Gy e) eingeschriankt. Da G den Durchmesser h/2 und
den Mittelpunkt xj () besitzt, gilt d(x, Q) = h. Also gilt auch w(zy)/w(z) < 1, woraus
wieder mit Satz 1.7 die Beschrénktheit der dualen Funktionale folgt.

SchlieBlich gilt mit ¢,k € I und Satz 1.7

o O ST | @)
/BzAk = /w(xi) bi— Y eisb; —

jeJ

_ w((zlj)) (/bi/\kzei,j/bj)\k
)

jeJ
w(zg
- bi

- k

S
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1.3 Stabilitat

In diesem Abschnitt wird die Stabilitdt der Basis und die Beschranktheit der Galerkin-
Matrix betrachtet. An dieser Stelle wird auch deutlich, dass an die Gewichtsfunktion w
aufler den Eigenschaften der Definition 2.1 noch weitere Anforderungen gestellt werden
miissen. An dieser Stelle werden nur diejenigen Beweise ausgefiihrt, in denen der Ein-
fluss der besonderen Eigenschaften des Gewichtsfunktion zum Tragen kommt. Ausgefiihrte
Beweise finden sich in [HRWO0la]. Diese zusétzlichen Eigenschaften werden in Kapitel 3
ausfiihrlich behandelt.

Definition 1.12 (web-Eigenschaften der Gewichtsfunktion)
Eine Gewichtsfunktion w besitzt die web-Eigenschaften, falls sie zusétzlich zu den Eigen-
schaften der Definition 2.1 noch die Bedingungen

VeeQ: w(z)=<d(z,00) (1.4)
und

VeeQ: |Vw(x)| =<1 (1.5)
erfiillt.

Die Ergebnissen des letzten Abschnitts lassen nun eine Stabilitdtsaussage der Basis zu,
die fiir die Gutartigkeit der Kondition der Galerkin-Matrix notwendig ist.

Satz 1.13 (Stabilitit der Basis)
Eine web-Basis {B;}icr nach Definition 1.8 ist beziiglich der Lo-Norm stabil:

i
el

wobei A = {a;}ier.

=l

Es gilt allerdings noch mehr. Auch eine Sobolev-Norm hoherer Ordnung kann durch
die Koeflizienten abgeschétzt werden, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 1.14
Eine web-Basis {B; }icy erfiillt

[
el

Beweis:
Eine beliebige Ableitung erster Ordnung D B; ist nach der Produktregel die Summe zweier
Ausdriicke,

]

DB; = wl();d) (bi + jezj ei,jbj> + ﬁ (Dbi + Z 6i,ijj>

v jeJ

Diese Summe kann also nur beschriankt sein, falls (1.4) gilt. Der erste Summand ist folg-
lich aufgrund w(x;)~' < h~! und Definition 1.12 beschriinkt, da der Mittelpunkt z; der
Gitterzelle den Gebietsrand nicht schneidet. Im zweiten Summanden liefert Dby (z) =
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h='h=™/2(Db)(x:/h — k) ebenfalls den richtigen Exponenten von h. Die Summation der
Schranken fiir B; ergibt die zugehorige Abschétzung fiir beliebige Linearkombinationen.
|

Aus den Sétzen 1.13 und 1.14 kann nun ein entscheidender Satz hergeleitet werden,
dessen Beweis wie alle anderen in [HRWO01b] gefunden werden kann.

Satz 1.15
Die Konditionszahl der Galerkin-Matrix Gy, des web-Raums Bj, beziiglich der web-Basis
{B;}ier ist beschréankt durch

conds G, < h™2.

An dieser Stelle soll nochmals darauf hingewiesen werden, dass das moderate An-
wachsen der Kondition der Galerkin-Matrix allein von der erweiterten Basis abhéngt. Ein
vergleichbares Ergebnis existiert fiir wb-Splines nicht.
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Kapitel 2

Gewichts- und R-Funktionen

Dieses kapitel betrachtet nun R-Funktionen, die erstmals von Rvachev in [Rva67] ein-
gefiihrt wurden. Sie stellen die Mittel zur Verfiigung, Gewichtsfunktionen auf booleschen
Kominationen von Gebieten zu definieren und stellen somit ein méchtiges und sehr niitz-
liches Hilfmittel fiir die web-Splines zur Verfiigung.

Viele der hier prisentierten Ergebnisse werden in den russischen Werken [Rva67,
Rva74, Rva82] behandelt. Doch vor allem die in englisch verfassten Arbeiten [ST99, Sha88]
dienten als Grundlage fiir dieses Kapitel.

2.1 Definition der Gewichtsfunktionen

Definition 2.1
Sei €) ein abgeschlossenes Gebiet des R™. Eine Funktion w : R™ — R heifit Gewichtsfunk-
tion auf () genau dann, wenn fiir alle x € R" gilt

w(x) <0 fir ¢ (2.1)
w(x) >0 fir x €.

Die Funktion w heifit dariiber hinaus strikte Gewichtsfunktion auf ) genau dann, wenn
zuséatzlich noch

w(z) =0 & x €N (2.3)
gilt. Die Menge der strikten Gewichtsfunktionen auf ) wird mit Gqo bezeichnet.

Die Definitionen entsprechen der intuitiven Vorstellung, dass eine Gewichtsfunktion im
Innern des Gebietes positiv und im Aufleren negativ sein soll.

2.2 Definition der R-Funktionen

In diesem Abschnitt werden die R-Funktionen eingefiihrt. Sie erlauben die Berechnung
von Gewichtsfunktionen zu Gebieten, die mittels boolescher Funktionen zusammengesetzt
werden. Das folgende Beispiel soll die Problemstellung verdeutlichen.

19
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Beispiel 2.2

Gegeben seien die drei Kreise
K : 224+42=1
Ky @ 22+ (y—1/2)%=1
Kz : (z—1/2)2+¢° =1,

zu denen sich einfache Gewichtsfunktionen angeben lassen (vgl. Kapitel 4.1.4)

w1 = l—ajz—y2
wy = 1—2%—(y—1/2)?
wy = 1—(x—1/2)% =4

Die drei Kreise sollen nun miteinander geschnitten werden (s. Abb. 2.1) und die Ge-

Abbildung 2.1: Die drei Kreise aus Beispiel 2.2 und ihre Schnittmenge

wichtsfunktionen auf den einzelnen Kreisen so miteinander verrechnet werden, dass eine
Gewichtsfunktion fiir 2 = K7 N K9 N K3 entsteht.

Dieses Beispiel wird an mehreren Stellen dieser Arbeit erneut aufgegriffen und erweitert
werden. Fiir die formale Behandlung dieses Problems werden nun einige Definitionen er-
forderlich sein.

Definition 2.3
Eine Partition I' der reellen Zahlen ist eine Aufteilung von R in m disjunkte Intervalle
X1,..., X Es gilt also

m
Fm:{X17"'aXm}7 U:R
i=1

Im weiteren wird der Spezialfall
Iy = {(_007 0) ) [07 OO)}

verwendet.
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Die Partition I's trennt also die positiven von den negativen reellen Zahlen. Fiir n > 2
ergeben sich dementsprechend feinere Einteilungen. Die Unterscheidung kann mit Hilfe
der folgenden Definitionen einfacher dargestellt werden.

Definition 2.4
Die Indexmenge wird definiert durch

B, :={0,...,m}.
Im Falle m = 2 ergibt sich die Grundmenge By fiir boolesche Funktionen.

Den naheliegenden Zusammenhang zwischen Partition und Indexmenge ist die nun folgen-

de Abbildung.

Definition 2.5
Die Funktion, die durch

Sm : R — By,
r —— 4§ fiir zeX;
definiert wird, heifit Indikatorfunktion. Hervorzuheben ist auch hier der Fall

So : R — By={0,1}

. 0 fir z<0
3: 1 fir >0

Die Indikatorfunktion weifit also jedem Teil der Partition einen Index zu und erlaubt somit
eine einfache Unterscheidung der Teile.

Bemerkung 2.6

So ist also vollstdndig durch das Vorzeichen seines Argumentes definiert, d.h. Sy dndert
seinen Wert nur auf den Koordinatenebenen {z; = 0}. Sie ist also eine Signumfunktion.
Der allgemeinere Fall S, verfeinert diese Eigenschaft zusétzlich. Insbesondere ist jeder
Rundungsoperator auf den positiven Zahlen eine solche Indikatorfunktion.

Mit diesen Hilfsmitteln lassen sich nun R-Funktionen definieren.
Definition 2.7
Eine Funktion R : R™ — R heifit R-Funktion genau dann, wenn eine Funktion F' existiert,
mit
F : B! — By,
sodass

S (R(z1,...,20)) = F(Sp(z1), ..., Sm(zn)), z; €R

gilt. In diesem Fall heifit F' die begleitende Funktion von R. Die Menge aller R-Funktionen
wird mit R bezeichnet.

In dem oben breits erwédhnten Spezialfall ergibt sich, dass w : R — R genau dann eine
R-Funktion ist, wenn eine boolesche Funktion F : {0,1}" — {0, 1} existiert, sodass

Sg(w(ajl, c. ,xn)) = F(Sg(ajl), e Sg(xn)) r; €R
ist. w heifft R-Funktion zur Menge €, falls Q@ = {z € R" : So(w(z)) > 0} ist.
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F ist hier also eine boolesche Funktion, die {0,1}" auf {0,1} abbildet. Im Weiteren soll
allerdings auch die Funktion, welche die Gebiete 21 und 29 auf 2 abbildet, diese Bezeich-
nung tragen. Fiir die Kombinationsfunktion gilt also folglich

F @ 1 xQ — Q:={x:F(S:(z)) > 0}.

Hier wird F' also sowohl als boolescher Operator als auch als mengentheoretischer Kom-
binationsoperator verwendet.

Beispiel 2.8
So aus Definition 2.5 ist eine einfache R-Funktion auf = (RE{)”, weil Sy 0 Sy = S5 gilt.
Eine detaillierte Behandlung von R-Funktionen erfolgt in Kapitel 2.3.

Sowohl Gewichtsfunktionen als auch R-Funktionen sind also an ein Gebiet gebunden. Die
Gemeinsamkeiten der beiden Funktionentypen lassen sich im folgenden Satz fassen.

Satz 2.9
Gegeben seien die Gewichtsfunktionen wi und wo zu den Gebieten Q1 bzw. Q. Weiter sei
Q = F(Q1,8Q2). Dann gilt fiir jede R-Funktion

R(wh w2) S gQ7

also ist jede R-Funktion eine Gewichtsfunktion auf €. Erfiillt ein R € R dariiber hinaus
noch (2.3), so ist R eine strikte Gewichtsfunktion.

Nicht jede R-Funktion ist eine strikte Gewichtsfunktion. Eine Begriindung hierfiir wird
in Abschnitt 7.3 illustriert.

Also liefert die Kombination von Gewichtsfunktionen mittels geeigneter R-Funktionen
stets wieder Gewichtsfunktionen. Es besteht damit also die Moglichkeit, Gewichte auf
Kombinationen von Gebieten einfach aus den Gewichtsfunktionen der Ausgangsmengen
anzugeben.

Bemerkung 2.10

Im Weiteren wird das Gebiet, zu dem w; die Gewichtsfunk-
tion ist, 2; genannt, das Gebiet zu wo erhilt den Namen
()5. Das kombinierte Gebiet heifit 2 und der Rand wird
schiefllich mit 02 bezeichnet.

Bemerkung 2.11
Aus Satz 2.9 folgt, dass R € R genau dann, wenn R auf €2 die Bedingungen (2.1) und (2.3)
erfiillt und stetig ist. Damit ist das Verschwinden von R auf dem Rand von {2 impliziert.

Die R-Funktionen werden allein nach ihren Werten auf der Partition I" unterschieden. Aus
diesem Grunde gibt es natiirlich keine eindeutige R-Funktion zu einer Partition.

Definition 2.12
Seien @, R stetige, reelle Funktionen

QR : R — R
und die Aquivalenzrelation
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gegeben. Sei M die Menge aller Funktionen, fiir die
QReEM <— @Q~R

gilt. M wird dann ein Ast der R-Funktionen genannt.
In dem oben erwdhnten Spezialfall n = m = 2 ergibt sich

QR : R’—R
QNR < SQ(Wl):SQ(WQ).

Zwei Funktionen gehoren also zu demselben Ast, wenn sie dieselbe Funktion F' als beglei-
tende Funktion besitzen. Im eindimensionalen Spezialfall mit der Partition I's haben die
Funktionen eines Astes also stets dasselbe Vorzeichen.

Die Anzahl der Aste ergibt sich aus folgender einfacher Uberlegung.

Bemerkung 2.13

Es existieren 2" Kombinationen fiir die n Argumente der booleschen Funktion F, die jeder
der Kombinationen zwei Ergebnisse zuweisen kann. Also existieren 22" verschiedene boole-
sche Funktionen F', somit ebensoviele Indikatorfunktionen S, und schliellich ebensoviele
Aste der R-Funktionen.

R-Funktionen héngen also eng mit booleschen Funktionen zusammen. Die folgende Defi-
nition erlaubt eine Kategorisierung dieser Funktionen.

Definition 2.14

Ein System G von booleschen Funktionen heifit vollstdndig, falls jede boolesche Funkti-
on als Kombination von Funktionen aus G dargestellt werden kann. Ist H ein System
von R-Funktionen, deren begleitende Funktionen die Menge G bilden, so heifit auch H
vollstandig.

Es ist wohlbekannt, dass das System boolescher Funktionen
G = {O,—\X,Xl /\XQ}

vollstédndig ist. Also ist die Definition von drei R-Funktionen mit diesen begleitenden
Funktionen schon ausreichend. Gewohnlich wird allerdings das System

G = {O,ﬂX,Xl A Xo, X4 \/XQ,}
benutzt, wie es auch hier geschehen soll.

Definition 2.15
Sei v der nach auflen gerichtete Normalenvektor auf 9S). FEine Gewichtsfunktion R auf 2
heifit normalisiert zur Ordnung n, falls die Bedingungen

Ly I (2.4)
o/ 7N PN

8k

TR =0 k=2..n (2.5)
o7 P

auf allen Punkten erfiillt ist, in denen ein eindeutiger Normalenvektor existiert.

Die Normalisiertheit einer Funktion liefert also eine Aussage iiber die Ahnlichkeit mit der
Abstandsfunktion d(z, Q).
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2.3 Eigenschaften verschiedener R-Funktionen

In diesem Abschnitt werden unterschiedliche Definitionen auf ihre R-Funktionseigenschaft,
Differenzierbarkeitseigenschaften und Normalisiertheit untersucht. Dabei wird stets ange-
nommen, dass die Funktionen w; und w9 ausreichend oft differenzierbare, von ausreichen-
der Ordnung normalisierte Gewichtsfunktionen sind. Auflerdem ist mit dem Innern des
Gebietes (2 stets Q2 \ 0§ gemeint.

Bemerkung 2.16
Die Differenzierbarkeit der nun folgenden R-Funktionen kann auf die Differenzierbarkeit
der R-Funktion in beiden Argumenten zuriickgefiihrt werden.

d
%R(wl,wg) = vVR(wy,w2)

n

0 0 0 0
= Z’UZ‘ <8—MR(W1,W2)%W1 + 8—602R<w1’w2)8;p-w2> y

; i )
=1

wobei v € R™ eine beliebige Richtung darstellt. Nach den Voraussetzungen gentigt fiir
die Diskussion von %R(wl, wz) also eine Betrachtung der Ableitungen %R(wl, wg) und

iR(cul,(,ug).

Owa

2.3.1 Funktions-System R,

Das einfachste (und intuitivste) R-Funktionen-System sind die Funktionen in R;. Sie
spielen aufgrund mangelnder Differenziationseigenschaften eine nur untergeordnete Rolle,
sollen aber den Grundgedanken der R-Funktionen verdeutlichen.

Definition 2.17
Das Funktionen-System R ist durch

Ri1:={-1; —w1; min(w,ws); max(wy,ws)} .

definiert.

Satz 2.18
Die Ri-Funktionen sind iiberall analytisch, bis auf die Punkte wy = ws. Dariiber hinaus
sind sie normalisiert von beliebiger Ordnung.

Beweis:
Die Funktionen lassen sich umschreiben zu

1
Ri” = max(wi,ws) = 5 (w1 +wg + |wg —ws]) und
. 1
Ri" = min(wy,ws) = 3 (w1 +wy — w1 —wa) .

Es folgt also die Analytizitdt bis auf die Punkte, an denen der Betrag verschwindet
lwi —w2] = 0 < w; = we. Dieselbe Argumentation ergibt natiirlich auch, dass R"
analytisch bis auf die Nullstellen des Betrages ist.

Die Normalisiertheit lésst sich leicht anhand der Ableitungen feststellen

1
iR{“ =-(1F1)
8&)1 w1:0, wa>0
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und

o) 1
— R =—(1£1).
8&)1 w1=0, w2<0

Die Ableitung nach wy ergibt wegen der Symmetrie der beiden Argumente das entspre-
chende Resultat. Die hoheren Ableitungen verschwinden alle, somit sind die R{-Funktionen
also normalisiert von beliebiger Ordnung. |

Die Funktionen in R realisieren also die Abstandsfunktion auf €2, falls w; und wy die
Abstandsfunktionen auf Q1 und €y sind. Diese Funktionen eignen sich also fiir einfache
Abstandsberechnungen kombinierter Gebiete.

2.3.2 Funktions-System R,

Definition 2.19
Das Rg-Funktionen-System ist durch

Ry := {—1; —w1; w1 +wy — /W + w3 wl—i—wg—l—\/w%—i—w%}.

definiert.

Satz 2.20
Die Ro-Funktionen sind bis auf die Punkte wy = wo = 0 iiberall analytisch.

Beweis:

P
)
v |
Ly sin(¢)
|
|
7 cos(¢) w1

Abbildung 2.2: Skizze zur Richtungsableitung

Die Wurzelfunktion ist auf R({ analytisch, die restlichen Operationen auf ganz R. Um
die Nichtdifferenzierbarkeit der Ro-Funktionen im Ursprung zu beweisen, werden die be-
gleitenden Funktionen zur Vereinigung und Schnitt gewéhlt

RN = Wy —l—wQ:I:\/w%—kw%

(‘3 w1
IR = 14
Owr Vw? +w?

0
LR = 142

Ows Vw? + w3
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und mittels w; = 7 cos(¢) und we = rsin(¢) in Polarkoordinaten umgewandelt

B r cos(¢)

— R = 1+ =1+

Doy V72 cos?(¢) + r2sin?(¢) cos(9)
0 .

a_ngoum = 1+ Sll’l(qb).

Fiir die Ableitung in Richtung eines Vektors v = [cos(¢), sin(¢)], der vom Ursprung aus

durch den Punkt P geht (s. Abb. 2.2), ergibt sich somit
d 0

0
—R un — —R un —R un
ov ° Ul@w 0 +028w2 0

1
— cos(@)(1 + cos() + sin(@)(1 £ sin(9))
— cos(¢) + Sin((f)) +1.

Da die Richtungsableitung also von dem Winkel abhiingt, ist Ro“" im Nullpunkt nicht
differenzierbar. [}

2.3.3 Funktions-System R,

Dieses R-Funktionen-System ist durch

1
Rao = { -1; —wr; 1Tra <w1 + w2 — \/W%"‘W%_%‘wl“@) ;

1
1+—a <w1 + wo + \/w% +w§ — 2aw1w2> }

mit einer symmetrischen Funktion o : R — R, —1 < a < 1 definiert.

Satz 2.21
Die in R, definierten Funktionen sind wohldefinierte R-Funktionen.

Beweis:
Es muss also gezeigt werden, dass der Radikant stets definiert ist, und dass die Forderungen
an R-Funktionen erfiillt sind.

‘Wohldefiniertheit
Fiir den Radikanten in R, und R," gilt

w? + w? — 20w1ws > Wi+ Wi — 2wiws = (W — w2)2 > 0.

R-Funktionseigenschaft
Mit Hilfe von —1 < @ < 1 und x+y — |x — y| = min(z, y) ergeben sich die folgenden
Resultate.

x ¢ Q: Es gilt also w; < 0, wy < 0 und damit

1
Raﬁ(wl,wQ) = T+a <w1 + wy — \/w% + w% — 2aw1w2>
1 2 2
< H——a CU1+WQ*\/WI+W2*2W1(A)2
1
= H—a(w1+w2_’wl_w2|)

= H—a mln(CL)l, LUQ)

< 0,
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oder wy < 0, wy > 0 und somit

1
Raﬂ(wl,wg) = TTa (wl + wo — \/w% + w% — 2aw1w2>
1

1-1-—@ (CL)l + wo — \/w% —i—w% — 2(&]1&)2)

(w1 | )
= —— (w1 +wy—|w1 —w
T+a ! 2 ! ?

L minwy, ws)
= — min(wy, w
1—|—Oé 1 2

0.

x € : Dies ist gleichbedeutend mit wy > 0, wo > 0, woraus

1
Ry"(wi,wy) = T <w1 + wy — \/w% +w? — 2aw1w2>
1
> m (wl +wo — Vwi +wy + 2w1w2)
1
= §(w1 + wo — w1 + wol)
1
= §(w1+w2—w1—w2)
=0

folgt.

Laut Bemerkung 2.11 ist R, also eine R-Funktion. Mit denselben Hilfsmitteln
erreicht man die Abschétzungen fiir R,".

Satz 2.22
Die R,-Funktionen sind normalisiert von der Ordnung 1. Nach Definition 2.16 gilt also
fiir eine Funktion R € R,

0
R|8Q = 0, und %R 0 =1.

0552
w1 >0
w1:0
w1 <0

02

Abbildung 2.3: Skizze zur Normalisierung

Beweis:
Der Beweis wird hier fiir die Funktion R,"“ durchgefiihrt. Wie in der Abbildung 2.3 zu
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sehen ist, existiert ein Teil des Randes 0412, auf dem w; = 0, wy > 0 und insbesondere
%wl =1, da w; laut Voraussetzung auf diesem Rand normalisiert ist. Der Beweis fiir den
Fall we = 0 und wy > 0 (92) lduft vollkommen analog.

Zunichst 1#8t sich R,Y als Verkettung ansehen
Rau<x7 y) =R (O[((L‘, y)7 Wi, w2)

mit

1
R: (ywi,wy) — TTa (wl + wo + \/w% —i—w% —awlwg) .

Mittels der Kettenregel und der Normalisiertheit von w; ergibt sich nun

o _0 o _ 0 o _ 0
—VR(OéaWLWQ) 8,0 - %R%OZ + 8—MR$ Lt 8—CL)2R$W2 w1=0, wy>0
o 0 0 o 0
= —R—a+——R+—R— 2.6
ao[ 8V + 80-)1 + 8 81/ 4,,)1:07 wo>0 ( )

Die kritischen Punkte w; = ws = 0 werden bei der Betrachtung der Normalisiertheit aufler
Acht gelassen, da an diesen Stellen ohnehin kein eindeutiger Normalervektor existiert. Die
Einzelbetrachtung der Ableitungen liefert dann

w1=0, wa>0 w1=0, wz>0
= —ﬁ <w1 + wy — \/w% —I—W% — 20&0)1002) +
N 2wiws
(1+ a)(2y/w} + w? — 2awiws) 0120, wp>0
= —ﬁ (w2 — |wa|) 10, w50 =0, (2.7)

bzw.

8w1

w1=0, wa>0

1 w1=0, wa>0

und schlieflich

0 B 1 . 2w — 20ws
a(v‘J2 w1=0, wa>0 I+« 2\/‘*’% + w% - 20[(4110)2 w1=0, wa>0
1 2aw2>
= +
I+« 2|(")2| w1=0, wa>0
1
— 1 -1 2.9
o a( + ) (2.9)

Somit ergibt sich fiir (2.6) mit Hilfe von (2.7), (2.8) und (2.9)

=1.
0N

53(0@ w1, w2)
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Der Beweis fiir R, verlduft vollkommen analog. |
In [Rva82] schliagt Rvachev fiir die Funktion
1
0O=——>->
1+ w? +w?
vor. In der Tatsache, dass der Gradient der Funktionen in R, in der Néhe des Ursprungs
stark oszillieren kann, offenbart sich allerdings ein Nachteil dieser Funktionen.

2.3.4 Funktions-System R’

Definition 2.23
Das R{'-Funktionen-System ist durch

Ry = { —1; —wr; <w1 +wy — y/w? +w§> (wi —i—w%)m/Q;

(w1 +wa + y/w? +w§> (wi +w§)m/2}

definiert, wobei m € 2N.

Die Funktionen in Ry® stellen also eine Modifizierung der Ro-Funktionen dar.

Satz 2.24 (R-Funktionseigenschaft)
Die Funktionen in Ry sind R-Funktionen.

Beweis:
Die Funktionen, deren begleitende Funktionen die Vereinigung und der Schnitt sind, ge-
hen aus den entsprechenden Funktionen in R, durch Multiplikation mit dem Faktor

(w? —|—w§)m/ ? hervor. Dieser ist nur dann Null, wenn w; = wy = 0 ist, und ist anson-
sten positiv. Also folgt die Behauptung mit Satz 2.21. |

Satz 2.25
Die Funktionen in Ryj* sind im Innern des Gebietes () analytisch und im Punkt w; = ws = 0
m-mal differenzierbar. Dariiber hinaus ist der Gradient der Funktion stets beschréinkt.

Beweis:

Wie im Beweis des Satzes 2.20 wird hier die Richtungsableitung im Nullpunkt betrachtet,
indem die Ableitung im Nullpunkt durch eine Grenzwertbildung auf einer Ursprungs-
geraden ermittelt wird (vgl. Abb. 2.2). Mit w; = rcos(¢), wy = rsin(¢) lautet Ry’ in
Polarkoordinaten

RpO = <m%w@i1M%+ﬁ)Qﬁ+w@mp

= (rcos(9) + rsin(9) + /17 cos(@)? + 17sin(9)?) (r2 cos(9)? + r2sin(6)?) "
= r(cos(¢) +sin(¢p) £ 1)r™
= ™ (cos(p) + sin(¢p) £ 1).

2
Fiir diese spezielle Wahl ist die Richtungsableitung also identisch mit der Ableitung nach
dem Radius (s. Abb. 2.2). Also lauten die gewiinschten Ableitungen

" Lmun _ %Tmﬂ_n (cos(¢) +sin(p) £1) fir n<m+1
0 fir n>m+1
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Fiir den Grenzwert der Ableitungen im Ursprung ergibt sich schliefilich

on 0 fir n<m+1
lim <%R6"U”> = (m +1)! (cos(¢) +sin(¢) £ 1) fir n=m+1 ,
" 0 fir n>m+1

weshalb die Grenzwerte auf allen Ursprungsgeraden iibereinstimmen, solange n < m. Fiir
n = m + 1 existiert kein eindeutiger Grenzwert mehr, weshalb R{’ genau m-mal stetig
differenzierbar ist. Allerdings zeigt der letzte Grenzwert, dass diese Ableitung und somit
auch der Gradient stets beschriankt bleibt. |

Bemerkung 2.26
Die Funktionen in R{" sind nicht normalisiert. Schon die einfachen Gewichtsfunktionen
wi(z,y) = ¢ und wa(z,y) = y und m = 2 liefert die Funktion

Ry = (z+y— Va2 —y?)(a® +y?),

welche auf dem Rand x > 0, y = 0 die Ableitung

0 Y
— Ry =(1- —=—= (m2+y2)+2y<x+y—\/w2—y2> = 2
ay z>0,y=0 V 2 + y2 z>0,y=0

annimmt. Die Funktion ist also nicht normalisiert. Eine Illustration dieser Eigenschaft
findet sich im Kapitel 7.

2.3.5 Funktions-System R,

Definition 2.27
Das R ,-Funktionen-System ist durch

1
Ry, = {—1; —wi; wi +wy — (W +wWh)? 5 wi +wr+ (W +wh)

S =
——

definiert, wobei p eine gerade natiirliche Zahl ist.

Satz 2.28
Die Funktionen in R, sind wohldefinierte R-Funktionen.

Beweis:

Es muss gezeigt werden, dass die Funktionen in R, auf R? definiert sind, und dass sie die
R-Funktionseigenschaft erfiillen.

‘Wohldefiniertheit

Der Radikant ist nichtnegativ, weil p gerade ist; also ist die Wurzel immer definiert.
R-Funktionseigenschaft

Auch hier werden wegen Bemerkung 2.11 nur zwei Falle betrachtet.

x € : Dies ist dquivalent zu wq > 0 und wo > 0, also folgt

Q=
8=

R = witwy — (] +w)

>w1+w2—((w1 +WQ)p)
= witw— (w1 +wr)=0

0.

S =

R,Y = wi4ws+ (W] +wh)
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x ¢  : In diesem Zusammenhang werden die Aquivalenzen

W > 0 bzw. wh > 0
& Wi + wh > Wb = Wi + wh > (—wyp)P
1 1
& (W] + wh)> ) > wy & (W] + wh)P ) > —wip
S wy— (W +wh)r < 0 S w+ (WHwh)r > 0

benstigt. Dieser Fall entspricht nun entweder w; < 0, wo > 0, also

1
R = witw— (W +wh)r <0
<0
1
R,” = wi+twi+ (W] +wh)r >0,
>0

oder w; > 0, wp < 0, was wegen der Symmetrie von R, dasselbe Ergebnis liefert, oder
schlieflich w1 < 0 und w9 < 0, was

1
R = witw— (W +wh)r <0
1 p %
RyY = witwe+ (W +wh)r <wi+wr+ <]Z> wh " wh
i=0 >0
= w1 twy+ |w1 —|—WQ| = 0.
entspricht. Damit ist die Behauptung bewiesen. |

Satz 2.29 (Ableitungen der R,-Funktionen)
Die Funktionen in Ry, sind fiir (w1, w2) # (0,0) beliebig oft differenzierbar. Ihre Ableitun-
gen lauten

o
owy

n
1—ip .
_ sl P P\ ip—n
Rp =19, + E (Wi +wh) 7wy i,
i=1

wobei 0 das Kroneckersymbol und «; ,, eine Konstante ist, die nur von ¢, p und n abhéngt.

Beweis:

Wie schon bei den Beweisen zuvor wird hier nur R," betrachtet, da R," ohne Mehraufwand
mit denselben Mitteln untersucht werden kann. Die Behauptung wird mittels vollsténdiger
Induktion beweisen.

n=1:

1—
R =14 (W )7 () (2.10)
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n= (n+1):

8n+1 U b on g
sl = aT:i(awpr>

(2
0 - l—ip .
- (Z (o + ) T a>
7

=1

L-(+Dp gy
= S (i) @ ) T W,y

i=1
1—ip .
(ip—n) (@] +6B) 7 w0 ay,)
n+1 1—ip (n+1)
= Z (W +wh) 7 w1 = (i = 1)p)ay, +
i=2
S p S ()
Z (Wi +wy) 7w (ip — n)aim
i=1

Diese Aufspaltung der Summen erlaubt nun eine Definition der Koeffizienten ;.

an—i—l 1—(n+1)p

+1)p—(n+1
= RpU — (wif -{—wg) » wZ(n )p—(n )(1 B np)an+17n_’_
‘ = Qn+4+1,n+1
- p 2 ip—(ntl) , -
+) (W +Wh) 7w (1= (i = 1)p) + (ip — n))ain +
=2 =0 n41
P p\ =L p—(n+1)
(W) +wy) P W (p —n)ain (2.11)
———
=:01,n+1
n+1 iy .
= Z (W +wh) 7 WP " g
i=1

Die Nichtdifferenzierbarkeit im Ursprung ergibt sich aus der Darstellung in Polarkoordi-
naten.

a" _
Pur b0 = 14 (rPcos’(¢) + rP siI1p(<p))(1 »)/p (rPsin? () (-1)
= 1— P lplop (cosP(p) + sinp(go))(l_p)/p (sinp_l(gp))
= 1 (cosP(p) +sin? ()PP (sinP~1())
Dies besitzt fiir r — 0 keinen eindeutigen Grenzwert. |
Satz 2.30
Fiir den Koeffizienten oy j gilt an; # 0 fiir i < p.
Beweis:
Laut (2.11) gilt a1, = (p — 7+ 1)1 i—1, was wegen (2.10) erst bei ¢ = p + 1 verschwinden
kann. |

Die Ergebnisse der letzten beiden Sétze lassen sich nun fiir eine Aussage iiber die
Normalisiertheit verwenden.
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Satz 2.31
Die Funktionen in R,, ist normalisiert zur Ordnung p — 1.

Beweis:
Fiir die erste Ableitung ergibt sich nach (2.10) auf dem Rand

8 1-p —1
B R," =1+ (W +uwh)? W (-1)
w1 w1=0, w2>0 w1=0, w2>0
Fiir alle n < p gilt
>1
o" = L ip—n
3 anU = (W] +wh) > w2p Qim =0,
“1 w1=0, w2>0 i=1
w1=0, wa>0
wohingegen n = p zu
P
oP : -1
oo T = D ed) 7w,
1 w1=0, wa>0 i=1 w1=0, wy>0
1—ip
P P 0
= wy + w PoWyQy
(wy 2) LD 0, >0
- p =2 (i-1)p
+ D (Wi twy) 7 w Qip
i=2 e
=0 w1=0, w2>0
= (leo + wg) P Qip
w1=0, w2>0

w1=0, wa>0

fithrt. Dies ist laut Satz 2.30 ungleich Null, die Funktionen in R, ist also nur normalisiert
zur Ordnung p — 1. |

2.3.6 Funktions-System R}

Rvachev hat in [Rva67] zwar bewiesen, dass eine R-Funktion nicht ausschliesslich mit
Multiplikation und Addition zu realisieren ist, allerdings ist eine Wurzelberechnung auch
nicht notwendig, wie das nun folgende Funktionen-System zeigt.

Definition 2.32
Die R{%-Funktionen sind durch

o= { —1; —wp; (w1 +we)™sign (wi +w2)™ T — (w1 — w2)™ sign (w1 — w2)™;
(w1 + wa)™ sign (wy + wg)m_l + (w1 — wa)™sign (w1 — we)™ }

definiert.

Satz 2.33 (Hilfssatz fiir den Beweis der R-Funktionseigenschaft (2.34))
Fiir wy, wo € R und m € N gilt (Jw1| + |w2])™ > (Jw1| — Jw2])™ .
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Eine einfache Binomialdarstellung fithrt auf

(lwr] + w2 )™ = (o] = w2 )™

m
= (7 henl = 3 (7 )l

1=0

2 fiir ¢ ungerade
0 fiir ¢ gerade

Satz 2.34 (R-Funktionseigenschaft)
Die Rg’—Funktjonen sind wohldefinierte R-Funktionen.

Beweis:

Die Wohldefiniertheit ist klar. Laut 2.11 ist die Betrachtung der beiden Félle z € €2 und
z ¢ Q hinreichend. Dieser Beweis wird wieder nur fiir RY%" gefiihrt, da der Beweis fiir

RY mit denselben Mitteln gefiihrt werden kann.

x € : Dies entspricht also w > 0 und ws > 0.

m gerade: Mit Hilfe von Satz 2.33 und sign(x)™ = sign(z)™ 2 ergibt sich

RGN (wi,wa) =

(w1 + wo)™ sign (w1 + we)™

-1

(w1 + wa)™ sign(wy + wa) — (w1 —w2)™
(w1 +w2)™ — (w1 —w2)™ >0

m ungerade: Wie bei geradem m 148t sich mit Satz 2.33 schlieen, dass

Re (w1, we) =

= (w1 +w2)™ —sign(w; — wa) (w1 —wa)™

>
> 0.

(w1 4+ w2)™ — (w1 — wo)™

x ¢ : Dieser Fall spaltet sich in die folgenden Unterfélle auf.

w1<0, wo > 0:

In diesem Fall gilt zunéchst natiirlich w; — we < 0. Die Summe wird mittels

einer Fallunterscheidung untersucht.

— (w1 — wo) sign (w1 — wo)™
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1. Fall: w1 4+ we < 0 Mit Hilfe des Satzes 2.33 ergibt sich hier
RE" (w1, wa) =
(w1 4 w2)™ sign(wy + wa)™ ! — (w1 — wy)™ sign(wy — wy)™
= (w1 +w)" ()" = (w1 —w) (=)
B { w1 + wa|™(—1) — w1 — wa2|™ fir m gerade
—(Jw1 + w2|™) — (—|wy —w2])™(—=1)™ fiir m ungerade
= —(|lw1 + wo|™ + w1 — w2|™) < 0.
2. Fall: w1 +wy >0

RE™ (w1, ws) =
= (w1 +w2)"sign(wy +w2)™ " — (w1 — wa)" sign(wy — wa)™
(w1 +w2)™ = (w1 —w2)™(=1)"

-1

lwi + wa|™ — (—|wi — wa])™ fir m gerade
w1 + wo|™ — (—|w1 —w2])™(=1)™ fiir m ungerade

(lwa| = Jwi)™ = (—|wi| — |w2|)™ fiir m gerade
(lw2| = lwi])™ = (lw1] + |w2|)™  fiir m gerade

B i m o[ (=)™t — ((=1)™) fiir m gerade
N —~\i ! 2 (-1)m™ -1 fiir m ungerade
- Em: m w ]m_i|w ’, 0 fir m — 1 gerade

N i ! 2 —2 fiir m — i ungerade

=

w1 > 0, wo < 0:
Wird durch vergleichbare Abschitzungen wie oben bewiesen.

w1 <0, wy <0

Auch hier liefert die Anwendung von Satz 2.33

RE"(wi,we) =

(w1 + wg)m sign (w1 + w2)™ ! — (wy — wo)™ sign (w — wa)™
(=)™ (w1 +w2)™ + (w1 —w2)™)
D™ D)™ (jwi| + w2 )™ 4 (=)™ (o] = [w2])™)
(=27 (o] + w2 )™ + (Jwr] = |w2))™)
= = ((lwr| + |w2))™ + (Jwi| = [w2]))™)
< 0.

Fiir die Beurteilung der Normalisiertheit werden wieder die Ableitungen der Funktio-

nen in R benétigt, die im folgenden Satz zusammengefafit werden.

Satz 2.35 (Ableitungen von R{)
Die Ableitungen von Ry lauten

am RO )= m! RY"™™  fiir n ungerade
dwp Wi, W) = (m —n)! Rm "0 fiir n gerade

(2.12)
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und
n m! S i
R i) [ e
wobei
M = (w4 we) ™ sign(wy 4+ w2)™ — (w1 — wo)™ sign(wy — w)™ !
5t = (w1 +ws)"sign(wi + w)™ + (w1 — w2)™ sign(wy — wg)™
gilt.
Beweis:

Der Beweis wird hier nur fiir die Ableitungen nach dem ersten Argument durchgefiihrt. Die
anderen Ableitungen ergeben sich wieder einmal durch analoge Betrachtungen. Vollsténdi-

ge Induktion:

n = 1:
Mit
m—2

sign(z)™ = sign(z)

folgt

a mN _
a—wch (w1, wa) =

= m((w + wo)™ Lsign(wy + wp))™ ! — (w1 —wp)™ !

m!

= 1)| ((wl + w2)m71 Sign(wl + WQ))mil — (wl — wg)mil sign(wl — WQ)

(m —

~ R™

(n—1) — n:
Fiir ungerades n gilt mit (2.14) und (2.16)
8?’1

@Rg(wl,w) =

o 8n—1
= _— —Rm
O (aw?l C)

w

_ 9 m! m—n+1

0wy <(m—n+1)!R2 )
m!

a m—n : m—n
= T g (@ )T s )"

(w1 — )™ sign(r — )" ")
m! m—mn 43 m—n-+1
- m(m —n+1) (w1 +ws) sign(wi + w2) -
(w1 — w2)™ " sign(wy — wa)™ ")
m!

sign(w; — w2)™)

(2.16)

m72)
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Fiir gerades n ergibt (2.15) mit einer &hnlichen Rechnung

0 m!
_Rmﬁ — Rm—nﬁ .
Oy C (w1, w2) 7(7” Y C (w1, w2)
[ |

Satz 2.36
Im Innern des Gebietes gilt R7 C C™ 1.
Beweis:
Abgesehen von den Stellen w; = wo und w; = —ws sind die Funktionen natiirlich analy-

tisch. Bleibt also die Untersuchung an den Stellen w; = wy. Hier werden die Ableitungen
zweier verschiedener Richtungen verglichen.

n < m:
Linksseitiger Grenzwert

on
lim < Renﬂ(wl UJQ)> =
w1 —w n ’

w11<w22 awl

— lim m! R (wy,we) fiir n ungerade
w1292 (m —n)! R} ™" (wy,we) fiir n gerade

S m—n—1__
(w1 + wa) sign(wy + wy)) fiir n ungerade

m! (w1 — w2)™ " sign(wy — wy)™ "
= lim
o < (m —mn)! (w1 + w2)™ " sign(wy + w2))" " — fiir n gerade
(w1 — w2)™ " sign(wy — wg)™ " i
m!
_ e 2 m—n
()

Rechtsseitiger Grenzwert

o
lim ( REN(wy,ws) ) =
g nC 1, W2
w1 owy

~ im m! R ™(wy,wy) fiir n ungerade
~ eres (mo—n)! R (wy,we) fiir n gerade
w1l sw2
m! _
= o)

n=m:
In diesem Fall ergibt der linksseitige Grenzwert

.
lim <8w?Rc(w1»w2)> =

w1 —wg
w1 <wg

(w1 + wg)? sign(wy + wy) -
— ol lim (w1 — w2)Vsign(w; —w92)?  fiir n ungerade
azer ) (w4 wp)” sign(wi + wa) -
(w1 — w2)Ysign(wy — wo)™?
0 fiir n ungerade
n! fiir n gerade

fiir n gerade

I
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allerdings liefert der rechsseitige Grenzwert

871
lim (_nRTCrvL(W]_,WQ)) =0. (2.17)
AN

Die Grenzwerte stimmen also im Allgemeinen nicht mehr iiberein, also ist die Funk-
tion nicht weiter differenzierbar.

Satz 2.37
Die Funktionen in Rg‘ sind nicht normalisiert.

Beweis:
Schon die erste Ableitung auf dem Rand von € liefert
0

a—wlem(Ma wa)

w1=0, way>0
B m! m—1
- (m— 1)!R1

= m(w + WQ)mil sign(wy +we)™™

w1=0, w2>0

1 m—1 - m—2
- (wl - U.)Q) S1Ignwi — w2 w1=0, w2>0
. m—1 - m—1 m—1 . m—2
= mwy' " sign(ws)™ ! = (—w2)™ U sign —wp ™

_ mwy' ™t N (—wg”_ll) fir m gerade
mwy' 4wy fiir m ungerade

= (m+ 1wy

was im Allgemeinen ungleich eins ist. ]



Kapitel 3

web-Eigenschaften der
Gewichtsfunktionen

Fiir die Anwendung der Gewichtsfunktionen aus Kapitel 2 im web-Verfahren miissen die
zusétzlichen Bedingungen der Definition 1.12 erfiillt sein, damit die Stabilitdtsaussagen
der Satze 1.13 und 1.14 und die Beschrinktheit der Galerkin-Matrix in Satz 1.15 nicht
verletzt werden.

3.1 Agquivalenz zur Abstandsfunktion

Die erste Bedingung (1.4) ist die geforderte Aquivalenz der Gewichtsfunktion zur Ab-
standsfunktion. In diesem Abschnitt wird dieser Zusammenhang fiir alle in Kapitel 2
eingefiihrten R-Funktionen bewiesen.

Satz 3.1
Die Funktionen in R, sind &dquivalent zur Abstandsfunktion.

Beweis:
Die Behauptung ergibt sich durch einfache Abschitzungen der Gewichtsfunktion.

R)Y = H%(wl +w2+\/w%—|—w%—2aw1w2)
1
< — (Cd+cd+\/02 d? +¢2d? 4202 d2)
14+«
_ 2+vZ-2a
N 14+« ¢
< ed
R,)” > H—a(w1+w2)
> cd

|
Mit Hilfe dieses Satzes sind natiirlich auch die Funktionen in Ry und R; &dquivalent
zur Abstandsfunktion.

Satz 3.2
Die Funktionen in R, sind dquivalent zur Abstandsfunktion.

39
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Beweis:
Auch hier fiithren einfache Abschitzungen innerhalb des Gebietes 2 auf

RPY = +w2+(w]f+w§)1/p
< cd4ed+ (P dP 4P ap)l/r
< ed
Ry > wi+ws
> cd.
|
Satz 3.3

Die Funktionen in R{" und R¢% sind nicht dquivalent zur Abstandsfunktion.

Die Nichtéquivalenz der Funktionen in R{" und Ry kann mit dem Satz 3.4 gezeigt
werden. Dieser Satz zeigt auch einen interessanten Zusammenhang von differenzierbaren
Funktionen an Ecken.

Satz 3.4
Sei w € C? eine Gewichtsfunktion auf Q := {(x,y) : 2 <0 V y < 0}. Dann besitzt w in
(0,0) eine dreifache Nullstelle.

Dieser Satz ist gleichbedeutend mit der Aussage, dass w nicht dquivalent zur Abstands-
funktion ist und somit nicht normalisiert sein kann.
Beweis:
Durch die Differenzierbarkeitseigenschaften kann 2 als Taylorentwicklung um den Ur-
sprung dargestellt werden.

w(z,y) = a1 + agx + azy + asx® + aszy + agy® + Ra(x,y)

Die Forderung, dass w eine Gewichtsfunktion ist ergibt zunéchst w(0,0) = a; = 0.
Fiir x = 0 und y < 0 folgt

0= azy + asy’ + o(y”)
und damit ag = 0 sowie ag = 0. Analog schliefit man, dass as = a4 = 0. Es bleibt also
w(z,y) = aszy + R3(z,y),
oder in Polarkoordinaten dargestellt
w(r, @) = asr? cos(p) sin(p) + Rs(r, @).
Folglich gilt
w(e, @) ~ ase? cos(y) sin(ip)

in einer kleinen e-Umgebung um den Ursprung. Wiirde also a5 # 0 gelten, so fiihrte dies
auf einen Vorzeichenwechsel von w bei ¢ = 0. Also muss auch a5 = 0 sein. |
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3.2 Beschranktheit des Gradienten

Die zweite Eigenschaft, die eine Gewichtsfunktion erfiillen muss, damit die web-Basis sta-
bil wird, ist laut Abschnitt 1.3 die Beschrianktheit des Gradienten. In diesem Abschnitt
wird gezeigt, dass alle in Kapitel 2 vorgestellen R-Funktionen diese Forderung erfiillen.

In diesem Abschnitt wird natiirlich vorausgesetzt, dass die Gradienten der Gewichts-
funktionen wy und ws innerhalb des Gebietes 2 beschriankt sind.

Satz 3.5
Die Rg-Funktionen besitzen einen beschriankten Gradienten, falls die Funktionen we und
w1 einen beschrinkten Gradienten besitzen.

Beweis:
Hier wird nur die Funktion Ro" betrachtet, fiir welche

ROU(w7y) =R (w2(m7y)?w1(xa y))

mit R: (w2, w1) — wa + w1 + Vw%—i—w%

gilt. Die Kettenregel liefert

0 0 0 0 0
o0x; Ro™ = 8w2R83:Z 2+ G—MRaxiwl
R hat nun die Ableitungen
0 Wi

= 1+

—/ R v
Ow; \/w%+w%

welche sich mittels w; > 0 im Innern leicht abschétzen lassen.

0 R<1+
Wi

1<

=1 +sign(w;) <2

Damit gilt

"oy 5 B) 2\
\VR(WQ,M)\Q _ Z(a—mR(wg,wl)a—%wz—l—a—MR(wQ,m)a—xim)

< ;(’%R(W%wl) ‘aiiw —i—’aiwlR(WQ,m) ‘81601 >2
9 2

SN NATNIS

< 4<(c+c)2+(c+c)2)

< 32485

Eine Betrachtung von R fithrt mit #hnlichen Abschiitzungen zu demselben Ergebnis. B

Satz 3.6
Die Rq-Funktionen besitzen einen beschrinkten Gradienten.
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Beweis:
Die Ableitungen der Funktionen in R; sind entweder 1 oder —1. Somit ist auch an nicht-
differenzierbaren Stellen die Beschrianktheit des Gradienten als Grenzwert gesichert. W

Satz 3.7
Die R™-Funktionen besitzen einen beschriankten Gradienten.

Beweis:
Wie im vorhergehenden Beweis ist die Beschrénktheit der Ableitungen hinreichend fiir die
Beschrénktheit des Gradienten.

O gmou _ (u:iwi )(w%+w§)m/2
>0

ow; \/w% + w%
s iy
+mw; (wl + wy + y/wi + w%) (w% + w%)m/ -

< c
Dies lasst sich auf die Beschranktheit der Gewichtsfunktionen zuriickfithren. [ |
Satz 3.8
Die RP-Funktionen besitzen einen beschrinkten Gradienten.
Beweis:
Die Ableitungen der RP-Funktionen lauten
0 _ _
G = 1T W et
p—1
= 1+ P wlp p—1/p
(wy + wy)
p—1
— 14+ d

-1

(varraz)’

p—1
T e
Yuwl + wh
Diese sind natiirlich fiir (w1, ws2) # (0,0) beschrankt. Fiir die Grenzwertbetrachtung werden
die Gewichtsfunktionen in Polarkoordinaten dargestellt.

. -1
iRPﬂU _ 14 rsin ¢ P
Ow1 {/rP sin P 4 1P cos pP
_ 14 . rsin @ p-l
|| ¢/sin P + cos pP
sin p-l
= 14 (e .
{/sin P + cos pP
Der Betrag dieses Ausdrucks ist fiir r — 0 zwar nicht eindeutig, aber beschrinkt. |
Satz 3.9

Die R{%-Funktionen besitzen einen beschrdnkten Gradienten.
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Beweis:
Ist m gerade, so lautet die Ableitung

0 pmru _ [ (@it we)” £ (w0 —wp)™ e (f+g) >0
dw; ¢ —(w1 +wa)™ £ (w1 —wo)™ fiir (f+g)<O0

Die Ableitungen koénnen also keine Singularitdten bilden. Fiir m ungerade ergibt sich das
entsprechende Ergebnis. |
3.3 Zusammenfassung aller Eigenschaften

In den Kapiteln 2 und 3 wurden umfassend die Eigenschaften der verschiedenen R-
Funktionen beleuchtet. An dieser Stelle werden alle Eigenschaften nochmals zusammen-
gefasst, um einen kompakten Uberblick zu ermoglichen.

[ Funktions-System [Ro | Ri [Ra [ RE ] RE | RP ]
Differenzierbarkeitsordnung in 2 || co | 0 0 oo |m—1 00
im Ursprung 0 0 0 m |m—1 0
Ordnung der Normalisiertheit 1 oo | 1 0 0 (p—1)
Aquivalent zur Abstandsfunktion || O O O - - O
Beschréankter Gradient U U U U g

Abbildung 3.1: Eigenschaften der R-Funktionen

Abschliefend lésst sich also sagen, dass nur die Funktionen in R und R die web-
Eigenschaften nicht erfiillen und somit fiir das in Kapitel 1 geschilderte Problem nicht
eignen. Alle amderen Funktionsfamilien besitzen die geforderten Eigenschaften.

Allerdings werden bei anderen Problemen auch andere Anforderungen gestellt. So wird
in [Str02] fur die Losung des Plattenproblems Gewichtsfunktionen benétigt, die statt 1.4
die Bedingung

VeeQ: wx)=d(z,0)?

erfiillen. Hierfiir wéren beispielsweise die Funktionen in R™ mit m = 2 geeignet.
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Kapitel 4

Grundlagen fiir die
Implementierung

Die Uberlegungen der letzten Kapitel eignen sich fiir die Umsetzung eines Programms,
das die Kombination von Gebieten und die daraus resultierenden Gewichtsfunktionen ver-
waltet und berechnet. Die Aufgabenstellung, die nun in den néchsten Kapiteln behandelt
werden soll, ist konkret die Erstellung eines Editors, der die Eingabe von Gebieten und
deren Kombinationen erlaubt und auf Grund dieser Daten die passenden Gewichtsfunk-
tionen errechnet. Des Weiteren ist die Randkurve des neu entstehenden Gebietes fiir die
Integration in Kapitel 1 von entscheidender Wichtigkeit.

Diese Arbeit betrachtet Quadriken als berandende Kurven. In diesem Kapitel wird
erliutert, wie die Quadriken elegant dargestellt und verarbeitet werden kénnen und wie
die Gewichsfunktionen auf den entstehenden Gebieten zu handhaben sind. Des Weiteren
werden noch die Grundlagen geschaffen, um die Randkurven darzustellen, zu berechnen
und zu verarbeiten.

4.1 Quadriken und Gewichtsfunktionen

Eine Quadrik kann auf verschiedene Weisen dargestellt werden. Hier soll nun erldutert
werden, welche Darstellung gew&hlt wurde und wie die Randkurve dazu errechnet werden
kann.

4.1.1 Darstellung der Quadriken

Eine Quadrik im euklidischen n-dimensionalen Raum lisst sich auf verschiedene Arten
darstellen.

Definition 4.1 (Quadrikformen)
Die Koordinatenform einer Quadrik lautet

n n
Z i T;T; -I-QZbZSL‘Z +c¢ =0, (41)

ij=1 i=1
wobei a;; = aj; gelten muss. Mit x = [z1,...,2,]7, A = (a;;)|ij=1,..n und b= [b1,...,by]

ldsst sich dies in der Matrixform als

F(x)=xTAx +2bx4+c¢=0 (4.2)

45
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schreiben.
Die homogene Matrixform liefert die Zusammenfassung der Terme in (4.2) zu

T
F(X)=XT [‘2 bc ] X =0 (4.3)
N———
=Q
mit X = [z1,...,7,,1]7T.

Die neu entstandene Matrix @ ist natiirlich symmetrisch. Die Koordinaten, die hier ein-
gefithrt wurden, entsprechen natiirlich den homogenen Koordinaten aus der projektiven
Geometrie.

4.1.2 Bestimmung der definierenden Matrizen allgemeiner Quadriken

Bei einer Quadrik in Normalform ist @) eine Matrix in der Grundform (vgl. Kapitel 5). Eine
allgemeine Quadrik erhilt man durch das Anwenden euklidischer Bewegungen auf diese
Grundform. Bei der Implementierung wurde fiir jede Quadrik ein Satz an euklidischen
Bewegungen definiert, der sich einfach aus den Eingabedaten errechnen ldsst.

Fiir die Transformation der definierenden Matrizen werden folgende Koordinatensy-
steme verwendet.

Definition 4.2
Sei () die Normalform der definierenden Matrix @) einer Quadrik,

XQXT = 0 (4.4)

XQxXT = o, (4.5)
X die Koordinaten des Koordinatensystems beziiglich dessen die Matrix die Normalform
annimmt, X die euklidischen Koordinaten und T eine Transformationsmatrix die X in X
tiberfiihrt

X =TX.
Bemerkung 4.3
Fir die Transformation der definierenden Matrix der Quadrik gilt

XQXT =
(TX)Q(TX)"
X(TQTHXT = 0

woraus mit (4.5)

TQTT = Q (4.6)
&Q = T7'QUI")! (4.7)

folgt.

Ein Punkt in homogenen Koordinaten hat die Form

Prom = [W{L‘ wYy W] .
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Die inhomogene Form bestimmt sich dann natiirlich als
Pinp = [{L’ y] :

Die bekannten euklidischen Bewegungen in zwei Koordinaten werden hier auf homogene
Koordinaten erweitert.

Definition 4.4
Die euklidischen Bewegungen werden mit Ty, die projektiven mit Tj,,, bezeichnet. Die
Abbildung

'R — R?
[z y wl = 3 4]
wird Inhomogenisierung genannt.
Translation: Die Verschiebung um einen definierenden Vektor v = [v1, v2]

x = Vinn(X) = [Z1 + v1, T2 + v (4.8)

kann mittels Matrixoperation als

B 1 0 U1 B
X=WVom(X):=1]0 1 vy X (4.9)
0 0 1

geschrieben werden.

Rotation: Es werden hier nur Drehungen um den Ursprung betrachtet. Wie allgemein
bekannt ist, lautet die Operatormatrix fiir den definierenden Drehwinkel ¢

. cos(¢) —sin(¢) 0]
X = Rpom(X) := |sin(¢) cos(¢) 0] X. (4.10)
0 0 1

Skalierung: Hier werden Skalierungen in beiden Dimensionsrichtungen erforderlich sein.
Diese lauten fiir den definierenden Skalierungsfaktor «, bzw. 8

3 a 0 0 ~
X=5X):=]0 1 0|X (4.11)
(0 0 1}
bzw.
) 1 0 0]
X=5,/(X):=10 8 0|X (4.12)
0 0 1}

Bemerkung 4.5
Die Skalierung des Gewichtes

1 0
S, =10 1
0 0

2 O O
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kann auf eine Skalierung der beiden Komponenten zuriickgefiihrt werden:
I(SZ ([93 Y W]T)) = I([z Y ’yw})
x Y T
]
T
= T <[%x %y w} >
= 1 (S’xSy [x Y W]T>

Scherung: Die Scherung um den definierenden Scherwinkel ¢ ist ebenfalls wohlbekannt

. 1 tan(y) 0]
X=XwnX)=10 1 0X (4.13)
0 0 1

Satz 4.6
Die Homogenisierung und die Transformationen eines Punktes sind kommutativ in dem
Sinne, dass

I'oThom =Tinno 1.

Beweis:

Alle oben definierten Bewegungen lassen das Gewicht unveréindert, da in der dritten Zeile
jeder Bewegungsmatrix der dritte Einheitsvektor steht und somit nur das Gewicht ein-
gerechnet wird. Aufler bei der Translation gilt fiir die Darstellung der Anwendung einer
Bewegung also

a1 aiz 0| |wx
Thom(X) = [a21 a2 0| |wy (4.14)
0 0 1 w

bzw.

a1 agz| |y

T (x) = [all alz] [w}_

Somit ergibt sich

I(Thom(X)) =1 | anywx + awy | =

a11WT + a12wWy <
w

a1« + a12y>
a1 + a2y

und

Tinn(I(X)) [anx + auy]

21T + a2y
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4.1.3 Grundformen der Quadriken und notwendige Transformationen

Jede Quadrik wird durch eine symmetrische Matrix definiert. Dies impliziert sechs Frei-
heitsgrade.

C
(&

Q=

o o Q

b
d
e f

Allerdings lasst sich stets ein Eintrag auf eins normieren, wie sich aus der impliziten
Darstellung (4.4) ergibt

0 = XTQX
1
s 0 = -XTQX
a

1 a b c
s 0= -XT|b d e|X
a
c e f
1 b ¢
s 0 = X'\ d e| X,
¢ e f

wobei 0.B.d.A. der Eintrag a # 0 als Normalisierungsfaktor ausgewahlt wurde. Es ergeben
sich also fiinf Freiheitsgrade. [BKGH97] kann entnommen werden, dass die Determinanten

b
A = |b d e (4.15)
c e f
a b
5= |, d‘ (4.16)

Invarianten bzgl. Koordinatentransformation sind und eine Kategorisierung der Quadriken
erlauben.
Fiir die einzelnen Quadriken ergeben sich die nun folgende Fille.

Spezialfall Gerade Hier gilt A = 0. Die Gerade hat nur drei Freiheitsgrade. Die An-
wendung einer Rotation und einer Translation auf die definierende Matrix einer
"Einheitsgeraden’

o o O

0
1
0

o O O

liefert also schon alle moglichen Geraden.

Parabel Die Normalform der Parabel lautet y — 22 = 0, das bedeutet, dass die definie-
rende Matrix die Grundform

-1.0 0
Q=10 0 3 (4.17)
0 50
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besitzt. Zuséitzlich gilt 6 = 0 also aj1a99 — a%z = 0 oder 0.B.d.A. a11 = a%z/azg. Es
steht also ein weiteres Argument fest. Die verbleibenden vier Freiheitsgrade werden
schliefllich durch Drehung (1), Translation (2) und Skalierung (in einer Koordina~
tenrichtung)(1) festgelegt.

Ellipse Die Normalform der Ellipse lautet 1 — 2% — y? = 0, also muss die definierende

Matrix
-1 0 O
Q=10 -1 0
0 0 1

lauten. Hier gilt § > 0, also kommen keine weiteren FEinschrankungen zum Tragen,
weshalb also fiinf Freiheitsgrade abgedeckt werden miissen. Dies geschieht durch
Translation (2), Drehung (1) und Skalierung in beiden Koordinatenrichtungen (2).

Hyperbel Die Normalform der Hyperbel lautet 2y — 1 = 0, das bedeutet, dass die
definierende Matrix die Grundform

0
0 (4.18)
~1

Q=

o= O
O ON=

hat. Ebenso wie bei der Ellipse stehen auch hier fiinf Freiheitsgrade zur Verfiigung,
die wegen der einfacheren Verarbeitung hier mit der Translation(2), Scherung(1),
Rotation(1) und Skalierung (mit demselben Skalierungsfaktor in beiden Kooordina-
tenrichtungen) (1) gewéhlt werden.

4.1.4 Gewichtsfunktion der Quadriken

Nachdem nun die implizite Darstellung der Quadriken eingefiihrt wurde, liegt die Frage
nach Gewichtsfunktionen auf der Hand. Diese lassen sich fiir Quadriken sehr leicht finden.

Satz 4.7 (Gewichtsfunktion einer Quadrik)
Die definierende Gleichung jeder Quadrik
]T

F(a:,y):[x Yy 1]@[3; y 1 (4.19)

ist eine strikte Gewichtsfunktion.

Beweis:

Es ist wohlbekannt, dass die Nullstellen einer Quadrik die oben genannten Figuren sind.
Dabei gibt es (entartete Félle ausgenommen) keine isolierten Nullstellen, vielmehr teilt das
Nullstellengebilde den Raum in zwei Teile. Da die definierenden Gleichungen polynomial,
also insbesondere stetig und die Nullstellen (nichtentartet!) stets einfach sind, folgt die
Behauptung, dass F' innerhalb eines Gebietes streng positiv ist und auflerhalb streng
negativ. |

4.1.5 Kombination der Quadriken

Die Gewichtsfunktionen der Quadriken lassen sich nun mit den in Kapitel 2 betrachteten
R-Funktionen auf elegante Weise kombinieren.
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Abbildung 4.1: Die Gewichtsfunktion auf der Schnittmenge dreier Kreise

Beispiel 4.8

Wie schon im Beispiel 2.2 sollen hier drei Einheitskreise miteinander geschnitten werden.
Schon dieses einfache Problem fiihrt auf eine beachtliche Gewichtsfunktion, die in Abbil-
dung 4.1 dargestellt wurde.

Ry = 1—m2—y2
Ry = 1—2%—(y—1)?
Ry = 1—(z—1)%—y>

Ry = Ri+Ry—+vVRi+ Ry
Rs = R3+ R4y—+/R3+ Ry

>Ry = 1-322-3y2+20+2y— /—222 + 22 — 22 + 2y —

\/1—3x2—3y2+2x+2y—\/—2x2+2x—2y2+2y

Insbesondere die Berechnung der Ableitungen ist alles andere als trivial und nicht fiir eine
Automatisierung geeignet. Aus diesem Grund wird in Kapitel 5.1 ein besserer Weg fiir die
Verwaltung gewéhlt.

4.2 Berechnung der Randkurve

Fiir die Berechnung der Integrale in der Galerkin-Matrix werden die Randkurven der
Gebiete bendtigt, tiber die integriert wird.

4.2.1 Definition der Bézierkurven

Die Randkurve des Gebietes 2 wird aus stiickweise gebrochenrationalen quadratischen
Bézierkurven aufgebaut. Sie stellen eine Erweiterung der Bézierkurven dar.

Definition 4.9 (Definition der Bézierkurven)
Mittels

bR () = (") #i(1 — )ni

]
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wird durch
Bt = Poi()
i=0

eine Bézierkurve definiert, wobei die P; = [P;; Pj9] die Eckpunkte eines Kontrollpolygons
darstellen. Eine gebrochenrationale Bézierkurve hat die Gestalt

2o Piwab}(t)
> i Wib} (t)

mit den Gewichten [[;",w; # 0.

c(t) (4.20)

Bemerkung 4.10

Die Bézierkurven werden auf ¢ € [0, 1] eingeschriankt, was durch die Wahl der Kontroll-
punkte jederzeit moglich ist. Des Weiteren sind Bézierkurven und somit auch gebrochenra-
tionale Bézierkurven invariant gegeniiber Bewegungen. SchliefSlich ist noch zu bemerken,
dass die b]'(t) eine Basis der Bézierkurven bilden. Die Beweise hierfiir - sowie weiterfithren-
de Betrachtungen, auf die hier nicht eingegangen werden kann - konnen in [Rei98, Rei99]
oder in [HL89] bzw. [dB78] gefunden werden.

4.2.2 Darstellung von Quadriken mittels Bézierkurven

Im weiteren werden hilfreiche Zusammenhénge zwischen Quadriken und Bézierkurven be-
handelt, welche die gemeinsame Einfithrung dieser beiden Objekte rechtfertigen.

Satz 4.11
Fiir jede beliebige quadratische Kurve

C:R — R3
x(t)
t— |y(t)
w(t)

existiert eine nichtentartete Quadrik Q, die (4.4) erfiillt.

Beweis:
Es gilt
4 .
cwTQC(t) => la,..., ',
i=0

wobei ;(a, b, c,d, e, f) geeignete Linearkombinationen der Eintriige der definierenden Ma-
trix Q sind. Dieses Polynom soll nun laut (4.4) Null sein, also miissen die Koeffizienten [;
allesamt verschwinden. Dies fithrt auf fiinf Gleichungen bei sechs Unbekannten, es existiert
also eine nichttriviale Losung, welche die gesuchte Quadrik liefert. |

Satz 4.12
Jede quadratische rationale Bézierkurve ist Teil einer Quadrik.
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Beweis:
Die Bézierkurve lésst sich in homogenen Koordinaten als
()] [Si Pawibi ()
Ct) = |y(t) | = | iy Pawib?(1)
w(t) > o wib3(t)

schreiben, denn

Jede Komponente ist also eine quadratische Kurve und mit Satz 4.11 existiert eine Qua-
drik, sodass (4.4) erfiillt ist. Das heifit, dass die Bézierkurve die definierende Gleichung fiir
alle ¢t € [0, 1] erfiillt, sie also in dem Kegelschnitt liegt. [ |

Die quadratischen Bézierkurven stellen also eine Untermenge der Quadriken dar. Der
folgende Satz zeigt die Umkehrung der Inklusion, weshalb sie sich besonders fiir deren
Darstellung eignen.

Satz 4.13
Jeder Teil einer nichtentarteten Quadrik lédsst sich als rationale Bézierkurve darstellen.

Beweis:
Die Quadriken konnen mittels Hauptachsentransformation auf eine der Normalformen
> +22—-1=0, 2y —1 = 0 oder y — 22 = 0 gebracht werden. Fiir diese kénnen ele-
mentare Bézierkurven angegeben werden (s. Kapitel 4.2.3). Die Riicktransformation der
Bézierkurven liefert die allgemeine Quadrik, da diese invariant beziiglich affinen Bewegun-
gen ist. |
Also ist die Menge der Quadriken gleich der Menge der durch rationale Bézierkurven
darstellbaren Kurven. Die nun folgenden Satze werden fiir die Umwandlung der Quadriken
in Bézierkurven benétigt.

Satz 4.14 (Tangenten an Quadriken)
Die Tangente an die Quadrik mit der definierenden Matrix Q im Punkt [z¢ yo wo]’ ist
gegeben durch [z y w]Q[zo yo wo)T .

Beweis:
Die Randpunkte einer Quadrik erfiillen laut (4.4) die Bedingung

XTQX =o. (4.21)
Eine Tangente an die Quadrik durch den Punkt Xy kann mittels

X =Xy + aR, acR (4.22)

mit einem geeigneten Vektor R definiert werden. Die Tangente soll die Quadrik nun in
genau einem Punkt schneiden. Die Schnittpunktbedingung ((4.22) in (4.21) eingesetzt)
liefert

(Xo + aR)TQ(Xo + aR) =0

X3 QX0+ aRTQXo + aX QR+ o*RTQR = 0

X3 QX0+ aRTQXo + aX QR+ o’RTQR = 0

XTQXo 4+ 20XTQR + o> RTQR = 0,

t o ¢
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wobei die letzte Aquivalenz wegen der Symmetrie der definierenden Matrix gilt. Da X
ein Punkt auf der Quadrik ist, gilt wegen (4.21)

XIQX, = 0. (4.23)
Also folgt

XTQXo +2aX{ QR+ o*RTQR =0
& a@2XIQR+aRTQR) = 0.

Damit diese Gleichung genau eine Losung fiir « besitzt, muss @ = 0 die einzige Losung
sein. Mit

2XoQRT + aRQRT = 0
2XoQRT

& “RORT

kann dies nur fiir
XTQR =0 (4.24)

der Fall sein.
Eine Erweiterung von (4.22) um QX liefert gemeinsam mit (4.23) und (4.24)

XTQXo = (Xo+aR)"QX]
= XTOXy+ aRTQX,
= 0.

Somit ist die Behauptung bewiesen. ]

Das folgende Verfahren erlaubt die Berechnung der berandenden Bézierkurve. Drei
Punkte der Bézierkurve miissen bekannt sein. Diese werden ¢(0), ¢(1) und ¢(o0) zugeord-
net.

1. Setze P; := ¢(0) und P3 := ¢(1)

2. Bestimme P, als Schnittpunkt der Tangenten in ¢(0) und ¢(1) mittels (4.14):

Py
(P11 P2 1)Q [Pa2| =0

[Py Py 1)Q [Pa2| =0

Dies ldsst sich zu
P 1 pPr
[Pg J Q [ 12} =0 (4.25)

zusammenfiithren.
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3. Der Grenzwert der Kurve lautet
c(o0) = lim ¢(t)
t—o0

Ctm wi P (1 — )% + 2wo Pot(1 — t) + w3 Pst?
t—o0 Wl(l — t)2 + 2W2t(1 — t) + W3t2
w1 P — 2w Py + w3y P

w1 — 2wso + wg

Damit gilt

C(OO)(Wl — 2ws + W3) =w1P; — 2wo Py + w3 P3
(c(00) = Pr)wi —2(c(00) — Pa)wa + (c(o0) — P3)ws = 0.

Die Gewichte W lassen sich also als nichttriviale Losung von

c(o0) — Py T
—2(c(0) — P)| W =0 (4.26)
c(o0) — Ps
bestimmen.

4.2.3 Bézierkurven zu Quadriken in Normalform

\
\
\

\

444444444444444\.
&

~

Py

Abbildung 4.2: Unterteilung einer Ellipse in Bézierkurvenstiicke

Ellipse Die Normalform der Ellipse ist der Einheitskreis. Auf diesem werden die drei
Punkte als die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks gewiihlt (s. Abbildung 4.2).
Diese in obiges Verfahren eingesetzt ergeben

1.
P = ¢
Py = (1
P = oo)= [} 1A
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2. Diese Punkte in (4.25) eingesetzt ergibt

0
PT
ERVRIEE (K
22 1
~1 1P2T_O
b ol

P = [1 V3.

3. Alle Punkte lassen sich schliellich in (4.26) verwenden.

p—p 7
2Py —P)| W=0

Py —Ps

Sk
—2(=3 -3V3)| W = 0
0 —V3

= [a S a} mit a€R

gewdhlt. Wegen der Invarianz der Bézierkurven gegeniiber Bewegungen bleiben die
Gewichte erhalten, wenn man die Punkte zyklisch vertauscht. So ergeben sich die
anderen Stiicke des Kreises, indem die erste berechnete Kurve um %71’ bzw. %71 um
den Ursprung gedreht wird. Die Darstellung der allgemeinen Ellipse ergibt sich nun
also aus der Anwendung der Transformationsmatrix in (4.5).

Abbildung 4.3: Unterteilung einer Parabel in Bézierkurvenstiicke
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Parabel Die Normalform der Parabel ist die Einheitsparabel y = 22. Auf dieser werden
der Scheitel und ein weiterer Punkt gewihlt. Der letzte (Fern-)Punkt kann als Py :=
[—1,1] gew&hlt werden (s. Abbildung 4.3).

1. Die Punkte lauten also

P = c(0)=1[0 0]
Py = c(1)= [Py P3| :=[Pn Pj]
Py o= c(o0) = [-1 1].

2. Der zweite Punkt ergibt sich aus (4.25)

)

[0 0 1]_010?[1321_0
2 3 =
o <+ o ][PT
B R
31 3 2431
no= [iPa 0]
3. Fiir die Gewichte ergibt sich also
J -
—2(Py—P)| W=0
P, — Py
~1 1 4
—2(-1—1Py) -2(1-0)| W = 0
—1— Py 1- P2
-1 2+ P3; —-1— P35 .
1 -2 1—p? wo=0
was auf
W = [Q1+Pn)*8 (1+Ps)f B] mit SeR
fiihrt.

Hier wurde nun 8 =1, d.h.
W = [(1 + P31)2 (1 + P31) 1]

gewéhlt. Den zweiten Ast der Parabel erhélt man durch Spiegelung des ersten Astes,
wobei dies wegen der affinen Invarianz durch die Spiegelung der Kontrollpunkte
realisierbar ist. Die allgemeine Parabel ergibt sich - wie schon bei der Ellipse - durch
Anwendung der Transformationsmatrix in (4.5).

Hyperbel Die Normalform der Hyperbel ist die Einheitshyperbel y = % Auf dieser
werden der Scheitel und ein weiterer Punkt gewéhlt. Der letzte (Fern-)Punkt kann

als Py := [—1, —1] gewéhlt werden (s. Abbildung 4.3).
1. Die Punkte lauten also
P o= c(0)=[1 1]
Py = c(l)=] P}]:=[Pn 5]

Py = c¢(oo)=[-1 —1].
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\a

Abbildung 4.4: Unterteilung einer Hyperbel in Bézierkurvenstiicke

2. Der zweite Punkt ergibt sich laut (4.25) zu

1
11 1 ? 2 0 PF
P L1l ]2 0 0 1 = 0
S P 00 —1
1 1
ok [T -
2P 2
Py = [H—I%:; 1+P31 | °
3. SchlieBllich lauten die Gewichte
p—-p 1"
—2(Py—Py)| W=0
P, — Ps
—2 —2 T
—2(—1—-23-) 2(-1—5)| W = 0
—1— Py —1- 5=
2
-2 m(3p31+1) 1—1—P31 W o= 0
-2 2 E(P?)l"i‘l) ’

also

1+P5)? 1+P5)? :
W= [Ghly CrPaly o] mit yeR

Hier wurde nun v = 4P3; gesetzt, d.h.
W = [(1 =+ P31)2 (1 + P31)2 4P31] .
Wegen der Invarianz der Bézierkurven gegeniiber Bewegungen bleiben die Gewichte

erhalten, wenn man die Punkte am Ursprung spiegelt. Eine Darstellung der Hyperbel
liefert nun eine Anwendung der Transformationsmatrix in (4.5).
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4.2.4 Schnitt von Bézierkurven

Bei der Ermittlung von Randkurven von zu kombinierenden Gebieten werden natiirlich
der Schnitt dieser Randkurven benétigt. Die Schnittbedingung fiir die quadratischen ra-
tionalen Bézierkurven ¢(t) und d(s) lautet

c(t) =d(s) (4.27)

Dies ist eine Gleichung in zwei Komponenten mit zwei Unbekannten. Sie ist natiirlich
polynomial in beiden Unbekannten und kann deshalb in jeder Komponente auf die Form

Ay A Agg] [s°
[to tl tg] A21 A22 A23 81 =0 (4.28)
Az1 Asy Asz] [s

gebracht werden. Darauf ldsst sich nun folgendes Verfahren anwenden, wie es in [H698] zu
finden ist.

Satz 4.15 (Resultante)
Die Polynome p(s) = ao(t) + a1(t)s + aa(t)s? und q(s) = bo(t) + b1(t)s + ba(t)s* haben
genau dann eine gemeinsame Nullstelle, wenn die Resultante

apg a1 az 0

- 0 ap a1 a9
r(p,q) = det bo b by 0 (4.29)
0 by b1 by

verschwindet.

Der Beweis des Satzes ist in [vdW73] zu finden, die nun folgende algorithmische Vor-
gehensweise wird in [H698] beschrieben.

Satz 4.15 lasst sich auf (4.28) anwenden. Die Schnittpunkte lassen sich einfach durch
Nullsetzen der Determinate in (4.29) berechnen.
Diese Ermittlung der Determinaten ldsst sich noch durch Umgehung der symbolischen
Berechnung verbessern. Der Grad des Polynoms r ist maximal 8, da maximal 4 Polynome
vom Grad 2 multipliziert werden. Also ist das Polynom durch seine Werte an 9 Stellen
bereits vollstéindig definiert. Die Wahl der Stellen ist natiirlich beliebig, weshalb hier

1y = PTk/16 (430)
gewihlt werden kann. Somit gilt

2
ai(t) = > Ayt (4.31)
7=0

2

ai(ty) = Y Ajiexp(2mik/16) (4.32)
Jl=50
= ) Ajiexp(2mijk/16), (4.33)

Jj=0
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Abbildung 4.5: Sukzessive Berechnung der Randkurve beim Schnitt zweier Kreise

wobei (4.33) der diskreten Fouriertransformation des Polynoms a;(t) entspricht, mit A;; =
0 fiir j > 3. Diese lésst sich also sehr einfach und schnell berechnen. Wird nun (4.33) so-
wohl fiir a; als auch fiir b; jedes k berechnet, so ergeben sich die Werte der Resultante
7(tr). Die Auswertung an 16 Stellen statt nur an 9 wird wegen der einfacheren Behandlung
von Punktanzahlen, die einer Zweierpotenz entsprechen, gewéhlt. Eine Interpolation liefert
nun die Koeflizienten von r zuriick. Da allerdings fiir » und r; derselbe Zusammenhang
wie in (4.33) besteht, ist die Interpolation gleichbedeutend mit der inversen Fouriertrans-
formation. Also ist auch dieser Schritt wieder sehr giinstig durchzufiihren.

Als letztes berechnet man also noch die Nullstellen von 7, sortiert die nicht reellen aus
und wihlt die im Intervall [0, 1] vorhandenen aus.

4.2.5 Randkurve eines kombinierten Gebietes

Die Randkurve eines Gebietes besteht aus mehreren Bézierkurven. Fiir die Berechnung
einer Kombination von Kurven wird folgender Algorithmus verwendet.

O O W
FOEOR®

Abbildung 4.6: Sukzessive Berechnung der Randkurve bei der Vereinigung zweier Kreise
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Ausgangspunkt ist ein beliebiger Schnittpunkt, der durch systematische Auswertung
des Schnittes aller Bézierkurven ermittelt wird. Zu den beiden aus diesem Punkt heraus-
laufenden Kurvenstiicken werden die Tangenten in diesem Schnittpunkt berechnet. Die
Lage der Tangenten zueinander erlaubt die Wahl einer Kurve, auf der weiter gelaufen
wird. Bei der Schnittbildung wird bestimmt, welcher Tangentenvektor in die linke Halb-
ebene der durch den anderen Vektor aufgespannten Gerade zeigt. Dieser gehort zu dem
Kurvenstiick, auf dem weiter gelaufen wird. Die Schnittpunkte dieses Stiickes mit allen
anderen Bézierkurvenstiicken wird ermittelt. Falls mindestens ein Schnittpunkt vorhan-
den ist, wird weiter verfahren wie zu Beginn. Liegt kein weiterer Schnittpunkt auf dem
Kurvenstiick, so muss auf das néchste Kurvenstiick gesprungen werden, auf dem dann
wieder die Schnittpunktbestimmung durchgefiihrt wird. Dies wird solange wiederholt, bis

der Startpunkt wieder erreicht wird.
3
5 6

Abbildung 4.7: Sukzessive Berechnung der Randkurve bei der Vereinigung von Kreis und
Gerade

In Abbildung 4.5 sind die einzelnen Schritte bei der Bestimmung des Schnittes zweier
Kreise, die selbst aus drei Bézierkurven bestehen, dargestellt. Die Teilkurven sind durch
die Markierungen auf den Kreisen begrenzt (vgl. Abschnitt 4.2.3). Die durch den Algo-
rithmus festgestellten Kurvenstiicke sind mitsamt Kontrollpolygon dargestellt.

In der Abbildung 4.6 ist der Algorithmus noch einmal an dem Beispiel der Vereinigung
zweier Kreise dargestellt. Die Vereinigung zweier Gebiete wird mittels AUB = (A NB¢)¢
auf die Schnittbildung zuriickgefiihrt, wobei A® das Komplement von A ist.

Bei dieser Vorgehensweise muss noch beachtet werden, dass wahrend der Konstruktion
auch nicht berandete Gebiete entstehen konnen (siehe Abbildung 4.7). Falls obiger Algo-
rithmus also auf einer Bézierkurve durch den Rand des Darstellungsfensters tritt, so wird
der Algorithmus am Rand abgebrochen und die gesamte Berechnung im urspriinglichen
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Startpunkt nochmals gestartet, allerdings in umgekehrter Richtung, um den 'Beginn’ der
Kurve, die in diesen Schnittpunkt miindet, zu berechnen.

In Abbildung 4.7 ist der Startpunkt an der Unterseite des Kreises zu erkennen, von
dem aus die Randkurve nach oben entlanggelaufen wird. An der oberen Fenterseite ange-
kommen, wird beim Startpunkt erneut riickwérts gestartet.



Kapitel 5

Umsetzung der Grundlagen

Nachdem in Kapitel 4 die Grundlagen fiir die Implementierung erldautert wurden, soll
in diesem Kapitel die eigentliche Umsetzung dargestellt werden. So soll die Berechnung
der definierenden Parameter von Quadriken aus Punkten, die sich einfach interaktiv ein-
geben lassen, ermoglicht werden. Auch eine Matrizenformulierung des Schnittes zweier
Bézierkurven fiir eine effizientere Berechnung wird hier gefasst. Schlieilich wird noch der
QBE vorgestellt, in dem die Erkenntnisse des letzten Kapitels umgesetzt wurden.

5.1 Implementierung der Gewichtsfunktion

In der Implementierung wurde der Ansatz gewahlt, dass eine Funktion erzeugt wird, welche
die Gewichtsfunktion realisiert. Die Ableitungen werden mittels automatischer Differen-
ziation weitergefiihrt.

Bemerkung 5.1
Allgemein gilt fiir die Ableitung einer R-Funktion fiir m > k&,

o " a" am a"

—R, (R, R) = —R —R —R —R;. 5.1

af" m( k> l) 6fn mRleafn k+8gn mRk’Rlafn l ( )
Also konnen beliebige Ableitungen auf Ableitungen von R-Funktionen mit niedrigerem
Index zuriickgefiihrt werden. Ebenso bietet sich die Moglichkeit, in jedem Schritt auch
alle Ableitungen mitzuberechnen, wodurch sich Ableitungen von Funktionen mit einem
hoheren Index mithilfe dieser Ableitungstabelle’ einfach berechnen lassen.

Das folgende Beispiel, das bereits in Abschnitt 2.2 eingefiihrt wurde, soll dies verdeutlichen.
Mit der Einfithrung der R-Funktionen steht nun ein Kalkiil bereit, das die automatische
Berechnung der Gewichtsfunktionen erlaubt.

Beispiel 5.2
Es wird hier also Beispiel 2.2 wieder aufgegriffen.

R = 1—1:2—y2

Ry = 1—(z—1)%—y?

Ry = 1—2°—(y—1)?

Ry = Ri+Ry—+/(Ri+Ry)
Rs := R3+Ry—/(R3+ Ry)

63
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Die ersten drei Funktionen definieren Gewichtsfunktionen auf drei Kreisen, die letzten
beiden realisieren den Schnitt dieser drei. Die Ableitungen werden mittels 5.1 schrittweise
berechnet, es ergibt sich also folgende Berechnungskette fiir die Ableitungen erster Ord-
nung

R = 1—a2—¢?
0
= - _9
aale *
0
—Ry = -2
Dy 1 Y
Ry = 1—(z—1)2—¢*
0
Z Ry = —21+42
o 2 T+
0
—Ry = =2
By 2 Y
Rg = R1+R2—\/R1+R2
8 w1 8
L. <1 N —> L.
2 2
ox Vw? + w2 11 wrFa ox
0
(1 + 7%> SRy
w1 +w2 w1=R1, wa=Rs
Ry 0 Ry 0
= 1+———R+14+———Ry
V R} + R3 0x R} + R3 0z
0 w1 0
dy Vi +wi )| e n Jy
<1 + 7%> 9 p,
Wi T W wi1=R1, wa=Rg

1+ %ém +1+4 %QRQ,

VR + R30y VR2+ R3Oy
wodurch nicht jede Ableitung symbolisch berechnet werden muss, sondern rekursives Ein-
setzen zum Ziel fithrt. Die Gewichtsfunktion wird dariiber hinaus natiirlich stets auf einem
Gitter ausgewertet, weshalb jede der oben genannten Funktionen auf Matrizen angewandt
wird (wobei jede Operation als komponentenweise Operation aufzufassen ist). Das letzte
in der Kette stehende R,, ist die Gewichtsfunktion auf 2 ausgewertet an den Punkten, die
in x und y vorgegeben werden.

Bemerkung 5.3
Da die Differenziation stets symbolisch durchgefiihrt wird, sind auch die Ergebnisse der
Ableitungen von R,, bis auf die iiblichen Rundungsfehler akkurat.

5.2 Implementierung der Objekte

Bei der Implementierung werden nur Quadriken verwaltet. Diese werden mittels ihrer defi-
nierenden Matrix gespeichert. Diese Matrix wird wie in Kapitel 4.1.2 geschildert ermittelt.
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Fiir die Implementierung wurden verschiedene Bewegungen fiir jeden Quadriktyp gewé&hlt,
die gut mit den einzugebenden Daten im Editor harmonieren.

Fiir die Berechnungen werden an dieser Stelle noch ein paar Schreibweisen definiert, um
eine kompakte Darstellung zu ermoglichen.

Definition 5.4
Seien v, w € R?. Das Skalarprodukt der beiden Vektoren ist das bekannte euklidische
Skalarprodukt

d
(v,w) := Zviwi
i=1
mit der induzierten euklidischen Norm

[v| == /(v,v).

Die orthogonale Projektion von v auf w ist durch

(v, w)
Puw(v) == ww
gegeben.
SchlieBlich sei an dieser Stelle noch der Einheitsvektor
E = [1 O]
definiert.

Die Definition von P, (v) entspricht der bildlichen Vostellung der Othogonalprojektion
des Vektors v auf w.

Gerade

Eingabe zwei Punkte P, P, auf der Geraden

Berechnung der Matrizen P; wird als Verschiebungsvektor gedeutet, d.h. der
definierende Vektor der Translationsmatrix lautet

V= [Pl PQ] .

Der definierende Drehwinkel ergibt sich aus der Lage des verschobenen Punktes
P, gegeniiber der x-Achse.

P, = vlp

|E| V1P| V1P

wobei Winkel iiber 7 natiirlich gesondert behandelt werden miissen.
Ellipse

Eingabe Mittelpunkt P;, Endpunkt einer Halbgeraden P, und ein weiterer Punkt
P3, dessen Projektion auf die zweite Halbachse deren Endpunkt vorgibt
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Berechnung der Matrizen Die Verschiebung wird wie bei der Gerade durch P;
vorgegeben.

v= [Py P

Die beiden Vektoren, die die Halbachsen darstellen, seien

hy = P—P

hQ = P3 - Pl.
Die Entfernung von P; zu P gibt die Streckung in Richtung der ersten Halb-
achse an.

o = |P1 — P2|

Die Entfernung der Projektion von P5; auf he zu P; ergibt den definierenden
Streckungsfaktor in Richtung der zweiten Halbachse.

B = |Pny(P3) — P

Die Lage des transformierten Punktes Pj liefert schliefSlich noch den Drehwin-
kel.

(E, V—1P3>> — arccos <(E, V—1P3>>

# = arccos (\E| VoI V1D,

Parabel

Eingabe Scheitel P;, ein Punkt P, auf der Symmetrieachse und ein beliebiger
Punkt P3; auf der Parabel

Berechnung der Matrizen Die Translation ist durch den Scheitel vorgegeben.
v= [Py Py

Die Rotation folgt aus der Symmetrieachse

-1
¢ = arccos (%)

und die Skalierung entspricht dem Verhéltnis der Komponenten des transfor-

mierten Punktes P := R~'T~'P;
Py

o = —=—
Py

Hyperbel

Eingabe Schnittpunkt der Asymptoten P;, ein Punkt P, auf der Symmetrieachse,
ein Punkt Ps auf einer Asymptote und schliellich ein beliebiger Punkt P4 auf
der Hyperbel selbst.



5.3. IMPLEMENTIERUNG DER BERECHNUNG DER RANDKURVEN 67

Berechnung der Matrizen Die Verschiebung wird wieder einmal durch P; defi-
niert.

v= [Py P

Der Punkt P wird so gewéhlt, dass er auf der rechten Seite der Symmetrieachse
liegt; falls notwendig, wird P3 an der Symmetrieachse gespiegelt.
Der definierende Rotationswinkel ist durch die Lage der Asymptote definiert.

¢ = arccos 7<E’V71P3> = arccos 7<E’V71P3>
|E| [V ~1P5] [V-1P3]

Fiir die Scherung wird der Winkel zwischen zweiter Asymptote und y-Achse
nach der Translation und Rotation benétigt. Dazu kann die Symmetrieachse
herangezogen werden, da sie den Offnungswinkel der Asymptoten halbiert.
Der Winkel zwischen Asymptote und x-Achse nach Anwendung der Verschie-
bung und der Rotation ist Null, da diese Bewegungen ja genau dafiir gew&ahlt
wurden.

Der Winkel zwischen Symmetrieachse und x-Achse ist schliellich

-— ar <E7R71V71P2>
L i= arccos RTV-1P,|

Also berechnet sich der definierende Scherwinkel zu
T
=——2u.
=g —2u
Der Skalierungsfaktor liasst sich schliellich noch aus Py berechnen, da er wie

bei der Parabel das Verhéiltnis der beiden Koordinaten des transformierten
Kurvenpunktes ist.

a=L0=|X"18-1V-1p]

5.3 Implementierung der Berechnung der Randkurven

Die Schnittbedingung, die in (4.27) defniert wurde, lautet ausgeschrieben

b%(t)wOPO + b% (t)w1P1 + b%(t)wng
b%(t)wg + b%(t)wl + b%(t)'[UQ
(t — 1)2w0P0 + t(t — 1)w1P1 + t2w2P2
(t — 1)21110 + t(t — 1)w1 + t2w2
(’LU()P()) + (’LU1P1 — w()P())t + (’wQPQ —2u P + wOP())tQ
(wo) + (w1 - ?.U())t + (’UJQ — 2w + UJ(])tz
goP + g1 Pt + g2 Pt*
go + g1t + gat?
hoQ + h1Qt + haQt?
ho + hit + hot2 '

c(t) =

und d(s)



68 KAPITEL 5. UMSETZUNG DER GRUNDLAGEN

mit
T
G = [90 a1 g2
= [wo —2wq + 2wy w0—2w1+w2]T
1 0 O] |wg O O
= -2 2 0 0 w 0
1 -2 1 0 0 we
= FW
und
T
H = [ho h1 hg]
= [Uo —2v9 4+ 2v1 vy — 2v1 + UQ]T
= FV

Desweiteren wird noch eine Matrix der Punkte aufgestellt

. Foi
P = Py,
Py

womit sich je eine Komponente von (5.2) und (5.2) zu
TFWT"P
Ci(t) = T rowT
TFWHE
bzw.

(F VT Qi)TsT
(F VT E)TST

dl(s) =

ergibt. Dies alles in (4.27) eingesetzt fithrt zu

ci(t) = di(s)
TFW Pt (FVQHTsT
TFWE (FVE)TST
TFWPH(FVE)'ST = TFWEFVQH)TST
T (FW) (P'ET — EQ'T) (FV)T) ST = o0,

welches die Matrix A in (4.28) darstellt.

5.4 Der QBE

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde ein Programmpaket erstellt, das die Umsetzung
dieser Sachverhalte darstellt. Der Editor, der in MATLAB programmiert wurde, heiflt QBE,
eine Abkiirzung fiir Quadric Boundary Editor. Er erlaubt die grafische Eingabe von Qua-
driken und deren Kombinationen und berechnet die zugehorigen Gewichtsfunktionen und

Randkurven.
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s | I 1 ! I n | 1 L I
s 4 =3 -= - o 1 2z 3 4 5

Abbildung 5.1: Das Hauptfenster des QBE

5.4.1 Das Hauptfenster

Wird der QBE aus Matlab heraus gestartet, so wird das Hauptfenster geoffnet, das in
Abbildung 5.1 zu sehen ist. Das Hauptmenii enthélt die Untermeniis Datei, Vereinigung,
Schnitt, Differenz und Gewichtsfunktion, die im Folgenden erldutert werden sollen.

5.4.2 Das Menii Datei

In Abbildung 5.2 sind die Unterpunkte dieses Meniis dargestellt. Die Eintrége bieten die
folgenden Moglichkeiten.

Abbildung 5.2: Das Untermenii Datei

Neu
Loscht eventuell vorhandene Gebiete und ermdglicht den Neubeginn einer Eingabe.

Datenstruktur speichern
Ein vorhandenes Gebiet kann hier gespeichert werden. Alle notwendigen Datenstruk-
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turen werden in ein einzugebendes File geschrieben.

Datenstruktur laden
Eine Datei kann hier eingelesen werden und erlaubt somit die weitere Bearbeitung
eines zuvor erstellten Gebietes.

QBE beenden
Beendet den QBE

5.4.3 Die Meniis Vereinigung, Schnitt und Differenz

Diese Meniis sind in Abbildung 5.3 dargestellt. Sie bieten die Moglichkeit, jeweils die Ver-
einigung, den Schnitt oder die Differenz des bestehenden Gebietes mit Halbebene, Ellipse,
Parabel, Hyperbel bzw. mit einem vordefinierten Gebiet zu berechnen. Nach Anwéhlen
eines dieser Punkte erscheint in der Titelleiste die weitere Vorgehensweise fiir die Eingabe.

Abbildung 5.3: Das Untermenii Vereinigung als Beispiel fiir die Operatormeniis und das
Untermenii Gewichtsfunktion

5.4.4 Das Menii Gewichtsfunktion

Nachdem ein Gebiet erstellt wurde, kann in diesem Menii die zugehorige Gewichtsfunktion
erstellt werden. Abbildung 5.3 zeigt die beiden Moglichkeiten, die angeboten werden.

nur erstellen
Eine Matlab-Funktion wird erstellt (web_weight rfct), welche die zu dem Gebiet
passende Gewichtsfunktion an eingegebenen Stellen auswertet. Diese Funktion wird
in das aktuelle Verzeichnis geschrieben und kann so immer wieder verwendet werden.

erstellen und plotten
Bei diesem Punkt wird zusétzlich noch ein Bild der Gewichtsfunktion erstellt, das
in einem separaten Fenster angezeigt wird.



Kapitel 6
Beispiele

In diesem Kapitel werden zunéchst die Handhabung des QBE erldutert. Es werden die
interaktive und die skriptgesteuerte Erzeugung von Gebieten ausfiihrlich erklart. Im An-
schluss daran folgt die Anwendung der Theorie in Kapitel 1, d.h. auf einem Gebiet wird
das Poisson-Problem mit Dirichlet-Randbedingungen gelost (siehe Abschnitt 1.1).

6.1 Interaktives Beispiel

An dieser Stelle soll exemplarisch ein Beispiel konstruiert werden, das alle geometrischen
Objekte verwendet, um ein Gebiet zu konstruieren. Das Gebiet ist in Abbildung 6.1 zu
sehen. Bei der Konstruktion ist zu beachten, dass zunéchst der dulere Rand konstruiert
und danach die Lécher hineingeschnitten werden sollten. Die Eingabe eines Loches, das
aus mehreren Réndern besteht, erfolgt durch die Zwischenspeicherung dieses Loches als
eigensténdiges Gebiet.

-5 L L L L L L L L L )
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Abbildung 6.1: Das Beispielgebiet in Kapitel 6.1

Als erstes wird also das Quadrat eingegeben, welches das Loch im Gebiet darstellt.

e Zunichst wird eine Halbebene erstellt, die dann durch den Schnitt mit weiteren
Halbebenen beschrénkt wird. Im Menii Vereinigung wird dies mit dem Unterpunkt

71
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mit Halbebene ermdoglicht. Der QBE erwartet die Eingabe zweier Punkte auf der
Randlinie der Halbebene, welche in diesem Beipiel bei (—2,1) und (—1,2) liegen
sollen. Die Seite, auf welcher die Halbebene liegen soll, wird mittels eines Klicks in
die linke obere Ecke ausgewihlt.

Das Quadrat wird durch den Schnitt mit drei weiteren Halbebenen durch die Punkte
(—2,3) und (—3,2) erstellt. Im Menii Schnitt wird jeweils der Unterpunkt mit
Halbebene gewdhlt und je zwei Punkte mit der Maus eingegeben. Die jeweils richtige
Wahl der Seite fiihrt auf das Quadrat.

Dieses Quadrat soll nun abgespeichert werden. Dafiir muss im Menii Datei der
Unterpunkt Datenstruktur speichern gewihlt werden, der die Speicherung der
notigen Variablen ermoglicht. In diesem Fall sollte der Dateiname ex_square.mat
gewihlt werden.

Abbildung 6.2: Gewichtsfunktion des Beispielgebietes

Nun folgt die Eingabe des Gebietes, aus dem anschlieBend die Lécher herausgeschnitten
werden.

e Zunichst muss der Arbeitsplatz mittels Datei, Neu wieder geloscht werden. Anschlie-

Bend wird die Parabel eingegeben, was durch Vereinigung, mit Parabel realisiert
wird. Nacheinander werden der Scheitelpunkt (—4,4), ein Punkt auf der Symmetrie-
achse (4, —4) und schliefllich ein Punkt der Parabel (—2,—4) gewahlt. Als letztes
wird ein Punkt innerhalb des Gebietes ausgewéhlt (z.B. (0,0)).

Als néichstes folgt der Schnitt mit der Hyperbel. Nachdem der Meniipunkt Schnitt,
mit Hyperbel angewéhlt wurde, konnen der Schnittpunkt der Asymptoten (4, —4),
ein Punkt auf der Symmetrieachse (—4,4), ein Punkt auf einer Asymptote (—2, —4)
und schlieBlich ein Punkt auf der Hyperbel selbst (3, —3) nacheinander eingegeben
werden.

Nachdem nun die Randkurve feststeht, konnen Locher in das Gebiet geschnitten werden.

e Zunichst wird das elliptische Loch in das Gebiet geschnitten. Im Menii Differenz

befindet sich der Unterpunkt mit Ellipse. Nach der Wahl dieses Punktes wird
die Eingabe des Mittelpunktes (1, —1), des Endpunktes der ersten Halbachse (0, —2)
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und eines Punktes (2, —2), dessen Projektion auf die Normale auf die erste Halbachse
durch den Mittelpunkt den Endpunkt der zweiten Halbachse darstellt (vgl. Kaptitel
5.2) ermoglicht. Die Wahl des Inneren der Ellipse fiihrt auf das gewiinschte gelochte
Gebiet.

e Zuletzt wird das oben erstellte, quadratische Gebiet entfernt. Im Menii Differenz
wird durch den Unterpunkt mit vordefiniertem Gebiet ein Dialogfenster aufgeru-
fen, das die Eingabe eines Dateinamens verlangt (hier ex_square.mat). Das Ergebnis
ist das gewiinschte Gebiet in Abbildung 6.1.

AbschlieBend kann nun die Gewichtsfunktion zu diesem Gebiet erstellt und betrachtet wer-
den. Dalfiir sollte im Menii Gewichtsfunktion der Unterpunkt erstellen und plotten
gewahlt werden. Dies erzeugt ein neues Fenster, in dem die Gewichtsfunktion wie in Ab-
bildung 6.2 dargestellt wird. In der Darstellung ist zu erkennen, dass negative Werte der
Gewichtsfunktion auf Null gesetzt werden. Andernfalls kéime es aufgrund der polynomia-
len Abnahme der Gewichtsfunktion auflerhalb des Gebietes zu betragsméBig sehr grofien
Ausschliagen, was die Qualitéit der Darstellung stark verschlechterte.

6.2 Beispiel ohne Interaktion

Alle Funktionen des QBE kénnen auch in Skriptform aufgerufen werden. Dazu dienen unter
Anderem die Befehle gbe_script_ell, ...para, ...hyp und ...plane. Diese Funktionen
akzeptieren die definierenden Parameter, rechnen sie in definierende Matrizen um und
fithren die Gebietskombination und die Randberechnung durch.

Obiges Beispiel lautet als Script also:

1 gbe_script_init;

2 gbe_script_plane([-2,1], [-1,2], OpType_union);

3 gbe_script_plane([-1,2], [-2,3], OpType_intersec);

4 gbe_script_plane([-2,3], [-3,2], OpType_intersec);

5 gbe_script_plane([-3,2], [-2,1], OpType_intersec);

6 gbe_script_save(’temp.mat’);

7 gbe_script_init;

8 gbe_script_para([-4,4], -3/4xpi, [-2,-4], OpType_union);
9 gbe_script_hyp ([4,-4], pi/2, 0, [3,-3], OpType_intersec);
10 gbe_script_ell ([1,-1], sqrt(2x1°2), sqrt(2*1°2), pi/4, OpType_diff);
11 gbe_script_load(’temp.mat’, OpType_diff);

[
N

gbe_script_end;

Die erste Zeile ist lediglich fiir Initialisierungen notwendig. Die folgenden vier Zeilen
definieren die Halbebenen (iiber zwei Punkte, die auf der trennenden Geraden liegen), die
spater das quadratische Loch bilden werden. Zeile sechs speichert dieses Quadrat in dem
File "temp.mat’. Die néchste Zeile sorgt fiir einen Neustart. Daraufhin wird in den Zeilen
acht bis zehn die &uflere Randkurve mittels Parabel, Hyperbel und Ellipse konstruiert.
Zeile elf Schneidet das Quadrat aus dem Gebiet aus und die letzte Zeile plottet das Er-
gebnis.
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Die Skriptfunktionen eigenen sich insbesondere fiir exakte Eingaben, die in einer Datei
abgelegt und somit einfach bearbeitet werden konnen. Fiir genauere Angaben iiber die
Skriptfunktionen sei auf Anhang A oder auf [HAB™] verwiesen.

6.3 Losung des Poisson-Problems

In diesem Abschnitt wird das Poisson-Problem mit Dirichlet-Randbedingungen gelost, wie
es in (1.1) definiert ist.

—Au = 1 in Q,
u = 0 auf 9.

Als Gebiet €2, auf dem das Problem gel6st wird, dient das oben definierte. Die Gewichts-
funktion die zum Einsatz kommt, ist die automatisch durch den QBE generierte bei der die
Funktionen in Ry zum Einsatz kommen. Die Lésung wird mittels im web-Projekt erstellter
Funktionen gefunden. Die Hauptfunktion lautet web_poissongl_sol, das auf einige Un-
terfunktionen zuriickgreift. Fiir eine detailliertere Beschreibung der Funktionsweisen sei
auf [HAB™] verwiesen.

Die Losung ist in Abbildung 6.3 zu sehen.

Abbildung 6.3: Losung der Poissongleichung

Im Gegensatz zur Gewichtsfunktion in der Abbildung 6.2 hat die Losung deutlich
entschérftere Grate. Dies entspricht erstens der Eigenschaft einer Losung des Poisson-
Problems und ist zweitens eine Folge davon, dass Splines als Finite Elemente gewé&hlt
wurden.

6.4 Rechenzeiten fiir R-Funktionen

Die R-Funktionen aus Kapitel 2 wurden implementiert und getestet. Die Laufzeiten dieser
Funktionen werden in diesem Abschnitt prisentiert.

Alle Berechnungen wurden in MATLAB (Version 6.1.0.450 (R12.1)) durchgefiihrt. Als
Rechner diente ein AMD Athlon XP1800+ Prozessor mit 1024MB Hauptspeicher.
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Definiert wurden die Gebiete
n
Q= J{z eR: Jz - (5,0)| < 1},
i=1

also die Vereinigung von Einheitskreisen mit Mittelpunkten auf ganzzahligen Abschnitten
einer Koordinatenachse. Diese Gebiete wurden durch sukzessive Kombination der Kreise
gebildet und in dem Quadrat

Gi={reR*:-1<z <1,-1<z <1}

ausgewertet.

[oe]
T

~
T

()]
T

[¢)]
T

=

Rechenzeitin s

5 10 15 20
Anzabhl der vereinigten Kreise

Abbildung 6.4: Absolute Rechenzeiten fiir verschiedene R-Funktionen
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Abbildung 6.5: relative Rechenzeiten

Abbildung 6.4 zeigt die absoluten Rechenzeiten. Dabei steht e fiir Funktionen aus Ry,
x steht fiir Ry, mit m = 2, o fiir R,, p = 2 und schliellich ¢ fiir R, m = 2 Der
erwartete lineare Verlauf ist leicht zu erkennen. Es zeigt sich ein leichter Rechenzeitvor-
teil der Ro-Funktionen, gegebiiber den R™- und R,-Funktionen, die praktisch gleichauf
liegen. Der Unterschied betrigt Durchschnittlich etwa 5%. Grofler, ndmlich ca. 18%, ist
der Unterschied zwischen den Rechenzeiten der Ro-Funktionen und denen aus R¢r. Diese
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Berechnungen wurden fiir m = p = 2 durchgefiihrt.

In Abbildung 6.5 ist der Unterschied der Rechenzeiten nochmals deutlicher zu sehen.
Hier wurden nur die Steigungen der Geradenstiicke geplottet. Sie zeigen die Néhe von
R™ zu R, und die Unterschied zwischen den anderen Funktionsfamilien noch deutlicher.
Der leichte Anstieg der Graphen in diesem Diagramm macht deutlich, dass es sich bei
den Rechenzeiten doch nicht um eine perfekt lineare Entwicklung handelt. Die geringe
Steigerung kommt wahrscheinlich durch eine komplexere Speicherverwaltung bei vielen
Gebieten zustande.



Kapitel 7

Visualisierung der Eigenschaften

In diesem Kapitel werden die Eigenschaften, die in den Kapiteln 2 und 3 gezeigt wurden, vi-
sualisiert. Die unterschiedlichen R-Funktionen werden auf geeeignete Gebiete angewandt.
Dies ermoglicht beispielweise die einfache Veranschaulichung der Nichtdifferenzierbarkeit
in Ecken.

7.1

Differenzierbarkeit in Ecken

An dieser Stelle soll ein einfaches Gebiet mit einer Ecke betrachtet werden (siehe Abbildung

7.1).

O = {(z,y) eR:2 >0}
Q = {(z,y) eR:y>0}
Qq = Q1N

Abbildung 7.1: Das Gebiet €, als Schnitt der Gebiete €21 und €

77
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Als Gewichtsfunktionen auf den Grundmengen wird

wi(z,y) =y, we(z,y) ==z

gewéhlt. Diese werden nun mit allen R-Funktionen zu einer Gewichtsfunktion auf €,
kombiniert.

e Funktions-System R;

Das einfachste System.
R1" = min(z,y).

Im Bild zeigt sich die Nichtdifferezierbar-
keit auf der ersten Winkelhalbierenden.
Somit ist natiirlich auch im Ursprung die
Differenzierbarkeitsordnung gleich Null.

e Funktions-Systeme Ry und R,
Die Funktionensysteme enthalten die

Schnittfunktionen

R"=z+y—Va2+y?
und
R" =z 4y — (2P +yP)H?

Die entstehenden Bilder d&hneln sich sehr,
weswegen hier nur eines abgebildet ist. Es
l4sst sich in der Abbildung kein Grat fest-
stellen. Die in den Sétzen 2.20 und 2.29
bewiesene Nichtdifferenzierbarkeit im Ur-
sprung ist leicht an der auftretenden Spit-
ze zu erkennen.

e Funktions-Systeme R{' und R

Die Funktionen in R{* sind ebenso wie
diejenigen aus R4 selbst in Ecken m-fach
differenzierbar. Dies wurde in den Séitzen
2.25 und 2.36 gezeigt. In der Abbildung
ldsst sich in Folge dessen weder ein Grat
noch eine Spitze feststellen. Die Bilder der
beiden Funktionsfamilien dhneln sich wie-
der so sehr, dass nur eine Abbildung an
dieser Stelle angefithrt wird.
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7.2 Normalisiertheit

Eine Gewichtsfunktion ist nach Definition 2.15 normalisiert, wenn die Bedingungen 2.4
und 2.5 gelten. Anschaulich kann eine Funktion, die quadratisch oder von noch héherer
Ordnung gegen den Rand konvergiert, nicht normalisiert sein, da die Ableitungen nicht
verschwinden wiirden. In den folgenden Bildern wurden die Gewichtsfunktionen an der
ersten Winkelhalbierenden aufgeschnitten, damit die Abnahme zum Rand hin besser zur
Geltung kommt.

e Funktions-System R;

Die Gewichtsfunktionen auf den ur-
spriinglichen Gebieten €23 und s ent-
sprechen den Abstandsfunktionen, daher
ist auch w die Abstandsfunktion auf (.
Diese ist natiirlich vollstdndig normiert
(vgl. Satz 2.18). Im Bild zeigt sich dies
durch den linearen Verlauf zum Rand hin.

¢ Funktions-System R

Laut Satz 2.22 sind die Funktionen in R,
normiert von der Ordnung 1. Das bedeu-
tet, dass sie linear in den Rand laufen. An
Ecken tiberlagern sich natiirlich die linea-
ren Verldufe und ergeben auch einen li-
nearen Verlauf in die Ecke hinein, wie in
der Abbildung zu sehen ist.

e Funktions-System R,,

Schon in Bemerkung 2.26 wurde dieses
Beispiel betrachtet und gezeigt, dass die
Gewichtsfunktion nicht normalisiert ist.
In der Abbildung, in der R,, fir m =
2 dargestellt wurde, ist die quadratische
Abnahme in der Nihe der Ecke leicht zu
erkennen.
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e Funktions-System R,

In der Abbildung, die R, fir p = 4
darstellt, ist die lineare Anniherung an
den Rand deutlich zu sehen, die bereits
in Satz 2.31 gezeigt wurde. Die Tatsa-
che, dass die Gewichtsfunktion zur Ord-
nung p — 1 = 3 normalisiert ist; ldsst sich
natiirlich nicht in der Abbildung beobach-
ten.

e Funktions-System R}

Die Funktionen in RS #hneln denen in
R weitgehend. So ist auch die in der
Abbildung dargestellte Funktion (m = 2)
nicht normalisiert, wie schon seit Satz
2.37 bekannt ist.

7.3 Sonderfille

Bei der Konstruktion der Gewichtsfunktionen von kombinierten Gebieten sind ein paar
Sonderfille zu beachten, die in Abschnitt 4.1.4 noch nicht angesprochen wurden.

08

o

Abbildung 7.2: Ein Gebiet mit einer Nichtdifferenzierbarkeit im Innern
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e In Kapitel 2 wurden die Differenziationseigenschaften der verschiedenen R - Funktio-
nen untersucht. Dabei wurde stets davon ausgegangen, dass die zu kombinierenden
Gewichtsfunktionen ausreichend glatt sind (vgl. Einfithrung Kapitel 2.3). Anderer-
seits wurde in Satz 2.20 gezeigt, dass eine Gewichtsfunktion, die mittels R¢ erzeugt
wurde, in einem Schnittpunkt der zugehorigen Gebietsrdnder nicht differenzierbar
ist. Liegt dieser Schnittpunkt nun in einem anderen Gebiet, mit dem das bestehende
vereinigt werden soll, bleibt diese nicht differenzierbare Stelle erhalten (s. Abb. 7.2).

0

Abbildung 7.3: Die Vereinigung zweier Gebiete erzeugt Nullstellen in Innern des Gebietes

e Eine weitere in Kapitel 2 gezeigte Eigenschaft stoft bei Nichtbeachtung der Voraus-
setzungen auf ihre Grenzen: Werden zwei Gebiete )1, (o vereinigt, deren Schnitt
nur Randpunkte beider Gebiete enthélt (siehe Abbildung 7.3), dann erhilt die Ge-
wichtsfunktion auf dem vereinigten Gebiet 2 Nullstellen an Punkten, die im Innern
des Gebietes liegen.

Diese inneren Nullstellen kénnen durch zusétzliche Vereinigung mit einem geeig-
neten Gebiet eliminiert werden. Allerdings ist dabei die Nichtkommutativitdt der
R-Funktionen zu beachten! Wird zu obiger Vereinigung ein Kreis hinzugefiigt, so
bleibt, wie oben erwihnt, die Nichtdifferenzierbarkeit erhalten (siehe Abbildung 7.4
links). Die Vertauschung der Vereinigungen (£2; wird zuerst mit dem Kreis vereinigt,
danach mit €2) liefert das gewiinschte glatte Ergebnis (siehe Abbildung 7.4 rechts).

e Bei der Kombination von Gebieten ist zu beachten, dass sich diese Operationen unter
Umsténden vermeiden lassen. Als Beispiel diene hier die Vereinigung von zwei Krei-
sen. Ist der Kreis 27 im Kreis {29 enthalten, so ist die Vereinigung gleich €)5. Diese
Operation kann also schlicht iibergangen werden, was deutliche Berechnungsvorteile
bringen kann (siehe Abschnitt ). Im QBE sind solche Vereinfachungen nicht enthal-
ten, da sie mit aufwindigen In-Out-Test verbunden wiren. Ebenso kénnen durch
wiederholte Kombination von Gebieten komplexe begleitende boolesche Funktionen
entstehen, die unter Umsténden vereinfachbar sind. Auf die Vereinfachung kann hier
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Abbildung 7.4: Gewichtsfunktionen bei unterschiedlichen Kombinationsreihenfolgen

nicht eingegangen werden, allerdings findet sich in [Bon77] eine gute Referenz fiir
dieses Problem.



Anhang A

Kurzbeschreibung der Programme

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Programme des QBE-Paketes kurz vorgestellt.
Sie stellen eine Umsetzung der R-Funktionen dar und wurden auf der Grundlage der in
Kapitel 4 und 5 vorgestellten Zusammenhénge inplementiert. Eine ausfiihrlichere Beschrei-
bung findet sich in [HAB™].

A.1 Datenstrukturen
Die zentralen Datenstrukturen sind:

WEB_BOUNDARY
Dies ist eine (n x 1)-cell-Variable zur Speicherung der Gebietsrinder. n ist die Anzahl
der Randkurven des Gebiets.
WEB_BOUNDARY{k} ist ein (m x 1)-struct-Array. m ist die Anzahl der Bézier-Segmente.
Die Struktur besteht aus den Eintrégen:
degree: double (1 x 1): Grad der Bézierkurve
points: double ((degree+1) x 3): Kontrollpunkte, immer in rationaler Form angege-
ben. In jeder Zeile steht ein homogener Kontrollpunkt in der Form (wx, wy,w). Die
Randkurven sind mathematisch positiv orientiert, d.h. das berandete Gebiet liegt
auf der linken Seite der Kurven.

WEB_SET
Dies ist eine (1 x 1)-struct-Variable zur Speicherung von Gebieten und deren Kom-
binationen.
Die struct-Variable umfasst die Felder:
set: 1 x n cell: Beschreibung der Grundgebiete
op: m X 3 double: Beschreibung der Kombinationen

WEB_SET.set ist (1 x n)-Cell von symmetrischen (3 x 3)-Matrizen. Jedes Element
Q der Cell reprisentiert den Rand einer Quadrik in der Form XQX ' = 0 mit
X = [z y 1] (siehe auch 4.1.1).

WEB_SET.op ist (m x 3)-Matrix. Jede Zeile der Matrix entspricht dem Tripel (Ope-
rator, Argument 1, Argument2), wobei Operator aus der Menge (OpType_union,
OpType_intersec, OpType_compl OpType_diff) gewihlt werden muss. Ist ein Ar-
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gument negativ, so bezeichnet es eines der Grundgebiete, ist das Argument positiv,
so bezeichnet es ein Kombinationsgebiet.

A.2 Programme

Die wichtigsten Programme des QBE-Pakets:

gbe

gbe_

Diese Funktion ist zwar der Start des QBE, erstellt allerdings lediglich das Hauptfen-
ster und initialisiert das Menii (vgl. Kapitel 5.4), in dem alle Befehle zur Verfiigung
gestellt werden.

add_set

Diese Funktion erméglicht die Kombination des aktuellen Gebietes mit einer anzu-
gebenden Quadrik.

Die Quadrik wird einfach in WEB_SET aufgenommen und die Operatormatrix ent-
sprechend angepasst. Nur im Falle der Hyperbel wird diese zuerst noch mit einer
Halbebene geschnitten, damit nur ein Ast der Hyperbel beriicksichtigt wird.

Diese Funktion wird von allen Quadrik-Eingabe-Funktionen (gbe_ellipse usw.) auf-
gerufen.

gbe_bez_bound_comb

Die Kombination von Randkurven ist die weitaus komplexere Aufgabe als die Be-
rechnung der Gewichtsfunktion. Diese Funktion ist das Herz dieser Aufgabe.

Sie realisiert den Algorithmus in Abschnitt 4.2.5. Von den Spezialfillen einmal abge-
sehen werden hier alle Kurven miteinander geschnitten (mit Hilfe von gbe bez_sec)
und die resultierenden Schnittpunkte nacheinander entlanggelaufen.

Eine Vielzahl von Sonderfillen miissen allerdings auch beriicksichtigt werden, so
zum Beispiel die Handhabung von nicht geschlossenen Fldchen oder das Einfiigen
von Lochern.

gbe_bez_sec

Die Funktion gbe_bez_sec berechnet die Parameterwerte aller Schnittpunkte zweier
quadratischer rationaler Bezierkurven.

Bei zwei nichtlinearen Kurven wird das Gleichungssystem c(t) = d(s) wie in Ab-
schnitt 4.2.4 umgeformt und mittels gbe_quad_solve gelGst.

gbe_bound_plot

gbe_

Plottet ein Gebiet, das durch eine Kurve aus quadratischen Bezierkurvenstiicken be-
randet ist.

Zunichst werden auf der Kurve Auswertunspunkte ermittelt, dann wird getestet, ob
die Kurve geschlossen ist. Falls dies nicht zutreffen sollte, so werden die Randpunkte
des augenblicklichen Fensters hinzugefiigt, sodass ein 'unbeschrinktes’ Gebiet ge-
zeichnet wird.

complement

In der Funktion gbe_add_set wird aus Griinden der Vereinfachung nur die Schnittbil-
dung realisiert. Alle anderen Funktionen lassen sich mittels dieser und der Komple-
mentbildung darstellen . Die Funktion qbe_complement errechnet das Komplement
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eines Gebietes, indem die Operationen auf den Grundgebieten angepasst werden und
die berandende Kurve umgekehrt wird.

gbe_ellipse, gbe_halfplane, gbe_hyperbola, gbe_parabola
Diese Funktionen werden direkt aus dem Menii des QBE aufgerufen. Sie realisieren
die interaktive Eingabe von Quadriken, wie sie in Abschnitt 5.2 beschrieben ist. Die
Funktionen realisieren genau diese Transformationen um die Darstellung allgemeiner
Quadriken zu erhalten.

gbe_io_diag
Wird bei den Funktionen gbe_ellipse usw. das bestehende Gebiet mit genau ei-
ner Quadrik kombiniert, so ermoglicht die Funktion gbe_io_diag die Speicherung
eines Gebietes. Somit kénnen in einem Zwischenschritt Gebiete gespeichert werden,
die dann spédter mit einem anderen, ebenfalls bereits kombinierten Gebiet verrech-
net werden konnen. Dies erweitert also die Kombinationsmoglichkeiten des QBE von
sukzessiven Berechnungen auf beliebige Kombinationen.

gbe_params_to_def_...
Diese Funktionen ermdglichen die Berechnung der definierenden Matrizen aus den
definierenden Parametern. Die Umrechnung erfolgt nach den in Abschnitt 5.2 erlduter-
ten Zusammenhingen.

gbe_plot_weight
Erzeugt einen Plot der Funktion, die in web_weight rfct abgelegt ist. Negative
Werte werden als Null gezeichnet. Die Gewichtsfunktionen in dieser Arbeit (z.B.
Abbildung 6.1) wurden alle mit diesem Programm erstellt.

gbe_predef_obj

Diese Funktion erméglicht das Einlesen eines zuvor abgespeicherten Gebietes. Die-
ses wird mit dem bisher bestehenden Gebiet kombiniert. Daher stellt die Funktion
eine Erweiterung von gbe_ellipse usw. dar, welche eine Umsetzung von beliebigen
Kombinationen ermdoglicht.

Das vordefinierte Objekt wird eingelesen, der Struktur WEB_SET hinzugefiigt und
schliefflich wird die neu entstandene Randkurve aus aktuellem und vordefinierten
Gebiet berechnet.

gbe_quad_solve
Die Funktion gbe_quad_solve ermittelt die reellen Losungen einer biquadratische
Gleichung in zwei Dimensionen, wie sie z.B. in (4.27) gegeben ist.
Die Gleichung wird mittels Satz 4.15 und den folgenden Bemerkungen gelost, indem
die Resultante berechnet und ausgewertet wird.

gbe_script_init
Die Funktionenfamilie gbe_script_. .. erméglicht die sciptgesteuerte Erzeugung von
Gebieten. gbe_script_init erfiillt dabei die notwendigen Initialisierungsaufgaben
und sollte vor Benutzung der weiteren Funktionen dieser Familie aufgerufen werden.

gbe_script_ell, gbe_script_hyp, gbe_script_para, gbe_script_plane
Diese Funktionen stellen die scriptgesteuerte (interaktionsfreie) Erstellung von Ge-
bieten und deren Gewichtsfunktionen dar. Durch Angabe der definierenden Parame-
ter (siche Abschnitt 4.1.3) und einem booleschen Operator wird die entsprechende
Quadrik dem bisherigen Gebiet hinzugefiigt.
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gbe_script_end
Diese Funktion erstellt mittels qbe_plot_weight einen Plot des Gebietes, das zu-
vor mit obenstehenden Funktionen erstellt wurde. Es bildet somit den natiirlichen
Abschluss der gbe_script_. .. Funktionen.

web_weight rfct_create
Das eigentliche Kernstiick der Erstellung der Gewichtsfunktion eines Gebietes.
Die definierenden Matrizen der Quadriken werden aus der Struktur WEB_SET ausge-
lesen und nach dem Verfahren in Abschnitt 5.1 in eine Tabelle eingetragen, welche
die sukzessive Berechnung der Gewichtsfunktion und ihrer Ableitungen erméglicht.
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