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Zusammenfasssung

In technischen Anwendungen treten hauf£g Probleme der mathematischen Physik
auf, die mittels analytischer Methoden entweder gar nicht, oder nur sehrumstandlich
gelost werden konnen. Da ein reales Problem ohnehin nur innerhalb gewisser Feh-
lertoleranzen betrachtet werden kann, eignen sich N @&herungsmethoden zur Ldsung
von Differentialgleichungen wie z.B. das Finite Dif ferenzen-oder die Finite Element-
Verfahren (beide lassensich sehr ef£zient mit dem Computer umsetzen). Dur chge-
setzt haben sich in der Praxis die Finiten Elemente, die in Anlehnung an die klas-
sischen Konzepte von Ritz und Galerkin von den Ingenieuren Argyris, Martin und
Clough begriindet wur den.

Im ersten Teil dieser Arbeit werde ich zun&chst einen kurzen Uberblick (iber Stan-
darddiskr etisierungsverfahren geben- Ritz-Galerkin-V erfahrenund das Verfahren der
Finiten Elemente (FEM) - um dann auf die web-Methode zu sprechenzu kommen, ei-
ne neue Methode, deren Vorteile zum einen in der einfachen Gittergenerierung (die
web-Methode benutzt im Gegensatz zu Standardmethoden ein gleichmaRiges Git-
ter von Quadraten), zum anderen in der oft schnelleren Konvergenz im Vergleich zu
Standard FEM-Verfahren liegt. Anders als die bekannten FEM-Verfahren arbeitet die
web-Methode nicht mit stlickweise linearen Hutfunktionen bzw. Polynomen héheren
Grades, sondern mit kubischen B-Splines, welche mit einer geeigneten Abschneide-
funktion w multipliziert werden, wobei geeignetbedeutet, dass sie zum einen den
Gebietsrand moglichst gut approximiert, so dassagilt:

w(X) 0 8X 2@
hier w(X)< 0 8X 2 - (1)
w(X)>0 8X 2-

zum anderen, dass sie glatt Uber das Gebiet gespannt ist. Bedingung (1) ist im All-
gemeinen nicht notwendig, in unserem Fall aber recht nttzlich, da sie auf eine glatte
Fortsetzung aussethalb des Gebietes- fihrt. Eine mogliche Gewichtsfunktion

z

w(X)i 1= dsp

@ kX i P(s)k?

wir d daher - dies ist der zentrale Teil dieser Arbeit - auf ihre Brauchbarkeit hinsicht-
lich der web-Methode Uberpr tift werden.

Im praktischen Teil meiner Diplomarbeit wird esdann darum gehen, die Gewichts-
funktion an einzelnen Stellen auszuwerten, und diese mittels Quasiinterpolanten zu
approximier en. Dabei wir d eswichtig sein, die nétigen Integrationen dur ch efEziente
Verfahren mit einer moglichst hohen Genauigkeit (vor allem in den Randpunkten)
dur chzufiihren. Das Hauptpr oblem liegt dabei darin, dass der Kehrwert, Uber den
die Gewichtsfunktion deg£niert ist, in den Randpunkten eine Polstelle aufweist, wo-
bei geradein diesen Punkten eine hohe Genauigkeit erwuinscht ist. Dies erfordert eine
Anpassung des numerischen Integrationsverfahr ens.


http://www.web-spline.de
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dist(X)
w(X)

Symbolerklarung

Geglattete Abstandsfunktion (hier oft als euklidischer Abstan(kverwendet)
Gewichtsfunktion Uber einem Gebiet - ; hier meist w(X )i * = @ W
Gebiet

Rand des Gebietes-

Inneresdes Gebietes-

Stei£gkeitsmatrix

Raum der Testfunktionen

endlich-dimensionaler Unterraum von V

Basisdes RaumesV,, bestehendaus Testfunktionen

Bilinearform zur Variationsformulier ung von Lu = f ) a(u;v) = (f;v)
Sobolev-Raummit Funktionen uin L»(-) , die schwacheAbleitungen
@\ fur alle j® - m besitzen.

u2 H™ mit kompaktem Trager

H1-Norm

H 1-Halbnorm

Euklidisches Skalarprodukt

9c:f - cgmit cunabhangig von h. Analog °

f1gundf©g

B-Spline Basisfunktion vom Grad m mit dem Trager [U;j ; Uj+m+1)
Splineraum tber - zur Knotenfolge U = (u;); mit Grad n

Dif ferentialoperator zweiter Ordnung, z.B.L(v) := j div(pr v) + qv
Raum dey Testfunktionen

kvkgz == a(v;v) 8 v2V,die Energienorm



Kapitel 1

Standarddiskretisierungsverfahren

1.1 Rayleigh-Ritz-Galerkin-V erfahren

1.1.1 Vorbemerkungen

Bevor wir mit dem eigentlichen Verfahren beginnen kdnnen, muss noch etwas Vorar-
beit geleistet werden. Betrachtenwir die Dif ferentialgleichung

Lu=1f auf -
u=g aufdemRand @
P:g2 C(=) mit p(x) > 0; q(x), O
wobei der Differentialoperator durch
L(v):=jdiv(prv)+qgv

gegebenist. Diese Formulier ung beinhaltet die am hau£gstenbehandelten Modellf alle
Laplace-, Poissonund Helmholtz-Gleichung. u bildet vom De£nitionsbereich - nach
ab.Im Allgemeinen kann man sich darauf beschranken, Probleme der Art

Lu=f auf -
u=0 aufdemRand @

mit homogenen Randdaten zu betrachten. Fihrt man namlich eine beliebig glatte
Fortsetzung g der inhomogenen Randdaten ein, so kann u auch geschriebenwerden
als

u=t+g Mt g=g 8 x2@:

Eingesetzterhalt man:

j div(pr u)+ qu=f
i div(pr (e+ @)+ q(er+ g) = f
, i div(pr &)+ qu= l‘ +div([)zr &) i q? mt =0 8 x2@

=f
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Dies wir d fur die weiteren Betrachtungen von erheblichem Vorteil sej.
Das L 2-Skalarprodukt seinun wie gewohnt defniert durch (u;v) ;== _ uv. Gilt Lu =
f mit u = 0auf dem Rand, sowir d u auch die Gleichung

(Lu; v) = (f;v) 8 v2V (1.1
erfullen. V seidabei eine Teilmenge des Raumesder Testfunktionen G .

Vi=Hg=fviv2HY() ~ v(x)" 0 8 x2@g:

Dasfolgende Lemma zeigt, dass(1.1) sich als symmetrisches Variationspr oblem schrei
ben lasst.

Lemma 1.1.1. L ist ein symmetrischeOperatorauf demDe£nitionsbeeichV, und esgilt
(u;L(v)) = (L(u);v) 8 uvza2Vv

Beweis:.. Beweisenlasstsich dies mittels partieller Integration. Im Mehrdimensiona-
len entspricht dies der Verwendung des Satzesvon Green (nebenbei bemerkt soll-
te dafir der Rand des Gebietes- , @ , stlickweise glatt sein und die Kegelbedin-
gung erfullen, das heif3t: die Innenwinkel der Gebietseckenseien positiv, sodassman
einen Kegel mit positivem Scheitelwinkel soin - verschiebenkann, dasser die Ecken
beruhrt).

(viLu) = %v;f)
= v[jdiv(pr u)+qu] dx
zZ Z
i vdiv(pr u) dx+ vqu dx
z z - z
rvpru dxi @v dF + vqu dx; wobei

e @,
7 =0

[pr vr u+ gvu] dx (1.2

9@

= n(r u)

(Lu; v) wegen Symmetrie (1.3)
O

Die rechte Seite (1.3) ist fur alle v 2 V defniert und liefert uns eine symmetrische

Bilinearform:
Z

a(u;v) = [pr ur v+ quv] dx: (1.4)

Damit erhalt man die schwache Formulier ung (unter Voraussetzung der Symmetrie
aquivalent zur Variationsformulier ung J(u) = %a(u; wi F(u)! min) desProblems

au;v) = (f;v)y=F(v) 8 v2V (1.5)



10 KAPITEL 1. STANDARDDISKRETISIERUNGSVERFAHREN

mit der Bilinearform a und dem Funktional F im Dualraum V©°

Um die Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Problems (1.5) zeigen zu kénnen
(dies ist gleichbedeutend mit der positiven De£nitheit von a(:;:)), bendtigen wir die
Poincaré-Friedrichs-Ungleichung:

Theorem 1.1.1(Poincaré-Friedrichs-Ungleichung). Sei- in einern-dimensionaleiirfel
W derKantenknges enthalten.Dann ist

z

kvk , - sjvi; 8
Z x =
beziehungsweise Vv?dx = s — — dx

Beweis:. (vgl. [1] S.29)
G (-) liegt dicht in H3(-) . Esgenugt daher, die Ungleichung fir v 2 G zu zeigen.

X1
V(X1; X250 05Xn) = V(0;X2; 100 Xp) + @V(t; X2; 10, Xp) dt (1.6)
0

Der Randterm verschwindet nach Voraussetzung, und die Cauchy-Schwarz'scheUn-
gleichung liefert

le ZXl
V(X)j2 - 12dt j@v(t; x2;:1:%0)j2 dt
2, z3
12dt  j@v(t; x2;:::;xn)j2dt
Ofz} O
=s

Integrier e nun die Ungleichung. Da die rechte Seiteunabhangig von x4 ist und damit
wie eine Konstante behandelt werden kann, folgt
Z Z W Z,, 1
V(x)j%dxy - s j@v(txa:iixn)i2dt dxg
0 0 0
S
=2 j@v(x1;Xz;:iixn)jfdxg
ZO
S
s j@v(x)j®dx;
0

SchliefZlich wir d tber alle Koordinaten integriert.
Z z
jvidx - s> j@vj2dx
w w Z
X
j@vj? dx
1 j-n w

= §%jvj?



1.1. RAYLEIGH-RITZ-GALERKIN-VERF AHREN 11

Damit haben wir das Handwerkszeug, um die positive De£nitheit der Bilinearform
zeigen zu kdnnen. Aus der De£nition wissen wir, dass

Lu = j div(pr u) + qu:

Setzein die Bilinearform (1.4) ein, wobei pp := minfp(x); 8 x 2 - gund k eine ledig-
lich von der Gebietsgrol3e abhangige Konstante sein soll.

Z
ja(u;u)j = pjr uj*+ qudx
Z Z
= pru?dx+ qu?dx
Z - Z
. pru?dx, po ru’dx
z H [P
Po . a dx

) % _ u?dx = %kukfz (Poincaré-Friedrichs)

Die Bilinearform ist alsoV -elliptisch. Zeige nun die Stetigkeit von a, alsodassja(u; v)j -
k kuk kvk, wobei aufgrund der Stetigkeit eine obere Schrankep; fir pund g fir g
existiert. Esseiaul3erdem s := max(py ;1 ).

Z 4 -
— prurv+  quv—
> —-

— rurv—+q

ja(u; v)j

!

" P1 uv

- s(kr uk, kr vk, + kuk, kvk,)  (Cauchy-Schwarz)
S(jujy1jVig1 + kuky o kvko)

- Ss(kuky1 kvky 1 + kuky 1 kvky i)

2skuk1 kvky, 1

Damit ist gezeigt, dassdie Bilinearform stetig ist. Das Funktional F (v) lasstsich dann
wie folgt abschatzen:

N

F(u= fu dx

!

jJE(uj=—- fu

- kf k, kuk, (Cauchy-Schwarz)
: rf{Jéz fj Ujy: (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung)
=C

- Ckuky:
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F ist also auch ein stetiges Funktional, und somit sind die Voraussetzungen fur das
Lemma von Lax-Milgram gegeben.Damit folgt die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung.

Lemma 1.1.2(Lax-Milgram). Sei(V; (¢ 9) einHilbertraum, a(¢ ¢ einepositivde£niteBi-
linearformund F 2 V%einlinearesFunktional. Dann gibt eseineeindeutigeLdsungu 2 V,
sodasgilt:

a(u;v) = F(v) 8v2V

Der Beweis diese Lemmas kann in den meisten Standard-FEM-Werken (siehe auch
[1], [2], [4] ) nachgelesenwerden. Da z.B das Riesz'sche Darstellungstheorem ver-
wendet wir d, welches aus Gruinden der Vollstandigkeit wiederum bewiesenwerden
musste,verzichte ich an dieser Stelle auf den Beweis, da dies zum einen der Systema-
tik nicht zutraglich ist, zum anderen zum Verstandnis der folgenden Kapitel nichts
Wesentlichesbeitzutragen vermag.

1.1.2 Das eigentliche Verfahren

Der Raum Hj ist ein unendlich-dimensionaler Raum. D.h. die Beziehung a(u;v) =
(f;v) ist einer numerischen Berechnung nicht zuganglich. Deshalb werden wir jetzt
eine Diskr etisierung durchfihren, also nur endlich viele Testfunktionen einsetzen.
Dies lasst sich auch fiir eine groRe Anzahl noch recht gut mit dem Computer be-
rechnen.

Nehmen wir nun einen endlich-dimensionalen Funktionenraum V, %2 V. Die Idee
des Verfahrensist, ein us 2 V, zu suchen, sodal’

a(us;v) = (f;v) 8v2V, a.7)

Konkr et berechnet wir d dies, indem man sich zunachst eine Basis aus Testfunktio-

i=1 U A gesucht. Seiweiter

Kij = a(A; A)
Fi=(f;A) i=1:::n
U= (Yp);

wobei K = (K ) die sogenannte Stei£gkeitsmatrix de£niert. Dann ist die L 0sung des
LGS

KU = F (1.8)

aquivalent zur Losung desmit Gleichung (1.7) verbundenen Problems, wie unschwer
nachzurechnenist.

Theorem 1.1.2. Seif 2 L?(-) , dannhatdieGleichung(1.7) eineeindeutigd_dsung.Wobei
anzumerkerist, dassim endlichdimensionaleRall - wie hier - Eindeutigkeitund Existenz
aquivalentzueinandersind.
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Beweis:. Betrachtedas zu (1.7) aquivalente System(1.8).
Annahme: Esgibt eine 2 V; o6 0mit zugehdrigem U (dem Koeff£zientenvektor),
sodassgilt

KO=0

P : .
Seiw = i Ui A Aus der Aquivalenz von (1.7) zu (1.8) folgt, dass

a(t;A)=0 8 und damit (1.9)
Uja(t; A) = 0
. = a0 A)
a(th U A) = a(te) = 0
j z
atht) = (r )2
) re=0

tr ist also konstant. Da wir aber nach Voraussetzung wissen, dasstjg ~ 0 folgt da-
mit, dassv ~ 0. Damit ist die Annahme widerlegt, und es folgt die Existenz und
Eindeutigkeit der L6sung. O

Trotz Eindeutigkeit stellt sich aber die Frage, ob die erhaltene Lésung ug tiberhaupt
Sinn ergibt, sprich, ob die Losung us den Fehler bezliglich einer zum Raum V ver-
traglichen Norm minimiert. Dies sollen die folgenden Betrachtungen klaren.

Der Fehler der diskretenLdsung u j us erfillt eine Orthogonalit atsrelation. Es gilt

a(uj ug;v) =0 8 v2V,
De£nition 1.1.1. Die Norm

kvke ::pm 8 v2V
wird Enegienormgenannt.

Die Energienorm ist zu der Norm auf V aquivalent. Sieerflllt als Skalarproduktnorm
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

ja(u;v)j - kukg kvke 8 u;v2V
C kukg kvke C konstant

Damit kénnen wir das folgende Lemma beweisen.

Lemma 1.1.3. Die diskreteLdsungus desProblemsninimiert denFehlerzur exakterLdosung
u in derEnegienorm.
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Beweis:. (sieheauch [2]).
Esseius die diskrete Naherungslosung zu u.

kui uskZ = a(uj us;uj Us)

a(uj us;uij v)+a(uj us;vi us) Orthogonalit atim zweiten Glied
a(uj us;uj v)

Kuj uskg kuij vkg

Fir kui uskg = O ist die Ungleichung trivial. Ansonsten ergibt sich daraus die
Abschatzung

kui uskg - kuj vkg 8 v2V,

kui uskg - inffkuj vkg :v2 Vhg
inffkui vkg :v2 Vhg- kuij uskg da us2 V

kui uskg = minfkui vkg :v2 Vhg

Dabei darf hier inf durch min ersetzt werden, denn us wir d ja tatsachlich angenom-
men. O

Wir habennun Existenz und Eindeutigkeit der diskretenLosung gezeigt, und wissen,
dasssie den Fehler minimiert. Wasnoch fehlt ist eine verniinftige Fehlerabschatzung.
Nach dem Lemma von Céagilt:

Lemma 1.1.4. Die Bilinearforma seiV -elliptisch(Hg'(- %V Y2H™(-) ) und u bzw uy
seiendie LosungerdesVariationspoblemsn V bzw in V. Dann ist

C . .
Kuj upkym - @Vhlg(/n Kuji Vhkym
wobei® die KonstanteausderV -Elliptizit atsbedingungind C ausder Stetigkeitsbedingung
ist.

Das heil3t, dassesin der Regelvon nicht geringer Wichtigkeit ist, welchen Unterraum
Vh man wabhlt. In der Praxis wir d meisten der Raum der Polynome verwendet (von
diesenwissen wir, dasssie jede stetige Funktion beliebig gut approximier en kénnen).
Dabei wir d weniger der Polynomgrad in die Hohe getrieben, sondern man verwen-
det stlickweise Polynome oder Polynome niedrigen Grades - ein Hauptmerkmal der
FEM.

1.2 Standard Finite Element Methoden

Die Finite Element-Methode (FEM) beruht wie schon erwahnt auf der zuvor bespro-
chenen Rayleigh-Ritz-Galerkin-Methode, wobei Funktionen mit genligend kleinem
Trager verwendet werden. Auf einige Besondelheiten werde ich in diesem Kapitel
eingehen. Da eshierbei nur um das grobe Verstandnis gehensoll, werde ich mich auf
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den 2D-Fall beschranken. Als Modellpr oblem soll das Poisson-Problem zum Zuge
kommen - fur andere Probleme ist die Vorgehensweiserecht ahnlich.

j¢tu=f in -
u=0 auf @
Oftmals ist nicht ganz klar, was die Bezeichnung , Finites Element’ eigentlich bedeu-
tet, ob also damit das einzelne Teilstlick von - oder die Formfunktion auf diesem,

oder die Kombination der beiden gemeint ist. Ich werde deshalb meist nicht auf die-
senBegriff zur tickgreifen, sondern versuchen, eindeutiger e Bezeichnungenzu w ahlen.

Um einen endlich-dimensionalen Unterraum der Testfunktionen zu erzeugenbeginnt
man bei der Finiten Element Metode damit, das Gebiet- in kleinere Einheiten zu un-
terteilen. Im zweidimensionalen Fall zerlegt man entweder in Dreiecke (Triangulie-
rung) oder Viereckeund zwar so, dasssie folgenden Forderungen gentgen:

De£nition 1.2.1(Zul assige Zerlegung). Die Zerlegung T desGebietes ist zulassig,
falls gilt:

(T [iKi=mitK; 2T.

(T 2) Bestehter Schnitt zweierK; ausgenaueinemPunkt, dannist dieserPunkt ein Eck-
punkt beiderDrei- bzw Vierecke.

(T 3) Bestehtder Schnitt zweierK; aus mehrals einemPunkt, dannist die Schnittmenge
einekompletteKantederjeweiligenk ;.

(T 4) Fur jedeK 2 T gilt: K ist geschlossennd dasinnerevonK ist nicht leer

* +
(T 5) SeierK 1 und K, verschiederganngilt: K1\ K, = ;.

(T 6) Hat jedesder ElementeK; einenDurchmessevon hdchstengh, dann scheibt man
auchT;, anstattT .

(T 7) Bezeichnehk denhalbenDurchmesseeinesElements,so heif3teine Zerlegung Ty
quasiuniform,wenn eseineZahl - gibt, sodassjedesElementK von Ty, einenKreis
mit Radius¥s = "< enthalt.

(T 8) Ersetztmanim vorherigenFall hx durchh soemalt manUniformitat derZerlegung.

Hat man nun das Gebiet unterteilt, so gibt esunzahlige Mdglichkeiten, auf den ein-
zelnen Teilsticken Ansatzfunktionen zu erklaren. Dazu aberim Folgenden mehr.

1.2.1 FEM mit Dreiecksgittern

Eine M oglichkeit ist, wie schongesagt,dasvorliegende Gebiet- in Dreieckezu unter-
teilen - also zu triangulier en. Eine besonderseinfache Methode, die den Anfor derun-
gen an eine FEM-Methode gerechtwir d wur de von Courant im Jahr1943gefunden.
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Beispiel 1.2.1(Courant). Die einfachstéoglichkeitBasiselemenigprichDreieclgepaart
mit Basisfunktion)zu £nden,ist, die Knotenpunkteeinfachin die Eckender Dreieckezu
setzen- wir erzeugerdabeisogenannteC’-Elemente also Elemente die zumindeststetige
Ubemangezum nachsterElementdarstellerkonnen.Betrachterwir deneinfacherfall, dass

D D). D).
AV AV AV
D D D
AN AN AV
D). D). D).
AV AV AV

Abbildung 1.1:Gleichmafige Triangulier ung eines Gebietes- mit Schrittweite h. Die
Knotenpunkte sind umkringelt hervorgehoben.

- ein Rechtecklarstellt,dannlaitsichsehreinfachsogareinegleichnaligeTriangulierung
mit festerSchrittweiteh vornehmenln einemsolchenFall wird der Raumder zugelirigen
Testfunktionerauchgernemit einemh im Indexgekennzeichnet

Sh=fv2 C-); v istinjedemDreiecdinearund v=0 auf @g

Da die Ansatzfunktioneninear sind, ist einv schondurch die drei EckpunkteeinesElements
eindeutigfestgelegtdennmit v 2 Sy, hatv dieFormv(x; y) := a+ bx+ cy. IstN dieAnzahl
derinnerenGitterpunkte(x;; y;), dannist einemoglicheBasisdurchf2 igl\, gegebemit

2i(Xjry) = &

Wobeidie jeweiligeBasisfunktionlinear zum nachsterKnotenpunkthin abfllt. Stellt man
sicheinelokaleSteiEgkeitsmatrixXir gin einzelneglementauf, soemibt sichmit h := 1 nach

- - i 1
Berechungdera(® ;2 ;) dieMatrix i 1 :4li 1

In der Praxis wir d etwas anders verfahren als in diesem Fall. Dieses , knotenorien-
tierte” Verfahren wie esin dem obigen Beispiel verwendet wir d, benétigt zu viel Re-
chenzeit,da zunachstdie flr den Punkt wesentlichen Dreieckeherausgesuchtwerden
mussen.

Deshalb geht man im Normalfall , elementorientiert® vor. Das heil3t, man berech-
net flr jedesElement K; 2 T den Beitrag zur Stei£gkeitsmatrix (also bei m Knoten
eine m £ m-Untermatrix der Stei£gkeitsmatrix), indem man das Dreieck K j auf ein
Referenzdreieck K ;¢ transformiert:

Qj D Krer ! Kj
ST x= Q%)
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ANVANV,
AN/ANY

Abbildung 1.2:Einzelne Basisfunktion 2 ;

Der Beitrag den das Element K; liefert kann dabei angegebenwerden mit

z
' (Kj) X
1(Kref) Ky ef k;l kO;IO

a1 (Q] Nkko(Ql )i @N; @N;

1 gibt dabei den jeweiligen Flacheninhalt an. Funktionen aus der bisherigen Basisfal-
len dabei mit den sogenannten Formfunktionen N;, also den genormten Basisfunk-
tionen des Referenzdreieckszusammen.

Damit kann aber eine neue Formulier ung fur den endlich-dimensionalen Raum der
Ansatzfunktionen angegebenwerden:

S'-;T)=fu2 H'() :ujk, = 5(Q (x):s 2 S(Krer)g

Um weiter e Freiheitsgrade zu erhalten, und damit auch Elementezu erzeugen,die C-
bzw C"-Bedingungen erfiillen kénnen, werden zusatzliche Auswertungen (Norma-
lenableitungen, n-te Ableitungen, zusatzliche Punkte) entweder an den Ecken oder
an anderen Punkten des Dreiecksvorgenommen. Die folgende Tabelle (1.4), soll einen
kleinen Uberblick geben.

Um nun eine Systemmatrix aufstellen zu kénnen, sind M ¢ Matrixelementber echnun-
gen erforderlich, wenn wir das Gebietin M Elemente und jeweils s lokale Freiheits-
grade unterteilen. Den Polynomgrad beliebig in die H6he zu treiben, wir d also nicht
gentigen, um die N&herungslésung zu verbessern. Statt dessenwir d in bestimmten
Teilgebieten des Gebietes- eine Verfeinerung des Netzes vorgenommen. Grinde fur
eine lokale Verfeinerung kénnten sein:
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Ni

X

Abbildung 1.3:Formfunktion Uber einem Dreiecks-Patch

2 Tretenim Gebieteinspringende Eckenauf, sokdnnen schondie ersten Ableitun-
gen (diese bestimmen ja mit, wie gut die analytische Losung angenahert wir d)
sehr grof3e Werte annehmen. Durch lokale Verfeinerung kann jedoch auch in
Bereichen mit hohem Gradienten der Fehler klein gehalten werden.

Beispiel 1.2.2(Einspringende Ecke vgl. [1]). Wir betrachterein Gebieim 2 mit
einspringendeEcke Das Gebietseide£niertals:

- =f(xy)2 %x?+y?< 1;x< 0 oder y> Og

Identi£ziertmanden 2 mit der GaussschenZahlenebenesoist w(z) := z5 analy-
tischin -

w(z) = z
3 -
= reft ?®
= rg(cosll gAﬂ + {sinugA‘IT
B 3 3

und derlmaginarteil u(z) := Im w(z) LosungderRandwertaufgabe

¢Cu=0 8 x;y2-

i 2 u2 1 3Ya

M =r3isin SA 0. ©. 28
u(re*) = rssin 3 >

u=0 ujg:
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Vorgabe des Funktionswertes

Vorgabe von Funktionswert und den 1. Ableitungen
Vorgabe von Funktionswert, 1. und 2. Ableitungen
Vorgabe der Normalableitung

oo -

Lineares Dreieckelement M(l,
ueCOQ)
ITes =Py, dim[Tes =3

Quadratisches Dreieckelement M(Z)
ue Q)
Iies = ,PZ, dim [Teer = 6

Kubisches Dreieckelement Mé
ue Q)
H,ef = P}, dim Href =10

Argyris Dreieck
ueCl()
Mt =Ps, dim [Tes = 21

Bell Dreieck
uecCi(Q
s C Ps, dpulyr, € Pz, dim T = 18

Hsieh—Clough-Tocher—Element
uecCl(Q)
T=U?=l K;, uIKi EP3, dim ITef = 12

VI

Abbildung 1.4:VerschiedeneDreieckselemente[1]

Dennesgilt:
X = r cosA
y=rsin A
Cux(r;A);y(r;A)) = ¢ U(r;©) mit
1 1
¢ctuU= UI’I’ + r_ZUAA+ ﬁUr

=i 2 %sinugA P A %sin“gAﬂ 2 sinugAﬂ
' 37 ' o 3 3 3
=0

Dassdie Randbedingungeringehalterwerden,ist klar, damit demVorfaktor% ledig-
lich auf den Dreiviertelskeis, skaliert wird. Aber schondieseharmonischd.dsungs-
funktion veralt sichim einspringenderEckpunktO nicht mehrgutmitig, dennwir

ethaltendurchAbleitungw{z) = %zi S.Firz! Oistalsor unichtmehrbeschankt.
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Abbildung 1.5:Einheitskreis mit einspringender Ecke

2 An einem bestimmten Punkt des Gebietesmdchte man besondersgenaue Werte
fur die Naherungsldsung erzielen.

Ublicherweise geschiehtder Verfeinerungsvorgang dur ch automatisierte Netzgenera-
toren. Wie hoch der Vernetzungsaufwand ist - und somit auch die Rechenzeit- hangt
hierbei wesentlich von der , Glattheit” des Gebietesab (genauer gesagtvon der Glatt-
heit des Gebietsrandes).Glattheit soll hierbei nicht nur die geometrische Glattheit des
Gebietesbeinhalten. Ander ungen der Randbedingungen kénnen ahnliche Effekte wie
einspringende Eckenverursachenund sind deshalb genausozu beachten.

1.2.2 FEM mit Vierecksgittern

Zerlegt man ein Gebiet- in Vierecke,dann wir d statt der Polynomfamilie
X .
Py = fu(x;y) = ckx'y*g mit t= deg(u)
0 i+k-t

die Polynomfamilie mit Tensorprodukten angesetzt
X .
Q¢ := fu(x;y) = ckx'ykg
0 ikt

deren Dimension mit P (alsoPolynome in nur einer Variablen) zusammenhangt tiber

dimQ; = 'dim(Ptl)q:z:
Das einfachste Beispiel fur ein solchesViereckselementist ein RechteckdessenSeiten
parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen. Wertet man nur an den Eckpunkten
aus, so erhalt man Ansatzfunktionen aus dem Raum Q;. Wir konnen dann fur die
Funktion auf dem Rechteckselementein 4 £ 4 LGS ansetzenmit

u(x;y) = a+ bx+ cy+ dxy (1.10)
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Enlang der Kante ist das ansonsten quadratische Polynom linear, denn wir kénnen
dort jeweils eine Variable konstant setzen.Durch die Gradreduktion am Rand ist es
méglich, stetige Ubergange zum Nachbarn zu realisieren, da immer noch geniigend
Freiheitsgrade fir die Bedingung der eigenen Zelle Gbrigbleiben.

Soreibungslos wie esauf den erstenBlick erscheintkann die Losung auf dem Viereck
aber nicht immer berechnetwerden. Nehmen wir an, unser kleines Teilstlick w are ei-
ne Rautez.B.in Form einesum 45* gedrehten Quadrates. Dann besitzt das angesetzte
lineare Gleichungssystem keine Losung.

Beispiel 1.2.3. Die WertederRauteseiergewahlt wiein Abbildung(1.6). Dann konnenwir
daszugeldrigelineare Gleichungssysteraufstellen:

0 1 01
1100 1
%1 2 1 2§C_%2§
1 1 2 2A~ " @
1010 2
|—f—)
, det(A) = 0

Damit aberhat dasSystemkeineLosungmeht

y z(1,2)=1

2(0,1)=2 2(2,1)= 2

z(1,0=1

Abbildung 1.6:Raute mit den Eckpunkten (1;0);(2;1); (1; 2) und (0; 1) wobei abwech-
selnd die Werte 1 und 2 angenommen werden.

Da wir uns also nie sicher sein kdnnen, ob wir eine Ansatzfunktion £nden, wir d ana-
log der Vorgehensweisebei Dreieckselementenein Referenzviereck de£niert, und die-
sesmitsamt den Referenz-Ansatzfunktionen auf das tatséchliche Viereck abgebildet.
Handelt essich bei dem Gittervier eck um ein Parallelogramm, so genlgt uns daftr
eine afEne Abbildung.
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Transformation einesReferenzvierecksauf ein Parallelogramm:
Zwei sich schneidende Seitenkdnnen jeweils parametrisiert werden als

®x + 1y = const
®,x + Ly = const

Transformiert man das kartesische Koordinatensystem auf das dur ch die zwei Schen-
kel aufgespannte Koordinatensystem, so muss gelten:

(X y) = ®x+ 1y
T(Xy) = ®x+ y:

Damit lautet der lineare Ansatz (siehe(1.10):
u(x;y) = a+ b¥(xy) + ¢ (x;y) + d*(x;y) (X y)

Und wieder habenwir die Bedingung erflllt, dassdie Einschrankung auf den Rand
linear ist; wir haben also den Raum

S=fv2 C%); fir jedesGitterelement K gilt: “jx 2 P%; und vjg linearg

Daesim Normalfall nicht gentgt, Parallelogramme zuzulassen, sondern allgemeine-
re Gebilde das Gebiet- besserausfiillen kdnnen, greift man zum Instrument der Iso-
parametrischen Abbildung. Dabei wir d das Referenzquadrat auf ein beliebiges Vier-
eck abgebildet. Will man den Gebietsrand genau Uberdecken, so kdnnen dabei im
Gebietauch krummlinig berandete Viereckselementeauftr eten. Da hierbei die Trans-
formation aber nicht trivialerweise folgt, soll hier stellvertr etend der Fall einesgerad-
linig berandeten Vierecks betrachtet werden. Ist Tref = [0; 1] das Einheitsquadrat, so

affine Abbildung

bilineare Abbildung

Abbildung 1.7:1soparametrische Viereckemit geradlinigen Kanten.

mussendie Koordinaten flir jeden Eckpunkt transformiert werden. Wir haben damit
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im Zweidimensionalen 8 freie Parameter zur Verfligung. Die Transformation erfolgt
wie im afEnen Fall.

Wie bei den Dreieckselementen,sobestehtauch hier die M tglichkeit, dur ch Erhéhung
des Polynomgrades mehr Freiheitsgrade zu gewinnen. Wenn wir uns wieder auf
den einfachen Fall eines Rechteckeszurlickziehen (und das drfen wir ruhig tun, da
wir ja jedes beliebige Viereck zur ticktransformier en kénnen), dann ist zum Beispiel
die Serendipity-Klasse mit Auswertungspunkten in den Eckenund den Seitenmit-
ten (manchmal wir d auch der Rechtecksmittelpunkt noch hinzugenommen) eine der
wichtigsten Vertreterinnen. Nur um zu zeigen, dass die Graderhéhung immer sehr
grol3e Terme erzeugt, mochte ich hier noch den allgemeinen Ansatz flr die Funktion
u auf einem ViereckselementK aufschreiben:

u(x;y) = a+ bx+ cy+ dxy
+e(x®i I(yi D+ f(x*i 1)(y+1)
+g(xi DY*i D+ h(x+ 1)y 1)
In der praktischen Anwendung hat sich aber ganz klar das Konzept der Triangulie-

rung dur chgesetzt, hauptsachlich weil esnoch keine hinr eichend allgemeinen Algo-
rithmen zur Konstruktion von Hexaedernetzenin drei Dimensionen gibt.



Kapitel 2

Die web-Methode

2.1 Splines - Eine kurze Einf tihrung

Polynome habenlokal sehr gute Appr oximationseigenschaften. Bei einer grof3en An-
zahl von Interpolationspunkten aber sind sie nicht geeignet,das Appr oximationspr o-
blem hinr eichend gut zu |6sen.Stdrungen pranzensich liber das gesamteDe£nitions-
gebiet fort, und der hohe Polynomgrad fuhrt an den Gebiets-und Intervallr &ndern
bzw zwischen den Interpolationspunkten zu starken Oszillationen, wie dies schon
anhand des Beispiels der Lagrange-Polynome (2.1) deutlich wird. Um die guten lo-

0.8
0.6
04

0.2F

0.2

-0.4

0.6 A N " A N N
0 0.S | 1.5 2 2.5 3 s 4

Abbildung 2.1:Lagrange-Polynome L; fir n = 4 und aquidistante Knoten t;

kalen Appr oximationseigenschaften fur Polynome niedrigen Gradesdennoch nutzen
zu konnen, teilt man das De£nitionsgebiet - durch eine Knotenfolge u; in Intervalle

24
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auf, und fligt die darauf lebenden Appr oximationspolynome glatt an den Intervallen-
den zusammen, wobei man den Grad m der Polynome vorgibt (meist m = 2; 3 oder
4).

De£nition 2.1.1(Spline). Ein Spline einerreellenVeranderlichenist eine Funktion, die
stiickweisaauf Intervallende£niertwird, und deenTeilean denNahtstellennachvorgegebe-
nenGlattheitseigenschaftetusammengesetrterden.

Diese De£nition beinhaltet unter anderem auch Funktionen auf den einzelnen Inter-
vallen, die keine Polynome sind. Tatsachlich aber wird in der Praxis fast ausschlief3-
lich mit Polynomen gearbeitet - wir werden dies nachfolgend genausohandhaben.
Die Bezeichnung Splinegeht im Ubrigen auf Schonberg (1946)zuriick. Erste Anwen-
dung fanden diese Funktionen in der Auswertung ballistischer Tabellen.

2.1.1 Suche nach einer geeigeneten Basis - die abgebrochenen Potenzen

Bevor wir eine Basisdes Splineraumes Sy.y (-) (hierbei ist n der Grad des Polynoms
, U die Knotenfolge der u; und - dasIntervall bzw. Gebiet) angebenkonnen, missen
die Glattheitsbedingungen prazisiert werden. Fragenwir uns zun&chst,welche Glatt-
heit wir an den Knoten erwarten kénnen:

Sind zwei Polynomsegmente vom Grad n n-mal stetig dif ferenzierbar verbunden, so
stellen Sie dasselbePolynom dar (jeder Vorfaktor eines Monomes stimmt dann mit
dem entsprechendenVorfaktor desnachfolgenden Polynomsegmentesiberein). Man
vereinbart deshalb: An einem einfachen Knoten ist ein Spline mit Grad n mindestens
(nj 1)-mal stetig dif ferenzierbar (also ist auf alle Falle P, 2 S,,). An einem k-fachen
Knoten soll ein Spline (n j k)-mal stetig dif ferenzierbar sein. Auf diesen Fall werde
ich aber nicht weiter eingehen,daer flir die weiteren Betrachtungen nicht von Bedeu-
tung sein wir d.

Eine Basisfur den durch den Grad n und die Knotenfolge U festgelegten Splineraum
laRt sich konstruieren, indem man sukzessive die Freiheitsgrade auf den einzelnen
Intervallen betrachtet.

Vereinbarung: Der De£nitionsbereich fir Sy.y beginnt mit dem n + 1-ten Knoten und
hat am Ende n + 1 Knoten am Rand bzw. auf3erhalb von U. Die Begriindung daftr
wir d spater noch in Theorem (2.1.1) nachgeliefert werden.

Betrachtenwir nun Splinesvom Grad n. Dann ist fiir jeden Knoten per de£nitionem
die zugehorige abgebrochenePotenz

(ti u)" fart, uj;
ti u)l = ’
(ti ) 0 sonst

ein Element des Splineraumes. Die abgebrochenen Potenzen erfiillen zudem die ge-
forderten Glattheitseigenschaften an den Knotenpunkten. Bleibt also noch zu Uber-
prfen, ob sie auch als Basisdes Splineraumes geeignet sind.

Satz 2.1.1. Die Monomeund dieabgebochenerPotenzerbildeneineBasis

Bi=fLt; it (ti u)isiin(ti uy)ig (2.2)



26 KAPITEL 2. DIE WEB-METHODE

desSplineraumesS;.y (Splinevom Grad - n). Insbesondergilt fur die Dimensionvon
Sn.u(-) ,dass

Dadieerstenn + 1 abgebochenerPotenzereineBasisdesRaumes ,, bilden,ist die Gultig-
keitderobigenAussageiquivalentzur Basiseigenschafern + | abgebochenerPotenzeran

Beweis. Fur den Beweis werde ich mich an die zur Basisder abgebrochenen Poten-
zen aquivalente gemischte Basisaus Monomen und abgebrochenen Potenzen halten.
Desweiteren soll die Knotenfolge keine Vielfachheiten besitzen. Der Spline s lebt also
in CYi L,

Zun achst zeigen wir, dass zur Konstruktion der Basisdes Splineraums S,.y(-) ma-
ximal n + | Freiheitsgrade zur Verfigung stehen.Gehenwir sukzessivevor, und be-
ginnen mit dem ersten Intervall [ug; u1], so kdnnen wir jedes beliebige Polynom mit
deg- n wahlen; damit habenwir n + 1 freie Parameter (Grad O mit eingeschlossen).
Aufgr und der Glattheitsforderung s 2 C"i ! sind die nachfolgenden Polynome auf

jeweiligen Vorganger festgelegt. Das heif3t, dass maximal noch | j 1 Freiheitsgrade
hinzukommen konnen. Damit ist dim S,.y(-) - n+ |. Damit B eine Basisist, muss
noch gezeigtwerden, dassdie Funktionen in B linear unabhangig sind. Wie in solchen
Fallen blich sei

xo o X!
s(t) = at' + c(ti t)? =0 8 t2[ug;ul] (2.2)
i=0 i=1

Seif (t*) und f (ti ) der rechts-bzw. linksseitige Grenzwert. Wenden wir die linearen

Funktionale
3

. -
Gi(f) = = FO() i 17)

auf die Gleichung (2.2) an, sofolgt fur allei = 1;:::;1j 1
0= Gi%S)

X X
=G @ atA+ GG, 1)}
—%
0
:Ci

) =

Das Kroneckersymbol ist leicht erklart, wenn man sich einmal ein Beispiel dazu an-
sieht (Abb. 2.2). Der Abbildung kénnen wir entnehmen, dassdie n-te Ableitung aus
einer Treppenfunktion mit einer Stufe im Punkt u; der durch die n Ableitungen ent-
standenen Stufenhthe von n! besteht. Das heil3t, dassder rechtsseitgeGrenzwert am
Punkt u; genaun! ist, der linksseitige 0. Damit hat das Funktional G; mit i = j genau
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Abgebrochane Potenz und Ableitungen
2 T T T T T

DEr

04r

o2r

Abbildung 2.2: Abgebrochene Potenz f (t) = (tj 1)3 und die Ableitungen bis zur
Ordnung 3.

an diesem Punkt (und nur dort, denn links und rechtsvon u; ist f (") konstant) den
Wert 1.

P .
Damit missen alle ¢ = 0 sein, woraus folgt, dass s(t) = o at = 0fur alle
t 2 [up; ui]. Aufgr und der linearen Unabhangigkeit der Monombasis folgt damit, dass
auchag = ¢¢¢= a,. O

Nun ist auch klar, wie eine Splineraumbasis zu konstruieren ist:
Sei

Uin- ¢C- up<up- ¢¢- uj 1< U - :iiUp+r; U= [ugsul; (2.3)

wobei u; < uj+1 (wir wollen uns hier ja nur mit Knoten der Vielfachheit 1 auseinan-
dersetzen).

Seip 2 Spu(-) mMit Pjjue:u,] = Po. Hat der Knotenpunkt uy nur die Vielfachheit 1,
so darf erstin der n-ten Ableitung am Ubergang zum nachsten|ntervall eine Unste-
tigkeit auftreten. Das heil3t, dass wir nun ein Vielfaches der abgebrochenen Potenz
(ti uq)? hinzuf Ggen kénnen.

Soeinfach diese Basiszu konstruieren ist, sie hat leider einen gravierenden Nachteil:
Ebensowie die Basisder Polynome besitzt sie einen globalen Charakter. Dies wider -
spricht aber der Grundidee der Splines, stlickweise lokale Polynome zu verwenden.
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Ein weiterer Nachteil liegt in der fehlenden Relation zwischen Geometrie und Koef£-
zienten. Daher wir d nun eine neue Splineraumbasis eingefiihrt, die B-Spline-Basis.

2.1.2 B-Splines

Die B-Splineswerden ausgehendvon den charakteristischen Funktionen auf [u; ; Uj+1),
die wir mir .o bezeichnen,rekursiv de£niert.

(
B.0(x) =

fir uj - X< Uj+1
0 sonst

Einen B-Spline vom Grad m erhalt man dann durch die Rekursion

l:];m: Vz/j;mt];mil"' (1 Wj+1;m)t]+1;mi1 (2.4)
Xi Uj
Wi - X) = U+mi Uj
j:m (X) 0

far Uj < Uj+m

sonst.

Der De£nition konnen wir entnehmen, dass genau genommen nur halboffene Inter-
valle verwendet werden. Dies geschiehtdeshalb, weil sonstdie De£nition des Splines
im Knotenpunkt nicht eindeutig ware. Tatsachlich aber ist esvollkommen gleich, ob
wir ein abgeschlossene®der halboffenesintervall verwenden, denn an diesem Punkt
nehmen beide Splines fir m > 0 aufgrund des Stetigkeitsanforderung an den Spline
ohnehin denselbenWert an.

Anschaulich liefert uns die Rekursion (2.4) nach dem ersten Schritt eine stlickwei-
se lineare Hutfunktion, deren Trager sich lber das Intervall [u;;uj+2) erstreckt. Im
nachsten Schritt erhalten wir dann einen quadratischen Spline usw. Bild (2.3) zeigt
unter anderem das Dreiecksschemazur Berechnung der jeweiligen B-Splines. Eine
Anmerkung noch zur Rekursion: Im allgemeinen Fall mehrfacher Knoten, den wir
hier nicht weiter behandeln werden, kommt esvor, dass Basisfunktionen niedriger
Ordnung nicht vorkommen. Unsere Knotenfolge soll aberimmer einfach sein, wes-
halb auch fir alle u; 2 U gilt: * ([uj;uj+1]) > O.

Die De£nition der Gewichte und der b;; flihrt dazu, dassalle by, positiv seinmiuissen,
wobei die by;, auf den einzelnen Intervallen ihres Tragers ein Polynom vom Grad n
darstellt. Weiter 1aRt sich mittels Induktion zeigen:

Korollar 2.1.1. Die B-SplineBasisfunktionerbildeneinePartition derEinheit.

X
Bm(X) =1 x2U (2.5)

Beweis:. Der Induktionsanfang ist mjt m = 1 klar.
Laut Induktionsvoraussetzung gilt: | bem; 1= 1
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Abbildung 2.3: Rekursive De£nition der B-Splines. Es sind eine charakteristische
Funktion (by.0), eine Hutfunktion (by.1), eine quadratische (b;:2) und eine kubische
(b1.3) B-Spline Basisfunktion zu sehen.

Induktionsschritt:

X X
be:m (X) = bom(Xx i K)
K K
Rekursionsformel ) = X;nkbo;mi 1(xi k)+ %mbmi 1(Xi K)
k
Xi k X mijx+k+1
= ! bom; 1(X i K) + l—b();mi 1(xi (k+ 1))
m m
k k
. X .
Umsummation K= k+1 = kbo;mi 1(xi k) + Mtb;mi 1(xi K)
o m . " m
Zusammenfassen | 1 < k;kR<1 = bo:m; 1(X i k)
R

X
= bﬁ;mi 1(X) =1
k

0

Waswir also bislang haben, ist eine Rekursion und die Eigenschaft der B-Spline Ba-
sisfunktionen, eine Partition der Eins zu bilden, wobei die Basiseigenschaftbis zu
diesem Zeitpunkt noch nicht klar ist.

Theorem 2.1.1(B-Spline-Basis). Die B-Splines
Bm;j=im:lj1l

bildeneineBasisfur denSplineraumS,,.y(-) , derdurchdie Knotenfolgg2.3) festgelegist.
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Beweis.. Zum Beweisdiese Theoremskdnnen wir praktischerweise die zuvor gezeig-
ten Basis-und Glattheitseigenschaften der abgebrochenen Potenzen verwenden; in-
dem wir zeigen, dassdie m + | B-Splinesin der Lage sind, die Splineraumbasis der
Dimension m + | aus (2.1) darzustellen, folgt sofort die Behauptung.
Da die Verschiebung einesSummationsindex immer gewisse Fehlerquellen birgt, wer-
de ich nachfolgend darauf verzichten, obere und untere Grenzenkonkr et anzugeben.
Vielmehr wir d der Index von j1 bis 1 laufen. Sollte der Bedarf bestehen,die Sum-
mation auf den tasachlich notwendigen Bereich einzuschranken, so stellt dies auch
kein Problem dar, denn der Trager einer B-Spline Basisfunktion ist ja bekannt.
Die Anwendung der Rekursionsformel (2.4) auf eine Linearkombination von B-Splines
liefert das Ergebnis
X X _
Ghym = G;10;m; 1 mit (2.6)
j j
G:1(X) = gwWim(X) + ¢; 1(1i wj:m(X)):
Nun mussenwir die KoefEzienten c; naher bestimmen. Wir setzen
g =2 j;m(t) = (Uj it ¢¢¢¢¢(Uj+m i t):
Fur ein beliebigest 2 gilt dann

2imOWim(x) + 25, 1;ml.(lt)(1 i Wj;mﬁ())

H
X i Ui Xi U
Uisr i O Uami 1) ———— + (Ui ) (Ujamii 1) 1] ———
u+m| UJ u ﬂ uJ+mi.[Uj
f jH "{é jrmill ; Up+m + Uj " Uirmi U I

=2 jmi a(t)
2 im; 1O 1)
Esqilt also
X
2 imOb:m(x) = (X t) aim; 1(t)bm; 1(x)
j ]
Unter Verwendung von 2 j.o(t) = 1 erhalten wir nach m-facher Anwendung der obi-
gen Umformung den als Marsden-Identit at bekannten Zusammenhang

X
2imbm(x) = (Xi t)z & im; 2(0)b:m; 2(x)
j j

- X
(xj )M ! 2 ia(ba(x)

X j
=(xi )" 1¢h (2.7)

|z}
=1
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Durch Differentiation von (2.7) nach t und Auswertung am Punkt t = O folgt, dass
alle x-Potenzenmit Grad - m durch Linearkombinationen der B-Splines darstellbar
sind.

@X m @ m
— Bm(®at" + C0C+ ®m) = —(Xi t)
@, x@
imxi O™ = B (@a(m)t™ + 60+ @y 1)
i
mij 1l i 1X
t=0 ) X = m B:m ()& :m; 1
j
Analog folgt die behauptete Eigenschaft fiir fortgefiihrte Differentiation des Aus-
drucks. Liegt x innerhalb des De£nitionsbereichesU, so m Gissen zur Berechnung le-
diglich die B-Splinesaufaddiert werden, deren Trager x beinhaltet.
Was uns noch zur Basis(2.1) fehlt, ist die Darstellung der abgebrochenen Potenzen.

Fur einen Knoten uy gilt
aim(u)=0; fur j=kj m:kj L

Da der Schnitt des Tragers der Basisfunktion by.m fir j < ki m mit dem Intervall
[uk; 1) aberleer ist, folgt aus (2.7) schon die B-Splinedarstellung der abgebrochenen
Potenz

X
(xi w)f = & im(U)bm(x):
i, k

0

Bei aquidistanten Knotenfolgen, wie sie in der web-Methode auftreten, kbnnen wir
dur ch Verschiebung eines B-Splinesjeden anderen erzeugen.

B;m(x) = bom(Xi jh)
= bn(2 i 1)

by heil3t der Kardinal-B-Spline. Er besitzt nach Voraussetzung die Knoten 0; 1;:::; m+
1. Die Rekursion (2.4) hat fur Kardinal-B-Splines die besonderseinfache Form

Mbm (X) = Xbm; 1(X) + (M+ 1§ X)bm; 1(x i 1)

Kommen wir aberzum eigentlich wichtigen Punkt - der Auswertung einer Splinekur -
ve. ldentit &t (2.6) liefert uns hierzu schon den entscheidendenHinweis. Wiederholtes
Anwenden der Gleichung ergibt
X
p(x) = X G hy:m(x)
= G:mby:0(X)
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by.o ist aber gerade die charakteristische Funktion auf dem x enthaltenden Intervall
[j;j + 1), weshalb wir uns nur noch um die Auswertung der Polynome ¢j.m kiimmern
mussen.Nach unserer Rekursionsformel gilt:

G:o=6G
Cik+l = GikWjimi k(X) + G 1k(Li Wyim(x)) k=0:mj 1
Damit konnen aufgrund der B-Spline-Rekursion auch die Koef£zienten ¢j;, (x) in ei-
nem Dreiecksschemaberechnetwerden.

Uniforme multivariate B-Splines

Die uniformen B-Splines sind ein Spezialfall der bisher behandelten B-Splines. Sie
zeichnen sich dadur ch aus, dass sie Uber einer gleichmafigen Knotenfolge de£niert
sind. Wie wir schongesehenhaben, kdnnen sie dur ch Skalierung kardinaler B-Splines
konstruiert werden.

Diesenentsprechenim ™ die multivariaten uniformen B-Splinesauf gleichmafigen
»Gittern” der Rasterweite h.

De£nition 2.1.2. Ein (normalisierter)uniformer m-variater B-Splinevom Grad n der Git-

terweiteh und demShiftk = (kq;:::;km) 2 ™ ist de£niertdurch
3 ,

n
Bp(x):=hiz B “—j ke ; Xx=(xg;:ii5xm)2 ™ (2.8)
0=1
Der Faktor hi 7 hat hierbei die Aufgabe, die L ,-Norm des Splinesvon der Gitterweite
unabhzéngig zu machen (nehme hier k:k?:
3 3 7 3 3

Cm 2 _ o
Wb Zik “dx=hi™ b 2Lk = dxgi:
n h h
Z 3 3X 44 )
b ?’“; K dXm
z z
Subst. ) =hi™ (byy))?hedyr:::  (b(ym))?h ¢dym
z
= hi ™™ ((y))? dy
Z m
) jnj?e L

Dader B-Spline nun unabhanging von der Gitterweite und dem Verschiebungsvektor
ist, erhalten wir wieder das Integral (iber einen kardinalen B-Spline. Dieser hat aber
einen kompakten Trager und ist beschrankt, weshalb auch die L >-Norm beschrankt
ist.

Analog dem eindimensionalen Fall wir d hier anstelle des kardinalen B-Splines auf
dem Einheitsintervall der B-Spline b, skaliert und verschobenin die jeweiligen Raum-
richtungen. Esgilt:

supp(kp) = kh+ (nQ2)h; Q7 := (0; )"
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Abbildung 2.4:Kardinaler B-Spline.

2.2 Die Methode

Eine ausfiihrlicher e Behandlung der web-Methode kann [11] entnommen werden.

2.2.1 Einfuhrung

Vorweg noch ein Wort zur Notation: um den Text lesbarer zu machen wir d folgende
Schreibweise eingeflhrt:

f1rg fur

f - cg
mit einer Konstanten c. Gitterweiten h beeinaussendiese Konstante aber nicht! Ana-
log ist die umgekehrte Richtung und das Zeichen 3 de£niert.
Wie schon in den vorangegangenen Kapiteln nehmen wir fir die weitere Bespre-
chung an,dasswir die Poisson-Gleichung mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
betrachten.

i¢u=f in -% M

u=0 fur ujg

Die schwache Formulier ung flihrt auf das zu minimier ende Funktional
z z

1
5 VIV fv v2V =He) (2.9)
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Unter der Anahme, dassder Rand und die Daten f glatt sind, existiert eine Lésung u
und wir kénnen diese dur ch eine diskrete Losung

X
Up = aiBj
[
approximier en. Als Basisfunktionen werden wir Tensorprodukt-B-Splines mit einem
Trager von 3 £ 3 Quadraten der Seitenlange h verwenden. Eingesetztin Gleichung
(2.9 folgt:
Z x Z R
upr By = air Bir Bx wegenr und linear
Zi
= fr Bx nachVoraussetzung

DiesesGalerkin-System kdnnen wir kurz schreiben als:
GhA=F mit A= fag:

Um die Randbedingung zu erflllen, fordern wir, dassdie einzelnen B; auf dem Ge-
bietsrand @ verschwinden.

Der durch die Diskretisierung entstandene Appr oximationsfehler (orthogonal zum
Raum der Basisfunktionen des diskr eten Unterraumes) lasstsich wegen des Lemmas
von Céa(1.1.4 durch

Kuj upkya® infy o | Kuj vhky: (2.10)

abschatzen. Diese lasstsich gegendie Sobolev-Norm

0 1:
x Z 2
kvk.. = @ iD®VIPA 5 kvk.. = kvky,

i®- 1

abschatzen. Aus (2.10 folgt sofort, dass bei Verwendung stlickweiser Polynome mit
Grad - n der Fehlerdurch

kui upky:® h" (2.11)

abgeschatzt werden kann.

Ein weiterer wichtiger Punkt ist die Konditionszahl desGalerkin-Systems. Beistandard-
FEM mit quasiuniformen Gebietszerlegungenist die Kondition bezliglich der 2-Norm
bei einer Gitterweite h durch

conc,Gy, » hi 2

beschrankt. Dur ch diese Eigenschaftwir d garantiert, dassdie fiir gewohnlich verwen-
deten iterativen Loser stabil arbeiten. Dassdies auch im Fall der web-Splines zutrif ft
werden die folgenden Kapitel zeigen.
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Da bei komplizierten Gebieten die Gittergenerierung einen grof3en Teil der Rechen-
leistung verbraucht, wur den sogenanntegitterfr eie Methoden entwickelt, welche ge-
wichtete Finite Elemente verwenden, sodassdie Ldsung z.B.durch

uvawp p2

wobei w eine posititve Gewichtsfunktion mit wjg = O (garantiert das Einhalten der
Randbedingungen) und  ein linearer Raum ist. Um Missverstandnissen vorzubeu-
gen: Nattrlich verwenden wir hier ein Gitter; jedoch kénnen wir ein beliebiges qua-
dratisches Gitter Uber das Gebiet legen, das heil3t also, dassder Prozessder Gitterge-
nerierung im Sinne einesan das Gebiet angepasstenGitters wegfallit.

Als Basisvon bietet sich - wie oben schon erwahnt - der Raum der Splines an.

2.2.2 Stabilit at der B-Spline-Basis

Mit b soll - der in (2.8) eingefihrte normalisierte uniforme multivariate B-Spline be-
zeichnet werden. Es sei hier nochmals erwahnt, dass dieser aufgrund des Normali-
sierungsfaktors bezuiglich der L,-Norm unabhé&ngig von der Gitterweite h ist.

Abbildung 2.5:B-Spline und die beiden dualen Funktionale , o und , ; im kubischen,
eindimensionalen Fall

Eine elegante Methode zu zeigen, dassdie aus den B-Splinesgebildete Basisauf dem
De£nitionsgebiet D ﬁtabil ist, verwendet die dualen Funktionale. Stabilit at bedeutet,

dassder Splines= | ckbbeziglich der 2- bzw L>-Norm durch den Koordinaten-
vektor C nach obenund unten beschrankt ist, also:
constkCkyp - o bgo - kCkyp
kiD

wobei constlediglich vom Grad n der B-Splinesabhangt.
Nach ([17] S. 142 ff) gibt esfir jedes| 2 f0;:::;ng™ eine Funktion ' - das duale
Funktional -mit Trager [%; 2]™ + | so, dassgilt:
z
(¢ k),l = HKeo
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Auch diese Funktionale kénnen wir so konstruieren, dasssie unabhangig von Gitter-
weite und Shift sind indem wir den Normalisier ungsfaktor einfthren:

im X .
)= hE )
mit Trager:

Qh1 = h(li 2"+ i+ 1):

Dal immer von der jeweilig zu betrachtenden Gitterzelle ausgeht, schreiben wir zur
Verdeutlichung 1(i). Dieser Index beschreibt also die Gitterzelle Q. ;). Wir fordern
aussedem, dassder Trager dieser Gitterzelle vollstandig im Gebiet - liegen muss -
ansonstenwir d das| verworfen.

De£nition 2.2.1. Die Mengeder fir dasGebiet- relevanterB-Splinelndizesbezeichnen
wir mit

K=fk2 ™:supp\ - 6 :9:

SeiLg = fl 2 ™ : Qg+ ¥2 supph \ - g; dannnennenwir b eineninneren B-Spline,
falls L nichtleerist, ansonsterausseen B-Spline.K setztsich damit aus den disjunkten
Mengenl (Indexfur dieinnerenB-Splineslund J zusammenlsti 2 |, sosollderindexI (i)
eineszugeldrigendualenFunktionalsin L; liegen.Wennklar ist, welchedualeFunktional
gemeintist, wird folgendescheibweiseverwendet:
I(i).

[
DieseIndizier ung stellt sicher, dassfir jedeninneren B-Spline ein normalisiertes dua-
les Funktional existiert, dessen Trager vollstandig im Gebiet liegt, und dessen Ab-
stand zum Rand proportional zu h ist. In Bild 2.6 ist ein B-Spline mit einem dazu-
gehdrigen dualen Funktional zu sehen.
Duale Funktionale fir aussere B-Splinesanzugebenist zwar moglich aber nicht sinn-
voll, daihre Norm mit kleiner werdendem Tragerin - stark anwachsenwrde. Daher
verzichtet man darauf, auch die auReren B-Splines mit dualen Funktionalen zu ver-
sehen. Die zugehorigen inneren dualen Funktionale sind aber orthogonal zu allen
auferen B-Splines, da sich ihre Trager nicht schneiden.

Theorem 2.2.1. Fur allek 2 K undi 2 | sinddieB-Splinesh und die dualenFunktionale
. i einheitlichbeschainktin Bezugaufdie Gitterweiteund bi-orthogonal.

kbekt 1; k, ikt 1
b 3ok
be,i = ;i
Ein h&au£g verfolgtes Ziel in FE-Methoden ist, den Grad zu erh 6hen, um die Appr o-

ximationseigenschaften der N aherungsldsung zu verbessern.Die Identit at von Mars-
den besagt,dass Polynome vom Grad m durch Linearkombination von B-Splinesby;
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Abbildung 2.6:Schnitt eines B-Splines mit dem Gebiet - , wobei der Mittelpunkt des
B-Spline-Tragers mit einem Punkt markiert ist. Die zugehorigen Indizes sind Ly =
f[2;1];[2; 2]g Im Bild ist der Trager des dualen Funktionals zum lokalen Index I(i) =
[2; 1] eingetragen.

der Ordnung m + 1 dargestellt werden kdnnen. Nach (2.7) gilt:
X X

aimMbm(x) = (xi t)™ 1¢ho

i

| —{z—}

=1 auf [uj;uj+]

Um alle Monome zu erhalten muss die jeweilige Linearkombination berechnetwer-
den. Umsortier en nach den Knoten fuhrt auf die Polynome q(k):
Theorem 2.2.2. Der Spline

X
p= a(k)be (2.12)
k2K
ist ein PolynomvomGrad- n auf- , wenn,und nur dann,wenng ein Polynomvom Grad
n aufK ist.

Konsequenz diesesTheoremsist, dasswir nicht auf die auReren B-Splinesverzichten
konnen , wenn wir den Polynomgrad aufrecht erhalten wollen.

Denn um auf einer Zelle den Polynomgrad m zu erhalten missenalle auf den umlie-
genden Zellen lebenden B-Splines - also alle, deren Trager einen nichtleeren Schnitt
mit der gerade betrachteten Zelle haben - existieren. Dieser Zusammenhang liefert
uns also eine Vorschrift fur die Verkntpfung auf3erer und innerer B-Splines.



38 KAPITEL 2. DIE WEB-METHODE

2.2.3 Weighted Extended B-Splines

Eine gewdhnliche B-Spline-Basisist ungeeignet, homogene Randdaten beliebiger Ge-
bietsrander zu erfillen. DiesesVerhalten kann aber leicht erzwungen werden, indem
die Basismit einer auf dem Rand verschwindenden, zur geglatteten Abstandsfunkti-
on aquivalenten Gewichtsfunktion multipliziert wir d.

w(X) » dist(X; @)

Der Raum der gewichteten B-Splines erfillt nattrlich immer noch die Appr oxima-
tionsbedingung (2.11). Die Kondition der Galerkin-Matrix Gp kann aber wegen der
aulieren gewichteten B-Splines, deren Trager einen nur kleinen Schnitt mit dem Ge-
biet besitzt, stark anwachsen.Da aufgrund der Marsden-ldentit at aber zur Erhaltung
des Polynomgrades und damit der Appr oximationsg tite alle B-Splines, deren Trager
einen nichtleeren Schnitt mit dem Gebiet besitzt, benttigt werden, kdnnen die aul3e-
ren B-Splinesnicht einfach weggelassenwerden. Vielmehr werden sie aninnere, nahe
gelegeneSplines angehangt:

De£nition 2.2.2.SeiK = |[ J dieIndexmengéelerrelevanterB-Splinegmit denTeilmengen
| innererbzwJ aulReer B-Spline-IndicesDannist 8i 2 | dererweitertegewichtetd3-Spline
(kurz: web-Spline)de£niertdurch

0 1

B W@yt A
i = + iij
W(X;) b {29 % h

jejit L &; =0 far kij jk° 1

X; seidasZentrum einerim Innern liegenderGitterzelleQ; , ;). Die KoefEzienterg;; seien
dabeiso gewahlt, dassalle gewichteterPolynomemit Grad - n im Splineraumenthalten
sind.

Der Faktor W&) dient lediglich der Stabilisierung der Methode und bewirkt, dassdie
am Gebietsrand be£ndlichen web-Spline Basisfunktionen nicht mit zu kleinen Ko-
efEzienten versehen werden. Die Tatsache,dass nur endlich viele Koef£zienten ej;
ungleich 0 sind - durch die Forderung ki j jk °© 1 beschranken wir uns auf die , be-
nachbartert* Indices - ist garantiert, dasssich der Trager der web-Splinesnach wie vor
proportional zur Gitterweite h verhalt. Liegt ein web-Spline weit genug im Innern
des Gebiets, so werden gar keine auf3eren B-Splines an ihn angehangt - es handelt
sich alsoum einen gewdhnlichen gewichteten B-Spline. Durch die Beschianktheit der
Koef£zienten wir d auRerdem verhindert, dassder web-Spline bei kleiner werdender
Gitterweite unkontr olliert anwachst.

Mit Hilfe der de£nierten Basissollte es nun m dglich sein, die Indexmenge in Glei-
chung (2.12 auf die Indexmenge | reduzieren zu kénnen. Der Grad des Polynoms
q(k) ist - n. Daher kann der Wert jedes KoefEzienten q(j) an einemj 2 J durch
Interpolation von (n + 1)™ inneren KoefEzienten g(i) mit Indizes i 2 | mittels La-
grangepolynomen ermittelt werden. Als geeigneteinnere Koef£zienten | (j) k dnnten
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zum Beispiel die zu j bezuglich der Maximumnorm auf ™ nachstgelegenen(n+ 1)™
ganzzahligen inneren Gitterindizes dienen. Setze:

lij (K) = #x; B k21()

Fir festesj wird dann fiir e;; der Wert des Lagrange-Polynoms, ausgewertet an der
Stellej, gesetzt.

e = i), 121()
Um Ulber den gesamtenindex | summieren zu konnen, werden alle g; mit i 62l (j)
auf den Wert 0 gesetzt. Damit gilt
. X .
i) = &;ad):
i2

Eingesetztin Gleichung (2.12:

X
ai)a(x)+  a()b(x)
i21 j23
2
X
ai)4b(x)+ e (x)d; x2-
i21 j23

p(x)
3

Multiplikation mit der glatten Gewichtsfunktion fuhrt uns wieder auf die zuvor an-
gegebeneDe£nition der web-Splines.

Sowohl der Index I (j) als auch der Koef£zient ej;j sind beschrankt, falls man sich
an die vorgeschlageneWahl der inneren Koeffzienten halt; denn bei ausreichend
feiner Gitterunterteilung und mit der Voraussetzung, dass der Gebietsrand glatt ist,
kann der Rand lokal nahezu als Hypera ache (hier: Gerade) angesehenwerden. Da-
mit aberist der Hausdorff-Abstand von j zui(j ) asymptotisch (fir h'! 0) beschrankt
durch 2(n + 1). Mit dieser Notation und Wabhl der Indizes kann der Koef£zient nach
Skalierung als von der Gitterweite h unabh&angiges Produkt univariater Lagrange-
Polynome explizit angegebenwerden:

Theorem 2.2.3. Fur allej 2 J sei
1G)=fi2 M:®& - i. - ®& +ng

eineMengenachstgelegenannerer Indices.Dann sind die Koef£zienten
8 .
< Q[“:l Qf@;(;” Bl fur i21()
& = . 16 i:
"0 sonst

geeignetzur Kontruktion von web-Splinesgen@l3 De£nition 2.2.2 Die Beschanktheitder
KoefEzienteriolgt ausder Tatsachegassdie Lagrange-Koef£zienteden Wert 1 habenund
dieDifferenzi j j beschanktist (PolynomeneiserkeinePolstelleauf).
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Abbildung 2.7:Links: die KoefEzienten e;; einesauferen B-Splines. Auf der rechten
Seiteist der Trager eines web-Splines abgebildet; die Zahlen gebendie KoefEzienten
der zugehdrigen aufl3eren B-Splinesan.

Ein Beispiel fur die Konstruktion der web-Splines gemal De£nition 2.2.2und dem
vorangegangenen Theorem ist in Abbildung 2.7 dargestellt.

Da der Punkt x;j, an welchem die Gewichtsfunktion aus Normier ungsgriinden aus-
gewertet werden muss innerhalb des Gebietes- liegen muss, féallt der hier mit ei-
nem weissen Kreis markierte Punkt nicht mit dem Mittelpunkt desinneren B-Spline-
Tragerszusammen.

2.2.4 Stabilit at und Approximationsordnung

An dieser Stelle mochte ich lediglich die wesentlichen Eigenschaften beziglich Sta-
blit at und Appr oximationsor dnung der web-Spline-Basisaufflihren. Dabei werde ich
auf die Beweise (nachzulesenin [11]) verzichten, da diese sich ohnehin stark an die
Beweisezur Stabilitat der B-Spline-Basisanlehnen.

Stabilit at

Die dualen Funktionale fur die web-Basisoy; k 2 |; von Iy mit Tragern in - seien
gegebendurch

kaw(v)\(,k) k k21:

5

Dann besitzt die web-Basisdie folgenden Eigenschaften:
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Theorem 2.2.4. Esseien; k 2 | ; dannsind diedualenFunktionale=  und dieweb-Splines
B; beziglich der Gitterweiteh gleichmaRig beschrankt in L, - lassersichalsogegenreine

Konstanteabschtzen- und biorthogonal ,
Z

kBiko! 1, kaykg?! 1, Biok = Hy:
Theorem 2.2.5. Die web-Basisst beZiglich derL ,-Norm stabil,
o X o
° a;B;c 3 kAkZ :
i2l 0

o

k:k, seidabeidieL o-Norm, kAk, die Norm desKoef£zientenvektors.

Theorem 2.2.6. Das Spektrumder GalerkinmatrixGy, ist beschéinktdurch
11 %Gp) ! hi 2

Eine dir ekte Folgerung ist die Beschianktheit der Galerkinmatrix

condGp t hi 2

die fur jedesFE-Verfahren bendtigt wir d, damit die iterativen Loserin einer angemes-
senenZeit konvergieren.

Approximationsordnung

Seiu glatte Losung des Modellpr oblemsund u,, 2 eine durch das Galerkin-System
bestimmte FE- Appr oximation. Dann gilt

kuij upk, t h"*Lire

2.2.5 Die Rolle der Gewichtsfunktion fur die web-Methode

Eine nicht zu unterschatzende Rolle fiir die web-Methode spielt die Wahl der Ge-
wichtsfunktion. Zwar tritt bei entsprechender Wahl keine qualitative Anderung ein,
was die Konvergenzordnung beziglich der h-Potenz betrifft, das heil3t, der L o-Fehler
verschwindet nach wie vor mit h"*!  jedoch unterliegen die Vorfaktor en des Fehlers
deutlichen Schwankungen. Fir welche der Gewichtsfunktionen man sich entscheidet
hangt im Wesentlichenvon der Komplexit &t des Gebietsrandesab.

Algebraische Funktionen

Die Verwendung algebraischer Gewichtsfunktionen fir Ritz-Galerkin-V erfahren (die
FEM ist ein Spezialfall) geht auf Kantorowitsch und Krylow (1956)zur lick (siehe[14]
S255f).

Ist der Gebietsrand dur ch eine einfache algebraische Darstellungen gegeben,so kann
eine Gewichtsfunktion sofort in geschlossener-orm angegebenwerden:
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2 Wenn sich der Rand als F (x; y) = O darstellen lasst,so kann w(x;y) = 8§ F(x;y)
gesetztwerden, z.B.fiir den Kreis:w(x;y) = R?j x?j y2.

2 Fir ein konvexes Polygon (u. U. auch krummlinig berandet) mit der Darstel-
lung ajx + by + ¢ = O (fur krummlinig z.B.noch quadratische Terme) kann die
Gewichtsfunktion angegebenwerden durch

wW(x;y) = §(aix + by + ¢1) 111 (amX + by + Cm)
Im Fall einesRechtecksmit j a- x- a;j b- y- bhatw die Darstellung:
wixy) = (x*i a)(y*i b

Ein Fall eineskrummlinig berandeten, Polygons® ist der einer Sichel,die durch Kreise
mit den Radien aund & gebildet wir d:

= -05 0 05 1

Abbildung 2.8:Beispiel einer algebraischen Gewichtsfunktion auf einem sichelférmi-
gen Gebietmit w(x;y) = (a%i x?i y?)(x?i ax+ y?)

2.2.6 R-Funktionen nach Rvachev

(Sieheauch [16]).

Setztsich das Gebiet aus Schnitten bzw Vereinigungen einfacher algebraischer Funk-
tionen zusammen, konnen Rvachev-Funktionen (R-Funktionen) als Gewichtsfunktio-
nen eingesetztwerden.

R-Funktionen sind reellwertige Funktionen, deren Vorzeichen ausschliel3lichvom Vor-
zeichen der jeweiligen Argumente abhangt. Z.B. kann die Funktion xyz nur dann
negative Werte annehmen, wenn eine ungerade Anzahl der KoefEzienten ein negati-
ves Vorzeichen hat. SolcheR-Funktionen kénnen das Verhalten boolscher Operatoren
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nachbilden. Als Beispiel stelle man sich die Funktion min(x; y) vor, welche das logi-
sche UND (") nachbildet. R-Funktionen, die mit derselben logischen Funktion ver-
wandt sind werden dabei zu Aquivalenzklassen zusammengefasst.Sowie Boolsche
Funktionen sind auch diese unter Komposition abgeschlossen.

Beispiel 2.2.1(Familien von R-Funktionen). Essei®(Xx;Yy) ein beliebigeFunktion, so
dassi 1- ®- 1. Danngilt

3

XNey’ X + 'px2+ 2i 2@x
ey ®+ 1 Yi yoi y
5 .

P
X+y+ xZ+yZj 2®xy

x .

_e®Y ®t 1
Fir ® = 1 nehmendie FunktionenjeweilsMaximum und Minimum an, fir ® = 0 erhalten
wir einfacheeFunktionen® o und _ g, diein einemweiterenBeispiekur Anwendungkommen
werden.

R-Funktionen kénnen dazu verwendet werden, ein durch einfache geometrische Ge-
biete berandetes Objekt in einem einzigen Ausdr uck w darzustellen (dies ist der Fall
bei einem dur ch ein Systemvon Ungleichungen berandeten Gebiet). Dabei kann sich
w bei entsprechender Parametrisierung so wie der gelattete Abstand vom Gebiets-
rand verhalten.

Die Theorie der R-Funktionen bietet einen dir ekten Zusmmenhang zwischen geome-
trischer Modellier ung und mengentheoretischen bzw logischen Operationen. Denn,
wie gesagt,fur jede logische oder mengentheoretische Operation steht uns eine reell-
wertige Funktion mit gewlnschten Eigenschaften, wie z.B. besondere Glattheit zur
Verfiigung. Da die mengentheoretischen Symbole einfach durch Ersetzen der ent-
sprechenden logischen Operatoren (und damit auch durch Einsetzen passender R-
Funktionen) umgerechnetwerden kénnen, lassensich diese Operationen mit nur ge-
ringem Rechenaufwand am Computer umsetzen.

Beispiel 2.2.2. Das Gebietaus Abb. 2.9 kann zunachstals mengentheatischerAusdruck
angegebewerden:

= W]_\ (W2\1 W3)

1 5 2. 2
= —(rej i 0
W1 2r( i XTi YY),
wo=Xxjr+hb, O
a’i y?
2a  °

W3 =

Diesemengethea@tischéAusdruckkanndurchErsetzerderentspechende®peratoendurch
ihrelogischernGegendickeiibersetziverdenin

W= w1 o (i (W2"0oW3))

Dasheif3t,diew; werdendurchEinsetzenn * o zu einerFunktionw (hiereinezumgeghtteten
AbstandaquivalenterGewichtsfunktionerknipft.
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7

\

(a)

Abbildung 2.9:Gebietund zugehdrige R-Funktion

2.2.7 Geglattete Abstandsfunktion

Ist das Gebiet allgemein durch eine NURBS- oder einen Bézier-Kurve gegeben, so
koénnen weder algebraischenoch R-Funktionen verwendet werden. Stattdessenwir d
die geglattete,im Innern in ein 1-Plateau Gibergehende Abstandsfunktion eingesetzt.
Die Breite des Ubergangs wir d durch #, die Glattheit des Ubergangesin das Plateau
durch ° gesteuert:

w(x) = 1j imax(J_ri dist(x; @));0)=i¢o :

Der Vorteil dieser Gewichtsfunktion liegt nicht nur in der Allgemeinheit der zul assi-

0.9F

0.8

0.6

05

041

0.3

0.2

gen Gebiete;vielmehrRkbnnen im Innern des Gebietesaufgrund des 1-Plateaus ta-
bellarische Werte flir r Bjr By verwendet werden, was den Rechenaufwand stark
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minimiert. Genau am Ubergang in das Plateau handelt man sich aber leider auch

einen relativ grolRen Fehler ein.

Ein neuer Ansatz fur eine noch besserauf die Aufgabenstellung angepassteGewichts-
funktion ist zur Verbesseung der Fehlerkonstanten notwendig, und um diesen soll
esim folgenden Kapitel gehen.



Kapitel 3

Die Gewichtsfunktion w(X)

Im Folgenden werden einige Voraussetzungen und Bezeichnungen eingefihrt, die,
falls nicht ausdricklich umde£niert, Giiltigkeit flir den gesamten Theorieteil haben
sollen.

3.1 Annahmen und geometrisches Modell

In diesem Kapitel werden einige geometrische Annahmen angestellt, die - bis auf
die Glattheit des Gebig_tsrandes@ - keine wesentlichen Einschrankungen darstellen,
sondern lediglich zur Ubersichtlichkeit der folgenden Beweisedienen sollen.

Die Gewichtsfunktion seigegebendurch

Z
dSp

@, KX | P52

. Desweiterenist der Rand @ durch die Kurve P parametrisiert:

w(X)il= mit X2 2

P: i1 2
ey
Pa(s) '

Betrachte 0.B.d.A. immer den Grenzwert (X1;X2) = X I (0;0) = P(0) 2 @ . Diese
Annahme ist deshalb legitim, weil Translation und Rotation des Koordiantensystems
sich weder auf das Uber eine geschlosseneKurve laufende Integral noch auf den
Abstand eines Gebietspunktes zum Rand auswirken. Aufgr und der Glattheitseigen-
schaften des Randes kann dieser in einer hinr eichend kleinen Umgebung U durch
eine Funktion dargestellt werden:

s7| wobei s2 [O, Speriodendauer]

cG3p: | 2
t7! (t;p(t)) wobei t27[i""] (3.1
In dieser Umgebung U soll jpXt)j - " ¢ 1fiurjtj - " gelten. Damit ist p(0) = 0;

p0) = Odarf 0.B.d.A. angenommenwerden, denn eine Drehung des Gebietesandert,

46
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U

-€ +e

Abbildung 3.1:Gebietsrand mit Umgebung U um den Nullpunkt (nach einer Trans-
formation des Koordinatensystems).

wie schon gesagt,nichts am Wert des Integrals (sieheauch Abb. 3.1).

3.2 Einige Hilfss atze

Lemma 3.2.1. SeiX 2 U\ -, danngilt

dist(X) 3 X2 p(x1) = h(X); und (3.2)
dist(X) _ ..
X160 h(X) ™ (3.3)

wennwir mit dist(X) die glatte Abstandfunktionvon X zum Rand @ , und mit p diein
(3.1 erklarte Funktionsdarstellungn einemGebietU bezeichnen.

Beweis. Zeige zunachst(3.2).
O.B.d.A. seix; > O (wir begrinden dies wieder mit der Heieﬂ‘l Drehbﬁlrkeit q[es Ge-

bietes - ). Nach Voraussetzung gilt jp§ < ". Essei X = X1 , P = X1 , P =
" q X2 p(X1)
p(x);ll) ,mit dist(X) = kX j Pk=:lund damit X j PP ? @ im Punkt P

®istdervon X j P und X j P eingeschlosseneWinkel. Esseialso entsprechend der
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P = (x1;p(X1))2 ,/’,T.-/‘""' P = (x1; p(x1))
I A SR

Abbildung 3.2:Skizze zu Lemma 3.2.1

Skizze 3.2
VI | S
o X1 | X1 o
1= s T pxy)
| {z }
U =‘"jxn ﬁ(xl)j q°
|2 = 3 X1 i X1 g
X2 p(%1)

Da p° auf dem fiir uns interessantenIntervall beschrankt ist, gibt es eine Schranke
consty mit dist(X) - consty(x2j p(x1)) (dasgilt nattrlich immer fiir consty , 1, denn
dist(X) ist gerade der Abstand; fir dist(X) 6 (X2 p(x1)) kann consty sogar kleiner
1 angesetztwerden).

Nun qilt es, die Rickrichtung zu zeigen. Schatze als nachstesdie Distanzfunktion

nach unten ab. Esqgilt

dist(X) =12 jxz2i p(x1)j = l1

Da alle unsere Betrachtungen innerhalb einer "-Umgebung um den Nullpunkt statt-
£nden, k 6nnen wir aufgrund der Glattheit von p 0.B.d.A. annehmen, dass sowohl ®
deutlich kleiner als 90* alsauch —; , 1*ist. Esgilt also:
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sin™
— 1< consty < 1
sin” »

Aus dem Sinus-Satzfolgt:

I sin_l
— = —— < cons

P SIn o ta

) l1 - constyl, (3.4)

Damit konnen wir zum Beweis von (3.3) lbergehen. Fir die folgenden Argumente
gentigt (_eslim@! ®ZU betrachten. Flr x;, ! 0gilt namlich limy,, o(X}) = XOZ . Damit

istP = Ip(xxll) = p(%) . Unter Verwendung der Tatsache,dassX j P? @ im Punkt

P erhalten wir: .
2 " TA
X1 X1

i . =0
X %) X1) .
" 2 u|0( )ﬂ u|0( )‘”A
0 i X1 . X -0
X2 p(x1) = p(a)

) i %+ pOe)x2i p(x1)® = 0
%12+ p(x1)? = p(xa)xa  8xz2, O

Damit folgt x1 = 0; p(x1) = 0, was anschaulich auch klar ist, &ienn die Ableitung

im Punkte Oist null, weshalb folglich alle Vektoren der Form ! < senkrechtauf dem

Randpunkt (J) stehen. Damit sind aber P und P identisch, und esgilt ® = 0 und
1 = I5. Und insbesondere gilt dies natdrlich fir X ! 0. O

Lemma 3.2.2. Seijsj - ". Dannist
s+ (1 pY9)9)?3 s+ 1 (3.5)
Beweis:. Setzepds) = v - ", denn die Ableitung ist glatt und nimmt im Nullpunkt

den Wert 0 an, weshalb diese Annahme in der Umgebung U zul assigist.

Fall 1:jsj - 3

s+ (Lj vs)2- 2+ 1+ 5

s+ (Lj vs)?, s?+ 1 5
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Fall 2:jsj, 3

s+ (1 vs)?, §°

1 2
— + 1
S+ 1)

1
s+ (1 vs)?2- s°+ (2s+ és,)2

- T(s?+ 1)

3.3 Glattheitseigenschaften

Theorem 3.3.1. Seig := d\'jz(;()) , dannist g stetigauf~ , und g(X ) > 0 auf- .

Beweis. Als Hilfsmittel flr den Beweis de£niere ich noch zwei Funktionen a(s) und
b(s) mit s2 D(@) und a+ b” 1.

Die Summe der beiden Funktionen a und bist 1, kann alsoin das Integral hineinmul-

tipliziert werden. Essoll gelten, dassa(t) =~ 1fir jtj - %

dist(x1; X2) dsp

WI= g, ko) i PR

De£nition von p bei (0; 0)
(3.6)
Und wir erhalten die aquivalente Formulier ung
z :
o(X) = Lo(a(t) + bit)dist (x1; x2)k(L; pYt)) kdt
i K(x1;X2) i (t; pg)) k2
_ b (&) + bi)dist(xaixz)” 1+ pYt)2dt

oM 1l H To2
il o Xl t o

xa ' opt) °

(3.7)
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Das heifdt: g(X) und g(X) liefern denselbenWert zur lick.
Erklarungsbediirftig sind bei diesem Schritt zwei Dinge:

2 Warum kann ich die Integrationsgrenzensow ahlen? Normalerweise missteich
diese ja korr ekt mit-transformier en.

2 Warum darf ich die Funktion p tber ein so groResintervall verwenden ( eigent-

lich ist diesenur in einem gentigend kleinen Intervall [j "; "] de£niert)? Letzteres
wir d automatisch mit der zuerst genannten Fragestellung geklart werden

Das Integral kann mittels aund b(f bezeichneden Integranden) aufgesplittet werden
in (siehe Abb 3.2

Z Z Z
f = f + f
@ Z@\U - 7 - 2@ nu
= a(t)f (t) 1+ pqt)2 dt+ b(t)f (t) 1+ pqt)2 + f
iti- " @ nu
(3.8)
Betrachtenwir den b-Anteil, alsoden dritten Term, und klammern dist(X) aus:
Z,
. t)k1; p(t)kdt
distx) e ROk
il o X1 t o

x2 ' op(t)
Was passiert, wenn wir X ! 0 gehenlassen(und das genau werden wir ja auch in
diesem Beweis tun)? Innerhalb der Umgebung U ist p° beschrankt, damit ist esauch
der Zahler des Integranden. Das heil3t fir X ! 0, was nichts anderes bedeutet als
dist(X) ! 0gehtder Ausdruck gegenNull. Nun hat der Nenner zwar im Nullpunkt
eine Singularit at, aber dort ist b” 0, das heif3t, die Singularit at braucht uns nicht zu
kimmern. Der vorletzte Term geht also gegennull.
AuBBerhalb von U verwenden wir die ursprungliche Darstellung von f, dies ist in
Gleichung (3.8) der letzte Ausdr uck. Dort gilt aber
z d
ox) = dist(X) ——
xt o @ kX zP_k}

>> 0

und damit geht der ganze Ausdruck problemlos gegen Null fir X ! 0. Das heif3t,
dasswir uns nur noch dem a-Teil widmen mussen.Von diesem wissen wir aber, dass
er auRerhalb des Intervalles [ "; "] laut De£nition identisch Null ist, die etwas leg ére
erscheinende Wahl der Grenzen nicht nur legitim, sondern auch vollkommen exakt
ist und esgilt:

z z

Jim . f=  amf() 1+ pDZdt

Doch zurtick zum eigentlichen Beweis. Die nétigen Voraussetzungenfir den Beweis
sind hier nochmals stichwortartig zusammengefal3t
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2 Fir asoll gelten: a0) = 0;a(0) = 1und a- 1

2 Da p(0) und pY0) gleich null, folgt aus der Taylorentwicklung von @ bei0

p°%) .
p(t) = p(0) + PYO)(ti 0)+ =—=(ti 0)* mit 2 2[0;t]
=0+ 0+ pO?2/3)(“ 0)?
= u ¢t?

Dabei gilt, dassjuj - const,, also beschrankt, denn pist zweimal stetig dif feren-
zierbar, und wir d nur auf einem beschrankten Intervall betrachtet; damit muss
auch p®%beschrankt sein, und esfolgt die Behauptung.

2 Die Ableitung von aist beschrankt.
2 ]XJ +
2 Esgqilt dist(X) < consty(x2j p(x1)).

Wie schonzuvor argumentiert, kbnnen wir im Integralausdruck den b-Teil vernachlassi-
gen. Esgilt dann:

Z1 dist(X)a(t)p 1+ pqt)2dt
1 (X 1)2+ (x2i p(t))?

g(X) =
t wir d nun substituiert:

ti X1=s(X2i p(X1))
) dt=ds(x2i p(x1))

Eingesetztin den Integranden folgt:

-l
Z

21 dist(X)atstea 1 PO * 3 17 FS0T PO) ¥ Kxa 1 pxn) ds
i1 (X1i (X1+ s(xz2i p(él)))) 2+ (x2i p((x1+ s(x2i p(x1))))?
1 oconsty(xzi p(x1))?¢1¢ 1+ pYs(x2i p(x1)) + p(x1))? ds
i1 2 (s(x2i p(x1)) 2+ (x2i p((x1+ s(x2i Pp(x1))))) 2
! constyconst, ds _

. 2 o (x2i p((x1+s(x2i p(x1)))) 2
i1 ST (x21 p(x1))?2

Abl. von p beschr.

Nun mussenwir uns noch um den Nenner kiimmern. Entwickle pum den Punkt x1:

p(x1+ S(X2i P(x1))) = p(x1) + pPAW)(s(x2i P(x1)))
W 2 [X1;X1+ S(X2i Pp(X1))]
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Eingesetztfolgt (h := X2 p(x1)):

Z
1 constds

il g24 (hi Po(r\:\lz)(Sh))2
1

constds

1 s?+ (1 vs)?

Lemmay) Z ds

const —
i1 s2+ 1

Z 1 ds

—— wegen consfgconst, - 1

1 s+ 1 J G b

Nehmen wir die Konstanten nochmals genauer unter die Lupe, so folgt mit Lemma
(3.2.) und (3.3), dasslimy, ¢ consty = 1. AuRBerdem wissen wir nach Voraussetzung,
dasspY0) = 0; damit aber gilt:

p
. — i . 2
Jim constp = lim © 1+ pYs(xzi p(x1)) + x1)
=1
{mypw) = 0

R
Also gilt const= 1 und ii ;j’%l ist, wie wir schon gesehenhaben, eine Majorante

des Integranden. Mit dem Satz von der majoriserten Konvergenz (LEBESGUE) folgt
die Konvergenz gegenl/ﬁg? (sieheauch [9] S.97f). O
=1

3.4 Auswertung der Ableitung auf dem Rand (r ué Oauf @ )

Wie schonim vorhergehendenBeweisflr die Stetigkeit nehmenwir 0.B.d.A. an, dass
die Kurve durch den Nullpunkt laufe, sodassP (tg) = (0;0) 2 @ . Des weiteren sei
die Kurve wieder glatt, weshalb wir die Kurve in Nullpunkt-N ahe bei Bedarf durch
eine Funktion p-ersetzenkénnen:

uo‘ﬂu VO |

1
P = = Pa(lo) = 0 tperiogenbeginn © 10 *  Lperiodenend
0 p2(t0) p(o) Periodenbeginn Periodenende

Dabei soll gelten: pY0) = 0..Aufgr und dieser Wahl von p°kdnnen wir den Normalen-

vektor im Punkt O mit n = % ~angeben.

Theorem 3.4.1. Die Normalenableitungzon w an einembeliebigerKurvenpunktist (zeige
dieshiero.B.d.Aflr denNullpunkt) ungleichderNull.

Beweis.Die Richtungsableitung ist gegebendur ch (verzichte aus Griinden der Uber-



54 KAPITEL 3. DIE GEWICHTSFUNKTION W (X)

sichtlichkeit, den Limes IimX]@-DXZ! o innerhalb des Integrals immer aufzuschreiben):

-i ¢
Dwp = % ;DW(X) .
- (i 1)s GG i 2(X2i p2)ds
R s 2 @ ((x1i p2)?+ (x2i p2)?)?
@ (x1i p1)?+(x2i p2)2
. 1 ] dist(X)? 2(x2i p2)ds _
R dist( X ) ds 2 @ (X1i po)?+ (x2i P2)?)?

@ (x1i p1)Z+(x2i p2)2
Das Hinzunehmen der dist-Funktion ist vollig legitim. Schliesslich handelt es sich
hierbei um eine beliebig glatte Funktion. Damit erhalten wir aberim Nenner deser-
sten Faktors den schonberechnetenGrenzwert zum Quadrat. Das heisst,dasswir uns
im Folgenden nur auf das zweite Integral konzentrieren missen:

- iz dist(X)?2(x2 | po)ds

V8 @ ((X1i p1)2+ (X2i P2)?)?
Betrachte das Integral wieder in der N&he des Nullpunktes. Fir diese Zwecke ist es
wieder sinnvoll, P als Funktion darzustellen. Des weiteren wir d das Integral wieder
mit a(t) + b(t) = 1 multipliziert, wobei der b(t)-Teil wieder zu 0 wird fur X ! 0,
weshalb ich den Term im weiteren Verlauf einfach weglassenwerde.

- iz 1 a(t)p 1+ pYt)22(x2  p(t))dist(X)?dt

V8 a1 ((x1i t)2+ (x2i p(1))?)?

Im Folgenden wir d nur das Ubriggebliebene Integral betrachtet werden. Transformie-
re das Integral wie gehabtmit t j X1 = s(X2j p(x1)) ) dt=ds(x2j p(X1)

1 a(x1 + s(Xzi |0(><1)))IO 1+ pY::n)2dist(X)?(x2i p(x1)2(x2i p(:::))) ds _

i1 (s(x2i p(x1))2+ (X2i p(x1+ s(Xz2i Pp(x1))))?)? B

Eingesetztfolgt

(3.9)

}

7 % 1 fir X1;X2! O P

} Loa(xp+ s(x2i p(xa))" Trconsi(xz i p(x1))32(x2i p(::ii))ds |
i1 ((s(x2i p(x1)))2+ (x2i p(x1+ s(Xz2i p(x1))))?)?

Setzeein, dassp(x1 + s(X2 i p(x1)) = p(x1) + pAw)hs (Taylor-Entwicklung), wobei

zur (bersichtlicheren Darstellung die Abk iirzungen h = (x2 i p(x1)) und p{w) = v

verwendet werden sollen.

21 P T T st P Zhixa i pxa) i pAw)sh) ds

| - 2const " (h2s2 + (x2i p(x1)i pAW)hs)2)2
Z1 P o 2ha(1
= 2consf 1+ pAxa+ s(xz p_(Xl))Z h*1i vs)ds
Zill hé(s2 + (NEVD9)7y2
- 2const 1(Li vs)ds
i1 (s2+ (hir‘]’#)z
= 2const 1i vsds

1 (@i vz
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Gehenwir nun wieder zur punktweisen Konvergenz lber, so wird durch Limesbil-
dung vs | 0 gehen,denn v = pY{w) mit w 2 [0;"]. Des weiteren wissen wir nach
Lemma (3.2.1), dassdie vorgezogeneKonstante den Grenzwert 1 besitzt. Damit gilt:

Z,

~ = )!ilmo 2const
Z il

1 ds
il (32 + 1)2

1s .1 arctan(s)j:
282+ 1 2 il
_ 2} Yoo o Va
2 2" 2
=Y

1i vsds
(s2+ (1i vs)?)?

=2
1

Fasstman nun wieder beide Integrale (3.9 zusammen, so erhalt man

1
%1/4
1

= —>0
Ya

Eskann also sogar fur jeden Randpunkt exakt die Normalenableitung mit %/Aangege-
ben werden. O

DiesesErgebnis kann im folgenden Beispiel problemlos reproduziert werden.

Beispiel 3.4.1(Ein leicht zu rechnender Spezialfall). Zeigefur deneinfachsterfall -
denEinheitskeis- dassmit derfolgenderMethodeder Gradientan einemPunkt und insbe-
sondeeamRandberechnewerdenkann.

z ds
Xyt
w(x) e KX i X(5)k2

Testedie Funktion fur denEinheitskeisund X = [r; 0]

Z 2Y4 dt

o (costj r)2+ sin’t

Der NennerhatdabeidenWert (folgt direktausderBerechnungiiberdasSkalarpodukt)

1j 2rcost+ r?



56 KAPITEL 3. DIE GEWICHTSFUNKTION W (X)

Setzedesweiterenz = exp(it), und dz = {z ¢dt, soqilt

I dz

) 1 —

w(X)ilt= = z
CITTT Tiver b e

_ .1 dz
U2 r+ Dzl

| {z- }
=(zi r)(zi §)
2% (i 3t furr<1
@it firr> 1
2Y4
1 r2

8

(3.10)
Leitetmannachr ab(diesentsprichtdergewiinschtenNormalenableitung)soethalt man
LT
wn ="y

alsodie Ableitung %4 am Rand,und diesstimmt erfreulicherweisenit demhemeleiteterer-
gebnisiibeein.



Kapitel 4

Numerische Umsetzung

Da zum Verstandnis der numerischen Losung wieder ein gewisses Vorwissen hilf-
reich sein kdonnte, werden auch in diesem eher praktisch orientierten Teil grundle-
gende Sachveihalte nochmals kurz eingefiihrt. Den einzelnen wichtigen Programm-
abschnitten wir d dabei jeweils ein Kapitel gewidmet sein. Die Bernstein-Polynome
und B-Splineshabeich als Vorbereitung in einem eigenen Kapitel zusammengefasst,
da der Umfang den Rahmen einer kurzen Erlauterung zum Programmtext sprengen
wrde.

4.1 Theoretische Vorarbeit

4.1.1 Beézier-Technik fiir Kurven

Das im Zusammenhang mit der web-Methode aufgebaute Softwareprojekt verwen-
det im (vorerst) zweidimensional umgesetzten Fall Bézier-Kurven zur Beschribung
der Gebietsrander. Ein groRRer Vorteil der Bézier-Kurven ist z.B. der dir ekte Zusam-
menhang zwischen den Grunddaten (Bézier-Punkte) und der geometrischen Gestalt
der Kurve; ein weiterer der direkt und allgemein bekannte Zusamenhang zwischen
Ableitung und Funktion. Dazu aberim Folgenden mehr (sieheauch [19]).

Die Bernstein Polynome

Fur die Paramterdarstellung von Kurven wir die spezielle Basisder Bernstein-Polynome
verwendet. Dassflir die nun zu beweisenden Satze und Eigenschaftenlediglich das
Intervall [0; 1] betrachtetwir d nimmt diesennicht die Allgemeing Ultigkeit, denn durch
afEne Transformation | aRtsich jedesbeliebige reelle Intervall [a;b] auf das Einheitsin-
tervall abbilden:

—

=2 (4.1)
|

(o3
Q
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Desweiteren besagtder binomische Lehrsatz, dass

et |
= coL @) (4.2)

. |
i=0

1=(+@j,)"
X

Dies laf3t sich sehr leicht mittels Vollstandiger Induktion verifzieren. Fir n = 0; 1ist
die Gultigkeit offensichtlich. Kommen wir also zum Induktionsschritt:

Hnﬂ
L@ ™= )™
Hnﬂ Hnﬂ
oL@ )T )"
"unﬂ wooT
n . 1 n . 1
+n’(1")+n11°(1")
Unﬂ
n+1 . 0
o, 1i )
1 H 1 _ _
= nT:L V@, ) (4.3)
i=0

Diese Zerlegung der Einsfunktion fihrt zur

De£nition 4.1.1. Unter demi-ten Bernstein-Polynonvom Gradn beziglich desEineitsin-
tervallesverstehtmandasPolynom

TR
n

BM()= § '@ )M (=010 (4.4)

Das i-te Bernstein-Polynonbeiiglich einesbeliebigenintervallesist durch Einsetzender
Transformation(4.1) gegeben.

Einige wichtige Eigenschaftender Bernstein-Polynome formuliert der folgende

Satz 4.1.1. Fir dieBernstein-Polynom8" iberdemEineitsintervallgilt:

, = 0 isti-facheNullstellevonB(, ) (4.5)

, =1 istnj i-facheNullstellevonB/(,) (4.6)
B(,)=Bp i(,) Symmetrie 4.7)

(Li .)BS()=Bg™ () .BA() =B (4.8)

0- B'(,)- 1 far , 2[0;1] (i=0;1;:::;n) (4.9

Beweis. Die erstenbeiden Eigenschaftengehendir ekt ausder De£nition der Bernstein-
Polynome hervor. Die Symmetrieeigenschaft (4.7) 1ai3t sich auch sehr leicht zeigen.
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Denn esqilt:
HoT
BI()= © oL@ )M
H n T S
= g @iy
=B ) (4.10)

Die beiden Eigenschaften(4.8) ergebensich aus den Werten fiir n folgendermal3en:

Hnﬂ
(Li )Bg()=(@i.) 5 @i.)
TR |
1 + +
= "0 @i )™= Bt
Hnﬂ
BH=.
u
= M rt=Bri) (4.11)

Die im letzen Punkt proklamierte Nichtnegativit at ist aufgrund der Wahl des Ein-
heitsintervalles klar, denn dort ist sowohl | alsauch (1 ,) groRer0. Damit sind die
Bernstein-Polynome im Einheitsintervall nicht negativ. O

Ein weiterer wichtiger Aspekt der Bernstein-Polynome ist deren Basiseigenschaftim
Vektorraum .

Satz4.1.2.Sein 2 festgewahlt, dannbildendieBernstein-Polynom@&ir i = 0;:::;n eine
BasisdesVektorraume#®,, derreellenPolynomevomGradn.

Beweis:. Wieder einmal setzenwir die Linearkombination

X
¢B'(,)=0 2 ; ,2 (4.12)
i=0

woraus notwendigerweise fur die lineare Unabhéangigkeit der Bernsteinpolynome
folgen muss, dassc; = Ofur (i = 0;:::;n). Setzenwir |, = 1, soist B"(1) = O fur
i =0;:::;nj 1 DadasBernsteinpolynom B[ (1) = list folgt damit, dassc, = 0 sein
muss. Da die Linearkombination eine stetig dif ferenzierbare Funktion ist, muss auch
die Ableitung identisch mit der Nullfunktion sein. Da aber B{'(, ) eine n j i-fache
Nullstelle an der Stelle, = 1 besitzt und auRerdem BQiO 1(1) 8 Oist, sofolgt wegen

daX
0= 4 ©GB'()i=
> i=0

= oy 1B1 1(1) (4.13)
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dasscy; 1 = 0. Analog kann Schritt fur Scritt jede weitere Ableitung herangezogen
werden, um zu zeigen, dassc, = Cy;1 = ¢¢= co = 0 gilt. Da also die (n + 1)
Bernsteinpolynome linear unabhangig sind, und zudem noch die Dimension , =
n + 1besitzen, folgt ihr e Basiseigenschaft. O

Eine wichtige und schone Eigenschaft der Bernstein-Polynome ist die einfache Bere-
chenbarkeit ihrer Ableitungen.

Satz 4.1.3. Ausgehendron der De£nition gilt fur die AbleitungenderBernstein-Polynome:

8 .
d 2inBgiY(,) fur i=0
7B = _nBi ()i Bl fur i=212:ni 1 (4.14)
’ "B () fur i=n

Beweis:. Ableiten der Deg£nition des Bernsteinpolynomes liefert unter Anwendung
der Produktr egel:

g BIC) = W@ )M (i D@ )M

Die Spezialfallei = 0bzi = n lassensich im Prinzip sofort ablesen.Fir die Ubrigen

(- i- nj 1) gelten fiir die Binomialkoef £zienten:
TR TO | TR moo |
n i=n ni 1 . n (n . I) -n nj 1
i ni 1° i ! i
Damit folgt aber dir ekt die Behauptung. O

Bézier-Kurven

Um Kurven in der Ebene (oder im Raum) approximieren zu kdnnen, greift man auf
stickweise Polynominterpolation zurlck. Da die Bernstein-Polynome eine Basisdes
Vektorraums |, sind, lassensich die Raumkoordinaten je als Linearkombinationen
der Bernstein-Polynome darstellen:

X
X (t) = bk B{'(t;a;b) k= 1;2;:::;d
i=0
d Dimension
[a;b] allgemeines Parameterintervall

bk KoefEzientenvektor

Damit gelangenwir zur Bézier-Darstellung
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X(t) = (xa(t); 11 xa(t) T

Die Bézier-Punkte haben auch eine tatsachliche geometrische Bedeutung, denn die
Koordinaten desd-dimensionalen Polynoms P(t) 2 9 bilden dassogenannteBézier-
Polygon, welches bezliglich der Kurve eine konvexe-H Ulle-Eigenschaft besitzt.

Satz 4.1.4(Konvexe Hille). Die MengederPunktederBezier-Kurve

y )
M:= x(,)= hBI():, 2[01]
i=0

liegtin derkonvexerHyiille dern + 1 Bézier-Punktex; by;:::; by.

Beweis:. Als De£nitionsbereich sei aus den schon bekannten Gr iinden das Einheits-
intervall gewahlt. Fur , 2 [0; 1] gilt nach (49 0 - B(,) - 1 Da die Bernstein-
Polynome eln%Partltlon der Eins bilden, also 0 B'(,) = 1, stellt das Kurvenseg-
ment x(,) = -, B'(, )b eine lineare Konvexkombmatlon der Bézier-Punkte dar.
Damit aber liegt diesein der konvexen Hiille der n + 1 Bézier-Punkte. O

Im Folgenden mécheich mich mit den Kurvenenden beschaftigen, denn das erklarte
Ziel ist es,mehrere Kurvensegmente mit gewlinschter Glattheit oder zumindest stetig
zusammenzuflgen.

Satz4.1.5. Die RandpunkteeinerBezier-Kurvex(, ) = P Lo bBM(,); n, 2sindAnfangs-
und EndpunktederselbenDie Richtung der Tangentean die Kurve in den Randpunkten
hangt lediglich vom Randpunktselbstund seinemnachstenNachbarnab und stimmt mit

derRichtungderVerbindungsliniederbeiderPunktetbeein. Entsprechendangtdiezweite
Ableitung im Randpunktvon diesernund seinerzweinachsterNachbarnab:

x(0) = bp;  x(1) = by (4.15)
x0) = n(bri ); xY1) = n(bni by 1) (4.16)
x%0) = n(ni L)(bi 2b + hy)

xR = n(ni )(bni 2bn; 1+ by 2)

Beweis:. (4.15 folgt dir ekt zum einen aus der De£nition der Bernstein-Polynome, als
auch aus der Tatsacheheraus, dass (4.5, 4.6) , an der Stelle O und 1 je eine i- bzw
ni ifacheNullstelle besitzt. Ubrig bleibt nur das O-te bzw. das n-te Bézier-Polynom,
welches an diesen Stellen jeweils den Wert 1 hat, und damit x den Wert by bzw. den
Wert b,.

Zu (4.16). Die Ableitungen berechnensich nach ( 4.14) an der Stelle, zu

x%.)

Nl

i nboBg *()+  nB[BRC) i B )T+ nbnBRi ()

i=1

%l

(b+1 i B)BM ()

i=0

Il
=}
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Unter Verwendung von (4.5),(4.6) folgt sofort die Behauptung.
Fur die zweite Ableitung ist die Argumentation analog. O

Diese Eigenschaften versetzen uns nun in die Lage, Kurven mit gewlinschter Glatt-
heit (Werte fiir hohere Ableitungen lassensich nach dem oben beschriebenenSchema
berechnen)zusammenzusetzen.

Zur Auswertung einesKurvensegmentes kann der Algorithmus von deCasteljawer-
wendet werden. Ahnlich wie bei der Auswertung von B-Splines wir d hier die re-
kursive De£nition der Bernstein-Polynome angewandt, wodur ch sich letzendlich die
Rechenschritteauf Konvexkombinationen von Bézier-Punkten reduzieren lassen- ei-
ne Vorgehensweise, die wieder ganz einfach als Dreicksschemadargestellt werden
kann. Ich mochte esan dieser Stelle mit der Angabe dieser Beweisidee bewenden las-
sen, denn der Beweis ist sehr technisch, und kann in fast jedem Numerik-Lehrbuch
nachgelesenwerden.

4.2 Die Vorgehensweise im Uberblick

Daich im folgenden Kapitel Algorithmus und kurze theoretische Einflihrung immer
zu einer Einheit zusammenfassenwerde, moéchte ich an dieser Stelle einen groben
Uberblick tiber den Gesamtablauf geben, um somit die wichtigsten Schritte heraus-
zustreichen.

Die Vorgabefiir das Programm war, eine Routine zu schreiben, welche innerhalb des
von mehreren Mitarbeitern und Studenten des Lehrstuhls unter Leitung von Herrn
Hollig entwickelten web-Spline Projekts verwendet werden kann. Auf Anfrage soll
esden Wert (bzw. zusatzlich weitere Ableitungen) der hier behandelten Gewichts-
funktion Uber einem durch Bézier-Segmentede£nierten Gebiet liefern. Die eigentli-
che Auswertung geschieht mittels Quasiinterpolanten Uber der an diskr eten Stellen
ausgewerteten Gewichtsfunktion. Die Schritte im einzelnen:

1. Aufr uf des Programmes wehweightgifcmit oder ohne entsprechendeOptionen.
Das Programm Uberpr Gift, ob das Programm in einem vorigen Dur chlauf schon
mit den Optionen aufgerufen wur de. Wenn ja, kann sofort die Auswertung er-
folgen.

2. Ist die Initialisier ung noch nicht erfolgt, muss zunachstein gleichmafigesGitter
Uber einer das Gebiet umschlieRenden Box erzeugt werden.

3. Markier e diejenigen Gitterpunkte, welche nahe an Randpunkten des Gebietes
liegen, um sie spater gesondert behandeln zu kdnnen.

4. Auswertung an den Gitterpunkten. Als Integrationsverfahr en (siehe De£nition
der Gewichtsfunktion) wird der Romberg-Algorithmus verwendet, markierte
Randpunkte werden aufgrund der Gefahr einer Polstelle mittels einesgeschach-
telten Romberg-Algorithmus' berechnet.

5. Versehe aul3ere Punkte mit negativem Vorzeichen, um die Gewichtsfunktion
nach aul3englatt fortsetzen zu kénnen.
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6. Auswertung mittels Quasiinterpolant und Speichemung der berechneten Werte
in einer globalen Variablen.

4.3 Programmcode und Erlauterungen

4.3.1 Markierung der randnahen Punkte

Das Hauptpr oblem bei der numerischen Umsetzung stellt die Integration im Nenner
der Umkehrfunktion w(X)i 1 dar. Als Integrationsverfahr en wir d hier die Romberg-
Iteration verwendet (dies ist zwar nicht unbedingt das schnellste,aber daftir ein rela-
tiv stabilesVerfahren).Um zu verhindern, dassdas Verfahren an einer Polstellein eine
nicht abbrechendeSchleifeverfallt, wir d zunachstuberpr Gft, welche der in der aufzu-
stellenden Wertematrix enthaltenen diskreten Gitterpunkte nahe an der Randkurve
liegen. Diese werden dann markiert und bei der Berechnung der Gewichtsfunktion

mit einem geschachteltenRomberg-Verfahren behandelt. Zur Markier ung der Punk-
te durchlauft das Programm alle Randkurven, und unterteilt diese in gleich lange
Strecken (halbe Gitterweite), sprich, berechnet,nach welcher Zeit t entlang der Kurve
eine Streckevon a = CM+ene zur Uckgelegt wur de. Da sich die Umlaufgeschwin-

digkeit auf der Randkurve standig andern kann, ist es nicht méglich, zunachst die
Gesamtlange Sy..... der Kurve zu berechnen,dann durch die Rasterweite der Gitter-
punkte zu teilen und im Anschluss daran den De£nitionsbereich der Kurve [t g, tendel
einfach dur ch die oben erhaltenen Anzahl der Unterteilungspunkte zu teilen.

Das Programm geht wie folgt vor:

2 Abfrage der Rasterweite des Gitters, auf welchem spater gerechnetwir d.

2 Berechung des nachstenPunktes ty+; , fir den gilt:
Rasterweite
2

Wobeik 2 und tx+1 > ti gilt, und s(t) der abdem Zeitpunkt to zurlickgelegte
Weg ist.

S(tk+1) i S(tk) ¥a

2 Berechung der Kurvenpunkte an den t; und Markier ung der umliegenden Git-
terpunkte. Daher auch der zur Sichereit etwas feiner gewahlte Abstand a; dies
stellt sicher dassauch tatsachlich alle randnahen Punkte berlcksichtigt werden.

Weglangen und deren n&herungsweise Berechnung
Will man die LangeeinesWeges® : [a; ] ! P berechnen,soist anschaulich klar, dass

der Abstande j° (tx) i °(tk; 1)j je zweier aufeinander folgender Punkte und Addition
derselben eine N aherung des Wegeserhalten kann.

xXn
L(°;Z):= Ko (tk) i °(t; DK
k=1
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Durch eine Verfeinerung der Zerlegung wachstauf Grund der Dreiecksungleichung
der Betragvon L(°;Z) an. Ist L beschrankt fiir alle Zerlegungen, so existiert fiir n !
1 ein Grenzwert sup, L(°;Z), welchen wir als die Lange des Wegesansehen.

De£nition 4.3.1. Ein Weg® : [a;b] ! P helsstrekgﬁmerbarwenn wir fur alle Zerle-
gungenZ desintervalles[a; b] die SummeL(°;Z) := = ¢_; j°(tk) i °(tk; 1)j nachoben
durcheineKonstanteM abschtzenkonnen.Die Zahl sup, L(°;Z) wird dannLangevon °
genannt.

Da unsere Rander zumindest stlickweise stetig dif ferenzierbar sind, ist der Beweis
desfolgenden Satzesvollkommen ausreichend fir unsere Zwecke.

Satz4.3.1. DerWeg°® : [a;b] ! P seistetigdifferenzierbarDann ist errekti£zierbarseine
Weghngenfunktions ist stetigdifferenzierbarund fur allet 2 [a; b] gilt:

s(t) = k2 (t)k:
Die LangeL (°) desWeges beechnesichnachderFormel

Zy
L(°) = ke (t)k dt
a
Zpyq
— 0_12 + CCC+ O_QZ
a
Beweis.. SeiZ = ftp;:::;thg eine beliebige Zerlegung des Intervalles [a;b]. °© und
damit auch °_sind vektorwertig. Dann gilt mit der Dreiecksungleichung, dass
Z =
ke (tk) i °(t; Dk=—=  2(t)dt—
tki 1
Zy
ke (t)k dt
tki 1
Durch Summation folgt
X0 Zy
Ko (t) i °(tig 1)k kk dt
k=1 a

Da die rechte Seiteunabhangig von einer Zerlegung ist, folgt, dass® rekti£zierbar ist,
und esgilt:
Zy
L(°) - ke (t)k dt (4.17)
a
Seinunt 2 (a;bjund h < 0sogewahlt, dasst + h - b. Aus unseren vorherigen
Uberlegungen wissen wir, dass die Verbindungslinie von °(t) nach °(t + h) immer
kleiner sein muss, als der auf dem Intervall [t; t + h] zurUckgelegte Weg. Esgilt also:

jet+h)i °(0)i- s(t+h)i s(t)
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Unter Verwendung von (4.17) gilt somit

o o Z
so(t+h)i (o s(t+h)i s 177"
° h ° h h .

k2(¢)k d¢

Bilden wir den Grenzwert h ! 0, so strebt der linke Term gegen k® (t)k, der rechte
nach dem zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralr echung ebenso.

Der linksseitige Grenzwert folgt analog, weshalb s stetig dif ferenzierbar ist. Damit
folgen die Behauptungen. O

f

Abbildung 4.1:Newton-V erfahren
[13]

Nun geht esjain der zu programmierenden Anwendung darum, zunachsteine un-
gefahre, schnell berechenbare N aherung von ty fir ein vorgegebenesty; 1 zu berech-
nen, sodassagilt:

Rasterweite

S(tk) i s(tk; 1) ¥a 5

Die halbe Rasterweite verwende ich hier aus Sicheteitsgriinden, damit keiner der
Gitterpunkte unberticksichtig bleibt. Eine einfache Iteration zur Naherung kdnnen
wir mit Hilfe einer Taylorentwicklung um den Punkt ty; ; erhalten: Datbei bezeichnea
die vorgegebenehalbe Rasterweiteund s die Weglangemit s = k°k, = = °Z + ¢¢¢+ °2,

S(tk) = S(ti; 1)(tk i t; 1)+ Slte; 1)(tk i te; 1) + Rest
, a¥as(te; )(tei tei 1)
, t Ya

+tki1

a
S(tk; 1)

Jeenger hierbei die einzelnen t; liegen, umso besserwir d natirlich die Naherung.
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Diese erste Naherung kann nun zur genaueren Bestimmung des Punktes t aus dem
De£nitionsbereich in ein Newton-V erfahren eingesetztwerden.

Die Startnaherung to ist zumindest sogut, dasseine Konvergenz desNewton-V erfahrens
gegeneinen anderen als den gewtinschten Punkt

tker = tii T
' f qtw)

nicht zu befurchten ist. Da das Newton-V erfahren gegeneinen t-Wert konvergiert, an
welchem eine Nullstelle der betrachteten Funktion vorliegt, muss fur f

Z 4, Rasterweite
f(tk) = s(¢)dé i k#
t

0
fYte) = s(tx)
eingesetztwerden. (siehe Abb (4.1)).

Umsetzung

Programm 1: Initialisier ung: Entwurf einesGitters und Markier ung randnaher Punk-
te

Deklarier e die globalen Variablen WEB_ WEIGHT _QIFC, WEB_GRID
Lade globale Variable WEB_.BOUNDAR Y (Segmente,Kurven)
WEB_GRID[x,y,Zellbr eite]=web _grid _init(Gebiet,Zellbr eite) (Gitterinititalisier ung)
Aufstellen der Punktematrix G mit x;y;z; m (Markier ung)
Kurvenunterteilung in Zellbreite=2
for wbl = 1to length(WEB _BOUNDARY) do

for wb2 = 1to lenggh(WEB _BOUNDARY fwblg) do

Startnaherung tpex = —p-p—Zellbreite +1
g tnex 2 Tangential vektor :2 alt

SuchenachstenRasterpunkt mittels Newton
while genauigkeit > epsa 10000do
Romberg(web_bez eval,0: Zellbrette - ¢ )
end while
end for
end for
Sucherandnahe Punkte in der Wertematrix
for i = 1to length(Rasterpunkte) do
Suchex-Wert groRerals
a=max(End(x-Werte von G) j aktueller x-Wert von Rasterpunkte(i))
b=max(End(y-Werte von G) j aktueller y-Wert von Rasterpunkte(i))
m=m+1
GM@(bj 1):4:4a(b+ 1);aj 1:a+1)= G@4(bj 1):4:4(b+ 1);aj 1l:a+1)+1
end for
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Ergebnis

Abbildung 4.2:Rastemung der Kurve

Als Auswer ungsgebiet habe ich eine Ellipse mit einem einbeschriebenenKreis aus-

gewahlt. DiesesBeispiel werde ich bis zum Schlussverwenden, um die Veranderung

in den einzelnen Schritten deutlicher herausstellen zu kdnnen.

Bild (4.2) zeigt die zunachsterfolgte Unterteilung der Kurve in Z2!5rete _stjjcke. Danach
werden - wie schon erwahnt - die nachstliegenden Matrixeintr age (diese entsprechen
dem Uber das Gebiet gelegten Gitter) markiert. Das Bild zeigt auf dem Einsniveau die

markierten Matrixpunkte, ungefahrliche Punkte liegen auf Nullniveau (Abb. (4.3)).
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Abbildung 4.3:Markier ung der Matrix

4.3.2 Berechnung der Gewichtsfunktion auf den Gitterpunkten

Nachdem die Unterteilung in randferne und randnahe Punkte erfolgt ist, kommen
wir nun zur eigentlichen Berechnung der Gewichtsfunktion. Genauer gesagt:eswir d
die Gewichtsfunktion innerhalb, und der Betrag der glatten Fortsetzung aussehalb
des Gebietesberechnet.

Das Gebiet ist - wie schon erwahnt - durch eine Bézier-Kurve beschrieben, welche
dur ch Kontrollpunkte und die dazugehorigen Gewichte festgelegtist. In unserem Fall
wur den die Werte in der globalen Variablen WEB_BOUNDARY abgelegt.
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A WEB_BOUNDARY
WEB_BOUNDARY
[1x3  struct] [1x3  struct]
A WEB_BOUNDARY{1}
ans =
1x3 struct array with fields:
degree
points
A WEB_BOUNDARY{1}(1)
ans =
degree: 2

points: [3x3 double]

A WEB_BOUNDARY/{1}(3).points

ans =
-2.0000 -2.5981 1.0000
2.0000 -2.5981 0.5000
4.0000 0 1.0000

Abbildung 4.4: Die Matlab-Ausgabe der globalen (n £ 1) cell-Variable
WEB_BOUNDARY (hier n = 2, also fur jeden Rand ein stuct-Array). Die Punktein-
trage setzen sich aus den gewichteten x- und y-Werten und dem Gewicht selbst
zusammen.

Die Romberg-Integration muss dabei Uber alle Rander und Segmentederselben erfol-
gen. Ist ein Punkt als randfern markiert (also nicht markiert), so wir d einfach nach-
einander Uber die Rander und darin in einer Schleife Uber die Segmenteeinzeln Inte-
griert und danach alle Teilsummen aufaddiert.

Im vorangegangenen Abschnitt mussten schon Abstande zur Bestimmung der Kkriti-
schenMatrixeintr age berechnetwerden. Dabei wur de jeweils auch mitgespeichert, in
welchem Segmentund auf welchem Rand das jeweilige Minimum liegt. Diese Infor -
mation kénnen wir weiterverwenden. Ist ein Wert markiert, so kann zunéachst tiber
die ungefahrlichen Segmenteund alle Rander integriert werden. Danach erfolgt die
Integration Uber das kritische Segmentdur ch eine iterierte Schachtelung. Dabei wir d
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jeweils ein Intervall, welchesdasMinimum enthalt ausgespart,und nur iber den Rest
integriert. Mit dem ausgespartenintervall verfahrt man dann analog. Unterschreitet
der in einem Schritt berechnete Wert die vorgegebeneGenauigkeit, so bricht die Ite-
ration ab, und die Teilsummen werden wieder wie gehabt aufaddiert.

Abbildung 4.5: Gebiet mit konvexer Hllle. Die Schachtelungist schematischdarge-
stellt (hier: Unterteilung im Verhaltnis 2 : 1 : 2). Der erste Schritt ist durch § der
zweite durch £, der dritte durch + dargestellt.

Die grosse Schwierigkeit hierbei bestand in der Behandlung von Spezialfallen, wie
z.B.

2 Ein kritischer Punkt liegt direkt auf dem Rand bzw der Abstand zum Rand ist
kleiner als die gewahlte Rechengenauigkeit. Dieser Fall muss abgefangenwer-

den, da sonstdie Integration nicht konvergiert (zur Erinnerung: wir berechnen
il= ds
wh= = KX | P(s)k2)'

2 Der kritische Matrixeintrag be£ndetsich dir ekt auf einem Segmentrand.

Der Romberg-Algorithmus

Die Grundlage fir den Romberg-Algorithmus bildet die Trapezregel zur Appr oxi-
mation von Integralen. Dabei wir d der zu integrier ende Bereich [a; b] unterteilt in n
aquidistante Stiicke und die dur ch das stlickweise lineare Interpolationspolynom auf-
gespannten Trapeze aufaddiert:
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0.8 q

0.6 q

0.4 q

0.2r q

-02 - q

-0.4 - 7

-0.6 - q

-0.8 7

Abbildung 4.6:Trapezregel

“1 1 1
Sf Y4S(h;f;[a;b)) = h §f (a) + f(a+ h) + ¢ee+ §f (b)
bi a

h= ——
n

Theorem 4.3.1(asymptotische Fehlerentwicklung der Trapezregel). Istf glatt, sogilt
fur denFehlerder Trapezegel(Euler-McLaurin-Summenformel):

¢ S(h;t; [a;b]) = Sf j S(h;f;[a;h]) (4.18)

) R . .
ey @I F@I D@ h? + comf @™ (u)(bi a)h®™

j=1

u seidabeiaus|a; b und die von f unabtangigenKonstantenc; sind tber die Bernoulli-
Polynomede£niert.

Fiir nicht-periodische Funktionen hat das Verfahren die Fehlerordnung O(h?). Mit
(4.18 koénnen wir die Integralappr oximation auch schreiben als:

S(h;f;[a;b]) = Sf + fih?+ fht+ ]
mit fi=icy fAIVM; f@iDGa)
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Und mittels Extrapolation kdnnen wir eine verbesserte Appr oximation berechnen:

S(h) = %1(‘“ Si(h) i Si(2h))

i ¢
%|4(Sf + f1h2+ foh*+ ::0)§ (S + f1(2h)2 + fo(2h)* + ::2)

12,
Sf j Efzh

Ist f hinreichend glatt, sokann diese Iteration weitergefiihrt werden

Si+1(h) = 4 Si(Ti : fi (2h)

= Sf + O(h?*?)

und die dominantesten Fehlerterme verschwinden bei jedem Schritt.

Der Romberg-Algorithmus verwendet nun genau diese Iteration. Er berechnet Schritt
fur Schritt Naherungen mit halbierter Weite h mittels Trapezregel und fihrt nach je-
der Halbier ung die soebenbeschriebeneExtrapolation dur ch. Praktischerweise kbénnen
zuvor schon berechnete Funktionswerte der Trapezregel wieder verwendet werden,
denn durch die Halbierung von h treten diese in der folgenden Rechnung zwangs-
weise wieder auf. Die Appr oximation erfolgt, wie man der Iterationsvorschrift ent-
nehmen kann nach einem Dreicksschema.Das heil3t also:

zunachst S (hj+1) mittels Trapezregel berechnetwerden; die Terme Sj(hj+1) i = 2:
j + 1folgen durch Extrapolation.
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Programm 2: Integration und glatte Fortsetzung des Gewichts
for i = yj Richtung to enddo
for j = xj Richtung to enddo
if m< 1lthen
S=web_romberg_invers(Punkt,Gebiet)
% Romberg-Integration Uber alle Kurven
G(xy;z) = &
else
sneu[n,S]=web_weight _gifc _schachtel(Gebiet,Punkt)
% GeschachtelterRomberg

if n == 2then
G(x;y;2) =0

else
G(xy;z) = &

end if

end if
end for
end for

% Glatte Fortsetzung der Werte nach aul3en
inout =web_in _out(G)
G(3:4:end;:) = inout: @ G(3:4:end;:)

Das Programm web_in_out ist Teil einesvon Jorg Horner geschriebenenProgramms.


http://www.math-online.org
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Programm 3: Romberg-Integration (web_romberg_invdif)
if Aufr uf ohne Segment-oder Kurvenanangabe then
for i = 1to Kurvenanzahl do
for j = 1to Segmentanzahldo
romberg(Inverse(y))
end for
end for
else
romberg(Inverse(Kurve,Segment,a,b)
a; b Start und Endpunkt
end if

Ergebnis

Gewichtsfunktion

X-Achse

Y-Achse

Abbildung 4.7: Funktionswerte der strikt positiven Gewichtsfunktion (auch aul3er-
halb des Gebiets!)
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Programm 4: Steuemng fir geschachteltenRomberg (web_weight_gifc_schachtel)
Unterteilung des Integrationsintervalles in %Teile (%)
hmin = min (Punkt Xx;)
if hmin < Senaugkell yhep
sneu(2) = [0; 2]
% keine Berechnung, falls zu nahe am Rand
else
sneu(2) = 1
for i = 1to Anzahl Kurven do
for j nkritisches Segmentdo
romberg_inv _dif(Gebiet,Kurve,Segment)
end for
end for
while Abbruchkriterium < Genauigkeit do
x = find(hmin <= hmin)
if min oder max(x) 6 Randpunkte des Segmentsthen
neu=romberg(Gebiet,Kurve,kritisches Segmenta:min(x i h), max(x+ h) : b)
else
neu=romberg(Gebiet,Kurve,kritisches Segmenta + h : b) oder
neu=romberg(Gebiet,Kurve kritisches Segment,a: bj h)
end if
neuesMinimum deskritischen Intervalles bestimmen
S=S+neu
end while
sneu = [S; 1]
end if




76 KAPITEL 4. NUMERISCHE UMSETZUNG

Gewicht iiber dem Gebiet Omega

Z-Achse

Y-Achse 48 X-Achse

Abbildung 4.8:Glatte Forsetzung der Gewichtsfunktion nach auf3en durch Multipli-
kation mit der in_out-Matrix

4.3.3 Quasi-Interpolation der diskreten Punkte

Mit der hier beschriebenenMethode ist esnicht moglich, in einem verninftigen Zeit-
rahmen eine flir FEM-Methoden interessanteAnzahl an Auswertungspunkten zu be-
rechnen. Das macht aber nichts, denn wir sind nicht darauf angewiesen, dass die
Gewichtsfunktion genau die bisher de£nierte Form exakt wieder gibt (dies ist nur fur
den Rand interessant).Vielmehr gentigt es, die Gewichtsfunktion durch einen leicht
zu berechnenden Quasi-Interpolanten zu approximieren.

Quasi-Interpolation

Quasi-Interpolation ist eine Appr oximationsmethode, die im Gegensatzzur Interpo-
lation keine numerische Berechnung eineslinearen Gleichungssystemserfordert.

De£nition 4.3.2. Seisp.t der Raumder Splinesder Ordnung n tber der nichtentarteten
Knotenfolger . Ein Quasiinterpolantist einebeschiénktelineare Abbildung, die vom Raum
der stetigenFunktioneniiber denBerichD(T) in denRaumder SplinesSy.1 (D(T)) der
Ordnung n Ubegeht. Repoduziertein Quasi-InterpolantPolynomeder Ordnung °, dann
bezeichnemanihn als Quasi-InterpolanterderOrdnung ° .

X
Qg= H'(Qg:; Qp=p 8 p2P.:
j

Die Kontrollpunkte g = Qjgsind durch eine Folge linearer Funktionale Q; de£niert,
die nur von der Einschrankung der Funktion gauf dasTragerintervall sjn = suppq‘ =
[¢j s ¢j+n]) abhangt:
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ng = qgjsj“

Die einfachste M oglichkeit eines solchen Q; ware ein Punkt-Funktional, also Q;g =
a(t;):

X
Qg= oty

i

8
2 %(Xi + Xj+m+1) falls %(Xi + Xi+m+1) 2 [a; 1]

ti=_a falls  (Xi + Xjsm+1) < @
b falls (X + Xi+m+1) > b

Nach [15] betragt der Appr oximationsfehler fiir dieses Vorgehen kf | Q(f )k,
%(m + 1)xkf %, , wobei mit Q(f ) die Appr oximation, also der Quasi-Interpolant ge-
meint ist.

Dur ch eine geschicktere Wahl der Auswertungspunkte t; kann das Ergebnisabernoch
deutlich verbessertwerden:

Seien?; die Greville Abszissender Knotenfolge T (das Mittel der inneren Knoten)

_ oo (Ger t GO0H Gam 1)
T4 (ni 1)

Dann hat der sogenannte Sclonbeg-Quasi-Interpolant die Form:

ng=g<(1j)
) Qg= Qja*j)
X
= b (t)a*;)

J

Dieser Quasi-Interpolant hat die Ordnung 2 (exakt ftr IineareFPonnome p(t) = at+ b),
aufgrund der linearen Prazision der Greville-Abszissen (t = ] tq(t)q?).

X
QD =" H@ + D
X X

=a H+b
j j
at+ b
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Der Schinberg-Quasi-Interpolant, welcher auch in unserem Fall Anwendung £nden
soll, ist linear und bezlglich der 1 -Norm beschrankt, denn

kQagk
kQk, = sup Qaky
960;g2c(D(T), KIKq

°X °
kQok; =3 Hg(*))s

i 1
- maxjg(*))j - kg,

I kQk, = sup%- 1

Fir g~ 1gilt sogarGleichheit (B-Splinesbilden eine Partition der Eins), alsokQk,; =
1

Zur Bestimmung des Appr oximationsfehlers fiir den Schinberg-Quasi-Interpolanten
betrachtet man dessenlineares Taylorpolynom. FUr tg 2 [¢ék; ék+1) und die Taylorent-
wicklung zweiter Ordnung folgt:

p(t) = g(to) + o¥to)(ti to)
p(t) = Qp(t) lineare Prazision

) p(to) = 9(to)

Appr oximationsfehler:

¢ Q= jo(to) i Qa(to)j
jQp(to) i Q(toj = jQ(Pi 9)(to)]

X
= B (to)(P(* ) i 9(*5))
j=kj m+1
h(t) := [éi n+1;ck+n) ist der Trager all der B-Splines, die im Punkt t 2 [¢x; ék+1)
nicht verschwinden; jh(t)j seidie lokale Feinheit der Knotenfolge im Punkt t (also die

Lange dest enthaltenden Intervalles). Da p die Entwicklung der Funktion g um den
Punkt to war, gilt:

ipCti) i 9*j)i= Ra(*j) —

_0t+ 1. ¢ _
- gt u;“ Ny 9= 0<p<t

o o

. . 1o . .
P T eI 5 8% gy it
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kikn,) Seidabei eine ,lokale”, also auf das to enthaltende Intervall eingeschrankte
Supremumsnorm.
Dajj i toj - jh(to)j, folgt flr den Appr oximationsfehler des Quasi-Interpolanten:

o

| - N
jot) i QaMi - 5" 9% ih(®J° (4.19)

Bei der Erzeugung von Quasi-Interpolanten hoherer Ordnung hilft ein Blick auf die
Marsden-ldentit &t und ihre Ableitungen:

X
ti "= Ao
j

g AT =G i Dot ot

X i°
= b'(t) %Aj;n(d)
X
= lcf(t)Aj;n('-’;)
j
Mit
A= (" T30 Au(o)

Aj;n(&) = U+ i &)ii(Ueni &)

Wenn wir wollen, dass der Quasi-Interpolant auch Polynome hdherer Ordnung re-
produziert, dann muss gelten

X Q(ti ¢)°‘1)=!§}i AN
. POQ((ti &)= BMA ()
j j

CQiti &)Y = AL ()

A‘r’,;j (¢) lasstsich auffassenals Polynom der Ordnung ©, abhangig von ¢, und ist da-
mit zerlegbar in °© linear unabhangige Polynome der Ordnung °. Seient;, paarweise
verschieden. Dann sei

o X N
Anj (L) = Qkl(tyxi i)'t I=1:°
k=1

= Qj(¢i tjy)



80 KAPITEL 4. NUMERISCHE UMSETZUNG

Da die tj; paarweise verschieden sind, ist das daraus entstehende LGS eindeutig
losbar. Mit der Losung der Q; erhalten wir auch eine Konstruktionsanleitung fir
Qj 9. Bei gleicher Wahl der Knotenpunkte t;x wie fur das Polynom der Ordnung °
gilt nun

X
Qjg:= Qjkd(tjx) tjx 2 Sjn:

Die Operatornorm des Quasi-Interpolanten (bezlglich der Supremumsnorm) erhal-
ten wir mit:

X -
Qg == Qjka(tj:n)—
Xk. .. .
- 1Qj ki ja(ti k)i
k X - -
- kgk  jQj«ki
X .k -
)  kQjk- 1Qj ki
X

genauer kQjk, = 1Qj ki
k

0O 00O

0Oo0OO00OO0O

X
) kQgk; = b'Qj go
j

1
: maxI)<(Qj Kk, kgky
) kQk; - mjax ij;kj
k

Der Fehler fur diesen Quasi-Interpolaten kann analog (4.19 berechnetwerden. Also

1
©)
Der Fehler wir d erheblich durch die Wahl der Stiitzstellen t;j.x beeinousst (genauer

gesagtkQk).
Eine hauf£g verwendete Wahl der Stiitzstellen sind die Intervallmittelpunkte

jot) i Qu(b); - kQk k@gkyyy (1)’

LT



4.3. PROGRAMMCODE UND ERLAUTERUNGEN 81

Umsetzung

Die Auswertung des Quasi-Interpolanten ist nach Berechnung der Koef£zienten der
einzelnen Basisfunktionen nur noch eine gewodhnliche Spline-Auswertung. Ein von
Jorg Horner fir diesen Zweck geschriebenesProgramm (spl_eval) konnte dafir kom-
plett ibernommen werden. Der struct-Array spl enthélt Angaben Uber den Grad, die
KoefEzienten und die Auswertungsdimension. X;Y sind die Punkte, an welchen die
Auswertung erfolgen soll.

Programm 5: Quasi-Interpolation und Berechnung der Gewcihtsfunktion an vorge-
gebenenWerten, In-Out-T est

»Berechnung” der Koef£zienten f ir den Schbnberg-Quasiinterpolanten

Greu(X i Werte) = G(xj Werte+ 2ah)

Greu(yi Werte) = G(yj Werte+ 2ah)

Erweitere Gney UM notige Randpunkte zur Splineauswertung (Knotenverdopp-

lung).

spl_eval(spl,X;Y)

£nd(G<=0)=0

Anschliel3end wir d das Ergebnisin eine globale Variable geschrieben,und kann somit
von anderen Programmen des web-Projekts weiterverwendet werden.
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Ergebnis

Abbildung 4.9:Endgultige Version der Gewichtsfunktion, ausgewertet mittels Quasi-
Interpolant
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