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Zusammenfasssung

In technischen Anwendungen treten häu£g Probleme der mathematischen Physik
auf, die mittels analytischer Methoden entweder gar nicht, oder nur sehr umständlich
gelöst werden können. Da ein realesProblem ohnehin nur innerhalb gewisser Feh-
lertoleranzen betrachtet werden kann, eignen sich Näherungsmethoden zur Lösung
von Dif ferentialgleichungen wie z.B. das Finite Dif ferenzen- oder die Finite Element-
Verfahren (beide lassen sich sehr ef£zient mit dem Computer umsetzen). Dur chge-
setzt haben sich in der Praxis die Finiten Elemente, die in Anlehnung an die klas-
sischen Konzepte von Ritz und Galerkin von den Ingenieuren Ar gyris, Martin und
Clough begründet wur den.
Im ersten Teil dieser Arbeit werde ich zunächst einen kurzen Überblick über Stan-
darddiskr etisierungsverfahrengeben- Ritz-Galerkin-Verfahrenund dasVerfahrender
Finiten Elemente (FEM) - um dann auf die web-Methode zu sprechenzu kommen, ei-
ne neue Methode, deren Vorteile zum einen in der einfachen Gittergenerierung (die
web-Methode benutzt im Gegensatz zu Standardmethoden ein gleichmäßiges Git-
ter von Quadraten), zum anderen in der oft schnelleren Konvergenz im Vergleich zu
Standard FEM-Verfahren liegt. Anders als die bekannten FEM-Verfahren arbeitet die
web-Methode nicht mit stückweise linearen Hutfunktionen bzw. Polynomen höheren
Grades, sondern mit kubischen B-Splines,welche mit einer geeigneten Abschneide-
funktion w multipliziert werden, wobei geeignetbedeutet, dass sie zum einen den
Gebietsrand möglichst gut approximiert, so dassgilt:

w(X ) ´ 0 8X 2 @­

hier w(X ) < 0 8X 2 ­ { (1)

w(X ) > 0 8X 2
±
­

zum anderen, dass sie glatt über das Gebiet gespannt ist. Bedingung (1) ist im All-
gemeinen nicht notwendig, in unserem Fall aber recht nützlich, da sie auf eine glatte
Fortsetzung ausserhalb des Gebietes­ führt. Eine mögliche Gewichtsfunktion

w(X )¡ 1 =
Z

@­

dsp

kX ¡ P(s)k2

wir d daher - dies ist der zentrale Teil dieser Arbeit - auf ihre Brauchbarkeit hinsicht-
lich der web-Methode überpr üft werden.
Im praktischen Teil meiner Diplomarbeit wir d es dann darum gehen, die Gewichts-
funktion an einzelnen Stellen auszuwerten, und diese mittels Quasiinterpolanten zu
approximier en. Dabei wir d eswichtig sein, die nötigen Integrationen dur ch ef£ziente
Verfahren mit einer möglichst hohen Genauigkeit (vor allem in den Randpunkten)
dur chzuführen. Das Hauptpr oblem liegt dabei darin, dass der Kehrwert, über den
die Gewichtsfunktion de£niert ist, in den Randpunkten eine Polstelle aufweist, wo-
bei geradein diesenPunkten eine hohe Genauigkeit erwünscht ist. Dies erfordert eine
Anpassung des numerischen Integrationsverfahr ens.

http://www.web-spline.de
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Symbolerkl ärung

dist(X ) Geglättete Abstandsfunktion (hier oft als euklidischer Abstand verwendet)
w(X ) Gewichtsfunktion über einem Gebiet ­ ; hier meist w(X )¡ 1 =

R
@­

dsP

kX ¡ P (s)k2

­ Gebiet
@­ Rand des Gebietes­
±
­ Inneresdes Gebietes­
K := (K ij ) Stei£gkeitsmatrix
V Raum der Testfunktionen
Vn endlich-dimensionaler Unterraum von V
f Á1; : : : ; Áng Basisdes RaumesVn , bestehendaus Testfunktionen
a(u; v) Bilinearform zur Variationsformulier ung von Lu = f ) a(u; v) = (f ; v)
H m Sobolev-Raummit Funktionen u in L 2(­) , die schwacheAbleitungen

@®u für alle j®j · m besitzen.
H m

0 u 2 H m mit kompaktem Träger
k:kH 1 H 1-Norm
j:jH 1 H 1-Halbnorm
(:; :) Euklidisches Skalarprodukt
f ¹ g 9c : f · cgmit c unabhängig von h. Analog º
f ³ g f ¹ g und f º g
bj ;m B-Spline Basisfunktion vom Grad m mit dem Träger [uj ; uj + m+1 )
Sn;U(­)(­) Splineraum über ­ zur Knotenfolge U = (uj ) j mit Grad n
L Dif ferentialoperator zweiter Ordnung, z.B.L (v) := ¡ div (pr v) + qv
C1

0 Raum der Testfunktionen
kvkE kvkE :=

p
a(v; v) 8 v 2 V , die Energienorm



Kapitel 1

Standarddiskretisierungsverfahren

1.1 Rayleigh-Ritz-Galerkin-V erfahren

1.1.1 Vorbemerkungen

Bevor wir mit dem eigentlichen Verfahren beginnen können, muss noch etwas Vorar-
beit geleistet werden. Betrachtenwir die Dif ferentialgleichung

Lu = f auf ­

u = g auf dem Rand @­

p;q 2 C( ¹­ ) mit p(x) > 0; q(x) ¸ 0

wobei der Dif ferentialoperator dur ch

L(v) := ¡ div (pr v) + qv

gegebenist. DieseFormulier ung beinhaltet die am häu£gstenbehandelten Modellf älle
Laplace-, Poissonund Helmholtz-Gleichung. u bildet vom De£nitionsbereich ­ nach

ab. Im Allgemeinen kann man sich darauf beschränken, Probleme der Art

Lu = f auf ­

u = 0 auf dem Rand @­

mit homogenen Randdaten zu betrachten. Führt man nämlich eine beliebig glatte
Fortsetzung ~g der inhomogenen Randdaten ein, so kann u auch geschriebenwerden
als

u = ~u + ~g mit ~g = g 8 x 2 @­ :

Eingesetzt erhält man:

¡ div (pr u) + qu = f

, ¡ div (pr (~u + ~g)) + q(~u + ~g) = f

, ¡ div (pr ~u) + q~u = f + div (pr ~g) ¡ q~g
| {z }

= ~f

mit ~u = 0 8 x 2 @­

8



1.1. RAYLEIGH-RITZ-GALERKIN-VERF AHREN 9

Dies wir d für die weiteren Betrachtungen von erheblichem Vorteil sein.
Das L 2-Skalarprodukt sei nun wie gewohnt de£niert dur ch (u; v) :=

R
­ uv. Gilt Lu =

f mit u = 0 auf dem Rand, so wir d u auch die Gleichung

(Lu; v) = (f ; v) 8 v 2 V (1.1)

erfüllen. V sei dabei eine Teilmenge des Raumesder Testfunktionen C1
0 .

V := H 1
0 = f v : v 2 H 1(­) ^ v(x) ´ 0 8 x 2 @­ g:

Dasfolgende Lemma zeigt, dass(1.1) sich alssymmetrischesVariationspr oblem schrei-
ben lässt.

Lemma 1.1.1. L ist einsymmetrischerOperatoraufdemDe£nitionsbereichV , und esgilt

(u; L (v)) = (L (u); v) 8 u; v 2 V

Beweis:. Beweisen lässtsich dies mittels partieller Integration. Im Mehrdimensiona-
len entspricht dies der Verwendung des Satzesvon Green (nebenbei bemerkt soll-
te dafür der Rand des Gebietes ­ , @­ , stückweise glatt sein und die Kegelbedin-
gung erfüllen, das heißt: die Innenwinkel der Gebietseckenseienpositiv, sodassman
einen Kegel mit positivem Scheitelwinkel so in ­ verschiebenkann, dasser die Ecken
berührt).

(v; Lu ) = (v; f )

=
Z

­
v [¡ div (pr u) + qu] dx

=
Z

­
¡ vdiv (pr u) dx +

Z

­
vqu dx

=
Z

­
r vpr u dx ¡

Z

@­

@u
@n

v dF
| {z }

=0

+
Z

­
vqu dx; wobei

@u
@n

:= n(r u)

=
Z

­
[pr vr u + qvu] dx (1.2)

= (Lu; v) wegen Symmetrie (1.3)

Die rechte Seite (1.3) ist für alle v 2 V de£niert und liefert uns eine symmetrische
Bilinearform:

a(u; v) :=
Z

­
[pr ur v + quv] dx: (1.4)

Damit erhält man die schwache Formulier ung (unter Voraussetzung der Symmetrie
äquivalent zur Variationsformulier ung J (u) = 1

2a(u; u) ¡ F (u) ! min) des Problems

a(u; v) = (f ; v) = F (v) 8 v 2 V (1.5)
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mit der Bilinearform a und dem Funktional F im Dualraum V 0.

Um die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung des Problems (1.5) zeigen zu können
(dies ist gleichbedeutend mit der positiven De£nitheit von a(:; :)), benötigen wir die
Poincaré-Friedrichs-Ungleichung:

Theorem 1.1.1(Poincaré-Friedrichs-Ungleichung). Sei­ in einemn-dimensionalenWürfel
W derKantenl̈anges enthalten.Dann ist

kvkL 2
· s jvj1 8 v 2 H 1

0 (­)

beziehungsweise
Z

­
v2 dx = s

Z

­

nX

i =1

¯
¯
¯
¯

@v
@x i

¯
¯
¯
¯

2

dx

Beweis:. (vgl. [1] S.29)
C1

0 (­) liegt dicht in H 1
0 (­) . Es genügt daher, die Ungleichung für v 2 C1

0 zu zeigen.
Wir haben angenommen, dass ­ ½ W := f (x1; x2; : : : ; xn ); 0 < x i < sg und v auf
Wn­ verschwindet. Esgilt:

v(x1; x2; : : : ; xn ) = v(0; x2; : : : ; xn ) +
Z x1

0
@1v(t; x2; : : : ; xn ) dt (1.6)

Der Randterm verschwindet nach Voraussetzung,und die Cauchy-Schwarz'scheUn-
gleichung liefert

jv(x)j2 ·
Z x1

0
12 dt

Z x1

0
j@1v(t; x2; : : : ; xn )j2 dt

·
Z s

0
12 dt

| {z }
= s

Z x1

0
j@1v(t; x2; : : : ; xn )j2 dt

Integrier e nun die Ungleichung. Da die rechteSeiteunabhängig von x1 ist und damit
wie eine Konstante behandelt werden kann, folgt

Z s

0
jv(x)j2 dx1 ·

Z s

0

µ
s

Z x1

0
j@1v(t; x2; : : : ; xn )j2 dt

¶
dx1

= s2
Z s

0
j@1v(x1; x2; : : : ; xn )j2 dx1

= s2
Z s

0
j@1v(x)j2 dx1

Schließlich wir d über alle Koordinaten integriert.
Z

W
jvj2 dx · s2

Z

W
j@1vj2 dx

·
X

1· j · n

Z

W
j@j vj2 dx

= s2 jvj21
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Damit haben wir das Handwerkszeug, um die positive De£nitheit der Bilinearform
zeigen zu können. Aus der De£nition wissen wir , dass

Lu = ¡ div (pr u) + qu:

Setzein die Bilinearform (1.4) ein, wobei p0 := minf p(x); 8 x 2 ­ g und k eine ledig-
lich von der Gebietsgrößeabhängige Konstante sein soll.

ja(u; u)j =
Z

­
pjr uj2 + qu2 dx

=
Z

­
pr u2 dx +

Z

­
qu2 dx

¸
Z

­
pr u2 dx ¸ p0

Z

­
r u2 dx

= p0

Z

­

nX

i =1

µ
@u
@x i

¶ 2

dx

¸
p0

k

Z

­
u2 dx =

p0

k
kuk2

L 2
(Poincaré-Friedrichs)

Die Bilinearform ist alsoV -elliptisch. Zeige nun die Stetigkeit von a, alsodassja(u; v)j ·
k kuk kvk, wobei aufgrund der Stetigkeit eine obere Schranke p1 für p und q1 für q
existiert. Essei außerdem s := max(p1 ; q1 ).

ja(u; v)j =

¯
¯
¯
¯

Z

­
pr ur v +

Z

­
quv

¯
¯
¯
¯

· p1

¯
¯
¯
¯

Z

­
r ur v

¯
¯
¯
¯ + q1

¯
¯
¯
¯

Z

­
uv

¯
¯
¯
¯

· s (kr uk2 kr vk2 + kuk2 kvk2) (Cauchy-Schwarz)

= s (jujH 1 jvjH 1 + kukH 0 kvkH 0 )

· s (kukH 1 kvkH 1 + kukH 1 kvkH 1 )

= 2skukH 1 kvkH 1

Damit ist gezeigt, dassdie Bilinearform stetig ist. Das Funktional F (v) l ässtsich dann
wie folgt abschätzen:

F (u) =
Z

­
f u dx

jF (u)j =

¯
¯
¯
¯

Z

­
f u

¯
¯
¯
¯

· kf k2 kuk2 (Cauchy-Schwarz)

· kf k2 ~c
| {z }

= C

jujH 1 (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung)

· C kukH 1
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F ist also auch ein stetiges Funktional, und somit sind die Voraussetzungen für das
Lemma von Lax-Milgram gegeben.Damit folgt die Existenz und Eindeutigkeit der
Lösung.

Lemma 1.1.2(Lax-Milgram). Sei(V; (¢; ¢)) einHilbertraum,a(¢; ¢) einepositivde£niteBi-
linearformund F 2 V 0ein linearesFunktional.Dann gibt eseineeindeutigeLösungu 2 V ,
sodassgilt:

a(u; v) = F (v) 8 v 2 V

Der Beweis diese Lemmas kann in den meisten Standard-FEM-Werken (siehe auch
[1], [2], [4] ) nachgelesenwerden. Da z.B das Riesz'sche Darstellungstheorem ver-
wendet wir d, welches aus Gründen der Vollst ändigkeit wiederum bewiesen werden
müsste,verzichte ich an dieser Stelleauf den Beweis,da dies zum einen der Systema-
tik nicht zutr äglich ist, zum anderen zum Verständnis der folgenden Kapitel nichts
Wesentlichesbeitzutragen vermag.

1.1.2 Das eigentliche Verfahren

Der Raum H 1
0 ist ein unendlich-dimensionaler Raum. D.h. die Beziehung a(u; v) =

(f ; v) ist einer numerischen Berechnung nicht zugänglich. Deshalb werden wir jetzt
eine Diskr etisierung dur chführen, also nur endlich viele Testfunktionen einsetzen.
Dies lässt sich auch für eine große Anzahl noch recht gut mit dem Computer be-
rechnen.
Nehmen wir nun einen endlich-dimensionalen Funktionenraum Vn ½ V. Die Idee
des Verfahrens ist, ein us 2 Vn zu suchen,sodaß

a(us; v) = (f ; v) 8v 2 Vn (1.7)

Konkr et berechnet wir d dies, indem man sich zunächst eine Basis aus Testfunktio-
nen wählt (Á1; : : : ; Án ). Die Lösung der Gleichung (1.7) wir d dabei in der Form us =P n

j =1 Uj Áj gesucht.Seiweiter

K ij = a(Áj ; Ái )

Fi = (f ; Ái ) i = 1: : : n

U = (Uj );

wobei K = (K ij ) die sogenannteStei£gkeitsmatrix de£niert. Dann ist die L ösung des
LGS

KU = F (1.8)

äquivalent zur Lösung desmit Gleichung (1.7) verbundenen Problems,wie unschwer
nachzurechnenist.

Theorem 1.1.2. Seif 2 L 2(­) , dannhatdieGleichung(1.7) eineeindeutigeLösung.Wobei
anzumerkenist, dassim endlichdimensionalenFall - wie hier - Eindeutigkeitund Existenz
äquivalentzueinandersind.
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Beweis:. Betrachtedas zu (1.7) äquivalente System(1.8).
Annahme: Esgibt ein ~u 2 V; ~u 6= 0 mit zugehörigem ~U (dem Koef£zientenvektor),
sodassgilt

K ~U = 0

Sei ~u =
P

j
~Uj Áj . Aus der Äquivalenz von (1.7) zu (1.8) folgt, dass

a(~u; Áj ) = 0 8j und damit (1.9)
~Uj a(~u; Áj ) = 0

= a(~u; ~Uj Áj )
X

j

a(~u; ~Uj Áj ) = a(~u; ~u) = 0

a(~u; ~u) =
Z

­
(r ~u)2

) r ~u = 0

~u ist also konstant. Da wir aber nach Voraussetzung wissen, dass ~uj@­ ´ 0 folgt da-
mit, dass v ´ 0. Damit ist die Annahme widerlegt, und es folgt die Existenz und
Eindeutigkeit der Lösung.

Trotz Eindeutigkeit stellt sich aber die Frage, ob die erhaltene Lösung us überhaupt
Sinn ergibt, sprich, ob die Lösung us den Fehler bezüglich einer zum Raum V ver-
tr äglichen Norm minimiert. Dies sollen die folgenden Betrachtungen kl ären.
Der Fehler der diskr eten Lösung u ¡ us erfüllt eine Orthogonalit ätsrelation. Esgilt

a(u ¡ us; v) = 0 8 v 2 Vn

De£nition 1.1.1. Die Norm

kvkE :=
p

a(v; v) 8 v 2 V

wird Energienormgenannt.

Die Energienorm ist zu der Norm auf V äquivalent. Sieerfüllt als Skalarproduktnorm
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

ja(u; v)j · kukE kvkE 8 u; v 2 V

· C kukE kvkE C konstant

Damit können wir das folgende Lemma beweisen.

Lemma 1.1.3.Die diskreteLösungus desProblemsminimiert denFehlerzur exaktenLösung
u in derEnergienorm.
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Beweis:. (sieheauch [2]).
Essei us die diskr ete Näherungslösung zu u.

ku ¡ usk2
E = a(u ¡ us; u ¡ us)

= a(u ¡ us; u ¡ v) + a(u ¡ us; v ¡ us) Orthogonalit ät im zweiten Glied

= a(u ¡ us; u ¡ v)

· ku ¡ uskE ku ¡ vkE

Für ku ¡ uskE = 0 ist die Ungleichung trivial. Ansonsten ergibt sich daraus die
Abschätzung

ku ¡ uskE · ku ¡ vkE 8 v 2 Vn

ku ¡ uskE · inf fk u ¡ vkE : v 2 Vng

inf fk u ¡ vkE : v 2 Vng · ku ¡ uskE da us 2 Vn

ku ¡ uskE = minfk u ¡ vkE : v 2 Vng

Dabei darf hier inf dur ch min ersetzt werden, denn us wir d ja tatsächlich angenom-
men.

Wir habennun Existenz und Eindeutigkeit der diskr etenLösung gezeigt, und wissen,
dasssie den Fehler minimiert. Wasnoch fehlt ist eine vernünftige Fehlerabscḧatzung.
Nach dem Lemma von Céagilt:

Lemma 1.1.4. Die Bilinearforma seiV -elliptisch(H m
0 (­ ½ V ½ H m (­) ) und u bzw. uh

seiendieLösungendesVariationsproblemsin V bzw. in Vn . Dann ist

ku ¡ uhkH m ·
C
®

inf
vh 2 Vn

ku ¡ vhkH m

wobei® dieKonstanteausderV -Elliptizit ätsbedingungund C ausderStetigkeitsbedingung
ist.

Das heißt, dassesin der Regelvon nicht geringer Wichtigkeit ist, welchen Unterraum
Vn man wählt. In der Praxis wir d meisten der Raum der Polynome verwendet (von
diesen wissen wir , dasssie jede stetige Funktion beliebig gut approximier en können).
Dabei wir d weniger der Polynomgrad in die Höhe getrieben, sondern man verwen-
det stückweise Polynome oder Polynome niedrigen Grades - ein Hauptmerkmal der
FEM.

1.2 Standard Finite Element Methoden

Die Finite Element-Methode (FEM) beruht wie schon erwähnt auf der zuvor bespro-
chenen Rayleigh-Ritz-Galerkin-Methode, wobei Funktionen mit genügend kleinem
Träger verwendet werden. Auf einige Besonderheiten werde ich in diesem Kapitel
eingehen.Da eshierbei nur um das grobe Verständnis gehensoll, werde ich mich auf
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den 2D-Fall beschränken. Als Modellpr oblem soll das Poisson-Problem zum Zuge
kommen - für andere Probleme ist die Vorgehensweiserecht ähnlich.

¡ ¢ u = f in ­

u = 0 auf @­

Oftmals ist nicht ganz klar, was die Bezeichnung
”
Finites Element“ eigentlich bedeu-

tet, ob also damit das einzelne Teilstück von ­ oder die Formfunktion auf diesem,
oder die Kombination der beiden gemeint ist. Ich werde deshalb meist nicht auf die-
senBegriff zur ückgreifen, sondern versuchen,eindeutigereBezeichnungenzu wählen.

Um einen endlich-dimensionalen Unterraum der Testfunktionen zu erzeugenbeginnt
man bei der Finiten Element Metode damit, das Gebiet ­ in kleinere Einheiten zu un-
terteilen. Im zweidimensionalen Fall zerlegt man entweder in Dreiecke (Triangulie-
rung) oder Viereckeund zwar so,dasssie folgenden Forderungen genügen:

De£nition 1.2.1 (Zul ässige Zerlegung). Die Zerlegung T desGebietes¹­ ist zulässig,
fallsgilt:

(T 1) [ i K i = ¹­ mit K i 2 T .

(T 2) BestehtderSchnitt zweierK i ausgenaueinemPunkt, dann ist dieserPunkt ein Eck-
punkt beiderDrei- bzwVierecke.

(T 3) Bestehtder Schnitt zweierK i ausmehrals einemPunkt, dann ist die Schnittmenge
einekompletteKantederjeweiligenK i .

(T 4) Für jedesK 2 T gilt: K ist geschlossenund dasInnerevonK ist nicht leer.

(T 5) SeienK 1 und K 2 verschieden,danngilt:
±
K 1 \

±
K 2 = ; .

(T 6) Hat jedesder ElementeK i einenDurchmesservon höchstens2h, dann schreibt man
auchTh anstattT .

(T 7) BezeichnethK den halbenDurchmessereinesElements,so heißt eineZerlegungTh

quasiuniform,wenn eseineZahl · gibt, sodassjedesElementK von Th einenKreis
mit Radius½T = hK

· entḧalt.

(T 8) Ersetztmanim vorherigenFall hK durchh soerhält manUniformit ät derZerlegung.

Hat man nun das Gebiet unterteilt, so gibt es unzählige Möglichkeiten, auf den ein-
zelnen Teilstücken Ansatzfunktionen zu erkl ären. Dazu aber im Folgenden mehr.

1.2.1 FEM mit Dreiecksgittern

Eine Möglichkeit ist, wie schongesagt,dasvorliegende Gebiet ­ in Dreieckezu unter-
teilen - also zu triangulier en. Eine besonderseinfache Methode, die den Anfor derun-
gen an eine FEM-Methode gerecht wir d wur de von Courant im Jahr1943gefunden.



16 KAPITEL 1. STANDARDDISKRETISIERUNGSVERFAHREN

Beispiel 1.2.1(Courant). Die einfachsteMöglichkeit,Basiselemente(sprichDreieckgepaart
mit Basisfunktion)zu £nden,ist, die Knotenpunkteeinfachin die Eckender Dreieckezu
setzen- wir erzeugendabeisogenannteC0-Elemente,alsoElemente,die zumindeststetige
ÜbergängezumnächstenElementdarstellenkönnen.Betrachtenwir deneinfachenFall, dass

Abbildung 1.1:GleichmäßigeTriangulier ung einesGebietes­ mit Schrittweite h. Die
Knotenpunkte sind umkringelt hervorgehoben.

­ ein Rechteckdarstellt,dann läßtsichsehreinfachsogareinegleichm̈aßigeTriangulierung
mit festerSchrittweiteh vornehmen.In einemsolchenFall wird der Raumder zugeḧorigen
Testfunktionenauchgernemit einemh im Indexgekennzeichnet

Sh := f v 2 C(­); v ist in jedemDreiecklinear, und v = 0 auf @­ g

Da dieAnsatzfunktionenlinearsind, ist einv schondurchdiedreiEckpunkteeinesElements
eindeutigfestgelegt,dennmit v 2 Sh hatv dieFormv(x; y) := a+ bx+ cy. Ist N dieAnzahl
derinnerenGitterpunkte(x i ; yi ), dannist einemöglicheBasisdurchf ª i gN

i =1 gegebenmit

ª i (x j ; yj ) = ±ij

Wobeidie jeweiligeBasisfunktionlinear zum nächstenKnotenpunkthin abf̈allt. Stellt man
sicheinelokaleStei£gkeitsmatrixfür eineinzelnesElementauf,soergibt sichmit h := 1 nach

Berechungdera(ª i ; ª j ) dieMatrix
³ ¡ 1

¡ 1 4 ¡ 1
¡ 1

´
.

In der Praxis wir d etwas anders verfahren als in diesem Fall. Dieses
”
knotenorien-

tierte“ Verfahren wie esin dem obigen Beispiel verwendet wir d, benötigt zu viel Re-
chenzeit,da zunächstdie für den Punkt wesentlichen Dreieckeherausgesuchtwerden
müssen.
Deshalb geht man im Normalfall

”
elementorientiert “ vor. Das heißt, man berech-

net für jedes Element K j 2 T den Beitrag zur Stei£gkeitsmatrix (also bei m Knoten
eine m £ m-Untermatrix der Stei£gkeitsmatrix), indem man das Dreieck K j auf ein
Referenzdreieck K r ef transformiert:

Qj : K r ef ! K j

³ 7! x = Qj (³ )
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PSfragreplacements

1

h

Abbildung 1.2:Einzelne Basisfunktion ª i

Der Beitrag den das Element K j liefert kann dabei angegebenwerden mit

¹ (K j )
¹ (K r ef )

Z

K r ef

X

k;l k0;l 0

akl (Q
¡ 1
j )k;k0(Q¡ 1

j ) l0l @k0N i @l0N j d³

¹ gibt dabei den jeweiligen Flächeninhalt an. Funktionen ausder bisherigen Basisfal-
len dabei mit den sogenannten Formfunktionen N i , also den genormten Basisfunk-
tionen des Referenzdreieckszusammen.

Damit kann aber eine neue Formulier ung für den endlich-dimensionalen Raum der
Ansatzfunktionen angegebenwerden:

Sl (­ ; T ) = f u 2 H l (­) : ujK j = sj (Q¡ 1
j (x)) ; sj 2 S(K r ef )g

Um weitereFreiheitsgrade zu erhalten, und damit auch Elementezu erzeugen,die C1-
bzw Cn -Bedingungen erfüllen können, werden zusätzliche Auswertungen (Norma-
lenableitungen, n-te Ableitungen, zusätzliche Punkte) entweder an den Ecken oder
an anderen Punkten desDreiecksvorgenommen. Die folgende Tabelle (1.4), soll einen
kleinen Überblick geben.

Um nun eineSystemmatrix aufstellen zu können, sind M ¢s Matrixelementber echnun-
gen erforderlich, wenn wir das Gebiet in M Elemente und jeweils s lokale Freiheits-
grade unterteilen. Den Polynomgrad beliebig in die Höhe zu treiben, wir d also nicht
genügen, um die Näherungslösung zu verbessern.Statt dessenwir d in bestimmten
Teilgebieten des Gebietes­ eine Verfeinerung des Netzes vorgenommen. Gründe für
eine lokale Verfeinerung könnten sein:
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PSfragreplacements

x

y

N i

1

Abbildung 1.3:Formfunktion über einem Dreiecks-Patch

² Treten im Gebiet einspringende Eckenauf, sokönnen schondie erstenAbleitun-
gen (diese bestimmen ja mit, wie gut die analytische Lösung angenähert wir d)
sehr große Werte annehmen. Dur ch lokale Verfeinerung kann jedoch auch in
Bereichen mit hohem Gradienten der Fehler klein gehalten werden.

Beispiel 1.2.2(Einspringende Ecke vgl. [1]). Wir betrachtenein Gebietim 2 mit
einspringenderEcke.DasGebietseide£niertals:

­ = f (x; y) 2 2; x2 + y2 < 1; x < 0 oder y > 0g

Identi£ziertman den 2 mit der Gauss'schenZahlenebene,soist w(z) := z
2
3 analy-

tischin ­

w(z) = z
2
3

=
³

r e{Á
´ 2

3

= r
2
3 (cos

µ
2
3

Á
¶

+ { sin
µ

2
3

Á
¶

und derImaginärteil u(z) := Im w(z) LösungderRandwertaufgabe

¢ u = 0 8 x; y 2 ­

u(r e{Á) = r
2
3 sin

µ
2
3

Á
¶

0 · © ·
3¼
2

u = 0 uj@­ :
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Abbildung 1.4:VerschiedeneDreieckselemente[1]

Dennesgilt:

x = r cosÁ

y = r sin Á

¢ u(x(r; Á); y(r; Á)) = ¢ U(r; ©) mit

¢ U = Ur r +
1
r 2 UÁÁ +

1
r

Ur

= ¡
2
9

r ¡ 4
3 sin

µ
2
3

Á
¶

¡
4
9

r ¡ 4
3 sin

µ
2
3

Á
¶

+
2
3

r
¡ 4
3 sin

µ
2
3

Á
¶

= 0

DassdieRandbedingungeneingehaltenwerden,ist klar, damit demVorfaktor 2
3 ledig-

lich auf denDreiviertelskreis
”
skaliert“ wird. Aber schondieseharmonischeLösungs-

funktion verhält sich im einspringendenEckpunkt0 nicht mehrgutmütig, dennwir
erhaltendurchAbleitungw0(z) = 2

3z¡ 1
3 . Für z ! 0 ist alsor u nicht mehrbeschr̈ankt.
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PSfragreplacements

­

Abbildung 1.5:Einheitskreis mit einspringender Ecke

² An einem bestimmten Punkt desGebietesmöchte man besondersgenaueWerte
für die Näherungslösung erzielen.

Üblicherweise geschiehtder Verfeinerungsvorgang dur ch automatisierte Netzgenera-
toren. Wie hoch der Vernetzungsaufwand ist - und somit auch die Rechenzeit- hängt
hierbei wesentlich von der

”
Glattheit“ des Gebietesab (genauer gesagtvon der Glatt-

heit desGebietsrandes).Glattheit soll hierbei nicht nur die geometrischeGlattheit des
Gebietesbeinhalten. Änder ungen der Randbedingungen können ähnliche Effekte wie
einspringende Ecken verursachen und sind deshalb genausozu beachten.

1.2.2 FEM mit Vierecksgittern

Zerlegt man ein Gebiet ­ in Vierecke,dann wir d statt der Polynomfamilie

Pt := f u(x; y) =
X

0· i + k· t

ci kx i ykg mit t = deg(u)

die Polynomfamilie mit Tensorprodukten angesetzt

Qt := f u(x; y) =
X

0· i;k · t

ci kx i ykg

derenDimension mit P1
t (alsoPolynome in nur einer Variablen) zusammenhängt über

dimQt =
¡
dim(P1

t )
¢2

:

Das einfachsteBeispiel für ein solchesViereckselementist ein RechteckdessenSeiten
parallel zu den Koordinatenachsen verlaufen. Wertet man nur an den Eckpunkten
aus, so erhält man Ansatzfunktionen aus dem Raum Q1. Wir können dann für die
Funktion auf dem Rechteckselementein 4 £ 4 LGS ansetzenmit

u(x; y) = a + bx + cy + dxy (1.10)
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Enlang der Kante ist das ansonsten quadratische Polynom linear, denn wir können
dort jeweils eine Variable konstant setzen.Dur ch die Gradreduktion am Rand ist es
möglich, stetige Übergänge zum Nachbarn zu realisieren, da immer noch genügend
Freiheitsgrade für die Bedingung der eigenenZelle übrigbleiben.
Soreibungslos wie esauf den erstenBlick erscheint kann die Lösung auf dem Viereck
aber nicht immer berechnetwerden. Nehmen wir an, unser kleines Teilstück wäre ei-
ne Rautez.B. in Form einesum 45± gedrehten Quadrates. Dann besitzt das angesetzte
lineare Gleichungssystem keine Lösung.

Beispiel 1.2.3. Die WertederRauteseiengeẅahlt wie in Abbildung(1.6). Dann könnenwir
daszugeḧorigelineareGleichungssystemaufstellen:

0

B
B
@

1 1 0 0
1 2 1 2
1 1 2 2
1 0 1 0

1

C
C
A

| {z }
:= A

c =

0

B
B
@

1
2
1
2

1

C
C
A

, det(A) = 0

Damit aberhatdasSystemkeineLösungmehr.

x

y z(1,2,)= 1

z(2,1)= 2z(0,1)=2

z(1,0)= 1

Abbildung 1.6:Rautemit den Eckpunkten (1; 0); (2; 1); (1; 2) und (0; 1) wobei abwech-
selnd die Werte 1 und 2 angenommen werden.

Da wir uns also nie sicher sein können, ob wir eine Ansatzfunktion £nden, wir d ana-
log der Vorgehensweisebei Dreieckselementenein Referenzviereckde£niert, und die-
sesmitsamt den Referenz-Ansatzfunktionen auf das tatsächliche Viereck abgebildet.
Handelt es sich bei dem Gittervier eck um ein Parallelogramm, so genügt uns dafür
eine af£ne Abbildung.
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Transformation einesReferenzvierecksauf ein Parallelogramm:
Zwei sich schneidende Seitenkönnen jeweils parametrisiert werden als

®1x + ¯ 1y = const

®2x + ¯ 2y = const:

Transformiert man das kartesischeKoordinatensystem auf das dur ch die zwei Schen-
kel aufgespannte Koordinatensystem, so muss gelten:

³ (x; y) = ®1x + ¯ 1y

´ (x; y) = ®2x + ¯ 2y:

Damit lautet der lineare Ansatz (siehe(1.10)):

u(x; y) = a + b³(x; y) + c´ (x; y) + d³ (x; y)´ (x; y)

Und wieder haben wir die Bedingung erfüllt, dassdie Einschränkung auf den Rand
linear ist; wir haben also den Raum

S = f v 2 C0( ¹­ ); für jedesGitterelement K gilt: ´ jK 2 P2; und vj@K linearg

Da esim Normalfall nicht genügt, Parallelogramme zuzulassen,sondern allgemeine-
re Gebilde das Gebiet ­ besserausfüllen können, greift man zum Instrument der Iso-
parametrischen Abbildung. Dabei wir d das Referenzquadrat auf ein beliebiges Vier-
eck abgebildet. Will man den Gebietsrand genau überdecken, so können dabei im
Gebiet auch krummlinig berandete Viereckselementeauftr eten.Da hierbei die Trans-
formation aber nicht trivialerweise folgt, soll hier stellvertr etend der Fall einesgerad-
linig berandeten Vierecksbetrachtet werden. Ist Tref = [0; 1]2 das Einheitsquadrat, so

bilineare Abbildung

affine Abbildung

Abbildung 1.7:Isoparametrische Viereckemit geradlinigen Kanten.

müssendie Koordinaten für jeden Eckpunkt transformiert werden. Wir haben damit
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im Zweidimensionalen 8 freie Parameter zur Verfügung. Die Transformation erfolgt
wie im af£nen Fall.
Wie bei den Dreieckselementen,sobestehtauch hier die Möglichkeit, dur ch Erhöhung
des Polynomgrades mehr Freiheitsgrade zu gewinnen. Wenn wir uns wieder auf
den einfachen Fall einesRechteckeszur ückziehen (und das dürfen wir ruhig tun, da
wir ja jedes beliebige Viereck zur ücktransformier en können), dann ist zum Beispiel
die Serendipity-Klasse mit Auswertungspunkten in den Ecken und den Seitenmit-
ten (manchmal wir d auch der Rechtecksmittelpunkt noch hinzugenommen) eine der
wichtigsten Vertreterinnen. Nur um zu zeigen, dass die Graderhöhung immer sehr
großeTerme erzeugt, möchte ich hier noch den allgemeinen Ansatz für die Funktion
u auf einem ViereckselementK aufschreiben:

u(x; y) = a + bx + cy + dxy

+ e(x2 ¡ 1)(y ¡ 1) + f (x2 ¡ 1)(y + 1)

+ g(x ¡ 1)(y2 ¡ 1) + h(x + 1)(y2 ¡ 1)

In der praktischen Anwendung hat sich aber ganz klar das Konzept der Triangulie-
rung dur chgesetzt,hauptsächlich weil es noch keine hinr eichend allgemeinen Algo-
rithmen zur Konstruktion von Hexaedernetzen in drei Dimensionen gibt.



Kapitel 2

Die web-Methode

2.1 Splines - Eine kurze Einf ührung

Polynome haben lokal sehr gute Appr oximationseigenschaften. Bei einer großenAn-
zahl von Interpolationspunkten aber sind sienicht geeignet,das Appr oximationspr o-
blem hinr eichend gut zu lösen.Störungen p¤anzensich über dasgesamteDe£nitions-
gebiet fort, und der hohe Polynomgrad führt an den Gebiets- und Intervallr ändern
bzw zwischen den Interpolationspunkten zu starken Oszillationen, wie dies schon
anhand des Beispiels der Lagrange-Polynome (2.1) deutlich wir d. Um die guten lo-

Abbildung 2.1:Lagrange-Polynome L i für n = 4 und äquidistante Knoten t i

kalen Appr oximationseigenschaften für Polynome niedrigen Gradesdennoch nutzen
zu können, teilt man das De£nitionsgebiet ­ dur ch eine Knotenfolge u j in Intervalle

24
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auf, und fügt die darauf lebenden Appr oximationspolynome glatt an den Intervallen-
den zusammen, wobei man den Grad m der Polynome vorgibt (meist m = 2; 3 oder
4).

De£nition 2.1.1 (Spline). Ein Spline einer reellenVer̈anderlichenist eineFunktion, die
stückweiseauf Intervallende£niertwird, und derenTeileandenNahtstellennachvorgegebe-
nenGlattheitseigenschaftenzusammengesetztwerden.

Diese De£nition beinhaltet unter anderem auch Funktionen auf den einzelnen Inter-
vallen, die keine Polynome sind. Tatsächlich aber wir d in der Praxis fast ausschließ-
lich mit Polynomen gearbeitet - wir werden dies nachfolgend genausohandhaben.
Die Bezeichnung Splinegeht im Übrigen auf Schönberg (1946)zur ück. Erste Anwen-
dung fanden diese Funktionen in der Auswertung ballistischer Tabellen.

2.1.1 Suche nach einer geeigeneten Basis - die abgebrochenen Potenzen

Bevor wir eine Basisdes Splineraumes Sn;U (­) (hierbei ist n der Grad des Polynoms
, U die Knotenfolge der uj und ­ das Intervall bzw. Gebiet) angebenkönnen, müssen
die Glattheitsbedingungen pr äzisiert werden. Fragenwir uns zunächst,welche Glatt-
heit wir an den Knoten erwarten können:
Sind zwei Polynomsegmente vom Grad n n-mal stetig dif ferenzierbar verbunden, so
stellen Sie dasselbePolynom dar (jeder Vorfaktor eines Monomes stimmt dann mit
dem entsprechendenVorfaktor desnachfolgenden Polynomsegmentesüberein). Man
vereinbart deshalb: An einem einfachen Knoten ist ein Spline mit Grad n mindestens
(n ¡ 1)-mal stetig dif ferenzierbar (also ist auf alle Fälle Pn ½ Sn ). An einem k-fachen
Knoten soll ein Spline (n ¡ k)-mal stetig dif ferenzierbar sein. Auf diesen Fall werde
ich aber nicht weiter eingehen,daer für die weiteren Betrachtungen nicht von Bedeu-
tung sein wir d.
Eine Basisfür den dur ch den Grad n und die Knotenfolge U festgelegtenSplineraum
läßt sich konstruieren, indem man sukzessive die Freiheitsgrade auf den einzelnen
Intervallen betrachtet.
Vereinbarung: Der De£nitionsbereich f ür Sn;U beginnt mit dem n + 1-ten Knoten und
hat am Ende n + 1 Knoten am Rand bzw. außerhalb von U. Die Begründung dafür
wir d später noch in Theorem (2.1.1) nachgeliefert werden.
Betrachten wir nun Splines vom Grad n. Dann ist für jeden Knoten per de£nitionem
die zugehörige abgebrochenePotenz

(t ¡ uj )n
+ :=

(
(t ¡ uj )n für t ¸ uj ;

0 sonst

ein Element des Splineraumes. Die abgebrochenen Potenzen erfüllen zudem die ge-
forderten Glattheitseigenschaften an den Knotenpunkten. Bleibt also noch zu über-
pr üfen, ob sie auch als Basisdes Splineraumes geeignet sind.

Satz 2.1.1. Die Monomeund dieabgebrochenenPotenzenbildeneineBasis

B := f 1; t; : : : ; tn ; (t ¡ u1)n
+ ; : : : ; (t ¡ ul ¡ 1)n

+ g (2.1)
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desSplineraumesSn;U (Spline vom Grad · n). Insbesondere gilt für die Dimensionvon
Sn;U(­) , dass

dim Sn;U = n + l:

Da dieerstenn + 1 abgebrochenenPotenzeneineBasisdesRaumes n bilden,ist dieGültig-
keitderobigenAussagëaquivalentzur Basiseigenschaftdern + l abgebrochenenPotenzenan
denKnotenpunktenu¡ n ; : : : ; ul ¡ 1.

Beweis. Für den Beweis werde ich mich an die zur Basisder abgebrochenen Poten-
zen äquivalente gemischte Basisaus Monomen und abgebrochenenPotenzenhalten.
Desweiteren soll die Knotenfolge keine Vielfachheiten besitzen.Der Spline s lebt also
in Cn¡ 1.
Zun ächst zeigen wir , dass zur Konstruktion der Basisdes Splineraums Sn;U(­) ma-
ximal n + l Freiheitsgrade zur Verfügung stehen.Gehen wir sukzessivevor, und be-
ginnen mit dem ersten Intervall [u0; u1], so können wir jedes beliebige Polynom mit
deg · n wählen; damit haben wir n + 1 freie Parameter (Grad 0 mit eingeschlossen).
Aufgr und der Glattheitsfor derung s 2 Cn¡ 1 sind die nachfolgenden Polynome auf
den Intervallen [u1; u2]; : : : ; [ul ¡ 1; ul ] bis auf einen frei wählbaren Faktor dur ch die
jeweiligen Vorgänger festgelegt. Das heißt, dass maximal noch l ¡ 1 Freiheitsgrade
hinzukommen können. Damit ist dim Sn;U(­) · n + l. Damit B eine Basis ist, muss
noch gezeigt werden, dassdie Funktionen in B linear unabhängig sind. Wie in solchen
Fällen üblich sei

s(t) :=
nX

i =0

ai t i +
l ¡ 1X

i =1

ci (t ¡ t i )n
+ = 0 8 t 2 [u0; ul ] (2.2)

Seif (t+ ) und f (t ¡ ) der rechts-bzw. linksseitige Grenzwert. Wenden wir die linearen
Funktionale

Gi (f ) :=
1
n!

³
f (n) (t+

i ) ¡ f (n) (t ¡
i )

´

auf die Gleichung (2.2) an, so folgt für alle i = 1; : : : ; l ¡ 1

0 = Gi (s)

= Gi

0

@
nX

j =0

aj t j

1

A

| {z }
=0

+
l ¡ 1X

j =1

cj Gi (t ¡ t j )n
+| {z }

= ±ij

= ci :

Das Kroneckersymbol ist leicht erkl ärt, wenn man sich einmal ein Beispiel dazu an-
sieht (Abb. 2.2). Der Abbildung können wir entnehmen, dassdie n-te Ableitung aus
einer Treppenfunktion mit einer Stufe im Punkt uj der dur ch die n Ableitungen ent-
standenen Stufenhöhe von n! besteht.Das heißt, dassder rechtsseitgeGrenzwert am
Punkt uj genau n! ist, der linksseitige 0. Damit hat das Funktional Gi mit i = j genau
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Abbildung 2.2: Abgebrochene Potenz f (t) = (t ¡ 1)3
+ und die Ableitungen bis zur

Ordnung 3.

an diesem Punkt (und nur dort, denn links und rechts von uj ist f (n) konstant) den
Wert 1.
Damit müssen alle ci = 0 sein, woraus folgt, dass s(t) =

P n
i=0 ai t i = 0 für alle

t 2 [u0; ul ]. Aufgr und der linearen Unabhängigkeit der Monombasis folgt damit, dass
auch a0 = ¢¢¢= an .

Nun ist auch klar, wie eine Splineraumbasis zu konstruieren ist:
Sei

u¡ n · ¢¢¢· u0 < u1 · ¢¢¢· ul ¡ 1 < ul · : : : un+ l ; U = [u0; ul ]; (2.3)

wobei uj < uj +1 (wir wollen uns hier ja nur mit Knoten der Vielfachheit 1 auseinan-
dersetzen).
Sei p 2 Sn;U(­) mit pj[u0 ;u1 ] = p0. Hat der Knotenpunkt u1 nur die Vielfachheit 1,
so darf erst in der n-ten Ableitung am Übergang zum nächstenIntervall eine Unste-
tigkeit auftr eten. Das heißt, dass wir nun ein Vielfaches der abgebrochenen Potenz
(t ¡ u1)n

+ hinzuf ügen können.
Soeinfach diese Basiszu konstruieren ist, sie hat leider einen gravierenden Nachteil:
Ebensowie die Basisder Polynome besitzt sie einen globalen Charakter. Dies wider -
spricht aber der Grundidee der Splines, stückweise lokale Polynome zu verwenden.
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Ein weiterer Nachteil liegt in der fehlenden Relation zwischen Geometrie und Koef£-
zienten. Daher wir d nun eine neue Splineraumbasis eingeführt, die B-Spline-Basis.

2.1.2 B-Splines

Die B-Splineswerden ausgehendvon den charakteristischen Funktionen auf [uj ; uj +1 ),
die wir mir bj ;0 bezeichnen,rekursiv de£niert.

bj ;0(x) :=

(
1 für uj · x < uj +1

0 sonst:

Einen B-Spline vom Grad m erhält man dann dur ch die Rekursion

bj ;m = wj ;m bj ;m¡ 1 + (1 ¡ wj +1 ;m )bj +1 ;m¡ 1 (2.4)

wj ;m (x) :=

(
x¡ u j

u j + m ¡ u j
für uj < uj + m

0 sonst.

Der De£nition k önnen wir entnehmen, dassgenau genommen nur halboffene Inter-
valle verwendet werden. Dies geschiehtdeshalb,weil sonstdie De£nition desSplines
im Knotenpunkt nicht eindeutig wäre. Tatsächlich aber ist esvollkommen gleich, ob
wir ein abgeschlossenesoder halboffenesIntervall verwenden, denn an diesem Punkt
nehmen beide Splines für m > 0 aufgrund des Stetigkeitsanforderung an den Spline
ohnehin denselbenWert an.
Anschaulich liefert uns die Rekursion (2.4) nach dem ersten Schritt eine stückwei-
se lineare Hutfunktion, deren Träger sich über das Intervall [uj ; uj +2 ) erstreckt. Im
nächsten Schritt erhalten wir dann einen quadratischen Spline usw. Bild (2.3) zeigt
unter anderem das Dreiecksschemazur Berechnung der jeweiligen B-Splines. Eine
Anmerkung noch zur Rekursion: Im allgemeinen Fall mehrfacher Knoten, den wir
hier nicht weiter behandeln werden, kommt es vor, dass Basisfunktionen niedriger
Ordnung nicht vorkommen. Unsere Knotenfolge soll aber immer einfach sein, wes-
halb auch für alle uj 2 U gilt: ¹ ([uj ; uj +1 ]) > 0.
Die De£nition der Gewichte und der b0;j führt dazu, dassalle bj ;n positiv sein müssen,
wobei die bj ;n auf den einzelnen Intervallen ihres Trägers ein Polynom vom Grad n
darstellt. Weiter läßt sich mittels Induktion zeigen:

Korollar 2.1.1. Die B-SplineBasisfunktionenbildeneinePartition derEinheit.

X

j

bj ;m (x) = 1 x 2 U (2.5)

Beweis:. Der Induktionsanfang ist mit m = 1 klar.
Laut Induktionsvoraussetzung gilt:

P
k bk;m¡ 1 = 1.
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Abbildung 2.3: Rekursive De£nition der B-Splines. Es sind eine charakteristische
Funktion (b1;0), eine Hutfunktion (b1;1), eine quadratische (b1;2) und eine kubische
(b1;3) B-Spline Basisfunktion zu sehen.

Induktionsschritt:
X

k

bk;m (x) =
X

k

b0;m (x ¡ k)

Rekursionsformel ) =
X

k

x ¡ k
m

b0;m¡ 1(x ¡ k) +
n ¡ x + k + 1

m
b1;m¡ 1(x ¡ k)

=
X

k

x ¡ k
m

b0;m¡ 1(x ¡ k) +
X

k

m ¡ x + k + 1
m

b0;m¡ 1(x ¡ (k + 1))

Umsummation ~k = k + 1 =
X

k

x ¡ k
m

b0;m¡ 1(x ¡ k) +
X

~k

m ¡ x + ~k
m

b0;m¡ 1(x ¡ ~k)

Zusammenfassen ¡ 1 < k; ~k < 1 =
X

k̂

b0;m¡ 1(x ¡ k̂)

=
X

k̂

b̂k;m¡ 1(x) = 1

Was wir also bislang haben, ist eine Rekursion und die Eigenschaft der B-Spline Ba-
sisfunktionen, eine Partition der Eins zu bilden, wobei die Basiseigenschaftbis zu
diesem Zeitpunkt noch nicht klar ist.

Theorem 2.1.1(B-Spline-Basis). Die B-Splines

bj ;m ; j = ¡ m : l ¡ 1

bildeneineBasisfür denSplineraumSn;U(­) , derdurchdieKnotenfolge(2.3) festgelegtist.
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Beweis:. Zum BeweisdieseTheoremskönnen wir praktischerweise die zuvor gezeig-
ten Basis-und Glattheitseigenschaften der abgebrochenen Potenzen verwenden; in-
dem wir zeigen, dass die m + l B-Splines in der Lage sind, die Splineraumbasis der
Dimension m + l aus (2.1) darzustellen, folgt sofort die Behauptung.
Da die VerschiebungeinesSummationsindex immer gewisseFehlerquellen birgt, wer-
de ich nachfolgend darauf verzichten, obere und untere Grenzenkonkr et anzugeben.
Vielmehr wir d der Index von ¡1 bis 1 laufen. Sollte der Bedarf bestehen,die Sum-
mation auf den tasächlich notwendigen Bereich einzuschränken, so stellt dies auch
kein Problem dar, denn der Träger einer B-Spline Basisfunktion ist ja bekannt.
Die Anwendung der Rekursionsformel (2.4) auf eineLinearkombination von B-Splines
liefert das Ergebnis

X

j

cj bj ;m =
X

j

cj ;1bj ;m¡ 1 mit (2.6)

cj ;1(x) = cj wj ;m (x) + cj ¡ 1(1 ¡ wj ;m (x)) :

Nun müssenwir die Koef£zienten cj näher bestimmen. Wir setzen

cj = ª j ;m (t) = (uj +1 ¡ t) ¢¢¢¢¢(uj + m ¡ t):

Für ein beliebiges t 2 gilt dann

ª j ;m (t)wj ;m (x) + ª j ¡ 1;m (t)(1 ¡ wj ;m(x) ) =

(uj +1 ¡ t) : : : (uj + m ¡ t)
µ

x ¡ uj

uj + m ¡ uj

¶
+ (uj ¡ t) : : : (uj + m¡ 1 ¡ t)

µ
1 ¡

x ¡ uj

uj + m¡ u j

¶
=

(uj +1 ¡ t) : : : (uj + m¡ 1 ¡ t)
| {z }

=ª j ;m ¡ 1 (t )

µ
(x ¡ uj )(uj + m ¡ t)

uj + m + uj
+

µ
1 ¡

x ¡ uj

uj + m ¡ uj

¶
(uj ¡ t)

¶
=

ª j ;m¡ 1(t)(x ¡ t):

Esgilt also
X

j

ª j ;m (t)bj ;m (x) = (x ¡ t)
X

j

ª j ;m¡ 1(t)bj ;m¡ 1(x)

Unter Verwendung von ª j ;0(t) = 1 erhalten wir nach m-facher Anwendung der obi-
gen Umformung den als Marsden-Identit ät bekannten Zusammenhang

X

j

ª j ;m (t)bj ;m (x) = (x ¡ t)2
X

j

ª j ;m¡ 2(t)bj ;m¡ 2(x)

= : : :

= (x ¡ t)m¡ 1
X

j

ª j ;1(t)bj ;1(x)

= (x ¡ t)m
X

j

1 ¢bj ;0

| {z }
=1

(2.7)
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Dur ch Dif ferentiation von (2.7) nach t und Auswertung am Punkt t = 0 folgt, dass
alle x-Potenzen mit Grad · m dur ch Linearkombinationen der B-Splinesdarstellbar
sind.

@
@t

X

j

bj ;m (®j ;1tm + ¢¢¢+ ®j ;m ) =
@
@t

(x ¡ t)m

¡ m(x ¡ t)m¡ 1 =
X

j

bj ;m (®j ;1(m)tm¡ 1 + ¢¢¢+ ®j ;m¡ 1)

t = 0 ) xm¡ 1 =
¡ 1
m

X

j

bj ;m (x)®j ;m¡ 1

Analog folgt die behauptete Eigenschaft für fortgef ührte Dif ferentiation des Aus-
drucks. Liegt x innerhalb des De£nitionsbereichesU, so m üssen zur Berechnung le-
diglich die B-Splinesaufaddiert werden, deren Träger x beinhaltet.
Was uns noch zur Basis(2.1) fehlt, ist die Darstellung der abgebrochenen Potenzen.
Für einen Knoten uk gilt

ª j ;m (uk ) = 0; für j = k ¡ m : k ¡ 1:

Da der Schnitt des Trägers der Basisfunktion bj ;m für j < k ¡ m mit dem Intervall
[uk ; 1 ) aber leer ist, folgt aus (2.7) schon die B-Splinedarstellung der abgebrochenen
Potenz

(x ¡ uk )m
+ =

X

j ¸ k

ª j ;m (uk )bj ;m (x):

Bei äquidistanten Knotenfolgen, wie sie in der web-Methode auftr eten, können wir
dur ch Verschiebung einesB-Splinesjeden anderen erzeugen.

bj ;m (x) = b0;m (x ¡ j h)

= bm (
x
h

¡ j )

bm heißt der Kardinal-B-Spline. Er besitzt nachVoraussetzungdie Knoten 0; 1; : : : ; m+
1. Die Rekursion (2.4) hat für Kardinal-B-Splines die besonderseinfache Form

mbm (x) = xbm¡ 1(x) + (m + 1 ¡ x)bm¡ 1(x ¡ 1)

Kommen wir aberzum eigentlich wichtigen Punkt - der Auswertung einer Splinekur -
ve. Identit ät (2.6) liefert uns hierzu schon den entscheidendenHinweis. Wiederholtes
Anwenden der Gleichung ergibt

p(x) =
X

cj bj ;m (x)

=
X

cj ;m bj ;0(x)
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bj ;0 ist aber gerade die charakteristische Funktion auf dem x enthaltenden Intervall
[j ; j + 1), weshalb wir uns nur noch um die Auswertung der Polynome cj ;m kümmern
müssen.Nach unserer Rekursionsformel gilt:

cj ;0 = cj

cj ;k+1 = cj ;kwj ;m¡ k (x) + cj ¡ 1;k (1 ¡ wj ;m (x)) k = 0 : m ¡ 1

Damit können aufgrund der B-Spline-Rekursion auch die Koef£zienten c j ;m (x) in ei-
nem Dreiecksschemaberechnetwerden.

Uniforme multivariate B-Splines

Die uniformen B-Splines sind ein Spezialfall der bisher behandelten B-Splines. Sie
zeichnen sich dadur ch aus, dass sie über einer gleichmäßigen Knotenfolge de£niert
sind. Wie wir schongesehenhaben,können siedur ch Skalierung kardinaler B-Splines
konstruiert werden.
Diesen entsprechenim m die multivariaten uniformen B-Splinesauf gleichmäßigen

”
Gittern“ der Rasterweite h.

De£nition 2.1.2. Ein (normalisierter)uniformerm-variaterB-SplinevomGradn derGit-
terweiteh und demShift k = (k1; : : : ; km ) 2 m ist de£niertdurch

bn
k;h(x) := h¡ m

2

mY

º =1

bn º
³ xº

h
¡ kº

´
; x = (x1; : : : ; xm ) 2 m (2.8)

Der Faktor h¡ m
2 hat hierbei die Aufgabe, die L 2-Norm desSplinesvon der Gitterweite

unabhängig zu machen (nehme hier k:k2):
Z

m

³
h

¡ m
2 b

³ x
h

¡ k
´´ 2

dx = h¡ m
Z ³

b
³ x1

h
¡ k1

´´ 2
dx1 : : :

: : :
Z ³

b
³ xm

h
¡ km

´´ 2
dxm

Subst. ) = h¡ m
Z

(b(y1))2 h ¢dy1 : : :
Z

(b(ym ))2 h ¢dym

= h¡ m hm
Z

m
(b(y))2 dy

)
Z

m
jbk j2 ³ 1:

Da der B-Spline nun unabhänging von der Gitterweite und dem Verschiebungsvektor
ist, erhalten wir wieder das Integral über einen kardinalen B-Spline. Dieser hat aber
einen kompakten Träger und ist beschränkt, weshalb auch die L 2-Norm beschränkt
ist.
Analog dem eindimensionalen Fall wir d hier anstelle des kardinalen B-Splines auf
dem Einheitsintervall der B-Splinebn skaliert und verschobenin die jeweiligen Raum-
richtungen. Esgilt:

supp(bn
k;h) = kh + (nQ?)h; Q? := (0; 1)m
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Abbildung 2.4:Kardinaler B-Spline.

2.2 Die Methode

Eine ausführlicher e Behandlung der web-Methode kann [11] entnommen werden.

2.2.1 Einf ührung

Vorweg noch ein Wort zur Notation: um den Text lesbarer zu machen wir d folgende
Schreibweise eingeführt:

f ¹ g für

f · cg

mit einer Konstanten c. Gitterweiten h beein¤ussendiese Konstante aber nicht! Ana-
log ist die umgekehrte Richtung und das Zeichen ³ de£niert.
Wie schon in den vorangegangenen Kapiteln nehmen wir für die weitere Bespre-
chung an,dasswir die Poisson-Gleichungmit homogenen Dirichlet-Randbedingungen
betrachten.

¡ ¢ u = f in ­ ½ m

u = 0 für uj@­

Die schwacheFormulier ung führt auf das zu minimier ende Funktional

1
2

Z

­
r vr v ¡

Z

­
f v v 2 V = H 1

0 (­) (2.9)
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Unter der Anahme, dassder Rand und die Daten f glatt sind, existiert eine Lösung u
und wir können diese dur ch eine diskr ete Lösung

uh =
X

i

ai B i

approximier en. Als Basisfunktionen werden wir Tensorprodukt-B-Splines mit einem
Träger von 3 £ 3 Quadraten der Seitenlänge h verwenden. Eingesetzt in Gleichung
(2.9) folgt:

Z
uhr Bk =

X

i

Z
ai r B i r Bk wegen r und

R
linear

=
Z

f r Bk nach Voraussetzung

DiesesGalerkin-System können wir kurz schreiben als:

GhA = F mit A = f ai g:

Um die Randbedingung zu erfüllen, fordern wir , dassdie einzelnen B i auf dem Ge-
bietsrand @­ verschwinden.
Der dur ch die Diskr etisierung entstandene Appr oximationsfehler (orthogonal zum
Raum der Basisfunktionen des diskr eten Unterraumes) lässtsich wegen des Lemmas
von Céa(1.1.4) dur ch

ku ¡ uhkH 1 ¹ inf vh 2 h ku ¡ vhkH 1 (2.10)

abschätzen. Diese lässtsich gegendie Sobolev-Norm

kvkl ;­ =

0

@
X

j®j· l

Z

­
jD ®vj2

1

A

1
2

; kvkl ;­ = kvkH l

abschätzen. Aus (2.10) folgt sofort, dass bei Verwendung stückweiser Polynome mit
Grad · n der Fehler dur ch

ku ¡ uhkH 1 ¹ hn (2.11)

abgescḧatzt werden kann.
Ein weiterer wichtiger Punkt ist die Konditionszahl desGalerkin-Systems.Beistandard-
FEM mit quasiuniformen Gebietszerlegungenist die Kondition bezüglich der 2-Norm
bei einer Gitterweite h dur ch

cond2Gh » h¡ 2

beschränkt. Dur ch dieseEigenschaftwir d garantiert, dassdie für gewöhnlich verwen-
deten iterativen Löser stabil arbeiten. Dassdies auch im Fall der web-Splines zutrif ft
werden die folgenden Kapitel zeigen.
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Da bei komplizierten Gebieten die Gittergenerierung einen großen Teil der Rechen-
leistung verbraucht, wur den sogenanntegitterfr eie Methoden entwickelt, welche ge-
wichtete Finite Elemente verwenden, sodassdie Lösung z.B.dur ch

u ¼ wp p 2

wobei w eine posititve Gewichtsfunktion mit wj@­ = 0 (garantiert das Einhalten der
Randbedingungen) und ein linearer Raum ist. Um Missverständnissen vorzubeu-
gen: Natürlich verwenden wir hier ein Gitter; jedoch können wir ein beliebiges qua-
dratisches Gitter über das Gebiet legen, das heißt also, dassder Prozessder Gitterge-
nerierung im Sinne einesan das Gebiet angepasstenGitters wegf ällt.
Als Basisvon bietet sich - wie oben schon erwähnt - der Raum der Splines an.

2.2.2 Stabilit ät der B-Spline-Basis

Mit b soll - der in (2.8) eingeführte normalisierte uniforme multivariate B-Spline be-
zeichnet werden. Es sei hier nochmals erwähnt, dass dieser aufgrund des Normali-
sierungsfaktors bezüglich der L 2-Norm unabhängig von der Gitterweite h ist.
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Abbildung 2.5:B-Spline und die beiden dualen Funktionale ¸ 0 und ¸ 1 im kubischen,
eindimensionalen Fall

Eine eleganteMethode zu zeigen, dassdie aus den B-Splinesgebildete Basisauf dem
De£nitionsgebiet D stabil ist, verwendet die dualen Funktionale. Stabilit ät bedeutet,
dassder Spline s =

P
kjD ckbbezüglich der 2- bzw L 2-Norm dur ch den Koordinaten-

vektor C nach oben und unten beschränkt ist, also:

constkCk2;D ·

°
°
°
°
°
°

X

kjD

bck

°
°
°
°
°
°

· kCk2;D

wobei const lediglich vom Grad n der B-Splinesabhängt.
Nach ([17] S. 142 ff) gibt es für jedes l 2 f 0; : : : ; ngm eine Funktion ¸ l - das duale
Funktional -mit Träger [1

4 ; 3
4 ]m + l so,dassgilt:

Z
b(¢¡ k)¸ l = ±k;0
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Auch dieseFunktionale können wir so konstruieren, dasssie unabhängig von Gitter -
weite und Shift sind indem wir den Normalisier ungsfaktor einführen:

¸ l
i (x) = h

¡ m
2 ¸ l (

x
h

¡ i )

mit Träger:

Q0
i+ l = h([

1
4

;
3
4

]m + i + l):

Da l immer von der jeweilig zu betrachtenden Gitterzelle ausgeht, schreiben wir zur
Verdeutlichung l(i ). Dieser Index beschreibt also die Gitterzelle Qi + l (i ) . Wir fordern
ausserdem, dass der Träger dieser Gitterzelle vollst ändig im Gebiet ­ liegen muss -
ansonstenwir d das l verworfen.

De£nition 2.2.1. Die Mengeder für dasGebiet­ relevantenB-SplineIndizesbezeichnen
wir mit

K = f k 2 m : suppbk \ ­ 6= ;g :

SeiL k = f l 2 m : Qk+ l ½ suppbk \ ­ g; dann nennenwir bk eineninneren B-Spline,
falls L k nichtleer ist, ansonsten̈ausseren B-Spline.K setzt sich damit aus den disjunkten
MengenI (Indexfür dieinnerenB-Splines)und J zusammen.Ist i 2 I , sosollderIndexl(i )
eineszugeḧorigendualenFunktionalsin L i liegen.Wennklar ist, welchesdualeFunktional
gemeintist, wird folgendeSchreibweiseverwendet:

¸ i = ¸ l ( i )
i :

DieseIndizier ung stellt sicher, dassfür jeden inneren B-Spline ein normalisiertes dua-
les Funktional existiert, dessen Träger vollst ändig im Gebiet liegt, und dessen Ab-
stand zum Rand proportional zu h ist. In Bild 2.6 ist ein B-Spline mit einem dazu-
gehörigen dualen Funktional zu sehen.
Duale Funktionale für äussere B-Splinesanzugeben ist zwar möglich aber nicht sinn-
voll, da ihreNorm mit kleiner werdendem Träger in ­ stark anwachsenwürde. Daher
verzichtet man darauf, auch die äußeren B-Splines mit dualen Funktionalen zu ver-
sehen. Die zugehörigen inneren dualen Funktionale sind aber orthogonal zu allen
äußeren B-Splines,da sich ihre Träger nicht schneiden.

Theorem 2.2.1. Für allek 2 K und i 2 I sind dieB-Splinesbk und diedualenFunktionale
¸ i einheitlichbeschr̈ankt in BezugaufdieGitterweiteund bi-orthogonal.

kbkk ¹ 1; k¸ i k ¹ 1
Z

­
bk ¸ i = ±k;i

Ein häu£g verfolgtes Ziel in FE-Methoden ist, den Grad zu erh öhen, um die Appr o-
ximationseigenschaften der Näherungslösung zu verbessern.Die Identit ät von Mars-
den besagt,dassPolynome vom Grad m dur ch Linearkombination von B-Splinesbj ;i
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Abbildung 2.6:Schnitt einesB-Splinesmit dem Gebiet ­ , wobei der Mittelpunkt des
B-Spline-Trägers mit einem Punkt markiert ist. Die zugehörigen Indizes sind L k =
f [2; 1]; [2; 2]g Im Bild ist der Träger des dualen Funktionals zum lokalen Index l(i ) =
[2; 1] eingetragen.

der Ordnung m + 1 dargestellt werden können. Nach (2.7) gilt:
X

j

ª j ;m (t)bj ;m (x) = (x ¡ t)m
X

j

1 ¢bj ;0

| {z }
=1 auf [u j ;u j +1 ]

Um alle Monome zu erhalten muss die jeweilige Linearkombination berechnet wer-
den. Umsortier en nach den Knoten führt auf die Polynome q(k):

Theorem 2.2.2. Der Spline

p =
X

k2 K

q(k)bk (2.12)

ist ein PolynomvomGrad· n auf ­ , wenn,und nur dann,wennq ein PolynomvomGrad
· n aufK ist.

Konsequenz diesesTheorems ist, dasswir nicht auf die äußeren B-Splinesverzichten
können , wenn wir den Polynomgrad aufrecht erhalten wollen.

Denn um auf einer Zelle den Polynomgrad m zu erhalten müssenalle auf den umlie-
genden Zellen lebenden B-Splines - also alle, deren Träger einen nichtleeren Schnitt
mit der gerade betrachteten Zelle haben - existieren. Dieser Zusammenhang liefert
uns also eine Vorschrift für die Verknüpfung äußerer und innerer B-Splines.
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2.2.3 Weighted Extended B-Splines

Eine gewöhnliche B-Spline-Basisist ungeeignet, homogene Randdaten beliebiger Ge-
bietsränder zu erfüllen. DiesesVerhalten kann aber leicht erzwungen werden, indem
die Basismit einer auf dem Rand verschwindenden, zur geglätteten Abstandsfunkti-
on äquivalenten Gewichtsfunktion multipliziert wir d.

w(X ) » dist(X ; @­)

Der Raum der gewichteten B-Splines erfüllt natürlich immer noch die Appr oxima-
tionsbedingung (2.11). Die Kondition der Galerkin-Matrix Gh kann aber wegen der
äußeren gewichteten B-Splines,deren Träger einen nur kleinen Schnitt mit dem Ge-
biet besitzt, stark anwachsen.Da aufgrund der Marsden-Identit ät aber zur Erhaltung
des Polynomgrades und damit der Appr oximationsg üte alle B-Splines,deren Träger
einen nichtleeren Schnitt mit dem Gebiet besitzt, benötigt werden, können die äuße-
ren B-Splinesnicht einfach weggelassenwerden. Vielmehr werden siean innere,nahe
gelegeneSplines angehängt:

De£nition 2.2.2.SeiK = I [ J dieIndexmengederrelevantenB-Splinesmit denTeilmengen
I innererbzwJ äußererB-Spline-Indices.Dann ist 8i 2 I dererweitertegewichteteB-Spline
(kurz: web-Spline)de£niertdurch

B i =
w

w(x i )

0

@bi +
X

j 2 J

ei;j bj

1

A

jei;j j ¹ 1; ei;j = 0 für ki ¡ j k º 1

x i seidasZentrum einerim Innern liegendenGitterzelleQi + l (i ) . Die Koef£zientenei;j seien
dabeisogeẅahlt, dassalle gewichtetenPolynomemit Grad · n im Splineraumenthalten
sind.

Der Faktor w
w(x i )

dient lediglich der Stabilisierung der Methode und bewirkt, dassdie
am Gebietsrand be£ndlichen web-Spline Basisfunktionen nicht mit zu kleinen Ko-
ef£zienten versehen werden. Die Tatsache,dass nur endlich viele Koef£zienten e i;j

ungleich 0 sind - dur ch die Forderung ki ¡ j k º 1 beschränken wir uns auf die
”
be-

nachbarten“ Indices - ist garantiert, dasssich der Trägerder web-Splinesnachwie vor
proportional zur Gitterweite h verhält. Liegt ein web-Spline weit genug im Innern
des Gebiets, so werden gar keine äußeren B-Splines an ihn angehängt - es handelt
sich also um einen gewöhnlichen gewichteten B-Spline.Dur ch die Beschr̈anktheit der
Koef£zienten wir d außerdem verhindert, dassder web-Spline bei kleiner werdender
Gitterweite unkontr olliert anwächst.
Mit Hilfe der de£nierten Basis sollte es nun m öglich sein, die Indexmenge in Glei-
chung (2.12) auf die Indexmenge I reduzieren zu können. Der Grad des Polynoms
q(k) ist · n. Daher kann der Wert jedes Koef£zienten q(j ) an einem j 2 J dur ch
Interpolation von (n + 1)m inneren Koef£zienten q(i ) mit Indizes i 2 I mittels La-
grangepolynomen ermittelt werden. Als geeigneteinnere Koef£zienten I (j ) k önnten
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zum Beispiel die zu j bezüglich der Maximumnorm auf m nächstgelegenen(n + 1)m

ganzzahligen inneren Gitterindizes dienen. Setze:

l i;j (k) = ±i;k ; i; k 2 I (j )

Für festesj wir d dann für ei;j der Wert des Lagrange-Polynoms, ausgewertet an der
Stelle j , gesetzt.

ei;j = l j ;i (j ); i 2 I (j )

Um über den gesamten Index I summieren zu können, werden alle ei;j mit i 62I (j )
auf den Wert 0 gesetzt.Damit gilt

q(j ) =
X

i 2 I

ei;j q(i ):

Eingesetzt in Gleichung (2.12):

p(x) =
X

i 2 I

q(i )bi (x) +
X

j 2 J

q(j )bj (x)

=
X

i 2 I

q(i )

2

4bi (x) +
X

j 2 J

ei;j bj (x)

3

5 ; x 2 ­

Multiplikation mit der glatten Gewichtsfunktion führt uns wieder auf die zuvor an-
gegebeneDe£nition der web-Splines.
Sowohl der Index I (j ) als auch der Koef£zient ei;j sind beschränkt, falls man sich
an die vorgeschlageneWahl der inneren Koef£zienten h ält; denn bei ausreichend
feiner Gitterunterteilung und mit der Voraussetzung, dass der Gebietsrand glatt ist,
kann der Rand lokal nahezu als Hyper¤ äche (hier: Gerade) angesehenwerden. Da-
mit aber ist der Hausdorf f-Abstand von j zu i (j ) asymptotisch (für h ! 0) beschränkt
dur ch 2(n + 1). Mit dieser Notation und Wahl der Indizes kann der Koef£zient nach
Skalierung als von der Gitterweite h unabhängiges Produkt univariater Lagrange-
Polynome explizit angegebenwerden:

Theorem 2.2.3. Für allej 2 J sei

I (j ) = f i 2 m : ®¹ · i ¹ · ®¹ + ng

eineMengenächstgelegenerinnerer Indices.Dann sinddieKoef£zienten

ei;j =

8
<

:

Q m
¹ =1

Q ®¹ + n
l= ®¹
l6= i ¹

j ¹ ¡ l
i ¹ ¡ l für i 2 I (j )

0 sonst

geeignetzur Kontruktion von web-Splinesgem̈aßDe£nition 2.2.2. Die Beschr̈anktheitder
Koef£zientenfolgt ausderTatsache,dassdieLagrange-Koef£zientendenWert 1 haben,und
dieDifferenzi ¡ j beschr̈ankt ist (PolynomeweisenkeinePolstelleauf).
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Abbildung 2.7:Links: die Koef£zienten ei;j eines äußeren B-Splines.Auf der rechten
Seiteist der Träger eines web-Splines abgebildet; die Zahlen geben die Koef£zienten
der zugehörigen äußeren B-Splinesan.

Ein Beispiel für die Konstruktion der web-Splines gemäß De£nition 2.2.2und dem
vorangegangenenTheorem ist in Abbildung 2.7dargestellt.

Da der Punkt x i , an welchem die Gewichtsfunktion aus Normier ungsgründen aus-
gewertet werden muss innerhalb des Gebietes ­ liegen muss, fällt der hier mit ei-
nem weissen Kreis markierte Punkt nicht mit dem Mittelpunkt des inneren B-Spline-
Trägerszusammen.

2.2.4 Stabilit ät und Approximationsordnung

An dieser Stelle möchte ich lediglich die wesentlichen Eigenschaften bezüglich Sta-
blit ät und Appr oximationsor dnung der web-Spline-Basisaufführen. Dabei werde ich
auf die Beweise(nachzulesen in [11]) verzichten, da diese sich ohnehin stark an die
Beweisezur Stabilit ät der B-Spline-Basisanlehnen.

Stabilit ät

Die dualen Funktionale für die web-Basis ¤ k ; k 2 I ; von bi mit Trägern in ­ seien
gegebendur ch

¤ k =
w(xk )

w
¸ k k 2 I :

Dann besitzt die web-Basisdie folgenden Eigenschaften:
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Theorem 2.2.4. Esseieni; k 2 I ; dannsinddiedualenFunktionale¤ k und dieweb-Splines
B i bez̈uglich derGitterweiteh gleichmäßig beschränkt in L 2 - lassensichalsogegeneine
Konstanteabscḧatzen- und biorthogonal ,

kB i k0 ¹ 1; k¤ kk0 ¹ 1;
Z

­
B i ¤ k = ±i;k :

Theorem 2.2.5. Die web-Basisist bez̈uglich derL 2-Norm stabil,
°
°
°
°
°

X

i 2 I

ai B i

°
°
°
°
°

0

³ kAk2 :

k:k0 seidabeidieL 2-Norm, kAk2 dieNorm desKoef£zientenvektors.

Theorem 2.2.6. DasSpektrumderGalerkinmatrixGh ist beschr̈anktdurch

1 ¹ %(Gh) ¹ h¡ 2:

Eine dir ekte Folgerung ist die Beschr̈anktheit der Galerkinmatrix

condGh ¹ h¡ 2:

die für jedesFE-Verfahren benötigt wir d, damit die iterativen Löser in einer angemes-
senenZeit konvergieren.

Approximationsordnung

Seiu glatte Lösung des Modellpr oblems und uh 2 eine dur ch das Galerkin-System
bestimmte FE-Appr oximation. Dann gilt

ku ¡ uhkr ¹ hn+1 ¡ r :

2.2.5 Die Rolle der Gewichtsfunktion f ür die web-Methode

Eine nicht zu unterschätzende Rolle für die web-Methode spielt die Wahl der Ge-
wichtsfunktion. Zwar tritt bei entsprechender Wahl keine qualitative Änder ung ein,
was die Konvergenzordnung bezüglich der h-Potenz betrif ft, das heißt, der L 2-Fehler
verschwindet nach wie vor mit hn+1 , jedoch unterliegen die Vorfaktor en des Fehlers
deutlichen Schwankungen. Für welche der Gewichtsfunktionen man sich entscheidet
hängt im Wesentlichen von der Komplexit ät des Gebietsrandesab.

Algebraische Funktionen

Die Verwendung algebraischer Gewichtsfunktionen für Ritz-Galerkin-Verfahren (die
FEM ist ein Spezialfall) geht auf Kantorowitsch und Krylow (1956)zur ück (siehe[14]
S255ff ).
Ist der Gebietsrand dur ch eine einfache algebraischeDarstellungen gegeben,so kann
eine Gewichtsfunktion sofort in geschlossenerForm angegebenwerden:
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² Wenn sich der Rand als F (x; y) = 0 darstellen lässt,so kann w(x; y) = § F (x; y)
gesetztwerden, z.B. für den Kreis:w(x; y) = R2 ¡ x2 ¡ y2.

² Für ein konvexes Polygon (u. U. auch krummlinig berandet) mit der Darstel-
lung ai x + bi y + ci = 0 (für krummlinig z.B.noch quadratische Terme) kann die
Gewichtsfunktion angegebenwerden dur ch

w(x; y) = § (a1x + b1y + c1) : : : (am x + bm y + cm )

Im Fall einesRechtecksmit ¡ a · x · a; ¡ b · y · bhat w die Darstellung:

w(x; y) = (x2 ¡ a2)(y2 ¡ b2)

Ein Fall eineskrummlinig berandeten
”
Polygons“ ist der einer Sichel,die dur ch Kreise

mit den Radien a und a
2 gebildet wir d:
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Abbildung 2.8:Beispiel einer algebraischenGewichtsfunktion auf einem sichelförmi-
gen Gebiet mit w(x; y) = (a2 ¡ x2 ¡ y2)(x2 ¡ ax + y2)

2.2.6 R-Funktionen nach Rvachev

(Sieheauch [16]).
Setztsich das Gebiet aus Schnitten bzw Vereinigungen einfacher algebraischerFunk-
tionen zusammen, können Rvachev-Funktionen (R-Funktionen) als Gewichtsfunktio-
nen eingesetztwerden.
R-Funktionen sind reellwertige Funktionen, derenVorzeichen ausschließlichvom Vor-
zeichen der jeweiligen Ar gumente abhängt. Z.B. kann die Funktion xyz nur dann
negative Werte annehmen, wenn eine ungerade Anzahl der Koef£zienten ein negati-
vesVorzeichen hat. SolcheR-Funktionen können das Verhalten boolscher Operatoren
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nachbilden. Als Beispiel stelle man sich die Funktion min(x; y) vor, welche das logi-
sche UND (^ ) nachbildet. R-Funktionen, die mit derselben logischen Funktion ver-
wandt sind werden dabei zu Äquivalenzklassen zusammengefasst.So wie Boolsche
Funktionen sind auch diese unter Komposition abgeschlossen.

Beispiel 2.2.1 (Familien von R-Funktionen). Es sei ®(x; y) ein beliebigeFunktion, so
dass¡ 1 · ® · 1. Dann gilt:

x ^ ® y ´
1

®+ 1

³
x + y ¡

p
x2 + y2 ¡ 2®xy

´

x _® y ´
1

®+ 1

³
x + y +

p
x2 + y2 ¡ 2®xy

´

Für ® = 1 nehmendieFunktionenjeweilsMaximum und Minimum an, für ® = 0 erhalten
wir einfachereFunktionen̂ 0 und _0, diein einemweiterenBeispielzur Anwendungkommen
werden.

R-Funktionen können dazu verwendet werden, ein dur ch einfache geometrischeGe-
biete berandetesObjekt in einem einzigen Ausdr uck w darzustellen (dies ist der Fall
bei einem dur ch ein Systemvon Ungleichungen berandeten Gebiet). Dabei kann sich
w bei entsprechender Parametrisierung so wie der gelättete Abstand vom Gebiets-
rand verhalten.
Die Theorie der R-Funktionen bietet einen dir ekten Zusmmenhang zwischen geome-
trischer Modellier ung und mengentheoretischen bzw logischen Operationen. Denn,
wie gesagt,für jede logische oder mengentheoretischeOperation steht uns eine reell-
wertige Funktion mit gewünschten Eigenschaften, wie z.B. besondere Glattheit zur
Verfügung. Da die mengentheoretischen Symbole einfach dur ch Ersetzen der ent-
sprechenden logischen Operatoren (und damit auch dur ch Einsetzen passender R-
Funktionen) umgerechnet werden können, lassensich diese Operationen mit nur ge-
ringem Rechenaufwand am Computer umsetzen.

Beispiel 2.2.2. Das GebietausAbb. 2.9 kann zunächstals mengentheoretischerAusdruck
angegebenwerden:

­ = w1 \ ¹(w2 \ w3)

w1 =
1
2r

(r 2 ¡ x2 ¡ y2) ¸ 0

w2 = x ¡ r + b ¸ 0

w3 =
a2 ¡ y2

2a
¸ 0

DiesermengetheoretischeAusdruckkanndurchErsetzenderentsprechendenOperatorendurch
ihrelogischenGegensẗuckeübersetztwerdenin

w = w1 ^ 0 (¡ (w2 ^ 0 w3))

Dasheißt,diewi werdendurchEinsetzenin ^ 0 zueinerFunktionw (hiereinezumgegl̈atteten
AbstandäquivalentenGewichtsfunktion)verknüpft.
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Abbildung 2.9:Gebiet und zugehörige R-Funktion

2.2.7 Gegl ättete Abstandsfunktion

Ist das Gebiet allgemein dur ch eine NURBS- oder einen Bézier-Kurve gegeben, so
können weder algebraischenoch R-Funktionen verwendet werden. Stattdessenwir d
die geglättete, im Innern in ein 1-Plateau übergehendeAbstandsfunktion eingesetzt.
Die Breite des Übergangs wir d dur ch ±, die Glattheit des Übergangesin das Plateau
dur ch ° gesteuert:

w(x) = 1 ¡
¡

max(±¡ dist(x; @D); 0)=±
¢° :

Der Vorteil dieser Gewichtsfunktion liegt nicht nur in der Allgemeinheit der zul ässi-
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gen Gebiete; vielmehr können im Innern des Gebietes aufgrund des 1-Plateaus ta-
bellarische Werte für

R
r B i r Bk verwendet werden, was den Rechenaufwand stark



2.2. DIE METHODE 45

minimiert. Genau am Übergang in das Plateau handelt man sich aber leider auch
einen relativ großenFehler ein.
Ein neuer Ansatz für einenoch besserauf die Aufgabenstellung angepassteGewichts-
funktion ist zur Verbesserung der Fehlerkonstanten notwendig, und um diesen soll
esim folgenden Kapitel gehen.



Kapitel 3

Die Gewichtsfunktion w(X )

Im Folgenden werden einige Voraussetzungen und Bezeichnungen eingeführt, die,
falls nicht ausdrücklich umde£niert, Gültigkeit für den gesamten Theorieteil haben
sollen.

3.1 Annahmen und geometrisches Modell

In diesem Kapitel werden einige geometrische Annahmen angestellt, die - bis auf
die Glattheit desGebietsrandes@­ - keine wesentlichen Einschränkungen darstellen,
sondern lediglich zur Übersichtlichkeit der folgenden Beweisedienen sollen.

Die Gewichtsfunktion sei gegebendur ch

w(X )¡ 1 =
Z

@­ P

dsP

kX ¡ P(s)k2 mit X 2 2

. Des weiteren ist der Rand @­ dur ch die Kurve P parametrisiert:

P : ¡ ! 2

s 7¡!
µ

P1(s)
P2(s)

¶
; wobei s 2 [0; sPeriodendauer]

Betrachte o.B.d.A. immer den Grenzwert (x1; x2) = X ! (0; 0) = P(0) 2 @­ . Diese
Annahme ist deshalb legitim, weil Translation und Rotation des Koordiantensystems
sich weder auf das über eine geschlosseneKurve laufende Integral noch auf den
Abstand eines Gebietspunktes zum Rand auswirken. Aufgr und der Glattheitseigen-
schaften des Randes kann dieser in einer hinr eichend kleinen Umgebung U dur ch
eine Funktion dargestellt werden:

C2 3 p : ! 2

t 7! (t; p(t)) wobei t 2 [¡ "; " ] (3.1)

In dieser Umgebung U soll jp0(t)j · " ¿ 1 für jt j · " gelten. Damit ist p(0) = 0;
p0(0) = 0 darf o.B.d.A. angenommen werden, denn eine Drehung desGebietesändert,

46
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X

0

 -e                          +e

Abbildung 3.1:Gebietsrand mit Umgebung U um den Nullpunkt (nach einer Trans-
formation des Koordinatensystems).

wie schon gesagt,nichts am Wert des Integrals (sieheauch Abb. 3.1).

3.2 Einige Hilfss ätze

Lemma 3.2.1. SeiX 2 U \ ­ , danngilt

dist(X ) ³ x2 ¡ p(x1) =: h(X ); und (3.2)

lim
X ! 0

dist(X )
h(X )

= 1; (3.3)

wenn wir mit dist(X ) die glatte Abstandfunktionvon X zum Rand@­ , und mit p die in
(3.1) erkl̈arteFunktionsdarstellungin einemGebietU bezeichnen.

Beweis. Zeige zunächst (3.2).
O.B.d.A. sei x1 > 0 (wir begründen dies wieder mit der freien Drehbarkeit des Ge-

bietes ­ ). Nach Voraussetzung gilt jp0j < " . Es sei X =
µ

x1

x2

¶
, P =

µ
x1

p(x1)

¶
, ~P =

µ
~x1

p( ~x1)

¶
, mit dist(X ) = kX ¡ ~Pk =: l2 und damit X ¡ ~P ? @­ im Punkt ~P.

® ist der von X ¡ ~P und X ¡ P eingeschlosseneWinkel. Essei also entsprechendder
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 .
   

PSfragreplacements

l

P = (x1; p(x1))

l1

X = (x1; x2)

®

l2

~P = (~x1; p(~x1))

l3

¯ 1

¯ 2

Abbildung 3.2:Skizze zu Lemma 3.2.1

Skizze 3.2

l1 =

°
°
°
°

µ
x1

x2

¶
¡

µ
x1

p(x1)

¶ °
°
°
°

| {z }
= jx2 ¡ p(x1 )j

l2 =

°
°
°
°

µ
x1

x2

¶
¡

µ
~x1

p( ~x1)

¶ °
°
°
°

Da p0 auf dem für uns interessantenIntervall beschränkt ist, gibt es eine Schranke
constd mit dist(X ) · constd(x2 ¡ p(x1)) (das gilt natürlich immer für constd ¸ 1, denn
dist(X ) ist gerade der Abstand; für dist(X ) 6= (x2 ¡ p(x1)) kann constd sogar kleiner
1 angesetztwerden).
Nun gilt es, die Rückrichtung zu zeigen. Schätze als nächstesdie Distanzfunktion
nach unten ab. Esgilt

dist(X ) = l2 jx2 ¡ p(x1)j = l1

Da alle unsere Betrachtungen innerhalb einer " -Umgebung um den Nullpunkt statt-
£nden, k önnen wir aufgrund der Glattheit von p o.B.d.A. annehmen, dasssowohl ®
deutlich kleiner als 90± als auch ¯ i ¸ 1± ist. Esgilt also:
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sin¯ 1

sin¯ 2
< const~d < 1

Aus dem Sinus-Satzfolgt:

l1
l2

=
sin¯ 1

sin¯ 2
< const~d

) l1 · const~d l2 (3.4)

Damit können wir zum Beweis von (3.3) übergehen. Für die folgenden Ar gumente
genügt eslim x1 ! 0 zu betrachten. Für x1 ! 0 gilt nämlich lim x1 ! 0 ( x1

x2 ) =
¡

0
x2

¢
. Damit

ist P =
¡ x1

p(x1 )
¢

=
³

0
p(0)

´
. Unter Verwendung der Tatsache,dassX ¡ ~P? @­ im Punkt

~P erhalten wir:
¿µ

x1

x2

¶
¡

µ
~x1

p( ~x1)

¶
;
µ

~x1

p( ~x1)

¶À
= 0

¿µ
0
x2

¶
¡

µ
~x1

p( ~x1)

¶
;
µ

~x1

p( ~x1)

¶À
= 0

) ¡ ~x1
2 + p( ~x1)x2 ¡ p( ~x1)2 = 0

~x1
2 + p( ~x1)2 = p( ~x1)x2 8x2 ¸ 0

Damit folgt ~x1 = 0; p( ~x1) = 0, was anschaulich auch klar ist, denn die Ableitung
im Punkte 0 ist null, weshalb folglich alle Vektoren der Form

¡
0

x2

¢
senkrecht auf dem

Randpunkt ( 0
0 ) stehen. Damit sind aber P und ~P identisch, und es gilt ® = 0 und

l1 = l2. Und insbesondere gilt dies natürlich für X ! 0.

Lemma 3.2.2. Seij~sj · " . Dann ist

s2 + (1 ¡ p0(~s)s)2 ³ s2 + 1 (3.5)

Beweis:. Setzep0(~s) = v · " , denn die Ableitung ist glatt und nimmt im Nullpunkt
den Wert 0 an, weshalb diese Annahme in der Umgebung U zul ässig ist.
Fall 1: jsj · 1

2

s2 + (1 ¡ vs)2 · s2 +
³

1 +
"
2

´ 2

· 4(s2 + 1) mit
"
2

·
1
2

s2 + (1 ¡ vs)2 ¸ s2 +
³

1 ¡
"
2

´ 2

¸
1
4

(s2 + 1)
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Fall 2: jsj ¸ 1
2

s2 + (1 ¡ vs)2 ¸ s2

¸
1
5

(s2 + 1)

s2 + (1 ¡ vs)2 · s2 + (2s +
1
2

s)2

· 7(s2 + 1)

3.3 Glattheitseigenschaften

Theorem 3.3.1. Seig := dist( X )
w(X ) , dannist g stetigauf ¹­ , und g(X ) > 0 auf ­ .

Beweis. Als Hilfsmittel für den Beweis de£niere ich noch zwei Funktionen a(s) und
b(s) mit s 2 D(@­) und a + b ´ 1.PSfragreplacements

b

a

¡ "

1

t

¡ 3
4² "3

4²

Die Summe der beiden Funktionen a und bist 1, kann also in das Integral hineinmul-
tipliziert werden. Essoll gelten, dassa(t) ´ 1 für jt j · 3

4" .

g(X ) =
Z

@­ P

dist(x1; x2) dsP

k(x1; x2) ¡ P(s)k2 De£nition von p bei (0; 0)

(3.6)

Und wir erhalten die äquivalente Formulier ung

~g(X ) =
Z 1

¡1

(a(t) + b(t))dist (x1; x2)k(1; p0(t))k dt
k(x1; x2) ¡ (t; p(t))k2

=
Z 1

¡1

(a(t) + b(t))dist (x1; x2)
p

1 + p0(t)2 dt
°
°
°
°

µ
x1

x2

¶
¡

µ
t

p(t)

¶ °
°
°
°

2

(3.7)
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Das heißt: g(X ) und ~g(X ) liefern denselbenWert zur ück.
Erkl ärungsbedürftig sind bei diesem Schritt zwei Dinge:

² Warum kann ich die Integrationsgr enzensowählen?Normalerweise müssteich
diese ja korr ekt mit-transformier en.

² Warum darf ich die Funktion p über ein so großesIntervall verwenden ( eigent-
lich ist diesenur in einem genügend kleinen Intervall [¡ "; " ] de£niert)?Letzteres
wir d automatisch mit der zuerst genannten Fragestellung geklärt werden

Das Integral kann mittels a und b(f bezeichneden Integranden) aufgesplittet werden
in (sieheAbb 3.2)

Z

@­
f =

Z

@­ \ U
f +

Z

@­ nU
f

=
Z

a(t)f (t)
p

1 + p0(t)2 dt +
Z

jt j· "
b(t)f (t)

p
1 + p0(t)2 +

Z

@­ nU
f

(3.8)

Betrachtenwir den b-Anteil, also den dritten Term, und klammern dist(X ) aus:

dist(X )
Z 1

¡1

b(t)k1; p0(t)k dt
°
°
°
°

µ
x1

x2

¶
¡

µ
t

p(t)

¶ °
°
°
°

2

Was passiert, wenn wir X ! 0 gehen lassen(und das genau werden wir ja auch in
diesem Beweis tun)? Innerhalb der Umgebung U ist p0 beschränkt, damit ist esauch
der Zähler des Integranden. Das heißt für X ! 0, was nichts anderes bedeutet als
dist(X ) ! 0 geht der Ausdr uck gegenNull. Nun hat der Nenner zwar im Nullpunkt
eine Singularit ät, aber dort ist b ´ 0, das heißt, die Singularit ät braucht uns nicht zu
kümmern. Der vorletzte Term geht also gegennull.
Außerhalb von U verwenden wir die urspr üngliche Darstellung von f , dies ist in
Gleichung (3.8) der letzte Ausdr uck. Dort gilt aber

g(X ) = dist(X )
X ! 0

Z

@­

ds

kX ¡ Pk2

| {z }
>> 0

und damit geht der ganze Ausdr uck problemlos gegen Null für X ! 0. Das heißt,
dasswir uns nur noch dem a-Teil widmen müssen.Von diesem wissen wir aber, dass
er außerhalb des Intervalles [¡ "; " ] laut De£nition identisch Null ist, die etwas leg Áere
erscheinendeWahl der Grenzen nicht nur legitim, sondern auch vollkommen exakt
ist und esgilt:

lim
X ! 0

Z

@­
f =

Z
a(t)f (t)

p
1 + p0(t)2 dt

Doch zur ück zum eigentlichen Beweis.Die nötigen Voraussetzungen für den Beweis
sind hier nochmals stichwortartig zusammengefaßt
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² Für a soll gelten: a0(0) = 0; a(0) = 1 und a · 1

² Da p(0) und p0(0) gleich null, folgt aus der Taylorentwicklung von @­ bei 0

p(t) = p(0) + p0(0)( t ¡ 0) +
p00(³ )

2
(t ¡ 0)2 mit ³ 2 [0; t]

= 0 + 0 +
p00(³ )

2
(t ¡ 0)2

= u ¢t2

Dabei gilt, dassjuj · constp, also beschränkt, denn p ist zweimal stetig dif feren-
zierbar, und wir d nur auf einem beschränkten Intervall betrachtet; damit muss
auch p00beschränkt sein, und esfolgt die Behauptung.

² Die Ableitung von a ist beschränkt.

² jX j · ±

² Esgilt dist(X ) < constd(x2 ¡ p(x1)) .

Wie schonzuvor argumentiert, können wir im Integralausdr uck den b-Teil vernachlässi-
gen. Esgilt dann:

g(X ) =
Z 1

¡1

dist(X )a(t)
p

1 + p0(t)2 dt
(x1 ¡ t)2 + (x2 ¡ p(t))2

t wir d nun substituiert:

t ¡ x1 = s(x2 ¡ p(x1))

) dt = ds(x2 ¡ p(x1))

Eingesetzt in den Integranden folgt:

Z 1

¡1

dist(X )

· 1
z }| {
a(s(x2 ¡ p(x1)) + x1)

p
1 + p0(s(x2 ¡ p(x1)) + x1)2(x2 ¡ p(x1)) ds

(x1 ¡ (x1 + s(x2 ¡ p(x1)))) 2 + (x2 ¡ p((x1 + s(x2 ¡ p(x1))))) 2

·
Z 1

¡1

constd(x2 ¡ p(x1))2 ¢1 ¢
p

1 + p0(s(x2 ¡ p(x1)) + p(x1))2 ds
(s(x2 ¡ p(x1))) 2 + (x2 ¡ p((x1 + s(x2 ¡ p(x1))))) 2

Abl. von p beschr.

·
Z 1

¡1

constdconstp ds

s2 + (x2 ¡ p(( x1+ s(x2 ¡ p(x1 ))))) 2

(x2 ¡ p(x1 )) 2

= F

Nun müssenwir uns noch um den Nenner kümmern. Entwickle p um den Punkt x1:

p(x1 + s(x2 ¡ p(x1))) = p(x1) + p0(w)(s(x2 ¡ p(x1)))

w 2 [x1; x1 + s(x2 ¡ p(x1))]
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Eingesetzt folgt (h := x2 ¡ p(x1)):

F ·
Z 1

¡1

constds

s2 + (h¡
= v

p0(w)( sh)) 2

h2

=
Z 1

¡1

constds
s2 + (1 ¡ vs)2

Lemma()
· const

Z 1

¡1

ds
s2 + 1

·
Z 1

¡1

ds
s2 + 1

wegen constdconstp · 1

Nehmen wir die Konstanten nochmals genauer unter die Lupe, so folgt mit Lemma
(3.2.1) und (3.3), dasslimX ! 0 constd = 1. Außerdem wissen wir nach Voraussetzung,
dassp0(0) = 0; damit aber gilt:

lim
X ! 0

constp = lim
X ! 0

p
1 + p0(s(x2 ¡ p(x1)) + x1)2

= 1

lim
X ! 0

p0(w) = 0

Also gilt const = 1 und
R1

¡1
ds

s2+1 ist, wie wir schon gesehenhaben, eine Majorante
des Integranden. Mit dem Satz von der majoriserten Konvergenz (LEBESGUE) folgt
die Konvergenz gegen¼a(0)

| {z}
=1

(sieheauch [9] S.97ff).

3.4 Auswertung der Ableitung auf dem Rand (r u 6= 0 auf @­ )

Wie schon im vorhergehendenBeweisfür die Stetigkeit nehmen wir o.B.d.A. an , dass
die Kurve dur ch den Nullpunkt laufe, sodassP(t0) = (0; 0) 2 @­ . Des weiteren sei
die Kurve wieder glatt, weshalb wir die Kurve in Nullpunkt-N ähe bei Bedarf dur ch
eine Funktion ~p ersetzenkönnen:

P =
µ

0
0

¶
=

µ
p1(t0)
p2(t0)

¶
=

µ
0

~p(0)

¶
tPeriodenbeginn · t0 · tPeriodenende

Dabei soll gelten: ~p0(0) = 0. Aufgr und dieser Wahl von ~p0können wir den Normalen-
vektor im Punkt 0 mit ~n =

¡
0

¡ 1

¢
angeben.

Theorem 3.4.1. Die Normalenableitungvon w an einembeliebigenKurvenpunkt ist (zeige
dieshiero.B.d.Afür denNullpunkt) ungleichderNull.

Beweis.Die Richtungsableitung ist gegebendur ch (verzichte aus Gründen der Über-
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sichtlichkeit, den Limes lim x1 ;x2 ! 0 innerhalb des Integrals immer aufzuschreiben):

Dwn =
­ ¡

0
¡ 1

¢
; Dw(X )

®

= (¡ 1)
(¡ 1)(¡ 1)

³ R
@­

ds
(x1 ¡ p1 )2+( x2 ¡ p2 )2

´ 2

Z

@­

¡ 2(x2 ¡ p2) ds
((x1 ¡ p1)2 + (x2 ¡ p2)2)2

=
1

³ R
@­

dist( X ) ds
(x1 ¡ p1 )2+( x2 ¡ p2 )2

´ 2

Z

@­

dist(X )2 2(x2 ¡ p2) ds
((x1 ¡ p1)2 + (x2 ¡ p2)2)2 = F

Das Hinzunehmen der dist-Funktion ist völlig legitim. Schliesslich handelt es sich
hierbei um eine beliebig glatte Funktion. Damit erhalten wir aber im Nenner des er-
stenFaktors den schonberechnetenGrenzwert zum Quadrat. Dasheisst,dasswir uns
im Folgenden nur auf das zweite Integral konzentrier en müssen:

F =
1
¼2

Z

@­

dist(X )2 2(x2 ¡ p2) ds
((x1 ¡ p1)2 + (x2 ¡ p2)2)2

Betrachte das Integral wieder in der Nähe des Nullpunktes. Für diese Zwecke ist es
wieder sinnvoll, P als Funktion darzustellen. Des weiteren wir d das Integral wieder
mit a(t) + b(t) = 1 multipliziert, wobei der b(t)-Teil wieder zu 0 wir d für X ! 0,
weshalb ich den Term im weiteren Verlauf einfach weglassenwerde.

F =
1
¼2

Z 1

¡1

a(t)
p

1 + p0(t)22(x2 ¡ p(t))dist (X )2 dt
((x1 ¡ t)2 + (x2 ¡ p(t))2)2 (3.9)

Im Folgenden wir d nur das übriggebliebene Integral betrachtet werden. Transformie-
re das Integral wie gehabt mit t ¡ x1 = s(x2 ¡ p(x1)) ) dt = ds(x2 ¡ p(x1)

Z 1

¡1

a(x1 + s(x2 ¡ p(x1)))
p

1 + p0(: : : )2dist(X )2(x2 ¡ p(x1))2(x2 ¡ p(: : : ))) ds
(s(x2 ¡ p(x1))2 + (x2 ¡ p(x1 + s(x2 ¡ p(x1)))) 2)2 = }

Eingesetzt folgt

} ·
Z 1

¡1

% 1 für x1 ;x2 ! 0
a(x1 + s(x2 ¡ p(x1))) p : : :const2d(x2 ¡ p(x1))32(x2 ¡ p(: : : )) ds

((s(x2 ¡ p(x1))) 2 + (x2 ¡ p(x1 + s(x2 ¡ p(x1)))) 2)2 = |

Setzeein, dass p(x1 + s(x2 ¡ p(x1)) = p(x1) + p0(w)hs (Taylor-Entwicklung), wobei
zur übersichtlicheren Darstellung die Abk ürzungen h = (x2 ¡ p(x1)) und p0(w) = v
verwendet werden sollen.

| · 2const2
Z 1

¡1

1
p

1 + p0(x1 + s(x2 ¡ p(x1))) 2h3(x2 ¡ p(x1) ¡ p0(w)sh) ds
(h2s2 + (x2 ¡ p(x1) ¡ p0(w)hs)2)2

= 2const2
Z 1

¡1

¸ 1p
1 + p0(x1 + s(x2 ¡ p(x1))) 2h4(1 ¡ vs) ds

h4(s2 + (h¡ vhs)2

h2 )2

· 2const2
Z 1

¡1

1(1 ¡ vs) ds

(s2 + (h¡ vhs)2

h2 )2

= 2const2
Z 1

¡1

1 ¡ vsds
(s2 + (1 ¡ vs)2)2 = ~
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Gehen wir nun wieder zur punktweisen Konvergenz über, so wir d dur ch Limesbil-
dung vs ! 0 gehen, denn v = p0(w) mit w 2 [0; " ]. Des weiteren wissen wir nach
Lemma (3.2.1), dassdie vorgezogeneKonstante den Grenzwert 1 besitzt. Damit gilt:

~ = lim
X ! 0

2const
Z 1

¡1

1 ¡ vsds
(s2 + (1 ¡ vs)2)2

= 2
Z 1

¡1

ds
(s2 + 1)2

= 2
µ

1
2

s
s2 + 1

+
1
2

arctan(s)j1¡1

¶

= 2
1
2

³ ¼
2

¡
³

¡
¼
2

´´

= ¼

Fasstman nun wieder beide Integrale (3.9) zusammen, so erhält man

F =
1
¼2 ¼

=
1
¼

> 0

Eskann also sogar für jeden Randpunkt exakt die Normalenableitung mit 1
¼ angege-

ben werden.

DiesesErgebnis kann im folgenden Beispiel problemlos reproduziert werden.

Beispiel 3.4.1(Ein leicht zu rechnender Spezialfall). Zeigefür deneinfachstenFall -
denEinheitskreis- dassmit der folgendenMethodederGradientan einemPunkt und insbe-
sondereamRandberechnetwerdenkann.

w(X )¡ 1 =
Z

@­

ds
kX ¡ X (s)k2

TestedieFunktion für denEinheitskreisund X = [r; 0]

Z 2¼

0

dt
(cost ¡ r )2 + sin2 t

Der NennerhatdabeidenWert (folgt direktausderBerechnungüberdasSkalarprodukt)

1 ¡ 2r cost + r 2
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Setzedesweiterenz = exp(it ), und dz = {z ¢dt, sogilt

w(X )¡ 1 =
1
{

I dz
z

1 ¡ r (z + 1
z ) + r 2

= ¡
1
{r

I
dz

z2 ¡ (r + 1
r )z + 1

| {z }
=( z¡ r )( z¡ 1

r )

= ¡
2¼
r

(
(r ¡ 1

r )¡ 1 für r < 1

( 1
r ¡ r )¡ 1 für r > 1

= §
2¼

1 ¡ r 2 (3.10)

Leitetmannachr ab(diesentsprichtdergeẅunschtenNormalenableitung),soerhält man

u0(r ) = ¨
r
¼

;

alsodieAbleitung 1
¼ amRand,und diesstimmt erfreulicherweisemit demhergeleitetenEr-

gebnisüberein.



Kapitel 4

Numerische Umsetzung

Da zum Verständnis der numerischen Lösung wieder ein gewisses Vorwissen hilf-
reich sein könnte, werden auch in diesem eher praktisch orientierten Teil grundle-
gende Sachverhalte nochmals kurz eingeführt. Den einzelnen wichtigen Programm-
abschnitten wir d dabei jeweils ein Kapitel gewidmet sein. Die Bernstein-Polynome
und B-Splineshabe ich als Vorbereitung in einem eigenen Kapitel zusammengefasst,
da der Umfang den Rahmen einer kurzen Erläuterung zum Programmtext sprengen
würde.

4.1 Theoretische Vorarbeit

4.1.1 Bézier-Technik f ür Kurven

Das im Zusammenhang mit der web-Methode aufgebaute Softwareprojekt verwen-
det im (vorerst) zweidimensional umgesetzten Fall Bézier-Kurven zur Beschreibung
der Gebietsränder. Ein großer Vorteil der Bézier-Kurven ist z.B. der dir ekte Zusam-
menhang zwischen den Grunddaten (Bézier-Punkte) und der geometrischen Gestalt
der Kurve; ein weiterer der dir ekt und allgemein bekannte Zusamenhang zwischen
Ableitung und Funktion. Dazu aber im Folgenden mehr (sieheauch [18]).

Die Bernstein Polynome

Für die Paramterdarstellung von Kurven wir die spezielleBasisder Bernstein-Polynome
verwendet. Dass für die nun zu beweisenden Sätze und Eigenschaften lediglich das
Intervall [0; 1]betrachtet wir d nimmt diesennicht die Allgemeing ültigkeit, denn dur ch
af£neTransformation l äßt sich jedesbeliebige reelle Intervall [a; b] auf das Einheitsin-
tervall abbilden:

¸ =
t ¡ a
b¡ a

: (4.1)

57
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Des weiteren besagtder binomische Lehrsatz, dass

1 = (¸ + (1 ¡ ¸ ))n

=
nX

i =0

µ
n
i

¶
¸ i (1 ¡ ¸ )n¡ i (4.2)

Dies läßt sich sehr leicht mittels Vollst ändiger Induktion veri£zieren. Für n = 0; 1 ist
die Gültigkeit offensichtlich. Kommen wir also zum Induktionsschritt:

¸ + (1 ¡ ¸ ))n+1 =
µ

n
0

¶
¸ 0(1 ¡ ¸ )n+1

+
µ

n
1

¶
¸ 1(1 ¡ ¸ )n +

µ
n
0

¶
¸ 1(1 ¡ ¸ )n

: : :

+
µ

n
n

¶
¸ n (1 ¡ ¸ )1 +

µ
n

n ¡ 1

¶
¸ n (1 ¡ ¸ )1

+
µ

n
n

¶
¸ n+1 (1 ¡ ¸ )0

=
n+1X

i =0

µ
n + 1

i

¶
¸ i (1 ¡ ¸ )n+1 ¡ i (4.3)

Diese Zerlegung der Einsfunktion führt zur

De£nition 4.1.1. Unter demi -ten Bernstein-PolynomvomGradn bez̈uglich desEineitsin-
tervallesverstehtmandasPolynom

B n
i (¸ ) :=

µ
n
i

¶
¸ i (1 ¡ ¸ )n¡ i ; (i = 0; : : : ; n) (4.4)

Das i -te Bernstein-Polynombez̈uglich einesbeliebigenIntervalles ist durch Einsetzender
Transformation(4.1) gegeben.

Einige wichtige Eigenschaftender Bernstein-Polynome formuliert der folgende

Satz 4.1.1. Für dieBernstein-PolynomeB n
i überdemEineitsintervallgilt:

¸ = 0 ist i -facheNullstellevonB n
i (¸ ) (4.5)

¸ = 1 ist n ¡ i -facheNullstellevonB n
i (¸ ) (4.6)

B n
i (¸ ) = B n

n¡ i (¸ ) Symmetrie (4.7)

(1 ¡ ¸ )B n
0 (¸ ) = B n+1

0 (¸ ); ¸B n
n (¸ ) = B n+1

n+1 (4.8)

0 · B n
i (¸ ) · 1 für ¸ 2 [0; 1] (i = 0; 1; : : : ; n) (4.9)

Beweis. Die erstenbeiden Eigenschaftengehendir ekt ausder De£nition der Bernstein-
Polynome hervor. Die Symmetrieeigenschaft (4.7) läßt sich auch sehr leicht zeigen.
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Denn esgilt:

B n
i (¸ ) =

µ
n
i

¶
¸ i (1 ¡ ¸ )n¡ i

=
µ

n
n ¡ i

¶
(1 ¡ ¸ )n¡ i ¸ n¡ (n¡ i )

= B n
n¡ i (1 ¡ ¸ ) (4.10)

Die beiden Eigenschaften(4.8) ergebensich aus den Werten für n folgendermaßen:

(1 ¡ ¸ )B n
0 (¸ ) = (1 ¡ ¸ )

µ
n
0

¶
(1 ¡ ¸ )n

=
µ

n + 1
0

¶
(1 ¡ ¸ )n+1 = B n+1

0 (¸ )

¸B n
n (¸ ) = ¸

µ
n
n

¶
¸ n

=
µ

n + 1
n + 1

¶
¸ n+1 = B n+1

n+1 (¸ ): (4.11)

Die im letzen Punkt proklamierte Nichtnegativit ät ist aufgrund der Wahl des Ein-
heitsintervalles klar, denn dort ist sowohl ¸ als auch (1 ¡ ¸ ) größer 0. Damit sind die
Bernstein-Polynome im Einheitsintervall nicht negativ.

Ein weiterer wichtiger Aspekt der Bernstein-Polynome ist deren Basiseigenschaftim
Vektorraum n .

Satz 4.1.2. Sein 2 festgeẅahlt, dannbildendieBernstein-Polynomefür i = 0; : : : ; n eine
BasisdesVektorraumesPn derreellenPolynomevomGradn.

Beweis:. Wieder einmal setzenwir die Linearkombination

nX

i =0

ci B n
i (¸ ) = 0; ci 2 ; ¸ 2 (4.12)

woraus notwendigerweise für die lineare Unabhängigkeit der Bernsteinpolynome
folgen muss, dass ci = 0 für (i = 0; : : : ; n). Setzenwir ¸ = 1, so ist B n

i (1) = 0 für
i = 0; : : : ; n ¡ 1. Da das Bernsteinpolynom B n

n (1) = 1 ist folgt damit, dasscn = 0 sein
muss. Da die Linearkombination eine stetig dif ferenzierbare Funktion ist, muss auch
die Ableitung identisch mit der Nullfunktion sein. Da aber B n

i (¸ ) eine n ¡ i -fache
Nullstelle an der Stelle ¸ = 1 besitzt und außerdem B n0

n¡ 1(1) 6= 0 ist, so folgt wegen

0 =
d

d¸

nX

i =0

ci B n
i (¸ )j¸ =1

= cn¡ 1B n0

n¡ 1(1) (4.13)
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dass cn¡ 1 = 0. Analog kann Schritt für Scritt jede weitere Ableitung herangezogen
werden, um zu zeigen, dass cn = cn¡ 1 = ¢¢¢ = c0 = 0 gilt. Da also die (n + 1)
Bernsteinpolynome linear unabhängig sind, und zudem noch die Dimension m =
n + 1 besitzen, folgt ihre Basiseigenschaft.

Eine wichtige und schöne Eigenschaft der Bernstein-Polynome ist die einfache Bere-
chenbarkeit ihrer Ableitungen.

Satz 4.1.3. AusgehendvonderDe£nitiongilt für dieAbleitungenderBernstein-Polynome:

d
d¸

B n
i (¸ ) =

8
><

>:

¡ nB n¡ 1
0 (¸ ) für i = 0

n[B n¡ 1
i ¡ 1 (¸ ) ¡ B n¡ 1

i (¸ )] für i = 1; 2; : : : ; n ¡ 1

nB n¡ 1
n¡ 1(¸ ) für i = n

(4.14)

Beweis:. Ableiten der De£nition des Bernsteinpolynomes liefert unter Anwendung
der Produktr egel:

d
d¸

B n
i (¸ ) =

µ
n
i

¶
[i¸ i ¡ 1(1 ¡ ¸ )n¡ i ¡ (n ¡ i )¸ i (1 ¡ ¸ )n¡ i ¡ 1]

Die Spezialfälle i = 0 bz i = n lassensich im Prinzip sofort ablesen.Für die Übrigen
(1 · i · n ¡ 1) gelten für die Binomialkoef £zienten:

µ
n
i

¶
i = n

µ
n ¡ 1
n ¡ 1

¶
;

µ
n
i

¶
(n ¡ i ) = n

µ
n ¡ 1

i

¶

Damit folgt aber dir ekt die Behauptung.

Bézier-Kurven

Um Kurven in der Ebene(oder im Raum) approximier en zu können, greift man auf
stückweise Polynominterpolation zur ück. Da die Bernstein-Polynome eine Basisdes
Vektorraums n sind, lassensich die Raumkoordinaten je als Linearkombinationen
der Bernstein-Polynome darstellen:

xk (t) :=
nX

i =0

bik B n
i (t; a; b) k = 1; 2; : : : ; d

d Dimension

[a;b] allgemeines Parameterintervall

bik Koef£zientenvektor

Damit gelangen wir zur Bézier-Darstellung



4.1. THEORETISCHE VORARBEIT 61

x(t) := (x1(t); : : : ; xd(t))T

Die Bézier-Punkte haben auch eine tatsächliche geometrische Bedeutung, denn die
Koordinaten desd-dimensionalen Polynoms P(t) 2 d

n bilden dassogenannteBézier-
Polygon, welches bezüglich der Kurve eine konvexe-Hülle-Eigenschaft besitzt.

Satz 4.1.4(Konvexe Hülle). Die MengederPunktederBézier-Kurve

M :=

(

x(¸ ) =
nX

i =0

bi B n
i (¸ ) : ¸ 2 [0; 1]

)

liegt in derkonvexenHülle dern + 1 Bézier-Punkteb0; b1; : : : ; bn .

Beweis:. Als De£nitionsbereich sei aus den schon bekannten Gr ünden das Einheits-
intervall gewählt. Für ¸ 2 [0; 1] gilt nach (4.9) 0 · B n

i (¸ ) · 1. Da die Bernstein-
Polynome eine Partition der Eins bilden, also

P n
i=0 B n

i (¸ ) = 1, stellt das Kurvenseg-
ment x(¸ ) =

P n
i=0 B n

i (¸ )bi eine lineare Konvexkombination der Bézier-Punkte dar.
Damit aber liegt diese in der konvexen Hülle der n + 1 Bézier-Punkte.

Im Folgenden möche ich mich mit den Kurvenenden bescḧaftigen, denn das erkl ärte
Ziel ist es,mehrereKurvensegmente mit gewünschter Glattheit oder zumindest stetig
zusammenzufügen.

Satz4.1.5.DieRandpunkteeinerBézier-Kurvex(¸ ) =
P n

i=0 bi B n
i (¸ ); n ¸ 2sindAnfangs-

und Endpunktederselben.Die Richtung der Tangentean die Kurve in den Randpunkten
hängt lediglich vom Randpunktselbstund seinemnächstenNachbarnab und stimmt mit
derRichtungderVerbindungsliniederbeidenPunkteüberein.Entsprechendhängtdiezweite
Ableitung im Randpunktvondiesemund seinenzweinächstenNachbarnab:

x(0) = b0; x(1) = bn (4.15)

x0(0) = n(b1 ¡ b0); x0(1) = n(bn ¡ bn¡ 1) (4.16)

x00(0) = n(n ¡ 1)(b2 ¡ 2b1 + b0)

x00(1) = n(n ¡ 1)(bn ¡ 2bn¡ 1 + bn¡ 2)

Beweis:. (4.15) folgt dir ekt zum einen aus der De£nition der Bernstein-Polynome, als
auch aus der Tatsacheheraus, dass (4.5, 4.6) ¸ an der Stelle 0 und 1 je eine i - bzw
n ¡ i fache Nullstelle besitzt. Übrig bleibt nur das 0-te bzw. das n-te Bézier-Polynom,
welches an diesen Stellen jeweils den Wert 1 hat, und damit x den Wert b0 bzw. den
Wert bn .
Zu (4.16). Die Ableitungen berechnensich nach ( 4.14) an der Stelle ¸ zu

x0(¸ ) = ¡ nb0B n¡ 1
0 (¸ ) +

n¡ 1X

i =1

nbi [B n¡ 1
i ¡ 1 (¸ ) ¡ B n¡ 1

i (¸ )] + nbnB n¡ 1
n¡ 1(¸ )

= n
n¡ 1X

i =0

(bi +1 ¡ bi )B n¡ 1
i (¸ )
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Unter Verwendung von (4.5),( 4.6) folgt sofort die Behauptung.
Für die zweite Ableitung ist die Ar gumentation analog.

Diese Eigenschaften versetzen uns nun in die Lage, Kurven mit gewünschter Glatt-
heit (Werte für höhere Ableitungen lassensich nach dem oben beschriebenenSchema
berechnen)zusammenzusetzen.
Zur Auswertung einesKurvensegmentes kann der Algorithmus von deCasteljauver-
wendet werden. Ähnlich wie bei der Auswertung von B-Splines wir d hier die re-
kursive De£nition der Bernstein-Polynome angewandt, wodur ch sich letzendlich die
Rechenschritteauf Konvexkombinationen von Bézier-Punkten reduzieren lassen- ei-
ne Vorgehensweise,die wieder ganz einfach als Dreicksschemadargestellt werden
kann. Ich möchte esan dieser Stellemit der Angabe dieser Beweisideebewenden las-
sen, denn der Beweis ist sehr technisch, und kann in fast jedem Numerik-Lehrbuch
nachgelesenwerden.

4.2 Die Vorgehensweise im Überblick

Da ich im folgenden Kapitel Algorithmus und kurze theoretischeEinf ührung immer
zu einer Einheit zusammenfassenwerde, möchte ich an dieser Stelle einen groben
Überblick über den Gesamtablauf geben, um somit die wichtigsten Schritte heraus-
zustreichen.
Die Vorgabefür das Programm war, eine Routine zu schreiben, welche innerhalb des
von mehreren Mitarbeitern und Studenten des Lehrstuhls unter Leitung von Herrn
Höllig entwickelten web-Spline Projekts verwendet werden kann. Auf Anfrage soll
es den Wert (bzw. zusätzlich weitere Ableitungen) der hier behandelten Gewichts-
funktion über einem dur ch Bézier-Segmentede£nierten Gebiet liefern. Die eigentli-
che Auswertung geschieht mittels Quasiinterpolanten über der an diskr eten Stellen
ausgewerteten Gewichtsfunktion. Die Schritte im einzelnen:

1. Aufr uf desProgrammes webweight qifcmit oder ohne entsprechendeOptionen.
Das Programm überpr üft, ob das Programm in einem vorigen Dur chlauf schon
mit den Optionen aufgerufen wur de. Wenn ja, kann sofort die Auswertung er-
folgen.

2. Ist die Initialisier ung noch nicht erfolgt, muss zunächstein gleichmäßigesGitter
über einer das Gebiet umschließenden Box erzeugt werden.

3. Markier e diejenigen Gitterpunkte, welche nahe an Randpunkten des Gebietes
liegen, um sie später gesondert behandeln zu können.

4. Auswertung an den Gitterpunkten. Als Integrationsverfahr en (sieheDe£nition
der Gewichtsfunktion) wir d der Romberg-Algorithmus verwendet, markierte
Randpunkte werden aufgrund der Gefahr einer Polstelle mittels einesgeschach-
telten Romberg-Algorithmus' berechnet.

5. Versehe äußere Punkte mit negativem Vorzeichen, um die Gewichtsfunktion
nach außenglatt fortsetzen zu können.
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6. Auswertung mittels Quasiinterpolant und Speicherung der berechnetenWerte
in einer globalen Variablen.

4.3 Programmcode und Erl äuterungen

4.3.1 Markierung der randnahen Punkte

Das Hauptpr oblem bei der numerischen Umsetzung stellt die Integration im Nenner
der Umkehrfunktion w(X )¡ 1 dar. Als Integrationsverfahr en wir d hier die Romberg-
Iteration verwendet (dies ist zwar nicht unbedingt das schnellste,aber dafür ein rela-
tiv stabilesVerfahren).Um zu verhindern, dassdasVerfahren an einer Polstelle in eine
nicht abbrechendeSchleifeverf ällt, wir d zunächstüberpr üft, welche der in der aufzu-
stellenden Wertematrix enthaltenen diskr eten Gitterpunkte nahe an der Randkurve
liegen. Diese werden dann markiert und bei der Berechnung der Gewichtsfunktion
mit einem geschachteltenRomberg-Verfahren behandelt. Zur Markier ung der Punk-
te dur chläuft das Programm alle Randkurven, und unterteilt diese in gleich lange
Strecken(halbe Gitterweite), sprich, berechnet,nach welcher Zeit t entlang der Kurve

eine Streckevon a = Gitterweite
2 zur ückgelegt wur de. Da sich die Umlaufgeschwin-

digkeit auf der Randkurve ständig ändern kann, ist es nicht möglich, zunächst die
Gesamtlänge sgesamt der Kurve zu berechnen, dann dur ch die Rasterweite der Gitter -
punkte zu teilen und im Anschluss daran den De£nitionsbereich der Kurve [t Start; tEnde]
einfach dur ch die oben erhaltenen Anzahl der Unterteilungspunkte zu teilen.
Das Programm geht wie folgt vor:

² Abfrage der Rasterweite des Gitters, auf welchem später gerechnetwir d.

² Berechung des nächstenPunktes tk+1 , für den gilt:

s(tk+1 ) ¡ s(tk ) ¼
Rasterweite

2

Wobei k 2 und tk+1 > tk gilt, und s(t) der ab dem Zeitpunkt t0 zur ückgelegte
Weg ist.

² Berechung der Kurvenpunkte an den t i und Markier ung der umliegenden Git-
terpunkte. Daher auch der zur Sicherheit etwas feiner gewählte Abstand a; dies
stellt sicher dassauch tatsächlich alle randnahen Punkte berücksichtigt werden.

Weglängen und deren näherungsweise Berechnung

Will man die LängeeinesWeges° : [a; b] ! p berechnen,soist anschaulich klar, dass
man dur ch Zerlegung des Intervalles Z := f t0; t1; : : : ; tng von [a;b] und Bestimmung
der Abstände j° (tk ) ¡ ° (tk¡ 1)j je zweier aufeinander folgender Punkte und Addition
derselben eine Näherung des Wegeserhalten kann.

L (° ; Z ) :=
nX

k=1

k° (tk ) ¡ ° (tk¡ 1)k
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Dur ch eine Verfeinerung der Zerlegung wächst auf Grund der Dreiecksungleichung
der Betrag von L(° ; Z ) an. Ist L beschränkt für alle Zerlegungen, so existiert für n !
1 ein Grenzwert supZ L(° ; Z ), welchen wir als die Länge des Wegesansehen.

De£nition 4.3.1. Ein Weg° : [a; b] ! p heisstrekti£zierbar, wenn wir für alle Zerle-
gungenZ desIntervalles[a;b] die SummeL(° ; Z ) :=

P n
k=1 j° (tk ) ¡ ° (tk¡ 1)j nachoben

durcheineKonstanteM abscḧatzenkönnen.Die Zahl supZ L(° ; Z ) wird dannLängevon °
genannt.

Da unsere Ränder zumindest stückweise stetig dif ferenzierbar sind, ist der Beweis
des folgenden Satzesvollkommen ausreichend für unsere Zwecke.

Satz 4.3.1. Der Weg° : [a; b] ! p seistetigdifferenzierbar. Dann ist er rekti£zierbar, seine
Wegl̈angenfunktions ist stetigdifferenzierbar, und für allet 2 [a;b] gilt:

_s(t) = k _° (t)k :

Die LängeL(° ) desWeges° berechnetsichnachderFormel

L (° ) =
Z b

a
k _° (t)k dt

=
Z b

a

q
_°1

2 + ¢¢¢+ _° p
2

Beweis:. Sei Z := f t0; : : : ; tng eine beliebige Zerlegung des Intervalles [a;b]. ° und
damit auch _° sind vektorwertig. Dann gilt mit der Dreiecksungleichung, dass

k° (tk ) ¡ ° (tk¡ 1)k =

¯
¯
¯
¯
¯

Z tk

tk ¡ 1

_° (t) dt

¯
¯
¯
¯
¯

·
Z tk

tk ¡ 1

k _° (t)k dt

Dur ch Summation folgt

nX

k=1

k° (tk ) ¡ ° (tk¡ 1)k ·
Z b

a
k _° k dt

Da die rechteSeiteunabhängig von einer Zerlegung ist, folgt, dass° rekti£zierbar ist,
und esgilt:

L (° ) ·
Z b

a
k _° (t)k dt (4.17)

Sei nun t 2 (a;b] und h < 0 so gewählt, dass t + h · b. Aus unseren vorherigen
Überlegungen wissen wir , dass die Verbindungslinie von ° (t) nach ° (t + h) immer
kleiner sein muss, als der auf dem Intervall [t; t + h] zur ückgelegte Weg. Esgilt also:

j° (t + h) ¡ ° (t)j · s(t + h) ¡ s(t)
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Unter Verwendung von (4.17) gilt somit

°
°
°
°

° (t + h) ¡ ° (t)
h

°
°
°
° ·

s(t + h) ¡ s(t)
h

·
1
h

Z t+ h

t
k _° (¿)k d¿

Bilden wir den Grenzwert h ! 0, so strebt der linke Term gegen k _° (t)k, der rechte
nach dem zweiten Hauptsatz der Dif ferential- und Integralr echung ebenso.

Der linksseitige Grenzwert folgt analog, weshalb s stetig dif ferenzierbar ist. Damit
folgen die Behauptungen.

Abbildung 4.1:Newton-V erfahren
[13]

Nun geht es ja in der zu programmierenden Anwendung darum, zunächst eine un-
gefähre, schnell berechenbare Näherung von tk für ein vorgegebenestk¡ 1 zu berech-
nen, sodassgilt:

s(tk ) ¡ s(tk¡ 1) ¼
Rasterweite

2

Die halbe Rasterweite verwende ich hier aus Sicherheitsgründen, damit keiner der
Gitterpunkte unberücksichtig bleibt. Eine einfache Iteration zur N äherung können
wir mit Hilfe einer Taylorentwicklung um den Punkt tk¡ 1 erhalten: Dabei bezeichnea
die vorgegebenehalbe Rasterweiteund s die Weglängemit _s = k° k2 =

p
° 2

1 + ¢¢¢+ ° 2
n .

s(tk ) = s(tk¡ 1)( tk ¡ tk¡ 1)0 + _s(tk¡ 1)( tk ¡ tk¡ 1) + Rest

, a ¼ _s(tk¡ 1)( tk ¡ tk¡ 1)

, tk ¼
a

_s(tk¡ 1)
+ tk¡ 1

Jeenger hierbei die einzelnen t i liegen, umso besserwir d natürlich die Näherung.
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Diese erste Näherung kann nun zur genaueren Bestimmung des Punktes t aus dem
De£nitionsbereich in ein Newton-V erfahren eingesetztwerden.

Die Startnäherung t0 ist zumindest sogut, dasseineKonvergenzdesNewton-V erfahrens
gegeneinen anderen als den gewünschten Punkt

tk+1 = tk ¡
f (tk )
f 0(tk )

nicht zu befürchten ist. Da das Newton-V erfahren gegeneinen t-Wert konvergiert, an
welchem eine Nullstelle der betrachteten Funktion vorliegt, muss für f

f (tk ) =
Z tk

t0

_s(¿) d¿ ¡ k
Rasterweite

2

f 0(tk ) = _s(tk )

eingesetztwerden. (sieheAbb (4.1)).

Umsetzung

Programm 1: Initialisier ung: Entwurf einesGitters und Markier ung randnaher Punk-
te

Deklarier e die globalen Variablen WEB WEIGHT QIFC, WEB GRID
Lade globale Variable WEB BOUNDAR Y (Segmente,Kurven)
WEB GRID[x,y,Zellbreite]=web grid init(Gebiet,Zellbr eite) (Gitterinititalisier ung)
Aufstellen der Punktematrix G mit x; y; z; m (Markier ung)
Kurvenunterteilung in Zellbreite=2
for wb1 = 1 to length(WEB B OUN DARY) do

for wb2 = 1 to length(WEB B OUN DARYf wb1g) do
Startnäherung tnext = Z ellbreite

2
p P

T angential vektor :2
+ tal t

SuchenächstenRasterpunkt mittels Newton
while genauigkeit > eps¤ 10000do

Romberg(web bez eval,0 : Z ellbreite
2 : tnext )

end while
end for

end for
Sucherandnahe Punkte in der Wertematrix
for i = 1 to length(Rasterpunkte) do

Suchex-Wert größer als
a=max(£nd(x-Werte von G) ¡ aktueller x-Wert von Rasterpunkte(i))
b=max(£nd(y-Werte von G) ¡ aktueller y-Wert von Rasterpunkte(i))
m = m + 1
G(4(b¡ 1) : 4 : 4¤(b+ 1); a ¡ 1 : a+ 1) = G(4(b¡ 1) : 4 : 4(b+ 1); a ¡ 1 : a+ 1) + 1

end for
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Ergebnis

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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Abbildung 4.2:Rasterung der Kurve

Als Auswer ungsgebiet habe ich eine Ellipse mit einem einbeschriebenenKreis aus-
gewählt. DiesesBeispiel werde ich bis zum Schlussverwenden, um die Veränderung
in den einzelnen Schritten deutlicher herausstellen zu können.
Bild (4.2) zeigt die zunächsterfolgte Unterteilung der Kurve in zellbreite

2 -Stücke.Danach
werden - wie schon erwähnt - die nächstliegendenMatrixeintr äge(dieseentsprechen
dem über das Gebiet gelegtenGitter) markiert. Das Bild zeigt auf dem Einsniveau die
markierten Matrixpunkte, ungefährliche Punkte liegen auf Nullniveau (Abb. (4.3)).
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Abbildung 4.3:Markier ung der Matrix

4.3.2 Berechnung der Gewichtsfunktion auf den Gitterpunkten

Nachdem die Unterteilung in randferne und randnahe Punkte erfolgt ist, kommen
wir nun zur eigentlichen Berechnung der Gewichtsfunktion. Genauer gesagt:eswir d
die Gewichtsfunktion innerhalb, und der Betrag der glatten Fortsetzung ausserhalb
des Gebietesberechnet.
Das Gebiet ist - wie schon erwähnt - dur ch eine Bézier-Kurve beschrieben, welche
dur ch Kontr ollpunkte und die dazugehörigen Gewichte festgelegt ist. In unserem Fall
wur den die Werte in der globalen Variablen WEB BOUNDARY abgelegt.
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À WEB_BOUNDARY

WEB_BOUNDARY=

[1x3 struct] [1x3 struct]

À WEB_BOUNDARY{1}

ans =

1x3 struct array with fields:
degree
points

À WEB_BOUNDARY{1}(1)

ans =

degree: 2

points: [3x3 double]

À WEB_BOUNDARY{1}(3).points

ans =

-2.0000 -2.5981 1.0000
2.0000 -2.5981 0.5000
4.0000 0 1.0000

Abbildung 4.4: Die Matlab-Ausgabe der globalen (n £ 1) cell-Variable
WEB BOUNDARY (hier n = 2, also für jeden Rand ein stuct-Array). Die Punktein-
tr äge setzen sich aus den gewichteten x- und y-Werten und dem Gewicht selbst
zusammen.

Die Romberg-Integration muss dabei über alle Ränder und Segmentederselbenerfol-
gen. Ist ein Punkt als randfern markiert (also nicht markiert), so wir d einfach nach-
einander über die Ränder und darin in einer Schleife über die Segmenteeinzeln Inte-
griert und danach alle Teilsummen aufaddiert.
Im vorangegangenen Abschnitt mussten schon Abstände zur Bestimmung der kriti-
schenMatrixeintr ägeberechnetwerden. Dabei wur de jeweils auch mitgespeichert, in
welchem Segmentund auf welchem Rand das jeweilige Minimum liegt. Diese Infor -
mation können wir weiterverwenden. Ist ein Wert markiert, so kann zunächst über
die ungefährlichen Segmenteund alle Ränder integriert werden. Danach erfolgt die
Integration über das kritische Segmentdur ch eine iterierte Schachtelung.Dabei wir d
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jeweils ein Intervall, welchesdasMinimum enthält ausgespart,und nur über den Rest
integriert. Mit dem ausgespartenIntervall verf ährt man dann analog. Unterschreitet
der in einem Schritt berechneteWert die vorgegebeneGenauigkeit, so bricht die Ite-
ration ab, und die Teilsummen werden wieder wie gehabt aufaddiert.

-8 -6 -4 -2 0 2 4
-6

-4

-2

0

2

4

6

Abbildung 4.5: Gebiet mit konvexer Hülle. Die Schachtelung ist schematischdarge-
stellt (hier: Unterteilung im Verhältnis 2 : 1 : 2). Der erste Schritt ist dur ch § der
zweite dur ch ±, der dritte dur ch + dargestellt.

Die grosseSchwierigkeit hierbei bestand in der Behandlung von Spezialfällen, wie
z.B.:

² Ein kritischer Punkt liegt dir ekt auf dem Rand bzw der Abstand zum Rand ist
kleiner als die gewählte Rechengenauigkeit. Dieser Fall muss abgefangenwer-
den, da sonst die Integration nicht konvergiert (zur Erinnerung: wir berechnen
w¡ 1 = dsR

kX ¡ P (s)k2 ).

² Der kritische Matrixeintrag be£ndet sich dir ekt auf einem Segmentrand.

Der Romberg-Algorithmus

Die Grundlage für den Romberg-Algorithmus bildet die Trapezregel zur Appr oxi-
mation von Integralen. Dabei wir d der zu integrier ende Bereich [a;b] unterteilt in n
äquidistante Stücke und die dur ch dasstückweise lineare Interpolationspolynom auf-
gespanntenTrapeze aufaddiert:
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Abbildung 4.6:Trapezregel

Sf ¼ S(h; f ; [a; b]) = h
µ

1
2

f (a) + f (a + h) + ¢¢¢+
1
2

f (b)
¶

h =
b¡ a

n

Theorem 4.3.1(asymptotische Fehlerentwicklung der Trapezregel). Ist f glatt, sogilt
für denFehlerderTrapezregel(Euler-McLaurin-Summenformel):

¢ S(h; t; [a; b]) = Sf ¡ S(h; f ; [a; b]) (4.18)

=
m¡ 1X

j =1

c2j

³
f (2j ¡ 1)(b) ¡ f (2j ¡ 1)(a)

´
h2j + c2m f (2m) (u)(b¡ a)h2m

u sei dabeiaus [a;b] und die von f unabḧangigenKonstantenci sind über die Bernoulli-
Polynomede£niert.

Für nicht-periodische Funktionen hat das Verfahren die Fehlerordnung O(h2). Mit
(4.18) können wir die Integralappr oximation auch schreiben als:

S(h; f ; [a; b]) = Sf + f 1h2 + f h4 + : : :

mit f j = ¡ c2j

³
f (2j ¡ 1)(b) ¡ f (2j ¡ 1)(a)

´
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Und mittels Extrapolation können wir eine verbesserteAppr oximation berechnen:

S2(h) =
4

4 ¡ 1
(4 ¡ S1(h) ¡ S1(2h))

=
1
3

¡
4(Sf + f 1h2 + f 2h4 + : : : ) ¡ (Sf + f 1(2h)2 + f 2(2h)4 + : : : )

¢

= Sf ¡
12
3

f 2h4

Ist f hinr eichend glatt, so kann diese Iteration weitergeführt werden

Si +1 (h) =
4i Si (h) ¡ Si (2h)

4i ¡ 1
= Sf + O(h2i+2 )

und die dominantesten Fehlerterme verschwinden bei jedem Schritt.

Der Romberg-Algorithmus verwendet nun genau dieseIteration. Er berechnetSchritt
für Schritt Näherungen mit halbierter Weite h mittels Trapezregel und führt nach je-
der Halbier ung die soebenbeschriebeneExtrapolation dur ch.Praktischerweisekönnen
zuvor schon berechneteFunktionswerte der Trapezregel wieder verwendet werden,
denn dur ch die Halbier ung von h treten diese in der folgenden Rechnung zwangs-
weise wieder auf. Die Appr oximation erfolgt, wie man der Iterationsvorschrift ent-
nehmen kann nach einem Dreicksschema.Das heißt also:
Will man Sj +1 berechenund sind S1(hj ); : : : ; Sj (hj ) (hj = 21¡ j h) bekannt, dann muss
zunächstS1(hj +1 ) mittels Trapezregel berechnet werden; die Terme Si (hj +1 ) i = 2 :
j + 1 folgen dur ch Extrapolation.
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Umsetzung

Programm 2: Integration und glatte Fortsetzung des Gewichts
for i = y ¡ Richtung to end do

for j = x ¡ Richtung to end do
if m < 1 then

S=web romberg invers(Punkt,Gebiet)
% Romberg-Integration über alle Kurven
G(x; y; z) = 1

S
else

sneu[n,S]=web weight qifc schachtel(Gebiet,Punkt)
% GeschachtelterRomberg
if n == 2 then

G(x; y; z) = 0
else

G(x; y; z) = 1
S

end if
end if

end for
end for
% Glatte Fortsetzung der Werte nach außen
inout =web in out(G)
G(3 : 4 : end;:) = inout: ¤ G(3 : 4 : end;:)

Das Programm web in out ist Teil einesvon Jörg Hörner geschriebenenProgramms.

http://www.math-online.org
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Programm 3: Romberg-Integration (web romberg invdif)
if Aufr uf ohne Segment-oder Kurvenanangabe then

for i = 1 to Kurvenanzahl do
for j = 1 to Segmentanzahldo

romberg(Inverse(y))
end for

end for
else

romberg(Inverse(Kurve,Segment,a,b)
a;bStart und Endpunkt

end if

Ergebnis

-5

0

5

-4
-3

-2
-1

0
1

2
3

4

0

1

2

3

4

X-Achse

Gewichtsfunktion

Y-Achse

G
ew

ic
ht

Abbildung 4.7: Funktionswerte der strikt positiven Gewichtsfunktion (auch außer-
halb des Gebiets!)



4.3. PROGRAMMCODE UND ERLÄUTERUNGEN 75

Programm 4: Steuerung für geschachteltenRomberg (web weight qifc schachtel)
Unterteilung des Integrationsintervalles in 1

h Teile (x i )
hmin = min (Punkt ¡ x i )
if hmin < Genauig keit

10 then
sneu(2) = [0; 2]
% keine Berechnung, falls zu nahe am Rand

else
sneu(2) = 1
for i = 1 to Anzahl Kurven do

for j n kritisches Segmentdo
romberg inv dif(Gebiet,Kurve,Segment)

end for
end for
while Abbr uchkriterium < Genauigkeit do

x = f ind (hmin < = hmin )
if min oder max(x) 6= Randpunkte des Segmentsthen

neu=romberg(Gebiet,Kurve,kritisches Segment,a:min(x ¡ h), max(x + h) : b)
else

neu=romberg(Gebiet,Kurve,kritisches Segment,a + h : b) oder
neu=romberg(Gebiet,Kurve,kritisches Segment,a : b¡ h)

end if
neuesMinimum des kritischen Intervalles bestimmen
S=S+neu

end while
sneu = [S; 1]

end if
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Abbildung 4.8:Glatte Forsetzung der Gewichtsfunktion nach außen dur ch Multipli-
kation mit der in out-Matrix

4.3.3 Quasi-Interpolation der diskreten Punkte

Mit der hier beschriebenenMethode ist esnicht möglich, in einem vernünftigen Zeit-
rahmen eine für FEM-Methoden interessanteAnzahl an Auswertungspunkten zu be-
rechnen. Das macht aber nichts, denn wir sind nicht darauf angewiesen, dass die
Gewichtsfunktion genau die bisher de£nierte Form exakt wiedergibt (dies ist nur f ür
den Rand interessant).Vielmehr genügt es,die Gewichtsfunktion dur ch einen leicht
zu berechnendenQuasi-Interpolanten zu approximier en.

Quasi-Interpolation

Quasi-Interpolation ist eine Appr oximationsmethode, die im Gegensatzzur Interpo-
lation keine numerische Berechnung eines linearen Gleichungssystemserfordert.

De£nition 4.3.2. Seisn;T der Raumder Splinesder Ordnung n überder nichtentarteten
KnotenfolgeT. Ein Quasiinterpolantist einebeschr̈anktelineareAbbildung,dievomRaum
der stetigenFunktionenüber denBereichD(T) in denRaumder SplinesSn;T (D(T)) der
Ordnung n übergeht.Reproduziertein Quasi-InterpolantPolynomeder Ordnung º , dann
bezeichnetmanihn alsQuasi-InterpolantenderOrdnung º :

Qg =
X

j

bn
j (Qj g); Qp = p 8 p 2 Pº :

Die Kontr ollpunkte gj = Qj g sind dur ch eine Folge linearer Funktionale Qj de£niert,
die nur von der Einschränkung der Funktion g auf dasTrägerintervall sn

j = suppbn
j :=

[¿j ; ¿j + n ]) abhängt:
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Qj g = qj gjsn
j

Die einfachste Möglichkeit eines solchen Qj wäre ein Punkt-Funktional, also Qj g =
g(t j ):

Qg =
X

j

g(t j )bn
j

Wobei t i 2 [a;b] \ (x i ; : : : ; x i + m+1 ) mit der typischen Wahl:

t i =

8
><

>:

1
2(x i + x i + m+1 ) falls 1

2(x i + x i + m+1 ) 2 [a;b]

a falls 1
2(x i + x i + m+1 ) < a

b falls 1
2(x i + x i + m+1 ) > b:

Nach [15] beträgt der Appr oximationsfehler für dieses Vorgehen kf ¡ Q(f )k1 ·
1
2(m + 1)±kf 0k1 , wobei mit Q(f ) die Appr oximation, also der Quasi-Interpolant ge-
meint ist.
Dur ch einegeschicktereWahl der Auswertungspunkte t i kann dasErgebnisabernoch
deutlich verbessertwerden:
Seien¹ i die Greville Abszissen der Knotenfolge T (das Mittel der inneren Knoten)

¹ j = ¿?
j =

(¿j +1 + ¢¢¢+ ¿j + m¡ 1)
(n ¡ 1)

Dann hat der sogenannteScḧonberg-Quasi-Interpolant die Form:

Qj g = g(¹ j )

) Qg =
X

Qj g(¹ j )

=
X

j

bj (t)g(¹ j )

Dieser Quasi-Interpolant hat die Ordnung 2 (exakt für linearePolynome p(t) = at+ b),
aufgrund der linearen Präzision der Greville-Abszissen (t =

P
j bj (t)¿?

j ).

Qp(t)( t) =
X

j

bn
j (a¹ j + b)

= a
X

j

bn
j ¹ j + b

X

j

bn
j

= at + b
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Der Schönberg-Quasi-Interpolant, welcher auch in unserem Fall Anwendung £nden
soll, ist linear und bezüglich der 1 -Norm beschränkt, denn

kQk1 := sup
g6=0 ; g2C(D (T ))

kQgk1

kgk1

kQgk1 =

°
°
°
°
°
°

X

j

bn
j g(¹ j )

°
°
°
°
°
°

1

· max jg(¹ j )j · kgk1

! kQk1 = sup
kQgk1

kgk1
· 1

Für g ´ 1 gilt sogarGleichheit (B-Splinesbilden eine Partition der Eins) , alsokQk1 =
1.

Zur Bestimmung des Appr oximationsfehlers für den Schönberg-Quasi-Interpolanten
betrachtet man dessenlinearesTaylorpolynom. Für t0 2 [¿k ; ¿k+1 ) und die Taylorent-
wicklung zweiter Ordnung folgt:

p(t) = g(t0) + g0(t0)( t ¡ t0)

p(t) = Qp(t) lineare Präzision

) p(t0) = g(t0)

Appr oximationsfehler:

¢ Q = jg(t0) ¡ Qg(t0)j

jQp(t0) ¡ Qg(t0j = jQ(p ¡ g)( t0)j

=
kX

j = k¡ m+1

bn
j (t0)(p(¹ j ) ¡ g(¹ j ))

h(t) := [¿k¡ n+1 ; ¿k+ n ) ist der Träger all der B-Splines, die im Punkt t 2 [¿k ; ¿k+1 )
nicht verschwinden; jh(t)j sei die lokale Feinheit der Knotenfolge im Punkt t (also die
Länge des t enthaltenden Intervalles). Da p die Entwicklung der Funktion g um den
Punkt t0 war, gilt:

jp(¹ j ) ¡ g(¹ j )j = R2(¹ j )

=

¯
¯
¯
¯
g00(t0 + µ(¹ j ¡ t0))

2
(¹ j ¡ t0)2

¯
¯
¯
¯ 0 < µ < 1

jp(¹ j ) ¡ g(¹ j )j ·
1
2

°
° g00

°
°

h(t0 ) j¹ i ¡ t0j2
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k:kh(t0 ) sei dabei eine
”
lokale“ , also auf das t0 enthaltende Intervall eingeschränkte

Supremumsnorm.
Da j¹ j ¡ t0j · jh(t0)j, folgt für den Appr oximationsfehler des Quasi-Interpolanten:

jg(t) ¡ Qg(t)j ·
1
2

°
° g00

°
°

h(t ) jh(t)j2 (4.19)

Bei der Erzeugung von Quasi-Interpolanten höherer Ordnung hilft ein Blick auf die
Marsden-Identit ät und ihre Ableitungen:

(t ¡ ¿)n¡ 1 =
X

j

Ãj ;n (¿)bn
j (t)

@n¡ º

@¿
(t ¡ ¿)n¡ 1 = (¡ 1)n¡ º n(n ¡ 1) : : : º (t ¡ ¿)º ¡ 1

=
X

j

bn
j (t)

@n¡ º

@¿
Ãj ;n (¿)

=
X

j

bn
j (t)Ãº

j ;n (¿)

Mit

Ãº
j ;n (¿) = (¡ 1)n¡ º (º ¡ 1)!

(n ¡ 1)!
@n¡ º Ãj ;n (¿)

Ãj ;n (¿) = (uj +1 ¡ ¿) : : : (uj + n ¡ ¿):

Wenn wir wollen, dass der Quasi-Interpolant auch Polynome höherer Ordnung re-
produziert, dann muss gelten

Q(( t ¡ ¿)º ¡ 1) != (t ¡ ¿)º ¡ 1

,
X

j

bn
j (t)Qq(( t ¡ ¿)º ¡ 1) =

X

j

bn
j (t)Ãº

n;j (¿)

, Qj (( t ¡ ¿)º ¡ 1) = Ãº
n;j (¿)

Ãº
n;j (¿) lässtsich auffassenals Polynom der Ordnung º , abhängig von ¿, und ist da-

mit zerlegbar in º linear unabhängige Polynome der Ordnung º . Seient j ;l paarweise
verschieden. Dann sei

Ãº
n;j (t j ;l ) =

ºX

k=1

Qj ;k (t j ;k ¡ t j ;l )º ¡ 1 l = 1 : º

:= Qj (¢¡ t j ;l )
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Da die t i;j paarweise verschieden sind, ist das daraus entstehende LGS eindeutig
lösbar. Mit der Lösung der Qj ;k erhalten wir auch eine Konstruktionsanleitung für
Qj g. Bei gleicher Wahl der Knotenpunkte t j ;k wie für das Polynom der Ordnung º
gilt nun

Qj g :=
X

Qj ;kg(t j ;k ) t j ;k 2 sn
j :

Die Operatornorm des Quasi-Interpolanten (bezüglich der Supremumsnorm) erhal-
ten wir mit:

jQj gj =

¯
¯
¯
¯
¯

X

k

Qj ;kg(t j ;n )

¯
¯
¯
¯
¯

·
X

k

jQj ;k j jg(t j ;k )j

· kgk
X

k

jQj ;k j

) kQj k ·
X

k

jQj ;k j

genauer kQj k1 =
X

k

jQj ;k j

) kQgk1 =

°
°
°
°
°
°

X

j

bn
j Qj g

°
°
°
°
°
°

1

· maxkQj k1 kgk1

) kQk1 · max
j

X

k

jQj ;k j

Der Fehler für diesen Quasi-Interpolaten kann analog (4.19) berechnetwerden. Also

jg(t) ¡ Qg(t)j ·
1

(º )!
kQk k@º gkh(t ) jh(t)jº

Der Fehler wir d erheblich dur ch die Wahl der Stützstellen t j ;k beein¤usst (genauer
gesagtkQk).
Eine häu£g verwendete Wahl der Stützstellen sind die Intervallmittelpunkte

t j ;k =
j + k ¡ 1

2

h
; k = 1 : º
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Umsetzung

Die Auswertung des Quasi-Interpolanten ist nach Berechnung der Koef£zienten der
einzelnen Basisfunktionen nur noch eine gewöhnliche Spline-Auswertung. Ein von
Jörg Hörner für diesen Zweck geschriebenesProgramm (spl eval) konnte dafür kom-
plett übernommen werden. Der struct-Array spl enthält Angaben über den Grad, die
Koef£zienten und die Auswertungsdimension. X ; Y sind die Punkte, an welchen die
Auswertung erfolgen soll.

Programm 5: Quasi-Interpolation und Berechnung der Gewcihtsfunktion an vorge-
gebenenWerten, In-Out-Test

”
Berechnung“ der Koef£zienten f ür den Schönberg-Quasiinterpolanten

Gneu (x ¡ Werte) = G(x ¡ Werte + 2 ¤ h)
Gneu (y ¡ Werte) = G(y ¡ Werte + 2 ¤ h)
Erweitere Gneu um nötige Randpunkte zur Splineauswertung (Knotenverdopp-
lung).
spl eval(spl,X ; Y )
£nd(G < = 0) = 0

Anschließend wir d dasErgebnis in eine globale Variable geschrieben,und kann somit
von anderen Programmen des web-Projekts weiterverwendet werden.
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Ergebnis

Abbildung 4.9:Endgültige Version der Gewichtsfunktion, ausgewertet mittels Quasi-
Interpolant



Literaturverzeichnis

[1] D. Braess,Finite Elemente, Springer Verlag Berlin Heidelberg, 1997

[2] S.C.Brenner, L.R. Scott,TheMathematicalTheoryof Finite ElementMethods, Sprin-
ger Verlag New York Inc., 1994

[3] I.N. Bronstein, K.A. Semendjajew, Teubner-Taschenbuchder Mathematik, Teubner
Verlag Stuttgart, 1996

[4] Philippe G. Ciarlet, The£nite elementmethodfor elliptic problems, North-Holland
Publishing Company Amsterdam, 1980

[5] Peter Deu¤hard, Andr eas Hohmann, NumerischeMathematik:einealgorithmisch
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