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Einleitung und Zusammenfassung

Die relativistische Schrédingertheorie (RST) stellt einen neuen Zugang zur re-
lativistischen Quantentheorie dar. Sie verwendet den Faserbiindelformalismus zur
Beschreibung der Materie und ihrer Wechselwirkungen. Die RST lehnt sich hierbei
eng an die in der Standardquantentheorie verwendeten Konzepte an. Die beiden
wesentlichen Groflien in der RST sind die Intensitdtsmatrix Z, welche die Mate-
rieverteilung iiber der Raumzeit beschreibt, sowie die Hamilton’sche 1-Form #,,,
welche deren Dynamik bestimmt. Man kann diese Groflen als formal dquivalent

zu Dichtematrix und Hamiltonian in der Standardquantentheorie ansehen.

Das theoretische Geriist der RST ist sehr allgemein gehalten, so daf} sich Viel-
teilchensysteme mit ganz- oder halbzahligem Spin unter Einwirkung von belie-
bigen Eichwechselwirkungen behandeln lassen (wird insbesondere die allgemeine
Relativitdtstheorie als Eichtheorie aufgefafit, 148t sich die RST auch auf einem
gekriimmten Raumzeit-Hintergrund anwenden). Da die Behandlung von Vieltei-
chensystemen jedoch nicht nur im Rahmen der konventionellen Quantenmecha-
nik, sondern auch in der RST recht aufwendig ist, wurden in der Vergangenheit
hauptséchlich Einteilchen-Systeme betrachtet. Hierbei hat sich gezeigt, daf die
relativistischen Schrédingergleichungen im 1-Teilchen Fall mit den relativistischen
1-Teilchen Wellengleichungen (Klein-Gordon und Dirac-Gleichung) iibereinstim-

men.

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich nun mit der Beschreibung eines Systems
von zwei skalaren Teilchen, die {iber die elektromagnetische Wechselwirkung ge-
koppelt sind. Dieses Mehrteilchensystem ist zwar nicht besonders komplex, aber
dennoch von besonderem Interesse, da bereits bei dessen Behandlung alle fiir
die Beschreibung von Mehrteilchen-Systemen in der RST relevanten Effekte auf-
treten miissen (vergeichbar mit der Bedeutung von 2-Teilchen Systemen fiir das

Verstandnis von Mehrteilchen-Systemen in der konventionellen Quantenmecha-
nik).
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Die Beschreibung von Mehrteilchen-Systemen findet bisher entweder im Rah-
men der nichtrelativistischen Quantenmechanik oder der Quantenfeldtheorie statt.
Es fehlt aber ein Bindeglied zwischen diesen beiden Beschreibungen, ndmlich eine
relativistische (nicht zweitquantisierte) Mehrteilchen-Quantenmechanik, welche
formal auf derselben Ebene steht wie die Klein-Gordon bzw. Dirac-Gleichung bei
der Beschreibung von 1-Teilchen-Systemen. Die RST ist der Versuch, eine solche
Theorie aufzustellen. Da die RST in der hier vorliegenden Form noch keine Er-
zeugung bzw. Vernichtung von Teilchen beschreibt, aber relativistische Effekte
beriicksichtigt, stellt sie in der Tat eine Art Zwischenstufe zwischen der nicht-

relativistischen Quantenmechanik und der Quantenfeldtheorie dar.

Es kann in dieser Arbeit gezeigt werden, dafl die RST in der Lage ist, auf natiirli-
che Weise einige der Resultate der nicht-relativistischen Mehrteilchen-Quanten-
theorie auf den relativistischen Fall zu verallgemeinern. So findet sich die Ein-
teilung der Materie in zwei Arten (Fermionen/Bosonen), sowie die Aufspaltung
der Energieeigenwerte gebundener Zustédnde in Ortho- und Para-Niveaus auch
in der RST wieder, sowie die Ununterscheidbarkeit der Teilchen in gebundenen
Zustinden. Anders als in der konventionellen Quantentheorie ist diese Auftei-
lung in zwei Materiearten jedoch nicht das Resultat eines abstrakten (Anti)-
Symmetrisierungspostulats, sondern eine direkte Folge der RST-Dynamik. Die
Einfiihrung eines solchen (Anti-)Symmetrisierungs-Postulats erweist sich somit

in der RST als iiberfiissig.

Dariiberhinaus 148t sich der nicht-relativistische Grenzfall der RST dazu ver-
wenden, Vergleiche mit der nicht-relativistischen Mehrteilchen-Quantenmechanik
anzustellen. Der Vergleich von RST und konventioneller Theorie fiir die Energie-
niveaus des skalaren He-Atoms in 1. Storungsordnung zeigt, dafl die RST deutlich
ndher bei den experimentellen Daten liegt als die konventionelle Theorie. Insbe-
sondere die Energiedifferenz zwischen Ortho- und Parazusténden wird von der
RST wesentlich besser erfafit (um mehr als einen Faktor 10) als von der konven-

tionellen Quantentheorie.

Als ein Beispiel fiir den Vergleich zwischen RST und konventioneller Quanten-
theorie sind in der folgenden Abbildung die Energieniveaus der (1s, 2s)-Zusténde
des He-Atoms aufgetragen, und zwar in Teil (a) die Voraussagen der konventio-
nellen Theorie, in Teil (b) die experimentellen Werte und in Teil (¢) die Werte

der RST, die wesentlich ndher an den experimentellen Daten liegen.
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Die vorliegende Arbeit gliedert sich nun wie folgt:

In Kapitel 1 werden die Konzepte behandelt, welche der RST zugrundeliegen,
also Eichtheorien und Faserbiindel. Die dynamischen Gleichungen der RST wer-
den in Kapitel 2 vorgestellt. Diese Grundgleichungen werden dann in Kapitel 3
auf das zu untersuchende 2-Teilchen System (mit Eichgruppe U(1) x U(1)) spe-
zialisiert. Das hierbei entstandene System nichtlinearer Differentialgleichungen ist
nur sehr schwer in exakter Form zu l6sen. Da in der RST allgemein zwei Effekte
eine wichtige Rolle spielen, ndmlich Mischungs- und Austauscheffekte, bietet es
sich an, diese zunéchst getrennt voneinander zu untersuchen.

In Kapitel 4 wird nur der Mischungseffekt betrachtet, der Austauscheffekt hin-
gegen vernachlissigt. Dies bedeutet, dafl diejenigen Komponenten des Hamilto-
nians H,, welche sich nicht eindeutig einem Teilchen zuordnen lassen (die sog.
Austauschfelder) Null gesetzt werden. Die Materieverteilung wird dabei durch die
Intensitdtsmatrix Z beschrieben, d.h. es liegen Zustandsgemische vor. Man kann
nun zeigen, dafl dieser Spezialfall dquivalent ist zur Beschreibung der Materie

durch zwei nur iiber die elektromagnetische Wechselwirkung gekoppelte Klein-
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Gordon Gleichungen, so dafl keine neuen physikalischen Effekte auftreten (Mi-

schungsentartung).

In Kapitel 5 wird nur der Austauscheffekt untersucht, d.h. die Austauschfelder
werden zum Gleichungssystem hinzugenommen. In diesem Spezialfall liegt aber
keine Mischung von Zustdnden vor, d.h. die Intensitdtsmatrix kann durch einen
reinen Zustand dargestellt werden Z = v ® 1. Auch dieser Fall ist dquivalent
zu zwei Klein-Gordon Gleichungen, welche nur iiber die Eichfelder wechselwirken

(Austauschentartung).

Dieser Sachverhalt wird durch folgendes Schema nochmals verdeutlicht:

reine Zustinde Austausch- reine Zustinde

ohne entartun mit Austausch-
Austauschfelder & feldern

Mischungs| entartung Brechung | der Austausch-
entartung
Gemische Brechung der Gemische

ohne Mischungsentartung | ™t Austausch-

Austauschfelder 8 8 feldern

In Kapitel 6 werden nun die Erkenntnisse aus den beiden vorigen Kapiteln
dazu verwendet, um Gemische mit Austauschfeldern in addquater Form beschrei-
ben zu kénnen. Durch die Verwendung einer neuen Parametrisierung kann man
zeigen, warum physikalisch relevante Effekte nur auftreten kénnen, wenn sowohl

Gemische als auch Austauschfelder vorliegen.

In Kapitel 7 wird diese Parametrisierung eingesetzt, um die Energieniveaus des
skalaren He-Atoms zu berechnen. Damit wird zum ersten Mal die RST in einer
konkreten Anwendung eingesetzt, so dafy deren Vorhersagen mit dem Experiment
verglichen werden kénnen. Es zeigt sich (s.0.), daBi die RST diesem Test ausge-
zeichnet besteht, da sie wesentlich dichter an den Beobachtungsdaten liegt als die
konventionelle Quantenmechanik. Die Behandlung weiterer Anwendungsbeispiele
muf zeigen, ob dies eine Besonderheit des hier betrachteten Systems ist, oder ob

diese Eigenschaft der RST von universeller Natur ist (vgl. Kapitel 8).



Kapitel 1
Eichtheorien und Faserbiindel

Die relativistische Schrédingertheorie beruht auf der Faserbiindeltheorie. Um
die RST zu verstehen, sollte man mit diesem Formalismus vertraut sein. Will man
jedoch nur Berechnungen im Rahmen der RST durchfiihren, so ist die Kenntnis
der Faserbiindeltheorie nicht unbedingt notwendig. Man muf§ also die Prinzipi-
en, auf denen die Grundgleichungen der RST beruhen, nicht unbedingt kennen,
um die RST anzuwenden. Diese Situation ist analog zur Verwendung der Max-
well’schen Gleichungen, die zwar jeder Physiker gebraucht, aber nicht unbedingt
Kenntnis davon besitzt, daf diese eine geometrische Deutung (im Rahmen der

Faserbiindeltheorie) zulassen.

Diesem Umstand triagt auch die Einteilung dieses Kapitels Rechnung: In Ka-
pitel 1.1 werden die Eichtheorien und die kovariante Ableitung als blole Rechen-
methoden vorgestellt. In Kapitel 1.2 folgt die geometrische Begriindung dieser
Methoden mit einer kurzen Einfiihrung in die zu ihrem Verstdndnis notwendigen
Konzepte. Es sei aber darauf hingewiesen, dafl die Kenntnis von Kapitel 1.1 vollig
ausreicht, um die in dieser Arbeit durchgefiihrten Rechnungen nachvollziehen zu

konnen.

1.1 Eichtheorien

Ein physikalisches System wird beschrieben durch Materiefelder, die iiber Eich-
felder miteinander wechselwirken. Beide zusammen unterliegen der Gravitation,
die ihren natiirlichen Platz in der RST hat, jedoch soll deren Einflul in der

vorliegenden Arbeit vernachlissigt werden. Das Materiefeld fiir ein freies, skala-
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res Teilchen wird in der konventionellen Quantentheorie durch die Klein-Gordon

Gleichung beschrieben

Men 2

OO, + (TC) b=0. (1.1)
Das Materiefeld stellt ein komplexes Skalarfeld iiber der Raumzeit dar, d.h. je-
dem Raum-Zeitpunkt wird eindeutig eine komplexe Zahl zugewiesen. Will man
den Einfluf} eines elektromagnetischen Feldes auf dieses Feld beschreiben, so greift
man auf das Prinzip der Minimalkopplung zuriick: Man ersetzt die partielle Ab-

leitung 0,, durch
o, —D,=0,—14,, (1.2)

wobei e die Ladung des Teilchens beschreibt und A, = {A,, A} das Vektorpoten-
tial darstellt. Dessen O-Komponente entspricht dem elektrostatischen Potential
¢ = e Ap; aus dem Raumanteil 148t sich das magnetische Feld geméif B =rot A

bestimmen. Die Ableitung D,, (1.2) wird als eichkovariante Ableitung bezeichnet.

Durch diese einfache Ersetzung wird also der Einflu} des Elektromagnetismus
auf die Materie beschrieben, und die Klein-Gordon Gleichung in einem elektro-

magnetischen (Eich-)Feld nimmt folgende Form an:

D, D" + (%)% ~0. (1.3)

Nun gehorcht selbstversténdlich auch das Eichfeld A, Bewegungsgleichungen,

ndmlich den Maxwell-Gleichungen
VEE,, =4ra.g, , (1.4)

wobel a, die Feinstrukturkonstante bezeichnet und V# die koordinatenkovariante
Ableitung, welche in dieser Arbeit mit der partiellen Ableitung 0* {ibereinstimmt,
da hier ausschliefllich der Fall einer flachen Raumzeit betrachtet wird. Der elek-

tromagnetische Feldstirketensor F),, 1a8t sich aus dem Vektorpotential A, gem&f
F.,=V,A,-V,A, (1.5)
berechnen.

Da in die Feldgleichung des Eichfeldes (1.4) aber nicht das Vektorpotential,
sondern der Feldstirketensor eingeht, ist diese Gleichung auch dann erfiillt, wenn

man zu A, ein beliebiges Gradientenfeld hinzufiigt, d.h. auch

Al = A, + 0,0(x) (1.6)
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erfiillt die Maxwell-Gleichungen. Diese sogenannte Umeichung des Eichpotentials
A, fithrt aber nicht zu einer verdnderten physikalischen Situation, da das Eichpo-
tential A, keine Observable ist, und die Umeichung die (beobachbare) Feldstérke
F,, invariant la8t. Die Umeichung darf aber auch keinen Einfluf} auf die Physik
des Materiefeldes ausiiben. In die Materiegleichung (1.3) geht allerdings nicht die
Feldstérke, sondern das Eichpotential A, selbst ein. Daher verdndert sich diese

Gleichung unter einer Eichtransformation.

Nun ist die beobachtbare Grofle im Falle des Materiefeldes nicht die Wellen-
funktion 1 (z) selbst, sondern deren Quadrat |¢)(z)]?. Die Wellenfunktion kann
also an jedem Raum-Zeitpunkt mit einem komplexen Phasenfaktor multipliziert

werden

V' (x) = explio(z)]Y(z) (1.7)

ohne daf sich die Beobachtungsgrofe |¢(x)|? veréindert. Diese Tatsache kann man
verwenden, um die durch die Umeichung veridnderte Materiegleichung (1.3) form-
invariant zu erhalten: Macht man beide Ersetzungen (1.6) und (1.7) gemeinsam,

so behilt die Klein-Gordon Gleichung ihre Form:
Mecn 2
DDy + (70) W =0. (1.8)

Diese Eigenschaft bezeichnet man als U(1)-Eichinvarianz der Klein-Gordon Glei-
chung, da die elektromagnetische Wechselwirkung mathematisch durch eine U(1)-
Eichgruppe beschrieben wird. Wie kann man nun diesen Formalismus auf andere
Wechselwirkungen, z.B. die schwache Wechselwirkung, welche durch die Eich-

gruppe SU(2) beschrieben wird, verallgemeinern ?

Man ersetzt hierzu das Eichfeld A, durch einen Eichoperator A4,,. Die Wirkung

der eichkovarianten Ableitung auf ein Vektorfeld ¥ definiert man dann als
DY =0,Y+A4,- V. (1.9)
Auf eine Matrix Z wirkt die eichkovariante Ableitung folgendermaflen:
DI =0,T+[A,T). (1.10)
Der Feldstarkeoperator wird aus dem Eichpotential durch
Fu =V, A -V, A, +[A, A (1.11)

gebildet. Der Kommutator [A,,, A,] tritt selbstverstdndlich nur fiir nichtabelsche
Eichgruppen auf. Da die in dieser Arbeit verwendete Eichgruppe U(1) x U(1)



4 Kapitel 1: Eichtheorien und Faserbiindel

abelsch ist, verschwindet der Kommutator und mufl bei den folgenden Berech-

nungen nicht beriicksichtigt werden.

Diese allgemeinen Definitionen héngen nun mit dem Spezialfall des Elektroma-
gnetismus folgendermaflen zusammen: Der Eichoperator 4, wird nach den Ge-
neratoren 7, der Lie-Gruppe zerlegt, welche die Wechselwirkung beschreibt, d.h.
A, = Ay, Man erhilt nun den Spezialfall der elektromagnetischen Wechsel-
wirkung zuriick, wenn man sich klar macht, daf§ die U(1)-Eichgruppe nur einen
einzigen Generator 7 = —i besitzt. Der Eichoperator 4, und das Eichfeld A,
héngen demnach folgendermafien zusammen: A, = A,7 = —iA,,. Setzt man dies

in (1.9) ein, so erhilt man genau (1.2).

Das Eichpotential A4, die Feldstérke F,, sowie die Eichtransformationen und
die kovariante Ableitung D, besitzen nun auch eine geometrische Bedeutung,

welche erst im Rahmen des Faserbiindelformalismus deutlich wird.

1.2 Faserbiindel

Dieses Unterkapitel bietet eine Einfiihrung in die Faserbiindeltheorie, welche die
mathematische Grundlage fiir die Eichtheorien bildet. Es wurde hierbei versucht,
die grundlegenden Konzepte auch einem mit diesem Formalismus nicht vertrauten
Leser nahezubringen. Deshalb ist dieses Teilkapitel auch etwas umfangreicher, als
man es in einer Doktorarbeit vielleicht erwarten wiirde. Gute Zusammenfassungen
fiir Leser, die mit dieser Materie schon vertraut sind, finden sich z. B. in [1, 2.
Dariiberhinaus gibt es zu diesem Thema zahlreiche mathematische [4, 5, 6, 7,
8] sowie speziell fiir Physiker geschriebene [3, 9, 10, 11] Lehrbiicher. Die hier

gegebene Darstellung orientiert sich an [3].

Bevor wir uns aber dem Faserbiindelformalismus zuwenden, ist es notwendig,

zuerst in einige Konzepte aus der Differentialgeometrie einzufiihren.

1.2.1 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Mannigfaltigkeiten sind topologische Riaume, die sich lokal hom&omorph auf
den R™ abbilden lassen, was durch die Einfiihrung von Koordinatensystemen ge-
schieht. Lokal deshalb, weil sich im allgemeinen nicht die gesamte Mannigfaltig-

keit durch ein Koordinatensystem hom&omorph auf den R” abbilden 148t. Sollte
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dies doch der Fall sein, so spricht man von einer trivialisierbaren Mannigfaltigkeit.
Obwohl man annehmen konnte, dafl die Entscheidung, ob ein Koordinatensystem
zur Uberdeckung einer Mannigfaltigkeit ausreicht oder nicht, leicht zu treffen ist,
ist der Nachweis, ob eine Mannigfaltigkeit trivialisierbar ist oder nicht, selbst fiir

Mannigfaltigkeiten mit einfacher Struktur nicht leicht zu fiihren.

Betrachten wir nun einmal als ein einfaches Beispiel fiir eine nicht trivialisier-

bare Mannigfaltigkeit die Einheitskugel S? im dreidimensionalen Raum R3:
S={ye®|(y)+ )+ ) =1}. (1.12)

Man parametrisiert diese Kugel(oberfliche) durch ein Koordinatensystem, z.B.
durch

y' = sinf cos ¢ (1.13a)
y? = sin @ sin ¢ (1.13b)
y® = cosf) (1.13c)

mit 6 € [0, 7], ¢ € [0,27). Als Koordinatenfunktion oder Koordinatensystem o(p),
p € S? wird die Menge {y'(p), ¥*(p), y3(p)} bezeichnet, p(p) bildet also in diesem
Fall Punkte auf der Kugeloberfliiche auf Punkte im R?® ab. Betrachtet man das
hier angegebene Koordinatensystem genauer, so stellt man fest, dafl

(i) benachbarte Punkte nicht immer durch benachbarte Koordinaten parametri-
siert werden; beispielsweise werden zwei Punkte, die in unmittelbarer Nachbar-
schaft von ¢ = 0 auf der Kugel liegen, durch ¢; = 27 — e und ¢ = 27 + ¢ = ¢
parametrisiert.

(ii) nicht jeder Punkt eindeutige Koordinaten hat; an den Polen ist der Wert von

¢ nicht eindeutig festgelegt.

Man konnte nun annehmen, daf§ das verwendete Koordinatensystem die Ursa-
che fiir dieses Problem ist, aber man kann zeigen, dafl es keine Moglichkeit gibt,
mit einem einzigen Koordinatensystem die Kugel S? so zu parametrisieren, daf
die oben beschriebenen Schwierigkeiten vermieden werden, was natiirlich an der
Nicht-Trivialisierbarkeit der Kugel S? liegt. Man kann diese Probleme dadurch
umgehen, dafl man zwei oder mehr Koordinatensysteme oder Karten (U;, ¢;),
U; € S% auf der Kugel einfiihrt, die jeweils nur einen Teilbereich der Kugel pa-
rametrisieren, und die sich gegenseitig so iiberdecken, dafl die gesamte Kugel
parametrisiert wird. Dann kann man fordern, dafl
(i) Benachbarte Punkte benachbarte Koordinaten in wenigstens einem Koordi-

natensystem besitzen.
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(ii) jeder Punkt eindeutige Koordinaten in jedem Koordinatensystem besitzt, in
dem er enthalten ist.
(iii) dort, wo sich zwei Koordinatensysteme iiberschneiden, sie in einer hinrei-

chend glatten Weise miteinander in Beziehung stehen.
Diese Bedingungen werden in der folgenden Definition zum Ausdruck gebracht:

M heif3it m-dimensionale, differenzierbare Mannigfaltigkeit, wenn

(i) M ein topologischer Raum ist.

(ii) M mit einer Familie von Karten {Uj, ¢;} versehen ist, wobei {U;} eine Familie
von offenen Mengen ist, die M bedecken, also U;,U; = M. ; ist ein Hom6omor-
phismus von U; auf eine offene Untermenge U/ des R™.

(iv) Seien U; und U; gegeben, so daB U; N U; # 0, so muB die Abbildung
Yij = piop; " von ¢;(U;NU;) nach ¢;(U; NU;) unendlich oft differenzierbar sein,
d.h. ¢;; € C.

Eine Menge {U;, ¢;} von Karten, die M vollstindig iiberdeckt, bezeichnet man als
Atlas. Die Abbildung 1;; : R™ — R™ bildet einen Punkt im Koordinatensystem j
zunéchst durch goj’l auf die Mannigfaltigkeit ab, um ihn von dort durch ¢; auf das
Koordinatensystem ¢ abzubilden. Durch die Forderung, daf ;; € C* sein soll,
wird also sichergestellt, daB beim Ubergang von einem Koordinatensystem zu

einem anderen benachbarte Punkte weiterhin benachbarte Koordinaten haben.

1.2.2 Felder auf Mannigfaltigkeiten

Uber einer Mannigfaltigkeit lassen sich geometrische Objekte (Vektorfelder,
Tensorfelder etc.) einfiihren. Diese stehen in unmittelbarem Zusammenhang mit
der Mannigfaltigkeit selbst. Ein Vektor an einem Punkt p auf der Mannigfaltigkeit
M wird als Tangentialvektor an eine Kurve auf der Mannigfaltigkeit im Punkt p
definiert. Eine Kurve auf einer Mannigfaltigkeit M ist die Abbildungp : U C R —
M eines offenen Intervalls aus R, das per Konvention die Null enthélt (0 € U),
auf die Mannigfaltigkeit M mit Abbildungsvorschrift ¢ — p(t), t € U; in lokalen
Koordinaten (auf der Mannigfaltigkeit) gilt ¢ — 2%(p(t)), so daB fiir t = 0 der
Punkt p angenommen wird: p(0) = p. Eine Funktion f(p(t)), die {iber einer Kurve
auf M definiert ist, &ndert sich entlang der Kurve gemi$ £ f(p(t)) = gﬁ%-

Definiert man einen Differentialoperator X = a'%; mit a’ = %, so laBt sich
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die Anderung von f entlang einer Kurve kompakt schreiben als

L pip) = L) _ 08 (114)

Ein Tangentialvektor kann also als ein Differentialoperator der Form X|[f] =
a'0;[f] = a' 2L aufgefaBt werden. Die Menge aller Tangentialvektoren im Punkt
p bildet den Tangentialraum 7,M in p. Die Vereinigung T'M = UT,M,p € M
der Tangentialrdume in allen Punkten p der Mannigfaltigkeit M heif}t Tangenti-
albiindel von M.

Ausgehend von dieser abstrakten Definition eines Tangentialvektors als Diffe-
rentialoperator gelangt man zu einer intuitiveren Beschreibung, wenn man fiir f

die Koordinatenfunktionen ¢(p) = {y*(p)} einsetzt, wie folgendes Beispiel zeigt:

Fiir die Kugel S? ist der Tangentialraum an einem Punkt p die Tangentialebene
an die Kugel in p. Um Vektoren in der Tangentialebene zu beschreiben, ist es not-
wendig, eine Basis e; auf dem Tangentialraum zu definieren. Dies geschieht, indem
man den Vektor r = (y!, y%, y*) € R® mit Hilfe der Transformationsformeln (1.12)
nach den Koordinaten (z', %) = (0, ¢) auf der Mannigfaltigkeit differenziert:

ey = % = (cos @ cos ¢, cos O sin ¢, — sin 0) (1.15a)
ey = g—; = (—sin#sin ¢, sin 0 cos ¢, 0) (1.15b)

Man kann also einen Vektor im Tangentialraum von p durch Vie; = V%ey+V%e,
beschreiben, wobei die Basisvektoren offensichtlich von den Koordinaten 6, ¢ auf

der Mannigfaltigkeit abhidngen.

Ein Vektorfeld ist eine Abbildung M — T'M mit Abbildungsvorschrift p +—
V, € T,M. Wie jedes Element des Tangentialraumes kann auch ein Vektorfeld
nach den Basisvektoren 0, zerlegt werden: V(p) = V#(p)0,(p). Wird nun ein
Koordinatenwechsel von einem Koordinatensystem mit Koordinaten x#(p) in ein

anderes mit den Koordinaten z#'(p) durchgefiihrt, so hingen die neuen Koordi-

naten von den Koordinaten im alten System ab: x#' = z#/ (2!, 22,...) = 2 (2¥).

gz 9
oxk! dxv

fiir die Basisvektoren im Tangentialraum: 9, = 0/ oxt = A}, 0, mit der Transfor-

: : v __ Oz¥
mationsmatrix A7, = 2.

Aufgrund der Beziehung % = erhilt man die Transformationsvorschrift

Bei einer Koordinatentransformation mufl der Wert des Vektorfeldes am Punkt
p erhalten bleiben, es mufl also gelten: V(p) = V'(p), d.h. in Komponenten

geschrieben V“'@; = V*#9,. Aus diesem Grund miissen sich die Komponen-
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ten des Vektorfelds mit der Inversen der Transformationsmatrix AZ, transfor-

mieren: V* = (AY)7'VY, wobei (A4)7t = Al = 90 ist, da offensichtlich

A (A = AK,AQ' SN e oy, gilt. Groflen, die sich bei einer Basistransformati-

ot
on wie die Komponenten eines Vektorfeldes transformieren, heiflen kontravariant

und werden mit oberen Indizes bezeichnet.

Der Tangentialraum 7, M einer Mannigfaltigkeit M im Punkt p ist ein linearer
Vektorraum. Man kann nun zeigen, dal die Menge aller linearen Funktionale auf
einem Vektorraum wieder einen Vektorraum bildet, den Dualraum. Der Dualraum
des Tangentialraums im Punkt p wird als Kotangentialraum, kurz T; M, bezeich-
net. Elemente des Kotangentialraums bilden also Elemente des Tangentialraums
V€ T,M auf die reellen Zahlen ab: f[V] : T,M — R, damit ist f € T M.
Die Basisvektoren des Kotangentialraumes sind die Koordinatendifferentiale dx*.
Diese sind definiert als Abbildungen dz* : T,M — R der Basis des Tangential-
raums in die reellen Zahlen, welche der Bedingung dz#[0,] = §*, geniigen. Das
Kotangentialbiindel iiber M ist die Vereinigung der Kotangentialriume an jedem
Punkt p der Mannigfaltigkeit: T*M = U,TyM. Die Elemente des Kotangential-
raums werden auch I-Formen genannt. Ein Kovektorfeld U(p) 148t sich nach den

Basisvektoren des Kotangentialraumes da* zerlegen: U(p) = U, (p)dz*(p).

Wie transformieren sich nun die Komponenten eines Kovektorfeldes beim Uber-

gang von einer Koordinatenbasis 2 zu einer Basis 2#'? Aus der Beziehung dz"' =

dz*’
dxv

gendermafien transformiert: dr#’ = dd"”T‘L'd:z:” = Ada¥ = (Ar)~'dz”. Aus der

Invarianzforderung unter Koordinatentransformationen folgt (s.o.), daf} sich die

dz” fiir Koordinatendifferentiale folgt, dafl die Koordinatenbasis dx* sich fol-

Komponenten eines Kotangentialvektors nach folgender Vorschrift transformie-
ren miissen: U, = %Uu = AZ,UZ,. Groflen, die sich beim Koordinatenwechsel
nach dieser Vorschrift transformieren, heiflen kovariant und werden mit unteren

Indizes bezeichnet.

Betrachtet man nun eine kontinuierliche Abbildung f : M — N von einer
Mannigfaltigkeit M auf eine Mannigfaltigkeit NV, in lokalen Koordinaten y* =
fe(z!, ..., x™), so stellt sich die Frage, wie sich die Tangential- bzw. Kotangenti-
alvektoren unter einer solchen Abbildung transformieren. Ist g eine Funktion auf
N, soist go f eine Funktion auf M. Ein Vektor V' € T,M bildet somit g o f auf
eine reelle Zahl ab. Die Differentialabbildung f. : T,M — Ty N ist nun durch

(fV)lgl = Vigo f] (1.16)

mit f,V € Ty, N gegeben. Setzt man in lokalen Koordinaten V' = V“ai [V =

H?
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W“% und fiir g die Koordinatenfunktionen auf N ein: ¢ = 3%, so ergibt sich

zwischen den Komponenten von V und W folgender Zusammenhang;:

— @V#

W =
oxk

(1.17)
Die Transformation von Kovektoren unter einer Abbildung f : M — N bildet
Kovektoren auf N nach Kovektoren auf M ab: f* : T;‘(p)N — Ty M und wird Pull-
back genannt, da diese Abbildung in entgegengesetzter Richtung von f verlduft.
Sie ist definiert durch

< ffw,Vi>s=<w, f,V > . (1.18)

Bezeichnet w = w,dy® € Tji‘(p)N eine 1-Form auf M und f*w = 0 ,dz* € Ty M die
durch f auf M induzierte 1-Form, so gilt fiir die Komponenten:

_ o
= wa% .

0" (1.19)

Also transformieren sich die Komponenten einer 1-Form auch unter allgemeinen
Abbildungen f : M — N kovariant, wohingegen sich Vektorkomponenten un-
ter einer solchen Abbildung kontravariant transformieren. Eine Untermenge der
Abbildungen f : M — N bildet der Ubergang von einem Koordinatensystem
zu einem anderen; hier wird von der Mannigfaltigkeit M in die Mannigfaltigkeit
M abgebildet (was man als Automorphismus bezeichnet), und dariiberhinaus ist

diese Abbildung ein Diffeomorphismus.

Die Abbildung eines Vektorfeldes durch ein Kovektorfeld U[V] : T,M — R

kann als ein Skalarprodukt aufgefaflt werden:
UlVI(p) = U V7 dx*[0,]], = Un(p)V" (p)6] = Uu(p)V*(p) €R. (1.20)

Aufgrund der Dualitdt zwischen Kotangential- und Tangentialraum kann man
(1.20) aber auch als eine lineare Abbildung eines Kovektors durch einen Vektor
in den Raum der reelen Zahlen V(U] : T*M — R deuten:

VIUI(p) = U V70, [dat]], = Un(p)V" (p)6] = Uu(p)V*(p) €R. (1.21)

Vektor- und Kovektorfelder werden durch Einfiihrung des Tensorprodukts ®
auf Tensorfelder verallgemeinert. Wie oben gezeigt wurde, bilden Elemente des
Kotangentialraumes Elemente des Tangentialraumes auf die reelen Zahlen ab:
flU] — R. Eine bilineare Abbildung von zwei Vektoren auf den Raum R: g[U, W] =
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f®h[U,W| = f[UJh[W] — R heifit kovarianter Tensor 2. Stufe. Wird dieser Ten-

sor nach einer Basis im Kotangentialraum zerlegt, erhilt man

glU W] = f,h,ds" @ dz"[U, W] = f,h,dz"[U]dz" W] = guda[Uldz” [W]
(1.22)

mit g,, = fuhy = 9[04, 0,]. Werden nun zwei Elemente des Tangentialraumes
fiir U und W eingesetzt (U = U%0,, W = WF9;3), so ergibt sich aufgrund der

Bilinearitat:

g[U®0a, WP03] = g, U W dat[05)da” [05] = guUWP6kSY, = g U*W"
(1.23)

Ein symmetrischer Tensor 2. Stufe (g[A, B] = ¢[B, A] ~ guw = g,,) wird als
Metrik bezeichnet. Eine Metrik erlaubt es, Elemente des Kotangentialraumes auf
Elemente des Tangentialraumes abzubilden und umgekehrt, indem man in den

metrischen Tensor nur einen Vektor einsetzt, den zweiten hingegen frei 148t:
g[U] = glU%0,] = 9, U"dz"[0,)dx" = g, U“0hdz" = ¢, U dx" (1.24)

Man bildet durch die Metrik g € T7M & T;)M also ein Element des Tangential-
raums U*0, auf ein Element des Kotangentialraums g, U*dz” = U,dx" ab, wobei
U, = g U" gilt. Aufgrund der Dualitét 148t sich nun auch ein kontravarianter
Tensor 2. Stufe g € T,M ® T,M, in Komponenten ¢*0, ® 0,, einfiihren, der
Elemente des Kotangentialraumes auf Elemente des Tangentialraums abbildet,
wobei gilt V¥ = ghV,.

Ein gemischter Tensor T ist als multilineare Abbildung von m Elementen des

Tangential- sowie n Elementen des Kotangentialraumes in den Raum der reelen
Zahlen R definiert:

T:®T;M&T,M - R (1.25a)
Tlwiy .o oywn, Vi, V] = R (1.25b)

mit w € T;M,V € T,M. Die Multilinearitit ermdoglicht es, die Vektor- und

Kovektorkomponenten aus dem Tensor herauszuziehen
T[wiy ey Wny Viy ooy Vin] = wiy o0, VILVI™ Tlda™ . dx™, 0y, .., 05, (1.26)

und somit als Komponenten des Tensors zu definieren:

Til'"in]‘l o= T[dmil,...,dmi”,ﬁjl,...,ﬁjm] . (127)

e Jm
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ox*
ozl

Komponenten eines gemischten Tensors:

/ ox'k Ox'Fny 1 O Qxim N i
k1,eokn _ U1,eensln )
b= (2 () (2] () (50

Ji-dm

-/
. . . . / ;! . . . .
Bei einer Basistransformation 0, = 0, und dx' = %""’Tlcdxc gilt somit fiir die

Ein gemischter Tensor T transformiert sich also n-mal kontravariant und m-mal

kovariant.

Damit sind alle Begriffe eingefiihrt, um die Konstruktion eines Faserbiindels

nachvollziehen zu konnen.

1.2.3 Der Faserbiindelformalismus

Das folgende Beispiel illustriert die wesentlichen Begriffe der Faserbiindeltheorie:

Die Bahn eines Teilchens in Abhéngigkeit von der Zeit 148t sich durch eine
Abbildung f : R — R? = R x R beschreiben, wobei jedem Punkt ¢ im Definiti-
onsbereich R (der Zeitachse) ein Wertepaar (x,t) im Wertebereich R? zugeordnet
wird. Diese Abbildung ist injektiv, selbst wenn die Zuordnungsvorschrift nicht
eindeutig umkehrbar ist (z.B. z = f(t) = t?), weil der Punkt in R? die Infor-
mation iiber den Punkt in R, von dem aus er abgebildet wurde, als zusétzliche

Komponente enthilt.

In der Terminologie der Faserbiindel wiirde man die Zeitachse R als Basisraum
bezeichnen, iiber dem ein Biindel definiert ist (alle Wertepaare (z,t) € R?). Ein
Biindel wird oft auch als Totalraum bezeichnet, weil es sich in den Basisraum
und die Faser (s.u.) zerlegen lift. Die Abbildung f : R — R? bildet natiirlich
den Definitionsbereich R nur auf einen eindimensionalen Unterraum des Biindels
(also des R?) ab, da jedem Zeitpunkt ¢ genau ein Ort z zugeordnet wird. Die-
sen eindimensionalen Unterraum bezeichnet man als Schnitt im Biindel R?; der
Schnitt beschreibt also eine mogliche Teilchenbahn. Mit dem Biindel R? lassen

sich hingegen alle moglichen Teilchenbahnen beschreiben.

Eine Projektion m : R* — R ordnet jedem Wertepaar (z,t) einen Punkt ¢ im
Basisraum zu, was hier trivialerweise dadurch geschieht, daff man die erste Kom-
ponente des Wertepaares (z, t) einfach weglifit. Die Umkehrabbildung der Projek-
tion 7' (¢y) an einem fest vorgegebenen Ort ¢, wird als Faser iiber ¢, bezeichnet.

Die Faser besteht aus allen Orten x, an denen sich das Teilchen zum diesem Zeit-
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punkt ¢y theoretisch befinden kann (also aus allen Wertepaaren (x € Rt = t;)).
Es ist also nicht so, dal man ein Zahlenpaar (x,t) erst durch 7 : (z,¢) — ¢ auf
den Basisraum abbildet und dann mit der Umkehrung der Projektion 7~! den ur-
spriinglichen Punkt zuriickerhlt; vielmehr erhilt man durch 7! : ¢t — (z € R, t)
den eindimensionalen Unterraum des Biindels iiber ¢ (also die Faser, s.0.). 77!
definiert also keine Abbildung, da jedem Element ¢ des Definitionsbereichs mehr

als ein Element des Wertebereichs zugeordnet wird.

Das hier vorgestellte Beispiel basiert auf der Moglichkeit, das Biindel R? in ein di-
rektes Produkt R x R zu zerlegen. Dies ist fiir ein R?-Biindel global moglich, weil
der R? eine trivialisierbare Mannigfaltigkeit ist. Ist das Biindel eine trivialisierbare
Mannigfaltigkeit, besteht jedoch keine Notwendigkeit, den Faserbiindelformalis-

mus iiberhaupt zu verwenden.

Wir haben nun alle Begriffe eingefiihrt, um die Definition eines Faserbiindels in

Angriff zu nehmen:

Ein (differenzierbares) Faserbiindel (E, m, M, F, G) besteht aus folgenden Elemen-
ten:

(i) einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit E, dem Totalraum

(ii) einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M, dem Basisraum

(iii) einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit F', der (typischen) Faser

(iv) einer Surjektion 7w : E — M, die Projektion genannt wird. Die Umkehrung
der Projektion 77! (p) = F,, 2 F bezeichnet man als Faser am Punkt p.

(v) einer Lie-Gruppe G, Strukturgruppe genannt, die auf F' von links wirkt

(vi) einer Menge von offenen Uberdeckungen {U;} von M mit einem Diffeomor-
phismus ¢; : U; x F — 7 1(U;), so daBl 7¢;(p, f) = p. Die Abbildung ¢; heifit
lokale Trivialisierung, da ¢; ' die Faser 7~*(U;) surjektiv auf das direkte Produkt
U; x F' abbildet.

(vii) Schreibt man ¢;(p, f) = ¢i,(f), so ist die Abbildung ¢;,, : F' — F, ein Dif-
feomorphismus. Auf U; NU; # 0 mufl man fordern, daff die Ubergangsfunktionen
tij(p) = qﬁi_’;qﬁj,p : ' — F ein Element von G sind. Dann sind ¢; und ¢; durch
eine glatte Abbildung ¢;; : U; N U; — G folgendermafien verkniipft:

¢i(p, f) = di(p,ti;(p) f) - (1.29)

Als Fasern kommen in der Physik haufig Vektorrdume vor, z.B. wird der Tangen-
tialraum an die Raumzeit-Mannigfaltigkeit M in der allgemeinen Relativitéts-

theorie dazu verwendet, um lokale Lorentz-Koordinatensysteme (Vierbeine) zu
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definieren, auf die als Strukturgruppe die Lorentz-Gruppe wirkt. Wir benotigen

aber fiir die Definition von Feldern auf der Raumzeit die sog. Prinzipalbiindel:

1.2.4 Prinzipalbiindel, Konnexion und Kriimmung

Bei einem Prinzipalbiindel sind Strukturgruppe und Faser identisch F' = G.
Ein Prinzipalbiindel {iber einer Mannigfaltigkeit M (im folgenden bezeichnet M
immer die Raumzeit) wird mit P(M, G) bezeichnet. G beschreibt dabei die Sym-
metriegruppe der Wechselwirkung, der die Felder iiber der Raumzeit unterworfen
sind. In einem Prinzipalfaserbiindel definiert man eine lokale Trivialisierung (s.o.)
durch die Abbildung o; : U; — P,p — 0;(p) = ¢i(p, g:(p)) € 7 (U;). Die kanoni-
sche lokale Trivialisierung ist durch o;(p) = ¢;(p, €) gegeben.

Definiert man die Rechtsmultiplikation eines Elementes der Faser u € 7= (U;)

mit einem Element A der Gruppe G durch
uoh = ¢i(p,goh) (1.30)

so lautet die Bedingung (1.29)

0j(p) = 0i(p) o ti;(p) - (1.31)

Die Rechtsmultiplikation ist somit unabhingig von der gewihlten Uberdeckung
U;.

Die lokale Trivialisierung teilt den Totalraum in zwei Komponenten auf, den
Punkt p € M und das Gruppenelement g € G. In der lokalen Trivialisierung
gibt es also zwei Tangentialrdume: einen, der tangential zur Basismannigfaltigkeit
M verldauft (T,M) und einen, der tangential zur Lie-Gruppe G ist: T,G. Diese
Aufteilung soll nun auf den Tangentialraum des Prinzipalbiindels T, P iibertragen
werden. Hierzu definiert man den vertikalen Unterraum V,P als den Unterraum,
der tangential zu G, im Punkt u ist. Diesen Raum konstruiert man, indem man

mit der Rechtsmultiplikation
Rexpeayu = uwexp(tA) (1.32)

eine Kurve durch u in P definiert (A € g). Wegen 7(u) = w(uexp(tA)) = p liegt
diese Kurve in G,. Definiert man nun einen Vektor A#* ¢ T, P durch

A¥ () = S (nexp(t4)) o (1.33)
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mit einer glatten Funktion f : P — R, so liegt dieser tangential zu G) in u,
weshalb A# € V,P gilt. Indem man auf diese Weise einen Vektor an jedem
Punkt von P definiert, erhilt man ein Vektorfeld A# auf P, das von A erzeugtes
fundamentales Vektorfeld genannt wird. Die Abbildung # : g — V, P, A+ A% ist
ein Vektorraumisomorphismus. Der horizontale Unterraum ist das Komplement

von V, P in T, P; er wird erst durch eine Konnexion eindeutig festgelegt.

Zur Definition einer Konnexion bendtigt man den Begriff einer direkten Summe:
Eine linearer Vektorraum V wird als die direkte Summe V = V] @ V, zweier
linearer Vektorraume bezeichnet, wenn jeder Vektor v € Veindeutig als Summe
v = v1 49 eines Vektors vy aus V; und eines Vektors vy aus V5 geschrieben werden
kann. Als Konsequenz der Eindeutigkeit der Zerlegung v = v; + vy besitzen die
linearen Vektorrdume Vi und V5 nur ein einziges gemeinsames Element, ndmlich
den Nullvektor 0: Vi1 NV, = 0.

Eine Konnezion spaltet den Tangentialraum 7, P des Prinzipalfaserbiindels am
Punkt v € P eindeutig in einen horizontalen und vertikalen Unterraum auf, so
daf3
(i 7,P=V,P®H,P
(ii) HyP = Ry H, P
fir u € P und g € G gilt. Die Bedingung (ii) legt fest, dafi die horizontalen
Unterrdume H,P und H,,P, die tangential an derselben Faser liegen, iiber eine
Differentialabbildung R, verkniipft sind, welche durch die Rechtsmultiplikation
(1.32) induziert wird. Die so eingefiihrte Konnexion ermoglicht diese eindeutige
Zerlegung nur abstrakt, es wird aber nicht klar, wie diese Konnexion konstruiert
werden soll. Hierfiir ist die Definiton einer Konnezions-Eins-Form w € g ® T*P

notig:

Eine Konnexions-Eins-Form w € g ® TP ist eine Projektion von T, P auf den
Vertikalraum V,, P (isomorph zur Lie-Algebra g, s.0.), so daf gilt:
(i) w(A*)=A, Acg
(ii) Rjw = Adyw
wobei fiir X € T, P gilt:
Riwy(X) = wyg(Rp X) = g7 wu(X)g . (1.34)
Der horizontale Unterraum H,P wird definiert als
H,P={X € T,P|lw(X) =0} . (1.35)

Man kann nun zeigen, dafl die hierdurch definierten horizontalen Unterrdume die
Bedingung (ii) H,,P = Ry H,P der ersten Definition erfiillen.
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Die Konnexions-1-Form w ist nun erstens eine globale Grofle und zweitens auf
dem Kotangentialraum des Prinzipalbiindels 7P definiert. Um jedoch konkrete
Berechnungen durchfiihren zu kénnen, mufl man diese Grofle in einer Karte Uj;
der Basismannigfaltigkeit M auf den Kotangentialraum 7*M der Basismannig-
faltigkeit abbilden. Sei nun o; : U; — P ein lokaler Schnitt in P, so erreicht man
dies durch die Pullbackabbildung

ojw: TP —T"M . (1.36)
Die lokale Konnexion ist dann gegeben durch
Ai=ciw €gT"M. (1.37)

Fiir den Fall, daf} die Basismannigfaltigkeit M die Raumzeit ist, kann die Kon-

nexion A; geschrieben werden als
A; = A dat = Ay, 70 dat (1.38)
wobei die 7, (a =1, ...,dim g) die Generatoren der Lie-Algebra g bezeichnen.

Die lokale Konnexion A4; ist aber nicht eindeutig festgelegt, da sie von der
Wahl eines lokalen Schnittes o; am Punkt v € P abhingt. Andert man den
lokalen Schnitt, indem man vom selben Punkt p auf der Basismannigfaltigkeit
ausgeht, aber einen anderen Reprisentanten g € G der Eichgruppe wihlt, d.h.
o;(p) = oi(p)og(p), so muB die globale Konnexion w von dieser Wahl unbeeinflufit
bleiben. Damit dies der Fall ist, miissen die beiden lokalen Konnexionen 4; und

A; die folgende Bedingung erfiillen:
Aj=g 'Aig+g 'dg. (1.39)

Damit haben wir eine Grofle, die uns schon aus den Eichtheorien bekannt war,
némlich das Vektorpotential A, im Rahmen des Faserbiindelformalismus als lo-
kale Konnexionsform identifiziert. Die Gleichung (1.39) beschreibt nun eine Fich-
transformation. Wie hiingt diese mit der Eichtransformation (1.6) im Teilkapitel
iiber die Eichtheorien zusammen? Im Falle der U(1)-Eichgruppe ist ein Gruppen-
element g € G gegeben durch g = explia]. Setzt man dies in (1.39) ein, so erhélt
man gerade (1.6). Die Gleichung (1.39) ist also die Verallgemeinerung von (1.6)
auf beliebige Eichgruppen.

Wie das Eichpotential A mit der Konnexion w in Beziehung gesetzt werden
konnte, kann man auch die Feldstirke F mit der Kriimmung 2 des Prinzi-

palbiindels in Beziehung setzen. Diese Kriimmung ist definiert als

Q=dpw+wAw (1.40)
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und ist eine g-wertige 2-Form iiber P. Die lokale Kriimmung ist definiert als
EZO';Q:dAi—FAi/\Ai. (1.41)

Diese transformiert sich nun bei der Wahl eines Schnittes o;(p) = o:(p) o g(p)

folgendermafien:
Fi=9 'Fig. (1.42)

Die Kriimmung transformiert sich somit homogen, d.h. ohne den bei der Konne-

xion (1.39) auftretenden Zusatzterm.

1.2.5 Assoziierte Vektorbiindel und Paralleltransport

Ein Prinzipalfaserbiindel ist nicht geeignet, um Materiefelder iiber der Raum-
zeit zu beschreiben, da eine Strukturgruppe G wegen ihrer Gruppeneigenschaft
(die Inversenbildung muss definiert sein) kein Nullelement besitzt. Andererseits
konnen Materiefelder {iber der Raumzeit in manchen Raumbereichen bzw. an be-
stimmten Punkten durchaus verschwinden. Man ist daher genotigt, zur Beschrei-
bung von Materiefeldern iiber der Raumzeit ein sogenanntes assoziiertes Vek-
torbindel einzufiihren: Sei P(M, G) ein Prinzipalbiindel und V" ein n-dimensionaler

Vektorraum. Die Wirkung eines Elementes g € G auf P x V ist gegeben durch
(u,v) = (uog,g *ov) mitu € PLveV . (1.43)
Ein assoziiertes Vektorbiindel ist definiert als eine Aquivalenzklasse P x V/G mit

[(u,v)] = {(uog,g tov)[ge G} mitue PveV, (1.44)

! o v) werden miteinander identifiziert.

d.h. zwei Elemente (u,v) und (vog,g"
Legt man sich auf ein Element ¢ fest, so bezeichnet man dies als Festlegung ei-
ner Eichung. Ein Element [(u,v)] € P x V/G, d.h. ein Feld iiber der Raumzeit,
ist jedoch unabhéngig von der Festlegung von ¢, also unabhingig von der Ei-
chung. Es sei noch erwéhnt, daf} in dieser Arbeit das assoziierte Vektorbiindel ein

zweidimensionaler, komplexer Vektorraum ist.

Will man nun mit den Materiefeldern, d.h. den assoziieten Vektorrdumen, Be-
rechnungen durchfiihren, so mufl man die Vektoren in diesen Vektorrdumen dif-

ferenzieren kénnen. Um einen Vektor in Richtung x¥ zu differenzieren, verschiebt
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man ihn parallel um eine infinitesimale Strecke Az” in diese Richtung und bil-
det den Differenzenquotienten aus dem unverschobenen und dem verschobenen
Vektor:

ove VR at +AxY, L) = V(LY L)
oxv Al;,glo Axv : (1.45)

Man setzt dabei stillschweigend voraus, dafl der Vektor V# vom Punkt ¥ zum
Punkt z¥ 4+ Axz” parallel verschoben wird, d.h. ohne dabei seine Richtung zu
verdndern. Diese Verschiebung ist im euklidischen Raum problemlos moglich,
aber iiber Mannigfaltigkeiten mufl man vorschreiben, wie man einen Vektor ver-
schieben muf}, damit er bei der Verschiebung invariant bleibt. Eine solche Parallel-
Verschiebung eines Vektors, bei der dieser seine Richtung beibehélt, bezeichnet

man als Paralleltransport.

Die Parallelverschiebung auf einem Prinzipalbiindel ist nun auf folgende Wei-
se definiert: Sei eine Kurve v(t) auf der Basismannigfaltigkeit gegeben, so gibt
es eine Menge von Kurven %(¢) im Prinzipalbiindel, welche alle die Eigenschaft
besitzen, daf ihre Projektion 7(7%(t)) mit v(¢) iibereinstimmt. Bei vorgegebenem
Startpunkt uy € P gibt es aber nur eine einzige solche Kurve, die vollstindig
im jeweiligen horizontalen Unterraum H, P iiber der Basismannigfaltigkeit liegt.
Diese Kurve bezeichnet man als horizontale Hebung von +(t). Um nun eine Faser
von einem Punkt p zu einem Punkt p’ entlang der Kurve ~y(¢) parallel zu verschie-
ben, nimmt man jeden Punkt der Faser u € 7~!(p), konstruiert die (eindeutige)
horizontale Hebung %(#) mit dem Anfangspunkt u und verschiebt somit u nach

u' € 7 1(p'), wobei v’ den Punkt auf der Kurve ¥(¢) bezeichnet, der iiber p’ liegt.

Definiert man nun ein Vektorfeld s(p) mit Werten in der typischen Vektorfaser
V als einen Reprisentanten der Aquivalenzklasse s(p) (p € M) durch

s(p) = [0:(p), §(p)] (1.46)

so wiirde man den Paralleltransport entlang einer Kurve v(¢) naiverweise durch
die Forderung definieren, dafl £(y(t)) entlang + konstant ist. Dies ist jedoch nicht
moglich, da diese Definition von der Wahl des Schnittes o; abhiingen wiirde.
Folgende Definition ist hingegen korrekt: Ein Vektor & wird lidngs +(¢) parallel-
verschoben, wenn er in Bezug auf die horizontale Hebung %(t) von ~(¢) in P
konstant ist. Dies bedeutet, dafl ein Schnitt

s(y(t)) = [7(1), n(v ()] (1.47)

parallel verschoben wird, wenn 7 konstant ist entlang ().
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Zerlegt man den Vektor £(p) in ein lokales Koordinatensystem &(p) = %, so
folgt aus obiger Forderung, dafl die Basisvektoren dieser Zerlegung entlang der

Koordinatenkurven z* folgender Bedingung gehorchen:

V. o eq=Ale5 . (1.48)

Damit kann man die Ableitung des Vekotors &(p) ausschlieflich auf seine Kom-

ponenten £% beziehen und schreiben

o0&
oxk

D,£” = + A%, (1.49)

was mit der Definition der kovarianten Ableitung (1.9) iibereinstimmt, wenn man
sich klarmacht, dafl Ag, ein Matrixelement einer Lie-Algebra darstellt. Die aus
dem Unterkapitel iiber die Eichtheorien bekannte eichkovariante Ableitung findet
also ebenso im Faserbiindelformalismus ihre Begriindung. Die Aquivalenzklasse
s(p) wird in allen praktischen Anwendungen durch das Vektorfeld £ ersetzt, wel-

ches gemif (1.49) differenziert wird.



Kapitel 2

Die Relativistische

Schrodingertheorie

Die Grundgleichungen der RST wurden im Jahr 1990 von Herrn Dr. Sorg auf-
gestellt. Seither wurden iiber dreiflig Arbeiten zu dieser Theorie publiziert. Das
folgende Kapitel bildet eine kurze Einfiihrung in den RST-Formalismus; zur Her-
leitung einiger der hier angegebenen Restultate sei aber auf die vorhandene Lite-

ratur verwiesen.

Ein wichtiges Ergebnis der Forschung der vergangenen Jahre ist die Aquiva-
lenz der RST zur konventionellen relativistischen Quantenmechanik auf dem Ein-
Teilchen-Sektor. In der vorliegenden Arbeit wird nun das Verhalten der Theorie
im Mehrteilchen-Sektor untersucht. Daher ist es notwendig, zunéchst die mathe-

matische Struktur von Mehrteilchen-Zustianden zu beschreiben.

2.1 Mehrteilchen-Zustinde in der RST

Um die Unterschiede zwischen der RST und der konventionellen Quantentheo-
rie bei der Konstruktion von Mehrteilchen-Zustidnden aus 1-Teilchen Zustidnden
zu verstehen, soll zunéchst die Bildung dieser Zustédnde in der konventionellen

Quantentheorie kurz rekapituliert werden:

In der nichtrelativistischen Quantentheorie ist der Hilbertraum eines N-Teilchen-

Zustandes das Tensor-Produkt aus den Hilbertrdumen der 1-Teilchen Zustande:

Hy=H" o1 o ..o ™ . (2.1)
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Daher wird ein Mehrteilchen-Zustand ¥ (%, Z5, ..., Zn, t) durch Tensorproduktbil-
dung von Einteilchen-Zusténden 1);(%;,t) beschrieben. Produktzustéinde von der

Form

\I/(l‘l, e ,l‘N,t) = @bl(fl,t) . ¢2(f2,t) L le(fN,t) (22)

bilden daher eine Basis im H 5. Stellt man sich nun die Frage, warum die Quanten-
mechanik Produktzustéinde aus den Einteilchen-Zustédnden bildet, statt diese auf
irgendeine andere Weise zu verkniipfen, so liegt der Grund hierfiir in der probabi-
listischen Natur der Quantenmechanik. Bildet man die Wahrscheinlichkeitsdichte
|V (21, Ty, ..., T, t)|?, so zerfiillt diese in ein Produkt aus den Wahrscheinlichkeits-

dichten fiir die Einteilchen- Zustinde:
|\P(517527 "'7fN7t)|2 = |¢1(flat)|2 |¢2(527t)|2 |,(7Z}N(fN7t)|2 . (23)

Diese Konstruktion geht also auf den aus der Wahrscheinlichkeitstheorie be-
kannten Satz zuriick, dafl die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis gleich

dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten ist:
py =p"pP - pM (2.4)

Diese einfache Konstruktion ist allerdings nicht ohne weiteres auf den relativisti-
schen Fall iibertragbar, da hier nicht mehr von einer gemeinsamen Zeit ¢ ausge-
gangen werden kann, sondern jeder Einzelzustand mit einer eigenen Zeitkoordi-
nate ausgestattet ist. Im Gegensatz zu (2.2) wire ein relativistischer N-Teilchen

Zustand eine Linearkombination aus Zustidnden der Form

¢1(fl,t1) '¢2(f?,t2) * ...'wN(fN,tN) . (2.5)
Auch die Wahrscheinlichkeitsamplituden

(U1, Tay ooy Tyt toy o t) [P = 01 (T, t0) ] [00(Eas 1) oo [ (B, )2
(2.6)

wiirden jetzt von N Zeitkoordinaten t¢i,t,,...,t5y abhingen, was eine verniinf-
tige Interpretation einer so gebildeten Wahrscheinlichkeitsamplitude unmoglich
macht. Zur Auswertung einer solchen relativistischen Mehrteilchen-Wellenfunktion
mufl man die individuellen Teilchenzeiten auf eine einzige Bezugsgrofle, die ge-
meinsame Zeit ¢ umrechnen. Einer solchen Umrechnung stehen grofie formale
Schwierigkeiten entgegen (vielleicht ist diese sogar unmoglich [12, 13]), weshalb
es bis heute nicht gelungen ist, eine funktionierende relativistische Mehrteilchen-

Theorie in erstquantisierter Form aufzubauen.
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Hier setzt nun die RST als fluid-dynamische Theorie an: Die Konstruktion eines
Mehrteilchen-Zustandes als Produktzustand (2.2) ist hier nicht zwingend, da es
sich nicht um eine probabilistische Theorie handelt. Daher kann man in der RST
einen Mehrteilchen-Zustand als direkte Summe von Einteilchen-Zusténden, die

am selben Raum-Zeitpunkt koexistieren, bilden:

(0 (mu)

Ya(z,)

U(z,) =Y1(z,) ® a(x,) ® ... DYy (z,) = (2.7)

N (24)

Damit ist eine Mehrteilchen-Wellenfunktion in der RST ein Schnitt in einem
vektoriellen CY -Biindel iiber der Raumzeit. Diese Konstruktion hat gegeniiber der
Tensorproduktbildung den Vorteil, dafl sich hierdurch das Problem, aus individu-
ellen Teilchenzeiten eine einheitliche Bezugszeit herzustellen, eriibrigt. Allerdings
unterscheidet sich diese Methode zur Erzeugung von Mehrteilchen-Zustdnden
stark von der in der Quantenmechanik verwendeten. In Kapitel 7 wird jedoch

gezeigt, daf diese Konstruktion zur gewohnlichen Quantenmechanik vergleichba-

re Ergebnisse liefert.

Ahnlich wie in der konventionellen Theorie li8t sich auch in der RST nicht
jeder Materiezustand durch eine Wellenfunktion ¥ beschreiben. In der konven-
tionellen Quantentheorie wird ein solcher Materiezustand (ein Gemisch) durch die

Dichtematrix p beschrieben, wohingegen die RST ein anderes Objekt verwendet:

2.2 Die Intensitiatsmatrix 7

In der RST wird die Materieverteilung iiber der Raumzeit im allgemeinen Fall
durch einen hermiteschen Intensititsoperator beschrieben, die sogenannte Inten-
sitdtsmatriz T(z)(= Z(x)). Diese stellt einen matrixwertigen Schnitt eines ent-
sprechenden Faserbiindels iiber der Raumzeit dar. Die Intensitdtsmatrix Z be-
schreibt im allgemeinen eine Mischung von Zustédnden, aber in speziellen Fillen
kann diese Matrix durch eine Wellenfunktion W¥(z), also einen Schnitt in einem
reellen oder komplexen Vektorbiindel, ausgedriickt werden. In diesen Fillen kann
die Intensitdtsmatrix durch ein Tensorprodukt der Wellenfunktion ¥ (2.7) und

ihrem hermitesch konjugierten ¥ dargestellt werden:

IT—-UQU. (2.8)
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Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir diesen Spezialfall ist die Fierz-
Identitdt

*~T-ttIT=0, (2.9)

welche urspriinglich fiir ein 4-komponentiges (N = 4) Dirac’sches Spinorfeld ein-
gefiithrt wurde [14, 15, 16], aber fiir jede Faserdimension N anwendbar ist. Immer
wenn 7 diese Identitét erfiillt, spricht man davon, dafl die Materieverteilung in
einem reinen Zustand ¥ (2.7) vorliegt. Um ein MaB fiir die Abweichung eines
Zustandes von einem reinen Zustand zu haben, definiert man den Fierz-Deviator
Dr durch

Dp:=T1-trT —17%. (2.10)

Eine notwendige Bedingung dafiir, daf} ein reiner Zustand vorliegt, ist somit das

Verschwinden der Fierz-Abweichung

1

Was die Relation zwischen reinen Zustdnden und Mischungen betrifft, so existiert
in der RST keine so scharfe Trennung zwischen beiden Konzepten wie in der
konventionellen Quantenmechanik, wo man sich beispielsweise in der Atomphysik
traditionell hauptsichlich mit reinen Zustinden beschéftigt. Der Grund hierfiir
ist, da} die dynamischen Gleichungen der RST einen (zumindest asymptotischen)
Ubergang zwischen reinen Zustéinden und Gemischen erlaubt, withrend ein solcher
Ubergang in der konventionellen Quantentheorie mit ungelésten Problemen des

Mefprozesses zusammenhéngt [18].

Aus der RST-Dynamik (s.u.) folgt, da8 der Konfigurationsraum der Materie-
verteilung (also der Raum der Hermite’schen (N x N)-Matrizen) in zwei ge-
trennte Unterrdume aufgespalten wird, und zwar unabhéngig davon, wie grof} die
Teilchenzahl N ist. Diese Dichotomie der Materieverteilung erinnert natiirlich
stark an die Einteilung der Materie in Fermionen und Bosonen in der konven-
tionellen Quantenmechanik. Im Unterschied zur konventionellen Mehrteilchen-
Quantenmechanik mufy diese Unterteilung in der RST aber nicht postuliert wer-
den, sondern ist eine direkte Folge der Dynamik. In der Tat zeigen die beiden
Gemischsorten, die als positive und negative Gemische bezeichnet werden, starke
Ahnlichkeiten mit den aus der Mehrteilchen-Quantenmechanik bekannten (anti-
)symmetrisierten Zustinden. Der Unterteilung des Konfigurationsraumes der Ma-

terie wird in den spéter folgenden Bewegungsgleichungen dadurch Rechnung ge-
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tragen, daf} eine von der Gemischsorte abhéingige Konstante o, eingefiihrt wird:

> 0: positive Gemische (o, = +1)
Ap =detZ ist { =0: reine Zustéinde (o, = 0) (2.12)

< 0: negative Gemische (o, = —1) .

Im Gegensatz zur konventionellen Quantentheorie kénnen die Zustdnde in der
RST ihre Mischungsstirke von einem Raumpunkt zum néchsten verdndern, also
zum Beispiel in bestimmten Punkten asymptotisch einen reinen Zustand anneh-
men. Zustinde, die auf einem Raumbereich ein postitives Gemisch und auf einem
anderen Raumbereich ein negatives Gemisch bilden, kommen aber in der RST

nicht vor.

Nachdem die Beschreibung der Materieverteilung iiber der Raumzeit durch
die Intensitdtsmatirx Z erkldrt wurde, soll an dieser Stelle ein weiteres wichtiges

Element der RST eingefiihrt werden:

2.3 Der Hamiltonian #H,

Der Hamiltonian #,, ist eine gl(N,C)-wertige, nicht-hermitesche (H, # H,)
1-Form iiber der Raumzeit. Sie beschreibt die dynamische Entwicklung der Ma-
terieverteilung Z (bzw. Wellenfunktion ¥). Anders als der Hamiltonian in der
konventionellen Quantenmechanik wird diese 1-Form allerdings aus den dynami-
schen Gleichungen der Theorie bestimmt und nicht von auflen vorgegeben. Die

Nicht-Hermitizitdt von #H, hat weitreichende Konsequenzen:

In der konventionellen Quantenmechanik muf§ die Reduktion eines Gemischzu-
stands in einen reinen Zustand postuliert werden, da die dort auftretende unitére
Zeitentwicklung einen solchen Ubergang nicht zulift (vgl. die GRW-Theorie, wel-
che in [18] behandelt wird). In jiingerer Zeit wurde von R. Penrose daher vorge-
schlagen, dafl der Kollaps der Wellenfunktion durch einen gravitativen Effekt her-
vorgerufen wird [19]. Die RST weist hier eine andere Dynamik auf: Ein Gemisch
kann in der RST in einen reinen Zustand iibergehen und umgekehrt. Dies liegt
daran, daf} die Zeitentwicklung eines RST-Zustandes durch die Nicht-Hermitizitét
von H, nicht unitdr ist. Dadurch wird der Ubergang von Gemischen zu reinen

Zustanden im Gegensatz zur konventionellen Quantentheorie ermdéglicht.

Die Komponenten der Intensitdtsmatrix (bzw. der Wellenfunktion) werden
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durch die sogenannten Austauschfelder (so werden die Nicht-Diagonalelemente
von H, bezeichnet) verkniipft. Die entsprechende Verkniipfung der 1-Teilchen
Unterrdume gemeinsam mit dem Mischungseffekt liefert physikalische Effekte, die
den in der gewdhnlichen Quantentheorie auftretenden eng verwandt sind (z.B.
Ununterscheidbarkeit von Teilchen, Verschrankung von Zustdnden und Ortho-

Para Aufspaltung von Energiezustinden).

Um diese Effekte zu studieren, ist es aber zunéchst nétig, die dynamischen Grund-

gleichungen der RST zu betrachten:

2.4 Die RST-Dynamik

Die Grundgleichung der RST stellt die sogenannte relativistische Schrodinger-
Gleichung dar:

iheD, U = H, U (2.13)

Im Unterschied zur Schrodinger-Gleichung ist diese Gleichung aber relativistisch
kovariant, beriicksichtigt Eichwechselwirkungen (durch die eich-kovariante Ab-
leitung D,) und besitzt eine nicht-unitére Zeitentwicklung (durch die Nicht-
Hermitizitdt von #,). Dieser partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung liegt
nur die Annahme zugrunde, da8 sich die (kovariante) Ableitung der Wellenfunk-
tion als die Wirkung eines (nicht-hermite’schen) matrixwertigen Operators auf

die Ausgangswellenfunktion schreiben 14f3t.

Hierbei wird auch sofort klar, warum die 1-Form #,, Element einer Lie-Algebra
und nicht einer Lie-Gruppe sein muf}: Die kovariante Ableitung der Wellenfunk-
tion an einem Punkt der Raumzeit kann verschwinden, also mufl der Operator
auf der rechten Seite von (2.13) Null werden kénnen, was nur moglich ist, wenn
der Operator #,, Element einer Lie-Algebra ist, da diese (im Gegensatz zu einer

Lie-Gruppe) ein Nullelement enthilt.

Betrachtet man zwei spinlose Teilchen, die der elektromagnetischen Wechsel-
wirkung unterliegen, so ist diese Gleichung zwei ungekoppelten Klein-Gordon
Gleichungen (fiir jeweils ein Teilchen) dquivalent, und zwar unabhéngig davon,
ob die Komponenten von ¥ durch die Austauschfelder aneinander koppeln oder
nicht (siehe Kapitel 5). Daher kommt dieser Gleichung fiir den in dieser Arbeit
betrachteten Fall eine eher untergeordnete Bedeutung zu. Wie schon erwihnt

treten physikalisch relevante Effekte erst in Kombination mit Gemischen auf,
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weshalb die relativistische Von-Neumann-Gleichung fiir die Intensitdtsmatrix Z
als die relevante Gleichung enzusehen ist:

i
hic
Nur fiir den Spezialfall eines reinen Zustandes (Z = ¥ ® ) ist die RNE (2.14)
zur RSE (2.13) dquivalent. Offensichtlich muf$ zur Losung von (2.13) bzw. (2.14)

der Operator H, bekannt sein. Anders als in der konventionellen Theorie, wo

DI=—T H,—H,-I). (2.14)

der Hamiltonian ein fiir alle Mal durch Analogien mit der klassischen Mechanik
festgelegt wird (Heisenberg’sche Quantisierungspostulate), wird der Hamiltonian
H, in der RST durch zwei Gleichungen bestimmt: Die Rotation von #, durch
die Integrabilitdtsbedingung

DM, — DH, + é (Mo Ho| = ificFp (2.15)
sowie die Divergenz von H, durch die Erhaltungsgleichung
2 _ i ® — _q & ?
DM, — —H H, zhc( * ) . (2.16)

Die Erhaltungsgleichung gilt in dieser Form jedoch nur fiir Teilchen ohne Spin. Fiir
Teilchen mit Spin muf} diese Gleichung um einen Spin-Polarisationsterm (X,,)

erweitert werden:

. 2

Da in dieser Arbeit aber nur skalare Teilchen behandelt werden, ist die Er-
haltungsgleichung fiir uns nur in der Form (2.16) relevant. Der Massenopera-
tor wird im folgenden immer proportional zur Einheitsmatrix angenommen, d.h.
M = M1, da wir uns auf die Beschreibung von Teilchen mit gleicher Masse

beschranken werden.

Wir haben gesehen, daf} die relativistische Schrodingergleichung auf der An-
nahme beruht, dal die Ableitung der Wellenfunktion proportional zur mit einem
Operator H,, multiplizierten Wellenfunktion ist. Auf welchen Annahmen basieren
aber die Gleichungen (2.15) und (2.16) fiir diese Hamilton’sche 1-Form H,, 7

Die Integrabilitéitsbedingung (2.15) basiert auf der Forderung, dafi die relati-
vistische Schrodingergleichung bzw. die relativistische Von-Neumann Gleichung
Losungen besitzen soll. Dies ist dann der Fall, wenn die Wellenfunktion ¥ bzw.

die Intensitatsmatrix Z der Biindelidentitit

[D,D, — D,D,|¥ = F,, ¥ (2.18)
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bzw.
[DMD,, — D,,DM]I = [.7-'#,,,1] (2.19)

geniigt. Die Forderung (2.15) an #,, stellt sicher, daf} diese Biindelidentitédten von
U bzw. T automatisch erfiillt werden. Die Erhaltungsgleichung fiir 7, (2.16) sorgt

hingegen dafiir, daf} einige physikalische Groflen automatisch erhalten bleiben:

2.5 Erhaltungssitze in der RST

Wie schon eingangs erwéhnt, stellt die RST einen sehr allgemeinen Rahmen fiir
die Beschreibung relativistischer Felder dar und 148t einen weiten Spielraum von
Feldkonfigurationen zu. Einige Eigenschaften der Bewegung der Materie miissen
aber festgelegt werden. Diese betreffen die Erhaltungssétze, von denen die wich-

tigsten die folgenden sind:
1.) Die Stromerhaltung:

D'J,=0. (2.20)
Diese Erhaltungsgleichung ergibt sich direkt aus den Maxwell-Gleichungen

D'F,, =4 T, , (2.21)

2
(0 = 52)

die einen Teil der RST-Dynamik bilden. (Im Falle einer nicht-abelschen Eich-
theorie stellen diese Gleichungen die Yang-Mills Gleichungen dar). Durch die
kovariante Ableitung von (2.21) erhéilt man direkt den Erhaltungssatz (2.20), da
D'D*F,, = 0 gilt. Der Strom-Operator 7, wird nach den Generatoren 7¢ der
Eichgruppe zerlegt, welche die Wechselwirkung beschreibt:

Tu = JauT* - (2.22)

Dann gilt die Erhaltungsgleichung (2.20) fiir jede einzelne Komponente des so

zerlegten Strom-Operators:
Ve =0, (2.23)

wenn die Eichgruppe abelsch ist. Diese Komponenten j,, des Stromes 7, stehen

mit den Geschwindigkeitskomponenten v,, in folgender Verbindung:

Jap = tr(Z - vgy) (2.24)
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Fiir skalare Teilchen macht man fiir Beziehung zwischen den Geschwindigkeits-
keitskomponenten und der Hamilton’schen 1-Form H, folgenden Ansatz:

7 —

Vo = 52 (Ta M, +7H, Ta> . (2.25)

Damit die Stromerhaltung (2.23) mit dem Ansatz (2.25) automatisch gewéhrlei-
stet ist, muf fiir den Hamiltonian die Erhaltungsgleichung (2.16) gelten.

Obwohl in dieser Arbeit nur skalare Teilchen betrachtet werden, soll kurz auf den
Spinor-Fall (Dirac-Gleichung) eingegangen werden: Die Geschwindigkeitsoperato-
ren v, fallen hier mit den Dirac-Matrizen zusammen: v, = v,. Die Erhaltungsglei-
chung erhélt einen zusitzlichen Spin-Polarisationsterm (siehe (2.17)). Man kann
nun zeigen [16], dafl die Bedingung (2.17) sich wesentlich vereinfachen lifit, da

sie sich in die Beziehung

Y H =M1 (2.26)
umformen l&8¢t.
2.) Die Energie-Impulserhaltung

Fiir ein abgeschlossenes System gilt die Erhaltung des Energie-Impulstensors
VT, =0. (2.27)

Der Energie-Impuls-Tensor setzt sich dabei aus einem von der Materie sowie aus
einem durch das Eichfeld erzeugten Anteil zusammen (siehe z.B. [17]). In unse-
rem Fall kommt der Eichfeldanteil durch die elektromagnetische Wechselwirkung

zustande:

T = ™7, + T, (2.28)

py =

Der materielle Anteil des Energie-Impuls-Tensors wird aus dem Energie-Impuls-

Operator folgendermafien gebildet

mat)p , = tr(Z To) - (2.29)

Der Energie-Impuls-Operator fiir skalare Teilchen wird hierbei durch folgende
Beziehung aus der Hamilton’schen 1-Form abgeleitet:
1 — — A 9\ 2
Eu:m{%u}tu"i_%u%u_guu(}t H)\_<MC> )} (230)

Zur Form des Energie-Impuls Tensors fiir Dirac-Teilchen sei auf Ref. [20] verwie-

sen.
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Die Erhaltungsgleichung (2.27) gilt fiir den materiellen Teil des Energie-Impuls-
Tensors allein nur dann, wenn keine Eichfelder vorhanden sind. Sind Eichfelder

vorhanden, so wirkt auf die Materie eine duflere Kraftdichte
yrma =1, (2.31)

welche durch die Eichfelder erzeugt wird. Damit die Erhaltungsgleichung (2.27)

weiterhin giiltig ist, muf} also

VAT, = —f, (2.32)

pr =
gelten. In der RST wird diese Kraftdichte f, durch folgende Beziehung aus dem
Kraftoperator f, abgeleitet

f, =tr(Z f,) = heFouwg™, (2.33)

wobei die Feldstdrkekomponenten Fy,,, sich aus dem Feldstérkeoperator F,, duch

Zerlegung nach den Generatoren 7, der Lie-Gruppe ergeben:
f;w = a;wTa . (234)

Der Kraftoperator setzt sich aus der Hamilton’schen 1-Form und dem Eichfeld

folgendermafien zusammen:

f, = H' Fo+ Fu ’H“) . (2.35)

i

Wird die Gravitation als Wechselwirkung hinzugenommen, so werden die Glei-

chungen der RST um die Einstein-Gleichungen

1 L
Ry = 59l = SWH—ZT,W (2.36)

erginzt. Diese erzwingen die Energie-Impuls Erhaltung (2.27) als eine Konsistenz-
bedingung. Daher muf} bei der Beschreibung der Gravitationswechselwirkung im-
mer der Energie-Impuls-Anteil des Eichfelds mit beriicksichtigt werden, wihrend
man sich ohne Beriicksichtigung der Gravitation auf das materielle Subsystem

mit der Bedingung (2.31) beschréinken kann.

2.6 Aquivalenz von RST und konventioneller Quan-
tentheorie auf dem 1-Teilchen Sektor
In diesem Abschnitt wird nachgewiesen, dafl der RST-Formalismus im skala-

ren 1-Teilchen-Fall auf die Klein-Gordon bzw. im Spin 1/2-Fall auf die Dirac-
Gleichung fiihrt.



2.6 Aquivalenz von RST und konventioneller Quantentheorie auf dem 1-Teilchen Sektor 29

1.) Ein Skalares Teilchen

Bei allen folgenden Berechnungen wird der Hamiltionian H,, # H, zerlegt in

zwei hermitesche Anteile, und zwar auf folgende Weise:

H, = hc(ICM + wu) (2.37)

Der Anteil IC,(= K,) heifit kinetisches Feld, wiahrend der £, (= L£,)-Anteil als
Lokalisationsfeld bezeichnet wird. Diese Bezeichnungen wurden eingefiihrt, weil
die Spur des kinetischen Feldes K, = tr(XC,) im 1-Teilchen Fall proprtional zum
Vierer-Impuls p, ist: p, = MLCK .- Dagegen folgt aus der Integrabilitétsbedingung
(2.15) sofort, da8 das Feld L, = tr(L£,) ein Gradientenfeld ist, da

VL, —V,L,=0 (2.38)

gilt. Das zu diesem Gradientenfeld gehorige Potentialfeld L(z), Amplitudenfeld

genannt, wird iiber die Beziehung

_ (%L(x)
L,= 7L(x) (2.39)

definiert. Sollte man sich iiber die logarithmische Definition dieses Feldes wun-
dern, so wird gleich im Anschlufl gezeigt, dafl diese Definition es erlaubt, eine
zur Form der Klein-Gordon Gleichung dquivalente Wellengleichung aufzustellen
(wiirde L, = 0,L(z) verwendet, so miifite die entstehende Gleichung erst um-
parametrisiert werden, um die Ahnlichkeit zur Klein-Gordon Gleichung zu er-
kennen). Die Bezeichnung “Amplitudenfeld” riihrt nun daher, daf dieses Feld
im Einteilchen-Fall der Amplitude der Wellenfunktion ¢ in der konventionellen
Quantentheorie entspricht. Damit ist auch die Wahrscheinlichkeitsamplitude | |*
gegeben als das Quadrat von L(x): |¢|* = L?. Das Quadrat des Amplitudenfeldes
wird daher in der RST als Teilchen-Dichte im fluid-dynamischen Sinne interpre-

tiert. Dies wird anhand folgender Herleitung illustriert:

Wir gehen von der relativistischen Schrédingergleichung (2.13) aus und be-
trachten eine eindimensionale, komplexe Realisierung (C'-Realisierung) mit elek-

tromagnetischer Eichgruppe U(1). Das bedeutet, dal die Eichgruppe nur einen

einzigen Generator 7 = —i besitzt. Also werden alle Eichfelder nach diesem Ge-
nerator zerlegt, z.B. A, = A,7 = —iA,. Die (reellen) Hamiltonschen Felder sind
hier proportional zur Einheitsmatrix in einer Dimension: £, = K, 1 = K,

L,=1L,1=0,L/L1=0,L/L. Die relativistische Schrédingergleichung

iheDyp = Hoih (2.40)
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schreibt sich mit diesen Ersetzungen folgendermafien

ihc(9y — 1Au)) = he(Ky, +iL,)1 . (2.41)
und kann sehr einfach integriert werden,
b = L@)-exp (—if (K, — A,)da") (2.42)
Opa
v = L(x)- e @ (2.43)

wobei hier ausgeniitzt wurde, daf§ die Integrabilitdtsbedingung fiir das kinetische
Feld K, folgende Bedingung liefert:

V,K,~V,K,=F,, . (2.44)
Da F,, = V,A, — V,A, ist, unterscheiden sich die beiden Felder K, und A,

tatsiachlich nur durch einen Gradienten:
K,=0,0a+A4,. (2.45)

Aus (2.43) ist die Interpretation des Amplitudenfeldes als Amplitude der Wellen-
funktion sofort ersichtlich. Die Losung der relativistischen Schrédingergleichung
hat nun zwar die Bedeutung von Amplitudenfeld und kinetischem Feld klarge-
macht, aber sie hat keine Wellengleichung fiir das Amplitudenfeld ergeben. Diese
wird durch die Erhaltungsgleichung von H, (2.16) geliefert:

Mc

OL + ((7)2 . K,J(“)L ~0. (2.46)

Zusétzlich liefert die Erhaltungsgleichung auch einen erhaltenen Strom j,, fiir den
sich in dieser Realisation mit (2.24) und (2.25) j, = =LK, ergibt:

VHIL*K,) =0~ V"j, =0. (2.47)

Die letzte Gleichung illustriert sehr schon den fluid-dynamischen Charakter der
RST. Der erhaltene Strom ist bis auf einen Proportionalitdtsfaktor das Produkt
aus Dichte p = L? und Viererimpuls p, = hK,, 1a8t sich also wesentlich einfacher
schreiben als die herkémmliche Darstellung des erhaltenen Viererstroms in der
Klein-Gordon Theorie.

2.) Ein Dirac-Teilchen

Die Aquivalenz zwischen Dirac-Gleichung und der komplexen, vierdimensiona-
len Darstellung der RST unter Beriicksichtigung des Spins ist besonders einfach:
Die Dirac-Bedingung (2.26) wird in die relativistische Schrodingergleichung (2.13)

eingesetzt, woraus sich direkt die Dirac-Gleichung ergibt:

ihy, D' = Mc¥ . (2.48)
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2.7 Selbst-Wechselwirkung in der RST

Interpretiert man das Quadrat der Wellenfunktion in der konventionellen Quan-
tentheorie als elektrische Ladungsdichte, setzt man also py = ey, so tritt ein
grofles Problem auf, das zum ersten Mal von E. Schrédinger erkannt wurde: Eine
kontinuierliche, ausgedehnte Ladungsdichte p, wiirde, wie man in jedem Lehr-
buch iiber klassische Elektrodynamik nachlesen kann, eine elektrostatische Selbst-

energie vom Betrag
ES = // pel(r) ) pil(r )d37:»‘d37:; (249)
7=

erzeugen. Aber wenn dieser klassische Selbstenergie-Beitrag fiir die Losung des
Eigenwertproblems eines Elektrons im Coulomb-Potential (V' = —Z ‘;—2) verwendet
wird, so weicht das so erhaltene Spektrum des Wasserstoffatoms auf drastische
Weise von den experimentellen Befunden ab. Offensichtlich interagiert das Was-
serstoffatom nicht auf diese Weise mit sich selbst. Andererseits scheint Schrodin-
gers Annahme der Existenz einer elektrischen Ladungswolke um den Kern herum
nicht falsch zu sein, da das Wasserstoffatom als Ganzes als ein neutrales Objekt
mit festgelegter Symmetrie erscheint (z.B sphérischer Symmetrie im Grundzu-
stand). Warum interagiert die 1-Teilchen Ladungswolke um das Proton herum
also nicht mit sich selbst gemé&f (2.49) ?

Eine Losung fiir dieses Problem bietet auch die RST nicht, wohl aber die
Moglichkeit, dieses auf elegante Art zu umgehen. In den Eichtheorien treten

Strome namlich an zwei verschiedenen Stellen auf:

(i) Die Ladungsdichte 7, ist die Quelle des Feldstérketensors (2.21) und gehorcht
deshalb der Kontinuitétsgleichung (2.20)

(ii) Die Ladungsdichte 7, erzeugt gemeinsam mit der Feldstérke die Kraftdichte
fu (vel. (2.33))

Fiir einen Strom, der im zweiten Kontext auftritt, mufl keine Erhaltungsglei-
chung gelten, und daher ist es nicht zwingend erforderlich, die Stréme aus Kon-
text (i) und (ii) miteinander zu identifizieren. Dennoch wére es natiirlich sehr
verlockend dies zu tun, aber dabei wiirde man direkt auf die oben genannten
Schwierigkeiten mit der Selbst-Energie stoflen. Betrachtet man nochmals die Glei-
chung fiir die Kraftdichte

fo = hcF,,, 5™ (2.50)
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so folgt aus der RST-Dynamik, da§ die hier auftretenden Strome j** durch (2.24)
und (2.25) festgelegt sind. Aber es ist nicht klar, daf der Strom, der die Feldstéirke
F,,, erzeugt, mit dem Strom j* identisch ist, der in der Kraftdichte f, auftritt.
Im Gegenteil, wiirde die Feldstirke auf diese Weise erzeugt, so wére die Folge,
daf} die Kraftdichte f, sich ausschliellich aus der Selbst-Wechselwirkung durch
jenen Teil der Materieverteilung, welche den Strom j** erzeugt, aufbauen wiirde.
Da es verniinftiger ist, davon auszugehen, dafl Wechselwirkungen zwischen ver-
schiedenen Teilchen stattfinden, kommt man zu dem Schluf}, daf} die Kraftdichte
(2.50) nicht vom Strom j* erzeugt werden sollte. Wir verwenden deshalb folgene

modifizierte Form der Maxwell-Gleichungen:

D' F,, = 4na T, (2.51)
wobei der hier als Quelle auftretende Strom folgende Gestalt besitzt:

I, = (7)1 -7, (2.52)

und J, aus Gleichung (2.22) verwendet wurde. Durch diese Konstruktion ist die
Quelle der Feldstérke fiir das Teilchen a die Summe aus den Strémen von allen
Teilchen des Systems bis auf den vom Teilchen a selbst erzeugten Strom. Dadurch
kann auch die Feldstéirke selbst als die Summe der Feldstérken aller anderen im

System vorhandenen Teilchen angesehen werden:
Fup = tr(Fu)1 — Fp . (2.53)

Mit der Einfiihrung dieser Grofle lassen sich die Maxwell-Gleichungen auch fol-

gendermaflen schreiben
D" F,, = 41T, (2.54)

wobei J, aus (2.22) verwendet wird. Fiir eine eingehendere Betrachtung dieser
Konstruktion, z.B. die Resultate fiir den Energie-Impulstensor des elektromagne-

tischen Feldes, sei auf [21] verwiesen.

Damit ist die Betrachtung der allgemeinen Grundlagen der RST abgeschlossen
und wir kénnen uns dem eigentlichen Thema dieser Doktorarbeit, der Behandlung

von 2-Teilchen Systemen im Rahmen der RST zuwenden.



Kapitel 3

2-Teilchen Systeme in der RST

Ein skalares 2-Teilchen System, das der elektromagnetischen Wechselwirkung
unterliegt, im Formalismus der RST zu behandeln ist Gegenstand dieser Doktor-
arbeit. Ein solches System muf natiirlich durch geeignete Feldgréen parametri-
siert werden. In diesem Kapitel wird eine mogliche Parametrisierung vorgestellt,
welche zu Beginn der Doktorarbeit schon vorhanden war [22]. Ein wesentlicher
Teil dieser Doktorarbeit bestand nun darin, eine neue Parametrisierung zu fin-
den, sodafl die von der RST erzeugten Effekte klarer zum Ausdruck gebracht
und somit die Losung der RST-Dynamik fiir gebundene Zustinde ermoglicht
wurden. Die neueste Parametrisierung, die in Kapitel 6 vorgestellt wird, verein-
facht die Beschreibung des 2-Teilchen Systems wesentlich. Ein wichtiger Punkt
im Formalismus der RST, namlich die Aufteilung des Konfigurationsraumes der
Intensitdtsmatix Z in zwei durch die Dynamik getrennte Bereiche, wird aber auch

schon in der alten Parametrisierung deutlich.

In den ersten beiden Abschnitten dieses Kapitels wird die Kinematik des 2-
Teilchen Systems behandelt, indem die zur Beschreibung dieses Systems benotig-
ten Operatoren nach einer geeigneten Basis zerlegt werden. Die Komponenten
dieser Zerlegung unterliegen der RST-Dynamik, welche durch die Integrabilitéts-
bedingung (Abschnitt 3), die Erhaltungsgleichung (Abschnitt 4) und die von-
Neumann-Gleichung (Abschnitt 5) gegeben ist. Das aus dieser Dynamik entstan-
dene System gekoppelter, nichtlinearer Differentialgleichungen fiir die Kompo-

nentenfelder ist der Untersuchungsgegenstand dieser Doktorarbeit.
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3.1 Operatorbasis und Eichgruppe

Die Parametrisierung eines 2-Teilchen Systems in der RST findet in der C2-
Realisation statt. Dies bedeutet, dafl die Wellenfunktion W(x) ein Schnitt eines
komplexen Vektorbiindels mit Faserdimension N = 2 ist. Somit 148t sich die

Wellenfunktion folgendermaflen schreiben:

o D P T (3.1)
1/)2 L2€_la2.

Entsprechend sind die Operatoren (z.B. die Intensitdtsmatrix Z), die auf diesem
komplexen Raum C? wirken, G£(2, C)-wertige Operatoren. Im folgenden stellen
wir zundchst die Kinematik dieser Realisierung vor. Das bedeutet, dafl wir eine
geeignete (hermitesche) Basis fiir diese Operatoren aufsuchen miissen. Diese ist

gegeben durch zwei Projektoren P, = (P,)

7)1 ' Pg =0 (3.2&)
P +P=1 (3.2b)
trPr=trPy=1, (3.2¢)

welche durch zwei Kommutatoren IT, =TI, (a = 1, 2) erginzt werden, so daf die

folgenden algebraischen Relationen gelten:

{1, P} =11, (3.3a)
[Py, 1% = — [Py, 1%] = %, IT° (3.3b)
{1, Iy} = 260 - 1 (3.3¢c)
g, 1] = 2igqp (P — Pa) - (3.3d)

Eine geeignete Darstellung dieser Algebra kann zum Beispiel durch die Pauli-

Matrizen {0, 0,,0,} erfolgen, d.h.

P = % (1+0.) (3.4a)
P = % (1—-o0,) (3.4b)
M, =0, (3.4¢)
M, = o, (3.4d)

Diese Operatorbasis {P,,I1,} wird die Einzelteilchen-Basis (ETB) genannt, da

die Projektoren P, auf die Einzeltelchen-Unterriume der Gesamtvektorfaser C2 =
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C'@C' projizieren, so daf8 das entsprechende Vektorbiindel der 2-Teilchen Wellen-
funktionen als die Whitney-Summe der zwei Einteilchen-Biindel aufgefafit werden

kann.

In der klassischen Physik kann ein System von zwei Punktteilchen aber auch als
ein Teilchen mit internen Freiheitsgraden angesehen werden (indem man in das
Schwerpunktsystem iibergeht). Analog zu diesem Vorgehen wird die Erweiterte
Teilchenbasis {1, Q,11,} (WTB) aus der ETB durch

Pl + 7)2 =1 (35&)
P —Py=0Q (3.5b)

gebildet. Jeder Operator kann nun in eines der beiden Basissysteme zerlegt wer-
den, und die Komponenten in der einen Basis kénnen auf die Komponenten der
anderen Basis umgerechnet werden. So 148 sich die Intensitdtsmatrix Z im der
ETB schreiben als

1
= p,P*+ sll" (3.6)

(wobei iiber doppelt auftretende Indizes in gegeniiberliegenden Positionen sum-

miert wird und die Fasermetrik durch g,, = — tr(7, - 7,) = 04 gegeben ist).

Die Zerlegung der Intensitdtsmatrix in der WTB ist hingegen

I:%(p-1+q-Q+8aHa). (3.7)

Die Transformationsformeln fiir die Umrechnung der Komponenten zwischen den

beiden Basen sind gegeben durch

p=p1+p (3.8a)
q=p1—p2- (3.8b)

In gleicher Weise lassen sich auch das Kinetische Feld I,

K= Koy P + QoplI* (ETB) (2) (3.9)
YLK, 14 LB, Q4 QI (WTB) (b)

und das Lokalisationsfeld L,

o Loy P + Ng, 11, (ETB) (a) (3.10)
i, 141,04 N, ¢ (WTB) (b)
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in beide Basissysteme zerlegen. Bei dieser Zerlegung treten zwei Typen von Fel-
dern auf, und zwar solche, deren Komponenten bei der Spurbildung tr(KC,) bzw.
tr(L£,) verschwinden, und solche, bei denen dies nicht der Fall ist. Die erste Art
von Feldern (ndmlich Q,, und N,) bezeichnet man als Austauschfelder, welche
sich nicht eindeutig einem der beiden Teilchen zuordnen lassen. Die zweite Art
von Feldern (K, und L,,) lassen sich durch geeignete Linearkombination (in der
WTB) oder direkt (in der ETB) den einzelnen Teilchen zuordnen, daher werden

sie als Finzelteilchenfelder bezeichnet.

Dariiberhinaus werden die Einzelteilchen-Generatoren 7, fiir die 2-Teilchen Eich-
gruppe U(1) x U(1) festgelegt als (a = 1,2)

T = —1P, (3.11)
und sind demzufolge kovariant konstant:
D, =0. (3.12)

Und selbstversténdlich kann man die Konnexion A, und Kriimmung F,, sowohl

in Bezug auf die Einteilchen-Basis ETB zerlegen

Au = AauTa (313&)
f;w = a;wTa (313b)
als auch in Bezug auf die WTB
A, = —iA,-1—ia,-Q (3.14a)
f;w — _Z.F;w -1 if;wQ , (314b)

wobei die WTB-Komponenten zu den ETB-Komponenten in folgender Beziehung

stehen:

~

1
Au = 5 (Aluu + A2uu) (315&)

1
ay = 5 (Al;w - AZW/) ) (315b)

und analog fiir die Feldstarken gilt

~

1
F;w - 5 (Fl;w + F2;w) (315C)

1

f/w = 5 (Fl;w - FQ;W) . (315d)
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Das duflere Eichpotential flu erzeugt dabei die duflere Feldstérke FW

A ~

F,=V,A,~V,A, (3.16)
und das innere Eichpotential a, die innere Feldstérke f,,:

f;w = Vuau - Vzlau . (317)

Die Formulierung in der WTB scheint zur Beschreibung des 2-Teilchensystems
geeigneter zu sein als die ETB, da sie direkt zum Auftreten eines SO(2)-Unterbiindels
fiihrt. In der Tat 148t sich ein typisches Element der Eichgruppe S € U(1) x U(1)
in der WTB schreiben als

S=exp(—iAd-1—ia-Q)
=exp (—iA-1)-exp (—iaQ) (3.18)
= Stot(A) : Srel(a) .
Man findet nun, dafl die Permutatoren II, sich unter der Wirkung der Relativ-
gruppe {Sra} wie ein SO(2) Eichdublett transformieren, d.h.

S M, -8'=8 -1, St =1, 5", . (3.19)

rel —
Hierbei bezeichnet S ein SO(2)-Element der Relativgruppe
S% = cos2a - 0% — sin2a - €% (3.20)

und g4, = —&p, ist der SO(2)-invariante Permutationstensor in zwei Dimensionen.
Die entsprechende SO(2) Unterkonnexion w®, li8t sich sofort aus der urspriing-
lichen U(1) x U(1)-Konnexion A, durch Verwendung der kovarianten Ableitung

des Permutator-Dubletts bestimmen

DI, =T - P, (3.21a)
mit
Wy = —2a, - £, . (3.21b)

Daher gelangen wir zu dem plausiblen Resultat, dal die Umeichung des inter-
nen Freiheitsgrads des ausgedehnten Teilchens nur durch die Relativgruppe {Sye }
vermittelt wird. Dieser interne Freiheitsgrad wird nicht beeinflufit durch die Wir-
kung der Totalgruppe {S;ot}, welche sich auf die dufere Bewegung (d.h. Schwer-
punktsbewegung) des 2-Teilchen Systems bezieht. Als ein einfaches Beispiel fiir
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diesen Mechanismus betrachte man eine allgemeine U(1) x U (1)-Eichtransformation

der Intensitatsmatrix Z:

I-7=81I-8"'
1 (3.22)
= §(P'1+CI' Q+s11) .
Offensichtlich bleiben hierbei die totale und relative Dichte p und ¢ invariant,
withrend sich die Uberlappungsdichten {s,} wie die Komponenten eines SO(2)-

Vektorfeldes transformieren:
s =s,-5% . (3.23)
Als Konsequenz dieses Transformationsverhaltens muf} die Ableitung dieses Vek-

tors auf eichkovariante Weise erfolgen:

o

D,s, = 0,5, — Sp wbau . (3.24)

3.2 Rotierende Basis und Polarisationsstrome

Das Transformationsverhalten der Uberlappungsdichten s, (3.23) bildet den

AnlaB zur Einfiihrung eines rotierenden, eichinvarianten Permutator-Dubletts ﬁ, II:

Il = §,I1° (3.25a)
Il = £%5,11, (3.25b)

Diese neue Basis kann nun sowohl mit der ETB als auch mit der WTB verwen-
det, werden. In Bezug auf diese rotierende Basis (RTB) {II, I} schreibt sich die

Intensitatsmatrix

g paP" + sn) , (ETB) (a) 596)

(p 1+¢Q+ sn) . (WTB) (b)
Im folgenden werden wir héufig von dieser Zerlegung von Z Gebrauch machen,

zusammen mit einer analogen Zerlegung der Austauschfelder )., und N,,. Die-

se treten bei der Zerlegung des Hamiltonians H, in seine beiden hermiteschen
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Anteile £, (3.9) und £, (3.10) auf (s.0.):

Qup = (H)Qu 5, + (l)Qu b5 (3.27a)
Ngw= DN, -5, + IN, - 8,3, . (3.27Dh)

Der offensichtliche Vorteil der Verwendung der RTB ist die Eichinvarianz der
Operatorkomponenten. Dadurch kann man statt mit den SO(2) eichkovarianten
Groflen sq, Qqu, Noy nun mit den eichinvarianten Grofien s, (”)Q“, (L)QM, (”)NM,
(L)Nﬂ arbeiten. Dies erlaubt es, die Feldgleichungen in einer eichinvarianten Weise
zu formulieren. (der RTB-Formalismus wurde beispielsweise auch verwendet, um
die Dirac’sche Spinortheorie als eine C*-Realisation der RST darzustellen, siche
z.B. [23]).

Schliellich k6nnen fiir das 2-Teilchen-System noch die Strome konstruiert werden:
Die Zerlegung (2.37) des Hamiltonians #,, in &, und £, erlaubt es, eine analoge

Zerlegung der Geschwindigkeitsoperatoren vorzunehmen

Vap (3.28)

und zwar unter Verwendung des Zusammenhangs (2.25) zwischen diesen Opera-

(©)

toren und dem Hamiltonian. Der Konvektionsanteil \*’v,, berechnet sich dabei

aus dem kinetischen Feld I, in Form eines Anti-Kommutators

ih
g = M{K“,Ta} (3.29)

wohingegen der Polarisationsanteil mit dem Lokalisationsfeld £, in Form eines

Kommutators verkniipft ist:

)y, = 2_]\720[5”, . (3.30)

Mit (2.24) folgt fiir den ersten Strom
Jip = Djra + O, (3.31a)
©4y, = % (lelu + % 5- ““Qu) (3.31b)
(P)jm = 23fe -5“bsaNbﬂ = th 5 - (L)Nﬂ (3.31¢)

und fiir den zweiten Strom

Jow = Doy + gy, (3.32a)
©,, = % <P2K2u N % 5. (||)Q“> (3.32b)
®) 5y, = —2—]\720 £Wsu Ny = —2]\720 s- (N, (3.32c)
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Daran 148t sich ablesen, daf} fiir den speziellen Fall eines reinen Zustands W die
Polarisationsanteile (F Jau nur dann von Null verschieden sein konnen, wenn die
beiden Wellenfunktionen 1), sich iiberlappen und damit die Uberlappungsdichte
s von Null verschieden ist. Die Einzelteilchen-Dichten eines reinen 2-Teilchen

Zustands nehmen dann die folgende Form an:

—tr(T-P) > TP - =L, (3.33a)
0 (T-Py) > TPy U = Ly’ (3.33b)
=tr(Z- 1) — W W = 2Ly Ly cos (o — ap) (3.33¢)
=tr(Z-1ly) = ¥ -Ily - ¥ = 2L Ly sin (a; — ay) (3.33d)
s:tr<I-H>—>\II-H-\II:2L1L2. (3.33¢)

Aus der letzten Gleichung kann man ablesen, da die Uberlappungsdichte s nur
fiir sich iiberlappende Wellenpakete 1, von Null verschieden ist. Man kann sich
auch iiberzeugen, daf die Fierz-Identitét (2.9) fiir einen reinen Zustand mit der
Parametrisierung (3.33) erfiillt ist, weil gilt (in der WTB).

pP— (¢ +s*)=0. (3.34)

Schreibt man die Stréme j,, in die WIB um

Ju = jlu + j2u (335&)
ju : jlu - j2u (335b)
so findet man
h
J, = e (p-Ku+q-k,+2s-1Q,) (3.36a)
in=gape (P bt a- Kyt 25 IN,) - (3.36b)

Dabei stellt man fest, dal der Gesamtstrom J,, (3.36) keinen Polarisationsanteil
(~ WN,) besitzt, und deshalb ausschlieflich von den Konvektionsanteilen der
Einzelteilchenstrome gebildet wird. Der Gesamtstrom ist aber als eine externe
Grofle anzusehen, die den Punktteilchenlimes (g, s| — 0) iiberlebt und damit
im wesentlichen die Punktteilchen-Eigenschaften des ausgedehnten Teilchens mit
einer schwachen Kopplung an die inneren Freiheitsgrade beschreibt. Auflerdenm
tragt der Strom J, die Gesamtladung N = 2 des 2-Teilchen Systems, d.h.

/JM-dS“:/jlu-d5“+/j2u-d5“:2, (3.37)

(5) (5) (5)



3.3 Die Integrabilititsbedingung 41

wohingegen der Relativstrom j, ein neutraler Strom ist, der keine Ladung tréigt:

/ju-dS“:/jlu-dS“—/jgﬂ-dS":(). (3.38)

(5) (5) (5)

Die internen Freiheitsgrade des ausgedehnten Teilchens werden jedoch durch
den Relativstrom (3.36b) beschrieben, der den doppelten Polarisationsanteil der
beiden Einteilchen-Strome enthélt. Was diesen Polarisationsanteil betrifft, so stellt
man fest, dafl es einen solchen in einer (skalaren) 1-Teilchen Theorie nicht gibt
(weder in der RST noch in der konventionellen Quantenmechank). Damit ist klar,
daf} die Polarisationsanteile eines jeden (skalaren) Teilchens eines 2-Teilchen Sy-
stems in der RST durch die Anwesenheit des anderen Teilchens entstehen. Dieses
Argument erscheint auch deshalb plausibel, weil skalare Teilchen keine intrinsi-

sche Polarisation besitzen konnen.

3.3 Die Integrabilitatsbedingung

Nachdem die Kinematik des 2-Teilchen Systems im obigen Abschnitt beschrie-
ben wurde, kann man nun zu den dynamischen Aspekten dieses Systems iiberge-
hen. In diesem Abschnitt diskutieren wir die Hamiltonsche Dynamik, und zwar
ausschlielich die Integrabilitidtsbedingung (2.15). Zunéchst stellt man bei der
Betrachtung dieser Gleichung fest, da$ wie im Einteilchen-Fall (2.38) fiir das Lo-
kalisationsfeld L, = tr(L,) = Ly, + Lo, in der WTB folgende Beziehung gilt:

VuL,—V,L,=0. (3.39)

Also ist der Vektor L, ein Gradientenfeld und erlaubt es uns deshalb, ein Ampli-
tudenfeld L(x) durch
0, L? o,L

L,=

einzufithren. Aber im Gegensatz zu diesem erfreulichen Resultat ist der ande-
re Lokalisationskoeffizient [, (3.10b) im allgemeinen kein Gradientenfeld, da die

Integrabilitdtsbedingung hier eine nicht-triviale Rotationgleichung liefert:

Vul, = V1, =

(3.41)
4 (DN, B, — N, . Bg, - ON, . g, + DN, (hg,).
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Der néchste wichtige Punkt betrifft die kinetischen Felder K, und k, (3.9a).
Mit Hilfe der Integrabilitdtsbedingung findet man, dafl ihre Rotation mit den
Feldstérken verkniipft ist, aber in einer sehr unterschiedlichen Weise fiir den dufle-

ren und inneren Anteil, ndmlich

V.K,-V,K,=2EF, (3.42a)
und
Viky = Viky=2fu +2G,, , (3.42b)

wobei die Austauschfeldstirke G, definiert ist als

G =

(3.43)
2 (0, - W@, — g, ®Q, — N, . DN, + (DN, . DN,) .

Das totale kinetische Feld K, spiirt hier zweimal die &uflere Feldstérke ﬁ’w,! Der
Grund fiir dieses Verhalten liegt in der Tatsache, dal das &uflere Feld ﬁ,“, sich
durch seine Definition nur auf eine Ladungseinheit bezieht, aber das totale kine-
tische Feld K, mit dem Gesamtstrom .J,, verkniipft ist, der die doppelte Gesamt-
ladung trigt (vgl. (3.37)). Dies wird deutlich, wenn man die Strome ausdriickt

durch die entsprechenden Geschwindigkeitsoperatoren V,, v,, was auf
J,=tr(Z-V,) (3.44a)
Ju=1tr(T-v,) (3.44b)

fithrt, wobei der Gesamtgeschwindigketisoperator V), bis auf einen konstanten

Vorfaktor mit dem kinetischen Gesamtfeld IC,, {ibereinstimmt.

i/cﬂ : (3.45)

V= v+ vy = e

Also ist auch die Gesamtgeschwindigkeit V), eine rein konvektive Grofie (siehe
auch die Aufteilung der Geschwindigkeitsoperatoren (3.28)-(3.30)), wohingegen
die Relativgeschwindigkeit v,

H,-Q+ Q- H,) (3.46)

1
Uuizvlu—%:m(

auch einen Polarisationsanteil (P)v“ enthalt

v, = Oy, + Py, | (3.47)
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der gemeinsam mit seinem konvektiven Gegenstiick (C)v“ in der WTB folgende

Form annimmt:

h h
(C)U“ = m {IC“, Q} = m (KM . Q + ku . 1) (348&)
), _ _ih _ N H o LT
b= 53— [Q L] = (DN, - = N, -1T) . (3.48b)

Die konvektive Gestalt (3.44)-(3.45) des Gesamtstromes J, fithrt also gemeinsam
mit seiner doppelten Gesamtladung (3.37) dazu, da der Wirbel von K, das
zweifache Gesamtfeld F),, ist, was durch Gleichung (3.42a) ausgedriickt wird.

Auch die Wirbelgleichung fiir das kinetische Relativfeld &, (3.42b) besitzt einige
auflergewdhnliche Eigenschaften. Offensichtlich “fiihlt” dieses Feld nicht nur die
interne Feldstérke f,,, welche durch Gleichung (3.17) definiert ist, sondern auch
die Austauschfeldstirke G, (3.43). Es ist leicht einzusehen, dafl dieses Feld in

einer pseudo-Riemannschen Raumzeit der folgenden Bedingung unterworfen ist:
V“Gy,\ + V,,G)\u + V/\G/w =0 (349)

welche notwendig und hinreichend fiir die Existenz eines Austauschpotentials G/,
ist, so daf} G, die Rotation dieses Potentials bildet:

G = V.G, — V.G, . (3.50)

Daher kann man die Rotationsgleichung fiir &k, (3.42b) auch in der folgenden

Form schreiben
Vik, —V)k, =2f, (3.51)
so daff das modifizierte Feld 'k,
'k =k, — 2G, (3.52)

nur noch die innere Feldstérke f,, “fiihlt”.

Im folgenden werden wir vom modifizierten Feld 'k, an Stelle des urspriinglichen
Feldes k, Gebrauch machen, da dies die Gleichungen vereinfacht. Beispielsweise
findet man fiir die kovariante Ableitung des Einheitsvektors §,, der in Gleichung
(3.25) definiert wurde

Dysa =23k, . (3.53)
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Auch die kovarianten Ableitungen der Basisoperatoren der rotierenden Basis las-

sen sich mit Hilfe des neuen Feldes 'k, folgendermaflen schreiben:

DI, ="k, -1I (3.54a)
DI, = —'k, 11 . (3.54b)

Es sollte noch darauf hingewiesen werden, dafl das Austauschpotential G, nicht
nur in das modifizierte kinetische Feld 'k, eingeht, sondern auch eine wichtige Rol-
le bei den Wirbelgleichungen fiir die Komponenten (),, und N,, des Hamiltonians

H,, spielt, die in der RTB folgendermaflen lauten:

v, 0, —v,0Q, =1, - ON, —1,- VN,

+2(HQ,-G, - PQ,-G,) (3.55a)
v, DQ, -v,HQ, =—1,- ON, +1,- N,

-9 ((H)Qu .G, — g, - Gu) (3.55b)
v, N, - v, 0N, =—1,. D@, +1,- VQ,

+2(WN,-G, - PN, .G)) (3.55¢)
v, N, - v, N, =1, D@, -1, DQ,

-2(WnN, .-G, - N, -G,) . (3.55d)

Dieses System sieht nun ziemlich kompliziert aus, aber es erlaubt, auf konsistente
Weise zwei der vier Austauschfelder Null zu setzen, ndmlich ((”)Qﬂ = (L)Nﬂ =
0~ G, = 0) und die anderen zwei beizubehalten (DN, # 0, (HQ, # 0).

3.4 Die Erhaltungsgleichung

Nach der Untersuchung der Integrabilitdtsbedingung (2.15) im letzten Ab-
schnitt behandeln wir nun die Erhaltungsgleichung (2.16) fiir unser 2-Teilchen
System. Betrachten wir zunéchst den Koeffizienten L, des Lokalisationsfeldes
(3.10b), so liefert die Erhaltungsgleichung fiir diesen folgende Bewegungsglei-
chung:

1
VAL + 5 (LML, + 1, — KM K, = k)
M\ oy thm o Dy . (e (3.56)

_ (H)Qu' (II)Qu _ (L)Q“. (L)Qu =0.
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Oft ist es jedoch giinstiger, mit dem Amplitudenfeld L(x) anstatt mit dem Loka-
lisationsfeld L, zu arbeiten, und Gleichung (3.56) in L(z) ausgedriickt lautet

Me\? 1
0L + [ (%) 5 (Pl = K"K, = R'E)

+ U, - (s 4 (D )y (3.57)

_ (H)Qu' (Ihor — (l)Q“. WoH-L=0

Diese Amplitudengleichung spielt eine wichtige Rolle in der RST, da sie im we-
sentlichen das relativistische Analogon zur Schrédingergleichung darstellt, aus der
die Energieeigenwerte bestimmt werden konnen. (In relativistischen Theorien wie
der RST sollte man besser von einem Massen-Eigenwertproblem sprechen). Die-
ses kann im 1-Teilchen-Fall fiir ein Coulomb-Feld exakt gelost werden [22], und
die Eigenwerte stimmen mit den aus der Klein-Gordon Gleichung berechnenten
Werten iiberein. Der Grund hierfiir ist, dal die RST auf dem 1-Teilchen-Sektor

mit der konventionellen Klein-Gordon Theorie identisch ist.

Die Amplitudengleichung enthilt aber auch den zweiten Lokalisationskoeffizi-
enten [,, welcher aber kein Gradientenfeld darstellt, siehe (3.41). Daher fithrt die
Integrabilitdtsbedingung zunéchst nicht auf ein zweites Amplitudenfeld, das eine
zweite Amplitudengleichung zulédfit, so dafl wir gezwungen sind, eine Gleichung

fiir [, anzugeben, die formal der Gleichung fiir L, (3.56) entspricht:

VA, + LM, — KPk, = 0. (3.58)

Schliefflich sollen an dieser Stelle auch die Quellgleichungen fiir die beiden kine-

tischen Felder angegeben werden

VPK, + L' K, 4+ 1"k, + 4 ((ll)Q“ D (J-)Q“ . (J-)Nﬂ) -0 (3.59a)
Ve, +LF -k, + 1" K,=0, (3.59b)

und ebenso die Quellgleichungen fiir die Austausch-Komponenten des Hamilto-

nians H,,

vH (H)Q# _ (L)Qﬂ CER 4 LR (”)Qu + K. (H)N# —
vH (L)Q” + (“)Qu T T (L)Qu + Kr. (L)Nﬂ -0
veN, — DN, e N, — k. DQ, =0
v (L)NM + (”)NM YT T (L)Nu — KM (L)Q“ -

3.60a
3.60b
3.60c
3.60d

~— ~—r ~——r O~
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3.5 Die Dichte-Dynamik

Die relativistische von-Neumann-Gleichung (2.14) is die Feldgleichung fiir die
Dichtematrix Z, deren WTB-Zerlegung uns zur Gesamtdichte p, zur relativen
Dichte ¢ und zur Uberlappungsdichte s gefiihrt hat. Nun kénnte man die Feld-
gleichungen fiir diese Dichten angeben. Es ist fiir das folgende aber giinstiger, eine

Umparametrisierung dieser Dichten vorzunehmen, und zwar folgendermaflen:

p=Zr-L* (3.61a)
q= g L* (3.61b)
s=Jp- L%, (3.61c)

wodurch die Renormalisierungs-Faktoren Zr, Zr, Zo eingefiihrt werden. Als Kon-
sequenz dieser Parametrisierung kann der Intensititsoperator Z geschrieben wer-

den als
I=2-I" (3.62)

mit dem Renormalisierungsoperator Z, der durch die Renormalisierungsfaktoren

ausgedriickt
1 ~
Z:§<ZT-1+ZR-Q+ZO-H) (3.63)

lautet. Wir kénnen nun anstatt die Dichte-Dynamik fiir p, ¢, s anzugeben gleich

die Dynamik der Renormalisierungs-Faktoren Zr, Zg, Zo verwenden:

0uZr = Zp -1, +2Z0- DN, (3.64a)
07 =Zp -1, — 270 PQ, (3.64b)
0uZ0=2(Zr- WN, + Zp- HQ,). (3.64c)

Dieses System besitzt ein erstes Integral von der Form
Zr* = (Zg* + Z0°) = 0., (3.65)

wobei der Mischungsindex o, eine Konstante ist, die ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit als o, = 0, £1 gewihlt werden kann. Indem man die Dichten (3.61)
in die Komponentenform (3.34) der Fierz-Identitét einfiihrt, erkennt man, daf
der Wert o, = 0 fiir die reinen Zusténde steht, welche demzufolge durch eine Mi-

schungsvariable ¢ und einen Mischungswinkel &, auf folgende Weise parametrisiert
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werden konnen

1
Zp = 564 (3.66a)
1
Zp = §6< -cos &, (3.66b)
1
Zo = 564 -sin&, . (3.66¢)
Fiir 0, = +1 liegen positive Gemische vor, hier bietet sich folgende Parametrisie-
rung an:
Zp = cosh ¢ (3.67a)
Zr =sinh ( - cos &, (3.67Db)
Zo =sinh ( -sin&,, (3.67¢)
und fiir die negativen Gemische o, = —1 gilt entsprechend
Zp = sinh (3.68a)
Zr = cosh (- cosé&, (3.68Db)
Zo = cosh ( -sin, . (3.68¢)

Fiir die folgenden Berechnungen ist es giinstig, alle drei Fille in einer Formel

zusammenzufassen:

Zir = VI’ + 7o (3.69)

so dafl man fiir alle drei Falle schreiben kann

ZR = Z]] + COS go (3703)

ZO = Z]] - sin 50 (370b)
mit

Zr* — 71> = o, (3.71)

was auch durch Figur 3.1 veranschaulicht wird.

Der interessante Punkt bei dieser dreifachen Unterteilung des Dichtekonfigurati-
onsraumes liegt in der Tatsache, dafi die reinen Zusténde, obwohl sie kinematisch
getrennt sind von den Mischungen, durch diese mit unbegrenzter Genauigkeit
angenihert werden konnen, indem der Grenzprozefl ( — oo vollzogen wird. Ob
dieser Prozess auch durch die Dynamik erlaubt wird und wie das Verhiltnis zwi-
schen Mischungen und reinen Zustinden aussieht, erfordert aber eine separate

Untersuchung.
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o
positive
Gemische A
AF >0

negative
Gemische
Ar<O

<—reine |Zustand
A:=0

Q.S

Abbildung 3.1: Dichtekonfigurationsraum fiir ein 2-Teilchen System. Die Figur ist rotations-
symmetrisch zur p-Achse, es ist die Fierz-Abweichung (3.11) Ar = p? — (¢®> + s?) = const.

aufgetragen.

Die Fierz-Identitdt (2.9) liefert eine algebraische Bedingung fiir die reinen
Zusténde, die demzufolge eine reduzierte Zahl von Freiheitsgraden besitzen miissen.
Andererseits erkennt man an Figur 1, daf§ die reinen Zustdnde den 2-dimensionalen
Fierz-Kegel besetzen und die Mischungen 2-dimensionale Hyperboloide, daf3 also
sowohl Mischungen als auch reine Zustidnde die selbe Zahl von Freiheitsgraden
besitzen. Aber dies kann nicht zutreffen, da die reinen Zustinde als Grenzkonfi-
guration ( — oo angesehen werden konnen, und deshalb die interne Variable ¢
fiir die Beschreibung der reinen Zusténde verschwinden muf}. Wie kann man sich
dieses Verschwinden von ( erkliren 7 Ein erster Hinweis kommt von der Kombi-
nation der Reparametrisierungen (3.33a)-(3.33e) und (3.61a)-(3.61c) mit (3.62)
fiir die Dichten (p, ¢, s) im Falle reiner Zusténde:

p=> L2412 =¢8 12 =17 (3.72a)
g=L?—L2=¢" L*cos¢&, = L7 cos&, (3.72Dh)
§ = 2L1Ly = ¢ - L?siné, = L?siné, . (3.72¢)



3.5 Die Dichte-Dynamik 49

Offensichtlich kann man ( fiir reine Zusténde zum Verschwinden bringen, wenn
man es in gemeinsam mit dem Amplitudenfeld L in ein modifiziertes Amplitu-
denfeld L?(= e - L?) hineinabsorbiert, welches die richtige Variable fiir die Be-
schreibung der Lokalisationseigenschaften des 2-Teilchen Systems ist. Als Folge
hiervon ist es moglich, alle 2-Teilchen Gleichungen in einer Form zu schreiben,
welche sowohl den Mischungsindex o, als auch die Mischungsvariable { und das
Amplitudenfeld 7 enthilt, so daf die reinen Zustinde erreicht werden, indem
entweder o, gleich Null gesetzt wird, oder man ( gegen Unendlich gehen l48t.
Die iibrigen Variablen L und &, sind dann ausreichend, um die reinen Zustinde
zu beschreiben. Auch fiir die Gemische ist es vorteilhaft, ein solches modifiziertes

Amplitudenfeld einzufiihren, das dann definiert wird als

L=/ZiL. (3.73)

Die Einfiihrung von ¢ und &, erfordert das Aufsuchen der zugehorigen Feld-
gleichungen fiir diese beiden Variablen. Hierbei erweist es sich als giinstig, wenn
man zunéchst die beiden Hamilton’schen Koeffizienten {, und (”)Nﬂ in zwei neue

Vektoren g, h,

9, =2WN, -cos¢, — 1, -sing, (3.74a)
hy =2WN, -sing, +1, - cosé,, (3.74b)

tiberfiihrt. Aus der Renormalisierungsdynamik (3.64) ergibt sich dann fiir ¢ und
€o

C%C = hu (3.75&)

Z
9,6, =2(1Q, + ﬁi[ ) - (3.75b)

Mit der Einfithrung von zwei neuen dynamischen Grofien (g, h,) mufl man auch
ihre Feldgleichungen angeben, welche sich auf einfache Weise aus den entspre-

chenden Gleichungen fiir das alte Paar (I, (D N,) ableiten lassen. Die Rotations-

1wy
gleichungen fiir dieses neue Paar von Vektoren lauten

V4
Vugu - Vugu :Z—IT] [hu Gy — hu : gu]
+ 4[(L)Nﬂ(cos & -G, +sing, - (H)Ql,)
— IN, - (cos&, - Gy +sing, - 1Q,)] (3.76a)

V,hy — Vb, =0. (3.76b)
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Die letzte Gleichung ist selbstversténdlich trivial, da h, bereits als Gradientenfeld
identifiziert wurde, siehe (3.75a). Auch die Quellgleichungen lassen sich angeben,
wobei die Quellgleichung fiir h, durch eine Wellengleichung fiir { ersetzt werden
kann, da offensichtlich V#h, = ¢ gilt:

g_;’;{auc - 0uC + gﬂgu} —cos& (Kuku> =

2 (WQ, - g"+2 sin§0<(H)Q” KM 4 DN, ’ku) _

OC +L* - 9,¢ — -

Hierbei wurde das modifizierte Lokalisationsfeld 'L# eingefiihrt, welches zum mo-
difizierten Amplitudenfeld L(x) in derselben Beziehung steht wie die entsprechen-
den unmodifizierten Felder (3.40), so da8 gilt

oL

Abschlieflend mufl nun noch die Quellgleichung fiir das Vektorfeld g, angegeben

werden, welche folgende Gestalt annimmt:

Vig, + L' - g, +sin&, (K“ku>
, (3.79)
= -9 (L)QM - h* 42 cos §O<(L)NH e 4 (H)Qu . Ku) )

SchlieBlich miiten nun noch die Wellengleichungen fiir die Felder I und &, an-
gegeben werden. Dies ist allerdings nicht nétig, da man zwei Amplitudenfelder

einfithren kann, die T und &, auf folgende Art verkniipfen:

Llicos%- Zi-L=cos>2-TL (3.80a)
insin%- Zi-L=sin2-1. (3.80b)

Die Einfiihrung von zwei Amplitudenfeldern erfolgt hierbei dadurch, daff man das
gesamte Amplitudenfeld L, bzw. 'Lﬂ in zwei Anteile zerlegt. Diese Konstruktion
ist notig, da die beiden Einzelamplitudenfelder L, und Lo, keine Gradientenfel-
der sind, wie man an der Rotationsgleichung fiir deren Differenz [, = L, — Lo,
(3.41) ablesen kann. Durch Einfithrung dieser neuen Felder ergeben sich zwei

Amplitudengleichungen

Mey2
OLy + Ly - {(7‘3) — Ky, K"+ X + WI} — X, Ly (3.81a)
Mcy 2
OLs + Lo - {(T> — Ko Ko + X + WQ} — X, L. (3.81b)
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Wiirden nun die Mischungspotentiale W, und die Austauschpotentiale X, und
X, verschwinden (deren explizite Form wird spéter angegeben), wire also W, =
X, = Xy = 0, so wiren nur zwei ungekoppelte Wellengleichungen (a = 1,2)
iibrig:

M\ 2

OL, + La{ (T> - Ka#Ka“} ~0. (3.82)

Diese sind dquivalent zu zwei konventionellen Klein-Gordon Gleichungen

DD+ (50) v =0 (3.89)

wie schon in Kapitel 2 gezeigt wurde. Diese Gleichungen sind nur durch die Eich-
wechselwirkung gekoppelt, die sich im Auftreten von Vektorpotentialen A, in der
konventionellen Quantentheorie bzw. von K, im RST-Formalismus ausdriickt.
Das Vorhandensein von Mischungspotentialen W, und Austauschpotentialen X,
in den Amplitudengleichungen sowie das Auftreten von G, in den Maxwell-
Gleichungen signalisieren aber, dafl ungewohnliche, nicht auf eine Eichwechsel-
wirkung zuriickfithrbare Wechselwirkungen zwischen den zwei Teilchen existieren.
Diese konnen als das Analogon zum Auftreten von verschréinkten (“entangled”)
Zustéinden in der konventionellen Theorie angesehen werden. Nun héngen die
physikalischen Eigenschaften einer solchen RST-Verschriankung natiirlich stark
von der Gestalt der Mischungs- und Austauschpotentiale ab. Fiir die Mischungs-

potentiale findet man

\ L
L {h“hu — ", — 2g"h,, L—Q} _ g, (KluKl” _ KQuK2M> (3.84a)
(QZ[[) 1
L
W, = — {h“h — g+ 29"y, - 1} s (KIMKI“ _ KZ#KZ“) . (3.84b)
(QZ[[) LZ
und fiir die Austauschpotentiale
X, = (L)Nu. (LD e (H)Qu' (I w (3.84c)
Z ,
X, = ZITI( DQ, - K*+ VN, - k“) + ( QK+ DN, - K“) (3.84d)
X, = 2T (W CKE 4 DN, R NQ, -k + BN, - K+ 3.84
2= 55 (V.- we b)) = (0Q,- ). (3840)

Hierbei wurde fiir die Darstellung der Mischungspotentiale W, (3.84a)-(3.84b)
von der Einfiihrung einer Strukturfunktion Gebrauch gemacht, welche durch die

Renormalisierungsfaktoren folgendermaflen ausgedriickt werden kann:

].(ZT
L= ——1) 3.85
g 7 (3.85)
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Fiir spéitere Zwecke ist es vorteilhaft, diese Funktion durch eine weitere Struk-
turfunktion g, zu ergénzen, die folgendermaflen definiert ist

1/ Zr
= (2 +1) =g 41, 3.86
g 5( 7 +1) =0+ (3.86)

so daB beide Strukturfunktionen beim Ubergang zu reinen Zustinden folgende

Grenzwerte annehmen

lim g, =0 (3.87a)
(—o0
lim g, = 1. (3.87h)
(—x

Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, dafi die Mischungspotentiale W, (3.84a)-
(3.84b) beim Ubergang zu reinen Zustéinden verschwinden W, = 0, und zwar
entweder indem man den Mischungsindex o, = 0 setzt, oder indem man die Mi-
schungsvariable gegen Unendlich gehen 148t: { — oo (& Z;; — o00). Also kénnen
auch in diesen neuen Gleichungen die reinen Zustéinde dynamisch erreicht wer-
den, wenn die Mischungsvariable ( asymptotisch ihren Wert fiir reine Zustéinde

¢ = oo annimmt.

Zum Abschluf} sei noch angegeben, auf welche Weise sich die Einzelteilchen-
Dichten p, durch die Amplituden L, und die Strukturfunktionen g, und g, aus-

driicken lassen:

o1 = guw L2 + g5 Lo? (3.88a)
P2 = G Lo + g5 L2 . (3.88b)

Damit sind die Gleichungen fiir das 2-Teilchen System geschlossen und wir fassen
die dynamischen Variablen und ihre Bestimmungsgleichungen noch einmal kurz

Zusammen:

Zwei Amplitudenfelder L,, welche den Amplitudengleichungen (3.81) geniigen

zwei kinetische Felder K, und 'k,, welche die Quellgleichungen (3.59) und
die Maxwellgleichungen (3.42a) und (3.51) erfiillen

die Mischungsvariable (, welche aus ihrer Wellengleichung (3.77) bestimmt

wird

das Vektorfeld g, dessen Quelle durch (3.79) und dessen Rotation durch
(3.76a) festgelegt ist
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e die Austauschfelder INQ,, Q,, (DN, und LN, fiir welche die Quell-
gleichungen (3.60) und die Wirbelgleichungen (3.55) gelten

Dieses Gleichungssystem niher zu untersuchen ist die eigentliche Aufgabe die-
ser Doktorarbeit. Wie man sich unschwer vorstellen kann, sind L&sungen fiir
dieses System nicht leicht zu finden. Es empfiehlt sich daher, das Gesamtpro-
blem in Teilprobleme zu zerlegen. Dies kann beispielsweise dadurch geschehen,
dal man die Mischungseffekte ohne Beriicksichtigung der Austauscheffekte un-
tersucht, dal man also die Austauschpotentiale X,, Xg = 0 setzt (Mischungs-
entartung [25, 26, 27]). Dieser Fall wird im n#chsten Kapitel behandelt. Eine
andere Vereinfachung des Gleichungssystems besteht in der Vernachlissigung der
Mischungsfreiheitsgrade (= Annahme eines reinen Zustandes) aber unter Beibe-
haltung der Austausch-Felder (Austausch-Entartung [28]), siehe Kapitel 5.
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Kapitel 4
Die Mischungsentartung

In diesem Kapitel wird ausschliefilich die Mischungsdynamik untersucht, es
werden also alle Austauschfelder IDQ,, D@Q,, (DN, und DIN, = 0 gesetzt.
Diese Vereinfachung gestattet es, eine Integrationskonstante {iber der Raumzeit
(den Mischungsparameter C,) einzufiihren, welche den “Abstand” der 2-Teilchen-
Konfiguration von einem reinen Zustand angibt (C, = oo : reiner Zustand), sieche
Abschnitt 1.

Im darauffolgenden Abschnitt wird diese Tatsache ausgenutzt, um eine Stérungs-
entwicklung um die reinen Zustinde aufzubauen, wobei die elektrostatische In-
terteilchenwechselwirkung mit beriicksichtigt wird. Man stellt dabei fest, dafl die
Dichten (3.88), welche aus den Amplitudenfunktionen nullter Ordnung (d.h. fiir
reine Zustinde) gebildet werden, Separations- und Fusionseffekten unterliegen,
wenn man den Mischungsparameter C, variiert. Hierbei wird aber nicht bertick-
sichtigt, dafl sich bei Variation von C, auch die Amplitudenfunktionen selbst
verdndern, aus denen wiederum die Dichten gebildet werden. Die Bestimmung
der verdnderten Amplitudenfunktionen ist bei der hier gewéhlten Stérungsent-
wicklung jedoch schwierig, da es zwei Entwicklungsparameter (nédmlich 1/C, fiir
den Mischungseffekt sowie die Feinstrukturkonstante a, fiir die elektromagneti-

sche Wechselwirkung) gibt.

Daher wird in Abschnitt 3 die Interteilchenwechselwirkung vernachlissigt, al-
so allein der Mischungseffekt beriicksichtigt. Durch diese Vernachléssigung und
die Verwendung einer speziellen Methode (Dalgarno-Lewis) wird es moglich, die
Amplitudenkorrekturen erster Ordnung exakt zu berechnen und die korrigierten

Amplitudenfelder zur Bildung der Dichten (3.88) heranzuziehen. Dabei stellt man
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fest, dafl die Separations- und Fusionseffekte der Dichten durch die korrigierten
Amplitudenfelder gerade kompensiert werden, so daf§ die Dichten (in der Ordnung
1/C?) gerade invariant bleiben.

Schliefflich wird im letzten Abschnitt dieses Kapitels gezeigt (indem man eine
Transformationsgruppe, die Mischungsgruppe, einfiihrt), daf§ die Dichten nicht
nur in dieser Storungsordnung invariant bleiben, sondern dafl ihre Gestalt iiber-
haupt nicht vom Mischungsparameter C, abhéngt. Da die Dichten die physikalisch
relevanten Groflen des Systems sind, bedeutet dies, dafl ein System, welches Mi-
schungseffekten unterliegt, ohne dal Austauschfelder auftreten, nicht von einem
System, in dem reine Zusténde vorliegen, unterschieden werden kann (Mischungs-

entartung).

4.1 Der Mischungsparameter C,

Vernachléssigt man die Austauschfelder, so stellt man zunéchst fest, dafl die Aus-
tauschfeldstirke G, (2.44) verschwindet und damit die Maxwell-Gleichungen
(3.42) fiir die beiden Felder K,, ihre iibliche Form annehmen:

VuKal/ - vuKau = Fa;w . (41)

Die Losung dieser Gleichung 148t sich in Abhéngigkeit von einem Skalarfeld o, ()
und dem externen Eichpotential (e""’)A“ sowie dem Wechselwirkungspotential der

Teilchen untereinander Aau formal schreiben als
Koy = 0p0g + DA, — 4, (4.2)

(a=1,2).
Auflerdem ermoglicht die Annahme verschwindender Austauschfelder die Ein-
fiihrung eines Skalarfeldes x, welches das Vektorfeld g, (3.74a) in analoger Weise
erzeugt wie die Mischungsvariable ¢ (3.75a) das Vektorfeld h, (3.74b). Diese
Behauptung kann sofort iiberpriift werden, indem man die Wirbelgleichung fiir

g, (3.76a) betrachtet, welche sich im vorliegenden Fall zu

VA
Vg — Vg, = Z—T (hug,, - hl,g”) (4.3)
"
vereinfacht. Diese vereinfachte Form erlaubt es offensichtlich, als formale Lésung

fiir g, anzusetzen

9u = Zir - OuX (4.4)
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was obige Behauptung bestétigt. Hat man nun das Skalarfeld x eingefiihrt, so
kann man die Quellgleichung fiir g, in eine Wellengleichung fiir das neue Skalarfeld

x umformen:

LiL, K"k,
L12 + L22 Zrr

, Z
Oy 4+ L* - 9,x + Z—Taﬂg-auxm =0. (4.5)
17

Durch das Nullsetzten der Austauschfelder nimmt die Wellengleichung fiir die

Mischungsvariable ¢ (3.77) eine &hnliche Form an, ndmlich

, 7 L2_L2
O¢ + 1" 9,¢ — Z—;(auc'auCﬂLZHQ 0"X - Oux — ﬁ(Kﬂk‘L» =0
1 2

(4.6)

Hierbei wurde ausgeniitzt, dal man aus den Beziehungen (3.80a) und (3.80b)

folgende Gleichungen ableiten kann:

. LyLy
0 =2—5— 4.7
sin £ 1241, (4.7a)
L% — Ly?
=2 4.7h
oSy = T3 (4.7)

Nun besteht ein grofle Vereinfachung fiir die reinen Mischungskonfigurationen
darin, daB die Gleichungen (4.5)-(4.6) nicht ben6tigt werden! Der Grund dafiir
liegt in der Tatsache, dafl sowohl ( als auch y durch die Amplitudenfelder L,
und Ly ausgedriickt werden koénnen, sodafl die Wellengleichungen fiir x und ¢
automatisch erfiillt sind, wenn die entsprechenden Amplitudengleichungen (3.81)

gelten, die fiir verschwindende Austauschfelder folgendermaflen aussehen:

0L, + Ll{ (%)2 — KK+ Wl} —0 (4.82)
OL, + LQ{ (%)2 — Ky Kot + WQ} ~0. (4.8b)

Der Grund fiir dieses Ergebnis liegt in der Renormalisierungsgleichung (3.64c),
welche den Renormalisierungsfaktor Z, als eine Konstante iiber der Raumzeit

festlegt:
Zo = const.(=C,) . (4.9)

Ist nun aber Z, konstant, so ist der Uberlappungswinkel &, fest mit der Mi-

schungsvariable ¢ verbunden, siehe (3.70b):

G .‘L12+L22
a | sin &, | - 2L, Ly

ZII(C)

(4.10)
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Also ist die Mischungsvariable ( eindeutig durch die Amplituden L, und den

Mischungsindex C, bestimmt.

Andererseits 1i8t sich aus dem Verschwinden der beiden Austauschfelder (DN, L
und (L)Q# folgendes System fiir die beiden Skalarfelder ¢ und y ableiten, (durch
Auflésen des Systems (3.74) nach (DN, und von (3.75b) nach (V@)

1
W, = §(cos§oZH-Guxqtsinﬁo-auC) =0 (4.11a)
2HQ, = 0,8 — Zrdx=0. (4.11b)

Die Losung dieses Systems ist nun leicht zu finden. Sie lautet

¢ L% — Ly? VO2+1-sin(x — x.); 0. = +1
oSy = ———— = —
V.2 -1- sinh(x — x«); 0. =—1

2L, (4.12)
Also ist auch das Skalarfeld x (bis auf eine Integrationskonstante y,) durch die
Amplitudenfelder L, festgelegt. Als Folge dieser Festlegung der beiden Felder (
und y durch die L, kann man auf die Betrachtung der Wellengleichungen fiir
X (4.5) und ¢ (4.6) verzichten. Damit die Amplitudenfelder ein abgeschlossenes
System bilden, miissen nun noch die Mischungspotentiale W, (3.84) durch die

Amplitudenfelder ausgedriickt werden:

L12 _ 3L22 (LlaﬂLg — LgauLl) (Lla#Lg — LQ&”L1>

Wi =o. 5 5\ 2 2
(L2 + 1,?) o.(20L,) + 0.2 (13 + 1)
— s [KluKlu - K2uK2”] (4.13a)
L22 _ 3L12 (LlﬁuLg — Lg@uLl) (Llﬁ“Lg — L28“L1>
W2 =0« 5 5 . 2 2
(L1 + L, ) o, (2L1L2> oK (L12 + LQQ)
+ s [KluKlu - K2HKQM:| . (413b)

Auflerdem muf} die Strukturfunktion g, (3.85) ausschlielich durch die Amplitu-

denfelder ausgedriickt werden koénnen:

1 40'* L12L22
(o)

Auf diese Weise liefert die Mischungsdynamik ein geschlossenes System fiir die

(4.14)

Amplitudenfelder, da die kinetischen Felder ausschliellich das duflere Potential
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enthalten, wenn man auf die Interteilchenwechselwirkung iélau verzichtet. Lei-
der stellen die Mischungspotentiale W, (4.13) stark nichtlineare Funktionen der
Amplituden und ihrer Ableitungen dar, und es scheint vollig ausichtslos, exak-
te Losungen fiir dieses gekoppelte Amplitudengleichungssystem (4.8) bei festge-
legtem Mischungsparameter C, zu finden. Am Ende dieses Kapitels wird aber
eine Transformation angegeben, die es erlaubt, exakte Liosungen fiir dieses Sy-
stem anzugeben, wenn die Losungen fiir reine Zustinde C, — oo (3.82) (d.h. fiir
zwei vollstiandig entkoppelte Klein-Gordon Gleichungen) als bekannt vorausge-

setzt werden.

Diese Transformation stellt jedoch den Schlufipunkt einer Reihe von Untersuchun-
gen an diesem Gleichungssystem dar, die hier vorgestellt werden sollen. Zunéchst
bietet sich natiirlich eine Storungsentwicklung um die reinen Zusténde C, = oo
an (siehe [25, 26]), die exakte Losung wird spéter, in Abschnitt 4.4, behandelt.

4.2 Storungstheoretische Entwicklung um die rei-

nen Zustinde

Eine storungstheoretische Behandlung von gebundenen 2-Teilchen Systemen
ist im vorliegenden Fall auf zwei Arten moglich: Zunéichst kann man die elektro-
magnetische Wechselwirkung zwischen den zwei Teilchen, die durch ein externes
Potential gebunden sind, als Stérung ansehen, wie dies auch in der konventionel-
len Quantenmechanik geschieht. Die ungestorte Situation besteht dann aus zwei
nicht-wechselwirkenden Teilchen in einem externen Potential und kann als Aus-
gangspunkt fiir eine Storungsentwicklung verwendet werden. Andererseits kann
man den Mischungseffekt als eine Storung der reinen Zusténde ansehen. Da die
Einfiithrung des Mischungsparameters C, (4.9) im Falle verschwindender Aus-
tauschfelder es erlaubt, den Mischungseffekt kontinuierlich ein- und auszuschalten
(C, — oo: reine Zusténde) konnte man an eine Storungsentwicklung in Abhéngig-
keit von Potenzen von C, denken. Im Gegensatz zu dieser Stérungsentwicklung
basiert die Storungsentwicklung im Hinblick auf die Interteilchenwechselwirkung
auf der elektromagnetischen Kopplungskonstante a, = ,‘t;—zc Im folgenden werden

beide Storungseffekte in erster Ndherung gemeinsam behandelt.

Wie in der Storungstheorie iiblich, setzt man alle auftretenden Felder als Sum-

me von individuellen Termen zusammen, deren Grofle von Ordnung zu Ordnung
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abnimmt. Man schreibt dann fiir die Amplitudenfelder

Lo(z) = OLy(2) + WL, (2) + @Lg () + . .. (4.15)

K, (z) = OK,(z) + WK, (z) + OK,(z) + ... . (4.16)

Wenn man die Amplitudenzerlegungen (4.15) in die Amplitudengleichungen ein-

setzt, so liegt in niedrigster Ordnung (() L,(z)) der Reine-Zustands-Fall vor, d.h.

Me

0o, “’)La{ (
N 7

2 Ju
) _ O, . O, } ~0. (4.17)

Es wird im folgenden vorausgesetzt, dafy das kinetische Feld die Interteilchenwech-
selwirkung in niedrigster Ordnung nicht spiirt, d.h dafl man in dieser Ordnung

setzen kann

OK,, =0,0a, + A4, . (4.18)

Fiir eine statische, radialsymmetrische Feldkonfiguration macht man fiir das Vek-

torpotential (e"")AM den Ansatz
€A, = Ap(r) - 1, (4.19)

wobei 7 die Radialkoordinate bezeichnet und #,(= 9,2°) einen Einheitsvektor in
Zeitrichtung (#* £, = +1) beschreibt. Beispielsweise gilt fiir das Couplombpoten-

tial mit z,, Ladungseinheiten, welche am Ursprung r = 0 lokalisiert sind

Aua(r) = zx% . (4.20)

Es ist klar, daf§ fiir eine solche symmetrische Situation die Phasenwinkel «a,(z)
von der Zeitkoordinate z° nur auf folgende Weise abhiingen kénnen

Oag(o) = 200

(4.21)

wobei die Integrationskonstanten M, die Massen-Eigenwerte der gebundenen
Teilchen beschreiben. Als eine Konsequenz dieser Symmetrieforderungen miissen
die kinetischen Felder in nullter Ordnung folgendermaflen aussehen

Orr. .
OK,(r) = —C 4 zep (4.22)
T
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wobei (UA1, die Massen-Eigenwerte in nullter Ordnung beschreiben. Fiir die so
vereinfachte Situation lautet die statische Form der Amplitudengleichungen (4.17)

A0, ¢ (O)La{ (%)2 - ((O)Ka)2} =0. (4.23)

Diese erlauben die wohlbekannten Energie-Eigenfunktionen (L, (r) des relativi-

stischen (skalaren) Wasserstoffatoms

T Zex

OL.(r)=1L-

- Lu(y) (1.24)

Tapg
(Y = Zex o)

als Losung. Die Eigenfunktionen L, (y) bestehen aus einem Produkt aus Laguerre-

Polynomen und einem Exponentialanteil. Sie konnen in jedem Lehrbuch iiber re-

lativistische Quantenmechanik nachgeschlagen werden (z.B. [29]). Dariiberhinaus

bezeichnet L eine Normierungskonstante, fiir welche im Falle der reinen Zustéinde

(0, = 0) gilt: L = 1, aber welche im allgemeinen vom Mischungsparameter C,
abhéngt. Schlielich bezeichnet ag(= Mh—;) den Bohr’schen Radius.

Da unser Hauptinteresse den Mischungseffekten gilt und nicht den relativi-
stischen Korrekturen, konnen wir uns mit der nicht-relativistischen N&herung
der Eigenfunktionen L, (y) zufriedengeben, welche dann z.B. fiir den 1-Teilchen

Grundzustand (1s) lauten

Li(y) = exp(—y), (4.25)

oder fiir den ersten angeregten Zustand

La(1) = 2 - (1= §exp(=5). (4.26)

Entsprechend sind auch die Massen-Eigenwerte (A7, im relativistischen Fall be-

kannt, aber im nichtrelativistischen Grenzfall begniigen wir uns mit den nicht-

relativistischen Bindungsenergien (O)EBW welche in niedrigster Ordnung lauten

1 2
OB, = (M — OM)) - * = 5%35— (4.27a)
B
0) 0) sl o€
EB,Q = (M — Mg) rC = gzem a— (427b)
B

Die eben besprochenen Resultate fiir die nullte Storungsordnung sind bereits
ausreichend, um einige Besonderheiten der RST beziiglich der Dichten p, aufzu-

zeigen. Die physikalische Bedeutung dieser Dichten leitet sich aus der Tatsache ab,
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daf} diese die Vektorpotentiale ‘A, der elektromagnetischen Interteilchenwechsel-

wirkung iiber die Strome j,,, erzeugen (vgl. (3.42), Lorentz-Eichung V*A, = 0):
Ay, = AT oy - (4.28)

Man kann nun leicht zeigen, daf diese Potentiale ‘A,, (=" A,(r) - ,) in erster
Storungsordnung in Abh#ngigkeit von den skalaren Dichten geschrieben werden
kénnen als

14(1) ! © a( )

AW () = / v (4.29)
Hierbei werden die Dichten in nullter Ordnung (Vp, erzeugt, indem man die
Amplituden nullter Ordnung (YL, (4.24) in die Gleichungen (3.88) einsetzt. Die
daraus resultierenden Einzelteilchen-Potentiale /A% werden dann als Objekte er-

ster Ordnung angesehen und gehen in die Korrekturen erster Ordnung fiir die

kinetischen Felder folgendermaflen ein:

NV :

VK (r) = — C AWM (4.30a)
M M. ,

WK, (r) = hZC — AWy (4.30D)

Da diese Potentiale selbst wieder in die Wellengleichungen (4.8) eingehen, ist
der EinfluB der Dichten auf die Massen-Energieeigenwert-Korrekturen (MM, klar
ersichtlich. Diese Korrekturen kénnen aus den Amplitudengleichungen erster Ord-
nung
Mec\?2 2
- o () - o) -
o { (B - (oK)

(4.31)
2 O, ((mKa : (I)Ka) _ Wy b O,

berechnet werden, in welche selbstverstindlich auch die Korrekturen erster Ord-
nung WK, (4.30) fiir die kinetischen Felder eingehen. Die Mischungspotentiale
erster Ordnung (VWW,;, werden dabei berechnet, indem man die Amplituden null-

ter Ordnung ("L, in die Definitionsgleichungen fiir die W, (4.13) einsetzt.

Nachdem nun die Rolle der Dichten (Vp, bei der Berechnung der Massen-
Energiekorrekturen erster Ordnung klar geworden ist, ist noch ein weiterer wichti-
ger Punkt diese Dichten betreffend zu erwihnen: Wenn man den Mischungspara-
meter C, von Unendlich (reine Zusténde) bis zu seinem minimal moglichen Wert
laufen 148t (C_ =1 fiir die negativen Gemische (o, = —1) und C'; = 0 fiir die po-
sitiven Gemische (o, = +1)), so verformen sich die Dichten gem#$ (3.88). Fiir die
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reinen Zustinde stimmen die Dichten (%) p, mit den Quadraten ((OL,)? der Ampli-
tuden iiberein, da die Strukturfunktion g, (3.86) hier gleich eins ist und g (3.85)
verschwindet (siehe Abbildung 4.1). Mit abnehmendem Mischungsparameter C,
entwickeln sich die Dichten aber deutlich von ihrer urspriinglichen Gestalt weg,
und diese Gestaltdnderung findet fiir beide Gemische auf sehr unterschiedliche
Weise statt:

(i) bei den positiven Gemischen gleichen sich beide Dichten immer mehr an, bis
sie identisch werden ((O)pl = (O)pg), wenn C), seinen Minimalwert C'; = 0 annimt
(Fusion der Dichten, siehe Abbildung 4.3).

(ii) bei den negativen Gemischen dréngen sich beide Dichten voneinander weg,
und versuchen, nicht iiberlappende Regionen im 3-dimensionalen Raum anzuneh-

men, so daf} eine vollstindige Trennung der Dichten im Grenzfall C'_ =1 vorliegt
(sieche Abbildung 4.2).

Diese Dichotomie beim Verhalten der von der RST beschriebenen Materiefelder
erinnert stark and die Fermion-Boson-Dichotomie der Materie in der konventio-
nellen Quantentheorie. Dort besagt das Pauli-Prinzip, dafl 1-Teilchen Wellen-
funktionen von Fermionen sich nur mit geringer Wahrscheinlichkeit in denselben
Regionen des 3-dimensionalen Raums aufhalten, wohingegen die Wellenfunktio-
nen von Bosonen dazu neigen, in eine einzige Wellenfunktion zu verschmelzen
(Bose-Einstein Kondenstion). Solch eine Dichotomie im Verhalten der Materie
muf} sich zwangslaufig auch in experimentellen Daten niederschlagen, z.B. wenn
zwei Teilchen sich durch die Wirkung einer anziehenden &ufleren Kraft in einem
gebundenen Zustand befinden. Hierbei wird man vermuten, dal Materie, die sich
wie Fermionen verhilt, einen niedrigeren Energiezustand annimmt als bosoni-
sche Materie, da (klassich gesprochen) die Ladungsseparation die elektrostatische
Bindungsenergie verringert, wohingegen die Ladungsfusion die Wechselwirkungs-
energie der Bosonen erhoht. Dieses Verhalten trifft in der konventionellen Quan-
tentheorie zu und ist auch in der RST realisiert, wird aber erst in Kapitel 7
behandelt.

Es sei hier aber darauf hingewiesen, dafl das oben dargestellte Verhalten nur
fiir die nullte Ordnung der Dichten (¥)p, (3.88) gilt, welche aus den Amplituden
nullter Ordnung VL, (4.24) gebildet werden. Die Dichten p,, welche aus den
exakten Losungen L, des Systems (4.8) gebildet werden, zeigen dieses Verhalten
nicht. Diese bleiben fiir jeden Wert von C, invariant (~ Mischungsentartung

s.u.). Man kann aber zeigen, dafl bei der Losung des vollen Problems (4.8) die
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Abbildung 4.1: Fiir die reinen Zustéinde (0. = 0 oder C = o0) stimmen beide Ladungsvertei-
lungen (©)p, (3.88) mit den Quadraten der Amplituden (O)La2 (4.25) und (4.26) iiberein.

0)

Amplituden L, genau das Verhalten der Dichten nullter Ordnung (V) p,, also Fusion

und Separation, zeigen (Mischungsgruppe, s.u.).

Zum Abschluf} dieser storungstheoretischen Betrachtung sind noch die Massen-
Eigenwerte zu bestimmen. Setzt man voraus, dafl das vorliegende 2-Teilchen
Massen-Eigenwertproblem eine Losung besitzt (was zutrifft, s.u.), nimmt die

Storungsentwicklung der kinetischen Felder die Form der exakten Lésungen an:

_Mlc

K (r) - + A (1) — Ag(r) (4.32a)
KQ(T) = ]\4; ‘ + Aem(r) - :41(7“) (432b)

und damit wéren beide Eigenwerte M, bekannt. Auflerdem kennt man die Massen-
Eigenwerte nullter Ordnung (YM,, die bei ausgeschalteten elektromagnetischen
und mischungsspezifischen Interteilchenwechselwirkungen auftreten, d.h. fiir ‘A, =
0 und C, — oo. Die Gesamtmasse M5 des 2-Teilchen Systems mit eingeschalteten

Interteilchenwechselwirkungen kann man definieren als
1
My = 5{“’)Ml + My + OM, + Mg} . (4.33)

Dies scheint eine plausible Annahme zu sein, da My im Fall verschwindender
Interteilchenwechselwirkungen M, = (YM,die Summe der individuellen Massen-
Eigenwerte (VM bildet. AuBerdem wird die Interteilchen-Wechselwirkung (M —
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Abbildung 4.2: Fiir negative Gemische tritt fiir den Fall, da} C, seinen Minimalwert C_ = 1
annimmt, eine vollstindige Separation der Ladungen ein. Die erste Ladung ist auf den In-
nenbereich y < y.(= 3.1633) beschrinkt : (Vp; # 0,(®p, = 0, withrend das zweite Teilchen
nicht in diesen Bereich eindringen kann. Umgekehrt kann das erste Teilchen nicht in den Au-
Benbereich y > y,. eindringen, da dieser ausschliefilich dem zweiten Teilchen vorbehalten ist:
©p; =0,p, #0.

0-6 T T T T

Abbildung 4.3: Fiir positive Gemische (o, = +1) verschmelzen beide Ladungsverteilungen
0)p, im Grenzfall C, = 0 ineinander: (V) p; = (9 p,. Sie fiillen dann gemeinsam den gesamten

dreidimensionalen Raum 0 < y < oo aus.
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OO0, — OM) auf beide Teilchen nach folgendem Muster verteilt

1 1
My — {<°>M1 + <°>M2} = 5 (M3 = OMy) + 5 (M = OM) (4.34)
d.h beide 1-Teilchen-Freiheitsgrade tragen mit dem selben Gewicht % zum Ge-

samtwert der Masse bei.

In der Storungstheorie erster Ordnung schlieft man auf die Massenkorrektur

(UM, 5, welche von den Interteilchenwechselwirkungen erzeugt wird auf
1
Ny, = 5{<1>z\41 + <1>M2} , (4.35)

wobei die individuellen Massenkorrekturen (UM, durch Anwendung von Stan-
dardmethoden der Stérungsrechnung auf die Amplitudengleichungen erster Ord-
nung (4.31) ermittelt werden konnen. Die vollstéindige Rechnung ist in der Arbeit
[25] aufgefiihrt und nicht schwierig, aber langwierig. Das Ergebnis fiir die Wech-
selwirkungsenergie (VEy, = (DM, - ¢ ist in Figur 4.4 zu sehen. Man kann an

dieser Figur einige wichtige Punkte ablesen:

(i) Fiir reine Zustinde verschwindet die Mischungswechselwirkung (d.h. W, =
0), es liegen dann zwei nicht verschréinkte 1-Teilchen-Zustdnde vor. Diese wer-
den durch das ungekoppelte Amplitudensystem (3.82) beschrieben und unterlie-
gen nur der elektromagnetischen Wechselwirkung. Daher sollte die Wechselwir-
kungsenergie durch die klassische elektrostatische Wechselwirkungsenergie (Ue)
beschrieben werden, welche durch die zwei Ladungsverteilungen der beiden Ein-
zelteilchen-Amplituden (L, (7) gebildet wird:

Uo = 2 / v / v’ ((O)LI(F)? ' ((?)LZ(F,» | (4.36)

—

7 — 7|
Fiir die (1s, 2s)-Konfiguration (4.25)-(4.26) findet man (entweder aus der Litera-
tur [30] oder durch explizites Nachrechnen)

17 e
Ue (1s,25) = ﬁzms— ~ 5711 2,, [eV] . (4.37)
B

Wie man an Figur 4.4 ablesen kann, wird diese Bedingung durch die Stérungs-

rechnung reproduziert, diese ist also in Bezug auf die Eichkréfte zuverlissig.

(ii) Schaltet man die Mischungswechselwirkung ein, so verringert man den Wert
von C, von Unendlich hin zu endlichen Werten (C, < 00). Wie die numerischen
Resultate zeigen, fillt die Wechselwirkungsenergie (VE;, = (MM, - ¢ mit fal-

lendem C, ab und n#hert sich den experimentellen Werten fiir das Heliumatom
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Uc=1142eV

S 1

(A) i

Abbildung 4.4: Wechselwirkungsenergie MV Ej; = WMy - ¢® in erster Ordnung Stérungs-
theorie. Diese Energie nimmt fiir reine Zustinde den Wert des klassischen Coulombintegrals
an: WEy(00) = Ug. Die numerische Ubereinstimmung mit den experimentellen Werten
() By = 9.63 eV und (D Ey, = 8.83 eV tritt fiir CLY) = 0.62 und ) = 1.13 auf. Aller-
dings liefert die Storungstheorie nur in der N#he der reinen Zustidnde verlafiliche Aussagen. In

diesem Bereich dndert sich der Energieeigenwert nicht (~ Mischungsentartung).

an. Man erkennt auch, daf§ die Wechselwirkungsenergie fiir die positiven Gemi-
sche bei festem C, grofler ist als fiir die negativen Gemische. Dies unterstiitzt die
Vermutung, da§ den negativen (positiven) Gemische fermionischer (bosonischer)

Materie entsprechen.

Wie verlédfilich ist aber diese Stérungstheorie 7 Lafit man den Parameter C,
gegen seine Grenzwerte (negative Gemische: C, — C_ = 1; positive Gemische:
C, — Oy = 0) gehen, wird die Wechselwirkungsenergie unendlich ((VE}, — —o0).
Offensichtlich bricht hier die Stérungstheorie zusammen. Hélt man sich aber in
der Nihe der reinen Zustéinde auf (C, — o0), so sollten die Werte, die von der
Storungstheorie geliefert werden, verldfllicher sein. Hierbei féllt auf, dafl in die-
sem Bereich die Energieeigenwerte der positiven und negativen Gemische iden-
tisch werden. Daher kann man in diesem Bereich vom Vorliegen einer Mischungs-
entartung sprechen. Diese Beobachtung wird durch eine analytische Berechnung

fiir diesen Bereich erhéirtet, welche im néchsten Abschnitt vorgestellt wird. Ab-
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schlieend sei noch erwéhnt, dal diese Mischungsentartung fiir alle Werte von C

existiert, wenn man das Probem exakt 16st (im iibernéchsten Abschnitt).

4.3 Asymptotische Mischungsentartung und die
Dalgarno-Lewis Methode

Im Gegensatz zum letzten Abschnitt wird in diesem Abschnitt allein die Wir-
kung der Mischungswechselwirkung betrachtet, d.h. die elektromagnetische Inter-
teilchenwechselwirkung wird vernachléssigt. Dabei wird die Stérungsrechnung in
Potenzen von 1/C, bis zur Ordnung 1/C? durchgefiihrt, wobei man findet, daf
die Energieeigenwerte sich bis zu dieser Ordnung nicht veréindern. Eine beson-
dere Form von Storungsrechnung, die Dalgarno-Lewis Methode, erlaubt es, die
Verschiebung der Amplitudenfunktionen in erster Ordnung exakt zu berechnen.
Dabei findet man, daf die Separations- und Fusionseffekte der Dichten () p, ((O)L,)
durch die Verschiebung der Amplituden VL, — (UL, gerade kompensiert werden.
Die Dichten bleiben also bis zur Ordnung 1/C? invariant! Durch dieses Ergebnis
wurde das Auffinden der exakten Losung und der Mischungsgruppe (s.u.) vor-
bereitet, da man hierbei zunéchst als Hypothese von der Invarianz der Dichten

ausgegangen ist.

Es bietet sich nun an, die Mischungseffekte anhand des nichtrelativistischen
Grenzfalls zu betrachten, wie dies auch schon im vorigen Abschnitt getan wurde.

Die Schrodingergleichungen in reskalierter Form lauten:
—AyLo(y) + (Ve + Vo +€Ba) - La(y) =0. (4.38)

Dabei héingen die Amplituden L, von der dimensionslosen Variable y ab, sie-
he (4.24), die Eigenwerte Ep, wurden in dimensionslose Form ep, gebracht,
indem man sie durch die Energiedifferenz (O)Al’g = (O)EBJ - (O)EB’Q aus dem

Grundzustands-Eigenwert (O)EBJ und dem Eigenwert des ersten angeregten Zu-
2

stands (OFp 5 dividiert (DA, = 32,2 ©):

8 ap

. 3 Eg,
€B,a = —m .

)

(4.39)

AuBerdem wird die reskalierte Form v,(y)(a = 1,2) der Mischungspotentiale 1,
(4.13) gebildet, indem man setzt:

L3R W,

= — 4.40
“42M OA, (4.40)

Va(Y)
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Das Coulomb-Potential in reskalierter Form lautet
2
ve(y) = ——. (4.41)

Als Ausgangspunkt fiir die Storungsentwicklung dient wieder der Fall reiner
Zusténde (C, — 00), in dem man ein Paar gew6hnlicher, ungekoppelter Schrodin-

gergleichungen erhélt:
_Ay(U)Ln(y) + (Vc + (O)GB,n) : (O)Ln(y) = 0 (442)

(n=1,23,4,...)

mit den bekannten (reskalierten) Eigenwerten Vep, = n=2

und entsprechen-
den Losungen (L, (y). Die niedrigsten Energieeigenwerte sind Vez; = 1 fiir
den Grundzustand (n = 1) und ©ep, = 1 fiir den ersten angeregten Zustand
(n = 2), mit den entsprechenden Losungen (L;(y) (4.25) und (OLy(y) (4.26).
Im folgenden werden wir die Mischung dieser beiden Zustinde durch Verringern
des Mischungsparameters C, von (C, = 00) hin zu endlichen Werten (C, < 00)

untersuchen.

Genéherte Losungen fiir das System von Schrodingergleichungen (4.38) erhilt
man, indem die Mischungslésungen L, () nach der orthonormalen Basis {(”L,(y)}

der 1-Teilchen-Zustinde entwickelt:

La(y) = AanVLa(y) - (4.43)

Setzt man diesen Ansatz in das Schrodinger-System (4.38) ein, multipliziert mit
einem Basiszustand (°L,,(y) von links und integriert iiber den gesamten 3-di-
mensionalen Raum, so erhélt man ein unendlichdimensionales, nicht-lineares al-
gebraisches System zur Bestimmung der Eigenwerte ep, und der Koeffizienten
Aan- Dieses System wird geldst, indem man die Modenentwicklung (4.43) bei ei-
nem endlichen Wert N abbricht. Das resultierende algebraische System lautet in
allgemeiner Form (a = 1, 2)

N

Z)\an{(AeBﬂ + (O)CG,m) <mn >+ < mlygn > } =0, (4.44)

n=1

(m,n|=1,...N)
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wobei folgende Notationen verwendet wurden:

< mlvaln > = / dy v OLo(y) - va(y) - OLy (1) (4.45a)
1

<mln > = / Ay OLn(y) - OLay) = 15mn (4.45b)

AGB,G, = €B,a — (O)GB,a (445C)

(O)Ga,m e (O)EB,G _ (O)GB,m . (4‘45d)

Dieses algebraische System (4.44) sieht wie ein gewohnliches lineares Diago-
nalisierungsproblem aus, dessen Losung sowohl die Energieeigenwerte ep, als
auch die entsprechenden Koeffizienten A, liefern wiirde. Allerdings ist diese
Annahme nicht richtig, da der nichtlineare Charakter dieses Systems darin be-
griindet liegt, dafl die Mischungspotentiale v, selbst wieder von den Lésungen
L,(y) abhingen. Dadurch ist man gezwungen, einen Iterationsprozess durch-
zufiihren, wobei man zur Konstruktion der Mischungspotentiale v, (bzw. der
korrespondierenen Matrixelemente < m|v,|n >) mit den Amplitudenfunktionen
nullter Ordnung (L, (y) beginnt. Die Diagonalisierung liefert dann eine erste
Korrektur Aep, der Eigenwerte nullter Ordnung (O)GB,Q gemeinsam mit einer
korrigierten Amplitudenfunktion L,(y) (4.43). Diese Ergebnisse werden dann in
die Mischungspotentiale v, eingesetzt und durchlaufen einen weiteren Iterations-
schritt, welcher zu genaueren Eigenwerten e€p, und Amplituden L,(y) fihrt. Bei
geniigend groflen Werten fiir den Mischungsparameter C, konvergiert der Itera-
tionsprozess bei einem wohldefinierten Fixpunkt, welcher die gewiinschte Losung
{A€pq; La(y)} des Diagonalisierungsproblems darstellt. In den folgenden nume-
rischen Berechnungen betrug die Zahl der Iterationsschritte bis zum Auffinden
des Fixpunktes mit akzeptabler Genauigkeit (1 zu 10°) ca. 30 ~ 40 Schritte. Die
Zahl der verwendeten Moden betrug N = 5; und die minimal zugénglichen Werte
des Mischungsparameters C, waren in der Groflenordnung C, 2 0.9 fiir die po-
sitiven Gemische und C, 2 1.3 fiir die negativen Gemische. Fiir kleinere Werte
von C, fiihrte der Iterationsprozess nicht auf einen wohldefinierten Fixpunkt, was
auf numerische Ungenauigkeiten zuriickzufiihren ist. Es ergibt sich ein qualitativ
dhnliches Bild fiir die Bindungsenergie eg(= €p; + €p2) wie das in Figur 4.4
gezeigte (siehe die Diskussion dort). Im hier betrachteten Fall geht aber in der
Néhe der reinen Zusténde (C, — oo) die Bindungsenergie gegen die Summe der

Eigenwerte nullter Ordnung Ve ,

D
lim € = (O)EB 1+ (0)632 = — . (446)
Cyi— 0 ’ ’ 4
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da die elektromagnetische Interteilchenwechselwirkung vernachlssigt wurde. Die-
ser Grenzwert wird schon mit grofler Genauigkeit fiir relativ kleine Werte von
C, angenommen. Der Grund fiir dieses Verhalten liegt darin, daf} die Energie-
korrekturen erster Ordnung (Mep sich hochstens mit der vierten Ordnung im
Mischungsparameter ((1)63 ~ C*) verindern, wenn man davon ausgeht, daf§ der
exakte Energieeigenwert in eine Potenzreihe in Bezug auf die Potentialstérke v,

entwickelt wird:
€p = (O)EB + (1)63 + (2)63 4+ ... . (4.47)

Hierbei ist der Korrekturterm n-ter Ordnung Mep ein Funktional der n-ten Ord-

nung des Potentials v, : ™Meg = Mep[(1,)"] .

Bevor wir aber zeigen, daf§ die Mischungsentartung bis zur Ordnung C2 nicht
aufgehoben wird, sollte noch eine Anmerkung beziiglich der oben genannten Re-
sultate gemacht werden. Wie in Abschnitt 4.4 gezeigt wird, ist die Mischungsent-
artung fiir alle Werte von C giiltig, d.h. der exakte Eigenwert ep ist unabhéngig
vom Mischungsparameter C,. Bei obigem Iterationsverfahren wurde aber bei klei-
nen Werten von C, eine Veridnderung dieses Eigenwertes gefunden, wobei das
Verfahren in der Umgebung eines Fixpunktes konvergierte. Das so gefundene
(falsche) Verhalten der Eigenwerte bei kleinen C, muf8 damit erkléirt werden, daf
die Modenentwicklung nur bis N = 5 durchgefiihrt wurde und offensichtlich Mo-
den hoherer Ordnung in einer solchen Weise beitragen, dafl auch fiir kleine C\

der Eigenwert unveréndert bleibt.

Wir interessieren uns im folgenden fiir die linearen und quadratischen N#dherun-
gen, welche der Stérungsrechnung in erster und zweiter Ordnung in der Quanten-
theorie entsprechen. Die Energiekorrekturen erster Ordnung (Vep , ergeben sich

hierbei aus dem allgemeinen System (4.44) zu (a=1,2):
(1)€Bﬂ = —4 < aly,la >, (4.48)

und es gilt entsprechend fiir die Korrekturen zweiter Ordnung

N (< alygn > )’
@epq=16- Z ( (L) | ) , (4.49)

€
n#a a,n

Damit findet man die Energieeigenwerte €p , bis zur zweiten Ordnung

epa=Depa+Vepa+Pega+ 007 . (4.50)
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Entsprechend gilt fiir die Amplitudenfelder

N
La(y) = OLa(y) + > (Mhan + P Xan) OLa(y) + O() (4.51)
n#a

wobei die Koeffizienten in erster und zweiter Ordnung gegeben sind durch (n # a)

< n|vgla >

D han = 4 ©)

(4.52a)

€a,n

< alvgla > - < nly,la > R— < nlygm > - < mly,la >
2 0 ©) b
((O)Ea,n) €a,n m#a €a,m

@ Xan =16{ —

(4.52b)

Offensichtlich kann derselbe Iterationsprozefl wie oben beschrieben ebenso auf
diese linearen und quadratischen Korrekturterme angewendet werden. Hierbei
fallt auf, daB die Energiekorrekturen (4.50) ein im Vergleich zu den Amplituden-
korrekturen (4.51) qualitativ anderes Verhalten zeigen; denn die Korrekturterme
werden aus den Matrixelementen v, auf unterschiedliche Weise gebildet. So wer-
den beispielsweise die Energiekorrekturen erster Ordnung Mep , (4.48) aus den
Diagonalelementen gebildet, wihrend die entsprechenden Amplitudenkorrekturen
(D )\, (4.52a) auf den Nicht-Diagonalelementen beruhen. Dies erklirt, warum eine
Verédnderung im Mischungsparameter C, eine Deformation der Amplitudenfelder
L,(y) (4.51) auslosen kann, obwohl die Energieeigenwerte von dieser Verdnde-
rung von C, unbeeinfluflt bleiben. Dieses Verhalten tritt in der Stérungsordnung
C.? auf: Man kann zeigen, dafl die Eigenwerte in dieser Ordnung konstant blei-
ben, wihrend die Amplituden sich verdndern. Damit liegt hier ein Analogon zur

Austauschentartung in der konventionellen Quantentheorie vor.

Um diese Behauptung, welche mathematisch korrekt formuliert folgenermaflen
lautet

lim C?- Aeg, =0 (4.53)

Cy—00
(a=1,2) ,
zu beweisen, mufl man die Mischungspotentiale v,(L;, Ly) in eine Potenzreihe

entwickeln, d.h.

(2)

va =0+ Pvg+ Py +- o+ My (4.54)

wobei der n-te Term My, sich mit der Ordnung C, " verindert. Dann muf

man die Matrixelemente (4.48) in der niedrigsten Ordnung (n=1) berechnen, und
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schliefllich zeigen, dafl die Korrekturterme (l)eBﬂ tatsédchlich in erster Ordnung
verschwinden (d.h. Wep, ~ C,™* oder hoher). Damit findet man bestétigt, daf
die Mischungsentartung als Analogon zur Austauschentartung in der konventio-

nellen Quantentheorie zumindest in niedrigster Stérungsordnung vorliegt.

Beginnen wir nun mit dem ersten Schritt, so findet man die folgenden Entwick-

lungen fiir die Mischungspotentiale (4.54) in erster Ordnung

X L.L 2 1,2 -3Ly% [LyLy— LoL;\?>
(1)V1(L1,L2):%{((0)63,1—(0)632)'( Lt ) ~ 2 ( 172 2 1)

* L’ + Ly L% + Ly? L2+ Ly?
(4.55a)
LiLy \? L2—3L% [(LiLy—LyLi\”
Wy (i L) = 254 (O (0 , 1Lo L 2 (LiLy — LyLy
it c.’ {( e GB’I) <Ll2 + Ly’ L? 4 Ly? L + Ly?
(4.55b)
und ebenso in zweiter Ordnung
) ) )
1 LyLy — LyL
(2)1/1(L1,L2) =— (2L1L2)2(L12 _ 3L22) i ( 142 2 15)
C. (L% + L,?)
LL 4
_ ((0)63,1 — (0)63,2) . (ﬁ) } (4.56a)
1 2
) ) )
1 LyLy — LyL
@iy (Ly, Ly) = =51 (201 Ly)* (Lo — 3L,2) - (LiLz — Ly 15)
C. (Li? + Ly?)
L,L 4
— (Depy — Oepy) - (ﬁ) } : (4.56b)
1 2

Nihert man die Matrixelemente fiir die Energiekorrekturen erster Ordnung (Ve B.a
(4.48) durch die niedrigste Ordnung in den Potentialen (W, (4.55), so schlieft

man fiir ihr asymptotisches Verhalten
Wepo = —4 < alVy,la >~ C, 2 (4.57)

was aber nicht zutrifft: Es gibt keinen Korrekturterm erster Ordnung (~ C, ?)

in den Energiekorrekturen erster Ordnung (I)GB,a, wie im folgenden gezeigt wird:
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Man definiert zwei Hilfspotentiale o4 (Ly, L) und 5(Lq, Ly) folgendermaflen:

s L d e d (L) .
"R L) dy{qu@) dy(Lﬂyf—kLﬂyf>} (4.58a)

~ oL O« 1 i 2 Z.i L2(y)2
"2 T50.2 y? - Ly(y)? dy{quw) dy(Lﬂyf—kLﬂyf>}. (4.58b)

Hierbei werden die Amplitudenfunktionen L,(y) (a=1,2) als exakte Losungen der
entsprechenden Amplitudengleichungen (4.38) angesehen. Verwendet man diese
Amplitudengleichungen (mit beliebigem Bindungspotential v,) so findet man die

folgende explizite Form fiir die Hilfspotentiale
~ O« (L1L2 - L2L1)2 LiL, 2
= 3L,2 — L 2) . + — Vo + — O e e 1
4l C*Z {( 2 1 (L12 + L22)3 (Vl V2 €B,1 6372) L12 4 L22
(4.59a)

X LiLy — LoLy)? L.L 2
17220- {<3L12—L22>-( 172 2 1) —|—(V2—V1+EB’2—€B’1)-<71 2 ) }

C*Q (L12 +L22)3 L12 +L22
(4.59b)

In dieser Form ist aber sofort einsichtig, da8 die asymptotische Form (C, —
oo) dieser Hilfspotentiale 7, dieselbe ist wie die der urspriinglichen Potentiale v,
(4.54), d.h. wir finden als Entwicklungen

V=i +®@p, 4o M 4 (4.60)
mit den Identifikationen
(I)Da(Ll, LQ) = (l)l/a(Ll, LQ) . (461)

Andererseits folgt unmittelbar aus den urspriinglichen Definitionen (4.58) der
Hilfspotentiale 7,, dafl im asymptotischen Grenzfall (wo L, (y) = (OL,(y) wird)
die Diagonalmatrixelemente verschwinden, d.h.

o0

lim [ dyy? Lo(y)* - ta(y) =< a|Vigla >=0. (4.62)
* —> 00
0

Daher kann man die Energiekorrekturen erster Ordnung (Mep , (4.48) ebenso auf

folgende Weise schreiben

lim Mep, = —4 < a|Vy,|a > (4.63)

Cy—00
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wobei die modifizierten Potentiale v,” eingefiihrt wurden durch
v, = Uy — U, . (4.64)

Diese modifizierten Potentiale v,' haben einen in erster Ordnung verschwindenden
Term (Vy,/, was man unmittelbar an den friiheren Identifikationen (4.61) erkennt,
d.h.

My, =Wy, — Wy =0 (4.65)

Man kann also an diesen asymptotischen Beziehungen (4.63)-(4.65) die Giiltigkeit
der Behauptung (4.53) iiberpriifen. Die hierbei gemachten Annahmen setzen keine
spezielle Form des Bindungspotentials v, voraus. Daher gilt diese asymptotische
Form von Mischungsentartung (4.53) fiir alle gebundenen 2-Teilchen Mischun-
gen, was bedeutet, da§ diese bis zur Ordnung C,™ dieselben Energieeigenwerte

besitzen wie die reinen Zustinde (C, = 00).

Dariiberhinaus stellt man fest, daf in zweiter Ordnung (n =2 : Mep, ~ C,7%),
die durch Potentialterme zweiter Ordnung ?v, (4.56) bestimmt wird, ebenso
keine Differenz zwischen positiven und negativen Gemischen auftritt. Der Grund
hierfiir liegt in der Tatsache, dafl der Mischungsindex o, in diese Terme nicht
eingeht; auBerdem werden die Potentialterme erster Ordnung Vv, (4.55) qua-
driert, wenn sie in den quadratischen Korrekturterm ®ep,(~ C, %) eingehen.
Dadurch fillt auch hier der Mischungsindex heraus (62 = 1). Also hat der Mi-
schungscharakter (positives oder negatives Gemisch) keinen Einflu} auf die zweite
Storungsordnung. Dies bedeutet, dafl die Entartung zwischen positiven und nega-
tiven Gemischen hichstens in der Stérungsordnung (~ C,~°) aufgehoben werden

kann.

Das Konzept der Entartung besagt, dafl zwei (oder mehr) unterschiedliche
Feldkonfigurationen dieselbe Energie besitzen. Daher will man auch im vorlie-
genden Fall der Mischungsentartung wissen, wie sich 2-Teilchen Konfigurationen
{L1, Ly} mit derselben Energie (in der Ordnung C, ?), aber mit unterschiedli-
chem Mischungsindex o, in ihrer rdumlichen Ausdehnung unterscheiden, d.h. wir

betrachten die Amplitudenkorrekturen L, (4.51) genauer
DL (y) = X VLu(y) - (4.66)
n#a
Aus ihrer Konstruktionsvorschrift folgt, dal diese Korrekturen erster Ordnung

der Orthogonalisierungsbedingung

<alVL,>=0. (4.67)
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gehorchen. Offensichtlich muf man zunéchst die Matrixelemente () ), (4.52a) be-
rechnen, dann die unendliche Summe auf der rechten Seite von (4.66) aufaddieren,
um daraus die Amplitudenkorrekturen )L, (y) zu erhalten. Aber natiirlich kann
ein solcher Vorgang in den meisten Féllen nicht exakt durchgefiihrt werden, wes-
halb man sich auf eine endliche Summe beschrénkt und nur die niedrigsten Terme
der Modenentwicklung (4.66) beriicksichtigt (z.B. bis zur 5. Ordnung, s.o. bei der
Berechnung der Eigenwerte). Da die Modenentwicklung sehr langsam konvergiert,
ist das so erhaltene Ergebnis nicht sehr genau. Daher sucht man nach einer Me-
thode, die es erlaubt, die Amplitudenkorrekturen in erster Ordnung VI, (4.66)
exakt zu berechnen, ohne die Summation der unendlichen Reihe durchfiihren zu
miissen. Diese Moglichkeit eroffnet die Dalgarno-Lewis Methode [31, 32]. Die DL-
Methode kann fiir eine Reihe von Stérpotentialen durchgefiihrt werden. Findet
man eine Funktion f,(y), die mit den ungestorten 1-Teilchen Amplitudenfunktio-
nen (UL, (y) auf eine Weise zusammenhiingt, die weiter unten dargestellt wird, so
kann man die Korrekturterme erster Ordnung in Abhéngigkeit von diesen Funk-

tionen f, schreiben als

DLafy) = (faly) = To) - O Laly) (4.68)

wobei die Mittelwerte f, wie iiblich definiert sind als

fo=4<alfia>, (4.69)

(dabei ist die modifizierte Orthonormalisierungsbedingung (4.45b) zu beachten)
so dafl die Orthogonalisierungsbedingung (4.67) erfiillt ist. Daher findet man fiir

die in erster Ordnung korrigierten Amplitudenfelder folgende Beziehung:

{I}La(y) = (O)La(y) + (I)La(y) = Na : {1 + fa(y) - ﬁ} : (O)La(y) . (470)

Hierbei hat man die Normierungsfaktoren N, eingefiihrt, welche mit der Stan-

dardabweichung der DL Funktionen f,(y) folgendermafien in Beziehung stehen

—-1/2

N,={1+(Af)2} 77, (4.71)

wobei die Standardabweichung Af,? in der iiblichen Weise definiert ist

(Af)” = 4(< alfla > —4(< a|fula >)?) (4.72)

(fiir den unkonventionellen Faktor 4 sei wieder auf die modifizierte Orthonormali-
sierungsbedingung (4.45b) verwiesen). Ahnlich wie im Fall der Amplitudenkorrek-

turen erster Ordnung (Y L, (y) erspart uns die Dalgarno-Lewis Methode auch die
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Berechnung der unendlichen Reihe, wenn es darum geht, die Energiekorrekturen
zweiter Ordnung Pep , (4.49) zu berechnen. Anstatt sich mit einer unendlichen

Zahl von Termen zu beschéftigen, mufl man nur zwei Integrale berechnen:
@epa=—4<alv, faa>—4Yep, - f, . (4.73)

Nun ist der entscheidende Punkt fiir die Anwendung der Dalgarno-Lewis Methode
das Auffinden der Funktionen f,, welche (wenn man sie als Operatoren auffaft)

aus der folgenden Kommutatorrelation (a = 1,2) abgeleitet werden:
[far ho) (VLa) = (Vv + Vepa) - O Ly (4.74)
wobei hy den ungestorten 1-Teilchen Hamiltonian (4.42) beschreibt, d.h.
ho = —-A+v,. (4.75)

Im vorliegenden Fall von SO(3)-symmetrischen Feldern vereinfacht sich der Kom-

mutator zu

OLa(y)
a . — (M (1)
Ay foly) +2 OLo(y) faly) =Yg + Ve, (4.76)

wobei in niedrigster Ordnung (~ C,~?) die Eigenwerte (Vep , nicht beitragen (s.o.)
und daher weggelassen werden konnen. Gliicklicherweise konnen die Lésungen
fa(y) in niedrigster Ordnung (d.h. ~ C, ?) leicht aus den Gleichungen (4.76)

berechnet werden:

I G107
203 (OL )"+ (VLar)’

fa(y) (4.77)

Fiir die folgende Betrachtung ist es vorteilhaft, dieses Ergebnis durch den Uber-
lappungswinkel &, (4.7) auszudriicken

_ T et
fily) = 202 cos” 3 (4.78a)
O .2 &o
faly) = Yok sin® 2% (4.78D)

Daher haben die Amplitudenkorrekturen erster Ordnung "} L, (y) (4.70) folgende
Gestalt

{I}La(y) = Na : Qpa(y) ’ (O)La(y) (479)
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wobei die modulierenden Faktoren ¢, (y) durch den Uberlappungswinkel &, aus-

gedriickt lauten:

— T+ 2 é — 082 é
oi1(y) =1+ 20 { cos” 5 — cos? } (4.80a)
_ * 2 é o 2 go
w@%ﬁ,QC{mn2 sin 2}. (4.80b)

Man kann nun sehr leicht zeigen, dafl die beiden Mittelwerte iibereinstimmen:

cos? & = sin? 2 (d.h. fi = f2). Dieses Resultat erlaubt es uns, die Deformation der
Amplitudenfelder L,(y) durch die Verinderung des Mischungsparameters C, im
Hinblick auf das Uberlappungsphéinomen zu beschreiben: Man betrachtet einen
Bereich im Raum, an dem das erste Amplitudenfeld L;(y) sehr viel grofler ist als
das zweite Ly(y), und damit &, ungefihr den Wert Null annimmt (mod 27). Im

Bezug auf die Mittelwerte bedeutet dies, dafl in diesem Raumbereich

2§ 26

Cco > cos? = 5 (4.81a)
n’ 52 < sin? % (4.81b)

gilt, und damit fiir die positven Gemische (o, = +1) das erste Amplitudenfeld
Ly durch den ersten modulierenden Faktor (¢; > 1) vergroflert wird, wihrend
das zweite abnimmt (9 < 1). Dies bedeutet, dafl auf dem Weg von einem reinen
Zustand (C, = 00, p, = 1) zu einem positiven Gemisch (C, < 00),0, = +1 die
modulierenden Faktoren ¢, das dominierende Amplitudenfeld verstéirken und das
schwiichere noch zusétzlich abschwéchen. Daraus folgt, dafl die Amplitudenfelder
im Falle positiver Gemische sich separieren (siehe Figur 4.5), wihrend die Dichten
in diesem Fall fusionieren (vgl. Figur 4.3 oben). Entsprechend gilt fiir die negati-
ven Gemische (o, = —1), dal die Amplituden fusionieren (Figur 4.6) wihrend die
Dichten sich separieren (Figur 4.2 oben). Nun kann man diese qualitativen Argu-
mente dadurch stiitzen, da§ man eine quantitative GroBe, den Uberlappungsgrad
2z,[L] fiir die Amplitudenfelder einfiihrt (Figur 4.8)

Ly* - Ly

MMzQ/mh%—J%. (4.82)
Li"+ Ly

Zum Vergleich kann man eine entsprechende Groéfie auch fiir die Dichten p,

einfiihren, welche aus den Amplitudenfeldern nullter Ordnung (YL, gebildet wer-
den (vgl. Figur 4.7)

P11 P2
Zo dV 4.83
o= / pr+p2 ( )
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Vergleicht man Figur 4.7 mit 4.8, so kann man erkennen, daf} die beiden Ef-
fekte tatsdchlich genau gegenldufig sind. Man kann nun tatséichlich zeigen, dafl
die Dichten p,, welche aus den Amplitudenfeldern unter Beriicksichtigung der
Korrekturen erster Ordnung (L, (y) gebildet werden, invariant sind unter einer
Veriéinderung des Mischungsparameters C, (in der hier betrachteten Ordnung der

Stérungstheorie (~ C 2

*

)). Dies geschieht, indem man die beiden Amplitudenkor-
rekturen erster Ordnung (", (y) (4.79) und die zugehérigen Strukturfunktionen
gs (4.14) und g,, (3.86) in erster Ordnung

2
o Or,©f,
Jw = 1+ C,? (((0)L1)2 + (OL,)? (4.84a)
2
O, 07,
O« 1 9
9s = C,? (((0)L1)2 + ((0)L2)2> ’ (4.84D)

in die definierenden Gleichungen (3.88) fiir die Dichten einsetzt. Damit wurde
gezeigt, dal die Mischungsentrartung sich nicht nur auf die Energieeigenwerte,
sondern auch auf alle anderen observablen Gréfien auswirkt (die Amplitudenfelder

selbst sind keine mefbaren Groflen).

Zusammenfassend kann man sagen, dafl bewiesen wurde, daf} in dieser Ordnung
der Stérungstheorie C 2 ein System, welches in einer Mischung ohne Beriicksich-
tigung der Austauschfelder vorliegt, physikalisch dquivalent zu einem System ist,
das als ein reiner Zustand beschrieben werden kann. Im néchsten Abschnitt folgt
nun der Nachweis, dafl dieses Ergebnis in jeder Ordnung der Storungstheorie
giiltig ist, wobei man auf eine Transformation mit Gruppeneigenschaften stofit,

die im folgenden als Mischungsgruppe bezeichnet wird.
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0. 25

o.=+1
0.2}

0. 15} —  C,= o

L 0.1 ~~ - C.= 1.0000
0.05!
O —————
1 2 3 4 T 6 7
y

Abbildung 4.5: Deformation der Amplituden L, fiir positive Gemische (o, = +1): Die Dalgarno-
Lewis Methode erlaubt es, die Amplitudenkorrekturen erster Ordnung ('L, (4.79) exakt zu
berechnen. Die Amplitudendeformationen werden erst signifikant, wenn man in die Nihe des

Grenzwertes C, = 1.0 kommt.

0.25
0*:'
0.2!
0.15| — C.=
L, 0.1} ---C.=1.0001"
0.05/
0
N e
1 2 3 4 5 6 7
y

Abbildung 4.6: Deformation der Amplituden L, fiir negative Gemische (o, = —1): Die Defor-
mationen fiir negative Gemische werden erst signifikant, wenn Man in die Ndhe des Grenzwertes
C_ =1 kommt (hier :C, = 1.0001).
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0.8

0.6

<o [p]

o.=+1

0.4}

0.2

Abbildung 4.7: Uberlappungsgrad z,(p) (4.83): Befinden sich beide Dichten in einem reinen
Zustand, d.h. p; = O L;(y)? und py = (O Ly(y)?, so iiberlappen sich diese teilweise: z,[p] —
0.21. Bei abnehmendem Mischungsparameter (C, < co) und festgehaltenen Amplituden (°)L,
verschmelzen die Dichten p, fiir positive Gemische (0. = +1, z,[p] — 1 fiir C, — C4 = 0) und

separieren sich fiir negative Gemische (o, = —1, 2z,[p] = 0 fiir C, - C_ =1.)
1 |
|
|
0.8} |
|
|
0.6} |
|
ZO[L] |
0.4 | Oy =-
N
0.2; |//
I
O :+1 ‘ ‘
1 2 3 4 5 6 7
C

Abbildung 4.8: Uberlappungsgrad z,[L] (4.82): Reduziert man den Mischungsparameter C, so
tritt fiir den Uberlappungsgrad der Amplituden L, das entgegengestzte Verhalten wie fiir die
Dichten p, auf: Wenn die Dichten verschmelzen, separieren sich die Amplituden und umgekehrt.
Beide Effekte heben sich gegenseitig auf, so daf§ die Dichten p,, welche aus den modifizierten

L, gebildet werden, invariant bleiben.
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4.4 Die Mischungsgruppe

Wir kommen in diesem Abschnitt noch einmal auf den Zusammenhang zwi-
schen den Dichten und den Amplitudenfeldern zuriick, der schon in (3.88) ange-

geben wurde:

p1 =tr (Z-P1) = gu- Li>+ g5 - Lo (4.85a)
p2 =tr (T-P2) = gu- Lo> + g5 - Li”. (4.85b)

Wie wir bereits aus dem Verhalten der Strukturfunktionen g; und g, im Grenz-
fall C, — oo wissen (vgl. (3.87)), stimmen die Dichten in diesem Fall mit den
Quadraten der Losungen von zwei entkoppelten Klein-Gordon Gleichungen iibe-
rein, d.h. p, — OL,” (a =1,2). Da im Fall verschwindender Austauschfelder die
Strukturfunktionen g, und g, nur von den Amplitudenfeldern abhéingen, siehe
(4.14) und (3.86), stellt die Beziehung (4.86) eine nicht-lineare Transformation
[R®)] der Amplituden dar

[RP]: (L1, Ly) = (p1,p2) , (4.86)

oder ausgeschrieben
P1 :(Q)RI(LI; L2) = gw(Lh L2) : L12 + gs(Lh L2) : L22 (4-873)
p2 =P Ry(Ly, Ly) = gu(Lu, La) - Ly® + gs(L1, Ly) - LT . (4.87b)

Definiert man nun zwei neue Amplitudenfelder (bis auf das Vorzeichen) als
2
<Lll> = (4.88a)
2
(L2’) = P2, (4.88b)

so kann man die Dichtetransformation [R®)] (4.86) auch als Amplitudentransfor-

mation [R] auffassen

[R] : (Ly, Ly) — (Ly', LY'), (4.89)

d.h.
L) =Ry(Ly,Ly) = \/gw cL* + gy Ly® (4.90a)
Ly =Ra(Lny Lo) = \Jgw - Lo+ g, - In? | (4.90D)

Beim Wurzelziehen hat man darauf zu achten, dafl die Vorzeichen der neuen
Amplituden L, in einer solchen Weise gewihlt werden, dafl die L, stetig diffe-

renzierbar iiber der Raumzeit bleiben, wenn auch die Ausgangsamplituden diese
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Eigenschaft besitzen. Hier mufl beachtet werden, dal die Losungen des quasi-
linearen Systems von Klein-Gordon-Gleichungen (4.8) nur bis auf ein Vorzeichen

festliegen.

Die Transformationen (4.89) haben eine interessante Eigenschaft, ndmlich die
Effekte von Fusion (p;(z) =~ pa(x)) fiir positive Gemische und Separation (p;(z) -
p2(x) ~ 0) fiir negative Gemische, wie oben schon gezeigt wurde. In diesem Ab-

schnitt behandeln wir die inverse Transformation [A] = [R™!], d.h. wir definieren
[A] : (L17L2) — (,LI;IIJQ)) (491)

mit der expliziten Darstellung (vgl. (4.14) und (3.86))

Ly = Ay (L, Ly) = \/% (L2 — L,?) + %\/(LIZ — L)+ A\ (201 Ls)"  (4.92a)
, 1 1
Ly = Ay(Ly, Ly) = \/—§(L12 _ L22) + 5\/(L12 _ L22)2 4 ,\*(2L1L2)2 )

(4.92b)

Die iiberraschendste Eigenschaft dieser Transformationen (4.92) ist, daf} sie eine

Gruppe mit dem Gruppenparameter A\, bilden, welcher definiert ist als

1
As =
1+

—. (4.93)
2

C.:

Fiihrt man also zwei Transformationen (4.92) hintereinander aus, welche durch

M\, und @)\, parametrisiert werden, so gilt
@), =W, - @), . (4.94)

Das Gruppenelement A" wird durch A\, ' parametrisiert und stellt das Inverse
des Gruppenelements A dar, welches durch A, parametrisiert wird. Die Identitat
ist gegeben durch A\, =1 (& C, = 00). Die Mischungsgruppe (4.92) hat einige

Gemeinsamkeiten mit der Lorentz-Gruppe SO(1,1) in 141 Dimensionen

Ly =cosh B, - Ly +sinh §, - L, (4.95a)
Ly =sinh B, - L +cosh 3, - Ly . (4.95b)

In beiden Fillen bleiben die Lichtkegel (L; = +L,) als ganzes invariant und
ein Punkt L; = Ly(= L.) auf dem Kegel wird auf diesem auf folgende Weise
verschoben

1/4

(4X\.) 7" - Le,  bei [A] (4.92)

_ (4.96)
e L., bei SO(1,1) (4.95) .

LC:>ILCZ{
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L, A

—
N

(a)

3y
A7l
S

Abbildung 4.9: Die Mischungsgruppe [A] (4.92) zerfillt in zwei Teile: Expansive Transformatio-
nen (A, > 1, siehe Figur (a)) und kontraktive Transformationenen (A, < 1, siehe Figur (b)). Die
Menge der invarianten Punkte besteht aus den Lichtkegeln L1%2 = Ly2 und den Achsen L; =0
bzw. Ls = 0. Beide invarianten Mengen werden durch die transformierten Punkte asymptotisch
angenihert: Die Lichtkegel fiir eine ezpansive Transformation (Fusion der Amplituden, vgl. Fi-
gur 4.10 (b)) und die Achsen fiir eine kontraktive Transformation (Separation der Amplituden,
vgl. Figur 4.10(c). Aber die Orbits als ganzes stimmen bei der Mischungsgruppe [A] (4.92) und
der Lorentz-Gruppe SO(1,1) (4.95) iiberein.
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Dariiberhinaus ist der Orbit eines Punktes (L, L) unter beiden Gruppenaktio-
nen derselbe und wird durch die beiden Hyperboloide

L.° - L," = const. (= L* — Ly?), (4.97)
gegeben, vgl. Figur 4.9. Aber offensichtlich werden Punkte auf diesen Orbits von
beiden Gruppentransformationen in unterschiedlicher Weise verschoben. So wird
beispielsweise die “Raum” und “Zeit”-Achse (Ly = 0 oder Ly = 0) im Falle
der Lorentz-Gruppe SO(1,1) auf ein neues Achsensystem transformiert, so daf3
die bekannten Effekte von Lorentz-Kontraktion und Zeitdilatation auftreten. Im
Gegensatz dazu bleiben die Punkte auf den Achsen bei einer Transformation

durch die Mischungsgruppe [A] fest, d.h.

A1 (Ll, 0) :Ll, AQ(LI, 0) =0 (498&)
A1 (0, Lg) :0, AQ(O, Lg) = L2 . (498b)

Es sei hier noch darauf hingewiesen, daff das Produkt der Amplituden sich

unter der Mischungsgruppe folgendermaflen transformiert
L \2 2
(L1 -L2> — A (L1 : LQ) . (4.99)

Diese Figenschaft findet in der Lorentz-Gruppe keine Entsprechung; sie stellt

die Orthogonalitit der Amplitudenfelder vor und nach der Transformation sicher

(siche (4.102) weiter unten). Daher beziehen sich die meisten Ahnlichkeiten beider

Gruppen hauptséchlich auf die Umgebung der Lichtkegel. Dies wird besonders

deutlich, wenn man die Pullback-Metrik v,, der Lorentz-Metrik 7,, =diag[1, —1]
OL.OLy

= a—_[/aa—_LbT]Cd . (4100)

Yab

betrachtet. Denn fiir die Mischungsgruppe findet man hier durch explizite Be-

rechnung

L22 (L12 o L22)

i =1—A—1) 5 (4.101a)
</L12 +/L22>
L (L% - L,?)

Yoo =—1— (A —1) 5 (4.101b)
L1 Lo (L12 - L22)

Yor = m12 = (A = 1) (4.101c)

2
(/L12 + /L22)
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Abbildung 4.10: Die Mischungstransformationen [A] (4.92) deformieren die urspriinglichen (di-

mensionslosen) Amplituden (YL, (4.25)-(4.26), siche Figur (a), in einer solchen Weise, daf im

expansiven Fall (A, > 1) die Amplituden dieselbe Form annehmen (bis auf ihr Vorzeichen):
Fusion (L = L) bzw. Anti-Fusion (L; = —Ls), siehe Figur (b). Im kontraktiven Fall, A, < 1,
siehe Figur (c), separieren die Amplituden.
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Also stimmt die Pullback-Metrik 74, in der Nihre der Lichtkegel (L = Ly?)
mit der Lorentz-Metrik 7, iiberein, und zwar fiir jeden Wert des Gruppenpara-
meters \,. Es ist nun gerade dieses Verhalten der Mischungsgruppe in der N&he
der Lichtkegel und der Achsen, welches fiir die Effekte von Fusion und Separa-
tion verantwortlich ist. Verfolgt man das Orbit eines Punktes (L, Ly) wéihrend
einer Gruppen-Transformation mit wachsendem Gruppenparameter (expansive
Transformation: A, > 1, Figur 4.9(a)), so wird der Lichtkegel (L,* = L,*) durch
dieses Orbit immer stirker angenéhert, was dazu fiihrt, dafl die Werte der beiden
Amplitudenfelder L,(z) (bis auf ihr Vorzeichen) identisch werden. Dies ist der
Effekt der Amplitudenfusion (Li(x) & Ls(z)), siehe Figur 4.10(b). Da fiir diese
Transformationen A, > 1 gilt, ist 0. = —1 (vgl (4.93)), so daB der Fusionsef-
fekt nur fiir die negativen Gemische auftritt. Der entgegengesetzte Prozefl der
Amplitudentrennung (vgl. Figur 4.10(c)) tritt fiir positive Gemische (o, = +1)
auf, da hier die Mischungstransformationen auf kontraktive Weise wirken (Figur
4.9(b), Ax < 1). Diese kontraktive Gruppenaktion lafit die kleinere der beiden
Dichten gegen Null gehen, wéhrend sie die groflere bei einem endlichen Wert
beldfit. Fa3t man also beide Amplituden als Felder iiber der Raumzeit auf, so
miissen diese sich separieren, was bedeutet, dafl sich Regionen in der Raum-Zeit
bilden, in denen nur die eine der beiden Amplituden vorkommt, wihren die ande-
re gegen Null strebt. Das geometrische Aussehen dieser Regionen wird durch die
Fldchen gegeben, an denen die Amplituden ihre Nullstellen besitzen, d.h. durch
2-Sphéren im 3-dimensionalen Raum, wenn man davon ausgeht, dafl die Feld-
konfigurationen sphérische Symmetrie aufweisen. Als ein Beispiel fiir eine solche
statische, sphérisch symmetrische 2-Teilchen Konfiguration betrachten wir den
nicht-relativistischen Grundzustand ((”’L;) und den ersten angeregten Zustand
((O)Lg) des 1-Teilchen Coulomb-Problems, deren explizite Gestalt in reskalierter
Form bereits in (4.24)-(4.25) angegeben wurde. Die beiden 1-Teilchen Zustinde

sind orthonormal im folgenden Sinne:

r 1
[ v POL0) O Lale) = 30 (4.102)
0

(a,b] =1,2).
Nun verwendet man die zwei 1-Teilchen Zustéinde (WL, und (L, als Ausgangs-
basis fiir eine Mischungstransformation (4.92) und betrachtet die resultierenden
Amplituden L, (y)(a = 1,2)

Lo(y) = Ao (OL1 (y), VLo (y)) (4.103)
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vergleiche Figur 4.10. Offensichtlich verschmelzen die Amplituden fiir negative
Gemische (o0, = —1 & A, > 1), wohingegen sie sich fiir positive Gemische
(0. = +1 & A, < 1) voneinander trennen. Damit zeigen die Amplituden L, das
umgekehrte Verhalten wie die Dichten p, (4.87) (siehe oben), welche fiir positive
Gemische verschmelzen und sich fiir negative Gemische separieren. Offensichtlich
ist der Grund hierfiir die Tatsache, daf3 die Dichten p, sich iiber die inversen Mi-
schungstransformationen [R] (4.89) anstelle der hier betrachteten [A] (4.91) fiir

die Amplituden L, transformieren.

4.5 Exakte Losungen

Mit diesen Vorbereitungen ist es nun relativ einfach, exakte Losungen L, (x) fiir
die gekoppelten Amplitudengleichungen (4.8) zu finden, obwohl die Mischungspo-
tentiale W, welche durch die Gleichungen (4.13) gegeben sind, stark nichtlineare
Funktionen der gesuchten Amplituden L, sind. Dies liegt daran, daf} die Lésungen
des auf komplizierte Weise gekoppelten Systems (4.8) mit den Losungen des ein-
fachen, ungekoppelten Systems von 1-Teilchen Klein-Gordon Gleichungen (3.82)
genau durch eine Mischungstransformation [A] (4.91) zusammenhéngen. Ande-
rerseits sind exakte Losungen der 1-Teilchen Klein-Gordon Gleichungen (3.82)
fiir viele physikalisch relevante Probleme bekannt (fiir die exakten Losungen des
statischen, relativistischen Coulomb-Problems sei auf [33] verwiesen). Damit sind
dann aber auch die Losungen L,(x) der vollen, gekoppelten Amplitudengleichun-
gen (4.8) ebenso exakt berechenbar. Daher sind die Amplitudenfelder L,, wel-
che in Figur 4.10 dargestellt wurden, als exakte 2-Teilchen Lésungen des gesam-
ten, zeitunabhéngigen Amplitudensystems (4.8) im Coulombpotential anzusehen.
Nur aufgrund der Tatsache, dafl die nichtrelativistischen Lésungen einfacher zu
handhaben sind, haben wir uns auf die nichtrelativistische Form (4.24)-(4.25) be-
schriinkt, welche von der exakten, relativistischen Losung nur in der Ordnung «, >

abweicht.

Um die Existenz exakter Losungen zu beweisen, gehen wir folgendermafien vor:
Wir zeigen, dafi die Mischungstransformationen [A] (4.91) die Amplitudenglei-
chungen (4.8) forminvariant lassen, wofiir man das Transformationsverhalten der
Mischungspotentiale W, kennen muf}. Die Forminvarianz wird gezeigt, indem
man die Gruppeneigenschaft der Mischungstransformation ausniitzt. Genauer
gesagt fiihrt man die allgemeine Transformation A : L, — 'L, durch, indem

man von den urspriinglichen Amplituden L, zunéchst auf einen reinen Zustand
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transformiert, welcher die Losungen des ungekoppelten Klein-Gordon Systems
(L, (4.24)-(4.25) besitzt, da die Mischungspotentiale hier verschwinden. Danach
transformiert man diese Amplituden (V)L in die gewiinschten neuen Amplituden,
also insgesamt 'L, : L, = OL, = 'L,. Offensichtlich wird der gewiinschte Beweis
durch diese Hintereinanderausfiihrung von Transformationen erbracht, wenn die
Mischungspotentiale ‘W, ausgedriickt durch die Amplituden 'L, genau dieselbe
formale Abhingigkeit von den 'L, besitzen wie die urspriinglichen Potentiale W,
(4.13) von den L,. Um den Beweis einer solchen Abhéngigkeit zu fiithren, machen

wir uns die Quasi-Linearitdt der Mischungstransformationen zunutze.

Zunichst macht man sich klar, da der d’Alambert-Operator ('L, in den neuen
Amplituden 'L,, ausgedriickt durch die alten Variablen L,(a = 1,2), folgender-

maflen aussieht:

2 /

(L, = Z aLb aL (020) (0uL) + Z

b,c|=1 b=

0Ly . (4.104)

Wenn also die alten Amplituden L, dem System (4.8) gehorchen, so miissen die

neuen Amplituden I, den folgenden Gleichungen gehorchen

0L+ (L1 - g’—ILj + Ly 222){(%)2 — KopKo + W, } =

0L, 0 La oL,
) b
(Ll oL, Tl 3L2) W ZLb aLb Wt La- 57- [KINKI — Ky, K,

22: aL,, 8L (aﬂLb> (8“LC>

(4.105)

(d#a) .
Diese neuen Amplituden L, sollen dieselben Gleichungen (4.8) wie die urspriing-

lichen Amplituden L, erfiillen, d.h. es soll gelten

[ / Men 2 M ’
0L, +La{ (T) — Ko K" + Wa} ~0, (4.106)
wobei ‘W, dieselbe funktionale Abhiingigkeit (4.13) von L, besitzt wie W, von
L,. Um diese Forminvarianz der Amplitudengleichungen zu zeigen, ben6tigt man
die Quasi-Linearitét der Mischungstransformationen (a = 1, 2):

0L, OL,

+ L

L. - .
oL, 2 0L,

=TL,, (4.107)
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und dariiberhinaus, da} die Mischungspotentiale W, sich auf folgende Weise

transformieren (d # a)

oL, OL,
: W, — L
oL, " 7YoL,

*(0r1y) - (9uL)

Hierbei stellen wir uns fiir diesen Beweis vor, daf} die alten Amplituden L, iden-

[KlﬂKl“ — Ky K"
(4.108)

tisch sind mit den Amplituden fiir einen reinen Zustand (°’L,, welche die gewthn-
lichen Klein-Gordon Gleichungen (3.82) mit verschwindenden Mischungspoten-
tialen (W, = 0) erfiillen, sowie da die neuen Amplituden L, nun gerade die
gewiinschten Losungen des Amplitudensystems (4.8) (L, — L,) darstellen. Die
entsprechenden Mischungspotentiale berechnet man dann unter Zurhilfenahme
von (4.108) als (b # a)

2

st Koptif] - g 3 i (o0m) (ut).

sC|=

Ly 0L,

Wo=—CU" 751,

(4.109)

Wie oben schon erkldrt, bendtigt man fiir unseren Beweis die Identifizierung der
Mischungspotentiale W, (4.109) mit den W, der Form (4.13). Daher mufl man
die Giiltigkeit folgender Beziehungen nachweisen, wobei die erste sich auf den

kinetischen Teil der Mischungspotentiale bezieht

1. A

Ly 0Ly, L,0L
o222 L1, L) (4.110a)

L, 0L, L 0L,

= _gs(

und die zweite auf die Ableitungen

T, (L10,Ly — Ls8,Ly) (L10"Ly — Ly0"Ly)

o, - : (4.110b)
Z12 +Z22 O« (21/1 Z2)2 * (Izl +L22)2
wobei die Funktionen T, = T,(L,, L) gegeben sind durch
o2 o2
T1 = L1 - 3L2 (4111&)
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Der Nachweis fiir die Giiltigkeit von (4.110a)-(4.110b) ist nur deshalb moglich,
weil die Mischungstransformationen einen quasi-linearen Charakter aufweisen
(vgl. 4.107). In der Tat ist diese Eigenschaft die Definition der Homogenitét er-
sten Grades, und es versteht sich von selbst, da§ die Mischungstransformation [A]
(4.92) gerade von diesem Typ ist (wie {ibrigens auch die Lorentz-Transformation
(4.95)). Aber diese Beobachtung fiihrt uns direkt auf den Nachweis der ersten Be-
ziehung (4.110a). Der Grund hierfiir liegt darin, da8 die homogenen Funktionen
(4.107) ebenso als die Losungen des folgenden Systems partieller Differentialglei-

chungen definiert werden kénnen:

0L, L
_b 4.112
oL 1, Y (4.112a)
0L, L
. 4.112b
oL, 7, " ( )
0Ly L,
2, 4.112
oL, =~ LY (4.112¢)
OLy Ly
92 _ 22, . 4.112d
oL, 1, " ( )
Hier miissen die Funktionen g,,(L1, L) und gs(L1, Ly) homogen vom Grade Null
sein
OGu 9w
Ly-—+Ly,-—=0 4.113
T T (4.1132)
dgs 995
Ly - Ly - =0 4.113b
VoL, oL, (4.113b)
und der Bedingung
Gw —gs =1 (4.114)

gehorchen. Aber offensichtlich sind die Strukturfunktionen g, und g, (3.85)-
(3.86), bzw. (4.14) gerade von diesem Typ (4.112)-(4.114) und damit ist die erste
Bedingung (4.110a) trivialerweise erfiillt.

Andererseits bringt die zweite Bedingung (4.110b) die Ableitungen zweiter Ord-
nung der homogenen Funktionen I, ins Spiel, was es notig macht, zu den Glei-
chungen erster Ordnung (4.107) das Gegenstiick in zweiter Ordnung aufzusuchen:

0% L, 0% L, 0% L,
L? ——5 + 2L, L, + Ly’
(0L,) 0L, 0L, (0L,)

(a=1,2)

Diese Gleichung gilt allgemein fiir alle quasilinearen Funktionen. Sie erzwingt fiir

5 =0. (4.115)
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die zweiten Ableitungen der neuen Amplituden folgende Form (a = 1, 2)

9L,

— 2 =5, Ly’ 4.116a
(0L,)? ’ (4.1162)
0% L,
A —Sa - LiLy (4.116b)
2/
0 L“2 =S, L,?. (4.116¢)
(0L>)

Im speziellen Fall der Mischungsgruppe [A] (4.91) findet man fiir die Funktionen
S, (Zl,'LQ) durch explizite Berechnung:

T,

Sa: A —1 ILa'—a
( ) (L° +1,%)°

(4.117)
wobei die Funktionen 7T, bereits durch die Gleichungen (4.111) definiert wurden.
Nun sorgt jedoch die spezielle Form der zweiten Ableitungen (4.116) zusammen
mit dem eben gefundenen Resultat (4.117) dafiir, dal man die zweite Bedingung
(4.110b) folgendermafien schreiben kann

(Lla,LL2 - LQauLl) <L18" Ly — Lyd" Ll) -

kS (211 () 22()Z en) (£10uLs ~ Loty ) (£107La ~ L1y
O 1 L2 C. 1 9
(4.118)

Gliicklicherweise ist diese Beziehung fast schon eine Trivialitdt, da man aus der
Homogenitéit der Mischungstransformationen schlieffen kann, daf} sich die Ablei-

tungen in der folgenden Weise transformieren:
]_ 2 I 2 I
LlauLQ - LgaﬂLl == D— (LlauLg - L28uL1> (4119)
L

wobei Dy die Determinante der Jacobimatrix

aZ“) . (4.120)

D; = det <8Lb

bezeichnet. Fiir unseren Spezialfall der Mischungsgruppe [A] (4.91) findet man
durch direkte Berechnung

’L1 IL2 L> + Ly’

Dy =22 ,
P ‘L2 +'Ly°

(4.121)
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was dann unmittelbar die zu zeigende Bedingung (4.118) als giiltig bestétigt
(unter Beriicksichtigung der Beziehung zwischen dem Mischungsindex o, und

dem Gruppenparameter A, (4.93) sowie der Gleichung (4.99)).

Damit ist der Beweis abgeschlossen und die Mischungsgruppe [A] als eine Grup-
pe identifiziert, die das Amplitudensystem (4.8) invariant 148t, wobei die invari-
ante Form der Mischungspotentiale durch (4.13) gegeben ist. Das Vorhandensein
der Mischungspotentiale im Amplitudensystem (4.8) ist nétig, um die Effekte von
Fusion und Separation zu erméglichen, wie sie in Figur 4.10 dargestellt sind. Hier-
bei wurde, wie in den vorangegangenen Abschnitten, ein 2-Teilchen System im
statischen, radialsymmetrischen Coulombpotential in nichtrelativistischer Néhe-
rung untersucht. Die aufgezeichneten Losungen wurden aus den Losungen des
ungekoppelten Systems (4.17) durch Anwendung der Mischungstransformation
berechnet. Diese Losungen konnen auch in die Mischungspotentiale W, () einge-
setzt werden, welche die geeignete Form besitzen, um fiir die Separations- und
Fusionseffekte zu sorgen, vgl. Figur 4.11 und 4.12. Offensichtlich kann man diese
Effekte der RST als das Gegenstiick zu den analogen Effekten in der konventio-
nellen Quantentheorie anzusehen, welche durch die (Anti-)Symmetrisierung der

2-Teilchen Wellenfunktionen zustande kommen.
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Abbildung 4.11: Im Falle positiver Gemische (o, = +1) wird die Separation der Amplituden
durch die Gestalt der Mischungspotentiale W, (4.13) (in reskalierter Form V, = %Wa) ver-
ursacht, welche als abstoSende Winde wirken. Dadurch wird die erste Amplitude L; auf die
linke Seite der Wand in Figur (a) beschrinkt , sowie die zweite Amplitude Lo auf die rechte
Seite der Wand in Figur (b). Die Amplitudenfelder sind auf diejenige Seite der abstofenden

Wand beschriankt, vor der das Mischungspotential kurz anziehend wirkt. Mischungsparame-
ter: C, = 0.02. Die Potentiale V; und V> wurden in atomaren Einheiten von 2323 =13.61 [eV]

gemessen.
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Abbildung 4.12: Im Falle negativer Gemische (0. = —1) kommt die Fusion durch die anzie-
hende und abstoflende Wirkung der Mischungspotentiale V, zustande, welche dazu fithren, dafl
die Amplituden zu einer gemeinsamen Form verschmelzen, sich also nur im Vorzeichen unter-
scheiden: L,> ~ L»>. Das Mischungspotential V; fiir die erste Amplitude L, Figur (a), wirkt
wie eine abstoflende J-Funktion und fiihrt so zu dem Knick in der Amplitude L, vgl. Figur
4.10(b). Das zweite Mischungspotential V5 (Figur (b)) wirkt als anziehende §-Funktion, erzeugt
aber keinen Knick von L, (vgl. Figur 4.10(b)), da die zweite Amplitude L in dem Punkt
Null wird, in dem V5, den minimalen Wert annimmt (d.h. Ly verschwindet an der d-Funktion).
Mischungsparameter: C, = 1.001.
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Kapitel 5
Die Austauschentartung

In diesem Kapitel wird gezeigt, daf es fiir ein System von zwei Teilchen, die
in reinen Zusténden vorliegen, physikalisch keinen Unterschied macht, ob Aus-
tauschfelder vorhanden sind oder nicht (Kapitel 5.1), (vgl. [28]). Alle mefibaren
GroBen (z.B. Strome, Energieeigenwerte etc.) verédndern sich unter Hinzunahme
von Austauschfeldern nicht. Der Grund fiir dieses Verhalten liegt darin, daf die
Austauschfelder sich im Falle reiner Zustinde zusammen mit den Amplituden-
feldern L,, und den kinetischen Feldern K,, so zu neuen, effektiven Grofien L,
und K,, kombinieren lassen, daf} fiir diese effektiven Grofien die Feldgleichungen
fiir reine Zusténde ohne Austauschfelder gelten (d.h. diese Felder sind Losungen

zweier ungekoppelter Klein-Gordon Gleichungen).

Obwohl es bei reinen Zustédnden also physikalisch keinen Unterschied macht,
ob Austauschfelder vorhanden sind oder nicht, wird in Kapitel 5.2 die Austausch-
dynamik fiir reine Zustéinde genauer untersucht. Im Gegensatz zu den effektiven
Feldern, die ein autonomes Gleichungssystem bilden, koppelt die Austauschfeld-
Dynamik an die effektiven Feldgréfien an. Nun konnen die effektiven Grofien L,
und K, fiir reine Zusténde als bekannt vorausgesetzt werden, sodafl man diese in
der Austauschdynamik als feste Hintergrundfelder ansehen kann. Es 148t sich nun
zeigen, daB fiir eine bestimmte Untermenge von Feldkonfigurationen (Austausch-
vakua) die Austauschfelder die Bedeutung von Ubergangsamplituden zwischen

zwei Losungen der effektiven Amplitudengleichungen besitzen.
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5.1 Die Einzelteilchen-Dynamik als abgeschlos-

senes System

Zunichst definieren wir die Austauschfelder in allgemeiner Form: Der Hamil-
tonian #, 148t sich bei vorhandenen Austauschfeldern nicht in block-diagonaler

Form im Bezug auf die Einzelteilchen-Projektoren schreiben:
Hu#Y Po-HyPa- (5.1)

Die zusitzlichen Bestandteile ((”)’Hu) des Hamiltonians

OH,=Hy— > Pa-HyPa (5.2)

bezeichnet man als Austauschfelder, weil diese fiir die Austauscheffekte zwischen
den Teilchen verantwortlich sind. Diese neue Form von Wechselwirkung, “Aus-
tauschwechselwirkung” genannt, kann nicht auf die wohlbekannte Eichwechsel-
wirkung zuriickgefithrt werden, und wir nehmen an, daf} diese fiir die bisher
unverstandenen Quanteneffekte der Materie verantwortlich ist. Jedoch wird im
folgenden gezeigt, dafl diese neue Art von Wechselwirkung nur im Zusammen-
hang mit den Gemischeffekten der RST physikalisch relevant werden kann, nicht
jedoch fiir reine Zusténde. In diesem Kapitel betrachten wir jedoch ausschliefilich
reine Zusténde, wodurch sich das Gleichungssystem (3.81) wesentlich vereinfacht:
die Austauschpotentiale W, (3.84) verschwinden (wegen o, = 0) und in den Mi-
schungspotentialen X, (3.84) wird der Quotient Zr/Z;; =1 (wegen (3.71)).

Um nun zu zeigen, daf fiir reine Zustinde eine Austauschentartung vorliegt,
mufl man beweisen, daf§ die physikalischen Gréfien des Systems unabhéngig von
der Dynamik der Austauschfelder sind. Mit physikalischen Gréflen bezeichnet
man beobachtbare Gréflen, beispielsweise die Strome j,,, (vgl. (3.31) und (3.32))

. h 1
=37 o Kt 5 (V0 ) (5.3)
. h 1
o= 37 4 Tt 35 (0= M) (5.30)

Diese lassen sich durch die Beziehungen (3.33), welche nur fiir reine Zusténde
erfiillt sind, vereinfachen zu

. h L
=g {Klu + (0, + ‘“Nn} (5.42)

. h L
oy = ELQQ : {KQM + L—;((”)Qu — MN,J} : (5.4b)



5.1 Die Einzelteilchen-Dynamik als abgeschlossenes System 99

Nun geht man von den Austauschfeldern { IDQ,, Y N,} zu einem neuen Paar

von Austauschfeldern {F},,G,} iiber, indem man setzt

L2+ Ly? L% — Ly?
Fo- i L T2 (L 5.5
b 9L, Ly @ 2L, L, K (5-52)
L2 — Ly? L2+ Ly?
b 9L, Ly @ 20, L, K (5:5b)

In diesem neuen Variablensatz lassen sich die Stréme (5.4) nun in folgender Weise

schreiben
O h
Jip = Elq (K, + F,—G,) (5.6a)
. h
Jou = g Lo” (Ko + Fy + G (5.6b)
(5.6¢)

Dies ist ein erfreuliches Resultat, denn es erlaubt, effektive kinetische Felder K,

einzufiihren:

Ki, = K, +F,—G, (5.7a)
Ko, = Ko+ F,+ G, , (5.7b)

wodurch die Strome (5.6) die einfachere Gestalt

h

Jip = VCZAZKM (5.8a)
, h
Jou = EIQQKM (5.8b)

annehmen. Genau in dieser Form lassen sich die Strome schreiben, wenn alle
Austauschfelder verschwinden, wenn also der Hamiltonian sich als Einzelteilchen-
Operator (5.1) schreiben 1&8t:

2
Hu=Y Po-Hy-Pa. (5.9)

a=1
In dieser Situation vereinfachen sich sowohl das kinetische Feld IC,, (3.9) als auch

das Lokalisationsfeld £,, (3.10) zu

K= Ku. P, (5.10a)
L, = LauPa (5.10b)
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und entsprechend lassen sich die Stréme j,, (3.31)-(3.32) schreiben als

, h
Jip = ELIZKIM (5.11a)
_ h
qu = ELZZKZN . (511b)

Dies ist offenbar genau dieselbe Form wie fiir die Stréme mit nicht-verschwindenden

Austauschfeldern (5.8), wenn man die Ersetzungen
K, =Ky, (5.12)
vornimmt.

Die entscheidende Frage ist nun, ob diese formale Aquivalenz zwischen ver-
schwindenden und nicht verschwindenden Austauschfeldern eine physikalische
Aquivalenz beider Situationen nach sich zieht. Ist dies der Fall, so miissen die
beiden Paare von Strémen j,, (5.8) und (5.11) (aufgrund der Tatsache, daf sie
observable Groflen sind) fiir alle moglichen Konfigurationen von Austauschfel-
dern {ibereinstimmen, sonst liegt keine Austauschentartung vor. Man kann nun
zeigen, dafl die RST-Dynamik eine Menge von Losungen produziert, welche alle
dieselben Amplitudenfelder L, und kinetischen Felder K,, erzeugen, und daher
auch die Stréme j,, nicht verdndern. Der Grund hierfiir liegt in der Tatsache,
daf} die Dynamik fiir die reinen Zustinde ein autonomes, gekoppeltes System fiir
die Amplituden L, und die effektiven kinetischen Felder KK, bildet, wohingegen
die Dynamik der Austauschfelder nicht geschlossen ist und an dieses autono-
me Einzelteilchen-System ankoppelt. Diese Behauptung wird im folgenden da-
durch bewiesen, dafl man eine weitere observable Gréfle des Systems, ndmlich die
Energie-Impulsdichte 7T}, durch die modifizierten kinetischen Felder K,, allein
(also ohne Zuhilfenahme der Austauschfelder) ausdriicken kann. Hierzu zerlegt

man den Energie-Impulsoperator 7,, (2.30) in die RTB-Basis
1. 1. -
72“, - taul/ . Pa —|— ituy N H —|— ituy . H . (513)

Die Komponenten von 7,, werden nun in der iiblichen Weise berechnet, wobei
es sich hier anbietet, zu einem neuen Paar von Austauschfeldern {S,,7),} iiber-
zugehen, welches das zweite Paar von Austauschfeldern {(L)Qu, (”)Nﬂ} in einer

dhnlichen Weise ersetzt wie dies oben (5.5) schon mit dem ersten Paar geschehen

ist:
L2+ Ly? L% — Ly?
g — Sy o2t 2 () 5.14
b oL L ST @ (5.14a)
L2 — L,2 L2+ Ly?
T — 1 2. (H)Nu et et S (L)Q# _ (5.14b)

g 201 L, 2041 L,
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Hiermit lassen sich die Einzelteilchen-Komponenten t,,, von 7,, (5.13) folgen-

dermaflen schreiben

tl/u/ :tr(Pl : 77“/) (515&)
h? 1 Mc\?
:M{KI“KIV + Ly = 50 N <T> ] }
h2 (Ly\°
1 (B) (B a0+ 6+ (s, TS+ T
1
- 59;11/ [(F)\ + G/\)(F/\ + G/\) + (S)\ + T,\)(S)\ + T)\)] }
tZull :tr(P2 . 7;1/) (515b)
h2 1 Mec\?
=t = S [R5 L () 1}
R (L\?
#1 (2) {B-Gan - 6+ (5, 15, - 1)

a %guv [(Fy = G (F* = G*) + (Sy — Th)(S* = T7)] } '

Eine dhnliche Form kann man auch fiir die Austauschkomponenten von 7, finden:

f =tr(Il- T,) (5.16a)
Z% <L1> (K u(Fy — Go) + Kro(Fa — Go) + Lnp(Sy = Ty) + Ly (S, — T,)
— g [Kin(F* = G) + Lin (S =TV}
+ % <L2> {Kou(F, + G)) 4 Koy (Fy, + G,) + Lop(S, + Tp) + Loy (S, + T),)

— g [Kox(F* + G*) + Loy (S* + T }

, =tr(f- 7, (5.16b)
(%) {L1,(F, — Gy) + L,(F, — G,) — K1,(S, — T,,)) — K1,(S, — 1))
—guv [Lin(F* = GY) = K1 (S* = TH] } +
h2

Lo
+ — i (L ){ Lo, (F, +Gy) — Loy (F, + G,) + Ko, (S, + T,) + Ko, (S, + 1))
1

—Guv [_LZA(F/\ + G)\) + KQ/\(S/\ + T/\)] } .

Mit diesem Zwischenergebnis 148t sich die Energie-Implusdichte 7, (2.29) aus
dem Operator 7,, (5.13) bilden, indem man fiir die Dichten die Beziehungen
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(3.33) verwendet. Das Ergebnis 148t sich in sehr einfacher Form schreiben, wenn
man zusitzlich effektive Lokalisationsfelder L, einfiihrt, wie dies im Falle der

kinetischen Felder schon getan wurde, vgl. (5.7):

Liyy =Ly +S,—T, (5.17a)
Loy = Loy + Sy + T, . (5.17b)

Dies fiihrt auf folgendes Ergebnis fiir die Energie-Impulsdichte

1 .
T;w = tauupa + 53 t/u/ (518)
% 1 Mc\?
= MLIQ{KIMKIV + Ly, Ly, — §gw [K1,\K1)‘ + LI — <T> ] }
h? 1 Mc\?
+ MLZZ{K2ILK2V + Loplo, — iglw [K2>\]K2A + Loy Ly* — (7) ] }

welche offensichtlich die Summe von zwei entkoppelten 1-Teilchen-Beitragen dar-
stellt. Dieses Resultat kam nur deshalb zustande, weil die Intensitdtsmatrix Z
(3.26) keine Komponente in Richtung des zweiten Permutators I besitzt. Da
die entsprechende Komponente #,, von 7, (5.16b) eine “falsche” Kombinati-
on der Einzelteilchen- und Austauschfelder enthélt, hitte das Beibehalten dieses
Terms bei der Konstruktion von T),, iiber die Spurbildung die Elimination der
urspriinglichen Felder K,, und L,, durch die neuen Felder K,, (5.7) und L,
(5.17) verhindert.

Das vorliegende Ergebnis fiir die Energie-Impulsdichte 7, (5.18) im Falle rei-
ner Zustinde deutet nun auf denselben Entartungseffekt hin wie er schon fiir die
Strome jg,, (5.8) aufgetreten ist. Falls man zeigen kann, daf§ die effektiven Felder
Koy, Ly einer autonomen Dynamik unterworfen sind, wére die Physik, welche auf
dem Energie-Impuls Tensor 7, (5.18) beruht, von der spezifischen Form der Aus-
tauschfelder vollig unabhéngig. Diese Unabhéngigkeit der Energie-Impulsdichte
fiir reine Zustdnde vom Auftreten von Austauschfeldern 148t sich symbolisch auf

folgende Weise schreiben
Loy & Luy (5.19)

analog zu der entsprechenden Aquivalenzrelation fiir die Kinetischen Felder (5.12).
Da die Austauschfelder aus den Stréomen j,, und dem Energie-Impulstensor 7},
zugunsten der modifizierten 1-Teilchen-Felder eliminiert wurden, finden wir die
oben behauptete Austauschentartung bestétigt, falls diese effektiven Felder K,,,

L., auch in ihrer Dynamik nicht an die Austauschfelder ankoppeln. Der Beweis
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fiir dieses Verhalten ist nicht trivial, da die urspriinglichen Felder K,, und L,,
sehr wohl an die Austauschfelder ankoppeln. Verwendet man die neuen Felder, so
erkennt man zuerst, dafy die Integrationsbedingung fiir die effektiven kinetischen
Felder K,, folgendermafien lautet

vuKau - vuKau - Fa;w (520)
wobei die Maxwell-Gleichungen
VMFLWV = 47TCY*jaV ) (521)

die Feldstdrken F,,, durch die Stréme j,, (5.8) an die effektiven kinetischen
Felder koppeln. Auf dhnliche Weise lassen sich die Rotationsgleichungen fiir die
effektiven Lokalisationsfelder L, (5.17) bilden, und diese nehmen eine besonders

einfache Form an:
VLo — VL, =0, (5.22)

was bedeutet, daf8 beide Lokalisationsfelder L,,, (a = 1,2) Gradientenfelder sind,

welche von Skalarfeldern L, (z) erzeugt werden:
Loy = O,La . (5.23)

Wir werden beweisen, dafl diese Skalarfelder I, mit den Amplitudenfeldern L,
{ibereinstimmen, welche als Teile der Stréme j,, (5.11) auftreten, so daf die ef-

fektive Einzelteilchen-Dynamik ein geschlossenes System von Gleichungen bildet.

Die zweite Hélfte des dynamischen Systems leitet man aus der Erhaltungsglei-
chung (2.23) ab, welche fiir die effektiven kinetischen Felder (a = 1,2) folgende

Gestalt annimmt

VK, = —2Lg, K, * (5.24)

und entsprechend fiir die effektiven Lokalisationsfelder (a = 1, 2)

2
Vg + Lop Lt = Ky Ko # — <%> . (5.25)

Damit stellen die dynamischen Gleichungen der effektiven Einzelteilchen-Felder
offensichtlich ein autonomes System dar, welches nicht an die Austauschfelder
koppelt, wenn man die Amplitudenfelder L, mit den effektiven Lokalisationsfel-
dern IL,,, in Beziehung setzen kann. Dies 148t sich verhdltnisméBig leicht erreichen,

da die Ladungserhaltung (2.23) fiir die Strome j,, (5.8) oder die in Komponenten
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geschriebene Form der relativistischen Schrodingergleichung (2.13) sofort folgende

Identifizierung liefert
L., =0,L, . (5.26)

Trotz seiner einfachen Form ist dieses Resultat von grofler Bedeutung, da es die
Quellgleichungen (5.25) in die Form von Einzelteilchen-Amplitudengleichungen
bringt

2
L, + Lo { (%) - KW]KG“} ~0, (5.27)

welche den Klein-Gordon Gleichungen in der konventionellen Quantentheorie ent-
sprechen. Damit wurde gezeigt, dafl die Austauschfelder keinen Einflufl auf die
Physik reiner Zustinde haben. Trotz dieser Tatsache ist es aufschlufireich, die

Austauschfeld-Dynamik néher zu betrachten.

5.2 Austauschdynamik und Austauschvakua

Fiir die weitere Untersuchung der Austauschdynamik ist es giinstig, zunéchst

die Wirbelgleichungen fiir die Austauschfelder zu betrachten. Sie lauten

V.F,—V,F, =0
V.G, —V,G, =2[FT, - F,T, — G,S, + G,S,]
V.S, — V,S8, =0 (5.28¢
v.T, - V,T, =2[S,T, — 5,T, + G,F, — G,F,] . (5.284

Hierbei fillt auf, dafl zwei der vier Austauschfelder (F),, S,,) verschwindende Wir-

bel besitzen und daher Gradientenfelder sein miissen

F,=0,F (5.29a)
_ 9,8
ey 29h
S = (5.29b)

Wir werden diese Eigenschaft verwenden, wenn wir die Losungen der Austausch-

dynamik untersuchen.

Die zweite Hélfte der Gleichungen sind die Quellgleichungen, welche aus der



5.2 Austauschdynamik und Austauschvakua 105

Erhaltungsgleichung (2.16) abgeleitet werden

VHAF, =(G" — F*)Ly, — (G* + F")Ly,

+ (T" — SMKy, — (T" + S")Ky, + 4SHF, (5.30a)
VG, =(F* — G")Ly, — (F* 4+ G")Ly,

+(S* = TMKy, — (S + T") Koy + 2(GS,, + F'T,) (5.30b)
VHS, =(T" — 5")Ly, — (T* + S*)Ly,

+ (F" — GMKyy + (F" + G"YKyy + 2(S"S, — F'F)) (5.30¢)
VAT, =(S* — T")Ly, — (S* + T")Loy,

+ (G — FKy, + (G + FMKyy, + 2(T"S, — F*G,) . (5.30d)

Die Wirbelgleichungen (5.28) stellen ein autonomes System dar, nur die Quellglei-
chungen (5.30) koppeln offensichtlich an die effektiven Einzelteilchen-Felder. Man
muf also die Losungen fiir die effektiven Einzelteilchen-Felder bereits kennen, um
diese als feste Hintergrundfelder in die Austauschdynamik einzusetzen. Wie schon
erwiahnt sind die effektiven Einzelteilchenfelder aber fiir viele Situationen schon
bekannt, da diese die Losungen von 1-Teilchen Klein-Gordon Gleichungen dar-

stellen.

Fiir die Diskussion der Losungen der Austauschdynamik ist das Konzept des
Austauschvakuums hilfreich, welches wir im folgenden einfiihren. Um dieses Kon-
zept zu verstehen, driickt man zunéchst die Wirbelgleichungen fiir die effektiven
kinetischen Felder K,, (5.20) in Abhéngigkeit der urspriinglichen Felder K,, aus
und findet folgende Form

VMK—]J/ — V,,Klu = FI/,LI/ + GIW (531&)
VMKQV - VVKQM - Fguy - GIW . (531b)

Diese Gleichungen zeigen, daf} die urspriinglichen kinetischen Felder K,, im allge-
meinen nicht nur die gewohnlichen Feldstérken F,,, als Wirbel besitzen, sondern
auch ein zusitzliches Feld G, das als Austauschfeldstérke bezeichnet wird. Sei-
ne explizite Gestalt findet man, indem man das vorliegende Resultat (5.31) mit
der Definition (5.7) und den Wirbelgleichungen (5.20) der effektiven Felder K,,

kombiniert
Guw=V,G,—V,G, = 2[FMT,, - FET,—G,S, + G,,S“] ) (5.32)

Falls die Austauschfeldstirke verschwindet (G, = 0), liegt eine spezielle Feld-

konfiguration vor, ein sogenanntes Austauschvakuum. Ein solches Vakuum kann
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trivialerweise auftreten, indem alle Austauschfelder verschwinden (F, = G, =
T, = S, = 0), oder auf eine nichttriviale Weise, sodaf8 alle Austauschfelder
von Null verschieden sind, aber dennoch G, verschwindet. Damit ein solches
nicht-triviales Vakuum auftreten kann, miissen bestimmte Beziehungen zwischen
den Austauschfeldern erfiillt sein, welche mit der vorliegenden Austauschdynamik
(5.28)-(5.30) konsistent sein miissen. Man findet, daf§ zwei Typen von Austausch-

vakua konsistent mit der Dynamik sind:

T,=S
e erstes Vakuum (5.33)
G,=F,
und
T,=-S
. " zweites Vakuum . (5.34)
G, =—F,

Beide Vakua haben einige Gemeinsamkeiten, aber sie unterscheiden sich auch
in einigen wichtigen Punkten, weshalb eine genauere Betrachtung nétig ist. Alle
GroBen, welche sich auf das erste Vakuum (5.33) beziehen, werden mit einem
Superskript (1) bezeichnet, also VK,,, VL
fiir das zweite Vakuum (5.34).

s (I)Gu, etc. und entsprechendes gilt

Betrachtet man noch einmal die urspriinglichen kinetischen Felder K, so stellt
man fest, dafl deren Wirbel nun in einer Vakuumkonfiguration (G, = 0) genau

mit der Feldstédrke F,,, iibereinstimmen, vgl. (5.31)
VKo — VKay = Fop - (5.35)

Dies bedeutet jedoch nicht, daf§ beide kinetischen Felder K,, (¢ = 1,2) in jedem
Vakuumtyp identisch sind; im Gegenteil findet man aufgrund der Definiton der
effektiven Felder fiir das erste Vakuum (5.33)

WK, =Ky, (5.36a)
(1)K2u =Ky, +2- (1)G“ (5.36b)
und entsprechend fiir das zweite Vakuum

DK, =K, —-2-9aG, (5.37a)
(2)[(2# =Ky, . (5.37b)
Das erste kinetische Feld K, stimmt mit seiner effektiven Version K, im ersten

Vakuum iiberein (5.36a), aber nicht im zweiten Vakuum (5.37a), und entsprechen-

des stimmt das zweite Feld Ky, mit der effektiven Version im zweiten Vakuum
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iiberein (5.37b) jedoch nicht im ersten Vakuum (5.36b). Nichtsdestoweniger be-
sitzt das erste Feld WK, im ersten Vakuum (5.36a) denselben Wirbel wie im
zweiten Vakuum (5.37a), da beide Vakuumfelder sich durch das Austauschpoten-
tial G, unterscheiden, welches verschwindenden Wirbel aufweist(vgl. (5.32)), und
zwar auf Grund der Vakuum-Bedingung (G, = 0). Jene Bedingung erlaubt es

auch, den Austauschvektor G, als Gradientenfeld anzusehen, d.h.
G,=0,G, (5.38)
fiir beide Vakuumtypen.

Ein &hnlicher Effekt tritt nun fiir die Lokalisationsfelder auf. Genauer gesagt
folgt aus (5.28d), daB auch der Wirbel des Austauschfeldes 7, durch die Vaku-
umbedingung verschwindet und dieses somit ein Gradientenfeld fiir beide Vaku-

umtypen darstellt

9, T
Ty= 4. (5.39)

Somit sind alle vier Austauschfelder F),, G, S,, T}, als Gradientenfelder identifi-
ziert worden und es konnten die entsprechenden Skalarfelder ' (5.29a), S (5.29b),
G (5.38), und T" (5.39) eingefiihrt werden. Dies bedeutet jedoch, daf nicht nur die
effektiven Lokalisationsfelder L, (5.17), welche fiir die Vakuumkonfigurationen

folgendes Aussehen haben

WL, =L

) 1” e . erstes Vakuum (5.40a)

()Lzﬂ :L2u+2'( )Tu

AL, =L, —2.-@T

@ e 1” g zweites Vakuum , (5.40b)
H—Qu = L2ﬂ

Gradientenfelder sind, vgl. (5.26), sondern auch die urspriinglichen Lokalisations-

felder L,, dieses Gradientenverhalten in beiden Vakua iibernehmen
Lau - auffa . (541)

Daher kénnen wir im ersten Vakuum (5.40a) die Amplitudenfelder des ersten

Teilchens identifizieren
oL, = W}, (5.42)
und ebenso fiir das zweite Vakuum (5.40b) die Amplituden fiir das zweite Teilchen

@, =®f, (5.43)
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aber die Amplituden des zweiten Teilchens im ersten Vakuum (5.40a) und des

ersten Teilchens im zweiten Vakuum (5.40b) erfordern eine separate Betrachtung.

Offensichtlich gibt es folgende Verbindung zwischen den beiden Amplitudenfel-
dern L, (5.26) und L, (5.41) im entsprechenden Vakuum

D Ly| = (Thy) 2 - [La| = (S)) | Le | (5.44a)
P'Ly] = (Ti2))* - ILa| = (S(»)) 2[La |- (5.44b)

Dieses Resultat identifiziert das Skalarfeld 7' (5.39) (und damit auch S (5.29b))
mit der Bedeutung von Ubergangsamplituden , welche die Absolutwerte der Am-
plituden WL, und @ L; aus ihren effektiven Gegenstiicken Ly und L; erzeugen.
Da diese Erzeugung durch gewohnliche Multiplikation geschieht, ist leicht ein-
zusehen, dafl die Austauschfelder singular werden, wenn die effektiven Amplitu-
denfelder I, Null werden. Da diese virtuellen Felder nicht in die physikalischen

Dichten eingehen, sind diese Singularitéiten jedoch unbeobachtbar.

Es ist wichtig, darauf hinzuweisen, daf die Amplituden L, (5.41), welche durch
den Prozess (5.44) erzeugt werden, nicht beliebige Raum-Zeit-Funktionen sind.
Vielmehr sind sie Lésungen desselben Problems, welches auch von ihren effektiven
Gegenstiicken L, = L, gelost wird, ndmlich den Amplitudengleichungen (5.27).
Daher erzeugen die Vakuumkonfigurationen einen neuen, dynamisch moglichen,
aber virtuellen Zustand zu dem physikalisch vorhandenen Zustand, welcher sich
im “falschen” Vakuum befindet (d.h. das erste Teilchen im zweiten Vakuum und

umgekehrt).

Diese Behauptung l&3t sich leicht beweisen, indem man die Quellgleichungen
fiir die urspriinglichen Lokalisationskomponenten L,,, welche aus der Erhaltungs-

gleichung (2.16) abgeleitet werden, hinschreibt:

M 2
V*Lap + LapLa" + (%) — K, K, = F'F, — G"G,, + T"T, — 5"S,, .

(5.45)

Dabher erfiillen fiir beide Vakua (5.33)-(5.34) die Lokalisationsfelder die verein-
fachte Quellgleichung (a =1, 2):
e\ 2
V" Loy + LopLa" + (%) — Kau K" =0 (5.46)

welche jedoch formal mit ihrem effektiven Gegenstiick (5.25) iibereinstimmt. Au-
Berdem liefert die Gradientenbedingung (5.41) die entsprechenden Amplituden-

gleichungen (a = 1, 2) in einer Form, welche dquivalent zum effektiven Gegenstiick
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(5.27) ist:
~ ~ Mc\?2 i
oL, + L, 5 - K, K =0. (5.47)

Diese Beziehung erlaubt es nun, die beiden Amplituden ia = L, und kinetischen
Felder K,, = K,, fiir das a-te Teilchen im a-ten Vakuum zu identifizieren, wie
dies schon in den Gleichungen (5.36a), (5.37b), (5.40a), (5.40b), (5.42) und (5.43)
getan wurde. Fiir das Teilchen im falschen Vakuum ist diese Amplitudenglei-
chung jedoch neu. Betrachtet man zum Beispiel die Amplitudengleichung (5.47)
als das Massen-Eigenwertproblem fiir gebundene 2-Teilchen Zustidnde, so muf§ der

entsprechende Eigenwert M, (a = 1,2) fiir das Teilchen im falschen Vakuum

- 2
M, )
( C) = lim (Ko, K" (5.48)
h r—o0
nicht notwendigerweise mit dem effektiven Masssen-Eigenwert M,
Mac)” .
< : ) = lim (K, K. ") (5.49)

iibereinstimmen. Ebensowenig miissen die virtuellen Amplituden L, als Losungen
von (5.47) mit den effektiven Amplituden L,, welche die Losung von (5.27) bilden,

ibereinstimmen, siche das unten angefiihrte Beispiel.

Es muf} jedoch darauf hingewiesen werden, dafl der “falsche” Quantenzustand
{M,, L,,K,,}, welcher aus dem effektiven Zustand {M,, L, ,K,, } durch die nicht-
trivialen Austauschfelder erzeugt wird, virtuellen Charakter hat, da die physika-
lischen Groflen ausschliefilich von den effektiven Feldern abhiingen. Betrachtet
man die Erhaltungsgleichung fiir ein Teilchen im falschen Vakuum, welche aus
der Quellgleichung fiir das kinetische Feld K, abgeleitet wird, so lautet diese in

allgemeiner Form
VFKey + 2L, KW = =2(F"S, — T'G),) . (5.50)

Diese Gleichung vereinfacht sich fiir die nicht-trivialen Vakuumlésungen (5.33)
und (5.34) zur trivialen Vakuum-Form (a = 1, 2)

VA Koy + 2L, Ko =0 . (5.51)

Also kann man, ausgehend von der Gradientenbeziehung (5.41) einen erhaltenen

virtuellen Strom fiir ein Teilchen im falschen Vakuum erzeugen (a # b)

a) h a) T 2 a
()MZM(( )Lb> @K, (5.52)
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welcher andererseits wegen (5.51) die {ibliche Erhaltungsgleichung erfiillt
vH @, =0 (5.53)

aber sicher nicht mit dem erhaltenen Strom j;,, (5.8) iibereinstimmt, da fiir eine
virtuelle Konfiguration (a # b) die virtuellen Felder immer von ihren effektiven
Gegenstiicken abweichen, @7, # Iy und (“)Kbu # Ky,

Um die Diskussion der Vakuumkonfigurationen abzuschliefien, sei noch erwihnt,
daB die Verbindung (5.44) der virtuellen Amplituden "I, zu ihren effektiven
Gegenstiicken L, eine elegante Methode fiir die Erzeugung von Losungen fiir
die Felder T, und S,(= £7,,) erlaubt. Da beide Vektorfelder in einer Vakuum-
konfiguration verschwindenden Wirbel besitzen, geniigt es, die Quellgleichungen
(5.30c) und (5.30d) zu betrachten, welche fiir die Ubergangsamplitude T}, im

a-ten Vakuum lauten

1 /1 1 1
0 ) ( ):—2 MG, - (Kop — VG 5.54
2 (T(1)2> +1." 0, T)? T)? e (Ko 2 ( 2)
1
50 (T°) + L 0, (Ty®) = 2T1»* PG - (K + PG) - (5.54b)

Offensichtlich koppelt die Amplitude T{;y fiir das erste Vakuum nur an die effek-
tiven Felder Ky, Ly, des zweiten Teilchens und umgekehrt. Man erhélt nun jede
Losung T(x) = £5(x) der Vakuum-Dynamik aus der Festlegung einer Losung

L,(z) der virtuellen Amplitudengleichung (5.47) und der Losung von (5.44) fiir

die gewiinschte Ubergangsamplitude

L, |2

T(l) = (1)z2 (5553)
®f,|?

Toy= || - (5.55b)

Fait man beispielsweise das effektive Amplitudensystem (5.27) als statisches
Massen-Eigenwertproblem mit diskretem Massenspektrum auf {{“}]La, {“}Ka#,
{n}ML, }, welches durch eine Menge von Quantenzahlen {n} festgelegt wurde, so
kann man einfach eine dieser Eigenfunktionen (™, (m # n) als das virtuelle
Gegeniiber der effektiven Amplitude L, nehmen und findet damit automatisch die
gewiinschte Ubergangsamplitude durch (5.55). Im letzten Schritt muB der Aus-
tauschvektor G, (= £F),) dann aus den entsprechenden Quellgleichungen (5.30a),

(5.30b) bestimmt werden, welche sich fiir Vakuumkonfigurationen folgenderma-
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Ben vereinfachen

vrG, = —20Gr. 1Ly, —2WTH . Ky, +4 O G, (5.56a)
vrAg, = —20gr. 1L, - 207" . K, —4@Gr. AT, (5.56b)

Fiir das erste Vakuum (5.55a) kann man also eine beliebige Losung L,, der Klein-
Gordon-Eigenwertproblems (5.47) einsetzen, um die Vakuum-Amplitude T{;y zu
bilden

(5.57)

Diese Wahl fiir das erste Vakuum muf3 nicht mit der fiir das zweite Vakuum

tibereinstimmen (n # m)

1
2

L,

T =|7-

(5.58)

Aber gerade weil man einen beliebigen Zustand als virtuellen Zustand wéhlen
kann, ist es moglich, I; als den virtuellen Zustand L,, der zum Zustand L,
konjugiert ist, zu wéihlen; umgekehrt kann man L, als den virtuellen Zustand
wéhlen, der zu L; konjugiert ist, wodurch man eine selbst-konjugierte Konfigura-

tion erhalt:

1
2

L,
1 |Ly|?
Toy = — = | = 5.59b
®= 55 "L ( )

In Figur 5.1 betrachten wir das Beispiel einer solchen Konfiguation, ndmlich
die radialsymmetrischen 2-Teilchen Zusténde im Coulomb-Potential. Die SO(3)-
Symmetrie fiihrt dazu, dafl die Rotations- und Quellgleichungen fiir die Felder F),
(5.28a), (5.30a) und G, (5.28b), (5.30b) automatisch erfiillt sind, unabhéngig da-
von, ob man eine Vakuumkonfiguration (G, = 0) betrachtet oder nicht. Die Am-
plitudenfunktionen L, sind Loésungen der 1-Teilchen Klein-Gordon-Gleichungen
(5.27).

Was bedeutet nun das Vorliegen einer solchen Konfiguration? Man kann an
einen Austauschprozess denken, bei dem beide Teilchen ihre Rollen vertauschen
(Say = %), was man als RST-Analogon des Verschriankungs-Prozesses in der
konventionellen Quantenmechanik ansehen kann. Allerdings spielt dieses Entan-

glement bei reinen Zusténden keine Rolle, da wie oben gezeigt die physikalischen
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Abbildung 5.1: Fiir den Grundzustand (n; = 1) und den zweiten angeregten Zustand (ny = 3)
sind die effektiven Amplitudenfelder L, als Losungen der 1-Teilchen Amplitudengleichungen
(5.27) in Figur (5.1a) dargestellt. Deren Quotient liefert eine mogliche Losung S(;) und S(y)
(5.28) fiir die Gleichung der Ubergangsamplituden (5.54). Diese Konstruktion verlangt, daf
die Ubergangsamplituden an den Nullstellen der effektiven Amplitudenfelder L, entweder Null
oder unendlich werden, siche Figur (5.1b). Durchgezogene Linie: S(5) = (S(1))~", gestrichelte
Linie: S(y).
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GroBen im Falle reiner Zustdnde nicht von den Feldkonfigurationen der Aus-
tauschfelder abhéngen. Daher werden im néchsten Kapitel beide Effekte gleich-
zeitig behandelt, also Gemische und Austauschfelder, und es zeigt sich, daf} die
in diesem Kapitel beschriebene Mischung von zwei Zustéinden, welche Losungen-
des Klein-Gordon-Problems (5.27) darstellen, in etwas abgewandelter Form auch
dort auftritt. Das Zusammenwirken von Austauschfeldern und Gemischen fiihrt
fiir gebundene Zustidnde dariiber hinaus zur Ununterscheidbarkeit der beiden be-

teiligten Teilchen.



114 Kapitel 5: Die Austauschentartung




Kapitel 6
Mischungs- und Austauscheffekte

In diesem Kapitel werden Mischungs- und Austauscheffekte gemeinsam behan-
delt, also das gesamte in Kapitel 3 beschriebene System untersucht, ohne verein-
fachende Annahmen zugrunde zu legen (siehe [34]). Dabei zeigt sich (in Kapitel
6.1), dal eine Kombination der Einzelteilchen-Felder L,, und K,, gemeinsam
mit den Austauschfeldern zu effektiven Feldern L,, und K,, die Feldgleichungen
wesentlich vereinfacht. Dieses Verfahren verlduft analog zur Vorgehensweise in
Kapitel 5.1, nur mit dem Unterschied, da} der Mischungscharakter der Materie
bei der Umdefinition der Felder durch einen Mischungsparameter () beriicksich-

tigt wird.

Die neu eingefiihrten Lokalisationsfelder L, sind Gradientenfelder, die Quadra-
te der zugehorigen Amplitudenfelder L, bilden direkt die Dichten, d.h. L2 = p,.
Somit tritt die in Kapitel 4 behandelte Separation und Fusion der Amplituden-
felder nicht mehr auf. Dennoch bildet dieses Kapitel eine Synthese aus den bei-
den vorherigen Kapiteln, denn ohne die Einfiihrung eines Mischungsparameters
A sowie der Idee, effektive Felder einzufiihren, hétte man die hier gemachten Ver-

einfachungen nicht durchfiihren kénnen.

In Kapitel 6.2 wird gezeigt, dal die neue Parametrisierung eine Entkopplung in
zwei Teilsysteme (fiir jeweils ein Teilchen) zuldfit, so daBl die Austauschwechsel-
wirkung zwischen den beiden Teilchen nur noch in Form von zwei algebraischen
Zwangsbedingungen auftritt. Dadurch wird es mdoglich, die Teilsysteme getrennt
zu behandlen und aus der entstandenen Losungsklasse diejenigen Losungen aus-

zuwihlen, welche diese algebraischen Zwangsbedingungen erfiillen.
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6.1 Effektive Einzelteilchenfelder

Betrachten wir nochmals die Gleichungen fiir die Renormalisierungsfaktoren
(3.64)

0,77 =Zp-1,+27Z,- WN, (6.1a)
0,7 =Zp -1, —27Zy- HQ, (6.1b)
0,7y = 2(Zr - ON, + Zp - 1Q,) (6.1c)

so stellen wir fest, dafl die rechte Seite der dritten Gleichung (6.1c) eine Kombi-
nation der Austauschfelder @, und N, ist, welche ein Gradientenfeld sein muf,
da auch die linke Seite ein Gradientenfeld darstellt. Bezeichnet man dieses Gra-
dientenfeld mit

- laMZO

S =
=92 Z

(6.2)

so kann man eine neue Kombination von Austauschfeldern (S,, T},) einfiihren,
welche das alte Paar (DN, (D@Q,) ersetzen:

Zr ) Zn
=L. 0N, 4+ 25D :
Sy Z u 7 Q, (6.3a)

Zr Zy
T — ZR () 4T (W _
=7 N Qu (6.3b)

Mit dieser Ersetzung nimmt die Renormalisierungsdynamik (6.1) folgende Form

an
G#ZT:ZR-ZM+2)\ (ZT'S”—ZR'T#) (64&)
0,75 = Zr -1y — 2\ (Zr - Ty — Zr - S,) (6.4b)
auZU =2 ZU . Sﬂ . (64C)

Bei dieser Reparametrisierung wurden die beiden unterschiedlichen Gemischsor-
ten durch Einfiihrung des Skalarfeldes A(z) beriicksichtigt, welches definiert wird
durch

(6.5)

und welches die Feldgleichung

B\ =4X(1— )-8, (6.6)
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erfiillt. Aufgrund seiner Definition (6.5) schlieft man sofort, dal A < 1 fiir positive
Gemische (o, = +1) gilt, und daf$ fiir negative Gemische (o, = —1) A > 1 ist. Ist
A =1, so liegt ein reiner Zustand (o, = 0) vor. Da die beiden Gemischtypen auf-
grund der RST-Dynamik voneinander getrennt werden, muf die Feldgleichung fiir
die Mischungsvariable A Losungen besitzen, welche diese dynamische Trennung
widerspiegeln. Nun ist leicht einzusehen, daf dies der Fall ist, da das Austausch-
feld S, (6.3a) ein Gradientenfeld darstellt vgl. (6.2)

0,5
S, = MT : (6.7)
und man daher die Feldgleichung fiir A (6.6) leicht integrieren kann
54
Sizga o=l
\ = S ;450 (6.8)
gi—gas %=L

wobei S, eine beliebig wihlbare Integrationskonstante darstellt. Obwohl dieses

Resultat nur die urspriingliche Definition von A (6.5) wiedergibt, wenn man fol-

22 = (S§>2 (6.9)

gende Groflen identifiziert

und beriicksichtigt, dal durch Differenzieren dieser Gleichung gerade wieder Glei-
chung (6.2) entsteht, so kénnen wir jetzt sicher sein, dal die Unterteilung des
Konfigurationsraumes in positive und negative Gemische auch im neuen Varia-
blensatz erfiillt wird: Die Feldgleichung fiir A (6.6) erlaubt entweder Lésungen
mit A < 1 (~ positive Gemische: o, = +1, 0 < S? < o0) oder Losungen mit
A > 1 (~ negative Gemische: o, = —1, S.2 < S? < c0).

Eine besondere Situation liegt vor, wenn die Austauschfelder verschwinden und
damit insbesondere S, = 0 ist. In diesem Fall muf} das neue Feld S(z) (6.7) eine
Konstante iiber der Raumzeit sein, welche wir mit S, bezeichnen. Daraus folgt,
daf auch die neue Variable A konstant wird, vgl. (6.8)

S,

A= ——
S*4+U* * 504

(6.10)

Das Verschwinden der Austauschfelder fiihrt also dazu, dafl der Mischungspa-
rameter A\(x) zu einer Konstante A, wird. Diese Konstante ist identisch mit
dem Gruppenparameter A, (4.93) der Mischungsgruppe, siehe Kapitel 4. Der Ef-
fekt der Austauschfelder besteht also darin, den Parameter der Mischungsgruppe
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raumzeit-abhingig zu machen: A\, = A(z). Dieses Zusammenspiel von Austausch-
und Gemischeffekten fiihrt nun zu den in der RST auftretenden Quanteneffekten,

wie wir im folgenden zeigen werden.

Doch zunichst mufl die Reparametrisierung abgeschlossen werden, indem man
eine (6.3) entsprechende Transformation auch fiir die beiden Austauschfelder
NQ, und DN, einfiihrt. Hierzu betrachtet man nochmals die Stréme (3.31)-
(3.32)

, h 1
e = 37 [C{P1K1u + 25 ((”)Qu + (L)Nu> } (6.11a)
, h 1
T2 = 3 {C{P2K2u T35S ((H)Qu - (L)Nu>} : (6.11b)

Die Form dieser Strome erlaubt es nun, zwei neue Felder {F),,G,} einzufiihren,
welche die Felder { DQ,, (YN, } ersetzen

ZT ZR
F, = A . (H)Q” -7 (L)Nﬂ (6.12a)
Zr (N Zr (L)
=== - 12
Gu Zo Qu ZO g (6 b)

Der Grund fiir diese Ersetzung ist die Tatsache, da§ beide Stréme j,, (6.11)

dadurch eine sehr einfache Form annehmen, ndmlich

_ K
Jip = mpl{[(m +AF, — G#)} (6.13a)
_ K
o = mpg{z(m +A(F, + Gﬂ)} , (6.13b)

und dieses Ergebnis 148t sich weiter vereinfachen zu

. h
Jip = ﬁcpl K, (6.14a)
. h
Jop = ch Ky, (6.14b)

wenn man gleichzeitig die effektiven kinetischen Felder K,, (a = 1,2) einfiihrt
durch

Ky, = K1, + MF, — G) (6.15a)
Koy = Ky + AMF, +G) - (6.15b)
Damit ist die endgiiltige Form der Stréme j,, (6.14) dieselbe als wenn man die

Austauschfelder in den urspriinglichen Stromen (6.11) Null setzt, vorausgesetzt

man ersetzt die urspriinglichen kinetischen Felder K,, durch die neu eingefiihrten
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effektiven Felder K,, (6.15). Eine solche Absorption der Austauschfelder in die
Einzelteilchen-Felder ist nicht nur eine formaler Trick, sondern erlaubt auch eine
tiefere Einsicht in den physikalischen Gehalt der Theorie (s.u.). Fiir den Spezialfall
reiner Zustéinde (A = 1) wurde diese Reparametrisierung der Austauschfelder in
Abhéngigkeit von S, T,,, F,,, G, bereits in Kapitel 5 beschrieben.

Nachdem die kinetischen Felder in ihre neue Form (6.15) gebracht wurden, bie-
tet es sich an, auch die Lokalisationsfelder L,, in eine neue Form zu transformie-
ren. Die genaue Form der Transformation zu den effektiven Lokalisationsfeldern
L., (a =1,2) erkennt man, wenn man die Energie-Impulsdichte 7),, (2.29) néher
betrachtet. Durch eine dhnliche Analyse, wie sie bereits fiir die Stréme j,, (6.14)

durchgefiihrt wurde, findet man hier fiir die effektiven Lokalisationsfelder Ly,

Ly, = Li, + (S, — T,,) (6.16a)
Loy = Loy + A(S, +T)) (6.16b)

und diese neuen Felder bilden die Energie-Impulsdichte 7},,,, allerdings in kompli-
zierterer Weise als dies im Fall der kinetischen Felder mit den Strémen (6.14) der
Fall war. Um die Struktur des Energie-Impulstensors 7}, zu vereinfachen, spaltet

man diesen in drei Teile auf
T, =T, + 3T, +@T1,, (6.17)

wobei die ersten beiden Terme (T, (a = 1,2) die Einzelteilchen-Beitriige dar-
stellen und der dritte Term (I)TW die Austauschfelder enthilt. Ahnlich wie im
Fall der Strome j,, enthalten die Einzelteilchen-Beitrége (“)Tu,, nicht mehr expli-
zit die Austauschfelder, da diese in die effektiven Einzelteilchen-Felder K,,, L,

absorbiert wurden

h2
(I)Tl“/ :M pl{KluKlll + LluLlll
1 Mc\?
— 59w []K1AK1A + Lyt — (T) ] } (6.18a)
h2
AT, = P2{K2HK21/ + Lo, Lo,
1 Mc\?
- 59;11/ {KZAKZA + LZ)\LZ)\ - <T> :| } . (6.18b)

Andererseits wird der Austauschterm (’”)Tu,, selbt wieder aus zwei Anteilen

aufgebaut, welche die Einzelteilchen-Felder nicht enthalten:

@7, =WOt,, + P, . (6.19)
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Diese Anteile sehen folgendermaflen aus:
h2

(I)tlw :M A(L - )‘)pl{(Fu o Gu)(Fu —G,)+ (Su o Tu)(S,, -T)

- %gﬂy [(FA — G (FY =GN + (Sy — TH)(S* — TA)] } (6.20a)
wmy:%Au—AM*Q@+G”Q&+GJ+Q%+mef+ﬂ)

- %g,w [(F/\ + G (F* +GY) + (Sy + 1) (S + T*)] } . (6.20Db)

Im Gegensatz zu den Stromen j,, (6.14) enthélt der Energie-Impulstensor (6.17)
einen Zusatzterm (nimlich ®)7),), welcher auch nach der Absorption der Aus-
tauschfelder in die neuen Einzelteilchen-Felder K,,, L,, ausschliefilich aus den
Austauschfeldern (S, T, F,, G,) gemeinsam mit der Mischungsvariable \(z)
aufgebaut wird. Ein solcher Term in 7}, ist notig, um den Energie-Impuls Er-
haltungssatz (2.27) (bzw. die Energie-Impuls-Bilanz (2.31)) zu gewéhrleisten,
wihrend die Stromerhaltung (2.23) ohne einen solchen expliziten Austauschterm
erfiillt ist. Der Austauschterm besteht nun sowohl aus den Austauschfeldern als
auch aus dem Mischungsparameter \(x) und stellt somit eine Verkniipfung von
Austausch- und Mischungseffekten dar. Insbesondere wird klar, dal sowohl das
Nullsetzen der Austauschfelder als auch das Vorliegen reiner Zusténde (A = 1)
dazu fiihrt, daf§ dieser Austauschterm 7T}, (6.19) verschwindet. Dies erklirt,
warum bei Vorliegen nur eines der beiden Effekte keine Anderung der physikali-

schen Grofien auftritt.

Will man sich davon iiberzeugen, dafl die Erhaltungsgleichungen fiir die physi-
kalischen Dichten erfiillt sind, so mufl man die Quell- und Wirbelgleichungen fiir
die Hamilton’schen Komponentenfelder, welche aus der Integrabilitdtsbedingung
(2.15) und der Erhaltungsgleichung (2.16) folgen, auf die neue Parametrisierung
durch die Einzelteilchen-Felder {K,,, L,,} und die Austauschfelder {S,, T}, F),,

G} umschreiben.

Nun liefert die Integrationsbedingung fiir die urspriinglichen Lokalisationsfelder
L, (3.10)

V.l —-V,L,=-[V,Ly —V,Ly,| =2X[S,7T, - ST, - F.G,+FG,] .
(6.21)
Diese Gleichung 148t erkennen, dafl das totale Lokalisationsfeld L, ein Gradien-
tenfeld ist (vgl. (3.40))

0,L

Ly % L+ Loy =270 (6.22)
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Im Gegensatz dazu sind die Einzelteilchen-Felder L,, (a = 1,2) offensichtlich
keine Gradientenfelder. Aber man kann nun die effektiven Lokalisationsfelder Ly,
(a = 1,2) (6.16) als Gradienten von Amplitudenfeldern L, (z) auffassen, indem

man setzt

Lo, = . (6.23)

Daf} dies moglich ist, erkennt man, indem man die in den neuen Austauschfeldern
{S,, T,} ausgedriickte Renormalisierungsdynamik (6.4) auf die Einzelteilchen-

dichten p, umrechnet. Man erhilt fiir diese Einzelteilchendichten

a“ P1 = 2p1]L1M (624&)
8# P2 = QPQH_QM (624b)

was die effektiven Lokalisationsfelder L, als Gradientenfelder
Vil =V, Ly, =0 (6.25)
identifiziert, in Ubereinstimmung mit Gleichung (6.23).

Nachdem nun der Ubergang von den Lokalisationsfeldern L, zu den Ampli-
tudenfeldern L, (6.23) vorgenommen wurde, ist man selbstversténdlich auch an
den Wellengleichungen fiir die skalaren Amplitudenfelder L, interessiert. Diese

lauten

oL, +]L1{( ) ~ Ky, K"

h
= ML= ML { (8" = T")(S, = T,) + (F* = G*)(F, — G,)}  (6.26)

Mc
ot 1o ()
— (1 - ML {(5# LTS, + T,) + (F* + G*)(F, + Gu)} . (6.26b)
Man beachte, dafl auch diese Gleichungen fiir den Fall verschwindender Aus-
tauschfelder (S, =T, = F, = G, = 0) oder reiner Zustéinde (A = 1) die triviale
Form zweier entkoppelter Klein-Gordon Gleichungen annehmen
M c)
h

Dies zeigt noch einmal deutlich, weshalb RST-Quanteneffekte nur auftreten konnen,

OL, + L, {( ]KWK@”} ~0. (6.27)

wenn sowohl nicht-triviale Austauschfelder als auch Gemische vorliegen. Erst
durch beide Effekte gemeinsam werden die Gleichungen (6.27) in ihre verschrink-
te Form (6.26) iibergefiihrt, welche die Einzelteilchen-Amplituden L, mit den

Austauschfeldern verkniipfen, sodafl Austauscheffekte auftreten konnen.
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Eine Kopplung der Einzelteilchen- an die Austauschfelder wird nun auch fiir die
kinetischen Felder zu erwarten sein. In der Tat lassen sich die Wirbelgleichungen
der effektiven kinetischen Felder K,,, (a = 1,2) aus der abstrakten Integrabilitéts-
bedingung (2.15) auf einfache Weise berechnen

VK, = V. Ky = Py + 201 = ) [ (S, = (B, = G,) = (S, = T)(F, — G,
(6 28a)
YKoy = VKo = o + 201 = X) [ (Sy+ T)(Fy + Gy) = (S, + T) (B + G|
(6.28b)

Diese Gleichungen machen klar, daf§ die effektiven kinetischen Felder K,, als
Wirbel nicht nur die Komponenten F,,, der Biindelkriimmung F,, (2.34) be-
sitzen, sondern dariiberhinaus noch einen zusitzlichen Wirbel (im folgenden als
Austauschfeldstéirke bezeichnet), welcher durch den zweiten Term auf der rechten
Seite von (6.28) gegeben ist. Wie schon fiir die Energie-Impulsdichte 7, (6.17)
und die Amplitudengleichungen (6.26) gezeigt, verschwindet der Austauscheffekt
auch fiir die kinetischen Felder K,,, wenn man die Austauschfelder S, T},, F},, G,
Null setzt oder wenn reine Zustinde (A = 1) vorliegen. Der Austauscheffekt fiir
die kinetischen Felder K,,, (6.15) unterscheidet sich aber in einem Punkt vom ent-
sprechenden Effekt fiir die Energie-Impulsdichte und die Amplitudengleichungen,
ndmlich dadurch, dafl der kinetische Austauschterm (6.28) schon verschwindet,
wenn nur eines der Austauschfeldpaare {S,, T,,} oder {F),, G} gleich Null ist,
wihrend in den beiden anderen Féllen Austauscheffekte auch dann vorhanden

sind, wenn nur eines der beiden Austauschfelder-Paare von Null verschieden ist.

Um nun die Einzelteilchen-Gleichungen fiir die effektiven Felder zu schlieflen,
fehlen noch die Quellgleichungen der kinetischen Felder. Diese erhélt man aus der

Erhaltungsgleichung (2.16) in gewohnter Weise:
VMKI;L + 2]141# Klll =0 (629&)
VK, + 20" Ky, = 0. (6.29Db)

Beachtet man die Gradientenbedingung der effektiven Lokalisationsfelder L,
(6.25), so erkennt man, daf} die vorliegende Quellgleichung (6.29) nichts anderes
als die Gleichung fiir die Stromerhaltung (2.23) ist, wenn man die in Gleichung
(6.14) angegebene Form der Strome zusammen mit den Differentialgleichungen
fiir die Dichten (6.24) verwendet.

Wie die Betrachtung der Einzelteilchen-Dynamik gezeigt hat, gibt es eine Kopp-
lung der Einzelteilchen-Felder an die Austauschfelder, vgl. die Amplitudenglei-
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chungen (6.26) sowie die Rotationsgleichungen (6.28) fiir die effektiven kinetischen
Felder. Diese Kopplung verkniipft die Austausch- und Einzelteilchenfelder auf ei-
ne solche Weise, dafl die Einzelteilchen-Dynamik sich von der Austauschdynamik
nur fiir reine Zustinde (A = 1) abkoppeln 1&8t, nicht aber fiir Gemische (A # 1).
Fiir die reinen Zustdnde kann man also zuerst das autonome FEinzelteilchen-
System l6sen und dann diese Losungen als festgelegte Hintergrundfelder in die
Austauschdynamik einfiihren, wie schon in Kapitel 5 gezeigt. Aber im Falle von
Gemischen mit Austauschfeldern ist dieses Vorgehen nicht mehr mdoglich, man
muf} also das Einzelteilchen-System gemeinsam mit dem Gleichungssystem fiir
die Austauschfelder 16sen, da die Einzelteilchen-Felder in diesem Fall an die Aus-
tauschfelder ankoppeln. Die Quellgleichungen der Austauschfelder lassen sich aus

der Erhaltungsgleichung (2.16) ableiten

VHS, = — (S* = TH)Ly, — (S* 4+ TH) Ly, + (F* — GM)Ky, + (F* + G*) Ky,

+2(2) — 1)S*S, — 2AF*F, — 2(\ — 1)G"G,, (6.30a)
VIT, =(S = )Ly, — (S" + T")Loy, — (F* — G*)Ky, + (F* + G*)Ky,

+ 22\ — 1)(S*T, — F*G,) (6.30Db)
VHF, = — (F" — GM")Ly, — (F*" 4+ G*)Ly, — (S* — T"Ky, — (S* + TH)Ky,

+ 2N = 1)G"T,, +2(3\ = 1)F*S, (6.30c)
V*G, =(F" — G*)Ly, — (F* + G")Ly, + (S* — TH)Ky, — (S* +TH)Ky,

+ 23\ — 2)S*G,, + 2\F*T, . (6.30d)

Es fallt auf, daff auch im Falle reiner Zustiande die Austauschfelder nicht von den
Einzelteilchen-Feldern abkoppeln. Eine solche Entkopplung tritt ausschliellich
fiir die Wirbelgleichungen auf, welche aus der Integrabilitéitsbedingung (2.15)

abgeleitet werden:

V.S, - V,S,=0 (6.31a)
VT, — V,T, =22\ — 1)[S,T, — S,T,] + 2[G,F, — G,F,] (6.31b)
V.F, —V,F, =2\ —-1)[S,F, - S,F, + G,T, — G,T,] (6.31c)
V.G, — V,G, = 2\[F,T, — F,T, + S,G, — S,G,] . (6.31d)

Hier erkennt man anhand der ersten Gleichung (6.31a), dafi S, immer ein Gra-
dientenfeld darstellt, was allerdings schon aus der Definiton dieses Feldes (6.2)
folgt. Dariiberhinaus wird das Feld F), im Falle reiner Zusténde ebenso zu einem
Gradientenfeld, vgl. (6.31c).
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Die neue Parametrisierung fiihrt nicht nur zu einer formalen Vereinfachung
der gesamten RST-Dynamik, sondern macht die Theorie auch transparenter, da
klar zwischen Einzelteilchen- und Austauschfeldern unterschieden wird. Als Folge
davon kann man die physikalischen Voraussagen der RST in Form von Austausch-
wechselwirkungen zwischen Einzelteilchen-Systemen beschreiben. Dariiberhinaus
macht die neue Parametrisierung auch verstindlich, weshalb Zustandsgemische
gemeinsam mit Austauschfeldern auftreten miissen, damit sich physikalisch rele-
vante Effekte ergeben, da nur in diesem Fall Austauschterme in den Gleichungen

fiir die effektiven Einzelteilchen-Felder L,, und K,, vorhanden sind.

6.2 Zerlegung in zwei Teilsysteme

Im folgenden Abschnitt werden wir zeigen, dafl es moglich ist, das vorliegende
gekoppelte Gleichungssystem aus Einzelteilchen- und Austauschfeldern so umzu-
formen, dafl zwei getrennte Teilsysteme entstehen, welche nur durch eine alge-
braische Zwangsbedingung verkniipft sind. Hierzu ist es notwendig, fiir die Aus-
tauschfelder eine neue Parametrisierung einzufithren. Ausgangspunkt fiir diese
Umparametrisierung bilden die Wirbelgleichungen fiir die effektiven kinetischen
Felder K,,, (6.28), deren Wirbel nicht identisch sind mit den Eichfeldstirken F,,,,
da sie noch zusétzliche Beitrige von den Austauschfeldern enthalten. Es erscheint
daher sinnvoll, die Austauschfeldstérken X,,, fiir jedes der beiden Teilchen fol-

gendermafler zu definieren
X = 20(1 — ) [(Su ~T)(F, - G,) — (S, — T,)(F, — G“)] (6.32a)
Xow = 2\(1 — \) [(s“ +T)(F, +Gy) — (S, + T,)(F, + GM)] . (6.32b)

so dafl die urspriinglichen Wirbelgleichungen (6.28) (a = 1,2) sich vereinfachen

zZu
VKo =V Ky, = Fopw + X - (6.33)
Dariiberhinaus schlieft man auch aus diesen Wirbelgleichungen, daf§ die Aus-
tauschfeldstérken X,,, folgender Identitéit geniigen miissen
v)\Xa/w + vuXaz/)\ + VVXa)\u =0 (634)

und deshalb selbst als die Wirbel von Austauschpotentialen X, dargestellt wer-

den konnen:

Xa/w = VuXau - vuXau . (635)
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Offenbar konnen die entsprechenden Austauschpotentiale X,, dadurch gefun-
den werden, dafl man die Wirbelgleichungen der Austauschfelder (6.31) verwen-

det. Es ergibt sich fiir die gesuchten Austausch-Potentiale:

X1, =AF, + (1= NG, (6.36a)
Xy =AF, — (1= NG, . (6.36D)

Als Folge davon kann man nun zu den urspriinglichen Wirbelgleichungen fiir die
kinetischen Felder K,, (6.28) zuriickkehren und neue Felder K,, einfiihren

Kap = Koy — Xop (6.37)
welche ihrerseits nun nur noch die Feldstérken Fj,, als Wirbel besitzen:
V,Ka — VoKap = Fop - (6.38)

Da diese Feldstérken Fj,, selbst wieder die Wirbel von Vektorpotentialen A,,

sind
Fopo =V, Aw — V,Au (6.39)
kann die formale Losung der Gleichung (6.38) geschrieben werden als

Koy = Outta + Ay . (6.40)

Hierbei bleiben die Skalarfelder o, zunichst unbestimmt, werden aber fiir die
statische Situation, welche im néchsten Kapitel untersucht wird, mit den Ener-
gieeigenwerten in Beziehung stehen. Fiir den Fall ohne Austauschfelder stellt das
Skalarfeld «, den Phasenfaktor der Wellenfunktion ), (2.43) dar.

Wegen (6.37) und (6.40) kennt man dann auch die allgemeine Form der ur-
spriinglichen, effektiven kinetischen Felder K,,

Koy = Opta + Agp + Xap - (6.41)

Der néchste Schritt der Reparametrisierung ergibt sich aus der Tatsache, dafl
die Austauschfelder meistens in Form bestimmter Kombinationen auftreten(vgl.
die Amplitudengleichungen (6.26) oder die Austauschfeldstarken X, (6.32)).

Daher fiihrt man diese Kombinationen als neue Feldvariablen ein, d.h. man setzt



126 Kapitel 6: Mischungs- und Austauscheffekte

Ay = \/m(su - T,) (6.42a)
Agy = \/m(su + Ty (6.42D)
T = \/m(Fu —Gp) (6.42c)
oy = Vo M1 =N (F,+G,). (6.42d)

Aufgrund der Definition der Mischungsvariablen A (6.5) stellen die neuen Aus-
tauschfelder A,,, 'y, reelle Vierer-Vektorfelder fiir beide Gemischtypen dar. Durch
diese Parametrisierung vereinfachen sich die Austauschfeldstirken X,,, (6.32)

wesentlich und nehmen folgende Form an:
Xa;w = 20, Aaurau - AauFau ) (643)

und dieses Ergebnis fiihrt fiir die Wirbelgleichungen der Austauschpotentiale
(6.35) auf (a = 1,2)

VuXau - vuXau - 20* [Aaurau - Aaurau] . (644)
In &dhnlicher Weise schreiben sich die Wirbelgleichungen fiir die neuen Felder I';,
vuraz/ - Vz/rau = -2 |:AauXau - AauXau] ) (645)

und schliefllich nehmen die Wirbelgleichungen fiir A,,, folgende Gestalt an

Vol — VoAgy = —2 [XWFW . Xa,,l“au] . (6.46)
Der Vollstidndigkeit halber seien auch noch die Quellgleichungen der neuen Felder
angegeben:

VA = =20 Ly, + 270" Koy (6.47a)

VAT = —20 0 Ly, — 20" Kap (6.47b)

V4 Xo = —2Xo"Lay — 2Lo"Kap — V*Kap (6.47c)

Die Quellgleichungen von A,, und I'y,, lassen sich aus den Quellgleichungen (6.30)
ableiten, wohingegen sich die Quellgleichung fiir die Austauschpotentiale X, aus
(6.29) unter Verwendung von (6.37) ergibt.

Schliefllich nehmen mit diesen Ersetzungen auch die Amplitudengleichungen

(6.26) eine einfachere Form an, némlich

O, + Lo { (%)2 — KoK} = 0.Lo {AguA + T T} (6.48)
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Diese neue Parametrisierung mag den Anschein erwecken, dafl man eine vollstindi-
ge Trennung des 2-Teilchen Systems in zwei unabhéngige Teilsysteme vollzogen
hat, da sowohl die Einzelteilchen-Dynamik (6.38) und (6.48) als auch die Aus-
tauschdynamik (6.44)-(6.47) die beiden Teilsysteme nicht explizit verkniipfen:
Alle dynamischen Gleichungen gelten fiir jeden Teilchenindex (a=1,2) getrennt.
Aber es besteht immer noch eine versteckte Kopplung beider Teilchen, und die
verborgene Art dieser Kopplung ist gerade der Grund fiir den besonderen Cha-
rakter der Austauschwechselwirkung, im Gegensatz zu der leicht zu verstehenden
Wirkung der Eichkréfte.

Als Vorbereitung fiir die folgende Darstellung der Besonderheiten der Aus-
tauschkréfte sei zunédchst darauf hingewiesen, dafl die neue Parametrisierung vier
neue Felder (d.h. X,, und I'y,) anstelle von nur zwei Feldern (ndmlich G, und
F,,), vgl. (6.12) einfiihrt. Daher muf} es Zwangsbedingungem zwischen diesen neu-
en Feldern geben, und es 1483t sich leicht zeigen, daf3 diese im Falle positiver Ge-

mische (o, = +1) folgende Form annehmen

Iy, =cosh 3 - Xy, —sinh § - Xy, (6.49a)

Iy, =cosh - Xy, —sinh § - Xy, , (6.49b)
und entsprechend fiir die negativen Gemische (o, = —1)

'y, =cosh - Xy, —sinh § - Xy, (6.50a)

Iy, =cosh B - X5, —sinh - Xy, . (6.50b)

Die Variable 3, welche in diesen Zwangsbedingungen auftritt, hingt mit der Mi-

schungsvariablen A folgendermaflen zusammen

%(1+tanhﬁ>, o, =+1

A=
%(1+coth6), o, = —1.

(6.51)

Der mogliche Wertebereich von 3 ist —oo < < 400 fiir die positiven Gemische
(~0<A<1)und 0 < f < oo fiir die negativen Gemische (~ 1 < A < 00), in
Ubereinstimmung mit dem Wertebereich der urspriinglichen Mischungsvariable
A (6.5). Beide Zwangsbedingungen (6.49) und (6.50) konnen in eine gemeinsame
Form fiir beide Gemischsorten iibergefiihrt werden, indem man die Hilfsvariable

eliminiert. Es ergibt sich eine “symmetrische” Bedingun
g y gung

FlHFh, + O-*XI/,LXIV = FQMPQV + O-*XQMXQV (652)
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und eine “anti-symmetrische” Bedingung
Xlﬂrl,, - Xll/Flu - — XZ;LFQV - XZVFZ;L . (653)

Die neue Parametrisierung gibt also einen ersten Hinweis auf die Tatsache, daf3
die Austauschkrifte eher als Zwangsbedingungen fiir die Bewegung der beiden
Teilchen auftreten denn als gewohnliche dynamische Krifte (wie z.B. die Eich-
krifte).

Die Zwangsbedingung (6.53) kann nun verwendet werden, um einige weitere
Besonderheiten der RST-Dynamik zu erkldren. Man kann mit ihrer Hilfe aus den
Wirbelgleichungen (6.46) fiir die neuen Austauschfelder A,, schlieen, daf§ diese

zu einem Gradientenfeld A, kombiniert werden kénnen

A\
Ap =AM+ Ay = ——, (6.54)

A
und dieses ist dann mit dem Gradientenfeld S, (6.3a) verbunden durch

Su _ 1
_ cosh 37 Ox =+
A=q L (6.55)
smhg> 9% = T

Diese Gleichung kann leicht integriert werden und liefert einen Zusammenhang

zwischen den zugehorigen Skalarfeldern $ und S (6.7)
S=e2.5,, (6.56)
oder dquivalent dazu fiir § (6.51) und A

_ eB(@) _eBin
M) = J M epltan ()l o= 6.57
(v) = A tanh(B(z)/2) N (6.57)
in " \/ tanh(Bin/2) O =—1-

Ain und S, stellen hierbei die Werte von A(x) und f(x) an einem Referenzereignis

Tin der Raumzeit dar.

Damit ist die Reparametrisierung unseres Gleichungssystems abgeschlossen. In
der neuen Parametrisierung erkennt man sofort, weshalb physikalisch relevante
Effekte nur durch Zusammenwirken von Gemischen und Austauschfeldern auftre-
ten konnen. Dariiberhinaus gestattet es diese Parametrisierung, die Voraussagen
der RST an einem konkreten Beispiel zu iiberpriifen, ndmlich anhand der stati-
schen Losungen der 2-Teilchen RST-Dynamik im Coulomb-Potential eines Kerns
(skalares He-Atom). Hieraus lassen sich die He-Energieniveaus fiir die radialsym-
metrischen Zustinde errechnen, die dann mit den spektroskopischen Daten ver-

glichen werden konnen.



Kapitel 7

Energieeigenwerte des skalaren
He-Atoms

In diesem Kapitel wird ein konkretes Anwendungsbeispiel fiir die im letzten
Kapitel angegebene 2-Teilchen Parametrisierung der RST behandelt: Die Be-
rechnung der statischen Zusténde in einem (skalaren) Helium-Atom. Die dabei
abgeleiteten Ergebnisse sollen natiirlich mit den entsprechenden Resultaten der
konventionellen Quantentheorie verglichen werden. Daher wird in Kapitel 7.1 kurz
die storungstheoretische Berechnung der Energieeigenwerte in der konventionellen

Quantentheorie beschrieben.

In Kapitel 7.2 und 7.3 werden die Dynamik der Austauschfelder und die Bil-
dung verschriankter Zustinde in der RST diskutiert. Das in diesen Abschnitten
abgeleitete Differentialgleichungssystem wird in Kapitel 7.4 auf statische, radi-
alsymmetrische Zustédnde spezialisiert. Es ist nun moglich, das relativistische 2-
Teilchen Eigenwertproblem fast vollstindig in zwei 1-Teilchen Eigenwertprobleme
aufzuspalten, so dal die verbleibende Kopplung durch die Austauschfelder zur
Ununterscheidbarkeit von zwei Teilchen in gebundenen Zusténden fiihrt (Kapitel
7.5).

Schlieflich wird in Kapitel 7.6 ein allgemeines Verfahren angegeben, um die
Energieeigenwerte von verschrinkten 2-Teilchen-Zustinden in erster Ordnung
Storungstheorie zu bestimmen. Dieses wird dann auf den Fall positiver Gemische
(Kapitel 7.7) und negativer Gemische (Kapitel 7.8) spezialisiert. Die numerische
Berechnung der Energieeigenwerte wird in Kapitel 7.9 angegeben, wobei zuerst
das Einteilchen-Spektrum (Kapitel 7.10) und im Anschlu8 daran die 2-Teilchen



130 Kapitel 7: Energieeigenwerte des skalaren He-Atoms

Korrekturen (Kapitel 7.11) berechnet werden. Das Kapitel schliefit mit dem Ver-
gleich zwischen den Ergebnissen der konventionellen Quantenmechanik und der
RST. Dabei zeigt sich, dafl die RST deutlich bessere Werte als die konventionelle
Quantenmechanik liefert (Kapitel 7.12).

7.1 He-Niveaus in der konventionellen Quanten-

mechanik

Aufgrund des Paulischen (Anti-)symmetrisierungspostulats miissen die Orts-Wellenfunktionen
U(1,2) eines 2-Teilchen Systems entweder symmetrisch (¥,) oder antisymme-

trisch (¥_) unter Teilchenvertauschung sein, d.h.
U (1,2) = £0,(2,1). (7.1)

Da die Umkehrung des Vorzeichens der 2-Teilchen Wellenfunktion die Physik
des Systems nicht verdndert, nennt man die beiden Teilchen ununterscheidbar.
Dies driickt sich auch in dem Umstand aus, dafl man nicht jedem Teilchen eine
1-Teilchen-Wellenfunktion zuordnen kann, sondern sich nur das Gesamtsystem
durch eine Zweiteilchen-Wellenfunktion W(1,2) darstellen 148t. In diesem Zusam-
menhang spricht man davon, daf3 die Teilchen ihre “Individualitéit” verlieren und
“verschriankt” sind [35]. Diese Ununterscheidbarkeit zieht eine Identifikation kor-
respondierender Punkte im Phasenraum mit sich und verdndert daher dessen

Topologie [36].
In der nicht-relativistischen Ndherung wird die Zeitentwicklung der 2-Teilchen
Wellenfunktionen ¥(1,2) durch die Schrédingergleichung beschrieben
ihW(1,2) = HU(1,2) . (7.2)

Ist der 2-Teilchen Hamiltonian H symmetrisch unter der Vertauschung von Teil-
chen (d.h. H(1,2) = H(2,1)), so behilt die Zeitentwicklung (7.2) die (Anti-)-
symmetrie (7.1) der Wellenfunktionen bei. Ein einfaches Modellsystem mit ei-
nem solchen Hamiltonian ist ein 2-Teilchen System, welches ausschliefllich iiber
elektrostatische Kréfte wechselwirkt, d.h.

H(1,2) = H(1) + H(2) + Hin(1,2) (7.3a)

(7.3b)
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~

Wenn man die Zwischenteilchenwechselwirkung vernachléssigt (Hin = 0), z.B.
wenn eine grofle riumliche Trennung nach einem Streuprozess auftritt, bleibt die

Verschrinkung dennoch erhalten, und zwar in der einfachen Form

¥4 (1,2) = () © (@) £ (1) @ vr(2)) (7.4)

so daf3 der 2-Teilchen Zustand nun in Abhéngigkeit von zwei 1-Teilchen Zusténden
Yr und ¢7; beschrieben werden kann, jedoch nicht in einer Form, die es erlaubt,
jeden 1-Teilchen Zustand eindeutig einem Teilchen zuzuordnen. Es ist vielmehr
so, daf} beide Teilchen die beiden 1-Teilchen Zusténde gleichzeitig besetzen. Als
direkte Folge dieser Tatsache sind diese einfach verschrénkten Zustdnde der Ur-

sprung vieler Quanten-Paradoxa, z.B. vom EPR-Typ [37].

Es ist daher klar, dafl diese seltsamen Quanteneffekte sich letzten Endes auf das
(Anti-)symmetrisierungspostulat (bzw. Spin-Statistik-Theorem) zuriickfithren las-
sen, welches selbst nicht aus fundamentaleren Prinzipien abgeleitet werden kann.
Diese Situation wird auch von den modernen Lehrbiichern iiber die Quantentheo-
rie erkannt, die klarstellen, dafl das (Anti-)symmetrisierungspostulat “nicht auf
andere Prinzipien der Quantenmechanik zuriickgefiihrt werden kann”[38]. Aber
trotz seiner unzureichenden theoretischen Begriindung trifft das (Anti-)symmetri-
sierungspostulat Voraussagen, welche duflerst gut zutreffen. Als eines von vielen
iberzeugenden Beispielen hierfiir betrachten wir die Aufspaltung von gebundenen
2-Teilchen Zusténden in Ortho- und Parazusténde (z.B. Ortho- und Parahelium).
Die dabei auftretenden Phinoméne werden in niedrigster Ordnung Stérungstheo-

rie klarer als durch eine vollstdndige Lésung des Problems.

Geht man zunidchst von zwei nicht-wechselwirkenden und unterscheidbaren
(nicht-verschrinkten) Teilchen aus, so kann man ihre (normierten) Wellenfunk-

tionen schreiben als
Wo(ri,75) = ¥r(ri) - v (r3) . (7.5)

Diese erfiillen die entsprechenden Schrédinger-Eigenwertgleichungen

~

H0(1,2)\Ifo(’l“_i,7“_é) = E0(1,2)\110(7“_i,7“3) (76)

(Ho(1,2) = H(1) + H(2)).
Da hierbei die Interteilchen-Wechselwirkung vernachléssigt wurde, ist der 2-Teilchen

Eigenwert Fy(1,2) die Summe der 1-Teilchen Eigenwerte Ey/;;

Ey(1,2) = Er+ Eyy (7.7)
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welche selbst durch die entsprechenden 1-Teilchen Probleme festgelegt werden
H(1)¢r(r7) = Ergr(r7) (7.8a)
H(2)¢r(73) = Errbrr(73) - (7.8b)

Offensichtlich sind die Energieniveaus Fy(1, 2) von unterscheidbaren Teilchen ent-
artet, da die Vertauschung der 1-Teilchen Zusténde v;/;; fiir den Aufbau der
Wellenfunktion ¥y (7.5) dasselbe 2-Teilchen-Spektrum ergeben (Austauschentar-
tung).

Um nun eine erste Abschitzung der tatséichlichen 2-Teilchen Energie E(1,2)
als Eigenwert des Hamiltonians H(1,2) (7.3a)

H(1,2)T.(1,2) = F(1,2)T(1,2) (7.9)

unter Beriicksichtigung der Interteilchenwechselwirkung zu erhalten, kann man
sich zunéchst mit der Stérungstheorie erster Ordnung zufriedengeben und die

Energiekorrekturen AE,)
AEy = E*(1,2) — Ey(1,2) (7.10)
in der Standard-Form
AEBg) =< Uy |Hin| Vs > (7.11)

berechnen. Setzt man hierin die (anti-)symmetrisierten Wellenfunktionen W

(7.4) ein, so erhélt man sofort die folgende Form fiir die Energiekorrekturen
AEs) = Ec + Eqg . (7.12)

Hierbei ist der erste Beitrag (E¢) nichts anderes als die klassiche elektrostatische
Wechselwirkungsenergie durch die beiden Ladungswolken mit den Dichten py/y,
d.h.

GEIGIE (7.13a)
p11(F) = el (A (7.13b)

ndmlich die Coulomb-Energie E¢
Ec=¢é // dVdV’M . (7.14)

Dieser klassiche Beitrag, welcher auf unterscheidbare Teilchen zuriickfiihrbar ist,
wird nun durch den zweiten Term +FE¢ in (7.12) ergénzt. Offensichtlich driickt
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dieser Term das Vorhandensein von Austauschkriiften, welche durch das (Anti-)-
symmetrisierungspostulat zustande kommen, in Form der Austauschenergie Eg

aus:

—
/

o, A5 (F)r (T (F)rr (r7)
Fg=e / / vy ' | (7.15)

|7 = |

Daraus ergibt sich, daf} die Austauschwechselwirkungen die Austauschentartung
der Energieniveaus fiir die unterscheidbaren Teilchen (7.5)-(7.8) aufheben, so daf}
die Energie der (anti-)symmetrisierten Zustinde durch das Austauschintegral Eq
(7.12) erhoht (bzw. vermindert) wird, vgl. Figur 7.1. Diese Voraussage der Term-
aufspaltung durch die konventionelle Quantentheorie wird qualitativ (aber nicht
quantitativ) sehr gut bestétigt (Ortho- und Parahelium) und stellt daher eine un-
mittelbare und iiberzeugende Bestitigung des (Anti-)symmetrisierungspostulats

dar.

Was einem hierbei dennoch etwas seltsam vorkommt, ist die Tatsache, daf} ei-
ner der beiden Energiebeitrige (die Austauschenergie Eg) nicht auf die Wirkung
einer konkreten Kraft zuriickgefiihrt werden kann, wie dies im Falle der Coulomb-
Energie (7.14) durch die Wirkung der U(1)-Eichwechselwirkung mdglich ist, son-
dern auf ein abstraktes Symmetrisierungsprinzip zuriickgefiihrt werden mufl. Dies
wirft die Frage auf, ob es nicht vielleicht einen alternativen Zugang zur Beschrei-
bung von Mehrteilchen-Systemen geben konnte, welcher dieselbe Aufspaltung
(7.12) fiir ununterscheidbare Teilchen liefert, aber in der Lage ist, der Austau-
schenergie Eg ein spezifisches Feld (Austauschfeld) zuzuordnen, welches die zu
ihm gehorigen Austauschkrifte auf dhnliche Weise wie die Eichkréfte durch die
Eichfelder (duch Minimalkopplung) vermittelt.

Eine weitere Frage tritt in Verbindung mit der numerischen Genauigkeit der
Voraussage der konventionellen Quantentheorie beziiglich der Aufspaltung (7.12)
auf. Der numerische Vergleich zwischen den vorausgesagten Energieverschiebun-
gen AF(y) (7.12) und den experimentellen Beobachtungen ist eher enttduschend,
vgl. Figur 7.1 und Tabelle 7.1. Anstelle einer Ubereinstimmung von Experiment
und theoretischer Vorhersage im Bereich von wenigen Prozent, wie man es von
einer Storungstheorie erster Ordnung erwarten wiirde, reichen die Fehler bis zu
30 Prozent. Gibt es einen Grund, weshalb die Stérungstheorie erster Ordnung

solche unprizisen Resultate liefert 7

Im folgenden werden beide Fragen gemeinsam beantwortet, und zwar indem die
physikalischen Auswirkungen der Austauschfelder in der RST vorgestellt wird. In

der ersten Ordnung Storungstheorie liefert diese Beschreibung um ungefihr ei-
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ne GroBenordnung bessere Ubereinstimmung zwischen theoretischen Voraussagen
und den beobachteten Daten (s.u. Tabelle 1 und 2 unten) als die konventionel-
le Quantentheorie. Durch den Vergleich der neuen Beschreibung mit der kon-
ventionellen Quantenmechanik kann auch geklédrt werden, warum die niedrigste
Ordnung der konventionellen Quantentheorie so unzufriedenstellende numerische

Ergebnisse liefert.

7.2 Die Austausch-Dynamik

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt, hat die Verschrinkung von gebunde-
nen Zustinden in der konventionellen Quantenmechanik direkten Einflufl auf die
Energieeigenwerte, vgl. deren Aufspaltung in Ortho- und Parazustinde (7.12).
Nun erwartet man einen dhnlichen Zusammenhang zwischen Verschréinkung von
Zustinden und Energieeigenwerten auch in der RST. Um diesen RST-Effekt zu
beschreiben, besprechen wir zuerst den Charakter der Austauschkrifte anhand
der im letzten Kapitel eingefithrten Parametrisierung, durch die das RST-System
in zwei fast entkoppelte Einteilchen-Systeme zerlegt werden konnte. Durch die-
se neue Parametrisierung wird es moglich, die besondere Natur der Austausch-
krifte auf einfache Weise zu demonstrieren. Dabei ist es fiir die hier betrachte-
ten statischen Loésungen ausreichend, sich auf eine spezielle Klasse von Losun-
gen zu beschrinken, ndmlich auf solche mit verschwindender Euler-Klasse E(=
1E,,dz"Adz"). Die Euler-Klasse E ist ein wohlbekanntes Konzept aus der Diffe-
rentialtopologie [9] und wurde im Rahmen der RST bereits dazu verwendet, um
die topologischen Unterschiede zwischen positiven und negativen Gemischen von
einem rein mathematischen Standpunkt aus zu beschreiben [39]. In Abhéngigkeit
von der alten und der neuen Parametrisierung nimmt die Euler-Klasse fiir beide

Gemische folgende Form an:

E, = 4/ M1 — NG, F, — G,F,)
- 4[X1MF1V - Xll/Flu] (716)
— _4[X2MF2V - XZVF2;L] .

Vergleicht man dieses Ergebnis mit den Wirbelgleichungen fiir die neuen Aus-

tauschfelder A,, (6.46), so erkennt man sofort, daf die Euler-Klasse auf folgende
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Weise geschrieben werden kann:
EMV = —2[VMA1V - VVAM] (717&)
= +2[V, Ay — V., Ay, . (7.17b)

Daher muf8 der Wert von E auf jeder kompakten 2-Fliche C? der Raumzeit

verschwinden

f{ E=0, (7.18)

und zwar aufgrund des verallgemeinerten Stokeschen Satzes

fe-far- [ A (7.19)
c? c? 0

aC2=
wobei der Rand (0C?) einer geschlossenen 2-Fliche immer verschwindet (vgl. die

ausfiihrlichere Besprechung dieses Punktes in [39]).

Nun macht man eine Annahme, die zur Vereinfachung der folgenden Diskussion
der Austauschfelder fiihrt: Man verwandelt diese globale Eigenschaft verschwin-
dender Windungszahlen (7.18) in eine [okale Eigenschaft, indem man fordert,
daf} die Euler-Klasse schon lokal verschwindet: E(x) = 0. Offensichtlich kann dies
erreicht werden (vgl. (7.16)), indem man die beiden Austauschfelder X, s,

proportional zueinander wahlt, d.h.
Fau = Ya " Xau . (720)

Diese Bedingung fiihrt zum Verschwinden des Wirbels der Austauschfelder A,,
(6.46) und erlaubt es, diese als Gradientenfelder zu identifizieren

0ul\a
ap — Aa

Dies ist eine stéirkere Bedingung als das vorige Ergebnis (6.54) und kann ver-

A

. (7.21)

wendet werden, um die Wirbelgleichungen der beiden {ibrigen Austauschfelder

(6.44)-(6.45) in die folgende Form zu bringen (fiir negative Gemische o, = —1):
V“{Az : (ra,, n X)} . V,,{AaQ (PW n XW> } ~0 (7.22a)
Vif A2 (Tow = X ) b = V4,2 (T0p = X0 ) | =0 (7.22b)

Es ist nun ein Leichtes, zu zeigen, daf} dieses System von Wirbelgleichungen die

formale Lsung

11 N oo b

Xow =5 <Aa2 +A, )8“Ka = cosh(In A,2)3, K, (7.23a)
_ 1 2 > -2 >

Law = 5 (Af — Aa )auKa = sinh(In A;2)9, K, (7.23b)
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mit den beiden unbestimmten Skalarfunktionen K,(a = 1,2) zuldft. Jedoch sor-
gen die Bedingungen (6.52) dafiir, daB beide skalaren Funktionen K, (bis auf eine

Integrationskonstante) iibereinstimmen miissen:

Ri(z) = Ky(2) = K(z) . (7.24)

Analog dazu findet man fiir die positiven Gemische anstelle von (7.23)
X, = cos[In (Af)] L9,k (7.25a)
Ty, = sinfln (A;?)] L9,k (7.25b)

was offensichtlich das Wirbelgleichungssystem (6.44)-(6.45) unter Berticksichti-
gung der Bedingungen (6.52)-(6.53) 16st. Offensichtlich kénnen die Faktoren ~,
der Proportionalitidtsbedingung (7.20) direkt aus der formalen Losung (7.23)-
(7.25) abgelesen werden als

tanh[ln <Ag2>], . =—1

tanfln (A,7)],  ou=+1. (7.26)

Yo =

Da die Austauschfeld-Konfigurationen mit verschwindender Euler-Klasse nun
bekannt sind, kann man zu den Amplitudengleichungen (6.48) zuriickkehren, um
den EinfluB} der Austauschfelder auf die zugehorigen Losungen L, () aufzuzeigen.
Die Losung dieser Amplitudengleichungen ist nun sicher nicht leicht zu finden,
da diese nichtlineare Terme aufweisen. Dieses Problem l48t sich jedoch umgehen,
indem man das Paar von Feldern {L,, A,} fiir jedes Teilchen (a = 1, 2) in ein neues
Paar {¢,, p,} transformiert, welches die Losung des folgenden Gleichungssystems

erster Ordnung darstellt:
a}t¢a — ¢a . ]Lau + ba(pa ' Aau (727&)
0uPa = Pa - Loy + Bag - Aoy, (7.27Db)
(by, B, = const.).
Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dal dieses System integrabel ist, und
zwar aufgrund der Gradienteneigenschaft von L, (6.23) und A,, (7.21). Kann
man Losungen fiir das neue System ¢,, ¢, finden, so lassen sich die gewiinschten

Losungen L, (z) (6.48) und A,(z) (6.47a) einfach dadurch finden, dafl man das
System (7.27) invertiert, was auf folgende Gleichungen fiihrt:

Lo (@)| = Lo/ 1B - %(@) = ba - 0.2(a)] (7.280)

¢a . d(pa — Pa d¢a
Ba . ¢a2 - ba . 90a2

Ao() = Agin exp|

Tin

], (7.28b)
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Andererseits erkennt man leicht, da§ die Felder ¢,(x), ¢, () folgendes System

von Gleichungen zweiter Ordnung erfiillen

Mce 2 o o M o
Dd)a + d)a{ (T) - KauKa - XauXa# - U*Faurau} = 2Kau{ba§0arau + d)aXaM}
(7.29a)
Men 2 o o M o
D(Pa + (Pa{ (T) - KauKa - XauXa# - U*Faurau} - 2Kau{Ba¢aFa” + QOaXau} )
(7.29h)

denn man erhélt dieses System auf einfache Weise dadurch, dafl man das Glei-
chungssystem erster Ordnung noch einmal ableitet und die dynamischen Glei-
chungen fiir die urspriinglichen Felder L, (6.48) und A, (6.47a) einsetzt. Jedoch
ist es notig, auflerdem noch folgende Bedingung an die Konstanten B,,b, zu

stellen, welche in den Transformationsgleichungen (7.27) auftreten:
B, b, = —0, (7.30)
(a=1,2).

Das neue Amplitudensystem (7.29) fiir die neuen Felder {¢,, ¢,} weist nun ei-
ne wichtige Eigenschaft auf, die es dem alten System (6.48) voraushat; es enthélt
nédmlich die Austauschfelder X,,,I'y, in einer neuen Kombination, die zusétzli-
che Vereinfachungen zul&ft: Zunéchst stellt man fest, dal durch die Gleichungen
(7.23) und (7.25), welche fiir die Austauschfelder gelten, die Austauschterme auf

der linken Seite des neuen Systems (7.29) vereinfacht werden zu
Nop X + 0T = (8,K) (0K ) . (7.31)

Dann betrachtet man die rechte Seite der neuen Gleichungen (7.29) und stellt
fest, dafl diese die Austauschfelder in folgender Form enthalten:

baPalap + GaXap = Ko (7.32a)
Botalap + 0aXap = kap - (7.32b)

Um die Eigenschaften dieser speziellen Kombinationen f(a“, IZW der Austausch-
und Amplitudenfelder aufzuzeigen, betrachten wir deren Wirbel und finden durch
Beriicksichtigung des Gleichungssystems erster Ordnung (7.27) gemeinsam mit
den Wirbeln der Austauschfelder (6.44)-(6.45):
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Diese spezifische Form der Wirbel der Feldkombinationen Koy, kq, (7.32) erlaubt

die formale Losung

Ko = (8, - 4 (7.34a)

Frap = — (am)  Pa (7.34b)

was anhand des Gleichungssystems erster Ordnung (7.27) leicht nachgepriift wer-

den kann.

Nun ermoglichen es die Beziehungen (7.31), (7.32) und (7.34), da§ wir einige
wichtige Schliisse iiber die Natur der Austauschfelder ziehen kénnen. Denn das
Einsetzen dieser Beziehungen in das neue Amplitudensystem (7.29) bringt dieses

in seine endgiiltige Form

O6a + 60 (%)2 ~ (Kap + 0, (ﬁia” +0'K)} =0 (7.35a)
Opa + soa{ (%)2 - (112&# - aﬂf() (]fgau . 8“[()} —0. (7.35b)

Erstaunlicherweise hat dieses System von vier Gleichungen (ein Paar fiir jedes
Teilchen @ = 1 bzw. a = 2) genau die Form der nicht verschrinkten Amplitu-
dengleichung (6.27), bei der die Austauschfelder Null gesetzt wurden, wenn man
die kinetischen Felder K,, durch die Kombinationen ]Iogau + 8ul~( fiir den “obe-
ren” Zustand ¢, und durch ]Iogau — 8ul~( fiir den “unteren” Zustand ¢, ersetzt.
Jedoch verdndert eine solche Modifikation der kinetischen Felder um einen Gra-
diententerm (9, K) nicht die Wirbel (6.38) dieser Felder, welche daher immer
noch mit den urspriinglichen Feldstirken Fj,,, iibereinstimmen. Daher wirken die
Austauschfelder nicht in derselben Weise wie die Eichkrifte F,,,, sondern indi-
rekt, so daB sie eher eine Zwangsbedingung an die Bewegung der beiden Teilchen
darstellen. Ruft man sich nochmals in Erinnerung, dafl die kinetischen Felder im
wesentlichen der Phase der Wellenfunktionen v, der Teilchen entsprechen, so er-
scheint die hier getroffene Ersetzung K,, = ]Iogau + GMIN( (als Folge der Wirkung
der Austauschfelder) als eine Modifikation der beiden Phasen a,(x) dieser Wellen-
funktionen durch eine gemeinsames Skalarfeld K (z). Da fiir gebundene Zustéinde
die Phasen der Wellenfunktionen die Bindungsenergieen E (e ~ e~"E!/") ent-
halten, liefert dieses Ergebnis einen ersten Hinweis darauf, daf} sich die Energie-

eigenwerte durch den Einflufl der Austauschfelder verschieben werden.



7.3 Verschrinkte Zustinde in der RST 139

7.3 Verschrinkte Zustinde in der RST

Eine weitere Auswirkung der Austauschfelder besteht im Auftreten einer Ver-
schrinkung beider Teilchen, d.h. jedes der beiden Teilchen (a = 1,2) scheint zwei
1-Teilchen Zusténde zu besetzen, ndmlich sowohl ¢, (7.35a) als auch ¢, (7.35b).
Dies macht die Situation in der RST vergleichbar mit dem Auftreten von ver-
schrinkten Zusténden Wy (7.4) in der konventionellen Quantentheorie. Um diese
Tatsache genauer zu verstehen, mufl man sich nur in Erinnerung rufen, dafl die
Einzelteilchen-Dichten p, mit dem Quadrat der Amplitudenfelder L,? iiberein-
stimmen (vgl. (6.24)), und daB man deshalb aus der Gleichung (7.28a) folgende

Beziehung ableiten kann

pa(m) = pa,*|Ba¢a2(x) - ba@aZ(l‘” ) (736)

wobei p, . die Konstante bezeichnet, welche fiir die Normierung der Strome (3.37)
benostigt wird. Fiir die positiven Gemische (o, = +1) erfiillt man die Bedingung
(7.30) fiir die Transformationsparameter By, b,, indem man Mischungswinkel ji,

auf folgende Weise einfiihrt (fiir positive Gemische, (o, = +1))

41
B, = (Hat ] (7.37a)
sin fi,
=1
b, = OHa T 2 (7.37b)
SHETH
und fiir negative Gemische (o, = —1)
cosh p, + 1
B, = ———m 7.38
sinh p, ( 2)
hp, — 1
by = 0t Ha T 2 (7.38b)
sinh p,

Damit lauten die Einzelteilchen-Dichten p, (7.36) fiir die positiven Gemische

pa(x) = cos? (%) - % () + sin? (%) a2 (z) (7.39)

und analog fiir die negativen Gemische

pulw) = [cosh®(51) - 6,7 — sinh®(52) - ,2(a)] (7.40)

wobei die Normierungskonstanten in die Quantenzustinde ¢,, ¢, hineinabsorbiert
wurden. Offensichtlich besteht die Einzelteilchen-Dichte p;(p2) aus Beitrigen von
beiden Quantenzustinden ¢; und ¢; (¢o und ps), wobei die relativen Gewichts-

faktoren durch die Mischungswinkel bestimmt sind.
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Da beide Stréme j,,, von den skalaren Dichten p, gebildet werden (vgl. (6.14)),
sind auch diese mit beiden Quantenzustinden ¢,, ¢, verkniipft, und somit wird
diese Art von 2-Teilchen Verschrinkung auch auf die Feldstérken F,,, iibertragen,
welche aus beiden Zustéinden gemeinsam gem#f den Maxwell-Relationen (2.51)
gebildet werden. Andererseits wird die Bewegung des ersten (zweiten) Teilchens
durch das erste (zweite) Eichfeld Fi,, (Fb,,) beeinfluit, und zwar weil durch
das Prinzip der Minimalkopplung das kinetische Feld ]Ioglu(]lo@“) in das Ampli-
tudensystem (7.35) eingeht. Deshalb koppelt das erste (zweite) Teilchen nicht
nur an das zweite (erste) Teilchen, sondern iiber den RST-Mischungseffekt der
Strome auch an sich selbst. Wir werden im folgenden die Beziehung zwischen
dieser Verschrinkung von Zusténden in der RST und der physikalischen Unun-
terscheidbarkeit beider Teilchen im Falle statischer, gebundener Zustéinde behan-
deln. Gleichzeitig wird auch deutlich, daf§ die Verschrankung von Zustdnden in
der RST durch die Eichkrifte vermittelte physikalische Effekte produziert (z.B.
Energieverschiebungen), die demzufolge verschwinden miissen, wenn die Eich-

krifte vernachlissigt werden.

7.4 Statische Losungen

Wenn man sagt, dafl ein Atom sich in einem stationéren Zustand befindet, so
meint man damit nicht, daf§ alle Teile des Atoms in Ruhe sind; im Gegenteil, bei
nicht verschwindendem Drehimpuls muf3 eine Bewegung von Teilen des Atoms
vorliegen, um nicht verschwindende Drehimpulsquantenzahlen hervorzurufen. Je-
doch existiert ein besonderer Unterraum von stationéiren Zustinden, fiir die alle
Komponenten der Atombhiille als statisch angesehen werden kénnen, und zwar in
dem Sinne, daf keine magnetischen Wechselwirkungen (durch die Bewegung von
Ladungen) auftreten und der Drehimpuls verschwindet (z.B. im Grundzustand).
Es liegt dann eine vollig elektrostatische Situation vor, bei der alle Wechselwir-
kungen zwischen den unterschiedlichen Komponenten des Atoms ausschlief§lich
iiber elektrostatische Krifte zustande kommen. Eine solche Situation wird nun
im Rahmen der RST behandelt, mit dem Ziel der Berechnung von 2-Teilchen-

Energieeigenwerten fiir verschrinkte Zusténde.

Fiir eine solche vollkommen statische Feldkonfiguration verschwinden die rium-

lichen Anteile 7, der Viererstrome {ju,} = (Ja; Ja) (d.h. 7, = 0) und somit zeigen
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diese in Zeitrichtung tAM, mit tAMtA“ =1:

Jan(®) = Ja (P, - (7.41)
Gemé&f der Proportionalititsbedingung fiir die Strome und kinetischen Felder
(vgl. (6.14)) miissen beide Objekte dieselbe Symmetrie besizten, d.h. wir setzen
(a=1,2)

Koy () = Ko (F), (7.42)

wobei die skalaren Komponenten K, ausschlie§lich von der raumlichen Position
7, aber nicht von der Zeit ¢ abhéngen. Damit die elektromagnetischen Feldstirken
F,, als die Wirbel der modifizierten kinetischen Felder K,, (6.38) keine magne-

tische Komponente besitzen, mufl man auflerdem fordern, dafl

o ~

Kau(2) = Ka(7)i, (7.43)

gilt. Andererseits sind die kinetischen Felder K,, und ]fga,t durch die Austausch-

felder X, (6.37) verkniipft, welche daher von derselben Form sein miissen

Xou(7) = Xo(Mi, (7.44)

und gleiches gilt auch fiir die neuen Austauschfelder T',,, (6.42)

Tou(7) = Do(Pi, . (7.45)

Neben diesen zeitartigen Feldern existieren auch raumartige Felder A,,, welche
durch die Wirbelgleichung (6.46) miteinander verkniipft sind. Denn aufgrund der
Tatsache, daf8 beide Austauschfelder ', (7.44) und X,, (7.45) proportional sind,
ist die allgemeine Bedingung (7.20) erfiillt und dies macht die Austauschfelder
A,y 7u zeitunabhingigen Gradientenfeldern: A, = A,(7) (vgl. (7.21)).

Diese Zeitunabhéngigkeit der Skalarfelder A, gemeinsam mit dem zeitartigen

Charakter der Vektorfelder X,, (7.44) und I, (7.45) fithrt dazu, daf das Skalar-
feld K (x) (7.24) eine lineare Funktion von der Zeit ¢ sein muf (beachte: 7, = 9,t)

Kx) =K, t (7.46)

(K. = const.),
denn andernfalls konnte das frithere Resultat fiir X,, und I',, (7.23)-(7.25) nicht
die statischen Bedingungen (7.44)-(7.45) erfiillen. Daher konnen die Funktionen
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X, (7) (7.44) und T',(7) (7.45) einfach aus den allgemeineren Resultaten (7.23)-
(7.25) abgelesen werden:

K, cosh[In(A2(7)], o.=—1
Xo(7) = (7.47)
K, cos[In(A, ()], o.=+1

und

r(7) = K, sinh[ln(A, %(7)], 0. =—1 (7.48)
K,sin[ln(A, ()], o.=+1.

Nun ist die Zwangsbedingung (6.52) in trivialer Weise erfiillt, ndmlich durch

r,?+o0,X,?=0,K,” = const. (7.49)
(a=1,2)
und die statische Form des neuen Amplitudensystems (7.35) wird zu
Mecn 2 o 2
~8¢a+0u{(5°) — (K +K.) | =0 (7.50a)
Mey?2 o 2
_Agpa + Qpa{ (T) - (Ka(m - K*) } =0. (750b)

Dies ist ein sehr angenehmes Resultat, da es das komplizierte 2-Teilchen Pro-
blem in vier Einteilchen-Eigenwertprobleme (7.50) aufteilt. Ein solches 1-Teilchen
Eigenwertproblem kann exakt gel6st werden, wenn man die elektrostatische Zwi-
schenteilchenwechselwirkung vernachlissigt [24], d.h. wenn man die Vektorpoten-

tiale A, (6.39) als nur von einer externen Quelle erzeugt ansieht:
VMFI;W = VMFQW/ = 47Ta*(ex)ju . (751)

In dieser Situation sind die Vektorpotentiale fiir beide Teilchen identisch

Ay = A, = AP, (7.52)
(a=1,2)
und das elektrostatische Vektorpotential (°®) A(7) schreibt sich in Abhingigkeit
von der externen Ladungsdichte () () wie iiblich als
(ex) (1
) A7) = a, / av—ir) (7.53)

7~
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Diese Ladungsdichte fiir eine Punktladung, die 2., Ladungseinheiten trigt, lautet
(1) 5(F) = 2020°(7) , (7.54)
und man erhilt als Vektorpotential das wohlbekannte Coulomb-Potential

(e2) A(7) = Zen— (7.55)

(vgl. die Behandlung des 1-Teilchen Coulomb-Problems in [24]). Werden jedoch
die Interteilchenwechselwirkungen mitgenommen, so fiihlt ein Teilchen das Vor-
handensein des anderen Teilchens, und somit wird das elektrostatische Potential
A(7) verdndert zu [21]

Ay (7) = I A(F) = "Ay(7) (7.56a)
Ay(P) = AR = "Ay(F) | (7.56b)

wobei die Wechselwirkungspotentiale '4,(7) aus den zugehérigen Stromdichten

Ja(7) wie iiblich erzeugt werden

N
IS
—~
L

I

o / PREAG) (7.57)

7=

Selbstverstéindlich kann das vollstindige Problem unter Beriicksichtigung der
Zwischenteilchenwechselwirkung nicht mehr analytisch gelost werden, aber man
kann die Wechselwirkungspotentiale ‘A, (7.57) als kleine Storung des #ufBeren
Coulomb-Potentials () A(7) (7.53) auffassen und auf diese Art ein qualitatives
Bild der Austauscheffekte einer solchen verschrankten 2-Teilchen Konfiguration

erhalten.

Wie wir gleich zeigen werden, werden diese Austauscheffekte durch das Vor-
handensein einer Integrationskonstante K, in den Eigenwertgleichungen (7.50)
beschrieben. Setzt man alle Austauschfelder gleich Null (= K, = 0), so wird
die Verschrinkung aufgehoben und alle vier Gleichungen (7.50) nehmen die stati-
sche Form der nicht gekoppelten Amplitudengleichungen (6.27) an. Jedoch kann
man zeigen, dafl das Vorhandensein von nichttrivialen Austauschfeldern (~ nicht-
triviales K, in (7.50) drastische Auswirkungen auf die Mischungswinkel s, (7.37)-
(7.38) und die zugehorigen Massen-Eigenwerte (Rjjla) hat.
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7.5 Ununterscheidbarkeit von Teilchen in der
RST

Bevor man den Einflul der Verschriankung auf die Massen-Eigenwerte I\OAI,L be-
schreibt, ist es notig, die letzteren zunéchst préizise zu definieren. In einer relati-
vistischen Theorie ist es sinnvoll, von Massen-Eigenwerten 1\3J1a anstelle von Ener-
gieeigenwerten F, zu sprechen, und in der Tat kommen diese Massen-Eigenwerte
in der RST auf natiirliche Weise zustande. Sucht man n&mlich nach lokalisier-
ten Losungen fiir die gekoppelten Amplitudengleichungen (7.50), so treten die
Massen-Eigenwerte eines Teilchens hier als die asymptotischen Werte der modi-

fizierten kinetischen Felder ]Ioga(F) im Unendlichen auf, d.h. wir setzen

M, = lim (f&a(F)). (7.58)

C |F|—o0

Erinnert man sich an die allgemeine Form der Felder ]Iogau (6.40), so ergibt sich
(a=1,2)

Ra() = 25+ A4,(7) (7.59)

wobei man voraussetzt, daf§ die elektrostatischen Potentiale A, (= A,,#") im Un-
endlichen verschwinden (d.h. A,(7) — 0 fiir |7] — o0). Fiir die spezielle Situation
von reinen Zusténden wiirde die vorliegende Form der kinetischen Felder (7.59)
den iiblichen Exponentialfaktor exp[—iEt/h] der Wellenfunktionen (3.42) mit
dem Energieeigenwert F = I\j{[c2 erzeugen. Da die modifizierten kinetischen Fel-
der ]f&a(?) ausschliefllich die tatséchlichen elektromagnetischen Feldstirken F,,,
spiiren (vgl. (6.38)), kann man aus den Maxwellgleichungen fiir die vorliegende
statische Situation folgern, daf§ die kinetischen Felder ]Ioga(f’) mit den Stromdichten
Ja(7) (7.41) durch die Poisson-Gleichungen

AR = —4ra, (ox — o) (7.60a)
AKy = —470, (jox — 1) (7.60b)

verkniipft sind. Die formale Losung dieser Gleichungen ist gerade (7.59), wobei
die Potentiale A,(7) durch die Gleichungen (7.56) festgelegt werden (fiir eine de-
taillierte Diskussion der elektromagnetischen Wechselwirkungen in der RST siehe
auch [21]). Fiir lokalisierte Ladungsdichten j(7) verschwinden alle diese Potentia-
le Aey, A, im Unendlichen (|7] — oo) und damit ist dii Randbedingung (7.58)

erfiillt, welche fiir die Definiton der Massen-Eigenwerte M, vorausgesetzt wurde.
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Da die Massen-Eigenwerte N}Ia nun definiert sind, kann man sich daran machen,
diese durch Einfiihrung der kinetischen Felder K, (7.59) in das System von Eigen-

wertgleichungen einzusetzen und die modifizierten Massen-Eigenwerte {M,, m,}

o B

M, =M, + — K. (7.61a)
o h

mg = Ma - EK* (761b)

zu bestimmen. Durch diese Ersetzung nehmen die Amplitudengleichungen fiir das

erste Teilchen (a = 1) folgende Form an

“Ady+ ¢1{ (Aic) (Mhlc)Q - 2]\@10 CALF) — (AI(F))Z} —0  (7.62a)

_A%“”l{(ﬂfic) (%> _2% A7) — (AI(F))Q} =0, (7.62b)
und entsprechendes gilt fiir das zweite Teilchen (a = 2):

{1 (S 5 i (aan) 0 o

—Agpy + 902{ (Aic) (%) - 2% A (7) — (Ay(7)) } (7.63b)

Offensichtlich wird das erste Teilchen durch zwei lokalisierte Losungen {¢, 1}
des ersten Systems (7.62) beschrieben, wobei der Eigenwert A, das obere Ener-
gieniveau bezeichnet (im folgenden wird vorausgesetzt, dal K, > 0 ist) und von
der Losung ¢4 (7) herriihrt

° h
M1 - Ml + —K* . (764)

Entsprechend gilt fiir die zweite Losung ¢;(7), dafl sie den unteren Energieeigen-

wert m; erzeugt:

o h
my = M1 - —K* . (765)
c
Auf dieselbe Weise wird das zweite Teilchen ebenfalls durch zwei Eigenlosun-
gen des Systems (7.63) beschrieben, ndmlich durch ¢o(7), welches den oberen
Eigenwert M, (7.63a) liefert

o R
My =Ms + —K*, (7.66)

und durch ¢y(7), dem der untere Eigenwert my (7.63b) zugeordnet ist:

° h
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Somit sind die Eigenwerte M,, m, Hilfsgroflen fiir die Bestimmung der physikali-

schen Massen M.

Nun folgt die entscheidende Begriindung fiir die Ununterscheidbarkeit von Teil-
chen in der RST: Befinden sich die zwei Teilchen in unterschiedlichen physikali-
schen Zusténden, welche z.B. durch unterschiedliche Stromdichten (j; (7) # ja(7))
charakterisiert werden, dann sind die beiden elektrostatischen Potentiale A, (7)
(7.56a) und A, (7) (7.56b), welche durch diese beiden Strome erzeugt werden,
ebenfalls unterschiedlich (A;(7) # Ay(7)); infolgedessen ist das Eigenwertspek-
trum {M;, m,} des ersten Teilchens (7.62) nicht identisch mit dem fiir das zweite
Teilchen {Ms, mso} (7.63). Jedoch erzwingen die Austauschfelder (in Form der
Konstante K,) eine Zwangsbedingung zwischen beiden Eigenwertspektren. Die
Beziehungen (7.64)-(7.67) fiir die Massen-Eigenwerte zeigen, dafi die physikali-
schen Massen I\jJIa die Mittelwerte der Hilfsgrolen M,, m, sind, d.h.

M = %(M1 + m1) (7.68a)
M, = %(M2 + m2) : (7.68b)

und somit ist die Integrationskonstante K, die Hélfte der Differenz dieser Hilfs-

groflen
K, = 2—71(1\41 . ml) - 2—71(1\42 . m2> . (7.69)

Diese Bedingung fiihrt dazu, dal die Differenz der Energieniveaus (oder bes-
ser: der Massen-Niveaus) fiir beide Spektren (7.62) und (7.63) dieselbe sein muf;
und dies kann im allgemeinen nur erfiillt werden, wenn beide Energiespektren
identisch sind ! (vgl. Abbildung 7.1). Dies bedeutet aber, daf} die Potentiale
Ay (7) und A(7) (7.56) (bzw. 'A;(7) und 'As(7) (7.57)) identisch sein miissen:
A (T) = Ay(7)(= A(7)). Aber da diese Potentiale durch die Stromdichten j,(7)
(7.41) erzeugt werden, schlieit man, dafl auch beide Stromdichten identisch sein
miissen: ji (7) = jo(7)(= j(7)). Dies bedeutet aber, dafl beide Teilchen ununter-

schetdbar sind, denn sie besitzen

o

e dieselben physikalischen Massen (1\3]11 = R(;I[Q = M)
e dieselben Eigenwerte (M; = My = M,;m; = my = m,,)
e dieselben Eigenlosungen (¢ (7) = ¢2(F) = ¢(7);01(F) = pa(F) = (7))

e dieselben skalaren und Ladungs-Dichten (p; (%) = pa(7) = 3p(7))
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e dieselben Mischungswinkel: p; = pio(= p.)

Aus diesem Resultat folgt, dal auch alle iibrigen physikalischen Groflen, wie
kinetische Felder und Austauschfelder, Energie-Impulsdichten usw. fiir beide Teil-
chen identisch sind. Also sind alle physikalischen Objekte, welche zur Unterschei-
dung der beiden Teilchen herangezogen werden kénnen, fiir beide Teilchen iden-
tisch und offensichtlich mufl man diese deshalb als ununterscheidbar ansehen. Im
Gegensatz zum postulativen Charakter der Ununterscheidbarkeit von Teilchen in
der konventionellen Quantentheorie 148t sich diese in der RST offensichtlich aus
der RST-Dynamik selbst ableiten, da sie die Voraussetzung fiir das Auftreten
gebundener 2-Teilchen Zusténde darstellt.

M

AN

R M,
K17* \\ /’/
\\ MO /// K27*

T

\\\ m2

\\\ mO ’/’,4

Abbildung 7.1: Ununterscheidbarkeit von Teilchen in der RST. Vernachliissigt man die Interteil-
chenwechselwirkung (A, = 0), so besetzt jedes Teilchen einen 1-Teilchen Zustand mit zugehori-
gem Massen-Eigenwert My bzw. my, Teil (b). Schaltet man die Interteilchen-Wechselwirkung
ein, so erzeugt diese die Wechselwirkungspotentiale 'A,(7) (7.57). Sind diese unterschiedlich
("A1 (7) #" A2(F)), weil sie aus unterschiedlichen Ladungsdichten (ji(7) # j2(7)) gebildet wer-
den, wird sich der Abstand K, . der beiden Massen-Energiezustéinde {M,, my} (7.64)-(7.67)
fiir beide Teilchen unterscheiden, Teil (a) und (c). Die RST-Dynamik erzwingt aber identi-
sche Abstinde (K1, = K2, = K.), vgl. (7.49). Diese kénnen nur bei volliger physikalischer
Ubereinstimmung der beiden Teilchen auftreten.
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7.6 Storungsrechnung erster Ordnung

Um die Besonderheiten der RST besser zu verstehen, ist es hilfreich, die nicht-
relativistische Ndherung zu betrachten und die zugehérigen Voraussagen der RST
mit der konventionellen nicht-relativistischen Quantentheorie zu vergleichen. Be-
sonders wird man sich dabei fiir den Vergleich der nicht-relativistischen Energie-

eigenwerte mit denen der konventionellen Quantentheorie interessieren.

Die Hilfsgr68en M, und m, bestimmen die Masse I\jJI der beiden Teilchen gem#f3
(7.68), d.h.

o

M = %(M + m*) . (7.70)

Diese gemeinsame Masse M muf} aus dem entkoppelten Eigenwertsystem (7.62)-
(7.63) bestimmt werden, welches sich jedoch stark vereinfacht, wenn man die im
vorigen Abschnitt getroffenen Identifikationen vornimmt, die aus der Ununter-

scheidbarkeit der Teilchen folgen:

20+ 6] (%)2 _ (M*C)2 = oM iy (A(F))Z} —0 (7.71a)

h h h
~Ap+of (%)2 - (mgc)Z — 2™ () - (am)}=0. (@)

Fiir eine qualitative Diskussion der allgemeinen Eigenschaften dieses Systems
stellt man die Eigenwerte in Form eines Massenfunktionals dar, d.h. fiir den
oberen Zustand ¢ (7.71a)

M M i () { [ (F0)'- < (4 <455
(7.72)

(< A>= /dv(¢(f‘))2A(F), etc.) ,

und genauso fiir den unteren Zustand ¢ (7.71b)

oot S G (e - - ).

(7.73)




7.6 Stérungsrechnung erster Ordnung 149

Das Auftreten einer Wurzel fiir die Massenfunktionale deutet offensichtlich auf
einen relativistischen Effekt hin, aber fiir den gegenwirtigen Zweck werden wir
uns mit dem nichtrelativistischen Grenzwert zufriedengeben, fiir den die Entwick-
lung der Wurzel (in Bezug auf die Zwischenteilchen-Kopplungskonstante «,) nur

die kinetischen Energiebeitrége iibrig 148t, d.h.
Mc~Mc—hc<A>+—/dV Vd) (7.74a)

h?
m.c> ~ Mc? —hc[A] + ——

2M dv(w) . (7.74b)

Rein formal sieht dieses Resultat so aus, wie man es auch von der konventionellen
Quantentheorie erwarten wiirde. Dort vernachléssigt man die Ruhemasse (M)
des Teilchens und kommt so zu einem Schrodinger-Energieeigenwert Fg (oder
es), welcher die Summe der Erwartungswerte von potentieller und kinetischer

Energie ist
Eg = M,* — Mc* = —hc < A > +— /dV ngS (7.75a)

h
es =muc — Mc®* = —hc[A] + ——

2M dv(w) . (7.75b)

Tatséchlich ist es nicht schwer zu zeigen, dafl diese nicht-relativistischen Grenz-
werte (7.75) genau die Eigenwerte Fg, eg sind, welche bei der Losung des nicht-

relativistischen Grenzfalls der relativistischen Eigenwertgleichungen (7.71) auf-

treten:
h2
o AG— hed 6 = B+ ¢ (7.76a)
h2
—WAQO heA-p=egs-@. (7.76b)

Die Gleichungen (7.76) stimmen mit den zeitunabhéngigen Schrédingergleichun-
gen der konventionellen Theorie fiir unverschrinkte Zusténde (7.8) tiberein. Aber
obwohl es ein schones Ergebnis ist, daBl der nichtrelativistische Grenzfall des
Eigenwert-Problems (7.71) aus der Relativistischen Schrodingertheorie die Form
gewohnlicher Schrédingergleichungen (7.76) annimmt, weichen die Ergebnisse der
RST von denen der Standardtheorie deutlich ab. Der Unterschied der RST zur
konventionellen Theorie besteht dabei in der besonderen Art, mit der ein Teil-
chen auf das andere Teilchen iiber das elektrostatische Potential A(7) einwirkt.
Es ist klar, dafl durch die physikalische Ununterscheidbarkeit beider Teilchen das
elektrostatische Potential A(7), welches in das relativistische Problem (7.71) oder
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das Schréodingerproblem (7.76) eingeht, sich additiv aus dem externen Potential
Aey(7) und einem fiir beide Teilchen identischen Potential A(7) zusammensetzt,
vel. (7.56)

A(F) = Aex (7) —A(7) . (7.77)

Das Wechselwirkungspotential A(7) wird dabei von der Ladungsdichte j(7)

A(F) = a, / v (ﬁl (7.78)

erzeugt, welche in der RST aufgrund ihrer Ununterscheidbarkeit fiir beide Teil-

chen idenisch ist.

Daher besteht das entscheidende neue Element, welches die RST zum nichtre-
lativistischen Eigenwertproblem beitriagt, also in der spezifischen Form der elek-
trostatischen Wechselwirkungen. Dieser Unterschied muf} sich nun in Form einer
modifizierten Berechnungsformel fiir die Energieeigenwerte niederschlagen, wel-

che mit der konventionellen Methode (7.12)-(7.15) verglichen werden muf.

Kehren wir fiir den Moment zum relativistischen Fall zuriick, so mufl man noch
die physikalische Masse M des gebundenen 2-Teilchen Systems definieren, wenn
beide individuellen Massen I\[Zh = Rjjlg = 1\21 bekannt sind. Wenn die Interteil-
chenwechselwirkung abgeschaltet wird, d.h. "4, = 0, nimmt die Masse M (7.70)
einen Wert Mg an, welcher allein durch das externe Bindungspotential zustande
kommt (z.B. die Coulomb-Kraft des Kerns). Die Gesamtmasse des 2-Teilchen-
Systems ist dann einfach die Summe 2Mg) der beiden Einteilchen-Eigenwerte
Mg, welche selbst den Mittelwert aus den beiden Hilfsgrofien My und myg dar-

stellen, die durch das duflere Feld allein bestimmt werden:

1
M) = 5 (Mo +mo) | (7.79)

vgl. Teil (b) der Figur 7.1. Wenn man nun die (abstoflende) Interteilchen-Wechsel-
wirkung einschaltet, so erhohen sich die Eigenwerte {My, mo} auf die entspre-
chenden Eigenwerte mit Interteilchenwechselwirkung { M., m,}. Damit steigt aber
auch die Einzelteilchen-Masse Mg (7.79) auf den Wert M (7.70) an. Man kann
nun fiir die physikalische Masse M des wechselwirkenden 2-Teilchen Systems je-
doch nicht einfach den zweifachen Wert einsetzen (d.h. M # 21{;]1), da dies be-
deuten wiirde, dafl die Interteilchen-Wchselwirkung doppelt gezihlt wiirde. Da-
her definieren wir die Gesamtmasse des wechselwirkenden 2-Teilchen Systems

als den Wert fiir verschwindende elektrostatische Interteilchenwechselwirkung
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(2M(gy) plus die halbe Differenz der entsprechenden Werte mit und ohne Wech-

selwirkung:
]_ [e] ]
M = 2Myo) + 5 (2M — 2Mjo) ) = Mio) + M . (7.80)

Daher ist die gesamte 2-Teilchen Masse M die Summe der 1-Teilchen Masse ohne
Interteilchen-Wechselwirkung (Mg)) plus eine Masse mit Interteilchen-Wechsel-
wirkung (1\3]1) Also betrigt die Erhohung der Energie durch die Interteilchen-
Wechselwirkung

AE =Mc® — 2M)¢> = (M — Mg))¢? , (7.81)

oder ausgedriickt in Abhéngigkeit von den Hilfsgroflen M,, m, unter Verwendung

von (7.70) und (7.79)
1 1
AE = 3 (M,k - MO)02 +3 (m* - m0)02 . (7.82)
Dies fiihrt dann in niedrigster Ordnung der Kopplungskonstante «, (als dem
geeigneten Parameter zur Beschreibung einer Storungsentwicklung) bezogen auf

den nicht-relativistischen Grenzfall (7.74) auf

AE = %hc{ <'A>+] // avay' 190 i 9"0@2}‘7“(73) . (7.83)

|7 =]

Hierbei bezeichnet jo(r ) die Einzelteilchen-Ladungsdichte in niedrigster Ordnung
und ¢y (7)?, o (7)* die Losungen der gewshnlichen Schrodingergleichungen (7.76)
fiir verschwindende Interteilchenwechselwirkung. Ruft man sich jetzt noch die
allgemeine Form der Strome j,, (6.14) ins Gedéchtnis und beschrinkt sich auf
den nicht-relativistischen Grenzfall der kinetischen Felder K,,
Mec .

T

so erlaubt uns dies, die Ladungsdichte jo(r') in (7.83) durch die skalare Dichte

po(7) (welche auf Eins normiert sein muf}) zu ersetzen, so dafl man als endgiiltige

Koy ~ (7.84)

Formel fiir die Energiekorrektur erhélt:

7= |

Offensichtlich weicht dieses Resultat stark von dem naiven klassischen Ergebnis
AECI

ABy=e / / avay L) wolr). E _T( ) (7.86)

i
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ab, welches man erhilt, wenn man im nicht-relativistischen Schrédinger-System
(7.76) in Analogie zur klassischen Coulomb-Energie E¢x (7.14) den Teilchen im
Zustand ¢, (7) (¢o(7)) die Ladungsdichten e ¢o(7)* (e ¢o(7)”) zuordnet. Dennoch
liefert das klassische Resultat (7.86) eine grobe Néherung der Wechselwirkungs-
Energie AFE, welche in der konventionellen Theorie weiter aufgespalten wird in
Ortho- und Parazustéinde, vgl. Gleichung (7.12). Eine entsprechende Aufspaltung
der Energiezustéinde ist in der RST auf die Tatsache zuriickzufiihren, daf} die po-
sitiven und negativen Gemische unterschiedliche Dichten py(7) besitzen, was not-
wendigerweise die RST-Energiekorrekturen AE (7.85) in zwei Niveaus aufspaltet,
welche mit der konventionellen Aufspaltung (7.12) verglichen werden miissen. Da-
her mufl man fiir die genaue Beschreibung der RST-Energiekorrekturen AE (7.85)
offensichtlich die skalare Dichte py(7) in niedrigster Ordnung bestimmen, und so-
mit auch verstehen, wodurch sich positive und negative Gemische unterscheiden.
Es erscheint deshalb sinnvoll, die beiden Gemischtypen getrennt voneinander zu

untersuchen.

7.7 Positive Gemische (0. = +1)

Die gesuchten Einteilchen-Dichten fiir die positiven Gemische kann man direkt
aus dem bereits abgeleiteten Resultat (7.39) ablesen, wobei man beachten muf,
daf} die Ununterscheidbarkeit der Teilchen es verlangt, die beiden Mischungswin-
kel p, miteinander zu identifizieren : uy = ps = ., vgl. Abschnitt 7.4. Dies

liefert

poli) = p(7) = cos?(52) - 60 (7) +sin?(2) - 007(7) (7.87)

Hierbei setzt man voraus, dafi die beiden Eigenfunktionen ¢o(7) und ¢q(7) auf
Eins normiert sind, was sich dann sofort auf die Ladungsdichte j,(7)(= po(7)
in der vorliegenden niedrigsten Stérungsordnung) iibertrigt, wodurch der Strom
Jo(7) automatisch auf Eins normiert ist. Die RST-Energiekorrekturformel (7.85)

148t es sinnvoll erscheinen, eine mittlere Dichte p(7) einzufiihren durch

p(r) = %{%2(7?) + o0} (7.88)

womit sich die Formel fiir die Energiekorrektur (7.85) als eine Funktion des Mi-
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schungswinkels p, ergibt

AE, () = e // dVdV’p(i

Der erste Term ist die klassische elektrostatische Selbstenergie der mittleren
Ladungsverteilung p(7) (7.88) und stellt offensichtlich das RST-Analogon zur
Coulomb-Energie Ex (7.14) der konventionellen Quantentheorie dar. Der zwei-
te Term, welcher den Mischungswinkel p, enthilt, ist der zur konventionellen
Austauschenergie F (7.15) analoge Term in der RST und gibt den Bereich der
moglichen Energieeigenwerte an (0 < u, < 7). Da in das zugehorige Integral die
Differenz der elektrostatischen Wechselwirkungsenergie des Paars von Ladungs-
dichten {p, ¢’} und {p, o2} eingeht, ist diese GroBe negativ, da der stirker
gebundene Zustand ¢, lokalisierter ist als der schwicher gebundene Zustand ¢,
und die elektrostatische Wechselwirkungsenergie sich erh6ht, wenn eine Ladungs-
verteilung lokalisierter wird. Daher erwartet man, dafl die RST-Energiekorrektur

AFE (7.85) ihren minimalen Wert fiir den Mischungswinkel z, = 0 annimmt, d.h.

AE(0) = / vy DA 1 / PO ) — 6 (7)

- 7=

(7.90)

Die mit dieser Formel berechneten Energieeigenwerte stimmen mit den experi-
mentellen Werten wesentlich besser iiberein als die mit der Formel (7.12) der

konventionellen Quantentheorie, vgl. Tabelle 1 am Ende dieses Kapitels.

Es muf jedoch darauf hingewiesen werden, dafl das Massen-Eigenwertspektrum
der RST nur eindeutig bestimmt ist, wenn man den Mischungswinkel p, festlegt,
wobei eine naheliegende Wahl natiirlich derjenige Wert fiir p, darstellt, welcher
die Energieeigenwerte minimiert, wie dies fiir Gleichung (7.90) schon getan wur-
de. Jedoch sind diese Energieeigenwerte dann offensichtlich unabhingig von der
speziellen Wahl der Integrationskonstanten der Austauschfelder! Als eine nahelie-
gende Wabhl fiir die Skalarfelder A,(7), welche aufgrund der Ununterscheidbarkeit
als identisch angesehen werden miissen (d.h. A{(7) = Ax(7) = A(7)), kann man
folgende Randbedingung im Unendlichen fordern

lim A(F) =1. (7.91)

|7F]— 00

Mit dieser Bedingung lautet die allgemeine Form von A,(z) (7.28b) unter Verwen-

dung der Transformationskonstanten By, b, (7.37) und unter Beriicksichtigung der
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Teilchen-Ununterscheidbarkeit folgendermaflen:

= exp[2 tan(2) - tan™! (“* "”(F))] . (7.92)

Es sei hierbei darauf hingewiesen, daf§ der weniger stark gebundene Zustand ¢(7)
immer weniger stark lokalisiert ist als der stérker gebundene Zustand ¢(7) und
dafl man deshalb |p(7)| < |¢(7)| im Unendlichen (|7] — oo) findet, so da die
Randbedingung (7.91) erfiillt ist.

Dariiberhinaus verschwinden die Austauschfelder I'y (7) = [y (7) (= ['(7)) (7.48)
im Unendlichen, wohingegen die Felder X (7) = X5 (7)(= X (7)) (7.47) den Wert

K, annehmen

lim X (7) = K, (7.93)

[Fl—o0

Als Folge davon sind beide kinetischen Felder K (7) = Ky (7)(= K(7)) (6.41)

asymptotisch mit dem oberen Eigenwert M, verkniipft:

(7.94)

(fiir die nicht-relativistische Ndherung dieser Gleichung siehe auch die Ndherung
(7.84)). Die asymptotische Form der Ladungsdichten j;(7) = jo(7)(= j (7)) muf
also den Quotienten aus dem oberen Eigenwert M, und der freien Teilchenmasse
M enthalten

lim j(7) =
|7F]— 00

T o). (7.95)

welche fiir den nicht-relativistischen Grenzfall wieder durch Eins angenéhert wird
(2= = 1), vergleiche die Anmerkungen unter (7.84). Schliefilich kénnen die In-
tegrationskonstanten A;, und f;, in dem Ergebnis fiir A(7) (6.57) auf eine solche
Weise festgelegt werden, dafi asymptotisch f — oo geht fiir A — 1 (7.91), was
dann auch den asymptotischen Wert der Mischungsvariablen A (6.5) im Unend-
lichen auf A — 1 festlegt. Also n&hern sich die positiven Gemische asymptotisch

einem reinen Zustand (A = 1) an

Damit ist die Behandlung verschrinkter Zustédnde fiir die positiven Gemische
abgeschlossen. Offensichtlich stellen diese physikalisch sinnvolle Lésungen der
RST-Dynamik dar.
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7.8 Negative Gemische (o, = —1)

Die Ununterscheidbarkeit von Teilchen in der RST macht beide Einzelteilchen-
Dichten p, (7.60) auch in diesem Fall identisch (p;(7) = pa(7) = po(7)). Fiir die
Dichte gilt somit:

po = p—(7) = pu] cosh’(52) - 60°(F) — sinh®(57) - 0?(7) (7.96)

Im Gegensatz zur Dichte p, (7.87) fiir positive Gemische muf} die Dichte p_(7)
(7.96) noch zusétzlich normiert werden, indem man die Normalisierungskonstan-
te p, geeignet wihlt, welche vom Mischungswinkel p, abhéngt, selbst wenn die

Dichten nullter Ordnung ¢¢*(7) und ¢o%(7) bereits auf Eins normiert sind:

1
N [dv]| coshQ(“—Q*) o sinhQ(%*) 2|

o (7.97)

Die allgemeine Korrekturformel (7.85) kann auch fiir die negativen Gemische

wieder in zwei Anteile aufgespalten werden:

Diese Korrekturformel weist aber offensichtlich eine kompliziertere Abhéingig-
keit vom Mischungswinkel s, auf als sein Gegenstiick fiir positive Gemische (7.89).
Daher ist der Prozef3 der Energie-Minimalisierung in Bezug auf den Mischungs-
winkel p, fiir die negativen Gemische etwas komplizierter. Jedoch zeigt sich, daf3
die “Austauschenergie” fiir die negativen Gemische (d.h. der minimale Wert des
zweiten Integrals auf der rechten Seite von Gleichung (7.98)) in der Nihe von
ps = 0 immer etwas kleiner ist als fiir die positiven Gemische (siehe das zwei-
te Integral auf der rechten Seite von (7.89)); damit existiert die Aufteilung der
Energieeigenwerte in Ortho- und Parazustinde auch in der RST, und zwar auf
eine solche Weise, daf die positiven (negativen) Gemische den symmetrischen
(antisymmetrischen) Zustinden der konventionellen Theorie entsprechen. Jedoch
unterscheiden sich die quantitativen Voraussagen der RST und der konventio-
nellen Quantentheorie erheblich, wobei die Ergebnisse der RST dichter an den

experimentellen Werten liegen (s.u.).
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7.9 Numerische Berechnung der Ortho- und Para-

Helium-Zustinde

Vernachléssigt man die Spinwechselwirkung, so lafit sich der Hilbertraum fiir
das konventionelle Helium-Problem in einen Raum- und Spin-Anteil faktorisie-
ren, was dazu fiihrt, dafl der Raumanteil der Wellenfunktionen entweder symme-
trisch (Para-Zusténde) oder antisymmetrisch (Ortho-Zustidnde) sein muf}, damit
er mit einem antisymmetrischen bzw. symmetrischen Spin-Anteil zu einem an-
tisymmetrischen Gesamtzustand zusammengefiigt werden kann. Die zugehorige
Aufspaltung der atomaren Energiezustinde ist eine experimentell ausgezeichnet
verifizierte Tatsache, und jede alternative Form von Quantentheorie mufl mit die-

sem Phanomen konsistent sein.

Diese Konsistenzbedingung bedeutet, dafl die positiven und negativen Gemi-
sche in der RST analog zu den konventionellen (anti-)symmetrischen Wellen-
funktionen (bzw. ihren Raumanteilen) sein miissen. Daher mufl die RST schon
in niedrigster Storungsordnung die Helium-Energieeigenwerte in der N&he der
experimentellen Werte vorhersagen. Da diese sich mit den Voraussagen der kon-
ventionellen Quantentheorie nur in unzureichender Weise beschreiben lassen, be-
steht fiir die RST die Moglichkeit, die konventionelle Quantentheorie bereits in
dieser niedrigsten Stérungsordnung zu iibertreffen. Die Berechnung der ezakten
Energieeigenwerte der RST ist aber dhnlich schwierig wie in der gewdhnlichen

Quantentheorie.

Will man die Energieeigenwerte des 2-Teilchen Systems aufsuchen, so ist es
zunéchst erforderlich, die relativistischen Einteilchen-Amplitudengleichungen (7.71)
fiir verschwindende Interteilchenwechselwirkung (d.h. A(7) = A (7) (7.55)) zu
berechnen. Danach kann man zur nicht-relativistischen Ndherung fiir die Massen-
Eigenwerte M,, m, und den zugehorigen Eigenlosungen ¢g, ¢ iibergehen (welche
das nicht-relativistische Schrédinger-System (7.76) losen). SchlieBlich muff man
die Energiekorrekturen AE(0) fiir die positiven Gemische (7.90) bestimmen und
die Energiekorrekturen AF/(p,) in Bezug auf p, fiir die negativen Gemische (7.98)
minimieren. Ein Vergleich mit den Ergebnissen der konventionellen Theorie ergibt

dann einen ersten Test fiir die Brauchbarkeit der RST.
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7.10 Das Einteilchen-Spektrum

Wie schon in den letzten Kapiteln gezeigt wurde, sind fiir unverschrinkte Teil-
chen die Amplitudengleichungen physikalisch dquivalent zu zwei Klein-Gordon
Gleichungen. Daher stimmt das Losungsspektrum des vorliegenden Amplituden-
systems (7.71) mit verschwindender Interteilchenwechselwirkung mit dem wohl-
bekannten Klein-Gordon Spektrum iiberein (vgl. z.B. [33]). In Ubereinstimmung
mit der Beschrinkung auf rein statische Losungen geniigt es, hier nur die Resul-
tate fiir die s-Zustinde (also fiir verschwindenden Drehimpuls) anzugeben, deren
Massen-Spektrum in Abhéngigkeit von der Hauptquantenzahl n folgendermaflen

aussieht:

, (7.99)

* 1+ (22ex s )? ;
(2n—1+\/1—(2zexa*)2>
wobei ag(= #25) den Bohr-Radius bezeichnet.

Me?

Anstatt nun die allgemeine Formel fiir die Eigenfunktionen d)én) (7) hier anzuge-
ben, beschrinken wir uns exemplarisch auf die drei Zusténde niedrigster Ordnung

(n =1,2,3), die bis auf eine Normierungskonstante ¢, lauten

087 (y) = puy™ - expl—ay -y . (7.100)

Hierbei wurde die Radialvariable r = || mit Hilfe des Bohr’schen Radius ap wie

iiblich in die dimensionslose Variable y iibergefiihrt

Y= ZexL (7.101)
ap
und die Konstanten aq, as hingen von der Kopplungskonstante o, folgenderma-

Ben ab

1
— _ _ 2
ay = 2{1 1— (220xcts) } (7.102a)
MW
— 7.102b

Fiir die (normierte) Grundzustandsfunktion d)él) (7.100) ergibt sich daher im

nicht-relativistischen Grenzfall

o) = eV | (7.103)
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Dieser Zustand gehorcht der dimensionslosen Normierungsbedingung

/ dyy2(¢>én)(y))2 = % : (7.104)

0

Auf dhnliche Weise findet man fiir den nicht-relativistischen Grenzfall der ange-

regten Zustinde

@_ L Y iy
o _\/g(l 5) exp[—3] (7.105a)
oy = \/%—7(1 - gy + %y2) eXP[—%] (7.105b)

welche alle die dimensionslose Normierungsbedingung (7.104) erfiillen.

7.11 Zweiteilchen-Korrekturen

Nachdem nun das Einteilchen-Spektrum bekannt ist, konnen die Zweiteilchen-

Korrekturen AE (7.85) direkt in dimensionsloser Form geschrieben werden

[ee] y [ee] [ee]
62
AE:IGzexg{ / dyyp(y) / dy'y"” po(y') + / dyy® p(y) / dy’y’po(y')}-
y=0 y'=0 y=0 y'=y

(7.106)

Hierbei ist die mittlere Dichte p (7.88) in dimensionsloser Form fiir jedes Paar

von Zustidnden ¢, o gegeben durch

1
py) =5 (¢02(y) + wOQ(y)) : (7.107)
Die Dichte fiir positive Gemische (py = p4) wird aus p, () (7.87) bestimmt und
lautet
— 2 (Hx 2 .9 Mk 2

p+(y) = cos” () - d”(y) +sin” () - ¢0’(v) , (7.108)

und fiir negative Gemische gilt (py = p_) (7.96) entsprechend
p-(y) = pe] cosh® (1) o™ (y) — sinh® (T-) 0o’ (v)] - (7.109)

Dabei miissen alle Dichten die Normierungsbedingung (7.104) erfiillen

oo o0 1
[ v o) = [ dyiostn) = 1 (7.110)
0 0
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welche aus der allgemeinen Bedingung fiir die Normierung der Strome (3.37)-
(3.38) abgeleitet wurde.

Die nichste Aufgabe besteht in der Berechnung des Mischungswinkels p,, der
die Bindungsenergie extremalisiert (oder #quivalent dazu die Energiekorrektur
AFE minimiert). Hierbei stellt man nun erhebliche Unterschiede zwischen beiden
Gemischtypen fest: Wahrend der Korrekturterm fiir positive Gemische AE. (y,)
(7.89) eine sehr einfache Abhingigkeit vom Mischungswinkel p, aufweist, so daf
man sofort erkennt, dafl das Minimum von AE, fiir p, = 0 auftritt, vgl. (7.90),
benotigt man fiir die Energiekorrektur AE_(1,) (7.98) der negativen Gemische
eine etwas aufwendigere Prozedur. Diese Schwierigkeit tritt deshalb auf, weil die
Dichte p_(y) (7.109) aufgrund von (7.110) fiir jeden Wert des Mischungswinkels

fs extra normiert werden muf} (vgl. (7.97)).

Aus der allgemeinen Korrekturformel (7.85) folgt sofort, dafi der minimale
Energiewert AFE, fiir die positiven Gemische bei p, = 0 (7.90) mit einem lo-
kalen Maximum von AFE_ fiir die negativen Gemische (ebenfalls fiir p, = 0)
zusammenfallen muf, da in beiden Fillen die Dichte py(7) identisch ist mit der
Dichte fiir den schwiicher gebundenen Zustand ¢o*(7) (vgl. (7.87) und (7.96)).
Daher iiberschneiden sich die Energiebénder fiir positive und negative Gemische
nicht in der Ndhe verschwindenden Mischungswinkels p, = 0, und diese Tatsache
erlaubt es, die positiven (negativen) Gemische eindeutig mit den Para-(Ortho-
)Zusténden der konventionellen Quantentheorie zu identifizieren, siehe Figur 7.2.
Vergleicht man die minimalen Werte der Energiebinder mit den entsprechen-
den storungstheoretischen Resultaten (7.12) der konventionelllen Quantentheorie
fiir die Ortho- und Parazustinde, so erkennt man, dafl die Ergebnisse der RST
wesentlich besser mit den experimentellen Werten iibereinstimmen als die der
Standardtheorie (siche Tabellen 1 und 2).

7.12 Vergleich mit der konventionellen Quan-

tentheorie

Die Ortho- und Parazustinde des Heliumatoms sind Gegenstand intensiver For-
schungen im Rahmen der konventionellen Quantentheorie. Wenn man verschie-
dene Storterme, welche sich beispielsweise auf die relativistischen oder Spineffek-
te beziehen, mit beriicksichtigt, so erlauben die Ergebnisse der konventionellen

Theorie eine Berechnung der Feinstrukturkonstante mit einer Genauigkeit von 1.6
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2-Teilchen || Konventionelle QM RST experimenell Fehler (%) Fehler (%)
Zustand || AE=Eoc+Eg | AE=(M—My))c? konv. QM RST
AE4 AE_, AE AE_ AFEg AFE, | symm. antis. | pos. neg.
(1s,2s) 12.62 10.23 9.803 9.201 9.634 8.838 | 31.0 15.8 | 1.8 4.1
(1s,3s) 5.728 5.101 4.514 4.340 4.380 4.178 | 30.8 221 | 3.1 3.9
(1s,4s) 3.264 3.009 2.583 2.509 2.487 2.408 | 31.2 25.0 | 3.9 4.2
(1s,5s) 2.106 1.978 1.669 1.632 1.601 1.561 | 31.5 26.7 | 4.2 4.5
(1s,6s) 1.470 1.397 1.167 1.145 1.116 1.093 | 31.7 27.8 | 4.6 4.8
(1s,7s) 1.085 1.039 0.8613 0.8476 0.8215 0.8079 | 32.1 28.6 | 4.8 4.9
(1s,8s) 0.8328 0.8021 0.6618 0.6526 0.6301  0.6211 | 32.2 29.1 | 5.0 5.1
(1s,9s) 0.6596 0.6381 0.5243 0.5178 0.4986  0.4923 | 32.3 29.6 | 5.2 5.2
(1s,10s) 0.5352 0.5196 0.4256 0.4209 0.4043 0.3997 | 324 30.0 | 5.3 5.3

Tabelle 7.1: Voraussagen der konventionellen Quantenmechanik und der RST fiir die 2-Teilchen
Energiekorrektur AE. Die Voraussagen AFE(1) (7.12) der konventionellen Quantenmechanik,
zweite Spalte, weichen stark von den experimentellen Werten AFg,4 = E(;gx/l;',4 — Ep ab (vierte
Spalte). Die Voraussagen der RST (7.90) bzw. (7.98) (dritte Spalte) sind wesentlich genauer als
diejenigen der konventionellen Quantentheorie, siehe die Fehlerspalten. Alle Energiekorrekturen
AE (zweite bis vierte Spalte) wurden in Elektronenvolt gemessen [eV] und die Fehler beziehen
sich auf die experimentellen Werte AEg, 4, welche aus [40] stammen. Alle Korrekturen hoherer
Ordnung (relativistische und Spineffekte sowie die Beriicksichtigung der endlichen Kernmasse)

wurden vernachléssigt, da sie in die hier dargestellten Korrekturterme niedrigster Ordnung nicht

eingehen.

2-Teilchen || Konventionelle QM RST experimentell | Fehler (%) | Fehler (%)
Zustand 2 Eq AE, —AE_ | AEs—AE4 | konv. QM RST
(1s,2s) 2.389 0.603 0.796 200.1 -24.2
(1s,3s) 0.628 0.175 0.202 210.9 -134
(1s,4s) 0.2547 0.0736 0.0796 220.0 -7.5
(1s,5s) 0.1281 0.0377 0.0392 226.8 -3.8
(1s,65) 0.0734 0.0218 0.0222 230.6 1.8
(1s,7s) 0.04598 0.01375 0.01372 235.1 0.2
(1s,8s) 0.03069 0.00922 0.00908 238.0 1.5
(1s,9s) 0.02150 0.00647 0.00631 240.7 2.5
(1s,10s) 0.01564 0.00472 0.00457 242.2 3.3

Tabelle 7.2: Voraussagen der konventionellen Quantenmechanik und der RST fiir die Ortho-
Para Aufspaltung. Die Ubereinstimmung der Voraussagen der RST mit den experimentellen

Daten ist hier sogar noch besser als fiir die Absolutwerte (vgl. Tabelle 1).
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Abbildung 7.2: Energiekorrekturen AEL und Mischungswinkel pu, fiir den (1s,2s) Zustand.
Fiir g« = 0 fallen das Minimum der Wechselwirkungsenergie fiir positive Gemische AE, (0)
(7.90) und ein lokales Maximum der Wechselwirkungsenergie fiir negative Gemische AE_(0)
(7.98) zusammen. Die experimentellen Werte sind AEg = 9.63 [eV] fiir den Para-Zustand und
AE, = 8.85 [eV] fiir den Ortho-Zustand, vgl. Figur 7.3.

zu 108 [41], oder die Berechnung von “im wesentlichen” exakten Energieniveaus
(1 zu 10'8) [40]. Will man jedoch die Voraussagen beider Theorien miteinander
vergleichen, so mufl man ihre Vorhersagen Ordnung fiir Ordnung gegeniiberstel-
len. Diesen Prozel wird man mit einem Vergleich der Voraussagen in niedrigster

Ordnung der beiden Theorien beginnen.

Wendet man sich hierbei zuerst der konventionellen Quantentheorie zu, so
stellt man einen erstaunlich grofien Fehler der konventionellen Voraussagen AE)
(7.12) fest, siehe Tabellen 1 und 2. Da die Voraussagen der RST deutlich bes-
ser ausfallen, mag man sich fragen, ob es einen physikalischen Effekt gibt, der
von der RST auch schon in niedrigster Ordnung besser erfaflit wird als von der
konventionellen Quantentheorie. Es scheint, dafl es auf diese Frage eine plausible
Antwort gibt, und zwar, wenn man die Lage der Energieniveaus AE im Vergleich
zur klassischen elektrostatischen Energie E¢ (7.14) betrachtet: Die experimentel-
len Werte AEg, AE,4 und die Voraussagen der RST AFE, (7.85) (gegeben durch
(7.90) fiir die positiven Gemische und durch (7.98) fiir die negativen Gemische)
sind immer kleiner als die naive, klassische Coulomb-Energie E (7.12), wohinge-
gen die Voraussagen der konventionellen Theorie die Energiekorrektur ber den

klassischen Wert E¢ fiir die symmetrischen Zusténde erhoht, diese aber fiir die
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antisymmetrischen Zusténde unter den klassischen Wert Eo driickt (vgl. Abbil-
dung 7.3). Nun mag dieser Prozef}, welcher die ‘symmetrische’ Energie iiber die
‘antisymmetrische’ Energie erhéht, von einem wahrscheinlichkeitstheoretischen
Standpunkt aus sehr plausibel erscheinen, da die Symmetrisierung der Wellen-
funktionen W, (7.5) die Teilchen n&her zusammenbringt (im statistischen Sinne),
indem zugelassen wird, daf beide denselben Raumbereich (|, (57 = 73)|? # 0)
einnehmen, wihrend die Antisymmetrisierung Wy = W_ dieses Verhalten gerade
verbietet (]¥_(r7 = r3)|> = 0). Wenn die Teilchen jedoch néher zusammenriicken
(711 & r3), steigt die Wechselwirkungsenergie durch H;,; (7.3b) an und die Teilchen
weisen eine hohere Wechselwirkungsenergie AE () auf. Werden die Teilchen an-
dererseits aufgrund des Antisymmetrisierungspostulats (¥q = W_) voneinander

weggedrangt, nimmt die Wechselwirkungsenergie AE_y (7.12) ab.

Was bei dieser plausiblen probabilistischen Betrachtung aber offensichtlich nicht
richtig beriicksichtigt wird, sind die fluid-dynamischen Aspekte des zugrunde-
liegenden Quantenprozesses. Wie sich im gewohnlichen Coulomb-Integral (7.14)
bereits andeutet, und was durch die fluiddynamischen Aspekte der RST (7.90)
und (7.98) zusitzlich untermauert wird, ist die Tatsache, daf§ die Energiekorrek-
turen erster Ordnung als wechselwirkende Ladungswolken anstelle von rdumli-
chen Wahrscheinlichkeitsdichten von Punktteilchen interpretiert werden kénnen.
Wenn man eine solche fluid-dynamische Interpretation zugrunde legt, wird deut-
lich, warum die RST mit ihrer Méglichkeit, die Mischungsenergie zu minimieren,
ndher an die experimentellen Daten herankommt: Die Art von Energieminimie-
rung in der RST l48t die Ladungsdichten expandieren, so dafl sie sich iiber ein
grofleres Gebiet des dreidimensionalen Raumes verteilen, und die entsprechen-
de Verringerung der elektrostatischen Energie fiihrt zu einer Verringerung der
(Selbst-) Wechselwirkungsenergie (die Selbst-Energie einer elektrostatischen La-

dungswolke von linearer Dimension d variiert wie d™').

Dieser energie-minimisierende Delokalisationseffekt der Ladungswolken wird
besonders deutlich, wenn man die Verringerung der Energie fiir negative Gemi-
sche AE_ (7.98) unter den Wert fiir positive Gemische AE, (0) (7.90) betrachtet:
Der Minimalwert AFE fiir positive Gemische wird aus dem allgemeinen Resultat
(7.85) abgeleitet, indem man den Mischungswinkel p, den Wert 1, = 0 annehmen
158t, was die Dichte p. (7) (7.87) mit der Dichte ¢*(7') des schwicher gebundenen
Energiezustandes identifiziert, welcher der am stérksten delokalisierte Zustand ist,
der fiir die positiven Gemische erreichbar ist. Die negativen Gemische sind aber

in der Lage, einen noch stirker delokalisierten Zustand anzunehmen (vgl. Figur
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7.4) und dadurch die Energiekorrektur fiir negative Gemische AE_ (7.98) noch
unter den niedrigsten Wert fiir positive Gemische AE(0) (7.90) zu driicken.

E [eV]
13-
AE(;) = 12.62
12 +Eq \‘\
o
111 \
—EG \\
10+~ AE_y=1023 " \ AE, =9.80
' "\ ABEg=963 .-
AE_ =920
9| N ABs=884 .-
8 .

(a) (b) (c)

Abbildung 7.3: Vergleich der (1s,2s) Energiekorrekturen. Fiir die (1s,2s) Energiezusténde sagt
die konventionelle Quantentheorie eine Coulomb-Energie E¢ (7.14) von 11.42 [eV] voraus. Die-
se wird zur Berechnung des symmetrischen Zustandes um die Austauschenergie (7.15) Eg=
1.19 [eV] erhoht, so daBl sich fiir diesen AFE )= 12.62 [eV] als Energiekorrektur ergibt. Zur
Berechnung des anti-symmetrischen Zustandes wird die Coulomb-Energie um denselben Betrag
E¢ vermindert, so dafl die Energiekorrektur AE; = 9.80 [eV] betriigt, Teil (a). Der experimen-
telle Wert fiir die symmetrischen Zusténde betrigt AEs= 9.63 [eV] und AE4= 8.84 [eV] fiir
die anti-symmetrischen Zusténde. Beide Werte liegen unterhalb der klassichen Referenzenergie
E¢, Teil (b). Die experimentelle Situation wird durch die RST besser beschrieben, da diese
Energieverschiebungen AFEy liefert, welche bis auf wenige Prozent mit den experimentellen
Werten iibereinstimmen: AE; = 9.80 [eV], AE_= 9.20 [eV], Teil (c). Alle theoretischen Kor-
rekturen sind Korrekturen niedrigster Ordnung, relativistische sowie Spin-Effekte wurden daher

vernachliissigt. Das Nullniveau AE = 0 wird erreicht fiir verschwindende Interteilchenwechsel-
wirkung.



164 Kapitel 7: Energieeigenwerte des skalaren He-Atoms

0.05

0.04;

0. 03¢

0.02;

0.01}

Abbildung 7.4: Delokalisation der Dichte fiir negative Gemische (p_). Die Variation des Mi-
schungswinkels p, fiihrt zu einer Verringerung der Ladungsdichte p_(7) (7.96) in der Nihre
des Kerns (y < 1) sowie einer Konzentration im Auflenbereich (y >> 1) und damit zu einer
zusitzlichen Delokalisation der Dichte p_(7) (7.96). Dies fiihrt zur Verringerung der Wechsel-
wirkungsenergie AE_ fiir negative Gemische unter das Minimum AFE, (0) fiir die positiven
Gemische, vgl. Figur 7.2.



Kapitel 8
Ausblick und Danksagung

Als Abschlufl dieser Arbeit soll hier ein Ausblick auf mogliche weitere Anwen-
dungen der Relativistischen Schrédingertheorie im 2-Teilchen Fall gegeben wer-
den. Im Anschlufl daran wird die Frage erortert, ob die Relativistische Schrodin-
gertheorie (im 2-Teilchen Fall) eine Formulierung als nichtlineare Feldtheorie
zuldfit, ob man also die Feldgleichungen der RST durch Extremalisierung aus
einer Lagrangedichte ableiten kann. Dies hitte den Vorteil, dal man Energie-
niveaus nicht nur durch eine Stérungsentwicklung, sondern auch durch Anwen-
dung eines Variationsprinzips berechnen konnte. Dariiberhinaus wiirde dies den
Ubergang zu einer zweitquantisierten Theorie ermdglichen, welche mit den be-
reits existierenden zweitquantisierten 2-Teilchen-Gleichungen verglichen werden

kénnte.
Zunichst aber zu den Anwendungen der RST:
1.) Berechnung der Energieniveaus von 2-Teilchen-Bindungszusténden

Die Ergebnisse der ersten Ordnung Stérungstheorie, welche in dieser Arbeit
vorgestellt wurden, lagen ndher an den experimentellen Werten als die Ergebnis-
se der konventionellen Quantentheorie. Man sollte nun priifen, ob dieses Ergebnis
auch fiir hohere Storungsordnungen erhalten bleibt. Dariiberhinaus kann man den
Vergleich zwischen RST und konventioneller Quantentheorie im Prinzip fiir jedes
2-Teilchen System durchfiihren, zu dem experimentelle Werte als Vergleichskri-
terium vorliegen. Insbesondere wiirde sich hierfiir das Ho-Molekiil eignen, da die
1-Teilchen-Losungen (fiir das Hy -Ion) in analytischer Form darstellbar sind. Man
wiirde dabei neben einer Abschidtzung der Energieniveaus auch eine solche fiir

den Gleichgewichtsabstand zwischen den beiden Wasserstoffatomen erhalten.
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2.) Drehimpulse in der RST

In der vorliegenden Arbeit wurden die Energieniveaus einer rein statischen He-
Konfiguration berechnet, d.h. fiir Konfigurationen mit verschwindendem Drehim-
puls. Analoge Rechnungen lassen sich auch mit nicht verschwindendem Drehim-
puls durchfiihren, wobei sich die interessante Frage stellt, wie sich die Drehimpulse
von zwei Teilchen in der RST addieren. Durch den fluid-dynamischen Charakter
der RST kann man nicht von zwei Punktteilchen ausgehen, deren Drehimpulse
man wie in der konventionellen Quantentheorie zusammensetzt. Gibt es dennoch
ein zur konventionellen Quantenmechanik analoges Drehimpuls-Additionsgesetz,
findet man also z.B. eine Entsprechung fiir die Clebsch-Gordan Koeffizienten im
Rahmen der RST ?

3.) Streuprozesse in der RST

Es gibt experimentelle Beweise fiir das Vorhandensein von Kréften zwischen
zwei Teilchen, die {iber die Eichkréfte hinausgehen. Ein beliebtes Beispiel hierfiir
ist die Streuung von He® und He! [42]. Es ist klar, daf ein solcher Streupro-
ze3 durch die elektromagnetischen Kréfte bestimmt wird, wobei jede der beiden
Teilchensorten aus derselben Zahl und Art von geladenen Teilchen besteht (je-
weils zwei Elektronen und zwei Protonen). Daher sollte man annehmen, daf} die
Resultate bei Streuprozessen zwischen He? und He* im wesentlichen dieselben
sind. Man stellt aber gewaltige Unterschiede fest, je nachdem, ob zwei He?, zwei
He'-Atome oder ein He® mit einem He'-Atom kollidiert. Betrachtet man z.B.
die in einem 90°-Winkel gemessene Zihlrate fiir die Streuung zweier He*-Atome,
so stellt man fest, daf§ diese doppelt so grof ist wie bei He3-He?-Streuung, und
daB bei He?-He?-Streuung diese Zihlrate sogar verschwindet. Wie kann ein sol-
ches Verhalten erklirt werden, wenn in allen Fillen dieselben Eichkréfte wirken 7
Kann das Vorhandensein der Austauschfelder bei der Streuung von zwei Teilchen

(zusiitzlich zur Eichwechselwirkung) hierfiir eine Erklarung liefern ?
*

Doch nun zuriick zu der Frage, ob man eine Lagrange-Dichte fiir das RST-
Feldgleichungssystem im 2-Teilchen-Fall finden kann. Zur Beantwortung dieser
Frage lohnt es sich, die Struktur der Austauschfeldgleichungen genauer zu be-
trachten, insbesondere die der Wirbelgleichungen (6.44)-(6.46). Setzt man w;, =

2N 4y, wo, = 20, sowie wy, = 2X,,, so lassen sich die drei Wirbelgleichungen

apy
(fiir positive Gemische) in Formenschreibweise folgendermafien formulieren:

dw' = € jpw! AW | (8.1)
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wobei die Indizes 7,7,k von 1 bis 3 laufen. Dieses Ergebnis stellt aber einen
Spezialfall der Maurer-Cartan Strukturgleichung dar, welche besagt, daf fiir die
Maurer-Cartan-Formen einer Lie-Gruppe (d.h. die zur Lie-Algebra dualen For-

men) folgende Beziehung gilt:
1.
dw' = icljkwj Awh (8.2)

wobei die ¢’;; die Strukturkonstanten der Lie-Algebra bezeichnen. Man kann al-
so die Austauschfelder mit den Maurer-Cartan-Formen spezieller Lie-Gruppen
identifizieren, und zwar mit denen der SO(3) (fiir positive Gemische) bzw. der
SO(1,2) (fiir negative Gemische). Die Maurer-Cartan Formen kann man in einer
geeigneten Parametrisiserung der Lie-Gruppe leicht angeben. Parametrisiert man
die Gruppe SO(3) (positive Gemische) durch die Euler-Winkel 6, ¢, ¢, so nehmen

die Maurer-Cartan Formen folgende Gestalt an:

Wiy = =0, — Oy cos b
Way, = —0,0sin 1) + 9, cospsin
wsy, = —0,0 cos ) — 0, psintpsin O

und entsperechend fiir die Gruppe SO(1,2) (negative Gemische)

Wiy = =0, — Oypcost
way, = —0,0sinh ) 4 0, cosh 1y sin
ws, = —0,0 cosh 1) + 0, sinhsinf .

Trotz anderer Bezeichnungsweise erkennt man leicht, daf ein Spezialfall dieser
Losungen, ndmlich ¢ = ¢, = const. in Kapitel 7 fiir die Berechnung der stati-
schen Losungen verwendet wurde (vgl. (7.23) und (7.25)). Hochstwahrscheinlich
steht die Tatsache, dal einer der drei Euler-Winkel konstant gesetzt wurde, in
direkter Verbindung mit der Konstanz des Mischungswinkels p,. Man wird also
erwarten, daf} fiir den oben angegebenen allgemeineren Fall der Mischungswinkel

eine dynamische Feldgrofe darstellt p = u(x).

Wie hilft uns nun aber die obige Betrachtung beim Auffinden einer Lagrange-
Dichte ? Statt die Lagrange-Dichte von den Austauschfeldern A,,, 'y, und X,,
abhéngen zu lassen, kann man nun die Eulerwinkel als Variationsparameter ver-
wenden. Man hat durch die Parametrisierung der Austauschfelder mit Euler-
Winkeln also Potentiale gefunden, welche die Wirbelgleichungen der Austausch-
felder automatisch erfiillen. Dieses Verfahren ist analog zu dem fiir die Max-
well’schen Gleichungen. Durch den Ansatz F),, = 0,4, — 0,A, und damit die
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Einfiihrung eines Vektorpotentials A, werden die homogenen Maxwellgleichun-
gen automatisch erfiillt und in der Lagrangedichte des eletromagnetischen Feldes

kann nach dem Vektorpotential und nicht nach der Feldstirke variiert werden.

Es sollte daher méglich sein, mit Hilfe der Euler-Winkel eine Lagrange-Dichte
zu konstruieren, aus welcher sich die Quellgleichungen der RST durch Variati-
on ergeben. Der Beweis fiir die Richtigkeit dieser Annahme konnte jedoch leider

nicht mehr im Zeitrahmen der vorliegenden Arbeit erbracht werden.

Zum Abschlufl mochte ich noch die Gelegenheit ergreifen, all jenen zu danken,

die mich bei der Anfertigung dieser Arbeit unterstiitzt haben:

Herrn Dr. Sorg fiir die interessante Themenstellung und seine stédndige Gespréchs-
bereitschaft; die vielen Diskussionen mit ihm haben wesentlich zum Gelingen die-

ser Arbeit beigetragen.

Herrn Prof. Dr. Dr. h.c. W. Weidlich fiir die freundliche Aufnahme am Institut
und die Ubernahme des Hauptberichts

Herrn Prof. Dr. H.-R. Trebin fiir die Ubernahme des Mitberichts

allen Institutsmitgliedern fiir die angenehme Arbeitsatmosphére und viele inter-

essante Diskussionen (nicht nur physikalischen Inhalts)

und nicht zuletzt meinen Eltern dafiir, dafl sie mir wihrend meiner gesamten

Ausbildung mit Rat und Tat zur Seite standen
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Eichtheorien und Faserbiindel

A, lokale Konnexion, Vektorpotential
Agy Komponenten der Konnexion beziiglich Generatoren 7¢
A%, Matrixelemente der Konnexion
A¥ Fundamentales Vektorfeld iiber P (A € g)
d duflere Ableitung im Basisraum M
dp dufere Ableitung im Prinzipalbiindel P
D, lokale kovariante Ableitung
Fuv lokale Kriimmung, Feldstirketensor
Fouw Komponenten des Feldstiarketensors bez. 7
M Mannigfaltigkeit, Basisraum
w globale Konnexion
Q globale Kriimmung
P(M, Q) Prinzipalbiindel mit Strukturgruppe G
PxV/G Assoziiertes Vektorbiindel zu P mit Faser V'
und Strukturgruppe G
T:P—M Projektion aus Prinzipalbiindel in Basisraum
O; Koordinatensystem in Umgebung U;
(o Ubergangsfunktion zwischen Koordinatensystemen i, j
ai(p) lokaler Schnitt im Prinzipalbiindel P(M, G)
o; Pullbackabbildung
Ta Lie-Algebra-Generator
[(u,v)] Element von P x V/G mit u € Pund v € V
U; offene Menge auf M
(Ui, ¢4) Karte auf M

{U;, '} Atlas, vollstindige Uberdeckung von M
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Sub- und Superskripte

(mp

!

F
Fy
Frmr

F

n-te Ordnung in einer Storungsentwicklung von F

fiir n = 1,2 auch: F' im n-ten Austauschvakuum
selbst-wechselwirkungsfreier Anteil des Feldes F’

F ohne Beriicksichtigung der Interteilchenwechselwirkung
auf Teilchen I/IT bezogene Grofie

(in Standardquantentheorie)

Integrationskonstante

Relativistische Schrédingertheorie

a

AE(:E)
AFEL
AFEg/a

E5765

Teilchenindex a = 1, 2

Bohr’scher Radius (:Mh—;)

relatives Eichfeld (erweiterte Teilchenbasis)
gesamtes Eichfeld (erweiterte Teilchenbasis)
Komponenten des Eichfeldes (Einzelteilchenbasis)
externes Eichpotential

Feinstrukturkonstante (:;—i)

Phasenwinkel der Wellenfunktion

Konstante bei Transformation {L,,,[q,} — {¢a, ¥a}
Parameter einer SO(1, 1)-Transformation,

welche I'y, und A,, verkniipft

konstanter Mischungsparameter

Skalarfeld, “Potential” von g,

Determinante der Jakobimatrix bei Mischungstransformation
Fierz-Deviator

Fierz-Abweichung

Reskalierunsfaktor fiir Energieeigenwerte
Energiekorrektur in der RST

Energiekorrektur fiir (anti)symmetrische
Energiezustinde in konventioneller Theorie
Energiekorrektur fiir positive/negative Gemische
in der RST

Energiekorrektur fiir (anti)symmetrische
Energiezustinde (experimentell)
Schrodinger-Energieeigenwerte

klassische Coulombenergie
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fuu

1%

F,, F

Fa;w
u

gU}) gs

Austauschenergie in Standardquantentheorie
Euler-Klasse

reskalierte Energieeigenwerte

Kraft-Operator

Kraftdichte

Dalgarno-Lewis Funktionen

relative Feldstérke (erweiterte Teilchenbasis)
gesamte Feldstirke (erweiterte Teilchenbasis)
Austauschfeld nach Reparametrisierung
Komponenten der Feldstirke (Einzelteilchenbasis)
aus { DN, 1,} gebildetes Feld

Strukturfunktionen

Austauschfeld nach Reparametrisierung
Austauschfeldstérke

Proportionalitidtsfaktor zwischen I'y, und X,
Pullback der Lorentz-Metrik 7,

Austauschfeld, Komponente der Maurer-Cartan-Form
Hamiltonian der nicht-relativistischen Schrédingertheorie
ungestorter Hamiltonian (Dalgarno-Lewis-Methode)
aus { DN, 1,} gebildetes Feld

Hamilton’sche 1-Form, RST Hamiltonian
Austauschfeld-Anteil von H,

Intensitatsmatrix

relativer Strom (erweiterte Teilchenbasis)
Komponenten des Stroms (Einzelteilchenbasis)
gesamter Strom (erweiterte Teilchenbasis)
Stromoperator

Hermite’scher Anteil von H,,, kinetisches Feld
gesamtes kinetisches Feld (erweiterte Teilchenbasis)
Skalarfunktionen (bei E,, = 0)

relatives kinetisches Feld (erweiterte Teilchenbasis)
modifiziertes relatives kinetisches Feld

kinetische Felder (Einzelteilchenbasis)
Feldkombinationen (E,, = 0)

effektive kinetische Felder

effektive kinetische Felder mit Fy,, als Wirbel
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&
=

=
5

Antihermite’scher Anteil von H,,

Lokalisationsfeld

relatives Lokalisationsfeld (erweiterte Teilchenbasis)
gesamtes Lokalisationsfeld (erweiterte Teilchenbasis)
Komponenten des effektiven Lokalisationfeldes
virtuelles Amplitudenfeld (in Vakuumzustand)
Amplitudenfeld, gebildet aus L,

modifiziertes Amplitudenfeld

Amplitudenfelder, gebildet aus {L,&,}
Amplitudenfelder nach Mischungstransformation
korrigierte Amplitudenfelder (0. und 1. Ordnung)
Normierungskonstante

Gruppenparameter der Mischungstransformation
Mischungsparameter, raumzeit-abhingig
Koeffizienten bei Modenentwicklung nach (L,
Entwicklungskoeffizienten 1. und 2. Ordnung
Austauschfeld, Komponente der Maurer-Cartan-Form
inverse Amplitudentransformation

modifizierter Masseneigenwert

invariante Teilchenmasse (Ruhemasse)

n-ter Massen-Eigenwert des Klein-Gordon Spektrums
a-ter Massen-Eigenwert,

auch: modifizierter Masseneigenwert

virtueller Masseneigenwert (in Vakuumzustand)

Gesamtmasse mit Interteilchenwechselwirkung

(physikalische) Massen-Eigenwerte

Mischungswinkel

Normierungsfaktoren

Austauschfelder, Komponentenfelder von £,
eichinvariante Komponenten der Austauschfelder N,,
reskalierte Mischungspotentiale

reskalierte Hilfspotentiale

modifizierte Mischungspotentiale

Komponenten der Maurer-Cartan-Form
Konnexionsform der Relativgruppe

bei Dalgarno-Lewis-Methode modulierende Faktoren,

fir £,, = 0: Amplitudenfunktionen



SYMBOLVERZEICHNIS 173

Va fir £,, = 0 Amplitudenfunktionen
gp(()n) n-te Eigenfunktionen der Klein-Gordon-Gleichung
® Euler-Winkel
P, Projektoren (Einzelteilchenbasis)
I1, Permutatoren (Einzelteilchenbasis)
ﬁ, I Basisoperatoren der rotierenden Basis
Y11 1-Teilchen Wellenfunktion
(0 1-Teilchen Wellenfunktion, auch: Euler-Winkel
v Wellenfunktion,
Schnitt in komplexem Vektorbiindel
U, (anti-)symmetrische Wellenfunktion
q relative Dichte (erweiterte Teilchenbasis)
Qap Austauschfelder, Komponentenfelder von K,
hQ, D@ eichinvariante Komponenten der Austauschfelder @,
Q Basisoperator in erweiterter Teilchenbasis
T Einheitsvektor in radialer Raumrichtung
p gesamte Teilchendichte (erweiterte Teilchenbasis)
Pa Teilchendichte (Einzelteilchenbasis)
[R] Amplitudentransformation
Sa eichkovariante Komponentenfelder von 7
84 Einheitsvektor s,/s
S eichinvariantes Komponentenfeld von Z,

Lénge des Vektors {si, s2}

Sa Kombination der L, bei Mischungstransformation
Sy, S Austauschfeld nach Reparametrisierung

Se Integrationskonstante

S typisches Element einer Eichgruppe

5“‘(, Element der Relativgruppe SO(2)

Oy Mischungsindex

tAﬂ Einheitsvektor in Zeitrichtung

o Einzelteilchen-Komponenten von 7},
fu,,, fw, Austausch-Komponenten von 7T},

T, Kombination der L, bei Mischungstransformation
T,,T Austauschfeld nach Reparametrisierung

T Energie-Impuls-Tensor
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Einzelteilchen-Komponenten von 7},

Austauschfeld-Komponente von 7,

Zerlegung von (""’)Tu,, nach Einzelteilchenbeitrigen

materieller Anteil von 7},
(elektromagnetischer) Eichfeldanteil von 7},
Energie-Impuls-Operator

Euler-Winkel

Coulomb-Energie

relativer Geschwindigkeitsoperator,
(erweiterte Teilchenbasis)

Komponenten des Geschwindigkeitsoperators
(Einzelteilchenbasis)

Konvektoinsanteil von v,,
Polarisationsanteil von vy,

reskalierte Mischungspotentiale

gesamter Geschwindigkeitsoperator,
(erweiterte Teilchenbasis)

Mischungspotentiale

Mischungspotentiale nach Mischungstransformation

Austauschpotentiale

Austauschfeld, Komponente der Maurer-Cartan-Form

Austauschfeldstérke

Mischungswinkel

reskalierte Radialvariable
Kernladungszahl

Uberlappungsgrad der Amplitudenfelder
Uberlappungsgrad der Dichten
Renormalisierungsoperator
Renormalisierungs-Faktoren
Renormalisierungs-Faktor,

Lange des Vektors {Zg, Zo}

Mischungsvariable
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