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Zusammenfassung

Die Sedimentation von Feststoffpartikeln in einem kontinuierlichen Medium ist
ein hochst komplexer und zudem theoretisch interessanter Vorgang, der auch
in der Praxis von groflier Bedeutung ist. In der industriellen Anwendung tritt
dieser z.B. im Erzbergbau auf in Form der Trennung von Wasser und dem fein-
gemahlenen Erz, der sogenannten Suspension. Aber auch die Untersuchung des
Transports von kleinsten Schadstoffpartikeln in Gewéssern oder der Atmosphére
fallen in diesen Bereich.

Ziel dieser Arbeit ist die addquate mathematische Modellierung des Sedimenta-
tionsvorganges durch stochastische Prozesse mit stochastischer Parametrisierung
und die Analyse seiner Dynamik. Bei dem verwendeten Modell handelt es sich
um ein Partikel-Tracking-Modell, das auf einem System von n iiber die Ensemble-
Konfiguration gekoppelten Langevin-Gleichungen basiert.

Das Modell hat seinen Ursprung in Arbeiten von Pickard und Tory ([ ],
[ ]) und wird deshalb in der Literatur als Pickard-Tory Modell bezeichnet.
Grundlage fiir diese Arbeit ist das Modell in der Form beschrieben in | .
Das stochastische Sedimentationsmodell kann dabei als das Ergebnis eines zwei-
stufigen, gestaffelten Modellierungsvorganges interpretiert werden. Dabei werden
in einer ersten Stufe die hinsichtlich inkrementeller Systemevolution dominanten
Faktoren identifiziert, um daraus eine parametrische Modellstruktur zu konstru-
ieren. Die verbleibenden Faktoren werden in einem zweiten, der Feineinstellung
dienenden Abschnitt in die Parameter integriert.

Diese Herangehensweise unterscheidet sich vom klassischen Zugang a la Kynch
[ | mittels Kontinuumsmodellen insofern, dass bei diesen der Feststoff als ei-
ne zweite kontinuierliche Phase modelliert wird. Man erhélt die globale Beschrei-
bung in Form der Losung einer zeitabhéngigen Massen- oder Konzentrationsver-
teilung der festen Phase. Hingegen wird beim Pickard-Tory Modell die Orts- und
Geschwindigkeitskomponente jedes einzelnen Feststoffteilchens betrachtet.

Zu Beginn der Arbeit wird in Kapitel 1 das Pickard-Tory Modell ausfiihrlich
vorgestellt. Es wird die addquate Modellierung eines Vielteilchenmodells (ca.
10% Partikel) dargelegt, bei dem sich die Teilchen nach Vorgabe einer Startkon-
figuration in einem unbeschrankten Gebiet ausbreiten und in dem die einzelnen
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Teilchen als sphérisch mit einem kleinen Radius (ca. 10pum-100pm) angenommen
werden. Die Modellierung erfolgt in zwei Etappen.

Im ersten Schritt betrachtet man zunéchst ein einzelnes Teilchen. In die Beschrei-
bung der vertikalen Orts- und Geschwindigkeitskomponente flielen Grofien wie
Schwerkraft, Auftrieb, Stromungswiderstand aber auch molekulare Diffusion ein.
Diese fiithren auf einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess OU (u, 3,0). Die Parameter
ergeben sich dabei durch die im zweiten Newton’schen Gesetz auftretenden Kon-
stanten. In entsprechender Weise werden die beiden anderen Raumdimensionen
ergidnzt. SchlieBlich wird fiir jedes der zu modellierenden n Teilchen eine Kopie
des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses erstellt.

Alle verbliebenen Einflussfaktoren, die bisher nicht in die Modellstruktur einge-
gangen sind, werden nun in einem zweiten Schritt implementiert. Unberiicksich-
tigt geblieben ist etwa die Abhéngigkeit der Teilchen untereinander (z.B. durch
hydrodynamische Interaktion). Dazu koppelt man die bisher konstanten Parame-
ter ;o und o an die lokale Teilchenkonfiguration in der Umgebung des betrachteten
Teilchens und modelliert dies mit Hilfe eines Konzentrationsfunktionals. Prakti-
sche Untersuchungen haben diese Grofle als den Faktor mit dem grofiten Einfluss
auf die Dynamik der Teilchen identifiziert. Jedes Teilchen héngt damit iiber das
Konzentrationsfunktional von den Ortskomponenten der anderen Teilchen ab.

Am Ende lédsst sich das Pickard-Tory Modell mit n Teilchen in Form des 6n-
dimensionalen Systemprozesses Y; = Y;* € R darstellen, dessen Dynamik durch
die zeithomogene stochastische Differenzialgleichung

t t
Vi = Yo+ / b(Y,)ds + / o(Y,)dIV,
0 0

beschrieben wird. Das k-te Teilchen wird durch den 6-dimensionalen Prozess Ytk’”
reprasentiert.

In Kapitel 2 stehen die Eigenschaften des Pickard-Tory Modells im Zentrum der
Untersuchung, dabei interessiert insbesondere die Frage, unter welchen Voraus-
setzungen an die Koeffizienten eine eindeutige Losung existiert und welche Ei-
genschaften diese Losung besitzt.

Werden Lipschitz-Eigenschaften an die Koeffizienten des Modells vorausgesetzt,
so besitzt die eindeutige und starke Losung die starke Markov-FEigenschaft und
die Ubergangsfunktionen bilden eine Feller-Dynkin Halbgruppe mit Feller-Eigen-
schaft (vgl. Kapitel 2.1).

Kapitel 2.2 widmet sich der Frage, ob die Verteilung der Losung des Pickard-
Tory Modells eine Dichte besitzt, da in diesem Fall die Dichtefunktion Losung



der Kolmogorov-Vorwiérts-Gleichung bzw. Fokker-Planck-Gleichung ist. Unter
zusédtzlichen Glattheitsforderungen an die Koeffizienten kann mit Hilfe des Hor-
mander-Kriteriums eine positive Antwort gegeben werden. Hierzu werden die
Koeffizienten des Pickard-Tory Modells als Vektorfelder interpretiert und dar-
aus Lie-Algebren generiert, welche dann auf ihre strukturellen Eigenschaften hin
untersucht werden.

Abschliefend wird in Kapitel 2.3 mit dem Martingale-Problem ein alternativer
Zugang prisentiert. Dieser setzt lediglich die Stetigkeit der Koeflizienten vor-
aus, bendotigt aber eine strikt positive Diffusionsmatrix. Es wird gezeigt, dass fiir
das Pickard-Tory Modell unter diesen Voraussetzungen eine eindeutige aber nun-
mehr schwache Losung existiert, welche die starke Markov-Eigenschaft besitzt.
Die zugehorigen Ubergangsfunktionen bilden eine Feller-Dynkin Halbgruppe mit
starker Feller-Eigenschaft und besitzen eine Dichte bzgl. des Lebesgue-Mafes.

Als Vielteilchenmodell wurde das Pickard-Tory Modell vor dem Hintergrund kon-
zipiert, Systeme in einer Gréfienordnung von 10° Teilchen zu beschreiben. Die
Hochdimensionalitdt des Modells und insbesondere die starke Abhéngigkeit der
Teilchen untereinander {iber das Konzentrationsfunktional fithren zu Schwierig-
keiten in der weiteren Analyse. Bei der Simulation des Pickard-Tory Modells
etwa fithren die starken Abhéngigkeiten schnell an die Grenze des technisch reali-
sierbaren. In Kapitel 3 wird deshalb eine Methodik vorgestellt, die es erlaubt an-
statt des 6n-dimensionalen Pickard-Tory Modells alternativ eine 6-dimensionale
stochastische Differenzialgleichung zu untersuchen, die im Weiteren als Grenz-
dynamik bezeichnet wird. Betont werden soll, dass hierdurch eine erhebliche
Dimensionsreduktion erzielt wird.

Die Grenzdynamik ist durch die 6-dimensionale stochastische Differenzialglei-
chung

t t
Y, =V, + / bV, (T, P))ds + / (Vo oV, P))AW,, L(Y)) = P,
0 0

erklart. Thre Koeffizienten (vgl. Kapitel 3.1) besitzen die gleiche Struktur wie
die Koeffizienten eines Teilchens im Pickard-Tory Modell. Der entscheidende Un-
terschied besteht in der Modellierung des Konzentrationsfunktionals, bei dem an
die Stelle einer gewichteten Summe {iber die Ortskomponenten der Teilchen die
Integration bzgl. der Verteilung £(Y;) = P, der Grenzdynamik tritt. Hierdurch
entsteht ein Typ stochastischer Differenzialgleichung, der durch die Standard-
theorie nicht mehr abgedeckt ist.

Ein zentrales Ergebnis dieser Arbeit ist der Nachweis einer starken und eindeu-
tigen Losung fiir die Grenzdynamik in Kapitel 3.3. Der Beweis gliedert sich
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dabei in mehrere Teile und greift eine Idee von Sznitman | | auf. Die Menge
der Verteilungen von stetigen Semimartingalen bildet zusammen mit den in Ka-
pitel 3.2 eingefiihrten Wassersteinmetriken den vollsténdigen metrischen Raum
J\/[Lgp(C'T). Die Grenzdynamik wird entkoppelt, indem man zur Integration an-
statt { P }icpo,r) zundchst eine beliebige Familie von Maflen {Q; }+c[o,7] verwendet.
Es ist nun moglich auf My 9,(Cr) eine kontrahierende Abbildung zu definieren,
deren Fixpunkt gerade die gesuchte Familie von Verteilungen {P;}.cjo.r) ist. Des
Weiteren werden Abschétzungen fiir alle hoheren Momente ermittelt.

Der Zusammenhang mit dem Pickard-Tory Modell wird schliellich in Kapitel
3.4 hergestellt. Es gelingt mit Hilfe des Approximationssatzes der Beweis, dass
die Grenzdynamik stellvertretend fiir das Pickard-Tory Modell betrachtet wer-
den kann. Hierzu werden auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum das
Pickard-Tory Modell und unendlich viele voneinander stochastisch unabhéngige
Kopien der Grenzdynamik definiert, welche mit ?z, i = 1,2,... bezeichnet wer-
den. Der Approximationssatz zeigt durch

2p 1
:|:O(_>ap217
npkP

dass die i-te Kopie der Grenzdynamik bei wachsender Teilchenzahl (d.h. im
Grenzfall n gegen unendlich) durch das i-te Teilchen im Pickard-Tory Modell
approximiert wird. Ferner wird die Konvergenzgeschwindigkeit angegeben.

E [ sup ||Y"" — ?i

0<t<T

In Kapitel 3.5 wird abschliefend die Frage diskutiert, ob die Verteilung der Grenz-
dynamik eine Dichte besitzt. Auf Grund der zusétzlichen Zeitabhéingigkeit der
Koeffizienten kann dies nicht mehr mit dem Hormander-Kriterium aus Kapitel 2.2
beantwortet werden. Dennoch kann unter der zusétzlichen Bedingung einer posi-
tiv definiten Diffusionsmatrix die Existenz einer glatten Dichtefunktion garantiert
werden. Auch bei Abschwéachung dieser Forderung bleibt es moglich fiir eine 2-
dimensionale Grenzdynamik die Existenz einer Dichtefunktion zu beweisen. Der
Beweis benutzt die Theorie iiber den Malliavin Calculus, der unter Verwendung
eines Ableitungsbegriffes fiir Zufallsvariablen eine hinreichende Bedingung fiir die
Absolutstetigkeit ihrer Verteilungen angibt.

Im letzten Kapitel dieser Arbeit werden mafiwertige stochastische Prozesse als
Instrument zur Beschreibung von Sedimentationsvorgédngen eingefiihrt. Anstatt
das Modell weiter im Phasenraum zu betrachten, wird fiir ¢t € [0,77] der System-
prozess Y;* durch

1 n
zr & - > Jyin € M1 (R%)
=1
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in die Gestalt einer mafiwertigen Zufallsvariable transformiert. Durch

1 n
A - > Gyin € M (Cr)
i=1

wird gar das komplette Verhalten des Vielteilchensystems durch ein einziges zu-
falliges Mafl Z™ beschrieben. Die Frage nach der Asymptotik der stochastischen
Prozesse im Pickard-Tory Modell kann somit durch die Betrachtung der Konver-
genz der zugehorigen maffwertigen Zufallsvariablen beantwortet werden. Im Mit-
telpunkt steht hierbei die Konvergenz in Verteilung. In Kapitel 4.1 wird ein all-
gemeines Kriterium bereitgestellt, das die schwache Konvergenz auf M; (M (S5))
charakterisiert und fiir die beiden Fille S = R® und S = C[0,7] Anwendung
findet.

Mit diesem Tool wird in Kapitel 4.2 gezeigt, dass Z™ in Wahrscheinlichkeit gegen
eine konstante mafiwertige Zufallsvariable konvergiert und daraus abgeleitet, dass
das Pickard-Tory Modell dem Prinzip des propagation of chaos gehorcht. Dieses
besagt, dass in einem Vielteilchensystem, in dem trotz unabhéngiger Startbe-
dingungen die Dynamik zunéchst fiir eine Kopplung der Teilchen untereinander
sorgt, diese fiir grofle Teilchenzahlen dennoch vernachléssigt werden kann. Diese
Eigenschaft hat sich im Approximationssatz bereits durch die stochastisch von-
einander unabhéngigen Grenzwerte der einzelnen Teilchen angedeutet.

Das Beweisverfahren wird in Kapitel 4.3 auf den maBwertigen Prozess Z]' iiber-
tragen. Hierbei erhélt man die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit gleichméBig in
t gegen die Verteilung der Grenzdynamik P, = L(?: ) € M;(RS). Ferner lisst
sich fiir gleichméBig beschrénktes f ein starkes Gesetz der grofien Zahlen in der
Form

LS i — B [57))

i=1

auch fiir die stochastisch abhéngigen (1) Zufallsvariablen Y;"" gleichmiBig in
t € [0,T] beweisen.

Unter Verwendung dieses starken Gesetzes der groflen Zahlen und im Zusam-
menspiel mit Martingale-Theorie und den Techniken des [to-Kalkiils gelingt in
Kapitel 4.4 der Nachweis, dass die Familie P, = L(?tl ) € M;(R) als Grenzwert
des maBwertigen Prozesses Z;' Losung einer Gleichung vom Typ McKean-Vlasov
ist. Kann man ferner garantieren, dass diese Verteilungen eine Dichte bzgl. des
Lebesgue-Mafes besitzen, wie dies etwa in Kapitel 3.5 geschehen ist, dann ergibt
sich hieraus auch eine Fokker-Planck-Gleichung fiir die Grenzdynamik.






Summary

The settling of a large number of small solid particles in a viscous fluid is a
macroscopic physical phenomenon that is both scientifically interesting and phy-
sically relevant. In industrial practice it occurs in a variety of systems such as
colloids, suspensions and polymers.

It is a traditional means of separating solids and liquids. There are also a variety
of two-phase many-bodied processes in nature that are of importance, e.g. the
sediment dynamics in rivers and estuaries, the transport of contaminants in the
atmosphere and the falling of snow, to name only a few. These and other aspects
have led to extensive scientific activity in the area of sedimentation over the last
forty years as reflected by a wide range of publications spread over numerous
journals and many fields.

The intention of this thesis is to give an adequate mathematical model of sedi-
mentation using multidimensional diffusion processes in time-dependent environ-
ments which are themselves stochastic. We develop tools for the analysis of its
dynamics. We use a particle-tracking model which is based on n Langevin equati-
ons coupled by the ensemble configuration. The basic structure was developed by
Pickard and Tory ([ ], [ ]) and is referred to as the Pickard-Tory model
in the literature. The work presented here builds on the state of development of
the model described in | ].

First of all, we give a brief overview of the modeling process which is described in
detail in chapter 1. We consider n identical, spherical, macroscopic particles with
radius @ that are immersed in a viscous fluid described by R?. Let us assume
that sedimentation starts from some initial configuration under the influence
of gravity, the fluid being initially at rest. As a many-bodied phenomenon we
analyse systems with approximately 10® particles, while the particle radius lies
between 10um and 100um. The modeling takes place in a two-stage procedure.

The first step is to deduce a stochastic process for incremental particle evolution,
individually for all particles. In consideration of gravity, buoyancy and drag, one
obtains an equation for the vertical velocity of one particle according to Newton’s
second law. At this stage of modeling molecular diffusion was disregarded. This
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effect can be considered as random and it is implemented by using Brownian
motions.

Let X (t) be the position and Vj(t) the velocity of the k-th particle, k = 1,... n.
As a result the dynamics of the solids are characterized as Ornstein-Uhlenbeck
processes OU (u, 3, 0) given as solutions of the following stochastic differential
equations

X4 (1) = X, (0) —i—/th(s)ds

Vk(t) = Vk(O) + /Ot(ﬂ - ﬁVk(s))ds + /Ot O’de(S), k= 1, e, .

The other two space dimensions are modeled in the same manner, neglecting
gravity. Finally, each particle is described by its space-time trajectory, i.e. by a
6-dimensional process.

In a second step the fine structure is superposed. All the remaining effects, such
as hydrodynamic interactions not yet considered in the coarse structure, are built
into the parameters u, 3, 0. This is done by connecting the parameters to the local
solid concentration via a concentration functional ¢, which is a kernel smoothed
version of the system configuration.

At the end the Pickard-Tory model with n particles may be represented by the 6n-
dimensional process Y; = Y;* € R%" that obeys the following time-homogeneous
stochastic differential equation

t t
Yi= Yo+ / b(Y,)ds + / o (Y,)dIV,
0 0

with drift vector (y = (y1,...,y,) € R™)

bi(y) Tk4 Tr1

: Tks5 )
by) 2 | be(y) | baly) 2 B = || erS,

) —Bra + p(ci(y)) T

' — Bk Ty

bn(y) —Brie The

dispersion matrix
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eg 0 O 0 0 0
0 & 0 0 0 0
20 0 & 0 0 0 6n
0 0 0 0 oo(cy) 0
0 0 0 0 0 os3(c(y))

n

Gy) & LY K(Tiy —Ty).

i=1

The k-th particle is represented by the 6-dimensional process Y;k’".

The main purpose of chapter 2 is to ensure existence and uniqueness of the
corresponding stochastic differential equation and to analyse properties of the
Pickard-Tory model.

If Lipschitz conditions are assumed for the coefficients, a strong solution exists
and is unique. Furthermore, the solution possesses the strong Markov property
and the transition functions are a Feller-Dynkin semigroup with Feller property.
This is the contents of chapter 2.1.

Chapter 2.2 is dedicated to the question of whether the distribution of the solution
of the Pickard-Tory model is absolutely continuous with respect to Lebesgue
measure. In this case a density function exists and is given as a solution of the
backward Kolmogorov equation, respectively of the Fokker-Planck equation. We
use the Hérmander condition to give a positive answer to this question under
rather mild assumptions. The coefficients are interpreted as vector fields that
generate some Lie-algebras, which are analysed for their structural properties.

Using the martingale approach in the last section of chapter 2, a different technical
point of view is presented. Only continuity of the coefficients is assumed but the
diffusion matrix has to be positive definite. Under these assumptions a unique
but henceforth weak solution exists. Again the solution has the strong Markov
property. Now the transition functions are a Feller-Dynkin semigroup with strong
Feller property having a density function with respect to Lebesgue measure.
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As a many-bodied model, the Pickard-Tory model is designed to handle systems
with 10% particles. This high dimensionality and particularly the strong depen-
dence of the particles among themselves through the concentration functional
leads to several problems in the subsequent analysis.

For example, a simulation of the Pickard-Tory model is almost impossible. In
order to evaluate the concentration functional for a given particle one has to
compute the distance to every other single particle, a task which is numerically
inefficient and theoretically dissatisfactory. In chapter 3 we present a methodo-
logy which allows us to analyse a 6-dimensional stochastic differential equation
instead of the 6n-dimensional Pickard-Tory model. This is a significant reduction
of dimensions.

The 6-dimensional stochastic differential equation, which from now on we refer
to as limit dynamics, is given by

t t
Y, =V, + / BTV, (T, P))ds + / (Vo oV, P))AW,, L(Y)) = P,
0 0

and

,x = (11,...,26) €R® y € R,

o(z,y) = ,x € Ry eR,

o O O OO
—~ OO O O O O

c(z,Q) 2~ | K*(z—2)dQ(z),Q € Mi(R%),z € R,
R6

The coefficients have the same structure as the coefficients in the Pickard-Tory
model. The main difference occurs in the modeling of the concentration functio-
nal. Instead of a weighted sum over the position components of all solids we use
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an integration with respect to the law L(Y;) = P; of the limit dynamics. This
dependence generates a new type of stochastic differential equations that cannot
be handled with standard stochastic analysis machinery.

Existence and strong uniqueness of the solution of the limit dynamic is one of the
main results in this thesis. In chapter 3.3 we give a proof consisting of several steps
based on an idea suggested by Sznitman | |. The solution of a stochastic
differential equation is (in this thesis) always a continuous semimartingale and it
therefore induces a law which is an element in the set of measures on Cr. Together
with the Wasserstein metric introduced in chapter 3.2 we obtain a complete metric
space M o,(Cr). The next step is to decouple the limit dynamics, i.e. instead of
integration with respect to { P, }¢cpo,r) we choose an arbitrary familiy of measures
{Q+}icpor)- Now we have a time-inhomogenous stochastic differential equation
for which existence and uniqueness results are well known. But as a continuous
semimartingale the solution again induces a measure in M; 2,(Cr). Therefore we
define a map on M 2,(Cr) which is contracting. The fixpoint is the family of
laws { P, }ieo,r) we are looking for. As functions of the initial conditions, we can
give estimates for all higher moments of the solution.

Finally, a connection with the Pickard-Tory model is established in chapter 3.4.
On a common probability space we define the Pickard-Tory model together with
infinite copies ?1, 1 = 1,2,... of the limit dynamics which are stochastically
independent. We can prove the following approximation result

2p 1
np

for n — oo. This shows that for fixed i the i-th particle in the Pickard-Tory mo-
del is approximated by the i-th copy of the limit dynamics. But these copies are
stochastically independent and driven by the same type of stochastic differential
equation. Hence it suffices to consider only one limit dynamics. This leads to
the stated reduction in dimension. Furthermore, the theorem gives a convergence
rate. The higher the moments are that we assume for the initial configuration,
the faster this rate of convergence turns out to be.

E [ sup ||V — ?i

0<t<T

The last section in chapter 3 deals with the question of whether the law of the
limit dynamics is absolutely continuous with respect to Lebesgue measure. Due
to time-dependence of the coefficients, the Hérmander condition formulated in
2.2 is not a neccessary condition anymore. Nevertheless, we can guarantee a
smooth density function under some smoothness conditions for the coefficients
and a positive definite dispersion matrix. Even if we weaken these conditions,
a positive answer for a 2-dimensional limit dynamics is possible. In proving
these results we make use of the theory of Malliavin, the so called Malliavin



18 Summary

calculus. Necessary conditions for the existence of a density for the law of the
random variable are given with the help of the concept of a derivative for random
variables.

In chapter 4 we introduce measure-valued stochastic processes as a new tool to
analyse and describe sedimentation. Instead of studying the model in phase
space, we define

1 n
zZr & - Zayti,n e My(R%), telo,T],
=1

a transformation of the Pickard-Tory process Y,” into a measure-valued process.
Then one measure-valued random variable

1 n
zZ" £ E Z(San € Ml(CT)

i=1

describes the behaviour of the many-bodied system completely. Questions related
to the asymptotic behaviour of the stochastic process in the Pickard-Tory model
can therefore be answered by analysing the convergence behaviour of the asso-
ciated measure-valued random variables. In chapter 4.1 we formulate a general
criteria that gives a characterization of weak convergence on M;(M;(S)). The
criteria is applied to the cases S = R% and S = C[0, T].

With this tool in hand we are able to show the convergence in probability from
Z™ to a constant measure-valued random variable. The details are given in chap-
ter 4.2. From this we deduce that the Pickard-Tory model obeys the principle of
propagation of chaos. For every particle in this many-bodied system the initial
configuration is stochastically independent of every other initial configuration.
Due to system evolution this independence disappears with time. But for ex-
tremely large particle numbers this effect can be neglected and once again the
dynamics of every given particle is independent of the others. With regard to the
approximation theorem, such a behaviour has been expected.

In chapter 4.3 this line of argument is transferred to the measure-valued process
Z'. We obtain convergence in probability from Z]' to the law of the limit dyna-

mics P, = L(?: ) € M;(RY) uniformly in t. Furthermore, we prove a strong law
of large numbers, namely

LS o — B[],
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for bounded uniformly continuous f and stochastically dependent (!) random
variables Y;"", uniformly in ¢ € [0, T.

In the last section of this thesis we make use of this strong law of large numbers
and the interplay between martingale theory and Ito calculus. We show that
P, = L(?tl ) € My (R®), as a limit of Z7*, is a solution of an equation of McKean-
Vlasov type. Moreover, given a smooth density for the law of the limit dynamics,
e.g. based on the results of chapter 3.5, it is demonstrated, that this density is
the solution of a non-linear Fokker-Planck equation for the limit dynamics.






Kapitel 1

Modellbildung

Bei einem Modell handelt es sich um ein Abbild einer definierten Ausgangsstruk-
tur unter bestimmen Gesichtspunkten, d.h. Modelle werden jeweils fiir ganz
bestimmte Frage- oder Problemstellungen entworfen, sie werden durch die zu
Grunde liegende Fragestellung entscheidend geprégt. Statistische Modelle im-
plizieren im Vergleich zur abgebildeten Realitdt erhebliche Vereinfachungen und
Formalisierungen. Verschiedene Modelle derselben Ausgangsstruktur verarbei-
ten und betonen unterschiedliche Informationen. Die Antwort auf die Frage, ob
statistische Modelle in angemessener Weise benutzt werden, kann niemals die
Statistik alleine liefern, sondern sie muss in den Eigenschaften des gemessenen
Sachverhalts gesucht werden.

Die Sedimentation ist ein Vorgang, der in Natur, Wissenschaft und Technik weit
verbreitet ist. Dieses Phdnomen, die Betrachtung einer groen Anzahl von kleinen
Teilchen in einer viskosen Fliissigkeit, soll innerhalb des einleitenden Kapitels mit
Hilfe eines Markov-Modells veranschaulicht werden, das von Pickard und Tory

in | | vorgeschlagen und in einer Reihe von Artikeln durch Pickard, Tory
und Hesse (z.B. | 1,1 N Nl |) weiterentwickelt und verfeinert
wurde.

Zunéchst bedarf es einer kurzen Abhandlung des Modellbildungsprozesses. Es
gilt n identische, sphérische, makroskopische Teilchen mit Radius @ in ruhen-
der Fliissigkeit zu untersuchen. Fiir jedes der Teilchen sollen die Raum-Zeit-
Trajektorien beschrieben werden. Dazu wird in einem Zweistufenmodell zuerst
eine grobe Struktur mit konstanten Parametern ermittelt, die dann im néchsten
Schritt verfeinert wird. Dies geschieht indem man alle noch nicht enthaltenen
Einflussgréfien in die dann von der Systemkonfiguration abhéngenden Parameter
einbaut.

Zur Vereinfachung richtet man sein Augenmerk zu Beginn nur auf ein Teilchen
in ruhender Fliissigkeit. Die vertikale Geschwindigkeit V' (¢) verhélt sich unter



22 Modellbildung

Beriicksichtigung von Auftrieb, Reibung und Schwerkraft gemafi dem zweiten

Newton’schen Gesetz
dv (1) Py
= 1-52) —qve
m o mg ( o, YV (t),

wobei py und p, die Dichte des Fluids bzw. des Partikels, m die Masse des
Teilchens, g die Fallbeschleunigung und ~ der Reibungskoeffizient ist.

In dieser Grobstruktur werden Effekte vernachléssigt, die man als sogenannte mo-
lekulare Diffusion bezeichnet und die z.B. durch Kollisionen mit den Molekiilen
des umgebenden Mediums auftreten. Die Hinzunahme dieser zufallsbehafteten
Vorgénge fithrt zu einer zufélligen stochastischen Bewegung, die durch das New-
ton’sche Gesetz alleine nicht mehr abzubilden ist. Stattdessen beschreibt man
dieses Verhalten durch ein weifles Rauschen £(t)

mdz—f) g ( - ﬁ) V) + £(8).

Pg

Zur formalen Préazisierung erfolgt die mathematisch korrekte Formulierung mit
Hilfe einer stochastischen Differenzialgleichung unter Verwendung einer Brown-
schen Bewegung. Werden im obigen Ausdruck die Parameter zusammengefasst
und der Ortsprozess X (t) des Teilchens als Integral der Geschwindigkeit dekla-
riert,

so wird der Orts-Geschwindigkeits-Prozess eines Teilchens durch einen Ornstein-
Uhlenbeck-Prozess OU (p, 3, 0) und die stochastische Differenzialgleichung

dX(t) =V (t)dt (1.1)
dV(t) = (n— BV (t))dt + odW (t)
beschrieben, wobei W (t) eine eindimensionale Brownsche Bewegung ist.

Die Losung der stochastischen Differenzialgleichung (1.1) existiert und kann in
der geschlossenen Form
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V(t) = % + (V(0) — %)eﬁt + e Pt /Ot e P dW (s)

angegeben werden. Es handelt sich hierbei um einen der wenigen Fille, in de-
nen dies explizit moglich ist. Meist konnen mit Hilfe von theoretischen Satzen
lediglich Existenz und Eindeutigkeit einer Losung garantiert werden.

Ebenso bemerkenswert an diesem Fall ist die mathematisch interessante Situati-
on, dass die gemeinsame Verteilung von Ort und Geschwindigkeit des Teilchens
eine Dichte p(z,v,t) besitzt. Diese lésst sich durch die Formel von Feynman-
Kac in Abhéngigkeit der Losung (1.1) darstellen und geniigt der Kolmogorov-
Vorwirts-Gleichung oder Fokker-Planck-Gleichung

o 1,0 o 9

apzid @p—vap—%((u—ﬁv)p%

Auch hier kann im Allgemeinen nur eine schwache Losung der Fokker-Planck-
Gleichung garantiert werden.

Das Vorhandensein konstanter Parameter erméglicht zudem die explizite Berech-
nung der Verteilung des bivariaten Prozesses {(X(t), V(t)),t € [0,T]}. Mit Start-
wert (g, vg) besitzt (X (t), V(t)) eine GauB-Verteilung mit Erwartungswert

und Varianz-Kovarianz-Matrix

. ( 2(1 B 672Qt> %(1 . e—ﬁt>2 ) |

(1= e 2 251426 — (2— e H)?)

‘qm%q

(V]
=)

Bei der Entwicklung des Pickard-Tory Modells erfolgt die Modellierung von n glei-
chen Teilchen dadurch, dass n Kopien des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses OU (1,
B,0) betrachtet werden. Jedem der n Teilchen wird (indexiert durch den Para-
meter kK = 1,...,n) somit ein Ortsprozess X (t) und ein Geschwindigkeitsprozess
Vi (t) zugeordnet, wobei der Ortsprozess
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Xk(t) = (Xk1<t),Xk2<t),Xk3(t))/, k= 1, o

und der Geschwindigkeitsprozess

Vk(t) = (Vkl(t), ng(t), ng(t)),, k’ = 1, o, n

jeweils aus drei Teilprozessen fiir die Raumkoordinaten bestehen. Die vertikalen
Komponenten Xj(¢) und Vii(¢) geniigen der in (1.1) beschriebenen stochasti-
schen Differenzialgleichung. Die horizontalen Komponenten Xyso(t), Via(t), Xgs(t)
und Vj3(t) hingegen folgen auf Grund der fehlenden Schwerkraft der nach Entfer-
nung des Parameters p leicht abgewandelten stochastischen Differenzialgleichung

dX(t) =V(t)dt
dV (t) = =BV (t)dt + odW (t).

In dieser Form sind die Teilchen nicht miteinander gekoppelt und so bleiben etwa
hydrodynamische Interaktionen véllig unberiicksichtigt. Dieser Sachverhalt muss
durch eine Modellmodifizierung korrigiert werden. Tatséchlich beeinflusst die
Bewegung eines Teilchens in dem viskosen Medium die Bewegung eines jeden an-
deren Teilchens. Dariiber hinaus konnen sich mehrere Teilchen zu einem Cluster
zusammenschliefien ([ ]) und beeinflussen hierdurch ebenfalls die Bewegung
der iibrigen Teilchen. Aus diesem Grund werden die Parameter mit Hilfe des
Konzentrationsfunktionals ¢ an die lokale Teilchenkonfiguration gekoppelt.

X =
§ ¢
= B
2 2
=N

Das Konzentrationsfunktional ¢ : R® x [0,7] — R misst dabei die lokale Kon-
zentration um das k-te Teilchen und ist durch

c(Xp(t),t) = g K(X(t) — 2)Pl(z)dx (1.2)

definiert, wobei K : R® — R eine stetige, nichtnegative Kernfunktion ist, die
sich zu eins integriert, d.h.
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/K(az)dazzl und  K(z) > 0.

Im Rahmen dieser Arbeit wird das Symbol £ als Kennzeichnung fiir eine Defini-
tion benutzt.

Der Konfigurationsprozess Pf(x) zéhlt fiir das k-te sphirische Teilchen mit Radi-
us a zum Zeitpunkt ¢ die Zahl der am Ort x befindlichen Teilchen. Die Teilchen
nehmen im R?* den Raum A(t,i) C R? ein und sind zusammen mit dem Konfigu-
rationsprozess durch

Plﬁ(x) = E XA(t,i)(ﬂi),
=1
itk

At i) 2 {z € R®: o — X,(0)]| < a)

und die Indikatorfunktion y aq,(x) definiert. Zusammengefasst handelt es sich
bei dem Konzentrationsfunktional um ein gewichtetes Mittel. In Abhéangigkeit
des Kerns K werden also Teilchen, die weiter vom k-ten Teilchen entfernt sind,
schwécher und Teilchen, die ndher zum k-ten Teilchen sind, entsprechend starker
gewichtet.

Beim Ubergang vom Modell mit konstanten Parametern zum Modell mit vom
Konzentrationsfunktional abhéngigen Parametern erhélt man also fiir die verti-
kalen Komponenten des k-ten Teilchens insgesamt die folgende Darstellung

dX () = Via (t)dt (1.3)
dVia (t) = p(e(Xk(?), 1))dt — B(c(Xk(t), 1) Vi ()dt + o (c(Xk(t), 1)) dWi ().

Vielleicht erscheint es zunéchst ungewohnlich den Konfigurationsprozess Pf(z)
nicht direkt zur Steuerung des Teilchenensembles zu verwenden, sondern nur in-
direkt iiber das Konzentrationsfunktional c¢. Tatsdchlich héangt die Entwicklung
der Teilchen auch von der Gesamtkonfiguration ab. Die lokale Teilchenkonfigura-
tion erweist sich aber eindeutig als der Faktor mit dem grofiten Einfluss | ].
Theoretische und praktische Untersuchungen | | haben diese Vorgehensweise
bestétigt. Die Modellierung in der Form (1.3) ist dadurch gerechtfertigt.

Es handelt sich um ein semi-empirisches Modell, d.h. die Parameterfunktionen
B, p und o miissen bei Anpassung an eine reale Situation geschéitzt werden.
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Beispielhaft wurde dies in | ] mit einer Suspension von Kalksteinteilchen
in Ol durchgefithrt. Mit Hilfe von Erstdurchgangszeiten wurden die Parameter
geschitzt und es konnte gezeigt werden, dass die beiden Parameterfunktionen
@ und o von der lokalen Teilchenkonfiguration abhéngen. Fiir den ,, Reibungs-
parameter” 3 hingegen gilt dies nicht und man kann ihn deshalb als konstant
annehmen.

Zusétzlich wird fiir den Ortsprozess eine Storung € > 0 eingebaut. Diese kann als
Messungenauigkeit bei der Bestimmung des Ortsprozesses interpretiert werden,
die bei der praktischen Durchfithrung der Schéitzung der Parameter p, o und (3
auftreten wird. Man erhélt somit

dXp1(t) = Vi (t)dt + e AW (t) (1.4)
AVir (1) = pu(c(Xp(t), £))dt — BVia (£)dt + o (c( X5 (1), £))dW2(L).

Die stochastische Differenzialgleichung in (1.4) wird auch fiir die Beschreibung der
Teilprozesse Xyo(t), Xg3(t), Via(t) und Vis(t) in horizontaler Richtung verwendet,
allerdings entfillt in diesem Fall der Driftterm p. Das k-te Teilchen wird daher
insgesamt durch den 6-dimensionalen Prozess

Yi(t) £ (Xpa (1), Xpa(t), Xps(t), Vaa (t), Via(t), Vas(t))'
beschrieben.

Schliefllich kann das Konzentrationsfunktional ¢ durch

ealy,t) £ TS K (e = Xi() = - 3 K (y — Yil) (15)

stark vereinfacht werden. Dabei wird die Dichtefunktion auf kanonische Art von
K R — Rauf K* : RS — R mit y = (z,v) fortgesetzt. Lésst man den
Partikelradius @ = a(n) von n abhéngen, das Gesamtvolumen v = nima(n)®
konstant und setzt die Dichtefunktion als Lipschitz-stetig voraus, so lésst sich die

Anderung asymptotisch vernachlissigen. Genauer gilt

Lemma 1.0.1 Das Feststoffvolumen ~ sei fiir alle n konstant und K sei eine
mit Konstante | K|, Lipschitz-stetige Dichtefunktion. Dann existiert fir jedes
e > 0 ein von t unabhdngiges no(e) € N, so dass fiir alle n > nqg gilt

max |c(Xy(),t) — cn(Yi(t),1)] < e.

1<k<n
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Beweis Seice > 0 fest. Es reicht aus den Ausdruck fiir ein festes k zu beweisen,
da k nur endlich viele Werte annehmen kann. In Anlehnung an die obige Notation
sel

A, (t,i) & {x eER?: ||z — X;(1)| < a(n)}
eine Kugel vom Radius a(n).
Das Konzentrationsfunktional (1.2) kann umgeschrieben werden zu

e(Xu(),t) = | K(Xy(t) - 2)Pl(x)da

RS

K(X(t) — = ZXA i)

R3
1;£k
= Z/ K(X(t) — x)dz.
i=1 n(t,1)
ik

Wegen Lemma 2.1.1 kann der Kern durch 0 und || K[| als nach unten und oben
beschriankt angesehen werden. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
[ , 7.10] gilt die Abschétzung

m - |A,(t,7)] < / K(Xi(t) —x)de < M - A, ()| = Mz7 (1.6)
(t:4) n
wobei m und M das Minimum und das Maximum des Kernes K (X(t) — -) auf
dem Gebiet A, (t,4) sind und |-| das Volumen des Gebietes angibt.
Auf Grund der ebenfalls geforderten Stetigkeit nimmt K nach dem Zwischenwert-

satz fiir Gebiete | , 2.4] jeden Wert zwischen m und M an. Es existieren
daher 0(i,n,t) € A,(t,q) fir i = 1,...,n, so dass in (1.6) Gleichheit, d.h.

/A X0 e = YK (Xu(t) — 03, . 1))

n

und damit

(X 7ZK Xi(t) —0(i,n,t))
z;ék:

gilt.
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Wahlt man ng € N grofl genug und n > nyg, so gilt fiir die nachstehende Differenz

|C(Xk‘(t)7 t) - Cn(Yk’(t)7 t)|

—VZKX,c 0(i,n, 1)) ZK*Yk Yi(t))

:—ZKXk t) — 6(i,n,t)) ZKXk Xi())

n

=2 IS (KO0 = 00,1,0) = K(X(0) - Xi(0)) = K(0)
<IN ™ x )~ oty + 25

S'Y HKHLna(n) + 1K (0)

2, + KO <

Der Hinweis, dass mit dem Pickard-Tory Modell Systeme mit ca. 105 — 10°
Teilchen (Partikelradius ca. 10 bis 100um) untersucht werden, plausibilisiert den
Kontext von Lemma 1.0.1, so dass diese Approximation gerechtfertigt erscheint.

Im letzten Schritt soll nun das Pickard-Tory Modell auf eine standardisierte Form
gebracht werden. Das n-Teilchensystem wird durch einen 6n-dimensionalen Pro-
zess im R®" beschrieben, wobei das k-te Teilchen durch den 6-dimensionalen
Prozess Y;"™ dargestellt ist, d.h.

n A 1,n' 2.n’ kn' n,n’\/
Yt _(Y;t 7Yt ,-'-7}/15 7-"7Y; )

Zur Erhohung der Lesbarkeit wird auf den Index n in vielen Féllen verzichtet und

stattdessen kurz Y; £ Y/ notiert. Der 6-dimensionale Prozess Y/* ist seinerseits
durch

N k1l k2 yk3 17kl 1/k2 1/ k3\/
Y= (X X X VL VR V)
A k1 k2 k3 ykd yvk5 k6
= (X7 X5 X7 X X XE)
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definiert.

X ist der Ortsprozess des k-ten Teilchens in vertikaler Richtung und X2 bzw.
X sind die Ortsprozesse fiir die beiden horizontalen Richtungen. Die Ge-
schwindigkeitsprozesse in horizontaler und vertikaler Richtung werden mit V,*
(i = 1,2, 3) zur Vereinheitlichung meist jedoch mit X} (i = 4, 5,6) bezeichnet.

Bei der Auswertung des Konzentrationsfunktionals werden nur die Ortsprozes-
se benotigt. Deshalb sei T}, : R — R? die Projektion, die jedem y =
(Y1, Y2, Yon) € RO den Vektor Thy £ (Yor—s, Yok—a, Yor—3) zuordnet. Ange-
wendet auf den Systemprozess Y; ergibt sich durch T,Y; der dreidimensionale
Ortsprozess fiir das k-te Teilchen. Das Konzentrationsfunktional ¢} hat fiir das
k-te Teilchen nach (1.5) und Lemma 1.0.1 die Form

i) £ TS K (T — T). (1.7)

wobei K : R® — R die dort bereits verwendete Lipschitz-stetige Dichtefunktion
ist.

Die (6 x 6)-Dispersionsmatrix fiir das k—te Teilchen wird durch

e 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0
Alo 0 e 0 0 0 on
SWE10 0 0 ey o o |[VER (1.8)
00 0 0  o@y) 0
0 0 O 0 0 os(ci(y))

§1(y) 0 0
0 §1(y)
oy) & | - _ ~|.yeR™ (1.9)
&ly) - :
.. 0
0 0 &u(y)

und besitzt damit nur Eintrage auf der Hauptdiagonalen. Die ¢; (i=1,2,3) sind
nichtnegative Konstanten. Die Dispersionsparameterfunktionen o; (i=1,2,3) kon-
nen in jeder Raumkoordinate verschieden sein.
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Analog setzt sich der Driftvektor b(y) fiir das Gesamtsystem aus den Driftvekto-
ren der n Teilchen zusammen. Sei y € R, 1, € R® und es gelte die Darstellung

y= (?Jia yé7 e 7%), und yi, = (ﬂckh Tk2, T3, Tka, k5, xkﬁ), dann sind durch
Lka bi(y)
Tks :
be(y) 2 kG b(y) 2 | b ,y € RO" 1.10
KO = g+ () | PW () |y (1.10)
—Bxs :
_Bka bn(y)

die Driftvektoren gegeben, wobei 3 € R eine positive Konstante ist.

Insgesamt lésst sich das Pickard-Tory Modell also in der Form

dY; = b(Y,)dt + o (Y,)dW, (1.11)

bzw. in Komponentenschreibweise

aY, = b;(Y)dt + 0u(Y)dW,; 1<i<6n

als zeithomogene stochastische Differenzialgleichung schreiben.

Partikelsysteme, bei denen die Teilchen untereinander iiber ein Funktional ab-
héngen, wurden in der Literatur etwa in [ l, | ], | | und | ]
untersucht und dort auch als Systeme schwach interagierender Diffusionsprozesse
(weak interacting diffusion process) benannt.

Abschliefflend wird der zugehorige Differenzialoperator A, der im Zusammenhang
mit dem Martingale-Problem in Kapitel 2.3 auftreten wird, aus Griinden der
Vollsténdigkeit bereits jetzt eingefiihrt.

AN 2 Y nw W 25 0 7Y (112)

2

ax(y) = Zaij(y>0'kj<y) (1.13)

Die (6n x 6n) Matrix a wird als Diffusionsmatrix bezeichnet. Hieraus ergibt sich
speziell fiir y € R
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0 ik
g2 i=k=1,7,...,6n—5
€2 i=k=2,8,...,6n—4
air(y) £ 4 €3 i=k=39,...,6n-3 (1.14)
o1(c(y))? i=k=4,10,...,6n—2
oa(c(y))? i=k=511,...,6n—1
Lo3(ci(y)? i=k=6,12,...,6n






Kapitel 2

Eigenschaften

Das zentrale Thema in diesem Kapitel ist die Untersuchung des in Kapitel 1
vorgestellten Pickard-Tory Modells hinsichtlich der Frage nach Existenz und Ein-
deutigkeit einer Losung, sowie deren mathematische Eigenschaften.

Hierzu werden zwei unterschiedliche Zugénge gewahlt. In Kapitel 2.1 steht die
klassische Theorie nach Ito im Mittelpunkt, wahrend in Kapitel 2.3 der tech-
nisch aufwendigere Zugang nach Stroock und Varadhan gewihlt wird. Die bei-
den Theorien fiihren zu Ergebnissen, die sich nur bedingt vergleichen lassen. So
sichern zwar beide Zugéinge Existenz und Eindeutigkeit der stochastischen Diffe-
renzialgleichungslosung (1.11), allerdings unterscheiden sie sich deutlich hinsicht-
lich der geforderten Voraussetzungen an die Koeffizienten.

Da beim Zugang nach It6 die Losung der stochastischen Differenzialgleichung
durch eine Picard-Lindelof-Iteration konstruiert wird, miissen die Koeffizienten
einer Lipschitz-Bedingung geniigen. Dariiber hinaus verlangt man, dass die Ko-
effizienten eine lineare Wachstumsbedingung erfiillen, um ein ,, Explodieren“ der
Losung zu verhindern. Einfithrungen in das Thema finden sich in der Literatur
etwa in | 1, [ , 5.2] oder | , IX].

In Kapitel 2.1 werden zunéchst grundlegende Begriffe erklért, die auch im wei-
teren Verlauf der Arbeit immer wieder beno6tigt werden. Anschlieend werden
in Definition 2.1.3 und Definition 2.1.4 die Begriffe starke Losung und pfadweise
Eindeutigkeit eingefiihrt, durch welche die geforderte Existenz und Eindeutigkeit
einer Losung formal prézisiert werden.

Nach Formulierung der Voraussetzungen, welche die Parameter des Pickard-Tory
Modells zu erfiillen haben, wird in Satz 2.1.1 unter Verwendung der bereitge-
stellten Hilfsmittel schlieflich gezeigt, dass eine Losung in der gewiinschten Art
existiert.

Im Rest von Kapitel 2.1 werden Eigenschaften der Losung diskutiert. Erlau-
tert werden dabei unter anderem die Begriffe Feller-Dynkin Halbgruppe und
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Feller-Eigenschaft. Zusammenfassend werden in Satz 2.1.2 die FEigenschaften des
Pickard-Tory Modells umfassend dargestellt.

In Kapitel 2.2 wird speziell auf die Frage nach der Existenz einer Dichte der
Verteilung des Systemprozesses im Pickard-Tory Modell eingegangen. In Kapi-
tel 1 wurde beim Modell fiir ein Teilchen bereits darauf hingewiesen, dass ein
Beweis iiber die Existenz einer solchen Dichte meist nicht gefiihrt werden kann.
Diese Thematik wird separat betrachtet, weil sich dieses Problem historisch und
thematisch vom Zugang nach It6 unterscheidet.

Vorangestellt werden technische Begriffe wie Klammeroperation und Lie-Algebra,
bevor in Definition 2.2.4 die zentrale Bedingung fiir die Giiltigkeit des Theorems
von Hormander formuliert werden kann. Schliefllich muss in Lemma 2.2.3 das
Pickard-Tory Modell in die Fisk-Stratonovich-Form iibersetzt werden, dies geht
mit einer Verschirfung der Forderungen an die Koeffizienten einher, bevor dann
in Satz 2.2.2 mit den genannten Hilfsmitteln ein positives Ergebnis bzgl. der
Existenz einer Dichte formuliert werden kann.

In Kapitel 2.3 wird der alternative Zugang nach Stroock und Varadhan vor-
gestellt und auf das Pickard-Tory Modell angewendet. Zentral ist hierbei der
Begrift des Martingale-Problems, das in Definition 2.3.1 eingefiihrt wird. Umfas-
sende Erlauterungen zum Martingale-Problem finden sich in der Originalarbeit
von Stroock und Varadhan | |. Anstatt die gewiinschte stochastische Diffe-
renzialgleichung direkt zu l6sen, wird mit Hilfe der Koeffizienten ein Martingale-
Problem konstruiert und dieses ausfiihrlich untersucht. Durch diesen mafltheo-
retischen Zugang kann auf jegliche Lipschitz-Bedingungen vollstandig verzichtet
werden. Im Wesentlichen miissen die Koeffizienten messbar bzw. stetig sein.

Allerdings erhélt man durch diese Transformation lediglich eine schwache Losung
und Verteilungseindeutigkeit. Diese Begriffe werden in Definition 2.3.2 und De-
finition 2.3.3 prézisiert. Ferner muss die Dispersionsmatrix die strukturelle Vor-
aussetzung der strikten Positivitdt erfiillen. Der Theorieteil schlieft mit Satz
2.3.1, der garantiert, dass es sich tatsdchlich um zwei dquivalente Formulierun-
gen desselben Problems handelt.

Nachdem die notwendigen Voraussetzungen formuliert wurden, findet die vor-
gestellte Theorie in Satz 2.3.3 Anwendung auf das Pickard-Tory Modell. Im
Gegensatz zum Zugang nach Ito garantiert diese Vorgehensweise ohne weitere
Voraussetzungen die Existenz einer Dichte. In diesem Satz wird zugleich auf die
weiteren Eigenschaften der Losung eingegangen.
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2.1 Existenz und Eindeutigkeit nach Ito

Wie eingangs erwéhnt wird in diesem Kapitel die Frage gekldrt, unter welchen
Bedingungen die in Kapitel 1 formulierte stochastische Differenzialgleichung ei-
ne Losung besitzt und welche Eigenschaften dieser Losung zugewiesen werden
kénnen. Dazu bedarf es zunéchst einiger technischer Grundbegriffe, die in die-
sem Kapitel vorgestellt werden.

Gegeben sei ein Wahrscheinlichkeitsraum {€2, F, P} und eine ihm zugeordnete Fil-
trierung {JF; }+>o die den iiblichen Bedingungen (usual conditions) geniigt. Dieser
Begriff ist fiir die Konstruktion von stochastischen Integralen notwendig, insbe-
sondere bei Fragen nach der Messbarkeit. Die Techniken, wie Filtrierungen so
erginzt werden konnen, dass sie den iiblichen Bedingungen geniigen, und welche
Eigenschaften dabei iibertragen werden, sind z.B. in | , 2.7] beschrieben.

Definition 2.1.1 FEine Filtrierung {JF; }+>0 geniigt den iiblichen Bedingungen,
falls sie

1. rechtsstetig ist, d.h F, = Neso Tite und

2. Fo alle P-Nullmengen von F enthilt.

Alle im Rahmen dieser Arbeit auftretenden stochastischen Prozesse sind B([0, 00))
®F-messbar und adaptiert. Adaptiert bedeutet, dass die Zufallsvariablen X,
nicht nur F-messbar, sondern auch F;-messbar sind. Entweder nach Definiti-
on wie bei der Brownschen Bewegung oder geméfl ihrer Konstruktion wie bei
stochastischen Integralen.

Ferner werden auf Grund der physikalischen Modellbildung nur stetige Prozesse
betrachtet. Daraus ergibt sich die progressive Messbarkeit , d.h. die B([0,t))F;-
Messbarkeit der Zufallsvariablen X; [ , 1.1.13].

Schlieflich stammen alle Prozesse aus der Menge der stetigen Semimartingale.
Diese ist geeignet, da die It6-Formel | , 3.3.3] besagt, dass ,glatte Funktio-
nen“ stetige Semimartingale in stetige Semimartingale iiberfiihren.

Definition 2.1.2 Fin stetiges Semimartingale (X, JF,) ist ein adaptierter
Prozess, der eine eindeutige Zerlequng X; = Xo + M; + A; in ein stetiges lo-
kales Martingale (M;,F;) und einen stetigen, adaptierten Prozess (Ay, F;) von
endlicher Variation besitzt.
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In der Einleitung zu diesem Kapitel wurde bereits auf die unterschiedlichen Kon-
zepte von Existenz und Eindeutigkeit einer Losung fiir das in Kapitel 1 formulierte
Modell eingegangen. Im Rahmen des Zugangs nach It6 wird dabei eine starke
Losung im folgenden Sinn gesucht:

Definition 2.1.3 (2, F, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F,} eine den
tiblichen Bedingungen geniigende Filtrierung. W = {W;, F;;0 <t < oo} sei eine
d-dimensionale Brownsche Bewegung und & die Verteilung einer auf (2, F, P)
definierten Zufallsvariablen Xo. Diese wird Startkonfiguration der Ldisung
genannt.

FEine starke Losung der stochastischen Differenzialgleichung

ist ein stetiges R™-wertiges Semimartingale X = {X;,F;0 < ¢t < oo} mit den
Eigenschaften

2. Firallel1 <u,7<nund0 <t < oo gilt
t
p[/ {02.(X,) + [b:(X.) [ }ds < o0] = 1.
0
3. Fiir alle 0 <t < oo gilt P-fast sicher

t t
Xt:X0+/ b(Xs)der/ o (X,)dW,.
0 0

Fiir die Beantwortung der Frage nach der Eindeutigkeit der angesprochenen
stochastischen Differenzialgleichung (2.1) stehen ebenfalls zwei Varianten zur
Verfiigung. Es wird zunéchst der stiarkere Begriff eingefiihrt.

Definition 2.1.4 Bei einer stochastischen Differenzialgleichung der Form (2.1)
liegt pfadweise Eindeutigkeit vor, wenn fir zwei starke Lisungen X und X
bei gleichem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), gleicher Filtrierung {F:}, glei-
cher Brownscher Bewegung W = {W;,F;0 < t < oo} und fast sicher gleicher
Startkonfiguration

P[X;=X;0<t<o0]=1

qgilt.
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Zum Beweis von Existenz und Eindeutigkeit der stochastischen Differenzialglei-
chung miissen geeignete Voraussetzungen an die verwendeten Koeffizienten im
Pickard-Tory Modell gestellt werden. Im Einzelnen sind dies

1. Der Driftvektor p: R — R ist Lipschitz-stetig mit Konstante ||y, .

2. Die Dispersionskoeffizienten o; : R — R (i=1,2,3) sind ebenfalls Lipschitz-
stetig mit gemeinsamer Konstante ||o]|; .

3. Die Startkonfiguration des Systems wird durch die Zufallsvariable 1 mit
E [?] < oo beschrieben. Diese ist unabhéngig von der Brownschen Bewe-

gung.
4. Die Konstanten ¢; > 0 (i=1,2,3) in der Dispersionsmatrix sind nichtnegativ.

5. Der Kern K : R?> — R bzw. seine kanonische Fortsetzung K* : R® — R
ist eine Lipschitz-stetige Dichtefunktion mit Konstante ||K||;.

Aus den Voraussetzungen an den Kern K kann man seine Beschrianktheit mit
Hilfe der folgenden Uberlegung folgern. Im Weiteren bezeichnet || K|, deshalb
neben der Lipschitzkonstanten auch das Supremum fiir K. Ebenso wird bei
Abschétzungen nicht zwischen K und K* unterschieden.

Lemma 2.1.1 Sei K : R® — R eine positive und gleichmdf$ig stetige Funktion
mit [5, K(2z)dx < co, dann ist K beschrinkt.

Beweis Angenommen K sei unbeschrénkt, dann existiert eine Folge {z,, }men C
R"” mit K(z,,) — oco. O.B.d.A. kann x; # x; fiir i # j vorausgesetzt werden.

Diese Folge besitzt auf Grund der Stetigkeit von K keinen H&aufungspunkt x.
Ansonsten kénnte man eine Teilfolge x,,; mit z,,; — x auswéhlen. Geméf} der
gleichméBigen Stetigkeit steht dann K (z,,;) — K(z) < oo im Widerspruch zu
K(x,,) — oc.

Die getroffene Aussage des Lemmas ist bewiesen, wenn aus den Annahmen ge-
folgert werden kann, dass fiir m — oo die im Widerspruch zu K(z,,) — oo
stehende Beziehung K(z,,) — 1 gilt.

Da die Folge {z, }men keinen Haufungspunkt besitzt unterschreiten die Elemente
nicht einen Minimalabstand dy, d.h. es existiert ein dg > 0 mit ||x; — x| > do
fiir alle [, m. Wegen der gleichméfigen Stetigkeit von K existiert aber ein § < dy,
so dass fiir alle m € N und z € R” aus

e —zn|| <d = |K(z)— K(zn)| <1
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und damit K(z) > K(z,,) — 1 folgt.

Hieraus resultiert die Abschétzung

00 > K(x)dx
R

> i / K(z)dx

m=1" lz—zm|<é

=3 / (K () — 1)da

m=1" llt—zm|<§

=vols; > (K(am)— 1),

wobei vols das Volumen der n-dimensionalen offenen Kugel mit Radius ¢ ist. Aus
der Konvergenz der Reihe folgt K(z,,) — 1 — 0. Damit ist ein Widerspruch
erzeugt. |

Im folgenden Lemma wird das Konzentrationsfunktional ¢} untersucht. Dabei
fliest neben den oben formulierten Voraussetzungen auch die eben bewiesene Be-
schranktheit des Kerns K ein. Die Eigenschaften des Konzentrationsfunktionals
spielen im Hauptsatz des Kapitels Satz 2.1.1 iiber Existenz und Eindeutigkeit der
Losung eine zentrale Rolle.

Lemma 2.1.2 Das Konzentrationsfunktional ¢}l ist Lipschitz-stetig mit Konstan-
te 2v|| K|, und erfillt die Wachstumsbedingung

k@) <y IKN, A+ yl), yeR™,

wenn die Kernfunktion K eine Lipschitz-stetige Dichtefunktion ist.

Beweis Fiir das in (1.7) definierte Konzentrationsfunktional gilt fir alle y, 7 €
R auf Grund der Lipschitz-Stetigkeit des Kernes K

k() — k(@) = |2 Y~ K(Tiy = Ty) — K (T — Tip)

=1

N s
< EZ|K(TW—T@7J) — K(Twy — Tiy)|
=1

v - o
<= 1K1, Y 1 Tey — Ty — Thdi + Tl -

i=1
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Beachtet man noch, dass die T}, als Projektionen selbst Lipschitz-stetig mit Kon-
stante 1 sind, dann ergibt sich aus

n w7 - _ i
ek (y) — k(@) < 1K1, Y 1 Tey — Teifll + | Thy — Tigl
i=1

v -
<2.n 1K, ly — 7]

=2y (Kl lly =9l

direkt, dass das Konzentrationsfunktional ebenfalls Lipschitz-stetig ist.

Ferner gilt die Wachstumsbedingung fiir y € R®" wegen

ek (y)] =

f)/ n
— K(Tywy — T,
n; (ky ?J)

,_y n
< = K(Tyy —T;
_nZ| (Thy y)l

< 23 (K (Tiy = Ty) — K(T)| + K (Tiw))

<KL Myl =+ 1K
< K, (U [ly[l)-

Dabei wurde ausgenutzt, dass nach Lemma 2.1.1 aus der Lipschitz-Stetigkeit die
Beschranktheit des Kernes K folgt. ]

Vor dem Hintergrund dieser Voriiberlegungen kann nun der folgende Existenz-
und Eindeutigkeitssatz als Hauptergebnis dieses Abschnittes bewiesen werden.

Satz 2.1.1 Unter den genannten Voraussetzungen besitzt die stochastische Dif-
ferenzialgleichung (1.11) eine starke, pfadweise eindeutige Lisung Y; mit Start-
konfiguration n. Dariberhinaus ist der Prozess quadratintegrierbar, d.h. fiir alle
T > 0 existiert eine Konstante C, so dass

E[|V.I*] <CO+E[In|*])e”; 0<t<T

qgilt.
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Beweis Zum Beweis der getroffenen Aussage ist nach | , 5.2.9] zu zeigen,
dass Driftvektor und Dispersionsmatrix global Lipschitz-stetig sind und einer
linearen Wachstumsbedingung geniigen. Dies soll im Folgenden Schritt fiir Schritt
geschehen.

Fiir den in (1.10) definierten Driftvektor fiir das k-te Teilchen gilt mit x,y € R5"
nach Lemma 2.1.2

10k () = bk W)II* =(rs — Yna)® + (215 — vrs)” + (246 — Yae)”
+ {M(Cﬁ(l’)) — (g (y)) + Byra — l‘k4)] 2
+ 0% (yrs — 2a5)” + 5 (yke — T16)”
<(wra = ya)” + (Trs — Ys)” + (Th6 — Yro)?
+2 (M(CZ(QT)) - H(CZ(Z/)))Q +20%(@ha — Yra)”

+ B (xr5 — yrs)” + B (Tr6 — Yrs)”
<(1+26%) [l = yl* + 2} |k (=) = e (y)[*
<(1+26%) [l = yll* + 2 |lpll H° 1K Iz = y)*
<((1+26%) + 8l IKNL) e =yl

~~
AN
=Co

und damit

o) ank ) = bi(y)|?

< nCo lz —yII*,

d.h. der Driftvektor ist global Lipschitz-stetig.

Ebenso erhélt man auf Grund der geforderten Lipschitz-Stetigkeit der Dispersi-
onskoeflizienten o; fiir die Dispersionsmatrix (1.9) des k-ten Teilchens

1€k () Z los(cii (@) — ou(ci(w))II*

< 3 HUHL e (@) = k()
2 2
< 129* |lo I 1Kl e =yl
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und damit

lo () ||—§:Mk y)II
Sl%wIWMHKMMx—MV

die Lipschitz-Stetigkeit der Dispersionsmatrix.

Die in | , Theorem 5.2.9] zusitzlich geforderte lineare Wachstumsbedingung
ergibt sich fiir festes y € R? aus der Lipschitz-Stetigkeit der Koeffizienten (C; =
vnCy) wie nachstehend zu sehen ist

16(2)I[ = [1b(z) — bly) + b(y)l
< |[b(z) = ()l + [[b(»)
< Cille =yl + o)l
< 1 Jlall + Cu yll + Ib)]|
L0,

< max{Cy, Co}(1 + ||z]]).

Analog gilt obige Umformung fiir o(z). Die formulierten Eigenschaften der ein-
deutigen Losung garantiert dann wie erwihnt | , 5.2.9]. |

Es kann noch bemerkt werden, dass die geforderte globale Lipschitzbedingung auf
eine lokale Lipschitzbedingung abgeschwécht werden kann. Allerdings muss dann
zusétzlich die lineare Wachstumsbedingung fiir ¢ und die o; gefordert werden (vgl.
[ , Theoremb5.2.2]).

Neben der Existenz sind vor allem die Eigenschaften der Losung von Interesse, mit
denen sich deshalb das restliche Kapitel beschéftigt. Zunéchst miissen allerdings
wieder einige technische Begriffe eingefiihrt werden.

Wihlt man fiir die Startkonfiguration einen festen Punkt, etwa n = z fast sicher,
so wird fir A € B(R®), d.h. eine Borel-messbare Menge, und beschrinktes,
B(R®")-messbares f durch

Fi(x,A) & P*(Y, € A) und (2.2)
/f VFy(x, dy) (2.3)
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eine Familie von Markovkernen mit zugehérigen Ubergangsfunktionen definiert.
Die Ubergangsfunktionen F, konnen auch als lineare Operatoren auf C, (R?)
aufgefasst werden. Hierzu sei Cy,(R?) die Menge der im Unendlichen verschwin-
denden stetigen Funktion. Offensichtlich gilt die Relation Cy(RY) C Cy(RY).

In diesem Zusammenhang ist der Begriff der Feller-Dynkin Halbgruppe (vgl.
[ , I11.8]) anzufiihren. Eine Erlauterung hiervon folgt in Definition 2.1.5.
Definition 2.1.5 Eine Familie {Fy;t > 0} von linearen Operatoren auf Coo(R?)

wird Feller-Dynkin Halbgruppe genannt, wenn folgende Bedingungen gelten:

1. Fiir alle t > 0 gilt
Fy: Co(RY) — Co(RY).

2. Fiir alle f € Coo(R?) folgt aus

0<f<l=HkKf<1

3. Fiir alle s,t > 0 gilt
Fth:Fert; Fy=1.

4. Fir alle f € Coo(RY) gilt

lim || f = fllo — 0.

Fiir den néchsten Begriff muss der Definitionsbereich und der Wertebereich fiir
die Familie der Ubergangsfunktionen F; erweitert werden.

Gilt fiir die Familie von Ubergangsfunktionen F; in 1. von Definition 2.1.5 die
Eigenschaft

Fy : Cy(RY) — Cy(RY), >0,

so besitzt F; die Feller-Eigenschaft . Lasst sich diese Eigenschaft auch auf die
beschriankten Borel-messbaren Funktionen erweitern, d.h. gilt

F, i bB(RY) — Cy(RY), t>0,

dann spricht man von der starken Feller-Eigenschaft.
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Bemerkenswert ist die Tatsache, dass sich dieser Vorgang auch umkehren lasst.
Mit Hilfe des Satzes von Riesz kann man aus einer Feller-Dynkin Halbgruppe
entsprechende Ubergangsfunktionen konstruieren (vgl. | , 111.2]). Hiervon
wird im weiteren Verlauf allerdings kein Gebrauch gemacht.

Fiir das Pickard-Tory Modell kann nun abschlieSend folgende Aussage formuliert
werden (vgl. [ , V.22]).

Satz 2.1.2 Unter den genannten Voraussetzungen besitzt die Losung der stocha-
stischen Differenzialgleichung (1.11) die starke Markov-Eigenschaft und die mit-
tels (2.2) definierten Ubergangsfunktionen {F,} bilden eine Feller-Dynkin Halb-
gruppe mit Feller-Figenschaft.

2.2 Nachweis der Existenz einer Dichte

Wie in der Einleitung erwéhnt, kann die klassische Ito-Theorie die Frage nach
der Existenz von Dichten fiir Markovkerne nicht beantworten. Es interessiert nun
die Frage, ob fiir die in (2.3) erkldrten Ubergangsfunktionen eine Dichtefunktion
pe(z,y) existiert, so dass die Beziehung

ﬂﬂ@é/}@ﬂunwsz@m@w@

gilt. In diesem Fall 16st diese, wie in Kapitel 1 erwédhnt, die Kolmogorov-Vorwérts-
Gleichung oder Fokker-Planck-Gleichung (vgl. auch | , 8.3]).

Definiert man dabei ausgehend vom Differenzialoperator A in (1.12) den formal
adjungierten Operator A* des Pickard-Tory Modells durch

6n

AN 25 Y o [wiW)] - 3 5 [pwrw)]. 1e @) @

1=1

so 16st die Dichtefunktion p;(x, y) fiir festes y € R die Fokker-Planck-Gleichung

%pt(l’,y) = A*py(z,y), (t, 7)€ (0,00) x RO (2.5)

Eine positive Antwort fiir das vorliegende Modell kann mit Hilfe des Theorems
von Hormander gegeben werden. Hierzu miissen die Koeffizienten der stochasti-
schen Differenzialgleichung als Vektorfelder interpretiert werden und die daraus
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konstruierten Lie-Algebren fiir jeden Punkt € R den Tangentialraum 7,,R"
aufspannen.

Im Folgenden werden dazu einige Begriffe aus der Differenzialgeometrie zur Ver-
fligung gestellt, die zur Untersuchung der stochastischen Differenzialgleichung
(1.11) notwendig sind (vgl. | , vl und | , 25.5]). Im Einzelnen sind dies:

Mit F(R™) werde die Menge der reellwertigen, beliebig oft differenzierbaren Funk-
tionen f : R™ — R bezeichnet. f+g, f-gund af sind fiira € Rund f, g € F(R")
auf die iibliche Weise erklédrt. Mit diesen Verkniipfungen bildet F(R™) eine unend-
lichdimensionale, assoziative und kommutative Algebra mit Einselement (] ,
Lemma 25.2]).

Des Weiteren muss der Begriff des Tangentialvektors (ausgehend vom R™) ver-
allgemeinert werden. Diese Verallgemeinerung erlaubt es, die Koeffizienten des
Pickard-Tory Modells in Kombination mit partiellen Ableitungen, ausgewertet
an einer Stelle x, als Tangentialvektoren zu sehen.

Definition 2.2.1 Sei x € R". Fin Tangentialvektor V, im Punkt x ist eine
lineare Abbildung von F(R™) nach R fir den zusdtzlich folgende Produktregel

Va(fg) = f(@)Va(g) + g(x)Va(f)

mit f,g € F(R™) gilt. Die Menge aller Tangentialvektoren im Punkt x wird mit
T,.R™ bezeichnet.

Durch

0
al’i

s Of

x T

wird ein Tangentialvektor definiert und 7,R"™ in kanonischer Weise zu einem
Vektorraum gemacht. Dabei bildet
I}

9

8371
eine Basis von T,R" (][ , Lemma 25.8-Korollar 25.13]). Nun kann der (ab-
strakte) Begriff eines Vektorfeldes definiert werden.

0

,axn

Y
x
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Definition 2.2.2 Ein Vektorfeld X ist eine Abbildung von F(R™) nach F(R™)
mit den Figenschaften

1. X(af +bg) =aXf+0Xg (Linearititseigenschaft)
2. X(fg)=f(Xg)+ (X[f)g (Produktregel)

fir a,b € R und f,g € F(R"™).
Die Menge der Vektorfelder auf R™ wird mit

X(R™) £ {X | X ist Vektorfeld auf R™}

bezeichnet.

Auf X(R™) wird durch [ X1, Xo] £ X1 X5 — X, X, eine Klammeroperation |-, -] :
X(R™) x X(R™) — X(R™) erkldrt.

Der Zusammenhang zwischen Vektorfeld (Definition 2.2.2) und Tangentialvektor
(Definition 2.2.1) ergibt sich, indem das Vektorfeld X auf einen Punkt z einge-
schriinkt wird und man so einen Tangentialvektor erhélt, d.h. X, f £ (X f)|, € R
und X, € T,R"™. Den Bezug zur klassischen Analysis stellt das folgende Lemma
her.

Lemma 2.2.1 Durch den Operator

9, : F(R") — F(R™),

der jeder Funktion f € F(R™) ihre partielle Ableitung % zuordnet, ist ein Vek-
torfeld erkldrt, d.h. firt=1,...,n gilt

Wie schon 7, R™ kann man auch X(R") auf kanonische Weise zu einem Vektor-
raum erkldren. Der Versuch, auch eine Multiplikation im {iblichen Sinne ein-
zufithren, scheitert, da im Allgemeinen das Produkt zweier Vektorfelder kein
Vektorfeld ist. Die soeben eingefithrte Klammeroperation behebt diesen Man-
gel.

Der fiir die Formulierung des Hormander-Kriteriums zentrale Begriff der Lie-
Algebra wird in der folgenden Definition prézisiert.
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Definition 2.2.3 Sei K ein Korper, L ein K-Vektorraum und es existiere eine
Klammeroperation [-,-] : L x L — L auf L. Man nennt L eine Lie-Algebra
tiber K, wenn folgende Bedingungen gelten:

1. Fir D € L gilt [D,D] =0y,
2. Fir D1,D2, D3 € L und a,b € K gt
l[aD1 + bD2, D3] = a[D1, D3] + b[D2,D3]  bzw.

[D1,aD2 + bD3] = a[D1, D2] + b[D1, D3]

3. Fiir die Klammeroperation gilt die Jacobiidentitdt, d.h. fir D1, D2, D3 € L
qgilt
[[D1, D2], D3] + [[D3, D1], D2] + [[D2, D3], D1] = 0.

Verkniipft man noch die beiden Mengen F(R") und X(R™) durch eine Multipli-
kation der Form

(9X)f £ g(X[),

d.h. eine Abbildung (g, X) — ¢X von F(R™) x X(R") nach X(R"), dann kann
man die fiir die weitere Anwendung relevante Menge X(R"™) folgendermafien cha-
rakterisieren. Nach | , Lemma 25.26] gilt:

Satz 2.2.1 Die Menge X(R") ist ein F(R™)-Modul und eine Lie-Algebra iiber R.

Als Abschluss dieser vorbereitenden Bemerkungen noch zwei niitzliche Rechen-
regeln. Die Klammeroperation ist beziiglich der Multiplikation mit Funktionen
nicht multilinear, stattdessen gilt nach | , Lemma 25.27, Korollar 25.34]

Lemma 2.2.2 Es seien X,Y,0;,0; € X(R") und f,g € F(R"). Dann gilt

[fX Y] = fglX, Y]+ f(Xg)Y —g(Y )X (2.6)

und
0;,0;] =0 fiir alle 1 <1,j <n. (2.7)
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Bevor wie besprochen das Hormander-Kriterium angewendet werden kann, muss
die Modellgleichung in Fisk-Stratonovich-Form notiert werden. Hierbei wird an-
statt des Ito-Integrals (Integration bzgl. dWW;) ein Stratonovich-Integral benutzt
(Integration bzgl. OW;). Bei einem Wechsel zwischen Stratonovich-Form und
[to6-Form bleibt die Dispersionsmatrix erhalten, hingegen &ndert sich im Allge-
meinen der Drift. In dem hier betrachteten Fall stimmen beide Formen allerdings
iiberein, wie das nachstehende Lemma zeigt.

Lemma 2.2.3 Die Fisk-Stratonovich-Form des Pickard-Tory Modells (1.11) hat
die Form

dY; = b(Y))dt + o (Y)W, (2.8)
YE) =1,

d.h. der Driftvektor dandert sich nicht.

Beweis Fiir den Beweis wird ausgenutzt, dass die Darstellung einer stochasti-
schen Differenzialgleichung in Fisk-Stratonovich-Form und It6-Form &quivalent
ist. Es wird im Weiteren gezeigt, dass die Form (2.8) in die It6 Form des Pickard-
Tory Modells (1.11) tiberfiihrt werden kann.

Beim Ubergang von der Darstellung einer stochastischen Differenzialgleichung in
Fisk-Stratonovich-Form in die [t6-Form muss der Driftvektor geeignet modifiziert
werden.

Der Driftvektor b(y) : R — R®" ist durch (1.10), die Dispersionsmatrix o (y) :
R — RS x RS durch (1.9) erkldrt. Der transformierte Driftvektor wird mit
d(y) : R — RO bezeichnet.

Dann hat die stochastische Differenzialgleichung (2.8) gemé&f | , Theorem
V.1.1] die It6-Form

dY, = d(Yy)dt + o(Yy)dW;
Yo=n

wobel sich der neue Driftvektor mittels



48 Eigenschaften

berechnet.

Die Dispersionsmatrix ¢ hat Diagonalgestalt. Deshalb vereinfacht sich die Dar-
stellung fiir den neuen Driftvektor d (i = j = k) zu

, , 1,0
d'(y) = b'(y) + §(a—yiaii(y))aii(y), i=1,...,6n.
Die Aussage des Lemmas ist bewiesen, wenn a%_aii(y) =0furalle:i=1,...,6n

nachgewiesen wird. Fiir¢t=1,2,3,7,8,9,...,6n —5,6n —4,6n — 3 ist dies offen-
sichtlich, da €1, €5, e3 Konstanten sind. Wegen der sich wiederholenden Struktur
kann fiir die restlichen Félle 0.B.d.A. i = 4, 5,6 gew&hlt werden.

Es gilt
0 0 .
a—y4<744(3/) = a—mal(cl (y)) =0
weil
0 Y 0
—ct(y) = — —K(Tyy —T,
ay4 ( ) n - ay4 ( 1Y y)
a9 e
_nA 9 K((ylay%yfi) (y6z—57y6z—47y61—3))

ist und die Kernfunktion K nicht von y4, y5, y¢ abhédngt. Auf analoge Art erhélt
man

0 0

—_— = — =0.
Dys 055 (y) Em 066 (?J)

]
Im Anschluss kann das angekiindigte Hérmander-Kriterium formuliert werden.

Aus den Komponenten eines Driftvektors b(z) € R” und einer Dispersionsmatrix
7(z) € R" x R™ erhdlt man die Vektorfelder Ay, Ay, ..., A, € X(R"):
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Hieraus werden nun rekursiv folgende Lie-Algebren definiert:

.A() = Lie{Al, AQ, R ,An}
Ay, =S Lle{[A, AO] A€ Ak_1}, k>1
A = Lie{.Ao,.Al,.AQ, .. }

Fiir B; € X(R™),i = 1,2, ... steht Lie{By, By, ...} fiir die durch die B; erzeugte
Lie-Algebra, d.h. den unter Beriicksichtigung die Lie-Klammer aufgespannten
Vektorraum.

Definition 2.2.4 Wenn die Lie-Algebra A fiir jedes x € R™ den Tangentialraum
T.R™ aufspannt, dann erfillen die Vektorfelder Ay, Ay, ..., An, € X(R™) das Hor-
mander-Kriterium.

Neben der Giiltigkeit dieser strukturellen Voraussetzungen miissen nun noch die
Voraussetzungen an die Koeffizienten verschérft formuliert werden. Im Einzelnen
ergeben sich:

1. Die Kernfunktion K : R?* — R ist eine unendlich oft differenzierbare
Dichtefunktion und ihre erste Ableitung sei auf ganz R? beschrinkt.

2. Der Driftvektor © : R — R ist unendlich oft differenzierbar und seine
Ableitung ist auf R beschrinkt.

3. Die Dispersionskoeffizienten o; : R — R (i=1,2,3) sind ebenfalls unend-
lich oft differenzierbar und ihre Ableitung ist ebenfalls auf R beschrankt.
Zusétzlich sind die Dispersionskoeffizienten strikt positiv, d.h. es gilt

min inf o;(z) > 0.
i=1,2,3 zeR

Es kann nun das Hauptergebnis iiber die Existenz einer Dichte im Pickard-Tory
Modell formuliert werden.
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Satz 2.2.2 Unter den zusdtzlichen Bedingungen an die Koeffizienten des Mo-
dells (1.11) besitzen die Ubergangsfunktionen {F;} eine Dichte p,(z,y) bzgl. des
Lebesque-Majes, die unendlich oft differenzierbar ist.

Beweis Zuerst wird gepriift, ob die Koeffizienten das Hérmander-Kriterium
erfiillen. Gemé$ (2.9) werden deshalb die Vektorfelder A; definiert. Die Vektor-
felder sind fiir y = (y1, Y2, - - -, Y6n) durch

(£10; i=1,7,13,...,6n—5

£90; i=2,814,...,6n—4

4 & ) esd i=3,915,...,6n—3

’ 01(f 9y 6(¥)0; i =4,10,16,...,6n — 2

02(Cligny ()0 i =5,11,17,...,6n—1
Lo3(c}6(y))0; i=06,12,18,...,6n

und
Ay & Z (Y6i—206i—5 + Y6i—106i—4 + Y6iD6i—3)
i=1
— Z (Y6i—206i—2 + Y6i—106i—1 + YeiO6i) + Z p(ci' (y))Dei—2
i=1 i=1
erklart.
Es werden nun sukzessive die Lie-Algebren Ag, A1, ... berechnet. Sind die Kon-

stanten ¢; (i=1,2,3) strikt positiv, so gilt nach der Voraussetzung o; > 0 bereits

span{A;, As, ..., Ag,} = span{0y, 0s,...,06n}

und damit das Hormander-Kriterium. Sind hingegen die Konstanten ¢; = 0
(1=1,2,3) so gilt

Lie{Al, AQ, ey Aﬁn} = span{84, (95, 86, 810, 811, 812, ey (96n,2, 8(3”,1, 36n}
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und somit A, g T,R%" da durch Anwendung der Lie-Klammer auf die Vektor-
felder Ay, ..., Ag, keine neuen linear unabhéngigen Vektorfelder entstehen.

Man berechnet daher die Lie-Algebra A,. Fiir j = 4,5,6,10,11,12,...,6n —
2,6n —1,6n gilt

n

0, Ao] = Z (105, Ysi—206i—5] + (05, Yoi—106i-a] + (05, YeiTsi—3))

=1

-0 Z (10}, Y6i—206i—2) + [0}, Y6i—106i—1] + [0}, Y6is:)) (2.10)
i1

+ D105 1(eF () Doi2]

Nach den Regeln (2.6) und (2.7) ergeben sich folgende Aussagen fiir die einzelnen
Summanden in (2.10):

[83', y6i72a6i75] = Y6i—2 [aja 861'75] + (ajy6i72) Osi—5 + Ysi—2 (861'751) aj
\T/ —— HT)_/
= =0j,6i—2 =
. 86,'_5 j:4,10,16,...,6n—2
0 sonst

[8]'7 y6i7166i74] = y6i71[3j, 861'74] + (8]'3/61'71)861‘74 + 3/61'71(861'741)83'
. 061‘_4 j:5,11,17,...,6n—1
0 sonst

[8]', yﬁiaGifS] = Yei [@j, 861'73] + (8]'3/61')361‘73 + y6i<86i731)6j

. 661‘_3 ]:6,12,18,,6n
0 sonst

[aj, yGi—QaGi—2] = yai—z[aj, 5&'—2] + (ajy6i—2)aﬁi—2 + y6i—2(86i—21)8j
. 8&_2 j=4,10,16,...,6n—2
0 sonst
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[aja 961—1861'71] = yGifl[aja 861'71] + (8]'3/61'71)862‘71 + y6i71(86i711)8j
. 661‘_1 j=5,11,17,...,6n—1
0 sonst

[aju yﬁia&‘] = Yei [aj, aﬁi] + (ajy&)a&' + y@‘z‘(aﬁz‘l)@j

. 8&- j:6,12,18,,6n
o sonst

Der letzte Term in (2.10) hingegen ist immer 0 wie folgende Rechnung dokumen-
tiert.

(05, (i () Dei-2] = pu(ci! ()05, Osi-2] + (9 1u(ci! () Deia + p(ci' (y)) (D6i-21)9;
= (0;14(c' () Doi—2
=0

Dabei wurde benutzt, dass die Kernfunktion K nicht von y4, ys5, ¥s, Y10, Y11, Y12,
-y Y6n—2, Yén—1, Yen abhingt und die Ableitung 0; des Konzentrationsfunktionals
fir j =4,5,6,10,11,12,...,6n — 2,6n — 1,6n deshalb 0 ergibt.

0, (y) = - 3K (Ty — Tyy) =

7 0
- i—59 Y6i—45 Y6i— -5 —4 — =0
" ;; 6 y6 55 Y6i—4 Yei ) (yﬁk 55 Y6k—4 Y6k 3))

Dann ergibt sich somit insgesamt

S Osis 4+ Osia 5 =4,10,16,...,6n — 2
05, Aol = § S0 D6ia + 01 ,j =5,11,17,...,6n — 1
S Ozt 05 ,7=06,12,18,... 6n

und damit A; = T,R" bzw. A = Lie{Aq, A} = T,R".



2.3 Modell ohne Lipschitz-Bedingung 53

Das Hormander-Kriterium ist also erfiillt und das Pickard-Tory Modell geniigt
den notwendigen strukturellen Voraussetzungen. Es bleibt die Priifung der not-
wendigen Voraussetzungen an die Koeffizienten. Konkret muss gezeigt werden,
dass die Koeflizienten glatte Funktionen mit beschréinkten ersten Ableitungen
sind.

Gemischte Ableitungen des Konzentrationsfunktionals

() = S K(Ty -~ Tiy)

k=1

bleiben beschrinkt, da die inneren Ableitungen von K nur Vorzeichenwechsel be-
wirken und die Beschréanktheit der Ableitungen von K vorausgesetzt wurde. Die
Dispersionsmatrix und der Driftvektor bestehen neben Konstanten und linearen
Termen, welche die geforderte Beschranktheit erfiillen, lediglich aus Termen der
Form

ai(ci(y))  baw. p(c(y)).

Durch Differenzieren und Anwenden der Produktregel entstehen Ableitungen
von p und o, die nach Voraussetzung beschrinkt sind, sowie Ableitungen des
Konzentrationsfunktionals. Diese sind nach der obigen Uberlegung ebenfalls be-
schrankt. Da die Beschranktheit auch fiir die Produkte dieser Terme bestehen
bleibt, sind die notwendigen Voraussetzungen erfiillt und die Behauptung folgt
z.B. mit | , V.38.16]. n

2.3 Modell ohne Lipschitz-Bedingung

Sollen die Koeffizienten ohne Lipschitz-Bedingungen vorgegeben werden, so schei-
den die bisher angewendeten Methoden aus, da diese auf Fixpunktsédtzen basieren,
welche die Lipschitz-Bedingungen fiir die Konstruktion der Losung bendtigen.

Einen technisch anderen Zugang bietet die von Stroock und Varadhan entwickelte
Methode des Martingale-Problems, welche im Folgenden kurz vorgestellt und auf
das Modell angewendet wird. Unter deutlich schwécheren Voraussetzungen an
die Koeffizienten des Modells aber unter einer stiarkeren Voraussetzung an die
Modellstruktur erhélt man bedingt vergleichbare Ergebnisse wie in Kapitel 2.1.

Zur Formulierung des Martingale-Problems wird ein spezieller Messraum benotigt.
Als Grundraum € wird die Menge aller stetigen R™-wertigen Funktionen w(t)
gewithlt (Q £ C(Ry,R")). Fithrt man auf Q die Metrik
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=1
/é = /
&3 g ol w01 01

ein, so wird (€2, d) zu einem Polnischen Raum (| , 31.6]).

B(C(R4,R™)) sei die durch offene Mengen von 2 gebildete Borel o-Algebra. Es
sei C( bzw. ;) die Menge aller endlichdimensionalen Zylindermengen der Form

C={weCRLR);(w(tr),...,w(tm)) € A}; n>1;A € B(R")

firallei=1,...,mund t; € [0,00) ( bzw. t; € [0,t]). Dann gilt

B(C(R4,R)) = 0(C) = o{w(t) : t > 0}

bzw. (vgl 2.4.1 und 2.4.2 in | )]

B: = 0(C) = co{w(s): 0<s<th

Allerdings geniigt diese Filtrierung zunéchst nicht den {iblichen Bedingungen.

Das folgende abstrakte Problem betrachten Stroock und Varadhan, dabei sei S,
die Menge der positiv definiten (n x n)-Matrizen.

Definition 2.3.1 Seien a : R" — St und b : R — R™ (lokal beschrinkte
und) messbare Funktionen und x € R™. Ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf
(C(R4,R™), B(C(R4,R™)) ist eine Losung des Martingale- Problems fiir (a, b)
gestartet bei x, falls die beiden folgenden Bedingungen gelten:

1. Pw(0)=x)=1

2. Fir alle f € CR(R™), d.h. fir alle beliebig oft stetig differenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Support, ist

Cf & f(w(t) - fw(0)) - / Af(w(s))ds

ein stetiges { B, }-Martingale.
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Das Martingale-Problem fiir (a,b) gestartet bei x ist eindeutig, falls nur ein
einziges Maf$ existiert. Man nennt es ,gut gestellt“(well-posed), wenn fiir jedes
x € R™ eine eindeutige Losung des Martingale-Problems fiir (a,b) gestartet bei x
existiert.

Die Theorie der stochastischen Integration wird in den meisten Féllen unter der
Annahme entwickelt, dass die iiblichen Bedingungen gelten. Das Martingale-
Problem hingegen ist mit (C(R,R"), B(C'(R;,R")),{B;}) auf einem Raum er-
klart, fiir den die iiblichen Bedingungen gerade nicht gelten.

Sei {G;} die Augmentation, d.h. die Ergdnzung um P-Nullmengen, der kano-
nischen Filtrierung {B,} unter P und ¥, = G, , dann erfiillt F; nach Konstruktion
die iiblichen Bedingungen. Wegen Lemma 2.3.1 (vgl. | , 5.4.13]) bleibt die
Martingale Eigenschaft aber auch fiir die augmentierte Filtrierung erhalten.

Lemma 2.3.1 Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (C(R4,R), B(C(R, ,R™))
und f € C2(R). Falls {C!,B,;;0 <t < 0o} ein Martingale ist, dann ist auch
{C] F,,0 <t < oo} ein Martingale.

Das Ziel ist aber weiterhin die Losung der Modellgleichung (1.11). Bevor auf
die Frage nach der Losbarkeit eines Martingale-Problems eingegangen wird, soll
deshalb zunéchst der Zusammenhang mit den stochastischen Differenzialgleichun-
gen hergestellt werden. Dabei muss das Konzept einer starken Losung im Sinne
von Definition 2.1.3 aufgegeben werden und nach einem anderen Existenzbegriff
gesucht werden.

Fiir das in Kapitel 1 formulierte Modell wird daher eine schwache Losung in
folgendem Sinn gesucht:

Definition 2.3.2 FEine schwache Lésung der stochastischen Differenzialglei-
chung

ist ein Triple (X, W), (0, F, P),{F;} mit den Eigenschaften

1. (Q,F, P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum und {F;} ist eine den iblichen
Bedingungen geniigende Filtrierung.
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2. X = {X,F;0 < t < oo} ist ein stetiger, adaptierter R"-wertiger Pro-
zess und W = {Wy,F;;0 < t < oo} ist eine d-dimensionale Brownsche
Bewegung.

3. Firallel <u,7<nund0 <t < oo gilt
U {02.(X.) + bl S)|}ds<oo} ~1
4. FEs qilt P-fast sicher

t t
X = Xo+ / b(Xs)ds +/ o(Xs)dWs.
0 0

Das Wahrscheinlichkeitsmaf u(I') £ P[X, € T|,T" € B(R") heifit Startvertei-
lung der Losung.

Auch der Begriff der Eindeutigkeit muss gegeniiber dem Zugang nach Ito abge-
schwécht werden.

Definition 2.3.3 Es liegt Verteilungseindeutigkeit der Gleichung (2.11) vor,
wenn fiir je zwei schwache Liosungen (X, W), (Q,F, P),{F;} und (X, W), (Q,
7, P), {fﬂ} mit gleicher Startverteilung die beiden Prozesse die gleiche Vertei-
lung besitzen.

Eine starke Losung ist immer auch eine schwache Losung, wie man aus der De-
finition unmittelbar abliest. Die Umkehrung gilt auf Grund eines Beispiels von
Tanaka nicht (vgl. | , 5.3.5]). Als Eindeutigkeitsbedingung kann deshalb die
in Definition 2.3.3 formulierte Verteilungseindeutigkeit auch fiir starke Losungen
analog formuliert werden. Dabei folgt aus der pfadweisen Eindeutigkeit stets die
Verteilungseindeutigkeit einer Losung (vgl. | , 5.3.20]).

Liegt ein schwache Losung (X, W), (2, F, P), {F:} der Gleichung (2.11) mit X, =
r € R" vor, dann 16st die Verteilung von X das Martingale-Problem fiir (c07,b)
gestartet bei x, wie das folgende bekannte Lemma kurz demonstriert.

Lemma 2.3.2 Sei (X, W), (Q,F, P),{F:} eine schwache Liosung der Gleichung
(2.11) mit Xg = x € R™ und die Dispersionsmatriz o sei lokal beschrinkt. Dann
lost die Verteilung von X das Martingale-Problem fiir (oo™ ,b) gestartet bei x.



2.3 Modell ohne Lipschitz-Bedingung o7

Beweis Als stetiger Prozess induziert die schwache Losung (X, W) in (C(Ry,
R"™), B(C(R4,R™))) eine Verteilung. Nach dem Transformationssatz bleibt daher
zu zeigen, dass

(.30 < ¢ < oo} mit M/ 2 7(X) = ) - [ A7(X)ds

fir alle f € CP(R") ein stetiges {JF;}-Martingale ist. Dabei ist A ein zu (1.12)
analog gebildeter Differenzialoperator.

Mit der Ito-Formel erhélt man fir f € C3P(R")

F(X0) — f(Xo) Z/ 8:1:1 X,)ds
+ZZ / o4 (X Xs)dWS(j)

=1 j=1
32
+ZZ/ ZUU ok )&C(%kf()()ds
1=1 k=1
:a;’xa
t n
— [ A )ds + /al dw )
/0f< zz axz X

éMt(i,J')
und damit

n n

5% M,
i=1 j=1

Da f kompakten Support hat und die o;; lokal beschrénkt sind, ist der Inte-

grand von allen M ) beschriinkt und M7 daher ein stetiges (sogar quadratisch
integrierbares) {JF; }-Martingale. n

Ist umgekehrt P® eine Losung des Martingale-Problems fiir (co”,b) gestartet
bei x und ist o(z) strikt positiv definit, dann existiert eine schwache Losung
(X, = w(t),W),(C(R,,R™), B(C(R,,R™)), P),{F;} der Gleichung (2.11) mit
Xo=u (vgl. | , 5.4.6]).
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Wird auf die Voraussetzung o (z) strikt positiv definit verzichtet, dann muss unter
Umstanden der Wahrscheinlichkeitsraum aus technischen Griinden erweitert wer-
den. Im weiteren Verlauf wird diese Zusatzbedingung an die Dispersionsmatrix
notwendig, deshalb kann bereits hier diese Voraussetzung verwendet werden.

Fasst man dies alles zusammen, so erhélt man folgende Aquivalenz:

Satz 2.3.1 Sei o(z) lokal beschrinkt und strikt positiv definit, dann ist die Exi-
stenz einer Lésung P des Martingale-Problems fiir (ool ,b) dquivalent zur Exi-
stenz einer schwachen Losung (X, W), (0, F, P), {F,} der Gleichung (2.11). Die
beiden Liosungen sind durch P = PX~Y verkniipft, d.h. X induziert ein Maf P
auf (C(Ry,R"), B(C(R4, R"))).

Zwei schwache Losungen sind gerade dann dquivalent, wenn sie gleiche Verteilun-
gen besitzen. Es ergibt sich

Satz 2.3.2 Die Findeutigkeit der Losung P des Martingale-Problems fiir belie-
bige aber feste Anfangsverteilung

P{w € C(R;,R");w(0) € T} = u(I'); T € B(R")

ist dquivalent zur Eindeutigkeit einer schwachen Losung der Gleichung (2.11).

Damit das Martingale-Problem l6sbar ist, werden die folgenden Voraussetzungen
an die Koeffizienten des Modells (1.11) gestellt:

1. K : R®* — Rist eine Lipschitz-stetige Dichtefunktion mit Konstante || K],
d.h. es gilt insbesondere K (z) > 0, [ K(z)dx = 1.

2. Die Konstanten ¢; > 0 (i=1,2,3) in der Dispersionsmatrix sind strikt posi-
tiv.
3. Der Driftvektor pu: R — R ist messbar und geniigt der Wachstumsbedin-
gung
p(r) < M(1+|z)), z€R. (2.12)

4. Die Dispersionskoeffizienten o; : R — R (i=1,2,3) sind stetig und strikt
positiv, d.h.

min_inf o;(z) > 0,
i=1,2,3 7€R

und geniigen der Wachstumsbedingung

oi(z)| < M(1+[z]), z€eR,i=1,23. (2.13)
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Folgende Aussagen lassen sich dann fiir das Diffusionsmodell zeigen:

Satz 2.3.3 Unter den genannten Voraussetzungen besitzt

1. die stochastische Differenzialgleichung (1.11) eine schwache, verteilungs-
eindeutige Losung Y;. Diese besitzt

2. die starke Markov-Eigenschaft und die zugehirige Familie {F,} von Uber-
gangsfunktionen ist eine Feller-Dynkin Halbgruppe mit starker Feller-Fi-
genschaft und besitzt dariber hinaus

3. eine Dichte pi(x,y) bzgl. des Lebesque-Mafses.

Beweis Ist die Diffusionsmatrix a stetig und strikt positiv definit und der Drift-
vektor messbar, so wird in | , Corollary 7.2.1] zunéchst unter der zusétzlichen
Annahme der Beschrinkheit bewiesen, dass das Martingale-Problem gut gestellt,
die Losungen {P*} messbar sind und die Prozesse (X; £ w(t)) die starke Markov
Eigenschaft besitzen.

Die starke Feller-Eigenschaft wird schliefilich in | , Corollary 7.2.4] gezeigt. In
dieser Situation sind nach | , Lemma 9.2.2] in Verbindung mit | , Korol-
lar 9.1.10] die Ubergangsfunktionen F(z, A) fiir A € B(R?) stetig auf (0, 0c0) x R?
und fiir alle (¢,7) € (0,00) x R besitzt Fi(x, A) eine Dichte p;(x,y) bzgl. des
Lebesgue-Mafles.

Durch | , Lemma 10.1.5] in Verbindung mit | , Korollar 10.2.2] ldsst sich
unter Beibehaltung des bisher gesagten die Voraussetzung der Beschranktheit
durch eine schwéchere Wachstumsbedingung ersetzen.

Auf Grund der in Satz 2.3.1 und Satz 2.3.2 beschriebenen Aquivalenz zwischen
Martingale-Problem und stochastischer Differenzialgleichung kann hieraus dann
eine eindeutige schwache Lésung

(Xt = w(t)7 Wt)? (C(R-H RGn)v B(C(R-H Rﬁn))7 P)? {‘rft}

der stochastischen Differenzialgleichung (1.11) konstruiert werden.

Im Einzelnen miissen nun die geforderten Eigenschaften an die Koeffizienten im
Pickard-Tory Modell nachgewiesen werden.

Es sei z,0 € R mit |f] = 1. Auf Grund der strikten Positivitéit der o; existiert
£ £ minger{e1, €, €3,01(x), 02(x), o3(x)} > 0. Mit (-, -)g, wird das Skalarprodukt
im R bezeichnet. Daher gilt wegen (1.14)
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(0,a(x)0)6n 9151+9252+92 +94U(C1(5U)) +95U(01(37)) +960<01( ))2
9751 95 €+ 92 +9100(02(x)) +‘911U<Cz($)) +9120(c2(x))2

+ 0561 + 053 + Onse3 + 9671 20 (ch(2))? + 05,10 (cp(2))?
+ 0,0 (ch(2))”

6n

23
i=1

— 62 |0|2

=e*>0

und die Diffusionsmatrix a(z) ist strikt positiv definit.

Nach Lemma 2.1.2 ist das Konzentrationsfunktional ¢} stetig und mit der vor-
ausgesetzten Stetigkeit der o; ergibt sich insgesamt die Stetigkeit der Diffusions-
matrix a(z).

Zur Ermittlung der Wachstumsbedingung der a;, geniigt es auf Grund der spe-
ziellen Form (1.14) die Félle i = k = 4,5,6,10,11,12,...,6n — 1,6n — 2,6n zu
betrachten.

Sei l = (i +3) mod 6, m = [i/6], d.h. I = 1,23 und 1 < m < n, dann gilt
wegen Lemma 2.1.2 und den Voraussetzungen (2.13) an die o; fiir z € R®"

jais(x)| = [ou(cp, ()]

< M*(1+ ep, (2)])*

< 2M2(1 + e, (2)]%)

< 2MP(1+ 2 Kl (1 + [[2]])?)
<2MP(1+ 292 | K| + 297 1KLL [l2]l”)
< 2MA(1+ 297 | KI7) (1 + flal|),

d.h. die Diffusionsmatrix a(z) erfiillt die notwendige Wachstumsbedingung,.

Die Messbarkeit des Driftvektors ist offensichtlich. (Ist p sogar stetig, ist der
Driftvektor nach der obigen Argumentation ebenfalls stetig).

Es gilt wegen Lemma 2.1.2 und den Voraussetzungen (2.12) an pu fiir z € R
(x = (Y1, -, yn) und yp, = (Tp1, . . ., Tps) € RY)
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S snanei(a)) < mas{l, 2]} S plep(x)
k=1 k=1

< max{L, [|z[[}M > (1 + |cj(x)])

k=1

< max{L, l[}M Y (14 | K, (1+ )

< max{1, ]|} n M(1 + 5 | K]|,) (1 + 2]

-~

£ My
wobei 0.B.d.A M > 1 und daher M, > 1 vorausgesetzt werden darf.

Man erhilt damit

(2,6(x))6n = Y Yk, br(2))s
k=1
= ; Tp1Tps + TroThs, +Tr3The + Trapt(Ch(T)) :5($i4 +j€i5 + wi@

<ai,taig <0
n 6 n
< Z Z o3 + Z Trap(cy ()
k=1 i=1 k=1

= ||l2[* + ) wraps(ci(x))

< o + max{1, 2]} Mo(1 + )
< 3M, Jur ||lz]] < 1
= 3Mo|J2l* fir [|2fl > 1
< 3Mo(1 + [|])-
Der Driftvektor erfiillt hiermit ebenfalls die geforderte Wachstumsbedingung und

die zu Beginn des Beweises genannten Voraussetzungen sind somit alle gegeben.
]






Kapitel 3

Grenzdynamik

In Kapitel 1 wurde das Teilchenmodell von Pickard-Tory vorgestellt und im An-
schluss dessen Eigenschaften ausfiihrlich untersucht. Ist man an einer konkreten
Simulation interessiert, so ergeben sich verschiedenartige Probleme. Im Folgen-
den soll auf diese Hindernisse kurz eingegangen und dariiber hinaus eine Methodik
vorgestellt werden, die sich zur Behandlung solch komplexer Systeme anbietet.

Das Pickard-Tory Modell ist ein Vielteilchenmodell und wurde vor dem Hinter-
grund entwickelt, Systeme mit mehr als 10® Teilchen bei einem Partikelradius
von ca. 10um bis 100um zu untersuchen. Fiir jedes Teilchen miissen dabei je-
weils drei Orts- und drei Geschwindigkeitskomponenten mit einer angemessenen
Genauigkeit gespeichert werden. Insgesamt werden damit hohe Anforderungen
an den Speicherbedarf des Computers gestellt.

Das weitaus groflere Problem besteht in der starken Abhéangigkeit der Teilchen-
prozesse untereinander. Wie in Kapitel 1 ausfiihrlich diskutiert, hédngt die Ent-
wicklung eines jeden Teilchens von der Gesamtkonfiguration des Systems ab.
Innerhalb des Pickard-Tory Modells hat die lokale Teilchenkonfiguration als der
Faktor mit dem grofiten Einfluss Eingang gefunden. Die mathematische Um-
setzung erfolgt durch die Einfithrung des Konzentrationsfunktionals ¢} in (1.7).
Zur Auswertung des Funktionals muss in jedem Zeitschritt fiir alle Teilchen der
jeweilige Abstand zu allen anderen Teilchen ermittelt werden. Auf Grund der
hohen Zahl an Teilchen ist dies nur mit massivem Computereinsatz, d.h. Super-
computern moglich.

Dieser Zustand ist mathematisch und praktisch héchst unbefriedigend. Man hat
daher versucht Alternativen zu ermitteln, welche es gestatten, das gekoppelte
Vielteilchensystem durch ein geeignetes System zu ersetzen. Der Kerngedanke
hierbei besteht darin, das asymptotische Verhalten des Vielteilchenmodells bei
wachsender Teilchenzahl genauer zu analysieren. Fiihrt man in geeigneter Wei-
se diesen Grenziibergang durch, so erhélt man eine Grenzdynamik wiederum in
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Form einer stochastischen Differenzialgleichung, die das Verhalten des Vielteil-
chenmodells ersatzweise beschreibt (vgl. | 1, 1 ], 1 1, | D-
Dabei kann ein immenser Dimensionsvorteil erzielt werden. Im vorliegenden
Fall etwa wird das 6n-dimensionale Problem auf ein 6-dimensionales Problem
zuriickgefiihrt.

Der gewonnene Dimensionsvorteil muss mit einer komplexeren Struktur in der
Grenzdynamik bezahlt werden. Die beim Grenziibergang entstehende stochasti-
sche Differenzialgleichung ist nichtlinear und wird auch McKean-Vlasov System
genannt. Der Name ergibt sich durch die Tatsache, dass diese gekoppelten Sy-
steme zum ersten Mal von McKean in | | untersucht wurden.

Dieses Verfahren wird in den folgenden Kapiteln fiir das Pickard-Tory Modell
durchgefithrt und die im Augenblick vage gehaltenen Begriffe Grenziibergang
und Grenzdynamik mathematisch exakt definiert und erlautert. Es folgt nun
wegen der Ubersichtlichkeit und besseren Lesbarkeit eine kurze Inhaltsangabe
des Kapitels 3.

In Kapitel 3.1 wird die Grenzdynamik zunéchst formal definiert. Die auftre-
tende stochastische Differenzialgleichung ist in dem Sinne nichtlinear, dass die
Verteilung des Losungsprozesses bei der Formulierung des Problems bereits in
die Koeffizienten eingeht. Diese Besonderheit legt die Verwendung spezieller auf
Mafe zugeschnittene Metriken nahe.

Bevor in Kapitel 3.3 der eigentliche Beweis iiber Existenz und Eindeutigkeit der
Losung gefithrt werden kann, miissen zunéchst in Kapitel 3.2 die bendtigten Hilfs-
mittel iiber Wassersteinmetriken bereitgestellt werden. Die von Sznitman fiir
ein vereinfachtes System in [ | vorgeschlagene Methodik, welche in | ]
verfeinert wurde, wird auf den hier vorliegenden Fall des Pickard-Tory Modells
adaptiert und erweitert.

Die Grundidee kann folgendermaflen erldutert werden. Im Rahmen dieser Arbeit
sind Losungen stochastischer Differenzialgleichungen immer stetige Semimartin-
gale. Die Menge von Verteilungen dieser Losungen ergibt zusammen mit den Was-
sersteinmetriken einen vollstdndigen metrischen Raum. Auf diesem Raum wird
eine kontrahierende Abbildung definiert, deren Fixpunkt gerade die Verteilung
der gesuchten Grenzdynamik ist. Mit Hilfe dieses Ansatzes kann im Gegensatz
zu | | etwa auf die Beschréanktheit der Koeffizienten im Pickard-Tory Mo-
dell verzichtet werden. Ferner werden Abschétzungen fiir alle h6heren Momente
ermittelt.

In Kapitel 3.4 wird schliellich nachgewiesen, dass die formulierte Grenzdyna-
mik tatséchlich als Grenzwert des Pickard-Tory Modells aufgefasst werden kann.
Damit eine solche Untersuchung technisch {iberhaupt moglich ist, miissen das



65

Pickard-Tory Modell und die Grenzdynamik auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
definiert werden.

Vor dem eigentlichen Beweis wird unter Verwendung des in (3.25) erkldrten maB-
wertigen Prozesses Z}' eine alternative Darstellung fiir das Pickard-Tory Modell
hergeleitet, die im Beweis iiber die Approximation Verwendung findet. Maf-
wertige Prozesse und Zufallsvariablen werden ausfiihrlich in Kapitel 4 behandelt
und speziell auf ihr Konvergenzverhalten bei wachsender Teilchenzahl untersucht.
Sie erlauben die Beschreibung der Dynamik des Pickard-Tory Modells durch ein
einzelnes Maf3.

Aus dem Approximationssatz ergeben sich zwei Erkenntnisse. Zum einen kann
bei zunehmender Teilchenzahl das Verhalten des i-ten Teilchens durch die i-te
Kopie der Grenzdynamik beschrieben werden. Dabei besitzen die Grenzdyna-
miken fiir das i-te und j-te Teilchen nicht nur wie im Pickard-Tory Modell glei-
che Verteilung, sondern sind im Gegensatz zum Pickard-Tory Modell zusétzlich
stochastisch unabhéngig. Ferner gibt der Approximationssatz die Konvergenzge-
schwindigkeit an. Betrachtet man das 2p-te Moment der Differenz zwischen dem
i-ten Teilchen der Grenzdynamik und des Pickard-Tory Modells, so ist es von der
Ordnung O (n—lp)

In einem n-Teilchensystem nimmt also mit zunehmender Teilchenzahl die Kopp-
lung zwischen den einzelnen Teilchen ab. Im Grenzfall driickt sich dies durch
die stochastische Unabhéngigkeit der Grenzdynamiken aus. Auf Grund der Ver-
teilungsgleichheit der Grenzdynamiken geniigt es also anstatt der n-Teilchen im
Pickard-Tory Modell eine einzelne Grenzdynamik zu betrachten. Man erhélt so-
mit die bereits oben beschriebene Dimensionsreduktion von einem 6n-dimension-
alen auf ein 6-dimensionales Problem.

Abschlieflend wird in Kapitel 3.5 untersucht, ob analog zum Pickard-Tory Mo-
dell auch fiir die Grenzdynamik die Absolutstetigkeit ihrer Verteilung bzgl. des
Lebesgue-Mafles nachgewiesen werden kann. Dieses alleine fiir sich interessante
mathematische Problem bildet dariiber hinaus die Grundlage fiir die Herleitung
einer nichtlinearen Fokker-Planck-Gleichung aus der McKean-Vlasov Gleichung
in Kapitel 4.4.

Eine technische Schwierigkeit ergibt sich hierbei aus der Tatsache, dass fiir zeit-
inhomogene stochastische Differenzialgleichungen und damit auch fiir die hier
betrachtete Grenzdynamik, das in Kapitel 2.2 eingefithrte Hérmander-Kriterium
keine hinreichende Bedingung mehr fiir die Existenz einer Dichte darstellt. Der
Nachweis der Existenz einer glatten Dichte gelingt in dieser Situation nur noch
unter der Voraussetzung, dass die Dispersionsmatrix der Grenzdynamik strikt
positiv ist. Dabei kommt ein kiirzlich von Antonelli | | unter Verwendung
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des Malliavin Calculus entwickeltes Theorem zum Einsatz. Schwécht man diese
Voraussetzung weiter ab, so bricht der dort vorgestellte Beweis zusammen.

Um dennoch auch fiir den Fall einer singuldren Dispersionsmatrix ein positives
Resultat formulieren zu kénnen, wird anstatt der 6-dimensionalen Grenzdyna-
mik (3.1) nur der vertikale Anteil und damit die 2-dimensionale Version (3.38)
der Grenzdynamik herangezogen. Hierbei kommen die Hilfsmittel aus der Theorie
des Malliavin Calculus zur Anwendung und so werden zunéchst dessen wichtigste
Begriffe bereitgestellt. Fiir eine Zufallsvariable kann eine Dichte dann garantiert
werden, wenn sie geniigend ,,glatt“ und ihre Malliavin Matrix invertierbar ist. Die
Existenz einer Dichte im vorliegenden Fall wird gezeigt, in dem man unter Aus-
nutzung der speziellen Struktur der Grenzdynamik die Malliavin Matrix explizit
berechnet und beweist, dass ihre Determinante positiv ist.

3.1 Modell fiir die Grenzdynamik

Die mathematische Grundlage fiir die Grenzdynamik ist ein filtrierter Wahr-
scheinlichkeitsraum {2, F, {F;}, P}, dessen Filtrierung {F;} den tiblichen Bedin-
gungen geniigt. Ferner ist der Wahrscheinlichkeitsraum mit einer 6-dimensionalen
Brownschen Bewegung W = {W,;, F;;0 < t < oo} ausgestattet.

Die Zufallsvariablen W, wie auch spéter die Losung Y; der Grenzdynamik indu-
zieren im R® Verteilungen. Allgemeiner umfasse die Menge M, (R®) nicht nur die
induzierten Verteilungen sondern alle Wahrscheinlichkeitsmafe auf R®. Die Nota-
tion L(X) wird verwendet (fiir das englische law), wenn ein Wahrscheinlichkeits-
maf durch die Zufallsvariable X induziert wird. P, = L(Y;) = PoY, ' € M (R")
ist also die Verteilung des Prozesses Y; zur Zeit ¢.

Die Startkonfiguration Y, der Grenzdynamik sei eine RS-wertige, Fy-messbare
Zufallsvariable mit Verteilung P, die zusétzlich von der Brownschen Bewegung
unabhéngig ist. Die Grenzdynamik selbst wird durch folgende nichtlineare sto-
chastische Differenzialgleichung

t t
Yi= Yo+ / b(Yar eV, Po))ds + / o(Yorc(Ya, P))IW,, L(Y) =P, (3.1)
0 0
beschrieben. In Kapitel 3.4 wird gezeigt, dass es sich dabei tatsdchlich um den

Grenzwert fiir das n Teilchen Pickard-Tory Modell (1.11) handelt.

Der Driftvektor b : R® x R — R® und die Dispersionsmatrix o : R® x R —
RS x RS werden durch
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definiert und &hneln in der Bauart dem Driftvektor (1.10) und der Dispersions-
matrix (1.9) des Pickard-Tory Modells. Eine Verwechslung mit den in Kapitel 1
eingefiithrten Funktionen ergibt sich auf Grund der unterschiedlichen Definitions-
bereiche nicht.

Die Funktionen 4 : R — R und o; : R — R (i=1,2,3) entsprechen weiterhin
den bereits in Kapitel 1 eingefiihrten Funktionen und werden als global Lipschitz-
stetig mit Konstanten ||4||, und |||, vorausgesetzt.

Das Konzentrationsfunktional hingegen muss neu modelliert werden. Beim Pic-
kard-Tory Modell wurde der Abstand der Teilchen ermittelt, durch den Kern K
gewichtet und anschlieffend normiert (vgl. (1.7)). Beim Zugang der Grenzdyna-
mik tritt an die Stelle der Summe ein Integral, wobei beziiglich der Verteilung des
Losungsprozesses integriert wird. Genau hierdurch entsteht die Nichtlinearitét,
die nicht mehr durch die Standardtheorie zeitinhomogener stochastischer Dif-

ferenzialgleichungen abgedeckt wird. Konkret ist das Konzentrationsfunktional
¢ : RS x M;(RY) — R der Grenzdynamik durch

(2,Q) 2 | K'(x—2)dQ(z) (3.4)

RG

erklirt. Der Kern K* : RS — Ry ist wie in (1.5) weiterhin die Fortsetzung der
global Lipschitz-stetigen Dichtefunktion K mit Konstante ||K||,. Wie in Kapitel
2.1 kann wegen Lemma 2.1.1 der Kern auch weiterhin als beschrinkt voraus-
gesetzt werden. Das im System vorhandene Feststoffvolumen wird ebenfalls in
Fortsetzung der bisherigen Notation mit v bezeichnet.
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3.2 Wassersteinmetriken

Entscheidend fiir den Beweis von Existenz und Eindeutigkeit der nichtlinearen
stochastischen Differenzialgleichung ist der Nachweis einer kontrahierenden Ab-
bildung auf einem vollstdndigen metrischen Raum. Im Folgenden werden deshalb
die benotigten Hilfsmittel in angemessenem Umfang zusammengestellt. Diese
sind einer Arbeit von Givens und Shortt entnommen | ]. Tatséchlich lassen
sich die Wassersteinmetriken in den groffien Rahmen der Monge-Kantorovich-
Masse-Transportprobleme einbetten. Die ausfiihrliche Behandlung dieser The-
matik und Literaturlisten diesbeziiglich finden sich in | | und | ].

Im Rahmen dieser Arbeit handelt es sich beim Losungsprozess einer stochasti-
schen Differenzialgleichung immer um ein stetiges Semimartingale Y;(w). Fiir fe-
stes w kann der Prozess daher als stetige Funktion aufgefasst werden. Ausgangs-
punkt fiir die Grundmenge des metrischen Raumes ist deshalb die Menge der
stetigen Funktionen von [0, 7] nach R®, zur Vereinfachung als Cr = C([0, T], R°)
bezeichnet.

Beziiglich der durch
dr(f,9) = sup || f(t) — g(t)]
t<T

erkldrten Metrik ist (C7r,dr) ein vollstdndiger und separabler metrischer Raum
([ , chapter 3.17]). ||-|| ist die euklidische Norm auf dem R®. B(C7) ist die
o-Algebra der Borelschen Mengen, die durch die Metrik dr induziert wird.

Nach diesen Vorabausfithrungen kann nun der fiir den weiteren Verlauf benétigte
metrische Raum konstruiert werden. Sei 0 € (7 ein beliebiger aber fester
Punkt. Als Grundmenge dient die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaflie @) auf
(Cr,B(Cr)), die der zusitzlichen Bedingung

/C & (z,0)dQ(x) < 50 (3.5)

geniigen. Diese Menge wird in Abhéngigkeit des Parameters 1 < p < oo mit
M, = M, (Cr) bezeichnet.

Ist die Bedingung (3.5) speziell fiir den Punkt 0 € Cr erfiillt, dann gilt diese auf
Grund der néchsten Zeile auch fiir beliebige Punkte y € Cr

dy(z,y) < 277 (dp(x,0) + d7(0,y)).
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Die Wahl des Punktes 0 € C7 ist beliebig und daher muss der Punkt nicht mit
in die Abkiirzung M, , der Menge aufgenommen werden. Die Notation fiir die
Menge dieser Mafle ist konsistent, wie folgende offensichtliche Relation M, , C M,
zeigt.

Auf der Menge M, ,, wird durch Definition 3.2.1 eine Abbildung Wr, : M;, x
M, , — R erklért. Der folgende Satz 3.2.1 sichert, dass es sich dabei tatséchlich
um eine Metrik handelt.

Definition 3.2.1 Seien @), R Elemente aus My, dann ist die (minimale) L,
Wassersteinmetrik zwischen QQ und R durch

W@ 1) 2 (_ne | . d%(x,wdu(x,y))l/p (36)

rED(Q,R)

definiert. Dabei ist D(Q, R) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaf$e auf Cp X
Cr mit den Randverteilungen Q und R.

Nachstehend werden fiir den hier vorliegenden Fall die wichtigsten Eigenschaften
von Wassersteinmetriken zusammengestellt.

Satz 3.2.1 Beziiglich der in Definition 3.2.1 erkldarten Abbildung kénnen folgen-
de Aussagen getroffen werden:

1. Das Infimum in (3.6) wird immer angenommen. Es handelt sich daher um
ein Minimum.

2. Bei der in (3.6) definierten Abbildung handelt es sich um eine Metrik auf
My ,. Der Begriff Wassersteinmetrik ist daher gerechtfertigt.

3. Bei (Myp, Wr,,) handelt es sich in Analogie zum klassischen Riesz-Fischer
Theorem um einen vollstindigen metrischen Raum.

4. Konvergiert eine Folge {P,}nen € My, bzgl. Wry,, dann impliziert dies
auch die schwache Konvergenz der Folge.
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Beweis Die im Satz formulierten Aussagen sind der Arbeit von Givens und
Shortt | | entnommen. Proposition 1 garantiert die Existenz des Infimums
n (3.6). In Proposition 2 wird gezeigt, dass es sich bei der Abbildung in (3.6)
um eine Metrik handelt. Proposition 3 charakterisiert die Konvergenz und zeigt
insbesondere, dass die Konvergenz in der Metrik stérker als die schwache Kon-
vergenz im Sinne der Definition 3.2.2 ist. In Proposition 6 wird schliellich die
Vollstandigkeit der Menge M, , unter der Metrik Wr,, gezeigt.

Die Aussagen gelten allgemein, solange der zu Grunde gelegte Raum, wie hier
(Cr,dr), ein vollstdndiger und separabler metrischer Raum ist. [ ]

Um eine Zweideutigkeit mit dem Begriff der schwachen Konvergenz im Sinne der
Funktionalanalysis zu vermeiden, soll der Begriff im Folgenden kurz prézisiert
und festgelegt werden.

Definition 3.2.2 FEine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen { P, }nen auf einem
metrischen Raum (S, d) konvergiert schwach gegen ein Mafi P, wenn fir alle
beschrdnkten und stetigen Funktionen f : S — R die Beziehung

lim f / f(z)dP(x (3.7)

n—-auo>0o

gilt. Als abkiirzende Schreibweise wird

w—1lim P, =P

verwendet.

Nach | , 1.2.4] geniigt es, wenn die Bedingung (3.7) bereits fiir alle gleichm#Big
stetigen Funktionen f € C,(95) erfiillt ist. Diese Menge wird mit Cj,,,(S) bezeich-
net.

In der bisherigen Form sind die vorgestellten Wassersteinmetriken etwas unhand-
lich fiir den im folgenden Kapitel durchzufithrenden Existenz- und Eindeutig-
keitsbeweis. Deshalb wird im Rest des Kapitels auf eine geeignete Umformung
des Ausdruckes (3.6) eingegangen. Werden die Wahrscheinlichkeitsmafle ndmlich
durch stetige Prozesse induziert, dann lésst sich (3.6) auch intuitiver darstellen.

Man betrachtet die stetigen Prozesse X;,Y; fiir t € [0,7] und ihre in C7 indu-
zierten Verteilungen Q 2 L(X) 2 PoX 'und R 2 L(Y) 2 PoY ™!, N sei
die gemeinsame Verteilung der Prozesse auf Cr x Cp, wobei im Allgemeinen die
Beziehung N = Q ® R nicht gilt. Aus
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E [ sup X, — Ytup] = [ s Ixc-vipar
O 0<t<T

0<t<T

— / &.(X,Y)dP
Q

~ [ V()
CTXCT

erhalt man

1/p
Wrp(Q, R) = (inf{E { sup |1, —Ytup} LX) = QL(Y) = R}) . (38)

0<t<T

wobei das Infimum iiber allen Prozessen mit den Verteilungen @) und R zu bilden
ist. Analog kann man Bedingung (3.5) auch als E [d}(X,0)] < oo schreiben.
In der Form (3.8) findet die Wassersteinmetrik im nachstehenden Existenz- und
Eindeutigkeitsbeweis Verwendung.

Niitzlich in diesem Zusammenhang ist auch folgende Abschéitzung. X;,Y; sind
weiterhin zwei stetige Prozesse fir ¢ € [0,7] und @ bzw. R ihre induzierten
Verteilungen in C'r. Betrachtet man die Wassersteinmetrik nur bis zum Zeitpunkt
u < T, dann ist aus der Darstellung (3.8) sofort die Beziehung (3.9) ersichtlich.

Wup(@, R) < Wrp(Q, R), uw<T (3.9)

AbschlieBend noch eine technische Uberlegung, die sich mit der Tatsache be-
schiftigt, dass ein stetiger Prozess Yy, t € [0, 7] sowohl in Cr ein Wahrscheinlich-
keitsmafl £(Y) als auch in R® eine Familie von WahrscheinlichkeitsmaBen £(Y;)
induziert. Wéhrend in der Wassersteinmetrik die Verteilung L(Y') des Prozes-
ses Y benutzt wird, verwendet die stochastische Differenzialgleichung (3.1) die
Verteilungen P, = L(Y;) des Prozesses Y zum Zeitpunkt ¢. Dabei handelt es
sich allerdings nur um einen Unterschied in Bezug auf die Notation wie folgende
Betrachtung zeigt.

Sei also Y ein stetiger Prozess, der zum einen in Cp ein Wahrscheinlichkeitsmaf
Q £ L(Y) und zum anderen in R® eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen
Q: = L(Y;) mit t € [0, T] erzeugt.
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Es sei m; : Cp — R die Projektion, die der Funktion Y die reelle Zahl Y;
zuordnet, d.h. Y; = m; o Y. Nach dem Transformationssatz gilt nun

K*(z — 2)dQi(2) = | K*(x — 2)d(P oY, ")(2)

R6

R6
:/K*(w—Yt)dP:/K*(x—mY)dP
Q Q

— K*(x — my)d(P oY) (y)
Cr

= [ Kz —y)dQ(y).

Cr

Das in (3.4) definierte Konzentrationsfunktional c¢(x, ;) kann daher auch wie
folgt definiert werden

C((L’,t, Q) £ g K*($ - yt)dQ(y) = C(I, Qt)7

Cr

wobei das Mafl @ € My ,(C7) und die Familie von MaBien Q; € M;(R®) durch
Q; = m o Q verkniipft sind. Diese Darstellung ermoglicht die Bearbeitung der
stochastischen Differenzialgleichung (3.1) mit Wassersteinmetriken.

3.3 Existenz und Eindeutigkeit

In diesem Kapitel kann nun gezeigt werden, dass die in (3.1) angegebene stocha-
stische Differenzialgleichung eine eindeutige starke Lésung im Sinne von Defini-
tion 2.1.3 besitzt. Bevor mit der Durchfithrung des Beweises begonnen wird, soll
etwas ausfiihrlicher auf den Beweisverlauf eingegangen werden.

Im ersten Schritt 16st man die spezielle Nichtlinearitdt in (3.1) auf, indem man
in den Koeffizienten nicht die Verteilung @@ = L(Y) € M, ,(Cr) der Losung
Y;, sondern eine beliebige Verteilung ) € M, ,(Cr) notiert. Durch Projektion
erhdlt man auf die im letzten Kapitel beschriebene Art eine Familie von Maflen
Q; € M (R®). Setzt man diese in die Koeffizienten ein, so kann man die Gleichung

vievis [ (Y, (Yo, Qu))ds + / (VoY Q)AW,  (310)
0 0

als zeitinhomogene stochastische Differenzialgleichung deuten, zu deren Behand-
lung man jetzt wieder die Standardtechniken einsetzen darf.
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Im zweiten Schritt beweist man Satz 3.3.1, welcher unter noch genauer zu spe-
zifizierenden Voraussetzungen die Existenz einer Losung Y; fiir die entkoppelte
Gleichung (3.10) garantiert. Die Losung Y; induziert als stetiges Semimartingale
in My ,(Cr) ein Ma8B.

Man kann nun also auf dem vollsténdigen metrischen Raum M, ,(Cr) eine Ab-

bildung

D : Ml,p(CT) e Ml,p(CT)

definieren, die nach Losen von (3.10) in Abhéngigkeit von einem Mafl Q) €
M, ,(Cr), diesem die Verteilung dieser Losung und damit erneut ein Mafl L(Y') €
M, ,(Cr) zuordnet.

Im dritten Schritt zeigt man, dass die Abbildung ¢ fiir Q;,Q2 € M, einer
Abschétzung der Form

W2 (B(Q1), B(Qn)) < / WP (@1, Qu)du, 0<t<T
0

geniigt. Aus dieser Kontraktionseigenschaft und der Vollsténdigkeit des metri-
schen Raumes schlieft man dann unmittelbar, dass fiir beliebiges () € M, , die
Folge {®*(Q)}2, in M, ,, gegen den eindeutigen Fixpunkt der Abbildung ® kon-
vergiert.

Zentral ist dabei der folgende Gedanke und vierte Schritt mit dem der Beweis
endet. Liegt eine Losung der nichtlinearen stochastischen Differenzialgleichung
(3.1) vor, so ist deren Verteilung ein Fixpunkt von ®. Besitzt umgekehrt die
Abbildung ® einen Fixpunkt, so erhdlt man mittels (3.10) eine Losung der nicht-
linearen stochastischen Differenzialgleichung (3.1).

Schritt zwei ist Bestandteil von Satz 3.3.1 die Schritte drei und vier sind im
Beweis zu Satz 3.3.2 zusammengefasst.

Bevor nun das vorgestellte Programm dieses Kapitels durchgefiihrt wird, erfolgt
eine kurze Ubersicht der benotigten Voraussetzungen an das nichtlineare Modell:

1. Der Driftvektor y : R — R ist Lipschitz-stetig mit Konstante ||p||; .

2. Die Dispersionskoeffizienten o; : R — R (i=1,2,3) sind ebenfalls Lipschitz-
stetig mit gemeinsamer Konstante ||o]|; .
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3. Die Konstanten ¢; > 0 (i=1,2,3) in der Dispersionsmatrix sind nichtnegativ.

4. Der Kern K : R® — R bzw. seine kanonische Fortsetzung K* : R® — R
ist eine Lipschitz-stetige Dichtefunktion mit Konstante ||K||;.

Es wird nun die bereits angekiindigte Untersuchung der entkoppelten stochasti-
schen Differenzialgleichung (3.10) durchgefiihrt.

Satz 3.3.1 Unter den genannten Bedingungen fir die Koeffizienten und fiir fe-
stes @ € My2,(Cr) besitzt die entkoppelte stochastische Differenzialgleichung
(5.10) eine eindeutige starke Losung im Sinne von Definition 2.1.5.

Gilt fiir die Startkonfiguration Yy die Bedingung E [||Y[)||2p} < oo und ist diese
unabhdngig von der Brownschen Bewegung, dann besitzt die Lisung ein entspre-
chendes Moment, d.h. E [HYtHZP} < oo firte[0,T] bzw. L(Y) € My 2,(Cr).

Beweis Ist () € M;5,(Cr) bzw. die Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen

{Q:}icpo,r) gewdhlt, dann kann (3.10) als zeitinhomogene stochastische Differen-
zialgleichung aufgefasst werden und als

t t
Y, =Y —l—/ B(S,YS)ds—i—/ a(s,Ys)dWs (3.11)
0 0
mit den Koeffizienten

b(t,z) = b(z,c(x,Q;)), » € RO te0,T]
(t,2) = oz, c(x,Qy))

aufgeschrieben werden.

Q|

Zum Beweis der Existenz einer Losung von (3.11) muss das Verhalten dieser Funk-
tionen untersucht werden, bevor auf Standardsétze iiber stochastische Differen-
zialgleichungen zuriickgegriffen werden kann. Insbesondere muss die Lipschitz-
Stetigkeit und ein lineares Wachstum nachgewiesen werden.

In den Abschétzungen werden die Konstanten durch C; abgekiirzt. Diese beinhal-
ten die Lipschitzkonstanten, den Reibungskoeffizienten und reelle Zahlen. Hin-
gegen hédngen die Konstanten nicht vom Zeitparameter ¢ ab.

Zunéchst widmen wir uns dem Nachweis der Lipschitz-Stetigkeit der Funktionen
b(z,y) und o(x,y). Sei dazu x,7 € R® und y,5 € R, dann liefert eine kurze
Rechnung
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6 6
[6(e,9) = @ IE =3 i — 52+ B S o — 3l
i=4 i=5
+ = B(xa = Ea) + ply) — n(@)I’
6 6
< Z s — &|* + 267 Z s — &l + 2l Ly — I
i=4 1=4
<(1+26%) [lz — &) + 2 |ul; ly - §I°
<max{(1 +26%), 2|l }(lz = Z[* + |y - 3I°)

und mit Oy £ max{/2(1 +232),2|ull,}

1b(z, y) —0(z,9)|| < Cr(llz — 2| + [y — 9l) - (3.12)

Ferner gilt

< % (Z ou(y) - ai<g>|>
< V3ol ly -7l
< Coly— (3.13)

mit Cy £ /3 ||o|,.

Auch fiir das Konzentrationsfunktional kann die Lipschitz-Stetigkeit bei festem
R nachgewiesen werden. Sei R € M;(R®) und C3 £ || K]||,, so erhilt man

R6

le(xz, R) — ¢(Z, R)| = ’7 K*(x —z) — K*(Z — 2)dR(2)
<y [ K@= 2) = K@ - 2| dR()

<y ||KHL/RG [(z = 2) = (z — 2)[| dR(2)
< Cyllw — 7. (3.14)
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Aus den Gleichungen (3.12) - (3.14) folgert man nunmehr, dass die Koeffizien-
ten der entkoppelten stochastischen Differenzialgleichung (3.11) global Lipschitz-
stetig sind, wie die folgenden Zeilen zeigen.

[o(t, %) = b(t, 2) || + |[7(¢, ) — 7 (¢, 2) |
< ||z, c(z, Q) — b(&, c(Z, Q)| + [lo(z, c(x, Q1)) — o(&, c(Z, Q)|
< Cylx =zl + Cy |e(x, Q) — e(Z, Q)| + Co ez, Q) — (T, Qy)|
< C |Jx — & + (C1 + Cy) Cy || — |
<(Cy + (C) + Cy) Cs) || — |

Nun bleibt die lineare Wachstumsbedingung fiir den Driftvektor b(t, z) nachzu-
weisen. Als Zwischenergebnis erhdlt man zunéchst fiir p(z) mit der Konstanten
Cy = max{||ul| , Il 19| + |#(9)]} bei beliebigem § € R die Beziehung

()| = [u(y) — (@) + w(@)]
< |lplly ly — gl + [u(@)]
< |lplly vl + el 19] + ()]
< Cy(1+ Jyl). (3.15)

Ferner folgt aus der Beschrénktheit von K, welche sich aus den Voraussetzungen
ergibt (Lemma 2.1.1), auch die Beschrénktheit des Konzentrationsfunktionals fiir

festes Q; € M;(R®)

@)l = |y [ Ko = 100,02
<A 1Kl = Cs.

Beides beriicksichtigt ergibt dies
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o) = (e, ez, QI
=D |l + 8D fil’ + (= Bra+ plelz, Q0))°

6
< (1428%) ) |ail® + 2u(c(x, Q1))

(1+26%) [l2l” +2CF(1 + |e(x, Qo))
(1+26%) flal|* +2C3(1 + C5)

<
<
< Gs(1+ l2)”)

mit C5 £ max{(1+23?),2C%(14+C3)?}. Damit ist der Nachweis fiir die benétigte
lineare Wachstumsbedingung des Driftvektors erbracht.

Wenn man die Rechnung aus (3.15) fiir die o; wiederholt und dabei als Konstan-
te Cs = max;—123{|loll,, loll, 5] + |o:(7)|} verwendet, dann zeigt die folgende
Abschétzung

[E(t, )| = llo(x, c(z, Q)| (3.16)
= Z joi(c(x, Qu)|* + Z5z‘

3

3
<) A+ ez, QD2+ e
=1

=1

3 3
<Y G+ Gy +)) e
=1 =1

dass die Dispersionsmatrix beschrankt ist.

Zusammen mit der bereits nachgewiesenen Eigenschaft fiir den Driftvektor ist
damit gezeigt, dass fiir die Koeffizienten eine lineare Wachstumsbedingung der
Form

56, 2)|)” + (¢, 2)|* < C(1 + |2?)

zutrifft. Existenz und Eindeutigkeit im Sinne von Definition 2.1.3 werden dann
durch | , Theorem 5.2.9] gesichert.
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Noch bleibt offen, ob fiir die Verteilung der Losung L(Y) € M 9,(Cr) gilt. Nach
[ , 4.5.4] hdngen die htheren Momente der Losung einer stochastischen Dif-
ferenzialgleichung nur von den Momenten der Anfangsverteilung ab. Aus der
Forderung E [||Y0||2p | < oo ldsst sich etwa die Eigenschaft

B { sup ||Yt||ﬂ < 1+ E[[%]*])C < %

0<t<T

folgern. Damit ist aber gerade Bedingung (3.5) erfiillt, denn

E [dgpp(Y, 0)] =E { sup ||Y; — O||2p] =E |:0iltl£T ||Yt||2p} < 00

0<t<T

und damit L(Y) € MLQP(CT). [ |

Es kann also im Anschluss der zentrale Satz des Kapitels bewiesen werden, denn
auf Grund von Satz 3.3.1 und des zu Beginn des Kapitels vorgestellten Pro-
gramms, ist die Abbildung ® : M 5, — M, 2, wohldefiniert.

Im Folgenden werden nun die Schritte drei und vier durchgefiihrt, welche insbe-
sondere zeigen, dass die Abbildung ® einen Fixpunkt besitzt und dieser Fixpunkt
die Verteilung der Losung der nichtlinearen stochastischen Differenzialgleichung
(3.1) ist.

Satz 3.3.2 Flir die Koeffizienten gelten weiterhin die vor Satz 3.5.1 vereinbarten
Bedingungen. Dann besitzt die nichtlineare stochastische Differenzialgleichung
(3.1) eine eindeutige starke Losung im Sinne von Definition 2.1.3.

Wenn fiir die Startkonfiguration Yy die Bedingung E [HY{)HQP] < 0o gilt und diese
unabhdngig von der Brownschen Bewegung ist, dann gilt fiir den Lésungsprozess
die Abschdtzung

E [ sup ||Ytu2”] < o0

0<t<T

bzw. L(Y) S MLQp(CT).

Beweis Zunéchst wird entsprechend der Bemerkung am Ende von Kapitel 3.2
die stochastische Differenzialgleichung (3.1) in der Form
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Y=Y+ /t b(Ys,c(Ys,5,Q))ds + /ta(Y;,c(Y;,s, Q))dW,
0 0

c(x,t,Q) = ; K*(x — my)dQ(y) = c(z,Q:), z €RCte[0,T],Q € My,

notiert, um sie der Behandlung mit Wassersteinmetriken zugénglich zu machen.
Dabei ist Q € My 2,(Cr) die Verteilung der Losung (3.1) und die Familie von
MaBen Q; € M;(R®) entsteht durch Projektion Q; = 7, 0 Q,t € [0,T]. Der
Parameter T ist beliebig aber fest und gibt das Zeitintervall an, in dem die
Losung der stochastischen Differenzialgleichung betrachtet wird.

Gegenstand der Untersuchung ist die Abbildung ® : M, 5, — M, 9,, welche
einem Maf} () die Verteilung der Losung der entkoppelten stochastischen Diffe-
renzialgleichung (3.11) zuordnet.

Bevor wie in der Einleitung zu diesem Kapitel als Schritt 3 beschrieben, die Kon-
traktionseigenschaft der Abbildung ® nachgewiesen werden kann, wird das um-
notierte Konzentrationsfunktional ¢ betrachtet und eine fiir den restlichen Beweis
wichtige Abschitzung ermittelt. Fiir z,Z € R%, ¢ € [0, 7] und M, N € M, 5,(Cr)
sei L ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafl auf C'r x Cr mit Randverteilungen
M und N. Eine direkte Rechnung ergibt die Beziehung

le(z, t, M) — c(Z,t, N)| = K*(x — my)dM (y) — K*(z — mz)dN(z)
CT CT
= / K*(x — my)dL(y, z) — / K*(Z — mz)dL(y, 2)
CTXCT C’T><C'T

/ K*(x — my) — K* (T — mz)dL(y, 2)
CTXCT

und weiter die Abschéatzung
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le(x, t, M) — c(Z,t, N)| (3.17)

< / K*(z — my) — K*(F — m2)| dL(y, 2)
CTXCT

< / 1K), i@ — my) — (& — m2) ]| dL(y, 2)
CTXCT

< / 1K, Nl — &)+ 1K, Iy — mozll Ly, 2)
CTXCT

< K g [l — 2] + ||K||L/ Iy — mezl| dL(y, 2)

CTXCT

< Kl [l= = 2| +HK||L/ sup || msy — mez|| dL(y, 2)

CrxCp 0<s<t

— 1K, o — 2 + 1K1, / du(y, 2)dL(y. 2).

CTXCT

Unter anderem mit Hilfe von (3.17) kann nun als erstes Zwischenergebnis (Schritt
3 des Programms) fiir die Abbildung ® die schon angesprochene Abschétzung der
Form

W2 (B(Qu), 8(Qn)) < / W2 (Qu,Qo)du, 0<t<T
0

bewiesen werden. Dabei sind Q1,Q2 € My 2,(Cr) zwei gegebene Verteilungen

und nach Definition ®(Q);) die Verteilungen der Lésungen Y der entkoppelten
stochastischen Differenzialgleichung

N t . . t . .
Y;(l) =Y, + / b(Y;(’), C(Y;(Z), s, Q;))ds + / O’(Y;,(z), c(Y;(l), $,Q;))dW,
0 0

deren Existenz durch Satz 3.3.1 gesichert ist. Da die Wahrscheinlichkeitsmafle
®(Q1) und ®(Q2) durch Prozesse induziert sind, kann nach (3.8) die Wasserstein-
metrik in der fiir den weiteren Beweisverlauf niitzlichen Form

Wi ap(®(Q1), P(Q2))

0<s<t

1/2p
- (inf{E [sup 1%, - V| 2 6) = @(Qu), £0v) =<1><Q2>}> (3.13)
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notiert werden. Nach Konstruktion besitzen aber die Prozesse Yi") die geforderte

Verteilungseigenschaft, so dass es zunéchst ausreicht den Ausdruck

E|suwp |[YO -v®|”

S
0<s<t

zu untersuchen, um im Anschluss daran das Infimum iiber der Menge aller mog-
lichen Prozesse mit der geforderten Verteilungseigenschaft zu bilden.

Héngen in folgenden Betrachtungen die Konstanten vom Zeitparameter 7" ab,
so wird dies durch die Notation C(T") ausdriicklich signalisiert. Ebenso werden
Terme in Abhéngigkeit von ¢ durch entsprechende Terme mit der Grenze T des
Zeitintervalls [0, T] ersetzt.

Eine einfache Anwendung der Dreiecksungleichung und von Lemma A.0.1, das
im weiteren Verlauf ohne explizite Nennung mehrfach angewendet wird, ergibt

0<s<t
s 2p
<4’E | sup / bV, (Y u, Q1)) = bV, (Vi 1, Qs))du ]
0<s<t 0
s 2p
+47E | sup / oYV, (VY 0, Q) = o (VP (V) u, Qa))dW, ]
0<s<t 0

Die beiden Summanden auf der rechten Seite miissen getrennt voneinander be-
arbeitet werden, da fiir stochastische Integrale keine Dreiecksungleichung zur
Verfiigung steht.

Der erste Term in (3.19) kann mit der Dreiecksungleichung im RS | , 7.12]
sowie den Beziehungen fiir den Drift (3.12) und dem modifizierten Konzentrati-
onsfunktional (3.17) abgeschétzt werden. Das Ergebnis ist die folgende Unglei-
chung.
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S 2p

sup / YD, (YD, 14, Q1) — bV, (V.2 u, Q))du

0<s<t

< T sup / 16D, (v, 1, Q1)) = bV, (V) u, Q)| du
0<s<t

< T2p—1/ 4p012p(HYu(1) _ Yu(2)H2p + ‘C(Yu(l), u, Q) — c(Yu(2), u, Q2){2p)du
0

u

2p
+ 47 || K| (HY;”—YLE”H%( /C i du<y,z>dR<y,z>) )du
TXCT

R ist hierbei ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmafl auf Cr x C'r mit Randvertei-
lungen ()1 und @)5. Insbesondere deshalb kann hier die Ungleichung von Jensen
[ , 10.2.6] oder auch die Holderungleichung herangezogen werden und man
schitzt weiter zu

<wepre [[ vy -y
0

2p

sup
0<s<t

/ bV, (Y u, Q1)) = bV, (Vi 1, Qs))du
0

t
§4p012pT2p‘1/ (1447 | K|2) [[v.© — @ |

u

K| / 2 (y, 2)dR(y, =)du
CTXCT

t
< PCH(1 1 47 | K| T / VO —y@|* / 2 (y, 2)dR(y, 2)du
N 0 CTXCT

£C%

t
<crert | (IIYJ”—YJ”H?’% / dipw,z)dR(y,z)) du
0 CrxCp

ab. Wird nun die rechte Seite beziiglich all solcher Verteilungen R minimiert, so
schlieft man

2p

sup
0<s<t

/ bYWV, c(Y Y u, Q1)) — bV, D, (VP u, Qy))du
0

t
< C6T2p1/ (”Yu(l) - Y( || qupr(Qla QZ)) du
0
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Da der zweite Term auf der rechten Seite von w unabhéngig ist, liefert die anschlie-
Bende Erwartungswertbildung auf beiden Seiten fiir den ersten Term in (3.19) die
folgende Beziehung.

2p]

t t
< CgT?! /0 E[HYJ”—Y;%H%} du + CgT?P™! /0 W2, (Q1,Q2)du (3.20)

E

sup
0<s<t

/ oYV, (VY u, Q1)) — bV, P, e(Y P, u, Q2))du
0

Der zweite Term in (3.19) kann nicht auf diese Weise abgeschétzt werden. Statt-
dessen wird hier mit der Ungleichung fiir Martingale von Burkholder, Davis und
Gundy gearbeitet | , Theorem 3.3.29]. Nach Abschétzung der Diffusions-
matrix (3.13), erneuter Anwendung von (3.17) und der Ungleichung von Jensen
erhdlt man

2p]

: p
<G | ([ o, e, 0,Qu) — o (V2. V2,0, @a)) [ ) |
0

E | sup

0<s<t

/ (YD, (YD, 0, Q1) — o(V2, (Y, Q))dW,
0

t p
<C;E K/ C2|e(V.9, u, Q) — e(Y. 2, u, Q2>‘2du> }
0

t
<CFCTE [ / (VD u, Q) — (¥, u, Qo) [ du]
0

t
scpew sy n | [ (0 -v@" s [ . ) al
~ ~\~ -~ 0 CHWX()T

204

t
< B | [ -y a
0

t
+ CSTP_I/ (/ d**(y, 2)dR(y, z)) du.
0 CH*X(}T

Analog zur vorherigen Rechnung sei dabei R ein beliebiges Wahrscheinlichkeits-
mafl auf Cr x Cr mit Randverteilungen )1 und )5. Durch Minimierung bzgl.
all dieser Verteilungen und Vertauschung von Erwartungswert und Integral mit
dem Satz von Fubini erkennt man
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;

SCBTpl/ [HY(U yO| ]du+08Tp 1/ Wi (Q1,Qz)du.  (3.21)
0

E | sup

0<s<t

/ oYV, (YD, u, Q1)) — o (Y., (Y, P, u, Qa))dW,
0

Fasst man (3.20) und (3.21) zusammen, so ergibt dies fiir (3.19) die Beziehung

B [, 320 - 722

0<s<t

t
<4P(Cg + Cs)T*! (/ E [HY;” du+/ wap(Q1, Q2) du)
0

t
<@t Cor ! | [ B[ [V - v@ ] dur [ 12,01.0:)
0 N———

v 0<s<
(.

23 — 2f(u)
=g(u)

und mit Hilfe einer speziellen Form des Lemmas von Gronwall (Lemma A.0.2 mit
den Bezeichnungen 3, f(u), g(u))

E | sup HY Y;Z H%} < Bexp(ft) / u2p (Q1,Q2)du

0<s<t
Die Prozesse Yi" erfiillen die geforderte Verteilungseigenschaft in (3.18). Die

Minimierung der linken Seite iiber allen Prozessen mit dieser Eigenschaft fiihrt
daher zu der gesuchten Abschéitzung fiir die Wassersteinmetrik

W2 (®(Q1), (@) < fexp(AT) / WA (O Qe (322)
——

L0(T)

Im letzten Schritt des Beweises (Schritt 4 des eingangs formulierten Programms)
wird nach Wahl eines beliebigen Startpunktes M € M, 9, mit Hilfe der soeben
bewiesenen Abschiitzung (3.22) gezeigt, dass es sich bei der Folge {®* (M)} xey um
eine Cauchy-Folge handelt, deren Grenzwert der einzige Fixpunkt der Abbildung
O ist.
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Man wahlt also ein beliebiges M € M, 5,(Cr) fiir festes T > 0. Die wieder-
holte Anwendung der Abschétzung (3.22) fiir gegebenes k£ > 1 ist im Folgenden
dargestellt.

Wit (DFF1(M), @*(M))
= Wit (®(P*(M)), ®(P*1 (M)

saﬂ/ﬂwz@wm@kwmmm
/ / WP (RFH(M), @52 (M))dty—y dty,

/ / / W o (RF (M), ®F73(M))dty— dty—y dty

/// /Wip% M), M)dt, ...dt

= C(T) m/ (T — w)* ' Wb (2 (M), M)du.

Das iterierte Integral wurde dabei mit der Cauchy-Formel | , 4.5] aufgelost.
Beachtet man zusétzlich die Monotonie der Wassersteinmetrik (3.9), so schlieBt
man

Wi, (95 (M), @F (M)

< C(T)k%/o (T — w)* W2 (®Y(M), M)du

(k—1)! w2p
< O gy Wil @ (0. 80) [ (7 =
<y Tw, @00, a0

bzw. mit angepassten Konstanten

C(T)"

WT,2p<(I)k+1(M)7 q)k(M)) S 2p L

W2, (@ (M), M).
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Es sei [ > 1 und k > C(T)%, dann gilt

W2 (®F (M), @5 (M)
< Wiy (P (M), O (M) + ...+ Wy (O8H(M), @F(M)

= 02272' WTQP((Dl(M)?M)
C(T) o(T)? c(T)t
+ +.
Vk+1  2/(k+1)(k+2) k(e +1) .- (k+1-1)
C(1)* ) — (C(D)\'
— 2 l{' Wsz((I) (M)>M) pr ( %)
C(T)* ) = (C(T)\'
— ka! TQP(CD (M)7M)Zz:;( %)
C(T)* 1
o (@ (M), M)

Bei der Folge ®*(M) handelt es sich damit um eine Cauchy-Folge, weil fiir € > 0
ein k(e) existiert, so dass fiir alle £ > k(e) und [ > 1 die Metrik kleiner ¢ ist. Auf

Grund der Vollstandigkeit von M 2,(Cr) existiert also ein eindeutiger Grenzwert
Q S MLQP(CT) der Folge (I)k(M)

Nach der folgenden Abschétzung erkennt man, dass es sich hierbei tatséchlich
um einen Fixpunkt der Abbildung ® handelt. Wegen (3.22) gilt ndmlich

Wi, (Q, ®(Q)) = lim W%f;p@’““(M) 2(Q))

< lim C(T / W M), Q)du

k— o0

< lim O(T )TW%{’Qp(cbk(M),Q) = 0.

Setzt man dieses () in die entkoppelte stochastische Differenzialgleichung (3.10)
ein, so liefert Satz 3.3.1 verbunden mit den Uberlegungen bzgl. eines Fixpunktes
der Abbildung ® die im Satz getroffenen Aussagen. |
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3.4 Approximation des Pickard-Tory Modells

Nachdem Existenz und Eindeutigkeit der Grenzdynamik durch Satz 3.3.2 gesi-
chert sind, wird in diesem Abschnitt demonstriert, dass das Pickard-Tory Modell
fiir grofle Teilchenzahlen tatséchlich durch die nichtlineare Grenzdynamik appro-
ximiert wird. Damit eine solche Untersuchung technisch {iberhaupt mdoglich ist,
miissen das Pickard-Tory Modell und die Grenzdynamik auf einem Wahrschein-
lichkeitsraum betrachtet werden.

Konkret wéhlt man zunéchst einen beliebigen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum
{Q,F,{F:}, P}. Die Filtrierung {F;}:>o gentige den iiblichen Bedingungen. Der
Wahrscheinlichkeitsraum muss jedoch grofl genug sein, um unendlich viele von-
einander stochastisch unabhéingige Kopien {Y}2°, der nichtlinearen Grenzdyna-
mik (3.1) inklusive ihrer Anfangsbedingungen {Y,}%°, zu tragen. Jede einzelne
Grenzdynamik wird dabei weiterhin durch die nichtlineare stochastische Diffe-
renzialgleichung (3.1)

) ) t ) ) t . .
Vi=Vi [ Ve P+ [ oV e¥L P)aw;
0 0

LY)=P, i=123,...

charakterisiert. Wie in Satz 3.3.2 gefordert ist die Anfangsbedingung ?f) von der
6-dimensionalen Brownschen Bewegung W/ unabhiingig. Ferner ist die Startkon-
figuration fiir alle Grenzdynamiken gleich, d.h. bei den 76 handelt es sich um
unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen.

Solch ein Wahrscheinlichkeitsraum existiert. Man geht etwa von dem in Kapitel
2.3 vorgestellten Grundraum C(R,,R%), der Menge aller stetigen R®-wertigen
Funktionen, mit zugehériger o-Algebra B(C(R,,R®%)) aus. Auf diesem existiert
ein Wahrscheinlichkeitsmafl P*, das s.g. Wiener Maf}, bzgl. dessen die Koordi-
natenprozesse W;(w) £ w(t) eine 6-dimensionale Brownsche Bewegung darstellen
(vel. | , 5.5.3], [ , 40.4]). Durch Produktraumbildung kann ein fiir den
hier betrachteten Fall geeigneter Wahrscheinlichkeitsraum gebildet werden, in-
dem man etwa Q = (R% x C(R,,R%))N mit dem MaBl (¢ @ P*)*N wihlt. Dabei
ist £ die vom Parameter ¢ unabhéngige Startkonfiguration aller Teilchen.

Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum {2, &, {F;}, P} wird zuséatzlich das Pickard-
Tory Modell mit n Teilchen definiert. Im Systemprozess

n __ 1n M n,n
Y;f _(Y;f 7"'7Y;€ a-"ay;f )
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wird das i-te Teilchen durch die stochastische Differenzialgleichung (1.11)
) ) t t )
v =y [uds+ [ aamaw:
0 0

beschrieben. Die Koeffizienten &; bzw. b; sind durch (1.8) bzw. (1.10) definiert.
W/ ist die 6-dimensionale Brownsche Bewegung, die bereits in der Grenzdynamik
fiir das i-te Teilchen 71 verwendet wurde. Ebenso haben alle Teilchen im Pickard-
Tory Modell die gleiche Startkonfiguration wie die Teilchen in der Grenzdynamik,
d.h. auch hier sind die Yoi’" unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen.

Die Voraussetzungen an die Koeffizienten, aus denen Driftvektor und Dispersi-
onsmatrix fiir das Pickard-Tory Modell und die Grenzdynamik gebildet wurden,
werden so gewihlt, dass die Existenz- und Eindeutigkeitsséitze Satz 2.1.1 und
Satz 3.3.2 beider Modelle giiltig sind.

1. Der Driftvektor y : R — R ist Lipschitz-stetig mit Konstante ||p||;.

2. Die Dispersionskoeffizienten o; : R — R (i=1,2,3) sind ebenfalls Lipschitz-
stetig mit gemeinsamer Konstante ||o]|; .

3. Die Konstanten ¢; > 0 (i=1,2,3) in der Dispersionsmatrix sind nichtnegativ.

4. Der Kern K : R® — R bzw. seine kanonische Fortsetzung K* : R® — R
ist eine Lipschitz-stetige Dichtefunktion mit Konstante ||K||; .

5. Die Startkonfigurationen fiir die Grenzdynamiken {Y}2°, bilden eine Fol-
ge unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen mit zweitem Moment,
die von der Folge der 6-dimensionalen Brownschen Bewegungen ebenfalls
unabhéngig ist. Die Startkonfiguration fiir das ¢-te Teilchen in beiden Mo-
dellen ist dieselbe.

Fiir den folgenden Beweis und die weiteren Untersuchungen kann (1.11) in eine
bzgl. der Notation giinstigere Form gebracht werden. Greift man auf die De-
finition des Driftes im Pickard-Tory Modell (1.10) und der Grenzdynamik (3.2)
unter Verwendung von

L o__ il 12 i3 4 5 16\/
Y;; _<XS7X37X37X37X37X3)

zuriick, so lasst sich der Driftvektor als
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4
XS.

bi(Y]") = 4y = b(Y,", ¢ (Y])) (3.23)

50 00 X 0
0 & 0 0 0 0
w0 0 e3 0 0 0
&G(Y[) = 0 0 0 oY) 0 0
0 0 0 0 aa(c (V")) 0
0 0 0 0 0 a3(c (V"))
=o(YJ", G (Y) (3.24)

darstellen. In dieser fiir die Verwendung von Wassersteinmetriken besonders ge-
eigneten Form finden die Koeflizienten im anstehenden Beweis Eingang.

Zuvor soll allerdings noch auf eine weitere Darstellungsmoglichkeit hingewiesen
werden, an der man leicht die Verteilungseigenschaften von Grenzdynamik und
Teilchenprozess im Pickard-Tory Modell ablesen kann. Dazu wird mit Hilfe der
n Teilchenprozesse Yf’” des Pickard-Tory-Modells der mafiwertige Prozess

1 n
zr A - > dyin € My(R%) (3.25)
=1

definiert.

Der Begriff der mafiwertigen Prozesse ist durch folgende Definition festgelegt,
die hier bereits allgemeiner als jetzt unbedingt notig erfolgt. Die Notwendigkeit
ergibt sich ausschlieflich auf Grund einer mathematisch korrekten Sprache und
der Verwendung mafiwertiger Prozesse im erweiterten Kontext in Kapitel 4.2.
Dort wird insbesondere das Konvergenzverhalten mafliwertiger Zufallsvariablen
eingehend untersucht. Fiir die folgenden Uberlegungen ist der Speziallfall S = R
von Interesse.



90 Grenzdynamik

Definition 3.4.1 Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (S,d) ein se-
parabler metrischer Raum. FEine My (S)-wertige Zufallsvariable Z, d.h. eine
messbare Abbildung

Z:(Q,A, P) — (M(S), B(M1(9))),

nennt man mafiwertige Zufallsvariable. Eine Familie maffwertiger Zufallsva-
riablen Zy firt € [0,T] nennt man einen malwertigen Prozess Z = {Z;}cjo,1)-

Verwendet man die Definitionen (1.7) bzw. (3.4) der Konzentrationsfunktionale
von Pickard-Tory Modell und Grenzdynamik, so gilt die Beziehung

c(Yim Zm) 2y | KT (VI = 2)dzn(z) = 2 Z KNV = )6y n(2)

RG

IS R i = T Ky - T
j=1 j=1

D), (3.26)

Unter Beriicksichtigung von (3.23)-(3.26) kann das i—te Teilchen im Pickard-Tory
Modell statt mit (1.11) durch die stochastische Differenzialgleichung

t t
Ve =y [ evin zys o [ o(vinevin ziawi - s2n
0 0

erkldrt werden. Das Verhalten des i-ten Teilchens héngt demnach nur von sich
selbst und dem mafBwertigen Prozess Z* ab, der fiir alle ¢ Gleichungen identisch
ist. Auf Grund des gleichen Aufbaus der stochastischen Differenzialgleichungen
ist daraus sofort ablesbar, dass die {Y;""} identisch verteilte Zufallsvariablen sind,
die aber wegen der gegenseitigen Kopplung iiber den mafiwertigen Prozess Z;'
voneinander abhéngig sind.

Ebenso ergibt sich, dass die Paare (Yt’",?z) fiir alle ¢ = 1,...,n gleiche Vertei-
lung besitzen, da sie durch strukturgleiche stochastische Differenzialgleichungen
charakterisiert und die Teilprozesse auf der gleichen Brownschen Bewegung de-
finiert sind. Da diese Eigenschaften im Folgenden mehrfach Anwendung finden,
soll dies in einem Lemma kurz zusammengefasst werden.
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Lemma 3.4.1 Die Teilchenprozesse {}/;i’"}?zlsind abhdngige, aber identisch ver-

teilte Zufallsvariablen. Die Paare (Y;"",Y,) besitzen fir alle i =1,...,n gleiche
Verteilung.

Es kann nun die bereits angekiindigte Approximation in dem folgenden Satz
formuliert werden.

Satz 3.4.1 Sind die Systemkonfiguration des Pickard-Tory Modells und die Grenz-
dynamiken auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum in der eben be-
schriebenen Weise definiert und besitzt die Startkonfiguration 2p-tes Moment fiir

ein und damit jedes Teilchen, d.h. gilt E [||Y0i’”H2p] < 00, dann liegt eine Appro-

2p 1
0<t<T np

Beweis Im Beweis wird die in (3.23) und (3.24) eingefiihrte Notation verwendet.

zimation der Ordnung 1/n vor.

1

}/;i,n _ Yt

Beriicksichtigt man diese Beziehungen, so lésst sich der zu untersuchende Aus-
druck folgendermaflen darstellen.

— 2p
E{sup -Y, ] (3.28)
0<t<T
t P 2p
<4’E | sup /bi(Y;")—b(YlaC(YlaPs))dS ]
o<t<T ||Jo
. . 2p
+4PE | sup /52 (Y1) = of Yz,c(Vijs))dWSi ]
0<t<T
t ‘ P 2p
=4PE | sup /b(Y;’”,c?(Y;”))—b(Yi,c(Yl,Ps))ds ]
o<t<T ||Jo

+47E | sup

0<t<T

t . . A
/ o (YIm, & (Y)) — oV, oV, P)dIV
0

:

Die beiden Terme werden getrennt bearbeitet. Auftretende Konstanten werden
regelméfig zusammengefasst, wobei ausdriicklich eine Abhéngigkeit von T' aber
nicht von der Teilchenzahl n erlaubt ist. Ferner konnen die Konstanten 0.B.d.A.
grundsétzlich grofler als eins angenommen werden.
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Zunéchst richtet man das Augenmerk auf den ersten der beiden Terme in (3.28).
Mit der Dreiecksungleichung im R | , 7.12] und Lemma A.0.1 sowie auf
Grund der Lipschitz-Stetigkeit des Driftes (3.12) rechnet man

t 2p
sup || [ 607 7)) = BV oV, P))ds
0<t<T 0
t < —i i 2p
<t sup [ v ) - (7 e p)|| s
0<t<T Jo
T , —i i 2p
<t [ i) = e p) | s
0
2p2p—1 4 ,n S Vi, n n Vi p
<cirrt [ (i =V + | - 7L R)|)  ds
0
9 T . —i||2p — 2p
< 2w ‘Y;’"—Ys ey — e By ds.
%,—/ 0

EYe

Nach Erwartungswertbildung in der letzten Ungleichung und Ausnutzung des
Satzes von Fubini ergibt sich nach dem Zusammenfassen der Konstanten die
folgende Abschéitzung

E | sup

0<t<T

T
o]
0

t o
b ) - (T el P
0

2p T
:|d8+03/ E|:
0

Qp] (3.29)

i — —1 2
yin Y oYM — oV, P.) ] ds.

s

Auch fiir den zweiten Term in (3.28) erhélt man eine Abschéitzung der Form
(3.29), allerdings muss man in diesem Fall aus technischen Griinden mit der
Ungleichung fiir Martingale von Burkholder, Davis und Gundy | , Theorem
3.3.29] operieren
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E | sup

0<t<T

cmen|([

t
<CppcT" 'E [/
0

t . .
| ovin ) - o(Viue@e P,
0

21 (3.30)

o) ]
o, V) - ol )|

2p
ds] .

Im letzten Schritt wurde die bereits im Beweis {iber Existenz und Eindeutigkeit
einer Losung erhaltene Abschétzung (3.13) fiir die Dispersionsmatrix verwendet.

o (Y, (V) — o(Ve,e(YVe, Py))

S

t .
< CUspa CQQPTPAJE [/ ¢ (Y] — C(V; P,)
0

~~

e

Man fasst nun (3.28) bis (3.30) zusammen, wobei C5 £ 47(Cs + Cy) gilt, und
erhélt als erstes Zwischenergebnis den Ausdruck

. _,L'QP T 7
yin ]scs/ E{sup
0

0<r<s
T
+o5/E[
0

Als technisch aufwendig erweist sich dabei im Folgenden die Analyse der Diffe-
renz der beiden Konzentrationsfunktionale im letzten Term von (3.31). Bevor
nun das Lemma von Gronwall eingesetzt werden kann, miissen daher in einem
Zwischenschritt geeignet Terme eingefiigt werden, die eine weitere Bearbeitung
des Ausdrucks erméglichen.

E[sup

0<t<T

Yr’i,n o 7

2p
] ds

A — (Y, Py

T

21 ds. (3.31)

Greift man auf die Definitionen (1.7) bzw. (3.4) der Konzentrationsfunktionale
von Pickard-Tory Modell und Grenzdynamik zuriick, so gilt fiir die Differenz

1 —i 1 & .
— (Y = (Y, P)| = |- Y K@Y -TY") — | K'Y, —2)dPy(2)
Y n - R6
Jj=1
1 & , A .
— =SS K-y - [ (YL - 2)dPy(2)

(3.32)
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wenn man beriicksichtigt, dass die Projektion 7; aus dem Systemprozess Y. den
dreidimensionalen Ortsprozess des i-ten Teilchens auswéhlt und K* als kanoni-
sche Fortsetzung (1.5) von K die Geschwindigkeitskomponenten des i-ten Teil-
chens unberiicksichtigt 1asst.

Im Folgenden werden nun Terme in der Art eingefiigt, dass im Gegensatz zu (3.32)
in der Differenz von Summe und Integral lediglich Prozesse der Grenzdynamik
Y. aber keine Teilchenprozesse des Pickard-Tory Modells mehr stehen. Dies
erlaubt im weiteren Vorgehen die identische Verteilung und die Unabhéngigkeit
der Grenzdynamiken auszunutzen. Konkret ergénzt man

1 —i
i (Y)") — (Y, )
f)/

IN

1 & . , 1< . :
“SNTRAH(E vy - = ST RH(Y, - YT
PR Y LS T

1 & —i , 1 — S —
— K*Y.-Y)") — — K (Y.-Y
LR T - DS KT -7

R6

1l & — = —i
— K(Y. —-Y)— K*(Y_ —2)dP,
KT -TY (V. — 2)dPy(2)

S

-~

|4 2 (VLY

Dabei wurde die Abkiirzung

Ts<x?y) éK*(SL’—y)— K*(‘T—Z)dPS<Z)7 %?JER(S

R6

verwendet, die in den weiteren Rechenschritten die Ubersichtlichkeit deutlich
erhchen wird.

Weiter erhilt man unter Beriicksichtigung der Lipschitz-Stetigkeit der Kernfunk-
tion K
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HY) = oY,

] 1

1 < —i ; i i
— KY,-Y")—-K (Y, =Y
3|V -V - KT - T

Jj=1

1 e — —j
+ EZT(YS’YS)
7=1
il MKl = vrim
< K, [y -+ S| - v
7j=1
1 e~ —i —
+E ZT(YMYS) .
j=1

In (3.31) wird die 2p-te Potenz benétigt. Es bedarf also weiterer Abschétzungen,
bei denen immer wieder Lemma A.0.1 verwendet wird.

2p

A — (Y, Py)

)

2p(||K||L

S(Wp( VK|

1|\~ =i =i
ton ZT(YS,YS)

; i
,n
Yim Y,

Z

}

K|, Z" H—j ~
LAY 72 Y _ Y]’n
+ n ' S S

2p)

D K 2p o 2
n
=1

Nach Ubergang zum Erwartungswert und mit Cs 2 (37)% || K||” erhilt man fiir
die in (3.31) beschriebene Differenz der Konzentrationsfunktionale

)"

—i

%,M
v

8

yin — v

s

§(3v)2”( K|

n 2p
r(Y,Yy)

=1
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—i 2p
E{cf(Y”) (Y, P; }
. i 2 n . ) 2
< -] S alpoe T
n =
- -
Ce i —j
—i—%E ' Y, YY)
_J:1
. 112 O & — 2
< CGE{sup Yim -V, p}+—GZE[sup V- vi" }
0<r<s n = 0<r<s
C " 2”
6 ot A
+o B z;r(YS,YS)
J:

Setzt man dies in (3.31) ein, so kann man die verschiedenen Terme zusammenfas-
sen und ermittelt die fiir den Abschluss des Beweises entscheidende Ungleichung

E{Sup Y ] (3.33)
0<t<T
_7; 2p
< C'5(1+C'6 {sup Y”‘— . }ds
0<r<s
+CC/ ZE[ vl -y QP]d
su Y7 s
o 0<7’23 " "
2p
CsC,
+ 52 6/ ds.
n<P —

Vor der Fortfiihrung des Beweises muss der letzte Integrand in (3.33) néher unter-
sucht werden. Dieser soll mit der Ungleichung von Marcinkiewicz und Zygmund
abgeschétzt werden, welche eine obere Schranke fiir das 2p-te Moment einer Sum-
me von n zentrierten, unabhéngig identisch verteilten Zufallsvariablen angibt.

Nach Voraussetzung bzw. Konstruktion sind die n Grenzdynamiken {Y” } _ sto-

chastisch unabhingige Kopien von (3.1). Deshalb handelt es sich bei {r(y, Y)}" =
ebenfalls um n stochastisch unabhéngig, identisch verteilte Zufallsvariablen, die
gemaf



3.4 Approximation des Pickard-Tory Modells 97

My, V) = Ky = V) = [ K*(y—2)dP(2) = K'(y - V) — B [K"(y - V)]

RG

zentriert sind und deren 2p-tes Moment wegen Satz 3.3.2 existiert.

Somit sind die Voraussetzungen fiir die Marcinkiewicz-Zygmund-Ungleichung erfiillt
und es gilt | , 10.3.2]

2p

E SCMZ TLp

Sy, Y))
j=1

wobei die Konstante C'y;z nur von p abhéngt.

Durch geeignete Konditionierung kann mit Hilfe dieser Abschitzung der letzte
Integrand in (3.33) vereinfacht werden.

n 2p

E ||} n(Y.Y)

J=1

(3.34)

=E |[r(Y,,Y)+ Y »(Y.Y))

I J=1,i#]
2 u v
—i i\ |%P Y. v
§22P_IEUT(YS,YS) }+22p—1E Z T(YS,YZ,)
J=1,i#]
n p
<9210y 4+ 227! / E|| Y r(V,Y)| |Vi=y|dPy)
RS J=1,i#j
n 2p
:22P—1C7+/ E Z r(y,Y?) dP,(y)
R J=1,i#j

§22p—107 + Crz (n — 1)p
S max{22p*107, CMZ} n?

Vv
20y

Dabei wurde die Unabhéngigkeit der r(y, 71) und Lemma A.0.3 mit
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2p

i
L

L

r(xayk)
1

f(x7y17 s 7yn71)

>
Il

r(V2,Y)

2p
sowie die Beschranktheit von E [ } benutzt.

(3.33) erhélt damit die einfache Gestalt

. —i|12p T . — ||2p
E [ sup ||V} =Y, ] SC’g/ E [sup ym =Y, ] ds (3.35)
0<t<T 0 0<r<s
T n
1 o ||2P C.
+ Cy —ZE{sup Y —yin }ds—l——g
o N =1 0<r<s np
=E{SUP0§r§s ?i,yj’" ‘ZP}
T . —i||2p C
§2Cg/ E [ sup |[Y," =Y, ] ds + —,
0 0<r<s np
2g(s)

wobei die Konstante durch Cy £ max{Cs(1 + Cs), C5Cs, T C5CsCs} erklért ist.
Die letzte Ungleichung erhilt man unter Ausnutzung der Verteilungsgleichheit

der Paare (Y?”,?;) (Lemma 3.4.1).

Eine Anwendung des Lemmas von Gronwall schliefit den Beweis endgiiltig ab.

Lemma A.0.2 mit 3 £ 2Cy, f(s) = 5= und g(s) wie oben liefert die Beziehung

. —ill2r 1
E l sup ||V =Y, } < — Cyexp(2C,T)
0<t<T TP e e
£ o
und damit die im Satz formulierte Behauptung. |

Die beschriebene Konvergenz lésst sich unter der Voraussetzung, dass die Start-
konfiguration ein viertes Moment besitzt, leicht auf die fast sichere Konvergenz
ausdehnen wie das folgende Korollar demonstriert.
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Korollar 3.4.1 Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie in Satz 3.4.1. Ins-
besondere besitze die Startkonfiguration ein viertes Moment, d.h. es gilt

i,n 4
B ||vi"||'] < oe.
dann liegt eine Approximation in der fast sicheren Konvergenz vor also

)

sup — 0 P-fast sicher fiir n — oo.

0<t<T

Beweis Nach Satz 3.4.1 und der Ungleichung von Chebyshev-Markov [ ,
20.1] gilt fur alle € > 0 und p die Abschétzung

; —i 1 ; —i|?P
P ({ sup [[vim v = 5}) < E { sup [|vin - v ]
0<t<T g 0<t<T
1 1
<

wobei die Konstante C' von T, p und den diversen Lipschitz-Konstanten der Koef-
fizienten aber nicht von n abhéngt. Wahlt man speziell etwa p = 2 und summiert
iiber n, dann ist der Ausdruck

P sup (|[V""=Y,||>e; )| <= ) —<o0
(i Tl=e)) <5 X5

beschriankt und nach dem Lemma von Borel-Cantelli | , Corollary 11.10.1]
folgt die fast sichere Konvergenz. [ ]

Die im Korollar formulierte Bedingung kann leicht abgeschwécht werden. FEs
muss lediglich die Konvergenz der auftretenden Summe garantiert sein.

3.5 Nachweis der Existenz einer Dichte

In Kapitel 2.2 wurde speziell auf die Frage nach der Existenz einer Dichte der
Verteilung des Systemprozesses Y;" im Pickard-Tory Modell eingegangen. Diese
Fragestellung wird in diesem Kapitel auch fiir die Grenzdynamik untersucht und
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mit Satz 3.5.1 positiv beantwortet. Abweichend vom Pickard-Tory Modell miissen
allerdings die Voraussetzungen an die Modellstruktur verschérft werden.

Im ersten Schritt erfolgt die Umnotierung der Modellgleichung (3.1) in die Gestalt
einer zeitinhomogenen stochastischen Differenzialgleichung, dhnlich wie dies im
Beweis zu Satz 3.3.1 geschehen ist.

Konkret wird durch

t t
Y =Yo —l—/ b(s,Y,)ds —|—/ o (s, Ys)dW,
0 0

mit den Koeffizienten

b(t,z) = b(z,c(z, P)), = €RC te0,T],P, =L(Y;) (3.36)
a(t,r) = o(z,c(z, P))

eine zeitinhomogene und zu (3.1) dquivalente stochastische Differenzialgleichung
definiert. Dies ist moglich, da durch Satz 3.3.2 bereits die Existenz der Familie
von Maflen {P,}cjo,r] gesichert ist.

In | | wurde durch Angabe eines Gegenbeispiels ausdriicklich gezeigt, dass
im zeitinhomogenen Fall das in Definition 2.2.4 formulierte Hérmander-Kriterium
nicht mehr fiir die Existenz einer Dichte ausreicht. Stattdessen kann die Existenz
einer Dichte nur unter Giiltigkeit eines eingeschréankten Hormander-Kriteriums
nachgewiesen werden.

Folgende Voraussetzungen an die Koeffizienten des Modells gelten:

1. Der Driftvektor p : R — R ist unendlich oft differenzierbar und alle seine
Ableitungen sind auf R beschrénkt.

2. Die Dispersionskoeffizienten o; : R — R (i=1,2,3) sind alle unendlich oft
differenzierbar und haben ebenfalls alle beschrankte Ableitungen. Zusétz-
lich sind die Dispersionskoeffizienten strikt positiv, d.h. es gilt

min inf o;(z) > 0.
i=1,2,3 2€R

3. Die Konstanten ¢; > 0 (i=1,2,3) in der Dispersionsmatrix sind positiv.
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4. Der Kern K : R® — R bzw. seine kanonische Fortsetzung K* : RS —
R ist eine unendlich oft differenzierbare Dichtefunktion mit beschrankten
Ableitungen.

5. Die Startkonfiguration fiir die Grenzdynamik Yj besitze eine Dichtefunktion
mit kompaktem Support in RS.

Mit diesen Voraussetzungen lésst sich folgender Satz formulieren.

Satz 3.5.1 Unter den genannten Bedingungen fiir die Koeffizienten besitzt die
Grenzdynamik Yy bzw. deren Verteilung eine Dichte py(x), die unendlich oft dif-
ferenzierbar ist.

Beweis Den Schwerpunkt in diesem Beweis bildet der Nachweis der in | ]
formulierten Bedingungen. Im ersten Schritt werden hierzu die Voraussetzungen
an die Koeffizienten hinsichtlich Differenzierbarkeit und Beschréinktheit der Ab-
leitungen gepriift.

Dabei wurden die vor dem Satz formulierten Bedingungen gerade so gewihlt,
dass die Dispersionsmatrix o(x,y), der Driftvektor b(x,y) und die Kernfunktion
K (x — y) beliebig oft stetig differenzierbar mit beschrénkten Ableitungen sind.

Im Falle der Dispersionsmatrix iibertréagt sich diese Eigenschaft wegen der spezi-
ellen Gestalt (3.3) von den Dispersionskoeffizienten o; (i=1,2,3) direkt auf o(z, y).

Der Driftvektor b(x,y) setzt sich geméf (3.2) nur aus linearen Termen und der
Funktion g zusammen. Zusammen mit den Voraussetzungen an p ergibt sich
auch fiir b(z,y) die notwendige Beschréanktheit der Ableitungen.

Fiir die Startverteilung miissen alle hoheren Momente existieren. Dies kann aus
der Existenz einer Dichtefunktion mit kompakten Support gefolgert werden.

Entscheidend fiir den Beweis der Aussage ist eine strukturelle Eigenschaft der
Dispersionsmatrix, die in Anlehnung an Definition 2.2.4 als das eingeschriankte
Hormander-Kriterium bezeichnet wird. Der Unterschied zum allgemeinen Hor-
mander-Kriterium besteht darin, dass bei zeitabhidngigen Koeffizienten der Drift-
vektor nicht mehr beriicksichtigt werden darf.

Analog zu (2.9) in Kapitel 2.2 erhélt man die Vektorfelder A;. Diese sind auf
Grund der Diagonalgestalt durch A; £ @;(t, )0; definiert, d.h. es gilt

A A 5i0i 1= 1,2,3
" \ois(clx, P))o; i=4,5,6.
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Ist eine der Konstanten etwa £; = 0, so kann auch durch Anwenden der Klammer-
operation [-, -] auf die verbliebenen A; das Vektorfeld 0; nicht mehr dargestellt
werden. Deshalb musste im Vorfeld die Positivitdt der Konstanten ¢; gefordert
werden.

Definiert man eine Konstante ¢ durch

©= iy, e o=

so erfiillt die zeitabhéngige Dispersionsmatrix (3.36) fiir fast sicher alle auf eins
normierten Vektoren z = (z1,...,zs) € R® die Bedingung

6

6
> @0, Yo) 3:)’ = Y af=¢">0. (3.37)
=1

i=1
Aus | , Theorem 2.2] folgt dann die Behauptung. |

Es stellt sich die Frage, ob die Voraussetzungen nicht weiter abgeschwécht werden
konnen, so dass fiir die Losung der Grenzdynamik auch im Fall €; = 0 eine
Dichte existiert. Dies gelingt, in dem zunéchst die moderne Technik des Malliavin
Calculus vorgestellt und anschliefend im Beweis eingesetzt wird.

Die Theorie des Malliavin Calculus stellt Hilfsmittel bereit um zu priifen, ob
die Verteilungen von Zufallsvariablen oder Prozessen absolutstetig bzgl. des
Lebesgue-Mafles sind. Hierzu miissen im Wesentlichen zwei Eigenschaften nach-
gewiesen werden. Zum einen muss die Zufallsvariable gewisse ,, Glattheitseigen-
schaften“ erfiillen. Zum anderen wird die sogenannte Malliavin Matrix ermittelt.
Ist diese fast sicher invertierbar, dann besitzt die Verteilung des Prozesses eine
Dichte. Sind sédmtliche Momente der Inversen dariiber hinaus noch integrierbar,
dann ist die Dichte beliebig oft stetig differenzierbar.

Die im Beweis zu | , Theorem 2.2] verwendete Technik, die Inverse der
Malliavin Matrix abzuschéatzen ohne sie direkt berechnet zu haben, ist in dieser
Situation nicht anwendbar, da hierzu wiederholt Gebrauch vom eingeschrénkten
Hormander-Kriterium gemacht werden muss. Daher muss es Ziel sein, die Mallia-
vin Matrix explizit zu berechnen und ihre Invertierbarkeit nachzuweisen. Dieses
Vorgehen ist fiir die 6-dimensionale Grenzdynamik nicht durchfiihrbar. Es wird
deshalb nur eine Raumdimension und damit folgende Problemstellung untersucht.

Ausgangspunkt ist erneut ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum {Q, &, {F;}, P},
dessen Filtrierung {F;} den {iiblichen Bedingungen geniigt. Auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum ist eine 2-dimensionale Brownschen Bewegung W = {W,
F;0 <t < 0o} erklart.
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Die Grenzdynamik wird durch folgende nichtlineare stochastische Differenzial-
gleichung

t t
}/; =Y + / b(mu C(}/:‘h Ps))dS + / O-(}/Sv C(S/;a PS))dWS7 L(K) = vao S R2
0 0
(3.38)

beschrieben.

Der Driftvektor b : R? x R — R? und die Dispersionsmatrix o : R2 x R —
R? x R? sind in Anlehnung an (3.2) und (3.3) durch

b(z,y) = (_6$2Ii M(?ﬂ) , = (v;,1) €ER*yeR

und

a(x,y)é(g U(Oy)>’ reR?yeR

festgelegt. Das Konzentrationsfunktional ¢ : R? x M;(R?) — R hat die Form

co(z,Q) 27y | K(z—2)dQ(z), x€R*QEeM(R?.
R2
An die Koeffizienten werden die folgenden Bedingungen gestellt:

1. Der Driftvektor p : R — R und der Dispersionskoeffizient o : R — R sind
unendlich oft differenzierbar und alle Ableitungen sind auf R beschrankt.
Zuséatzlich ist der Dispersionskoeffizient strikt positiv.

2. Der Kern K : R? — R ist eine unendlich oft differenzierbare Dichtefunk-
tion mit beschrankten Ableitungen und héangt nur von der zweiten Kompo-
nente ab.

Bevor mit der eigentlichen Untersuchung begonnen wird folgt eine knappe und
iibersichtliche Darstellung der bendétigten Hilfsmittel. Dabei sind Notation und
Aussagen den beiden Biichern | | und | | von Nualart entnommen.
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Den Ausgangspunkt fiir die Theorie des Malliavin Calculus bildet ein reeller sepa-
rabler Hilbertraum H mit Skalaprodukt (-,-)y. Auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, F, P) ist eine Famile 3, = {W(h) : h € H} von zentrierten Gaufischen
Zufallsvariablen definiert. Diese steht mit dem Hilbertraum durch die fiir alle
h,g € H geltende Beziehung

E[W(h)W(g)] = (h,9)u

in Verbindung. 9; ist damit ein abgeschlossener Gaufischer Unterraum von
L2(92).

Es sei Ci°(R?) die Menge aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen deren

simtliche Ableitungen beschriankt sind und 8§ die Menge aller Zufallsvariablen,
die sich in der Form

F:f(W(hl)’W<h’2)>>W(hd))a h; €H>f€ C§O<Rd)

darstellen lassen. Die Menge 8 liegt dicht in L?*(Q2) und man kann auf § den
Ableitungsoperator D durch

DF 23" S0 () Wik, .. W ()

definieren. Es gilt DF € L*(Q; H) bzw. sogar DF € (5, LP(Q; H).

Der Ableitungsoperator D ist nach | , Lemma 1.2.2] als Abbildung von
LP(Q2) nach LP(€); H) abschliebar (vgl. | , §19]) fiir alle p > 1. Der De-
finitionsbereich von D in LP(Q2) wird mit D' bezeichnet und ergibt sich als
Abschluss von § unter der Norm

1713, = E[FF]+E[|DF].

Analog lassen sich auch k-fache Ableitungen D*F und zugehorige Definitionsbe-
reiche D¥P definieren. Bei den Rédumen D*? handelt es sich um Banachrdume.
SchlieBlich definiert man D> £ (N o, N1 D7

Als wichtige Rechenhilfe steht auch fiir den Ableitungsoperator D eine Kettenre-
gel zur Verfiigung (| , Prop. 1.2.2]). Sei ¢ : R — R stetig differenzierbar
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mit beschrinkten partiellen Ableitungen und F = (F!, ... F?) ein Zufallsvektor,
dessen Komponenten zu D' gehoren, dann gilt p(F) € DY und

Dmm_zgywﬂ (3.39)

Die bisherigen Definitionen werden nun fiir die Anwendung auf die 2-dimensionale
Grenzdynamik (3.38) spezialisiert. Hierzu wéhlt man als Hilbertraum H die
Menge L2([0,T] x {1,2}) = L*([0, T]; R?) mit dem Produktmaf aus Lebesgue-
Maf} und Gleichverteilung auf der Menge der Punkte 1, 2.

Ausgehend von der 2-dimensionalen Brownschen Bewegung W} ldsst sich fiir all-
gemeines h € H durch

2 T
WWéZA@m?
=1

eine Gauflsche Familie mit Hilfe des stochastischen Integrals definieren. Wahlt
man fiir h speziell die charakteristische Funktion auf [0,¢] x {i},7 = 1,2 ergibt
sich durch

W(X[O,t] x{i}) = Wti

eine Darstellung fiir die Brownsche Bewegung. Alle weiteren Definitionen sind
auf diesen Spezialfall hin ausgerichtet.

Bei DF handelt es sich um eine H-wertige Zufallsvariable. Werden bei diesem
speziellen Hilbertraum ¢ € [0, 7] und i € {1,2} fest gewahlt, d.h.

DIF 2 DF(t,i),

dann ergibt die Ableitung der Zufallsvariablen F' einen auf [0, 7] parametrisierten,
reellwertigen stochastischen Prozess (vgl. | , 1.2]).

Die Ableitung der j-ten Komponente einer Brownschen Bewegung in die i-te
Richtung (i,j = 1,2) erhédlt man etwa, indem man F' = W/, f(z) = z und
h = X[o,s)x{j3 wahlt. Es gilt



106 Grenzdynamik

DiW? £ (DW)(t,i) = 1 - X3 (t % {i})

und damit

Diwj: 1 tG[O,S],i:j
b 0 sonst.

Weiterhin gelten fiir den Ableitungsoperator in der i-ten Komponente D? die
wichtigen Rechenregeln (| , Theorem 2.2.1])

v [ f(X)ds = / Dif(X.)ds (3.40)

und

Dzz / fi(X)dW? = f(X +Z / Dif;(X,)dW?, (3.41)

sofern die Zugehdorigkeit zum Definitionsbereich DY gewihrleistet ist.

Als Letztes wird die Malliavin Matrix einer Zufallsvariablen F = (F!, F?), F' €
D12 eingefiihrt, die hier in der Form

Qr = ((F', F 1<zg<2—Z/ D'F'D! Fidy (3.42)

dargestellt werden kann. Die Malliavin Matrix ist symmetrisch, nichtnegativ
definit und von w abhéngig.

Entscheidend fiir die Anwendung ist nun der folgende Satz, der ein hinreichen-
des Kriterium fiir die Absolutstetigkeit bzgl. des Lebesgue-Mafles einer reellen
Zufallsvariablen angibt (| , Theorem 2.1.1]).

Satz 3.5.2 Sei F = (F', F?) eine Vektor von Zufallsvariablen. Fiiri=1,2 sei
Fi € D** und die Malliavin Matriz sei P-fast sicher invertierbar, dann ist die
Verteilung von F absolutstetiq bzgl. des Lebesque-Mafes im R2.
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Mit seiner Hilfe gelingt nun auch fiir die Grenzdynamik unter abgeschwéchten
Voraussetzungen der Nachweis iiber die Existenz einer Dichte.

Satz 3.5.3 Unter den genannten Voraussetzungen an die Koeffizienten besitzt
die Losung der stochastischen Differenzialgleichung (3.38) eine Verteilung, die
absolutstetig beziiglich des Lebesque-Mafles im R? ist.

Beweis Die erste der beiden in Satz 3.5.2 genannten Bedingungen ist erfiillt,
da wegen | , Theorem 2.2.2] bzw. | , Theorem 2.1] sogar Y, € D>
gilt. Das Hauptaugenmerk liegt damit auf der Berechnung der Malliavin Matrix.
Es werden zunéchst die Ableitungen DiY;j mit ¢, j = 1,2 berechnet.

Die Ableitungen in der ersten Komponenten Y;' ergeben sich durch eine direkte
Anwendung von (3.40).

t

v = [ pivias
Tt

v = [ ppvias

Die Anwendung von (3.40) und (3.41) ist hier und auch im Weiteren gestattet,
da der Prozess Y; mit Y € D> die notwendigen ,,Glattheitseigenschaften* mehr
als erfiillt.

Bei Ableitung der zweiten Komponente Y;?> muss das stochastische Integral be-
achtet und zwischen D! und D? unterschieden werden. Bei der Ableitung in
Richtung D} errechnet man

t t

DlY? = 6D1/ Y2ds+D1/ ((n,Ps))dHDi/ o(c(Ys, P,))dW?
0

——ﬁ/DYstJr/D c(Ys, P,) ds+/D1 (c(Ys, P,))dW?2,

da das stochastische Integral nur von W2 abhéingt und somit in Richtung D}
keinen Anteil beisteuert.

Durch mehrfache Anwendung der Kettenregel (3.39) und (3.40) lassen sich die
beiden Integranden
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Dyo(c(Ys, P)) =0 (c(Ys, P)) Dy | K(Y; = 2)dPy(2)

R2

= 'yg/(c(}/s, PS)) DiK(}/:s - Z>dPs(Z)

RQ

= 0¥, P)) [ KOV, = 2)DIYVP ()

=0 (c(Ys, ) | KOY(Y, — 2)dPs(2)D;Y;}
RQ

und

Dlule(Ya, ) = 94 (e(Yi, P)) | KOD(Y, = 2)dP,(2)D}Y?
RQ

weiter vereinfachen. Die Funktionen p, 0 und K waren entsprechend als stetig
differenzierbar vorausgesetzt worden.

Zusammengefasst kann man dies durch

t t
DY =6 [ D2 [ leviop) [ KOV, - () Dl 2ds

R2

t
oy [ R [ KOV, - 2dp DY 2w

RQ

darstellen.

Bei der Anwendung von D? auf den Prozess Y;? muss beachtet werden, dass im
Gegensatz zu obiger Rechnung bei der Ableitung des stochastischen Integrals auf
Grund der Abhéngigkeit von W2 ein weiterer Term auftritt.

Konkret erhélt man
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t t
D22 = =3 [ D2YZds+ [ Dip(elvi P)ds
t
L o(e(Y, P) + / D2o(c(Y,, P,))dW?

t t
=0 [ DivEas o [ etvir) [ KOO, - ) 02vids
r r R2
t
+ / o' (c(Yy, P)) [ KOY(Y, — 2)dP,(2) D>Y2dW?
r R2
+o(c(Y,, P)).

Gruppiert man diese Teilergebnisse, dann bilden sich die linearen stochastischen
Differenzialgleichungen

t
Dy = [ pivas
t t
DIYE =6 [ DIYZs o [ (elviap) [ KOV, - () Dl 2ds
r r R2
t
+ / o'(c(Ys, Py)) | KOY(Y, — 2)dP,(2) DY 2dW?

RQ

und

t
D2y = [ ppvids

t
v = [

t
+ v / o' (c(Y,, P)) | KOY(Y, — 2)dP,(2)D*Y2dW? + o(c(Y,, P,)).

RQ

— B+ (e(Ys, B)) | KOV(Y, = 2)dPi(2)

RQ

D?Y?2ds

Fiir diese 1-dimensionalen Gleichungen existieren Losungsformeln | , 5.6.C],
so dass hier die Losung explizit angegeben werden kann.

Bis zu diesem Punkt kann auch die 6-dimensionale Grenzdynamik behandelt wer-
den und die Theorie sichert weiterhin die Existenz und Eindeutigkeit der Losung.
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Allerdings kann auf Grund der Komplexitéit die Losung fiir die 6-dimensionale
Grenzdynamik nicht mehr direkt angegeben werden.

Auf Grund einer fehlenden Anfangsbedingung in der Gleichung des Prozesses
D!Y? erhilt man mit

t
D =0, DY = [ Divids =0

eine besonders einfache Losung. Fiir den Prozess D!Y;? hingegen lisst sich die
Losung auf Grund der Voraussetzung an o(z) als strikt positiver Prozess

D2Y? = o(c(Yy, P.)) exp (7 / o'(e(Ys, P)) | KOV(Y, - z)dPS(z)dW3>

RQ

ema(/ﬁw/@OQJﬂﬁ KOD(Y, — 2)dp,(2) (3.43)

R2

5= 50 (el¥a P)) [ KDY, — 2)dPu(2))%ds)

RQ

t
D2y = [ Divias

darstellen. Aber bereits D2Y;! kann nicht mehr in geschlossener Form angegeben
werden.

Unter Verwendung der bisherigen FErgebnisse konnen nun die einzelnen Kompo-
nenten der Malliavin Matrix nach dem Schema

2 t t
?=§1/MWMWW=/D%®%%~
1=1 70 0

berechnet werden.

Die Matrix ist dann invertierbar, falls die Determinante strikt positiv ist, d.h.
fiir alle t und P-fast sicher

t t t 2
der Qi = [ (O3 par (02— | [ iy iv2yar) >0
0 0 0 == ——

2f(rt)  2g(rt)
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gilt.

Fiir festes w und ¢t kann dies als

2

(FCt), FC) 2oy (9658), 90, 2oy > [(F 1), 9(, 1)) 2o | (3.44)

und damit als Cauchy-Schwarz-Ungleichung angesehen werden. Diese Unglei-
chung ist strikt in dem geforderten Sinn, falls f(r,t) und g(r,t) linear unabhéngig
sind.

Der Beweis von (3.44) erfolgt durch Widerspruch. Man nimmt also umgekehrt
an, dass f(r,t) und g(r,t) linear abhéngig sind. Es existiert damit ein A # 0 mit

A f(r,t) = g(rt). (3.45)

Unter Beriicksichtigung von

t t
fu) 2 D22 = [ Divzas = [ gtrs)as

ist dies dquivalent zu

A / g(r,s)ds = g(r,t).

Mit den Abkiirzungen

Gt) £ / Wl (e(Ye P)) [ KOOV, — 2)dPy(2)

RQ

_5- %(W'(c@fs, B)) [ KOy, - 2)dB,(2)) ds

RQ

M) & [ oetv ) [ KOV~ ap )

RQ

und unter Verwendung der speziellen Form (3.43) von g¢(r,t) ldsst sich (3.45)
durch
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A / o(e(Y;. P)) exp(G(s)) exp(—G(r)) exp(M(s)) exp(~M(r))ds
— o (c(Y;. P.)) exp(G(t)) exp(~G(r)) exp(M (1)) exp(~M(r))

ausdriicken. Verwendet man die Positivitidt von o(x), so kann man weiter zu

A / exp(G(s)) exp(M(s))ds = exp(G(£)) exp(M(t))

vereinfachen. Hieraus ergibt sich unmittelbar ein Widerspruch, da die linke Seite
im Gegensatz zu rechten Seite noch von r abhéngt und die Bedingung fiir alle r
gelten miisste.

Die beiden Funktionen sind somit linear unabhéngig, die Cauchy-Schwarz-Un-
gleichung strikt und daher die Malliavin Matrix invertierbar fiir alle w und t.
|



Kapitel 4

Eigenschaften der Grenzdynamik

Nachdem in Kapitel 3 die Grenzdynamik und ihr Zusammenhang mit dem Pic-
kard-Tory Modell im Vordergrund stand, liegt in diesem Kapitel der Schwerpunkt
auf der Analyse der Asymptotik des Pickard-Tory Modells mit Hilfe mafiwertiger
Prozesse. Dabei wird laufend auf die Ergebnisse des letzten Kapitels referiert.
Insbesondere der Approximationssatz 3.4.1 findet mehrfach Anwendung.

Fiir die Untersuchung wird auf die bereits in Kapitel 3.4 entwickelte Darstel-
lung der Modellgleichung (3.27) des Pickard-Tory Modells zuriickgegriffen. Diese
dhnelt in ihrer Form der Modellgleichung (3.1) der Grenzdynamik Y;". An die
Stelle der Verteilung P, = L(Y;) der Grenzdynamik tritt dabei der mafiwertige
Prozess Z}', der gewissermaflen eine Mittelung iiber die Verteilung der n Teilchen
im Pickard-Tory Modell darstellt.

Die Verteilung P; hangt nicht von w ab und kann somit als konstante mawertige
Zufallsvariable interpretiert werden. Hingegen handelt es sich bei Z;' um ein von
w abhéngiges und damit zufélliges Ma8.

In Kapitel 4.1 werden die notwendigen technischen Hilfsmittel entwickelt, um
die Konvergenz von mafiwertigen Prozessen bzw. Zufallsvariablen zu untersu-
chen. Da es sich um Zufallsvariablen mit Werten in einem separablen metrischen
Raum handelt, liegt es nahe den Begriff Konvergenz in Verteilung zu benutzen.
Es wird ein Lemma vorgestellt, das die Konvergenz in Verteilung gegen eine kon-
stante Zufallsvariable dquivalent in ein handliches und gut zu testendes Kriterium
iibersetzt. Dieses Lemma wird in den weiteren Kapiteln benotigt.

Den Kern von Kapitel 4.2 bildet die Aussage in Satz 4.2.1, dass das Pickard-Tory
Modell dem Prinzip des propagation of chaos gehorcht. Dies besagt, dass fiir die
n Teilchen, welche zu Beginn unabhéngig identisch verteilte Anfangsbedingungen
besitzen, durch die Dynamik des Systems diese Unabhéngigkeit zunéchst verloren
geht. Fiir grofle Teilchenzahlen hingegen kann die Abhéngigkeit zwischen den
Teilchen vernachléssigt werden.
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Zur Untersuchung dieses Phénomens hat Sznitman in | ] den Begriff @-
chaotisch (vgl. Definition 4.2.1) vorgeschlagen. Zum Nachweis dieser Eigenschaft
wird die mafiwertige Zufallsvariable Z™ mit den in Kapitel 4.1 bereitgestellten
Mitteln untersucht.

Fiihrt man mit denselben Techniken die Untersuchung fiir den mafiwertigen Pro-
zess Z;' durch, so ergibt sich die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit gegen die
Verteilung der Grenzdynamik P;. Dies bildet das erste wichtige Resultat in Ka-
pitel 4.3.

Notiert man den Term (Z}', f) leicht um, so ergibt sich als Korollar unmittelbar
die L;-Konvergenz des Ausdruckes

. Z fO7 —E [ £(7))]

fiir eine geeignete Funktionenklasse. Werden die Voraussetzungen an die An-
fangsbedingungen leicht verschérft, so lidsst sich die Aussage auch fiir die fast
sichere Konvergenz zeigen. Man erhilt gewissermaflen ein starkes Gesetz der
groflen Zahlen fiir abhéngige Zufallsvariablen. Das Ergebnis wird in Satz 4.3.2
formuliert und bildet die zentrale Aussage in diesem Kapitel.

Eine Anwendung dieses starken Gesetzes der groflien Zahlen wird schliefflich in
Kapitel 4.4 gegeben und mit seiner Hilfe eine McKean-Vlasov Gleichung ermit-
telt. Mittels Ito-Formel wird f(¥;"™) im obigen Summenterm ausgewertet und der
Grenziibergang fiir n gegen unendlich durchgefiihrt. Dabei tritt ein von der Ver-
teilung der Grenzdynamik abhéngiger Differenzialoperator A(F;) auf. Abschlie-
Bend werden noch einmal die Ergebnisse aus Kapitel 3.5 aufgegriffen. Besitzt
namlich die Verteilung der Grenzdynamik 7; eine glatte Dichte, so lésst sich aus
der McKean-Vlasov Gleichung eine nichtlineare Fokker-Planck-Gleichung auch
fiir die Grenzdynamik ableiten.

4.1 Schwache Konvergenz in M;(M;(5))

In Kapitel 3.4 wurde eine dquivalente Beschreibung fiir das Pickard-Tory Modell
in Form des in (3.25) definierten mafiwertigen Prozesses

1 n
zr L - > dyin € My(RY) (4.1)
=1
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gefunden. Dieser Ansatz lédsst sich weiter verallgemeinern, indem man durch
1 n
gn b - §5yi,n € M, (Cr) (4.2)

eine maflwertige Zufallsvariable definiert. Das komplette Verhalten des Vielteil-
chenensembles ist nun durch ein einziges zufilliges Mafi Z™ beschrieben.

Nachdem durch Satz 3.4.1 eine ausfiihrliche Anwort auf die Frage nach der Ap-
proximation des Pickard-Tory Modells gegeben wurde, wird nun weiter dessen
Verhalten mittels maiwertiger Prozesse und Zufallsvariablen analysiert. Insbe-
sondere steht dabei die Asymptotik dieser Mafle fiir wachsende Teilchenzahl im
Mittelpunkt.

Bevor man in Kapitel 4.2 die Antwort auf die Frage nach dem Konvergenzverhal-
ten erhélt und dadurch die Eigenschaft propagation of chaos fiir das Pickard-Tory
Modell nachgewiesen wird, erfolgt in diesem Kapitel die Erlduterung der techni-
schen Hilfsmittel fiir eine solche Untersuchung.

Hierzu reicht es nicht aus (vgl. Kapitel 3.4) nur den Fall M, (RS)-wertiger Zu-
fallsvariablen zu betrachten. Fiir die Untersuchung des Konvergenzverhaltens der
mafBwertigen Zufallsvariablen Z™ muss das Verfahren auch fiir den Fall M, (Cr)-
wertiger Zufallsvariablen zur Verfiigung gestellt werden. Hierbei ist (Crp, dr) wie
bisher die Menge aller auf dem Intervall [0, 7] definierten R®-wertigen stetigen
Funktionen zusammen mit der Supremumsnorm.

Im Folgenden werden die Uberlegungen allgemein fiir einen separablen, metri-
schen Raum (S, d) durchgefithrt und anschlieBend auf die beiden Fille S = R
und S = C'r angewendet.

Als geeigneter Konvergenzbegriff fiir die Untersuchung mafiwertiger Prozesse und
Zufallsvariablen erweist sich hierbei der Begriff der Konvergenz in Verteilung.
Zunichst einige Bemerkungen. Im Anschluss folgt die Formalisierung des Kon-
vergenzbegriffs fiir den hier vorliegenden Fall.

Den Ausgangspunkt bildet ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P). In
dem metrischen Raum S wird durch die Metrik d die o-Algebra der Borelschen
Mengen B(S) induziert. Die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf (S, B(S5))
wird weiterhin mit M, (.S) bezeichnet.

Viele Eigenschaften der Menge M;(S) héngen direkt von der Menge S ab. So
ibertragt sich etwa die Separabilitidt. Nach | , 14.12] ist M, (S) genau dann
metrisierbar und separabel, wenn der metrische Raum (S, d) separabel ist.
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Die Metrik kann explizit angegeben werden. Nach | , 1.2.5] wird durch

o =3 guin | [ ar - | fdeH PQEM(S) (43

auf M, (S) eine Metrik definiert, wobei f; : S — R eine geeignete Folge gleich-
méBig stetiger Funktionen ist. Genauer bilden die f; eine abzéhlbar dichte
Teilmenge innerhalb der Menge gleichméflig stetiger Funktionen. Diese Metrik
ist dariiber hinaus &dquivalent zur schwachen Konvergenz. Im Weiteren kann
(M4 (S), p) deshalb als separabler, metrischer Raum angesehen werden.

Auf diesem Wahrscheinlichkeitsraum ist nun eine Folge von mafiwertigen Zufalls-
variablen Z,,, d.h. in diesem Fall von M, (S)-wertigen Zufallsvariablen, definiert.

Die Konvergenz in Verteilung von mafiwertigen Zufallsvariablen ist durch die
néchste Definition charakterisiert.

Definition 4.1.1 Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) ist eine Folge
von mafwertigen Zufallsvariablen {Z,}nen und eine weitere maffwertige Zufalls-
variable Z definiert. Die Z,, und Z nehmen also Werte in dem separablen metri-
schen Raum My (S) an.

Man sagt die Folge der maffwertigen Zufallsvariablen Z, konvergiert in Ver-
teilung gegen Z, wenn die induzierten Verteilungen L(Z,) schwach im Sinne
von Definition 3.2.2 gegen L(Z) konvergieren, d.h. wenn w -lim L(Z,) = L(Z)
qgilt.

Dabei bezeichne B(M;(.S)) die Borelschen Mengen auf M;(S) und M;(M,(.5))
die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf (M;(S), B(M;(S))). Fiir eine maf-
wertige Zufallsvariable Z gilt also L(Z) € M;(M;(S)).

Zur Vereinfachung der Notation wird im Weiteren die Abkiirzung

Q) 2 /S F(2)dQ(x)

verwendet. Dabei ist @@ € M;(S) ein Wahrscheinlichkeitsmafl und f : S — R
eine integrierbare Funktion.
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Damit lédsst sich die soeben erkldarte Konvergenz in Verteilung von mafiwerti-
gen Zufallsvariablen auf das Prinzip der schwachen Konvergenz in M (M;(S5))
zuriickfithren und wie folgt formulieren. Eine Folge von Wahrscheinlichkeits-
maflen @, € M;(M;(S)) konvergiert schwach gegen ein Wahrscheinlichkeitsmaf
Q € My (M4 (S)), wenn fir alle f € Cp,,(M1(S5))

i (Qu. ) = (Q. )

gilt.

In Kapitel 4.2 ist die Konvergenz in Verteilung gegen eine konstante mafiwerti-
ge Zufallsvariable von Interesse, also eine Zufallsvariable die nicht mehr von w
abhéngt und daher ein Dirac-Maf3 als Verteilung besitzt.

Das folgende Lemma charakterisiert den Begriff Konvergenz in Verteilung fiir
diesen Spezialfall durch ein einfach zu iiberpriifendes Kriterium.

Lemma 4.1.1 FEs sei{Z,}5°, eine Folge von mafwertigen, d.h. N, (S)-wertigen
Zufallsvariablen und Q,, = L(Z,) die zugehirigen Verteilungen in Mi(M,(S)).
Ferner sei Z eine konstante mapwertige Zufallsvariable und Q = L(Z) = 6, €
My (M (S)) die zugehirige Verteilung. Dann gilt

W - h—r>noo Qn =0Q < h_r)n E[{Z., [) —(Z,./)]] =0 fir alle f € Cp(S).
(4.4)

Beweis Zunichst wird die Riickrichtung bewiesen. Dabei wird die in Kapitel
3.2 eingefiihrte Wassersteinmetrik benutzt. Allerdings nicht wie dort beschrieben
auf dem metrischen Raum (Cr, dr), sondern auf (M, (S), p).

In einer Bemerkung am Ende des Beweises von Satz 3.2.1 wurde darauf hinge-
wiesen, dass Definition 3.2.1 und Satz 3.2.1 allgemein giiltig bleiben, sofern der
zu Grunde liegende Raum wie in diesem Fall (M, (S), p) separabel und metrisch
ist.

Auf My (M4(S)) ist damit durch

peED(Q,R)

W(@,mé( we [ p(sc,y>du<x,y)) Q.R € My(ML(S)) (4.5)
M (S)x My (S)
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die Wassersteinmetrik W erklart. Dabei ist D(Q, R) die Menge aller Wahrschein-
lichkeitsmafie auf M;(S) x M;(S) mit den Randverteilungen ) und R. Norma-
lerweise ist die Wassersteinmetrik (4.5) nach Wahl eines Punktes 0 € M;(S) auf
die Menge aller ) € M;(S) eingeschrinkt, fiir die

/ p(,0)dQ(x) < oo
M (S)

gilt. Auf Grund der Beschréanktheit von p ist diese Bedingung allerdings immer
erfillt und daher die Wassersteinmetrik auf alle Wahrscheinlichkeitsmafle aus
M, (S) anwendbar.

Aus der Beschrinktheit der Metrik p ergibt sich im Gegensatz zu Kapitel 3.2
sogar die Aquivalenz zwischen der schwachen Konvergenz in M;(M;(S)) und
der Konvergenz in der Wassersteinmetrik (vgl. | , Theorem 2] oder | :
Proposition 4]), d.h. es gilt

w- lim Q,=0Q < lim W(Qn Q) =0.

Zum Beweis von (4.4) kann daher statt der schwachen Konvergenz die Konvergenz
in der Wassersteinmetrik herangezogen werden.

Sei deshalb R € My (M;(.S) x My(S)) die gemeinsame Verteilung von Z,, und Z,
dann lasst sich die Wassersteinmetrik durch

W(Qn Q) < /

pla, y)dR(z,y) = / p(Zn, 2)dP = E[p(Z,, Z)]
My (8)x My (S)

Q

nach oben beschrénken. Greift man auf die Definition (4.3) der Metrik p zuriick,
wobei f; eine Folge gleichmifig stetiger Funktionen ist, dann kann man weiter
abschétzen. Summe und Erwartungswert vertauscht man mit dem Satz von der
monotonen Konvergenz auf Grund der Positivitédt des Integranden.

o

W(an@) <E Z %min{la |<Zn>fj> - <Z> f])’}]

> 2i E [min{1, [(Z,. ;) — (Z. f;)]}]

1

<1

<
Il

Z
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Zur Darstellung der Summe als Integral wird das Zghlmafl N = Zj; 50; auf
(N, B(N)) angewendet.

Ferner ist 1 eine integrierbare Majorante fiir den Integranden, der nach der Vor-
aussetzung in (4.4) fiir n gegen unendlich und alle x € N gegen 0 konvergiert.
Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz kénnen Limes und Integral
vertauscht werden und man erhélt wegen

lim W(Q,,Q) < / lim E [min{l, (Z,, f.) — (Z, fo)|}] dN(z) =0
n——-=ao<o N n—--ao
die erste Halfte der Behauptung.

Dabei wurde im bisherigen Beweis die spezielle Form der maflwertigen Zufalls-
variablen nicht benutzt. Damit bleibt die Aussage auch fiir nicht konstantes Z
giiltig.

Setzt man umgekehrt die schwache Konvergenz von @), gegen () voraus, dann
gilt nach Definition fiir alle F' € C,(M;(5))

(@n, F) — (@, F)

fiir n — oo. Fiir festes f € Cp(S) wird durch

eine bzgl. der schwachen Konvergenz-Topologie (vgl. | , (30.4)]) stetige

Funktion Fy € Cy(M;(S)) definiert. Die Beschrénktheit von F' folgt dabei aus
der Beschrénktheit von f.

Man rechnet fiir dieses spezielle Fy nach, dass

(Qu Fy) = /M | PH)iQu (@) = / Fi(Z,)AP = B [[(Z0, ) — (Z. )]
(Q.F) = /M | Fie)iQ(e) = / Fi(Z)dP = E[|(Z, f) — (Z, )] = 0

gilt und folgert daraus

lim E[(Z,,f)—(Z, )]|=0 firalle f € Cy(S)

n—-auoQo

und damit auch den zweiten Teil der Behauptung. |
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4.2 Propagation of chaos

Bereits in Kapitel 3.4 wurde darauf hingewiesen, dass die Teilchenprozesse im
Pickard-Tory Modell auf Grund der gleichen Struktur der sie steuernden stocha-
stischen Differenzialgleichung [(1.11) bzw. (3.27)] zwar gleiche Verteilung besit-
zen, aber wegen der Kopplung iiber den mafliwertigen Prozess stochastisch nicht
unabhéngig sind, obwohl die n Startverteilungen als unabhéingig vorausgesetzt
wurden.

Im Grenziibergang fiir n — oo hingegen 16st sich die stochastische Abhéngigkeit
wieder auf und das Verhalten der einzelnen Teilchen lasst sich durch die nichtli-
neare stochastische Differenzialgleichung (3.1) beschreiben, wobei in diesem Fall
die Teilchenprozesse (bereits nach Konstruktion) stochastisch unabhéngig sind.

Bei der Ableitung und Rechtfertigung der Boltzmangleichung entwickelte Kac in
[ | den Gedanken, dass aus einer ,,chaotischen“, d.h. unabhéngig identisch
verteilten Anfangsbedingung fiir n-Teilchen durch die dynamische Entwicklung
des Systems zunéchst die Unabhéngigkeit verloren geht. Hingegen ist bei grofien
Teilchenzahlen zumindest approximativ zu beobachten, dass fiir zwei bzw. end-
lich viele Teilchen die Abhéngigkeit zwischen den Teilchen abnimmt und sich die
Unabhéngigkeit und damit das Chaos einstellt bzw. fortsetzt. In der Literatur
firmiert ein solches Phénomen unter dem Begriff |, propagation of chaos*.

Im Folgenden wird diese Eigenschaft auch fiir das Pickard-Tory Modell nachgewie-
sen. Sznitman hat in [ | fir die Untersuchung der Eigenschaft propagation
of chaos folgende Definition gegeben.

Definition 4.2.1 Es sei S ein separabler metrischer Raum und @, eine Folge
von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf S™. Ferner sei Q) ein Wahrscheinlichkeitsmafs
auf S. Die Folge Q, ist Q-chaotisch, falls fir fi,..., fr € Cy(S),k > 1 die
Bedingung

k

nh_r>noo<Q”’f1®"'®f’f®1®"‘®1>:H<Q’fi>

=1

qgilt.

Es soll im Rahmen des Pickard-Tory Modells gezeigt werden, dass im Fall 5 =
M, (Cr) die Folge Q,, = L(Y'™ ..., Y™") L(Y)-chaotisch ist. Nach | :
Proposition 2.2] geniigt es hierfiir bereits, dass die Folge von mafiwertigen Zu-

fallsvariablen Z" in Verteilung gegen die konstante maflwertige Zufallsvariable
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L(Y) konvergiert. Der Nachweis erfolgt mit den in Kapitel 4.1 bereit gestellten
Hilfsmitteln.

Es liege deshalb die in Kapitel 3.4 beschriebene Situation eines filtrierten Wahr-
scheinlichkeitsraumes (Q, F, {F;}, P) vor, auf dem das Pickard-Tory Modell und
die Grenzdynamiken gemeinsam definiert sind.

Bei festem n bezeichne Y;"" das i-te Teilchen im Pickard-Tory Modell, dessen

Dynamik durch die Modellgleichung (1.11) beschrieben ist. Bei den {Y,}2°, han-
delt es sich um stochastisch unabhéngige Kopien der Grenzdynamik, welche die
nichtlineare stochastische Differenzialgleichung (3.1) losen.

Durch die in (4.2) definierte mafiwertige Zufallsvariable Z"™ € M;(Cr) wird das
Verhalten aller Teilchen des Pickard-Tory Modells fiir den kompletten Zeitraum
[0, 7] in einem einzigen Mafl zusammengefasst.

Die Koeffizienten geniigen den folgenden Bedingungen, welche die Giiltigkeit der
Existenz- und Eindeutigkeitsséiitze sowie des Approximationssatzes garantieren.

1. Der Driftvektor y : R — R ist Lipschitz-stetig mit Konstante ||p||; .

2. Die Dispersionskoeffizienten o; : R — R (i=1,2,3) sind ebenfalls Lipschitz-
stetig mit gemeinsamer Konstante ||o]|; .

3. Die Konstanten ¢; > 0 (i=1,2,3) in der Dispersionsmatrix sind nichtnegativ.

4. Der Kern K : R® — R bzw. seine kanonische Fortsetzung K* : R® — R
ist eine Lipschitz-stetige Dichtefunktion mit Konstante ||K||;.

5. Die Startkonfigurationen fiir die Grenzdynamiken {Y,}, bilden eine Fol-
ge unabhéngig identisch verteilter Zufallsvariablen mit zweitem Moment,
die von der Folge der 6-dimensionalen Brownschen Bewegungen ebenfalls
unabhéngig ist. Die Startkonfiguration fiir das i-te Teilchen in beiden Mo-
dellen ist dieselbe.

Es lasst sich nun unmittelbar das zentrale Ergebnis in diesem Kapitel formulieren.

Satz 4.2.1 Unter den genannten Bedingungen konvergiert die mafwertige Zu-
fallsvariable Z™ in Wahrscheinlichkeit gegen die konstante mafswertige Zufallsva-

riable 7 = L(?l) € My (Cr), welche die Verteilung der Grenzdynamik ist.

Das Pickard-Tory Modell ist L(?I)-chaotisch und gehorcht dem Prinzip des pro-
pagation of chaos.
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Beweis Bei der Verteilung der Grenzdynamik L(?l) handelt es sich um ein
Wahrscheinlichkeitsmaf$ in M, (Cr), welches von w unabhéngig ist. Man kann
daher Z als konstante maflwertige Zufallsvariable mit Werten in M;(Cr) auffas-
sen.

Die erste Aussage des Satzes ist bewiesen, falls Z" in Verteilung gegen Z konver-
giert, da hieraus | , 11.1.3] die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit folgt.

Konvergenz in Verteilung der Folge von Zufallsvariablen Z" besagt, dass die indu-
zierten Mafie in My (M, (Cr)) schwach konvergieren. Es muss also w -lim L(Z") =
L(Z) = 6 gelten.

Mit Lemma 4.1.1 und S = C7 ist dies aber zu

lim E[[(Z", f)=(Z,[)|]] =0 (4.6)

n—-auoQo

fir alle f € Cy,,(Cr) dquivalent.

Unter Verwendung der Definition (4.2) von Z" kann fir den Ausdruck (Z", f)
eine einfache Gestalt der Form

(zn fy= | f(z)dZ"(x Z 2)dyin (2 Zf (Y

Cr

ermittelt werden.

Zur weiteren Untersuchung von (4.6) fiigt man einen nur von den Grenzdyna-

miken Y abhiingigen Term ein. Die beiden entstehenden Ausdriicke werden im
Weiteren getrennt behandelt.

B(Z.0) = @.0) =B |- 3507 - [ f@)dZ)
%Zf(Y"’”)—%Zf(?)
Zf - | sz

IN
=
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Die Beziehung (4.6) ist fiir alle f € Cy,(Cr) nachzuweisen. Zu jedem solchen f
existiert ein Stetigkeitsmodul | , 2.2.3], das im Beweis mit p(z), z € [0, 00)
bezeichnet wird. Da die Bildmenge von f beschrankt ist, gilt

[f(2) = f(W) < pldr(z,y)) firalle z,y € Cr.

Wiéhlt man nun ein beliebiges ¢ > 0, dann kann der Erwartungswert in der
zweiten Zeile von (4.7) mit Hilfe einer Indikatorfunktion durch

(4.8)

-

) = ()

X{dT(Y"’"Yi)@(s)}}

+23 B | - 7

X{dﬂwan,?i)zp(a)}]

in zwei Teile zerlegt werden, von denen der erste unmittelbar durch Verwendung
des Stetigkeitsmoduls abgeschétzt werden kann.

—ZE [|ror) = £ (7

X{dT(Yi’"yiKp(E)J

ZE [V V)X iy i 5y ey | < PLO(E))

Fiir den zweiten Summanden in (4.8) schlieft man auf Grund der Beschranktheit
von f und mit der Ungleichung von Chebyshev-Markov auf
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LS B[ - g7

X{dT(Yi’”,?i)Zp(é)}]

2 flloe <
S ZE[X{dT(Yiv"Yi)Zp(e)}}
i=1

:% > P (YY) = ple)})

)

2 flloo N [ n v 2}
< o E|sup [|[V)"-Y
~np(e)? 121 ogng ° ’
20.C

~ np(e)?

Im letzten Schritt wurde Satz 3.4.1 benutzt, der bei Existenz eines zweiten Mo-
mentes fiir die Startverteilung die gewiinschte Abschéatzung garantiert. Die Kon-
stante C' hdangt dabei nicht von ¢ und nicht von n ab.

Zusammengefasst erhdlt man fiir den ersten Summanden in (4.7)

2|/l ©

B (4.9)

Man betrachtet nun den zweiten Term in (4.7). Dabei ist weiterhin f € C},(Cr)

gleichméBig stetig und beschrénkt. Beachtet man, dass die Grenzdynamiken Y

nach Konstruktion unabhéngig identisch verteilt mit Verteilung LO—/Z) = Z sind,
dann ist

n

IS - [ fwze)

i=1 Cr

E

der Erwartungswert einer Summe von zentrierten, beschréankten und unabhéngig
identisch verteilten Zufallsvariablen. Mit der Ungleichung von Cauchy-Schwarz
und der Gleichung von Bienaymé ergibt sich
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Die Existenz der Varianz ist dabei durch die Beschranktheit von f gesichert.

Nimmt man die letzte Ungleichung, (4.7) und (4.9) zusammen, dann wird (4.6)
durch

2[fC |,

E[[(Z"f) = (Z, /)] <p(pe)) + o@Pn U

abgeschétzt. Beim Grenziibergang fiir n gegen unendlich ergibt sich somit

lim E[[(2", )~ (Z. D] < plole))

n—-:uoo

und damit die zu beweisende Eigenschaft (4.6), da fiir ein Stetigkeitsmodul stets
p(e) — 0 fiir e — 0 gilt.

Mit [ , Proposition 2.2] folgt schlieflich aus der Konvergenz in Verteilung
von Z" gegen L(Y) die Aussage, dass die Folge Q,, = L(Y'™ ... Y™") L(?l)—
chaotisch ist. [ ]

4.3 Ein starkes Gesetz der grofien Zahlen

Bei den {Y7,}2°, handelt es sich nach dem in Kapitel 3.4 beschriebenen Konstruk-
tionsverfahren um stochastisch unabhéngige, identisch verteilte und integrierbare
Zufallsvariablen. Fiir f € Cy(R®) gilt deshalb nach dem starken Gesetz der groien
Zahlen die Beziehung



126 Eigenschaften der Grenzdynamik

1

%Zf(?ﬁ) —E [f(?:)] = | JWdEw) = (P, )

fast sicher fiir n gegen unendlich. Es wird in diesem Kapitel gezeigt, dass ein
Zusammenhang dieser Form auch fiir die stochastisch nicht unabhéngigen Zu-

fallsvariablen {7;’”}?:1 gilt, d.h. es gilt fast sicher fiir n gegen unendlich

LS00 — B[] (a.11)

Dazu wird zunéichst Satz 4.2.1 auf den Fall S = R® iibertragen. Die dort realisier-
te Technik lésst sich auch auf den Fall des mafiwertigen Prozesses Z;' anwenden.
Aus dem Beweis lésst sich unmittelbar die Giiltigkeit der Beziehung im Sinne der
L'-Konvergenz ablesen.

Durch eine leichte Verscharfung der Voraussetzungen kann dann die Giiltigkeit
im Sinne der fast sicheren Konvergenz gezeigt werden.

Im folgenden Satz wird die Verteilung Q(?tl) der Grenzdynamik in Ubereinstim-
mung mit der Notation in (3.1) mit P, bezeichnet. Alternativ und in enger

Anlehnung an Satz 4.3.1 kénnte die Bezeichnung Z, gewihlt werden.

Satz 4.3.1 Die Voraussetzungen von Satz 4.2.1 seien erfillt. Insbesondere die
Startkonfiguration besitze ein zweites Moment fiir ein und damit jedes Teilchen,

d.h. es gilt E [HYOMHQ] < 00.

Der maffwertige Prozess Z}* konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen die konstante

mafSwertige Zufallsvariable P, = L(?tl) € M;(R®). Dabei ist die Konvergenz
unabhdngig von t und damit gleichmdfig in [0,T].

Beweis Im Gegensatz zum Beweis von Satz 4.2.1 handelt es sich bei der Vertei-

lung der Grenzdynamik L(?j ) um ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf M; (R®) und
nicht auf M, (Cr), welches aber wiederum von w unabhéngig ist.

Die Aussage des Satzes ist durch erneute Anwendung von Lemma 4.1.1 fiir S = R®
bewiesen, falls fiir alle f € Cy,(R°)

lim E[[(Z] /)~ (P )] =0 (4.12)
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gezeigt werden kann.

Eine elementare Rechnung ergibt fiir (7], f) die folgende einfache Form

(20, f) = | F@dZ(a Z 2)dbyin () (4.13)

1 - i,n
:;;m )

Zur Untersuchung von (4.12) fiigt man die Grenzdynamik 7; ein und erhélt unter
Beriicksichtigung der Verteilungsgleicheit der Paare (Y;"",Y,) (vgl. Lemma 3.4.1)

E(I(Z7 ) - (P )] (4.19)
LS = || 4B |2 s - [ s@ir)

<L SB[l - 17

<E|[|f'") - £(7)

Bei der Abschétzung des ersten Summanden in (4.14) wéhlt man € > 0 und fiir
[ € Cyu(RE) sei p(x), x € [0,00) ein Stetigkeitsmodul. Tm Weiteren sei d die
euklidische Metrik im R®.

Eine analoge Rechnung wie im Beweis zu Satz 4.3.1 fiithrt auf
E |77 = F(7))

< E Hf(}/tl’n) - f(vi) X{d(Ytl’n,?%)<p(a)}i| +E Hf(YLn) - f(Yi
<p(p(e)) + 2| fl.c PHAY,"™ 7}) = ple)}).

) X{d(ﬁftl’",?i)zp(a)}]

Unter Verwendung der Voraussetzung iiber die Existenz eines zweiten Momentes
fiir die Startkonfiguration lésst sich mit der Ungleichung von Chebyshev-Markov
und Satz 3.4.1 die Wahrscheinlichkeit durch
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1

Y;i,n _ ?

s

Ln ! € L su
PUAY" T 2 ple))) <~ | sup.

} : p(iy%

nach oben beschranken.

Fasst man die bisherigen Ergebnisse zusammen und beriicksichtigt fiir den zweiten
Summanden in (4.14) eine zu (4.10) analoge Abschétzung der Form

11l

<

9

B

so ergibt sich

2|/l €, 11l

BI(Z ) = (Pu f)] € plole)) + = e 4 e

(4.15)

und damit eine von ¢t unabhéngige Abschétzung.

Der Grenziibergang fiir n gegen unendlich zeigt, dass sich (4.12) durch p(p(¢))
beschrianken ldsst und somit also beliebig klein wird, da fiir € gegen 0 auch p(¢e)
gegen 0 konvergiert. [ ]

Der Nachweis der Beziehung (4.12) im letzten Beweis erlaubt bei der Suche nach

einem starken Gesetz der groflen Zahlen eine erste Formulierung in der Form
(4.11).

Da die Konvergenz in L; die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit impliziert, kann
man das folgende Korollar als schwaches Gesetz der grofien Zahlen interpretieren.
Korollar 4.3.1 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 4.5.1.

Fir f € Cy,(R®) gilt im Sinne der Li-Konvergenz gleichmdfig in t € [0,T] die
Beziehung

- Z f) — B |f(T))]

fiir n — oo.
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Fiir einen Beweis der fast sicheren Konvergenz mit Hilfe des Lemmas von Borel-
Cantelli ist die Abschétzung (4.15) zu schwach, da die Ordnung in n nicht fiir die
Konvergenz der Reihe ausreicht. Mit einer leicht abgewandelten Beweisfithrung
und stédrkeren Voraussetzungen an die Startkonfiguration kann man dennoch ein
positives Resultat erzielen.

Satz 4.3.2 Die Voraussetzungen von Satz 4.2.1 seien erfillt. Allerdings besitze
die Startkonfiguration jetzt ein fiinftes Moment fir ein und damit jedes Teilchen,
d.h. es gilt E [HY&"W] < 00.

Fir f € Cpu(R®) gilt dann im Sinne der fast sicheren Konvergenz gleichmdfig
int € [0,T] die Beziehung

%f}f@/f’") — E[/(V})], ah

(Z. f) — (P [)
fiir n — oo.

Beweis Anstatt den Nachweis

lim [(Z, f) = (P, )| = 0

n—-;oo

fast sicher gleichméfig in ¢ direkt zu erbringen, untersucht man stattdessen nach
dem Einfiigen der Grenzdynamik 71 die beiden Summanden

(2 ) — (B, )] (4.16)
LI - [ f@dn)

getrennt und zeigt, dass diese fast sicher gleichméBig in ¢ gegen Null konvergieren.

Mit Hilfe des Lemmas von Borel-Cantelli | , Corollary I1.10.1] kann die fast
sicher gleichméfige Konvergenz in ¢ des ersten Summanden in (4.16) gezeigt
werden.
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Es sei e > 0, dann gibt es auf Grund der gleichméfigen Stetigkeit von f ein ¢ > 0,
so dass folgende Mengenrelation gilt

{

15 (o -6)

C{lrg% F) = f(Yy) Z@}C{gﬁgﬁ Y- }
Mit der Ungleichung von Chebyshev-Markov | , 20.1] und Satz 3.4.1 erhélt
man
1 zn _i M EVa.
{3 (-2 < {71 2}
S r {7
i=1
1 — —il|%P
S 57}7 Z E |:) t’ — Yt :|
i=1
1 " » — 2p
< — E| sup ||[V""-Y
oo Z {osé)T : ' }
1 1 C 1
<@ 2 T

[y

1=

wobei C' eine von t unabhéngige Konstante ist. Fiir p > 2, also etwa durch
das vorausgesetzte fiinfte Moment der Startverteilung, erhélt man die benotigte
Konvergenz der Reihe

Z( (V") = F(7)

=1

5]

= C 1
8} S Z 52p np—l < 00,
n=1

welche die notwendige Voraussetzung im Lemma von Borel-Cantelli ist.

Fiir den zweiten Summanden in (4.16) bringt eine Anwendung des starken Geset-
zes der groflen Zahlen in der klassischen Form zwar die fast sichere Konvergenz,
allerdings kann {iber die Gleichmé&figkeit in ¢ keine Aussage getroffen werden.



4.4 McKean-Vlasov Gleichung 131

Die Wahrscheinlichkeitstheorie in allgemeinen Banachriaumen | | erlaubt eine
positive Antwort, denn auch fiir diesen Fall steht ein starkes Gesetz der grofien
Zahlen zur Verfiigung.

Durch V* £ f (7;)@' = 1,2,... wird eine Folge von Zufallsvariablen definiert.
Diese haben Werte in dem separablen Banachraum C[0, T, der mit der Supre-
mumsnorm ||-||  versehen ist.

Die V' sind auf Grund der Beschrinktheit der f ebenfalls beschriankt und deshalb

integrierbar. Nach | , Corollar 7.10] gilt dann
1~ .
- > VI-E[V| —o0
i=1 .

fast sicher fiir n gegen unendlich.

Notiert man dies in der ausfithrlichen Form

sup
t€[0,T

LS B [f(Y_m}' —0

fast sicher fiir n gegen unendlich, dann erhélt man damit die im Satz behauptete
Gleichméfigkeit in ¢ auch fiir die Konvergenz des zweiten Summanden in (4.16).
[

4.4 McKean-Vlasov Gleichung

Die mehrfache Anwendung des starken Gesetzes der groflen Zahlen fiir die abhéng-
igen Zufallsvariablen aus dem letzten Kapitel erlaubt es, die Verteilungen P, =
&(7; ) € My (R, ¢ € [0,T] der Grenzdynamik als Lésung einer McKean-Vlasov
Gleichung zu identifizieren.

Dabei wird eine Idee von Oelschliager in | | aufgegriffen. Der dort vorge-
tragene Beweis fiir eine konstante Dispersionsmatrix (d.h. o(x,y) = Ig ist die
6-dimensionale Einheitsmatrix ) wird auf den vorliegenden Fall des Pickard-Tory
Modells und seiner Grenzdynamik mit variabler Dispersionsmatrix iibertragen
und erweitert.
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Der Kerngedanke besteht darin, dass die im starken Gesetz der grofien Zahlen
auftretende Summe mittels [t6-Formel ausgewertet und die bereits bekannte fast
sichere und gleichméflige Konvergenz in ¢

(Z f) Zf (") — (P, f)

fiir n gegen unendlich ausgenutzt wird.

In Kapitel 2.2 wurde fiir das Pickard-Tory Modell die Fokker-Planck-Gleichung
(2.5) abgeleitet. Abschliefend wird in diesem Kapitel unter der Voraussetzung,
dass die Grenzdynamik eine glatte Dichte besitzt, aus der McKean-Vlasov Glei-
chung auch fiir die Grenzdynamik eine Fokker-Planck-Gleichung ermittelt.

Bei der Anwendung der It6-Formel treten Terme auf, die am einfachsten in Form
eines Differenzialoperators interpretiert werden kénnen. In einem ersten Schritt

wird deshalb durch

(AQ)f Zb z,c(z,Q)) f(:c) + = Z (x,c(x,@))azg‘x) (4.17)

aik(x7y) < Zo_ij(xvy)o_kj(xay)v Q € Ml(RG)’ Z7k =1...,6

Jj=1

der Differenzialoperator der Grenzdynamik definiert. Dieser hdngt von dem Maf}
Q S Ml (RG) ab.

Fiir die Koeffizienten gelten die folgenden Bedingungen. Diese garantieren die
Giiltigkeit der Existenz- und Eindeutigkeitssétze, des Approximationssatzes sowie
des starken Gesetzes der grofien Zahlen (Satz 4.3.2) aus dem letzten Kapitel.

1. Der Driftvektor y : R — R ist Lipschitz-stetig mit Konstante ||p|| ;.

2. Die Dispersionskoeffizienten o; : R — R (i=1,2,3) sind ebenfalls Lipschitz-
stetig mit gemeinsamer Konstante ||o]|; .

3. Die Konstanten €; > 0 (=1,2,3) in der Dispersionsmatrix sind nichtnegativ.

4. Der Kern K : R® — R bzw. seine kanonische Fortsetzung K* : R® — R
ist eine Lipschitz-stetige Dichtefunktion mit Konstante ||K||; .
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5. Die Startkonfigurationen fiir die Grenzdynamiken {Y7,}, bilden eine Fol-
ge unabhéngig identisch verteilter Zufallsvariablen mit fiinften Moment,
die von der Folge der 6-dimensionalen Brownschen Bewegungen ebenfalls
unabhéngig ist. Die Startkonfiguration fiir das ¢-te Teilchen in beiden Mo-
dellen ist dieselbe.

Legt man diese Voraussetzungen zu Grunde und beachtet die in Satz 3.3.1 durch-
gefithrten Uberlegungen, dann ergibt sich unmittelbar, dass die Koeffizienten
bi(x,c(z,Q)) und ay(z, c(x,Q)) des oben definierten Differenzialoperators global
Lipschitz-stetige Funktionen sind.

Insbesondere folgt daraus A(Q)f € C(RY) fiir f € CZ(R) und Q € M;(RY).
Soll dariiber hinaus sogar A(Q)f € C,(R®) gelten, dann muss f € CZ(R")
gewdhlt werden, da in diesem Fall auf Grund des kompakten Supports von f
auch die Koeffizienten b;(z, c(x,Q)) und a;;(x, c(z, Q)) des Differenzialoperators
beschrénkt bleiben.

Satz 4.4.1 Die Familie P, = L(?;) € My(RY), ¢t € [0,T] ist eine Lisung der
McKean-Viasov Gleichung

(Ps) = o) = [ (P AP f)ds

fiir f € C2(R®) und ein Startwahrscheinlichkeitsmaf Pi—y = Fy.

Dabei wird die Losung P, durch den mafwertigen Prozess Z}' 1m Sinne von Satz
4.8.1 approzimiert.

Beweis Nach (4.13) gilt fiir den maBwertigen Prozess Z' und f € C,(R®) die
Darstellung

1< ;
(20 )= =D ).
=1

Fordert man fiir die Funktion f zusétzlich die Differenzierbarkeit, so lasst sich
dieser Ausdruck mit der It6-Formel ndher untersuchen. Im Weiteren wird dafiir
die Darstellung (3.27)

t t
Vi =i e zivs+ [ o(vin i, zam:
0 0

- 7
g g

éBt éA]\4t
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des Prozesses Y;"" verwendet, wobei B, der 6-dimensionale Anteil von beschréankter
Variation und M; der 6-dimensionale Martingaleanteil am Prozess Y;"" ist

Fiir f € CZ(R%) erhiilt man mit Hilfe der Tt6-Formel die Gleichung

. . 5.t o9 0
Y — Y™ = Y™ dBY 4.18
I )f(o);/oax]( ) (1.18)

t
0 . .
§ Y d @)

()

Dabei ist (M), M®), die Kovariation zwischen den stetigen Prozessen M,” und

Mt(k). Bei glelchen Prozessen im ersten und zweiten Argument der Kovariation
spricht man von der quadratischen Variation (M()),.

Bevor (4.18) weiter untersucht werden kann, muss zunéchst die aufgetretene Ko-
variation berechnet werden. Auf Grund der Eigenschaften der 6-dimensionalen
Brownschen Bewegung W, und den Rechenregeln fiir die quadratische Variation
von Ito-Integralen | , 1.5.7] und | , 3.2.17] gilt die Beziehung

<M(j) M(k)>

= Z / U]l an (an Zn))gkm(yzn (an Zn)) <W(i’l),W(i’m)>s

J/

~~
tm=1 =0imds

t
:Z / oA (Vi c(Yim, 2o (Y, o(Yin, Z0))ds
Z 10k / 035 (VI e(YI™, Z0)) o (Y, e(Yim, Z1))ds
t . .
S / o (Y™ (Y™, Z))ds,
0

wobei Wt(i’l) die [-te Komponente der 6-dimensionalen Brownschen Bewegung
des i-ten Teilchens im Pickard-Tory Modell ist. In den letzten Schritten wurde
zusatzlich die Diagonalgestalt der Dispersionsmatrix o ausgenutzt.
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Fiir den Ausdruck (4.18) gilt damit insgesamt

6 t
PO = 105 = 3 [ G i e s o)
j=1 J
Srta L . . -
Vi g., (Y yor 7o)\ qw (b
+ Z/(; 6x]f( S )O-]k< S ’C( 3 ) 5)) S
J,k=1
1~ [t &
,n\ 2 i,n i,n n
+§;/0 (%?f(ys Jo; (Y, oY, Z7))ds.

Erfolgt nun auf beiden Seiten der Gleichung (4.19) eine Summierung iiber i und
eine anschlieBende Normierung mit 1/n, so ergeben sich auf der linken Seite die
bereits bekannten Terme (7}, f) und (Z7, f).

Durch die néchsten Rechenschritte kann auch die rechte Seite zusammengefasst
werden.

n 6

1 Lo , . . .
n . n _ = LY (V4N Lwn r7n (4,9)
(Z¢, ) =25, f) 0 E E /0 3:I:jf(Ys ) (Yo, e(Y", Z7))dW

i=1 j=1

1 t o . . ‘
- 7 Yz,n b Yz,n Yz,n Zn d
—i_nz:z_:/ov axj ( s )]( s 7C( s s)) S

1 i\ n 7n
o DY [ G VIV el 2 ds
1= J

n 6

1 t _a ] ) y ..
=22 / O (Y, e(Yim, Z7))dw i)
N = o dz;

J/

Aarn
=N]

<23 [

Ny + [z Az s
0

Von Interesse ist nun das Verhalten der Gleichung
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t
(@5 =2 0) = Ve [z Az s (4.20)
0
fiir n gegen unendlich. Fiir eine mogliche Konvergenzaussage muss zunéchst der
Prozess N;* genauer untersucht werden.

Auf Grund der Eigenschaften der Koeffizienten handelt es sich bei N;* um ein
stetiges lokales Martingale | , 3.2.24]. Tatséchlich gilt mehr.

Bereits im Beweis zu Satz 3.3.1 wurde in (3.16) nachgewiesen, dass alleine die
Lipschitz-Stetigkeit der o; und die besondere Gestalt des Konzentrationsfunktio-
nals eine Abschéitzung der Form

o227, 220 < [ 027,00 20

<ZO21+C3 Z&Z

(.

v~

L0

garantieren (die Konstanten C3 und Cj sind im Beweis zu Satz 3.3.1 definiert).

Bei N;* handelt es sich somit um ein quadratisch integrierbares Martingale, da die
Integranden der stochastischen Integrale von N;* beschriinkt sind (f € CZ(R®)).

Seine quadratische Kovariation berechnet sich zu

2

_ %Ei/t{ax] (Y™ o (Yo, (Y;",ZQ))} ds.  (4.21)

J=1

Durch die Voraussetzung f € CZ(R) ist garantiert, dass die Funktion f und ihre
Ableitungen bis zur zweiten Ordnung etwa durch ||f|| . beschrénkt sind. Die
quadratische Kovariation (4.21) gentigt damit der Abschitzung

n

1

t <
n2

6 2
6|fll5 C*t

2 2 4 o

S, o7~ Sl

=1 j=1
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Man ist nun mit Hilfe von Lemma A.0.4 in der Lage fiir ¢ > 0 die Wahrschein-
lichkeit

ne?
P{sup \Nt”|>€} < 2exp | — 5
0<t<T 12| fll., C*T

so abzuschétzen, dass der Ausdruck

n

ZP { sup |N/'| > ¢
—~  losi<r

J/

<2 ex —
- Z p( 12I/12 02T>

<1

konvergiert. Nach dem Lemma von Borel-Cantelli | , Corollary I1.10.1] folgt
die fast sichere Konvergenz von N/ gegen 0 gleichméfig in ¢.

Fiihrt man nun in (4.20) den Grenziibergang n — oo durch, dann konvergiert die
linke Seite nach Satz 4.3.2 fast sicher und gleichmifig in ¢ gegen (P, f) — (P, f)
und der erste Summand auf der rechten Seite in gleicher Art gegen 0.

Die Aussage des Satzes ist bewiesen, wenn auch die Giiltigkeit der Beziehung

t

lim [ (2", A(Z")f)ds = /0 (P,, A(P,)f)ds (4.22)

n—-—uoo 0

fast sicher und gleichméfig in ¢ nachgewiesen werden kann. Dies gelingt, in dem
zunéchst geeignet ergénzt wird.

(25, A(Z3) f) = (P, AP f)]
< ({28, A(Z22) ) = (Z8 AP) )| + (Z8 AP ) — (P AP )| (4.23)

Der zweite Summand auf der rechten Seite in (4.23) konvergiert nach Satz 4.3.2
fast sicher und gleichmilig in ¢ gegen 0 fiir A(P;)f € Cy,(RY). Mit den im
Vorfeld des Satzes formulierten Uberlegungen ist dies gerade fiir f € C2(R)
aber nicht fiir f € CZ(R®) der Fall. Im weiteren Verlauf des Beweises wird, wie in
der Aussage des Satzes formuliert, diese schirfere Voraussetzung an f verwendet.
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Zur Untersuchung des ersten Summanden in (4.23) betrachtet man zunéchst die
Differenz der Konzentrationsfunktionale. Diese Differenz soll gleichméfig in x
abgeschétzt werden. Man nutzt dabei die spezielle Form des Konzentrations-
funktionals aus und verwendet die Lévy-Prohorov Metrik (vgl. | , 11.3]).

Sei hierzu BL(R%) der Banachraum der beschriinkten, Lipschitz-stetigen reell-
wertigen Funktionen mit der Norm

|f(z) = fy)]
1152 sup { e
PP U eyl
Jedes endliche signierte Maf§ @ | , §18] kann als Element des Dualraums

BL(R%)* interpretiert werden und besitzt die Norm

1@l =sun{| [ 7300 <111, =1}

Nach | , 18.2] ist die Menge der signierten Mafie durch die Eigenschaft
charakterisiert, die Differenz zweier endlicher Mafle zu sein.

Es seien @ und R € M;(R%) zwei WahrscheinlichkeitsmaBe. Dann lésst sich die
Differenz der Konzentrationsfunktionale durch

up [e(2.Q) — (. B) 2y sup | [ K= 2)dQ(z) — [ K*(a— 2)dR(:)
z€RS z€RS | JR6 RS
=vsup | [ K'(z—2)d(Q — R)(2)
z€RS | JR6

< ysup |[|[K(zx — ‘)”BL 1Q — RHBL*
2ERS S ——~
=1K|lpy,
<7z ||K||BL ||Q - RHBL*

und damit unabhéngig von x abschétzen. Aus den Voraussetzungen an den Kern
und Lemma 2.1.1 folgt dabei || K||5;, < oo.

Den Zusammenhang mit Z7 und P stellt | , Theorem 11.3.3] her. Eine Fol-
ge von Wahrscheinlichkeitsmafien @),, konvergiert genau dann schwach gegen ein
Wahrscheinlichkeitsmafl @), wenn die Lévy-Prohorov Metrik ||@,, — Q|| 5~ gegen
0 konvergiert.
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Zusammen mit Satz 4.3.2 erhélt man somit die Aussage

sup [e(x, Z) — c(x, Py)| <7 [|K]lgy, 128 = Pl e — 0

z€RS

fast sicher und gleichméfig in s und .

Da diese Eigenschaft auch unter stetigen Abbildungen wie o? erhalten bleibt
[ , Corollary 3.3.2], schlieft man unter Verwendung von (3.12) auch fiir die
Differenz der Differenzialoperatoren

((AZE) ) (@) = (AR ()]

6

= Z(bi(x, c(x, Z7)) — bi(z, c(z, Py)))

0f ()
al’z‘

+ = Z 0i—3i— x C z Zn)) — 0 3z (Jj,C(l’, Ps>))aagf)

%

<1l 22) b . P
# Wl ™ potteta, 220) = et P)
<60 e, 20) el )

auf die fast sichere Konvergenz wiederum gleichméfig in s und .

Fiir den ersten Summanden in (4.23) ergibt sich damit weiter

lim [(Z, A(Z)f) = (Z AP [)]

n—-a;o

= lim

n—auoOo

[ @mne - aenwaze
< lim sup |[(A(Z7)f)(x) — (A(Ps) f)(x)|dZ] ()

n—00 JR6 £cR6

< Tim sup [(A(Z])f)(x) = (A(P)f)(x)] = 0.

N0 xRS
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Insgesamt erhélt man mit (4.23) die fast sichere Konvergenz fiir n gegen unendlich
von (Z%, A(Z2) f) gegen (Ps, A(P!")f) gleichméBig in s.

Auf Grund des kompakten Supports von f und der Stetigkeit der Koeffizien-
ten des Differenzialoperators existiert eine auf [0,t] integrierbare Majorante fiir
(Z7, A(ZM) f). Eine Anwendung des Satzes von der majorisierten Konvergenz
beweist schliefflich (4.22) und beendet den Beweis. u
Aus den bisher erzielten Ergebnissen lédsst sich nun abschliefend auch fiir die
nichtlineare Grenzdynamik eine Fokker-Planck-Gleichung oder Kolmogorov-Vor-

wiarts-Gleichung herleiten.

Die McKean-Vlasov-Gleichung hat nach Satz 4.4.1 die Form

- f(z)dP(z) — x)dPy(x / /Rﬁ x)dPs(x)ds. (4.24)

Besitzt nun die Verteilung P, eine Dichte bzgl. des Lebesgue-Mafles, d.h. gilt fiir
allet >0

P(A) :/Apt(x)dx, A € B(RY),

dann lésst sich (4.24) zu

[ tonwie— [ @i = [ [ aEn@p@dds @29

vereinfachen.

Mit Satz 3.5.1 steht ein Hilfsmittel zur Verfiigung, mit dem die Existenz einer
Dichte fiir die Verteilung der Grenzdynamik garantiert werden kann. Es sollen
also die fiir die Giiltigkeit von Satz 3.5.1 notwendigen Voraussetzungen an die
Koeffizienten des Modells gelten:

1. Der Driftvektor p : R — R ist unendlich oft differenzierbar und alle
Ableitungen sind auf R beschrénkt.
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2. Die Dispersionskoeffizienten o; : R — R (i=1,2,3) sind alle unendlich oft
differenzierbar und haben ebenfalls alle beschrankte Ableitungen. Zusétz-
lich sind die Dispersionskoeffizienten strikt positiv, d.h. es gilt

min inf o;(z) > 0.
i=1,2,3 2€R

3. Die Konstanten ¢; > 0 (i=1,2,3) in der Dispersionsmatrix sind positiv.

4. Der Kern K : R® — R bzw. seine kanonische Fortsetzung K* : RS —
R ist eine unendlich oft differenzierbare Dichtefunktion mit beschrankten
Ableitungen.

5. Die Startkonfiguration fiir die Grenzdynamik Y, besitze eine Dichtefunktion
mit kompaktem Support in RS.

Ferner definiert man wie in Kapitel 2.2 den formal adjungierten Operator A*(Q)
fiir die Grenzdynamik.

6
air(z,y) = Z(sz(%y)akj(%y)a Qe M(R®), 4,k=1...,6

=1

Die Bezeichnung adjungierter Operator wird durch Lemma A.0.5 gerechtfertigt,
das eine einfache Beziehung mit dem Differenzialoperator A(Q) herstellt.

Die Differenziation nach ¢ in (4.25) ergibt

» f(ac)%pt(x)dx = /]RG (AP f)(2)pe(x)dx.

Die Dichte und die Koeffizienten sind mehr als zweimal stetig differenzierbar, so
dass die rechte Seite mittels Lemma A.0.5 weiter zu

[ 1@ gnters = [ f@0 Poma)is

umgeformt werden kann.
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Die Aussage ist fiir alle f € CZ(R®) giiltig und so kann die Losung der McKean-
Vlasov Gleichung als schwache Losung der nichtlinearen Fokker-Planck-Gleichung

onla) = (A (Bn)(@)

mit der Dichte von P, als Anfangsbedingung angesehen werden.



Anhang A

Abschitzungen und Lemmata

Bei den folgenden Abschitzungen und Lemmas handelt es sich um in der Ar-
beit héufig verwendete Hilfsmittel bzw. technische Details, die speziell auf die
Situation dieser Arbeit hin angepasst bzw. geschaffen wurden. Aus Griinden der
Ubersichtlichkeit sind diese Uberlegungen im Anhang zusammengestellt.

Das folgende Lemma stellt ein Standardtool bei Abschéatzungen fiir Summen und
Integrale bereit.

Lemma A.0.1 Firp>1 gilt:
jax " + -+ lanl” < n(Jaa] + -+ |an))P < nP(laaf" + -+ lanf) (A1)

Ebenso qult fiir m > 1:

( / g() dx)m < (t—s)m ! / (@)™ d (A.2)

Beweis Die linke Ungleichung von (A.1) folgt aus |a;| < (ai| + -« - + |a,]|) fiir
1 <i < n. Nach der Holderschen Ungleichung fiir Summen | , 11.23] gilt

firp>1
p n P n 1_%
[l )
=1 =1

und somit erhédlt man die rechte Seite der Ungleichung von (A.1). Fiir p = 1
sind die getroffenen Aussagen trivial. Die Integralungleichung (A.2) ergibt sich
fiir m > 1 mit der Holderschen Ungleichung fiir Integrale | , 14.1]:

p

S =

[Z la;] - 1
=1
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irra] <[(fware)’ (f14)"]

In den Beweisen iiber Existenz und Eindeutigkeit der Grenzdynamik sowie der
Approximationseigenschaft wird eine spezielle Form des allgemein bekannten
Lemmas von Gronwall benétigt. Diese wird hier bewiesen, um den Lesefluss
in Kapitel 3 nicht unnotig zu storen.

3=

Lemma A.0.2 Sei g(t) eine stetige Funktion fir die folgende Beziehung gilt.

Ogg(t)éﬁ/of(S)ds+ﬁ/09(8)ds, 0<t<T

Ferner sei 3> 0 und f :[0,T] — R{ integrierbar, dann gilt

g(t) < Bexp(Bt) / f(s)ds, 0<t<T.

Beweis Auf Grund der Integrierbarkeit von f ist durch «a(t) = [ fot f(s
eine absolutstetige und integrierbare Funktion erkldrt | 9.28(a)]. Nach
Gronwalls Lemma | , 5.2.7] gilt

0 [ ss+5 [ 5 [ e explst— s)is

Wegen der Absolutstetigkeit der Integranden | , 9.30] erhélt man mit par-
tieller Integration

/ 3 | stwau vl - i
’ﬁ/f exp(A(t —5)) /M Jesp( t—s))d

_/0 f(u)du—0+/0 £(5) exp(B(t — 5))ds

und damit
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o)< [ 16yis =5 [ sty [ 16 exp(pta — s
<0 [ 5y ex(pti — s
= () [ 1(s)expl—5)is
< gesp(d) | ' F(s)ds,

weil die Funktion f nichtnegativ ist. [ ]

Ebenfalls im Beweis der Approximationseigenschaft in Kapitel 3 wird bei Kondi-
tionierung einer Familie von Zufallsvariablen die folgende Rechenregel benétigt.

Lemma A.0.3 Es secien X,Y1,...,Y, reelle Zufallsvariablen und X sei von den
Y; stochastisch unabhingig. Gegeben sei eine Funktion f : R"™ — R, so dass
f(X,Y1,...,Y,) integrierbar ist. Dann gilt

E[f(X,Y1,....Y)|X =z = E[f(x,Y1,...,Y,)]

fiir Px-fast sicher alle x € R.

Beweis Fiir den Beweis der im Lemma getroffenen Aussage geniigt es zu zeigen
[ , 11.3.7.5], dass P-fast sicher

E[f(X,Y1,....Y,)|X] = g(X) (A.3)

gilt, wobei die Funktion ¢ : R — R durch
g(x)é f($7y17"'>yn)dp(y1 ..... Yn)(yla"'vyn)
R

definiert und daher messbar ist.

Fiir alle C € X 1(B(R)) existiert ein B € B(R) und es gilt auf Grund der
Unabhéngigkeit zwischen X und Yi,...,Y,
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/f(Xa}qaaYn)dP:/ f(maylw"ayn)dp(X,Yl ,,,,, Yn)(x7y17"'7yn)
C BxR™

:/ F@ g1, g)d(Px © Poysoyi )@ 01,1 0).
BxRn

Andererseits gilt nach dem Satz von Fubini

/C 9(0)P = [ gl)iPs(o

B

_/ f(%yl;-‘-ayn)d(PX@P}ﬁ ~~~~~ Yn)('x?yl?"'ayn)'
BxR"

Zusammengefasst erhiilt man daher fiir alle C € X~ }(B(R))

/Cf(X,Yl,...,Yn)dP:/Cg(X)dP

und damit die zu beweisende Aussage (A.3). |

In | , IV.3.16] als Aufgabe formuliert wird hier aus Griinden der Vollstandigkeit
eine etwas allgemeinere Aussage inklusive Beweis gegeben.

Lemma A.0.4 Fir ein stetiges lokales Martingale mit My = 0 P-fast sicher
folgen aus (M), < Cy P-fast sicher die Abschditzungen

P {sup M, > x} < exp(—2%/2C))

0<s<t

und

P {sup | M| > m} < 2exp(—12/2C)).

0<s<t
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Beweis Gemif | , IV.3.4] (eine direkte Folgerung aus der It6-Formel) han-
delt es sich bei

EMNM), £ exp {)\Mt — %2<M>t}

fiir A € C ebenfalls um ein positives, stetiges lokales Martingale und damit unter
Benutzung des Lemmas von Fatou um ein positives Supermartingale.

Da —&* M), ein negatives Submartingale ist, gilt mit Hilfe der Maximalunglei-
chung fiir Submartingale (| , 1.3.8]) die Abschétzung

yP {Sup EMNM), > y] =yP { inf —&MM), < —y} <—E[-&(M)] =1

0<s<t 0<s<t

Ferner gilt die Mengenbeziehung

{ sup M, > x} g{ sup M), > exp ()\a: — %2<M)t>}

0<s<t 0<s<t

2
C { sup €M M), > exp ()\x - %C’t> } .

0<s<t

Fasst man dieses zusammen, dann erhélt man die Ungleichung

2
P {sup M, > x} <P {sup EMNM), > exp ()\x — %Ct>]

0<s<t 0<s<t
)\2
< exp (?Ct — /\x) ,

aus der speziell fiir A\ = x/C} die erste zu beweisende Aussage folgt. Wendet man
die erste Ungleichung auf die lokalen Martingale M; und —M; an, so ergibt sich
auch die zweite Aussage. [ ]

In Kapitel 4.3 wird bei der Ermittlung der Fokker-Planck-Gleichung fiir die
Grenzdynamik folgende Relation der beiden in diesem Kapitel definierten Dif-
ferenzialoperatoren (4.17) und (4.26) benutzt.
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Lemma A.0.5 Fir f € CZ(R®), g € C*(R%) und Q € M (R®) sowie b;(z, c(x, Q))
€ C*(R®) bzw. ay(x,c(z,Q)) € C*R®) firi=1,...,6 gilt die Beziehung

/RG AQN@g)dr = | F@)A (Q)g)(w)ds

Beweis Essei G C RS ein beschriinktes Gebiet, das den Support von f enthiilt.
Es gilt mit der Produktregel und dem Satz von Gau8 | ]

| hancta.@) 1<x>dw

i(,
:/Gaii [b (@, c(z,Q)) f( dx—/f

- [, 105 ot Q))g(x)]dx

0f (z)

bi(z, ez, Q))g(x) | dx

da f und damit der Integrand kompakten Support besitzen. Durch erneute zwei-
malige Anwendung des Satzes von Gauf} ergibt sich analog

0*f(x)

| astacloe. @)= gt

_ / i[an’(w,c(%@)af yo))do -~ [ FED D (o, e, Qg(o)] o

G 81‘2 al'z

i &Ez (2, c(z,Q))g )]
/a 8 au(ﬂU c(z,Q))g(x )de
- /Gf(ﬂf)é?—x? [“ii(%’, o, QDg(w)] e

~ [ 56015 el Qg0

Summation der beiden Gleichungen iiber ¢ liefert unter Verwendung der Defini-
tionen (4.17) und (4.26) die formulierte Aussage. u
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