Robustheitseigenschaften

von Dekonvolutionsdichteschatzern
beziiglich Missspezifikation der Fehlerdichte

Von der Fakultdt Mathematik und Physik der Universitéat
Stuttgart zur Erlangung der Wiirde eines Doktors der
Naturwissenschaften (Dr. rer. nat.) genehmigte Abhandlung

Vorgelegt von
Alexander Meister

aus Filderstadt

Hauptberichter: Prof. Dr. C.H. Hesse
Mitberichter: Prof. Dr. M.H. Neumann
(TU Braunschweig)
Prof. Dr. H. Walk

Tag der miindlichen Priifung: 23. Juli 2003

Institut fiir Stochastik und Anwendungen
Fakultdt Mathematik und Physik
Universitat Stuttgart

2003






Vorwort

Diese Dissertation entstand am Institut fiir Stochastik und Anwendungen der
Fakultit fiir Mathematik und Physik der Universitdt Stuttgart. Bedanken
mochte ich mich insbesondere bei Herrn Prof. Dr. Christian H. Hesse fiir die
Betreuung meiner Promotion und bei den Mitberichtern Prof. Dr. Neumann
und Prof. Dr. Walk.

im April 2003

Alexander Meister






Inhaltsverzeichnis

1 Einfiihrung

2 Missspezifikation der Fehlerdichte
2.1 Auswirkung auf das Supremum des MISE . . . . .. ... ... ..
2.2 Der Abstand dr . . . . . . ... L

2.3 Alternative Kernschétzer . . . . . . . .. ... .. ... ... ..
2.4 Wahl der Fehlerdichte . . . ... .. ... ... .. ...

3 Robust konsistente Schitzbarkeit
3.1 Uberlappender Klassen F und G . ... ... ... ........
3.2 Beispiele sich iiberlappender Dichteklassen . . . . . . ... ... ..
3.3 Hinreichende und notwendige Kriterien . . . . . . ... .. ... ..

3.4 Spezieller Aquivalenzsatz . . . . . . . . . .. .. ... .. ... ...

4 Gleichmifliig robust konsistente Schitzbarkeit
4.1 FEin notwendiges Kriterium . . . . . . ... ... o000

4.2 Aquivalenzsitze . . . . . . .. ...

5 Anwendungen
5.1 Doppelte Ausnutzung der Empirik . . . . . .. .. ...
5.2 Kontinuierliche Fehlerdichteklassen . . . . ... ... ... ... ..

5.3 Optimale Konvergenzraten . . . . . . . . .. . .. ... ... ...
Index
Zusammenfassung

Abstract

Literaturverzeichnis

25 O Q @ »

Lebenslauf



INHALTSVERZEICHNIS



Kapitel 1

Einfiihrung

Das Grundproblem der Dekonvolutionsdichteschitzung besteht darin, die
Dichte einer Zufallsvariablen aufgrund endlich vieler verrauschter bzw. feh-
lerbehafteter Beobachtungen zu schitzen.

Diese Beobachtungen - ihre Anzahl sei n - werden als reelle Zufallsvariable
Yi,..., Y, modelliert. Dabei setzt sich jede dieser Zufallsverdnderlichen Y
als Summe zweier reeller Zufallsvariablen X; und €; zusammen

)/}:Xj+€j ,je{l,...,n}.
Dabei seien X1, €, ..., X,, €, unabhingig und X,,..., X, sowie €,...,¢,
seien identisch verteilt.
Die Zufallsgrofen ¢; stellen den Fehler der Beobachtungen dar, die Dichte
ihrer Verteilung werde mit g bezeichnet.
Geschitzt werden soll nun die Dichte f der Verteilung der Zufallsvariablen
X, mit Hilfe der Beobachtungen Y7, ...,Y, . Ein direkter empirischer Zugang
zu den Beobachtungen Xi,..., X, ist also unmoglich. Gew6hnlicherweise
sind aber sowohl fiir die Fehlerdichte ¢ als auch fiir die zu schitzende Dichte
f gewisse deterministische nichtparametrische Voraussetzungen bekannt wie
zum Beispiel Aussagen iiber das Abklingverhalten der Fouriertransformier-
ten, die gleichgradige Holder-Stetigkeit oder die Sobolev-Norm der Dichten.
Im mathematischen Modell bedeutet dies, dass wir eine Menge aller in Frage
kommenden zu schéitzenden Dichten f einfiihren kdnnen, die mit F bezeich-
net werde, sowie eine Menge aller in Frage kommenden Fehlerdichten g, die
G genannt werde. Die deterministischen Voraussetzungen lauten dann

feF,geq.
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8 Kapitel 1 FEinfiihrung

F und G sind somit Teilmengen der Klasse aller (Zufalls-)dichten D.

D={fe LR |fz)>0,¥z€R und |flom=1}  (L1)

Li(R) bezeichne dabei wie iiblich den Banachraum aller iiber R absolut
Lebesgue-integrablen Funktionen R — C. Dagegen liegt eine Dichte nicht
notwendigerweise im Hilbertraum Lo(R) aller iiber R absolut-quadratisch
Lebesgue-integrablen Funktionen R — C. Daher fiihren wir die Menge
aller Dichten, die in Ly(R) liegen, das Symbol

ein. Eine Dichte liegt unter milden Zusatzvoraussetzungen in D, . Die For-
derung der Beschrinktheit einer Dichte geniigt beispielsweise, um ihre Mit-
gliedschaft in D, zu garantieren (siehe Meister (2001)).

Die Dichte h der Zufallsvariablen Y; ergibt sich wegen der Unabhéingigkeit
von X, und €; nach einem elementaren Ergebnis der Wahrscheinlichkeits-
theorie als Faltung der Dichten f von X; und g von ¢

h=f=xg.
Entsprechend kann man folgende Faltungsklassen definieren:
fxG = {fxglgeg}

g*F {fxg|feF} (1.3)

H

FxG:={fxg|feF,geg}

Dabei ist zu beachten, dass die Faltung von Dichten das Kommutativgesetz
erfiillt. Daher konnte man statt f *G auch G * f schreiben.
Yy bezeichne die Fouriertransformierte einer Funktion f,

vr(z) == /exp(itx)f(t) dt.

Dabei ist zu unterscheiden, ob f € L;(R) oder f € Ly(R) gilt. Im ersten
Fall ist 1, als Fourier-Dirichlet-Transformation zu verstehen, im zweiten



als Fourier-Plancherel-Transformation. Die Unterscheidung der beiden Félle
wird im Funktionalanalysis-Buch von D. Werner genau dargelegt. Falls f €
Li(R)NLy(R) gilt, fallen beide Begriffe der Fouriertransformation zusammen,
dies rechtfertigt, fiir beide Sachverhalte nur ein Symbol ¢ zu verwenden.
Die "Dekonvolutionsformel’

Vi = V5 U5 (1.4)

kann in zwei Féllen angewandt werden
1. feLi(R) und f € Li(R)
oder

2. f € Ly(R) und f € Ly(R) N Ly(R).

Kein hinreichendes Kriterium fiir die Entfaltung (1.4) ist jedoch f € L;(R)
und f € Ly(R). In diesem Fall ist nicht einmal die Faltung zwischen f
und f wohldefiniert. Der erste Fall erlaubt die Anwendung von (1.4) auf alle
Dichten f und f.

Um die Inklusion einer Faltungsklasse in D, iiberpriifen zu kénnen, niitzt
folgendes Lemma

Lemma 1.1 Sei f € D und f € D,. Dann gilt
fxfeD,

Beweis: Dass die Faltung zweier Dichten erneut eine Dichte ergibt, ist ein
gingiges Resultat aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. Es bleibt also noch zu
zeigen, dass f * f in Ly(R) liegt:

Da f €D C Li(R) und f € D C Li(R) gilt, kann (1.4) angewendet werden.
Da zudem fiir f wie fiir jede Dichte [¢(¢)| <1 gilt, folgt:

Yl = sl - [95] < [y

Da f und somit nach der Parseval-Identitit auch Y7 in Ly(R) liegen, ist
nach obiger Ungleichung [4|* eine integrable Majorante fiir die als Fou-
riertransformierte zweier Dichten stetige Funktion |1, 7. Somit ist [t , 7|

iiber R integrabel, und geméif der Parseval-Identitat liegt f x f daher in
Ly(R) .
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|
Durch Lemma 1.1 ist erwiesen, dass eine Faltungsklasse f G oder g« F
komplett in Ly(R) liegt, wenn f € Ly(R) bzw. g € Ly(R) gilt. Ebenso ist
‘H Teilmenge von Ly(R), wenn F oder G es ist.

In den meisten Artikeln iiber Dekonvolutionsschitzer wird vorausgesetzt,
dass die Fehlerdichte g exakt bekannt ist, was in der hier verwendeten Model-
lierung zur Einelementigkeit der Menge G (G = {g}) dquivalent ist (zum
Beispiel Stefanski und Carroll (1990), Fan (1991a), Fan (1993), Devroye
(1989), Meister (2001)). Unter bestimmten deterministischen Begebenhei-
ten an g und F wird zum Beispiel in Stefanski und Carroll (1990) die
gleichméfige L, -Konsistenz fiir den Dekonvolutionskernschétzer bewiesen.
Ebenso wird gezeigt, dass dieser Schitzer die optimalen Konvergenzraten er-
reicht (siehe Fan (1993)).

Man kann jedoch nicht in allen Anwendungen der Dekonvolutionsschéitzung
davon ausgehen, dass die Fehlerdichte stets bekannt ist. Die Situation einer
nicht exakt bekannten Fehlerdichte g wird zum Beispiel in den Artikeln von
Neumann (1997) und Efromovich (1997) beleuchtet. In beiden Veroffentli-
chungen wird angenommen, dass zuséitzliche unabhéngige identisch verteil-
te Beobachtungen, die direkt aus der zur Fehlerdichte gehorigen Verteilung
stammen und unabhingig von den Beobachtungen der verunreinigten Dichte
sind, gegeben sind. Mit deren Hilfe wird ein Schétzer fiir die Fouriertransfor-
mierte der Fehlerdichte ermittelt.

In dieser Dissertation wird erstmals die Situation betrachtet, dass die Feh-
lerdichte g weder exakt bekannt ist noch zusitzliche Beobachtungen aus
g vorhanden sind. Der Schétzer fiir die Dichte f darf somit nur auf den
Zufallsvariablen Y7,...,Y, sowie auf Kenntnis der deterministischen nicht-
parametrischen Bedingungen an f und g basieren. Letztere werden durch
Definition der Dichteklassen F und G angegeben. Vorerst werden diese Vor-
aussetzungen aber noch variabel gehalten.

Um einen solchen Dekonvolutionsschitzer bei nicht a-priori bekannter Feh-
lerdichte, d.h. mehrelementiger Menge G ermitteln zu konnen, miissen selbst-
versténdlich zuerst die Qualitdtsmerkmale festgelegt werden, denen der Schit-
zer geniigen soll. Wir gehen davon aus, dass keine a-priori Gewichtung der
Fehlerdichten gegeben ist, sondern alle g € G vor Bekanntgabe der empiri-
schen Daten gleichberechtigt sind. Bei der Dekonvolutionsschitzung mit be-
kanntem ¢ treten als asymptotische Konvergenzmerkmale einer Schétzerse-
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quenz (f,), die (individuelle) d*-Konsistenz

Ergd(fu(Ye,...,Yo), /¥ — 0 VfeF

n—0o0

und die gleichméiRige d*-Konsistenz

sup By d(fu(Y, ..., V), ¥ — 0

auf. Dabei sei d(-,-) eine beliebige Metrik, wobei noch gefordert werden
muss, dass sowohl die Schitzfunktion als auch alle Dichten aus F in dem zu
d gehorigen metrischen Raum liegen. £ sei eine reelle Zahl grofer 0. Als
Abstand d kommen die von den L,-Normen (p > 1), der Supremum-Norm
oder auch den Sobolev-Normen abgeleiteten Metriken in Frage.

Fiir das Schatzproblem einer nicht exakt bekannten Fehlerdichte lassen sich
analoge Konsistenzbegriffe definieren. Dazu fiihren wir den Begriff des ro-
bust d*-konsistenten Schiitzers (f,), ein, der

Ergd(fa(Yi,...,Yo), /)f  — 0 VfeFVgeg  (15)

n—00

erfiillt. Ebenso sprechen wir von einem gleichmiifig robust d*-konsis-
tenten Schitzer genau dann, wenn er

supsupEf,gd(fn(Yl,...,Yn),f)k — 0 (1.6)

9€g feF n—00
erfiillt. Wie man leicht erkennen kann, ist die Aussage der gleichméfigen ro-
busten d*-Konsistenz stéirker als die der robusten d*-Konsistenz, d.h. (1.6)
impliziert (1.5), die Umkehrung gilt ohne weitere Voraussetzungen nicht. Der
Begriff der Robustheit ist ein in der mathematischen Statistik haufig verwen-
deter Ausdruck. In dem Kontext dieser Dissertation ist die Robustheit des
Schitzverfahrens gegeniiber Missspezifikation oder Unkenntnis der Fehler-
dichte gemeint; die Begriffe der robusten Konsistenz beriicksichtigen eben
auch die Mehrelementigkeit der Menge G .
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Kapitel 2

Missspezifikation der Fehlerdichte

In Meister (2001) wird der Dekonvolutionsschétzer
fun == (BIBy)™'BLR,, h,, (2.1)

eingefiihrt. Dabei bezeichnet B, den Faltungsoperator mit der Fehlerdichte
g, B; den dazu adjungierten Operator und R, die orthogonale Projektion

~

in den dort definierten Hilbertraum L3"(R). h,, ist der Kernschétzer, der
den sync-Kern K mit 9 = x|_1;;) verwendet. Dabei bezeichne x_; die
Indikatorfunktion des Intervalls [—1,1]. Folglich besitzt der Kernschétzer

~ n . .
die Form h,, = 1> w 'K (;—Y]) . (Wn)nen ist die noch zu bestimmende
0 n

j
Bandbreitenfolge.

Weiterhin sind die deterministischen Forderungen an f gestellt, dass

F = {f Ly(R)-Dichte | [o;(t)| <CJ|t|? VteR} (B>1) (2.2

gilt. Diese Forderung kann modifiziert werden zu

F = {f Ly(R)-Dichte \/\wf(t)|2dt <O Yw>w)  (2.3)

mit 8> 1,wy > 0,C > 0. Ebenso werden Forderungen an die Fehlerdichte
g gestellt:

Wy(t)| £ 0Vt e Rund [y, ()] > DIt|™ Vemit|t| >T  (2.4)

13
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fiir fest gewdhltes 7" > 0 und 7 > 1/2. Fehlerdichten, die dieser Forde-
rung an das Abklingverhalten der Fouriertransformierten geniigen, nennt
man glatte Fehlerdichten. Betrachtet werden aber auch superglatte Fehler-
dichten:

1w, (t)] #0 Vt € Rund |¢,(t)| > Blt|"exp(—6|t|*) V¢ mit [¢| > T. (2.5)

Zusétzlich wird noch g € Dy gefordert. In Meister (2001) werden iterative
Verfahren vorgestellt, die gegen den Schitzer (2.1) konvergieren, der opti-
male Konvergenzraten beziiglich des Supremum des MISE (mean integrated
squared error) iiber die Funktionenklasse (2.3) aufweist, wenn die Anzahl
n der Beobachtungen gegen unendlich strebt. Dabei miissen jedoch sowohl
fiir glatte als auch superglatte Fehlerdichten noch Schranken fiir die Fourier-
transformierte nach oben gefordert werden.

2.1 Auswirkung auf das Supremum des MISE

In diesem Abschnitt soll das asymptotische Verhalten des Supremums des
MISE fiir die Schatzerfolge fwn in (2.1) untersucht werden, wenn die Fehler-
dichte ¢ missspezifiziert wird, d.h. anstatt der tatsichlichen Fehlerdichte g
eine verfilschte Fehlerdichte g zur Berechnung des Dekonvolutionsschdtzers
fu, verwendet wird. In Hesse (1999) wird in Aussicht gestellt, dass fiir diese
Situation weitere Forschung nétig ist.

Sowohl ¢ als auch ¢ miissen in G liegen. Durch Kenntnis der Dichteklas-
se G, die zur Konstruktion des Schétzers gebraucht werden darf, kann die
falschliche Wahl einer Fehlerdichte, die sogar aufserhalb der Menge G liegt,
zumindest theoretisch vermieden werden. Eine solche Fehlentscheidung kann
nur aus numerischen Rundungsfehlern und Instabilitdten resultieren - dazu
spéter mehr (siche Abschnitt 2.3).

Die Frage nach dem asymptotischen Verhalten des Supremum des MISE soll
nun beantwortet werden:
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Satz 2.1 Sei g eine Dichte aus G C D, die zur Konstruktion des Dekon-
volutionsschdtzers verwendet wird, g sei die tatsdichliche Fehlerdichte:

fon = (BIB;)"'BLR,, hy,. (2.6)

Fiir die Wahl der Bandbreitenfolge (wy,) wird nur vorausgesetzt, dass die De-
konvolutionsschitzersequenz fiir richtige Spezifikation der Fehlerdichte (§ =
g) konsistent bzgl. des Supremum des MISE fiber die Dichtenklasse F ist.
Alle Dichten G sollen entweder (2.4) oder (2.5) erfillen; an F wird aus-
schliefllich die Forderung der Inklusion in Do gestellt.

Dann gilt

n—0oQ

sup Ey,g || fu, — f||%2(R) — dx(9,9),
jeF

wobei der Abstand dg(-,-) definiert wird als

o1 Uy ()
R

[y (1) dt. (2.7)

Anmerkungen:

e Die Wahl der Bandbreitenfolge ist laut Satz 2.1 freigestellt bis auf
die Erhaltung der gleichméfigen Konsistenz fiir richtige Spezifizierung.
Durch passende Wahl der Folge lassen sich auch die optimalen Kon-
vergenzraten erzielen. Die Wahl der Bandbreitenfolgen richtet sich ge-
wohnlich nach der Fehlerdichte und hier eben nach der angenomme-
nen Dichte ¢ und nicht nach der wahren Dichte g. Wenn man die
Bandbreitenfolge fiir eine gegebene Dichte g entgegen der kanonischen
Wahl, die zu optimalen Konvergenzraten fiihrt, verdndern méchte, be-
wirkt man damit nach obigem Satz keine Anderung des Grenzwertes der
Schitzerfolge. Auch wenn man eine Verschlechterung der Konvergenz-
rate fiir richtig spezifizierte Dichten hinnehmen wollte, die Konsistenz
an sich aber erhalten mochte, kann eine Abwandlung der Bandbreiten-
folge keine Strategie sein, um etwa Konsistenz trotz Missspezifikation
zu erreichen.

e Fiir den Abstand dz lassen wir auch unendlich als moglichen Wert
zu. Diesen Wert nimmt der Abstand immer dann an, wenn das In-
tegral iiber R nicht existiert. Dies ist dadurch begriindet, dass der
Integrand nirgends negativ ist. Die Konvergenzaussage (2.7) ist so zu
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verstehen, dass die Folge der gleichméfigen MISE gegen dx(g,§) kon-
vergiert, wenn dieser Abstand reell ist und dass die Folge gegen +o0
divergiert, wenn der Abstand unendlich ist. Genauere Uberlegungen zu
diesem Abstandsbegriff folgen im Anschluss an den Beweis des Satzes
in Abschnitt 2.2.

Beweis:

S Erg 1B} Bg) ™ By Ronha, — fl,x)

(Parseval-Identitit)

n
_ 1 1 1
- %ilel,l’l?'Ef,g f WX —Wn,Wn] ( )52:: (t) dt
2
Wn n .
=S Ep | [ ammae™ — @) dt + [ [gp()dt
fex —un g=1 t>wn

(Satz von Fubini)

2

dt + [ [p(t)|*dt

[t|>wn

- w(ﬂf) at

+ [ s)fa)

[t|>wn

n

nmo 5 = V)

1
= 3;5Up f Eyq
feEF —Wn

(Beachte: Ejge™i = 1(t) mit h = f*g.)

(Da Yi,...,Y, uiv sind, folgt fir die Varianz:)

Sl [ g (e + [ st |2dt>

[t|>wn

Wn,
= s-sup (f ln‘l;ﬁh “dt + f
—wn
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(Da f,h,g,q Dichten sind, ist der Betrag der Fouriertransformierten eine
gerade Funktion.)

o
1 — |¢n(?) |2 / o(t) 2 2
—sup / ——dt + t)|%dt + [ |(t)|"dt
sup e (0 ) )| ol
—V) —M(f) —B(f)

« Die Schétzersequenzen seien so gewéhlt, dass der MISE gleichméfig {iber
F gegen 0 konvergiert, wenn man g = g setzt. Daraus folgt, dass in obiger
Gleichung M (f) =0 ist und weiterhin gilt

e o
s | IO
— ——

>0,da h Dichte und somit |¢p| <1

n—oo

dt + [|yp(t)Pdt | = 0

Da V(f) und B(f) nichtnegativ sind, ist dies dquivalent zu

_sup ( f 1n|1;”h(§t‘)é dt) 20
fer

(2.8)
und —sup (f\ibf Ith> =30

=

tsap (T (sl = Huy(0F) ) =5 o

feEF \o

und —sup (f\ibf |2dt> 0
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4

1] |95 (t)| 2dt — —mff\wf (t)2dt =3 0
und —sup <f|¢f |2dt> =0

Die Bedingung —sup (f\wf |2dt> 2% 0 impliziert, dass sup||f||L2 ®) <
fer

oo gilt, denn fiir ein festes ausreichend grofes m gilt dann

||f||%2(R) = %Hiﬁf”%z(n{)

=o [ (WP dt + 5 [ [p0)Pdt <@m 4 osup [ [g(t)[Pdt
[t <wm H{l—’ [t >wm fe]-'\t|>wm
<em o4 L

Alsoist die Ly -Norm aller f € F gleichgradig beschrinkt. Daraus wiederum
folgt

n—o

0 < —1nf f|¢f t)Pdt < n~ sup||f||L2(R —0
Folglich gilt ﬂme f|¢f (t)[2dt =3 0.
Dabher ist (2.8) dquivalent zu
1 h _9 n—o0 1 2 n—o0
— [ |3(t)] *dt — 0 und —sup [ |[¢f(¢)[*dt — 0 (2.9)
nmw T feF

Die Bedingung (2.9) sagt aus, dass sup B(f) und sup V(f) gegen 0 auch
fer feF

fir § # g konvergieren, zumal 0 < 1 — [, (¢)]? < 1 gilt. >
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Fahren wir nun mit der Betrachtung des Supremum des MISE fiir g # ¢
fort. Dieser betrdgt nach obigen Berechnungen

Lsup (V () + B(f) + M (7). (2.10)

Da fiir alle f € F V, B, M nichtnegativ sind, besitzt (2.10) mit der Aussage
(2.9) denselben Grenzwert wie

Wn,

Lo [12® 1 e
w%%{wm 1| s (8) Pt .11)

- >

—M()

im Falle der Konvergenz. Ebenso divergiert (2.11) aber auch genau dann
gegen oo, wenn (2.10) dies tut.

Es stellt sich nun die Frage, wie sich die Folge (w,) fiir n — oo verhilt.
Von dieser Folge kennt man nur die Bedingungen (2.9). Wir werden in diesem
Zusammenhang zwei Fille unterscheiden:

1. Fall: 3T > 0Vf e FVt>T : p(t) =0

Daraus folgt, dass die Menge {T" > 0 | ¢¢(t) =0 Vf € FVt > T} nicht
leer ist und auch positive Elemente enthélt. Im Folgenden wird gezeigt, dass
diese Menge in R abgeschlossen ist:

Sei (1), eine Folge in {T' > 0 | ¢f(t) =0 Vf € FVt > T}, die gegen
ein 7' > 0 konvergiert. Dann gilt ¢;(7,) =0 Vf € F, Vn € N. Fiir jedes
festgehaltene f € F folgt dann ¢;(7) = 0, da 1, als Fouriertransformierte
einer Dichte stetig ist. Fiir ein beliebiges ¢ € R mit ¢ > T existiert ein n €
N, so dass fiir alle m > n gilt: t > T,,, da T, X T . Da jedes T}, in der
Menge {T'> 0 | ¢;(t) =0 Vfe FVt>T} liegt, gilt Vf € F : s(t) =0.
Insgesamt folgt, dass Vf € F,Vimitt > T : ¢;(t) = 0 und somit dass
T Element der Menge {T > 0 | ¢;(t) =0 Vf € FVt > T} ist. Also ist
{T>0|v;(t)=0 VfeFVt>T} in Rj abgeschlossen.

Aus der Abgeschlossenheit und Beschrénktheit nach unten folgt, dass das
Minimum der nicht leeren Menge {T" > 0 | ¢;(¢t) =0 Vf € FVt>T} in
R{ existiert. Zudem ist leicht zu erkennen, dass 0 nicht in {7°> 0 | ¢;(¢) =
0 Vf e FVt>T} liegen kann, denn sonst wire die Fouriertransformierte
aller Funktionen aus F konstant 0 und die Elemente von F wéren keine
Dichten (1;(0) = 0 # 1). Daher gilt T := min{T > 0 | ¢(t) =0 Vf €
FYt>T}>0.
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Weiterhin folgt die Aussage:
Ve >0dNVn >N : w, >T —e.

Zum Beweis dieser Behauptung nehmen wir an, es gelte de > 0VN dn > N :
wy, < T —e€. Daher gibt es ein € > 0, so dass eine Teilfolge (w(,(n))n existiert
mit wyn) <T'—e€,Vn € N. € > 0 kann dabei als beliebig klein angenommen
werden, solange es positiv bleibt, schlielich schwiicht eine Verkleinerung von
€ die Aussage ab. Auf diese Weise kann 7" — ¢ > 0 garantiert werden. Fiir
diese Folge gilt

o
0 == Oosup/\wf 2dt>sup/|1/1f )[?dt > 0.
feF
Wa(n)
Damit haben wir einen Widerspruch gefunden. Der letzte Schritt der Unglei-
chungskette ist durch die Definition von 7" als Minimum obiger Menge und

der Stetigkeit von 1y begriindet. Wegen der Fallbedingung gilt:

F190) o e
00 > sup/ Gal) — 1| |¢s(t)|"dt

9

F19a® [ yuin
up — 1| |os(t)|7dt
12 -1
0
Weiter gilt fiir jedes € > 0 und fiir alle n > N ab einem gewissen N

supf‘——l‘ [y (¢ |2dt—|-sup f ‘——1‘ HGIRE
feEF o

> sup [ |20 1| o) P
T teF ¥5(t)

2
> sup [0 1| (o)t
fEF 0

Wiéhlt man € > 0 ausreichend klein, so kann man fiir jede positive Zahl

28 [ i < | 3

erreichen, dass sup f % — 1‘ dt kleiner als

feFT
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2
diese wird, denn die stetige Funktion ‘% — ‘ ist iiber jedes Kompaktum in-
g
tegrabel, die Konvergenz gegen 0 liefert dann der Satz von der majorisierten

Konvergenz. Dies impliziert

Wn
sup /
feF

0

2
-1 | (t)[2dt.

Py(t) be(t)
a(t) P5(t)

Damit ist der Satz im 1. Fall bewiesen. Schreiten wir nun zum

2. Fall: VI' >03f e F3t>T : ¢y(t) #0.

Nehmen wir an, (wy), divergiere nicht gegen unendlich. Dann existiert eine
nach oben durch ein S > 0 beschriankte Teilfolge (wy(n))n . Nach der An-
nahme existiert ein f' € F und ein ¢ > S, so dass ¢p(t) # 0 gilt. Das
impliziert unter Verwendung von (2.9)

2 o0
H2dt =X su
[Uy(t)] p
fer 0

0= sup [ 1wy0Pdr > sup [log0Pdt > [1op()Pat > o
f f
Wo (n) S S

Damit ist ein Widerspruch erreicht und (w,), divergiert gegen oo.

Wn 2

(Z10) 2
sup -1 el 1‘ Vy(t)]
dt, wenn dieser Ausdruck als reelle Zahl existiert, anderenfalls divergiert

Wn
Yg(t)
sup oL —1
fe]—'{ ¥g(%)
in Lemma 2.3 in allgemeinerem Kontext bewiesen. Daher verzichte ich an
dieser Stelle auf den exakten Beweis des Spezialfalls von Lemma 2.3.

2 o0
z/;"f Eg |44 (t)|?dt konvergiert somit gegen sup [
. feF o

2
|¢7(t)|?dt gegen unendlich, diese intuitive Folgerung wird

Unter Ausniitzung der Symmetrie des Betrages der Fouriertransformierten

von Dichten folgt insgesamt die Behauptung des Satzes.
[ |

2.2 Der Abstand dr

Durch Satz 2.1 wird die zentrale Bedeutung des dort definierten Abstandes
zweier Fehlerdichten dz(-,-) bei der Untersuchung des Verhaltens des Supre-
mum des MISE hinsichtlich der Missspezifikation der Fehlerdichte deutlich.
In diesem Abschnitt mochte ich daher diesen Abstandsbegriff etwas beleuch-
ten.
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dr : GxG — RU{+o0}
(2.12)

2
vl — 1‘ s (t)[2 dt.

(9,9) —> 5=sup [
feF

(Unbestimmte Integrale seien als Integrale iiber ganz R zu verstehen.) Auf-
fallig ist zum einen, dass der Abstand dz zweier Fehlerdichten aus G auch
unendlich grof sein kann, und zum anderen, dass dz nicht symmetrisch ist
und ¢g und ¢ also nicht vertauscht werden diirfen. Daher wird durch dr
keine Metrik auf G definiert! Dennoch lassen sich bekannte Eigenschaften
des Abstandes herleiten:

e dr ist positiv semidefinit, d.h.

dr(9,9)=0 Vgeg

Die erste Bedingung folgt aus der Nichtnegativitit des Integranden, die
zweite ist elementar.

e Daran schliefft sich unmittelbar die Frage nach der positiven Definitheit
von dz an. Da der Integrand nichtnegativ ist, gilt

2
dr(9,5) =0 & |%® _ 1‘ 6;(t)[? = 0 fiir LB-f.a. t € R Vf € F

¥5(t)

Da der Integrand stetig ist, folgt:

2
5;8—1‘ Wrt))> =0 VteRVfeEF

& () = () V() =0 VEeRYfeF
& gxf=gxf,Vfe€eF =>g=g

dr ist folglich genau dann positiv definit, wenn gilt

gxf=gxf,VfeF = g=4. (2.13)
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Dies ist eine sehr milde Bedingung. Hinreichend dafiir ist nach obigem
bereits, dass F eine Dichte mit nirgends verschwindender Fouriertrans-
formierten enthélt (z.B. Normalverteilungsdichten, Laplace-Dichten).

e G besitze die Eigenschaft, dass fiir beliebig, aber fest ausgewihlte
9,9 € G auch A\g+(1—\)g fiir alle A € [0,1] in G liege. Insbesondere
konvexe Mengen G erfiillen diese Eigenschaft sogar fiir beliebige ¢, g .

Dann gilt

e Fiir g,g€ g

Beweis:

5= sup [

= oup om

_ 1 Yg(t)
=—sup | |A2
27 feF f by t)

bo(t)
A

s=sup [
fE]:

=X -dx(9,9).

gelte :

Ay (B)+(1—

[%g ()] = [¢5(t)]

R

2
F1-A— 1‘ s (8) 7 dt

O

Vt € R | so folgt

d]-'(gag) Z d}'(gag)

§) = L vel) _q|* 2
dr(9,9) =3 ffé}'i_f ‘%(t) 1‘ Yy ()]? dt

f EF

> Lsup ‘1 —
27rfe]__f Pg(t)

= d]:(ga g)

¥t
5= sup [ ‘1—¢9(t

(1) [”
P5(t)
>1,Vt

(t)[* dt

~ 2
DD [y (1) dt

(2.14)

(2.15)
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Die Ungleichung (2.15) ist bei der Wahl der Fehlerdichte von Bedeutung,
darauf werde ich im vierten Abschnitt dieses Kapitels ndher eingehen. Zu-
nachst mochte ich aber noch die Frage nach Verbesserungsméglichkeiten der
Schétzersequenz hinsichtlich ihres asymptotischen Verhaltens aufgreifen.

2.3 Alternative Kernschatzer

Der Dekonvolutionsdichteschétzer (2.1) entsteht durch Entfaltung eines Kern-
schitzers mit der Fehlerdichte g. Der dabei verwendete Kern ist der so ge-

nannte sync-Kern (K (x) == M) . Im vorigen Abschnitt wurde lediglich

die Bandbreitenfolge (wy), variiert. In Meister (2001) wird jedoch auch der
Fall betrachtet, dass die Fehlerdichte g nicht in Ly(R) liegt. Dabei wird als
Kern die Funktion K(z) = —2; (cos(32) — cos(z)) verwendet und der Pro-
jektionsoperator leicht verdndert. Es stellt sich also die Frage, ob eine andere
Wahl des Kernes eine Verdnderung der asymptotischen Qualitit der Schét-
zersequenz bewirkt. Hierbei bietet es sich an, den allgemeinen Kernschatzer

= —/exp —itx)L Ze“yﬂ/z/zg (2.16)

mit der Folge L, zu betrachten, wobei nicht zwingend L, = 9g(-/wy)
gilt. Allerdings muss L,/¢; € Ly(R) sein, um die Existenz eines Schét-
zers f, in Ly(R) nach (2.16) zu gewihrleisten . Y;,...,Y, seien die ver-
rauschten Beobachtungen. Dieser Schitzer tritt unter anderem bei Neumann
(1997) auf Fiir den sync-Kern erhélt man L, [ e o] und der Kern
K(z) = 25 (cos(32) — cos(z)) lésst sich durch L on K (wn) darstellen.
Als Forderung an die Schétzerfolge soll nach wie vor bestehen bleiben, dass
fiir richtige Wahl der Fehlerdichte gleichmifige Konsistenz bestehen soll.

Auch konnen die Voraussetzungen an G abgeschwicht werden. Anstatt die
Inklusion in der Klasse der glatten oder superglatten Dichten zu fordern,
geniigt es, 1y(t) # 0,Vt € R,Vg € G vorauszusetzen. Eine weitere Defini-
tionsausweitung sollte an die Wahl einer Fehlerdichte getdtigt werden. Im er-
sten Abschnitt wird eingerdumt, dass die Fehlerdichte g zwar falsch gewéahlt,
aber dennoch eine Dichte in G ist. Davon kann man bei numerischen Anwen-
dungen von Dekonvolutionsdichteschitzern nicht ausgehen, zumal die Menge
aller Dichten D Teilmenge des Randes der Einheitssphére des L;(R) ist und
somit nirgends dicht in L;(R) liegt. Eine beliebig kleine positive Storung der
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Dichte beziiglich der L; -Norm, wie sie bei numerischen Berechnungen mit
Rundungen immer auftritt, kann die verwendete Funktion ¢ aus D und
somit auch aus G hinausdringen. Daher verallgemeinern wir, dass an die
Stelle von 13 nun eine Funktion £ : R — C mit te[i_ng R]\g(t)| >0,VR>0

tritt. Letztere Forderung an & muss gestellt werden, um die Existenz von
(2.16) zu sichern.

Die Dekonvolutionsschitzerfolge, die nun in zweifacher Hinsicht verallgemei-
nert wurde, lautet also

= —/exp —itx)L Zezm/f (2.17)

Lemma 2.1 Sei der Schitzer f, durch (2.17) definiert und fir € gelte
|g\ng|£(t)| > 0 fir jedes T > 0 sowie L,/& € Lo(R) . Dann ergibt sich das

Supremum des MISE der Schdtzerfolge (fn)neN aus (2.17) als
; 2
sup Ey,g || fn — f||L2(]R)
feFr

_ 1 WO L= (0
%f&;}z (‘ ) n &)

Beweis: Betrachten wir das Risiko

feF

n

= sup By [|5; [ exp(—it)L ()%Z e /E(t) dt = 7,
ferF

(Parseval-Identitdt)

2

= Lsup By [ |La()2 36 /6(t) dt — 1y (8)
feF j=1
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(Satz von Fubini)

2

= suprfg n(t)7 Zetyj/ﬁ()dt—l/}f(t)

= %sup f(vm“f,g< n( )%i Zth/f(t))
feF J=1 9

)at

+

EpyLa(t)L E €3 J€(t) — 1y (1)

= 5-sup [ ( La) | I_Wf;g(t)'? + Ln(t)—f—g(g“’(t Uy ()‘ )
fE]:
) |
Dieser Term ist nach unten durch s-sup [ [¢;(t)|? |L(¢) wé"(g) dt und
fer

2
durch 2i L S) . I_Wf;-" (t)Pdt sowie nach oben durch

1 / La(t)|* 1= [t ()] 1 / V5 (t)1,(2) ?
—sup dt + —sup [ |L, —s(t
o0 rer ) | £(t) n o e O £(t) o)
abschatzbar.

Wenn es sich bei der Funktion & um die Fouriertransformierte einer Dichte
handelt, geniigt es zu fordern, dass ¢ nirgends verschwindet.

Lemma 2.2 Die gewdhite Funktion & sei die Fouriertransformierte einer
Dichte aus G . Die Fouriertransformierten aller Dichten aus G mdgen nir-
gends verschwinden. Fiir richtige Spezifizierung der Fehlerdichte, d.h. die
Fouriertransformierte der tatsdchlichen Fehlerdichte sei &, konvergiere das
Supremum des MISE gegen 0. Dann gilt

sup/ b (O | L) — 112t "2 0 (2.18)
fer

und
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Y(t) Wy (1) [ 9 4, noeo
?lelg):_ L,(t)—=== 0 0 (t)]7dt — 0 (2.19)
fiir jedes R > 0 wund fiir alle g € G und
1 [, nso
- / 0 dt =% 0. (2.20)

Beweis: Nach Lemma 2.1 folgt aus der gleichméfigen L, -Konsistenz zum
einen

= SUP J 1 @) [La(t) — 1\2 dt "=% 0, also (2.18)

(R > 0 beliebig)

n—oo

= Supf|¢f O [Ln(t) — 1> dt =% 0

Da wegen der Voraussetzungen (& ist Dichte aus G). &(¢) # 0,Vt € R und
der Stetigkeit von & |i‘1£EE 1€(t)|* > 0 gilt, folgt weiter
{<

()| 1
sup < o0.
f
[t|<R £(t) |t1|2R|§( )2
Damit gilt
L sup f )2 |Ln(t) =1 dt =% 0
fEf R|7T|I<R
2
£)%e®) _ %(t)‘ b (D)2 dt
i Ve ~ ew | [r(®)
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Also gilt (2.19)

R
=3
—Ssup
27 feF
R

fir alle R > 0.

be(t) _ %y(t)

) &)

2
Ln(2) [ (2)]* dt =% 0

Als zweite Konsistenzbedingung erhilt man

2
1 La(t 1=t £ug (2)]2 n—00
s [ Ty | A 0
2
1 La(®) |7 1=lpg®)
2 2m |t£T &(t) ng dt
>0

fiir beliebiges 7" > 0 und eine beliebige Dichte f € F. Da fx*g eine Dichte
ist, gilt nach Ergebnissen der Wahrscheinlichkeitstheorie 1)7.4(t) =1 &t =0
und [¢r.(t)] < 1,V € R. Aus der Stetigkeit von ., folgt schlieflich
inf (1 — |thp.q(t)|?) > 0. Daraus folgt weiter

[t=>T

f Lu(t) 2 . 17‘wf*g(t)|2dt n—)_o)o 0

ST £(t) n

2
> Linf (1 — |¢h.,(t))? Ln(®) " gt
- "|3>T( Vs 0 LtéT 50
unabhiir:grig von n
>0
2

=5 [ L&S) dt "= 0 fiir jedes T > 0.

t>T

Wir wéhlen ein f € F beliebig aus und bestimmen das noch frei wéhlbare
T > 0 so, dass [¢y(t)| > 3 fiir alle ¢ mit [¢| < T. Dies ist moglich, weil
Yr(0) =1 und 9y stetig ist.
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n—oo

sup [ |y () |La(t) = 112 dt ™25 0
feF

T

> [ is() |La(t) — 1) dt

Das bedeutet also, dass die Funktionenfolge (L, —1), im Raum Ly([-T,T))
konvergiert und somit beschrankt ist. Da 1 als Funktion dieses Raumes
aufgefasst die (endliche) Norm +/2T besitzt, ist die Folge (L), in der
Ly([-T,T)])-Norm beschrénkt.

Wenn man jetzt noch bedenkt, dass die Forderung |i|nfT |£(t)] > 0 nach der
t|<

Voraussetzung, dass die Fouriertransformierten der Dichten aus G nirgends
verschwinden, erfiillt ist, folgt (2.20)

r 2
1 / L)\ gy mo g
nJ | &(t)
r
und somit
2
1 Ln(t)
n J £(t) dt
1 2dt 1 Ln(t) th noo g
=) ||+ a ] % — Y
- [t>T

[ |
Kehren wir jetzt zur Betrachtung des MISE im Falle der Missspezifikation
zuriick. Wenn ¢ nicht Fouriertransformierte einer Dichte aus G ist, gibt
es keine richtige Spezifizierung der Fehlerdichte. Da wir weiterhin den all-
gemeinen Fall betrachten wollen, werde ich - wenn nétig - die Bedingun-
gen (2.19) oder (2.20) fordern. Bedingung (2.19) folgt aus der Eigenschaft
%?rug [ @) | La(t) — 11* dt =% 0, wie im Beweis dargelegt. Diese Kon-

€

sistenzbedingung hingt also nicht von der Wahl der Fehlerdichte ab, sondern
stellt eine notwendige Eigenschaft der Kernfunktion dar. An (2.19) soll daher
nicht geriittelt werden. Um einen zentralen Satz iiber Dekonvolutionskern-
schétzer beweisen zu konnen, benotigt man folgendes Lemma
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Lemma 2.3 FEs gilt

I u£/|¢f(t)‘2 %(t)

Daber st die Aussage als  Konvergenz zu  verstehen, wenn
Sup J 1s(2)

Uergenz gegen +00 . Wzr lassen also wie bei der Definition des Abstandes dr
auch 400 als maoglichen Wert zu.

2
-1 — 1| dt.

dt o —sup /|w
27 peF

1‘ dt < 400 ist, und anderenfalls als bestimmte Di-

Beweis: Es wird eine Fallunterscheidung bendtigt:

1. Fall: %sup [ lwr ()

2
Yolt)
g(t) 1‘ dt < +o0

sup f [y (t

1‘ dt ist bzgl. R monoton steigend und durch den

proponierten Grenzwert s—sup [ |1y(t)|? wg t — 1‘ dt nach oben beschriinkt.
feF

o % — 1‘ dt kleinste obere Schranke sein,

Andererseits muss 5-sup [ [¢;(¢)]?
feF

da es fiir jedes € > 0 ein f(e) € F gibt, so dass

2 2
S 1"t < [log)P 99 1] db + ¢/2

sup [ |v¢(t)]?
Sup J s (1) 5
. R(f(e),€)
(3R(f(e),€) > 0) < L w0l ar + g2 + o2
—R(f(€),¢)
R(f(e).€)

2
val)
2 1] dt + ¢

<sup [ [¢p()?
FEF_R(f(e).€)

.4 2 | %g(t) ?
2. Fall: g?‘lelgf‘wf(t) 10) —1‘ dt =

| 2

Es existiert also eine Dichtenfolge (fy)n, so dass 5= [ |1y, ( wg (t) 1‘ dt
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fiir n — oo gegen unendlich divergiert. Fiir jedes f, lasst sich dann eine po-

R, 2
sitive Zahl R, finden, so dass auch 5= [ |1y, ()| wg(g) — 1| dt und folglich
—R,,

2
wgg(g) — 1‘ dt fiir n — oo gegen unendlich streben. Wegen

Ry
ssup [ vy (1)

feF-R,
der steigenden Monotonie bzgl. R folgt daraus

R
2
3“354 5(t)

2
R
dt "2 5o

by (?)
£(t)

-1

[ |
Alle Hoffnungen, durch geschickte Wahl von & oder der Kernfunktion eine
Verbesserung der asymptotischen Qualitit der Schiatzersequenz herbeizufiih-
ren, begriabt folgender Satz

Satz 2.2 Sei der Schitzer f, durch (2.17) definiert und fiir £ gelte ‘g|2§|§(t)|

> 0 fir jedes T >0 und L,/ € Ly(R), Vn € N. Die Konsistenzbedingung
(2.19) gelte. Dann gilt A
(a) Die Schitzersequenz (?clelg E¢gllfan— f||%2(R))neN besitzt keinen Hdaufungs-

2
Pq(t) :
é"(t) 1‘ dt ist.

punkt, der kleiner als 3=sup [ [¢;(t)[?
feF

(b) Wenn zusdtzlich die Bedingungen (2.18), (2.20) sowie |L,(t)] < 1,
Vit € R, Vn € N gelten, dann konvergiert (bzw. divergiert)

2
v _
29 1] ar.

(sup Epg [lfn = Il ) nen gegen gsup [ (1)
fer fer
Anmerkungen:

e Wenn es sich bei £ um die Fouriertransformierte einer G -Dichte §

2
handelt, entspricht s-sup [ |44 (t)[? Yolt) _ 1‘ dt dem aus dem vori-
feF

£(t)
gen Abschnitt bekannten Abstand dz(g,g) .

e Die nur fiir Teil (b) benotigte hinreichende Forderung |L,(t)] < 1,
Vt € R, Vn € N erscheint realistisch und ist erfiillt, wenn L, =
Yk (t/wp) mit einer Dichte K und einer beliebigen Bandbreitenfolge
(wn)n konstruiert wird.
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Beweis: ad (a): sup B || f, — f||%2(R) kann nach Lemma 2.1 durch
feF

L, (t) Yy (t)

szsup [ (1)
feFr

2
N 1‘ dt nach unten abgeschétzt werden. Betrach-

ten wir fiir diese untere Schranke die folgende Ungleichungskette

1 2 Py (t) 2
sesup [ g O | Loy 1 ar

R
> gosup [ iy (t)[?
f€F —R

2
Lo ()%} - 1‘ dt

R 2
= Leup [ )2 |1, (£)2Q — 20 4 vo) _ 1‘ dt
3w | W @OF I — o +
1 i > ba(t) ()|
= 5-Sup Yr(t)|” | Ln(t) st — 2 dt
2 fef{i[}z| f( )| ()g(t) &(t)

w20 [ [0y (L0

O w0 (v _
70 5@)) (5@) 1) dt
R
+J
—R

t

2l 1| ()2 e}

(
(®)

(Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung)

Got) ()
La() ey — %0

) 1/2 R
dt) . (f

R
> sesup { [ |vy(t)[?
f€EF —R

L, (t) Pg(t) Pg(t)

Pg(t)
&(t) £(t)

£(t)

ﬁ(ﬁww

T e _ 4] 2
+ 1% =1 P
i o) _ w0 )
B %?elg{ _fRWf(t)‘z L)%y — o |
R ) 1/2
{wa%%w@ 5

) 1/2
—mww@
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( ) Pg(t) _ ¥g(t)
(1) &(t)

\ 1/2
vy()
hll) 1‘ dt) 32

) 1/2
dt

1 (Sup I lws(t)

Mit (2.19) folgt, dass (sup Efg || fn — flI3, ®))nen  keinen Haufungspunkt
feF

dt ist fiir jedes

besitzen kann, der kleiner als 5-sup f [¥s( )|2
feF—r

R > 0. Wegen Lemma 2.3 kann es auch keinen Haufungspunkt geben, der

%(g 1‘ dt . Damit ist (a) bewiesen.

kleiner als 5-sup [ |4 (t))
feF

2
|2 dg’(—g)—l‘ dt < oo

ad (b): Hier kénnen wir uns auf den Fall ;-sup [ |¢(¢)
feFr

beschrénken, im anderen Fall ist bereits durch (a) alles bewiesen, denn eine
nach unten beschrénkte reelle Zahlenfolge ohne endliche Hautungspunkte di-
vergiert gegen +o0o (Satz von Bolzano-Weierstraf). Das Risiko (sup Ey g || fn—
feF
— ‘wf*g(t”z
n

Ln(t) 2
&(t)

dt +

f ||%2( Jnen ist gemék Lemma 2.1 durch —?up f
eF
<1l/mn

) — vr () nach oben abschétzbar. Aus Bedingung

(2.20), die ja nun zusitzlich zur Verfiigung steht, folgt, dass der erste Sum-
mand in obigem Term gegen 0 konvergiert. Der zweite Summand wird im
Beweis von Teil (a) nach unten abgeschétzt und lésst sich auch nach oben
begrenzen
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o= sup [ (1)
feF

L (1) %5 1‘ dt

2
dt

= gzsup [ |4 (t)[”
fer

Lo ()% — Ly (t) + Lu(t)

= goomp [ (o) (

2
La()) 28 — Lo(t)] + 2 Re((La(t) 28 — La(1))

(La(t) — 1)) 4 |La(t) — 1\2)dt

La(t) %5 — La(?)

+ 2

< gsup [ [y ()P

‘2

(5228 — L, (1)

La(t) = 1] + [La(t) — 1) dt

(Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung)

2
gt
< e sup{ s () [La() ) — Ln o] a

2 (1070 |Ea) % = La@)] de) " (] Wor0)PILae) - 1P01)
+ [ @)Ly ()—1|2dt}

2 1/2
= i;gg{(f (O |La(®) 28 — La(t)| dt)
1/24 2
(S s L) ~1Pa) "}
2 1/2
< 5 {sup (S 1000 [La() %85~ La )] 1)

ssup ([ 10s(OPILa(0) = 1Par) "}
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(Wegen |L,(t)| < 1 folgt weiter)

. 2 1/2
< g {on (e %5 1] at)

+oup ([ 150 Ln(0) — 17dt) F

Aufgrund (2.18) konvergiert
1/2
sup ([ 115 (8) P|La(t) — 1dt)
feF

2 2 1/2 n—o0
= (sup [ [0r()PILa(0) ~ 1Pde) © "% 0.
JEF

Daraus folgt die Beschrinktheit der Folge (sup Ej, ||fn — f ||%2(R))n€N so-
feF

wie die Tatsache, dass diese Folge keine Hiufungspunkte besitzen kann, die

2
grofer als fclelg [ g (t)]? wg’(g) — 1| dt sind. Nach (a) kann die Folge aber

auch keine Haufungspunkte besitzen, die kleiner als dieser Ausdruck sind.
Es existiert also genau ein Haufungspunkt der beschrinkten reellen Zahlen-
folge, und daher konvergiert nach Erkenntnissen der elementaren Analysis

(Bolzano-Weierstrak) die Folge gegen jenen Term.
[ |

Der in Meister (2001) fiir Fehlerdichten auferhalb Ly(R) verwendete Dekon-
volutionskernschiitzer mit dem Kern K(z) = 25 (cos(32) — cos(z)) erfiillt
beziehungsweise erzielt bei geeigneter Wahl der Bandbreitenfolge in Abstim-
mung auf die Fehlerdichte Konsistenz und strebt mit Lemma 2.2 und Satz

2.2 gegen supf Wf(t)|2
feF

2
v(®) _
20 -1 dr.

Ebenso sagt der Satz aus, dass die grofere Freiheit des Modells, dass &
nicht Fouriertransformierte einer Dichte aus G sein muss, keinen Vorteil
hinsichtlich der asymptotischen Verzerrung beschert, allerdings die Struktur
der asymptotischen Verzerrung auch beibehilt.




36 Kapitel 2 Missspezifikation der Fehlerdichte

2.4 Wahl der Fehlerdichte

Um eine Dekonvolutionsschitzung durchfiihren zu kénnen, muss eine Dichte
aus G ausgewdhlt werden. Wenn G mehrelementig ist, kann eine Missspezi-
fizierung der Fehlerdichte nicht ausgeschlossen werden. Eine a-priori-Gewich-
tung der Fehlerdichten existiert nicht, wie im ersten Kapitel postuliert. Es
stellt sich nun die Frage, wie ¢ € G zu wihlen ist, um die asymptotische
Verzerrung des Supremum des MISE, die nach den Sitzen 2.1 und 2.2 mit
dr(g,9) identisch ist, minimal zu halten.

(2.15) konnte hier helfen. Bei jeweils zwei konkurrierenden Fehlerdichten ist
diejenige die bessere Wahl, deren Fouriertransformierte betragsméfig punkt-
weise iiberall grofer als die der anderen Dichte ist. Leider sind zwei Fehler-
dichten durch diese Relation im Allgemeinen nicht total geordnet, mehrere
oder unendlich viele Fehlerdichten erst recht nicht. Es lassen sich also langst
nicht alle Dichten auf diese Weise miteinander vergleichen.

Betrachten wir nun ein sehr wichtiges Beispiel:

Nehmen wir an, G sei zweielemtig und bestehe aus der Laplace-Dichte g,

mit g (z) = 3 exp(—\x|) und 1/JgL( ) = 13z und der Standardnormalvertei-

lungsdichte gy mit gy (z exp(—z?/2) und v, (t) = exp(—z?/2).
Dies sind die Standardbelsplele ?ﬁ r glatte bzw. superglatte Fehlerdichten. Von
der Menge F wird nur gefordert, dass sie die Laplace-Dichte g¢; enthalte
und dass alle Elemente aus F in ihrer Ly(R) -Norm gleichgradig beschrankt
sind. Diese Forderung ist bei geeigneter Wahl der Parameter in den Modell-
raumen, wie sie zum Beispiel in Neumann (1997) auftauchen, erfiillt.

e Nehmen wir an, die Fehlerdichte sei in Wirklichkeit ¢, doch zur De-
konvolutionsschiatzung wird gy verwendet. Fiir die asymptotische Ver-
zerrung ergibt sich

dr (gL, 9n) = 5 wg (t)|? dt
feF
1 1+¢2)~
> o f eScp( t2/2 B 1‘ |ng
_ 1 e 4] 2
_%f eI1)+1:2 _1‘ |1+t2 dt
1 exp(t2/2)—1—t2 2 dt
=5 J | aker—
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Der Integrand besteht aus einem Bruch, der im Zahler mit exponenti-
eller Geschwindigkeit anwéchst und im Nenner in der achten Potenz.
Daher divergiert der Integrand fiir ¢ — 400 und fiir ¢ -+ —oo be-
stimmt gegen +oco. Daher existiert das Integral als reelle Zahl nicht
und es gilt

d}"(ga g) = +00.

= Katastrophe: Das Supremum des MISE des Dekonvolutionskern-
schitzer ist nicht nur keine Nullfolge, sondern wichst sogar iiber alle
positiven Grenzen. Selbst ein Schitzer, der auf Ignorierung der Verrau-
schung der Beobachtungen basiert und in Folge dessen nicht konsistent
ist wie etwa der Kernschétzer der fehlerbehafteten direkt beobachte-
ten Dichte, liefert hier ein geringeres asymptotisches Risiko als der De-
konvolutionsschitzer mit missspezifizierter Fehlerdichte. Der Widersinn
besteht also darin, dass das Risiko des Schitzers im Trend um so grofier
wird, je mehr Beobachtungen verwendet werden. Bei nichtparametri-
scher Dichteschitzung wird stets mit sehr grofien Stichprobenumfingen
gearbeitet, daher kann diese bestimmte Divergenz des MISE bei An-
wendungen eine totale Fehlschitzung verursachen.

Gehen wir jetzt davon aus, dass umgekehrt gy die tatsichliche Dichte
sei und g; missspezifiziert werde. In diesem Falle gilt fiir die asympto-
tische Verzerrung

d _ 1 Yo (t) -1 2 2d
#(gn,9) = sup [ [y (t)|* dt

fer Vo (1)
2 +1 2
1 2
— 1 - - t)|~dt
o ?161?__ f eXp(t2/2) Wf( )‘

— 1 fiir |[¢| — oo und stetig
= beschriankt bzgl. einem S < oo
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= Ssup|| f[|Z, ) dt
feF

< +0o0.

= Das Supremum des MISE des Dekonvolutionskernschétzers ist zwar
keine Nullfolge (Schétzersequenz nicht konsistent), aber besitzt wenig-
stens eine endliche obere Schranke.

Die Laplace-Dekonvolution mit ¢; als Fehlerdichte ist hier also der Gauk-
Dekonvolution mit gy als Fehlerdichte unbedingt vorzuziehen, wenn bei-
de Fehlerdichten a-priori gleichberechtigt sind. Eine Missspezifikation der
Fehlerdichte besitzt bei der Laplace-Dekonvolution weitaus weniger gravie-
rende Auswirkungen, wie eben gesehen. Der Robustheitsgrad der Laplace-
Dekonvolution beziiglich Missspezifikation der Fehlerdichte ist also grofer.
Auflerdem ist noch zu bedenken, dass im Falle der richtigen Spezifikation
der Fehlerdichte zwar beide Arten von Dekonvolutionsschitzerfolgen Konsi-
stenz aufweisen, die Laplace-Dekonvolution allerdings mit schnelleren (alge-
braischen) Konvergenzraten als die Gauf-Dekonvolution mit logarithmischen
Raten (siehe z.B. Fan (1993), Neumann (1997)). Dieser Aspekt spricht also
auch fiir die Entscheidung fiir die Laplace-Dekonvolution.

Ich fiihre noch ein weiteres praxisnahes Beispiel an. Es sei bekannt, dass die
Fehlerdichte g eine Normalverteilungsdichte ist, jedoch kénnen ihr Erwar-
tungswert p und ihre Varianz o? nicht exakt spezifiziert werden. An deren
Stelle werden falsche Werte i und o2 verwendet. Was bedeutet das fiir dz?
Die Fouriertransformierten der Normalverteilungsdichten ergeben sich als
Vy(t) = exp(itp — (1/2) - 0%t?) und 5(t) = exp(itip — (1/2) - 0t?). Un-
terscheiden wir zwei Fille:

(a) Die Varianz wird richtig bestimmt (o2 = ¢2 ), nur der Erwartungswert
ist missspezifiziert. Der Abstand (2.7) betragt
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exp(int — (1/2) - %) [* o
exp(itip — (1/2) - 02t?) 1) oy ()"t

) 1
dr(g,9) = gigg

= Lo / explil = 7)t) = 1 sy (1)

27 feF

<4
= 4-sup|| f|IL,m)-
fer

Wenn F bzgl. der Ly(R) -Norm gleichgradig beschriankt ist (und das
sollte man voraussetzen, wenn man f in eben dieser Norm mit gleich-
méfiger Konsistenz schitzen will), tritt in diesem Fall also eine noch
harmlose Situation auf, der MISE ist nach oben beschrinkt. Zudem ist
anzumerken, dass 4[¢;|* eine integrable Majorante fiir den Integran-
den in obigem Integral darstellt, wenn {[¢f| | f € F} gleichgradig be-
schrankt ist, so dass nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz
dr(g,9) zumindest gegen Null konvergiert, wenn [ gegen p strebt.
Ist die Abweichung £ von g also klein, konvergiert auch der MISE
gegen eine kleine positive Zahl.

Die Varianz wird missspezifiziert, (2.7) berechnet man

S explipt — (1/2) - 0*#) :

d7(9:9) = %f«‘é}?/ exp(itii — (1/2) - 02t2) (&) dt

= s [ [exp(iu - 1) - exp((1/2)5 ~ (1/2)0%) 1| (o).
27 feF

Ist 02 > 02, so divergiert der erste Faktor des Integranden mit ex-
ponentieller Geschwindigkeit gegen +o0o. Es geniigt schon, dass eine
Dichte, die wie eine Potenzfunktion abklingt, als zu schitzende Dichte
in Frage kommt, und schon divergiert der MISE gegen d(g, §) = +o0
und auch hier tritt eine Katastrophe ein. Wenn dagegen o2 < 0?2 gilt,
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so ist der erste Teil des Integranden nach oben beschrinkt, und eine
Explosion des MISE kann somit verhindert werden.

Hierbei zeigt sich auch, dass der Abstand dx nicht || - ||z, ) -stetig ist, d.h.
lgn — gllixy — 0 fiir g,g, € G fiir alle n € N impliziert im Allge-
meinen nicht dz(g, g,) 2% 0. Denn eine beliebige reelle Folge o2 | o*
bewirkt zwar, dass N (i,02) im L;(R) -Sinne gegen N (u,0?) konvergiert,
dr(N(,02), N (11,02)) ist nach Punkt (b) der vorangegangenen Uberlegung
unendlich unter nicht unrealistischen Voraussetzungen an F . (N (i, o?) be-
zeichne die Normalverteilungsdichte mit Erwartungswert p und Varianz
o?.)

Eine beliebig kleine Abweichung der verwendeten Fehlerdichte von der tat-
sachlichen im L, (R) -Sinne kann also unter Umsténden eine gravierende Ver-
zerrung des asymptotischen Verhaltens der Schitzersequenz bewirken bzw.
die Konsistenz zerstoren. Hier wird die hohe Sensitivitit des Dekonvolutions-
schitzungsverfahrens beziiglich der Wahl der richtigen Fehlerdichte deutlich.

Als Regeln fiir Praktiker und Anwender der Dekonvolutionsdichteschéitzung
kann man folglich festhalten:

e Je ,glatter* eine Fehlerdichte ist, d.h. je schneller ihre Fou-
riertransformierte abklingt, um so grofiere Gefahren birgt sie,
wenn sie moglicherweise falsch gewihlt wird.

e Bei normalverteilten Fehlern sollte die Varianz lieber zu klein
als zu groff gewidhlt werden.

Unter der Voraussetzung, dass alle Elemente aus F beziiglich ihrer Lo (R) -
Norm beschrankt sind, also

sup |11,y < C (2:21)
ferF

gilt, existiert eine Moglichkeit, eine Unbeschranktheit des Supremum des MI-
SE wie im ersten Fall des obigen Beispieles zu vermeiden und gleichzeitig die
Konsistenz des Schitzverfahrens im Falle richtiger Spezifikation der Fehler-
dichte zu wahren. Die Grundidee liefert folgendes Lemma
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Lemma 2.4 Es sei f € Ly(R) nzit ||f||%2(R) >C >0 und f € Ly(R) mit

1f11Z,@ < C - Sei fi=—LC . f. Dann gilt

11l Ly (r)
If - f||%2(1@) <|If- f||%2(R) (2.22)
und
I = FI7, < 4C (2.23)

Beweis: ad (2.22):

VC > ||f]

mat der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung gilt:
= 2V/C> 2Re<”ij;ﬂ,f>

aus V/C < ||f|| folgt weiter
= VC+|Ifl 2 2 Re(ih, f)

Erweitern mit /C — ||f|| < 0 liefert

= C—|IfI? < Z(/C—|If]) Re(F, £)

e
X

5 — 208 Re(F, ) + I I2 < IFIP = 2Re(f, f) + |1 £112

= C

=

= IVSF = FIP < IIf = £1P

= |If=fIP<|If - £I1?
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ad (2.23): )
1f = flZ, @)

= IV - fIP

£l

(Dreiecksungleichung)

< (VC+I£)?

<4C
|
Sei (fn)n eine Schitzersequenz fiir f, deren L,-Norm nicht gleichgradig
beschrénkt zu sein braucht, etwa die Dekonvolutionskernschétzer (2.16) oder
(2.1) mit moglicherweise missspezifizierten Fehlerdichten. Dann definieren
wir den davon abgeleiteten Schitzer

. {fn , wenn ||fn||2 <C

n -—

2.24
_Jn , sonst . ( )
[1fnllLy®)

Fiir den Schitzer (2.24) folgt folgender Satz

Satz 2.3 Fir die Schitzersequenz (fy)n aus (2.24), abgeleitet von einem
beliebigen Schdtzer (fn)n mit jeweils endlicher, aber nicht zwingend gleich-
gradig beschrinkter Lo -Norm, gilt fir alle f € F,g € G , wenn F in der
quadrierten Lo -Norm bzgl. eines C > 0 gleichgradig beschrinkt ist,

Epgll fn - f||%2(R) < 40 (2.25)

sowie B X
Epollfo = fllT,my < Ergllfn = I, m (2.26)

Beweis: Der Beweis geschieht durch Konditionierung des Schitzers (2.24).
ad (2.25):

Ergllfo = flI2,m

= Eyy (an - f||%2(ﬂ{) | ||fn||%2(R) < C) 'Pf,g(||fn||%2(ua) <C)
+ By (1o = Flwy | 1l > ©) - Prollfull, @ > ©)
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= Bpg | Mo = Flawy | 1alZo) < € | - Pro(lfallfm < ©)
N——

<4ac

fn r P
+Efg ”\/_||f ” — i@ | 1allZ@ > C | - Prollfall7,@ > ©)
n Lz(R

<4c nach (2.23)

<40 (Pry(lhnlB o) <€)+ Pro(lfallty > )
=4C.
ad (2.26):

Epgllfo = 7.

=By (1o = oy | Wl <€) Prolfully, e < ©)
fu R
By | VO =l | Wil > €| Prallfll > O
n LQ(R

<an f||L S (R) nach (2.22)

< Epg (1fn = £, | 1/l3,@ <

< Pro(lfall? ) < C)
+Ef,g (“fn f“ 2(R) | ”fn”Lg(R

fag(”f’nHLg(R) > C)

\/\_/

= Epgllfo = fll,@

[
Satz 2.3 sagt also aus, dass der Schiitzer (2.24) alle Vorziige des Schiitzers f,
von dem er abgeleitet ist, iibernimmt, d.h. das Risiko ist fiir alle f € F und
g € G kleiner oder gleich als das des Schitzers fn , insbesondere schitzt fn
immer dann konsistent in Ly(R) , wenn f, konsistent schiitzt. Zudem ist der
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Katastrophenfall eines iiber alle Grenzen wachsenden L, -Risikos bei dem
Schétzer fn ausgeschlossen, indem ihm die Sicherheitsschranke C' fiir die
Ly -Norm des Schétzers auferlegt wurde. Immer wenn F in der Ls-Norm
gleichgradig beschrinkt ist und eine obere Schranke C' bestimmt werden
kann, sollte daher bei Ungewissheit beziiglich der Fehlerdichte der Schitzer
(2.24) verwendet werden. Dies ist fiir alle ,wesentlichen Dichteklassen F
der Fall, wie spater in Abschnitt 3.3 im Anschluss an Lemma 3.4 gezeigt
wird. Der zusitzliche Aufwand bei der Berechnung von f, im Vergleich zu
dem Ausgangsschitzer f, ist iiberschaubar, denn er besteht darin, die L, -
Norm des Schiitzers f, zu berechnen und diese mit +/C' zu vergleichen;
C kann zu Beginn der Schitzung in einem einmaligen Vorgang allein aus
Kenntnis von F bestimmt werden. Dennoch kann auch dieser Schitzer nicht
zufriedenstellend gut schitzen, da die nichtparametrische Dichteschitzung
zwecks sehr genauer Schitzungen einer Dichte gebraucht wird.

Im ersten Kapitel wird bereits der Begriff der gleichméafig robusten d —
k - Konsistenz fiir Schitzerfolgen eingefiihrt. d sei jetzt speziell die Lo(R) -
Metrik und k£ = 2. Die Frage ist nun, unter welchen Bedingungen an F
und G es eine Wahl von g € G gibt, so dass der mittels dieser Fehlerdichte
konstruierte Schétzer (2.16) gleichméfig robust konsistent ist.

Nach Satz 2.2 ist dies dquivalent dazu, dass

39 €G : dr(9,9) =0,Vg€G (2.27)

gilt. Dies ist eine sehr starke Forderung an F und G. Wenn G mehrele-
mentig und der Abstand dx positiv definit ist, wofiir im zweiten Abschnitt
dieses Kapitels hinreichende Bedingungen gefunden wurden, ist eine solche
Wahl von g, die zu einer gleichméfig robust konsistenten Schétzung fiihrt,
bereits nicht mehr méglich. Damit ist freilich noch nicht beantwortet, ob es
in solchen Fillen iiberhaupt eine gleichméfkig robust konsistente Schiatzung
geben kann - moglicherweise ganz anderer Bauart. Zu diesem Zwecke sollen
im néichsten Kapitel theoretische Fragestellungen nach der Existenz robust
konsistenter und im iiberndchsten Kapitel gleichméfig robust konsistenter
Schitzer aufgegriffen werden.



Kapitel 3

Robust konsistente Schatzbarkeit

In diesem Kapitel wird die Frage aufgegriffen, unter welchen notwendigen und
hinreichenden Bedingungen an die Mengen F und G robust d* -konsistente
Schitzbarkeit besteht (siehe (1.5)). d ist - wenn nichts anderes ausgesagt ist
- eine beliebige Metrik und (X, d) der zugehorige metrische Raum. Um den
Begriff der robusten Konsistenz iiberpriifen zu kénnen, muss F C X gefor-
dert werden, wie im ersten Kapitel bereits erwiahnt. Dies wird zum Beispiel
relevant, wenn d die Supremumnormmetrik ist; von allgemeinen Dichten,
die ja Aquivalenzklassen von LB-fast iiberall iibereinstimmenden Funktio-
nen sind, kann keine Supremumnorm betrachtet werden. Eine Dichte hétte
sonst zu sich selbst positiven Abstand. Hier muss beispielsweise noch die For-
derung der Stetigkeit aller Dichten aus F gestellt werden, um die Inklusion
von F in X zu garantieren.

3.1 Uberlappen der Klassen F und G

Zunichst definieren wir den Begriff der sich iiberlappenden Dichtemengen F
und G:
Die Mengen F und G fdberlappen sich genau dann, wenn gilt

3, f€F39.,5€G: f#FNFrxg=F %3 (3.1)
Dafiir kann man leicht dquivalente Formulierungen erkennen, so zum Beispiel:
(31) @ 3f,feFmit f£f: f«GNfxG#0 (3.2)

45
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Intuitiv bedeutet das Uberlappen von F und G, dass es (mindestens) eine
verrauschte Dichte gibt, die von zwei verschiedenen unverfilschten zu schét-
zenden Dichten herriihren kann. Fiir sich iiberlappende Klassen ldsst sich ein
zentraler Satz beweisen

Satz 3.1 Sei (X,d) ein beliebiger metrischer Raum. Sei D die Menge aller
Dichten (1.1). Es gelte F CDNX, GCD. F und G sollen sich iberlap-
pen.

Dann ezistiert keine robust d* -konsistente auf n uiv verrauschten Beobach-
tungen Y1, ...,Y, basierende Schitzersequenz (fn)neN C X gemdp (1.5) fir
wrgendein k> 0.

Um den Satz beweisen zu konnen, bendtigt man noch das folgende kleine
technische Lemma

Lemma 3.1 Seien a,b >0 und k > 0. Dann gilt die Ungleichung
a® 4+ bF > min{2'7* 1}(a + b)*.

Beweis: Fiir a = b = 0 ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt. Daher
setzen wir a2 + b2 # 0 voraus und betrachten

ab+okF a \* n b \*
(a+b%  \a+b a+b)
Nun substituieren wir A = % . Dann l&sst sich obiger Ausdruck darstellen

a+b -
als reelle Funktion

f)=X4+@a=X" , Xxelo1].

Ziel ist es jetzt, das Minimum der Funktion zu finden. Fiir die Randwerte
gilt f(0) = f(1) = 1. Fir £ =1 ist f konstant 1. Fiir k£ # 1 ist die
Funktion im Inneren des Definitionsbereichs stetig differenzierbar und durch
Nullsetzen der ersten Ableitung erhédlt man A = 1/2 als einzigen in Frage
kommenden Extremwert. Da f zudem auf ganz [0, 1] stetig ist, kommen nur
1 und f(1/2) = 2'7* als Minima in Frage, daher gilt f(\) > min{2!7% 1}
fiir jedes A € [0, 1]. Durch Resubstitution folgt schlieklich die Ungleichung

a® 4+ b > min{2'7* 1}(a + b)*.
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Damit konnen wir jetzt zum Beweis von Satz 3.1 schreiten
Beweis: Wir nehmen an, es existiere eine robust d* -konsistente Schitzer-
folge (fn)n fiir eine beliebige Metrik und &£ > 0, d.h.

Epd(fuYr, .., Yo), )F 23 0,VfeFgeg

Da F und G sich iiberlappen, existieren f,f € F und g, € G mit f # f
und fxg = f+*g,und da die Summe zweier konvergenter Folgen konvergiert,
folgt

Ef’gd(fn(}/l”yn)’f)k + Ef,gd(fn(}q:ayn):f)k n_)—o)O 0

= Eh:f*g:f*g (d(fn(yla .. :Yn)af)k + d(fAn(lea .. ':Yn)af)k)

(verwende Lemma 3.1)

Z Eh (min{?l_k, 1} ) (d(fn(l/la e aYn)a f) + d(fn(yla R Yn)a f))k>
(Dreiecksungleichung fir die Metrik d)
> By (min{27%,1} - d(f, f)¥)

=min{2'" % 1} - d(f, f)k

(da d als Metrik positiv definit und f # f ist, gilt d(f, f) > 0 und
der Term ist unabhdngig von n.)
> 0.

Damit ist ein Widerspruch zur Annahme erreicht. |

3.2 Beispiele sich iiberlappender Dichteklassen

Mittels Satz 3.1 ist also klar, dass es fiir sich iiberlappende Mengentupel
(F,G) keine robust d*-konsistente Schiitzung fiir irgendeine Metrik d und
somit natiirlich auch keine gleichméiRig robust d* -konsistente Schitzung ge-
mék (1.6) geben kann. Wir betrachten im Folgenden einige Beispiele fiir sich
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iiberlappende Mengentupel, um in diesen Féllen nicht unnétig nach nicht
existierenden robust konsistenten Schatzern zu suchen:

(1) Der Schnitt der Mengen F und G enthalte mindestens zwei Elemente,
d.h. card(FNG) > 2. F und G iiberlappen sich, denn fiir f,g € FNG

und f # g gilt

f*x g = g * [ .
N N =
eF €g ceF €g

Dass es hier keinen robust konsistenten Schétzer geben kann, ist auch in-
tuitiv klar: Wenn man nur die additiv aus Fehler und unverfilschter Groke
zusammengesetzten Beobachtungen zur Verfiigung hat und mindestens zwei
Fehlerdichten auch als zu schitzende Dichte auftreten kénnen, kann man
nicht unterscheiden, welcher Effekt der Beobachtungen aus dem Fehler und
welcher Effekt aus der unverrauschten Groéfe stammt.

Durch dieses Beispiel wird auch klar, dass ein robust konsistenter Schitzer
- wenn er denn existiert - die Deterministik der Definitionen von F und
G ausniitzen muss (etwa Sobolev- oder Holderparameter). Ansonsten ist es
aussichtslos, nach robust konsistenten Schéatzverfahren zu suchen.

(2) Jetzt betrachten wir den Fall:
Jf € FIgeGIa e R\{0} : f(-—a) € FAg-+a)eG  (3.3)
Dann gilt fiir alle z € R
(f(-—a)xg(-+a))(x) = [ fla—y—a)gly+a)dy

=[fl@a—(w+a)gly+a)dy = [ f(z—y)g(y)dy

= (f*9)(2)

durch eine einfache lineare Substitution im vorletzten Schritt.

Auferdem gilt aber auch f # f(- —a), denn:

Annahme: Es gelte f = f(- — a) . Dann gilt fiir die Fouriertransformierten
Vr(t) = pe—a)(t) = €™ - pp(t) fiir alle ¢ € R. Fiir jedes ¢ € R gilt also
Ys(t) = 0 oder e = 1. Die zweite Bedingung gilt genau dann, wenn ta
ganzzahliges Vielfaches von 27 bzw. da a # 0 vorausgesetzt ist, wenn ¢
ganzzahliges Vielfaches von 27” ist. Das bedeutet, dass 1y auf dem halbof-
fenen Intervall (0,7] verschwindet. Da f eine Dichte ist, gilt 1;(0) = 1.
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Yy besdfie im Nullpunkt einen Sprung und wére also nicht stetig. Die Fou-
riertransformierte einer Dichte ist jedoch immer stetig, so dass wir hier bei
einem Widerspruch angekommen sind.

Damit ist gezeigt, dass sich die Mengen F und G iiberlappen. Zu dieser
Rubrik gehéren Mengen F und G, die vollstiandige Translationsfamilien von
einer Dichte enthalten, also wenn esein f € F gibt, so dass {f(-+a) | a € R}
Teilmenge von F ist, und es ein g € G gibt, so dass {g(- +a) | a« € R}
Teilmenge von G ist. Dazu zéhlen Mengen, die aufgrund Bedingungen an den
Betrag der Fouriertransformierten oder Holderbedingungen definiert sind,
d.h. wenn also sowohl F als auch G Mengen der Bauart

{f €Do | [s() = 0(t)}

oder
{f€Da | |IfOz) = FO) = x(z - y)}

als Teilmenge besitzen und diese Mengen nicht leer sind fiir irgendwelche
Funktionen ¢, x : R — R. Dies ist leicht nachpriifbar:

[Yr—a) (O] = €™ ()] = [ (1)], V¥t,a € R

f'z—a) = flly—a)| =x(z —a—y+a)=x(z —y).

Bedingungen an den Betrag der Fouriertransformierten wie etwa Sobolev-
Bedingungen oder obere und/oder untere Schrankenfunktionen fiir [i.| oder
Holderbedingungen sowohl an die zu schéitzende Dichte als auch an die Fehler-
dichte tauchen z.B. bei Fan (1993), Neumann (1997) und Hesse und Meister
(2001) auf.

Sobald die Fehlerdichte nicht eindeutig spezifizierbar ist, muss G als min-
destens zweielementig angenommen werden. An G soll nun keine weitere
Forderung gestellt werden. Folgendes Lemma wird in dieser sehr allgemein
gehaltenen Situation alle moglichen Bestrebungen, robust konsistente Schét-
zerfolgen bzgl. irgendeiner Metrik d fiir die géngigen nichtparametrischen
Definitionen fiir F zu finden, zum Scheitern verurteilen
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Lemma 3.2 G besitze mindestens zwei Elemente. Fir F gelte F x G =:
H CF und 3f € F: () #0,Vt€R.
Dann tberlappen sich F und G .

Beweis: Sei f € F,sodass 9;(t) # 0 fiiralle t € R gilt, und seien ¢g,g € G
mit g # g.
gxf eHCF

gxf eHCF

Da die Faltung von Dichten assoziativ und kommutativ ist (siehe z.B. N.
Schmitz [14]), folgt

eF €g €g eF

Wenn jetzt noch gezeigt wird, dass g f # fxg gilt, ist das Lemma bewiesen.
Zu diesem Zwecke nehmen wir an, es gelte g f =g f.

Dann folgt, dass fiir alle ¢ € R die Fouriertransformierten ,(t) - ¢¢(t) =
Y5(t) - 1;(t) tibereinstimmen und weiter, da 1y als nirgends verschwindend
vorausgesetzt ist, dass ,(t) = 15(¢t) fiir alle t € R gilt. Die Fouriertransfor-
mierten von g und ¢ sind also identisch. Nach dem Eindeutigkeitssatz der
Fouriertransformierten von W-Mafken (z.B. Schmitz [14]) folgt daraus, dass
g = g gilt (Widerspruch zur obigen Annahme fiir ¢ und g).

[

Die Konsequenzen von Lemma 3.2 kann man in folgendem Satz ausdriicken

Satz 3.2 Fir F kommen folgende Modellrdume in Frage:

Figy =S €Da | [y(t)] <CJt| P, VteR} (8>1,C>0)

Fogy = {f €Dy | [y (t)Pdt < Cw' 2 Y >we} (8>1,C>0)

Fioly = {f € Do | [14s()P(A +[t)*dt <C} (B€R,C >0)

F) o ={f €D|IfO(z) - fO(y)| < Blz —y|*}( € Ny, B > 0,a € [0,1))

Wenn F eine dieser vier Mengen ist und card(G) > 2 gilt, iberlappen sich
F und G.
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Anmerkung: Die ersten drei Dichteklassen sind durch Fourier bzw. Sobolev-
bedingungen definiert. ]:((é)ﬂ) und f((é),ﬂ) kommen in Meister (2001) sowie

in Hesse und Meister (2001) vor. .7-'((?”3) wird in Neumann (1997) verwen-

det. Die Dichteklasse f((é) 8) welche durch Holderbedingungen definiert ist,
taucht in Fan (1993) auf.

Um den Satz fiir die Dichteklasse .7-"((;1 ZY B) beweisen zu konnen, bendtigt man
folgendes Lemma

Lemma 3.3 Fir alle f € FY und alle x € R gqilt fiir jedes j €
(l,a,B)

0,1,...,1}
fO(2)] < S,

miat der umgekehrt-rekursiv definierten Schranke:

Sl = B .3l + 21+13(1—l)l/2
S,y =20.3200-D/2 £ 5 .31 | Wji=1,.. ]

Beweisen wir zunichst Lemma 3.3

Beweis: Behauptung: Fiir alle j € {0,1,...,1} existiert in jedem kompakten
reellen Intervall I der Linge 37 -¢ ein z € I, so dass |fU)(x)| < (%)]le .
3(1=9)/2 gilt. (e > 0 beliebig)

Der Beweis geschieht durch vollstdndige Induktion nach j:
Induktionsanfang (7 = 0): Da f© = f eine Dichte ist, folgt

1 = [ f(t)dt
> [ f(t)dt

> e-inff(1).

tel

Also ist 1n;f(t) < 1/e und es existiert ein z € I mit |f(z)| = f(z) < 2/e.
€

Induktionsschritt (j < {,7 — 7+ 1): Sei I ein beliebiges reelles kompaktes
Intervall der Linge 3'*le. Unterteilen wir I in drei gleich grofe disjunk-
te Teilintervalle .J, K, L mit einer jeweiligen Linge 3’¢. K bezeichne das
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mittlere Intervall. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es y € Jund z€ L
mit |f@(y)| < (2)7“ . 30-93/2 ynd |fU)(2)| < (2)9“ .30=9i/2 Da yeJ

und z € L gilt, folgt |y — 2| > 3/¢. Mit dem Mittelwertsatz der Differenti-
alrechnung folgt

2. (2)j+1 31932 > | fO) (y)| + [fO(2)|

> |fW(y) = fO(2)|
> |fUHDE)] - |y — ]
> [fUFD(g)] - 3.
¢ liegt zwischen y und 2z und somit in 7. Es gilt weiter
FUHD(E)] < 2. (%)J'“ . 3(1-9)/2 . 3—j 1
= (g)ﬂ“ . 3(=NG+D)/2_

Damit ist die Behauptung bewiesen.
Sei z € R beliebig. Nach der obigen Behauptung existiert ein y mit |y—z| <
3t und |fO(y)| < 24130702 wenn man € =1 setzt. Da f € .7:((3,3) ist,
gilt
[fO(@) = fOy)| < Blz -yl
< B 3la

Daraus folgt

fO@)] < 1O+ 10@) - fO)|
< ol+1 . 3(1—l)l/2 + B 3la
= Sl-
Noch zu zeigen ist die Rekursionsformel. Auch hier existiert fiir ein beliebiges

r €R ein y mit |y—=z| <3 und |[fUV(y)| < 27-3C-DG-1/2 Mit dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung schlieft man
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[f970(@) = fUD ) =19 |~y
< Sj-lz -y

<8 - 371

Daher gilt

fO D@ <UD )]+ 9V (@) = fU ()]
< 927 .3@-90-1/2 S; - 3i-1

= Sj—l-

[ |
Sicher konnte man die hier gefundenen gleichgradigen Schranken S; noch
verschirfen, insbesondere durch Minimierung bzgl. ¢ anstelle des 1-Setzens
von €. Fiir die Thematik dieser Dissertation geniigt jedoch die Existenz und
die rekursive Berechenbarkeit einer gleichgradigen Schranke.

Schreiten wir nun zum Beweis von Satz 3.2

Beweis: Das Werkzeug fiir den Beweis des Satzes liefert Lemma 3.2. Es
miissen folglich die Voraussetzungen des Lemmas fiir jede der vier Dichte-
klassen iiberpriift werden. Zunéchst konstruieren wir eine Familie von Dich-
ten mit nirgends verschwindender Fouriertransformierten. Sei f,2 die Dichte
der Normalverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz o®> (N(0,0?)).
Jede Normalverteilungsdichte ist beschrankt und liegt somit in Ly(R) . Fiir
die Fouriertransformierte von f,2 gilt

= Uy, (1) = exp(~ 507

(s. Schmitz, [14]) und daher verschwindet 1y ,(¢) fiir jedes o > 0 nirgends.
Es ist jetzt das Ziel, zu zeigen, dass es fiir jede der vier moglichen Dichte-
klassen fiir F eine Wahl von o2 > 0 gibt, dass f,» in F liegt:

O
Ficp
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[%s,. ()] = exp(—30%%) < CJt| 7, vt

!
& exp(—o*t?/2) t)f < C, V¢

=:I'(¢t)

(T ist achsensymmetrisch)

s Tt)<C,vt>0

Nun gilt es also das Supremum von I' in [0,00) zu bestimmen. Die Rand-
werte 0 und +oo scheiden als Maxima aus, da ['(0) = tlim I'(t) =0 und
—00

['(t) > 0 fiir alle nichtnegativen ¢ gilt. Damit ist aber auch klar, dass fiir
die stetige Funktion IT' ein globales Maximum existieren muss. Da I' stetig
differenzierbar ist, ldsst sich dieses Maximum elementar durch Nullsetzen der
ersten Ableitung bestimmen:

['t) =0 & —o’texp(~0’t?/2)t" + exp(—0®t?/2)Bt’~ = 0
= 17" exp(—0%2/2) (—o*t* + )

& t=0 VvVoit?i=p
dapg>1

t = 0 scheidet als mogliches Maximum aus (s.o.), folglich muss an der Stelle
t =+/B/o die Funktion ihr globales Maximum in [0,00) annehmen.

5 _
L(v/B/o) = VB o7’ exp(=p5/2)
Deshalb gilt
[(t)<C,Vt & pPle=Be P2 < C

& o> 0V 282 (< o)

Wenn also o groRer oder gleich C~1/fe=1/25Y/2 gewihlt wird, liegt f,2 in

)
Ficp -
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@
Fep:

Durch elnfaches %uadrleren und anschheﬁendes Integrieren erkennt man,

dass '7:(0,3 - .7-"02 bzw .7:((\1%[3 - f(cm gilt. Daher liegt mit obigen

Ergebnissen fiir o > C 1/26¢=1/281/2 f » auch in f((C)ﬁ
3 .
Fop:

/exp(—oQtQ)(l +th*# dt < C

0<-<exp(—o3t?)(1+[t|)28 V¢

wobei o > gy > 0 gewihlt ist. Also ist exp(—o02-2)(1+]-])? eine integrable
Majorante. Auferdem gilt fiir alle ¢ # 0 und somlt fiir LB- fast alle t € R
lim (exp(—o?t?)(1 + |t])?’) =0, was durch elementare Analysis einzusehen
g— 00

ist. Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt
/ exp(—o2)(1 + [t dt =% 0.

Daher kann man o in Abhéngigkeit von S grof genug wihlen, so dass
[ exp(—c?t?)(1 + [t])*’dt < C ist und folglich f,» € f((g,ﬂ) gilt.

CON
‘F(l,a,B) '

fr2 ist als Normalverteilungsdichte fiir jedes o > 0 reell analytisch und
unendlich oft differenzierbar. Die j-te Ableitung von f; besitzt die Form

—f1( ) = Pj(z) exp(—2?/2) (3.4)

dxi

wobei P; ein nicht genauer spezifiziertes Polynom vom Grad hochstens j
ist. Dies kann man durch vollstindige Induktion zeigen:

Induktionsanfang: 7 =0 : fi(z) = exp(—2?/2) - \/%

Induktionsschritt: 7 — 7+ 1: % (%f(x))
= & (Pj(z) exp(~27/2))

(Pj(z) — xP;(x)) exp(—=°/2)



56 Kapitel 3 Robust konsistente Schitzbarkeit

wobei Pj(e) — eP;(e) ein Polynom vom Grade héchstens j + 1 ist und wir

P = P’ /(e) — @P;(e) definieren kdnnen. Damit ist (3.4) bewiesen.

Dabher ist durch elementare Analysis klar, dass | f1 ( )| = |P;(t)| - exp(—t*/2)
fiir |[t| — oo gegen 0 konvergiert. Da zudem f1 als j-te Ableitung einer

beliebig oft differenzierbaren Funktion stetig ist, lasst sich fiir fl(j ) eine obere
Schranke finden, die von j abhidngen kann:

@) < ¢ VieR

Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt weiter, wenn |z—y| <1
ist,

@)~ 2@ < [F50E)] 2~y
<@z -yl

< Cpyr v o —yl®

Fir |z —y| > 1, was auch |z — y|* > 1 impliziert, gilt mit der Dreiecksun-
gleichung

0@ = £ < 1@ + 11 @)l
<C+ G
<2C;- |z —y|*

Insgesamt gilt fiir alle z,y € R

11O@) - Py < 20+ Ciya) - & — gl (3.5)

Die [-te Ableitung von f,2 berechnet man durch [-faches Anwenden der
Kettenregel

félz)(fﬂ) dd_( _1f1(0*1x)) _ Gflflfl(l)(o.flx)

und schlieflich folgt
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f9(2) — fQ) =0 (0 ) - f (0 )|
(Verwende (3.5))
<o Y20 + Cryy)|o e — o7 y|®

-

= o~ D20, 4 Cyy) |z — y|®

!
<B

Die definierende Bedingung ist also genau dann erfiillt, wenn o!tot? >
1/(l+a+1)

% bzw. o > M) gilt. Fiir eine solche Wahl von o

liegt f,» also in -7:1043

Damit ist fiir alle vier Dichteklassen gezeigt, dass sie eine Dichte mit nirgends
verschwindender Fouriertransformierten enthalten. Noch zu zeigen ist, dass
in allen vier Féllen H in F als Teilmenge einbettet.

(2) 3) .
Fidsy Flon : Fiew
Fiir jedes h € H existieren ein f € F und ein g € G,sodass h = f*g

gilt. Daraus folgt

()] < ¢ (8)] - |¢g( )| <[¢r(®)] VieR,

<1

da ¢ eine Dichte ist. Nach der Definition der ersten drei Dichteklassen ist
dadurch klar, dass ‘H C F gilt, denn eine Dichte gefalten mit einer Ly(R) -
Dichte ergibt erneut eine Ly(R) -Dichte (siche Lemma 1.1) und es existiert
fiir jedes h € H ein f € F, so dass

[Un(t)] < [p(t)] < CJt|=#,VteR
ﬁ%(%<ﬂw|%<cw%

S 1@ P @+ 1t)* dt < [ [wp@)2 1+ [¢)* dt < C.
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4 .
f(l,a,B) .

Sei h € H beliebig. Also kann man h darstellen als h = gxf = [ g(y)f(-—
y) dy fiir ein bestimmtes f € F und ein g € G. Nach Lemma 3.3 wissen
wir, dass fU) gleichmifig beschriinkt ist beziiglich S;. [ g(y)f9(- —y)dy
existiert, da mit ¢(-)-S; eine integrable Majorante existiert und der Integrand
messbar ist. Wir wollen jetzt zeigen, dass

W = [ o) = ) dy

fiir jedes j = 0,1,...,0 gilt. Der Beweis dafiir geschieht durch Induktion
nach j:

Induktionsanfang: Fiir j = 0 ist die Aussage wahr.

Induktionsschritt (j — j + 1) : Der Differenzenquotient von AV fiir j < [
an einer beliebigen Stelle x lautet

R (z+Ax)—h) (z)
Az

(%) ) — @ (g —
:jg(y)f (z + Az Ayi =y,

- -’

I <|FGHD (z+E—y)|<Sj41

Die Abschétzung erfolgt mittels Verwendung des Mittelwertsatzes der Dif-
ferentialrechnung. Damit ist g(-) - S(;;1) integrable Majorante. Da f() fiir
j <l differenzierbar ist, konvergiert der Integrand punktweise fiir alle y € R
gegen fUtD(z —y)g(y) fiir Az — 0. Nach dem Satz von der majorisierten
Konvergenz konvergiert damit der Differenzenquotient von hU) fiir Az — 0
gegen [ g(y)fUt)(z —y) dy, womit der Induktionsbeweis abgeschlossen ist.

Mit dieser Differentiationsregel fiir h folgern wir

B0 (z) = A0y = [9(2)(fO (@ = 2) = Oy - 2))dz]

< [9(2) [JOz—2) =[Oy - 2)| dz

~
<Blz—z—y+z|*

SBW—W“/MQM

——
=1

= Blz — y|*.
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Damit schliefen wir A € F und somit H C F und der Satz ist bewiesen.
|

Fiir vier wesentliche Dichteklassen F lisst sich also mittels Uberlappung
zeigen, dass es keine robust konsistente Schitzersequenz geben kann, sobald
die Fehlerdichte nicht eindeutig spezifizierbar ist.

3.3 Hinreichende und notwendige Kriterien

In diesem Abschnitt wird nach hinreichenden und notwendigen Kriterien fiir
die robust d* -konsistente Schitzbarkeit geforscht. In Satz 3.1 wird gezeigt,
dass ein Uberlappen der Mengen F und G die Existenz eines robust kon-
sistenten Schitzers unmoglich macht. Deshalb kommen nur sich nicht iiber-
lappende Mengentupel (F,G) in Betracht.

Die Bedingung des Nicht-Uberlappens lisst sich mathematisch verschiedent-
lich ausdriicken. Zunéchst kann man die Definition (3.1) einfach negieren und
erhélt

Vf,fEFVg,G€G  frg=fxg= f=] (3.6)
Nach Definition von H gilt

VheHdge G, feF : h=fxg.
(3.6) garantiert die Eindeutigkeit bzgl. f € F:
VheHIge G feF :h=fxg.
Mit dieser Aussage lisst sich eine Abbildung ® von A nach F durch
dh)y=fdgeG:h=gxf (3.7)

definieren. ® existiert also immer, wenn sich & und G nicht iiberlappen,
und ist in diesem Fall durch (3.7) eindeutig definiert. Im Falle der Einele-
mentigkeit von G entspricht ® der Inversen des Faltungsoperators mit der
einzigen moglichen Fehlerdichte. Sobald aber G mehrelementig ist, handelt
es sich bei @ im Allgemeinen um keinen linearen Operator!
Weiterhin kann man (3.6) auch dquivalent durch Faltungsklassen formulieren
(siehe (3.2)):

VE,fEF : f+xGNfxG#0 = f=f (3.8)
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Aufgrund der Definition von H gilt zudem H = |J f*G. G und somit
fer
auch alle Mengen f x G sind nicht leer. Aus diesen Aussagen folgt, dass die

Menge
{fxG|feF} (3.9)

eine Partition von ‘H ist. Diese Bedingungen konnen also bei der weiteren
Betrachtung gefordert werden.

Mit der Definition der Abbildung ® konnen auch die robuste d*-Konsistenz
und die gleichméiRig robuste d*-Konsistenz dquivalent formuliert werden:

(15) & Eyd(fu(Y,...,Y,), @) =5 0,Vhe H (3.10)
sowie R
(1.6) < sup B, d(fu(Y1,...,Y,), ®(h)* =5 0. (3.11)
heH

Wird an die Abbildung ® noch eine Stetigkeitsforderung gestellt, so findet
man folgende hinreichende Bedingung, um die Exsistenz einer robust konsi-
stenten Schitzung zu zeigen

Satz 3.3 Seien (X,d), (Y,b) metrische Riume, D die Menge aller Dich-
ten. Es gelte FCXND, GCD und H=FxGCY

(1) Es gelte sup d(f,f) < C < 4o00.
f.feF

(2) Es existiere eine b' -konsistente Schitzerfolge (iln)neN, basierend auf
unabhdngigen, identisch verteilten Beobachtungen aus h € H (I > 0)

Eyb(hy,h)' =3 0 VYheH

(8) Die Mengen F und G sollen sich nicht uberlappen, und die folglich
existierende durch (8.7) definierte Abbildung ® sei (b,d) -stetig.

(a) Dann ezistiert eine H -immanente b -konsistente Schitzersequenz
(hn)nen , basierend auf unabhdingigen, identisch verteilten Beobachtungen aus
heH.

(b) Dann egistiert eine robust d* -konsistente F -immanente Schitzerfolge

~

von f € F, namlich (®(hy,))nen -
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Anmerkung: (a) # -immanent bedeutet, dass fiir die Schitzerfolge (hy,), fiir
alle moglicherweise auftretenden Realisierungen %i,...,%, und alle n € N

~

hn(yla"'ayn) € 7{

gilt. F -Immanenz sei analog definiert.

(b) Wenn die Abbildung ® nur in manchen Stellen h stetig ist, liefert der
Beweis des Satzes auch die robuste Konsistenz des Schiitzers (®(hy)), in
diesen Stellen. Dies wird bei Satz 3.4 bendtigt.

Beweis: ad (a): Hier gilt es nun, aufgrund des in Bedingung (2) gegebenen
Schitzers (hy), , einen H -immanenten zu finden und gleichzeitig die b -
Konsistenz des Schitzers zu bewahren. Dazu wéhlen wir eine reelle Folge
(on)n aus, die gegen 0 konvergiert und deren Folgeglieder alle strikt positiv
sind, also z.B. o, = 1/n . Definieren wir die Menge

H(n, Y155 9n) = {hE€H| b(ﬁn(yla---ayn)ah)l < op

-+ }nf b(iln(ylg ceey yn)7 il)l}
heH

Das dabei beschriebene Infimum existiert in RS . H(n,yi,...,y,) ist fir
alle n € N und alle (y1,...,y,) € R™ nicht leer, sonst wire %on +

inf b(hyn(y1, ..., yn), h)! untere Schranke von {b(hn(y1,...,yn),h)' | h €
hen

H} und somit nicht gréRer als inf b(h,(y1,...,yn),h)"'. Nach dem Aus-
her

A

wahlaxiom existiert daher eine Auswahlabbildung h von N x R(™ nach

U H(, Y1y 5 Yn) Wit B(n,y1,...,90) € H(n,y1,. .. Yn) C
(Myy15evesyn ) ENXR(?)

‘H . Diese Auswahlabbildung h fungiert jetzt als #-immanenter Dichte-
schiitzer. Zu zeigen ist noch seine b'-Konsistenz. Wegen h(n,yi,...,yn) €
H(’I’L, Y- - ;yn) gllt

b(iln(yl,...,yn),hn(yl,...,yn))l < o + ggf{b(%n(ylv"'ayn)aﬁ)l'

Daraus folgt unter Verwendung der Dreiecksungleichung und von Lemma 3.1

Ey b(iln(yla R Yn)’ h)l
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< (Bnb(hn(i, - Ya) bV, Vo)) + By b(n(Y, o, Vo), )
(min{2!* 1}) 1

< <0n + By inf b(h, (Y1, ...,Y,), W)t + Eub(h,(Y1,...,Y,), h)
heH
((min{2! 1}) 1

< (on + 2B, b(izn(Yl,...,Yn),h)l) - (min{2'%,1})~"
=30

fiir alle h € H. Der Beweis ist nicht konstruktiv, und die Existenz der
Schitzerfolge ist zwar gezeigt, aber im Allgemeinen kann sie nicht explizit
aus (hy), konstruiert werden.

ad (b): Es ist zu zeigen, dass (3.10) fiir f, = ®(h,) gilt. Die F -Immanenz
von (fy)n ist somit klar, da ® nach F abbildet. Mittels Konditionierung
gilt fiir ein beliebiges, aber festes € > 0 und ein beliebiges h € H

t
>

h{ d(D

(a(@(hn), @(1)
b (d(@(ha), 2 (h)

(

( )

n)
n)

+
&

) | d(@(hn), ®(h)) < €
@

(1) > €) - Pa(d(@

,@(h))
,
< B, (CF | d(D(hy,), (h
+E hy), ®(h)) < €) - Po(d(®(hy), ®(R)) < €)

| d
n (€ [ d(@(hn

< €+ CF - Py(d(®(hy), ®(R)) > €).

< O ist (b, d)-stetig, d.h. fiir das obige € > 0 existiert ein (e, h) > 0, so
dass fiir alle h € H mit b(h, h) < (e, h) gilt d(®(h), P(h)) < €. Also ist

{w € Qb(ha (Y1 (W), ..., Ya(w)),h) < (e, h)}
C {w € Qd((hn(Yi(w), ..., Y, (w))),®(h)) < €},



3.3. HINREICHENDE UND NOTWENDIGE KRITERIEN 63

woraus wegen der Monotonie eines jeden (Wahrscheinlichkeits-)mafes folgt
P, (b(}}n(yl, L Y),h) < 6(e, h)) < P, (d(@(izn(Yl, L Y), 0(h) < e)

und folglich

P, (b(ﬁn(yl,...,yn),h) > §(e, h)) > P, (d(@(ﬁnm,...,yn)),@(h)) > e) .

>
Mit dieser Uberlegung fahren wir mit der obigen Abschitzung fort
e + C* - Py(d(®(hy), @(h)) > )

< e+ CF - Py(b(hn, h) > 3(e, b))
< k4 C*- 3(e ) (86, B)' Pa(blhn, b) > 6(c, 1))
(Markov’sche Ungleichung)

< €+ C* - §(e, h)™t By b(hy, )"
N———

—0 fiir n—o0

< 2-€k.

Der letzte Schritt der Ungleichungskette gilt, wenn n in Abhéngigkeit von €
und A grok genug gewihlt wird, also fiir alle n > N(e, h) . Man muss folglich
zunéchst € > 0 klein genug wiahlen und anschliefend N(e, h) grok genug, um
End(®(hy), ®(h))* bzgl. einer beliebig kleinen, aber festen positiven Schranke
nach oben fiir alle n , die grofier als ein gewisses N sind, abzuschétzen. Damit
ist die robuste d¥ -Konsistenz der Schiitzerfolge bewiesen. [ |
Wenn es sich bei (Y,;b) um Y = L;(R) mit der kanonischen L;(R)-Metrik
handelt, kann auf % C Y und die Voraussetzung (2) verzichtet werden,
denn (2) ist erfiillt nach dem Aquivalenztheorem von Devroye (1983) , wie es
z.B. in Devroye und Gyorfi [10] nachzulesen ist. Das Theorem sagt aus, dass
bei geeigneter Wahl der Bandbreitenfolge ein Kernschitzer mit einer Dichte
als Kern im L, -Sinne jede Dichte h konsistent schéitzt. Dies fassen wir in
folgendem Korollar zu Satz 3.3 zusammen
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Korollar 3.1 Sei (X,d) ein metrischer Raum, D die Menge aller Dichten.
Es gelte FC XND, GCD

(1) Es gelte sup d(f,f) < C < +o0.
f.feF

(2) Die Mengen F und G sollen sich nicht tdberlappen, und die folglich
eristierende durch (3.7) definierte Abbildung ® sei (Li(R),d) -stetig.

(a) Dann existiert eine H -immanente Li(R) -konsistente Schitzersequenz
(Bn)neN , basierend auf unabhdngigen, identisch verteilten Beobachtungen aus
heH.

(b) Dann egzistiert eine robust dF -konsistente F -immanente Schitzerfolge
von f € F, nimlich (®(hy))nen -

Die Bedingung (1) darf dabei nicht vergessen werden. Im Falle (X,d) =
(L1(R), |||l z, (=) dagegen ist (1) erfiillt, da die L, (RR) -Distanz zweier Dichten
stets kleiner oder gleich 2 ist.

Fiir die vier Dichteklassen aus Satz 3.2 ldsst sich Bedingung (1) auch fiir
weitere L,(R) -Raume verifizieren. Dazu ben6tigt man folgendes Lemma

Lemma 3.4 (a) Sei f € L,(R) NLy(R) mit p<q<oo. Dann gilt f €
yr
LeR) und |flw < (1718, + I171%,) " fir alle p<r<q.

(b) Sei f € L,(R) und |f(t)] < C,Vt € R fir ein C < oco. Dann
ist f € L,(R) und es gilt ||f|lL,® < ||f||‘r'z/:(R (1+CNY" fiir alle
xX>Tr>p.

Beweis: Zunichst definieren wir G := {t € R | | f(¢)| < 1} . Diese Menge ist
LB-messbar, da in (a) und (b) die Mitgliedschaft von f in einem L,(R) -
Raum vorausgesetzt ist. Aus der LB-Messbarkeit der Funktion |f|P folgt
auch die LB-Messbarkeit von |f|". Man braucht fiir |f|" also nur noch die
Existenz einer integrablen Majorante zu zeigen, was simultan mit dem Beweis
der Ungleichungen geschehen wird.

ad (a): Es gilt

(f;\f(t)th < ({If(t)l”dt < If1IZ, @)
Jlr@rde < [1f@dt < I£17, @
el fel
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Also ist xa|f[P + xge|f|? integrable Majorante von |f|" und es gilt

Iz, @) < IFIZ,@ + I,

Durch anschliefendes Potenzieren mit 1/r ist der Beweis erbracht.
ad (b): Fiir das LB-Ma® von G®, pu(GY), gilt

00> il = [ LOFd: 2 uc)
>1

GP besitzt also endliches LB-Mag und Xc|fIP+ xqeC" ist integrable Majo-
rante von |f|". Weiter folgt

1117, )

Il
QA—

{

[F()["dt
RLL

<Ifl <Cr
<|I£1f, @ + C"- n(G")

< LA, @ (1 +C7).

Erneut liefert einfaches Potenzieren mit 1/r die gewiinschte Ungleichung.

[ |

Fiir die ersten drei Dichteklassen .7-"(% 8)’ .7: f((g)ﬂ lassen sich gleichgra-
dige Schranken fiir die Ly(R)-Norm der Fourlertransformierten der Dich-

ten erkennen: im Falle f((é)ﬂ) durch Erkennen der integrablen Majorante

min{1,C?| |~2%} / wenn man 3 > 1 bedenkt, fiir .7-" cp) ist g + 2Cwy ™%

eine Schranke fiir die Ls(R) -Norm und schlielich fur ]:((c), g st |9 P(1+]e
)% integrable Majorante fiir |¢f|> und die Ly(R)-Norm der Fouriertrans-
formierten somit durch C' beschréinkt.

Mit der Parseval-Identitdt kann man sofort daraus gleichgradige Schranken
fiir die Lo(R) -Norm der Dichten f durch Multiplikation der entsprechenden
Schranke von ||¢y||z,®) mit —= —5= herleiten. Wendet man nun Lemma 3. 4(a)

an, erhilt man, dass alle chhtemengen ]:((C),B)’f(%)ﬁ) f((c) 8) jeweils beziig-
lich der L,(R)-Norm fiir alle 1 < p < 2 gleichgradig beschrankt sind und
fiir diese Metriken Bedingung (1) von Satz 3.3 und Korollar 3.1 also erfiillt
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ist.

Fiir die Dichteklasse 7 , wird in Lemma 3.3 ermittelt, dass |f(t)| < So

fiir alle £ € R und alle f € ‘7:((1%2)‘,3) gilt. Unter Anwendung von Lemma
3.4(b) erkennt man schlieflich eine gleichgradige Schranke der L,(R) -Norm
sogar fiir alle p > 1 und fiir diese Metriken ist Bedingung (1) damit erfiillt.
Fiir diese Dichteklassen nach robust konsistenten Schétzern zu suchen ist
nicht sinnvoll, da durch Satz 3.2 die Moglichkeit einer solchen Schitzung
ausgeschlossen ist, sobald G mehrelementig ist. Die Bedingung (1) von Satz
3.3 und Korollar 3.1 vererbt sich jedoch auf jede Teilmenge dieser Dichteklas-
sen. In Kapitel 5 wird eine (sogar gleichméRig) robust konsistente Schitzung

fiir eine solche Teilmenge von .7:(%) 8) als Dichteklasse F durchgefiihrt.

Anzumerken ist auch, dass aus der Bedingung des Nicht-Uberlappens bzw.
der Existenz der Abbildung ® nach (3.7) im Allgemeinen nicht ihre (L;(R), d)
-Stetigkeit fiir irgendeine Metrik d folgt. Betrachten wir zum Beweis der
Aussage folgendes Gegenbeispiel: Es sei

F:={f,f} und
(3.12)
G:={Af+(1=NF]Xe(01]}

Dabei sei f # f und ¥y und 1 sollen nirgends verschwinden. Dann gilt
fiir die Faltungsklassen

F+G = N+ Q=N *f)[re(0:1]}

F+G = D+ +A =N *F)[Ae(0:1]}

sowie %:f*guf*g.

F und G iiberlappen sich nicht. Zum Beweis nehmen wir an, es gebe ein
he fxGnNf=*xG. Also gilt

h=Xf*f)+ @ =N (f=f) fireinAe(0;1] und

h=pu(f*f)+ (1 —p)(ff) firein pe (0;1]
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Durch Subtraktion der Gleichungen erhélt man

M +A=A=m)(f+ /)= =p)(f*f) =0

Durch Fouriertransformieren dieser Gleichung folgt

Mp(t)? + (L= A= s (t) -45(t) = (L= s> =0 , VteR

Da t; nirgends verschwindet, darf durch wf(t)2 dividiert werden. Setzen

wir dann U(t) := zf—gg , so lautet die Gleichung
7

A2+ 1= A=) —(1—p) =0 , VieR

Da A # 0 nach Definition ist, besitzt die quadratische Gleichung héchstens
zwei komplexe Losungen. Da fiir jedes t € R W(t) Losung dieser Gleichung
(mit ¢-unabhéngigen Koeffizienten!) ist, kann der Wertebereich der Funkti-
on ¥ hochstens zwei Elemente enthalten. W ist als Quotient zweier stetiger
Funktionen mit nirgends verschwindendem Nenner selbst eine stetige Funk-
tion R — C, und deshalb kann die Michtigkeit des Wertebereiches von W
entweder 1 oder unendlich sein. Folglich ist der Wertebereich von W einele-

mentig, und ¥ ist somit konstant. Es ist ¥(0) = %{E—g; =1 und somit
v =1.

Aus der Definition von ¥ folgt somit

vr(t) =¢5(t) , VieR

Nach dem Eindeutigkeitssatz der Fouriertransformierten (sieche Schmitz, N.
[14]) impliziert dies f = f. Das ist aber ein Widerspruch zu der Definition
von F.

= f+xGNf*xG=0.

Die Abbildung ® : X — F ist bzgl. keiner Metrik d auf F (L;(R),d) -
stetig. Zum Beweis betrachten wir die Folge

(e 1= (%(f « f) + (1 B %) (1 )>neN
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(hy)n konvergiert in der Li(R)-Norm gegen f  f, denn:

1o = f* Flloay =12(F )+ Q=L =1)(F* )l

< uNf*f=F* Fllum

<I™X
Man erkennt, dass fiir alle n € N h,, in_f*§ liegt, also gilt ®(h,) = f fiir
alle n € N; andererseits liegt f* f in f*G, und es gilt ®(f = f) = f. Das

impliziert

d(@(ha), ®(f * f)) = d(f.[) >0,
unabh. von n

da f # f ist. Somit konvergiert ®(h,) nicht in der Metrik d gegen ®(fxf).
Folglich kann ¢ nicht (L;(R), d) -stetig sein.

Dennoch kann man zeigen, dass in dieser Situation beziiglich jeder Metrik d
ein robust konsistenter Schétzer existiert. Die Abbildung @ ist nur an einer
Stelle unstetig und zwar in A = f* f. Dies kann man leicht erkennen, indem

man den || - ||, ®) -Abschluss der Dichteklassen betrachtet
T5G" 0 =)+ (=N =) [ A€ 1)
FxG7 T = (AT D+A-NT A€o

. . LR LR . . ; . .
Die Schnittmenge f %G N fxg ist somit {f x f}. Diese beiden

Dichteklassen sind als stetiges Bild eines kompakten reellen Intervalls in

— L1 (R)
Li(R) kompakt. Damit ist der L;-Abstand eines h € f* G zu f x g

positiv, ebenso der L,-Abstand eines h € (f * Q)\{f f} zu fxG "

Fiir jede Folge (hy), in # mit ||hy, — bl —> 0 und h # f* f g11t
also fiir alle bis auf endlich viele n € N (I>(hn) = ®(h) und folglich besteht
in allen Dichten aus # bis auf f = f Stetigkeit.

Die robust konsistente Schitzbarkeit in der vorliegenden Situation kann mit
folgendem Satz gefolgert werden:

Satz 3.4 Seien (X,d) ein metrischer Raum, F CDNX , G C D. Es gelte

sup d(f, f) < C < oo. F und G tberlappen sich nicht und die Menge
f.fer
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Ho := {h € H| P ist nicht (L(R),d) -stetig in h} (3.13)

set hdchstens abzdhlbar.
Dann ezistiert eine F -immanente dF -robust konsistente Schitzerfolge

(fn)nEN von f

Der Schiitzer f, wird im Beweis unter (3.15) angegeben. Zuniichst wird noch
ein technisches Lemma gebraucht.

Lemma 3.5 Essei {by, | n € Nym € N} eine Menge nichtnegativer reeller
Zahlen mit by, 2% 0 fiir jedes m € N. Dann ezistiert eine Folge (M) nen

natirlicher Zahlen mit M, % 00 und brt,n =20,

Beweisen wir das Lemma
Beweis: Die Folge (M, )nen werde rekursiv definiert durch

M1 = 1,

M L Mn +1 5 falls an-I—l,j S 1/Mn, VJ 2 n
T M, , sonst.

Nach dieser Definition ist klar, dass (M,),eny monoton wichst (nicht zwin-
gend streng) und dass M, < n fiir alle n € N gilt. Zweiteres ist leicht mit
Induktion einzusehen. Nehmen wir an, (M,)nen sei nach oben beschrinkt
(bzgl. S > 0). Nach der Rekursionsformel folgt daraus, dass es ein N gibt,
ab dem die Folge stagniert, also M, = My fiir alle n > N gilt. Deshalb
muss es fiir alle n > N ein j > n geben mit by, 41, > 1/M, . Dabei kann
M, = My ersetzt werden und die Aussage lautet, dass fiir alle n > N ein
j > n existieren muss mit bpry41,; > 1/My. Da 1/My > 1/S > 0 gilt,
konvergiert eine Teilfolge von (basy+1,j)jen nicht gegen 0, was einen Wider-
spruch zur Voraussetzung des Lemmas darstellt. Folglich ist (M, ),en nach
oben unbeschrinkt und zusammen mit der Monotonie dieser Folge erhilt
man

n—oo

M, — oo.

Betrachten wir jetzt die Folge (bas, n)nen - Dazu wihlen wir € > 0 beliebig.
Nach Obigem existiert ein N, sodass 1/M,, < € firalle n > N gilt. Ebenso
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schlieft die bestimmte Divergenz von (M,), die Stagnation der Folge aus,
so dass sicherlich ein N > N existiert mit

0 < bMN-l-l,j < I/MN < €

fiir alle j > N und damit Mg +1= Mg, gilt. Daraus folgt wiederum

0< by, ; <1/Mg < e (3.14)

Nypd =

fiir alle j > N+1. Weiter kann jetzt behauptet werden, dass fiir alle n > N

0 < bum, <e,Vi>n+1

+1 aj

gilt. Dies ldsst sich durch vollstdndige Induktion nach n zeigen. Der Induk-
tionsanfang (n = N) ist durch (3.14) bereits bewiesen. Im Induktionsschritt
schlieft man jetzt von n auf n + 1. Betrachten wir den

. Fall: M, = M, 1 + 1. Daraus folgt

= b1,y < 1/ My, Vi>n+1
= an+2,j < 1/Mn—|—1 < 1/MN < 6,V]2n+1
= 0< an+2,j <€,Vj >n+2.

. Fall: M, s = M., . Dann gilt

Do = bnpiny < €, V) >n+1, also auch fir j > n + 2

Damit ist der Induktionsbeweis in beiden Fillen erbracht; fiir alle n > N
gilt also 0 < bag, ;41 < € bzw. fiiralle n > N+1 0 < by, < €. Da
€ > 0 beliebig gewahlt ist, folgt direkt nach Definition

n—oo

an,n — 0.

[ |
Mit diesem Hintergrund nehmen wir den Beweis von Satz (3.4) in Angriff
Beweis: H, ist nach Voraussetzung hochstens abzahlbar, also ist

Ho = {h/ |l eN}
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natiirlich indizierbar. Gehen wir zunédchst davon aus, H, sei abzéhlbar, also
nicht endlich, dann kann oBdA angenommen werden, die Zuordnung [+ h;
sei injektiv. Davon lassen sich die endlichen Mengen

HY = {h|le{1,..., M}}

ableiten. Definieren wir weiter

€ = min ||hJ — hk”Ll(R)
J, k e‘{l,....,M}
Ahj # hy

ey ist dabei stets existent und positiv, da das Minimum iiber eine endliche
Menge gebildet wird. Seien (M,)nen und (6,)nen noch zu bestimmende
Folgen, M,, € N und ¢, > 0. Dann ist der Dichteschitzer durch

®(hy) , wenn ||hy — | < 6,

fo=4 . : . (3.15)
®(hyg,) , wenn ||hy, — b, || < 9y

®(h,) , sonst.

erklirt. (h)nen sei ein H -immanenter L;(R)-konsistenter Schitzer von h .
Ein solcher existiert nach dem Aquivalenztheorem von Devroye (1983) und
dem Satz 3.3(a).

Es stellt sich zuerst die Frage, ob der Schétzer (3.15) wohldefiniert ist, denn
schlieflich konnen sich die L; -Kugeln um die Elemente aus g™ mit Radius

0n, > 0 auch schneiden. Durch die Forderung

0<6,<en,/3 (3.16)

lésst sich dies ausschliefien, denn angenommen, es existiere ein h € H mit
||h — hl”Ll(R) < 571, und ||h, - hj”Ll(R) < 571, . Es fOlgt



72 Kapitel 3 Robust konsistente Schéitzbarkeit

1 = hjlloawy < 1B = Tullzoe) + 1B = hyllzw)
< 20,
< 2
—€
3 M
- 3 min ||hj — hk”Ll(R)
gk €{l,..., M}
Ahj # by,

9 . .
< §||hl—hj||L1(R)

Die positive Definitheit einer Norm reicht aus, um hier e — | L@ =0

und somit hl = h folgern zu konnen. Daraus folgt selbstverstdndlich auch
O(fy) = ®(hy). (3 16) geniigt also, um die Wohldefiniertheit des Schétzers
zu sichern.

Nun sei h € ‘H fest, aber beliebig und die Risikoabschitzung beginnt

(Konditionierung)

- g ((fm WD | 1n = sl < 6a) - Palllin = gl < 6a)

j=1
E ( f"l’ k | ”h _h ||L1(R > 571; \V/] - 1 Mn)
Ph»(”h h’ ||L1 (R) Eém Vj _1aaMTL)

My, . R .
= 35 d(@ (), O()* - Pl = s 1,ce) < 61)
J:

+ By (d(®(hn), D(A)F | Vhn = hyllnie) > 00, Vi = 1,..., M,)
Pr(lhn — hjll o) > 00, Vi =1,..., My,)

An dieser Stelle erfolgt eine Fallunterscheidung. Zunéchst wird der Fall be-
trachtet, dass h in H, liegt. Dann gibt es ein [ € N, so dass h = hy gilt.
M,, sollte grok genug sein, damit der Schétzer fn die Unstetlgkeltsstelle hy
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erfassen kann, also soll M, > [ gelten. Daraus begriindet sich die zweite
Forderung

M, =% . (3.17)

Da das asymptotische Verhalten des Risikos untersucht wird, kann n > N
angenommen werden, wobei N wegen (3.17) grof genug gewéhlt werden
kann, so dass M, > [ fiir alle n > N gilt. Kehren wir zur Risikoabschitzung
im diesem Fall zuriick

My . A .
_Zld(@(hj), @(h)" - Palllhn = il @) < 6n)
=

+ Ep(d(®(hn), (A)F | [Vhn = Byllnym) > 60, Vi =1,..., My)
Ph»(”hn - hJ”Ll(R) 2 57“ v] = ]-a R Mn)

My . . ~ .
= X d(@Mhy), 2(h)" - By (1 — hillrye) < 6n)
J=1
Nhj # Ry
+ By (d(@(hn), @(h)* | lhn = hylli@y > 00, Vi =1,..., M)
-P;”(”hn — hj”Ll(]R) >6,,Vi=1,..., Mn)
Da ® nach F abbildet, kann man d(®(h,), ®(h)) und d(®(h;), ®(h))
nach oben durch C' abschétzen. Damit ldsst sich die obige Ungleichungskette
fortsetzen

M,

<c* 3 Py llhn—hjll@ < o)
j=1
Nh; # Iy
+C* - By (lha = Bjlly@y > 0ns Vi €{L,..., My})
k My - . f - .
< C Z Phl(th _hj“Ll(R) < (5n) +C Phl(th _hl“Ll(R) > 5n),
j=1
Nh; # Iy

wobei in diesem Schritt (3.17) in der Form M, > | gebraucht wird. Durch
die Forderung (3.16) ist gewéhrleistet, dass die Mengen {w € Q | ||h,(w) —
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iLj||L1(R) < 0,} fiir j € {1,...,M,} disjunkt sind und aufgrund der Injek-
tivitdt der Indizierung der Menge H, folgt mit der Additivitdt von Maken

My, ~ . ~ .
¢t ¥ Blhe = hjllwy < 62) + CF- By (lhn = hillLy) > )
j=1
Nh; # by

= C*- P, (Ilhn — ully@) > 6n)
M, ~ .
+C P (U Aw € Q1) =yl < n})-
j=1
INEY

Fiir ein j € {1,..., M,}\{I} gelte ||k, — h;||1, < 0., daraus folgt mit der
Dreiecksungleichung und Forderung (3.16) fiir alle w € 2.

(@) = ullzazy > e = il ay — (@) = fllamy
> em, — ||hn(w) = Ryl w)
Z €M, — 577.
>

30n, — Op, = 20, > Op.

Daher ist also {w € Q | ||hn(w) — hj||L1(R) < 0,} Teilmenge von {w € Q |
|hin(w) = Palloy > 0n} fiir jedes § € {1,..., M, }\{l}. Somit inkludiert
auch die Vereinigung dieser Mengen und mit der Monotonie eines Mafes
geht nun die Risikoabschitzung weiter unter Verwendung der Markov’schen
Ungleichung
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ct- P, (IIﬁn—hzllLlR > On)

+0 P (U o e ) — byllig < 8.})
j=1
E-X

< 2C*- Py (lbn = hullz, ) > 6n)
< 2C* 571 By b — Tullz, )

< 2C%5" max E 1 = ]y

.]_ 3ty n
Dieser Ausdruck soll gegen 0 konvergieren, dann ist die Konsistenzaussage
im ersten Fall bewiesen, dies ist die dritte Forderung

_ n—00
1) 1j_1'1na}§l EhJ“h’ h ||L1 (R) — 0. (318)

=l1l,...

Kommen wir jetzt zum zweiten Fall (h € H\H,). @ ist also (L1(R),d) -
stetig in h . Kehren wir in der Risikoabschéitzung zu der Stelle zuriick, an
der die beiden Félle unterschieden wurden:

;”z_fld(wj),@(h)>k-Ph(||ﬁ iyl < 62)

+ Bu(d(®(ha), ®(R)* | || — hy ||L1<R > 0n, Vi =1,..., M)
Pu(|lhn = hlloymy = 6u, Vi = 1., M)

< 55 d(@(hs). ) Pl =yl < 8)
+ Erd(D(7n), B(1)*

Epd(®(hy), ®(h))* konvergiert gegen 0 wegen der Stetigkeit von ® in A,
dies ldsst sich analog der Beweisfiihrung von Satz 3.3 bzw. Korollar 3.1 zeigen
(siehe Satz 3.3, Anmerkung (b)). Damit gilt es nun noch zu zeigen, dass der
Summenterm gegen 0 strebt. Dazu wéhle man ein € > 0 beliebig. Wegen
der Stetigkeit von @ existiert ein n(h,e) > 0, so dass ||h — k|| < n(h,¢)
d(®(h), ®(h)) < ¢ impliziert. Damit folgt



76 Kapitel 3 Robust konsistente Schitzbarkeit

M, .
_Zld(é(h,-),cb(h)) - Pu(llhn = Bl 2. (z) < 6n)
J:
M, . . L
= > d(®(h;), ®(h))" -Pu(llhn — hjllLy®) < 0n)
. j=1 <eh
Allhj = bl L@ < n(h,e)
My, .
+ > d(®@(h;), ®(R)* - Pu(llhn — Rjlle. =) < 6n)
. j=1
Al = hllL, @) > n(h, €)
M, .
< &b 3" Pl — hjllnagy < 0n)
=1
! My, N .
+C* . > Pr(1hn, — Rjllzi®) < 0n)-
j=1

Alh; = bl > n(h,e)

Wegen der bereits im ersten Fall erwéhnten Disjunktheit der Mengen {w e
Q| |hn(w) — hjlle, < 6,} folgt weiter

< 5kPh<U{w € Q| llan = hyllu.m) < 6a})
]_
My

+CF R U {w € Q| llan(w) = hjllum < 6.}).
j=1
Al = hllLywy > 1(hse)
Die erste hier auftretende Wahrscheinlichkeit wird grob gegen 1 abgeschétzt,

fiir die zweite kann man sich liberlegen: Fiir ein w aus dieser Vereinigungs-
menge existiert ein j € {1,..., M,} mit ||h; — h||z, @) > n(h,€), so dass

St Nl (@) =hlley > hn(w) =Ally + (@) =hylle, > Nlhs=hllz, > n(h,e)

Daraus folgt |h,(w) — hllz, > n(h,e) — 6, > n(h,e)/2 > 0, wenn 6, <
n(h,e)/2 gilt. Es kann garantiert werden, dass dies fiir alle n ab einer ge-
wissen natiirlichen Zahl gilt, wenn die vierte Forderung



3.3. HINREICHENDE UND NOTWENDIGE KRITERIEN 7

6 =30 (3.19)
postuliert wird. Daraus folgt also fiir ausreichend grofes n
M, . .
U {we Q| lhn(w) = hjlli@ < 6n}
j=1

Allby = e > nlhee)
C {w e Q|[|hy = hllz, = n(h,e)/2}
und somit die Abschitzung

My ~ .
B U {w € Q| lhn(w) = byl < da})
j=1
Allh; = bllLi@y > n(hs €)

< Py(llhn = hllz, = 1(h,€)/2).

Kehren wir wieder zur Risikoabschatzung zuriick

Moy, ~ .
P (Ut € 1~ bylliey < 043)
‘7:

My, N .
+Ck . Ph( U {w <Y/ | ”hn(w) - h’j“Ll(R) < 5"})
=1
Allh; = k|, ®) > n(h,€)

< &b + CF- Po(||hn — Py > 1(hy€)/2)

(Markov’sche Ungleichung)

< ck + Ckn(}is) §h||Bn - h”Ll(Rl

— 0
n— 00

< 2k

fiir alle n, die grofer als eine gewisse von € und h abhingende natiirliche
Zahl sind. Damit ist auch der zweite Fall bewiesen und die robuste d* -
Konsistenz des Dichteschétzers (f,), unter dem Vorbehalt der Erfiillbarkeit
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der vier Forderungen gezeigt. Es gilt jetzt also noch zu kléren, ob es eine ge-
eignete Wahl der Parameterfolgen (M), und (6,), gibt, die (3.16), (3.17),
(3.18) und (3.19) geniigt. Dazu betrachten wir

bmpn = max E} hy — h; min h. —h > 0.
n = max Al illeawy / kel n 17y — Pl Ly ()
Nhj # hy

Aufgrund der individuellen L, -Konsistenz des Dichteschiitzers (hy,), ist ge-
wahrleistet, dass

n—00

— 0 , VmeN

bm,n

Nun kann geméf Lemma 3.5 die Folge (M,),en so gewihlt werden, dass sie

bestimmt divergiert und bar,n =3 0 gilt. Damit ist die Forderung (3.17)
bereits erfiillt. Wenn ¢ min llhj — hllriw) gegen O konver-
Jok€{l,..., My}
/\h 7é hk

giert, wihlt man (6,), als eben diese Folge. Dann sind (3.16) und (3.19)
erfiillt. Zudem ist

6,0 max By [y — hylle,@ey = by "5 0

n

]6{17 1M'ﬂ}
und damit (3.18) erfiillt. Gilt dagegen 1 min ||h] — }Lk||L1(R) >
j, ke {1
Nhj # hk

K >0 fiir alle m € N, so wihle man 4, := mln{(an’n)l/z, K/2} . Dadurch
ist (3.19) erfiillt und auch (3.16) gilt wegen

0 <6, <2K < min | —hk”Ll(R)
s ke {l,..., M}

Ah; # Iy,

W =

Weiterhin konvergiert &, 'ba,n = +/bum,n, wenn n grof genug ist, ge-

gen 0. Da min |h; — hk||L1(R) monoton fallend beziiglich M
gk ed{l,..., M}
nh; % I
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und somit nach oben beschrinkt ist, konvergiert auch ¢! {max }Ehj ||izn -
FE{L ey My,

hyl| L) gegen 0 und (3.18) ist erfiillt. Damit ist gezeigt, wie die beiden Pa-
rameterfolgen zu withlen sind, um die robuste d* -Konsistenz von (f,)nen zu
erhalten.

Zu guter Letzt betrachten wir noch den Fall der Endlichkeit der Menge
Ho = {h; | j € {1,...,M}}. Auch hier sei die Indizierung injektiv. Dann
wird auf die Forderung (3.17) verzichtet und die Folge M,, konstant M , der
Michtigkeit von H, , gesetzt und

~ . 1 . .
0, := min max FE; ||h,—h,; 1z 2 min h;—h
{(je{l,...,M} i |l illam) 6j,k€.{1,....,M}” i—hell. ) }
Ahj # hy,

Dann sind auch die {ibrigen drei Forderungen erfiillt und die gesamte Risi-
koabschatzung ist giiltig.

[

Nachdem die (L;(R), d) -Stetigkeit von ® durch Satz 3.4 als nicht-notwendi-
ges Kriterium fiir die robust d* -konsistente Schitzbarkeit ausgewiesen wur-
de, stellt sich folglich die Frage, ob die in Satz 3.1 als notwendiges Kriterium
erkannte Bedingung des Nicht-Uberlappens auch schon hinreichend fiir die
robust konsistente Schitzbarkeit ist. Wir betrachten ab jetzt keinen allge-
meinen metrischen Raum (X, d) mehr, sondern einen reflexiven separablen
Banachraum X mit Norm |- ||x oder (L;(R),||-||z,)- Unter erstere Kate-
gorie fallen die L,(R)-Réume fiir p > 1. (siehe z.B. Werner, D. [15])

Satz 3.5 Sei (X,||-||x) ein reflexiver separabler Banachraum oder (Li(R), ||-
lz,) - Sei F C XND. Sei G C D. Sei sup||fllx < C (im Falle X = L(R)
fer

setze man C =1 ). Es existiere eine robust X* -konsistente Schitzersequenz
(fa)n mit k>1.

(a) Dann kann der Schitzer (f,)n oBdA als F -immanent angenommen
werden.

(b) Dann gibt es eine Folge (Pp)men von Abbildungen H nach {x € X |
lz|lx < C}, die gleichmafig (L, || - ||x) -stetig sind und die in (3.7) defi-
nierte Abbildung ® punktweise approrimieren, d.h.

|®(h) — Dp(h)||x =30 , VheH.
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Die gleichmdf$ige Stetigkeit ldsst sich durch die Ungleichung

[8(h) = Bu(Bllx < C-m-[Ih =Rl ViFeH — (3:20)
verschdrfen.

Diese Eigenschaft, welche die Schlussfolgerung in Satz 3.5 ist, mochte ich
dergestalt bezeichnen, dass ® gleichmdffig X -stetig approximierbar sei.
Beweis: Die Abbildung @ existiert aufgrund der vorausgesetzten robust
konsistenten Schéitzbarkeit (Satz 3.1). ad (a): Fiir f, kann oBdA ||fu|x <
C vorausgesetzt werden, denn wie in Satz 3.3 kénnen fiir einen nach Voraus-
setzung existierenden robust X* -konsistenten Schitzer f,. die nicht leeren
Mengen

F(n,yn,---oya) = {f € FIIf = fulk < }g}iﬂf—fnll'ﬁc + on}

mit einer positiven Folge (0,), { 0 definiert werden, aus denen eine beliebige
Auswahlfunktion f,(y1,...,y,) als F-immanenten Schétzer herausgegriffen
werden kann. Diese ist auch robust X* -konsistent, denn

Ef,g”fn - f”l)c( < (min{laQI_k})_l ) (Efag”fn - fn”l;( + ”f - fn”I)c()

< (min{L, 2" (Bpgintllfo — fIl + Epollf = Full + on)

< (min{1,2"*}) - (2 Epgllf = fllf + on)

n—oo 0

ad (b): Sei X ein reflexiver separabler Banachraum. Eine Bochner-integrable
Zufallsvariable & mit Werten in X (d.h. E||Z||x < oo) ist auch schwach
integrierbar und es gilt ||Ez||x < F||Z||x - Zu der dahintersteckenden Theo-
rie kann das Buch von Ledouz und Talagrand [13] herangezogen werden. Das
schwache Integral EZ wird dabei als Element des Bidualraumes von X ge-
deutet, die Reflexivitdt von X garantiert die Mitgliedschaft von Fz in X .
Mit diesem Hintergrund wird gefolgert
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Enllfu = @(W)lls =%

(Jensen’sche Unglezchung)

> (Bullfo — B()]1x)*

> || Enfn — 2(R)II%

(da ®(h) deterministisch ist)

= [|®n(h) = @(h)]lx
mit $,(h) = Ehfn fir jedes h € H. @, bildet somit von #H nach
{z € X | |lz[| < C} ab, da [|[Efullx < Ellfullx < C ist. ®y(h) =
En(f(n )) ist nach Definition des schwachen Integrals die Abbildung z' —

[ [ (Fa(yr, - yn))h(y1) - - - B(yn) dyy - - - dyy, , wobei ' ein Element des
Dualraumes von X sei. Entsprechend ist

= [ [ 2 (Falyr,- > ym) (A1) - BYn) — Ry1) - - - ') dys - - - iy
< [ [ 12 (Fayn o ya)) (1) -+ - h(yn) — h(y1) - Blya) | dys - - - dya

< e Sl (s -yl [R(yn) - Byn) = B(yn) -+~ h(ya)
dyi - - - dyy

< ol oo () hyn) = B(yn) -+ hlya)| dya - dys
< C el b = Bl

Fiir die Bidualnorm von X , die wegen der Reflexivitit von X , d.h. der
isometrischen Isomorphie von X zu X" zu || - ||x &quivalent ist, gilt

1@ (R) = @n(R)llx = |Pn(h) — @n(h)]|xn )

= sup [(@a(h) = @0() @)] < C-n- = Bl

nach obiger Ungleichung. Damit ist die gleichmafige (L;(R), X) -Stetigkeit
gezeigt (allerdings nicht gleichgradig in n).

Schlielen wir jetzt noch den Fall, dass es sich bei X um den separablen nicht
reflexiven Banachraum L;(R) handelt, an. Hier gilt
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Epllfu— @M}, =% 0
(Jensen’sche Ungleichung)

> (Bl — B0l
= ([ [ [ fa v, 9n) — (®(R)) (t)|dth(yr) - - - B(yn)dyr - - - dyn)*

(Satz von Fubini)
= (f f f |fn(ta Yiy- - ayn) - ((D(h)) (t)|h(y1) e h(yn)dyl T dyndt)k
> (f | f f(fn(ta Yi,-- -, yn) - ((D(h)) (t))h(yl) e h(yn)dyl e dyn|dt)k

= (JI( S faltys, - ya)h(yn) - Byn)dyy -+ dyn — (2 () (2)) dD)*

v

= (”/"'/fn(.,yl,---ayn)h(yl)"'h(yn)dyl"'dyn _(I)(h’)“Ll(]R))k-
— ()

®,, bildet somit von A in die Einheitssphire von L;(R) ab (Bei der L, -
Betrachtung kann stets C' =1 vorausgesetzt werden). Die gleichméRige Ste-
tigkeit zeigt man schlieklich auf weniger abstrakte Weise als im vorherigen
Fall der reflexiven Rdume:

1@ (h) = @ (R)|Lyw)

= 1S faltyise s yn) (Blyr) - hlyn) = h(yn) -+ by, )dy - -~ dyn|dt
< S Sy sy 1Ay - hyn) = hyr) -~ Blyn) |dys - - - dyndt
(Satz von Fubini)

= [ JlFaloy vl P(y) -+ hyn) — By) - - h(yn)|dys - - - dym

< n-|lh =A@



3.3. HINREICHENDE UND NOTWENDIGE KRITERIEN 83

Nachdem die gleichméfige X -stetige Approximierbarkeit von ® als notwen-
dige Bedingung der robusten X -konsistenten Schitzbarkeit nun gesichert ist,
gebe ich mit diesem theoretischen Hintergrund folgendes Beispiel:

Zunachst wird auf abstrakte Weise eine reelle Teilmenge R konstruiert. Es
ist leicht zu erkennen, dass (Q,+) eine Untergruppe der abelschen Gruppe
(R,+) ist. Daher existieren eine Aquivalenzrelation

r~y S r—yeQ
auf R und die induzierte Partition von R in Aquivalenzklassen von ~ .
{M; | i€ I}, I nicht leere Indexmenge
M;#0, Viel
sei diese Partition. Man definiere weiter
A;=M;N[0,1], Viel.
Dabei ist zu beachten, dass A; # () ist, denn fiir jedes = € M; existiert ein

g €Q,sodass z+q€ M;nI[0,1] gilt,da Q dicht in R liegt.
Nach dem Auswahlaxiom existiert eine Abbildung

foI—JAiclo

el

mit f(i) € A;,VieI.
f ist injektiv, denn

i#3A16) = 10)
= f(1) € Ain f(1) = f(J) € 4;
= f(Z)EAZﬂAJ - MZﬂM]:Q),daZ#]

Widerspruch!
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Doch es gilt noch mehr:
f@)~ f(G) = fli) € Ai € M; A f(i) ~ f(j) € A; € M;
= f(i) € M; A f(i) € M;
= M;NM; #0
= i=].
Definieren wir schliefslich
R = {f(i)|iel} C[0,1]

Mit dieser Definition kann man nun Dichteklassen F und G definieren und

somit ein spezielles Schitzproblem betrachten:

F={N(1)|peR}
(3.21)
G:={N(g,1) | ¢ € Q}.

Wir stellen fest, dass sich F und G nicht iiberlappen, denn aus der Annah-
me, es existiere ein h € H mit h = N(p, 1) * N(q,1) = N (&, 1) * N(q, 1)
und u, i € R sowie q,G € Q, folgt wegen der Faltungsregel fiir Normalver-
teilungsdichten (z.B. Schmitz, N. [14],5.194)

N(p+4q,2) = N(i+4,2)

= ptqg=p+q
= p—p=4-qcQ
= pi

(wegen u, i € R folgt)

3-u=ﬂ®~ﬂﬁ=u
= 1=
= p=p
= N, 1) =N(@1).

Nun soll gezeigt werden, dass die unverrauschte Dichte N'(u,1) trotz der
Existenz der Abbildung ® nicht robust X -konsistent schiitzbar ist, wenn
wir nun speziell X = Ly(R) wéihlen. Zunéchst erkennt man, dass
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H=F*G={N(z,2)|zeR}

gilt. Die Inklusion H C --- ist nach der oben zitierten Faltungsregel klar.
Um die Umkehrung zu zeigen, greifen wir ein beliebiges N (z,2) mit z € R
heraus. Da {M; | i € I} Partition von R ist, existiert ein 7 € I, so dass
x € M; gilt. Somit ist z ~ f(7),d.h. 3¢ € Q: z = f(i) + ¢. Das impliziert

N(z,2) =N(f(i),1)*N(q,1).
EF €g

und die Inklusion ist gezeigt. Die Abbildung & bildet dann N (x,2) nach
N (f(i),1) ab. Dies induziert eine eindeutig bestimmte Abbildung ® von R
nach R, definiert durch

BN (z,2)) =t N(®(z),1) VreR

Nehmen wir an, ® sei in einem Punkt z € R stetig. Es ist y := ®(z) € R.
Also existiert ein g € Q, so dass N (y,1) * N(¢g,1) = N(z,2) und folglich
x = q+y gilt. Man wéhle nun ein z € R mit z ¢ y aus (Die Existenz
mehrerer Aquivalenzklassen bzgl. ~ , die aus der Existenz irrationaler Zahlen
resultiert, gewidhrleistet die Wohldefiniertheit von z). Aufgrund der Dicht-
heit von Q in R existiert eine Folge (g,), rationaler Zahlen, die gegen z—z
konvergiert. Somit folgt z, := z+ ¢, — . Aufgrund der angenommenen
Stetigkeit von ® in z folgt ®(z,) —> ®(z) =y.Da z € R liegt und kein
weiteres zu z #quivalentes Element in R liegt, folgt aber ®(z,) = z fiir
alle n € N und somit z =y, was im Widerspruch zu z o0 y steht. Folglich
ist gezeigt, dass ® nirgends stetig ist.

Nehmen wir weiter an, ein robust L3 -konsistenter Schiitzer existiere. Dieser
kann oBdA als F -immanent (siehe Satz 3.5) angenommen werden und da-
her in der Form f, = MN(fi,,1) mit einem reellwertigen Schiitzer fi, , der
fiir alle z € R [, € [0,1] fast sicher erfiillt, dargestellt werden. Die robuste
L3 -Konsistenz des Schitzers bedeutet

Exn2) N (fin, 1) = N (8(2), 1) | o) = 0.

Fiir alle p, i € [0,1] gilt die Ungleichung
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IN (7, 1) = N, D17,y
(Parseval-Identitdt)

= o= [ |exp (iut — 5t2) — exp (ifit — 5t2) |2 dt
= o [ lexp(i(u — f)t) — 1|” exp(—t)dt

> L [(1— cos(( — )t))? exp(—2)dt

3

- 2
= (=)L [ (i) ot exp(—22) dt

L (1cos(ueii)t) | 2
> (u—pm)'s [ (W) t* exp(—1?) dt
-1

1
inf  (l=ees5)? [t exp(—t2) dt
se[—m]\{O}( =) _fl p(=1")

Sy

> (p— )*

1

Das Integral [ t*exp(—t?)dt ist positiv. Die Funktion (1 — cose)/(e?) ist
21

auf [—1,1]\{0} stetig und positiv und konvergiert gegen 1/2, wenn das

Argument der Funktion gegen 0 strebt. Damit ist auch : inf]\{ , (%)2
se[—1,1]\{0

gegen eine positive Konstante nach unten beschriankt. Insgesamt folgt

”N(ﬂ'a 1) - N(:ua 1)”%2(11{) 2> c- (:U' - ﬂ)4

mit einem c¢ > 0 unabhéngig von p, . Damit gilt fiir den MISE fiir alle
reR

Extta) IV (n, 1) = N (@(2), Dll ey =3 0
> ¢ Ex) (fin = ®(2))*
(Jensen’sche Ungleichung)

> ¢+ ((Ena)in) — ®(z))".
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Man definiere ®,(z) := En, 2) i - Nach der oben stehenden Aussage kon-
vergiert die Funktionenfolge (®,)n punktweise iiberall gegen ® . Die Funk-
tionen @, sind individuell stetig (nicht gleichgradig beziiglich n ), da

< ‘EN(m,Q)ﬂn - EN(y,Q)ﬂn|

AN (2, 2) (1) - NV E 2))(yn) = Ny, 2))(w1) - - - (N, 2)) (yn) ldys - - - dym

<n- / (W (@ 2))(t) — W (5, 2))(8)dt
= 0 V(@ 2) — N 2) e (3.22)
Die Abbildung

R — H

z +— N(z,2) (3.23)

ist bijektiv, da jede Normalverteilung mit Varianz 2 durch ihren Erwartungs-
wert eineindeutig bestimmt ist. Weiterhin ist die Abbildung L;(R) -stetig,
denn fiir beliebige x € R, 6 > 0 gilt fiir alle y mit |y — x| < ¢

)2 2
#exp(—(tll))—ﬁexp(—(tf))

< e (- U=OP) falls t < 2 — 6
§2f,fallst€[x—5x+(5]
§2ﬁexp(—(t(w7+6) falls t > = + 6.

Damit ist eine abschnittsweise definierte integrable Majorante fiir den Inte-
granden gefunden. Punktweise konvergiert fiir y — x der Integrand fiir alle
t € R gegen 0, da dieser fiir festes x, ¢t beziiglich y stetig ist. Mit dem
Satz von der majorisierten Konvergenz folgt
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1 (t — x)? 1
[laew (=555

VT 4 v
und somit ist die L, -Stetigkeit der Abbildungen (3.23) bewiesen. Zusam-
men mit (3.22) folgt damit die Stetigkeit der Funktionen ®, . Es liegt also
die Begebenheit vor, dass eine Folge stetiger reeller Funktionen (®,), punkt-
weise gegen eine nirgends stetige Funktion ® konvergiert. Nach dem Satz
tiber den Stetigkeitstransport bei punktweiser Konvergenz (siehe Heuser [12],
Seite 260), der aus dem Satz von Baire aus der topologischen Funktionalana-
lysis stammt, ist dies unmdéglich, da die Menge der Stetigkeitspunkte von &
sogar dicht in jedem kompakten Intervall liegen miiite. Somit ist ein Wi-
derspruch erreicht, trotz der Existenz der Abbildung & existiert in diesem
Beispiel kein robust L3 -konsistenter Schitzer. Auch wenn dieses Schétzpro-
blem sehr konstruiert erscheinen mag, widerlegt es doch, dass die Nicht-
Uberlappungseigenschaft (3.1) alleine hinreichendes Kriterium fiir die robust
d* -konsistente Schiitzbarkeit ist.

Yy—x

exp(—@)‘dt 220

3.4 Spezieller Aquivalenzsatz

Unter einer bestimmten Forderung an die Schitzbarkeit der verrauschten
Dichte mittels direkter Beobachtungen kann mit Hilfe der gleichmifig X -
stetig approximierenden Folge (®,,),, aus Satz 3.5 ein robust X* -konsistenter
Schétzer konstruiert werden. Diese Forderung mochte ich als quasi-gleich-
mdafig konsistente Li(R) -Schitzbarkeit von h bezeichnen:

Ey||hn —h|l, < D(h)-0, , VYheH (3.24)

mit einer reellen Funktion D : H — R und einer von h unabhingigen po-
sitiven Nullfolge (0,), - Fiir Dichteklassen # , die dieser Forderung geniigen,
erhilt man einen Aquivalenzsatz fiir die robust X* -konsistente Schitzbar-
keit:

Satz 3.6 (Aquivalenzsatz iiber quasi-gleichmifiig konsistent schitz-

bare Dichteklassen) Sei (X, ||| x) ein refleziver separabler Banachraum

oder (Li(R), || - ||lo,®) - Sei FCDNX, GCD, H:=F+«xGCD. Es

gelte sup ||fllx < C < oo. Sei k> 1. Es ezistiere eine quasi-gleichmdfig
fer

Ly (R) -konsistente Schitzerfolge (hy)n von h (siehe (3.24)). Dieser kann
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0oBdA als H -immanent angenommen werden.

Dann ezistiert genau dann eine robust X* -konsistente Schitzerfolge ( fn)n ,
wenn die durch (3.7) definierte Abbildung ® gleichmafSig X -stetig approxi-
mierbar durch eine Folge (®p)men ist, welche (8.20) erfillen (zum Begriff
siehe Satz 8.5).

Sofern die Forderungen

n—0oQ

(a) m, — o

(b) my -0, =30
erfillt sind, ist (fo)n = (B, (b)) eine robust X* -konsistente Schitzer-
folge, wann immer eine solche Folge existiert. (op)nen ist durch (3.24) defi-
niert.

Beweis: Zuerst muss gezeigt werden, dass die Voraussetzung der H -Imma-
nenz von h,, die Allgemeinheit nicht zerstort. Dabei kann die Argumentation
des Beweises von Satz 3.3(a) iibernommen werden. Die Metrik b kann da-
bei durch den speziellen metrischen Raum L;(R) ersetzt werden, [ kann
1 gesetzt werden. Der H -immanente Schitzer kann analog konstruiert wer-
den, der Unterschied besteht darin, dass die dort auftretende Nullfolge (o0,)
nicht mehr beliebig ist, sondern mit eben der im Satz 3.6 durch die quasi-
gleichméfig konsistenten Schitzbarkeit auftretenden gleichzusetzen ist. Wir
haben also den 7 -immanenten Schiitzer h, mit

||’A7'n(y17 S ayn) - Bn(yla ce ,yn))“Ll(R) <o, + ’;275 ||}~Zn(y1a SRR yn) - }NL“Ll(R)-
Die darauffolgende Ungleichungskette kann ebenso ibernommen werden, wenn

h, einen nach Voraussetzung dieses Satzes existierenden, nicht zwingend H -
immanenten quasi-gleichméafig L;(R) -konsistenten Schétzer bezeichne.

Ep | ha(Ya, .., Ya) = Bl pyw)
S On + 2Eh||iln(}/1’ LR Yn) - h‘”Ll(R)
< o, + 2D(h) - o,

= (2D(h) + 1) - op.
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Somit schétzt der #H -immanente Schétzer ebenso quasi-gleichméfig L;(R) -
konsistent mit reellwertiger Funktion D*(h) :=2D(h) +1.

Dass aus der Existenz eines robust X* -konsistenten Schitzers die gleichmé-
kige X -stetige Approximierbarkeit von @ folgt, steht durch Satz 3.5 fest.
Zu zeigen ist also nur noch die andere Richtung:

Dazu beginne man mit dem iiblichen Ansatz zur Risikoabschitzung

Ey || fu — @ (W)
= By [|®m, (hn) — @(B)[I%
(Lemma 3.1)

< okl (||‘I>mn(h) —®(h)|% + Ep ||<I>mn(iln) — @mn(h)”l)c()

Wegen Voraussetzung (a) konvergiert die deterministische Verzerrung auf-
grund des Approximationsverhaltens der Folge (®,,),, gegen 0, d.h.

1@, () = @(R)% =5 0.

Es gilt nun noch zu zeigen, dass der Term Ej, ||®,,, (hy) — @, ()% gegen
0 strebt. Dieser kann abgeschétzt werden fiir ein beliebiges € > 0 durch

. () = o, (W) | (@i, () = Prn, (B)1x > €)

< (20)% - Pu(l|®m, () = P, (W)l|x = €) + (20)*
Da ®,,, (3.20) erfiillt, gilt fiir jedes h € H
{w e Q[ lhn(w) = AllLyr) < €/ (MmC)}
C {w e Q[[[®m, (hn(w)) = Pm, (h)]|lx <€}
und folglich
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Pu({w € Q[ hn(w) = hlla@ < ¢/ (maC)})
< Pi({w € Q[ |®m, (hn(w)) = P, (B[ x < €})

und durch Komplementbildung

Pu({w € Q| lhn(w) = hlly@ > ¢/ (my - O)})
> Py({w € Q[ ||®m, (hn(w)) = P, (h)][x > €}).

Daher folgt fiir die Risikoabschéitzung
(2C)F - Py(| @, (n) = B, ()] x > €) + (2€)*
< (20)F- Pu({w € Q| lhn(@) = hlly) = €/ (mn - O)}) + (2€)*
(Markov’sche Ungleichung)
< QO (/(ma - €)™ Eullhn — Bl + (26

< (20)% €L -my, - C - D*(h) -0, + (2€)F

Dieser Ausdruck lisst sich gegen 2(2¢)¥, wenn n groRer als ein gewisses N
ist, nach oben abschétzen, wenn o, -m, gegen 0 konvergiert, dies wird durch
Voraussetzung (b) gewéhrleistet.

[

Als Beispiel fiir Dichteklassen, fiir welche man einen quasi-gleichméfig kon-
sistenten Schétzer finden kann, mochte ich

H := {h € D | supp(¢y) beschrinkt , w,(lo), s, w}(f_l) existieren
und sind gleichmiRig stetig, [ | (£)|2dt < +o00}

anfithren. In Devroye und Gyorfi [10] wird gezeigt, dass sich die Bandbrei-
tenfolge eines Kernschitzers h, so wihlen lésst, dass fiir die dort als

Arsc = {h €D | supp(yn) C [-T,T], 1/1,(10), ey 1/1,(18_1) existieren
und sind gleichmiRig stetig, [ 1) (1) [2dt < C}

bezeichneten Dichteklassen

sup ||, — hlwy < Const.-n~'/2

heAT,s,C
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gilt. Dabei bezeichnet Const. — wie auch im weiteren Text der Dissertati-
on — eine positive nicht genauer spezifizierte Konstante, die ihren exakten

Wert wihrend Abschitzungen éndern kann. Wegen |J Ag,c = H ist
T,CeRt
die quasi-gleichméfige Konsistenz gezeigt. Klar ist auch, dass sich die quasi-

gleichméfige Konsistenz dann auf jede Teilmenge von #H iibertrigt.

Sicherlich gibt es hier noch viele andere Beispiele von Dichteklassen F und
G , die noch auf robust konsistente Schéatzbarkeit untersucht werden kénnen.
Da manche Beispiele eher unrealistisch erscheinen, werde ich diese Untersu-
chung nicht weiter verfolgen. Im néchsten Kapitel m&chte ich mich noch der
gleichméfig robusten Konsistenz zuwenden.



Kapitel 4

Gleichmalfsig robust konsistente
Schatzbarkeit

In diesem Kapitel soll wie im vorhergehenden die robust konsistente Schétz-
barkeit nun die gleichméfig robust konsistente Schatzbarkeit beleuchtet wer-
den (siehe (1.6)). Dabei sei (X,d) wieder ein beliebiger metrischer Raum,
und F C X werde vorausgesetzt.

4.1 Ein notwendiges Kriterium

Wenn sich F und G iiberlappen, kann es keinen robust d* -konsistenten
Schitzer und folglich auch keinen gleichméiRig robust d* -konsistenten Schiit-
zer geben. Die Bedingung des Nicht-Uberlappens, die nach (3.7) durch die
Existenz der Abbildung ® ausgedriickt werden kann, ist also notwendige Be-
dingung der gleichmiRig robust d* -konsistenten Schitzbarkeit. Doch anders
als bei der robust d* -konsistenten Schiitzbarkeit ist hier auch die gleichm-
fige (L1(R),d) -Stetigkeit der Abbildung ® notwendige Voraussetzung, was
folgender Satz belegt:

Satz 4.1 Sei (X,d) beliebiger metrischer Raum, D die Menge aller Dich-
ten. Sei ngﬂ@, GgCD.
Es gelte sup d(f,f) < C < 400 (Beschrinktheit von F bzgl. d ).

f.feF

Es existiere eine gleichmdflig robust d* -konsistente Schitzersequenz.

(a) Dann ezistiert auch eine F -immanente gleichmipig d¥ -robust konsi-
stente Schitzersequenz.

93
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(b) Dann existiert die Abbildung ® gemdf (3.7) und @ ist gleichmdfig
(L1(R), d) -stetig.

Beweis: ad (a): Diese Aussage ahnelt Satz 3.3(a). Es existiert also eine Schét-
zerfolge mit ~

sup supE; ,d(fn, f)* =20

fEF g€g
Man kann auch hier mit dem Auswahlaxiom eine Funktion fn(yl, e Yn)

die nach F abbildet, finden, so dass gilt

~ ~

d(fn(yla . 'ayn)afn(yla . "yn))k < 0(”) + }Ielﬁ_d(fa fn(yla .- ayn))k

fiir alle y; € R gilt (zur Def. von o(n) siehe Satz 3.3(a)). Damit folgt

sup supEygd(fo(Y1, ..., Ys), f)F
fEF g€eg

< (min{2'7%,1})"! (sup SUpEf yd(fo(Va, ..., Ye), FulYa, ..., Yu))P
fEF g€G

+sup supEf,gd(fn, f)k)
fEF g€G

< (min{21_k, 1})_1 <0(n) + 2- sup SupEf,gd(fn(}/l: sy Yn)7 f)k)
fEF geg

n—oo

— 0.

Somit existiert mit ( fn)n eine F -immanente gleichmifig robust d* -konsis-
tente Schitzerfolge.

ad (b): Zu zeigen ist die gleichméfige (L;(R),d) -Stetigkeit von @, welche
bedeutet
Ve>030>0: ||h—hll,w <6 = d(®(h),®(h)) <e

Nehmen wir nun an, dies gelte nicht, und fiihren wir das zu einem Wider-
spruch, also

3e > 0 (va >03hheH : ||h—hlm <0 A d®(R), B(R)) > e) .
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Somit existieren fiir die reelle Zahlenfolge (d,)nen mit 6, = n—12 Dichtefolgen
(hp)p und (hy), in A mit

||hn - iln”Ll(R) < n1_2

und d(®(hy,), ®(h,)) > €, Vn € N.

(fu)n bezeichne die nach (a) existente F-immanente gleichmifig robust
konsistente Schitzerfolge. Damit folgt

supsup Ey o d(fu(Y1,...,Y,), )F =30
fEF g€G

(nach (3.11))

= sup Eh d(fn(yla T Yn)7 q)(h))k
heH

> 3 (Bud( (Vi ), @)+ By d(faMis o Vo), @(Fa)F)

(B d(fa(Y1, - Yn), ®(hn))* + Ep,d (fn(E,---,Y),¢(ﬁn))k)
+ i (~EBnd(fu(Viy. ... Y0), ®(ho))* + B (fn(Yla---,Y)’(I)(iln))k>

=1E,, (d(fn(Yl, oY), (k) + d(fu(Ya, - .,Yn),cp(/}n))k)

+5 | =En d(fa (V1o -, Ya), ®(ha))* + Ej d(fa(Y1, .-, Ya), B(hn))"

-

<Ck <C*k

(mit Lemma (3.1))
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min{2'7% 1} - d(®(h,), q’(iln))k

>
—L1C% [ |hn(1) -+ B (Yn) — B (1) =+ B () | Ay - - - Ay

1
2
1
2

(mit n-facher Anwendung der Dreiecksungleichung)

> %min{21*k~, 1} - € — 5C* J [Bn(y1) — B (1) [P (2) =+ + () Ay <+ - iy
—3C* [ ha(y1) P (y2) = B (Y2) | (y3) < = - B (y) Ay - - - digm

3O [ Fun) o0 1) ) — () s -+~
(da alle h; und h; Dichten sind)
> 2min{2'7% 1} - ¢k — £C*-n - ||h, — iLnHLl(R)
> tmin{2'* 1} . F — 2CF - n- &

> %min{?l_k, 1}-éF — %Ck .

3=

=% Imin{2'7k, 1} - €8 > 0.
Somit ist ein Widerspruch erreicht.

[ |
Die Bedingung der gleichméfigen (L;(R),d) -Stetigkeit von & lisst sich
auch durch die gleichmékige Folgenstetigkeit formulieren: Fiir Dichtenfolgen
(fn)n;(fn)n in F und (gn)n;(gn)n in G gilt

n—00 r n—00 (4.1)

||fn*gn _fn *gn”Ll(R) — 0 = d(fnafn) — 0.

Eine weitere Folgerung lisst sich durch Eigenschaften der Partition (3.9)
ausdriicken. Dazu definieren wir

distg' (£, f) = inf [If+9—F*dlew (4.2)

Aufgrund der Definition ist klar, dass distél(R) als Abstand positiv semide-
finit ist. Weiter gilt
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Lemma 4.1 & sei gleichmdfig (L1 (R), d) -stetig. Dann gilt fir alle f, fe
f
dist®(f, =0 f=F

(d.h. distél(R) ist positiv definit) .

Beweis: Es sei distél(R)(f, f) = 0. Dann existieren (g,)n, (§n)n in G mit
If * gn — f * Gulla® —= 0. GemiR (4.1) folgt daraus d(f, f) = 0. Da
hier keine Abhéngigkeit von n mehr besteht, folgt d(f, f) =0
positiven Definitheit der Metrik d schlieklich f = f.

[ |

Das bedeutet also, dass jeweils zwei verschiedene Dichteklassen f*G und fx*
G nicht nur disjunkt sind, sondern sogar positiven L;-Abstand voneinander
haben.

Eine Folgerung von Satz 4.1 kann man als Korollar 4.1 festhalten:

und mit der

Korollar 4.1 Sei (X,d) beliebiger metrischer Raum, D die Menge aller
Dichten. Sei FC XND, GCD.

Es gelte sup d(f,f) < C < 4o0.
f.feF
Es ezistiere eine gleichmdfliq robust d* -konsistente Schitzersequenz.

Dann dominiert in F die L,(R) -Metrik die d-Metrik, d.h. wenn der Ab-
stand von Folgen (fn)n, (fn)n in F bzgl. der Li(R) -Metrik gegen 0 kon-
vergiert, dann auch bzgl. der d-Metrik.

Beweis: Es gelte
s n—oo
[fn = fallzyw — 0

mit f,, f, € F . Daraus folgt fiir ein beliebiges ¢ € G mit der Young’schen
Ungleichung (siehe Werner [15])

0 < ||g * fn— g% fn||L1(R) < ||g||L1(R) ||fn - fn”Ll(R) =30
=1

Wegen (4.1) folgt daraus

d(®(g* fn), ®(g* fn)) =5 0

= d(fna fn)
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4.2 Aquivalenzsitze

Nun suchen wir nach hinreichenden Bedingungen, um die gleichméfig robu-
ste d*-Konsistenz zu gewihrleisten. Man kann sich die Frage nach einem
Analogon fiir Satz 3.3 stellen. Dabei wird vorausgesetzt, dass die verrauschte
Dichte h € ‘H aufgrund direkter Beobachtungen in einer Metrik b konsistent
schitzbar ist. Diese Voraussetzung erscheint realistisch, zumal in anschliefsen-
den Korollar 3.1 darauf verwiesen wird, dass dies stets erfiillt ist, wenn b die
L (R) -Metrik ist. Bei der Betrachtung der gleichméfigen Konsistenz jedoch
existiert kein Analogon zum Aquivalenztheorem von Devroye. Insofern bietet
es sich an, die Bedingung der gleichmifig konsistenten Schitzbarkeit der ver-
rauschten Dichte abzuschwéchen zu einer gleichméfig konsistenten Schétz-
barkeit der Dichte h modulo der Dichteklasse f * G, in der h liegt. Dies
geschieht durch die Voraussetzung (a) in dem folgenden Satz. Wie gesagt,
wird (a) durch die Forderung

sup Ej, b(hn, h)! =5 0
heH

mit / > 0 impliziert.

Satz 4.2 Seien (X,d), (Y,b) beliebige metrische Riume und F C X ND,
GCD, HCYND.
Es gelte sup d(f, f) < C < +o0.

hfeFr
Unter den Voraussetzungen

(a) Es existiert eine Schitzersequenz (izn)n , basierend auf n unabhdingigen
identisch verteilten direkten Beobachtungen aus h € ‘H , so dass

sup By, inf  b(hy, h)! =5 0.
heH he®(h)*G

gilt (0BdA ist h, M -immanent). (1>0)

(b) Die Abbildung ® , definiert durch (3.7), existiert und ist gleichmdfig
(b, d) -stetig.

gibt es eine F -immanente gleichmdpig robust d* -konsistente Schitzerse-
quenz, namlich (®(h,))pen - (K >0)
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Beweis: Zunichst gehe ich kurz auf die o0BdA postulierte H -Immanenz von
(hn)n ein. Wie in den Beweisen der Sétze 3.3 und 4.1 ist die Menge

{h e H | blhy(w),h) < ggb(ﬁn(w), h) 4 o(n)},

wobei o(n) eine positive Nullfolge sei, nicht leer fiir jedes n € N, w € Q.
Nach dem Auswahlaxiom existiert daher eine Schétzersequenz (h,), C H
mit

b(hn (W), b (w))! < ég?f{b(izn(w),iz)l + o(n) Vn,w

Damit gilt

sup E, inf b(h,, h)!
heH — hed(h)xG

(mit Lemma 3.1 und Dreiecksungleichung)

< (min{2""L 1Y) sup By inf  b(hg, h) + b(hy, by
hed  hed(h)+g

— (min{2'~, 1})~'sup (E,h inf  b(hy, ) + Ej b(Fim, Fin)! )
heH hed®(h)+g ——
< infb(hy, h)! + o(n)
heH oo
< inf  b(hy,, h)! + o(n)
he®@(h)xG

< (min{2'"4,1})""(2-sup E,_ inf  b(h,, k)" + o(n))
heH  he®(h)xG

n—oo

— 0.

Die Schitzersequenz (hy,), ist also H -immanent und erfiillt (a). Dies recht-
fertigt, die Schétzer (ﬁn)n oBdA als ‘H-immanent anzusehen. Damit ist die
Schitzerfolge (®(h,)), wohldefiniert und F -immanent. Zu zeigen ist noch
ihre gleichmiRig robuste d*-Konsistenz.
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sup E, d(‘b(iln), ®(h))*k
heH

(Sei € > 0 beliebig, aber fest.)

< ilelg(Eh g(@(hnhﬂh))fl d(®(hn), ®(h)) < € | - Pa(d(®(hn), ®(h)) <€)

« Dazu eine Nebenrechnung:
Da @ glm. (b,d) -stetig ist, existiert ein J(e) > 0, so dass

b(h, hn(w)) < 8(€) = d(B(R), B(hy(w))) < €
fir alle h € H, n € N, w € Q gilt. Fiirein n € N, w € Q gelte fiir ein

beliebiges h € H

Cinf b(hy(w), h) < 8(e) =:0'(€e)(> 0).
he®(h)*G 2

Also existiert ein A, (w) € ®(h)*G mit b(h,(w), hn(w)) < 6(€) . Daraus folgt
mit der gleichméfigen Stetigkeitsbedingung

d(®(hn(w)), ®(hn(w))) < e
=®(h)

Dies impliziert die Inklusion

{we Q| inf blh,(w),h) <€)} C{weQ]|d®h(w)),®(h)) < e}

he®(h)xG

Mit der Monotonie des (Wahrscheinlichkeits-)mafes (P,) folgt
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Ph( inf b(fzn(w),iz)<6'(e)) < P (d(@(i}n(w)),@(h))q)

he®(h)*G

und weiter fiir jenes beliebige h € H

l

P, int Mlale). 0> 0(0)) > P (a0l 9(8) > o

Mit dieser Ungleichung kann man mit obiger Abschétzung fortfahren. »

ek + Ok sup Po(d(®(hy), ®(R)) > ¢)

<é + CF-sup B, ( inf  b(h,(w), h) > (5’(6))
heH he®(h)*G

=k + C*'(¢)7'8' ()" - sup P, ( inf  b(hn(w),h) > (5’(6))
heH he®(h)+G

(Markov’sche Ungleichung)

< e+ CF' ()t -sup B, inf  b(hn(w), h)’
heH he®(h)*G

-~

7

N
"2%°0 , unabh. von €

Folglich kann man € > 0 beliebig klein wihlen und findet in jedem Fall ein
N € N, so dass fiir alle n > N der obige Term kleiner als 2¢ ist.
[ |

Es stellt sich nun die Frage, ob umgekehrt auch aus der gleichméfigen robu-
sten d*-Konsistenz die Voraussetzung (a) gefolgert werden kann. Diese Frage
beantwortet der folgende Satz fiir die L; - und die L,-Metrik als Metrik b
positiv

Satz 4.3 (a) Sei D die Menge aller Dichten, F CD, GCD. )
Es existiere eine glm. robust Lq(R) -konsistente Schdtzerfolge (fn)n ,
die oBdA F -immanent ist (siehe Satz 4.1).

Dann, ezistiert eine (H -immanente) Schitzerfolge (hy), , basierend
auf n unabhdngigen identisch verteilten direkten Beobachtungen aus

h, so dass
n—oo

sup E,  inf ||izn—i~z||L1(R) — 0
heH he®(h)*G
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gilt.

(b) Sei Dy die Menge aller Dichten, F C Dy, GCD. )
Es existiere eine glm. robust Lo(R)? -konsistente Schitzerfolge (fn)n
die oBdA F -immanent ist.

Dann, ezistiert eine (H -immanente) Schitzerfolge (hy), , basierend
auf n unabhdngigen identisch verteilten direkten Beobachtungen aus
h, so dass
sup E,  inf ||iln — i~z||%2(R) 20
heH  hed(h)xG
gilt.
Beweis: ad (a): )
sup En || fo = ®(B) | Lyy = 0.
heH
Nun wihle man ein g € G beliebig aus und definiere den folglich # -
immanenten Schétzer

Damit folgt

sup By, inf  ||hn — |1y
heH he®(h)*xG

v

-~

<|lhn—®(h)*gl| L, (&)

< supFy|| fu % g — ®(h) * g1, (w)
heH

= supEy||g * (fn — O(h)|z,(w)
heH

< supEp|| fn — @(M)|lziw) - 19l m)
heH N——

=1

n—oo
0

ad (b): Die Argumentation aus (a) ldsst sich vollstindig iibernehmen, wenn
man bedenkt, dass mit der Parseval-Identitét fiir jede Ly(R)-Funktion f
gilt

1 1
2 2 2 2
||g*f||L2(]R) = —27r||1/1f' Vg ||L2(]R) < —27r||1/1f||L2(1R) = ||f||L2(R)'
[<1
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Damit sind alle Ergebnisse zusammengestellt, um den folgende Aquivalenz-
satz beweisen zu konnen:

Satz 4.4 (Hauptsatz iiber gleichmiBige robuste L;(R)-Konsistenz)
Sei D die Menge aller Dichten, F,G CD.

Eine gleichmifig robust Li(R) -konsistente Schitzerfolge (fn)nen von f
existiert genau dann, wenn

(a) eine Schitzersequenz (iln)neN , basierend auf n unabhdngigen identisch
verteilten direkten Beobachtungen aus h € H existiert, so dass

sup £, inf ||iln - }~7’||L1(R) =0
heH he®(h)xG

~

gilt (OBdA ist (hyp), H -immanent.)
und

(b) die Abbildung @, definiert durch (3.7), existiert und gleichmdfig
(L1(R), L1 (R)) -stetig ist.

(® () )men ist eine glm. robust Ly (R) -konsistente Schitzerfolge (und zudem
F -immanent), wann immer eine solche ezistiert.

Anmerkung: Leider ist der Beweis nicht konstruktiv, was den 7 -immanenten
Schétzer (ﬁn)n anbelangt, so dass die Existenzaussage zunachst von theore-
tischem Interesse ist.

Beweis: Der metrische Raum (X, d), in dem die unverrauschte Dichte ge-
schéitzt werden soll, ist hier der Banachraum (L;(R), || - ||z, (%)) - Die Bedin-

gungen F C X und sup d(f,f) < C < oo sind hier erfiillt, denn aus
F C D C Li(R) folgt d];ge]geschrénktheit fir C =2.

=: Ein glm. robust L;(R) -konsistenter Schétzer existiere. Nach Satz 4.1
folgt sofort Voraussetzung (b) und gemif Satz 4.3(a) Voraussetzung (a).
<« : Die Voraussetzungen (a) und (b) sollen gelten. Dann liefert Satz 4.2 so-
fort die Existenz der glm. robust L, (R) -konsistenten Schitzersequenz
(®(Pn))n -

|

Der Hauptsatz 4.4 sagt auch aus, dass - wenn es liberhaupt einen glm. ro-
bust L;(R) -konsistenten Schitzer gibt - (®(h,)), mit der Schitzfunktion
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(hy)n mit der im Satz geforderten Eigenschaft, Voraussetzung (a), glm. ro-
bust L;(R) -konsistent schitzt.

So weit so gut, doch haufig wird bei der Dekonvolutionsdichteschitzung nicht
das L;(R) -, sondern das Ls(R) -Risiko der Schitzung der unverrauschten
Dichte betrachtet. Satz 4.4 ldsst sich nicht analog auf L, (R) -Betrachtungen
tibertragen, da sich in Satz 4.1 L;(R) nicht durch L,(R) ersetzen ldsst. Hier
sind also weitere Uberlegungen nétig. Betrachten wir die Situation unter der
Voraussetzung, dass der Trager der Dichten in F gleichgradig beschrénkt sei.
Solche Dichteklassen werden beispielsweise in Efromovich (1997) verwendet.
Dann kann man den nichsten Aquivalenzsatz zeigen:

Satz 4.5 (Hauptsatz iiber gleichmiRig robuste L,(R)?-Konsistenz

fiir Dichteklassen mit gleichgradig kompaktem Triger) Sei D die

Menge aller Dichten, F,G C D sowie F C Ly(R) und sup|| f||r,m) < C <
F

00 . e

Es emistiere ein R > 0, so dass supp (f) C [-R, R] fir alle f € F gelte.

(supp (f) bezeichne wie iblich den Trager von f ).

Eine gleichmifig robust Lo(R)? -konsistente Schitzerfolge (f)nen von f

existiert genau dann, wenn

(a) eine Schiitzerfolge (hn)nen, basierend auf n unabhingigen identisch
verteilten direkten Beobachtungen aus h € H , existiert, so dass
sup By, inf  ||hy — hllpy@ —3 0
heH he®(h)*G
gilt (OBdA ist (hy)nen M -immanent)
und

(b) die Abbildung @, definiert durch (3.7), existiert und gleichmdfig
(L1(R), Ly (R)) -stetig ist.

Im Falle der glm. robusten Ly (R)? -konsistenten Schiitzbarkeit ist (®(hn))ner
ein Schdtzer, der dies leistet.

Beweis: Aus den Voraussetzungen (a) und (b) folgt mit Satz 4.2 unmittelbar
die glm. robuste Lq(R)? -Konsistenz des besagten Schétzers. Nun zur Riick-
richtung:

Es gilt fiir alle Dichtefolgen (fy)n, (fa)n in F
1o = fallawy == 0 & [|fa = fallawy = 0. (4.3)
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Die Richtung <« folgt aus Korollar 4.1. Die Richtung = folgt aus der Vor-
aussetzung der gleichgradigen Beschrénktheit des Tragers der Dichten in F
unter Verwendung der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung:

R
||fn_fn||L1(R) = /|fn(t)_f~n(t)‘1dt < ||fn_f~n||L2(R)'\/2_R TH—O>O 0. (44)
“R

Aus (4.3) folgt, dass die glm. (L;(R),L;(R))-Stetigkeit und die glm.
(L1 (R), Ly (R)) -Stetigkeit von & &dquivalent sind. Ebenso impliziert mit (4.4)
die gleichmiiRige robuste L,(R)? -Konsistenz einer F -immanenten Schiitzer-
folge (fu)nen die gleichmiiBige robuste Li(R) -Konsistenz, denn

A 2 A A
0 < (SUP Eh||fn—f||L1(R)) < supEp|l fu=flI7,®) < 2R-sup Bl fo—fI7, )
heH heH heH
Dann kann man Satz 4.4 anwenden und man erhélt die Voraussetzungen (a)

und (b).
|
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Kapitel 5

Anwendungen

In den beiden vorigen Kapiteln wurden die Kriterien fiir die robuste bzw.
gleichméfig robuste Konsistenz ermittelt. Dabei erhielt der Schéitzer
(®(hn))nen eine groke Bedeutung fiir beide Arten von Konsistenz. Korollar
3.1 sagt aus, dass dieser Schitzer unter der (allerdings nicht notwendigen)
Annahme der (L, (R), d) -Stetigkeit von ® robust d* -konsistent schiitzt; die
Aquivalenzsitze 4.4 und 4.5 liefern die gleichmifig robuste Konsistenz unter
schwachen Voraussetzungen.

Das Problem ist jedoch, dass der Schitzer (®(hy))nen im Allgemeinen nicht
explizit bestimmt werden kann. Die A -Immanenz des Schétzers (CIJ(izn))neN
wird nur durch Verwendung des Auswahlaxioms gewéhrleistet. Auferdem ist
die Abbildung @, deren Existenz zwar durch die Nicht-Uberlappungsforde-
rung (3.7) garantiert wird, allein aus expliziter Kenntnis der Menge F und G
im Allgemeinen nicht kalkulierbar. Um die theoretischen Ergebnisse nun auf
konkrete Dichteklassen F, G anwenden zu konnen, bedarf es also weiterer
Uberlegungen.

5.1 Doppelte Ausnutzung der Empirik

Betrachten wir nun folgende Situation:
F := {f Ly(R)-Dichte | % > [¢4(t)| > 55, Vt mit [t| > ¢, > 1}

- 92
(5.1)
g = {gLagN}a
wobei gr die Laplace-Dichte und gx die Standardnormalverteilungsdichte

bezeichne. t; sei fest und bekannt. G ist also zweielementig, F enthilt die

107
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Laplace-Dichte (leicht einzusehen, da ,, (t) = 1%2 gilt). Dariiberhinaus
sind auch alle argument-transferierten Laplace-Dichten g (e + a) fiir jedes
konstante a € R Elemente von F . Somit enthédlt F unendlich viele Dichten
(siehe auch Abschnitt 3.2).

Eine gleichméRig robust Lo (R)? -konsistente Schiitzung durch geeignete Wahl
einer Fehlerdichte g € G ist unmoglich, denn der Abstand dz ist positiv
definit ( F enthélt die Laplace-Dichte mit nirgends verschwindender Fourier-
transformierten) und G ist zweielementig (siehe (2.27)).

Jedoch existiert eine Moglichkeit, die Dichte f glm. robust L (RR)? -konsistent
zu schitzen, womit auch die offene Frage am Ende des Kapitels 2 beantwor-
tet wire. Die dazu verwendete Methode méchte ich doppelte Ausnutzung
der Empirik nennen, da die gegebenen Beobachtungen aus der verrauschten
Dichte zweifach verwendet werden: einmal zum Schétzen der nicht direkt be-
obachtbaren Fehlerdichte g und zum anderen zur Schitzung der verrausch-
ten Dichte h, deren Verteilung die Zufallsvariablen direkt entstammen. Die
existierende Abbildung & ist die Zusammensetzung des Inversen des Fal-
tungsoperators B,, auf der Dichteklassen gy * F und der Inversen des
Faltungsoperators B,, auf der Dichteklasse g, * F .

Bei dieser Situation der Existenz einer iiberall positiven Funktion als gleich-
gradige untere Schranke des Betrages der Fouriertransformierten von F miis-
sen die Dichteklassen g*F und gxJF fiir verschiedene g und g stets disjunkt
sein. Ansonsten gibt es keinen glm. robust d* -konsistenten Schitzer, denn:

gxFNGgxF#0

= 3f,feF:gxf=gxf

(nach Satz 8.1)

= f=r

= gxf=gxf

= [he()] [¥r (1) = |¥g(t)| |94 (8)] , VE €R

—— —
>0 >0

= by =13

=9=g

Nun muss anhand der Empirik {iberpriift werden, ob gy oder g; die Fehler-
dichte ist. Dies geschieht hier aufgrund der Definition der Menge F mittels
der Fouriertransformierten folgendermafien:
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Fiir alle h € gp * F gilt

1 1 1
n(8)] = s ()] s 2 35 T = g = OW)

fiir alle [t| > to.
Fiir alle h € gy x F gilt

[Vn(8)] = gy ()] - [905 ()] < = exp(—t*/2) =: U(t)

fiir alle [t| > to.

Nach der Definition der Funktionen O,U ist klar, dass O(T) > U(T) gilt,
wenn T € R grofs genug gewihlt wird, notwendigerweise auch gréfer als
(z.B. fiir to=1: T=3)

Mit Hilfe der empirischen Fouriertransformierten lasst sich ein Schétzer fiir
die Fehlerdichte konstruieren

( n
gr , falls 232 ) > 3(O(T) + U(T))
j=1
grn(Y1, ..., Yn) 1= < (5.2)
gy, falls |23 €Y < L(O(T) + U(T))
\ j=1

Da gr, nur zwei Werte annehmen kann, darf man die Begebenheit auch als
Problem der Testtheorie auffassen. Fehler erster und zweiter Art konvergieren
fiir n — oo in der Ordnung ~ n~! gegen 0 gleichméiRig iiber F, was das
folgende Lemma zeigen wird

Lemma 5.1 Es gilt:

R _ -2
sup PgN*f (gT,n = gL) S wa
feF

~ _ —2
sup Py, . (91,0 = gn) < w
feF
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Beweis: zur ersten Ungleichung:

sup Pyy«s (97,0 = 91)

feF
sy (|17 > o) v
feFr j=1
< sup P, . lneiTYj— F() ]+ ()] > Yom +u(r
= feﬂp” gn*f nj:l ng f( ) W)QN f( )‘ 2( ( ) ( ))

<U(T)

3

% . 16iTYj — Yy (T)
j

< Sup Py ( > 1(0(1) - U(T)) > o)

feF

(Tschebyscheff ’sche Ungleichung)

< sup4(O(T) — U(T)) 2vargyss (%Z eiTYj)
feF =

= 4(0(T) = U(T)) %f}elg (1 = [¥pugn (7))

< AOM-UT)?
- n

zur zweiten Ungleichung:

sup Ph:gL*f (gT,n = gN)
feF

n .,
Sup Py, «f ( %ZeZTY:’
feF =

7j=1

< O(T);U(T))

= Sup Phg, s

n
Ly e
feF j=1

— [ (T)] < CEEED s, (T)|
N——




5.1. DOPPELTE AUSNUTZUNG DER EMPIRIK 111

feF

n .,
< sup Pp—g, s ( %ZeZTY}‘ _

< SupPh:gL*f ( oy
fer

(Dreiecksungleichung nach unten)

n .,
< sup Phg, sy ( 22T — oy (T)
feF j=1

(Tschebyscheff ’sche Ungleichung)

fer

< sup4(O(T) = U(T)) 2 varn—g s (%zn: @iTYj)

< AOM-Um)?
- n

Daraus ldsst sich nun ein Schétzer bauen. Die Wahl der Bandbreitenfolge
(wn)n bleibt vorerst offen.

~

~ -1
fo = (Bl Bir.) Bl ho (5.3)

ﬁwn ist dabei der Dichtekernschitzer, der den sync-Kern verwendet (siehe
(2.1)). f, ist in jedem Fall fiir 0 < w, < co wohldefiniert, da die Fourier-
transformierte von h,, auBerhalb von |[—wy,w,] verschwindet. (5.3) kann
geméif (2.16) dargestellt werden durch

N

fal@) = o= [ ewp(itn) L 3" exp(it sy, (Dt (5.)

Nun zur Konsistenzaussage
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Satz 5.1 Der durch (5.3) definierte Schitzer ist gleichmdfig robust Lo(R)? -
konsistent in der Situation (5.1). Die Konvergenzrate wird bei Wahl der
Bandbreitenfolge (wy)n = (3VInn), nach oben beschrinkt durch

31€1psup Efgllfn — f||%2(R) < Const. - (Inn)~%/?
g

Beweis:

supsupEf,ngn f||%2(R)
9€g feF

fer feFr

(Parseval-Identitdit)

Vot (t)

= 3 sup By [ [ S () o
+%supEf,gLf X[ ‘”"‘”" IZG”Y Ye(t)| dt
feF
2
Xcwnwnl 1 N itV Xl—wnwn] 1 N~ itV
< gesup Epgy [2 Gogp (0) E_zjle LT T @ Ezle 7| dt
; j= j=
2
n
X[—wn,wn] 1 3
+ o Sug Efgn f 2 Epg @ : ﬁz:leth] - wf(t) dt
]:
e 2oy - St S|
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2
= itY; 1
A/—/
<1
2
wnn] 1Y itY;
+—§upEngf wg}: ”;_ et — ()| dt
2
= itY; 1 - 1
+ ilélpi{nEf gL ng,N(t) ng (t) dt
——
<1
2
+ % Sup Ef;gL f 1/,:n(;n] ,ILZe”Y ( ) dt
feF
Wn, 1
< ™ —_—
= ?‘QE I \o® ~ wm (91, = 91)
2

+_§UpEngf

Wn,

+ sup f
fE]-'

w;]:: wnl 1 Zeth} o wf( )

1 1

Yor () R0 dt ) Ph:gL*f (gT,n = gN)

2

dt

mON i Z i — (1)

feF

(Lemma 5.1)

2

dt

som-vm)= F| 1 _
: m ,f Yar.(t) Ygn (1)

113
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2

- iup Eton [ wgwn(atun 11 ZethJ — y(t)
2
1 Xlzwn,wn] 1 itY;
+ T ?lel‘l})_ Ef:gL f ng(t) n Z@ ( ) dt
< 8(OMm-u(m)-* U(T) wn 1 2
o f ¢9L(t) ¢9N() Sllp f‘wf | dt
n
+ sup f Varf gy (%Z Y [ (¢ ))
n
+ Zsup f vary.g, (%Z " [y, ( ))
fe}— —Wn =1
8(O(T)-U(T))~2 U(T) 1 2
= f %Lm KNG )‘ SUP f [y(t)|Pdt

+or f|¢gN |2dt+ flng (t)[~dt

IN

1
+‘ o @

32(0(1)-U(T) “r
™ { ( Pap ()

+n7rf |{lljgN | 2dt + lf |¢9L ‘ th

2
dt) sup f|¢f )[2dt

< dsup [loy(o)de+ (% + e NANGIR

b (34 Romm) By, o

Dieser Term konvergiert genau dann gegen 0, wenn alle drei nichtnegativen
Summanden dies tun. Die Konvergenzrate des Gesamttermes gleicht dann
der des Summanden mit der langsamsten Konvergenz.

Der erste Summand ist nach Definition der Menge F fiir w, > 1 nach oben
modulo konstanten Vorfaktoren abschitzbar (da w, — oo ) durch

oo

1
/t“*dt = gwn_?’.

Wn
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Der zweite Term ist nach oben modulo Konstanten abschatzbar durch
n tw, exp(w?)

und der dritte durch
ntwn (1 + w?)?

Durch die Konvergenzforderung an den ersten Summanden ist klar, dass
wn —% 0o gelten muss. Daher konvergiert der dritte Term sicherlich schnel-
ler gegen 0 als der zweite, so dass der dritte nicht betrachtet werden muss.
Setzt man nun die Wahl der Bandbreitenfolge (w,), ein, so erhdlt man
fiir die beiden relevanten Summanden Konvergenzraten von (Inn)~%2 und
(Inn)'/2.n=3/* | Eine Logarithmusfunktion wichst langsamer an als jede Po-
tenzfunktion mit positivem Exponenten. Die langsamere Konvergenzrate ist
also (Inn)~%2 dies ist somit auch die Konvergenzordnung des Gesamtter-
mes.

Somit ist also eine obere Schranke fiir die Konsistenzrate des Schéitzers (5.3)
gefunden. Diese entspricht der Konsistenzrate des Dekonvolutionsdichteschét-
zers im Falle F := {f Ly-Dichte | |¢;(¢t)] < C[t|™2,Vt € R} und einer
bekannten superglatte Fehlerdichte mit geeigneten Parametern fiir die Stan-
dardnormalverteilungsdichte, wie sie in Fan (1993) bestimmt wird. Dekon-
volutionsschitzer mit superglatten Fehlerdichten liefern leider stets nur loga-
rithmische Konvergenzraten (siehe Fan (1993)), und eine Verbesserung der
Konvergenzrate durch Unkenntnis der Fehlerdichte kann man natiirlich nicht
erwarten.

Dass die beiden konkurrierenden Fehlerdichten gy und g, die speziellen
Dichten der Standardnormalverteilung und der Laplace-Verteilung sind, ist
nur an zwei Stellen entscheidend: bei der Wahl von 7" bzw. bei der Exi-
stenz eines T, das die Bedingung O(T) > U(T) gewéhrleistet, und bei
der Ermittlung der Konvergenzrate. Modifizieren wir die Situation derge-
stalt, dass zwei Normalverteilungsdichten ( g = N (i, 0%) und g = N (1, 02))
mit 0? < o2 als mogliche Fehlerdichten zur Auswahl stehen. Ihre Fourier-
transformierten ergeben sich entsprechend als v,(t) = exp(iut — 302¢?) und

(1) = exp(ifit — 1o2t?) . Daraus folgt:

(0] = W5(0)] - [45(0)] 2 57 exp(—50°) = O() fir he g« F

9 (0)] = [y (0) - g (0)| < - exp(—50%1%) = U(t) fix b€ s F
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Auch nach dieser Definition ist aufgrund o2 < o2 Xlar, dass man ein T >
to finden kann, so dass O(T) > U(T) gilt. Die Konvergenzraten der drei
relevanten Summanden bei der Abschitzung im Beweis von Satz 5.1 sind
modulo konstante Vorfaktoren nach oben beschriankt durch

-3
Wy,

n~ w, exp(o’w?)

n" wy, exp(o?w?).

Die Bandbreitenfolge (w,), ist als w, = ﬁ\/lnn zu wihlen. Dann kon-
2V o

vergiert der MISE des Schéitzers (5.3) gleichméfig in der Ordnung

O((Inn)=3/2) . Das Verfahren lisst sich also auf mehrere Situationen an-

wenden. Die untere Schranke des Betrages der Fouriertransformierten der

Dichteklasse F darf aber nicht génzlich entfallen.

5.2 Kontinuierliche Fehlerdichteklassen

Die Methode der doppelten Ausnutzung der Empirik soll nun verallgemeinert
werden fiir den Fall, dass nicht nur zwei Fehlerdichten zur Auswahl stehen,
sondern ein Kontinuum von Dichten als Fehlerdichte g a-priori moglich ist.
Dazu wird folgendes Schitzproblem betrachtet:

F := {f Ly(R)-Dichte | Co|t|™? > | (t)| > Cy|t|™?, Vt mit [t| > T > 0}

G = {N(p,0%) | 0<0® < a3}

(5.5)
Dabei seien Cy > C; > 0, 8> 1, T > 0, u, o2 > 0 bekannt, aber
beliebig bis auf die Tatsache, dass C;, Cy, T so gewihlt seien, dass F
nicht leer ist. Dies ist fiir alle 8 > 0 praktikabel, man betrachte zum Bei-
spiel die Gammaverteilungsdichten, deren Fouriertransformierte im Betrag
9r,(t)| = (1 +¢*)7#/% ist. Der Parameter p kann im Ubrigen nicht als un-
bekannt angenommen werden, sonst kann es in Anbetracht der Dichteklasse
F keinen robust konsistenten Schitzer geben (siehe Abschnitt 3.2, Punkt

(2))-
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Die Abbildung ® geméf (3.7) ist hier eine Komposition aus den Inversen
iiberabzdhlbar unendlich vieler Faltungsoperatoren mit Normalverteilungs-
dichten, die jeweils auf eine Teilmenge von H = F x G wirken. Diese Teil-
mengen sind die Dichteklassen ¢ x F . Die Zugehorigkeit einer geschétzten
verrauschten Dichte zu jenen Klassen kann empirisch mit ein und demsel-
ben Datensatz Yi,...,Y, untersucht werden. Zunichst definieren wir die
absolute empirische Fouriertransformierte

On(t) = : (5.6)

1 n
— E exp(itY;)
n 4

J=1

Diese kann als Schétzer fiir den Betrag der Fouriertransformierten |t (1)
dienen. Allerdings kennen wir aufgrund der gegebenen Parameter fiir |y, (%)
eine untere Schranke, ohne A zu kennen, und zwar:

[Yn()] = 15 (0)] - g(8)] > Cilt] P exp (- %03152)’ vigl=T. (5.7)

Mit dieser Erkenntnis kann man den Schétzer aus (5.6) dahingehend verbes-
sern, dass (5.7) beriicksichtigt wird. Dies fiihrt zu

Cilt|Pexp (— 308t?) fiir ¢,(t) < Cilt| Pexp (- S0it?)
Onl(t) = und |t| > T.
&n(1) sonst.
(5.8)
Also gilt fiir alle ¢ mit [t| > T fiir jedes h € H

. ) 1
&n(t) > Cilt]™ exp(—5o5t?)

fast sicher. Weiter definieren wir jetzt den Schiitzer fiir o?:

~ 2 Qan tn
ol = max(—;-ln(cliﬂ)> ,0). (5.9)

n

Dabei sei (fy)nen eine positive reelle Zahlenfolge mit t, > T, die spéter
geeignet gewihlt wird. Der Positivitdt der Varianz ist in diesem Schéitzer
Rechnung getragen. Fiir diesen Schitzer erhilt man wegen der Modifikation
(5.8) des Schitzers eine obere Schranke:
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. Bexp (- Lo2e2
o2 Smax( %-ln(cl|tn| e (g0 t)),(])

City”?
= max(—% - In(exp ( — 303t2)),0)
= max(—5 - (— 305t2),0)
= 02, dao? > 0.
Also gilt fiir alle h € H fast sicher

l\')s

0< o2 < ol (5.10)

Da auch o2 € (0,02] gilt, folgt |02 — 0?| < o2 fast sicher fiir alle h € H .
Damit kommen wir zu folgendem Satz:

Satz 5.2 Sei das Schitzproblem (5.5) gegeben. Es seien Yi,...,Y, unab-
hdngige identisch verteilte Beobachtungen aus h € H gegeben. Man wdihle

(Wn)nen = (u1 - (Inn)Y?)eny und (ty)pen = (ug - (Inn)Y?),en mit positi-
ven Konstanten wuy , uo, fir welche gilt u? + u3 < 0—12 . Man definiere den
0

Schdtzer

A 1 [ 1oy 1
fule) = o / exp(—it(z + u)+§02t2)ﬁ;exp(it¥'j)dt, (5.11)

wobei UA?L in (5.9) definiert wird. Dann gilt fir das Ly -Risiko dieses Schit-
zers ab einem gewissen N € N

(Inn)(/2)-8 , falls B < 5/2
81€1p sup E || fn — fl,@ < Const.- ¢ (Inn)~2-In(In(n)) , falls B =5/2
! (Inn)—2 , falls B> 5/2

fiir alle n > N .

Anmerkung: Wir haben also die Situation einer nicht exakt spezifizierba-
ren Fehlerdichte, die daher geschitzt werden muss. Anders als bei Neumann
(1997) und Efromovich (1997) ist der Schétzer der Varianz der Fehlerdich-
te 02 hier von Yj,...,Y, stochastisch abhingig, da nur ein Datensatz
Y1, ..., Y, vorliegt, und die Schitzung der Fehlerdichte erfolgt nicht auf-
grund direkter Beobachtungen, sondern aufgrund Ausnutzung der unteren
Schranke fiir den Betrag der Fouriertransformierten der Dichten aus F.
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Beweis: Generell kann man feststellen, dass wegen der bestimmten Diver-
genz von (wy), und (t,), ab einem bestimmten N w,,t, > T fiir alle
n > N vorausgesetzt werden kann und also die definierende Bedingung an
F (obere und untere Schranke an den Betrag der Fouriertransformierten)
verwendet werden darf.

Beginnen wir mit der Risikobetrachtung

sgp sup Ef || fn — L,
g

(Parseval-Identitdt)

n 2
= g sup Epy [ X (1) 35 exp(it(¥; — p)) exp(3o2e?) — (1)
9€G fEF j=1

2

= Lsupsup Efg< 7 Zexp(zt(Y 1)) exp(302t2) — 1y (t)
" 9eG feF —wn J

+ [ [er(@)dt

[t|>wn

(Satz von Fubini)

z exp(it(V] — ) exp(02t2) — v (8)|

Wn,
1
= ﬁsupsup( i Ef,g
geg fej: —Wn

+ [ @)t

men
< 5 supsup2/|1/1f )[2dt
9€G feF
—'B
T 1y, 1 2
+ sup sup / 2E | exp(—iut + a,%tQ)(—Zexp(ith) - wh(t))‘ dt

9€G feF 2 n =

—wn J=1

- -
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+ supsup / 2Efyg‘ _wh( )1 - — ()| dt
9€G feF exp(itp — 30%12)
o

- v
-~

=:F

Der Verzerrungsterm B ist derselbe wie bei der Dekonvolutionsschitzung
mit bekannter Fehlerdichte und kann mit der oberen Schranke [¢;(¢)[? <
C2|t|=%" leicht nach oben abgeschiitzt werden, da (w,), gegen unendlich
strebt und dabei grofer als T wird. Damit folgt mit der Wahl von (wy,),
aus dem Satz

202
< 951 wi=? < Const. - (Inn)/2=F

Den Ausdruck V' kann man mit Hilfe von (5.10) nach oben abschétzen durch

Wn,

supsup/?exp t2 VEfqg|—
geG feF

—Wwnp,

Zexp (itY;) — ¥n(2) d

Dadurch stellt die stochastische Abhéngigkeit des Schitzers 012) von Yi,...,Y,
kein Problem mehr da. Nun tritt auch hier dieselbe Situation wie bei der

gewohnlichen Dekonvolutionsschiatzung auf. Da = Z exp(itY;) ein unver-

falschter Schétzer fiir die Fouriertransformierte (¢ ) 1st gilt

S~ S|~

var exp(itY])

= var (% En: exp(ith))

i=1

By,|2 z exp(itY;) — n(t)]

IA

(5.12)
Damit ist V' kleiner oder gleich

2 [ exp(oat?)dt < 2w, - exp(ofw?2) < Const. - (Inn)"/? exp(cgui(lnn))/n

< Const. - (Inn)'/2poeui—1,

Wegen der Voraussetzung u? + u2 < 0,2 ist oZu? < 1, und damit konver-

giert der Term V' mit algebraischer Rate, also schneller als Term B.
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Der eigentlich interessante Term FE ist grundsdtzlich neu und tritt in der
Risikoabschétzung der gewohnlichen Dekonvolutionsschitzung nicht auf, da
er die Schétzung der Fehlerdichte miteinbezieht. Wenn man () = ¢ (¢) -
Yy(t) = s(t) - exp(iput — (1/2)0*t?) verwendet, ist E gleich

Wn

¢ 2
sup sup / 2Ef,g‘ — W . - wf(t)‘ dt
9€G JEF exp(ipt — iut — 5(02 — 02)12)
= supsup / 2E;, exp(= (02 — 0?)t?) — 1‘ RGIR

geg feF 2
Com

(mit linearer Substitution: s = w; 't)

1

= supsupin [ Bglexp((1/2)(0% — 02)uls?) — 17y () s
geg feF

1

< supsup w, / Ey,l exp((1/2)|02 — 02|w252) — 1\2|1/Jf(wns)\2ds,
geg feF

(5.13)

wobei im letzten Schritt die elementare Beziehung |exp(z)—1| > |exp(—z)—
1] fiir jedes = > 0 verwendet wurde. Fiir ein beliebiges s € [—1,1] und be-
liebige f € F, g € G kann man den Term Ej | exp((1/2)]02—0?|w?s?)—1[
weiter abschitzen. Dazu fithren wir die positive Zahlenfolge (d,)n,en durch
dp = uy*(Inn)~t - 2In(2C,/C}) ein und erhalten

Epylexp((1/2)|02 = 0®|w)s?) — 1]
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= Epy(|exp((1/2)|02 - 0?[wis?) = 1] | |o% — 0”| < dy)
Pry(|o2 — 0?| < dy)
+ B (| exp((1/2)|02 — 0*(w2s?) — 112 | |02 — 0| > dy,)
Prg(|o — 0| > d)

< Epy(lexp((1/2)dnwps®) — 1 | |02 — 0% < dn)
+Epg(lexp((1/2) jog — 0| wiis®) — 1 | o7 — 0®| > dy,)
2
<op

'Pf,g(‘a?b - 02‘ > dy)

< [exp((1/2)dnwys?) — 1[?
+ exp(ogwy) - Prg(lof — 0®| > dn)

Die Folge (dnw?)nen ist mach oben gegen 2u?u;?In(2C,/C;) beschrinkt,
was nach Definition der Folgen leicht zu sehen ist. Wegen s* < 1 besitzt
auch die Folge (d,w?s?),cn eben diese Schranke unabhiingig von s. Die
Funktion (exp(e) — 1)/e ist auf jedem Intervall [0,c]| fiir ¢ > 0 als stetige
(in O stetig ergénzbare) Funktion nach oben beschrénkt. Somit ist auch die
Folge (|(exp((1/2)d,w2s?) —1)/((1/2)dw?2s*)|*), unabhingig von s nach
oben beschrinkt und damit lasst sich die obige Ungleichungskette fortsetzen

|exp((1/2)dnw,2ls2) — 1\2
+ exp(ogwy) - Pry(|o2 — o®| > d,)

< Const. - d2wis* + exp(o2w?) - Ppy(|02 — 0% > d,).  (5.14)

Nun muss noch die Wahrscheinlichkeit sup sup Pf,g(|0;% —o?| > d,) abge-
9€G feF
schitzt werden. Es ist

sup sup Pf,g(|o;21 —0?| > d,) < supsup Pf,g(a;% —o? > d,)
9€g feF 9eg feF .

+supsup Pyy(02 —o0? < —d,).
9€g feF
Die beiden hier in Erscheinung tretenden Summanden sollen jetzt abge-
schétzt werden. Aus der Definition der Folge (d,,), ist ersichtlich, dass
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20,
t?d, = 2-(In==) >0
; (In &%)

gilt. Beginnen wir mit dem ersten Summanden

supsup Pj4(02 — 0% > d,,)
9€G feF

= supsup Pj ,(max ( — & -In <M> ,O) —0? > d,)
9€G feF "

g€eg feF

ATL tn A’n tn
- { Prol=p - (58) —* 2 du = (58) 20
An tn
Prg(— t% -In (f,li;za)) >

123

(5.15)

)
An tn ",

2
N t Citn? .
:0,d;71n>0
= supsup Pry(~ o (%29) = o7 > do |~ 1 () 2 0)

geqg fe}'

Prg(— 2 “In (%?) > 0)

IN

supsup Py4(—% - In <¢"(t")) —0? > dy)
9€g feF "

= supsup Py (In (‘g";"g)) + %02 < —%dn)
9€g feF

IN

2
sup sup Pfg(ci_ﬁ) exp( "02) < exp(—2d,))
geg feF

2

A i 2
= supsup Pyy(Gulta) < City” - exp(~50") -exp(~ i)
g€eG fEF _,

< Iwh(tn)l

IN

sup sup Py (&n(tn) < [¢n(ta)] - exp(—%"dn))
9€G fEF
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= supsup Prg(Gn(tn) — [¢n(ta)] < [1n(ta)] - (exp(—4d,) —1) < 0)
gegG feF

< supsup Pyo(|6n(tn) = [1n(tn)l| > [n(tn)] - (— exp(—2d,) + 1))
9€g feF

(Markov’sche Ungleichung)

2 ~
< (1 — exp(—dy)) ~2sup sup|vn(tn) [ 2By gl &n(tn) — [10n (tn)]
9€g feEF

(wegen (5.7) und (5.8))

2 ~
< (1 — exp(—"2dn)) sup sup|¢n(tn) |72 Er g Bn(tn) — |¥n(t)|[?
9eg feF

(Anwendung der Dreiecksungleichung nach unten)

2

2 " .
< (1 — exp(=%d,)) supsup|vn(tn) |2 Erg| & Y- exp(itnY;) — ¢n(tn)
geqg feF j=1

(5.12)

2
< (1 — exp(—3dy)) ~?sup sup|vy (tn)| 725
9€g feF

(5.7)

—2,28
< (1 - exp(—12d,))2- M

(5.15)

—2 — .
_(1_ )\ .ot exp(adid)
- 2Co n

Wegen C5 > (] ist der erste Summand dann nach oben abschitzbar durch

4.t exploity)

- . (5.16)



Kommen wir jetzt zur Abschitzung des zweiten

supsup Py (02 — 0® < —d,)
geg feF
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Summanden.

= supsup Pj ,(max ( — 2 .In (%) ,0) — 0% < —d,)

t2
geg feF "

IN

supsup Pfg(—% - In (%) —o0? < —d,)
9eg feF K 1in

= supsupr,g(ln( n(tn )) + 02 > 2t2d,)
9€G fEF

= supsupr,g(Ci_ﬂ) exp( o?) > exp(3t2d

g€eg feF

n))

N _ 2
= supsup Py, (fu(ta) > Crty? exp(btidy) exp(~ %))

geg feF

2

t
% 0275 P exp(— 2"

v

= Supsup Pf,g(gbn (tn)
geg feF

o) exp(5t5dn))

-

> Iwh(tn)\

IN

9€G fEF

Cy
= supsup Pq(Pn(tn) — [¢n(ta)| > (—C exp(5
g€eg feF 2

sup sup Pyq(Pn(tn) > g_; |9 (tn)] eXp(%tidn))

=1 wegen (5.15)

< supsup Prg([¢n(tn) = [Yn(ta)l| = [¥(ta)])

geg feF

(Markov’sche Ungleichung)

< supsup|Yn(tn)| > Eygl&n(tn) — [¥n(ta)|”
9€eG fEF

(analog der Abschitzung des ersten Summanden)

125

Led,) - D) 14 (t)] > 0
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—2,2
Cy 2tnﬂ exp(agt%)
— n .

Somit kann der zweite Summand genau wie der erste durch die obere Schran-
ke (5.16) abgeschitzt werden. Und insgesamt folgt fiir die betrachtete Wahr-
scheinlichkeit

t28 exp(oit?)

sup sup Pf,g(|02 —o?| > d,) < Const. - 220717 (5.17)
9€G feF n

Dieses Resultat kann man verwenden, um (5.14) weiter abzuschétzen

Const. - d2wis* + exp(ogw?) - Pf,g(|o:\% — 0% > d,)

2, 4.4 2 2y . ta exp(odt2)
< Const. - (dnwns + exp(ogwy) - %)

< Const. - (diwﬁs‘L + 76)(1)(0‘2’(:%“%)) -tiﬁ).

Dieses Ergebnis wiederum kann man verwenden, um den Term E weiter
abzuschitzen. Die Ungleichung (5.13) wird also fortgesetzt

1 ~
supsupwn, | Epylexp((1/2)]02 — o?lus?) — 1Ply (was) Pds
g9€gG fEF -1

1
< Const. -wnsup [ (d2u'sh + exp(og(u? +12)) - Li28) - s (wns) P
feF 1
1
= Const. - sup (wd2 [ s*|1p(wns)*ds
feF “1
1
+ exp(0g(wp + 83)) st wn [ Y5 (wns)|” ds)
-1 ———

<1

1
< Const. -sup (wid? [ s*|1p(wns)?ds + 2exp(od(w? + 2)) 1t2Pw,).
feF 21

An dieser Stelle muss nun eine Fallunterscheidung erfolgen:

1. Fall: 1 <8 <5/2
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Nach Definition von F wissen wir, dass fiir jedes f € F |¢;(t)] < Colt|=#
fir alle [t| > T gilt. Wegen |¢(t)] < 1 fiir alle |t| < T gilt fiir diese ¢
[ (t)] < TPlt|7" und somit [¢;(¢)| < Ct[™? mit C := max(T?, Cy) fiir
alle ¢ € R. Dies fiihrt zu

1
sup (wgdi [ s [ (wns)|? ds + 2exp(op(w? + ti))%tiﬁwn)
fEF -1 N —r

<C25—2By; %P

1
< Const. - (wy 2d;, [ 5727 ds + 2exp(of(wy, +17)) ;17 wn)
—1

f_ll s*728(ds existiert als endliches uneigentliches Integral, da die Fallbedin-
gung 4 — 28 > —1 impliziert. Damit kann der von n unabhéngige Wert
dieses Integrals von Const. absorbiert werden und die Ungleichung zu Ende
gefiihrt werden

1
< Const. - (w3 2Pd2 + 2exp(of (w2 + ti))ﬁt?f’wn).

Setzt man w, = u; - (Inn)"?, t, = uy- (Inn)*/? und d, = uy*(Inn)"*-
21n(2C,/C1) ein, so erhilt man

< Const. - (Inn)/P=F 4 2exp(od(u? + ud)(Inn))L(Inn)s+1/2)

1
n

< Const. - ((ln n)(1/2)—ﬂ 4 Qnag(uf+u§)71(ln n)lg+1/2)

und wegen der Forderung u? 4+ u3 < o;* lésst sich der Term E beziiglich
Const. - (Inn)®/2=8 nach oben beschriinken. Damit liegt diesselbe Konver-
genzrate wie beim Term B vor und insgesamt ist in diesem 1. Fall die Kon-
vergenzordnung des MISE (Inn)(1/2-5

2. Fall: g >5/2
In diesem Fall substituiert man das Integral mit ¢ = sw,, :
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1
iug): (wgdfZ [ s*bp(wns)|?ds + 2exp(of (w2 +ti))%tiﬂwn)
e 1

Wn,
< Const.-sup (d2 [ t*|yp(t)]2dt + 2t2Pw, exp(of (w2 +12)))
fer

—Wwn,

= Const. - sup (d? fn t44pp (t) [2dt + nod@i+ud)—L(1np)B+1/2
feF

—Wn

Betrachten wir jetzt das Integral

Tt (1) Pat

—Wn

T
< [tlgr®Pdt+ [t [gp(t) dt
-7 S~ T<|t|<wn, >
<1 <C3|t|=28

Wn
< Const. + 2C3 [ '~ dt
T

Da fiir 8 > 5/2 4 — 28 < —1 gilt, ist die Funktion *~2? {iber ganz R
integrabel und somit ist das Integral unabhingig beziiglich n nach oben
beschrinkt. Also kann der Term E in diesem Fall gegen Const. - d;?> =
Const.- (Inn)~2 nach oben abgeschitzt werden, zumal der zweite Summand
im Term E algebraisch und somit schneller als d.? gegen 0 konvergiert.
Aufgrund der Fallbedingung ist —2 > (1/2) — 8 und somit konvergiert der
Term E effizient langsamer als der Term B . Folglich ergibt sich als obere
Schranke fiir die Konvergenzrate des MISE Const. - (Inn)~2. Es bleibt noch
der

3. Fall: 5 =5/2
Die Abschitzung kann aus dem dritten Fall bis zu der Stelle der Begrenzung
des Integrals
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Wn Wn

/ 2Bt = / tdt

T T

< (In(wp) — InT)
< Const. - In(y/In(n))
< Const. - In(In(n))

iibernommen werden, wenn n grof genug ist. Damit ergibt sich als obe-
re Schranke der Konvergenzrate von E Const. - (Inn)~2 - In(In(n)) . Diese
Konvergenzgeschwindigkeit ist auch hier geringer als die von B ((Inn)™?)
und damit ist die Konvergenzgeschwindigkeit des MISE nicht kleiner als
(Inn)~2-In(In(n)) . |
Die hier gefundene obere Schranke des Schétzers (5.11) entspricht damit im
Falle 1 < 8 < 5/2 der Konvergenzrate des Dekonvolutionsschétzers mit be-
kannter Fehlerdichte. Fiir § > 5/2 dagegen verursacht die Schitzung von
0% eine Verschlechterung der Konvergenzrate gegeniiber der des gewdhn-
lichen Dekonvolutionskernschitzer, dessen MISE fiir alle 5 > 1 die Rate
(Inn)'/2=# erzielt (siehe z.B. Fan (1993)). In diesem Bereich stagniert die
Rate bei —2 als Exponent von Inn und grofere S bewirken keine besseren
Konvergenzraten. Die Optimalitit der Raten wird in Abschnitt 5.3 gezeigt.

Der Schitzer (5.11) wird nun an einem konkreten Beispiel simuliert. Fiir die
beim Schitzproblem (5.5) auftretenden Parameter wird vorausgesetzt, dass
Co=1,C=1/2, T=1, p=0, 05 =1 und B = 2 ist. Dann liegt
die Laplace-Dichte in F (siehe auch Abschnitt 5.1). Die Fehlerdichte sei
N(0,1/2) . Anzumerken ist noch, dass nur der Realteil des Schitzers (5.11)
zu betrachten ist. Wird Re(f,) statt f, als Schétzer verwendet, vergro-
fsert sich der MISE nicht, da die zu schitzende Funktion f eine Dichte und
somit reellwertig ist. Dies wird auch in der folgenden Simulation getan. Es
stehen 1000 unabhingige Beobachtungen aus der verunreinigten Dichte, die
hier folglich die Konvolution aus N (0,1/2) und der Laplace-Dichte ist, zur
Verfiigung. Fiir die Konstanten u; und wuy zur Wahl der Parameterfolgen
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des Schétzers (5.11) wird u; = 0.5 und uy = 0.5, so dass die Bedingung des
Satzes 5.2 0.52 4+ 0.52 = 0.25 < 1 erfiillt ist. Die in MATLAB durchgefiihrte
Simulation ergab das folgende Diagramm:

0.6
Laplace—Dichte

0.5 /

0.4

0.3

0.2

-0.1

Dabei sind die zu schitzende Laplace-Dichte, die geschitzte Dichte nach
(5.11) sowie als gestrichelte Kurve der gewhnliche Dekonvolutionskernschét-
zer, der die Fehlerdichte N(0,1/2) bereits exakt kennt und in seiner Kon-
struktion verwendet, dargestellt. Fiir diesen ist UA?L gleich konstant 1/2 ge-
setzt und seine Bandbreitenfolge ist — wie bei Dekonvolutionsschitzern mit
bekannter Normalverteilungsdichte als Fehlerdichte iiblich — w, = 0.5y/In(n)
gewéhlt. Zu erkennen ist, dass der Schitzer (5.11) nur geringfiigig von dem
gewohnlichen Dekonvolutionsschétzer abweicht.

5.3 Optimale Konvergenzraten

Nun soll die Frage aufgegriffen werden, ob die Konvergenzrate des Schitzers
(5.11) in Satz 5.2 noch verbesserungsfihig ist. Es soll also eine untere Schran-
ke fiir den MISE des Schitzproblems (5.5) fiir irgendeinen Schitzer f, von
f gefunden werden. Dies geschieht im nachfolgenden Satz. Bis auf den Fall
B =5/2, bei dem sich die obere Schranke aus Satz 5.2 lediglich durch Multi-
plikation eines iterierten Logarithmus von der unteren unterscheidet, erhalt
man tatsdchlich Optimalitit der Konvergenzraten unter einer technischen
Voraussetzung an 7', Cs.
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Satz 5.3 Sei das Schétzproblem (5.5) unter der zusdtzlichen Voraussetzung
(T/e)? > Cy gegeben. Sei fn eine beliebige Schitzfunktion fir f, d.h. eine
Abbildung von R™ nach Ls(R) . Seien Yi,...,Y, unabhdngige und identisch
verteilte Beobachtungen aus der verrauschten Dichte h. Dann gilt fiir alle
n, die grofler als ein gewisses N sind,

(Inn)2=B falls B < 5/2
(Inn)~2 | falls B > 5/2.

sup sup Ef,g”fn(}/l’ SRR Yn)_f”%z(R) > CO?’LSt{
9€G feF

mit einer vom Schdtzer fn unabhdngigen positiven Konstanten Const. .

Beweis: Aufgrund der gleichgradigen oberen Schranke an die Betrige der
Fouriertransformierten der Elemente aus F und der Parseval-Identitét ist
die L,-Norm der Funktion

1 , fir ¢ <T
S(t) = -
(¥ {Cg|t|_ﬂ , sonst.

grofer oder gleich der Ly -Norm aller Dichten in F . Somit sind die Elemente
von F beziiglich ihrer L,-Norm gleichgradig nach oben beschrinkt, nennen
wir diese Schranke C'. Daher kann o0BdA angenommen werden, dass die L, -
Norm eines Schiitzers f, , fiir den eine untere Schranke des MISE ermittelt
werden soll, fiir alle méglichen Realisierungen durch C' nach oben beschriankt
ist (siehe dazu Satz 2.3).

Wir wihlen jetzt ein 0? € (0,02) beliebig, aber fest aus sowie eine Folge
(02), in (0,02], die streng monoton fallend gegen o2 konvergiert und deren
exakte Definition an dieser Stelle noch offen gehalten wird. Entsprechend
betrachten wir fir g,» = N(u,0?) bzw. g,» = N(p,02) und fiir vorerst
nicht genauer spezifizierte f, f, € F das Risiko mit der Notation h, =

f*ga,% und h, = fn * g,
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supsup E; || fu(V1, ..., Yy) — @
9€G feF

> 3 (Bl Fa0hse e Ya) = Fulley + Bragla¥iseoo, Y2 = Fl)

— %(Efnagoz||fn(}/ia...,yn) — fol2 @) + Erug o lfn(Yes o Ya) = fl12,m
B Ef”’gGZan(Yi’ Tt Yn) - f||%2(R) + Efaga% ||fn(Yia SRR Yn) - f||%2(R))

> Y Bpugs (Vi Ya) = Salld sy + 1aVis . Ya) = F1B )
| = Bpag (Vi Ya) = FI ey + Brg g lfa(Vis. o Ya) - f||L2<R>\)
=%(Efn,g(,i<||fn(m,.. ) il +||fn<m,...,1@>—f||%2q§)>

dy -y

(Dreiecksungleichung)

2 %(%Efn,gaz||-]fn(}q’-"ayn)_fn_fn(yla---, n)+f||L2(~ 3
o f'”f”fn(yla---ayn) _f“%z(R)Vln(yl) -h ( ) h ( ) hn(yn)|
P

(da || full} ) < C% und ||£1}, ) < C? gilt, folgt)

> 1 3Bpaallfo — fle
= C2 [ o [ hnl9) -+ () = Fon(91) <~ P ) - i)

(da hy, h,, Dichten sind, gilt)

> 435 = FIB — O [ IRaly) = hu(v)ldy)
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Jetzt definieren wir die Dichte

c ,falls [t <1
t) = -
&0 {c- t|=3/2 | falls |t| > 1

mit geeignet gewihlter Normierungskonstanten ¢ > 0. Da & eine strikt
positive Funktion ist, lasst sich die obigen Ungleichungskette fortsetzen:

(31 = Fsey = C2 - [ ha(y) = huy) dy)

L3 = A1y — €% [ VEWIhny) = halw)l/vEWy)

(Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung)

> %(%Ilfn—in(R) /5 )dy)-([ 1) = k(W) /6 (y )dy)1/2>

——_———
=1

“)n SO ZU
wihlen, dass der Term n - ([ |h,(y (1) [2/€(y)dy)*/? schneller gegen 0
konvergiert als ||f, — f ||%2(R d. h dass

ha(y) = ha(y) 2 ——
IIfn f || Lo()
gilt. Dann ist der Gesamtterm fiir alle n ab einem gewissen N gréfer oder
gleich gl fn — fII7,(x) -

Ziel ist es jetzt, die Funktionen f und fn sowie die reelle Folge (o2

Wir definieren die reelle Funktion
exp(alt]) , [t/ <T
p(t) = s
Golt|#  , [t|>T

mit a := £ In(C,T~#) < 0, da nach Voraussetzung (T'/e)’? > C, gilt. Die
Definition von a impliziert auch exp(aT) = CyT~# und somit die Ste-
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tigkeit von ¢ . Weiterhin ist ¢ die Fouriertransformierte einer Wahrschein-
lichkeitsdichte f. Um dies zu zeigen, kann das Kriterium von Polya (siehe
Durrett [11]) angewandt werden. Dieses liefert als hinreichendes Kriterium,
dass ¢ gerade, stetig, nichtnegativ, auf (0,00) monoton fallend und kon-
vex ist sowie ¢(0) =1 und tli)rglo o(t) = 0 gilt. Die Paritét, die Stetigkeit,
die Nichtnegativitdt von ¢ sowie ¢(0) = 1 und tli}rglogo(t) = 0 sind leicht
einzusehen. Die fallende Monotonie fiir (0,00)\{7'} ist ebenso erkennbar,
und die Stetigkeit von ¢ garantiert dann die fallende Monotonie auf ganz
(0,00) . Ebenso kann die Konvexitéit durch die Positivitat der zweiten Ab-
leitung fiir (0,00)\{7'} und durch Beriicksichtigung, dass die linksseitige
Ableitung aexp(aT) an der Stelle T kleiner oder gleich der rechtsseitigen
—BC,T~P~1 ist, was wiederum aus der Voraussetzung Cy < (T'/e)? resul-
tiert, gezeigt werden. Also gilt ¢ = 1)y. Aufgrund des Abklingverhaltens
~ t=# und der Beschriinktheit nach oben beziiglich 1 liegt ¢ in Ly(R) . Da
die Fouriertransformation (im Plancherel-Sinne) einen Isomorphismus des
Ly(R) darstellt, muss auch f € Ly(R) und somit f € Dy gelten. Da fiir
it| > T Colt|™ = |e(t)] > Ci|t|™® nach Definition von ¢ gilt, ist sogar
ferF.

Weiter definiere man die Funktion

@ — {POe(1/2)@" — o) il <t
T o) exp(1/2) (02 — 02)2) , t] >
mit 2 = —251In(Cy/Cy) > 0, da 02 > ¢2. Somit muss ¢, — +00

gelten. Auch’ bei dieser Funktion kann man zeigen, dass es sich um die
Fouriertransformierte einer Dichte f, handelt, indem man wieder Polyas
Kriterium verwendet: Dass ¢, gerade, nichtnegativ ist, ¢,(0) = 1 und
tll)rc?o ©n(t) = 0 gilt, ist leicht erkennbar. Als Produkt stetiger Funktionen

ist auch ¢, stetig, ebenso als Produkt zweier monoton fallender, positiver
Funktionen auch wieder monoton fallend. Die Konvexitit dagegen ist weni-
ger intuitiv. Dazu betrachte man zuerst den Fall 0 < ¢t < T, in dem man
¢n(t) = exp(at + 3(o? — 02)t?) ableitet:

ol (t) = exp(at + %(02 — o) tH) - (a+ (0% — o2)t)

n(t) = exp(at + %(02 —op)t?) - (0 — o) + (a + (0 — 0p)t)?).
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Wegen o2 > o? folgt ¢lI(t) > exp(at + i(0? — 02)t?) - ((0? — 02) + a?)
und wegen o2 | o? somit, dass ¢!(t) > 0 ist fiir alle n, die grofer als
ein gewisses N sind. Damit ist die Konvexitit im Bereich (0,7) gezeigt.
Der néchste zu betrachtende Bereich ist (7,%,). In diesem gilt ¢,(t) =
exp((1/2)(c? — 02)t2)Cyt=" und fiir die Ableitungen

pu(t) = exp((1/2)(0® — op)t?) - (=BCt ™" + Co(0?® — op)t ™71
en(t) = exp((1/2)(0® — op)t?) - (= B(=B = 1)Cat ™"

+ Co(1 = B)t P (0? — 02) — BOt P (0 — 02) + Cot P2 (0? — 02)?)

= Cot P2 exp((1/2)(0? — 02)t?)
S(BB+1) + (0% — o) (1 = 2B)* + t*(0” = 07)?).

Da (02 —02)(1 —28) > 0 gilt, ist ¢! positiv. Also haben wir auch in dem
Intervall (7,t,) Konvexitit. Es bleibt noch der Bereich (¢,,00) iibrig. Dort
ist @n(t) = Cot=Pexp((1/2)(0? — 02)t2) = C1t=* und

on(t) = —C pt P!
pn(t) = B(B+1)Cit 7?72,

Auch hier ist die Positivitdt der zweiten Ableitung sofort ersichtlich. Nun ist
aber noch zu priifen, ob in den Anschlussstellen 7" und ¢, die linksseitige Ab-
leitung stets kleiner als die rechtsseitige ist. Beschéiftigen wir uns zuerst mit
T . Hier ist die linksseitige Ableitung ¢/ (T—) = exp(aT)exp((1/2)(c? —
02)T?) - (a + (0% — 02)T), wobei exp(al) durch CoT~# ersetzt werden
kann (s.0.). Setzt man nun 7 in die rechtsseitige Ableitung ein, erhélt man
ol (T+) = CoTPexp((1/2)(0? — 02)T?) - (=BT~ + T(0? — 02)) . Wegen
ol < —f, was direkt aus der Voraussetzung C, < (T/e)? folgt, gilt
o (T—-) < @ (T+). In t, gilt ¢ (t,—) = —BC.t, P~ + Cit, P (0? — 02)
und ¢ (t,+) = —BC.t, P~ Wegen o? < o2 folgt ¢! (t,—) < & (ta+).
Damit ist insgesamt die Konvexitédt von ¢, auf (0,00) bewiesen.

Mit 0 < ¢,(t) < ¢(t) fiir alle ¢t € R folgt, dass ¢, in Lo(R) liegen muss.
Analog der Vorgehensweise bei ¢ kann daraus geschlossen werden, dass auch
fn eine Ly(R) -Dichte ist. Nach der Definition von ¢, gilt fiir alle |t| > T

en(®)] > [o(t)]exp((1/2)(0® = op)ty) = Cuft|™?,
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da exp((1/2)(c? — 02)t?) > exp((1/2)(c?* — o2)t?) fiir |t| < t,, . AuBerdem
gilt fiir alle |t| < T

en(®)] < lo(t)] = Coft|™7.
Somit folgt schlieklich f, € F.

Betrachten wir jetzt

Un, (t) = r(t) -1y, (t) = (t) exp(ipt) exp(—(1/2)ont?)

und

¢(t) exp(ipt) exp(—(1/2)ont?) |t <t
o(t) exp(iut) exp(—(1/2)a?t?) - (C1/Cs) , |t]| > tn.
Man erkennt, dass ¢y, und ¢ in ihrer Einschrinkung auf [~t,,t,] iiber-

einstimmen. S~o kann man mit Hilfe der Parseval-Identitdt den L,-Abstand
von h, und h, nach oben abschétzen

Up,, (8) = Uy (8)-1g,5 (1) = {

- 1
| — h’n”%xﬂk) = %Hq/fhn - ¢ﬁn||%2(R)
1
= — — 4 (t)|%dt
o [ 1 ® =i, 0

[t|>tn

[ W OF + o, OF)at

[t >tn

(da 02 > o2 und C,/Cy < 1)

1

< =
-

4 o
< —/w(t)Qexp(—JQtQ)dt
T

tn

o0

4
< 2 exp(=02) / o(t)dt
T

tn
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4
;”%0”%2(11&) -exp(—o’t7)

= el exp(~20"(n(Co/ON) (02~ 0% D). (5.19)

IN

Diese obere Schranke ist hilfreich bei der weiteren Abschéitzung von n -

([ 1hn(y)—ha(y) /€ (y)dy) /? , womit der Zusammenhang zu der anfinglichen
Unglelchungskette hergestellt ist. Fiir eine zunéchst nicht genauer definierte
Folge (R,), mit R, oo gilt

ha(y) — ( )2/&(y)dy)'/? )
—ha()P/EW)dy + [ [ha(y) = ha(y)P/€(y)dy) "2

ly|<Rs ly[>Rn

<n-( [ |ha(y) = ha(y))?/ £l) dy)*/?

MSRH >cR, /
+n - (| |fR o (y) — ()2 /€ (y) dy) 2

< e V2Rl = Rl + - ([ Thay) = hay) P/E @) dy) 2

|y|>Rn

< Const.-n-RY*. exp(tUQ(ln(Cz/Cl))(UZ - 0%
+n-( [ [haly) — ha(y)[*/€(y)dy) >

ly|>Rn

< Const.-n-RY*. exp(—aQ(ln(Cg/Cl))(az — o)™
+2n-( [ ha)P/EW)dy + [ [ha(y)IP/€(y)dy)>.

ly|>Rn ly|>Rn

Die Funktion 1, (t) = o(t) exp(iut — (1/2)02t?) ist stetig differenzierbar in
R\{-T7,0,7} und auf ganz R stetig. In R\{—7,0,7} kann man die Ablei-
tung von 1, angeben durch (¢'(t) + (ip — 02t)p(t)) - exp(iut — (1/2)02t?) .
Diese ist eine Lo -Funktion (leicht zu sehen aufgrund ihrer Beschranktheit
und ihres exponentiellen Abklingverhaltens) und bleibt das auch, wenn man
an den Stellen —7" und T endliche Funktionswerte fiir ¢ —ergénzt. Die
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so auf ganz R definierte Abbildung ; ist dann schwache Ableitung von

T
Uh, , d.he [ (t)dt = by, (T) =y, (0) fiir alle T € R. Mit Hilfe partieller

0
Integration folgt, dass die so definierte Ableitung ¢/;, ~auch Ableitung von
Yp, 1m Sobolev-Sinne ist, d.h. dass

(Vs D) La@®) = (Vhos ) Law)

fiir alle beliebig oft differenzierbaren Funktionen ¢ mit kompaktem Triger
gilt. Wie oben erwihnt, gilt 1) € Ly(R) und somit ist ), ein Element
des Sobolevraumes W'(R) (siche Werner [15], Seite 164). Die Ly -Norm von
¢}, kann man mit Verwendung von o > o” nach oben abschitzen durch

9k, IZ oy = /I(@'(t) + (i — opt)p(t)) - exp(ipt — (1/2)o,t%)*dt

< / exp(—o”t*) (| (t)] + (lu| + ag|t) e (t)])*dt

< o0

Das Integral existiert und ist endlich, da [p(¢)| ~ [t|™ und |¢'(t)| ~ [t|7#~1
mit 8> 1 fiir [t/ — oo gilt und |p| gegen 1 und |¢'| gegen a nach oben
beschrankt sind und somit der Integrand insgesamt exponentiell abklingt.
Dieses Integral ist sogar unabhéngig von n und damit sind die 1, in ihrer
Ly -Norm gleichgradig beschrankt.

Kommen wir nun zu ¢; . Diese Funktion ist ebenfalls auf ganz R stetig
und stetig differenzierbar in R\{—t,, —7,0,T,t,} . Da wir dieselbe Situation
einer stetigen und iiberall bis auf endlich viele Stellen stetig differenzierbaren
Funktion haben, existiert auch hier eine schwache Ableitung, und zwar:

W (1) = {((Pl(t) + (ip — o2t)p(t)) - exp(iut — (1/2)02t?) It <t
(' (t) + (i — o2t)p(t)) - explipt — (1/2)02t2) - (C1/Cs), |t] > t.

Auch diese schwache Ableitung ist eine L,-Funktion und man kann ihre
Norm abschétzen:
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0% 12,

</ |(<P'(t)+(w—02t) ()) exp(ipt — (1/2)ot?)*dt
+ [ (#) + (i — 0®t)p(t)) - exp(int — (1/2)0%t?)*dt - (C1/Co)

< [UQ O] + (ul + o21t)p()? - exp(—o2e2)dt
+(C/C) [ (1@ + (] + 2t p(0))? - exp(—o?2)dt
< 2 [ (¢ (0)] + (] + oIt (0)? - exp(—0*2)dt < o0

Hier erhalten wir also dasselbe von n unabhingige Integral wie bei der Ab-
schétzung von ||}, [|7, g - Damit sind auch die Funktionen ¢} in der L,-

Norm gleichgradig beschréinkt. Auch hier gilt also ¢ € WI(R3 )

Mit dem Zusammenhang zwischen Glattheit der Funktion und Abklingver-
halten ihrer Fouriertransformierten, der ||[¢n||z,®) = ||®¥n(®)||L,w) fiir alle
h € WY(R) liefert, sowie der Tatsache, dass fiir alle Ly(R) -Funktionen h
Yy, = 2m h(—e) (siehe Werner [15], S. 170-173, insb. Lemma V.2.11) gilt,
folgt weiter

o0 > Const. > ||1vbhn||L2 + ||¢hn||L2(R
(Parseval—[dentztat)

1 1
= o vy, I170) + o 19w [

= 5 [ 1Pl |dt+—/\t| (0t
/|t| Bin ( dt+/\t|2hn(—t dt

/ t2h, (t)dt +/ t2h,, (t)2dt. (5.20)

Damit konnen wir zur Abschétzung der Terme

f ‘hn(y)|2/£(y)dy+ f |}~ln(y)|2/§(y)dy schreiten:

|y|>Rn |y|>Rn
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[ b P/eW)dy + [ [ha(y)?/€(y)dy

ly|>Rn ly|>Rn

= [ |ha@)PcyPPdy + [ |ha(y)|2cy|* 2dy
‘y|>Rn ‘y|>Rn B

< Const.- ([ |ha(y)P? |yl 2dy + [ |haly)|Py? |y| 2 dy)

ly|>Rn — ly|> Ry, ——
SR;I/z i SR;1/2
< Const.- (Ra™” [ |ha(y)?2dy + Ra'? [ |haly)[?y’dy)
‘y|>Rn B ‘y|>Rn
< Const.- R;\?. ([ ha(y)*y?dy + [ ha(y)?y*dy)
(5.20)

< Const. - Rﬁl/Q

Die Forderung (5.18) wird demnach erfiillt, wenn

n-( 3/ exp(—o?(In(Cy/Ch)) (07 — 0®)~") + Const. - R;IM) 220

gilt. Nun setze man fiir die Parameterfolgen R, = n® und o2 = o? +
d! (Inn)™! mit d = m + 1. Daraus folgt t, = /2In(Cy/C})d -

(Inn)*/2 . Dann lautet die Forderung

n-(n15/4 exp(—02(In(C2/C1))d Inn)+Const..n—5/4)
1112, o)

n=o”1n(C2/C1) + Const.n~1/4 n—0 0
=111 ) e

Schitzen wir jetzt || f,— |7, (r) nach unten ab. Fiir die noch zu bestimmende
Folge (m,), werde vorerst nur vorausgesetzt, dass 7' < m,, < t, gilt, wenn
n grof genug ist. Unter Ausnutzung der steigenden Monotonie der Funktion
(exp((1/2)(0? — 02)e?) — 1)? im Bereich (0,00) gilt

n
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1fn = 7@

= %”‘Pn - S0||%2(1R)

> L [ Ip@)P | exp((1/2)(0? — o2)2) — 12 d
> L exp((1/2)(0% — o2ym2) — 1 [ ()P s
> L exp((1/2)(0” — o2)m2) — 1 CF gt [ — ]

> Const.- (ml=28 —+1728) . (exp((1/2)(0? — 02)m?) — 1)2.

n n

Betrachten wir zunéchst den Fall 1 < § < 5/2. Dann definiere man m,, =
(1/2)4/21n(Cy/C1)d(Inn)*? | so dass T < m,, < t, erfiillt ist, wenn n grof
genug ist. Weiter ist dann (0 — 02)m? konstant gleich — ln(C'Q/ C1)/2 und
somit ist auch der Term (exp((1/2) (a —02)m2) —1)? konstant und positiv
wegen Cy > (. Damit ist

1o = 1
> Const. - (21n(Cy/C1)d)/2=8(228=1 — 1)(Inn)(1/D—8
> Const. - (Inn)/2-8,

Hinreichend ist daher fiir die Erfiillung der Forderung (5.18), dass

o> In(C2/C1)

+ Const.-n~Y* e
(In (/)P -
gilt. Da der Zéhler algebraisch gegen 0 konvergiert, wogegen der Nenner eine

logarithmische Rate aufweist, ist dies auch der Fall. Nachdem die Forderung
(5.18) nun erfiillt ist, erhélt man

0

sup sup Ef’g||fn(Y1,..., Y,) — f||L2(]R > Const. - (lnn)(lmfﬂ
geg feF

als untere Schranke und der Beweis ist in diesem Falle erbracht.
Kommen wir nun noch zum Fall § > 5/2. Hier definiere man m, = T .
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Da (t1%%),, gegen 0 strebt, ist bei ausreichend grokem n die Bedingung
T <m, <t, erfiillt und die Ungleichung lautet

”fn - f”%z(R)
> Const. - (exp((1/2)(c? — 02)T?) — 1)?
= Const.. (SN 20 =0 (/)07 - o)1)’

~
— 1 wenn n—00

> Const. - (0% — 02)?

> Const. - (Inn)~2

Damit haben wir wieder dieselbe Situation wie im Fall 5 < 5/2, was die
Forderung (5.18) betrifft (algebraische Konvergenzraten im Zahler und loga-
rithmische im Nenner) und somit folgt fiir den MISE

faY1,...,Y,) — f||%2(R) > Const. - (Inn) 2

supsup Efg|
geqg feF

und der Satz ist bewiesen. [ |
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Anhang B

Zusammenfassung

Die grundsitzliche Problemstellung in der Dekonvolutionsschitzung besteht
darin, die Dichte f einer Zufallsvariablen aufgrund fehlerbehafteter Beob-
achtungen Yi,...,Y, zu schitzen. Dies wird mathematisch so modelliert,
dass identisch verteilte Zufallsvariable Xi,..., X, mit Verteilungsdichte f
und ebenso identisch verteilte Zufallsvariable €, ..., €, mit Verteilungsdich-
te g gegeben seien, letztere stellen dabei den Fehler bzw. die Verunreini-
gung der Daten dar. Weiter seien X1, €1, ..., X,, €, unabhingig. Beobachtet
werden die Zufallsvariablen Y,...,Y, , definiert durch Y; = X; +¢;, fiir
j € {1,...,n}. Die Dichte der Y; ergibt sich somit als A = f % g, d.h.
als Faltung der Dichten f und g. Ziel ist es jetzt, eine Schitzfunktion fn
fiir die Dichte f zu finden, die auf den Beobachtungen Yi,...,Y, basiert.
Gewohnlicherweise sind zudem noch deterministische Bedingungen nichtpa-
rametrischer Natur wie z.B. Forderungen an das Abklingverhalten der Fou-
riertransformierten fiir die Dichten f und g gestellt. Dies kann man durch
Definition von Dichteklassen F und G, die Teilmengen der Menge aller
Dichte D sind, ausdriicken.

Im klassischen Ansatz der Dekonvolutionsschiatzung wird die Fehlerdichte g
als bekannt vorausgesetzt wie z.B. in Stefanski und Carroll (1990) oder De-
vroye (1989). Diese Annahme ist nicht immer realistisch. Die Arbeiten von
Efromovich (1997) und Neumann (1997) befassen sich mit der Situation ei-
ner nicht exakt bekannten Fehlerdichte. Dabei wird die Fehlerdichte mittels
zusdtzlicher unabhéngiger Beobachtungen, die direkt aus der Fehlerdichte
stammen, geschétzt.

In dieser Dissertation wird erstmals der Fall beleuchtet, dass weder die Feh-
lerdichte exakt bekannt ist noch zuséatzliche Beobachtungen vorhanden sind.

145
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Die Informationen, mit denen die Dichte f geschitzt werden soll, sind le-
diglich der Datensatz Y7,...,Y, und die Mitgliedschaft von f und ¢ in F
bzw. G . Ein anzustrebenden asymptotisches Qualititsmerkmal eines Schét-
7ers fn in dieser Situation ist das der robust d* -konsistenten Schiitzbarkeit
fiir einen metrischen Raum (X,d) (k> 0), fir den F C X ND postuliert
wird. Dieses wird definiert als

Epgd(fa(Vi,.. Ya), /) — 0 VfeFVgeg.
Ein stirkeres Qualititsmerkmal eines Schitzers f, ist das der gleichméfig
robust d* -konsistenten Schiitzbarkeit, das definiert wird durch

supsup Ef 4 d(fn(Yl, LY HF —o.

9€G feF n—00
Beiden Definitionen liegt die Voraussetzung zugrunde, dass es keine a-priori
Gewichtung der Fehlerdichte gibt, sondern vor Bekanntwerden der empiri-
schen Daten alle Fehlerdichten in G gleichberechtigt sind.

In Kapitel 2 wird zunéchst der gewohnliche Dekonvolutionsschitzer fn be-
nannt, der von einer exakt bekannten Fehlerdichte g ausgeht und diese in sei-
ner Konstruktion verwendet. Fiir den M(ean) I(ntegrated) S(quared) E(rror)
E|f.— f ||%2(R) werden die asymptotischen Auswirkungen einer Missspezi-
fikation der Fehlerdichte untersucht. Anstatt der tatsdchlichen Fehlerdichte
g wird eine falsche Fehlerdichte ¢ zur Konstruktion des Dekonvolutions-
schitzers verwendet. Dabei werden sowohl an ¢ als auch an g entweder die
Forderung

[Yy(t)| #0 Vt € Rund |¢p,(t)| > DJt|™" Vtmit [¢t| >T
fiir glatte Fehlerdichten oder fiir superglatte Fehlerdichten die Bedingung

[6,(t) £ 0 Vi € Rund [5,(t)] > Bit|7exp(=o]t€) Ve mit [t > T

gestellt. Diese Bedingungen sind hier definierende Eigenschaften der Dich-
teklasse G in zwei getrennten Fillen. Zudem wird noch verlangt, dass alle
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Dichten aus G, F quadrat-integrabel sind. Ly(R) ist hier der metrische
Raum X . Der Schnitt von Ls(R) mit D, der Menge aller Dichten, werde
mit D, bezeichnet. Satz 2.1 besagt dann, dass fiir den Schéitzer

fu = (Bng)—lB_ngnhwn

gilt:
sup Ep g || fu, — i@ == dr(g,9),
feF
wobei der Abstand dz(-,-) definiert wird als
1 Yy(?) 2
dr(g, 9 sup/ MO t)|“dt.
0.9 = 558 ) Jugtey 1| P10

Mit diesem Satz ist das asymptotische Verhalten des MISE geregelt. Die
Wahl der Bandbreitenfolge (wy,), , die sich iiblicherweise nach der Fehler-
dichte richtet, um optimale Konvergenzraten zu erzielen, ist aus Sichtweise
des Satzes freigestellt bis auf die Tatsache, dass im Falle der richtigen Spezi-
fikation der Fehlerdichte (g = g ) der Schétzer L, -konsistent sein soll, also
der MISE gegen 0 strebt. Auch wenn man eine Verschlechterung der Konver-
genzraten im Falle der richtigen Spezifikation in Kauf nehmen wollte, kann
man an der Konvergenz des MISE gegen den Abstand dz(g,§) nichts an-
dern. Der Abstandsbegriff dz(g,g) wird im Abschnitt 2.2 beleuchtet. Dort
wird gezeigt, dass der Abstand unter sehr milden Bedingungen positiv de-
finit ist, und diese Eigenschaft macht die Existenz eines gleichméfig robust
-117, (r) “konsistenten Schétzers durch Auswahl einer geeigneten Fehlerdichte
unmoglich. Im Abschnitt 2.3 wird dann die Frage aufgegriffen, ob eine Ver-
anderung des Kernes (und nicht nur der Bandbreitenfolge) die asymptotische
Qualitat des Dekonvolutionsschétzers verbessern kann. Der Schétzer besitzt
dann die allgemeine Form

= — / exp(—itx)L Ze’tyﬂ JE(1)

Dabei wird fiir 13 nun auch nicht mehr zwingend die Fouriertransformierte
einer Dichte aus G eingesetzt, sondern eine allgemeine Funktion £ : R — C,
deren Infimum auf jedem kompakten Intervall [—R, R|, R > 0 positiv ist.
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Eine solche Missspezifikation, die sogar aus der Menge der Fouriertransfor-
mierten der Dichten aus G hinausfiihrt, kann zwar theoretisch vermieden
werden, aber durch numerische Effekte bei Simulationen nicht vollstéindig
ausgeschlossen werden. Satz 2.2 begrdbt jedoch alle Hoffnungen, auf die-
se Weise eine Verbesserung der asymptotischen Qualitit erreichen zu kon-
nen: Unter technischen Voraussetzungen, die aus der Konsistenzforderung
im Falle richtiger Spezifizierung stammen, erhélt man, dass die Schatzerse-
quenz (?cug Eigllfu—f ||%2(R))neN keinen Haufungspunkt besitzt, der kleiner
€
1@%—&? — 1‘2dt ist. Unter zusédtzlichen Voraussetzungen

als %supf [ ()]?
fer

an den Kern konvergiert bzw. divergiert (sup Ejg ||fn — f ||%2(R))neN sogar
feFr

2
gegen %?ug I @) dg"(—i? - 1‘ dt . Der Abstand dz(g,g) kann auch un-
€

endlich als Wert annehmen. In Abschnitt 2.4 wird das an einem gingigen
Beispiel illustriert: Die Dichteklasse F werde durch eine Forderung an das
Abklingverhalten der Fouriertransformierten definiert, insbesondere befindet
sich die Laplace-Dichte f(t) = exp(—|t|)/2 in dieser Menge. Als Fehler-
dichte stehen die Standardnormalverteilungsdichte und die Laplace-Dichte
zur Auswahl. Ist die Standardnormalverteilungsdichte die tatséchliche Feh-
lerdichte und die Laplace-Dichte die filscherweise angenommene, so konver-
giert der MISE gegen einen endlichen Wert. Im umgekehrten Fall jedoch ist
dz(g,9) = co und der MISE divergiert somit gegen unendlich. Je mehr Be-
obachtungen verwendet werden, desto schlechter wird die Schétzung also. Im
Zweifelsfall ist unter Robustheitsgesichtspunkten die Laplace-Dekonvolution
der Normalverteilungsdekonvolution daher vorzuziehen. Ein #hnliches Pro-
blem tritt bei zwei zur Auswahl stehenden Normalverteilungsdichten mit
verschiedenen Varianzen auf. Hier muss die Varianz lieber zu klein als zu
grof gewdhlt werden, um eine Explosion des MISE zu verhindern. Wenn da-
gegen zwel Normalverteilungsdichten mit verschiedenen Erwartungswerten,
aber derselben Varianz als Fehlerdichte konkurrieren, konvergiert der MISE
in jedem Fall gegen einen endlichen Wert. Die Explosion des MISE kann
bei gleichgradiger Beschrinktheit der L,-Norm der Dichten in F durch ei-
ne auferlegte Schranke an den Schitzer zwar vermieden werden (Satz 2.3),
jedoch ist dies kein zufriedenstellendes Resultat, zumal es in der Dichteschét-
zung darauf ankommt, eine Dichte moglichst genau wiederzugeben.
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Daran kniipft sich die Frage in Kapitel 3 an, ob es iiberhaupt méglich ist, mit
sinnvoll definierten Mengen F und G einen robust d* -konsistenten Schiit-
zer zu konstruieren — moglicherweise ganz anderer Bauart. In Abschnitt 3.1
wird die Bedingung des Nicht-Uberlappens der Dichteklassen F und G

I, f€FI9.6€G : f#£FAFrg=Fx3g

als notwendige Bedingung der Existenz eines robust d* -konsistenten Schiit-
zers fiir irgendeine Metrik d und irgendein k£ > 0 ausgewiesen. In Abschnitt
3.2 werden Beispiele fiir sich iiberlappende Mengen F und G beschrieben,
darunter befinden sich auch viele hiufig auftretende Modellrdume. Insbe-
sondere wird fiir die Modellriume F, die in Fan (1993), Neumann (1997),
Hesse und Meister (2001) verwendet werden, gezeigt, dass bereits die Meh-
relementigkeit der Menge G, die dquivalent zu der nicht exakten Kenntnis
der Fehlerdichte ist, bewirkt, dass es keinen robust konsistenten Schitzer
beziiglich einer Metrik d geben kann. In Abschnitt 3.3 wird weiter nach not-
wendigen und hinreichenden Kriterien der robust konsistenten Schatzbarkeit
gesucht. Zunichst wird gezeigt, dass das Postulat des Nicht-Uberlappens
der Dichteklassen F und G die Existenz einer dort definierten Abbildung
®:H —- F mit H =F=x*G, die den Inversen des Faltungsoperators im
Falle einer bekannten Fehlerdichte ersetzt, allerdings im Allgemeinen kein
linearer Operator ist, impliziert. Falls die verrauschte Dichte h beziiglich ei-
ner Metrik b konsistent schétzbar ist und die Abbildung ® (b, d) -stetig ist,
existiert ein robust d* -konsistenter Schiitzer (Satz 3.3). Gemiif dem Aqui-
valenztheorem von Devroye ist dies stets moglich, wenn es sich bei b um die
L, (R) -Metrik handelt. Daraus folgt dann Korollar 3.1, welches besagt, dass
ein robust d* -konsistenter Schétzer existiert, wenn ® (|| - ||,(r), d) -stetig
ist. Allerdings ist der Beweis nicht konstruktiv, es wird das Auswahlaxiom
gebraucht. Nun ist ein notwendiges (Existenz der Abbildung & ) und ein hin-
reichendes Kriterium ( (|| - ||z, w), d) -Stetigkeit von ® ) gefunden. Angestrebt
wird eine dquivalente Formulierung. Anhand eines Beispiels wird gezeigt, dass
die Abbildung ® durchaus als nicht stetige Abbildung existieren kann. Satz
3.4 zeigt weiterhin, dass die (||-||1,(®), d) -Stetigkeitsforderung zur Stetigkeit
bis auf abzdhlbar viele h € H abgeschwicht und dennoch die robust kon-
sistente Schéatzbarkeit bewahrt werden kann. Aber auch die pure Existenz
der Abbildung ® kann als notwendige Bedingung noch verschirft werden.
In Satz 3.5 wird die stetigen Approximierbarkeit von &, d.h. es existiert
eine Folge (®,,)men von Abbildungen H nach {z € X | ||z||x < C}, die
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gleichméfig (L1, ||-||x) -stetig sind und die Abbildung & punktweise approxi-
mieren, als notwendige Bedingung nachgewiesen. Dabei ist anzumerken, dass
nun kein allgemeiner metrischer Raum X , sondern ein reflexiver, separabler
Banachraum mit Norm || - ||x betrachtet wird, da Erwartungswertbildung
iiber den Raum X im Beweis bendétigt wird. Ein nachfolgendes Beispiel zeigt
dann unter Verwendung des Satzes von Baire aus der topologischen Funktio-
nalanalysis, dass es ein Schitzproblem gibt, bei dem die Abbildung ® zwar
existiert, aber es dennoch keinen robust d* -konsistenten Schiitzer gibt, auch
wenn dieses Beispiel sehr konstruiert erscheinen mag. Im Abschnitt 3.4 wird
auf quasi-gleichmifig konsistent schéitzbare Dichteklassen H spezialisiert,
d.h.

Ep|lhy = blln, < D(h)-0, , VheH.

Fiir solche Schitzprobleme kann man ein dquivalentes Kriterium der robust
d* konsistenten Schiitzbarkeit ermitteln (Satz 3.6). Dieser sagt aus, dass ei-
ne robust X*-konsistente Schitzerfolge (f,)n, genau dann existiert, wenn
die Abbildung & gleichmifig X -stetig approximierbar durch eine Folge
(®yn)men ist, welche noch eine Ungleichung erfiillen, die eine Verschirfung
der Stetigkeit der ® approximierenden Abbildungen darstellt, und die stin-
dige Voraussetzung der gleichgradigen || - || x -Beschranktheit von F erfiillt
ist.

In Kapitel 4 soll nun die gleichméiRig robust d* -konsistente Schitzbarkeit
beleuchtet werden. Diese ist eine stiirkere Forderung als die robuste dF -
Konsistenz. Daher ist auch hier die Existenz der in Kapitel 3 definierten
Abbildung & notwendige Bedingung. Satz 4.1 liefert die Aussage, dass so-
gar die gleichméRige (L;(R), d) -Stetigkeit von ® notwendiges Kriterium ist.
Daraus folgt auch, dass die L;(R) -Konvergenz in F die d-Konvergenz im-
pliziert (Korollar 4.1). In Abschnitt 4.2 wird ein hinreichendes Kriterium der
gleichméRigen robusten d*-Konsistenz ermittelt (Satz 4.2), die Vorausset-
zungen sind eine abgeschwichte Variante der gleichméfigen b-konsistenten
Schitzbarkeit der verrauschten Dichte h beziiglich einer Metrik b und die
gleichméfige (b, d)-Stetigkeit der Abbildung ®. Nachdem Satz 4.3 diese
Abschwichung gleichméfiger b-Konsistenz fiir b = || - ||z, ®) auch als not-
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wendige Bedingung ausweist, kann der Aquivalenzsatz Satz 4.4 als Hauptsatz
iiber gleichméfig robuste L -Konsistenz mit den Bedingungen aus Satz 4.2
fir b= | -||z,&) formuliert werden. Auf L,(R) lassen sich diese Ergebnisse
nicht ohne Einschrinkung iibertragen. Daher betrachtet man nun L(R) -
Dichteklassen ‘H mit gleichgradig kompaktem Triger. Fiir solche Dichte-
klassen wird die L;(R)-Konvergenz von der Ls(R)-Konvergenz dominiert.
Somit kann Satz 4.4 fiir diese Dichteklassen H beziiglich der Lo (R) -Metrik
formuliert werden. Dies geschieht in Satz 4.5.

In Kapitel 5 sollen diese theoretischen Ergebnisse nun angewandt werden,
um (gleichmRig) robust Lo(R)? -konsistente Schitzer zu berechnen. Die Séit-
ze in den Kapiteln 3 und 4 liefern (gleichméRig) robust konsistente Schétzer,
die nur geméif dem Auswahlaxiom existieren und die zudem die Abbildung &
benutzen. Im allgemeinen Fall ist ® nicht in jedem Nicht-Uberlappungsfall
auch kalkulierbar, da & von den Dichteklassen F und G abhingt, von
denen nur die Inklusion in der Menge aller Dichten gefordert wird. Daher be-
trachte ich in diesem Kapitel spezielle Dichteklassen. Im Abschnitt 5.1 stellt
sich das Schéatzproblem
F = {f Ly(R)-Dichte | ;5 > |[15(t)| > 5z, V¢ mit [t| > tH > 1}

2t% 7

G = {91, 9n5},

wobei gr die Laplace-Dichte und gn die Standardnormalverteilungsdichte
bezeichne. t; sei fest und bekannt. Hier ist die untere Schranke an das Ab-
klingverhalten der Fouriertransformierten |[¢;(t)| > 5> besonders wichtig.
Auf diese Bedingung kann nicht génzlich verzichtet werden, da sonst nach
den Ergebnissen aus Kapitel 3 eine robust konsistente Schiatzung unmoglich
ist. Die Abbildung ® setzt sich hier als Komposition der beiden inversen Fal-
tungsoperatoren B,' und B,! zusammen, die jeweils auf eine Teilmenge
einer zweielementigen Partition von H wirken. Die Idee der Schéitzung be-
ruht darauf, dass aufgrund des empirischen Datensatzes Yi,...,Y, getestet
werden kann, ob g; oder gy die Fehlerdichte ist. Auf diese Weise kann ein
und derselbe Datensatz zweimal verwendet werden, weswegen ich diese Me-
thode als doppelte Ausnutzung der Empirik bezeichnet habe. Der Schitzer
lautet
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~ t -1 T
£o= (BngBgT,n) Bl he.
mit der Bandbreitenfolgenwahl (wy,), = (3vInn), und

(

gr , falls |13 €™ > L(O(T)+U(T))
gT,’n(}/l’ ceey Yn) = <

gy, falls |13 €Y < 2(O(T) + U(T)).

\ J=1

Als obere Schranke fiir den MISE des Schitzers f, erhélt man in Satz 5.1

Slelp sup Efg||fn f||%2(R) < Const. - (Inn)=3/2,
9

die iibliche logarithmische Konvergenzrate bei Verrauschung mit normalver-
teilten Fehlern. Dieses Verfahren lasst sich auch auf den Fall {ibertragen, dass
die konkurrierenden Fehlerdichten zwei Normalverteilungsdichten mit ver-
schiedenen Varianzen, aber identischem Erwartungswert sind. Im Abschnitt
5.2 wird nun ein Schétzproblem betrachtet, bei dem nicht nur zwei, son-
dern ein Kontinuum von Dichten als Fehlerdichte ¢ zur Auswahl steht. Das
Problem lautet:

F := {f Ly(R)-Dichte | Co|t|™? > | (t)| > Ci|t|™?, Vt mit |t| > T > 0}

G = {N(u,0%) |0 <0® <af}.

Dabei seien Cy > C; >0, 3>1, T >0, p, o2 >0 bekannt, aber beliebig
bis auf die Tatsache, dass C;, Cy, T so gewihlt seien, dass F nicht leer
ist. Auch hier kann ein Schéitzer bestimmt werden, und zwar

Wn
A 1
folz) = 5 / exp(—it(z + p) + 02t2 Zexp (itY;)
m

mit der Bandbreitenfolgenwahl (w;)nen = (ug - (In n)l/ %) pen und

GA% = max(—t% In <gg (tn)) ,0),
1ln
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wobei (t,)nen = (ug - (Inn)/?),cy mit positiven Konstanten u;, ug, fiir

welche gilt u? +u3 < % . Als Konvergenzrate des MISE erhilt man nach
0

Satz 5.2 ab einem gewissen N € N

(Inn)@/2-8 , falls 8 < 5/2
sug sup Epollfn — flZ,@ < Const.- ¢ (Inn)~2-In(In(n)) , falls B =5/2
b (Inn)~2 , falls B> 5/2

fiir alle n > N . Dieser Schétzer wurde auch implementiert und in einem Dia-
gramm anhand Simulationen veranschaulicht. Im Abschnitt 5.3 wird schliefs-
lich gezeigt, dass fiir eine technische Bedingung an 7" und C, diese Konver-
genzraten tatsdchlich optimal fiir 8 # 5/2 sind. Die in Satz 5.3 gefundene
untere Schranke ist fiir 8 = 5/2 von der Ordnung (Inn)~?, unterscheidet
sich also geringfiigig von der oberen Schranke aus Satz 5.2 (um Multiplika-
tion eines iterierten Logarithmus). Damit stimmen fiir 1 < § < 5/2 die
Konvergenzraten mit denen des gewdhnlichen Dekonvolutionsschéitzers bei
bekannter Fehlerdichte iiberein (sieche Fan (1993)), doch stagnieren beziig-
lich des Exponenten des Logarithmus fiir 8 > 5/2 bei (Inn)=2.
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Anhang C

Abstract

The basic problem in deconvolution estimation is the estimation of a pro-
bability density f based on contamined observations Yi,...,Y, . Mathe-
matically spoken, identically distributed random variables Xi,..., X,, with
density f and also identically distributed random variables €y, ..., €, with
density g which represent the error or the contamination are given. Further-
more, Xiq,€q,...,X,,€, are independent. The random variables Yi,...,Y,
that are defined by Y; = X; +¢; for all j € {1,...,n} are observed. So
the density of Y; equals h = f x g, i.e. the convolution of the densities f
and ¢. Now it is our aim to find an estimator fn of the density f based
on the observations Yi,...,Y, . Deterministic stipulations of nonparametric
character like conditions refering to the asymptotic behaviour of the Fourier-
transform for the densities f and ¢ are made. These can be expressed by
the definition of the density classes F and G which are subsets of the set
of all densities.

In the classical approach of deconvolution estimation, the error density g
is supposed to be known like in Stefanski and Carroll (1990) or Devroye
(1989). However, this assumption is not always realistic. The papers of Ejf-
romovich (1997) and Neumann (1997) deal with the situation of an error
density which is not exactly known. In both papers the error density is esti-
mated from additional independent observations that come directly from the
error distribution.

In this dissertation with the translated title “Robustness Properties of Decon-
volution Density Estimators Relating to Misspecification of the Error Den-
sity” , the case that the error density is neither exactly known nor can be
estimated from additional data is regarded for the first time. The informa-
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tions, which the density f should be estimated from, only consists of the
observations Yi,...,Y, and the membership of f in F and of g in G.
A property of asymptotic quality of an estimator fn in this situation is the
robustly d* -consistent estimability for a metrical space (X,d) (k > 0), for
which F C X ND is postulated. This property is defined by

Ergd(fu(Yi,...,Ya), f)f — 0 VfeF,Vged.
n—0o0
A stronger property of an estimator fn is the uniformly robustly d* -consistent
estimability which is defined by

supsup By d(fu(Yi,..., Y0), ) — 0.

9€G feF n—00
Both definitions are based on the condition that there is no a-priori weight of
the error densities but all error densities in G are equal before the empirical
data become known .

In chapter 2 the common deconvolution estimator is introduced. This esti-
mator was developped for the situation of an exactly known ¢ and it uses ¢
in its construction. For the M(ean) I(ntegrated) S(quared) E(rror), E||f, —
f||%2(R) , the asymptotic effects of a misspecification of the error density are
investigated. A false error density ¢ instead of the real error density g is
used for constructing the deconvolution estimator. Therefore, there is the
condition for both g and g¢

y(t)| #£ 0 V€ R and [t,(t)] > D|t|™ V¢ with [¢| > T

for smooth error densities or for supersmooth error densities

y(t)| # 0Vt € R and [1(t)] > BJt|" exp(—0[t[€) V¢ with [¢| > T.

These stipulations are the defining properties of the density classes G in two
separate cases. Furthermore, the fact that all densities in F, G are square
integrable is required. Here, Ly(R) is the metric space X . The intersection
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of Ly(R) and the set of all densities D is called D, . Theorem 2.1 says that
the estimator

fon == (BIB3)™'BLR,, ho,
has the asymptotic behaviour

n—00

sup Eg || fu, — f||%2(R) — dx(9,9),
feF

with the distance dz(-,-) defined by

dr(g,9) == iup/ Yoll) 4

2mper) |¥5(t)

[ (1) dt.

In Theorem 2.1 the bandwidth sequence (w,), can be chosen arbitrarily as
long as the estimator remains Lo -consistent in the case of correct specifica-
tion of the error density (g = ¢), i.e. the MISE has to tend to zero for n
tending to infinity. Even if a deterioration of the rate of convergence in the
case of correct specification is accepted while the pure consistence is kept,
one is not able to change something about the convergence of the MISE to
dr(g,9) . The distance d is illustrated in section 2.2. It is proved there that
dr is positive definite under very weak conditions and this property makes
the existence of a uniformly robustly L, -consistent density estimator which
is construced by a suitable choice of the error density impossible. Section 2.3
deals with the question if a change of the kernel (and not only the bandwidth
sequence) can improve the asymptotic quality of the estimator that possesses
the shape

— / exp(—itx)L Ze”yﬂ JE(t)

Therefore, £ is a function R — C, whose 1nﬁmum on each compact interval
[—R, R] is positive, and it does not have to be the Fourier-transform of a
density. Such a misspecification that leads out of the set G may be able to
be avoided theoretically, but if numerical effects are considered in a simu-
lation for example it cannot completely be avoided. Theorem 2.2 makes all
attempts for achieving a better asymptotic quality in this way fail: Under
some technical conditions resulting from the postulation of convergence in
the case of the correct selection of the error density, one receives that the
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estimator sequence (sup Ey, ||fn — f ||%2(R))nEN possesses no accumulation
feF

2
2 dt . Under additional

point that is smaller than s-sup [ [¢)(t) 1/)69(—5? -1
feF

conditions related to the kernel, the MISE converges or diverges, respectively,

2
to %sup [ s (t)[? dég(g) — 1‘ dt . The distance dz(g, §) can also be infinity.
feF

In section 2.4 this fact is illustrated with a common example: The density
class F is defined by a stipulation related to the asymptotic behaviour of the
Fourier-transform. The Laplace-density fr(t) = exp(—[t|)/2 is in this set.
Only the normal distribution density and the Laplace-density are possible as
error density. If the normal distribution density is the real density and the
Laplace-density is used, the MISE will converge to a finite positive number. In
the reverse case, dx is infinity and hence the MISE diverges to infinity. The
more observations one has got the worse the estimator’s risk is. Viewed under
the aspects of robustness properties, the Laplace-deconvolution with the La-
place density should be prefered in comparison to the Gauss-deconvolution
with normal densities. A similar problem occurs if two normal densities with
different variances compete as error density. In this case, the variance has to
be selected rather too large than too small in order to avoid an explosion of
the MISE. However, if the set G consists of two normal densities with the
same variance but different means then the MISE will converge to a finite
positive number in every case. The estimator can be modified so that an
explosion of the MISE cannot occur any more by building an upper bound
for the estimator. This requires the set F to be uniformly bounded in the
Ly -norm (theorem 2.3) but this is valid in most of the types of F that are
considered. But this result is not satisfying because in nonparametric density
estimation the density ought to be estimated very precisely.

Hence, in chapter 3 the question is investigated whether there is a robustly
d* -consistent estimator for a proper choice of F and G at all. The estimator
may possibly be of an entirely different shape. In section 3.1 the condition of
non-overlappingness of F and G is introduced

3f, feFI.6€G: fAFNfrg=Ff*7
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as a necessary condition for the existence of a robustly d* -consistent esti-
mator for any metric d and any k£ > 0. In section 3.2 examples for overlap-
ping density classes F and G are regarded. Among those, there are often
used density classes like in Fan (1993), Neumann (1997), Hesse and Meister
(2001). For these classes it is shown that even the fact that G possesses
more than one element, which is equivalent to the not exact knowledge of
the error distribution, is enough for the impossibility of the existence of a
robustly d* -consistent estimator. In section 3.3 the investigation for necessa-
ry and sufficient conditions for the existence of such an estimator continues.
Firstly, it is shown that the condition of non-overlappingness implies the exi-
stence of a function ® from H to F with H = F %G which is exactly
defined there and which replaces the inverse convolution operator in the case
of a known error density. However, in general, this function @ is no linear
operator. If the contamined and directly observed density h € H can consi-
stently be estimated related to an arbitrary metric b and the function @ is
(b, d) -continuous related to the metric d, in which the density f should be
estimated, then there is a robustly d* -consistent estimator, so says theorem
3.3. According to the equivalence theorem of Devroye, it is always possible
to estimate a directly observed density consistently if b = || - ||z, (&) - So one
can derive corollary 3.1 which says that a robustly d* -consistent estimator
exists if ® is (|||, (w), d) -continuous. The proof is not constructive as Zorn’s
Lemma is used. Now a necessary and an sufficient condition for the robust-
ly d*-consistent estimability has been found and we aim for an equivalent
condition. By an example, it is shown that ® can exist as a non continuous
function. Theorem 3.4 proves that the continuity of ® can be changed to the
weaker stipulation of the continuity of ® outside of a countable subset of
H and still the robustly d* -consistent estimability holds. But on the other
hand, the mere existence of & can also be changed to a stronger necessary
condition. In theorem 3.5 the continuous approachability of ® is proved to
be a necessary stipulation, i.e. there is a sequence (®,,)men of functions from
H to {r € X | ||z||x < C}, which are uniformly (but not uniformly rela-
ted to the whole density class!) (Li, || - ||x) -continuous and which approach
® pointwise. Therefore, (X, d) is no longer an arbitrary metric space but
a separable reflexive Banach space because in the proof the expectation is
taken over X . In the sequel an example shows that there is an estimation
problem where the function ® exists but there is no robustly d* -consistent
estimator. In section 3.4 the conditions are specialized for so called almost-
uniformly d* -consistently estimatable density classes H , i.e. classes H for
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which

By ||hn — B, < D(h)-0, , VheH.

For such estimation problems, an equivalent condition of the robustly d* -
consistent, estimability is obtained (theorem 3.6). This says that a robustly
X* -consistent estimator sequence (f,), exists if and only if @ is uniformly
X -continuous approachable by a sequence (®,;)men Which even fulfills an
inequality which is stronger than the uniformly X -continuous approacha-
bility, and the permanent stipulation of the || - ||x-upper bound of F is
fulfilled.

In chapter 4 the uniformly robustly d* -consistent estimability shall be in-
vestigated. This is a stronger condition than the robustly d* -consistent esti-
mability. Hence, the existence of the function ® which is defined in chapter
3 is necessary for the existence of a uniformly robustly d* -consistent estima-
tor. Theorem 4.1 says that the uniformly robustly d* -consistent estimability
even requires the uniform (L;(R),d) -continuity of ®. It follows from this
that the L;(R) -convergence in F implies the d-convergence (corollary 4.1).
In section 4.2 a suuficient condition of the uniformly robust d* -consistence
is obtained (theorem 4.2), the stipulations are a weaker version of the uni-
formly b-consistent estimatabiliy of the directly observed and contamined
density h related to the metric b and the uniform (b, d) -continuity of the
function ® . After theorem 4.3 says that this weaker version of b -consistence
for b= |- ||z, @r) is also a necessary condition, theorem 4.4 as a central theo-
rem about the uniformly robust L;-consistency can be proved. It contains
an equivalent condition for this kind of estimability. These results cannot
be transformed to Ly (R) -estimation without further restrictions. Therefore
one regards Lo(R) -density classes H with a uniformly bounded support.
For such density classes the L;(R) -convergence is dominated by the Lg(R) -
convergence. This is why theorem 4.4 can be formulated for those density
classes H related to the Ly(R) -metric. This is accomplished in theorem 4.5.
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In chapter 5 these theoretical results are applied to calculate (uniformly)
robustly Lo (R)? -consistent estimators. The theorems in chapters 3 und 4
prove the existence of (uniformly) robustly d* -estimators in a non construc-
tive way by using Zorn’s Lemma. Furthermore, in the general case, in which
F and G only have to be subsets of D, the function ® is too complicated
to be calculated. We consider a special example, namely

F = {f Lo(R)-density | 5 > [1(t)| > 555, V¢ with [¢| > ¢o > 1}

22

g = {gL7 gN}a

with the Laplace-density ¢ and the normal density gy . Here ¢ty is fixed
and known. In this case the lower bound of the Fourier-transform of the
densities in JF is very important. This condition cannot totally be eliminated,
otherwise it can be shown by the results of chapter 3 that robustly Ly(R)? -
consistent estimation cannot be accomplished. The function ® from chapter
3 is the composition of two inverse convolution operators that operate on two
different sets of a partition of H that only consists of these two sets. The
idea of the estimation procedure is to construct a test based on the empirical
data Yi,...,Y, if the error density is gy or gp. So the given sample of
independent data can be used twice, that is why I call this method double
use of the empirical data. The estimator is

. -1 .
fn = (B;T,ntT’n> B;T,nh}w"
with the bandwidth sequence (w,)n, = (3VInn), and

/

Vi

Il
—

¢| > H(O(T) +U(T))

: 1
gL if n
J

gT,n(Yla P Yn) = <

3

iTY; |

(O(T) + U(T))-

: 1 1
gn 71f n 4 € 2

\ J

Il
—

As an upper bound for the MISE of this estimator one gets according to
theorem 5.1

sup sup Ef,g||fn — f||%2(R) < Const. - (Inn)=3/2,
9€gG feF
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the usual slow rate in the situation of contamination with normal distri-
butions. This procedure can also be transformed to the situation that G
consists of two competing normal densities with different variances but iden-
tical means. In section 5.2 we arrive at an estimation problem, in which
uncountably many error distributions are possible. The function classes are

F = {f Ly(R)-density | Co|t|# > |4p;(t)] > Cilt|?, V¢ with [¢| > T > 0}

G = {N(u,0%) |0 <0? < o5}

where Cy > C; >0, 8>1, T >0, u, o2 >0 are known but arbitrary as
long as Cy, Cy, T are selected so that F is not empty. Also in this case
an estimator can be defined by

s 1

Tt . ISR T
folz) = . / exp(—it(z + p) + Eagt ) - ;exp(th}) dt

Wn,

with bandwidth sequence (wy,)pen = (u1 - (Inn)Y2),en and

~ 2 Dn (T
o2 = max(— —2-]n (90”(_”/3)) ,O),
tn Cltn
with (tp)nen = (ua - (Inn)/?),cn with positive constants i, usg, for which
ui +uj < 2 is valid. As upper bound of the MISE one obtains according

0
to theorem 5.2

(Inn)(/2-6 ,if B <5/2
supsup Ey,||fu = fI[£,@ < Const.- § (Inn) - In(in(n)) , if f=5/2
9e6 1€ (Inn) 2 , if 5 >5/2

if n is larger than a certain N € N. This estimator can also be simulated
and the result is shown in a graphical box. In section 5.3 it is proved that
under a technical condition for 7" and C5 these rates of convergence are
really optimal for 8 # 5/2. For 3 = 5/2 the rate differs from the upper
bound of the estimator f, by the multiplication of an iterated logarithm.
For 3 < 5/2 the upper bound (Inn)(/2~8 corresponds to the one obtained
by estimating the density with known error density. For 5 > 5/2 the upper
bound remains of order (Inn)~?, so here we lose asymptotic quality caused
by not knowing the error distribution.
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