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Einleitung

Bei der numerischen Behandlung von elliptischen Differentialgleichungen wird heute oft
die Methode der Finiten Elemente, hiufig mit FEM abgekiirzt, verwandt. Obwohl das
Konzept schon vorher in der Mathematik skizziert wurde, entstand diese Methode in den
fiinfziger Jahren in der Flugzeugindustrie. Ende der sechsziger Jahre begann dann die
intensive Analyse und Weiterentwicklung der Finiten Elemente.

Ein wichtiger Anwendungsbereich ist die Strukturmechanik, in der Systeme von partiel-
len Differentialgleichungen zu l6sen sind, die mit elementaren Methoden meist nicht zu
bewiltigen sind. Variationsmethoden bieten hier eine sehr elegante Losungsmethode, die
zudem ideal fiir FEM geeignet ist.

Die Methode der Finiten Elemente baut auf der Approximation der schwachen Losung in
einem geeignet gewéhlten Ansatzraum auf. Bisher wurden hier meist Riume stiickweiser
nodaler Polynome verwendet, die eine Zerlegung des Gebietes in isoparametrische Drei-
ecke oder Vierecke voraussetzt.

Ein neuer Ansatz, der in dieser Arbeit fiir Probleme der ebenen linearen Elastizitat unter-
sucht wird, besteht in der Methode der web-Splines (weighted extended b-splines) [H6],
die am Mathematischen Institut A entwickelt wurde. Hierbei wird iiber das Gebiet ein
regelmifliges Gitter gelegt und die Einhaltung der Randbedingungen durch eine Gewichts-
funktion gesichert. Die web-Methode hat den Vorteil, dass die meist aufwendige Zerlegung
des Gebietes entfiillt und eine Erhohung des Ansatzgrades mit einer nur geringen Anzahl
von neuen Freiheitsgraden verbunden ist.

In Kapitel 1 wird zunéchst die Theorie der Elastizitdt, ihre Entstehung aus der Kine-
matik, den Gleichgewichtsbedingungen und dem Stoffgesetz behandelt. Der Ubergang
zum linearisierten System partieller Differentialgleichungen

—dive = f in Q
u=~0 auf I'p

on =g auf 'y

folgt in Kapitel 2. Auflerdem wird hier die Herleitung des Variationsproblems

/Qa(u):e(v):/ﬂf-H/FNg-v

und der ebenen Betrachtung beschrieben, bevor das Kapitel in der Behandlung der
Existenz- und Eindeutigkeitsfrage endet.

In Kapitel 3 wird die Methode der gewichteten erweiterten B-Splines eingefiihrt und ihre
Stabilitdt untersucht. In Kapitel 4 wird anschliefend die Fehlerabschitzung untersucht,
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wobei zuerst kurz auf Fragen der Regularitit der Losung und der Splineapproximation
eingegangen wird.

Im Rahmen eines Projektes wurden Implemetierungen in MATLAB erarbeitet, die in Ka-
pitel 5 vorgestellt werden, bevor dann im 6. Kapitel die numersiche Untersuchung folgt.
Abschlieflend werden in Kapitel 7 einige Beispiele aus der Anwendung betrachtet.



Kapitel 1

Elastizitatstheorie

1.1 Einfiihrung

Die Elastizitdatstheorie stellt ein Teilgebiet der Kontinuumsmechanik dar, das durch Be-
schrinkung auf elastische, d.h. reversibel deformierbare Materialien entsteht. Innerhalb
der Elastizitidtstheorie erlaubt die Einschrinkung auf wichtige Teilgebiete eine weitere
Unterteilung in Elastostatik, Elastokinetik, Thermoelastizitit und Viskoelastizitit. Die
hier nachfolgende Betrachtung der Elastizitdtstheorie beschrinkt sich auf die Elasto-
statik, die durch Beschriankung auf zeitunabhingige Deformationen temperatur- und zeit-
unabhéngiger elastischer Materialien beruht.

Die Grundlage bildet die dreidimensionale Theorie, deren wesentliche Bestandteile die
Kinematik, die Materialgesetze und die Gleichgewichtsbedingungen sind, wobei letztere
sich im Wesentlichen aus den Erhaltungsséitzen der Masse, des Impulses und des Dreh-
impulses zusammensetzen (vgl. hierzu auch [Meh96],[Cia88]).

Im Folgenden wird unterschieden zwischen der Referenzkonfiguration {2 und der Mo-
mentankonfiguration Q®. Hierbei bezeichnet ® die Deformation eines Punktes « in der
Referenzkonfiguration 2 auf einen Punkt 2® = ®(z) in Q% wie in Abbildung 1.1 veran-
schaulicht. Damit haben wir eine Notation fiir die Lagrangesche Betrachtungsweise, d.h.
die Beschreibung der Deformation materieller Punkte in Abhéngigkeit ihrer Koordinaten
in der Referenzkonfiguration 2 und eine Notation der Eulerschen Betrachtungsweise, d.h.

Q

Abbildung 1.1: Deformation des Gebietes (2
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die Beschreibung der Deformation materieller Punkte in Abhéngigkeit ihrer Koordinaten
in der Momentankonfiguration Q% eingefiihrt. Bis auf weiteres werden alle Variablen in
der Eulerschen Betrachtungsweise mit einem ® gekennzeichnet.

Desweiteren bezeichnet I'p den Teil der Randes 02, auf dem die Dirichletsche Randbe-
dingung, d.h. die Verschiebung vorgegeben ist. Der Teil des Randes mit vorgegebenen
Spannungen sei ['y. Fiir die Randbereiche gilt

FDUFN:aQ und Maﬁ(FDﬂFN):().

Bei der Behandlung der Bilanz- und Erhaltungssidtze der Mechanik werden die Span-
nungen auf dem gesamten Rand als bekannt und vorgegeben angesehen. Damit tritt
die obige Aufteilung des Randes in Bereiche mit vorgegebenen Spannungen auf 'y und
vorgegebenen Verschiebungen auf I'p erst bei der Behandlung der Randwertaufgabe auf.
Auflerdem wird bei der Behandlung der Gleichgewichtsbedingungen die zeitliche Entwick-
lung nicht aufer Acht gelassen.

1.2 Kinematik

Sei @ : Q0 — O die Deformation und Y die Verschiebung eines Korpers, also
r* =®(z), u=7"(r):=d@)—2z, xc
Fiir die durch ® bzw. Y erzeugten Anderungen des Linienelements gilt nach Taylor

y® = ®(x 4 2) = ®(x) + V()2 + of|2]),
v:="(x+2)="(z)+ VY (x)z + o|2]),

wobei der Deformationsgradient F' := V®(z) und der Verschiebungsgradient VY (z) die
lokalen Anderungen von ® bzw. 7Y beschreiben. Mit der Linearitit des Gradienten-
operators und mit Vz = [ folgt:

Vu=VTY(r)=V®(z)—1I, x€.
Also gilt fiir den Euklidischen Abstand
ly® — 2% > = 2TVe(2)' V()2 + o|2%).
Fiir die lokale Anderung der Lingen ist also die Matrix
C:=Ve'Vo

ausschlaggebend: C heifit rechter Cauchy-Greenscher Verzerrungstensor.
Die Abweichung von der Identitit bezeichnet man als Verzerrung und

1
E:=_-(C-1
(-1
als Greenschen Verzerrungstensor (strain tensor). Mit

ET:%(CT—I): (C-1)=F

1
2
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sieht man schnell die Symmetrie des Greenschen Verzerrungstensors. Durch Einsetzen
von

VO(X)=1+Vu
in 1
E = 5(V¢($)TV¢(x) —1)
folgt

B= %(w + (V)" + (V)" V). (1.1)

1.3 Gleichgewichtsbedingungen

In diesem Abschnitt werden die Bilanz- und Erhaltungssidtze der Mechanik in integraler
und differentieller Form angegeben, die fiir jeden beliebigen materiellen Koérper €2 und
jeden Teilkdrper B C ) erfiillt sein miissen.

1.3.1 Massenerhaltungssatz

Im Rahmen unserer theoretischen Uberlegungen sei der materielle Kérper ein abgeschlos-
senes System, dessen Gesamtmasse sich wihrend des Deformationsprozesses nicht dndert.
Damit ist die Masse m des Korpers eine Erhaltungsgrofie. Hieraus folgt:

m:/pdv:/ p2dv?®
Q Qe

mit p: Massendichte in 2 und p®: Massendichte in Q2.
Mit der Transformation fiir Volumenelemente

dv® = det Fdv
ergibt sich aus der obigen Gleichung

m:/pdv:/pq’dethv
Q Q

/(p—pq’detF)dv:O.
Q

Auf Grund der Beliebigkeit des betrachteten materiellen Korpers (oder Teilkérpers) kann
diese Gleichung nur dann giiltig sein, wenn der Integrand der ersten lokalen Form der
Massenerhaltung

und damit

p—pPdet F =0 fiir allex € Q

geniigt. Der Bedingung, dass sich die Masse zeitlich nicht d&ndern darf, entspricht
D D
0=r=— %‘P:—/ ® det Fd
" Dt/Qq>p TS AU
= / (p* det F + p® det Fdivi)dv
Q

Damit folgt die zweite lokale Form der Massenerhaltung

p* 4+ pPdivi =0 VazeQ®|. (1.2)
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1.3.2 Impulserhaltungssatz

Wir betrachten einen aus dem materiellen Korper € herausgeschnittenen Teilkorper B.
Mit Hilfe des Massenerhaltungssatzes gilt fiir diesen beliebig gew#hlten Teilkérper B die
dynamische Kréftegleichgewichtsbedingung in der Referenzkonfiguration

/pj?dv:/pgdvﬁL/ tda
B B OB

wobei b die massenbezogene Beschleunigung in Q und # die eingeprigte Oberflichen-
spannung in €2 ist. Durch das Schnittprinzip sind die inneren Spannungen im Punkt x
der Oberfliche 0B ein Maf fiir die dort wirkende lokale mechanische Beanspruchung und
stellen fiir den Teilkdrper die vorgegebene Spannung ¢ dar.

Mit Hilfe des Cauchyschen Theorems

=Tn®

iiber die lineare Beziehung zwischen dem Normalenvektor n® auf dem Spannungsvektor
% in der Momentankonfiguration 148t sich # nun durch 7', dem Cauchyschen Spannungs-
tensor, ausdriicken.

Fiir ¢ ergibt sich nach Transformation der Oberflichenelemente in Q% und

t=Pn
mit
P =det(F)TF 1.

P wird als ,,1.Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor“ bezeichnet.
Fiir die dynamische Kréftegleichgewichtsbedingung gilt somit

/ Pnda+/p(5—a&)du:o.
o0 Q

Mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes kann nun das Oberflichenintegral in ein Volumen-
integral umgewandelt werden, und man erhélt:

/(divP +p(b—#))dv=0.

Da ein beliebiger Kérper 2 bzw. Teilkérper B gewihlt wurde, gilt die obige Gleichung
genau dann, wenn

divP+p(b—3) =0 VaeQ
erfiillt ist.

Im Vorgriff auf den Drehimpulserhaltungssatz notieren wir, dass der Cauchysche Span-
nungstensor 7' symmetrisch ist. Diese Symmetrie bleibt fiir den 1.Piola-Kirchhoffschen
Spannungstensor nicht erhalten, d.h. es gilt im allgemeinen

PT =det(F)(TF ") =det(F)F 'T £ det(F)TF T =P
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Um auch fiir die materielle (Lagrangesche) Darstellung einen symmetrischen Spannungs-
tensor zu erhalten, wird der 1.Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor durch eine Kongruenz-
transformation symmetrisiert. Man definiert den 2.Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor
S durch

S:=F'P=det(F)F'TF T

und dieser ist symmetrisch:
ST =det(F)F'TTF T =det(F)F'TF T =5.

Der 2.Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor stellt eine reine Rechengroéfie dar, deren Kom-
ponenten physikalisch nicht zu interpretieren sind.
Wird nun die Beziehung

P=FS

verwandt, ergibt sich

div(FS)+p(b—3) =0 VzeQ. (1.3)

1.3.3 Drehimpulserhaltungssatz

Der Drehimpuls L eines mit der Geschwindigkeit & bewegten materiellen Korpers 2
beziiglich eines raumfesten Punktes 2% ist gegeben durch

L::/ (z® — 2d) x p?i®dv?®.
e

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses L ist gleich der vektoriellen Summe der Momente
aller auf den Korper einwirkenden Krifte. Damit 148t sich der Drehimpulserhaltungssatz
in der Form

D D
EL:E Q@p‘b(xq)—xo)xx dv®
:/ (x‘b—xg’)Xp@FPdv@—i—/ (xq’—xo)xt da®
o® 20®

schreiben. Unter der Verwendung des Massenerhaltungssatzes folgt:

D D
==
Dt Dt

_D /p det(F)(z® — 2%) x #*do
/Dtp det (F)(z® — 2%) x #%du
z/ﬂ((p + pdivi®) (z® — 22) x i®) det(F)dv
+ /Q(pq)(xq) —xg) x &%+ p®i® x i) det(F)dv

:/ p?(2® — x) x #dv® .
Q®

p?(x® — x3) x 2%dv®
e
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Mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes und der vereinfachenden Bezeichnung r® := 2® —

z¥ folgt dann:

D
—L = / p*r® x #%dv®
ne

Dt
= / r® x pq’g‘bdvq) +/ r® x (Tn®)da®
oe o0®

und daraus
/ (r® x (divT + p®b" — p®i®) + Vr® x T)dv® = 0.
e

Mit der bereits bekannten Kriftegleichgewichtsbedingung
divT + p®" — p®3® = 0

vereinfacht sich die Drehimpulserhaltung zu

Vr® x Tdv® .
Q<I>
Mit oyt
.’I;Z
qu):qu’—Vx{?:%ei@ek—O:l
folgt
/ 1 x Tdv® =0
Q<I>
und damit
1xT=0.

Durch komponentenweises Betrachten erhilt man schliefllich
T=T".
Wie bereits gezeigt, folgt daraus fiir den 2.Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor

S =5"]. (1.4)

1.4 Stoffgesetze, konstitutive Gleichungen

Fiir homogene, isotrope, elastische Materialien gilt auf Grund des Prinzips der materiellen
Objektivitét fiir den 2.Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor folgende Aussage:

Die konstitutive Gleichung fiir den 2.Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor eines iso-
tropen, elastischen Materials geniigt dem Prinzip der materiellen Objektivitéit genau dann,
wenn die konstitutive Beziehung fiir den 2.Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor die Form

S(F)=S(FTF)=S(C)

mit B

S(C) =yl +mC + %C?
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besitzt. Dabei sind 7y,v1,72 Parameterfunktionen.
Fiir die Beschreibung der Verzerrungen wurde bereits der Greensche Verzerrungstensor £
eingefiihrt, der fiir jede Starrkérperbewegung verschwindet, d.h. mit

E:%(C’—[) bzw. C =1+2F

gilt fiir die Starrkérperbewegung mit C' = I die Aussage F = 0.

Der Unterschied zwischen dem 2.Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor der verformten
Konfiguration und dem 2.Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor der Referenzkonfigura-
tion, d.h. die Differenz

S(I+2E) - S(I)

kann in der Nédhe der Referenzkonfiguration durch Linearisierung nach E gut bestimmt
werden. Mit der Linearisierung der Funktionen vq,7:,7- folgt fiir

m(r) = =% — N — P
M) =90 + 71 + 72
() =27 + 4y

die Darstellung

S(C) = —m(x)] + XNz)(trE) + 2u(z)E + o||E||) -

Setzen wir weiterhin voraus, dass das betrachtete Material homogen und die Referenz-
konfiguration spannungsfrei sei, so erhalten wir 7(z) = 0. A und g werden dann als
Lamé-Konstanten bezeichnet. Damit ergibt sich folgender bedeutsame Sachverhalt:
Jedes homogene, isotrope elastische Material geniigt in der Umgebung der spannungsfreien
Referenzkonfiguration der Abschéitzung

S =AtrE)I 4+ 2uE + o(||E||) .

Vernachléssigen wir die Terme hoherer Ordnung, so erhalten wir die konstitutive Glei-
chung des St. Venant-Kirchhoff-Materials in der Form

S = AtrE)I 4+ 2uE|. (1.5)

Ersetzen wir den Greenschen Verzerrungstensor E durch seine Definition mittels der Ver-
schiebung u, so gilt mit H := Vu

S = NtrH)I + p(H" + H) + %(tr(HTH))I +u(HTH).

Auf Grund der vollstindig nichtlinearen Beziehung zwischen dem Greenschen Verzer-
rungstensor £ und den Verschiebungen u kénnen jedoch auch grofie Verschiebungen auf-
treten. Daher wird das St.Venant-Kirchhoff-Material auch als Modell fiir ,,grofle Verschie-
bung - kleine Verzerrung® bezeichnet.



NArliimo 1. LA LI1411 A 1O LU

1.5 Randwertproblem der Elastizititstheorie

Die Aussagen der Massenbilanz sowie der Impuls- und Drehimpulserhaltungssétze in der
Referenzkonfiguration liefern mit

2 2
= D—(x—l—u) = D—u:il
Dt? Dt?

und der Definition des 2.Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors
div(FS) + p(b —ii) = 0 Vz € Q
S =97 Vr € €.

Beschrinken wir uns im Weiteren auf die Betrachtung statischer Probleme, so erhalten
wir durch Vernachléssigung der dynamischen Krafte

div(FS)+pb =0 Ve Q)
S =5" Vo € Q.
Mit der Definition f(x) := pb fiir die eingepriigten Volumenkrifte kénnen wir die statische
Feldgleichung abschlieend in der Form
div(FS)+ f=0 Vo € Q
S=8"  VreQ
schreiben.

Bei der Betrachtung der Randbedingungen wird jetzt erstmals der Fall vorgegebener Ver-
schiebungen u auf I'p beachtet. Dann ergibt sich in der Referenzkonfiguration

uw(®(z))=u Vzelp.

Auf dem Randteil Iy, auf dem die angreifenden Oberflichenspannungen ¢ := ¢ vorgegeben
sind, gilt damit
Pn=g Vzxely.

Aus den oben zusammengestellten Beziehungen folgt unter Beschrinkung auf statische
Probleme das Randwertproblem der Elastizitdtstheorie

div((I +Vu)S)+ f=0 Vo € Q (1.6)
u=1u Ve e T'p )
(I+Vu)S)n=g Vo € I'y. (1.8)

Probleme der nichtlinearen Elastizitédtstheorie lassen sich oft nur sehr schwer berech-
nen. Hinzu kommt, dass eigentlich zwei Arten von Nichtlinearitdten gleichzeitig oder
unabhéngig voneinander auftreten kénnen (siehe [Lei68]). Spricht man von ,geometrischer
Nichtlinearitdt“, so versteht man darunter hauptséichlich die Nichtlinearitéit des Verzer-
rungstensors von der Verformung u. Aber auch die Gleichgewichtsbedingungen sind
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aufgrund des wesentlichen Unterschieds zwischen unverformten und verformten Zustand
nichtlinear. So treten durch den Ubergang von der Eulerschen zur Lagrangeschen Be-
trachtungsweise wiederum nichtlineare Terme in den Gleichgewichtsbedingungen auf.
Die zweite Art der Nichtlinearitéit riihrt von der Gréfle der Verzerrungen her. So wird
bei groflen Verzerrungen die Proportionalitéitsgrenze iiberschritten und die nichtlinearen
Terme in den Stoffgleichungen kénnen nicht mehr vernachléssigt werden. In diesem Fall
spricht man von ,,physikalischer Nichtlinearitat®.



Kapitel 2

Lineare Elastizitatstheorie

Das Randwertproblem der Elastizitéitstheorie ist ein in den unbekannten Verschiebungen u
hochgradig nichtlineares Problem. Aus den Erfahrungen in den Anwendungsgebieten der
Elastizitatstheorie 148t sich jedoch oftmals eine Beschrinkung der Deformation auf kleine
Verschiebungen und kleine Verzerrungen feststellen. Aus diesem Grund kann das nicht-
lineare Randwertproblem der Elastizitétstheorie fiir ein homogenes, isotropes, elastisches
Material in der Nihe einer spannungsfreien Referenzkonfiguration durch eine Linearisie-
rung in der Verschiebung u hinreichend gut approximiert werden.

Im weiteren Verlauf des Kapitels wird dann die Gleichung des Variationsproblems her-
geleitet und die Beschrinkung auf ebene Probleme erldutert [Gek00],[Bra97]. Dariiber
hinaus folgt eine Betrachtung der Existenz und Eindeutigkeit der Losung.

2.1 Das Hooksche Werkstoffgesetz

Nachdem wir mit dem St.Venant-Kirchhoff-Material bereits den Effekt einer Linearisie-
rung in den Verzerrungen F dargestellt haben, verbleibt nun noch die Linearisierung des
St.Venant-Kirchhoff-Materials beziiglich der unbekannten Verschiebung u.

Zuerst betrachten wird den Cauchy-Greenschen Verzerrungstensor. Die Linearisierung
des Verzerrungstensors

E = %(Vu + (V)" + (Vu) ' Vu)

ergibt
1
€ := Lin[E] = 5(Vu + (Vu)").

Aus der Materialgleichung des St.Venant-Kirchhoff-Materials
S = ANtrE)I 4+ 2uFE
und der Linearisierung des Greenschen Verzerrungstensors e erhilt man sofort
o = Lin[S] = A(trLin[E])] + 2pLin[E] = A(tre)] + 2pe.

Damit ergibt sich das ”Hooksche Werkstoffgesetz”

o = Atre)l + 2pue|. (2.1)

18
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Hierbei gilt fiir die Lamé-Konstanten A und pu, dem Elastizitdtsmodul £ und der Quer-
kontraktionszahl oder Poissonzahl v folgende Beziehung:

2
L A ’ E:u(?))\—i- 1)
2N+ ) A
bzw. B B
)\: v :u:

(1+v)(1-2v)’ 2(14+v) "
Damit ergibt sich das Hooksche Werkstoffgesetz in Abhéingigkeit der Parameter F und v:

FE v

0=7 +V(€—|— = 2V(tre)[).
Einige Materialkonstanten lauten:
FE in 109N/m? 1
Blei 17 0,44
Beton (DIN 1045) 22-39 0,15 - 0,22
Reinaluminium (weich) 72 0,34
Mamor 73 0,30
Quarzglas 76 0,17
CrV-Federstahl 212 0,28
Iridium 530 0,26

2.2 Linearisierung des Randwertproblems
Mit dem Hookschen Gesetz (2.1) folgt aus (1.6),(1.7),(1.8)

div((1 + Vu)(A(tre)I 4+ 2ue)) + f =0 Vo e Q
u=1u Ve €T'p
(1 4+ Vu)(A(tre)I +2ue))n=9g Ve ely.

Die Linearisierung nach u ergibt

div(A(tre)] +2pe) + f =0 Vo € Q
uU=1u Vx € FD
(A(tre)] +2ue)n =g  Vrely.

Das oben dargestellte Randwertproblem der linearen Elastizititstheorie wird nun fiir
eine beschriinkte, offene, zusammenhingende Teilmenge des R® mit einem hinreichend
glatten Rand I' formuliert, wobei eine Beschrdnkung auf homogene Verschiebungsrand-
bedingungen angenommen wird. Es sei auf dem Randbereich I'p die Verschiebung w = 0
und auf ['y die Oberflichenspannung g vorgegeben. Ferner sei wie bisher

F:aQ:FDUFN und FDHFNZQ.

Dann erhalten wir mit (2.1)
o = A\(tre)I + 2ue
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das klassische Randwertproblem der linearen Elastizitidtstheorie

—dive = f Vo € Q (2.2)
u=0 auf I'p (2.3)
on =g auf T'y . 2.4)

2.3 Das Variationsproblem

Durch die Kinematik, die Gleichgewichtsbedingungen und die Stoffgesetze sind die De-
formationen, Verzerrungen und Spannungen bestimmt:

Unbekannte | Gleichungen
Kinematik 6 (€) 6
Masse 3 (x), 1 (p) 1
Impuls 9 (o) 3
Drehimpuls - 3
Stoffgesetze - 6

Aus der Gleichung (2.2) des Randwertproblems der linearen Elastizitétstheorie folgt durch
Multiplikation mit einer Testfunktion v, die auf I'p = T" — 'y verschwindet, und anschlie-

Bender Integration:
—/diva-v:/f-v.
Q Q

/[diva-v—i—a:Vv]:/v-an
Q r
/f-vz/a:VU—/ v-on.
Q Q Ty

Da o symmetrisch ist, folgt mit €

/Qa:Vv:%/QJ:(VU—F(VU)T):/QU:E(U)
/Qaze(v):/ﬂf-er/FNg-v. (2.5)

Es folgt durch Einsetzen des Hookschen Materialgesetzes (2.1)
o = A(tre(u))I + 2pe(u)

Mit der Formel von Green

folgt hieraus

und somit

in obige Gleichung und mit I : €(v) = tre(v)

| uctw) ) + xre(wymeo)] = [ oot [ g0

N

und damit das Extremalproblem

[ uetoy ety gaaivarl = [ oo [ g0 = min
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2.4 Das Hooksche Werkstoffgesetz in Matrizen-
schreibweise

Eine weitere Darstellungsform des Hookschen Gesetzes ist mit der Matrizenschreibweise
fiir die Koeffizienten der Tensoren bzgl. des kartesischen Koordinatensystems gegeben.
Hierzu definieren wir die Spaltenvektoren

_ T
o = [Uxa Oys Ozy Tays Tyz, sz]

der Spannungen und
€= [Ema €y €25 Yy Vyz» szx]T
der Verzerrungen. Dabei gelten folgende Beziehungen zwischen den Komponenten der

Tensoren und der Vektoren:
Fiir den Spannungsvektor o

Oy :— 011,00y :— 022,00, :— 033

Ty = 012, Tyz = 023, Tzg = 013

und fiir den Verzerrungsvektor € bzw. den Verschiebungsvektor u = [u!, u? u3]"
— 1 . _ .2 . _ .3
€z 7= €11 = Uy, €y := €22 = Uy, €, ‘= €33 = U,

Yoy = 2€12 = u; + ui,fyyz 1= 2693 = ug + uz,fym = 2€13 = ui’ + ui
Hier wird die Symmetrie des Spannungstensors und des Verzerrungstensors ausgenutzt,
indem in die Spaltenvektoren jeweils nur 6 Komponenten aufgenommen werden.
Damit kann man nun das Hooksche Gesetz fiir den allgemeinen dreidimensionalen Fall in
der Form

o=_Ce (2.6)
mit
1—v v v 0 0 0
v 1—v v 0 0 0
- FE v v 1—v 0 0 0
C(1+v)(1-2v) | 0 0 0 2(1-2v) 0 0
0 0 0 0 (1 —2v) 0
0 0 0 0 0 (1 —2v)
schreiben.

Aus dieser Form kénnen nun mit Matrizeninversion die Verzerrungen durch die Span-
nungen ausgedriickt werden. Die Inversion der Matrix C' ist mdglich, da diese positiv
definit ist, d.h. es gilt 27Cz > 0 fiir  # 0. Man erhélt dann

e=C"'o (2.7)
mit

1 —v —v 0 0 0
—v 1 —v 0 0 0
o1 1l-v —v 1 0 0 0
E|] O 0 0 2(1+v) 0 0
0 0 0 0 2(1+v) 0

0 0 0 0 0 2(1+v)



NArt1Lul 4. LIINDARE 1A L1411 A 1O 1 U

Abbildung 2.1: Ebener Spannungszustand

2.5 Das Variationsproblem in Matrizenschreibweise

Entsprechend dem Konzept des Hookschen Gesetzes in der Matrizenschreibweise 148t sich
nun das Variationsproblem der linearen Elastizitdtstheorie ebenfalls in Matrizenschreib-
weise ausdriicken.

Fiir den Cauchy-Greenschen Verzerrungstensor

¢ = %(w + (V)T

definieren wir die Operatormatrix D durch

d, 0 0
0 9, 0
0 0 0,
D:=1a, 8 0
0 0, 0,
J. 0 0,
Damit folgt fiir die Aussage der Kinematik
¢ = Du.

Mit Hilfe der Definition der Spaltenvektoren ¢ und e konnen wir nun das Tensorprodukt
o(u) : €(v) durch das Skalarprodukt o”¢ ersetzen.
Letztendlich erhalten wir fiir das Variationsproblem die schwache Form:

/UTDTCDU:/f'U+/ g-v Vo e Vmitv=0auflp (2.8)
Q Q I'n

2.6 Ebener Spannungszustand

Eine sehr wichtige Rolle in der Anwendung spielt die Beschrankung auf zweidimensionale
Modelle. Hierbei gibt es zwei unterschiedliche Modelle, den ,, Ebenen Spannungszustand*
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und den ,,Ebenen Verzerrungszustand®.

Beim ebenen Spannungszustand machen wir folgende Voraussetzungen: Die Dicke h der
Scheibe ist klein gegeniiber dem Durchmesser, z € [—h/2, h/2]. Die Krifte f und g wirken
nur in der (z,y)-Ebene, d.h. sie haben keine z-Komponente und es wird angenommen,
dass sie gleichméfig {iber die konstante Dicke h der Scheibe wirksam sind. Eine Defor-
mation in z-Richtung ist aber moglich (vgl. Abbildung 2.1).

Aus dem allgemeinen Hookschen Materialgesetz erhélt man das Materialgesetz fiir den
ebenen Spannungszustand, indem man setzt:

u = [u17u2,u3] = [ul(x,y),UZ(aj,y),zew]
oij(r,y,2) = 04(z,y) ,i=1,2
03; = 0y3 :O,i:1,2,3.

Hierbei wird u® = ze33 angesetzt, da es3 ein Maf fiir die Verzerrung in z-Richtung ist,
und aus dem Cauchy-Greenschen Verzerrungstensor folgt: €33 = d,u®. Da Spannungen in
z-Richtung ausgeschlossen werden sollen, gilt 03; = 0;3 =0,7=1,2,3.

Es folgt dann aus dem Hookschen Werkstoffgesetz (2.7) €;3 = €3, = 0,4 = 1,2. Aus
033 = 0 erhalten wir dann fiir €33

v
€33 = ——= (011 + 092) = — (€11 + €922).

E 1—v

Beim ebenen Spannungszustand sind die Verzerrungen €;1,€69 und €33 also nicht mehr von-
einander unabhéngig. Damit ldsst sich €33 eliminieren und wir erhalten ein Materialgesetz

fiir (2, 2)-Tensoren:
E v

U:1+1/[6+1—1/

Wihlt man die Vektoren € = [e,, €, V4y|” und o = [0,, 0y, 72,]7, dann gilt

(611 + 622)]]

g:

1 v
.2 16 (1) 0 € =: C(psz)e

Dabei hat die Operatormatrix D folgende Form:

9, 0
D=0 9,
0, 0,

2.7 Ebener Verzerrungszustand

Beim ebenen Verzerrungszustand wird eine Deformation in z-Richtung ausgeschlossen.
Es wird angenommen, dass duflere Krifte auf die Scheibe dies verhindern. D.h. dieser
Fall kann zum Beispiel bei langen Korpern, deren Geometrie und Belastung sich in ihrer
Langsrichtung nicht dndert, angewandt werden (vgl. Abbildung 2.2).

Aus dem allgemeinen linearen Materialgesetz erhélt man nun fiir

u = [UI,UQ,US] = [ul(x,y),UQ(:U,y),O]
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T

Abbildung 2.2: Ebener Verzerrungszustand

eij(xayaz) - Gij(xay) 7i - 172
€3; — €;3 — 0 ,i = 1,2,3.

Hierbei wird durch u® = 0 eine Deformation in z-Richtung unterbunden. Ferner werden
Verzerrungen mit Anteil in z-Richtung auf 0 gesetzt.
Mit €33 = 0 folgt aus (2.6)

Ev
(1+v)(1-2v)

033 = (€11 + €22) = V(011 + 092)

und somit erhélt man ein Materialgesetz fiir (2, 2)-Tensoren:

E v
o = 1 i V[6—|— 1_ 2]/(611 + 622)[].
Es gilt hiermit:
l—-v v 0
E

(1+v)(1-2v) 0 0 1(1-2)
2

Die Operatormatrix D fiir den ebenen Verzerrungszustand ist identisch mit der Opera-

tormatrix des ebenen Spannungszustands.

2.8 Vergleichspannung

Die Vergleichsspannung dient dazu, Aussagen iiber die Beanspruchung des Werkstoffes
und dessen Versagen zu treffen. Dabei lésst sich die Frage des Versagens nie allein durch
theoretische Uberlegungen beantworten.

Man kann den Spannungstensor in verschiedenen, zueinander gedrehten Koordinaten-
systemen angeben. FEin besonderes Achsensystem ist das ”Hauptachsensystem”. Es ist
dadurch ausgezeichnet, daf} in Schnitten senkrecht zu den Achsen nur Normalspannungen
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und keine Schubspannungen auftreten. Die drei Hauptspannungen oy,0, und o3 errechnen
sich aus dem charakteristischen Polynom von o:

o — Jio?2 — Joo — J3=0.

Darin sind .Ji,.JJ, und J3 die Invarianten des Spannungstensors, d.h. vom Koordinaten-
system unabhéngige Groflen. Sie lauten

Ji =01 + 02 + 033
_ 2 2 2
J2 = —(0'110'22 + 092033 + 0'330'11) + 019 + 0'23 + 0'31

J3 = det(a) .

Beziiglich des Hauptachsensystems kann dann der Spannungstensor

01 0 0
o= 0 09 0
0 0 03

durch seine Eigenwerte dargestellt werden.

Zur grafischen Veranschaulichung des Spannungszustandes bedient man sich hiufig der
Mohrschen Spannungskreise. Dort sind die Hauptspannungen nach ihrer Gréfle geordnet:
01 > 09 > 03. Im Fall des ebenen Spannungszustandes erhilt man o5 = 0 und somit

1 1
oL = 5(011 + 099) + 5\/(022 —o11)? + 4o?,

1 1
03 = 5(0’11 + 0'22) — 5\/(0'22 — 0'11)2 + 40’%2 .
Fiir die Vergleichsspannung gibt es mehrere verschiedene Methoden, die hiufig zur Ver-
deutlichung der Spannungsverteilung verwendet werden [HMS90, Ste98|:

e Hypothese der grofiten Hauptspannung
Diese Vergleichsspannung wird bei sproden, hochfesten metallischen Werkstoffen
verwendet, bei denen ein verformungsarmer Bruch, d.h. die Bruchfliche steht senk-
recht zur Richtung der grofiten Hauptspannung, beobachtet werden kann.

Oy = ifzfll‘flz>f3(|0i|)

e Hypothese der grofiten Gestalténderungsenergie (von Mises)
Dieser Ansatz geht davon aus, dass wenn im Werkstoff eine gewisse Verzerrungs-
energie vorhanden ist, plastisches Flieflen beginnt. Anwendung findet diese Methode
vor allem bei zihen metallischen Werkstoffen.

ov =5l = 02 + (02— 032 + (01 — o)

2

e Hypothese der grofiten Schubspannung (Hauptspannungsdifferenz)
Ahnlich zum vorhergehenden Ansatz wird diese Methode auch bei zihen Werkstoffen
verwendet, wobei hier davon ausgegangen wird, dass das Flielen einsetzt, wenn die
maximale Schubspannung eine Grenze iiberschreitet.

oy =01 —03 mit o03<0<0y<o0;
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2.9 Stetigkeit und Elliptizitit der Bilinearform

Das Variationsproblem der linearen Elastizitét (2.5) lautet
a(u,v) :/ (u) : €(v)
Q

F(U):/Qf-UﬂL/FNg-v.

Dabei erkennt man sofort die Symmetrie der Bilinearform a(u, v). Diese folgt aus

a(u,v) = /Qa(u) ce(v) = /Q(QILE(U) t€(v) + A(tre(u))! : e(v))
_ /Q (2p1e(u) : e(v) + Altre(w))(tre(v)))
_ A(zue(y) () + Altre())] : e(u)) = alv, u).

Einfacher erkennt man diese Eigenschaft vielleicht durch Betrachtung der Matrixschreib-
weise aus Abschnitt 2.5 mit C' = C7

a(u,v) = / u"DTCDv = /(uTDTC’Dv)T = / v DTCDu = a(v,u) .
Q 0 0

Nun ist ein geeigneter Hilbertraum V' zu wéhlen, sodass die Bilinearform a : V x V' — R
und die Linearform F': V' — R beziiglich der V-Norm stetig sind.
Beziiglich der H;-Norm kann die Abschétzung

3A+2
ja(u, )| <

[[llxllvlly

der Bilinearform gezeigt werden ([Meh96]) und damit die Stetigkeit.
Sei nun H} der Abschluf von {v € C*°(Q)3 : v(x) = 0 auf T'p} beziiglich der || - ||;-Norm.
Wegen

a(v,v) = /9(2116(1;) s e(v) + M(divv)?)

und

/ A(dive)? >0
Q

folgt die H{-Elliptizitit von a(u,v) aus der Elliptizitit von [€(v) : e(v). Dies ist der
Inhalt zweier beriihmter Ungleichungen [Vil77, Fri47):

Satz 1 (1. Kornsche Ungleichung). Sei Q ecine offene, beschrinkte Menge im RY mit
stickweise glattem Rand. Dann gibt es eine Zahl ¢ = ¢(2) > 0, so dass

/ €(v) : e(v)dx + ||v||3 > c||v||f Vuvée HI(Q)d
Q

gilt.
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Diese Ungleichung vereinfacht sich fiir Funktionen die Nullrandbedingungen erfiillen. Da-
bei ist es notig, dass v auf einem Teil I'p, des Randes verschwindet und ["p ein positives
(n — 1)-dimensionales Maf} besitzt.

Satz 2 (2. Kornsche Ungleichung). Sei Q C R® eine offene, beschrinkte Menge mit
stiickweise glattem Rand. Ferner habe I'p C 02 ein positives 2-dimensionales Mafs. Dann
gibt es eine positive Zahl ¢ = (2, T'p), so dass

/Qe(v) ce(v)dz > PP Vo e HAQ)

gilt.

Damit ist die Hi-Elliptizitéit von a(u,v) gezeigt. Eine Herleitung der 2. Kornschen Un-
gleichung aus der 1. findet man zum Beispiel bei Ciarlet ([Cia88]) oder Braess ([Bra97]).

2.10 Existenz und Eindeutigkeit der Losung
Damit eine eindeutige Losung des Variationsproblems
a(u,v) =F(v) YveV
existiert, miissen die Voraussetzungen
e a(-,-) stetige, symmetrische Bilinearform
e a(-,-) V-elliptisch und
e F'(-) stetige Linearform

erfiillt sein.

Im vorausgegangenen Abschnitt wurden bereits die ersten beiden Voraussetzungen fiir
V = HL(Q) gezeigt.

Damit die rechte Seite F(v) des Variationsproblems fiir alle v € H}(Q) wohldefiniert ist,
miissen weitere Voraussetzungen an das Gebiet 2 gestellt werden.

Man sagt, ein Gebiet (2 erfiillt die Kegelbedingung, wenn die Innenwinkel aller Eckpunkte
positiv sind, d.h. wenn man einen Kegel mit positivem Scheitelwinkel so in €2 verschieben
kann, dass er die Ecken beriihrt.

Unter dieser Voraussetzung folgt dann [Bra97]

Satz 3 (Spursatz). Sei Q beschrinkt und habe stickweisen glatten Rand. Ferner erfille
Q die Kegelbedingung. Dann gibt es eine beschrinkte, lineare Abbildung

v HY(Q) = L*(09), [v(®)llose < cllvllie;

sodass y(v) = v|aq fiir alle v € CY(Q) gilt.
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Damit ist die Restriktion von v auf den Rand eine L?-Funktion und das Integral iiber I'y
wohldefiniert.

Man erhilt somit fiir f € L*(Q2)? und g € L*(T'y)? die Stetigkeit der Linearform F'(-) mit
der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung [KA00] und der Poincaré-Friedrichsschen Unglei-
chung [Bra97] durch

E(v) < flloallvlloa +lgllorlvllor < ellvflo < vl -

Mit Hilfe des Satzes von Lax-Milgram [Cia78] folgt dann fiir die schwache Losung des
Variationsproblems

Satz 4 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei Q C R® ein Gebiet mit stiick-
weise glattem Rand, und T'p habe ein positives zweidimensionales Maf. Dann hat die
Variationsaufgabe der linearen Elastizititstheorie fiir f € L?(Q)% und g € L?*(T'x)? genau
eine Lisung u € HE(Q).

Die Existenz einer Lésung kann aber auch fiir den Fall einer Neumannschen Randwertauf-
gabe, d.h. 002 = I'y, gezeigt werden. Wegen dem Umfang wird hier auf einen genaueren
Nachweis verzichtet und auf [Meh99] verwiesen.

Diese Losung ist aber keinesfalls eindeutig. Sei ndmlich u eine Losung des Neumannschen
Randwertproblems, so ist fiir beliebige Vektoren a,b € R® die Funktion

u =u+a+ (bxx)

ebenfalls Losung des gleichen Problems. Hierbei bezeichnet b x x das Vektorprodukt
von b und z. Geometrisch kann a als starre Verschiebung und b x x als starre Drehung
interpretiert werden.

Bisher wurde die Existenz der schwachen Losung gezeigt. Ob dieses Ergebnis aber auch
Losung des klassischen Problems ist, ergibt sich aus dessen Regularitéit. So werden bei der
Differentialgleichung Ableitungen zweiter Ordnung gebildet, die u € C?(Q)* N C*(Ty)3 N
C°(Q)? fordern. In vielen praktischen Anwendungen ist solch eine Forderung aufgrund
nichtreguldrer Belastungen aber nicht sinnvoll und damit geniigt die schwache Lsung.
Eine Aussage iiber die Regularitit der Losung folgt in Abschnitt 4.2.



Kapitel 3

Die web-Methode

Als Ansatzraum der Finiten Elemente wird der Raum der gewichteten erweiterten Tensor-
produkt B-Splines verwendet, wie er in [H6, HRW01, HRWO00] eingefiihrt wurde. Dazu
wird iiber das Gebiet ein regelmifliges Gitter der Gitterweite h gelegt und darauf der
Ansatzraum der web-Splines aufgebaut.

Bei der Betrachtung der Probleme der ebenen Elastizitét, auf die wir uns hier beschréanken,
hat die gesuchte Losung zwei Komponenten, die Verschiebung in x- und die Verschiebung
in y-Richtung, und erfordert daher ebenfalls einen Ansatzraum mit zwei Komponenten.
Dieser wird nun niher betrachtet, wobei zuerst auf einige grundlegende Eigenschaften der
B-Splines eingegangen wird (siehe auch [dB78, HL.93]). Dabei verwenden wir die Schreib-
weise [ < g, falls eine Konstante ¢ mit f < cg existiert, die nicht von der Gitterweite h
abhéngt. Analog werden die Symbole > und =< definiert.

Tensorprodukt B-Spline vom Grad 2

3.1 B-Splines

Splines sind Funktionen, die stiickweise aus Polynomen zusammengesetzt sind. Dabei
wird der Spline iiber einer Folge von Knoten aufgebaut, die die Polynome trennen. Die
Splines vom Grad < n bilden einen linearen Raum, falls die Polynome Grad < n haben
und an den Knoten (n — 1)-mal stetig differenzierbar ineinander {ibergehen. Die Basis-

29
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funktionen dieses Raumes bezeichnet man als B-Splines vom Grad n.
Betrachtet man eine uniforme Knotenfolge z € Z, so wird der B-Spline auch Kardinal-
spline genannt. Dieser ist {iber eine Rekursionsformel berechenbar [H502]

Satz 5. Der B-Spline b™ ist definiert durch

b (z) = /Olb”_l(x — fdt

ausgehend von

x firo<z<1
bl(z)=< 22— firl<wz<?2
0 sonst.

Alternativ gilt fir die Ableitung

dn _ 1n—1 n—1
%b(x)—b () =" (z—1).

Ein Kardinalspline vom Grad n hat also die Triagergrofie n + 1.
Damit lisst sich nun ein kardinaler Tensorprodukt B-Spline auf R? definieren

Definition 6. Der bivariate Kardinalspline b"(x) vom Grad n = (ny,ny) € N? ist ein
Produkt univariater Kardinalsplines:

b (z) = 0™ (1) - b"*(z2)
fiir v € R2.

Der Triiger des kardinalen Tensorprodukt B-Splines 4" ist dann [0, n + 1]2. Durch Skalie-
rung und Verschiebung um & € Z? erhalten wir aus b"(z)

pa(@) =h 0 (x/h—k), keZ’

Mit diesen by, als Basis ldsst sich nun der Finite Element Ansatzraum {iber dem re-
gelméBigen Gitter konstruieren. Dabei kann gegebenenfalls noch eine Verschiebung des
Koordinatensystems notig sein, in Abhéngigkeit davon, ob der Ursprung auch ein Gitter-
punkt ist.

Die Funktionen by, sind (n — 1)-mal stetig differenzierbar und auf jeder Gitterzelle

Q= h([oa 1]2 + l)a leZ?

der Gitterweite h ein Polynom vom Grad n. Aufgrund des Skalierungsfaktors ist [|b} , ||o,r>
unabhéngig von A und k.

Bemerkung: Zur Vereinfachung der Notation wird im folgenden auf die explizite Angabe
der Indizes h und n verzichtet.

Des weiteren existieren duale Funktionale A;, auf die jetzt niher eingegangen wird.
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Abbildung 3.1: kardinaler B-Spline vom Grad 2 (links), A’ (Mitte), A! (rechts)

Fiir jedes [ € {0,...,n}? existiert eine Funktion \!, deren Triger in [}, 2]? + [ enthalten

11
ist, und fiir die gilt
/b(- — k)N = Gk -

Zur Verdeutlichung sind in Abbildung 3.1 links der B-Spline vom Grad 2 und daneben
zwei der drei zugehorigen dualen Funktionale dargestellt, deren Triger sich im Intervall
[, 2] bzw. [2, I] befinden.
Dann ist
Qi = h([1/4,3/4 +i+1)
der Trager der Funktion
A(x) = h "N (z/h — 1)

/bk)\i — 6[677; .

AuBlerdem ist die Funktion A! aufgrund des Skalierungsfaktors h~! normalisiert, d.h.
|Ailorz =< 1. Hierbei ist es wichtig, dass [ = I(i) von i abhingt. Dies ermdglicht es,
fiir jedes b;, dessen Tréiger eine Gitterzelle enthilt die ganz in €2 liegt, [ so zu wéhlen, dass
die Gitterzelle Q; 1), die Q;H(i) enthélt, ganz im Gebiet (2 liegt.

und es gilt

Hierbei wurde eine Einteilung der B-Splines in verschiedene Gruppen gemacht, die durch
die folgende Definition beschrieben wird:

Definition 7. Die Menge aller, fiir 2 relevanten B-Splines by sei
K={keZ*: suppb,NQ+#}.

Sei L, = {l € Z* : Q141 C supp by N Q}. Dann nennt man by, einen inneren B-Spline,
falls Ly # @, und dufleren B-Spline andernfalls. Die dazugehdrigen Teilmengen werden
mit I fiir die inneren und J fir die dufferen B-Splines bezeichnet und es gilt

K=IUJ.

Fiir i € I wird (i) in der Definition der dualen Funktionale )\i(i) so gewdhlt, dass [(i) in
L; liegt. Zur Vereinfachung schreiben wir

A=A



NArlilu o, Ui VWib-vin L in'\Jom

0.3F
o000/ 0o/0o0 0 00|00
0.2 ° olo u} [ AN BN BK BN NN )
° o O~ O o|o|o|e
0.1+ ° u} P u} O [N o0
° ° o|le
or ° al d )
° ° o|le
-0.11- ° u} e u} 0_Lo~ e
° o|e| ol o o000
-0.2r ° T | O D|je|e|e/e| /0|0 @
oo/ 0o/0o/0o 000 00 0 0|0
-0.31
1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 3.2: Einteilung in innere (o) und dufere Splines (o)

Die obige Definition garantiert, dass jeder innere B-Spline b; ein normalisiertes duales
Funktional ); besitzt, dessen Triger in €2 liegt und vom Rand den Abstand > h hat. In
Abbildung 3.2 ist die Aufteilung in innere und duflere Splines dargestellt. Dabei wurden
quadratische Splines verwendet und die Markierung im Trigermittelpunkt des zugehorigen
Splines gesetzt.

Fiir die B-Splines und ihre dualen Funktionale gilt:

Satz 8. Fir alle k € K und allei € I gilt

loello <1, [IAillo < 1, / bk = Oes
Q

Die Approximationseigenschaft der B-Splines baut auf die der stiickweisen Polynome auf.
So lésst sich fiir eine Linearkombination von B-Splines mit Koeffizienten ¢(k) folgende
Aussage treffen:

Satz 9. Der Spline

p= Z q(k)by

keK

ist ein Polynom vom Grad < n auf 2 genau dann, wenn q ein Polynom vom Grad < n
auf K ist.

Da wie bereits erwdhnt die Losungen der Probleme der ebenen Elastizitét vektoriell sind,
miissen weitere Notationen eingefithrt werden. So sei nun by, v € {1, 2} definiert durch

- (%) - ()

Analog gelte diese Schreibweise fiir die dualen Funktionale Ay,

= (40 2= (1)
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Dann sind die by, weiterhin linear unabhéngig und haben beschrénkten Trager.

Ferner lassen sich die bisher getroffenen Aussagen iibertragen. Da die L?-Norm kom-
ponentenweise betrachtet werden kann, bleiben die Abschétzungen aus Satz 8 erhalten.
Betrachtet man den Satz 9, so kann der Spline ebenfalls als Vektor aufgefasst werden:

Pv = Z%/(k)bk,u- (31)

keK

Sei nun s ein vektorieller Spline auf €2. Dann lésst sich s als Linearkombination aller auf
Q vorkommenden B-Splines b, (k € K,v = 1,2) schreiben:

2
s = Z Z ak7,,bk,,,, gy € R.

keK v=1

Dann wird die Folge der Koeffizienten als Vektor A = {ay, }rek =12 aufgefasst und die

Euklidsche Norm
9 1/2
4] = (zz)

keK v=1

verwendet.

3.2 Gewichtung

Um auf dem Rand vorgegebene homogene Dirchlet-Randbedingungen zu realisieren, be-
notigt man eine hinreichend glatte Gewichtsfunktion

w(z) < dist(z,Tp) ,

die die Einhaltung der Randbedingungen sicherstellt.
Die Menge der gewichteten B-Splines

Bk,l/ = wbk7,,

Abbildung 3.3: Beispiel einer Gewichtsfunktion
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garantiert uns die Dirichlet-Randbedingung v = 0 auf I'p.

In Abbildung 3.3 ist als Beispiel das Gebiet einer halben Ellipse mit Loch angenommen.
Dabei sind auf dem Geradenstiick und auf dem Rand des Loches homogene Dirichlet-
Randbedingungen vorgegeben und somit muss die Gewichtsfunktion an diesen Stellen
Null sein.

Satz 10. Der Raum der gewichteten B-Splines
By, = wby,, kcK,ve{l,2}
heifst wb-Raum.

Allerdings ist die Basis { By, k € K,v € {1,2}} des wb-Raums nicht stabil beziiglich der
Gitterweite h. Dies kann dazu fithren, dass die Galerkin-Matrix sehr schlecht konditioniert
ist. Der Grund hierfiir liegt in den &dufleren B-Splines, die in €2 nur einen sehr kleinen
Tréager haben. Dieses Problem kann man durch eine Erweiterung umgehen.

3.3 Erweiterung

Bei der Erweiterung werden die dufleren B-Splines an die inneren gekoppelt. Dies verhin-
dert das bereits angesprochene Problem, dass duflere B-Splines mit kleinem Triger in )
Einfluf} auf die Kondition der Galerkinmatrix und das damit verbundene Losen haben.
Auch koénnen diese nicht einfach weggelassen werden.

Gelost wird dieses Problem, indem die inneren B-Splines durch eine Linearkombination
der dufleren erweitert werden:

B;, :=b;, + Z €ijbju -
j€J

Die Erweiterung erfolgt fiir ein festes v = 1,2, d.h. es wird kein b; , mit einem b; ,, v # p
verkniipft. Dies erscheint auch sinnvoll, da die Zusammenfassung der Trager fiir jede
Komponente einzeln zu geschehen hat. Hieraus wird deutlich, dass die Erweiterungskoef-
fizienten nicht von v abhéngen.
Die Koeffizienten e; ; werden so gewéhlt, dass die Grofle des Trégers von B;,, < hist und
dass weiterhin alle Polynome vom Grad < n im Aufspann der B;, liegen.
Ziel ist es, die Summe iiber K in (3.1)

pr =Y q(k)bi,
keK

durch eine Summe i{iber I, d.h. alle inneren Splines zu ersetzen. Da ¢ ein Polynom
vom Grad < n ist, konnen alle Koeffizienten ¢(j), j € J, aus (n + 1)? Koeffizienten
q(i), i € I(j) C I, berechnet werden, sofern die Polynominterpolation an den Punkten in
I eindeutig ist. Sei [;; nun das Lagrange-Polynom vom Grad n mit

ljﬂ'(k') - (51"],3, 7:, k € ](])
Dann werden fiir ein festes j die Koeffizienten e; ; als

eij = li(j), 1€1(j)
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Abbildung 3.4: Beipiele einiger Indexfelder I(j) bei der Erweiterung

gewdhlt. Fiir i ¢ I(j) wird e; ; auf 0 gesetzt. Durch Aufsummation erhilt man

a(j) =Y eigali) .

el

Setzt man dieses Ergebnis in (3.1) ein, so erhélt man

po(x) =Y a(@)bin(@) + ) a(i)bsu()

i el jed
= (i) |bin(2) + D eibju(r)| , weQ,
icl jeJ

wie bereits oben erwdhnt. Die Berechnung der Koeffizienten e; ; folgt aus der Darstellung
der Lagrangepolynome.

Satz 11. Fulls fir alle 7 € J die Menge
I()={i€eZ?:a, <i,<a,+n}

das am ndchsten an j liegende Indezfeld der Grife (n+ 1) x (n+ 1) ist, so gilt fir die
Koeffizienten

2 Opuin . —l
IT 17 ; firi € 1(j)
Cij =4 n=liza, "
I#i,
0 sonst

Hierbei wird das Feld so gewihlt, dass die Triagergrofle des erweiterten B-Splines moglichst
klein ist und damit die Bandbreite der Galerkinmatrix nicht unnétig grofl wird. Dies er-
reicht man, indem man das Indexfeld betrachtet, das am néchsten an j liegt.

Durch Multiplikation mit der Gewichtsfunktion und geeignete Skalierung erhélt man fol-
gendes Ergebnis:
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Satz 12. Fiir Koeffizienten e; ; wie in Satz 11 sind die gewichteten erweiterten B-Splines

(web-Splines) B;,, durch

w .
Biﬂ/ = w(xz) (bi,l/ + Z ei,jbj,,,> , 1€ I

jes

definiert. Dabei ist x; der Mittelpunkt der Gitterzelle Q4. Der zugehdrige Splineraum

B:= @{Bi,y iel,v=12}
heifst web-Raum.

In Abbildung 3.4 sind fiir vier exemplarisch gewéhlte duflere Splines (o) alle inneren (o)
dargestellt, an die dieser gekoppelt wird. Man erkennt sofort das in Satz 11 angesprochene
Indexfeld der Grofle (n + 1) x (n + 1), wobei in diesem Beispiel n = 2, d.h. quadrati-
sche B-Splines verwendet wurden. Fiir den am weitesten rechts liegenden B-Spline sind
6 der 9 Erweiterungskoeffizienten gleich Null. Dies resultiert aus der Berechnung der
Erweiterungskoeffizienten iiber die Lagrange-Polynome.

3.4 Stabilitét

Fiir die Kondition der Galerkin-Matrix

G, = { / (Bi,,,)TDTCDBj,M}
Q

i,jEel
Hyw=1,2

ist die Stabilitdtseigenschaft der Basisfunktionen ausschlaggebend. Um diese zu zeigen,
werden die dualen Funktionale

Ny =2y ke
w

der Basisfunktionen B;, verwendet. Fiir diese ldsst sich mit Satz 8 die Beschrénktheit in
der L2-Norm zeigen.

Satz 13. Fir i,k € I sind die Basisfunktionen B;, und ihre dualen Funktionale Ay,
beziiglich der Gitterweite h beschrdinkt und biorthogonal, d.h.

|Bi |l < ht, Akl <1, / B Ay, = 0ig.
Q

Beweis: Wegen der komponentenweisen Schreibweise ist

1Biulli = 1B, !

P+ 1B,

und es geniigt die Betrachtung von einer Komponente B; := B}J. Ebenso ist dies bei dem
dualen Funktional A;, mdglich.
Mit der allgemeinen Leibniz-Formel fiir Multi-Indizes

D*(fg) =) cgD*’f D’

BLa
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folgt fiir

ID*Billy = ( o b+Ze” )
(D% +Ze”D“b>

je€J

0

IN

0

Zcﬂi(%) (Dﬂb +) e D’ b)

B<a jeJ

+

0

Fiir die Gewichtung gilt wegen w(z;) »= h und |z — z;| < h fiir alle x € supp B;

w() . w@) —w(z)
w(xi)—l-k w () =1.
Mit
* w(x;) =1
1 -1
* w(z;) =R

e D*w <1 fiir |o| > 0
o D; < h~lol aufgrund der Skalierung
e ¢ ;=1
folgt dann
| DBy < polel popt thlﬁ\ < polel,
B<a

Durch Summation iiber alle |o| <[ folgt die Behauptung.

Fiir die Abschétzung der dualen Funktionale A;, reicht es, die Beschridnktheit von A; :=
A%’1 zu zeigen. Da der Tréger jedes dualen Funktionals in einer inneren Zelle liegt, ist fiir
x € supp A;

w(x) = h
und damit .
w(x;) 14 w(z;) — w(x) Z14 <1
w(z) w(x) w(z)
Aus [|Ai]]o 2 1 folgt somit
w(z;)

Die Gleichung fQ B; Ak, = 6; erhdlt man durch Einsetzen der Definitionen

w w(xy)
BiVA v — N biu zbu —A v
/Q vk /gzwxi)(’+ze’]]’> w
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wobei ausgeniitzt wurde, dass fiir alle j € J gilt: [b;,);, = 0. o
Damit ldsst sich nun ein weiteres Resultat gewinnen:

Satz 14. Die web-Basis {B;,}icr =12 ist beziglich der L*>-Norm stabil und mit A =
{a‘i,l/}ief,yzl,Q qilt

> 2 aivBi <Al
i€l v=1,2
Allgemeiner gilt
A = Z Z aivBiy|| = h” ZHA”

i€l v=1,2

Beweis: Mit dem Spline
2
Up = Z Z az‘,uBi,y
i€l v=1

gilt aufgrund der Beschrénktheit der dualen Funktionale

SN a2, =37 (oA

icl v=1 el v=1

2
S Z Z ||Uh||g,suppAi,,,||A.,

i€l v=1
= loalle < llonll;

und damit die erste Ungleichung des allgemeinen Falls. Da die Anzahl der B-Splines, in
deren Tréger ein fester Punkt « liegt, beschrinkt ist, gilt mit I(x) := {i € [ : B; ,(x) # 0}

2

D02 = / ZZ%D Bu(x) | do
Q

/zzwm oS
—ZW/DC“ i

< || All? max | D* By, ||
el

< h2elA)?.

Dabei folgt die letzte Ungleichung aus Satz 13. Durch Summation iiber alle & mit || <[
folgt die zweite Ungleichung der Behauptung. O
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3.5 Kondition der Galerkinmatrix

Mit Hilfe des Satzes 14 kann jetzt eine Abschitzung fiir die Kondition der Galerkin-Matrix
gefunden werden.

Die Konditionszahl g,(G),) in der 2-Norm ist der Quotient aus dem gréften und dem
kleinsten Eigenwert. Diese kdnnen durch Maximierung bzw. Minimierung des Rayleigh-
Quotienten

ATGLA
T( ) - ATA
berechnet werden.

Satz 15. Unter der Voraussetzung |U'p| > 0 gilt fir die Konditionszahl der Galerkin-

Matriz G}, des Ansatzraumes B
on(Gr) < h ™2

Beweis: Sei v, =), 23:1 a; B, .
Die untere Abschétzung folgt aus der Elliptizitdt der Bilinearform:

ATGhA = a(vn, vn) 2 allunllf = Jlonlls = [JA]1*.
Die obere Abschétzung folgt aus der Stetigkeit der Bilinearform:
ATGhA = a(vn, vn) < MlJon[]lvalle = R72(|A].
Damit ergilt sich fiir den Rayleigh-Quotienten
1<r(A) <h™?

und somit g, (Gp) < h2. O



Kapitel 4

Fehlerabschitzungen

Im Folgenden sei 2 C R? ein zusammenhiingendes Gebiet mit 0Q = T'p U Ty, MaB(Tp N
['y) =0 und 'p, Ty hinreichend glatt. Hierbei bezeiche I'p, den Dirichlet-Rand und Ty
den Neumann-Rand.

Wird im Weiteren ein Schnittpunkt P von I'p und I'y betrachtet, so sind in einer Umge-
bung von P diese beiden Randstiicke als Kurven

p(t) = (pr(t), p2(t)) und ¥ (s) = (1(s), Y2(s))

mit
Ip={pt):0<t <t
Iy ={¢(s):0<s<s"}
und
p(0) =1(0) =P
gegeben.

Bemerkung: Aufgrund der geforderten Glattheit an die Gewichtsfunktion w erhélt man
direkte Einschréinkungen an €.

So diirfen sich der Dirichlet-Rand I'p und der Neumann-Rand I" 5 nur unter einem Winkel
« € (0,7) schneiden. Andernfalls wiirde man kein w < dist(T'p) mit w € C''(Q) finden.
Somit sind die beiden in Abbildung 4 auftretenden Fille ausgeschlossen. Betrachten wir
z.B. den Winkel a. Wegen w =< dist(I'p) verlduft w auf I'y linear. Damit folgt aber
aus der vorausgesetzten stetigen Differenzierbarkeit von w sofort, dass w in einem Punkt
innerhalb des Gebietes negativ ist, was ein Widerspruch zur Deﬁnltlon der Gewichtsfunk-
tion ist. Analog lassen sich diese Uberlegungen auch fiir den Winkel 8 anstellen und
rechtfertigen unsere Einschrinkungen an das Gebiet €.

Bemerkung: Obwohl die Lésung v im ebenen Fall zwei Komponenten hat, werden
im Folgenden nicht beide angegeben. Die Sobolev-Normen lassen sich fiir u = [u', u?]
komponentenweise betrachten

lulli = Tl l1E + Nl

und erlauben daher diese Notationsvereinfachung.

40
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I'n I'p

Abbildung 4.1: Einschrénkungen an das Gebiet 2

Bemerkung: Die Beschrinkung auf ebene Probleme bringt die Neudefinition von
H} :={ve C>®(Q)?:v(r) =0auf I'p}

mit sich. Wird in Zukunft der Raum H™(Q) oder L?(Q) verwendet, so ist damit H™(2)?
bzw. L?*(Q)? gemeint.

4.1 Grundlagen

Im allgemeinen ist man bei der Berechnung von Finite-Element-Nidherungen an Fehler-
abschéitzungen der Form
|lu — up|| < ch?

interessiert, denn damit lassen sich Vorhersagen iiber das Verhalten des Fehlers treffen
oder bestimmte Gitterweiten gemifl den gewiinschten Fehlern wihlen.

In diesem Zusammenhang nimmt das Lemma von Céa [Bra97] einen wichtigen Stellenwert
ein.

Lemma 16 (Lemma von Céa). Die Bilinearform a sei V-elliptisch mit H"(2) C 'V C
H™(Q). Ferner seien u und uy, die Losungen der Variationsaufgabe in V' bzw. in V;, C V.
Dann st

c .
lw = nllm < = inf flu — vp[lm.

Dabei ist V}, der Raum der Ansatzfunktionen.

Da die Bilinearform der Elastizititsgleichung H!-elliptisch ist und der Ansatzraum der
web-Splines B C H(Q) ist, 148t sich das Lemma mit V' = H(Q2) auf den hier betrachte-
ten Fall anwenden.

Damit ist der erste Schritt zur Abschitzung des Fehlers getan. Das Lemma besagt, dass
sich der Fehler der Finiten-Element-Nidherung nur um eine Konstante von der bestmogli-
chen Approximation innerhalb des Ansatzraumes unterscheidet.

Eine weitere wichtige Aussage liefert das Lemma von Aubin-Nitsche [Bra97], das im
spateren Verlauf der Fehlerabschétzung seine Anwendung findet.

Lemma 17 (Aubin-Nitsche-Lemma). Sei H ein Hilbert-Raum mit der Norm || und
dem Skalarprodukt (-,-) . Es sei V' ein Unterraum, der durch die Norm || -|| zum Hilbert-
Raum wird. Ferner sei

V — H stetig.
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Dann gilt fiir die Finite-Element-Lésung in Vi, CV
o= wl < Clu = unllsup {7 inf o, ol
u—u u — up||sup ¢ — in —v
"= " geg |g] veva & ’

wenn jedem g € H die eindeutige (schwache) Losung ¢, € V' des dualen Problems
a(wa(pg) = (g,'UJ) fur w e 14

zugeordnet wird.

4.2 Regularitit der Losung

Bisher wurden Bedingungen dafiir angegeben, dass die Variationsformulierung der linearen
Elastizitiit eine eindeutige Losung in HY C H'(Q) besitzt. Dazu gehort unter anderem
die Lipschitz-Stetigkeit des Gebietes (2, aus welcher die Kegelbedingung folgt, und die
Voraussetzung f € L?(Q) und g € L*(Ty).

Fiir die Abschitzung des Fehlers der Galerkin-Approximation ist die genaue Regularitit
der Losung wichtig. Deshalb mufl auch betrachtet werden, unter welchen Voraussetzungen
beispielsweise u € H*(Q) liegt. Dies hiingt von vielen Faktoren ab [KA00]

der Glattheit des Gebietsrandes,

der Form der Gebietes,

der Glattheit der rechten Seiten der Differentialgleichung,

der Art des Ubergangs von Randbedingungen an jenen Stellen, an denen der Typ
wechselt,

die recht einschrankend sind.

Die folgende Definition liefert eine Bezeichnung fiir die Glattheit des Randes [App01]:

Definition 18. Sei Q ein beschrinktes Gebiet im R®. Dann gehirt 0Q zur Klasse
Ck, k € Ny, falls es zu jedem Punkt v € 0Q eine offene Umgebung U C R? und ein
neues rechtwinkliges Koordinatensystem (£,1n) gibt, so dass gilt:

1. U st in den neuen Koordinaten ein achsenparalleles Rechteck
2. Es gibt eine C*-Funktion ¢ : [—a,a] — (=%, 2) mit
QNU = {(&n) eU:n<p(§)} und
0Ny = {(En) el n=9p@}

Dass die Glattheit des Gebietsrandes von entscheidender Bedeutung ist zeigt schon die
Betrachtung dreier verschiedener Gebiete:

Ein Kreis Q = {z € R? : |zt — m| < r} ist ein C*®-Gebiet. Hier ist eine glatte Losung
moglich.
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Ein Rechteck Q = {z € R? : a; < 2; < b;, i = 1,2} ist ein C°-Gebiet, aber nicht C'. Da-
durch kann es abhéingig von der Wahl der anderen Parameter zu Singularititen kommen.
Ein Kreis mit Schlitz Q ={z € R? : [z —m| <7, = # m+ A(1,0) mit 0 < A\ < r} ist kein
Lipschitz-Gebiet. Hier ist nicht einmal mehr die Existenz einer Losung gesichert.

Angaben iiber die erwartete Regularitdt der Losung sind aufgrund der komplexen Vor-
aussetzungen nicht trivial und werden héufig iibergangen.

In [Cia88] wird das reine Verschiebungsproblem, d.h. 92 = ', betrachtet und anschlie-
flend eine Erweiterung auf allgemeine Probleme angedeutet. Dabei ist Q C R?, was aber
ohne weiteres auf den zweidimensionalen Fall iibertragen werden kann.

Satz 19. Sei Q C R® mit 9Q = Tp aus der Klasse C* und f € L*(Q). Dann ist die
schwache Lésung u € H*(Q).

Sei 1 < m e N. Ist 0 = Tp aus der Klasse C™? und f € H™(Q), dann ist u €
H™2(Q).

Diese Aussage lidsst sich auf das allgemeine Problem 02 = T'p U Ty mit [I'p| > 0
iibertragen, sofern sich die Abschliisse der beiden Rénder nicht schneiden [Cia88]. Das ist
zum Beispiel bei einem Kreisring der Fall, wo der innere Kreis ['p und der &uflere 'y ist.
Ebenso lisst sich das Resultat auf auch auf den Fall, dass ausschliefSlich Neumannrand-
bedingungen vorgegeben sind, erweitern [Cia88, Gri85].

4.3 Quasi-Interpolation

Um Aussagen iiber die Giite der Finite-Element-Naherung anhand von web-Splines tref-
fen zu konnen, ist zuerst eine Betrachtung von deren Eigenschaften unabdingbar [dB78,
App01].

Ein verbreiteter Ansatz zur Approximation von Funktionen ist die Quasi-Interpolation
stetiger Funktionen. Diese wird bei der Fehlerbetrachtung eine wichtige Rolle spielen und
wird deshalb kurz vorgestellt.

Definition 20 (Quasi-Interpolant). Fine mit Hilfe von linearen Funktionalen oy defi-
nierte Approzimation

f—Sf=> (onf)bx

keEK
ist ein Quasi-Interpolant der Ordnung n auf L*(D), wenn

1. Sp = p fiir alle Polynome vom Grad < n
2. |owf| < ch™ 2| fllo,py »

wobei Dy, der Schnitt des Trigers von b, mit dem Definitionsbereich D ist.

Entsprechend dieser Definition lasst sich ein bivariater Quasi-Interpolant durch Tensor-
produktbildung von Funktionalen oy, definieren:

Definition 21. Mit Funktionalen oy eines univariaten Quasi-Interpolanten der Ordung

m wird durch
Fasi=Y (@) i

keK \v=1,2
ein bivariater Quasi-Interpolant definiert.
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Hierfiir gilt folgende Abschétzung [App01]

Satz 22. Fiir den bivariaten Quasi-Interpolant Sf gilt:

1S = fllo < ™ f llma

Da hier allerdings der Raum B der vektorwertigen web-Splines betrachtet werden muss,

wird ein Quasi-Interpolant
Po=Y ( / A) B,

icl
v=1,2

verwendet, der von L?(2)? auf den gewichteten Splineraum B abbildet.

Die erste Bedingung fiir einen Quasi-Interpolanten folgt aus der Eigenschaft, dass sich ein

gewichtetes vektorwertiges Polynom wp exakt durch ) B, , darstellen 148t.

jelu=1,2 Y.uju
Damit gilt

Py(wp) = Y ( / prZ) Bi=Y Y aj, ( / Bj,uAi,,,> Bi,

i€l i€l jel

v=1,2 v=1,2 y=1,2
= E ai,VBi,V = wp.

i€l

Die zweite Bedingung folgt sofort durch Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung (T; = suppB! N Q)
‘/fAi,l/

wobei der Faktor h~'/2 durch die Skalierung des Funktionals bereits enthalten ist.

= || Ai o

f||0,Ti7

Die hier beschriebene Abbildung f — P, f der glatten Funktion f approximiert f und
alle ersten n — 1 Ableitungen von f mit optimaler Ordnung [dB78, Ho).

Im spéteren Verlauf wird auf diesen Quasi-Interpolanten zuriickgegriffen, um mit Hilfe
des Céa-Lemmas eine Abschétzung fiir den Fehler einer Approximation in B zu finden.

4.4 Approximation

Wie bereits eben erwiahnt, wird nun die Grundlage fiir die Anwendung des Céa-Lemmas
geschaffen. Dazu werden zuerst einige Hilfsaussagen getroffen, die dann eine Abschéitzung
der Form

lu = Prull < eh®[|ullx
ermoglichen.

Zuerst betrachten wir eine Abschétzung fiir die orthogonale Projektion auf Polynome [Hg)]

Lemma 23 (Bramble-Hilbert Lemma). Ist P die orthogonale Projektion auf Polyno-
me vom Grad < n, so gilt

|f = Pfli = B f L
firo<Il<k<n.
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Ist das Gebiet beschrénkt, so kann in dem obigen Lemma die Seminorm durch die Norm
ersetzt werden.

Lemma 24. Fir jede Teilmenge Q' C Q mit dist(Q',Tp) > § und k > 1 gilt:
lvlleer < e 6™ (lulleo + vlle-10) -
Beweis: Nach der allgemeinen Leibniz-Formel gilt fiir « = wv und w hinreichend glatt:

D% = wD% + Z CgDa’ﬁw DBy

B<a

Da w aquivalent zum Abstand ist, folgt durch Umstellen und Dividieren durch w > §

|Dv| < 671 (|Du| + ¢ | Y DPol)

B<a

und damit die Behauptung. o

Lemma 25. Sei Q eine Teilmenge des Gebiets Q und sei der Abstand zum Dirichletrand
§ = dist(Q,T'p). Ferner seip ein Polynom vom Grad n, das v = u/w approzimiert. Dann
qilt

o fird=nh
(maxw)llv —pllg = 2" (Ivll,-16 + lull,.q)

o fird=<nh

(maxw)|jv —pllg < A"l

n—l,Q

Beweis: Aus § = h folgt 6 'maxw =< 1 und mit Lemma 24 und dem Lemma von
Bramble-Hilbert

< (maxw)h" *||v 0
= 6~ (maxw)h" " ([Jol],_y g + lull, o)
= D (ollzr g+ Null )

(maxw)|jv —

Fiir den Fall § < A ist maxw < h und es folgt mit dem Lemma von Bramble-Hilbert

(maxw)jv — (maxw)h" v, g

o2
= Bl

n—l,Q

Eine weitere Abschitzung fiir den gewichteten Fehler findet man mit

Lemma 26. Sei w < dist(x,T'p) und sei p das Polynom vom Grad n, das v approrimiert,
dann qult
Jw(v = p)ll 2 lfJv = plli—1 + (max w) v — pl|
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Beweis: Mit der Leibniz-Formel folgt

1D*(w(v = p)llo < [lwD(v = p)llo + | Y csD* PwD? (v —p)lo

B<a
< (maxw)[|D*(v = p)llo + 1Y esD* wD’ (v — p)llo-
B<a
Dabei taucht im zweiten Summanden 2-mal ein Term mit |f| = |a| — 1 auf und man
erhélt duch Summation iiber alle |a| <[ die Behauptung. O

Nun bedarf es noch einer weiteren Abschétzung, zu deren Beweis wir den folgenden Hilfs-
satz verwenden:

t
Hilfssatz 27. Seiq(t) := 2@ und p(0) = 0. Dann gilt mit der L*-Norm || auf[0,1] C R

gV < e M.

Beweis: Mit p(0) = 0 gilt

(k-1)-fache Differentiation liefert

1
q(k_l)(t) :/ Tk_lp(k)(tT)dT
0

und damit

1 1 1 1/2
0 < [ enlr = [ ( / |p(k)(tr)|2dt> dr
0 0 0
1
< [ i = o).
0

O

Satz 28 (Partition der Eins [Ada78]). Sei Q C R? zusammenhingend und sei O eine
Familie offener Mengen mit Q C |Jyco U. Dann ezistiert eine Familie F von Funktionen
[ € C°(R?) mit folgenden Eigenschaften:

1. fir alle f € F und fiir alle x € R? gilt: 0 < f(z) <1
2. falls K C Q, verschwinden alle bis auf endlich viele f € F auf K
3. fiir alle f € F gibt es ein U € O mit suppf C U
4. fir alle x € Q) gilt: Zfeff(x) =1
Eine solche Familie F heisst C'*°-Partition der Eins von ) beziiglich O.

Unter Verwendung der Partition der Eins (Satz 28) und dem Hilfssatz 27 folgt nun:
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r
|
|
|
|
|
! supp(u)
|
|
|
|
|
|
|
|

Abbildung 4.2: Abschiitzung nahe des Dirichlet-Randes

Lemma 29. Seiu € HE(Q) N H*(Q) und v :=u/w. Dann gilt
[]lk—1 < e flulle -

Beweis: Mit Hilfe der Partition der Eins konnen wir uns auf eine lokale Betrachtung
einschrinken und erhalten 3 Fille, die wir getrennt betrachten:

1.) Fiir den Fall, dass dist(supp(u),'p) > d, erhilt man aufgrund der Beschrénktheit
von w sofort

[o]lk—1 < ¢ flulle— < e flulle -

2.) Betrachten wir nun den Fall, dass dist(supp(u),I'p) < ¢ und supp(u) NTy =
Dann ist mit einer geeigneten Wahl des Koordinatensystems supp(u) C [0, 1] x
(sieche Abbildung 4.2) und wir kénnen den relevanten Teil von Q durch

Qui={z=(£1):0<{< LI <t < 1+9(9)}

.
[—e

3]

mit

9(0) =0, VI(0)=0, [[VI¢|<ex1
beschreiben. Falls ¥ = 0 und w(x) = t, ldsst sich der Hilfssatz 27 sofort fiir den Wiirfel
Q. = [0, 1]2 anwenden. Andernfalls fiihren wir den Diffeomorphismus

r=(&t)— (& s)=y, s=t—0(E)
ein, wobei u und v die Funktionen bzgl. dieser transformierten Variablen seien. Dann
folgt mit
_u(§ s+ 9(8) _ 5 )

) =6 s+ 0O) = e s 0©) T w1 0@ s
und der Glattheit des ersten Quotienten

v]le—1 = [v]lk-1,0. < cllt]lk-1,0. £ c2llt/s]x-1,0. < eslltflro. < cflullx -
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Sy

Abbildung 4.3: Abschitzung bei Dirichlet- und Neumann-Randbedingung

3.) Damit fehlt uns nun noch der Fall, dass dist(supp(u),'p) < § und supp(u) NT'y # @
(siehe Abbildung 4.3).

Seien nun, wie zu Beginn des Kapitels eingefiihrt, ¢(t) = (¢1(t), p2(t)) bzw. (s) =
(¢1(s),12(s)) die Randstiicke von I'p bzw. I'y. Die Abbildung

P (t,s) — (w1, 22) = p(t) +1(s)
ist stetig differenzierbar und hat im Punkt (0,0) die Jacobi-Matrix
#1(0) @01(0))
J5(0,0) =
wo0= () 1o
Damit @' im Ursprung invertierbar ist, muss gelten
det(Jg(0,0)) = ¢ (0)¥5(0) — ©5(0)1) (0) # 0 <= ¢'(0) 4 ¥'(0) .
Dies ist aufgrund der Annahme o € (0,7) erfiillt. Nach dem Umbkehrsatz (siehe z.B.
[Heu95]) existiert nun eine Umgebung W des Ursprungs, sodass ®|y ein Diffeomorphismus
ist. Bei geniigend feiner Wahl der Partition der Eins gilt
supp(u) C Q, = ®(W).
Dann gilt wie im 2.Fall
u(t u(t
oty = el 2 )
w(® 1z, z9)) w(P(xy,z2)) s

Nun 148t sich wieder der Hilfssatz 27 anwenden und man erhalt auch fiir diesen Fall

[lli—1 = olle-1.0, < cllvlli-10. < c2lla/slle-1q. < csllullre. < ellulls -

Damit bekommen wir nun eine Abschitzung der Form ||u — uy|| < C hF=||ul]x:
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Satz 30. Sei u € HN(Q) N H(Q) und sei Pyou == Y, ; S22 (Aiy,u)B;, der Quasi-
Interpolant. Dann gilt fir 0 <1 <k < min(n+ 1,p)

lu = Prull < 2" lullx .

Beweis: Die obige Abschitzung kann komponentenweise betrachtet werden. Somit wird
im weiteren Verlauf des Beweises der Index v nicht mehr auftreten und alle Ungleichungen
gelten sowohl fiir v = 1 als auch fiir v = 2.
Aufgrund der beschrinkten Tréger der Basisfunktionen kann der Beweis fiir jede Gitter-
zelle () getrennt durchgefiihrt werden. Sei

I(Q) :=={i € I:supp(B;) NQ # @}
und

Q= U supp(B;) N .
i€I(Q)

Man erhilt sofort [7(Q)| < 1 und diam(Q) < h.
Sei nun p ein Polynom vom Grad n, das v = u/w mit

lo = pll,g < ch*lvll,o (4.1)

fiir 0 <v < p < min(n + 1, p) approximiert.
Da wp € ker(Id — P,), folgt

u— Pyu =wv — <Z<Ai’ wv)BZ-) —wp+ (Z(Ai, wp>Bz'>

icl icl (4_2)
=ww—p)— > @b
i€l
mit a; = (A, w(v — p)).
Betrachten wir nun zuerst den ersten Term.
Dieser lésst sich fiir [ > 1 mit Lemma 26 nach oben abschéitzen durch
|w(v = p)llene 2w =)l o 2 v —pll-16+ (mgx w)llv—=plla - (4.3)

Das Ergebnis kann mit dem Lemma von Bramble-Hilbert und Lemma 25 weiter ab-
geschétzt werden und man erhilt:

lara = B ([0lleoro + [lullyg)- (4.4)

Jw(v—p)
Im Fall [ = 0 folgt ebenfalls

lw(v =plllogna = vl =p)llig = (maxw)lfv =pllog

=B ([vlleorg + llulleg)

und somit gilt fiir den ersten Term in (4.2) die Abschitzung (4.4).
Den zweiten Term ), ., a;B; von (4.2) reduzieren wir auf alle Summanden mit i € I(Q)
und erhalten

1/2

Z a; B; <h Z |a;|? < ch(max |a;]) .

el
i€1(Q) Lonn ic1(Q) G
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Wegen der Beschrénktheit der dualen Funktionale A; gilt

jai| < llw(v =p)llog

und mit (4.4) (I =0)

> @B} < b (Jullpg + vl 10) (4.5)
i€I(Q) LONQ

Mit (4.4) und (4.5) folgt nun fiir (4.2)
lu = Prulligra < el O (lullf 5 + ll0l;_, 5)
und mit dem Ergebnis von Lemma 29
[0lle—1 < clfull

und der Summation iiber alle Gitterzellen folgt die Behauptung. 0

4.5 Fehlerabschitzung

In Kapitel 2.10 wurde bereits die Existenz einer eindeutigen Losung v € HpA(Q) des
Variationsproblems unter Annahme bestimmter Voraussetzungen gezeigt. Mit den im
letzten Abschnitt hergeleiteten Abschétzungen und der Regularitit der Losung lassen
sich nun Aussagen iiber die Konvergenz der Finite-Element-N&herung treffen.

Satz 31. Sei u € HL(Q) N HP(Q) Lisung des Variationsproblems und sei u, € B die
Finite-Element-Ndiherung durch Splines mit Grad n, dann gilt

[ — unly < ch*|Jull1ys
fir s <min(n +1,p) — 1.

Beweis: Die Bilinearform af(,-) ist auf HE Hj-elliptisch. Dann folgt mit dem Lemma,
von Céa

C
— < — inf [|u— .
=l < < inf [l — ol
Insbesondere gilt mit Satz 30 und Pyu € B
¢ s
lu = unlly < —llu = Phully < eh™[Jull1+s

fir 1 + s <min(n+ 1,p). O
Wird der Fehler in der L2-Norm gemessen, so ist der Fehler der Interpolation nach Satz

30 um eine h-Potenz giinstiger. Dass sich diese Eigenschaft auf die Galerkin-N&dherung
iibertragt, zeigt die nichste Aussage.
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Satz 32. Seien die Voraussetzungen von Satz 31 erfiillt und sei das Problem H?-regulr.
Dann gilt
lu — unllo < ch*|lullx

fir 0 < k < min(n+ 1,p).
Beweis: Mit H := H°(Q),|-| = |- |lo und V := HL(Q),|| - || = || - ||: ist die Einbettung
V < H stetig und das Aubin-Nitsche-Lemma anwendbar. Wegen der geforderten H?-

Regularitiit des Problems folgt aus der Symmetrie der Bilinearform die H?-Regularitit
des dualen Problems. Damit gilt

inf g = ol < chlgll

und man erhélt
|u = unllo < C'hllu — uplly

und mit Satz 31 die Behauptung. 0



Kapitel 5

Implementierung

Die Finite Elemente Methode der gewichteten erweiterten B-Splines wurde in einem Pro-
jekt [HAB*] von Diplomanden des Mathematischen Institutes A in MATLAB [Ker97] im-
plementiert. Dabei wurde MATLAB gewéhlt, weil es sich aufgrund seines handlichen Ma-
trixkonzepts und der vielfédltigen graphischen Ausdrucksmoglichenkeiten ideal fiir solch
ein Projekt eignet.

5.1 Gliederung

Die hier vorgestellte Implementierung berechnet die Lésung des ebenen Spannungszustan-
des und des ebenen Verzerrungszustandes, wie sie in Kapitel 2 vorgestellt wurden.

Die Daten der partiellen Differentialgleichung miissen wie folgt vorhanden sein:

e Das Gebiet muss in der Form stiickweiser Beziersegmente vorgegeben werden. Auf
die Speicherstruktur wird hier nicht niher eingegangen, ist aber aus der zugehdrigen
Dokumentation [HAB™] ersichtlich.

e Die rechten Seiten der Differentialgleichung, sprich die Volumen- und die Fliachenlast
miissen als MATLAB-Funktionen gegeben sein.

e Des weiteren muss auch die Gewichtsfunktion, die die Dirichlet-Randbedingungen
spezifiziert, und ihre ersten und zweiten Ableitungen als MATLAB-Funktion {ibergeben
werden.

Auflerdem muss selbstverstandlich das Elastizitdtsmodul und die Poissonzahl angegeben
werden.

Das Programmpaket gliedert sich in verschiedene Bereiche, von denen die wichtigsten im
folgenden niher angesprochen werden:

1. Gittergenerierung
2. Numerische Integration

3. Aufstellen des Galerkinsystems

52
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4. Losen des Galerkinsystems
5. Visualisierung der Ergebnisse

Bemerkung: Bei der Gittergenerierung wird ein regelméfliges Gitter der Weite h iiber
das Gebiet €2 gelegt. Sollte dabei eine Gitterlinie den Rand 02 beriihren oder sollte der
Rand durch einen Gitterpunkt laufen, so kann das zu Stabilitdtsproblemen fiihren. In
diesem Fall muss das Gitter ein wenig verschoben werden.

Bemerkung: Um das Ergebnis der Berechnung geeignet zu visualisieren, wird die Lo6-
sung, die als Linearkombination der gewichteten Basisfunktionen des Ansatzraums vor-
liegt, an Gitterpunkten ausgewertet. AnschlieBend werden, falls gewiinscht, die Ver-
gleichsspannungen nach 2.8 berechnet.

Zur Verdeutlichung der Deformation wird diese skaliert dargestellt, wobei sich der Faktor
aus der Grofle des Gebietes und der maximalen Verschiebung berechnet.

5.2 Numerische Integration

Zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix miissen Integrale der Form
/ Bl D"CDB;,
ono

iiber Gitterzellen berechnet werden.

Aufgrund der krummlinigen Rénder und den wechselnden Gewichtsfunktionen ist diese
Integration nur numerisch realisierbar. Ein weit verbreitetes Verfahren hierfiir ist die
GauB-Integration [H598].

Dabei wird fiir @ C R? das Integral

/Qf(x)dx ~ szf(l"l)

approximiert. Hierbei sind die Gewichte w; und die Stiitzstellen z; fiir ein festes n auf
dem Einheitsquadrat gegeben. Gitterzellen, die im Innern des Gebietes liegen, sind daher
einfach zu behandeln. Schwieriger wird der Fall bei der Betrachtung von Gitterzellen, die
nur teilweise in {2 liegen. Dort miissen die Stiitzstellen gem&fl ihrer Verteilung auf dem
Einheitsquadrat dem Gebiet @) N ) angepasst werden [App01].

Bei der Berechnung der Randintegrale

k
/ g(o)dz ~ Y wig(s)
QNN i=1

wird das Integral zuerst in alle auf Q N I'y vorkommenden Beziersegmente aufgeteilt und
jedes einzelne mit n Gaulknoten approximiert.

5.3 Aufstellen des Galerkinsystems

Betrachtet man die Eigenschaften der Galerkin-Matrix genauer, so fallen einige Dinge auf:
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e Je hoher der Splinegrad n gew#hlt wird, desto zahlreicher sind auch die Nichtnull-
Eintrége in jeder Spalte. In der zugedrigen Spalte einer weit im Inneren liegenden
Basisfunktion sind (2(2n+1))? = 16n%+16n+4 Eintriige # 0. Diese Zahl vergrofiert
sich aber, wird eine durch duflere Splines erweiterte Basisfunktion betrachtet.

e Eine Erh6hung des Splinegrades hat nur eine relativ geringe Vergroflerung des An-
satzraumes und damit der Galerkin-Matrix zufolge. Sei zum Beispiel ein Gitter der
GroBe (r,s) vorgegeben. Dann ist Gy, € R¥*™*?™ mit m < (r+n)(s+n), je nachdem
wieviele duflere B-Splines auftreten oder wegfallen.

e Aufgrund der zweidimensionalen Ansatzfunktionen B;, weist die Galerkin-Matrix
G}, bei geeigneter Numerierung der Basisfunktionen eine Blockstruktur mit (2 x 2)-
Blocken auf.

Bei der Aufstellung der Galerkin-Matrix G, lésst sich die oben genannte Blockstruktur
ausniitzen. Dazu miissen die Basisfunktionen zuerst in i € I und dann in v € {1,2}
sortiert werden. Im Folgenden werden wir von dieser Anordnung ausgehen.

Mit m = |I| erhalten wir eine Galerkin-Matrix G}, € R¥*™*?™ die aus (2x2)-Blockmatrizen
A;j, 1,7 € {1,...,m} aufgebaut ist.

A1,1 A1,2 Al,m
AZ,I

Gp =
Am,l Am,m

Wegen der Symmetrie der Bilinearform ist A;; = A7 .
Betrachtet man nun einen Eintrag A;; néher, so erhélt man aus der Bilinearform in
Matrizenschreibweise:

Aij = { / (Bi,V)TDTCDBj,#}
Q

Da die Erweiterung der inneren B-Splines durch die d&ufleren einer linearen Abbildung von
der Menge {By,,, k € K,v = 1,2} auf die Menge {B;,, ¢ € I,v = 1,2} entspricht, l4sst
sich diese als Multiplikation mit einer geeigneten Erweiterungsmatrix F auffassen. Da bei
der Erweiterung nur die randnahen Basisfunktionen betroffen sind, ist diese Matrix nur
sehr schwach besetzt.

Obwohl die obige Darstellung einen Zusatzaufwand an Rechenleistung bedeutet, wird
sie im weiteren Verlauf aufgrund ihrer Anschaulichkeit verwendet. Man erhilt aus dem
urspriinglichen System Gz = y mit

pr=1,2

Gyn=EMFET | w=ETs und y=EFEz

ein neues Gleichungssystem. Hierbei bezeichnet M die Galerkinmatrix, £ die Erwei-
terungsmatrix aus Abschnitt 5.3.2 und z die rechte Seite des Gleichungssystems unter
Verwendung gewichteter nichterweiterter B-Splines.

Damit ist das Aufstellen und das Losen des Galerkinsystems in drei Schritte aufteilbar:
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Abbildung 5.1: Belegungsstruktur der Galerkinmatrix, links des wb-Raums (32352
Nichtnull-Elemente), rechts des web-Raums (37426 Nichtnull-Elemente)

1. Aufstellen der Galerkinmatrix und der rechten Seite fiir gewichtete nichterweiterte
B-Splines (wb-Splines)

2. Berechnen der Erweiterungsmatrix

3. Berechnen und Losen des erweiterten Systems und Riicktransformation der Losung

Dabei ist die Riicktransformation v = ETx nur nétig, wenn die Lésung wieder als Linear-
kombination gewichteter nichterweiterter B-Splines dargestellt werden soll. Dies hat den
Vorteil, dass nach der Losung des Galerkinsystems die Erweiterungsmatrix dann nicht
weiter benotigt wird.

Betrachtet man die Struktur der nichterweiterten bzw. der erweiterten Galerkinmatrix in
Abbildung 5.1 genauer, so erkennt man bei der nichterweiterten sofort die Bandstruktur.
Dabei sind einzelne Bénder zu erkennen, deren Anzahl 2n + 1 von der Wahl des Spline-
grades abhingen. Da ein gegebener Spline eine Trigergrofie von (n + 1) x (n + 1) hat,
sind zu beiden Seiten der Hauptdiagonale n solcher Binder vorhanden. Im rechten Bild
ist die Struktur der erweiterten Galerkinmatrix dargestellt. Obwohl man es hier nicht so
deutlich sieht, hat auch diese Matrix eine Bandstruktur, die allerdings eine weit grofiere
Breite hat.

5.3.1 Galerkinmatrix der wb-Splines

Die Berechnung der nichterweiterten Galerkinmatrix M erfolgt durch eine Schleife iiber
alle Gitterzellen. Dabei werden alle B-Splines betrachtet, in deren Triager die aktuelle
Gitterzelle @ liegt. Dies entspricht der Betrachtung des (2n+ 1) x (2n + 1)-Feldes mit @
im Zentrum. Die Addition aller Teilergebnisse liefert die Steifigkeitsmatrix.

Betrachtet man nun ein Gitterzelle ) genauer, so muss fiir zwei wb-Splines Bi,,, und Bj,l,
der Beitrag 7T; j o von () zur Untermatrix fli,j durch Integration iiber diese eine Gitterzelle

berechnet werden:
T'z',j:Q = {/ BiTVDTCDBj:#}
onQ

pr=1,2
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Wegen der Symmetrie 7 ; o = T]TlQ kann man sich auf j > ¢ beschrénken.
Durch weiteres Ausrechnen erhélt man

ca 0
T'z',j,Q = ( 01 Cy ) ona al(’lﬂb;)&l(ﬂ)bj)

+« ( ©2 0 ) GQ(IUbl)aQ(wb])
0 C1 QN

+ ( 0 v > 81(wb,)82(wb])
Co 0 QnO

+a< - ) By (wh;) D1 (why)
v QNQ

Dabei sind die Konstanten «, ¢; und ¢, fiir den ebenen Spannungszustand

E 1
=T, o =1, 02:§(l—u)
und fiir den ebenen Verzerrungszustand
E 1
a:(1+y)(1_2y), cg=1-v, 0225(1—21/).

Analog 148t sich auch die Berechnung der rechten Seite z des Gleichungssystems auf
die skalaren B-Splines zuriickfiihren. So ist mit der bereits verwendeten Nummerierung
z € R?™ aus m Spaltenvektoren z; der Linge 2 aufgebaut. Hierbei bietet sich wieder die
zellweise Betrachtung
w= 2 %0
Q

an. In der Schleife iiber alle Gitterzellen @) wird fiir alle B-Splines, deren Triger () enthélt,

20 = { fBi, +/ gBi,u}
QNQ QNl'y v=1,2

berechnet. Mit der komponentenweisen Betrachtung der Krifte f(z) = (fi(z), fo(z)) und
g(x) = (g1(x), g2(x)) folgt dann unter Verwendung skalarer B-Splines

P ( meQ frwb; +mepN giwb; ) ‘
e meQ fowb; + mepN gawb;

Hier ist zu beachten, dass in den vorangegangenen Formeln fiir 7} ; o und z; ¢ die skalaren
Basisfunktionen b; auftreten. Damit muss zur numerischen Berechnung der Schritt von b;
zu b;, nicht ausgefiihrt werden.

Die Integrale iiber die wh-Splines werden, wie im letzten Abschnitt dargestellt numerisch
bestimmt. Wegen der krummlinigen Rénder und da die Gewichtsfunktion oft nicht ex-
akt durch ein Polynom darstellbar ist, kann die Integration iiber eine Quadraturformel
nicht exakt sein. Stattdessen muss eine fiir die Berechnung hinreichend grofie Anzahl von
Stiitzstellen gewahlt werden.

Wegen der Trigergrofie der gewichteten, nichterweiterten B-Splines von (n + 1)? Gitter-
zellen hat die Galerkinmatrix der wh-Splines in jeder Zeile hichstens 4(2n + 1)? Eintriige
# 0. Die Bandbreite héngt von der Anzahl (r, s) der Gitterzellen ab und betrigt maximal
2nmax(r, s) + 2n + 2. Diese Bandstruktur lisst sich in Abbildung 5.1 gut erkennen.
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Abbildung 5.2: Erweiterungsmatrix, links global nummeriert, rechts nach I und J (1098
Nichtnull-Elemente)

5.3.2 Erweiterungsmatrix

Das Aufstellen der Erweiterungsmatrix erfolgt sukzessive, indem fiir jeden &dufleren B-
Spline b; die Indexmenge I(j) berechnet wird. Hierbei reprisentiert I(j) das (n+ 1) x
(n+ 1)-Feld innerer B-Splines, das beziiglich der Maximumsnorm am néchsten an j liegt.
Nach Satz 11 kénnen dann die Werte e; ; durch Auswertung geeigneter Lagrangepolynome
berechnet werden.

AufBlerdem miissen fiir alle inneren B-Splines b;, i € I die Indizes I(i) so bestimmt werden,
dass der Triager des dualen Funktionals A; in €2 mdglichst nahe am Mittelpunkt des B-
Spline-Trigers liegt. Dieses Ergebnis bendtigt man zur Berechnung des Skalierungsfaktors

1

f))(ig)sich daraus ergebende Erweiterung bezieht sich aber bislang nur auf die B-Splines
br. Deshalb mufl bei der Aufstellung der Erweiterungsmatrix E beachtet werden, dass
erstens e; ; nicht von v € {1,2} abhingt und zweitens auch keine Erweiterung von B;,
durch B;,, p # v erfolgt. Damit ergibt sich, unter Verwendung der bei der Aufstellung
der nichterweiterten Galerkinmatrix angenommenen Nummerierung, die Matrix E mit

1 firi =k
E(i, k) = €i/2,k/2 fiir 2, k gerade, k duflerer Spline
’ ei—1)/2,(k—1)/2 fiir ¢, k ungerade, k duflerer Spline
0 sonst

firie {1,2,...,2/I|} und k € {1,2,...,2|K|}.

In Abbildung 5.2 ist die Belegungsstruktur der Erweiterungsmatrix unter Verwendung
quadratischer Splines (n = 2) dargestellt. Die beiden Bilder verdeutlichen die geringe
Anzahl der Nichtnull-Elemente. Dabei wurde bei dem linken Bild eine globale Numme-
rierung verwendet. Hierunter versteht man die lexikographische Nummerierung aller auf
dem Gitter vorkommenden Splines, auch jener, deren Tréger iiberhaupt nicht in 2 liegen.
Die Bandstruktur erklirt sich durch die Wahl der Menge I(j).

Im rechten Bild dagegen wurden zuerst die inneren und dann die &ufleren Splines durch-
nummeriert (die Splines, die weder innere noch duflere sind, wurden hier nicht bertick-
sichtigt). Hier kann man gut die Struktur der Erweiterung sehen. Jeder erweiterte Spline



NArLLul J. LIVIE LILIVIEGIN L 1IvU NG

ist eine Linearkombination aus sich selbst und mehreren dufleren. Dadurch entsteht diese
Blockstruktur mit einer Diagonalmatrix an erster Stelle.

5.4 Losen des Galerkinsystems

Gleichungssystem mit 110 Unbekannten Gleichungssystem mit 378 Unbekannten

0.9999
0.9998(
o 0.9995 o
o o
N N 0.99971
[} [}
2 2
[ [
H 2 0.9996
< <
0.9991
0.9995
0.9994
0.9985 0.9993 : ' :
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Relaxationsparameter Relaxationsparameter
Gleichungssystem mit 1394 Unbekannten Gleichungssystem mit 5346 Unbekannten
1 T T T 1 T T T
2 2
[ [
N N
o o
©0.9998 =
[ [
> >
c c
o o
4 4
0.9999
0.9996 : ' : : ' :
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
Relaxationsparameter Relaxationsparameter

Abbildung 5.3: Konvergenzraten des Losers in Abhéngigkeit von w unter Verfeinerung
des Gitters

Nachdem die Galerkinmatrix und die rechte Seite aufgestellt wurden, muss nun die Losung
x des Gleichungssystems
Grr =1y

berechnet werden.
Die Wahl des Losers hingt von der Eigenschaft der Matrix ab. So wird zwischen den
beiden Fillen

e ['p hat positives eindimensionales Maf}, d.h. G}, ist positiv definit

e reines Neumann-Problem, d.h. dimker G}, > 0

unterschieden.
Betrachten wir zuerst den Fall, dass GG}, positiv definit ist. Dann kann das Gleichungs-
system mit dem iterativen PCG-Verfahren mit SSOR-Vorkonditionierung gelost werden,
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dass hier kurz vorgestellt wird:
Die Matrix G}, ist symmetrisch und damit zerlegbar in
Gyn=D+L+L",
wobei D eine Diagonalmatrix und L eine untere Dreiecksmatrix ist. Somit ldsst sich die
Matrix C' der SSOR~Vorkonditionierung
1
C=———(D+wL)D (D +wL"
w(2—w)( +wL)D (D +wL")

angeben (vgl. [H698]). Hierbei ist w € (0,2) der Relaxationsparameter.
Des weiteren kann C' als Multiplikation zweiter Dreiecksmatrizen C; und C mit

C, = (D+wLh)
1
= —(D YD !
Cs w(Q—w)( +wl)
C = Cy)(4

betrachtet werden.
Damit ergibt sich eine Iterationsvorschrift [Bra97]:

Startwerte:
20 Startvektor, ¢° = G2 — v,
h? = Cri(Cytg”), d° = —h",

pn’ = (9", %
Iteration:
a’“ = Ghdk

Ae = i/ (d", a*)

$k+1 = l'k + )\kdk

gk+1 — gk 4 )\kak

hk—l—l — Cfl(C’{lgk“)

Mlc-i—l — (gk‘H, hk+1>

dk+1 — _hk+1 + (uk+1/uk)dk

Die optimale Wahl des Relaxationsparameters hiingt stark von €2 und der gewéhlten Git-
terweite ab. In Abbildung 5.3 erkennt man sofort, dass sich mit zunehmender Verfeinerung
des Gitters der optimale Relaxationsparameter w,,; verdndert. Dabei ist in y-Richtung
der Spektralradius der Iterationsmatrix I — C~'G), aufgezeichnet.

In Abbildung 5.4 sind die Anzahl der Iterationen und die Entwicklung der Rechenzeit
verdeutlicht. Trotz der schwankenden Iterationszahl erkennt man die Tendenz, dass bei
Zunahme des Splinegrades auch die [terationszahl steigt. Dies ist aufgrund der steigenden
Bandbreite nicht verwunderlich. Die Abnahme des Fehlers, dessen Verlauf typisch fiir das
pcg-Verfahren ist, ist in Abbildung 5.5 dargestellt.

Liegt ein reines Neumann-Problem vor, so ist (G}, nicht positiv definit und wird deshalb
nicht mit dem Verfahren konjugierter Gradienten geldst. Stattdessen greift man auf das
MINRES-Verfahren [Fis96] zuriick, wobei auch hier eine Vorkonditionierung mit SSOR

wie oben beschrieben, sinnvoll erscheint.
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Abbildung 5.4: oben: Anzahl der Iterationen bei verschiedenen Splinegraden, unten:
Laufzeit des Losers (1.4GHz-Prozessor)
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Abbildung 5.5: Abnahme des Fehlers im Laufe der Iteration

5.5 Benutzeroberfliche

Zur einfachen Bedienung der Programme wurde eine Benutzeroberfliche implementiert,
die einen Grofiteil der von den Programmen erlaubten Flexibilitit beinhaltet.
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3

Figure Mo. 1: Ebener Spannungs- und Verzemungszustand =R

i

Im Folgenden soll die Benutzung dieser Oberfléche kurz erldutert werden, indem anhand
eines Beispiels die einzelnen Schritte ausgefiihrt werden.

1. Gebiet laden: Auswahl der entsprechenden Datei in dem sich 6ffnenden Fenster.
Das Gebiet wird in dem Achsenkreuz dargestellt (sieche oben). Dabei muss das
Gebiet, dass gegebenfalls vorher mit einem Editor erstellt wurde, in einer Datei
abgespeichert sein.

2. Randdaten bearbeiten: links unten erscheint eine Eingabezeile, in die der Funktions-
name der Randlast eingetragen werden muss.

o _ehata b2 o

3. Gitter initialisieren: Eingabe der Gitterweite links unten. Daraufhin wird das Gitter
berechnet und im Achsenkreuz dargestellt.
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[l Figure Ho. 1: Ebener Spannungs- und Verzermungszustand =R

(g

4. Wahl der PDgl: Wahl zwischen ebenem Spannungs- und Verzerrungszustand und
gegebenenfalls Angabe der Gewichtsfunktion. Die Angabe der Gewichtsfunktion
entfillt, wenn eine reines Neumannproblem vorliegt. Dieser Fall entspricht dem
unbestimmten System.

5. Sperzifikation der PDgl: Angabe des Elastizitdtsmoduls, der Poissonzahl und der
Volumenlast.

I A
1

oot bse2_¥
J

6. Losung berechnen

7. Losung plotten: Es besteht die Wahl zwischen der Verschiebung, der Verschiebungs-
norm, der max. Hauptspannung, der von Mises-Spannung und der max. Schubspan-
nung.
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Werschiebung = I

ok |

Als Ergebnis wird dann die Losung in einem neuen Fenster dargestellt.

Ea . Figure No. 2: Deformation - Skalierung: 4.41679e+06
File Edit View Insert Tools ‘Window Help

NEFEILY Y Nar-re




Kapitel 6

Numerische Resultate

6.1 Experimentelle Verifikation der Fehlerordnung

Die im letzten Kapitel bewiesenen Fehlerordnungen (Satz 31 und Satz 32) werden nun
anhand einiger Beispiele veranschaulicht. Dabei spielt die Regularitidt der Losung, wie
schon in Abschnitt 4.2 beschrieben, eine wichtige Rolle.

Bemerkung: Die hier aufgefiihrten Fehler sind relative Fehler und ergeben sich, sofern
die exakte Losung u vorgegeben ist, aus

o, = = ull
[l

Andernfalls wird der Fehler von w; zu der vorhergehenden Berechnung uy/, auf einem
groberen Gitter berechnet:

~lun = unpallm

ey —
[[ten 2| m
Die Konvergenzordnungen ergeben sich aus

€h
c = logy, —.
€h/2

Betrachten wir zuerst den Fall, dass eine beliebig glatte Losung auf einem Gebiet vor-
gegeben sei. Hier wurde als Gebiet ein Halbkreis gew#hlt, dessen Geradenstiick auf der
x-Achse liegt und eingespannt ist.

Als Gewichtsfunktion ist daher w(z,y) = y zu wihlen. Die vorgegebene Losung u lautet

(1+v)(1—2v) ( e*/(1+vy) > _

u(e,y) = w(z,y) z el

64
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0.9 q
0.8 q
0.7+ =
0.6 q
05F B
041 =
0.3 q
0.2 B
0.1 q

I I I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obwohl das Gebiet Q nur C? ist, ist durch die Vorgabe der glatten Losung u € HE(Q) N
H™(Q) fiir ein hinreichend grofies m. Dann ergeben sich die erwarteten Fehlerordnungen
in der L?- und der H'-Norm.

0 Fehler in der L2-Norm Konvergenzraten in der L2-Norm
10 . . . : 7 . . :
—— Splinegrad 2 —— Splinegrad 2
Splinegrad 3 Splinegrad 3
107 —=— Splinegrad 4 || —=— Splinegrad 4 |
S
10 F
5 )
510 1
i e
10°
2 - 4
107° il |
10712 Il Il Il Il 0 Il Il Il
0 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Anzahl der Verfeinerungen Anzahl der Verfeinerungen
0 Fehler in der H1-Norm Konvergenzraten in der HL-Norm
10 . . . : 7 . . :
—— Splinegrad 2 —— Splinegrad 2
Splinegrad 3 Splinegrad 3
102 —=— Splinegrad 4 || 6 —=— Splinegrad 4 ||
5l J
10"
- . 4 e
Z o e
5 10 ~_ 1
8 3r 9
10° ¢ T 1
T~ 2 —_—
107% 8 il |
10712 Il Il Il Il 0 Il Il Il
0 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Anzahl der Verfeinerungen Anzahl der Verfeinerungen

Greift man als Beispiel den Fehler in der H'-Norm und Splinegrad n = 2 des Ansatzrau-
mes heraus, so ergibt sich das berechnete Resultat h? aus

lu = unlly < ch®||ulliys

mit s = min(3,m) — 1 = 2 und hinreichender Glattheit der Losung u (hier u € H?*(Q)).

Als weiteres Beispiel fiir eine glatte Losung werden die in Abschnitt 4.2 angesprochenen



Voraussetzungen erfiillt, indem als Gebiet der Kreisring zwischen zwei nicht konzentrisch

liegenden Kreisen gewihlt wird.

Dabei ist der innere Kreis fest eingespannt und es wirkt eine Volumenkraft vom Ursprung
weg, die einer Rotation um den Ursprung und der damit verbundenen Zentrifugalkraft

entspricht.

Aufgrund der Glattheit des Gebietsrandes und der Krifte f und ¢ und da sich die Ab-
schliisse der Randtypen nicht schneiden, ist auch die Glattheit der Losung u gegeben.

NAriiru 0.

Und so ergeben sich, wie oben auch, die Fehler und Konvergenzordnungen.

Fehler in der L2-Norm

—— Splinegrad 2
1072 Splinegrad 3 ||
—=— Splinegrad 4
107
ko
=
[}
'R
10°
N
10 S
N
L L L \\E
0 2 3 4
Anzahl der Verfeinerungen
Fehler in der H1-Norm
—— Splinegrad 2
102 Splinegrad 3
—=— Splinegrad 4
107
= N
'R \\
10°r S ~ 1
\
10°% .

0 1

2
Anzahl der Verfeinerungen

3

0 . .

8 ;

Konvergenzraten in der L2-Norm
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Splinegrad 3
—=— Splinegrad 4

L
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Anzahl der Verfeinerungen

Konvergenzraten in der H1-Norm
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6.2 Fehlerordnung bei Singularititen

Ein Rechteck

R={z€eR:0<2 <10, 0 < 2y <4},

dass am linken Rand (auf der y-Achse) eingespannt ist, wird durch seine Gewichtskraft
deformiert.

An den Punkten P; = (0,0) und P, = (0, 4) entstehen Singularititen, die die Konvergenz-
ordnung der Finiten Elemente Approximation beeinflussen.

35

251

15

0.5

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz garantiert uns eine Losung in H}(Q2) und somit
eine Konvergenzordnung des L2-Fehlers von h!. Wie man aber bei der experimentellen
Betrachtung feststellt, wird sogar eine Ordnung von etwa h'* erreicht. Auf eine genauere
Untersuchung rationaler Konvergenzordungen wird hier aber verzichtet.

Anhand der gefunden Konvergenzordnungen ergibt sich sofort, dass die Verwendung von
Splinegraden hoher als n = 1 nicht sinnvoll ist, da man wegen der fehlenden Regularitét
der Losung kaum bessere Ergebnisse mit ihnen erzielen wiirde.

o Fehler in der L2-Norm Konvergenzraten in der L2-Norm
10 T T 2 .
—— Splinegrad 1 —— Splinegrad 1
—=— Splinegrad 2 1.8f —=— Splinegrad 2 H
—=— Splinegrad 3 —=— Splinegrad 3
10—1 1.6 1
1.4//
1.2f
1,
0.8r
0.61
0.4r
0.2r
. . . 0 . .
0 1 2 3 4 1 2 3 4

Anzahl der Verfeinerungen Anzahl der Verfeinerungen
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o Fehler in der H1-Norm Konvergenzraten in der HL-Norm
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Bei der Betrachtung des Fehlers auf dem Gebiet werden die Singularititen an den Punkten
P, und P, deutlich. Dabei ist links der Fehler der x-Komponente und rechts der Fehler
der y-Komponente von u dargestellt.

6.3 Regularitit im Innern des Gebietes

Im Innern des Gebietes hat die Losung zusétzliche Regularitit. Betrachten wir bei dem
vorherigen Beispiel nur die Teilmenge

R ={rcR:4<2, <8, 1< 1 <3},

so ergeben sich die unten stehenden Fehler und Konvergenzraten. Dabei fillt auf, dass
sich die Konvergenzrate in der L?>-Norm nicht veriindert hat. In der H'-Norm hat sich
die Ordnung aber bis zu der der L?-Norm verbessert.
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6.4 Fehler auf dem Neumannrand

Bei der Fehlerbetrachtung muss auch untersucht werden, wie gut die gegebenen Randbe-

dingungen approximiert werden.

Die Gewichtsfunktion sichert uns die exakte Einhaltung der homogenen Dirichlet-Rand-
bedingung u = 0 auf I'p. Anders verhélt es sich mit der auf I'y vorgegebenen Bedingung

on = ¢. Diese wird im Folgenden an zwei Beispielen untersucht.

Als erstes Beispiel dient wieder die hinreichend glatte Losung iiber dem Gebiet des Kreis-

rings aus Abschnitt 6.1.

Fehler auf dem Neumannrand
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Links ist der relative Fehler

lon = gllo.ry
[1£1lo
und rechts dessen Konvergenzordnung dargestellt.
Hier erfolgt die Approximation der Randbedingungen mit gleicher Ordnung wie die Ap-
proximation auf dem gesamten Gebiet.

Im Beispiel des links eingespannten Rechtecks aus 6.2 ist dies nicht mehr der Fall. Die
Betrachtung des Randfehlers liefert eine schlechtere Konvergenz als auf dem Gebiet.

Fehler auf dem Neumannrand Fehlerraten auf dem Neumannrand
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Kapitel 7

Anwendungsbeispiele

7.1 Querschnitt eines Damms

Betrachtet wird ein vereinfachtes Modell eines Dammes, dessen Querschnitt und dessen
Belastung sich nicht dndert.

Untersucht man die Verschiebungen und die Spannungen in dem Damm, so kann der ebe-
ne Verzerrungszustand angenommen werden. Dabei besitzt das Ergebnis aufgrund der
zweidimensionalen Betrachtung nur ab einem gewissen Abstand zum Dammende Aussa-
gekraft.

60

50

401

30+

20

101

L L L L L L L
-40 -30 -20 -10 0 10 20

Der Damm wird durch die eigene Gewichtskraft und die Wasserkraft deformiert, wobei
letztere, wie aus obigem Bild ersichtlich, linear mit der Wassertiefe ansteigt.
Dabei errechnet sich die Gewichtskraft der Staumauer fiir eine angenommene Dichte p =

2400% des Betons durch

B 0\ N 0 N
F=r{ Z10 ) kg = \ —24000 ) o7 -

Der Wasserdruck, der auf die rechte Seite des Dammes wirkt, ergibt sich aus

—10*h + 64e4 \ N
g(h)=< ) :

0 m2

71
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Dabei wurde verwendet, dass der Wasserspiegel bei 64 Meter liegt, und der Wasserdruck
N

pro Meter Wassertiefe um 104@ zunimmt.

Rechts ist das verwendete Gitter abgebildet. Als Gewichtsfunktion wurde der Abstand
zum Fufl des Dammes verwendet, wobei angenommen wurde, dass der Damm am Grund
fest eingespannt ist.

Gewichtsfunktion | w(z,y) =y

Elastizitatsmodul | £ = 3el0

Poissonzahl v =20.25
0
Vol last =
olumenlas f(z,y) 94000
10000(y — 64
Flichenlast g(z,y) = < (g )>
Gitterweite h=4

Aus der Berechnung ergeben sich folgende Ergebnisse, wobei die Deformation zur Ver-
deutlichung skaliert dargestellt ist:

70 3.5

0.5

Deformation des Dammes (Skalierungsfaktor: 969)
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Bei der Spannung wird die Singularitdt der Losung in den beiden unteren Eckpunkten
deutlich. Dies liegt am Ubergang von der Dirichlet- zur Neumann-Randbedingung. Auf-
grund der gewéhlten Gitterweite von h = 4 wird dies am linken Punkt nicht so deutlich
sichtbar.

7.2 Querschitt eines Druckbehilters

Als zweites Beispiel wird ein Druckbehélter betrachtet, dessen Querschnitt aus der Ab-
bildung der Gitterzerlegung und der angreifenden Krifte ersichtlich ist [Han73]. Aufgrund
der geometrischen Beschaffenheit, sprich dass sich der Querschnitt und die Belastung in
einer Richtung nicht &ndern, findet der ebene Verzerrungszustand Anwendung.

Bei dem hier betrachteten Beispiel wirkt in allen Offnungen ein konstanter Druck von
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4Omﬁ radial nach auflen.

Zur Berechnung der Verschiebungen wurden folgende Werte zugrunde gelegt. Wegen ihrer
Komplexitat wird hier allerdings auf die Angabe der Flichenlast verzichtet.

Gewichtsfunktion | w(z,y) =1

Elastizitatsmodul | E = 2¢7

Poissonzahl v=20.3
Volumenlast flz,y) = (8)
Fléchenlast

Gitterweite h =100

Die Gittergenerierung liefert

Hierbei wurde eine recht feine Gitterweite gew#hlt, damit die Ergebnisse beim kleinsten,
dem mittleren Loch auch noch hinreichend gut sind. Auflerdem muf3 der Bedingung, dass
keine Zelle zwei Rénder enthélt, Rechnung getragen werden.

Die Symmetrie des Gebietes macht eine Teilbetrachtung mdéglich, die hier aber nicht weiter
verfolgt wurde.

Die Berechnung des ebenen Verzerrungszustandes liefert die folgende Verschiebung
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Bei dem Plot der Spannungen wurde eine kleinere Gitterweite gewéhlt, um die Linien
gleicher Hauptspannung weiter zu glétten.
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7.3 Rotierende Metallscheibe

Als letztes Beispiel betrachten wir eine diinne Metallscheibe (Dichte p = 7.5 kg/cm?), wie
unten abgebildet.

| ! | | |
) A b & - N w s o
T T T T T T T T T T T

Diese Scheibe dreht sich mit w = 10 Umdrehungen pro Sekunde um den Ursprung und
ist am inneren Kreis fest eingespannt. Dann ergibt sich in jedem Punkt (x,y) die Zentri-
fugalkraft

f(fr,y)szp("; ) :

Bei der Berechnung wird wegen der Geometrie der Scheibe der ebene Spannungszustand
zugrunde gelegt. Die Scheibe ist, gesehen zu ihrer Ausdehnung in der (z,y)-Ebene, diinn
und die angreifenden Kréfte, hier die Zentrifugalkrifte, wirken nur in dieser Ebene.

Gewichtsfunktion | w(z,y) = z* +y* — 25

Elastizitatsmodul | £ = 2.12e7

Poissonzahl v =0.28
Volumenlast f(z,y) =750 (Zx/
Fléichenlast g(x,y) = (8)
Gitterweite h=10.5

Auch hier liefert die Gittergenerierung eine Einteilung der Zellen in innere und &dufere.
Dabei wird schon das Verhiltnis der Anzahl der inneren Zellen zu den dufleren deutlich.
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Die Berechnung liefert die Deformation sowie die von Mises-Spannung. Wie bereits im
vorhergehenden Kapitel beschrieben, ist aufgrund der Glattheit der Gebietsrinder die
Verwendung héherer Splinegrade sinnvoll, da ohne groflen Mehraufwand eine bessere Ap-
proximation erzielt wird. Hier kamen Splines vom Grad 3 zur Anwendung.

-3t

4L

Deformation (Skalierungsfaktor:320)

x10™*




[Re) NArtiul (. AINVWEINUUINGODLLIO LV

16000

14000

r 112000

10000

r - 8000

5000

4000

von Mises-Spannung



Kapitel 8

Resumé

Zusammenfassend lassen sich die Ergebnisse in kurzer Form darstellen. Die web-Methode
hat gegeniiber den bisherigen Standard-FEM-Verfahren keine gravierenden Nachteile:

e die web-Basis ist stabil,

die Kondition der Galerkinmatrix wiichst mit h 2,

die web-Basis liefert die volle Approximationsordnung,

die Fehlerabschitzung entspricht der der Standardelemente,

hierarchische Basen erlauben adaptive Verfeinerung,

das regelmiflige Gitter erlaubt Multigridmethoden und

die Moglichkeit der Parallelisierung
Hinzu kommen die direkten Vorteile der Methode:
e die aufwendige Gittergenerierung entfillt,
e die Glattheit und die Approximationsordnung kann beliebig hoch gewé&hlt werden,

e die Erhohung des Splinegrades bringt nur eine geringe Anzahl neuer Freiheitsgrade
mit sich und

e die Darstellung der Gebietsridnder als NURBS-Kurven ist priadestiniert fiir den Ein-
satz in CAD-Systemen

Einziger Nachteil ist die Konstruktion der Gewichtsfunktion. Hier gibt es aber mit den
R-Funktionen [RS95] bereits ein effizientes Verfahren fiir Gebiete, die durch implizite Glei-
chungen definiert werden. Aber auch fiir NURBS-berandete Gebiete lésst sich numerisch
eine Gewichtsfunktion bestimmen.

Alles in allem ldsst sich zusammenfassen, dass die Methode der gewichteten erweiterten
B-Splines ein effizientes Verfahren zum Losen von Randwertproblemen darstellt. Durch
die Verwendung von B-Splines und NURBS-Kurven zur Gebietsberandung bietet sich ein
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Einsatz in CAD-Systemen an, deren Geometriedarstellung meist darauf basiert. Des wei-
teren sind bereits viele Methoden der B-Spline-Manipulation und -Auswertung effizient
implementiert und somit diese Berechnungen nicht aufwendiger als bei den Standard-
FEM-Verfahren.

Vorausblickend gibt es noch eine Reihe interessanter Aufgaben in diesem Bereich, die
genauere Betrachtung verdienen.

So gibt es noch viele weitere physikalische Probleme, seien es nun zeitabhéingige oder
zeitunabhéngige. Dariiber hinaus darf natiirlich auch die Betrachtung dreidimensionaler
Probleme, die aufgrund der zunehmenden Rechenleistung der Computer immer mehr in
den Vordergrund riicken, nicht aufler Acht gelassen werden.

Des Weiteren bleibt eine detaillierte Betrachtung der Regularitit der Losung genauso
unerlésslich wie die Entwicklung neuer problemabhingiger Gewichtsfunktionen.

Aber auch die bisherigen Verfahren liefern weitere interessante Ansatzpunkte. So sind
Mehrgitterverfahren und Adaptivitit aus den Standardverfahren kaum noch wegzudenken
und motivieren auch fiir das web-Verfahren eine weitergehende Untersuchung.



Anhang A

Programmiibersicht

Nachfolgend wird die Funktionsweise der MATLAB-Programme, die im Zuge dieser Diplom-
arbeit erstellt wurden, kurz erldutert. Dabei steht mehr die Funktion, der Aufbau und
die meist zellweise Bearbeitung im Vordergrund. Auf Details der Implementierung wird
hier nicht ndher eingegangen. Die Funktionsweisen von Programmen, die hier nur im Zu-
sammenhang erwihnt werden, sind aus der Projekt-Dokumentation [HAB™] ersichtlich.
Ebenso findet man dort Aussagen iiber Implementierung und Speicherstrukturen.

web_elastgl project:

Bei Problemen, bei denen auf dem ganzen Rand Neumann-Randbedingungen vor-
gegeben sind, ist die Eindeutigkeit der Losung nicht gegeben. Will man nun zwei
Losung qualitativ miteinander vergleichen, zum Beispiel um Aussagen iiber das
Fehlerverhalten treffen zu konnen, so muss vorher eine Projektion auf den Kern der
Differentialgleichung erfolgen. Dies erledigt diese Funktion.

Eine Basis des Kerns bilden

= (3) me (2 ne(2)

Damit ergibt sich durch Projektion

Zf up;
Q i
Upey = U — Di-

f q PiDi

Das Programm berechnet unter Verwendung von web_integrate die benotigten
Integrale und damit die drei Faktoren. Anschliefend werden die Funktionen z
und y durch Splinekoeffizienten reprisentiert und dann u,., berechnet. Die Re-
priasentation durch Splinekoeffizienten ist n6tig, um die Speicherstruktur der Losung
u beizubehalten.

web_elastgl residuum:

Die Funktion berechnet den Fehler der Losung, indem diese wieder in die Differen-
tialgleichung eingesetzt wird. Dabei wird sowohl der Fehler in €2 als auch der Fehler

81



ANOAING A, FRUGCHRANVIVIUDEIDIULT L

auf dem Neumannrand berechnet.

Hierzu wird jede Gitterzelle () einzeln betrachtet. Die Funktion web_int_points
liefert die Gausspunkte und -gewichte. Die Losung, die Gewichtsfunktion und die
rechte Seite f wird anschliefend an den Gausspunkten ausgewertet. Dabei wird
zum Auswerten der Losung die Funktion web_cspline_eval verwendet, die auch
die ersten und zweiten Ableitungen ausgibt. Damit konnen die Werte von —divo(x)
berechnet und von f(x) subtrahiert werden. Zuletzt wird mit den Gaussgewichten
der Fehler auf Q) N €2 gebildet.

Liegt die betrachtete Gitterzelle () auf dem Neumannrand, so werden zusétzlich die
Gausspunkte auf dem Rand berechnet. Hierzu liefert die Funktion web_gausspar
die Parameter, die an die einzelnen Randsegmente angepasst werden. Mit den so
erhaltenen Gausspunkten und -gewichten werden anschliefend durch Auswerten der
Funktion g und von on die Differenzen auf dem Rand berechnet und mit den Ge-
wichten integriert.

Wurden alle Gitterzellen bearbeitet, so folgt durch Aufsummieren das Ergebnis.

web_elastgl_sol:

web_elastgl_sol berechnet fiir ein gegebenes Problem die Fehlerentwicklung bei
mehrmaliger Halbierung der Schrittweite. Dabei kann die exakte Losung angege-
ben werden oder aber die Fehlerberechnung erfolgt im Vergleich zur vorhergehenden
Losung auf dem groberen Gitter.

Fiir die Startgitterweite wird das Problem gel6st und sofern keine exakte Losung
vorliegt, die relevanten Daten gespeichert. Das Losen erfolgt durch mehrere Schrit-
te, auf die in der Beschreibung zu web_elastgl_test nidher eingegangen wird.
Dann wird iterativ die Gitterweite halbiert und das gegebene Problem dort gelost.
Der Fehler in der L2-, H'- und H?-Norm wird anschlieBend mit dem Programm
web_error berechnet.

Zuletzt werden die Fehler und Konvergenzraten in den einzelnen Normen grafisch
dargestellt.

web_elastgl test:

Die Funktion web_elastgl_test stellt ein komplettes Programm zum Losen eines
Problems dar. So werden alle nétigen Schritte von der Gittergenerierung bis zur
Visualisierung der Losung nacheinander durchlaufen.

Zu Beginn des Programms wird die Funktion web_grid_init aufgerufen, die die
Gittergenerierung iibernimmt. Das Ergebnis wird durch web_grid_plot darge-
stellt. AnschlieBend stellt die Funktion web_galerkin elastgl das Gleichungssy-
stem fiir nichterweiterte B-Splines auf. Die Erweiterung iibernimmt die Funktion
web_ext_system, in deren Anschlufl das System mit Hilfe von web_ext_solve gelost
wird. Liegt nun der Fall vor, dass das Problem keine eindeutige Losung besitzt, so
wird die berechnete Losung unter Verwendung der Funktion web_elastgl_project
auf den Kern der Differentialgleichung projiziert. Danach wird das Ergebnis mit der
Funktion web_solution_plot_elastgl visualisiert. Als Abschlufl wird die Losung
wieder in die Differentialgleichung eingesetzt und der Fehler auf dem Gebiet und
auf dem Neumannrand berechnet. Dies iibernimmt web_elastgl_residuum.



web_galerkin elastgl:

web_galerkin elastgl bildet das Kernprogramm. Hier erfolgt das Aufstellen der
Galerkinmatrix.

Dazu wird in einer Schleife nach und nach jede Gitterzelle durchlaufen. Die Funk-
tion web_int_points liefert die zugehorigen Gausspunkte, an denen die Gewichts-
funktion gleich ausgewertet wird. Die Funktion web_cspline_eval erledigt dies
anschlieffend fiir die B-Splines. Damit kann die Galerkinmatrix nun berechnet wer-
den. Bevor allerdings das Aufstellen der Galerkinmatrix beginnt, wird zuerst die
rechte Seite des Gleichungssystems berechnet. Dazu miissen, liegt die aktuelle Git-
terzelle auf dem Rand des Gebietes, mit web_int_boundary die Gausspunkte auf
dem Rand bestimmt werden, an denen dann die B-Splines und die Funktion g aus-
gewertet werden.

Nun folgt das Aufstellen der Matrix. In einer Schleife iiber alle, auf dieser Gitterzel-
le relevanten B-Splines wird V(wb;) berechnet und gleichzeitig die rechte Seite des
Gleichungssystems aufgebaut. Diese Ergebnisse werden dann dazu verwendet, um
in einer erneuten Schleife {iber alle moglichen B-Spline-Kombinationen das Integral
iber V(wb;)V(wb;) zu berechnen und in der Matrixstruktur abzuspeichern.
Zuletzt werden die Diagonalelemente, die Null sind, auf 1 gesetzt. Dies muf} ge-
macht werden, da bei dieser Implementierung auch B-Splines als Basisfunktionen
vorkommen, deren Tréger nicht in €2 liegt.

web_int_boundary:

Die Funktion web_int _boundary liefert die Integrationspunkte und -gewichte auf
dem Randstiick, das in einer gegebenen Gitterzelle liegt, zuriick.

Hierzu werden in einer Schleife iiber alle dort vorkommenden Randsegmente die
Gausspunkte auf jedem Segment verteilt. Dazu dient die Funktion web_bez_eval,
die zu gegebenen Parameterwerten die entsprechenden Stiitzstellen liefert. Anschlie-
B8end miissen nur noch mit Hilfe der Integraltransformation die neuen Gewichte
bestimmt werden.

web_integrate:

Diese Funktion berechnet das Integral iiber das Gebiet 2. Hierbei kann der In-
tegrand sowohl als MATLAB-Funktion, als String oder durch die Splinekoeffizienten
iibergegeben werden. Voraussetzung ist allerdings ein vorhandenes Gitter.

Die Integration erfolgt fiir jede Gitterzelle @) einzeln. Auf ) wird dann das Integral
durch Gaussintegration berechnet, wobei je nach Wahl des Integranden dieser an
den Stiitzstellen ausgewertet werden muss. Bei den Splinekoeffizienten erfolgt dieser
Vorgang durch die Funktion web_cspline_eval.

web_solution_plot_elastgl:

web_solution plot_elastgl visualisiert das Ergebnis der numerischen Berechnung.
Dabei besteht die Wahl zwischen der Verschiebung, der Norm der Verschiebung, der
maximalen Hauptspannung, der von Mises-Spannung und der maximalen Schub-
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spannung.

Uber das Gebiet © wird ein feines Gitter gelegt, an dessen Punkten die Losung
ausgewertet wird. Hierzu dient die Funktion web_spl_eval, die bei gegebener Ge-
wichtsfunktion den Funktionswert der Losung an einer Stelle berechnet.

Im Anschluss daran werden, sofern gewiinscht, die einzelnen Spannungen berech-
net. Nachdem die Funktionswerte der Gitterpunkte auflerhalb des Gebiets auf NaN
gesetzt wurden, erfolgt die grafische Ausgabe. Dazu wird im Fall der Verschiebung
ein zweidimensionaler Plot ausgegeben, in dem die Deformation zur Verdeutlichung
skaliert dargestellt ist. Im Fall der Verschiebungsnorm wird ein dreidimensionaler
Plot erzeugt, der die Norm des Verschiebungsvektors reprisentiert. Die Ausgabe
der Spannungen erfolgt als zweidimensionaler Plot auf dem Referenzgebiet.
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