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Kurzfassung

Diese Arbeit befasst sich mit dem Problem der Dreifarbbarkeit planarer Graphen. Sie kniipft
an die Beitrage von Grétzsch und Griinbaum an und erweitert diese durch Reiteration mit
Augenmerk auf unklaren Aspekten und Schlieflen von bislang iibersehenen Liicken. Der
Fokus liegt dabei auf der Untersuchung von Griinbaum’s Beweis Gritzsch’s Theorem on
3-Colorings, in dem die Dreifarbbarkeit von planaren Graphen mit maximal drei Dreiecken
bewiesen wird. Zudem wurde das Potenzial der Beweisstruktur fiir die Implementierung
eines effizienten Algorithmus gepriift.
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1 Einleitung

Die Untersuchung der Graphenfirbung ist ein spannendes Kapitel in der Mathematik und
theoretischen Informatik. Eine ihrer grundlegenden Motivationen liegt in ihrer Fahigkeit,
komplexe Strukturen und Probleme in einer vereinfachten und intuitiven Form darzustellen.
Dies reicht von der Einfiarbung von Landkarten zur Unterscheidung angrenzender Gebiete,
wo die Graphenfiarbung ihren Ursprung findet, bis hin zu modernen Anwendungen, zum
Beispiel in der Netzwerktheorie und Optimierung.

Historisch begann sie wohl 1852 mit der Vermutung von Francis Guthrie: Jede Landkarte
lieBe sich mit vier Farben so firben, dass benachbarte Linder unterschiedliche Farben
haben [Will4]. Dieses Problem ist auf die Graphentheorie iibertragbar, indem Lénder durch
Knoten und Nachbarschaften durch Kanten repréisentiert werden.

Ein weiterer wichtiger Beitrag kam 1959 von Groétzsch mit seinem Werk Fin Dreifarbensatz
fiir dreikreisfreie Netze auf der Kugel [Gro59]. Damit zeigte er, dass jeder planare Graph
ohne 3-Zyklen 3-farbbar ist.

Griinbaum erganzte 1963 diese Forschung durch sein Werk Grétzsch’s Theorem on 3-
Colorings [Gri63], in dem er zeigte, dass jeder planare Graph mit nicht mehr als drei
3-Zyklen ebenfalls 3-farbbar ist.

2011 entwickelten Dvorak, Kawarabayashi und Thomas in Three-Coloring Triangle-Free
Planar Graphs in Linear Time [DKT11] einen Linearzeitalgorithmus zur 3-Farbung drei-
ecksfreier planarer Graphen. Dieser Algorithmus ist von besonderer Bedeutung, da er nicht
nur die Machbarkeit der 3-Farbung dreiecksfreier planarer Graphen in linearer Zeit zeigt,
sondern auch Ideen mit sich bringt, die adaptiert werden kénnten, um die Effizienz von
Farbbarkeitsalgorithmen fiir Graphen mit gelockerten Einschrankungen zu steigern.
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Abbildung 1.1: Dreifarbbarkeit ist abhingig von der Anzahl der 3-Zyklen.



1 Einleitung

Bei ndherer Untersuchung des von Griinbaum vorgelegten Beweises traten bestimmte
Aspekte hervor, die weiterer Ausarbeitung bedurften. Diese Feststellung soll jedoch in
keiner Weise den grundlegenden Wert von Griinbaum’s Arbeit mindern. Sie spiegelt
vielmehr die dynamische Natur der Forschung in diesem Bereich wider und erdffnet Wege
fiir neue Beitrage, die auf dem Fundament aufbauen, welches durch frithere Arbeiten
gelegt wurde. In der vorliegenden Arbeit wurde dieser Beweis sorgféltig aufbereitet, um
die identifizierten Liicken und Unklarheiten zu adressieren. Diese Uberarbeitung resultierte
in einer komplexeren Invariante fir Griinbaum’s Proposition. Dies machte erforderte
einer eingehenderen Analyse verschiedener Félle und fiihrte zu einer umfangreicheren
Fallunterscheidung. Zudem wurde gepriift, inwieweit sich die Struktur des neu formulierten
Beweises als Basis fiir einen effizienten Algorithmus eignet.
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel fithren wir einige Grundbegriffe, Notationen und einen fiir den Beweis
von Proposition 3.3 niitzlichen Satz ein. Die Definitionen sind hierbei weitestgehend an
jene von Diestel [Diel7] angelehnt.

Definition 2.1 (Planarer Graph). Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heifit planar, wenn
er so in die Ebene gezeichnet werden kann, dass sich dessen Kanten ausschliellich an den
Endpunkten treffen. Hierbei ist V' die Menge der n Knoten und E C {{u,v} | u,v € V,u # v}
die Menge der m Kanten. Der Graph ist also schlingenfrei und enthélt keine Mehrfachkanten.

Definition 2.2 (Facetten). Sei G = (V, E) ein planarer Graph. Betrachte die Einbettung
von G in die Ebene. Als Facetten von G bezeichnen wir die Punktmengen der Ebene, die
durch die Knoten- und Kantenmenge von GG voneinander getrennt werden. Eine k-Facette
ist hierbei eine von genau k Kanten umschlossene Facette. Dies schliefit insbesondere auch
die unendliche Auflenfliche ein. Speziell sind T}, @ und P Bezeichnungen fiir 3-, 4- und
5-Facetten in G. Sei aulerdem f,(G) : G — N die Abbildung, welche den Graphen G auf
die Anzahl enthaltener k-Facetten abbildet. Ist implizit klar, dass es sich um den Graphen
G handelt, schreiben wir statt f,(G) kurz f;.

Definition 2.3 (Pfade, Zyklen und Schnitte). Ein k-Pfad in einem Graphen G = (V, E)
ist eine Folge von Knoten zyx; ...z, sodass {z;,z; ;} € Efir 0 <i<k—1.

Ein k-Zyklus ist ein geschlossener k-Pfad, bei dem Start- und Endknoten iibereinstimmen.
Wird ein k-Zyklus via Knotenfolge zyx; ... x;, angegeben, so werden Start- und Endknoten
nicht mehrfach angegeben. {z,,z,} € E ist impliziert. Wir schreiben T oder Dreieck fiir 3-,
Q oder Viereck fir 4- und P oder Fiinfeck fiir 5-Kreise.

Ein k-Schnitt in einem Graphen G ist ein k-Zyklus, welcher keine k-Facette in G ist. Wir
schreiben T, fiir 3-, Q- fiir 4- und P, fiir 5-Schnitte.

Definition 2.4 (Farbung). Die Farbung eines planaren Graphen G = (V, E) ist eine
Abbildung ¢ : V' — C, wobei C' eine Menge von Farben ist, sodass fiir jede Kante {u,v} € E
gilt, dass c(u) # c(v).

Definition 2.5 (Distanz). Die Abbildung d : V' x V' — N bildet Knotenpaare auf die
Léange des kiirzesten Weges ab, welcher diese beiden Knoten in G verbindet. Die Lénge
beschreibt hierbei die Anzahl der dazwischen liegenden Kanten.
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2 Grundlagen
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Abbildung 2.1: Beispielgraph mit markierten Facetten und Schnitten

Definition 2.6 (Identifizieren zweier Knoten). Das Identifizieren zweier Knoten u,v € V
besteht darin, diese zu einem einzigen Knoten w zu verschmelzen. Sei dafiir G* =
(V*,E*) ein neuer Graph, welcher durch diese Reduktion aus G abgeleitet wird.
Hier ist V* = (VU{w})\{u,v} und E* = (EU{{z,w} |{z,u} € EV{z,v} € E}) \
{{z,y} |y € {u,v}}. D.h. die Knoten u und v werden geloscht, und alle Kanten, die
in G zu mindestens einem dieser Knoten fithrten, fithren in G* stattdessen zu w.

Satz 2.7 (Euler’sche Formel). Fir jeden zusammenhdngenden, planaren Graphen G mit n
Knoten, m Kanten und f Facetten (einschliefSlich der unendlichen aufleren Facette), gilt
die Gleichungn —m + f = 2.
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3 Planare Graphen mit maximal drei
Dreiecken sind dreifarbbar

In den nachfolgenden Abschnitten wird der iiberarbeitete Beweis aus Gritzsch’s Theorem
on 3-Colorings [Gri63] detailliert prasentiert. Dabei sollen Unklarheiten in diesem Beweis
nédher erldutert und gefundene Liicken geschlossen werden.

3.1 Strukturelle Besonderheiten und ihre Konsequenzen

Wir beginnen mit der Darstellung der Hilfsproposition aus [Grii63, Proposition 1], welche
die Einschrinkung der zu betrachtenden Graphenmenge ermdglicht.

Proposition 3.1. Sei G ein planarer Graph. Dann existiert ein planarer Graph H mit
folgenden FEigenschaften:

e G ist ein Teilgraph von H,
o Pk-Facette in H mit k > 5
e V Dreiecke T in H gilt T ist auch in G.

Beweis. Wir konstruieren den Graphen H = (V' E’) aus G = (V,E) mit V C V' und
E C E’. Dann betrachten wir eine k-Facette K in G mit k£ > 5. Existiert eine Kante
{a,b} in E, deren Endpunkte a und b nicht via K benachbart sind, wihlen wir zwei
Knoten u und v auf K, getrennt durch a und b, mit der Distanz d(u,v) > 3. Existiert
eine solche Kante nicht, wihlen wir zwei beliebige Knoten w, v auf K mit der Distanz
d(u,v) > 3. Wir konstruieren einen neuen Knoten w im von K umschlossenen Bereich
mit {{u,w}, {w,v}} C E’. Durch diesen Prozess wird K in zwei neue Facetten unterteilt,
wobei diese jeweils weniger als k£ Kanten haben, und es entstehen keine neuen Dreiecke. [

In diesem Beweis haben wir eine inhaltliche Anpassung gegeniiber dem in Grétzsch’s
Theorem on 3-Colorings [Grii63, S. 304] Vorgestellten vorgenommen. Diese Anpassung
besteht in der Einfithrung der Einschrankung d(u,v) > 3 fir den Fall, dass zwischen den
Knoten a und b keine Kante existiert. Ohne diese kdnnte das angegebene Verfahren zur
Entstehung einer Facette mit sechs Kanten fiihren, wie in Abbildung 3.1 dargestellt.

Um den Beweis in den nachfolgenden Abschnitten zu vereinfachen, nutzen wir zusétzlich
zu Proposition 3.1 das folgende Lemma.
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3 Planare Graphen mit maximal drei Dreiecken sind dreifarbbar

Dt

u\d/v

Abbildung 3.1: Gegenbeispiel zu urspriinglichem Beweis von Proposition 3.1

Lemma 3.2. Fiir einen Graphen mit einer J-Facette gilt: Zwei nicht tiber den Rand dieser
Facette benachbarte Knoten konnen genau dann ohne die Entstehung eines neuen Dreiecks
identifiziert werden, wenn sie nicht tiber einen Pfad der Linge 8 verbunden sind.

Beweis. Sei G ein Graph mit einer 4-Facette (Q = abed, wobei a und ¢ gegeniiberliegende
Knoten auf dieser Facette sind.

Nehmen wir zunéchst an, es existiert ein 3-Pfad axyc zwischen a und ¢ entlang der Knoten
x und gy, wobei diese nicht auf ) liegen. Werden a und ¢ zu einem Knoten ac verschmolzen,
entsteht durch die Kanten {a,z}, {z,y}, und {y, ¢} das Dreieck acxy im neuen Graphen.
Die Existenz eines solchen 3-Pfades fiihrt also zu einem Dreieck.

Umgekehrt nehmen wir nun an, dass das Verschmelzen von a und c ein neues Dreieck
im Graphen erzeugt hat. Wir wissen, a und b sind mindestens iiber die zwei 2-Pfade abc
und adc entlang ) verbunden. Diese Pfade kénnen durch Verschmelzen des Start- und
Endknotens aufgrund ihrer Lange nicht in einem Dreieck resultieren. Dazu bedarf es eines
3-Pfades und damit eines weiteren Knotens x abseits der 4-Facette. Ein zusétzlicher Pfad
azxbe (abzrce analog) wiirde mit der Kante {a,b} bereits die Existenz des Dreiecks axb
bedeuten. Verschmelzen wir a und ¢ zu einem Knoten a¢, werden die Kanten {a,z} und
{b, ¢} durch die Kanten {ac,xz} und {b,ac} ersetzt und das Dreieck axb durch aczb. Die
Anzahl der Dreiecke im Graphen bleibt also unverdndert.

Ein neues Dreieck bedarf daher eines weiteren Knotens y abseits der 4-Facette und des
Pfades axyc iiber diesen. Verschmelzen wir damit die Knoten, werden die Kanten {a, z}
und {y, ¢} durch die Kanten {ac,x} und {y,ac} ersetzt. Als Konsequenz daraus entsteht
das neue Dreieck aczxy.

Somit ergibt sich, dass das Verschmelzen von a und ¢ genau dann ein neues Dreieck bildet,
wenn ein Pfad der Linge 3 tiber zwei Knoten z und y abseits der 4-Facette, zwischen ihnen
existiert. O

Proposition 2 aus Gritzsch’s Theorem on 3-Colorings [Grii63, S. 304] haben wir angepasst,
um eine zusdtzliche Ausnahmekonfiguration zu berticksichtigen.

Proposition 3.3. Sei G planar und 0.B.d.A." G enthdilt nur k-Facetten mit k < 5. Hat G
< 3 Dreiecke T, so ist G mit nur 8 Farben farbbar.

lwegen Proposition 3.1

14



3.1 Strukturelle Besonderheiten und ihre Konsequenzen

d— ¢ \ d
Y ac ——Y
x z
(a) 3-Pfad verbindet Knoten (b) Es ensteht ein Dreieck

Abbildung 3.2: Identifizierung von Punkten in 4-Facette kann Dreieck erzeugen.

Ist die auflere Facette bereits mit 3 Farben gefdrbt und es existiert < 1 Dreieck, so kann
diese Fdarbung auf den Rest des Graphen G erweitert werden und dieser ist 3-fdarbbar.

Existiert ein 5-Schnitt, konnen folgende spezielle Konfigurationen auftreten:

(A) Erstens kann, wie in Abbildung 3.3a dargestellt, eine Sehne zwei Knoten x und y
einer 5-Facette verbinden. In diesem Fall kénnen die Knoten x und y nicht dieselbe
Farbe einnehmen, d.h. Sehnenkonfiguration x,y = c(z) # c(y).

(B) Zweitens kénnte, wie in Abbildung 3.3b dargestellt, ein Knoten v existieren, der
mit den dufleren Knoten x, y und z verbunden ist, wobei mindestens zwei der
Knoten z, y und z unterschiedlich gefdrbt sein miissen, d.h. Mittelpunktkonfiguration
= |e(z),c(y), c(2)] = 2.

a a

P N
\

€

v /

c———d c——d

(a) Sehne verbindet die Knoten b und e (b) Mittelpunkt v verbindet drei Knoten

Abbildung 3.3: Beispielhaft eingefiarbte spezielle Konfigurationen von 5-Facetten

Das Kernargument des Beweises in den folgenden Abschnitten bildet eine Induktion tiber
die Kantenzahl des Graphen. Wir finden Methoden, um mégliche Teilkonfigurationen eines
Graphen zu reduzieren. Diese Reduktionen ermdéglichen es, den Graphen schrittweise in eine
simplere Form zu iiberfiihren, wobei gewéhrleistet ist, dass die Farbbarkeit des vereinfachten
Graphen stets die Farbbarkeit des urspriinglichen Graphen impliziert. Dieses Verfahren
kann induktiv wiederholt werden, bis ein Basisfall erreicht ist, fiir den Proposition 3.3
offensichtlich zutrifft. So wird durch die sukzessive Umkehrung der Reduktionsschritte die
3-Farbbarkeit des Ausgangsgraphen sichergestellt.
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3 Planare Graphen mit maximal drei Dreiecken sind dreifarbbar

¢

Es sei hierbei angemerkt, dass der Fall ,planare Graphen ohne Dreiecke sind dreifdrbbar
bereits gezeigt ist [Gro59).

Wir unterteilen den Beweis zunédchst grob in zwei Abschnitte anhand der Gréfle der
vorhandenen k-Schnitte.

3.2 Der Graph enthdlt kleine Schnitte

Wir betrachten zunéchst den Fall 3 k-Schnitt mit k£ < 5.

Sei in den folgenden Unterféllen — Abschnitt 3.2.1, Abschnitt 3.2.2 und Abschnitt 3.2.3

— K der Teilgraph, welcher den entsprechenden k-Schnitt ausmacht. Wir unterteilen G
entlang K~ in zwei Teile: den inneren Graphen G; = (V}, E;) und den dufleren Graphen
Gy= V4, Ey),mit G, £G4 #0und G;NG, = K. Es gilt |E;| < |E| und |E4| < |E|.
Uber das Induktionsargument sind also beide dieser Graphen 3-firbbar. Es bleibt zu kliren,
inwieweit die Farbungen dieser Teilgraphen an ihrer Schnittstelle K, kompatibel sind.

k < 2 ist durch die Grundeinschriankungen an den Graphen bereits ausgeschlossen.

3.2.1 Der kleinste Schnitt ist ein 3-Schnitt

Da die Farbung von T, bis auf Benennung eindeutig ist, sind die Farbungen der beiden
Graphen G; und G4 an dieser Grenze kompatibel, und wir kénnen sie nach der Farbung
konfliktlos zu G zusammenfiihren.

3.2.2 Der kleinste Schnitt ist ein 4-Schnitt

Ist der kleinste im Graphen vorhandene k-Schnitt ein 4-Schnitt, so sind alle moglichen
3-Zyklen 3-Facetten. Wir betrachten die Anzahl dieser Facetten, um zu entscheiden wie
die Farbung gehandhabt wird.

Fall f3 > 2:

Entweder f3(G;) <1 oder f3(G4) < 1. Angenommen f3(G;) < 1. Wir farben zunéchst
G 4 induktiv. @ ist dann die durch diese Férbung bereits geférbte dulere Facette von G;.
Diese Farbung erweitern wir anschlieend auf Gj.

Der Fall f5(G4) < 1 verlduft symmetrisch.
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3.2 Der Graph enthélt kleine Schnitte

Fall f, < 1:

Entweder f5(G;) < 1 oder f3(G4) < 1. Angenommen f;(G;) < 1. Sei Q. die &duBere
Facette von jeweils G, und G;. Wir wahlen eine beliebige giiltige 3-Féarbung fiir diese
Facette und erweitern sie Farbung zuerst auf G 4, dann auf G;.

Der Fall f5(G4) < 1 verlduft symmetrisch.

3.2.3 Der kleinste Schnitt ist ein 5-Schnitt

Wir handhaben auch hier die Farbung basierend auf der Anzahl der vorhandenen 3-
Facetten.

Fall f, < 1:

Entspricht dem Verfahren von Abschnitt 3.2.2. Ohne Einschrinkung ist die duflere Facette
bereits gefdrbt und liegt in G'4. Wir erweitern die Féarbung auf G 4. Dann ist P, die
gefarbte dullere Facette von G;. Wir setzen die Erweiterung der Farbung auf G; fort, falls
G weder Konfiguration A noch Konfiguration B auf Seite 15 entspricht.

Spezialfall A Falls G; Konfiguration A entspricht, verschmelzen wir das Quadrat bcde an
den Knoten b, d oder ¢, e und setzen dann die Farbung fort.

Liegt der Zustand aus Lemma 3.2 vor, fithrt dies zu einer Ausnahme: Existiert ein Pfad der
Lange 3, welcher die beiden zu verschmelzenden Knoten verbindet, entsteht beim Verschmel-
zen ein Dreieck (sofern dieses nicht schon vorher vorhanden war). In diesem Fall wihlen
wir einen anderen 5-Schnitt, der entlang dieses 3-Pfades verlauft (rot gekennzeichneter
Schnitt in Abbildung 3.4).

AN N

C/\

U —mm ——d

u

(a) (b) Konfiguration B tritt ein

Abbildung 3.4: Wir wihlen einen alternativen 5-Schnitt (rot) statt durch die Identifizie-
rung ein Dreieck zu erzeugen.
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3 Planare Graphen mit maximal drei Dreiecken sind dreifarbbar

Hierbei kénnte, wie in Abbildung 3.4b illustriert, Konfiguration B eintreten. Besteht das
genannte Problem bei dem anderen Knotenpaar nicht, fahren wir stattdessen mit diesem
fort. Sollten jedoch beide Knotenpaare zu Konfiguration B fithren, wechseln wir zum
dufleren Funfeck, welches sich aus den beiden verbindenden Pfade zusammensetzt, wie in
Abbildung 3.5 dargestellt. Ist dieses Fiinfeck die duflere Facette, so sind einige Knoten des
urspriinglichen 5-Schnitts bereits gefiarbt (a,c,d in der Abbildung). Wir kénnen dann diese
Farbung auf die iibrigen Knoten erweitern.

a

\

C

d

Abbildung 3.5: Wir wechseln zum duBerem Fiinfeck (rot).
Ist dieses Fiinfeck nicht die duflere Facette, verschmelzen wir die Knoten b und d oder ¢

und e. Hierbei kann kein neues Dreieck entstehen, und weder b noch ¢ kénnen vorgeférbt
gewesen sein, da diese in diesem Fall nicht Teil der dufleren Facette sein kénnen.

Spezialfall B Falls GG; Konfiguration B entspricht, reduzieren wir das Quadrat abcv,
indem wir die Knoten b und v oder das Quadrat cved durch Identifizieren der Knoten v
und d verschmelzen, wie in Abbildung 3.6 dargestellt. Es sei erwdhnt, dass der Knoten v
sicher nicht gefarbt ist, da dieser nicht Teil der dufleren Facette sein kann. Durch diese
Verschmelzung wird der Teilgraph in Konfiguration A iiberfithrt, und wir kdnnen geméaf
Spezialfall A fortfahren.

NIV

AN

c — vd

Abbildung 3.6: Nach Verschmelzen von v und d entspricht der Graph Konfiguration A
und fiihrt entsprechend zu Spezialfall A.

Fall f, = 2:

Entweder f3(G;) = f3(G4) =1 oder O.E. f3(G;) =0 und f5(G4) = 2.

18



3.2 Der Graph enthélt kleine Schnitte

Im Fall von f5(G;) = f3(G4) =1 farben wir den 5-Schnitt P. Die initiale Farbung von
P ist auch im Spezialfall moglich (s. Konfiguration A und Konfiguration B)

Dieser Teilgraph bildet dann die gefiarbte &ulere Facette sowohl von G 4 als auch von G ;. Wir
erweitern die Farbung auf G 4, und Gy, es sei denn, sie entsprechen entweder Konfiguration
A oder Konfiguration B. In diesem Fall verfahren wir geméf3 Abschnitt 3.2.3.

Ist O.E. f3(G;) = 0 und f3(G4) = 2, farben wir zundchst G 4 induktiv. Wir erweitern
dann die Farbung der dufleren Facette Py auf G;. Da f5(G;) = 0, besteht hier keine
Einschrankung an die Farbung.

Fall f; = 3:

Entweder O.E. f5(G;) =1 und f3(G4) =2 oder O.E. f5(G;) =0 und f5(G,) = 3.

Ist O.E. f3(G;) = 0 und f3(G4) = 3 verfahren wir analog zu Abschnitt 3.2.3, da keine
Einschrénkung an G besteht.

Ist O.E. f3(G;) = 1 und f3(G4) = 2 farben wir zundchst G 4 induktiv und betrachten
dann G} mit P, als dessen duflere, bereits gefirbte Facette. Liegt das Dreieck nicht wie in
Konfiguration A oder Konfiguration B vor, erweitern wir die Farbung auf G;. Falls doch,
verfahren wir folgendermafien:

Spezialfall B Liegt Konfiguration B vor, kénnen wir entweder a und v oder v und d
verschmelzen. Ist entsprechend dem Abschnitt 3.2.2 das zu verschmelzende Knotenpaar
durch einen Pfad der Lange 3 verbunden, welcher ein neues Dreieck erzeugen wiirde, so
kann dieser Pfad zwischen a und v verlaufen wie in Abbildung 3.7 (fiir vd symmetrisch).

ST Tt
SN N

Abbildung 3.7: Mogliche Verlaufe eines 3-Pfads zwischen den zu verschmelzenden Knoten

Hierbei kann nur in Konfiguration c ein neues Dreieck entstehen. Wir kontrahieren in diesem
Fall das andere Knotenpaar. Die Komplikation auf diese Weise aufzulésen ist moglich,
da nicht beide Knotenpaare {iber einen solchen dreieckserzeugenden Pfad verbunden sein
konnen. Andernfalls wére der Graph nicht planar (Abbildung 3.8a), es wéren vier Dreiecke
enthalten (buc, bve, uba, ucd in Abbildung 3.8b), oder es waren k-Schnitte vorhanden, die
wir anderweitig abarbeiten kénnten.
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3 Planare Graphen mit maximal drei Dreiecken sind dreifarbbar

a
a
u
b e
b e
c u
c
w
(a) Nicht planar (b) Vier Dreiecke

Abbildung 3.8: Die Komplikation wird durch Wechsel des zu verschmelzenden Kno-
tenpaares umgangen, da nicht beide Paare simultan iiber einen 3-Pfad
verbunden sein kénnen.

Spezialfall A Liegt Konfiguration A vor, kénnen wir entweder b mit d oder ¢ mit e
verschmelzen.

Ist entsprechend dem Lemma 3.2 das zu verschmelzende Knotenpaar durch einen Pfad der
Lange 3 verbunden, welcher ein neues Dreieck erzeugen wiirde, so kann dieser Pfad fiir b
und d verlaufen wie in Abbildung 3.9 dargestellt (fiir ce symmetrisch).

P \/ AN /NG
\

// [ P TS

() (b) (c) (d)

Abbildung 3.9: Mogliche Verlaufe eines 3-Pfads zwischen den zu verschmelzenden Knoten

Verlauft der Pfad wie in Abbildung 3.9a wechseln wir zum Fiinfeck abcdu und verfahren wie
bei Abschnitt 3.2.3. In den Féllen Abbildung 3.9b und Abbildung 3.9c entsteht durch die
Verschmelzung kein neues Dreieck, da die Anzahl Dreiecke von der Transformation nicht
beeinflusst wird. Im Fall Abbildung 3.9d kann ein Dreieck enstehen. Wir verschmelzen
dann stattdessen das andere Knotenpaar.

Falls dieses andere Knotenpaar aber ebenfalls durch einen Pfad der Lénge 3 verbunden ist,
kann dieser wie in Abbildung 3.10 verlaufen. In den Féllen a,b und e wechseln wir zum
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3.3 Der Graph enthilt keine kleinen Schnitte

</ \\

(d) (e) ()

Abbildung 3.10: Sind beide Knotenpaare iiber einen 3-Pfad verbunden, gehen wir in
einen anderen Fall (gelb hinterlegt) iiber.

5-Schnitt bedvu und verfahren wie in Abschnitt 3.2.3. Im Fall ¢ betrachten wir den 4-Schnitt
buvd und im Fall d bewv und verfahren wie in Abschnitt 3.2.2. Im Fall f betrachten wir
den den 3-Schnitt bve und verfahren wie in Abschnitt 3.2.1.

3.3 Der Graph enthilt keine kleinen Schnitte

Sei G nun ein Graph ohne k-Schnitte fiir £ < 5.

3.3.1 Es gibt einen Knoten mit genau zwei Nachbarn

Sei z ein Knoten mit d, = 2 und den Nachbarn z; und z,. Entspricht G einer der
Konfigurationen aus Abbildung 3.11, trifft Proposition 3.3 offensichtlich zu, da eine Farbung
direkt angegeben werden kann.

Durch Abarbeiten aller Moglichkeiten, wie z; und z, via Pfaden der Lénge 0 bis 3 verbunden
sein kénnen, konnten wir eine weitere mogliche Ausnahmekonfiguration Abbildung 3.11b
ausmachen, welche tiber die bereits von Griinbaum [Grii63, S. 307] gefundenen hinausgeht.
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3 Planare Graphen mit maximal drei Dreiecken sind dreifarbbar

A/\/\f\
\ /\ /\/ \/

d——

(a) Bekannte Konfigurationen (b) Neu

Abbildung 3.11: Simple Konfigurationen mit Beispielfarbung

Ist G keine dieser Konfigurationen, so sind die an = anliegenden Facetten sicher 5-Facetten.
Wir definieren G* als den Graphen, der durch Entfernen von x und Hinzufiigen der Kante
{zy, 25} (falls noch nicht vorhanden) entsteht. Wir kénnen sicher sein, dass nicht sowohl
x, als auch x, bereits vorgefarbt sind, da eine gefarbte duflere Facette, die beide Knoten
enthélt, eine Linge von 6 haben miisste und somit durch Anwendung von Proposition 3.1
hétte vermieden werden kénnen.

Wir farben G* induktiv. Ist dieser Graph dreigefarbt, wihlen wir fiir den Knoten z in G
eine Farbe, die nicht mit den Farben fiir ; und z, in G* iibereinstimmt.

Dies wére aber in folgenden Ausnahmeféllen nicht moéglich:

X
/ a
.’L'l \ IE2
b
z‘\/
a’ b’

Abbildung 3.12: Ein zuséitzlicher Knoten welcher die Nachbarn von z direkt verbindet
kann nicht existieren, da sonst ein 4-Schnitt vorliegen wiirde.

Erster Ausnahmefall: 32" # = € G mit {a',2,},{2’, 25} € E. Dieser Fall kann aber
nicht eintreten, da die an z angrenzenden Facetten zwingend 5-Facetten sein miissen
und zz’x,x, entsprechend nicht als Facette in G auftreten kann. Wie in Abbildung 3.12
dargestellt, wiirde dies dazu fiithren, dass die Knoten einen 4-Schnitt 2y zz,2” bilden, was
bereits ausgeschlossen war.

Die tatséchliche Konfiguration kann sich auch von der Abbildung unterscheiden, indem
unterschiedliche Knoten zusammenfallen (x mit a,  mit b, 2" mit a, oder " mit b). Die
Argumentation gilt auch fiir diese Fille.
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3.3 Der Graph enthilt keine kleinen Schnitte

Ty — 1 ————— Ty T1,2
\“ — / / x
y—=z Yy—m=z
(a) Nachbarn teilen eine Farbe (b) Zwei neue Dreiecke

Abbildung 3.13: Haben die Nachbarn von x die gleiche Farbe, fithren wir diese zusammen.

Zweiter Ausnahmefall: x liegt auf der gefarbten duBeren Facette und ¢(z;) = ¢(z,). Da
die d&uflere Facette bereits gefarbt ist, gilt im Rest des zu farbenden Graphen f; < 1. Wir
entfernen x und verschmelzen x; mit x,. Dabei entstehen maximal zwei neue Dreiecke, wie
in Abbildung 3.13 illustriert.

Weitere Dreiecke konnten nur entstehen, wenn x; und z, durch mehr als zwei Pfade der
Lénge 3 verbunden wéren. Ein dritter Pfad wiirde aber in einem 5-Schnitt resultieren,
da nur das innere und &uflere Fiinfeck Facetten sein kénnen. Da ¢(z;) = c¢(x,), waren
auch die angrenzenden Knoten mit der Farbung von x; und x, kompatibel und sind dies
entsprechend auch mit dem verschmolzenen Knoten z 5.

3.3.2 Kein Knoten hat genau zwei Nachbarn

Wir unterteilen weiter in Unterfélle, basierend auf Existenz von 4-Facetten.

Fall f, > O:

Sind Teile des Graphen bereits gefarbt worden, kénnte es sein, dass die gefdrbte duflere
Facette eine 4-Facette ist. Wir behandeln zunichst etwaige ungefarbte 4-Facetten.

Es existiert eine ungefdarbte 4-Facette. Sei Q) eine ungefirbte 4-Facette und a ein
ungefiarbter Knoten auf (). Wir identifizieren @ mit dem ihm nicht benachbartem Knoten
c auf Q. Hierbei kann iiber die Bedingung aus Lemma 3.2 kein neues Dreieck enstehen.
Denn existiert ein 3-Pfad, gibt es auch einen 5-Schnitt (adecyz in Abbildung 3.14a), oder
das Dreieck war bereits vor der Identifizierung vorhanden (byc in Abbildung 3.14b).

Die einzige 4-Facette ist die gefarbte auBere Facette. Da die duflere Facette bereits
gefarbt ist, gilt auch hier, dass f; < 1. Es muss eine Kante {a, b} zwischen der gefarbten
dufleren 4-Facette und einer 5-Facette geben. Wir entfernen diese Kante und fiigen dann die
Kante {a, w} gemifl Abbildung 3.15 hinzu. Die gefiarbte duflere Facette ist nun eine 5-Facette,
dessen letzter tibriger Knoten w kompatibel eingefarbt werden kann. Der resultierende
Graph enthélt eine 4-Facette auvw, welche nicht die gefiarbte duflere Facette ist. Wir fahren
also mit der Reduktion aus Abschnitt 3.3.2 fort.
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3 Planare Graphen mit maximal drei Dreiecken sind dreifarbbar

d— ¢

d

U

. N
AN

b
(a) 5-Schnitt (b) Dreieck schon vorhanden

Abbildung 3.14: Das 3-Pfad Problem wird vermieden, da entweder ein bereits ausge-
schlossener Fall vorliegt oder die Anzahl Dreiecke unveréndert bleibt.

b b

S TS
N/ N

d

(a) Kante entfernen (b) Kante hinzuftigen

Abbildung 3.15: Bei gefirbter 4-Facette, transformieren wir den Graphen so, dass ein
anderer Fall zu trifft.

Fall f, = 0:

Ist keine 4-Facette vorhanden, betrachten wir einerseits Dreiecke mit Knoten von einge-
schrénkten Grad und solche mit gréflerem Grad.

Es gibt ein Dreieck mit einem Knoten von Grad 3. Sei z der Knoten auf der 3-Facette
axy mit d, = 3. Ist die 5-Facette xabcz ungeférbt oder die gefarbte duflere Facette mit
c(a) # ¢(z) (s. Abbildung 3.17), 16schen wir den Knoten z und identifizieren y und z.

Ist die 5-Facette xabcz die gefirbte duflere Facette mit c(a) = ¢(2) (s. Abbildung 3.17),
16schen wir  und fiigen die Kante {y, z} hinzu. Wir farben den resultierenden Graph mit
abczy als gefiarbte duflere Facette. Der Knoten y kann hierfiir umgefarbt werden.

Jedes Dreieck enthalt nur Knoten mit héherem Knotengrad. Dieser Abschnitt orientiert
sich eng an der Methode, die in Grotzsch’s Theorem on 3-Colorings [Grii63] verwendet
wird, und die ihrerseits Quelques conséquences simples de la formule d’Euler [Leb40] und
FEin Dreifarbensatz fiir dreikreisfreie Netze auf der Kugel [Gro59] folgt. Diese basiert darauf,
eine spezifische Konfiguration  von Facetten zu identifizieren, die stets in einem Graphen
mit den durch diesen Fall gegebenen Einschrénkungen vorhanden ist. Diese Konfiguration
kann dann auf zwei verschiedene Weisen reduziert werden. Wir zeigen durch Widerspruch,
dass mindestens eine dieser Reduktionsmoglichkeiten immer mdoglich sein muss.
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3.3 Der Graph enthilt keine kleinen Schnitte

a Yz
u \
AN
v
b C
(a) Identifizieren von y und z (b) die Anzahl Dreiecke ist unverandert

Abbildung 3.16: Sind a und z unterschiedlich gefiarbt, kénnen wir y und z ohne Kompli-
kation verschmelzen.

RN

\ / L

(a) Ausnahmefall (b) Kein Dreieck

Abbildung 3.17: Sind a und z gleich gefarbt, kénnen wir y und z nicht ohne Komplikation
verschmelzen und behandeln diese Ausnahme anders.

Die spezieIIe Konfiguration ist immer vorhanden. Wir weisen jedem Knoten v das Gewicht
w(v) = d— und jeder Facette F'das Gewicht w(F) = }- __ w(v), also der Summe der
Gewichte aller an der Facette teilhabenden Knoten, zu. Insbesondere ist dann die Summe
aller Facettengewichte eines Graphen ) w(F) = |v| = n. Dies gilt nur unter der Annahme,
dass alle an einen Knoten angrenzenden Facetten paarweise verschieden sind, also zum
Beispiel nicht in dem Sonderfall aus Abbildung 3.18, bei dem die duflere Facette doppelt an
c angrenzt. Wir definieren daher w(F') als Summe tber die Gewichte der an F teilhabenden
Knoten sequentiell entlang des Randes der Facette. Das heifit, einzelne Knoten kénnen
mehrfach gezéhlt werden.

a e

\c/‘
_— \d

b

Abbildung 3.18: Wenn die duere Facette beidseitig an einen Knoten angrenzt fallt dieser
doppelt ins Gewicht.
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3 Planare Graphen mit maximal drei Dreiecken sind dreifarbbar

Da jeder Knoten v an einer beliebigen 3-Facette T Grad d, > 3 hat, erhalten wir als
Facettengewicht fiir T stets w(Ty) < 3. 4-Facetten haben wir in diesem Fall nicht. Bei
5-Facetten P erhalten wir w(Py) < 3, aufier ein Knoten ¥ in Pj, hat den Grad d;; € {3, 4, 5}
und die anderen Knoten v den Grad d, = 3. Bezeichne f; die Anzahl dieser speziellen
Facetten, welche einen Knoten mit eingeschrinktem Grad haben und f die Anzahl aller
anderen mit Knoten von uneingeschrinktem Grad. Wir haben also f5 + fo = f5 als Anzahl
aller 5-Facetten, und da der Graph in diesem Fall nur 3- und 5-Facetten enthalten kann,
ist f = f3 + f5 die Anzahl aller Facetten. Da jede 3-Facette 3 und jede 5-Facette 5 Kanten
hat, welche an je zwei Facetten angrenzen, ist 3f; + 5f5 = 2e. Via der Euler’schen Formel
n + f = m + 2 erhalten wir fiir G mit n Knoten, m Kanten und f Facetten:

3 5
n+f3+f5:§f3+§f5+2

1 3
n:§f3+§f5+2-

Setzen wir nun die Gewichte ein, erhalten wir

1 5 3 5 3
§f3 + §f5 +2=n= XF:U’(F) =w(T)f; +w(P)fs < Zf?’ + gfg + §f;

1 1.
2< Zf 3+ 6f 5
24 < 3f, + 2.
Da f5(G) < 3, ist f5 > % also existieren in G mindestens 8 solcher speziellen 5-Facetten.

Ist eine dieser 5-Facetten die gefiarbte duflere Facette, so ist es trotzdem moglich, eine Facette
P unter den verfiigbaren, mindestens 8 zu bestimmen, welche weder selbst eingeféarbt ist,
noch an der geférbten 5-Facette anliegt. Die Konfiguration um die Facette P entspricht
dann der Konfiguration P, wie sie in Abbildung 3.19 abgebildet ist.

Abbildung 3.19: Im stark eingeschrianktem Graphen ist die Konfiguration P garantiert.
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3.3 Der Graph enthilt keine kleinen Schnitte

Hierbei konnen die Knoten Aj, Aj und A{ zusammenfallen. Alle anderen Knoten sind
aber sicher paarweise verschieden, da sonst Konfigurationen resultieren, welche Knoten mit
Grad 2, Vierecke, weitere Dreiecke oder 5-Schnitte enthalten.

Reduzieren der Konfiguration. Unter der Voraussetzung, dass die Konfiguration 7 im
Graph vorkommt, kénnen wir, nach Entfernen der Knoten N;, N, und N;, den Graphen
folgendermafien reduzieren:

Entweder wir identifizieren A, mit A; und A; mit A, (Abbildung 3.21) oder wir identifi-
zieren A; mit A, und N, mit A; (Abbildung 3.22). Durch Verschmelzen der Knoten A,
mit A; oder A; mit A, kann hierbei nie ein neues Dreieck entstehen, da, sollten sie geméfl
Lemma 3.2 verbunden sein, an dieser Stelle wegen dg > 2 mit i € {1,2} auch ein 5-Schnitt
vorhanden sein miisste (s.Abbildung 3.20). l

Abbildung 3.20: 3-Pfad zwischen A, und A5 ist wegen 5-Schnitt ausgeschlossen.

Es verbleibt also zu zeigen, dass, obwohl je eines der Knotenpaare A; und A,, beziehungs-
weise N, und A;, iiber einen Pfad der Lange 3 geméfl Lemma 3.2 verbunden sein konnen,
diese beiden Pfade nicht im selben Graph coexistieren konnen. Dadurch besteht also immer
die Moglichkeit, das jeweilige Knotenpaar, welches nicht durch diesen Pfad verbunden ist,
zu einem Knoten zu verschmelzen, ohne dabei ein neues Dreieck zu erzeugen.

Aj Ag
B, — AJ 3 Ay — By B, — AJ 3 Ay — B,
A/ P Ny \A A/ ]Yn /
4 1 4
/ 7 Ny / B Ny, Ay
\ \
By 1 By B,

A Ay
\ / \
B,

B,

Abbildung 3.21: Erste Reduktionsoption: Wir verschmelzen A, mit A; und A; mit A,.
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3 Planare Graphen mit maximal drei Dreiecken sind dreifarbbar

Al Al
B, — Ay | Ay — B By — Ay | Ay — By
/ Ny \ / Ny, A \
_ N, .p
A4\N / ) V @
/ Vo \
B3 1 B3 Bl

Aj Ay
By
Abbildung 3.22: Zweite Reduktionsoption: Wir verschmelzen A; mit A, und N, mit A;.

Pfade, welche A; und A, verbinden, kénnen folgendermafien verlaufen: A,B,, A,B,, A, B3,
AyBy, NyA, oder AjA*. Dabei steht die Bezeichnung A, fiir Af mit k& € {1,2,3} und
A* repréasentiert einen Knoten abseits der Konfiguration in Abbildung 3.19. Die genaue
Ausprégung dieses Pfades ist hierbei nicht entscheidend. Pfade, die N, und A verbinden,
kénnen entlang A*A,, N,A,, B3Ay, B,Aj, ByAy, ByA| verlaufen. Die Kombination dieser
Pfade kénnte entweder zu sich kreuzenden Pfaden fithren oder mindestens einen k-Schnitt
mit k € {3,4,5} ergeben, da d B, > 2. Diese Moglichkeiten widersprechen der Planaritét
des Graphen, beziehungsweise dem vorangegangen Ausschluss der k-Schnitte.

A Va4

o Ag 0
B, Ag’i Ay— By

0
Bi— Ay 1 Ay— By
\ ! ’

A
By~ A7 Ay By

[ [ [

@ A & Ll g——®

/ / .

B, B, B, B, | B, B,

—® Te—® Te—E
B, B, B,

(a) kreuzende Pfade (b) 3-Schnitt (c) 4-Schnitt

Abbildung 3.23: Beispiele fiir Pfadkombinationen, die zu Widerspriichen fithren

Entsprechend bestehen also keine Moéglichkeiten, dass die Knotenpaare so untereinander
verbunden sind, dass nicht mindestens ein Paar identifiziert werden kann, ohne dass ein
neues Dreieck entsteht. Es existiert somit immer eine Moglichkeit zur Reduktion des
Graphen.
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3.3 Der Graph enthilt keine kleinen Schnitte

Zusammenfassend sind damit alle Konfigurationen beriicksichtigt, die ein planarer Graph
mit maximal drei Dreiecken aufweisen kann. Dies ermoglicht es uns, fiir jeden derartigen
Graphen induktiv eine valide Dreifirbung zu ermitteln. O
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4 Algorithmische Uberlegungen

In diesem Kapitel untersuchen wir das Potenzial des Beweises fiir Proposition 3.3 als
Grundlage fiir einen Algorithmus zur Farbung planarer Graphen mit maximal drei Dreiecken.
Unser Ziel ist es, die Herausforderungen einer solchen Adaption zu beleuchten und mogliche
Losungsansétze vorzustellen.

Wir beginnen mit einem kurzen Uberblick iiber verwandte Ergebnisse in diesem Be-
reich. Garey und Johnson demonstrierten mittels eines Polynomialzeitalgorithmus die
NP-Vollstandigkeit des Entscheidungsproblems zur Dreifdrbbarkeit planarer Graphen
[GJ79, S. 87]. Diese gilt auch fiir Graphen mit der zusétzlichen Einschrankung, dass jeder
Knoten maximal den Grad 4 hat [GJS74]. Thomassen bewies die Dreifédrbbarkeit fur planare
Graphen ausschliellich mit Zyklen von mehr als fiinf Kanten, wihrend Dvorak et al. die
Dreiférbbarkeit fiir Zyklen von mehr als drei Kanten zeigten [DKT11].

Um unseren Beweis zu einem Algorithmus zu adaptieren, miissen wir zunéchst sicherstellen,
dass die Eingabe sowohl planar ist, geméf 3.1 keine Facette mit mehr als fiinf Seiten enthélt
und maximal drei Dreiecke aufweist. Die Planaritdt kann mittels eines Algorithmus von
Hopcroft und Wong in linearer Zeit festgestellt werden. Mit einer zweiseitig verketteten
Adjazenzliste als Datenstruktur, in der die Nachbarn jedes Knotens v zyklisch aufgelistet
und die beiden Vorkommen derselben Kante miteinander verkniipft sind, kénnen wir mithilfe
eines Algorithmus von Mohar und Thomassen [MT01, S. 93] in O(k) alle Knoten und Kanten
von k-Facetten identifizieren. Chang und Lu entwickelten einen Linearzeitalgorithmus zur
Bestimmung der Grofle der kleinsten Zyklen im Graphen [CL13]. Es ist also effizient moglich
die Eingabe auf Kompatibilitidt zu priifen.

Der Hauptteil des Algorithmus verlauft rekursiv. Wir miissen identifizieren, welcher Fall
des Beweises zutrifft. Falls der Graph kleine Schnitte enthélt, verfahren wir entsprechend
des kleinsten Schnittes induktiv weiter. Falls nicht, bestimmen wir den passenden Unterfall
und fiithren die entsprechende Reduktion durch. Die Identifikation, ob der Graph kleine
Schnitte enthélt, kann durch Priifung der kleinsten Zyklengrofie und der Zugehorigkeit der
korrespondierenden Knoten an einer Facette erfolgen. Der Algorithmus von Chang und Lu
[CL13] gibt nicht nur die kleinste Zyklusgrofle des Graphen, sondern auch einen Knoten auf
diesem kleinsten Zyklus aus. Von diesem konnen alle dem Zyklus zugehdrigen Knoten via
dem Breitensuchalgorithmus von Itai und Rodeh in Linearzeit identifiziert werden [IR77].
Alternativ fand auch Kowalik [Kow03] geeignete Algorithmen [Kow03]. Falls der kleinste
Zyklus kein 3-Schnitt ist, wird eine mehrfache Ausfithrung des Suchverfahrens notwendig.

Ist diese erste Einteilung erfolgt, werden weitere Suchen notwendig, um den genauen
Unterfall zu bestimmen. Nach der Identifizierung werden, je nach Fall, Reduktionen
des Graphen notwendig, die in konstanter Zeit moglich sein sollten, da diese als simple
Operationen auf der Adjazenzliste umsetzbar sind. Dabei muss festgehalten werden, welche
Transformationen gemacht wurden. Schliellich ist der Graph ausreichend reduziert, um

31



4 Algorithmische Uberlegungen

eine direkte Farbung zu ermoglichen. Der Basisfall kann z.B. erreicht sein, wenn der Graph
klein genug ist oder keine Dreiecke mehr enthélt. Die Farbung des Basisfalls kann dann
in Linearzeit erfolgen. Mittels dieses gefdrbten Basisfalls und der Liste an ausgefiithrten
Transformationsschritten kann die Farbung auf den Ursprungsgraphen iibertragen werden.
Dies ist prinzipiell effizient moglich, wobei durch den Fall Abschnitt 3.3.2 auf Seite 24
bereits gefarbte Knoten umgefirbt werden kdnnten, was zu erhéhter Komplexitét beitragen
kann. Ist der Ursprungsgraph erreicht, wurde eine passende Dreifarbung gefunden.

Insgesamt ist zu bemerken, dass, obwohl einige Schritte in Linearzeit moglich sind, andere
Schritte, insbesondere die Identifikation des jeweils zutreffenden Falles, die Zeitkomplexitét
des Algorithmus signifikant erhthen kénnten. Ohne effiziente Methoden fiir diese Schritte
skaliert der Algorithmus moglicherweise nicht gut mit komplexeren Graphen. Dennoch
kénnte durch den Einsatz fortgeschrittener Datenstrukturen und Optimierungstechniken
die Komplexitdt zumindest fiir einige Graphentypen oder spezifische Félle reduziert werden.
Eine genauere Abschitzung erfordert die Konkretisierung der einzelnen Schritte und die
Auswahl einer geeigneten Datenstruktur.
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5 Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurde der Beweis aus Gritzsch’s Theorem on 3-Colorings [Grii63] kritisch
untersucht. Dabei wurden Liicken identifiziert und korrigiert. Der Beweis ist konstruktiv,
da er einen induktiven Ansatz verfolgt, bei dem spezifische Konfigurationen identifiziert
und reduziert werden.

Ausblick

Die in Kapitel 4 begonnene Arbeit bietet eine Grundlage fiir die Entwicklung eines Algorith-
mus zur Dreifdrbung planarer Graphen mit wenigen Dreiecken. Eine vertiefte Untersuchung
der Komplexitdt dieses Algorithmus steht noch aus und wére ein sinnvoller néchster
Schritt.

Ein Ziel fiir zukiunftige Forschung kénnte sein, zu untersuchen, ob sogar ein Linearzeitalgo-
rithmus fir dieses Problem moglich ist. In Three-Coloring Triangle-Free Planar Graphs
in Linear Time [DKT11] wurden Grundkonfigurationen ermittelt, von denen mindestens
eine in jedem Graphen mit den entsprechenden Einschrdnkungen vorkommen muss. Die
Fithrung einer Liste von Kandidatenknoten, die zu diesen Konfigurationen gehoren kénnten,
ermOglichte Dvofédk et al. [DKT11] einen Linearzeitalgorithmus fiir die Farbung dreiecks-
freier planarer Graphen zu entwickeln. Die Einschrdnkung der Dreiecksfreiheit zu lockern
fiihrt allerdings dazu, dass die genannten Konfigurationen nicht mehr in derselben Form
vorhanden sein miissen. Zukiinftige Forschungen kénnten sich darauf konzentrieren, einen
alternativen Satz von Grundkonfigurationen zu ermitteln, der auch Graphen mit Dreiecken
beriicksichtigt und so potenziell zu einem effizienten Farbungsalgorithmus fiihrt.

Die Weiterentwicklung und Verbesserung der Effizienz von Féarbungsalgorithmen kénnte
weitreichende Anwendungen in vielen Bereichen der Informatik finden, beispielsweise in
der Netzwerktheorie und bei Optimierungsproblemen.
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