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1. Einleitung

1.1. Motivation und Einführung in das Thema

Seit der theoretischen Beschreibung von Exzitonen durch Frenkel [1], Peierls [2] und
Wannier [3] und deren erster experimentellen Nachweis in Kupferoxydul durch Hayashi
und Katsuki in 1950 [4, 5], sowie Gross und Karryjew in 1952 [6], ist das physikalische In-
teresse auf dem Forschungsgebiet der Exzitonen über die letzten Jahrzente nicht zuletzt
deshalb gestiegen, weil interessante Teile des Spektrums im sichtbaren und ultravioletten
Teil liegen [7]. Die Arbeitsgruppe um Kazimierczuk et al. [8] schaffte es 2014 ein nahezu
perfektes Wasserstoffspektrum für die gelbe Exzitonserie in Kupferoxydul bis zu einer
Hauptquantenzahl von n = 25 aufzuzeichnen. Dies bestätigte das wasserstoffähnliche
Verhalten der Exzitonen, die aus einem angeregten Elektron im Leitungsband und einem
positiv geladenen Loch im Valenzband bestehen. Die Untersuchung von Kupferoxydul in
starken gekreuzten elektrischen und magnetischen Feldern findet in der Störungstheorie
keine korrekten Lösungen. Die klassische Relativbewegung aus Elektron und Loch weist
allerdings kurze geschlossene Bahnen durch den Ursprung auf. Für diese Bahnen wurde
eine semiklassische Theorie zur Berechnung von Photoabsorptionsspektren aufgestellt,
die Closed-Orbit-Theorie. Sie wurde von Du und Delos [9] entwickelt, um wasserstof-
fähnliche Rydbergatome in äußeren Magnetfeldern durch klassische Elektronenbahnen
beschreiben zu können. Diese kann auf einfache Weise um ein elektrisches Feld erwei-
tert werden. Die Elektronenbahnen müssen dann allerdings numerisch berechnet werden.
Aufgrund der guten Ergebnisse [9], die durch die Closed-Orbit-Theorie erzielt wurden,
findet diese in wasserstoffähnlichen Systemen Anwendung. In einer früheren Arbeit von
Marcel Wagner [10] wurde die Closed-Orbit-Theorie auf Wasserstoff in gekreuzten elek-
trischen und magnetischen Feldern angewandt. Der Vergleich mit exakten quantenme-
chanichen Rechnungen von Frank Schweiner [11] zeigten, dass auch in diesem System die
Anwendung der Theorie gute Übereinstimmung mit den exakten Lösungen findet. In der
vorliegenden Arbeit soll diese Theorie nun auf das wasserstoffähnliche System der Ex-
zitonen in Kupferoxydul angewendet werden und mit den Ergebnissen von Wasserstoff
verglichen werden.
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1. Einleitung

1.2. Aufbau der Arbeit

Zu Beginn der Arbeit wird in Kapitel 2 eine Einführung in die Begrifflichkeit der Exzito-
nen gegeben, wie sie im Rahmen dieser Arbeit verwendet wird. Zusätzlich wird ein kurzer
Einblick in den Festkörper Kupferoxydul gegeben, in dem die Exzitonen experimentell
zuerst nachgewiesen wurden. Anschließend wird in den theoretischen Grundlagen gezeigt,
wie die vereinfachten Charakteristiken des Festkörpers elegant im wasserstoffähnlichen
System der Rydberg-Exzitonen berücksichtigt werdne können und wie die Behandlung in
gekreuzten elektrischen und magnetischen Feldern aussieht. In Kapitel 3 wird die Suche
der Bahnen in der xy-Ebene beschrieben und die Bahnen in ihrer Struktur analysiert. Die
gefundenen geschlossen periodischen Bahnen werden im Anschluss mittels der Stabili-
tätsmatrix auf ihre Stabilität untersucht. Ziel der Arbeit ist es, die notwendigen Schritte
bis hin zur Berechnung der Photoabsorptionsspektren mit Hilfe der Closed-Orbit-Theorie
aus den semiklassischen Bahnen mittels der Harmonischen Inversion zu vollziehen. Hier-
für wird die semiklassische Antwortfunktion und deren Fouriertransformierte benötigt.
Am Ende jedes Abschnittes werden die Ergebnisse mit dem Wasserstoffatom verglichen.
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2. Theoretische Grundlagen

2.1. Exzitonen

Der Grundzustand eines Halbleiters zeichnet sich dadurch aus, dass das Valenzband
vollständig gefüllt ist und sich gleichzeitig keine Elektronen im Leitungsband befinden.
Durch die Wechselwirkung zwischen Licht und den Elektronen im Valenzband können
diese in das Leitungsband des Festkörpers angeregt werden. Das fehlende Elektron im
Valenzband hinterlässt ein Loch, das als lokal positive Ladung mit effektiver Masse mh

angesehen werden kann.
Als Exziton wird das Quasi-Teilchen aus dem angeregten Elektron im Leitungsband und
dem hinterlassenen Loch im Valenzband bezeichnet. Die entgegengesetzten Ladungen
wechselwirken mittels einer Coulomb-Interaktion und können im einfachsten Fall durch
die Hamiltonfunktion

H = Eg +
p2

e

2me

+
p2

h

2mh

− e2

4πε0ε |re − rh|
, (2.1)

beschrieben werden. Dabei wird das Elektron mit e (engl. electron) und das Loch mit h
(engl. hole) indiziert. Die Energie der Bandlücke Eg ist konstant und muss vom Elek-
tron bei seiner Anregung überwunden werden. Die Bandlückenenergie spielt für die
Bewegungslgeichungen keine Rolle und muss daher für deren Herleitung nicht weiter
berücksichtigt werden. Der beschriebene Prozess der Anregung des Elektrons aus dem
Valenzband in das Leitungsband, bei dem nur zwei Bänder beteiligt sind, stellt eine ver-
einfachte Betrachtung der komplexen Bandstruktur dar. Die restlichen Bänder werden
durch die Dielektrizitätskonstante ε berücksichtigt. Diese Konstante ist bei kubischer
Symmetrie üblicherweise isotrop [12]. Die Struktur der Hamiltonfunktion der Exzitonen
ähnelt stark dem Hamiltonian von Wasserstoff. Man spricht daher auch von einem was-
serstoffähnlichen System. Die Wasserstoffanalogie kann weiter ausgeweitet werden. Die
Rydbergenergie ER und der Bohrradius a0 sind analog zum Wasserstoff definiert und
skalieren mit den Werten in Wasserstoff,

ER,exc = ER,H
µ

m0ε2
, aexc = a0

m0ε

µ
. (2.2)

Die reduzierte Masse µ = memh/(me + mh) in einem Zweikörperproblem unterscheidet
sich im Allgemeinen von der reduzierten Masse in Wasserstoff. Für Wasserstoff lässt
sich, aufgrund des großen Massenverhältnisses zwischen Kern und Elektron von mp '
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2. Theoretische Grundlagen

1836me, die reduzierte Masse zu µH ≈ me vereinfachen. Das Masseverhältnis des Loches
zum Elektron liegt in einem Festkörper in derselben Größenordnung und die reduzierte
Masse muss explizit berechnet werden. Setzt man in Gl. (2.2) typische Materialparameter
ein, so findet man

1 meV ≤ ER,exc ≤ 200 meV� Eg (2.3)

und

50 nm ≥ aexc ≥ 1 nm ≥ a. (2.4)

Da der Bohrradius von Exzitonen deutlich größer als die Gitterkonstante des Festkörpers,
in dem sie auftreten, ist, breiten sich deren Orbitale weit über die Einheitszellen aus.
Dadurch lässt sich die Kontinuitätsapproximation rechtfertigen, die die Isotropie der
Dielektrizität und die effektiven Massen in einem Festkörper annimmt [7].

2.1.1. Kupferoxydul

Die theoretische Untersuchung der Resonanzen im Absorptionsspektrum wird für Kup-
feroxydul durchgeführt. Deshalb soll eine kurze Einführung in den Festkörper gegeben
werden. Kupferoxydul (Cu2O) ist ein rötlich brauner Festkörper, der in einer kubischen
Gitterstruktur kristallisiert. Die Sauerstoffionen ordnen sich dabei in einem bcc (body-
centered-cubic) und die Kupferionen in einem fcc (face-centered-cubic) Subgitter an [7].
Die Gitterkonstante in der Pseudodiamantstruktur [13] beträgt a = 0,42696 nm. Auf-
grund seiner geringen Leitfähigkeit [14] findet Kupferoxydul kaum technische Anwendung
und ist daher unter den Halbleitern wenig verbreitet. Seit dem experimentellen Nachweis
von Exzitonen durch Hayashi und Katsuki in 1950 [4], sowie Gross und Karryjew in 1952
[6], ist im Rahmen der physikalischen Grundlagenforschung von Rydberg-Exzitonen das
Interesse an Kupferoxydul gestiegen.
Die Größe der dipolaktiven P-Exzitonen wurde durch Gallagher mittels der Formel [15]

〈r〉 =
1

2
aexc

[
3n2 − L(L+ 1)

]
, (2.5)

auf einen mittleren Radius von 〈r〉 = 1,04µm bestimmt. Dafür wurde der Bohrradius
für Exzitonen von aexc = 1,11 nm verwendet und die P -Exzitonen besitzen einen Dre-
himpuls von L = 1. Der mittlere Bahnradius ist somit über 2000 mal größer als die
Gitterkonstante des Festkörpers.
Kupferoxydul eignet sich für Untersuchung von Exzitonen besonders gut, da die Rydberg-
Energie für Exzitonen mit ungefähr ER ≈ 92 meV im Vergleich mit anderen Halbleitern,
zum Beispiel GaAs mit ER,GaAs ≈ 4,2 meV, groß ist. Die Energie der Rydbergzustände
lässt sich mit

En = Eg −
ER

(n− δP)2
(2.6)
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2.2. Hamiltonfunktion von Kupferoxydul in gekreuzten Feldern

Tabelle 2.1.: Verwendete Materialparameter von Kupferoxydul. Zusätzlich wurde die re-
duzierte Masse µ berechnet und mit aufgeführt [16].

Elektronenmasse me = 0,99m0

Lochmasse mh = 0,58m0

Endergie der Bandlücke Eg = 2,17208 eV
Dielektrizitätskonstante ε = 7,5
reduzierte Masse µ = 0,365m0

an experimentelle Daten fitten. Die daraus resultierenden Werte für die beiden Fitpara-
meter δP und Eg ergeben sich zu

δP = 0,23 und Eg = 2,17208 eV [8]. (2.7)

Dabei stellt δP den Quantendefekt und Eg die Energie der Bandlücke dar. Die für die
vorliegende Arbeit verwendeten Materialparameter von Kupferoxydul sind in Tabelle
2.1 zusammengefasst [16]. Zusätzlich wird die reduzierte Masse µ berechnet und in die
Tabelle mit aufgenommen, da diese für Exzitonen in Cu2O eine entscheidende Rolle
spielt.

2.2. Hamiltonfunktion von Kupferoxydul in gekreuzten
Feldern

Für die Hamiltonfunktion in gekreuzten elektrischen und magnetischen Feldern werden
die Felder derart angelegt, dass

B = Bez, F = Fex, (2.8)

gilt. Die Felder werden durch das Prinzip der minimalen Kopplung in die Hamiltonfunk-
tion eingeführt. Für die Impulse und die Energie des Systems folgt daraus die Transfor-
mation

p→ p− qA, (2.9a)

E → E − qΦ. (2.9b)

Dabei stellt A das Vektorfeld und Φ das Skalarfeld aus der Elektrodynamik dar. Für q
wird jeweils die Ladung der Teilchen eingesetzt. Das Loch besitzt die Ladung qh = +e,
das Elektron qe = −e. Aufgrund der Homogenität der Felder wird eine symmetrische
Eichung gewählt, so dass sich für A und Φ

A =
1

2
(B × r) =

1

2
B

−yx
0

, Φ = −r ·F = −xF, (2.10)
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2. Theoretische Grundlagen

ergibt. Für das Lösen der Hamiltonfunktion aus Gl. (2.1) wird das Zweikörperproblem
in seine Schwer- bzw. Relativkomponenten aufgeteilt [17],

r = re − rh, (2.11a)

p =
mhpe −meph

me +mh

, (2.11b)

R =
mere +mhrh

me +mh

, (2.11c)

P = pe + ph. (2.11d)

Die Schwerpunktskoordinate soll in dieser Arbeit nicht weiter berücksichtigt werden
und der Fokus auf die Relativbewegung des Elektron-Loch-Paares gelegt werden. Die
Relativkoordinate wird mit r und der Relativimpuls mit p gekennzeichnet. Für die Ha-
miltonfunktion ergibt sich nach einigen Rechenschritten

H =
1

2µ
p2 +

1

2

mh −me

memh︸ ︷︷ ︸
=1/µ?

LzB +
1

8
ρ2B2 + Fx− 1

εr
= E. (2.12)

Dabei steht Lz = xpy − ypx für die z-Komponente des Drehimpulses und ρ =
√
x2 + y2

stellt den auf die xy-Ebene projizierten Abstand zum Ursprung dar. Die Größe µ? wird
aufgrund ihrer Ähnlichkeit mit der Berechnung der reduzierten Masse µ eingeführt. Glei-
chung (2.12) beinhaltet bereits atomare Einheiten. Für den Materialparameter ε und die
effektiven Massen me,mh, µ wird ein Einheitensystem konstruiert, dass die Materialpa-
rameter in Cu2O berücksichtigt und zusätzlich die reduzierte Masse als atomares Maß
für Massen verwendet (siehe Anhang A). Führt man dieses Einheitensystem in Gl. (2.12)
ein, so kann der gesamte Einfluss von Kupferoxydul auf die Exzitonen in einen Vorfaktor
κ zusammengefasst werden,

κ =
µ

µ?
=
mh −me

me +mh

= −0,2611. (2.13)

Die endgültige Hamiltonfunktion der betrachteten Exzitonen lässt sich somit ausdrücken
als

H =
1

2
p2 +

1

2
κLzB +

1

8
ρ2B2 + Fx− 1

r
= E. (2.14)

Genaueres zur Konstruktion des Einheitensystem in Cu2O und den daraus folgenden
Werten für die betrachteten physikalischen Größen im Vergleich zum Wasserstoffatom
kann dem Anhang A entnommen werden. In dem Vorfaktor κ manifestiert sich der
Einfluss der Materialparameter und der effektiven Massen in Kupferoxydul. Er stellt
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2.2. Hamiltonfunktion von Kupferoxydul in gekreuzten Feldern

den mathematischen Unterschied zwischen Wasserstoff und dem Kupferoxydul dar. Das
Vorzeichen von κCu2O ist negativ und der Betrag kleiner als er in Wasserstoff ist,

|κCu2O| < κH = 1 (2.15)

Für Wasserstoff (H, engl. Hydrogen) wird diesem Faktor keine besondere Bedeutung zu-
teil, da er dort unter der Annahme eines unendlich schweren Kerns zu κH = 1 wird
und folglich in den Gleichungen nicht auftaucht. Besonders anzumerken ist das un-
terschiedliche Vorzeichen der beiden Faktoren κi. Die Wirkung des paramagnetischen
Terms κiBLz/2 wirkt bei positivem Vorzeichen in dieselbe Richtung als der Term, der
Proportional zu B2 ist,∝ B2. Für das negative Vorzeichen, das in Kupferoxydul auf-
tritt, wirken diese Terme entgegengesetzt.Für die weitere theoretische Behandlung der
Bewegungsgleichungen wird die Indizierung von κ fallen gelassen. Da die Herleitung die
Exzitonbewegung in Kupferoxydul behandeln soll, wird κ = κCu2O , solange nicht explizit
ein Vergleich mit Waserstoffatom gezogen wird.

Die Hamiltonfunktion aus Gl. (2.14) besitzt eine klassische Skalierungseigenschaft, die
es ermöglicht die freien Parameter Energie E, elektrische Feldstärke F und magnetische
Flussdichte B auf zwei Parameter zu reduzieren,

Ẽ = EB−
2
3 , F̃ = FB−

4
3 . (2.16)

Durch die Skalierung der Gleichungen verändern sich in Folge die Ortsvektoren r, Im-
pulse p und die Zeit t,

r̃ = rB
2
3 , p̃ = pB−

1
3 , t̃ = tB. (2.17)

Die Skalierung bezüglich des Magnetfeldes eliminiert dieses aus der Hamiltonfunktion
und tritt erst wieder in Erscheinung, wenn die Größen Ẽ,F̃ reskaliert werden sollen:

H̃ =
1

2
p̃2 − 1

r
+

1

2
κ(x̃p̃y − ỹp̃x) +

1

8
(x̃2 + ỹ2) + x̃F̃ . (2.18)

Die Größen Lz und ρ wurden in Gl. (2.14) wieder rücksubstituiert, um die Herleitung der
Bewegungsgleichungen besser nachvollziehen zu können. Im Folgenden werden skalierte
Größen ohne Tilde geschrieben, da alle auftretenden Größen skaliert sind, sofern nichts
anderes angegeben ist. Durch Einführen des Vektors γ = (r,p)T, der die kanonischen
Orts- und Impulskoordinaten enthält, lassen sich die Hamiltonschen Bewegungsgleichun-
gen in eleganter Form kompakt schreiben als

d

dt
γ = J

∂H
∂γ

, J =

(
0 1

−1 0

)
. (2.19)

Explizit ausgeschrieben ergeben sich die Differentialgleichungen für die Orts- und Im-
pulskoordinaten wie folgt,

d

dt
r =

∂H
∂p

= p+
κ

2
(ez × r), (2.20a)

d

dt
p = −∂H

∂r
= − r

r3
+
κ

2
(ez × p)− 1

4
(xex + yey)− Fex, (2.20b)
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2. Theoretische Grundlagen

wobei die Vektoren ei die Einheitsvektoren in (x,y,z)-Richtung darstellen. Die gesuch-
ten Bahnen der Elektronenbewgung sollen Kernbahnen sein, die nach gewisser Integra-
tionszeit wieder im Kern enden. Für diese geschlossen periodischen Bahnen tritt bei
Annäherung an den Kern für r → 0 ein divergentes Verhalten der kanonischen Impulse
auf. Dieses Problem kann behoben werden, in dem man in regularisierte Koordinaten
mittels einer Kustaanheimo-Stiefel-Transformation wechselt. Diese werden im folgenden
Abschnitt eingeführt.

2.3. Regularisierung

Die auftretende Singularität des kanonischen Impulses am Kernort soll mittels einer
Transformation verhindert werden. Die hier vorgestellte Transformation wurde erst-
mals von Kustaanheimo und Stiefel [18, 19] verwendet und kann nur in 1-,2-,4- und
8-dimensionalen Räumen auftreten. Um die Transformation durchführen zu können,
müssen die Bewegungsgleichungen um eine Dimension erweitert werden. Dazu wird der
Ortsvektor, sowie der Impuls, um eine Nullkomponente erweitert,

r → (x,y,z,0)T, (2.21a)

p→ (px, py, pz, 0)T. (2.21b)

Die surjektive Abbildung,

R4 → R4, U → L(U ) (2.22)

bildet den Ortsvektor r auf eine 4-dimensionale Faser im regularisierten Raum ab. Die
Faser ist durch den Faserwinkel α parametrisiert, der im Folgenden für alle numerischen
Berechnungen auf α = 0 gesetzt wird. Durch Einführen der regularisierten Ortskoordi-
naten U = (U1, U2, U3, U4)T und der regularisierten Impulse P = (P1,P2,P3, P4), lässt
sich die Abbildung in Matrixschreibweise in expliziter Form angeben,

x
y
z
0

 = L(U ) ·U =
1

2


U3 −U4 U1 −U2

U4 U3 U2 U1

U1 U2 −U3 −U4

U2 −U1 −U4 U3

 ·U . (2.23)

Das Zeitdifferential dt wird über

dt = 2r dτ (2.24)

skaliert. Dabei ist τ die transformierte Zeit, die aus der physikalischen Zeit t gewonnen
werden kann. Die Transfortmation des Impulses erfolgt über

p =
1

r
L(U) ·P . (2.25)
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2.3. Regularisierung

Um die Eindeutigkeit der Bewegungsgleichungen im regularisierten Raum zu erhalten,
fordert man, dass die regularisierten GeschwindigkeitenU

′
zu jedem Zeitpunkt senkrecht

auf der Faser stehen,

∂U

∂α
· dU

dτ
= 0. (2.26)

Diese Forderung ist äquivalent mit der bilinearen Relation, die eine Erhaltungsgröße im
regularisierten Raum darstellt und durch

U2
dU1

dτ
− U1

dU2

dτ
+ U3

dU4

dτ
− U4

dU3

dτ
= 0 (2.27)

gegeben ist. Die Herleitung der Bewegungsgleichungen erfolgt analog zu [20], vereinfacht
für die Bewegung im reinen Coulombpotential ohne angelegte Felder,

..
r − r

r3
= 0. (2.28)

Unter Verwendung von Gl. (2.24) ergibt sich

r · r′′ − r′ · r′ + 4r = 0. (2.29)

Die einzelnen Terme werden durch die Relationen

r = L(U) ·U , (2.30a)

r′ = 2L(U) ·U ′, (2.30b)

r′′ = 2L(U) ·U ′′ + 2L(U ′) ·U ′, (2.30c)

r =
1

2
U2 (2.30d)

r′ = U ·U ′ (2.30e)

ersetzt und nach einigen Umformungsschritten kann die Bewegungsgleichung auf die
Form des harmonischen Oszillators reduziert werden,

U ′′ − 2EU = 0. (2.31)

Durch das Einführen des vierdimensionalen Imulses P = U ′ kann die Hamiltonfunktion
auf die folgende Form gebracht werden,

H =
1

2
P 2 − EU 2 = 2. (2.32)

Ein Vergleich mit der Hamiltonfunktion im Coulomb-Potential erklärt den Faktor 2 in
Gleichung (2.32):

H =
1

2
p2 − 1

r
= E ⇒ 2 = 2r(H− E) + 2 (2.33)

= rp2 − 2rE

=
1

2
P 2 − EU 2.
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2. Theoretische Grundlagen

Die Hamiltonfunktion wird für den Fall der gekreuzten Felder zu

H =
1

2
P 2 −

[
E − 1

2
κLz +

1

8
(x2 + y2)− Fx

]
·U 2 (2.34)

=
1

2
P 2 − [E − F (U1U3 − U2U4)]U 2

+
1

2
κ
[
(U1P2 − U2P1)(U2

3 + U2
4 ) + (U3P4 − U4P3)(U2

1 + U2
2 )
]

+
1

8
(U2

1 + U2
2 )(U2

3 + U2
4 )U 2

=2

verallgemeinert. Analog zu den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen in Gl. (2.19) lassen
sich die Bewewgungsgleichungen in regularisierten Koordinaten kompakt formulieren,
indem man den Vektor Γ = (U ,P )T einführt,

d

dτ
Γ = J

∂H
∂Γ

, J =

(
0 1

−1 0

)
. (2.35)

Explizites berechnen der Differentiale, führt auf die Bewegungsgleichungen (2.36),

d

dτ
U = P +

1

2
κ


−U2(U2

3 + U2
4 )

U1(U2
3 + U2

4 )
−U4(U2

1 + U2
2 )

U3(U2
1 + U2

2 )

 = P + PB(U(r)), (2.36a)

d

dτ
P = −2ZU + FU 2


−U3

U4

−U1

U2

− 1

4
U 2


U1(U2

3 + U2
4 )

U2(U2
3 + U2

4 )
U3(U2

1 + U2
2 )

U4(U2
1 + U2

2 )

 (2.36b)

− κ


U1(P4U3 − P3U4)
U2(P4U3 − P3U4)
U3(P2U1 − P1U2)
U4(P2U1 − P1U2)

+
κ

2


−P2(U2

3 + U2
4 )

P1(U2
3 + U2

4 )
−P4(U2

1 + U2
2 )

P3(U1
3 + U2

2 )

 ,

wobei die Größe Z wie folgt definiert ist,

Z = −E + F (U1U3 − U2U4) +
1

8
(U2

1 + U2
2 )(U2

3 + U2
4 ). (2.37)

Die Größe PB(U(r)) in Gl. (2.36a) wird eingeführt um hervorzuheben, dass die re-
gularisierten Geschwindigkeiten U ′ nur am Kernort mit den regularisierten Impulsen P
übereinstimmen [11]. In den Bewegungslgleichungen (2.36) sind erneut Skalierungseigen-
schaften der Bahngleichungen verwendet worden. In regularisierten Koordinaten ergeben
sich diese wie folgt,

Ũ = UB−
1
3 P̃ = P , τ̃ = τB

1
3 . (2.38)
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2.4. Stabilität der Bahnen

Die für eine Bahn wichtigen Kenngrößen der Zeit t, so wie die physikalischen Wirkung
S, können gemäß [11] aus den Differentialgleichungen gewonnen werden,

d

dτ
t = U 2 = 2r, (2.39a)

d

dτ
S = P 2 +

κ

2

[
(U1P2 − U2P1)(U2

3 + U2
4 ) + (U3P4 − U4P3)(U2

1 + U2
2 )
]
. (2.39b)

Aus dem Zeitdifferential (2.39a) kann am Ende der Bahn die Periodendauer T bestimmt
werden. In regularisierten Koordianten kann diese als ein mittlerer Abstand zum Ur-
sprung interpretiert werden. Für die Umkehrabbildung der Orts- und Impulskomponen-
ten ergibt sich,

U =


√
r + z cos

(
ϕ+α

2

)
√
r + z sin

(
ϕ+α

2

)
√
r − z cos

(
ϕ+α

2

)
√
r − z sin

(
ϕ+α

2

)
 , (2.40a)

P =
1

r
L(U) ·P . (2.40b)

Eine ausführlichere Herleitung der Umkehrabbildung des Impulses P kann in [11] gefun-
den werden.

2.4. Stabilität der Bahnen

Die periodischen Bahnen, die als Lösungen der Bewegungsleichungen (2.36) gefunden
werden, sollen auf ihre Stabilität untersucht werden. Diese Untersuchung soll mithilfe ei-
ner Stabilitätsmatrix M erfolgen. Die Stabilitätsmatrix beschreibt in linearer Näherung

γ(γ0 + dγ, t0 + t)− γ(γ0, t0 + t) = M (γ, t) · [γ(γ0 + dγ, t0)− γ(γ0, t0)] , (2.41)

wie sich eine Bahn verhält, wenn ihre Anfangsbedingungen leicht verändert werden.
Dabei stellt γ die Bahn im Ortraum dar. Dieselbe Betrachtung kann für Bahnen im re-
gularisierten Raum durchgeführt werden, wenn man γ mit Γ und t mit τ ersetzt. Schreibt
man Gl. (2.41) um, so kann man eine übersichtlichere Definition der Stabilitätsmatrix
finden,

M (γ(γ0, t0), t) =
γ(γ0 + dγ, t0 + t)− γ(γ0,t0 + t)

γ(γ0 + dγ, t0)− γ(γ0,t0)
(2.42)

=
∂γ(t0 + t)

∂γ(t0)
.

Dabei werden die Bahnen für einen beliebigen Zeitpunkt t0 mit Anfangswerten γ0 be-
trachtet. Das Argument vonM (γ(γ0, t0), t) soll erkennbar machen, dass jeder Punkt im
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2. Theoretische Grundlagen

Phasenraum eine eigene Stabilitätsmatrix besitzt. Für die Stabilitätsmatrix M lassen
sich Bewegungsgleichungen herleiten, wenn man die Hamiltonschen Bewegungsgleichun-
gen auf die Stabilitätsmatrix anwendet,

d

dt
M = J · ∂

2H
∂γ2
·M , J =

(
0 1

−1 0

)
. (2.43)

Als Startwerte für die Stabilitätsmatrix wird die Einheitsmatrix verwendet,
M(γ(γ0, 0), 0) = 1. Die Stabilität der Bahnen lässt sich mit dem, aus den Eigenwerten
di konstruierten, Lyapunovexponenten λi beschreiben. Dieser ist definiert [21] als

λi = lim
t→∞

ln(di(t))

t
. (2.44)

Die Lyapunovexponenten beschreiben wie stark sich zwei nah beieinanderliegende Punk-
te im Phasenraum im Laufe der Zeit in dynamischen Systemen voneinander entfernen.
Ein positiver Lyapunovexponent deutet auf eine instabile Bahn in der zugehörigen Ei-
genvektorrichtung hin. Für periodische Bahnen, die durch ihre Periodendauer T charak-
terisiert sind, vereinfachen sich die Zusammenhänge,

M (t+ nT ) = M
n
(t)⇒ di(t+ nT ) = dni (t). (2.45)

Dabei stellt n ∈ N die Anzahl der Umläufe dar. Für den Lyapunovexponenten ergibt
sich

λi =
ln(di(T ))

T
. (2.46)

Die Stabilitätsmatrix besitzt eine symplektische Struktur. Dies lässt sich mathematisch
durch

M
†
JM = J (2.47)

ausdrücken. Diese Struktur hat zufolge, dass der Inverse Wert d−1
i eines Eigenwerts di

ebenfalls einen Eigenwert darstellt.

Zu jeder Erhaltungsgröße gehören zwei Eigenwerte der Stabilitätsmatrix, die konstant
den Wert 1 besitzen. In Ortskoordinaten ist die Stabilitätsmatrix eine (6 × 6)-Matrix
und Energie ist die einzige Erhaltungsgröße. In regularisierten Koordinaten liegt zur
Energieerhaltung zusätzlich die bilineare Relation als Erhaltungsgröße vor und der 8-
dimensionale Phasenraum besitzt eine (8×8)-Stabilitätsmatrix. Durch einen sogenannten
Poincaré-Schnitt ist es möglich eine Matrix aufzustellen, die um die doppelte Anzahl
an Erhaltungsgrößen in ihren Dimensionen reduziert ist. In beiden Räumen führt dies
auf eine (4 × 4)-Matrix mit denselben Eigenwerten, die sogenannte Monodromiematrix
M . Diese besitzt zwei unabhängige Eigenwertpaare d1 = 1/d4 und d2 = 1/d3. Drückt
man diese in der Form di = eµi+iϕi aus, so können diese folgendermaßen charakterisiert
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2.5. Closed-Orbit-Theorie

werden. Für µi = 0 und ϕi 6= 0 ist die Bahn in der Eigenvektorrichtung des Eigenwertes
stabil. Ist µi 6= 0 und ϕi = 0, so ergibt sich eine instabile Bahn in der Eigenvektorrichtung
zu dem zugehörigen Eigenwert. Diese Einteilung lässt sich geschickter formulieren, wenn
man die beiden Stabilitätsindizes %1,4 und %2,3 einführt,

%1,4 = d1 + d4 = d1 +
1

d1

, %2,3 = d2 + d3 = d2 +
1

d2

. (2.48)

Für die stabilen (s, engl. stable) Eigenwerte (di = eiϕ) kann der zugehörige Stabilitäts-
index in zugehöriger Eigenvektorrichtung als

% = eiϕ + e−iϕ = 2 cos(ϕ) (2.49)

dargestellt werden. Die instabilen (u, engl. unstable) Eigenwerte (di = eµ) führen auf
einen Stabilitätsindex der Form

% = eµ + e−µ = 2 cosh(µ). (2.50)

Dies führt auf das Stabilitätskriterium für die vorgegebene Richtung der Eigenwerte und
deren Stabilitätsindizes. Ein Stabilitätsindex, der −2 ≤ % ≤ 2 ist, deutet auf eine stabile
Bahn in Richtung der Eigenvektoren der Eigenwerte hin. Gilt für ein Stabilitätsindex
|%| > 2, so ist die Bahn in diese Richtung instabil. Der Winkel ϕ wird daher auch als
Stabilitätswinkel bezeichnet. Die Bahnen lassen sich demzufolge in die vier Stabilitätst-
kategorien (ss), (su), (us) und (uu) unterteilen.

2.5. Closed-Orbit-Theorie

Die Closed-Orbit-Theorie [9] beschreibt eine Möglichkeit zur Berechnung von Photoab-
sorptionsspektren durch Parameter klassischer Elektronenbahnen. Ein Photoabsorptions-
spektrum zeichnet sich durch die Lage der Absorptionslinien und deren Intensitäten aus.
Der Lage der Absorptionslinien wird die Anregungsenergie der Elektronenzustände zu-
geschrieben. Die Ausprägung der Absorptionslinien ist durch das Dipolmatrixelement
〈i|D |n〉 bestimmt, dass die Intensität des Übergangs beschreibt. Quantenmechanisch
lässt sich eine Antwortfunktion konstruieren

gqm.(E) = − 1

π
〈i|DG(E)D |i〉 = − 1

π

∑
n

|〈i|D |n〉|2
E − En + iε

, (2.51)

wobei mit G(E) die retadierte Greensche Funktion

G(E) =
∑
n

|n〉 〈n|
E − En + iε

, (2.52)
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2. Theoretische Grundlagen

bezeichnet wird. Im Absorptionsspektrum treten Resonanzen auf, wenn die Energie den
Wert En − iε annimmt und in der Funktion eine Singularität auftritt.

In der Semiklassik ergibt sich nach [22] eine Antwortfunktion, die einen konstanten
und einen oszillierenden Summanden besitzt. Der oszillierende Beitrag in der Antwort-
funktion ist von der Form

gosc =
∑
c.o.

Ac.oeiSc.o. . (2.53)

Die Amplitude Ac.o. beschreibt die Stabilität und die aus- bzw. eingehenden Richtungen
[22]. Die genaue Form vonAc.o. hängt von der geometrischen Struktur der Felder ab, kann
jedoch aus rein klassischen Größen berechnet werden. Auf eine genauere mathematische
Herleitung der semiklassischen Antwortfunktion, über die semiklassische Greensfunktion
nach Gutzwiller, wird an dieser Stelle verzichtet und auf Literatur verwiesen [22]. Nach
einigen mathematisch aufwendigen Schritten kann für die Amplitude Ac.o. der folgende
Ausdruck gefunden werden,

Ac.o. = 4π
Y∗(ϑf , ϕf )Y(ϑi, ϕi)√

|det(Mc.o.)|
ei
π
2
µc.o. . (2.54)

Die Winkelfunktion Y(ϑ, ϕ) ergibt sich aus dem Anregungsprozess der Elektronenzustän-
de. Dabei wird der Endzustand mit f (engl. final) und der Anfangszustand mit i (engl.
initial) indiziert. Die auftretende Determinante det(Mc.o.) ist die obere rechte (2 × 2)-
Matrix der Monodromiematrix M . Sie tritt in Gleichung (2.54) durch die Relation

det (Mc.o.) sin(ϑi) sin(ϑf ) = det

(
∂(pϑf , pϑi)

∂(ϑf , ϑi)

)
(2.55)

auf und ist ein Maß für die Abhängigkeit der Drehimpulse am Ende der Bahn von
den Anfangswinkeln. Der Maslovinex µc.o berücksichtigt die Phase der semiklassischen
Wellenfunktion und ändert sich, wenn entlang der Bahn eine Kaustik auftritt [10]. (Mehr
zur Berechnung des Maslovindex und dem Begriff der Kaustik folgt in Abschnitt 3.3.1.
Für die semiklassische Antwortfunktion lässt sich somit

gscl(E) = g0 + gosc (2.56)

= g0 + 2(Ef − Ei)4π Im

{∑
c.o.

Y∗(ϑf , ϕf )Y(ϑi, ϕi)√
|det(Mc.o.)|

ei[Sc.o.−π2 µc.o.]
}

finden [23]. In der Antwortfunktion gscl(E) wird über alle geschlossenen Bahnen der
jeweiligen Energie (E) summiert, deren Start- und Endpunkt der Kern ist. Für den An-
fangszustand des Exzitons wird die |2p0〉 Wellenfunktion des Wasserstoffatoms gewählt
und daraus folgt für die Winkelfunktion [10],

Y(ϑ, ϕ) =
27e−4

√
2π

(
4 cos2(ϑ)− 1

) ϑ=π
2= −27e−4

√
2π

. (2.57)
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2.6. Harmonische Inversion

Diese Funktion hängt nicht vom Azimutalwinkel ϕ ab und muss dieser muss daher nicht
weiter berücksichtigt werden. Die Wahl von ϑ = π

2
greift an dieser Stelle bereits die

Suche in der xy-Ebene vorweg. Die Einschränkung auf die xy-Ebene und die daraus
folgenden Konsequenzen für die Bahnen und die Stabilitätsmatrix wird in Abschnitt
3.1.1 ausführlicher behandelt. Für die Energiedifferenz und den konstanten Beitrag zur
semiklassischen Antwortfunktion in Gl. (2.57) ergibt sich,

Ef − Ei ≈
1

8
, g0 =

23

15
× 213 × e−8 [10]. (2.58)

Die physikalische Wirkung Sc.o. der Bahn wird durch eine Taylorentwicklung bis zur
ersten Ordnung um die Energie der geschlossen periodischen Bahn E0 approximiert,

Sc.o. ≈ Sc.o.(E0) + Tc.o.(E − E0). (2.59)

Setzt man die eingeführten Größen [10] in die Antwortfunktion ein, so erhält man die
finale Form als

gscl(E) = g0

(
1 +

15

23
Im

{∑
c.o.

1√
|det(Mc.o.)|

ei[Sc.o.(E0)+Tc.o.(E−E0)−π
2
µc.o.]

})
. (2.60)

Zur Signalerzeugung wird die semiklassische Antwortfunktion um die Energie E0 in einem
Energiefenster der Breite 2∆E fouriertransformiert [10] und es ergibt sich,

c(t) =
1

2π

E0+∆E∫
E0−∆E

g0
15

23
Im

{∑
c.o.

1√
|det(Mc.o.)|

ei[Sc.o.(E0)+Tc.o.(E−E0)−π
2
µc.o.]

}
dE

=
g0

2π

15

23

∑
c.o.

B−
1
3√

|det(Mc.o.)|

{
ei[Sc.o.(E0)B−1/3−π

2
µc.o.]∆E sinc

(
∆E

Tc.o.

B
− t
)

(2.61)

− e−i[Sc.o.(E0)B−1/3−π
2
µc.o.]∆E sinc

(
∆E

Tc.o.

B
+ t

)}
.

Die auftauchende Sinc-Funktion ist als sinc = sin(x)/x definiert. Die auftretenden Bahn-
parameter wurde nach Gleichungen (2.16) und (2.17) reskaliert, da die Spektren für be-
stimmte magnetische Flussdichten B berechnet werden sollen. Dieses Signal kann mittels
der harmonischen Inversion untersucht werden, um semiklassische Photoabsorptions-
spektren zu berechnen.

2.6. Harmonische Inversion

Das Verfahren der harmonischen Inversion dient der hochauflösenden Analyse eine Spek-
trums, das aus lorentzförmigen Resonanzen besteht. Ein solches Spektrum kann durch
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2. Theoretische Grundlagen

die Superposition komplexer Lorentzkurven

G(E) =
K∑
k=1

dk
E − Ek

(2.62)

dargestellt werden. Dabei beschreibt K die Anzahl an auftauchenden Resonanzen im
Spektrum. Die Koeffizienten Ek beschreiben die Position der Resonanzen in der komple-
xen Ebene und die dk legen die Amplitude der k-ten Resonanz fest. Durch diese Größen
wird das Spektrum vollständig beschrieben. Die Berechnung soll kurz skizziert werden.

Das Spektrum aus Gl. (2.62) wird fouriertransformiert und das Integral mittels des
Residuensatzes [24] berechnet,

C(t) =
1

2π

+∞∫
−∞

G(E) e−iEtdt (2.63)

= −i
K∑
k=1

dk e−iEkt

≈ −i
∑
k∈M

dk e−iEkt.

Das Fourier-Integral wird nur in einem Energiebereich von 2∆E ausgewertet. Durch
die Annahme, dass die i-te Resonanz hinreichend weit von der k-ten Resonanz entfernt
liegt, lässt sich behaupten, dass ihr Beitrag im Fouriersignal, das im Energiebereich
[E0 − ∆E, E0 + ∆E] ausgewertet wird, verschwindend gering ist. Zusätzlich muss die
Resonanzkurve der k-ten Resonanz, die im Energiebereich liegt, gegen den Rand des
Energieintervalls schnell genug abflachen, sodass

+∞∫
−∞

G(E) e−iEtdt ≈
E0+∆E∫
E0−∆E

G(E) e−iEtdt (2.64)

genähert werden kann. Die Menge in Gl. (2.63) M ist dabei als

M = {1 ≤ k ≤ K ∧ Re(Ek) ∈ [E0 −∆E,E0 + ∆E]} (2.65)

definiert. Die Summation erstreckt sich also nur über Resonanzen, die innerhalb des
Energieintervalles liegen. Das Signal C(t) muss für die numerische Auswertung in äqui-
distanter Form vorliegen, sodass

cn = C(nτ) =
∑
k∈M

(−idk) e−iEknτ , n = 0, 1, ..., N − 1 (2.66)
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2.6. Harmonische Inversion

gilt. Der Abstand zweier benachbarter Signalpunkte wird hier mit τ bezeichnet und sollte
nicht mit der regularisierten Zeit, die in Abschnitt 2.3 eingeführt wurde, verwechselt
werden. Für τ ergibt sich der Zusammenhang [24]

τ =
π

∆E
=
tmax

2K
, (2.67)

mit tmax = 2Kτ . Durch Einführen von d̃k = −idk und zk = exp(−iEkτ) lässt sich eine
kompakte Darstellung der Summe finden,

cn =
∑
k∈M

d̃kz
n
k . (2.68)

Die Summe stellt ein nichtlineares Gleichungssystem mit N Gleichungen und 2K Un-
bekannten dar. Die Padé- Näherung geht von einem kontinuierlichen Signalverlauf aus,
der durch n→∞ mathematisch formuliert werden kann, um die Laurent-Reihe g(z) in
eine geometrische Reihe umzuformulieren,

g(z) =
∞∑
n=0

cnz
−n =

K∑
k=1

zd̃k
z − zk

=
PK(z)

QK(z)
. (2.69)

Die Polynome PK(z) und QK(z) sind dabei wie folgt definiert,

PK(z) =
K∑
k=1

bkz
k, QK(z) =

K∑
k=1

akz
k − 1. (2.70)

Durch erneutes Anwenden des Residuensatzes und dem Vergleich der Ausdrücke für g(z)
in Gl. (2.69) lassen sich nach [24] die Koeffizienten d̃k durch

d̃k =

(
dQK(z)

dz

∣∣∣∣
z=zk

)−1
PK(zk)

zk
(2.71)

berechnen. Die Koeffizienten ak und bk lassen sich durch Lösen des nichtlinearen Glei-
chungssystem bestimmen. Eine numerische Nullstellensuche des Polynoms QK(z) führt
auf die gesuchten Koeffizienten zk [10]. Zuletzt lassen sich die charakteristischen Para-
meter des Spektrums durch

Ek =
i

τ
ln(zk), dk = id̃k (2.72)

explizit berechnen und das Spektrum vollständig beschreiben.
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3. Untersuchung geschlossen
periodischer Bahnen

In diesem Kapitel werden die geschlossen periodischen Bahnen numerisch gesucht und
anschließend auf ihre Stabilität untersucht. Zum Abschluss des Kapitels wird die semi-
klassische Antwortfunktion in Hinblick auf das Absorptionsspektrum berechnet. Parallel
zur Analyse von Kupferoxydul wird am Ende jedes Abschnittes ein Vergleich mit Was-
serstoff gezogen.

3.1. Geschlossen periodische Bahnen in der xy-Ebene

Die Vereinfachung der Suche auf die xy-Ebene bietet sich an, da durch die Forderung
z = 0 die Bewegungsleichungen deutlich vereinfacht werden. Außerdem zeigte sich in [10],
dass sich aus den Bahnen in der xy-Ebene bereits Spektren berechnen lassen, deren Lage
der Resonanzen gut mit exakten quantenmechanischen Rechnungen übereinstimmen. Im
folgenden Abschnitt wird die numerische Suche in der xy-Ebene vorgestellt.

3.1.1. Numerische Suche der Bahnen

In der vorliegenden Arbeit werden ausschließlich Bahnen in der xy-Ebene untersucht.
Durch die Einschränkung z = 0 für alle Bahnen vereinfachen sich die Bewegungsglei-
chungen. Aus den Gleichungen (2.40a) und (2.40b) folgen daraus die Zusammenhänge,

U1 = U3, U2 = U4, (3.1)

P1 = P3, P2 = P4. (3.2)

Der Vorteil, der aus dieser Vereinfachung resultiert, ist, dass die Bahnen zu dem Verbleib
in der xy-Ebene analytisch gezwungen werden. Auch lange Bahnen können sich durch
numerische Ungenauigkeiten nicht aus der Ebene entfernen.

Für die Suche der periodisch geschlossenen Bahnen werden die Bewegungsgleichungen
(2.36) mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung numerisch integriert.
Hierfür werden Anfangsbedingungen der Bahn Γ im regularisierten Raum benötigt. Diese
werden derart gewählt, dass das Elektron zu Beginn der Bahn im Kern startet,Ustart = 0.
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3. Untersuchung geschlossen periodischer Bahnen

Dies führt für die Bahnen Γ auf folgende Startwerte,

Γ = (0, 0, 0, 0, P1, P2, P3, P4)T, (3.3a)

mit : P1 = 2 cos

(
ϑ

2

)
cos
(ϕ

2

)
, (3.3b)

P2 = 2 cos

(
ϑ

2

)
sin
(ϕ

2

)
, (3.3c)

P3 = 2 sin

(
ϑ

2

)
cos
(ϕ

2

)
, (3.3d)

P4 = 2 sin

(
ϑ

2

)
sin
(ϕ

2

)
. (3.3e)

Da der Startimpuls in Richtung der U1-Achse vorgegeben wird und der Azimutalwinkel
von der U1-Achse aus gemessen wird, verschwindet dieser, ϕ = 0. Der Polarwinkel wird
auf ϑ = π

2
gesetzt, um die Bahnen auf xy-Ebene zu zwingen. Die Beschreibung der Start-

impulse aus Gl. (3.3) ist äquivalent mit der Betrachtung des vereinfachten Hamiltons im
Kern

H =
1

2
P 2 = 2. (3.4)

Dieser führt auf die Startwerte des Impulses

P 2
1 + P 2

3 = 2P 2
1 = 2P 2

3 = 4, (3.5)

⇒ P1 = P3 = ±
√

2.

und erklärt den auftretenden Faktor 2 vor den Impulsen in Gl. (3.3) (b)-(e).

Die Suche nach einfach durchlaufenen geschlossen periodischen Bahnen beginnt aus-
gehend von einer vorgegebenen skalierten elektrischen Feldstärke F . Für Kernbahnen,
deren Start- und Endpunkt der Kern sein soll, wird eine beliebig gewählte Startenergie
E0, derart variiert, dass die Bahnen nach einem Umlauf im Kern enden. Diese Suche wird
über die Eigenschaften der Bahnen möglich. Bei verschwindender Ortskoordinate U1 = 0,
soll das für den Impuls senkrecht zu dieser Richtung ebenfalls gelten, P2 = 0. Dieses Kri-
terium wird überprüft und die Energie variiert, sollte das Kriterium nicht erfüllt sein.
Abbildung 3.1 stellt eine Veranschaulichung dieses Verfahrens dar. Die durchgezogene
Kurve gehört zu einem passenden E-F-Paar. Die beiden gestrichelten Kurven besitzen
nach einem halben Umlauf einen nicht verschwindenden Impuls P2 und treffen deshalb
nicht senkrecht auf die Symmetrieachse. Durch Variation der Energie gehen die beiden
Kurven in die orangefarbene Kurve über. Diese Nullstellensuche für U1 wird über ein
klassisches Sekantenverfahren implementiert. Die anschließende Suche nach der passen-
den Energie wird durch dasselbe Verfahren durchgeführt. Der Wert von P2 wird nach
der Energievariation mit dem Wert zuvor verglichen und die Energie anschließend derart
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Abbildung 3.1.: Veranschaulichung des Suchverfahrens für geschlossen periodische Bah-
nen. Die gestrichelten Kurven zeigen den Verlauf eines E-F-Paares, dass
nicht zu eine geschlossen periodische Bahn gehört. Bei beiden Kurven
wird ersichtlich, dass der Impuls P2 nicht verschwindet. Die orangefar-
bene Kurve (durchgezogen) trifft hingegen senkrecht auf die U1-Achse,
die die Symmetrieachse der Bahnen darstellt. Durch diese Symmetrie
ist es hinreichend die Suche auf einen halben Umlauf der Bahnen zu
beschränken.
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3. Untersuchung geschlossen periodischer Bahnen

verändert, dass der Impuls P2 betragsmäßig kleiner wird, bis er schließlich verschwindend
gering ist und die geschlossen periodische Bahn als gefunden angesehen werden kann.
Aufgrund der Tatsache, dass die Bahnen gegenüber der U1-Achse symmetrisch sind,
reicht es aus einen halben Umlauf zu betrachten und dort die Bahnen zu untersuchen.
Da hierfür nur die Hälfte der Integrationsschritte verwendet werden muss, reduziert sich
dadurch der numerische Fehler des Verfahrens.

Um die (4× 4)-Monodromiematrix M am einfachsten berechnen zu können, wird die
reduzierte Stabilitätsmatrix

M red. =
1

2

(
∂ϕP ∂ϑP ∂ϕU ∂ϑU
∂ϕU ∂ϑU ∂ϕP ∂ϑP

)
=

1

2



−P2 −P3 0 0
−P1 −P4 0 0
−P4 P1 0 0
−P3 P2 0 0

0 0 −P2 −P3

0 0 P1 −P4

0 0 −P4 P1

0 0 P3 P2


, (3.6)

eingeführt [10]. Diese beinhaltet die Varitationen der Startparameter nach den Bahnwin-
keln ϕ und ϑ. Die Monodromiematrix M lässt sich aus der reduzierten Stabilitätsmatrix
gewinnen, indem man M red.(T) am Ende der Bahn auf die transponierte Stabilitätsma-
trix zu Beginn der Bahn M red.(0) projiziert,

M = M red.(T) M red.(0)T. (3.7)

Die resultierende (4× 4)- Monodromiematrix stimmt mit der aus Abschnitt 2.4 überein.
Die Eigenwertpaare, die über den gesamten Verlauf der Bahnen konstant 1 sind, werden
nicht weiter untersucht, da die Bahnen in ihren zugehörigen Eigenvektorrichtungen stabil
sind. Dieses Verfahren zur Bestimmung der Monodromiematrix M bietet sich an, da es
den numerischen Fehler verringert, indem es die Anzahl der zu berechnenden Gleichungen
reduziert.

3.1.2. Diskussion der geschlossen periodischen Bahnen

In Abbildung 3.2 ist der Verlauf geschlossen periodischer Bahnen für verschiedene Feld-
stärken in Kupferoxydul gezeigt. In (a) sind die Bahnen im regularisierten Raum in der
U1U2-Ebene dargestellt und in (b) die Rücktransformation in den Ortsraum. Zusätzlich
ist die Symmetrieachse grau gestrichelt eingezeichnet, um die eben erwähnten Symme-
trieüberlegungen hervorzuheben. Für zunehmende elektrische Feldstärken werden die
Bahnen kürzer und verlieren an Exzentrizität. Nach Gleichung (3.5) sind zwei Startwer-
te für den Impuls möglich. Abbildung. 3.2 zeigt die positive Lösung. In regularisierten
Koordinaten führt der negative Impuls auf eine Bahn, die zur Bahn des positiven Im-
pulses punktsymmetrisch bezüglich des Ursprungs ist. Im Ortsraum fallen die Bahnen

26



3.1. Geschlossen periodische Bahnen in der xy-Ebene
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Abbildung 3.2.: Geschlossen periodische Bahnen für verschiedene skalierte elektrische

Feldstärken F̃ und deren zugehörige skalierte Energien Ẽ. In (a) sind
die Bahnen in regularisierten Koordinaten und in (b) im Ortsraum
dargestellt.

zusammen. Auffällig für Bahnen mit geringen elektrischen Feldern ist die Deformation
der Bahnen nach einem halben Umlauf, die sich in Form einer Einbuchtung äußert. Die
Deformation der Bahnen wird umso stärker je schwächer das elektrische Feld gewählt
wird.

Die Bahnen hängen neben den Startwerten des Ortes und des Impulses von der ska-
lierten elektrischen Feldstärke und der skalierten Energie ab. Zu jeder elektrischen Feld-
stärke existiert eine Energie, für die die gefundene Bahn geschlossen periodisch ist. Der
Zusammenhang zwischen den beiden Größen ist in Abb. 3.3 (a) dargestellt. Ein starkes
elektrisches Feld resultiert in einer kleinen Energie. Bei starkem elektrischen Feld werden
die mittleren Bahnradien kleiner und die Bahn kürzer. Für verschwindende Feldstärken
von F < 0,08 können keine physikalisch sinnvollen Bahnen mehr gefunden werden. Die
Kurve zeigt ein asymptotisches Verhalten gegen die grau gestrichelte Linie bei F = 0,08.
In Abbildung 3.3 (b) und (c) sind die beiden Parameter Periodendauer T und Wirkung S
über die skalierte Energie aufgetragen. Für zunehmende Energien steigen beide Größen
an.

3.1.3. Vergleich der Bahnen mit Wasserstoff

Eine analoge Untersuchung der Bahnen für das Wasserstoffatom wurde bereits in einer
früheren Arbeit von Marcel Wagner [10] durchgeführt. Die Ergebnisse dieser Arbeit sind
hier reproduziert worden und dienen dem Vergleich zwischen Exzitonen in Cu2O und
dem Wasserstoffatom. Dieser Vergleich der gefundenen Bahnen ist in Abb. 3.4 zu sehen.
Für beide Systeme wird diesselbe skalierte elektrische Feldstärke von F = 0,8 angelegt.
Die Energien der beiden Bahnen weichen stark voneinander ab. Dieser Unterschied ist
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Abbildung 3.3.: (a) skalierte elektrische Feldstärke F , (b) Wirkung S und (c) Umlaufdau-
er T der gefundenen Bahnen über die skalierte Energie E aufgetragen.

in Abb. 3.5 (a) deutlicher zu erkennen und wird noch weiter diskutiert.

Die Suche wird in regularisierten Koordinaten durchgeführt und deshalb werden die
Unterschiede der Bahnen zuerst in Abb. 3.4 (a) betrachtet. Beide Bahnen starten im
Ursprung und propagieren mit den gleichen Startwerten in Richtung der U1-Achse. Ent-
scheidender Unterschied der Bahnen in der U1U2-Ebene ist das Krümmungsverhalten.
Für Kupferoxydul ist die Kopplung an den paramagnetischen Term durch κCu2O =
−0,261 gegeben. Das negative Vorzeichen resultiert in dem entgegengesetzten Krüm-
mungsverhalten der Bahn in regularisierten Koordinaten. Der betragsmäßig kleinere
Wert von κCu2O verglichen mit dem von Wasserstoff κH = 1 führt auf die kleinere Aus-
prägung der Bahn, da die Kopplung an die magnetischen Terme dadurch weniger stark
ausfällt. Der mittlere Bahnradius ist somit bei gleicher elektrischen Feldstärke für Kup-
feroxydul kleiner als für Wasserstoff. Dieses Verhalten zeigt sich ebenfalls im Ortsraum
der Bahnen in (b). Aufgrund der geringeren Kopplung verbleibt die Bahn des Elektron in
Kupferoxydul länger in x-Richtung, bevor die Ablenkung relevant wird. Für Wasserstoff
ist die Bahn deutlich länger und ausgeprägter. Aufgrund der Symmetrie der Rücktrans-
formation ist die Durchlaufrichtung der Bahnen die Gleiche. Beide Bahnen werden in
positive y-Richtung abgelenkt und schneiden die x-Achse senkrecht nach halbem Umlauf,
bevor sie aus negativen y-Werten kommend in den Kern zurückkehren.

An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass die beiden Bahnen für dieselbe skalierte Feld-
stärke berechnet wurden. Für die Umrechnung in atomare Einheiten müssen allerdings
verschiedene Reskalierungswerte verwendet werden (siehe Anhang A). Der qualitative
Vergleich der Bahnen findet im weiteren Verlauf der Arbeit in skalierten Größen statt.
Der unterschiedliche Einfluss des äußeren elektrischen Feldes auf die zugehörige Ener-
gie ist in Abbildung 3.5(a) dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dass bei gleicher
Feldstärke die Energie von Cu2O geringer ausfällt als jene von Wasserstoff. Für große
elektrische Feldstärken wird dieser Einfluss zwar sehr gering, bei schwachen Feldern aller-
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3.1. Geschlossen periodische Bahnen in der xy-Ebene
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Abbildung 3.4.: Vergleich der geschlossen periodischen Bahnen von Cu2O (rot) und Was-
serstoff (blau). Abbildung (a) zeigt den Vergleich in regularisierten Ko-
ordinaten und (b) in der xy-Ebene der Ortskoordinaten.

dings stark bemerkbar. In der Abbildung sind zusätzlich die Grenzen des asymptotischen
Verhaltens eingezeichnet. Die grau gestrichelten Linien kennzeichnen jeweils die minima-
le Feldstärke, bei der noch eine geschlossen periodische Bahn gefunden werden konnte.
Dieses Verhalten ist für beide Kurven erkennbar. Die waagerechte Asymptote liegt bei
Wasserstoff Fgrenz,H ≈ 0,47 deutlich höher als die von Kuperoxydul Fgrenz,Cu20 ≈ 0,08. In
dem Energiebereich ist die Grenze für Kupferoxydul nicht ersichtlich, schaut man sich
in Abbildung 3.3 (a) allerdings einen größeren Energiebereich an, so erkennt man das
asymptotische Verhalten. In Abbildung 3.5 wurde darauf geachtet, dass ein ähnlicher
Energiebereich abgedeckt wird. Dazu musste der Bereich der elektrischen Feldstärke
für beide Systeme unterschiedlich gewählt werden. Die Abbildungenen 3.5(b) und (c)
zeigen, dass bei gleicher Energie die Wirkung, wie auch die Periodendauer, in Kupfer-
oxydul jeweils größer ist als die von Wasserstoff. Betrachtet man allerdings die Bahnen
aus Abbildung 3.4, so ist die Elektronenbahn in Wasserstoff länger als die von Kup-
feroxydul. Für gleiche elektrische Feldstärken fällt die Energie in Kupferoxydul kleiner
aus als die von Wasserstoff. Dies hat zufolge, dass die Bahnen kleiner werden. Da die
Suche von vorgegebenen elektrischen Feldern ausgeht, wird zur Veranschaulichung Abb.
3.6 angefertigt. Diese Abbildung zeigt die Periodendauer T über die skalierte elektrische
Feldstärke aufgetragen. Aus diesem Schaubild ist ersichtlich, dass bei gleicher elektri-
schen Feldstärke F die Bahnen von Wasserstoff größer ausfallen. Die Periodendauer in
regularisierten Koordinaten kann als ein mittlerer Bahnradius interpretiert werden (vgl.
Gl.(2.39a)). So lässt sich ein anschauliches Bild zwischen mittlerer Bahnlänge und Peri-
odendauer schaffen.
Ein analoges Bild für die physikalische Wirkung würde dasselbe Verhalten aufweisen.
Bei gleicher Feldstärke ist die Wirkung der gefundenen Bahn in Wasserstoff größer als
in Kupferoxydul.
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Abbildung 3.5.: (a) Skalierte elektrische Feldstärke F , (b) physikalische Wirkung S, (c)
Periodendauer T über die skalierte Energie E aufgetragen. Der Ver-
gleich zeigt die Kurven für Kupferoxydul Cu2O in blau und in orange
für Wasserstoff H. In (a) sind zusätzlich die asymptotischen Grenzen der
elektrischen Feldstärken grau gestrichelt eingezeichnet.
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Abbildung 3.6.: Die Periodendauer T einer einfach durchlaufenen geschlossen periodi-
schen Bahn über die skalierte elektrische Feldstärke für Wasserstoff und
Kupferoxydul dargestellt.

30



3.2. Stabilitätsuntersuchung

3.2. Stabilitätsuntersuchung

Die Untersuchung der Bahnen auf ihre Stabilität erfolgt mittels der Stabilitätsmatrix.
Die reduzierte (8×4)-Matrix (vgl. Gl.(3.6)) wird zusammen mit der Bahn integriert und
abschließend transponiert auf sich selbst projiziert und so die (4×4)-Monodromiematrix
berechnet. Aus der resultierenden Monodromiematrix M werden die Eigenwerte di be-
rechnet und daraus die Stabilitätsindizes %1,4 bzw. %2,3 ermittelt. In Abb. 3.7 sind die
Eigenwertpaare und Stabilitätsindizes in einem Diagramm dargestellt. Das starke Wachs-
tum des Eigenwertes Re(d4) sorgt für eine extreme Instabilität der Bahnen in diesen
Eigenvektorrichtungen. In (a) ist dieser Verlauf gezeigt. Zusätzlich wurde der Bereich
kleiner Energien vergrößert in dem kleinen Fenster dargestellt. Dieses zeigt für E → 0
den Stabilitätsindex %1,4 gegen den Stabilitätsbereich laufen. Die geschlossen periodi-
schen Bahnen, die in Ebenen liegen, die durch Eigenvektoren der Eigenwerte d1 und
d4 aufgespannt werden, sind für alle Energien E ≥ 0 instabil, da %1,4 > 2. In (b) ist
das Eigenwertpaar d2, d3 mit Stabilitätsindex %2,3 zu erkennen. Der Bereich, in dem die
Bahnen in der Ebene der Eigenvektoren stabil sind, ist grau hinterlegt. Beim Eintreten
des Stabilitätsindex %2,3 in den stabilen Bereich dieser Eigenvektorrichtung bei E ≈ 0,49
tritt eine Bifurkation auf. Über den restlichen Energiebereich, der in der Abbildung
betrachtet wird, ist die Bahn zu den Eigenwerten d2 und d3 stabil.

Eine Eigenschaft der geschlossen periodischen Bahnen ist, dass sie auch für mehrere
Durchläufe geschlossen und periodisch sind. Für die Monodromiematrix des r-fachen
Umlaufes folgt, dass diese durch Potenzierung der Monodromiematrix des einfachen
Durchlaufes berechnet werden kann, indem man sie mit der Anzahl r der Durchläufe
potenziert,

M (r) = M r. (3.8)

Dabei stellt r ∈ N \ {0} die Anzahl der Umläufe einer periodisch geschlossenen Bahn
dar. Auch die Berechnung der Bahnparameter vereinfacht sich für r-fach durchlaufene
geschlossen periodische Bahnen,

T ⇒ rT, S ⇒ rS. (3.9)

Diese Zusammenhänge werden später verwendet, um die Berechnung der Antwortfunk-
tion zu vereinfachen. Für geschlossen periodische Bahnen wird die Summation über alle
geschlossenen Bahnen lediglich zu einer Summation über die Umlaufzahl r.

Der obere rechte (2 × 2)-Block der Monodromiematrix spielt für die Berechnung der
Antwortfunktion eine wesentliche Rolle (vgl. Gl.(2.60)). Die Determinante dieser Unter-
matrix taucht im Nenner der Antwortfunktion, sowie bei der Berechnung ihrer Fourier-
transformierten auf. Zur einfacheren Kennzeichnung des (2× 2)-Matrixblockes wird die
Matrix im Folgenden, wie auch in der Theorie, mit Mc.o. bezeichnet. Da in die Berech-
nung der Antwortfunktion mehrere Umläufe eingehen, wird die Stabilitätsmatrix aus
einem Umlauf potenziert und die Determinante der Untermatrix ausgewertet. In Abb.
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Abbildung 3.7.: Nichttriviale Eigenwertpaare der Stabilitätsmatrix über die skalierte
Energie aufgetragen. (a) zeigt, dass das Eigenwertpaar d1,d4 über den
gesamten Bereich instabil ist und für größere Energien immer instabiler
wird. Der Bereich kleiner Energien ist vergrößert dargestellt und lässt
erkennen, dass der Stabilitätsindex %1,4 für E→ 0 stabil wird. (b) zeigt
das Eigenwertpaar d2,d3 für das bei E ≈ 0,49 eine Bifurkation auftritt.
Der grau hinterlegte Bereich markiert das Energieintervall, indem stabile
Bahnen in diesen Eigenvektorrichtungen gefunden werden.

3.8 ist die Determinante von Mc.o. dargestellt. Für einen einzelnen Umlauf (a) weist
die Determinante keine Nullstellen auf. Für mehrere Umläufe hingegen finden Vorzei-
chenwechsel in der Determinante statt (b). Durch eine Nullstellensuche können diese
gefunden werden. Sie sind in Tabelle 3.1 für die Umläufe r = 1 bis r = 12 zusammen-
gefasst. Im kleinen Fenster der Abb. 3.8 (b) ist der Ausschnitt vergrößert, in dem die
beiden weiteren Nullstellen der Determinanten für den Umlauf r = 9 liegen.

Tritt in der Determinante von Mc.o. ein Vorzeichenwechsel auf, so ändert sich der
Maslovindex µc.o, um eine zusätzliche Phase zu berücksichtigen. Betrachtet man die
gefundenen Nullstellen in Tab. 3.1 genauer, so fällt auf, dass eine Nullstelle des r-ten
Umlaufes, ebenfalls bei der 2r-fach durchlaufenen Bahn enthalten ist. Die mehrfach auf-
tretenden Nullstellen sind farbig hinterlegt worden, um diesen Zusammenhang graphisch
hervorzuheben. Diese Tatsache lässt sich dadurch erklären, dass das Produkt einer qua-
dratischen Matrix mit sich selbst die Nullstellen des oberen rechten (2 × 2)- Blockes
beibehält,

(
A B
C D

)
·
(
A B
C D

)
=

( . . . A ·B +B ·D
. . . . . .

)
. (3.10)

Die Determinante setzt sich additiv aus Produkten der Determinanten der Ausgangs-
matrizen zusammen. Für die ersten beiden Umläufe lassen sich keine Nullstellen finden.
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Tabelle 3.1.: Nullstellen der Determinante des oberen rechten (2× 2)-Blockes der Mono-
dromiemarix in Kupferoxydul für verschiedene Umlaufzahlen von r = 1
bis r = 12. Es sind erst ab dem dritten Umlauf Nullstellen auffindbar und
alle drei Umläufe ist eine zusätzliche Nullestelle zu erkennen. Die mehr-
fach auftretenden Nullstellen sind farbig hinterlegt, um die Zusammenhän-
ge hervorzuheben.

r Nullstellen der Determinante Mc.o.(E,r)

1 -
2 -
3 0,94536;
4 0,73953;
5 0,65076;
6 0,94536; 0,60216;
7 0,81771; 0,57262;
8 0,73953; 0,55520;
9 0,94536; 0,68506; 0,54111;

10 0,84905; 0,65076; 0,52988;
11 0,78841; 0,62248; 0,52337;
12 0,94536; 0,73953; 0,60216; 0,51910;

Anschließend kommt in jedem dritten Umlauf eine Nullstelle hinzu. Dies setzt sich zy-
klisch fort.

Der Determinante des (2× 2)-Blockes wird ein Maß der Drehimpulsabhängigkeit des
Elektrons am Ende der Bahn von den Startwinkeln zugeschrieben. An den jeweiligen
Nullstellen der Determinante aus Tab. 3.1 sollten daher Bifurkationen der geschlossen
periodischen Bahnen mit den jeweiligen Umlaufzahlen auftreten. Um die Einflüsse der Bi-
furkationen zu berücksichtigen, muss der Maslovindex berechnet werden. Dies geschieht
in Abschnitt 3.3.1, nachdem der Vergleich der Stabilitätsuntersuchung mit Wasserstoff
gezogen wurde.

3.2.1. Vergleich mit Wasserstoff

Für den Vergleich mit Wasserstoff werden die Materialparameter des Systems geändert
und dieselbe Stabilitätsuntersuchung durchgeführt. Abbildung 3.9 zeigt das Verhalten
der beiden Eigenwertpaare und den zugehörigen Stabilitätindizes %1,4 und %2,3. In (a) ist
auffällig, dass der Stabilitätsindex %1,4 kein divergentes Verhalten für steigende Werte von
E aufweist. Bei einer Energie von E ≈ 0,64 nimmt der Stabilitätsindex sein Maximum
an und entwickelt sich in eine stabilere Bahn für die zugehörige Eigenvektorrichtung.
Dennoch werden die Bahnen nicht stabil in dieser Richtung für das betrachtete Energie-
intervall. Für Kupferoxydul zeichnet sich ausschließlich ein divergentes Verhalten für den
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3. Untersuchung geschlossen periodischer Bahnen
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Abbildung 3.8.: Determinante des oberen rechten (2×2)-Blockes der Monodromiematrix
in Cu2O. In (a) für einen Umlauf und in (b) über neun Umläufe gegen die
skalierte Energie aufgetragen. Der kleine Ausschnitt zeigt den Bereich,
in dem die beiden weiteren Nullstellen liegen.
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3.3. Berechnung der Spektren

Stabilitätsindex %1,4 ab. Ein ähnliches Verhalten in der Stabilität der Bahnen zeichnet
sich für das Eigenwertpaar d2 und d3 ab. Sowohl für Kupferoxydul, als auch Wasserstoff,
beginnt der teilstabile Bereich (us) der Bahnen mit einer auftretenden Bifurkation im
Lösungsverhalten der Bahnen. In Wasserstoff ist der betrachtete Energiebereich groß ge-
nug, um eine zweite Bifurkation erkennen zu können. Mit dem Auftreten der Bifurkation
ist das Verlassen des Stabilitätsbereiches verbunden. Für Kupferoxydul wurden ebenfalls
Rechnungen in höheren Energiebereich durchgeführt; eine zweite Bifurkation wurde in
diesem Bereich allerdings nicht gefunden. Der Verlauf der Bahnstabilität für E → 0 deu-
tet für beide Systeme auf eine Bifurkation bei E = 0 hin, da sich die Stabilitätsindizes
der Grenze bei +2 annähern, jedoch Energien E ≤ 0 in den Abbildungen nicht mehr
dargestellt sind. Die Bahnen lassen sich durch die Indizierungen (vgl. Abschnitt 2.4) in
Abb. 3.10 nach der Stabilität in der jeweiligen Eigenvektorrichtungen der Eigenwertpaa-
re kategorisieren. Der erste Buchstabe der Einteilung wird den Eigenvektorrichtungen
des Paares d2, d3 zugeschrieben. Da für %2,3 nur unstabile Bahnen (u) gefunden wur-
den, können die Bahnen nur teilstabil (su) sein. In Abbildung 3.10 sind diese Bereiche
veranschaulicht. Im grau hinterlegten Bereich sind die geschlossen periodischen Bahnen
in Kupferoxydul teilstabil. Da in der Abbildung nicht eindeutig ersichtlich ist, dass der
Bereich durch die rote Markierung nicht unterbrochen wird, ist dieser Teilbereich er-
neut mit (su) beschriftet, ohne dass sich das Verhalten zwischenzeitlich geändert hat.
Der rote Bereich kennzeichnet das teilstabile (us) Verhalten von Wasserstoff. In allen
anderen Teilbereichen sind die Bahnen instabil in allen Eigenvektorrichtungen zu den
Eigenwerten.

Die Untersuchung der Mc.o. weist ebenfalls Unterschiede auf. Die Nullstellensuche
des (2 × 2)-Matrixblockes findet bereits ab dem ersten Umlauf r = 1 eine Nullstelle.
Für jeden zusätzlich betrachteten Umlauf kommt eine Nullstelle hinzu. Für Kupferoxy-
dul lag der Zyklus eine zusätzliche Nullstelle in dem Determinantenverlauf vorzufinden
bei drei Umläufen. Eine analoge Darstellung der Determinant für verschiedene Umlauf-
zahlen lässt sich in [10] finden. Da die Nullstellen der det(Mc.o.) für die Berechnung
der Antwortfunktion und des Maslovindex eine entscheidende Rolle spielen, sollen diese
für Wasserstoff noch kurz genannt werden und sind in Tab. 3.2 zusammengefasst. Für
Wasserstoff treten im gleichen Energiebereich mehr Bifurkationen auf, als es für Kup-
feroxydul der Fall ist. Dieses Verhalten äußert sich ebenfalls durch das Auftreten von
mehreren Kaustiken, die durch die Berechnung des Maslovindex festgestellt werden. Die
Berechnung des Maslovindex erfolgt im nächsten Abschnitt.

3.3. Berechnung der Spektren

Für die Berechnung der Antwortfunktion und dem darausfolgenden Signal c(t), das die
Fouriertransformierte der Antwortfunktion gscl(E) darstellt, ist die Berücksichtigung der
Phase unabdinglich. Diese Phase wird durch den Wert des Maslovindex multipliziert
mit dem Faktor π

2
bestimmt. Bevor die Antwortfunktion ermittelt werden kann, muss
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3. Untersuchung geschlossen periodischer Bahnen
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Abbildung 3.9.: Eigenwertpaare der Monodromiematrix von Wasserstoff. Der grau hin-
terlegte Bereich in (b) kennzeichnet die stabilen Bahnen −2 ≤ %2,3 ≤ 2
in dieser Eigenvektorrichtung. Für das Eigentwertpaar d1,d4 sind die
Bahnen für jede betrachtete Energie instabil.
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Abbildung 3.10.: Skalierte elektrische Feldstärke über die Energie in Hinblick auf die
Stabilitätskategorien aufgetragen. Die farbig hinterlegten Bereiche zei-
gen die Energieintervalle für die eine Eigenvektrorrichtung der Systeme
stabil ist. Der graue Bereich kennzeichnet die Stabilität von Kupferoxy-
dul, der rote Bereich den von Wasserstoff. Da aus der Abbildung nicht
direkt ersichtlich ist, dass der graue Bereich nicht unterbrochen wird,
sind die Stabilitätskategorisierungen für alle Teilintervalle eingezeich-
net worden.
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3.3. Berechnung der Spektren

Tabelle 3.2.: Die Nullstellen der Determinante Mc.o. des Wassertoffsystems in Abhän-
gigkeit der Umlaufzahlen r von r = 1 bis 8. Für jeden Umlauf lässt sich
eine zusätzliche Nullstelle finden und Nullstellen des r-ten Umlaufes tre-
ten auch im 2r-ten Umlauf auf. Mehrfach auftretenden Nullstellen wurden
farbig hinterlegt.

r Nullstellen der Determinante Mc.o.(E,r)

1 0,89071;
2 0,72979; 0,89071;
3 0,65941; 0,80658; 0,89071;
4 0,63189; 0,72979; 0,84049; 0,89071;
5 0,61865; 0,68560; 0,77642; 0,85765; 0,89071;
6 0,61133; 0,65941; 0,72979; 0,80658; 0,86740; 0,89071;
7 0,60688; 0,64290; 0,69774; 0,76311; 0,82664; 0,87342; 0,89071;
8 0,60396; 0,63189; 0,67540; 0,72979; 0,78793; 0,84049; 0,87739; 0,89071;

zuerst der Maslovindex µc.o. der Bahnen berechnet werden. Die Berechnung und dessen
Interpretation wird im folgenden Abschnitt behandelt.

3.3.1. Bestimmung des Maslovindex

Als Kaustik bezeichnet man das Verschwinden der Variation des Ortsvektors δU nach
dem Azimutalwinkel ϕ, dem Polarwinkel ϑ, der regularisierten Zeit τ oder dem Faser-
winkel α an einem Punkt der Bahn. Zusätzlich zu dem Verschwinden der Variationen
dürfen keine kollinearen Paare an Vektoren dieser Variationen auftreten. Diese Bedin-
gungen lassen sich mathematisch am besten dadurch formulieren, dass die Determinante
der Matrix 

δϕU1 δϑU1 δτU1 δαU1

δϕU2 δϑU2 δτU2 δαU2

δϕU3 δϑU3 δτU3 δαU3

δϕU4 δϑU4 δτU4 δαU4

 =


M1,3 M1,4 U

′
1 −U2

M2,3 M2,4 U
′
2 U1

M3,3 M3,4 U
′
3 U4

M4,3 M4,4 U
′
4 −U3

 , (3.11)

verschwindet. Für semiklassische Wellenfunktionen führt eine auftretende Kaustik auf
die Erhöhung der Phase um π

2
. Jede gefundene Nullstelle der Determinante erhöht den

Maslovindex µc.o. um 1. Die Variationen der einzelnen Orstkoordinaten Ui nach den
Winkeln ϕ und ϑ sind die Einträge des oberen rechten Blockes der reduzierten (4× 2)-
Stabilitätsmatrix M . Die Variation δτUi entspricht dem totalen Differential nach der
regularisierten Zeit τ , dU/dτ . Die vierte Spalte der linken Matrix in Gl. (3.11) lässt
sich als partielle Ableitung nach dem Faserwinkel α auffassen. Dafür wird die Umkehr-
abbildung von U nach α differenziert. Diese Matrix wird nach jedem Integrationsschritt
der Bewegungsgleichungen aufgestellt und die Determinante berechnet. Der Maslovindex
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3. Untersuchung geschlossen periodischer Bahnen

Tabelle 3.3.: Die Paare aus skalierter elektrischer Feldstärke und skalierter Energie, die
zur Berechnung der Spektren berücksichtigt werden. Die Energien sind für
Cu2O und Wasserstoff aufgeführt. Die elektrischen Feldstärken der Systeme
werden derart gewählt, dass sie die einzelnen Stabilitätsbereiche abdecken
und ungefähr miteinander übereinstimmen. Der Wert der größten Feld-
stärke liegt deutlich von der Stabilitätsgrenze entfernt.

Wertepaar FCu2O ECu2O FH EH

1 0,380 0,34300 0,600 0,36141
2 0,270 0,51322 0,520 0,52143
3 0,230 0,61304 0,500 0,60098
4 0,195 0,73669 0,480 0,74851

entspricht der Anzahl der gefundenen Nullstellen. Dieses Verfahren behandelt jede gefun-
dene Nullstelle äquivalent. Am Anfang und Ende einer jeden Bahn tritt ein Phasensprung
von nur π

4
auf. Dies kann man zeigen, indem man die Felder am Kernort vernachlässigt

und die Bahnen im reinen Coulombpotential beschreibt. Für dieses Problem beschreiben
die Besselfunktionen die exakte Lösung. Da diese Nullstellen am Anfang und Ende jeder
Bahn nicht erfasst werden, kann jede Nullstelle in Hinblick auf den Maslovindex gleich
behandelt werden.

In Tab. 3.3 sind die betracheten Wertepaare der elektrischen Feldstärke und der Ener-
gie zusammengefasst, für die im Weiteren die Analyse der Spektren durchgeführt werden
soll. Der Fokus wird dabei darauf gelegt, Energien aus den verschiedenen Stabilitätskate-
gorien auszuwählen, die für beide Systeme grob übereinstimmen. Das Wertepaar 1 liegt
weit entfernt von der Grenze zum teilstabilen Bereich der Bahnen in beiden Systemen.
Für Wertepaar 2 gehört die Energie von Kupferoxydul bereits zu teilstabilen Bahnen.
Für die Wertepaare 3 und 4 sind die Bahnen für Cu2O und Wasserstoff stabil in der Ei-
genvektorrichtung zu dem Eigenwertpaar d2, d3. Zu diesen Wertepaaren werden mittels
Gleichung (3.11) die Maslovindizes µc.o. berechnet. Es zeigt sich in Tabelle 3.4, dass für
instabile Bahnen (uu) der Maslovindex für jeden durchlaufenen Umlauf um 4 anwächst.
Aufgrund auftretender Kaustiken kann sich µc.o. bei teilstabilen Bahnen um 4 oder 5 än-
dern. Diese treten offenbar bei größeren Energien häufiger auf, weshalb der Maslovindex
sich dort in beiden System häufiger um 5 geändert hat, als dies bei geringen Energien
eintritt. Es ist kein expliziter Einfluss der unterschiedlichen Stabilitäten der Bahnen auf
den Anstieg des Maslovindex über die Anzahl der Umläufe zu erkennen.

3.3.2. Berechnung der Antwortfunktion

Die Berechnung der Antwortfunktion nach Gleichung (2.60) verändert sich für geschlos-
sen periodische Bahnen dahingehend, dass die Summation über alle geschlossenen Bah-
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3.3. Berechnung der Spektren

Tabelle 3.4.: Die berechneten Maslovindizes der ersten sieben Umläufe für die Werte-
paare aus Tab. 3.3 für beide Systeme. Der Maslovindex wächst für instabile
Bahnen abhängig von der Anzahl der auftretenden Kaustiken um 4 und für
teilstabile Bahnen um 4 oder 5.

Maslovindex µc.o. Kupferoxydul Wasserstoff

Umlaufzahl
Wertepaar

1 2 3 4 1 2 3 4

1 4 4 4 4 4 4 4 4
2 8 8 8 8 8 8 8 9
3 12 12 12 12 12 12 12 13
4 16 16 16 17 16 16 16 18
5 20 20 20 21 20 20 20 22
6 24 24 24 25 24 24 25 27
7 28 28 29 29 28 28 29 31

nen in eine Summe über die Umläufe r übergeht,

gscl(E) = g0

(
1 +

15

23
Im

{ rmax∑
r=1

B
1
3√

|det(Mc.o.(r))|
(3.12)

× ei[rSc.o.B−1/3+rTc.o.(E−E0)B−1/3−π
2
µc.o.(r)]

})
.

Die Bahnparameter Energie, elektrische Feldstärke, physikalische Wirkung und Peri-
odendauer entstammen den gefundenen Bahnen aus Abschnitt 3.1.2. In Gleichung (3.12)
werden die Größen durch die magnetische Flussdichte B reskaliert. Als Magnetfeld wird
eine Feldstärke von B = 3 T verwendet, die in dieser Größe für Experimente in Laboren
üblich ist. Die Determinante det(Mc.o.) entstammt dem rechten oberen (2 × 2) -Block
der Monodromiematrix M. Diese Determinante wächst für mehrere Umläufe sehr stark
in ihrer Größe an. Dies lässt sich aus den Abbildungen 3.8 ableiten. Dadurch wird der
Beitrag der einzelnen Summanden aus Gl. (3.12) kleiner für größere r. Dies zeigt sich
eindrücklich in der Darstellung der Fouriertransformation. Die Antwortfunktion ist in
Abbildung 3.11 dargestellt. Die Funktion oszilliert um den konstanten Wert g0 in einer
nahezu sinusförmigen Funktion. Die ansteigende Flanke ist leicht steiler als die abfallen-
de. Zusätzlich wurde die reskalierte Energie in Elektronenvolt (eV) umgerechnet, um die
Größenordnung der Energie anschaulicher darzustellen. Die Abbildung zeigt das Werte-
paar 3 aus Tabelle 3.3. Um den Einfluss der Linearisierung zu zeigen, wurden zusätzlich
Energien gewählt, die nahe um die Energie E0 des Wertepaares liegen. Es zeigt sich,
dass die Linearisierung um ein kleines Intervall um den Entwicklungspunkt eine gute
Approximation darstellt, da die einzelnen Antwortfunktionen nahezu übereinstimmten.

Die Fouriertransformation kann nach Gl. (2.61) berechnet werden. In der Funktion tau-
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Abbildung 3.11.: Antwortfunktion des dritten Wertepaares von Kupferoxydul aus Tab.
3.3 über die unskalierte Energie aufgetragen. Zusätzlich wurden die
Kurven von zwei sehr ähnlichen Energien dargestellt, um zu zeigen,
dass die Linearisierung der Wirkung eine gute Approxiamtion in ei-
nem kleinen Energieintervall um E0 ist. Dabei werden sieben Umläufe
berücksichtigt und die Reskalierung der Energie mit einer Feldstärke
von B = 3 T durchgeführt. Zusätzlich wird die Energie aus atomaren
Einheiten E [a.u.] in Elektronenvolt E [eV] umgerechnet.

chen dieselben Bahnparameter als in der Antwortfunktion auf. Das halbe Energiefenster
des Integrals wird auf ∆Ẽ = 2 gesetzt. Diese Energie wird durch E0 = Ẽ0B

2/3 reska-
liert und ergibt im atomaren Einheitensystem von Kupferoxydul bei einer magnetischen
Feldstärke von 3 T einen Wert von ∆E ≈ 0,0615. Die Abbildung 3.12 zeigt die Fourier-
transformation für das dritte Wertepaar aus Tab. 3.3, aufgeteilt in den (a) Real- und (b)
den Imaginärteil. Die zugehörige Bahn besitzt eine Periodendauer von T̃c.o. = 7,9305. Die
Reskalierung in Kupferoxydul findet mit einer laborähnlichen magnetischen Feldstärke
von B = 3 T statt. Durch Umformen der Gl. (2.17) lassen sich die Größen reskalie-
ren. Dies führt auf eine unskalierte Periodendauer von Tc.o. ≈ 1469,78. Die Peaks im
Spektrum liegen bei Vielfachen der Periodendauer der einfach durchlaufenen geschlos-
sen periodischen Bahn von E0 = 0,01885. Obwohl die Summe der Antwortfunktion bis
zum siebten Umlauf ausgewertet wird, ist das Signal c(t) nur bis zum vierten Umlauf
dargestellt, weil der Beitrag zum Signal c(t) ab dem dritten Umlauf verschwindend gering
ist und in der Abbildung 3.12 kaum zu erkennen wäre.

3.3.3. Vergleich mit Wasserstoff

Abbildung 3.13 zeigt die Antwortfunktion für das Wasserstoffmodell. Die Periode der
Funktion ist deutlich kürzer als in Kupferoxydul für atomare Energieeinheiten des je-
weiligen Systems. Außerdem ist der Unterschied zu einer Sinusfunktion deutlicher aus-
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Abbildung 3.12.: Fouriertransformation der Antworfunktion für die Energie E0 =
8,2389× 10−3 der Bahn Kupferoxydul. Die Fouriertransformierte wird
in ihren Realteil (a) und ihren Imaginärteil (b) aufgeteilt. Bei ganzzah-
ligen Vielfachen der Periodendauer Tc.o. des einfachen Umlaufes sind
Peaks zu erkennen. Da bereits der Peak beim dritten Umlauf kaum
mehr zu erkennen ist, wird nur ein Ausschnitt des gesamten Spek-
trums dargestellt. Die Auswertung des Integrals der Fouriertransfor-
mation geschieht über ein Energieintervall der halben Breite ∆Ẽ = 2.
Diese Energie entspricht einem reskalierten Wert von ∆E = 0,0615 in
Cu2O.
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Abbildung 3.13.: Die Antwortfunktion von Wasserstoff für dieselben elektrische Feldstär-
ke F , die in der Antwortfunktion von Kupferoxydul verwendet wurde,
über die reskalierte Energie dargestellt. Die beiden zusätzlichen Kur-
ven, die nahe um E0 gewählt wurden, verdeutlichen auch hier die gute
Approximation durch die Linearisierung. Die Reskalierung für Wasser-
stoff wird, aufgrund des deutlich größeren Umrechnungsfaktor der ma-
gnetischen Flussdichte in Wasserstoff, für ein Magnetfeld von B = 40 T
durchgeführt. Die Periode des Signals ist deutlich kleiner als in Cu2O.

geprägt. Die ansteigende Flanke der Funktion ist erkennbar steiler als die abfallende
Flanke. Für Kupferoxydul fiel diese Ausprägung weniger stark aus.

Für das verwendete Wertepaar 3 ergibt sich eine Bahn mit Periodendauer T̃c.o. =
6,62371. Reskaliert mit B = 40 T ist die Periodendauer Tc.o. ≈ 38922 in atomaren Zeit-
einheiten von Wasserstoff. Die enorme Diskrepanz zwischen den beiden Werten für die
Periodendauer in den jeweiligen Einheitensystemen rührt daher, dass der Umrechnungs-
faktor der magnetischen Feldstärke sich um eine Größenordnung von 103 unterscheidet.
Die Peaks in Abb. 3.14 liegen bei Vielfachen dieser Periodendauer. Da der Wert der
Periodendauer deutlich größer ist als in Cu2O und folglich die Peaks weiter voneinander
getrennt sind, sehen die Peaks in der fouriertransformierten Antwortfunktion von Was-
serstoff deutlich schärfer aus als in Kupferoxydul und der Bereich zwischen zwei Peaks
flacht stärker ab.

3.3.4. Harmonische Inversion

Für die Harmonische Inversion müssen die Bahnparameter des Signales c(t) in reska-
lierter Form vorliegen. Die Reskalierung findet bei einer Fedstärke von B = 3 T bzw.
B = 40 T respektive für beide Systeme statt. Im Anschluss soll die harmonische Inversi-
on nach Abschnitt 2.6 für ein halbes Energieintervall von ∆E = 2 duchgeführt werden.
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Abbildung 3.14.: Die fouriertransformierte Antwortfunktion des dritten Wertepaares von
Wasserstoff. Im Vergleich zu Kupferoxydul ist der Peak, der dem drit-
ten Umlauf zugeordnet wird, noch zu erkennen. Analog zur Darstellung
in Kupferoxydul wird nur der relevante Teil des Spektrums gezeigt, in
dem die Summanden einen nichtverschwindenden Beitrag zum Signal
leisten. Die Auswertung des Integrals geschieht in einem gleich großen
Energiefenster ∆E.
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3. Untersuchung geschlossen periodischer Bahnen

Für diese ist es entscheidend, dass das Signal c(t) in äquidistanten Punkten vorliegt.
Leider konnte der vorhandene Algorithmus für die Harmonische Inversion von Jacob
Fuchs [25] nicht kompiliert werden. Da es über den zeitlichen Rahmen dieser Bache-
lorarbeit hinausgegangen wäre, das Programm lauffähig zu bekommen, muss an dieser
Stelle auf die explizite Berechnung der Spektren verzichtet werden. Für das betrachte-
te Kupferoxydulmodell liegen keine quantenmechanischen Rechnung vor, wodurch sich
die Interpretation der Ergebnisse auf den Vergleich mit Wasserstoff beschränkt hätte.
Deshalb seien an dieser Stelle nur kurz die Ergebnisse der harmonischen Inversion für
die Spektren in Wasserstoff skizziert. In der Arbeit von Marcel Wagner [10] konnten die
Spektren berechnet und mit den exakten quantenmechanischen Ergebnissen von Frank
Schweiners Arbeit [11] verglichen werden. Es zeigt sich, dass für die Berücksichtigung
mehrerer Umläufe die harmonische Inverion eine sehr gute Übereinstimmung mit den
quantenmechanischen Spektren ergibt. Betrachtet man zusätzlich noch nichtperiodisch
geschlossene Bahnen, so konnten sogar variierende Breiten in den Resonanzen erkannt
werden, die bei den quantenmechanischen Resonanzen ebenfalls auftreten.
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In der vorliegenden Arbeit wurden hoch angeregte Resonanzen im Absorptionsspektrum
von Kupferoxydul untersucht. Dabei wurde vor Allem die semiklassischen Bewegun-
gen der Exzitonen betrachtet. Als Exziton bezeichnet man das Quasi-Teilchen, das bei
Anregung eines Elektrons aus dem Valenz- in das Leitungsband entsteht und als was-
serstoffähnliches System behandelt wird. In einem vereinfachten Modell des Festkörpers
Kupferoxydul und dessen Wechselwirkungen mit einem angeregten Exziton konnten se-
miklassisch Bewegungsgleichungen hergeleitet werden. Dabei wurde gezeigt, wie sich
der Einfluss der Dielektrizitätskonstanten ε und der effektiven Massen in einem einzigen
Faktor κ ausdrücken lassen. Die Bewegungsgleichung wurden mittels eines Runge-Kutta-
Verfahrens 4. Ordnung numerisch integriert und die Forderung nach geschlossener Peri-
odizität in einem Sekantenverfahren formuliert. Das negative Vorzeichen von κ führte auf
ein entgegengesetztes Krümmungsverhalten der Bahnen im Vergleich zu den analogen
Bahnen in Wasserstoff. Zusätzlich tritt für schwache elektrische Felder eine Deforma-
tion der Bahn in regularisierten Koordinaten auf. Für geringe elektrische Feldstärken
wächst die Bahngröße allgemein an, wodurch sich die Deformation stärker ausprägt. Die
Deformation lässt sich durch die entgegengesetzten Vorzeichen der magnetischen Terme
in der Hamiltonfunktion erklären. Der Zusammenhang zwischen elektrischer Feldstärke
und Energie zeigte dasselbe asymptotische Verhalten, wie es für Wasserstoff nach [10]
festgestellt wurde. Die Asymptote liegt mit E ≈ 0,08 für Kupferoxydul deutlich tiefer
als in Wasserstoff mit E ≈ 0,47.

Durch die Stabilitätsuntersuchung ließ sich für eines der Eigenwertpaare ein Energie-
bereich finden, in dem die Bahnen stabil in den zugehörigen Eigenvektorrichtungen sind.
Der zugehörige Stabilitätsindex weist ein verglichen mit Wasserstoff ähnliches Verhal-
ten auf. Bei Eintreten in den stabilen Bereich tritt eine Bifurkation auf. In Wasserstoff
konnte zusätzlich noch das Austreten des Stabilitätsindex aus dem stabilen Bereich auf-
gelöst werden. Dieses wird ebenfalls von einer Bifurkation begleitet. Für das zweite Ei-
genwertpaar konnte ausschließlich instabiles Verhalten im betrachteten Energiebereich
festgestellt werden. Der Stabilitätsindex zu diesem Eigenwertpaar zeigt in Kupferoxydul
ein divergentes Verhalten. In Wasserstoff hingegen ist ein Maximum des Stabilitätsindex
vorhanden. Für größer werdende Energien nähert sich % in diesen Eigenvektorrichtungen
erneut der Stabilitätsgrenze an. Die betrachteten geschlossen periodischen Bahnen sind
folglich maximal teilstabil.

Für die Berechnung der Spektren wird die semiklassische Phase berücksichtigt, die
durch den Maslovindex bestimmt wird. Für das Auftreten der Kaustiken zeigte sich
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kein expliziter Zusammenhang zwischen der Stabilität der Bahnen und dem Wachstum
des Maslovindex über die Anzahl der Umläufe. In der semiklassischen Antwortfunktion
zeigte sich, dass die Periode in Kuperoxydul größer als in Wasserstoff ist. Die Antwor-
funktion ähnelt einer Sinus-Funktion; die ansteigende Flanke ist jedoch steiler als die
abfallende. Dies ist in Wasserstoff deutlicher ausgeprägt. Die Fouriertransformierte der
Antwortfunktion stellt ein Signal c(t) dar, das Peaks bei Vielfachen der Periodendauer
des einfachen Umlaufes besitzt. Die Amplitude der Peaks nehmen mit steigender Um-
laufzahl sehr schnell ab und tragen zum Signal kaum bei.

Die Berechnung der Photoabsorptionsspektren mittels der Harmonischen Inversion
konnte, aufgrund eines Programmfehlers, nicht durchgeführt werden. Dieser Schritt steht
daher noch aus, um die hier durchgeführten Betrachtungen zu vervollständigen. Die
Ergebnisse würden den Vergleich der Lage und Ausprägung der Resonanzen mit Was-
serstoff ermöglichen. Zusätzlich sollte der Vergleich mit exakten quantenmechanischen
Spektren in Cu2O gezogen werden, sobald diese vorhanden sind. Nach [10] müssen auch
nichtperiodische Bahnen zur Berechnung der Spektren berücksichtigt werden, um eine
variierende Breite der Resonanzen zu erhalten. Dieses Phänomen tritt in quantenmecha-
nischen Spektren ebenfalls auf. Somit wäre es von Interesse, die Suche nach Bahnen in
der xy-Ebene mit anderen Startwerten zu wiederholen und auch auf Bahnen außerhalb
der Ebene auszuweiten.
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Die Einführung atomarer Einheiten geschieht formell durch das Setzen von

me = e = ~ = a0 = 1. (A.1)

Die Größen werden dadurch dimensionslos. Dies hat den großen Vorteil, dass einzelne
Systeme unabhängig vom Material betrachtet werden können. Die Materialparameter
verschwinden in die Umrechnungsfaktoren der atomaren Einheit, die in Tab. A.1 zusam-
mengefasst sind. Das Einheitensystem lässt sich derart erweitern, dass nicht nur Längen,
Massen und Ladungen in Vielfachen von Naturkonstanten angegeben werden, sondern
auch die für diese Arbeit relevanten Größen der Energie E, der elektrischen Feldstärke
F und der magnetischen Flussdichte B durch derartige Umrechnungsfaktoren dimensi-
onslos gemacht werden können. Die atomaren Einheiten dieser Größen wurden aus den
Materialparametern und den effektiven Massen von Cu2O berechnet. Da sich aus der
Herleitung der semiklassischen Bewegungsgleichungen ergab, dass die reduzierte Masse
µ der Exzitonen als Maß der Masse geeigneter ist als die Elektronenmasse, wird diese
in den Hartree-Einheiten auf eins gesetzt. Die Berechnung sei an dieser Stelle nochmals
explizit ausgeschrieben,

µ =
memh

me +mh

=
0,99m0 · 0,58m0

0,99m0 + 0,58m0

= 0,365m0. (A.2)

In Tab. A.1 wird deshalb die vorkommende Masse mit µ bezeichnet. Im Wasserstoff-
modell wird der Einfachheit halber die reduzierte Masse von Wasserstoff µH gleich der
Elektronenasse me gesetzt, da die Differenz zwischen den beiden Größen in Wasserstoff
hinreichend klein für die vorliegenden Betrachtungen ist.
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Tabelle A.1.: Umerechnungsfaktoren der beiden Systeme aus den Hartree-Einheiten in
SI-Einheiten. Die Definition der Hartree-Einheiten wurde dahingehend ver-
ändert, dass die reduzierte Masse µ als Maß der Masse gilt. Die Werte für
Wasserstoff werden aus [26] entnommen. Für Kupferoxydul werden die
Umrechnungsfaktoren mit der Elektronenmasse me = 0,99m0, der Loch-
masse mh = 0,58m0 und dem Materialparameter εr = 7,5 berechnet [16].
Da die Größen für Kupferoxydul nicht genauer bestimmt sind, werden die
berechneten Größen ebenfalls nicht genauer angegeben. Die Dielektrizi-
tätskonstante ist durch ε = ε0εr gegeben und ist in Vakuum ε = ε0. Für
die Elementarladung e und den Drehimpuls ~ wurden für Kupferoxydul
diesselben Werte als in Wasserstoff verwendet.

Größe Hartree-Einheit Wasserstoffatom Kupferoxydul
Masse µ 9,109 382 · 10−31 kg 3,325 · 10−31 kg
Elementarladung e 1,602 176 · 10−19 C 1,602 · 10−19 C
Drehimpuls ~ = h/2π 1,054 572 · 10−34 Js 1,054 · 10−34 Js
Energie E = µe4/(4πε~)2 4,359 744 · 10−18 J 2,819 · 10−20 J
Zeit t = ~/EH 2,418 884 · 10−17 s 3,581 · 1015 s
Länge a0 = 4πε~2/(µe2) 0,529 177 · 10−10 m 1,087 · 10−9 m
Elektrische Feldstärke F = EH(ea0) 5,142 206 · 1011 V

m
1,624 · 108 V

m

Magnetische Flussdichte B = ~/(ea2
0) 2,350 517 · 105 T 5,567 · 102 T
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