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Kurzfassung
In der Mathematik werden häu�g Gegenbeispiele genutzt, um eine Behauptung zu wi-
derlegen. Wir werden uns in dieser Arbeit mit dem Au�nden solcher Beispiele im Be-
reich der endlichen Halbgruppentheorie beschäftigen. Dabei soll zu einer gegebenen
Eigenschaft eine möglichst einfache Halbgruppe mit dieser Eigenschaft gefunden wer-
den. Zur Lösung dieses Problems entwerfen wir in dieser Arbeit geeignete Suchverfah-
ren und Heuristiken.
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1. Einleitung
Beim Studieren von endlichen Halbgruppen kann es hilfreich sein, möglichst einfache
Beispiele von Halbgruppen mit bestimmten Eigenschaften zu �nden. So können bei-
spielsweise bestimmte Muster und Regelmäßigkeiten erkannt werden oder aufgestellte
Hypothesen durch das Finden von Gegenbeispielen widerlegt werden.

Wir werden in dieser Arbeit einige Algorithmen entwerfen, die das folgende Problem
lösen: Finde zu einer gegebenen Eigenschaft eine möglichst einfache Halbgruppe, die
diese Eigenschaft erfüllt.

Dabei werden wir Eigenschaften unter anderem durch sogenannte Varietäten be-
schreiben. Eine Varietät ist eine Klasse von endlichen Halbgruppen, die unter Divi-
sion und endlichen Produkten abgeschlossen ist. Eilenberg [2] führte dieses Konzept
in 1976 ein, um einen wesentlichen Zusammenhang zwischen formalen Sprachen und
endlichen Halbgruppen zu zeigen. Durch diese enge Verbindung werden diese Objekte
seither intensiv studiert. Reiterman [8] zeigte, dass sich jede Varietät durch eine Men-
ge von Gleichungen charakterisieren lässt. Beispielsweise lässt sich die Varietät aller
kommutativen Halbgruppen durch die Gleichung x� = �x beschreiben. Ist diese Glei-
chungsmenge endlich und sind diese von einer bestimmten Form, so können wir ganz
einfach in polynomieller Zeit überprüfen, ob eine Halbgruppe in dieser Varietät liegt,
indem wir die Gleichungen durch Einsetzen aller Elemente überprüfen.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Wir führen in Kapitel 2 die benötigten algebrai-
schenGrundlagen ein. Dies beinhaltet vor allem die Theorie der endlichenHalbgruppen
und Varietäten. Im Hauptteil der Arbeit nähern wir uns schrittweise einer Lösung des
Problems. In Kapitel 3 formalisieren wir das Problem als Suchproblem und erläutern die
allgemeine Vorgehensweise. Anschließend versuchen wir in Kapitel 4 das Problem mit
klassischen Suchalgorithmen zu lösen, womit wir aber sehr schnell an Grenzen stoßen
werden. Um den enormen Suchraum in den Gri� zu bekommen, entwickeln wir in Ka-
pitel 5 heuristische Suchverfahren. In Kapitel 6 fokussieren wir uns auf einige Details
der Implementierung dieser Algorithmen. Zum Schluss geben wir in Kapitel 7 einige
gefundene Beispiele an und vergleichen die verschiedenen Algorithmen mithilfe eines
Benchmarks über der sogenannten Trotter-Weil-Hierarchie.
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2. Algebraische Grundlagen
In diesem Kapitel führen wir die grundlegenden Konzepte der endlichen Halbgruppen-
theorie ein und geben wichtige Resultate an. Eine ausführliche Einführung �ndet sich
beispielsweise in [1] und in [7].

2.1. Halbgruppen
Eine Halbgruppe (S, ·) besteht aus einer nichtleeren Menge S und einer assoziativen
Verknüpfung · : S ⇥ S ! S , das heißt, es gilt x · (� · z) = (x · �) · z für alle x ,�, z 2 S .

Ein Element e 2 S heißt idempotent, falls e2 = e gilt. Die Menge aller idempoten-
ten Elemente bezeichnen wir mit E (S ). Ist S endlich, so existiert ein n 2 N, sodass xn
idempotent ist für alle x 2 S . Das idempotente Element xn ist eindeutig bestimmt und
wir nennen es das von x erzeugte idempotente Element. Der unäre Operator ·� : S ! S

ordnet jedem Element x das von x erzeugte idempotente Element x� zu.
EinMonoid (M, ·, 1) ist eine Halbgruppe mit einem neutralen Element 1 2 M , sodass

1 · x = x · 1 = x für alle x 2 M gilt. Es ist leicht zu sehen, dass in einem Monoid das
neutrale Element eindeutig bestimmt ist. Eine Halbgruppe S kann zu einem Monoid S1
ergänzt werden, indem man

S
1 :=

8><>:
S falls S ein Monoid ist
S [ {1} sonst

setzt und die Verknüpfung so erweitert, dass 1 · x = x · 1 = x für alle x 2 S1 gilt.
Wir nennen T eine Unterhalbgruppe von S , falls T ✓ S und x · � 2 T für alle x ,� 2 T

gilt. EinUntermonoid einesMonoidsM ist eine Unterhalbgruppe vonM , die das neutrale
Element 1 2 M enthält.
Sei A ✓ S eine Teilmenge einer Halbgruppe S . Dann ist die von A erzeugte Unter-

halbgruppe hAi die kleinste Unterhalbgruppe von S , welche A umfasst. Sie enthält alle
Elemente der Form x = a1 · · ·an mit ai 2 A und n 2 N. Ist S ein Monoid, so enthält hAi
immer das neutrale Element von S .
Ein Halbgruppenmorphismus ist eine Abbildung � : S ! T zwischen zwei Halbrup-

pen, sodass � (x�) = � (x )� (�) für alle x ,� 2 S gilt. Sind S und T zwei Monoide, so
nennt man � einenMonoidmorphismus, falls zusätzlich � (1) = 1 gilt. Ein Isomorphismus
ist ein bijektiver Morphismus. Existiert ein surjektiver Morphismus � : S ! T , so ist T
ein Quotient von S . Eine HalbgruppeT teilt S , fallsT ein Quotient einer Unterhalbgrup-
pe von S ist.
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2. Algebraische Grundlagen

Für eine Familie (Si )i2I von Halbgruppen de�nieren wir das Produkt �i2ISi durch die
Halbgruppe über dem kartesischen Produkt mit der komponentenweisen Verknüpfung.
Ist I = ;, so setzen wir das Produkt auf die triviale Halbgruppe {1}.
Eine Transformation einer Menge P = {1, . . . ,n} ist eine Abbildung f : P ! P . Der

Grad einer Transformation ist die Zahl n. Es gibt nn viele Transformationen von P . Das
volle Transformationsmonoid Tn besteht aus allen Transformationen über P zusammen
mit der Operation f · � := � � f und dem neutralen Element idP . Wir können Unter-
halbgruppen von Tn nutzen, um jede endliche Halbgruppe darzustellen:

Satz von Cayley für Halbgruppen: Sei S eine endliche Halbgruppe. Dann existiert ein
n 2 N, sodass S isomorph zu einer Unterhalbgruppe von Tn ist.

Der Beweis des Satzes �ndet sich unter anderem in [7].

2.2. Greensche Relationen
Die Greenschen Relationen L,R,J ,H ,D sind fünf wichtige Äquivalenzrelationen auf
einer Halbgruppe. Zunächst de�nieren wir die folgenden Ordnungsrelationen auf einer
Halbgruppe S :

x L � :, S
1
x ✓ S

1
�

x R � :, xS
1
✓ �S

1

x J � :, S
1
xS

1
✓ S

1
�S

1

Dabei ist S1x := {sx | s 2 S
1
} und xS

1 := {xs | s 2 S
1
}. Wir schreiben x <J �, falls

x J � gilt, aber nicht � J x . Wir de�nieren nun die L-Relation durch

x L � :, x L � ^ � L x

Die Relationen R und J sind analog de�niert. Die letzten beiden Relationen de�nieren
wir durchH := L \ R und

x D � :, 9z 2 S : x L z ^ z R �

Wir nennen eine Halbgruppe J -trivial, falls aus x J � folgt, dass x = � ist. Eine D-
Klasse ist regulär, falls sie ein idempotentes Element enthält.

2.3. Varietäten
Eine Varietät von Halbgruppen ist eine Klasse von endlichen Halbgruppen, die unter
Division sowie endlichen Produkten abgeschlossen ist. Daraus folgt sofort, dass die tri-
viale Halbgruppe {1} in jeder Varietät enthalten ist. Es ist üblich Varietäten durch Glei-
chungen zu de�nieren. Hierzu de�nieren wir �-Terme induktiv über einer endlichen
Menge von Variablen �:
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2.4. Trotter-Weil-Hierarchie

• Das leere Wort 1 ist ein �-Term.

• Für jedes x 2 � ist x ein �-Term.

• Sind u und � zwei �-Terme, so sind u� und u� ebenso �-Terme.
Jeder Morphismus � : �⇤ ! S auf eine endliche Halbgruppe S lässt sich zu einer Aus-
wertung auf �-Terme erweitern, indem wir � (u� ) := � (u)� setzen. Sind u und � zwei
�-Terme, so nennen wiru = � eine Gleichung. Eine endliche Halbgruppe S erfüllt diese,
falls � (u) = � (� ) für alle Auswertungen � gilt. Für eine endliche Folge (ui = �i )i2I von
Gleichungen bezeichnen wir die Varietät aller endlichen Halbgruppen, die alle Glei-
chungen erfüllen, mit J(ui = �i )i2I K. Wir betrachten in dieser Arbeit die folgenden Va-
rietäten:

J := J� (x�)� = (x�)� , (x�)� = (x�)�xK
DS := J((x�)� (�x )� (x�)� )� = (x�)�K
DO := J(x�)� (�x )� (x�)� = (x�)�K

Außerdem bezeichne Sgp die Varietät aller endlichen Halbgruppen. Wir können die
obigen Varietäten mithilfe der Greenschen Relationen charakterisieren: Die Varietät J
beschreibt die Klasse aller J -trivialen Halbgruppen. DS ist die Varietät aller Halbgrup-
pen, deren reguläreD-Klassen eine Unterhalbgruppe bilden. Falls zusätzlich alle idem-
potente Elemente in einer solchen Unterhalbgruppe wiederum eine Unterhalbgruppe
bilden, so ist eine solche Halbgruppe in DO.

2.4. Tro�er-Weil-Hierarchie
Bei der Trotter-Weil-Hierarchie handelt es sich um eine unendliche Hierarchie von Va-
rietäten. Sie hat eine enge Verbindung zu bestimmten Fragmenten der Zwei-Variablen-
Logik überWörter. Wir halten uns in dieser Arbeit an die De�nition von Ku�eitner und
Weil [6]. Zunächst de�nieren wir zwei Äquivalenzrelationen auf einem MonoidM :

x ⇠K � :, 8e 2 E (M ) : ex = e� _ ex , e� <J e

x ⇠D � :, 8e 2 E (M ) : xe = �e _ xe,�e <J e

Außerdem benötigen wir das Mal’cev-Produkt: Für eine Varietät V bezeichnet K m V
die Varietät aller MonoideM mitM/⇠K 2 V. Das ProduktD m V de�nieren wir analog.
Wir de�nieren nun die Trotter-Weil-Hierarchie rekursiv für alle d � 1 durch

Rd+1 := K m Ld
Ld+1 := D m Rd

mit den Anfangswerten R1 := L1 := J. Wir interessieren uns in dieser Arbeit vor allem
für die Schnittebenen Rd \ Ld der Hierarchie. Dabei fallen die ersten beiden Ebenen
zusammen, das heißt, es gilt R2 \ L2 = J. Die Bezeichnung als Hierarchie wird durch
die Inklusion (Rd \ Ld ) ✓ (Rd+1 \ Ld+1) gerechtfertigt.
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3. Problemstellung

Wir werden nun das in der Einleitung beschriebene algorithmische Problem formalisie-
ren und die allgemeine Lösungsstrategie skizzieren. Da wir uns für die algorithmische
Berechnung von Halbgruppen interessieren, beschränken wir uns in dieser Arbeit auf
endliche Halbgruppen. Zunächst präzisieren wir den Begri� der Eigenschaft:

De�nition: Eine Eigenschaft von Halbgruppen ist eine Abbildung � : Sgp! {0, 1}. Eine
Halbgruppe S 2 Sgp erfüllt diese, falls � (S ) = 1 gilt.

Das Problem kann nun wie folgt beschrieben werden:

Eingabe: Zwei berechenbare Eigenschaften �1 und
�2 von Halbgruppen.

Ausgabe: Eine Halbgruppe S 2 Sgp, sodass �1(S ) =
1 und �2(S ) = 0 ist.

Nach dem Satz von Cayley für Halbgruppen können wir uns bei der Suche nach geeig-
neten Halbgruppen auf Unterhalbgruppen von Transformationsmonoiden beschrän-
ken. Froidure und Pin beschreiben in [4] unter anderem einen Algorithmus, der aus
einer Teilmenge A ✓ S einer Halbgruppe die von A erzeugte Unterhalbgruppe berech-
net:

Algorithmus 3.1 : Berechnung von Unterhalbgruppen
function Closure(A)

S  A

Q  �eue(A)
while |Q | > 0 do

x  Dequeue(Q )
foreach a 2 A do

if xa < S then
Enqueue(Q,xa)
S  S [ {xa}

return S
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3. Problemstellung

Der Algorithmus berechnet solange alle Elemente der Form x = a1 · · ·am mit ai 2 A, bis
dadurch keine neuen Elemente mehr dazukommen. Dies entspricht genau der vonA er-
zeugten Unterhalbgruppe. Der grundlegende Ansatz wird es nun sein, alle Teilmengen
A ✓ Tn eines Transformationsmonoids mit obigen Algorithmus zu einer Halbgruppe zu
erweitern und die Eigenschaften zu prüfen. Dies liefert für jedes Transformationsmo-
noid Tn = {�1, . . . ,�N } einen endlichen Suchbaum:

�1

�1,�2

�1,�2,�3

..
.

�1, . . . ,�N

· · · �1,�2,�N

· · · �1,�N

�2

�2,�3

..
.

�2, . . . ,�N

· · · �2,�N

�N�2

�N�2,�N�1

�N�2,�N�1,�N

�N�2,�N

�N�1

�N�1,�N

�N· · ·

Wählen wir �1 = id, so können wir die Suche leicht auf Monoide einschränken. Die
Knotenanzahl in diesen Bäumen wächst sehr schnell mit 2|Tn | = 2nn . Um den Suchbaum
weiter einzuschränken, betrachten wir Eigenschaften des folgenden Typs:
De�nition: Eine Eigenschaft � : Sgp ! {0, 1} von Halbgruppen heißt monoton, falls
aus S ✓ T folgt, dass � (S ) � � (T ) für alle S,T 2 Sgp gilt.
Ist eine Eigenschaft monoton, so können wir während der Suche einen Teilbaum ab-
schneiden, falls dessen Wurzel die Eigenschaft nicht mehr erfüllt. Für zwei monotone
Eigenschaften �1 und �2 gilt o�enbar, dass die kombinierte Eigenschaft � = �1 ·�2 eben-
so monoton ist. Wir zeigen nun, dass Varietäten, die durch endlich viele Gleichungen
de�niert sind, monotone Eigenschaften sind:
Lemma 1: Sei (ui = �i )i2I eine endliche Folge von Gleichungen. Dann ist

� (S ) =
8><>:
1 falls S 2 Jui = �iK für alle i 2 I
0 sonst

eine monotone Eigenschaft von Halbgruppen.
Beweis: Es genügt die Aussage für |I | = 1 zu zeigen. Sei (u = � ) eine Gleichung und
seien S,T 2 Sgp, sodass S ✓ T gilt. Falls � (S ) = 0 ist, so existiert eine Auswertung �,
sodass � (u) , � (� ) gilt. Diese ist aber auch eine Auswertung über T , womit � (T ) = 0
ist. Für � (S ) = 1 gilt per De�nition immer � (T )  1. ⇤
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4. Deterministische Ansätze
In diesem Kapitel stellen wir zwei deterministische Algorithmen vor, welche das Pro-
blem durch systematisches Absuchen der im vorherigen Kapitel vorgestellten Such-
bäume lösen. Seien hierzu �1 und �2 Eigenschaften von Halbgruppen, wobei wir aus
Komplexitätsgründen annehmen, dass �1 monoton ist. Der Einfachheit halber betrach-
ten wir den Suchbaum eines festen Transformationsmonoid Tn mit n 2 N. Ist die Suche
in diesem Baum erfolglos, so kann diese in den Bäumen von Tn+1,Tn+2, . . . fortgesetzt
werden. Diese Algorithmen haben den Vorteil, dass sie vollständig sind, das heißt es
wird immer eine Lösung gefunden, sofern diese existiert.

4.1. Breitensuche
Die Breitensuche ist ein einfaches Suchverfahren, bei der zunächst alle von der Wurzel
aus erreichbaren Knoten überprüft werden. Anschließend überprüfen wir die Folge-
knoten dieser Knoten:

Algorithmus 4.1 : Breitensuche
function Breadth-First-Search(n, �1, �2)

Q  �eue({[� ] | � 2 Tn})
while |Q | > 0 do

A = [�1, . . . ,�m] Dequeue(Q )
S  hAi

if �1(S ) = 1 then
if �2(S ) = 0 then

return S

for i  m + 1 to n do
Enqueue(Q, [�1, . . . ,�m,�i])

return null

Zunächst bevorzugt der Algorithmus Lösungen mit kleiner Erzeugermenge, da diese
der Größe nach aufsteigend besucht werden. Außerdem nutzen wir die Monotonie von
�1 aus, da wir neue Erzeugermengen nur in die Queue aufnehmen, falls � (S ) = 1
ist. Dadurch schneiden wir Teilbäume ab, die keine Lösungen mehr enthalten kön-
nen. Der Algorithmus hat aber einen hohen Speicherbedarf, da für jede Erzeugermenge
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4. Deterministische Ansätze

A = {�1, . . . ,�m}, die aus der Queue genommen wird, genau n � (m + 1) viele neue
Erzeugermengen eingereiht werden. Dies macht den Algorithmus für große n 2 N un-
praktikabel.

4.2. Backtracking
Backtracking ist eine rekursive Suchtechnik, bei der Teillösungen schrittweise zu einer
Gesamtlösung erweitert werden. Falls die aktuelle Teillösung nicht zu einer Gesamt-
lösung führen kann, so wird der letzte Schritt rückgängig gemacht. Dadurch werden
systematisch alle möglichen Teillösungen betrachtet. Auf unser Problem übertragen
heißt das, dass wir mit allen einelementigen Erzeugermengen starten und erstmal im-
mer neue Elemente hinzufügen. Stellen wir dabei fest, dass die Eigenschaft �1 nicht
mehr erfüllt ist, so benutzen wir die Monotonieeigenschaft und überspringen diesen
Teilbaum.

Algorithmus 4.2 : Backtracking
function Backtracking-Search(n, �1, �2)

function Backtrack(A = [�1, . . . ,�m])
S  hAi

if �1(S ) = 1 then
if �2(S ) = 0 then

return S

for i  m + 1 to n do
Push-Back(A,�i )
T  Backtrack(A)
if T , null then

return T

Pop-Back(A)

return null
foreach � 2 Tn do

S  Backtrack([� ])
if S , null then

return S

return null

Wir können diesen Algorithmus einfach parallelisieren, indem wir die äußerste Schlei-
fe parallel ausführen. Im Vergleich zur Breitensuche ist der Speicherverbrauch sehr ge-
ring, da immer nur eine Erzeugermenge gespeichert wird. Dafür haben wir aber die
Bevorzung von kleinen Erzeugermengen verloren, da wir nun nach dem Prinzip der
Tiefensuche arbeiten.
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5. Heuristiken
Die Algorithmen aus dem letzten Kapitel durchsuchen systematisch den kompletten
Suchbaum, wodurch sehr viele Pfade betrachtet werden. Dies ist bei einem großen
Suchbaum nicht praktikabel, weshalb wir für diese Bäume heuristische Suchverfahren
benötigen. Diese Verfahren durchsuchen typischerweise nicht jeden Pfad des Baumes,
sondern versuchen einen Knoten solange zu verbessern, bis eine Lösung gefundenwird.
Dadurch sind diese Algorithmen in der Regel nicht mehr vollständig. Wir betrachten
das Problem zunächst vereinfacht über Gleichungen:

Eingabe: Zwei Gleichungen (u = � ) und (u0 = �0).
Ausgabe: Eine Halbgruppe S 2 Ju = �K \ Ju0 = �0K.

Sei S 2 Sgp. Wir interessieren uns für die folgenden zwei Fälle:

(i) Falls S < Ju = �K ist, so gibt es eine Auswertung � mit � (u) , � (� ). Laut Lemma 1
müssen Elemente aus S entfernt, damit die Gleichung für S wieder erfüllbar wird.
Demnach müssen wir ein x 2 � (�) entfernen, da die Auswertung � dann nicht
mehr existiert. Durch diese Änderung bleiben bestehende Auswertungen, in de-
nen x nicht vorkommt, erhalten. Wir bezeichnen diese Elemente mit Discard(S ).

(ii) Falls S < Ju0 = �
0K ist, so gibt es ebenso eine Auswertung �0 mit �0(u0) , �

0(�0).
Von den Elementen der Menge �0(�0) möchten wir also nach Möglichkeit min-
destens eins beibehalten. Diese Elemente bezeichnen wir mit Keep(S ).

Wir können diese Idee verallgemeinern, indem wir in der Eingabe des Problems zusätz-
lich zwei Algorithmen Discard und Keep voraussetzen, wobei für alle S 2 Sgp gelten
soll, dass �1(S ) = 1, Discard(S ) , ; ist. So können wir obiges Problem beispielsweise
auf beliebig viele Gleichungen erweitern, indem wir die obigen Mengen Discard und
Keep über alle Gleichungen bilden und vereinigen.

5.1. Lokale Suche
Lokale Suchalgorithmen sind Verfahren zur Lösung von Optimierungsproblemen. Sie
versuchen, wie oben beschrieben, einen Knoten durch lokale Änderungen solange, be-
züglich einer Zielfunktion, zu verbessern, bis eine Lösung gefunden wird. Ein großes
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5. Heuristiken

Problem dieser Algorithmen sind lokale Optima der Zielfunktion, wodurch es passieren
kann, dass der Algorithmus den aktuellen Knoten nur noch verschlechtern kann, dieser
aber noch nicht optimal ist. Deshalb sind diese Verfahren meistens randomisiert. Für ei-
ne detailierte Einführung verweisen wir auf [5]. Bevor wir den Algorithmus angeben,
de�nieren wir eine Abbildung eines Elementes auf die jeweiligen Erzeuger:

GenA(x ) := {ai | 9 (a1, . . . ,ai�1,ai ,ai+1 . . . ,am ) 2 A
m : x = a1 · · ·am}

Diese können wir leicht berechnen, indem wir in Algorithmus 3.1 die jeweiligen Erzeu-
ger mitspeichern. Selman et al. [9] haben einen sehr wichtigen lokalen Suchalgorithmus
für das Erfüllbarkeitsproblem der Aussagenlogik entwickelt. Wir verfolgen hier einen
ganz ähnlichen Ansatz:

Algorithmus 5.1 : Lokale Suche
function Local-Search(n, �1, �2,Discard,Keep)

for i  1 to MAX-TRIES do
A $ P (Tn )
for j  1 to MAX-FLIPS do

S  hAi

if �1(S ) = 1 ^ �2(S ) = 0 then
return S

X  A

if Discard(S ) , ; then
E  Discard(S ) \ Keep(S )
with probability GREED-RATE and E , ; do

d  $ E

else
d  $ Discard(S )

X  GenA(d )
x  $ X

�  $ Tn
A A \ {x } [ {� }

return null

Wir starten zunächst mit einer zufälligen Erzeugermenge A ✓ Tn. Die grundlegende
Idee ist es nun, jene Erzeuger auszutauschen, die dafür verantwortlich sind, dass Ele-
mente in Discard(S ) entstehen. Dabei bevorzugen wir Elemente, die zudem nicht in
Keep(S ) sind. Finden wir nach einer Weile keine Lösung, so erzeugen wir eine neue
Erzeugermenge und wiederholen die Suche. Der Algorithmus ist trivial parallelisierbar,
da die äußeren Iterationen unabhängig voneinander ausgeführt werden können.
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5.2. Genetische Suche

5.2. Genetische Suche
Genetische Algorithmen sind heuristische Optimierungsverfahren, deren Strategie von
der biologischen Evolution inspiriert sind. Diese Verfahren verwalten eine Population
von Genomen, welche in unserem Fall Teilmengen von Tn sind. Aus dieser Population
werden neue Genome erzeugt, indem man zwei Elterngenome zu einem neuen Genom
rekombiniert. Zudem werden diese zufällig mutiert, um eine Diversität der Population
sicherzustellen. Die Qualität eines Genomeswirdmit einer Bewertungsfunktion gemes-
sen. Ein Überblick über diese Verfahren �ndet sich in [10].

Zunächst benötigen wir eine geeignete Bewertungsfunktion f : Sgp ! [0, 1]. Eine
naheliegende Wahl hierfür ist

f (S ) :=
1
2

 
|S | � |Discard(S ) |

|S |
+ (1 � �2(S ))

!

O�ensichtlich gilt f (S ) = 1, (�1(S ) = 1 ^ �2(S ) = 0). Der linke Term gibt an, wieviele
Elemente die Eigenschaft �1 verletzen und der rechte Term gibt an, ob die Eigenschaft �2
nicht erfüllt ist. Da wir beide Bedingungen gleichermaßen erfüllen müssen, gewichten
wir sie gleich. Das Grundgerüst von genetischen Algorithmen ist immer sehr ähnlich
und sieht bei uns so aus:

Algorithmus 5.2 : Genetische Suche
function Genetic-Search(n,m, f ,Discard,Keep)

P  list ofm random subsets of Tn
for i  1 to MAX-TRIES do

P
0
 Next-Population(P )

while |P 0| < k do
A Select(P )
B  Select(P )
C  Crossover(A,B,Discard,Keep)
with probability MUT-RATE do

Mutate(C )
Push-Back(P 0,C )

P  P
0

Measure(P , f )
Sort(P , f , �)
if 9 A 2 P : f (hAi) = 1 then

return hAi
return null

Wir haben also viele Freiheitsgrade und müssen noch die Funktion Next-Population,
Select, Crossover undMutate festlegen. Eine beliebte Wahl für Next-Population ist das
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5. Heuristiken

sogenannte Elitismus-Modell. Hierbei wird ein kleiner Anteil der besten Genome aus
der aktuellen Population in die nächste Generation unverändert übernommen. Dadurch
kann die Qualität der besten Genome o�ensichtlich nicht schlechter werden.
Die Select-Funktion wählt jeweils ein Elternteil für die Rekombination aus. Wir ent-

scheiden uns hier für die binäre Turnierselektion. Dabei werden zwei Genome zufällig
aus der Population gezogen und das bessere Genom ausgewählt. Diese Bevorzung hat
die Suche deutlich beschleunigt.
DerMutate-Operator in genetischen Algorithmen erlaubt es lokalen Optima zu ent-

kommen und stellt die Diversität der Population sicher. Um dies zu erreichen tauschen
wir einfach ein Element x 2 A durch ein neues zufälliges Element x0 2 Tn aus.

Die wichtigste Komponente des Verfahrens ist der Crossover-Operator. Dieser soll
nach Möglichkeit die guten Eigenschaften zweier Eltern A und B auf das Kind C über-
tragen. Wir wählen das Kind C so, dass

C ✓ ((S \ Discard(S )) [ (T \ Discard(T )) [ Keep(S ) [ Keep(T ))

mit S = hAi und T = hBi ist. Damit eliminieren wir alle Elemente aus Discard(S ) und
versuchen eine Halbgruppe mit den „guten“ Elementen als Erzeuger zu konstruieren.
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6. Implementierung
Wir beschreiben nun einige Details unserer Implementierung der vorgestellten Algo-
rithmen. Die Algorithmen wurden innerhalb desA��-Projekts [3] in C++17 implemen-
tiert1. A�� ist ein Framework zur algorithmischen Behandlung von Monoiden und Au-
tomaten. Der Programmcode ist in den Dateien find.h, variety.h und amx-find.cc zu
�nden. Dabei wurde besonders viel Wert auf eine e�ziente und generische Implemen-
tierung der Algorithmen gelegt. Demnach besitzen alle Algorithmen eine Funktion als
Eingabeparameter, welche die gesuchte Eigenschaft spezi�ziert. Eine Eigenschaft kann
somit durch beliebigen Code beschrieben werden. Außerdem wurden alle Algorithmen
mit Ausnahme der Breitensuche parallelisiert.

Das Kommadozeilenprogramm amx-find bietet einen einfachen Zugri� zu den Al-
gorithmen und den vorgefertigten Eigenschaften. Es unterstützt die Befehle variety
und trotter-weil. Der erste Befehl nimmt als Eingabe zwei Listen (ui = �i )i2I und
(u0

j
= �0

j
)j2� von Gleichungen und sucht eine Halbgrupppe S , für die

S 2 J(ui = �i )i2I K \ J(u0j = �0j )j2� K

gilt. Das genaue Eingabeformat �ndet sich in Form einer kontextfreien Grammatik im
Anhang A. Um die Auswertungsgeschwindigkeit der Gleichungen zu beschleunigen,
werden gemeinsame Teilausdrücke eliminiert und nur einmal ausgerechnet. Der zweite
Befehl hingegen sucht für eine gegebene Tiefe d � 2 einen Vertreter

M 2 (Rd+1 \ Ld+1) \ (Rd \ Ld )

aus der jeweiligen Schnittebene der Trotter-Weil-Hierarchie. Hierzu benötigen wir für
die deterministischen Algorithmen ein Entscheidungsverfahren, das prüft, ob ein Mo-
noid M in der jeweiligen Schnittebene liegt. Die De�nition über das Mal’cev-Produkt
liefert direkt ein solches Verfahren: Wir starten zunächst mit den zwei Mengen R1 :=
L1 := M . Daraus berechnen wir iterativ für alle i 2 {1, . . . ,d } die Äquivalenzklassen
Ri+1 := Li/⇠K und Li+1 := Ri/⇠D und überprüfen dann, ob die Monoide Rd+1 und Ld+1
beide J -trivial sind und ob eines der beiden Monoide Rd oder Ld es nicht ist. Für die
heuristischen Algorithmen setzen wir

Discard(M ) := {x 2 X | X 2 Rd+1/J : |X | > 1}
Keep(M ) := M \ Discard(M )

1https://theogit.fmi.uni-stuttgart.de/amx/amx
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6. Implementierung

wodurch wir Elemente bevorzugen, die in einer eigenen J -Klasse liegen. Für alle Be-
fehle kann man zusätzlich angeben, ob man eine Halbgruppe oder ein Monoid sucht.
Zudem kann die Anzahl der Elemente sowie die Anzahl der Erzeuger beschränkt wer-
den. Wird eine Halbgruppe gefunden, so wird die serialisierte Verknüpfungstafel aus-
gegeben. Außerdem gibt es die Option --minimize, die versucht ein minimales Beispiel
mittels Bisektion zu �nden.

16



7. Experimentelle Ergebnisse

In diesem Kapitel bewerten wir die in Kapitel 4 und 5 beschriebenen Verfahren. Da-
zu führen wir zunächst Beispiele an, die von unserer Implementierung gefunden wer-
den. Anschließend vergleichen wir die Algorithmen mithilfe eines Benchmarks über
der Trotter-Weil-Hierarchie.

7.1. Einfache Beispiele
Dieser Abschnitt zeigt zwei einfache Beispiele, die von allen Algorithmen problemlos
gefunden werden. Geben wir die Varietät Jx� = 1K \ Jx� = �xK ein, so �ndet das
Programm die Verknüpfungstafel

· 1 a ab b ba bb

1 1 a ab b ba bb

a a 1 b ab bb ba

ab ab bb 1 ba b a

b b ba a bb ab 1
ba ba b bb a 1 ab

bb bb ab ba 1 a b

Dies beschreibt o�enbar eine nicht-abelsche Gruppe mit sechs Elementen, wodurch
diese isomorph zur symmetrischen Gruppe S3 ist.

Ein weiteres Beispiel ist die Varietät DS \DO. Hier �ndet das Programm ein Monoid
M mit den Greenschen Relationen:

?1

?a, abba ?ab, abb
?ba, bba b, ?bb

Es giltM 2 DS, da die beiden regulären D-Klassen {1} und {a,b,ab,ba,abb,bba,abba}
jeweils Unterhalbgruppen von M sind. Zudem gilt aber M < DO, da in der zweiten
D-Klasse die idempotenten Elemente a,ab,ba,bb keine Unterhalbgruppe bilden.

17



7. Experimentelle Ergebnisse

7.2. Tro�er-Weil-Hierarchie
Wir vergleichen nun die Laufzeiten der Algorithmen mithilfe eines Benchmarks über
die Schnittebenen der Trotter-Weil-Hierarchie. Dazu beschreiben wir zunächst die Te-
stumgebung des Benchmarks. Alle Algorithmen wurden bis zu einer Tiefe d = 7 jeweils
zehnmal ausgeführt, wobei die maximale Suchzeit drei Minuten beträgt. Alle Algorith-
men bis auf die Breitensuche wurden parallel ausgeführt. Details �nden sich in dem
Skript trotter-weil-bench.py. Der Benchmark wurde auf einem PC mit einem Intel
i5-4460 und 16 GB RAM ausgeführt. Das Betriebssystem ist Windows 10 und der ver-
wendete Compiler ist MSVC++ 14.13. Die Ergebnisse �nden sich in Abbildung 7.1 als
logarithmischer Plot sowie im Anhang B.

2 3 4 5 6 7
10�4

10�3

10�2

10�1

100

101

102

d

La
uf
ze
it
[ s
]

Breitensuche
Backtracking
Lokale Suche
Genetische Suche

Abbildung 7.1.: Laufzeitenplot des Benchmarks

Wir sehen, dass die Breitensuche nur bis d = 4 terminiert. Damit eignet sie sich,
wie erwartet, nur für kleine Beispiele. Backtracking �ndet sehr schnell eine Lösung,
stößt aber bei d = 5 an seine Grenzen. Lokale Suche und genetische Suche �nden auch
noch bis d = 6 eine Lösung, wobei die lokale Suche schneller als die genetische Suche
ist. Zudem konnten wir mit der lokalen Suche sowie der genetischen Suche Beispiele
bis d = 8 �nden. Diese sind aber aufgrund der hohen Ausführungszeit nicht Teil des
Benchmarks.
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8. Zusammenfassung und Ausblick
Wir haben das in der Einleitung beschriebene Problem formalisiert und näher unter-
sucht. So konnten wir das Problem mithilfe des Satzes von Cayley als Suchproblem
formulieren und somit erste Algorithmen �nden. Dabei stellte sich heraus, das paralle-
les Backtracking bei kleinen Suchräumen erstaunlich schnell zu einer Lösung kommt.
Dennoch stößt das Verfahren bei großen Beispielen schnell an seine Grenzen. Dies zeig-
te uns die Notwendigkeit von heuristischen Suchverfahren. Demnach haben wir einen
lokalen Suchalgorithmus und einen genetischen Algorithmus entworfen, die auch bei
größeren Suchräumen noch Beispiele �nden.

Es wäre sehr hilfreich zu untersuchen, ob man alle Halbgruppen e�zienter enume-
rieren kann. Insbesondere wäre eine Aufzählung ohne Duplikate wünschenswert, da es
signi�kant weniger Unterhalbgruppen als Teilmengen eines Transformationsmonoids
gibt. Darüber hinaus gibt es noch viel Optimierungspotential bei den heuristischen Al-
gorithmen. Gerade bei der genetischen Suche wäre es interessant zu wissen, ob es noch
bessere genetische Operatoren gibt, die eine schnellere Konvergenz der Suche ermög-
lichen.
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A. Grammatik der
Varietätsbedingungen

Wir geben nun das Eingabeformat der Varietätsbedingungen als EBNF an:

hconditioni ::= hvarietyi ‘\’ hvarietyi
| hvarietyi
| ‘\’ hvarietyi

hvarietyi ::= ‘[’ hequationi { ‘,’ hequationi } ‘]’

hequationi ::= hexpressioni ‘=’ hexpressioni

hexpressioni ::= hfactori { [ ‘*’ ] hfactori }

hfactori ::= htermi [ ‘ˆ’ hexponenti ]

htermi ::= hvariablei
| ‘1’
| ‘(’ hexpressioni ‘)’

hexponenti ::= hintegeri
| ‘w’

hvariablei ::= hletteri [ ‘_’ hintegeri ]
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B. Messwerte des Benchmarks
Auf den folgenden Seiten �nden sich für jeden Algorithmus die genauen Daten des
Benchmarks über der Trotter-Weil-Hierarchie. Die Laufzeiten sind dabei in Sekunden
angegeben und ein „-“ in einer Zelle bedeutet, dass der Algorithmus nach drei Minuten
kein Ergebnis geliefert hat.
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