Institut fir Formale Methoden der Informatik

Universitat Stuttgart
Universitatsstraf3e 38
D-70569 Stuttgart

Bachelorarbeit

Sprachungleichungen uber
Forest-Sprachen

Marcial Gai3ert

Studiengang: Informatik

Priifer/in: Prof. Dr. rer. nat. habil. Volker Diekert
Betreuer/in: Carlos Camino

Beginn am: 15. Oktober 2019

Beendet am: 8. Juni 2020






Kurzfassung

In dieser Arbeit untersuchen wir die Komplexitiit des Aquivalenzproblems und des Teilmengen-
problems fiir Forests, jeweils auch unter Substitutionen, auf Eingabe der in [BW07] definierten
Forest-Algebren und Forest-Automaten. Hierbei stehen im Zentrum dieser Arbeit Aquivalenz- und
Teilmengenprobleme unter Substitutionen an den Blittern der Forests, fiir die wir Vollstandigkeit
fiir verschiedene Klassen in der Polynomialzeithierarchie sowie in einem Fall fiir DP zeigen. Fiir
Substitutionen an inneren Knoten zeigen wir P-Vollstindigkeit bei gegebener Substitution sowie in
einem Fall PSPACE-Schwierigkeit fiir die Frage der Existenz einer (/,;-)Substitution.
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1. Grundlagen

1.1. Komplexitédtstheoretische Grundlagen

Neben den iiblichen Definitionen fiir NP, P, coNP und PSPACE werden wir in dieser Arbeit
die Definitionen der Klassen XF = NP1 mit ¥f = P in der Polynomialzeithierarchie, von
DP =NPAcoNP = {LNR|L&NPAR € coNP}, sowie die Schreibweise A? fiir die Klasse
A relativ zu einem Orakel fiir eine Sprache oder Komplexititsklasse B verwenden. Fiir eine genaue
Behandlung der genannten Themen sei auf die einfiihrende Literatur zur Komplexititstheorie
verwiesen.

1.2. Forests und Kontexte

Angelehnt an [BWO07] definieren wir:

Definition 1.2.1 (Forests und Biume). Wir definieren die Menge F (A) der Forests sowie die
Menge Tp (A) der Bdume tiber A mit Blittern aus B induktiv wie folgt:

e Esist Tp (A) C Fp (A).

e 0 € Fp (A), wobei 0 fiir den leeren Forest steht.

® Seib € B. Dannistb € Tp (A).

o Sind f1,...,fr € Tp(A), dannist f1 + fo+--- + fr € Fp (A).

o Ist f € Fp(A)\ {0} ein Forestund a € A, dannistao f € T (A).
Wir schreiben auch F (A) = Fa (A). Esist Fg (A) C F (AU B).
Fiir beliebige Forests f = (fy+ fa++ -+ fi) und g = (g1 +ga+- - +g1) mit Vi : fi,g; € Tz (A)
definieren wir f +g = fi+ fo+ -+ fu+ g1+ g2+ + g1

Forests konnen auch wie in Abbildung 1.1 grafisch dargestellt werden. Hierbei stehen die umrandeten
Knoten jeweils fiir beliebige Forests.

Definition 1.2.2 (Forest-Sprache). Eine Forest-Sprache iiber A ist eine Teilmenge L C F (A).

Definition 1.2.3 (Kontext). Ein Kontext iiber A ist ein Forest aus F 511y (A), in dem die 1 nur
einmal vorkommt. Die Menge der Kontexte iiber A bezeichnen wir mit C (A).



1. Grundlagen
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Abbildung 1.1.: Grafische Darstellung von Forests

Die 1 in einem Kontext ¢ ist als Platzhalter fiir einen Forest zu betrachten. Dieser kann durch
Einsetzen gefiillt werden:

Definition 1.2.4 (Einsetzen in einen Kontext). Sei ¢ € C (A) ein Kontext und f € Fp (A) ein
Forest. Dann definieren wir induktiv iiber alle Forests c:

Fall1: ¢c=c. Dannistc- f = e.

Fall2: c=a € A. Dannistc- f = a.

Fall3: c=1.Dannistc- f = f.

Fall 4: ¢ = g1 + go fiir zwei Forests g1 und go. Dannistc- f = g1 f + g2 - f.

Fall 5: ¢ = a o g fiir einen Forest g. Dann istc- f =ao (g - f).

Da ein Kontext ein spezieller Forest ist, erhalten wir damit auch eine Operation liber Kontexten.
Diese ist assoziativ und 1 ist ihr neutrales Element.

Der einzige Kontext, der auf der linken Seite von o stehen kann, ist 1, und 1 o f ist nur dann wieder
ein Kontext, wenn f = 0. In diesem Fall kénnen wir also einfach 1 schreiben. Daher werden wir im
folgenden sowohl fiir o als auch fiir - einfach - schreiben oder den Operator wie bei der Multiplikation
weglassen.
Definition 1.2.5. Sei f € F (A). Dann sei:

e SF(f)={9€ F(A)|TceC(A):cg= f}die Menge der Unterforests

e SC(f)={ceC(A)|3deC(A),ge€ F(A):dcg = f} die Menge der Unterkontexte

von f. Fiir Forest-Sprachen L C F (A) sei SF (L) = Uep SF (f) und SC (L) = U, SC(f).

1.3. Forest-Algebren

Wir definieren, ebenfalls in Anlehnung an [BW07]:

Definition 1.3.1 (Forest-Algebra). Eine Forest-Algebra ist ein 5-Tupel (H,V,act,iny, ing), wobei
e (H,+,0) und (V,-,1) Monoide,

e act: H x V — H eine Operation von'V auf H und
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1.3. Forest-Algebren

e iny,ing : H — V Abbildungen
sind sowie gilt:
Einfiigen iny(g)h = g+ h, ing(9)h =h+g
Treue Vv # w3h € H: vh # wh
Operation Yu,v € VVh € H: act(act(h,u),v) = act(h, uv)

Hierbei schreiben wir vh = act(h, v) sowie 1 + g = ing(g),g+1 = iny(g) fiirv € V,h € H. Zur
Vereinfachung der Notation schreiben wir auch nur (H, V') fiir die Forest-Algebra.

Wir nennen H das horizontale Monoid und V' das vertikale Monoid.

Ein Homomorphismus iiber Forest-Algebren muss nun sowohl die Elemente des horizontalen als
auch des vertikalen Monoids abbilden:

Definition 1.3.2. Ein Forest-Algebra-Homomorphismus von (H, V') auf (G, W) ist ein Paar «, 3
wobei

ea:H— G, B:V = W Monoid-Homomorphismen sind und

e a(vh) = B(v)a(h) und

e B(inp(h)) = ing, (a(R)), B (inp(h)) = ing (a(h))
fiirallev € V und h € H gelten.

Die Freie Forest-Algebra

Definition 1.3.3. Die Freie Forest-Algebra A® iiber A st die Forest-Algebra (F(A),C(A), act,iny, ing)
mit

e act(h,v) = v - h ist das Einsetzen des Forests in den Kontext

e iny(h) =1+ h, ing(h) = h + 1 mit + als horizontale Operation auf Forests.

1.3.1. Erkennung durch Forest-Algebren

Definition 1.3.4. Eine Forest-Sprache L C Fp (A) wird erkannt von einer Forest-Algebra (H, V)
mit einem Homomorphismus (o, B) : (AU B)® — (H,V) und einer Zielmenge G C H, wenn

Vie Fp(A):a(t) e G <= teL

Definition 1.3.5. Eine Forest-Sprache L C Fp (A) nennen wir erkennbar genau dann, wenn sie von
einer endlichen Forest-Algebra (H,V') erkannt wird. Die Menge der erkennbaren Forest-Sprachen
iiber einem Alphabet A nennen wir FRec 4.
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1. Grundlagen

Anmerkungen zum Erkennbarkeitsbegriff

Wie von [DS10, S. 3, Remark 3] bemerkt, ist die Forderung der Treue von Forest-Algebren fiir die
Klasse der erkennbaren Sprachen unerheblich. In [BWO07] wird fiir den erkennenden Homomor-
phismus im Gegensatz zu hier und zu [BWS12] Surjektivitit gefordert. Diese stellt, wie [BWS12]
anmerken, eine gewisse Minimalititsanforderung fiir den erkennenden Homomorphismus dar,
dndert die Klasse der erkennbaren Forest-Sprachen jedoch ebenfalls nicht.

1.4. Automaten lber Forests

Wie [BWO07] definieren wir:

Definition 1.4.1. Ein Forest-Automat M iiber A ist ein Tupel M = ((Q,+,0), A, 6, F') wobei
® (Q,+,0) ein endliches Monoid,
e §: A xQ — Q die Ubergangsfunktion und

e [ C () die Menge der akzeptierenden Zustinde sind.

Definition 1.4.2. Sei M ein Forest-Automat und f € F (A) ein Forest. Dann definiere ™ induktiv
wie folgt:

e 0M =0
e (as)M = 6(a, sM) fiira € A, s € F(A)
o (htfott ) = AT B4+ Y

Ein Forest f wird von M akzeptiert, wenn fM € F.

Definition 1.4.3. Die von einem Forest-Automaten M erkannte Sprache ist

LM):={feFA)|MeF}

Bojariczyk und Walukiewicz zeigen in [BWO07], dass eine Forest-Sprache von einer endlichen
Forest-Algebra erkannt wird genau dann, wenn sie von einem Forest-Automaten erkannt wird. Die
erkennende Forest-Algebra zu einem gegebenen Forest-Automaten ist hierbei (Q, QQ).

Im Allgemeinen gibt es auch keine kleinere Forest-Algebra zu einem Forest-Automaten. Betrachte
hierzu den Forest-Automaten (Z/nZ, {a, b}, d, F') mit

1 ¢g=0
d: (@, ) =<0 g=1
g sonst
0 ¢ge{0,1
(b,qm{ 0.1}
q sonst
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1.4. Automaten lber Forests

Es fiir jede Abbildung Z/nZ — 7/nZ einen zugehorigen Kontext iiber Z/nZ, also muss das
vertikale Monoid der d4quivalenten Forest-Algebra mindestens |Q]|Q‘ Elemente haben.

Neben den von [BW07] definierten Forest-Automaten ist auch eine Erweiterung der von [Lib05]
definierten NUTASs auf Forests moglich. Da bei diesen im horizontalen iiblicherweise nichtdeter-
ministische endliche Automaten oder reguldre Ausdriicke verwendet werden, ist hier schon der
dquivalente Forest-Automat exponentiell grof3.
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2. Konstruktionen auf Forest-Algebren

2.1. Produkt-Forest-Algebren und -Automaten

Sowohl fiir Forest-Algebren als auch fiir Forest-Automaten lésst sich mittels einer iiblichen Produkt-
Konstruktion die zugehorige Produkt-Forest-Algebra bzw. der zugehorige Produkt-Forest-Automat
konstruieren.

Eine Forest-Algebra bzw. einen Forest-Automat fiir das Komplement erhélt man durch Komplemen-
tierung der erkennenden Menge bzw. der Endzustandsmenge.

Beide Konstruktionen sind in logarithmischem Platz moglich.

2.2. Endliche Forest-Sprachen

Schréinken wir die freie Forest-Algebra auf diejenigen Elemente ein, die tatsédchlich in einem Forest
oder einer Forest-Sprache vorkommen, und fassen die restlichen Elemente zu | zusammen, erhalten
Wir:

Lemma 1. Sei L C F (A). Dann wird L erkannt von der Forest-Algebra

(SF(L)U{L},SC(L)u{L}).

Beweis. Die Forest-Algebra verhalte sich wie AA, wobei alle Forests, die nicht in SF (L) sind, und
alle Kontexte, die nicht in SC (L) sind, mit L identifiziert werden. Die erkennende Menge ist dann
einfach L selbst und der erkennende Homomorphismus bildet alle Forests und Kontexte auf sich
selbst oder _L ab. O

Diese Forest-Algebra fiir endliche Forest-Sprachen ist in logarithmischem Platz konstruierbar: Jeder
Forest ist durch die Knotenfolge auf der obersten Ebene (die durch Anfang und Ende représentiert
werden kann) eindeutig definiert, nachdem diese durch Vergleich mit den anderen vorkommenden
Folgen zusammengefasst wurden. Jeder Kontext ist hier durch zwei Forests eindeutig représentiert,
wobei ebenfalls noch ein Zusammenfassen derselben notig ist.
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2. Konstruktionen auf Forest-Algebren

2.3. Forest-Sprachen fiir Aussagenlogik

Wir werden mehrfach die Darstellung von aussagenlogischen Formeln als Forest benttigen. Eine
Konstruktion fiir eine dhnliche Sprache ohne Negation findet sich in [BWS12].

Definition 2.3.1. Sei I’ eine aussagenlogische Formel mit atomaren Formeln A1, . .., A,. Dann
definiere (F') » C F ({A\,V, 7, A1,..., An}) induktiv wie folgt:

Definition 2.3.2. Seien F', Ay, ..., A, wie in Definition 2.3.1. Sei weiterhin A eine fiir F' passende
Belegung. Dann definiere <F>é wie (F') r, mit der Anpassung, dass

A AN Al =1
vV A7 =0

Lemma 2. Die Sprache

Truer = {(F)}L}- | A | F,F aussagenlogische Formel, .4 Belegung}
ist erkennbar.
Beweis. Sei H =B<2U {1} und V = H mit':

PR : {Avvv_'}A - (Hv V)

0—¢

V=0

N1
V-l (H—Hzy...xp =21 V- V) ke {0,1,2}
AN1l— (H—=Hxy...0p =21 A AN Tg) ke {0,1,2}
- 1l—=(H-—-Hz—1l-zx.. .2 1) k#1

Es ist zu beachten, dass hier als Konstanten 0 und 1 leere Und- bzw. Oder-Verkniipfungen verwendet
werden. | ist der Wert, der nicht wohlgeformten Eingaben zugewiesen wird.

[T3%2]

Der Vertikale Operator ist dann einfach Funktionsanwendung (bzw. Komposition) und der
horizontale gegeben durch w + v = wv, wenn |wv| < 2und w,v # L und w + v = L sonst. Dann
wird von (H, V') mit ¢ die oben angegebene Sprache erkannt. O

"Hierbei sei B=? = {e} UB U B?
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3. Allgemeine Probleme auf Forest-Sprachen

Wenn im Folgenden eine erkennbare Forest-Sprache L iiber einem Alphabet A als Eingabe angegeben
ist, so gehen wir — solange nicht anders angegeben — davon aus, dass diese kodiert ist

beim Beweis von Schwierigkeitsresultaten als endliche Forest-Algebra ((Hr, +71,0r), (Vz,1,11))
mit einem Homomorphismus ¢y, : AA (Hr,Vr) und einer Menge E;, C Hyp, sodass
QOL(L) = EL.

bei der Angabe von Algorithmen als endlicher Forest-Automat M; = ((Hy,+1,01),dr, EL).
Die Bezeichner wurden hier denen der Forest-Algebren angeglichen.

Da jedes der Probleme mit einer Forest-Algebra als Eingabe mittels
6:AXx Q L — Q L
a,q—pr(a) Lq

auf das selbe Problem mit einem Forest-Automaten als Eingabe reduziert werden kann, konnen die
Resultate so fiir beide moglichen Kodierungen Anwendung finden. Wo immer es aus dem Kontext
ersichtlich ist werden wir die Indizes der bindren Operatoren weglassen.

Wir werden drei Probleme ohne Substitutionen auf Forest-Sprachen betrachten:

Definition 3.0.1 (Leerheitsproblem fiir Forest-Sprachen). Das Problem FEmpty sei:
Eingabe: Eine erkennbare Forest-Sprache L.

Frage: Ist L = ()?

Definition 3.0.2 (Teilmengenproblem fiir Forest-Sprachen). Das Problem JFSubset sei:
Eingabe: Zwei erkennbare Forest-Sprachen L und R.

Frage: Ist L C R?

Definition 3.0.3 (Aquivalenzproblem). Das Problem FEquiv sei:
Eingabe: Zwei erkennbare Forest-Sprachen L und R.

Frage: Ist L = R?

Fiir diese Probleme zeigen wir:

Satz 1. FEmpty, FSubset und FEquiv sind P-vollstindig.
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3. Allgemeine Probleme auf Forest-Sprachen

Beweis. Mittels des effektiven Abschlusses unter booleschen Operationen (Abschnitt 2.1) erhalten

WIT:

FEmpty <jop FSubset. Esist L =0 <= L C (.
FSubset <, FEquiv. Esist LC R <= LUR=R.

FEquiv <jog FEmpty. Esist L =R <= LA R=.

Damit bleibt noch zu zeigen:

FSubset ist P-schwierig. Wie von [Lad75] gezeigt, ist das Problem CVP der Auswertung eines

Schaltkreises P-vollstindig. Wir wollen nun CVP <., FSubset zeigen.

Der gegebene Schaltkreis kann als gerichteter kreisfreier Graph G mit Knotenbeschriftungen
aus {A, V, -} aufgefasst werden. Die gegebene Belegung sei hier bereits eingesetzt und die
Konstanten 0 und 1 seien als leere V- bzw. A-Verkniipfung dargestellt. Ohne Einschrinkung
gehen wir davon aus, dass die Knoten von G zusitzlich durchnummeriert sind und maximalen
Eingangsgrad 2 haben.

Durch Vervielfachen der Knoten mit einem Ausgangsgrad > 1 erhélt man hieraus einen
Forest f = (F)fi_ mit einer aussagenlogischen Formel F' und einer Belegung A, wobei A(F)
dem Ergebnis entspricht, das man durch Auswerten des Schaltkreises erhilt.

Betrachte nun die in Lemma 1 definierte Forest-Algebra. Sowohl die Menge der Unterforests
als auch der Unterkontexte von f konnen lediglich polynomiell grof in der Knotenzahl von
G sein. Durch die Nummerierung der Knoten ist ein Vergleich derselben, um diese jeweils
nur einmal zu erhalten, hinfillig: Es entsprechen sich genau diejenigen Unterforests bzw.
Unterkontexte, die durch die gleichen Knoten in G definiert sind. Die Forest-Algebra ist damit
aus G in logarithmischem Platz konstruierbar.

In Lemma 2 wurde gezeigt, dass die Sprache Truer der zu wahr auswertenden booleschen
Ausdriicke erkennbar ist.

Nun ist { f} C Truer genau dann, wenn der gegebene Schaltkreis zu 1 auswertet.

FEmpty € P. Sei ein Forest-Automat M = ((Q,0,+), A, 0, F) gegeben.

18

Berechne die Menge
reachable (M) = { M- | f € F(A)}

mithilfe eines Markierungsalgorithmus: Markiere zu Beginn lediglich die 0 € ) und an-
schlieBend, bis sich keine neuen Markierungen mehr ergeben, ¢ + ¢’ und d(a, ¢) fira € A
und bereits markierte ¢, ¢’ € Q.

Sicherlich werden wir so lediglich solche ¢ € @ markieren, fiir die ein f € F (A) existiert mit
ML = ¢; ein entsprechender Zeuge f fiir jedes ¢ lieBe sich bei jeder Markierung zusitzlich
konstuieren. Auch kann jeder Forest mittels der beiden Operationen konstruiert werden, sodass
auch alle erreichbaren Zustinde markiert sind.

SchlieBlich ist nun zu priifen, ob reachable (M) N F = {).



4. Substitutionen lber Forests und
Forest-Sprachen

4.1. Substitutionsbegriffe fur Forests allgemein

Um die Eigenschaften, die allen von uns definierten Substitutionsbegriffen gemeinsam sind, all-
gemein behandeln zu konnen, formulieren wir zunichst einige allgemeine Forderungen an einen
Substitutionsbegriff:

Definition 4.1.1 (Substitutionsbegriff). Ein Substitutionsbegriff fiir Forest-Sprachen S definiert. . .

o ... eine Menge Dg(A, C) in Abhdngigkeit zweier Alphabete A und C. Dies ist die Menge
der moglichen rechten Seiten einer Substitution, also der Objekte, durch die ein einzelnes
x € X ersetzt wird. Im Fall A = C schreiben wir auch kurz Dg(A).

o ... fiirjedes o : X — 2P5(AC) mit AN X = () eine Erweiterung zu os : F(X U A) —
27(CY4) mit 55(0) = 0.

Damit sei dann
0g: QF(XUA) — 2]:(CUA)

L | Jos(L)

feL
und fiir 0,0 : X — 2Ps(AC) ypd [, C F(X U A) gelte

(Vz € X :0(z) Co'(z)) = os(L) Cal(L)

Um nur lokal verwendete Substitutionen knapp notieren zu kénnen, schreibe
[ < D] : {z} — 2Ps(40)
x+— D.
Die so definierten Funktionen und ihre Erweiterungen verwenden wir in Postfixschreibweise.
Definition 4.1.2 (Relationen iiber Substitutionen). Sei S ein Substitutionsbegriff fiir Forests sowie

o : X — Dg(A,C) eine Substitution. Dann schreibe:

o Co < VreX:d(x)Co(x) fiiro': X — 9Ds(A,C)
fco < VreX: :0(x)c€o(x) fiirf: X — Dg(A,C)

Definition 4.1.3 (Saturierungsbegriff). Sei S ein Substitutionsbegriff fiir Forests, R eine Forest-
Sprache und o : X — 2Ps (A.C). Dann sei eine saturierte Substitution 6% eine Erweiterung von
o so, dass: 0 C 65F undVf € F(XUA):05(f) CR «<— &g’R(f) CR.
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4. Substitutionen Uber Forests und Forest-Sprachen

4.2. Probleme mit Substitutionen liber Forest-Sprachen

4.2.1. Erreichbarkeit von Zutandskombinationen

Wir definieren fiir einen Substitutionsbegriff S:

Definition 4.2.1 (Erreichbarkeit von Zustandskombinationen). Das Problem FReachableg sei:

Eingabe: Zwei erkennbare Forest-Sprachen L und R, eine Substitution o, sowie Teilmengen
Ml,...,Mk C Hyp, x HR.

Frage: V1 < i < k : M; Nreachableg (o, L, R) # 0)?
Dabei sei reachableg (o, L, R) = {(fMr, f'Mr) | f € F(AUX), f' € os(f)}.

4.2.2. Teilmengen- und Aquivalenzproblem mit Substitution

Beziiglich einem Substitutionsbegriff S definieren wir die folgenden Probleme mit gegebenen
Substitutionen:

Definition 4.2.2 (Teilmengenproblem mit Substitution). Das Problem FSubsetg sei:

Eingabe: Zwei erkennbare Forest-Sprachen L und R sowie eine Substitution o.

Frage: Ist o5(L) C R?

Definition 4.2.3 (Umgekehrtes Teilmengenproblem mit Substitution). Das Problem F Subsety sei:
Eingabe: Zwei erkennbare Forest-Sprachen L und R sowie eine Substitution o.

Frage: Ist o5(L) O R?

Definition 4.2.4 (Aquivalenzproblem mit Substitution). Das Problem FEquivg sei:
Eingabe: Zwei erkennbare Forest-Sprachen L und R sowie eine Substitution o.

Frage: Istog(L) = R?
Satz 2. FSubsetg <jog FEquivg

Beweis. Seien o, L und R eine FSubsetg-Instanz. Ohne Einschrinkung sei 0g(R) = R (durch
Umbenennen aller z € X in R). Dann betrachte FEquivg auf Eingabe von o, L U R und R.

Es gilt:

0s(L)C R < o0s(L)UR=R <= o0g5(L)Uos(R)=R <= o0s(LUR) =R.

Zur Berechnung der Vereinigung zweier Forest-Sprachen berechne die Produkt-Forest-Algebra bzw.
den Produkt-Forest-Automaten. O

20



4.2. Probleme mit Substitutionen lber Forest-Sprachen

Lemma 3. Sei ein System von Sprachungleichungen mit ~€ {=, C}, iiber erkennbaren Sprachen
L;und R;:

os(L1) ~ Ry

os(Ly) ~ Ry,

Dann existieren erkennbare Forest-Sprachen L und R, fiir die 05(L) ~ R genau dann gilt, wenn o
jede der obigen Sprachungleichungen erfiillt.

Wenn die L; bzw. R; jeweils von Forest-Algebren der GroBe! I; bzw. r; erkannt werden, so wird
L von einer Forest-Algebra einer Grofie in O (Iy - I - - - [;) bzw. R von einer Forest-Algebra einer
GroBe in O (rg - ro - - - 1) erkannt.

Beweis. Seien die L; und R; gegeben als Forest-Algebren und m, . .., my neue Alphabetzeichen.
Wihle dann:
k k
L=|Jmi-L R=|Jmi- R
i=1 i=1
Es ist nun:

k k

os(L) ~ R <= |Jmi os(Li) ~|Jmi-Ri
i=1 i=1

Die letzte Aquivalenz gilt, da hier nur Bdume mit Wurzeln aus {my, ..., m;} vorkommen und

diese nur gleich sein konnen, wenn sie die gleiche Wurzel haben. O

Satz 3. FSubsetg <o FReachableg

Beweis. Betrachte FReachableg auf den selben o, L und R mit M, = E; x Er. Dann gibt es
ein m € M Nreachableg (o, L, R) genau dann, wenn es Forests f; € L und f, € o(f;) gibt mit
fr & R. O

Satz 4. FSubsety <)o, FReachableg

Beweis. Betrachte FReachableg auf den selben o, L und R. Sei nun Er = {ry,...,7}. Dann
wihle als Teilmengen M; = M,, = {(l,r;) | l € EL}.

Sei nun og(L) 2 R. Dann gibt es ein f, € R, sodass Vf; € L : f, ¢ os(f1), also M, N
reachableg (o, L, R) = ().

Sei andererseits ein M; N reachableg (o, L, R) = (). Dann ist 7, € Epg und (I,7;) ¢
reachableg (o, L, R) fiir alle [ € Ej. Betrachte nun einen Forest f, € R mit f7MR = r;. Fir
diesen kann es kein f; € L geben mit f, € og(f;). O

"Die GroBe kann hier sowohl als GroBe der horizontalen oder der vertikalen Forest-Algebra, oder auch als Summe der
beiden verstanden werden.
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4. Substitutionen Uber Forests und Forest-Sprachen

Satz 5. FEquivg <jo; FReachables N FReachableg
Beweis. Esistog(L) = R <= os(L) CRANos(L) 2O R. O

Mit diesen Problemen werden wir uns spiter im Kontext konkreter Substitutionsdefinitionen be-
schéftigen.

4.2.3. Existenz einer Substitution

Ebenfalls beziiglich einem Substitutionsbegriff .S definieren wir die folgenden Probleme, die nach
der Existenz einer Substitution fragen:

Definition 4.2.5 (Existenz einer Substitution). Das Problem JF3Subsetg sei:
Eingabe: Zwei erkennbare Forest-Sprachen L und R und eine Menge X von ersetzbaren Zeichen.

Frage: Existiert eine Substitution o mit cg(L) C R?

Definition 4.2.6 (Existenz einer Substitution fiir Aquivalenz). Das Problem F3Equivg sei:
Eingabe: Zwei erkennbare Forest-Sprachen L und R und eine Menge X von ersetzbaren Zeichen.

Frage: Existiert eine Substitution o mit 0g(L) = R?

Satz 6. FdSubsets <o, FIEquivg
Beweis. Analog zu Satz 2 d

Fiir F9Subsetg geniigt es, die einelementigen Substitutionen zu betrachten, also diejenigen o :
X - 2Ps(A40) mit | (x)| = 1fiiralle 2 € X, denn, wenn iiberhaupt ein o existiert mit o5(L) C R,
dann gilt das auch fiir jedes o’ C o, also auch insbesondere fiir mindestens ein einelementiges.

4.3. Blattsubstitution

Zunichst definieren wir Substitutitonen lediglich fiir Blétter. Das Ersetzen der Blitter funktioniert
mittels:

Definition 4.3.1 (Blattersetzung). Sei 6 : X — F¢ (A). Dann erweitere 0 zu
0;:  Faux (A) = Fauc (4)
z—0(x) zeX
ag— afi(g) a€ A, g€ Fx(A)

g+ g—0(g1)+ - +o1(gr)
0—0
0, 9Fx(A) _y 9Fc(A)

Le{o(f) | feL}
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4.3. Blattsubstitution

Damit erhalten wir wie Engelfriet und Schmidt in [ES77] zwei Substitutionsbegriffe

Definition 4.3.2 (oi-Blattsubstitution, Le;-Substitution). Sei o : X — 27¢(A)\ {Q}. Erweitere dies
zu:
OL,+ Fx (A) — 2]:C(A)

x—o(x) reX

af = {af' | f €op, (f)} acA feFx(A)
gt Fg—{gt+ o+ | VI<i<k:gicop (g)} VI<i<k:g € Fx(A)
0+~ {0}

Definition 4.3.3 (io-Blattsubstitution). Sei o : X — 27\ {}. Dann erweitere dies zu:
0L, Fx (A) — Q‘FC(A)

fH{Gf(f)\G:X%]:C(A),QGU}

Wir werden fiir diese Substitutionsbegriffe die folgenden Resultate erhalten:

Tabelle 4.1.: Resultate fiir L.-Substitutionen (jeweils Vollstandigkeit)
S FReachables FSubsets FSubsety FEquivg JFISubsets JFIEquivg

Loi P P P P NP NP
Lio NP coNP NP DP NP I

4.3.1. Saturierung von Blattsubstitutionen

Fiir eine (io- oder oi-) Blattsubstitution definieren wir:

Definition 4.3.4 (Saturierte Blattsubstitution). Sei o : X — 27\ {0} und R € FRecy
eine erkennbare Forest-Sprache, die von der endlichen Forest-Algebra A = (H,V') mit dem
Homomorphismus © bzw. von einem endlichen Forest-Automaten M = (H, A, 6, E') erkannt wird.

Dann definiere die saturierte Blattsubstitution beziiglich R als
glioforft . X — F(A)

z = U [slr

s€o(x)
wobei [s] = {t € F(A) | (s) = p(t)} bow. 8] = {¢ € F(A) | M = ¢4}

Schreibe auch 6 el oder 5o/, um die Forest-Algebra oder den Forest-Automaten explizit
anzugeben.
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4. Substitutionen Uber Forests und Forest-Sprachen

Lemma 4 (Saturierte Blattsubstitution). Sei o : X — F(A), S € {Loi, Lio} und L C Fy (A),
R C F (A) Forest-Sprachen. Dann ist cg(L) C R genau dann, wenn 62’R(L) CR.

Beweis. Seien o, L, R wie angegeben.

os(L) CR = &g’R(L) CR. Seir e &g’R(L). Dann gibtesein !l € L mitr € 6§’R({l}). Es

gibt nun fiir jedes Vorkommen eines 2 € X in [ einen zugehdrigen Forest s € 6% (), durch
den dieses in 7 ersetzt wurde. Dann gibt es nach der Definition von 5% auch ein s’ € o (x)
mit ¢ (s) = ¢ (s') (moglicherweise s = ). Betrachte nun das r’ € F (A), das man erhilt,
wenn man in [ jedes Vorkommen eines € X durch das so an dieser Stelle erhaltene s’
ersetzt. Damit ist (1) = ¢(r') und v’ € og(l) C R. Alsoist r € R.

69%(L) C R = og(L) C R. Offensichtlich ist 05(L) C 63 (L) C R.

O

Da eine saturierte L, o;-Substitution durch eine Menge der Elemente der horizontalen Algebra fiir

jedes 2 € X eindeutig bestimmt ist, existieren < 2/I''X| verschiedene saturierte Substitutionen,
die sich alle in Platz < | X| - (|H| + | R|) kodieren lassen.

4.3.2. Erreichbarkeit von Zustandskombinationen

Satz 1. FReachabler,, € P.

Beweis. Berechne reachabler, , (o, M, M) mit folgendem Markierungsalgorithmus:

Markiere zu Beginn die Paare (0%, 0M~) sowie (zM~, r) fiir alle 7 € X, wenn es ein £ € Es )
gibt, sodass (&, 7) erreichbar ist im Produktautomat M, ,) X Mp. Diese ({, ) lassen sich wiederum
mit einem Markierungsalgorithmus wie im Beweis zu Satz 1 in Polynomialzeit bestimmen. Markiere
anschlieend wiederholt (p; + q1,p2 + g2) und (6(a, p1),0(a, ¢1)) fiir bereits markierte (p1, q1)
und (p2, ¢2) sowie a € A. O

Satz 8. FReachable;, € NP
Beweis. Esistor, (L) = Upe, 0(L) = Upey O (L)-

Rate zunichst ein 6 € o fiir jedes 1 <4 < k und entscheide dann FReachabler, , auf der Eingabe
0,L, R, M;. O
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4.3. Blattsubstitution

4.3.3. Teilmengenproblem mit Substitution

Satz 9. FSubsety,, ist P-vollstindig.

Beweis. FSubsety,; ist P-schwierig. Reduziere von FSubset. Belasse beide Teilmengen und
wihle eine Substitution o, die jedes substituierte Blatt durch sich selbst ersetzt, also
Ve € X : o(z) = x und damit auch Vf € Fxya(A) : or,(f) = f. Die Wahl der
Menge X ist unerheblich.

FSubsetr,; € P. Folgt direkt aus Satz 7 und Satz 3.

Satz 10. FSubsetr, ist coNP-vollstindig.

Beweis. FSubsetr,, € coNP. Folgt direkt aus Satz 8 und Satz 3.

FSubsety,, ist coNP-schwierig. Reduziere vom Tautologieproblem fiir aussagenlogische Formeln.
Sei also eine aussagenlogische Formel F' gegeben.

Betrachte nun FSubset;, auf Eingabe von
L=(F);
o: X =27
x— {\,V}
R = Truer
wobei X die Menge der atomaren Formeln in F' sei.

Jedes 6 € o ersetzt jede Variable durch entweder A oder V und entspricht damit einer
Belegung. Es ist also o, (L) = {<F>é | A passende Belegung} C Truer genau dann,
wenn F' eine Tautologie ist.

O
Sarz 11. FSubset] ist NP-vollstindig.

Beweis. FSubset; € NP. Folgt direkt aus Satz 8 und Satz 4.

F Subset’Lio ist NP-schwierig. Wir reduzieren von dem Problem X3C, vergleiche hierzu [GJ79,
S.53]:

Eingabe: Eine endliche Menge X mit | X | = 3¢ und 3-elementige Teilmengen C' C ()3( ).

Frage: Gibtes ein C’ C C so, dass es fiir jedes = € X genau ein ¢ € C’ gibt mit z € ¢?
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4. Substitutionen Uber Forests und Forest-Sprachen

Konstruiere aus einer X3C-Instanz mit X = {z1,...,zx}und C = {cy, ..., ¢} die folgende
F Subse’[/LiO -Instanz. Hierbei seien ohne Einschrinkung die ¢; geordnet (¢; = c;1¢52¢:3).
A={r}U{1,..., 1} UX
R={xjw; + - +zpwy | V1 <i < k:w; € {r}*}
L={a1(ln++lu)+ - +aello + -+ )}
U{ziwy + -+ zpwy | V1 <i < k:w; € {r}*\ {r}}
o:{1,...,l1} - F(A)
i— {0,7}

wobei

li =

i Tp € C T = Cij
0 sonst

{r}* ={0,r,r+r,r+r+r...}

Eine Substitution o entspricht hier genau einer Teilmenge {¢; | o(i) = r} = C' C C. Genau
dann, wenn o (L) D R gilt,ist x1r + - - -+ xxr € (L), womit jedes x € X genau von einem
c; € C' getroffen wird.

In dieser Konstruktion ist og(L) C R trivial gegeben, was wir spiter fiir den Beweis
von Satz 13 verwenden werden.

O]

4.3.4. Aquivalenzproblem mit Substitution
Satz 12. FEquivy, . ist P-vollstindig.

Beweis. Die P-Schwierigkeit folgt direkt aus Satz 2 und Satz 9. Dass FEquiv;, = € P, folgt aus
Satz 7 und Satz 5. [

Satz 13. FEquivy, ist DP = NP A coNP-vollstéindig.

Beweis. FEquivy, € DP. Folgt direkt aus Satz 8 und Satz 5.

JEquivy,  ist DP-schwierig. Ein Problem in DP hat die Form L; N Ly fiir Ly, Ly € NP. Eine
Instanz desselben ist demnach eine Instanz von L1 und eine von Lo.

Nach Satz 11 kénnen wir dann die Instanz von L in logarithmischem Platz in eine F Subset’s-
Instanz mit selbem Ergebnis umwandeln. Aufgrund der Form derselben in der Reduktion ist
diese auch eine FEquivg-Instanz mit dem selben Ergebnis.

Nach Satz 9 koénnen wir nun auch die Instanz von Lo in eine FSubsetg-Instanz und wegen
Satz 2 auch in eine FEquivg-Instanz mit dem selben Ergebnis umwandeln.
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4.3. Blattsubstitution

Diese beiden FEquivg-Instanzen lassen sich durch disjunkte Vereinigung der X, L und R
sowie durch ein neues o, dass sich wie beide alten verhilt (beachte die disjunkten Definiti-
onsbereiche), zu einer FEquiv g-Instanz zusammenfassen.

O

4.3.5. Existenz einer Substitution fiir Teilmenge

Wir haben bereits allgemein festgestellt, dass es fiir das Problem F3Subsets geniigt, einelementige
Substitutionen zu betrachten. Fiir einelementige Substitutionen ist aber o, = o, . Betrachten wir
hierfiir jeweils die saturierte Substitution 6, so ldsst sich diese Substitution in polynomieller Linge
kodieren. Wir erhalten nun zunéchst:

Satz 14. F3Subsety,; ist NP-vollstindig.

Beweis. F3Subset;,, € NP. Jede saturierte Substitution l4sst sich in polynomiellem Platz kodieren.
Rate also eine solche Substitution o und iiberpriife danach in Polynomialzeit, ob oz, (L) C R.

FISubsety,; ist NP-schwierig. Reduziere von SAT. Sei eine aussagenlogische Formel F' gegeben.
Betrachte /3Subsety, ; auf Eingabe von

L=(F), R = Truer

Dann gibt es ein o : X — 274 mit & L, (L) € R genau dann, wenn es ein einelementiges
gibt. Diese Substitution entspricht dann genau einem Modell fiir F.

O

Da wie oben festgestellt fiir einelementige Substitutionen oy, = o, ist und das Problem fiir
einelementige Substitutionen dquivalent ist, folgt hieraus direkt:

Satz 15. F3Subsetr,, ist NP-vollstindig.

4.3.6. Existenz einer Substitution fiir Gleichheit
Satz 16. F3Equivy, . ist NP-vollstandig.

Beweis. Die NP-Schwierigkeit folgt direkt aus Satz 14 und Satz 6. Dass F3Equiv;, . € NP, folgt
analog zu F3Subset;, . € NP. O

Satrz 17. F3Equivy, ist £5-vollstindig.

Beweis. FJEquivy,  ist Zg = NPNP.schwierig. Reduziere von By (vergleiche [Sto76]):

Eingabe: Eine Formel der Form dz; ... dz;Vy; ... Vy; F', wobei F' eine aussagenlogische
Formel in den Variablen x1, ..., Tk, y1,. ..,y ist.
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4. Substitutionen Uber Forests und Forest-Sprachen

Frage: Ist die logische Aussage wahr?
Betrachte das folgende Sprachungleichungssystem:

o1, (F) ) C Truer
oL,y 4+ +y)={nn+---+v|V1<i<l: v €B}

Dann ist

aLio(L) = R
> o, {{F)r}UTruer) =Truer Ao, ({yr + - +u}) ={vi + - + v | v € {0,1}}
> o, {{(F)r}) CTruer AV1<i<1:{0,1} Co(y;)

o entspricht nun also einer Menge von Modellen, die unter der Veridnderung der Belegung

eines y; abgeschlossen ist.

FIEquivy, € X5 = NP"" Rate eine Substitution o und iiberpriife mittels des Orakels, ob
UIio (L) = R

O]

4.4. Substitution an inneren Knoten

Definition 4.4.1 (I;,-Substitution und I;-Substitution). Sei o : X — 2750 A) ypd o € {io, oi}.

o) Fpox (AUX) — 27BA
zf = (o(2)) [0« o (), r€X,feFpux(AUX)
af —aor,(f) a€ A, f e Fpux (AUX)
g+t g—{d+ o+ |VI<i<k:gicon(g)} V1<i<k:gi € Fpux(AUX)
0~ {0}

Wir werden hierfiir die folgenden Resultate erhalten:

Tabelle 4.2.: Resultate fiir I.-Substitutionen
S FReachables FSubsets JFEquivg JFdSubsetg F3Equivg

Ioi
I

PSPACE-schwierig

P-vollstindig P-vollstdandig offen F
offen
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4.4. Substitution an inneren Knoten

4.4.1. Saturierung von Substitutionen

Auch zu I,-Substitutionen (z € {io, oi}) definieren wir wieder saturierte Substitutionen:

Definition 4.4.2. Sei o : X — 27cu ) 4 € {io, 0i} und R C Fc (A) eine Forest-Sprache, die
von der endlichen Forest-Algebra A = (H, V') mit dem Homomorphismus @ oder von einem Forest-
Automaten M = (H, A, §, E) erkannt wird. Dann definiere die saturierte Substitution beziiglich R
als

op: X — ]:CU{D} (A)

X = [S]R/D
s€o(x)
wobei [s]p/m = {te F(A)|Vhe H: p(p  (h)[s < O)) = (e ' (h) [t + O))}
baw. [s] /0 == {t e F(A) |VYh € HYemit ™ = h: (¢[s + ODM = (c[t + D])M}.

Schreibe wie bei Blattsubstitutionen statt &z auch & 4 oder ;.

Lemma 5 (Saturierte Substitution). Seien o : X — F (A) eine Substitution, S € {io,0i} und L C
F(AUX), R C F(A) Forest-Sprachen. Dann ist o7, (L) C R genau dann, wenn 6 (L) C R.

Beweis. Seien o, L und R wie angegeben.

* Seiorg(L) € Rundr € 6(L). Dann gibt es ein I € L mit r € &(l). Es gibt nun fiir
jedes Vorkommen eines x € X in [ einen zugehorigen Forest s € dg(x), der einge-
setzt werden kann um 7 zu erhalten. Dann gibt es nach der Definition von 65 ein s’ €

(@) mit o((s) [0 ¢~ ()], ) = o((s) [0 e o7 ()], ) bow. (s[D = f1,,) " =
(5/ 0« f]LS)M fiir alle h € H bzw. f € F(A).

Betrachte nun das 7’ € F (A), das man erhilt, wenn man in [ jedes Vorkommen eines x € X
durch das fiir diese Stelle erhaltene s (statt durch s) ersetzt. Dann ist ¢(r) = (') bzw.
rM = /M ynd damit r’ € o7, (1) C R. Alsoistr € R.

* Sei o (L) C R Offensichtlich ist o C 6 und damit o7(L) C 6 r4(L) C R.

4.4.2. Erreichbarkeit von Zustandskombinationen

Satz 18. FReachable;, € P.
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4. Substitutionen Uber Forests und Forest-Sprachen

Beweis. Hierzu verwenden wir wieder einen Markierungsalgorithmus {iber den Paaren aus Hy, x Hpy.

Zu Beginn sei lediglich (0M2 0M~) markiert. Wir markieren, wenn (,7) und (I, ') markiert sind
auch (I +U',r +r') sowie (al,ar) fira € A\ X.

Nun bleibt noch der Fall, in dem eine Ersetzung stattfindet. Sei S die Menge der bisher mar-
kierten Paare. Dann berechne fiir jedes * € X und jedes ¢; € Hp diejenigen (s,7) €
reachabler,, ([0 « {c; | (¢, ¢r € S}, Mgz, Mpg]) mit s € E4(y) und markiere jeweils auch
(0n(z,cp), 7).

Wiederhole alle Markierungsschritte bis keine Verdnderung mehr eintritt.

Wenn es einen Forest f gibt, der die gegebene Zustandskombination erreicht, kann dieser mit den
Operationen + und a- fiir a € A zusammengesetzt werden und das entsprechende Paar wird oben
markiert. Zudem lief3e sich in der Ausfiihrung des obigen Algorithmus fiir jedes Paar ein Zeuge
generieren, der diese Zustandskombination erreicht. O

Satz 19. FReachabley,, € P.

Beweis. Gehe vor wie im oi-Fall. Fiir die Elemente der Form (d7,(x, ¢;), r) bestimme aber stattdessen
fiir jedes (c;, ) € S separat reachabler, ([ < {¢,}], M, (., MR). O

4.4.3. Teilmengenproblem mit Substitution

Satz 20. FSubsety,; ist P-vollstindig.

Beweis. FSubsetj, ist P-schwierig. Reduziere von FSubset;.

Fiir jedes 0 : X — F¢ (A) und jede Forest-Sprache L C Feyux (A) mit AN X = 0 gilt
oL, (L) = or,(L). Belasse also die gegebene Eingabe.

FSubsety,; € P. Folgt direkt aus Satz 18 und Satz 3.

O
Satz 21. FSubsety, ist P-vollstindig.
Beweis. FSubsety,, € P. Folgt direkt aus Satz 19 und Satz 3.
FSubsety,, ist P-schwierig. Reduziere von FSubset;, ; analog zu Satz 20.
Auch hier ist fiir jedes 0 : X — F¢ (A) und jeden Forest-Sprache L C Foyux (A) or,, (L) =
o1, (L). Belasse also auch hier die Eingabe.
O
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4.4. Substitution an inneren Knoten

4.4.4. Aquivalenzproblem mit Substitution
Satz 22. FEquivy  ist P-vollstindig.

Beweis. Dass FEquiv; € P, folgt direkt aus Satz 18 und Satz 5. P-Schwierigkeit folgt mit Satz 20
und Satz 2. 0

Satz 23. FEquivy, ist P-vollstindig.

Beweis. Dass FEquivy € P, folgt direkt aus Satz 19 und Satz 5. P-Schwierigkeit folgt mit Satz 21
und Satz 2. O

4.4.5. Existenz einer Substitution fiir Gleichheit

Satz 24. F3Equiv; ist PSPACE-schwierig

Beweis. Reduziere von QBF.
Auf Eingabe Jx1Vy; . .. Jz;Vyi F' gehen wir wie folgt vor:

Zunéchst erweitern wir Truer um einen Operator =, der als negiertes exklusives Oder funktioniert,
um \, und /, die jeweils den rechten bzw. linken Teil des Paares kopieren und den anderen
ignorieren, sowie um Zeichen assert(z), label(z) fiir z € X, die auf die Identititsfunktion abgebildet
werden. Die Konstruktion der erkennenden Forest-Algebra funktioniert analog zu der fiir Truer.

Zudem konstruieren wir die Forest-Sprache iiber Bindrbdumen, die nur ./, \, label(x) und assert(x)
beachtet (und alle anderen Zeichen als Identitdt behandelt). Diese soll nur solche Forests enthalten,
in denen unter jedem assert(z) der durch die /" und \, angegebene Pfad durch einen Bindrbaum zu
einem label(z) fiihrt. Ein Element der horizontalen Algebra ist dabei aus (1 U X)=* und beschreibt,
welche label(z) in dem linken und rechten Teilbdumen erreicht werden. Diese sind eindeutig.
Ein Element der vertikalen Algebra sind nun nicht beliebige Funktionen, sondern sind eindeutig
beschrieben dadurch:

* Welche (einzelnen) x € X in dem eingesetzten horizontalen Element stehen diirfen,

¢ welche (einzelnen) x € X dann oben in dem rechten bzw. linken Teilbaum erreicht werden
— diese konnen entweder ein konstantes € X oder ein / oder \ sein, um diese von einem
Teil des eingesetzten horizontalen Elements zu iibernehmen.

Dies liisst sich als ein Element von X =2 x ({,/,\,} U X)=? darstellen.

Wir fordern nun (fiir neue 77 und ?75):

01 oi ‘ = ‘ ’ ‘

1/2
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4. Substitutionen Uber Forests und Forest-Sprachen

Damit wertet der Forest mit label(z) an der Wurzel, NV in den inneren Knoten dazwischen und mit
assert(y) - f, darunter fiir Forests f, gleich aus wie f, oder zu L. Dieses Konstrukt konnen wir
also als eine Art Worterbuch-Datenstruktur verwenden.

Wir fordern zusitzlich:

V
AN
assert(z)
o (F)r x4 ‘
F %12
a[oi ‘ -
?1/2 A
t X1 tr Tk
assert(z)
tt; € F AV, | j<ix;eX
1
F
o \ A passende Belegung fiir F’ C{L}UTruex
Vi(A)

Vir1(A) =
N
/ N\
N Viu(A)
Vi(A) = YRR
label(x;) label(y;)

| |
Alzi) A(yi)

Nach Satz 2 konnen die Sprachungleichungen mit C zu solchen mit = umgeformt werden und ein
System zu einer einzelnen Gleichung.

Gibt es nun ein o, so ist die Formel Vy;Vys . .. Vyi F” erfiillbar fiir ein F”, in dem im Vergleich zu
F' die x; durch Terme ¢; ersetzt wurden, die nur von y1, . . ., ; abhéngen. Diese definieren immer
einen Wert fiir x;.

Ist die urspriingliche Formel erfiillbar, so kann man fiir jedes x; eine solche Formel angeben, da
jede Funktion B” — B durch eine aussagenlogische Formel dargestellt werden kann. O
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5. Fazit und Ausblick

Wir konnten in dieser Arbeit feststellen, dass das Prinzip der Saturierung wie bei reguldren
(Wort-)Sprachen auch bei reguldren Forest-Sprachen anwendbar ist.

Weiterhin konnten wir einige Vollstindigkeitsresultate fiir Probleme mit einfachen Substitutionsmo-
dellen zeigen, durch Reduktion, meist von Logikproblemen, sowie durch Markierungsalgorithmen.
Hier wire eine Betrachtung der Probleme, die in Tabelle 4.2 als “offen”” markiert sind, noch vielver-
sprechend.

Daneben ist eine Ausweitung auf weitere Substitutionsmodelle moglich, beispielsweise Substitu-
tionen in der Bindrbaumkodierung eines Forests oder Substitutionen auf Forests mit definierten
Verzweigungsgraden.

Auch konnen noch weitere Problemstellungen betrachtet werden wie die Berechnung einer maxi-
malen oder der grofiten Substitution, die eine Sprachungleichung erfiillt. Die Betrachtung weiterer
Entscheidungsprobleme scheint ebenfalls vielversprechend, um vollstindige Probleme fiir weitere
Klassen zu erhalten. Das Prinzip der Konstruktion von Truer scheint hierbei leicht auf andere
Strukturen iiber endlichen Mengen erweiterbar.

Die Beziehung zwischen Forest-Algebren und Forest-Automaten konnte ebenfalls weiter untersucht
werden. Fiir die Losung der hier betrachteten Probleme fiihren die beiden Beschreibungen trotz
stark unterschiedlicher Grofle zu gleichen Ergebnissen — das grofie vertikale Monoid bringt uns
hier keinen Vorteil. Das wirft die Frage auf, inwiefern dies fiir weitere Probleme der Fall ist und fiir
welche Probleme das vertikale Monoid gewinnbringend eingesetzt werden kann.
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A. Verwendete Notation

B
Z
Z/nZ

MAN
2M

O (f(n))

={0,1}

Ganze Zahlen

Resklassenring modulo n

Disjunkte Vereinigung, M U N mit M NN = ()
Symmetrische Differenz von M und N
Potenzmenge einer Menge M

= {g: N%N\limsupn%m% <oo}

A.1. Komplexitatstheorie

AglogB

1

5

A C ¥* ist in logarithmischem Platz reduzierbar auf B C I'*.

D.h. es existiert eine in logarithmischem Platz berechenbare Funktion f mit
VweYX:weA < f(w) €B.

Klasse der Sprachen in C mit Orakel fiir die Sprache C5 oder die Klasse C5.
— Abschnitt 1.1

= NPNP — Abschnitt 1.1

A.2. Forests und Kontexte

Co (A)
Fo (A)
To (A)

aof

0

1

1
SF(f)
SC(f)
(0)5

Menge der Kontexte iiber einem Alphabet A mit Blittern aus C

(wenn nicht angegeben: C' = A). — Definition 1.2.3

Menge der Forests iiber einem Alphabet A mit Blittern aus C

(wenn nicht angegeben: C' = A). — Definition 1.2.1

Menge der Baume iiber einem Alphabet A mit Blittern aus C

(wenn nicht angegeben: C' = A). — Definition 1.2.1

Anfiigen eines Alphabetzeichens a iiber einem Forest f— Definition 1.2.1
Der leere Forest— Definition 1.3.1

Loch in einem Kontext— Definition 1.2.3

Der leere Kontext— Definition 1.3.1

Die Menge aller Unterforests eines Forests f — Definition 1.2.5

Menge aller in f vorkommenden Kontexte — Definition 1.2.5

Kodierung eines mathematischen Objekts O als Forest. — Definition 2.3.1 (fiir
aussagenlogische Formeln)
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A.3. Forest-Algebren

act
inL
inR
hi+ho

V1-V9
AA

reachable (L, R)
reachableg (o, L, R)

A.4. Probleme

FEmpty
JFSubset
FEquiv
JFSubsetg

FSubsety
FEquivg
JFJSubsetg

F3Equivg
JFReachableg

Operation des vertikalen Monoids auf dem horizontalen — Definition 1.3.1

— Definition 1.3.1

— Definition 1.3.1

Horizontale Verkniipfung von h; und he — Definition 1.2.1 (freie Forest-
Algebra), Definition 1.3.1

Vertikale Verkniipfung von v; und vo — Definition 1.2.4 (freie Forest-Algebra),
Definition 1.3.1

Die freie Forest-Algebra iiber einem Alphabet A. — Definition 1.3.3

Menge der erreichbaren Zustinde in My, x Mp. — Satz 1

Menge der erreichbaren Zustinde in My, x Mg unter der Substitution o von der
linken zur rechten Seite. — Definition 4.2.1

Leerheitsproblem iiber erkennbaren Forest-Sprachen — Definition 3.0.1
Teilmengenproblem tiber erkennbaren Forest-Sprachen — Definition 3.0.2
Aquivalenzproblem iiber ekennbaren Forest-Sprachen — Definition 3.0.3
Teilmengenproblem mit S-Substitution iiber erkennbaren Forest-Sprachen
— Definition 4.2.2

umgekehrtes Teilmengenproblem mit S-Substitution liber erkennbaren Forest-
Sprachen — Definition 4.2.3

Aquivalenzproblem mit S-Substitution {iber erkennbaren Forest-Sprachen
— Definition 4.2.4

Existenz einer S-Substitution fiir Teilmenge — Definition 4.2.5

Existenz einer S-Substitution fiir Gleichheit — Definition 4.2.6
Erreichbarkeit von Zustandskombinationen — Definition 4.2.1
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