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Zusammenfassung

Das Huftgelenk zahlt zu den am stérksten beanspruchten Bereichen im
menschlichen Korper. Da es die Bewegung der unteren Extremitaten gegen-
uber dem Rumpf ermoglicht, fihrt ein Versagen direkt zur Immobilisation des
Patienten. Je nach Versagensursache ist eine Behandlung durch die Implan-
tation eines kinstlichen Huftgelenks unumganglich. Auch die Prothesen selbst
konnen wiederum z.B. wegen Lockerung des im Oberschenkel fixierten Pro-
thesenschafts versagen. Um die Wahrscheinlichkeit eines solchen Prothesen-
versagens zu reduzieren, wird an der Anpassung der Steifigkeit des Prothe-
senschafts an die Steifigkeit der im Oberschenkelknochen enthaltenen Spon-
giosa geforscht.

Zur Reduktion der Komplexitat bei der Berechnung der Steifigkeit der Spon-
giosa kann die Direkte Mechanik nach Ralf Schneider (2016) angewendet wer-
den. Da die Anwendung der Direkten Mechanik bisher auf durch Volumenele-
mente diskretisierten Strukturen stattgefunden hat, soll in der vorliegenden Ar-
beit die Anwendung der Direkten Mechanik auf ein idealisiertes Knoten-Kan-
ten-Netzwerk, bestehend aus eindimensionalen finiten Elementen, untersucht
und anschlieBend bewertet werden. In diesem Zusammenhang werden Ver-
gleiche der durch die Direkten Mechanik bestimmten reduzierten Gesamtstei-
figkeitsmatrix K,..; und der mit der Finiten Elemente Methode bestimmten Ge-

samtsteifigkeitsmatrix K., angestellt.

Schlusselworter: Prothesenschaft, Spongiosa, Knoten-Kanten-Netzwerk, Fi-
nite Elemente Methode (FEM), Direkte Mechanik, reduzierte Gesamtsteifig-

keitsmatrix



Abstract

The hip joint is one of the most stressed areas in the human body. Since it
allows the movement of the lower extremities, failure leads directly to immobi-
lization of the patient. Depending on the cause of failure, treatment by implan-
tation of an artificial hip joint is inevitable. However, the prostheses themselves
may in turn fail, for example, due to loosening of the prosthetic stem. To reduce
the probability of this type of failure, research is being conducted on matching
the stiffness of the prosthesis stem to the stiffness of the cancellous bone con-
tained in the femur.

To reduce the complexity of calculating the stiffness of the cancellous bone,
Direct Mechanics according to Ralf Schneider (2016) can be applied. Since
the application of Direct Mechanics has taken place on structures discretized
by volume elements so far, in the present work the application of Direct Me-
chanics to an idealized truss consisting of one-dimensional finite elements will
be investigated and evaluated. In this context, comparisons are made between
the reduced total stiffness matrix K,..; calculated with Direct Mechanics and

the total stiffness matrix K4 calculated with the finite element method.

Keywords: prosthetic stem, cancellous bone, truss, finite element method

(FEM), Direct Mechanics, reduced total stiffness matrix
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1. Einleitung

1. Einleitung

1.1 Motivation

Der demographische Wandel zieht weltweit eine Umschichtung der Alters-
strukturen in der Bevolkerung nach sich. Ein hieraus abgeleiteter Effekt ist ein
zu erwartender Anstieg der jahrlich weltweit erlittenen Schenkelhalsfrakturen
von ca. 1,6 Millionen (1990) auf ca. 6,26 Millionen (2050) (Ariza et al. 2015;
Clemens 2013). Junge Menschen sind von solch einer Verletzung weit weni-
ger betroffen als altere. Lediglich 5-7% der Schenkelhalsfrakturen betreffen
junge Menschen (Altersklasse: unter 55 Jahren), da in dieser Altersklasse die
Knochendichte weitaus hoéher und die Sturzgefahr deutlich geringer ist
(Statista 2021a). Gerade bei alteren Personen bleibt zumeist ein kinstliches
Huftgelenk (HUft-Totalendoprothese) als einzige Behandlungsmaoglichkeit sol-
cher Frakturen tbrig. Aber nicht nur Schenkelhalsfrakturen kdnnen zu einem
kunstlichen Huftgelenk fihren. Haufig wird durch eine Hift-Totalendoprothese
(HUft-TEP) die Mobilitat des Patienten bei einer Hiftarthrose wiederhergestellit.
Die bei einer solchen Huft-TEP auftretenden Probleme sind dabei einerseits
die limitierte Standzeit der Reibbelage und andererseits das Versagen der Pro-
thesen wegen Lockerung, das bei bis zu zehn Prozent der Implantate auftritt
(Statista 2021b). Solche Lockerungen stehen in Zusammenhang mit dem so-
genannten Stress-Shielding, das die Anpassung des Knochens aufgrund ei-
nes geanderten Kraftflusses beschreibt (Kohn 2011, S. 70). Anderungen im
knocheninternen Kraftfluss kbnnen unter anderem durch ein Implantat mit ei-
ner vom Knochen abweichenden Steifigkeit zustande kommen.

Ein Implantatversagen durch Lockerung fihrt meist zu teuren und fur den Pa-
tienten erneut schmerzhaften Revisionsimplantationen. Ein Ansatz zur Redu-
zierung dieser Art des Implantatversagens besteht darin, den Umbau des Kno-
chens aufgrund von Stress-Shieldings mdglichst zu verhindern. Dies soll durch
eine Anpassung der Steifigkeit des Schaftes der HUft-TEP an die Steifigkeit

des Knochens des Patienten erreicht werden.



1. Einleitung

1.2 Ziel der Arbeit

Fur die Bestimmung der Steifigkeit des Knochens ist ein patientenspezifi-
sches, hochaufgelostes Knochenmodell erforderlich. Die aktuelle Forschung
arbeitet in vitro mit Huftgelenkskopfen, welche verschiedenen Patienten, die
ein kunstliches Huftgelenk erhalten haben oder verstorben sind, entnommen
wurden (vgl. Reznikov et al. (2016)). Ausgehend von pu-CT-Scans dieser Huft-
gelenkskopfe soll ein Knoten-Kanten-Netzwerk aufgebaut und dessen Steifig-
keit bestimmt werden, um so diese patientenspezifische Eigenschaft auf den
Schaft der Huft-TEP tbertragen zu kdnnen.

In der vorliegenden Arbeit soll zur Vorbereitung auf die Untersuchung des Kno-
ten-Kanten-Netzwerks eines menschlichen Femurkopfs ein einfacher Test-
wiurfel, bestehend aus Stabelementen, generiert werden. Fur die Anwendung
des Ansatzes der Direkten Mechanik, der in Kapitel 4.2 beschrieben wird, sol-
len die erforderlichen Randbedingungen zur Lagerung der auf3eren Knoten
untersucht werden. Des Weiteren soll mit Hilfe des Ansatzes der Direkten Me-
chanik die reduzierte Gesamtsteifigkeitsmatrix bestimmt werden. Die redu-
zierte Gesamtsteifigkeitsmatrix wird mit einer eigens in Matlab selbst imple-
mentierten Lésung, die mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente (FEM) be-
rechnet wird, verglichen. Da der Ansatz der Direkten Mechanik auf einer durch
Volumenelemente diskretisierten Struktur entwickelt wurde, wird das Ergebnis
der mit der Direkten Mechanik berechneten reduzierten Gesamtsteifigkeits-
matrix eines Knoten-Kanten-Netzwerks zudem mit der Steifigkeitsmatrix eines

homogenen Wirfelelements verglichen (Schneider 2016).
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2. Das Huftgelenk

Dieses Kapitel befasst sich mit der Funktion und dem Aufbau des Huiftgelenks.
Des Weiteren wird auf zwei wichtige Erkrankungen, welche zu einer HUft-TEP
fuhren, eingegangen. Darliber hinaus werden verschiedene Huft-TEP-Arten
vorgestellt und die unter anderem im Femurkopf und -hals enthaltene Spon-
giosa beschrieben.

2.1 Funktion und Aufbau des Huftgelenks

,Das Huftgelenk dient der Bewegung der unteren Extremitaten gegentber
dem Rumpf* (Schiebler 2005, S. 320). Es ermoglicht dem Menschen den auf-
rechten Gang und gehdrt aus diesem Grund zu den am stéarksten beanspruch-
ten Bereichen des menschlichen Kérpers (Schiebler 2005). Beispielsweise
wird beim Stehen die gesamte Last des Kdrpers Uber beide Huftgelenke ver-
teilt. Beim Gehen hingegen wirkt eine periodische Belastung, da das Stand-
bein kurzzeitig die gesamte Kraft, welche aus dem Gewicht des Kdrpers resul-
tiert, Ubertragen muss, wohingegen das Spielbein nicht belastet wird
(Schiebler 2005; Clemens 2013). Insgesamt erlaubt das Hiftgelenk Drehun-
gen um drei Hauptachsen. Dies entspricht der Charakteristik eines Kugelge-
lenks (Faller et al. 2012; Schiebler 2005). Da die Drehbewegungen aufgrund
der gro3eren Umschliel3ung des Femurs durch die Huftgelenkspfanne jedoch
eingeschrankter sind als bei einem Kugelgelenk, wird das Huftgelenk den
Nussgelenken, einer Sonderform des Kugelgelenks, zugeordnet (Schiebler
2005; Faller et al. 2012).

Die Drehungen um die drei Hauptachsen sind in Abbildung 1 dargestellt. Die
gro3te mogliche Bewegung ist die Flexion mit einer maximalen Drehung um
ca. 130-140° (siehe Abbildung 1a). Ihr gegeniber steht die Extension mit ge-
rade einmal 15°. Dieser Unterschied entsteht durch die Stabilisierung des Ge-
lenks durch die Bander, da diese spiralférmig um das Gelenk gewunden sind
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und sich bei der Extension zusammenziehen, wohingegen sich die Spirale bei

der Flexion weitet und somit eine groRere Drehung des Huftgelenks zulasst.

Q
; AN
&N
i /15° N
a b c
Extension (15°) Abduktion (30-45°) Innenrotation (30-45°)
Flexion (130-140°) Adduktion (20-30°) AuRenrotation (45-50°)

Abbildung 1: Bewegungsmadglichkeiten des Hiftgelenks (in Anlehnung an Faller et al. 2012)

Wie aus Abbildung 2 ersichtlich, wird das Hiftgelenk aus zwei knéchernen
Teilen gebildet. Zum einen aus dem Femurkopf (Caput femoris), als Bestand-
teil der unteren Extremitat, und zum Anderen aus der Hiftgelenkspfanne, wel-
che fachspezifisch als Acetabulum bezeichnet wird (Faller et al. 2012;
Schiebler 2005). Das Acetabulum wird dabei aus den drei Huftbeinen, Darm-
bein, Sitzbein und Schambein, gebildet (Faller et al. 2012; Schiebler 2005).
Die Druckkrafte beim Gehen und Stehen werden hauptséchlich Gber den &au-
Beren Bereich des Acetabulums, der sogenannten Facia lunata, tUbertragen
(siehe Abbildung 2 rot markierter Bereich) (Schiebler 2005). An dieser Stelle
der Huftgelenkspfanne weist der Knorpel, der das Acetabulum auskleidet und
sowohl zur Minimierung von Reibung, als auch zur StoRdampfung beitragt, mit
ca. 2,5 bis 3,5 mm seine gro3te Dicke auf (Clemens 2013; Schiebler 2005).

4
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Die Huftgelenkspfanne umschliel3t in Verbindung mit der Gelenklippe mehr als
die Halfte des Femurkopfs (Clemens 2013; Schiebler 2005). Dies fuhrt zu der
bereits erwdhnten Zuordnung des Huftgelenks zu den Nussgelenken.
Umgeben wird das Huftgelenk von einer Gelenkkapsel, in welcher sich die
Gelenkflissigkeit zur Ernahrung des Knorpels befindet (Faller et al. 2012). Die
GelenkflUssigkeit erfillt zusatzlich die Funktion eines Schmierstoffs, indem sie
die Reibung zwischen Femurkopf und Huftgelenkspfanne weiter reduziert
(Faller et al. 2012).

Das Huftgelenk wird durch drei Bander stabilisiert, die schraubenférmig um
den Schenkelhals gewunden sind und jeweils von einem der drei Huftbeine
ausgehen (Faller et al. 2012; Schiebler 2005). Zur Bewegung des Huftgelenks
entspringen am Femur (z.B. am Trochanter major und Trochanter minor) Mus-
keln, die an der Hiufte und am unteren Riicken Muskeln enden (Faller et al.
2012; Schiebler 2005).*

Gelenklippe

Gelenkkapsel

Femurhals
(Collum femoris)

Acetabulum
Femurkopf
(Caput femoris)
Trochanter
major
Gelenklippe
CCD-Winkel Trochanter minor

Oberschenkelschaft

Abbildung 2: Aufbau Hiftgelenk (Eigene Darstellung in Anlehnung an Faller et al. 2012)

1 Far weitere Ausfuiihrungen wird an dieser Stelle auf weiterfihrende Fachliteratur wie z.B.
Faller et al. 2012 und Schiebler 2005 verwiesen.
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2.2 Huft-Totalendoprothese

Im Folgenden wird die Hift-Totalendoprothese (Huft-TEP) thematisiert. In die-
sem Zusammenhang wird auf die wichtigsten beiden Ursachen (Hiftarthrose
und Oberschenkelhalsfraktur), die zu einer HUft-TEP fuhren kbnnen, einge-
gangen. Des Weiteren werden der Aufbau und die unterschiedlichen Ausfih-

rungen einer Huft-TEP beschrieben.

2.2.1 Ursachen fur Huft-TEP

Neben den vielfaltigen Ursachen, die zur Notwendigkeit einer Huft-Totalen-
doprothese flihren kénnen, ist die Huftarthrose? eine besonders hervorzuhe-
bende Erkrankung des Huftgelenks (Rinio 2021a). Hierbei handelt es sich um
einen altersuntypischen Verschlei3 des Knorpels zwischen dem Femurkopf
und der Huftgelenkspfanne (Rinio 2021a; Uniklinikum Dresden 2021). Mit zu-
nehmendem Alter lasst die Beweglichkeit des Huftgelenks nach. Der Knorpel
verliert an Elastizitat wodurch die Sto3dampfung negativ beeintrachtigt wird
(Rinio 2021a). Altersuntypischer Knorpelverschleil3 hingegen wird beispiels-
weise durch erhdhte Belastung des Huftgelenks wéhrend der Austibung des
Berufs, durch Leistungssport, durch eine Huftdysplasie (angeborene Huftfeh-
ler, welcher mittlerweile im Kindheitsalter meist korrigiert wird) oder durch
Ubergewicht verursacht und durch Entziindungen im Hiftgelenk begunstigt
(Rinio 2021a; Uniklinikum Dresden 2021).

Der Verschleild des Knorpels kann von einer geringen Einbuf3e an Knorpelvo-
lumen, welche einen Patienten woma@glich kaum einschrénkt, bis hin zu einer
sogenannten Knorpelglatze reichen. Hierbei handelt es sich um einen Durch-
bruch des Knochens durch den Knorpel, sodass Knochen auf Knochen reibt.
In Folge dessen kann es zur Immobilisation eines Patienten kommen (Rinio
2021a). Des Weiteren konnen durch solch eine Knorpelglatze Schaden am
Femurkopf, an der Gelenkkapsel, den Bandern und der Muskulatur entstehen
(Rinio 2021a).

2 von lat. coxa: Hifte; deshalb auch als Coxarthrose bezeichnet
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Wann eine Huft-TEP bei einem Patienten zum Einsatz kommt, hangt bei der
Huftarthrose in erster Linie vom Zustand des Knorpels und dem eigenen Wohl-

befinden des Patienten bzw. dessen Beweglichkeit ab.

Neben der Coxarthrose zahlt die Oberschenkelhalsfraktur zu den haufigsten
Ursachen fur eine HUft-TEP (Rinio 2021a; Uniklinikum Dresden 2021). Wie
bereits in Kapitel 1.1 beschrieben, wird ein Anstieg der weltweit jahrlich erlitte-
nen Oberschenkelhalsfrakturen von 1,66 Mio. (Stand: 1990) auf ca. 6,26 Mio.
(2050) erwartet. Allein in Deutschland erleiden ca. 140.000 Personen jéhrlich
eine Oberschenkelhalsfraktur (Clemens 2013). Hierbei sind jungere Men-
schen (Altersklasse: unter 55 Jahre) mit 5-7% Anteil an den gesamten Ober-
schenkelhalsfrakturen von dieser Verletzung weit geringer betroffen als altere
Menschen (Clemens 2013; Statista 2021a). Griinde hierfur sind z.B. die mit
zunehmendem Alter wachsende Sturzgefahr und die zunehmende Osteopo-
rose (Dachverband Osteologie e.V. 2017). Unter Osteoporose versteht man
eine Erkrankung des Skeletts, welche sich durch eine niedrige Knochenmasse
und eine Veranderung in der Knochenstruktur zeigt (Dachverband Osteologie
e.V. 2017). Aufgrund hormoneller Veranderungen sind Frauen h&ufiger von
einer Osteoporose betroffen als Mannern (Clemens 2013).
Frakturbegunstigend ist auch die Gelenkstellung. Eine Beschreibung hierfur
liefert der CCD-Winkel (Centrum-Collum-Diaphysenwinkel), welcher von den
Achsen des Femurschafts und des Femurhalses eingeschlossen wird (siehe
Abbildung 2) (Faller et al. 2012; Schiebler 2005; Szarzynski 2004). Im Laufe
des Lebens andert sich der CCD-Winkel. Im Kindesalter liegt er bei ca. 150°
und flacht mit zunehmendem Alter auf ca. 120° ab (Schiebler 2005). Je kleiner
der Winkel, desto gréRRer wird die Gefahr eines Oberschenkelhalsbruchs, da
die Biegebelastung im Oberschenkelhals zunimmt (Schiebler 2005;
Szarzynski 2004).3

Oberschenkelhalsfrakturen kdnnen sowohl nach ihrem Bruchwinkel, als auch
nach dem Grad der Dislokation des Femurkopfs kategorisiert werden
(Clemens 2013). In Abhéngigkeit von Alter, Lebensweise und Gesundheitszu-

stand des Patienten und Kategorie des Bruchs wird entschieden, welche

3 Fir weitere Ursachen fir Oberschenkelhalsfrakturen, und Frakturen allgemein, wird auf
Dachverband Osteologie e.V. (2017) verwiesen.
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Behandlungsmoglichkeiten bestehen. Gerade bei jungen Menschen méchte
man eine Huft-TEP aufgrund der limitierten Standzeit und moglicher Revisi-
onsimplantationen vermeiden und setzt daher, vorausgesetzt die Kategorie
der Bruchs lasst es zu, auf osteosynthetische (knochenerhaltende) Verfahren
(Szarzynski 2004; Clemens 2013; Gleisberg et al. 2021). Bei diesen wird der
Bruch durch Schrauben fixiert und ein Zusammenwachsen des Knochens er-
maoglicht (Szarzynski 2004).

2.2.2 Arten der HUft-TEP

Besteht die Notwendigkeit einer Huft-Totalendoprothese, so kann diese ent-
sprechend den Anforderungen und Gegebenheiten bezuglich Alter, Lebens-
weise und Knochenbeschaffenheit an den Patienten angepasst werden (Rinio
2021b). Eine Huft-Totalendoprothese besteht generell aus vier Komponenten
(Abbildung 4). In der Hufte wird die Huftpfannenkomponente mit dem Pfan-
neninlay verankert, im Oberschenkel der Prothesenschaft mit der Huftkopf-
komponente (endoprosthetics.guide 2021). Das Pfanneninlay und die Huft-

kopfkomponente bilden zusammen die Gleitpaarung.

Unterschiede bei der
Auswahl der TEP

Art der Befestigung Gleitpaarung
zementiert Metall - Metall
unzementiert (eingepresst) Metall - Kunststoff
hybrid Keramik - Kunststoff

Keramik - Keramik
Schaft
Rund oder eckig GroRe des Gelenkkopfs

kurzer oder langer Schaft

Abbildung 3: Unterschiede bei der Auswahl einer TEP (Eigene
Darstellung nach endoprothetics.guide (2021))

In Abbildung 3 sind die wesentlichen Merkmale, welche bei einer Hift-TEP

variiert werden konnen, dargestellt. Fur die vorliegende Arbeit sind die Punkte
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LArt der Befestigung® und ,Schaft* von Bedeutung. Bei einer HUft-TEP muss
sowohl die Huftgelenkspfannenkomponente als auch der Prothesenschaft im
Knochen fixiert werden (siehe Abbildung 4). Hierfir gibt es zwei gelaufige Ver-
fahren. Bei dem ersten Verfahren werden der Schaft und die Pfanne der To-
talendoprothese mit Hilfe eines Knochenzements, in der Regel ein schnellhar-
tender Kunststoff wie z.B. Polymethylmethacrylat (PMMA), im Knochen befes-
tigt (Learmonth et al. 2007; endoprosthetics.guide 2021). Der Vorteil dieses
Verfahrens besteht in der raschen Remobilisation des Patienten und der fes-
ten Verankerung der Prothese im Knochen (endoprosthetics.guide 2021,
Clemens 2013). Aufgrund der limitierten Standzeit der Prothese wird dieses
Verfahren weniger bei jingeren Personen angewandt, da eine erneute Implan-
tation zum Auswechseln des Gelenks nur mit erh6htem Aufwand mdglich ist
(Clemens 2013).

Bei dem zweiten Verfahren werden Huftgelenkspfanne und Prothesenschaft
in den Knochen eingepresst und kdnnen aufgrund einer pordsen Oberflachen-
struktur in den Knochen einwachsen (endoprosthetics.guide 2021; Rinio
2021b; Clemens 2013). Vorteil hierbei ist, dass eine mdgliche erneute Implan-
tation gewahrleistet werden kann, weshalb dieses Verfahren bei jingeren Per-
sonen zum Einsatz kommt (Clemens 2013). Wie in Kapitel 1 erwéhnt, ist die
Optimierung dieses zweiten Verfahrens Ziel der aktuellen Forschung. Auf-
grund der Anpassung des Knochens an den veréanderten Kraftfluss (Stress-
Shielding), kann es zu einer Lockerung der Prothese kommen (Kohn 2011).
Um diesen Umbau des Knochens zu verhindern, soll die Steifigkeit des Pro-
thesenschafts an die Steifigkeit des Oberschenkelhalses und -kopfs ange-
passt werden.

Ein weiteres Unterscheidungsmerkmal der verschiedenen Prothesen liegt in
der Gometrie (Querschnitt und La&nge) des Schaftes. Kurzschaftprothesen
werden bevorzugt bei jingeren Patienten eingesetzt, da weniger Knochen zur
Implantation abgetragen werden muss und so eine erneute Implantation zur
Auswechslung der Prothese ermoglicht wird. Runde Prothesenschéafte werden
im Vergleich zu unrunden (siehe Abbildung 4) seltener eingesetzt, da nach
ihrer Implantation bei Patienten vermehrt Oberschenkelschmerzen

aufgetreten sind (Learmonth et al. 2007).
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FUr eine lange Standzeit der HUft-TEP sind neben der Verankerung des
Implantats auch geringe Reibung und wenig Verschleil3 der Gleitpaarung von
Bedeutung. Mogliche Gleitpaarungen stellen beispielsweise Keramik-
Keramik, Keramik-Kunststoff (Polyethylen), Metall-Metall oder Metall-
Kunststoff (Polyethylen) dar (siehe Abbildung 3) (Clemens 2013; Rinio 2021b).
In Abbildung 4 sind die oben beschriebenen Bestandteile auf einem
Rontgenbild der Hufte (linkes Huftgelenk von vorne) zu erkennen. Hierbei
handelt es sich um eine unzementierte Hiftgelenksprothese mit langem
Prothesenschaft. Es ist dabei ersichtlich, dass der Prothesenschatft weit in den

Oberschenkelknochen hineinragt.

Huiftgelenkspfannen
mit Pfanneninlay

Hiftkopfkomponente

Prothesenschaft

Abbildung 4: Hift-Totalendoprothese links (Bild: (Haggstrém 2021b))

2.3 Spongiosa

Fur die vorliegende Arbeit ist der Oberschenkelknochen von besonderem In-
teresse, da in ihm der Prothesenschatft fixiert wird.

Wie Abbildung 5 zeigt, kann der Oberschenkelknochen makroskopisch in vier
Bereiche unterteilt werden. Diese sind: Femurkopf, Femurhals, Femurschaft

und die beiden am unteren Ende befindlichen Gelenkknorren (Faller et al.

10
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2012). Betrachtet man den Oberschenkelknochen in einem Langsschnitt, so
erkennt man, dass es sich um einen Réhrenknochen handelt, bei dem zwei
Knochentypen unterschieden werden kénnen (Faller et al. 2012; Schiebler
2005). Zum einen die Kompakta, die den gesamten Knochen umgibt und im
Femurschaft verstarkt vorliegt, zum anderen die in den Knochenenden zu fin-
dende Spongiosa (Faller et al. 2012; Schiebler 2005).

Femurkopf

Femurhals

Spongiosa

Schaft
(Rohrenknochen gefullt mit
gelbem Knochenmark)

Kompakta

Gelenkknorren

Abbildung 5: Aufbau Femur (Eigene Darstellung in Anlehnung an Schiebler
(2005) und Faller et al. (2012))

11
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Die Spongiosa fullt nicht nur die Enden von langen Réhrenknochen, sondern
fullt auch kurze Knochen (z.B. Wirbelkdrper) aus. In beiden Fallen wird die
Spongiosa von einer diinnen Schicht dichten Knochens (Kompakta) umgeben
(Schiebler 2005). Da sich die vorliegende Arbeit mit einer moéglichen Bestim-
mung der Steifigkeit der Spongiosa befasst, wird an dieser Stelle nicht naher
auf den Aufbau der Kompakta eingegangen.

Die Spongiosa (engl.: cancellous bone) ist ein schwammartiges, poréses Kno-
chengewebe, welches aus Knochenbéalkchen, den sogenannten Trabekeln,
aufgebaut ist (Reznikov et al. 2016; Faller et al. 2012; Schiebler 2005). Die
Trabekel wiederum werden aus 2-3 pm dicken Kollagenschichten gebildet
(Reznikov et al. 2016). In den Hohlraume der Spongiosa befindet sich rotes,
blutbildendes Knochenmark (Faller et al. 2012). Ein Ausschnitt der Spongiosa

aus einem menschlichen Femurkopf ist in Abbildung 6 dargestellt.

Abbildung 6: Ausschnitt der Spongiosa aus einem Femurkopf (Auflosung 5 pm)

Der Aufbau des Femurs aus Kompakta und Spongiosa ermoglicht eine hohe
Belastbarkeit, bei vergleichsweise geringem Gewicht (Schiebler 2005). So ent-
fallen nach Schiebler (2005) ,[bleim Menschen [...] nur etwa 10% des Koérper-
gewichts — etwa 7 kg — auf das Skelett* (Schiebler 2005, S. 169). Gleichzeitig

12
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sorgt die Uber den Femurkopf und -hals unregelmafiig aufgebaute Struktur fur
ein anisotropes Verhalten der Spongiosa.

Untersuchungen der Spongiosa durch Rudolf Reznikov et al. (2016) beschrei-
ben das geringe Gewicht indirekt durch den inter-trabecular-angle (ITA). Der
ITA wurde von ihnen als Winkel zwischen den Trabekeln eines gemeinsamen
Knotenpunktes definiert. Ein Knotenpunkt wird dabei von mindestens drei ab-
gehenden Trabekeln gebildet. Bei ihren Untersuchungen wurde Spongiosa
von insgesamt acht Personen, sowohl aus dem Femurkopf als auch aus dem
Femurhals, untersucht. Ein Ergebnis der Untersuchungen von Reznikov et al.
(2016) ist dabei, dass sich die Trabekel tber die verschiedenen Proben hin-
weg so anordnen, dass mit einer minimalen Anzahl an Trabekeln das grof3t-
maogliche Volumen abgedeckt wird. Folglich ergibt sich auch ein méglichst ge-
ringes Gewicht der Spongiosa.

Darlber hinaus sind sowohl Spongiosa als auch Kompakta in der Lage sich
veranderten Lastbedingungen durch Umbau und Verstarkung anzupassen.
Bei der Kompakta geschieht die Anpassung lediglich durch Verstarkung
(Schiebler 2005; Reznikov et al. 2016). Da dieser Umbau jedoch Uber einen
langeren Zeitraum stattfindet, ist die in den weiteren Kapiteln folgende stati-
sche Modellierung der Spongiosa gerechtfertigt. Wie schon in Kapitel 1 ange-
merkt stellt dieses Verhalten die Grundlage fur die aktuelle Forschung bezig-

lich der Bestimmung der Steifigkeit der Spongiosa.

13
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3. Modellbildung der Spongiosa

Um die Steifigkeitsmatrix der Spongiosa mit Hilfe der Anwendung der Direkten
Mechanik (Kap. 4.2) berechnen zu kénnen, muss zunéchst ein geeignetes Mo-
dell erstellt werden. Da der Ablauf der Modellbildung Bestandteil aktueller,
noch nicht abgeschlossener Forschung ist, wird in diesem Kapitel lediglich auf

die Grundprinzipien der Modellbildung der Spongiosa eingegangen.

CT - Scan

v
Thresholding

v
Thinning
v

Colouring

Knoten-Kanten-Modell

Abbildung 7: Ablauf der Modellierung der Spongiosa

Die einzelnen Schritte, welche bei der Modellierung der Spongiosa durchlau-
fen werden, sind in der Ubersicht in Abbildung 7 veranschaulicht. In den fol-

genden Abschnitten werden diese Schritte genauer erlautert.

3.1 CT-Scan des Femurkopfs

Erster Schritt bei der Modellbildung der Spongiosa ist die Erstellung einer drei-
dimensionalen Abbildung eines explantierten Femurkopfs mit Hilfe eines Com-
putertomographen (CT).

Die Computertomographie ist ein Rontgen-Schichtaufnahmeverfahren, das im
Gegensatz zur klassischen Rontgenaufnahme, welche eine zweidimensionale

Projektion aus Uberlagerten Schichten darstellt, durch Aufnahme von

14
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Transversalschnittbildern eine dreidimensionale Abbildung realisieren kann
(Krestel 1988; Radu et al. 1980). Transversalschnittbilder sind zweidimensio-
nale Abbildungen einer orthogonal zur LAngsachse eines Objekts verlaufen-
den Schicht (Krestel 1988). Zudem liefert die Computertomographie ,kontrast-
reiche Weichteildarstellungen® (Krestel 1988, S. 91).

Grundlegend besteht das Messsystem eines Computertomographen aus einer
Rontgenroéhre, einem Strahlungsdetektor und einer Auswertelektronik (Krestel
1988; Radu et al. 1980; Schneider 2016). Das Messobjekt wird im Strahlen-
gang zwischen Rdntgenrdohre und Strahlungsdetektor platziert (Radu et al.
1980). Die Strahlung durchdringt nun das Messobjekt und wird vom Detektor
erfasst. In Abhangigkeit von der Dicke und dem Absorptionsverhalten des
Messobjekts ergibt sich am Detektor ein Intensitatsverlauf der abgeschwéach-
ten Strahlung (Krestel 1988).

Die Strahlen kénnen gebiindelt ausgesandt werden. Dies erfordert jedoch eine
Transversalbewegung der Messeinrichtung oder des Messobjekts, damit das
Messobjekt vollstandig erfasst werden kann (Radu et al. 1980). Eine weitere
Mdglichkeit, die heutzutage zumeist angewendet wird, besteht im kegelformi-
gen Aussenden der Strahlung (Schneider 2016). Hierdurch wird die Transver-
salbewegung der Messeinrichtung oder des Messobjekts zur Projektionsauf-
nahme einer Schicht vermieden.

Fur die Berechnung eines Transversalschnittbilds ist die Aufnahme mehrerer
Intensitatsverlaufe aus unterschiedlichen Richtungen notwendig. Um diese
aufzunehmen, wird das Messobjekt oder die Messeinrichtung schrittweise von
0° bis 180° rotiert. Hierbei wird in jedem Rotationsschritt erneut ein Intensitats-
verlauf aufgezeichnet. Mit Hilfe der Ricktransformation mit Faltung (Krestel
1988) oder algebraischer Verfahren (siehe Anhang A) kann anschlie3end aus
den gemessenen Intensitatsverlaufen die Dichteverteilung des Transversal-
schnittbildes berechnet werden (Maier et al. 2018). Fir die Generierung einer
dreidimensionale Abbildung muss dieser Vorgang fur mehrere Schichten des
Messobjekts wiederholt werden (Krestel 1988).

Ergebnis ist eine dreidimensionale Abbildung, bei der jedem Voxel ein Absorp-
tionswert zugewiesen ist. Um die Absorptionswerte von unterschiedlichen
Computertomographen, die abhangig von Material und Intensitat der Aus-

gangsstrahlung sind, vergleichbar zu machen, wird die Hounsfield-Einheit
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3. Modellbildung der Spongiosa

(HE) verwendet (siehe Anhang A) (Radu et al. 1980). Mit Hilfe dieser Einheit
kann jedem Voxel ein Grauwert zugewiesen werden. Dies fuhrt zu den be-
kannten graustufen Transversalschnittbilder. In Abbildung 8 ist ein Schnittbild
einer CT-Aufnahme des Hiuftgelenks bei einer 77-jahrigen Patientin nach ei-

nem Sturz dargestellt.

Abbildung 8: Schnittbild einer CT-Aufnahme des Huftgelenks mit Oberschen-
kelhalsfraktur (Pfeil eingeflgt) (Bild: (Haggstrom 2021a))

Aufgrund der notwendigen hohen Aufldsung findet fiir die Abbildungsgenerie-
rung der Spongiosa ein sogenanntes mikrofokus CT (u-CT) Anwendung. Im
Gegensatz zum klinischen CT (k-CT), welches bei Patienten Anwendung fin-
det, wird bei einem p-CT das Messobjekt rotiert (Schneider 2016). Das u-CT
erlaubt in Abhangigkeit der Grél3e und der Position des Messobjekts im Strah-
lengang Auflésungen im Bereich von ca. 5 um (vgl. Abbildung 6 Spongiosa)
(Schneider 2016). Ein k-CT-Scan ist beispielsweise in Abbildung 8 dargestellt.
Es wird ersichtlich, dass bei diesem Schnitt durch das Hiuftgelenk die Spon-
giosa im Femurkopf und -hals fir die Erstellung des Knoten-Kanten-Modells
nicht ausreichend aufgel6st ist. Die Verwendung explantierter Femurkopfe in

der aktuellen Forschung erlaubt den Einsatz eines u-CT (vgl. Abbildung 6).

3.2 Thresholding

Wie in Kapitel 3.1 beschrieben, ist das Ergebnis des CT-Scans eine dreidi-
mensionale Abbildung der Spongiosa mit Grauwerten in Abhangigkeit von den
verschiedenen Hounsfield-Werten. Fiur die Weiterverarbeitung ist jedoch eine
binarisierte Abbildung der Spongiosa notwendig. Eine binarisierte Abbildung
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3. Modellbildung der Spongiosa

besteht ausschlie3lich aus zwei Farben. Jedem Voxel kann daher entspre-
chend dem in ihm vorhandenen Material entweder der Wert 1 oder 0 zugeord-
net werden. Eine solche binarisierte dreidimensionale Abbildung ist in Abbil-
dung 6 (Kapitel 2.3) dargestellt. Hierbei ist die Knochenstruktur rot (Wert 1)
und die Hohlrdume, in denen sich normalerweise Knochenmark befindet, blau
(Wert 0) dargestellt.

Um eine solche Segmentierung der Spongiosaabbildung in Knochenstruktur
und Hohlraum bzw. Knochenmark zu erhalten, wird das globale Schwellen-
wertverfahren (engl.: thresholding) angewandt. Bei diesem wird ein Schwel-
lenwert definiert und anschlieBend jedes Voxel mit diesem verglichen (Erhardt
2017). Es ergibt sich die Formulierung (Erhardt 2017):

1 falls h(x,y,z) >t

rtoy.2) = { 0 falls h(x,y,z) <t (Gl.3.1)

Mit r als neuen Wert fir das Voxel an der Stelle (x,y,z), h als alter Wert fur
das Voxel an der Stelle (x,y,z) und t als globaler Schwellenwert.

Der Schwellenwert fir das Thresholding kann mittels eines Histogramms, wel-
ches auf der Abszisse die Anzahl der Voxel und auf der Ordinate die Houns-
field-Einheit enthalt, bestimmt werden. Dieses Histogramm muss fir jeden
Femurkopf einzeln erstellt werden, da die Hounsfield-Werte des Knochens
aufgrund unterschiedlicher Knochendichte der Proben voneinander abwei-
chen koénnen.

Ergebnis dieses Verfahrensschritts ist eine binarisierte, dreidimensionale Dar-

stellung der Spongiosa wie beispielhaft in Abbildung 6 (Kap. 2.3) dargestellt.

3.3 Thinning

Die mittels Thresholding generierte binarisierte 3D-Abbildung der Spongiosa
enthalt Trabekel mit unterschiedlichen Querschnittsflachen und unterschiedli-
chen Krimmungen. Nach der digitalen Entfernung der Kortikalis missen zur
Vorbereitung fur den letzten Verfahrensschritt, das Colouring, die verschiede-
nen Querschnitte der Trabekel auf den Querschnitt eines Voxels reduziert wer-
den (siehe Abbildung 9 a. und b.). Diese Aufgabe tGbernimmt ein sogenannter
Thinning-Algorithmus  (deutsch: Ausdinnungsalgorithmus). Nach dem
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3. Modellbildung der Spongiosa

Durchlauf des Thinning-Algorithmus besteht ein Trabekel folglich aus einer An-

einanderreihung einzelner Voxel.

Da in diesem Kapitel die grundlegende Vorgehensweise bei der Generierung
des Knoten-Kanten-Modells der Spongiosa beschrieben wird, wird an dieser
Stelle auf den aufwendigeren Thinning-Algorithmus im Dreidimensionalen ver-
zichtet. Die prinzipielle Funktionsweise eines Thinning-Algorithmus wird im fol-
genden Abschnitt daher am Beispiel des 2D-Thinning-Algorithmus nach Zhang
und Suen (1984) (abgekirzt: ZS-Thinning-Algorithmus) erlautert.

Grundlage fur den ZS-Thinning-Algorithmus ist ein binarisiertes 2D-Bild, wobei
jedes zu Kontur gehérende Pixel den Wert 1 besitzt. Es wird jedes Pixel ein-
zeln in Zusammenhang mit seinen acht Nachbarpixeln betrachtet. Die Num-
merierung der Pixel erfolgt dabei, wie in Abbildung 9 a unter der Annahme,
dass jedes Pixel mit 8 Nachbarpixeln verbunden ist.

Der ZS-Thinning-Algorithmus besteht aus zwei Schritten zur Entfernung der
Randpixel der Kontur, welche nur durchlaufen werden, falls der Wert von Pixel

P1 gleich eins ist. Ist dies nicht der Fall, dann z&hlt P1 nicht zur Kontur.

Schritt 1:
2<B(P)<6 (Gl. 3.2)
A(P) =1 (Gl. 3.3)
P, xPyxPg =0 (Gl. 3.4)
P,xP,xPg =0 (Gl. 3.5)
Schritt 2:
2<B(P)<6 (Gl. 3.6)
AP) =1 (Gl. 3.7)
P,xP,xPy =0 (Gl. 3.8)
P,xP,xPg =0 (Gl. 3.9)

B(P,) ist hierbei die Summe aller Werte von P, bis P,. ,A(P;) ist die Anzahl an

01 Mustern im geordneten Set der Nachbarn P,, P;, P,, ... , Pg, Py von P;*
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3. Modellbildung der Spongiosa

(Zhang und Suen 1984, S.2) 4. Dieses geordnete Set ist durch die Pfeilrichtung
in Abbildung 9 a illustriert.
Verglichen mit Schritt 1 ergibt sich in Schritt 2 lediglich eine Anderung in Glei-
chung 3.8. Ist eine dieser Bedingungen nicht erfullt, so darf P; nicht geléscht
werden.
Der ZS-Thinning-Algorithmus kann in einer Iteration alle Bildpunkte auswerten
und eine erste Ausdinnung vornehmen. Es wird dann bis zur vollstéandigen
Ausdinnung der Kontur weiter iteriert. Ein beispielhaftes Ergebnis des ZS-
Thinning-Algorithmus angewandt auf den Buchstaben ,H" ist in Abbildung 9 b
dargestellt. (Zhang und Suen 1984)

(

|

o | ppes 1]
A A ! HH A
! ! v A A
Po | Pu | Ps d:: i
s | £ i
1 v H HH

P7 <4 Ps 4 Ps

a b
Nachbarschaft um P1 Ergebnis nach Ablauf des ZS-Thinning-Algorithmus

Abbildung 9: ZS-Thinning-Algorithmus (nach Zhang und Suen 1984)

Bei der Ubertragung dieses prinzipiellen Vorgehens auf dreidimensionale, bi-
narisierte Abbildungen ist darauf zu achten, dass im 3D-Raum ein Bildpunkt
nicht nur acht, sondern 26 Nachbarvoxel besitzt. Dies fuhrt zu komplexeren
Bedingungen fir das Loschen eines Randvoxels der Kontur. Des Weiteren
darf ein Trabekel nicht entlang seiner Achse ausgedinnt werden, da dies zu
einer Verkirzung des Trabekels fuhrt. Diesen Sachverhalt bericksichtigt der
ZS-Thinning-Algorithmus nicht, wie man in Abbildung 9 b (rot markierte Stelle)

erkennen kann.

4 Eigene Ubersetzung aus dem Englischen
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3. Modellbildung der Spongiosa

3.4 Colouring

Um die gekrimmten Trabekel durch Stabe ersetzen zu kénnen, missen die
jeweiligen Start- und Endknoten der Trabekel identifiziert werden. Hierfir wird
das Colouring angewendet. Durch das Thinning ergibt sich, dass jedes Voxel,
das Bestandteil eines Trabekels ist, genau zwei Nachbarvoxel hat, die beide
den Wert eins haben und zur ausgedinnten Struktur gehdren. Besitzt ein Vo-
xel nun mehr als zwei Nachbarn mit Wert eins, so weil3 man, dass es sich bei
diesem Voxel um einen Knotenpunkt handeln muss, von welchem mehrere
Trabekel abgehen. Nun wird jedem abgehenden Voxel eine Farbe zugewie-
sen. Diese Farbe wird fur jeden Trabekel durch einen Zahlenwert charakteri-
siert. Indem nun die Trabekel durch die Nachverfolgung der Nachbarvoxel ,ab-
geschritten” und eingefarbt werden, kénnen anschlie3end fir jeden Trabekel
der Start- und Endknoten identifiziert werden (siehe Abbildung 10 c).

Im letzten Schritt werden nun die eingefarbten, gekrimmten Trabekel durch
den jeweils kiirzesten Abstand zwischen Start- und Endknoten ersetzt. Dieser

Abstand entspricht der Lange des Stabes, welcher fir die Trabekel eingesetzt

wird.
~
) ) )
a. b. C. d.
binarisierter Netzauschnitt Colouring einzelner Ersetzen der Ver-
Netzausschnitt nach Thinning Abschnittte bindungen

Abbildung 10: Thinning und Colouring an einem beispielhaften 2D-Netzwerkausschnitt

Der gesamte Prozess mit seinen Zwischenschritten, ausgehend von einem
beispielhaften, binarisierten 2D-Netzwerkausschnitt hin zum abstrahierten 2D-
Stabnetzwerk, ist in Abbildung 10 verdeutlicht.
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4. Mechanische Grundlagen

4. Mechanische Grundlagen

Liegt ein Modell der Spongiosa vor, soll mit Hilfe der Methode der Finiten Ele-
mente die Gesamtsteifigkeit der Spongiosa bestimmt werden. Da der Rechen-
aufwand fir dieses hochaufgeloste Spongiosamodell mit Hilfe der klassischen
Finiten Elemente Methode, wie in diesem Kapitel gezeigt wird, sehr hoch ist,
wird die Anwendung der Direkten Mechanik auf das Knoten-Kanten-Modell
untersucht.

Daher werden in diesem Kapitel an einem beispielhaften Stabwerk die mecha-
nischen Grundlagen der Finiten Elemente Methode bandelt. AuRerdem wird
der Ansatz der Direkten Mechanik nach Ralf Schneider (2016), der in der wei-
teren Arbeit auf einem Knoten-Kanten-Netzwerk angewandt wird, beschrie-

ben.

4.1 Grundlagen der Finiten Elemente Methode

Haufig kann in der Mechanik die Losung auftretender Differenzialgleichungen
nicht mehr analytisch berechnet werden. Um dennoch eine Naherungslésung
zu gegebenen Randbedingungen zu erhalten, kann auf verschiedene numeri-
sche Verfahren zurlickgegriffen werden. Ein Vertreter dieser numerischen Ver-
fahren ist die Finite Elemente Methode (FEM).

Bei der Finiten Elemente Methode wird die Gesamtstruktur durch eine raumli-
che Diskretisierung in viele kleine, endliche Teile (Finite Elemente) zerlegt (Di-
vide-et-impera-Prinzip). Die sogenannten Knoten verbinden dabei die Finiten
Elemente (FEs) zur Gesamtstruktur. Fir die Finiten Elemente wird ein N&he-
rungsansatz gewahlt, mit dessen Hilfe aus den Verschiebungen der Knoten
eines Finiten Elements die Verschiebungen an jedem Ort des FEs approxi-
miert werden kdnnen. Es mussen folglich nur noch die Knotenverschiebungen
bestimmt werden. Die Formulierung des mechanischen Gesamtproblems mit
Hilfe der FEM fuhrt auf ein zu I6sendes lineares Gleichungssystem. (Wagner
2017; Gross et al. 2018)
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4. Mechanische Grundlagen

Abhangig von dem Grundproblem bieten moderne FEM-Programme eine Viel-
zahl unterschiedlicher Finiter Elemente an. Da in der vorliegenden Arbeit je-
doch nur Stabelemente zum Einsatz kommen, soll die mathematische Formu-
lierung dieser im Folgenden naher betrachtet werden®. Hierfur wird das in Ab-
bildung 11 dargestellte 3D-Stabnetzwerk verwendet. Alle drei Stdbe haben
das gleiche Elastizitaitsmodul E und die gleiche Querschnittsflache A. Die Lan-
gen der Stabe sind [4, ,, [5. Die eingezeichneten Bindungen bleiben in der Her-

leitung zunachst unbertcksichtigt.

Abbildung 11: Beispielhaftes 3D-Stabwerk bestehend aus 3 Staben

4.1.1 Grundlegende Annahmen

Fur die nachfolgenden Herleitungen mussen bezuglich der Verwendung der
Stabelemente zur Modellierung der Spongiosa einige Annahmen getroffen
werden.

Fur die folgenden Betrachtungen wird flr die Verformung der Stabelemente
ein unendlich grol3er, linear-elastischer Verformungsbereich vorausgesetzt.
Daraus folgt, dass es zu keinen plastischen Verformungen bzw. Versagen der
Stabe kommen kann. Zudem folgt aus dieser Annahme die dauerhafte Giiltig-
keit des Hookeschen Gesetzes, welches bei der Herleitung der

5 Fir weitere Finite Elemente wird auf Gross et al. 2018 und Wagner 2017 verwiesen.
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4. Mechanische Grundlagen

Elementsteifigkeitsmatrix in Abschnitt 4.1.2 eine wesentliche Rolle spielt. Des
Weiteren sollen lediglich kleine Verformungen betrachtet werden.
Stabelemente kdnnen verwendet werden, falls die Ausdehnung des zu model-
lierenden Volumenkorpers in einer Richtung deutlich gré3er ist als in den An-
deren (schlanker Stab) (Wagner 2017). Sie kbnnen nur entlang dieser Langs-
achse Krafte aufnehmen. Eine Biegebelastung von Stabelementen ist daher
ausgeschlossen. Daruber hinaus besitzt ein Stabelement zwei Knoten. Jeder
Knoten hat im dreidimensionalen Raum genau drei Freiheitsgrade (Gross et
al. 2018).

Fur die in Kapitel 6 beschriebenen Simulationsexperimente soll dartber hinaus
eine rein statische Betrachtung stattfinden. Es werden demnach lediglich der
Anfangs- und der Endzustand nach Verformung des Knoten-Kanten-Netz-

werks betrachtet.

4.1.2 Stabelemente

Folgend wird die Herleitung der FE-Gleichungen fur Stabelemente nach Mar-

cus Wagner (2017) in Verbindung mit Dietmar Gross et al. (2018) beschrieben.

K1 K4
Sk1 h Ska
—»] =
Ug1

Ugs

Abbildung 12: Freigeschnittener Stab 1 mit eindimensionalem Koordinatensystem und in ei-
nem moglichen verformten Zustand mit den Verschiebungen uk; und uka (un-
abhéangig von den eingezeichneten Freischnittkraften)

Wird das Stabwerk aus Abbildung 11 freigeschnitten, so kann jeder Stab
y € [1,2,3] fur sich betrachtet werden. Da sich die Herleitung im 1D-Raum ein-
facher gestaltet, wird jedem Stab entlang seiner Langsachse ein lokales 1D-
Koordinatensystem X', angeheftet (siehe Abbildung 11 und 12). Im Folgenden
soll Stab 1 als Beispielstab dienen.

Unter Berticksichtigung der in Kapitel 4.1.1 genannten Annahmen kann das

Hookesche Gesetz (Gl. 4.1) angewendet werden:
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4. Mechanische Grundlagen

o(x)=Ex¢ (Gl. 4.1)

Des Weiteren gilt fur die Verzerrung € und eine Schnittkraft S:

L—Ly (dx+du)—dx_ du
Ly, dx Codx

€= u’ (Gl. 4.2)

S(x)=o(x)*A (Gl. 4.3)
Hierbei ist A die Querschnittsflache und u’ die Ortsableitung der Verschiebung.
du beschreibt eine infinitesimale Verschiebung. Entsprechend reprasentiert dx
eine infinitesimale Lange des Stabes in Langsrichtung.
Unter Verwendung der Gleichungen 4.1 bis 4.3 und mit einem Naherungsan-

satz # folgt fur eine Schnittkraft S an der Stelle x:

S(x)=ExAxu’ bzw. S(x) =ExAx* ' (Gl. 4.4)

Es wird nun fur die Verschiebung ein linearer Naherungsansatz gewahlt.

X

2
i(x) = ; d;i(x) xu; = (1 - E) * Ugq + I * Uy (Gl. 4.5)

¢,;(x) sind die linearen Ansatzfunktionen, die mit den jeweiligen Knotenver-
schiebungen (u; = ug; und u, = ug,) multipliziert werden. Dieser Verschie-
bungsansatz kann auch wie folgt in Matrixschreibweise notiert werden:

fi(x) = [(1 - %):%] * [ZZ] = [p1 ()] *uy (Gl. 4.6)
Mit der oben genannten Annahme einer statischen Betrachtung missen bei
einem Schnitt durch den Balken folglich auch die Gleichgewichtsbedingungen
erflllt sein. Unter Verwendung des positiven und negativen Schnittufers erge-

ben sich die Gleichungen 4.7 und 4.8:
Sk1 = —S(x) (Gl. 4.7)

Sks = +5(x) (Gl. 4.8)
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Die Ortsableitung des Verschiebungsansatzes i (ii' = % i) aus Gleichung

4.6 wird in die Gleichung 4.4 eingesetzt und S(x) anschlieRend in die Glei-

chungen 4.7 und 4.8. Hieraus ergibt sich nach einigen Umformungen:

EyxAjp1 —17 qu S
L, [ Tl = 52] (Gl. 4.9)
\ v AR
Kll u, S

Die 2x2-Matrix K’1 (bzw. allgemein gilt K;,) ist die Elementsteifigkeitsmatrix des
Stabes 1 (bzw. allgemein y), u, (bzw. allgemein u,) ist der Vektor der Knoten-
verschiebungen und s; (bzw. s,) ist der Vektor der an den Knoten angreifen-
den Krafte. Alle Bestandteile der Gleichung 4.9 sind im fir den jeweiligen Stab
¥, wobei hier y = 1 ist, definierten 1D-Koordinatensystem X’, dargestellt.

Man kann erkennen, dass sich die Elementsteifigkeitsmatrix verschiedener
Stabe lediglich in den Parametern E,, A, und [,, unterscheidet.

Eine weitere Moglichkeit zur Herleitung der Elementsteifigkeitsmatrix basiert
auf dem Prinzip der virtuellen Verschiebung. Da hieraus die gleiche Element-
steifigkeitsmatrix resultiert, wird nicht n&her auf dieses Verfahren eingegan-

gen.b

4.1.3 Transformation der Elementsteifigkeitsmatrix

Der Einfachheit halber ist die Herleitung der Elementsteifigkeitsmatrix eines
Stabes in einem entlang der Stabachse definierten 1D-Koordinatensystem ge-
schehen. Mit Stdben modellierte mechanische Strukturen befinden sich aller-
dings in R? oder R3. Zudem sind die meisten 1D-Koordinatensysteme der
Stabe in einem Stabwerk nicht zueinander parallel ausgerichtet. Aus diesen
Grinden muss eine Transformation der Elementsteifigkeitsmatrizen vom je-
weiligen lokalen 1D-Koordinatensystem in ein globales mehrdimensionales
Koordinatensystem stattfinden. Da die Spongiosa im dreidimensionalen Raum

modelliert wird, wie auch das Beispielstabwerk in Abbildung 11, wird die

6 Fir genaue Ausfiihrungen des Prinzips der virtuellen Arbeit wird auf Gross et al. (2018)
verwiesen.
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Transformation in ein globales dreidimensionales Koordinatensystem vorge-
stellt. Dies geschieht in Anlehnung an Gross et al. (2018) unter Verwendung

des Beispielstabs 2 aus Abbildung 11.

Ein Knoten eines Stabes hat im dreidimensionalen Koordinatensystem an-
stelle von einem Freiheitsgrad drei Freiheitsgrade. Die Freiheitsgrade stellen
dabei die Richtungen einer mdglichen Bewegung dar. Es kann daher fur Stab
2 folgender Zusammenhang zwischen den Verschiebungen aufgestellt wer-

den:

T, (bzw. allgemein T,) ist die 2x6-Transformationsmatrix des Stabes 2. Die
Indizierung der Transformationsmatrix ist notwendig, da sie verschiedene Ein-
trdge enthalt, falls die Stdbe nicht parallel zueinander ausgerichtet sind.
v, (bzw. allgemein v,) ist der Vektor aller Knotenverschiebungen eines Sta-
bes im dreidimensionalen Raum. Die Indizierung der Eintrage folgt dabei dem
Schemau, s, wobei § € [1,2,3] ist und die Richtung einer mdglichen Bewegung
angibt. § = 1 entspricht einer Bewegungsmadglichkeit entlang der X;-Achse.
Mit derselben Transformationsmatrix kénnen auch die am Stab angreifenden
Kréafte in das eindimensionale Koordinatensystem transformiert werden. Hier-
bei beschreibt f, die am Stab angreifenden Kréfte im dreidimensionalen Ko-
ordinatensystem. Die Indizierung erfolgt auf die gleiche Weise wie bei den Ver-
schiebungen.

Die 2x6-Transformationsmatrix besitzt allgemein folgende Gestalt:

T, =

c c c 0 0 0
v Gy Gy ] (Gl. 4.11)

0 0 0 ¢y ¢z c3
C1y, C2y, C3y SiNd die sogenannten Richtungskosinusse, welche eine Projektion
der Langsachse des Stabes und damit der X’,-Achse auf die drei Achsen des

globalen Koordinatensystems darstellt. Aus diesem Zusammenhang folgt

auch die gewahlte Indizierung.
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4. Mechanische Grundlagen

Die Berechnung der Richtungskosinusse c;,, ¢z, ¢3, kann bei bekannten Win-

keln zwischen den Achsen des 1D- und 3D-Koordinatensystems tiber Cosinus

und Sinus-Zusammenhange erfolgen, oder Uber Gleichung 4.12.

Cl]/
Coy

C3y

_p—ro) (Gl. 4.12)

Ly

Hierbei sind rp und r, die Ortsvektoren zu den Knoten P und Q des Stabes y

im globalen Koordinatensystem.

Nach Gross et al. (2018) kann mit Hilfe der Transformationsmatrix die Ele-
mentsteifigkeitsmatrix wie folgt vom lokalen in das globale Koordinatensystem

Ubertragen werden:

KI" = T,"+ K}, +T, (Gl. 4.13)

4.1.4 Assemblierung

Mit den in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Formeln kann nun fur je-
den Stab eines Stabwerks die globale Steifigkeitsmatrix aufgestellt werden.

Im letzten Schritt mussen diese Steifigkeitsmatrizen K, zur Gesamtsteifigkeit

K

ges ZUSammengesetzt werden. Dieses ,Zusammensetzen® wird auch als As-

semblierung bezeichnet.

An einem Knoten kdnnen mehrere Stdbe zusammenkommen. Bei der As-
semblierung muss deshalb beachtet werden, dass die Verschiebungen an den
Knoten der freigeschnittenen Stébe, bei einer Verbindung im Stabwerk, die
gleichen Verschiebungen aufweisen. Die Zuordnung der Verschiebungen aller
Knoten des Stabwerks auf die benétigten Knotenverschiebungen eines be-
trachteten Stabs Ubernehmen sogenannte Verteilungsmatrizen (siehe Glei-
chung 4.14). Diese Verteilungsmatrizen sind diinn besetzt. Je mehr Knoten
das Stabwerk aufweist, desto mehr Nullen tauchen in der Verteilungsmatrix

auf.

v, = C) * Uy (Gl. 4.14)
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v, ist der in Gleichung 4.10 auftretende 6x1-Vektor aller Knotenverschiebun-
gen des Stabes y. C, ist die 6x3n-Verteilungsmatrix des Stabes y, wobei n die
Anzahl der Knoten im Stabwerk beschreibt. u,, ist der 3nx1-Vektor aller Kno-
tenverschiebungen des Stabwerks. Aus Gleichung 4.14 wird auch ersichtlich,
dass jede Verteilungsmatrix C, bei einem dreidimensionalen Stabwerk sechs
Eintrage gleich eins hat. Alle weiteren Eintrage sind null.

Mit den Verteilungsmatrizen kann nun die Gesamtsteifigkeitsmatrix wie folgt

gebildet werden:

T
Kges = Z ¢, =K, =C, (Gl. 4.15)
Y

K, ist die gesuchte, symmetrische 3nx3n-Gesamtsteifigkeitsmatrix des
Stabwerks. Mit Hilfe der Gesamtsteifigkeitsmatrix kann jetzt das zu l6sende
lineare Gleichungssystem fur das gesamte Stabwerk angegeben werden (Gl.
4.16).

ngs *Uges = fges (Gl. 4.16)

Zusatzlich zu den bereits bekannten Bestandteilen in Gleichung 4.16 tritt hier
noch der 3nx1-Vekor aller an den Knoten des Netzwerks angreifenden Krafte
fg4es auf. Werden beispielsweise die Knotenverschiebungen gesucht, so ist
f ges bekannt. Das lineare Gleichungssystem lasst sich dann eindeutig I6sen.

(Gross et al. 2018)

Unterliegt das Stabwerk Bindungen, wie z.B. das Stabwerk aus Abbildung 11,
so ist in Abhangigkeit der Art der Bindung die Verschiebung an diesem Knoten
in einem oder mehreren Freiheitsgraden gleich 0 oder aber zumindest einge-
schréankt. Diese Randbedingungen kénnen in Gleichung 4.16 eingebunden
werden. (Wagner 2017)
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4.2 Ansatz der Direkten Mechanik

In den folgenden Unterkapiteln wird der Ansatz der Direkten Mechanik nach
Schneider (2016) behandelt.

Hervorzuheben ist dabei, dass dieser Ansatz auf Grundlage der Diskretisie-
rung der Spongiosa unter Verwendung von Hexe-8-Elementen (FE-Wdrfelele-
ment) hergeleitet wurde. Die Anwendung der Gleichungen auf Stabelemente

soll in dieser Arbeit untersucht werden.

4.2.1 Grundgedanke der Direkten Mechanik

Im Gegensatz zu den in Kapitel 4.1 vorgestellten Gleichungen, welche zum
Ziel haben die Verschiebungen bei bekannten angreifenden Kraften bzw. die
angreifenden Kréfte bei bekannten Verschiebungen zu bestimmen, befasst
sich der Ansatz der Direkten Mechanik mit der Bestimmung einer reduzierten

Gesamtsteifigkeitsmatrix eines Knoten-Kanten-Netzwerks.

Der Begriff ,reduzierte Gesamtsteifigkeitsmatrix“ soll anhand eines Beispiels
erklart werden:

Um die Steifigkeit der Spongiosa des Femurkopfs berechenbar zu machen,
wird die Spongiosa mit den in Kapitel 3 vorgestellten Schritten in ein Knoten-
Kanten-Netzwerk (Stabwerk) tberfuhrt. Da die Gro3e der Steifigkeitsmatrix
des gesamten Knoten-Kanten-Netzwerks direkt von der Anzahl der vorhande-
nen Knoten abhéngt (siehe Gleichung 4.15), wird dieses zur besseren Be-
herrschbarkeit anschliel3end in Subvolumina aufgeteilt. Jedes dieser Subvolu-
mina wird nun fir sich betrachtet. Das ,Verhalten® des Stabwerks innerhalb
eines Subvolumens soll nun durch ein Volumenelement mit beispielsweise
acht Knoten abgebildet werden. Um dies zu erreichen, wird eine Reduzierung
der Gesamtsteifigkeitsmatrix des Stabwerks mit n-Knoten innerhalb des Sub-
volumens auf diese acht Knoten notwendig. Die Reduktion der Knotenanzahl
spiegelt sich direkt in der Grol3e der Gesamtsteifigkeitsmatrix wider. Anstelle
einer 3nx3n-Gesamtsteifigkeitsmatrix wird bei der Reduktion auf acht Knoten
eine 24x24-Gesamtsteifigkeitsmatrix generiert, welche den Rechenaufwand

und die Komplexitat der Zusammensetzung zur Steifigkeitsmatrix des
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gesamten Spongiosamodells erheblich verringert. Daher wird in dieser Arbeit
die mit der Direkten Mechanik berechnete Steifigkeitsmatrix als reduzierte Ge-
samtsteifigkeitsmatrix bezeichnet.

Fir jedes Subvolumen ergibt sich eine eigene reduzierte Gesamtsteifigkeits-
matrix. Aus diesem Grund kdnnen die Subvolumina auch als Finite Elemente
betrachtet werden, welche speziell fir die Simulation der Spongiosa eines

Femurkopfs generiert werden.

4.2.2 Die reduzierte Gesamtsteifigkeitsmatrix

Betrachtet wird ein Volumen M; mit n,,. Knoten. Der Index Mc steht fir Mak-

rostruktur. Es gilt:
M; € R3

Innerhalb von M; befindet sich ein Knoten-Kanten-Netzwerk mit ng,; Knoten.
Von diesen ng4.; Knoten liegen n,,,, Knoten auf der Oberflache von M;. Folglich
verbleiben n;, = ng.s — nyy, Knoten des Knoten-Kanten-Netzwerks, welche

sich innerhalb von M; befinden.

Nach Gleichung 4.16 lasst sich das lineare Gleichungssystem fur das Knoten-
Kanten-Netzwerk unter Beriicksichtigung aller Freiheitsgrade aufstellen:

ngs * uges = fges (GI. 4.17)

Nun lassen sich ,[d]urch elementare Zeilen- und Spaltenoperationen [...] die
Freiheitsgrade des [Knoten-Kanten-Netzwerks] nach inneren und &auf3eren
Freiheitsgraden sortieren® (Schneider 2016, S. 81). Hierbei entsteht das line-

are Gleichungssystem aus Gleichung 4.18 mit den Submatrizen K;,,, K ,,,; und

Kin,out-

K, m out Uin
lK' ! l uOut] [fout] (Gl. 4.18)

in,out out

Ausformulieren dieser Matrixgleichung mit Hilfe der Submatrizen liefert zwei

Gleichungen:
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K, ~u;, + Kin,out * Wy = 0 (Gl 4-19)

Kin,outT * Ui, + Kout *Uout = fout (Gl 420)

Umformung von Gleichung 4.19 nach u;, und einsetzen in Gleichung 4.20

ergibt:
(_ Kin,outT * Kin_1 * Kin,out + Kout) Uy = §* Upyp = fout (GI 4-21)

Gleichung 4.21 beschreibt das Knoten-Kantennetzwerk nun durch ein neues
lineares Gleichungssystem mit einer Matrix S, welche lediglich die Dimension
3n,ueX3n,y: bESitzt. Die Steifigkeit des in M; liegenden Netzwerkanteils wird
durch die inverse Matrix K;,, * beriicksichtigt. Diese ist tiber die Matrix Kinout
an die aul3eren Knoten gekoppelt.

Weiter wird ein N&herungsansatz, welcher die Verschiebung der n,,; Knoten
durch die Verschiebung der n,. Knoten des Volumens M; ausdrickt, gewabhlt.
Dieser Naherungsansatz kann analog zu Gleichung 4.5 aufgebaut werden. Die
Anzahl der Ansatzfunktionen nimmt allerdings in Abhangigkeit von n,,. zu.
Wird Gleichung 4.21 entsprechend den Freiheitsgraden sortiert, kann der Ver-

schiebungsansatz wie folgt formuliert werden:

NMMc

Uout,s = z d)i(xout,&) *Upmc,i,s (Gl. 4.22)
i=1

out,§

Der Index & zeigt, dass es sich um den gleichen Freiheitsgrad aller durch den
Verschiebungsansatz approximierten Knoten handelt. Der Unterstrich auf der
rechten Seite der Gleichung soll zusétzlich verdeutlichen, dass es sich bei
i, s UM einen Spaltenvektor der Lange n,,, handelt. Die Ansatzfunktionen
¢;(x) werden an den Stellen x,,, s, also an den Positionen aller auf der Ober-
flache von M; liegenden Knoten n,,;, ausgewertet. Im Gegensatz zu
Schneider (2016) sind die hier verwendeten Ansatzfunktionen ¢;(x) in Glei-
chung 4.22 nicht mit einer dimensionslosen Koordinate definiert. Es muss da-

her keine Koordinatentransformation stattfinden.
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-NMMc -

z ¢i(xout,1) * uMc,i,l

i=1

tMc fout,l

S * Z ¢i(xout,2) *Upeiz | = fout,z (Gl. 4.23)

=1 fout,3

NMc

z ¢i(xout,3) * uMc,i,3

~i=1 |

Einsetzen des Verschiebungsansatzes liefert Gleichung 4.23, wobei die Sor-

tierung der einzelnen Bestandteile sich nach den Freiheitsgraden orientiert.

D fiar $li)
730:; fmca
fuc = z fioa* @(xi2) | = | Fmcz (Gl. 4.24)
ri1=1 ch,3
D fiar $lia)
Li=1 |

Des Weiteren kénnen mit Hilfe der Ansatzfunktionen die an den n,,; Knoten
angreifenden Krafte auf die n,,. Knoten von M; entsprechend der Gleichung
4.24 verteilt werden.

fi1 beschreibt dabei die am Knoten i in Richtung von Freiheitsgrad eins an-
greifende Kraftkomponente. Entsprechendes gilt fur die weiteren Kraftkompo-
nenten. ¢ beschreibt den Vektor, der aus den Ansatzfunktionen ¢, bis ¢,
gebildet wird. Dieser wird am Knoten i in der zu f; 4, f; » bzw. f; 3 korrespondie-
renden Richtung des Freiheitsgrades ausgewertet.

Mit den Gleichungen 4.23 und 4.24 kann folgendes lineares Geichungssystem

formuliert werden:

A(S, ) *upe = fuc (Gl. 4.25)

A(S, @) ist die symmetrische, reduzierte 3n,,.x3n,,.-Gesamtsteifigkeitsmatrix
des in M; befindlichen Netzwerks. Sie wird in dieser Arbeit als reduziert be-
zeichnet, da sie die Information der Steifigkeit des gesamten urspriinglichen

Knoten-Kanten-Netzwerks enthalt, diese jedoch in einer Matrix mit kleineren
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Dimensionen festhalt. Das Volumen M; kann als neues finites Element mit der

Steifigkeitsmatrix A(S, ¢) interpretiert werden.

Zur Bestimmung von A(S, ¢») wird nicht nur ein Verschiebungsfall u,,. betrach-
tet, sondern 3ny.-Verschiebungsfalle. Diese bilden die Spalten der
3nycx3ny-Verschiebungsmatrix Uy, zu der die 3ny.x3ny.-Lastmatrix Fy,,
gehort. F,. soll durch eine Simulation des Knoten-Kanten-Netzwerks unter
Aufbringung der Verschiebungsfalle aus U,,. bestimmt werden.

Die Spalten von U,,., - also die einzelnen Verschiebungsfalle -, missen linear
unabhangig sein, da fir die Berechnung von A(S,¢) die inverse Matrix
U, benétigt wird. Aus diesen Uberlegungen ergibt sich die Gleichung 4.26

zur Bestimmung von A(S, ¢):

AS,P) = K,pqg = Fye * Uy (Gl. 4.26)

4.3 Verwendete FEM-Software Abaqus

Fur die Finite Elemente Simulation zur Bestimmung der Gesamtsteifigkeits-
matrix des Knoten-Kanten-Netzwerks und der Lastmatrix F,,. aus Gleichung
4.26 kommt die FEM-Software Abaqus zum Einsatz. Hiervon wurde fur die
vorliegende Arbeit lediglich das Modul Abaqus/Standard verwendet, da dieses
fur die Simulation von linearen und nichtlinearen statischen Problemen geeig-
net ist. Abaqus ermdglicht es ein Simulationsmodell und alle erforderlichen
Definitionen fur die Lastfalle aus einer inp-Dateli, folgend Inputdeck genannt,
in Abaqus CAE (Complete Abaqus Environment) zu importierten. Eine weitere
Moglichkeit besteht durch die Simulation mit Abaqus Job. Hierfur wird das er-
stellte Inputdeck zugrunde gelegt. Aus diesen Griinden wird die Vorbereitung
fur die Simulation durch die Erstellung eines Inputdecks in Matlab unter Ver-
wendung des Befehls fprintf vorgenommen. Ein solches Inputdeck enthéalt
alle fur eine Simulation notwendigen Informationen tGber das Simulationsmo-
dell, die Last- bzw. Verschiebungsfélle und die Rickgabewerte (beispiels-
weise die Reaktionskrafte). Zu beachten ist, dass Abaqus kein internes Ein-

heitensystem verwendet. Es ist selbst darauf achtzugeben, dass konsistente
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Einheiten verwendet werden. Ob diese im SI-Einheitensystem angegeben sind
oder nicht, bleibt dem Anwender Uberlassen.

Es soll folgend der Aufbau eines Inputdecks kurz erlautert werden (ein bei-
spielhaftes Inputdeck ist in Anhang B zu finden). Auf die einzelnen Schlissel-
begriffe wird nicht eingegangen. Sie werden an der entsprechenden Stelle le-
diglich erwahnt.

Ein Inputdeck kann in zwei grof3e Abschnitte, die Modelldefinition und die Ver-
schiebungs- bzw. Lastfalldefinition, unterteilt werden. Im Bereich der Modell-
definition wird zunachst das gewtinschte Simulationsmodell erstellt. Hierfar
mussen alle Knoten durch eine Nummer und ihre kartesischen Koordinaten
definiert werden (Stichwort: *NODES). Im nachsten Schritt erfolgt die Defini-
tion der verwendeten Finiten Elemente (Stichwort: *ELEMENT), in unserem
Fall sind dies T3D2 Elemente. T3D2 bedeutet, dass dreidimensionale Stabele-
mente mit zwei Knoten verwendet werden. AnschlieRend werden alle Ele-
mente (also alle Kanten des Knoten-Kanten-Netzwerks) nummeriert und durch
ihren Start- und Endknoten festgelegt. Nachdem alle Elemente definiert sind,
muss fir die Stdbe noch ein Material und Materialverhalten festgelegt werden
(Stichworte: *SOLID SECTION, *MATERIAL, *ELASTIC). Des Weiteren kon-
nen in der Modelldefinition Knotengruppen erstellt werden. Diese sind hilfreich
fur die Definition der Randbedingungen (engl. Boundary Conditions) und die
Definition der Constraints (siehe Kapitel 6.4.1).

Im zweiten Abschnitt werden die Lastfalle definiert. Dies kann zugleich fur
mehrere Lastfalle geschehen (Stichwort: *STEP). Diese kénnen so gestaltet
werden, dass nachfolgende Lastfélle auf den vorherigen Verformungen auf-
bauen, oder aber nach jedem Lastfall der Ausgangszustand wieder hergestellt
wird (Stichwort: PERTURBATION, wird an *STEP angehéngt). Die Definition
der einzelnen Lastfalle kann sowohl Gber an den Knoten angreifende Krafte
als auch dber Verschiebungsrandbedingungen erfolgen (Stichwort:
*BOUNDARY). Letztere finden in dieser Arbeit Anwendung, da die Verschie-
bungsmatrix U,,. vorgegeben wird. Die Verschiebungsrandbedingungen kon-
nen mit Hilfe der Gruppierung der Knoten flr beliebig viele Knoten, ohne gro-
Ren Aufwand, vorgegeben werden. Hierfir muss die Richtung der Verschie-
bung (z.B. ,1, 1“ falls lediglich in Richtung von Freiheitsgrad 1 verschoben

werden soll) und der vorzeichenbehaftete Betrag der Verschiebung
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angegeben werden (negative, keine oder positive Verschiebungen maoglich).
Zum Schluss konnen in jedem *STEP die gewlinschten Ausgabedaten wie
z.B. Reaktionskrafte, Spannungen oder Verschiebungen generiert werden
(Stichwort: *FIELD OUTPUT). (Dassault Systéemes 2014)

Ist das Inputdeck nach oben beschriebenem Aufbau erstellt, kann die Simula-
tion entweder Gber die Kommandozeile mit Abaqus Job gestartet werden, oder
das Modell wird Giber das Abaqus GUI (Grafical User Interface) als Modell im-
portiert und die Simulation hieraus gestartet. Bei letzterem Vorgehen wird
durch Abaqus/Standard ein erneutes Inputdeck erstellt, welches die gleichen
Elemente enthalt wie das, aus dem das Modell importiert wird.

Die Ergebnisse der Simulation werden in einer odb-Datei abgelegt. Diese Da-
tei kann mit dem Abaqus/Viewer (enthalten im Abaqus/CAE und aufrufbar tiber

das GUI) gedffnet und so die Ergebnisse visualisiert werden.
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5. Der Testwilirfel

In Kapitel 5 wird der fur die Simulationen verwendete Testwirfel vorgestellt.
Hierfiir werden zunachst die Anforderungen an das Netzwerk aus mechani-
scher Sicht betrachtet. AnschlieRend wird der Aufbau des Testwurfels und
dessen Generierung beschrieben. Dartber hinaus wird die Zeit- und Speicher-
platzkomplexitat der Implementierung gezeigt und die bei der Kantendefinition

auftretenden Abweichungen der Kantenlangen tberpruft.

5.1 Anforderungen an das Knoten-Kanten-Netzwerk
des Testwdrfels aus mechanischer Sicht

‘ ‘\A§§
A

.
AV

4
N

Abbildung 13: Zufélliges Knoten-Kanten-Netzwerk mit durch rote Kanten angedeu-
tetem umgebenden wirfelférmigen Volumen

Abbildung 13 zeigt ein zufalliges Knoten-Kanten-Netzwerk, welches in einem
Wirfel der Kantenlange 4 mm x 4 mm eingeschlossen ist (rote Kanten). Die
Eckknoten des Wiirfels gehtren dabei sowohl teilweise zum Wiirfel selbst als
auch zum innenliegenden Knoten-Kanten-Netzwerk. Dieses beispielhafte
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Netzwerk weist ein anisotropes Materialverhalten auf, da hier aufgrund des
zufalligen, unsymmetrischen Netzwerkaufbaus in jeder Raumrichtung eine an-
dere Steifigkeit zu erwarten ist. Je nach Belastungsrichtung sind bei gleicher
Kraft folglich unterschiedliche Verformungen zu erwarten.

Zunachst soll der Testwirfel ein solches anisotropes Verhalten jedoch ver-
nachlassigen, um einen Vergleich zwischen der FEM-L6sung der Steifigkeits-
matrix und der L6sung aus der Direkten Mechanik ohne eine Richtungsabhéan-
gigkeit zu erhalten. Die Richtungsabhangigkeit kann zun&chst vernachlassigt
werden, da die Steifigkeitsmatrizen Uber eine Norm in skalarer Grél3e vergli-
chen werden (hierdurch entféllt die Richtungsinformation der Steifigkeitsmatri-
zen). Ein isotropes Verhalten kann durch einen symmetrischen Aufbau des
Testwurfels erreicht werden. Gleichzeitig soll aber auch eine schnelle Umge-
staltung des Knoten-Kanten-Netzwerks moéglich sein, um so zeigen zu kénnen,
dass der Ansatz der Direkten Mechanik in der Lage ist die Anisotropie des
Stabwerks in der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix abzubilden.

Wird erneut Abbildung 13 betrachtet, so kann an der Stelle (x,y,z) = (4,1,4)
ein Stab erkannt werden, der nur an einem Knoten mit dem tbrigen Netzwerk
verbunden ist. Solche Stébe kénnen bei der Modellierung der Spongiosa durch
Aufteilen des Gesamtnetzwerks in Subnetzwerke entstehen. Wird als Subvo-
lumen ein Wiurfelvolumen verwendet, werden einzelne Trabekel bzw. Stabe
zwangslaufig geschnitten und auf der Oberflaiche des Subvolumens entsteht
hierdurch ein Knoten. In einem realen Netzwerk wirde ein solcher Stab zu
Singularitaten fihren, da bei vernachlassigter Reibung der Stab ohne Kraft-
aufbringung verschoben werden kann. Dieses Verhalten muss fur den Ansatz
der Direkten Mechanik mit Hilfe des Verschiebungsansatzes verhindert wer-
den. Wird dies bertcksichtigt, missen keine Simulationen mit solchen ,losen®
Kanten durchgefiihrt werden. Innerhalb des Wiirfelvolumens treten ,lose” Kan-
ten nicht auf, da diese bei der Vorbereitung des Spongiosamodells entfernt
werden. ,Lose” Kanten missen im Testwirfel daher nicht bertcksichtigt wer-
den.

Eine weitere Vereinfachung soll bezlglich der Lagerung des Wirfels (rote
Kanten) bei der Aufbringung der Knotenverschiebungen gemacht werden.
Zum einen sollen, falls kein Verschiebungsansatz gewahlt ist, lediglich die au-

Beren Knoten (diese liegen auf der Oberfliche des Wairfelvolumens)
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verschoben werden. Zum anderen sollen alle &ufReren Knoten, an denen keine
Verschiebung angreift, so gelagert werden, dass sie sich in Richtung der Ver-
formung mitverschieben kénnen. Dies jedoch unter Ausschluss einer Quer-
kontraktion des Wiurfelvolumens. Letztere Vereinfachung wird aufgrund der
durch den Verschiebungsansatz fehlenden Querkontraktion bei der Anwen-
dung der Direkten Mechanik getroffen, um so Krafte bei einzelnen Verschie-

bungsfallen aussagekraftiger vergleichen zu konnen.

5.2 Aufbau des Testwirfels

Der Testwdurfel wird in Matlab generiert. Hierfir werden in einem dreidimensi-
onalen Koordinatensystem die Knoten in einem aquidistanten Gitter angeord-
net. Diese aquidistante Knotenverteilung ist in Abbildung 14 an einem Wirfel
mit drei Knoten je Raumrichtung, insgesamt also 27 Knoten, illustriert. Die An-
zahl der verteilten Knoten und das gewtinschte Wirfelvolumen sind variabel
implementiert. So kann ein Testwirfel mit mehr Knoten und Kanten bei glei-
chem Wairfelvolumen generiert werden. Fir die Bezeichnung der Testwiirfel
hat sich daher folgendes Schema ergeben: Wiirfel k,,qesXScupe- Hierbei be-
zeichnet k,,,4.s die Anzahl der Knoten, die entlang von s.,,;. verteilt werden.
Scupe 1St die Kantenlange des Wiirfels (in mm). Der Testwdrfel fur die Simula-
tionen in dieser Arbeit hat eine Kantenldnge von s.,;. = 5mm. Fir die ge-

samte Anzahl an Knoten k45 ges iIM Stabwerk folgt:

knodes,ges = knode53 (Gl.5.1)

Die Knotennummerierung kann Abbildung 14 und Abbildung 16 entnommen
werden. Dieses Nummerierungsschema gilt auch fur Testwuirfel mit einer gro-
Reren Anzahl an Knoten.

Eine weitere Betrachtung des gesamten Testwirfels gliedert diesen in
(knoaes — 1)3 Elementarwiirfel. Diese Elementarwiirfel konnen als Finite Ele-
mente mit acht Knoten betrachtet werden (entspricht Warfel 2x5). Die in Ab-
bildung 14 dargestellten Testwtrfel bestehen beispielsweise aus acht Elemen-
tarwirfeln. Die Gliederung in Elementarwurfel ist fur die Beschreibung der

Kantenanordnung nutzlich.
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Fur die Anordnung der Kanten zwischen den Knoten wurden zwei verschie-
dene Varianten betrachtet (siehe Abbildung 14). Bei der ersten Variante (Ab-
bildung 14 links) sind die Kanten entlang der kiirzesten Strecke zwischen den
Knoten angeordnet. Hieraus ergibt sich eine Anordnung der Kanten parallel zu
den Achsen des Koordinatensystems und innerhalb der zur xy- bzw. yz- bzw.
xz-Ebene parallelen Ebenen. Die Kanten bei Variante zwei verlaufen diagonal
auf der Oberflache der Elementarwurfel. Wier der gesamte, aus diesen Ele-
mentarwirfeln aufgebaute Testwurfel betrachtet, so kann auch hier eine An-
ordnung der Kanten innerhalb der zur xy- bzw. yz- bzw. xz-Ebene parallelen
Ebenen entdeckt werden. Im Gegensatz zur Anordnung der Kanten in Variante
eins sind die Kanten in dieser Variante allerdings nicht parallel zu den Achsen
des Koordinatensystems ausgerichtet.

Fur die Anzahl der Kanten k.4, im Testwurfel nach Variante 2 gilt:

kedges = (Knodes — 1)3 * 12 _\[(knodes —2)* 3% (knodes - 1)2 * 2]} (Gl.5.2)
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Abbildung 14: Testwurfelvarianten. Links: Variante 1 mit Staben entlang der kiirzesten Strecke
zwischen den Knoten. Rechts: Variante 2 mit diagonal verlaufenden Kanten
zwischen den Knoten (nicht durch die Mitte eines Elementarwirfels)
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Fur die in dieser Arbeit erfolgten Simulationen wurden die Testwirfel entspre-
chend der zweiten Variante aufgebaut. Bei dieser Variante kann tberprift wer-
den, ob die Aufteilung der Steifigkeit der einzelnen Stabe in Richtung der Ko-
ordinatenachsen bei der in Matlab implementierten Losung korrekt erfolgt.
Diese Uberprifung kann durch den Vergleich der in Matlab implementierten
Losung der Gesamtsteifigkeitsmatrix des Knoten-Kanten-Netzwerks mit der
Losung einer kommerziellen FEM-Software durchgefuhrt werden Des Weite-
ren kann durch eine Neuanordnung der Kanten innerhalb der xz -Ebene und
den hierzu parallelen Ebenen (siehe Abbildung 15) die Anisotropie des Netz-
werks in der Gesamtsteifigkeitsmatrix gezeigt werden. Hierfir werden die
Stabe mit zwei Knoten in diesen Ebenen Uber zwei Elementarwirfel hinweg
verbunden (Abbildung 15 links). Dieses Knoten-Kanten-Netzwerk wird in der

weiteren Arbeit als ,asymmetrischer Testwurfel* bezeichnet.
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Abbildung 15: Neue Kantenanordnung in der xz-Ebene und zur xz-Ebene parallelen Ebenen.
Links: xz-Ebene mit neu angeordneten Kanten. Rechts: Testwirfel komplett
dargestellt. Die Anordnung der Kanten in den zur xz-Ebene orthogonalen
Ebenen hat sich nicht geandert.

Wird das Knoten-Kanten-Netzwerk der zweiten Variante genauer betrachtet,

kann festgestellt werden, dass sich die Kanten auf der Oberflache der Elemen-

tarwirfel schneiden. In einem realen Knoten-Kanten-Netzwerk wirde dies
nicht auftreten, da an jedem Schnittpunkt ein Knoten liegen wirde. Die Schnitt-
stellen verringern daher die Gesamtknotenanzahl im Netzwerk. Da es fiur die

FEM-Berechnung der Gesamtsteifigkeitsmatrix unerheblich ist, ob sich die

Kanten schneiden, kann das Knoten-Kanten-Netzwerk dennoch uneinge-

schrankt nach Variante zwei aufgebaut werden.

40



5. Der Testwiirfel

Die Generierung des Testwurfels in Matlab liefert zwei Matrizen. Die erste Mat-
rix beinhaltet alle Knotennummern mit den dazugehdérigen x, y, z-Koordinaten.
Start- und Endknotennummer, die fur die Kantendefinition notwendig sind, be-
finden sich in der zweiten Matrix. Mit diesen Matrizen kann die Modelldefinition

des Testwirfels in einem Inputdeck nach Kapitel 4.3 vorgenommen werden.

5.3 Konvention fir den Aufbau der Verschiebungs-
vektoren

Es wird der Verschiebungsvektor des gesamten Knoten-Kanten-Netzwerks
Uy, betrachtet. Aus der Sortierung der Komponenten von u,., ergibt sich tber
die Verteilungsmatrizen die Sortierung der Gesamtsteifigkeitsmatrix K., (vgl.
Gleichung 4.15). Die in der vorliegenden Arbeit gewahlte Sortierung ist in Ab-
bildung 16 (rechts) dargestellt. Jede Komponente u; s von u,. besitzt die bei-
den Indizes i und §. i gibt den Knoten an, zu dem die Verschiebung gehort. §
kennzeichnet den Freiheitsgrad, oder anders formuliert, die Richtung der Ko-
ordinatenachse, der die Verschiebung zuzuordnen ist.

Die Knotenverschiebungen werden im Gegensatz zu der in Schneider (2016)
gewahlten Sortierung nicht nach den Freiheitsgraden, sondern nach den Kno-
tennummern sortiert. Da in Schneider (2016) nicht nur die Sortierung, sondern
auch die Knotennummerierung auf eine andere Weise erfolgt, ist fir die Ver-
wendung der Verschiebungsmatrix U,,. und den Vergleich der Elemente der
reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrizen (siehe Kapitel 6.4.5) eine Transforma-
tion der Indizierung notwendig. Diese Transformation erfolgt Gber die in An-
hang C angegebene Permutationsmatrix P. Fur die in Kapitel 6.4 beschriebe-
nen Simulationen und Vergleiche werden daher die folgenden beiden Formeln

bendtigt:
Uges = P * Uges schneider (Gl. 5.3)

Kyeq = P * Kyreq schneider * p1 (Gl. 5.4)

Weder die Determinante noch die Eigenwerte der reduzierten Gesamtsteifig-

keitsmatrix &ndern sich durch diese Transformation. Ersteres folgt aus
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det(P) = 1. Die zweite Aussage folgt, da K,.q ZU K, ¢q schneiger KONjugiert ist

(vgl. Kimmerle und Stroppel (2013)).

N
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w

u =
ges u51

\]

e 3-Ricptung (2)
(6]
&

2-Richtung (y)

Abbildung 16: Links: Testwirfel mit acht Knoten und den Freiheitsgradrich-
tungen. Rechts: fur diesen Testwirfel dargestellter allgemeiner
Verschiebungsvektor in der fir diese Arbeit erfolgten
Sortierung

5.4 Zeit- und Speicherplatzkomplexitat fur die Gene-
rierung des Testwdlrfels

Nachdem die Implementierung zur Generierung der Testwirfel abgeschlossen
ist, kann diese durch eine Betrachtung der Zeit- und Speicherplatzkomplexitat
genauer untersucht werden. Eine Extrapolation der Zeit- und Speicherplatz-
verlaufe aufgetragen lber der Gesamtknotenanzahl (représentiert durch
k.oqes) €rmoglicht eine Abschéatzung der Dauer und des bendtigten Speicher-
platzes fur die Erstellung eines groReren Testwirfels.

Wird der Testwirfel Uber einen Run and Time-Aufruf in Matlab generiert, so

kann direkt die fur die Erstellung des Testwurfels benotigte Zeit abgelesen
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werden. Fur die gewlnschten Gesamtknotenanzahlen ergibt sich das in Abbil-
dung 17 gezeigte Diagramm. Zusatzlich zu den fur die Erstellung eines Test-
wiurfels bengtigten Zeiten sind in Abbildung 17 sowohl die Gesamtkantenanz-
ahl k44, flr die unterschiedlichen Testwrfelgréfien, wie auch die Trendlinien
der beiden Verlaufe eingetragen. Fur die Gesamtkantenanzahl k4.5, aufge-
tragen Uber die Gesamtknotenanzahl (im Diagramm reprasentiert durch k,, e
(vgl. Gl. 5.1)), ergibt sich ein Polynom 3. Grades, fur die Zeitkomplexitat ein
Polynom 4. Grades als Trendlinie. Die kubische Trendlinie entspricht den Er-
wartungen nach Gleichung 5.3, da die k,,4.s Knoten entlang jeder Achse des
Koordinatensystems verteilt werden. Das Polynom 4. Grades des zeitlichen
Verlaufs hat seine Ursache im Algorithmus zur Definition der Kanten. Es ergibt
sich folgende Abschétzung: Betrachtet wird der Knoten im Koordinatenur-
sprung (Knotennummer 1). Fur diesen wird nun der Abstand zu jedem anderen
Knoten im Wairfel bestimmt und mit der Solllange verglichen, obwohl zum
Schluss lediglich drei Kanten eingezeichnet werden. Es werden daher
(knodges — 1) * knoges: Iterationen fiir die Vergleiche benétigt. Dies entspricht in
der Landau-Notation der Komplexitatsklasse 0 (n*). Fur eine glinstigere Zeit-
komplexitat ware es daher sinnvoll lediglich die notwendigen Abstande zu den
Knoten in unmittelbarer Umgebung zu untersuchen. Da die Zeit von ca. 25 min
fur die Erstellung des grofRten betrachteten Testwirfels (siehe Abbildung 17
bei k,,qes = 30) noch in einem angemessenen Rahmen liegt, wird auf die Op-
timierung des Algorithmus zur Kantendefinition verzichtet.

Die Speicherplatzkomplexitat ist in Abbildung 18 dargestellt. Mit Hilfe einer
whos-Abfrage kann fur alle Variablen aus dem Workspace die Grél3e, der Va-
riablentyp und auch der bendétigte Speicherplatz in eine Matlab-Structure ge-
laden werden. Durch anschlieende Summation Uber alle Variablen erhalt
man den bendotigten Speicherplatz fur den gesamten Workspaceinhalt. Wie
das Diagramm in Abbildung 18 zeigt, folgt der benétigte Speicherplatz einer
kubischen Trendlinie. Wie bereits oben dargelegt ergibt sich fir die Gesamt-
kantenanzahl und Gesamtknotenanzahl eine Komplexitat der Klasse 0(n?).
Folglich kann auch die Speicherplatzkomplexitat lediglich der Komplexitats-
klasse 0(n3) angehdren (alle weiteren in der Summation auftretenden Variab-

len sind ebenfalls maximal kubisch von k,,,4.s abhangig).
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--------- Poly. (Total_Time Testwuerfel_generieren)
Poly. (k_edges,ges (Anzahl Kanten))

S 16 - 16 _
o o
514 {14 %
X x

12 12
g 10 10 _,
c L2
S 8 8 =
= ()
= . N
g 6 6

L g

<y 4
3 2 r 2

N T D e :

0 5 10 15 20 25 30

Knodes (Anzahl Knoten pro Kante)

Abbildung 17: Blau (Raute): Zeitkomplexitat des Testwirfels bei unterschiedlicher Ge-
samtknotenanzahl (ausgedrickt durch knoges). Orange (Kreis): Gesamtkan-
tenanzahl des Testwiirfels aufgetragen bei unter-schiedlicher Gesamtkno-
tenanzahl (ausgedrickt durch Knoges)

y = 0,49x° - 0,682 + 0,42x 4 59,46 .
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Abbildung 18: Speicherplatzkomplexitat des Testwurfel bei unterschiedlicher Gesamtkno-
tenanzahl (ausgedruckt durch knoges)

44



5. Der Testwiirfel

5.5 Absicherung des Testwlrfels

Zwischen welchen Knoten sich eine Kante befinden soll wird durch einen Ver-
gleich des Abstandes zwischen zwei Knoten mit einer vorgegebenen Solllange
entschieden. Entsprechend der Nummerierung der Knoten wird, um redun-
dante Kanten zu vermeiden, fiur jeden Knoten lediglich der Abstand zu den
Knoten mit hoherer Knotennummer ermittelt.

Wird zur Definition der diagonalen Kanten eine konkrete Solllange s,,; mit
dem Abstand zweier Knoten entlang einer Wirfelkante sups¢ana knoten Na&Ch
Gleichung 5.5a (Pythagoras bei gleichen Kantenlangen) vorgegeben, folgt
aufgrund der Maschinengenauigkeit ein fehlerhafter Aufbau des Testwiirfels

ab k,pqes = 7 (ausgenommen k,, 4. = 9 und 11) (vergleiche Abbildung 19).

Ssoll = V2 Sabstand_knoten (Gl. 5.5a)

Um Kanten mit geringfligiger Abweichung der L&nge einfigen zu kénnen,
muss die Bedingung in Gleichung 5.5a daher wie folgt angepasst werdenAus
diesem Grund muss die Bedingung in Gleichung 5.5a so modifiziert werden,
dass auch Kanten mit geringfligiger Abweichung der Lange eingefugt werden.
Es ergibt sich daher die Bedingung:

Ssoll € [Sabstand_knoten * (\/E - a); Sabstand_knoten * (\/E + a)] (GI 5-5b)

Durch a (dimensionslos) wird hierbei die Korrektur von sg,; beschrieben. In
der vorliegenden Arbeit wurde fur die Testwirfel « = 0,25 gewahlt wurde. Bei

dieser Modifikation ist zu beachten, dass a nicht zu grof3 gewéhlt werden darf,

da fur die Diagonalen durch die Mitte eines Elementarwiirfels sy,; = V3 *
Sabstand_knoten 9ilt. ES sollen jedoch nur die Diagonalen auf der Oberflache des
Elementarwurfels bertcksichtigt werden.

Das Diagramm in Abbildung 19 zeigt, wie viele Kanten von der geforderten
Solllange abweichen. Es wird ersichtlich, dass bei den Testwirfeln mit
knodes = 3,4,5,6,9 oder 11 (Knoten pro Kante) keine Modifikation der Bedin-
gung aus Gleichung 5.5a notwendig gewesen ware, da hier keine Kanten von
der Solllange abweichen. Wird der Aufbau dieser Testwirfel genauer unter-
sucht, so kann festgestellt werden, dass sgpstana knoten hi€r €ine Dezimalzahl

mit maximal drei Nachkommastellen ist. Bei den weiteren Testwirfeln
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hingegen treten Dezimalzahlen auf, die aufgrund der Maschinengenauigkeit
nicht vollstandig abgebildet werden kénnen. Aus diesem Grund weichen bei
den Testwirfeln mit beispielsweise k;,,4.s = 20,25 oder 30 nahezu 100% der
Kanten von der Solllange ab. Da die absolute Abweichung bei den betrachte-
ten Testwirfeln maximale 1,05 * 10~15mm (siehe Abbildung 20) betragt, kann
diese vernachlassigt werden. Der Testwitrfel nach oben beschriebenem Auf-

bau kann daher fir die Simulationen verwendet werden.
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knodes (Anzahl Knoten pro Kante) [-]

Abbildung 19: Diagramm zur Veranschaulichung der von der Solllange abweichenden

Kanten. Ordinate enthalt die Anzahl abweichender Kanten bezogen auf
die Gesamtkantenanzahl im Knoten-Kanten-Netzwerk.
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Abbildung 20: Maximale absolute Abweichung der Kanten von der Solllange (in mm).
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6. Simulationen

Kapitel 6 befasst sich mit den durchgefuhrten Simulationsexperimenten. Zu-
nachst wird auf die frei gewahlten Parameter eingegangen und die fur den
Vergleich der verschiedenen Gesamtsteifigkeitsmatrizen verwendete Norm
vorgestellt. Anschliel3end werden die verschiedenen Vergleiche zwischen der
in Matlab implementierten Losung der Gesamtsteifigkeitsmatrix und der mit
Hilfe der FEM-Software Abaqus bestimmten Lésung beschrieben. Insbeson-
dere wird hier auf einen Vergleich bezuglich einer Einrahmung des Knoten-
Kanten-Netzwerks eingegangen. Dartber hinaus werden die fur die Anwen-
dung der Direkten Mechanik verwendeten Verschiebungsfalle und die Verglei-
che, die mit der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix durchgefihrt wurden,
vorgestellt.

Ziel dieser Simulationsexperimente soll eine Aussage uber die Anwendbarkeit

der Direkten Mechanik auf ein Knoten-Kanten-Netzwerk sein.

6.1 Skalierung wesentlicher Parameter

Fur die Simulationsexperimente sind einige wesentliche Parameter festzule-
gen. Fur die in den folgenden Abschnitten vorgestellten Vergleiche werden
Testwurfel mit einer Kantenlange von jeweils 5 mm verwendet. Entlang dieser
Kante werden je nach Vergleich bis zu k,,,4.s = 30 Knoten verteilt.

Fir die Berechnung der Gesamtsteifigkeitsmatrizen wird die Querschnittsfla-
che aller Stabe im Allgemeinen auf 4, = 0,01 mm? gesetzt. Da eine lineare
Abhéngigkeit der Gesamtsteifigkeitsmatrix von der Querschnittsflache zu er-
warten ist (vgl. Gl. 4.15), wird auf eine Untersuchung des Einflusses der Quer-
schnittsflache verzichtet. Bei Vergleichen, bei denen die Querschnittsflache
variiert, wird ausdrtcklich in der Beschreibung darauf hingewiesen.

Wie bereits in den Kapiteln 4 und 5 beschrieben, wird ein linear-elastisches
Materialverhalten angenommen. Um sowohl die Gesamtsteifigkeitsmatrizen
als auch die reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrizen bestimmen zu kdnnen, ist

zudem die Vorgabe eines Materials mit dessen Elastizitdtsmodul E und
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Poissonzahl v notwendig. Fur die vorliegende Arbeit wird fir alle Stabe Stahl
mit E = 210000 MPa und v = 0,3 gewahlt.

6.2 Die Spektralnorm

Fur viele Vergleiche, die in den folgenden Abschnitten vorgestellt werden, kon-
nen die Elemente der Steifigkeitsmatrizen aufgrund ihrer unterschiedlichen Di-
mensionen nicht einzeln verglichen werden. Daher ist es notwendig die Matri-
zen in einem Skalar zusammenzufassen und anschlielend die Skalare zu ver-
gleichen. Durch dieses Vorgehen wird die in der Steifigkeitsmatrix enthaltene
Information um die Richtungsabhangigkeit reduziert. Da der Testwirfel sym-
metrisch aufgebaut ist, und daher in jeder Richtung die gleiche Steifigkeit zu
erwarten ist, ist diese Informationsreduktion vertretbar (vgl. Kapitel 5.1).

In dieser Arbeit wird fur die Vergleiche die Spektralnorm verwendet, da diese
die maximalen Eigenwerte der Matrizen, welche auch bei der in Kapitel 5.2
beschriebenen Transformation erhalten bleiben, vergleicht. Die Spektralnorm
kann Uber den Matlab-Befehl norm(A4) (A ist eine quadratische Matrix) aufge-
rufen werden. Sie ist fur eine reelle nxn-Matrix A wie folgt definiert (Barwolff
2020):

l4llz = \/jog?in/lj(AT * A) (Gl. 6.1)

J; sind die Eigenwerte fiir die Matrix (A" * A). Fir symmetrische, reelle Matri-

zen, wie z.B. die Gesamtsteifigkeitsmatrizen, gilt weiter (Barwolff 2020):
lall, = r(4) = max {|2;(4)]} (Gl. 6.2)

r(A) beschreibt hierbei den Spektralradius der Matrix A, welcher sich aus dem
betragsgrof3ten Eigenwert von A ergibt. Die Abhangigkeit der Spektralnorm

vom Spektralradius wird durch Gleichung 6.2 ersichtlich.
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6.3 Gesamtsteifigkeitsmatrix Kg.; bestimmt durch die
Matlab-Implementierung (K ges matiap) UNd die FEM-
Software Abaqus (K 4es.abaqus)

6.3.1 Verifikation Inputdeck

Im ersten Schritt wird unter Verwendung der in Abschnitt 4.1 vorgestellten
Gleichungen die Berechnung der Gesamtsteifigkeitsmatrix fur den in Kapitel 5
vorgestellten Testwurfel in Matlab implementiert. Diese Implementierung dient
unter anderem zur Verifikation der nach Kapitel 4.3 fur die Testwirfel erstellten
Inputdecks. Hierfur wird im Inputdeck zunachst in einem eigenen *STEP Uber
das Schlusselwort *MATRIX GENERATE, STIFFNESS die Ausgabe der Ge-
samtsteifigkeitsmatrix Kgg apaqus d€S Knoten-Kanten-Netzwerks definiert. Die
Ausgabe erfolgt als eine mtx-Datei, welche die Zeilennummer, die Spalten-
nummer und den Matrixeintrag fur die Gesamtsteifigkeitsmatrix enthalt. Diese
Datei kann in Matlab eingelesen und daraus anschlieend die Gesamtsteifig-
keitsmatrix K ges apaqus €rstellt werden.

Verifiziert wird das Inputdeck durch den Vergleich der Gesamtsteifigkeits-
matrix K ;e apaqus: P€Stimmt durch die Abaqus Simulation, mit der Gesamtstei-
figkeitsmatrix Kges matiap, die mit Hilfe der Matlab-Implementierung berechnet
wird. Als Vergleichskriterium wird die betragsmé&Rig grof3te Differenz der Ein-
trage beider Steifigkeitsmatrizen herangezogen.

Aufgrund des begrenzten Arbeitsspeichers werden die Gesamtsteifigkeitsmat-
rizen auf beide Weisen lediglich bis zum Testwirfel 10x5 (k,040s = 10, also
1000 Knoten - 3000x3000-Gesamtsteifigkeitsmatrix) bestimmt und vergli-

chen.

6.3.2 Vergleich der Gesamtsteifigkeitsmatrix eines
symmetrischen und eines asymmetrischen Test-
wirfels

Um zu zeigen, dass die Anisotropie des Testwurfels in der Gesamtsteifigkeits-
matrix sichtbar ist, werden die Gesamtsteifigkeitsmatrizen der Testwurfel aus
Abbildung 14 (rechts) und Abbildung 15 elementweise verglichen. Im
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Gegensatz zu dem in Abschnitt 6.3.1 erlauterten Vergleich der Gesamtsteifig-
keitsmatrizen, bestimmt durch die Matlab-Implementierung und durch Abaqus,
wird fur diesen Vergleich lediglich die in Matlab implementierte Berechnung
der Gesamtsteifigkeitsmatrix verwendet.

Der Vergleich erfolgt ausschlief3lich mit einem Testwirfel mit k,,,4.s = 3 Kno-
ten, da fur diese Testwirfelgro3e die Gesamtsteifigkeitsmatrix eine Uber-
schaubare Grof3e aufweist.

Der elementweise Vergleich liefert eine binare 81x81-Vergleichsmatrix. Wird
beispielsweise das Element in Zeile i und Spalte j der Vergleichsmatrix be-
trachtet, so ist dieses gleich eins, falls die auf fiinf Nachkommastellen gerun-
deten Elemente an den gleichen Stellen in den Gesamtsteifigkeitsmatrizen
identisch sind. Andernfalls wird das Element null gesetzt. Von Interesse ist die
Suche nach einem Muster in der Vergleichsmatrix, das sich durch die unglei-

chen Elemente der Gesamtsteifigkeitsmatrizen ergeben konnte.

6.3.3 Einrahmung des Knoten-Kanten-Netzwerks

Die Eckknoten der Einrahmung sollen sich auch bei zufalligen Knoten-Kanten-
Netzwerken immer an der gleichen Position befinden. Hierdurch soll der fur
die Anwendung der Direkten Mechanik notwendige Verschiebungsansatz
leichter aufgebracht werden kdnnen. Bei den in dieser Arbeit betrachteten
Testwarfeln fallen die Eckknoten der Einrahmung mit den Eckknoten der Test-
wiurfel selbst zusammen.

Insgesamt sollen drei Varianten verglichen werden. Die Einrahmung der ers-
ten Variante beinhaltet durchgezogene Kanten zwischen den acht Eckknoten
des Wiirfels. Solche durchgezogenen Kanten sind beispielsweise in Abschnitt
5.1 in Abbildung 13 (rote Kanten) dargestellt. Die zweite Variante betrachtet
ebenfalls Kanten zwischen den Eckknoten. Diese werden hier allerdings zwi-
schen den k,,,4.s Knoten aufgeteilt. Als Referenz zu diesen beiden Varianten

wird als dritte Variante der Testwurfel ohne die Einrahmung betrachtet.
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6.4 Anwendung der Direkten Mechanik zur Bestim-
mung der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix

Wahrend in Kapitel 6.3 auf die Vergleiche, die mit der Gesamtsteifigkeitsmatrix
K., der Testwirfel durchgefuhrt wurden, eingegangen wird, sollen in den fol-
genden Abschnitten die Vergleiche mit der reduzierten Gesamtsteifigkeits-
matrix K,.; aus der Anwendung der Direkten Mechanik behandelt werden. Fir
die Berechnung von K,.,; wird die in Kapitel 4.2 hergeleitete Gleichung 4.26

verwendet.

6.4.1 Der Verschiebungsansatz (Constraints)

Wie in Kapitel 4.2 vorgestellt, muss fur die n,,; auf der Oberflache des be-
trachteten Volumens M; liegenden Knoten des Knoten-Kanten-Netzwerks mit
Hilfe der n,,. Knoten von M; ein Verschiebungsansatz definiert werden. Fur
die vorliegende Arbeit wird ein wirfelfdrmiges Volumen M; mitny,,. = 8 Knoten
angenommen, welches das Knoten-Kanten-Netzwerk des Testwirfels um-
schlief3t.

Der Verschiebungsansatz wird in dieser Arbeit durch sogenannte Constraints
im Inputdeck fur die Simulation mit Abaqus festgelegt. Fur deren Definition
sind zunéachst n,,. = 8 Referenzknoten im Inputdeck festzulegen. Diese Re-
ferenzknoten liegen in den Ecken des betrachteten Wirfelvolumens M;. Sie
fallen folglich mit den Eckknoten der Testwirfel zusammen, werden jedoch als
eigenstandige Knoten definiert und sind nicht direkt mit den Kanten des Kno-
ten-Kanten-Netzwerks verbunden. Diese acht Referenzknoten werden im In-
putdeck im Abschnitt der Knotendefinition zu Beginn definiert (siehe Anhang
B). Sie erhalten entsprechend Abbildung 16 die Knotennummerierung von eins
bis acht. Die Nummerierung der n,.; Knoten des Knoten-Kanten-Netzwerks
beginnt daher ab diesem Abschnitt nicht mehr bei eins, sondern bei neun. Mit
Hilfe der Referenzknoten kdnnen die sechs Oberflachen des Wiirfelvolumens
(Masteroberflachen) im Inputdeck definiert werden (Stichwort: *SURFACE).
Ein Referenzknoten ist hierbei an der Definition von drei Oberflachen beteiligt

bzw. vier Referenzknoten definieren eine Oberflache.
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Im nachsten Schritt missen nun mit den Knoten des Knoten-Kanten-Netz-
werks, die in einer Masteroberflache liegen, ebenfalls Oberflachen (Worker-
oberflachen) definiert werden. Im Anschluss kann die Bewegung der Worker-
oberflachen von der Masteroberflachen durch die Constraints abhangig ge-
macht werden (Stichwort: *TIE) (siehe Anhang B) (Mesh tie constraints 2016).
Fallt ein Knoten des Knoten-Kanten-Netzwerks mit einem Referenzknoten zu-
sammen (wie im Falle der Testwurfel), so wird dieser wie der Referenzknoten
bewegt. Liegt ein Knoten hingegen auf der kiirzesten Strecke zwischen zwei
Referenzknoten (Eckkante des Wiirfelvolumens M;) bzw. innerhalb der Ober-
flache, so nehmen beide bzw. alle vier Referenzknoten auf ihn Einfluss. Die
Verschiebung eines Referenzknotens wird dabei linear, entsprechend dem
Abstand zum betrachteten Knoten, auf diesen umgerechnet. Die Gesamtver-
schiebung des betrachteten Knotens ergibt sich anschlieRend aus der Sum-
mation dieser umgerechneten Verschiebungen.

Die Constraints ermdglichen daher die Beschreibung der Knotenverschiebun-
gen der n,,,; Knoten durch die Verschiebungen der acht Referenzknoten und

hierdurch auch die Anwendung der Direkten Mechanik.

6.4.2 Die Verschiebungsmatrix

Nachdem der Verschiebungsansatz definiert ist, ist fr die simulative Bestim-
mung der Lastmatrix F,,. (siehe Gleichung 4.26) die Vorgabe der Verschie-
bungsmatrix U,,. notwendig. Aus den in Kapitel 4.2 vorgestellten Gleichungen
ergibt sich, dass 3 * n,,. Verschiebungsfalle gewahlt werden missen. Fur un-
sere gewahlten acht Referenzknoten ergibt dies 24 bendtigte Verschiebungs-
falle.

Da U, invertierbar sein muss, miussen die Verschiebungsfélle linear unab-
hangig sein. Da in Schneider (2016) bereits eine invertierbare Verschiebungs-
matrix Uy, gegeben ist, wird diese fur die Bestimmung der reduzierten Ge-
samtsteifigkeitsmatrizen Gbernommen. Lediglich die Knotennummerierung
und Sortierung der Freiheitsgrade wird entsprechend Gleichung 5.3 auf die

Konvention in dieser Arbeit angepasst.
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Jeder Verschiebungsfall (im Inputdeck als LF_1 bis LF_24 bezeichnet) ent-
spricht einer Spalte in U,,. und wird durch einen eigenen *STEP im Inputdeck
der Testwiurfel berlcksichtigt (vgl. Anhang B). Mit Hilfe einer Simulation wer-
den fur jeden Verschiebungsfall die an den Referenzknoten angreifenden Re-
aktionskrafte ermittelt. Durch entsprechende Sortierung dieser, kann die Last-
matrix F,. bestimmt werden. Mit beiden Matrizen kann anschliel3end die re-
duzierte Gesamtsteifigkeitsmatrix nach Gleichung 4.26 berechnet werden.

Die vollstandige Verschiebungsmatrix und die einzelnen Verschiebungsfalle

sind in Anhang D illustriert.

6.4.3 Vergleich der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmat-
rizen eines symmetrischen und eines asymmet-
rischen Testwurfels

Um zu zeigen, dass die reduzierte Gesamtsteifigkeitsmatrix in der Lage ist die
Anisotropie eines asymmetrischen Knoten-Kanten-Netzwerks abzubilden,
wird ein Vergleich analog zu dem in Abschnitt 6.3.2 durchgefihrt. Unter Ver-
wendung der simulativ bestimmten Lastmatrizen F,,. wird jeweils fir den sym-
metrischen und den asymmetrischen Testwiirfel die reduzierte Gesamtsteifig-
keitsmatrix berechnet. Diese werden im Anschluss elementweise verglichen.
Wie in Abschnitt 6.3.2 ist auch hier das Ziel ein mogliches Muster in den un-

gleichen Elementen der Matrizen zu finden.

6.4.4 Vergleich der Gesamtsteifigkeitsmatrix mit der
aus der Anwendung der Direkten Mechanik be-
rechneten reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix

Um eine Abschétzung Uber das Verhalten der reduzierten Gesamtsteifigkeits-
matrix K,..q4 aus der Anwendung der Direkten Mechanik gegenuber der in Mat-
lab implementierten Losung der Gesamtsteifigkeitsmatrix Kg.s zu erhalten,
werden die Spektralnormen (vgl. Abschnitt 6.2) der Steifigkeitsmatrizen der
entsprechenden Testwirfel verglichen. Dariber hinaus soll die Abweichung

dieser Normen untersucht werden.
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Anzumerken ist, dass fiur den Testwurfel 2x5 die reduzierte Gesamtsteifig-
keitsmatrix nicht berechnet wird, da dieser Testwurfel lediglich acht Knoten
besitz, die wiederum alle mit den Referenzknoten zusammenfallen. Aus die-
sem Grund wird fur diesen trivialen Testwirfel kein Vergleich angestrebt.

Ziel dieses Vergleichs soll eine Aussage Uber eine mogliche Abweichung der
durch die Direkte Mechanik bestimmten reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix

K,.q gegenlber der Gesamtsteifigkeitsmatrix K ;. sein.

6.4.5 Vergleich der reduzierten Gesamtsteifigkeits-
matrix mit der Steifigkeitsmatrix eines klassi-
schen Hexe-8 Elements

Durch einen weiteren Vergleich wird die Vermutung, dass sich bei gleichblei-
bender Querschnittsflache die reduzierte Gesamtsteifigkeitsmatrix mit zuneh-
mender Kantenanzahl der Steifigkeitsmatrix eines klassischen Hexe-8 Ele-
ments annahert, untersucht.

Ein klassisches Hexe-8 Element ist ein wirfelférmiges Volumenelement mit
acht Knoten, dass in Schneider (2016) zur Diskretisierung der Trabekel ver-
wendet wird. Die Steifigkeitsmatrix fir das Hexe-8 Element wird Schneider
(2016) entnommen und die Kantenl&nge des Wirfels, das Elastizitatsmodul E
sowie die Poissonzahl v gleich den fir die Testwurfel verwendeten Parame-
tern gesetzt. Da fir die Vergleiche die Differenz beider Matrizen berechnet
wird, muss in diesem Zusammenhang auf die Knotennummerierung und Sor-
tierung der Freiheitsgrade geachtet werden. Es wird daher die Knotennumme-
rierung und Sortierung der Freiheitsgrade der reduzierten Gesamtsteifigkeits-
matrix mit Gleichung 5.4 transformiert. AnschlieRend wird die Spektralnorm
der Differenzmatrix gebildet.

Dieser Vergleich wird fur Testwurfel mit unterschiedlichen Gesamtknotenan-

zahlen, aber konstanter Querschnittsflache durchgefthrt.
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6. Simulationen

6.4.6 Die reduzierte Gesamtsteifigkeitsmatrix bei Kno-
ten-Kanten-Netzwerken, die das Volumen M;
nicht vollstandig ausfillen

In einer letzten Untersuchung wird der Testwirfel zusatzlich in einen Testqua-
der abgeandert. Die Gesamtknotenanzahl, die Knotennummerierung und die
Kantenverteilung bleiben bestehen. Fir den Testquader kdnnen jedoch in je-
der Richtung unterschiedliche Kantenl&angen vorgegeben werden. Wird hier fur
jede Richtung die Kantenlange 5 mm gewahlt, ergibt sich der in den vorherigen
Abschnitten verwendete Testwurfel. Die Platzierungen der Referenzknoten
bleiben ebenfalls unverandert.

Durch diese Kombination wird ein Knoten-Kanten-Netzwerk im betrachteten
wurfelférmigen Volumen M; generiert, welches nicht auf jeder Oberflache von
M; Knoten besitzt.

Hintergrund dieser Untersuchung ist, dass bei der Aufteilung des runden
Femurkopfs in wirfelformige Subvolumina, Subvolumina am Rand nicht voll-
standig ausgefillt sein werden. Die Untersuchung soll daher zeigen inwiefern
ein Knoten-Kanten-Netzwerk in der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix er-
fasst wird, falls nicht alle, oder sogar keine Knoten des Knoten-Kanten-Netz-

werks auf der Oberflache von M; liegen.
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7. Ergebnisse

Nachfolgend werden die Ergebnisse zu den in Kapitel 6 vorgestellten Verglei-
chen zwischen den verschiedenen Gesamtsteifigkeitsmatrizen dargestellt und

erlautert.

7.1 Gesamtsteifigkeitsmatrix Kg.s bestimmt durch die
Matlab-Implementierung (K ges matiap) UNd die FEM-
Software Abaqus (K 4es abaqus)

7.1.1 Verifikation Inputdeck

Wie Abbildung 21 zeigt, sind die Abweichungen der Elemente der Gesamtstei-

figkeitsmatrix K ges mariap VON der Gesamtsteifigkeitsmatrix Kgeg apaqus fur die
betrachteten Testwurfel nicht groRer als ca. 6,7 * 1073 nllv—m (Abweichung bei

Testwarfel mit k,,,4.s = 10). Zur besseren Veranschaulichung kann die maxi-
male prozentuale Abweichung berechnet werden (siehe Abbildung 21). Hierfur
wird die betragsmalfiig grof3te Abweichung der Elemente auf das betragsma-
Rig kleinste Element aus der Gesamtsteifigkeitsmatrix K ges matian, das zudem
ungleich null ist, bezogen. Beispielsweise berechnet sich flr den Testwiirfel
mit k,,,4.s = 10 Knoten entlang einer Wirfelkante die prozentuale Abweichung

Pabweichung Mit dem betragsmafig kleinsten Element, das zudem ungleich null
ist (K ges matiap (Min) = 1336,43 nllv—m) und der obigen maximalen Abweichung

ZU Papweichung = 0,0005 %.

Nach Abbildung 21 betrégt die grofdte prozentuale Abweichung der betrachte-
ten Testwirfel papweichung = 0,0006 %. Folglich kann daraus geschlossen
werden, dass der Aufbau des Inputdecks gelungen ist und die Steifigkeitsmat-
rizen richtig berechnet werden. Diese Schlussfolgerung kann auch invertiert
werden: Die in Matlab implementierte Berechnung der Gesamtsteifigkeitsmat-

rizen liefert das gleiche Ergebnis wie die FEM-Software Abaqus.
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Abbildung 21: Blau: BetragsmaRig grof3te Abweichung der Elemente in der Differenzmatrix
von Kgesmatab UNd  Kgesabaqus fUr verschiedene Gesamtknotenanzahlen
(reprasentiert durch Knoges)

Orange: Betragsmdfig grofste Abweichung bezogen auf betragsmdfig kleins-
tes, von null verschiedenes Element der Gesamtsteifigkeitsmatrix Kgesmatiab

7.1.2 Vergleich der Gesamtsteifigkeitsmatrix eines
symmetrischen und eines asymmetrischer Test-
wirfels

Werden die Gesamtsteifigkeitsmatrizen der Testwurfel mit symmetrisch und
asymmetrisch aufgebauten Knoten-Kanten-Netzwerken wie in Abschnitt 6.3.2
beschrieben miteinander verglichen, ergibt sich eine binare Vergleichsmatrix.
Ein Ausschnitt dieser ist in Abbildung 22 dargestellt. Erkennbar ist, dass die
Eintrage vermehrt Ubereinstimmen. Dies lasst sich auf den Aufbau der Ge-
samtsteifigkeitsmatrizen als diunnbesetzte Matrizen zurtckfihren. In beiden
Matrizen sind viele Elemente null und stimmen daher im Vergleich tberein.

Unter Zuhilfenahme des Verschiebungsvektors u,,.; kann ein Muster in den

ungleichen Elementen der Gesamtsteifigkeitsmatrizen erkannt werden. Be-

trachtet man die Multiplikation der Vergleichsmatrix mit dem
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Verschiebungsvektor, so kann festgestellt werden, dass sich lediglich Eintrage
unterscheiden, die mit Verschiebungen in Freiheitsgradrichtung eins oder drei
multipliziert werden. Dieses Muster lasst sich direkt auf den Aufbau der Test-
waurfel zurtickfihren, da lediglich in Freiheitsgradrichtung zwei (orthogonal zur
xz-Ebene; vgl. Abbildung 15) die Kanten in beiden Testwurfeln die gleiche An-
ordnung aufweisen. Wie dieser Vergleich zeigt, spiegelt sich die Richtungsab-
hangigkeit des Knoten-Kanten-Netzwerks direkt in der Gesamtsteifigkeits-

matrix wider.

AR W W W NN N R R
N R W N R W N R W N R

O S S O = N S
T S S =
O e N = W Sy S G o T S W )
N N c J L W S Gy
O N N =Y
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Abbildung 22: Links: Die ersten zwolf Zeilen und Spalten aus der Vergleichsmatrix des ele-
mentweisen Vergleichs der Gesamtsteifigkeitsmatrizen des symmetrischen
und asymmetrischen Testwirfels.

Rechts: Der Verschiebungsvektor uges mit den ersten zwolf Elementen

7.1.3 Einrahmung des Testwdrfels

Die Einrahmung des Testwdrfels soll ein Grundvolumen schaffen, in das ein
zufélliges Knoten-Kanten-Netzwerk eingebettet werden kann. Die Eckknoten
des Grundvolumens sollen sich dabei immer an der selben Position befinden.
Wie Abbildung 23 zeigt, ergeben sich bei der Verwendung eines Rahmens
zwei Grundprobleme. Problem eins (siehe Abbildung 23 links): Die
durchgezogenen Eckkanten verschieben sich bei einer Scherbelastung, falls

kein Verschiebungsansatz (vgl. Abschnitt 6.4.1) aufgebracht wird, Uber die
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Kanten des Knoten-Kanten-Netzwerks. Hierdurch verliert das Modell seine
physikalische Bedeutung, da solch eine Verschiebung in der Realitat nicht
stattfinden kann. Problem zwei (siehe Abbildung 23 rechts): Bereits bei dem
kleinsten verwendeten Testwurfel, Testwirfel 2x5, treten durch die zusétzlich
eingefugten Kanten Spannungsiuberhthungen auf. Diese
Spannungsiuberhdéhungen treten sowohl bei durchgezogenen, als auch bei
geteilten Eckkanten auf. Wie schon bei Problem eins folgt auch bei Problem
zwei der Verlust der Aussagekraft Uber das eigentliche Knoten-Kanten-
Netzwerk.

Aus diesen Ergebnissen kann gefolgert werden, dass keine weiteren Kanten

-==110 undeformiert
deformiert

Abbildung 23: Links: Scherung eines Testwurfels mit durchgezogenen Eckkanten. Die rotmar-
kierte Stelle zeigt beispielhaft eine tiber den Knoten hinweggeschobe Eckkante.
Rechts: Deformierter Testwirfel unter Verschiebungsfall drei. Erkennbar ist,
dass die zusatlich eingefigten durchgangigen Eckkanten eine hdhere
Spannung aufweisen als die Ubrigen Spannungen (hellerer Baluton).

in das Knoten-Kanten-Netzwerk eingefiigt werden durfen. Das
Wairfelvolumen, das das Knoten-Kanten-Netzwerk umgeben soll, darf folglich
nur Eckknoten (die Referenzknoten) aufweisen, da diese nicht zur

Gesamtsteifigkeit des Knoten-Kantennetzwerks beitragen.
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7.2 Anwendung der Direkten Mechanik zur Bestim-
mung der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix
Kred

Im Gegensatz zu Kapitel 7.1, das sich vermehrt mit der Gesamtsteifigkeits-
matrix K ;.5 mariap DEfasst, werden in Kapitel 7.2 die Ergebnisse der Vergleiche
mit der aus der Anwendung der Direkten Mechanik resultierenden Gesamtstei-

figkeitsmatrix K., thematisiert.

7.2.1 Der Verschiebungsansatz (Constraints)

Wie in Abschnitt 6.4.1 beschrieben, wird der Verschiebungsansatz durch die
Definition von Constraints ermoglicht. Die Definition der Constraints erfolgt
Uber das Schliisselwort *TIE und jeweils einem Namen fir die Constraints.

Wird die Simulation mit obiger Definition ausgeftihrt, bricht diese allerdings fur
Testwuirfel mit k,,4.s = 9 oder mehr Knoten mit der Fehlermeldung ,[some]
elements have small or zero length® ab. Wird das Knoten-Kanten-Netzwerk
betrachtet (siehe Abbildung 24 c), kann festgestellt werden, dass die Kanten
zwischen den Referenzknoten falsch verbunden werden (rot markierter Be-
reich). Dieser Simulationsabbruch folgt aus der Default-Definition "adjust =
yes", die Abaqus automatisch bei der Definition der Constraints durch das
Schlisselwort *TIE durchfuhrt. adjust ist eine Erweiterung des Schlisselworts
*TIE, die ermdglicht die Knoten der Workeroberflache ,ohne Belastung in ihrer
Ausgangskonfiguration auszurichten“ (Mesh tie constraints 2016)’. Dies wird
aber nicht fur Workeroberflachen, die zu einer Substruktur gehéren, verwendet
(Mesh tie constraints 2016). Da die Workeroberflachen der Testwirfel zu einer
Substruktur gehdren, muss "adjust = no" gesetzt werden. Die Simulation be-
endet ihre Berechnungen mit dieser Anderung des Inputdecks ohne weitere
Zwischenfélle. Abbildung 24 b zeigt, dass an den gleichen Stellen, die bei der
Verwendung von "adjust = yes" zum Abbruch der Simulation gefiihrt haben,

Spannungsuberhdhungen auftreten. Solche Spannungstberhhungen treten

7 Eigene Ubersetzung aus dem Englischen
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bei der Verwendung von "adjust = no" z.B. auch bei Testwirfel 8x5 auf, bei
dem die Simulation zuvor nicht abgebrochen ist (siehe Anhang E).

Diese Spannungsuberhéhungen bleiben bei den folgenden Simulationen er-
halten unter der Annahme, dass dieses Verhalten zu einer Erh6hung der re-
duzierten Gesamitsteifigkeit fuhrt, die in einem spéateren Postprocessing elimi-

niert werden kann.
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U, Magnitude
+1.000e+00
+9.168e-01
+8.335e-01
+7 501e-01
+6.668e-01
+5.834e-01
+5.001e-01
+4 167e-01
+3.334e-01
+2 500e-01
+1.667e-01
+8.335e-02
+0.000e+00

S, Mises
+4 274e+04
+3.918+04
+3.562e+04
+3.206e+04
+2 8492+04
+2493e+04
+2.137e+04
+1.7818+04
+1425e+04
+1.0692+04
+7.123e+03
+3562e+03
+0.000e+00

Abbildung 24: Verschiebungsfall eins fur Testwurfel 15x5.

a.: Zeigt die Verschiebung der Knoten und Kanten Giber den gesamten Test-
waurfel hinweg. Diese Verschiebung ist fur ,adjust=yes® und ,adjust=no*
gleich.

b.: Zeigt die Spannungen innerhalb der Stabe bei Verwendung von ,ad-
just=no”. Rote Markierung zeigt eine der Stellen, an der eine Spannungs-
Uberh6hung eintritt.

c.: Rote Markierung zeigt falsche Kantenanordnung bei Verwendung von
Ladjust=yes*,
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7.2.2 Vergleich der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmat-
rizen eines symmetrischen und asymmetrischen
Testwdirfels

Im Gegensatz zu dem in Abschnitt 7.1.2 vorgestellten Ergebnis des analogen
Vergleichs fur die Gesamtsteifigkeitsmatrizen K ges matiap UNd Kges apaqus: Kann
beim Vergleich der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrizen keine Vergleichs-
matrix angewendet werden, da fast alle Elemente voneinander abweichen
(Vergleichsmatrix besteht aus Nullen). Die Elemente gleichen Werts haben in
beiden Steifigkeitsmatrizen den Wert Null. Im Vergleich zu dem Ergebnis aus
Abschnitt 7.1.2 besteht die Vermutung, dass anhand der reduzierten Ge-
samtsteifigkeitsmatrizen keine Richtung gleicher Steifigkeit ausgemacht wer-
den kann.

Um dies zu uberprifen wird die Differenzmatrix D = K,cqsymmetrisch —
K eq asymmetriscn 9€DIldet (dargestellt in Anhang F). In dieser Differenzmatrix
D ist erkennbar, dass die Elemente in den Spalten von D, die mit einer Ver-
schiebung in Freiheitsgradrichtung zwei multipliziert werden, vermehrt be-
tragsmafig kleinere Werte beinhalten. Die Richtung des Freiheitsgrads zwei
stellt dabei die Richtung dar, in der die Anordnung der Kanten bei beiden Test-
wurfeln auf die gleiche Weise erfolgt. Aufgrund der Symmetrie der reduzierten
Steifigkeitsmatrizen treten diese geringeren Abweichungen aber teilweise
auch in den weiteren Spalten auf.

Zusammengefasst lasst sich demnach eine Richtung erkennen, in der fir eine
gleiche Verschiebung ungefahr die gleiche Kraft bendtigt wird.

Berechnet man beispielhaft fur Verschiebungsfall zwei mit beiden reduzierten
Gesamtsteifigkeitsmatrizen den Lastvektor, so ergibt sich das gleiche Ergeb-
nis (Betrag der maximalen Abweichung der Komponenten fiir diesen Verschie-
bungsfall: 0,22 x 10712N).

Es zeigt sich, dass sich die Anisotropie in den reduzierten Gesamtsteifigkeits-
matrizen erkennbar abbildet. Zur Verifikation ist hier allerdings ein Test mit
Verschiebungen in der gefundenen Richtung notwendig.
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7.2.3 Vergleich der Gesamtsteifigkeitsmatrix mit der
aus der Anwendung der Direkten Mechanik be-
rechneten reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix

Das in Abbildung 25 gezeigte Diagramm enthalt die Spektralnorm der redu-
zierten Gesamtsteifigkeitsmatrix K,.; von Testwirfeln mit unterschiedlicher
Gesamtknotenanzahl, berechnet mit Hilfe der Direkten Mechanik. Zusatzlich
ist die Spektralnorm der Gesamtsteifigkeitsmatrix K¢ patiqp, DErEChnet mit
der Matlab-Implementierung, der Testwirfel bis einschlie8lich k,,qes = 10
Knoten entlang einer Wiirfelkante dargestellt.

Der Vergleich der Spektralnormen zeigt eine, mit zunehmender Gesamtkno-
tenanzahl, ansteigende Abweichung, wobei die Spektralnorm von K,., stets

uber der von Kg.g matiap ZU liegen scheint. Zur Untersuchung dieser Abwei-

chung wird der Quotient _MKreallz _ gebildet (siehe Abbildung 26). Dieser

”ngs,Matlab”2
Quotient folgt n&herungsweise einer Geraden. Der Zusammenhang der Spekt-

ralnormen kann daher wie folgt formuliert werden:

IKreallz = P(knoges) * ”ngs,Matlab”2 (Gl. 7.1)

P( knodes) iSt hierbei ein Polynom ersten Grades, welches von der Gesamtkno-
tenanzahl des Knoten-Kanten-Netzwerks abhangt. Mit Hilfe von Gleichung 7.1
kann aus den Spektralnormen von K,..; und der Auswertung von p( K,pges) @n
den entsprechenden Stellen, die Spektralnorm fur K. yqrqp bErechnet wer-
den (siehe Abbildung 25 gelbe Punkte). Fir diese Bestimmung hatte zuvor der
Arbeitsspeicher (8GB) nicht mehr ausgereicht.

Uber die Funktion polyfit konnen in Matlab fiir beide Verlaufe die Trendlinien
eingezeichnet werden (siehe Abbildung 25). Als gefundene Approximation er-
geben sich fur beide Verlaufe Polynome dritten Grades, jedoch mit unter-
schiedlichen Koeffizienten. Die kubischen Trendlinien sind auf den in Kapitel
5 beschriebenen Aufbau des Testwirfels zuriickzufiihren, da die Gesamtkno-
ten- und Gesamtkantenanzahl ebenfalls kubisch mit zunehmendem k,,, ¢

steigen.
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Abbildung 25: Verlaufe der Spektralnormen der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrizen Kreq
(blau) und der Gesamtsteifigkeitsmatrizen Kges,Matlab berechnet mit der Mat-
lab-Implementierung (orange). Zudem sind die Trendlinien beider Verlaufe ein-
gezeichnet.

%104

14

12

—
o

(o]

IKreall
” ges,Matlab”2
o

N

258

L@

N

o

345678910 15 20 25 30
kpnoqes (Anzahl Knoten pro Kante) [-]

Abbildung 26: Der ndherungsweise lineare Zusammenhang der Spektralnormen der reduzier-
ten Gesamtsteifigkeitsmatrix Keq und der Gesamtsteifigkeitsmatrix Kges,matab

65



7. Ergebnisse

7.2.4 Vergleich der reduzierten Gesamtsteifigkeits-
matrix mit der Steifigkeitsmatrix eines klassi-
schen Hexe-8 Elements

Betrachtet wird die Spektralnorm der Differenzmatrix von K,.; und Kyeye—s-
Der Verlauf dieser Spektralnorm fur Testwurfel mit unterschiedlichen Gesamt-
knotenanzahlen (kyoges,ges = Knoaes-) istin Abbildung 27 dargestellt. Die in Ka-
pitel 6.4.5 vorgestellte Vermutung, dass diese Spektralnorm fur eine zuneh-
mende Gesamtknotenanzahl gegen Null konvergiert, scheint nach Abbildung
27 nicht zuzutreffen. Wahrend die Spektralnorm fir Testwurfel bis k,,qes = 10

wie erwartet fallt, nimmt sie anschlieBend sprunghaft zu.

5
7 x10

”Kred - KHexe—B ”2

1 09
“‘.

; 1

345678910 15 20 25 30

krnodes (Anzahl Knoten pro Kante) [-]

Abbildung 27: Spektralnorm der Differenzmatrix der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix
Krea Und der Gesamtsteifigkeitsmatrix Kuexe-s €ines Hexe-8 Elements (Quer-
schnittsflache A = 0,01 mmg)

Eine mogliche Erklarung dieses sprunghaften Anstiegs kann tber die Doppel-
belegung des Volumens durch die Stdbe erfolgen. Wird das von den Staben

bei einer konstanten  Stabquerschnittsfliche von A = 0,01 mm?
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eingenommene Volumen berechnet, ergibt sich mit Gleichung 7.2 (Variablen-

bezeichnung siehe Kapitel 5) das in Abbildung 28 gezeigte Diagramm.

VStébe = A« \/E * Sabstand_knoten * kedges (Gl 7-2)

Wahrend das Volumen des betrachteten Wiurfels konstant V = 125 mm? be-
tragt, nimmt das durch die Stédbe eingenommene Volumen quadratisch zu. Die

quadratische Zunahme lasst sich durch Gleichung 7.2 erklaren, da k4.5 Ku-
bisch von k;,q4.s abhangt und fir die Bestimmung VON Sgps¢ana knoten die Kan-

tenlange des betrachteten Wirfels durch (k,,q4es — 1) dividiert wird.
400

350 )
300 /

250
200
150 /
100

50 /
0 M/

345678910 15 20 25 30

Vstape [Mm3]

knodes (Anzahl Knoten pro Kante) [-]

Abbildung 28: Volumen aller Stabe des Knoten-Kanten-Netzwerks bei konstanter Quer-
schnittsflache A = 0,01 mmz2. Zusatzlich ist das betrachtete Wiurfelvolumen
Mi eingezeichnet (orange Linie).

Nach k,,q4es = 15 Uberschreitet das Volumen der Stébe folglich das des be-
trachteten Wurfels, obwohl die Stadbe weiterhin im gleichen Volumen angeord-
net sind (siehe Abbildung 28). Folglich kommt es zu einer Doppelbelegung,
die bei der Berechnung und den Vergleichen der Steifigkeitsmatrizen des Kno-
ten-Kanten-Netzwerks unbericksichtigt bleibt, sich aber im Vergleich mit der

Steifigkeitsmatrix K;.,._s zeigt. Das Uberschreiten des Volumens V nach
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knodes = 15 passt mit dem ersten Sprung der Spektralnorm in Abbildung 27
bei kypqes = 20 zusammen.

Der Vergleich zeigt folglich, dass eine Angleichung der Steifigkeitsmatrizen
K,.q und Ky..._g €rwartet werden kann und sensibilisiert gleichzeitig auch fur
eine genauere Berucksichtigung der Querschnittsflache A in weiteren Unter-
suchungen. Auf eine weitere Untersuchung der Angleichung der beiden Stei-
figkeitsmatrizen K, .4 und K.,._g Wird in dieser Arbeit aus Umfangsgriinden

jedoch verzichtet.

7.2.5 Die reduzierte Gesamtsteifigkeitsmatrix bei Kno-
ten-Kanten-Netzwerken, die das Volumen M;
nicht vollstandig ausfillen

Abbildung 29: Testwirfel bei dem nicht in jeder Oberflaiche des umgebenden
Wiirfels Knoten liegen

Abbildung 29 zeigt ein Knoten-Kanten-Netzwerk, bei dem lediglich in vier
Oberflachen des wiurfelféormigen Volumens M; Knoten des Knoten-Kanten-
Netzwerks liegen. Im Inputdeck werden daher auch nur vier Constraints beno-

tigt.

68



7. Ergebnisse

In einer ersten Simulation wird das in Abbildung 29 gezeigte Knoten-Kanten-
Netzwerk durch die 24 Verschiebungsfélle belastet. Die Simulation beendet
die Berechnungen ohne Fehlermeldungen. Wird beispielsweise eine Verschie-
bung in z-Richtung betrachtet, so kann erkannt werden, dass in Ebenen ortho-
gonal zur z-Achse nicht Uberall die gleiche Verschiebung herrscht (siehe Ab-
bildung 30 oben). Dies ist der Fall, sollte der Testwirfel das gesamte Volumen
M; ausflllen (siehe Abbildung 24 a.). Die Knoten des Knoten-Kanten-Netz-
werks weisen zudem nicht mehr die maximale Verschiebung auf, da sie nicht
in der um einen Millimeter verschobenen Referenzebene liegen. Weil nicht
mehr alle Knoten denselben Verschiebungen unterliegen, resultieren aus den
neuen Verschiebungen unterschiedliche Spannungen in den verschiedenen

Staben des Knoten-Kanten-Netzwerks (siehe Abbildung 30 unten).

U, Magnitude

+1.000e+00 X 7.
[+9.167e-01 (N )X

+8.333e-01 /X %/ \ 2N\ N7 N\
+7.500e-01 AR N/% Ny AN\ /.
+6.667e-01 ¢ v/l
+5.833e-01
+5.000e-01
+4.167e-01
+3.333e-01

+2.500e-01
+1.667e-01
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S, Mises
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[ +2.6766+04
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Abbildung 30: Verschiebungsfall drei angewendet auf den Testquader.
Oben: Verschiebungen des Knoten-Kanten-Netzwerks.
Unten: Spannungen in den Staben des Knoten-Kanten-Netzwerks
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In einer zweiten Simulation wird das Knoten-Kanten-Netzwerk vollstandig iso-
liert. Es liegen keine Knoten auf den Oberflachen des Volumens M;. Das In-
putdeck enthalt daher auch keine Constraints. Die Verschiebung der acht Re-
ferenzknoten ist daher ohne Belastung mdglich. Aus diesem Grund kann die
Simulation nicht ausgefiihrt werden und bricht ab.

Aus diesen zwei Simulationen ergibt sich, dass, sobald Knoten des Knoten-
Kanten-Netzwerks auf der Oberflache des Volumens M; liegen, eine Berech-
nung der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix Uber die Direkte Mechanik
maoglich ist. Liegen hingegen keine Knoten auf der Oberflache von M; kann
keine reduzierte Gesamtsteifigkeitsmatrix berechnet werden und ein mogli-

ches Knoten-Kanten-Netzwerk im Inneren von M; bleibt unbertcksichtigt.
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Eine mdgliche Erklarung fur die Abweichungen der Gesamtsteifigkeitsmatrizen
K jesmatiap UNd Kgeg apaqus (Si€he Abbildung 21) liegt in der Knotendefinition im
Inputdeck, das flr die Bestimmung von K g.s apaqus VErwendet wird. Die Kno-
tenkoordinaten werden im Inputdeck mit sechs Nachkommastellen definiert.
Die Matlab-Implementierung berechnet K .qmqnqap hingegen unter Verwen-
dung von Knotenkoordinaten mit 15 Nachkommastellen. Die Rundung auf
sechs Nachkommastellen fiihrt zu einer Anderung der Stablangen. Da die
Steifigkeit eines Stabes nach Gleichung 4.9 von der Stablange abhangt, be-
einflusst der Rundungsfehler diese direkt. Die Abweichungen aufgrund der
Rundungsfehler sind bei Vergleichen der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix

K,.q mit der Gesamtsteifigkeitsmatrix K ;¢ mariap ZU berticksichtigen, da diese

zu einer hoheren Spektralnorm von K,.; (systematischer Fehler) beitragen
kénnen.

Im Zusammenhang mit den Rundungsfehlern soll hier auch auf einen Unter-
schied bei der Simulation mit Abaqus Job und Abaqus CAE eingegangen wer-
den (siehe Kapitel 4.3). Wahrend bei der Simulation mit Abaqus Job das in
Matlab erstellte Inputdeck zugrunde liegt, wird bei der Simulation mit Abaqus
CAE ein neues Inputdeck fur das importierte Modell erstellt. Werden diese bei-
den Inputdecks flir den gleichen Testwirfel verglichen, kann ein Unterschied
in der Knotendefinition festgestellt werden. Die Knotenkoordinaten im durch
Matlab erstellten Inputdeck enthalten wie oben bereits beschrieben sechs
Nachkommastellen. Im durch Abaqus generierten Inputdeck enthalten sie acht
oder mehr Nachkommastellen, falls die Knotenkoordinaten nicht bereits wie
z.B. bei Testwirfel 3x5 weniger als 6 Nachkommastallen aufweisen. Hierbei
entsprechen die hinzukommenden Nachkommastellen nicht einer genaueren
Rundung der in Matlab generierten Werte (siehe Anhang G). Werden die Re-
aktionskrafte sowohl mit Abaqus Job als auch mit Abaqus CAE bestimmt, so
weichen diese voneinander ab, falls im Inputdeck durch Abaqus CAE Nach-
kommastellen hinzugefugt wurden (siehe Anhang G).

Beispiel: Die Reaktionskraft an Knoten eins bei Testwirfel 4x5

(Verschiebungsfall eins) ist bei der Simulation mit Abaqus CAE ca. 8,75 %
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kleiner als bei der Simulation mit Abaqus Job. Diese Abweichung scheint mit
zunehmender Gesamtknotenanzahl jedoch kleiner zu werden. So betragt sie
bei Testwitirfel 10x5 an Knoten eins (Verschiebungsfall eins) nur 0,38 %.

Die Bestimmung der Reaktionskrafte erfordert daher die konsequente Nutzung
entweder von Abaqus Job oder von Abaqus CAE, um Fehler innerhalb eines
Vergleichs zu vermeiden. Da fur die in Kapitel 7 vorgestellten Ergebnisse
konsequent Abaqus Job verwendet wurde, kdnnen diese als reprasentative
Ergebnisse gewertet werden. Die Abweichungen legen dennoch nahe, dass
Testwurfel mit einer geringen Gesamtknotenanzahl bei Vergleichen wie z.B. in
Abbildung 26 nicht bertcksichtigt werden sollten. Vergleiche wie z.B. in Kapitel
7.2.2 sind dennoch auch bei kleinen Testwirfeln von Interesse, da sie
anschauliche Ergebnisse liefern und sich hier bei konsequenter Verwendung
einer Simulationsmethode keine zusatzlichen Fehler untereinander

einschleichen.

Des Weiteren soll an dieser Stelle die Verwendung der Constraints diskutiert
werden. Die Constraints werden fur die  Aufbringung des
Verschiebungsansatzes benétigt. Auf3erdem dienen sie der Lagerung von
Kanten, die bei der Aufteilung des Femurkopfs in die Subvolumina geschnitten
werden. Gleichzeitig kann durch sie aber mdglicherweise auch die erhéhte
Spektralnorm der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix K,.; gegentber der
Gesamtsteifigkeitsmatrix — Kgoomariap  resultieren.  Wird  beispielsweise
Verschiebungsfall eins auf einen Testwirfel mit Verschiebungsansatz
angewendet, so verschieben sich alle Knoten, die in der durch die
verschobenen Eckknoten definierten Oberflache liegen. Bei einer
Verschiebung der Eckknoten ohne Verschiebungsansatz werden die anderen
Knoten nicht um den gleichen Betrag verschoben. Hieraus folgt eine Erhohung
der Steifigkeit. Wie Abschnitt 7.2.3 jedoch zeigt, besteht ein linearer

Zusammenhang zwischen K,.; und Kgesmauap- Dieser erlaubt eine

Anpassung von K., in einem nachfolgenden Postprocessing.

Im Rahmen des in Abschnitt 7.2.4 vorgestellten Vergleichs zwischen der

reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix K,.; und der Steifigkeitsmatrix eines
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Hexe-8 Elements K ..._g Wird auf das Volumen der Stabe V.5 €iNgegangen.
Eine rein theoretische Berechnung der Steifigkeitsmatrizen ist trotz der
Doppelbelegung des Volumens maglich. Eine solche Doppelbelegung kann in
der Realitat allerdings nicht erfolgen. Dartber hinaus ist zu beriicksichtigen,
dass bei konstanter Querschnittsflache A und mit Verringerung der Stabléange
die Annahme eines schlanken Stabes verloren geht. Da in dieser Arbeit rein
theoretische Betrachtungen auf einem idealisierten Knoten-Kanten-Netzwerk
angestellt werden, kbénnen die Berechnungen durchgefiihrt werden. Fir eine
Berechnung eines aus Spongiosa abgeleiteten Knoten-Kanten-Netzwerks

sind die oben genannten Punkte jedoch zu bertcksichtigen.

Die in dieser Arbeit erfolgten Untersuchungen zeigen, dass die Anisotropie ei-
nes Knoten-Kanten-Netzwerks in der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix ab-
gebildet wird. Des Weiteren wird ein linearer Zusammenhang zwischen der
Spektralnorm der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix K,.; und der Spektral-
norm der Gesamtsteifigkeitsmatrix Kgesmariap 9€Z€Igt. Aus diesem Ergebnis
kann die Mdglichkeit einer Anpassung der reduzierten Gesamtsteifigkeits-
matrix in einem Postprocessing abgeleitet werden.

Zusammenfassend lasst sich daher aus den in dieser Arbeit erfolgten Unter-
suchungen schlussfolgern, dass die Anwendung der Direkten Mechanik auf
Knoten-Kanten-Netzwerke mit eindimensionalen finiten Elementen einen viel-
versprechenden Ansatz zur Bestimmung der Steifigkeit der Spongiosa im

Femurkopf darstellt.
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Fur weitere Untersuchungen der Anwendung der Direkten Mechanik auf Kno-
ten-Kanten-Netzwerke mit eindimensionalen finiten Elementen bieten sich ver-
schiedene Herangehensweisen an.

Zum einen konnen die in dieser Arbeit verwendeten Stabe durch Balkenele-
mente ersetzt werden. Es kann anschlieRend die reduzierte Gesamtsteifig-
keitsmatrix eines nach Kapitel 3 abgeleiteten Modells der Spongiosa mit Sta-
belementen und Balkenelementen berechnet werden. Durch einen Vergleich
voN K oq scabetemente UNA Kroq aikenelemente KANN entschieden werden, ob eine
Modellierung der Spongiosa durch Balkenelemente, und daher mit mehr Frei-
heitsgraden pro Knoten, erforderlich ist. Ein solcher Vergleich wiirde zudem
eine Aussage Uber eine mogliche Biegebelastung der Trabekel erlauben.
Wird der in dieser Arbeit verwendete Testwirfel betrachtet, so stellt sich die
Frage: Gelingt die Reduzierung der Gesamtsteifigkeitsmatrix auf acht Knoten
auch bei komplexeren Netzwerken? Diese Frage beschaftigt sich mit der The-
matik, ob das durch die inneren Knoten aufgebaute Netzwerk bei zufalligen
Knoten-Kanten-Netzwerken durch die acht Referenzknoten ausreichend be-
schrieben wird. Da die Direkte Mechanik nicht vorschreibt, wie viele Referenz-
knoten zu verwenden sind, kénnen daher auch Untersuchungen mit z.B. 20
Referenzknoten (Hexe-20 Element) angestellt werden. Dartber hinaus be-
steht zudem die Moglichkeit die Geometrie des Volumens M; frei zu wéahlen.
Zu beachten ist hierbei, dass sich hierdurch die bengtigte Anzahl an linear un-
abhangigen Verschiebungsfallen und die Dimension der reduzierten Ge-
samtsteifigkeitsmatrix erhoht.

Abschliel3end ist zu erwéhnen, dass sich die Anwendung der Direkte Mecha-
nik nicht nur auf die Bestimmung der Steifigkeit der Spongiosa beschrankt. Die
Bestimmung der Steifigkeit von pordsen, schaumartigen Materialien, die auf-
grund der bendtigten Rechenressourcen bisher nicht méglich war, ist mit Hilfe
der Direkten Mechanik ebenso denkbar. Voraussetzung hierfur wéare jedoch
eine vorhandene Modellierbarkeit als Knoten-Kanten-Netzwerk und ein be-

kanntes Materialmodell (Elastizititsmodul E und Poissonzahl v).
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Anhang A

Wie in Kapitel 3 beschrieben, werden mit Hilfe des Computertomographen die
Intensitatsverlaufe der abgeschwéchten Strahlung aus unterschiedlichen Win-
keln aufgenommen. Die Schnittbildgenerierung kann mit Hilfe analytischer
oder algebraischer Rekonstruktionsmethoden erfolgen (Maier et al. 2018). Es
wird folgend die algebraische Rekonstruktionsmethode aus Maier et al. (2018)

vorgestellt.
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Abbildung 31: Diskretisierung des Schichtbildes mit eingezeichneten
Strahlen aus zwei verschiedenen Richtungen (nach
(Maier et al. 2018))

Das Schichtbild wird durch endlich viele Pixel diskretisiert (siehe Abbildung
31). Fir jedes Pixel muss der Absorptionskoeffizient u bestimmt werden. Wird
ein Intensitatsverlauf aus einer Richtung aufgezeichnet, kann mit Hilfe der
Ausgangsintensitat I, der Strahlung, der Gesamtabsorptionsverlauf bestimmt
werden. Ein Strahl durchlauft bis zum Detektor endlich viele Pixel. Die Strah-
lung wird bei jedem Pixeldurchtritt entsprechend des Absorptionsverhaltens
des Pixels abgeschwécht. Die Summe der Abschwachungen ergibt die Ge-
samtabsorption entlang des Strahls. Aus diesen Uberlegungen folgt fur die in

Abbildung 31 angegebene Diskretisierung ein lineares Gleichungssystem:
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Axu=mp (Gl. A1)

Wobei p = (i, i, ..., Ug, o) T der Vektor der Absorptionskoeffizienten und p =
(p1, P2, P3P, s, Pe)T der Vektor der Gesamtabsorptionen je Strahl ist. Durch
Losen dieses linearen Gleichungssystems kdnnen die Absorptionskoeffizien-
ten u; bestimmt werden. Die Dimension der Matrix A wachst mit einer feineren
Diskretisierung und der Anzahl gemessener Gesamtabsorptionen. Da es sich
bei A um eine diinnbesetzte Matrix handelt, kdbnnen spezielle Speicherverfah-

ren zur Reduktion des benotigten Speicherplatzes angewendet werden

Um die Absorptionskoeffizienten, die von der verwendeten Strahlung abhan-
gen, unterschiedlicher Computertomographen vergleichen zu kénnen, wird die
sogenannte Hounsfield-Einheit (HE) verwendet (Maier et al. 2018; Krestel
1988). Diese ist wie folgt definiert (Maier et al. 2018):

= ( F_ 1) £ 1000 (Gl. A.2)

Hwasser

Als BezugsgrofRe wird der Absorptionswert py .. VON Wasser verwendet.
Dieser hat daher den normierten Wert ' = 0 HE. Fur Knochen ergibt sich in
Abhangigkeit des Knochenmaterials ein u'-Bereich von ca. 60 HE bis 3000 HE
(Krestel 1988).
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Anhang B

*Heading

** job name: Testwuerfel

** Generated by: Skript Inputdeck_erstellen_mit_constraints.m by M.Schmid Header
*Preprint, echo=NO, model=NO, history=NO, contact=NO

*%

*PARTS

*%

*Part, name=Wuerfel
*End Part

*%

* ASSEMBLY

*%

*Assembly, name=Assembly

*%

*Instance, name=Wuerfel-instance, part=Wuerfel
*Node N\

1, 0.000000, 0.000000, 0.000000
2, 0.000000, 0.000000, 5.000000
3, 0.000000, 5.000000, 0.000000
4, 0.000000, 5.000000, 5.000000 Definition der Knoten-
5, 5.000000, 0.000000, 0.000000 koordinaten (x,y, z).
6, 5.000000, 0.000000, 5.000000 Knoten eins bis acht
7, 5.000000, 5.000000, 0.000000 sind die Referenzkno-
8, 5.000000, 5.000000, 5.000000 > ten (da dies Testwiir-
9, 0.000000, 0.000000, 0.000000 fel 2x5 ist, fallen alle
11, 0.000000, 5.000000, 0.000000 Knoten des Testwur-
12, 0.000000, 5.000000, 5.000000 Ler:ztr:: Sf:afner;ifs)”z
13, 5.000000, 0.000000, 0.000000
14, 5.000000, 0.000000, 5.000000
15, 5.000000, 5.000000, 0.000000
16, 5.000000, 5.000000, 5.000000 J Definition Elementtyp
*Element, type=T3D2 » T:. Truss; 3D: dreidi-
1, 9, 12 A mensional; 2: 2 Knoten
2, 9, 14
3, 9, 15
4, 10, 11
S, 10, 13 Definition der Kanten
3’ ﬂ 12 mit Kantennummer,
8. 11 16 Start- und Endknoten
9, 12, 14
10, 12, 15
11, 13, 16
12, 14, 15 J
*Nset, nset=Knoten, generate
1, 16, 1
*Elset, elset=Wuerfelelemente, generate
1, 12, 1
** Section: Defln.mon" der "Que.r—
*Solid Section, elset=Wuerfelelemente, material=Steel schmttsflgc?he fur die
0.010000 oben definierten Kan-
ok ten

*End Instance
*%

*k
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*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
5

*Nset ,
6

*Nset ,
7

*Nset ,
8

*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
1, 2,5,
*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
3

*Nset ,
4

*Nset ,
7

*Nset ,
8

*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
1, 3,5,
*Nset ,
2

*Nset ,
4

*Nset ,
6

*Nset ,
8

*Nset ,
3,4,7,
*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
1, 2, 3,
*Nset ,
1

*Nset ,
2

*Nset ,
5

*Nset ,
6

*Nset ,
2, 4,6,
*Nset ,
1,2, 3,

nset=SET_11, instance=Wuerfel-instance

4

nset=SET_12, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=SET_13, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=bc_Set 11, instance=Wuerfel-instance

nset=bc_Set 12, instance=Wuerfel-instance
nset=bc_Set 13, instance=Wuerfel-instance
nset=bc_Set 14, instance=Wuerfel-instance

nset=SET_21, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=SET_22, instance=Wuerfel-instance

6

nset=SET_23, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=bc_Set 21, instance=Wuerfel-instance

nset=bc_Set 22, instance=Wuerfel-instance
nset=bc_Set_ 23, instance=Wuerfel-instance
nset=bc_Set_ 24, instance=Wuerfel-instance

nset=SET_31, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=SET_32, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=SET_33, instance=Wuerfel-instance

7

nset=bc_Set 31, instance=Wuerfel-instance

nset=bc_Set_ 32, instance=Wuerfel-instance
nset=bc_Set_ 33, instance=Wuerfel-instance
nset=bc_Set_ 34, instance=Wuerfel-instance

nset=SET_41, instance=Wuerfel-instance

8

nset=SET_42, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=SET_43, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=bc_Set_41, instance=Wuerfel-instance

nset=bc_Set_42, instance=Wuerfel-instance
nset=bc_Set 43, instance=Wuerfel-instance
nset=bc_Set 44, instance=Wuerfel-instance
nset=SET_ 51, instance=Wuerfel-instance

8

nset=SET_ 52, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

11. Anhang
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*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
1

*Nset ,
3

*Nset ,
5

*Nset ,
7

*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
1, 3,5,
*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
2

*Nset ,
4

*Nset ,
6

*Nset ,
8

*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
4

*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
2,3, 4,
*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
1

*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
5

*Nset ,
1, 2, 3,
*Nset ,
1, 2, 3,
*Nset ,
2,3, 4,
*Nset ,
1

*Nset ,
1,2, 3,
*Nset ,
1,2, 3,

nset=SET_53, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8
nset=bc_Set 51, instance=Wuerfel-instance

nset=bc_Set 52, instance=Wuerfel-instance
nset=bc_Set 53, instance=Wuerfel-instance
nset=bc_Set 54, instance=Wuerfel-instance

nset=SET_61, instance=Wuerfel-instance
4,5/6,7,8

nset=SET_62, instance=Wuerfel-instance

7

nset=SET_63, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=bc_Set_ 61, instance=Wuerfel-instance

nset=bc_Set_ 62, instance=Wuerfel-instance
nset=bc_Set 63, instance=Wuerfel-instance
nset=bc_Set 64, instance=Wuerfel-instance

nset=SET_71, instance=Wuerfel-instance
5,6,7,8

nset=SET_72, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=SET_73, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=bc_Set 71, instance=Wuerfel-instance

nset=SET_81, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=SET_82, instance=Wuerfel-instance
56,7,8

nset=SET_83, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=bc_Set_ 81, instance=Wuerfel-instance

nset=SET_91, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=SET_92, instance=Wuerfel-instance
4,6,7,8

nset=SET_93, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=bc_Set 91, instance=Wuerfel-instance

nset=SET_101, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=SET_102, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

nset=SET_103, instance=Wuerfel-instance
5,6,7,8

nset=bc_Set_ 101, instance=Wuerfel-instance

nset=SET_ 111, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8
nset=SET_ 112, instance=Wuerfel-instance
4,5,6,7,8

11. Anhang
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*Nset , nset=SET_113, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,6,7,8

*Nset , nset=bc_Set_111, instance=Wuerfel-instance
5

*Nset , nset=SET_121, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,56,7,8

*Nset , nset=SET_122, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5,6,7,8

*Nset , nset=SET_123, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5,6,8

*Nset , nset=bc_Set_121, instance=Wuerfel-instance
7

*Nset , nset=SET_131, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,56,7,8

*Nset , nset=SET_132, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,56,7,8

*Nset , nset=SET_133, instance=Wuerfel-instance
1,2,4,5/6,7,8

*Nset , nset=bc_Set_131, instance=Wuerfel-instance
3

*Nset , nset=SET_141, instance=Wuerfel-instance
1,2,4,5,6,7,8

*Nset , nset=SET_142, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5,6,7,8

*Nset , nset=SET_143, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,56,7,8

*Nset , nset=bc_Set_141, instance=Wuerfel-instance
3

*Nset , nset=SET_151, instance=Wuerfel-instance
1,3,4,56,7,8

*Nset , nset=SET_152, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5,6,7,8

*Nset , nset=SET_153, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5,6,7,8

*Nset , nset=bc_Set_151, instance=Wuerfel-instance
2

*Nset , nset=SET_161, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5,7,8

*Nset , nset=SET_162, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,56,7,8

*Nset , nset=SET_163, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5,6,7,8

*Nset , nset=bc_Set_161, instance=Wuerfel-instance
6

*Nset , nset=SET_171, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5,6,7

*Nset , nset=SET_172, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,56,7,8

*Nset , nset=SET_173, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,56,7,8

*Nset , nset=bc_Set_171, instance=Wuerfel-instance
8

*Nset , nset=SET_181, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,5,6,7,8

*Nset , nset=SET_182, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5,6,7,8

*Nset , nset=SET_183, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5,7,8

*Nset , nset=bc_Set 181, instance=Wuerfel-instance
4

11. Anhang

Definition der Knoten-
sets fur die Aufbrin-
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*Nset , nset=bc_Set_182, instance=Wuerfel-instance
6

*Nset , nset=SET_191, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5/6,7,8

*Nset , nset=SET_192, instance=Wuerfel-instance
2,3,4,5,6,7,8

*Nset , nset=SET_193, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5,6,7

*Nset , nset=bc_Set_191, instance=Wuerfel-instance
1

*Nset , nset=bc_Set_192, instance=Wuerfel-instance
8

*Nset , nset=SET_201, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,56,7,8

*Nset , nset=SET_202, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,6,7,8

*Nset , nset=SET_203, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,5,6,7,8

*Nset , nset=bc_Set_201, instance=Wuerfel-instance
4

*Nset , nset=bc_Set_202, instance=Wuerfel-instance
5

*Nset , nset=SET_211, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5,6,7,8

*Nset , nset=SET_212, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,56,8

*Nset , nset=SET_213, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,56,7,8

*Nset , nset=bc_Set_211, instance=Wuerfel-instance
7

*Nset , nset=SET_221, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5,6,7,8

*Nset , nset=SET_222, instance=Wuerfel-instance
1,2,4,5,6,7,8

*Nset , nset=SET_223, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5,6,7,8

*Nset , nset=bc_Set_221, instance=Wuerfel-instance
3

*Nset , nset=SET_231, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,56,7,8

*Nset , nset=SET_232, instance=Wuerfel-instance
1,3,4,5,6,7,8

*Nset , nset=SET_233, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,5,6,7,8

*Nset , nset=bc_Set_ 231, instance=Wuerfel-instance
2

*Nset , nset=SET_241, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,56,7,8

*Nset , nset=SET_242, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,457

*Nset , nset=SET_243, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4,56,7,8

*Nset , nset=bc_Set_241, instance=Wuerfel-instance
6

*Nset , nset=bc_Set_242, instance=Wuerfel-instance
:

*Nset , nset=m_Set-1, instance=Wuerfel-instance
1,2,3,4

*Nset , nset=s_Set-1, instance=Wuerfel-instance
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9,10, 11, 12

*Nset , nset=m_Set-2, instance=Wuerfel-instance

56,7,8

*Nset , nset=s_Set-2, instance=Wuerfel-instance

13, 14, 15, 16

*Nset , nset=m_Set-3, instance=Wuerfel-instance

1,2,5,6

*Nset , nset=s_Set-3, instance=Wuerfel-instance

9,10, 13,14

*Nset , nset=m_Set-4, instance=Wuerfel-instance

3,4,7,8

*Nset , nset=s_Set-4, instance=Wuerfel-instance

11,12, 15, 16

*Nset , nset=m_Set-5, instance=Wuerfel-instance

1,357

*Nset , nset=s_Set-5, instance=Wuerfel-instance

9,11, 13,15

*Nset , nset=m_Set-6, instance=Wuerfel-instance

2,4,6,8

*Nset , nset=s_Set-6, instance=Wuerfel-instance

10, 12, 14, 16
*Surface, type=NODE,
m_Set-1, 1.000000
*Surface, type=NODE,
s_Set-1, 1.000000
*Surface, type=NODE,
m_Set-2, 1.000000
*Surface, type=NODE,
s_Set-2, 1.000000
*Surface, type=NODE,
m_Set-3, 1.000000
*Surface, type=NODE,
s_Set-3, 1.000000
*Surface, type=NODE,
m_Set-4, 1.000000
*Surface, type=NODE,
s_Set-4, 1.000000
*Surface, type=NODE,
m_Set-5, 1.000000
*Surface, type=NODE,
s_Set-5, 1.000000
*Surface, type=NODE,
m_Set-6, 1.000000
*Surface, type=NODE,
s_Set-6, 1.000000

*Tie, name=Constraint-

name=m_Set-1_CNS _, internal
name=s_Set-1_CNS_, internal
name=m_Set-2_CNS_, internal
name=s_Set-2_CNS_, internal
name=m_Set-3_CNS _, internal
name=s_Set-3_CNS_, internal
name=m_Set-4 CNS _, internal
name=s_Set-4 CNS_, internal
name=m_Set-5 CNS _, internal
name=s_Set-5 CNS_, internal
name=m_Set-6_CNS _, internal
name=s_Set-6_CNS _, internal

1, adjust=no

s_Set-1 CNS_, m_Set-1 CNS_

*Tie, name=Constraint-

2, adjust=no

s_Set-2_ CNS_, m_Set-2_CNS_

*Tie, name=Constraint-

3, adjust=no

s_Set-3_CNS_, m_Set-3_CNS_

*Tie, name=Constraint-

4, adjust=no

s_Set-4_CNS_, m_Set-4_CNS_

*Tie, name=Constraint-

5, adjust=no

s_Set-5 CNS_, m_Set-5 CNS_

*Tie, name=Constraint-

6, adjust=no

s _Set-6_ CNS_, m_Set-6_ CNS_

*k

*End Assembly

*%

AN
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*%

** MATERIALS

*%

*Material, name=Steel
*Elastic

210000.000000, 0.300000

*%

Materialdefinition

*%

*%

*STEP

*MATRIX GENERATE, STIFFNESS

*MATRIX OUTPUT, STIFFNESS, FORMAT=COORDINATE
*END STEP

*%

** STEP:

*%

*Step, name=step_LF_1, nlgeom=NO, perturbation
apply load

*Static

1.000000, 1.000000, 0.000010, 1.000000

*%
*%

** BC und VERSCHIEBUNGEN

*%

** BC Type: Displacement/Rotation

*%

*Boundary Definition der Rand-
SET_11,1,1 bedingungen aller
SET_12,2,2 nicht verschobener
*S*ET_13, 3,3 Referenzknoten
*Boundary

bc_Set 11,1, 1, 1.000000 Definition der Ver-
bC_Set_12, 1, 1, 1.000000 Schiebung des Ver-
bc_Set_13, 1, 1, 1.000000 schiebungsfalls
bc_Set 14, 1, 1, 1.000000

’
*%

*»* OQUTPUT REQUESTS

*%

*Restart, write, frequency=0

*%

** F|[ELD OUTPUT: F-Output-2
*%*

*Output, field

*Node Output

RF, U Definition der Aus-
*Element Output, directions=YES gabevariablen
S

*%

** FIELD OUTPUT: F-Output-1

*%

*Output, field, variable=PRESELECT

*%

*»* HISTORY OUTPUT: H-Output-1

*k

*Output, history, variable=PRESELECT

*k

*End Step

N
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Hier: Aus Platzgriinden
nur zwei Steps.
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fall eins
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11. Anhang

Anhang C

Die Permutationsmatrix P wird fir die Umrechnung der Knotennummerierung

und Sortierung der Freiheitsgrade bendétigt. Fir die Umrechnungen gelten die

Gleichungen 5.3 und 5.4 mit der folgenden Matrix P:

10000000000 O0CODO0DCODODODODODODOODGDO
cooo00O0CO0OODOILITOODOODOODODODODOODO
ocooooo0O0ODOCODOODODODOITITOODODOODO
ocoooo100DO0OODOCODODODODODODODODODODOOO
Oo0O0O0DO0CODO0DO0ODO0DO0DO0DO0C1TOOCODO0ODO0OCO0DO0DO0ODO0ODO0DUO
ocooooo0O0OODODOODOODODODODODODOIITO0O00
ocoool1o00O0OO0CODOODODODODODODODODOODO
O 0O0O0DO0CODO0O0ODO0DO0DD1O0O00CO0DO00OCO0DO0CDO0ODO0OO0
ocooooo0oO0ODOCODOODODODODODODODIODOODO

ocooooo0O0ODOD1ITODOCODODODODODODOOODO
ocooooooO0OODOODOODODODODIODODODOODODOO

O o0O0OO0DO0CODO0DO0ODO0DO0DO0DO0CODO0ODO0OCODO0DO0ODCO0DO0DOD0DO0DOI1
0100000000000 O0CO0OCODO0OO0OCODODODODO
O o0oO0OO0DO0ODO0DO0ODCO0D1IO0ODO0DO0DO0ODCO0ODCODO0OO0ODCODODODODO
O 0O0O0DO0CODO0O0ODO0DO0D0DO0DO0DO0OD0ODO0DO0D1IO0O0D0DO0DO0DO

ocoooo0oo01O0O0O0ODO0CODODODODODODODOOODO
ocooooo0O0OODOCODODODODIODODODODOODODO

ocooooooO0OODOODOODOODODODODODODODIOOO
00100000000 0CO0DO0CO0CODO0O0CO0DO0ODO0ODO0ODODQO
ocoooo0ooO0O0OODODOODOITOODODODODODOODODO
ocoooo0oo0O0OODOODOODODODODODODOILIOODOODODO
0O 0O0O0DO0COD100DO0C0DO0CO0DO0DC0ODCO0DO0O0OCO0ODO0ODO0ODO0OO
ocooooo0O0ODOCODOODODOITOODODODOODO
ocooooo0O0OODOCODOODODODODODODODOT11IO

Abbildung 32: Permutationsmatrix zur Umrechnung der Knotennummerierung und Freiheits-

gradsortierung
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11. Anhang

Anhang D

Die Berechnung der reduzierten Gesamtsteifigkeitsmatrix K,.; nach Glei-
chung 4.26 erfordert die Definition von 24 linear unabhangigen Verschie-
bungsfallen. Jeder Verschiebungsfall entspricht dabei einer Spalte in der Ver-
schiebungsmatrix U,,.. Die Nummerierung der Verschiebungsfalle entspricht
dabei der Nummerierung der Spalten der Verschiebungsmatrix U,,..

Im Folgenden ist die Verschiebungsmatrix U,,. dargestellt. Die Nummerierung
der Knoten und Freiheitsgrade erfolgt den Konventionen aus Abbildung 33.
Darlber hinaus werden in Tabelle 1 alle 24 Verschiebungsfélle illustriert. Hier-
fur wird der Testwiurfel 2x5 verwendet. Um die Verschiebungen besser illust-
rieren zu kbnnen, wurden zusétzlich die Kanten entlang der kiirzesten Verbin-

dung zwischen den Knoten eingezeichnet.
_ull_
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Abbildung 33: Konvention fiir die Knotennummerierung und die Sortierung der Verschiebun-
gen in den Verschiebungsvektoren der einzelnen Verschiebungsfalle
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Abbildung 34: Verschiebungsmatrix Uwmc aller 24 Verschiebungsfélle

Spannungslegende:

168e3

103,4e3

[N/mm?|

51,7e3

Verschiebungsfall 2:

Verschiebungsfall 1:
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Verschiebungsfall 3: Verschiebungsfall 4:

Verschiebungsfall 7: Verschiebungsfall 8:
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Verschiebungsfall 9:

Verschiebungsfall 10:

Verschiebungsfall 13:
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Verschiebungsfall 15:

Verschiebungsfall 16:

Verschiebungsfall 20:
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Verschiebungsfall 21: Verschiebungsfall 22:

Verschiebungsfall 23: Verschiebungsfall 24:

Tabelle 1: Alle 24 Verschiebungsfalle angewendet auf den Testwirfel 2x5 mit zuséatzlichen
Eckkanten. Zusatzlich sind die aus den Verschiebungen in den Stében resultieren-
den Spannungen eingezeichnet.
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Anhang E

U, Magnitude
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Abbildung 35: Vergleich der in den Staben des Testwiirfels 8x5 auftretenden Spannungen bei
der Verwendung von "adjust = yes" und "adjust = no" in der Definition der Cons-
traints.
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In Kapitel 7.2.1 wird der Unterschied bei der Verwendung von "adjust = yes"
und "adjust = no" in der Definition der Constraints am Beispiel des Testwir-
fels 15x5 vorgestellt. Bei diesem Testwirfel beendet Abaqus die Simulation
lediglich bei der Verwendung von "adjust = no". Bei Testwurfeln bis ein-
schlie3lich k,,4.; = 8 Knoten entlang einer Wiirfelkante beendet die Simula-
tion die Berechnung auch bei der Verwendung von "adjust = yes". Da fur die
Simulation aller Testwurfel die gleiche Definition der Constraints verwendet
werden soll, wird auch fur diese Testwiirfel "adjust = no" gesetzt. Dies hat
eine Spannungstberhéhung zur Folge, wie sie auch bei grol3eren Testwurfeln
auftritt. Diese Spannungsiberhdéhung wird in Abbildung 35 am Beispiel des

Testwurfels 8x5, der Verschiebungsfall eins unterworfen wird, illustriert.
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Anhang F

Fur den Vergleich der reduzierten Gesamtsteifigkeit eines symmetrischen und

eines asymmetrischen Testwirfels wird die Differenzmatrix D =

K eq symmetrisch — Kred,asymmetriscn 9€bildet. Die Elemente werden nachfol-
gend in Submatrizen kombiniert, um die gesamte Differenzmatrix D darstellen

zu kénnen. Eine beispielhafte Spalte, die wie in Abschnitt 7.2.2 beschrieben,

geringere Abweichungen aufweist, ist rot markiert.

-249,60
-9,28
-4,43

-177,44
9,28
0,00

-57,35

| 9,28

-0,89
-28,06
-9,28
0,00
245,18
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0,00

| 181.87

D=

-9,28
18,56
-9,28
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0,00
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Anhang G

Der in der Diskussion erwahnte Unterschied bei der Verwendung von Abaqus
Job und Abaqus CAE wird in den nachfolgenden Abbildungen verdeutlicht.
Hierflr sind in Tabelle 2 die Unterschiede der Knotenkoordinaten in den bei-
den Inputdecks fur Testwurfel 4x5 dargestellt. In dem Tabellen 3 und 4 sind
die Reaktionskrafte, die sich bei Verschiebungsfall eins ergeben, sowohl fur

den Testwurfel 4x5 als auch fur den Testwurfel 10x5 dargestellt.

*Node *Node

1, 0.000000, 0.000000, 0.000000 1, 0., 0., 0.

2, 0.000000, 0.000000, 5.000000 2, 0., 0., 5.

3, 0.000000, 5.000000, 0.000000 3, 0., 5., 0.

4, 0.000000, 5.000000, 5.000000 4, 0., 5., 5.

5, 5.000000, 0.000000, 0.000000 5, 5., 0., 0.

6, 5.000000, 0.000000, 5.000000 6, 5., 0., 5.

7, 5.000000, 5.000000, 0.000000 7, 5., 5., 0.

8, 5.000000, 5.000000, 5.000000 8, 5., 5., 5.

9, 0.000000, 0.000000, 0.000000 9, 0., 0., 0.

10, 0.000000, 0.000000, 1.666667 10, 0., 0., 1.66666698
11, 0.000000, 0.000000, 3.333333 11, 0., 0., 3.33333302
12, 0.000000, 0.000000, 5.000000 12, 0., 0., 5.

13, 0.000000, 1.666667, 0.000000 13, 0., 1.66666698, 0.

14, 0.000000, 1.666667, 1.666667 14, 0., 1.66666698, 1.66666698
15, 0.000000, 1.666667, 3.333333 15, 0., 1.66666698, 3.33333302
16, 0.000000, 1.666667, 5.000000 16, 0., 1.66666698, 5.

17, 0.000000, 3.333333, 0.000000 17, 0., 3.33333302, 0.

18, 0.000000, 3.333333, 1.666667 18, 0., 3.33333302, 1.66666698
19, 0.000000, 3.333333, 3.333333 19, 0., 3.33333302, 3.33333302
20, 0.000000, 3.333333, 5.000000 20, 0., 3.33333302, 5.

Tabelle 2: Knotendefinition der ersten 20 Knoten des Testwirfels 4x5. Knoten eins bis acht
stellen die Referenzknoten dar.
Links: Die Knotendefinition aus dem in Matlab generierten Inputdeck (fur Abaqus
Job)
Rechts: Die Knotendefinitionen, die hach dem Modellimport durch Abaqus CAE
erstellt wurden
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Node Label RF.Magnitude RERF1 RF.RF2 RF.RF3
@Loc1 @Loc1 @.ocl @.ocl
1 1.83404333E+03 -1.52673633E+03 -718.606567 -718.606567
2 1.77502100E4+03 -1.47569751E+03 -677.758850 716.700256
3 1.77502100E+03  -1.47569751E+03 716.700256 -677.758850
4 1.69668445E+03 -1.39593323E+03 681948792 681.948792
5 1.80209094E+03  1.52398730E+03 -680.071533 -680.071533
6 1.76711401E403  148073010EH+03 -673.270874 690.533386
7 1.76711401E403  148073010E+03 690.533386 -673.270874
8 1.67357239E+03  138861694E+03 660.525391 660.525391
Node Label RF.Magnitude RERF1 RF.RF2 RF.RF3
@Loc 1 @Loc 1 @Loc 1 @Loc 1
1 1.67357239E+03  -1.38861694E+03 -660.525391 -660.525391
2 1.76711401E4+03  -1.48073010E+03 -690.533386 673270874
3 1.76711401E+03  -1.48073010E+03 673.270874 -690.533386
4 1.80209094E+03  -1.52398730E+03 680.071533 680.071533
5 1.69668445E+03 139593323E+03 -681.948792 -681.948792
6 1.77502100E+03 147569751E4+03 -716.700256 677.758850
7 1.77502100E+03 147569751E4+03 677.758850 -716.700256
8 1.83404333E+03 152673633E+03 718.606567 718606567

Tabelle 3: Oben: Reaktionskréfte an den Referenzknoten, verursacht durch Verschiebungsfall
eins, bestimmt mit Abaqus Job. (Testwurfel 4x5)

fall eins, bestimmt mit Abaqus CAE. (Testwurfel 4x5)

Unten: Reaktionskrafte an den Referenzknoten, verursacht durch Verschiebungs-
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Node Label RF.Magnitude RERF1 RF.RF2 RF.RF3
@Loc 1 @Loc 1 @Loc 1 @Loc 1

16.2410840E+03 -13.2591318E+03 -6.62536523E+03 -6.63873389E+03
16.3552227E+03 -13.3749189E+03 -6.62806592E+03 6.68383057E+03
16.3575342E+03 -13.3814736E+03 6.67846729E+03 -6.62594629E+03
16.2560039E+03 -13.2859912E+03 6.62487549E+03 6.62201807E+03
16.3277393E+03 13.3325518E+03 -6.67474805E+03 -6.65476221E+03
16.3459229E+03 13.3514111E+03 -6.70852930E+03 6.62756787E+03
16.3522246E+03 13.3492227E+03 6.63954785E+03 -6.71639160E+03
16.3027051E+03 13.2683311E+03 6.69381787E+03 6.70241748E+03

OO Ul DA WN

Nodelabel RF.Magnitude RF .RF1 RF.RF2 RF.RF3
@Lloc1 @Loc 1 @Loc1 @Loc1

16.3030957E+03 -13.3266201E+03 -6.64062646E+03 -6.64034717E+03
16.3216553E+03 -13.3361650E+03 -6.63199561E+03 6.67530908E+03
16.3218076E+03 -13.3360020E+03 6.67665234E+03 -6.63134814E+03
16.2022363E+03 -13.1996992E+03 6.64414453E+03 6.64347217E+03
16.3527627E+03 13.3488672E+03 -6.67783252E+03 -6.68035498E+03
16.3707578E+03 13.3620928E+03 -6.67410645E+03 6.70167822E+03
16.3669775E+03 13.3608408E+03 6.69809180E+03 -6.67094043E+03
16.110194E+03 13.1266865E+03 6.60567236E+03 6.60253125E+03

XN U1 WN P

Tabelle 4: Oben: Reaktionskrafte an den Referenzknoten, verursacht durch Verschiebungsfall
eins, bestimmt mit Abaqus Job. (Testwirfel 10x5)
Unten: Reaktionskrafte an den Referenzknoten, verursacht durch Verschiebungs-
fall eins, bestimmt mit Abaqus CAE. (Testwiirfel 10x5)
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