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1 Einleitung

In der Festkorperphysik werden die Energien der Elektronen durch Bénder beschrie-
ben. Dabei ist es moglich, ein einzelnes Elektron so anzuregen, dass es vom Valenz-
ins Leitungsband iibergeht. Die entstehende Coulombwechselwirkung zwischen dem im
Valenzband verbliebenen Loch und dem angeregten Elektron fiihrt zur Ausbildung was-
serstoffartiger, gebundener Zustande, die als Exzitonen bezeichnet werden [1].

Die in den 1930er Jahren theoretisch beschriebenen Zusténde [2-4] konnten in den 1950er
Jahren zum ersten Mal nachgewiesen werden [5]. Das dabei verwendete Kupferoxydul
(Cug0) stellt ein besonders interessantes Material zur Untersuchung von Exzitonen dar.
Nicht nur war es das erste Material in dem Exzitonen nachgewiesen wurden, in der jiinge-
ren Vergangenheit konnten auch Zustande sehr hoher Hauptquantenzahlen experimentell
aufgelost werden [6]. Die theoretische Beschreibung der Exzitonen fiir diesen Festkor-
per ist folglich von gesteigertem Interesse. Diese ist im Vergleich zum Wasserstoffatom
jedoch deutlich komplexer, da der Kristall nur eine O,-Symmetrie besitzt. Es miissen
also sowohl die Bandstruktur als auch die Interaktion zwischen den Zustdnden die aus
unterschiedlichen Béndern gebildet werden in die Berechnung der Spektren einfliefien,
wodurch chaotische Strukturen ermdglicht werden.

In vorangegangenen Arbeiten [7-10] wurde bereits untersucht, wie sich die Verteilung
der Zustdnde unter Einfluss von &uferen elektrischen und magnetischen Feldern verhalt.
Dabei konnte gezeigt werden, dass die Verteilung der Abstdnde einem Muster folgt,
das aus der theoretischen Beschreibung des Quantenchaos bekannt ist. Hierfiir wurden
skalierte Spektren unter Variation eines Kontrollparameters untersucht, der die Stérke
der angelegten Felder bestimmt.

Vor kurzem wurde zudem untersucht, welchen Einfluss die Wechselwirkung der iiber
unterschiedliche Bander bestimmten Exzitonenserien auf die Spektren im Vergleich
zur semiklassisch bestimmten Dynamik haben [11]. Hierbei wurde zur Skalierung ein
Kontrollparameter eingefiihrt, der die Stérke der Ankopplung zwischen den Exziton-Serien
reguliert, die aus Elektronen aus dem niedrigsten Leitungsband und den beiden iiber
einen Quasispin beschriebenen Valenzbandern gebildet werden.

In der vorliegenden Arbeit wird nun untersucht, welchen Einfluss diese skalierte Spin-
Bahn-Kopplung auf die Levelstatistik der Exzitonenzustédnde hat. Hierbei wird sowohl der
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entstehende Einfluss auf das Spektrum visualisiert als auch mit statistischen Methoden
analysiert. Dabei wird die Néchster-Nachbar-Verteilung des Spektrums in Abhéngigkeit
von einem Kontrollparameter mithilfe einer Brody-Verteilung gefittet, welche einen
Ubergang von Poisson-Statistik zu GOE-Statistik beschreibt. Hierdurch wird untersucht,
wie sehr das Spektrum auf reguldres oder chaotisches Verhalten hindeutet.

1.1 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden zunéchst die theoretischen Grundlagen fiir diese Arbeit erklart.
Dabei wird in Abschnitt 2.1 zunéchst eine einfache Theorie fiir Exzitonen hergeleitet,
gefolgt von den zusétzlichen Betrachtungen, die fiir Exzitonen in Kupferoxydul notwendig
sind. Danach wird in Abschnitt 2.2 eine Einfiihrung in die klassische Dynamik und
ihren Ubergang zur Semiklassik gegeben, welche in der Einfithrung einer Skalierung
miindet. In Abschnitt 2.3 wird dann ein Uberblick iiber die theoretischen Grundlagen
des Quantenchaos gegeben, wobei die in der Arbeit verwendeten statistischen Methoden
motiviert und erklart werden.

Im folgenden Kapitel 3 werden die verwendeten numerischen Methoden zur Berechnung
der Exzitonenzustinde erklart und gezeigt, wie diese ihren zugehorigen irreduziblen
Darstellungen zugeordnet werden konnen.

Danach werden in Kapitel 4 die im Rahmen dieser Arbeit gewonnenen Resultate présen-
tiert. Dabei wird in Abschnitt 4.1 zuerst eine Visualisierung der Spektren in Abhéngigkeit
vom Kontrollparameter betrachtet um die wechselwirkende Beziehung zwischen den
Spektren der beiden Serien zu erldutern. In Abschnitt 4.2 werden dann durch statistische
Analysen gewonnene Néachster-Nachbar-Verteilungen betrachtet, wodurch Riickschliisse
auf die gegeneinander wirkenden reguléren und chaotischen Verhaltensweisen gewonnen
werden konnen.

Am Ende wird in Kapitel 5 dann noch eine Zusammenfassung der Resultate und ein
Ausblick geliefert.
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In den folgenden Abschnitten werden die in der Arbeit verwendeten Theorien und
mathematischen Methoden néher erlautert. Diese konnen in drei Abschnitte eingeteilt
werden. In Abschnitt 2.1 wird dabei auf die Theorie der Exzitonen in Kupferoxydul
eingegangen, in Abschnitt 2.2 werden die Methoden der klassischen und semiklassischen
Dynamik erldutert und eine Skalierung eingefiihrt und in Abschnitt 2.3 werden die fiir
die Betrachtung der quantenmechanischen Spektren relevanten statistischen Methoden
erklart.

2.1 Exzitonen in Kupferoxydul

2.1.1 Wasserstoffartiges Modell

Exzitonen beschreiben eine Klasse gebundener Zustéinden im Halbleiter, die durch die
Einbeziehung der Coulomb-Wechselwirkung zwischen einem Elektron im Leitungsband
und einem Loch im Valenzband erklért werden kénnen [1]. Eine einfache und dennoch
gute Betrachtungsweise fiir Exzitonen in Halbleitern ist dabei, von parabolischen Bandern
und weit ausgedehnten Exzitonen mit grofsem Bahnradius auszugehen. Die mit dieser
vereinfachenden Annahme berechneten Zustdnde werden auch als Wannier- beziehungs-
weise Mott-Wannier-Exzitonen bezeichnet. Das resultierende Problem dhnelt dann dem
des Wasserstoffatoms mit einer zuséatzlichen, konstanten Energieverschiebung durch die
Bandliicke F,, einer materialabhingigen dielektrischen Konstanten ¢ und den durch
die Bandkriimmung bestimmten effektiven Massen m, des Elektrons und my, des Lochs.
Folglich kann der Hamiltonoperator der Exzitonen durch

2

2 2
e
pe + ph

H=F —
et 2me  2my  Armegg |re — Ty

(2.1)

ausgedriickt werden, wobei 7, und 7y, die Ortskoordinaten von Elektron und Loch be-
zeichnen. Die Energieeigenwerte des Hamiltonoperators (2.1) kénnen durch das Einfiithren
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von Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

=T, — T, R = (mere + mury) / (me + ma)
b= (mhpe - meph) / (me + mh) ) P = D, + Py, (22>
M = mg + my, = memy /M

mit dem entsprechenden Hamiltonoperator

2 2 2

P P e
H—F +2 — 2.3
5 2u * 2M  Awege|r| (23)

unter Vernachlédssigung der Schwerpunktbewegung mit Hilfe einer Rydberg-Serie

R yexc

E, =FE, , neN (2.4)
berechnet werden. Die exzitonische Rydberg-Energie weicht hierbei von der vom Was-
serstoffatom bekannten aufgrund der gednderten effektiven Masse und der im Material
prasenten dielektrischen Konstanten ab und wird durch

Ryexc = Ryoo (2 . 5)

moe2
beschrieben, wobei mg die freie Elektronenmasse bezeichnet. Im Folgenden werden
ausschlieflich Exzitonen in Kupferoxydul betrachtet. In diesem ist der einfache Zusam-
menhang nur noch nédherungsweise giiltig und die tatséchliche Verteilung der Zustande
folgt einer komplizierteren Beschreibung.

2.1.2 Kupferoxydul

Bei Kupferoxydul (CuyO) handelt es sich um einen rétlichen Kristall, in dem in den
1950er Jahren zum ersten Mal Exzitonen nachgewiesen werden konnten [5]. Seine kubische
Gitterstruktur setzt sich zusammen aus einem kubisch flichenzentrierten (fec) Gitter
der Kupferatome und einem dazu um 1/4 der Raumdiagonale verschobenen kubisch
raumzentrierten (bcc) Gitter der Sauerstoffatome [12]|. Die Symmetrie des Kristalls wird
damit durch die Raumgruppe O, beschrieben. Zwei der moglichen Elementarzellen sind
in Abbildung 2.1 dargestellt. In der elektronischen Betrachtung handelt es sich bei
Kupferoxydul um einen direkten Halbleiter, dessen Bandstruktur um den Gammapunkt
schematisch in Abbildung 2.2 dargestellt ist. Sowohl Leitungs- als auch Valenzband
sind dort mehrfach entartet, was mit Hilfe der Gruppentheorie genauer erklart werden
kann. Fiir diese Arbeit sind spezifisch die Exzitonen interessant, die durch Elektronen
im untersten Leitungsband und Loécher in den beiden Zweigen des Valenzbandes liegen
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Abbildung 2.1: Schematische Darstellung von zwei mdglichen Elementarzellen des
Kupferoxyduls. Die Sauerstoffatome (blau) liegen dabei in einem bce-Gitter vor, die
Kupferatome (rot) in einem um 1/4 der Raumdiagonale dazu verschobenen fcc-Gitter.

gebildet werden. Dabei spricht man von der griinen respektive gelben Serie, benannt
nach der Farbe des Lichts das zur entsprechenden Anregung fiihrt.

Die Symmetrie der Béinder, beschrieben durch ihre irreduziblen Darstellungen T'F, liefert

einen wichtigen Beitrag zur Klassifizierung der Zustéande. Durch seine relativ grofse
Rydberg-Energie von etwa 100 meV und der damit verbundenen Auflésung der Zusténde
bildet Kupferoxydul einen der wichtigsten Stoffe in der experimentellen Untersuchung
von Exzitonen [12].

2.1.3 Einfluss der Bandstruktur

Das einfache, wasserstoffartige Modell aus Gleichung (2.1) ist nicht ausreichend, um die
Exzitonenzustdnde in Kupferoxydul genau zu beschreiben. Die tatsdchlichen Messergeb-
nisse weichen deutlich von der einfachen Rydberg-Serie ab, die aus dieser Beschreibung
folgen wiirde [6]. Hierfiir gibt es verschiedene Griinde. Zum einen ist der Einfluss der
nicht-parabolischen, mehrfach entarteten Valenzbénder zu nennen, welche dazu fiih-
ren, dass die im einfachen Modell implizierte SO(4)-Symmetrie und damit verbundene
Erhaltung von Bahndrehimpuls und Runge-Lenz-Vektor nur ndherungsweise giiltig ist
und das System durch andere Quantenzahlen charakterisiert werden muss [12]. Zum
anderen werden verschiedene Effekte wie die Austauschwechselwirkung von Elektronen-
und Lochspin ignoriert oder auch der Fakt aufter acht gelassen, dass der exzitonische
Bohr-Radius nicht grof genug ist, um fiir den Grundzustand die Mott-Wannier-Néherung
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r¢ Abbildung 2.2: Schematische
Darstellung der Bander um den

Gammapunkt mit den zugeho-
rigen Symmetrien T} der betei-
ligten Bander. Bandliicke Fj,
Spin-Bahn-Kopplung A und
die fiir diese Arbeit relevanten

m
Q
grine Serie

Serien sind vermerkt.

der grofsen Bahnradien im Verhéltnis zur Gitterkonstante annehmen zu kénnen. Das in
den folgenden Betrachtungen angenommene Modell beinhaltet nur den ersten genannten
Punkt, um eine Skalierungseigenschaft zu behalten, die fiir die weitere Analyse wichtig
ist. Auf diese wird in Abschnitt 2.2 noch genauer eingegangen. Das verwendete Modell
beinhaltet also die komplexe Bandstruktur, wodurch die gelbe und griine Serie nicht mehr
ungestort voneinander betrachtet werden konnen, sondern als untereinander wechselwir-
kend betrachtet werden miissen. Wird der Hamiltonoperator der Exzitonen weiterhin
durch eine Gleichung der Form

H = Eg—i_V(T) _'_Hkin (paIa Sh) +Hso (I7 Sh) (26)

beschrieben, so konnen die einzelnen Terme mit dem einfachen Modell identifiziert werden.
Zur Charakterisierung der Valenzbandstruktur wurde dabei ein Quasispin I eingefiihrt,
dessen Komponenten durch die korrespondierenden Spinmatrizen fiir / = 1 gegeben sind.
Respektive gilt fiir die Komponenten des Lochspins dasselbe fiir S, = % Die potentielle

Energie bleibt wie zuvor die Coulombwechselwirkung und wird in Relativkoordinaten
durch

V(r)=-— (2.7)

dreger

mit den bereits zuvor aufgefiihrten Gréfsen und r = |r| beschrieben. Die kinetische
Energie, zusammengesetzt aus der kinetischen Energie von Loch und Elektron, lésst sich

10
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durch die Gleichung

1
Hyn (p, I, Sh) :2h2m0 {52 (’Yi + 4’)’2)172 +2(m + 2772)172 (I-8Sn) — 67 [pﬁ% + C-P~}

— 12 [p111Sh1 + c.p.] — 1295 [{p1, p2} {11, L} + c.p]
—12n3 [{p1, p2} (11Sh2 + L25n1) + c.p.}

(2.8)
beschreiben [12], wobei hier der Einfluss der komplexen Bandstruktur in den Hamiltonian
eingeht. Dabei gilt {a, b} = 1(ab+ba) und c.p. kennzeichnet die zyklische Permutation der
Komponenten von p,, I und Sy. Die materialspezifischen Luttinger-Parameter ; und n;
beschreiben die mittlere effektive Masse des Lochs und die Aufspaltung und Kriimmung
der Béander durch die zugrundeliegende Symmetrie [12]. Das unterste Leitungsband kann
hingegen durch eine Parabel approximiert werden, wobei nur eine Anderung der effektiven
Masse in den kinetischen Term eingeht. Der letzte Term

2 1
Hso = §A (1 —|— ﬁI : Sh) (29)

beschreibt die Energieaufspaltung zwischen gelber und griiner Serie, welche durch die Spin-
Bahn-Kopplungskonstante A beschrieben wird. Hy, fiihrt zu einer neuen Quantenzahl J,
die den effektiven Lochspin beschriebt und iiber J = I + .5y, die gelbe (J = %) und griine
(J = %) Serie voneinander unterscheidet. J ist dabei allerdings nur unter Vernachlassigung
der komplexen Bandstruktur eine gute Quantenzahl. Die tatséchliche Serie weicht dann
von der einfachen Rydbergserie ab, was durch eine effektive Quantenzahl n.g beschrieben
wird, die in Exziton-Hartree-Einheiten (vgl. Anhang B) durch

1
2
= 2.10
Tofr 2(Eg . E) ( )
definiert werden kann. Unter Einbeziehung der Spin-Bahn-Kopplung lassen sich die
Lochzustande iiber die irreduziblen Darstellungen F;t der Oy-Gruppe beschreiben. Die
Gesamtsymmetrie der Exzitonenzustande

Fexe =Ty @1 (2.11)

setzt sich dann aus der Symmetrie des Valenzbandes I'y und der der einhiillenden
Funktion ['e,,, zusammen [12]. Die entstehenden Blocke kénnen iiber die sechs irreduziblen
Darstellungen I's, T'Z und I's klassifiziert werden, wobei keine Wechselwirkung zwischen
den einzelnen Blocken herrscht [11].

11
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2.2 Semiklassische Dynamik

Die klassische Physik liefert, im Gegensatz zur Quantentheorie, fundamental determi-
nistische Bewegungsgleichungen und Messergebnisse. Trotzdem kann es zu scheinbar
zufilligen Ergebnissen kommen, wenn die von den klassischen Teilchen gewéahlten Bahnen
stark von der Anfangsbedingung abhéngen. Eine kleine Anderung in diesen fithrt dann zu
einem komplett anderen Resultat. Dieses Verhalten eines Systems wird chaotisch genannt.
Bekannte Beispiele hierzu sind das Doppelpendel oder auch der in der Populérwissenschaft
oft genannte Schmetterlingseffekt. Die Methoden, die in der klassischen Mechanik zur
Behandlung solcher Probleme entwickelt wurden, lassen sich iiber eine semiklassische
Beschreibung der Quantenmechanik auch auf Probleme anwenden, die eigentlich von
fundamentaler Quantennatur sind. Im Folgenden wird eine kurze Einfilhrung in die
Methoden der klassischen Chaostheorie gegeben, welche iiber die Semiklassik dann mit
den in der Arbeit verwendeten Methoden des Quantenchaos verbunden wird.

2.2.1 Klassische Dynamik

Die Trajektorien von Teilchen in der klassischen Mechanik konnen in konservativen
Systemen iiber die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

OH

oH
S 2.1
Q=g (2.13)

ausgedriickt werden, wobei H = T4V mit kinetischer Energie 7" und potentieller Energie
V gilt und die Orts- und Impulskoordinaten mit ¢ respektive p bezeichnet werden [13].
Ist ein solches System integrabel, die Anzahl der Erhaltungsgrofien entspricht also der
Anzahl der Freiheitsgrade, so wird die Bewegung auf eine iiber diese Erhaltungsgroften
definierte Mannigfaltigkeit eingeschrankt, wodurch die Bewegung nicht chaotisch sein
kann. Integrable Systeme konnen dann iiber eine kanonische Transformation in Wirkungs-
und Winkelvariablen (I,0) dargestellt werden. Fiir diese gilt

H(I,0)=H(I), (2.14)

1

I; = — ¢ pdq = const., (2.15)
2w C;
0H

= 2.1
Wi =g (2.16)
92» == w,-t -+ Ci, (217)

12
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wodurch die Bewegung auf einen n-dimensionalen Torus mit den Eigenfrequenzen wj
reduziert wird. Ein moglicher Weg von einer geordneten zu einer chaotische Dynamik
ist dann, ein dafiir geeignetes System in einen solchen Teil und einen Stérterm zu
zerlegen, wobei die Stabilitdt der Tori beziiglich eines Einschaltens dieses betrachtet wird.
Zur Betrachtung eines solchen Ubergangs von regulirer zu chaotischer Dynamik wird
das Bild betrachtet, dass entsteht, wenn man die Schnittpunkte der Trajektorien mit
einer im Phasenraum liegenden Hyperflache bildet. Diese auch als Poincaré-Abbildung
bezeichnete Methode zeigt dann, wie unter Variation eines die Stérung steuernden
Kontrollparameters ein Ubergang von regulirer zu chaotischer Dynamik stattfindet,
wobei dieser graduell verlduft und im Ubergangsbereich auch gemischt regulér-chaotische
Strukturen im Phasenraum auftreten kénnen [13].

2.2.2 Semiklassische Theorien

Der Ubergang von der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik der auch als Semi-
klassik bezeichnet wird, findet nun iiber einen Ansatz statt, der nach Einstein, Brillouin
und Keller als EBK-Quantisierung bezeichnet wird. Die Idee ist dabei, die Wirkung
1
I = — d 2.18
o f, P (2.18)
die beim durchlaufen einer elementaren, geschlossenen Kurve C; angesammelt wird mit
I=n(n+ %) (2.19)
zu quantisieren [13]. Dabei beschreibt der Vektor m fiir jeden Zustand einen Satz Quan-
tenzahlen und o den Maslov-Index, welcher die Reflexionen innerhalb von C; zéhlt. Die
semiklassisch quantisierten Energieeigenwerte sind dann iiber die Gleichung

En—H <h (n + %)) (2.20)

bestimmt. Diese Methode ist allerdings nicht immer ausreichend, um die Zustandsdichte
im System zu bestimmen, da die betrachteten Systeme nicht immer integrabel sein
miissen. Eine bessere Beschreibung liefert die Gutzwiller-Spurformel, welche sich tiber

P(E) = 5(E) +Re S5 Appou(E)e™ 5 (2.21)
PPO =1

beschreiben lidsst [11]. Dabei beschreibt der Thomas-Fermi-Term p(E) die mittlere
Zustandsdichte und die Summen laufen iiber die einzelnen primitiven periodischen Orbits
und deren Wiederholungen. Die Amplitude Appo(E) beinhaltet dabei die von den Orbits
und ihren Umgebungen abhéngigen Informationen. Die selbe Form der Gleichung mit
anderen Amplituden lasst sich auch auf integrabel Systeme anwenden und wird dann als
Berry-Tabor-Formel bezeichnet.

13
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2.2.3 Skalierung

Die Anwendung der Spurformel ist besonders fiir solche Systeme elegant, die eine klassi-
sche Skalierungseigenschaft aufweisen, da dann die klassischen Orbits unabhéngig von
einem aufleren Skalierungsparameter w betrachtet werden kénnen, wodurch die Pha-
senraumstruktur gleich bleibt. Die Wirkung Sppp beim Durchlaufen eines primitiven
periodischen Orbits in entsprechend skalierten Koordinaten 7 und p lasst sich dann
durch

Sppo = f pd’l" = ij{ i)d’f“ = wgppo (2.22)
PPO PPO

darstellen, wodurch die skalierte Wirkung Sppo unabhéingig von w wird. In Quanten-
systemen wird folglich der Skalierungsparameter quantisiert, wodurch die Spurformeln
durch

p(w) = p(w) + Re Z Z APPo,zeﬂspgow (2.23)

PPO =1

ausgedriickt werden konnen [11]. Da in der vorliegenden Arbeit eine quantenmechanische
Betrachtung von Spektren erfolgt, die in anderen Arbeiten semiklassisch analysiert
wurden, wurde auch hier mit einem skalierten System gearbeitet. Die Skalierung des
mit dem Hamiltonian (2.6) beschriebenen System soll im Folgenden kurz erldutert
werden. Der Hamiltonian des Systems kann relativ einfach skaliert werden, indem der
nur zu einer konstanten Energieverschiebung fithrende Bandliicke E, und der Spin-Bahn-
Kopplungsterm Hgo in Gleichung (2.6) ignoriert werden. Die verbleibenden Terme (2.7)
und (2.8) lassen sich dann mit der effektiven Quantenzahl n.g vereinfacht als

1
2n2g

1 1
HI) = |50+ ptp 2] 19) = -l (2:24)
darstellen. Dabei kann ein linearer, hermitescher Operator L verwendet werden, der
die volle Information aus dem kinetischen Term (2.8) beinhaltet, da in diesem p nur in
quadratischer Ordnung auftaucht. Mit der Skalierung p = n.gp, 7 = r/n%; bleibt somit
nur noch die Gleichung

T, .. 1 1
e plp — - = —= 2.25
5P TPLP — 2 5 (2.25)

iibrig, in der neg nicht mehr explizit auftaucht und nur noch die Rolle eines Skalierungs-
parameters spielt. Der Spin-Bahn-Kopplungsterm Hgo skaliert allerdings nicht auf diese
Weise, weshalb eine skalierte Spin-Bahn-Kopplungskonstante

~ n2
A= A=A (2.26)

Mo

14
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eingefithrt wird [11], durch die die Skalierungseigenschaft auch fiir den gesamten Hamil-
tonian erhalten bleibt. Der skalierte Spin-Bahn-Kopplungsterm lautet dann

- 2 n2 1

Hy=>—"A(14+—=I-Sy). 2.27

3l ( " h? h) ( )

Der konstante Parameter ny kontrolliert dabei die Stérke der skalierten Spin-Bahn-
Kopplung wobei die tatsdchlichen Losungen des unskalierten Hamiltonians durch n.g = ng
erhalten werden kénnen. Uber den Parameter ng kann somit effektiv gesteuert werden, wie
stark die Spektren von griiner und gelber Serie korreliert sind, womit ny vergleichbar zu
den &uferen Feldern in [7-9] als ein Kontrollparameter fiir die Stérke einer nichtlinearen
Storung dient.

2.3 Quantenchaos

Eine Betrachtung der Chaotizitdt quantenmechanischer Systeme kann auch losgelost von
den korrespondierenden klassischen Trajektorien erfolgen. Ein fundamentales Problem
hierbei ist allerdings, dass die Schrodingergleichung, welche die der Quantenmechanik zu-
grundeliegende Dynamik beschreibt, nur eine lineare Gleichung fiir die Wellenfunktionen
darstellt. Es konnen also keine nichtlinearen und damit potentiell chaotischen Effekte
auftreten, wenn man die Methoden aus Abschnitt 2.1 einfach auf die Schrédingerglei-
chung anstatt der Hamiltonschen Gleichungen anwendet [13]. Die fundamentale Idee zur
Untersuchung von Quantenchaos liegt stattdessen in der Analyse des Spektrums, einer
Verteilung, die jedem System zugeordnet werden kann. Ein Hinweis auf die Chaotizitéat
ist dann, die Kopplung der Zusténde des Spektrums untereinander zu untersuchen. Sind
die einzelnen Zustédnde untereinander gekoppelt, so stofsen sich die Level unter Variation
eines Kontrollparameters ab, wodurch eine andere Levelverteilungsstatistik entsteht als
bei ungekoppelten und damit klassisch reguldren Systemen. Die Essenz liegt also darin,
die Abstandsverteilung der Zusténde

P(AE;) = P(Ejy1 — E) (2.28)

unabhéngig vom System zu betrachten. Die zugrundeliegenden Ideen und Methoden
werden in den folgenden Abschnitten erldutert [13, 14].

2.3.1 NiveauabstoBung

Wird ein einfacher, zweidimensionaler Hamiltonoperator der Form

- Hll H12 )
H = 2.29
( HYy Ha (2.29)
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angenommen um die Charakteristiken des Abstands zwischen den entsprechenden Ener-
gieeigenwerten zu untersuchen, so sieht man, dass diese in drei verschiedene Klassen
unterteilt werden konnen. Hierzu werden die Energieeigenwerte

1 —
E:t - 5 (Hll + H22> + A (230)
mit
_ 1 2 2
A= (Hu — Hy)" + |Hy| (2.31)

betrachtet. Die erste Moglichkeit wird durch den Fall keinerlei Wechselwirkung zwischen
den Zustanden, also verschwindenden Nebendiagonaleintréige

Hip =0 (2.32)

beschrieben. Damit reicht ein einzelner Kontrollparameter A, um eine Niveaukreuzung
der Zustande

E. = Hu(A), E_ = Hpn()\) (2.33)
zu ermoglichen.

Der zweite Fall wird durch eine reelle Matrix mit His # 0 beschrieben. Da eine Niveau-
kreuzung nur dann auftritt, wenn

1 !

A= 1 (Hi — Hyp)? + H7, = (2.34)
gilt, folgt, dass im Allgemeinen zwei Parameter A; » bendtigt werden um diese zu erreichen.
Wird im dritten Fall die allgemeinste Form der Matrix mit komplexen Eintragen gewahlt,
so ergibt sich die Funktion

A = le (Hll — H22)2 + (Re H12>2 + (Im H12)2 ; 0 (235)
welche sogar drei Parameter \; 23 benotigt, um im allgemeinen Fall eine Niveaukreuzung
zu erreichen. Die Charakteristik einer solchen vermiedenen Kreuzung ist in Abbildung
2.3 dargestellt. Assoziiert man die Anzahl der benétigten Kontrollparameter mit der
Wahrscheinlichkeit fiir Niveaukreuzungen |13, 14], so scheint es logisch, dass die entspre-
chenden Matrizen fiir unterschiedlich starke Niveauabstofsungen stehen. Diese Idee soll
spater mit der Theorie der Zufallsmatrizen noch untermauert werden.
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2.3 Quantenchaos

Eigenwerte A
o

—4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4
Kontrollparameter k

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung der Niveauabstoffung der Eigenwerte )\ einer
symmetrischen, reellen Matrix unter Variation eines Kontrollparameters k

2.3.2 Levelstatistik

Wird nicht nur eine einzelne Kreuzung zweier Zustédnde sondern ein ganzes System
betrachtet, so muss ein groferer Teil des Spektrums auf seine Abstandsverteilung hin
untersucht werden. Wie im vorangegangenen Abschnitt 2.3.1 gezeigt, ist die fundamentale
Idee hierzu, die Kopplung der Zusténde des Spektrums untereinander zu untersuchen.
Sind die einzelnen Zusténde untereinander gekoppelt, so stofen sich die Level unter
Variation eines Kontrollparameters ab, wodurch eine andere Levelverteilungsstatistik
entsteht als bei ungekoppelten und damit klassisch reguldren Systemen [13, 14]|. Da
bei den meisten Systemen die mittlere Zustandsdichte von der Energie abhingt, muss
das Spektrum zur universellen Untersuchung zuerst entfaltet werden. Hierzu wird die
Stufenfunktion der Anzahl der Zusténde bis zu einer bestimmten Energie £

N(E) = i O (E - E,) (2.36)
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7

—— Stufenfunktion der Zustande
6 - mittlere Zustandsdichte I__
5 rJ

v
1 ]

0 I | T T T T

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

E

Abbildung 2.4: Beispielhafte Entfaltung eines Spektrums. Die Zustande folgen einer
im Mittel quadratischen Zustandsdichte, fluktuieren allerdings und miissen mit einem
entsprechenden Fit entfaltet werden.

in einen mittleren Anteil N(E) und einen fluktuierenden Anteil Ny(E) zerlegt, so dass

N(E) = N(E) + Ng(E) (2.37)
gilt. Da der mittlere Anteil kein universelles Verhalten zeigt, sondern gerade von der
mittleren Zustandsdichte und damit der Energie abhéngt, soll er aus der Betrachtung
eliminiert werden. Hierzu wird das Spektrum entfaltet. Dabei wird die mittlere Zu-
standsdichte entweder iiber das semiklassische Phasenraumvolumen (27h)¢ der einzelnen
Zustéande und die statistische Beziehung

N(E) = ﬁ / dlg dpO(E — H(p, q)) (2.38)

oder einfacher als empirische Interpolation der Stufenfunktion gewahlt. Dieser Prozess
ist zur Veranschaulichung in Abbildung 2.4 dargestellt.

Die Entfaltung der Zusténde erfolgt dann iiber die Beziehung
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2.3 Quantenchaos

mit der korrespondierenden Abstandsverteilung
P(s;) = P(zit1 — x), (2.40)

wodurch die Abstandsverteilung unabhéngig von der mittleren Zustandsdichte nur noch
die fluktuierenden Anteile enthélt [14]. Die Abstandsverteilung erfiillt dann nicht nur die
Normierungsbedingung

/OO P(s)ds =1 (2.41)

sondern hat auch unabhéngig vom betrachteten System den fixierten Erwartungswert

/ " sP(s)ds = 1, (2.42)

wodurch unterschiedlichste Systeme auf der selben Skala anhand ihrer sonstigen Charak-
teristik auf Chaotizitdt hin bewertet werden konnen.

2.3.3 Poisson- und GOE-Statistik

Dieser Abschnitt orientiert sich an Referenz [14].

Da die ersten beiden Fille der Niveauabstofung, beschrieben durch Gleichung (2.32) und
(2.34) in der folgenden Arbeit von besonderem Interesse sein werden, werden die aus
diesen hervorgehenden Verteilungen genauer betrachtet. Im Fall der integrablen Systeme
sind die Eigenwerte direkt aus der Matrix bestimmt und konnen im Allgemeinen als
unkorreliert angenommen werden. Wird eine mittlere Zustandsdichte von p angenommen,
so lasst sich die Wahrscheinlichkeit dafiir den néchsten Zustand im Abstand s bis s + ds
von einem fixierten Eigenwert zu finden durch

: s\N
P(s)ds = ]\}1_{1100 (1 — pﬁ> pds (2.43)
beschreiben. Dabei wurde das unbesetzte Intervall [0, s] in N Teilstiicke zerteilt. Fiir
eine mittlere Zustandsdichte von p = 1 ergibt sich fiir die Abstandsverteilung dann die
Poissonverteilung

P(s) = e~*. (2.44)

Komplizierter wird es, wenn der zweite Fall betrachtet wird. Hierbei wird davon Ge-
brauch gemacht, dass die Fluktuationen im Spektrum im Rahmen der ,random matrix
theory“ (RMT) durch Ensembles von Zufallsmatrizen beschrieben werden kénnen, deren
Symmetrie mit der des betrachteten Hamiltonoperators iibereinstimmt. Angewandt auf
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die in Gleichung (2.34) beschriebenen reellen, symmetrischen, 2 X 2-Matrizen bedeutet
dies, dass die betrachteten Wahrscheinlichkeitsverteilungen invariant unter orthogonalen
Transformationen sein miissen. Dies wird mathematisch durch

P(H)dH = P(H')dH', H'=OHO™ (2.45)

mit orthogonalen Operatoren O beschrieben. Zudem werden die einzelnen Matrixeintrage
als voneinander unabhéngig vorausgesetzt und die Wahrscheinlichkeitsverteilung normiert,
was durch

P(H) = Py (Hi1) Py (Hy2) Pra (Hi2) (2.46)
+o0
/ P(H)dHy1dHypdHyy =1 (2.47)

ausgedriickt wird. Wird nun die in Gleichung (2.45) geforderte Invarianz unter orthogo-
nalen Transformationen ausgenutzt, so erhélt man als Ergebnis

P(H) = Ce= AT H?, (2.48)

wobei die Konstanten A und C' durch Normierung und Erwartungswert festgelegt sind.
Wird aus dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung die Verteilung der Absténde der zugehori-
gen Kigenwerte ermittelt, so erhélt man die Wignerverteilung des Gaufs-orthogonalen-
Ensembles (GOE)

m T2

P(s) = 556’? : (2.49)
Dieses Ergebnis ist auch in der Verallgemeinerung auf héherdimensionale Operatoren
giiltig.

2.3.4 Brody-Verteilung

Sowohl fiir die Poisson- als auch die GOE-Statistik existieren folglich exakte Gleichungen
zur Beschreibung der Abstandsverteilung. Der Ubergang zwischen dieser reguléren re-
spektive chaotischen Struktur unter der Variation eines Kontrollparameters ist unklar.
Der wahrscheinlich intuitivste Ansatz lauft dabei iiber die Einfithrung eines einzelnen
Parameters in den Exponenten der entsprechenden Verteilungsfunktion, wobei dessen
Randwerte genau den Poisson- beziehungsweise GOE-Verteilungen entsprechen. Die von
Brody 1973 [15] vorgeschlagene Variante ldsst sich dabei durch

P(s) = As¥e P (2.50)

20



2.3 Quantenchaos

beschreiben, wobei fiir den zum Anpassen der Funktion ausgewéahlten Parameter w
w € [0,1] (2.51)

gilt. Dabei entspricht w = 0 der Poisson- und w = 1 der GOE-Verteilung. Da die Statistik
unabhéngig von w der Normierungsbedingung und der Fixierung ihres Mittelwertes

/OO P(s)ds = 1, (2.52)
/OO sP(s)ds =1 (2.53)

genligen muss bestimmen sich die beiden verbliebenen Konstanten direkt aus w tiber

A= (w+1)B, B= {r (“—”)rﬂ (2.54)

w+1

mit der Gammafunktion
I'(z) = / t*le ! dt. (2.55)
0

Der entsprechende Ubergang der Verteilungsfunktion von Poisson- zu GOE-Statistik ist
in Abbildung 2.5 dargestellt.
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Abbildung 2.5: Brody-Funktionen zwischen den beiden Randwerten Poisson- und
GOE-Verteilung.
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Dieses Kapitel orientiert sich in beiden Abschnitten an Referenz [11].

3.1 Numerische Diagonalisierung des Hamiltonian

Zur allgemeinen Berechnung der Energieeigenwerte des Hamiltonoperators wurde ein Set
von Basiszustédnden der Form

gewahlt, wobei die radiale Quantenzahl N = n — L — 1 iiber die Hauptquantenzahl n und
die Bahndrehimpulsquantenzahl L bestimmt ist. Durch die Kopplung J = I + S}, werden
die beiden urspriinglichen Quantenzahlen irrelevant, weshalb sie nicht mehr explizit in der
Darstellung enthalten sind. Da die Gesamtdrehimpulsquantenzahl F' = J + L und ihre
z-Komponente Mp in der Approximation sphérischer Symmetrie gute Quantenzahlen
sind, sind diese als ndherungsweiser Ansatz der Basiszusténde sinnvoll. Die méglichen
Zustande dieser Form werden dann durch die Einschrinkung

L=0,....n-1,
J=1/2,3/2,
F=I|L-J,...,L+J
Mp=—F,. .. +F

(3.2)

klassifiziert. Der Elektronenspin und seine Ankopplung an den Gesamtdrehimpuls werden
wie in Abschnitt 2.2 erlautert nicht beriicksichtigt und sind dementsprechend gute
Quantenzahlen [12]. Da das einfache Modell ohne Einfluss der Bandstruktur tiber die
Eigenfunktionen des Wasserstoffatoms beschrieben wird, bietet es sich an, ein dhnliches
Set an Basisfunktionen fiir die numerischen Nédherungen zu verwenden. Fiir den radialen
Teil wurden die Coulomb-Sturm-Funktionen

Uni(r) = Nyi(2p) e L3 (2p) (3.3)
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gewihlt, welche iiber einen positiven Skalierungsparameter o mit p = = und die Laguerre-
Polynome L7 (x) definiert sind [16]. Ny ist dabei ein Normierungsfaktor. Fiir den
winkelabhéngigen Teil wurden die iiblichen Kugelflichenfunktionen Y;,,(¢, ) gewéhlt.
Durch die Wahl maximaler Werte fiir die Quantenzahlen N und L konnten nun iiber
einen Ansatz der Form

) = en|lD) (3.4)

II

die optimalen Parameter ¢y bestimmt werden. Da die gewéahlten Basisfunktionen nicht
die Orthogonalitétsrelation erfiillen und die Skalierung in die Rechnung mit einbezogen
werden musste, war das generalisierte Eigenwertproblem

Ac = )\Bc (3.5)

mit den iiber ihre Eintrage definierten Matrizen

Asry = <ﬁ]ﬁ)ﬁ>, Biy = <fI‘Hkin

H> (3.6)

und dem zugeordneten generalisierten Eigenwert A = 1/n?%; zu 16sen, wobei mit H der
nicht-kinetische Teil des skalierten Hamiltonians bezeichnet wird. Dies geschah mit der
LAPACK-Routine DSYGVX [17].

3.2 Klassifizierung der Zustande

Mit der als gute Quantenzahl erhaltenen Paritdt und Aufgrund der zugrundeliegenden
Op-Symmetrie zerfallt der Raum der Zustédnde in vier nicht miteinander interagierende
Blocke. Diese werden mit den Aquivalenzklassen

[1/2] = {...,—15/2,-7/2,1/2,9/2,17/2, ...},

3/2] = {...,—13/2,-5/2,3/2,11/2,19/2, .. .}, 57)
[5/2] = {...,—11/2,-3/2,5/2,13/2,21/2, ...}, '
[7/2] ={...,—9/2,-1/2,7/2,15/2,23/2, .. .}

von My beschrieben. Die Exzitonenzustande konnen nun iiber die irreduziblen Darstellun-
gen I'; der Oy-Gruppe klassifiziert werden. Hierzu wurden die entstehenden Eigenwerte
mit den zugehorigen Symmetrien verglichen [18]. Dabei zeigte sich, dass die Blocke mit
Mp € [1/2] und Mp € [7/2] nur Eigenzustande mit I'z- und I's-Symmetrie enthalten,
wihrend die Blocke mit Mp € [3/2] und Mp € [5/2] nur Eigenzustinde mit I'g- und
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['s-Symmetrie enthalten. Wahrend die Zustédnde mit I'¢- und I'7-Symmetrie zweifach
entartet sind, wobei in jedem ihrer beiden zugeordneten Blocke jeweils einer der beiden
Zusténde auftaucht, sind die Zustdnde mit I's-Symmetrie vierfach entartet und jeder der
vier Blocke enthélt einen dieser Zustédnde. Wie in Referenz [11] beschrieben wurden die
Zustdnde mit iiber den Folgenden Algorithmus klassifiziert:

1. Die Eigenwerte werden gemaéfs ihres Blocks klassifiziert.

2. Die Eigenwerte zweier verschiedener Blocke werden zusammengefasst und in auf-
steigender Reihenfolge sortiert.

3. Sind zwei aufeinanderfolgende Zustédnde entartet, so wird ihnen I's-Symmetrie
zugeordnet.

4. Abhéngig vom Block in dem sie auftauchen werden die verbliebenen Zusténde I'g
oder I'; zugeordnet.
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4 Ergebnisse

Fiir die in diesem Abschnitt ermittelten Resultate wurden die Eigenwerte des skalierten
Systems fiir verschiedene Parameter ny berechnet. Die folgenden Ergebnisse konnen
dabei in zwei Abschnitte unterteilt werden. Im ersten Abschnitt 4.1 wurden fiir viele
no-Parameter einige n.g-Werte berechnet, wodurch der Einfluss des Kontrollparameters
auf die Levelverteilung visualisiert wurde. Hierdurch konnten Prognosen beziiglich des
Einfluss des Kontrollparameters auf die Levelverteilungsstatistik gemacht werden. Im
zweiten Abschnitt 4.2 wurden fiir einzelne ng die n.g-Werte fiir grofse Quantenzahlen
berechnet und mit statistischen Methoden auf ihre Chaotizitédt hin untersucht.

4.1 Visualisierung der skalierten Spektren

Die vom Kontrollparameter ny abhéngigen Spektren sollen in einem ersten Schritt mit
denen verglichen werden, die vom wasserstoffartigen Modell vorhergesagt werden. Dabei
ist auf die Skalierung zu achten. Hierzu wird noch einmal kurz die Definition

5 1
Nefr = 2E, —E) (4.1)

angefiihrt. Im wasserstoffartigen Modell folgt die gelbe Serie nun unabhéngig von der

skalierten Spin-Bahn-Kopplung der Beziehung
1

2n?’

wodurch die zugehorigen effektiven Quantenzahlen einfach durch

Eny=E, — neN, (4.2)

Nefy =N, nNEN (4.3)

beschrieben werden kénnen. Fiir die Exzitonen der griinen Serie gilt der selbe Zusam-
menhang, allerdings mit der zusétzlich wirkenden Spin-Bahn-Kopplung, welche inklusive
der Skalierung mit

1

2

n
E,,=F,+—-2A— — N 4.4
g g"‘ngﬁ on2’ n < (4.4)
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Abbildung 4.1: Dargestellt sind die ersten 14 (entarteten) Zustande fiir das skalierte,
wasserstoffartige Modell. Die Zustande laufen ungestort durcheinander durch, da keine
Kopplung zwischen gelber und griiner Serie vorliegt.

angegeben werden kann. Wird nun wieder auf n.g umgestellt, so erhilt man die Bezie-
hung

Neig = \/N?(2An3 +1), neN. (4.5)

Hier wird noch einmal deutlich, dass die effektive Hauptquantenzahl n.g urspriinglich
eingefiihrt wurde, um die Zusténde der gelben Serie in Anwesenheit der griinen Serie zu
beschreiben [11], wihrend die Betrachtung der griinen Serie durch sie nicht signifikant
vereinfacht wird. Werden diese vom wasserstoffartigen Modell vorhergesagten Zustéande
gegen ng aufgetragen, so ergibt sich Abbildung 4.1
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0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
No

Abbildung 4.2: Dargestellt sind die ersten 20 Zustéinde fiir den Unterraum I'f. Die
vorhergesagte Niveauabstofung ist an mehreren Punkten zu erkennen.

0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
No

Abbildung 4.3: Dargestellt sind die ersten 20 Zusténde fiir den Unterraum T'Y. Die
vorhergesagte Niveauabstoftung ist an mehreren Punkten zu erkennen.
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0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
No

Abbildung 4.4: Dargestellt sind die ersten 20 Zustéinde fiir den Unterraum I'y. Die
vorhergesagte Niveauabstofung ist an mehreren Punkten zu erkennen.
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Mit diesen ungestorten Spektren werden nun die tatséchlich berechneten verglichen.
Hierzu wurden die ersten 20 Zustédnde der Unterrdume gerader Paritét in einem Bereich
von 0,21 < ng < 2 in einem feinen Raster von Any = 0,01 berechnet und aufgetragen.
Die daraus gewonnenen Verldufe sind in den Abbildungen 4.2 - 4.4 dargestellt. Dabei
wurden die einzelnen Unterrdume, beschrieben durch ihre irreduziblen Darstellungen
I‘;t, voneinander getrennt betrachtet, da sich bei Zustdnden unterschiedlicher Blocke
im Hamiltonoperator keine vermiedenen Kreuzungen beobachten lassen. Wie sich an
verschiedenen Punkten in allen drei Diagrammen erkennen lésst, stofsen sich die Eigenwerte
voneinander ab. Im betrachteten Bereich sollte geméfs den in Abschnitt 2.2 beschriebenen
Ideen eine zumindest teilweise chaotische Struktur in den Néchster-Nachbar-Verteilungen
auftauchen. Fiir kleinere Werte von ng wird allerdings ein Zusammenlaufen der Zusténde
beobachtet, was wiederum mit einer gesteigerten Ordnung assoziiert werden kann. Die
so erfolgte Visualisierung der Zusténde ist zudem sinnvoll, um das komplexe Modell
mit dem ungestorten, wasserstoffartigen Modell zu vergleichen. Hauptaugenmerk liegt
dabei darauf zu erkennen, ob sich die vorhandenen Zustdnde immer noch mit einem
gelben beziehungsweise griinen Verlauf identifizieren lassen, oder ob die Kopplung der
Terme zu einer gemischten Charakteristik fithrt. Hierzu wurden Schablonen der Formen
(4.3) und (4.5) iiber die Zustandsverlaufe aus den Abbildungen 4.2 - 4.4 gelegt um diese
abschnittsweise mit den wasserstoffartigen Verldufen aus Abbildung 4.1 zu identifizieren.
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Abbildung 4.5: Dargestellt sind die ersten 20 Zustéinde fiir den Unterraum 'y und ihre
Identifizierung mit den vorhergesagten Verldufen des einfachen Modells. Die gelben Seien
wurden dabei anhand ihres Endwertes bei ny = 2, die griinen Serien durch einen Fit
der Form (4.5) klassifiziert. In braun wurden die Punkte markiert, die aufgrund der zu
eng liegenden Zusténde nicht genau klassifiziert werden konnten und als Mischzusténde
gewertet werden.

32



4.1 Visualisierung der skalierten Spektren

8
n=0,9
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Abbildung 4.6: Dargestellt sind die ersten 20 Zustéinde fiir den Unterraum I'f und ihre
Identifizierung mit den vorhergesagten Verldufen des einfachen Modells. Die gelben Seien
wurden dabei anhand ihres Endwertes bei ny = 2, die griinen Serien durch einen Fit
der Form (4.5) klassifiziert. In braun wurden die Punkte markiert, die aufgrund der zu
eng liegenden Zusténde nicht genau klassifiziert werden konnten und als Mischzusténde
gewertet werden.
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Abbildung 4.7: Dargestellt sind die ersten 20 Zustéinde fiir den Unterraum I'y und ihre
Identifizierung mit den vorhergesagten Verldufen des einfachen Modells. Die gelben Seien
wurden dabei anhand ihres Endwertes bei ny = 2, die griinen Serien durch einen Fit
der Form (4.5) klassifiziert. In braun wurden die Punkte markiert, die aufgrund der zu
eng liegenden Zusténde nicht genau klassifiziert werden konnten und als Mischzusténde
gewertet werden.
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4.2 Levelstatistik

Werden die Zustandsverlaufe denmentsprechend in gelbe, griine und gemischte Zusténde
klassifiziert, so erhélt man die Abbildungen 4.5 - 4.7. Dabei wurden n und A als
Fitparameter verwendet, um die entstehenden Kurven mit den ungestérten Werten

neN (4.6)
A =0,75

vergleichen zu konnen, wobei A in Exziton-Hartree-Einheiten gemessen wird (vgl Anhang
B). Als gelbe Serien wurden dabei nicht nur konstante, sondern auch nédherungsweise
lineare Funktionen identifiziert.

Es ist deutlich zu erkennen, dass im unteren Bereich zwar die meisten Funktionen mit
einer Serie identifiziert werden kénnen, ab n.z = 4 die Niveaus jedoch so eng liegen,
dass nur noch wenige Abschnitte eindeutig zuordenbar sind. Fiir die griinen Serien gilt,
dass der effektiv wirkende Spin-Bahn-Kopplungsparameter A im Allgemeinen unter der

theoretischen Grofe A = 0,75 bleibt.

4.2 Levelstatistik

Zur Untersuchung der skalierten Spektren wurden die Néachster-Nachbar-Verteilungen
bei konstantem ng untersucht. Dies entspricht wie bereits zuvor beschrieben nicht der
tatsdchlichen Levelverteilung im Kupferoxydul, welche durch ny = n.g beschrieben wird.
Dieser fiir das Verstdndnis der folgenden Analyse wichtige Zusammenhang wird mit
Abbildung 4.8 verdeutlicht.

Abbildung 4.9 zeigt die in Gleichung (2.36) beschriebene Stufenfunktion des Spektrums
fiir verschiedene Spin-Orbit-Kopplungen ny fiir den Unterraum Iy, wobei die im skalierten
System verwendete Skalierungskonstante n.g die Energie ersetzt. Wie man erkennen
kann, folgen die einzelnen Stufenfunktionen einem polynomiellen Zusammenhang.

Dieser kann aus dem vereinfachten, wasserstoffartigen Modell hergeleitet werden. Hierzu
wird zusétzlich zu den Gleichungen (4.1) - (4.5) die vom Wasserstoffatom bekannte
Entartung von n? miteinbezogen. Fiir die Zustandsdichten ergibt sich die Form

Q
1
Nysg(nes) = Y K = 6(293 +30% +Q), (4.8)

k=0

wobei fiir den Endwert der Summe €2 fiir die gelbe Serie

Qy = Tleff (49)
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4 Ergebnisse
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Abbildung 4.8: Verlauf der gelben und griinen Eigenwerte in Abhéngigkeit vom Kon-
trollparameter ng. Mit der lilafarbenen Linie ist dabei verdeutlicht, dass die Statistiken
fiir ein konstantes ny berechnet wurden. In rot ist als Referenz die tatséchliche Spin-
Bahn-Kopplung mit ny = neg dargestellt.

und fiir die griine Serie
Oy = ——tl (4.10)
(2Ang +1)
gilt. Da unterschiedliche Anteile der griinen und gelben Serie zu den einzelnen Unterrau-
men beitragen, konnen diese nicht einfach mit den tatséchlichen Parametern kubischer

Fits verglichen werden. Die einzelnen Funktionen folgen allerdings der Form
N (nes)) = 0y - Ny (ner) + 0 - Ng(neg) (4.11)

mit vom Unterraum abhéngigen Konstanten «, wodurch ein kubischer Ansatz als Fit
gerechtfertigt wird. Der Fit fiir no = 0,5 im Unterraum I'; ist in Abbildung 4.10 in einem
kleineren Diagrammausschnitt dargestellt.

Abbildung 4.9 zeigt zudem, dass fiir grofere ng zusitzliche Stufen als eine Art Uberstruktur
auftreten. Die Auswirkungen dieser Anhdufungen an Zustédnden im Spektrum auf die
Statistik werden spéater noch genauer betrachtet werden.
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4.2 Levelstatistik

25 30

Neft

Abbildung 4.9: Stufenfunktionen der Zustédnde fiir verschiedene Kontrollparameter n
im Unterraum I'y. Ein kubische Verlauf der mittleren Zustandsdichte mit zunehmender
Steigung fiir kleinere ng ist zu erkennen. Die Anhédufung von Zustédnden charakterisiert
durch die treppenartige Uberstruktur fiir zunehmende ng ist gerade am Beispiel ng = 15
klar beobachtbar.

Das Spektrum kann dann iiber die in Abschnitt 2.3 beschriebenen Methoden entfaltet
werden. Die aus dieser gewonnene Nachster-Nachbar-Verteilung ist als Histogramm
exemplarisch fiir I'y in Abbildung 4.11 dargestellt.

Zwar kann man in den Histogrammen durchaus erkennen, dass ein gewisses Maf an
Niveauabstoffung abhéngig von ng herrscht, man sieht allerdings, dass die geringe Zahl
an Datenpunkten, die fiir die einzelnen Kontrollparameter und Unterrdume im Bereich
300 — 1000 lag, nicht ausreicht, um sonderlich glatte Histogramme zu erzeugen. Um die
Genauigkeit der Auswertung zu verbessern, wurden deshalb die iiber die Gleichung

F(s) = /05 P(s')ds' (4.12)

definierten kumulierten Verteilungen betrachtet. Diese Wahl hat zwei Vorteile: Zum
einen wurden fiir die Statistik je nach Unterraum nur 300 Punkte herangezogen, was
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Abbildung 4.10: Stufenfunktion der Zusténde fiir ny = 0,5 im Unterraum I'; wie in
Abbildung 4.9. Durch den kleineren Beobachtungbereich wird der Stufencharakter der
Funktion verdeutlicht. Der Verlauf des kubischen Fits ist zudem dargestellt.

bei einer Aufteilung in etwa 15 Blécke im Histogramm eine eher geringe Datenmenge
darstellt, wodurch Fluktuationen stark ins Gewicht fallen. In der kumulierten Statistik
hingegen taucht jeder Abstand einzeln auf, wodurch ein deutlich klareres Bild entsteht.
Zum Anderen ist in der kumulierten Statistik bereits eine Normierung enthalten, wodurch
der Fit mit einem Parameter weniger auskommt. Dies ist im Folgenden kurz dargestellt.
Fiir die Brody-Verteilung gilt nach Gleichung (2.50) die Beziehung

P(s) = As¥e B (4.13)

Fiir die kumulierte Verteilung gilt also

F(s) = /OS P(s)ds' = ——e - (4.14)
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Abbildung 4.11: Histogramme der entfalteten Néachster-Nachbar-Absténde fiir drei
verschiedene Kontrollparameter ny im Unterraum I';. Man kann eine mit steigendem
no abnehmende Niveauabstoffung erkennen, sie ist allerdings in dieser Darstellung nur
schwer zu quantifizieren.

Durch die zusétzlichen Bedingungen der Normierung und der mittleren Absténde

lim F(s) =1 (4.15)

5—00
/ sP(s)ds =1, (4.16)
0
folgt, dass mit

B=T((w+2)/(w+ 1))t (4.17)
A=Bw+1) (4.18)

die Faktoren durch w so fest bestimmt sind, dass der Faktor A nicht mehr als Fitparameter
auftauchen muss. Mit den genannten Bedingungen gilt dann nur noch

F(s)=1—¢e B, (4.19)
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Abbildung 4.12: Kumulierte Histogramme der entfalteten Nachster-Nachbar-Absténde
fiir drei verschiedene Kontrollparameter ny im Unterraum I'y; wie in Abbildung 4.11 und
die beiden Verteilungen Poisson und GOE. Eine Bestimmung des Brody-Parameters
ist durch die bessere Nutzung der einzelnen Werte als in den einfachen Histogrammen
vereinfacht.

wodurch die Analyse deutlich vereinfacht wird. Die kumulierten Verteilungen fiir die
selben Werte wie in Abbildung 4.11 sind in Abbildung 4.12 dargestellt. In diesen sind als
Referenz auch Poisson- und GOE-Statistik vermerkt, da in der kumulierten Statistik die
visuelle Unterscheidung deutlich unintuitiver ist als in den normalen Histogrammen.
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Abbildung 4.13: Brody-Parameter fiir die Unterrdume gerader Paritét.
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4.2 Levelstatistik

Wird nun eine kumulierte Brody-Verteilung der Form (4.19) an die Daten angepasst,
so kann der Brody-Parameter w gegen den Kontrollparameter ng aufgetragen werden.
Dieser in Abbildung 4.13 und 4.14 dargestellte Zusammenhang zeigt, dass sich die durch
ng definierte Charakteristik in drei Bereiche gliedern lésst.

Fiir Werte von ng < 0,5 steigt der Brody-Parameter und damit die Chaotizitat steil
an. Im Bereich 0,5 < ny < 3 nimmt dann die Ordnung wieder zu und die Néchster-
Nachbar-Verteilung bewegt sich von einer GOE-Statistik immer weiter in Richtung
Poisson-Statistik. Ab dem Wert ny > 3 versagt nun die verwendete Theorie. Die Level
ziehen sich nun sogar stérker an, als es bei einer Poisson-Verteilung der Fall wére. Die
Griinde fiir diesen Verlauf sollen im Folgenden kurz erldutert und mit den in Abschnitt 4.1
gegebenen Visualisierungen erklart werden. Zuerst soll der Bereich 0,5 < ng < 3 betrachtet
werden. In diesem folgt der Brody-Parameter klar dem vorausgesagten Zusammenhang,
dass mit sinkendem ny und damit erhéhter Kopplung der griinen an die gelbe Serie die
Chaotizitat zunimmt. Die Niveauabstofsung wirkt dann starker als die in den anderen
beiden Bereichen wirkenden ordnenden Faktoren. Diese sind fiir kleinere respektive
grofsere Werte des Kontrollparameters allerdings unterschiedlicher Natur. Im Bereich
no < 0,5 wirkt sich aus, dass die beiden Serien fiir ng = 0 (keine Spin-Bahn-Kopplung)
exakt identisch sind und dementsprechend aus einem Punkt entspringen miissen. Dieser
Effekt wirkt stérker als die Niveauabstofung. Es tritt also trotz héherer Kopplung der
beiden Serien keine weitere Erh6hung der Chaotizitét auf. Im Bereich ng > 3 dominiert die
Quasientartung der Zustéande, die sich in Abbildung 4.9 als {ibergeordnete Stufenstruktur
gezeigt hat, die Niveauabstofsung. Dabei geht es so weit, dass die entstehende Statistik
noch geordneter ist als die Poisson-Statistik die aus der Theorie abgeleitet ist, dass die
Level unabhéngig voneinander verlaufen. Eine mogliche Behandlung dieser Problematik
in diesem Bereich wéare zwar die Entfaltung nicht mit einer kubischen Funktion sondern
mit einer entsprechend angepassten Treppenfunktion zu vollziehen, doch die zugrunde
liegende Idee, die mittlere Zustandsdichte an einem einfachen, integrablen Modell zu
orientieren, ist dann nicht mehr gegeben.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden quantenmechanische Spektren von Exzitonen in
Kupferoxydul unter Einbeziehung der komplexen Bandstruktur berechnet. Dabei wurde
untersucht, welchen Einfluss eine Variation der Spin-Bahn-Kopplung zwischen den beiden
energetisch niedrigsten Exzitonenserien auf die Nachster-Nachbar-Verteilung im Spektrum
hat.

Hierzu wurde die konstante Spin-Bahn-Kopplungskonstante A durch eine skalierte Version
A = An2/n%; ersetzt, wodurch der Abstand zwischen den beiden Serien iiber einen
Kontrollparameter ng variiert werden konnte.

Die Spektren der einzelnen Unterrdume wurden in Abhéngigkeit des Kontrollparame-
ters visualisiert und mit den ungestorten Spektren eines einfachen, wasserstoffartigen
Modells verglichen. Dabei konnte gezeigt werden, dass im Bereich ny € [0,5, 3] eine
klare Niveauabstoffung auftritt, was auf eine korrespondierende, chaotische Dynamik
hindeutet.

Dieses Ergebnis wurde durch eine statistische Analyse des Spektrums tiberpriift. Hierzu
wurde die mittlere Zustandsdichte des vereinfachten Modells zur Entfaltung der Spektren
verwendet, wodurch Histogramme der Nachster-Nachbar-Verteilung untersucht werden
konnten. Hierzu wurden die kumulierten Statistiken mit denen verglichen, die fiir regulére
respektive chaotische Systeme zu erwarten wéren. Um den Anteil der beiden Dynamiken
am System abschéitzen zu kénnen wurden dazu die ermittelten Statistiken mithilfe von
Brody-Verteilungen quantifiziert, wodurch gezeigt werden konnte, dass im genannten
Parameterbereich mit steigender Kopplungskonstante ny die Regularitit des Systems
zunimmt.

Fiir die Bereiche aufterhalb dieser Parameter konnte keine quantitative Aussage bestimmt
werden, da eine Quasientartung der Zustédnde so iiber die Niveauabstofiung dominierte,
dass der gewidhlte Ansatz fiir die mittlere Zustandsdichte nicht mehr ausreichend war um
das System zu entfalten. Ein hierzu erweitertes theoretisches Modell kann von Interesse
sein.
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A Materialkonstanten

Die verwendeten Konstanten und Materialparameter in dieser Arbeit sind in der folgenden
Tabelle A.1 aufgelistet. Dabei lassen sich die Luttinger-Parameter aus den angegebenen
Parametern A; und B; Uber

As Az
M = —A, %ZE, V3 = F’
(A1)
B By B Bs
m = 1, T = 6 n3 = 6

berechnen.

Tabelle A.1: Verwendete Materialkonstanten von Kupferoxydul

Bandliicke E, 2,17208eV
reduzierte Elektronenmasse m, 0,99m
Dielektrizitatskonstante € 7,5
Spin-Bahn-Kopplung A 0,131eV
Valenzbandparameter Ay —1,76
Ag 4,519
Az —2,201
B 0,02
By —0,022
Bs —0,202
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B Exziton-Hartree-Einheiten

Werden die in der Atomphysik iiblichen Hartree-Einheiten in analoger Weise auf Exzitonen

in Kupferoxydul angewandt, so verwendet man die dem Wasserstoffatom entsprechenden
Grofen

h:e:?:@reoa:l (B.1)
1
Uexe = Y1600 = 1 (B.2)

um die im wasserstoffartigen Modell erhaltenen Gleichungen méglichst weit zu vereinfa-
chen. Fiir die Umrechnung in SI-Einheiten kann dann mit den aus Anhang A gegebenen
Materialparametern v; = 2,77 und € = 7,5 die Tabelle B.1 erstellt werden.

Tabelle B.1: Umrechnung von Exziton-Hartree- in SI-Einheiten

Groke  Symbol Exziton-Hartree-Einheit SI
Ladung q e 1,602 107 C
Masse m mo/v; 3,288 - 10 kg
Wirkung S h 1,055 - 10734 Js
Linge r Qoxe 1,099 - 10" m
Impuls P i/ Gexe 9,593 - 1076 kgm /s
Energie E Foe 2,798 -10720J
Zeit t R/ Eexe 3,769 -10 s

Relevant hierbei ist spezifisch noch die Spin-Bahn-Kopplungskonstante zu nennen, fiir
die in Exziton-Hartree-Einheiten folglich A = 0,131eV /2,798 - 10720 J = 0,75 gilt.
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