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Kurzfassung

Quantencomputer bieten die theoretische Möglichkeit verschiedenste Probleme präziser und
schneller zu lösen als klassische Computer. Auch im Gebiet des maschinellen Lernens, welches in
den letzten Jahren in einem immer größer werdenden Spektrum an Disziplinen Anwendung findet,
hofft man das Potenzial des Quantencomputers zu entfalten. Viele Algorithmen des maschinellen
Lernens sind im Kern Optimierungsprobleme. Um eine möglichst genaue Lösung für diese Probleme
zu finden, werden oft gradientenbasierte Verfahren als Kompromiss zwischen Rechenaufwand und
Qualität der Lösung verwendet. In dieser Arbeit werden verschiedene Methoden zur Bestimmung
von Gradienten von Quantenschaltkreisen analysiert und verglichen. Die abschließenden Ergebnisse
zeigen, wie die inhärente Varianz von Messungen auf Quantencomputern zu einem Dilemma
bei der Wahl von Hyperparametern von numerischen Verfahren führt, warum das analytische
Parameter-Shift Verfahren einzelne Gradienten nicht nur exakt, sondern auch effizient berechnet und
warum das SPSA Verfahren vor allem zur Gradientenberechnung auf großen Schaltkreisen mit vielen
Parametern eine gute numerische Alternative sein kann. Dies kann als Entscheidungsgrundlage
zur Gradientenberechnung für zukünftige Implementierungen von Algorithmen des maschinellen
Lernens auf Quantencomputern dienen.
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1 Einleitung

Quantencomputer ermöglichen eine neue Art des Rechnens. Quantenmechanische Konzepte wie
Superpositionen von Zuständen und Verschränkung haben das Potenzial Probleme exponentiell
schneller zu lösen, als herkömmliche Computer [RT19]. Sie können beispielsweise dabei helfen
mögliche neue Medizin, Düngemittel oder Baumaterialien zu entwickeln [De 17], beim Handel in
der Finanzwelt zum Einsatz kommen [SES+20] und verändern, was in der modernen Krpytographie
als sicher gilt [GRTZ02].

Maschinelles Lernen versucht anhand von Daten komplexe Zusammenhänge zu erlernen. Leis-
tungsstärkere Computer, sowie stark gewachsene Datenmengen [ZPWV17] [RHW21] haben in
den letzten Jahren für einen Durchbruch von praktischen Anwendungen von maschinellem Lernen
geführt: Unter anderem konnte ein Computer den besten Gospieler der Welt schlagen [SHM+16],
Vorhersagen von Proteinstrukturen können für zukünftige Medizin genutzt werden [JEP+21] und
Klassifizierungen von Bildern [KSH12] können unter anderem zur Krankheitsdiagnose [FLNH13]
oder für autonomes Fahren verwendet werden [FHY19].

Es gibt bereits einige Ideen die Stärken des Quantencomputers auch für das maschinelle Lernen
zu nutzen. So wurde zum Beispiel die Support Vector Machine [RML14] und die Hauptkompo-
nentenanalyse [CSAC20] auf den Quantencomputer übertragen. Eine weitere prominente Klasse
von Algorithmen sind variationelle Quantenalgorithmen, welche in ihrem Konzept künstlichen
neuronalen Netzen ähneln [CAB+21].

Viele Probleme des maschinellen Lernens sind problemspezifische Optimierungsprobleme. Auch
wenn einige Optimierungsverfahren, wie der Nelder-Mead Algorithmus [NM65], ohne Gradienten-
informationen optimieren können, liefern gradientenbasierte Verfahren oft effizientere und bessere
Lösungen. Ein Beispiel für einen solchen Algorithmus für Probleme mit großen Datenmengen ist
der stochastische Gradientenabstieg [Bot10]. Um nun auch mit gradientenbasierten Optimierungs-
verfahren Probleme des maschinellen Lernens auf Quantencomputern zu lösen, gilt es zu klären, ob
sich möglichst genaue Quantengradienten mit akzeptablem Aufwand berechnen lassen.

In dieser Arbeit wurden verschiedene numerische und quantenspezifische analytische Verfahren
zur Gradientenberechnung implementiert und analysiert. Als Anwendungsfall wurde dazu der
Variational Quantum Eigensolver (VQE) [PMS+14] [KMT+17] verwendet. Die Verfahren wurden an
verschiedenen Schaltkreisansätzen und Observablen getestet. Auch wenn die Anzahl an möglichen
Konfigurationen und Hyperparametern eine allgemeingültige, empirische Auswertung schwer
zulassen, wurde in der Analyse versucht einige mathematisch fundierte Aussagen über die Verfahren
zu treffen.

Zuerst werden in Kapitel 2 die für diese Arbeit relevanten Grundlagen des Quantencomputings sowie
in Kapitel 3 des maschinellen Lernens besprochen. Danach wird in Kapitel 4 die Synthese der beiden
Gebiete motiviert und die Klasse der variationellen Quantenalgorithmen vorgestellt. Fokussiert
wird dabei der Variational Quantum Eigensolver, welcher in Abschnitt 6.1 und Abschnitt 6.4 als

9



1 Einleitung

Ausgangslage genutzt wurde. In Kapitel 5 werden die verschiedenen untersuchten Methoden zur
Gradientenberechnung dargelegt und versucht deren Charakteristika herauszuarbeiten. Auf die
Implementierung der einzelnen Gradientenberechnungsverfahren wird in Abschnitt 6.1 eingegangen.
Schließlich werden in Kapitel 6 die durchgeführten Experimente zum Vergleich der Verfahren
besprochen. Dazu wird in Abschnitt 6.3 auf die empirischen Ergebnisse der Experimente eingegangen
und auf dessen Basis Hypothesen über die Gradientenverfahren aufgestellt. Danach werden in
Abschnitt 6.4 mögliche Erklärungen für diese Hypothesen beschrieben. Um diese Erklärungen
empirisch zu fundieren, wurden weitere Experimente durchgeführt, welche in Abschnitt 6.5
besprochen werden. Zuletzt werden die Ergebnisse der Arbeit in Kapitel 7 zusammengefasst und
ein Ausblick gegeben.
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2 Quantencomputing

Hochleistungsrechner rechnen wie herkömmliche Computer. Sie haben jedoch meist deutlich
mehr Speicher, sowie leistungsstärkere Prozessoren und können so Probleme schneller lösen.
Quantencomputer unterscheiden sich von diesen Supercomputern und herkömmlichen Computern,
indem sie, anhand der Gesetzte der Quantenmechanik, auf grundlegend andere Weise rechnen.

Anstelle von klassischen Bits verwenden sie sogenannte Qubits. Diese sind jedoch in ihrer Anzahl
auf heutigen Quantencomputern noch begrenzt und fehleranfällig. In der Theorie kann jedoch ein
Quantencomputer alle Berechnungen eines klassischen Computers ausführen. Manche Probleme
lassen sich sogar nur auf einem Quantencomputer in polynomieller Zeit lösen [RT19].

Ein Beispiel für die erhofften neuen Rechenmöglichkeiten des Quantencomputers ist der Shor
Algorithmus [Sho94], welcher in polynomieller Zeit Zahlen faktorisiert. Hierfür ist bislang kein
klassischer Polynomialzeitalgorithmus bekannt. Dies kann weitreichenden Einfluss haben, da das
Kryptographieprotokoll RSA auf der Prämisse basiert, dass das faktorisieren von Zahlen für einen
potenziellen Angreifer nur schwer durchführbar ist. Auch wenn die Anzahl an heute verfügbarer
Qubits für einen Angriff nicht ausreicht, wird schon in der Post-Quantum Krpytographie [GRTZ02]
daran gearbeitet, neue Verfahren zu entwickeln, die auch vor Quantencomputern sicher sind.

In diesem Kapitel wird ein Überblick über die grundlegende Funktionsweise eines Quanten-
computers gegeben und für den weiteren Teil der Arbeit relevante Konzepte eingeführt, sowie
Limitierungen heutiger Quantenhardware besprochen. Für einen tieferen Einblick in die Grundlagen
des Quantencomputings wird auf [NC04] verwiesen.

2.1 Qubits

Klassische Computer nutzen als kleinst mögliche Einheit das Bit. Dies beschreibt genau zwei
mögliche Zustände: 0 oder 1. Die kleinste Einheit des Quantencomputers, sogenannte Qubits,
erweitern diese Idee: Das Qubit kann auch Zustände zwischen 0 und 1 annehmen.

Formal ist ein Qubit |ψ〉 ein Vektor im komplexen Hilbertraum H � C2.

In der Basis der Zustände |0〉 und |1〉 beschreibt ein Vektor |ψ〉 =
(
α

β

)
den Zustand α |0〉+ β |1〉.

Dieser Vektor muss auf Länge 1 normiert sein: 〈ψ | |ψ〉 = |α |2+ |β |2 = 1. Im Bezug auf ein klassisches
Bit lassen sich dann die Amplitudenquadrate |α |2, |β|2 als Wahrscheinlichkeiten betrachten im
Zustand 0 oder 1 zu sein.

Als visuelles Modell lässt sich ein Qubit im C2 als Einheitskugel betrachten, bekannt als die
Bloch-Sphäre. Die Punkte auf der Oberfläche der Bloch-Sphäre entsprechen allen möglichen
Zuständen, die ein Qubit annehmen kann.
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2 Quantencomputing

|1〉 X •

|+〉 Z •

U
|0〉 H

Abbildung 2.1: Darstellung von beispielhaften Operationen als Quantenschaltkreis

2.2 Operationen

Eine Abbildung f ist unitär genau dann wenn ∀u, v ∈ H : 〈 f (v), f (w)〉 = 〈v,w〉.

Jede Operation auf einem Quantencomputer, die auf ein Qubit angewandt wird, ist unitär. Ein
anschauliches Argument liefert hier die Bloch-Sphäre: Aus der Definition einer unitären Abbildung
folgt, das jede Operation f auf einen Vektor v, dessen Länge nicht verändert. Wenn also eine
Operation f auf einen Zustand |ψ〉 angewandt wird und f unitär ist, kann der resultierende Zustand
|ψ ′〉 = f (|ψ〉) nicht die Bloch-Sphäre verlassen, da die Abbildung längenerhaltend ist.

Unitäre Abbildungen sind linear und lassen sich somit als Matrizen formulieren. Wenn wir also den
Zustandsvektor eines Qubits in einer beliebigen Basis betrachten, gibt es zu der unitären Abbildung
f eine explizite unitäre Matrix U, die ebenfalls die Operation f beschreibt (∀ |ψ〉 : f (|ψ〉) = U |ψ〉).
Für unitäre Matrizen U gilt: U−1 = U† ⇐⇒ U†U = UU† = I, wobei U† die zu U adjungierte
Matrix ist.

Zur Visualisierung wird ein Quantenalgorithmus oft als Schaltkreis dargestellt (siehe Abbildung 2.1).
Dabei sind die Qubits horizontale Leitungen und Operationen, oft Gatter genannt, werden auf diesen
als Blöcke eingezeichnet.

2.3 Messungen

Auf dem klassischen Computer kann der Zustand eines Bits deterministisch ausgelesen werden,
indem man misst, ob gerade Strom fließt (Zustand 1) oder nicht (Zustand 0). Messen auf dem
Quantencomputer muss nicht deterministisch sein.

Informell entscheidet man sich bei Messung eines Qubits für ein Zustandspaar, das sich auf der
Bloch-Sphäre gegenüberliegt, bezüglich wessen man messen will. Den Zustand α |0〉 + β |1〉 aus
Abschnitt 2.1 betrachtend, befindet das Qubit sich nach einer Messung in der Basis {|0〉 , |1〉} mit
Wahrscheinlichkeit |α |2 im Zustand |0〉 und mit Wahrscheinlichkeit |β |2 im Zustand |1〉. Nach der
Messung ist der Zustand des Qubits bekannt, der ursprüngliche Zustand vor der Messung kann
jedoch nicht durch diese einzelne Messung rekonstruiert werden.

Formal ist eine Messung die Projektion auf einen der Eigenräume1 einer Observablen O. Die Matrix
O ist hermitesch, es gilt also O = O†. Hermitesche Matrizen haben nur reelle Eigenwerte und
die Eigenvektoren bilden eine Orthonormal-Basis. Jedem Zustand, der einem Eigenvektor von O
entspricht (auch Eigenzustand genannt), kann so eine reelle Zahl zugeordnet werden. So lässt sich

1die jeweils von den Eigenvektoren |λi〉 jedes Eigenwerts λ aufgespannten Unterräume
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2.4 Quantenregister und Quantenverschränkung

die Messung eines Zustands |ψ〉 in O als Zufallsvariable interpretieren. Unter Verwendung der
Eigendekomposition von O =

∑
λ∈σ(O) λ

∑
i |λi〉 〈λi | ergibt sich dann der Erwartungswert E[O] der

Messung, auch geschrieben als 〈O〉 |ψ〉 wie folgt:

(2.1) 〈ψ |O |ψ〉 =
∑

λ∈σ(O)

λ
∑
i

〈ψ | |λi〉 〈λi | |ψ〉 =
∑

λ∈σ(O)

λp(λ) = E[O]

Messungen können als vielseitiges Werkzeug in Quantenalgorithmen eingesetzt werden. Da durch
eine Messung der Zustand von Qubits verändert werden kann, ist es möglich nur anhand von
Messungen beliebige Operationen ausführen [RBB03].

Die für diese Arbeit relevanten Algorithmen verwenden Messungen nur als Abschätzung des
Erwartungswerts 〈O〉 |ψ〉. Mit einem Messergebnis ist daher immer der Erwartungswert oder eine
Abschätzung dessen in Form eines Stichprobenmittelwerts gemeint.

2.4 Quantenregister und Quantenverschränkung

Ein Quantenregister ist, analog zu seinem klassischen Gegenstück, ein Zusammenschluss von
mehreren Qubits. Formal ist ein Quantenregister aus N Qubits ein Vektor im Tensorprodukt
H ⊗ H · · · ⊗ H = HN aus N Hilberträumen H, wobei auch hier weiterhin der Vektor auf die
Länge 1 normiert sein muss. Die Dimensionalität wächst dabei exponentiell: HN � (C2)N = C2N .
Da Tensorprodukte von unitären Matrizen wieder unitäre Matrizen und Tensorprodukte von
hermiteschen Matrizen wieder hermitesche Matrizen sind, können Operationen und Observablen für
ein einzelnes Qubit per Tensorprodukt für die Anwendung auf Quantenregistern erweitert werden.
Es gibt jedoch auch Operationen die sich nicht als Tensorprodukt von Operationen auf einzelnen
Qubits darstellen lassen.

Ein wichtiges Beispiel dafür ist das 2-Qubit CNOT Gatter: Ist das Kontroll-Qubit im Zustand
|1〉 wird der Zustand des Ziel-Qubits negiert. Als Beispiel wendet man CNOT auf den Zustand
|+〉 |0〉 = 1√

2
(|00〉 + |10〉) an und erhält den Zustand |φ+〉 = 1√

2
(|00〉 + |11〉). Der Zustand |φ+〉 hat

eine Eigenschaft, die kein klassisches Gegenstück hat: Wenn man auf dem ersten Qubit den Zustand
|0〉 misst, ist das zweite Qubit ebenfalls im Zustand |0〉. Im anderen Fall, wenn |1〉 gemessen wird,
ist das zweite Qubit im Zustand |1〉. Die beiden Qubits sind nicht unabhängig voneinander. Die
Messung des einen Qubits verändert den Zustand des anderen Qubits. Dieses Verhalten nennt man
Quantenverschränkung.

2.5 Pauli-Matrizen

Die drei Pauli-Matrizen spielen eine vielseitige Rolle im Quantencomputing:

X =
(
0 1
1 0

)
,Y =

(
0 −i
i 0

)
, Z =

(
1 0
0 −1

)
(2.2)
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2 Quantencomputing

Sie sind unitär und haben wichtige Funktionen als Operationen. Zum Beispiel ist Pauli X die
Negation eines einzelnen Qubits, daher lässt sich das CNOT Gatter auch als CX (kontrolliertes
Pauli-X) verstehen.

Sie sind aber auch hermitesch und können somit als Observablen dienen. Will man bezüglich
der Zustände |0〉 und |1〉 messen, kann man Pauli-Z als Observable verwenden, da die beiden
Zustände Eigenvektoren von Z sind. Außerdem sind die Pauli-Matrizen zusammen mit der 2 × 2
Einheitsmatrix I eine Basis aller hermiteschen Matrizen in C2×2. Dies lässt sich für mehr Qubits
erweitern: Die Menge aller sogenannten Pauli-Strings der Länge N , also die Menge {X,Y, Z, I}⊗N ,
ist ebenfalls eine Basis aller hermiteschen Matrizen in HN = C2N .

Jede unitäre Matrix U lässt sich schreiben als Matrixexponential eiH einer hermiteschen Matrix H,
bezeichnet als der Generator von U. Die Pauli-Matrizen sind Generatoren von Rotationen auf der
Bloch-Sphäre um jeweils die X, Y und Z Achse. Mithilfe dieser drei Rotationen lässt sich jedes
1-Qubit Gatter realisieren, zusätzlich mit dem CNOT Gatter sogar alle möglichen N-Qubit Gatter
[BBC+95].

2.6 NISQ

Quantencomputing lässt sich auf einem klassischen Computer simulieren, indem man alle Operatio-
nen in dem exponentiell wachsenden Vektorraum C2N berechnet. Exponentielle Beschleunigung
von Algorithmen lassen sich durch Anwendung auf Hardware erreichen, die nativ auf dem linear
wachsenden Vektorraum HN arbeiten. Beispiele für heutige Quantencomputer sind Ionenfallen,
sowie superleitende oder photonenbasierte Quantencomputer.

Auch wenn das Feld an Hardware sehr divers ist, einen die verschiedenen Ansätze ähnliche
Limitationen.

Ein großes Problem ist Skalierung. Sowohl die Anzahl an Qubits, als auch die mögliche Anzahl an
nacheinander ausgeführten Gattern, bezeichnet als die Tiefe des Schaltkreises, ist stark begrenzt. Bei
Letzterem kommt hinzu, dass oft nur eine geringe Anzahl an Basisgattern nativ unterstützt wird und
alle anderen Gatter in einem Kompilierungsschritt erst in eine Darstellung in diesen Basis-Gattern
zerlegt werden müssen, was die Tiefe des Schaltkreises weiter aufbläht. Außerdem werden die
Gatter meist mit Fehlern ausgeführt, die sich über die Dauer des Ausführens verschlimmern. Es
können Verfahren zur Verringerung von Fehlern angewandt werden, doch auch diese benötigen
meist zusätzliche Qubits oder Gatter.

Heutige Quantencomputer können oft auf einzelnen Qubits nur bezüglich |0〉 und |1〉 messen, also Z
als Observable nutzen. Oft will man jedoch in beliebigen Observablen messen. Hierzu kann man die
in Abschnitt 2.5 beschriebene Zerlegung einer Hermiteschen Matrix in Pauli-Strings nutzen. Durch
das Anfügen von Gattern können leicht die Eigenzustände von X und Y auf |0〉 und |1〉 abgebildet
werden. So kann eine Messung in X oder Y künstlich über eine Messung in Z erzeugt werden. Wenn
man die Zerlegung einer Observablen in Pauli-Strings kennt, kann man nun jeden Pauli-String
messen und die Ergebnisse zum Gesamtergebnis zusammenfügen. Nur kommutierende Pauli-Strings
können in einer Ausführung des Schaltkreises zusammen gemessen werden. Dementsprechend kann
eine Messung in beliebiger Observable sich in mehrere Schaltkreisausführungen auffächern.
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2.6 NISQ

Die jetzige Zeit, in der Quantencomputing noch durch diese beschriebenen Hardwarelimitationen
eingeschränkt ist, wird als Noisy Intermediate-Scale Quantum (NISQ) Ära bezeichnet [Pre18]
[LB20]. Für aufwendige Algorithmen wie den Shor-Algorithmus reichen NISQ-Quantencomputer
noch nicht aus, viele neue Algorithmen berücksichtigen jedoch deren Grenzen und sind schon auf
heutigen Quantencomputern anwendbar.
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3 Maschinelles Lernen

Im Zentrum von maschinellem Lernen stehen Daten. Es wird versucht, Erkenntnisse über Daten
zu gewinnen und mithilfe dieser Erkenntnisse Rückschlüsse auf die Methode zu ziehen, mit
der die Daten generiert wurden. Aus einer Menge von Bildern von Verkehrsschildern können so
eigenständig Regeln abgeleitet werden, um diese zu unterscheiden und danach auch auf neuen, vorher
ungesehenen Bildern wiedererkannt werden [SSSI11]. So kann zum Beispiel auch in medizinischen
Bilddaten gelernt werden, ob ein Patient an Krebs erkrankt ist [FLNH13] oder in Spielsituationen
in Go der bestmögliche Zug vorausgesagt werden [SHM+16].

Maschinelles Lernen ist eine große und vielseitige Disziplin. In diesem Kapitel wird lediglich
eine Einführung in die Konzepte des Supervised und Unsupervised Learnings gegeben, sowie der
Bezug zu Optimierungsproblemen hergestellt. Für eine weitreichendere Einführung in das Gebiet
des maschinellen Lernens wird auf [Dom12] verwiesen. Außerdem wird für eine ausführliche
Vorstellung von Algorithmen auf [Bis06], sowie für eine ausführliche Erklärung der unterliegenden
mathematischen Konzepte auf [DFO20] verwiesen.

3.1 Supervised Learning

Gegeben sei eine Menge von D Paaren {(xi, yi)}Di=1, jedes xi ∈ Rd ist ein d dimensionaler
Datenpunkt und yi der zu xi gehörende Zielwert. Im Supervised Learning befasst man sich mit dem
Problem, mithilfe der gegebenen Datenpunkte, die Funktion f : x 7→ y zu lernen. Falls der Zielwert
kontinuierlich (z.B. yi ∈ R) ist, spricht man von einem Regressionsproblem. Wird stattdessen jedem
Datenpunkt ein Element aus einer Menge von Klassennamen zugeordnet, spricht man von einem
Klassifizierungsproblem. Mithilfe eines Modells, das zusätzlich zum Eingabedatum x noch von
Modellparametern θ abhängt, wird versucht die Funktion f bestmöglich zu approximieren. Im
besten Fall schafft man es optimale Parameterwerte θ∗ zu finden, sodass möglichst viele Datenpunkte
vom Modell korrekt auf yi abgebildet werden. Zusätzlich hofft man, dass das resultierende Modell
möglichst allgemeingültig ist, also auch für neue, unbekannte Eingabedaten richtige Zielwerte
voraussagt.

3.2 Unsupervised Learning

Im Unsupervised Learning hat man lediglich eine Datenmenge {xi}Ni=1 gegeben. Da es hier
keine Zielwerte zur Orientierung gibt, definiert man stattdessen eigene Ziele, die beschreiben,
welche Erkenntnisse man aus den Daten gewinnen möchte. Ein bekanntes Beispiel dafür sind
Clusteringalgorithmen. Hierbei wird versucht Daten in Gruppen (Cluster) aus zusammenhängenden
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3 Maschinelles Lernen

Datenpunkten einzuteilen. Ebenfalls prominent sind Komprimierungsverfahren. Hier wird untersucht,
wie sich Datenpunkte mit möglichst wenig Informationsverlust in einem Vektorraum niedrigerer
Dimensionalität darstellen lassen.

3.3 Verlustfunktion

Um eine optimale Funktionsapproximation zu finden, benötigt man ein Gütemaß. Im Fall von
Supervised Learning bietet sich meist ein Abstandsmaß mithilfe einer Metrik zwischen dem Zielwert
yi und der Approximation des Modells an. Beim Unsupervised Learning muss man kreativ für das
selbst gesetzte Ziel ein Maß modellieren. Üblicherweise wird die Abbildung L(θ), die für Parameter
θ des Modells das zugehörige Gütemaß angibt, als Kosten- oder Verlustfunktion aufgefasst. Gut
gewählte Parameter θ minimieren die Kosten L(θ). Eine optimale Lösung ist dabei aber immer nur
so gut wie die Problemmodellierung der Kostenfunktion.

3.4 Optimierung

Wenn man eine Kostenfunktion gegeben hat, bleibt die Frage wie man die optimalen Parameter θ∗
findet, oder formal:

(3.1) arg min
θ

L(θ) = θ∗

Für viele Kostenfunktionen lässt sich das Minimum nicht analytisch bestimmen. Stattdessen kann
man iterative Verfahren einsetzen, bei denen man an einem zufälligen Punkt im Parameterraum
startet und sich dem Minimum Schritt für Schritt annähert. Bei diesen Verfahren weiß man jedoch
nicht, ob man das globale Minimum erreicht hat, sondern kann nur die Kosten an einem Punkt mit
den Kosten an bereits vorher betrachteten Parameterpunkten vergleichen. Daher kann es sein, dass
man in lokalen Minima oder Plateaus mit dauerhaft geringfügig unterschiedlichen Kosten stecken
bleibt. Wenn die Kostenfunktion jedoch konvex oder sogar streng konvex ist, treten diese Fälle nicht
auf. Es kann jedoch trotzdem viele Iterationen dauern das Ziel zu erreichen.

3.4.1 Blackbox Optimierung

Blackbox Optimierungsverfahren betrachten die Verlustfunktion als Blackbox, man kann an
beliebigen Stellen den Funktionswert abfragen, aber hat keinerlei weitere Informationen (z.B.
Stetigkeit oder Differenzierbarkeit) über die Funktion. Dies ist zum einen ein Vorteil, da man
diese Algorithmen auf beliebige Funktionen anwenden kann. Man muss jedoch meist an deutlich
mehr Punkten den Funktionswert abfragen als bei Algorithmen, die weitere Informationen über die
Funktion ausnutzen können. Ein Beispiel für diese Klasse von Optimierungsalgorithmen ist das
Nelder-Mead Verfahren [NM65].
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3.4 Optimierung

3.4.2 Gradienten Basierte Optimierung

Der Gradient ∇ f (x) einer Funktion an einem Punkt x ist proportional zum steilsten Anstieg
an diesem Punkt1. Wenn man in die entgegengesetzte Richtung geht, entspricht dies der lokal
bestmöglichen Minimierung des Funktionswertes. Der klassische Gradientenabstiegsalgorithmus
geht in jeder Iteration genau so vor, wobei vom Nutzer als Hyperparameter die Schrittweite festgelegt
werden muss (die Länge des Gradienten ist dafür nicht geeignet). Alternativ kann man sogenannte
Optimizer wie ADAM [KB14] nutzen, die die Schrittweite basierend auf den Messwerten und
Gradienten vorheriger Iterationen anpassen. In der Praxis wird im maschinellen Lernen oft ein
stochastischer Gradientenabstieg [SWM+20] verwendet, bei dem in jeder Iteration der Gradient
nur über eine zufällig gewählte Teilmenge der Daten berechnet wird. Dadurch kann bei großen
Datenmengen der Rechenaufwand reduziert werden.

3.4.3 Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren ist ursprünglich ein Verfahren um Nullstellen einer Funktion zu finden. Da
Extrema Nullstellen der ersten Ableitung sind, kann man das Verfahren aber auch zur Optimierung
nutzen. Analog zum Gradienten als Gegenrichtung des steilsten Abstiegs, lässt sich der Newton-
Schritt −∇2 f (x)−1∇ f (x) als der Schritt zum Minimum der Taylor-Approximation zweiter Ordnung
der Kostenfunktion am Punkt x verstehen. Der große Vorteil gegenüber dem Gradientenabstieg
besteht darin, dass ein Schritt und keine Richtung berechnet wird. Es ist also kein Hyperparameter
für die Schrittweite mehr nötig. Während für den Gradienten ∇ f (x) insgesamt d Werte bestimmt
werden müssen (eine partielle Ableitung pro Dimension), müssen für die Hesse-Matrix ∇2 f (x)
O(d2) Werte bestimmt werden. Die Hesse-Matrix muss zusätzlich noch invertiert werden, was
gerade in hochdimensionalen Parameterräumen sehr aufwendig sein kann.

Oft benötigen die komplexeren Optimierungsverfahren weniger Iterationen, um ein Minimum zu
erreichen, dafür kann jede Iteration aber deutlich aufwendiger sein. Je nachdem wie aufwendig
(oder überhaupt möglich) das Messen von Funktion, Ableitung und zweiter Ableitung ist, muss man
abwägen, welches Verfahren am besten geeignet ist. Es lassen sich Ableitungen auch numerisch
annähern, was Blackbox Optimierungsalgorithmen oft implizit machen, und somit komplexere
Optimierungsverfahren anwenden, selbst wenn das explizite Messen von Ableitungen nicht möglich
ist.

1Hier wird von einer euklidischer Norm ausgegangen. Ansonsten muss der Gradient noch mit dem invertierten
metrischen Tensor skaliert werden.
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4 Maschinelles Lernen auf Quantencomputern

Im Feld des maschinellen Lernens wird bereits an verschiedensten Stellen versucht, die Stärken
des Quantencomputers auszunutzen. Zum einen wird in Hybriden Ansätzen wie Quantenkerneln
[HCT+19] oder hybriden Quantum-Klassischen neuronalen Netzen [MBI+20] [ZG21] versucht
klassische Algorithmen mit Quantenkomponenten zu verbessern. Ebenfalls wurden Konzepte
entwickelt, die es erlauben künstliche Neuronen direkt auf dem Quantencomputer zu implementieren
[CGA17] [TMGB19]. Quanteneigene Konzepte wie Superpositionen und Verschränkung lassen
vermuten, dass sich auch im maschinellen Lernen ein Quantenvorteil erzielen lässt. So musste
beispielsweise das No-Free-Lunch Theorem, welches die Limitationen des maschinellen Lernens
aufzeigt, für Quantencomputer neu formuliert werden [SCH+22].

4.1 Variationelle Quantenalgorithmen

Variationelle Quantenalgorithmen (VQAs) sind eine Klasse von Quantenalgorithmen, die Schalt-
kreise aus parametrisierten Gattern verwenden, sogenannte Ansätze oder Variational Forms, deren
Parameter mit klassischen Methoden optimiert werden. Als Verlustfunktion fungiert dabei die
Messung in einer problemspezifischen Observable, beziehungsweise eine Funktion über mehrere
solcher Messungen.

Ein als gut angesehener Ansatz kann mit wenig Gattern eine große Menge unitärer Operationen
generieren [DHLT20]. Man muss sich also zu jedem Problem nicht spezifisch einen konkreten
Schaltkreis überlegen, sondern hofft, dass die gewünschte unitäre Operation durch den Ansatz erzeugt
und die dazugehörige Parameterkonfiguration durch Optimierung gefunden werden kann. Auf das
maschinelle Lernen bezogen lassen sich Parallelen zum klassischen Feature bzw. Representation
Learning erkennen: Beispielsweise soll ein neuronales Netzwerk bei einem Klassifizierungsproblem
eine Funktion darstellen, die Eingabedaten Klassen zuordnet, wobei man hofft, dass die gewünschte
Funktion durch die Netzwerkarchitektur möglichst akkurat dargestellt werden kann.

Dementsprechend liegt es nahe VQAs auch im maschinellen Lernen einzusetzen. Wichtige Fragen
sind dabei, wie man Eingabedaten als Quantenzustand kodiert, wie man eine Verlustfunktion als
Observable konstruiert und welchen Ansatz man wählt.

Ein bekannter VQA ist der Quantum Approximate Optimization Algorithmus (QAOA), der
beispielsweise angewandt auf das Max-Cut Problem in Clusteringalgorithmen Verwendung findet
[FGG14].

Ein anderer bekannter Algorithmus ist der Variational Quantum Eigensolver (VQE) [PMS+14], der
in modifizierter Form [CSAC20][LTO+19] für die Hauptkomponentenanalyse (PCA) verwendet
werden kann. Der VQE Algorithmus wurde als Anwendungsfall für alle Experimente in dieser
Arbeit verwendet und wird im Abschnitt 4.2 näher erläutert.
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4 Maschinelles Lernen auf Quantencomputern

VQAs sind in der heutigen NISQ Ära besonders prominent, da in einer Iteration ein einzelner Schalt-
kreis meist kurz ist, was Dekohärenz vorbeugt und einen wachsenden Fehler von ungenauen Gattern
verringert. Außerdem bestehen die Ansätze meist aus Gattern, die von vielen Quantencomputern
als Basisgatter verwendet werden.

Zudem haben viele Quantenalgorithmen das Problem, dass sie viele zusätzliche Qubits benötigen.
Die Ansätze von VQAs sind dagegen meist sehr flexibel und lassen sich auf beliebige Qubitzahlen
anpassen. Die Größe der problemspezifischen Observable, sowie die mögliche Kodierung von
Eingabedaten als Quantenzustand, bestimmen üblicherweise bei VQAs die Anzahl an benötigten
Qubits.

Da VQAs iterative Optimierungsalgorithmen sind, können je nach Verlustfunktion, Ansatz, Obser-
vable und Optimierungsalgorithmus viele Ausführungen nötig sein, bis ein Minimum gefunden
wurde. Falls die Verlustfunktion mehrere Minima besitzt, kann der Algorithmus auch in einem
lokalen Minimum stecken bleiben. Außerdem wächst mit zunehmender Anzahl Qubits die Chance
auf sogenannte Barren Plateaus [MBS+18], also große Abschnitte mit fast gleichem Funktionswert,
in welchen Optimierungsalgorithmen leicht stecken bleiben können.

Auch wenn VQAs meist simple Schaltkreise haben, sind dafür die problemspezifischen Observablen
oft kompliziert. Dies kann zu zusätzlichen Ausführungen des Schaltkreises pro Iterationen führen,
wie in Kapitel 2.6 bereits besprochenen.

4.2 Variational Quantum Eigensolver

Der Variational Quantum Eigensolver ist ein VQA aus dem Bereich der Quantenchemie [KMT+17]
[PMS+14],[OBK+16]. In der Quantenphysik und Quantenchemie beschreibt ein Quantenregister
meist den Zustand eines physikalischen Systems [SF14]. Während in der Quanteninformatik ein
Quantenregister |ψ〉 als statisch betrachtet wird, solange nicht Gatter darauf angewandt werden,
wird ein Zustand |ψ(t)〉 in der Quantenphysik als dynamisch betrachtet. Der Hamiltonoperator
Ĥ beschreibt in der zeitabhängigen Schrödingergleichung diese Veränderung des Zustands des
Systems mit der Zeit:

(4.1) i~
∂ |ψ(t)〉
∂t

= Ĥ |ψ(t)〉

Zusätzlich geben die Eigenwerte der Eigenzustände |Ej〉 des Hamiltonoperators die Energie Ej

dieser Zustände an, beschrieben in der zeitunabhängigen Schrödingergleichung:

(4.2) Ĥ |Ej〉 = Ej |Ej〉

So fungiert der Hamiltonoperator als Observable, um die Energien von physikalischen Zuständen
zu messen.

In der Quantenchemie gibt es nun die Problemstellung, dass der Hamiltonoperator eines Moleküls
bekannt ist, jedoch nicht seine Eigenzustände und Eigenenergien. Im Grundzustandsproblem will
man die geringste Energie, die das System haben kann (also wenn das System sich im Grundzustand
befindet), bestimmen.
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4.2 Variational Quantum Eigensolver

Mathematisch formuliert bedeutet das, dass man den kleinsten Eigenwert der hermiteschen Matrix
Ĥ bestimmen will. Der Variational Eigenvalue Solver ist ein VQA, der dieses Problem lösen soll.
Wie bei einem VQA üblich, ist der Schaltkreis ein parametrisierter Ansatz U(θ). Man startet im
Zustand |0〉, wendet den Ansatz mit zufällig gewählten initialen Parameterwerten θ an und misst
mit dem Hamiltonoperator Ĥ als Observable. Das Ergebnis der Messung entspricht der Energie
des Zustands. Nun adaptiert man die Parameter θ klassisch mit einem Optimierungsverfahren und
minimiert so die gemessene Energie. Im besten Fall bildet der Ansatz U(θ) nach abgeschlossener
Optimierung für die optimalen Parameter θ∗ den Startzustand |0〉 auf den Grundzustand mit kleinst
möglicher Energie ab.

Es gibt auch andere Quantenalgorithmen zur Bestimmung von Eigenwerten, zum Beispiel mithilfe
von Quantum Phase Estimation [OTT19], die sich ebenfalls für das Grundzustandsproblem, sowie
auf Probleme des maschinellen Lernens verwenden lassen [LMR14][HLL+22]. Diese benötigen
jedoch meistens große Schaltkreise, kompliziertere Gatter und viele zusätzliche Qubits. Dagegen
ist der VQE Algorithmus, der die besprochenen Vorteile von VQAs ausnutzen kann, für heutige
NISQ-Quantencomputer geeigneter.
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Um auch gradientenbasiert in VQAs zu optimieren, muss man die Gradienten von parametrisierten
Quantenschaltkreisen bestimmen können. Zuerst werden numerische Gradientenapproximationsver-
fahren vorgestellt, die unabhängig von der Problemstellung auf beliebigen Funktionen angewandt
werden können. Danach wird eine Auswahl von analytischen Gradientenberechnungsverfahren
besprochen, die spezifisch für die Berechnung von Gradienten von parametrisierten Quanten-
schaltkreisen konzipiert sind. Dies bedeutet nicht, dass diese Verfahren spezifisch für den VQE
Algorithmus entworfen wurden. Alle Quantenalgorithmen, die der Problemdefinition in 5.1 entspre-
chen, können diese Verfahren verwenden.

Bevor die Gradientenberechnungsverfahren besprochen werden, gibt es noch einen kurzer Ein-
schub: Eine Technik, die zur Beschleunigung von Gradientenberechnungen in neuronalen Netzen
verwendet wird, ist Backpropagation. Backpropagation ist ein Verfahren der automatischen Diffe-
renzierung [Mac16][BPRS17]. Dabei werden relevante Zwischenergebnisse bei der Auswertung der
Funktion zwischengespeichert und für die Berechnung des Gradienten wiederverwendet. Gerade
bei rekursiven oder in Schichten aufteilbaren Funktionen können so oft doppelte Berechnungen
vermieden werden. Auch Quantenschaltkreise lassen sich als Schichten von Gattern interpretie-
ren, die nacheinander auf den Startzustand ausgeführt werden. In klassischen Algorithmen ist
es kein Problem den Wert eines gerade verwendeten Registers zwischenzuspeichern. Auf dem
Quantencomputern dagegen entsprechen die Zwischenergebnisse den unbekannten Zuständen nach
jeder Schicht von Gattern1. Zum Zwischenspeichern müssten diese Zustände mithilfe aufwändiger
Quantentomographieverfahren [DPS03] aus mehreren Messungen rekonstruiert werden. Nach jeder
Messung muss dabei der Schaltkreis neu gestartet werden, da, wie in Abschnitt 2.3 besprochen,
der Zustand durch Messungen potenziell verändert wird. Daher ist automatische Differenzierung
innerhalb eines Quantenschaltkreises in der Praxis nicht sinnvoll. Ausnahmen bilden Statevector
Simulatoren und hybride Anwendungen, bei denen ganze, gekapselte Quanten- und klassische
Berechnungen als Schichten interpretiert werden können [BIS+18].

5.1 Problemdefinition

Gegeben sei ein Schaltkreis U(θ) auf beliebig vielen Qubits, der auf den Startzustand |0〉⊗N (alle
Qubits sind im Zustand 0) angewandt wird2. Die Gatter des Schaltkreises können dabei von den k
Parametern θi des Parametervektors θ ∈ Rk abhängen. Der resultierende Zustand nach Anwendung

1Hier wird davon ausgegangen, dass, wie bei VQAs üblich, nur einmal am Ende des Schaltkreises ein Erwartungswert
gemessen wird.

2Falls man stattdessen in einem beliebigen Zustand |ψ0〉 starten möchte, kann ein Operator Uψ0 , für den Uψ0 |0〉 = |ψ0〉
gilt, in U(θ) absorbiert werden.
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5 Quantum Gradienten

von U(θ) ist der Zustand |ψ(θ)〉. Danach misst man in Observable O(ω), die von m Parametern ωi

des Parametervektors ω ∈ Rm abhängt. Die Verlustfunktion L(θ, ω) entspricht dem Erwartungswert
〈ψ(θ)|O(ω) |ψ(θ)〉 dieser Messung.

Man kann den Gradienten bezüglich Observablenparametern ω oder Schaltkreisparametern θ

berechnen. Gradientenberechnungen bezüglich ω gestalten sich simpler und werden kurz in 5.2
erläutert. Der Fokus der Arbeit liegt auf Gradientenberechnung bezüglich Schaltkreisparametern
θ, dementsprechend wird im Weiteren die Verlustfunktion nur noch als L(θ) bezeichnet. Alle
besprochenen Verfahren und Experimente beziehen sich auf dieses Szenario.

Dass der Erwartungswert der Messung als Verlustfunktion verwendet wird, entspricht unter anderem
dem VQE Szenario. Die Verlustfunktion kann aber im Prinzip auch eine Funktion eines oder
mehrerer Erwartungswerte sein. Ein Beispiel dafür ist eine übliche Verlustfunktion des maschinellen
Lernens, bei der für jedes Eingabedatum der Erwartungswert des Schaltkreises ausgewertet
wird und der mittlere quadratische Fehler zu gewünschten Zieldatenpunkten als Verlustfunktion
L(θ) fungiert. Die konkrete Ableitung kann dann über die Kettenregel bestimmt werden, wobei
zusätzliche klassische Berechnungen hinzukommen. Da unsere Messergebnisse nur Schätzer der
Erwartungswerte sind, kann es hier zu Schwierigkeiten kommen, falls nicht-lineare Funktionen
verwendet werden [SWM+20].

Die hier vorgestellten Verfahren berechnen bzw. approximieren partielle Ableitungen bezüglich
einzelner Parameter. Diese partiellen Ableitungen müssen dann zum Gradienten zusammengesetzt
werden. Im weiteren Verlauf werden Approximationen der partiellen Ableitung ∂L(θ)

∂θi
des i-ten

Parameters θi als gi bezeichnet. In den genannten Verfahren kommt es häufiger vor, dass bei der
Berechnung von gi am Parameterpunkt θ die Verlustfunktion an der Stelle θ + eih gemessen wird,
wobei ei hier den i-ten Einheitsvektor bezeichnet. Es wird also an einer Stelle gemessen, die nur in
der Dimension des betrachteten Parameters um einen Skalar h vom Ausgangspunkt verschoben
wurde. Zur einfacheren Notation wird eine solche Messung anstelle von L(θ + eih) mit L(θ + h)
abgekürzt.

5.2 Gradienten bzgl. Observablenparametern

Um zu verstehen, wie Gradientenberechnung bezüglich Observablenparametern funktioniert, muss
zuerst geklärt werden, wie eine Observable parametrisiert werden kann. Wichtig ist, dass O(ω)
weiterhin eine gültige Observable ist, also hermitesch bleibt. Gültige Parametrisierungen lassen
sich wie folgt schreiben:

(5.1) O(ω) =
∑
Oi ∈B

fi(ω)Oi

Die Menge B ist eine beliebige Basis der hermiteschen Matrizen mit Basiselementen Oi , beispiels-
weise die Menge aller Pauli-Strings (in C2N×2N ), wie in 2.5 besprochen. Die Funktionen fi sind
beliebige Funktionen Rm → R, die den Parametervektor ω auf die jeweiligen Koeffizienten der
Basiselemente abbilden.
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5.3 Numerische Verfahren

Wenn sich O(ω) so darstellen lässt, kann man die Sesquilinearität des Skalarprodukts bei der
Gradientenberechnung bezüglich eines ωj ausnutzen:

∂

∂ωj
L(θ, ω) =

∂

∂ωj
〈ψ(θ)|

∑
Oi ∈B

fi(ω)Oi |ψ(θ)〉

=
∂

∂ωj

∑
Oi ∈B

fi(ω) 〈ψ(θ)|Oi |ψ(θ)〉

=
∑
Oi ∈B

∂ fi(ω)
∂ωj

〈ψ(θ)|Oi |ψ(θ)〉

Die Messungen des Quantenschaltkreises 〈ψ(θ)|Oi |ψ(θ)〉 sind komplett unabhängig von der Ablei-
tung. Der zusätzliche Aufwand besteht in der Berechnung von ∂ fi (ω)

∂ω j
, den Ableitungen bezüglich

der Koeffizientenfunktionen, einem rein klassischen Berechnungsschritt. Dieses Reduzieren der
Gradientenberechnungen auf klassische Berechnungen ist bei Ableitungen bezüglich Schaltkreispa-
rametern nicht möglich. Dort gestaltet sich die Gradientenberechnung schwieriger. Es werden nun
einige Verfahren vorgestellt, die den Gradienten bezüglich Schaltkreisparametern berechnen bzw.
approximieren.

5.3 Numerische Verfahren

Die Definition der Ableitung an einem Punkt x0 ist gegeben durch den Differenzenquotienten:

(5.2)
∂ f (x)
∂x

= lim
h→0

f (x0 + h) − f (x0)

h

Viele numerische Verfahren nutzen dies aus, um Ableitungen zu approximieren. Dafür rechnet
man den Differenzenquotienten für einen kleinen Abstand ε explizit aus. Auch wenn das Ergebnis
nur eine Approximation der Ableitung ist, haben numerische Verfahren den Vorteil, dass sie
keine explizite Formulierung der abzuleitenden Funktion benötigen, sondern, ähnlich zu Blackbox
Optimierungsverfahren, auf jede Funktion angewandt werden können. Man kann also einen
Quantenschaltkreis als Blackbox betrachten und mit den hier vorgestellten numerischen Verfahren
Gradienten annähern.

5.3.1 Finite Differenzen

Finite Differenzen Verfahren finden vor allem Anwendung in numerischen Methoden zur Lösung von
Differenzialgleichungen [SK13][Smi85]. Für eine ausführliche Erläuterung der hier vorgestellten
Verfahren wird auf [MM05] und [Col12] verwiesen.
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5 Quantum Gradienten

Das wichtigste Werkzeug zur Approximation von Gradienten mittels finiter Differenzen ist die
Taylor-Entwicklung:

(5.3) f (x + h) ≈ f (x) +
h
1

f ′(x) +
h2

2
f ′′(x) +

h3

6
f ′′′(x) + · · · =

∞∑
i=0

hi

i!
∂i f (x)
∂xi

Wenn man die Reihe bezüglich der ersten Ableitung umstellt, erhält man die vorwärts finiten
Differenzen:

(5.4) f ′(x) =
f (x + h) − f (x)

h
+O(h2)

Man beachte die Ähnlichkeit zur Ableitungsdefinition 5.2.

Analog dazu erhält man mit einem negativen Abstand, also am Punkt f ′(x − h), die rückwärts
finiten Differenzen:

(5.5) f (x − h) = f (x) − h f ′(x) +O(h2) =⇒ f ′(x) =
f (x) − f (x − h)

h
+O(h2)

Man kann auch die Taylor-Reihen beider Stellen x+h und x−h kombinieren, was in den sogenannten
zentralen finiten Differenzen resultiert:

(5.6) f ′(x) =
f (x + h) − f (x − h)

2h
+O(h2)

Mithilfe dieser Verfahren kann jede partielle Ableitung ∂ f
∂xi

innerhalb des Gradienten ∇ f (x) appro-
ximiert werden. Vorwärts und rückwärts finite Differenzen haben im Gegensatz zu zentralen finiten
Differenzen den Vorteil, dass der Funktionswert f (x) für jede partielle Ableitung wiederverwendet
werden kann. Während man bei zentralen finiten Differenzen für jede der k partiellen Ableitungen
zwei neue Funktionswerte, also insgesamt 2k Funktionswerte, messen muss, benötigen vorwärts
und rückwärts finite Differenzen nur k + 1 Funktionsaufrufe.

Beliebige Ableitungen mit beliebigen Punkten kann man mithilfe eines Koeffizientenvergleichs
approximieren. Seien Fi die Funktionswerte an N verschiedenen Punkten mit Abstand hi von der
Samplestelle x. Hier soll die erste Ableitung approximiert werden. Es müssen also Koeffizienten αi
gefunden werden, für die

∑N
i=1 αiFi ≈

∂ f (x)
∂x gilt.

Wenn man jedes Fi nun als Taylor-Erweiterung bis ∂N f (x)

∂xN ausschreibt, lässt sich ein lineares
Gleichungssystem bezüglich der Koeffizienten der Ableitungsterme aufstellen:
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(5.7)
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5.3 Numerische Verfahren

Jede Zeile entspricht einem Ableitungsterm, jede Spalte einem Abtastpunkt. Durch Lösung des
Gleichungssystems erhält man die gewünschten Koeffizienten.

Da bei konkreter Anwendung von finite Differenzen Verfahren meist kleine Abstände 0 < ε � 1
genutzt werden, bedeuten Fehlerterme höherer Ordnung O(hN

i ) kleinere Fehler. Bei niedrigeren
Ableitungen können mehr Abtastpunkte zu einem Fehlerterm höherer Ordnung und somit zu einem
geringeren Fehler führen. Der genaue Fehler lässt sich bestimmen, indem man in

∑N
i=1 αiFi die

berechneten Koeffizienten und einzelnen Taylor-Erweiterungen wieder einsetzt.

Für die konkrete Problemstellung dieser Arbeit beschreiben die folgenden Gleichungen die Appro-
ximationen gi der partiellen Ableitungen ∂L(θ)

∂θi
mittels finiter Differenzen:

(5.8) gi (VFD) =
L(θ + h) − L(θ)

h

(5.9) gi (RFD) =
L(θ) − L(θ − h)

h

(5.10) gi (ZFD) =
L(θ + h) + L(θ − h)

2h

5.3.2 Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation

Ein Nachteil der finiten Differenzen Verfahren ist, dass es bei der Bestimmung eines vollständigen
Gradienten ∇L(θ1, . . . , θk) auf jeden Parameter einzeln angewandt werden muss. Für die Ablei-
tungen ∂L

∂θi
bezüglich k Parametern mit dem zentralen finite Differenzen Verfahren benötigt man

beispielsweise die Funktionswerte an 2k Samplestellen.

Das Simultaneous Perturbation Stochastic Approximation (SPSA) Verfahren [Spa87] benötigt
hingegen nur 2 Funktionsaufrufe für beliebig viele Parameter. Dazu wählt man einen zufällig
gewählten Vektor ∆, der, mit einem festen Abstand h skaliert, als Abstandsvektor fungiert. Die
einzelnen Gradiententerme werden dann ähnlich zu zentralen finiten Differenzen berechnet, wobei
die zwei Funktionswerte für alle Ableitungen unverändert bleiben und nur die Skalierungen anhand
der einzelnen Elemente h∆i des Abstandsvektors variiert werden:

(5.11) gi (SPSA) =
L(θ + h∆) − L(θ − h∆)

2h∆i

Dies ist meist eine gröbere Abschätzung des Gradienten, jedoch handelt es sich bei gSPSA, sofern
die Wahrscheinlichkeitsverteilung für ∆ passend gewählt wird, um einen erwartungstreuen Schätzer
des Gradienten. In dieser Arbeit wurden die Einträge ∆i unabhängig voneinander zufällig aus
{±1} anhand einer Bernoulliverteilung mit Wahrscheinlichkeit 1

2 für beide Fälle gezogen. SPSA
findet vor allem in iterativen Optimierungsalgorithmen Verwendung. Dort können die ungenaueren
Gradienten oft über mehrere Iterationen ausgeglichen werden, wodurch der Algorithmus mit
geringerem Gesamtaufwand ein Optimum erreicht.
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5 Quantum Gradienten

Da bei Quantenalgorithmen Funktionsaufrufe aufwändig sind, wäre eine konstante Skalierung
bezüglich der Parameteranzahl von Vorteil. Ein weiteres Problem ist, dass das Messen von Funktions-
werten, gerade auf NISQ Hardware, sehr verrauscht sein kann. Dazu wird in [Spa98] vorgeschlagen
in jeder Iteration den Gradienten präziser zu approximieren, indem man den Durchschnitt mehre-
rer solcher Gradientenapproximationen berechnet. Dies sei gerade bei verrauschten Funktionen
vorteilhaft.

5.4 Analytische Verfahren

Analytische Gradientenberechnungsverfahren berechnen für eine Funktion die exakte Ableitung
mithilfe von analytischen Ableitungsregeln wie der Ketten- oder Produktregel. Dazu benötigt man
jedoch eine explizite Formulierung der Funktion.

5.4.1 Parameter-Shift

Das wohl bekannteste Verfahren zur analytischen Gradientenberechnung auf Quantencomputern ist
das Parameter-Shift Verfahren [SBG+19][MNKF18].

Sei lediglich das Gatter G(θ) vom Parameter θi abhängig3. Die auf den Startzustand |0〉⊗N

ausgeführten unitären Operationen U(θ) lassen sich dann, lediglich Parameter θi betrachtend,
aufschlüsseln als U(θi) = VG(θi)W . Wenn man V in die Observable absorbiert und W in den
Startzustand absorbiert, ist der Erwartungswert der Messung gegeben als 〈ψ |G†ÔG |ψ〉. Für die
Ableitung folgt dann:

(5.12)
∂L(θ)
∂θi

=
∂

∂θi
〈ψ |G†ÔG |ψ〉 = 〈ψ |

∂

∂θi
(G†)ÔG |ψ〉 + 〈ψ |G†Ô

∂

∂θi
(G) |ψ〉

Wie in 2.5 beschrieben, lässt sich jede unitäre Matrix als Matrixexponential eiG der hermiteschen
Generatormatrix G schreiben. Nutzt man zusätzlich noch eine Identität der Matrizenrechnung,
erhält man:

∂L(θ)
∂θi

=
1
2
(〈ψ | (G +

∂

∂θi
G)†Ô(G +

∂

∂θi
G) |ψ〉 − 〈ψ | (G −

∂

∂θi
G)†Ô(G −

∂

∂θi
G) |ψ〉)

=
1
2
(〈ψ |G†(I − iG)†Ô(I − iG)G |ψ〉 − 〈ψ |G†(I + iG)†Ô(I + iG)G |ψ〉)

Wenn sich G(θi) schreiben lässt als eiθiG und für den Generator G G2 = I gilt, folgt aus der
Reihenentwicklung von Sinus und Kosinus, dass 1√

2
(I ± iG) = G(± π4 ). Da für G gilt, dass

G(a)G(b) = G(a + b) ist, ergibt sich schlussendlich:

(5.13)
∂L(θ)
∂θi

= L(θ +
π

4
) − L(θ −

π

4
)

3Falls mehrere Gatter von einem Parameter abhängen, muss die Produktregel angewandt werden.
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5.4 Analytische Verfahren

Der Name des Verfahrens ergibt sich daraus, dass nur die Parameterwerte verschoben werden, der
sonstige Schaltkreis aber komplett identisch bleibt. Man kann in diesem Fall also den Gradienten
eines Schaltkreises mit zwei Anwendungen desselben Schaltkreises berechnen.

Die Voraussetzung, dass G2 = I für das Gatter G(θ) gilt, kann noch weiter abgeschwächt werden
[HFQE22]. Es genügt, wenn G genau zwei Eigenwerte λ1, λ2 besitzt. Sei 2r = λ1 − λ2. Falls es
nicht schon der Fall ist, werden mittels Phaseshift die Eigenwerte auf λ1 = −λ2 = r gesetzt. Dann
gilt G2 = r2I und die Parameter-Shift Regel kann ebenfalls angewandt werden, jedoch mit anderen
Shifts und anderem Skalierungsfaktor:

(5.14) gi (PS) =
∂L(θ)
∂θi

= r[L(θ +
π

4r
) − L(θ −

π

4r
)]

Alle einzelnen Paulistrings erfüllen diese Eigenschaft als Generator, somit lässt sich beispielsweise
der Gradient von den 1-Qubit Rotationsmatrizen Rx, Ry, Rz mittels Parameter-Shift berechnen.

Mit der allgemeinen (zentrierten) Parameter Shift Regel [MBK21][HFQE22] wurde gezeigt, dass
man auch beliebig um s , kπ, k ∈ Z, unabhängig von r , den Parameter verschieben kann, solange
man den Skalierungsfaktor richtig wählt:

(5.15) gi (APS) =
∂L(θ)
∂θi

=
r[L(θ + s) − L(θ − s)]

sin(2rs)

Interessant ist die Ähnlichkeit aller vorgestellten Parameter-Shift Regeln zu zentralen finiten
Differenzen Gleichung (5.6). Die beiden Verfahren unterscheiden sich nur im Bezug auf den
Skalierungsfaktor der Differenz der beiden Samplewerte. In Abschnitt 6.4 wird dies weiter
untersucht.

Wenn es Verfahren ähnlich zu zentralen Differenzen gibt, wären Verfahren ähnlich zu vorwärts oder
rückwärts Differenzen von großem Vorteil, da, wie in Abschnitt 5.3.1 besprochen, der Messwert
L(θ) an der Samplestelle dann für alle partiellen Ableitungen verwendet werden kann, wodurch
man sich die Hälfte aller Messungen sparen könnte. In [HFQE22] wurde jedoch gezeigt, dass ein
solches Verfahren nicht existieren kann.

5.4.2 Gatterzerlegung

Das Parameter-Shift Verfahren lässt sich nicht auf alle Gatter anwenden. Eine Möglichkeit trotzdem
bezüglich eines Parameters θi eines beliebigen Gatters abzuleiten, besteht darin, das Gatter zu
zerlegen [Cro19]. Wie in Abschnitt 2.5 beschrieben, lässt sich jedes n-Qubit Gatter in 1- und 2-Qubit
Gatter zerlegen. Jedes 1-Qubit Gatter lässt sich wiederum in die drei Rotationsmatrizen Rx, Ry, Rz

zerlegen, auf welche sich das Parameter-Shift Verfahren anwenden lässt.

Das kanonische 2-Qubit Gatter aus Gleichung (5.16) kann mit einzelnen 1-Qubit Gattern vor und
hinter diesem Gatter jedes 2-Qubit Gatter darstellen [ZVSW03].

(5.16) UCAN (tx, ty, tz) = e
−iπ

2 (txX⊗X+tyY⊗Y+tzZ⊗Z)
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5 Quantum Gradienten

Rx(t1) Ry(t2) Rx(t3)
Rxx(t7) Ryy(t8) Rzz(t9)

Rx(t10) Ry(t11) Rx(t12)

Rx(t4) Ry(t5) Rx(t6) Rx(t13) Ry(t14) Rx(t15)

Abbildung 5.1: Zerlegung eines beliebigen 2-Qubit Gatters

Der Generator von UCAN hat mehr als zwei unterschiedliche Eigenwerte. Da X ⊗ X , Y ⊗ Y und
Z ⊗ Z aber kommutieren, gilt eA+B = eAeB. Somit kann UCAN als Sequenz aufgefasst werden:

(5.17) UCAN (tx, ty, tz) = e
−iπ

2 (txX⊗X)e
−iπ

2 (tyY⊗Y)e
−iπ

2 (tzZ⊗Z) = Rxx(tx)Ryy(ty)Rzz(tz)

Auf jedes dieser Gatter ist das Parameter-Shift Verfahren anwendbar. Wenn man jede der 1-Qubit
Operationen als drei Rotationen darstellt, benötigt man also insgesamt 15 Parameter für ein 2 Qubit
Gatter (wie in Abbildung 5.1 dargestellt).

Wenn der Zusammenhang zwischen dem Parameter θi des ursprünglichen Gatters U(θi) und
den Parametern ti der Zerlegung UCAN (t1(θi), . . . , t15(θi)) bekannt ist, kann die Ableitung per
Kettenregel bestimmt werden:

(5.18)
dL(θ)
dθi

=

15∑
i=1

∂LCAN (t1(θ), . . . , t15(θ))

∂ti

dti
dθi

Jeder ∂LCAN

∂ti
Term lässt sich mit einer Anwendung von Parameter-Shift bestimmen. Die dti

dθi
Terme

sind klassische Berechnungen.

5.4.3 Linearkombination

Für eine andere Möglichkeit beliebige Gatter abzuleiten, wird in [SBG+19] ∂U(θ)
∂θi

explizit als
komplexe Matrix bestimmt und diese in eine Linearkombination aus unitären Matrizen Ak zerlegt.
Eine Möglichkeit besteht darin, das Gatter U(θ) wieder als Matrixexponential eiG(θ) aufzufassen.
Nun geht man davon aus, dass der Generator als Linearkombination von unitären Matrizen Gk

zerlegt wird (z.B. wie in Abschnitt 5.2 beschrieben in die Basis aus Paulistrings). Daraus ergibt sich
dann folgende Ableitung für einen Parameter θi:

(5.19)
∂U(θ)
∂θi

=
∂

∂θi
exp(

∑
k

fk(θ)iGk) =
∑
k

∂ fk(θ)
∂θi

iGkU(θ)

In Gleichung (5.12) eingesetzt ergibt sich daraus für die Ableitung des gesamten Schaltkreises:
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5.4 Analytische Verfahren

∂L(θ)
∂θi

=
∑
k

i
∂ fk(θ)
∂θi

(〈ψ |G†G†
k
ÔG |ψ〉 + 〈ψ |G†ÔGkG |ψ〉)

=
∑
k

i
2
∂ fk(θ)
∂θi

(〈ψ |G†(Gk + I)†Ô(Gk + I)G |ψ〉 + 〈ψ |G†(Gk − I)†Ô(Gk − I)G |ψ〉)

Die Terme 〈ψ |G†(Gk + I)†Ô(Gk + I)G |ψ〉 und 〈ψ |G†(Gk − I)†Ô(Gk − I)G |ψ〉 lassen sich mithilfe
eines Ancilla Qubits bestimmen [CW12]. Dabei müssen kontrollierte Versionen der Gk Gatter
angewandt werden. Die ∂ fk (θ)

∂θi
Terme sind klassische Berechnungen. Bei der Wahl der Zerlegung

der Generatormatrix muss man abwägen zwischen dem Aufwand zur Bestimmung der Linear-
kombination, der Anzahl der Terme der Linearkombination (mehr Terme führen zu mehr nötigen
Schaltkreisausführungen) und mit wie vielen Basisgattern sich einzelne Gk implementieren.

Neben den zwei vorgestellten Verfahren zur Ableitung bezüglich Parametern in beliebigen Gattern,
gibt es noch weitere Verfahren, wie z.B. die stochastische Parameter-Shift Regel [BC21] bzw. die
allgemeine stochastische Parameter-Shift Regel [WIWL21].
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6 Experimente

Um die vorgestellten Gradientenverfahren hinsichtlich Performanz und Güte der Approximationen
zu vergleichen, wurden Experimente durchgeführt und ausgewertet. Zuerst wird in Abschnitt 6.1 auf
vorhandene Implementierungen zur Gradientenberechnung in Qiskit und Pennylane eingegangen.
Danach werden in Abschnitt 6.2 im Detail die genutzten Ansätze, Observablen und Hyperparameter
der in den Experimenten verwendeten Gradientenverfahren beschrieben. In Abschnitt 6.3 werden
die Ergebnisse der Experimente ausgewertet und basierend darauf Hypothesen über die Verfahren
aufgestellt. Zur Analyse dieser Hypothesen werden in Abschnitt 6.4 mathematisch fundierte
Aussagen über die möglichen Berechnungsfehler getroffen. Zuletzt werden in Abschnitt 6.5 die
Ergebnisse weiterer Experimente zur empirischen Validierung der Analyse besprochen.

6.1 Implementierung

Alle Experimente wurden in Qiskit [AAA+21] implementiert. Qiskit selbst stellt mit dem Qiskit
Gradient Framework bereits drei Gradientenverfahren zur Verfügung. Zum einen gibt es das
Parameter-Shift Verfahren, bei dem in diesem Fall der Parameter immer um π/2 verschoben
wird. Als finite Differenzen Verfahren werden nur zentrale finite Differenzen unterstützt (intern
wird ebenfalls die Parameter-Shift Klasse verwendet). Außerdem beträgt hier der Standardwert
für den Abstand h = 10−6. Wie sich später in Abschnitt 6.4 herausstellen wird, ist dies ein
ungeeigneter Wert zur Anwendung auf NISQ Quantencomputern. Als Drittes gibt es noch ein
Linearkombinationsverfahren welches 22 Gatter unterstützt. Falls im Schaltkreis andere Gatter
verwendet werden, wird der Schaltkreis ähnlich zum Gatterzerlegungsverfahren transpiliert.

Pennylane [BIS+18] bietet nur finite Differenzen und Parameter-Shift Gradientenverfahren an,
welche jedoch deutlich mehr Konfigurationsmöglichkeiten bieten. Im finite Differenzen Verfahren
können zwar auch nicht beliebige Samplestellen verwendet werden, es kann jedoch eine höhere
Approximationsordnung gewählt werden, bei der dann entweder eine vorwärts, rückwärts oder
zentrale finite Differenzen Strategie zur Auswahl stehen. Zwei Samplestellen liegen dabei mit
gleichbleibendem Abstand h auseinander. Beim Parameter-Shift Verfahren können eigene Shiftregeln
als Tupel [aj, sj, cj] angegeben werden, die dann, wie in Gleichung (6.1) beschrieben, ausgewertet
werden.

(6.1) gi PS =
∑
j

cjL(ajθi + sj)

Falls keine eigenen Shift Regeln angegeben werden, wird versucht mithilfe eines, auf der Fourier-
Transformation basierenden Verfahrens [WIWL21], Shift Regeln zu bestimmen. Schlägt auch dieser
Versuch fehl, werden die Standardregeln [1/2, 1, π/2], [−1/2, 1,−π/2], welche dem klassischen

35
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Rx(θ1) Rz(θ5) • Rx(θ9) Rz(θ13)

Rx(θ2) Rz(θ6) • Rx(θ10) Rz(θ14)

Rx(θ3) Rz(θ7) • Rx(θ11) Rz(θ15)

Rx(θ4) Rz(θ8) Rx(θ12) Rz(θ16)

Abbildung 6.1: EfficientSU2 Schaltkreis mit linearer Verschränkungsschicht per CNOT Gatter,
sowie Rx und Rz Gatter in der SU2-Schicht

Parameter-Shift Verfahren bezüglich z.B. des Rx Gatters entsprechen, verwendet. Zusätzlich
unterstützt Pennylane automatische Differenzierung, falls der Schaltkreis auf einem passenden
Simulator ausgeführt wird.

Da beide Frameworks sowohl einige der besprochenen Gradientenverfahren als auch für die
unterstützten Verfahren benötigte Analysefunktionalitäten bisher nicht unterstützen, wurden diese
in einem eigenen Qiskit Tool implementiert: https://github.com/SchmidtMoritz/IAGQ

6.2 Versuchsaufbau

Viele verschiedene Faktoren spielen bei der Gradientenberechnung eine Rolle. Der Ansatz bestimmt
bezüglich welcher Gatter Ableitungen berechnet werden müssen. Die Observable impliziert über ihre
Dimensionalität die Mindestanzahl an benötigten Qubits und auch die Anzahl und Orientierungen der
Eigenvektoren, sowie die Größenordnungen der Eigenwerte beeinflussen die Gradientenberechnung.
Außerdem können diese beiden Komponenten auch wieder Hyperparameter haben: Zum Beispiel
sind Ansätze häufig in Form von sich wiederholenden Schichten aufgebaut, mit der man die Tiefe
des Schaltkreises skalieren kann. Sowohl die Anzahl der Schichten, als auch die Gatter, die in den
Schichten verwendet werden, lassen sich als Hyperparameter konfigurieren.

In den Experimenten wurde der in Qiskit als EfficientSU2 bezeichnete Schaltkreis verwendet, der
konzeptionell dem Harware Efficient Ansatz [KMT+17] ähnelt, der für den VQE Algorithmus
konzipiert wurde. Für eine genauere Analyse des Ansatzes wird auf [FHJ+21] verwiesen. Der
Schaltkreis besteht aus l Schichten aus Gattern. Jede Schicht besteht wiederum aus einer Verschrän-
kungsschicht gefolgt von einer Schicht aus 1-Qubit Gattern. Dabei wird immer eine Schicht aus
1-Qubit Gattern als nullte Schicht vorangestellt, da Verschränkungsschichten angewandt auf den
Startzustand |0〉⊗N keinen Effekt hätten. Als 1-Qubit Gatter wurden die Rotationsgatter Rx und Rz ,
sowie CNOT-Gatter als Verschränkungsgatter angewandt. Bei der Art der Verschränkungsgatter
wurden sowohl lineare (siehe Abbildung 6.1), als auch vollständige Schichten (siehe Abbildung 6.2)
verwendet.

Als Observable wurde in den Experimenten eine einfache Diagonalmatrix, wie in Gleichung (6.2)
dargestellt, verwendet. Die Eigenwerte wurden als λi = 2i gewählt, ähnlich zur globalen Observable
im Variational Quantum State Eigensolver [CSAC20], bei der die Eigenwerte ebenfalls monoton
steigen λi < λi+1.
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6.2 Versuchsaufbau

Rx(θ1) Rz(θ5) • • • Rx(θ9) Rz(θ13)

Rx(θ2) Rz(θ6) • • Rx(θ10) Rz(θ14)

Rx(θ3) Rz(θ7) • Rx(θ11) Rz(θ15)

Rx(θ4) Rz(θ8) Rx(θ12) Rz(θ16)

Abbildung 6.2: EfficientSU2 Schaltkreis mit voller Verschränkungsschicht per CNOT Gatter, sowie
Rx und Rz Gatter in der SU2-Schicht

ODiag(λ1, . . . , λN ) =

©«
λ1 0 . . . . . . 0
0 λ2 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 . . . . . . 0 λN

ª®®®®®¬
(6.2)

In der Implementierung lassen sich aber auch alternativ die H2 und LiH Observablen aus [KMT+17],
sowie die He−H+ Observable aus [PMS+14] (für ausgewählte Bindungslängen R = 0.05, 0.1, 1, 2, 3)
als Observable verwenden. Für diese Observablen wurden ebenfalls Experimente durchgeführt. Da
es keine signifikanten Unterschiede bei den Ergebnissen gab, werden im Weiteren die Ergebnisse der
Experimente vorgestellt, bei denen die Observable aus Gleichung (6.2) verwendet wurde. Insgesamt
entspricht der Versuchsaufbau damit einem typischen Aufbau eines VQE Algorithmus.

Der Gradient ist immer abhängig von der Parameterposition, an welcher er gemessen wird. Eine
Abtastung des gesamten Parameterraumes mit einem feinen Gitter, um allgemeine Aussagen treffen
zu können, ist anhand der Laufzeiten einzelner Messungen praktisch nicht möglich. In dieser Arbeit
wurden daher zufällige Parameterpunkte für die Experimente genutzt.

Diese Faktoren werden ergänzt durch die Hyperparameter der Gradientenverfahren selbst. Dazu
gehören zum Beispiel die Anzahl und Abstände der Samplepunkte bei finiten Differenzen oder der
Abstand und die Anzahl an Gradientenapproximationen, über die bei SPSA gemittelt werden soll.
Was bei der Wahl dieser Hyperparameter beachtet werden muss, lag im Fokus der Experimente und
Analyse und wird später detailliert besprochen.

Da die Experimente als Grundlage zur Anwendung auf NISQ Quantencomputern dienen sollen,
spielen noch zusätzliche Faktoren, wie eine begrenzte Anzahl Shots und ein verrauschtes Ausführen
der Schaltkreise, eine Rolle. In der Praxis sollten die simpleren Verfahren in ähnlichem Maße von
Rauschen und ungenauen Gattern betroffen sein, da die untersuchten Methoden meist die gleichen
Schaltkreise verwenden und sich nur in Parameterwerten und klassischen Nachberechnungen
unterscheiden. Die auf Gatterzerlegung und Linearkombination basierten Verfahren, bei denen
der Schaltkreis verändert wird, könnten unterschiedlich stark von Gatterfehlern und Rauschen
betroffen sein. Dabei muss aber immer der Einzelfall betrachtet werden, da es von den genutzten
Gattertypen abhängt. Weil in den Experimenten nur die Verfahren untersucht wurden, die keine
Schaltkreismodifikationen benötigen, wurden zur einfacheren Durchführung alle Experimente
mittels QASM-Simulator ausgeführt. Wie gut die Ergebnisse der Verfahren für verschiedene
Shotzahlen sind, wurde im Detail untersucht.
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6 Experimente

Abbildung 6.3: Vergleich der mittleren quadratischen Fehler an zufälligem Parameterpunkt mit
Anzahl Ansatzschichten jeweils l = 1 und l = 5 und linearer sowie vollständiger
Verschränkungsschicht.

Für den gewählten Ansatz lässt sich auf allen Gattern das Parameter-Shift Verfahren anwenden. Die
Experimente fokussieren sich auf die vorgestellten numerischen und Parameter-Shift Verfahren. Die
allgemeinen Gradientenverfahren, also die Verfahren per Linearkombination und Gatterzerlegung,
wurden in den Experimenten nicht angewandt. Was sich mithilfe der Ergebnisse dieser Arbeit über
diese Verfahren aussagen lässt, wird in Abschnitt 6.5 besprochen.

6.3 Versuchsergebnisse

Um einen ersten Eindruck der Güte der einzelnen Verfahren zu gewinnen, wurden an einem zufälligen
Parameterpunkt alle Verfahren angewandt. Als analytische Verfahren wurden Parameter-Shift, sowie
das allgemeine Parameter-Shift Verfahren mit Abstand von γ = 0.5 genutzt. Als numerische
Verfahren wurden zentrale, vorwärts und rückwärts finite Differenzen, sowie SPSA genutzt, wobei
bei allen h = 0.01 gewählt wurde. Da SPSA weniger Shots als die anderen Verfahren verwendet,
wurde, wie in Abschnitt 5.3.2 besprochen, der Mittelwert über 10 Ausführungen gebildet.

Es wurden bei 4 Qubits verschiedene Anzahl an Schichten mit vollständiger und linearer Ver-
schränkungsschicht getestet. Pro Messung wurden in den ersten Experimenten bis zu 1000 Shots
verwendet. Auch in den folgenden Abbildungen beschreibt die Shotanzahl immer die Anzahl Shots
die für jede individuelle Messung angewandt wurden.

Wie in Abbildung 6.3 zu sehen, ist das Verhältnis zwischen den Fehlern der verschiedenen
Gradientenverfahren für alle Varianten von Verschränkungsschichten und Anzahl der Schichten
ähnlich. Die Anzahl der Schichten des Ansatzes, sowie die Art der Verschränkungsschichten, schien
auf die Güte der Gradientenverfahren keinen Einfluss gehabt zu haben. Bei genauerer Betrachtung
dieser ersten Experimente lassen sich einige Hypothesen bezüglich der Verfahren formulieren:

38



6.3 Versuchsergebnisse

Abbildung 6.4: Vergleich der Fehler zwischen SPSA und Finite Differenzen mit gleichem Abstand
h = 0.01 und mit bzw. ohne ausgeglichener gesamter Shotanzahl

Hypothese 1: Das klassische und allgemeine Parameter-Shift Verfahren berechnen deutlich bessere
Approximationen als alle numerischen Verfahren.

Hypothese 2: Vorwärts und rückwärts finite Differenzen berechnen schlechtere Approximationen
als zentrale finite Differenzen bei gleichem Abstand h.

Hypothese 3: SPSA berechnet bessere Approximationen als finite Differenzen.

Hypothese 3 entspricht dabei nicht den Erwartungen zu SPSA in anderen Problemstellungen,
da der eigentliche Vorteil von SPSA darin besteht, schlechtere, aber dafür weniger aufwendige,
Approximationen iterativ auszugleichen. Auch hat SPSA bei den Versuchen insgesamt weniger Shots
benötigt als alle anderen Verfahren, nämlich nur zwei Messungen pro Gradientenapproximation,
während die anderen Verfahren 2n Messungen benötigten. Schon bei nur einer Ansatzschicht und 4
Qubits gibt es 16 Parameter. Alle Verfahren außer SPSA benötigten also 32 Messungen. Da bei
den Experimenten bei SPSA über 10 Approximationen gemittelt wurde, waren dafür insgesamt
trotzdem nur 20 Messungen nötig.

Um dies weiter zu untersuchen, wurde bei l = 2, also k = 24 Parametern, sowohl SPSA, als
auch zentrale finite Differenzen mit Abstand h = 0.01 über 5 Approximationen gemittelt. Wie in
Abbildung 6.4 zu sehen, scheinen dann beide Verfahren ähnliche Fehler zu liefern. Wenn man die
gesamte Shotanzahl jedoch ausgleicht, also finite Differenzen weiterhin fünf mal mittelt, SPSA aber
5 ∗ k = 120 mal, liefert SPSA bessere Ergebnisse.

Bisher wurden alle numerischen Verfahren mit dem gleichen Abstand h = 0.01 getestet. Im
Allgemeinen will man ein möglichst kleines h wählen, um den Fehlerterm O(h2) zu verringern. Wenn
man spezifisch zentrale finite Differenzen als den Differenzenquotienten der Ableitungsdefinition
betrachtet, ergibt die Wahl eines kleineren Abstands ebenfalls Sinn, da ein kleineres h einem
besseren Annähern des Grenzwertes und damit der exakten Ableitung entspricht.

Experimente dazu zeigen aber das genaue Gegenteil. Wie in Abbildung 6.5 zu sehen, liefern größere
Abstände bessere Ergebnisse. Auch mehr Samplestellen mit geringeren Abständen scheinen dies
nicht zu verbessern.

Hypothese 4: Finite Differenzen mit kleinerem h berechnen schlechtere Approximationen.

39



6 Experimente

Abbildung 6.5: Vergleich der Fehler von zentralen finiten Differenzen mit verschiedenen Abständen

Abbildung 6.6: Entwicklung des Fehlers von zentralen finiten Differenzen mit h = 0.01, h = 0.005
und h = 0.001 bei großen Shotzahlen

Auch wenn geringere Abstände größere Fehler produzieren, sinkt dieser Fehler kontinuierlich mit
höherer Anzahl Shots. Weitere Experimente (siehe Abbildung 6.6) zeigen, dass kleinere Abstände h
bei geringen Shotzahlen nicht nur einen großen Fehler erzielen, sondern auch deutlich mehr Shots
benötigen, um ähnliche Fehler wie die analytischen Verfahren zu erreichen.

Hypothese 5: Finite Differenzen benötigen mehr Shots je kleiner h gewählt wird, um ähnliche
Fehlerraten wie Parameter-Shift zu erreichen.

In den ersten Experimenten ließ sich vor allem der Unterschied der Approximationsqualität der
numerischen zu den analytischen Verfahren erkennen. Aber auch bei den analytischen Verfahren
gibt es Unterschiede. Das allgemeine Parameter-Shift Verfahren sollte eigentlich, genau wie das
klassische Parameter-Shift Verfahren, den exakten Gradienten bestimmen. Wenn man nur die beiden
getesteten analytischen Verfahren mit bis zu 10000 Shots vergleicht (siehe Abbildung 6.7), fällt
auf, dass das allgemeine Verfahren mit h = 0.5 zwar auch einen sehr kleinen quadratischen Fehler
erzielt, es dafür aber mehr Shots aufwenden muss als das einfache Parameter-Shift Verfahren.

40



6.4 Analyse

Abbildung 6.7: Vergleich der Fehler vom allgemeinen und klassischen Parameter Shift Verfahren

Hypothese 6: Bei dem allgemeinen und klassischen Parameter-Shift Verfahren gibt es leichte
Unterschiede hinsichtlich der Anzahl Shots die benötigt werden, um den exakte Gradienten zu
berechnen.

In der bisherigen Auswertung wurden die Fehler der Verfahren vor allem untereinander verglichen.
Um zu verstehen, wie stark die Auswirkungen von großen Fehlern in möglichen Anwendungen
wären, sollten die Ergebnisse noch mit der Größe des Gradienten in Kontext gesetzt werden. Die
durchschnittliche Größe einer partiellen Ableitung an dem verwendeten, zufälligem Parameterpunkt
war circa 0.75. Die Fehler der analytischen Verfahren erreichen nach 1000 Shots eine geringere
Größenordnung, sind jedoch in noch keinem vernachlässigbaren Bereich. Im Gegensatz dazu
entsprechen die Fehler der numerischen Verfahren nach 1000 Shots dem 5- bis 50-fachen der
durchschnittlichen Gradientengröße. Die Approximationen der numerischen Verfahren sollten
daher zur Optimierung nicht verwendet werden, da das Rauschen des Fehlers der tatsächlichen
Gradienteninformation überwiegt.

6.4 Analyse

Die Ergebnisse der Experimente werden nun weiter aufgeschlüsselt und mathematisch analysiert, um
für die aufgestellten Hypothesen mögliche Erklärungen zu finden. Aufgrund des durch die Messungen
entstehenden Zufalls, lassen sich die konkreten Gradientenberechnungen als Zufallsvariablen
auffassen und deren quadratische Fehler in Bias und Varianz aufteilen. Der Bias entspricht dabei
dem Fehler des Verfahrens, wenn bei jeder Messung der exakte Erwartungswert gemessen würde.
Die Varianz beschreibt die zu erwartende quadratische Abweichung vom Bias. Messungen mit
mehr Shots verringern die Varianz des Messergebnisses. Für unendlich Shots geht die Varianz
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6 Experimente

Abbildung 6.8: Vergleich des Bias der Verfahren aus den vorherigen Experimenten

gegen 0, man misst also sicher den Erwartungswert und es bleibt lediglich der Bias als Restfehler.
Gleichung (6.3) zeigt diese Zusammensetzung des quadratischen Fehlers als Bias und Varianz für
partielle Ableitung ∂L(θ)

∂θi
und Approximation gi.

(6.3) E

[(
gi −

∂L(θ)
∂θi

)2
]
= E[(E[gi] − gi)

2] +

(
E[gi] −

∂L(θ)
∂θi

)2
= Var(gi) + Bias

(
gi,

∂L(θ)
∂θi

)2

Mit dem Qiskit Opflow Modul lassen sich die genauen Erwartungswerte E[L(θ)] von Messungen
bestimmen. Aufgrund der Linearität des Erwartungswerts lassen sich die Erwartungswerte E[gi]
für alle Verfahren aus den ersten Experimenten berechnen, also die Gradienten, zu denen die
Verfahren schlussendlich unter Verwendung von unendlich vielen Shots konvergieren würden. In
Gleichung (6.4) wird dies beispielhaft für das klassische Paramete-Shift Verfahren demonstriert.

(6.4) E[gi (PS)] = E[
1
2
(L(θ +

π

2
) − L(θ −

π

2
))] =

1
2
(E[L(θ +

π

2
)] − E[L(θ −

π

2
)])

Für die Rotationsgatter entsprechen die Erwartungswerte des klassischen Parameter-Shift Verfahrens
den exakten Ableitungen ∂L(θ)

∂θi
. Der Bias eines Verfahrens lässt sich also bestimmen, indem deren

Erwartungswert mit dem vom klassischen Parameter Shift verglichen wird. Abbildung 6.8 zeigt den
quadrierten Bias für alle Verfahren der ersten Experimente.

Wichtig ist hierbei, dass der Erwartungswert von SPSA nur über die spezifischen 10 gewählten
Abstandsvektoren ∆ gebildet wird und nicht der allgemeine Erwartungswert des Verfahrens ist. Die
Analyse von SPSA ist insgesamt komplizierter, da sowohl anhand der Auswahl des Abstandsvektors,
als auch durch die Messungen selbst ein verschachtelter, doppelter Zufall entsteht. Daher wird die
Analyse von SPSA gesondert in Abschnitt 6.4.3 besprochen.

Es zeigt sich, dass das allgemeine Parameter-Shift Verfahren wie erwartet, bis auf Maschinenpräzision
genau, ebenfalls zum korrekten Gradienten konvergiert, also keinen Bias hat. Die numerischen
Verfahren sind dagegen nicht ohne Bias. SPSA sticht hier, den Erwartungen entsprechend am
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6.4 Analyse

Abbildung 6.9: Vergleich des Bias von zentralen finiten Differenzen für verschiedene Abstände h
an dem Parameterpunkt der ersten Experimente

schlechtesten ab. Bei den finiten Differenzen Verfahren hat das zentrale Verfahren bei selbem
Abstand einen geringeren Bias als die anderen beiden Verfahren. Wie in Abbildung 6.9 zu sehen,
spiegelt sich für den Bias auch das eigentlich erwartete Verhalten wider, dass kleinere Abstände zu
geringeren Fehlern führen1.

Allgemein fällt auf, dass der Bias nur einen sehr geringen Teil des Fehlers der ersten Experimente
ausmacht. Der Großteil des Fehlers muss also von der Varianz stammen.

6.4.1 Varianz

Wie in Abschnitt 2.3 besprochen, ist im allgemeinen Fall der Erwartungswert einer Messung
gegeben durch 〈O〉 |ψ〉 = 〈ψ |O |ψ〉. Die Varianz der Messung lässt sich, analog zu ihrer Definition
Var(X) = E[(X −E[X])2], als 〈ψ | (O− 〈O〉 |ψ〉 I)2 |ψ〉 berechnen. Eine alternative Berechnung ergibt
sich, analog zur bekannten Identität Var(X) = E[X2] − E[X]2, als 〈ψ | (O2) |ψ〉 − (〈ψ |O |ψ〉)2. In
[HFQE22] und [MBK21] wird diese Varianz als One-Shot bzw. Single-Shot Varianz bezeichnet, da
es die Varianz einer Messung beschreibt, bei der nur ein einziger Shot verwendet wurde.

Die Varianz ist nicht linear. Es werden also einige weitere Varianzidentitäten benötigt, um von der
Varianz einzelner Messungen auf die Varianz der verschiedenen Gradientenverfahren zu schließen.
Eine Linearkombination zweier Zufallsvariablen lässt sich, wie in Gleichung (6.5) beschrieben, in
die einzelnen Varianzen der Zufallsvariablen sowie deren Kovarianz zerlegen.

(6.5) Var(aX + bY ) = a2Var(X) + b2Var(Y ) + 2abCov(X,Y )

1In [HFQE22] wird gezeigt, dass der Bias der finiten Differenzen Verfahren mithilfe der allgemeinen Parameter-Shift
Regel als Linearkombination von erster und zweiter Ableitung dargestellt werden kann. Auch dort zeigt sich, dass die
Approximationen für limh→0 exakt werden.
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Für unabhängige Zufallsvariablen folgt daraus, dass die Varianz der Linearkombination lediglich
die Summe der einzelnen Varianzen mit quadrierten Koeffizienten ist (siehe Gleichung (6.6)), da in
diesem Fall die Kovarianz 0 ist.

(6.6) Var(aX + bY ) = a2Var(X) + b2Var(Y )

Wenn in einem Quantenschaltkreis mehrmals gemessen wird, kann eine frühe Messung den Zustand
des Quantencomputers verändern und dadurch spätere Messungen beeinflussen. In dem Fall sind
die Zufallsvariablen, die die Messergebnisse dieser Messungen beschreiben, nicht unabhängig
voneinander. Für das hier besprochene Szenario ist dies jedoch nicht der Fall, da nur am Ende eines
Schaltkreises einmal gemessen wird. Jede Messung der Verlustfunktion entspricht einer neuen
Ausführung des Schaltkreises. Daher sind die Messungen L(θ) hier voneinander unabhängig. Die
Varianzen der Gradientenverfahren ergeben sich dann wie folgt:

(6.7) Var(gi (PS)) = r2(Var(L(θ +
π

4r
)) + Var(L(θ −

π

4r
)))

(6.8) Var(gi (VFD)) = Var
(
1
h
(L(θ + h) − L(θ))

)
=

1
h2 (Var(L(θ + h)) + Var(L(θ)))

(6.9) Var(gi (RFD)) = Var
(
1
h
(L(θ) − L(θ − h))

)
=

1
h2 (Var(L(θ)) + Var(L(θ − h)))

(6.10) Var(gi (ZFD)) =
1

4h2 (Var(L(θ + h)) + Var(L(θ − h)))

(6.11) Var(gi (APS)) =
r2

sin(2rγ)2
(Var(L(θ + γ)) + Var(L(θ − γ)))

Mithilfe der One-Shot Varianz ergibt sich auch die Varianz nach beliebig vielen Shots. Jeder Shot
einer Messung lässt sich als eine Zufallsvariable L(θ)s darstellen. Dabei ist jedes L(θ)s identisch
verteilt mit E[L(θ)s] = µ und Var(L(θ)s) = σ2, aber unabhängig von allen anderen Shots. Das
Gesamtergebnis nach n Shots ist dann der Mittelwertschätzer L̄(θ) über alle L(θ)s, also L̄(θ) =
1
n

∑n
s=0 L(θ)s. Der Erwartungswert des Mittelwertschätzers entspricht dem der Originalverteilung

unabhängig von der Anzahl an Shots (siehe Gleichung (6.12)).

(6.12) E[L̄(θ)] = E[
1
n

n∑
s=0

L(θ)s] =
1
n

n∑
s=0
E[L(θ)s] =

1
n

nµ = µ
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Die Varianz des Mittelwertschätzers nimmt hingegen mit der Anzahl an Shots ab (siehe Glei-
chung (6.13)).

(6.13) Var(L̄(θ)) = Var(
1
n

n∑
s=0

L(θ)s) =
1
n2

n∑
s=0

Var(L(θ)s) =
1
n2 nσ2 =

σ2

n

Wenn also die One-Shot Varianz an den Messpunkten bekannt ist, lässt sich die Varianz der
Verfahren für beliebig viele Shots berechnen. Solange für alle Messungen dieselbe Anzahl n an
Shots verwendet wird, ergibt sich die verringerte Varianz als Var(gi )

n .

Die Verfahren messen meist an unterschiedlichen Parameterpunkten. Man kann deren Varianzen da-
her eigentlich nicht direkt vergleichen, da sich die Varianzen der Messungen je nach Parameterpunkt
unterscheiden können. Folgende Annahme aus [MBK21] erlaubt jedoch eine andere Perspektive:

Annahme 1: Die Varianz der Messung in einer Observable hängt nur schwach von der Verschiebung
des Parameterwertes ab, sodass Var(L(θ + h)) +Var(L(θ − h)) w 2Var(L(θ)) für alle Werte von h
gilt.

Für diese Annahme lässt sich leicht ein Gegenbeispiel konstruieren: Betrachtet man ein einzelnes
Qubit im Zustand |0〉 auf das ein Ry(θ) Gatter angewandt wird und misst es in der Standardbasis,
also bezüglich der Zustände |0〉 und |1〉, gibt es im Fall θ = 0 keine Varianz. Wenn man nun aber
an θ = 0 den Parameter um den Abstand h = π

2 verschiebt, ist der resultierende Zustand |+〉 bei
Ry(θ + h), beziehungsweise |−〉 bei Ry(θ − h). Diese beiden Zustände sorgen für die größte Varianz,
die in dieser Konstruktion möglich ist. Hier gilt also Var(L(θ + h)) +Var(L(θ − h)) w 2Var(L(θ))
nicht. Es scheint also zunächst nicht sinnvoll diese Annahme zu akzeptieren.

Wie oben besprochen ist die Varianz messbar. Eine empirische Untersuchung in Form einer Stich-
probe an verschiedenen zufälligen Parameterpunkten unterstützt die Annahme. Gerade bei kleinen
Abständen unterscheiden sich Var(L(θ + h)), Var(L(θ − h)) und Var(L(θ)) kaum voneinander.

Eine mögliche Erklärung für dieses Verhalten könnte das Barren Plateau Phänomen [MBS+18] sein.
Es weist Parallelen auf zu dem Phänomen des Curse of Dimensionality [Bel57] auf, welches unter
anderem im maschinellen Lernen bekannt ist. Die Anzahl an Zuständen, deren Erwartungswerte
sich vom durchschnittlichen Erwartungswert signifikant unterscheiden, sinkt exponentiell mit der
Anzahl an Qubits. In Plateaus aus Zuständen mit durchschnittlichen Erwartungswerten ist dann der
Gradient sehr gering, jedoch kein Extremum vorhanden.

Eine Idee ist daher, auch wenn das Problem mit 4 Qubits noch relativ klein ist, das dieses
Phänomen hier bereits Auswirkungen hat. Erst wenn man sich an dem Punkt θ, beziehungsweise
den Verschiebungen um h, einem Eigenzustand der Observablen nahe genug annähert, unterscheidet
sich die Varianz der Messung deutlich von der durchschnittlichen Varianz. Wenn man davon ausgeht,
dass ein gleich verteilter zufälliger Parameterpunkt circa zu einem gleich verteilten zufälligen
Zustand führt, ist die Chance deutlich höher einen Zustand mit durchschnittlicher Varianz zu treffen,
als einen Zustand in der Nähe eines Eigenvektors. Dieses Phänomen bietet definitiv Möglichkeiten
für eine zukünftige gesonderte Analyse. Aufgrund der empirischen Ergebnisse wird die Annahme
als zutreffend angenommen und für die weitere Analyse verwendet.

45



6 Experimente

Die Varianzen der Verfahren aus Gleichung (6.7)-Gleichung (6.11) werden dementsprechend
angepasst. Alle Varianzen von Messungen werden als konstante Varianz σ2 angenommen:
Var(L(θ)) ' Var(L(θ + h)) ' σ2.

(6.14) Var(gi (PS)) ' 2σ2r2

(6.15) Var(gi (VFD)) '
2σ2

h2

(6.16) Var(gi (RFD)) '
2σ2

h2

(6.17) Var(gi (ZFD)) '
σ2

2h2

(6.18) Var(gi (APS)) '
2σ2r2

sin(2rγ)2

Wir haben nun also eine Abschätzung der Varianz und wissen, dass diese für den Großteil des
Fehlers in den Experimenten verantwortlich ist. Als Nächstes gilt es, mithilfe dieser Erkenntnisse
die in Abschnitt 6.3 aufgestellten Hypothesen zu interpretieren.

6.4.2 Analyse der Hypothesen

Wie in Gleichung (6.14) - Gleichung (6.18) zu sehen, hängt die Varianz nun nur von den Faktoren
ab, die in den ursprünglichen Gradientenformeln die Messwerte skalieren. Für die Rotationsgatter
des benutzten Ansatzes ist r = 1

2 , folglich ist die Varianz des klassischen Parameter-Shifts σ2

2 . Für
die numerischen Verfahren hängt der Vorfaktor vom Abstand h mit O(h−2) ab. Da üblicherweise
ein Abstand 0 < h � 1 gewählt wird, um einen geringeren Bias zu produzieren, wird die Varianz
aufgebläht. Beispielsweise für das rückwärts finite Differenzen Verfahren aus den Experimenten
mit dem Abstand h = 0.01 wird σ2 bereits mit 2( 1

0.01 )
2 = 20000 skaliert. Für das zentrale,

finite Differenzen Verfahren aus den Experimenten mit dem Abstand h = 0.01 wird σ2 bereits
mit 1

2·0.012 = 5000 skaliert. Es erzielen also erst 10000 Shots pro Messung die Varianz, die
Parameter-Shift mit einem einzigen Shot pro Messung generiert.

Hypothese 4: Finite Differenzen mit kleinerem h berechnen schlechtere Approximationen.

Hypothese 5: Finite Differenzen benötigen mehr Shots je kleiner h gewählt wird, um ähnliche
Fehlerraten wie Parameter-Shift zu erreichen.

Diese zwei Hypothesen lassen sich dadurch erklären: Kleinere Abstände führen zu größeren
Varianzen, die mehr Shots benötigen, um sich dem Erwartungswert anzunähern. Da in den
Experimenten der Fehler aus der Varianz dem des Bias überwiegt, lieferten die größeren Abstände
bessere Ergebnisse.
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Hypothese 2: Vorwärts und rückwärts finite Differenzen liefern schlechtere Ergebnisse als zentrale
finite Differenzen bei gleichem Abstand h.

Auch hier kann die Varianzanalyse eine Erklärung liefern. Dadurch, dass bei zentralen finiten
Differenzen nicht durch h, sondern durch 2h geteilt wird, ist die Varianz nur ein Viertel der Varianz
von vorwärts und rückwärts finiten Differenzen.

Da bei vorwärts und rückwärts finiten Differenzen der Messwert L(θ) für alle partiellen Ableitungen
wiederverwendet werden kann, muss hier nur an k + 1 anstatt 2k Punkten gemessen werden. Dies
wurde in den ersten Experimenten, im Gegensatz zu SPSA, nicht ausgeglichen. Wenn man bei
beiden Verfahren insgesamt dieselbe Anzahl Shots verwenden will, kann man bei vorwärts und
rückwärts finiten Differenzen also circa doppelt so viele Shots pro Messung verwenden. Damit
ist die Varianz bei gleichem Abstand h dann nicht mehr viermal so groß wie bei zentralen finiten
Differenzen, sondern nur noch circa doppelt so groß.

Hypothese 1: Das klassische und allgemeine Parameter-Shift Verfahren berechnen deutlich bessere
Approximationen als alle numerischen Verfahren.

Hypothese 6: Bei dem allgemeinen und klassischen Parameter-Shift Verfahren gibt es leichte
Unterschiede hinsichtlich der Anzahl Shots die benötigt werden, um den exakte Gradienten zu
berechnen.

Diese beiden Hypothesen scheinen sich nur begrenzt zu bestätigen. Der Skalierungsfaktor 2r2

sin(2rγ)2

des allgemeinen Parameter-Shift Verfahrens ist für die Experimente 1
2sin(γ)2 . Für γ nahe 0 gilt

sin(γ) ≈ γ, also 1
2sin(γ)2 ≈

1
2γ2 . Der Skalierungsfaktor ist also identisch mit dem von zentralen

finiten Differenzen für kleine Abstände. Es kann also nicht nur leichte, sondern erhebliche
Unterschiede bei der benötigten Anzahl Shots zwischen allgemeinem und klassischem Parameter-
Shift Verfahren geben. Der entscheidende Punkt ist hier aber, dass der Abstand im allgemeinen
Parameter Shift beliebig gewählt werden kann und trotzdem keinen Bias hat. Man kann also den
Abstand so wählen, dass der Nenner des Skalierungsfaktors maximiert wird und so die Varianz
minimieren. Interessanterweise ist der Abstand γ = π

4r des klassischen Parameter-Shift Verfahrens
der bestmögliche Skalierungsfaktor. Für große Abstände scheint Hypothese 1 also weiterhin zu
gelten.

Als Letztes bleibt noch die Hypothese zu SPSA:

Hypothese 3: SPSA berechnet bessere Approximationen als finite Differenzen.

Diese wird nun im nächsten Abschnitt detailliert untersucht.

6.4.3 SPSA

In SPSA ist eine mögliche Approximation gi des i-ten Elements des Gradienten gegeben durch
Gleichung (5.11) aus Abschnitt 5.3.2. Je nach Abstandsvektor ∆ unterscheidet sich der Erwartungs-
wert und die Varianz von gi , da an unterschiedlichen Parameterpunkten gemessen wird. Wie viele
verschiedene Abstandsvektoren es gibt, skaliert exponentiell mit der Anzahl an Parametern k. Für
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jeden Parameter ist der Abstand entweder +h oder −h. Es gibt also K = 2k mögliche Vektoren.
Anschaulich lassen sich die aus dem jeweiligen Abstandsvektor ∆ resultierenden Samplestellen als
zwei gegenüberliegende Ecken eines N-dimensionalen Würfels mit Seitenlänge 2h verstehen2.

Im Folgenden wird ∆ als diskrete Zufallsvariable betrachtet mit einzelnen ∆j als mögliche
Abstandsvektoren auf die ∆ abbildet. Aufgrund der gewählten Verteilung sind alle ∆j gleich
wahrscheinlich mit p(∆j) =

1
K . Es muss unterschieden werden zwischen einer Approximation

gi(∆j), wenn bereits ein spezifischer Abstandsvektor ∆j gewählt wurde, und gi, der allgemeinen
Betrachtung der Approximation, vor der Wahl von ∆. Analog zum Vorgehen im vorherigen Abschnitt
lassen sich für eine Approximation gi(∆j) der Erwartungswert µi(∆j) und die Varianz σ2

i (∆j)

bestimmen, siehe dazu Gleichung (6.19), Gleichung (6.20).

(6.19) µi(∆j) = E

[
L(θ + h∆j) − L(θ − h∆j)

2h∆j i

]
=
E[L(θ + h∆j)] − E[L(θ − h∆j)]

2h∆j i

(6.20) σi
2(∆j) = Var

(
L(θ + h∆j) − L(θ − h∆j)

2h∆j i

)
=

Var(L(θ + h∆j)) + Var(L(θ − h∆j))

4h2

Die Frage ist jedoch nicht, wie die Varianzen solcher einzelnen Approximationen aussehen,
schließlich könnte man zufällig einen sehr guten oder sehr schlechten Abstandsvektor gewählt
haben, sondern wie sich die Varianz der allgemeinen Approximation gi zusammensetzt, die alle
möglichen Abstandsvektoren berücksichtigt. Mithilfe des Satzes über die totale Wahrscheinlichkeit
lässt sich der allgemeine Erwartungswert µi von gi ausrechnen (Gleichung (6.21)).

(6.21) µi = E∆[E[gi |∆]] =
K∑
j=0

p(∆j)E[gi |∆ = ∆j] =

K∑
j=0

µi(∆j)

K

SPSA hat zwei Arten von Varianzen. Die erste Art ist die eben besprochene Varianz σi
2(∆j) einer

Gradientenapproximation für ein spezifisches ∆j . Diese Varianz ergibt sich aus den Varianzen
der Messungen an L(θ ± h∆j). Aber auch die Erwartungswerte µi(∆j) der Approximation für
ein spezifisches ∆j schwanken um den gesamten Erwartungswert µi. Diese Varianz σ2

∆
wird in

Gleichung (6.22) beschrieben. Sie sagt aus wie stark die Approximation aufgrund der Wahl von ∆
schwanken kann, wenn alle Messungen perfekt wären.

(6.22) σ2
∆
= E∆[(E[gi |∆] − µi)

2] =

K∑
j=0

p(∆j)(µi(∆j) − µi)
2 =

1
K

K∑
j=0
(µi(∆j) − µi)

2

2Die Samplestellen von zentralen finiten Differenzen entsprechen den Mittelpunkten gegenüberliegender Flächen dieses
Würfels.
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6.4 Analyse

Es bleibt zu klären, wie sich diese beiden Varianzen zur allgemeinen Varianz Var(giSPSA) = σ
2
i

zusammensetzen. Als Ausgangspunkt wird diese allgemeine Varianz σ2
i ausformuliert:

(6.23) σ2
i = Var(gi) = E∆[(gi − µi)2] = E[g2

i ] − µ
2
i

Das zweite Moment E[g2
i ] kann weiter aufgeschlüsselt werden.

(6.24) E[g2
i ] = E∆[E[g

2
i |∆]] =

K∑
j=0

p(∆j)E[g
2
i |∆ = ∆j] =

1
K

K∑
j=0
(σi

2(∆j) + µi
2(∆j))

Dabei wurde in Gleichung (6.24) ausgenutzt, dass σi
2(∆j) = E[g

2
i |∆ = ∆j] − µi

2(∆j) gilt.

Sei nun σ2
M =

1
K

∑K
j=0 σi

2(∆j) die durchschnittliche Varianz, die durch Messungen induziert
wird. Durch Umformulierung von σ2

∆
als ( 1

K

∑K
i=0 µi

2(∆j)) − µ
2
i erhält man schlussendlich den

Zusammenhang der beiden Varianzen:

(6.25)

σ2
i =

1
K

©«
K∑
j=0
(σi

2(∆j) + µi
2(∆j))

ª®¬− µ2
i =

©« 1
K

K∑
j=0

σi
2(∆j)

ª®¬+©«( 1K
K∑
j=0

µi
2(∆j)) − µ

2
i
ª®¬ = σ2

M +σ
2
∆

Dies lässt sich als ein Spezialfall des Gesetzes der totalen Varianz verstehen. Die gesamte
Varianz ergibt sich als Summe der messungsunabhängigen Varianz σ2

∆
und der durchschnittlichen

messungsabhängigen Varianz σ2
M .

Überσ2
∆

können aus den bisherigen Experimenten und Analysen noch keine Schlüsse gezogen werden.
σ2
M lässt sich jedoch auch unter der vorherigen Annahme, dass die Varianz einer Messung konstant

mitσ2 angenommen werden kann, betrachten. Die Annahme wurde nur für Shifts in einem Parameter
formuliert. Hier werden jedoch alle Parameter gleichzeitig verschoben. In Experimenten mit h = 0.01
für verschiedene ∆ galt aber auch Var(L(θ + ∆h)) + Var(L(θ − ∆h)) ' 2Var(L(θ)). Basierend auf
diesen empirischen Resultaten wird nun auch von Var(L(θ ± ∆h)) = σ2 ausgegangen:

(6.26) σ2
M =

1
K

K∑
j=0

σi
2(∆j) =

1
K

K∑
j=0

2σ2

4h2 '
1
K

Kσ2

2h2 =
σ2

2h2

σ2
M ist unter der Annahme somit identisch zur Varianz von zentralen finiten Differenzen. Obwohl

für SPSA noch die Varianz σ2
∆

hinzukommt, hat es aber trotzdem in den Experimenten bessere
Approximationen berechnet als zentrale finite Differenzen. Um dies zu klären, muss noch betrachtet
werden, wie sich die Anzahl Shots auf die Varianz von SPSA auswirkt.
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6 Experimente

SPSA Finite Differenzen Parameter Shift

Varianten Vorwärts Rückwärts Zentral Einfach Allgemein

Samplestellen 2 k + 1 k + 1 2k 2k 2k
Varianz σ2

∆
+ σ2

2h2
2σ2

h2
2σ2

h2
σ2

2h2 2 σ2r2 2σ2r2

sin(2rγ)2

Tabelle 6.1

Bei den bisherigen Verfahren macht es keinen Unterschied, ob man n mal mit einem Shot
approximiert und über die Ergebnisse den Mittelwert bildet, oder einmal mit n Shots approximiert.
Bei SPSA spielt dies jedoch eine Rolle. Wenn man nur einen spezifischen Abstandsvektor ∆j wählt
und bei den Messungen n Shots verwendet, entspricht dies einer Mittelwertschätzung von µi(∆j)

mit Messvarianz σ2
M

n . Die Varianz σ2
∆

bleibt aber unverändert. Wenn man stattdessen den Mittelwert
über n Approximationen mit unterschiedlichen Abstandsvektoren bildet, bei denen nur ein Shot pro
Messung verwendet wurde, wird die gesamte Varianz auf σ2

i

n =
σ2

M

n +
σ2
∆

n reduziert.

Allgemein für einen Durchschnitt aus p Ziehungen von ∆, wobei Messungen mit jeweils n Shots
ausgeführt werden, ergibt sich die Varianz:

(6.27) σ2
i (|∆| = p, Shots = n) =

σ2
M

n + σ
2
∆

p
=
σ2
M

np
+
σ2
∆

p

Daraus resultiert, dass möglichst mit nur geringen Shotzahlen über möglichst viele verschiedene
Abstandsvektoren gemittelt werden sollte, da so beide Arten von Varianzen verringert werden
können. Jedoch kann dadurch die Laufzeit erhöht werden. So war für den Versuchsaufbau in Qiskit
das Ausführen von einem Experiment mit mehreren Shots deutlich schneller als das Ausführen
mehrerer Experimente mit einem Shot.

Der entscheidende Punkt, warum SPSA bei den Experimenten bessere Ergebnisse lieferte, besteht
darin, dass mit nur zwei Messungen die Varianz in allen Dimensionen verringert wird. Angenommen
SPSA und zentrale finite Differenzen verwenden beide 2np viele Shots, wobei p = k auf die Anzahl
der Parameter gesetzt wird. Finite Differenzen verwendet für jeden der k Parameter 2n Shots und
erreicht damit eine Varianz von σ2

M

n für jeden Parameter. SPSA vermittelt über k Ziehungen von
∆ und verwendet bei den Messungen ebenfalls 2n Shots. Die Varianz in jedem Parameter wird
dadurch auf σ2

M

nk +
σ2
∆

k gesenkt. Solange σ2
∆
< k−1

n σ2
M gilt, hat SPSA in diesem Fall eine geringere

Varianz als zentrale finite Differenzen.

6.5 Validierung der Analyse

Zur Überprüfung der Analyse wurden weitere Experimente durchgeführt. Für alle Verfahren
bis auf SPSA lassen sich Bias und Varianz leicht bestimmen: Mithilfe von Opflow können die
exakten Approximationen gi , sowie mit zwei zusätzlichen Messungen pro Samplestelle (einmal mit
Observable O und einmal mit O2) auch die exakten Varianzen Var(gi) bestimmt werden.
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6.5 Validierung der Analyse

Abbildung 6.10: Vergleich der exakten Varianzen für die Verfahren aus den ersten Experimenten

Bei SPSA lassen sich die einzelnen gi(∆) und deren Varianz ebenfalls so berechnen. Das reicht aber
noch nicht, um σ2

M und σ2
∆

zu bestimmen. Für diese Varianzen müssen Erwartungswerte bezüglich
∆ berechnet werden. Es müssen also Summen über alle möglichen ∆ Vektoren gebildet werden.

Wie bereits in Abschnitt 6.4.3 erwähnt, gibt es insgesamt 2k mögliche ∆ Vektoren bei k Parametern
im Schaltkreis. Der Vektor −∆j liefert jedoch die gleiche Approximation wie ∆j . Damit können die
Hälfte der Abstandsvektoren ignoriert werden und es bleiben nur noch 2k−1 mögliche Vektoren übrig.
Bei dem verwendeten Ansatz der Experimente (k = 24) führte dies bereits zu einer inakzeptablen
Laufzeit um einmal E∆[gi(∆)], sowie σ2

M und σ2
∆

zu berechnen. Zur Beschleunigung wurden die
exakten Berechnungen durch folgende Approximationen ersetzt: Es werden zufällig ∆ Vektoren
gewählt und iterativ der Stichprobenmittelwert ermittelt. Während dieses Prozesses wird die
Änderungsrate über die letzten 20 ∆ Vektoren verfolgt. Fällt dieser unter einen Grenzwert ε , wird
der Stichprobenmittelwert als Approximation akzeptiert.

Die Grenzwerte ε wurden dabei für die verschiedenen Approximationen nicht gleich groß gewählt.
Da bei der Approximation von σ2

∆
der bereits approximierte Erwartungswert E∆[gi(∆)] genutzt

wird, wurde hier ein größeres ε gewählt, um einer längeren Laufzeit aufgrund des Fehlers aus der
ersten Approximation vorzubeugen.

Aus Abbildung 6.10 lässt sich herauslesen, dass die erwarteten Fehler unter Berücksichtigung
der tatsächlichen Varianzen die Vermutungen aus der Analyse bestätigen. Es scheint also, dass
die tatsächlichen Varianzen an den verschiedenen Samplestellen die Annahme 1 aus der Analyse
erfüllen. Für SPSA zeigte sich, dass in den ersten Experimenten σ2

M � σ2
∆

galt und σ2
M circa

der Varianz Var(gi (ZFD)) von zentralen finiten Differenzen entsprach. Da bei allen Verfahren für
einzelne Messungen gleich viele Shots verwendet wurden und bei SPSA über zehn Approximationen
der Durchschnitt gebildet wurde, ist hier für n Shots Var(gi (SPSA)) =

σ2
M

10n +
σ2
∆

10 ≈
σ2(gi (ZFD))

10 .
Wenn man die gesamte Anzahl an Shots ausgleicht, ist die Varianz von SPSA circa um einen
Faktor k geringer als die Varianz von zentralen finiten Differenzen. Als abschließende Frage bleibt
offen, welche Hyperparameter das Verhältnis von σ2

M und σ2
∆

beeinträchtigen können, aber aus den
Experimenten in dieser Arbeit scheint SPSA gerade für zukünftig größere Schaltkreise mit mehr
Parametern das beste der besprochenen numerischen Verfahren zu sein.
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6 Experimente

Abbildung 6.11: Vergleich der exakten Varianzen für das allgemeine Parameter-Shift Verfahren
mit verschiedenen Shift-Werten an dem Parameterpunkt der ersten Experimente

Abbildung 6.12: Vergleich der exakten Varianzen für zentrale finite Differenzen mit verschiedenen
Abständen h an dem Parameterpunkt der ersten Experimente

Wie in 6.11 zusehen, bestätigt sich auch die Analyse für das allgemeine Parameter-Shift Verfahren.
Je kleiner der Abstand γ gewählt wird, desto größer wird die Varianz.

Auch für die verschiedenen finiten Differenzen Verfahren bestätigen sich die Ideen der Analyse, wie
in Abbildung 6.12 zu sehen. Für die Varianz von vorwärts und rückwärts finiten Differenzen zu
zentralen finiten Differenzen ergab sich, wie aus der Analyse erwartet, bei gleichem Abstand ein
Unterschied von circa dem Faktor 4.
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6.5 Validierung der Analyse

Wie ursprünglich in Abschnitt 5.3.1 erwähnt, lassen sich auch finite Differenzen mit mehr als zwei
Samplestellen konstruieren. Dies führte aber zu keinen guten Ergebnissen (siehe Abbildung 6.5).
Auch wenn mehr Samplestellen den Bias reduzieren sollten, fügt jede Samplestelle zusätzliche
Varianz hinzu. Finite Differenzen mit mehr Samplestellen scheinen also nicht sinnvoll.

Zuletzt noch eine Bemerkung bezüglich der in den Experimenten außer Acht gelassenen analytischen
Verfahren, die sich auf beliebige Gatter anwenden lassen. Für eine Einschätzung der Performanz
der Gradientenberechnung per Gatterzerlegung lassen sich die hier vorgestellten Ergebnisse auch
nutzen. Die Gradienten bezüglich einzelner Gatter der Zerlegung sollten per Parameter Shift
ähnlich gute Ergebnisse liefern wie in den Experimenten in dieser Arbeit. Es stellt sich die Frage,
wie kompliziert die benutzen parametrisierten Gatter zerlegt werden müssen. Als Schranke ist
bekannt, dass sich ein n-Qubit Operator als Komposition von O(n2 · 4n) 1-Qbit Operatoren und
CNOTs schreiben lässt [NC04]. Diese Schranke konnte auf O(4n) [VMS04] [LRY13] reduziert
werden. Wenn eine beliebige Zerlegung mithilfe des kanonischen Gatters ähnlich skaliert, kann die
Anzahl benötigter Parameter-Shift Verfahren exponentiell wachsen. Hierzu sei noch gesagt, dass
das Problem der Dekomposition aufgrund der begrenzten Anzahl an Basis-Gattern von heutigen
Quantencomputern natürlich auch schon bei der allgemeinen Ausführung des Schaltkreises auftritt.
Dies hat aber keine Auswirkung auf die Anzahl an benötigten Messungen, die Dekomposition des
Gatterzerlegungsverfahrens jedoch schon. Bei einer exponentiell wachsenden Anzahl an Messungen
per Gatterzerlegung könnten die numerischen Verfahren wieder zu besseren Ergebnissen führen.
Vielleicht kann durch ein ähnliches Verfahren, das eine Approximation der Gatter [DN06] verwendet,
dieses Problem bei komplizierteren Gattern umgangen werden.

Sowohl auf das Linearkombinationsverfahren als auch auf das stochastische Parameter Shift Verfah-
ren [BC21] lassen sich die Ergebnisse dieser Arbeit nicht übertragen. Auch bei der Linearkombination
ist unklar, wie stark das Verfahren mit größeren Operatoren skaliert. Schließlich gibt es dort eine
exponentiell wachsende Anzahl an möglichen Basiselementen des Generators, die potenziell von
Parametern abhängen könnten. Zusätzlich modifizieren beide Verfahren den Schaltkreis und führen
weitere Probabilistiken ein. Es bleibt abzuwarten, welche Gatter in zukünftigen Ansätzen eine Rolle
spielen werden.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden verschiedene Verfahren zur Gradientenberechnung auf Quantencomputern
untersucht. Es wurde eine Übersicht gegeben, wie Gradienten bezüglich parametrisierter Obser-
vablen und Schaltkreisen berechnet werden können, wobei der Fokus der weiteren Arbeit auf
Gradientenberechnung bezüglich parametrisierten Schaltkreisen lag.

Als numerische Verfahren wurden finite Differenzen sowie das Gradientenapproximationsverfahren
des SPSA Algorithmus vorgestellt. Als quantenspezifische analytische Verfahren wurde das
Parameter-Shift Verfahren vorgestellt, sowie das allgemeine Parameter-Shift Verfahren. Diese beiden
Verfahren können nur auf parametrisierten Gattern eingesetzt werden, wenn deren Generatoren
bestimmte Bedingungen erfüllen. Zusätzlich wurde eine Übersicht über analytische Verfahren
gegeben, die auf beliebigen Gattern angewandt werden können.

In Experimenten haben die numerischen Verfahren schlechtere Ergebnisse als ihre analytischen Ge-
genstücke produziert. Aber auch innerhalb der numerischen Verfahren gab es Unterschiede zwischen
vorwärts, rückwärts und zentralen finiten Differenzen. Außerdem hat SPSA überraschenderweise
bessere Ergebnisse als alle finiten Differenzen Verfahren geliefert.

Diese Beobachtungen wurden als Hypothesen formuliert und weiter analysiert. Zuerst fiel auf,
dass der größte Fehler (bei NISQ üblichen Shotzahlen) durch Varianz entsteht. Gerade für die
numerischen Verfahren, aber je nach Wahl des Shifts auch beim allgemeinen Parameter-Shift
Verfahren, werden so erheblich mehr Shots für gute Approximationen benötigt. Direkt aus den
Berechnungsformeln folgt, dass die inhärente Varianz der Messungen bei finiten Differenzen mit
O(h−2), sowie bei dem allgemeinen Parameter-Shift Verfahren mit O(sin(h)−2) skaliert wird. Für
finite Differenzen ergibt sich daraus ein Dilemma, da ein möglichst kleiner Abstand den Bias
verringert, was im Widerspruch zu einem möglichst großen Abstand zur Varianzminimierung
steht. Im Gegenzug führt beim allgemeinen Parameter-Shift Verfahren jeder Abstand zum exakten
Ergebnis, sodass der Abstand hier so groß wie möglich gewählt werden kann. Diese Behauptungen
stützen sich auf eine Annahme aus [MBK21], wonach die Varianzen von Messungen an einem
Parameterpunkt ähnlich zu denen an Parameterpunkten nach beliebigen Shifts sind. Die Experimente
dieser Arbeit stützen diese Annahme. Eine mögliche Erklärung für dieses Verhalten könnte in dem
Barren Plateau Phänomen [MBS+18] liegen.

Im Detail wurde die Zusammensetzung der Varianz von SPSA besprochen. Auch wenn die Varianz
aufgrund der Messungen dort ebenfalls mit O(h−2) skaliert, lässt sie sich in allen Parametern mit
nur zwei Messungen generieren. Dadurch können im Verhältnis mehr Shots auf diese Messungen
angewandt werden, was die Varianz in allen Parametern reduziert. Diese Unabhängigkeit von
der Parameteranzahl bietet gerade für zukünftige, größere, variationelle Quantenalgorithmen
Potenzial.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Ausblick

Mit den Ergebnissen dieser Arbeit als Grundlage steht noch ein Vergleich mit den analytischen, auf
beliebige Gatter anwendbaren Verfahren aus. Dabei interessiert die Güte der Ergebnisse im Verhältnis
zum Aufwand der Verfahren in Bezug zu den numerischen Verfahren aus dieser Arbeit. Bei dem
Linearkombinationsverfahren und stochastischem Parameter Shift wird wahrscheinlich, aufgrund
der doppelten Probablilistik, eine Analyse ähnlich der hier besprochenen SPSA Analyse möglich
sein. Für das Linearkombinationsverfahren und das Gatterzerlegungsverfahren bleibt ebenfalls die
Frage, wie die Zerlegung in Gatter bzw. Terme effizient für beliebige Gatter automatisiert werden
kann. Auch das in Pennylane benutzte allgemeine Parameter Shift Verfahren [WIWL21] sollte für
Vergleiche hinzugezogen werden.

Ein weiteres offenes Thema besteht darin, die Ergebnisse dieser Arbeit mit dem Barren Plateau
Phänomen in Kontext zu setzen. Zum einen gehört dazu eine Analyse der Annahme aus [MBK21],
für die wahrscheinlich die Werkzeuge verwendet werden können, mit denen in der Barren Plateau
Arbeit [MBS+18] argumentiert wurde. Interessant ist dabei, inwieweit die beiden Phänomene
zusammenhängen: Gibt es Barren Plateaus, in denen die Annahme nicht gilt? Gibt es Regionen, in
denen die Annahme gilt, die aber keine Barren Plateaus sind?

Ebenfalls stellt sich die Frage inwiefern Barren Plateaus vom gewählten Ansatz abhängen. Vielleicht
sind nicht universelle Ansätze, wie der in dieser Arbeit verwendete EfficientSU2 Ansatz, der richtige
Weg, sondern problemspezifische Ansätze. Beispielsweise wurde in der ersten VQE Veröffentli-
chung [PMS+14] der Unitary Coupled Cluster Ansatz [TB06][OBK+16] aus der Quantenchemie
verwendet. Kombiniert mit einem problemspezifischen Initialzustand könnte dies zu einer lokaleren
Optimierung führen, die nicht von Barren Plateaus betroffen ist. Das Warm Starting Verfahren
[EMW21] [TBB+22] zur Lösung klassischer Optimierungsprobleme, bei dem der Initialzustand
des Quantenalgorithmus aus einer approximierten Lösung durch klassische Optimierung erzeugt
wird, ist ein Beispiel für ein solches Vorgehen.

Eine weitere Möglichkeit, wie man das Barren Plateau Phänomen umgehen kann, besteht darin
Barren Plateaus buchstäblich zu umgehen [SMM+22]. Durch Entropiemessungen kann festgestellt
werden, ob man ein schwaches Barren Plateau betritt. Ist dies während eines Optimierungsschritts
der Fall, kann man einen Schritt zurückgehen und dem Plateau ausweichen. Auch beim Initialzustand
kann dieses Verfahren genutzt werden, um einen Start in einem Plateau zu verhindern.

Eine hier nicht besprochene Idee ist eine Übertragung des Konzepts des Natural Gradients von
tiefen neuronalen Netzen [Ama98] auf den Quantencomputer: der Quantum Natural Gradient
[SIKC20] [KB19]. Dabei wird die Inverse der Quantum Fisher Information Matrix [PG11] als
metrischer Tensor zur Skalierung des Gradienten verwendet, was einer approximierten Optimierung
zweiter Ordnung entspricht. Zum einen gilt es die potenziell besseren und schneller konvergierenden
Ergebnisse mit dem zusätzlichen Aufwand in Verhältnis zu setzen und zu klären, ob auch dort
ähnliche Varianzprobleme auftreten können. Außerdem ist auch hier die Frage, ob der Quantum
Natural Gradient ein hilfreiches Werkzeug sein könnte, um ein Steckenbleiben in Barren Plateaus zu
verhindern. Wenn der Gradient im Plateau nur sehr klein wird, kann eine Skalierung dafür sorgen,
dass das Plateau schneller wieder verlassen wird. Falls im schlimmsten Fall der Gradient jedoch
exakt der Nullvektor ist, hilft auch keine Skalierung, um dem Plateau zu entkommen.
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