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Kurzfassung

Diese Bachelorarbeit beschiftigt sich mit der formalen Verifikation des newtonschen Ansatzes fiir die
Interpolation. Hierfiir wird ein Basiswechsel hergeleitet und bewiesen, dass die Transformationen
der Basis die korrekten Ansatzfunktionen berechnen, wodurch die Verifikation des gesamten
Algorithmus folgt. Es wird auch erortert inwiefern sich Herangehensweisen fiir den Beweis und
Umformungen des Algorithmus auf andere Algorithmen in der Numerik iibertragen lassen.
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1 Einleitung

Wenn herausgefunden werden soll, ob ein Programm eine gewiinschte Funktionalitét erfiillt, wird
iblicherweise das Programm auf verschiedene Eingaben iiberpriift. Diese Herangehensweise zeigt
jedoch nur wie das Programm auf die vordefinierten Eingaben reagiert, aber beweist nicht dessen
Korrektheit. Somit kann der Programmierer nur iiberzeugt sein, dass das Programm korrekt ablauft,
was das Programm nicht unbedingt fehlerfrei macht und keinem formalen Beweis gleicht. Um die
Korrektheit eines Programms zu beweisen eignet sich die Anwendung des Hoare-Kalkiils, welches
mithilfe von mathematischer Logik ein formales System beschreibt. Im Hoare-Kalkiil werden
fiir ein auszufiihrendes Programmsegment jeweils ein Pridikat fiir die Vorbedingung definiert,
welches vor der Ausfiihrung des Programmsegmentes gilt und ein Prédikat fiir die Nachbedingung,
welches nach der Ausfiihrung gilt. Die formale Korrektheit des Programmsegmentes ist gegeben
wenn bei geltender Vorbedingung das Programmsegment ausgefiihrt wird und anschlieend die
Nachbedingung gilt. Im Allgemeinen wird fiir die Vorbedingung der initiale Zustand vor Ausfiihrung
des Programmsegments gewihlt und die gewiinschte Funktionalitéit beschreibt die Nachbedingung.
Diese Herangehensweise wird fiir jede Anweisung im Programm angewandt, mit dem Ziel, dass das
Programm als Ganzes formal verifiziert wird. Kommt in einem Programm eine Schleife vor, wird
fiir die Verifikation der Schleife neben einer Vor- und Nachbedingung ein weiteres Pridikat bendtigt,
welches in der Schleife invariant ist. Invarianz bedeutet hier, dass das Pradikat sowohl vor- und nach
der Schleife gilt als auch vor- und nach jedem Schleifendurchlauf. In LAFF-On Programming
for Correctness [MG20] prasentieren M. E. Myers und R. A. van de Geijn das Hoare-Kalkiil im
Detail und erldutern die theoretischen Grundlagen, welche bendtigt werden fiir die Beweisfiihrung
in der Verifikation von Programmsegmenten. Aulerdem legen sie dar, wie durch gegebene Vor-
und Nachbedingungen systematisch Hypothesen fiir Invarianten von Schleifen konstruiert werden
konnen und dariiber hinaus, wie die Anweisungen in der Schleife hergeleitet werden konnen.
In der Forschung wird das Hoare-Kalkiil beispielsweise in eingebetteten Softwaresystemen fiir
die Verifikation angewandt von L. Zou et al. [ZZW+13] Das Werkzeug KeY [BH16] von R.
Bubel und R. Hihnle ermoglicht eine automatische formale Verifikation von Algorithmen in
Java, wobei nur die Eingabe von Schleifeninvarianten ein nichttrivialen Teil der Verifikation darstellt.

W. Gander[Gan05] stellt verschiedene Ansitze fiir die Polynominterpolation vor und un-
tersucht die Basiswechsel zwischen den Ansatzfunktionen, welche durch unter anderem in der
Lagrange-Basis und in der Newton-Basis reprisentiert werden. Die Bachelorarbeit vom Philip
Urban [Urb21] beschéftigt sich mit der Verifikation von drei Algorithmen aus der Numerik.
Unter anderem verifiziert er die Korrektheit der dividierten Differenzen, welche die fithrenden
Koeffizienten der Basisfunktionen des newtonschen Algorithmus fiir die Interpolation sind.

In dieser Bachelorarbeit wird mithilfe des Hoare-Kalkiils die formale Verifikation der Ansatzfunk-
tionen des newtonschen Algorithmus fiir die Interpolation durchgefiihrt. Diese Ansatzfunktionen
werden wihrend der Berechnung der dividierten Differenzen durch einen Basiswechsel von der
Lagrange-Basis in die Newton-Basis hiniibergefiihrt. Um diesen Beweis durchfiihren zu konnen,
werden im zweiten Kapitel die grundlegenden Regeln des Hoare-Kalkiils erklirt. Darauthin wird



1 Einleitung

durch Umformungen der Algorithmus veridndert, sodass neben der Berechnung der dividierten
Differenzen, die Ansatzfunktionen durch einen Wechsel in der Basis berechnet werden. Hierbei ist
wichtig zu wissen, dass diese Umformungen das interpolierte Polynom nicht dndern zur Laufzeit
des Algorithmus. Dadurch kann gezeigt werden, dass die Verifikation der Ansatzfunktionen in
diesem Fall auch die Korrektheit der dividierten Differenzen impliziert. In Kapitel 4 werden
Hypothesen fiir Schleifeninvarianten formuliert, welche systematisch hergeleitet werden konnen.
Darauf aufbauend, wird dann die formale Verifikation durchgefiihrt. Zum Schluss findet noch eine
Diskussion und ein Ausblick statt.



2 Grundlagen

Hoare-Tripel

Dieses Kapitel basiert auf den Grundlagen des Hoare-Kalkiils wie sie in LAFF-On Pro-
gramming for Correctness [MG20] vorgestellt sind.

Mithilfe des Hoare-Kalkiils ldsst sich formal die Korrektheit von Programmen beweisen.
Fiir einzelne Programmsegmente wird die Notation des Hoare-Tripel verwendet, wobei ein
Hoare-Tripel aus den Pridikaten Q, welches die Vorbedingung des Programmsegments S beschreibt
und R fiir die Nachbedingung.

Das Hoare-Tripel

{0}
S

{R}

evaluiert zu TRUE, wenn das Programmsegment S in einem Zustand ausgefiihrt wird, in
welchem Q gilt, und nach der Ausfiihrung im resultierenden Zustand R gilt. Auflerdem
muss die Ausfilhrung von § in einer endlichen Zeit erfolgen. In dieser Arbeit werden
nur Programmsegmente untersucht, welche mathematische Zuweisungen sind, daher wird die
Terminierung hier angenommen. Gibt es keine Vorbedingung wird T RUE als Vorbedingung gewéhlt.

Aus Platz- und Lesbarkeitsgriinden wird {Q}S{R} verwendet.

Komposition

Bei einer Komposition von Anweisungen Si;S, lassen sich die zugehorigen Hoare-Tripel
der Form
{0}SI{P} AN{P}S2{R} = {Q}S1; S2{R}

zu einem Hoare-Tripel zusammensetzen.

Schwéchste Vorbedingung

Um die Korrektheit der Hoare-Tripel zu zeigen, benutzt man die Definition der schwéchsten
Vorbedingung wp(”’S”, R), welche alle Zustdnde beschreibt, bei welchen nach der Ausfiihrung von
S ein Zustand existiert in welchem R gilt.

Das Hoare-Tripel {Q}S{R} evaluiert genau dann zu TRUE, wenn Q = wp(”S”, R).

Dies ist der Fall, da um das Hoare-Tripel zu validieren muss ein Zustand, welcher von der
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2 Grundlagen

schwichsten Vorbedingung beschrieben wird vorliegen. Also muss Q Zustinde beschreiben, welche
durch wp(”’S”, R) gedeckt werden, da sonst das Hoare-Tripel nicht validiert.

Schwachste Vorbedingung fiir Zuweisungen

Die Berechnung der schwichsten Vorbedingung fiir Zuweisungen findet wie folgt statt:

fiir S : x := E wobei E ein mathematischer Ausdruck ist
b3 . ’ _ X
wp("x :=E”,R) = Rig)

Das Priadikat RxE beschreibt das Priadikat R, bei welchem alle freien Vorkommnisse von x
durch den Ausdruck (E) ersetzt werden. Diese Regel wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit die
Zuweisungsregel genannt.

Schwachste Vorbedingung fiir Kompositionen von Zuweisungen

Die schwichste Vorbedingung von Hoare-Tripeln mit » Anweisungen wird durch

wp(’S1;82; .58, R) =wp(’S1”,wp(”Sa;...; S, R))
- wp(”S19” Wp(”SZ”’ Wp(_'.’ wp(”Sn9” R))))

Diese Regel wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit die Kompositionsregel fiir schwichste
Vorbedingungen genannt.

WHILE Theorem

Das WHILE Theorem zeigt, wie die partielle Korrektheit von WHILE-Schleifen der
Form:

while G do
S
end while

bewiesen werden kann, wobei S = Sy; ...; S, aus n Anweisungen zusammengesetzt ist und G hier
die Schleifenbedingung definiert.
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Zunichst wird die WHILE-Schleife mit Pradikaten annotiert:
{0}
{INV}
while G do
{INV A G}
S
{INV}
end while
{INV A =G}
{R}

e [NV ist hier die Schleifeninvariante, welche vor dem ersten Schleifendurchlauf gilt, weshalb
Q = INV gelten muss.

* Beim erstmaligem Betreten der WHILE-Schleife gilt die Schleifeninvariante /NV, da keine
Anweisungen ausgefiihrt wurden und nur die Schleifenbedingung G iiberpriift wurde und
auch gilt.

e Wenn {INV A G}S{INV} gilt, dann gilt INV auch am Ende eines Schleifendurchlaufs und
am Anfang des nédchsten Schleifendurchlaufs.

* Wird die WHILE-Schleife verlassen so gilt /NV immer noch und =G, da am Ende des letzten
Schleifendurchlaufs /NV galt und beim Verlassen der WHILE-Schleife keine Anweisungen
ausgefiihrt wurden.

* Wenn schlieBlich INV A =G = R gilt ist die Korrektheit der WHILE-Schleife im Bezug zur
Nachbedingung R bewiesen.

Fiir WHILE-Schleifen der obigen Form muss daher fiir die partielle Korrektheit folgendes bewiesen
werden:

1. Q = INV
2. {INV A G}S{INV}
3. INVA-G = R

Fiir die vollstindige Korrektheit neben der partiellen Korrektheit noch die Terminierung
der WHILE-Schleife bewiesen werden. Beim Gebrauch des WHILE-Theorems werden hier
ausschlieBlich WHILE-Schleifen behandelt, welche umgeformte FOR-Schleifen sind, die von einem
endlichen Eingabeparameter abhiingen.

Daher wird die Terminierung hier angenommen und fiir die vollstindige Korrektheit geniigt es hier
die partielle Korrektheit zu beweisen.

{Q}while(G)Sendwhile{R} ist die Kurzschreibweise fiir ein Hoare-Tripel mit einer WHILE-
Schleife als Programmsegment.
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3 Herleitung des Basiswechsels

Im vorangegangenen Kapitel wurden die Grundlagen fiir das Hoare-Kalkiil ndher erldutert. Nun soll
der newtonsche Algorithmus fiir die Interpolation so modifiziert werden, dass neben der Berechnung
der Koeffizienten der Polynome in der Newton-Basis, auch die Polynome der Lagrange-Basis
durch Transformationen in die Newton-Basis umgeformt werden. Dabei ist zu beachten, dass am
Anfang des Algorithmus das zu interpolierende Polynom durch die Lagrange-Basis dargestellt wird.
AuBerdem soll sich bei der Berechnung der dividierten Differenzen und der Ansatzfunktionen in der
Newton-Basis das zu interpolierende Polynom nicht veridndern. Diese Eigenschaft wird in diesem
Kapitel erneut aufgegriffen und ist maf3gebend fiir die Verifikation des Algorithmus.

Dividierte Differenzen

Der newtonsche Algorithmus fiir die Interpolation in 3.1 erhilt als Eingabe die paarwei-
se verschiedenen Stiitzpunkte der zu interpolierenden Funktion und berechnet die fiihrenden
Koeffizienten [x;, ..., x,]f der Polynome in der Newton-Basis. Diese Koeffizienten werden im
newtonschen Ansatz dividierte Differenzen genannt.

Eingabe: n + 1 Stiitzpunkte (x;, f(x;)) ,0<i<n

Algorithmus 3.1 Newtonsches Interpolationsverfahren

1: fori=0,...,ndo

2 di == f(x:);

3: end for

4: fork=1,...,ndo

5: fori=n,.., kdo
6 di == (di —di-1)](xi = xi-1);

7 end for

8: end for

9: return[xo] f = d, ..., [X0, ---» Xn]f = dn
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3 Herleitung des Basiswechsels

Das zu interpolierende Polynom ergibt sich aus:

n i—1

P(x) = Z (d,- . ﬂl-(x)) mit m;(x) = l_[(x —xy) und

i=0 k=0
x(x) = (no(x) nn(x))T

wobei hier 7 (x) die Newton-Basis darstellt

Die Polynome in der Newton-Basis werden im modifizierten Algorithmus aus den Poly-
nomen in der Lagrange-Basis berechnet, welche wie folgt definiert sind:

b =[ [ o= mit P = Z(;f e

k=0 !
k+#i

I(x) = (10(x) ln(x))T

auBerdem wird /(x) die Lagrange-Basis genannt.

Initalisierung

Die dividierten Differenzen sind bei der Initialisierung bereits gleich den Funktionswer-
ten an den Stiitzstellen, weshalb zur Initialisierung die Ansatzfunktionen in der Lagrange-Basis
reprasentiert werden konnen. ¢; sind die Ansatzfunktionen, welche bei der Initialisierung der
Lagrange-Basis gleichen.
Die Initialisierung des newtonschen Algorithmus beim Basiswechsel:

fori=0,...,ndo

d; := f(xi);
@i (x) =1l (x);
end for
Dann gilt:

P(x) = zn:di “pi(x) = Zn:f(xi) 1 (x)

i=0 i=0
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Schleifenkérper

Im Endzustand gilt

Vi€ [0,n] 1 (di = [xi, oo xal £ A @i(x) = mi(x)) = P(x) = ) di- pi(x)
i=0

= [xi,...,xn]f'ﬂi(x)

i=0

Dies soll auch wihrend jedem Schleifendurchlauf der inneren FOR-Schleife gelten, weil dadurch
im gesamten Algorithmus hinweg das Polynom erhalten bleibt. Das hat zur Folge, dass am Ende
des Algorithmus das interpolierte Polynom vorliegt und die Polynome der Newton-Basis. Wenn
also gezeigt wird, dass am Ende die Polynome der Newton-Basis vorliegen und sich das Polynom
wihrend des Algorithmus nicht verdndert, miissten die Koeffizienten der Newton-Basis, sprich die
dividierten Differenzen korrekt berechnet worden sein, da sonst das zu interpolierende Polynom
nicht korrekt dargestellt wird.

Fiir einen Schleifendurchlauf der inneren FOR-Schleife liegt am Anfang der Vektor d
vor, welcher ein beliebiger sein kann aus R™*!, welcher hier als % definiert wird. ¢; (x) wird vor
dem Schleifendurchlauf als ¢ (x)*/ definiert. Nach dem Schleifendurchlauf liegen d*¢*, ¢"** vor,
an welchen eine Basistransformation durchgefiihrt wurde.

Dann muss gelten:

n n

! u u
AR AU RS AAC

a=0 a=0

Fiir d*!* werden die Vektoren der kanonischen Basis B = {ey, ..., e, } des Vektorraums R"*! gewihlt
mit:

be[0,n]:d" =ep
Vb g {i—1,i}:

dalt = J"en

n
DAl il () = di - " ()
a=0

= @l (x)

Mit dzlt = dp gilt: gozl’(x) = P (x)

15



3 Herleitung des Basiswechsels

b=i-1:
delt — qolt 1
det = dfty = 1 ndper = —CL -
Xi = Xi-k Xi = Xi-k
alt _ _neu 1 neu
= ¢i1 =¥~ ¥
Xi — Xi-k
Auflosen nach 7" fliefert:
neu _ _alt 1 neu 31
Piol =it T % 3.1
Xi — Xi—k
b=i
alt _ jalt
dnen = di di—l _ 1
' Xi = Xi—k Xi = Xi—k
dqlt _ dqlt
alt _ i i-1 neu
= = Y
Xi — Xi—k
Auflosen nach <pl“_”1 liefert:
It
SD?EM = (x; — Xi—k) - 90? (3.2)

Durch einsetzen von 3.2 in 3.1 erhilt die Gleichung die Form :

1

neu alt neu
4 = ¢ + — "

Pi-1 Pi-1 X xi—k¢l

1
_ alt alt
=¥ + —(xi _xi—k) TP
Xi = Xi-k
alt alt

=@t

Dadurch ergeben sich die Anweisungen:

@i—1(x) = @i—1(x) + @i (x)
@i(x) = (x;i = xi—x) - @i(x)

welche bei jedem Durchlauf der inneren FOR-Schleife ausgefiihrt werden.
Weil dadurch:

P(x) = > di - gi(x)
i=0

bei jedem Schleifendurchlauf gilt, muss bewiesen werden, dass Wahrend des Algorithmus auch
tatsdchlich die Ansatzfunktionen in der Newton-Basis berechnet werden.

Das newtonsche Algorithmus fiir die Interpolation mit einem Basiswechsel von der Lagrange-Basis
in die Newton-Basis sieht dann wie folgt aus:

16



Algorithmus 3.2 Newtonscher Algorithmus fiir die Interpolation mit Basiswechsel

1: fori=0,...,ndo
2 di == f(xi)

3 @i (x) = 1;(x)
4: end for
5:fork=1,...,ndo
6 fori=n,.. kdo

7 di == (di —di1)](xi — xi—1)
8 @i-1(x) = pi—1(x) + @i (x)

o: @i(x) = (x; = xi-k) - i (x)
10: end for

11: end for

12: return dy, ..., d, A @, ..., ¢n

Matrixschreibweise

Um die Anweisungen fiir den Basiswechsel alternativ herzuleiten, eignet es sich den Al-

gorithmus in Matrixschreibweise zu notieren.

®o(x)
Dann wird fiir den Vektor ¢(x) =
@n(x)
@o(xo) -+ ®0(xn)
die Matrix mit der Form ¢ = : verwendet.
Pn (XO) """ Pn (xn)
fo
Die Funktionswerte an den Stiitzstellen f = - | werden durch f = ¢ d berechnet.
In

Das zu interpolierende Polynom lisst sich mit P(x) = d " (¢ - [(x)) = d " x(x) darstellen.

17



3 Herleitung des Basiswechsels

Die Anweisung:
7. d; = (d;i = di—1) [ (xi — xi-k)

wird durch die dquivalente Anweisung:

7.d=AG,k)-d
i—1 i
1
mit A7, k) = - i

Cei=xi-i)  (i=Xi-k)

ersetzt.

Um nun herzuleiten, welche Matrix X die Matrix ¢ transformieren soll, miissen die
Funktionswerte der Stiitzstellen wihrend dem Algorithmus erhalten bleiben, daher:

f=¢"d=(X¢)" - A, k)d
Diese Gleichung geht fiir X = A(i, k)~ auf, da:

f=(AGK)T)" - AG, k)d
=¢ Al k) A k)d
=¢'d

Also wird die Matrix ¢ mit A(i, k)~ " transformiert, welche wie folgt aussieht:

Al k)T =

0 Xi — Xi—k i

18



Der resultierende Algorithmus fiir newtonschen Ansatz fiir die Interpolation mit einem Basiswechsel
muss so modifiziert werden, sodass keine FOR-Schleifen mehr darin vorkommen, da das Hoare-
Kalkiil nur mit WHILE-Schleifen operieren kann. Die FOR-Schleife fiir die Initialisierung kann
wegfallen und durch Zuweisungen von Vektoren und Matrizen ersetzt werden. Der Vektor fiir
die dividierten Differenzen wird dem Vektor der Funktionswerte der Stiitzstellen initialisiert. Die
Matrix ¢ fiir die Ansatzfunktionen wird mit der Einheitsmatrix in R"*! initialisiert, wegen:
Vi, j € [0,n] : ¢; ;= li(x))
1 i=j
0 sonst

und li(xj) = {

Die weiteren FOR-Schleifen werden in WHILE-Schleifen umgeéndert.

Algorithmus 3.3 Angepasstes newtonsches Interpolationsverfahren mit Basiswechsel in Matrix-
schreibweise
k=1
i=n
d=f
¢ = I
while k < n do
i=n
while i > k do
d=A(,k)-d
¢=Al, k)" ¢
i=i—-1
end while
k=k+1
: end while
: return d, ¢

—_

R A T

— e = e e
e e
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3 Herleitung des Basiswechsels

Zum Schluss fehlt noch, den Algorithmus mit Hoare-Tripeln zu annotieren, welche vom WHILE
Theorem abgeleitet werden:

Algorithmus 3.4 Angepasstes newtonsches Interpolationsverfahren mit Hoare-Tripeln

1 k=1

2:1=n

Bd=f

4 ¢ =Ins

5 {INvouter}

6: while k¥ < n do

E {INVouter N (k < n)}
8: i=n

9: {INVinner}
10: while i > k do
L1 {INVinner/\(iZk)}
12: d=A(,k)-d
13: d=A>, k)T - ¢
14: i=i-1
15: {INVinner}

16: end while
17: {UNVinner A (i 2 k)}
18: k=k+1

19: {UNVouter}

20: end while

21: {INVourer A =(k < )}
22: returnd, ¢

20



4 Konstruktion der Schleifeninvarianten

Um systematisch Schleifeninvarianten fiir WHILE-Schleifen zu bestimmen, ist das Betrachten
der Vor und Nachbedingungen wichtig, da sie den Start- und Endzustand darstellen und die
Schleifeninvariante unter anderem diese beiden Zustdnde vor und nach der Schleife decken muss.
Weil die Invariante nach jedem Durchlauf der Schleife gilt, muss diese auch den Fortschritt nach
jedem Schleifendurchlauf festhalten. Die Schleifeninvariante soll nur so konstruiert sein, dass bei
der Verifikation des Algorithmus bewiesen wird, dass die Ansatzfunktionen in der Newton-Basis
berechnet werden.

Die folgende Herleitung der Schleifeninvarianten ist kein Beweis dafiir, dass diese die
richtige Invarianten beschreibt. Die Richtigkeit der Invarianten ist erst gegeben, wenn die Schleifen
mithilfe der Invarianten unter der Anwendung des WHILE Theorems verifiziert sind.

4.1 Invariante der auBeren WHILE-Schleife

Um den den Zustand der Matrix ¢ in der Invariante festzuhalten, wird ein Prddikat benotigt,
welches abhingig von der Schleifenvariable k diesen Zustand beschreibt. Das Pradikat wird P (k)
genannt. Wobei k auf den Umfang der Schleifenvariable beschriankt wird, mit (k < n + 1). Dass die
Beschrinkung des Umfangs der zuldssigen Werte fiir die Pridikate notig ist, wird im néchsten
Kapitel beim Beweis des Algorithmus gezeigt.

P(k) muss daher zum Zeitpunkt & den Zustand der einzelnen Zeilen der Matrix festhal-
ten. Es ist sinnvoll P(k) in Bereiche der Matrix ¢ aufzuteilen.

Die Zeilen, welche bereits dem Endzustand entsprechen und daher nicht mehr vom Algorithmus
modifiziert werden, werden mit dem Priadikat FIN (k) beschrieben. Die Zeilen, welche nicht dem
Endzustand entsprechen und daher vom Algorithmus noch modifiziert werden, werden mit dem
Priadikat INTER (k) beschrieben.

Daraus ldsst sich folgern, dass P(k) sich aus

P(k) = FIN(k) A INTER(k)

zusammensetzt.

21



4 Konstruktion der Schleifeninvarianten

Um die Préadikate FIN(k), INTER(k) zu bestimmen konnen die Vor- und Nachbedingungen
aufschlussreich sein, welche gegeben sind mit: Vorbedingung der dulleren Schleife:

(k=D AG=n)A(d=[)(¢=In)=(k=1)A(i=n)A(d=[)AP(1) 4.1

Nachbedingung der dufleren Schleife:

i-1

P(n+1)=Vi,je[0,n]:¢;;=]]0c;—xa) 4.2)
d=0

Durch das Betrachten des Algorithmus kann man sehen, dass zum Zeitpunkt k die Zeilen im
Intervall von [0, k — 1) nicht mehr modifiziert werden. Das bedeutet, dass diese Zeilen bereits den
gewlinschten Zustand der Nachbedingung erreicht haben miissen.

Somit lésst sich das Intervall in der Nachbedingung aufteilen in zwei Teile:

J
-1
./

Vi,jel0n]:|i €[0.k-1)= ¢y = l_[(xj —xg)
d=0

i -1

alieth=tnl= ¢ =] ]0j=xa) || Atk <n+1)
d=0

Wobei der erste Teil, Teil der Invariante ist.

Vorlédufig kann festgehalten werden, dass FIN (k) mindestens die Zeilen [0, k — 1) abdeckt mit:

i -1
FIN(K) = Vi, je[0n]: [ e[0,k=1)= ¢y ;=] [xj=xa) || Ak <n+1)
d=0

Fiir diesen Algorithmus ist die Vorbedingung nicht sehr aufschlussreich, da die Matrix ¢ schon
beim ersten Schleifendurchlauf alle Zeilen der Matrix modifiziert. Die einzige Information, welche
die Vorbedingung fiir das Konstruieren der Invariante liefert, ist die Eigenschaft, dass zu beginn
der Schleife P(1) gelten muss. Es fehlt noch die Zeilen der Matrix ¢ im Intervall [k — 1,n] in
die Invariante zu integrieren. Um diese in einer Invariante wihrend jedem Schleifendurchlauf
zu beschreiben ist es hilfreich die Entwicklung der Matrix ¢ an einem allgemeinem Beispiel zu
analysieren.
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4.1 Invariante der auBeren WHILE-Schleife

Beispiel

fo
Stiitzstellen xq, ..., x3 mit f = :

V!
Zustand der Matrix ¢ fiir k = 2

1 1 1 1

6= 0 x;1—x0 Xx1—Xx0 X1—X0

“lo 0 X2 —X] X3 —X|
0 0 0 X3 — X2
und kK =3

1 1 1 1

= 0 x;—x0 X2 — X0 X3 — X0
0 0 (x2 —x1)(x2 —x0)  (x3 = x1)(x2 = x0)
0 0 0 (x3 —x2)(x3 — x1)

An diesem Beispiel ldsst sich Erkennen, dass die Eintrdge der unteren Dreiecksmatrix also fiir
j < i immer 0 sind. Begriinden ldsst sich dies durch die Nachbedingung, welche fordert, dass

¢y ;= HZ;& (xj — xq). Weil fiir die untere Dreiecksmatrix j < i gilt, kommt ein Nullprodukt
im Produkt vor. Die Eintrdge weichen auch wihrend des Algorithmus nicht von O ab, weil eine
Operation auf der Matrix nur eine Multiplikation ist und die andere Operation addiert zwei
aufeinanderfolgende Zeilen, wobei j < i gilt und daher auch j < i + 1.

Aufgrund dieser Observation, ldsst sich die untere Dreiecksmatrix in den Endzustand ein-
gliedern, weil dessen Eintrédge sich in der Matrix wihrend der Schleifendurchldufe nicht dndern.

FIN (k) ldsst sich somit wie folgt definieren:

Jt
-1
./

FIN(k) = |Vi,j € [0,n] : |i e[0,k—1)v(j<i/):>¢i/,j=1_[(xj—xd)
d=0
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4 Konstruktion der Schleifeninvarianten

Aus dem Beispiel wird ersichtlich, bei dem Schleifendurchlauf die Zeile 1 zum letzten mal
durch Operationen gedndert wird und daher den Endzustand erreicht. Zeile 2 und 3 werden
beim nichsten Schleifendurchlauf noch gedndert und stellen hier den Zustand der Zeilen
dar, welche noch nicht dem Endzustand entsprechen und daher noch geédndert werden. Beim

genaueren Betrachten fillt auf, dass die einzelnen Terme dem Produkt 7 ; = Hiz;(; (xj —xq)

in absteigender Reihenfolge im Bezug auf den Index der Zeile i, mit jedem Schleifendurchlauf
hinzugefiigt werden, wobei noch (x; —x;_;) durch die Anweisung ¢ = A(i, k)~ " - ¢ multipliziert wird.

Daher wird INTER (k) wie folgt beschreiben:

INTER(k) =

./_k l
uoo - (xj—xq)

T2ty = xa) )]

Vi',je[0,n]: (i’ elk—Ln]AG2i)= ¢y ;= (xp = Xiks1)

ANk<n+1)

Weil bei der Initialisierung der Teiler zu O wird fiir die Eintrdge in der Matrix entlang der Diagonale,
muss entlang dieser das Intervall aufgeteilt werden. Damit 1dsst sich INT E R(k) darstellen mit:

i,_l PRp—
vi'\j e 10.n] (l-’ e k=Ll A (=) = ¢y, = a0 = Xa) x"))
528 (= xa)
I35 (xj — xa) )

i —k+1
[Ty (xj —xa)

INTER (k) =

Ak <n+1)

A (i’ elhk=LalAG>i)= ¢y ;=7 =Xy _4y)

Damit ergibt sich die Invariante der duleren WHILE-Schleife:

i-1
INVourer = Vi, j € [0,n] : | € [0,k =1) v (j <i) = ¢y ;=] |(xj = xa)
d=0
i-1
’ / = T
A(i € [k—l,n]A(j=i)i‘¢i’,j:w)
Hij:O (xj —Xd)
i1
’ ! = i
A (i elk—LnlA(>i)= ¢y ;= &y —x7441) H-'diol( o H
T2 (xj = xa)
ANk <n+1)
—

INVpurer = PU) A (kK < n+1)

4.2 Invariante der inneren WHILE-Schleife

Um die Invariante der inneren WHILE-Schleife /NV;,,., herzuleiten muss der Zustand der Matrix
¢ an den Zeitpunkten k und i festgehalten werden.
Das Pridikat P(i, k) beschreibt den Zustand der Matrix ¢ an den Zeitpunkten k und i. Das Pradikat
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4.2 Invariante der inneren WHILE-Schleife

P(k) kann in das Priadikat P(i, k) fiir die Zeilen iibernommen werden, die nicht von i abhéngen.
Das Pridikat FIN (k) von P(k) kann daher iibernommen werden. Unter anderem fehlt es an
dem Pridikat noch den Zustand der Zeilen in der Matrix festzuhalten, welche von der inneren
WHILE-Schleife bereits verdndert wurden und nicht mehr zum Zeitpunkt k verdndert werden. Es
sind die Zeilen im Intervall von [i + 1, n], dessen Eintrdge in der Matrix ¢ den Zustand fiir k + 1
darstellen. Diese Kenntnis wird aus der Nachbedingung der inneren WHILE-Schleife gewonnen,
welche wie folgt definiert ist:

Plk+1)A(k <n) 4.3)
Daher gilt fiir die Zeilen [i + 1, n] in ¢:

T2ty = xa) ) ]

[T4=5 (x) = xa)

Vi, j € [0,n] : (i’ €e@nlA(2i)= ¢y ;= (xi—xip)
ANizk-1)A(k <n)

Die Zeilen im Intervall von [k — 1,i — 1] kdnnen von INTER(k) aus P(k) iibernommen werden,
da diese von der inneren WHILE-Schleife zum Zeitpunkt k& noch nicht verdndert wurden und daher
den Zustand zum Zeitpunkt k¥ annehmen.

Es fehlt nur noch die Zeile i zu betrachten, welche den Zustand fiir £ + 1 darstellt bevor
(x; — x;—) im néchsten Schleifendurchlauf multipliziert wird und 14sst sich daher so darstellen:

i/_l o —
Vi,’j € [O’ n] (l, =i= ¢i/,j = M)]

IT5=5 (x) = xa)

ANizk-1)A(k <n)

Somit ldsst sich die Invariante der inneren WHILE-Schleife INV;,,,., wie folgt definieren, wobei
die Zeile i in den zweiten Teilausdruck zusammengefasst ist:

i -1

Vijelon] | el0k-1)V(<i)= ¢ ;= ]—[(xj —xa) = 7y (x))
d=0

‘=1 _
M etk-Li-AG=D) v =i) = gy, = Haoi = xa) xd))
TT5=5 (xj = xa)

, T2l = xa) )

AMielk-1,i-11A@G>i) = by =y =Xy _p) —
426+ (xj — xa)

T2k = xa) ) ‘

M2y (xj = xa)

INVipner =

AielnA(G=i)= ¢i’,j = (xy = x7_g)

AGi>k=1)A(k <n)

— INVipper = PLE)AN({I 2k —1)A(k <n)
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4 Konstruktion der Schleifeninvarianten

Fiir P(k) wird von nun an P(n, k) verwendet mit i = n und damit wird:

INVyyter = P(n, k) AN(k <n+1)

Jetzt muss noch gepriift werden, ob in der Initialisierung und im Endzustand des Algorithmus,
P(i, k) die Matrix ¢ zu den Zeitpunkten i, k korrekt représentiert.

Initialisierung der dufleren WHILE-Schleife:

i -1

P(n,1) =V, j e [0,n] :|{ € [0,0)V (j <i) = ;=] [ —xa) = 77 (x))
d=0

il_l PR
AMG elon=-11AG =)V =n) =>¢i',j=w=1)
H;;o(xj - Xq)
[MaZo () —xa) _ 0)
[ (xj = xa)

HZ;& (xj - xd))

AMielon=11AG>i)= ¢y =y —xp)

Al € (n,n] A (J 2 l) = ¢i,,j = (xi, _'xi,—l) i'—1
d:o(xj - Xq)

=vi',j € [0,n] : ((j <Hv(>i)=¢y; :0)
A ((f =i)= b= 1)
o= (4.4)
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4.2 Invariante der inneren WHILE-Schleife

Endzustand der duBBeren WHILE-Schleife:
i -1
Pn,n+1) =V, j e [0,n] | (e [0,m) v (j<i)= ¢y ; = ]_[(xj —xq) = 77 (x})

=1,
A (i' €enn-1]A( = i')) V. (i' =n) = b = [Ty2o (xj — xa) )

M52 (x) = xa)
il_l . —
AMiemn-11AG>1) =67, = (x —xi/_n)w)
[1,20 (xj —xq)
[1i2 (xj = xa) )
M52 (g = xa)

i -1

=vi',je[0n]:|{ e [0m)V(<i)= ¢y, = ]—[(xj —xg) = 717 (x})

Aie(nnlA(zi)=¢y =y —xy_y )

v . (xn - = )
(l:n)/\(]=l)=>¢n,n: _x)
nd o(xn —xd) l,_[ ¢
l—l
=vi',j e [0,n]: | € [0,n] = ¢ ;= [(x; - xa) (4.5)
d=0

Es folgt also, dass fiir die Initialisierung und den Endzustand der Zustand der Matrix ¢ durch
P(i, k) korrekt beschrieben wird.
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4 Konstruktion der Schleifeninvarianten

Es ist noch hilfreich fiir die Verifikation der inneren WHILE-Schleife, dessen Endzustand
darzustellen mit:

i -1

P(nk+1) =¥, j e [0,n] | (€ [0,k) v (j <i) = oy ;=] [0 —xa) = 77 (x))
d=0

MM etkn-1AG=iNVE =n)= s, = ril,%ifxf_x") )
[Tu2o (xj —xa)
57 Gy — xa) )
[T (e = xa)
Hz;é(xj_xd) )
[Tz ey = xa)
i'-1

=vi',je0n]:|( €[0.k)V(j<i)= ¢y = ]_[(x,- —xq) = 77 (x})
d=0

AMielbon=1AG>i)= ¢y =y —xp)

Al emnlA(j=i)=> ¢,-/,j = (X7 =X/ _p_1)

T2t ey = xa) )
528 (x) = xa)
T, (x) - xd))

./_k
Hi{:o (xj - Xq)

A ((i’ clbn-1AG=)V(E =n=¢; =

A (l, € [k,n - 1] A (] > l’) = ¢i/,j = (Xl-/ —xi/_k)
4.6)

Ob aber die Invarianten korrekt sind, welche momentan nur Hypothesen sind, wird sich erst beim
Beweis des Algorithmus herausstellen, welcher im kommenden Abschnitt behandelt wird.
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5 Verifikation des Algorithmus

5.1 Korrektheitsbeweis der auBeren WHILE-Schleife

Im vorherigen Abschnitt wurden Hypothesen von Invarianten fiir die duflere und die innere
WHILE-Schleife konstruiert sind korrekte Invarianten, wenn der Algorithmus mithilfe dieser
Invarianten verifiziert wird. Im folgenden Unterkapitel wird zunéchst unter der Annahme, dass
die innere WHILE-Schleife das korrekte Ergebnis liefert und damit verifiziert ist, die duflere
WHILE-Schleife verifiziert. Der Grund dafiir ist, die Lesbarkeit zu vereinfachen und weil der
Beweis fiir die Verifikation der inneren WHILE-Schleife technisch anspruchsvoller ist und ein
eigenes Unterkapitel benotigt.

Kommentare bei Rechnungen werden mit einem "// "gekennzeichnet.

Zunichst wird die Vor- und Nachbedingung der dulleren WHILE-Schleife definiert.

Vorbedingung aus 4.1:

(k=D)A(E=n)A(d=f)AP(n1)
Diese Vorbedingung muss vor der Schleife gelten und das Hoare-Tripel:

{TRUEYk = Lii=md = fi¢p=Inn{(k=1) A(i=n) A(d=f)AP(n 1)}
beschreibt die Initialisierung des Algorithmus.

Mithilfe der schwichsten Vorbedingung ldsst sich das Hoare-Tripel als korrekt beweisen,
indem:

TRUE = wp(Ck=1li=nd=f;¢=1",(k=1)A({i=n)A(d=f)AP(n1))
/l aus der Kompositionsregel fiir schwichste Vorbedingungen folgt:
= wp(k =17, wp(i=n",wp(’d = 7, wp ("¢ = Ins”, (k =1) A (i =n) A(d = f) A P(n,1)))))
/l aus 4.4 folgt: P(n, 1) = ¢ = I,,11
/I aus der Zuweisungsregel folgt:
= wp(Tk=1"wp(i=n"wp(d =7, (k =1) A(i =n) Ad = [) A (Ins1 = Ins1))))
=>wpTk=1"wpTi=n"(k=1)A>GE=n)A(f=[)Ant1 = Ins1)))
=>wp(Ck=1" (k=D A(n=n) A(f =f) AUns1 = Ins1))
= @ =DAm=n)Af=1)AUn1=Ins1)
= TRUE
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5 Verifikation des Algorithmus

Somit gilt die Vorbedingung.

Die Nachbedingung aus 4.2 lautet:
P(n,n+1)

Um die Korrektheit der dulleren WHILE-Schleife zu Beweisen, wird das WHILE Theorem
angewandt und liefert die Schritte fiir die zu erbringenden Beweise, welche die folgenden sind:

. (k=D A(G=n)A(d=f)AP(n,1) = INVyyser = P(n, k) Ak <n+1)

2. {INVyyter A (k < n)}i =n;inner; k = k + 1{INV,1er }
Mit inner anstelle der ausgeschriebenen inneren WHILE-Schleife aufgrund von
Platz- und Lesbarkeitsgriinden in diesem Unterkapitel.

3. INVyyter AN—(k <n) = P(n,n+1)

Hier soll 1. die Verifikation der Initialisierung der WHILE-Schleife, 2. die Verifiktation des
Schleifenkorpers und 3. der Abschluss der WHILE-Schleife sein.

Korrektheit der Initialisierung:

Die Invariante soll vor der Schleife gelten, daher die Implikation:

(k=1)A(i=n)A(d=f)AP(n,1)=INVyyer =P, k) Ak <n+1)
Beweis:

k=DA(=n)Ad=f)APn1)=>(k=1)A(i=n)AP(n,1)
/l Einsetzen von (k = 1) in P(n, 1)
= (k=1)A(i=n)AP(nk)
Hwegen: (k=1)A(n=20)=(k<n+1)
Sk=)AGI=n)APnk)A(k<n+1)
= P(n,k)A(k<n+1)
= INVouter

Damit gilt die Invariante INV,,;., vor der Schleife.

Korrektheit des Schleifenkérpers:

Zu beweisen ist das Hoare-Tripel:
{INV, uter A (k < n)}i =n;inner; k = k + 1{INV,1er }

welches zu TRUE evaluiert, wenn bei geltender Invariante INV,,;., und Schleifenbedingung
(k < n) nach einem Schleifendurchlauf die Invariante INV,,,;., gilt.
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5.1 Korrektheitsbeweis der aueren WHILE-Schleife

Zunidchst lisst sich das Hoare-Tripel nach der Kompositionsregel aufteilen in die folgen-
den Hoare-Tripel:

{INV,yyrer A (k < n)}i =n,inner; k = k + 1{INV, e, } ©

{INvouter A (k < I’l)}l = n{INvouter A (k < I’l) A (l = I’l)} (5.1
A{INVyurer A (k < 1) A (i = n)Yinner{P(n, k + 1) A (k < n)} (5.2)
APk +1) A (k < )}k =k + T{INVpuror} (5.3)

Wenn die Hoare-Tripel 5.1 - 5.3 bewiesen werden, dann folgt daraus, dass das Zusammengesetzte
Hoare-Tripel bewiesen ist. Um das Hoare-Tripel 5.2 zu beweisen, muss das WHILE Theorem
angewandt und die damit zusammenhingende Verifikation der inneren WHILE-Schleife gezeigt
werden. Dies wird erst im nichsten Unterkapitel behandelt, daher wird fiir die Verifikation der
dufleren WHILE-Schleife angenommen, dass dieses Hoare-Tripel zu TRUE evaluiert. Das nichste
Unterkapitel bestitigt mit der Verifikation der inneren WHILE-Schleife die Annahme und damit
dann den Algorithmus im Ganzen. Also miissen hier noch 5.1 und 5.3 gezeigt werden.

Beweis fiir 5.1:

Aus dem Satz der schwichsten Vorbedingung evaluiert das Hoare-Tripel zu TRUE, wenn:

INVyyter A (k <n) = wp(i =n”, INVoyser A (kK < n) A (i =n))
/l aus der Zuweisungsregel folgt:
= INVyyter Ak <n) A(n=n)
= INV,yter A (k < n) ANTRUE
= INVouter A (k < 1)

Es bleibt noch der Beweis fiir 5.3 aus:

P(n,k+1) A (k <n) = wp(k = k+1",INVourer)
= wp(k=k+17,P(n, k) A (k <n+1))
/l aus der Zuweisungsregel folgt:
=>Pn,k+1)A(k+1<n+1)
= P(n,k+1) A (k <n)

Damit gilt unter der Annahme, dass die innere WHILE-Schleife verifiziert ist, die Invariante
INVyyter vor- und nach jedem Schleifendurchlauf.

Korrektheit des Abschlusses:

Nun muss gezeigt werden, dass nach der duBleren WHILE-Schleife, die Matrix ¢ fiir die
Ansatzfunktionen in der Newton-Basis korrekt berechnet worden ist.
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5 Verifikation des Algorithmus

Beweis:

INVyyter AN=(k <n) = P(n,k)A(k<n+1)A=(k <n)
= P(n,k) A(k<n+1)A(k>n)
= Pn,k)A(k=n+1)

/l einsetzen von (k =n+ 1)
= Pn,n+1)A(k=n+1)
= P(n,n+1)

Damit gilt:

INVouter A _‘(k < n) = P(n,n+ l)

Aus 4.2 folgt, dass P(n,n + 1) den Endzustand beschreibt, in dem die Ansatzfunktionen in der
Newton-Basis représentiert sind.

Die im letzten Kapitel angesprochene Bedeutung fiir das Einschrinken von k£ mit (k < n + 1) ist
hier deutlich gemacht um auf die Form (k = n + 1) zu kommen.

Generell soll fiir Invarianten von Schleifen, die freien Variablen, welche in Pradikaten als
Eingabe vorkommen, auf ihre zulédssigen Eingaben beschrinkt werden. Grund dafiir ist, dass
Korrektheitsbeweise von WHILE-Schleifen im Abschluss generell wie eben vorgestellt strukturiert
sind.

Da dies das Ende des Algorithmus darstellt ist der Algorithmus verifiziert worden, unter
der Annahme, dass die innere WHILE-Schleife verifiziert ist.
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5.2 Korrektheitsbeweis der inneren WHILE-Schleife

5.2 Korrektheitsbeweis der inneren WHILE-Schleife

Im vorangegangenen Kapitel wurde die Verifikation des gesamten Algorithmus durchgefiihrt bis
auf das Hoare-Tripel 5.2, welches wie folgt definiert ist:

{INV yser ANk < n)A(i = n)}while(i > k)d = A(i, k)d; ¢ = A(i, k)" ;i = i—lendwhile{P(n, k+1)A(k < n)}

Wobei INV,;er A (k < n) A (i = n) die Vorbedingung und P(n, k+1) A (k < n) die Nachbedingung
der inneren WHILE-Schleife beschreiben.

Durch den Beweis dieses Hoare-Tripels wird der gesamte Algorithmus verifiziert, da dies der
einzige Beweisschritt ist, dessen Richtigkeit angenommen wurde und noch fehlt.

Das WHILE Theorem liefert parallel zu 5.1 drei Beweisschritte, welche durchgefiihrt
werden miissen um die innere WHILE-Schleife zu verifizieren:
1. INVoyter Ak <n) A(i=n) = INViper
2. {INVipner AN(i > k)}while(i > k)d = A(i,k)d; ¢ = A(i, k)" ;i = i— lendwhile{/NV;,,., }
3. INViyper A=(i =2 k) = P(n,k+1) A (k <n)

Korrektheit der Initialisierung:

INVyyser ANk <n)A(i=n)=>Pn,k)A(k<n+1)A(k<n)A(i=n)
/l durch einsetzen von (i =n)und i =n) A (k<n+1)= (i >k-1)
//durch (k <m)A(k<n+1)= (k <n)
=S Pl kANIT=2k-1)A(k<n)A(=n)
=P, k)ANI=2k—-1)A(k <n)
= INVipner

Also gilt INV;,er vor dem ersten Schleifendurchlauf der inneren WHILE-Schleife und laut
dem WHILE Theorem gilt beim erstmaligen Betreten der WHILE-Schleife zusétzlich noch die
Schleifenbedingung, sodass:

INVinper A (i 2 k)

gilt.
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5 Verifikation des Algorithmus

Korrektheit des Schleifenkérpers:

Das Hoare-Tripel:
{INV;pner A (i > k)}while(i > k)d = A(i, k)d; ¢ = A(i, k)" ";i =i — lendwhile{INV;,,.., }
soll bewiesen werden.

Nach dem Satz fiir die schwichste Vorbedingung ist dieses Hoare-Tripel dquivalent zu:

INVipper A (i > k) = wp(’d = A(i,k)d;¢ = A, k) T;i=i— 1", INVipper)

// aus der Kompositionsregel fiir schwichste Vorbedingungen folgt:

Cc

= Wp(”d = A(i, k)d’ Wp(¢ = A(i, k)_T’ Wp(i =i—-17, INVinner)))

a

b

Diese schwichste Vorbedingung wird von a-c rekursiv evaluiert, sodass bei bei der Berechnung von
¢ das Ergebnis der schwéchsten Vorbedingung aller Anweisungen der inneren WHILE-Schleife steht.

schwiéchste Vorbedingung a:

wp(i =i = 1", INVipner) =wp (i =i =17, P(I,k) A([i = k—=1)A(k <n))
/l nach dem Satz der schwachsten Vorbedingung folgt:
=Pi-1L,k)A(i-12k—-=1)A(k<n) 5.4
=Pi-1Lk)A({=k)A(k<n) (5.5

schwéchste Vorbedingung b:

wp(p = A, k) T, wp (i = i=17, INVigner)) = wp (¢ = A(i, k)", P(i—1, K)AGi—1 = k=1)A(k < n))

Da das Pradikat P(i — 1, k) die Eintrdge in der Matrix ¢ beschreibt, werden sie ersetzt durch das
Ergebnis der Matrizenmultiplikation von ¢ = A(i, k)~ T:

Vi, jel0n] gy = Y AT (LK) b
d=0
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5.2 Korrektheitsbeweis der inneren WHILE-Schleife

P(i—1,k) A (i 2 k) A (k < n) nimmt nach der obigen Ersetzung folgende Form an:
n i-1
=Vi,jel0n]:|ic[0k-D)V(<i)= ZA;Td(i,k) cpaj=| |G —xa) = o (x))
d=0 d=0
(5.6)

n -1 L
MG elk=-1,i=-2]AG=i)V(i=i-1)= ZA;Td(i,k) paj = M)
= [T, (xj —xa)

5.7
T2ty = xa) )

T2 (x = xa)
(5.8)

n
AME elk=1i=21AG>) = D AT k) - $ay = (p =X _gp)
d=0

(5.9

T2k ey = xa) )

n
AMiei-1,n= Z AT (i) - a g = (v =Xy ) —=
d=0 [Ty=o (&7 = xa)

NGz k) A (k <n)

Um die oben-stehenden Summen zu berechnen, ist es Hilfreich eine Fallunterscheidung der
verschiedenen Werte durchzufiihren, die die Eintriige der Matrix A(i, k)~ besitzen konnen:

Xy —xy_, fir(i=i)A(d=i)
vi' € [0,n] PALT k) =11 fir ("' =d)A(d#0))V (i =i-1)A@{=d)) (5.10)

0 sonst

Jetzt konnen die Teilausdriicke 5.6-5.9 jeweils so aufgeteilt werden, sodass die Summe
2i=0 A;Td(i, k) - ¢4,; nur die drei folgenden Ergebnisse hat:

vi',j e [0,n] : (i' g{i—-1,i} = ZAIT,Td(i, k)-¢a,j= ¢i’,j)
=0
A (i, =i-1= ZAi_/Td(i’ k) ¢a;=d¢i-1,j+dij= ¢i’,j + ¢i’+1,j)
d=0

n
A (i, =i= ZAi_':rd(i’ k) - ba,j = (xi —xi—k)‘lji’,j = (xy _xi’_k)¢i’,j)
d=0

Dies folgt aus der Uberlegung in 5.10, dass die Zeilen in der Matrix A(i, k)~", welche nicht
{i — 1,i} sind, die Zeilen einer Einheitsmatrix darstellen und fiir die Zeilen {i — 1, i} jeweils eine
Transformation der Basispolynome durchgefiihrt wird.

Nun werden die Summen fiir die Teilausdriicke jeweils berechnet und am werden dann
nach ¢ ; aufgel6st, Zusammengefasst und vereinfacht:
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5 Verifikation des Algorithmus

Teilausdruck 5.6

Fiir den Fall i € [0,k — 1) isti ¢ {i — 1,i}, da (i > k) gilt, also:

i -1

n
Vi,9j € [O,I’l] : l.’ € [09k - l) = ZAL_,TCI(I’ k) ' ¢d,j = ¢i/,j = l_l('x] _Xd)
d=0 d=0

Fiir j < i muss eine Fallunterscheidung zwischen (j > iYund (j =) gemacht werden:

i-1

Vijel0n] s (G<OAG gli-Li)= ) AT GK) daj=dy ;=] [ —xa)
d=0 d=0

n i/—l
Vi jel0n]: (<A =i=1)= Y AT k) baj= ¢v;+bra; =] |G -xa)
d=0 d=0
i -1

S Py = ﬂ(xj —Xa) = Py
d=0

N
l

faus (j<i +1) = P = ]_[(xj —xg4) = 0 folgt:
d=0

i-1

And ¢i’,j = l_[(xj —Xa)
d=0

Vi, jel0n]: (G <i)AG =)= D AT (1K) bay = (o —x7 )0y ;= | | —xa)
d=0 d=0

.’_1
_ Hi{:() (xj - Xq)

< ¢i’,j - (xy —x7 ;)
i -1

Naus (j<i +1)= ¢y ;= ]_[(xj — xq) = 0 folgt:
d=0

= ¢i/,j =0

i -1

S Py = n(xj - Xa)

d=0
Somit ldsst sich zusammenfassen:

i -1

Vi, jel0n]: | el0k-1)v(<i)= D AT 0K - day =0y ;=] ) —xa) =m0 (x))
d=0 d=0
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5.2 Korrektheitsbeweis der inneren WHILE-Schleife

Teilausdruck 5.7
Firi e [k—1,i=2]A(j=i)isti ¢ {i—1,i},da (i > k) gilt, also:

./_1
Hi{:() (xj - Xq)

n
Vi, jel0n] i e lk=1Li=21AG=i)= Y AT (k) baj =9y ; = —I~
d=0 [Ta=o (xj = xa)

Fiir (' = i — 1) muss auch eine Fallunterscheidung zwischen (j > i') und (j = ') gemacht
werden:

. g L T I35 () = xa)
Vi,jelOn]: (@ =i-1)A({G=i)= ZAi, Jk) baj=¢y +dyyy ;= —
a0 [Tao (x; —xa)

’
/-1
~ uso (g —xa)
S b= i b
Hd:o (xj - Xq)

’

Naus (j=i)= (G <i+1)= ¢py ;= [~ xa) = 0 folgt
d=0

.,—l
oo (g —xa)

& ¢i/ L=
7.] ./_k
Hld:() (xj - Xq)
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5 Verifikation des Algorithmus

. . NN S I8 (x; — xa)
Vi,jel[0,n]:( =i-1)A(j >l)ﬁZAi',d(l’k).¢d’j:¢i,,j+¢i’+l,j = — .
d=0 [Tyzo (xj —xa)

B 1550 (xj = xa)

S b= b,
Hd:() (xj - Xq)

[T () — xa)

//aus(j>i’)/\(i'+1:i):>¢.f1~: - folgt:
T 1525 (o = xa)
ods = M —xa)  TTho(xj —xa)
il,j - i/ — - i —
a0 (i —xa)  TTa% ™ (= xa)
/1 Ersten Bruch um (x; — x;_; ) erweitern:
i/
Il (xj — x;) aus l_[(x j — Xq) ausklammern:
d=0
(M2 ey =x0)) - 5 =xen) (Tl (3 = %)) - (5 = )
< ¢i,’j - i~k B i —k+1
(Hd:o (x) ‘xd)) (X = Xy _gr) [Mazo™ (xj = xa)
(s ey =xa)) - 5 =xen) (T 0 = ) - (6 =)
< ¢i/,j = i —k+1 h i —k+1
Hd:o (xj - Xq) Hd:() (xj - Xq)

// Durch ausklammern von (x; —x;_,; — (x; —x;)) ergibt sich:

J
¥
M55 (7 = xa)
I (¢ = Xy g1 = (xj = x))
[TyZo (xj — xa)
.,_1
T2 (xj = xa)
J—k 1
Hb:o+ (xj = xa)

Die Ergebnisse fiir den zweiten Teilausdruck fassen sich wie folgt zusammen:

&Py i= (X =X 1) -

. . . N 1550 () = xa)
Vi,jel[O,n]:|i €elk—1,i—1]A(j =l)ﬁZAi,’d(l,k)-qﬁd,j=¢i/,j=T
d=0 Hd:() (xj - Xq)

n -1 L
((i/ —i-A(=i)= Z AL K) pag=¢r ;= (0 =Xy _gpy) - oz = ¥a) )
=0

T2 (xf = xa)
Teilausdruck 5.8

Firi € [k—1,i—2] A(j >i)isti ¢ {i—1,i},da (i > k) gilt, also:

n i —1
. ; . s o [Tyo (xj = xa)
Vi, je(0n] i € [k=1,i=20AG > 1) = Y AT (k) aj = by j = (p =y _pay) —
d=0 [Tazo™ (xj —xa)
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5.2 Korrektheitsbeweis der inneren WHILE-Schleife

Teilausdruck 5.9

Firi € (i,n] isti ¢ {i — 1,i}, also:

n
Vi’,j €[0,n]:i € (i, n]A(j = l',) = ZAi_'Td(i’ k)-¢a;=¢s ;= (% =x7 )

.’_1
) Hi{:() (xj —Xq)

./_k
d=0 [T=0 (xj —xa)

Fir (' =i) A (j > 1) gilt:

Vi, jel0n]: (=DAG 21) = Y AT (k) by = (p—xp ) = (5 =xp_y)-
d=0

.,_1
_ (xy = xy ) gz (xj —xa)

< ¢'/ | : .’
Gy ) TR GG - xa)
7
1520 (xj — xa)
Pt ¢l.,,j =

./_k
Hld:() (xj - Xq)

Wenn die Ergebnisse der Teilausdriicke 5.6-5.9 zusammengefasst werden,
lasst sich wp(P¢p = A(i, k)" T¢”, P(i — 1) A (i > k) A (k < n)) wie folgt darstellen:

i -1

Vi, jel0n]:|i €0 k-1)Vv(j<i)=ar,=]]0=xa)=m(x))
d=0

il_l PR—
Ali e [k_l’i_l]/\(J'=i,)=”¢i’,j=W)

d=0 \Xj —Xd
Hl;;(% (xj = xa) )
M2 (e = xa)

, T2ty = xa) )

AMielk=1Li=21A0G>i) = ¢y = (p =Xy _4p)  —
M55+ () = xa)

MG =i-DAG>T)= ¢y ;= Gr —Xp_g)

AP €(in] = ¢y ;= (xy —x7_4)

Np=1e —xd>)
Hi};é‘(xj - Xq)
=1,
AMGE=DAG=2i)> b= Mo (%) = Xa) xd))]

J—k
Hi{:o (xj - Xq)

A= k) A (k <n)

.,71
sz:() (xj - Xq)

./_k
Hi{:() (xj - xd)
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5 Verifikation des Algorithmus

Nach dem Vereinfachen folgt:

-1
Vi',j e [0,n] : (z" el0k-DV(<i)=¢r,=]]0-xa)= ni/(x_,))
d=0

A elh=1i1IAG=i) V(G =i) :>¢i',jZW)
[T=o (xj = xa)

Hé;&(xj —Xa) )

HZ;(I)(H(XJ —Xq)

J—k
[Ty2o (xj = xa)

’

ANielk=1i-1]A({ > i) = by ;= (X7 =Xy _gi1)

AMienlA(G2i)= ¢y ;=0 —xp_)
A =k)A(k<n)
Das Pridikat in den eckigen Klammern ist genau das Priadikat P(i, k), also gilt:

wp(Pp=AG k) ¢, PG—1,k)A(G = k)A(k<n) =P, k)A®G=k)A(k<n) (5.11)

schwiéchste Vorbedingung c:

wp(*d = Al k)d, wp(d = AGi, k)T, wp(i = i—17, INVinner))) "2 wp(d = AGi, K)d”, P(i, )AG > k)A(k < n))

Weil fiir die Zuweisung d = A(i, k)d kein d frei in P(i, k) A (i = k) A (k < n) vorkommt, ist:
wp(d = A(i, k)d”, P(i,k) AN(i > k) A(k <n)) =P, k)A({=k)A(k<n)
Somit muss nur noch gezeigt werden, dass INV;,er A (i 2 k) = P(i,k) A (i = k) A (k < n):

INVipner N (i 2 k) = P,k) A=k —-1)A(k<n)A({=k)
fwegen (i 2k—-1)A(G{=k)= (i=k)gilt
= P(i,k) A (i > k)A(k <n)

Damit evaluiert das Hoare-Tripel zu TRUE und die Schleifeninvariante gilt vor- und nach dem
Ausfiihren der inneren WHILE-Schleife. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass beim Verlassen der
inneren WHILE-Schleife der Zustand der Matrix ¢ fiir die Schleifenvariable k + 1 gilt.
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5.2 Korrektheitsbeweis der inneren WHILE-Schleife

Korrektheit des Abschlusses

SchlieBlich muss noch gezeigt werden, dass:

INVipner A=(i 2 k) = P(n,k+1) A (k <n)

INVipner A\=(i 2 k)= P, k)AN(T=2k—1)A(k<n)A=(i = k)
S P, )ANTG=2k—1)AN(k<n)A@{<k)
flaus (i = k—1) A (i<k)= (i=k-1) folgt:
= P>, k)AN(i=k—=1)A(k <n)
/l einsetzen von (i = k — 1) in P(i, k)
= P(k—1,k) A (k <n)
Fir P(k — 1, k) A (k < n) ergibt sich:

vi',j€[0,n] :

i1
(<,-' el0.k-DV(Gi<iN=e;,;=]]0-xa)=m <xj>)
d=0

A etkk=20nG=iN Vi =k-1) = ¢y, = M)
[Tazo (xj —xa)
1553 () — xa) )
T2 Oy = xa)
EE&Q:@H

./_k
Hi{:o (xj - Xq)

MG ek k=21A3G>i) = by ;= (X7 =Xy _gi1)

AMiek=LnlAG2i)= ¢y ;= (xp —x74)
A(k <n)
Die Intervalle fiir das /" im zweiten und dritten Teilausdruck sind leer, daher stimmt die Implikation

und die Teilausdriicke kénnen wegfallen, bis auf die Bedingung (i’ = k — 1), welche durch Folgende
Uberlegung in den ersten Teilausdruck absorbiert werden kann:

./_] .1_1
Hij:o(xj - Xq) _l

L () - xa) = 7 (x))
[T ey — xa) dr([ e !

Der vierte Teilausdruck wird in die Fille j =i und j > i’ unterteilt. Damit folgt:

ViLjelon i =k-1= ¢,

i -1
Vi',j € [0,n] : l((f’ cl0.b)v(<i)=a; ;=] [0 -xa)= n,.,(xj))
d=0

T2l xy - xa) )]
528" (x) = xa)
15,2 (x; = xa) )]

.I_k
Hldz() (xj - xd)

A (i' clbnlA(=i)=¢; ;=

AMielknl AG>i)= ¢y =y —xp_)

A (k <n)
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5 Verifikation des Algorithmus

Weil es keine Eintrige in der Matrix fiir (i' = n) A (j > ') gibt, kann das Intervall vom dritten
Teilausdruck auf [k, n — 1] verkiirzt werden und der zweite Teilausdruck in einer anderen Form
notiert werden:

i -1

=Vi,j€[0,n] :[ (el0.k)v(<i)=¢s ;= ]_[(x,- —xq) = 77 (x})
d=0

T2k (x; - xa) )
528" (x) = xa)
15,2 (x; = xa) )]

528 (xj = xa)

A ((i’ clbn-1AG=)VE =n=¢s =

A (i’ €lbn=-1AG>i)= ¢y ;= (7 —xp_)
A(k <n)

Aus 4.6 folgt, dass das Pradikat in den eckigen Klammern das Priadikat P(n, k + 1) darstellt, also:
INVipner N=(i 2 k) = P(n,k+1)A (k <n)

Damit erfiillen sich alle Anforderungen des WHILE Theorems fiir die Verifikation der inneren
WHILE-Schleife. Da im vorangegangenen Kapitel bereits gezeigt wurde, dass der Algorithmus
verifiziert ist unter der Annahme, die innere WHILE-Schleife sei verifiziert, der Algorithmus nun
vollstindig verifiziert. Dazu gehort auch, dass die dividierten Differenzen verifiziert sind, was aus
der Uberlegung in Kapitel 3 folgt, weil sich das zu interpolierende Polynom nicht verindert.
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6 Diskussion und Ausblick

In dieser Bachelorarbeit wurde der newtonsche Ansatz fiir die Interpolation verifiziert, wobei
sich der Beweis nur auf die Verifikation der Ansatzfunktionen beschrinkt. Trotzdem wird damit
die Richtigkeit der dividierten Differenzen bewiesen, was eine andere Herangehensweise fiir
die Verifikation des newtonschen Ansatzes fiir die Interpolation ist als Philip Urban mit seiner
Bachelorarbeit [Urb21], dessen Beweis sich auf die dividierten Differenzen bezogen hat.

Der néchste Schritt wire es, weitere Algorithmen zur Interpolation mit den vorgestellten Techniken
zu verifizieren und herauszufinden, inwiefern sich die einzelnen Uberlegungen dieser Bachelorarbeit
auf diese Algorithmen iibertragen.

Fiir die Herleitung des Basiswechsels ist es einfach die Basistransformationen zu bestimmen, indem
die Matrizenschreibweise gewihlt wird und nur das Inverse einer Matrix berechnet wird. Die
Konstruktion der Schleifeninvarianten ist sehr abhéngig von den ausgefiihrten Anweisungen aber es
ist immer Hilfreich sich die Vor- und Nachbedingungen zu beriicksichtigen, da diese in irgendeiner
Form in der Invariante auftreten miissen. Aulerdem bendtigen die Invarianten Einschrankungen auf
den Umfang der in ihr vorkommenden Variablen, was in dieser Bachelorarbeit ersichtlich wurde.
Die Korrektheitsbeweise lassen sich bis auf die Hoare-Tripel gut auf andere Algorithmen {ibertragen,
da die Hoare-Tripel in den WHILE-Schleifen stark vom Algorithmus abhéngen. An diesem Beweis
wird deutlich, dass kurze Algorithmen aus der Numerik sich durchaus fiir einen Korrektheitsbeweis
eignen, anstelle von einem herkommlichen Test, welcher kein formaler Beweis ist.
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