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Kurzfassung

Wir zeigen, dass das Beschranktheitsproblem fiir eine Verallgemeinerung der automata
with coloring nach Bala bzw. desert automata nach Kirsten mit mehreren priorisierten
Zghlern und auf Badumen in PSPACE ist. Dieses Ergebnis nutzen wir, um zu zeigen, dass in
doppelt exponentieller Zeit auf einer nichtdeterministischen Turingmaschine entschieden
werden kann, ob eine endliche lineare Substitution o mit o-(L) = R fiir gegebene regulére

Baumsprachen L und R existiert.
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1 Einleitung

Eine Erweiterung von formalen Sprachen iiber Wortern sind die Baumsprachen. Statt
Wortern, also Folgen von Zeichen, sind die Elemente hier Baume mit beschrifteten Knoten.
Dabei gibt es zwei Varianten: Ranked, d.h. die Beschriftung eines Knotens definiert die
Angzahl seiner Kinder eindeutig, und unkanked, d.h. alle Beschriftungen an Knoten beliebigen
Grades auftreten konnen. Auch bei den zur Auswahl stehenden Automatenmodellen gibt es
nun Unterschiede nach der Richtung der Auswertung in top-down oder bottom-up.

Im Gegensatz zu Wortsprachen gibt es zudem mehrere Substitutionsbegriffe auf Baumspra-
chen, im wesentlichen oi und io [ES77; ES78]. Eine Schwierigkeit besteht darin, dass eine
Substitution bei inneren Knoten auch definieren muss, wo deren Kinder im resultierenden
Baum vorkommen sollen. Ist hier eine Verdopplung méglich, ist die entstehende Sprache
schon fiir Homomorphismen nicht mehr zwingend reguliar. Das HOM-Problem, also die
Frage, ob das Bild einer reguldren Baumsprache unter einem Homomorphismus regulér ist,
ist enthscheidbar nach |GG13|. In dieser Arbeit werden wir uns auf lineare Substitutionen,
also solche ohne Verdopplungen, konzentrieren. Die zentralen Entscheidungsprobleme sind
hier zum einen, ob eine Substitution o existiert mit o(L) € R & o (L) N R = 0, oder
o (L) = R, gegebene reguldre Sprachen L und R. Fiir das erste Problem im Fall von io-
Substitutionen wurde in [CDD+-22] Entscheidbarkeit gezeigt, auch fiir Baumsprachen iiber
unendlichen Badumen. Komplexitatsresultate fiir beide Probleme mit Substitutionen auf
Forests die ausschlieRlich an Bléattern ersetzen wurden gezeigt in [GK21|, sowie Resultate
bei sogenannten unranked tree patterns mit Ersetzung auch an inneren Knoten in [BNS19].
Wir zeigen hier die Entscheidbarkeit von (L) = R in doppelt exponentieller Zeit auf
nichtdeterministischen Turingmaschinen.

Fiir Wortsprachen wurde 2006 gleichzeitig von Bala [Bal06] und Kirsten [Kir04| gezeigt,
dass die Frage, ob eine endliche Substitution mit (L) = R existiert, entscheidbar ist, wobei
Bala [Bal06] sogar die Entscheidbarkeit in polynomiellem Platz zeigt. Hierzu verwenden
beide ein gewichtetes Automatenmodell, das von Bala als automata with coloring und
von Kirsten als desert automata bezeichnet wird. Dieses erweitern wir in dieser Arbeit
zunéchst auf mehrere, priorisierte Zahler, und dann auf entsprechend gewichtete top-down-
Baumautomaten. Hierfiir kénnen wir durch Streichen gewisser Zustdnde und Konstruktion
eines Wortautomaten fiir Pfade die selben Komplexitatsresultate wie Bala zeigen. Dies
erlaubt es, unsere Resultate fiir die Existenz von linearen Substitutionen auch auf die
Existenz endlicher linearer Substitutionen auszuweiten.
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2 Grundlagen

2.1 Worter und Baume

Ein Alphabet mit Stelligkeit A ist eine endliche Menge mit einer Funktion rk: A — N. Wir
schreiben auch A, = {a € A | rk(a) =r}.

Ein Wort w ist eine endliche Folge von Zeichen ay,...,a, aus einem endlichen Alphabet X,
W =aj---ay,. Dies entspricht einem Element des freien Monoids X* iiber . Wir bezeichnen
das leere Wort mit &. Fiir w € £*,a € X sei |w| die Lidnge von w und |w|, die Anzahl
der Vorkommen von a in w. Wenn auf ¥ eine Ordnung definiert ist, schreiben wir fiir
w=ajy---ap| auch min(w) = min{ay,...,ap}.

Ein Baum ¢ ist eine Funktion auf ein endliches Alphabet ¥ aus einer Menge Pos(z) € N*
mit
g € Pos(1)

i.n€Pos(r),ne N = i € Pos(1)
inePos(t),neN,m<n = i.m € Pos(t).

W

Wir schreiben hier “.” als Trennzeichen zwischen die Elemente von N. Ein Baum ¢ heifst
endlich, wenn Pos(¢) endlich ist, sonst unendlich. Fiir einen Baum ¢ iiber eine Alphabet
mit Stelligkeit A verlangen wir zudem, dass Pos(t) N {i.n | n € N} = {1,...,rk(¢(i))} fir alle
i € Pos(t) gilt. Die Menge aller Bdume iiber einem Alphabet mit Stelligkeit A bezeichnen
wir mit T(A). Fiir i € Pos(r) sei t|; der Baum mit ¢|;(j) = ¢(i.j) fiir alle i.j € Pos(z). Wir
schreiben Baume auch als Terme, d.h. fir a € A,, t1,...,t, € T(A) ist

a(ty,....ty): {eyu{i.j|jePos(t;),1<i<r}—-A
e—a

i.j ti(j) fir 1 <i <rund j € Pos(t;).
Eine grafische Darstellung von a(ty,...,t) findet sich in Abbildung 2.1a. Wir definieren
Pos, (1) = {i € Pos(?) | t(i) = a}. Es ist height(z) = max{|i| | i € Pos(#)}+1. Weiter definieren
wir fir I € N*:
Paths(l) = {(e,i1,...,i1...0y) | i1,i1.02,.. ., in EN,VO< k <n:iy...ix €1}
und fiir ¢t € T(A):

Paths(¢) = {¢t(i1) - - - t(i,) | (i1,...,in) € Paths(Pos(¢))}.

13



2 Grundlagen

A

O K3 s

(a) Baum af(ty,. .., (b) Lauf p auf a(ty, ..., (c) Ersetzung [x — 1]

Abbildung 2.1: Grafische Darstellungen

2.2 Baumautomaten

Es sind in der Literatur verschiedene Automatenmodelle auf Baumen gebrauchlich. Diese
unterscheiden sich unter anderem in der gedachten Richtung der Auswertung in bottom-up
und top-down. In dieser Arbeit betrachten wir primér nichtdeterministische Top-Down-
Baumautomaten, die wir im folgenden noch einmal explizit definieren. Eine Einfithrung in
die unterschiedlichen Modelle findet sich zum Beispiel in [CDG+07].

Definition 2.2.1
FEin nichtdeterministischer Top-Down-Baumautomat (im folgenden abgekiirzt als NTA) A
st ein 4-Tupel A = (Q, A, 8,s) wobei

e (O cine endliche Menge von Zustdanden,

o A ein Alphabet mit Stelligkeit,

® 5C Upewy O XA, xQ" die Ubergangsrelation, und
e 5 € 0 ein ausgezeichneter Startzustand sind.

Ein Lauf p eines Automaten A auf einem Baum t ist eine Funktion p: Pos(t) — Q wobei
fiir alle i € Pos(t), r = vk(¢(i)) gilt (p(i),t(i), p(i.0),...,p(i.r)) € §. Wir stellen einen Lauf
grafisch wie in Abbildung 2.1b dar.

Die von einem Zustand q € Q erkannte Sprache ist

L(A,q) ={t€T(A)|3p Lauf von A auft: p(e) =q},
wobei L(A) = L(A,s).
Weiter definieren wir fir t € T(A)

QA1) ={qeQ|1eL(Aq)}

Fiir eine endliche Menge X und einen NTA A = (Q, A, §, s) schreiben wir
A[X] = (Q,AUX,5UQ xKX,s),

wobei rk(X) = {0}.

14



2.3 Substitutionen auf Baumen

2.3 Substitutionen auf Baumen

Eine Substitution ist eine Funktion o: X — T(A U {1,...,max(rk(X))}) wobei X ein
endliches Alphabet mit Stelligkeiten ist und o (x) C T(AU{1,...,rk(x)}) mit rk(1) =--- =
rk(rk(x)) = 0. Wir nennen o linear, wenn fiir alle x € X,i € {1,...,rk(x)},7 € o(x) gilt,
dass |Pos;(7)] < 1.

Es gibt zwei iibliche Moglichkeiten eine Substitution auf einen Baum anzuwenden, oi (by-
name) und io (by-value), die von Engelfriet eingefithrt wurden [ES77; ES78|. Fiir lineare
Subsitutionen o ist o,; = 0;, und wir schreiben auch nur o = gy,. Da wir lediglich lineare
Substitutionen betrachten, definieren wir hier nur o7, : T(A U X) — 274 wie folgt:
giola(ty,....ty)) ={a(t],...,t.) | Vi: t] € oo (1)} Va € A,
Tio(X(t1,....t,)) ={t[l—=>1,....r—> 1] |t € oc(x),Vi: t] € 00 (t;)} Vx € X,

Hierbei ist t[ay — t1,...a, > t,] fur t € T(A),a1,...,a, € Ag,t1,...,t, € T(A) der
Baum, den man durch ersetzen von a; durch ¢; in ¢ erhilt. Wir stellen diesen grafisch wie
in Abbildung 2.1c dar.

Zudem sei =" (x) = {t € o(x) | height(¢) < n} fir n € N, x € X.

2.4 Komplexitatstheorie

Wir verwenden die Komplexitatsklassen P, PSPACE = NPSPACE = coNPSPACE,
EXPTIME = EXP, NEXPTIME = NEXP, EXPSPACE und

2 - NEXPTIME = |_J NTIME (22”6) .
ceN

Fir genauere Definitionen und eine Einfiithrung in die Komplexitédtstheorie verweisen wir

auf [AB09.
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3 k-Desert-Automaten

Dieses Kapitel betrachtet eine einfache Verallgemeinerung der Resultate zu automata with
coloring nach Bala [Bal06], die den desert automata nach Kirsten [Kir04| entsprechen. Unser
Vorgehen folgt dem von Bala [Bal06].

Definition 3.0.1
Ein k-Desert-Automat A ist ein 5-Tupel (Q,Z,0,s, F) wobei

e O cine endliche Menge von Zustdinden,
e X ein endliches Alphabet
e 6 COxEx{0,1,...,k}xQ die Ubergangsrelation,
e s der ausgezeichnete Startzustand, und
e F C Q die Menge der Endzustinde
sind.

Ein Lauf p von A auf ag-- - ag-1 ist eine Folge der Form

ap ag-1
Po— " Pk-1 — Pk
co Ck-1

mit (pi, ai, Ci, pi+1) € 0 fiir allei € {0, ...,k —1}. Wir schreiben

ag-ag-1 aop ak-1
Runsg | po —— px| ={p0o — " Pk-1 — Pk |P1,---sPk-1 € Q
CoCh-1 co Ck-1

und
Runs# (P%P') = U{Runsﬂ (q = q’)‘w €eL,geP,q €eP,ce C}.
(&

In dieser Notation identifizieren wir einelementige Mengen mit ihren Elementen.

Nun definieren wir:

Weight,(p) = max{|cm|g By s s o em e L .,k}*}
Cp Cm Cs

Weight, () = min{Weight,(p) | p € P}
Weight(P) = max{Weight,(P) | £ > 0}

Weight(w) = Weight(Runs# (s # F))

A heiffit beschrankt mit Schranke n, wenn fir jedes Wort w € L(A) gilt Weight(w) < 7.

17



3 k-Desert-Automaten

Problem 3.0.1 (Beschrinktheit)
Gegeben FEin k-Desert-Automat A.

Frage Ist A beschrinkt?

Es kann hier davon ausgegangen werden, dass k immer unér kodiert vorliegt, denn nicht
verwendete Gewichte > 1 konnen gestrichen und alle groferen verkleinert werden. Der Rest
des Kapitels wird einen Algorithmus zur Losung dieses Problems entwickeln.

3.1 Semantik von k-Desert-Automaten

Fiir ein Wort w € X* definieren wir:

Transg(w) € QO x{0,...,k} X Q = Sem 4

.....

und ¢ ist maximal mit dieser Eigenschaft

Statt Sem 4 und Transg schreiben wir auch Sem und Trans, wenn der Bezug zu A aus
dem Kontext ersichtlich ist.

Wir definieren zwei Operationen auf Sem:
0,®: Sem X Sem — Sem

(p,c,q) € Ry ©Ry = ¢ =max{min{ci,c2} | (p,c1,7r) € R1,(r,c2,q) € Ry}
(p,c,q) € R ® Ry — ¢ =max{max{ci,c2} | (p,c1,¥) € R1,(r,c2,q) € Ro}

Hierbei sei max{} undefiniert, d.h. wenn keine r € Q, (p,c1,r) € Ry und (r,c2,9) € Ro
existieren, ist auch (p,c,r) ¢ R1 ® Ry und (p,c,r) € Ry © Ry fiir ¢ € {0, ..., k}.

Es gilt Trans(w1) © Trans(we) = Trans(wiws) fiir beliebige w1, wo € £*, und sowohl © als
auch ® sind assoziativ.

Damit definieren wir fiir Tupel (S1,...,S¢)

®(S1,...,Sf) =51®---®S,
Fiir Tupel von Wortern (wiq, ..., we, wiai) definieren wir
Trans(w1, ..., we, wiail) = (Trans(wy), ..., Trans(we), {(p,0,q) | (p,c,q) € Trans(wai)}).

Das letzte Element wird hier anders behandelt, was spéter wesentlich wird.

Fiir Mengen Pq, P2 C Q nennen wir ein Element S € Sem P1-Po-beschrinkt, wenn gilt, dass
SN Py x{0,...,k} Xx Po C P; X {0} X Po. Fine Menge M C Sem heifst P;-Ps-beschrankt,
wenn alle ihre Elemente Pi-Po-beschrankt sind. Wir identifizieren auch hier einelementige
Mengen mit ihren Elementen.

Beobachtung 3.1.1
Wenn S C Sem P1-Po-beschrinkt ist, dann auch jede Teilmenge S C S.

18



3.2 Faktorisierungen und Beschrinktheit

3.2 Faktorisierungen und Beschranktheit
Wir definieren zunéchst

Factorizationsy (M, N) = {(wl, e We, Wail)

Wi,...,Wy¢ EM,Wtai] ENa}

W1 WeWiail € L

Lemma 3.2.1
Wenn (K) Trans(Factorizationsy a) (M, N)) s-F-beschrinkt ist, |N|pax < |Mlyax und
L(A) C M*N, dann ist A beschrinkt mit Schranke 2(|M | a0 — 1)-

Beweis. Sei also (X) Trans(Factorizationsy ) (M, N)) s-F-beschrankt mit [N| . < [M| 0.
und L(A) C M*N. Sei weiter w € L(A) mit

.....

fir £ >0 undpeRuns(ngF).

(0,....k}
Dann gibt es g9 = s,q1,..-.,9m € O,qm+1 € F,wi,...,Ww;m € M,wpy1 € N sowie
ClyevrCme1 € {0, ..., k}" mit
w1 w2 W+l
Runs |go — q1 — " qm —— qm+1| 3 p-
c1 c Cm+1

Dann sind alle ¢; € {0, ...,k}"0{0,...,k}". Sonst gibe es ein w;, fiir das ¢ > 0 existiert mit
(g,¢,q") € Trans(w;), also ein (s,c’,q"”") € @Trans(wi, ..., Wpye1) mit ¢’ = ¢,q” € F, aber
dann wire die Voraussetzung verletzt. Jeder Faktor aus {¢, ..., k}" in ¢1 - c;uy1 erstreckt
sich hochstens liber zwei ¢;, da jedes c¢; eine 0 enthélt. Sei nun also 0 < i < m + 1 mit

p’ € Runs (q,-_l BAGEN 61i+1) und Weight,(p’) = g.
CiCit1
Betrachte nun ¢’0c”0c¢”’ = ¢;jcip1 mit ¢/, ¢ € {0,...,k}*,c¢” e {¢,...,k}* und |c"|¢, = g.

Dann ist g = |¢”|¢ < |¢”] < |cicin| =2 < 2[M|max — 2.

Der Fall, in dem ¢,,41 Teil des optimalen Faktors ist, verlauft analog, da |cp41| < [M|max—1.0

Lemma 3.2.2
Seien k,n € N mit n > kX und ¢ € {1,...k}". Dann existiert ein Faktor ¢’ € {€,..., k}* von

¢ mit |c'|¢ 2 [{n - k].

Beweis. Fiir k =1 ist diese Eigenschaft trivialerweise erfiillt. Wenn |c|; > H/_ - k], ist die
Eigenschaft erfiillt mit £ = 1 und ¢’ = ¢. Sei nun |c|; < H/_— k], also |c|y < £fn — k und
¢ =coler -+ 1cjep, fiir co,...,clcl, € {2,...,k}". Dann existiert ein 0 < i < |c]y mit |c;]
maximal und dafiir ist

leczl(1)|cj| |c|—|c|1>n—(‘/ﬁ+k>n—(‘/ﬁ no_y s
= > =—-1=nF —-1.
leli +1 lch+1 ~ Afn—-k+1 n n

19



3 k-Desert-Automaten

Durch zeichenweises Ersetzen von j durch j — 1 in ¢; fiir alle 2 < j < k erhalten wir ein
Wort ¢’ € {1,...,k—1}" mit n’ = |¢”| = |c;|. Fiir dieses existiert induktiv ein Faktor
c”’ef{t-1,...,k—1}" mit

|C"'|g_12[k_\1/r7—k+1-|2 “Vw—2> A —1-k+1> An'F -k =4k

Dieses ¢”’ entspricht nun einem Faktor ¢’ € {¢,...,k}" in ¢;, und damit in ¢ mit Gewicht
¢/l = 1" ooy > 4k, also |]e >[4~ k] 0

Lemma 3.2.3
Wenn (X) Trans(Factorizationsy (a) (M, N)) nicht s-F-beschrinkt ist, dann existiert ein Wort

w € L(A), so dass Weight(w) > [\kllMlmin - k]

Beweis. Sei also (X) Trans(Factorizationsy (#)(M, N)) nicht s-F-beschrinkt.

Dann existiereneing € Fund w € L(A) mit w = wi - Wy, Wine1, Wi, oo ., Wi € M, Wypy1 €N
und (s,¢,q) € () Trans(wi, ..., Wi, Wpa1) fiir ¢ > 0.

Dann gilt fiir jeden Lauf

peRms| g0 —q1-—> g |,
N _ C1 Cm+l _
=S =q
dass ¢ = max{min(cy),..., min(cu+1)} und zudem (g;-1, min(c;), g;) € Trans(w;) fir jedes

1 <i <m+ 1. Insbesondere existiert ein i mit ¢ = min(¢;).

Es ist |¢i| 2 |[M|min = n und ¢; € {1,...,k}". Nach Lemma 3.2.2 existiert dann ein € > 0
und ein Faktor ¢, € {¢,...,k}" in ¢; mit |c[|s > H/_— k]. Also ist Weight,(p) > H/_— k]

und damit Weight(w) > [\kllMlmin - k] fiir ein w € L(A). o
Lemma 3.2.4

) Trans(Factorizationsy (#)(M, N)) ist s-F-beschrinkt genau dann, wenn

() Trans(Factorizationsy: (M, N)) s-F-beschrankt ist.

Beweis. Es ist Factorizationsy#)(M,N) C Factorizationss«(M, N). Also folgt die erste
Richtung wegen Beobachtung 3.1.1 direkt.

Angenommen, es gibt ein (w1, ...,w;) € Factorizationss+(M, N)\ Factorizationsy (#)(M, N),
fiir das ® Trans(wi, ..., w;) nicht s-F-beschrankt ist. Dann existiert auch ein g € F mit
(s,¢,q) € Q) Trans(wi, ..., w;). Insbesondere existiert dann aber ein Lauf in

also ist wy---w; € L(A) und damit (wi,...,w;) € Factorizationsy #)(M,N), im Wider-
spruch zur Annahme. O

20



3.3 Ein Algorithmus fiir das Beschranktheitsproblem

3.3 Ein Algorithmus fiir das Beschranktheitsproblem

Satz 3.3.1
Sei A ein beschrdinkter k-Desert-Automat. Dann ist A beschrdnkt mit Schranke

n2
K= 22(k+2) +1.

Beweis. Sei A ein beschriankter k-Desert-Automat mit |Q| =: n und Schranke . Fiir jedes
S € Sem und allegp,q € P gilt nach Definition |[S N {p} x{0,...,k} x{gq}| < 1. Also gilt
[Sema| < (k+2)".

Wenn |M|min > (7+ k)¥, folgt, da A beschriinkt ist, und wegen Lemma 3.2.3 und Lem-
ma 3.2.4, dass (X) Trans(Factorizations(M, N)) s-F-beschrinkt ist.

Betrachte T; = Trans({w € £* : i < |w| < 2i}) € Sem 4 fiir i > 0. Es ist

T; =T;—1 © Trans(X U 22).

n2
Da T; C Sem 4, gibt es héchstens 2(k+2)"™" yergchiedene T;, sodass die Mengen T1, . . ., T2 (er2yn?

alle moglichen Werte durchlaufen. Analog gilt dies fiir die 77 = Trans(X<7) = T/ ,0Trans(X).

Da (X) Trans(Factorizations({w € £* | i < |w| < 2i},£=")) durch die beiden Mengen 7; und
T/ eindeutig definiert ist, und s-F-beschrénkt ist fiir i = (7 + k)¥ +1, ist es dies auch fiir ein

1 <i< 22k
n2 n2
Also ist A nach Lemma 3.2.1 auch beschrénkt mit Schranke 2(22(k+2)" 1) < 22(k+2)" +1

Korollar 3.3.1
Sei A ein k-Desert-Automat. Dann ist A beschrinkt genau dann, wenn
&) Trans(Factorizationsy: ({w € Z* | k < |w| < 2k}, 2<¥)) s-F-beschrinkt ist.

Satz 3.3.2
Problem 3.0.1 ist PSPACE-vollstindig.

Beweis. Fiir k = 1 entsprechen die hier vorgestellten k-Desert-Automaten den automata
with coloring bei [Bal06] bzw. den desert automata bei [Kir04|. Dort wird unter anderem
PSPACE-Héarte gezeigt, welche sich direkt auf dieses Problem iibertrigt.

Das Komplement von Problem 3.0.1 ldsst sich zudem mit Algorithmus 3.2 in polynomiellem
Platz auf einer nichtdeterministischen Turingmaschine 16sen, also ist das Problem in

coNPSPACE = NPSPACE = PSPACE.

Die Algorithmen benétigen jeweils nur polynomiellen Platz, da Elemente von Sem nur
polynomiellen und Zéhler nur logarithmischen Platz in ihrer Grofe bendtigen. Alle Zahler
bleiben < 2(x + 1), was nur exponentiell grofs ist. Weiter werden in einem Durchlauf zu
jedem Zeitpunkt nur endlich viele solche Elemente und Zahler bendtigt. O
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3 k-Desert-Automaten

Algorithmus 3.1 Nichtdeterministische Wahl eines Elements begrenzter Lange in einer
Halbgruppe
function CHOOSEPRODUCT( chooseS: () = S, 0: SXS§ —> S, n €N, s € NU {co})
fail if 7 < 7
s « chooseS(), k «— 1
while k£ <7 do
s” « chooseS()
s—sos k—k+1
end while
while k <7 do
if choose{True, False} then
return s
end if
s” « chooseS()
s—sos k—k+1
end while
fail
end function

Dabei ist chooseS ein Prozedurparameter, der bei jedem Aufruf neu ausgewertet wird und
gef. eine neue nichtdeterministische Wahl trifft.

Algorithmus 3.2 Entscheidungsalgorithmus fiir das Komplement von Problem 3.0.1
function CHOOSETRANSN( 7€ N, 71 € NU {o0})
J// Wihlt ein Element von Trans(X=" N Z=7)
return ChooseProduct(A().choose(Trans(X)), ®, 71, 71)
end function
function CHOOSETRANSFACTORIZATION( A = (Q,%,6,s,F), n € N, 1 € N)
// Wihlt ein Element von (X) Trans(Factorizations(£5 n 227, £<1))
s « ChooseProduct(A().ChooseTransN(7i, i), ®, 0, 00)
s” « ChooseProduct(A().choose{{(p,0,q9) | (p,a,c,q) €6} |ae€X},0,ii—1)
return s ® s’
end function
function IsUNLIMITED( A = (Q, X, 6, s, F))
S « ChooseTransFactorization(A, k + 1,2(k + 1))
if 3g € F3c > 0: (s,¢,q) € S then
accept // S ist nicht s-F-beschriankt
else
fail
end if
end function
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4 k-Desert-Baum-Automaten

In diesem Kapitel betrachten wir eine Verallgemeinerung der im vorherigen Kapitel vorge-
stellten k-Desert-Automaten auf Baume. Dabei betrachten wir ein Modell, das nichtdeter-
ministische Top-Down-Baumautomaten erweitert:

Definition 4.0.1
Ein k-Desert-Baum-Automat A ist ein 5-Tupel (Q, A, 8, s) wobei

e O eine endliche Menge von Zustdinden,
o A=1J;Ar ein endliches Alphabet mit Stelligkeit,
e 5 Cl,0xArx{0,....k}xQf die Ubergangsrelation,
e 5 € Q der ausgezeichnete Startzustand
sind.

Wenn |{(q,a,i,p1,...,px) €06|i €{0,1},VC: pp € O} = 1 fiir alle g € Q,a € A heifst er
deterministisch.

FEin Lauf p auf einem (endlichen oder unendlichen) Baum t ist ein Paar von Funktionen
(tp: Pos(t) = Q,vp: Pos(t) = {0,...,k}) mit (1,(i), (i), vp (i), 7p(i.1),...,7,(i.k)) € 6 fiir
alle i € Pos(t). Wir schreiben auch nur p statt 7,. p heifst initial, wenn 7,(&) = s.

Hierauf definieren wir:

c= '}/p(ll) o '}/p(lm) € {f, ) k}*

Weight,(p) = max {lclg

Weight, (P) min{Weight,(p) | p € P}

Weight (P) max{Weight,(P) | £ > 0}

Weight(t,q) = Weight({p | p Lauf von A auft,p(e) =q})
Weight (7) = Weight(z, s)

(i1, ..., im) € Paths(Pos(t)): }

A heifst beschrankt, wenn es eine Zahl n gibt, sodass fiir jeden Baum t gilt Weight(¢) < n.
Fiir jeden k-Desert-Baumautomaten A ist

NTA(A) = (Q.A.{(q.a.q91.....q¢) | (¢,a.8.91.....q¢) € 6},5)
ein NTA. Wir identifizieren diese und nennen auch den NTA A.

Problem 4.0.1 (Beschrinktheit)
Gegeben Ein k-Desert-Baum-Automat A.

Frage Ist A beschrinkt?
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4 k-Desert-Baum-Automaten

Wir definieren zudem

Paths(p) = {(2(i1),vp(i1)) - - (¢(in), ¥p(in)) | (i1,...,in) € Paths(Pos(7))}.

4.1 Reduzierte Automaten

Satz 4.1.1
Fiir einen k-Desert-Automaten A = (Q, A, 8, s) ldsst sich in polynomieller Zeit die Menge
Q' C Q aller g € Q bestimmen mit L(A, q) #+ 0.

Weiter gilt L(A, q) = L(A’, q) fir alle g € Q" und A = (Q',A, 6o, s), wenn s € Q'. Wir
nennen A’ reduziert.

Dabei sei 6|gr =0 N[, Q" X A¢ x {0,...,k} x Q'C.

Algorithmus 4.1 Bestimmung der produktiven Zustdnde eines Top-Down-NTA
Q <0
changed < True
while changed do
changed « False
for (p,a,i,q1,...,49,) € 6 do
if g1,...,9, € Q' then
Q' < 0" u{p}
changed « True
end if
end for
end while

Beweis. Algorithmus 4.1 durchlduft die AuRerste Schleife héchstens |Q| mal, hat also
insgesamt eine Laufzeit in O(|Q] - |6]), was polynomiell in der Groéfse von A ist. Es bleibt
die Korrektheit von Algorithmus 4.1 zu zeigen.

Seit € L(A, q) fir ein g € Q. Mit Induktion nach height(¢). Wenn height(z) = 1 ist, dann
ist t =a € Ag, also (g,a,i) €6 fiireini € {0,...,k}, dasonst a ¢ L(A, g), und g wird in der
ersten Iteration zu Q' hinzugefiigt. Ansonsten ist t = a(t4,...,t,) fiir ein a € A, und es gibt
gi,.-..,qr € Qund i € {0,...,k} mit (¢,a,i,q1,...,q,) € 6. Nach Induktionsvoraussetzung
werden ¢1,...,q, irgendwann zu Q’ hinzugefiigt, also ist in der darauffolgenden Iteration
(g,a,i,q1,...,q9r) €6 und ¢q1,...,q, € Q" und es wird g zu Q' hinzugefiigt.

Wenn andererseits ein g € Q von Algorithmus 4.1 zu einem Zeitpunkt zu Q’ hinzugefiigt wird,
existiert auch ein r € L(A, ¢): Wenn ¢ zu Q' hinzugefiigt wird, muss (¢, 4a,g,91,...,4r) €96
mit g € A,,0< g < kund g1,...,q, € Q" gelten. Induktiv existieren bereits t; € L(A;, g;)
fir alle 1 <i < r. Dann ist a(ty,...,t,) € L(A, q).

Im zweiten Teil der Aussage ist L(A, q) 2 L(A’, q) klar, da jeder Lauf von A’ auch einer
von A ist. Sei nun andererseits p ein Lauf auf r € T(A) von A, aber nicht von A’. Dann
gibt es ein i mit 7,(i) € Q \ Q" und p|; ist ein Lauf auf ¢|;, also ist t|; € L(A, 1,(i)), im
Widerspruch zur Konstruktion von Q’. O

24



4.2 Ein Automat fiir Pfade

4.2 Ein Automat fur Pfade

Definition 4.2.1
Fiir einen k-Desert-Baum-Automaten A = (Q,A,8,s) definieren wir den k-Desert-
Automaten Paths(A) = (QU{qr},A, 6,5, {qr}) mit

(q’a’g’q/) 66/ :<= (q,a,g,pl,---,pj—l,q/,pj+1,---,pm) 66
(¢g.a,8,q5) €6’ 1= (q,a,8) €6

Lemma 4.2.1
FEin reduzierter k-Desert-Baum-Automat A ist beschrinkt genau dann, wenn Paths(A)
beschrankt ist.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir alle n € N ein Wort w € L(Paths(A)) mit Weight(w) >
existiert genau dann, wenn ein Baum ¢ € L(A) mit Weight(z) > n existiert.

.....

Weight(w) = Weight, (Runs (s %) qf)) = Weight,(p) > n. Nun konstruiere ¢t wie
0,....k}*

folgt: Es ist t, = a, € Ag und (p(n —1),a,,g) € 6 fir ein g € {0,...,k}. In jedem
Schritt existiert nun fiir i € Pos(w) ein (p(i —1),ai,8,91,---.qi,-1, (i) Gi;+15 - - . qr) €O
fiir ein g € {0,...,k}. Induktiv existiert bereits t; € L(A,p(i)). Da A reduziert ist,
existieren f,, € L(A,qnm) fir alle m € {1,...,i; — 1,i; + 1,...,r} und wir erhalten
ticy = a;(t], .. .,tlfl__l,ti,t;ﬁl, co ).

Sei nun ein Lauf p; auf t = 7p. Es ist nun fiir jedes ¢ = y,(ia) -+ - vp(ip) € {{,..., k}" mit
(i1,...,ig) € Paths(Pos()),1 < @ < B auch Weight,(p;) > |c|, und wegen Weight,(p) > n
existiert ein solches ¢ mit |c|s > 1, entsprechend den Positionen der q;.

Sei nun ein Baum ¢ mit Weight(r) > 7 und p ein Lauf von A auf r. mit
Weight(p) > n Dann existieren ¢ € {1,...,k}, (i1,...,in) € Paths(Pos(¢)) und
c = Yplia) —ylip) fiir 1 < i, < ig < n mit |c|p = Weight(r) > n. Dann
ist (7,(ij),1(ij), &), 7p(ij.1), ..., 7p(ijs1), ..., Tp(i;.rk(2(ij)))) € o0 fir 1 < j < n und
(Tp(in)at(in)a gn) € ¢, also auch (Tp(ij)’t(ij)’gj,Tp(ij+1)) € ¢’ und (Tp(in)at(in)a 8n Qf) €d’.
Zudem ist |c| = |go---ggle = 7, also ist auch Weight(#(i1)---7(i,)) > 1 und damit
t(i1) - - - t(in) € L(Paths(A)). i

Satz 4.2.1
Problem 4.0.1 ist PSPACE-vollstindig.

Beweis. Das Problem ist in PSPACE, da ein k-Desert-Baum-Automat nach Theorem 4.1.1
in Polynomialzeit in einen reduzierten k-Desert-Tree-Automaten und dieser nach Definiti-
on 4.2.1 in einen k-Desert-Automaten umgewandelt werden kann, der genau dann beschréankt
ist, wenn dies der urspriingliche Automat war, nach Lemma 4.2.1. Dieses Problem ist aber

nach Theorem 3.3.2 in PSPACE.

Aus einem k-Desert-Automat A = (Q,X,6,s,F) lidsst sich zudem ein k-Desert-
Baumautomaten A" = (Q,X U {$},6 U {(¢q,%) | ¢ € F},s) mit rk(a) = 1 fiir a € X,
rk($) = 0 konstruieren. Dann ist A beschrankt genau dann, wenn A’ beschrinkt ist. Da
ersteres aber nach Theorem 3.3.2 PSPACE-schwierig ist, gilt das auch hier. O
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5 Lineare Substitutionen auf
Baumsprachen

5.1 Ein NTA fiir o(L)

Wir zeigen die Verallgemeinerung von [CDG+07, Theorem 1.4.3| auf lineare Substitutionen
(statt Homomorphismen):

Satz 5.1.1

Fiir eitnen NTA A = (Q,AU X,d,s) und eine lineare, requldre Substitution o, gegeben
durch NTAs Ags(x) = (Qx, AU{L,...,tk(x)}, 0y, 5x) fiir alle x € X, existiert ein 1-Desert-
Baumautomat bzw. NTA o (A) mit

1. L(c(A),q) =0 (L(A),q) fir alle g € Q.

2. Fir jeden Baum t € L(o(A,q)) und Lauf p von o(A) auft mit p(e) = q existiert
fiir n = Weight(p) ein t’ € L(A,q) mit t € c=<"T1(t"). Umgekehrt existiert fiir jedes
t € oSMY)y mitt' € L(A,q) ein Lauf p von oA auf t mit Weight(p) = n und
p(e) =q.

3. o (A) hat polynomielle Grofie und kann in logarithmischem Platz konstruiert werden.

Definition 5.1.1
Wir definieren o (A) = (Q', A, 8, 5) mit Q' = QU U cx Ox X Q™) und

e (q9,a,0,q1,...,qr) €0 fir alle (q,a,q1,...,q9r) €5 mit a € A,.

e (pyqg1,...vqr),a, 1, (p1,q1s--.sqr)s...(Pryq1,...,qy)) € 8 gilt, wenn ein x € X,
existiert mit (p,a, p1,...,Pr) € Ox.-

e (9,a,0,(p1,q1,.--5qr)s...»(Pryq1,...,qy)) € &, wenn ein x € X, existiert mit
(q,x’CIla'--,Qr) € 67 (SX7asp15""pr’) € 6)('

e ((9,91,---,9r),0,8,P15---,pr) € 8 wenn i € {1,...,r} existiert mit (q,i) € Oy,

(gi,a,g,p1,...,pr) €06". Dies ist wohldefiniert, da q; nicht wieder ein (q,q1,...,qr)
sein kann.

Beweis. Die Konstruktion von o (A) ist leicht in logarithmischem Platz durchfiihrbar.

Sein € N und ¢t € o= (L(A,q)) € o(L(A,gq)). Dann existiert ein t' € L(A,q) mit
t € o="1(¢"). Sei p’ ein Lauf von A auf ¢’ mit p(g) = g. Wenn ¢’ = a(ty,...,t;) fireina € A,
dann ist t = a(t1,...,t,) mit Vi: t; € o(t]). Fiir alle 1 <i < r gilt wegen ] € L(A, p’(i))
und ¢; € O'S'”l(tlf) induktiv, dass t; € L(o(A), p’ (7)) und Weight, (z;, p’ (7)) < n. Zudem ist
(g,a,p"(1),....p"(r)) €e6Né&, also ist t € L(0(A), q). Diese Situation ist in Abbildung 5.1
dargestellt.
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5 Lineare Substitutionen auf Baumsprachen

A o(A)
o q P q
i< t a
p'(1 (on p'(1 o’ (1)
f——
P'Jl
I

Abbildung 5.1: Fall t = a(ty,...,t,) € o(a(t],...,t}))

Sei nun ' = x(t{,...,t;) fiir ein x € X,.. Dann ist t = t,[1 > t1,...,7r > t,] fiir £, € o(x)
und Vi: t; € o< (¢]) (vgl. Abbildung 5.2). Wegen ¢/ € L(A, p’(i)) und #; € o™ (1)) ist
induktiv ¢; € L(o(A),p’(i)) und p; ein Lauf von o (A) mit Weight,(p;) < 5 auf #; fir
1 <i<r. Seipy ein Lauf von A, (r) auf t,. Definiere p: Pos(t) — Q' mittels:

° ple)=¢q
* p(J) = (px()),p' (1), ..., p"(r)) fiir alle j € Pos(tx) \ {£}.
® Plpos;(1,).; = pilj fiiralle 1 <i <r, 1< j <1k(2(jf)).

Fiir die j € Posa(ty) \ {€} ist nach Definition (p(j),7(j),p(j.1),...,p(j.rk(2())))) € ¢’
(da (px(/),tx(7), px(G.1)s - o px(Grk(2x(5))) € 6x und #(j) = 1(j)). Fir die
j € Pos(t) \ Pos(ty) sind die Eigenschaften eines Laufs flir p bekanntermaifsen
erfillt. Es ist (q,t(g),p(1),...,p(rk(t(g)))) € ¢, da (gq,x,p’(1),...,p"(r)) € &
und (q,t(e), px(1),...,px(rk(t(e)))) € Ox. Zudem ist fir i; € Pos;(tx) auch
(PG 1(i), pliy D) plipak(ti)) € &, da pli) = (pxlipep (Ds.eeop’ (),
(px (i), ) € 6x und (p"(j),1(ij), p(ij.1),...,p(i;.rk(1(ij)))) € &' wegen p;(e) = p'(j).
Zusammen ist p ein Lauf von o (A) auf t und damit r € L(o(A), q). Die Erweiterung auf
einen Lauf des 1-Desert-Automaten ist offensichtlich. Hier ist fiir alle 1 <i < r, j € Pos;(ty):
7,(j) € O, also y,(j) = 0 und Weight, (p) < max{n, height(z,) — 1} <n.

A o (A) 7
o p: (PP (1), .. (r))
t: r: Ix
P (1 o ; g
—
p'/ll (1) o' (r)
1 3 2
P1 Pr
tl tr

Abbildung 5.2: Fall t =t [1 > 11,...,r > t,] € o (x(#],...,1}))
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5.1 Ein NTA fiir o(L)

Seit € L(o(A), q) fir ein g € Q' und p ein Lauf von o (A) auf t = a(t4,...,t) mit p(e) =gq,
qgi = p(i) fiir 1 <i < r und n = Weight(p) = Weight(z,q). Es ist (¢,a,8,91,-..,9r) €6’.

e Wenn ¢,q1,...,9, € Q (vgl. Abbildung 5.3), ist ¢ = 0 und (¢,a,q1,...,4,) € 6.
Also ist t; € L(o°(A), g;) und Weight(¢;,q;) = n fiir 1 <i < r. Induktiv erhalten wir
t; € o=T(¢)) fiir ein 1} € L(A, g;). Damit ist auch t = a(t,...,1,) € =" (1) fiir
t'=a(t],....t).

A og(A)
o q p q
t a t a
q1 qr (oa q1 qr
f———
p’)l Pl
) ’
i .

Abbildung 5.3: Fall ¢,¢q1,...,9, € Q

e Wenn ¢,q1,...,qr € Qx X 0™, g =1 fiir ein x € X, (vgl. Abbildung 5.4), dann seien

q=(p.q}-...q,) und q; = (pi,q},....q, ), und es ist (p,p1,...,pr) € 6. Dann
existieren u; € L(Aqy(x), Pi), v € L(O'(ﬂ),q;.) V1 < j <r, und 5 := Weight(¢, g) mit
ti=ui[l=>vy,. .., re v ], u; € L(Ag(x), pi) und

1 = max{Weight(v1, g), ..., Weight(v,,, g, ), height(u1) + 1,..., height(u,) + 1}
= max{Weight(v1, q}), ..., Weight(v,, g, ), height(a(ui, ..., u,))}.
Kompatible v; existieren, da j jeweils nur in einem der u; vorkommt. Zudem ist
induktiv v; € 0'3'7"1(1};.) fiir v/ € L(A, q;.) fiir 1 < j < ry. Weiter ist t = a(t1,...,t,) =

a(uy,...,ur)[1 = vi,...,ry = v, |. Kommt ein j nicht in a(uy,...,u,) vor, kann
das j — u;. aus den Substitutionen ausgelassen werden und q;. = 1 ist moglich.

P

Ac(x) a o (A)
P1 Pr p: (p1,q5---
3
ul ... ur
; ’
’ ’ .
91 (o 97 . - q,tr
f
o 0oo W
V1 V1 P

Abbildung 5.4: Fall ¢,q1,...,9, € Qx X Q'

29



5 Lineare Substitutionen auf Baumsprachen

e Wenn g € Q und ¢1,...,49, € Qx X Q" fiir ein x € X, (vgl. Abbildung 5.5), dann sei
qi = (pi-qy>----qy) fir 1 <i < ryund esist g = 0, und (sx,a,p1,...,pr) € Ox
sowie (q,x,q7,... ,q’rx) € ¢. Dann ist auch t € L(o(A), (sx.q],.. .,q’rx)) und
Weight(t, (sx, 4, .-..qy.)) = max{n, h}, wobei h die Linge des lingsten 1-Pfades
beginnend in der Wurzel ist. Dann existiert ein u € L(Ay, sx) und v; € L(0(A), q})
fir 1 < i < ry mit t = u[l — vi,...,rx = v, ] und height(u) = h sowie
Weight(z, (sx, 47 - --»qy.)) = max{h, Weight(u;, q7) | 1 <i < ry}. Fir 1 <i <ryist in-
duktiv v; € o=+ (v)) fiir p; = Weight(v;, ¢7), v} € L(A, ¢}). Folglich ist u € o-="*1(¢")
fiir ¢ = x(v],.. V).

L7{n'()c) a (T(ﬂ)

p: (P1.435---
73

P1

Uy

N ’
ar, S

vl o v vl “e er

Abbildung 5.5: Fall g € 0,q1,...,9, € Qx X Q'

e Sonst ist ¢ = (p.q},....q)), (p,i) € 6, fiir ein x € X, (vgl. Abbildung 5.6),
(¢;,a,8.91,...,qr) € ¢, und g = 0. Dann ist i € L(Ay(x),q) und es gilt
t € L(o(A),q;) mit Weight(z,q}) = n. Also gilt wie gezeigt ¢ € US"+1(L(ﬂ,q;))

und damit ist t = i[1l — vi,...,rx = Vv, ], wobei v; =t € 0'5'7+1(v;) fir ei-
nen Baum v} € L(A,q!) und vi,...,vi-1,Vis1,..., V., beliebig. Zudem ist dann
Weight(t, ¢) = max{n, 1} = max{n, height(i)}. m|
p (@o@hioaaos qr.)
L'ﬂzr(x) i U—(ﬂ) I
p:
A X i
4 %,’- o o 44 q, &

b
V: V1 A Vi

Abbildung 5.6: Fall ¢ = (p,q},...,q;.) € Ox X O™, (p,i) € 64
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5.2 Entscheidungsprobleme mit gegebenen Substitutionen

5.2 Entscheidungsprobleme mit gegebenen Substitutionen

Mit der Konstruktion aus Definition 5.1.1 und mit Theorem 5.1.1 folgen direkt:

Problem 5.2.1
Gegeben NTAs A, B, eine lineare reguldre Substitution o (durch NTAs).

Frage o (L(A)NL(B) #07?
Korollar 5.2.1
Problem 5.2.1 ist in P.

Beweis. FEs kann in logarithmischem Platz nach Theorem 5.1.1 ein NTA fiir o (L(A))
konstruiert werden. Dann kénnen die beiden top-down-NTAs nach [CDG+07, Theorem
1.6.1] in bottom-up-NTAs umgewandelt werden, ein bottom-up-NTA fiir deren Schnitt
nach [CDG+07, Theorem 1.3.1] bestimmt werden, und Leerheit entschieden werden wie
in [CDG+07, Theorem 1.7.4]. i

Problem 5.2.2
Gegeben NTAs A, B, eine lineare requlire Substitution o= (durch NTAs).

Frage o(L(A)) =L(8B)?

Korollar 5.2.2
Problem 5.2.2 ist in EXPTIME.

Beweis. Es kann auch hier nach Theorem 5.1.1 ein NTA fiir o(L(A)) konstruiert werden.
Nach [CDG+07, Theorem 1.6.1] kann dieser in einen bottom-up-NTA konvertiert und
nach [CDG+07, Theorem 1.7.8] darauf Aquivalenz in Exponentialzeit entschieden werden.o

5.3 Saturierung auf NTAs

Sei A=(0,A,6,s) ein NTAund t e T(AU{1,...,r}) mit rk(i) =0 fiir alle 1 < i < r. Dann
definieren wir

B |3 Lauf p von A[{1,...,r}]Vie {1,...,r}:
par(t) = {(q,ql,---,qr) €0 x(Qu{L}) o(Pos;) € {ai} Vv (p(Pos:) = 0 A g = 1) }

Damit definieren wir fiir L C T(AU{1,...,r}) die Saturierung
La,={teT(A) |3t eL: pa,t)=pa,(t'),¥1 <i<r: [Pos;(t)] <1}
und damit die saturierte Substitution g mit
og(x) = &@B,r Vx € X,,r e N.

Lemma 5.3.1
Sei ein NTA A = (Q,A,6,s), o eine lineare Substitution, P C Q, t' € T(AU X) und
t € 0a(t'). Dann existiert { € o (') mit Q(A,t) = Q(A, 7).
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5 Lineare Substitutionen auf Baumsprachen

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei ¢’ € T(X), durch Einfiihren von x, € X
mit o (x,) = {a(1,...,r)} fiir jedes a € A,.

Seien nun ' = x(#{,...,t;) flir r e N, x € X,., #],...,t; € T(X,). Dann existieren t; € o#(t!)
fir 1 <i<rundeinty € 6x(x) mit t =t,[1 > t1,...,r > t,]. Induktiv existiert fiir jedes
1<i<reinf€o(x) mt Q(A,t;) = Q(A,i;). Weiter existiert nach Definition von &4 ein
[y mit pag ,(tx) = par(fy). Setze t =i [1 > f1,...,r > f,].

Sei nun ¢ € Q und p ein Lauf von A auf t mit p(g) = q. Sei p, die Einschrinkung
von p auf Pos(ty). Dann ist p, ein Lauf von A[{1,...,r}] auf t,. Dann existiert ein
Lauf px von A[{1,...,r}] auf i, mit p,(e) = px(e) = ¢ und fiir alle 1 < i < r gilt
px(Pos;(tx)) = px(Pos;i(ix)) = {g:} oder Pos;(ty) = Pos;(ix) = 0. Es ist g; € Q(A, 1;), also
auch g; € Q(A,f;) und es existiert ein Lauf p; von A auf 7;. Damit existiert ein Lauf ¢ von
A auf f:

. {px(n i € Pos(i)

pl)=9y_" " : S .

Pn(i.j) 1< h<r,iePosy(ty),j € Pos(ty)

Sei andererseits p ein Lauf von A auf 7 mit p(e) = g. Sei p, die Einschrankung von p auf
Pos(fy). Dann ist py ein Lauf von A[{1,...,r}] auf 7,. Dann existiert ein Lauf p, von
A[{L,....r}] auf 1y mit px(&) = px(e) = ¢ und px(Pos;(tx)) = px(Pos;(7x)) = {g:} oder
Pos;(tx) = Pos;(fx) =0 fir alle 1 <i <r,da pua,(tx) = pa,(fx). Esist ¢; € Q(A,1;), also
auch q; € Q(A,t;) und es existiert ein Lauf p; von A auf ;. Damit existiert auch ein Lauf
p von A auf t:

0) px(i) i€ Pos(ry)
p(i) =
on(i.j) 1< h<r,iePos,(ty),j € Pos(ty) O

Lemma 5.3.2
Seien t’ € T(AUX) und A = (Q,A,d,s) ein NTA mit g € A. Es ist oc(t’) N L(A,q) #0
genau dann, wenn o4(t") N L(A,q) # 0.

Beweis. Die Richtung von links nach rechts ist klar wegen o (') C 5 #(#').

Seinunt € 6 4(t')NL(A, g). Dann ist g € Q(A, ) und nach Lemma 5.3.1 existiert 7 € o (t')
mit Q(A,f) = Q(A,t) 3 q, also ist f € o (') N L(A, q). m]

Lemma 5.3.3
Wenn o (L) = L(A, q), dann auch 6 x(L) = L(A,q).

Beweis. Es ist nach Definition o(L) € 64 (L). Sei 0(L) € L(A,q) und t € 6(t'), t' € L.
Dann existiert 7 € o (¢') mit Q(A,t) = Q(A,f) 3 g, also t € L(A,g). Damit folgt fiir
o (L) = L(A, q) direkt (L) = L(A, q). m|

Lemma 5.3.4
Fiir einen NTA A = (Q,A,6,s), r € N und ein Element t € Q X (Q U {L})" ist

,u;ll(r) ={teT(AU{L,....r}) |t €uxa(t)}

reguldr und es kann in logarithmischem Platz ein NTA fir /13711 (1) mit gleicher Grofle wie
A konstruiert werden.
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5.4 Existenz von linearen Substitutionen

Beweis. Fir v =1(q,q1,...,q9,) sei Ar = (0, A, §,q) mit
e 0CV.
o (gi,i)ed firl<i<rundgqg; # L.
Diese Konstruktion ist leicht in logarithmischem Platz mdglich.

Sei t € y;,ql (7). Dann existiert ein Lauf p von A[{1,...,r}] auf r mit p(Pos;(¢)) C {g;}-
p erfiillt an allen Posa () die Eigenschaften eines Laufs von A, auf f. Zudem ist fiir alle
1 <i <r auch (g;,i) € 8, weshalb die Eigenschaft auch an Pos;(¢) erfiillt ist.

Sei andererseits 1 € L(A¢, ¢). Dann existiert ein Lauf p von A, auf 7. Da alle Ubergéinge
von A, auch in A[{1,...,r}] moglich sind, ist p auch ein Lauf von A[{1,...,r}] auf ¢.
Zudem ist p(&) = g und, da nur dann (p,i) € ¢’ enthalten ist, ist p(Pos;(r)) C {g;}. Also
ist r e ,u;[l(?'). O

Lemma 5.3.5

FirreN, LCTAUA{L,...,r}) mitVte L,1 <i <r:|Pos;(t)] €1 und B =(Q,A,0,s)
existiert ein NTA A mit L(A) = Zg’r und A hat exponentielle Grifie in in der Grofie von
B.

Beweis. Sei R = {ug,,(t) |t e L}.
Fiir jedes R € R ist

pg(R) = (gm0 () T\ ugh (o).

TER TeQ \R
Hierfiir ldsst sich mit Schnitt und Komplement|[CDG+07, Theorem 1.3.1] aus den NTAs fiir
die uélr(r) ein NTA mit hochstens (2|Q|)|R| = 2|QFIRl Zyustéinden in polynomiellem Platz
konstruieren. Es ist |[R| < |Q]- (|Q]+1)".

Es ist nun Zgg,r = Ugrer uélr(R) und hierfiir existiert mit der iiblichen Konstrukti-
on[CDG +07, Theorem 1.3.1] ein NTA der Grofe < |R] - 21Q1-1CHD" < 92101 (IQ+D)" m|

5.4 Existenz von linearen Substitutionen

Problem 5.4.1
Gegeben NTAs A, B.

Frage Ezistiert eine lineare Substitution o mit o (L(A)) N L(B) +# 07

Fiir die eng verwandten Problem mit o (L(A)) € L(B) bzw. o(L(A)) N L(B) + 0
mit compressed tree patterns statt Substitutionen folgt EXPTIME-Vollstéandigkeit bzw.
P-Vollstandigkeit auch direkt aus [BNS19, Lemma 23, Theorem 27|. Trotzdem betrachten
wir dieses Problem hier mit Hilfe der obigen Konstruktion als Hinfithrung auf unsere
weiteren Resultate und erhalten folgendes Ergebnis:

Lemma 5.4.1
Problem 5.4.1 ist in NEXPTIME.
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5 Lineare Substitutionen auf Baumsprachen

Beweis. Rate nichtdeterministisch fiir jedes r € N und x € X, einen NTA A, () wie
in Lemma 5.3.5 durch Raten von R und Durchfiihren der dort beschriebenen Konstruktion
mit B. Es kann mit einer Vergrofserung um Faktor 27 fiir jeden Automaten sichergestellt
werden, dass die so bestimmte Substitution linear ist.

Entscheide dann in Polynomialzeit hierin, also in Exponentialzeit in der urspriinglichen
Eingabe, ob o (L(A)) N L(B) # 0.

Wenn ja, ist eine lineare Substitution mit den gewiinschten KEigenschaften gefunden.
Wenn nein, dann existiert nach Konstruktion der A () keine lineare Substitution o
mit og(L(A)) N L(B) # 0, nach Lemma 5.3.2 also auch keine lineare Substitution mit
og(L(A) NL(B) +0. m]

Auf dhnliche Weise betrachten wir nun:

Problem 5.4.2
Gegeben NTAs A, B.

Frage FEzistiert eine lineare Substitution o mit o(L(A)) = L(B)?
Satz 5.4.1
Problem 5.4.2 ist in 2 — NEXPTIME.

Beweis. Es kann hier wie im Beweis von Lemma 5.4.1, vorgegangen werden mit dem
Unterschied, dass am Ende auf Aquivalenz gepriift wird, was nach [CDG+07, Theorem
1.7.8] in exponentieller Zeit, also in doppelt exponentieller Zeit in der Eingabe moglich ist.

Wenn so ein passendes o gefunden wird, ist die Antwort zweifelsohne korrekt. Wenn
nicht, existiert kein o mit 6g(L(A)) = L(B) und nach Lemma 5.3.3 auch kein o mit
o(L(A)) = L(B). O

5.5 Existenz von endlichen linearen Substitutionen

Endliche Substitutionen sind fiir das Teilmengenproblem direkt gegeben, im Sinne der
Vollstandigkeit betrachten wir trotzdem:

Problem 5.5.1
Gegeben NTAs A, B.

Frage FEzistiert eine endliche lineare Substitution o mit o (L(A)) N L(B) + 0¥

Satz 5.5.1
Problem 5.5.1 ist in NEXPTIME.

Beweis. Seit € o(L(A)) NL(B). Mit d(x) = {tx € o(x) | size(ty) < size(t)} ist dann auch
t € 5(L(A)) N L(B). Also ist dieses Problem dquivalent zu Problem 5.4.1. O

Schliefslich kommen wir zum Hauptresultat dieses Kapitels:
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5.5 Existenz von endlichen linearen Substitutionen

Problem 5.5.2
Gegeben NTAs A, B.

Frage FEuistiert eine endliche lineare Substitution o mit o (L(A)) = L(B)?

Satz 5.5.2
Problem 5.5.2 ist in 2 — NEXPTIME.

Beweis. Wir gehen vor wie in Theorem 5.4.1, priifen aber fiir den k-Desert-Automaten
fiir 4 (L(A)) zusétzlich mittels Theorem 4.2.1, dass dieser beschrinkt ist. Dies ist in
polynomiellem Platz in seiner Gréfe, also in exponentiellem Platz in der Fingabe, mdglich,
und damit auch in doppelt exponentieller Zeit.

Sei o eine lineare Substitution, und &g(A) beschriankt mit Schranke 7. Sei weiter
0g(L(A)) = L(B). Dann ist &;"H(x) = {t € 6g(x) | height(r) < n+ 1} eine endliche
lineare Substitution und =" (L(A)) C 6g(L(A)). Sei nun t € L(5g(A)). Dann ist
g = Weight, (¢) < n, also nach Theorem 5.1.1 ¢ € &;gﬂ (L(A)) C é’éml (L(A)). Also ist

auch &7 (L(A)) = L(B).

Sei o eine endliche lineare Substitution mit der Eigenschaft o (L(A)) = L($B). Dann gilt fiir
n = max{height(z) | t € o(x),x € X} — 1, dass 0="*! = 0. Sei ein Baum t € L(6g(A)) =
L(B) = o(L(A)). Dann ist 1 € o< (L(A)) C &, (L(A)). Also ist Weight,(r) < p
nach Theorem 5.1.1. Folglich ist &g (A) beschrankt. O
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6 Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurde zunéchst das Modell der automata with coloring |Bal06| bzw.
desert automata |[Kir04] auf k priorisierte Zahler erweitert, und gezeigt, dass auch hier
das Beschranktheitsproblem PSPACE-vollsténdig ist. In einem weiteren Schritt konnte
dies auf ein Modell erweitert werden, dass statt auf endlichen (Wort-)Automaten auf
nichtdeterministischen Top-Down-Baumautomaten basiert. Durch eine Reduktion iiber einen
Wortautomat fiir die moglichen Pfade in erkannten Baumen ist auch hier Beschrinktheit in
PSPACE.

Eine Betrachtung &hnlicher Fragestellungen aufbauend auf weiteren Sprachmodellen, zum
Beispiel auf Grammatiken mit gefarbten Terminalen oder algebraischen Modellen, scheint
vielversprechend fiir die Betrachtung dhnlicher Probleme.

Weiter haben wir, als Verallgemeinerung von [CDG+07, Theorem 1.4.3] eine explizite
Konstruktion eines Baumautomaten fiir o-(L(A)) angegeben, gegeben einen Top-Down-
Baumautomaten A und eine reguldre Substitution. Damit konnten wir zeigen, dass die
Fragestellung “Jo: o (L(A)) = L(B)?” nichtdeterministisch in doppelt exponentieller Zeit
entschieden werden konnen. Unter Anwendung der eingefiihrten k-Desert-Baumautomaten
erhalten wir hier die selben Resultate auch fiir die Existenz endlicher linearer Substitutio-
nen.

Fiir “Jo: 075 (L(A)) NL(B) # 0 ist Entscheidbarkeit, auch auf unendlichen Baumsprachen,
bekannt [CDD-+22|. Hier wéren folglich noch die Frage fiir endliche Substitutionen offen,
sowie Komplexitatsresultate. Auch die Entscheidbarkeit von “Jo: ojo (L(A)) = L(B)”
ist offen. Fir oi sind alle diese Fragestellungen offen. Zudem sind uns zu den meisten
der Resultate keine Schwierigkeitsresultate bekannt. Das Problem der Existenz endlicher
Substitutionen ist in allen dieser Fille noch offen.
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