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1 Einleitung

Sortieren ist ein grundlegendes Problem der Informatik und es existieren viele bekannte
Sortieralgorithmen. Der wohl meistgenutzte ist Quicksort, ein rekursiver in-place Algo-

rithmus, welcher nach dem ,,Divide and Conquer® Prinzip arbeitet.

Quicksort wurde 1960 von Tony Hoare entwickelt und wird seitdem stetig verbessert. Die
Eingabe des Algorithmus wird durch die Wahl eines Pivotelements aufgeteilt. Hierbei
werden alle Elemente, die kleiner als das Pivotelement sind, links davon platziert und alle
Elemente die grofer sind rechts. Nun wird der Algorithmus erneut aufgerufen, einmal mit
dem linken Teil der Eingabe und einmal mit dem rechten Teil. Dies geschieht rekursiv,

bis die Eingabe sortiert ist.

Ziel dieser Arbeit ist es, gingige Methoden zur Wahl des Pivotelements herauszuarbeiten
und zu vergleichen. Dabei soll auch iiberpriift werden, ob es Sinn macht, das Verfahren

je nach Eingabegrofe zu wechseln.

Zusétzlich werden die Auswirkungen von Randomisierung in der Pivotwahl untersucht.
Aufserdem sollen verschiedene Inputarten wie Vorsortierte Listen oder speziell entwickelte
Worst Case Szenarien getestet werden. Untersucht werden, die Auswirkungen der ver-
schiedenen Methoden im Bezug auf: Laufzeit, Anzahl der Vergleiche und Anzahl der

Zuweisungen.

Die Ergebnisse werden statisch ausgewertet und dargestellt, um die Methoden hinsichtlich

der drei Kriterien zu bewerten.



2 Funktionsweise Quicksort

Quicksort ist ein nicht stabiler Sortieralgorithmus. Dies bedeutet, die Reihenfolge von
Elementen, mit dem gleichen Wert in der Eingabe, ist nicht sichergestellt in der sortier-
ten Liste. Die Eingabe wird durch die Wahl eines Pivotelements aufgeteilt. Nun wird der
Algorithmus rekursiv aufgerufen, einmal mit dem linken Teil der Eingabe und einmal mit

dem rechten Teil. Dies geschieht rekursiv, bis die Eingabe sortiert ist.

Algorithm 1: Quicksort

1 function quicksort(array, first, last)

2 if first <last then

3 ‘ return

4 end

5 | pivotindex < partition()

6

7 quicksort(array, first, pivotindex — 1)
8 quicksort(array, pivotindex + 1, last)
9 end

Damit Quicksort korrekt arbeitet, miissen alle Elemente die kleiner als das Pivotelement
sind links und alle die grofer sind rechts davon eingeordnet werden. Dieser Vorgang wird

Partitionierung genannt.

2.1 Partitionierung

Fiir die Partitionierung existieren zwei gangige Versionen. Das Hoare- und Lomuto Par-

titionsschema.

2.1.1 Das Hoare Partitionsschema

Das Hoare Partitionsschema ist das urpsriinglich entworfene Partitionsschema, welches

Tony Hoare mit der Erfindung von Quicksort etablierte.

Hierbei werden zwei Zeiger benutzt, welche an beiden Enden der Eingabe initalisiert wer-
den. Der linke Zeiger wird solange inkrementiert, bis ein Element gefunden wird, welches
grofer oder gleich wie das Pivotelement ist. Wenn ein solches Element gefunden wurde,
wird der rechte Zeiger dekrementiert, bis ein Element gefunden wird, das kleiner als das

Pivotelement ist. Diese beiden Elemente werden dann miteinander getauscht.

Dies wiederholt sich solange, bis sich die zwei Zeiger treffen. Die Eingabe ist somit richtig

partitioniert, das Pivotelement wird am Kollisionspunkt eingeordnet und dessen Index



wird zuriickgegeben.

Algorithm 2: Hoare Partitionsschema

1 function partitioning(array, first, last) : int

2 pivot < array| first]

3 1< first — 1

4 Jj < last+1

5 while ¢rue do

6 do

7 il

8 while arrayfi] < pivot

9 do

10 et

11 while arrayfi] > pivot

12 if ¢ > 7 then

13 swap(array(jl, array|first])
14 return j

15 end

16 swap(arrayli — 1], array|first])
17 end
18 end

2.1.2 Vergleichsoptimiertes Hoare Partitionsschema

Das Hoare Partitionsschema bendétigt in der grundlegenden Variante, bei Eingabegrofse n,
mehr als n — 1 Vergleiche um alle Elemente einzuornden. Deshalb wurden einige Modi-
fikationen vorgenommen. Die Folgende Implementierung des Partitionsschemas benétigt

nur noch n — 1 Vergleiche fiir die Partitionierung.



Algorithm 3: Hoare Partitionsschema Optimiert

1 function partitioning(array, first, last) : int

2 | pivot < array|first]

3 1 < first

4 Jj < last+1

5 while {rue do

6 do

7 it

8 while i # j — 1 &€ arrayfi] < pivot
9 if 1 ==7 — 1 then

10 if arrayfj - 1] < pivot then

11 swap(arraylj — 1], array|first])
12 return 7 — 1

13 else

14 swap(arraylj — 2|, array|first])
15 return j — 2

16 end

17 end

18 do

19 e

20 while i # j — 1 88 arrayfi] > pivot
21 if j ==1+1 then

22 if arrayli + 1] < pivot then

23 swap(array(i + 1], arrayli])
24 swap(arrayli, array| first))
25 return ;

26 else

27 swap(arrayli — 1], array| first])
28 return ; — 1

29 end

30 end

31 swap(arrayli], array(j))

32 end
33 end




2.1.3 Das Lomuto Partitionsschema

Das Lomuto Partitionsschema wurde von Nico Lomuto erfunden, erlangte aber erst durch
die Veroffentlichung im Buch ,Programming Pearls”, von John Bentley Bekanntheit. Es
wird in der Praxis oft benutzt, um Quicksort zu erkldren, da der Code deutlich kiirzer

und besser verstandlich ist.

Standardméfig wird als Pivotelement das letztes Element des Arrays gewdhlt. Es wird
ein Zeiger ¢ vor das erste Element initalisiert und dann mit 57 durch die Eingabe iteriert.
Das Element an der Stelle 7 wird mit dem Pivotelement verglichen. Wenn es grofer als
das Pivotelement ist, passiert nichts und j lduft weiter. Falls es jedoch kleiner als das

Pivotelement ist, wird Zeiger ¢ inkrementiert und die Elemente an Stelle 7 und j getauscht.

Wenn j durch die ganze Eingabe iteriert ist, steht der Zeiger ¢ also auf dem letzten Ele-
ment, welches kleiner als das Pivotelement ist. Nun wird das Pivotelement an die Stelle

t + 1 getauscht und die Eingabe ist damit richtig partitioniert.

Algorithm 4: Lomuto Partitionierungsschema

1 function partitioning(array, first, last) : int

2 | pivot < arrayllast]

3 1 first —1

4 for j = first to last — 1 do

5 if arrayfj] < pivot then

6 1 1+1

7 swap(arrayli], array(j))
8 end

9 end

1w | swap(arrayli + 1], array[last])
11 return i+ 1
12 end

2.2 Wahl des Pivotelements

Fiir die Performanz von Quicksort ist die Wahl des Pivotelement sehr wichtig.

Urspriinglich wurde als Pivotelement das Element an der Ersten oder letzten Stelle ge-
wahlt. Es wird schnell klar, dass dies nicht optimal ist, da z.B. vorsortierte Listen als Ein-
gabe ein Worst Case Fall darstellen. Als simple Alternative dafiir bietet sich das mittlere
Element als Pivotelement an, da eine Worst Case Eingabe dafiir deutlich unwahrschein-

licher ist.

Eine weitere, weit verbreitete Abwandlung der Pivotwahl, wurde 1976 von Robert Sedge-



wick, in dessen Paper ,The Analysis of Quicksort Programs“ [1] vorgestellt, das median-
of-three Prinzip. Hierbei wird als Pivotelement der Median aus drei, ndmlich dem ersten,

mittleren und letzten Element gebildet.

Algorithm 5: Median of three

1 function median of three(array, first, last)

2 | mid ¢ first + =t

3 firstElement < array|first]

4 middleElement < array[mid]

5 last Element < array|last]

6 if middleFElement < firstElement then
7 ‘ swap(array[mid), array| first))

8 end
9 if lastElement < middleElement then

10 swap(arrayllast], array[mid])

11 end
12 if middleFElement < firstElement then

13 ‘ swap(array[mid|, array|first))
14 end

15 return middleElement

16 end

Die Bestimmung des Medians aus drei Elementen bietet viele Vorteile gegeniiber der
festen Wahl eines Pivotelements. Durch die Auswahl von drei Elementen ist es sehr un-
wahrscheinlich, dass immer die drei grofsten/kleinsten Elemente auswiahlt, was der Worst

Case wire. Somit sind auch vorsortierte Listen o.A., hinsichtlich der Performanz, kein

Problem mehr.

Dazu kommt, dass versucht wird, das Pivotelement so zu wéahlen, dass die Eingabe nach
der Partitionierung, fiir die rekursiven Aufrufe, in der Mitte geteilt wird fiir die rekursiven
Aufrufe. Dabei ist es auch von Vorteil, wenn der Median aus drei Elementen bestimmt

wird, da somit die Wahrscheinlichkeit fiir ein ,gutes” Pivotelement steigt.



3 Theoretische Performanz von Quicksort

Wie bereits erwéhnt, hingt die Performanz (bzw. Anzahl der Vergleiche) von der Wahl des
Pivotelements ab. Hier lasst sich zwischen drei Fallen unterscheiden: Best Case, Average
Case und Worst Case.

Fiir die folgenden Berechnung wird angenommen, dass immer genau ein Element als
Pivotelement dient, es werden also keine zusétzlichen Vergleiche zur Bestimmung des

Pivotelements benétigt (vgl. [2] und [3]).
Die Anzahl an Vergleiche, die Quicksort fiir Eingabegrofe n — 1 benétigt, wird als C'(n)

definiert. Fiir die Partitionierung werden in jedem Schritt n Vergleiche durchgefiihrt.

Damit ergibt sich
Cn)=n—-1+C(k—-1)+C(n—k) mit C(0) =C(1) =0

wobei C(k — 1) die Rekursion des linken Teils und C(n — k) die Rekursion des rechten
Teils darstellt.

3.1 Best Case

Im Besten Fall wird die Eingabe halbiert und die Rekursion mit Eingabegrofie "T_l aufge-

rufen. Mit Rekursionstiefe & und n = 2% ergibt sich anniherungsweise

Cln) =n—1+20(2)

2
:2[20(%)+g—1]+n—1
= 2*C(=) + kn — (25 — 1)

2k

Durch Einsetzen von 28 =n <= k = log,(n) ergibt sich
C(n) = nlogy(n) —n+1 e O(nlog, (n))
fiir die Anzahl an Vergleichen im Best Case.

3.2 Worst Case

Im Schlechtesten Fall wird als Pivotelement dass jeweils grofite oder kleinste Element der

Eingabe gewahlt. Dadurch ist pro Durchgang in einem Rekursionsaufruf nur ein Element



und n — 1 Elemente im anderen. Fiir die Anzahl der Vergleiche ergibt sich dann:

im schlechtesten Fall.

3.3 Average Case

Da sowohl der Best Case, als auch der Worst Case normalerweise nicht eintreten, wird als
dritter Fall der Average Case betrachtet.

Das Pivotelement wird aus einer zufilligen Fingabe gewéhlt, somit ist die Wahrscheinli-
chekeit, dass dies das k-grofte Element ist % Nach der Partitionierung befindet es sich
dann an Position k& der Eingabe. Uber alle k ergibt sich dann:

C(n):% S0t Ok — 1)+ Cln— k)

k=1

1 1
- I N _
+ Clk—1)+ - ,;:1 C(n—k)

k=1

S

Da beide Summen das C'(0) bis C'(n—1) addieren, kénnen sie zusammengefasst werden.

C(n) =n+>3C(i), baw. (1)
nC(n) =n? + 2 Z C(i) (1b)

Wenn in (1b) n durch n — 1 ersetzt wird ergibt sich:

n—2

(n—1)Cn—1)=(n-1+2> C() (2a)

1=0

Nun wird (2a) von (1b) subtrahiert



(n)C(n)=n+1)Cn—1)+2n—1

Geteilt durch n(n + 1)

C(n) Cn—-1) 2n-1
n+1 n +n(n+1)

Dies wird approximiert mit:

C(n) _ C(n—1)+g
n—+1 n

Jetzt ergibt sich mit D(n) = % und D(1) = 0«

D(n)=D(n—1) +%

2 2
=D(n—2 e
(n )+n—1+n
2 2 2
=D(n—3 —
(n )+n—2+n—1+n
2 2 2 2 2
= D(1 -4+ - —
()+2+3+ +n—2+n—1+n
=2In(2) — 2
~ 21In(2)

= 21In(2) log,(2)
= 1.39 logy(n)

Also ist C'(n) = (n+1)D(n) =~ 1.39 (n + 1) logy(n) =~ 1.39 n log,y(z)
Es fillt auf, dass der Average Case lediglich 39 % mehr Vergleiche als der Best Case

bendtigt. Damit liegt der Average Case viel ndher am Best Case, als am Worst Case.



4 Quicksort in der Praxis

Da Quicksort ein oft benutzter Sortieralgorithmus ist, wurde untersucht, wie verschiedene
Programmiersprachen bzw. Compiler Quicksort implementiert haben und wie sie ihre
Pivotwahl duchfiihren, falls sie Quicksort benutzen. Dafiir wurde die Implementierung

der Standard Sort Funktion der jeweiligen Sprache untersucht.

41 C

4.1.1 Glib

Die Gnu C-Bibliothek Glib benutzt einen sogenannten Introsort Algorithmus, dieser Sor-
tieralgorithmus startet mit Quicksort. Sobald die Eingabegrdfse einen Wert unterschreitet
(hier vierfache Typgrofe z.B. 16 fiir Integer), wird auf Insertion Sort gewechselt, da In-

sertion Sort fiir kleine Eingaben schneller ist als Quicksort.

Zur Bestimmung des Pivotelemente wird auf Median aus 3 zuriickgegriffen, dieser wird
aus dem Ersten, Mittleren und Letzten Element gebildet. [4]

4.2 CH+

Fiir C++ unterscheidet sich die Implementierung je nach Compiler, bzw. nach deren C+-+
Bibliothek.

4.2.1 Libstdc++

Die Libstdc++ Bibliothek wird z.B. von Gnu benutzt. In der Vergangenheit (bis Version
4.6) wurde das Pivotelement durch Median aus 3 bestimmt. Hierbei wurden das Erste,
Mittlere und Letzte Element benutzt. [5]

Mittlerweile (ab Version 4.7) wurde dies etwas modifiziert, der Median aus 3 wird nun mit
dem Zweiten, Mittleren und Letztem Element gebildet. [6] Ab einer Eingabeldnge unter

30, wird auf Insertion Sort gewechselt.

4.2.2 Libc++

Die Libc++ Bibliothek wird unter anderem von Clang genutzt, dort wird auch Introsort

benutzt. Fiir die Pivotwahl wird Median aus 5 benutzt, dabei werden das Erste, Mittlere

1

und Vorletzte Element, sowie die zwei Elemente, die dazwischen liegen (Position ;

und %
der Eingabeldnge) benutzt.
Sobald die Eingabeldnge kleiner als 1000 ist, wird auf Median aus 3 gewechselt und das

Erste, Mittlere und Vorletzte Element verglichen. Bei einer Eingabelénge kleiner 30 wird

auf Insertion Sort ausgewichen. 7]
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4.2.3 Visual Studio

Die ,,Microsoft Standard Library* implementiert auch Introsort. Bis zu einer Eingabegrofe

von 32 wird Quicksort verwende, darunter Insertion Sort.

Zur Bestimmung des Pivotelements wird ,, Tukey’s Ninther”, auch genannt ,,Pseudomedian
aus 9%, benutzt. Hierbei wird dreimal der Median aus 3 gebildet, mit jeweils verschiede-
nen Eingabe. Danach wird ein letzter Median gebildet, aus den Medians der vorherigen
Berechnungen, welcher dann als Pivotelement benutzt wird. Konkret werden hier die Me-

diane der Elemente an den Stellen: [0, £, 2| ; [2, %, 3| und |2, I, n| der Eingabe berechnet.

Bei einer Eingabegrofe unter 40 wird jedoch auf Median aus 3 gewechselt, dann werden
das Erste, Mittlere und Letzte Element verglichen. [8]

4.3 Php

Php benutzt fiir die meisten sort Funktionen Quicksort, dabei wird das Mittlere Element

als Pivotelement gewé&hlt. [9]

4.4 Java

Java selbst benutzt Dual Pivot Quicksort, jedoch benutzt GNU Classpath (Open Source
Implementierung der Standardklassenbibliotheken) Quicksort. Dabei wird Tukey’s Nin-
ther bzw. Pseudomedian aus 9 benutzt. Es wird dreimal der Median aus 3 bestimmt und
zuletzt der finale Median aus den drei vorherigen. Sobald die Eingabeldnge kleiner als 40
ist wird auf Median aus 3 zuriickgegriffen. Fiir Kleine Eingaben (< 7) wird Insertion Sort

verwendet. [10]

4.5 Swift

Bis Swift 5 wurde Introsort als Standard Sortieralgorithmus benutzt. Hierbei wurde ab
einer Eingabegrofe von 20 Elementen auf Insertion Sort gewechselt. Die Pivotwahl wurde
als Median aus 3 implementiert, welcher aus dem Ersten, Mittleren und Letzten Element
gebildet wird. [11]

4.6 Rust

Rust benutzt auch Tukey’s Ninther/Pseudomedian aus 9, hierbei werden die 3 Mediane
der Elemente an Stelle 1/2/2 (der Eingabelinge) und deren direkten Nachbarelementen
berechnet. Das Pivotelement ist dann der Median von diesen drei Positionen.

Ab Eingabeldnge unter 50 wird zu Median aus 3 gewechselt, der wieder aus den Elementen

an Stelle /2 /2 berechnet wird, fiir Eingabegrofen kleiner 10 wird schlieSlich auf Insertion

11



Sort ausgewichen. [12]

4.7 Fortran

Fortran besitzt keine eingebauten Sortieralgorithmen.

4.8 Python

Python benutzt Timsort als eingebauten Sortieralgorithmus. [13]

4.9 Zusammenfassung

Nachfolgend sind die Ergebnisse der Recherche aufgelistet, fiir alle Sprachen bzw. Biblio-

theken, die Quicksort benutzen.

Sprache Pivotwahl Partitionierung | Grenze Mo3 | Grenze I Sort
C Glib Median aus 3 Hoare - 16
C—++ Libstdc+—+ Median aus 3 Hoare - 16
C++ Libe++ Median aus 5 Hoare 1000 30
C++ Visual Studio | Tukey’s Ninther Hoare 40 32
Php Mittleres Element Hoare - -
Java (GNU) Tukey’s Ninther Hoare 40 7
Swift Median aus 3 Hoare - 20
Rust Tukey’s Ninther Hoare 50 10

12




5 Testframework

5.1 Technologie und Allgemeines

Das Framework wurde in C-++ geschrieben, alle Diagramme, Boxplots etc. wurden mit
Python erstellt. Als Eingabe fiir die Sortierfunktionen wird std::vector benutzt. Um die
Anzahl der Vergleiche zu zdhlen, wird eine eigene Compare Funktion benutzt und fiir die

Zahlung der Zuweisungen eine eigene Klasse.

Alle Tests wurden mit Daten vom Typ Integer durchgefiihrt bzw. die eigene Klasse, wel-
che als einziges Datenfeld einen Integer Wert besitzt. Die Quicksort Funktionen sind als
Introsort implementiert, ab einer bestimmten Eingabegrofse wird auf Insertion Sort ge-
wechselt, bzw. fiir gréfsere Pivot Methoden erst auf Median aus 3 und dann auf Insertion
Sort.

Die Schranken fiir den Wechsel auf Median aus 3 und Insertion Sort werden im Folgenden

noch niher untersucht.

5.2 Insertion Sort

Fiir kleine Eingaben wird Insertion Sort mit folgender Implementierung benutzt.

Algorithm 6: Insertion Sort

1 function insertionSort(array, first, last)

2 if first <last then

3 ‘ return

4 end

5

6 for i < first +1 to last do

7 current < array|i]

8 prev <1

9 while (prev > first) &6 current < arraylprev — 1] do
10 array[prev] < array[prev — 1]
11 prev — —

12 end

13 array|prev| < current

14 end
15 end
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6 Implementierung aller Pivotwahlmethoden

Es wurde folgende Hilfsfunktion implemetiert, welche zwei Elemente vergleicht und dann

das kleinere von beiden Elementen an die linke Stelle tauscht.

Algorithm 7: Sortiere zwei Elemente in Array

1 function sortElements(array, first, second)

2 if array[second| < array|first] then
3 ‘ swap(array[first], array[second))
4 end

5 end

Die gefundenen Arten der Pivotwahlmethoden aus wurden in das Framework

iibernommen und auf folgende Weise implementiert:

6.1 Median aus 3

Median aus 3 wird wie in den meisten Féillen implementiert, das Pivotelement ist der
Median des Ersten, Mittleren und Letztem Element.

Algorithm 8: Median aus 3

1 function medianOf3(array, first, last)

2 middle < first + M

3

4 sort Elements(array, second, first)
5 sort Elements(array, third, second)
6 sort Elements(array, second, first)
7

8 return array/middle/

9 end

6.2 Median aus 5

Median aus 5 wird wie in der [libc++ Bibliothek| implementiert, es wird der Median des

Ersten, Mittleren, Letztem, sowie den Elementen an Stelle }L und % der Eingabe bestimmt.

14



Algorithm 9: Median aus 5

1 function medianOf5(array, first, last)

2 length < last — first

3 quarter < first + %

4 middle < first + @

5 threeQuarter < first + 3 %

6

7 sortElements(array, first, quarter)

8 sort Elements(array, threeQuarter, last)

9 sort Elements(array, first, threeQuarter)
10 sortElements(array, quarter, last)

11 sort Elements(array, middle, threeQuarter)
12 sort Elements(array, quarter, middle)

13 sort Elements(array, middle, threeQuarter)
14

15 return array/middle/
16 end

6.3 Median aus 7

Als eine weitere Methode, welche nicht aus der [Bibliothek einer Programmiersprache] ent-

nommen wurde, wird Median aus 7 hinzugefiigt. Diese Methode zur Pivotwahl wurde aus

einem Paper [14] entnommen.
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Algorithm 10: Median aus 7

1

2

3

10

11

12

13

14

function medianOf7(array, first, last)

length < last — first
sevenArray[0] < first
sevenArray(l] < first + %
sevenArray[2] « first + gt
sevenArray[3] < first + <t
[4]

[5]

[6]

sevenArray s

length

4] < first 4 2  Lenath
sevenArray|5] < first +5 x =

sevenArray|6] < last
insertionSort(sevenArray, 0,6)

return array/sevenArray/3]]

end

6.4 Tukey’s Ninther - Pseudomedian aus 9
Tukey’s Ninther wird nach dem Vorbild von [Visual Studio|iibernommen. Der Median wird

zwischen dem Ersten, Mittleren und Letzten, sowie jeweils drei Elementen dazwischen be-

stimmt.

Algorithm 11: Tukey’s Ninther - Pseudomedian aus 9

1

2

3

10

11

12

13

length < last — first

length
8

middle < first + =gt

twoStep < step * 2

step <

firstMedian < medianO f3(array, first, first + stepfirst + twoStep)
secondM edian < medianO f3(array, middle — step, middle, middle + step)
thirdMedian < medianO f3(array,last — twoStep, last — step, last)

finalMedian < medianO f3(array, first + step, middle,last — step)

return finalMedian

end

function tukeyysNinther(array, first, last)

16



7 Optimierung der Vergleichsanzahl

Wie bereits erwdhnt, bendtigt die Partitionierung n — 1 Vergleiche, dazu kommen die
Vergleiche, welche durch die Bestimmung des Pivotelement durchgefiihrt werden. Dies
benétigt zusitzlich zwischen 3 (Median aus 3) und 21 (Worst Case bei Median aus 7)
Vergleiche.

Um die Anzahl der Vergleiche zu verringern, wird sich zunutze gemacht, dass bei der
Bestimmung eines Medians die Elemente schon sortiert werden. Dadurch kénnen die Ele-
mente nach der Median Bestimmung an die Aufenseite der Eingabe getauscht und dann

bei der Partitionierung ignoriert werden.

Beispielsweise bei Median aus 5 werden die ersten 2 Elemente (kleiner als das Pivotele-
ment) an den Anfang getauscht und die letzten 2 Elemente (grofer als das Pivotelement)
ans Ende der Eingabe. Danach werden in der Partitionierung die beiden Zeiger i und j
zwei Positionen weiter innen initialisiert, wodurch 4 Vergleiche gespart werden. Damit

benoétigt die Partitionierung nur noch n — 5 Vergleiche.

Fiir alle Varianten ergeben sich dann folgende Vergleichszahlen fiir die Pivotwahl und

Partitionierung:

Pivot Methode | Vergleiche zur Pivotwahl | Vergleiche mit Partitionierung
Erstes Element 0 n—1
Mittleres Element 0 n—1
Letztes Element 0 n—1
Median aus 3 3 n
Median aus 5 7 n+2
Median aus 7 <2l;~ 15 * n+ ~ 8
Tukey’s Ninther 12 n+9

* Zur Bestimmung des Medians aus den 7 Elementen wird [[nsertion Sort benutzt. Dies

beno6tigt im Schnitt 15 Vergleiche, um die 7 Elemente zu sortieren.
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8 Experiment: Grenze fiir Median aus 3

Ziel der Methoden, welche viele Elemente zur Bestimmung des Pivotelements vergleichen,

ist es, ein moglichst gutes Pivotelement zu wéhlen. Dabei stellt sich die Frage, bis zu

welcher Eingabegrofe es einen groferen Nutzen hat, viele Elemente zu vergleichen anstatt

auf eine andere Form der Pivotwahl, welche weniger Elemente vergleicht, zuriickzugreifen.

wird ab einer bestimmten Grofe auf Median aus 3 gewechselt, diese Grenze

variiert allerdings stark.

Es soll nun untersucht werden, was die Auswirkungen eines Wechsels auf Median aus

3 sind und wie sich diese fiir verschiedene Grenzwerte entwickeln. Dafiir werden einige

Grenzwerte von 30 bis 2000 getestet.

8.1 Ergebnisse

Die Durchldufe wurden mit einer Eingabegréfse von 1.000.000 durchgefiihrt, jede Median

aus 3 Grenze wurde 500 mal getestet, um das Gewicht von Ausreiffern zu minimieren.

Zum Vergleich ist an Stelle 0 die jeweilige Pivotwahl, ohne ein Wechsel auf Median aus 3,

dargestellt.

8.1.1 Vergleiche

167 Experiment: Bestimmung der Grenze flir den Wechsel auf Median aus 3 (Eingabegréfe 1.000.000)

—— Lomuto Median aus 5
Lomuto Median aus 7
2.26 { —— Lomuto Tukeys Ninther
—— Hoare Median aus 5
—— Hoare Median aus 7
—— Hoare Tukeys Ninther

~
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Grenze flr den Wechsel auf MO3

Abbildung 1: Vergleichszahlen - Experiment: Grenze fiir Median aus 3

Es fillt auf, je mehr Elemente fiir die Median Bestimmung benutzt werden, desto gréfser
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ist der Nutzen, hinsichtlich der Vergleichsanzahl, auf Median aus 3 zu wechseln. Dies
wird insbesondere bei Median aus 7 und Tukey’s Ninther deutlich. Das Optimum liegt fiir
Median aus 7 bei ca. 70 Elementen und 120 bei Tukey’s Ninther.

Bei Median aus 5 ist der Nutzen des Wechsels auf Median aus 3 nur minimal, da Median

aus b auch nur zwei Vergleiche mehr pro Partitionierung braucht.

8.1.2 Laufzeit

Experiment: Bestimmung der Grenze flr den Wechsel auf Median aus 3 (EingabegroBe 1.000.000)

785000 A
—— Lomuto Median aus 5
Lomuto Median aus 7
—— Lomuto Tukeys Ninther
780000 A
= 775000 -
‘a
N
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]
770000 A
765000
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» WP QAN %\90\}\’;\}@@04}0@6.9@,\Q@QQ\S}Q&&@QQ‘Q@Q@Q{\Q@Q@Qh&Q
Grenze fur den Wechsel auf MO3
Abbildung 2: Laufzeit Lomuto Funktionen - Experiment: Grenze fiir Median aus 3
Experiment: Bestimmung der Grenze fir den Wechsel auf Median aus 3 (EingabegréRBe 1.000.000)
—— Hoare Median aus 5
650000 1 Hoare Median aus 7
—— Hoare Tukeys Ninther
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Grenze fur den Wechsel auf MO3

Abbildung 3: Laufzeit Hoare Funktionen - Experiment: Grenze fiir Median aus 3

Hinsichtlich der Laufzeit ist der Nutzen fiir alle Methoden deutlich, was nicht iiberrascht,

da Median aus 3 eben nur 3 Elemente vergleicht bzw. ordnet, also deutlich weniger als
z.B. bei Tukey’s Ninther.
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8.1.3 Zuweisungen

1e7 Experiment: Bestimmung der Grenze fiir den Wechsel auf Median aus 3 (Eingabegréfe 1.000.000)
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Abbildung 4: Zuweisungen Lomuto Funktionen - Experiment: Grenze fiir Median aus 3

1e7 Experiment: Bestimmung der Grenze flur den Wechsel auf Median aus 3 (Eingabegrdéfe 1.000.000)
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Abbildung 5: Zuweisungen Hoare Funktionen - Experiment: Grenze fiir Median aus 3

Die Auswirkungen auf die Zuweisung dhnelt sehr den Auswirkungen der Laufzeit.
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8.2 Zusammenfassung

Hinsichtlich der Vergleichszahlen sind folgende Optimas festzustellen:

Pivotwahl Bester Grenzwert Vergleiche
mit Mo3 | ohne Mo3
Lomuto Median aus 5 70 22384520 | 22397810
Lomuto Median aus 7 70 22138835 | 22294213
Lomuto Tukey’s Ninther 120 21968156 | 22323225
Hoare Median aus 5 50 22368887 | 22390599
Hoare Median aus 7 70 22114449 | 22253240
Hoare Tukey’s Ninther 120 21955918 | 22350945

Da der Wechsel auf Median aus 3 fiir alle Blickpunkte Vorteile bringt, werden die ,besten

Grenzwerte, welche in der Tabelle aufgelistet sind, im Testframework iibernommen.
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9 Experiment: Grenze fiir Insertion Sort

In den meisten Quicksort Implementierungen wird fiir sehr kleine Eingabegréfsen auf In-
sertion Sort gewechselt. Die Auswirkungen davon werden nachfolgend, fiir die Pivotwahl-

methoden: Erstes/Mittleres/Letztes Element, sowie Median aus 3 untersucht.

Fiir die Restlichen Methoden wird Tukey’s Ninther als Referenz getestet, da alle diese
Methoden schliefslich auf Median aus 3 wechseln.

9.1 Ergebnisse

Die Durchlaufe wurden mit einer Eingabegréfse von 100.000 durchgefiihrt, jede Insertion

Sort Grenze wurde 500 mal getestet.

Zum Vergleich ist an Stelle 0 die jeweilige Pivotwahl, ohne ein Wechsel auf Insertion Sort
dargestellt. Bei Median aus 3 und Tukey’s Ninther wird hier, ab einer Eingabegrofte von

3, auf Mittleres Element als Pivot gewechselt.

9.1.1 Vergleiche

1e6 Experiment: Bestimmung der Grenze flr den Wechsel auf Insertion Sort (EingabegréRe 100.000)

2.2
—— Lomuto Erstes Element

Lomuto Mittleres Element
—— Lomuto Letztes Element
—— Lomuto Median aus 3
—— Lomuto Tukeys Ninther
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Abbildung 6: Vergleiche Lomuto Funktionen - Experiment: Grenze fiir Insertion Sort
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1e6 Experiment: Bestimmung der Grenze fur den Wechsel auf Insertion Sort (Eingabegrofe 100.000)

2.2 4
—— Hoare Erstes Element
Hoare Mittleres Element
—— Hoare Letztes Element
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Abbildung 7: Vergleiche Hoare Funktionen - Experiment: Grenze fiir Insertion Sort
Fiir die Anzahl an Vergleichen, macht es fast keinen Unterschied, ob auf Insertion Sort
gewechselt wird oder nicht. (Beziiglich dem Optimalen Wechselzeitpunkt fiir Insertion

Sort)

9.1.2 Laufzeit

Experiment: Bestimmung der Grenze fur den Wechsel auf Insertion Sort (Eingabegrofe 100.000)
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Abbildung 8: Laufzeit Lomuto Funktionen - Experiment: Grenze fiir Insertion Sort
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Experiment: Bestimmung der Grenze fur den Wechsel auf Insertion Sort (Eingabegréfe 100.000)
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Abbildung 9: Laufzeit Hoare Funktionen - Experiment: Grenze fiir Insertion Sort

Fiir beide Partitionierungsmethoden ist es ein deutlicher Gewinn, wenn auf Insertion Sort
gewechselt wird. Ein frither Wechsel (bei Eingabegrofe > 20) auf Insertion Sort hingegen,

resultiert in einer erhohten Laufzeit.

9.1.3 Zuweisungen

1e6 Experiment: Bestimmung der Grenze flr den Wechsel auf Insertion Sort (Eingabegrée 100.000)
—— Lomuto Erstes Element
Lomuto Mittleres Element
344 —— Lomuto Letztes Element
—— Lomuto Median aus 3
b5 —— Lomuto Tukeys Ninther
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Abbildung 10: Zuweisungen Lomuto Funktionen - Experiment: Grenze fiir Insertion Sort
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1e6 Experiment: Bestimmung der Grenze fur den Wechsel auf Insertion Sort (Eingabegrofe 100.000)

—— Hoare Erstes Element
Hoare Mittleres Element
—— Hoare Letztes Element
—— Hoare Median aus 3
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Abbildung 11: Zuweisungen Hoare Funktionen - Experiment: Grenze fiir Insertion Sort

Im Bezug auf die Zuweisungen ist auch eine Verbesserung feststellbar, wenn fiir kleine
Eingabegrofe auf Insertion Sort gewechselt wird. Insbesondere bei den Lomuto Funktionen

macht sich dies bemerkbar.

9.2 Zusammenfassung

Zusammenfassend kann es definitiv Sinn machen, auf Insertion Sort zu wechseln. Es sind
deutliche Verbesserungen der Laufzeit und eine Verringerung der Zuweisungen festzustel-
len, wenn man bei sehr kleinen Eingabegrofen auf Insertion Sort wechselt (Eingabegrofe
3-10). Die Anzahl an Vergleichen ist zwar ohne Insertion Sort am niedrigsten, jedoch
ist diese Erhohung der Vergleiche, im Gegensatz zu den anderen Verbesserungen, eher

unwesentlich.

Wenn jedoch sehr frith (Eingabegrofe > 30) auf Insertion Sort gewechselt wird, ver-
schlechtert sich die Laufzeit und die Anzahl an Zuweisungen und Vergleichen erhéht sich

stark.
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10 Benchmarks aller Methoden

Die vorhandenen Methoden zur Pivotwahl werden hinsichtlich ihrer Laufzeit, Anzahl an

Vergleichen und Zuweisungen miteinander verglichen. Dabei werden alle Methoden, mit

den zuvor bestimmten Grenzen fiir [Median aus 3| und [Insertion Sort implementiert und

getestet.

10.1 Ergebnisse

Alle Methoden wurden auf verschiedenen Input Grofen getestet: 1.000, 5.000, 10.000,
50.000, 100.000, 250.000, 500.000, 1.000.000 und 16.000.000. Die nachfolgend abgebil-
deten Boxplots sind auf Basis der Eingabegrofe 16.000.000 (Die Ergebnisse fiir andere

Eingabegrofen sind lam Ende der Arbeit zu finden).

Die Boxplots sind standardméfkig aufgebaut, die Box reicht vom unteren Quartil zum
oberen Quartil. Der Mittelwert ist als Griines Dreieck eingezeichnet und der Median als
Griine Linie. Die Lénger der Whisker betrigt 1,5-Facher Interquartilsabstand von dem

jeweiligen Quartil und die Ausreifer sind als Kreise eingezeichnet.

10.1.1 Vergleiche

1e8 Vergleichszahlen der Lomuto Partitionierung mit Eingabegrofe: 16.000.000
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Abbildung 12: Vergleiche Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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1e8 Vergleichszahlen der Hoare Partitionierung mit EingabegroRe: 16.000.000
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Abbildung 13: Vergleiche Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden

Lomuto Hoare
Pivotwahl Mittelwert der Vergleiche | Mittelwert der Vergleiche
Erstes Element 487622662, 6 488044786, 8
Mittleres Element 488200952, 5 488138998, 1
Letztes Element 486769349, 0 487037435, 2
Median aus 3 423397648, 5 422662539, 6
Median aus 5 405152286, 2 405653642, 5
Median aus 7 400929195, 2 399478240, 2
Tukey’s Ninther 396646435, 6 396789537, 8

Die Anzahl der durchgefiihrten Vergleiche ist fiir beide Partitionierungen fast identisch,

da beide Partitionierungen n — 1 Vergleiche zur Partitionierung benotigen.

Aufserdem féllt auf, das die Anazhl an Vergleichen sinkt, je mehr Elemente zur Berechnung
des Pivotelements benutzt werden. Die zusdtzlichen Vergleiche, die die Pivotwahl bend-
tigt, zahlen sich also aus, da ein ,besseres” Pivotelement gefunden wird. Tukey’s Ninther

beno6tigt insgesamt am wenigsten Vergleiche.
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10.1.2 Laufzeit

1e7 Laufzeiten der Lomuto Partitionierung mit Eingabegrofe: 16.000.000
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Abbildung 14: Laufzeit Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden

1e7 Laufzeiten der Hoare Partitionierung mit EingabegrofRe: 16.000.000
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Abbildung 15: Laufzeit Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Lomuto

Hoare

Pivotwahl

Mittelwerte der Laufzeiten

Mittelwerte der Laufzeiten

Erstes Element
Mittleres Element
Letztes Element
Median aus 3
Median aus 5

Median aus 7

Tukey’s Ninther

16573455, 21
16591851, 71
16509927, 27
14873105, 77
14443880, 06
14359575, 26
14112428, 85

11804328, 90
11807581, 83
11770076, 37
11294158, 76
11273085, 91
11236555, 74
11142259, 43

Hinsichtlich der Laufzeit fillt auf, dass die Hoare Partitionierung generell schneller als die

Lomuto Partitionierung ist.

Unter den einzelnen Methoden ist die Tendenz dhnlich, wie bei der Anzahl der Vergleiche.

Je mehr Elemente zur Bestimmung des Medians benutzt werden, desto schneller sortieren

diese die Eingabe.

10.1.3 Zuweisungen

1e9 Zuweisungen der Lomuto Partitionierung mit EingabegroRe: 16.000.000
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Abbildung 16: Zuweisungen Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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1e8 Zuweisungen der Hoare Partitionierung mit Eingabegrofe: 16.000.000
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Abbildung 17: Zuweisungen Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden

Lomuto Hoare

Pivotwahl Mittelwerte der Zuweisungen | Mittelwerte der Zuweisungen

992009373, 4 295975850, 9
769837209, 7 304700929, 7
760441516, 3 304781703, 4

Erstes Element
Mittleres Element

Letztes Element

Median aus 3
Median aus 5

Median aus 7

Tukey’s Ninther

670104953, 3
644402945, 6
638788338, 6
630294748, 0

317419566, 1
325280078, 4
329857184, 4
327032712, 4

Bei der Anzahl der Zuweisungen gibt es einen groften Unterschied zwischen beiden Parti-
tionierungsalgorithmen. Die Lomuto Partitionierung benoétigt generell deutlich mehr Zu-
weisungen, da die Elemente durch den Eingabearray geschoben werden, anstatt, wie bei

Hoare, direkt getauscht werden.

Bei der Lomuto Partitionierung verringern sich die Zuweisungen, je mehr Elemente zur
Pivotwahl benutzt werden, bei Hoare hingegen, steigen die Zuweisungen fiir diese Metho-

den.

Da beim [Hoare Algorithmus|das Pivotelement an den Anfang der Eingabe getauscht wird,

bei der Pivotwahl des Ersten Elements dies damit schon richtig platziert ist, benotigt
diese Methode hier deutlich weniger Zuweisungen als bei der Wahl des mittleren /letzten

Element.
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11 Experiment: Inklusion Pivotelement in Rekursion

In manchen Beispielen von Quicksort fallt auf, dass der Algorithmus so aufgebaut ist,

dass das Pivotelement im Rekursionsaufruf mitgegeben wird.

Es wird dann meistens so implementiert, dass das Pivotelement in der Rekursion des

rechten Teils mitgegeben wird.

Algorithm 12: Inklusion des Pivotelements

1 function quicksort(array, first, last)

2 pivotindex < partition()

3

4 quicksort(array, first, pivotindex — 1)
5 quicksort(array, pivotindex, last)

6 end

Dies scheint auf den ersten Blick, hinsichtlich der Performanz von Quicksort, eher sub-
optimal, da durch die Inklusion des Pivotelements in jeder neuen Rekursionstiefe ein

zusdtzlicher Vergleich durchgefiihrt werden muss.

Die Auswirkungen der Inklusion des Pivotelement wird Experimentell untersucht, hierfiir
werden alle Methoden, die als Pivotelement einen Median bilden, einmal mit und einmal

ohne Inklusion des Pivotelements miteinander verglichen.

11.1 Vergleich mit und ohne Inklusion

Alle Methoden wurden auf verschiedenen Input Gréfen getestet: 1.000, 5.000, 10.000,
50.000, 100.000, 250.000, 500.000, 1.000.000 und 16.000.000. Die nachfolgend abgebildeten
Boxplots sind auf Basis der Eingabegrofe 16.000.000.
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11.1.1 Vergleiche

1e8 Vergleiche der Lomuto Partitionierung mit EingabegréRe: 16.000.000
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Abbildung 18: Vergleiche Lomuto Funktionen - Inklusion Pivotelement in Rekursion

1e8 Vergleiche der Hoare Partitionierung mit Eingabegrofe: 16.000.000
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Abbildung 19: Vergleiche Hoare Funktionen - Inklusion Pivotelement in Rekursion
Wenn das Pivotelement in der Rekursion inkludiert wird, kommt es offensichtlich zu mehr

vergleichen, als wenn es exkludiert werden wiirde. Dies ist auch deutlich in den Boxplots

zu erkennen.
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11.1.2 Laufzeit

1e7 Laufzeiten der Lomuto Partitionierung mit Eingabegréfe: 16.000.000
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Abbildung 20: Laufzeit Lomuto Funktionen - Inklusion Pivotelement in Rekursion
1e7 Laufzeiten der Hoare Partitionierung mit Eingabegrofe: 16.000.000
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Abbildung 21: Laufzeit Hoare Funktionen - Inklusion Pivotelement in Rekursion

Hinsichtlich der Laufzeit sind die Ergebnisse sehr unterschiedlich, generell fallt auf, dass
sich die Pivotinklusion bei der Hoare Partitionierung definitv nicht lohnt. Bei der Lomuto
Partitionierung hingegen lohnt es sich mehr, je weniger Elemente fiir die Berechnung des

Medians benutzt werden.
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Fiir Median aus 7 und Tukey’s Ninther ergibt sich eine lingere Laufzeit.

11.1.3 Zuweisungen

Zeit in mikrosekunden
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Abbildung 22: Zuweisungen Lomuto Funktionen - Inklusion Pivotelement in Rekursion
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Abbildung 23: Zuweisungen Hoare Funktionen - Inklusion Pivotelement in Rekursion

Fiir die Anzahl der Zuweisungen ergibt sich ein dhnliches Bild wie bei der Laufzeit, wenn

die Hoare Partitionierung benutzt wird, braucht jede Methode mehr Zuweisungen, als bei
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der jeweiligen Variante ohne Inklusion des Pivotelements.

Bei der Lomuto Partitionierung ergeben sich wieder unterschiedliche Ergebnisse, mit aus-

nahme von Median aus 3 fiihren alle Methoden weniger Zuweisungen aus.

11.1.4 Zusammenfassung

Generell lohnt es sich nicht, das Pivotelement zu inkludieren, da hinsichtlich allen Punkten

die jeweils ,beste” Variante eine Hoare Partitionierung ohne Pivot Inklusion ist.

Allerdings kann es je nach personlicher Implementierung und Pivotwahl auf jeden Fall
Sinn machen, die Inklusion des Pivotelements zu testen, da es fiir manche Szenarien

performanter ist.

35



12 Worst Case Eingaben

Fiir Pivotwahlmethoden wie Erstes/Letztes Element ist es ziemlich offensichtlich, wie eine
Worst-/Bad-Case Eingabe aussieht, es muss lediglich eine vorsortierte Liste als Eingabe

gewahlt werden, um eine quadratische Anzahl an Vergleichen zu provozieren.

Andere Pivotwahlmethoden performen auf Vorsortierten Listen jedoch ganz normal. Des-

halb sollen spezielle Eingaben fiir weitere Pivotwahlen konstruiert und getestet werden.

12.1 Mittleres Element und Median aus 3

Die Eingaben fiir Mittleres Element als Pivot und Median aus 3 werden zusammengefasst,

da sie sehr dhnlich sind.

Die Erste Hailfte der Eingabe besteht aus allen geraden Zahlen, welche kleiner als die
Eingabegrofe sind. Die zweite Hélfte sind alle Ungeraden Zahlen, welche abwechselnd
angeordnet sind (siehe Abbildung 24 und Pseudcode). Je nach Partitionierungsverfahren

wird der Algorithmus etwas angepasst.

Worst Case Eingabe Schema - Grofle 101

100 4

801

60

Wert

40

20_ H““"
0 .||II||”“ 1 I I
0

50 100
Daten im Array

Abbildung 24: Worst Case Schema fiir Mittleres Pivot und Median aus 3
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Algorithm 13: Worst Case Generator fiir Median aus 3

1 function worstCaseGenerator(array, size) // Size should be odd
2

3 for i = 2 to i = last EFvenFElement with v < i+ 2 do
4 array.append (i)

5 end

6 array.append(size)

7 rest < %‘1

8 if rest % 2 == 0 then

9 for i =0 to rest do

10 if 1 % 2==0 then

11 ‘ array.append(i + 3)

12 else

13 ‘ array.append(rest + 2 + 1)
14 end

15 end

16 else

17 for i =0 to rest do

18 if 1 % 2==0 then

19 ‘ array.append(rest + 2 + 1)
20 else

21 ‘ array.append(i + 2)

22 end

23 end

24 end
25 end

12.2 Auswirkungen

Die Y-Achsen sind logarithmisch dargestellt. Alle Methoden wurden mit einer Eingabe-
grofse von 10.000 getestet.
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12.2.1

Anzahl der Vergleiche

Zeit in mikrosekunden

Aufsteigende Liste

Eingabe Aufsteigende Liste (Eingabegrofe 10000)

10?.
106’
105_
& & & & & & N & & o & & & <
& & F & & F
N vé‘ v B @_\“ &>
Abbildung 25: Vergleiche - Aufsteigende Liste
Eingabe Aufsteigende Liste (Eingabegrofe 10000)
105 4
104,
& & & & & o N & Ui & = 3 ) &
(é‘,‘ ’é\\é\e} \?‘;b VQ\ v‘!\ v‘!\ ~ _("(} 'S-L\e} \,e}‘} Q*'\L ‘?"@ ‘?‘é A
h o ~ » Q,.‘" RS

Abbildung 26: Laufzeit - Aufsteigende Liste



Eingabe Aufsteigende Liste (Eingabegrofe 10000)

2x10°

10% 4

6x 104

Anzahl der Zuweisungen

4x104

3x10*

2 S (“ ﬂ? 2 &
. s < @ K o
é K‘ v \= .
~ = M > ?

Abbildung 27: Zuweisungen - Aufsteigende Liste

12.2.2 Zusammenfassung

Wie erwartet performen die Methoden, welche das Erste oder Letzte Element als Pivot
wahlen, schlecht bei Eingabe einer vorsortierten Liste. Die beiden Methoden benétigen

ungefihr 0.5n? Vergleiche, um die Eingabe durchzugehen.

Dementsprechend ist auch die Laufzeit fiir beide Methoden enorm hoher, als fiir alle

anderen Methoden. Fiir die restlichen Methoden sind keine Auswirkungen zu sehen.
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12.2.3

Anzahl der Vergleiche

Zeit in mikrosekunden

Absteigende Liste

Eingabe Absteigende Liste (Eingabegrofe 10000)

10? 4
106 4
105 4
& & & & & & N & & o & & & <
«}'} '&“\é \?'&’ v\‘\ v‘!\ v‘g‘ v “f} \&é \3}‘} b“‘\ *?“@‘ *3“@ X
N vé‘ v B @_\“ &>
Abbildung 28: Vergleiche - Absteigende Liste
Eingabe Absteigende Liste (Eingabegrofe 10000)
106 4
105 4
104 4
& & & & & o N & Ui & = 3 ) &
(éfa" ’é\\é\e} \?‘9’? V\“ V\!‘ V\“ o .(ée" ) \&e} \g}'}' ‘b_\* e_\* ‘a\" &>
h o ~ » Q,.‘" RS

Abbildung 29: Laufzeit - Absteigende Liste
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12.2.4

Anzahl der Zuweisungen

Eingabe Absteigende Liste (EingabegroRe 10000)

loB_
lo? 4
105,
105_
& & & 4‘&‘ ‘!\06’ ‘,\6\ & 2 & & 3’ “é" “\6‘ j\V\
V?}l, ‘!-\\é\e' V\,?Jd} ~ ~ ~ ™ Q‘é‘? ‘5\\@@ é\}}‘} é“\ x <> A
N S
Abbildung 30: Zuweisungen - Absteigende Liste
Zusammenfassung

Bei der Eingabe einer absteigend sortierten Liste zeichnet sich quasi das gleiche Bild,

wie bei der aufsteigend sortierten Liste. Die Methoden, welche das Erste oder Letzte

Element als Pivotelement wihlen, performen hier wieder sehr schlecht, da immer das

grofte /kleinste Element als Pivotelement gewéhlt wird.

Die Anzahl an Vergleiche, betriigt auch hier ca. 0.5n2 Vergleiche, was wieder ungefihr den
Worst Case dargestellt.
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12.2.5 Schlechte Eingabe fiir Lomuto Mittleres Element

Schlechte Eingabe fur Lomuto Mittleres Element (Eingabegrofe 10000)
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Abbildung 31: Vergleiche - Schlechte Eingabe fiir Lomuto Mittleres Element

Schlechte Eingabe flir Lomuto Mittleres Element (Eingabegrofe 10000)
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Abbildung 32: Laufzeit - Schlechte Eingabe fiir Lomuto Mittleres Element
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Schlechte Eingabe fur Lomuto Mittleres Element (EingabegroRe 10000)
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Abbildung 33: Zuweisungen - Schlechte Eingabe fiir Lomuto Mittleres Element

12.2.6 Zusammenfassung

Da die Eingabe speziell fiir die Pivotwahl des Mittleren Elements mit Lomuto Partitionie-
rung erstellt wurde, iberrascht es nicht, dass diese hier auch am schlechtesten abschneidet.

Hierbei werden ca. 0.45n2 Vergleiche durchgefiihrt.

Auferdem schneiden auch die Methoden mit erstem oder letzten Element, sowie Lomuto

Median aus 3 deutlich schlechter ab als im Average Case.
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12.2.7 Schlechte Eingabe fiir Hoare Mittleres Element

Schlechte Eingabe fur Hoare Mittleres Element (Eingabegrofe 10000)
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Abbildung 34: Vergleiche - Schlechte Eingabe fiir Hoare Mittleres Element

Schlechte Eingabe flr Hoare Mittleres Element (EingabegroRe 10000)
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Abbildung 35: Laufzeit - Schlechte Eingabe fiir Hoare Mittleres Element
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Schlechte Eingabe fur Hoare Mittleres Element (Eingabegrofe 10000)
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Abbildung 36: Zuweisungen - Schlechte Eingabe fiir Hoare Mittleres Element

12.2.8 Zusammenfassung

Auch hier sind die Ergebnisse wieder sehr d&hnlich zu den Vorherigen. Offensichtlich per-
formt die Hoare Partitionierung mit mittlerem Element als Pivot am schlechtesten, wieder

mit etwa 0.45n? Vergleichen.

Die Vergleiche und Laufzeiten der Methoden mit erstem oder letztem Element als Pivot

und Lomuto Median aus 3 sind auch hier wieder deutlich erhoht.
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12.2.9

Anzahl der Vergleiche

Zeit in mikrosekunden

Schlechte Eingabe fiir Median aus 3

Schlechte Eingabe fur Median aus 3 (Eingabegrae 10000)
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Abbildung 37: Vergleiche - Schlechte Eingabe fiir Median aus 3
Schlechte Eingabe fir Median aus 3 (Eingabegrée 10000)
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Abbildung 38: Laufzeit - Schlechte Eingabe fiir Median aus 3
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Schlechte Eingabe fur Median aus 3 (Eingabegrofe 10000)
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Abbildung 39: Zuweisungen - Schlechte Eingabe fiir Median aus 3

12.2.10 Zusammenfassung

Bei der Eingabe der ,Killersequenz® fiir Median aus 3 féllt auf, dass viele Methoden relativ

schlecht performen. Da das|Schema der Eingabe|dem fiir Hoare/Lomuto Mittleres Element

stark dhnelt performen diese hier auch ziemlich schlecht. Fiir diese beiden Pivotwahlen

ergeben sich ungefihr 0.25n? Vergleiche.

Da die Eingabe auch teilweise sortiert ist, benotigen auch die Methoden, welche das Erste

und Letzte Element benutzen deutlich mehr Vergleiche als bei einer zufilligen Eingabe.
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13 Pivotwahl mit Randomisierung

Um die Auswirkungen von Randomisierung der Pivotwahl zu testen, werden die vorhan-

denen Methoden zur Pivotwahl, in Verbindung mit Randomisierung getestet.

13.1 Methoden

13.1.1 Zufilliges Element

Als Pivotelement wird hier ein zufélliges Element aus der Eingabeliste gewihlt.

13.1.2 Median aus 3 Randomisiert

Der Median aus 3 wird nichtmehr aus dem Ersten, Mittleren und Letzten Element gebil-
det, sondern aus drei zufélligen Werten der Eingabe.

13.1.3 Median aus 5 Randomisiert

Die komplett randomisierte Median aus 5 Methode berechnet den Median aus fiinf zufal-
ligen Elementen der Eingabe.

13.1.4 Median aus 7 Randomisiert

Die Median aus 7 Teil Randomisierung benutzt als feste Eingabe fiir den Median das Erste,
Mittlere und Letzte Element. Die anderen beiden Elemente werden zuféllig ausgewéhlt.
13.1.5 Tukey’s Ninther Randomisiert

Der randomisierte Tukey’s Ninther benutzt auch das Erste, Mittlere und Letzte Element
als feste Eingabe. Zusétzlich werden sechs zufillige Elemente zur Bestimmung des Medians

benutzt.

13.2 Vergleich zur Pivotwahl ohne Randomisierung

Die Methoden werden 100 mal auf einer zufilligen Eingabe der Grofe 1.000.000 aufgerufen

und mit den Methoden ohne Randomisierung verglichen.
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13.2.1 Vergleiche

1e7 Vergleichszahlen der Hoare Partitionierung mit EingabegroRe: 1.000.000

3.0

0@ 000

2.8

N
o

Vergleiche
00

HiH

22
® °
i e S : &
—
—+ = —_ == ==
2.0
Hoare Middle  Hoare Rand Hoare Mo3 Hoare Mo3 Rand Hoare Mo5 Hoare Mo5 Rand Hoare Mo7 Hoare Mo7 Rand  Hoare TN Hoare TN Rand

Abbildung 40: Vergleiche - Randomisierte und Normale Methoden

13.2.2 Laufzeit

1e6 Laufzeiten der Hoare Partitionierung mit EingabegroRe: 1.000.000
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Abbildung 41: Laufzeit - Randomisierte und Normale Methoden
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13.2.3 Zuweisungen

1e7 Zuweisungen der Hoare Partitionierung mit Eingabegrofe: 1.000.000
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Abbildung 42: Zuweisungen - Randomisierte und Normale Methoden

13.3 Performanz bei speziellen Eingaben

Zuvor wurde gezeigt, dass durch speziell konstruierte Eingaben, bei verschiedenen Metho-
den eine extrem schlechte/Worst Case Performanz provoziert werden kann. Nun werden

die Methoden mit Randomisierung auf den selben Eingaben getestet.
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13.3.1 Aufsteigend Sortierte Liste

Anzahl der Vergleiche

Zeit in mikrosekunden

Eingabe Aufsteigende Liste (Eingabegrofe 10000)
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Abbildung 43: Vergleiche - Sortierte Liste
Eingabe Aufsteigende Liste (Eingabegrofe 10000)
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Abbildung 44: Laufzeit - Sortierte Liste
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Eingabe Aufsteigende Liste (Eingabegrofe 10000)
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Abbildung 45: Zuweisungen - Sortierte Liste

13.3.2 Spezielle Eingabe fiir Median aus 3 und Mittleres Element

Schlechte Eingabe fur Median aus 3 (Eingabegrofe 10000)
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Abbildung 46: Vergleiche - Eingabe fiir Median aus 3 und Mittleres Element

Anzahl der Vergleiche
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Schlechte Eingabe fur Median aus 3 (Eingabegrofe 10000)
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Abbildung 47: Laufzeit - Eingabe fiir Median aus 3 und Mittleres Element

Schlechte Eingabe fiir Median aus 3 (EingabegréRe 10000)
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Abbildung 48: Zuweisungen - Eingabe fiir Median aus 3 und Mittleres Element
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13.4 Fazit Randomisierung

Wie erwartet, performen die Methoden mit Randomisierung wesentlich besser auf die
Worst Case Eingabe. Durch die randomisierte Wahl der Elemente ist das Muster nicht

mehr wirksam, weswegen sie wie auf einer Zufélligen Eingabe performen.

Bei zufilliger Eingabe fillt auf, dass die Erzeugung der randomisierten Indizes sehr kost-
spielig ist. Hinsichtlich der Vergleichszahlen und der Zuweisungen sind die Methoden nah

beieinander, jedoch benétigen die randomisierten Methoden sehr viel mehr Laufzeit.
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14 Schlussfolgerung und Ausblick

Abschliefsend ist festzuhalten, dass bei der Implementierung von Quicksort definitiv das
Hoare Partitionierungs Schema benutzt werden sollte, da es deutlich schneller ist und viel

weniger Zuweisungen macht.

Bei der Frage nach der Pivotwahl sollte immer der individuelle Anwendungszweck beriick-
sichtigt werden. Wenn die Eingabegrofe nicht sehr grofs ist (kleiner 5.000 hier), ist durch
eine komplexere Pivotwahl kein Vorteil gegeben. Dennoch muss beachtet werden, dass
einfache Pivotwahlen, wie die Wahl des ersten/letzten Elements sehr anfiillig gegeniiber
vorsortierten Listen sind, weshalb sich auch bei kleineren Eingabe die Wahl des Medi-
an aus 3 Schemas anbietet. Hier ist es quasi nicht mdoglich, dass zufillige oder normale

Eingaben einen Worst Case darstellen.

Bei sehr grofen Eingaben (grofer 100.000) sollte eine komplexere Pivotwahl gewahlt wer-
den, hierbei performt Tukey’s Ninther insgesamt am besten. Dabei sollte dann beachtet
werden, dass ab einer Eingabegrofe von 100-200 auf Median aus 3 und bei sehr klei-
nen Eingaben (< 10) auf Insertion Sort gewechselt wird, um die Performanz nochmal zu

verbessern.

Der Wechsel auf randomisierte Methoden lohnt sich nicht fiir zufillige Eingaben. Je nach
Muster der zu sortierenden Eingabe kann dies aber auch eine verbesserte Performanz

bringen.

Die Inklusion des Pivotelements hat bei der Lomuto Partitionierung eine Verbesserung
der Laufzeit bewirkt, jedoch bei der ohnehin schnelleren Hoare Partitionierung wurde die

Laufzeit dadurch verschlechtert.
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15 Weitere Benchmarks

Die Benchmarks aller Methoden wurden fiir verschiedene Eingabegrofen durchgefiihrt.
Da bisher nur die Ergebnisse fiir Kingabegrofe 16 Millionen dargestellt waren, sind hier

die Restlichen Ergebnisse aufgelistet.

15.1 Eingabegrofie 1.000

15.1.1 Vergleiche

Vergleichszahlen der Lomuto Partitionierung mit Eingabegrée: 1.000
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Abbildung 49: Vergleiche Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 50: Vergleiche Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.1.2 Laufzeit
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Abbildung 51: Laufzeit Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 52: Laufzeit Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.1.3 Zuweisungen

Zuweisuhgen der Lomuto Partitionierung mit EingabegroRe: 1.000
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Abbildung 53: Zuweisungen Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 54: Zuweisungen Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.2 Eingabegrofie 5.000

15.2.1 Vergleiche

Vergleichszahlen der Lomuto Partitionierung mit Eingabegréfe: 5.000
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Abbildung 55: Vergleiche Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
Vergleichszahlen der Hoare Partitionierung mit Eingabegrofe: 5.000
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Abbildung 56: Vergleiche Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden

29



15.2.2 Laufzeit
Laufzeiten der Lomuto Partitionierung mit EingabegroRe: 5.000
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Abbildung 57: Laufzeit Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 58: Laufzeit Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.2.3 Zuweisungen
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Abbildung 59: Zuweisungen Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden

Zuweisungen der Hoare Partitionierung mit EingabegroRe: 5.000
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Abbildung 60: Zuweisungen Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.3 Eingabegrofie 10.000

15.3.1 Vergleiche

Vergleichszahlen der Lomuto Partitionierung mit Eingabegrof3e: 10.000
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Abbildung 61: Vergleiche Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
Vergleichszahlen der Hoare Partitionierung mit Eingabegrofe: 10.000
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Abbildung 62: Vergleiche Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.3.2 Laufzeit

Laufzeiten der Lomuto Partitionierung mit Eingabegrofe: 10.000
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Abbildung 63: Laufzeit Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 64: Laufzeit Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.3.3 Zuweisungen

Zuweisungen der Lomuto Partitionierung mit Eingabegrofe: 10.000
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Abbildung 65: Zuweisungen Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 66: Zuweisungen Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.4 Eingabegrofie 50.000

15.4.1 Vergleiche

1e6 Vergleichszahlen der Lomuto Partitionierung mit Eingabegrofe: 50.000
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Abbildung 67: Vergleiche Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 68: Vergleiche Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.4.2 Laufzeit

Laufzeiten der Lomuto Partitionierung mit EingabegroBe: 50.000
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Abbildung 69: Laufzeit Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
Laufzeiten der Hoare Partitionierung mit Eingabegréfe: 50.000
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Abbildung 70: Laufzeit Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.4.3 Zuweisungen

1e6 Zuweisungen der Lomuto Partitionierung mit Eingabegrofe: 50.000
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Abbildung 71: Zuweisungen Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 72: Zuweisungen Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.5 Eingabegrofte 100.000

15.5.1 Vergleiche

1e6 Vergleichszahlen der Lomuto Partitionierung mit Eingabegrofe: 100.000
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Abbildung 73: Vergleiche Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 74: Vergleiche Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.5.2 Laufzeit

Laufzeiten der Lomuto Partitionierung mit Eingabegrofe: 100.000
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Abbildung 75: Laufzeit Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 76: Laufzeit Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.5.3 Zuweisungen

Zuweisungen

Zuweisungen

1e6 Zuweisungen der Lomuto Partitionierung mit EingabegrofRe: 100.000

5.5

0 o o

5.0

4.5

o

4.0

35

LT L.

25

Lomuto First Lomuto Middle Lomuto Last Lomuto Mo3 Lomuto Mo5 Lomuto Mo7 Lomuto Tukéys Ninther

Abbildung 77: Zuweisungen Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 78: Zuweisungen Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.6 Eingabegrofte 250.000

15.6.1 Vergleiche

1e6 Vergleichszahlen der Lomuto Partitionierung mit Eingabegrofle: 250.000
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Abbildung 79: Vergleiche Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 80: Vergleiche Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.6.2 Laufzeit
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Abbildung 81: Laufzeit Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden

Laufzeiten der Hoare Partitionierung mit EingabegroRe: 250.000
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Abbildung 82: Laufzeit Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.6.3 Zuweisungen

1e7 Zuweisungen der Lomuto Partitionierung mit EingabegrofRe: 250.000
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Abbildung 83: Zuweisungen Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 84: Zuweisungen Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.7

Eingabegrofte 500.000

15.7.1 Vergleiche

Vergleichszahlen der Lomuto Partitionierung mit Eingabegrofle: 500.000
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Abbildung 85: Vergleiche Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 86: Vergleiche Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden




15.7.2 Laufzeit

Laufzeiten der Lomuto Partitionierung mit EingabegroRe: 500.000

o
480000 -
460000 - Py s @
8
$ ]
- 440000 - g
Q
b=l
c
2
ﬁ 420000 -
2
£ ‘ A ‘ | 4 ‘
£ 400000 ‘ ‘ | ‘
= o
Q
N
380000 1 &
% ?
360000 - ﬁ
340000 ¢ E"EI
Lomuto First Lomuto Middle Lomuto Last Lomuto Mo3 Lomuto Mo5 Lomuto Mo7 Lomuto Tuk‘eys Ninther
Abbildung 87: Laufzeit Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
Laufzeiten der Hoare Partitionierung mit EingabegroBe: 500.000
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Abbildung 88: Laufzeit Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.7.3 Zuweisungen

1e7 Zuweisungen der Lomuto Partitionierung mit EingabegroRe: 500.000
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Abbildung 89: Zuweisungen Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 90: Zuweisungen Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.8 Eingabegrofie 1.000.000

15.8.1 Vergleiche

1e7 Vergleichszahlen der Lomuto Partitionierung mit Eingabegrofe: 1.000.000
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Abbildung 91: Vergleiche Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 92: Vergleiche Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.8.2

Laufzeit

100 1e6 Laufzeiten der Lomuto Partitionierung mit Eingabegréfe: 1.000.000
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Abbildung 93: Laufzeit Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
Laufzeiten der Hoare Partitionierung mit Eingabegrofe: 1.000.000
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Abbildung 94: Laufzeit Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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15.8.3 Zuweisungen

1e7 Zuweisungen der Lomuto Partitionierung mit Eingabegrofe: 1.000.000
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Abbildung 95: Zuweisungen Lomuto Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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Abbildung 96: Zuweisungen Hoare Funktionen - Benchmarks aller Methoden
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