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1 Einleitung

Mithilfe der Himmelsmechanik ist es möglich, das Verhalten von Himmelskörpern und
Satelliten in ihren Gravitationsfeldern zu untersuchen. Bildet sich durch diese Körper ein
Mehrkörperproblem, wird dieses durch mathematische Formulierungen der wirkenden
Kräfte sowie Bewegungsgleichungen beschrieben und je nach Möglichkeit werden die
Orbits analytisch oder numerisch berechnet und ausgewertet. Dabei ist zu beobachten,
dass sich die Orbits unterscheiden und außergewöhnliche Eigenschaften besitzen können.
Hierbei ist das Verständnis der Dynamik wichtig, um passende Orbits, unter anderem
Transferorbits, für natürliche und künstliche Satelliten zu bestimmen, die sich in der
Nähe der Lagrangepunkte befinden.

1.1 Einführung

Wird ein System bestehend aus einem Planeten und einem Satelliten, welcher den
Planeten umkreist, betrachtet, so existiert ein Radius rs, bei dem der Satellit die gleiche
Winkelgeschwindigkeit ω wie der Planet um seine eigene Achse besitzt. Dies liegt daran,
dass sich bei einem bestimmen Abstand die Gravitationskraft FG des Planeten sowie die
Zentrifugalkraft F Z aufheben. Durch Gleichsetzen der beiden Kräfte, die durch

|FG| =
GmsMP

r2s
,

|F Z| = msrsω
2,

(1.1)

gegeben sind, ergibt sich ein Abstand rs von

rs =
3

√
GMPT 2

s

4π2
(1.2)

mit der Umlaufdauer Ts = 2π/ω. Hierbei werden die Gleichungen durch die Gravita-
tionskonstante G, die Satellitenmasse ms, die Planetenmasse MP und dem Abstand
des Satelliten zum Planetenkern rs definiert. Der Abstand ist hierbei unabhängig von
der Satellitenmasse, solange diese klein gegenüber der Planetenmasse ist [1]. Das oben
beschriebene System ist in Abbildung 1.1 dargestellt. Ein ähnlicher Effekt lässt sich
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1 Einleitung

rs

MP

ms

Abbildung 1.1: Das System Planet-Satellit mit dem Planeten mit Masse MP in Grün
und dem Satelliten mit Masse ms in Blau. In einem Abstand rs bewegt sich der Satellit
mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit wie der Planet. Dieser Orbit wird als geostationär
bezeichnet.

auch in einem System mit einem Stern, einem Planeten und einem Satelliten beobachten.
Wird das in Abbildung 1.1 dargestellte System um einen Stern erweitert, existieren
zusätzlich zum geostationären Orbit fünf Punkte, an denen sich die Gravitationskräfte
und die Zentrifugalkraft aufheben. Diese werden als Lagrangepunkte L1 bis L5 bezeichnet.
Die Abbildung 1.2 zeigt die Position der Lagrangepunkte relativ zu Stern und Planet.
In dieser Abbildung ist ebenfalls der Mond zu sehen, welcher durch den roten Punkt
dargestellt wird. Durch den Mond ergibt sich ein Vierkörperproblem. Dieser stört das
System und verändert die Dynamik. An diesen stabilen oder instabilen Punkten ist es
Satelliten möglich, ihre Position relativ zu Planet und Stern beizubehalten [2].

In dieser Arbeit wird das System bestehend aus dem Stern, dem Planeten, dem Mond und
dem Satelliten, der sich in der Nähe von den Lagrangepunkten befindet, untersucht. Dazu
wird das Verhalten von Satelliten an diesen Orten untersucht und Trajektorien sowie
Lagrangedeskriptoren an Positionen mit unterschiedlichen Anfangsbedingungen berechnet.
Die Lagrangedeskriptoren werden hierbei genutzt, um Strukturen in Phasenräumen
aufzudecken. Außerdem wird der Einfluss des Mondes auf die Dynamik betrachtet.
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1.2 Aufbau der Arbeit

L2L1

L3

L4

L5

Abbildung 1.2: Das System Stern-Planet-Mond sowie die fünf Sattelpunkte L1 bis L5
der Potentialfläche zur Zeit t = 3/8. Um die Himmelskörper zu unterscheiden, wird auf
den Planeten ein grüner Punkt und auf den Mond ein roter Punkt platziert. Der Stern
ist links durch den gelben Kreis ohne zusätzlichen Punkt gekennzeichnet.

1.2 Aufbau der Arbeit

In dieser Bachelorarbeit wird zu Beginn auf die theoretischen Grundlagen eingegangen.
Dabei erfolgt zunächst die Definition eines Lagrangepunktes. Zudem werden die wir-
kenden Kräfte zwischen Stern, Planet und einem Satelliten beschrieben, danach wird
der Mond ebenfalls hinzugefügt. Außerdem wird in den Grundlagen die Theorie des
Übergangszustandes und ihre Relevanz für diese Arbeit näher erläutert. Zuletzt wird auf
die Lagrange-Deskriptor-Analyse eingegangen.

In der Auswertung werden zu Beginn die wirkenden Kräfte zwischen den Himmelskörpern
durch das effektive Potential illustriert. Außerdem werden die Positionen der Lagrange-
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1 Einleitung

punkte gekennzeichnet und insbesondere der L2 betrachtet. Durch numerisches Integrieren
werden danach einige Trajektorien von Satelliten bestimmt, die sich in diesem System
befinden. Zuletzt werden durch die Lagrange-Deskriptor-Analyse die Bogenlänge an
verschiedenen Positionen in der Nähe der Lagrange-Punkte berechnet und illustriert.
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2 Grundlagen

Um die in der Einleitung beschriebenen Systeme zu verstehen, ist es essenziell, sich
mit den theoretischen Grundlagen vertraut zu machen. Dazu werden zu Beginn die
Lagrangepunkte definiert und ihre Verhalten erläutert. Außerdem wird zunächst das
Dreikörperproblem mit Stern, Planet und Satellit modelliert und dieses System dann um
den Mond auf ein Vierkörperproblem erweitert. Anschließend werden die Theorie des
Übergangszustandes sowie die Berechnung des Lagrangedeskriptors betrachtet.

2.1 Definition von Lagrangepunkten

Wenn in einem System mehrere Primärkörper Gravitationskräfte aufeinander ausüben,
existieren Punkte, an denen sich diese Kräfte aufheben. An diesen Orten beträgt die
Nettokraft Null. Falls sich nun ein Satellit an dieser Stelle befindet, bleibt seine Position
relativ zu den Himmelskörpern konstant. Die Voraussetzung dafür ist, dass er durch seine
kleine Masse keine signifikante Gravitation auf die anderen Primärkörper ausübt.

Im System Stern-Planet existieren fünf dieser Punkte, welche Lagrangepunkte genannt
werden. Diese sind in Abbildung 1.2 zu sehen. Der Lagrangepunkt L1 liegt hierbei
zwischen dem Stern und dem Planeten. Da die Gravitationskraft des Sterns größer ist als
die des Planeten, befindet sich der L1 aufgrund des 1/r-Verhaltens des Potentials näher
an dem Planeten als an dem Stern. Dasselbe gilt auch für den Punkt L2, nur ist dieser
auf der anderen Seite des Planeten. Am Punkt L3 sind die Kräfte des Sterns und des
Planeten, wie beim L2, gleichgerichtet. Er befindet sich auf der gegenüberliegenden Seite
des Sterns. Im Gegensatz zu den bisherigen Lagrangepunkten sind die Punkte L4 und L5
nicht auf einer Linie mit dem Stern und dem Planeten, sondern unter einem Winkel von
ungefähr 60◦ zum Planeten.

Die Punkte L1, L2 und L3 sind Rang-1-Sattel und somit instabil, die Abweichung der
Position eines Satelliten von diesen Punkten nimmt mit der Zeit exponentiell zu.

Die Punkte L4 und L5 sind Rang-2-Sattel und damit auch instabil. Je nach Massen-
verhältnis zwischen den Primärkörpern ist es durch die Corioliskraft jedoch möglich,
Lyapunov-stabile Bahnen zu erzeugen. Falls sich ein kleiner Körper, wie ein Satellit,
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2 Grundlagen

an den Punkten L4 und L5 befindet, rotiert dieser mit der gleichen Frequenz wie die
Himmelskörper und ändert seine Position relativ zu ihnen nicht.

Um den Einfluss des Mondes zu untersuchen, beschränken wir uns auf einen Lagrange-
punkt. Hierbei entfällt der L3, da die Distanz zum Mond und zum Planeten zu groß
ist. Dadurch ist der Einfluss der beiden Primärkörper auf Trajektorien, die an diesem
Punkt starten, gering. Außerdem entfallen die beiden Punkte L4 und L5, da diese keinen
Rang-1-Sattel aufweisen. Es wird der L2 gewählt, weil er weiter entfernt von dem starken
Gravitationsfeld des Sterns ist als der L1 [3]. Außerdem ist er tendenziell wichtiger für
reale Satellitenmissionen [4]. In den folgenden Kapiteln wird auf die Entstehung von
Lagrangepunkten eingegangen.

2.2 Dreikörperproblem

Wie in dem Abschnitt 2.1 erwähnt wird, entstehen durch das System Stern-Planet
fünf Lagrangepunkte. Wird nun ein System bestehend aus dem Stern, einem Planeten
und einem Satelliten betrachtet, stellt dies ein Dreikörperproblem dar, welches ohne
Approximationen nicht lösbar ist. Wird der Stern als Masse MS, der Planet als Masse
MP sowie rS und rP als die jeweiligen Positionen der Himmelskörper definiert, dann wird
die ausgeübte Kraft auf den Satelliten mit Masse m und Position r bestimmt durch

F = − GMSms

|rs − rS|3
(rs − rS)−

GMPms

|rs − rP|3
(rs − rP) (2.1)

mit der Gravitationskonstante G des jeweiligen Himmelskörpers [5]. Nun werden die
Bewegungsgleichungen der Form

F = ms
d2rs

dt2
(2.2)

gelöst, wobei die stationären Lösungen als Lagrangepunkte definiert sind [6]. In Abbil-
dung 2.1 ist das beschriebene Dreikörperproblem zu sehen. Die Vektoren zu den Körpern
starten hierbei vom Massenschwerpunkt. Die Verbindungslinie zwischen Stern und Planet
ist die x-Achse. Diese Art von Koordinatensystem wird synodisch genannt [7]. Wird die
Masse des Satelliten so klein gewählt, dass sie keinen gravitativen Einfluss auf die anderen
Himmelskörper hat, ist das Dreikörperproblem analytisch lösbar, da sich die Bewegung
der Primärkörper separieren lassen. Dies wird das eingeschränkte Dreikörperproblem
genannt [8].
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2.3 Erweiterung auf das Vierkörperproblem

MS MP

ms

r s

rS rP

1
Abbildung 2.1: Das Dreikörperproblem mit dem Stern als Masse MS, dem Planeten als
Masse MP und dem Satelliten als Masse ms.

2.3 Erweiterung auf das Vierkörperproblem

Wird zusätzlich der Mond des Planeten berücksichtigt, so wird das Dreikörperproblem
um einen Primärkörper erweitert, sodass sich ein Vierkörperproblem ergibt, wie es in
Abbildung 1.2 dargestellt ist. Der Mond stellt hierbei eine zeitabhängige Störung des
Systems dar.

Die Beschreibung dieses Systems basiert auf Referenz [9]. In dieser werden zwei Pa-
rametersätze untersucht, die in Tabelle 2.1 wiedergegeben werden. In dieser Arbeit
werden die Parameter nach dem Strong-Driving-Modell verwendet. Diese sind dimen-
sionslos und entstehen durch das synodische Koordinatensystem mit Bezug auf das
Stern-Baryzentrum-System.

Da das System Stern-Planet-Mond-Satellit ein Vierkörperproblem beschreibt, ist dieses
nicht ohne weitere Näherungen lösbar. Um das Problem zu lösen, wird angenommen, dass
sich der Planet und der Mond um ein gemeinsames Baryzentrum drehen. Diese beiden
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2 Grundlagen

Tabelle 2.1: Parametervergleich zwischen dem Strong-Driving-Modell und dem Solar-
System-Modell.

Formelzeichen Definition des Parameters Strong-Driving-
Modell

Solar-System-
Modell

a Distanz zwischen Planet und Mond 0,1 2,570 · 10−3

µ Primärer Massenparameter 0,1 3,040 · 10−6

µ̃ Sekundärer Massenparameter 0,1 1,215 · 10−2

Tabelle 2.2: Massen und Mondfrequenz im Strong-Driving-Modell und Solar-System-
Modell.

Formelzeichen Definition des Parameters Strong-Driving-
Modell

Solar-System-
Modell

MS = 1− µ Sternmasse 0,9 0,999 997

MB = µ Baryzentrenmasse 0,1 3,040 · 10−6

MP = µ(1− µ̃) Planetenmasse 0,09 3,003 · 10−6

MM = µµ̃ Mondmasse 0,01 3,695 · 10−8

ω =
√

µ/a3−1 Synodische Mondfrequenz 9 12,387

Himmelskörper und der Stern umkreisen gemeinsam den Schwerpunkt des Gesamtsystems
Stern-Planet-Mond. Im Gesamtsystem wird das System Planet-Mond als ein Körper
lokalisiert im Baryzentrum betrachtet. Außerdem wird, wie bereits beschrieben, die Masse
des Satelliten so klein gewählt, dass der Einfluss der Gravitationskraft auf die Himmels-
körper annähernd entfällt [7, 9]. Die in Gleichung (2.1) eingeführte Gravitationskonstante
wird auf G = 1 gesetzt. Mit diesen Parametern werden unter anderem die Massen der
Himmelskörper definiert, welche in Tabelle 2.2 aufgeführt sind. Hierbei hängen die Massen
über

MS +MB = MS +MP +MM = 1 (2.3)

mit MB = MP +MM zusammen. Die Positionen der Himmelsobjekte sind RS = −µêx,
RB = (1− µ)êx, RP = RB − aµ̃êθ und RM = RB + a(1− µ̃)êθ mit

êθ =

(
cos θ

sin θ

)
, (2.4)

wobei θ = ωt mit der Zeit t und der definierten Mondfrequenz ω ist. Der sich verändernde
Ortsvektor ist gegeben durch

r(t) =

(
x(t)

y(t)

)
. (2.5)
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2.4 Theorie des Übergangszustandes

Relativ zu den jeweiligen Himmelskörpern befindet sich der Satellit am Ort

rj = r −Rj (2.6)

mit j ∈ {S,P,M}. Durch die Primärkörper entsteht ein Potential, welches durch

V = −1− µ

rS
− µ(1− µ̃)

rP
− µµ̃

rM
(2.7)

beschrieben wird. Um die Bewegungsgleichungen zu lösen, die im Nachfolgenden eingeführt
werden, wird zunächst das effektive Potential

Veff = −r2

2
− 1− µ

rS
− µ(1− µ̃)

rP
− µµ̃

rM
(2.8)

aufgestellt. Der Term −r2/2 resultiert hierbei aus der Transformation in das rotierende
Bezugssystem. Um die Bahnen der Trajektorien zu bestimmen, werden die Bewegungs-
gleichungen aufgestellt. Diese lauten für die Koordinate x

ṗx = ẍ− 2ẏ = −∂Veff

∂x
(2.9)

und für die Koordinate y

ṗy = ÿ + 2ẋ = −∂Veff

∂y
, (2.10)

wobei die Terme 2ẋ und −2ẏ aufgrund der Corioliskraft in dem rotierenden Bezugssystem
entstehen. Die Herleitung der Bewegungsgleichungen wird in Referenz [10] durchgeführt.
Die jeweiligen Ableitungen des effektiven Potentials sind durch

∂Veff

∂x
=

∑
k∈{S,P,M}

Mk

r3k
rk · êx − x (2.11)

und
∂Veff

∂y
=

∑
k∈{S,P,M}

Mk

r3k
rk · êy − y (2.12)

gegeben.

2.4 Theorie des Übergangszustandes

Das effektive Potential (2.8) besitzt Sattel und ist eine Analogie zu vielen Potentialen aus
der Chemie, wo Quasiteilchen einen Sattel überqueren. Um die Dynamik in der Umgebung
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2 Grundlagen
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Aktivierungsenergie

Abbildung 2.2: Die freie Energie in Abhängigkeit von der Reaktionskoordinate. Auf
der linken Seite befindet sich der Reaktant, auf der rechten Seite das Produkt. Diese
werden durch den Übergangszustand am Maximum der Barriere getrennt, welches durch
das schwarze Kreuz dargestellt wird. Die benötigte Energie, die der Reaktant aufbringt,
um zum Produkt zu werden, ist die Aktivierungsenergie.

solcher Sattel zu behandeln, wird in der Chemie die Theorie des Übergangszustandes
genutzt, welche sich ebenfalls in der Himmelsmechanik anwenden lässt.

Die Theorie des Übergangszustandes (engl. Transition State Theory, TST ) entstammt
der Chemie und modelliert Reaktionsgeschwindigkeiten chemischer Reaktionen. Bei der
Theorie geht es darum, dass die Produkt- und Reaktantbereiche des Konfigurationsraums
durch eine Trennfläche getrennt werden. Die Trennfläche ist eine Hyperfläche mit Ko-
dimension 1, welche für diese Arbeit im System ohne Mond dem L2-Sattel entspricht.
Wie in Abbildung 2.2 zu erkennen ist, trennt das Maximum des Potentials den Kon-
figurationsraum in die zwei Bereiche. Der Zustand eines Körpers ändert sich, falls die
Trajektorie als Reaktant startet und die Aktivierungsenergie aufbringt, um das Maxi-
mum, den Übergangszustand, zu überwinden, sodass sie als Produkt endet. Analog dazu

14



2.4 Theorie des Übergangszustandes

Abbildung 2.3: Darstellung des Systems im Phasenraum für den eindimensionalen
Fall, wobei der Übergangszustand durch die Koordinate xDS beschrieben wird. Hierbei
stellen Ws die stabilen und Wu die instabilen Mannigfaltigkeiten des Systems. Links vom
xDS befinden sich Reaktanten und rechts vom xDS die Produkte. Die Bereiche I bis IV
klassifizieren Trajektorien, welche sich qualitativ unterschiedlich verhalten. Die Bereiche
I und III sind hierbei nichtreaktiv, die Bereiche II und IV sind reaktiv. Das Bild ist aus
Referenz [10] übernommen.

überwindet eine Trajektorie, die als Produkt startet, das Maximum, wenn sie auch hier
die Aktivierungsenergie aufbringt. Dabei endet sie als Reaktant. Reaktanten entsprechen
hierbei Satelliten, die sich innerhalb der Hill-Sphäre befinden, welche sich zwischen den
Lagrangepunkten L1 und L2 erstreckt [11]. Wenn sie die Hill-Sphäre verlassen, ändern
sie ihren Zustand und werden zum Produkt. Der Ort am Maximum entspricht dem
Übergangszustand zwischen Reaktant und Produkt, sodass dieser keiner der beiden
Zustände zugeordnet wird.

Diese Betrachtung ist nur für den statischen Fall gültig. Wird das System dynamisch,
das heißt zeitlich getrieben, modelliert, kann das Teilchen auf dem Sattel periodisch
oszillieren und es ist unklar, ob das Teilchen aus der Reaktion als Reaktant oder als
Produkt hervorgehen wird [12]. Um demnach die Reaktion des Teilchens zu untersuchen,
wird außerdem die Geschwindigkeit betrachtet, sodass das System im Phasenraum
dargestellt wird, wie in Abbildung 2.3 zu sehen ist. Im Bereich I starten Trajektorien als
Produkt und werden am Sattel reflektiert, da diese nicht genug Energie besitzen, um
das Potential zu überwinden. Im Bereich II startet die Trajektorie als Reaktant und
bringt genügend Energie auf, um das Potential zu überwinden. Analog dazu starten
Trajektorien in III als Reaktant, haben jedoch zu wenig Energie und werden am Sattel
reflektiert. Im Bereich IV starten Trajektorien als Produkt und überwinden den Sattel,
da sie genügend Energie besitzen.
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2 Grundlagen

Die Linien Ws und Wu stellen die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten des Systems
dar. Trajektorien werden weder reflektiert noch überwinden sie den Sattel. Für vorwärts
gerichtete Zeit wird der Übergangszustand von Trajektorien, die sich auf der Linie Ws

befinden, für t → ∞ erreicht. Analog dazu erreichen Trajektorien, die sich auf der Linie
Wu befinden, den Übergangszustand für t → −∞. Der Übergangszustand, welcher sich
in der Mitte befindet, ist die NHIM (normally hyperbolic invariant manifold), welche
eine invariante Mannigfaltigkeit bezeichnet. Dies bedeutet, dass Trajektorien, die auf ihr
starten, immer auf der NHIM bleiben. [10, 13, 14].

2.5 Lagrange-Deskriptor

Um Phasenraumstrukturen dynamischer Systemen zu untersuchen, kann der Lagrange-
Deskriptor verwendet werden. Hierzu wird zunächst die zeitliche Ableitung vom Ort x

als
dx
dt

= v(t) (2.13)

mit x ∈ Rn, t ∈ R eingeführt, wobei v die Geschwindigkeit ist [15]. Die Bogenlänge in
vorwärts gerichteter Zeit wird nun durch

Lf (x0, t0)v,τ =

∫ t0+τ

t0

√√√√ n∑
i=1

(
dxi(t)

dt

)2

dt =
∫ t0+τ

t0

∥v(t)∥ dt (2.14)

berechnet. Analog dazu wird die Bogenlänge in rückwärts gerichteter Zeit durch die
Gleichung

Lb(x0, t0)v,τ =

∫ t0

t0−τ

√√√√ n∑
i=1

(
dxi(t)

dt

)2

dt =
∫ t0

t0−τ

∥v(t)∥ dt (2.15)

bestimmt [16]. Durch Addieren beider Bogenlängen ergibt sich eine totale Bogenlänge
von

L(x0, t0)v,τ = Lf (x0, t0)v,τ + Lb(x0, t0)v,τ =

∫ t0+τ

t0−τ

∥v(t)∥ dt. (2.16)

Der Lagrange-Deskriptor ist demnach die euklidische Bogenlänge einer Trajektorie im Pha-
senraum, die zwischen der Zeit t0− τ bis t0+ τ berechnet wird. Die Anfangsposition wird
hierbei durch den Vektor x0, die Anfangszeit durch t0 und die Anfangsgeschwindigkeit
durch v0 beschrieben. Die Bogenlänge wird hier durch die Integration des Geschwindig-
keitsvektors v über die Zeit ermittelt. Durch diese Methode werden die stabilen und
instabilen Mannigfaltigkeiten des betrachteten Systems charakterisiert [17]. Um dies und
demnach die Verwendung des Lagrange-Deskriptors nahezulegen, wird das Verfahren
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2.5 Lagrange-Deskriptor

Abbildung 2.4: Der Lagrange-Deskriptor in vorwärts gerichteter Zeit links, rückwärts
gerichteter Zeit in der Mitte und der totale Lagrange-Deskriptor rechts für das lineare
Hamilton-Sattel-System mit einem Freiheitsgrad. Die Abbildung ist aus Referenz [18]
übernommen.

anhand eines einfachen Beispiels veranschaulicht, einem System mit einem Freiheitsgrad.
Der Hamiltonian ist hierbei durch

H =
1

2
(p2 − q2) (2.17)

gegeben, wodurch die kanonischen Gleichungen zu

q̇ =
∂H

∂p
= p,

ṗ = −∂H

∂q
= q

(2.18)

resultieren. Mit der Anfangsbedingung x(t0) = (q0; p0)
⊺ ergeben sich die analytischen

Lösungen zu

q(t) = q0 cosh (t) + p0 sinh (t),

p(t) = p0 cosh (t) + q0 sinh (t).
(2.19)

Der zugehörige Lagrange-Deskriptor ist in Abbildung 2.4 zu sehen. Es ist zu erkennen,
dass sich das System im Ursprung in einem hyperbolischen Gleichgewichtspunkt befindet.
Das heißt, die Trajektorien, die im Ursprung mit q = 0 und p = 0 starten, sind
in einem instabilen Gleichgewicht, bei dem sie auf dem Sattel verharren. Dadurch
legen sie keine Strecke zurück. Die stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten sind
durch p = ±q gegeben. Wird ein Punkt auf der stabilen Mannigfaltigkeit, das heißt
auf der Geraden q = −p, herausgenommen und über die Zeit in Vorwärtsrichtung
integriert, ergibt sich, dass die Bogenlänge zum Ursprung konvergiert. Wird dahingegen
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2 Grundlagen

ein Punkt weiter weg, welcher sich nicht auf der Linie befindet, herausgenommen, wird
nach der Berechnung des Deskriptors festgestellt, dass die Bogenlänge viel größer ist,
da das System nicht auf der stabilen Mannigfaltigkeit startet. Dadurch entsteht der
Kontrast in der Abbildung 2.4. Analog dazu ergibt sich dieselbe Argumentation bei
Betrachtung der instabilen Mannigfaltigkeiten auf der Geraden q = p durch Integration
in Rückwärtsrichtung [18].

Ein in Referenz [18] vorgeschlagener alternativer Lagrange-Deskriptor ergibt sich, wenn
die Geschwindigkeit mit einer Zahl p ∈ (0, 1] potenziert wird, bevor sie integriert wird.
Dies ist in Gleichung (2.20) beschrieben.

Lp(x0, t0) =

∫ t0+τ

t0−τ

∥v(t)∥p dt , p ∈ (0, 1] (2.20)

Um Zahlen größer als 1 zu verwenden, wird die Gleichung (2.20) zu

Lp(x0, t0) =

(∫ t0+τ

t0−τ

∥v((t)∥p dt
) 1

p

, p > 1 (2.21)

erweitert. Durch die Variation von p ist es möglich, Strukturen im Phasenraum besser zu
erkennen, was in dem Abschnitt 3 näher erläutert wird.
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3 Auswertung

Mit den theoretischen Grundlagen ist es nun möglich, die in Abschnitt 2 genannten
Systeme zu modellieren. Dazu wird zunächst das effektive Potential im System Stern-
Planet-Mond zu einer festen Zeit betrachtet und dargestellt. Außerdem werden einige
Trajektorien von Satelliten mit unterschiedlichen Anfangsbedingungen über die Zeit pro-
pagiert. Der weitere Teil der Auswertung beschäftigt sich mit dem Lagrangedeskriptor, mit
und ohne Einfluss des Mondes für unterschiedliche Lagrangepunkte und unterschiedliche
Parameter.

3.1 Das effektive Potential

Das in Gleichung (2.8) eingeführte statische, effektive Potential Veff ist in Abbildung 3.1
dargestellt. Statisch heißt in diesem Zusammenhang, dass der Planet und der Mond sich
auf einer festen Position befinden. Die Abbildung 3.1 zeigt von links nach rechts den Stern,
den Mond und den Planeten und das durch diese Himmelskörper entstehende Potential
durch Konturlinien zur Zeit t = 3T/8 = π/12 mit der Umlaufdauer T = 2π/ω = 2π/9.
Es ist zu erkennen, dass an den Orten der Primärkörper die kleinste potentielle Energie
herrscht, welche mit zunehmendem Abstand wächst.

Wie bereits in Abschnitt 2.1 erwähnt, entstehen durch diese Primärkörper fünf Gleich-
gewichtspunkte, die Lagrangepunkte genannt werden. Die Positionen dieser Punkte
sind in der Abbildung 3.2 markiert. Die Koordinaten aller fünf Lagrangepunkte sind
in Tabelle 3.1 eingetragen. Um das genauere Verhalten des Potentials in der Nähe des
L2-Punktes zu betrachten, wird ein vergrößerter Ausschnitt des Systems Planet-Mond-L2
mit mehr Konturlinien in Abbildung 3.3 dargestellt. Wie hier zu sehen ist, gibt es am
L2 einen Rang-1-Sattel, der Gradient von Veff ist demnach Null. Dies bedeutet, dass die
Gravitationskräfte der Primärkörper sowie die Zentrifugalkraft sich aufheben. Die exakte
Position des L2 ohne Berücksichtigung des Mondes wird bestimmt, indem das effektive
Potential Veff zur Zeit t = π/12 gegen die Koordinate x bei y = 0 aufgetragen wird, wobei
das Maximum dem L2 entsprecht. Dies ist in Abbildung 3.4 dargestellt. Das Maximum
ist mit einem schwarzen Kreuz versehen und hat die Koordinaten (1,2604; 0)⊺.
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Abbildung 3.1: Das durch den Stern, den Mond und den Planeten entstehende statische
Potential (2.8) zur Zeit t = π/12. Die Himmelskörper sind dabei von links nach rechts
der Stern, der Mond und der Planet. Außerdem ist ein vergrößerter Ausschnitt der
Planet-Mond-Wechselwirkung zu sehen, um diese genauer zu erkennen.

Tabelle 3.1: Die Positionen aller fünf Lagrangepunkte, die in Abbildung 3.2 dargestellt
sind.

Lagrangepunkt x y

L1 0,61 0
L2 1,26 0
L3 -1,04 0
L4 0,52 0,79
L5 0,52 -0,79

3.2 Bestimmung von Trajektorien durch numerisches
Integrieren

Mithilfe des Runge-Kutta-Verfahrens vierter Ordnung, welches im Anhang A näher
erläutert wird, werden die in den Gleichungen (2.9) und (2.10) eingeführten Bewe-
gungsgleichungen mit unterschiedlichen Anfangsbedingungen x0, y0, vx,0 und vy,0 im
Zeitintervall von t = 0 bis t = 5 gelöst. Um die passende Integrationsschrittweite δt zu
wählen, werden in Abbildung 3.5 für dieselben Anfangsbedingungen x0 = 0,75, y0 = 0,25,
vx,0 = 0 und vy,0 = 0 vier Trajektorien mit unterschiedlichem δt zwischen 10−1 und 10−4

untersucht. Es ist zu erkennen, dass bereits für δt = 10−2 die Trajektorie mit der Trajek-
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Abbildung 3.2: Alle fünf Lagrangepunkte, die durch das System Stern-Planet-Mond
entstehen zur Zeit t = π/12. In der Mitte befindet sich der Stern und rechts der Planet
sowie der Mond. Außerdem wird das durch die Himmelskörper entstehende statische
Potential (2.8) durch Konturlinien veranschaulicht.

torie für noch kleinere Schrittweiten übereinstimmt. Erst die rote Trajektorie, welche mit
einer Schrittweite von δt = 10−1 einhergeht, ist ungenau und weist einen signifikanten
Unterschied zu den Trajektorien mit kleineren Schrittweiten auf. Um dennoch möglichst
genaues Bild zu bekommen, wird unter Berücksichtigung der Rechenzeit in der gesamten
Bachelorarbeit eine Schrittweite von δt = 10−4 verwendet. Nun wird im System Stern-
Planet-Mond ein Satellit betrachtet, welcher an unterschiedlichen Anfangspositionen
startet. Die zugehörigen Trajektorien sind in Abbildung 3.6 abgebildet. Hierbei stellen
die schwarzen Kreuze jeweils die Startpositionen der Satelliten dar. Die grüne Trajektorie
startet an der Position x0 = 0,75, y0 = 0,25, vx,0 = 0 und vy,0 = 0 und steht in der
Einflusssphäre des Planeten. Die Einflusssphäre beschreibt hierbei den Bereich, in der
die Gravitationskraft eines Primärkörpers die Dynamik dominiert [19]. Nachdem der
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Abbildung 3.3: Das Verhalten des statischen Potentials (2.8) in der Nähe des L2 zur
Zeit t = π/12. Links sind der Planet und der Mond zu erkennen.
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Abbildung 3.4: Statisches effektive Potential (2.8) in Abhängigkeit von der Koordinate
x mit der Koordinate y = 0. Am schwarzen Kreuz befindet sich das Minimum, welches
dem L2 entspricht.
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Abbildung 3.5: Vier Trajektorien mit identischen Anfangsbedingungen, jedoch mit vier
unterschiedlichen Integrationsschrittweiten δt, um den Einfluss auf die Trajektorie zu
untersuchen. In der Mitte befindet sich der Planet, welcher vom Mond umkreist wird.
Außerdem ist das statische Potential (2.8) zur Zeit t = π/12 zu erkennen.

Satellit einen halben Umlauf durchführt, verlässt er seinen Orbit um den Planeten und
wird in der Nähe des L2 so abgelenkt, dass er das System verlässt. Die blaue Trajektorie
hat die Anfangsbedingungen x0 = 1,31, y0 = 0, vx,0 = 0 und vy,0 = 0 und startet rechts
vom L2. Es ist zu erkennen, dass der Satellit hier sofort das System verlässt, ohne mit
den anderen Primärkörpern zu interagieren. Sowohl bei der blauen, als auch bei der
grünen Trajektorie ist zu erkennen, dass die Trajektorien nach Verlassen des Systems am
L2 durch die Corioliskraft nach rechts gekrümmt werden. Analog dazu startet die rote
Trajektorie links vom L2 am Ort x0 = 1,24, y0 = 0, vx,0 = 0 und vy,0 = 0 und bewegt
sich im Gegensatz zur blauen Trajektorie in der Einflusssphäre der Himmelsobjekte.
Hierbei bewegt sich der Satellit zunächst am Planeten vorbei, wird in der Nähe des L1
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Abbildung 3.6: Fünf Trajektorien, die an unterschiedlichen Positionen starten und unter
dem Einfluss des statischen Potentials (2.8) der Primärkörper zur Zeit t = π/12 stehen.
Die Startpositionen der Trajektorien werden durch ein schwarzes Kreuz dargestellt.

aufgrund der wirkenden Corioliskraft abgelenkt und umkreist danach den Stern. Die
orange Trajektorie beginnt bei x0 = 0,85, y0 = 0,4, vx,0 = 0 und vy,0 = 0 und wird von
dem Planeten angezogen. Da der Satellit jedoch in der Nähe des Planeten eine große
Geschwindigkeit besitzt, überwiegt die Corioliskraft und der Satellit wird in Richtung
L2 abgelenkt. Nachdem der Satellit im Bereich des L2 ist, verlässt auch er das System
Stern-Planet-Mond. Zuletzt startet die violette Trajektorie bei x0 = 0, 41, y0 = −0, 4,
vx,0=0 und vy,0 = 0 und befindet sich für die gesamte Zeit im Einflussbereich des Sterns
und außerhalb des Einflussbereichs des Planeten sowie des Mondes. Es ist zu sehen, dass
bei dieser Trajektorie Spitzen aufgrund der Corioliskraft entstehen. Alle betrachteten
Trajektorien haben die Anfangsgeschwindigkeit null, um nur den Einfluss der Gravita-
tionskräfte zu untersuchen. Um den Einfluss der Corioliskraft hervorzuheben, werden
in Abbildung 3.7 drei Satelliten rechts vom L2 an den Punkten (1,32; 0)⊺, (1,38; 0)⊺

und (1,44; 0)⊺ mit Anfangsgeschwindigkeiten null gestartet und ihre Trajektorien über
ein Zeitintervall von fünf Zeiteinheiten verfolgt. Es ist zu erkennen, dass der Satellit
jeweils das System nach rechts verlässt, da dieser sich außerhalb des Einflussbereichs der
Primärkörper befindet und somit die Zentrifugalkraft stärker wirkt. Die Trajektorie wird
jedoch aufgrund des rotierenden Koordinatensystems nach rechts gekrümmt in negative
y-Richtung bewegt. Die Bewegungsgleichung (2.10) zeigt ebenfalls, dass eine positive
Geschwindigkeit vx zu einer negativen Beschleunigung ÿ führt. Dies lässt sich dadurch
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Abbildung 3.7: Drei Trajektorien, die rechts vom L2 starten und durch das Potenti-
al (2.8) zur Zeit t = π/12 beeinflusst werden. Oben links ist der Stern und rechts der
Planet sowie der Mond zu erkennen.
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Abbildung 3.8: Links die Koordinaten x und y in Abhängigkeit von der Zeit t, wenn
ein Satellit am Punkt (1,26; 0)⊺ startet und die Trajektorie für eine Zeitdauer von t = 5

propagiert. Die gestrichelten Linien deuten an, dass die Koordinaten in den ersten
Zeiteinheiten annähernd konstant sind. Dies ist durch die Farbe Blau in allen Plots
gekennzeichnet. Rechts ist die Trajektorie im Ortsraum dargestellt, wobei der grüne Kreis
dem Planeten und das schwarze Kreuz dem L1 entspricht. Dass der Punkt nicht stabil
ist und der Satellit nach ungefähr t = 2,3 die Umgebung des L2 verlässt, wird durch die
Farbe Rot dargestellt.

begründen, dass durch das rotierende Bezugssystem die Corioliskraft auf den Satelliten
wirkt [10].

Um den Verlauf einer Trajektorie, welche am L2 ohne Berücksichtigung der Umlaufbahn
des Mondes mit den Koordinaten x = 1,260 und y = 0 startet, genauer zu untersuchen,
ist in der Abbildung 3.8 links der Verlauf der x-Koordinate sowie y-Koordinate einer
Trajektorie eines Satelliten, der am L2 mit der Anfangsgeschwindigkeit v = 0 startet,
visualisiert. Es wird ersichtlich, dass der Satellit für einige Zeiteinheiten annähernd
die Position beibehält, sich jedoch nach etwas mehr als zwei Zeiteinheiten in negative
x-Richtung bewegt und der x-Wert exponentiell kleiner wird und in beiden y-Richtungen
zunächst zwischen positiver und negativer Richtung oszilliert, aber dann Richtung
negative y-Richtung verschwindet. In derselben Abbildung 3.8 ist rechts die Trajektorie
im Ortsraum aufgeführt. Hier startet der Satellit am braunen Kreuz, wird zunächst
durch den Planeten in Grün und danach durch den L1, welcher durch das schwarze
Kreuz gekennzeichnet ist, abgelenkt. In allen Plots zeigt der erste Teil der Trajektorie,
welcher in Blau markiert ist, dass der Satellit sich ungefähr zwischen t = 0 und t = 2,3

am L2 befindet. Ab t = 2,3 verlässt der Satellit die Umgebung des L2. Dieser Teil der
Trajektorie wird in rot dargestellt.
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3.3 Anwendung des Lagrangedeskriptors

Nun wird der Lagrangedeskriptor, wie in Gleichung (2.16) beschrieben, in der Nähe des
L2 für eine Integrationszeit von τ = 2 berechnet. Dies wird zunächst von t = 0 bis t = −2

rückwärts in Abbildung 3.9 und von t = 0 bis t = 2 vorwärts in Abbildung 3.10 dargestellt.
Der rückwärts in der Zeit berechnete Lagrangedeskriptor zeigt hierbei die instabilen
Mannigfaltigkeiten, wohingegen der in der Zeit vorwärts berechnete Lagrangedeskriptor
die stabilen Mannigfaltigkeiten darstellt. Außerdem sind jeweils die fraktalen Strukturen
mit einer hohen Bogenlänge zu sehen. Durch das Kombinieren beider Integrale ergibt sich
somit ein totaler Lagrangedeskriptor, welcher über die Zeit t = −2 bis t = 2 berechnet
wird. Dieser ist in Abbildung 3.11 zu erkennen. Nun sind die stabilen und instabilen
Mannigfaltigkeiten des Systems zu sehen, wodurch sich auch Kreuzstrukturen bilden.
Es ist auffallend, dass am L2 ein lokales Minimum der Bogenlänge herrscht. Außerdem
bewirkt der Einfluss des Planeten und des Mondes, welche sich auf der linken Seite des
L2 befinden, eine erhöhte Bogenlänge. Hierbei kommt es unter anderem zu Slingshots
mit dem Mond. Dabei gerät der Satellit in die unmittelbare Nähe des Mondes. Aufgrund
der 1/r-Wechselwirkung sind die Kräfte in diesem Bereich stark, was zu einer starken
Beschleunigung des Satelliten führt [20]. Effektiv findet hierbei eine Energieübertragung
vom Mond auf den Satelliten statt. Da wir die Satellitenmasse klein gegenüber des
Mondes annehmen, übt der Satellit keinen Einfluss auf den Mond aus.

Um das Kreuz mit den stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten besser zu erkennen,
wird der Lagrangedeskriptor im Bereich von vx = −0,008 bis vx = 0,008 sowie von
x = 1,2575 bis x = 1,2625 in Abbildung 3.12 dargestellt. Der Abstand zum L2, um den
der Lagrangedeskriptor erstellt wird, wird demnach verkleinert, sodass der Einfluss der
Himmelskörper nicht mehr zu erkennen ist. Außerdem wird die Bogenlängenskala von
dem Maximalwert L = 5 auf den Maximalwert L = 0,2 reduziert, um den Kontrast
besser zu visualisieren. Um zu veranschaulichen, wie die unterschiedlichen Bogenlängen
zustande kommen, werden zwei Punkte aus Abbildung 3.11 gewählt, die unterschiedliche
Bogenlängen besitzen, der Punkt (1,26; 0)⊺ und der Punkt (1,15; 0)⊺. Nun werden ihre
Trajektorien verfolgt und wie in Abbildung 3.13 zu erkennen ist, besitzt der Punkt,
welcher am L2 startet und durch die orange Trajektorie dargestellt wird, eine kleinere
Bogenlänge, als der Punkt, welcher links vom L2 startet und durch die blaue Trajektorie
dargestellt wird. Die blaue Trajektorie besitzt hierbei aufgrund der Tatsache, dass es sich
um ein rotierendes Bezugssystem handelt und die damit verbundene Corioliskraft wirkt,
eine große Bogenlänge. In Abbildung 3.14 werden zwei Punkte herausgenommen, die
dicht beieinander starten und ihre Trajektorien verfolgt. So startet die rote Trajektorie,
welche links durch das rote Kreuz dargestellt ist, am Punkt (1,26; 0)⊺. Dicht daneben
am Punkt (1,25; 0)⊺ startet die orange Trajektorie und wird im linken Bild durch das
orange Kreuz beschrieben. Es ist zu erkennen, dass beide Trajektorien den ungefähr
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Abbildung 3.9: Der Lagrangedeskriptor Lb rückwärts in der Zeit: Die Bogenlängen
in Abhängigkeit von der Geschwindigkeit vx und der Koordinate x bei y = 0 und
vy = 0. Hierbei werden die Bogenlängen L mehrerer Trajektorien mit unterschiedlichen
Anfangsbedingungen in der Nähe des L2 rückwärts zwischen t = 0 und t = −2 be-
stimmt. Der rückwärts in der Zeit integrierte Lagrangedeskriptor stellt die instabilen
Mannigfaltigkeiten dar.

selben Verlauf in den ersten Zeiteinheiten haben. In der Nähe des Planet-Mond-Systems
wird der Satellit der roten Trajektorie durch den Mond beeinflusst und in der Nähe des
L1 abgelenkt. Auch der Satellit der orangen Trajektorie wird durch den Mond beeinflusst,
jedoch so, dass er in Richtung Planeten abgelenkt wird. Um diesen legt er dann eine halbe
Umdrehung zurück und die Trajektorie wird danach auch hier aufgrund der Corioliskraft
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Abbildung 3.10: Der Lagrangedeskriptor Lf vorwärts in der Zeit: Die Bogenlängen
in Abhängigkeit von der Geschwindigkeit vx und der Koordinate x bei y = 0 und
vy = 0. Hierbei werden die Bogenlängen L mehrerer Trajektorien mit unterschiedlichen
Anfangsbedingungen in der Nähe des L2 vorwärts zwischen t = 0 und t = 2 bestimmt. Der
vorwärts in der Zeit integrierte Lagrangedeskriptor stellt die stabilen Mannigfaltigkeiten
dar.

nach rechts gekrümmt. Wie in Abschnitt 2.5 erwähnt wird, führt die Variation vom
Parameter p in Gleichung (2.20) auf alternative Lagrangedeskriptoren. Um dies genauer
zu untersuchen, wird hierzu für verschiedene p der Lagrangedeskriptor bestimmt. In
Abbildung 3.15 ist dies für p = 0,1, p = 0,25, p = 0,5 und p = 0,75 dargestellt. Es
ist zu erkennen, dass für kleinere p die Strukturen dünner werden und sie aufgrund
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Abbildung 3.11: Der Lagrangedeskriptor zeitlich rückwärts in Abbildung 3.9 und
der Lagrangedeskriptor zeitlich vorwärts in Abbildung 3.10 in der Nähe des L2 werden
kombiniert und bilden einen totalen Lagrangedeskriptor (Gl. 2.16), welcher über die Zeit
t = −2 bis t = 2 bestimmt wird.

der limitierten Auflösung nicht mehr so deutlich zu sehen sind. Gleichzeitig werden die
Strukturen schärfer, was es erleichtert, die genaue Position des betrachteten Punktes zu
bestimmen. Analog dazu wird für einige p > 1 der Lagrangedeskriptor berechnet und in
Abbildung 3.16 exemplarisch für p = 3 sowie p = 10 dargestellt. Hier ist zu erkennen,
dass mit steigendem p der Einfluss der Himmelskörper sichtbarer wird, sodass das Kreuz
weiter in den Hintergrund gerät [16]. Wird über ein zu großes Zeitintervall integriert,
wie in Abbildung 3.17 links für τ = 10 zu erkennen ist, werden die Bogenlängen viel
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Abbildung 3.12: Der totale Lagrangedeskriptor im Bereich vx = −0,008 und vx = 0,008

sowie x = 1,2575 und x = 1,2625, um das lokale Minimum am L2 aus Abbildung 3.11
besser zu erkennen.

größer. Damit der Kontrast höher ist, wird die Bogenlängenskala somit auf 300 erweitert.
Das bedeutet jedoch auch, dass das Kreuz nicht mehr sichtbar ist, da die Bogenlänge
an diesen Positionen nur klein sind, wenn die Integrationszeit klein gewählt wird. Dies
liegt daran, dass die Position des Satelliten am L2 für die ersten Zeiteinheiten annähernd
konstant ist. Danach verlässt der Satellit die Umgebung des L2 und die Trajektorie hat
somit eine große Bogenlänge bei großer Integrationszeit. Das unklare Bild bei zu großer
Integrationszeit lässt sich auch auf numerische Ungenauigkeiten zurückführen, welche
mit steigendem τ größer werden.

31



3 Auswertung

1.2 1.3
x

−0.050

−0.025

0.000

0.025

0.050

v x

2

4

L

−5 0
x

−4

−2

0

2

y

Abbildung 3.13: Zwei Punkte des Lagrangedeskriptors werden herausgenommen und
ihre Trajektorien betrachtet. Dazu wird ein Punkt am L2 ohne Berücksichtigung des
Mondes genommen, das mit einem orangen Kreuz versehen ist. Dieser wird rechts durch
die orange Trajektorie dargestellt. Außerdem wird ein Punkt genommen, der eine große
Bogenlänge hat. Dieser ist links mit einem blauen Kreuz versehen und wird rechts durch
die blaue Trajektorie gekennzeichnet.
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Abbildung 3.14: Zwei Punkte des Lagrangedeskriptors, die direkt nebeneinander starten,
werden herausgenommen und ihre Trajektorien betrachtet. Dazu wird ein Punkt am
Minimum genommen, das mit einem roten Kreuz versehen ist. Dieser wird rechts durch
die roten Trajektorie dargestellt. Außerdem wird ein Punkt genommen, der ∆x = 0,01

links vom Minimum startet. Dieser ist mit einem orangen Kreuz versehen und wird
rechts durch die orange Trajektorie gekennzeichnet. Rechts sind außerdem der L1 und
der Planet in Grün abgebildet.
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Abbildung 3.15: Der totale Lagrangedeskriptor in der Nähe des L2 von oben links nach
unten rechts in Leserichtung mit steigendem Exponenten p mit p = 0,1, p = 0,25, p = 0,5

und p = 0,75.

Wird dahingegen die Integrationszeit zu klein gewählt, ist in der Abbildung 3.17 rechts
für τ = 0,3 zu erkennen, dass auch die Bogenlänge an jeder Position klein ist, da die
Satelliten überall keinen großen Weg hinlegen, sodass auch hier das Kreuz nicht mehr klar
erkennbar ist. An jeder Position beträgt der Wert der Bogenlänge weniger als 0,15, die
Bogenlängen unterscheiden sich demnach nicht mehr stark. Analog zum L2 ist das Kreuz
und das lokale Minimum am L1 in Abbildung 3.18 dargestellt. Nun sind der Planet und
der Mond jedoch auf der rechten Seite, sodass sich die Bogenlängen dort aufgrund der
gravitativen Wechselwirkung erhöhen. Außerdem ist leicht zu erkennen, dass in der Nähe
der Koordinate x = 0,5 der Stern ebenfalls zur Erhöhung der Bogenlänge beiträgt. In
Abbildung 3.19 ist der Lagrangedeskriptor in der Nähe des L3 zu erkennen. Die Skala der
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Abbildung 3.16: Der totale Lagrangedeskriptor in der Nähe des L2 mit p = 3 links
und p = 10 rechts.
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Abbildung 3.17: Links der totale Lagrangedeskriptor in der Nähe des L2 mit einer
Integrationszeit zwischen t = −10 bis t = 10. Eine zu große Integrationszeit führt dazu,
dass das Kreuz nicht mehr klar erkennbar ist. Rechts der Lagrangedeskriptor in der
Nähe des L2 mit einer Integrationszeit zwischen t = −0, 3 bis t = 0, 3. Eine zu kleine
Integrationszeit führt auch hier dazu, dass das Kreuz nicht mehr klar erkennbar ist. Das
Kreuz ist noch vorhanden, geht jedoch in anderen Strukturen unter.
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Abbildung 3.18: Der totale Lagrangedeskriptor in der Nähe des L1, welcher über die
Zeit t = −2 und t = 2 bestimmt wird.

Bogenlänge wird hier angepasst, sodass sie nur noch bis L = 1 geht. Dies liegt daran, dass
der Planet und der Mond so weit entfernt vom L3 sind, dass der Einfluss dieser beiden
Körper vernachlässigbar ist. Dadurch legt der Satellit an jeder Position in der Nähe des
L3 keinen großen Weg zurück. Es ist jedoch zu erkennen, dass die Gravitationskraft des
Sterns die Trajektorien leicht beeinflusst, da auf der rechten Seite die Bogenlängen größer
sind als an den anderen Orten.
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Abbildung 3.19: Der totale Lagrangedeskriptor in der Nähe des L3, welcher über die
Zeit t = −2 bis t = 2 bestimmt wird.

3.4 Einfluss des Mondes

Wie bereits erwähnt, ist das betrachtete System dynamisch, das heißt, es ist zeitabhängig.
Die beiden Himmelskörper Planet und Mond verändern ihre Position im Laufe der Zeit,
wie in Abbildung 3.20 dargestellt ist, wobei die Umlaufbahnen durch die gestrichelten
Linien gekennzeichnet sind. Die Positionsänderung des Mondes verursacht hierbei eine
zeitabhängige Störung des Systems. Um die Lagrangedeskriptoren zu vergleichen, werden
in Abbildung 3.21 der Lagrangedeskriptor links mit dem Mond und rechts ohne den
Mond dargestellt. Es ist zu erkennen, dass es ohne Mond weniger Bereiche mit großen
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Abbildung 3.20: Die Umlaufbahnen des Planeten und des Mondes, welche durch die
gestrichelten Linien gekennzeichnet werden. Die roten Punkte stellen die Positionen der
Himmelskörper zur Zeit t = π/12 dar.

Bogenlängen gibt. Links starten aufgrund der Wirkung des Planeten zwar immer noch
viele Satelliten, deren Trajektorie eine große Bogenlänge besitzen, jedoch sind in der
Nähe des L2 aufgrund des fehlenden Mondes die Bogenlängen klein. Die Bereiche werden
klarer voneinander getrennt und es sticht nur ein weiteres Kreuz dazwischen heraus.
Dieses Kreuz scheint sogar mit dem Mond schwächer zu werden oder sich zu verschieben.
Mit dem Mond gibt es mehr Bereiche, die Struktur ist demnach generell komplexer. Dies
ist dadurch zu sehen, dass sich viele Kreuzstrukturen überlagern.
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Abbildung 3.21: Links ist der totale Lagrangedeskriptor mit dem Mond und rechts der
totale Lagrangedeskriptor ohne den Mond abgebildet.
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4 Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war es, die klassische Dynamik von Satelliten im System Stern-Planet-
Mond in der Nähe des Lagrangepunktes L2 mittels der Lagrange-Deskriptor-Analyse zu
untersuchen. Hierzu wurde zunächst das durch die Himmelskörper Stern, Planet und Mond
entstandene Potential aufgestellt und die dadurch abgeleiteten Bewegungsgleichungen
wurden numerisch durch das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung gelöst. Hierbei
wurde die Position des Mondes als zeitabhängig betrachtet, der gravitative Einfluss und
somit die Position des L2 variieren demnach mit der Zeit. Durch das numerische Lösen
war es möglich, Trajektorien aufzuzeichnen und somit das Verhalten von Satelliten in
der Nähe und außerhalb des L2-Punktes zu analysieren. Neben dem L2 wurden auch
andere Lagrangepunkte betrachtet und ihre Positionen ermittelt. Um das Verhalten von
Satelliten an den Lagrangepunkten zu überprüfen, wurde im Phasenraum die Bogenlänge
an jeder Position in der Nähe des jeweiligen Punktes betrachtet und es war zu sehen, dass
an den Lagrangepunkten die geringste Bogenlänge in den ersten Zeiteinheiten bestand.
Dies wurde für eine Integrationszeit von t = −2 bis t = 0 und t = 0 bis t = 2 durchgeführt.
Es war zu sehen, dass eine zu große und zu kleine Integrationszeit dazu führte, dass das
Kreuz nicht mehr erkennbar war.

In zukünftigen Arbeiten sollte untersucht werden, wie das System sich für drei Dimensio-
nen verhält, da sich in dieser Arbeit auf zwei Dimensionen beschränkt wurde. Darüber
hinaus wurde in dieser Bachelorarbeit das Strong-Driving-Modell verwendet. Die Berech-
nungen sollten ebenfalls für das Solar-System-Modell durchgeführt werden. Außerdem
existieren auch andere Arten von Lagrangedeskriptoren, welche in zukünftigen Arbeiten
genutzt werden sollten.
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A Runge-Kutta-Verfahren vierter
Ordnung

Um Differentialgleichungssysteme erster Ordnung der Form ẏ(t) = f(y, t) numerisch zu
lösen, wird unter anderem das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung [21] verwendet,
welches durch die Gleichungen

k1 = hf (yn, tn)

k2 = hf

(
yn +

k1

2
, tn +

h

2

)
k3 = hf

(
yn +

k2

2
, tn +

h

2

)
k4 = hf (yn + k3, tn + h)

yn+1 = yn +
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

(A.1)

beschrieben wird. Das h entspricht hierbei der verwendeten Schrittweite δt. Das Verfahren
wird benutzt, um die Bewegungsgleichungen (2.9) und (2.10) für die Trajektorien des
Satelliten zu berechnen.
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