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1 Einleitung

1.1 Motivation und Einfiihrung in das Thema

Exzitonen sind Quasiteilchen, die unter anderem durch optische Anregung von Elektronen
in Halbleitern entstehen. Sie wurden erstmals im Jahr 1931 von Frenkel [1] und im Jahr
1937 von Wannier [2] theoretisch beschrieben. Der experimentelle Nachweis in Kupferoxy-
dul gelang Hayashi und Katsuki [3] im Jahr 1950. Durch die hohe Rydbergenergie lassen
sich Exzitonen in Verbindungen wie Kupferoxydul und GaAs gut untersuchen. Im Jahr
2014 gelang es der Experimentalphysikgruppe von M. Bayer in Dortmund, Exzitonen
bis zur Hauptquantenzahl n = 25 zu detektieren [4]. Dadurch wuchs das Interesse zur
Forschung an Rydbergexzitonen in Kupferoxydul. In dieser Arbeit werden Exzitonen in
einem unendlich hohen Quantentopf betrachtet, in Anlehnung an Exzitonen in sehr diin-
nen Kristallschichten oder anderen Nanostrukturen. Durch den Einschluss von Exzitonen
in solchen niedrigdimensionalen Halbleiterstrukturen konnen optische Nichtlinearitaten
nutzbar gemacht werden [5]. Die Untersuchung von Exzitonen in solchen Strukturen ist
ein entscheidender Schritt, um diese Nichtlinearitét fiir Anwendungen nutzbar zu machen
[6].

Fir Exzitonen in einem solchen Quantentopf wird in dieser Arbeit das Energiespektrum
berechnet, in dem der Hamiltonoperator in einer B-Spline-Basis numerisch diagonalisiert
wird. Dabei wird die Bandstruktur vernachléssigt und mit einem wasserstoffartigen Mo-
dell gerechnet. Dazu existiert bereits ein von Pavel Belov entwickelter Algorithmus [7] [8].
Leon Kiithner nutzte den Algorithmus bereits, um einige Zustande in Abhéngigkeit von
der Breite des Quantentopf zu bestimmen. Zudem verglich er die numerischen Ergebnisse
mit den Ergebnissen von analytisch l6sbaren Ansétzen [9].

Ziel dieser Arbeit ist zum einen die Optimierung des urspriinglichen Algorithmus, um bei
gleicher Rechenzeit eine bessere Konvergenz zu erzielen. Das optimierte Programm wird
verwendet, um das Spektrum in Abhéngigkeit von der Breite des Quantentopfs zu berech-
nen und zu analysieren. Zudem werden mithilfe der Stabilization Method [10] auch die
Positionen und Linienbreiten von Resonanzzusténden oberhalb der Kontninuumsschwelle
berechnet.
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1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden die theoretischen Hintergriinde erlédutert. Dazu wird eine Einfithrung
in die Struktur von Kristallen gegeben, um tiber das Verhalten von Elektronen im Kristall
die Entstehung einer Bandstruktur zu erklédren. Anschliefend werden die wichtigsten FEi-
genschaften von Kupferoxydul aufgefiithrt. Danach wird das verwendete wasserstoffartige
Modell fiir Exzitonen eingefithrt. Zum Schluss werden die theoretischen Grundlagen fiir
die Numerik, wie die B-Spline-Basis, die numerische Losung der Schrodingergleichung
und die Stabilization Method erlautert.

In Kapitel 3 wird zunéchst das urspriingliche Programm analysiert. Im Anschluss werden
die verschiedenen vorgenommenen Optimierungsschritte erldutert. Zum Schluss wird die
Auswirkung auf die Laufzeit betrachtet.

In Kapitel 4 werden die mit dem optimierten Algorithmus erhaltenen Ergebnisse disku-
tiert. Dabei wird zunéchst das Energiespektrum in Abhéangigkeit von der Quantentopf-
breite analysiert. Im Anschluss werden fiir ausgewéahlte Zustande Resonanzparameter
bestimmt.



2 Theoretische Grundlagen und
Methoden

Zum Verstandnis von Exzitonen ist es notwendig zu verstehen, wie die Kristalle in denen
diese entstehen, allgemein aufgebaut sind. Damit kénnen die grundlegenden Eigenschaften
von Elektronen in Kristallen erklart werden. Die folgenden Abschnitte dazu orientieren sich
an Ref. [11] und Ref. [12]. Damit konnen Exzitonen in einem einfachen Modell beschrieben
werden. Die grundlegende Beschreibung von Exzitonen im wasserstroffartigen Modell
orientiert sich an Ref. [11].

2.1 Struktur von Kristallen

Ein idealer Kristall ist aus identischen, gleich orientierten Atomgruppen aufgebaut. Diese
sind in einer dreidimensionalen, unendlich ausgedehnten, streng periodischen Formation
angeordnet. So eine Formation wird als Basis des Kristallgitters bezeichnet. Durch
die Reduktion dieser Atome oder Atomgruppen zu Punkten im Raum lasst sich das
Kristallgitter mathematisch durch ein Punktgitter beschreiben. Dieses Punktgitter weif3t
nun die Translationssymmetrie

Ur)=U(r+R) (2.1)
auf. Hierbei wird die Umgebung eines Ortes r symbolisch mit U bezeichnet. Der Vektor
R = nia; + N9do + N3as (22)

ist der Gittervektor des Kristallgitters. Die Translation um einen Gittervektor fiihrt
somit von einem Ort zu einem aquivalenten Ort. Die Vektoren a;, a; und a3 sind die
Basisvektoren der Elementarzelle. Die Langen der Basisvektoren entsprechen damit den
Gitterkonstanten. Da U(r) periodisch ist, ldsst es sich in die Fourierreihe

Ur)=U(r+R), (2.3)
Z frexp(ik-r) = Z frexp(ik- (r+R)) = Z frexp(ik - r) -exp(ik-R)  (2.4)
k k k
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mit den Fourierkoeflizienten

fom— / U (r) exp(—iGh - r)d’r (2.5)
V:: Zelle

entwickeln. Aus Gleichung (2.4) ergibt sich direkt, dass exp(tkR) = 1 gelten muss.

Da der Fourierkoeffizient fj ortsunabhangig ist und U(r) gitterperiodisch ist, muss

der ortsabhéngige Faktor exp(—iGy - r) dieselbe Periodizitdt aufweisen. Somit gilt fiir

Gittervektoren und die Gittervektoren des reziproken Gitters der Zusammenhang

G-R=2mn mit n € N. (2.6)
Die Vektoren
2 2 2
b, = 77:3.2 X ag, b; = 7723_3 X a; und b3 = 77:31 X ag (27)

erfiillen die Bedingung.

2.2 Elektronen im Kristall

Fiir ein einzelnes Elektron im Kristall gilt die Schrodingergleichung

h2
HW e (r) = [—%A + V(r)] Uk (r) = EpWnk(r), (2.8)
mit dem gitterperiodischen Potential V' (r) = V(r + R). Die Losung dieser Schrédinger-
gleichung ist durch die Bloch-Funktion

Uie(r) = tpae(r) exp(ik - 1) = Y e exp(i(k — G) - ) (2.9)
G

mit der gitterperiodischen Funktion uy(r) = uk(r + R) gegeben. Unter dem Ansatz eines
schwachen periodischen Potentials, das als Storung der Zustédnde der freien Elektronen
betrachtet werden kann, ergeben sich in einer Dimension am Rand der ersten Brillouin-
Zone (k = 7/a) die Energieeigenwerte

h 2 2
E:—(f) :I:‘V (1>’ (2.10)
2mgy \a a
Dabei ist a der Abstand zwischen zwei Gitterpunkten. Damit hebt das periodische
Potential die Entartung auf. Dies kann iiber die Betrachtung der Wellenfunktion erklart

werden. Am Rand der ersten Brillouin-Zone ist die Bragg-Bedingung fiir ebene Wellen
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Abbildung 2.1: (a) Entstehung der Bandliicke am Rand der Brillouin-Zonen. (b)
Darstellung im reduzierten Zonenschema [11].

erfullt. Damit interferieren die einlaufende und die reflektierte Welle zu stehenden Wellen
der Form

() o sin <%x> und ¢ (x) o cos <%x> : (2.11)

Somit ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Elektron an den Gitterpunkten fiir die
beiden moglichen Félle entweder minimal oder maximal. Dadurch wird die Energie des
Zustands im Vergleich zum freien Elektron einmal angehoben und einmal verringert. Dies
ist in Abbildung 2.1 veranschaulicht.

2.3 Kupferoxydul

Dieser Abschnitt orientiert sich an Ref. [11]. Bei dem in dieser Arbeit betrachteten
Halbleiter handelt es sich um Kupferoxydul. Die Einheitszelle von Kupferoxydul ist in
Abbildung 2.2 dargestellt. Es ist zu sehen, dass die Sauerstoffionen in einem bee- und die
Kupferionen in einem fce-Subgitter angeordnet sind. Diese beiden Subgitter sind um eine
viertel Raumdiagonale gegeneinander verschoben. Die Basis besteht aus insgesamt sechs
Ionen. In Abbildung 2.2 ist die Bandstruktur von Kupferoxydul zu sehen. Die Energie
der Bandliicke betrigt 2.172eV. Das Elektron besitzt im Minimum des I'j Bandes die
effektive Masse m, = 0,99m . Dabei ist my die Ruhemasse des Elektrons. Im F;L Band
betragt die effektive Masse des Lochs my, = 0,69mg. Die Dielektrizitdtskonstante hat in
Kupferoxydul bei T' = 293 K den Wert ¢ = 7, 5. Mit diesen Parametern lasst sich der in
Abschnitt 2.5 beschriebene Hamiltonoperator fiir die gelben Exzitonen aufstellen. Ebenso
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Abbildung 2.2: Band- und Gitterstruktur von Kupferoxydul [11].

lasst sich die neu skalierte Rydbergenergie R... = 88.6 meV, sowie der neu skalierte
Bohrradius @ex. = 0.967 nm berechnen.

2.4 Exzitonen im wasserstoffartigen Modell

Dieser Abschnitt orientiert sich an Ref. [11]. Befindet sich ein Halbleiter im Grundzustand,
so befinden sich alle Elektronen im Valenzband. Das Leitungsband hingegen ist in diesem
Fall nicht besetzt. Durch die Anregung mit Licht kann ein Elektron aus dem Valenzband
in das Leitungsband angeregt werden. Dadurch entsteht im Valenzband ein Loch, dem
eine positive Ladung zugeordnet werden kann. Das entstandene Loch wechselwirkt mit
dem Elektron somit tiber die Coulombkraft. Dieses Quasi-Teilchen, bestehend aus dem
Elektron und Loch, wird als Exziton bezeichnet. Im wasserstoffartigen Modell wird dieses
System aus Elektron und Loch durch den Hamiltonoperator

2 2 2
e
Pe + | &N

H=F — .
et 2me  2my  4Amepe|re — 1y

(2.12)

beschrieben. Hier handelt sich bei p um den Impulsoperator, bei r um den Ortsoperator
und, bei € um die Dielektrizitdatskonstante und bei m um die effektive Masse. Dabei steht
der Index e fir die Koordinaten des Elektrons und der Index h fiir die des Lochs (engl.
hole). Bei der Konstante £, handelt sich um die Energie, die aufgebracht werden muss, um
die Bandliicke zu iiberwinden. Da diese nur fiir eine Verschiebung des Energiespektrums
sorgt, wird diese in dieser Arbeit nicht betrachtet. Der Hamiltonoperator kann in einen

10
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Teil fiir die Relativbewegung und einen fiir die Bewegung des Schwerpunkts aufgespalten
werden. Die neuen Koordinaten bilden dabei der relative Abstand

r=r,—ry, (2.13)

der Schwerpunkt
R — Mele + mhrh’ (2‘14)
Me + My

der Impuls der Relativbewegung

MePe — MuPn
= 2.15
P Me + My, ( )

und der Impuls des Schwerpunkts
P = p. + pn. (2.16)

In diesen Koordinaten ergibt sich der Hamiltonoperator

2 p2 2
=, - __°
2 2M  Amepe|r]

(2.17)

Hierbei ist p1 = memy, /(me+my) die reduzierte Masse und M = me+my, die Gesamtmasse.
In diesem Modell wird die Auswirkung der Bandstruktur vernachlassigt. Zudem wird
davon ausgegangen, dass der Halbleiter eine unendliche Ausdehnung besitzt und isotrop
ist. Damit geht der Einfluss des Festkorpers lediglich iiber die Dielektrizitatskonstante
¢ in das Modell ein. In diesem System lassen sich die Energieeigenwerte analog zu den
Energieeigenwerten im Wasserstoffatom berechnen. Durch die verdnderten Massen und
die Dielektrizitatskonstante miissen die Rydbergenergie Ry und der Bohrsche Radius ag
lediglich durch die neuen Konstanten

M moe

Rexe = Ry und  Gexe = ag—— (2.18)
L

m062

ersetzt werden.

2.5 Exzitonen im Quantentopf

Dieser Abschnitt orientiert sich an Ref. [9] und [13]. In dieser Arbeit werden Exzitonen
in einem Kupferoxydulgitter betrachtet, das in der z-Richtung durch einen Potentialtopf
der Léange L beschrankt ist. Die Hohe dieses Potentialtopfes ist durch die Differenz
zwischen der Austrittsarbeit und der Bandliickenenergie gegeben. In Kupferoxydul betragt

11
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die Austrittsarbeit 5.15eV und die Bandliickenenergie 2.17eV. Diese Energiedifferenz
von 2.98eV ist grof}, im Vergleich zur Rydbergenergie von etwa 90eV. Dadurch kann
das Potential, das das Exziton im Kristall in der z-Richtung einschrankt, durch einen
unendlichen Potentialtopf gendhert werden. Es muss jedoch beachtet werden, dass die
hochste Energie im Potentialtopf 2.98 eV betrdgt. Fiir Exzitonen im Quantentopf lautet
der Hamiltonoperator

2 2
p
=—4+—+W Vi Vi(ze), 2.19
H 2u+2M+ o(r) + Vi(zn) + Ve(ze) (2.19)
mit den Potentialen
e? e?
C( ) 47’(’808‘I'| 471'808\/33'2 +y2 + (Ze _ Zh>2 ( )
0 fir —L<z <L
Vi(zn) = { AR (2.21)
00 sonst
und
0 fir —L£<z <£i
Vi(ze) = { N (2.22)
00 sonst.
Dieser Hamiltonoperator lasst sich zum neuen Hamiltonoperator
= Y A Ze 4V Wi Vo(ze 2.23
H s+ o o T T o(r) + Vi(zn) + Ve(ze) (2.23)

umschreiben. Dabei ist p,, der Impuls des Lochs in z-Richtung und p,, der Impuls des
Elektrons in z-Richtung. Durch die Translationsinvarianz der Potentiale V}, und V. und
Ve in R,- sowie in R,-Richtung gilt Impulserhaltung fiir diese Richtungen. Somit tragt
der erste Term lediglich in Form einer Konstante zum Energiespektrum bei. Deshalb
wird der erste Term in dieser Arbeit vernachléssigt. Mit dieser Naherung und durch die
Einfithrung von Zylinderkoordinaten lasst sich der Hamiltonoperator weiter zu
2 2 2 2
M= b g g+ g 4 Vele) £ Vi) + Vi) (2.24)
n? 02 n* 92 h?

= omon  omoZ it o (ze 2.2
2m. 0z2  2my, 0z 2u oo+ Ve(r) + Vi(2n) + Ve(ze) (2.25)

vereinfachen. Mit derselben Rechnung wie in Abschnitt 2.6 lésst sich noch die -
Abhéangigkeit eliminieren. Indem der Zusammenhang
5? 10 0?1 2 10 m?

b= (2.26)

Np=55+-5+355=73
P Opr pdp  Oprpr 9pr pdp P

12
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verwendet wird.

Durch den Quantentopf ergeben sich fiir die Wellenfunktion W(zy, z., p) die Randbedin-
gungen:

U(zy, 2 =—L/2,p) =0 U(zy,2e =L/2,p) =0

2.27
U(z, = —L/2,2,p) =0 U(z, = L/2, 2, p) = 0. ( )

Fiir dieses Problem ist keine analytische Losung bekannt. Fiir kleine Potentialtopfe findet
sich durch eine Naherung im Coulombpotential eine analytische Losung des Problems.
Diese wird im néchsten Abschnitt beschrieben.

2.6 Analytische Losung der Schrodingergleichung fiir
kleine Quantentopfe

Dieser Abschnitt orientiert sich an Ref. [9] und [14]. Fir kleine Potentialtopfe (L < dexc)
wird die Auswirkung des Abstands von Elektron und Loch in z-Richtung vernachlassigbar.
Unter dieser Naherung ergibt sich der Hamiltonoperator

K2 02 h2 9? R I10 0 1 02
{ ( ) - ——} + Ve(p) + Vil(zn) + Ve(ze)

Tom.0z2  2m o2 2u lpop \"Op) T 2 0g?
(2.28)
mit den Potentialen
2
Ve = — 2.29
0 fu < L/2
Vii(zn) = { r fz] < L/ (2.30)
oo sonst
und
0 fur |z < L/2
Ve(ze) = { fr fz| < L/ (2.31)
oo sonst.

Durch den unendlich hohen Potentialtopf ergeben sich wieder die Randbedingungen aus
Gleichung (2.27). Die zugehorige Schrodingergleichung lasst sich in eine Radialgleichung
und zwei Gleichungen fiir die z-Koordinaten separieren. Fiir die z-Richtung ergibt sich
der Hamiltonoperator

n: 9?
2my, 022

7‘[ = + Vh(Zh). (232)

13
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Damit ergibt sich die Schrodingergleichung

n* 02
"oy o2 T V)| U(a) = v b (2.33)
Einsetzen des Ansatzes
Y(zn) = Asin(kzy) + B cos(kzy) (2.34)

in die Schrodingergleichung liefert die Eigenenergien

B2

Ey, = :
h th

(2.35)

Die Randbedingungen fithren auf eine symmetrische und eine antisymmetrische Losung,
da entweder A oder B null sein muss. Ebenso folgt aus den Randbedingungen k;, = nym/L
mit n, = 1,2, 3,.... Damit ergeben sich die FEigenfunktionen

Asin (1 fiir gerad
w(Zh) _ { sm( I Zh) ur gerade ny, (236)

npmT

B cos (Tzh) fiir ungerade ny,

mit den Normalisierungskonstanten A = B = 1/2/L. Analog ergeben sich fir aus der
Schrodingergleichung fiir 2, die Eigenenergien
h2k?

Ee - 9
2Me

(2.37)

mit ke = newr/Lund ne = 1,2, 3, . ... Der Radialteil koppelt iiber die Seperationskonstante
m? mit dem winkelabhéngigen Teil. Damit ergibt sich fiir ¢ die Differenzialgleichung

0*P 9
mit der Losung
1
d = exp(tmy). 2.39
(%) Nor p(imep) (2.39)

Damit ergibt sich die Radialgleichung

0’R 10R <2 m2)
o 22 T )R=ER. 2.40
dp*  pdp \p p (240

Daraus lassen sich die Eigenenergien zur radialen Quantenzahl

RGXC
B = — (2.41)

(-3)

14



2.7 B-Splines

mit j = 1,2,3,... berechnen. Es ist zu sehen, dass diese unabhéngig von der m—Quan-
tenzahl ist. Diese sorgt lediglich fir eine (25 — 1)-fache Entartung der Energieniveaus.
Damit lédsst sich gesamte Eigenenergie

B 5 S il o Rexe RA(nem)?  h2(nym)? Rexe

Enemi = 2Me + 2my, (j _ %)2  2m L2 + omy L2 (j _ %)2 (2.42)

berechnen.

2.7 B-Splines

In dem in dieser Arbeit betrachteten Algorithmus wird die zeitunabhangige Schrodin-
gergleichung numerisch gelost. Dabei wird die Wellenfunktion in einer endlichen Basis
entwickelt. Hierfiir bietet sich die B-Spline-Basis an, da deren Eigenschaften Vorteile mit
sich bringen. Diese werden spéter genauer thematisiert.

Dieser Abschnitt orientiert sich an Ref. [15] und [16]. Bei Splines handelt es sich um
stiickweise stetige Polynome, die hochstens vom Grad n sind. Die Stellen an denen
sich mindestens zwei Splines tiberlappen, sowie die Enden des Intervalls auf dem die
Splines ungleich null sind, werden als Knoten a; bezeichnet. Diese Knotenpunkte bilden
den Knotenvektor a. Die Knoten erfiillen die Bedingungen a; < a;11 und a; < @;1p41-
Dadurch ist es zuldssig, dass Knotenpunkte mehrfach (r-mal) vorkommen. Diese Knoten-
punkte werden als r-fold knots bezeichnet. Die Linearkombination von mehreren B-Spline
Basisfunktionen B} ergibt die B-Splinefunktion

s(u) =Y B (u), (2.43)
mit den Kontrollpunkten ¢;. B-Splines haben die Eigenschaft, dass die Anzahl der
Kontrollpunkte minimal ist. Die B-Splinefunktion ist stetig und an den Knoten (n—r)-mal
differenzierbar. Die Basisfunktionen lassen sich iiber die Cox-de Boor Rekursionsformel
berechnen. Dabei ist der i-te B-Spline fiir n = 0 gegeben durch

1 fallsu € |a;, a;41),
B (u) = allsw € las, i) (2.44)
0 sonst.
Uber die Rekursiosnvorschrift
B} (u) = ai "' B (u) + (1 = o) B (u) (2.45)
ergeben sich mit dem lokalen Parameter
A L S B (2.46)
Qjfnt1 — A4

15



2 Theoretische Grundlagen und Methoden

die weiteren B-Spline Basisfunktionen. Zur Veranschaulichung sind in Abbildung 2.3 die
Basisfunktionen der Ordnung £ = n + 1 = 4 zu drei unterschiedliche Knotenvektoren
abgebildet, einmal fiir einen uniformen Knotenvektor ohne ghostknots, einmal fiir einen
uniformen Knotenvektor mit jeweils £ ghostknots am Rand, sowie fiir einen Knotenvektor
mit kubisch abnehmender Knotendichte. Die Ableitung einer B-Spline Basisfunktion
berechnet sich tiber

d U

—_RBn — Bﬂ_l _ —Bn_l . 2.47
B = B ) - — B (2.47)

u

Aus der Rekursion lassen sich zwei wichtige Eigenschaften ableiten. Fiir eine beliebige
B-Spline Basisfunktion gelten die Zusammenhénge

BYu) =0 Yu¢la;,aitn1] und Bl'(u) >0 Vue€ (a;,ditni1) (2.48)

Die erste Eigenschaft gilt ebenfalls fiir beliebige Ableitungen, sofern diese existieren.

2.8 Numerische Losung der Schrodingergleichung

Dieser Abschnitt orientiert sich an Ref. [17]. Die zeitunabhangige Schrodingergleichung
lautet

HU(z) = EV(z). (2.49)

Die Wellenfunktion kann approximiert werden, indem sie in einer endlichen B-Spline
Basis entwickelt wird. Es ergibt sich naherungsweise die Wellenfunktion

U(z) ~ Z ¢;B™ (). (2.50)

Durch die Multiplikation von links mit B;@(:E) zusammen mit einer Integration ergibt
sich der Zusammenhang

;q /_ Z B (2)HB}(z)dx = E;q /_ Z B} (z)B} (x)dz. (2.51)

Dies lésst sich als das generalisiertes Eigenwertproblem (GEP)

Hc = EOc, (2.52)
mit der Hamilton-Matrix
H;; = / B} (x)H B} (r)dx (2.53)
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Abbildung 2.3: Darstellung von B-Spline Basisfunktionen zu k = 4 fiir einen uniformen
Knotenvektor (a), fiir einen Knotenvektor mit &£ ghostknots am Rand (b), sowie fir einen
Knotenvektor mit & ghostknots am Rand und einer kubischen Abnahme der Knotendichte

(c).

und der Uberlappmatrix

0;j = /00 B} (z) B} (z)dx (2.54)

formulieren. Dies lédsst sich ebenfalls analog fiir Systeme mit mehr als einem Freiheitsgrad
durchfithren. Dabei ergeben sich fiir den Ansatz

W)~ 5SS e B B BC) (2.55)

i=1 j=1 k=1

die Matrixelemente

/ / / By (x "(y) B (= )'HBZ’(:E)B;(y)B};(z) drdydz  (2.56)
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2 Theoretische Grundlagen und Methoden

und

Oim = / ) / ) / " B@) B ) BR(2) B @) B () By(x) de dy dz (2.57)

- [ BB [ " B (y) Bl (y)dy | BB @)

Dabei wird dem Zeilenindex m der Matrix O eine eindeutige Kombination der Indizes
1,7 und k zugeordnet. Eine Moglichkeit dazu liefert die Formel

=" —1)N,N, + (/= 1)N, + K. (2.59)
Analog ergibt sich somit der Spaltenindex
m=(i—1)N,N, + (j —1)N, + k. (2.60)

2.9 Resonante Zustiande und Stabilization Method

Zum grundlegenden Verstandnis von resonanten Zustdnden kann das in Abschnitt 2.6
geloste System betrachtet werden. Das Spektrum lasst sich durch die Schwellen E,,_,, in
verschiedene Bereiche unterteilen. Im Bereich zwischen FE,,_,, j—1 und E,, ., liegen die
zu einer Schwelle gehorenden gebundenen Zustédnde. Oberhalb dieser Schwelle hingegen
liegen die zugehorigen Kontinuumszustande. So kommt es dazu, dass der Bereich des
Kontinuums einer niedrigeren Schwelle mit dem Bereich der gebundenen Zustdnde
einer hoheren Schwelle tiberlappt. Dadurch kommt es zu einer Kopplung zwischen den
gebundenen und den Kontinuumszustianden unterschiedlicher Schwellen. Diese Zustéinde
werden als resonante Zustande bezeichnet. Zur Bestimmung von Resonanzparametern
dieser resonanten Zustande gibt es unterschiedliche Methoden. Eine Methode ist die in Ref.
[10] beschriebene Stabilization Method. Diese wird benutzt, um die Resonanzenergie FRes
und die Linienbreite I' zu berechnen. Diese nutzt die Dichte von Resonanzzustanden

ps(E) = p?(E) + pf (E). (2.61)
Dabei ist p9(E) der Anteil der sich fiir isolierte Resonanzen wie
L
pY(E) ~n! 2 (2.62)

(Bres — E)* + 17
verhélt. In der Nahe der Resonanzenergie wird erwartet, dass der Anteil des Hintergrunds
pP(E) vernachléssigbar klein ist. Der Erwartungswert der Dichte von Resonanzzustinden
lasst sich dann tiber den Zusammenhang

i) = 5, 3|45

(2.63)

—1 1
:EZ

i

dE
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2.9 Resonante Zustdnde und Stabilization Method

berechnen. Dabei ist s der Stabilitatsparameter, As der betrachtete Bereich und FE;(s)
die Energie des Zustands 7 in Abhédngigkeit vom Stabilitatsparameter.
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3 Analyse und Optimierung des
Algorithmus

3.1 Aufbau und Analyse des urspriinglichen Algorithmus

Der urspriingliche Algorithmus wurde von Pavel Belov in Fortran90 implementiert. Es
werden teilweise Subroutinen aus Ref. [16] verwendet, um die B-Spline Funktionen sowie
deren Ableitungen zu berechnen. Ebenso werden LAPACK-Routinen [18] genutzt, um
Rechenoperationen der linearen Algebra durchzufiihren.

Im ersten Teil des Programms werden alle Parameter festgelegt. Dazu gehoren die physi-
kalischen Parameter M, u, € und L. Die p—Richtung ist physikalisch nicht beschrankt.
Unendlich grofle Intervalle konnen in diesem Fall jedoch numerisch nicht behandelt
werden, daher muss ebenfalls ein geniigend grofies pna, gewédhlt werden. Durch dieses
Abschneiden enthélt das Spektrum nur gebundene Zustinde. Resonanzen und das Konti-
nuum konnen damit nicht direkt betrachtet werden. Auf die Resonanzen wird in Abschnitt
4.3 weiter eingegangen. Es werden zudem die numerischen Parameter wie die Anzahl der
physischen Knotenpunkte N, , N, und N, und die Ordnung der verwendeten B-Spline
Basis k = n + 1 festgelegt. Aus diesen ergibt sich die gesamte Anzahl an Knoten fiir eine
Koordinate

sowie die Anzahl an Splines fiir eine Koordinate
S;=N;+k—4. (3.2)

Da fiir sinnvolle Berechnungen pp.x grofler gewahlt wird als 2, max, werden fiir die p-
Richtung auch mehr Knoten und damit auch eine grofiere Basis gewihlt. Uber die
numerischen Parameter werden anschlieflend die Knotenvektoren berechnet. Fir z; und
2. werden uniforme Knotenvektoren mit jeweils k£ ghostknots an den Randern gewéhlt.
Eine Basis mit ghostknots am Rand hat den Vorteil, dass die Wellenfunktion an jedem
Punkt in der jeweiligen Dimension immer durch mindestens & — 1 Basisfunktionen
approximiert wird. Ohne ghostknots sind es am Rand weniger. Dies ist in Abbildung
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3 Analyse und Optimierung des Algorithmus

2.3 zu erkennen. Damit die Randbedingungen erfiillt werden, werden auch nur die
Basisfunktionen verwendet, die am Rand gegen null gehen. Fiir die p—Richtung werden
ebenfalls an den Randern k ghostknots gesetzt. Die Knoten dazwischen werden tiber

ik (33)
Pi+k—1 = Np 1 Pmax .

berechnet. Dadurch ist die Knotendichte bei p = 0 am grofiten und nimmt zum anderen
Rand hin kubisch ab. Danach werden die in Abschnitt 2.8 definierten Matrizen O und H
aufgebaut. Um die Randbedingung bei p = 0 zu erfiillen, wird jedoch nicht direkt die
Wellenfunktion W(z,, 2y, p) in der B-Spline-Basis entwickelt, sondern die Funktion

X(Zeazhap) = P‘I’(ze,zh,P)- (34)

Dieser Ansatz fiihrt iiber die zeitunabhéngige Schrodingergleichung

H\Ij(zea Zh,; p) - E\I’(Ze, Zh; p) (35)
HX(Zeapzh7p> _ EX(zeapzhap) (36)

tiber eine Multiplikation von links mit x(z., zn, p)/p, eine Multiplikation von rechts mit
p und eine Integration auf das Eigenwertproblem

(k)=o)

Dabei steht auf der linken Seite eine nicht symmetrische Matrix, da 1/p nicht mit dem Ha-
miltonoperator vertauscht. Damit ergeben sich die Matrixelemente fiir die Uberlappmatrix
in der B-Spline-Basis

o0 o0 o0 1
O = [~ [ BB B0 B ) By ) B dsoddp. (35)
0 —00 J—0

Diese faktorisieren zu

Olm = / B(ze) B} (2e)d2e / Bl (2) B} (2n)d2, / B (p) By (p)dp (3.9)
e . i
= Olm,zeOlm’zhOlm7p (310)
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3.1 Aufbau und Analyse des urspriinglichen Algorithmus

Fiir die Hamilton-Matrix ergeben sich die Matrixelemente
o0 o0 o0 1
:5/ | BB B SHE ) B ) B ()
h2 0?2
— [ BB B o) g B B ) B () ey
m: 9?2
1//‘/Bm#mmww———m@w%wmmme

2my, 022

/ / / Bii(z) B (2n) By (p >h Dy B} (2) B (20) By (p) dze dzy dp
+/0 /_Oo /_OO Bji(ze) B} (2n) By (p) Ve (r) B (z0) B} (2n) By (p) d2e d2n dp

Hierbei faktorisieren bis auf das Coulombintegtral ebenfalls alle Integrale. Es ergeben
sich dadurch die Matrixelemente zu

0o hZ 82
Hlm = - / Bn(Ze) om. 822 (Ze) dZeOlm zhOlm P

00 h2 82
_/_OO B?’(Z’h))Q—m}la—hB (2n) d22Oum,z Ot p

> h?
~ [ B3 A0 B0 400t Ot

/ / / By () B (1) By (p) Ve (v) BY (26) B (20) By (p) dze day, dp

Dabei ist anzumerken, dass die Integrale tiber die Potentiale V,(z,) und Vj(zy,) hier
nicht auftauchen, da diese lediglich iiber die Randbedingung zu den Matrixelementen

beitragen.

Die Matrixelemente werden iiber den im folgenden schematisch dargestellten Code
berechnet.

DO K = 1,N !Tteration ilber Zeilenindex
!Erzeugung der gestrichenen Indizes
IX=1

Iy=1

1Z=0

DO II = 1,K
IZ = 17 + 1
IF (IZ.EQ.(NNZ+1)) THEN
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3 Analyse und Optimierung des Algorithmus

IY = IY + 1
IZ =1
ENDIF

IF (IY.EQ.(NNY+1)) THEN
IX = IX + 1

Iy = 1

ENDIF

ENDDO

!Tteration iliber alle ungestrichenen Indizes

DO I =1, NNX

DO J = 1, NNY

DO L = 1, NNZ

!Berechnung Spaltenindex

IND = (L-1)*NNY*NNX + (J-1)*NNX + I

!Bedingung die tiiber IND und K vorab prift ob ein Element verschwindet

!Tst im urspringlichen Algorithmus nicht eingebaut

if (...) then

!Berechnung der Matrixelemente Hamilton-Matrix

H(K,IND)= Coulomb(IX,IY,IZ,I,J,L) & ! Coulombntegral faktorisiert nicht

+BspIntegrall (IX,I)*BspIntegral2*(IY,J)*BspIntegral3(IZ,L)! Integral
faktorisiert in drei 1D-Integrale

+...

!Berechnung der Matrixelemente Uberlappmatrix

0(k,IND) = 0X(IX,I)*0Y(IY,J)*0Z(IZ,L)

ENDIF

ENDDO

ENDDO

ENDDO

Dabei gehoren die Variablen, die X enthalten zu z,, die die Y enthalten zu 2, und die,
die Z enthalten zu p. Es wird im urspriinglichen Algorithmus fiir die B-Splines mit dem
gestrichenen Index die Eigenschaft aus Gleichung (2.48) verwendet. Damit verringert
sich der Integrationsbereich. Es ergibt sich fiir die Integrale die Untergrenze ay und die
Obergrenze a;,_1. Dabei ist a; die i-te Komponente des zugehorigen Knotenvektors.
Diese Integrale werden numerisch berechnet, indem die Integrale jeweils in Teilintegrale
mit den Grenzen a; und a;y; unterteilt werden. Der Wert dieser Teilintegrale wird
iiber die 15-Punkt Gau-Kronrod Quadraturformel berechnet. Die Ergebnisse dieser
Teilintegrale werden anschlielend zum Gesamtintegral aufsummiert. So wird jedes Element
der Hamilton-Matrix sowie der Uberlappmatrix berechnet. Das GEP wird geldst, indem
zunachst die Matrix O invertiert wird und diese inverse Matrix anschliefend von links
mit der Matrix H multipliziert wird. Durch die LAPACK-Routine DGEEV werden
anschliefend die Eigenwerte dieser neuen Matrix berechnet. Dabei wird mit reellen, vollen
und nicht symmetrischen Matrizen gerechnet. Die berechneten Eigenwerte bilden dann
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das Energiespektrum des ausgewédhlten Systems.

3.2 Struktur der Matrix

Zur Veranschaulichung der Struktur ist in Abbildung 3.1 die Hamilton-Matrix fiir einen
bestimmten Satz von Parametern dargestellt. Die Reihenfolge der DO-Schleifen entspricht
der Reihenfolge aus dem schematischen Code in Abschnitt 3.1. Da der Hamiltonoperar
ein hermitescher Operator ist, wird eigentlich erwartet, dass die Matrix symmetrisch ist.
Fiir den Operator %’H ist dies jedoch nicht der Fall. Dies wird in Abschnitt 3.4 genauer
iberpriift. Es ist zu sehen, dass die von null verschiedenen Elemente auf einem Band
liegen. Auf diesem Band liegen die von null verschiedenen Elemente auf Blocken, welche
selbst nochmal eine weitere Blockstruktur aufweisen. Die Struktur dieser Blocke ist in
Abbildung 3.2 dargestellt. Das Auftauchen dieser Struktur wird durch Gleichung (2.48)
erklart. Mit dieser Gleichung folgt fiir das Produkt von zwei B-Splines aus derselben
Basis

40 fir |i— 7| <k,

o (3.11)
=0 far i —d'| > k.

B() - Bj(x) {

Diese Bedingung gilt ebenfalls fiir das Produkt eines B-Splines mit der Ableitung eines
B-Splines aus derselben Basis. Damit verschwinden alle Matrixelemente, die Produkte
von B-Splines einer Basis enthalten, deren Indizes einen Abstand von mindestens k haben.
Damit entsteht die Bandstruktur dadurch, dass der Abstand der Indizes der B-Splines
in einer Zeile nur in einem bestimmten Bereich kleiner als k ist. Alle weiteren Elemente
in dieser Zeile verschwinden somit. Die Breite dieses Bandes ldsst sich am einfachsten
iiber die Betrachtung der ersten Zeile berechnen. Hier lauft die &uflerste For-Schleife
solange, bis I den Wert k — 1 besitzt. Dasselbe passiert in den For-Schleifen, die iiber
J und L iterieren. Damit ergibt sich die Gesamtzahl der Schleifendurchlaufe, die dem
Spaltenindex des letzten von null verschiedenen Element in der ersten Zeile entspricht
zu

Nges = (k — 1)NNY - NNZ + (k — 1)NNZ + k — 1. (3.12)

Damit ergibt sich die Bandbreite
b= Nges — 1= (k—1)NNY - NNZ + (k — 1)NNZ + k — 2. (3.13)

Es ist zu sehen, dass die Bandbreite von der Reihenfolge der For-Schleifen abhéngt. Damit
die Bandbreite minimal wird, sollte in der &uflersten Schleife iiber die grofite Basis iteriert
werden. Das ist im urspriinglichen Algorithmus nicht umgesetzt. Dies ist ebenfalls in
Abbildung 3.1 zu erkennen. Auf die gleiche Weise ist die Struktur eines Blockes, wie dem,
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3 Analyse und Optimierung des Algorithmus

der in Abbildung 3.2 dargestellt ist, zu erklaren. Der Unterschied besteht lediglich darin,
dass in einem Block die Indizes IX und I konstant sind. Ebenso entsteht die Struktur
Unterblocke. Die Struktur von einem dieser Unterblocke ist in Abbildung 3.3 dargestellt.
In diesen Unterblocken sind jeweils die Indizes IX, IY, I und J konstant.

(a)
0
-35 -35
200
400 —40 —40
600 _45 —45
;}g
800 -
1 1
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800

Abbildung 3.1: Logarithmus der von null verschiedenen Matrixelemente fiir (a) S, = 13,
S, =8,5,=8und k=5, sowie fir (b) S,, =8, 5, =8, 5, =13 und k = 5. Dabei
reprasentiert jedes Pixel ein Matrixelement. Dabei ist Reihenfolge der Schleifen so wie
im Beispielcode gewéhlt. Damit wird in der innersten Schleife iiber den Index der p-
Koordinate iteriert.
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Abbildung 3.2: Block in der Hamilton-Matrix fur (a) S, =13, S,, =8, S, = 8 und
k =5, sowie fir (b) S,, =8, 5., =8, 5, =13 und k = 5 . Dabei reprasentiert jedes Pixel
ein Matrixelement. Hierbei wurde der Block ausgewéahlt, der das Element H;; enthélt.
Dabei ist Reihenfolge der Schleifen so wie im Beispielcode gewéahlt. Damit wird in der
innersten Schleife {iber den Index der p-Koordinate iteriert.
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Abbildung 3.3: Unterblock in der Hamilton-Matrix fir (a) S, =13, S,, =8, 5, =8

und k£ = 5, sowie fiir (b) S,, =38, S,, =

8, S, = 13 und k = 5. Dabei reprasentiert

jedes Pixel ein Matrixelement. Hierbei wurde der Block ausgewahlt, der das Element H1;
enthélt. Dabei ist Reihenfolge der Schleifen so wie im Beispielcode gewéhlt. Damit wird
in der innersten Schleife iiber den Index der p-Koordinate iteriert.
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3.3 Laufzeit des urspriinglichen Algorithmus

Die Rechenzeit des Algorithmus teilt sich in die Zeit fiir den Aufbau der Matrizen ¢y und
die Zeit fiir die Losung des GEPs tggp auf. In Abbildung 3.4 ist die Abhéngigkeit der
gesamten Rechenzeit ti., tam, togepp und den Anteil des Matrixaufbaus von der Grofle der
verwendeten Basis abgebildet. Die CPU-Zeit entspricht der Zeit, die bei der Verwendung
von nur einem Thread benotigt wird. Es ist jedoch zu beachten, dass der Matrixaufbau
effizient parallelisiert werden kann. Dies ist auch umgesetzt. Die betrachteten Basen
wurden fiir die Laufzeituntersuchungen so gewéhlt, dass es fiir die p-Richtung immer
doppelt so viele physische Knoten wie fiir die z-Richtungen gibt. An die gemessenen
Zeiten wird eine Fitfunktion der Form

fap(N) =a-N* (3.14)

angepasst. Dabei ist a die Proportionalitatskonstante in Sekunden, N die Dimension und b
ein Ma$ fiir die Skalierung. Die erhalten Fitparameter sind in Tabelle 3.1 aufgelistet. Es ist
zu sehen, dass in der urspriinglichen Version die meiste Rechenzeit in den Matrixaufbau
geht. Bei den von Leon Kiihner durchgefiihrten Berechnungen lagen die gewahlten
Parameter in einem Bereich, indem etwa 90 % der CPU-Zeit fur den Matrixaufbau
gebraucht wurde. Darum ist das erste Ziel die Beschleunigung des Matrixaufbaus. Es ist zu
sehen, dass der Anteil, den der Matrixaufbau einnimmt, nicht gleichméfig abnimmt. Dies
ist damit zu erkliaren, dass sich die Gesamtzeit aus dem Matrixaufbau, der Invertierung
und der Diagonalisierung zusammensetzt und deren Rechenzeit unterschiedlich skaliert.
Invertierung und Matrixaufbau skalieren mit N?, wohingegen die Diagonalisierung mit
N3 skaliert.

Tabelle 3.1: Fitparameter fiir die Laufzeituntersuchung des urspriinglichen Programms.

a [s] b
Gesamtzeit  3,39-107% 1,91
Matrixaufbau 3,55-1073 1,90
Losung GEP  9,55-107% 2,63
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Abbildung 3.4: Abhéngigkeit der gesamten Rechenzeit (a), der Rechenzeit fiir den
Matrixaufbau (b), der Rechenzeit fiir die Losung des GEPs (c¢) und des Anteils des
Matrixaufbaus (d) von der Gréfle der Dimension N. Zudem ist an die gemessenen Zeiten
eine Fitfunktion angepasst.
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3.4 Symmetrie der Hamilton-Matrix

Da es sich beim Hamiltonoperator um einen hermiteschen Operator handelt, wird erwartet,
dass die Hamilton-Matrix symmetrisch ist. Die Annahme einer symmetrischen Hamilton-
Matrix sorgte jedoch fiir nicht vernachlédssigbare Abweichungen bei der Berechnung der
Eigenwerte. Dabei wurde bei der Berechnung lediglich die obere Dreiecksmatrix der
Hamilton-Matrix berechnet. Die untere Dreiecksmatrix wurde anschlieBend mit den
jeweiligen Elementen der oberen Dreiecksmatrix aufgefiillt. Fiir symmetrische Matrizen
gilt allgemein

H;j = Hj;. (3.15)

Zur Uberpriifung dieser Bedingung wird fiir jedes Matrixelement H;;, das ungleich null

B
ist, die relative Abweichung zu Hj;
3(Hij + Hy;)

(3.16)

berechnet. Dies wird exemplarisch fiir eine Dimension durchgefithrt. Das Histogramm
zu diesem A ist in Abbildung 3.5 zu sehen. Es ist zu sehen, dass es zwei klar getrennte
Bereiche mit einer Anhaufung von Abweichungen gibt. Der eine Bereich geht von etwa
10716 bis 10714, Dieser beinhaltet die Matrixelemente, bei denen es aufgrund von numeri-
schen Fehlern zu Abweichungen kommt. Da die Matrixelemente vom Datentyp double
precission sind, sind Abweichungen in dieser Groflenordnung erwartbar. Jedoch gibt
es zu diesem Bereich noch einen Bereich mit Abweichungen in der Gré8enordnung 10~7
bis 102. Diese Abweichungen sind nicht durch numerische Fehler erklirbar, somit muss
etwas anderes die Symmetrie aufheben. Wie in Abschnitt 3.1 bereits erklart wird, ist
es die ungiinstig gewdhlte Substitution (Gleichung (3.4)), die die Symmetrie aufhebt.
Eine symmetrische Matrix hétte hier den Vorteil, dass nur etwa die Hélfte der Matrixele-
mente berechnet werden miisste. Zudem konnte Speicherplatz gespart werden, sowie ein
effizienteres Verfahren zur Losung des GEPs verwendet werden.

3.5 Optimierung des Algorithmus

Die Optimierung des Algorithmus lésst sich in drei Schritte unterteilen. Im ersten Schritt
werden die Integrationsgrenze der berechneten Integrale angepasst, um nicht mehr tiber
Bereiche zu integrieren, in denen der Integrand verschwindet. In néchsten Schritt werden
die Matrixelemente bestimmt, von denen vorher bekannt ist, dass diese verschwinden.
Im Zuge dessen wird die Bandstruktur ermittelt und das GEP zu einem symmetrischen
GEP mit Bandstruktur umformuliert, um Zeit bei der Losung des GEPs sowie Speicher
ZU sparen.
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Abbildung 3.5: Histogramm fiir die relative Abweichung A zur Uberpriifung der
Symmetrie der Hamilton-Matrix.

3.5.1 Anpassung der Integrationsgrenzgrenzen

Die eindimensionalen Integrale, die in dem Algorithmus berechnet werden, sind alle vom
Typ
I= / Bl (2)6B" (z) da. (3.17)

[e.9]

Dabei ist 0 ein Ableitungsoperator oder eine Konstante. Im urspriinglichen Algorithmus
wird die Eigenschaft aus Gleichung (2.48) lediglich fiir den B-Spline mit dem ungestriche-
nen Index verwendet. Da das Integral verschwindet, wenn der Integrand verschwindet,
ergibt sich damit fiir das Integral

itk
I= / Bl (2)6B (z) de. (3.18)

Durch die zuséatzliche Nutzung der Eigenschaft fiir den B-Spline mit dem gestrichenen
Index verringert sich der Integrationsbereich und es ergibt sich das Integral

min{a; z,a;4 %}
[ / Bl (2)6B" () dx. (3.19)

max{a; ,a;}

Damit miissen weniger Integrationsschritte durchgefiihrt werden.
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3.5.2 Umformulierung zu einem symmetrischen Eigenwertproblem

Bei einer symmetrischen Matrix muss lediglich die obere oder untere Dreiecksmarix
berechnet werden, um alle Elemente der Matrix zu kennen. Damit l4sst sich beim Aufbau
der Matrix circa die Halfte der Rechenzeit sparen, wenn die Matrizen symmetrisch sind.
Wie in Abschnitt 3.4 gezeigt wurde, ist die Matrix H im urspriinglichen Algorithmus nicht
symmetrisch Darum wird ein veranderter Ansatz zur Berechnung der Matrixelemente
verwendet. In diesem Ansatz wird die Substitution

U(p) = p¥(p) (3.20)
verwendet. Diese erfiillt ebenfalls die Bedingung
(2, 2n,p = 0) = 0. (3.21)

Bei den Matrixelementen der Uberlappmatrix, sowie bei fast allen Summanden in den
Elementen der Hamilton-Matrix kiirzt sich damit das p aus der Jacobi-Determinante
analog zum Ansatz im urspriinglichen Algorithmus heraus. Lediglich der Summand, der
p—Ableitungen enthélt, dndert sich. Fir diesen ergibt sich der Ausdruck

o) h2
/0 ,0\1/(,07 Zey zh)ﬂAp,w\Ij(p> Ze Zh) delm,zeOlm,zh

o] h2
- / \/ﬁkl[(pa Ze, Zh)ﬂ\/ﬁAp,go\I/(py Ze, Zh) delm,zeOlm,zh
0
h2

0o 1 .
= U (p, Ze, 20) — /PR o —=T(p, 2e, 21n) APOum, 2. Ot 2, -
J A e RS h

Mit dem Zusammenhang

1
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0 1 1 02
pv@ \/ﬁ

(f’a—p% *Wafw] o 7e )
(10 0 1 2 N
(45t ]
82
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= —p7+____(__+_>__2:| \Ij(pvzeazh)
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NG
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ergibt sich schlieBlich das neue Matrixelement

0o B9 Lom?\ -
Hy, = —/0 U(p, ze,zh)ﬂ (8_;)2 + e ) U(p, Ze, 2n) AP O,z Ot 2, - (3.22)
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Abbildung 3.6: Berechnete Matrixelemente (blau) und nicht mehr berechnete Elemente
(wei) nach Verwendung der Symmetrie.

Da die Matrix nun symmetrisch ist, muss nicht mehr die volle Matrix berechnet werden.
Es gentigt lediglich die unter Dreiecksmatrix zu berechnen. In Abbildung 3.6 ist zu sehen,
welche Element nun nicht mehr berechnet werden miissen. Die Anzahl reduziert sich
durch die Verwendung der Symmetrie auf fast die Halfte. Im Code wird dies umgesetzt,
indem vor der Berechnung eines Elements die folgende Bedingung

if (ind.le.k) then

eingefiigt wird.

3.5.3 Nutzung der Bandstruktur

In Abschnitt 3.2 wird beschrieben, dass sich alle von null verschiedenen Elemente lediglich
auf einem Band in der Matrix befinden. Im urspriinglichen Algorithmus werden alle
Elemente der Matrix berechnet. Durch die Kenntnis der Bandbreite ldsst sich der Bereich
in dem die von null verschieden Elemente liegen eingrenzen. Die Bandbreite wird iiber
Gleichung (3.13) berechnet. In Abbildung 3.8 ist diese Bandstruktur schematisch fiir eine
bestimmte Basis dargestellt. Dabei wird ebenso die Symmetrie der Matrix verwendet. Zu
der Einsparung von Rechenzeit beim Matrixaufbau verringert sich zusétzlich noch die
Rechenzeit der Losung des GEPs. Statt des in Abschnitt 3.1 beschriebenen Verfahrens
kann nun die fir symmetrische hermitesche Bandmatrizen optimierte LAPACK-Routine
DSBGV verwendet werden. Zur Veranschaulichung der Auswirkung auf die Laufzeit ist
in Abbildung 3.7 dazu die CPU-Zeit t tiber der Dimension N zusammen mit einem Fit
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3 Analyse und Optimierung des Algorithmus

Tabelle 3.2: Fitparameter fiir die Laufzeit der Losung des GEPs fiir den urspriinglichen
sowie den optimierten Algorithmus.

a [s] b
urspriinglicher Algorithmus 9,547 - 10~% 2,631
optimierter Algorithmus 1,666 -107% 2,689

X  gemessene Zeit bestehender Algorithmus
X emssene Zeit ogtimierter Algorithmus

300

t bestehender Algorithmus
. fit optimierter Algorithmus
0
= 200
‘T
=
=
O 100

1T T
1500 2000 2500 3000
Basisgrofie N

rT T T T
1000 3500 4000
Abbildung 3.7: CPU-Zeit t fiir die Losung des GEPs in Abhéngigkeit von der Dimension
N fiir den urspringlichen sowie den optimierten Algorithmus.

aufgetragen. Als Fitfunktion wird wieder die Funktion aus Gleichung (3.14) verwendet.
Die Fitparameter sind in Tabelle 3.2 aufgelistet. Es ist zu sehen, dass die Ordnung fast
unverandert bleibt. Der Vorfaktor verringert sich jedoch um einen Faktor von etwa 5,73.
Neben der Rechenzeit reduziert sich ebenso der Speicherplatz. Statt N? Elemente miissen
nun lediglich N (b + 1) Elemente der Matrizen gespeichert werden. Im Programm wird
die Kenntnis Bandstruktur ausgenutzt, indem vor der Berechnung eines Elements die
Bedingung

if (IND.ge.K-BANDWIDTH.and.IND.le.K) then

iberpriift wird.

3.5.4 Nutzung der Blockstruktur

Wie in Abschnitt 3.2 beschrieben, befinden sich die von null verschiedenen Elemente in
Blocken und Teilblocken, die dadurch entstehen, dass der Abstand der gestrichenen und
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Abbildung 3.8: Berechnete Matrixelemente (blau) sowie nicht mehr berechnete Elemente
(weil) nach Verwendung von Symmetrie und Bandstruktur.

der ungestrichenen Indizes grofier als & wird. Um diese bekannten Nullen nicht mehr
zu berechnen, werden in die Schleifen tiber die ungestrichenen Indizes die folgenden
Bedingungen eingefiigt:

DO L = 1, NNZ

if (abs(L-IZ).1lt.kord) then

DO J = 1, NNY

if (abs(J-IY).1lt.kord) then

DO I = 1, NNX

if (abs(I-IX).1lt.kord) then

Mit diesen Bedingungen sowie der Symmetrie miissen nur noch die in Abbildung 3.9
dargestellten Matrixelemente berechnet werden. Damit wird kein Element mehr berechnet,
das aufgrund der Eigenschaft der B-Splines verschwindet.

3.5.5 Vorberechnung einzelner Integrale

In Abschnitt 3.1 wird beschrieben, dass bis auf das Coulombintegral alle Integrale
faktorisieren. Diese Faktoren kommen mehrfach vor und werden im urspriinglichen
Programm mehrfach berechnet. Die Idee besteht nun darin, diese Faktoren vorzuberechnen
und beim Matrixaufbau dann lediglich die vorberechneten Werte einzusetzen. Dazu werden
vor dem eigentlichen Matrixaufbau kleine Matrizen vom Typ

Ay s = / Bl (2)6B (2)dx (3.23)

35



3 Analyse und Optimierung des Algorithmus

0O 200 400 600 800

Abbildung 3.9: Berechnete Matrixelemente (blau) sowie nicht mehr berechnete Elemente
(weil) nach Verwendung der Blockstruktur.

aufgestellt. Die Elemente dieser Matrizen werden anschliefend an den zugehorigen Stellen
eingesetzt.

3.5.6 Laufzeitmessung der Optimierungsschritte

Nachdem im vorherigen Abschnitt die Optimierungsschritte erklart wurden, kann nun
die Auswirkung dieser Optimierungen auf die Laufzeit betrachtet werden. In Abbildung
3.10 ist dazu die CPU-Zeit ¢ iiber der Dimension N aufgetragen. Dabei wird fiir die
numerischen Parameter N, = N, = N,/2 verwendet. Aus Symmetriegriinden wird
N, = N, gewéhlt. Es ist zu erwahnen, dass bei fester Dimension N die Nutzung
von Band und Blockstruktur einen grofleren Vorteil bringt, je grofler das Verhéltnis
N,/N,, ist. Als Fitfunktion wird wieder die Funktion aus Gleichung (3.14) verwendet.
Die Fitparameter sind in Tabelle 3.3 aufgelistet. Im urspriinglichen Algorithmus ist die
CPU-Zeit fast proportional zu N2. Da hier N? Elemente berechnet werden, entspricht dies
auch der Erwartung. Die Abweichung lésst sich dadurch erkldren, dass fiir die n B-Splines
am Rand weniger Teilintegrale berechnet werden miissen, da diese auf weniger als k
Teilintervallen von null verschieden sind. Durch die Anpassung der Integrationsgrenzen
verringert sich die Ordnung weiter. Wie erwartet sorgt die Nutzung der Symmetrie fiir
etwa eine Halbierung der CPU-Zeit. Die Ordnung hingegen bleibt unverandert. Die
Nutzung der Bandstruktur reduziert die Ordnung weiter, da nun lediglich Nb Elemente
berechnet werden. Die Bandbreite ist von der Ordnung N 5. Damit geht die Anzahl der
berechneten Werte mit N3. Da schon die Zeit des Aufbaus der vollen Matrix lediglich
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3.5 Optimierung des Algorithmus

Tabelle 3.3: Fitparameter fiir die Laufzeituntersuchung des Matrixaufbaus des urspriing-
lichen Programms, sowie fiir die verschiedenen Optimierungsschritte.

a s b
urspriinglicher Algorithmus 0,004 1,898
Integrationsgrenzen optimiert 0,009 1,619

Symmetrie genutzt 0,04 1,627
Bandstruktur genutzt 0,012 1,434
Blockstruktur genutzt 0,035 1,262

Vorberechnung Matrixelemente 0,014 1,326

proportional zu N'8% ist, wird hier deshalb erwartet, dass die Potenz etwas kleiner
als 5/3 ist. Mit 1,434 liegt der Wert somit im erwarteten Bereich. Die Vorberechnung
von Matrixelemente beschleunigt den Algorithmus fiir kleine Dimensionen. Fiir grofle
Dimensionen hingegen, bringt diese Verdnderung einen Nachteil, da die Ordnung dadurch
wieder vergroflert wird.

3.5.7 Laufzeit des optimierten Programms

Zur Analyse der Auswirkungen der gesamten Anderungen auf die Performance ist in
Abbildung 3.11 die gesamte CPU-Zeit, die CPU-Zeit fiir den Matrixaufbau, sowie die
CPU-Zeit fur die Losung GEPs, der Anteil der Rechenzeit des Matrixaufbaus, und der
Beschleunigungsfaktor iiber die Dimension N aufgetragen. Der Beschleunigungsfaktor
vergleicht dabei den urspriinglichen Algorithmus mit dem optimierten. Dabei wurde
das Verhaltnis der Anzahl an Basisfunktionen iiber den Zusammenhang S, = S, =
c- S, festgelegt. An die gemessenen Zeiten ist jeweils eine Funktion mit der Form der
Funktion aus Gleichung (3.14) angepasst. Die Fitparameter sind in Tabelle 3.4 aufgelistet.
Es ist zu sehen, wie sehr es sich nun auswirkt, dass die Ordnung des Matrixaufbaus
deutlich reduziert wurde. Nun geht bereits ab einer Dimension von etwa 10000 die
gleiche Zeit in den Matrixaufbau, die auch in die Losung des GEPs geht. Dabei ist
zusatzlich noch zu bedenken, dass der Matrixaufbau parallelisiert durchgefithrt werden
kann und somit die benétigte Zeit invers mit der Anzahl der zur Verfiigung stehenden
Threads skaliert. Dadurch wird nun der gréfite Teil der Rechenzeit fiir die Losung
des GEPs verwendet. Durch den Faktor ¢ wird das Verhéltnis zwischen N und der
Bandbreite reguliert. Es ist zu sehen, dass es von Vorteil ist, wenn dieser Faktor grofier
ist. Auf die Rechenzeit des Matrixaufbaus hat dieser Faktor jedoch kaum einen Einfluss.
Zur Bestimmung des Beschleunigungsfaktors wird die Fitfunktion der Rechenzeit des
urspriinglichen Programms durch die Fitfunktion des optimierten Programms geteilt.
Dadurch ergibt sich fiir die spéter verwendeten Parameter ein Beschleunigungsfaktor
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3 Analyse und Optimierung des Algorithmus

5 Urspriinglicher Algorithmus X  Bandstruktur genutzt
10”3 x Integralgrenzen optimiert X Blockstruktur genutzt
1 X Symmetrie genutzt Vorberechnung kleiner Matrizen
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Abbildung 3.10: CPU-Zeit ¢ fiir den Matrixaufbau in Abhéngigkeit von der Dimension
N sowie die daran angepassten Kurven fiir den urspriinglichen Algorithmus sowie die
verschiedenen Optimierungsschritte.

von etwa 5. Es ist jedoch anzumerken, dass die Berechnungen viel Arbeitsspeicher
benotigen. So limitiert der Arbeitsspeicher die Anzahl an Rechnungen, die parallel
durchgefithrt werden konnen. Somit beeinflusst die Einsparung des Speicherplatzes
ebenfalls die Rechenzeit, sofern gentigend Rechnungen parallel durchgefiihrt werden. Fiir
die spater verwendeten Parameter liegt die Einsparung bei etwas 50 %.
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Abbildung 3.11: Abhéngigkeit der gesamten Rechenzeit (a), der Rechenzeit fir den
Matrixaufbau (b), der Rechenzeit fiir die Losung des GEPs (c), des Anteils des Ma-
trixaufbaus (d) und des Beschleunigungsfaktors zwischen der urspriinglichen und der
vollstandig optimierten Version (e) von der Grofle der verwendeten Basis fiir verschiedene
Verhéltnisse zwischen S,, und S,. Zudem ist an die gemessenen Zeiten eine Fitfunktion
angepasst.
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3 Analyse und Optimierung des Algorithmus

Tabelle 3.4: Fitparameter fiir die Laufzeitmessung des optimierten Programms.

Zeit ¢ a [s] b
tot 2 2,97-1077 2,38
tot D 2,22-1007 2,35
tot 7 3,90-1077 2,29
tior 10 1,84-1077 2,34
tm 2 4,65-107° 1,21
tm 5 2,58-107% 1,28
tm 7 1,86-107% 1,31
tm 10 1,52-107% 1,34

tecep 2 1,84-107% 265

tarp 5 1, 40-107° 2,84

tecep 7 5,98-1071° 2091

tegp 10 1,15-1071° 3,04
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4 Physikalische Ergebnisse

4.1 Test mit dem zweidimensionalen wasserstoffartigen
Problem

In Abschnitt 3.5.2 wurde der Hamiltonoperator auf eine neue Form gebracht. Um zu
testen, ob der Algorithmus immer noch wie erwartet funktioniert, wird als nicht trivialer
Test die Entartung in der m-Quantenzahl untersucht.

In Abschnitt 2.6 wurden die Eigenwerte

E _ B*(nem)? + B2 (nym)? Rexe (4.1)
Ne,Nh,J QmeLQ 2mhL2 (j T %)2 |

analytisch bestimmt. Ebenso wurde bereits erldutert, dass die j-Zustande (2j — 1)-fach
entartet sind. In Abbildung 4.1 ist das Spektrum fiir verschiedene m-Quantenzahlen
abgebildet. Es werden fiir Elektron und Loch die Parameter aus der gelben Serie verwendet.
Fir die Masse des Elektrons gilt dort m, = 0,99my. Die Masse des Lochs betragt
dort 0,69my. Fir die Breite des Quantentopfs wird L = 1nm gewéhlt, damit die j-
Zustande der verschiedenen n, und ny, Zustande deutlich voneinander getrennt werden. Der
Hamiltonoperator enthélt nur einen quadratischen Term von m. Damit ist es ausreichend,
lediglich das Spektrum fiir |m| zu betrachten. Da das Programm fiir m = 0 sehr schlecht
konvergiert und damit die Darstellung stort, wird hier lediglich das Spektrum fiir m > 0
dargestellt. Abgesehen von dieser Ausnahme ist zu sehen, dass sich im Spektrum die
erwartete Entartung ergibt. Zudem ist zu sehen, dass die Zustdnde fiir kleinere j-
Quantenzahlen besser konvergieren.
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Abbildung 4.1: Spektrum fiir verschiedene m-Quantenzahlen (a) und Abweichung zu
den theoretischen Werten (b) fiir S, = S5,, = 16,5, = 31, k = 5 und L = 1nm. Die
Zustédnde gehoren zu den Quantenzahlen n, = ny, = 1.

4.2 Spektrum in Abhangigkeit von der Breite des
Quantentopfes

In diesem Abschnitt wird das Spektrum in Abhéngigkeit von der Breite L des Quanten-
topfes bestimmt. Es werden die numerischen Parameter S, = S, = 23,5, = 31, und
Pmax = 900nm gewéahlt. Fiir Elektron und Loch werden die Parameter aus der gelben
Serie verwendet. Fiir die Masse des Elektrons gilt dort m, = 0,99my. Die Masse des
Lochs betriagt dort 0,69mg. Das Spektrum ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Zur besseren
Darstellung der Bereiche zwischen den Schwellen ist in den Abbildungen 4.3 bis 4.6
jeweils das Spektrum relativ zu einer der Schwellen

Rnir?  Rnip?

E, o= 4.2
ol 9m L2 + 2my, L? (4.2)

gezeigt. Im Gegensatz zu der Naherung mit dem 1/p-Potential sind hier ne, ny, und j
nur noch approximative Quantenzahlen. Im Folgenden werden die Zusténde tiber den
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Abbildung 4.2: FEigenenergien der Exzitonen in Abhéngigkeit von der Breite der
Quantentopfs fiir S,, = 5., = 23,5, =31,k =5 und pmax = 500 nm.

Zustandsvektor |ne, ny, j, IT, m) klassifiziert. Dabei ist IT der Eigenwert der Paritatstrans-
formation (ze, zn) — (—2ze, —2n). Diese Paritat hier eine exakte Erhaltungsgrofie. Damit
handelt es sich bei I sowie bei m um exakte Quantenzahlen. Im Spektrum ist unter jeder
Schwelle ist eine Rydbergserie zu sehen. Fiir steigende Hauptquantenzahlen j riicken die
Zustinde wie erwartet immer naher an die zugehorige Schwelle. Es ist zu sehen, dass
fiir kleine Breiten der Beitrag durch die Potentialtépfe dominiert. Dadurch konvergiert
die Energie der Zustidnde gegen unendlich. Hierbei muss jedoch beachtet werden, dass
in der Berechnung von einem unendlich hohen Potentialtopf ausgegangen wurde. Die
eigentliche Tiefe betrigt 2.98 eV, was eine obere Schranke fiir den hochsten gebunden
Zustand liefert. Es muss jedoch beachtet werden, dass fiir Zustdnde mit Energien in
dieser Groflenordnung die Naherung eines unendlich hohen Potentialtopfs nicht mehr
zuléssig ist.

Mit zunehmendem j steigt der Radius der Exzitonen. Da im verwendeten Programm
in der p-Richtung ab p = 500 nm abgeschnitten wird, konvergieren somit Zustande zu
hohen Hauptquantenzahlen nicht mehr.
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Abbildung 4.3: Eigenenergien der Exzitonen relativ zur Schwelle £ ; in Abhangigkeit
von der Breite des Quantentopfs fir S,, = V,, = 23,5, = 31,k = 5 und ppax = 500 nm.
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Abbildung 4.4: Eigenenergien der Exzitonen relativ zur Schwelle EF5; in Abhangigkeit
von der Breite des Quantentopfs fir S, = 5., = 23,5, = 31,k =5 und pyax = 500 nm.
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Abbildung 4.5: Eigenenergien der Exzitonen relativ zur Schwelle E} 5 in Abhangigkeit
von der Breite des Quantentopfs firS,, = 5., = 23,5, =31,k =5 und ppax = 500 nm.
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Abbildung 4.6: Eigenenergien der Exzitonen relativ zur Schwelle Ej; 5 in Abhangigkeit
von der Breite des Quantentopfs fir 5., = S, = 23,5, =31,k = 5 und pmax = 500 nm.
Bei L = 8nm sind einige Zustande markiert, die noch genauer betrachtet werden.
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Abbildung 4.7: Eigenenergien der Exzitonen relativ zur Schwelle EF5; in Abhangigkeit
von der Breite des Quantentopfs fir 5., = S, = 23,5, = 31,k = 5 und pmax = 500 nm.
Bei L = 8nm sind einige Zustande markiert, die noch genauer betrachtet werden.

4.3 Resonanzen

4.3.1 Zuordnung approximativer Quantenzahlen

Im Folgenden werden die in Abbildung 4.6 und 4.7 markierten Zusténde |1),]2),]3),|4)
und |5) genauer betrachtet. Verfolgt man den Zustand |5) zu kleinen Breiten L, so sieht
man, dass dessen Energie, ausgenommen der Bereiche mit den vermiedenen Kreuzungen,
néherungsweise parallel zur Schwelle Ej 5 verlauft. Damit ergeben sich die approximativen
Quantenzahlen n, = n;, = 2 und die Paritat Il = 1. Da es sich hier um das Spektrum
fir m = 1 handelt, tragt der tiefste Zustand einer Schwelle £, ,, die Hauptquantenzahl
j = 2. Beim Zustand |5) handelt es sich um den zweittiefsten Zustand. Somit besitzt
dieser die Hauptquantenzahl j = 3. Analog kénnen die approximativen Quantenzahlen
der Zusténde |1),|2) und [4) bestimmt werden. Bei Zustand |3) ist in Abbildung 4.7
zu sehen, dass dieser, ausgenommen von den Bereichen der vermiedenen Kreuzungen,
mit Zustanden von der Schwelle Ej 5, fiir kleine Breiten L nédherungsweise parallel zur
Schwelle Es; verlduft. Da es sich hierbei um den zweittiefsten Zustand der Schwelle
handelt, ist dies ein Zustand mit Hauptquantenzahl j = 3. Damit ergeben sich die in
Tabelle 4.1 aufgelisteten Zustandsvektoren.
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4.3 Resonanzen

4.3.2 Bestimmung von Resonanzparametern

Unter einer Energieschwelle E,_,, liegt der Bereich der zu dieser gehérenden gebundenen
Zustinde. Uber dieser liegt das zugehérige Kontinuum. So kommt es dazu, dass das Kon-
tinuum einer Schwelle mit dem Bereich der gebundenen Zustande der hohere liegenden
Schwellen tiberlappt. Dadurch kommt es zu Resonanzen zwischen den Kontinuumszu-
stdnden und den gebundenen Zustédnden unterschiedlicher Schwellen. Diese Resonanz
ist abhangig von einem Stabilitdtsparameter. Hier ist dieser Stabilitatsparameter durch
den Abschneideparameter pn.. gegeben, da dessen Endlichkeit verhindert, dass Konti-
nuumszustande berechnet werden. In Abbildung 4.8 ist das Spektrum in Abhangigkeit
VO Pmax filr S,, = 5., = 23,5, =31,k = 5 und L = 8nm aufgetragen. Es ist zu sehen,
dass die gebundenen Zusténde der Schwelle £ ; unbeeinflusst von einer Anderung von
Pmax bleiben. Es gibt kein Kontinuum, das mit dem Bereich der gebundenen Zustiande
der Schwelle E, ; tiberlappt, somit kommt es auch nicht zu Resonanzen. In den andern
Zwischenbereichen kommt es jedoch zu Resonanzen, da es hier zu einem Uberlapp von
Bereichen gebundener Zusténde und Bereichen des Kontinuums einer anderen Schwelle
gibt. Von diesen resonanten Zustédnden werden finf ausgewahlt, um iiber die in Abschnitt
2.9 beschriebene Stabilization Method, die Resonanzparameter zu bestimmen. Bei diesen
Zustinden handelt es sich um die bereits im vorherigen Abschnitt charakterisierten
Zusténde. Fiir diese Zustande wird tiber Gleichung (2.63) die Dichte p,, . (E) berechnet.
Hierbei soll lediglich gezeigt werden, dass es moglich ist aus dem berechneten Spektrum
fiir diese Zustande die Resonanzparameter zu berechnen. Deshalb wird pro Zustand
lediglich eine Kurve pyayx; ausgewertet. Damit wird zudem auf die Normierung Appax
verzichtet. Lediglich fiir Zustand |5) wird eine zweite Kurve ausgewertet, um zu iiber-
prifen, ob diese zu dhnlichen Parametern Ege und I' fithrt. In Abbildung 4.9 ist die
berechnete Dichte in Abhangigkeit der Energie aufgetragen. Dabei wird die Ableitung
iiber den Differenzenquotienten
dpmax,i(Ej) ~ pmax,i(Ej-‘rl) - pmax,i(Ej)

~~ 4.3
dE B — E; (4.3)

gendhert. An diese berechneten Werte wird jeweils eine durch Gleichung (2.62) motivierte
nicht normierte Lorentzkurve der Form

9(E, Eges, T, a) = (4.4)

(ERes - E)2 + F_2

angepasst. Die erhaltenen Fitparameter sind in Tabelle 4.1 aufgelistet. Es ist zu sehen, dass
fiir Zustand |5) aus beiden Kurven sehr dhnliche Parameter erhalten werden. Zudem ist
zu erkennen, dass fiir feste Quantenzahlen n, und ny, die Linienbreite I' mit zunehmender
Hauptquantenzahl j stark abnimmt.
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4 Physikalische Ergebnisse
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Abbildung 4.8: Spektrum der Eigenenergien in Abhéngigkeit vom Stabilitatsparameter
Pmax fir S, =S, =23,5,=31,k=25und L = 8nm.
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4.3 Resonanzen
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Abbildung 4.9: (a) Dichte der resonanten Zustédnde in Abhéngigkeit von der Energie
und (b) Spektrum der Eigenenergien in Abhéngigkeit vom Stabilitdtsparameter pyay

Tabelle 4.1: Zuordnung approximativer Quantenzahlen und aus dem Fit erhaltene
Resonanzparameter fir L = 8 nm und m = 1.

Zustand Zustandsvektor Kurve FERres (meV) I' (meV)
|5) ne=2,n,=2,7=311=1) pmax1 45.65 0.1623
|5) ne=2,n,=2,7=311=1) pmaxo2 45.66 0.1630
|4) ne=2,n,=2,7=4,11=1) pnas 49,92 0,0457
|3) ne=3,my =1, =3,11=1) puaxa 51.56 0.1410
|2) ne=2,n,=2,7=5I11=1) pmaxs 593,47 0,0124
|1> |ne = 2, nn = 2,] = 6, IT= 1> Pmax,6 54,69 0,0039
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b Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde mit einem Algorithmus gearbeitet, der fiir Exzitonen in einem
Kupferoxydul Quantentopf, das Energiespektrum berechnet. Dazu wird die Wellenfunkti-
on in einer endlichen B-Spline-Basis entwickelt. In dieser Basis wird der Hamiltonoperator
numerisch diagonalisiert. Dazu muss ein generalisiertes Eigenwertproblem gelost werden.

Ziel der Arbeit war es zunéchst den urspriinglichen Algorithmus von Pavel Belov zu
optimieren. Analysen der Laufzeit ergaben, dass die meiste Zeit fiir den Aufbau der
Hamilton- und der Uberlappmatrix benotigt wird. Somit wurde zuerst der Matrixaufbau
beschleunigt. Dazu wurden Eigenschaften der B-Spline-Basisfunktion verwendet, um
die Integrationsbereiche zu minimieren und um keine Matrixelemente zu berechnen,
die ohnehin verschwinden. Im Zuge dessen wurde die Bandbreite der beiden Matrizen
bestimmt. Durch eine verdnderte Substitution im Ansatz fiir die Wellenfunktion konnte
das nicht symmetrische verallgemeinerte Eigenwertproblem zu einem symmetrischen
Eigenwertproblem mit Bandstruktur umgestellt werden. Dies bringt Vorteile fiir die
numerische Losung des generalisierten Eigenwertproblems.

Nachdem die Optimierung abgeschlossen war, ging es darum aus dem Algorithmus
physikalische Erkenntnisse zu erhalten. Dazu wurde zuerst das Spektrum in Abhéngigkeit
der Breite des Quantentopfs berechnet und diskutiert. Im Anschluss wurde ausgewéhlten
Zustanden approximative Quantenzahlen zugeordnet. An diesen Zustidnden wurde ge-
testet, ob fiir diese iiber die Stabilization Method die Resonanzparameter I' und FERres
bestimmt werden kénnen. Dieser Test lieferte erfolgversprechende Ergebnisse.

Der néachste Schritt ist die Implementierung der komplexen Koordinatenrotation zur
weiteren Betrachtung der resonanten Zustande. Im Zuge dessen wird zudem von der
LAPACK- auf die ARPACK-Bibliothek umgestellt. Ein weiterer moglicher Schritt ist die
Implementierung der Bandstrukturterme, die bisher vernachlassigt wurden.
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