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1 Einleitung

1.1 Motivation und Einführung in das Thema

Exzitonen sind Quasiteilchen, die unter anderem durch optische Anregung von Elektronen
in Halbleitern entstehen. Sie wurden erstmals im Jahr 1931 von Frenkel [1] und im Jahr
1937 von Wannier [2] theoretisch beschrieben. Der experimentelle Nachweis in Kupferoxy-
dul gelang Hayashi und Katsuki [3] im Jahr 1950. Durch die hohe Rydbergenergie lassen
sich Exzitonen in Verbindungen wie Kupferoxydul und GaAs gut untersuchen. Im Jahr
2014 gelang es der Experimentalphysikgruppe von M. Bayer in Dortmund, Exzitonen
bis zur Hauptquantenzahl n = 25 zu detektieren [4]. Dadurch wuchs das Interesse zur
Forschung an Rydbergexzitonen in Kupferoxydul. In dieser Arbeit werden Exzitonen in
einem unendlich hohen Quantentopf betrachtet, in Anlehnung an Exzitonen in sehr dün-
nen Kristallschichten oder anderen Nanostrukturen. Durch den Einschluss von Exzitonen
in solchen niedrigdimensionalen Halbleiterstrukturen können optische Nichtlinearitäten
nutzbar gemacht werden [5]. Die Untersuchung von Exzitonen in solchen Strukturen ist
ein entscheidender Schritt, um diese Nichtlinearität für Anwendungen nutzbar zu machen
[6].
Für Exzitonen in einem solchen Quantentopf wird in dieser Arbeit das Energiespektrum
berechnet, in dem der Hamiltonoperator in einer B-Spline-Basis numerisch diagonalisiert
wird. Dabei wird die Bandstruktur vernachlässigt und mit einem wasserstoffartigen Mo-
dell gerechnet. Dazu existiert bereits ein von Pavel Belov entwickelter Algorithmus [7] [8].
Leon Kühner nutzte den Algorithmus bereits, um einige Zustände in Abhängigkeit von
der Breite des Quantentopf zu bestimmen. Zudem verglich er die numerischen Ergebnisse
mit den Ergebnissen von analytisch lösbaren Ansätzen [9].
Ziel dieser Arbeit ist zum einen die Optimierung des ursprünglichen Algorithmus, um bei
gleicher Rechenzeit eine bessere Konvergenz zu erzielen. Das optimierte Programm wird
verwendet, um das Spektrum in Abhängigkeit von der Breite des Quantentopfs zu berech-
nen und zu analysieren. Zudem werden mithilfe der Stabilization Method [10] auch die
Positionen und Linienbreiten von Resonanzzuständen oberhalb der Kontninuumsschwelle
berechnet.
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1 Einleitung

1.2 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden die theoretischen Hintergründe erläutert. Dazu wird eine Einführung
in die Struktur von Kristallen gegeben, um über das Verhalten von Elektronen im Kristall
die Entstehung einer Bandstruktur zu erklären. Anschließend werden die wichtigsten Ei-
genschaften von Kupferoxydul aufgeführt. Danach wird das verwendete wasserstoffartige
Modell für Exzitonen eingeführt. Zum Schluss werden die theoretischen Grundlagen für
die Numerik, wie die B-Spline-Basis, die numerische Lösung der Schrödingergleichung
und die Stabilization Method erläutert.
In Kapitel 3 wird zunächst das ursprüngliche Programm analysiert. Im Anschluss werden
die verschiedenen vorgenommenen Optimierungsschritte erläutert. Zum Schluss wird die
Auswirkung auf die Laufzeit betrachtet.
In Kapitel 4 werden die mit dem optimierten Algorithmus erhaltenen Ergebnisse disku-
tiert. Dabei wird zunächst das Energiespektrum in Abhängigkeit von der Quantentopf-
breite analysiert. Im Anschluss werden für ausgewählte Zustände Resonanzparameter
bestimmt.
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2 Theoretische Grundlagen und
Methoden

Zum Verständnis von Exzitonen ist es notwendig zu verstehen, wie die Kristalle in denen
diese entstehen, allgemein aufgebaut sind. Damit können die grundlegenden Eigenschaften
von Elektronen in Kristallen erklärt werden. Die folgenden Abschnitte dazu orientieren sich
an Ref. [11] und Ref. [12]. Damit können Exzitonen in einem einfachen Modell beschrieben
werden. Die grundlegende Beschreibung von Exzitonen im wasserstroffartigen Modell
orientiert sich an Ref. [11].

2.1 Struktur von Kristallen

Ein idealer Kristall ist aus identischen, gleich orientierten Atomgruppen aufgebaut. Diese
sind in einer dreidimensionalen, unendlich ausgedehnten, streng periodischen Formation
angeordnet. So eine Formation wird als Basis des Kristallgitters bezeichnet. Durch
die Reduktion dieser Atome oder Atomgruppen zu Punkten im Raum lässt sich das
Kristallgitter mathematisch durch ein Punktgitter beschreiben. Dieses Punktgitter weißt
nun die Translationssymmetrie

U(r) = U(r+R) (2.1)

auf. Hierbei wird die Umgebung eines Ortes r symbolisch mit U bezeichnet. Der Vektor

R = n1a1 + n2a2 + n3a3 (2.2)

ist der Gittervektor des Kristallgitters. Die Translation um einen Gittervektor führt
somit von einem Ort zu einem äquivalenten Ort. Die Vektoren a1, a2 und a3 sind die
Basisvektoren der Elementarzelle. Die Längen der Basisvektoren entsprechen damit den
Gitterkonstanten. Da U(r) periodisch ist, lässt es sich in die Fourierreihe

U(r) = U(r+R), (2.3)∑
k

fk exp(ik · r) =
∑
k

fk exp(ik · (r+R)) =
∑
k

fk exp(ik · r) · exp(ik ·R) (2.4)
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2 Theoretische Grundlagen und Methoden

mit den Fourierkoeffizienten

fk =
1

Vc

∫
Zelle

U(r) exp(−iGk · r)d3r (2.5)

entwickeln. Aus Gleichung (2.4) ergibt sich direkt, dass exp(ikR) = 1 gelten muss.
Da der Fourierkoeffizient fk ortsunabhängig ist und U(r) gitterperiodisch ist, muss
der ortsabhängige Faktor exp(−iGk · r) dieselbe Periodizität aufweisen. Somit gilt für
Gittervektoren und die Gittervektoren des reziproken Gitters der Zusammenhang

G ·R = 2πn mit n ∈ N. (2.6)

Die Vektoren

b1 =
2π

Vc
a2 × a3, b2 =

2π

Vc
a3 × a1 und b3 =

2π

Vc
a1 × a2 (2.7)

erfüllen die Bedingung.

2.2 Elektronen im Kristall

Für ein einzelnes Elektron im Kristall gilt die Schrödingergleichung

HΨnk(r) =

[
− ~2

2m
∆+ V (r)

]
Ψnk(r) = EnΨnk(r), (2.8)

mit dem gitterperiodischen Potential V (r) = V (r+R). Die Lösung dieser Schrödinger-
gleichung ist durch die Bloch-Funktion

Ψnk(r) = unk(r) exp(ik · r) =
∑
G

cnk−G exp(i(k−G) · r) (2.9)

mit der gitterperiodischen Funktion uk(r) = uk(r+R) gegeben. Unter dem Ansatz eines
schwachen periodischen Potentials, das als Störung der Zustände der freien Elektronen
betrachtet werden kann, ergeben sich in einer Dimension am Rand der ersten Brillouin-
Zone (k = π/a) die Energieeigenwerte

E =
~

2m0

(π
a

)2

±
∣∣∣∣V (

2π

a

)∣∣∣∣ . (2.10)

Dabei ist a der Abstand zwischen zwei Gitterpunkten. Damit hebt das periodische
Potential die Entartung auf. Dies kann über die Betrachtung der Wellenfunktion erklärt
werden. Am Rand der ersten Brillouin-Zone ist die Bragg-Bedingung für ebene Wellen
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2.3 Kupferoxydul

Abbildung 2.1: (a) Entstehung der Bandlücke am Rand der Brillouin-Zonen. (b)
Darstellung im reduzierten Zonenschema [11].

erfüllt. Damit interferieren die einlaufende und die reflektierte Welle zu stehenden Wellen
der Form

ψ(x) ∝ sin
(πx
a

)
und ψ(x) ∝ cos

(πx
a

)
. (2.11)

Somit ist die Wahrscheinlichkeitsdichte für das Elektron an den Gitterpunkten für die
beiden möglichen Fälle entweder minimal oder maximal. Dadurch wird die Energie des
Zustands im Vergleich zum freien Elektron einmal angehoben und einmal verringert. Dies
ist in Abbildung 2.1 veranschaulicht.

2.3 Kupferoxydul

Dieser Abschnitt orientiert sich an Ref. [11]. Bei dem in dieser Arbeit betrachteten
Halbleiter handelt es sich um Kupferoxydul. Die Einheitszelle von Kupferoxydul ist in
Abbildung 2.2 dargestellt. Es ist zu sehen, dass die Sauerstoffionen in einem bcc- und die
Kupferionen in einem fcc-Subgitter angeordnet sind. Diese beiden Subgitter sind um eine
viertel Raumdiagonale gegeneinander verschoben. Die Basis besteht aus insgesamt sechs
Ionen. In Abbildung 2.2 ist die Bandstruktur von Kupferoxydul zu sehen. Die Energie
der Bandlücke beträgt 2.172 eV. Das Elektron besitzt im Minimum des Γ+

6 Bandes die
effektive Masse me = 0, 99m0. Dabei ist m0 die Ruhemasse des Elektrons. Im Γ+

7 Band
beträgt die effektive Masse des Lochs mh = 0, 69m0. Die Dielektrizitätskonstante hat in
Kupferoxydul bei T = 293K den Wert ε = 7, 5. Mit diesen Parametern lässt sich der in
Abschnitt 2.5 beschriebene Hamiltonoperator für die gelben Exzitonen aufstellen. Ebenso
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2 Theoretische Grundlagen und Methoden

Abbildung 2.2: Band- und Gitterstruktur von Kupferoxydul [11].

lässt sich die neu skalierte Rydbergenergie Rexc = 88.6meV, sowie der neu skalierte
Bohrradius aexc = 0.967 nm berechnen.

2.4 Exzitonen im wasserstoffartigen Modell

Dieser Abschnitt orientiert sich an Ref. [11]. Befindet sich ein Halbleiter im Grundzustand,
so befinden sich alle Elektronen im Valenzband. Das Leitungsband hingegen ist in diesem
Fall nicht besetzt. Durch die Anregung mit Licht kann ein Elektron aus dem Valenzband
in das Leitungsband angeregt werden. Dadurch entsteht im Valenzband ein Loch, dem
eine positive Ladung zugeordnet werden kann. Das entstandene Loch wechselwirkt mit
dem Elektron somit über die Coulombkraft. Dieses Quasi-Teilchen, bestehend aus dem
Elektron und Loch, wird als Exziton bezeichnet. Im wasserstoffartigen Modell wird dieses
System aus Elektron und Loch durch den Hamiltonoperator

H = Eg +
p2

e
2me

+
p2

h
2mh

− e2

4πε0ε|re − rh|
. (2.12)

beschrieben. Hier handelt sich bei p um den Impulsoperator, bei r um den Ortsoperator
und, bei ε um die Dielektrizitätskonstante und bei m um die effektive Masse. Dabei steht
der Index e für die Koordinaten des Elektrons und der Index h für die des Lochs (engl.
hole). Bei der Konstante Eg handelt sich um die Energie, die aufgebracht werden muss, um
die Bandlücke zu überwinden. Da diese nur für eine Verschiebung des Energiespektrums
sorgt, wird diese in dieser Arbeit nicht betrachtet. Der Hamiltonoperator kann in einen
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2.5 Exzitonen im Quantentopf

Teil für die Relativbewegung und einen für die Bewegung des Schwerpunkts aufgespalten
werden. Die neuen Koordinaten bilden dabei der relative Abstand

r = re − rh, (2.13)

der Schwerpunkt
R =

mere +mhrh

me +mh
, (2.14)

der Impuls der Relativbewegung

p =
mepe −mhph

me +mh
(2.15)

und der Impuls des Schwerpunkts

P = pe + ph. (2.16)

In diesen Koordinaten ergibt sich der Hamiltonoperator

H =
p2

2µ
+

P2

2M
− e2

4πε0ε|r|
. (2.17)

Hierbei ist µ = memh/(me+mh) die reduzierte Masse und M = me+mh die Gesamtmasse.
In diesem Modell wird die Auswirkung der Bandstruktur vernachlässigt. Zudem wird
davon ausgegangen, dass der Halbleiter eine unendliche Ausdehnung besitzt und isotrop
ist. Damit geht der Einfluss des Festkörpers lediglich über die Dielektrizitätskonstante
ε in das Modell ein. In diesem System lassen sich die Energieeigenwerte analog zu den
Energieeigenwerten im Wasserstoffatom berechnen. Durch die veränderten Massen und
die Dielektrizitätskonstante müssen die Rydbergenergie Ry und der Bohrsche Radius a0
lediglich durch die neuen Konstanten

Rexc = Ry
µ

m0ε2
und aexc = a0

m0ε

µ
(2.18)

ersetzt werden.

2.5 Exzitonen im Quantentopf

Dieser Abschnitt orientiert sich an Ref. [9] und [13]. In dieser Arbeit werden Exzitonen
in einem Kupferoxydulgitter betrachtet, das in der z-Richtung durch einen Potentialtopf
der Länge L beschränkt ist. Die Höhe dieses Potentialtopfes ist durch die Differenz
zwischen der Austrittsarbeit und der Bandlückenenergie gegeben. In Kupferoxydul beträgt
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2 Theoretische Grundlagen und Methoden

die Austrittsarbeit 5.15 eV und die Bandlückenenergie 2.17 eV. Diese Energiedifferenz
von 2.98 eV ist groß, im Vergleich zur Rydbergenergie von etwa 90 eV. Dadurch kann
das Potential, das das Exziton im Kristall in der z-Richtung einschränkt, durch einen
unendlichen Potentialtopf genähert werden. Es muss jedoch beachtet werden, dass die
höchste Energie im Potentialtopf 2.98 eV beträgt. Für Exzitonen im Quantentopf lautet
der Hamiltonoperator

H =
p2

2µ
+

P2

2M
+ VC(r) + Vh(zh) + Ve(ze), (2.19)

mit den Potentialen

VC(r) = − e2

4πε0ε|r|
= − e2

4πε0ε
√
x2 + y2 + (ze − zh)2

(2.20)

Vh(zh) =

{
0 für − L

2
< zh <

L
2
,

∞ sonst
(2.21)

und

Ve(ze) =

{
0 für − L

2
< ze <

L
2
,

∞ sonst.
(2.22)

Dieser Hamiltonoperator lässt sich zum neuen Hamiltonoperator

H =
P 2
x + P 2

y

2M
+
p2x + p2y
2µ

+
p2ze

2me
+

p2zh

2mh
+ VC(r) + Vh(zh) + Ve(ze) (2.23)

umschreiben. Dabei ist pzh der Impuls des Lochs in z-Richtung und pze der Impuls des
Elektrons in z-Richtung. Durch die Translationsinvarianz der Potentiale Vh und Ve und
VC in Rx- sowie in Ry-Richtung gilt Impulserhaltung für diese Richtungen. Somit trägt
der erste Term lediglich in Form einer Konstante zum Energiespektrum bei. Deshalb
wird der erste Term in dieser Arbeit vernachlässigt. Mit dieser Näherung und durch die
Einführung von Zylinderkoordinaten lässt sich der Hamiltonoperator weiter zu

H =
p2ρ
2µ

+
p2ϕ
2µρ2

+
p2ze

2me
+

p2zh

2mh
+ VC(r) + Vh(zh) + Ve(ze) (2.24)

= − ~2

2me

∂2

∂z2e
− ~2

2mh

∂2

∂z2h
− ~2

2µ
∆ρ,ϕ + VC(r) + Vh(zh) + Ve(ze) (2.25)

vereinfachen. Mit derselben Rechnung wie in Abschnitt 2.6 lässt sich noch die ϕ-
Abhängigkeit eliminieren. Indem der Zusammenhang

∆ρ,ϕ =
∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
+

∂2

∂ϕ2

1

ρ2
=

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
− m2

ρ2
(2.26)
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2.6 Analytische Lösung der Schrödingergleichung für kleine Quantentöpfe

verwendet wird.

Durch den Quantentopf ergeben sich für die Wellenfunktion Ψ(zh, ze, ρ) die Randbedin-
gungen:

Ψ(zh, ze = −L/2, ρ) = 0 Ψ(zh, ze = L/2, ρ) = 0

Ψ(zh = −L/2, ze, ρ) = 0 Ψ(zh = L/2, ze, ρ) = 0.
(2.27)

Für dieses Problem ist keine analytische Lösung bekannt. Für kleine Potentialtöpfe findet
sich durch eine Näherung im Coulombpotential eine analytische Lösung des Problems.
Diese wird im nächsten Abschnitt beschrieben.

2.6 Analytische Lösung der Schrödingergleichung für
kleine Quantentöpfe

Dieser Abschnitt orientiert sich an Ref. [9] und [14]. Für kleine Potentialtöpfe (L� aexc)
wird die Auswirkung des Abstands von Elektron und Loch in z-Richtung vernachlässigbar.
Unter dieser Näherung ergibt sich der Hamiltonoperator

H = − ~2

2me

∂2

∂z2e
− ~2

2mh

∂2

∂z2h
− ~2

2µ

[
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

)
− 1

ρ2
∂2

∂ϕ2

]
+ VC(ρ) + Vh(zh) + Ve(ze)

(2.28)

mit den Potentialen

VC(ρ) = − e2

4πε0ερ
, (2.29)

Vh(zh) =

{
0 für |zh| < L/2

∞ sonst
(2.30)

und

Ve(ze) =

{
0 für |ze| < L/2

∞ sonst.
(2.31)

Durch den unendlich hohen Potentialtopf ergeben sich wieder die Randbedingungen aus
Gleichung (2.27). Die zugehörige Schrödingergleichung lässt sich in eine Radialgleichung
und zwei Gleichungen für die z-Koordinaten separieren. Für die zh-Richtung ergibt sich
der Hamiltonoperator

H = − ~2

2mh

∂2

∂z2h
+ Vh(zh). (2.32)
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2 Theoretische Grundlagen und Methoden

Damit ergibt sich die Schrödingergleichung[
− ~2

2mh

∂2

∂z2h
+ Vh(zh)

]
ψ(zh) = ψ(zh)E. (2.33)

Einsetzen des Ansatzes

ψ(zh) = A sin(kzh) +B cos(kzh) (2.34)

in die Schrödingergleichung liefert die Eigenenergien

Eh =
~2k2h
2mh

. (2.35)

Die Randbedingungen führen auf eine symmetrische und eine antisymmetrische Lösung,
da entweder A oder B null sein muss. Ebenso folgt aus den Randbedingungen kh = nhπ/L

mit nh = 1, 2, 3, . . . . Damit ergeben sich die Eigenfunktionen

ψ(zh) =

{
A sin

(
nhπ
L
zh
)

für gerade nh,

B cos
(
nhπ
L
zh
)

für ungerade nh
(2.36)

mit den Normalisierungskonstanten A = B =
√
2/L. Analog ergeben sich für aus der

Schrödingergleichung für ze die Eigenenergien

Ee =
~2k2e
2me

, (2.37)

mit ke = neπ/L und ne = 1, 2, 3, . . . . Der Radialteil koppelt über die Seperationskonstante
m2 mit dem winkelabhängigen Teil. Damit ergibt sich für ϕ die Differenzialgleichung

0 =
∂2Φ

∂ϕ2
+m2Φ (2.38)

mit der Lösung

Φ(ϕ) =
1√
2π

exp(imϕ). (2.39)

Damit ergibt sich die Radialgleichung

∂2R

∂ρ2
+

1

ρ

∂R

∂ρ

(
2

ρ
− m2

ρ

)
R = ER. (2.40)

Daraus lassen sich die Eigenenergien zur radialen Quantenzahl

Ej,m = − Rexc(
j − 1

2

)2 (2.41)
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2.7 B-Splines

mit j = 1, 2, 3, . . . berechnen. Es ist zu sehen, dass diese unabhängig von der m−Quan-
tenzahl ist. Diese sorgt lediglich für eine (2j − 1)-fache Entartung der Energieniveaus.
Damit lässt sich gesamte Eigenenergie

Ene,nh,j =
~2k2e
2me

+
~2k2h
2mh

− Rexc(
j − 1

2

)2 =
~2(neπ)

2

2meL2
+

~2(nhπ)
2

2mhL2
− Rexc(

j − 1
2

)2 (2.42)

berechnen.

2.7 B-Splines

In dem in dieser Arbeit betrachteten Algorithmus wird die zeitunabhängige Schrödin-
gergleichung numerisch gelöst. Dabei wird die Wellenfunktion in einer endlichen Basis
entwickelt. Hierfür bietet sich die B-Spline-Basis an, da deren Eigenschaften Vorteile mit
sich bringen. Diese werden später genauer thematisiert.
Dieser Abschnitt orientiert sich an Ref. [15] und [16]. Bei Splines handelt es sich um
stückweise stetige Polynome, die höchstens vom Grad n sind. Die Stellen an denen
sich mindestens zwei Splines überlappen, sowie die Enden des Intervalls auf dem die
Splines ungleich null sind, werden als Knoten ai bezeichnet. Diese Knotenpunkte bilden
den Knotenvektor a. Die Knoten erfüllen die Bedingungen ai ≤ ai+1 und ai < ai+n+1.
Dadurch ist es zulässig, dass Knotenpunkte mehrfach (r-mal) vorkommen. Diese Knoten-
punkte werden als r-fold knots bezeichnet. Die Linearkombination von mehreren B-Spline
Basisfunktionen Bn

i ergibt die B-Splinefunktion

s(u) =
∑
i

ciB
n
i (u), (2.43)

mit den Kontrollpunkten ci. B-Splines haben die Eigenschaft, dass die Anzahl der
Kontrollpunkte minimal ist. Die B-Splinefunktion ist stetig und an den Knoten (n−r)-mal
differenzierbar. Die Basisfunktionen lassen sich über die Cox-de Boor Rekursionsformel
berechnen. Dabei ist der i-te B-Spline für n = 0 gegeben durch

B0
i (u) =

{
1 falls u ∈ [ai, ai+1),

0 sonst.
(2.44)

Über die Rekursiosnvorschrift

Bn
i (u) = αn−1

i Bn−1
i (u) + (1− αn−1

i+1 )B
n−1
i+1 (u) (2.45)

ergeben sich mit dem lokalen Parameter

αn−1
i =

u− ai
ai+n+1 − ai

(2.46)
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die weiteren B-Spline Basisfunktionen. Zur Veranschaulichung sind in Abbildung 2.3 die
Basisfunktionen der Ordnung k = n + 1 = 4 zu drei unterschiedliche Knotenvektoren
abgebildet, einmal für einen uniformen Knotenvektor ohne ghostknots, einmal für einen
uniformen Knotenvektor mit jeweils k ghostknots am Rand, sowie für einen Knotenvektor
mit kubisch abnehmender Knotendichte. Die Ableitung einer B-Spline Basisfunktion
berechnet sich über

d
du
Bn

i (u) =
u

ai+n − ai
Bn−1

i (u)− u

ai+n+1 − ai
Bn−1

i+1 (u). (2.47)

Aus der Rekursion lassen sich zwei wichtige Eigenschaften ableiten. Für eine beliebige
B-Spline Basisfunktion gelten die Zusammenhänge

Bn
i (u) = 0 ∀ u /∈ [ai, ai+n+1] und Bn

i (u) > 0 ∀ u ∈ (ai, ai+n+1). (2.48)

Die erste Eigenschaft gilt ebenfalls für beliebige Ableitungen, sofern diese existieren.

2.8 Numerische Lösung der Schrödingergleichung

Dieser Abschnitt orientiert sich an Ref. [17]. Die zeitunabhängige Schrödingergleichung
lautet

HΨ(x) = EΨ(x). (2.49)

Die Wellenfunktion kann approximiert werden, indem sie in einer endlichen B-Spline
Basis entwickelt wird. Es ergibt sich näherungsweise die Wellenfunktion

Ψ(x) ≈
N∑
i=1

ciB
n
i (x). (2.50)

Durch die Multiplikation von links mit Bn
j (x) zusammen mit einer Integration ergibt

sich der Zusammenhang

N∑
i=1

ci

∫ ∞

−∞
Bn

j (x)HBn
i (x)dx = E

N∑
i=1

ci

∫ ∞

−∞
Bn

j (x)B
n
i (x)dx. (2.51)

Dies lässt sich als das generalisiertes Eigenwertproblem (GEP)

Hc = EOc, (2.52)

mit der Hamilton-Matrix

Hij =

∫ ∞

−∞
Bn

j (x)HBn
i (x)dx (2.53)
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Abbildung 2.3: Darstellung von B-Spline Basisfunktionen zu k = 4 für einen uniformen
Knotenvektor (a), für einen Knotenvektor mit k ghostknots am Rand (b), sowie für einen
Knotenvektor mit k ghostknots am Rand und einer kubischen Abnahme der Knotendichte
(c).

und der Überlappmatrix
Oij =

∫ ∞

−∞
Bn

j (x)B
n
i (x)dx (2.54)

formulieren. Dies lässt sich ebenfalls analog für Systeme mit mehr als einem Freiheitsgrad
durchführen. Dabei ergeben sich für den Ansatz

Ψ(x, y, z) ≈
Nx∑
i=1

Ny∑
j=1

Nz∑
k=1

cijkB
n
i (x)B

n
j (y)B

n
k (z) (2.55)

die Matrixelemente

Hlm =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Bn

i′(x)Bj′
n(y)Bn

k′(z)HBn
i (x)B

n
j (y)B

n
k (z) dx dy dz (2.56)
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und

Olm =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Bn

i′(x)Bj′
n(y)Bn

k′(z)B
n
i (x)B

n
j (y)B

n
k (z) dx dy dz (2.57)

=

∫ ∞

−∞
Bn

i′(x)B
n
i (x)dx

∫ ∞

−∞
Bn

j′(y)B
n
j (y)dy

∫ ∞

−∞
Bn

k′(z)B
n
k (z)dz (2.58)

Dabei wird dem Zeilenindex m der Matrix O eine eindeutige Kombination der Indizes
i, j und k zugeordnet. Eine Möglichkeit dazu liefert die Formel

l = (i′ − 1)NyNx + (j′ − 1)Nx + k′. (2.59)

Analog ergibt sich somit der Spaltenindex

m = (i− 1)NyNx + (j − 1)Nx + k. (2.60)

2.9 Resonante Zustände und Stabilization Method

Zum grundlegenden Verständnis von resonanten Zuständen kann das in Abschnitt 2.6
gelöste System betrachtet werden. Das Spektrum lässt sich durch die Schwellen Ene,nh in
verschiedene Bereiche unterteilen. Im Bereich zwischen Ene,nh,j=1 und Ene,nh liegen die
zu einer Schwelle gehörenden gebundenen Zustände. Oberhalb dieser Schwelle hingegen
liegen die zugehörigen Kontinuumszustände. So kommt es dazu, dass der Bereich des
Kontinuums einer niedrigeren Schwelle mit dem Bereich der gebundenen Zustände
einer höheren Schwelle überlappt. Dadurch kommt es zu einer Kopplung zwischen den
gebundenen und den Kontinuumszuständen unterschiedlicher Schwellen. Diese Zustände
werden als resonante Zustände bezeichnet. Zur Bestimmung von Resonanzparametern
dieser resonanten Zustände gibt es unterschiedliche Methoden. Eine Methode ist die in Ref.
[10] beschriebene Stabilization Method. Diese wird benutzt, um die Resonanzenergie ERes
und die Linienbreite Γ zu berechnen. Diese nutzt die Dichte von Resonanzzuständen

ρs(E) = ρQs (E) + ρPs (E). (2.61)

Dabei ist ρQs (E) der Anteil der sich für isolierte Resonanzen wie

ρQs (E) ' π−1
Γ
2

(ERes − E)2 + Γ2

4

(2.62)

verhält. In der Nähe der Resonanzenergie wird erwartet, dass der Anteil des Hintergrunds
ρPs (E) vernachlässigbar klein ist. Der Erwartungswert der Dichte von Resonanzzuständen
lässt sich dann über den Zusammenhang

〈ρs(E)〉 =
1

∆s

∑
i

∣∣∣∣dEi(s)

ds

∣∣∣∣−1

=
1

∆s

∑
i

∣∣∣∣dsi(E)dE

∣∣∣∣ (2.63)
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berechnen. Dabei ist s der Stabilitätsparameter, ∆s der betrachtete Bereich und Ei(s)

die Energie des Zustands i in Abhängigkeit vom Stabilitätsparameter.
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3 Analyse und Optimierung des
Algorithmus

3.1 Aufbau und Analyse des ursprünglichen Algorithmus

Der ursprüngliche Algorithmus wurde von Pavel Belov in Fortran90 implementiert. Es
werden teilweise Subroutinen aus Ref. [16] verwendet, um die B-Spline Funktionen sowie
deren Ableitungen zu berechnen. Ebenso werden LAPACK-Routinen [18] genutzt, um
Rechenoperationen der linearen Algebra durchzuführen.
Im ersten Teil des Programms werden alle Parameter festgelegt. Dazu gehören die physi-
kalischen Parameter M , µ, ε und L. Die ρ−Richtung ist physikalisch nicht beschränkt.
Unendlich große Intervalle können in diesem Fall jedoch numerisch nicht behandelt
werden, daher muss ebenfalls ein genügend großes ρmax gewählt werden. Durch dieses
Abschneiden enthält das Spektrum nur gebundene Zustände. Resonanzen und das Konti-
nuum können damit nicht direkt betrachtet werden. Auf die Resonanzen wird in Abschnitt
4.3 weiter eingegangen. Es werden zudem die numerischen Parameter wie die Anzahl der
physischen Knotenpunkte Nze , Nzh und Nρ und die Ordnung der verwendeten B-Spline
Basis k = n+ 1 festgelegt. Aus diesen ergibt sich die gesamte Anzahl an Knoten für eine
Koordinate

Ki = Ni + 2(k − 4), (3.1)

sowie die Anzahl an Splines für eine Koordinate

Si = Ni + k − 4. (3.2)

Da für sinnvolle Berechnungen ρmax größer gewählt wird als zh,max, werden für die ρ-
Richtung auch mehr Knoten und damit auch eine größere Basis gewählt. Über die
numerischen Parameter werden anschließend die Knotenvektoren berechnet. Für zh und
ze werden uniforme Knotenvektoren mit jeweils k ghostknots an den Rändern gewählt.
Eine Basis mit ghostknots am Rand hat den Vorteil, dass die Wellenfunktion an jedem
Punkt in der jeweiligen Dimension immer durch mindestens k − 1 Basisfunktionen
approximiert wird. Ohne ghostknots sind es am Rand weniger. Dies ist in Abbildung
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2.3 zu erkennen. Damit die Randbedingungen erfüllt werden, werden auch nur die
Basisfunktionen verwendet, die am Rand gegen null gehen. Für die ρ−Richtung werden
ebenfalls an den Rändern k ghostknots gesetzt. Die Knoten dazwischen werden über

ρi+k−1 =

(
i− k

Nρ − 1

)3

ρmax (3.3)

berechnet. Dadurch ist die Knotendichte bei ρ = 0 am größten und nimmt zum anderen
Rand hin kubisch ab. Danach werden die in Abschnitt 2.8 definierten Matrizen O und H
aufgebaut. Um die Randbedingung bei ρ = 0 zu erfüllen, wird jedoch nicht direkt die
Wellenfunktion Ψ(ze, zh, ρ) in der B-Spline-Basis entwickelt, sondern die Funktion

χ(ze, zh, ρ) = ρΨ(ze, zh, ρ). (3.4)

Dieser Ansatz führt über die zeitunabhängige Schrödingergleichung

HΨ(ze, zh, ρ) = EΨ(ze, zh, ρ) (3.5)

Hχ(ze, zh, ρ)

ρ
= E

χ(ze, zh, ρ)

ρ
(3.6)

über eine Multiplikation von links mit χ(ze, zh, ρ)/ρ, eine Multiplikation von rechts mit
ρ und eine Integration auf das Eigenwertproblem

〈
χ

ρ

∣∣∣∣H∣∣∣∣χ〉 = E

〈
χ

∣∣∣∣1ρ
∣∣∣∣χ〉 . (3.7)

Dabei steht auf der linken Seite eine nicht symmetrische Matrix, da 1/ρ nicht mit dem Ha-
miltonoperator vertauscht. Damit ergeben sich die Matrixelemente für die Überlappmatrix
in der B-Spline-Basis

Olm =

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ρBn

i′(ze)B
n
j′(zh)B

n
k′(ρ)

1

ρ
Bn

i (ze)B
n
j (zh)B

n
k (ρ) dze dze dρ. (3.8)

Diese faktorisieren zu

Olm =

∫ ∞

−∞
Bn

i′(ze)B
n
i (ze)dze

∫ ∞

−∞
Bn

j′(zh)B
n
j (zh)dzh

∫ ∞

0

Bn
k′(ρ)B

n
k (ρ)dρ (3.9)

= Olm,zeOlm,zhOlm,ρ (3.10)
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Für die Hamilton-Matrix ergeben sich die Matrixelemente

Hlm =

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
ρBn

i′(ze)B
n
j′(zh)B

n
k′(ρ)

1

ρ
HBn

i (ze)B
n
j (zh)B

n
k (ρ) dze dzh dρ

=−
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Bn

i′(ze)B
n
j′(zh)B

n
k′(ρ)

~2

2me

∂2

∂z2e
Bn

i (ze)B
n
j (zh)B

n
k (ρ) dze dzh dρ

−
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Bn

i′(ze)B
n
j′(zh)B

n
k′(ρ)

~2

2mh

∂2

∂z2h
Bn

i (ze)B
n
j (zh)B

n
k (ρ) dze dzh dρ

−
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Bn

i′(ze)B
n
j′(zh)B

n
k′(ρ)

~2

2µ
∆ρ,ϕB

n
i (ze)B

n
j (zh)B

n
k (ρ) dze dzh dρ

+

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Bn

i′(ze)B
n
j′(zh)B

n
k′(ρ)VC(r)B

n
i (ze)B

n
j (zh)B

n
k (ρ) dze dzh dρ

Hierbei faktorisieren bis auf das Coulombintegtral ebenfalls alle Integrale. Es ergeben
sich dadurch die Matrixelemente zu

Hlm =−
∫ ∞

−∞
Bn

i′(ze)
~2

2me

∂2

∂z2e
Bn

i (ze) dzeOlm,zhOlm,ρ

−
∫ ∞

−∞
Bn

j′(zh))
~2

2mh

∂2

∂z2h
Bn

j (zh) dzhOlm,zeOlm,ρ

−
∫ ∞

0

Bn
k′(ρ))

~2

2µ
∆ρ,ϕB

n
k (ρ) dρOlm,zeOlm,zh

+

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
Bn

i′(ze)B
n
j′(zh)B

n
k′(ρ)VC(r)B

n
i (ze)B

n
j (zh)B

n
k (ρ) dze dzh dρ

Dabei ist anzumerken, dass die Integrale über die Potentiale Ve(ze) und Vh(zh) hier
nicht auftauchen, da diese lediglich über die Randbedingung zu den Matrixelementen
beitragen.

Die Matrixelemente werden über den im folgenden schematisch dargestellten Code
berechnet.

1 DO K = 1,N !Iteration über Zeilenindex
2 !Erzeugung der gestrichenen Indizes
3 IX=1
4 IY=1
5 IZ=0
6 DO II = 1,K
7 IZ = IZ + 1
8 IF (IZ.EQ.(NNZ+1)) THEN
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9 IY = IY + 1
10 IZ = 1
11 ENDIF
12 IF (IY.EQ.(NNY+1)) THEN
13 IX = IX + 1
14 IY = 1
15 ENDIF
16 ENDDO
17

18 !Iteration über alle ungestrichenen Indizes
19 DO I = 1, NNX
20 DO J = 1, NNY
21 DO L = 1, NNZ
22 !Berechnung Spaltenindex
23 IND = (L-1)*NNY*NNX + (J-1)*NNX + I
24 !Bedingung die über IND und K vorab prüft ob ein Element verschwindet
25 !Ist im ursprünglichen Algorithmus nicht eingebaut
26 if (...) then
27 !Berechnung der Matrixelemente Hamilton -Matrix
28 H(K,IND)= Coulomb(IX,IY,IZ,I,J,L) & ! Coulombntegral faktorisiert nicht
29 +BspIntegral1(IX,I)*BspIntegral2*(IY,J)*BspIntegral3(IZ,L)! Integral

faktorisiert in drei 1D-Integrale
30 +...
31 !Berechnung der Matrixelemente Überlappmatrix
32 O(k,IND) = OX(IX,I)*OY(IY,J)*OZ(IZ,L)
33 ENDIF
34 ENDDO
35 ENDDO
36 ENDDO
37

Dabei gehören die Variablen, die X enthalten zu ze, die die Y enthalten zu zh und die,
die Z enthalten zu ρ. Es wird im ursprünglichen Algorithmus für die B-Splines mit dem
gestrichenen Index die Eigenschaft aus Gleichung (2.48) verwendet. Damit verringert
sich der Integrationsbereich. Es ergibt sich für die Integrale die Untergrenze ai′ und die
Obergrenze ai′+n−1. Dabei ist ai die i-te Komponente des zugehörigen Knotenvektors.
Diese Integrale werden numerisch berechnet, indem die Integrale jeweils in Teilintegrale
mit den Grenzen ai und ai+1 unterteilt werden. Der Wert dieser Teilintegrale wird
über die 15-Punkt Gauß-Kronrod Quadraturformel berechnet. Die Ergebnisse dieser
Teilintegrale werden anschließend zum Gesamtintegral aufsummiert. So wird jedes Element
der Hamilton-Matrix sowie der Überlappmatrix berechnet. Das GEP wird gelöst, indem
zunächst die Matrix O invertiert wird und diese inverse Matrix anschließend von links
mit der Matrix H multipliziert wird. Durch die LAPACK -Routine DGEEV werden
anschließend die Eigenwerte dieser neuen Matrix berechnet. Dabei wird mit reellen, vollen
und nicht symmetrischen Matrizen gerechnet. Die berechneten Eigenwerte bilden dann
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das Energiespektrum des ausgewählten Systems.

3.2 Struktur der Matrix

Zur Veranschaulichung der Struktur ist in Abbildung 3.1 die Hamilton-Matrix für einen
bestimmten Satz von Parametern dargestellt. Die Reihenfolge der DO-Schleifen entspricht
der Reihenfolge aus dem schematischen Code in Abschnitt 3.1. Da der Hamiltonoperar
ein hermitescher Operator ist, wird eigentlich erwartet, dass die Matrix symmetrisch ist.
Für den Operator 1

ρ
H ist dies jedoch nicht der Fall. Dies wird in Abschnitt 3.4 genauer

überprüft. Es ist zu sehen, dass die von null verschiedenen Elemente auf einem Band
liegen. Auf diesem Band liegen die von null verschiedenen Elemente auf Blöcken, welche
selbst nochmal eine weitere Blockstruktur aufweisen. Die Struktur dieser Blöcke ist in
Abbildung 3.2 dargestellt. Das Auftauchen dieser Struktur wird durch Gleichung (2.48)
erklärt. Mit dieser Gleichung folgt für das Produkt von zwei B-Splines aus derselben
Basis

Bn
i (x) ·Bn

i′(x)

{
6= 0 für |i− i′| < k,

= 0 für |i− i′| ≥ k.
(3.11)

Diese Bedingung gilt ebenfalls für das Produkt eines B-Splines mit der Ableitung eines
B-Splines aus derselben Basis. Damit verschwinden alle Matrixelemente, die Produkte
von B-Splines einer Basis enthalten, deren Indizes einen Abstand von mindestens k haben.
Damit entsteht die Bandstruktur dadurch, dass der Abstand der Indizes der B-Splines
in einer Zeile nur in einem bestimmten Bereich kleiner als k ist. Alle weiteren Elemente
in dieser Zeile verschwinden somit. Die Breite dieses Bandes lässt sich am einfachsten
über die Betrachtung der ersten Zeile berechnen. Hier läuft die äußerste For-Schleife
solange, bis I den Wert k − 1 besitzt. Dasselbe passiert in den For-Schleifen, die über
J und L iterieren. Damit ergibt sich die Gesamtzahl der Schleifendurchläufe, die dem
Spaltenindex des letzten von null verschiedenen Element in der ersten Zeile entspricht
zu

NGes = (k − 1)NNY · NNZ + (k − 1)NNZ + k − 1. (3.12)

Damit ergibt sich die Bandbreite

b = NGes − 1 = (k − 1)NNY · NNZ + (k − 1)NNZ + k − 2. (3.13)

Es ist zu sehen, dass die Bandbreite von der Reihenfolge der For-Schleifen abhängt. Damit
die Bandbreite minimal wird, sollte in der äußersten Schleife über die größte Basis iteriert
werden. Das ist im ursprünglichen Algorithmus nicht umgesetzt. Dies ist ebenfalls in
Abbildung 3.1 zu erkennen. Auf die gleiche Weise ist die Struktur eines Blockes, wie dem,
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der in Abbildung 3.2 dargestellt ist, zu erklären. Der Unterschied besteht lediglich darin,
dass in einem Block die Indizes IX und I konstant sind. Ebenso entsteht die Struktur
Unterblöcke. Die Struktur von einem dieser Unterblöcke ist in Abbildung 3.3 dargestellt.
In diesen Unterblöcken sind jeweils die Indizes IX, IY, I und J konstant.
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Abbildung 3.1: Logarithmus der von null verschiedenen Matrixelemente für (a) Sze = 13,
Szh = 8, Sρ = 8 und k = 5 , sowie für (b) Sze = 8, Szh = 8, Sρ = 13 und k = 5. Dabei
repräsentiert jedes Pixel ein Matrixelement. Dabei ist Reihenfolge der Schleifen so wie
im Beispielcode gewählt. Damit wird in der innersten Schleife über den Index der ρ-
Koordinate iteriert.
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Abbildung 3.2: Block in der Hamilton-Matrix für (a) Sze = 13, Szh = 8, Sρ = 8 und
k = 5 , sowie für (b) Sze = 8, Szh = 8, Sρ = 13 und k = 5 . Dabei repräsentiert jedes Pixel
ein Matrixelement. Hierbei wurde der Block ausgewählt, der das Element H11 enthält.
Dabei ist Reihenfolge der Schleifen so wie im Beispielcode gewählt. Damit wird in der
innersten Schleife über den Index der ρ-Koordinate iteriert.
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Abbildung 3.3: Unterblock in der Hamilton-Matrix für (a) Sze = 13, Szh = 8, Sρ = 8

und k = 5 , sowie für (b) Sze = 8, Szh = 8, Sρ = 13 und k = 5. Dabei repräsentiert
jedes Pixel ein Matrixelement. Hierbei wurde der Block ausgewählt, der das Element H11

enthält. Dabei ist Reihenfolge der Schleifen so wie im Beispielcode gewählt. Damit wird
in der innersten Schleife über den Index der ρ-Koordinate iteriert.
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3.3 Laufzeit des ursprünglichen Algorithmus

Die Rechenzeit des Algorithmus teilt sich in die Zeit für den Aufbau der Matrizen tM und
die Zeit für die Lösung des GEPs tGEP auf. In Abbildung 3.4 ist die Abhängigkeit der
gesamten Rechenzeit ttot, tM, tGEP und den Anteil des Matrixaufbaus von der Größe der
verwendeten Basis abgebildet. Die CPU-Zeit entspricht der Zeit, die bei der Verwendung
von nur einem Thread benötigt wird. Es ist jedoch zu beachten, dass der Matrixaufbau
effizient parallelisiert werden kann. Dies ist auch umgesetzt. Die betrachteten Basen
wurden für die Laufzeituntersuchungen so gewählt, dass es für die ρ-Richtung immer
doppelt so viele physische Knoten wie für die z-Richtungen gibt. An die gemessenen
Zeiten wird eine Fitfunktion der Form

fa,b(N) = a ·N b (3.14)

angepasst. Dabei ist a die Proportionalitätskonstante in Sekunden, N die Dimension und b
ein Maß für die Skalierung. Die erhalten Fitparameter sind in Tabelle 3.1 aufgelistet. Es ist
zu sehen, dass in der ursprünglichen Version die meiste Rechenzeit in den Matrixaufbau
geht. Bei den von Leon Kühner durchgeführten Berechnungen lagen die gewählten
Parameter in einem Bereich, indem etwa 90% der CPU-Zeit für den Matrixaufbau
gebraucht wurde. Darum ist das erste Ziel die Beschleunigung des Matrixaufbaus. Es ist zu
sehen, dass der Anteil, den der Matrixaufbau einnimmt, nicht gleichmäßig abnimmt. Dies
ist damit zu erklären, dass sich die Gesamtzeit aus dem Matrixaufbau, der Invertierung
und der Diagonalisierung zusammensetzt und deren Rechenzeit unterschiedlich skaliert.
Invertierung und Matrixaufbau skalieren mit N2, wohingegen die Diagonalisierung mit
N3 skaliert.

Tabelle 3.1: Fitparameter für die Laufzeituntersuchung des ursprünglichen Programms.

a [s] b

Gesamtzeit 3, 39 · 10−3 1,91
Matrixaufbau 3, 55 · 10−3 1,90
Lösung GEP 9, 55 · 10−8 2,63
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Abbildung 3.4: Abhängigkeit der gesamten Rechenzeit (a), der Rechenzeit für den
Matrixaufbau (b), der Rechenzeit für die Lösung des GEPs (c) und des Anteils des
Matrixaufbaus (d) von der Größe der Dimension N . Zudem ist an die gemessenen Zeiten
eine Fitfunktion angepasst.
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3 Analyse und Optimierung des Algorithmus

3.4 Symmetrie der Hamilton-Matrix

Da es sich beim Hamiltonoperator um einen hermiteschen Operator handelt, wird erwartet,
dass die Hamilton-Matrix symmetrisch ist. Die Annahme einer symmetrischen Hamilton-
Matrix sorgte jedoch für nicht vernachlässigbare Abweichungen bei der Berechnung der
Eigenwerte. Dabei wurde bei der Berechnung lediglich die obere Dreiecksmatrix der
Hamilton-Matrix berechnet. Die untere Dreiecksmatrix wurde anschließend mit den
jeweiligen Elementen der oberen Dreiecksmatrix aufgefüllt. Für symmetrische Matrizen
gilt allgemein

Hij = Hji. (3.15)
Zur Überprüfung dieser Bedingung wird für jedes Matrixelement Hij, das ungleich null
ist, die relative Abweichung zu Hji

∆ =

∣∣∣∣ Hij −Hji

1
2
(Hij +Hji)

∣∣∣∣ (3.16)

berechnet. Dies wird exemplarisch für eine Dimension durchgeführt. Das Histogramm
zu diesem ∆ ist in Abbildung 3.5 zu sehen. Es ist zu sehen, dass es zwei klar getrennte
Bereiche mit einer Anhäufung von Abweichungen gibt. Der eine Bereich geht von etwa
10−16 bis 10−14. Dieser beinhaltet die Matrixelemente, bei denen es aufgrund von numeri-
schen Fehlern zu Abweichungen kommt. Da die Matrixelemente vom Datentyp double
precission sind, sind Abweichungen in dieser Größenordnung erwartbar. Jedoch gibt
es zu diesem Bereich noch einen Bereich mit Abweichungen in der Größenordnung 10−7

bis 102. Diese Abweichungen sind nicht durch numerische Fehler erklärbar, somit muss
etwas anderes die Symmetrie aufheben. Wie in Abschnitt 3.1 bereits erklärt wird, ist
es die ungünstig gewählte Substitution (Gleichung (3.4)), die die Symmetrie aufhebt.
Eine symmetrische Matrix hätte hier den Vorteil, dass nur etwa die Hälfte der Matrixele-
mente berechnet werden müsste. Zudem könnte Speicherplatz gespart werden, sowie ein
effizienteres Verfahren zur Lösung des GEPs verwendet werden.

3.5 Optimierung des Algorithmus

Die Optimierung des Algorithmus lässt sich in drei Schritte unterteilen. Im ersten Schritt
werden die Integrationsgrenze der berechneten Integrale angepasst, um nicht mehr über
Bereiche zu integrieren, in denen der Integrand verschwindet. In nächsten Schritt werden
die Matrixelemente bestimmt, von denen vorher bekannt ist, dass diese verschwinden.
Im Zuge dessen wird die Bandstruktur ermittelt und das GEP zu einem symmetrischen
GEP mit Bandstruktur umformuliert, um Zeit bei der Lösung des GEPs sowie Speicher
zu sparen.
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Abbildung 3.5: Histogramm für die relative Abweichung ∆ zur Überprüfung der
Symmetrie der Hamilton-Matrix.

3.5.1 Anpassung der Integrationsgrenzgrenzen

Die eindimensionalen Integrale, die in dem Algorithmus berechnet werden, sind alle vom
Typ

I =

∫ ∞

−∞
Bn

i′(x)ôB
n
i (x) dx. (3.17)

Dabei ist ô ein Ableitungsoperator oder eine Konstante. Im ursprünglichen Algorithmus
wird die Eigenschaft aus Gleichung (2.48) lediglich für den B-Spline mit dem ungestriche-
nen Index verwendet. Da das Integral verschwindet, wenn der Integrand verschwindet,
ergibt sich damit für das Integral

I =

∫ ai+k

ai

Bn
i′(x)ôB

n
i (x) dx. (3.18)

Durch die zusätzliche Nutzung der Eigenschaft für den B-Spline mit dem gestrichenen
Index verringert sich der Integrationsbereich und es ergibt sich das Integral

I =

∫ min{ai′+k,ai+k}

max{ai′ ,ai}
Bn

i′(x)ôB
n
i (x) dx. (3.19)

Damit müssen weniger Integrationsschritte durchgeführt werden.
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3 Analyse und Optimierung des Algorithmus

3.5.2 Umformulierung zu einem symmetrischen Eigenwertproblem

Bei einer symmetrischen Matrix muss lediglich die obere oder untere Dreiecksmarix
berechnet werden, um alle Elemente der Matrix zu kennen. Damit lässt sich beim Aufbau
der Matrix circa die Hälfte der Rechenzeit sparen, wenn die Matrizen symmetrisch sind.
Wie in Abschnitt 3.4 gezeigt wurde, ist die Matrix H im ursprünglichen Algorithmus nicht
symmetrisch Darum wird ein veränderter Ansatz zur Berechnung der Matrixelemente
verwendet. In diesem Ansatz wird die Substitution

Ψ̃(ρ) =
√
ρΨ(ρ) (3.20)

verwendet. Diese erfüllt ebenfalls die Bedingung

Ψ̃(ze, zh, ρ = 0) = 0. (3.21)

Bei den Matrixelementen der Überlappmatrix, sowie bei fast allen Summanden in den
Elementen der Hamilton-Matrix kürzt sich damit das ρ aus der Jacobi-Determinante
analog zum Ansatz im ursprünglichen Algorithmus heraus. Lediglich der Summand, der
ρ−Ableitungen enthält, ändert sich. Für diesen ergibt sich der Ausdruck∫ ∞

0

ρΨ(ρ, ze, zh)
~2

2µ
∆ρ,ϕΨ(ρ, ze, zh) dρOlm,zeOlm,zh

=

∫ ∞

0

√
ρΨ(ρ, ze, zh)

~2

2µ

√
ρ∆ρ,ϕΨ(ρ, ze, zh) dρOlm,zeOlm,zh

=

∫ ∞

0

Ψ̃(ρ, ze, zh)
~2

2µ

√
ρ∆ρ,ϕ

1
√
ρ
Ψ̂(ρ, ze, zh) dρOlm,zeOlm,zh .

Mit dem Zusammenhang

∆ρ,ϕ
1
√
ρ
Ψ̃(ρ, ze, zh) =

[
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂

∂ρ

1
√
ρ

)
+

1
√
ρρ2

∂2

∂φ2

]
Ψ̃(ρ, ze, zh)

=

[
1

ρ

∂

∂ρ

(
√
ρ
∂

∂ρ
− 1

2
√
ρ

)
− m2

√
ρρ2

]
Ψ̃(ρ, ze, zh)

=

[
1
√
ρ

∂2

∂ρ2
+

1

2ρ

∂

∂ρ
− 1

2ρ

(
− 1

2ρ
+

∂

∂ρ

)
− m2

ρ2

]
Ψ̃(ρ, ze, zh)

=
1
√
ρ

[
∂2

∂ρ2
+

1

2ρ

∂

∂ρ
+

1

4ρ2
− 1

2ρ

∂

∂ρ
− m2

ρ2

]
Ψ̃(ρ, ze, zh)

=
1
√
ρ

[
∂2

∂ρ2
+

1
4
−m2

ρ2

]
Ψ̃(ρ, ze, zh)

ergibt sich schließlich das neue Matrixelement

Hlm = −
∫ ∞

0

Ψ̃(ρ, ze, zh)
~2

2µ

(
∂2

∂ρ2
+

1
4
−m2

ρ2

)
Ψ̃(ρ, ze, zh) dρOlm,zeOlm,zh . (3.22)
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Abbildung 3.6: Berechnete Matrixelemente (blau) und nicht mehr berechnete Elemente
(weiß) nach Verwendung der Symmetrie.

Da die Matrix nun symmetrisch ist, muss nicht mehr die volle Matrix berechnet werden.
Es genügt lediglich die unter Dreiecksmatrix zu berechnen. In Abbildung 3.6 ist zu sehen,
welche Element nun nicht mehr berechnet werden müssen. Die Anzahl reduziert sich
durch die Verwendung der Symmetrie auf fast die Hälfte. Im Code wird dies umgesetzt,
indem vor der Berechnung eines Elements die folgende Bedingung

1 if (ind.le.k) then

eingefügt wird.

3.5.3 Nutzung der Bandstruktur

In Abschnitt 3.2 wird beschrieben, dass sich alle von null verschiedenen Elemente lediglich
auf einem Band in der Matrix befinden. Im ursprünglichen Algorithmus werden alle
Elemente der Matrix berechnet. Durch die Kenntnis der Bandbreite lässt sich der Bereich
in dem die von null verschieden Elemente liegen eingrenzen. Die Bandbreite wird über
Gleichung (3.13) berechnet. In Abbildung 3.8 ist diese Bandstruktur schematisch für eine
bestimmte Basis dargestellt. Dabei wird ebenso die Symmetrie der Matrix verwendet. Zu
der Einsparung von Rechenzeit beim Matrixaufbau verringert sich zusätzlich noch die
Rechenzeit der Lösung des GEPs. Statt des in Abschnitt 3.1 beschriebenen Verfahrens
kann nun die für symmetrische hermitesche Bandmatrizen optimierte LAPACK -Routine
DSBGV verwendet werden. Zur Veranschaulichung der Auswirkung auf die Laufzeit ist
in Abbildung 3.7 dazu die CPU-Zeit t über der Dimension N zusammen mit einem Fit
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3 Analyse und Optimierung des Algorithmus

Tabelle 3.2: Fitparameter für die Laufzeit der Lösung des GEPs für den ursprünglichen
sowie den optimierten Algorithmus.

a [s] b

ursprünglicher Algorithmus 9, 547 · 10−8 2,631
optimierter Algorithmus 1, 666 · 10−8 2,689
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Abbildung 3.7: CPU-Zeit t für die Lösung des GEPs in Abhängigkeit von der Dimension
N für den ursprünglichen sowie den optimierten Algorithmus.

aufgetragen. Als Fitfunktion wird wieder die Funktion aus Gleichung (3.14) verwendet.
Die Fitparameter sind in Tabelle 3.2 aufgelistet. Es ist zu sehen, dass die Ordnung fast
unverändert bleibt. Der Vorfaktor verringert sich jedoch um einen Faktor von etwa 5,73.
Neben der Rechenzeit reduziert sich ebenso der Speicherplatz. Statt N2 Elemente müssen
nun lediglich N(b+ 1) Elemente der Matrizen gespeichert werden. Im Programm wird
die Kenntnis Bandstruktur ausgenutzt, indem vor der Berechnung eines Elements die
Bedingung

1 if (IND.ge.K-BANDWIDTH.and.IND.le.K) then

überprüft wird.

3.5.4 Nutzung der Blockstruktur

Wie in Abschnitt 3.2 beschrieben, befinden sich die von null verschiedenen Elemente in
Blöcken und Teilblöcken, die dadurch entstehen, dass der Abstand der gestrichenen und
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Abbildung 3.8: Berechnete Matrixelemente (blau) sowie nicht mehr berechnete Elemente
(weiß) nach Verwendung von Symmetrie und Bandstruktur.

der ungestrichenen Indizes größer als k wird. Um diese bekannten Nullen nicht mehr
zu berechnen, werden in die Schleifen über die ungestrichenen Indizes die folgenden
Bedingungen eingefügt:

1 DO L = 1, NNZ
2 if(abs(L-IZ).lt.kord) then
3 DO J = 1, NNY
4 if(abs(J-IY).lt.kord) then
5 DO I = 1, NNX
6 if(abs(I-IX).lt.kord) then

Mit diesen Bedingungen sowie der Symmetrie müssen nur noch die in Abbildung 3.9
dargestellten Matrixelemente berechnet werden. Damit wird kein Element mehr berechnet,
das aufgrund der Eigenschaft der B-Splines verschwindet.

3.5.5 Vorberechnung einzelner Integrale

In Abschnitt 3.1 wird beschrieben, dass bis auf das Coulombintegral alle Integrale
faktorisieren. Diese Faktoren kommen mehrfach vor und werden im ursprünglichen
Programm mehrfach berechnet. Die Idee besteht nun darin, diese Faktoren vorzuberechnen
und beim Matrixaufbau dann lediglich die vorberechneten Werte einzusetzen. Dazu werden
vor dem eigentlichen Matrixaufbau kleine Matrizen vom Typ

Ai′,i =

∫
Bn

i′(x)ôB
n
i (x)dx (3.23)
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Abbildung 3.9: Berechnete Matrixelemente (blau) sowie nicht mehr berechnete Elemente
(weiß) nach Verwendung der Blockstruktur.

aufgestellt. Die Elemente dieser Matrizen werden anschließend an den zugehörigen Stellen
eingesetzt.

3.5.6 Laufzeitmessung der Optimierungsschritte

Nachdem im vorherigen Abschnitt die Optimierungsschritte erklärt wurden, kann nun
die Auswirkung dieser Optimierungen auf die Laufzeit betrachtet werden. In Abbildung
3.10 ist dazu die CPU-Zeit t über der Dimension N aufgetragen. Dabei wird für die
numerischen Parameter Nzh = Nze = Nρ/2 verwendet. Aus Symmetriegründen wird
Nzh = Nze gewählt. Es ist zu erwähnen, dass bei fester Dimension N die Nutzung
von Band und Blockstruktur einen größeren Vorteil bringt, je größer das Verhältnis
Nρ/Nze ist. Als Fitfunktion wird wieder die Funktion aus Gleichung (3.14) verwendet.
Die Fitparameter sind in Tabelle 3.3 aufgelistet. Im ursprünglichen Algorithmus ist die
CPU-Zeit fast proportional zu N2. Da hier N2 Elemente berechnet werden, entspricht dies
auch der Erwartung. Die Abweichung lässt sich dadurch erklären, dass für die n B-Splines
am Rand weniger Teilintegrale berechnet werden müssen, da diese auf weniger als k
Teilintervallen von null verschieden sind. Durch die Anpassung der Integrationsgrenzen
verringert sich die Ordnung weiter. Wie erwartet sorgt die Nutzung der Symmetrie für
etwa eine Halbierung der CPU-Zeit. Die Ordnung hingegen bleibt unverändert. Die
Nutzung der Bandstruktur reduziert die Ordnung weiter, da nun lediglich Nb Elemente
berechnet werden. Die Bandbreite ist von der Ordnung N 2

3 . Damit geht die Anzahl der
berechneten Werte mit N 5

3 . Da schon die Zeit des Aufbaus der vollen Matrix lediglich
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Tabelle 3.3: Fitparameter für die Laufzeituntersuchung des Matrixaufbaus des ursprüng-
lichen Programms, sowie für die verschiedenen Optimierungsschritte.

a [s] b

ursprünglicher Algorithmus 0,004 1,898
Integrationsgrenzen optimiert 0,009 1,619

Symmetrie genutzt 0,04 1,627
Bandstruktur genutzt 0,012 1,434
Blockstruktur genutzt 0,035 1,262

Vorberechnung Matrixelemente 0,014 1,326

proportional zu N1,898 ist, wird hier deshalb erwartet, dass die Potenz etwas kleiner
als 5/3 ist. Mit 1,434 liegt der Wert somit im erwarteten Bereich. Die Vorberechnung
von Matrixelemente beschleunigt den Algorithmus für kleine Dimensionen. Für große
Dimensionen hingegen, bringt diese Veränderung einen Nachteil, da die Ordnung dadurch
wieder vergrößert wird.

3.5.7 Laufzeit des optimierten Programms

Zur Analyse der Auswirkungen der gesamten Änderungen auf die Performance ist in
Abbildung 3.11 die gesamte CPU-Zeit, die CPU-Zeit für den Matrixaufbau, sowie die
CPU-Zeit für die Lösung GEPs, der Anteil der Rechenzeit des Matrixaufbaus, und der
Beschleunigungsfaktor über die Dimension N aufgetragen. Der Beschleunigungsfaktor
vergleicht dabei den ursprünglichen Algorithmus mit dem optimierten. Dabei wurde
das Verhältnis der Anzahl an Basisfunktionen über den Zusammenhang Sze = Szh =

c · Sρ festgelegt. An die gemessenen Zeiten ist jeweils eine Funktion mit der Form der
Funktion aus Gleichung (3.14) angepasst. Die Fitparameter sind in Tabelle 3.4 aufgelistet.
Es ist zu sehen, wie sehr es sich nun auswirkt, dass die Ordnung des Matrixaufbaus
deutlich reduziert wurde. Nun geht bereits ab einer Dimension von etwa 10000 die
gleiche Zeit in den Matrixaufbau, die auch in die Lösung des GEPs geht. Dabei ist
zusätzlich noch zu bedenken, dass der Matrixaufbau parallelisiert durchgeführt werden
kann und somit die benötigte Zeit invers mit der Anzahl der zur Verfügung stehenden
Threads skaliert. Dadurch wird nun der größte Teil der Rechenzeit für die Lösung
des GEPs verwendet. Durch den Faktor c wird das Verhältnis zwischen N und der
Bandbreite reguliert. Es ist zu sehen, dass es von Vorteil ist, wenn dieser Faktor größer
ist. Auf die Rechenzeit des Matrixaufbaus hat dieser Faktor jedoch kaum einen Einfluss.
Zur Bestimmung des Beschleunigungsfaktors wird die Fitfunktion der Rechenzeit des
ursprünglichen Programms durch die Fitfunktion des optimierten Programms geteilt.
Dadurch ergibt sich für die später verwendeten Parameter ein Beschleunigungsfaktor
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Abbildung 3.10: CPU-Zeit t für den Matrixaufbau in Abhängigkeit von der Dimension
N sowie die daran angepassten Kurven für den ursprünglichen Algorithmus sowie die
verschiedenen Optimierungsschritte.

von etwa 5. Es ist jedoch anzumerken, dass die Berechnungen viel Arbeitsspeicher
benötigen. So limitiert der Arbeitsspeicher die Anzahl an Rechnungen, die parallel
durchgeführt werden können. Somit beeinflusst die Einsparung des Speicherplatzes
ebenfalls die Rechenzeit, sofern genügend Rechnungen parallel durchgeführt werden. Für
die später verwendeten Parameter liegt die Einsparung bei etwas 50%.
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Abbildung 3.11: Abhängigkeit der gesamten Rechenzeit (a), der Rechenzeit für den
Matrixaufbau (b), der Rechenzeit für die Lösung des GEPs (c), des Anteils des Ma-
trixaufbaus (d) und des Beschleunigungsfaktors zwischen der ursprünglichen und der
vollständig optimierten Version (e) von der Größe der verwendeten Basis für verschiedene
Verhältnisse zwischen Sze und Sρ. Zudem ist an die gemessenen Zeiten eine Fitfunktion
angepasst.
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Tabelle 3.4: Fitparameter für die Laufzeitmessung des optimierten Programms.

Zeit c a [s] b

ttot 2 2, 97 · 10−7 2,38
ttot 5 2, 22 · 10−7 2,35
ttot 7 3, 90 · 10−7 2,29
ttot 10 1, 84 · 10−7 2,34
tM 2 4, 65 · 10−3 1,21
tM 5 2, 58 · 10−3 1,28
tM 7 1, 86 · 10−3 1,31
tM 10 1, 52 · 10−3 1,34
tGEP 2 1, 84 · 10−8 2,65
tGEP 5 1, 40 · 10−9 2,84
tGEP 7 5, 98 · 10−10 2,91
tGEP 10 1, 15 · 10−10 3,04
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4 Physikalische Ergebnisse

4.1 Test mit dem zweidimensionalen wasserstoffartigen
Problem

In Abschnitt 3.5.2 wurde der Hamiltonoperator auf eine neue Form gebracht. Um zu
testen, ob der Algorithmus immer noch wie erwartet funktioniert, wird als nicht trivialer
Test die Entartung in der m-Quantenzahl untersucht.
In Abschnitt 2.6 wurden die Eigenwerte

Ene,nh,j =
~2(neπ)

2

2meL2
+

~2(nhπ)
2

2mhL2
− Rexc(

j − 1
2

)2 (4.1)

analytisch bestimmt. Ebenso wurde bereits erläutert, dass die j-Zustände (2j − 1)-fach
entartet sind. In Abbildung 4.1 ist das Spektrum für verschiedene m-Quantenzahlen
abgebildet. Es werden für Elektron und Loch die Parameter aus der gelben Serie verwendet.
Für die Masse des Elektrons gilt dort me = 0, 99m0. Die Masse des Lochs beträgt
dort 0, 69m0. Für die Breite des Quantentopfs wird L = 1nm gewählt, damit die j-
Zustände der verschiedenen ne und nh Zustände deutlich voneinander getrennt werden. Der
Hamiltonoperator enthält nur einen quadratischen Term von m. Damit ist es ausreichend,
lediglich das Spektrum für |m| zu betrachten. Da das Programm für m = 0 sehr schlecht
konvergiert und damit die Darstellung stört, wird hier lediglich das Spektrum für m > 0

dargestellt. Abgesehen von dieser Ausnahme ist zu sehen, dass sich im Spektrum die
erwartete Entartung ergibt. Zudem ist zu sehen, dass die Zustände für kleinere j-
Quantenzahlen besser konvergieren.
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Abbildung 4.1: Spektrum für verschiedene m-Quantenzahlen (a) und Abweichung zu
den theoretischen Werten (b) für Sze = Szh = 16, Sρ = 31, k = 5 und L = 1nm. Die
Zustände gehören zu den Quantenzahlen ne = nh = 1.

4.2 Spektrum in Abhängigkeit von der Breite des
Quantentopfes

In diesem Abschnitt wird das Spektrum in Abhängigkeit von der Breite L des Quanten-
topfes bestimmt. Es werden die numerischen Parameter Sze = Szh = 23, Sρ = 31, und
ρmax = 500 nm gewählt. Für Elektron und Loch werden die Parameter aus der gelben
Serie verwendet. Für die Masse des Elektrons gilt dort me = 0, 99m0. Die Masse des
Lochs beträgt dort 0, 69m0. Das Spektrum ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Zur besseren
Darstellung der Bereiche zwischen den Schwellen ist in den Abbildungen 4.3 bis 4.6
jeweils das Spektrum relativ zu einer der Schwellen

Ene,nh,j =
~2n2

eπ
2

2meL2
+

~2n2
hπ

2

2mhL2
(4.2)

gezeigt. Im Gegensatz zu der Näherung mit dem 1/ρ-Potential sind hier ne, nh und j

nur noch approximative Quantenzahlen. Im Folgenden werden die Zustände über den
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Abbildung 4.2: Eigenenergien der Exzitonen in Abhängigkeit von der Breite der
Quantentopfs für Sze = Szh = 23, Sρ = 31, k = 5 und ρmax = 500 nm.

Zustandsvektor |ne, nh, j,Π,m〉 klassifiziert. Dabei ist Π der Eigenwert der Paritätstrans-
formation (ze, zh) 7→ (−ze,−zh). Diese Parität hier eine exakte Erhaltungsgröße. Damit
handelt es sich bei Π sowie bei m um exakte Quantenzahlen. Im Spektrum ist unter jeder
Schwelle ist eine Rydbergserie zu sehen. Für steigende Hauptquantenzahlen j rücken die
Zustände wie erwartet immer näher an die zugehörige Schwelle. Es ist zu sehen, dass
für kleine Breiten der Beitrag durch die Potentialtöpfe dominiert. Dadurch konvergiert
die Energie der Zustände gegen unendlich. Hierbei muss jedoch beachtet werden, dass
in der Berechnung von einem unendlich hohen Potentialtopf ausgegangen wurde. Die
eigentliche Tiefe beträgt 2.98 eV, was eine obere Schranke für den höchsten gebunden
Zustand liefert. Es muss jedoch beachtet werden, dass für Zustände mit Energien in
dieser Größenordnung die Näherung eines unendlich hohen Potentialtopfs nicht mehr
zulässig ist.
Mit zunehmendem j steigt der Radius der Exzitonen. Da im verwendeten Programm
in der ρ-Richtung ab ρ = 500 nm abgeschnitten wird, konvergieren somit Zustände zu
hohen Hauptquantenzahlen nicht mehr.
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4 Physikalische Ergebnisse
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Abbildung 4.3: Eigenenergien der Exzitonen relativ zur Schwelle E1,1 in Abhängigkeit
von der Breite des Quantentopfs für Sze = Nzh = 23, Sρ = 31, k = 5 und ρmax = 500 nm.
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Abbildung 4.4: Eigenenergien der Exzitonen relativ zur Schwelle E2,1 in Abhängigkeit
von der Breite des Quantentopfs für Sze = Szh = 23, Sρ = 31, k = 5 und ρmax = 500 nm.
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Abbildung 4.5: Eigenenergien der Exzitonen relativ zur Schwelle E1,2 in Abhängigkeit
von der Breite des Quantentopfs fürSze = Szh = 23, Sρ = 31, k = 5 und ρmax = 500 nm.
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Abbildung 4.6: Eigenenergien der Exzitonen relativ zur Schwelle E2,2 in Abhängigkeit
von der Breite des Quantentopfs für Sze = Szh = 23, Sρ = 31, k = 5 und ρmax = 500 nm.
Bei L = 8nm sind einige Zustände markiert, die noch genauer betrachtet werden.
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Abbildung 4.7: Eigenenergien der Exzitonen relativ zur Schwelle E3,1 in Abhängigkeit
von der Breite des Quantentopfs für Sze = Szh = 23, Sρ = 31, k = 5 und ρmax = 500 nm.
Bei L = 8nm sind einige Zustände markiert, die noch genauer betrachtet werden.

4.3 Resonanzen

4.3.1 Zuordnung approximativer Quantenzahlen

Im Folgenden werden die in Abbildung 4.6 und 4.7 markierten Zustände |1〉 , |2〉 , |3〉 , |4〉
und |5〉 genauer betrachtet. Verfolgt man den Zustand |5〉 zu kleinen Breiten L, so sieht
man, dass dessen Energie, ausgenommen der Bereiche mit den vermiedenen Kreuzungen,
näherungsweise parallel zur Schwelle E2,2 verläuft. Damit ergeben sich die approximativen
Quantenzahlen ne = nh = 2 und die Parität Π = 1. Da es sich hier um das Spektrum
für m = 1 handelt, trägt der tiefste Zustand einer Schwelle Ene,nh die Hauptquantenzahl
j = 2. Beim Zustand |5〉 handelt es sich um den zweittiefsten Zustand. Somit besitzt
dieser die Hauptquantenzahl j = 3. Analog können die approximativen Quantenzahlen
der Zustände |1〉 , |2〉 und |4〉 bestimmt werden. Bei Zustand |3〉 ist in Abbildung 4.7
zu sehen, dass dieser, ausgenommen von den Bereichen der vermiedenen Kreuzungen,
mit Zuständen von der Schwelle E2,2, für kleine Breiten L näherungsweise parallel zur
Schwelle E3,1 verläuft. Da es sich hierbei um den zweittiefsten Zustand der Schwelle
handelt, ist dies ein Zustand mit Hauptquantenzahl j = 3. Damit ergeben sich die in
Tabelle 4.1 aufgelisteten Zustandsvektoren.
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4.3 Resonanzen

4.3.2 Bestimmung von Resonanzparametern

Unter einer Energieschwelle Ene,nh liegt der Bereich der zu dieser gehörenden gebundenen
Zustände. Über dieser liegt das zugehörige Kontinuum. So kommt es dazu, dass das Kon-
tinuum einer Schwelle mit dem Bereich der gebundenen Zustände der höhere liegenden
Schwellen überlappt. Dadurch kommt es zu Resonanzen zwischen den Kontinuumszu-
ständen und den gebundenen Zuständen unterschiedlicher Schwellen. Diese Resonanz
ist abhängig von einem Stabilitätsparameter. Hier ist dieser Stabilitätsparameter durch
den Abschneideparameter ρmax gegeben, da dessen Endlichkeit verhindert, dass Konti-
nuumszustände berechnet werden. In Abbildung 4.8 ist das Spektrum in Abhängigkeit
von ρmax für Sze = Szh = 23, Sρ = 31, k = 5 und L = 8nm aufgetragen. Es ist zu sehen,
dass die gebundenen Zustände der Schwelle E1,1 unbeeinflusst von einer Änderung von
ρmax bleiben. Es gibt kein Kontinuum, das mit dem Bereich der gebundenen Zustände
der Schwelle E1,1 überlappt, somit kommt es auch nicht zu Resonanzen. In den andern
Zwischenbereichen kommt es jedoch zu Resonanzen, da es hier zu einem Überlapp von
Bereichen gebundener Zustände und Bereichen des Kontinuums einer anderen Schwelle
gibt. Von diesen resonanten Zuständen werden fünf ausgewählt, um über die in Abschnitt
2.9 beschriebene Stabilization Method, die Resonanzparameter zu bestimmen. Bei diesen
Zuständen handelt es sich um die bereits im vorherigen Abschnitt charakterisierten
Zustände. Für diese Zustände wird über Gleichung (2.63) die Dichte ρρmax(E) berechnet.
Hierbei soll lediglich gezeigt werden, dass es möglich ist aus dem berechneten Spektrum
für diese Zustände die Resonanzparameter zu berechnen. Deshalb wird pro Zustand
lediglich eine Kurve ρmax,i ausgewertet. Damit wird zudem auf die Normierung ∆ρmax
verzichtet. Lediglich für Zustand |5〉 wird eine zweite Kurve ausgewertet, um zu über-
prüfen, ob diese zu ähnlichen Parametern ERes und Γ führt. In Abbildung 4.9 ist die
berechnete Dichte in Abhängigkeit der Energie aufgetragen. Dabei wird die Ableitung
über den Differenzenquotienten

dρmax,i(Ej)

dE
≈ ρmax,i(Ej+1)− ρmax,i(Ej)

Ej+1 − Ej

(4.3)

genähert. An diese berechneten Werte wird jeweils eine durch Gleichung (2.62) motivierte
nicht normierte Lorentzkurve der Form

g(E,ERes,Γ, a) =
a

(ERes − E)2 + Γ2

4

(4.4)

angepasst. Die erhaltenen Fitparameter sind in Tabelle 4.1 aufgelistet. Es ist zu sehen, dass
für Zustand |5〉 aus beiden Kurven sehr ähnliche Parameter erhalten werden. Zudem ist
zu erkennen, dass für feste Quantenzahlen ne und nh die Linienbreite Γ mit zunehmender
Hauptquantenzahl j stark abnimmt.
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Abbildung 4.8: Spektrum der Eigenenergien in Abhängigkeit vom Stabilitätsparameter
ρmax für Sze = Szh = 23, Sρ = 31, k = 5 und L = 8nm.
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Abbildung 4.9: (a) Dichte der resonanten Zustände in Abhängigkeit von der Energie
und (b) Spektrum der Eigenenergien in Abhängigkeit vom Stabilitätsparameter ρmax

Tabelle 4.1: Zuordnung approximativer Quantenzahlen und aus dem Fit erhaltene
Resonanzparameter für L = 8nm und m = 1.

Zustand Zustandsvektor Kurve ERes (meV) Γ (meV)
|5〉 |ne = 2, nh = 2, j = 3,Π = 1〉 ρmax,1 45.65 0.1623
|5〉 |ne = 2, nh = 2, j = 3,Π = 1〉 ρmax,2 45.66 0.1630
|4〉 |ne = 2, nh = 2, j = 4,Π = 1〉 ρmax,3 49,92 0,0457
|3〉 |ne = 3, nh = 1, j = 3,Π = 1〉 ρmax,4 51.56 0.1410
|2〉 |ne = 2, nh = 2, j = 5,Π = 1〉 ρmax,5 53,47 0,0124
|1〉 |ne = 2, nh = 2, j = 6,Π = 1〉 ρmax,6 54,69 0,0039
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5 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde mit einem Algorithmus gearbeitet, der für Exzitonen in einem
Kupferoxydul Quantentopf, das Energiespektrum berechnet. Dazu wird die Wellenfunkti-
on in einer endlichen B-Spline-Basis entwickelt. In dieser Basis wird der Hamiltonoperator
numerisch diagonalisiert. Dazu muss ein generalisiertes Eigenwertproblem gelöst werden.

Ziel der Arbeit war es zunächst den ursprünglichen Algorithmus von Pavel Belov zu
optimieren. Analysen der Laufzeit ergaben, dass die meiste Zeit für den Aufbau der
Hamilton- und der Überlappmatrix benötigt wird. Somit wurde zuerst der Matrixaufbau
beschleunigt. Dazu wurden Eigenschaften der B-Spline-Basisfunktion verwendet, um
die Integrationsbereiche zu minimieren und um keine Matrixelemente zu berechnen,
die ohnehin verschwinden. Im Zuge dessen wurde die Bandbreite der beiden Matrizen
bestimmt. Durch eine veränderte Substitution im Ansatz für die Wellenfunktion konnte
das nicht symmetrische verallgemeinerte Eigenwertproblem zu einem symmetrischen
Eigenwertproblem mit Bandstruktur umgestellt werden. Dies bringt Vorteile für die
numerische Lösung des generalisierten Eigenwertproblems.

Nachdem die Optimierung abgeschlossen war, ging es darum aus dem Algorithmus
physikalische Erkenntnisse zu erhalten. Dazu wurde zuerst das Spektrum in Abhängigkeit
der Breite des Quantentopfs berechnet und diskutiert. Im Anschluss wurde ausgewählten
Zuständen approximative Quantenzahlen zugeordnet. An diesen Zuständen wurde ge-
testet, ob für diese über die Stabilization Method die Resonanzparameter Γ und ERes
bestimmt werden können. Dieser Test lieferte erfolgversprechende Ergebnisse.

Der nächste Schritt ist die Implementierung der komplexen Koordinatenrotation zur
weiteren Betrachtung der resonanten Zustände. Im Zuge dessen wird zudem von der
LAPACK - auf die ARPACK -Bibliothek umgestellt. Ein weiterer möglicher Schritt ist die
Implementierung der Bandstrukturterme, die bisher vernachlässigt wurden.
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