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1 Einleitung

1.1 Motivation und Einfiihrung in das Thema

Exzitonen sind Quasi-Teilchen in Festkorpern, die erstmals 1931 von Frenkel [1] und 1937
von Wannier [2] theoretisch beschrieben wurden. Sie bestehen aus einem positiv geladenen
Loch und einem negativ geladenen Elektron, die iiber die Coulombkraft in Wechselwirkung
stehen und sich um ihren gemeinsamen Schwerpunkt bewegen. Dabei werden sie von
der Bandstruktur des Festkorpers beeinflusst. Der erste experimentelle Nachweis gelang
Gross und Karryjew im Jahre 1952 bei der Untersuchung von Kupferoxydul [3]. Die
Erforschung von Exzitonenn in Kupferoxydul ist seither von groflem Interesse. 2014
gelang der Arbeitsgruppe von Manfred Bayer von der TU Dortmund in Kupferoxydul
angeregte Exzitonen bis zu einer Hauptquantenzahl von n = 25 nachzuweisen [4]. Diese
Rydbergexzitonen zeigen bis zu den hohen Quantenzahlen wasserstoffartiges Verhalten,
wobei der Einfluss der Bandstruktur zur Abweichung von einem exakten wasserstoffartigen
Spektrum fithrt. Da Exzitonen Quantenobjekte sind, wurden sie in der Vergangenheit
ausgiebig mit Methoden der Quantenmechanik untersucht [5-7]. Uber die Zeit kam jedoch
auch das Interesse auf, Versuche zu unternehmen, Exzitonen semiklassich zu beschreiben
8, 9]. Gerade die Entdeckung aus Dortmund durch die Arbeitsgruppe Bayer verleiht
diesem Interesse Aktualitat [4].

Exzitonen konnen auf der einen Seite gebundene Zustdnde darstellen, allerdings gibt es
auch Exzitonen als Resonanzzustande mit einer endlichen Lebensdauer. Ein Beispiel ist
jeweils ein Teil der sogenannten gelbe Serie als gebundene Zustiande, sowie die griine
Serie, deren Vertreter Resonanzen sind, die energetisch tiber der Schwelle der gelben
Serie liegen. Sie sind an das gelbe Kontinuum gekoppelt und zerfallen in dieses [5]. Beide
treten in Kupferoxydul auf. Es stellt sich die Frage, ob auch dieser Zerfall semiklassisch
beschrieben werden kann. Ziel der vorliegenden Arbeit ist, den Zerfall der griinen Serie
sowohl quantenmechanisch als auch semiklassisch zu beschreiben und die Ergebnisse
der beiden Methoden einander gegeniiber zu stellen. Dabei wollen wir uns zunéachst
auf die s-Zustande beschranken. Die quantenmechanischen Berechnungen bedienen sich
einer komplexen Koordinatenrotation [10-12]. In Anlehnung an Molekiilanregungen in
der Chemie und der Born-Oppenheimer-Néherung wihlen wir die Uberginge zwischen
verschiedenen Potentialflichen, das sogenannte Surface Hopping, als Grundstein unserer



1 Einleitung

semiklassischen Beschreibung der griinen Serie in Kupferoxydul [13]. Durch eine von
Kustaanheimo und Stiefel [14] vorgestellte Koordinatentransformation bilden wir zunéchst
das Coulombproblem der Exzitonen auf einen harmonischen Oszillator ab und untersuchen
anschliefend mittels eines Algorithmuses nach Tully [13], wann Spriinge zwischen den
Potentialflachen stattfinden. Hieraus ergeben sich Abschatzungen fiir die Lebensdauern
der Resonanzzustande.

1.2 Aufbau der Arbeit

Kapitel 2 beschéftigt sich mit den theoretischen Grundlagen und motiviert das Exzitonmo-
dell, das in dieser Arbeit Verwendung findet. In Kapitel 3 findet die quantenmechanische
Beschreibung des Exzitonmodells statt. Kapitel 4 widmet sich der semiklassischen Be-
schreibung der Exzitonzerfille und stellt diese Ergebnisse den quantenmechanischen
Berechnungen gegentiber. Es folgen Zusammenfassung und Ausblick, sowie vier Anhéange,
das Literaturverzeichnis und die Danksagung.



2 Theoretische Grundlagen

Dieses Kapitel bietet eine Einfiithrung in die Exzitonphysik. Grundlegende theoretische
Zusammenhénge werden dargestellt und erlautert, die zum Verstdndnis der vorliegen-
den Arbeit notig sind. Das in der Arbeit verwendete Exzitonmodell mit harmonischen
Ostzillatoren wird motiviert.

2.1 Wasserstoffartiges Modell zu Exzitonen

Wird ein Elektron beispielsweise durch Absorption eines Photons aus dem Valenzband
gelost, so hinterlasst es dort ein sogenanntes Loch, das eine positive Ladung trégt. Dieses
Loch und das sich nun im Leitungsband befindende Elektron bilden aufgrund der Cou-
lombwechselwirkung ein Paar, genauer gesagt einen gebundenen Zustand, welcher Exziton
genannt wird. In einem einfachen Ansatz kann dieses System wie ein Wasserstoffatom be-
schrieben werden, also als ein Keplerproblem im Coulombpotential, weswegen von einem
wasserstoffartigen Modell fiir Exzitonen gesprochen wird. Von diesem Standpunkt aus
werden die Wechselwirkungen zwischen Elektron und Loch im Exzitonmodell beschrieben.
Der Hamiltonian des Systems lautet

2 2

pe ph €

He y =FEg+ + — ,
h ¢ 2me  2my  Amege |re — T

2

(2.1)

mit den Impulsen p,,, den effektiven Massen m,, und den Ortsvektoren 7}, wobei der
Index ,e“ auf das Elektron und der Index ,h“ auf das Loch (engl. "hole") verweisen. Die
Energie Eq, ist die Grofle der Bandliicke zwischen den Valenz- und Leitungsbéndern
des Halbleiters. Da sich das Exziton in einem Festkorper befindet, muss der Einfluss des
umgebenden Kristalls in Gleichung (2.1) wie in der Elektrodynamik tiblich mittels der
Dielektrizitdtskonstante e beriicksichtigt werden [7].

Durch das Einfiihren der Relativ- und Schwerpunktskoordinaten

r="T,— T, (2.2a)
R = w’ (2.2b)
Mme + my
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_ MuPe — MePy (2.2¢)
Me + my ’ ‘
P=p, +p,, (2.2d)

sowie der Gesamtmasse M und der reduzierten Masse p mit

M = me + my, (2.2¢)
MeMy

= — 2.2f

h= o e (2.2f)

lasst sich der Hamiltonian (2.1) schreiben als

2 62 P2
He = Eg + g

— —. 2.3
20 47rsoar+2M (23)

Dabei ist r = |r|. Anschaulich wurde so der Hamiltonian in zwei Teile separiert. Der erste
beschreibt die relative Bewegung von Elektron und Loch zueinander mit dem Impuls
p und der zweite die Bewegung des Schwerpunkts mit dem Impuls P. Letzterer ist
vernachlassigbar klein, da der Impuls des einfallenden Photons klein ist und aufgrund der
Impulserhaltung der Impuls des Schwerpunkts demnach ebenfalls klein sein muss [8].

Um den Hamiltonian weiter zu vereinfachen, wird ein Einheitensystem gewéahlt, bei
dessen Verwendung die bisher aufgetretenen Konstanten nicht mehr explizit im Hamilto-
nian vorkommen (Exziton-Hartree-Einheiten). Dabei wird auch der Energienullpunkt
verschoben. Somit ergibt sich der Hamiltonian des Systems final zu

2

p 1
Heyy=———. 2.4
h 2 T ( )

In der vorliegenden Arbeit werden von diesem Punkt an alle Gleichungen und Groflen in
Exziton-Hartee-Einheiten angegeben. Dadurch tauchen manche Konstanten wie A nicht
explizit in den Gleichungen auf, da sie gleich 1 gesetzt werden. Weitere Erlauterungen zu
diesem Einheitensystem sind in Anhang A ausgefiihrt.

2.2 Exzitonen in Kupferoxydul Cu,;0

Das zuvor eingefiihrte wasserstoffartige Modell vernachlassigt die Valenzbandstruktur
der Halbleiter. Experimentell zeigt sich am Beispiel Kupferoxydul, dass gerade diese zu
Abweichungen des Spektrums des Halbleiters gegeniiber dem Spektrum des Wasserstoffa-
toms fithrt [15]. In diesem Abschnitt wird daher ndher auf die Valenzbandstruktur von
Kupferoxydul eingegangen.
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Abbildung 2.1: Auszug aus dem Termschema von Kupferoxydul mit den durch Kris-
tallfeld und Spin-Bahn-Kopplung hervorgerufenen Aufspaltungen. Die
Abbildung ist [7, 8, 17] nachempfunden.

Das Valenzband von Kupferoxydul ist durch ein Cu 3d Orbital bestimmt [7] und nicht
perfekt parabolisch. Durch die kubische Oy, Symmetrie des Kristalls, im Folgenden als
Kristallfeld bezeichnet, spaltet das Valenzband in ein I' und ein ' Band auf [16], wobei
nur das energetisch hoher gelegene I's” Band fiir die Bildung von Exzitonen von Bedeutung
ist. Das I'7-Band ist dreifach entartet. Diese Aufspaltung durch das Kristallfeld wird durch
das Einfiithren eines Quasispins I mit der zugehorigen Quantenzahl I = 1 berticksichtigt.
Das Leitungsband von Interesse (das unterste) ist durch ein Cu 4s Orbital bestimmt

[7].

Das Loch im Valenzband besitzt ebenfalls einen Spin S},. Fir die zugehorige Quantenzahl
Sy gilt Sy, = % Aufgrund der Wechselwirkung zwischen I und Sy, (Spin-Bahn-Kopplung)
spaltet das I' Niveau weiter in ein I'7 und ein 'y Niveau auf, die zweifach und vier-
fach entartet sind [8]. Die durch Kristallfeld und Spin-Bahn-Kopplung hervorgerufenen
Aufspaltungen sind in Abbildung 2.1 dargestellt.

Die Spin-Bahn-Kopplung wird durch den Hamiltonian Hgo mit
2
Hgo = gA (14 1ISy), (2.5)

beschrieben [8, 18]. Dabei ist A ein Energieterm, auf dessen Bedeutung im Folgenden
ndher eingegangen wird. Der Index ,SO* bezieht sich auf den englischen Ausdruck
spin orbit. Quasispin und Lochspin koppeln zu einem Gesamtdrehimpuls oder effektiven
Lochspin J mit

J=1I+8. (2.6)
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Nach den Gesetzen der Drehimpulsaddition kann die zugehorige Quantenzahl J die Werte
J = % und J = % annehmen. Um den Kopplungsterm (2.5) weiter zu spezifizieren, wird
Gleichung (2.6) quadriert und umgestellt, um die Relation

IS, = ; (72 -1-57) (2.7)

zu erhalten. Die Operatoren erfiillen die Eigenwertgleichungen

PlJmy)=T1+1)J,my), (2.8a)
5}21|J,mj> :Sh (Sh—|—1)|J,mJ>, (28b)
J*|Jmy) = J(J+1)|J,my). (2.8c¢)

Dadurch ergibt sich schliefSlich

—1|J,my), furJ

2.9
s Smy),  fir J (29)

_1

— -2

ISh|J7mJ>_{ s

5

Die Zustande |J, m;) mit der magnetischen Quantenzahl m; zu J sind Eigenzusténde
des Hamiltonians (2.5) und erfiillen die Eigenwertgleichungen

1
HSO 2,mJ> = 0, (210&)

3 3
27mJ> :A‘QamJ>a (210}3)

Hgo

mit der Energie A, die der Energiedifferenz zwischen der gelben und griinen Serie
entspricht.

Die Ubergangsserien zwischen den Valenzbindern und dem Leitungsband werden anhand
der Wellenldngen charakterisiert und benannt, die diesen Ubergang induzieren wenn sie
absorbiert werden. Fiir diese Arbeit sind die griine und die gelbe Serie von Interesse.
Abbildung 2.2 zeigt die einzelnen Valenzbéander, sowie das unterste Leitungsband von
Kupferoxydul. Eingezeichnet sind auBerdem die Ubergénge der gelben und griinen Serien.
Die gelbe Serie erhélt man fir J = %, die grine hingegen fiir J = % Man beachte, dass
die Energiedifferenz zwischen dem obersten Valenzband und dem untersten Leitungsband
gerade die Bandliickenenergie E ist. Die gelbe und griine Serie sind miteinander gekoppelt.
Dadurch ergeben sich fiir den Hamiltonian (2.5) zusétzliche Kopplungsterme K (p, I, Sy,),
die mit der kubischen Symmetrie des Kristalls vereinbar sind. Dabei tauchen nur Terme
der Form p;p;, also 2. Ordnung in p auf. Alle griinen Exzitonen mit Ausnahme der 1s
Zustande mit gerader Paritat liegen im Energiebereich des gelben Kontinuums. Damit
sind die griinen Zustande mit einer Hauptquantenzahl n > 2 als Resonanzen anstatt

10
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Abbildung 2.2: Schematischer Auszug aus der Bandstruktur von Kupferoxydul. Die
Abbildung ist [7, 8, 17] nachempfunden.

tatsachlich gebundener Zustande zu verstehen, die eine endliche Lebensdauer besitzen
[5]. Fiir die Erklarung des Begriffs Resonanz sei auf Kapitel 2.3 verwiesen.

Die Kopplungsterme K (p, I, Sy,) konnen beliebig kompliziert gewéhlt werden, um Ein-
fliisse der Bandstruktur zu beachten. Fiir die vorliegende Arbeit wird ein einfaches Modell
gewéhlt. In diesem Bild sind die Hamiltonians fiir die gelbe (Index ,,y“ fir engl. "yellow")
und die griine (Index , g“) Serie in Anlehnung an (2.4) jeweils gegeben als

1
H, = %—7, (2.11)
T
2
p 1
P LA 2.12
g 2 r + ( )

Zur Beschreibung der griinen und gelben Serie in dieser Modellentwicklung bietet es sich
an, statt der Hamiltonians (2.11) und (2.12) mit einem Hamiltonian in Matrizenform zu
arbeiten, der auch die Kopplung der Serien beschreibt. Dieser wird gewéahlt als

S N R

mit der Kopplung x. Die Kopplungsterme werden in einem einfachen Modell als linear in
p? gewahlt. In Anhang B sind die in dieser Arbeit verwendeten Materialparameter von
Kupferoxydul aufgelistet.

11
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(a) Coulombpotential (blau) mit ein- (b) Coulomb-Stark-Potential (blau)
gezeichnetem gebundenen Zu- mit eingezeichnetem Resonanzzu-
stand (rot). stand (rot).

Abbildung 2.3: Schematische Darstellung der Erzeugung einer Resonanz durch Anlegen
eines dufleren elektrischen Feldes. Die Abbildung ist [6, 19] nachemp-
funden.

2.3 Resonanzen

2.3.1 Quantenmechanik

In der Quantenmechanik bezeichnet der Begriff Resonanz einen quasigebundenen oder
nicht-stationdren Zustand, der als metastabil klassifiziert ist. Es handelt sich also um
einen langlebigen Zustand eines Quantensystems, der energetisch so gelegen ist, dass
eine Aufspaltung in zwei oder mehrere Untersysteme moglich ist [11, 19]. Metastabile
Zusténde besitzen eine endlichen Lebensdauer und werden mittels einer Zerfallsrate I"
charakterisiert. Ein gebundener Zustand kann beispielsweise durch das Anlegen eines
auBeren elektrischen Feldes in einen metastabilen Zustand tiberfihrt werden [6]. Dabei
verdndert sich das Coulombpotential zu einem Coulomb-Stark-Potential (vergleiche
Abbildung 2.3). Dem System ist es dadurch moglich, durch den Tunneleffekt in den
Bereich der ungebundenen Zustande zu gelangen. Fiir den zuvor stabilen, gebundenen
Zustand ergibt sich durch die Tunnelwahrscheinlickeit eine endliche Lebensdauer.

Mathematisch werden Resonanzen durch im Ortsraum lokaliserte Zustdnde mit der
Zeitentwicklung

Ur(t) = e Frp(t = 0), (2.14)

12
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beschrieben [19]. Die Energie einer Resonanz wird in der Form

r
E =Re(F) — 15, (2.15)
also komplex, angesetzt. Der Realteil ist die tatsichliche Energie des Zustands. Fiir das

Betragsquadrat der Wellenfunktion ergibt sich
[Wr()] = (Wr()|Ur(t) = e |Yr(t = 0). (2.16)

Somit nimmt die Wahrscheinlichkeit, das System im metastabilen Zustand zu finden, wie
angenommen, exponentiell ab.

2.3.2 Semiklassik

Fir die Semiklassik wird in der vorliegender Arbeit ein adiabatischer Ansatz mit nicht
adiabatischen Korrekturen gewéahlt (vgl. Kapitel 4). In diesem Bild stellen die gelbe und
die griine Serie Energieflichen dar, auf denen sich die Dynamik der Exzitonen abspielt.
Das Exziton kann zwischen den Energieflichen in beide Richtungen springen. Dieses
Prinzip wird Surface Hopping [13] genannt. Fiir den Energiebereich der griinen Zusténde
ist deren Bewegung bis auf den 1s-Zustand auf der griinen Flache gebunden, auf der
gelben Flache hingegen ungebunden. Die Zeit, die vergeht bis ein Exziton den Bereich
gebundener Bewegungen auf der griinen Flache endgiiltig verlasst und in den Bereich der
ungebundenen Bewegungen auf der gelben Fléache iibergeht, ist in diesem Zusammenhang
die Lebensdauer des Zustands.

2.4 Koordinatentransformation nach Kustaanheimo und
Stiefel

Betrachtet man Gleichung (2.4), wird schnell ein Problem ersichtlich. Fiir » — 0, also
dem Zusammenfallen von Elektron und Loch, divergiert der Hamiltonian. Fiir eine
zielfiihrende numerische Beschreibung des Systems muss der Hamiltonian regularisiert,
d.h. die Singularitdt behoben werden. Dafiir wird eine Transformation in Raum und
Zeit verwendet, die erstmals von Kustaanheimo und Stiefel [14] eingefiihrt wurde. Adolf
Hurwitz zeigte, dass die an diese Transformation gestellten Anforderungen nur in n-
dimensionalen Raumen mit n = 1, 2,4, 8 realisierbar sind [20]. Die Koordinaten = und p
werden so transformiert, dass r — U und p — P mit r,p, U, P € R".

Die Koordinatentransformation mit dem regularisierten Ortsvektor U = (Uy, ..., U,)" ist
definiert als

r = L{U)U. (2.17)

13
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Die Impulstransformation mit dem regularisierten Impuls P = (P, ..., P,) " lautet

L Lop. (2.18)

p=i-L
Id

Die Transformationsmatrix L(U) soll die von Kustaanheimo und Stiefel gestellten
Anforderungen erfiillen [14]:

1. Die Matrixelemente sind lineare, homogene Funktionen der Koordinaten U;.
2. L(U) ist im folgenden Sinne orthogonal:
i. Das Skalarprodukt zweier verschiedener Reihen verschwindet.

ii. Jede Reihe besitzt die Norm (U2 + ... + U?).

Die physikalische Zeit t und die regularisierte Zeit 7 in Kustaanheimo-Stiefel-Koordinaten
hangen iiber die Beziehung

dt

1= U* = 2r, (2.19)

miteinander zusammen [8].

Im Folgenden werden die Transformationen » — U und p — P fiir verschiedene
n-dimensionale Raume betrachtet.

2.4.1 Eindimensionaler Fall

P
Der Fall n = 1 ist trivial. Es ist L(U) = U und damit r = U? und p = iR Damit lautet
der Hamiltonian (2.13) fiir diesen Fall

- P? 1 0 0 kP [0 1
Hp=|=— - —= — . 2.20
P <2U2 U2> " (o A) N (1 0) (2:20
Aufgrund der verschiedenen Anzahl an Dimensionen unterscheiden sich die Wahl der

Ortstransformation r = U? und Gleichung (2.19) um den Faktor 2.

2.4.2 Zweidimensionaler Fall

Fir n =2 ist

L(U) = (g: _U[f) . (2.21)

Die Ergebnisse sind mit den Ergebnissen des eindimensionalen Falls identisch.

14
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2.4.3 Anwendung auf ein dreidimensionales Problem

Um die Transformation auf das dreidimensionale Keplerproblem anzuwenden, wird fiir
die Vektoren eine zusétzliche vierte Komponente eingefiihrt, die in diesem Fall allerdings
jeweils nur Nullelemente enthélt. An unserem Ausgangspunkt sind also

r = (Tla Tro, T3, O>T7 (2223)
D= (p17p27p370)T7 (222]3)

wobei die Komponenten r; und p; die Komponenten der reguliaren dreidimensionalen
Vektoren sind.

Die Transformationsmatrix L(U) wahlen wir nach [21] als

U3 —U4 Ul _U2
L(U):} G CRNL (2.23)
= 2|\U, U, -Us —U,

Uy =Uy Uy Us

Ausgeschrieben lautet die Transformationsvorschrift in vier Dimensionen (2.17) also

2 (U1 U5 — UsUy)
r (2.17&2.23) 1 2 (U1U4 + U2U3)

2.24
2vrs vz vz (2.24)
0
Die Transformationsvorschrift des Impulses mit dem regularisierten Impuls
P = (Pl, PQ, P3, .LD4>T lautet
U3P1 — U4P2 + U1P3 — U2P4
. 2 23) 1 P, P. P P
p(2:18) = LU)P (2.23) — UsPy + UsPy + Uy Py + U Py (2.25)
U U |U P +UP,—UsP; — U Py
UsPy — U Py, — UyP3 + Us Py
Setzt man |r| und p? in Gleichung (2.13) ein, wobei
24) 1
| P2V U (2.26a)
25) 4 p?
p=pp 2 S PTLT(ULWU)P =", (2.26b)
U = = 2 U
(2.23) y2

15
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und 1 die Einheitsmatrix ist, so erhalt man den neuen Hamiltonian H in Kustaanheimo-
Stiefel-Koordinaten als

- P? 2 0 0 kP? [0 1
Hip = [ — — = i . 2.27
» <2U2 U2>+<0 A) T (1 o) (2.27)

2.4.4 Transformationsverhalten der Wirkung

Eine weitere physikalische Grofle, die bei der Kustaanheimo-Stiefel-Regularisierung mit
transformiert und fiir die Klassifizierung von Bewegungen von Bedeutung ist, ist die
Wirkung S. Allgemein gilt

dr
S = — dt 2.28
o a (2.28)
oder in differentieller Form
ds dr
— =p—. 2.2
a P (2.29)

Mit den in diesem Kapitel bisher eingefiihrten Beziehungen ergibt sich die Wirkung in
Kustaanheimo-Stiefel-Koordinaten zu

dU
S=[|2P—d 2.30
2P an (230
bzw.
ds dU
— =2P— 2.31
dr dr’ (2:31)

fiir ein- und zweidimensionale Bewegungen und zu

5= / riYq (2.32)
dr
bzw.
ds dU
— =P — 2.33
dr dr’ ( )

im vierdimensionalen Raum.

16



2.5 Modell fiir Exzitonen

2.5 Modell fur Exzitonen

In der vorliegenden Arbeit sind die s-Zustdnde der Exzitonen von Interesse. Damit redu-
ziert sich die Dimensionalitat des Problems auf eine Dimension. Durch die Kustaanheimo-
Stiefel-Regularisierung ist es moglich, das Coulombproblem umzuformulieren, so dass wir
uns im Bild eines harmonischen Oszillators befinden.

Ausgangspunkt fiir die Entwicklung des eindimensionalen Modells ist der Hamiltonian
(2.20). Durch die Transformation

H=(H-E)U+1, (2.34)

wobei F die Gesamtenergie des Systems ist, lasst sich der Hamiltonian der gelben und
der griinen Serie als Hamiltonian harmonischer Oszillatoren interpretieren, die mit den
jeweiligen Kreisfrequenzen wy, und w, (siehe unten) oszillieren. Ausgefiihrt ergibt die
Transformation (2.34)

2

. (P2 P
= (5= B0 ol + (4 (3= B0 ) Gl 4 0P () G+ 1) 1) - (239
Dabei sind |y) = (1,0)" der Zustandsvektor der gelben und |g) = (0,1)" der Zustands-
vektor der griinen Serie.

Fir F < 0 finden sich die Potentiale der gebundenen gelben und griinen Zusténde in
Form harmonischer Oszillatoren. Der Bereich 0 < F < A ist der Bereich des gelben
Kontinuums und der griinen Resonanzen. Die gelben Zusténde besitzen Potentiale inverser
harmonischer Oszillatoren, wohingegen die Potentiale der griinen Resonanzen weiterhin
die Form von harmonischen Oszillatoren annehmen. Fiir £ > A werden beide Serien
durch Potentiale inverser harmonischer Oszillatoren beschrieben.

Durch den Vergleich des Hamiltonians (2.34) mit dem allgemeinen Hamiltonian Hyo
eines harmonischen Oszillators (Index ,HO“) der Form [22]

P2 1
Hyo = =+ inUZ, (2.36)

lassen sich die Kreisfrequenzen der Oszillatoren mittels

identifizieren.

Zur Vollstandigkeit sei angemerkt, dass im Falle eines Modells, das sich nicht nur auf
die s-Zustinde beschrankt, das so entstehende dreidimensionale Problem, wie zuvor
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2 Theoretische Grundlagen

demonstriert, auf vier Dimensionen erweitert wird und anschlieBend der Hamiltonian
(2.27) als Ausgangspunkt zu wahlen ist und die Transformation auf Oszillatorform gemafl
Gleichung (2.34) entsprechend

Hip = (Hip — E) U* + 2, (2.39)

lautet.
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3 Quantenmechanisches
Oszillatormodell

In diesem Kapitel wird ein einfaches eindimensionales quantenmechanisches Modell zum
Zerfall der griinen Exzitonzustéinde auf Basis der Kustaanheimo-Stiefel-Regularisierung
entwickelt. Zundchst werden die theoretischen Grundlagen des Modells eingefiihrt, bevor
dieses qualitativ und quantitativ betrachtet wird.

3.1 Eigenbasis des harmonischen Oszillators

Zur Beschreibung des harmonischen Oszillators bietet es sich an, den Impuls- und
den Ortsoperator in dessen Eigenbasis zu betrachten. Die Eigenzustande seien gegeben
durch {|n)} mit n € Ny. Sie stellen ein vollstdndiges Orthonormalsystem dar [22]. Die
Ubergénge zwischen den Zusténden kénnen mit den Leiteroperatoren @ und a' beschrieben
werden, wobei a Vernichtungs- und a' Erzeugungsoperator genannt werden. Die beiden
Operatoren kommutieren nicht, es gilt [a,a!] = 1. Mit den Eigenzustéinden erfiillen sie
die Relationen

a'ln) =vn+1|n+1), (3.1)
aln) =+vnln—1). 3.2

Insbesondere ist
al0) = 0. (3.3)

Durch die Leiteroperatoren ausgedriickt lauten Impuls- und Ortsoperator (in Exziton-
Hartee-Einheiten)

P=i %(aT—a), (3.4)
U= zij(afm) (3.5)
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3 Quantenmechanisches Oszillatormodell

Von Bedeutung sind in diesem Zusammenhang die Quadrate der Operatoren mit
p2 & —% (CLTCLT —a'a —aa' + aa) : (3.6)

: 1
y? & o (aTaT +a'a+ aa’ + aa) : (3.7)
w

Die Matrixelemente der Operatoren beziiglich der Eigenbasis des harmonischen Oszillators
sind gegeben durch

P2 = (0| P?|n), (3.8a)
U2 = (n|U?n) . (3.8b)

Daraus erhélt man mit den Gleichungen (3.1) - (3.7)
P2 = —% (\/(n +1)(n+2){(n'|n+2) — (2n+1) (n'In) +/n(n — 1) (n'|n — 2) ,)
-2 (\/(n D)1+ 2) Gnss — (204 1) G + \/méw,n_z> , (3.9)

und analog
1
UZ, = o W (4 1)1+ 2) 6 mys + (20 + 1) S+ \/n(n — 1) 5,1,7”_2) . (310
wobei
L fiwi—
by=4 (3.11)
0, fir i # j,

das Kronecker-Delta bezeichnet.

Fiir die Wellenfunktion ergibt sich somit ein Produktansatz
) =>_In)@]1s), (3.12)
wobei das ,s¢ fur ,Serie“ steht und [s) € span ({|y),|g)}) gilt. Anschaulich ist der

Hamiltonian (2.35) in dieser Basis in Form von Blockmatrizen dargestellt, die als Eintrage
die Operatoren besitzen.

3.2 Energieeigenwerte

3.2.1 Verallgemeinertes Eigenwertproblem

Der Hamiltonian der Form (2.35) erfiillt mit seinen Eigenzustanden [¢)) die Gleichung

Hp) =) (3.13)
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3.2 Energieeigenwerte

Dies ist kein Eigenwertproblem im klassischen Sinne, da durch die Transformationen
H =1 ist. Nun gilt es den Ausdruck (3.13) in ein verallgemeinertes Eigenwertproblem
der allgemeinen Form

Av = A\Bv, (3.14)

zu tberfithren, das die Energieeigenwerte E bestimmt. Dies gelingt durch die Transfor-
mation

H=H-1+EU? (3.15)

In der Produktbasis ausgedriickt erhalt man so

2

H= (5= 1) W 614 nP ) ) 6+ (G -1+ A0 )l (310

Gleichung (3.13) wird ausgedriickt durch die Produktzustdande damit zu

H |y} = EU* (|y) {v| + |g) () [¢) . (3.17)

was einer losbaren verallgemeinerten Eigenwertgleichung entspricht.

3.2.2 Komplexe Koordinatenrotation

In der Quantenmechanik werden physikalische Observablen durch hermitesche Operato-
ren im Hilbertraum beschrieben. Hermitsche Operatoren kénnen nur reelle Eigenwerte
besitzen. Als hermitescher Operator liefert die Diagonaliserung des Hamiltonians somit
reellwertige Energieeigenwerte. Die zugehorigen quadratintegrierbaren Eigenzustande
stellen dann gebundene Zustédnde mit unendlicher Lebensdauer dar [6]. Die fir die vor-
liegende Arbeit interessanten Zusténde besitzen jedoch, wie zuvor in Abschnitt 2.3.1
eingefithrt, komplexe Energieeigenwerte. Somit kénnen diese nicht zu einem hermiteschen
Hamiltonian gehoren. Der hermitesche Formalismus muss also erweitert werden, um das
generalisierte Eigenwertproblem (3.17) zu lésen. Fiir die Einfithrung dieser Methodik
wird sich im Folgenden an [6] orientiert.

Um die komplexen Eigenenergien zu berechnen, wird eine komplexe Koordinatenrotation
r — rel? [10-12] durchgefiihrt. In den eingefiihrten Kustaanheimo-Stiefel-Koordinaten
hat sie die Form

U — Uels. (3.18)

Unter dieser komplexen Koordinatenrotation wird der Hamiltonian (3.16) zu einem
nicht-hermiteschen Operator, der komplexe Eigenwerte ermoglicht. Kontinuumszustédnde

21



3 Quantenmechanisches Oszillatormodell

Im(E)
Im(FE)
Re(E
Re(E) ()
20 ‘
bund >¢ . nicht sichtbare gebundene / X Eigoel(llaeli{eti
%?11??1(1(%6 " Resonanzen Zustande L

(b) Verborgene Resonanzen werden durch
die komplexe Koordinatenrotation
sichtbar.

(a) Verborgene Resonaznen im hermite-
schen Eigenwertproblem.

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der komplexen Koordinatenrotation. Die
Abbildung ist [6, 19] nachempfunden.

werden um den Winkel 26 in die untere komplexe Energie Ebene rotiert, wodurch
Resonanzen sichtbar werden, die im hermiteschen Eigenwertproblem nicht enthalten
sind. Fir hinreichend grofle # sind ihre Positionen unabhéangig von 6. Die Positionen
der gebundenen Zusténde bleiben dabei unverdndert [6]. Fir passend gewéhlte Winkel
0 werden die Resonanzzustdnde quadratintegrabel. Dieses Prinzip ist in Abbildung 3.1
schematisch dargestellt.

Im hermiteschen Formalismus sind die Resonanzzusténde |¢)) nicht normierbar und damit
nicht Teil des Hilbertraums [6]. Sie erfiillen Gleichung (3.17) mit einer komplexen Energie
E. In diesem Zusammenhang wird der komplexe Skalierungsoperator Sy eingefiihrt.
Angewendet auf die Zustande [¢) ergibt sich im Ortsraum der Zusammenhang

Se|0(U)) = [p(Ue'2)). (3.19)

Fiir hinreichend groe 6 wird Sy |¢)) quadratintegrabel [11]. Unter der komplexen Koordi-
natenrotation wird Gleichung (3.17) zu

SoH Sy Sp [1b) = ESeU* (Iy) (v| + Ig) (g]) S5 ' So [¢) - (3-20)

Das Ziel ist es, die Eigenwerte und normierbaren Eigenzustidnde des rotierten Hamilto-
nians

H' = SyHS,;*, (3.21)
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3.3 Auswertung und Implementierung

zu bestimmen. In einer Basis {¢;} ausgedriickt, ergeben sich
S |v) = Z ci|di) (3.22)

und

S (S5 i | H| S5 di)ci = EX(Si'65 | U (19) (| + 18) (g]) | S ') e (3:23)

(2

Das Eigenwertproblem (3.17) lisst sich also 16sen, indem der unrotierte Hamiltonian
H beibehalten und das Basisset {|S; 1@)} verwendet wird [6]. Alternativ und in dieser
Arbeit findet sich das umgekehrte Vorgehen mit unrotierten Zustdnden und rotiertem
Hamiltonian.

3.3 Auswertung und Implementierung

Fiir die numerische Implementierung kann nur eine begrenzte Basisgrofle N fir die
Operatoren P und U gewahlt werden. Die Blockmatrizen in der Produktbasis sind dann
von der Dimension 2N x 2N. Mit N steigt die Genauigkeit der Ergebnisse.

3.3.1 Ungekoppelter Fall

Zunéchst soll der Fall kK = 0 qualitativ betrachtet werden. Fiir diesen Fall ergeben sich die
Energieeigenwerte der gebundenen gelben Zustande gemafl dem wasserstoffartigen Modell
zu den Energieecigenwerten des Wasserstoffatoms. Die Energien der griinen Resonanzen
sind gegeniiber diesen um den Wert A verschoben. Somit ergeben sich

b
2( _1)2’

Re(Ey) = A —

Re(E,) = — (3.24)

T (3.25)

mit der Hauptquantenzahl n. Der ungekoppelte Fall ist fiir die Modellentwicklung in
der Hinsicht interessant, dass durch die theoretischen Vorhersagen mit den Gleichungen
(3.24) und (3.25) die Konvergenz der numerischen Implementierung tiberpriift werden
kann. Daraus ergeben sich die Konvergenzparameter, die fiir die Implementierung der
Féille mit einer nicht-verschwindenden Kopplung ebenfalls verwendet werden kénnen.
Dem Thema Konvergenz widmet sich der Anhang C. Abbildung 3.2 zeigt die Losungen
des verallgemeinerten Eigenwertproblems (3.17) fiir k = 0 in der komplexen Ebene.
Durch numerische Fehler ist Im(Ey) # 0 fiir die gebundenen gelben Zusténde. In der
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3 Quantenmechanisches Oszillatormodell

1 — 12 0.1 : : : : — 1.2
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(a) Gelbe und griine Serie. (b) Ausschnitt der griinen Resonanzen.

Abbildung 3.2: Losungen des verallgemeinerten Eigenwertproblems (3.17) in der kom-
plexen Ebene fiir den Fall kK = 0 mit der Basisgrole N = 1000. Die
Energien sind in Exziton-Hartee-Einheiten (vgl. Anhang A) gegeben.
Die Energien sind durch die jeweilige Farbe eindeutig der gelben bzw.
griinen Serie zugeordnet. Die Farbskalierung wird in Anhang D erlau-
tert. Die Wirkung der komplexen Koordinatenrotation auf die Konti-
nuumszusténde ist deutlich zu erkennen.

Theorie werden diese nicht durch die komplexe Koordinatenrotation beeinflusst und es
gilt Im(Ey) = 0. Auf diese numerischen Ungenauigkeiten wird im Folgenden nicht weiter
eingegangen, da sie verschwindend gering sind (vgl. Abbildung 3.2). Auch fiir die griinen
Resonanzen ergeben sich numerische Ungenauigkeiten. Fiir k = 0 ist Im(E,) = 0, aber
auch hier gibt es numerische Artefakte. Die numerisch berechneten Energiecigenwerte
fiir die gelbe und griine Serie sind jeweils fiir die ersten zehn Zustande in Tabelle 3.1
aufgefithrt. Sie stimmen in der gewahlten Genauigkeit mit den analytischen Werten
iiberein.

3.3.2 Lebensdauern der griinen Resonanzen bei nicht
verschwindender Kopplung

Nun sollen einige Falle mit x # 0 betrachtet werden. Die Abbildungen 3.3a bis 3.3f
zeigen die Losungen des verallgemeinerten Eigenwertproblems (3.17) fiir verschiedene
k # 0 in der komplexen Ebene. Zu beobachten ist, dass sich mit wachsender Kopplung
die Verteilung der Energiezustinde gegeniiber Abbildung 3.2 dahingegen verdndert, dass
die Kontinua zusammenlaufen. Je grofler die Kopplung, desto frither tritt dieser Effekt
auf. Fir die gewéhlte Basisgroie N = 1000 werden hier nur die Lebensdauern der
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3.3 Auswertung und Implementierung

Tabelle 3.1: Energieeigenwerte der gelben und griinen Zustdnde in Exziton-Hartree-
Einheiten in Abhéngigkeit der Hauptquantenzahl n.

(a) Nummerisch berechnete Werte. (b) Analytisch berechnete Werte.

n Re(Ey) Re(E,) n Re(Ey) Re(E,)
1 -2,000000 -1,220000 1 -2,000000 -1,220000
2 -0,222222  0,557778 2 -0,222222  0,557778
3 -0,079999  0,700000 3 -0,080000  0,700000
4 -0,040816 0,739183 4 -0,040816 0,739184
5 -0,024691  0,755308 5 -0,024691  0,755308
6 6
7 7
8 8
9 9

-0,016528  0,763471 -0,016528  0,763471
-0,011834  0,768165 -0,011834  0,768165
-0,008888  0,771111 -0,008888  0,771111
-0,006920  0,773079 0,006920  0,773079
10 -0,005540  0,774459 10 -0,005540  0,774459

griinen Resonanzen fiir einige Kopplungen bestimmt. Fiir groffere Kopplungen weicht die
Darstellung in der komplexen Ebene stirker von denen fiir kleinere Kopplungen ab. Dies
ist in Abbildung 3.4 dargestellt.

Weiterhin ist zu beobachten, dass die Kopplung ebenfalls einen Einfluss auf die gebundenen
gelben Zustande hat. Fiir wachsendes x verschiebt sich der gelbe Grundzustand weiter
ins Negative und erhélt einen grofieren griinen Anteil (vgl. Anhang D). Die gelben
Kontinuumszutsinde erhalten auch einen grofleren griinen Anteil, doch dieser Effekt tritt
erst spater auf. Die griinen Resonanzen werden, wie gewollt, durch das Wegdrehen des
gelben Kontinuums aufgedeckt. Thr gelber Farbanteil wachst dabei aber in der Abbildung
optisch nicht merklich und bleibt numerisch gesehen deutlich im Bereich grin (vgl.
Anhang D).

Die Energiceigenwerte fiir die Félle x € {0,1;0,2;0,3} sind in den Tabellen 3.2, 3.3 und
3.4 aufgelistet.
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(c) Gelbe und griine Serie fiir K = 0,2. (d) Griine Resonanzen fiur x = 0,2.
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(e) Gelbe und griine Serie fiir k = 0,3. (f) Grine Resonanzen fir x = 0,3.

Abbildung 3.3: Losungen des verallgemeinerten Eigenwertproblems (3.17) in der kom-
plexen Ebene fir die verschiedenen Félle x # 0 mit der Basisgrofie
N = 1000. Die Energien sind in Exziton-Hartee-Einheiten (vgl. Anhang
A) gegeben.
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3.3 Auswertung und Implementierung

—-10 -8

Abbildung 3.4: Fiir k = 0,5 bei N = 1000 erkennt man ein starkes Abweichen der

Darstellung in der komplexen Ebene, vgl. Anhang C.

Tabelle 3.2: Energiceigenwerte der gelben und griinen Serie fir N = 1000 und « = 0,1
in Exziton-Hartee-Einheiten.

n Re(Ey) Re(E,) Im(E,)
1 —2257977 —1,135064 —1,8-10712
2 —0,228646 0,562602  —0,006 565
3 —0,078214 0,701855 —0,001613
4 —0,041831 0,739867  —0,000451
5 —0,024500 0,755701  —0,000 274
6 —0,016820 0,763670 —0,000114
7 —0,011784 0,768305 —9,1-107°
8 —0,009008 0,771193 —4.5-107
9 —0,006900 0,7731444 —4,0-107°
10 —0,005 600 0,77450 —2,2-107°
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3 Quantenmechanisches Oszillatormodell

Tabelle 3.3: Energieeigenwerte der gelben und griinen Serie fiir N = 1000 und s = 0,2
in Exziton-Hartee-Einheiten.

n Re(Ey) Re(Ey) Im(E,)
1 —3,008182 —1,000088 —5,9-10713
2 —0,254031 0,583821 —0,018114
3 —0,073313 0,7082074 —0,003943
4 —0,046078 0,741990  —0,001 090
5  —0,023905 0,756 952  —0,000659
6 —0,018007 0,764272  —0,000275
7 —0,011621 0,768 747 —0,000 220
8  —0,009488 0,771443  —0,000 108
9 —0,006835  0,773349 —9,9-107°
10 —0,0058391 0,7746284 —5,3-107°

Tabelle 3.4: Energieeigenwerte der gelben und griinen Serie fiir N = 1000 und s = 0,3
in Exziton-Hartee-Einheiten.

n Re(Ey) Re(E,) Im(E,)
1 —4,637175 —0,896736 —6,2-107"°
2 —=0,337707  0,609568 —0,010744
3 —0,066867  0,715214 —0,002229
4 —0,062407  0,744443 —0,000676
5 —0,022922 0,758371  —0,000 385
6
7
8
9

—0,022 091 0,764984  —0,000173
—0,011330  0,769260 —0,000130
—0,011039  0,771743 —6,9-107°
—0,006716  0,773590 —5,9-107°
10 —0,006 581 0,774782 —3.4-107°

Fir die Lebensdauer 7 der Resonanzen, gemessen in der physikalischen Zeit ¢, gilt

1 (2.15) 1
. — 3.26
T r 2Im(E,) (3:26)

Mit den Werten aus den Tabellen 3.2, 3.3 und 3.4 lassen sich mit Gleichung (3.26) die
Lebensdauern der Resonanzzustidnde berechnen. Diese sind in Tabelle 3.5 aufgelistet.
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3.3 Auswertung und Implementierung

Tabelle 3.5: Lebensdauern der griinen Zusténde fiir n € [2,10] fiir verschiedene Kopp-
lunsgstérken . Alle Grolen sind in Exziton-Hartree-Einheiten gegeben.

n Tfirk=01 Tfirk=02 T firk=0,3

76,1503
309,886
1108,22
1820,78
4360,82
547781
11086,9
122253
22 540,3

© 00 J O Ut = W N

—_
(e

27,6024
126,804
458,448
758,093
1812,57
2267,94
4592,62
5031,05
9301,89

46,5342
224,218
739,536
1298,47
2882,04
3818,68
7230,02

8378,7
14540,7

Unabhéngig von der Kopplungsstarke wachsen die Lebensdauern der Resonanzen mit
n. Dies mag darauf zuriickzufiithren sein, dass mit wachsendem n der Abstand zum
gelben Kontinuum grofler wird und damit dessen Kopplungseinfluss nachlasst. Anders
als man intuitiv vermuten konnte, sinken die Lebensdauern nicht mit wachsendem k. Die
Lebensdauern der einzelnen Zustande sind fiir K = 0,2 am kleinsten.
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4 Semiklassisches Oszillatormodell

In diesem Kapitel wird eine adiabatische Naherung zur semiklassischen Beschreibung der
Exzitonen in Kupferoxydul eingefiihrt. Mittels eines ,fewest switches“-Algorithmus [13]
werden Uberginge zwischen der griinen und gelben Energiefliche ausgewertet. Daraus
werden die Lebensdauern der griinen Resonanzen bestimmt und mit den quantenmecha-
nischen Ergebnissen aus dem vorherigen Kapitel 3 verglichen.

4.1 Adiabatische Naherung

4.1.1 Rechtfertigung und Ansatz

Die adiabatische Naherung ist durch die verschiedenen Zeitskalen gerechtfertigt, auf
denen sich die Bewegungen im Ortsraum und die Bewegung in den Serienfreiheitsgraden
abspielen. Die Energiedifferenz zwischen der gelben und griinen Serie ist gerade A. Fiir
die Rydbergserie sind die Energieunterschiede zwischen den Zustdnden proportional
zu @ Die Zeitskala, auf denen sich die Bewegungen abspielen, skaliert mit den
Kehrwerten der Energicabstande. Somit skaliert die Zeitskala fiir die Bewegung in den
Serienfreiheitsgraden konstant gerade mit i, wéahrend die Zeitskala im Ortsraum fir
groflere Rydbergzustinde immer langer wird. Dies rechtfertigt eine klassische Behandlung
der Bewegungen im Konfigurationsraum, auf die die Bewegung in den Serienfreiheitsgra-
den instantan reagiert. Der Hamiltonian des Systems kann also als Superposition des

Hamiltonians Hy des Wasserstoffatoms und eines Korrekturterms ausgedriickt werden,

0 kP?
H = H, . 4.1
H (IiP2 AUQ) (4.1)

Durch Diagonalisierung der Korrekturterme in einer Basis fiir den Serienfreiheisgrad
ergeben sich Ausdriicke fir die Energieflichen [9]. Anschlieffend kann die klassische
Dynamik der jeweiligen Serie untersucht werden.
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4 Semiklassisches Oszillatormodell

4.1.2 Energien der Zustande

Der Ausgangspunkt zur semiklassischen Berechnung der Energien der Exzitonzustande
ist in Analogie zur Quantenmechanik der Hamiltonian in Oszillatorform

y)) +AU?[g) (g], (4.2)

—~

- (Z 1o EU?) (1) (5] + g} (&) + %P2 (Iy) {g] + |g)

S

wobei die Matrix W die Kopplunsgterme enthalt und noch diagonalisiert werden muss.
Die Eigenwerte von W sind

AU? AU?\?
o= 20 (A e 19

wobei W, zur griinen und W_ zur gelben Serie gehort. Damit lauten die Hamiltonians
der gelben und griinen Serie jeweils

P2

Hy=—F -1~ EU*+W_, (4.4)
P2

Hy= 5 -1~ EU* +W,. (4.5)

Die Bewegunsggleichungen fiir U und P sind durch die klassischen Hamiltonschen
Gleichungen

ou 0H

or = 0P’ (46)
oP OH

F i 47)

gegeben. Als Anfangsbedingungen wéhlen wir P(7 = 0) = 0. Aus Griinden der Energieer-
haltung folgt als Randbedingung H = 0. Damit folgen als Anfangsbedingungen fiir die
Ortsfunktionen

Uy(r=0) = —;y, (4.8)
U(r=0)= /5 ! —. (4.9)

Aus den Hamiltonschen Gleichungen (4.6) und (4.7) ergeben sich fiir die beiden Serien
die Bewegungsgleichungen

2/&2Py3

y \/(Agg)2+,£2p;l7

(4.10)
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4.1 Adiabatische Ndherung

o2K2P3
0.U, =P, + £ , (4.11)
g g AU?2 2
W U)’ 4 2P
A2U3
0.P, = 2E,U, — AU, + g : (4.12)
y yvy y AUZ2 2
2/(22)" + w2p2
A2U3
0, Py = 2E,U, — AU, — 8 (4.13)

() e weny

Durch numerische Integration der Gleichungen (4.10) bis (4.13) ergeben sich fiir U(7) und
P(7) periodische Bahnen. Die Periodendauer der U-Kurve sei 7p in Kustaanheimo-Stiefel-
Koordinaten. Um die Energie E' der Bahn zu bestimmen, wird eine Torusquantisierung
fir die Wirkung S durchgefiihrt [23]. Dazu wird zunéchst die Gleichung (2.31) numerisch
integriert und numerisch untersucht, fiir welches £ die Quantisierungsbedingung

S (E TQP) = or <n - ;) , (4.14)

erfilllt ist, wobei 7 einem Umlauf im r-Raum entspricht. Dieses E entspricht dann

der Energie des Zustands. In Abbildung 4.1 sind die Bahnen fiir U(7), P(7) und S(7)
beispielhaft fiir den Fall n = 1 der gelben Serie mit x = 0,3 dargestellt. Die Energien
FEsk (Index ,,SK* fiir ,semiklassisch“) der einzelnen Zusténde sind in den Tabellen
4.1 bis 4.6 den quantenmechanischen Ergebnisse Eqyu = Re(E)qu aus dem vorherigen
Kapitel gegentiibergestellt. Die Tabellen fithren aulerdem die prozentuale Abweichung
der semiklassich berechneten Werten gegeniiber den quantenmechanischen Werten auf.
Vergleicht man die quantenmechanischen und die semiklassischen Werte miteinander,
so fallt auf, dass die Abweichung fiir die griine Serie geringer ist als fiir die gelbe.
Insbesondere fiir ungerade Hauptquantenzahlen n weichen die semiklassischen Ergebnisse
starker von den quantenmechanischen ab. Um dies zu erkléren sei noch einmal auf die
Struktur der Operatoren P? und U? in der Quantenmechanik verwiesen. Betrachtet
man die Matrixelemente (3.9) und (3.10), so wird ersichtlich, dass die Zustédnde n und
n + 2 miteinander koppeln. Wie wir gesehen haben, wird der gelbe Zustand n = 1
in der Quantenmechanik stark von der Kopplung x beeinflusst. In der Semiklassik
konnen hier Beitrdge nicht adiabatischer Kopplungsterme eine grofiere Rolle spielen und
so durch die Beimischungen des Grundzustands bei hoheren ungeraden Zustanden zu
groBleren Abweichungen fithren. Insgesamt liegen die Werte fiir beide Anséitze in der selben
Groflenordnung. Fiir die griine Serie sind die Abweichungen fiir hohere Quantenzahlen
verschwindend gering.
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Abbildung 4.1: Numerische Integration der geschlossenen Bahnen fiir n = 1 der gelben
Serie mit x = 0,3. Abgebildet ist eine halbe Periode. Die Quantisie-

rungsbedingung SEZ) _ 1 gt erfiillt.

2 -2

Tabelle 4.1: Vergleich der Energien der gelben Zustande in der Quantenmechanik und
der Semiklassik fir x = 0,1.

n Esk Equ |1 - 7%
1 —23671217 —2,2579775 0,048337
2 —0,2435694 —0,2286464 0,065 266
3 —0,0850665 —0,0782147 0,087603
4 —0,0427361 —0,0418315 0,021623
5 —0,0256138 —0,0245008 0,045 427
6 —0,0170408 —0,0168202 0,013114
7 —0,0121472 —0,0117841 0,030816
8 —0,0090939 —0,0090087 0,009453
9 —0,0070619 —0,0069008 0,023 349
10 —0,0056419 —0,0056004 0,007401
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4.1 Adiabatische Ndherung

Tabelle 4.2: Vergleich der Energien der griinen Zustédnde in der Quantenmechanik und
der Semiklassik fiir k = 0,1.

n Esx Equ |1 — 7%
1 —0,981078 —1,135064 0,135662
2 0572557  0,562602 0,017695
3 0,703653  0,701855 0,002561
4 0,740600  0,739867 0,000991
5 0,756000  0,755701  0,000395
6  0,763858  0,763670 0,000 246
7 0,768404  0,768305 0,000128
8 0771268  0,771193 0,000096
9 0,773188  0,773144 0,000 057
10 0,774538  0,774501 0,000 047

Tabelle 4.3: Vergleich der Energien der gelben Zustédnde in der Quantenmechanik und
der Semiklassik fiir k = 0,2.

Esk Equ |1 — £
—3,124563 —3,008182 0,038688
—0,295517 —0,254031 0,163310
—0,097549 —0,073313  0,330578
—0,047439  —0,046078  0,029539

n
1
2
3
4
5 —0,027858 —0,023905 0,165338
6
7
8
9

—0,018278 —0,018007 0,015090
—0,012900 -0,011621 0,110081
—0,009585 —0,009488 0,010208
—0,007400 —0,006835 0,082525
10 —0,005884 —0,005839 0,007 750
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4 Semiklassisches Oszillatormodell

Tabelle 4.4: Vergleich der Energien der griinen Zustande in der Quantenmechanik und
der Semiklassik fiir k = 0,2.

n Esx Equ |1— 5%
1 —0,764942 —1,000088 0,235125
2 0589655  0,583821 0,009993
3 0,708315  0,708207 0,000 152
4 0742507  0,741990 0,000696
5 0,756960  0,756952 0,000010
6  0,764409  0,764272 0,000179
7 0,768749  0,768747 0,000 002
8 0,771498  0,771443 0,000071
9 0,773349  0,773349 0,000001
10 0,774655  0,774628 0,000 035

Tabelle 4.5: Vergleich der Energien der gelben Zustdnde in der Quantenmechanik und
der Semiklassik fiir k = 0,3.

FEsk Equ [1-— %’
—4,726178 —4,637175 0,019193
—0,419701 —0,337707 0,242798
—0,127000 —0,066867 0,899272
—0,058 143 —0,062407 0,068 327

n
1
2
3
4
5 —0,032809 —0,022922 0,431344
6
7
8
9

—0,020944 —0,022091 0,051 892
—0,014491 —0,011330 0,278 969
—0,010608 —0,011039 0,038 992
—0,008095 —0,006716 0,205432
10 —0,006 378 —0,006581 0,030 891
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Tabelle 4.6: Vergleich der Energien der griinen Zustédnde in der Quantenmechanik und
der Semiklassik fiir Kk = 0,3.

n FEsk Equ |1 - §;§1|
1 —0,595278 —0,896736 0,336173
2 0,604701  0,609568 0,007983
3 0,712695  0,715214 0,003 522
4 0,744371  0,744443 0,000 097
5 0,757926  0,758371 0,000 586
6  0,764974  0,764984 0,000014
7 0,769107 0,76926 0,000 198
8  0,771740 0,77174 0,000 004
9  0,773520 0,77359 0,000 089
10 0,774781 0,77478  0,000001

4.2 Surface Hopping

Der Begriff surface hopping wurde in Abschnitt 2.3.2 eingefiihrt. Um die Spriinge zwischen
den Energieflichen zu simulieren, muss zunéchst ein Maf fiir die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit auf den Energieflichen geschaffen werden.

4.2.1 Aufenthaltswahrscheinlichkeit auf den Energieflachen

Der Freiheitsgrad |s) der Energieflichen, wie in Abschnitt 3.1 eingefiihrt, ist durch die
normierten Eigenvektoren von W gegeben. Diese lauten

[+) = ¢ (P,U
|_> :C;(PvU

mit den Koeffizienten

)

)y) + e (PU
v) +cg (PU

)lg)
)1g)

N —AU? + V4Kr2P* + A2U*

Cy:

2
l 21,/ 2P4 21 4

1
\/1 4R2P4+A2U
. ~AU? — \/4r2PT + A2U*
Cy = 5
1 | —AU2— VA2 PT+ AT
25P2\/1+4\ Ll
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_ 1
cC, = .
8 2
14 1|zAU?—VaRZPT+A201
4 kP2

Insbesondere ist
(+]-) =0,
Ein allgemeiner Zustand auf den Energieflachen lautet damit
(7)) = A () |+) + A(7) =),

mit den Koeffizienten A, (7) und A_(7). Es gilt der Zusammenhang

0, (7)) = BU* [4(7) .
Der Zustand [¢(7)) erfiillt also die Schrédingergleichung

i0; [(7)) = H [4(7))

mit dem Hamiltonian

}?_(Zz—1+W@>H§Hﬂ+<i2—1+wéw—ﬂ—y

Somit ergibt sich fiir die Zeitentwicklung des Zustands

0, [0(r)) = T |y(r))

i

Die linke Seite von Gleichung (4.26) ergibt nach der Kettenregel

0r [y =0, Ay |+) + Ay | (uef 0-U + 0pcf 0. P) y) + (Queg 0:U + Opcf 0, P) |g)]

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

+ 0, A=) + A |(9ue; 0.U + 0pey 0-P) Iy) + (due, 0,U + dpe; 0:P) Ig)] |

mit den Ableitungen
2k2P3
2 Y
V(8
A3

/(24" + wepr

0.U =P+

0.P =2FEU — AU —
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4.2 Surface Hopping

2AKP2U
ducy = — " : (4.30)
1
AU 4 452P* | - -
3 T VAT
2AKPU?
Opcy = " (4.31)

1
T N —
2 2V/A2U%14k2P%

20U (VAU T+ 4r7PT + AU?)
ARZPYU i +8
dye; = — it 4.32)
Ul = 2774 2 p4)3/2 ’ (4.
(AZU* 4 4K2P*)
20U (VAU + 4R PT + AU?)
Ar2P3U? +38
Opc; = i (4.33)
T (A4 + 452 PA)2 ’ '
AxP2U
due = — " 1 : (4.34)
(A2U4 + 4%2]34)4 A22U%U2 —
vV +4K2 P
ArxPU?
dpct = i : , (4.35)
(A2U4 + 452 P1) —
VAToraapr T2
1
2\/§A52P4U\l INica—
A2U 42 P1
duet = i : (4.36)
(A2U* 4 452 P4) /
2v/2AR2 P32 Wl
Varisgepr T 1
Opcy = — . (4.37)

(A2U4 + 4,{2p4)3/2

Umgestellt ergibt sich Gleichung (4.26) somit zu

1 P2 P?
0; AL |+) +0:A_|—) = i Ay 7—1+W+ +) + A 7—1+W_ |—)
—iA; (e} 0:U + 0pcf 0-P) y) + (Oucf 0,U + dpcf 0.P) |g))
—iA_ ((Aue; 0:U + 0pey 0-P) y) + (duc, 0:U + dpc, 0. P) |g) ) ] .

(4.38)
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4 Semiklassisches Oszillatormodell

In diesem Bild entspricht |A, (7)|* der Aufenthaltswahrscheinlichkeit auf der griinen
Energiefliche und |A_(7)]? der Aufenthaltswahrscheinlichkeit auf der gelben Energiefléche.
Fir diese Koeffizienten machen wir den Ansatz

A(7)

(7)) +iba(7), (4.39)
=0 Ai( ) a+

(7) + 10, bs (7). (4.40)

Im néchsten Schritt wird Gleichung (4.38) einmal von links mit (+| multipliziert. Die
gleiche Operation wird mit (—| ausgefiihrt. Dadurch erhdlt man die Gleichungen

a
0,

2
87A+(7_) :1 |;/4+ <P; -1 + W+>

—iA (¢f (Oucf0.U + 0pct 0, P) + ¢} (ducf0,U + dpef0.P)) ,  (4.41)
—iA_ (cf (uey 0.U + 9pe; 0, P) + ¢f (Qycy 0,U + dpcg 0-P)) ]
P2
(-
—iA (¢ (Ouef0.U + 0pc! 0, P) + ¢, (Ouefd,U + dpef0,P))  (4.42)

st (Z i)

—iA_ (¢; (Ouey 0:U + dpc; 0, P) + ¢, (due, 0,U + dpeg 0.P)) ] .

Nun werden die Ansétze (4.39) und (4.40) in die Gleichungen (4.41) und (4.42) eingesetzt
und die so entstehenden Ausdriicke nach Real- und Imaginarteil geordnet. Somit erhalt
man die vier gekoppelten Differentialgleichungen

Oray (1) = by <Z2 -1+ W+> — ay(cf (Quef 0,U + dpc0.P)
+of (8Uc+6’ U + 0pcf o, P)> — (c; (aUC;aTU + apcy—aTP) (4.43)
g( ey 0-U + Opcy 8P))
Orbs (7 (; 14 W+> — by (cf (Buef 0:U + Opcy 0. P)
;r ( Uc+(9 U+ 8pC 0. P)) b_ ( (8(]0;87,[]4_ 8P0;87P> (4.44)
+(3Uc 0-U + Opc, O P))
dra_(1) =b- (ZQ ~1+ W_> —ay ey (Quef0,U + dpcj 0, P)
¢ (0uc0-U +0pcf0,P) ) — a_(c; (Oye; 0.U + Opcy 0. P) (4.45)
¢; (Ouc, 0,U + 0pc, 0. P) )
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Abbildung 4.2: Verlauf von r(t) und |A(¢)|? fir die grilne Resonanz mit n = 2 bei
k=0,1.

P’ -
aaup}ﬂ_<2—LMM)-@@(%@&U+%@@@

+ ¢ (Ouef0-U +9pcf0,P) ) = b_(cy (Oucy 0:U + dpe; 0, P) (4.46)
)).

+ ¢ (Oucy 0-U + 9pc, 0, P) )

Diese lassen sich numerisch integrieren. Fiir die Ableitungen von U und P nach 7
gelten wieder die Gleichungen (4.11) und (4.13) mit den bereits zuvor angenommenen
Anfangsbedingungen. Wiederum wird die Wirkung S durch die Differentialgleichung
(2.31) berticksichtigt. Weiterhin wechseln wir an dieser Stelle in das Bild der physikalischen
Zeit t, indem Gleichung (2.19) mit integriert wird. Die iibrigen Anfangsbedingungen
lauten ay(7=0)=1,0,(7=0)=0,a_(7r=0)=0,b_(r =0) = und t(r =0) = 0, was
einem Start auf der griinen Energiefliche entspricht. Die Energie des Zustands wird durch
die zuvor durchgefiithrten Berechnungen vorgegeben. Abbildung 4.2 zeigt beispielhaft den
Verlauf von r(t) und |A, ()| fiir n = 2 bei k = 0,1. |A,(¢)|? fallt und steigt periodisch
mit ¢ und r(¢). Dies ist darauf zurtickzufiithren, dass die gelbe und griine Energiefliche
keinen festen Abstand haben, sondern sich in Abhéngigkeit von r(t) aufeinander zu
bewegen oder sich voneinander entfernen. Fiir 7(¢) = 0 kommen sich die Energieflachen
am néchsten, die Sprungwahrscheinlichkeit ist hier am grofiten. |A, (¢)]? fallt an diesen
Stellen bis zu unter 50% ab.
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4 Semiklassisches Oszillatormodell

4.2.2 Lebensdauern der griinen Resonanzen

Mit dem eingefithrten Maf fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit auf der griinen Ener-
giefliche bleibt noch zu untersuchen, wann ein Exziton den Bereich der gebundenen
Bewegungen verlésst, also wann es endgiiltig von der griinen auf die gelbe Energiefliche
iibergeht. Realisiert wird dies durch einen ,fewest switches“-Algorithmus nach Tully
[13].

Zunichst definieren wir die Dichtematrix

A= ), (4.47)
o Ay— Gyt

mit
o = A"A (4.48)
CL,+ - AiA+, (449)
CL+_ - A:_A_, (450)
A4+ = AiA-F (451)

Die Diagonalelemente von A stehen fiir die Besetzungswahrscheinlichkeit der Energiefla-
chen. Die restlichen Elemente sind Koharenzterme. Wir fordern, dass eine Trajektorie fiir
eine schwache Kopplung stets nur auf einer der Energieflichen verlaufen kann, ausge-
nommen der plotzlichen Wechsel zwischen den Zustdnden in infinitesimaler Zeit. Eine
Reihe von Trajektorien mogen zu unterschiedlichen Zeiten plotzlich die Energieflache
wechseln. Manche switchen sofort, andere nach einer langeren Zeit. Effektiv entsteht
ein gradueller Wechsel von einer Energiefliche zur anderen. Der Algorithmus soll die
minimale Anzahl an Wechseln zwischen den Energieflichen bestimmen, um eine korrekte
statistische Verteilung aller Besetzungen der Zustédnde abzubilden. Sei N eine grofie
Anzahl an Trajektorien, die entweder auf der gelben oder der griinen Flache stattfinden.
Zum Zeitpunkt 7 (regularisierte Zeit) nehmen wir an, die Nummer der Trajektorien auf
der griinen Flache sei

N+<7') = CL++(T)N. (452)
Fiir die gelbe Flache gilt analog
N_(1)=a__(7)N. (4.53)

Eine kurze Zeit 7 + A7 spater sei die Wahrscheinlichkeit auf der griinen Fléche zu sein
a4 (7 + A7) mit ay (7 + A7) < a4 (7). Die Wahrscheinlichkeit auf der gelben Fléche
zu sein sei a__ (7 + A7) mit a__(7 + A7) > a__(7). Um die korrekte Besetzung der
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4.2 Surface Hopping

Energieflachen in diesem Zeitintervall zu behalten, miissen mehr Trajektorien von griin
nach gelb wechseln als umgekehrt. Fiir den Algorithmus betrachten wir den Fall, dass es
keine Wechsel von der gelben auf die griine Fliache und (a4 (7) —ayy (7+ A7)) N Wechsel
von der griinen auf die gelbe Fliche stattfinden. Da zu Beginn a (7) Trajektorien auf
der griinen Energiefliche stattfinden ist die Wahrscheinlichkeit p fiir einen Wechsel auf
die gelbe Flache gegeben durch

(44() —are(r + A7) _ (Gra_(r+ Ar)Ar
ay+(7) ay+(T + A7)

p= : (4.54)

fiir kleine Zeiten Ar.

Der Algorithmus ist folgendermafien aufgebaut: Betrachtet wird eine Trajektorie, die
beim i-ten Integrationsschritt auf der grimen Fléche ist. Die Trajektorie wird nun iiber
das Zeitintervall A7 zum Schritt ¢ + 1 integriert. Es wird eine zuféllige Zahl { generiert,
wobei 0 < ¢ < 1. Ein Wechsel von der griinen auf die gelbe Energieflache findet statt,
wenn die Bedingung

(Ora__(T + A1) AT

a, (1T + A7) > G (4.55)

erfiillt ist. Umgekehrt findet ein Wechsel von der gelben auf die griine Flache findet statt,
wenn die Bedingung

(Oraq (T + AT))AT

a__(t+ Ar) > (4.56)

erfillt ist. Die Ableitungen 0,ax, mit k € {4, —} sind durch die Produktregel gegeben
als

Ausformuliert lassen sich fiir Gleichung (4.57) die vereinfachten Ausdriicke

Oray, = —2Re (ai_ (c;r (GUC;(?TU + 8pc;6TP) +¢ (ach’é?TU + 8pcg6TP) )) ,
(4.58)

Ora__ = —2Re (a:r (c; <8Uc;67U + GPC;GTP) + ey (achaTU + 8PC;87P) )) ,
(4.59)

finden, vgl. Referenz [13]. Die Vereinfachungen beruhen im Wesentlichen darauf, dass

aufgrund der Orthonormalidt der Basis bestimmte Produkte in Gleichung (4.57) ver-
schwinden.
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4 Semiklassisches Oszillatormodell

Findet nun ein Wechsel von der griinen auf die gelbe Energiefliche statt, so muss wegen
der Energieerhaltung fiir die restliche Integration der Trajektorie der Impuls angepasst
werden. Auf der griinen Flache gilt

2

P
- + W (P,U)—1= EU> (4.60)

Der Impuls muss so angepasst werden, dass von nun an bei festen £ und U der Ausdruck

PQ
-+ W_(P,U)— 1= EU? (4.61)

gilt. Findet zunichst kein Ubergang statt, wird die Trajektorie iiber das nachste Zei-
tintervall A7 weiter integriert und erneut iiberpriift, ob ein Ubergang stattfindet. Die
Integration der Trajektorie erfolgt so lange, bis die Exzitonen den Bereich gebundener
Bewegungen verlassen haben und damit |U| > U, nach Gleichung (4.9) gilt. Dies ist in
Abbildung 4.3 exemplarisch dargestellt. Der Algorithmus wird fiir verschiedene unab-
héngige Trajektorien wiederholt und ein Mittelwert aus den gefundenen Lebenszeiten
gebildet, um statistisch signifikante Ergebnisse zu erhalten. Tabelle 4.7 zeigt die mit dem
Algorithmus bestimmten Lebensdauern der griinen Exzitonzusténde. Sie sind den quan-
tenmechanischen Werten gegeniibergestellt. Die Ergebnisse liegen im Groflen und Ganzen
in der selben Groflenordnung, zeigen aber in manchen Féllen eine deutliche Diskrepanz
auf. Insbesondere fiir kK = 0,3 sind die semiklassisch bestimmten Werte deutlich grofier.
Tendenziell wachst die semiklassiche Lebensdauer mit der Quantenzahl n. Es gibt nur
wenige Ausnahmen von diesem Trend. Diese sind vermutlich darauf zurtickzufithren, dass
der Vergleich von 100 Trajektorien noch keine statistisch signifikante Aussage tiber die
Lebensdauer ermoglicht. Auch die grofleren Diskrepanzen zwischen den semiklassichen
und quantenmechanischen Werten lassen sich darauf zurtickfiihren.

An dieser Stelle sei noch einmal darauf hingewiesen, dass die Zeitskala im Konfigurati-
onsraum proportional zu (n — %)3 skaliert. Nun soll iiberpriift werden, ob die gefundenen
Lebensdauern tatsachlich einer solchen Gesetzméafigkeit folgen. Wir definieren die Funk-
tion

Tt = « (n — ;)3 : (4.62)

mit dem Fitparameter o und verwenden sie als Fitfunktion fiir unsere quantenmecha-
nischen und semiklassischen Lebensdauern. Dies ist in den Abbildungen 4.4a bis 4.4f
dargestellt. Es ist zu erkennen, dass die Lebensdauern im Allgemeinen gut der Gesetzma-
Bigkeit folgen.
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4.2 Surface Hopping

Abbildung 4.3: Beispieltrajektorie fiir n = 2. Die Anpassung des Impulses beim Wechsel

der Energiefliche (Sprungstellen) ist deutlich zu erkennen, die Ener-
gieerhaltung ist erfiillt. Nach dem endgiiltigen Wechsel lauft U(7) aus
dem gebundenen Bereich.

Tabelle 4.7: Vergleich der Lebensdauern der griinen Resonanzen in der Quantenmecha-

nik und der Semiklassik in der physiklaischen Zeit t. Die Lebensdauern
sind das arithmetische Mittel aus den Lebenszeiten von 100 untersuchten
unabhéngigen Trajektorien.

(a) k=0,1 (b) k=10,2 (c) k=0,3
2 36,65 76,15 2 49,38 27,60 2 42,42 46,53
3 147,05 309,89 3 222,65 126,80 3 324,29 224,21
4 459,28 1108,22 4 1377,01 458,44 4 1057,07 739,53
) 1392,96 1820,78 ) 1263,09 758,09 ) 3059,44 1298.47
6 2267,25 4360,82 6 2561,94 1812,57 6 8542,58  2882,04
7 3359,79 5477,81 7 4640,50 2267,94 7 17739,28 3818,68
8 7952,68 11 086,90 8 6934,03 4592,62 8 25750,12 7230,02
9 1423763 122253 9 12035,62 5031,05 9 52093,09 8378,7
10 10996,13  22540,3 10 14953,13 9301,89 10 72388,39 14540,7
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4 Semiklassisches Oszillatormodell

Tom  + Tie(n) ——
25000 : . . . 16000
T 14000 |
20000 |
12000 |
15000 L 10000 |
8000 |
10000 | 6000
4000 |
5000
2000
0 0
2 2
n n
(a) Quantenmechanik, x = 0,1, a = 24,1922. (b) Semiklassik, x = 0,1, a = 16,3676.
Tom  + Tat(n) —— Tsk  + Tae(n)
10000 : . . . 16000 . . . : . . .
9000 1 14000 |
8000
12000
7000
6000 10000 |
5000 8000
4000 | 6000 L
3000
4000 |
2000
1000 L 2000
0 - s s s s s 0
2 3 4 5 6 7 8 9 10 2
n n
(c¢) Quantenmechanik, k = 0,2, a = 9,9860. (d) Semiklassik, k = 0,2, a = 17,8209.
Tom  + Tit(n) —— Tsk  + Tit(n) ——
16000 : . . . 80000 . . . : . . .
14000 | T 70000 F T
12000 | 60000 |
10000 50000 |
8000 | 40000 |
6000 30000 |
4000 | 20000 |
2000 10000 |
0 - s s s s s 0
2 3 4 5 6 7 8 9 10
n n
(e) Quantenmechanik, k = 0,3, o = 15,9180. (f) Semiklassik, k = 0,3, o = 79,4615.

Abbildung 4.4: Lebensdauern der griinen Resonanzen im Vergleich mit der Zeitskalie-
rung im Konfigurationsraum. Die Lebensdauern sind gegeniiber der
Hauptquantenzahl n aufgetragen.
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b Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde ein einfaches, eindimensionales Modell fiir die s-Zustéande der gelben und griinen
Exzitonzustinde entwickelt, welches die Einfliissse der Bandstruktur durch eine zum Qua-
drat des Impulses proportionale Kopplung berticksichtigt. In einem quantenmechanischen
und einem semiklassischen Ansatz wurden jeweils die Exzitonenergien, sowie die Lebens-
dauern der ersten 9 griinen Resonanzzustinde bestimmt. Fiir die Exzitonenergien gibt es
zwischen den Anséatze eher kleine Abweichungen, die allerdings theoretisch erkléarbar sind.
Bei den Lebensdauern der griinen Resonanzen gibt es zwischen den Ansitzen grofiere
Diskrepanzen, sie liegen aber in der selben Groflenordnung. Die Lebensdauern folgen der

theoretischen Zeitskalierung im Konfigurationsraum proportional zu (n — %)3

Fir die Zukunft sind weitere Untersuchungen der Kopplunsgsstarke s interessant, da
die Lebensdauern in der Quantenmechanik nicht der intuitiven Erwartung nach mit
der Kopplungsstirke schrumpfen. Weiterhin wére es fiir den semiklassischen Ansatz
interessant, auch Zustande mit noch hoheren Hauptquantenzahlen n zu betrachten und
zu evaluieren, ob sich die Diskrepanzen zwischen den quantenmechanischen und den
semiklassischen Lebensdauern der griinen Zustande verringern und die Semiklassik, wie
intuitiv angenommen, eine bessere Beschreibung fiir Zustiande hoherer Quantenzahlen
bietet als es in der vorliegenden Arbeit der Fall ist. Fiir diese Untersuchung bietet es
sich ebenfalls an, wie in dieser Arbeit angedeutet, nicht nur die s- sondern alle Zustédnde
der Exzitonen in einem vierdimensionalen Oszillatormodell zu beriicksichtigen, um so
bessere Ergebnisse zu erzielen. Systematisch ist zu erkennen, dass die semiklassischen
Lebensdauern grofler als die quantenmechanischen sind. Wenn nur Anteile auf der grii-
nen Energiefliche berticksichtigt werden, so wiirden sich kiirzere Lebensdauern ergeben.
Weiterhin wére es interessant zu iiberpriifen, ob sich mit dem Formalismus Energiekor-
rekturen durchfithren lassen, die fiir eine kleinere Diskrepanz zwischen semiklassischen
und quantenmechanischen Energieeigenwerten fiithen. In der Semiklassik wurden zum
Bestimmen der Lebensdauern jeweils 100 unabhangige Trajektorien betrachtet. In Zu-
kunft konnte man noch mehr Trajektorien vergleichen, um auf statistisch signifikantere
Ergebnisse zu kommen.
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A Exziton-Hartee-Einheiten

In vielen Bereichen der Physik bietet es sich an, ein spezielles Einheitensystem zu
wahlen, um Gleichungen und Berechnungen einfacher zu gestalten. Hartee schlug 1928
ein Einheitensystem vor, das auf den Eigenschaften des Elektrons im Wasserstoffatom
basiert und atomphysiklasiche Berechnungen erleichtern sollte [24]. In Hartree-Einheiten
werden physikalische Groflen durch Naturkonstanten ausgedriickt. Die Basis bilden die
Anpassungen

ezmoz = — 1 (Al)

Fir das wasserstoffartige Exzitonmodell miissen diese Definitionen noch weiter angepasst
werden, da sich die effektiven Massen von Elektron und Loch von der Masse mg eines
freien Elektrons unterscheiden und die Permittivitat des Materials beriicksichtigt werden
muss [8, 17]. Den Exziton-Hartee-Einheiten [7] liegen die Modifikationen

e=p=h= ! =1, (A.2)

4meeg

zu Grunde. Fiir das in dieser Arbeit betrachtete Kupferoxydul sind p = 3,288 - 1073 kg
und € = 7,5 [8]. In Tabelle A.1 sind die Umrechunngen von Exziton-Hartee-Einheiten fiir
Kupferoxydul in SI-Einheiten und von Hartee-Einheiten in SI-Einheiten angegeben.
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A Exziton-Hartee-Einheiten

Tabelle A.1: Umrechnungsfaktoren fiir Exziton-Hartee-Einheiten (= 2,77, ¢ = 7,5)
und Hartree-Einheiten (1 = 1, ¢ = 1) in SI-Einheiten.

Grofle Exziton-Hartee- ST (Exziton) ST (H-Atom)
Einheit

Ladung ¢ e 1,602 -10719C 1,602 -10719C

Masse m mop " 3,288 - 1073 kg 9,109 - 103 kg

Drehimpuls L h 1,055 - 10734 Js 1,055 - 10734 Js

Lange r Ooxe = 1,099 - 107 m 0,529-1071%m
epdmegh®my te?

Impuls p ha_, 9,593-10" 2 kgms™  1,993-10">* kgms ™"

Energie F By = Rpa2mg' 1,399 102 4,360 - 10718 J

Zeit t hE* 3,769 - 10715 2,419 -10717s
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B Materialparameter von Kupferoxydul

Tabelle B.1: Einige wichtige Materialparameter von Kupferoxydul.

Parameter Wert Referenz
Energiebandliicke Eq =2,17208eV  [4]
Elektronenmasse me = 0,99m, [25]
Lochmasse my = 0, 58mg [25]
Spin-Bahn-Kopplung A =0,134eV [18]
Dieelektrizitiatskonstante ¢ =7,5 [25]
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C Konvergenzverhalten der
quantenmechanischen Berechnungen

Bei numerischen Berechnungen muss immer tiberpriift werden, wie gut die Werte gegen
mogliche, theoretisch vorhergesagte Werte konvergieren. Fiir den Fall des in dieser Arbeit
vorkommenden verallgemeinerten Eigenwertproblems sind die theoretischen Vorhersagen
durch die Gleichungen (3.24) und (3.25) gegeben. Fiir den Fall k = 0 wird die Konvergenz
angepasst und anschliefend tiberpriift, ob der Konvergenzparameter auch fiir eine nicht
verschwindende Kopplung zu einer zufriedenstellenden Konvergenz fiihrt.

Wie den Gleichungen (3.9) und (3.10) zu entnehmen ist, enthdlt das generalisierte
Eigenwertproblem (3.17) die Kreisfrequenz w als Faktor. Mittels dieses Parameters lasst
sich die Konvergenz steuern, indem wir einen Wert vorgeben. Die Energien (3.24) und
(3.25) hangen iiber die Gleichungen (2.37) und (2.38) mit der Kreisfrequenz zusammen.
Als Konvergenzreferenz wird die gelbe Serie gewahlt. Aus den Gleichungen (2.37) und
(3.24) ergibt sich fir w als Konvergenzparameter fiir £ = 0 die Vorschrift

w= T (C.1)

In dieser Arbeit sind die unteren Energiezustdnde von Interesse, weswegen die Konvergenz
derer betrachtet wird. Fiir n = 1 ergibt sich logischerweise die beste Konvergenz fiir den
Grundzustand und dariiber hinaus eine ausgesprochen gute Konvergenz fiir die weiteren
unteren Zustande.

Weitere Parameter, die die Konvergenz beeinflussen, sind die Basisgrofie N und die
Kopplung . Mit N steigt die Genauigkeit der Werte. Fiir ein wachsendes s wird es
allerdings immer schwieriger, die Diagonalisierung in der Oszillatorbasis zur Konvergenz
zu bringen, da die Kopplung ab einem gewissen Punkt dominiert und die Basis an sich
fiir den Fall dominanter Oszillatorterme ausgelegt ist. Durch Variation von w und N lésst
sich auch noch Konvergenz fiir etwas gréflere  erzielen. Im Zuge dieser Arbeit wurden w
und N nach der Untersuchung der Konvergenz fiir verschiedene Werte fest gewéhlt.
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D Farbskalierung fiir die
quantenmechanischen Plots

Wird das verallgemeinerte Eigenwertproblem (3.17) gelost, so sind die Eigenwerte E;
nicht nach gelber und griiner Serie geordnet. Man erhalt fiir die Basisgrofie N jeweils N
Eigenwerte zur gelben und zur griinen Serie, die zwar nach Grofle, aber nicht nach ihrer
Zugehorigkeit zu den Serien geordnet sind. Um sie den Serien zuzuordnen bedienen, wir
uns der Eigenvektoren. Sei [¢);) der normierte Eigenzustand zum Energieeigenwert F;.
Wir fithren den Vektor C ein, dessen Eintrige C;, genauer gesagt Re(C;), ein Maf fiir
die Farbe des Zustands |1;) sind. Fiir die Komponenten gilt

=3 (1))’ (D.1)

wobei j der Zéhlindex iiber die Komponenten des Zustands [¢;) ist. Es ist Re(C;) € [0, 1].
Fiir die Farbskala verlauft der Farbgradient fiir 0 nach 1 von griin nach gelb. Fiir den Fall
k = 0 ist entweder Re(C;) = 0 fir griine Zustande oder Re(C;) = 1 fiir gelbe Zusténde.
Fiir eine nicht verschwindende Kopplung besitzt jeder Zustand einen gelben und einen
griinen Anteil. Diese erhalten also eine Farbton zwischen griin und gelb im Gradienten.
Fiir unsere Untersuchungen zéhlen wir die Zustdnde mit Re(C;) < 0,5 zur griinen Serie
und die Zustédnde mit Re(C;) > 0,5 zur gelben Serie, die, wie zuvor ausgefiihrt, dann
einen gelb-griin-Ton in der Farbskala aufweisen.
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