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Zusammentfassung

Modelle von linearen Medien mit fraktionaler Dynamik, deren Beschreibung auf frak-
tionalen Anfangswertproblemen beruht, werden als Faltungsgleichungen auf der ganzen
reellen Achse mathematisch neu betrachtet. Als Bereich fiir diese wird ein Distributio-
nenraum konstruiert der Relaxations- und Oszillationsprozesse abdeckt und die eindeu-
tige Losbarkeit der Faltungsgleichungen in beide Richtungen garantiert. Im Zuge dessen
werden erstmals Definitionsbereiche kausaler fraktionaler Ableitungen unter Verwen-
dung des allgemeinen Konzepts der Faltung von Distributionen von Laurent Schwartz
erweitert.

Die Beschreibung adaquater lokalkonvexer Topologien auf den dabei auftretenden Dis-
tributionenrdumen erwies sich als schwierig da sich dazu mehrere Ansétze anboten, deren
Aquivalenz ein nicht triviales Resultat ist. Mit dem Ziel solche Probleme systematisch
zu 16sen wurde die Untersuchung einer allgemeinen Klasse von Distributionenrdumen,
den Amalgamriaumen, zum Hauptanliegen dieser Doktorarbeit.

Amalgamraume sind translationsinvariante Banach-Funktionenrdume die aus einer
globalen und einer lokalen Komponente zusammengesetzt werden. In dieser Arbeit wird
dieses Konzept erweitert um eine vereinheitlichte Beschreibung bekannter und neu ein-
gefiihrter lokalkonvexer Distributionenraume zu erhalten, die auch deren Anwendung er-
leichtert. Dazu wird der Raum der Distributionen oder der Raum der glatten Funktionen
als lokale Komponente genutzt. Als globale Komponente werden Rdume von signierten
Radon-Mafen auf dem Euklidischen Raum oder von Funktionen auf dem Standardgitter
eingesetzt an die nur Soliditdts- und Translationsinvarianzbedingungen gestellt werden.
Wie bewiesen wird enthélt die neu eingefiihrte Klasse von Rdumen viele der von Laurent
Schwartz eingefiihrten Raume. Sowie gewichtete Varianten, welche Gegenstand aktueller
Forschung sind und héufig in Anwendungen auftreten.

Die Korrespondenzen von Amalgamriaumen zu deren globalen Komponenten werden

umfassend charakterisiert und als kommutatives Diagramm dargestellt. Im Zuge des-



sen wird die Aquivalenz von Amalgamriumen zu entsprechenden Konvolutorenriumen
oder Faltungsurbildern bewiesen. Weiter werden Isomorphismen von Amalgamréumen
zu Raumen von Doppelfolgen auf dem Standardgitter aufgestellt. Damit werden die
Valdivia-Vogt-Strukturtafeln erweitert, die Darstellungen dieser Art enthalten.

Aufbauend auf den Korrespondenzen wird die Vererbung von Eigenschaften der globa-
len Komponente untersucht. Dies betrifft die Gewichtung von Rédumen, globale Appro-
ximationseigenschaften und die Gestalt kompakter Teilmengen. Ein fiir Anwendungen
besonders niitzliches Resultat ist die Vererbung von Stetigkeits- und Beschrankheitsei-
genschaften der allgemeinen Faltung von Distributionen.

Faltungsvollkommene Rédume sind eine spezielle Klasse von Amalgamraumen die als
groktmogliche Definitionsbereiche gegebener Mengen von Faltungsoperatoren entstehen,
wenn diese durch die allgemeine Faltung von Distributionen realisiert werden. Diese Réu-
me werden als Grundlage zur Entwicklung eines Kalkiils von extremalen Definitions-,
Werte- und Operationsbereichen verwendet. Die algebraisch-ordnungstheoretische Struk-
tur dieses Kalkiils wird quantaltheoretisch interpretiert. Der Kalkiil wird auf kausale
fraktionale Integrale und Ableitungen, auf die anfangs genannten Faltungsgleichungen

und auf den fraktionalen negativen Laplace-Operator angewendet.
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Abstract

Models of linear media with fractional dynamics, the description of which relies on frac-
tional initial value problems, are reconsidered mathematically as convolution equations
on the whole real axis. As domain for these a distribution space is constructed that
covers relaxation and oscillation processes and guarantees the unique solvability of the
equation in both directions. In this turn, domains of causal fractional derivatives are ex-
tended by using the general concept of convolution of distributions by Laurent Schwartz
for the first time.

The description of adequate locally convex topologies on the arising distribution spaces
turned out to be complicated due to multiple possible approaches, the equivalence of
which being a non-trivial result. With the goal to solve such problems systematically
the investigation of a general class of distribution spaces, the amalgam spaces, became
the main subject of this thesis.

Amalgam spaces are translation invariant Banach function spaces that are composed of
a global and a local component. In this work, the concept is extended in order to obtain
a unified description of well known and newly introduced locally convex distribution
spaces, which also facilitates their application. For this the space of distributions or the
space of smooth functions is deployed as local component. As global component, spaces
of signed Radon measures on Euclidean space or of functions on the standard lattice are
deployed. Only solidity and translation invariance conditions are imposed on these. It is
proved that this new class of spaces includes many of the spaces introduced by Laurent
Schwartz. As well as weighted variants of these, which are subject to current research
and frequently appear in applications.

The correspondences of amalgam spaces to their global components are comprehen-
sively characterized and presented as a commutative diagramm. In this turn, the equi-
valence of amalgam spaces to corresponding convolutor spaces or inverse images with

respect to convolution are proved. Furthermore, isomorphisms of amalgam spaces to
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spaces of double sequences on the standard lattice are established. These extend the
Valdivia-Vogt structure tables, that contain representations of this kind.

Building on the correspondences, the inheritance of properties of the global component
is examined. This concerns the weighting of spaces, global approximation properties and
the shape of compact subsets. A result which is particularly useful for applications is
the inheritance of continuity and boundedness properties of the general convolution of
distributions.

Convolutionally perfect spaces are a special class of amalgam spaces that emerge as
largest possible domains of given sets of convolution operators when these are realised
using the general convolution of distributions. These spaces are used as the basis for
the development of a calculus of extremal spaces as domains, codomains and domains
of operation. The algebraic and order theoretic structure of this calculus is interpreted
with reference to quantale theory. The calculus is applied to fractional integrals and de-
rivatives, to the initially mentioned convolution equations and to the fractional negative

Laplacian.
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Mathematische Symbole

Notationen fiir Zahlenbereiche:

7Z,R,C ganze, reelle, komplexe Zahlen

N, Ny natiirliche Zahlen, mit Null

Ry, Rop positive, nichtnegative reelle Zahlen

la, D], ]a, b] abgeschlossenes, offenes Interval

R* C* reelle, komplexe Zahlen ohne Null

H, H offene, abgeschlossene rechte komplexe Halbebene
R, := [0, 0] nichtnegative erweiterte, reelle Zahlen (0-00 = 0)

Einige Standardoperationen:

[x] niichstgrokere ganze Zahl als z € R
Rz, Sz Real-, Imaginirteil von z € C

|z Absolutwert von z € C

|| Euklidische Norm von x € R?. ..
1?2 = |z ...zum Quadrat

Spezielle Zahlen oder Funktionen:

e Eulersche Zahl

log z natiirlicher Logarithmus von z

(2‘) Binomialkoeffizient o € C iiber k € N
I'(2), $(2) Gamma-, Psi-Funktion von z € C
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Operationen auf Funktionen:

f,T.f Spiegelung, Translation um = € R¢ von f

|| Absolutwert vom Radon-Maf p

fl@) = gof partielle Ableitung von f mit Multiindex o € Nd
supp f Tréger von f

fla Einschrankung der Funktion f auf A

Notationen zur Faltung:

* D'-, w-, S~ oder W, -Faltung S.29, B7,
) frt p-te Faltungspotenz, -inverse von f € ',

f#g:=f*g~! Faltungsquotient von f,g € 2/,

| f|+a Faltunghalbnormfunktion von f mit Index ®  S.[I2] [25] 139
P potenzierte Faltung (1 < p < 00) S.[1od

= %> Supremalfaltung S.[A6}t, [100], [196]
O Infimalfaltung S.[103]

Spezielle Distributionen und Funktionen:

1 Indikatorfunktion der Menge M

o Kodiagonalfunktion (o2 (z,y) := ¢(x + y)) S.28Ff

0, Oy Diracsche Delta-Funktion, bei € R?

Oz (*) kanonische Einbettung w — &’ S.[135]

Y, kausale potenzartige Distribution, Index o € C  S.[F, [10]
Y=Y Heaviside-Funktion S.8

R, Riesz-Potential mit Index a € C S.[66]

A [YR] von Y, a € R erzeugte Faltungsalgebra S.[60)
2[Yr] von Y, @ € Rin 7', erzeugter Faltungskérper  S.[G1]



Einige elementare Funktionenriume iiber R%, d € N die in Unterabschnitt [[I.3.al
teilweise auch in Unterabschnitt [[I.1.a] diskutiert werden:

&.9' (9, &

G, A (H,C)
Lfok (LIC)S)

glatte Funktionen, Distributionen (mit komp. Tréger)
stetige Funktionen, Radon-Mafe (mit komp. Tréger)
lokale LP-Funktionen (mit komp. Tréger)

Funktionenrdume die vorallem in Unterabschnitt [T.T.al und ILL.H diskutiert werden:

Q¥ Testfunktionen mit projektiver Topologie S.20F
9'F Distributionen endlicher Ordnung S.20F
S, S Schwartz-Raum, temperierte Distributionen S.20f
O\, Of Multiplikatoren von ., Dualraum davon S.20f
Ok, Oc Konvolutoren von .¥, Dualraum davon S.22
cm m-fach stetig differenzierbare Funktionen

Gy, B, B’ im unendlichen verschwindende f € €, &, &' S.20F, 22
¢, B, B’ uniform beschrinkte f € €, &, &’ S.[20}, 0§
G5, B der Raum %3,, % mit strikter Topologie S.[0§

Lr Lebesgue-Raum mit 1 < p < oo

Div, Do LP-artige Funktionen f € &, &' S.20
M integrierbare Radon-Mafe S.08
718 f € 2'(R) mit inf supp f > —o0 S.B3

Einige Folgenrdume, die in Unterabschnitt beschrieben werden:

w, ¢
P, ¢

s, s’

Raum aller Folgen, abbrechende Folgen
p-summierbare Folgen, fallende Folgen

schnell fallende, langsam wachsende Folgen

Raume mit EJF—Wertigen Funktionen aus Unterabschnitt |VI.4.b;

Zi (F4)

W4

(unterhalbstetige) Funktionen mit Werten in R

Folgen mit Werten in @Jr

X1



Spezielle Gewichte und gewichtete Raume:

Cw (Cw, sw)
P, P
o
D' e s Lz’k
! /!
pik? <

!/ /
pdkr <l

gu,kv gu
G (Gos)

gewichtete €"™-Funktionen (m = 0, c0)
langsam wachsende, schnell fallende f € €,
potenzgewichtete p-summierbare Folgen

potenzlogarithmisch gewichtete Raume

Abkiirzungen fiir (Durchschnitte)

potenzlogarithmisch gewichtete(r) Raume

uniform beschrénkte f € € (strikte Topologie)

Modifikationssymbole fiir Raume:

F’ Fé FF
FK7FCS

Dualraum, mit (-, o-, k-Topologie
f € F mit Trager in K, kompaktem Trager

lokaler Funktionenraum von F'

Gewichtung von E, F', X\ mit
WQCK_HHgé",VQCW_

Ordnungskategorien von Rédumen:

lctbSub(-)

1ctp1d(")

SRI

sti

5 Qs

Teilrdume mit lokalkonvexer Topologie

und einer kompatiblen Bornologie

Ideale mit lokalkonvex-soliden Topologie

und einer kompatiblen soliden Bornologie
SRI-Rdume E (kont. glob. Komponenten)
STI-Folgenrdume A (diskr. glob. Komponenten)

Quantal der faltungsvollkommenen Raume
FC 2 X\Cwmit“0™- und “oco™Element

Hiillen spezieller Teilmengen, siche Unterabschnitt [TL.1.c}

co(+), cire(+), I'(+)
sol(+), I'.(+)

X1l

konvexe, kreisformige, absolutkonvexe Hiille

solide, solidkonvexe Hiille

S.[B8], 20f
S.22, B§|
S.37

S.B2

S.55]
S.6T
S.[70)

S.[71], 9§

S.[95]

S.[162

S. 187

S.[128
S.130

S.[Tf



Hiillen spezieller Teilrdume und assoziierte Relationen:

(-y=()1in, (-)1a  lineare Hiille, Idealhiille S.K1l

=1in, 1lin erz. gleiche, kleinere lineare Hiille S.013

(Yer Kegelidealhiille S.B4[T9I163]
=c1, =cI erz. gleiches, kleineres Kegelideal S.115

()< abwirtsmonotone Hiille S.0163

Abbildungen auf oder zwischen Vektorrdumen und -verbénden,
siehe in den Unterabschnitten [IL.T.H und [V .T.ak

X I Index betont, dass X .| Vektorverband ist

Xy nichtnegative Elemente von X S.[[8
sn- (Isn-) (Verbands-)Halbnormen S.[80
csn - (clsn+) stetige (Verbands-)Halbnormen S.[80)
snf(+, -) (Isnf(-,-)) (Verbands-)Halbnormfunktionen S.[107
map(-, -) alle mengentheoretischen Abbildungen S.[106l
map(X) := map(X, X) Selbstabbildungen von X

hmg(-, ) positivhomogene Abbildungen S.[106]
lin(+,-) (liny(-,-)) (positive) lineare Abbildungen S.[106]
ling.((+, ") Verbandshomomorphismen S.[106]

Allgemeine Mengensysteme und Bornologien auf lokalkonvexen Réumen,
siche Unterabschnitt [TL.2.ak

0 leere Menge

B(), §() Potenzmenge, endliche Teilmengen inkl. ()

S(-) (&%) (solide) Polytopenbornologie S.[84l
B(-), R(:),pR(-)  beschrankte, rel. kompakte, prakompakte Teilm. S.[85]
R, (4) schwach relativ kompakte Teilmengen

() straffe Teilmengen S.[18d
R relativ kompakte Teilmengen von R?

Tx, Ux, Bx Topologie, Nullumgebungen, Bornologie auf X S.83l
o(T) von 7T abgeleitete schwache Topologie
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Notationen zu Urbildrdumen, Amalgamrdumen und Verwandtem,

die in den Abschnitten [[T.IHIT.3] IV.1] und [V.24{V 4] auftauchen:

M X
Zr(E), Z:(N)

by (F), way (F)
Ou(F,G)
& (W)

MX}

Urbildraum von X unter M

Amalgamraum mit lokaler Komponente .

und kont., diskr. globaler Komponente £, A

Faltungsurbild von F in 2’, w bzgl. Y
Raum der Konvolutoren F' — G

ein Raum glatter Funktionen

Amalgamraum X-wertiger Folgen

mit globaler Komponente A

S.[I11l
S.031l

S.[I46} [[33
.5
S.0172

S.[0149

Notationen zu Faltungsquantalen die vorallem in Abschnitt [[T.4] auftauchen:

(F)%

1Fl ()
F*=(F) g, (M)
2 =(F)g, (M)

AM = (4]
AR = (A
F¥G

F¥G

), B0
W= = (W)g,

kleinster Amalgamraum der F' enthalt

zu F' assoziiertes moderiertes Kegelideal
2'-, w-Faltungsdual von F C 2/, A C w
9'-, w-Faltungsvervollkommnung
assoziiertes Faltungsmodul

erz. faltungsvollkommene Faltungsalgebra
= (F'x G)™ Operation von Q7 (QX)
Residuum von F' iiber G in QF (Q)
normale Topologie, Bornologie

% 1 -Supremalfaltungsdual von W C %’

Fraktionale Integral- und Ableitungsoperatoren von Ordnung c,

die in den Abschnitten und auftauchen:

xIg, xD¢
(6% (0%
17, DY

Xiv

fraktionale(s) Integral, Ableitung auf R...
... basierend auf 2’-Faltung
fraktionale(s) Integral, Ableitung auf R
fraktionale Ableitung auf Ry mit Typ v

Riesz-Potentialoperator auf R?

fraktionaler negativer Laplace-Operator auf RY

S.[43]
S.A3

S.[1], A2

S.ld4]
S.[5]
S. [Tl
S.[4g
S.[9
S.b

S. B
S.64
S.[oIF
S.[Gi,
S.[66l
S.[66l
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|. Einleitung und Motivation

Das Ausgangsthema dieser Doktorarbeit war die mathematische Formulierung von Mo-
dellen linearer Medien mit fraktionaler Dynamik im Sinne von [44]. Ublicherweise wer-
den die Relaxationsprozesse in diesen Medien durch Anfangswertprobleme mit kausalen
fraktionalen Ableitungen modelliert, wie zu Beispiel in [43, |41]. Die Problemstellung
hierbei war der Ubergang zu physikalisch gleichwertigen Konstitutivgleichungen die als
Faltungsgleichungen auf geeigneten Distributionenrdumen formuliert sind. Dies wird in
Abschnitt genauer erldutert. Die Losung, die in [60] publiziert wurde, wird in Ab-
schnitt zusammengefasst.

Kausale fraktionale Ableitungen von positiver reeller Ordnung sind Interpolationen
zwischen gewo6hnlichen Ableitungen positiver ganzzahliger Ordnung, die auf Funktio-
nen oder Distributionen auf einem Interval operieren. Bei nicht ganzzahliger Ordnung
operieren diese nicht lokal, sondern nur kausal, sind also keine gewohnlichen Differen-
tialoperatoren. Die historischen Hintergriinde zur Theorie fraktionaler Ableitungen und
verschiedene Ansétze zur mathematischen Interpretation solcher Operatoren konnen in
Grundlagenbiichern wie |99} 64, 41}, 77, 81| nachgelesen werden. Das Erscheinen des acht-
béndigen “Handbook of Fractional Calculus with Applications” im Jahr 2019 weist auf
die derzeit hohe Forschungsaktivitdt in diesem Gebiet hin.

In seinem Buch “Théorie des Distributions” von 1950/51 |106, |107| interpretierte Lau-
rent Schwartz kausale fraktionale Ableitungen als Faltungsoperatoren die auf Distribu-
tionen auf der reellen Achse mit nach links beschrinktem Tréger operieren. Der gleiche
Schwartz fithrte 1953/54 in einer Notiz [102] eine allgemeine Faltung von Distributionen
ein, die jedoch weiterhin wenig verbreitet ist. So wird diese in dieser Doktorarbeit zum er-
sten mal angewendet um den Definitionsbereich der kausalen fraktionalen Ableitung von
Schwartz zu erweitern. Dadurch wird die Beschrankung des Trégers zu einer Wachstums-
bedingung auf der linken Halbachse abgeschwécht. Auch zur Formulierung der anfangs

genannten Konstitutivgleichungen wurde die allgemeine Faltung von Distributionen be-
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notigt. Definitionen und Literatur zur Faltung werden in Unterabschnitt diskutiert,
die Anwendung auf fraktionale Ableitungen in Unterabschnitt [[I.5.a] In Abschnitt
werden einige Definitionen kausaler fraktionaler Ableitungen diskutiert die durch die
neue Definition vereinheitlicht werden sollen.

Um die zwei genannten Anwendungsfélle von Faltungen einheitlich behandeln zu kon-
nen wurden in dieser Doktorarbeit von Anfang an Definitionsbereiche fiir Faltungsopera-
toren mit allgemeinen Klassen von Faltungskernen studiert. Zunéchst wurden in [63, 59
Radon-Mafe auf lokalkompakten Gruppen untersucht deren Operation auf gewichteten
Réumen stetiger Funktionen punktweise durch ein Integral definiert wird. Dies wurde
auf fraktionale Liouville-Ableitungen anwendet die als Komposition von fraktionalen
Liouville-Integralen und gewohnlichen Ableitungen definiert sind.

Um die fraktionale Ableitung, und andere singulidre Faltungsoperatoren, direkt als
Faltung mit einer Distribution behandeln zu kénnen wurden dann in 60} |61, 58] Dis-
tributionen auf Euklidischen Rdumen betrachtet. Deren Operation auf Distributionen-
rdumen wird durch die besagte allgemeine Faltung von Distributionen definiert. Der
Forschungsverlauf dieser Doktorarbeit wird in Abschnitt [[.3| detaillierter skizziert.

In Kapitel [[]] dieser Dissertation werden die wichtigsten Resultate prasentiert die die
Publikationen [63] (59, 46, 60, |61} (62, 58] hervorgebracht haben, die im Rahmen dieser
Doktorarbeit entstanden sind. Dazu werden mathematische Problemstellungen, die in
dieser Doktorarbeit bearbeitet wurden, aus dem Anfangszustand der Forschung heraus
motiviert und in diesen eingeordnet. Eine Ubersicht der Problemstellungen wird am
Anfang von Kapitel [lI] gegeben. Der Schwerpunkt liegt dabei auf den Resultaten iiber
Distributionenrdume aus [61}, 58] und deren Anwendung auf fraktionale Ableitungen in
[60] und |61]. Anwendungen auf fraktionale Integrale und Ableitungen, auf die mathema-
tische Modellierung linearer Medien mit fraktionaler Dynamik und auf den fraktionalen
negativen Laplace-Operator werden dort in Abschnitt behandelt.

In den Kapiteln [V] und [V]] dieser Dissertation werden die Resultate tiber Amalgam-
rdume von Distributionen aus [58] nochmals in einigen Punkten weiterentwickelt: Neben
Amalgamraumen von Distributionen werden nun parallel dazu auch Amalgamrédume von
glatten Funktionen behandelt. Zusétzlich zu kontinuierlichen werden auch diskrete glo-
bale Komponenten studiert. Dadurch konnen manche Resultate verbessert werden und
strukturelle Zusammenhénge eindeutiger geklart werden, wie in Abschnitt erlautert

wird. Ein Beispiel sind scharfe Stetigkeitskriterien fiir Faltungsinklusionen zwischen po-
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tenzgewichteten Distributionenrdumen in Unterabschnitt [[I.3.5] Im Zuge dessen werden
auch einheitliche verallgemeinerte Folgenraumisomorphismen aufgestellt. Diese erweitern
die Valdivia-Vogt-Strukturtafeln, was in Unterabschnitt beschrieben wird.

Die Definitionen von und Untersuchungen an Amalgamridumen in den Kapiteln
und basieren auf einem Urbildraumformalismus, der in Kapitel eingefiihrt und
diskutiert wird. Hierbei werden Funktionenrdume als lokalkonvexe topologisch-bornolo-
gischen Rdume betrachtet, die in Abschnitt des Grundlagenkapitels [[TI] definiert
werden. Das Ubersichtskapitel |[]| kommt ohne diese Formalismen aus und setzt nur
Standardkenntnisse tiber lokalkonvexe Funktionenrdume voraus, die in |52, |112] zu finden
sind. Die Abschnitte [[I.T], [I.2] und [[I.3] kénnen damit auch zur Einfithrung in Kapitel [V]
und [V]] gelesen werden. Abschnitt [[.4] bietet eine Kapiteliibersicht.

|.1. Kausale fraktionale Ableitungen

Im Laufe der Zeit wurden verschiedene Definitionen fiir kausale translationsinvarian-
te fraktionale Integrale I§ und Ableitungen DY auf der reellen Achse eingefiihrt und
untersucht, wie in der Grundlagenliteratur [99, 81|, 77, |41] beschrieben wird. Verschiede-
ne Definitionen kénnen zu unterschiedlichen Definitionsbereichen fiir diese Operatoren
fithren, wie im folgenden anhand einiger Beispiele erlautert wird. Zu Beginn dieser Dok-
torarbeit mangelte es in der Literatur an einer einheitlichen Definition mit der all diese
Definitionsbereiche abgedeckt werden.

Das fraktionale Liouville-Integral 115 f der Ordnung o € H einer Funktion f ist

ein beliebter Ausgangspunkt der Theorie. Dieses lésst sich als Faltung schreiben:

Sa—l
ds fiir t € R. (L.1.1)

S0 = (Y0 = [ - 95

Hier notiert Y, die lokalintegrierbare Funktion mit Y,(s) = s*71/T'(a) fir s > 0
und Y, (s) = 0 fir s < 0. Gleichung entspricht Gleichung (5.2) in [99, S.94].
Ahnliche Ausdriicke wie in Gleichung tauchen bereits 1832 bei Liouville auf. Fiir
historische Details siehe [99, S. 160]. Der kanonische Definitionsbereich fiir das Liouville-
Integral besteht aus den Funktionen f € Lllok(R) mit der Eigenschaft, dass das Integral
in Gleichung als (absolutkonvergentes) Lebesgue-Integral interpretierbar ist.

Die fraktionale Liouville-Ableitung 1D f der Ordnung o € C definiert man ba-
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sierend auf dem Liouville-Integral als die Komposition

LDLf(t) := i—ZLIT_O‘ (t) firt e R, (I.1.2)
mit m = [a] := min{n € Ny : a < n} fir a > 0und m = [Ra]+1 fir o € H\R und
1I% der identischen Abbildung von Li., (R). Gleichung entspricht Gleichung (5.7)
in [99, S.95]. Hier wird der Raum der absolutstetigen Funktionen als Definitionsbereich
fiir d/dt gewéhlt. Der Definitionsbereich der Liouville-Ableitung ergibt sich dann aus
der Komposition partiell definierter Operatoren Wegen fooo smRe=lqs — o0 ist die
konstante Funktion 1r nicht in diesem Bereich enthalten falls « §§ Np.

Einen grofseren Definitionsbereich fiir die fraktionale Ableitung erhélt man zum Bei-
spiel mit dem Ansatz aus der Doktorarbeit von Marchaud [73] aus dem Jahr 1927: Sei
a € ]0,00[ \ N. Dann wird das Liouville-Integral ,I.* aus Gleichung singulir
bei s = 0. Die Definition der fraktionalen Marchaud-Ableitung DS der Ordnung o
basiert auf einer Regularisierung dieses Integrals bei s = 0. Dazu wird f(t — s) durch
die Linksdifferenz m-ter Ordnung AY" f(t) ersetzt mit m > a, m € Ny und durch eine

Normierungskonstante x/(a, m) dividiert, das heisst

00 AM
MDGf (1) = X(Oél, m) /0 A;a{(lt) ds firt € R. (I.1.3)
Siehe in [99, S. 109ff, 116ff] fiir die Details. Die fraktionale Marchaud-Ableitung existiert
fir Funktionen f € L*°(R) N ™ (R) aufgrund der Asymptotikﬂ AT f(t) € O(s™) fir
s — 0 und wegen floo s 1 ds < o0.

Schwartz beschrieb in seinem bekannten Buch [107] von 1951 einen fraktionalen Kalkiil
auf dem Raum 9@ der Distributionen mit nach links beschrénktem Trager. In seinem
Buch [104, S.172f] charakterisierte Schwartz &' als nullteilerfreie Faltungsalgebra mit
hypostetiger Faltung. Als Anwendung davon definierte er kausale fraktionale Integrale

sI¢ von allgemeiner Ordnung o € C als die Faltungsoperatoren

sIf: P, = 2, [ fxY, (L.1.4)

Dieser ist dom(AoB) = {f € dom B : Bf € dom A} fiir Operatoren A und B deren Definitions-
und Wertebereiche in einem gemeinsamen Raum X enthalten sind.
’Diese Asymptotik ist gleichmiRig in ¢ € I fiir beschrinkte Intervalle I C R.
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Die Definition der Distribution Y, € .@jr wird vermoge der distributionellen Ableitung
Yy = (Yaim)™ mit m := [—Ra] + 1 auf den Fall Ra < 0 ausgedehnt Fraktio-
nale Ableitungen werden entsprechend durch gD§ := gI;® definiert. Siehe Unterab-
schnitt [L.5.al fiir mehr Details.

Eine Zielsetzung dieser Doktorarbeit war es, die Zugénge zu fraktionalen Ableitungen
von Marchaud und Schwartz durch eine neue Definition der Operatoren I$ und DY zu
vereinheitlichen. Fiir Ordnungen o > 0 sollte der Definitionsbereich von DY alle Dis-
tributionen enthalten die auf der linken Halbachse uniform beschrénkt sind. In anderen
Worten, der Definitionsbereich sollte den Raum 2’7 (R) + 2, enthalten. Hier notiert
P'1<(R) den Raum der uniform beschriinkten Distributionen auf der reellen Achse, der

von Schwartz in [104] eingefiihrt wurde. Distributionenrdume dieser Art werden in den
Unterabschnitten [[T.T.a] und [[T.T.5] besprochen.

Wie bereits erwahnt konnte in dieser Doktorarbeit eine befriedigende Definition fiir
die Operatoren I und DY gefunden werden, die auf der 2’'-Faltung basiert, die in
Unterabschnitt besprochen wird. Das heisst, man definiert IS f := f * Y,, fiir alle
Distributionen f € 2'(R) die Z'-faltbar mit Y, sind und setzt DY := I, siche auch
Definition [II.5.1] Mit dieser Definition wurden die Operatoren I und DY in Section 7
der Publikation |61, S.145ff] aus dieser Doktorarbeit eingefiihrt und untersucht. Die
Resultate daraus werden in Unterabschnitt der Dissertation zusammengefasst.

Die folgende Frage zur Ubereinstimmung der Marchaud-Ableitung mit der neuen dis-
tributionellen Definition ist noch offen geblieben: Fiir welche lokalintegrierbaren Funktio-
nen f existiert die Marchaud-Ableitung im fast-iiberall-Sinn und ist eine lokalin-
tegrierbare Funktion mit \jDY f = DS f? Die gleiche Frage stellt sich fiir die Grinwald-
Letnikov-Ableitung gD mit allgemeiner Ordnung o € C. Diese beruht auf dem

verallgemeinerten Linksdifferenzenquotienten

a NERRT Aclff(t)_ . 1 [N e ..
arDLf(t) = ilzli% ha _illli;%ha kzo( 1) I ft—Fkh) firteR (1.1.5)

und geht auf Arbeiten aus den Jahren 1867/68 zuriick. Siehe §20 von |99, S.371ff] fiir

mehr Informationen zu den Operatoren und Referenzen zu den Arbeiten.

3Diese Definition von Y, entspricht Gleichung (I1,2;31) in [104} S.43] und Gleichung (T.3.1]).
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|.2. Modellierung fraktionaler Relaxationen

Zur mathematischen Modellierung anormaler Relaxationsprozesse in linearen Medien
wurden in der Literatur [43, |45 unter anderem homogene fraktionale Anfangswert-
probleme auf der rechten Halbachse [0, 00| vorgeschlagen. Deren Formulierung basiert
auf den folgenden Operatoren: Das fraktionale Riemann-Liouville-Integral 15, f der

Ordnung o > 0 einer lokalintegrierbaren Funktion f auf [0, oo[ ist definiert als

t
Iy f(t) = /0 ft—s)Y4(s)ds fir t > 0, (I.2.1)

mit der Funktion Yy, (s) = s*~!/T'(«) wie in Gleichung ([.1.1). Fiir 0 < o < 7y < 1 ist
die fraktionale Ableitung Dgf f von Ordnung o und Typ ~y der Funktion f definiert

als die Komposition

o d
Dol f(t) =130 = I () fiir ¢ > 0. (1.2.2)

Hier wird 18 o, als die Identitét aufgefasst. Der Definitionsbereich von Dgi7 wird analog

zur Liouville-Ableitung aus Gleichung ([I.1.2) deﬁniertﬁ

Der Operator DS:‘L7 aus Gleichung (I.2.2) enthilt die Spezialfille

1 d 11
RLD8+ - Dg‘fa CDng - DSCJLJ E — D0|+, (123)

also die fraktionale Riemann-Liouville-Ableitung r1.Dg.,, die fraktionale Caputo-
Ableitung ¢Df, und die gewohnliche Ableitung d/dt. Siehe auch Gleichungen (2.22)
und (5.8) in [99, S. 35, 95| fiir die Definitionen dieser Operatoren.

4Mit einer anderen Parametrisierung wurde dieser Operator in Definition 3.3 von [41, S.113]
eingefiihrt, siehe auch Gleichung (7) in [43|. Die Notation Dgf wurde in der Publikation [62]

aus dieser Doktorarbeit eingefiihrt, wobei v den Nullraum (Y) von Dgf charakterisiert. Dort
wurde auch eine Verallgemeinerung dieser Operatoren studiert, wie in Unterabschnitt

dieser Dissertation besprochen wird. Der Definitionsbereich von DS‘D2 ist im Definitionsbereich
von Dg‘lﬁl enthalten falls 77 < 2. Die Operatoren Dg"ﬁl und Dg‘fz stimmen auf dem Definiti-

onsbereich eines dritten Operators ng iiberein, falls v > 71, y2.
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Die idealisierte fraktionale Relaxation wird durch das Anfangswertproblem

cDSL f(t) + f() =0 fiir t > 0, (1.2.4a)
J(0+) = fos, (1.2.4b)

mit Parametern 0 < av < 1 und fo+ > 0 beschrieben, siehe Section 5 von [43]. Bis auf
Zeitskalierung und Normalisierungﬁ entspricht dies Gleichung (32) in [43|. Die eindeutige
Losung von Gleichung ist gegeben durch f(t) = for - Eo(—t*) mit der Mittag-
Leffler-Funktion E,(2). Siehe Gleichung (24) und (25) in [43]. Im Fall o = 1 ist die
Losung f(t) = foy - Er(—t') = foy -e7".

Das etwas kompliziertere Anfangswertproblem

%f(t) +ADSY () + f(t) =0 fiir ¢t > 0, (1.2.52)

fO0+) = fost, (1.2.5b)

mit Parametern 0 < o < v < 1, A > 0 und for > 0, ist die zusammengesetzte
fraktionale Relaxation aus Section 7 von [43]. Bis auf Zeitskalierung und Normalisierung
ist dies Gleichung (32) in [43]. Die eindeutige Losung f(t) des Problems héngt
nicht kontinuierlich vom Typ v ab, sondern nur davon, ob v = 1 oder v < 1 gilt. In
Unterabschnitt wird dieses Phéanomen durch eine Kiirzungsregel fiir Summen von
Operatoren DS\D mit verschiedenem Anfangswerttyp v erkléart, siehe Gleichung .
Die Losung f(t) kann durch die multinomialen Mittag-Leffler-Funktionen aus [47, [72]
ausgedriickt werden, siehe Gleichungen (12) und (81) in [60, S. 7, 26].

Die Losung f(t), t > 0 von Gleichung oder ([.2.5)) wird Relaxzationsfunkti-
on genannt. Wie in Section 4 von [43| erldutert wird, enthélt das Model des linearen
Mediums noch einen Parameter x> > 0 der den instantanen Anteil der Antwort des
Mediums enthélt. Der instantane Anteil kann nicht durch ein Anfangswertproblem auf

der rechten Halbachse modelliert werden.

Die Antwortfunktion x des linearen Mediums ist gegeben durch y = —f’ wenn f

°In [43] werden normalisierte Relaxationsfunktionen f betrachtet. Die Zeitskalen 7 und 71 aus
[43] sind in ([.2.4) und (I.2.5) gleich 1. Der Parameter A entspricht 7.
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auf die linke Halbachse durch die Konstante x*° + fo. fortgesetzt wird:
f@) =x=+ for fir ¢ < 0. (1.2.6)

Hierbei wird x wie in Section 9.1 von [60} S. 23] als Distribution auf der ganzen reellen
Achse interpretiert. Die Relaxationsfunktion f ist genau dann stetig in ¢ = 0, und somit
auf ganz R, wenn x> = 0.

Mit der Antwortfunktion x lésst sich die Konstitutivgleichung des modellierten linea-

ren Mediums, zunéchst rein formal, schreiben als Faltungsgleichung
U=w*Yy fiir u,w € Z. (1.2.7)

Dies erklért eine Relation zwischen den zeitabhéngigen Observablen u und w aus einem
Funktionenraum .%. Um die Relaxationsfunktion f(t) zuriickzuerhalten setzt man in
Gleichung die Funktion w = Y und f = Uy oo €in. Hier ist Y(t) == Y(—t) die
Spiegelung der Heaviside-Funktion Y := Y7. Die Funktion Y représentiert eine konstan-
te Kraft, die bei t = 0 abrupt abgeschaltet wird. Die Wahl w(t) = ¢“! mit w € R
fithrt auf u(t) = ¢“' X (w) mit der Fourier-Transformierten X (w) von x(t). Die Funkti-
on X (w) beschreibt die komplexe Suszeptibilitét, die experimentell durch dielektrische
Breitbandspektroskopie zugénglich ist [43].

Zu Beginn dieser Doktorarbeit fehlte eine mathematisch zufriedenstellende Definition
fiir einen Funktionenraum .. Dieser hingt davon ab, welche Distributionen x € 2/

als Antwortfunktionen zugelassen sind, und sollte die folgenden Anforderungen erfiillen:
1. Gleichung ([.2.7) definiert eine Bijektion .# 2 u <> w € Z.
2. Es gelten die Inklusionen Y € .% und ¢! € .Z fiir alle w € R.

3. In Gleichung ([.2.7) sollte “x” als &'-Faltung interpretierbar sein.

Da die Faltung mit x eine glattende Wirkung hat, falls y € Lfok mit p > 1, legt Bedin-
gung [I] nahe direkt zu fordern, dass .%# invariant unter Differentiation ist. Bedingung
folgt bereits aus der Inklusion L C .%. Zusammen ergibt dies 2’1, C .%, dhnlich wie
fir die Definitionsbereiche fraktionaler Ableitungen in Abschnitt [[.1]

In der Publikation [60] dieser Doktorarbeit wurde ein Raum .# konstruiert der die

obigen Anforderungen erfiillt. Die Definition basiert auf der neu in [60] eingefiihrten
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Konstruktion A*M eines Faltungsmoduls zu einer beliebigen gegebenen Faltungsalgebra
A C ' Diese wurde in einer weiteren Publikation [61] dieser Doktorarbeit genauer
untersucht. Die Resultate dazu werden in Unterabschnitt zusammengefasst.

Zur Definition von % wurde in [60] zunichst eine Faltungsalgebra %, eingefiihrt.
Diese ist eine Unteralgebra des von den Distributionen Y,, aus Gleichung erzeugten
Faltungskorpers 2[Yg] C 2. Die Elemente X der Automorphismengruppe (#4)*
von Z, stellen die Antwortfunktionen verallgemeinerter fraktionaler Relaxationen dar.
Damit wurde dann der Raum .# := (%Z,)™ eingefiihrt. Nach Konstruktion sind die
Elemente von (#.)* Faltungsautomorphismen von .%. Die Details hierzu werden in
Unterabschnitt [[I.5.D] besprochen.

|.3. Forschungsverlauf

Wie in Abschnitt erlautert wurde mangelte es an einer vereinheitlichenden Definiti-
on der kausalen fraktionalen Ableitung von DY mit ausreichend grofem Definitionsbe-
reich. Ein Ansatz zur Schliefung dieser Liicke wurde bereits in der Masterarbeit [57] des
Autors verfolgt und in den Publikationen |63, 59| dieser Doktorarbeit weiterentwickelt.
Hierbei wurden fraktionale Liouville-Integraleﬁ LIS mit o € H und fraktionale Liouville-
Ableitungen 1D} mit o € C auf translationsinvarianten gewichteten Rdumen stetiger

oder glatter Funktionen studiert.m Siehe Bemerkung [[1.5.7] fiir Details und Gleichungen
(L.1.1)) und (L.1.2)) fiir die Definition von I und 1, DY.

Mit diesen Resultaten wurden unter anderem die Beschreibungen der Operatoren 1,Dg
mit o € C als lineare Endomorphismen auf dem Raum &4 aus |99, S.146] und auf
der translationsinvarianten, gespiegelten Version des Raums S; (R, ) aus [99, S.155]

um den topologischen Aspekt ergénzt.ﬁ Mit gewichteten Raumen glatter Funktionen

6Teilweise wurden in der Literatur |77, 63, 59| die gespiegelten Liouville-Integrale 1I* als Weyl-
Integrale bezeichnet, wie zum Beispiel in Section VII von [77]. In den Arbeiten [57] wurden
auch die Operatoren 11§ Weyl-Integrale genannt. Sowohl rI¢ und {IZ sollten eigentlich als
Liouville-Integrale bezeichnet werden, da Weyl-Integrale als nicht zwangslaufig absolutkonver-
gente Integrale verstanden werden.

"Gewichtete Riiume stetiger Funktionen wurden in Section 22 von [80] eingefiihrt, siche auch
[111], wo die Dualrdume dieser lokalkonvexen Raume bestimmt wurden.

8Es gilt 64 = % + (Om N Z),) mit dem Schwartz-Raum . und dem Raum &) der schwach
wachsenden glatten Funktionen, siche Unterabschnitt fiir diese Raume. Die translations-
invariante, gespiegelte Variante von Sy (R4 ) kann als . 4 (6 N 2!) definiert werden.
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kann auch ein Testfunktionenraum fiir fraktionale Liouville-Ableitungen 1D, o € C
eingefiithrt werden um diese per Transponierung auf Distributionenrdumen zu definieren,

siehe Bemerkung [[1.5.7] Ein anderer Ansatz lieferte grofere Definitionsbereiche.

Dieser Ansatz zur Definition von DY wurde in den Publikationen [46, (60, 61] dieser
Doktorarbeit beschrieben und in [61] detailliert untersucht. Dieser basiert auf der Inter-
pretation von DY als Faltungsoperator f + f*Y_, mit Faltungskern Y,, € 2'(R). Die
Distribution Y, mit komplexem Index v € C ist definiert als

toz—&—m—l

DR) 5 o — Yo(p) = /O (—1)mgp(m)(t)m dt. (1.3.1)

Hier ist m € Ny mit Ra+m > 0. Siehe auch Gleichung (IL.5.3]) und Definition [[1.5.1] Der
Definitionsbereich ergibt sich durch die 2’-Faltbarkeit von Distributionen, die fiir die
allgemeine Faltung von Distributionen vorausgesetzt wird. Diese wird im Rest der Arbeit

als 9'-Faltung bezeichnet und in den Unterabschnitten [I1.2.a] und [IIL.3.c| diskutiert.

Die Z’-Faltung bot sich dann auch an um den Bereich fiir die Variablen u und w zu

erweitern die in Konstitutivgleichungen der Form
U =wsx*Yy (1.3.2)

auftreten mit festem xy € 2'(R). Siehe Abschnitt [[.2] fiir Details dazu. Die Anforde-
rung, dass eine Bijektion zwischen u und v definieren soll, motivierte die Suche
nach allgemeinen Konstruktionen von Bereichen fiir Faltungsoperatoren g — ¢ * f mit
Faltungskernen [ € F' C 2’'. Als gemeinsamer Definitionsbereich fiir diese bietet sich
das Faltungsdual F™* an: Die Menge aller g € &' die &'-faltbar mit allen f € F' sind
[121, S.20]. Dieses generiert per Bidualbildung die Klasse der faltungsvollkommenen
Riume FF C 2’ mit F' = F* = (F*)*, dhnlich zum Kétheschen a-Dual und den
vollkommenen Folgenrdumen aus |65, §30]. Mit dieser Notation ist (Y_,)* = ({Y_o})*

der Definitionsbereich der neu eingefiihrten fraktionalen Ableitung D¢.

Ist A eine Faltungsalgebra von Distributionen so sind Bereiche von Interesse auf de-
nen A als Faltungsmodul operiert. Diese werden in dieser Arbeit Operationsbereiche fiir
() * A genannt. Auf solchen Bereichen M operieren die Elemente von (-) * A als Endo-
morphismen, das heisst M *A C M, und die Faltungsrelationen zwischen den Elementen

von A entsprechen den Kompositionsrelationen zwischen den Operatoren aus (-)* A, das

10



1.3. Forschungsverlauf

heisst m * (a * b) = (m * a) * b fiir alle m € M and a,b € A. Da das Faltungsdual A*
diesen Anforderungen im allgemeinen nicht geniigt wurde in [60] das neue Faltungsmo-
dul A*M eingefithrt und charakterisiert. Dieser wird in Unterabschnitt [IL.4.b| diskutiert.
Zur Anwendung auf fraktionale Relaxationen wurden diese Module fiir bestimmte Un-

teralgebren des Quotientenkorpers 2[Yg| berechnet der von den Distributionen Y, mit
a € R erzeugt wird. Dies wird in Unterabschnitt [[1.5.b| ausgefiihrt.

Systematische Untersuchungen von Konstruktionen wie F* oder A*M resultierten
schlieflich in einem Kalkiil von faltungsvollkommenen R&umen als extremalen Defi-
nitions-, Werte- oder Operationsbereichen. Dieser wurde in der Publikation [61] dieser
Doktorarbeit ausfiihrlich studiert. Das Ausgangsproblem war dabei die Berechnung von

extremalen faltungsvollkommenen Bereichen F; = F;™ in Faltungsinklusionen

F1 * FQ g F3. (133)

Die Theorie des Kalkiils wird in Abschnitt [[T.4] zusammengefasst. Zur Beschreibung der
ordnungstheoretisch-algebraischen Struktur dieses Kalkiils wird Quantaltheorie genutzt,
in die in Unterabschnitt eingefiihrt wird.

Theorem 5 aus der Publikation [59, S. 1561f] dieser Doktorarbeit liefert fiir oberhalb-

stetige, positive Gewichte w, v, u: R? — R, die Aquivalenzen

wev<u & wHNxv[H| CulX] & wH'|xGu C Cv] (1.34)

()
|

mit den Supremalfaltung und den gewichteten Béllen

w[H | ={pe " |pl(1/w) <1}, (1.3.5a)
Golw) ={f €€ :||fw]ew <1, f(x)w(x) — oo fiir [z] = oo} (1.3.5b)

Siehe in [59] fiir die Formulierung des Resultats mit R -wertigen Gewichten auf einer lo-
kalkompakten Gruppe. Beim Beweis der ersten Aquivalenz in kommt die Dreiecks-
ungleichung der J#”/-Faltung zum Einsatz: Zwei Radon-Mafie 1 und 15 sind genau dann
A '-faltbar, wenn die Absolutwerte |z11| und |po| es sind. Zudem gilt |y o] < |1 ]*]|po|
fiir #”-faltbare p1 und ps, sieche Unterabschnitt .

Um in dhnlicher Weise die Faltungsinklusion ([.3.3)) durch eine einfachere Bedingung

11



I Einleitung und Motivation

ersetzen zu kénnen, wurde in [61] fiir die &’-Faltung eine Art Dreiecksungleichung ge-
sucht: Als Ersatz fiir den Absolutwert |-| assoziiert man zu jeder Distribution f € &'

die durch ® € B(¥Y) indizierten Faltungshalbnormfunktionen

R? > 2 — [ flia(z) = swp|(f * p) ()], (1.3.6)

ped
die das globale Verhalten der Distribution f kontrollieren. Hier notiert *8(%) die Menge
der beschriankten Teilmengen von Z. Es wurde dann gezeigt, dass zwei Distributionen

f1, fo € 2’ genau dann Z'-faltbar sind, wenn
(If1]s * | folso)(z) < oo fiir alle ® € B(2) und = € R (1.3.7a)
Weiter gibt es zu jedem ® € B(Y) ein ¥ € B(Y), sodass
|f1 % folsa < |filew * |fo|«w fiir alle Z'-faltbaren fi und fo. (1.3.7b)

Damit wurde gezeigt, dass die Faltungsinklusion aquivalent zur Faltungsinklusion
Wy« Wy C Wi ist mit W; dem von {|f|«a : f € F}, ® € B(D)} erzeugtem Kegelideal,
siche Theorem 5 in [61, S. 134]. Kegelideale werden in Gleichung erklart. Wei-
tere 2’'-Faltbarkeitskriterien wie und Ungleichungen der Art werden in
Unterabschnitt [VL4.D bewiesen.

Eine dhnliche Anwendung von wurde spéater in [58] beschrieben. Diese lésst
sich anhand eines einfachen Beispiels illustieren: Laurent Schwartz definierte in seinem
Buch [104] die lokalkonvexen Rdume %'1» die aus Distributionen bestehen die sich “glo-
bal wie LP-Funktionen” verhalten. Die Definitionen solcher Rdume werden in Unter-
abschnitt [I1.1.af und [II.1.b| besprochen. Schwartz bewies in [104], dass die Faltung eine
stetige bilineare Abbildung Z'r» X P« — Z'pr definiert, falls 1 < p,q,r < 0o mit

1/p+1/q=1/r + 1. Kurzgesagt, es gilt die stetige Faltungsinklusion

‘o x D'a C Dpr. (1.3.8)

12



1.3. Forschungsverlauf

Betrachte nun den lokalkonvexen Raum 2/ (LP) der definiert ist als
D) = {f € T V0 € BD) - |flps = Iflally <00} (139)

mit der von den Halbnormen ||-||p,¢, ® € B(Z) erzeugten lokalkonvexen Topologie. Aus
Resultaten dieser Doktorarbeit erhélt man die Identitit 2’1, = P5(LP), wie in Unter-
abschnitt erlautert wird. Mit dieser Identitat zeigt man leicht, dass die stetige Fal-

tungsinklusion ([.3.8)) eine Konsequenz aus der Dreiecksungleichung fiir die 2’-Faltung

(1.3.7) ist und von

\f*gllr <|Ifllp-llgllq fir alle f € LP, g € LY, (1.3.10)

der Faltungsungleichung von Young, siehe Satz I1.4.4 in |120, S. 78]. Diese entspricht bis
auf Normierung der stetigen Faltungsinklusion LP x L9 C L". Dieser Beweis iiber eine
“Vererbungsregel” ist deutlich einfacher als der von Schwartz in [104]. Siehe Unterab-

schnitt fir den Fall potenzlogarithmisch gewichteter Rédume.

Der Raum Z/(E) wird Amalgamraum mit lokaler Komponente 2’ und globaler Kom-
ponente I/ genannt. Fiir allgemeinere lokalkonvexe Rdume E von messbaren Funktionen
oder Radon-MafRen ist Z/p(E) dhnlich wie in Gleichung definiert, siehe in Unterab-
schnitt [[T.1.d wo eine Einfiihrung zu diesen Rdumen gegeben wird. Mit Theorem 3.11 in
[58, S. 8f] wurde gezeigt, dass die Réume Z7.(E) mit den Konvolutorenrdumen O (%, E)
tibereinstimmen, die in [58] als Ausgangsdefinition verwendet wurden und in Unterab-

schnitt vorgestellt werden.

Zur Notation Z5(F) und der Bezeichnung als Amalgamriume wurde erst in dieser
Dissertation iibergegangen. Das Interesse an diesen Rdumen néhrt sich unter anderem
aus der Tatsache, dass die Abbildung F +— Z}(FE) stetige Faltungsinklusionen bewahrt,
wie eben fiir LP-Réume illustiert wurde. In Theorem 6.4 aus der Publikation [58 S. 23]
dieser Doktorarbeit wurde der allgemeine Fall bewiesen. Eine allgemeinere Vererbungs-

regel fiir Faltungsinklusionen wird in Unterabschnitt diskutiert.

Kapitel [V] in dieser Dissertation verallgemeinert und vertieft die Untersuchungen der
Riume Z1.(E) = O0L(Z, E) in [58]. Dazu werden Amalgamriaume 27 (E) mit lokalen
Komponenten . = ', ¥ = &, L = X" oder & = LP mit 1 < p < oo eingefiihrt.
Verweise auf die Definitionen sind in der Tabelle aufgefithrt. Die Definitionen

13



I Einleitung und Motivation

und Untersuchungen basieren auf einem Formalismus von Urbildraumoperatoren der
in Kapitel [[V| behandelt wird. Die Raume E und Z7(FE) werden dabei als lokalkon-
vexe topologisch-bornologische Raume betrachtet, deren Grundlagen in Abschnitt
diskutiert werden. Dies dient zum einen als technisches Hilfsmittel und zum anderen
werden damit in Unterabschnitt zusétzliche Vererbungsregeln fiir Eigenschaften
von Faltungsinklusionen erhaltenﬂ

Um einige Untersuchungen zu erleichtern und stérkere Resultate zu erhalten werden in
dieser Dissertation auch Amalgamraume .Z%(\) mit diskreten globalen Komponenten A
studiert. Die Réume A bestehen aus skalarwertigen Funktionen auf Z?. Die Zusammen-
hénge zwischen den Raumen A, F, Z;(\) und £ (F) werden in Kapitel [V] ausfiithrlich
untersucht und in einem Korrespondenzdiagramm (V.2.1)) zusammengefasst.

Als Anwendung der diskreten globalen Komponenten A wird in Unterabschnitt

erldutert wie mit diesen scharfe Kriterien fiir stetige Faltungsinklusionen
D pxD0ay C DLy (1.3.11)

von potenzgewichteten Distributionenrdumen Z'rp ,, := P'rp - (1 + :EQ)’“/ 2 hergeleitet
werden konnen. Eine weitere Anwendung diskreter globaler Komponenten sind verallge-
meinerte Doppelfolgenraumdarstellungen fiir Amalgamriume 2% () mit 2" = 2’ oder
2 = &. Diese erweitern die Valdivia-Vogt-Strukturtafeln, wie in Unterabschnitt

erlautert wird.

Wie in Bemerkung erlautert wird, iibersetzt sich jedes Resultat iiber lokalkonvexe
topologisch-bornologische Rdume durch Vergessen der Bornologie in ein Resultat iiber lokal-
konvexe Réaume. Die Betrachtung von topologisch-bornologischen Raumen fiithrt auch zu keiner
Einschrankung an die lokalkonvexen Raume.

14



I.4. Kapiteliibersicht

I.4. Kapiteliibersicht

Die Kurzzusammenfassungen der Kapitel [[IJV]] dieser Doktorarbeit lauten wie folgt:

II Die wichtigsten mathematischen Problemstellungen dieser Doktorarbeit werden
erlautert und eingeordnet. Die in den Abschnitten und erlauterten Pro-
blemstellungen werden behandelt. Nur Grundkenntnisse iiber lokalkonvexe Funk-

tionenrdume aus [52, [112] werden vorausgesetzt.

III Abstrakte und konkrete Grundlagen aus Ordnungslehre und Funktionalanalysis
werden zusammengefasst. Dazu gehoren abstrakte Hiillensysteme und lokalkon-
vexe Verbande. Topologisch-bornologische Raume werden ausfiihrlicher diskutiert
da hierzu kaum Grundlagenliteratur vorhanden ist. Einige Funktionenrdume und

verschiedene Faltungsbegriffe werden besprochen.

IVl Inspiriert durch projektive Topologien wird ein Urbildraumformalismus fiir lokal-
konvexe topologisch-bornologische Rdume und Verbénde entwickelt. Dabei werden
Urbildraumoperatoren zu Mengen von linearen Funktionen oder von vektorwerti-
gen Halbnormen (genannt Halbnormfunktionen) assoziiert. Fiir diese Operatoren

werden Kompositionsregeln hergeleitet, die in Kapitel |V| angewendet werden.

[Vl Als kontinuierliche und diskrete globale Komponenten fiir Amalgamraume wer-
den allgemeine Klassen von Réumen eingefiihrt und charakterisiert. Basierend auf
dem Urbildraumformalismus aus Kapitel werden Amalgamraume eingefiihrt
und verschiedene dquivalente Darstellungen bewiesen. Die Relationen zwischen ver-
schiedenen globalen Komponenten und den assoziierten Amalgamraumen werden
bestimmt und im Korrespondenzdiagramm (V.2.1)) zusammengefasst. Isomorphis-

men von Amalgamraumen zu Vektorfolgenrdumen werden aufgestellt.

VI Regeln fiir die Vererbung von Eigenschaften und Strukturen von globalen Kom-
ponenten auf Amalgamraume werden hergeleitet. Teilweise werden auch Aquiva-
lenzen erhalten, vorallem fiir diskrete globale Komponenten. Untersucht werden
unter anderem Transformationsregeln fiir die Gewichtung von Raumen, die Ge-
stalt relativ kompakter Teilmengen und topologisch-bornologische Eigenschaften

von Faltungsinklusionen zwischen Raumen.
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II. Ubersicht und Einordnung

Dieses Kapitel bietet eine Ubersicht iiber die Resultate dieser Doktorarbeit und ordnet
diese in die Ausgangslage in der Literatur ein. Dazu werden Definitionen und Resulta-
te aus der Literatur rekapituliert und weiterfiihrende mathematische Problemstellungen
daraus entwickelt. Die Losungen dieser Probleme sind in den Publikationen [46, |60} 61,
58| aus dieser Doktorarbeit und in den Kapiteln [V| und [VI| der Dissertation enthalten.
Die Problemstellungen werden ohne Verwendung der Formalismen aus den Kapiteln [[T]]
und [V] beschrieben. Nur Standardkenntnisse aus der Funktionalanalysis und der Distri-
butionentheorie werden vorausgesetzt, die zum Beispiel in [52, |112]| zu finden sind. Alle
Funktionenréume sind iiber R? mit d € N so lang nichts anderes gesagt wird.

Es folgen Kurzzusammenfassungen der Abschnitte [LI.1HI1.5 mit Auflistung der mathe-

matischen Problemstellungen und wichtiger Resultate aus dieser Doktorarbeit:

[LI Definitionen von Distributionenrdumen von Schwartz wie .’ oder 2';,» werden re-
kapituliert. Der topologische Aspekt bekannter Darstellungen dieser Rdume als Re-
gularisierungsurbilder 2, ,(E) ist Problem [L.1.1 Amalgamréiume 27(FE) mit kon-
tinuierlichen globalen Komponenten £ und Konvolutorenridume (%, E) werden

vorgestellt. Die Gleichheit der drei Distributionenrdume ist Problem [[I.1.2]

T2l Schwartz’ allgemeine Faltung von Distributionen, genannt 2’-Faltung, wird dis-
kutiert. Die Bewahrung stetiger Faltungsinklusionen Fj x F5 C Fj unter der Ab-
bildung F' +— 2, ,,(F') wird in Theorem beschrieben. Damit werden Stetig-
keitsnachweise fiir Faltungsinklusionen zwischen potenz-logarithmisch gewichteten
Distributionenraumen -@/Lp,u,k vereinfacht. Hierbei stellt sich Problem zur

Vertauschbarkeit von Gewichtung und Amalgamraumbildung.

3 Amalgamriaume Z.(A) und &;(A) mit diskreten globalen Komponenten A werden
vorgestellt. Daraus ergibt sich Problem|[1.3.1] der Vergleich zu den Riumen Z7.(F)
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und &1 (FE). Problem ist die Aquivalenz zwischen Faltungsinklusionen von
Amalgamriaumen Z.(\) und den entsprechenden Faltungsinklusionen der diskre-
ten globalen Komponenten \. Damit werden scharfe Kriterien fiir Faltungsinklu-
sionen zwischen Rdumen %1 , 1, erhalten. In Problem werden allgemeine
Doppelfolgenraumdarstellungen fiir die Réume Z.(\) und &%(\) gesucht.

Faltungsinklusionen faltungsvollkommener Distributionenrdume F = F** wer-
den iiber den Bezug zu einem Quantal Q7 studiert, das bei den Gleichungen
und eingefiihrt wird. Diskrete globale Komponenten von Riu-
men F' = F** werden in Problem als faltungsvollkommene Folgenrdume
A = \** identifiziert. In Problem wird der grofste faltungsvollkommene Fal-
tungsmodul A*M einer Faltungsalgebra A C &' gesucht. Als Gegenpart dazu
charakterisiert Theorem die faltungsvollkommene Faltungsalgebra A*2.

Problem fragt nach der Existenz extremaler Bereiche fiir Faltungsinklusio-
nen Fy x Fy C F3 mit F; = F;™, was durch die Quantaleigenschaft von Q7 in

Theorem positiv beantwortet wird. Die Beschreibung der Quantalstruktur
von Q7 iiber diskrete globale Komponenten ist Problem [I1.4.6]

Als Losung von Problem werden Topologien €*(F') und Bornologien B*(F’)
auf faltungsvollkommenen Rdumen F' definiert die Hypostetigkeit und Bornologie-
bewahrung von Faltungsinklusionen garantieren. Die Charakterisierung der relativ
schwach kompakten Teilmengen R, (F,T*(F')) wird dann als Problem ge-
stellt. Und die Bestimmung der Dualrdume (F, T*(F))" als Problem

Kausale fraktionale Integrale und Ableitungen werden in Definition [[I.5.1] un-
ter Verwendung der &’-Faltung aus Unterabschnitt definiert. Die Beschrei-
bung von Definitions- und Operationsbereichen basiert auf der Theorie aus Ab-
schnitt [[T.4] Theorem [[I.5.2] beschreibt verallgemeinerte Indexgesetze fiir diese Ope-
ratoren und Theorem [[I.5.5| charakterisiert deren Operationsbereiche.

Zur Beschreibung verallgemeinerter fraktionaler Relaxationen werden die in Ab-
schnitt der Motivation gesuchten Ridume .# und (#4)* in den Gleichungen
(I1.5.33) und (I1.5.41)) konstruiert.

Auch Riesz-Potentialoperatoren I* und fraktionale negative Laplace-Operatoren
(—=A)*/? werden in Gleichung ([15.47) durch die 2'-Faltung definiert. Theo-



I1.1. Charakterisierung von Distributionenrdumen

rem [[1.5.8 verallgemeinert eine bekannte Inversionsformel fiir Riesz-Potentialope-
ratoren I*. Zudem wird eine notwendige Korrektur der Beschreibung des Operators
(—A)*? im “Handbook of Fractional Calculus” [67] angegeben.

Der Ansatz zur Verallgemeinerung sequentieller Ableitungen unter Verwendung
von distributionellen kausalen fraktionalen Ableitungen aus der Publikation [62]

dieser Doktorarbeit wird beschrieben.

II.1. Charakterisierung von Distributionenraumen

Neben klassischen Riumen wie 2’ und . fiihrte Laurent Schwartz weitere Riume
von Distributionen ein deren globale Eigenschaften durch einen Funktionenraum cha-
raktisierbar sind. Zum Beispiel den Raum 2'» der Distributionen die sich global wie
LP-Funktionen verhalten. Schwartz’ Definitionen solcher Rdume werden in den Unterab-
schnitten [[I.1.a] und [[T.1.H] rekapituliert. Die topologische Charakterisierung dieser Rau-
me durch die Regularisierungen f — f % ¢, ¢ € & wird als Problem gestellt.

Losungen zu diesem Problem aus aktueller Literatur und aus dieser Doktorarbeit werden

zusammengefasst.

Diese Resultate unterstiitzen den alternativen Ansatz Distributionenrdume direkt als
Regularisierungsurbilder 2, ,(E) einzufiihren, siehe Gleichung (I1.1.6). Hier kontrolliert
der Funktionenraum F das globale Verhalten. Ahnliche Ansiitze sind Amalgamriume
2’ (E) und Konvolutorenrdume 0((Z, E), die in den Unterabschnitten [[1.1.d und [[1.1.d]
vorgestellt werden. Dies fithrt zur Frage nach der Aquivalenz dieser drei Definitionen,
gestellt in Problem [[T.1.2] Eine positive Antwort wurde in dieser Doktorarbeit fiir SRI-
Réume E erhalten, wie in Unterabschnitt erlautert wird.

I1.1.a. Die Ansatze von Laurent Schwartz

In seinem Buch “Théorie des Distributions, Tome I” |106] definierte Laurent Schwartz
den lokalkonvexen Raum der Distributionen &’ als den topologischen Dualraum des
Raums der Testfunktionen Z [104, S. 24, 67| ausgestattet mit der stark*-Topologie [104]
S.71]. Analog definierte Schwartz die kompakt getragenen Distributionen &” als starken
Dualraum der glatten Funktionen & und die temperierten Distributionen . als starken

Dualraum der schnell fallenden glatten Funktionen .#. Diese Ridume gehoren mittler-
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weile zum Standardrepertoire der Funktionalanalysis und werden unter anderem in den
Grundlagenbiichern [49, 120, |34} |35} [22} 88, [113] diskutiert. Ausfiihrlichere Diskussionen

dieser lokalkonvexen Réume findet man zum Beispiel in [52, (112} |54].

Einen weitaus geringeren Bekanntheitsgrad erlangten allerdings die Raume Zr» und
D'p mit 1 < p < 00, sowie die Réume % und &, die Schwartz in “Tome 1I” [107]
einfiihrte. Die Riume F' € {&”, ., Z'1»} lassen sich durch die folgende Konstruktion
einheitlich beschreiben: Zu einem lokalkonvexen Raum von Distributionen E assoziiert
man den Urbildraum von E unter & > f — [, a ¢ N¢ und notiert diesen als Zg
(8hnlich zu Gleichung (13) in |23 S.505]). Damit gemeint ist der Vektorraum

P ={fec& :VYaeNi: f¢cE} (IT.1.1)

ausgestattet mit der von den Abbildungen 25 > f — f(® € E, o € N¢ induzierten
projektiven TopologieEI Dann definiert man den Raum F' durch

F = (Z5); (I1.1.2)

als den starken Dualraum von Zg. Dies ist der topologische Dualraum von Y ausge-
stattet mit der stark*-Topologie B(F, Zg), der Topologie der gleichméfigen Konvergenz
auf den beschrankten Teilmengen von Zg. Ist Z eine dichte Teilmenge von Zg, so kann

F auf kanonische Weise als Teilraum von 2’ verstanden werden.

Effektiv wendete Schwartz diese Konstruktion auf jedes Tripel (E, Zg, F') aus der
folgenden Tabelle an:

E 9 F Referenz

¢ & & | [i04, .89

€p 7 .7 | [104] S.237]

LT Pr D' | [104, S.200] (11.1.3)
% B ‘11| [104] S.200]

Cpe Ou O | [104] S.243f]

H 9¥ 27 | B2, 8.172], “D” in [103, S.99]

ISiehe |54, Sec. 7.2], |75 S. 30] oder, synonym dazu, “initale Topologie” in |52, Ch.2, §11]. Kapi-
tel m dieser Doktorarbeit behandelt systematisch allgemeinere Urbildraumkonstruktionen.
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Hier sind 1 < p, ¢ < comit 1/p+1/q = 1 und p # 1. Der Raum % der stetigen Funktio-
nen triagt die Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf Kompakta und der Teilraum
%y der Funktionen die im unendlichen verschwinden tragt die Teilraumtopologie von
L. Der gewichtete Raum %y ist als der Urbildraum von % unter 4 > f — f - w,
w € W definiert (siehe auch Section 22 in [80] oder in [111]). Mit der Menge von Ge-
wichten P := {f € €, : Ik € N,V € R? . f(z) < 2°(1 4+ 2®)¥} ist €p der Raum
der schnell fallenden stetigen Funktionen. Mit P* = €p N % (vgl. Gleichung (I1.5.19))
ist €p= der Raum der langsam wachsenden stetigen Funktionen. Schwartz nutzte die
Notationen & := Y1~ und B = PD«,. Der Raum Oy besteht aus den langsam wach-
senden glatten Funktionen [104} S.243f] und die Elemente des starken Dualraums O},
werden, wie von Grothendieck vorgeschlagen [38, Ch.II, S. 130], als sehr schnell fallende

Distributionen bezeichnet.

Der Raum der Testfunktionen & stimmt nicht mit & 4 iiberein: Definiert wird &
als die Vereinigung der Riume Py := & = {f € & :supp f € K} mit K C R4
kompakt. Die Raume Y tragen die Teilraumtopologie von & und & trigt die feinste
lokalkonvexe Topologie, sodass Zx C Z eine topologische Einbettung ist, siche Seite 65
und Théoréme II in [104, S. 65f]. Ersetzt man in dieser Konstruktion & durch € so erhélt
man den Raum %~ der stetigen Testfunktionen, siehe Example 2.12.5 in [52, S.164].
Dieser lasst sich auch als der gewichtete Raum % = @ mit W = €’ charakterisieren,
siehe [8, S.1f], Section 4.4 in |11}, S.150] oder [103, S.94-99]|. Die Elemente des starken
Dualraums %" werden als Radon-Mafle bezeichnet. Der Raum 2F := 24 hat eine
echt grobere Topologie wie 9, siehe |52, S.172ff|. Der Dualraum 2'" besteht aus den
Distributionen mit global endlicher Ordnung, siche Proposition 2 in [52, S. 339].

I1.1.b. Charakterisierung als Regularisierungsurbilder

AuRer fiir die Riume &%; und 2'F lassen sich die Elemente f der Distributionenriume
F aus Tabelle (II.1.3) durch die Wachstumseigenschaften der Regularisierungen f * ¢
mit ¢ € & charakterisieren: Es gilt die Charakterisierung

F={fe9 NoeP:fxpeFE} (IT.1.4)
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II. Ubersicht und Einordnung

und, zusétzlich, F'x 2 C H fir jedes Tripel (F, E, H) aus der folgenden Tabelleﬂ

F E H Referenz
&' K 2 | Thm.3.11 und Exa. 5.7 in [58, S. 8f, 20]
" €p Oc | Thm.VI2° [104, S.239]
o L D | Thm. XXV 2° in [104, S.201] (I1.1.5)

B € A | Remark (3)in [82, S.329]
. %p % | Thm.IX3° und Thm.XI in [104, S.244, 247]
92" € & | Thm.XIin 104, S.166]
Hier notiert %’ den topologischen Abschluss von &' in &' = P'1~ [104, S.200]. Der

Raum O, der schnell fallenden Distributionenﬂ wurde als Urbildraum von %’ unter
92" > f = f-(1+ 22 k € N eingefithrt [104, S.244ff]. Der Raum Og ist der
starke Dualraum von €, und wird auch als Raum der sehr langsam wachsenden glatten
Funktionen bezeichnet |38, Ch.II, S.131].

Betrachte nun ein Paar (F, E') aus Tabelle ([L.1.5)). Die Charakterisierung der Menge F’
in Gleichung fithrt auf die Frage, ob der Raum F' auch die von den Abbildungen
F > f— fxp € FE induzierte projektive Topologie triagt. In diesem Fall wére F' der
Urbildraum von F unter 2’ 2 f +— fx @, p € Z. Definiere nun, allgemeiner, fiir einen
lokalkonvexen Raum F C 2’ und eine Teilmenge Y C &’ den Raum

'v(E)={feP NoeY:fxpecFE} (I1.1.6)

/

ausgestattet mit der von den Abbildungen %,y (F) > f — f * ¢ € E induzierten
projektiven Topologie. In anderen Worten, Z.y (E) ist der Urbildraum von E unter
92" > f = fxe, ¢ €Y. Dieser wird in Definition nochmals iiber den Ur-
bildraumformalismus aus Kapitel [[V] eingefiihrt.

Die Frage von eben lédsst sich nun wie folgt formulieren:

2Der erste Eintrag wird in [7] filschlicherweise auf Thm. XTI in [104, S.166| zuriickgefithrt und
der vierte in |9] auf Remarque 3° in |104} S.202]. In beiden Féllen wurde dort nur die Inklusion

“C” fiir Gleichung (II.1.4) bewiesen.

3Grothendieck charakterisierte O bzw. Oy als den Raum aller Faltungs- bzw. Multiplikations-
endomorphismen von .¥, ausgestattet mit der starken Operatortopologie |38, Chap.II, S. 130].
Daher spricht man auch vom Raum der Konvolutoren bzw. Multiplikatoren.
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I1.1. Charakterisierung von Distributionenrdumen

Problem II.1.1. Sei (F,E) ein Paar von lokalkonveren Rdiumen aus Tabelle
(ILLE). Gilt die Identitit lokalkonvezer Riume F = 2. ,(E)?

Schwartz bewies fir F' = 2’ und F = P'» mit 1 < p < o0, dass F' und Z,,(E)
die gleichen beschréankten Mengen und die gleichen konvergenten Folgen besitzen. Siehe
Théoreme XXII und XXIIT in [104] S. 195ff] und Remarque 2° in [104, S.202]|. Erst vor
kurzem, also etwa siebzig Jahre spéter, wurde Problem fiir die Rdume 2';» positiv
beantwortet, siehe in [8]: Proposition 4.1 (iii) fiir 1 < p < 0o und Proposition 4.10 (iii)
fiir p = 1. Fiir die Rdume .¥” und O, wurde eine andere Variante von Problem
positiv beantwortet: Es wurde gezeigt, dass F' = 7] (E) = 2. ,(E) N ., siehe
Proposition 2.3 (ii) und Remark 3.2 (3) in [§].

Unabhéngig von der Arbeit [§] konnte im Rahmen dieser Doktorarbeit fiir eine relativ
allgemeine Klasse von Rédumen [’ = (@G)% mit £ = G’ eine positive Antwort auf
Problem gegeben werden [58]. Néamlich fiir den Fall, dass G ein SOlideIﬁ Fréchet-
Raum mit stetiger Inklusion G C LllOk ist der & als dichte Teilmenge hat und auf dem
f = f*qfiir alle ¢ € P stetig operiert. Dieses Resultat deckt die Rdume 2', ., &,
P'1» mit 1 < p < 0o und A’ ab, siehe Examples 3.14 und 5.7-9 in |58, S.9, 20f]. Durch
Kombination von Theorem 5.1 aus |18, S.853| und der Loésung von Problem in
Unterabschnitt erhilt man auch das Resultat fiir 2';1. Fiir die Rdume 2', %/,
&' und #' sind diese Resultate neu und bis jetzt nur in [58] publiziert worden.

Der Raum O, kann nicht mit der Methode aus [58] behandelt werden da der Dualraum
O¢ kein Fréchet-Raum ist. Allerdings 16st Theorem 1.1(v) aus |18], in Verbindung mit
der Losung von Problem , die positive Antwort auf Problem fiir OF,. Damit
sind alle Raume aus Tabelle abgedeckt. Mit der Lésung von Problem lasst
sich dies auch auf die potenz-logarithmisch gewichtete Riume 2'rp , ; aus [85, S.87]
ausdehnen, die in Unterabschnitt diskutiert werden.

Diese Losungen von Problem stellen eine gewisse Symmetrie her: Aufgrund von
fl@ = f %8 entspricht der Raum 2 aus Gleichung dem Raum 7, .5(E) mit
der Menge 00 := {5(0‘) :a € N¢} und 5 der distributionellen partiellen Ableitung
der Ordnung o von der d-Distribution. Beim Ubergang von Réumen glatter Funktio-
nen zu Distributionenrdumen iibernehmen also Regularisierungen f +— f * ¢ die Rolle

partieller Ableitungen f — f(®).

4Siehe Seite
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II. Ubersicht und Einordnung

II.1.c. Amalgamrdume

Ein Amalgamraum, auch genannt “Raum Wiener Art” [29], ist ein translationsinvarianter
lokalkonvexer Funktionenraum der aus einer globalen und einer lokalen Komponente zu-
sammengesetzt wird. Dadurch konnen Wachstums- und Glattheitsbedingungen separat

voneinander festgelegt werden [32].

Ein archetypisches Beispiel ist der Raum Wiener Art W (LP, L) mit lokaler Kompo-
nente LP und globaler Komponente LY mit 1 < p,q < co. Dies ist der Raum

W(LP, L) = {f € Ly : || fllzo.0e < o0} (IL.1.7a)
mit der Norm ||-||z»,za gegeben durch den Ausdruck

1fllze,po = [I1f1 %" Lol 1q (IL.1.7b)

fiir alle f € L{, (vergleiche Gleichung (2.2) in [32]). Hier ist |f] P 1¢ das “potenzierte
Faltungsprodukt” von | f| und der Indikatorfunktion 1¢ des Einheitswiirfels @ := [0, 1),
Das potenzierte Faltungsprodukt | f| ¥ 1¢ ist punktweise erklart durch

RY> z+— (|f|#* 10) () == ||f - Lo—gll}» (I1.1.7¢)

fir alle f € Lllok- Diese ist messbar falls f € Lfok’ im Fall p < oo sogar stetig. Diese
Definition von W (L?, L) ist dquivalent zu Definition und Remark 3 in |29, S.513, 517
und Abschnitt 2 und 12(iv) in [32, S. 1f, 171].

Durch f — |f| +* 1o wird eine Halbnormfunktion |-| ** 1g: Li,, — LS definiert.
Damit ist eine absoluthomogene, subadditive Abbildung Lfok — Ly gemeint. Diese
Abbildungsklassen wird in Definition eingefiihrt.

Allgemeinere Amalgamraume W (B, C') mit lokaler Komponente B und globaler Kom-
ponente C' werden in der Definition in [29, S.513| eingefiihrt. Die Betrachtung schrankt
sich dort auf geeignete Banach-Radume B und C' ein. Eine interessante Eigenschaft von
Amalgamraumen ist, dass W (B, C1) x W (Bs, Cy) C W (B3, (Cs) eine stetige Faltungs-
inklusion ist (in 29} S.511] “Banach convolution triple” genannt), falls By * By C B3
und C7 * Cy C (5 dies sind. Siehe Theorem 3 in |29} S.518] fiir die Details. Analoge

Resultate wurden in dieser Doktorarbeit fiir Distributionenrdume angestrebt.
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I1.1. Charakterisierung von Distributionenrdumen

Die obige Definition von W (LP, L) wird nun als Inspiration verwendet um Rdume der
At “W(Z', E)” bzw. “W (&, E)” zu definieren, notiert als Z7.(E) bzw. &1(E). Dabel ist
die kontinuierliche globale Komponente ein solider lokalkonvexer Raum F mit stetiger
Inklusion £ C Lllok~ Soliditat bedeutet hier: 1.) Es gilt g € E fiir alle g € Lllok die
lg| < |f| fiirein f € F erfiillen. 2.) Die Topologie von E wird von Verbandshalbnormen
erzeugt. Verbandshalbnormen p sind Halbnormen mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass
p(f) < p(g) fiir alle f,g € E mit | f| < |g|. Entsprechende Riume mit 4" anstatt Li

werden auch betrachtet.

Definiere nun in Analogie zu Gleichung (II.1.7¢|) die Funktionﬂ

RY S 2 — | flva(z) = Sug|(f « )(z)] (11.1.8)
pe

fiir jede Menge ® € B(Z) und f € Z'. Hier notiert B(Z) die beschrinkten Teilmen-
gen von . Dies definiert eine Halbnormfunktion |-|.p: 2’ — €. Definiere dann den

Amalgamraum Z7.(E) als den Raum
Dr(E):={fe D :NocB(D):|f|le € E} (I1.1.9)
mit der Topologie die erzeugt wird von den Halbnormen

Pr(E) 3 fr— pa(f) = p(fla) (IL.1.10)

mit ¢ € B(Z) und p einer stetigen Verbandshalbnorm auf F.

Zur Definition des Amalgamraums &1 (F) verwendet man anstelle von 2’ den Raum
& und anstelle von & den Raum &”. Der Amalgamraum Z7(F) mit 2 = %’ oder
2" = & wird in Definition [V.2.20l nochmals einheitlich mit dem Urbildraumformalismus
aus Kapitel [[V] eingefiihrt.

®Siehe Definition 3.1 in [58, S. 5] und Definition 1 in |61} S. 126] mit der dort leicht abweichenden
Notation | f|e anstatt | f|.p. Dort wird die Bezeichnung “generalized absolute values” verwendet.
In dieser Dissertation wird von Faltungshalbnormfunktionen gesprochen.
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II. Ubersicht und Einordnung

I1.1.d. Konvolutorenraume

Der Konvolutorenraum ﬁ’C(F , G) besteht, vereinfacht gesagt, aus den Distributionen
die Faltungskerne stetiger Faltungsoperatoren F' — G sind. Siehe Definition 12 in |7,
S.2246| fiir Details (siehe alternativ auch [105, S.72] und [19, Eq.(1.2), Ex. S.307]).
Spezieller ist fiir einen lokalkonvexen Raum E C 2’ der Raum O((Z, E) definiert als

der Vektorraum
ON2,E)={feP :(p— [*xp) € LD E)} (I1.1.11)

ausgestattet mit der Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf den Mengen in B(%).
Hier notiert £ (%, F) die stetigen linearen Operatoren 4 — E. Riaume der Form
O:(2, E) waren das primire Untersuchungsobjekt in [58, S. 1].

In einer aktuellen Arbeit [18] wurden die Riume O (%, Li,,) mit einer Folge von
Gewichten W = {w,, : n € N} untersuchtﬁ An die Gewichte wird dort, in leicht

abgewandelter Formulierung, die Translationsinvarianzbedingung
Vn € NIm > nVK C R? kompakt IC € Ry : w, ¥ 1x < C-w,,  (I1.1.12)

gestellt, sieche Gleichung (1.1) in [18, S.830|. Hier notiert *°*° die Supremalfaltung,

definiert wie in Gleichung (I1.1.7¢]).

Ein Anwendungsbeispiel sind Rdume Laplace-transformierbarer Distributionen: Sei
I' C RY offen und konvex. Dazu sei (K,,) eine kompakte Ausschopfung von I' aus
konvexen Mengen K,,. Der Raum .%’(I") wurde von L. Schwartz als Urbild von .#”’
unter 2’ > f = f-e ¢% ( €T eingefiihrt [104, S.303|. Fiir die Gewichte

RY 32— wy(x) == supf{e % : € K.} (I1.1.13)

wurde in [17] die Identitit lokalkonvexer Riume ./(I') = O((Z, Ly,) bewiesen, siehe
Theorem 5.7 in |17, S. §].

6Genau genommen wird in [18, S.830] der Vektorraum 2!.,(Li,) mit der Topologie von
OL(2, L3,,) eingefiihrt. Aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen wird dort die algebrai-
sche Identitit 04 (2, LY,) = 2.,(L3,) gefolgert. Dieses Vorgehen verwendet aber, dass Lj,, ein
Fréchet-Raum ist und funktioniert nicht fiir allgemeinere Réume E anstatt Li,,.
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I1.1. Charakterisierung von Distributionenrdumen

Il.1.e. Vereinheitlichung mit SRI-Rdaumen

Es wurden nun in den Unterabschnitten [[T.1.B], [I.1.c/ und [[T.1.d] drei verschiedene Kon-
struktionen 7., (E), Z7(E) und OH(Z, E) von Distributionenrdumen eingefiihrt. Hin-

ter jeder dieser Definitionen steht eine eigene Motivation. Und es gibt auf den ersten Blick
keinen Grund, warum diese iibereinstimmen sollten. Es wére allerdings sehr komforta-
bel, wenn dies der Fall wire. Das gleiche gilt fiir die zwei verschiedenen Konstruktionen
&pe(E) und &1(E) von Rédumen glatter Funktionen.

Sei ¢ € & € B(Z) und p eine stetige Verbandshalbnorm auf einem soliden lokalkon-
vexen Raum E C Lllok oder £ C % . Dann gilt die Kette von Ungleichungen

p(Lf *l) < sup{p([f *¢]) : ¢ € 2} < p(|flea) < 00 (IL.1.14)

fir alle f € Z1(E). Die erste Ungleichung gilt auch fir f € Z,,(E). Nach Exam-
ple 3.7.2 in [52, S.222] ist & bornologisch und somit jede lokalbeschrénkte lineare Ab-
bildung ¥ — E stetig (Definition und Satz 24.10 in |75, S. 33f]). Somit liefert Gleichung

(II.1.14) die stetigen Inklusionen
9r(E) C OL(2,E) C Z.4(E). (I1.1.15)

Hier konnen echte Ungleichungen auftreten: Sei zum Beispiel 6}, der Raum der stetigen
Funktionen mit der Topologie der punktweisen Konvergenz. Dieser Raum ist solide in

%, aber nicht in Li,. Aus der Definition |f * ¢|(z) = |(f, Tz®)| folgert man
@ﬁ“(%pw = ﬁéj(@a ‘pr) = 9,(/3 - -@c/r = ;@(Cgpvv)- (11-1‘16)
Hier notiert 3 bzw. o die stark*- bzw. schwach*-Topologie auf &'

Problem 11.1.2. Welche soliden lokalkonvexen Rdiume E C Lllok oder E C €
erfillen die topologischen Identititen P1(E) = Z.4(E) und &r(E) = D, 5.5(E)?

Wie das Beispiel ([1.1.16)) zeigt, reicht es nicht aus Translationsinvarianz fiir £ zu
fordern, wie es in [29] fiir globale Komponenten getan wird. Eine positive Antwort auf
Problem [[I.1.2| ergab sich im Rahmen dieser Doktorarbeit fiir Rdume E auf denen Re-

gularisierungen f +— f x ¢, ¢ € Z stetige Endomorphismen sind. Diese Rdume werden
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II. Ubersicht und Einordnung

in dieser Arbeit als solide reqularisierungsinvariante Rdaume, oder kiirzer, als SRI-
Rdume bezeichnet, siehe Definition [V.1.2] Die Resultate werden in Theorem und
Theorem in Unterabschnitt dieser Dissertation présentiert. Das Resultat
I1(E) = 2, ,(F) wurde auch in Theorem 3.11 der Publikation [58, S. 8f] erhalten.

Ein Beispiel fiir einen SRI-Raum ist der Lebesgue-Raum E = LP mit 1 < p < oo.
Zusammen mit der positiven Antwort auf Problem folgert man also daraus die
Identitédten P'rp = D, ,(LP) = D4(LP). Der Raum 2’1, wurde somit als Amalgam-
raum mit lokaler Komponente 2’ und globaler Komponente LP charakterisiert. Siche

Unterabschnitt fiir analoge Resultate fiir gewichtete Varianten dieser Raume.

I1.2. Faltungen zwischen Distributionenraumen

Mit der 2’-Faltung wird in Unterabschnitt eine relativ allgemeine Definition der
Faltung von Distributionen vorgestellt, die selten in der Literatur diskutiert wird. Die in
Unterabschnitt [I.1.b| vorgestellten Distributionenrdume 2, ,(E) vertragen sich gut mit
der 2'-Faltung. Dies ergibt sich aus Theorem einer Vererbungsregel fiir stetige
Faltungsinklusionen die in Unterabschnitt diskutiert wird.

Aus dieser Vererbungsregel ergibt sich eine neue Methode um hinreichende Kriterien
fiir stetige Faltungsinklusionen zwischen potenz-logarithmisch gewichteten Distributio-
nenraumen Q'Lg 1,k zu beweisen. Damit konnen allgemeinere Kriterien fiir die Parameter
p, it und k hergeleitet werden, wie in Unterabschnitt beschrieben wird. Diese neue
Beweismethode benétigt auch die Losung von Problem [[1.2.2] der Frage nach der Ver-

tauschbarkeit von Gewichtung und Amalgamraumbildung.

I1.2.a. Faltung von Distributionen

Die meisten Biicher zur Distributionentheorie oder partiellen Differentialoperatoren be-

handeln die Faltung von Distributionen f und g die die Bedingung () erfiillen:

(f @ g)p™ € &' (RY) fiir alle p € 9 (IL.2.1a)
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mit der Notation R? x R? 3 (x,7) +— 0> (2, 1) := @(x + 7). Dies erlaubt eine elegante
Definition der Faltung f * g als die Distribution

250 (f*g,90) = ((f @ g)p™,0,) (I1.2.1b)

mittels der Abschneidefunktionen 6, € 2 mit {0, = 1} 2 supp((f ® g)*). Bis auf
Details in der Formulierung findet man diese Defintion in [113] 52, (112} 88, |49|.

Mit Gleichung erklirt man die &”’-Faltungsmodulstruktur auf 2’ und die Fal-
tungsalgebra .@:L 4 der Distributionen mit Tréger in A+ K fiir ein Kompaktum K C R,
wie in [117, S. 63f] beschrieben. Hier ist A ein konvexer, spitzer, abgeschlossener Kegel
in RY. Um die O (-Faltungsmodulstruktur auf . zu erkliren muss aber bereits zu einer

anderen Definition gegriffen werden, wie in |52, 112} 88, 104 beschrieben wird.

Mehr Flexibilitéat bietet eine Definition der Faltung die auf distributionellen Integra-
len [104, S.203|, |51, S.184] aufbaut: Da % der Dualraum von 2’ ist lisst sich das
distributionelle Integral von f € 9’11 iiber das Dualsystem (2’11, %) definieren als

/ Fo= (f, 1pa). (11.2.2)

Hier notiert 1lpa € % die konstante Funktion auf RY. Zwei Distributionen f und g
werden Z'-faltbar genannt falls diese die Bedingung (I") erfiillen:

(f ® g)gOA € @/Ll(RQd) fir alle p € 9. (I1.2.3a)

Die 9'-Faltung f * g von 2'-faltbaren f und g definiert man dann als

D3 (f*xg,¢):= /(f ®g)g0A. (I1.2.3b)

Diese Definition geht auf L. Schwartz zurtick [102] und wurde unabhéngig davon zwanzig

Jahre spéter von J. Horvath in [51] erneut vorgeschlagen [83] S.371].

Ist (fy) eine Approximation der Eins, also eine in % beschrankte Folge mit 6 € &
und 0 — 1ga in &, so gilt (f,0k) — (f, 1ga) fiir alle f € P11 |21} S.187]. Mit der
Annahme {0 = 1} D {|z| < k} erhilt man, dass ([I.2.3)) eine Verallgemeinerung von
(IT.2.1)) ist. Ahnlich erhilt man die Aquivalenz von (IT.2.3)) und der von S. V. Vladimirov
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II. Ubersicht und Einordnung

verwendeten Definition der Faltung [116] S. 102-105], siche |21].

Die allgemeine Faltung wird nur in wenigen Biichern [86, [85], [117] [116] disku-
tiert, und dort nicht ausschopfend. Um ein vollstdndiges Bild der Grundlagen zu erhalten
miissen gegebenfalls Journalartikel dazugezogen werden, wie zum Beispiel 82 83| 21,
78, 1108]. Informationen zu Assoziativgesetzen findet man zum Beispiel in [122, [123] 51,
108]. Diese Gesetze basieren auf der (simultanen) Faltung von p-Tupeln. Diese wird
in Unterabschnitt dieser Arbeit fiir skalare Funktionen auf Z9, sowie (signierte)
Radon-Mafe und Distributionen auf R¢ besprochen.

I1.2.b. Regularisierung und Vererbung der Stetigkeit

Alternative Definitionen der 2’'-Faltung wurden bereits von C. Chevalley aufgestellt,
siche [108] und dortige Zitate. Die Aquivalenz der Definitionen wurde von R. Shiraishi
bewiesen, siehe Theorem 2 in [108, S.24|. Zum Beispiel sind Distributionen f und g
genau dann Z'-faltbar, wenn (f * ) - (¢ * ¢) € L fiir alle , 1% € 2. Dies entspricht
Bedingung (p,1 - C) in [82, S.315]. Ohne Miihe lésst sich diese umformulieren zu

(1f * | * g * 9])(x) < oo fiir alle p, ¢ € 2, v € R”. (11.2.4)

Hier ist die Faltung von | f *¢| und |g*| punktweise als Integral von unterhalbstetigen
Funktionen erkldrt [37, S.55 (a)], das nicht an allen Punkten endlich sein muss. Siehe
auch Theorem [VL.4.2] in Unterabschnitt VL4.Dl fiir weitere 2'-Faltbarkeitskriterien.

Die 2’-Faltung wurde in der Literatur als bilineare Abbildung F x F' — G unter-
sucht, fiir verschiedene Tripel lokalkonvexer Rdume von Distributionen (E, F, G). Zur
einfacheren Formulierung solcher Resultate wird im folgenden genau dann von einer ste-
tigen Faltungsinklusion E x F C G gesprochen, wenn alle Paare (f,g) € E x F
9'-faltbar sind und die &’-Faltung eine stetige Abbildung £/ X F' — G definiert.

In dieser Doktorarbeit wurde entdeckt, dass Stetigkeitseigenschaften der Faltung unter
E — 2, ,(F) bewahrt werden. Bewiesen wird diese Vererbungsregel mit dem schwachen

Faktorisierungstheorem
D ={D*9). (11.2.5)

Hier notiert (-) die lineare Hiille. Gleichung ([1.2.5) folgt aus Resultaten, die 1978

30



I1.2. Faltungen zwischen Distributionenraumen

von Dixmier-Malliavin [24] und von Rubel-Squires-Taylor erhalten wurden [95]. Siehe
Théoréme 3.1 in [24, S.311] oder Theorem 3 in [95, S.554]. In Unterabschnitt

dieser Dissertation werden solche Faktorisierungstheoreme ausfiihrlich diskutiert.

Theorem 11.2.1. Seien E;, i = 1,2,3 lokalkonvexe Raume von Distributionen.

Es gilt die folgende Vererbungsregel fir stetige Faltungsinklusionen:
Ey x By C Ej = D, 5(E1) * D.y(Es) C 9,,(Fs3). (I1.2.6)

Theorem ist eine Konsequenz aus Theorem und Theorem von Ka-
pitel [V dieser Arbeit. Im dortigen Theorem wird auch die Vererbung weiterer

Stetigkeitseigenschaften bilinearer Abbildungen zwischen lokalkonvexen Rdumen bewie-
sen. Wie zum Beispiel die Hypostetigkeit beziiglich einer allgemeinen Bornologie, die
analog zur Topologie von E auf 7., (E) vererbt wird.

Der Faktorisierungssatz ([1.2.5)) wurde schon in &hnlichen Zusammenhéngen verwen-
det. Dennoch wurde die Vererbungsregel in dieser Form noch nicht in der Literatur
erwahnt oder systematisch verwendet. Dies hédngt vermutlich damit zusammen, dass
Problem m noch nicht gelést worden war. Beispiele fiir Anwendungen von ([1.2.5))
sind Theorem 3.10 in |10, S.371], die Implikation “(ii) = (iii)” von Theorem 3 in [23]
S.507|, die Implikation “a) = b)” von Theorem 1 in [110, S.50f] und die Implikation
“(¢,10 - CPS) = (CPS)” von Proposition 4 in |82} S.327].

I1.2.c. Anwendung auf gewichtete Distributionenrdaume

Als Analogie zur Youngschen Faltungsungleichung wurde die stetige Faltungsinklusion
‘o x D'pe C D' fir 1 < pyg,r <ocomit 1/p+1/g=1/r+1 (I1.2.7)

von L. Schwartz bewiesen, siche Théoréme XXVI 2° aus [104, S. 203][] Mittlerweile sind
einige Verallgemeinerungen von Gleichung ([I1.2.7) auf potenz-logarithmisch gewichtete
Réume Z'rp 1 erschienen [84} |40, [119], darunter auch ein Resultat aus dieser Dok-

torarbeit [58|. Definition 3.1.1 aus [85, S.87| folgend, definiert man fiir p, &k € R die

L. Schwartz erklirt die Faltung in [104] durch eine stetige Fortsetzung und nicht durch Gleichung
(L1.2.3b). Diese Definitionen stimmen allerdings iiberein.
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II. Ubersicht und Einordnung
potenz-logarithmisch gewichteten Rédume

-@/Lp,u,k = .@/Lp CW_yy —k, ‘@/L”,M = -@/LP,M,O (I1.2.8a)
LZJc = LP. Wy, ks Lﬁ = LZ,O (I1.2.8b)

mit den entsprechenden Topologienﬁ Das Gewicht w,, j ist definiert durch
k
R 2 — wy (@) == (1 + 2% (1 + log(1 + 2%)) (11.2.9)

und man setzt wy, := wy .
Notiere im folgenden durch p’ := 1/(1 — 1/p) den zu 1 < p < oo konjugierten
Holder-Index. Die Giiltigkeit der stetigen Faltungsinklusion

D'ivp*D'1ay <Dy (I1.2.10)

wurde fiir jede der Bedingungen aus der folgenden Liste nachgewiesen:
[C1] Prop.9(ii) in [84, S.590]: 5 + ¢ = 3 + 1, g+ v >0, p = min{y, v},

[C2] Prop.2in [40, S.295]: p,r =1, q=00, u=p, v >d, —v < p < v —d.

[C3| Prop.2.1in [119, S.473]: p=171,q =00, u = p, v > d, —1/+I% <,LL<V—§.

[C4] Prop.2.5in [119, S.476]: p =7, p=p, v > max{% + %,,u + p%,, -+ p’(fz’}'

[C5] Exa.6.7in [58, S.24f]: L + ¢ = 1 + §, 1 <t <min{p,¢,7}, p+v > § und

1

q T
p<p+v—d/t fallsmax{u,v} <d/t,
p < min{u, v} falls max{p, v} = d/t,
p < min{u, v} falls max{p, v} > d/t".

Hier ist |[C3]| eine Verallgemeinerung von ||C2|, bis auf den Grenzfall y = —v, und ||C4]
verallgemeinert [[C3|l Auch fiir p = 7, u = p enthilt |C5|| Félle, die nicht von |[C4]

8Die Multiplikation mit w1, definiert einen linearen Automorphismus von 2’. Somit kann die
Topologie von Z'» ,, 1, als die finale Topologie unter f +— f-w_, _j erklart werden. Alternativ
kann 2’ ;1 auch als Urbild von Z» unter f — f-w, eingefithrt werden.
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I1.2. Faltungen zwischen Distributionenraumen

abgedeckt werden. Weiter gibt es die folgenden Grenzfille:
|C6] Prop.3 in [40, S.299]: 2’11, % D'pee g € D'1n 1 stetig falls —d < p < 0.

|C7] Die stetige Inklusion Z'rp j * P'ray C D'ir 1y gilt falls erfiillt ist mit
max{p, v} = d/t' und p < min{u, v}, analog zu Exa.6.7 in |58, S. 24f].

Die Lésung von Problem aus Unterabschnitt erlaubt die Anwendung einer
einheitlichen Methode um die Resultate |[C1]H{C7| zu beweisen. Die Methode wurde in
dieser Doktorarbeit entwickelt, siche Examples 6.6 und 6.7 in [58]. Das Vorgehen kann

in vier Schritte unterteilt werden:

[P1] Beweise die stetige Faltungsinklusion LZ ¥ Lil C Ly

[P2] Beweise die Identitiat Z,,,(LP) = P'r».

[P3] Beweise die Identitit Z,,,(LP - wy k) = Digy(LP) - wy k.

[P4] Nutze Theorem und die Identitat P're 5 = @i@(Li,k) aus |[P2] und ||P3||

Diese Beweismethode ist transparenter wie die Methoden aus [104} 84} [119] und wurde
in Example 6.7 in [58, S. 24f] angewendet um zu erhalten. Ein detaillierter Vergleich
zum Beweis fiir und in [119] wurde in Example 6.6 in [58] durchgefiihrt.

Der Beweisschritt wird durch die Loésung von Problem erledigt. Durch
den Beweisschritt wird eine allgemeinere Problemstellung motiviert, die in Pro-
blem weiter unten gestellt wird. Eine wichtige Beobachtung ist, dass nur die Fal-
tungsinklusion in Beweisschritt von den Parametern der Rdume Lf; ;. abhéngt. Die
Aussagen in [P2], [[P3] und [P4] gelten unabhéingig von p, ¢, r, k, [ und m.

Diese Beweistruktur motiviert eine Suche nach scharfen Kriterien fiir die Giiltigkeit der

stetigen Faltungsinklusion L) x L C L7. Fiindig wird man in der Arbeit [39], die 2018

erschienen ist, in welcher notwendige und hinreichende Kriterien aufgestellt und bewiesen
werden. Die in [[C1JHC5] aufgelisteten Bedingungen sind allesamt in Theorem 1.3 von
[39] enthalten. Durch Einfithrung diskreter globaler Komponenten werden aus [39] in
Unterabschnitt sogar scharfe Kriterien abgeleitet.

Die durch motivierte Problemstellung ergibt sich auch bei einer Betrachtung
der Rdume O, aus Unterabschnitt und .’(T') aus Unterabschnitt [[T.1.d} Diese

sind, dhnlich wie &2’ Lp ks, durch die Gewichtung eines anderen Distributionenraums
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definiert. Allerdings ist diese Praxis in der Literatur nicht einheitlich: So wurde zum
Beispiel in |66, S.3050] der Distributionenraum 4., als starker Dualraum von Zp mit
E = Li) eingefiihrt unter Verwendung der Gleichungen (IT.1.1]) und (TL.1.2). Hier ist w
ein positives moderiertes Gewicht w € %y, das heisst, zu jedem k € JZ, gibt es ein
Cr € Ry mit w ** k < w - Cf. Hier ist “x*°” die Supremalfaltung, siehe ﬂ

Dies motiviert die folgende allgemeine Problemstellung:

Problem I1.2.2. Welche Paare (W, H) von Mengen W C €y und H C & erfiillen
die Transformationsregel Z5(Ew) = (2(E)) g fir alle SRI-Riume E C L, ¢

In dieser Doktorarbeit wurde gezeigt, dass die Transformationsregel fiir jedes mode-
rierte Kegelideal W C €’y und H = W xp mit ¢ € 2\ {0}, ¢ > 0 gilt, siche Section 4
in |58]. Durch die Transformationsregeln fiir Gewichtsmengen in den Theoremen |[VI.1.26

und [VI.1.28|dieser Dissertation wird Problem [I1.2.2| fiir beide Rdume Z/(E) und &1 (F)
gelost. Kegelideale sind nichtleere Mengen W C %, die die Inklusion

(W+W)c CW (I1.2.11)

erfiillen mit (V)< == {w € €, : v € V : w < v} und (W)cr notiert das kleinste
Kegelideal V mit W C V. Ein Kegelideal heisst moderiert, falls W x> ¢, C W. Siehe
auch Definition [VI.1.2] fiir ausfiihrlichere Definitionen.

I1.3. Diskrete globale Komponenten

Die Zuordnungen F +— Z4(E) und E +— &7p(F) mit den Amalgamraumen aus Unterab-
schnitt definieren keine injektiven Abbildungen auf den SRI-Raumen F aus Unter-
abschnitt [[L.1.¢f Als Alternative werden daher die Amalgamriiume Z.(\) und & () mit
diskreten globalen Komponenten A\ untersucht, die in Unterabschnitt vorgestellt
werden. Eine erschopfende Beschreibung der Relationen zwischen diesen zwei Zugéngen
wird hier als Problem gestellt.

Die Losung dieses Problems motiviert eine neue Betrachtung der hinreichenden Kri-

terien fiir stetige Faltungsinklusionen zwischen potenz-logarithmisch gewichteten Dis-
tributionenrdumen 2'r» , ; in Unterabschnitt [[1.3.bl Dabei ergibt sich Problem [[1.3.2

9Diese Definition von “moderiert” ist dquivalent zu “exponentially moderated” in [66], S. 3049].
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I1.3. Diskrete globale Komponenten

dessen Losung zu einer Aquivalenz der Stetigkeit der Faltung zwischen Amalgamriu-
men und der Stetigkeit der Faltung zwischen den entsprechenden diskreten globalen
Komponenten fithrt. Als Anwendung werden die hinreichenden Stetigkeitskriterien aus
Unterabschnitt zu scharfen Stetigkeitskriterien verbessert.

Unterabschnitt rekapituliert Teile der Valdivia-Vogt-Strukturtafeln aus der Lite-
ratur. Diese enthalten Isomorphismen der klassischen Distributionenrdume von Schwartz
zu vervollstandigten Tensorprodukten von Folgenrdumen, die als Rdume von Doppelfol-
gen aufgefasst werden konnen. Problem ist die Verallgemeinerung der Valdivia-
Vogt-Strukturtafeln durch Doppelfolgenraumdarstellungen fiir 2.(\) und &%(\). Dies
kann sogar fiir allgemeine globale Komponenten A gelost werden, wenn Folgenamalgam-

riume A\{s} und A{s'} anstatt vervollstindigte Tensorprodukte genutzt werden.

I1.3.a. Amalgamraume mit diskreten globalen Komponenten

Notiere durch 7 die p-summierbaren Funktionen Z? — R (die beschrénkten fiir p = 00),

vergleiche [54, S.4]. Dann gelten einerseits die Aquivalenzen
gle - .@/Lq <~ .@LP - 9[/1 ~ /g - A = p<q (1131)

mit stetigen Inklusionen (siehe [104} S.200f] fiir Zrr und Z'1»). Andererseits sind die
Lebesgue-Raume LP und L? gleich fir p = ¢ und unvergleichbar falls p # ¢. Dies
weist auch darauf hin, dass F — Z7.(E) und E — &p(E) nicht injektiv sind und die
Implikation in Theorem keine Umkehrung erlaubt.

Aus diesem Grund werden die Amalgamriume Z.(A) und &%(\) mit diskreten glo-
balen Komponenten A eingefiihrt, sieche Definition [V.2.24, Dabei werden solide trans-
lationsinvariante lokalkonvexe Rdume A C w zugelassen, die in dieser Doktorarbeit
STI-Folgenrdume genannt werden, siehe Definition [V.1.9] Hier notiert w den Raum
der Funktionen Z¢ — R mit der Topologie der punktweisen Konvergenz. Translations-
invarianz bedeutet, dass alle Gittertranslationen T, mit z € Z% stetige Endomorphismen
von A sind.

Betrachte zur Erlauterung wie in Unterabschnitt das archetypische Beispiel: Der

Amalgamraum (LP, %) mit lokaler Komponente LP und diskreter globaler Komponente
09 wird analog zu dem Raum W (LP| L?) aus Gleichung (II.1.7)) definiert. Dabei verwen-
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II. Ubersicht und Einordnung
det man fiir p < oo anstelle von || f||;, ;. aus Gleichung (IL.1.7b) den Ausdruclﬂ

||f||LP,eq = H (|f| #P 1Q) |Zd”éq (I1.3.2)

fir alle f € Lj, (vergleiche Gleichung (2.1) in [32]). Hier ist (|f]* 1¢) ‘Zd die Ein-
schrankung auf Z? von der Funktion |f| %P 1¢ (siehe Gleichung (II.1.7¢|)). Nach Ab-
schnitt 2 und 12(iv) in |32, S. 1f, 17f] gilt die Identitdt von lokalkonvexen Rdumen

W(LP, LY) = (LP, ¢7) fiir alle 1 < p,q < 0. (I1.3.3)

Den Raum Z.(\) bzw. &%(\) definiert man nun wie Z5(E) bzw. &p(E), indem man
A anstelle von E und die Halbnormfunktionen (|-|«¢)|zq : Z° — w anstelle der Halb-
normfunktionen |-|.p verwendet. Siehe auch Definition [V.2.24

Problem I1.3.1. Welche Relationen bestehen zwischen Amalgamriumen 27(E)
bzw. &p(E) mit SRI-Raumen E als kontinuierlichen globalen Komponenten und
den Amalgamriumen ZL(\) bzw. &(N\) mit STI-Folgenrdumen X\ als diskreten

globalen Komponenten?

In dieser Doktorarbeit konnte zum Beispiel gezeigt werden, dass jeder Amalgamraum
P4 (E) mit vorgegebem SRI-Raum E von der Form Z.(u) ist fiir einen eindeutig be-

stimmten STI-Folgenraum g = w,g(E), siche Definition [V.2.11| und Theorem [V.2.26
Umgekehrt lassen sich fiir einen gegebenen STI-Folgenraum A alle SRI-Rdume F' mit

PDL(N) = D'L(F) charakterisieren. Siehe dafiir Definition und Korollar . Wei-
tere solche Resultate werden am Anfang von Abschnitt zusammengefasst. Ein Grof-
teil davon wird durch das Korrespondenzdiagramm skizziert.

In diesem Diagramm werden auch die Amalgamriume L%.(E) und LE(\) verwendet,
die in den Definitionen [V.2.3|und [V.2.15| eingefiihrt werden. Diese erfiillen die Identitaten
W (LP,L9) = LH(L%) und (LP,¢7) = LE(¢7). Somit ergeben sich aus dem Korrespon-
denzdiagramm fur £ = L9 (und somit A = ¢?) die Identitdten

.(09) = Zp(LY) = Zr(W(LP, L)) = 2o ((LP, 09)) (I1.3.4)

F{ir p = co muss 1¢ durch k € ;. mit 1o < k ersetzt werden da |f| *® 1¢ fiir f € LS, im
allgemeinen nicht punktweise wohldefiniert ist.
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fir 2" =2 oder 2" = & und alle 1 < p, q < 0.

I1.3.b. Scharfe Stetigkeitskriterien fiir die Faltung

Die Resultate aus dem vorherigen Unterabschnitt motivieren die Suche nach einer Ver-
erbungsregel fiir Eigenschaften von Faltungen zwischen STI-Folgenrdumen A auf die
Amalgamriume Z.()\), dhnlich wie Theorem [I1.2.1] Hier definiert man die w-Faltung

a * b von Funktionen a,b € w als die Funktion

745 2 (axb)(z) == Y a(z1)b(z) (11.3.5)
21,20€Z°%
21422=2
falls die Reihe fiir alle z € Z? absolut konvergiert, a und b also w-faltbar sind. Dies
ist aquivalent zu ||a - T,b||; < oo fiir alle z € Z. Die Verallgemeinerung auf p-Tupel,
die Dreiecksungleichung und das bedingte Assoziativgesetz dieser Operation werden in
Unterabschnitt [11.3.d diskutiert.

Betrachte als Anwendungsbeispiel die potenzgewichteten Folgenrdume fﬁ C w, die
analog zu den Rédumen Lﬁ aus definiert sind. Auch die Giiltigkeit der stetigen
Inklusion & x £ C £ wurde in der Arbeit [39] erschopfend charakterisiert, siche Theo-
rem 1.1 von [39]. Eine Konsequenz aus Theorem 1.1 und Theorem 1.3 in [39] ist die

Aquivalenz
p q r Py P4 r 1,11
Ly, * L} C L), & o0 C L und 24 - < 41 (I1.3.6)

Die Ungleichung % + é < % + 1 ist dquivalent zu LP(T?) * LI(T?) C L"(T%), betrifft
also nur die lokalen Komponenten. Hier ist T := R/Z der Torus.

Dies motiviert die folgende Fragestellung, &hnlich zu Theorem

Problem I1.3.2. Seien A1, Ay und A3 STI-Folgenrdume. Ist die (stetige) Inklusion
DL(A) * DLNg) C DL(N3) dquivalent zur (stetigen) Inklusion A1 * Ao C A3 ?

Die positive Antwort darauf wird in Theorem aus Kapitel [VI|dieser Dissertation
enthalten. Der Beweis basiert auf einer Art Dreiecksungleichung fiir die 2’-Faltung, siehe
Theorem [VI.4.4, und der Einbettung w 3 a + ), 540, - a(z) € Z".
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Die Losung von Problem erlaubt eine erschopfende Charakterisierung der steti-
gen Inklusion P'rp % P'ra, € D'1r , aus Gleichung ([1.2.10): Dabei bendtigt man die
Identitat aus Gleichung , ahnlich wie in Beweisschritt (siehe S., und eine
Transformationsregel zwischen diskreten und kontinierlichen Gewichten, dhnlich wie in
[P3]} Diese ist enthalten in den Theoremen [VL.1.26] und [VI.1.28] Die Losung von Pro-
blem braucht man dann fiir Das oben genannte Theorem 1.1 aus [39] liefert

schlieflich [[P1]|

I1.3.c. Amalgamraume als Vektor- oder Doppelfolgenraume

Mittels Fourier-Reihen beschrieb Schwartz die topologischen Isomorphien
&) = 9(T%) =~ s, 2'(T% = &'(T% = & (I1.3.7)

in Example 2 in Chap. VII, §8 von [104, S. 253]. Hier ist s der Raum der schnell fallenden
Folgen |54, S. 11, ¢)] und der starke Dualraum s’ von s besteht aus den langsam wach-
senden Folgen [112, S.527]. Die Vorstellung einer gefensterten Fourier-Transformation
fithrt auf die Vermutung, dass der Amalgamraum &%(\) bzw. Z.(\) Isomorph zum Dop-
pelfolgenraum A{s} bzw. A{s'} ist. Hier notiert A{ X} den Amalgamfolgenraum mit
lokaler Komponente X und globaler Komponente )\E Dies ist der Vektorraum

MXY={v:Z" 5 X :Vge€esnX :qov € \} (I1.3.8)

mit der von den Halbnormen M{X} 3 v +— p(gov), p € clsn A, ¢ € csn X erzeugten
lokalkonvexen Topologie. Dabei notiert csn X bzw. clsn A die stetigen Halbnormen bzw.
Verbandshalbnormen auf dem lokalkonvexen Raum X bzw. dem STI-Folgenraum .
Siche Definition fiir die formalere Definition mit Urbildraumoperatoren.

Initiert durch Arbeiten von M. Valdivia und D. Vogt wurden bereits fiir jeden Raum
glatter Funktionen oder Distributionen aus Unterabschnitt[[I.1.a] Isomorphismen zu Dop-
pelfolgenrdumen gefunden [115, 118, 85, |4]. Diese werden héufig als vervollsténdigte

UDefinition und die Notation A{X} gehen auf R. Rossier zuriick [94, S.490]|. Allerdings
wurden dort nur vollkommene Riume A betrachtet. Der Spezialfall A = ¢! ergibt den Raum
},{X} absolutsummierbarer X-wertiger Folgen von A. Pietsch, siehe Definition 1.4.2 in [89).
In allgemeiner Form taucht der Raum A{X} zum Beispiel in Definition 6 von [33] S. 109f] auf,
aber mit der Notation A\(X).
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topologische Tensorprodukte dargestellt [89, 53]: Seien Y, X lokalkonvexe Rdume wo-
bei Y nuklear ist. Notiere dann durch Y & X die topologische Vervollstandigung des
m-Tensorprodukts Y ®, X, welches in diesem Fall mit dem e-Tensorprodukt ¥ ®. X

iibereinstimmt. Es gelten die Isomorphien
FA®s, GEA®S (11.3.9)

fiir jedes Tripel (A, F), G) aus der folgenden Tabelle:

A F Referenz G Referenz
w & | Ch.3,81,12.(7) |15, S.383] | 2’ | Ch.3,§1,13.(6) [115, S.385]
¢ 2% | Theorem 1 in [4, S.7| &' | Ch.3,§1,12.(8) [115, S.383]

(P D1p» | Theorem 3.2 in [118, S.415] | Z,, | dual zu %, Dra 85, S.2]  (11.3.10)
co % | Theorem 3.2 in [118, S.415] | Z' | Theorem 3 in [4, S.13]

s’ O\ | Theorem 3 in 114, S.478] | & | VII, §8, Ex. 7 [104, S.260ff]

s & | VIL§8,Ex.7 [104, S.260ff] | O | dual zu Oy 85} S.2]

Hier notiert ¢y den Raum der fallenden Folgen mit der Teilraumtopologie von £°° und
¢ den Raum der abbrechenden Folgen, definiert als der starke Dualraum von w.
Tabelle ist ein Auszug aus den “Valdivia-Vogt-Strukturtafeln”, einer Zusam-
menfassung von Doppelfolgenraumdarstellungen die in [85] présentiert wurde. Von C.
Bargetz wurden Darstellungen fiir die Riume &}; und O¢ [2], sowie spéter auch fiir
die Réume 2F und %' erginzt [4]. Weiter konstruierte C. Bargetz Isomorphismen
& — w{s} und ¥ — w{s'}, aus denen man per Einschrinkung Isomorphismen fiir
alle Rdume von glatten Funktionen oder von Distributionen aus den Valdivia-Vogt-
Strukturtafeln erhélt [3]. Ein Isomorphismus der beide Klassen von Réumen abdeckt

wurde in [5] fiir den Fall d = 1 unter Verwendung einer Wilson-Basis konstruiert.

Problem 11.3.3. Welche STI-Folgenridume X\ erfillen die topologischen Isomor-
phien &(N) = Ms} 2 A® s und 2N XN} = AR s'7?

In dieser Doktorarbeit werden die Isomorphien &%(\) = A{s} und Z.(\) = M}
ohne Zusatzbedingungen an \ erhalten. Die Isomorphie AM{ 1} 2 A&y mit p € {s, s/

benotigt nur eine offensichlich notwendige Voraussetzung: Der Raum A muss topologisch

2Hier kann p auch ein beliebiger nuklearer, vollkommener Raum sein.
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vollstindig sein, wie es die Definition von X ® Y als Vervollstindigung von X ® Y
erzwingt. Amalgamfolgenrdume A{u} sind also besser auf STI-Folgenrdume angepasst,

als vervollstandigte Tensorprodukte A ® ,u.

I1.4. Faltungsquantale von Distributionenraumen

In der Publikation [58] dieser Doktorarbeit wurde ein Kalkiil zur Konstruktion extrema-
ler Definitions-, Werte- und Operationsbereiche fiir Faltungsoperatoren entwickelt. Die
mathematische Struktur dieses Kalkiils wird durch ein Faltungsquantal (Q%,, C, %) von
Bereichen beschrieben, wie in Unterabschnitt erlautert wird. Als Bereiche treten
dabei faltungsvollkommene Distributionenrdume F' = F** auf, die bereits 1958 in [121]
eingefithrt wurden. In der Publikation |58, Sec. 5| dieser Doktorarbeit wurden diese als
Spezialfall der Amalgamraume Z.(E) = O¢(Z, E) aus Abschnitt betrachtet.

Im folgenden werden die wichtigsten Resultate dazu aus |61} 58] und aus dieser Dis-
sertation zusammengefasst. Dabei wird auch skizziert wie die Untersuchungen in [61]
durch Verwendung der Amalgamrdume Z.(\) mit diskreten globalen Komponenten A
etwas vereinfacht werden konnen, die in Abschnitt besprochen wurden.

Unterabschnitt stellt das Faltungsdual F' — F* und faltungsvollkommene Dis-
tributionenrdume F' = F** vor. Die diskreten globalen Komponenten dieser Raume mit
einer translationsinvarianten Version von Kothe’s vollkommenen Folgenraumen A = A\**
aus |65, §30] identifiziert, siche Problem . Als alternative zum Faltungsdual F™* wird
in Unterabschnitt das Faltungsmodul F*M diskutiert, das in dieser Doktorarbeit
eingefiithrt wurde [60]. Dieses ist die Losung von Problem , der Suche nach einem
groften Faltungsmodul zu gegebenen Faltungsalgebren. Theorem beschreibt die
Eigenschaften der Faltungsalgebra F* := (F*™)* " der Gegenpart zu F*M.

Der Bezug zur Quantaltheorie wird in Unterabschnitt hergestellt. Dieser er-
gibt sich aus der Frage nach der Existenz extremaler Bereiche fiir Faltungsinklusionen
faltungsvollkommener Réume F) x Fy C F3, die in Problem [[1.4.4] gestellt wird. Um
dies zu 16sen wird eine Faltung * von faltungsvollkommenen Riumen eingefiihrt und
mit Theorem gezeigt, dass * die bindre Operation eines Quantals Q7 ist. Dar-
aus ergibt sich die Wohldefiniertheit des Residuums F3 # Fj fiir faltungsvollkommene

13 Andererseits erméoglichen vervollstéindigte Tensorprodukte Folgenraumdarstellungen mit nicht-
soliden globale Komponenten, siche Theorem 4.1 und Example 4.5(iv) in |16, S. 7, 9].
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I1.4. Faltungsquantale von Distributionenraumen

Fy C F3, dem grokten faltungsvollkommenem Raum G9 mit Fy Gy C F3. Es wird dann
Problem gelost um die Berechnung der Operationen * und # iiber die diskreten
globalen Komponenten abwickeln zu konnen.

Die zunéchst nur als Mengen betrachteten faltungsvollkommenen Raume F' = F**
werden in Unterabschnitt mit Topologien T*(F') und Bornologien B*(F') ausge-
stattet, die Problem[[T.4.7]16sen: Die Garantie von Hypostetigkeit und Beschranktheit fiir
Faltungsinklusionen zwischen faltungsvollkommenen Raumen. Unterabschnitt be-
handelt dann Problem [[T.4.8] die Charakterisierung der relativ schwach kompakten Teil-
mengen &, (F, T*(F)), und Problem[[1.4.9] die Bestimmung der Dualrédume (F, T*(F))’.
Dies wird motiviert durch entsprechende bekannte Resultate fiir vollkommene Folgen-

raume (A, T*(A)) die mit der normalen Topologie T*(\) ausgestattet sind.

I.4.a. Faltungsduale und Ko6thes a-Dual

Das (2'-)Faltungdual F* = (F')7, einer Teilmenge F' C &' ist definiert als
F* = (F)y ={ge P :VfeF: fund g sind Z'-faltbar} . (I1.4.1)

Die Menge F™** := (F™)* heisst Faltungsvervollkommnung von F und man nennt
F' faltungsvollkommen falls F' = F**. Diese Notationen entsprechen dem “c-dual”,
dem “c-closure” und der Eigenschaft “c-closed” aus [121, S.20]|. Ordnungstheoretisch
betrachtet ist der Operator (-)* die involutive Galois-Korrespondenz auf B(Z2’) die zu
der symmetrischen Relation I' € 2’ x @' assoziiert wird ] Hier meint I' die “2'-
Faltbarkeit” aus Gleichung ([1.2.3a). Somit ist (-)** ein Hﬁllenoperatoﬂ auf 2’ und
(B(Z'))*™* entspricht der Menge aller faltungsvollkommenen Réume.

Anhand der Definition der Faltbarkeitsbedingung I' in Gleichung sieht man,

dass faltungsvollkommene Mengen F' C 2’ lineare Unterrdume sind. Das Faltbarkeits-

4Jede Relation R C X x X’ zwischen Mengen X und X’ induziert eine Galois-Korrespondenz
(p,1) zwischen den Potenzmengen (X)) und PB(X’), wie in Punkt (3) in [28, S. 128] erldutert
wird. Eine solche besteht aus inklusionsumkehrenden Abbildungen ¢: PB(X) — P(X’) und
P P(X) — P(X), sodass 1) o ¢ und ¢ o ¢ Hiillenoperatoren sind, siehe Satz 6.21 in |28
S.124]. Ist R symmetrisch, so sieht man leicht, dass ¢ = 1. In dieser Doktorarbeit wird eine
solche Selbstabbildung ¢ von (X)) als involutive Galois-Korrespondenz auf 3(X) bezeichnet.
Im hier betrachteten Fall ist R =T und ¢ = (-)*.

15Ein Hiillenoperator auf einer Menge X ist eine monotone, extensive und idempotente Selbst-

abbildung von B(X), sieche auch Unterabschnitt [[II.1.a
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II. Ubersicht und Einordnung
kriterium ([I.2.4)) fithrt dariiberhinaus auf die Darstellung als Faltungsurbild
F* = 2. ,(Liy) mit W := |F x 9. (11.4.2)

Bis auf den Raum %' ist jeder der Raume F' aus Tabelle (II.1.5]) faltungsvollkommen,

wie in Theorem 5 von 121}, S. 22| beschrieben wird. So gelten zum Beispiel

9" = (&) =(2)* (I1.4.3a)
D' = (D'14)" = (Dra)* (I1.4.3b)

fir 1 <p,g<oomit1l/p+1/q=1.
Formal dhnelt die Bedingung F' = F** der Definition A = A** vollkommener Fol-
genriume )\m die von Kothe in [65, §30] beschrieben wurden. Hier ist A\* = €|1)\| das

a-Dual einer Teilmenge A C w mit £, dem diskreten gewichteten /!-Raum
ty={acw:YweV:|a-v|| <o} (I1.4.4)

und A% = (A*)* ist die Vervollkommnung. Es ist leicht zu sehen, dass die Spiegelung
AX von A* fiir translationsinvariante Teilmengen A\ C w mit dem w-Faltungsdual (\)},

{ibereinstimmt. Analog zum %’-Faltungsdual wird dieses als
(A5, :=={b€ew:Vae \:aund b sind w-faltbar } (11.4.5)

definiert mit der w-Faltung aus Gleichung ([I1.3.5)). Nach Konstruktion ist klar, dass (\)7,

fiir jede Teilmenge A C w ein STI-Folgenraum ist.

Problem I1.4.1. Induziert die Amalgamraumbildung A — ZL(\) (siehe Unterab-
schnitt eine Biyektion zwischen den translationsinvarianten vollkommenen

Folgenraumen und den faltungsvollkommenen Distributionenrdumen?

Diese Frage kann mit Resultaten aus dieser Dissertation positiv beantwortet wer-
den: Dazu nutzt man die Transformationsregel ZL((A))) = (ZL(N))y, fir alle STI-
Folgenrdume A und den Darstellungssatz (F)5,, = Z.((Ar)j,) fiir alle ¥ C 2 aus

16K5the betrachtete Riume von Folgen im eigentlichen Sinn, also von Funktionen a: N — C. In
dieser Arbeit werden stets Rdume von Funktionen a: Z? — C betrachtet.

42



I1.4. Faltungsquantale von Distributionenraumen

Theorem [VI1.4.9, Hier ist Ap der kleinste STI-Folgenraum A der F' C Z.()\) erfiillt, der
nach Theorem existiert. Man folgert daraus ZL(\) = ZL((N)5) = (ZL(N\)5 fiir
alle A € (P(w))" und somit ZL((P(w))5) C (P(Z'))5. Also ist die Abbildung

(PBw))e — BDNG, A— ZUN) (I1.4.6)

wohldefiniert. Weiter erhélt man (F)5 = (F)5)eg = (ZUAR)5) g = Zi(Ar)5)
fiir alle F' C 2'. Also ist die Abbildung in Gleichung auch surjektiv. Es ist klar,
dass diese bijektiv ist, wie in der Antwort auf Problem beschrieben.

In der Publikation [61] dieser Doktorarbeit wurde anstatt der Bijektion die

folgende Abbildung verwendet:
Fr—|F|lg) = {Ifla : f € F,® € B(Z)})ar- (I1.4.7)

Hier ist |-|.¢ die Faltungshalbnormfunktion aus Gleichung und (—)¢r die Ke-
gelidealhiille im Raum £y, der unterhalbstetigen, nichtnegativen, lokalbeschrankten
Funktionen auf Rd. Die Definition von |F'|g () entspricht der aus Gleichung (3.11a)
in |60, S.133]. Wie aus Corollary 4 von Proposition 6 in [61, S.134] folgt, bildet die
Abbildung aus Amalgamriume mit lokaler Komponente &’ (in Definition 3 von
|61, S.133] als “regularization-solid spaces of distributions” bezeichnet) bijektiv auf die

moderierten Kegelideale von £, ab. Zudem definiert der Raum

den kleinsten Amalgamraum G mit lokaler Komponente 2’ der F' C G erfiillt (verglei-
che auch Korollar [V.2.2). Gleichung entspricht Gleichung (3.12) in |61}, S. 133].
In dieser Dissertation wird mit der Bijektion aus Gleichung anstatt mit der
aus Gleichung gearbeitet. STI-Folgenrdume haben gegeniiber moderierten Kege-
lidealen den Vorteil, dass deren Elemente eine triviale lokale Struktur haben. Dagegen
erzwingt die Verwendung von moderierten Kegelidealen die Einarbeitung von Transla-

tionshiillen Ty f = sup,cx Tof [61, S.127] zur Beriicksichtigung der lokalen Struktur.

"Durch W + WN% werden die moderierten Kegelidealen von .#,, bijektiv auf die moderierten

Kegelideale von %, abgebildet, welche in der Dissertation bevorzugt werden. Siehe Gleichung
(I1.2.11]) oder Definition [VI.1.2| fiir weitere Informationen iiber moderierte Kegelideale.
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I.4.b. Faltungsmodule und Algebren

Sei F' C &'. Die 2'-Faltung definiert eine bilineare Abbildung
F* x F* — (F* % ™)™, (11.4.9)

Dies sieht man leicht anhand der Definition der &’-Faltung aus Gleichung und
den Eigenschaften des Faltungsduals F™* aus Unterabschnitt[[T.4.al Somit kann der Raum
F* als Definitionsbereich fiir Faltungsoperatoren mit Faltungskernen aus F™**, insbeson-
dere fiir solche aus F', genutzt werden.

Wegen 6 € & C F** gilt stets (F™* % F**)** D F*. Gilt auch (F* % F**)* C F*, so
sind die Faltungsoperatoren mit Faltungskernen aus F** Endomorphismen von F™. Da

dies im Allgemeinen nicht garantiert ist, motiviert dies

Problem I1.4.2. Konstruiere zu jeder Faltungsalgebra A C 2’ den grifiten fal-

tungsvollkommenen Faltungsmodul von Distributionen A*™M dber A.

Dieses Problem wurde in dieser Doktorarbeit unter Verwendung der (simultanen) 2'-
Faltbarkeit von p-Tupeln angegangen, die in Unterabschnitt besprochen wird.
Unter der Zusatzvoraussetzung A = A™* zeigt Theorem [[[.4.3] dass die gleich folgende
Konstruktion von A*™M das Problem 1st. Fiir den allgemeinen Fall ist allerdings noch
offen geblieben, ob A*M tatsichlich groftméglich ist.

In Definition 5 von [60, S. 17| (oder Definition 7 in |61, S.140]) wurde der Raum

FM.—lge 9 . Vf, ... Jp €EF,peN:(fi,..., [y g)ist Z'-faltbar} (I14.10)

eingefiihrt, der fiir beliebige F' C %’ wohldefiniert ist. Die Faltungsmoduleigenschaft
wurde in Theorem 8 von [60, S. 17| nachgewiesen. Es gilt die Darstellungsformel

(I1.4.11)

oy

FM =9 (L) mit W = (|F * 2|)

Hier notiert <V>* die Menge aller Faltungsprodukte vy * - -+ * v, mit vy,...,v, € V
und p € N. Gleichung entspricht Theorem 9 von [60, S. 18].

Als (unitdre) Faltungsalgebra von Distributionen wird in dieser Doktorarbeit ein
linearer Raum A C 2’ verstanden, der A*M £ {0}, Ax A C A (und 5 € A) erfiillt, wie
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I1.4. Faltungsquantale von Distributionenraumen

in Definition 6.2 in |61}, S. 139]. Aus dem Assoziativgesetz der Faltung von Distributionen

(siche Unterabschnitt [[T1.3.c) folgt, dass F*M £ {0} genau dann gilt, wenn alle Tupel
(f1,---, fn) mit fr € F'und n € N faltbar sind. Tupel die eine Nullfunktion enthalten

sind immer faltbar und somit gilt auch immer 0 € F*M. Der Ausnahmefall ist durch
F*M — {0} AN (F*M)* _ @/ o (F*M)** _ g/ (11412)

charakterisiert.

Das Faltungsdual generiert fiir jede Teilmenge F' C 2’ ein Paar (F™*, F**) von fal-
tungsvollkommenen Distributionenraumen. Dies fiihrt auf die Frage, ob es dhnlich dazu
einen dualen Gegenpart zum Faltungsmodul F*M gibt. Dieser Gegenpart sollte eine Fal-
tungsalgebra sein, die auf F*M operiert. Als Antwort auf diese Frage wurde in Gleichung
(5.6b) von [61], S.141] der Raum F*# definiert als

FHA = (P, (11.4.13)

Die Hauptresultate dazu lassen sich zusammenfassen als

Theorem 11.4.3. Sei ' C 9'. Es gelten die Identititen
(FAAYM _ (pMys M _ M (IT.4.14)
Ist F*™M 2L 10}, so gelten auch die Identititen
FeM = (preMyss = ey (I1.4.15)

und F*» ist eine unitire Faltungsalgebra die auf F*™ operiert.

Beweisskizze. Die Gleichungen (I1.4.14)) und (I1.4.15)) erhdlt man aus

Hier verwendet man fiir (i) die linke Seite von Gleichung (5.7) [61, S.141] und die
Relation (-)** = ()%, fiir (ii) die Notation (:)*** aus Definition 6.2 |61, S.139] und
die Konsequenz (F*4)** = F*A aus Theorem 7 |61, S.141] und fiir (iii) die linke Seite
von Gleichung (5.7) [61]. Beachte in (ii), dass nach Remark 3 und Lemma 3 |61}, S. 137,
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II. Ubersicht und Einordnung

136] Faltungsduale “regularization-solid” im Sinne von Definition 3 |61} S. 133| sind. Nach
Theorem 7 ist F*M ein F*A-Faltungsmodul. O

Es ist klar, dass fiir alle F C 2’ die Inklusion F*M C F* gilt und somit
F C F™* C ™A (11.4.17)

Aus Gleichung (IT.4.14)) erhilt man (F*A)*A = (((F*My*)sMys — (p*My* — A Somit,
ist £+ F*A ein Hiillenoperator auf 2’ und falls F*M =£ {0} ist F** die kleinste
faltungsvollkommene Faltungsalgebra A C 2’ mit F C A. Andernfalls ist F** = &',

siche Gleichung (TT.4.12)). Wegen Gleichung ([T.4.17)) gilt stets & C F*A,

Il.4.c. Extremale Raume fiir Faltungsinklusionen

Die zentrale Problemstellung in der Publikation [61] aus dieser Doktorarbeit waren ex-
tremale faltungsvollkommene Raume F; in Faltungsinklusionen der Form Fj x 5 C Fj.

Das heisst, mit Theorem 1 von |61} S. 122] wurde das folgende Problem gelost:

Problem I1.4.4. Sei F; € (B(Z'))% fiiri=1,2,3 und Fy x F> C F3. Gibt es ein
kleinstes Gs € (PB(2'))5 mit Fy x Fy C Gg und ein grofites G € (P(Z'))%, mit
Gl * F2 - Fg ¢

Problem kann als quantaltheoretische Fragestellung aufgefasst werden, wie in
[61] festgestellt wurde. Grundlegende Definitionen aus [93} 97| zu dieser Theorie werden
zunéchst sinngeméaf rekapituliert. Ein Quantal ist ein Tripel (Q, <, ®) mit (Q), <) einer
extremumsvollstandigen geordneten Mengelﬂ und (@), @) einer Halbgruppe, sodass

sup(A e B) =sup Aesup B fir alle A, B C Q. (I1.4.18)
Das Residuum von ¢ € Q) tiber b € () ist definiert als

cob:=max{a € Q:aeb<c} (I1.4.19)

18Tn der Literatur wird auch von einer vollstandigen geordneten Menge oder einem vollstindigen

Verband gesprochen. Siehe auch Unterabschnitt fiir solche Notationen.
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I1.4. Faltungsquantale von Distributionenraumen

und ist stets wohldefiniert, wegen (I1.4.18)). Diese Definition ist in [93, S. 15| zu finden,
wobei die hier verwendete Bezeichnung an [97, S. 922 orientiert ist.

Ein einfaches Beispiel fiir ein Quantal ist (., (G), <, *>). Hier notiert *> die Su-
premalfaltung RJF—Wertiger Funktionen §+(G) auf einer lokalkompakten Gruppe G (in
163, [59] durch “A” notiert). Siehe auch Unterabschnitt fir G = R? und G = Z%.
Die Residuenbildung ist die “supremale Entfaltung” die in den Gleichungen (5.1) von
|59, S.1553] beschrieben wird. Im Fall G = {0} erhiilt man das Quantal (R, <,-) mit
- der “supremalen Multiplikation” fiir welche 0 - 0o = 00 - 0 = 0 festgelegt wird.

Betrachte nun die partiell auf (P(2’))%; definierte bindre Operation
Fy % Fy .= (Fy % )% fiir 2'-faltbare I, Fy € (B(Z2')) o (I1.4.20)

Da (-)% ein Hiillenoperator auf &' ist, ist F} * F5 der kleinste faltungsvollkommene
Distributionenraum (G35 mit F} * Fy C (3. Damit ist bereits der erste Teil von Pro-
blem [[1.4.4] gelost. Zur geordneten Menge ((P(Z'))%y, C) fiigt man nun kiinstlich ein

kleinstes Element “0” und ein grofstes Element “oo0” hinzu. Dies ergibt die Menge

Q3 = {0} U (B(Z')5 U {00} (IL4.21)

deren Ordnung auch durch “C” notiert wird. Durch 0% F' := F %0 := 0 fir F' € Q,
und F'¥ 00 := 0o * F':= oo fiir F' € Q5 \ {0} wird ([1.4.20) auf ganz QF), fortgesetzt.
Analog geht man mit ((P(w))5", C) vor um das Tripel (QF, C,*) zu definieren.

Ist Q7 ein Quantal, so ist das Residuum Gy := F3 # I von Fj iiber Fy in Qyy die
Losung des zweiten Teils von Problem [[I.4.4] Aus Resultaten in [61] folgt in der Tat

Theorem I1.4.5. Das Tripel (Q;, C, %) ist ein Quantal.

Beweisskizze. In Proposition 4 von [61, S. 132f] wird die Menge J der moderierten Ke-
gelideale von % als Faltungsquantal charakterisiert. Dann werden die faltungsperfekten
Elemente J7° von J in Definition 4 |61}, S. 136] eingefiihrt und gezeigt, dass J7* ein Quo-
tientenquantal von Jr konstituiert, siehe Remark 4 [61, S.136]. Die bindre Operation
von J7 ist dhnlich wie Gleichung definiert. Mit Proposition 9 [61], S. 137] ldsst
sich dann folgern, dass die Bijektion aus Gleichung einen ordnungsbewahrenden

Homomorphismus Q7 — J7* induziert. ]
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Mit den gleichen Methoden wie in [61] kann man auch zeigen, dass Q" ein Quantal ist.

XX
w

Dabei ergeben sich auch einige Vereinfachungen. Zum Beispiel ist fiir A1, A3 € (P(w))
das Residuum Az # A1 von Az iiber A1 in Q" gegeben durch

)\3%)\1 = {CLQ Ew:Va € M\ : |CL1| * ICL2| ~ )\3} = (()\3)2; * )\1):; (11.4.22)

falls Ay C A3 und A3 # A\; = 0 andernfalls. Weiter gelten fiir A\ € Q)" die Gleichungen
A¥0 =00% A\ =00, sowie 0 # X = 0 falls A # 0 und A ¥ co = 0 falls A # oc.
Durch Gleichung werden entsprechende Formeln fiir moderierte Kegelideale
aus Gleichung (3.6b) und Proposition 8 in [61, S. 132, 136] vereinfacht: Die Betrachtung

diskreter Funktionen macht die Translationshiillen Tx f = sup,cx Tof {iberfliissig.

Problem I1.4.6. Induziert die Bijektion X\ — Z.(\) aus Gleichung ([1.4.6) einen
Quantalisomorphismus Q7 — Q& ¢

Die Abbildung (B(w))5 — (B(Z2))5r, A = ZL(A) ist inklusionsbewahrend und

w

*k
w

Theorem |V1.4.8 die Aquivalenz \; x Ay C A3 < Z(A\1) * DL(A2) C Z.(A3) (siehe auch
Problem [[1.3.2)). Aus dieser Aquivalenz folgt nach Konstruktion von * die Gleichung

bijektiv, also ein Ordnungsisomorphismus. Raume A1, Ao, A3 € (P(w))’* erfiillen nach

.@é ()\1 * )\2) = -@é<)\1) * .@é()\g) fiir w-faltbare A1, Ay € (‘B(w))** (11.4.23)

w

Dies ergénzt man um entsprechende Relationen in denen die Elemente 0 und oo vor-
kommen. Damit ist Problem [[T.4.6] und somit Problem [[I.4.4] positiv beantwortet.
Ein einfaches Beispiel fiir ein Residuum ist (vergleiche Example 2 in |61} S. 135])

PFP = fiir alle 1 < p < o0. (11.4.24)

Dies ist klar fiir p = oo und folgt aus Theorem 3.6.1 in 71, S.82f] fiir p < oco. Mit
dem Quantalisomorphismus aus Problem [[1.4.6 und der Relation Z.(?) = P'1» aus
Tabelle ([1.3.10) erhdlt man aus Gleichung (I1.4.24) das Residuum

‘wF D=9 fiir alle 1 < p < o0. (I1.4.25)

In diesem Kontext ist das folgende Beispiel interessant: Die Cauchy-Hauptwert-Distri-
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bution vp(1/t) ist definiert als

S
vp(1/t): Z(R) > p —> lim/ 20) ds (I1.4.26)

N0 JR [—ee] S
und erfiillt vp(1/t) ¢ 2';1. Dennoch ist die Hilbert-Transformation H: f + fxvp(1/t)
ein stetiger Automorphismus von Z’» fiir p > 1. Siehe Example 9 in |61}, S. 144f] und

in [83, S. 355]. Dies weist auf eine Diskrepanz zwischen Residuen F'# G faltungsvollkom-
mener Riume F, G und der Menge {f € &' : f x F' C G} hin.

I1.4.d. Universelle Topologien und Bornologien

Jede Faltungsinklusion Fj x Fy C Fj von faltungsvollkommenen Raumen induziert eine
bilineare Faltungsabbildung F} X F5 — F3. Um Stetigkeits- und Beschranktheitseigen-
schaften dieser Abbildung diskutieren zu kénnen miissen Topologien und Bornologien

auf den Bereichen eingefiihrt werden. Dies fithrt auf

Problem 11.4.7. Definiere universelle Topologien T*(F') und Bornologien B*(F)
auf faltungsvollkommenen Distributionrdumen F mit der folgenden Eigenschaft:
Ist F; € (B(2'))e fiiri=1,2,3, sodass die Inklusion I x Fy C Fy gilt, so ist die
Faltung Fy X Fy — F3 hypostetig und beschrdnkt.@]

Die Topologien T*(F') und Bornologien B*(F') wurden in Section 6 der Publikation
[61] aus dieser Doktorarbeit eingefithrt und studiert. Das Vorbild fiir die Topologie €* (F')
ist die “normale Topologie %7 die Kothe in §30.2 von [65 S.407] auf vollkommenen
Folgenraumen A = A\** eingefiihrt hat. Diese ergibt sich aus der Darstellung A\ = ¢},
mit V' = |A\*| und wird im folgenden durch T*(\) notiert. Die Bornologie definiert
man als B*(\) := &%(\). Hier notiert &*°!()\) die Bornologie die von den Mengen
sol(b) = {a € w: |a] < b} mit b € A} erzeugt wird, siche Gleichung (TI1.2.3)).

Aufgrund der Bijektion aus Gleichung kann man nun die Topologie T*(F)
direkt iiber die Abbildung A — Z.(\) auf den Raum Z.(\) transportieren. Mit den
Notationen von Urbildtopologien und -bornologien aus Definition schreibt man

THZUN) = ZUT V), B (Z1(N)) == ZL(B*(N)). (IL4.27)

YHypostetigkeit bedeutet: Zu W € T(Fs), B € B*(F(2)) gibt es U € T*(Fy1)) mit W+B C U.
Beschranktheit bedeutet B*(F7) * B*(F,) C B*(F3). Vergleiche Unterabschnitt [[11.2.¢
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Unter Verwendung der Relation Z.(\) = Z4(L1()\)) aus dem Korrespondenzdiagramm
(V.2.1) und einfacher Abschétzungen lésst sich die Topologie T*(F") charakterisieren als

die von den Halbnormen

S Al e -

Glsa|l 11 mit ® € B(Z) und g € F*, (11.4.28)

erzeugte lokalkonvexe Topologie. Die Bornologie 8*(F') besteht aus den Teilmengen
B C F' mit der Eigenschaft, dass

sup|flio € F fur alle ® € B(2). (I1.4.29)
feB
Die Gleichungen ([[1.4.28)) und entsprechen Definition 8 aus |61, S. 142]. Glei-
chung ist angelehnt an Gleichung (1) in [65, S.407].
Die in Problem geforderte Hypostetigkeit und Bornologiebewahrung der Fal-
tung wurde in Theorem 8 von |61}, S. 143 fiir die Topologien T*(F’) und die Bornologien
B*(F') nachgewiesen. Mit den Losungen der Probleme|lI.3.2{und [I1.4.1]in dieser Disserta-

tion kann der explizite Beweis von Hypostetigkeit und Bornologiebewahrung der Faltung
aus [61] vereinfacht werden: Sei A; * Ao C A3 eine Faltungsinklusion von vollkomme-
nen STI-Folgenrdumen. Die Dreiecksungleichung |a * b| < |a|  |b| fiir alle w-faltbaren
a,b € w liefert direkt B* (A1) *B*(A2) C B*(A3). Zum Beweis der Hypostetigkeit zeigt
man zunichst (A3)* * Ao C (A1)* und nutzt, dass die Halbnormen a +— ||a - b||; mit
b € (\;)* die Topologie T*(\;) erzeugen. Theorem tibertriagt diese Eigenschaften
auf die Faltungsinklusion Z.(A1) * Z.(A2) C ZL(A3).

Die Topologie auf T*(Z'») stimmt genau dann mit der von Schwartz auf Z'1» ein-
gefiihrten Topologie iiberein wenn p = 1. Andernfalls ist die Topologie T*(2'») echt
grober. Die analoge Aussage trifft namlich genauso auf die Raume /P zu, wie bereits in
|65, S.408]| festgestellt wurde.

Il.4.e. Zwei Eigenschaften faltungsvollkommener Raume

Motiviert durch die Bijektion aus Gleichung ([[1.4.6|) stellt sich die folgende Frage: Welche
Resultate aus |65, §30] iiber die Riume A\ € (P(w))’* lassen sich auf die Rdume Z(\)
iibertragen? Zwei solche Probleme wurden in dieser Doktorarbeit behandelt.

Das erste Problem betrifft relativ schwach kompakte Teilmengen vollkommener Réu-
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I1.4. Faltungsquantale von Distributionenraumen

me (A, T%(A)). Es wurde gezeigt, dass diese mit den relativ kompakten Teilmengen
tibereinstimmen, siehe §30.6.(3) von [65] S. 416]@ Weiter wurden diese Mengen durch
gleichgradige Summierbarkeit charakterisiert, siche Theorem 3.2.4 in [96, S. 31].

Eine interessante Schlussfolgerung daraus ist, dass das Mengensystem der relativ
schwach kompakten Teilmengen ein Fundamentalsystem aus soliden Teilmengen besitzt.

Die Ubertragung dieser Beobachtung auf faltungsvollkommene Riume fithrt auf

Problem I1.4.8. Kénnen die relativ (schwach) kompakten Teilmengen K wvon
faltungsvollkommenen Distributionenrdumen (F,T*(F')) durch die Gestalt der re-

gularisierten Mengen K x ¢ mit ¢ € & charakterisiert werden?

Dieses Problem wird in Abschnitt dieser Dissertation gelost fiir vollstdndige
Amalgamriume Z7.(F) und &1(F) in denen Z dicht liegt. Die relativ kompakten Teil-
mengen K C Z}.(E) werden durch die Straffheit der Mengen K % in F fiir alle p € &
charakterisiert. Diese Figenschaft wird in Definition fiir relativ allgemeine Raume
von Distribution auf R? oder von Folgen auf i eingefiihrt. Die straffen Teilmengen des
Raums ¢! sind genau die oben erwihnten gleichgradig summierbaren Teilmengen. Mit

Proposition [VI.3.5| und [VI.3.4] gezeigt, dass Straffheit unter Amalgamraumbildungen be-

wahrt wird und stets eine Amalgamraumbornologie definiert. Dies stellt ein Analogon
zur Erzeugbarkeit durch Fundamentalsysteme solider Mengen dar.

Diese Resultate fithren unter Verwendung des Korrespondenzdiagramms und
des Aquivalenzresultats aus Problem zu verschiedenen Charakterisierungen relativ
kompakter Teilmengen. Diese werden in Theorem in expliziter Form zusammen-
gefasst. Fiir Riume der Form 24 (Liy) oder & (Liy,) mit W C €, einem moderierten
Kegelideal (siehe Definition [VI.1.2]) wird gezeigt, dass relativ schwach kompakte Teil-
mengen auch relativ kompakt sind. Siehe auch Gleichung . Dadurch sind auch
faltungsvollkommene Raume (F, T*(F")) abgedeckt und Problem ist gelost.

Als zweites werden Dualrdume betrachtet. Der Dualraum von E%/ kann leicht als der
lineare Aufspann von V' identifiziert werden, wie aus §30.2.(4) in |65, S. 409 folgt. Etwas

komplizierter gestaltet sich

Problem I1.4.9. Wie beschreibt man die Dualriume (F,3*(F))" von faltungs-

vollkommenen Distributionenraumen (F,T*(F))?

2In 65| wird vorausgesetzt, dass V von der Form |A\*|ist. Dies wird im dortigen Beweis allerdings
nicht verwendet. Vergleiche auch Theorem 3.2.4 in [96, S. 31].
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II. Ubersicht und Einordnung

Im Rahmen dieser Doktorarbeit wurden die Pradualrdume und Dualrdume der fal-
tungsvollkommenen Distributionenriume O(Z, Li,) = P%4(Li;) mit moderiertem
Kegelideal W C %’y bestimmt. Diese Resultate sind in Theorem 4.10 und 4.15 von
[58, S.15, 17] zu finden und verallgemeinern Theorem 4.6 und Proposition 4.11 (ii) aus
[18, S.842, 850]. Letztere betreffen den in Unterabschnitt erwihnten Spezialfall
einer Folge VW von Gewichten. Die Beweise in [58] kommen ohne gefensterte Fourier-
Transformation aus (“short-time Fourier transform”, STFT), die in [18] verwendet wurde.
Die Beschreibung des Dualitétsprodukts in Gleichung (4.22) von [58| S. 15] ldsst sich di-
rekt auf das distributionelle Integral aus Gleichung zuriickfithren. Dies ist etwas
praktischer als die Desingularisierungsformel der STFT (Gleichung (4.6) in |18} S.850]).

Die Beschreibung der Dualrdume von allgemeineren Amalgamrdumen Z7.(E) oder

&1 (F) die Z als dichte Teilmenge besitzen verbleibt als offenes Problem.

I1.5. Anwendung auf fraktionale Differintegration

In den Publikationen [59, 60, 61| aus dieser Doktorarbeit wurden fraktionale Integrale
und Ableitungen als 2’-Faltungsoperatoren eingefiihrt und untersucht. Zur Beschrei-
bung der Definitions- und Operationsbereiche wurde in [61| die Theorie des Faltungs-
quantals faltungsvollkommener Distributionenrdume angewendet, die in Abschnitt
umrissen wird. Dieser Abschnitt fasst die wichtigsten Resultate zusammen.

Kausale translationsinvariante fraktionale Integrale I und Ableitungen DY auf der
reellen Achse werden in Unterabschnitt [L.5.al diskutiert. Basierend darauf werden in Un-
terabschnitt verallgemeinerte Relaxationen als Konstitutivgleichungen auf geeig-
neten Distributionenrdumen beschrieben. Abschliefend diskutiert Unterabschnitt [1.5.d

den fraktionalen negativen Laplace-Operator (—A)*/2,

I1.5.a. Kausale fraktionale Integrale und Ableitungen

Kausale translationsinvariante fraktionale Integrale I{ und Ableitungen DY konnen
als Faltungsoperatoren mit distributionellen Faltungskernen aufgefasst werden, wie es
Schwartz bereits 1950/51 in seinem Buch tat |[106]. Um grofere Definitionsbereiche zu
erhalten wurden diese in dieser Doktorarbeit zum ersten mal iiber die &’-Faltung ein-
gefiihrt, die in Unterabschnitt diskutiert wurde. Dies soll der Vereinheitlichung
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I1.5. Anwendung auf fraktionale Differintegration

verschiedener Definitionen dienen, wie in Abschnitt der Motivation erlautert wurde.

Die Definitionen und Resultate die im folgenden rekapituliert werden stammen aus der
Publikation [61] dieser Doktorarbeit. Dazu zdhlen die Indexgesetze in Theorem
und die Beschreibungen von Operationsbereichen in Theorem Im Hintergrund
dieser Anwendungen steht die Theorie extremaler faltungsvollkommener Bereiche fiir
Faltungsoperatoren, die in Abschnitt [T.4] beschrieben wird. In diesem Abschnitt ist
d = 1, das heisst, es gilt 2’ = Z'(R) und alle Réume bestehen aus Distributionen auf
der reellen Achse.

In seinem Buch [104} S.172f] fiihrte Schwartz den Raum 2, ein und diskutierte die
Faltung als bindre Operation auf ‘@jr. Schwartz folgend besteht .@jr aus den Distribu-
tionen [ € 2’ mit linksseitig beschrinktem Triger, das heisst, mit inf supp f > —oo0.
Der Raum gﬁr wird ausgestattet mit der Topologie des induktiven Limes

lim 7}, =|J 2. (IL5.1)

t——o0
teR

wobel 7, = {f € Z' : supp f C [t, 00[} mit der von &' induzierten Teilraumtopologie
ausgestattet wird. Wie in [104, S.172f] beschrieben wurde ist 2 eine nullteilerfreie
Faltungsalgebra mit hypostetiger Faltung. Die Faltung auf .@_’F kann durch Gleichung
(I1.2.1)) erklért werden.

Basierend darauf definierte Schwartz in [104, S. 174| das (kausale) fraktionale Integral

I¢ der allgemeinen Ordnung @ € C als den Faltungsoperator
sIf: P, = 2, [ [xY, (115.2)
mit dem Faltungskern Y, € 2/ definiert durchﬂ

1 =l firt >0,
You(t) = —- fir o € H, (I1.5.3a)
Fl@) o firt<o,

Y, =D"Y,im fiir m € Ng mit m > —Ra. (I1.5.3b)

Hier notiert D™ die m-te distributionelle Ableitung und H := {z € C: Rz > 0}.

I Diese Definition von Y,, ist dquivalent zu der von Schwartz in [104} S. 43].
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II. Ubersicht und Einordnung

Es gilt Y, € L{, genau dann, wenn R > 0. Nach Definition ist ¥ := Y} die
Heaviside-Funktion und somit ist Y_,, = D™T1Y; = 3™ fir m € Ny die m-te dis-
tributionelle Ableitung der Diracschen 8-Distribution. Fir m € N ist dann Y, die
eindeutige Fundamentallosung F' des Differentialoperators D™ mit supp /' C [0, oo].
Die Einschriankung von Y, auf |0, oo[ hat die Dichtefunktion t*~*/T'(c).

Die Distributionen Y, definieren eine Faltungsgruppe. Denn nach [104], S. 174] gilt

Yo*xYg = Yoe—i—ﬂ fiir alle «, 8 € C. (I1.5.4)
Da die Faltung auf 9; assoziativ ist erhélt man daraus das Indexgesetz
sI% (1 f) = 197 f fiir alle @, 3 € C und f € 2/, (IL5.5)

Das Indexgesetz und die Hypostetigkeit der Faltung auf .@jr implizieren, dass die
Operatoren gI¢ und gD fiir jedes o € C zueinander inverse stetige Bijektionen sind,
und somit lineare topologische Automorphismen von .@jr.

Im Rahmen dieser Doktorarbeit wurde zum ersten mal die Erweiterung der Operatoren
I und D¢ unter Verwendung der 2'-Faltung vorgeschlagen. Diese in Gleichung (7.4b)

von |61, S. 146| prasentierte Definition ldsst sich wie folgt formulieren:
Definition I1.5.1. Sei a € C. Das distributionelle kausale fraktionale Integral der
Ordnung o wird definiert als der Faltungsoperator

19 (Yo)" = 2, [ [xY,. (IL5.6)

Hier notiert “x” die &’-Faltung aus Gleichung ([1.2.3) und (-)* das Faltungsdual aus
Gleichung (TL.4.1]). Somit ist I f genau dann definiert, wenn f eine mit Y, Z’-faltbare

Distribution ist. Die entsprechende fraktionale Ableitung definiert man als
DY =17 (IL5.7)

Wie in Unterabschnitt erlautert wurde, erweitert die 2’-Faltung die Definition
der Faltung aus Gleichung ([I.2.1). Somit stimmt die Faltung auf &/ mit der 2’-Faltung
iiberein und der Operator I erweitert den Operator gl von Schwartz.

Aus dem asymptotischen Verhalten der Regularisierung (Y_, * ¢)(t) fir ¢ — +00

54



I1.5. Anwendung auf fraktionale Differintegration

mit festem ¢ € & und der Formel fiir Faltungsduale (I1.4.2)) folgert man leicht, dass der
Definitionsbereich der fraktionalen Ableitung DY mit Ordnung o gegeben ist durch

(Voo)* = {fe@’ Voe D /mwds<oo} (IL5.8)

SERa—H

falls @« € C\ Ny und durch (Y_,)* = 2’ falls « € Nj. Gleichung ([1.5.8) und die
Charakterisierung von 2’ in Gleichung ([1.1.4)) liefern

(Yoo)" 2 D + 7, fiir alle o € H U Np. (I1.5.9)

Damit erfiillt der Definitionsbereich von DY die Anforderung aus Abschnitt .
Seien p, k € R. Inspiriert durch |67, S. 177]@ wird (auch fiir d # 1) die Abkiirzung

=P gk (RY) = P (RY - (142 259" (14 log(1 +22)™%  (IL5.10)

verwendet mit dem Spezialfall @L = L’O (vergleiche mit Unterabschnitt |I } Sei

0 € & eine Abschneidefunktion mit 6(t) = 1 fir ¢ < —1 und 0(¢) = 0 fiir £ > 1. Das
Faltungsdual (Y_,)* lasst sich schreiben als

(Yoo)" = Do + 7, (IL5.11a)
={feZ':[ 0 Dp} (I1.5.11b)

falls &« € C\ Ny. Dies folgert man aus Gleichung und der Charakterisierung von
9, x aus Proposition 3.1.2(b) in [85, S.88].ﬁ

Das Indexgesetz lasst sich nicht ohne Einschriankungen auf die erweiterten
Operatoren I iibertragen. Entsprechend angepasste Indexgesetze findet man in Theo-
rem 10 der Publikation |61}, S. 146] aus dieser Doktorarbeit. Im folgenden wird eine leicht

erginzte Fassung dieses Resultats dargestellt.

22Die Definition in Gleichung (II.5.10) entspricht der Intention des Autors von [67], wie in Un-

terabschnitt [I1.5.c| erlautert wird
ZProposition 3.1.2(b) ist ein Spezialfall aus den Losungen der Probleme [[1.1.1] [I1.1.2| und [I1.2.2]
aus dieser Dissertation.
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II. Ubersicht und Einordnung

Theorem I1.5.2. Sei o € H und B € H. Es gelten die Indexgesetze

1905 ) =208 f) =157 f fir alle f € (Yasp)", (11.5.12)
192 =Dlas fy=17"F  firalle f € (Ya)", (I1.5.12b)
DYDY fy=DIDS f)=DYP f  firalle f € (Y_o)" N (Y p)*. (11512

Seien nun «, f € iR. Mit der Notation 9, aus Gleichung qilt
a (1B _ 1B _ a+p . / /
I f) =100 f) =177 f fir alle f € 2y, + 7. (I1.5.13)

Beweisskizze. Die Gleichungen sind aus Theorem 10 in [61]. Die zusitzliche
Gleichung beweist man genauso wie Theorem 10, unter Verwendung von Glei-
chung (4.17b) aus |61} S. 139] mit 4 = —1,d = 1 und k, [ = 0. Die elementare Beweisidee
im Hintergrund ist es, zum Beispiel fiir Gleichung , die &'-Faltbarkeit des Tri-

pels (f, Y, Y3) nachzuweisen. Dazu verwendet man das Kriterium
|f %@l (Yo x| % |Ys%0]) € L fiir alle p, 1,0 € . (I1.5.14)

Dies ist dquivalent zur p-Tupelvariante des &’-Faltbarkeitskriteriums aus Gleichung

(I1.2.4)), die Kriterium 4] von Theorem [VI.4.2| entspricht. O]

Korollar I1.5.3. Sei o € C und m € Ny. Es gilt

DS (fM) = (DY f)m) = Datm f fir alle f € (Y_o)*. (IL.5.15)
Beweis. Folgt aus Gleichung mit S = m. O

Bemerkung I1.5.4. Korollar [IL5.3| zeigt, dass Definitionen wie DY := D™ oI
oder DY :=TI7""*oD™ fiir « € C und m € Ny zu einem kleineren Definitionsbereich
fiir den Operator DY fiihren wiirden. Ahnlich dazu hat die Liouville-Ableitung DS aus
Gleichung ([L.1.1)) einen kleineren Definitionsbereich wie die Marchaud-Ableitung \D¢

aus Gleichung ([.1.3)).

Die Faltungsmodulkonstruktion (-)* aus Unterabschnitt [I.4.b kann genutzt werden

um Operationsbereiche fiir die Operatoren I¢ einzufithren. Dies sind Unterrdume des
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I1.5. Anwendung auf fraktionale Differintegration

Definitionsbereichs (Y,,)* die invariant unter I sind. Dabei entstehen Durchschnitte

von Réumen ), oder 7/, ;. Notiere fiir —oo < y1 < 0o und p € R die Réume

i
72,=)2, =12, (11.5.16)
V> V>
mit den Abkiirzungen 7| = .@i und .@; Loo = ;) |- Charakterisierungen von 74

und O wie in Tabelle [[I.1.5 implizieren O C 2. Wegen P11 C %' folgert man
damit O¢ = | als Mengen aus der Definition von & in Unterabschnitt IT.1.b|
Mit diesen Notationen kann Theorem 11 aus [61, S. 146| {iber die Operationsbereiche

fraktionaler Integrale und Ableitungen formuliert werden als

Theorem I1.5.5. Sei (A, F) C C x &' eines der folgenden Tupel:
(C,00), (R, %), H, Zy,), (a+H,2,,) mita>0 oder (a+H, Z,) mita> 0.

1. Die fraktionalen Ableitungen DS mit Ordnungen o € AU Ny konstituieren

eine Halbgruppe von Faltungsoperatoren die auf F'+ 9. operiert.

2. Fiir (A, F) = (C,0¢) oder (A, F) = (iR, %, |) konstituieren die fraktionalen
Ableitungen DY mit Ordnungen o € A sogar bijektiv operierende Gruppen.

3. Fiir jedes Kompaktum K C A ist {DY : o € K} gleichstetig auf F + ',
beziiglich der normalen Topologie T*(F + 2') aus Unterabschnitt |I1.4.d,

Beweisskizze. Zum Beweis von Teil [1] und [2] nutzt man die Losung von Problem [I1.4.2]
Dabei setzt man die Darstellungsformel (IL4.11)) ein um ({Y_o : o € A})™ = F + 7

zu berechnen. Zum Beweis von Teil [3| zeigt man, dass es C' € R gibt, sodass
(sup {|Y_alsa(t) : @ € B(D),a € K})- (1 +tHH2 < C (I1.5.17)

fir alle £ € R mit der Konstanten k := —inf RK € A. Somit besteht die Inklusion
{Yoo:ae K} € B*((F + 2.)*) mit der universellen Bornologie 8(-) aus Unterab-
schnitt [T.4.dl Die Gleichstetigkeit folgt damit aus der Losung von Problem [[.4.7 O

Bemerkung I1.5.6. Die Transponierung von Operatoren auf Testfunktionenraumen

ist eine weitere Methode fraktionale Integrale und Ableitungen einzufiihren. So wurde
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zum Beispiel in [69] gezeigt, dass die Operatoren 1% und D% stetig auf den Rdumen
Drp - e M und PB - e Ht operieren fiir 1 < p < oo und g > 0. Siehe Theorem 3.8 in
[69, S.352]. Transponierung liefert stetige Operatoren IS und DY auf den gewichteten
Riumen 2’1 - e mit 1 < p < oo und g > 0 [69]. Siehe Theorem 4.2 69, S. 354].

Mit Methoden aus dieser Dissertation kann dies leichter nachgewiesen werden: Es ist
bereits bekannt, dass die Faltungsalgebra 2’11 stetig auf 2'1» operiert fiir 1 < p < oo,
siche Unterabschnitt [[1.2.d Dies iibertrégt sich entsprechend auf /1 -¢# und @' - P
DaY, € 21 - e fiir a € C gilt, folgt daraus die Stetigkeit von IS auf P'p - e/

Mit Teil[]]von Theorem Gleichung mit 2~ = 2’ und den Lésungen
von Problem erhiilt man die Identitit 2'1p - et = PL(LP - et'). Der Raum LP - et
entsprecht dem Raum L, _, aus Gleichung (5.52) in [99, S. 108].

Bemerkung I1.5.7. Liouville-Integrale IS mit o € H bzw. Liouville-Ableitungen
1.Dg mit a € C, siehe Gleichung (L.1.1)) bzw. 1' wurden in [57, |63} 59 als steti-

ge Endomorphismen verschiedener gewichteter Rdume stetiger bzw. glatter Funktionen
beschrieben. Definiere fiir m € Ny U {co} und Gewichte W C %, den Raum

%{}::{fe‘ﬁm:VweW/,keNo,kgm:f(k)~we‘€o} (I1.5.18)

mit der lokalkonvexen Topologie erzeugt von f +— || f*) - w| s mit w € W, k € Ny und
k < m. Der Raum 47§} hangt nur von dem von W erzeugten Kegelideal (W )cr ab. Siehe
Seite [34] oder Definition fiir diese Notation. Setze €y = %”19‘/ und & = Gy
Mit der Notation aus Gleichung gilt dann &y = Yg fir E = %yy. Ist das von
W erzeugte Kegelideal moderiert, so erhélt man aus Theorem mit 2 = & die
Identitat & = éaT(L%) von lokalkonvexen Réumen. Hier notiert LOM‘} den topologischen

Abschluss von Lgg in L.

Notiere das Supremalfaltungsdual von W C €, als
Wh=W)g, ={ve€ :YweW weve Ly} (I1.5.19)

Mit den Notationen aus Gleichung (2.3), (4.1) und (9.1) entspricht dies dem Durchschnitt

2Zwei Distributionen f und g sind genau dann 2’-faltbar, wenn f - e und g - e#* es sind.
Gegebenenfalls gilt (f - e) * (g-e) = (f xg) - e
BWihle m € Ny mit Ra +m > 0 in Gleichung ([.1.2)).
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I1.5. Anwendung auf fraktionale Differintegration

von €y und dem Ausdruck “UT (-, W;UT)” in |63, S. 1246]. Mit #hnlichen Notationen
wie in [63] S. 1245f] notiert man die moderierten Kegelideale P := ((1+t%)" : n € N)¢;
und Py := PN 2. Dann gelten P* = €, N%Ep und (Py)" = P* + (¢, N Z,).

Sei nun W € {P_,(P_)", P_ + P" {e""1q : p > 0}. Ahnlich wie in Section 11
von |63, S.1245ff] zeigt man, dass P— w W C W. Aus Theorem 8.1 in [63 S.1240|
(siche Theorem 6 in [59, S.1565] fiir den Beweis) und Proposition 10.2 in |63} S. 1243|
folgt, dass die Liouville-Integrale ,I{ mit o > 0 stetige Endomorphismen von @y
definieren. Aufer fiir W = (e #")14 folgt letzteres auch aus Korollar 3.7 in |57, S.63].
Somit sind Liouville-Ableitungen 1D mit o € C stetige Endomorphismen von &y .

Wie bereits in Section 8.1 von [60, S.130] erwédhnt wurde, kann der lokalkonvexe
Raum p_ = .7 + (6 N Z') als translationsinvariante, gespiegelte Version des “space
of good functions &” von Miller [76] verstanden werden, der aus den schnell fallenden
glatten Funktionen auf |0, oo besteht. Dieser wird in Chapter VII von |77, S.236| als
“S” notiert und in [99, S.155] als “S4 (R )". Die Gewichte W = P_ + P* erfiillen die
Identitit & = & + (O N Z',) = &, mit dem Raum & aus |99, S.146]. Dieser
wurde dort nicht mit einer Topologie ausgestattet und somit die Stetigkeit von ;DY
nicht untersucht %

Betrachte nun die Gewichtsmenge W = (P-)". Der Dualraum von & = Oy N 2,
ist der Raum (&) = Oy + (2'F N Z,), wie in [57, S. 67 erwiihnt wurde. Somit lassen
sich Liouville-Integrale I mit Jtov > 0 und Liouville-Ableitungen DY mit o € C per
Transponierung auf (&) definieren. Es ist bekannt, dass el € O\ O} (Example
in {104} S.245]) und somit gilt auch, dass et € (O + 2) \ (éw)'. Die Verwendung
gewichteter Rdume als Testfunktionen liefert also bei der Transponierung kleinere Defi-

nitionsbereiche als die direktere Definition iiber die 2’-Faltbarkeit.

11.5.b. Fraktionale translationsinvariante lineare Systeme

Die Konstitutivgleichung eines linearen Mediums definiert, vermoge einer Antwortfunk-
tion Y, eine Relation zwischen zwei zeitabhéngigen Observablen u und w die sich formal
als Faltungsgleichung © = w * Y schreiben ldsst. In der Publikation [60] aus dieser

Doktorarbeit wurde ein Raum (#4)* C 2, von Antwortfunktionen y verallgemeiner-

26Tn 99, S. 146] wird irrefiihrender Weise behauptet, dass eine geeignete lokalkonvexe Topologie
fiir &4 durch abzéhlbar viele Halbnormen erzeugt werden koénne. Fiir die Topologie von &y
gilt dies aber nicht.
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II. Ubersicht und Einordnung

ter fraktionaler Relaxationen konstruiert und ein Distributionenraum % fiir die Ob-
servablen u und w. Dieser garantiert fiir alle y € (Z4)* die Anforderungen aus der
Motivation in Abschnitt [.21

Das Vorgehen in [60] wird im folgenden rekapituliert. Die Konstruktion von (%)~
basiert auf Eigenschaften der Faltungsalgebra @ﬁr und der Distributionen Y, aus Unter-
abschnitt [[I.5.a] Die Konstruktion von % nutzt die Konstruktion des Faltungsmoduls
A™M einer Faltungsalgebra A aus Unterabschnitt [[1.4.bl Beachte, dass in dieser Disserta-
tion die Notationen aus der Zusammenfassung in Subsection 2.2 der weiteren Publikation
[62] aus dieser Doktorarbeit gegeniiber den Notationen aus [60] bevorzugt werden.m Wie
im vorherigen Unterabschnitt ist im folgenden d = 1.

Aufgrund des Indexgesetzes lasst sich die von den Distributionen Y, erzeugte
unitdre Faltungsalgebra o7 [YRr] schreiben als

AYg] = (Yo :a €R) (11.5.20)

mit (-) dem linearen Aufspann. Als Unteralgebra von 2’ ist o7 [Yr| ebenfalls nullteiler-
frei und hat somit einen (Faltungs-)Quotientenkorper 2[Yg]. Dieser wurde in Theorem 1
von [60, S. 8] als Unteralgebra von 2, dargestellt. Dieses Resultat kann etwas einfacher
als in [60] hergeleitet werden, wie im folgenden erldutert wird.

Sei U € o/[Yg] \ {0}. Unter Verwendung des Indexgesetzes berechnet man,

dass sich U schreiben lasst als
U=c-Y,x0B+V) (I1.5.21)

mit eindeutigen ¢ € C*, & € Rund V € (Y3 : f > 0). Die Eindeutigkeit folgt
aus der linearen Unabhéangigkeit der Distributionen Y,, @ € R. Diese folgt aus dem
asymptotischen Verhalten von Y,(?) fiir ¢ — 400 und ist bekannt fiir Y_,, = B(m),
m € Ny. Es gilt V € 25, N L}, aufgrund der Relation

(Ys:B>0) = [Yg] N L. (11.5.22)

Wegen Theorem 6.27 aus [22, S. 48] existiert die eindeutige Faltungsinverse (& + V/)*~1

*"Die Notationen in |60] sind p} = Y,, q = Y_,, &4 = (Y] und F; = 2[Yg].

60



I1.5. Anwendung auf fraktionale Differintegration

von © + V' in .@jr und kann als von-Neumann-artige Reihe dargestellt werden. Damit
erhilt man die Darstellung von U*~! durch die Reihelﬂ

U= Yoax ) (V)7 (11.5.23)

p=0

Hier notiert (—V)*® = (—=V) Pl x (V) fiir p € N und (—=V)*? = § die Faltungspo-
tenzen. Die Reihe Zgozl(—V)*p konvergiert absolut in Z, N L.
Mit diesen Feststellungen lasst sich Z[Yg] schreiben als

Ve ={U#V :UV € (Yo:a€R),V £0}. (I1.5.24)

Hier notiert U #V := U+ V*~! den Faltungsquotienten von “U iiber V7 in P! . Leicht
sieht man, dass sich jeder Faltungsquotient S € 2[Yg] \ {0} in der Form

S=c-Yy*s—— (I1.5.25)

mit eindeutigen ¢ € C*, & € Rund U,V € (Y3 : § > 0) darstellen lésst.
Der Raum 2[Yg] ist der lineare Aufspann von Distributionen G' der Form
Y_, .

G = *S—i——V mit y € Rund V € (Yz: 8 <0). (I1.5.26)
Nach Proposition 1 in [60, S.7] hat die Einschrinkung G ‘]0 oo €ine analytische Dich-
tefunktion. Section 4 von [60] untersucht das asymptotische Verhalten der analytischen
Fortsetzung G({) der Dichtefunktion fiir |(| — 400 mit |arg (| < 1 und ¥ > 0 klein
genug. Nach Gleichung (41) von dortigem Theorem 4 in |60, S. 14| gibt es ein trigono-
metrisches Polynom T'(t) € (¢! : w € R) und Konstanten p, A € R, sodas@

o L C’Y tC p At .
G(t) = o /Ha 1o Q) e d( ~ T (t)tPe fiir t — +00. (I1.5.27)

2In [60] wurde auch als Reihe analytischer Funktionen auf der Riemannschen Flédche
Yiog des Logarithmus betrachtet. In Proposition 1 |60, S. 7] wurden die Konvergenzeigenschaf-
ten der Reihe ([1.5.23)) als Reihe solcher Funktionen betrachtet. Mit Proposition 2 wurde daraus
die Konvergenz in 2/ gefolgert.

297wei skalare Funktionen f und g auf ]0, oo erfiillen f(t) ~ g(¢) fiir t — +o00 genau dann, wenn

Ve > 03T > OVt > T : | £(t) — g(t)| < elg(t)].
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II. Ubersicht und Einordnung

Hier ist die Funktion r(¢) € (¢? : B > 0) die Laplace-Transformierte von V' im Sinne
von [124, S. 255, Gl. (2)]. Die Hankel-Schleife “Ha” ist ein Integrationspfad in C\ ]—o0, 0]
von —o00 — i0 nach —oo + i0 der die Nullstellen von 1+ 7({) in mathematisch positiver
Richtung umlauft. Die Integraldarstellung von G(t), t > 0 in Gleichung kann
zum Beispiel unter Verwendung der Inversionsformel fiir die Laplace-Transformation
und einer Deformation des Integrationspfades gewonnen werden, wie im Beweis von

Theorem 6 in [60, S. 15f] beschrieben wird.

Aus Lemma 1 in |60, S. 14] und Gleichung (I1.5.27)) erh&lt man
(1G* D)er = (1 + [t)Pe)er N 2] (IL.5.28)

mit ()¢ der Kegelidealhiille in €. Der kleinste Amalgamraum mit lokaler Komponente
2’ der G enthilt (siehe Gleichung ([1.4.8))) kann somit dargestellt werden als

(@) = (1 + PPN (D N D). (11.5.29)
Das Faltungsdual von G berechnet man daraus als

(G = (L + )PP + D). (11.5.30)

Die Distributionen GG der Form ([1.5.26) wurden in Definition 3 in [60, S.15] anhand
ihrer Asymptotik fiir £ — 400 in verschiedene Teilmengen von 2[YR] eingeteilt. So
ergibt zum Beispiel der lineare Aufspann der Distributionen G € 271 die Menge

U UE(YQOJSO>, -1
R, = e— B+ e Dy I1.5.31
* {6+V Ve(Ya:a<O>,( ) L} ( )

Es ist leicht zu sehen, dass Z eine Unteralgebra von 2[Yg] definiert. Die Faltungs-
gruppe (Z)* der Automorphismen von Z. ist definiert als

(#.) ={SerN\{0}: 5 e} (I1.5.32)
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I1.5. Anwendung auf fraktionale Differintegration

und diese berechnet man alﬂ

U UVed+ (Yy:a<),
(Z#4)" = {c- T eyt e g, € € (CX}. (11.5.33)

Die Faltungsquotienten

0+ 7Y o, + - +7Y 0,

s c(B.)" 11.5.34a
X oY o+ T omY (#5) ( )
mit den Parametern
Ty s Tn >0, 0<a; < - <a, <1, n € Np,
neCx, " ! (I1.5.34b)
Oy ..., Om >0, 0<pr << B, <1, m € Ny,

sind ein interessanter Spezialfall, sieche Subsection 8.2 von [60, S. 22].
Die Anwendungsbeispiele aus Abschnitt der Motivation kénnen nun mit der Fal-

tungsalgebra Z beschrieben werden: Die Antwortfunktion x der idealisierten fraktio-
nalen Relaxation aus Gleichung ([.2.4)) kann berechnet werden als
(X + fot) -0+ for - You

X =X7 04 for - (B+Y o) = STy . (11.5.35)

Dazu verwendet man die Definition Y = — f/ und die Darstellung der durch Gleichung

(1.2.6) auf R fortgesetzten Losung f von ([.2.4]) als
. - Y
f=0+ for) Y+ for - Sy (11.5.36)

Zur Berechnung von Gleichung ([1.5.36)) nutzt man die Rechenregel (u * v) = u' * v fiir

u,v € ' und die Potenzreihendarstellung

00 ok 00
Eal—t%) = 3 o = S 1) Vi alh) (IL5.37

Die Antwortfunktionen x der zusammengesetzten fraktionalen Relaxation aus Glei-

30Gleichung (I1.5.33) verbessert die Aussage aus Proposition 8 aus [60, S.20] in welcher die
Konstante ¢ € C* nicht aufgefiihrt wurde.
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II. Ubersicht und Einordnung
chung (I.2.5) wurde in Section 9 von [60] berechnet. Fiir x> = 0 lautet diese

.1 0 falls v =1,
X=Jor O+ AY_ o+ Y1) = (I1.5.38)
0+ AY_, fallsy < 1.

Die Antwortfunktion x aus den Gleichungen (I1.5.35) und (I1.5.38) erfiillen x € Z., da
diese Spezialfille von Gleichung (II.5.34)) sind.

Sei 0 < v < 1. Dann erhélt man aus Theorem 3 in |60, S. 10f] die Asymptotik
(B4 Y_o) ) ~ Y_u(t) fiir ¢ — +00. (I1.5.39)
Analog zu Gleichung folgert man daraus das Faltungsdual
(B+Y_ o) N =2, + 7., (I1.5.40)

mit dem Raum &/, aus Gleichung (I1.5.10).
Der Raum %, der in Abschnitt als Bereich fiir die Konstitutivgleichung (I.2.7))

gesucht wurde, kann nun unter Verwendung der Faltungsmodulkonstruktion F*™ aus

Gleichung ([I.4.10)) definiert werden als
F = (B )™, (I1.5.41)

Nach Konstruktion von (Z)* und Theorem [I1.4.3|definiert f + f % x einen Automor-
phismus von Z falls x € (#4)*, vergleiche auch Corollary 1 in |60, S.20]. Somit erfiillt
# die Anforderungen [I| und (3| aus Abschnitt

Unter Verwendung der Darstellungsformel (I1.4.11])) wurde in [60] gezeigt,@ dass der
Raum (%, )*M charakterisiert ist durch@

(B )™M = fE@':Va>O,90€@:/OO|(f*+)F(1_S>IdS<OO . (I1.5.42)
1 s

31Gleichung (64) in |60, S.21] enthilt einen Tippfehler: p muss durch —p ersetzt werden.
32Djeser wurde auch als 91,;1(4,2,) notiert, siche dazu in Definitionen 6 und 7 in |60, S. 18, 19|.
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I1.5. Anwendung auf fraktionale Differintegration

Daraus folgert man auch die Identitét
(Z )™M =D+ D, (11.5.43)
mit dem Raum 910 aus Gleichung . Wegen Gleichung gilt auch
(Z )™M = (%) (I1.5.44)
Aus Gleichung wird ersichtlich, dass
Lo + D, CF = (%)™ (I1.5.45)

Somit erfiillt .# auch die Anforderung [2] aus Abschnitt

Um Relaxationsprozesse zu modellieren, die durch eine zusétzliche externe Anregung
gestort werden, setzt man die rechte Seite von oder gleich einer Inho-
mogenitit h € € ([0, 00[). Es notiere f;, die durch x> + fo4 auf die linke Halbachse
fortgesetzte, gestorte Relaxationsfunktion. Wie in Subsection 9.2 von [60]| festgestellt
wurde ergibt sich fiir Gleichung im Fall v < 1 eine Inkonsistenz zwischen der

Beschreibung als Anfangswertproblem und der Beschreibung durch die Konstitutivglei-

chung ([.2.7)). Fiir Gleichung ([.2.4)) und Gleichung ([[.2.5)) mit v = 1 gilt
fo=x*Y+Y-h), (I1.5.46a)

wobei h durch 0 fortgesetzt wird. Im Fall 7 < 1 liefert Gleichung (I.2.5)) allerdings

. Y-h
Jo=xx (Y+ W) : (I1.5.46b)

Siehe Gleichung (75) in [60, S.24]. Die rechte Seite von Gleichung ([.2.5al) ist somit nur

bis auf eine Faltungstransformation gleich der externen Kraft.

I1.5.c. Fraktionaler negativer Laplace als Faltung

In Section 8 der Publikation [61] dieser Doktorarbeit wurde die Theorie aus Abschnitt

a/2

verwendet um den fraktionalen negativen Laplace-Operator (—A)*/“ allgemeiner Ord-
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II. Ubersicht und Einordnung

nung « € C als Faltungsoperator auf Distributionenrdumen zu untersuchen. Dies fiihrte
zu Ergénzungen von Resultaten aus [85, 67| und zu einer Korrektur und Vereinfachung
der Beschreibung von (—A)®? mit 0 < a < 2 aus |67,[109] als stetiger Endomorphismus
von 2! . Diese neuen Resultate aus |[61] und bereits vorhandene Grundlagen aus [85, 67

werden im folgenden zusammengefasst.

Der verallgemeinerte Riesz-Potentialoperator 1% auf R? der Ordnung oo € C wird

definiert als der Faltungsoperator
1“0 (R)"— 2', fw f*R,. (I1.5.47)

Hier notiert R, das verallgemeinerte Riesz-Potential, das in Gleichung einge-
fiihrt wird, und (-)* das Faltungsdual aus Gleichung (II.4.1)). Der Operator I* wurde 1938
fir 0 < a < d von Riesz in Gleichung (5) und (6) in [90, S. 3] fiir geeignete messbare
Funktionen eingefiihrt. Die Definition ([1.5.47|) versteckt sich bereits implizit in einem
Spezialfall von Theorem 3 mit k = 1 aus der Arbeit [50, S.185] von Horvath aus dem
Jahr 1978, wie in [83] S. 360ff] angedeutet wird (dort wird I* durch K, notiert).

Der fraktionale negative Laplace-Operator der Ordnung o € C wird im folgenden
als der Operator (—A)O‘/ 2 .= I aufgefasst. Fiir Ordnungen o > 0, ¢ 2N wurde
diese Moglichkeit zur Definition des Operators (—A)®? zum ersten mal im Kapitel
[67, S.177] vom “Handbook of Fractional Calculus with Applications” von 2019 explizit
erwihnt. Wie bereits in [109] (und dann in [67]) richtig behauptet definiert (—A)®/2
einen stetigen Endomorphismus auf seinem Definitionsbereich. Die Beschreibung des
Definitionsbereichs 2/, = (R_4)* von (—A)*? ist in [109, 67] allerdings mathematisch
nicht konsistent, was in Unterabschnitt diskutiert und korrigiert wird.

Folgt man [83] S. 369, so erklirt man das verallgemeinerte Riesz-Potential R, € 9’
fir « € H\ (d + 2Np) durch die lokalintegrierbare Dichtefunktion@

Ra<$) . F((d _ Oé)/2) . |x|a7d

= AT a)2) (11.5.48)

fiir € R\ {0}. Dadurch wird eine 2’-wertige holomorphe Funktion o ++ R,, definiert,

33In der Definition von R, = u, in Gleichung (12) in |67, S.163] scheint ein Tippfehler unter-
laufen zu sein, da die Definition fiir o = d + 2n, n € N iiblicherweise davon abweicht.
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I1.5. Anwendung auf fraktionale Differintegration

die eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C hat@ Diese hat ausschliefslich einfache
Polstellen die an den Punkten d + 2n mit n € Nj liegen. Die Definition von R, wird
auf die Polstellen ausgedehnt durch die lokalintegrierbare Dichtefunktionﬁ

—1) . (ph)L
Rayon(x) := _2d+2n<7.rd2F(((;li n)/2) |z|*" - (2log|z| — Cu,p) (I1.5.49)

fiir v € R?\ {0} mit der Konstanten Cy,, := log 4+ (1+n)+((d+2n)/2). Hier ist die
Psi-Funktion ) := (logT")’ = I /T" die logarithmische Ableitung der Gamma-Funktion.
Es gilt supp R, = {0} genau dann, wenn o € —2Np und sonst supp R, = R? Im Fall

des einelementigen Tragers gilt
R_9, = (—A)"% (I1.5.50)

fiir alle n € Ny. Hier notiert A den distributionellen Laplace-Operator 2 — &'.

Die verallgemeinerten Riesz-Potentiale R,, erfiillen ein bedingtes Indexgesetz, wie in
Example 3.3.2(c) von |85, S. 96f] beschrieben wird (siehe auch Theorem 6 in |83} S. 375|):
Die Distributionen R, und Rg mit «, 8 € C sind genau dann 2'-faltbar, wenn

R(a+p) <d oder {a,B} N —2Ngy £ 0. (I1.5.51a)
Unter der Bedingung gilt das Indexgesetz
Ry * Rg = R (I1.5.51b)
Zwei Spezialfille davon sind

Ry*R_, =5 (I1.5.52a)

34Die Theorie solcher Funktionen wird in Section 1.5 von [85] behandelt.
35Es gibt keine einheitliche Definition fiir Ry o,. Bei der Betrachtung von Riesz-Potentialen auf
Lizorkin-Réumen, wie zum Beispiel in [98, S. 44|, wird auch die Definition

I ) e
24420 7d/2T((d + 2n)/2)

Riyon () |z - 2log|z|

verwendet. Diese erfiillt (—A)™ Rqyon # Rayo(n—m) fiilr n,m € Ny falls 0 < m < n, vergleiche
Gleichung (IL.5.52b). Immerhin gilt (—A)™Ray2n = Rayom—m) filr m > n.
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II. Ubersicht und Einordnung
und
(=A)"Ro = Ra-2n (I1.5.52b)

fir alle « € C und n € Nj. Aus den Gleichungen (I1.5.51)) lassen sich Indexgesetze

fiir Riesz-Potentialoperatoren 1% und fraktionale negative Laplace-Operatoren (—A)O‘/ 2

herleiten, die den Indexgesetzen aus Theorem und Theorem ahneln. Dabei
kénnen die gleichen Methoden verwendet werden. Allerdings ergeben sich zusétzliche

Einschrankungen durch die Faltbarkeitsbedingung ([I.5.51al).

Das Faltungsdual des Riesz-Potentials R_,, wurde in Example 3.3.2(a) von [85, S. 96]
berechnet. Mit der Notation .@L aus Gleichung (I1.5.10)) lautet dieses

Dy, firae C\ (2NgU —(d + 2Nyp)),
(Rea)" = § Doy fiir o € —d — 2Ny, (I1.5.53)
9’ fiir v € 2Nj,.

Die Distribution R_, erzeugt aufgrund der &’-Faltbarkeitsbedingung ([I.5.51a]) genau
dann eine Faltungsalgebra, wenn 8w > 0. Die Faltungsmodule der Riesz-Potentiale
wurden in Gleichung (8.4) der Publikation |61 S.148] dieser Doktorarbeit berechnet.
Mit den Notationen .@iu und .@L’ | aus Gleichung (IL.5.16) lauten diese

(94, fira € H\ 2N,
Dy, fir a €i(R\ {0}),
2" fiir o € 2Ny,

{0} firae —H.

(R_a)*™ =3 (IL5.54)

\

Fiir die Berechnungen wurde die Darstellungsformel (II.4.11)) und die Faltungsrelationen
aus Gleichung (4.17) in Example 6 von [61, S. 138f] verwendet.

Analog zu Theorem [[1.5.5 folgert man aus Gleichung ([1.5.54)), dass die Operatoren
(—A)a/2 mit o« € HU {0} bzw. « € H eine Halbgruppe mit der Relation

(=A)% o (=A)P/2 = (—p)laFh)/2 (115.55)
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definieren die auf dem Raum 910 bzw. 967 | per Faltung operieren.

Ein interessanter Spezialfall der in der Publikation [61] aus dieser Doktorarbeit erhal-

ten wurde, ist

Theorem 11.5.8. Sei a € H. Es gelten die Inversionsformeln
(=AY f) = 14((= D)2 f) = f fiir alle f € (R,)". (I1.5.56)

Beweisskizze. Dies beweist man &hnlich wie Theorem unter Verwendung des As-
soziativgesetzes der &’-Faltung, dem Indexgesetz fiir die Riesz-Potentiale (I1.5.51b]) und
der Faltungsrelationen aus Gleichung (4.17) in [61, S.138f]. Siehe Remark 15 von [61}
S. 150] fiir mehr Details. O

Die Inversionsformel aus Theorem ist analog zu der Inversionsformel
(26.44) aus Theorem 26.3 in [99, S.517]. Allerdings ist der in Gleichung angege-
bene Giiltigkeitsbereich (Ry)* grofer, wie der Giiltigkeitsbereich LP mit 1 < p < d/a,
der in [99] angegeben wurde. Dies sieht man wie folgt: Ahnlich wie in Gleichung
zeigt man, dass R, € & + LY C P'1q fiir ¢ = 1/(1 — 1/p) falls p < d/cv. Da Faltungs-

duale Inklusionen umkehren erhilt man daraus
P C D' = (Z'14)" C (R (I1.5.57)

unter Verwendung von Gleichung . Besonders hervorzuheben ist, dass in Theo-
rem keine obere Schranke an a gefordert wird, wéhrend in Theorem 26.3 aus 99|
von vornherein a < d gelten muss.

In Theorem 1.1(i) der Arbeit [68, S.10] wurde fir 0 < o < d gezeigt, dass der
Operator (—A)®/? als die eindeutige Inverse des Riesz-Potentialoperators I eingefiihrt
werden kann. Dort wurden LP, % und der Raum %, der beschrankten, gleichméRig
stetigen Funktion als Definitionsbereiche betrachtet. Theorem zeigt, dass (—A)O‘/ 2
die eindeutig bestimmte Inverse von I¢ auf dem Bereich (R,)* ist. Dabei entfallt die
Einschrankung o < d.

Sei o € H. Dann ist der fraktionale negative Laplace-Operator (—A)®/? ein stetiger
Endomorphismus von %, , wie sich leicht zeigen ldsst: Sei x € & die Abschneidefunk-
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II. Ubersicht und Einordnung
tion mit x(z) =1 falls |z| <1 und x(z) = 0 falls |z| > 2. Dann gilt
Ro=R o x+Ro-(1—x)€E &'+ -@LOO,S?aer C .@/Lm,éﬁaer- (I1.5.58)
Nach dem Kriterium fiir die Stetigkeit der Faltungsinklusion ist
D11 —a—a* D'1patrd C 2’11 —Rad (IL.5.59)

eine stetige Faltungsinklusion. Aus Gleichung ([1.5.58]) und (II.5.59)) folgt, dass die Fal-
tung mit R_, ein stetiger Endomorphismus von %, = 211 _ga—d istﬁ

11.5.d. Fraktionaler negativer Laplace per Transponierung

Der fraktionale negative Laplace-Operator (—A)O‘/ 2 mit o > 0, @ ¢ 2N kann auch per
Transponierung auf &/, eingefiihrt und charakterisiert werden. Dazu muss zunéchst ein
geeigneter lokalkonvexer Raum von Testfunktionen &, definiert werden auf welchem
(—A)*/? einen stetigen Endomorphismus definiert. Sinngeméf wurde dies in Definiti-
on 2.3 von [109, S. 73] vorgeschlagen und in [67], S. 177| iibernommen. Wie in Remark 14
in |61, S.149| festgestellt wurde, stimmt allerdings die Definition des Raums &/, aus
[109, 67| nicht mit dem Raum 2’11 _,_4 tiberein (siche Gleichung (II.5.10)). Allerdings
wird an anderer Stelle in [67, S.177] die Charakterisierung 9, = 2’11 _q—q = (R_o)*
angegeben. Daher liegt nahe, dass eine dquivalente Definition zu Gleichung die
Intention der Autoren von [109, [67] war.

Um die Definition von &, als Dualraum von %, zu reparieren kann man die iibliche
Topologie (P, Z.,) auf P, durch eine andere ersetzen. Sei i,k € R. Definiere die

Réume %, und %, als

P 2k
9M7k = .@Loo7_d_'u7k = gLoo . (1 +x ) 2 . (1 + lOg(l +x )) (11560)
und 9, = Z,,0. Die Definition von ), stimmt mit der aus Lemma 5.3(c) von [67,

S.177] iiberein. Die Testfunktionen Z sind keine dichte Teilmenge von %, und somit

ist der topologische Dualraum (%,)" von %, kein Raum von Distributionen, anders als

36Dies ist eine elegante alternative zu der Argumentation aus Section 5 von [67]. In [40] wird
eine dhnliche Argumentation auf die Hilbert-Transformation angewendet.
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in [109; 67] behauptet wurde. Insbesondere stimmt (%,)" nicht mit dem Raum %, aus
Gleichung ([1.5.10)) iiberein. Betrachte daher den Raum

Dye = (D, 6( Dy, D)) (I11.5.61)

mit (D, 9&) der Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf den absolutkonvexen
kompakten Teilmengen von .@L. Nach dem Theorem von Mackey-Arens (Satz 23.8 in
75, S.17]) hat dieser Raum den Dualraum (Z,,¢)" = Z,,.

Nach der Definition von ), lisst sich der Raum &, . darstellen als

d+p

Dype = Be- (1+13%)" 2 (I1.5.62)

mit dem Raum B, = Do o = (Dpoo, K(DLee, P'11)). In Corollary in |20, S. 71| wurde
A in der Form dargestellt als Zr mit dem Raum E = %6, ¢ der beschrinkten
stetigen Funktion mit strikter Topologie (expliziter wird dies in Proposition 2.5 von
[6, S.1697] beschrieben). Der Raum Cfbys entspricht dem gewichtetem Raum %y mit
W = %p. Mit Theorem aus dieser Dissertation erhélt man die Darstellung

d+p

Dpe = i mit B = Gs- (1422 2 | (11.5.63)

vergleiche auch Problem [[1.2.2]

In [109] wurde gezeigt, dass (—A)O‘/ 2 fiir 0 < o < 2 einen stetigen Faltungsendomor-
phismus auf dem Raum %, definiert, siehe auch |67, S. 177|. Es wurde dann in [109, 67]
per Transponierung argumentiert, dass (—A)O‘/ 2 auch einen stetigen Endomorphismus
auf dem Raum &/, definiert. Wie oben erldutert basierte dies auf einer falschen Definiti-
on von .. Um die Beweismethode dennoch zu korrigieren wird im folgenden ein Beweis
dafiir skizziert, dass (—A)O‘/ 2fira >0, ¢ 2N einen stetigen Endomorphismus von
Do und Y, definiert.

Sei ¢ > 0 und betrachte das Gewicht w(x) 1= Wyyao(T) = (1+x2)_d+Ta. Aus Gleichung
(4.17¢) in |61} S. 139] erhélt man C' € R, mit

wxw < C-w. (I1.5.64)
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Dies iibersetzt sich in die Faltungsinklusion
B, x B, CC- B, mit B, :={f €€ :|f] <w}. (I1.5.65)

Es ist klar, dass &’ per Faltung stetig auf &, operiert. Somit erhilt man aus Gleichung

(I.5.58) und (I1.5.65), dass (—A)*/2 ein stetiger Endomorphismus von %, ist.

/2 gip stetiger Endomorphismus von %, . ist, benétigt man

d+a

Um zu zeigen, dass (—A)

nur noch die folgende Aussage iiber das Gewicht w(x) = wyio(z) = (1 +2%) "2 :

Yu € 6, v € 65y cw < —. (IL.5.66)

SRR
=&

Hier notiert €7 := {f € € : Vo € R? : f(x) > 0} und Co = G0N E]. Nach
Gleichung ist die Menge M = {(w - T,w)/w(z) : z € RY} beschrinkt in L.
Daraus folgt, dass My := {u(x) - (w - T,w)/w(z) : © € R} kompak in L' ist fiir
alle u € (Koﬁ. Die Menge M ist lokal gleichstetig. Mit Theorem 6.4.12 in [101}, S. 140|
findet man somit ein v € CKOT ., sodass die Menge v=! . My beschrénkt in L' ist. Die
Beschrinktheit von v~ - My ist, bis auf eine Konstante, dquivalent zur Ungleichung

(I1.5.66[). Aus Gleichung (I1.5.66)) und der Darstellung (I1.5.63)) erhélt man die Stetigkeit
von (—A)*% auf D, .

I1.5.e. Verallgemeinerte sequentielle Ableitungen

Der Vollstandigkeit halber wird noch das Thema der letzten Publikation [62] dieser
Doktorarbeit umrissen, dessen mathematische Problemstellung sich vom Hauptthema
dieser Arbeit absetzt, der Faltung auf Amalgamrdumen von Distributionen. Example 5
von 62, S.295ff] nimmt Bezug auf die Modellierung linearer Medien mit fraktionaler
Dynamik in [43, 42].

Ersetzt man in Gleichung die Caputo-Ableitung ¢Dg, durch die Ableitung
Dgf mit @ < v < 1 aus Gleichung so muss man die Anfangswertbedingung
f(0+) = fot+ durch eine Integralbedingung I(l);’y f(0+) = c mit ¢ € R ersetzen um die
eindeutige Losbarkeit von ([.2.4) zu garantieren. Siehe Subsection 11.3.2 in |41}, S. 115],

3"Der Abschluss einer Nullfolge eines Banach-Raums X ist kompakt und stetige Bilder kompak-
ter Mengen sind kompakt. Somit ist das Bild einer stetigen Abbildung F: R¢ — X kompakt
falls F'(z) — 0 fir |z| — oo.
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I1.5. Anwendung auf fraktionale Differintegration

wo das erhaltene Problem als verallgemeinerte Relaxation bezeichnet wird. Ersetzt man
cDg, durch eine allgemeine Riemann—Liouville—Ableitungjﬂ rrDg mit Ordnung o > 0,
so erhilt man die Bedingungen (I(l):rv HE04) = cp mit k= 0,..., [a] — 1 und festem
0 < v <1, siche Gleichung (3.1.2) in [56} S. 136].

Um Bedingungen (I}r_% f)(0+) = ¢ mit allgemeinen Sequenzen y; < --- < Yy,

reeller Zahlen zuzulassen wurde in [62] die abstrakte Verallgemeinerung
Dy .~ DY oRM o - 0 R (I1.5.67)

sequentieller fraktionaler Ableitungen eingefiithrt. Die Verkniipfung wird als
partiell definierter Operator auf dem Raum %) 4 der Distributionen mit Tréger auf
rechten Halbachse verstanden. Hier ist DY = gD die kausale fraktionale Ableitung von
Schwartz eingeschrinkt auf ) +- Der Y, -Eliminator R” ist ein Projektionsoperator mit
Definitionsbereich @{(77 C %, und mit eindimensionalem Nullraum (Y).

Der Raum ‘@4’,7 besteht aus den Distributionen f € % , mit der Eigenschaft, dass
es ein Interval |—¢, g[ gibt, sodass die Einschrinkung von D) f auf |—¢, [ ein Radon-
MaR ist ”] Die Stammfunktionen von Radon-MaRen sind genau die Funktionen von lokal
beschrankter Variation (siehe in |27, S. 278f, 300| und in I1,§2 ebenda). Somit ist fiir jedes
fe @{(71 der Randwert f(0+) wohldefiniert und es gilt

R'f=f—Yi- f0+) fiir alle f € Py . (I1.5.68)

Die Darstellung anderer Eliminatoren erhilt man aus R” = Il_l oR'o Dz__l.
Alternierende Kompositionen Igj_ o% o Igrl 0-+-0 Igﬂ_ von Riemann-Liouville-Inte-
gralen mit Ordnungen 0 < [ < 1 und gewohnlichen Ableitungen definieren einen
Spezialfall der Operatoren durch v := Zf:_ol(l — B;) fir k = 1,...,n. Dies
fithrt zu den Einschrankungen 0 < 7Yr+1 — 7 < 1. Dieser Spezialfall entspricht den
Dzherbashian-Nersesian-Ableitungen aus |26} (17], wie in [62, S. 285]@ erldutert wurde.
Weitere Spezialfille aus der Literatur werden in Example 4.3 in |62, S. 282ff] diskutiert.

Es wurde bereits beobachtet, dass die Losung von Gleichung ([.2.5) nur davon ab-

38 Analog zur Liouville-Ableitung definiert man gD, = S o I mit m := [a] [56, S. 70].

3Diese Aussagen iiber R folgert man leicht aus Definition 1, Proposition 2 und Definition 2
von [62, S.273ff].
40Es miisste dort oy, := —1 + Zf:o ~; fir k =0,1,...,n lauten.
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II. Ubersicht und Einordnung

héngt, ob v = 1 oder v < 1 gilt. Dieses Phdnomen wurde in [43] durch eine Grenzwert-
betrachtung des Riemann-Liouville-Integrals erkldrt, siche Gleichung (34) ebenda. Mit
dem abstrakten Konzept in [62] wird das gleiche Phénomen durch die Kiirzbarkeit der

Y, -Eliminatoren in Summen formalisiert. So gilt zum Beispiel

Dol + D = pol 4+ p? fiir alle a, 8 € R und v < 6. (I1.5.69)

Die allgemeine Kiirzungsregel fiir Linearkombinationen von Operatoren Dgfl""’% wird

Theorem 2 in |62, S.287] beschrieben.
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lIl. Grundlagen

Dieses Kapitel fasst einige Notationen und Grundlagen zu lokalkonvexen Rdumen und
Verbianden zusammen, sowie zu Funktionenrdumen und zur Faltung. Als Grundlagenlite-
ratur zu abstrakten lokalkonvexen Raumen und zu konkreten Funktionenrdumen dienen
hier die Lehrbiicher und Monographien [52, |75, 54, (53} |65], 120, 48, [74]. Die Grundla-
gen iiber lokalkonvexe Verbénde stiitzen sich auf |1, 87]. Abstrakte ordnungstheoretische
Notationen und Resultate sind aus [28| 36].

In dieser Arbeit werden haufig lokalkonvexe Raume mit einer spezifizierten Bornologie
betrachtet. Diese Rdume werden dann “lokalkonvexe topologisch-bornologische Raume”
(oder kiirzer: lokalkonvexe t.b. Rdume) genannt. Da es in der Literatur uniiblich ist mit
Tripeln aus einem Vektorraum, einer Topologie und einer Bornologie zu arbeiten, werden
die Notationen dazu detailliert besprochen.

Abstrakte ordnungstheoretische Notationen und lokalkonvexe Réume mit Ordnungs-
strukturen werden in Abschnitt besprochen. Definitionen und fundamentale Grund-
lagen zu lokalkonvexen topologisch-bornologischen Réumen werden in Abschnitt
zusammengefasst. Dazu zahlen spezielle projektive und induktive Limiten, sowie Eigen-
schaften bilinearer Abbildungen zwischen solchen Raumen. Einige fundamentale Funk-
tionenraume und Eigenschaften von Faltungen werden in Abschnitt diskutiert. Dort
werden auch Modifikationen der Faltung “*” besprochen, namlich die potenzierte Faltung

[y))
|

“xP”die Supremalfaltung und die Infimalfaltung “o”.

[11.1. Lokalkonvexe Raume und Ordnungslehre

In der Theorie lokalkonvexer Rdume treten in verschiedenen Zusammenhangen ordnungs-
theoretische Konzepte auf: Erstens werden héufig Funktionenrdume mit einer natiirlichen
Ordnungsstruktur betrachtet. Zweitens definieren geometrisch ausgezeichnete Mengen

haufig Hiillensysteme, wie zum Beispiel die absolutkonvexen oder die soliden Teilmen-
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I1I. Grundlagen

gen. Drittens definieren manche Klassen von Funktionenrdumen geordnete Mengen in
denen das Infimum einem projektiven Limes und das Supremum einem induktiven Limes
entspricht.

Einige Konzepte der Ordnungstheorie werden in Unterabschnitt rekapituliert,
wie zum Beispiel Hiillen- und Kernsysteme oder abstrakte Suprema und Infima. Vek-
torverbénde und solide lokalkonvexe Topologien, werden in Unterabschnitt be-
sprochen. Notationen fiir wichtige Hiillenoperatoren auf lokalkonvexen Raumen oder

Verbéanden werden in Unterabschnitt [[TI.1.¢| systematisch zusammengefasst.

I1l.1.a. Hiillensysteme und extremumsvollstandige Mengen

In der Theorie lokalkonvexer Rdume und Verbénde treten haufig Mengensysteme geome-
trisch ausgezeichneter Mengen auf die Hiillensysteme oder gar A-Topologien bilden, siehe
Unterabschnitt [[IT.1.d In Ordnungskategorien von Funktionenrdumen kénnen Teilmen-
gen mit ordnungstheoretischen Abgeschlossenheits- oder Vollstdndigkeitseigenschaften
von Interesse sein. Zum Beispiel durch Invarianzeigenschaften charakterisierte Klassen
von Raumen, sieche Unterabschnitt Konkrete Beispiele sind kontinuierliche bzw.
diskrete globale Komponenten SRI bzw. sti aus Definition bzw. |V.1.9,

Im folgenden werden Notationen und Resultate zu den entsprechenden ordnungstheo-
retischen Konzepten zusammengefasst. Die Hauptreferenz ist 28], die “Einfiihrung in die
Ordnungstheorie” von M. Erné. Teilweise wird die Terminologie aus dem neuerem Buch
[36] bevorzugt. Manche Termina sind modifiziert worden um Kollisionen mit Begriffen
aus der Theorie lokalkonvexer Verbénde zu vermeiden. Zum Beispiel wird “(ordnungs-
theoretisch) vollstandig” durch “extremumsvollstandig” ersetzt.

Sei M eine Menge und notiere durch PB(M) die Potenzmenge von M. Ein Mengen-
system tber M ist eine Teilmenge M C P(M). Gehort der Durchschnittﬂ bzw. die
Vereinigung jeder Teilmenge von M wieder zu M, so wird M als Hiillen- bzw. Kern-
system bezeichnet 28| S.30]. Ein Hiillen- bzw. Kernoperator auf M ist eine Selbstab-
bildung von B (M) die inklusionsbewahrend, idempotent und extensiv bzw. intensiv ist
[28, S. 32f].

Sei H ein Hiillensystem und X ein Kernsystem tiber M. Dann sind der Hiillenoperator

Der Durchschnitt der leeren Familie () wird in diesem Kontext als () = M festgelegt.
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II1.1. Lokalkonvexe Raume und Ordnungslehre

(=) von H und der Kernoperator (—)x von K definiert als

(Ayp = ({HeH:HDA} fir A C M, (I11.1.1a)
(A = J{K ek K C A} fir A C M. (I11.1.1b)

Siehe Satz 2.6 aus [28 S. 34| fiir die Definition in Gleichung ([IL.1.1a). Nach Satz 2.8
und Satz 2.13 aus |28, S.36, 41] induziert Gleichung eine Bijektion zwischen
Hiillenoperatoren und -systemen. Analoges gilt fiir Gleichung .

Die Menge aller Hiillensysteme und die Menge aller Kernsysteme konstituieren jeweils
ein Hiillensystem iiber der Menge B (M) |28 S. 109]. Seien nun H und G Hiillensysteme
iber einer Menge M, dann ist also H N G wieder ein Hiillensystem. Die assoziierten

Hiillenoperatoren erfiillen die Kompositionsregel
(A)ung 2 ((Ag)n fiir alle A C M, (111.1.2)
wobei hier im allgemeinen keine Gleichheit herrscht. Allerdings gilt die Aquivalenz
(Aypng = ((A)g)y fiir alle A C M = GV C G (TT1.1.3)

Die Aussagen ([I1.1.2) und (III.1.3]) folgen unmittelbar aus der Definition in Gleichung

(TIT.1.1a)).
Sei M eine Menge. Eine A-Topologie iiber M ist ein Mengensystem iiber M das

gleichzeitig ein Hiillen- und ein Kernsystem ist |28| S.30]. Eine transitive, reflexive Re-
lation auf M wird als Quasiordnung auf M bezeichnet. Jede Quasiordnung < auf einer

Menge M definiert eine A-Topologie S< iiber M vermoge
S<={ACM:Yac Abe M:b=<a=be A}. (II1.1.4)

Dies induziert eine Bijektion zwischen A-Topologien und Quasiordnung, sieche Punkt (4)
in |28, S.130ff], insbesondere Satz 6.29.

Sei (M, <) eine geordnete Menge [36, S.10f]. Nach Satz 5.3 aus [28, S.98| hat ge-
nau dann jede Teilmenge von M ein Supremum in M, wenn jede Teilmenge von M ein
Infimum in M hat. Ist eine dieser 4quivalenten Bedingungen erfillt wird M extremums-

vollstandig genannt. Sei nun L eine Teilmenge von M. Dann heisst L supremums- bzw.
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I1I. Grundlagen

infimumsabgeschlossen, falls fiir jede Teilmenge A C L das Supremum bzw. Infimum
von A zu L gehort, falls es existiert. Zudem wird L extremumsabgeschlossen genannt,
falls L supremums- und infimumsabgeschlossen zugleich ist. Die Menge aller supremums-
oder aller infimumsabgeschlossenen Teilmengen von M definiert ein Hiillensystem iiber
M |28, S.109].

Sei nun M eine Menge. Die infimumsabgeschlossenen Teilmengen der geordneten Men-
ge (PB(M), C) sind genau die Hiillensysteme tiber M [28] S. 118]. Nach Korollar 5.5 aus
[28, S.99] konstituiert jedes Hiillensystem H iiber M eine extremumsvollstindige ge-
ordnete Menge (H, C). In ‘H entspricht die Infimumsbildung der Durchschnittsbildung.
Allerdings ist das in (H, C) gebildete Supremum H-sup M einer Teilmenge M C H
gegeben durch

H-sup M = <U M>H . (I11.1.5)

Analoge Aussagen gelten fiir Kernsysteme.

I11.1.b. Lokalkonvexe Verbande

Lokalkonvexe Verbidnde sind eine Klasse geordneter Vektorrdume mit lokalkonvexer
Topologie. Die spezielle Ordnungsstruktur dieser Rdume vereinfacht die Beschreibung
manch ihrer funktionalanalytischer Eigenschaften. Im folgenden werden grundlegende
Notationen und Resultate zu diesen Rdumen basierend auf den Lehrbiichern [87, 1] zu-
sammengefasst. Dabei werden Standardnotationen und -resultate zu lokalkonvexen Réu-
men vorausgesetzt, siche z.B. [120, Kap. VIII|. Die uniibliche, aber niitzliche Notation
der Kegelideale wird unten eingefiihrt.

Ein geordneter Vektorraum (X, <) ist ein reeller Vektorraum X ausgestattet mit
einer Ordnungﬂ < die folgende Implikation erfiillt [87, S.2], |1, S.1]:

r<y = ar+zlay+=z fir alle z,y,z € X, a € R4. (II1.1.6)

Durch X} := {z € X : > 0} wird der Kegel der nichtnegativen Elemente von
(X, <) notiert. Die Ordnung < wird in der Notation meist unterdriickt. Es werden die

Notationen R} = ]0, oo[ und Ry4 = [0, oo[ genutzt.

2Eine transitive, reflexive und anti-symmetrische Relation auf X, vgl. Definition 2 in [36] S. 10f].
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II1.1. Lokalkonvexe Raume und Ordnungslehre

Ein Vektorverband ist ein geordneter Vektorraum X mit der Eigenschaft, dass das
Supremum jeder nichtleeren endlichen Teilmenge von X existiert. Dies entspricht dem
“vector lattice” in 87, S.4] und dem “Riesz space” aus Definition 1.1 in |1, S.2|. Auf
jedem Vektorverband ist ein Absolutwert |-| erklért als die Abbildung

I-: X = X, x~|z|:=sup{x, —z}. (II1.1.7)

Der Absolutwert |-| bildet nach X ab, erfiillt die Dreiecksungleichung, ist absolutho-
mogen und idempotent. Das heisst, fiir alle z,y € X und o € R gelten

[z >0, ety <l|z[+]yl,  |ezx|=lallz],  |[zf|=]z].  (IILL18)
Eine Teilmenge S eines Vektorverbands X heisst solide, falls
lz| <|ly| = =z€S firallex € X,y € S. (II1.1.9)

Eine lineare, solide Teilmenge von X wird Ideal von X genannt. Dies entspricht dem
“lattice ideal” aus Definition 4.1 in |87, S. 35| und dem “ideal” aus Definition 1.16 in |1}
S.10).

Sei C' ein konvexer Teilkegel eines Vektorverbands X mit C' C X . Es ist leicht zu

zeigen, dass folgenden Aussagen iiber eine Teilmenge J C C dquivalent sind:

1. Die Menge J ist nichtleer und erfiillt die Implikation

x<Asup{y,z} = zxz€J firallexeC,y,z€J, A€ R, (I1.1.10)

2. Die Menge J ist nichtleer, abwértsmonotonﬁ und additiv abgeschlossen.
3. Es gilt J =INC fur ein Ideal I von X.

Als Kegelideal von C wird jede Teilmenge J von C' bezeichnet die eine, und somit alle,
der obigen dquivalenten Aussagen erfiillt.

Sei (X, Tx) ein lokalkonvexer Raum. Der Nullumgebungsfilter von (X, Tx) wird stets

3Das heisst, es gilt z <y = z € J fiir alle x € X, y € J. Solche Mengen werden in [36, S. 15]
als “Ordnungsideale” bezeichnet.

79



I1I. Grundlagen
durch Ux notiert. Die Menge aller Halbnormen auf X wird notiert durch
sn X := {p: X — Ry, : p ist eine Halbnorm} (IL.1.11a)
und die Menge aller stetigen Halbnormen auf (X, Tx) durch
esn(X, Tx) := {p € sn X : p ist Tx-stetig}. (IT1.1.11Db)
Ist X ein Vektorverband, so wird die Menge der Verbandshalbnormen definiert als
Isn X :={pesnX:Vo,ye X:|z| <yl = p) <py)}, (IT1.1.12a)
und die stetigen Verbandshalbnormen werden notiert durch
clsn(X, Tx) :=lsn X Nesn(X, Tx). (II1.1.12Db)

Die Definition von Verbandshalbnormen entspricht den “Riesz seminorms” oder, syn-

onym, “lattice seminorms”, wie in |1, S.59].

Proposition III.1.1. Sei X ein Vektorverband und Tx eine lokalkonvexe Topo-

logie auf X. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Der Nullumgebungsfilter Ux hat eine Basis aus soliden Teilmengen von X.
2. Die lokalkonvexe Topologie Tx wird von Verbandshalbnormen erzeugt.

3. Der Absolutwert |-| ist gleichmdfig stetig beziiglich Tx.

Beweis. Dies folgt aus Theorem 2.17 und Theorem 2.25 in |1, S.55, 59]. O

Eine lokalkonvexe Topologie Ty auf einem Vektorverband X wird solide genannt,
falls eine der dquivalenten Aussagen aus Proposition erfiillt ist. In diesem Fall
nennt man (X, Tx) einen lokalkonveren Verband. Diese Definition entspricht “locally

convex lattice” von Definition 4.6 in [87, S.103] und “locally convex-solid Riesz space”
in |1, S.59].
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II1.1. Lokalkonvexe Raume und Ordnungslehre

I1l.1.c. Hiillensysteme iiber Vektorraumen und -verbanden

In diesem Abschnitt werden Notationen fiir Hiillensysteme und A-Topologien iiber Vek-
torrdumen und -verbénden festgelegt und Eigenschaften zusammengefasst. Die meisten
Definitionen und Aussagen sind standard und zu finden in |74, [120, 87, [1].

Sei X ein Vektorraum. Dann definieren die Eigenschaften “kreisféormig”, “konvex”, “ab-

PO

solutkonvex”, “ist ein Kegel” und “linear” jeweils ein Hiillensystem iiber X. Fiir A C X

notiert man entsprechend

co(A) : konvexe Hiille von A, (II1.1.13a)
circ(A) : kreisformige Hiille von A, (II1.1.13b)
I'(A) : absolutkonvexe Hiille von A, (II1.1.13c¢)
cone(A) : Kegelhiille von A, (I1.1.13d)
(A) :== (A)1in : lineare Hiille von A. (II1.1.13e)

Per Definition ist eine Menge absolutkonvex wenn sie konvex und kreisformig ist. Da die

konvexe Hiille einer kreisférmigen Menge kreisformig ist [48, S. 6, Cor. (2)], folgt aus der
Aquivalenz ([I1.1.3)) die Gleichung I'(A) = co(circ(A)) fiir alle A C X

Sei X ein Vektorverband und C' ein konvexer Teilkegel von X, . Dann definieren die

NS PPN

Eigenschaften “solide”, “solidkonvex”, “ist ein Ideal” und “ist ein Kegelideal in C”, siehe

Unterabschnitt [[II.1.1] jeweils ein Hiillensystem iiber X. Fiir A C X notiert man

sol(A) : solide Hiille von A, (II1.1.14a)
[ (A) ; solidkonvexe Hiille von A, (II1.1.14Db)
(A)1q : Idealhiille von A, (IT1.1.14c)
(A)cr : Kegelidealhiille von A in C. (II1.1.14d)

Jede solide Menge ist kreisférmig. Die konvexe Hiille einer soliden Menge ist solide nach
Theorem 1.11 aus |1} S. 8. Insbesondere ist jede solidkonvexe Menge auch absolutkonvex.
Die lineare Hiille einer soliden Menge ist ein Ideal. Aus der Aquivalenz erhalt
man die Gleichungen I'|,|(A) = co(sol(A)) und (A)1q = (sol(A)).

Die Mengensysteme der kreisformigen Mengen, der Kegel und der soliden Mengen

sind jeweils von der Form S< mit einer Quasiordnung =<, wie in Gleichung (III.1.4]), und
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somit A-Topologien. Hier wird “x < 4" jeweils definiert als “x = ay fir ein o € [—1, 1],
“r = ay fir ein @ € Ry und “|z| < |y|” fir z,y € X.

Jedes der oben definierten Hiillensysteme ist abgeschlossen unter der Bildung von
Summenf_r] Dies ist fiir jedes dieser Hiillensysteme leicht nachzuweisen. Zum Beispiel
geht der Beweis fiir die Erhaltung der Soliditat wie folgt: Sei z = 1 + - - - 4+ x,, mit
x € Sk, Sk € X solide und n € Ny. Sei y € X mit |y| < |z|. Dann gilt die
Ungleichung |y| < |z] < |x1| + -+ + |2,] und wegen Theorem 1.10 aus |1, S. 8] gibt es
Yk € Spmit y =y1 + -+ Yn.

Sei (X, Tx) ein lokalkonvexer Raum. Der topologische Abschluss in (X, 7x) wird
notiert als A. Der topologische Abschluss bewahrt die Eigenschaften “kreisformig”, “kon-
vex”, “absolutkonvex”, “ist ein Kegel” und “linear”. Sei nun (X, 7x) ein lokalkonvexer
Verband. Dann bewahrt der topologische Abschluss in (X, Ty ) auch die Eigenschaften
“solide”. Nach Proposition 4.8 aus [87, S.104| bewahrt der topologische Abschluss somit

auch die Eigenschaften “solidkonvex” und “ist ein Ideal”.

I11.2. Topologisch-bornologische Raume

In der Theorie lokalkonvexer Rdume tauchen an verschiedenen Stellen Bornologien auf.
Beispiele sind Topologien auf Dualrdumen oder allgemeine Stetigkeits- oder Beschrankt-
heitskriterien fiir bilineare Abbildungen. In dieser Arbeit sind vorallem natiirliche Kon-
struktionen von Bornologien von Interesse, wie zum Beispiel Hiillen und Kerne in Un-
terabschnitt oder Urbilder in Kapitel [[V] Letztere spielen eine wichtige Rolle bei
“natiirlichen” Charakterisierungen von beschrinkten oder relativ kompakten Mengen.
Da Bornologien in der Grundlagenliteratur zu lokalkonvexen Raumen in der Regel
nachrangig behandelt werden, eine Ausnahme ist [48|, fasst Unterabschnitt wich-
tige Definitionen detailliert zusammen. Dort werden dann lokalkonvexe t.b. Rdume als
lokalkonvexe Rdume mit einer konvexen Vektorbornologie aus beschriankten Teilmen-
gen eingefiihrt. Hiillen und Kerne von lokalkonvexen t.b. Rdumen iiber einem festen
Vektorraum werden in Unterabschnitt diskutiert. Dort werden dann auch Per-
manenzgesetze fiir stetige Endomorphismen hergeleitet. Verschiedene Stetigkeits- oder

Beschranktheitseigenschaften bilinearer Abbildungen zwischen lokalkonvexen t.b. Réu-

“Diese werden als Minkowski-Summen A+ B ={a+b:a € A,b € B} verstanden.
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men werden in Unterabschnitt [II1.2.c eingefiihrt.

I11.2.a. Vektorbornologien auf lokalkonvexen Raumen

Auf einem unendlichdimensionalen lokalkonvexen Raum koénnen die beschrankten, die
prakompakten und die kompakten Teilmengen unterschiedliche Mengensysteme konsti-
tuieren. Bornologien konnen als Abstraktion dieser konkreten Mengensysteme betrachtet
werden. Verwendet werden Bornologien unter anderem zur Beschreibung von hypostetig-
beschrénkten bilinearen Abbildungen, wie in Unterabschnitt [II.2.d Im folgenden wer-
den basierend auf |48, ausgewdhlte Grundlagen zu Bornologien auf Vektorrdumen und
lokalkonvexen Rdumen zusammengefasst. Diese werden ergénzt um Grundlagen zu Bor-
nologien auf Vektorverbénden und lokalkonvexen Verbéanden.

Basierend darauf werden in Definition Tripel (X, Tx, Bx) eingefiihrt, die aus
einem lokalkonvexen Raum (X, Tx) und einer kompatiblen konvexen Vektorbornologie
Bx bestehen. Zu den meisten universellen Konstruktionen aus der Theorie lokalkon-
vexer Rdume gibt es eine entsprechende Konstruktion fiir bornologische Vektorrdume.
Zum Beispiel fiir die Hiillen und Kerne aus Unterabschnitt oder die Urbildrau-
me aus Kapitel [V] Die Einfiihrung der Tripel erlaubt es universelle topologische und
bornologische Konstruktionen in einem Untersuchungsschritt abzuhandeln.

Unter Verwendung der Notationen aus Gleichungen und werden
nun Vektorbornologien mit bestimmten geometrischen Eigenschaften eingefiihrt. Bis auf

Soliditdt sind diese Notationen aus [48| oder [53]:

Definition III.2.1. Sei X ein Vektorraum. Eine Vektorbornologie auf X ist ein
nichtleeres, hereditéiresﬂ Mengensystem B C B (X) mit den Eigenschaften

x=Js (I11.2.1a)
cire(B) C B, (II1.2.1Db)
B+ BCB. (II1.2.1c)

Das Tupel (X, B) wird dann als bornologischer Vektorraum bezeichnet.

1. Die Vektorbornologie B heisst konvex, falls co(B) C B.

’Ein Mengensystem M C (M) iiber einer Menge M wird hereditir genannt, falls B’ € B fiir
alle B’ C B mit B € B.
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2. Ist X ein Vektorverband, so wird B solide genannt, falls sol(B) C B.

3. Ist X mit einer lokalkonvexen Topologie Tx ausgestattet, so heisst B saturiert,
falls B konvex ist und B C B. Weiter wird B als Kompaktologie bezeichnet, falls

B saturiert ist und aus relativ schwach-7x-kompakten Mengen besteht.

Eine Abbildung f: (X,Bx) — (Y, By) zwischen bornologischen Vektorrdumen wird
bornologiebewahrend genannt, falls f(Bx) C By. Lineare, bornologiebewahrende Ab-
bildungen zwischen bornologischen Vektorraumen fungieren als Morphismen fiir die Ka-

tegorie der bornologischen Vektorrdume.
Bemerkung III.2.2. Zwei Bemerkungen zu Definitionen aus der Literatur:

1. Die obige Definition der Vektorbornologie ist dquivalent zu der Definition in [48,
S. 18-19]. Insbesondere ist jede Vektorbornologie B abgeschlossen unter endlichen
Vereinigungen und erfiillt AB € B fiir alle A € R, B € B.

2. In Definition wird eine Kompaktologie als hereditéres Mengensystem de-
finiert wahrend z.B. in [53, S.157] eine Kompaktologie nur aus dem Erzeugen-
densystem der schwach-abgeschlossen, absolutkonvexen Mengen besteht. Dieser

Unterschied hat aber keine praktische Relevanz.

Uber jedem Vektorraum X bildet die Menge aller Vektorbornologien ein Hiillensystem.
Die konvexen und die saturierten Vektorbornologien bilden ebenfalls Hiillensysteme. Die
Potenzmenge P(X) ist die grofte Vektorbornologie. Die kleinste Vektorbornologie ist
die Polytopenbornologie

S(X)={SC X :3F C X endlich: S CI'(F)}. (I11.2.2)

Die Vektorbornologien B3(X') und &(X) sind stets konvex und sogar saturiert beztiglich
jeder lokalkonvexen Topologie auf X.

Uber jedem Vektorverband X bildet die Menge aller soliden Vektorbornologien ein
Hiillensystem. Die grofste Vektorbornologie (X)) ist solide und die kleinste solide Vek-

torbornologie ist

SN X):={SCX:3zxeX,:SCsolx)}. (111.2.3)
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Diese Vektorbornologie ist konvex und zudem saturiert beziiglich jeder soliden, lokal-
konvexen Topologie auf X.

Nach Example (4), (5) und (9) aus [48, S.20ff] sind auf jedem lokalkonvexen Raum
(X, Tx) die folgenden drei Vektorbornologien erklért:

B(X,Tx):={BC X:VUelUUxaA\e R, : BC U}, (II1.2.4a)
pR(X,Tx) :={T C X :VU € Ux3F C X endlich: T C FF+ U}, (II1.2.4b)
A(X,Tx) = {K C X : K ist Tx-kompakt}. (II1.2.4c)

Dies sind die Mengensysteme der Tx-beschrinkten, der TX-pTdkompakteTﬁ und der
relativ Tx -kompakten Mengen. Die Vektorbornologien 8(X, Tx) und pR(X, Tx) sind
stets saturiert, aber K(X, Tx) muss nicht konvex sein. Falls K(X, Tx) konvex ist, ist
R(X, Tx) auch saturiert. Die grokte konvexe Bornologie die in £(X, Tx ) enthalten ist,
ist gegeben durch

Rr(X, Tx) :={K C X : I'(K) ist relativ Tx-kompakt}, (II1.2.5)

siche Example (6) aus [48], S.21]. Diese Vektorbornologie ist stets saturiert.
Ist (X, Tx) ein lokalkonvexer Verband, so ist B(X, Tx) auch solide. Fiir pR(X, Tx)
und R(X, Tx) trifft dies im allgemeinen nicht zu, auch falls (X, Tx) konvex ist. Daher

werden die folgenden Vektorbornologien eingefiihrt:

PRy (X, Tx) :={T C X : sol(T) ist Tx-prikompakt}, (I11.2.6a)
Rsol(X, Tx) :={K C X :s0l(K) ist relativ Tx-kompakt}. (I11.2.6b)

Es definiert pRy, (X, Tx) bzw. Rso1(X, Tx) die grofte solide Bornologie auf X, die in
pR(X, Tx) bzw. R(X, Tx) enthalten ist. Die Bornologie pRy, (X, Tx) ist stets saturiert.

Definition II1.2.3. Ein lokalkonvexer t.b. Raum ist ein Tripel (X, Tx, Bx) mit
(X, Tx) einem lokalkonvexen Raum und Bx einer konvexen Vektorbornologie auf X
welche die Inklusion Bx C B(X, Tx) erfiillt[] Ist zudem (X, Tx) ein lokalkonvexer
Verband und By solide, so wird (X, Tx, Bx) lokalkonvexer t.b. Verband genannt.

6Synonym: “der Tx -totalbeschrinkten”
"Dies ist die Kompatibilititsbedingung aus Definition 4:4’1 aus [48] S. 47].
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Seien (X, Tx, Bx), (Y, Ty, By) lokalkonvexe t.b. Riume und f: X — Y linear. Ist f
stetig und bornologiebewahrend, das heisst, f erfiillt f~1(7yx) C Tx und f(Bx) C By,

so bezeichnet man f als £.b. Morphismus
[+ (X, Tx, Bx) — (Y, Ty, By). (I11.2.7)

Die t.b. Morphismen sind die Morphismen der Kategorie der lokalkonvexen t.b. Rdume.
Ist f bijektiv und f~! ebenfalls ein t.b. Morphismus, so wird f als ¢.b. Isomorphismus
bezeichnet. Gilt (X, Tx, Bx) = (Y, Ty, By), so nennt man f einen t.b. Endomorphis-

mus. Genau dann, wenn die drei Bedingungen
X CY, Tx O E’X? Bx C By (II1.2.8)

erfiillt sind schreibt man (X, 7Tx,Bx) C (Y, Ty, By) und spricht von einer t.b. Inklu-
sion. Hier notiert Ty |y = {T'NX : T € Ty} die Teilraumtopologie die Ty auf X

induziert.

Bemerkung III.2.4. Aus den Definitionen ergibt sich auf natiirliche Weise ein selbst-

erkldrendes kommutatives Quadrat von sogenannten “Vergissfunktoren”:

(XT B >/)(X7TX)
sy T X5 PX \)<X7BX)

(I11.2.9)

Fiir die Praxis folgt daraus, dass aus jeder Aussage iiber Beziehungen zwischen, oder iiber
universelle Konstruktionen von, lokalkonvexen t.b. Rdumen eine entsprechende Aussage
fiir Vektorraume, lokalkonvexe Rédume oder konvexe bornologische Vektorrdaume folgt.
Dies wird in dieser Arbeit verwendet fiir Hiillen, Kerne und Urbildraume von lokalkon-

vexen t.b. Raumen.

Umgekehrt kann jeder lokalkonvexe Raum (X, Tx) mit der Bornologie der beschrank-
ten Mengen Bx := B(Tx) oder mit der Polytopenbornologie Bx := &(Tx) zu einem
topologisch-bornologischem Raum (X, Tx,Bx) “aufgeriistet” werden. Dabei kommu-
tiert der Funktor (X, Tx) — (X, Tx,B(Tx)) mit Kernen und Urbildraumoperatoren,

im allgemeinen aber nicht mit Hiillen.
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I11.2.b. Ordnungskategorien von Unterraumen und ldealen

Im folgenden wird die Menge aller lokalkonvexen t.b. Rdume betrachtet die Untervek-
torrdume eines festgelegten Vektorraums sind. Ordnet man diese Menge durch t.b. In-
klusionen, so erhilt man eine extremumsvollstindige geordnete Menge, im Sinne von
Unterabschnitt [[II.1.a] Diese wird als Ordnungskategorie von lokalkonvezen t.b. Un-
terraumen bezeichnet. Supremum und Infimum koénnen explizit durch Hiille und Kern
von lokalkonvexen t.b. Rdumen dargestellt werden. Invarianzeigenschaften erzeugen ex-
tremumsabgeschlossene Teilmengen. Notationen und Resultate hierzu werden im folgen-

den zusammengefasst.
Definition III.2.5. Es werden die folgenden Kategorien von Unterraumen eingefiihrt:

1. Sei X ein Vektorraum. Ist Y ein Untervektorraum von X, so wird ein lokalkon-
vexer t.b. Raum der Form (Y, Ty, By) als lokalkonvezer t.b. Unterraum von X

bezeichnet. Die durch t.b. Inklusionen geordnete Menge
1ctpSub(X) = {(Y, Ty, By) lokalkonvexer t.b. Unterraum von X'}  (II1.2.10)

wird Ordnungskategorie der lokalkonvexen t.b. Unterrdume von X genannt.

2. Sei X ein Vektorverband. Ist Y ein Ideal von X, so wird ein lokalkonvexer t.b.
Verband der Form (Y, Ty, By) als lokalkonvexes t.b. Ideal von X bezeichnet.
Die durch t.b. Inklusionen geordnete Menge

1ctp1d(X) == {(Y, Ty, By) lokalkonvexes t.b. Ideal von X'} (IT1.2.11)

wird Ordnungskategorie der lokalkonvexen t.b. Ideale von X genannt.

Definition III.2.6. Sei X ein Vektorraum, I eine nichtleere Indexmenge und, fiir

jedes @ € I, (X;, Tx i, Bx ;) ein lokalkonvexer t.b. Unterraum von X.

1. Die Hiille der lokalkonvezen t.b. Raume (X;, Tx,i, Bx,) mit ¢ € I ist definiert
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als (Y, Ty, By) mit
Y = <U {(X;:i¢€ ]}>, (111.2.12a)
Ty = max{T lokalkonvexe Top. auf Y : Vi € [ : T|y, C Tx;}, (I11.2.12b)

By = {B CY:BC ZBkyBk € BXJ(]C),Z(]{) el,ne N()} . (III.2.12¢)
k=1

Fiir eine leere Indexmenge setzt man (Y, Ty, By) = ({0}, {0,{0}}, {0, {0}}).

2. Der Kern der lokalkonvezen t.b. Riume (X;, Tx i, Bx,;) mit ¢ € I ist definiert
als (Z,Tz,Bz) mit

Z:=({Xi:iel}, (I11.2.13a)
Tz ={ZnTin---NT,: T} € Txiw), (k) € I,n € Ny}, (I11.2.13b)
By = m{B)Q i e}, (I11.2.13c¢)

Fiir eine leere Indexmenge setzt man (Z, Tz, Bz) = (X, {0, X}, B(X))

Bemerkung III.2.7. Die Bezeichnungen “Hiille” und “Kern” sind tibernommen aus
§19 in [65]. Definition [III.2.6| orientiert sich an gebrauchlichen Konstruktionen von To-

pologien und Bornologien mit universellen Eigenschaften:

1. Nach Unterabschnitt [IL1.d konstituieren die Untervektorriume von X ein Hiillen-
system, und somit eine extremumsvollstiandige geordnete Menge. Zudem ist Glei-

chung (I11.2.12a)) bzw. ([I1.2.13al) eine explizite Formel fiir die Supremums- bzw.
Infimumsbildung in dieser geordneten Menge, vergleiche mit Gleichung (II1.1.5)).

2. Man erkennt die Topologie 7y in Gleichung als Spezialfall der indukti-
ven lokalkonvexen Topologie “T"" aus [54, S. 153] wenn man fiir “v;: E; — E” die
kanonische Inklusionsabbildung X; — Y einsetzt. Somit hat 7y die universelle
Eigenschaft aus [54, S.153, d)|. Eine Basis fiir den Nullumgebungsfilter Uy der

8Genau wie beim Durchschnitt der leeren Menge von Teilmengen einer Menge M ist die Hiille
der leeren Menge nur durch Bezug auf X wohldefiniert.
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Topologie Ty ist gegeben durch die Mengen
r (U{UX,Z- = 1}) mit Ux,; € Uy, fiir i € 1, (111.2.14)

nach Gleichung (11) aus [54} S. 153].

Man erkennt die Topologie Tz in Gleichung als Spezialfall der projek-
tiven Topologie “TP” aus [54, S.149] wenn man fiir “u;: £ — FE;” die kanonische
Inklusionsabbildung Z — X einsetzt. Somit hat 7y die universelle Eigenschaft
aus 54, S.150, d)].

3. Das Mengensystem By in Gleichung ist in der Tat eine konvexe Vektor-
bornologie: Es ist klar, dass By hereditar ist und die Gleichungen und
(II1.2.1c]) erfiillt. Da Absolutkonvexitét unter Summenbildung bewahrt wird folgt
auch . Nach Konstruktion ist klar, dass By die kleinste Vektorbornologie
ist, die jedes Bx; enthélt. Somit entspricht By der finalen Bornologie “%” aus
[48, Def. 1, S.33] und By die universelle Eigenschaft aus [48, Rem. 1, S.33|. Hier
setzt man fiir “v;: X; — X" die kanonische Inklusionsabbildung X; — Y ein.

Die Vektorbornologie Bz in Gleichung ist konvex und entspricht der
Durchschnittsbornologie “Z” aus [48, S. 31|. Diese ist also ein Spezialfall der initia-
len Bornologie aus |48, Def. 1, S.31] und somit hat Bz die universelle Eigenschaft
aus |48, Rem. 1, S. 31].

Proposition II1.2.8. Sei X ein Vektorraum. Die Ordnungskategorie 1ctp,Sub(X)
st extremumsvollstindig. Fin Supremum bzw. Infimum in 1c4p5ub(X) wird reali-

siert durch die Hiille bzw. den Kern lokalkonvexer t.b. Raume.

Beweis. Dies folgt aus Teil 1| von Bemerkung [[11.2.7] und den universellen Eigenschaften
der lokalkonvexen Topologien Ty und 7z und der konvexen Vektorbornologien By und
B. Verweise auf diese sind in Teil 2 und Teil [3| der Bemerkung [[I1.2.7] angegeben. [

Proposition II1.2.9. Sei X ein Vektorverband. Die Menge 1.4,1d(X) aller lo-
kalkonvexen t.b. Ideale von X ist eine extremumsabgeschlossene Teilmenge der

Ordnungskategorie 1ctpSub(X) aller lokalkonvexen t.b. Unterrdume von X.

Beweis. Ubernehme die Notationen aus Definition I1L2.6] Der Beweis beruht auf den
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Permanenzeigenschaften von soliden Mengen und Bornologien aus den Unterabschnit-
ten [TL1.d und MT.2.al

Da Soliditdat unter beliebigen Vereinigungen, linearen Hiillen und konvexen Hiillen
erhalten bleibt, ist Y ein Ideal von X und die Basis des Nullumgebungsfilters Uy von
Ty aus Gleichung besteht aus soliden Mengen. Nach Proposition ist
somit (Y, Ty) ein lokalkonvexer Verband. Da Soliditdt unter Summenbildung erhalten
bleibt, ist By eine solide Vektorbornologie auf Y .

Da Soliditat unter beliebigen Durchschnitten erhalten bleibt ist Z ein Ideal von X
und der Nullumgebungsfilter {7 von T hat eine Basis aus soliden Mengen. Also ist auch
(Z,Tz) ein lokalkonvexer Verband. Als Durchschnitt von soliden Vektorbornologien ist
B eine solide Vektorbornologie auf 7.

Die Bornologie By wird von endlichen Summen erzeugt und die Topologie T von
endlichen Durchschnitten. Da jede endliche Teilmenge von R, nach oben und unten
beschrankt ist, folgen auch die beiden Kompatibilitdtsbedingungen By C B(Y, Ty )
und Bz CB(Z,7T7). O

Sei L C lin(X) und sei £ C B(lin(X)), wobei lin(X) die Menge aller linearen Abbil-
dungen X — X notiert. Ein lokalkonvexer t.b. Unterraum (Y, Ty, By ) von X wird als
L-invariant bezeichnet, falls die Einschrankungen |, mit [ € L t.b. Endomorphismen
von (Y, Ty, By) definieren. Es wird (Y, Ty, By) als L-invariant bezeichnet genau dann,

wenn alle Mengen {l|y- : [ € L} mit L € L gleichstetige Mengen stetiger Abbildungen
(Y, Ty) — (Y, Ty) sind, das heisst, wenn

ﬂ{lil(U) le L} ely fir alle L € L und U € Uy, (IT1.2.15a)
und alle L € L gleichméfig bornologiebewahrend sind, das heisst, wenn
L(B)=A{l(b):le L,be B} € By firalle L€ Lund B € By. (II1.2.15b)

Proposition II1.2.10. Se: X ein Vektorraum, L C lin(X) und £ C P(lin(X)).
Die L-invarianten Rdume konstituiren eine extremumsabgeschlossene Teilmenge

der Ordnungskategorie 1c4pSub(X). Das gleiche gilt fiir die L-invarianten Raume.

Beweis. Nach Unterabschnitt [I11.1.a[ bleibt Extremumsabgeschlossenheit unter Durch-

schnitten erhalten. Also geniigt es die Proposition fiir einelementige Mengen L = {l} zu
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beweisen.

Im folgenden nutzt man Proposition und die universellen Eigenschaften auf die
in Bemerkung verwiesen wird. Ubernehme die Notationen aus Definition
und sei die Einschrinkung [[y, ein t.b. Endomorphismus von (X;, Tx i, Bx,) fiir alle
t € I. Nach Konstruktion hat man die t.b. Morphismen

Uy, (Xi, Txi Bxi) = (Y. Ty, By), (IT1.2.16a)
Uz (Z,Tz2,B2) = (Xi, Tx,i, Bx.i)- (IT1.2.16b)

Daraus folgt [(Z) C Z und, da [ linear ist, [(Y) C Y. Die universellen Eigenschaften
der lokalkonvexen Topologien Ty und 7z und der konvexen Vektorbornologien By und
Bz garantieren, dass die Einschrankung (|, bzw. [|, ein t.b. Endomorphismus von
(Y, Ty, By) bzw. (Z,Tz,Byz) ist.

Zum Beweis der entsprechenden Aussagen fiir £-Invarianz wendet man zunachst vor-
heriges auf | J £-Invarianz an. Dann muss noch verifiziert werden, dass die Gleichungen

(II1.2.15)) unter Kernen und Hiillen bewahrt bleiben. O

I11.2.c. Bilineare Abbildungen

Stetigkeit ist keine selbstversténdliche Eigenschaft fiir bilineare Abbildungen zwischen
lokalkonvexen Raumen. So ist zum Beispiel die Multiplikation von Distributionen mit
glatten Funktionen 2’ x & — 2’ (f,g) — f - g nicht stetig, siche Proposition 6 in
[70]. Solche Falle motivieren die Einfithrung abgeschwéchter Stetigkeitsbegriffe, wie zum
Beispiel der Hypostetigkeit [52, S.355ff]. Nach Proposition 3.6.5 in [52, S.360f] ist die
obige Abbildung in der Tat Hypostetig.

Im folgenden werden vier elementare Stetigkeitseigenschaften bilinearer Abbildun-
gen zwischen lokalkonvexen t.b. Rdumen diskutiert. Seien dazu im gesamten Abschnitt
(X, Tx,Bx), (Y,Ty,By), (Z,Tz,Bz) lokalkonvexe t.b. Riume mit Nullumgebungs-
filtern Uy, Uy, Uz und b: X x Y — Z bilinear. Es wird zunéchst an das folgende

bekannte Resultat erinnert:
Proposition II1.2.11. Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:

1. Die Abbildung b: (X, Tx) x (Y, Ty) = (Z, Tz) ist stetig[]
9Hier trigt das Kartesische Produkt (X, Tx) x (Y, 7y) die Produkttopologie.
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2. Es gilt die folgende Bedingung (Stetigkeit im Ursprung):

VUz e UzAUx e Ux, Uy €elUy : bUx,Uy) CUyg. (II1.2.17)

3. Zupy € csn(Z,Tz) gibt es px € esn(X, Tx) und py € csn(Y,Ty), sodass

pz(b(z,y)) < px()py (y) firallex e X, yeY. (II1.2.18)

Beweis. Die Aquivalenz der ersten beiden Aussagen ist Proposition 1 aus [52, S.356].

Die Aquivalenz zur dritten Aussage ist klar. O]

Stetigkeit und Hypostetigkeit sind etablierte Notationen fiir bilineare Abbildungen
zwischen lokalkonvexen Rdumen. Bei der Betrachtung von lokalkonvexen t.b. Rdumen
bietet sich eine Verfeinerung der Hypostetigkeit an, die von den spezifizierten Bornologi-
en abhéingt [52, S. 355ff]. Motiviert durch die Transponierung separat stetiger bilinearer
Abbildungen im linken oder rechten Argument werden in der folgenden Definition zu-
sitzlich die Eigenschaften “bornologiebewahrend” und “kostetig” eingefiihrt. Diese wer-

den jeweils als dual zu “hypostetig” und “stetig” betrachtet. Zusammengenommen mit
Gleichung ([[I1.2.17]) wird eine Systematik ersichtlich.

Definition IT1.2.12. Man nennt b eine. ..

1. ... bornologiebewahrende Abbildung (X, Bx) x (Y, By) — (Z,Bz) falls

VBx € Bx,By € BydB, € By : b(Bx,By)C By. (I1.2.19)

2. ... linkskostetige Abbildung (X, Bx) x (Y, Ty) — (Z, Byz) falls

VBx € BxdUy e Uy, Bz € By : b(Bx,Uy) C By. (I11.2.20)

3. ... linkshypostetige Abbildung (X, Tx) x (Y, By) — (Z,Tz) falls

YUz €Uy, By € By3dUx e Uy : b(Ux,By) C Uy. (III.2.21)
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Es ist klar, wie die rechten Varianten von Gleichung ([11.2.20) und (II1.2.21]) definiert

sind.

Bemerkung II1.2.13. Die bilineare Abbildung b ist Bx-By-hypostetig im Sinne von
[52, Def.4.7.2, S.358] genau dann, wenn sie links- und rechtshypostetig im Sinne von
Gleichung ist. Weiter ist die Abbildung b hypostetig (schlechthin) genau dann,
wenn sie B (Tx)-B(Ty)-hypostetig ist.

Es wird noch die folgende Abkiirzung eingefiihrt:

Definition IT1.2.14. Man nennt b hypostetig-beschrinkt genau dann, wenn b links-
hypostetig, rechtshypostetig und bornologiebewahrend zugleich ist.

Proposition II1.2.15. Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:

1. Die Abbildung b: (X, Tx) x (Y, By) — (Z,7Ty) ist linhshypostetig.

2. Fiir alle By € By ist b(-, By) eine gleichgradig stetige Menge von Abbildun-
gen (X, Tx) = (Z,7z).

3. Zu py € csn(Z,Tz) und By € By gibt es px € esn(X, Tx), sodass

sup pz(b(z,y)) < px(x) fiir alle v € X. (I1.2.22)
y€By

Der Beweis dieser Proposition ist Routine und wird weggelassen.

Proposition I11.2.16. Ser X ein Vektorraum, Y ein lokalkonvexer t.b. Raum
und b: X XY — X bilinear. Die lokalkonveren t.b. Riume F € 1c4p5ub(X)
mat der Eigenschaft, dass b: F XY — F wohldefiniert und hypostetig-beschrankt
ist konstituieren eine extremumsabgeschlossene Teilmenge der Ordnungskategorie

1ctbSub(X) aller lokalkonvezen t.b. Unterrdume von X.

Beweis. Es folgt aus Proposition [[11.2.10, dass die Wohldefiniertheit unter Kernen und

Hiillen bewahrt wird. Die Beweise dafiir, dass die Eigenschaften in den Gleichungen

(LI1.2.21f) und (I1I.2.19) bewahrt werden sind standard. O]
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I11.3. Funktionenraume und Faltung

Es werden in diesem Abschnitt zunéchst Notationen und einige Fakten iiber Rédume
(verallgemeinerter) Funktionen ohne Wachstumsbeschriankungen oder mit kompaktem
Tréger wiederholt, siche Unterabschnitt Notationen fiir Réume von Funktionen
auf Z? werden in Unterabschnitt besprochen. Um moglichst allgemeine Asso-
ziativgesetze fiir Faltungen bereitzustellen werden in Unterabschnitt Faltungen
von p-Tupeln, p € Ny diskutiert. Dabei werden skalare Funktionen auf Z?, (signierte)
Radon-Mafe und Distributionen auf R? betrachtet. Der letzte Unterabschnitt [11.3.d]
diskutiert die potenzierte Faltung von L]fok—Funktionen mit stetigen, kompakten getra-
genen Funktionen. Dabei werden einige niitzliche Ungleichungen fiir diese Operationen

hergeleitet.

I11.3.a. Funktionenraume tber dem Euklidischen Raum

Einige Notationen und Fakten iiber Raume von Funktionen oder Distributionen werden
wiederholt. Die Riume &, €, L}, #' und Z' werden dabei auch als lokalkonvexe
t.b. Raume oder Verbande im Sinne von Definition betrachtet. Raume kompakt
getragener Elemente werden durch die allgemeine Konstruktion F' — Fig in Gleichung
definiert oder charakterisiert. Die beschrankten Teilmengen von F.q werden in
Gleichung charakterisiert. Es werden stets Funktionenrdume iiber R? mit fester
Dimension d € N betrachtet.

Die Raume der (glatten) Testfunktionen &, der glatten Funktionen &, der Distri-
butionen 2’ und der Distributionen mit kompakten Triger &’ werden so definiert wie
beschrieben in §1 und §2 von Kapitel 4 aus [52, S. 313ff]. Siehe auch [54, S. 27, 7, 37, 44].
Diese Rdume bilden zwei Dualsysteme (2, Z’') und (&, &”). Deren Dualitétsprodukte
werden durch (-, -) notiert. StandardmiRig werden die Riume 2’ und &’ mit der starken
Topologie [52, S. 201] ausgestattet, das heisst Ty := 5(Z', Z) und Tz := (&, &). Die
2 und & definierten Topologien T4 und 7 sind ebenfalls als starke Topologien cha-
rakterisiert. Zudem bilden die vier genannten Raume zwei Paare von zueinander dualen
Montel-Raumen [54, S.179f]. Nach Konstruktion ist & auch ein Fréchet-Raum.

Der Raum der stetigen Funktionen, ausgestattet mit der Topologie der gleichméfigen

Konvergenz auf Kompakta, wird notiert als € 54, S.232]. Sei p € [1, 0o]. Es notiert L?
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II1.3. Funktionenraume und Faltung

den Banach-Raum der p—integrierbarenm Funktionen |54} S. 4] und L{)ok den lokalkonve-
xen Raum der lokal p-integrierbaren Funktionen [54, S. 33]. Die Topologien T¢, Tr» und
77;{00]( sind als starke Topologien charakterisiert, da es sich um Fréchet-Raume handelt.
Mit der punktweise bzw. fast tiberall definierten Ordnungsrelation werden %, LP und

L{)ok zu lokalkonvexen Verbanden.

Réaume von Funktionen oder Distributionen mit kompakten Tragern kénnen durch
eine einheitliche Konstruktion definiert oder charakterisiert werden. Sei F© C &’ ein
lokalkonvexer t.b. Unterraum und K € K. Hier notiert K die kompakten Teilmengen

von R%. Definiere den lokalkonvexen t.b. Raum F % als
Fx:={feF:suppf CK}, (II1.3.1)

ausgestattet mit der Teilraumtopologie Tr i := Trp N Xk und der Teilraumbornologie
Brk := Bp N Xg. Mit dieser Notation gilt die Relation Fz = F' N &7, im Sinne des
t.b. Kerns ([11.2.13)). Definiere den Raum Fig als

Fo=\/{Fx : K € &} (I11.3.2)

mit “\/” der lokalkonvexe t.b. Hiille aus Definition . Nach Definition gilt die Identi-
tat lokalkonvexer Rdume Z = &. Nach Theorem 1 aus [52, S.321] gilt die Identitét
lokalkonvexer Riume &' = (Z')s.

Der Raum der stetigen Testfunktionen ist, analog zu &, definiert als der lokalkonvexe
Raum £ := %5 (siehe Example 2.12.5 in [52, S. 164]). Mit der {iblichen Ordnungsrela-
tion ist dieser ein lokalkonvexer Verband. Der Raum der Radon-Mafe ist, analog zu &,
definiert als der topologische Dualraum von £, ausgestattet mit der starken Topologie.

Ausgestattet mit der von .# induzierten Ordnungsrelation

p<v & Yo e X pule) <vip), (I11.3.3)

wird der Raum %" zu einem lokalkonvexen Vektorverband. Siehe [87, S.71, 110] und
Proposition 4.17 in [87, S.108]. Die starke Topologie von " stimmt mit der absolut-

schwachen Topologie iiberein, das heisst, diese Topologie wird erzeugt von den Halbnor-

10Hjer ist “oco-integrierbar” als “wesentlich beschriankt” zu lesen.
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I1I. Grundlagen

men f — |u|(p) mit ¢ € . Vergleiche Definition 6.3 in [1, S. 144]. Der Dualraum %”
von € besteht aus den Elementen von % mit kompaktem Triger. Stattet man 4’ mit
der starken Topologie aus gilt die Identitit lokalkonvexer Riume (J£”)es = €’ (analog
zu Theorem 1 aus [52] S. 321]).

Vermoge f +— (% 5o [ fx)e(x) dx) wird L], mit einem Unterraum von %
identifiziert. Vermoge der Einschriankung p — p| 5 wird " mit einem Unterraum von

2’ identifiziert. Damit besteht die Kette von stetigen Inklusionen
sCeECLl, cLl, Ccx'Cy fiir alle 1 < p < ¢ < 0. (I11.3.4)

Sei & € {2',&, %'} U{LP : p € [1,¢]}. Die topologisch beschrinkten Mengen
B(Zes) des lokalkonvexen Raums %5 der Elemente von £ mit kompaktem Tréiger sind

charakterisiert durch
B(L)={BC ¥ IK' € A: B B(Lx)}. (II1.3.5a)
Hierbei folgt aus der Definition der Teilraumtopologie unmittelbar
B(Lx)={B< Lx:BCB(L)}. (II1.3.5b)

Gleichung (II1.3.5a)) folgt fiir £ = & aus Théoréme IV aus [104, S. 69 und fiir £ = &’
aus den Erlduterungen in [104, S. 89f]. Die Beweise fiir die anderen Rédume sind analog.

Auf der rechte Seite von ([I1.3.5b)) erkannt man Teilraumbornologie und auf der rech-

te Seite von ([[II.3.5a)) die finale Bornologie, die auch in der lokalkonvexen t.b. Hiille
(I11.2.12)) auftritt. Die Gleichungen ([II.3.5al) und (II1.3.5b|) besagen also, dass die Identi-

taten I = &, K = G, ete. als Identitaten von lokalkonvexen t.b. Raumen aufgefasst
werden konnen, falls fiir den Ausgangsraum .Z die Bornologie By = B(.Z) festgelegt

wurde.

I11.3.b. Vektorfolgenraume iiber dem Standardgitter

Es werden einige Notation fiir Ra&ume skalarer oder vektorwertiger Folgen eingefiihrt. Mit
Folgenrédumen sind in dieser Arbeit stets Raume von Funktionen auf dem Standardgitter

Z¢ gemeint wenn nichts anderes gesagt wird.
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Sei X ein lokalkonvexer t.b. Raum. Dann definiert man das Produkt und die Summe

im Sinne lokalkonvexer t.b. Raume

w{X}=x% =] x, X .= PX. (I11.3.6)

2€74 2€7Z4

Der Raum w{ X} besteht aus den Abbildungen Z¢ — X und trigt die Topologie To(x)
der punktweisen konvergenz in Tx (vergleiche [75] S. 28]). Der Raum X (Z%) kann mit den
Funktionen von w{ X } mit endlichem Triger identifiziert werden und tréigt die induktive
Topologie, wie beschrieben in der Definition aus |75, S.28|. Die Bornologie Bw{ x} wird
durch die punktweise in Bx beschrankten Mengen definiert (Definition 2:2(1) aus [48,
S.30]). Die Bornologie auf X (Z%) besteht aus den Teilmengen B € B, x; fiir welche
U{supp b : b € B} endlich ist (Definition und Proposition 2:9(1) aus |48, S. 34]).

Fiir reellwertige Folgenrdume nutzt man die Notationen
w = w{R} = R%, ¢ = R®Y), (I11.3.7)

(vergleiche [54] S. 155, c)|). Fiir p € [1, 00] notiert £ den Raum der p-summierbaren
Folgen (vergleiche |54, S.4|). Der Raum der schnell fallenden Folgen wird notiert als
s |54, S. 11, ¢)]. Der Dualraum von s mit der starken Topologie 3(s’, s) wird notiert als
s’ und kann mit dem Raum der langsam wachsenden Folgen |112, S.527| identifiziert

werden. Weiter notiert ¢y den Raum der fallenden Folgen.

I11.3.c. Simultane Faltung von Tupeln und Assoziativitat

Die (simultane) Faltbarkeit eines p-Tupels liefert eine niitzliche hinreichende Bedingung
zur Anwendbarkeit des Assoziativgesetzes. Dieses Prinzip funktioniert fiir Faltungen von
skalaren Funktionen auf Z¢ genauso wie fiir Faltungen von signierten Radon-Mafen und
Distributionen auf R?. In dieser Arbeit werden diese Faltungen als w-Faltung, .#”-Fal-
tung und 2’-Faltung bezeichnet. Diese Operationen werden im folgenden definiert und

das Assoziativgesetz wird am Ende dieses Unterabschnitts besprochen.

Sei p € Ny und pq,...,u, € H'. Die JF'-Faltung py * --- % p, des Tupels
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({1, - .., pp) ist definiert als

H > Y= <:u1* C R, 30> = /@(‘Tl—k o +xp) d(:u1® o ®:up)(xl7 < .I'p) (11138)

falls das Integral fiir alle ¢ € £ absolutkonvergiert. Das heisst, falls (i1, ..., 1p) ein
A -faltbares Tupel ist. Die Faltung des Einzeltupels (u1) ist g1 und die Faltung des
leeren Tupels () ist die Diracsche 8-Distribution 8. Das Integral in ist iiber die
Bourbakische Integrationsmethode definiert, siehe Chapter VIII, §1, No. 1 in |13].

Sei p € Ny und ay, ..., a, € w. Die w-Faltung ay * - - - x a, des Tupels (a1, ..., ap,)

ist definiert als

205z (ay %k ap)(2) = Y ax(z:) - ap(2p) (I11.3.9)
zl,...,szZd
z1t - tzp=z

falls die Summen absolutkonvergieren. Das heisst, falls (aq, . . ., ap) ein w-faltbares Tupel

ist. Die Faltung des Einzeltupels (a1) ist a; und die Faltung des leeren Tupels () ist die
Indikatorfunktion 1o der Teilmenge {0} von A

Die #"-Faltung ist mit Absolutwerten vertréglich: Ein Tupel (p1, ..., f1,) ist genau
dann J¢"'-faltbar, wenn dies fiir (|p1], ..., |#4p|) gilt und die Dreiecksungleichung

g -k | < % x |yl (II1.3.10)

gilt fiir alle #”-faltbaren (i1, ..., ), sieche Chapter VIIIL, §1, No.1 in [13]. Entspre-
chendes gilt fiir die w-Faltung.

Definiere den Raum 63, s der uniform beschrénkten stetigen Funktionen mit der strik-
ten Topologie als den Vektorraum i, := € M L° mit der lokalkonvexen Topologie die

von den Halbnormen f > || f-g|loo, g € 6 erzeugt wird. Der Raum der integrierbaren
Radon-Mafe

M= {pe " |plh = |pl(RY) < oo} (IT1.3.11)

ist der gemeinsame Dualraum von 6 und %}, s, siche Proposition 1.2.1 in [85] S. 6].
Laurent Schwartz definierte den Raum %, als den Vektorraum 24 mit der feinsten

lokalkonvexen Topologie die auf den beschrénkten Teilmengen des lokalkonvexen Raums
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2 mit & tibereinstimmt [85] S. 11], [104} S. 203]. Nach Corollary (3.5)(a) in |20, S. 71] gilt
die Charakterisierung &, = &y (%4 s) (Notation von S.. Der Raum der integrierbaren
Distributionen 271 ist der gemeinsame Dualraum von P und AB... Der Dualraum von
D'r1 ist B, siehe |85, S. 11]. Das distributionelle Integral von f € P'ri wird definiert

als

/f = ([, 1pa) (111.3.12)

unter Verwendung des Dualsystems (211, %) [104} S.203], |51}, S. 184]. Nach Konstruk-
tion von A, sind glatte Approximationen der Eins (6,) dadurch charakterisiert, dass
0, — 1 im Raum .. Daraus erhilt man die Approximationsregel (f,0,) — (f, 1ga)
fir glatte Approximationen der Eins (6,,), siehe auch [85], S. 11f].

Sei p € Ny und ¢ € J£ . Definiere die zu ¢ assoziierte p-Kodiagonalfunktion als
RP? 5 (x4, ..., Tp) —> O™ (21, . .. Tp) = (T + -+ ). (I11.3.13)
Sei fi,..., fp € Z'. Das Tupel (fi, ..., f,) wird Z'-faltbar genannt, falls
(fi®- @ )0 € D11 (RP) fiir alle p € 2. (I11.3.14)

Die &'-Faltung fi % --- * f, eines Z'-faltbaren Tupels (fi,..., f,) wird definiert als

Do3pr—(fix--xfp, )= /(f1 ® - @ fp)p™P. (I11.3.15)

Die 2'-Faltung des Einzeltupels (f1) ist fi und 0 ist die Faltung des leeren Tupels (.

Die (simultane) .#”-Faltbarkeit eines p-Tupels (1, ..., fp) ist hinreichend fiir As-
soziativitét: Unter dieser Voraussetzung ist der Ausdruck puq * - -« * p, fiir jede Klam-
mersetzung wohldefiniert und das Ergebnis unabhéngig von der Klammersetzung. Gilt
zusétzlich py, # 0 fir alle k = 1,.. ., p, dann existiert der Ausdruck g3 * - - - * 1, unab-
hingig von jeder Klammersetzung im Sinne der #”'-Faltbarkeit, siche Chapter VIII, §1,
No. 2 in [13]. Die w-Faltung und die 2’-Faltung erfiillen vollig analoge Assoziativgesetze.
Der Fall p = 3 ist zu finden in [108, 51} [82]. Der allgemeine Fall wird beschrieben in
Theorem 2 von [123] S. 163].
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Betrachte ein Tupel (fi1,..., fp, g1, .., 9¢) mit fi,..., fp € ' und g1,...,9, € &'
Dann ist dieses &'-faltbar, falls (fi, ..., f,) ein Z'-faltbares Tupel ist. Siche Theorem 1
in [123} S.162] oder Theorem 1 in |92, S.195].

I11.3.d. Potenzierte Faltung und Supremalfaltung

Die Funktionen |f * ¢| mit ¢ € Z erlauben es das globale Verhalten einer Distribution
f durch eine Schar von stetigen (sogar glatten) Funktionen zu charakterisieren. Mit
der gleichen Motivation wird in diesem Unterabschnitt die potenzierte Faltung “xP”
eingefiihrt fiir p € [1,00]. Diese erlaubt es das globale Verhalten einer LI, -Funktion
f durch eine stetige Funktion |f| #” k mit k& € #,, k # 0 zu charakterisieren. Der
Fall p = o0 ergibt eine Variante der Supremalfaltung [63], die zur Verstetigung von
L% -Funktionen verwendet wird.

Auf jedem der Abbildungsbereiche

D'x P — &, Ex & — &, A x H —C (IIL.3.16a)

kann die Faltung durch die Zuordnung

(fy0) = (= (f, Ta)) (I11.3.16b)

erklirt werden, siehe Proposition 4.4.10 in [52, S.402]. Hier notiert (-,-) das entspre-
chende Dualitéitsprodukt von (2, 2), (&,8") oder (A", "), T, f ist die Translation
von f um = € R% und f die Spiegelung von f.

Als Modifikation von definiert man nun:

Definition II1.3.1. Sei p € [1,00], f € L{)ok;i— und k € . Die p-Faltung f " k

von f und k ist punktweise definiert als
(f # )(x) = || f - Tak]], fiir alle 2 € R?. (I11.3.17)
Die oo-Faltung wird auch Supremalfaltung genannt und alternative auch notiert als

fuk:=f«*k fir alle f € Ly, k € A, (I11.3.18)
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Die 1-Faltung *' aus stimmt auf ihrem Definitionsbereich mit der Faltung
(II1.3.16b)) tiberein. Mehr Informationen zur Supremalfaltung von nichtnegativen und
oberhalbstetigen Funktionen auf lokalkompakten Gruppen findet man zum Beispiel in
[63]. In Unterabschnitt dieser Arbeit wird die Supremalfaltung von unterhalbst-

etigen Funktionen diskutiert.

Proposition I11.3.2. Die p-Faltung *P ist eine bindre, monotone Operation
Ly X Ky — €4 (II1.3.19)

die positivhomogen ist und argumentweise mit Translationen kommutiert.

Beweis. Es wird nur die Stetigkeit der Faltung f *” k nachgewiesen. Die verbleibenden

Eigenschaften von # sind klar. Sei f € L},  und k € J,. Sei weiter U C R? eine

kompakte Umgebung der Null und definiere die kompakte Menge K := U — supp k. Mit

der umgekehrten Dreiecksungleichung und der Holderschen Ungleichung erhélt man

(F # B)@) = (F " B))| = || f - Tkl = 1 - TR,
< |lf- vk -1,

<N f Lol | Tok — Tyk]|

fiir alle z € R, y €  + U. Da k nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass gleichmiRig
stetig ist, geht der letzte Ausdruck in dieser Ungleichung gegen Null fiir y — . m

Proposition II1.3.3. Scien 1 < p < g < oo. Dann gelten die Ungleichungen
(f *P k)« h < f+P (k*9h) fiir alle f € L k,he #.. (I11.3.20)

lok,+~

Im Fall p = 1 kann man auch f € [ in (IL3.20) einsetzen. Bei Vertauschung
der Rollen von p und q kehrt sich die Ungleichung (I11.3.20) uwm.

Beweis. Im Fall p < ¢ < oo berechnet man unter Verwendung der Minkowskischen
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Integralungleichung, siehe z.B. Corollary 2.2 in [100], dass

1
q

((f #" k) T ) (x) = k(y —2))" dZ) " - y)qdy>

< ( (K = (o~ )az ) dy>

D=

fiv alle f € LY k,h € X, und x € R% Fiir den Fall ¢ = oo verwendet man
Proposition 2.1 in [100], wobei man fiir “A” die Norm ||-||, wéhlt. O

Lemma II1.3.4. Seip € [1,00] und 0 # k € L{;, (oder auch 0 # k € €} fir
=1). Dann gilt die Kegelidealiquivalenz

kP Ao =er Ko (IIL.3.21)
Beweis. Sei h € . und x € R?. Fiir alle y € supp T_,k gilt dann
(Lsuppr @ 7)) (y) = sup{h(—y + 2) : 2 € suppk} > h(x). (I11.3.22)

Setze h' := C' - 1g w h € #} mit C :=1/||k||, und K := — supp k. Dann erhilt man

(ko 1) (@) = [ Tak]], = (|- okl = C - || (1on @ R) - Tok],
> C - h(x) - [kl
= h(x) (I11.3.23)
fiir alle € RY. Umgekehrt ist klar, dass k P ¢, C 7. O

Die additive Variante der Infimalfaltung wurde in [79] eingefiihrt und wird zum Bei-
spiel in [91] diskutiert. Im Zusammenspiel der p-Faltung, der Supremalfaltung und der

Infimalfaltung ergibt sich die praktische Ungleichung ([I1.3.25]).
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Definition III1.3.5. Sei k € J} und f € Ly . Die Infimalfaltung f o k von f
und k ist definiert als

(f 0 k)(@) = essinf f(z — y)k(y) fiir alle 2 € RY. (I11.3.24)
yeRd

Lemma II1.3.6. Sei ki, ko € K, f1 € Ly, p € [1,00] und fo € Ly .. Dann
gelten die Ungleichungen

(f1+" k1) (fa o ka) < (frf2) #P (kik2) < (f1+ k1) (f2 = k2). (I1.3.25)

Beweis. Aus der Holderschen Ungleichung erhélt man

HflfQTx (kvlkvg) ||p S HflTkaIHP HfQTxl{;QHoo ffll" alle T &€ Rd. (111326)
Dies ergibt die rechte Ungleichung in . Analog beweist man die linke. O]
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V. Urbildraumoperatoren

Bereits in Unterabschnitt der Einleitung wurde das Urbild eines lokalkonvexen
Raums unter einer Menge linearer Abbildungen definiert. Namlich als Durchschnitt der
einzelnen Urbilder, ausgestattet mit der entsprechenden initialen Topologie. Amalgam-
raumkonstruktionen basieren allerdings auf Urbildern lokalkonvexer Verbande beziiglich
funktionswertiger Halbnormen. Dies motiviert eine, soweit moglich, einheitliche Behand-
lung von Urbildern um méglichst allgemeine Kompositionsregeln und Vergleichskriterien
aufstellen zu konnen.

Dazu werden im ersten Abschnitt zunéchst die Eigenschaften einiger Klassen von
Abbildungen zwischen Vektorrdumen und -verbénden diskutiert, wie zum Beispiel Halb-
normfunktionen. Dann werden Urbildrdume definiert und die Wohldefiniertheit der zwei
oben genannten Spezialfille etabliert. Der zweite Abschnitt behandelt Monotonie-
und Permanenzeigenschaften, sowie die Kompositionsregeln. Diese sind wichtig fiir das
Korrespondenzdiagramm und die Transformationsregeln fiir Gewichtsmengen. Denn die-
se basieren auf Identitdten zwischen Rdumen die durch die Anwendung einer oder meh-

rerer Urbildraumoperatoren verschiedenen Typs entstehen.

IVV.1. Definitionen

Zur Vorbereitung auf Urbildraume werden zunédchst in Unterabschnitt verschiede-
ne Klassen von Abbildungen eingefiihrt und diskutiert, wie zum Beispiel Halbnormfunk-
tionen. Deren Verkniipfungsrelationen werden dann in Unterabschnitt untersucht.
Als Vorarbeit zu Kompositionsregeln und Wohldefiniertheit wird auch die Vertriglichkeit
der Komposition mit linearen Hiillen oder Kegelidealhiillen untersucht. Schliefslich wird
in Unterabschnitt [V.1.d zunéchst eine abstrakte Notation fiir Urbildraume lokalkonve-

xer t.b. Rdume unter einer Menge homogener Abbildungen angegeben. Dann werden
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Urbilder lokalkonvexer t.b. Rdume unter linearen Abbildungen und Urbilder lokalkon-

vexer t.b. Verbiande unter Halbnormfunktionen charakterisiert.

IV.1.a. Halbnormfunktionen

Halbnormen mit Werten in Vektorverbianden anstatt in R gehoren nicht zu dem Stan-
dardrepertoire der Literatur zu geordneten Vektorrdumen |1, |87]. Im folgenden werden
zunéchst Standardnotation zu Abbildungen zwischen Vektorrdumen und -verbéanden zu-
sammengefasst. Dann werden Halbnormfunktionen in Definition eingefiihrt. Pro-
position beschreibt dann Urbilder von soliden Mengen und Idealen unter Halb-
normfunktionen. Die Bewahrung der verschiedenen Abbildungsklassen unter der Kom-
position von Abbildungen wird in Proposition beschrieben.

Seien im gesamten Abschnitt X, Y, Z Vektorrdume und X\, Y}, Z}, Vektorverbinde.

Notiere die folgenden Klassen von Abbildungen zwischen Vektorrdumen:

map(Y, X) :={m: Y — X}, (IV.1.1)
hmg(Y, X) :={m € map(Y, X) : VA€ R,y €Y :m(\y) = Im(y)}, (IV.1.2)
lin(Y, X) := {l € map(Y, X) : [ linear} . (IV.1.3)

Die positiven linearen Abbildungen Y}, — X, werden notiert als
ling (Y., X||) = {l € lin(Y)., X)) - 1(Y)4) C X|.|,+} . (IV.1.4)
Die Verbandshomomorphismen Y}, — X|,| werden notiert als
ling (Y., X)) = {l € lin(Y}, X)) : Yy € Y : U(Jy]) = |l(y)] } - (IV.1.5)

In der Literatur [87, S.19] bzw. |1, S. 15] heissen die Elemente von lin (Y], X\.|) “positi-
ve, linear mappings” bzw. “positive operators”. Die Elemente von lin|.|(Y].|, X||) heissen

auch “Riesz homomorphisms” |1}, S. 15].

Bemerkung IV.1.1. Eine lineare Abbildung Y| — X| ist genau dann positiv, wenn
sie monoton ist. Denn fiir y1,y2 € Y] ist y1 < y2 dquivalent zu 0 < yo2 — y1.
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Bemerkung IV.1.2. Jedes m € lin, (Y],, X|,) erfiillt die Dreiecksungleichung
|-lom <mo || (IV.1.6)

wegen m(y) < m(ly]) und —m(y) = m(—y) < m(ly|) fir alley € Y.

Definition IV.1.3. Eine Abbildung p: Y — X|| heisst Halbnormfunktion falls

p(y1 +y2) < p(y1) + p(y2) fir alle y1,y2 €Y, (IV.1.7a)
play) = |alp(y) firalley €Y, o € R. (IV.1.7b)

Eine Verbandshalbnormfunktion ist eine Halbnormfunktion g: Y}, — X|| sodass

vl <yl = a(n) < aq(y2) fiir alle 41,92 € Y. (IV.L.8)
Die Mengen dieser Abbildungen werden notiert als

snf(Y, X)) = {p: Y — X, Halbnormfunktion} ) (IV.1.9a)
lsnf(Y]., X)) = {p: ¥} = X, Verbandshalbnormfunktion} . (IV.1.9b)
Bemerkung IV.1.4. Leicht sind die folgenden Aussagen zu verifizieren:
1. Jede Halbnormfunktion p: Y — X\ erfiillt p(y) > 0 fiir alle y € Y.
2. Verbandshalbnormfunktionen ¢: Y}, — X| erfiillen q(y) = q(|y|) fir y € Y.
3. Der Absolutwert |-| auf X | ist eine idempotente Verbandshalbnormfunktion.
4. Unmittelbar nach Definition gelten die Relationen

lin(Y, X)) Usnf(Y, X|,|) € hmg(Y, X|,), (IV.1.10a)
lin(Y, X|.|) N snf(Y, X|.|) = {0}. (IV.1.10Db)

Proposition IV.1.5. Halbnormfunktionen haben folgende Urbildeigenschaften:

1. Seip € snf(Y, X||). Urbilder solidkonvexzer Teilmengen unter p sind absolut-

konvex und Urbilder von Idealen unter p sind Untervektorrdume.
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IV. Urbildraumoperatoren

2. Sei q € lsnf(Y)., X|.|). Urbilder solider Teilmengen unter q sind solide und

Urbilder von Idealen unter q sind Ideale.

Beweis. Sei S C X|| solide und konvex. Seien dann y1,y2 € p H(S) und a1, € R
mit o] + |ae| = 1. Dann folgt p(a1yr + aoye) < |ai|p(y1) + |ae|p(y2) € S und
somit p(a1y; + agyz) € S. Also ist p~1(S) absolutkonvex. Ahnlich beweist man die

verbleibenden Aussagen. O

Proposition IV.1.6. Die Komposition von Abbildungen
Z =Y = X, Z—)Y—)XH, Z—)YH—)XH oder Z|.|—>Y|.|%X‘.|

erhdlt Klassen von Abbildungen entsprechend der Verknipfungsinklusionen

linolin C lin, snf olin C snf, Isnf olin|| C Isnf,
ling oling C ling, liny osnf C snf, liny olsnf C lsnf, (IV.1.11)
linH o linH - lin|.|, Isnf o snf C snf, Isnf o lsnf C Isnf .

Bewezts. Die linke Spalte und die oberen beiden Zeilen von (IV.1.11)) sind klar.
Sei also p € lIsnf(Y], X|,), ¢ € snf(Z,Y]|) und r € Isnf(Z|,Y]|). Es ist klar, dass
p o q und p o r absoluthomogen sind. Unter Verwendung der Dreiecksungleichung fiir

P, q und der Monotonie von p auf Y|,| ;. berechnet man

p(q(z1 + 22)) < p(q(21) + q(22)) < p(q(21)) + pla(z2)) (IV.1.12)

fiir alle z1, 22 € Z und folgert p o g € snf(Z, X|). Ahnlich erhilt man die Ungleichung
p(r(z1)) < p(r(z2)) fir alle 21, 20 € Z) mit |21] < |22], also por € Isnf(Z), X). O

Korollar IV.1.7. Es gelten die Inklusionen

ling (Y}.,, X||) o |-| C Isnf (Y]}, X)), (IV.1.13a)

|-| o lin(Y, XH) C snf(Y, X|,|), (IV.1.13b)

|| o lin (Y}, X)) C Isnf(Y]., X)) (IV.1.13c)

Beweis. Dies folgt aus Proposition und Teil [3[ von Bemerkung [IV.1.4] H
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IV.1.b. Komposition und Kegelidealhiillen

Es werden nun Ordnungsstrukturen und Hiillenoperatoren auf Rdumen von Abbildun-
gen eingefiihrt. Fiir Halbnormfunktionen werden Kegelideale als Hiillen verwendet. Réu-
me von positiven linearen Abbildungen oder Verbandshomomorphismen benétigen eine
Hilfskonstruktion um Kegelideale einzufiihren, die in Lemma[V.1.§und Definition[[V.1.9
behandelt wird. Abschlieffend werden in Proposition Vertraglichkeitsrelationen

fiir die Komposition von Abbildung und die verschiedenen Hiillenbildungen aufgestellt.

Die Vektorraumoperationen von X werden punktweise auf lin(Y, X) erklart, womit
dies ein Vektorraum wird. Somit ist auf lin(Y, X) ein linearer Aufspann (-) erklirt. Die

kanonische Ordnungsrelation < auf dem Vektorraum lin(Y),, X|,|) ist erklirt durch
my < mg & Vy € V) 4+ mi(y) < ma(y) (IV.1.14)

und macht diesen zu einem geordneten Vektorraum. Der Kegel der nichtnegativen Ele-
mente von lin(Y].,, X ) ist gegeben durch lin (Y}, X|,|) [87, S. 20].

Der Raum map(Y, X|.|) wird zu einem Vektorverband indem die Vektorraumoperation
von X || punktweise auf lin(Y, X\ ) erklért werden. Auf dem nichtnegativen, konvexen
Teilkegel snf(Y, X||) wird die von map(Y, X||) induzierte Ordnung erklirt. Aufgrund
der Relation entstehen dadurch keine Notationskonflikte zu der Ordnungsrela-
tion auf lin(Y)., X||). Auf dem konvexen, nichtnegativen Teilkegel snf(Y, X|,)
bzw. lsnf(Y].|, X|.|) von map(Y, X)) bzw. map(Y/.|, X|,|) ist der Kegelidealoperator (-)cr
beziiglich der von X\ | induzierten punktweisen Ordnung auf map(Y, X||) erklért.

Die Rdume lin (Y], X}|) und lin; (Y}, X},) sind im allgemeinen keine Vektorver-
bénde beziiglich der Ordnungsrelation . Somit kann die allgemeine Definition
von Kegelidealen aus Unterabschnitt nicht auf diese Rdume angewendet wer-
den. Das folgende Lemma erlaubt dennoch einen Kegelidealoperator in der unteren
Definition einzufithren, der vertraglich mit der Ordnungsrelation (IV.1.14]) auf
ling (Y}, X)) ist.

Lemma IV.1.8. Seien [,m € lin, (Y}, X|,). Dann gilt die Aquivalenz

[ <m nling (Y., X)) & o | <mol| in snf(Y),, X)) (IV.1.15)
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IV. Urbildraumoperatoren
Seien I, m € lin. (Y}, X},). Dann gilt die Aquivalenz

[<m inling (Y, X)) & |[[ol<||om insnf(Y]),X}). (IV.1.16)
Beweis. Gleichung folgt unmittelbar aus der Definition der Ordnung (TV.1.14).
Gleichung folgt aus m o |-| = |-| o m fiir m € lin. (Y}, X)) O

Definition IV.1.9. Der Kegelidealoperator (-)c1 auf liny (Y}, X|.|) wird definiert als
(M)cr = {l € liny (Y., Xp) : Lo -] € (Mo ||>CI} (IV.1.17)
fiir alle M C liny (Y., X.|). Analog wird (-)cr auf lin|.|(Y]., X|.|) definiert.

Proposition IV.1.10. Seien M und N Mengen von Abbildungen deren Kompo-
sition M o N sich zu einer der Verkniipfungsinklusionen aus Gleichung (IV.1.11))
zuordnen ldasst. Dann ist die Komposition mit Hillenbildungen vertrdaglich in dem

Sinne dass
((M)po (N)g)p = (Mo N)y. (IV.1.18)

Hier ist (A,B) im Fall “linolin” das Tupel (1in, lin), 9m Fall “snf olin” das Tupel
(CI,1lin) und in den anderen sieben Fallen das Tupel “(CI, CI)”.E]

Beweis. Aufgrund der Eigenschaften von Hiillenoperatoren aus Unterabschnitt
geniigt es zu zeigen, dass (M), o (N)g € (M o N),. Der Fall “lin olin” folgt aus dem
Distributivgesetz. Den Fall “snf olin” erhélt man aus der Dreiecksungleichung. Fiir den
Fall “Isnf o snf” nutzt man zusétzlich, dass Verbandshalbnormfunktion monoton auf dem
Kegel der nichtnegativen Elemente sind. Alle anderen Fille konnen analog behandelt

werden. O

IV.1.c. Definition von Urbildraumoperatoren

Ausgehend von der abstrakten Definition werden Urbilder von lokalkonvexen t.b.

Unterrdumen oder Idealen beziiglich Mengen von linearen Funktionen, Halbnormfunk-

1Hier ist <'>lin = <>
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1V.1. Definitionen

tionen oder Verbandshalbnormfunktionen eingefiihrt. Wohldefiniertheitsgarantien und
praktischere Beschreibungen fiir diese Urbilder werden in Proposition [[V.1.14] gegeben.
Die folgende abstrakte Definition eines Urbildraums beziiglich einer Menge positivho-

mogener Abbildungen, sieche Gleichung ([V.1.2)), ist inspiriert durch die Voraussetzungen
die fur Proposition 1 in 33} S. 105f] angegeben werden:

Definition IV.1.11. Seien X, Y Vektorrdume, M C hmg(Y, X) und (F, Tr, Br) ein
lokalkonvexer t.b. Unterraum von X. Notiere den Nullumgebungsfilter von Tg als Up
und die endlichen Teilmengen von M als §(M ). Setze dann

G:={yeY:VYmeM:m(y) € F}, (IV.1.19a)
Us = {V CG:FmeFMLUcUp: ({m(U):mem} C v} . (IV.1.19D)
Be:={BCG:YmeM:m(B) € Br}. (IV.1.19¢)

Der Urbildraum M(F, Tr,Br) von (F,Tp, Br) unter M existiert falls jede der fol-

genden vier Bedingungen erfiillt ist:
1. Die Menge G ist ein linearer Unterraum von Y .

2. Das Mengensystem U ist der Nullumgebungsfilter einer lokalkonvexen Topologie
T auf G.

3. Die Abbildung m|. : (G, Ta) — (F, Tr) ist gleichméRig stetig fiir alle m € M.
4. Das Mengensystem B ist eine konvexe Vektorbornologie auf (G, Tq).

In diesem Fall wird M(F , Tr, Br) definiert als

M (F, Ti, Br) == (M F, M T, M Br) = (G, Ta, Ba). (IV.1.20)

Durch Gleichung (IV.1.20) und die vier Bedingungen wird eine Abbildung M mit Defi-
nitionsbereich D C ;.¢pSub(X) und Wertebereich ;¢ Sub(Y') definiert. Diese wird der

zu M assoziierte Urbildoperator genannt.

Durch Weglassen von Topologie und/oder Bornologie erkliart Gleichung (IV.1.20]) auch

Urbildraume von lokalkonvexen Raumen, bornologischen Vektorrdumen und Vektorrau-
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IV. Urbildraumoperatoren

men. Urbildraumoperatoren vertragen sich also mit dem Diagramm ([I1.2.9) von Ver-

gissfunktoren.

Bemerkung I'V.1.12. Die Definitionen aus Gleichung (IV.1.19) lassen sich wie folgt

umformulieren: Die Menge GG ist der Durchschnitt von Urbildern
G=(){m " (F):meM}. (IV.1.21a)
Das Mengensystem U ist der Filter auf G der erzeugt wird von der FilterbasisEI
{ﬂ {m™U):me M} :Uelp, Me S(M)} . (IV.1.21D)
Das Mengensystem B ist das hereditare Mengensystem auf G' das erzeugt wird VOI]EI
{ﬂ {m Y (Bp):m e M} : (By) € (BF)M} . (IV.1.21¢)

Hier notiert (Br)™ die Menge aller Abbildungen M > m + B,, € Br.

Die Annahme homogener Abbildungen m stellt sicher, dass die topologische Be-
schranktheit von Mengen, siche Gleichung ([I1.2.4a}), mit Urbildern vertraglich ist:

Proposition IV.1.13. Ubernehme die Notationen aus Definition [[V.1.11 und
seien die Bedingungen [1] und [9 erfillt. Unter der Voraussetzung Br = B(F,Tr)
gilt auch Bg = B(G,Tq). Insbesondere gilt stets B C B(G,Tq).

Beweis. Angenommen, es gilt B = B(F,Tr). Die Vektorbornologie B(F, Tr) wird
von Mengen der Form V' = ({AyU : U € Ur} erzeugt mit einer Abbildung der Art
Ur 5 U — Ay € R,. Da die Abbildungen m € M positiv-homogen sind, erhélt man
m~ (V) = N{Agm YU) : U € Ur}. Da endliche Durchschnitte der Mengen m~(U)
eine Filterbasis fiir Ug definieren, folgt B = B(G, Tg). Aus Monotoniegriinden folgt

daraus die zweite Aussage der Proposition. O]

Proposition IV.1.14. Es gelten die folgenden Wohldefiniertheitsgarantien und
Charakterisierungen fir den Urbildraum (G, Tg, Bg) = M(F, Tr, Br):

Eine Filterbasis B C B(M) ist nichtleer, abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten und
enthélt nicht die leere Menge. Der erzeugte Filter ist {A C M :3B € B: A D B}.

3Das von einem Mengensystem M C (M) erzeugte hereditire Mengensystem auf M ist gege-
ben durch {AC M :3Be M : AC B}.
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1. Seien X, Y Vektorraume, M C lin(Y, X) und (F,Tp,Br) ein lokalkonvexer
t.b. Unterraum von X. Dann existiert (G, Tq, Bg) und die Topologie T wird

erzeugt von den Halbnormen

pom|s: G =Ry, y—=pm(y) mitmeM,peccenTp. (IV.1.22)

2. Sei X|| Vektorverband, Y ein Vektorraum, M C snf(Y, X)) und (F,Tr, Br)
ein lokalkonveres t.b. Ideal von X|,. Dann existiert (G, Ta, Bg) und die To-

pologie Te wird erzeugt von den Halbnormen

pom|,: G—=Ry, y—=pim(y) mitmeM,pecsnTp. (IV.1.23)

3. Seien X, Y] Vektorverbinde und M C lsnf(Y], X||) Ulin. (Y]}, X},). Dann
gllt (G,%, BG) € ]_cthd(Y].‘), falls (F, 7}?, BF) € 1cthd(X|.|>.

Beweis. Zeige jeweils die vier Bedingungen aus Definition

Bedingung (1, Nach Unterabschnitt sind Untervektorrdume und Ideale stabil un-
ter Durchschnitten. Urbilder von Untervektorraumen unter linearen Abbildungen sind
Untervektorrdume. Dies liefert die Bedingung [I] fiir Teil [I} Fiir Teil [2] und [3] verwendet

man Proposition [[V.1.5

Bedingung |3 Endliche Durchschnitte von e-Kugeln der Halbnormen aus Gleichung
oder bilden eine Filterbasis fiir Ug, vergleiche Bemerkung .
Wegen der Kompositionsinklusionen snf olin C snf und Isnf o snf C snf aus Propositi-
on sind die Topologien aus Teil [T] und 2] dieser Proposition wohldefiniert. Wegen
Proposition und wegen der beiden Kompositionsinklusionen Isnf o lsnf C Isnf und
Isnf olin,| C Isnf aus Proposition ist (G, 7T¢) in Teil [3|ein lokalkonvexer Verband.
Bedingung @ Die Abbildungen m|, sind nach Konstruktion von U stetig am Ursprung.
Die gleichméafige Stetigkeit folgt in Teil [I] aus der Linearitit und in Teil 2] aus der
Dreiecksungleichung.

Bedingung |4 Teil |1 ist klar. Fiir Teil 2| bzw. Teil |3| beweist man unter Verwendung von
Proposition [[V.1.5] dass Bg eine konvexe bzw. eine solide, konvexe Vektorbornologie
ist. [

Bemerkung I'V.1.15. In Teil [I] von Proposition[[V.1.14]entspricht 7¢ der projektiven
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Topologie von T und B¢ der initialen Bornologie von Br beziiglich der Menge linearer
Abbildungen {m| : m € M}, siehe [54, S.149] und [48, Def. 1, S. 31].

Bemerkung IV.1.16. Seien X| |, Y|| Vektorverbidnde, Y ein Vektorraum und sei
(F,Tr, Br) € 1ct51d(X)|). Aus Teil 3| von Proposition [TV.1.14| und Bemerkung [[V.1.2

folgt die Inklusion
M(F,'Em,BF) D Mol|(F,Tp,Br) fiiralle M Cling (Y}, X}). (IV.1.24a)
<—

Aus Teil |2l von Bemerkung [IV.1.4/ und Gleichung (IV.1.13bf) von Korollar [[V.1.7] folgt

M (F,Tp,Br) = |'|o M (F,Tp,Bp) fir alle M Clin(Y, X).  (IV.1.24b)

IVV.2. Eigenschaften

Der Nutzen von Urbildoperatoren ergibt sich aus funktionellen Eigenschaften und Ver-
erbungsgesetzen. Dazu zéhlen Monotonieeigenschaften und die Bewahrung von Kernen
lokalkonvexer t.b. Rdume, die im ersten Unterabschnitt besprochen werden. Die
Kompositionsregeln fiir Urbildoperatoren spielen eine zentrale Rolle in dieser Doktorar-
beit und werden in Unterabschnitt besprochen. Der letzte Unterabschnitt
untersucht die Bewahrung der topologischen Vollstandigkeit und der Gestalt relativ kom-

pakter Teilmengen.

IV.2.a. Monotonie und Limiten

Unmittelbar aus der Konstruktion von Urbildraumen folgen gewisse Monotoniegesetze,
die in allgemeiner Form in Proposition[[V.2.TJund in spezieller Form in Proposition[[V.2.2]
angegeben werden. Zusétzlich lassen sich Invarianzeigenschaften von lokalkonvexen t.b.

Réumen mit Urbildoperatoren ausdriicken, wie in Proposition beschrieben.

Urbilder erfiillen die folgende Monotonie- und Grenzwertregel:

Proposition IV.2.1. Seien XY Vektorraume. Fir i = 1,2 sei M; C hmg(Y, X)
und (F;, Tri, Bri) ein lokalkonvezer t.b. Unterraum von X . Bestehen die Inklusion
My O My und die t.b. Inklusion (Fy,Tp1,Br1) C (F2, Tr2, Br2), so besteht auch
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die t.b. Inklusion

- 2.
M (F1,Tra, Bra) © Ma (£, Tre, Bra), (IV.2.1)

falls beide Urbilder existieren. Dartberhinaus gilt die Grenzwertregel

A M(ETr.Br): M € MU(E.Tr Br) € 7 ) = Um (A7), vz

fiir M C P(hmg(Y, X)) und F C 1cepSub(X) falls jedes Urbild M (F, Tr, Br)

existiert. Hier notiert )\ den Kern lokalkonvezer t.b. Raume im Sinne von Defi-

nition U[LL2.6.

Bewezts. Dies folgt direkt aus den Gleichungen (IV.1.19)) und aus den expliziten Formeln
fiir Kerne lokalkonvexer t.b. Rdume aus den Gleichungen (I11.2.13)). O

Beim Vergleich von Urbildern wie in Proposition geniigt es Mengen von Abbil-
dungen mit groberen Ordnungsrelationen zu vergleichen als mit der Inklusionsrelation.
Sei X ein Vektorraum. Mit der Notation ([11.1.13¢]) fiir lineare Hiillen schreibt man

A jlin B =4 <A> g <B> fiir alle A) B g X, (IVQ?)&)
A=11 B & (A) = (B) fir alle A, B C X. (IV.2.3b)

Sei X|| ein Vektorverband, C' ein konvexer Teilkegel von X, 4 und (—)cr die Kegel-
idealhiille in C, wie in Gleichung (III.1.14d]). Man nutzt die Notationen

A= B = (A)er C (B)er fiir alle A, B C C, (IV.2.4a)
A =cI B = <A>CI = <B>CI flir alle A, B g C. (IV24b)

Dadurch werden Quasiordnungen =1;, und =<¢r mit assoziierten Aquivalenzrelationen

=1in und Xz definiert. Der Kegel C' ist im folgenden stets snf(Y, X)) oder Isnf(Y|, X|,).

Proposition I'V.2.2. Seien X, Y Vektorriume und X|.|,Y], Vektorverbinde. Dann

definiert die Zuordnung
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eine bindre monotone Operation fir die Abbildungsbereiche

(PUin(Y, X)), =1i) X 1ctpSub(X) —  1ewSub(Y),  (IV.2.6a)
(P(snf (Y, X)), =er) X 1cepTd(X]) —  1ewSub(Y),  (IV.2.6h)
(B(snf (Y], X)), =c1) X 1cepId(X]) — 1cepId(Y])). (IV.2.6¢)
(Blling (Y, X)), =cr) X 1epId(X))  —  1eepId(Y}).  (IV.2.6d)

Auf den Kartesischen Produkten ist hier jeweils die Produktordnung erkldrt.

Bewets. Aus Proposition [IV.1.14] und Proposition [IV.2.1] folgt bereits die Aussage fiir
die Ordnungsrelation “O” anstatt “>1i,” bzw. “>¢1”. Ist NV eine Menge von Halbnormen

oder Verbandshalbnormen, so hiangt die von /N erzeugte Topologie nur von dem erzeug-

ten Kegelideal (IV)cr ab. Wegen Proposition [IV.1.10| verindern somit lineare Hiillen
bzw. Kegelidealhiillen von M den Urbildraum nicht. Nach Definition der Ordnungs-

relationen “>13i,” bzw. “>¢1” in Gleichungen ([V.2.3) bzw. ([V.2.4]) folgt daraus die
Proposition. ]

Korollar IV.2.3. Der Situation (IV.2.6) entsprechend hdngt M(F,%,BF) nur

von der linearen Hiille von M bzw. dem von M erzeugten Kegelideal ab.

Korollar IV.2.4. Der Situation (IV.2.6) entsprechend bildet jeder Urbildoperator
M: (F,Tr, Bp) — M(F,E,BF) Hiillensysteme auf Hiillensysteme ab.

Beweis. Wegen Gleichung (IV.2.2)) und da Wertebereich und Bildbereich von M extre-

mumsvollstiandig sind, folgt dies aus allgemeinen ordnungstheoretischen Griinden. [

Die Monotonieeigenschaften von Urbildoperatoren erlauben es Invarianzeigenschaften

von lokalkonvexen t.b. Rdumen durch t.b. Inklusionen auszudriicken:

Proposition IV.2.5. Sei X ein Vektorraum. Seien weiter M C hmg(X) und
(F,Tr, Br) € 1ctp5ub(X) so, dass M(F,’E,BF) existiert. Die t.b. Inklusion

M(F,Tr,Br) 2 (F,Tr, Br) (IV.2.7)

ist genau dann erfillt, wenn {m|p : m € M} aus Selbstabbildungen von (F, Tr, Br)
besteht die stetig im Ursprung und bornologiebewahrend sind. In diesem Fall ist

jedes m| mit m € M auch gleichmdfig stetig.
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Beweis. Nach Voraussetzung gelten m(F) C F, m~Y(Ur) C Ur und m(Br) C By fiir
alle m € M. Hier ist Up der Nullumgebungsfilter von Tx. Somit folgt die Proposition
direkt aus den Gleichungen (IV.1.19) und der Bedingung . n

IV.2.b. Kompositionsregeln und kommutative Diagramme

Identitétsnachweise fiir verschiedene Urbildraumkonstruktionen lassen sich durch Ver-
wendung von Kompositionsregeln fiir Urbildraumoperatoren vereinfachen. Dazu wird
die Bewahrung der Identitischen Abbildung in Proposition und die allgemeine
Kompositionsregel in Proposition aufgestellt. Vereinfachte Kompositionsregeln
fir die Anwendungen in den Kapiteln [V]und [VI werden in Lemma bereitgestellt.
Zur iibersichtlicheren Darstellung komplexere Zusammenhéange wird in Definition
eine Diagrammnotation eingefiihrt. Unter Verwendung der genannten Regeln wird Lem-
ma bewiesen. Dieses erleichtert den Nachweis von Isomorphismen zwischen ver-

schieden Urbildraumkonstruktionen.

Proposition IV.2.6. Seir X ein Vektorraum. Der Urbildoperator der Identischen
Abbildung von X ist die Identische Abbildung von 1c4,Sub(X), das heisst

Idx = 1d, ,su(x) - (IV.2.8)
Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition [[V.1.11 O

Proposition IV.2.7. Seien X, Y und Z Vektorrdume mit Mengen von Abbildun-
gen M C hmg(Y, X) und N C himg(Z,Y). Sei weiter (F,Tr,Br) € 1ctpSub(X).

Dann gilt die Kompositionsregel

Al (MW’TF’BF)) = Mo N (F,Tr,Br) (IV.2.9)

immer dann, wenn die linke Seite dieser Gleichung ezistiert. (In diesem Fall

existiert auch die rechte Seite.)

Bewers. Dies ergibt sich direkt durch Einsetzen der Definitionen auf der linken Seite. [

Lemma IV.2.8. Seien X,Y,Z Vektorraume und X, Y| Vektorverbinde.

Sei eine der beiden folgenden Voraussetzungen erfiillt:
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1. Sei (F,Tp,Br) € 1ctpSub(X) und seten Abbildungen
M Clin(Y, X), N Clin(Z,Y), K Clin(Z, X) (IV.2.10)
gegeben mit der Eigenschaften, dass

MoN =y, K. (IV.2.11)

2. Sei (F,Tp,Br) € 100 1d(X||), gelte eine der dreu folgenden Gleichungen

M C snf(Y, X)), N Clin(Z4,Y), K Csof(Z, X)), (IV.2.12a)
M C lsnf(Y).), X)), N Csnf(Z,Y))), K Csnf(Z, X)), (IV.2.12b)
M Cling (Y}, X)), N Csnf(Z,Y))), K Csf(Z,X))), (IV.2.12c)

und gelte

Dann gilt die Kompositionsregel

N (M(FTe.Br)) = K (F.Tr. Br). (V2.1

Beweis. Die Kompositionsinklusionen aus Proposition [IV.1.6| und Proposition (IV.1.14
liefern die Existenz der linken Seite. Wegen Korollar [V.2.3] und der Voraussetzungen
kann M o N in Gleichung (IV.2.9) durch K ersetzt werden. O

Definition IV.2.9. Um die Voraussetzungen fiir die Kompositionsregel aus Lem-

ma [[V.2.8 auszudriicken verwendet man die Diagramme:

X M X XM
KT [; Y KT [@ Y KT [3‘? Y, (IV.2.15)
z N 7z~ N 77N

1. Das Diagramm [1] kommutiert nach linearen Hillen wenn (IV.2.11)) gilt.
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2. Das Diagramm [2] bzw. [3] kommautiert nach Kegelidealhiillen wenn Gleichung

(IV.2.13) gilt, mit der entsprechenden Voraussetzung ([V.2.12a]) bzw. (IV.2.12h)
oder ([V.2.12c)).

Analog werden komplexere Diagramme verwendet um mehrere Gleichungen der Form
Myo---oM, < Njyo---0N,, (IV.2.16)

mit n, m € N auszudriicken.

Lemma IV.2.10. Sei I ein linearer Isomorphismus Y — X mit inversem Iso-
morphismus J := I~': X = Y. Dann definieren die Urbildoperatoren von I und

J zueinander inverse Ordnungsisomorphismen

AI ]_ctbSllb(X) — 1ctbSUb<Y), (IV217a)
é: 1CtbS'llb<Y) — 1CtbS'lJ.b(X). (IVQ]_?b)

Set (F, T, Br) € 1cto9ub(X). Dann induzieren entsprechende Einschrinkungen

von I und J die t.b. Isomorphismen

]|J(F)5 &(Fﬂ}aBF) — (I, Tr, Br), (IV.2.18a)
Jp: (F,Tp, Bp) — é(F,ﬂ:,BF). (IV.2.18Db)

Bewets. Nach Teil [1| von Proposition sind die Urbildoperatoren von I und J
wohldefiniert mit Werte- und Bildbereichen wie in den Gleichungen . Wegen
Proposition sind diese Abbildungen ordnungsbewahrend. Nach Voraussetzung
gelten Idy = Jol und Idy = [oJ. Wegen der Kompositionsregel aus Lemma[[V.2.8und
Proposition erfiillen die Urbildoperatoren von I und .J entsprechende Relationen

und sind somit zueinander inverse Abbildungen.

Die Abbildungen /| J(p) und J | > aus den Gleichungen ([V.2.18)) sind nach Konstruk-
tion lineare t.b. Morphismen, vergleiche Bemerkung [[V.1.15 Wegen Idp = | J(F) © J| g
und Id ;) = J|p 0 I| ;) sind diese Abbildungen auch t.b. Isomorphismen. O
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IV.2.c. Vollstandigkeit und relativ kompakte Teilmengen

Aus Proposition ist bereits bekannt, dass bei der Bildung des Urbildraums die
Gestalt der topologisch beschriankten Mengen bewahrt wird. Unter gewissen Zusatzvor-
raussetzungen konnen dhnliche Aussagen fiir die relativ (schwach) kompakten Teilmen-

gen gewonnen werden, wie in den unteren Propositionen [V.2.12  und [[V.2.13] dargestellt

wird. Da die Vollstandigkeit in den Voraussetzungen wichtig ist, wird zunéchst die Frage
nach der Vererbung der Vollsténdigkeit unter Urbildern in Proposition positiv
beantwortet.

Die Propositionen in diesem Abschnitt sind anwendungsfreundlichere Varianten von
Proposition 1 aus [33, S.106]. Der Beweis von Proposition 1 aus [33] wurde als Vorlage
verwendet und entsprechend angepasst.

Sei (X, Tx) ein lokalkonvexer Raum und (F,7Tr) C (X, 7Tx) ein lokalkonvexer Un-
terraum. Sei M C hmg(Y, X) und nehme an, dass die Urbilder (G, 7Tg) = M(F, Tr)
und (Y, Ty) := ﬂ(X , Tx) existieren. Fiir jedes m € M entsteht das Diagramm

m: (Y, Ty) —— (X, Tx)

mlg : (G, Ta) — (F, Tr)

Nach Bedingung [3| von Definition [IV.1.11] sind die Abbildung m und deren Einschran-
kung m|. gleichméfig stetig. Es wird angenommen, dass die Rédume (X, 7x) und
(Y, Ty) Hausdorffsch sind, womit auch (F,7r) und (G, Tg) Hausdorffsch sind.

Proposition IV.2.11. Ubernehme die Annahmen aus (IV.2.19) und nehme zu-
sdtzlich an, dass (Y, Ty) und (F,Tg) vollstindig sind. Dann ist auch (G, 7Tg) voll-
standig.

Beweis. Sei F ein Cauchy-Filter in (G, T¢). Wegen Ty |, C T¢ ist F auch ein Cauchy-
Filter in dem vollstdndigen Raum (Y, Ty). Also gibt es y € Y mit F — y. Aus der
Stetigkeit von m: (Y, Ty) — (X, Tx) und m(0) = 0 folgt, dass

m(F) = m(y) und m(F —y) =0 in (X, Tx) fir alle m € M. (IV.2.20)

Da m|; : (G,Ta) — (F,Tr) gleichmiBig stetig ist, ist auch m(F) ein Cauchy-Filter
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in dem vollstandigen Raum (F), Tr). Also gibt es x,,, € F so, dass
m(F) = xp,  in (F,Tp) fur alle m € M. (IV.2.21)

Wegen Gleichung und Tx|pz € Tp folgt daraus m(y) = x,, und somit auch
m(y) € F' fir alle m € M. Nach Definition des Urbildraums in Gleichung
ist somit y € G. Aus der gleichméafigen Stetigkeit von m|, folgt weiter, dass m(F —y)
ein Cauchy-Filter ist, und somit konvergent, in (F,7r). Aus Gleichung und
der Relation Ty N F' C Tr folgt

m(F —y) — 0 in (F,Tp) fir alle m € M. (IV.2.22)

Nach Definition des Nullumgebungsfilters Ug aus Gleichung (I[V.1.19b)) ist dies dquiva-
lent zu F — y in (G, 7q). O

Proposition IV.2.12. Ubernehme die Annahmen aus ([V.2.19), sei A C G eine

Teilmenge und treffe zusdtzlich die folgenden Annahmen:

1. Der Raum (Y, Ty) st vollstindig.
2. Esist M Clin(Y, X).

Dann ist die Menge A genau dann relativ (schwach) Tg-kompakt, wenn m(A) fir
alle m € M relativ (schwach) Tgp-kompakt ist.

Beweis. Die Implikation “=" folgt aus der Stetigkeit der Abbildungen m/|, : G — F.

Notiere die Abbildung Pyr: Y — XM 4 — (m(y) : m € M) und die Produk-
triume XM =[] 1, (X, Tx) und FM := T, \,(F, Tp). Nach Annahme induziert
Pyr Homéomorphismen (Y, Tx) — (Py(Y), Txnm) und (G, Tg) — (Py(G), Tem). Die
schwache Topologie o(7Tg) auf (G, 7q) ist die initiale Topologie beziiglich der Abbil-
dungen m|; : G = [[,,cp/(F,0(Tr)) mit m € M. Denn nach Theorem 8.8.5 aus [53,
S.167| ist schwache Topologie von FM die Produkttopologie von (F, o (Tr))M.

Die Menge Py;(Y) ist abgeschlossen in X™ da (Y, Ty) vollstindig ist. Somit ist die
Menge Py(G) = Py (Y) N FM abgeschlossen in FM . Da Py (G) absolutkonvex ist, ist
diese Menge auch schwach abgeschlossen in F'M | siche Bemerkung 23.9 aus |75, S. 18|.

Ist nun umgekehrt m(A) relativ (schwach) kompakt fiir alle m € M, so ist das
Produkt [[,,cas m(A) nach dem Satz von Tikhonov relativ (schwach) kompakt in F M
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Da der Durchschnitt einer relativ kompakten mit einer abgeschlossen Menge wieder
relativ kompakt ist folgt, dass Py(A) = Py (G) N ,,en m(A), und somit auch A,
relativ (schwach) kompakt ist. O

Proposition 1V.2.13. Ubernehme die Annahmen aus (IV.2.19), sei A C G eine

Teilmenge und treffe zusdtzlich die folgenden Annahmen:
1. Die Raume (Y, Ty) und (F,Tr) sind vollstindig.

2. Es ist (X, Tx) ein lokalkonvezer Verband, (F,Tr) ein lokalkonvezes Ideal
von (X, Tx) und M C snf(Y, X). Die solide Hiille jeder relativ kompakten
Teilmenge von (F,Tg) st ebenfalls relativ kompakt.

Dann ist die Menge A genau dann relativ Tg-kompakt, wenn A relativ Ty -kompakt
ist und wenn m(A) fir alle m € M relativ Tp-kompakt ist.

Beweis. Wegen Annahme[I]und Proposition[[V.2.11]ist auch (G, T¢) vollstandig. Somit
konnen in den Raumen (Y, Ty), (F,7r) und (G, Tg) “relativ kompakt” und “prakom-
pakt” wie Synonyme verwendet werden.

Ist A relativ Tg-kompakt, so ist A auch relativ Ty-kompakt. Da m stetig ist folgt,
dass m(A) fiir alle m € M relativ Tp-kompakt ist.

Sei nun umgekehrt A relativ Ty-kompakt und m(A) relativ Tp-kompakt fiir alle
m € M. Wegen der Dreiecksungleichung ist m(A — A) enthalten in der soliden Hiille
von m(A)+m(A). Aus Annahme 2| folgt somit, dass m(A — A) relativ Tp-kompakt ist.

Sei nun F ein Filter in A. Da A priakompakt in (Y, Ty) ist gibt es einen Ty -Cauchy-
Filter F. in A mit F. O F. Um den Beweis abzuschliefen wird nun gezeigt, dass
F. auch ein Tg-Cauchy-Filter ist. Sei H der Filter auf A — A der von der Filterbasis
{B — B : B € F_.} erzeugt wird und sei m € M. Dann gilt

m(H) =0 in (X, Tx), (IV.2.23)

da m gleichméfRig stetig ist. Da m(A — A) relativ kompakt in dem vollsténdigen Raum
(F,Tr) ist, hat m(H) einen Haufungspunkt in F'. Wegen Gleichung (IV.2.23)) und der
Inklusion Tx| 7 € Tr kann dieser Haufungspunkt nur der Ursprung 0 sein. Also folgt

m(H) = 0 in (F,Tp). (IV.2.24)
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Da m € M beliebig gewéhlt war, folgt daraus H — 0 in (G, T¢). Nach Konstruktion
von H folgt daraus, dass F. ein Tg-Cauchy-Filter ist. ]
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V. Strukturtheorie

In diesem Kapitel wird die allgemeine Strukturtheorie von Amalgamriaumen behandelt.
Dies sind lokalkonvexe Funktionenrdume die aus einer lokalen Komponente fiir Glatt-
heitsbedingungen und einer globalen Komponente fiir Wachstumsbedingungen zusam-
mengesetzt werden [29) 32, 31}, 30|, siche auch in Unterabschnitt der Einleitung.
In dieser Doktorarbeit sind Amalgamridume von Interesse deren lokale Komponente ent-
weder der Raum der Distributionen 2’ oder der Raum der glatten Funktionen & ist.
Die globalen Komponenten sind moglichst allgemeine solide Funktionen- oder Folgen-
raume, namlich SRI-Rdume E € SRI und STI-Folgenrdume A\ € sti. Diese werden
in Abschnitt V. 1] definiert und charakterisiert. Als Hilfsmittel werden auch die lokalen
Komponenten LP und J#” eingesetzt. Dabei werden stets Funktionenriume iiber R?
oder Z% mit fester Dimension d € N betrachtet.

Da weite Teile dieser Theorie fiir 2’ und & simultan abgehandelt werden konnen
wird in den Kapiteln [V| und [VI| das Symbol .2~ genutzt, das global durch 2’ oder &
ersetzt werden kann. Von 2~ abgeleitete oder damit gekoppelte Notationen werden in

der folgenden Tabelle zusammengefasst:

loc H
92 & & | (V.0.1)
1 E 9 9 |s

Hier hat 2" stets die Rolle eines Raums von “Testfunktionen”. Der Raum 2, aus Glei-

chung ([II.3.2)) besteht aus den kompakt getragenen Elementen von 2~ und der Raum

/
loc

= (Zs)' hat lokal duale Eigenschaften zu 2. Der Folgenraum g wird als lokale
Komponente verwendet bei der Darstellung von Amalgamraumen als Doppelfolgenréu-

me.

Nach der Charakterisierung der globalen Komponenten £ € SRI und A € sti in
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Abschnitt wird die Strukturtheorie in drei Teilen abgehandelt: Im ersten Teil, Ab-
schnitt werden die Amalgamraume £1(E) und -Z;(\) eingefiihrt und studiert. Als
lokale Komponente .Z werden 2, & LP, p € [1,00] und J#” betrachtet. Es werden die
Korrespondenzen zwischen diesen Amalgamrdaumen und ihren globalen Komponenten
geklart und im Korrespondenzdiagramm dargestellt. Zuséatzlich werden die zu
einem Amalgamraum assoziierten extremalen kontinuierlichen globalen Komponenten
bestimmt. Diese Resultate 16sen Problem [[I.3.1] aus Unterabschnitt [1.3.al

Im zweiten Teil, Abschnitt [V.3] werden zwei Charakterisierungen von 21 (E) bewie-
sen: Zum einen wird 27 (E) als der Urbildraum Z., (E) von E unter den Faltungen
f— fxp, ¢ €Y dargestellt. Dabei ist Y eine Faktorisierungsmenge fiir 2"/, sie-
he Definition , mit 2" wie in Tabelle (V.0.1)). Zum anderen charakterisiert man
Z7(F) als den Konvolutorenraum O (£, E) der Distributionen f € 2’ die stetige
Abbildungen 2" — E, ¢ +— f x ¢ definieren. Diese Resultate 16sen Problem aus
Unterabschnitt [LT.el

Im dritten Teil, Abschnitt[V.4] werden Isomorphismen zwischen den Amalgamraumen
Z+(A\) und Amalgamriumen von Doppelfolgen \{yi} aufgestellt. Hier ist p der Folgen-
raum aus Tabelle (V.0.1]). Weiter wird der Amalgamraum A{y} fiir vollstéindige Rdume
A als vervollsténdigtes Tensorprodukt A & p dargestellt. Dies 16st Problem aus
Unterabschnitt [T.3.d, erweitert also die Valdivia-Vogt-Strukturtafeln.

Die Rédume E, A\, Zr(E), Z:(N), Dy (E), OL(Z”, E) und M ¢} werden in diesem
Kapitel als lokalkonvexe topologisch-bornologische Rdume behandelt. Dadurch werden
zusitzliche strukturelle Zusammenhénge erhalten die in Kapitel [V]] fiir die Charakteri-
sierung relativ kompakter Teilmengen ausgenutzt werden. Aussagen iiber lokalkonvexe
Réume entstehen durch Vergessen der Bornologien, dem Diagramm ({[11.2.9) von Ver-
gissfunktoren entsprechend. Nur auf den vervollstandigten Tensorprodukten A ® [ Wur-

den keine Bornologien spezifiziert.

V.1. Die globalen Komponenten

Réume die sich als globale Komponenten fiir Amalgamréiume eignen werden in den
Definitionen und tiber eine der dquivalenten Eigenschaften aus den Propo-
sitionen [V.1.1| und [V.1.§| eingefiihrt. Dies sind im kontinuierlichen Fall die SRI-Rdume

E € SRI, also die lokalkonvexen t.b. Ideale von #” die invariant unter den Regulari-
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sierungen f — f *x ¢, ¢ € Z sind. Im diskreten Fall sind dies die STI-Folgenrdume
A € sti, also die lokalkonvexen t.b. Ideale von w die invariant unter den Translationen
a— T,a, z € 7% sind. Der Raum .#” der Radon-MaRe und der Raum w der Funktionen
auf Z® werden in Unterabschnitt beschrieben. Notationen fiir Ordnungskategorien
von lokalkonvexen t.b. Idealen werden in Unterabschnitt eingefiihrt.

V.1l.a. Solide, regularisierungsinvariante Raume

Die Klasse SRI der soliden, regularisierungsinvarianten Raume FE, genannt SRI-R&ume,
wird in Definition tiber die dquivalenten Eigenschaften aus Proposition ein-
gefithrt. Man erhélt in Proposition [V.I1.3] dass SRI eine extremumsvollstandige Ord-

nungskategorie konstituiert.

Proposition V.1.1. Sei E cin lokalkonvexes t.b. Ideal des Vektorverbands .

Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:

1. Fiir jedes p € & ist f — f* ein t.b. Endomorphismus von E.
2. Die t.b. Inklusion E C M E st erfillt.

3. Die Faltung x: & x L, — E 1ist hypostetig-beschrinkt.

Hier notiert |-| x . die Menge der Verbandshalbnormfunktionen &' — &,
fe|flxk mit ke A und LY trigt die Bornologie B(LS) der beschrinkten
Teilmengen, die in (11.3.5) charakterisiert wird.

Beweis. Trivialerweise folgt Aussage [1] aus Aussage [3| Nach Proposition ist der
Absolutwert || eine gleichmiRig stetige Selbstabbildung von F. Nach Teil [2{ von Defini-
tion und Definition ist klar, dass |-| bornologiebewahrend ist. Somit folgt
wegen Proposition auch Aussage [2| aus Aussage [3]

Sei K € R und Uk die solide Hiille von 1x. Dann definiert {\ - Ugx : A € R, }
gleichzeitig eine Nullumgebungsbasis und ein Fundamentalsystem fiir die beschrankten

Teilmengen von L. Sei px € Z mit 1x < pg. Dann gilt

\f k| <|f]*|k] <|f|*e¢x fir alle f € Z7, k € Ug. (V.1.1)
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Wegen Proposition kann man aus dieser Ungleichung schlussfolgern, dass Aussa-
ge [2] aus Aussage [1] folgt.

Nehme nun an, dass die Aussage [1] gilt. Zum Beweis der Aussage [3|sei B € Bg und
Ug € Ug mit Ug = T'(Ug). Wegen und Aussage (1| gibt es zu jedem K € K
eine Menge B}E,K € Bg so, dass Bg * Uy C BjE,K- Somit ist *: E X LY — E
bornologiebewahrend. Wegen BJE,K € Br C B(E,Tg) gibt es zu jedem K € K(RY)
ein Ak € Ry so, dass Bg * (AkUg) C Upg. Dann ist U = F(UKeg)\KUK) eine

o0
cs

(V.1.1) und Aussage [l] zu jeden K € R eine weitere Nullumgebung Uy, € Up mit
U * Ux C Ug. Dies beweist die Hypostetigkeit von *: E x LY — E. O

Nullumgebung von L2, die BpxU C Ug erfiillt. Andererseits existiert wegen Gleichung

Definition V.1.2. Ein SRI-Raum F ist ein lokalkonvexes t.b. Ideal des Vektorver-
bands J#” das eine der dquivalenten Aussagen aus Proposition erfiillt. Die durch
t.b. Inklusionen geordnete Menge aller SRI-Raume wird als Kategorie der SRI-Rdume
bezeichnet und notiert durch SRI.

Proposition V.1.3. Die Kategorie der SRI-Rdume ist extremumsvollstindig.
Das Supremum wird realisiert durch die Hiille und das Infimum durch den Kern

von lokalkonvezen t.b. Unterraumen des Vektorraums .

Beweis. Nach Proposition ist die Ordnungskategorie 1ctp1d(#”) aller lokalkon-
vexen t.b. Ideale des Vektorverbands #” extremumsvollstindig. Die Eigenschaft 1] aus
Proposition[V.I.T]impliziert, in Verbindung mit Proposition[[T[.2.10] dass die SRI-Rdume
eine extremumsabgeschlossene Teilmenge von 1¢¢p1d(#”) konstituieren. Diese ist somit
extremumsvollstandig in sich, vergleiche Unterabschnitt [[IT.T.a] O

Bemerkung V.1.4. Lisst man die Bornologie B der Rdume E weg und verlangt
stetige Inklusionen % C E C ¥, so erhilt man die “solid, regularisation invariant
spaces” aus [58] zuriick. Definition [V.1.2) verallgemeinert also Definition 3.8 aus [58, S. §|
und Teil 3| von Proposition ist stiarker wie Proposition 3.10 aus [58, S.§|.

Bemerkung V.1.5. Der Raum L{, kann stets die Rolle von #” iibernehmen. Die

meisten Resultate dieser Arbeit funktionieren auch mit Lllok.
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V.1.b. Solide, translationsinvariante Folgenraume

Die Klasse sti der soliden, translationsinvarianten Folgenraume A, genannt STI-Folgen-
raume, wird in Definition iber die Eigenschaften in Proposition eingefiihrt.
Nach Proposition [V.1.10]ist sti eine extremumsvollstidndige Ordnungskategorie.

Definition V.1.6. Sei p € [1, 00]. Erkldre die Menge
|| *” ¢y :={a—>|a|*" b:b e ¢;} (V.1.2)

von Verbandshalbnormfunktionen w — w.

Behauptung V.1.7. Fiir p,q € [1, 00] gelten die Kegelidealéquivalenzen

|+ py =c1 ||+ b4, (V.1.3)
(1157 6:) (12 62) =er | 6. V.14)

Beweis. Gleichung folgt aus
anb<axPb<qm (Hb||p-1suppb) fir alle a € wy, b € ¢, (V.1.5)
Gleichung folgt aus ¢4 *P ¢+ =<cr ¢+ (vergleiche Lemma [[T1.3.4). O

Proposition V.1.8. Sei A ein lokalkonvexes t.b. Ideal von w und p € [1,00].

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Gittertranslationen T, z € Z¢ sind t.b. Endomorphismen von \.

2. Die Abbildungen a +— axb, b € ¢ sind t.b. Endomorphismen von .
3. Der Raum X erfillt die t.b. Inklusion A C |-| *” ¢4 .

4. Der Raum X\ erfillt die t.b. Inklusion A = || P ¢ A.

5. Die Faltung x: A X ¢ — X ist hypostetig-beschrankt.

Beweis. Fiir p = 1 beweist man die Aquivalenzen “ < B < ’ wie fiir Propositi-

on [V.1.1] Behauptung liefert den Fall p # 1. Da die Faltung mit b € ¢ eine
endliche Summe von Translationen ist, folgt “ = ’. Wegen |-| € |-| #” ¢4 und da A

solide ist, besteht die t.b. Inklusion A D |-| *” ¢+ \. Somit folgt “ & ’. O
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Definition V.1.9. Ein STI-Folgenraum X ist ein lokalkonvexes t.b. Ideal von w das
eine der dquivalenten Eigenschaften aus Proposition erfiillt. Die durch t.b. Inklusio-
nen geordnete Menge aller STI-Folgenraume wird als Kategorie der STI-Folgenrdume

bezeichnet und notiert durch sti.

Proposition V.1.10. Die Kategorie der STI-Folgenraume ist extremumsvoll-
standig. Das Supremum wird realisiert durch die Hiille und das Infimum durch

den Kern von lokalkonvexen t.b. Unterraumen des Vektorraums w.

Bewets. Analog zu Proposition [V.1.10] O

V.2. Das Korrespondenzdiagramm

Basierend auf der Theorie der Urbildraumoperatoren aus Kapitel werden die Amal-
gamriume 2 (E) und Z(\) mit £ € {2, &, '} U{LP : p € [1,00]} in diesem
Abschnitt eingefiihrt. Im Zuge dessen werden die Korrespondenzen zwischen den Réu-
men Z7(E) und £ () und den globalen Komponenten £/ € SRI und A € sti studiert.

Daraus resultiert ein kommutatives Diagramm von Urbildoperatoren (rechts):
Y B ——— Ly(B) = LX)

(V.2.1a)

Wiz (EB) = A

Das linke Diagramm zeigt die Abbildungsmengen M = {y — m;(y) : ¢ € I} und

das rechte Diagramm die assoziierten Urbildraumoperatoren M geméaf der folgenden
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Legende:
M y = m;(y) 1€l Klasse Definition
— | 27 = |f]o deB(Z') sof
| 22 [ (fle)ly 2€B(2Y) snf (V.2.10)
LY e |fl«Pk ke, Isnf
LY = (|f|* k)|, ke X Isnf V215
— Wy ar>ax ey lin V211l

Hier ist | f|«p := supgeq|f* |, die potenzierte Faltung | f|*”k aus Definition [T1.3.1)und
die Reihe a* @ := ) ;4 a(2)T.¢ in & absolutkonvergent. Siehe Unterabschnitt

fiir die Abbildungsklassen “lin”, “snf” und “Isnf”. Die Definition der Urbildraumoperato-

ren M basiert auf Definition [[V.1.11{ und Proposition [[V.1.14

Anstatt L? und L}, kann im Diagramm (V.2.1)) auch %" eingesetzt werden. Die
lokalen Komponenten LP, speziell p € {1, 00}, und #” werden betrachtet um die grofte

oder kleinste globale Komponente eines Amalgamraums 271 (F) zu charakterisieren.

Die Kommutativitdt des rechten Diagramms in entspricht einer Zusammen-
fassung aus Identitéten, die in den Abschnitten und erhalten werden. Diese
basieren auf der Anwendung der Kompositionsregeln fiir Urbildraumoperatoren aus Lem-
mal[[V.2.8| Speziell entspricht die Kommutativitit der zwei Dreiecke linksoben den Iden-
titdten (V.2.30a) und (V.2.30b)) von Theorem (beachte auch Bemerkung[V.2.19).
Als Korollar erhélt man die Bijektionen A <> LE(A) und A <> JZ(A), siehe Gleichung
(V.2.31]). Das Dreieck rechtsoben entspricht der Identitit von Theorem [V.2.22]
Die zwei Dreiecke linksunten entsprechen den Identitéiten von Theorem
und von Theorem mit X = 2. In den drei Dreiecken rechtsunten
tauchen wieder die Identitdten und auf; zusétzlich noch die Identi-
tat (V.2.46) von Theorem Daraus folgt auch die Bijektion A <> Z+(\), siehe

Gleichung (V.2.51) mit X = 2.

Aus dem Diagramm ([V.2.1)) ergeben sich Surjektionen von den SRI-Rdumen F auf die
STI-Folgenrdume A und die Amalgamraume Z7(FE) und Z;(\). Dies impliziert auch

Zp(SRI) = Z.(sti). (V.2.2)

131



V. Strukturtheorie

Die Surjektionen sind nicht injektiv, aber die Urbilder dieser Surjektionen kénnen cha-
rakterisiert werden. Dazu wird zunachst in Theorem bewiesen, dass L ein Kern-
operator und Ji/f ein Hiillenoperator ist, wobei diese iiber die Absorptionsrelationen
Hio LE = A und LY o H = LY verbunden sind. Aus den Korollaren
und erhialt man dann, dass SRI-Rdume F, F' genau dann Z7(E) = Zp(F)
erfiillen, wenn die Inklusionen LE(E) C F C J/(E) erfiillt sind. Somit ist LF(E)
der kleinste und J/(F) der grokte SRI-Raum F', der die Identitit Zp(E) = Zr(F)
erfiillt. Schriinkt man sich auf SRI-Raume F' C L], ein, so {ibernimmt L1 (FE) die Rolle
von L (E).

Theorem V.2.1. Sei X € {Z',&, %"y U{LP : p € [1,00]}. Zu jeder Teilmenge
F C Z gibt es einen kleinsten STI-Folgenraum A mit F' C Z.(\) und einen
kleinsten SRI-Raum E mit F C Zr(E). Dieser erfillt E = L()).

Beweis. Wegen Proposition [V.1.10jund Korollar[[V.2.4] und da A — .Z%(\) eine Bijekti-
on ist, existiert das gesuchte A. Mit Korrespondenzdiagramm (V.2.1)) und Theorem
erhédlt man £ = L2°()\). O

Korollar V.2.2. Die Ordnungskategorie £r(SRI) = Z.(sti) konstituiert ein
Hiillensystem tiber £ .

V.2.a. Assoziierte extremale globale Komponenten

Im Vergleich zu STI-Folgenrdumen bilden SRI-R&ume eine sehr unspezifische Klasse von
Réiumen. Die Amalgamriume L%.(E) mit p € [1, 00] und #7(E), die in Definition
eingefiihrt werden, haben besondere Eigenschaften. Die Operatoren £ und L3 werden

in Theorem als Hiillen- und Kernoperatoren auf der Kategorie der SRI-Réume
SRI charakterisiert, die durch die Absorptionsrelation ([V.2.8)) verbunden sind. Dadurch

entsteht eine natiirliche Einteilung der SRI-Réume in Aquivalenzklassen.

Definition V.2.3. Sei p € [1,00] und E ein SRI-Raum. Der Amalgamraum L7.(E)

mat globaler Komponente E und lokaler Komponente LP wird definiert als

LP(E) = |-|«* A, E (V.2.3)
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mit der Menge |-| P J#; von Verbandshalbnormfunktionen L}, — % gegeben durch
|-| P A ={f— |f|*" k: k€ .} (V.2.4)

Den Amalgamraum JL(E) mit globaler Komponente E und lokaler Komponente
" definiert man analog als Urbild von E unter || x J#, C lsnf(J£”).

Bemerkung V.2.4. Fir 1 < p < ¢ < oo gilt die Kegelidealabschitzung
|-| P A, =er || % Ay (V.2.5)

von Verbandshalbnormfunktionen Li]ok — x.

Behauptung V.2.5. Sei 1 < p < ¢ < 0o. Dann gilt die Kegelidealaquivalenz
(1 %2 H5) o (| ¥ ) =er || 7 (V.2.6)
von Verbandhalbnormfunktionen L, — & (oder auch £/ — € im Fall ¢ = 1).

Beweis. Da die Operationen #P, %? und |-| monoton und subadditiv sind geniigt es zu

zeigen, dass fiir alle w, v, u € J, weitere W, 0,4 € J#, existieren, sodass

£+ w] " v < [ f]+" @ fir alle f € L{ | (V.2.7a)
|f] 7w < ||f] x?w| +P © fiir alle f € L{, . (V.2.7b)

Dazu verwendet man Proposition [I11.3.3| und die Relation J#, =<qr &, % ., siehe
Lemma [I1.3.4 O

Theorem V.2.6. Sei p,q € [1,00]. Jeder SRI-Raum E erfillt die Identitat
LA(L4(E)) = Li(E). (V.2.8)

(Gleichung wird auch Absorptionsrelation genannt.) Dabei kann L% durch
. ersetzt werden.

Die Abbildung E — [ (E) konstituiert einen Hillenoperator und die Abbildung
E — LY (E) einen Kernoperator auf der Kategorie der SRI-Rdume.

133



V. Strukturtheorie

Beweis. Die Monotonie von £ und LY folgt direkt aus Proposition [IV.2.2] Die Idem-
potenz von .#7 und L folgt aus Behauptung Die Absorptionsrelationen
erhélt man ebenfalls aus Behauptung . Die Abbildung L7 ist intensiv aufgrund
von Soliditit und da {g} = g = % fiir alle g € Liy , gilt.

Die obigen Aussagen behalten ihre Giiltigkeit wenn man %] und L3° im Sinne von
Definition auf die Kategorie der lokalkonvexen t.b. Ideale von .#” ausdehnt. Auf
der Kategorie der SRI-Réume ist die Abbildung .7 extensiv aufgrund der Eigenschaft

aus Proposition und Proposition [V.2.5
Es muss noch gezeigt werden, dass [ (E) und LF(E) stets SRI-Rdume sind. Die

Absorptionsrelationen (V.2.§)), die Ungleichung |-| * # < |-| m . und die Idempotenz

von <%/T’ implizieren
A (LT (E)) = A7 (E) 2 LT (E), K (HL(E)) = H7(E)
fiir alle lokalkonvexen t.b. Ideale £ von 2#”. Somit haben die Riume LY (E) und L (F)

die Eigenschaft [2] aus Proposition O

Korollar V.2.7. Die Abbildungen E — J/(E) und E — LY(E) kénnen als
Funktoren betrachtet werden die von der Kategorie der SRI-Rdaume auf sich selbst

abbilden.

Korollar V.2.8. Die Funktoren J/T’ und L3 induzieren zueinander inverse Bi-

jektionen zwischen dem Hiillenbereich von J¢ und dem Kernbereich von L.

Korollar V.2.9. Sei p € [1,00]. SRI-Riume E, F erfillen die Aquivalenzen
LY(E)CFCH(E) & LL(E)=LLF) < J(E)=X.F). (V.29)

Bemerkung V.2.10. Schrinkt man sich auf SRI-Ridume ein, die in L{, enthalten
sind, so iibernimmt LlT die Rolle von (/“i/T' in Theorem und seinen Korollaren.

V.2.b. Assoziierte diskrete globale Komponenten

Als Urbilder beztiglich der Faltungsabbildungen w 3 a + a * k mit geeigneten k € LY
konnen STI-Folgenrdume zu SRI-Ré&umen assoziiert werden. Theorem zeigt die
Unabhéngigkeit von k falls 0 # k und (supp k + Z¢ \ {0}) N'supp k& = ). Somit kann
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[—1, 1]d von w

auch der naheliegende Verbandshomomorphismus a — a * 1o mit Q) = %

nach L5 verwendet werden, siche Korollar [V.2.14]

Definition V.2.11. Sei Y C &’ und F ein lokalkonvexer t.b. Unterraum des Vektor-
raums Z'. Definiere das diskrete Faltungsurbild von F' beziiglich Y als

Wiy (F) := 0ga(-) * Y F (V.2.10)
mit der Menge 0z4() * Y linearer Abbildungen w — 2’ gegeben durch

Bpa()xY == () Y)odg(-)={arra*xg:ge Y} (V.2.11)

und der linearen Abbildung 844(-): w — 2’ gegeben durch

Bga(-) = <a = 8za(z)> (V.2.12)

mit der in &’ absolut konvergenten Reihe

a*qg:=0zi(a)*xg= Z a(2)T.g. (V.2.13)
2€74

Bemerkung V.2.12. Sei 0 # k € %fr Dann folgt die Kegelidealdquivalenz
(-] = A5) o (Bga(|]) * k) =c1 dza(|-]) = AL, (V.2.14)

mit der Abkiirzung 8z4(|-|) := 8z4(+) o |-|, direkt aus Lemma [[11.3.4

Theorem V.2.13. Sei 0 # k € K C LY mit (suppk + Z4\ {0}) Nsuppk = 0.
Jeder SRI-Raum E erfillt die Identitdt

Wi (E) = wik (E). (V.2.15)

Beweis. Sei E ein SRI-Raum. Es folgt |87a(-) % k| = 8z4(|-|) * |k| aus der Triigerbedin-
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V. Strukturtheorie
gung an k. Damit liefert Gleichung (IV.1.24b)) von Bemerkung [IV.1.16

Wik} (E) = Bza(") x k E = dga(|-]) * |K] E. (V.2.16)

Es gibt h € J; mit |k| < h. Somit folgt aus dem Monotoniegesetz Proposition [[V.2.2]
Gleichung (V.2.14) und Proposition die Kette von t.b. Inklusionen

Wik} (E) 2 dza(||) * A4 E = Oga(|-]) * k| || = 4 E 2w (E).  (V.2.17)

Mit k = ¢ € Z und ¢ > 0 erhilt man aus Gleichung (V.2.17)), dass

Wiz (E) 2 Sga(]-]) * 1 E = wip) (F) D wig(E). (V.2.18)
<__—
Aus den Gleichungen (V.2.17) und (V.2.18]) folgt nun Gleichung (V.2.15]). O

Korollar V.2.14. Sei () := %[—1, 1. Alle SRI-Riume E erfillen die Identitit

W (B) = o101 (E). (V.2.19)

V.2.c. Assoziierte kontinuierliche globale Komponenten

Die Amalgamriume #](E) und L3°(E) werden in Theorem [V.2.17| dieses Unterab-
schnitts mit ihren assoziierten STI-Folgenraum w,4(E) als globaler Komponente darge-

stellt. Dabei entsteht jeweils eine Bijektion.

Definition V.2.15. Sei p € [1,00] und A ein STI-Folgenraum. Der Amalgamraum
LE(X) mit globaler Komponente X\ und lokaler Komponente LP ist definiert als

LR = (49 A2l (V.2.20)

mit (|-| *” #)|,a den Verbandshalbnormfunktionen LY | — w gegeben durch

([ #” )| ga == O)lga o (|1 #" ) ={f = ([ " K)lza: k€ AL} (V221)
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und mit dem Verbandshomomorphismus (-)|,q : € — w gegeben durch

(Nza = (f = flza). (V.2.22)

Den Amalgamraum . (X\) mit globaler Komponente X\ und lokaler Komponente
" definiert man analog als Urbild von A unter (|| % J#4)|zq C lsnf(J£7, w).

Behauptung V.2.16. Sei p € [1, 00]. Es gelten die Kegelidealdquivalenzen

(Oza (") x HL) o (|| # Ky )|za Xex || #” K, (V.2.23)
(I ¥ #5) o (Bza(]]) * ) Xex Sza(l]) * A, (V.2.24)
(I 7 ) ga 0 (Bga(|-]) * H4) <er || * b (V.2.25)

Bewets. Im folgenden sei () := %[ 1, 1]d.

Gleichung (V.2.23)): Sei ky, ko, ks € .. Setze hy := C' - ko » k3 mit der Konstanten
C = #{z € Z%: supp k3 N (2 + supp k3) # 0}. Gleichung ([I1.3.20) liefert dann

([ f] P ko)|ga x kg < C - (| f| " ko) mks < |f|+P hy fiiralle f € LY. (V.2.26a)
Umgekehrt findet man hgy, hg € . mit
|f| *P ]{31 S (|f| *P h2)|Zd * hg fiir alle f € Llok (V226b)

Um Gleichung (V.2.26D]) zu erfiillen setze hy = k1m1g und wéhle hgy € 4 mit hy > 1.

Dann folgt namlich

(| f] %P k1) (z 4+ x) < ((|f] %" k1) m 19)(2) < (| f] *” ha)(2) (V.2.27)

fiir alle z € Z%, & € Q und somit Gleichung (V.2.26b)). Die Kegelidealdquivalenz (V.2-23)
folgt nun aus den Ungleichungen ([V.2.26a)) und (V.2.26h)).

Gleichung (V.2.24)): Sei ki, ko, ks € #,. Wegen der Ungleichung (V.2.5) gentigt es
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hi,ho, hy € J# zu finden, sodass

(|la| % k1) w ko < |a| % hg fiir alle a € w, (V.2.28a)
la| * k3 < |a| * hy * hy fiir alle a € w. (V.2.28b)

Dies gelingt mit h3 = k1 » ko und k3 < hq * hs.

Gleichung (V.2.25): Sei b € ¢4 und kq, ko € ;. Wegen Behauptung geniigt es
¢ € ¢4 und hy, hy € J; 7zu finden, sodass

la] x b < (|a] * hy * hg)|za fiir alle a € w, (V.2.29a)
((|a| * k1) m k2)|za < |a] *c fiir alle a € w. (V.2.29b)

Aufgrund von (|a|+k;)mke < |a|*(k1mks), infinitirer Additivitit und Gittertranslations-

invarianz ist es hinreichend, die Ungleichungen (V.2.29al) und (V.2.29b)) fiir a = 0 zu er-

fiilllen. Dazu wéhlt man Ay, ho und ¢ so, dass b < (hy * ha)|za und (k1 w k2|0 < c. O

Theorem V.2.17. Seip € [1,00]. Jeder SRI-Raum E erfullt die Identititen

L(E) = LR (w.g(E)), (V.2.30a)
wiz(E) = weg (LA (E)). (V.2.30b)

Jeder STI-Folgenraum A erfiullt die Identitdt
A = wiez(LE(N)). (V.2.31)

Beweis. Wende Lemma [[V.2.8 auf die Kegelidealdquivalenzen aus Behauptung [V.2.16

an. Die Kegelidealaquivalenz (V.2.23) impliziert die Identitat (V.2.30a) und die Ke-
gelidealdquivalenz ((V.2.24)) impliziert die Identitat (V.2.30b)). Die Kegelidealdquivalenz
(V.2.24)) und die Eigenschaft |3| von Proposition liefern die Identitat (V.2.31). O

Korollar V.2.18. Sei p,q € [1,00]. Jeder STI-Folgenraum X\ erfillt die Identitdt
LE(N) = LE(LYN)). (V.2.32)

Bemerkung V.2.19. In Theorem und Korollar [V.2.18 kann die lokale Kom-

138



V.2. Das Korrespondenzdiagramm

ponente L' durch J#” ersetzt werden.

V.2.d. Amalgame glatter Funktionen oder Distributionen

Es wird nun der Amalgamraum Z71(FE) eingefiihrt. Mit Theorem |V.2.22| und Korol-
lar [V.2.23| wird bewiesen, dass Z1(F) nur von der “globalen Struktur” von E abhéngt.

Definition V.2.20. Sei E ein SRI-Raum. Der Amalgamraum Z1(E) mit globaler
Komponente E und lokaler Komponente 2 wird definiert als der Urbildraum

«— =

mit der Menge |-|, 952 von Halbnormfunktionen 2~ — % gegeben durch

|'|*%(gg/) ={f = |flsa:® € B(Z} (V.2.34)
mit der Abkiirzung
| [l := sup[f * ©l. (V.2.35)
ped

Behauptung V.2.21. Fir alle p € [1, o] gilt die Kegelidealdquivalenz
(|7 %) o | lem2ry =et |em(ar)- (V.2.36)

Beweis. Sei @1, P9 € B(Z") und k € ;. Aufgrund der Ungleichung (V.2.5) geniigt
es Uy, Uy € B(Z) und h € H, anzugeben, sodass

||f’*q>2| w k< |f|*\1;1 fir alle f € 2, (V.2.37a)
|flso, < ||f]swy] * R fir alle f € 2. (V.2.37b)

Gleichung (V.2.37a) wird erfiillt von ¥; = {k(z)T,p : ¢ € P9, x € supp k}. Da mit

Q = %[—1, 1]d die Ungleichung 1og * lag > 1a¢ gilt wird Gleichung (V.2.37b)) fiir
Uy = Tog®y und jedes h € Sy mit h > 19g erfiillt. O
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Theorem V.2.22. Seip € [1,00]. Jeder SRI-Raum E erfillt die Identititen

Zr(E) = Zr(Hr(E)) = Zr(Li(E)). (V.2.38)
Beweis. Dies folgt aus Behauptung und Lemma [[V.2.§ O

Korollar V.2.23. Fir SRI-Riume E und F g¢ilt die Aquivalenz
21(E) = Z1(F) & LY¥(E) C F C H/(E). (V.2.39)

Beweis. Dies folgt aus Proposition [IV.2.1] Korollar und Theorem [V.2.22] O

V.2.e. Darstellung mit diskreter globaler Komponente

Im folgenden wird der Amalgamraum 27 () eingefiihrt. Theorem [V.2.26] zeigt, dass
jeder Raum Z7(F) durch den Raum Z7(\) dargestellt werden kann, wenn \ die zu
assoziierte diskrete globale Komponente ist. Weiter erhédlt man mit Theorem eine

Formel mit der die globale Komponente A\ aus 2~ (\) gewonnen werden kann.

Definition V.2.24. Sei A ein STI-Folgenraum. Der Amalgamraum Z-(\) mit lo-
kaler Komponente 2 wund globaler Komponente X ist definiert als

22 1= (|ema)lze A (V.2.40)

mit der Menge (||, g5(41))|z¢ von Halbnormfunktionen 2" — w gegeben durch

(I'l+m2n)|za == ()|za o || m(2
={f = (flsa)lza - ® € B(Z)}. (V.2.41)

Behauptung V.2.25. Fiir alle p € [1, 00| gelten die Kegelidealdquivalenzen

(Oza() * H4) o (||wm(2n)|ze Xt [[wop(27)s (V.2.42)
(|| " )| ga o || «m 2y =er (w274 (V.2.43)

Beweis. Gleichung (V.2.42): Sei k € . und &1, Py € B(Z"). Es geniigt h € H,
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und Uy, ¥y € B(Z”) zu finden, sodass

| flewr < | (| flsws)|za] * R fir alle f € 27, (V.2.44a)
| (| fls@2)| 74| * k& < |flew, fiir alle f € 2. (V.2.44b)

Sei Q) = %[—1, 1]d. Die Ungleichungen (V.2.44)) erfiillt man mit den Wahlen ¥y = T ®1,
h e #: mit h > 1g und Uy = {||k[[1 - Top : ¢ € $2,x € supp k}.

Gleichung (V.2.43)): Man wendet die Einschriankung (-)|,q auf beiden Seiten der Un-
gleichungen (V.2.37)) an und verwendet (V.2.36]). O

Theorem V.2.26. Jeder SRI-Raum E erfullt die Identitdt
Z1(F) = Z:(wsg(F)). (V.2.45)
Sei p € [1,00]. Jeder STI-Folgenraum X\ erfillt die Identitaten

(N = Ze(H (V) = Zr(L2N)), (V.2.46)

Beweis. Unter Verwendung von Lemma [[V.2.8| erhédlt man Gleichung (V.2.45)) aus den
Gleichungen (V.2.42) und (V.2.15). Analog erhélt man Gleichung (V.2.46)) aus Gleichung

V.2.43). O

Behauptung V.2.27. Sei X C 2" N &' mit ¢ € X \ {0} so, dass
(supp ¢ + Z2\ {0}) N supp ¢ = 0. (V.2.47)
Dann gilt die Kegelidealaquivalenz

|[8(271) © (za(+) * X)) =cx Oza(+]) * A (V.2.48)

Beweis. Sei € X und ® € B(Z"). Mit h := sup,eq(|0] * [p]) € | erhilt man

la* 0.0 <la|*xh fiir alle a € w. (V.2.49a)
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Sei nun umgekehrt k& € ;. Man sucht ¥ € B(2"), sodass
la| x k < |a* 0]y fiir alle a € w. (V.2.49b)

Um Gleichung zu erfiillen sei U C R? offen sodass (M + Z4\ {0})N M = ()
mit M = supp ¢ + U und sei 0 # ¢ € 2" mit suppty C U. Dann gibt es € M und
v > 0, sodass |a * (¢ * V)|(z + 2) = |a(2)] - v fiir alle a € w, z € Z%. Somit gibt es
N C R kompakt und o € R, sodass Gleichung fir U ={a-T,¢p:x € N}
erfiillt ist. O

Theorem V.2.28. Sei X wie in Behauptung[V.2.27. Jeder SRI-Raum E erfullt
die Identitdt

wiz(E) = wex (Z1(F)). (V.2.50)
Jeder STI-Folgenraum \ erfullt die Identitdt
A = wix (Z7(N). (V.2.51)

Beweis. Wende Lemma [IV.2.8 auf Gleichung ([V.2.48]) an um die Identitat (V.2.50) zu
erhalten. Die Identitéit (V.2.51)) erhdlt man aus der Gleichungskette

A = wig (A (V) = wex (Z1(H (V) = wix (Z2(N)), (V.2.52)

wo die Identitéat (V.2.31)), dann (V.2.50) mit £ = JZ/(\) und dann (V.2.46)) verwendet

wurde. =

V.3. Faltungsurbilder und Konvolutorenraume

Der Amalgamraum Z7(F) wird in Unterabschnitt als Faltungsurbild 7, (F)
und als Konvolutorenraum O (2", E') dargestellt, siche in Definition [V.3.9[und [V.3.14]
und Theorem [V.3.13| und [V.3.16, Hier ist Y eine Faktorisierungsmenge fiir 2"/, siche
Definition [V.3.6] und Beispiel [V.3.8] Der Beweis dieser Resultate basiert auf Faktorisie-
rungseigenschaften der topologischen Faltungsalgebren (&, ) und (&7, %), die in den
Theoremen und von Unterabschnitt [V.3.al erhalten werden.
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V.3.a. Faktorisierungssatze

Der Beweis der alternativen Darstellungsformeln fiir die Rdume Z7(F) basiert auf ver-
besserten Faktorisierungseigenschaften der topologischen Faltungsalgebren (&, %) und
(2, %) aus [104, [24, 95|. Diese werden in den Theoremen [V.3.2| und |V.3.5| erhalten. Zur
Vereinheitlichung des Vorgehens werden in Definition Faktorisierungsmengen Y
fiir 2" eingefiihrt. Solche Mengen werden in Beispiel angegeben.

Lemme 2.5, kombiniert mit Remarque 2.6, aus |24} S. 309ff] ergibt:

Lemma V.3.1. Set ¢ € Ry und (by) C R, eine Folge. Dann gibt es eine Folge
(ar) C Ry mit ar < by und p, v € Z(R) mit supp ¢, suppy C [—¢, €], sodass

> (DFare®™ =5+ fiir k — oo. (V.3.1)
k=0

Das folgende Theorem prézisiert Theorem 3.2 aus [58, S. 6] und wird genauso aus einer

leichten Modifikation des Beweises von Théoréme 3.1 in [24] S. 311] erhalten.

Theorem V.3.2. Sei K C R? kompakt und U C R? eine Umgebung von 0. Zu
jedem ® € B(Dg) gibt es ein ¥ € B(Dk) und © € §F(Dy) mit

O CI'(Vx*0). (V.3.2)
Beweis. Sei € € Ry mit [—¢, 6]d C U. Die Beschranktheit von ® garantiert, dass
M e := sup HaaagkgoHoo < oo firalle a € Ng, e=1,...,d, ke Ny. (V.3.3)
ped

Hier notiert 0, die partielle Ableitung in der e-ten Koordinate. Aus Lemma erhalt
man (a;) € Ry (Ng) und 8, x € Z(R) mit supp €, supp ¢ C [—¢, ¢], sodass Gleichung

(V.3.1) erfiillt ist und

o0
Z apMa e < 00 fir alle o € Ng, e=1,...,d. (V.3.4)
k=0
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Aus Gleichung (V.3.1)) erhélt man
n n
O+ Y (—1)fapdp = (Z(D’“%cf%) 50" o4y ko, (V.35)
k=0 k=0

wobei hier 0., x. die Bildmake von 6,y unter der kanonischen Injektion R — R? der
e-ten Koordinate sind. Aus Gleichung (V.3.4)) und (V.3.5) folgert man, dass

O x V() =0+ Xex o mit () = Y _(—1)Far02p fiwalle p € 2. (V.3.6)
k=0

Aufgrund von Gleichung (V.3.3) und (V.3.4)) ist ¥(¢) durch eine in Pk konvergente
Reihe definiert. Gleichung (V.3.6) liefert

)

Oo %D+ xex D DD mit & := {¢(p) : p € P} U —. (V.3.7)

Die Gleichungen und implizieren auch, dass ® € B(%k). Jede der
Funktionen 7 ® - -+ ® ng mit 7. € {0, xe}, € = 1,...,d gehért zu Zy. Notiert man
die Menge dieser Funktionen als © und wendet Gleichung sukzessive in jeder
Dimension an, so erhdlt man Gleichung fiir eine Menge ¥ € B(Yk). O

Korollar V.3.3. Sei ® € B(Y). Es gibt V € B(D), sodass ® C I'(V x V).
Korollar V.3.4. Sei ® € §(2). Es gibt ¥ € §(2), sodass ® C I'(V x ).
Theorem V.3.5. Sei K C RY kompakt und L eine Umgebung von K. Dann gibt

es zu jedem B € B(&) einm € Ny und By € B(H#L) so, dass

BC > 0By (V.3.8)

lafr<m

Beweisskizze. Wende Proposition 4.13 in [58, S. 16] auf den metrisierbaren Raum ¢ fiir
“F” an. Dies liefert B C Bo—i-AkBO mit £ € N und BO € ¢’. Um die Inklusion (V.3.8))
mit By € B(H") zu erreichen, wendet man nochmals die “Parametrixmethode” wie im

Beweis der Implikation “(vi) = (v)” von Theorem 3 aus 23], S. 507| an. Um schliefslich die

'Der Beweis von Proposition 4.13 funktioniert genauso wenn man die einzelne Distribution “ f”
durch eine beschriankte Menge B von Distributionen ersetzt.
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Tréagerbedingung an By zu erfiillen multipliziert man Gleichung (V.3.8)) mit einer glatten
Abschneidefunktion und verwendet die Leibniz-Regel fiir partielle Ableitungen. n

Definition V.3.6. Eine Teilmenge Y C 2" heisst Faktorisierungsmenge fir 2,
falls fiir jedes Kompaktum K C R? jede Umgebung L von K und jede Umgebung
U C R? von 0 die folgende Faktorisierungseigenschaft besteht:

Vo € B((27)k)3V € BU(Z'NH)L),0 €FYy): dCT(U+0).  (V.3.9)

Hier wird die Notation Fx = {f € F : supp f C K} aus Gleichung (II1.3.1]) genutzt.

Bemerkung V.3.7. Die Mengensysteme B(.#") und B(Z2”) werden in Gleichung
(TT1.3.5)) charakterisiert. Der Durchschnitt B(.£) NB(2Z”) in Gleichung (V.3.9) ergibt
B(Z) im Fall 2" = 2" und ergibt B(#") im Fall 2" = &.

Beispiel V.3.8. Wichtige Beispiele von Faktorisierungsmengen fiir 2 sind:

1. Im Fall " = & erfiillt die Menge Y = 0% = {5(0‘) . o € N3} Gleichung
aufgrund von Theorem [V.3.5 Mit der “Parametrixmethode” von L. Schwartz kann
man zeigen, dass auch Y = {AF8 : k € Ny} Gleichung erfiillt. Siehe dafiir
zum Beispiel Gleichung (VI1,6;22) in [104, S. 191] oder Gleichung (17) in [23, S. 506].

2. Im Fall 2 = &' garantiert Theorem [V.3.2 dass Y = Py mit U C R offen und
U # () Gleichung (V.3.9) erfiillt.

Nach Teil[l[undist Y = 2" eine Faktorisierungsmenge fiir 2. Aus dieser Feststellung

erhédlt man auch die klassischen Faktorisierungssétze

& = (M) = (0% :a e Nd |k € 2, (V.3.10a)
D={(D+D)={(px:p,0 € D). (V.3.10b)

Gleichung (V.3.10a)) folgt aus Théoréeme XXVT in [104, S.91]. Gleichung (V.3.10b)) ist
dquivalent zu Korollar und wurde bewiesen in Théoréme 3.1 in [24] S.311]. Glei-

chung ([V.3.10b)) ist auch dquivalent zu Theorem 3 in [95, S.554].
Zuvor wurde der Faktorisierungssatz 2 = (2 % ) bewiesen, siche Lémme 1.1 in

[15, S.04]. Leider kann der Beweis dieses Satzes nicht so einfach modifiziert werden um
einen kiirzeren Beweis fiir Gleichung (V.3.9) mit 2" = 2’ und Y = & zu erhalten.
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V.3.b. Charakterisierung von Amalgamraumen

Die im vorherigen Unterabschnitt diskutierte Faktorisierungseigenschaft von
Mengen Y C 2" wird nun verwendet um die Amalgamriaume Z7(FE) als Faltungsurbil-
der 7,y (E) oder Konvolutorenrdume (2", E) darzustellen. Siehe Definition
mit Theorem [V.3.13 und Definition [V.3.14] mit Theorem [V.3.16l Zusammen mit Bei-
spiel vereinheitlichen und verbessern diese Theoreme das Theorem 3.11 aus [58,
S. 8f]. Die untere Behauptung und Bemerkung verallgemeinern entspre-
chend die Propositionen 3.6 und 5.5 aus [58, S.7, 19]|. Denn, nach Beispiel ist die
Menge Y = 2 eine Faktorisierungsmenge fiir 2" (im Sinne von Gleichung (V.3.9)).

Definition V.3.9. Sei Y C &’ und F ein lokalkonvexer t.b. Unterraum des Vektor-
raums 2'. Das distributionelle Faltungsurbild von F beztiglich Y ist definiert als der
Urbildraum

'v(F):= () *Y F (V.3.11)

mit der Menge (-) * Y von linearen Abbildungen 2’ — 2’ gegeben durch
(VxY ={f— fxg:g€Y}. (V.3.12)

Bemerkung V.3.10. Es gilt 7., (E) C & falls 2" = & und Y C 27 = &’ eine
Faktorisierungsmenge fiir 2" ist (im Sinne von Gleichung ) Ahnlich wie fiir
Theorem beweist man, dass 7,y (E) unabhingig von Y ist. Dann nutzt man
Théoréme XIX aus [104, S. 191 und, dass die Menge 0% = {S(O‘) - o € Ng} nach Teil
aus Beispiel eine Faktorisierungsmenge fiir 2" ist.

Behauptung V.3.11. Sei p € [1,00] und Y C 27 sei eine Faktorisierungsmenge
fiir 2. Dann gilt die folgende Kegelidealiquivalenz:

() * Y| +P 2, = (][ # ) o (1) * Y) =ex |-[emi2)- (V.3.13)
Beweis. Sei p € Y und k € J,. Mit ¥ := {T,pk(z) : © € suppk} € B(Z") gilt

If x| nk <|f|sw fir alle f € 2. (V.3.14a)
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Sei umgekehrt ® € B(Z”). Wahle U € B(#) und © € F(Y) mit & C I'(¥ * ©),
siehe (V.3.9), und sei h € J#, mit || < h fiir alle ¢» € U. Dann erhélt man

[flso < sup |(f % 0) x| < |flioxh fur alle f € 2. (V.3.14b)
YeV,0co

Die Kegelidealdquivalenz (V.3.13)) folgt nun aus der Ungleichung (V.2.5) und den Ab-
schétzungen aus ([V.3.14)). n

Bemerkung V.3.12. Offensichtlich gilt die Kegelidealabschatzung

) * Y] ={f—=|f*xpl:p €Y} 2a |'|*%(3p) (V.3.15)
von Halbnormfunktionen 2~ — %.

Theorem V.3.13. Sei Y eine Faktorisierungsmenge fir Z'. Jeder SRI-Raum
E erfillt die Identitdt

21(E) = 9.y (E). (V.3.16)

Bewets. Sei E ein SRI-Raum. Da FE solide ist folgt aus der Abschétzung
und Proposition die Inklusion Z.y.(E) O Zt1(FE). Andererseits erhélt man aus
Lemma und Behauptung die Gleichung 27(F) = Z.,(H/(E)). Da-
bei nutzt man, dass Z.y(E) C 2 nach Bemerkung Theorem liefert

' (HL(E)) 2 Py (E) und somit die umgekehrte Inklusion. O

Definition V.3.14. Sei F' ein lokalkonvexer t.b. Unterraum von Z’.

1. Es notiert A4,(Z", F) bzw. Z(Z", F) den Raum der stetigen, linearen Opera-
toren 2" — F ausgestattet mit der Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf

den beschrinkten Teilmengen B(Z”) von 2" bzw. der punktweisen Konvergenz.

2. Die Bornologie von A,(Z", F) bzw. £(Z", F) besteht aus den Teilmengen L
mit der Eigenschaft, dass fiir alle ® € B(Z”) bzw. ¢ € Z” die Menge L(®) bzw.

L(p) in der Bornologie Br von F' enthalten ist, unter Verwendung der Notation
L(®)=A{l(¢):l € L,p € D}.
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3. Der Raum der Konvolutoren OG(Z', F) von Z" nach F ist der Raum aller
Distributionen f € 2’ mit der Eigenschaft, dass o — f* einen stetigen, linearen
Operator (2, Ta|,) — F definiert, vergleiche Definition 12 aus |7, S. 2246|. Hier
ist T|, die Teilraumtopologie die 2™ auf & induziert.

Bemerkung V.3.15. Fiir jedes f € O((&”, F) ist die Faltung 8" 3 o — fxp € F
die stetige Fortsetzung von (2, Ts|,) nach &”, da & dicht in & liegt und die Faltung
&' x 9" — 9P’ hypostetig ist [52, Prop.4.9.7, S. 388].

Theorem V.3.16. Jeder SRI-Raum E erfullt die Identitdt
2r(F) = OL(Z', F), (V.3.17)

wenn OL(Z”, E) mit der Teilraumtopologie und der Teilraumbornologie des Raums

L X E) oder des Raums Zi( X', F) ausgestattet wird.

Beweis. Die Abbildung 27 — E, ¢ — [ * @ ist fiir jedes f € Z7(F) beschrinkt, da
sup{p(f * ) : o € ®} < p(|flee) fiirallep €Eclsn E, & € B(Z). (V.3.18)

Da 2" ein bornologischer lokalkonvexer Raum ist, ist diese Abbildung nach Propositi-
on 3.7.1(a) aus [52, S.220| auch stetig. Aus Bemerkung |V.3.15| folgt

P1(E) C 642", ) C T.y(B), (V.3.19)

zunichst im Sinne von Mengen. Fiir alle ¢ € ® € B(Z”) und F C 2 gilt
|F x| CIF x| €| J{sol(| flsa) : f € F} (V.3.20)
mit sol(-) der soliden Hiille in F (siehe Gleichung in Unterabschnitt [[IL.1.1).
Aus den Inklusionen (V.3.20)) und der Solididat der Topologie Tr und der Bornologie

Bg von E folgt, dass (V.3.19) auch im Sinne von t.b. Inklusionen gilt. Theorem [V.3.13
erzwingt schlieflich Gleichheit in Gleichung (V.3.19)). O
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V.4. Isomorphien zu Vektorfolgenraumen

Die Amalgamriume Z%(\) mit & € {2/, &, %'} U{LP : p € [1,00]} werden in
diesem Abschnitt durch Amalgamriume von Vektorfolgen A{ X} dargestellt, im Sinne
von t.b. Isomorphismen. In Unterabschnitt werden die Rdume A\{ X } definiert und
die Bijektion A <> A{ X} wird fiir nichttriviale X gezeigt. Auf die Rdume L2(\) und
! (\) wird in Unterabschnitt die naive Gitterzellenzerlegung R? = Z + %[—1, 1]
angewendet. Zur Darstellung der Amalgamriume 2~(\) als Doppelfolgenriume \{}
wird dann in Unterabschnitt die glatte Gitterzellenzerlegung von C. Bargetz [4]
verwendet. Abschliefend wird in Unterabschnitt [V.4.d] gezeigt, dass der topologische
Isomorphismus AM{u} = A ® p fiir alle vollstdndigen STI-Folgenrdume besteht.

V.4.a. Amalgamraume von Vektorfolgen

Sei X ein Vektorraum, f eine Funktion Z¢ — X und p: X — R eine Halbnorm. Dann
ist die Komposition po f eine nichtnegative Funktion Z¢ — R, also ein Element von w. .
Da die Ordnung auf w punktweise erklért ist folgt zudem, dass die Abbildung f — po f
eine Halbnormfunktion w{X } — w ist. Aufbauend auf dieser Feststellung ist

Definition V.4.1. Sei A ein STI-Folgenraum und X ein lokalkonvexer Raum. De-
finiere den Amalgamfolgenraum M X} mit lokaler Komponente X und globaler

Komponente X als
MX} = Xo(:)A V..l
(X} = en X o() (V)
mit der Menge csn X o (-) von Halbnormfunktionen w{X} — w gegeben durch
esnXo():={f—pof:pEcsnX}. (V.4.2)

Theorem V.4.2. Sei X ein Hausdorffscher, lokalkonvexer Raum und x € X,
x # 0. Jeder STI-Folgenraum X\ erfiillt

A= () @z MX} (V.4.3)
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mit der linearen Abbildung (1) ® x: w — w{X} gegeben durch
(V®zx:=(a—a® ). (V.4.4)

Hier wird a ® x als die Funktion Z¢ — X, z + a(2) - ¢ aufgefasst.

Beweis. Dies folgt aus der Gleichung p(a(z) - ) = |a(2)| - p(x) fiir alle z € Z¢, a € w
und p € Isn X. Denn es gibt p € lsn X mit p(x) # 0. O

V.4.b. Gitterzellenzerlegung solider Amalgamraume

Basierend auf der naiven Gitterzellenzerlegung R? = Z4 + (Q mit der halboffenen, Ein-
heitsgitterzelle @) := [0, 1[d werden im folgenden t.b. Isomorphismen LP(\) = )\{Lg}
aufgestellt. Siehe unteres Theorem [V.4.6|

Definition V.4.3. Notiere fiir Q := [0, 1[* die Riume

Ay ={pe " |pRN\ Q) =0}, (V.4.5a)
Lgy == LP N (V.4.5b)

und definiere die Abbildungen

lo: A — w{Hy}, frTo(f) = (1 - T2f) . cpa (V.4.6a)
Jo: w{HG} — A, g+ Jolg) =Y Ta(g(2)). (V.4.6b)
2€7Z4

Bemerkung V.4.4. Man rechnet leicht nach, dass die Abbildungen I und Jg zu-
einander inverse lineare Isomorphismen zwischen " und w{. %)} definieren. Per Ein-

schrinkung erhélt man Isomorphismen zwischen Li; und w{L,} fiir alle p € [1, o0].

Behauptung V.4.5. Fiir alle p € [1, 00| kommutiert das folgende Diagramm nach
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Kegelidealhiillen (im Sinne von Definition [[V.2.9 Teil [2):

2
Ol H*or ]
L{)ok I W{L }
Jg

Im Fall p = 1 gilt dies auch fiir " anstatt L{, .

Beweis. Sei k1 € .. Dann gibt es C € R, und K C Z endlich, sodass

(|f] #F k1) (0) = ||/f1 fH
<C- Y wrq - flL, = (Il 0 Tof) * k) (0) (V.4.8a)

weK

fiir alle f € L}, . Hier setzt man hy := C' - 1x € ¢,
Sei umgekehrt ko € ¢. Dann findet man auf dhnliche Weise ein hy € ., sodass

((II-llp 0 Tf) * E2) (0) < (If] +¥ ha) (0) fiir alle f € Ly . (V.4.8b)

Ein Translationsinvarianzargument, wie im Beweis von Behauptung [V.4.8] liefert

|f|*P ky < (||||p o IQf) * hy fiir alle f € L}, (V.4.9a)
(Il o T f) * ko < |f] +¥ ho fiir alle f € L. (V.4.9b)

In Verbindung mit einem Bijektionsargument, wie im Beweis von Behauptung [V.4.§]
implizieren die Ungleichungen (V.4.9)) die Kommutativitdt des Diagramms (V.4.7). O

Theorem V.4.6. Sei A\ ein lokalkonvexer t.b. STI-Folgenraum und p € [1,00].

Dann induzieren die Abbildungen Ig und Jg die t.b. Isomorphismen

Lol + LEON) = M LG L (V.4.10a)
JQ|A{LP} ML} = LE(N). (V.4.10b)

In diesen Gleichungen kann LP auch durch ' ersetzt werden.
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Beweis. Das Diagramm ([V.4.7)) und die Eigenschaft [3|aus Proposition implizieren

2= 1o (Mo (102 3) ) = lo (ME5)). (V.a1)

Wegen Lemma [[V.2.10| ist die Abbildung (V.4.10a)) ein Isomorphismus und ihr inverser
Isomorphismus ist gegeben durch (V.4.10b)). Analog geht man fiir %" vor. [

V.4.c. Darstellungen durch Doppelfolgenraume

Sei im folgenden (27, ) € {(Z',5),(&,s)}, gemih Tabelle . Es wird gezeigt,
dass jede translationsinvariante Folgenraumdarstellung von 2, im Sinne von Definiti-
on [V.4.7] fiir jeden STI-Folgenraum A einen t.b. Isomorphismus von 25(\) auf A{x}
liefert, siche Theorem [V.4.9] Schlieklich wird in Beispiel erlautert, wie hier ein

von C. Bargetz konstruierter Isomorphismus |3| angewendet werden kann.

Definition V.4.7. Sei I ein topologischer Isomorphismus
ly: 2 — w{u} (V.4.12)
mit der Eigenschaft
T,oly =1y 0T, fiir alle z € Z%. (V.4.13)

Dann wird Iy translationsinvariante Folgenraumdarstellung fix 2 genannt. Der

inverse Isomorphismus von 13- wird dann notiert als

Jo:w{p} = 2. (V.4.14)

Behauptung V.4.8. Sei 12 eine translationsinvariante Folgenraumdarstellung fiir

Z . Dann kommutiert das folgende Diagramm nach Kegelidealhiillen (im Sinne von
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Definition [IV.2.9 m Teil 21 '

€
Oz [ =0+
|27 [ %3““0 () (V.4.15)
3&”
VA

— —uwi{p}

Ja

Beweis. Sei K C Z% endlich, p € csnp und ® € B(.2”). Aufgrund der Stetigkeit von
Iy : X — w{pn} gibt es ¥ € B(Z), sodass

(polyf)ml_g)(0)=sup{p(laf(z)):2z€ K}
< zg@(ﬂ@l = | flw(0) (V.4.16a)

fiir alle f € 2. Analog gibt es L C Z% endlich und ¢ € csn 1, sodass
| fl«0(0) < ((qolg f)m1_1)(0) fir alle f € 2. (V.4.16b)

Alle Operationen die in den Ungleichungen auftreten kommutieren mit den
Translationsoperatoren T, z € Z%. Dies gilt allgemein fiir den Kompositionsoperator po
(+), die Supremumsbildung sup, die Absolutwertbildung |-|, die Supremalfaltung = und
die Faltung *. Der Isomorphismus I erfiillt dies nach der Voraussetzung .
Ersetzt man also f durch T_,f mit z € Z% in den Ungleichungen (V.4.16)), so wird
dadurch effektiv 0 durch z ersetzt. In argumentfreier Darstellung lauten die daraus

erhaltenen Ungleichungen
polaf)ml-k < (|flew)lza, (Iflse)lze < (gola f)mlp (V.4.17)
fir alle f € 2. Da Jg die inverse Bijektion zu 14 ist, folgt auch

(pog)ml_g < ([Jzglww)|za, (T2 glsa)|ze < (gog)ml_yp (V.4.18)

fir alle g € w{u}. Die Ungleichungen (V.4.17) und (V.4.18) driicken aus, dass das
Diagramm ([V.4.15) kommutativ ist. O]
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Theorem V.4.9. Sei A ein STI-Folgenraum und 1o eine translationsinvariante
Folgenraumdarstellung von %2 . Dann induzieren 19 und Jg ein Paar von t.b.

Isomorphismen
Lol o+ 220 = A, (V.4.192)

T2 |y : Mk = 2=(0. (V.4.19D)

Beweis. Das Diagramm ([V.4.15)) und die Eigenschaft [5| aus Proposition in Ver-
bindung mit der Aquivalenz (V.1.3)), liefern

2N = Lo (o () ([1=6s2)) = Lo Mud). (V.4.20)

Somit folgt aus Lemma|lV.2.10| dass die Abbildung (V.4.19a)) ein Isomorphismus ist und
dessen Inverse durch Gleichung ([V.4.19b)) gegeben ist. [

Beispiel V.4.10. In [3] wurde ein topologischer Isomorphismus konstruiert der eine
glatte Funktion auf R? in eine Folge von Whitney-Funktionen auf [0, l]d zerlegt. Damit
wurden in |3}, |4] die Valdivia-Vogt-Tabellen als kommutatives Diagramm interpretiert.
Wie im folgenden erldutert wird, erhdlt man aus der Konstruktion in [3] Isomorphismen

die mit Gittertranslationen kommutieren, genau wie in Definition [V.4.7]

Setze By = [0, l]d \ [0, 1[d. Sei &y der Raum der Whitney-Funktionen auf [0, l]d die
Flach auf Bj sind, das heisst

& = {f € £(10,1% : Va € N& : (0°f)|, = o} , (V.4.21)

wie in Definition 2.7 aus [3, S.13]. Hier ist &([0,1]%) der Raum der Einschrinkungen

von glatten Funktionen auf R? nach [0, 1]%, das heisst

&([0,1% = { o f € g(Rﬂ)} . (V.4.22)

In Kapitel 3 von [3] wurde ein topologischer Isomorphismus ®: & — w{&p} konstru-

iert (Proposition 3.2). Weiter existiert nach Proposition 2.8 aus [3] ein topologischer
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Isomorphismus ¥: &y — S(Zd) Somit erhélt man einen topologischen Isomorphismus

Lo = (H xp) 0®: & — wis}. (V.4.23)

2€74

Nach Proposition 3.2 erhédlt man per Einschrankung einen topologischen Isomorphismus
Iel, : @ — s29. (V.4.24)

Da s reflexiv ist, mit Dualraum &, sind sZ*) und w{s'} nach Satz 24.3 aus |75, S.29]
ebenfalls reflexiv und zueinander in Dualitat. Nach Satz 23.30 aus [75], S. 26| liefert die

Transponierung somit einen topologischen Isomorphismus
Jor = (Igly) : w{s'} = 2" (V.4.25)

Aus der Konstruktion geht unmittelbar hervor (siehe zweite Gleichung auf Seite 14 in
[3]), dass Ie mit Gittertranslationen T, z € Z? kommutiert. Ohne Beriicksichtigung der
Definitionsbereiche gilt (T,) = (T,)~! = T_.. Somit iibertrégt sich die Gittertransla-

tionsinvarianz auf Jo und somit auf Igr := (Jo) .

V.4.d. Vervollstindigte Tensorprodukte

In Theorem werden die lokalkonvexen Réume A{s} und A{s'}, die in Defini-
tion eingefithrt wurden, mit den vervollstandigten Tensorprodukten A ® s und
A\ ® ' identifiziert falls A ein vollsténdiges, lokalkonvexes Ideal von w ist. Aus bekann-
ten Permanenzeigenschaften von vervollstdndigten Tensorprodukten [53| wird dann die
Proposition hergeleitet. Die Betrachtung der Bornologien wird in diesem Unter-

abschnitt ausgeklammert.

Sei A ein lokalkonvexes Ideal von w und X ein beliebiger lokalkonvexer Raum. Das

Tensorprodukt A ® X von A und X kann auf kanonische Weise mit einem Untervektor-

2Die Isomorphie s(N) = s(Z%) erhilt man durch Umordnung von Folgen mittels der Bijektion
7: N — Z¢ mit der Eigenschaft, dass k +— |7(k)| monoton wachsend ist.
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raum von A{ X} identifiziert werden:
Ao X = {ve MX}: v(Z9) ist endlichdimensional } . (V.4.26)
Unter Verwendung der Identifikation
a®zaxr = (a(z)x: z € Z% firae N\, x € X, (V.4.27)

kann jedes v € A ® X dargestellt werden als
n
v = Z a;T; mit a; € X\, x; € X, n € N. (V.4.28)
=1

Zu jedem Tupel (p, q) € csn A X csn X kénnen die Halbnormen €, , und m, , auf A @ X

assoziiert werden. Fiir v € A\ ® X definiert man dazu

_ —~ ol aeXN, |d()<p X
Epq(V) = SUP{ izzla (a;)a’(z;)| - (V.4.28), o e X, || < C]} , - (V.4.29a)
Tpq(v) = inf {Z plai)q(a;) : } (V.4.29b)

=1

Hier notiert A’ bzw. X’ den Dualraum von A bzw. X. Die Gleichungsklammer
driickt aus, dass sich das Supremum bzw. Infimum iiber alle Darstellungen von v der
Form erstreckt. Die von all diesen Halbnormen ¢, , bzw. 7, , erzeugte Topo-
logie auf A ® X wird als injektive bzw. projektive Topologie bezeichnet und notiert
durch 7;\®X,s bzw. 7;\®X,7r- Dies entspricht der Definition 7.1 aus [89, S.108] und den
Definitionen aus Kapitel 15 und 16 von [53].

Proposition V.4.11. Sei A\ ein lokalkonvexes Ideal des Vektorverbands w und X

ein lokalkonvexer Raum. Dann bestehen die Inklusionen

Texe C 7;\{X}| rox & Daxr (V.4.30)
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Beweis. Sei v € A ® X von der Form (V.4.28)), ' € X und 2’ € X’. Dann ist

i a'(a;)' (x;) = d <i a; - a;’(acﬁ) =d (m’ o v) : (V.4.31)

Sei nun p € clsn A und ¢ € csn X. Unter den Annahmen |a/(+)| < p und |2/(+)] < ¢

erhélt man die Ungleichungen

n

> d(a)a (z;)

1=1

<p(z'ov) <p (|2’ ov]) <plgow). (V.4.32a)

Umgekehrt liefert die Dreiecksungleichung

n

pmov)§19<§:aiﬂx0>fSEZpMJQQw- (V.4.32b)
=1

1=1

Aus einem Vergleich der Ungleichungen ([V.4.32)) mit den Definitionen (V.4.29)) folgert
man die Inklusionen ([V.4.30)). m

Sei wieder A ein lokalkonvexes Ideal von w und diesmal X ein nuklearer lokalkonvexer
Raum (sieche Definition 4.1.2 aus [89, S.70]). Nach Proposition 7.3.2 aus |89, S.113]

stimmt dann die projektive mit der injektiven Topologie iiberein, das heisst
Trox.e = Thox (V.4.33)

In diesem Fall notiert man diese tibereinstimmenden Topologien durch 7Tygx.

Sei 1 ein vollstdndiges, nukleares, lokalkonvexes Ideal von w, sodass ¢ C p eine dichte
Teilmenge ist. Auf diese Rdume lassen sich die Charakterisierungen aus Theorem 6.1.2
und Theorem 10.2.2 aus [89, S. 98, 174] anwenden. Aufgrund dieser Charakterisierungen

sind die Réume g als lokalkonvexe Réume identisch zu den gewichteten ¢!-Réumen
=y = ()W V.4.34a
=ty = () (V.4.34a)

mit einem Kegelideal W C w, mit der Eigenschaft

VwGWEIuEE}F,UEW:wSu-v (V.4.34Db)
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mit der Menge (+) - W positiver linearer Abbildungen w — w gegeben durch
-We={a—aw:weW}. (V.4.35)
Ist also p € csn i, so gibt es ¢ € csnp und w € E}r, sodass
la(2)|p(1,) < w(z)q(a) fiir alle a € p, z € Z°. (V.4.36)

Standardbeispiele fiir solche Rdume sind der Raum s der schnell fallenden Folgen und

der Raum s" der langsam wachsenden Folgen.

Theorem V.4.12. Sei \ ein vollstindiges, lokalkonvezes Ideal von w und p ein
Folgenraum der Form (V.4.34). Dann besteht die Isomorphie lokalkonvexer Raume

Mul 2 A3 p. (V.4.37)

Hier notiert A ® p die topologische Vervollstindigung von (A ® p, Trou)-

Beweis. Wegen Proposition [V.4.11| und weil A{xz} nach Proposition [VI.2.16| vollstandig
ist, geniigt es zu zeigen, dass A ® g dicht in AM{u} liegt. Sei dazu v € A{u}. Definiere

die Approximationen vg als

vpi= Y v()(2) - 1 fir R € Ry. (V.4.38)

2€7%
|z|<R

Es ist klar, dass das Bild vg(Z9) endlichdimensional ist.
Sei p € csn p. Dann gibt es ¢ € csn pund w € ﬁ}r, sodass ([V.4.36]) erfiillt ist. Wendet
man die Ungleichung (V.4.36)) punktweise an, so erhélt man

lv()(2)| - p(1,) <w(z)-qowv fiir alle z € Z%. (V.4.39)

Die Dreiecksungleichung und eine Summation tiber z € Z liefert

D (Z v(-)(2) - 1Z> < (qow) Zw(z) fiir alle Z C Z¢. (V.4.40)

ASVA z€Z
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Wegen g o v € \ folgt daraus vp € M}, und somit vg € A ® p, fiir alle R € R,
Sei nun r € clsn A. Wendet man 7 auf die Ungleichung (V.4.40) an erhdlt man

r (p (Z v(-)(2) - 1Z>> <r(qow) Zw(z) < oo firalle Z CZ% (V.4.41)

ASVA z€Z

wegen w € (1 und g o v € M{1}. Ungleichung (V.4.41) impliziert, dass

r(po (v —wvg)) =0 fir R — oo. (V.4.42)

Damit ist gezeigt, dass vgp — v beziiglich 73\{#} fir R — oo. O]
Proposition V.4.13. Sei A ein vollstindiges, lokalkonvexes Ideal von w.

1. Ist \ ein Fréchet-(Montel)-Raum, so ist auch M s} ein Fréchet-(Montel)-

Raum.

2. Ist \ ein (tonnelierter, Montelscher) (DF)-Raum, so ist auch A\{s'} ein (ton-
nelierter, Montelscher) (DF)-Raum.

3. Ist X\ nuklear, so sind auch M s} und M\{s'} nuklear.

Beweis. Die Rdume s und s’ sind von der Form , also vollstandig und nukle-
ar. Damit sind sie auch Schwartz-Rdume und somit auch Montel-Rdume. Die Rdume
s und s’ sind auch tonneliert und bornologisch. Wegen Theorem kénnen Per-
manenzeigenschaften von vervollstandigten projektiven und injektiven Tensorprodukten

ausgenutzt werden:
1. ..folgt aus Proposition 16.1.2 und Proposition 16.4.5 von [53, S. 345, 355].
2. ...folgt aus Proposition 15.6.8 von |53, S.338].H

3. ...folgt aus Corollary 21.2.3 von [53, S.483|.

3Hier wird verwendet, dass die Vervollstindigung eines tonnelierten Raums ebenfalls tonneliert
ist, nach Teil (ii) von Corollary 4.2.2 in |14, S.103].
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VI. Eigenschaftsvererbung

Die globalen Komponenten £ € SRI und A € sti aus Abschnitt[V.1]vererben zahlreiche
Eigenschaften auf die assoziierten Amalgamriume Zp(E), Z;(A) und A{ X} aus den
Abschnitten und V.4l Die meisten Eigenschaften wirken auch auf die diskreten
Komponenten \ zuriick, manche sogar auf E. Als lokale Komponenten . werden hier
9.8, [P p € [1,00] und ' betrachtet und X ist ein lokalkonvexer Raum. Wie in
Kapitel [V| notiert 2" entweder 2’ oder &, sieche auch Tabelle

Die Untersuchungen wurden in vier Bereiche unterteilt. Abschnitt untersucht die
Konstruktion gewichteter Rdume F' + Fj in Bezug auf Amalgamrdume. Dies ergibt
Transformationsregeln fiir Gewichtsmengen W unter Amalgamraumbildungen und so-
mit die Losung von Problem in Unterabschnitt [T.2.d Die Regeln werden in den
Theoremen [VI.1.26] und [VI.1.28] zusammengefasst.

In Abschnitt [VI.2) werden die Ausschépfbarkeit von lokalkonvexen Funktionenrdumen
auf R? oder Z?, siche Definition , und die topologische Vollstandigkeit betrachtet.
Dies wird zur Vorbereitung auf Abschnitt [VI.3] benétigt. Theorem [VI.2.11] und Proposi-
tion [VI.2.16] liefern die Vererbungsregeln fiir diese Eigenschaften.

In Abschnitt werden die relativ kompakten Teilmengen vollstédndiger, ausschopf-
barer Amalgamridume charakterisiert. Dabei wird die globale Gestalt durch “Straftheit”
charakterisiert, im Sinne von Definition [VI.3.1] Fiir Rdume der Form 27 (E) (und, spe-
zieller, fiir 27(Lj;,)) wird in Theorem eine Reihe expliziter Kriterien fiir relativ
(schwache) Kompakheit angegeben. Dies 16st Problem aus Unterabschnitt .

Abschnitt [VI.4] untersucht die Eigenschaftsvererbung bilinearer Faltungsabbildungen
von allgemeinen Riumen £ C &' auf Faltungsurbilder 2, ,(E) und von STI-Folgenréu-
men A auf Amalgamriume Z.(\). Dies beweist Theorem in Unterabschnitt
und 16st Problem [[T.3.2] in Unterabschnitt [.3.5] Im Zuge dessen werden niitzliche Al-

ternativen zur Dreiecksungleichung fiir die Faltung von Distributionen erhalten.
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VI.1. Gewichtung von Amalgamraumen

In diesem Abschnitt wird untersucht in wie fern die in Kapitel [V] studierten Amalgam-
raumbildungen £ — Zp(E), A — Z(A\) und A — M X} mit Gewichtungen von
Réaumen F' +— Fy kommutieren. Dies resultiert in Transformationsregeln fiir die Ge-

wichtsmengen W die in den Theoremen [VI.1.26| und [VI.1.28| von Unterabschnitt [VI.1.d

zusammengefasst werden. Hierbei wird die Gewichtung von Rédumen wie folgt in den

Formalismus der Urbildraumoperatoren aus Kapitel [[V] eingeordnet:

Definition VI.1.1. Sei X ein lokalkonvexer Raum, W eine Teilmenge von &, & bzw.
w und F ein lokalkonvexer t.b. Unterraum des Vektorraums ", 2’ bzw. w{ X }. Dann
wird der gewichtete Raum Fyy definiert als der Urbildraum

Fy:= () WF (VL1.1a)

mit der Menge (-) - W linearer Endomorphismen von ¢, 2’ bzw. w{ X} definiert als
) -We={f—fw:weW} (VL.1.1b)

Die Transformationsregeln werden wie folgt erarbeitet: In Unterabschnitt wer-
den kontinuierliche und diskrete moderierte Kegelideale zur Gewichtung von SRI-Rdumen
oder STI-Folgenrdumen definiert und zueinander in Korrespondenz gesetzt, siehe in den
Definitionen [VI.1.2] und [VI.1.4] Unterabschnitt untersucht Stetigkeitseigenschaf-

ten der Multiplikation mit uniform beschrankten Funktionen als Endomorphismus von

SRI-Raumen, STI-Folgenrdumen und Amalgamriaumen mit lokaler Komponente 2 .

Als Hilfsmittel werden die gewichteten Bélle glatter Funktionen B(w; C') in Definiti-

on eingefiihrt.
Unter Verwendung dieser Resultate werden in Unterabschnitt geeignete Men-

gen glatter Gewichte H zu Mengen stetiger Gewichte W assoziiert. Hierzu wird der
Raum glatter Funktionen &1/ (W) in Definition [VI.1.24] eingefiihrt. Es wird gezeigt, dass
sich dies mit den Halbnormfunktionen fiir Amalgamriume mit lokaler Komponente 2

vertragt. Als Hilfsmittel fiir die Beweise werden die gewichteten Bélle 2.y [w,C] in
Definition eingefiihrt.
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Vl.1.a. Gewichtung von SRI-R3aumen

Moderierte Kegelideale von €4 bzw. w, die in Definition [VI.1.2]eingefiihrt werden, kon-
stituieren natiirliche Mengen zur Gewichtung von SRI-Rdumen bzw. STI-Folgenrdumen.
Das diese Gewichtung wieder Rdume der gleichen Art liefert garantiert Proposition[VL.1.9]
Definition fihrt die natiirliche Korrespondenz der moderierten Kegelideale von
%1 zu denen von w, ein. Proposition zeigt, dass dies Wohldefiniert ist. Lem-
ma [VI.I.7] und Korollar [VI.1.§| garantieren die Vertriglichkeit der Gewichtung durch
moderierte Kegelideale mit den Halbnormfunktionen |-| @ JZ, aus Gleichung
(mit @ = *P, 1 < p < 00 oder ® = x), |-| * ¢, aus Gleichung und 0za(+) * 4
aus Gleichung (V.2.11).

Definition VI.1.2. Sei # = €, baw. # = w, und & = K(R?) bzw. & = K(Z7).

Notiere die abwdrtsmonotone Hiille von W C ¥ als
Wyc:={veW: :JweW:v<w} (VI.1.2)
Eine nichtleere Teilmenge W C # heisst Kegelideal, falls

(W) C W, (VL1.3a)
W+ W CW. (VL1.3b)

Ein Gewicht w € # heisst moderiert, falls
VK e RICeR, : wulg <C-w. (VI.1.4)
Ein Kegelideal W C # heisst moderiert, falls
Walg CW fir alle K € K. (VI.1.5)

Es notiert (W)cr das von einer Teilmenge W C # erzeugte Kegelideal.
Bemerkung VI1.1.3. Einige Anmerkungen zu Definition [VI.1.2

1. Die Definition [VI.1.2)ist konsistent mit der allgemeinen Definition von Kegelidealen
aus Unterabschnitt [[IT.T.b] Insbesondere definieren die Kegelideale ein Hiillensy-
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stem. Da die Eigenschaft (VI.1.5)) unter beliebigen Durchschnitten bewahrt wird

konstituieren auch die moderierten Kegelideale ein Hiillensystem.

2. Sei E bzw. A ein lokalkonvexes t.b. Ideal von £’ bzw. w und sei W C €, bzw.
V C wy. Dann ist By = E(W>c1 bzw. Ay = A(V)

CcI-*

3. Analog zu Proposition zeigt man, dass die moderierten Kegelideale von w_
den translationsinvarianten Kegelidealen von w, entsprechen. Ein translationsin-

variantes Kegelideal von %, ist aber nicht zwangsldufig moderiert.

4. Die Zuordnungen W + sol(W) und E +— E N € definieren zueinander inverse
Bijektionen zwischen den moderierten Kegelidealen von %’y und den Amalgam-
raumen mit lokaler Komponente L°°. Entsprechend definieren die Zuordnungen
V = sol(V) und A — A N w; zueinander inverse Bijektionen zwischen den mo-

derierten Kegelidealen von w, und den STI-Folgenrdumen.

Definition VI.1.4. Seien W C %, und V C w, moderierte Kegelideale. Dann wird

Wga = {w|za : w € W} das zu W assoziierte moderierte Kegelideal von w, und

(V x Hi)< das zu V assoziterte moderierte Kegelideal von €, genannt.
Moderierte Gewichte w € €4 und v € w4 werden zueinander assoziiert genannt

wenn dies auf deren erzeugte Kegelideale (w)cr und (v)¢r zutrifft.

Proposition VI1.1.5. Die Zuordnungen W — W/, und V — (V x J#)< defi-
nieren zueinander inverse, inklusionsbewahrende Bijektionen zwischen den mode-

rierten Kegelidealen von €, und denen von w,. Zudem gelten

Wl ={vews v« CW}, (VL.1.6a)
(Vs di)e = {w e, s (wa )|y C VY, (VL1.6b)

fiir alle moderierten Kegelideale W C €y und V C w, .
Beweis. Zum Nachweis der Bijektion berechnet man, dass

W C (Wl Ho)e = (Wlgaw )< C (W e i) CW,  (VLLTa)

164



VI.1. Gewichtung von Amalgamraumen
und somit W = (W|,4 * #4)<. Umgekehrt ist
(V) )ga = (V= HL)|ga)< = (V xds)< = V. (VI.1.7b)

Wegen der Identitidten (VL.I.6) sind W/, und (V * )< moderierte Kegelideale.
Die Inklusion “C” in Gleichung (VI.1.6a)) folgt aus

Wga x Hy S (wlgaw Hy)< CW. (VLL8)

Die Inklusion “2” in Gleichung (VI.1.6a)) folgt aus v < (v m k)|,q fiir alle v € V und
k € 2, mit k(0) > 1. Die Inklusion “C” in Gleichung (VI.1.6b) folgt aus

(Vo Ay ) m A )| g © ((Vox AL |ga)s = (Vxdp)< = V. (VL.1.9)
Die Inklusion “2” in Gleichung (VI.L.6B) folgt aus w < (wwlg)|,. * 1o fiir alle
w € €, mit der Notation @ := [—1,1]% 0

Bemerkung VI.1.6. Es gelten |p - w| = |pu| - w fiir alle p € #7, w € €, und

la - v| = |a| - v fiir alle @ € w, v € w,. Somit erhilt sogar Verbandsendomorphismen
(-) - W C lin (£ fiir alle W C €, (VI.1.10a)
() -V Clinp(w) fur alle V' C wy. (VI.1.10b)

Lemma VI.1.7. Seien W C %, und V C wy moderierte Kegelideale. Dann

gelten die Kegelidealdquivalenzen

('] @ A3) - W =er [(-) - W] e A, (VI.1.11a)
(I *¢1) -V =er |(-) - V] % (VI.1.11b)

mit (o, %) € {(xF, LP), (x,. ")}, 1 <p < o0.

Beweis. Sei k € ;. und setze K := supp k. Fiir h € £, mit 1 < h erhilt man

((l|w) o k)(x) = ||pwTok||
< ||WTok], (w = R)(@) = ((|u] k) (w = h))(x) (VL.1.12a)
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fiir alle € RY, p € & und w € €. Fiir h € #, mit 1_g < h erhilt man

(1l @ Kyw)(@) = [|pTok]], wiz)
< |plw m AYTLk|| = (|l (w = h)) ® k)() (VL.1.12b)

fir alle z € RY, 1w € % und w € €. Dies ergibt Gleichung (VI.1.11a) und analog
beweist man Gleichung (VI.1.11b)). O

Korollar VI.1.8. Seien W C €, undV C w, assoziierte moderierte Kegelideale.
Dann gilt die folgende Kegelidealdquivalenz von Abbildungen w — #:

(10za(-)| * H4) - W =cx [874((+) - V)| % . (VI.1.13)
Beweis. Man verkniipft beide Seiten von Gleichung (VI.1.11a)) mit der Abbildung 674(-)

aus Definition [V.2.111 m

Proposition VI1.1.9. Ist E in SRI-Raum und W C €, ein moderiertes Kegel-
ideal, so ist der Raum By ein SRI-Raum. Ist A in STI-Folgenraum und V C wy

ein moderiertes Kegelideal, so ist der Raum Ay ein STI-Folgenraum.

Bewets. Aufgrund von Bemerkung [VI.1.6| und Teil |3| von Proposition [[V.1.14]ist Eyy
solide. Lemma und die Kompositionsregel aus Proposition liefern

J.| « A, (((-)-W E) =)W (H ya E) > () WE (VL.1.14)

Also erfiillt Ey Kriterium [2| von Proposition [V.1.1, Analog geht man fiir Ay vor. [

VI.1.b. Multiplikation und Halbnormfunktionen

Die Multiplikation mit uniform beschrankten Funktionen definiert Endomorphismen auf
allen Amalgamraumen aus Kapitel[V] Bei SRI-Raumen und STI-Folgenrdumen fiihrt dies
zudem zu einer stetigen bornologiebewahrenden bilinearen Abbildung, wie in folgender
Proposition beschrieben. Fiir Amalgamrdume mit lokaler Komponente 2~ ist
die Situation etwas komplizierter zu kliren. Dazu wird die Vertréglichkeit der Halb-
normfunktionen |-|, g3(2) aus Definition mit der Multiplikation mit gewichteten
Mengen B(w; (') glatter Funktionen aus Definition untersucht. Dies resultiert
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in Lemma [VI.1.14] Korollar [VI.1.15] Lemma |[VI.1.16{und Lemma |[VI.1.17] Diese dienen
auch als Vorarbeit fiir Unterabschnitt Insbesondere liefert Proposition [VI.1.18

eine hypostetig-beschrankte bilineare Multiplikation F' X & — F' fiir Amalgamriume
F' mit lokaler Komponente 2.

Proposition VI.1.10. Sei E ein SRI-Raum, X ein STI-Folgenraum und X ein
lokalkonvexer Raum. Die Multiplikationen E x 6, — E und M{ X} x (> — M{X}

sind stetig und bornologiebewahrend.

Beweis. Dies folgt aus |f - g| < |f] - ||gllo fiir f € Z7, g € €, und der Soliditit von
E. Ahnlich argumentiert man fiir \. O

Bemerkung VI.1.11. Sei Q C R? offen. Die Multiplikation ist hypostetig als Abbil-
dung -: &(Q) x Z7(Q) — Z”(Q2) nach den beiden Propositionen 3.6.4 und 3.6.5 in [52,
S. 360f]. Somit gilt auch die Inklusion B(&(Q)) - B(Z7(Q)) C B(Z7(9)), das heisst,
Produkte beschriankter Mengen sind beschréankt.

Definition VI.1.12. Sei w € €, und C' € R (Ng). Definiere die Menge
B(w; C):={f €& :YaeN]:[0°f] < Cow}. (VI.1.15)

Bemerkung VI.1.13. Die Mengen B(w; C) mit w € €, und C € R, (N4) bilden
ein Fundamentalsystem der beschrinkten Teilmengen von &. Die Mengen B(1ga; C)

mit C' € R, (N?) bilden ein Fundamentalsystem der beschrinkten Teilmengen von %.

Lemma VI.1.14. Sei K € &, ® € B(2},) und C € R (N). Dann gibt es eine
Menge ¥ € B(Z5.) mit der Eigenschaft, dass

sup | f - blso < |f|sw - (wm 1) fiir alle f € Z', w € €. (VI.1.16)
beB(w; C)

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

9(T_,h
UEhW) o i atle 5 R, ye K, heBw:C),aeNg. (VLLIT)
(w = 1g)(x)

Eingeschrinkt auf K ist die Menge der Funktionen T_,h/(w = 15 )(x) also beschriinkt
in &. Da die Multiplikation eine lokale Operation ist und wegen Bemerkung [VI.1.11|gibt
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es somit ¥ € B(Z}%) mit

& -T_,h C V- (wnlg)(x) fiir alle z € RY, h € B(w: O). (VI.1.18)
Also gibt es zu jedem ¢ € & ein 1) € ¥ sodass

((f - h) = @)(@) = (f - h,Ts)
= <f7 Tx(@ ) foh»
= (f, Tot0) - (wmk)(x) = (f x9)(x) - (w = k)(x)

fir alle f € 27, v € R¢ und h € B(w; C'). Man nimmt nun Absolutwerte und bildet
dann das Supremum iiber ¢ € ®. O

Korollar VI.1.15. Sei K € R, ® € B(Z}) und B € B(A). Dann gibt es eine
Menge ¥ € B(Z5.) mit der Eigenschaft, dass

sup |f - bl < |f|sw fiir alle f € Z". (VI.1.19)
beB
Beweis. Dies ist Lemma [VI.1.14{ mit w = 1ga. O

Lemma VI.1.16. Sei K € R, ® € B(Z}) und (b,) eine Nullfolge in A. Dann
gibt es U € B(Z}) und eine positive Nullfolge (¢,,) in R, sodass

1f = bulso < |flew - €n fiir alle f € 2. (VL.1.20)

Beweis. Da A ein Fréchet-Raum ist gibt es eine positive Nullfolge reeller Zahlen (&),
sodass by, /e, — 0 in . Wende nun Korollar |[VI.1.15{auf B := {b,/e,, : n € N} an. [

Lemma VI.1.17. Sei K € R, ® € B(Z},) und (h,) eine Nullfolge in &. Dann
gibt es U € B(Z}%) und eine Nullfolge (wy,) in €, sodass

lf - Bl < |flsw - wp fiir alle f € 2. (VL.1.21)

Beweis. Da & ein Fréchet-Raum ist gibt es eine positive Nullfolge reeller Zahlen (&),
sodass hy, /e, — 0in &. Weiter ist {h,, /e, : n € N} in einer Menge der Form B(w ; C)
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mit w € €, und C € R, (N?) enthalten. Lemma [VI.1.14 liefert dann die gesuchte

Nullfolge w,, = w - . O

Proposition VI1.1.18. Sei X ein Amalgamraum mit lokaler Komponente 2.
Dann ist die Multiplikation X x B — X hypostetig-beschrankt.

Beweis. Im folgenden wird stets verwendet, dass X = Z7(FE) fiir einen SRI-Raum F.
Aus Korollar erhilt man die Inklusion By - B(#) C Bx und die (Tx,B(4))-
Tx-Hypostetigkeit der Multiplikation. Aus Lemma[VI.1.16|folgert man, dass b — f-b fiir
jedes f € X folgenstetig, und somit stetig, als Abbildung % — X ist. Da 4 ein Fréchet-
Raum, und somit tonneliert ist, erhdlt man nun aus Proposition 1.4.1 in |85, S.18| die
(B(X), T)-Tx-Hypostetigkeit, und somit die (Bx, 7%)-Tx-Hypostetigkeit. O

Vl.1.c. Gewichtete Baille glatter Funktionen oder

Distributionen

In diesem Unterabschnitt wird untersucht wie glatte Gewichte zu einem moderierten
Kegelideal assoziiert werden konnen, sodass diese Assoziation mit den Halbnormfunk-
tionen |-, B(2°7) aus Deﬁnitionkompatibel ist. Dies fiihrt zu den linearen Rdumen
&r(W), die in Definition eingefiihrt werden. Das gefundene Kompatibilititsre-
sultat wird dann in Korollar dargestellt.

Eine Richtung der gesuchten Abschétzungen ist bereits durch Lemma aus
Unterabschnitt abgedeckt. Als technisches Hilfsmittel fiir den Beweis der umge-
kehrten Abschéatzung werden in Definition die gewichteten Mengen 2.y [w, C]

eingefiihrt. Eigenschaften dieser Mengen werden in den Lemma und
untersucht. Dies resultiert in der umgekehrten Abschéitzung in Lemma [VI.1.23]

Definition VI.1.19. Sei w € ¢;,Y C 2" und C € RY. Definiere die Menge
Ly w,Cl={fe X :VoeY:|fxpl <Cy- w}. (VI.1.22)
Bemerkung VI.1.20. Setzt man Y = {9%5 : o € Ng}, so gilt
Eyw,C] =B(w; C) fiir alle w € €, C € RY = R (NJ), (VI.1.23)

mit der Menge B(w ; C') aus Gleichung (VI.1.15]).
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Lemma VI.1.21. Sei Y C 2" mit (V3.9), C = (Cp) € RY, K € & und L eine
kompakte Umgebung von K. Dann gibt es zu jedem ® € B(Z) ein a € Ry,

sodass

|flvo <a-wmlp fiir alle f € Zy|w, C]. (V1.1.24)

Beweis. Gleichung (V.3.9) liefert w; € Y, k; € £, mit suppk; C L,i=1,...,n und
n € N, sodass

n
flo <) |f*pilxki<a-waly  firalle f € Ziylw,C],  (VL1.25)
i=1
mit einer festen Konstante o € R. O

Lemma VI.1.22. Sei 0 € 2 mit 0 > 0, sei U C R eine relativ kompakte
Umgebung von 0, sei Y C Z; mit (V.3.9) und sei C = (C,) € RK. Dann gibt es
C'=(C)) € RY und K € &, mit der folgenden Eigenschaft:

Fir alle w € €, gibt es W € F(€) mit w' < w w1k fir alle w € W so, dass

Liy[w, C) C T (Zay[1,C'] - (W % 6)) . (VI.1.26)

Beweis. Setze @ := [—1, 1]d. Aufgrund der Moglichkeit umzuskalieren kann ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit angenommen werden, dass 6 € Z /s und [O(x)dx = 1.
Wihle 7 € Zg so, dass die Reihe ), ;4 T.n in & gegen 1 konvergiert. Sei L der Ab-

schluss von ) + 2U und w € %’;. Wegen Korollar [VI.1.15 und Lemma [VI.1.21] gibt es
zu jedem @ € Y ein ¥ € %(%éﬂj) und C’fp € Ry, sodass

(f - Ten) x| < |flaw Lovgru S CL - (wuly) Loy (VI.1.27)
fir alle f € Z,y[w,C] und z € Z%. Setze v := w w 1oz. Dann gilt

(wwlp)(z+2x) <v(2) fiir alle z € Z% und z € L. (VI.1.28)
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Also gibt es o € R, sodass

f'Tzn N
(55

und somit

(wmlp)lyp
<CLy e <CLY L <CL-a (VL129)

z2€Z z€Z

Z f@g;” € Zwy[1,C"] fiir alle f € Zy|w,C) und Z C Z%, (VI.1.30)
2€Z

Hier wird fiir die Quotienten f-T,n/v(z) die Konvention 0/0 = 0 verwendet. Basierend

darauf definiert man die Funktionen

T,
bk = Y LT g alle fe Zyw,Clund k € {0,1,2}¢.  (VL1.31)
7 2€k+3Z4 U(Z)

Definiere nun die %, -Funktionen

wi = Y 0(2) - (Lyazq * 0) fiir alle & € {0,1,2}%. (VL.1.32)
2€k+3Z4

Die Annahmen an 6 liefern (1(3/2)g * 0 * 0)(x) = 1 fiir alle € () und somit
(wp % 0)(z + ) =v(z) firallex €@, z€k+32% ke{0,1,2}¢  (VL1.33)
Sei K der Abschluss von 4(Q) 4+ U). Dann gelten die Ungleichungen

wp <vmlyg=wmn Lygipy=wn 1x fir alle k € {0, 1, Q}d. (VI.1.34)

Aus den Gleichungen (VI.1.31)) und (VI.1.33) folgt

f= > > f{;(z;".mz) = ) bpe-(Oxwp) (VL35

ke{0,1,2}4 \ z€k+3Z4 ke{0,1,2}4

fiir alle f € Z.y|w,C]. Hier gilt b, € Ziy[l,C"] wegen Gleichung (VI.1.30) und
(VI1.31)). Setze nun W := {3% - wy, ..., 3% wsa}. Dann folgt die Aussage des Lemmas

aus by € Ziy|[1,C’] und den Gleichungen (VI.1.34) und (VL.1.39). O
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Lemma VI1.1.23. Sei 0 € & mit 0 > 0 und ® € B(Z"'). Dann gibt es Mengen
U e B(Z') und L € & mit der folgenden FEigenschaft:
Fiir alle v € €, gibt es V € F(€) mit v' <wvwly fir allev' € V so, dass

|flea v < sup|f - (v *0)|p fir alle f € Z . (V1.1.36)
v'eV

Beweis. Nutze die Abkiirzung X = 2 siche Tabelle[V.0.1] Seiv € €., seiU C RY

loc?

eine relativ kompakte Umgebung von 0 und Y C 2} mit (V.3.2). Wihle geeignetes
C = (Cy,) € RY und M € 8 so, dass

T,d - v(z) C Zay[v w 1ar, O] fiir alle 2 € RY. (VL.L.37)

Seien nun K, W, # und C’ = (C’(’p), wie in Lemma [VI.1.22, angewendet auf w := vw1,;.
Setze V := W und L := M + K. Dann erfiillen die Elemente v’ die Ungleichung
v < v wlp. Weiter erhiilt man aus (VI.1.24) und (VI.1.37) die Inklusion

T,d - v(z) C T <%y[1, C" - (V * 9)) fiir alle z € RY. (VL.1.38)
Sei x € 2 mit {x =1} D |Jsupp ® und definiere die Menge
U= {X Tob:z € RLD € Ziy[l, O’]} . (VI.1.39)
Nach Konstruktion ist ¥ € 2B(.2"). Die Multiplikation von (VI.1.38) mit T,y liefert

T, & - v(z) CT (T, 0 - (V 6)) fiir alle z € RY. (VI1.1.40)

Diese Inklusion setzt man nun auf der linken Seite von Gleichung (VI.1.36)) ein, um die
Ungleichung zu erhalten. O

Definition V1.1.24. Sei W ein moderiertes Kegelideal. Definiere den linearen Raum
(W) = J{Bw; C): w e W,C e Ry(N))} (VL.1.41)

mit den Mengen B(w ; C') aus Gleichung (VI.1.15)).
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Korollar VI.1.25. Sei W C €, ein moderiertes Kegelideal, 0 € 2 mit 0 > 0
und H eine Menge mit W x 0 C H C &p/(W). Dann gilt die Kegelidealdquivalenz

ez o (() - H) <cr (() - W) o |-[umar - (V1.1.42)

Beweis. Dies ist eine Konsequenz aus den Lemmas [VI.1.16/ und [VI.1.23] O

VI.1.d. Transformationsregeln fiir Gewichte

Transformationsregeln fiir Gewichte unter Amalgamraumbildungen werden im folgen-
den zusammengefasst. Dabei werden moderierte Kegelideale als Gewichtsmengen in
Theorem [VLI.26] betrachtet und einzelne moderierte Gewichte in Theorem [VI.T.28 Der
Ubergang zu strikten Topologien ist ein interessantes Anwendungsbeispiel, das in Bei-
spiel und Proposition betrachtet wird.

Im folgenden ist & € {LP : p € [1,00]} U{X"}, Z € {Z' &} und X ein

lokalkonvexer Raum.

Theorem VI1.1.26. Seien W C €. und V C w, zueinander assoziierte mode-

rierte Kegelideale (Definition [VI.1.4). Sei 0 € 2 mit 8 > 0 und H eine Menge

mit W« 60 C H C &v(W). Hier ist &(W) der Raum aus Definition [VI.1.24)
Jeder SRI-Raum E erfillt die Kommutativgesetze

wig(Ew) = (i (E))v, (VI.1.43a)
Y (Ew) = (D (E)w, (VI.1.43b)
Pr(Ew) = (Z1(E))a. (VL1.43c)

Jeder STI-Folgenraum X erfillt die Kommutativgesetze

D (Av) = (Z(N)w, (VI.1.44a)
Zz(Av) = (Z=(N)m, (VI.1.44b)
AAXY = MX Dy (VL1.44c)

Beweis. Die folgenden Diagramme von Abbildungsmengen kommutieren nach Ke-
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gelidealhiillen im Sinne von Definition [IV.2.9:

(1)-V ()-V ()-V
wWw—w W —w W —>w
[1] [ [2a)] [ [ [3a] [
- (W~ ()W ()W |-| %
H — A GG T — (g
12| (3] || ey (VL.1.45)

)V ()W ()-H -~ | lem 2
w{X}—)w{X}@—)@ X —> 2 .. esn X o ()

Z)’—). :; {%f’—). A (%V//_)ti//

Die Kommutativitdt von [1] entspricht Gleichung (VI.1.13)). Entsprechend stehen [2b]
und [2¢] jeweils zu Gleichung (VI.1.11a) und [3b] und [3c]| jeweils zu Gleichung (VI.1.42)).

Die Kommutativitat von [2a| und [3a] folgt daraus, dass die Multiplikation eine punkt-
weise definierte Operation ist. Die Kommutativitat von [4] folgt aus go (v-a) = (qov)-a
fiir alle v € w{X}, a € w und ¢ € csn X.

Unter Verwendung der Kompositionsregeln fiir Urbildoperatoren aus Lemma [[V.2.§]

und der Monotonieregeln aus Proposition [[V.2.1] erhélt man nun: Gleichung (VI.1.43al)

folgt aus [1], (VI.1.43b) aus [2¢|, (VI.1.43c) aus [3c|, (VI.1.44a]) aus [2a+2b|, (VI.1.44D)
aus [3a+3b| und (VI.1.44c) aus [4].

Bemerkung VI1.1.27. Sei w € € moderiert, § € & mit 6 > 0 und setze h := wx*6.
Ist b # 0, so gelten h € B, und 1/h € B .

Theorem VI.1.28. Seien w € €y und v € w zueinander assoziterte moderierte

Gewichte (Definition |VI.1.4) mit w,v # 0. Sei weiter h € By, mit 1/h € B .
1. Theorem [VI.1.24 gilt genauso fir w, v bzw. h anstatt W, V bzw. H.

2. Die Multiplikation mit w, v bzw. h induziert einen Isomorphismus

E = E,, =DW bw. F~F, (VI.1.46)
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von lokalkonvexen t.b. Rdumen fir jeden SRI-Raum E, jeden STI-Folgen-

raum A bzw. jeden Amalgamraum F mit lokaler Komponente 2.

Beweis. Die von w und v erzeugten Kegelideale sind moderiert und zueinander assozi-
iert. Analoges gilt fiir 1/w und 1/v. Theorem impliziert also die Einzelgewicht-
variante der Gleichungen (VI.1.43a)), (VI.1.43b)), (VI.1.44a) und (VI.1.44c).

Die Voraussetzungen garantieren h € & ((w)cr) und 1/h € &p((1/w)cr). Somit
liefern Theorem und die Monotonieregel aus Proposition die Inklusionen

Zr(Ew) C (Z1(E))n, (VI.1.47a)
(Z1(E)n = (Z1r(Eww))n © (Zr(Ew))n)in = Z1(Ewy). (VL.1.47b)

Hier wurde die Kompositionsregel aus Lemma [[V.2.8 auf Produkte von Gewichten an-
gewandt. Daraus folgt die Einzelgewichtvariante von Gleichung (VI.1.43c|). Gleichung
(VI.1.44b)) wird analog bewiesen.

Die Multiplikation mit w, v bzw. h induziert einen linearen Automorphismus von %",

w{X} bzw. Z'. Somit folgt Teil [2| direkt aus Lemma O

Beispiel VI.1.29. Die Kegelideale 6 4 und cg 1 sind zueinander assoziiert. Die Ke-
gelideale 6+ und co 4 werden von moderierten Gewichten erzeugt wie sich leicht zeigen

lasst. Weiter gilt die Relation
B = Er(Co). (VI.1.48)

Diese folgert man daraus, dass es zu jeder Folge (w,) C €} ein w € % und eine Folge
(Cr) € Ry gibt mit w, < w - C,,.

Beispiel VI.1.30. Das potenzlogarithmische Gewicht w,, j, ist definiert durch
wor RS 2 (14227 (14 10g (14 22))" (VI.1.49)

fir g1, k € R. Setzt man w := h := w,; und v = wl|,, so sind die Voraussetzungen
von Theorem erfiillt. Dies wird in Unterabschnitt angewendet.

Beispiel VI.1.31. Das Gewicht wg .(7) := exp(az?) mit @ € R\ {0} ist nicht
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moderiert. Das von wg , erzeugte moderierte Kegelideal ist das von den Gewichten
WG, = WG, ® 1B(r) = sup{Tywa,q : |y| <7} mit 7 > 0 (VI.1.50a)
erzeugte Kegelideal. Hier notiert B(r) = {z € R : |2| < r} und es gilt
WG a0 (T) = e exp(2|a|r - |z|) - wg q(2) fiir alle 2 € RY. (VI.1.50b)

Proposition VI.1.32. Der Ubergang zur strikten Variante eines Raums, das
heisst, die Gewichtung A — N, ), B — FEg ) bzw. F'— F(gg,) definiert einen
Hiillenoperator in der Ordnungskategorie sti{X}, #71(SRI) bzw. Z7T(SRI).

Beweis. Hiillenoperatoren sind durch Idempotenz, Monotonie und Extensivitat charak-
terisiert, siche Unterabschnitt [[IL.1.a] Fiir die Kategorien sti{X} und %7 (SRI) folgt
die Idempotenz aus co 4 - co+ = co+ und 6o+ - o+ = 6o+, die Monotonie aus der
Monotonie von Urbildraumoperatoren und Proposition liefert die Extensivitét.

Mit Proposition [VI.1.18] und Theorem [VI.1.26| in Verbindung mit Gleichung (VI.1.48))
aus Beispiel [VI.1.29| erhilt man entsprechendes fiir 27 (SRI). O

VI1.2. Ausschopfbarkeit und Vollstandigkeit

Die Charakterisierung relativ kompakter Teilmengen in Abschnitt setzt vollstan-
dige, ausschopfbare Rdume voraus. Ausschopfbarkeit beschreibt die Approximierbarkeit
von Elementen eines Distributionen- oder Folgenraums F' unter Verwendung von Appro-
ximationen der Eins, siehe Definition in Unterabschnitt [VI.2.a] Ausschopfbarkeit
wird von allen Urbildoperatoren aus dem Korrespondenzdiagramm bewahrt, wie
in Theorem von Unterabschnitt erhalten wird. Proposition von
Unterabschnitt zeigt, dass ein Amalgamraum F' € 27 (SRI) mit lokaler Kompo-
nente £ € {Z',&} U{LP : p < oo} genau dann ausschopfbar ist, wenn 2 dicht in F’
liegt, also “normal” ist.

Schlieklich wird mit Proposition in Unterabschnitt [VI.2.d| noch bewiesen, dass
Vollstandigkeit von globalen Komponenten auf Amalgamraume und auf diskrete globale

Komponenten vererbt wird.
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Vl1.2.a. Ausschopfbarkeit

In diesem Abschnitt wird “Ausschopfbarkeit” fiir relativ allgemeine lokalkonvexe Réu-
me F' von Distributionen oder Vektorfolgen F' eingefiihrt und studiert. Dabei wird im
gesamten Abschnitt angenommen, dass F' ein lokalkonvexer Unterraum von 2’ bzw.
w{X} ist der requlir %- bzw. {*-invariant im Sinne von Definition ist. Da-
bei ist X ein beliebiger lokalkonvexer Raum. Aus Proposition und Proposi-
tion folgt, dass SRI-Rdume und Amalgamriume mit lokaler Komponente 2~
diese Invarianzeigenschaft erfiillen. Proposition impliziert auch, dass A{ X'} fiir
jeden STI-Folgenraum A\ diese Eigenschaft erfiillt.

Ausschopfbarkeit von F' wird in Definition eingefiihrt. Eine dquivalente Cha-
rakterisierung von Ausschopfbarkeit von Rdumen F' wird in Proposition gegeben.

Definition VI.2.1. Ein lokalkonvexer Unterraum F' von 2’ bzw. w{X } wird reguldr
PB-bzw. [*°-invariant genannt, wenn die Multiplikation F'x % — F bzw. F'x{*° — F
wohldefiniert und & (F)-B(%)-hypostetig ist. (Siehe Bemerkung [IT1.2.13| und (III.2.2)).)

Eine glatte Approximation der Fins ist eine Folge (#,,) mit den drei Eigenschaften

{6,:neN}C 2, {0,:neN}eBB), 6,—F1iné&  (VL21la)
Entsprechend ist eine diskrete Approximation der Eins eine Folge (6,,) mit

{6, neNYC¢, {0,:neNeBU®), 6, Flinw  (VL21b)

Es notiert A; die Menge aller glatten bzw. diskreten Approximationen der Eins.

Definition VI.2.2. Der Raum F heisst ausschopfbar wenn
p(f-(1—6,))"=30 fir alle f € F', p € csn F und (6,) € A;. (VI1.2.2)

Im folgenden wird die Notation Fig fiir die kompakt getragenen Elemente von F' ver-
wendet, wie in Unterabschnitt [[11.3.a] eingefiihrt. Die Voraussetzungen an F' garantieren,
dass Foy = F -9 =F- 9.

Proposition VI.2.3. Der Raum F' ist genau dann ausschopfbar, wenn Fos dicht
i F liegt.
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Beweis. Die Richtung “=>" folgt aus F.s = F'-Z. Nimm fiir die Umkehrung an, dass Fi
dicht in F ist. Sei (0,,) € A1, p € esnF, f € F'und g € Fi. Die Dreiecksungleichung
liefert fiir alle n € N die Abschitzung

p(f-(1=0n) <p(f —9)+p(g-(1=0) +p((f —9g)On) (VI.2.3)

Aufgrund der Hypostetigkeit der Multiplikation F' X & — F bzw. ' X {*° — F gibt
eseing € csn Fmit p((f —g)-6,) < q(f —g) firalle f € F, g € F.sund n € N. Zu
beliebigem, aber festem € € R, gibt es g € Fis mit p(f —¢g) < e und ¢(f — g) < €.
Seinun Y € Z mit {x = 1} D suppg. Dann gilt g- (1 —6,,) = g- (x - (1 —6,)) und die
Hypostetigkeit der Multiplikation liefert g - (1 — 6,) — 0 in F. Da ¢ beliebig war folgt
mit (VI.2.3)) insgesamt p(f - (1 — 6,)) — 0 in F', also die Ausschopfbarkeit von F. [

Bemerkung VI.2.4. Es geniigt, die Bedingung fiir eine einzelne glatte bzw.
diskrete Approximation der Eins (6;,) zu fordern. Im glatten Fall kann 0,, = ¢ * 1{jz1<pn}
gewihlt werden mit einem ¢ € 2 mit ¢ > 0 und [ p(z)dz = 1. Im diskreten Fall
kann man 0, = 1z(,) wihlen mit Z(n) := 7% N [—n, n]d.

Proposition VI1.2.5. Die Ordnungskategorie aller reqular %- bzw. £*°-invarian-
ten lokalkonvexen Unterraume des Vektorraums 2’ bzw. w{X} ist extremumsab-
geschlossen. Die ausschipfbaren Riume dieser Kategorie sind abgeschlossen unter

Kernen und Hillen.

Beweis. Requldre B- bzw. (*°-Invarianz wird von Hiillen und Kernen bewahrt:

Dies folgt aus Proposition [[II.2.16]

Hiillen und Kerne bewahren Ausschopfbarkeit: Dies beweist man genauso wie Theo-
rem 5.5(b) in Chapter 3 von |96, S. 80]. O

Bemerkung VI.2.6. Es gibt ein Beispiel von lokalkonvexen Réumen A, p C w mit
der Eigenschaft, dass ¢ jeweils dicht in A und g ist, aber nicht im Kern A und p. Siehe
dazu im Beweis von Theorem 5.5(c) in Chapter 3 von [96, S.80].

Korollar VI.2.7. Die ausschdpfbaren Riume der Ordnungskategorie SRI, %7(SRI),
Z71(SRI) oder sti{X} sind jeweils abgeschlossen unter Hiillen und Kernen.
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VI1.2.b. Vererbung von Ausschopfbarkeit

Ausschoptbarkeit wird von den Urbildoperatoren des Korrespondenzdiagramms
bewahrt, wie im Hauptresultat dieses Unterabschnitts dargestellt wird, siehe Theo-
rem [VL2.11l Der Beweis des Theorems basiert auf den Lemmas [VI.2.9 und NVT.2.10l
Diese besagen im wesentlichen, dass sich Approximationen der Eins mit den Halbnorm-
funktionen |-|®k, 874(-)*p und |-|.¢ aus den Gleichungen (V.2.4)), (V.2.11)) und
vertragen. Im gesamten Unterabschnitt ist (%, e) € {(J£7, %), (LP,«P) : p € [1,00]}
fest gewihlt und X ein fest gewihlter Hausdorffscher, lokalkonvexer Raum mit X # {0}.

Lemma VI.2.8. Sei B € B(HA). Dann gilt 1/B € B(A) genau dann, wenn es
ein € > 0 gibt, sodass |b| > € fiir alle b € B.

Beweis. Sei a € N¢. Dann ist 9%(1/b) eine Linearkombination aus Termen der Form
3“16---8akb/bk+1 mit aq, ..., € Ng, o+ +ap=aund k € Njy. ]

Lemma VI1.2.9. Sei (6,,) eine glatte Approrimation der Eins und K € R. Es gibt
glatte Approximationen der Eins (xn) und (x,) mit Werten in [0,1], sodass

1. Zu k € Fk 1 gibt es C € R, sodass

[ On| ok < C-(|f]®Fk) - Xn, (VL.2.4a)
(|f| @k)-10n] <C-|f-xn| ok, (VI.2.4Db)
|f-(=bn) ek <C-([f|ek)-(1—Xn), (VL.2.4c)
(|1f|@k)-[1 =0, <C-|f-(1—Xn)|ek, (VI.2.4d)
jeweils fir alle f € % undn € N.

2. Zu ® € B(Z}) gibt es UV € B(Z},), sodass
| flsa - 10n] < |f - Xalew, (VI.2.5b)
|- (=)o < [flaw - (1= Xa), (VL.2.5¢)

jeweils fir alle f € Z und n € N.
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Beweis. Definiere die Konstante
C =1+ sup{||0n|loo : 7 € N} (V1.2.6)
und wihle eine glatte Approximation der Eins () mit den Eigenschaften
0<xn <1, {xn =1} Dsupph, + (K U—K). (VI.2.7)
Dann sind die Ungleichungen (VI.2.4a)) und erfiillt.

Korollar [VI.1.15) angewendet auf die Menge By := {#,,1 — 6, : n € N}, und
Lemma [VI.1.17, angewendet auf die &-Nullfolge (h,,) := (1 — 6,,), liefern eine Menge
¥y € B(Z%) und eine Nullfolge (wy,) in €+ mit w, < 1, sodass

|f ' (1 — 6n)|*<1> S |f|*\I/1 * Wnp, (V128b)

jeweils fiir alle f € 2 und n € N.

Wiéhle nun eine Nullfolge (€,) in Ry mit €, < 1 fiir alle n € N, sodass jedes Kompak-
tum von R fiir ein n = n(K) € N groR genug in der Menge {|1 — 0,,| < &,,} enthalten
ist. Wéhle dann eine glatte Approximation der Eins () mit den Eigenschaften

max{e,/C,w,} <1—X, <1, suppxn+ (KU—-K)C {1 -6, <e,}. (VL2.9)

Mit dieser Wahl von (x;,) sind nun auch (VI.2.4d) und (VI.2.4d) erfiillt.

Aus 1 — X, > £,/C und Lemma [V1.2.8 erhiilt man die in % beschrinkte Menge

By:{ %~:n€N}. (V1.2.10)
1_Xn

Korollar [VI.1.15] angewendet auf B, liefert eine Menge Wy € B(27), sodass

En
1_%71

< ‘f : (1 - S\(/n)|*\I/2 (VI.Q.ll)
*P

’f|*¢5n§'f(1—5{n)
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fir alle f € 2 und n € N. Setze nun
=T Uy U (C - D). (V1.2.12)

Damit folgt nun die Ungleichung (VI.2.5a) aus (VI.2.8al) und (VI.2.7)). Die Ungleichung
(VL.2.5h)) folgt aus (VI.2.6) und (VI.2.7). Die Ungleichung (VI.2.5¢)) folgt aus ((VI.2.8h)
und (VI.2.9)). Die Ungleichung (VI.2.5d)) folgt aus (VI.2.11]) und (VI.2.9). O

Lemma VI.2.10. Zu jeder diskreten Approximation der Eins (0,) gibt es eine
glatte Approximation Eins (xn), sodass

Xn(z+ ) =0,(2) fir alle z € 2% und © € [—1/4,1/4]". (VI.2.13)

Beweis. Wihle x € 2 so, dass {x = 1} D [—1/4,1/4]%, suppx C [—3/4,3/4]
und Y, ;4 Tox = 1 als konvergente Reihe in &. Dann ist Xy, := ),z On(2)T.x die
gesuchte glatte Approximation der Eins. O]

Theorem VI.2.11. Sei E ein SRI-Raum.

1. Ist E ausschopfbar, so sind auch die Riume %1 (F), Z71(E) und w.qo(E){X}

ausschopfbar.

2. Entweder alle oder keine der Riume %1 (E), Z1(E) und w.g(E){X} sind

ausschopfbar.

Beweis. Der Raum w.q(F) ist genau dann ausschopfbar, wenn w.q(E){X} es ist.

Sei (0,,) eine diskrete Approximation der Eins. Allgemein gilt die Relation
go(v-a)=(qov)-a fiir alle v € w{X}, a € wund ¢ € csn X. (VI.2.14)

Nutzt man diese Relation nun fiir a = 6,, oder a = 1—0,,, v € w,o(F){ X} und wendet

eine Halbnorm p € csnw,.(E) auf beide Seiten an, so erhdlt man

plgo(v-0y)) (VI.2.15a)
plgo(v-(1=0y))) =p(gov)-(1—"0)), (VL.2.15b)

Il
g
~~
~~
<

o

<
N~—

>
3
N—
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V1. Eigenschaftsvererbung

fiir alle n € N. Nach den Definitionen |[V.4.1| und [VI.2.2| liefert dies die Implikation “="
der Behauptung. Um auch die Riickimplikation “<=" zu erhalten wahlt man g € csn X

und z € X mit g(z) > 0. Dann setzt man spezieller v = 2 ® b mit b € w,g(E), womit
gov=g(z)-b.
Der Raum wyg(F) ist ausschopfbar, falls dies fir E, %p(E) oder Z1(E) gilt.

Sei o € P mit ¢ # 0, p > 0und supp p C [—1/4, 1/4]d. Lemma [VI.2.10| liefert dann zu
jeder diskreten Approximation der Eins (6,,) eine glatte Approximation der Eins (xy),

sodass

p((a-0n) x ) = p((a*®) - Xn), (V12.16a)
(VI.2.16b)

=
=
-
|
D
<
*
S
Il
=
=
*
)
=
|
=
g

fiir alle @ € wyg(F), p € csn E U csn @p(F) U csn Z7(F) und n € N. Aufgrund der
Identitéten (V.2.15), (V.2.31]) und ist wyo(E) jeweils das Urbild von E, % (F)
und Z7(F) unter der Abbildung a — a * ¢. Damit folgt die Behauptung unmittelbar
aus der Definition von w,f,} in Gleichung und aus Definition .

Der Raum % (F) ist ausschopfbar, falls w.p(F) es ist. Sei (6,,) eine glatte Ap-
proximation der Eins, p € clsnwyg(E) und k € .. Dann gibt es nach Gleichung
(VI.2.4b) von Lemma eine glatte Approximation der Eins (x,) und C € Ry,

sodass

Sup p (([f] ®k)lza - Onlza) < C sup p ((If - Xn| @ )|7a) (V1.2.17)

fir alle f € %p(F). Dabei sind (9n|Zd> und ( Xn|zd) diskrete Approximationen der

Eins.

Gleichung (VI.2.4d)) von Lemma [VI.2.9|liefert eine glatte Approximation der Eins (x;,)

mit Werten in [0, 1], sodass

p((f-(1=0)] @k)|za) < C-p((If]®k)|za- (1= Xn)lza) (VL.2.18)

fir alle f € %p(F) und n € N. Also ist % (FE) ausschopfbar, falls w.g(FE) es ist.
Der Raum Z1(E) ist ausschopfbar, falls w.o(E) es ist. Dies beweist man analog
zu vorherigem unter Verwendung von Teil 2] von Lemma [VI.2.9 O
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Proposition VI1.2.12. Se: E ein SRI-Raum, X ein STI-Folgenraum und F' ein

requldr AB-invarianter Unterraum von 9.

1. Seien W C €.,V Cw, und H C &. Ist B, X\ bzw. F ausschopfbar, so ist

auch Ey, Ay bzw. Fy ausschopfbar.

2. Die Riume Eig, ), Mo, )1 X} und F; sind ausschipfbar.

co,+

Beweis. Teil[]: Wegen 0,,-(h-f) = h-(6,- f) kann die Ausschopfbarkeit des gewichteten
Raums Ey, Ay bzw. Flg direkt auf E, A bzw. F' zuriickgefiihrt werden.

Teil[9: Wegen Theorem [VI.1.28 und Beispiel [VI.1.29] geniigt es die Ausschopfbarkeit von
)\(CO,+) zu beweisen. Zu jedem w € ¢y 4 gibt es v € ¢y 4+ mit w/v € ¢y 4. Dann gelten
w-|a] = (w/v)-v-|a| und v - |a| € A fiir alle @ € Ay, und (w/v) - 0, — 0 in £*° fiir
alle diskreten Approximationen der Eins (6,,). Wegen Proposition folgt daraus
die Bedingung (VI.2.2)). O

VI1.2.c. Ausschopfbarkeit und Normalitat

In der klassischen Literatur zu Funktionen- und Distributionenrdumen hat sich die Nota-
tion des “normalen” Distributionenraums etabliert, siehe Definition 4.2.3 in [52, S. 319|.
Ein Distributionenraum F’ heisst demnach normal, wenn & eine dichte Teilmenge von F
ist. “Normalitét” beschreibt im Gegensatz zur “Ausschopfbarkeit” aus Definition
auch die Approximierbarkeit in der “lokalen Komponente” anstatt nur in der “globalen
Komponente” eines Raums. Proposition beschreibt fiir welche Amalgamraume

die beiden Begriffe dennoch adquivalent sind.

Proposition VI1.2.13. Sei F' ein lokalkonvexer Amalgamraum mit lokaler Kom-
ponente X~ oder LP, 1 < p < oo. Dann ist I’ genau dann ausschéopfbar, wenn F
normal ist. Lokalkonvexe Amalgamraume mit lokaler Komponente L oder &

sind nicht normal.

Beweis. Die Menge & ist dicht in Z¢s und LE,, aber weder in LSS noch in €”. Damit

CS?

vollendet eine Anwendung von Proposition den Beweis. O

Bemerkung VI1.2.14. Sei F ein lokalkonvexer Unterraum von &’ der & enthilt.
Dann wird & vermége ¢ — (f — (f, ¢)) auf kanonische Weise in F” eingebettet.
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Bemerkung VI1.2.15. Jeder normale, lokalkonvexe Amalgamraum X mit lokaler

Komponente 2 ist auch durch Glitten und Abschneiden approximierbar.

VI1.2.d. Vererbung der Vollstiandigkeit

Es wird nun untersucht wie sich topologische Vollstéandigkeit und Vervollstindigung
mit dem Korrespondenzdiagramm ([V.2.1)) vertragen. Das Hauptresultat ist Propositi-
on zur Bewahrung der Vollstandigkeit. Eine Schlussfolgerung fiir Ordnungskate-
gorien von Amalgamriaumen wird in Proposition erhalten.

Im folgenden ist £ € {2, &, '} U{LP : p € [1,00]} und X ist ein vollstéindiger,
Hausdorffscher, lokalkonvexer Raum mit X # {0}.

Proposition VI1.2.16. Sei £ ein SRI-Raum.
1. Ist E wollstindig, so sind dies auch die Ridume Z£r(E) und w.q(E){X}.
2. Genau dann, wenn L (E) vollstindig ist, ist auch w.g(E){ X} vollstindig.

Beweis. Sei zunichst X = R. Man wendet Proposition[[V.2.11]auf die Urbildoperatoren
aus dem Korrespondenzdiagramm an und nutzt die Vollstindigkeit von £ und
w. Um allgemeine X abzudecken nutzt man Theorem und die Vollstandigkeit
von w{X} als N-faches Produkt des vollstindigen Raums X, siehe Satz 24.4 aus |75
S.29]. O

Proposition VI1.2.17. Die topologisch vollstindigen Rdume definieren jeweils
ein Hiillensystem in den Ordnungskategorien SRI, £ (SRI) und sti{X}.

Beweis. Die Ordnungskategorien lokalkonvexer Riume SRI, Zp(SRI) und sti{X}
sind abgeschlossen unter der Bildung von Kernen und jeder Kern vollstédndiger lokalkon-

vexer Rdume ist ebenfalls vollstandig. O]

VI1.3. Relativ kompakte und straffe Teilmengen

In diesem Abschnitt werden die relativ kompakten Teilmengen K(F') vollstandiger aus-
schopfbarer Amalgamriaume F' € Z7(SRI) charakterisiert. Fiir die lokalen Kompo-
nenten . = #' oder ¥ = L{Dok mit 1 < p < oo liefert Proposition [VI.3.12| die
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Charakterisierung K(F) = T(F) N R(Z) mit dem Mengensystem der straffen Teil-
mengen ‘T(F'), das in Definition eingefithrt wird. Straftheit beschreibt also die
globalen Eigenschaften relativ kompakter Teilmengen. Fiir die lokalen Komponenten
&L =X € {2 &} erhilt man sogar R(F) = T(F) in Proposition [VI.3.14 Zudem
erhélt man mit Theorem die Charakterisierung R,(27 (L)) = T(27(Liy))
fiir die relativ schwach kompakten Teilmengen R,(27(Li;)) von 21 (Li,).

Das Auswerten von Urbildbornologien iiberfiihrt die Resultate fiir .2 = 2~ in expli-
zitere Kriterien, siche Theorem in Unterabschnitt [VI.3.d Zum Beispiel besagt
die Aquivalenz “(1) < (1”)” dieses Theorems, dass relative Kompaktheit und relativ
schwache Kompaktheit in Z/4.(Lj;,) iibereinstimmen. Weiter ist nach “(1) < (2')” eine

beschréinkte Menge K C 2% (L1{;;) genau dann relativ schwach kompakt, wenn

sup / (f * @) () |w(z)de == 0 fir alle p € Z, w € W. (VI1.3.1)
feK

|z|>r
Zusammen mit der Beschrinktheit von K * ¢ bedeutet Gleichung (VI.3.1)), dass K * ¢
straff in L%,V ist, im Sinne von Definition . Diese Charakterisierung beantwortet
Problem aus Unterabschnitt der Einleitung.

Die Beweise der Resultate haben drei wichtige Zutaten: Erstens ist die Bornologie der
straffen Teilmengen € mit SRI-Rdumen und STI-Folgenraumen vertriglich und bleibt
unter Amalgamraumbildungen erhalten, sieche Unterabschnitt Zweitens sind die
prakompakten Teilmengen eines ausschopfbaren STI-Folgenraums A durch Straffheit
charakterisierbar, siche Proposition in Unterabschnitt . Ahnliches erhilt
man durch Ubertragung der bekannten Charakterisierung relativ schwach kompakter
Teilmengen der Raume L*(p) mit Wahrscheinlichkeitmaf p auf die Réume Liy, siche
Lemma[VI.3.16] von Unterabschnitt [VI.3.d] Drittens werden Vererbungsregeln fiir relativ
kompakte Teilmengen von Urbildraumen aus Unterabschnitt genutzt.

VI1.3.a. Vererbung straffer Teilmengen

Straffe Teilmengen T (F') werden fir Rdume F' von Distributionen oder Vektorfolgen
mit einer milden Multiplikationsinvarianzbedingung eingefiihrt. Proposition [VI.3.4] be-
sagt, dass diese zu einer Topologie assoziierte Bornologie mit SRI-Rdumen und STI-

Folgenrdumen kompatibel ist. Proposition [VI.3.5] liefert die Vererbungseigenschaft fiir
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V1. Eigenschaftsvererbung

straffe Teilmengen unter Amalgamraumbildungen.

Im folgenden ist X ein lokalkonvexer Raum.

Definition VI.3.1. Sei F' ein gleichméfig A- bzw. (>-invarianter lokalkonvexer Dis-
tributionen- bzw. X-Folgenraum. Dann wird eine Teilmenge B C F' straff (in F')
genannt, falls B beschrénkt in F' ist und

n—oo

supp(f-(1—460,) — 0 fir alle p € csn F und (6,) € A;. (VI1.3.2)
feB

Es notiert T(F') das Mengensystem aller straffen Teilmengen von F'.

Bemerkung VI.3.2. Die Definition von “straff” in obiger Definition weicht
leicht von der géngigen Definition ab, sieche zum Beispiel Definition VIII.4.18 aus [27,
S.392]: Eine Menge K ist straff in .#! im Sinne von Definition genau dann,
wenn K beschrinkt in .#1 und straff im Sinne von Definition VIII.4.18 aus [27] ist.
Hier notiert .#' den Raum der integrierbaren Radon-Mafe (Gleichung )

Bemerkung VI.3.3. Ein gleichmifig %- bzw. {*°-invarianter lokalkonvexer Distri-
butionen- bzw. X-Folgenraum F' ist genau dann ausschépfbar, wenn jede einelementige

Teilmenge { f} von F straff in F' ist.

Proposition VI1.3.4. Fir lokalkonvere SRI-Riume E ist T(E) eine SRI-Borno-
logie. Fiir lokalkonvexe STI-Folgenriume X ist T(\) eine STI-Bornologie.

Bewets. Da die Topologie von E bzw. A von Verbandshalbnormen erzeugt wird, muss
die Bedingung (VI.3.2)) nur fir p € clsn £ bzw. p € clsn A gefordert werden. Sei nun
Y € D bzw. p € ¢. Zu jeder glatten bzw. diskreten Approximation der Eins (6,,) gibt

es eine glatte bzw. diskrete Approximation der Eins (), sodass

(f1x ) - [T = On] < ([f]- (1= xn)) * ¢ (VL.3.3)

fir alle f € £ bzw. f € wy, n € N. Siehe dazu Lemma [V1.2.9, Da der Faltungsope-

rator (-) * @ ein stetiger Endomorphismus von F bzw. A ist, folgt die Proposition aus

der Ungleichung ([VI.3.3) und der Bedingung |1| aus Proposition bzw. Bedingung
aus Proposition [V.1.8] O
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Proposition VI.3.5. Sei .Z einer der Riume 9', &, " oder L}, mitp € [1, 0]
und X ein vollstindiger, Hausdorffscher, lokalkonvezer Raum mit X # {0}.

1. Jeder lokalkonvexe SRI-Raum E erfillt
L Lr(R)) = Lr(Z(R)). (V1.3.4)
2. Jeder lokalkonvexe STI-Folgenraum \ erfillt

T(ZL(N) = Z(Z(N), (VI.3.5a)
TMXY) = TN{X). (VL.3.5b)

Beweis. Nach Bemerkung|VI.3.3|miissen die Argumente im Beweis von Theorem |VI.2.11
lediglich gleichméafig in Teilmengen F' anstatt Elementen f wiederholt werden. O]

Proposition VI.3.6. Sei E bzw. A ein vollstandiger, ausschopfbarer Fréchet-
SRI-Raum bzw. -STI-Folgenraum. Fine Teilmenge B von E bzw. A\ ist genau

dann straff, wenn es ein w € €, bzw. w € wy gibt, sodass K C wB.

Beweis. Es gentigt, den Beweis fiir A zu fiithren. Sei 6,, die spezielle Approximation der
Eins 0, = 1z, mit Z, := ([—n,n]NZ)%. Die Topologie T wird von einer aufsteigenden
Folge (p, : m € Np) von Verbandshalbnormen erzeugt. Angenommen, K ist straff.
Dann gibt es nach Gleichung zu jedem m € Ny ein n(m) € N, sodass

sup P (@ (1= Opgny)) <277 fiir alle m € Ny. (VL.3.6)
acK
Die Folge n(m) wird streng aufsteigend gewéhlt. Definiere nun w € ¢y 4 durch

w(z):=2"" fiir m € Ny und z € Zin(m) \ Zn(m—1) (VL.3.7)

mit der Konvention Z,(_1) = (). Betrachte dann die Menge B := K /w. Da K beschrinkt
ist gibt es fiir jedes m € Ny ein C), < o0 so, dass fiir alle a € B die Ungleichung

Pm (a/w) < pp, ((a/w)ﬁn(m)) + Pm ((a/w)(l — Qn(m))) <C,,+1 (VL.3.8)

erfiillt ist. Daraus folgt, dass B beschrankt in A ist. m
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V1.3.b. Relative Kompaktheit in STI-Folgenraumen

Eine Teilmenge K von ¢! ist genau dann relativ (schwach) kompakt wenn K straff im
Sinne von Definition ist. Dieses klassische Resultat findet man zum Beispiel in
65, §22, 4.(3), S.282], [55, Prop.2.6.11, S.108f] und [06, Thm.2.2.4, S.31]. Die Verall-
gemeinerung auf /7 mit p € [1, 00[ wird in [120, Aufgabe 11.5.23, S. 85] angegeben.

Eine Ubertragung des Beweises aus [65] liefert eine analoge Charakterisierung der pri-
kompakten Teilmengen pf(\) eines ausschopfbaren, lokalkonvexen STI-Folgenraums A,
und somit der relativ kompakten Teilmengen (), falls A vollstdndig ist. Siehe Proposi-
tion [VI.3.7 und Korollar [VI.3.8] Weiter wird erhalten, dass vollstandige STI-Folgenrédume
mit strikter Topologie Semi-Montel-Rédume sind, siehe Proposition [VI.3.9

Proposition VI1.3.7. Die prikompakten Teilmengen eines ausschopfbaren, lokal-

konvexen STI-Folgenraums \ entsprechen den straffen Teilmengen, das heisst,
pR(A) = T(N). (VI.3.9)
Beweis. Sei K € T(\). Dann gibt es n € N, sodass
pla-(1—206,)<1/3 fiir alle a € K. (VI.3.10a)
Somit liefert die Dreiecksungleichung
pla—0) <p((a—>)-0,) +2/3 fiir alle a,b € K. (VI.3.10b)
Da K -6, endlich dimensional ist, findet man by, ...,b,, € K, sodass

min p((a—1b)-0,) <1/3. fir alle a € K. (VI.3.10c)

=1,...m

Aus den Gleichungen (VI1.3.10) folgt

K C(bi+Up) U---U (by +Up) (VL3.11)

mit der Notation U, := {c € X : p(c) < 1}.
Sei umgekehrt K C A mit K ¢ T(A). Dann gibt es p € clsn A und eine Folge
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(an) € K mit der Eigenschaft

play,-(1—46,)>1 fir alle n € N, (VI1.3.12)
Angenommen, es gibt nq,...,n; € N so, dass
p(an, — an,) >1/2 fir alle ',1" =1,...,lmit I #£1". (V1.3.13)

Da p eine Verbandshalbnorm und (A, 7)) normal ist kann man n € N so wéhlen, dass

p (anl/ - an) >p ((anl/ - an) ) (1 - en))
> p(an ’ (1 - en)) - P (anl/ ) (1 - 9n>)
>1-1/2=1/2 (VL.3.14)

fiir alle I’ = 1,. .., [. Daraus folgt per vollstindiger Induktion, dass es eine Teilfolge (b,)

von (ay) gibt mit
p(by — b)) >1/2 fiir alle n,n’ € N mit n # n'. (V1.3.15)

Somit ist K nicht prakompakt. ]

Korollar VI1.3.8. Jeder vollstindige, ausschdpfbare, lokalkonvexe STI-Folgenraum
A erfullt R(A) = T(N).

Proposition VI1.3.9. Ist \ ein vollstindiger, ausschopfbarer STI-Folgenraum, so

ist der gewichtete Raum A\ ein Semi-Montel-Raum.

€o.+)

Bewes. Nach Korollar [VI.3.8| geniigt es zu zeigen, dass jede beschrankte Teilmenge von
A straff ist. Nach Bemerkung[VI.3.3]ist dies analog zu Teil 2 von Proposition[V1.2.12] [

Proposition VI.3.10. FEin vollstindiger, lokalkonvexer STI-Folgenraum X\ ist
genau dann ausschopfbar wenn die solide Hiille jeder relativ kompakten Teilmenge

von A ebenfalls relativ kompakt ist.

Beweis. Implikation “=-": Diese folgt aus Proposition [VI.3.4| und Korollar [VI.3.8
Riickimplikation “<7: Sei a € X und setze Z(n) := [—n, n]® N Z%. Die solide Hiille
von {a} enthalt die Menge {a - 15,y : n € N} und ist nach Annahme relativ kompakt.
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Aus der Aquivalenz (a) < (d) von Theorem 3.11 aus |55, S. 61] folgt daher a-1z4,) — a
in A fiir n — oo. O

Bemerkung VI1.3.11. Proposition [VI.3.10{ kann als Verallgemeinerung der Aquiva-
lenz (d) < (e) aus §30,7.(1) in |65 S.417| verstanden werden. Die Beweisidee ist die

selbe wie aus [65].

VI1.3.c. Relative Kompaktheit in Amalgamraumen

Zur Charakterisierung relativ kompakter Teilmengen in kontinuierlichen soliden Amal-
gaumen muss zusétzlich zur Straffheit ein lokales Kriterium an die Teilmengen angegeben
werden. Dies wird in Proposition erledigt und in Korollar auf SRI-Rdume
ibertragen. Proposition liefert T (X) = K(X) fiir vollstdndige, ausschopfbare
Raume X € Z7(SRI), genau wie fiir STI-Folgenraume. Die Gewichtung solcher Raume
mit % macht diese dann zu Semi-Montel-Réumen, siche Proposition .

Proposition VI.3.12. Sei & eciner der Riume %' oder LY, mit p € [1,00]
und E ein vollstindiger, ausschopfbarer, lokalkonvexer Amalgamraum mit lokaler
Komponente % . Eine Teilmenge B C E ist genau dann relativ kompakt, wenn B

straff in E und relativ kompakt in % ist.

Beweis. Sei A der STI-Folgenraum mit £ = %(\). Dann ist A ausschopfbar nach
Proposition und vollstdndig nach Proposition Aus Proposition
und Korollar folgt T(#(N)) = Z(T(N) = #(R(N)). Da # vollstandig ist
und K(A\) = T(A) nach Proposition eine SRI-Bornologie ist vollendet nun eine
Anwendung von Proposition den Beweis. O

Korollar VI1.3.13. Sei E ein vollstindiger, ausschopfbarer lokalkonvexer SRI-
Raum. Eine lokalgleichstetige Menge B C EN% ist genau dann relativ kompakt,

wenn B straff ist.

Beweis. Nach Voraussetzung ist B relativ kompakt in L5 . Somit folgt das Korollar
aus Proposition [VI.3.12/ und den stetigen Inklusionen L (E) C E C J/(E). O

Proposition VI.3.14. Jeder vollstindige, ausschdpfbare Amalgamraum X mit
lokaler Komponente 2 erfillt R(X) = T(X).
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Bewets. Analog zum Beweis von Proposition [VI.3.12| findet man einen vollstdndigen
STI-Folgenraum A mit T(27(\)) = Z:(K(A)). Da im vollstandigen Semi-Montel-Raum

Z relativ kompakte Mengen und beschrinkte Mengen iibereinstimmen vollendet dann
eine Anwendung von Proposition und Proposition den Beweis. O

Proposition V1.3.15. Sei X ein lokalkonvexer Amalgamraum mit lokaler Kom-

ponente Z . Dann ist der gewichtete Raum X 5 ein Semi-Montel-Raum.

Beweis. Sei A\ ein STI-Folgenraum mit X = Z+(\). Nach Beispiel und Theo-
remgilt X = 27(Ne))- Nach Propositionist A(co.+) €in Semi-Montel-
Raum und auch 2 ist ein Semi-Montel-Raum. Somit folgt aus den Propositionen[[V.1.13]
und dass auch X 5 ein Semi-Montel-Raum ist. O

VI1.3.d. Relativ schwache Kompaktheit

Jeder STI-Folgenraum der Form E%/ mit moderiertem Kegelideal V' C w, hat die Ei-
genschaft, dass die relativ schwach kompakten Teilmengen mit den relativ kompakten
Teilmengen zusammenfallen. Dies folgt im Wesentlichenﬂ aus §30.6.(3) von [65], S.416].
Vergleiche auch Theorem 3.2.4 in 96| S.31]. Nach Korollar wiederum entspre-
chen die relativ kompakten Teilmengen den straffen Teilmengen von ¢i,, im Sinne von
Definition VI.3.1]

In diesem Unterabschnitt wird die entsprechende Aussage fiir die Rdume %T(L‘l/v)
bewiesen, siche Theorem Der Beweis basiert unter anderem auf Lemma[VI.3.16]
Dieses wiederum baut auf der folgenden klassischen Charakterisierung von Dunford und
Pettis auf: Eine beschréinkte Teilmenge H von L'(j), p1 ein endliches MaR, ist genau
dann relativ schwach kompakt, wenn H gleichgradig integrierbar ist. Siehe Satz VIII1.6.9
und Definition VIIL.6.6 in [120} S. 445, 442].

Lemma VI.3.16. Sei W C L{g . und K C Ly, 0 LS beschrinkt in LY. Dann

1st K genau dann relativ schwach kompakt in L%,V wenn K straff in LIl,V 18t.

Beweis. Nach Definition |VI.3.1|ist K genau dann straff in LII,V wenn K beschrankt in

n [65] wird vorausgesetzt, dass V von der Form |[A\*| ist. Dies wird im dortigen Beweis allerdings
nicht verwendet.
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L%/V ist und

lim sup / |f(z)|w(x)de — 0 fiir alle w € W. (VI.3.16)
R—o0 fGK Rd\BR(O)

(a) Das Lemma gilt fir W = {1}: Durch du(z) = e ™ da ist ein Wahrscheinlich-
keitsmafk auf R? erkldrt. Vermoge der Abbildung L' 3 f + f(x)- ™ st L isomorph
zu L' (). Kombiniert mit Satz VIIL.6.9 aus [120, S. 445] erhélt man, dass K genau dann

relativ schwach kompakt ist, wenn

sup / |f(z)|dx — 0 falls / e ™" dz — 0 mit messbaren E C R%. (VI.3.17)
feEKJE E

Da E = R%\ Bg(0) fir R — oo die Annahme auf der rechten Seite von (VI.3.17)
erfiillt, die Implikation fiir W = {1}.

Nehme nun an, dass (VI.3.16) fir W = {1} gilt und sei € > 0. Fiir alle §, R € R,
und F C R? messbar gilt die Implikation

/ e ™ dzx <5 = vol(EN Br(0)) < §e™ (V1.3.18)
E
Da K beschrénkt in Ly ist, gibt es zu jedem R € R, ein Cr € Ry, sodass
/ 1f(z)|dz < Cg - vol(E N Bg(0)) fiir alle f € K. (VL3.19)
ENBR(0)

Wéhlt man also R € R so, dass

sup / |f(z)|dx < /2 (VL.3.20)
feK JE\BR(0)

und setzt 6 = se’”RQ/(QC'R), dann folgt

;EE/EU(:E)] dr < e (VL.3.21)

aus der Ungleichung auf der linken Seite von ([VI.3.18]).

b) Das Lemma gilt fir W = {w} mit w € L _ : Der Raum L} isomorph zu
g loc,+ w
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L*{w > 0}) vermoge f — w - fliwsoy und LY({w > 0}) entspricht auf kanonische
Weise einem abgeschlossenen Unterraum von L. Also folgt (b) aus (a).

(¢) Das Lemma gilt fir allgemeines W : Nach Definition ist K genau dann straff
beziiglich W, wenn K straff beziiglich {w} fiir alle w € W ist. Da Ljj, der Kern der
vollstandigen Raume L%U ist, ist K genau dann relativ schwach kompakt in Ltl/Vv wenn

K relativ schwach kompakt in L’ ist, fiir alle w € W. Also folgt (c) aus (b). O

Theorem VI1.3.17. Sei W C %, ein moderiertes Kegelideal. Dann stimmen
in dem lokalkonvezen Raum 27 (LYy,) die relativ schwach kompakten, die relativ

kompakten und die straffen Teilmengen tiberein, das heisst,
Ro(27(Lly)) = RZ0(Lly) = T(Zn(Lly)). (V.3.22)

Beweis. Die Gleichung T(Z71(Liy,)) = K(Z1(Liy)) ist ein Spezialfall von Propositi-
on [VI.3.14] Fiir die andere Gleichung berechnet man

Ro( Z0(Lhy)) © 8o (T (L) (V1.3.23a)
(i) i%’(ﬁU(LIl/V)) (VI1.3.23b)
“D g (F(LL)) (V1.3.23¢)
W 2wl Y (2 (L), (VL3.23d)

Hier folgt (i) aus Theorem [V.3.13und (ii) aus Proposition [IV.2.12| Da die Menge B * ¢
fir alle B € B(Z") und ¢ € Z” beschriankt in LS ist, folgt aus Lemma [VI.3.16

die Identitat (iii). Theorem [V.3.13| und Proposition |VI.3.4|liefern die Identitdt (iv). Die
letzte Identitat (v) folgt aus Proposition [VI.3.5 O

Bemerkung VI.3.18. Sei Q C R? offen und nichtleer. Von P. Dierolf und S. Dierolf
wurde bewiesen, dass in dem Dualraum % () von 17 () die relativ schwach kompakten
Teilmengen mit den relativ stark kompakten Teilmengen {ibereinstimmen, siehe Corol-
lary (3.5),(b) in [20, S.71]. Im Spezialfall Q = R% ist (B(Q), B(B(Q), B(Q))) = D'
und somit verallgemeinert Theorem diesen Spezialfall von Corollary (3.5),(b).
Um die Aquivalenz von schwacher und starker Konvergenz von Folgen in ¢! zu zei-
gen, setzte I. Schur die “Methode des gleitenden Buckels” ein [120, S. 133]. In [20] wurde

diese Methode auf den Raum ()’ iibertragen, was zu einem sehr technischen, miih-
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samen Beweis fithrt |20 S.64-71|. Die Beweismethode fiir Theorem aus dieser
Arbeit ist es dagegen, die Charakterisierung der schwach relativ kompakten Teilmengen
H C L'(u) von Dunford und Pettis [25, Thm.3.2.1, S.376] per Gewichtungsisomor-
phismen oder per Urbildoperatoren auf die Rdume %T(L%/V) zu iibertragen. Zum einen

wird dadurch ein langer technischer Beweis vermieden und zum anderen wurden leicht
wiederverwendbare Hilfsmittel eingesetzt, wie zum Beispiel Proposition [[V.2.12 oder

Proposition

VI.3.e. Kriterien im glatten oder distributionellen Fall

Die Resultate aus Proposition und Theorem kénnen durch Einsetzen der
Definitionen von Urbildbornologien in explizite Kriterien tiberfithrt werden. Fiir vollstén-
dige, ausschopfbare SRI-Rdume FE' fithrt dies zu stirkeren und expliziteren Resultaten
als die aus Corollary 3.16 aus |58, S. 10]:

Theorem VI1.3.19. Sei ' € SRI wvollstandig und ausschopfbar, X .= w.q(E) und
X = Z71(E). Dann sind die folgenden Aussagen tiiber K C X dquivalent:

(1) /(1) Esist K relativ kompakt/straff in X .

(2)/(2)) FEsist K % ¢ relativ kompakt/straff in E fir alle o € 2.
(3)/(3") PEsist |K|,q relativ kompakt/straff in E fir alle ® € B(Z).
(4)/(4") Es st (|K|,p)|, relativ kompakt/straff in A fir alle ® € B(Z").

Im Spezialfall E = L%,V mit moderiertem Kegelideal W kommt noch dazu:
(1) Die Menge K ist relativ schwach kompakt in X .

Die Aquivalenz von (1)-(4) gilt auch fir “beschrinkt” anstatt “relativ kompakt”,

sogar fir allgemeine & € SRI.

Beweis. Beachte, dass X = Z%(\) nach dem Korrespondenzdiagramm (V.2.1)) oder,
spezieller, Gleichung (V.2.45)) von Theorem [V.2.26, Weiter sind X und A nach Proposi-
tion [VI.2.16] und Theorem [VI.2.11] vollstiandig und ausschopfbar.

(1) < (1'): Entspricht Korollar [VI.3.8|
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(1) < (3') < (4): Dies folgt aus Proposition [VI.3.5/ und der Definition der Urbildbor-
nologien durch Gleichung (I[V.1.19¢), Definition [V.2.20| und Definition [V.2.24]

(2) < (3): Folgt aus Proposition [VI.3.4/ und Theorem [V.3.13|

(4) & (4'): Folgt aus Korollar [VI1.3.8|

(2) < (2) und (3) < (3'): Dies folgt aus Korollar [VI.3.13] Beriicksichtige dabei, dass
alle Mengen K % ¢, ¢ € & lokal gleichstetig sind, falls alle Mengen K * ¢, ¢ € & lokal
beschréankt sind. Entsprechendes gilt fiir die Mengen | K |.p, ® € B(Z").

(1) & (1) < (1”): Enthalten in Theorem [VI.3.17]

Beschrdnktheit: Dies folgt aus Proposition|[IV.1.13] dem Korrespondenzdiagramm
und Theorem [V.3.13] O

VI1.4. Faltung von Distributionen

Stetigkeitseigenschaften bilinearer Faltungsabbildungen vererben sich von allgemeinen
Réumen von Distributionen E auf die Faltungsurbilder Z;,(E) und von STI-Folgen-
rdumen A auf die Amalgamriume Z.()). Die Details werden in den Theoremen
und [VIL.4.8 in Unterabschnitt [VL.4.d beschrieben. Theorem [VI.4.5 deckt Theorem [L.2.1]
aus Unterabschnitt des Ubersichtskapitels ab und durch Theorem wird das

Problem aus Unterabschnitt gelost.

Diese Vererbungsregeln sind eng verkniipft mit alternativen zur (nichtexistenten) Drei-

ecksungleichung fiir die &’-Faltung, die in den Theoremen [VI.4.3| und [VI.4.4] in Unter-

abschnitt [VI.4.b] beschrieben werden. Im gleichen Atemzug werden einige neue Kriterien
fiir &'-Faltbarkeit von Tupeln bereitgestellt, siche Theorem . Die Beweise der
Ungleichungen basieren auf Faktorisierungssitzen fiir Testfunktionen, die in den Korol-
laren [V.3.3| und [V.3.4] in Unterabschnitt [V.3.al beschrieben wurden.

Faltungen und Supremalfaltungen von R -wertigen Funktionen auf R? oder Z¢ er-
wiesen sich in den Untersuchungen als praktisch und werden in Unterabschnitt
betrachtet. Mit einer Ungleichung in Lemma [VI.4.1] kann die kontinuierliche Faltung

durch die diskrete Faltung kontrolliert werden.
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Vl1.4.a. Nichtnegative Faltungen und Supremalfaltungen

Notiere im folgenden die Funktionenmengen

Z, = {R? =R}, S, = {f € .F, : f unterhalbstetig}, (V1.4.1a)
oy = {Z? - R, }. (VL.4.1b)

Fiir die Multiplikation von Zahlen aus Ry und R -wertige Funktionen wird die Kon-
vention 0 - 00 = 00 - 0 = 0 verwendet. Dies garantiert, dass (KJr, -) eine Halbgruppe ist
mit sup(A - B) = sup A - sup B fiir alle A, B C R, also ein Quantal (siche Unterab-

schnitt [I1.4.c)).
Sei f,g € #, und a,b € W,. Die £ -Faltung fxg von f und g und die W -Faltung

a*b von a und b sind definiert als

713 2 — (axb)(2) =
weZ

1W9x~+uwmmw=/fm—yw@m% (VI.4.20)
> az — w)b(w). (V1.4.2b)

Das Integral in ist als oberes Integral von unterhalbstetigen Funktionen erklart
[12]. Mit dem Satz von Fubini fiir nichtnegative unterhalbstetige Funktionen erhélt man,
dass (&, *) eine Halbgruppe ist. Allerdings hat (£, %) kein neutrales Element. Die
Halbgruppe (W, *) hat das neutrale Element 1.

Sei f,g € .Z, und a,b € @, Ersetzt man in Gleichung (VI.4.2a)) bzw. (VI.4.25) das

Integral bzw. die Summe durch ein Supremum, so erhdlt man die punktweise erkléarten

Supremalfaltungen f = g und a = b:

R? >z (f mg)(x) =sup{f(z — y)g(y) : y € R}, (V1.4.3a)
743 2z — (awb)(2) == sup{a(z — w)b(w) : w € Z9}. (V1.4.3b)

Dies definiert Halbgruppen (§+, ») und (W4, w), jeweils mit neutralem Element 1¢. Es

gilt £, w F, C F, da .Z, supremumsabgeschlossen ist und wegen der Relation

fug=sup{T,fg(x):xecRY, (VL4.4)
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wobei “sup” hier das punktweise gebildete Supremum in %, notiert. Zwischen Faltung

und Supremalfaltung bestehen die Ungleichungen

(fxg)mh < fx(gmh) fiir alle f,g € %, h € .F,, (VI.4.5a)
awb<axb fir alle a,b € ... (VL.4.5Db)

Die Ungleichung (VI.4.5a)) folgt aus Gleichung (VI.4.4) und der Monotonie der Integra-
tion. Eine niitzliche Konsequenz aus der Ungleichung ([VI.4.5a)) ist, dass

(fxg)mlpger < (fuwlg)x(gmly) firalle fge ., K,LCRY (VL4.6)

Die Abbildung f — f = 1x wurde in Definition 3.1 von [58, S. 5| als “translation shell”

bezeichnet und durch Tx notiert.

Lemma VI.4.1. Sei Q := %[—1, 1]d der zentrierte Finheitswiirfel. Dann gilt

(f*g)m120) |0 < (f ®120)|ga * (g®1log)|pa  fiir alle f,g € S, (VLAT)

Beweis. Da die Einschrankung (+)|z« und die Faltungen “*” und “w” eintragsweise mit
Gittertranslationen T, 2 € Z? kommutieren muss die Ungleichung (VI.4.7) nur in z = 0

bewiesen werden. Es gilt die Abschétzung

/ F<Y (fui1Q)lg fiir alle f € 7. (V1.4.8)
Unter Verwendung von (VI.4.8)) erhélt man fiir f, g € £, die Ungleichungen
G0 = [0 <3 (910

<N (fu1g)|- (9m1g)|z
= ((f = 1Q)lza * (g = 1)lza) (0). (VL4.9)

Man erhalt (f*g)m1lyg < (fmlg)*(gw1lg) aus (VL.4.6). Dies liefert die Ungleichung
(VI.4.7) in z = 0 nach Substitution von f + f e lgund g +— gmlgin (VL4.9). O
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VI1.4.b. Alternativen zur Dreiecksungleichung

Die #”'-Faltung und die w-Faltung von p-Tupeln erfiillen die Dreiecksungleichung, wie in
Unterabschnitt [[T1.3.d beschrieben wurde. Im allgemeinen ist der Absolutwert einer Dis-
tribution nicht definiert. Jedoch gibt es niitzliche Alternativen zur Dreiecksungleichung

fir die 2’-Faltung die in den folgenden drei Theoremen dargestellt werden.

Theorem VI.4.2. Seip e N, p > 2 und fi,..., f, € Z'. Die folgenden Aussagen
wber das Tupel (f1,..., fp) sind dquivalent:

1. Das Tupel (fi,..., fp) ist Z'-faltbar.
2. Das Tupel (fi*¢1,..., fp*pp) ist D'-faltbar fiir alle 1,...,¢, € D.

3. Das S, -Faltungsprodukt des Tupels (|fx|«o : k=1,...,p) ist eine lokalbe-
schrankte Funktion fir alle ® € B(Z).

4. Das I -Faltungsprodukt des Tupels (| fi * pr| : k =1,...,p) ist iberall end-
lich fiir alle ¢1,...,¢, € 9.

5. Dasw, -Faltungsprodukt des Tupels ((| fx|sa)|za - k= 1,...,p) ist iberall end-
lich fir alle ® € B(Z). (In anderen Worten, dieses Tupel ist w-faltbar.)

Beweis. Die Aquivalenzen “ SPe e ’ sind in Theorem 6.2 in [58, S.23| zu
finden. Die Aquivalenz “ & ’ erhdlt man dann mithilfe von Lemma . ]

Die folgenden beiden Theoreme werden der Ubersichtlichkeit halber nur fiir p = 2

angegeben. Die Verallgemeinerungen auf allgemeines p € N mit p > 2 sind klar.

Theorem VI1.4.3. Sei ® € B(Z). Es gibt ¥ € B(P) so, dass

|f *g|*<I> < |f|*\1/ * |g|*\1/ (VI.4.10)

fiir alle 2'-faltbaren f und g. Entsprechendes gilt fiir § anstatt B.

Beweis. Nach Korollar gibt es ¥ € B(Z) mit & C ['(V x ¥) (verwende Korol-
lar fir §(2)). Mit dem Assoziativgesetz [92, Proposition 1] erhilt man

|f*gle < sup |(f *g)* (1 % 2)| < sup |f * 1] * sup g * Y] (VL4.11)
1,2V Pew Pew
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fiir alle 2’'-faltbaren f und g. O

Theorem VI.4.4. Sei ® € B(Y). Es gibt ¥ € B(Y) so, dass

(If * glsa)lza < (Iflsw)lza * (|glew)lza (V1.4.12)
fiir alle 2'-faltbaren f und g.

Beweis. Dies ergibt sich aus einer Kombination von Lemma [VI.4.1jund Theorem |VI.4.4]
sowie der Relation log w |flwe = | flew mit U = Tog® = {Tup : x € 2Q}. O

Vl1.4.c. Vererbung von Stetigkeitseigenschaften

Die Abbildungen E +— Z,,(E) und A — Z.(\) vererben topologisch-bornologische
Eigenschaften der Faltung, wie in den unteren Theoremen [VI.4.5|und [VI.4.8| beschrieben
wird. Fiir die Abbildung A — 2.(\) erhilt man sogar Aquivalenzen. Desweiteren zeigt
Theorem die Vertriglichkeit von Faltungsdualen und A\ — Z.(\).

Seien E;, i = 1,2, 3 Untervektorrdume von &’. Falls Ey X Ey aus &'-faltbaren Tupeln
besteht und die Faltungsinklusion Ey * By C Ej3 erfiillt ist, so sagt man, die &'-Faltung
Ey x Ey — E3 ist wohldefiniert. Entsprechendes gilt fiir die w-Faltung.

Es wird nun die Vererbung aller folgenden Eigenschaften bilinearer Abbildungen zwi-

schen lokalkonvexen t.b. Ra&umen untersucht:

Wohldefiniertheit
Stetigkeit, Links-/Rechtskostetigkeit (VI.4.13)
Bornologiebewahrend, Links-/Rechtshypostetigkeit

Diese Eigenschaften wurden in Unterabschnitt zusammengefasst.

Theorem VI1.4.5. Seien Eq, Ey und E3 lokalkonvexe t.b. Unterrdume des Vek-
torraums ' und (P) eine der Eigenschaften aus (VI.4.13). Dann gilt die folgende
Implikation: Hat die 9'-Faltung Ey X Ey — FEs die Figenschaft (P), so hat die
D'-Faltung 9., ,(E) x D, ,(Ey) = P.,(E3) ebenfalls die Eigenschaft (P).

Beweis. Setze FZ = (Fiqu,i;BF,i) = ;“@(Ez) fiir ¢ = 1, 2, 3.
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Sei ¢ € 2. Nach Korollar gibt esn € Nund ¢, € Z mit ¢« = 1,2 und
k=1,...,n,s0dass ¢ = Q11 * P21+ -+ Q1 * P2,. Das Assoziativgesetz liefert

n

(frefo) ko= (fi*ora) * (f2 % P2x) (VI.4.14)
k=1
fiir alle 2'-faltbaren Tupel (f1, f2).

Wohldefiniertheit: Besteht 1 X Ey aus &'-faltbaren Tupeln, so besteht nach Kri-
terium 2] von Theorem auch F} X Fy aus P'-faltbaren Tupeln. Gilt zudem
Eq x Ey C FEs, so folgt Fy x F5 C F3 aus Gleichung und aus der Lineari-
tat von Fj.

Stetigkeit: Sei x: Fq X Ey — Fj stetig und sei p3 € csn F3. Aufgrund der Annahme,
Gleichung und der Dreiecksungleichung gibt es p; € csn B, © = 1,2 so, dass

ps((fr = f2) x ) <D pi(frxpur) - Y palfa * 920) (VI.4.15)
k=1 =1

fir alle f; € F;, 1 = 1,2. Die Topologie von F; wird erzeugt von den Halbnormen

f = pi(f*p) mit p; € csn E; und ¢ € Z. Somit folgt aus der Ungleichung (VI.4.15))
die Stetigkeit der 2’-Faltung *: F; x Fy — F3.

Bornologiebewahrend: Sei *: E; X Ey — E3 bornologiebewahrend und B; € Bp;.
Aus Gleichung (VI.4.14]) erhélt man dann die Inklusion

(Byx Ba) %9 C ) (Bix 1) * (By* 02). (V1.4.16)
k=1

Hier ist B; * ;1 € B, fir ¢ = 1,2 und £ = 1,...,n. Aufgrund der Annahme, und
da Bornologien additiv abgeschlossen sind, folgt (B * B2) * ¢ € Bg 3. Da letzteres fiir
beliebige ¢ € Z gezeigt wurde, impliziert dies By * By € Bp3.

Die Vererbung von Kostetigkeit und Hypostetigkeit beweist man analog. O]

Die folgende Vererbungsregel ist eine Variante von Theorem 6.4 aus [58, S. 23f]. Letzte-
res wurde in [58] unter Verwendung von Theorem [V1.4.3| bewiesen, welches Theorem 6.3
in [58, S.23] oder Theorem 3 in |61}, S. 129] entspricht.
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Korollar V1.4.6. Seien Ey, Es, E3 SRI-Rdume und (P) eine der Eigenschaften
aus (V1.4.13). Hat die 9'-Faltung Ey X Ey — E3 die Eigenschaft (P), so hat die
D'-Faltung Pv(Ey) x DL(Ey) — Pv(Es) ebenfalls die Eigenschaft (P).

Beweis. Dies folgt aus Theorem [VI.4.5|und Theorem |V.3.13mit 2 = 2" Y = 2. O

Lemma VI1.4.7. Sei a,b € w. Dann sind a und b genau dann w-faltbar, wenn
dza(a) und dya(b) Z'-faltbar sind. In diesem Fall gilt 8z4(a * b) = dza(a) * 574 (D).

Beweis. Wende die Aquivalenz “ < ’ von Theorem [VI.4.2| an. Betrachte dabei fiir
die Tmplikation “=" ¢; € & mit supp p; C %[—1, 1]d fiir « = 1, 2. Den Homomorphis-
mus verifiziert man durch direktes Nachrechnen, wobei der Satz von Fubini fiir absolut

konvergente Reihen in &’ angewendet wird. O]

Theorem VI1.4.8. Seien Ai, Ay, A3 STI-Folgenrdume und (P) eine der Eigen-
schaften aus (V1.4.13). Die w-Faltung Ay X Ao — A3 hat die Eigenschaft (P) genau
dann, wenn die 9'-Faltung PL(\1) X DL(\2) — PL(N3) die Figenschaft (P) hat.

Beweis. Implikation “=”: Dies beweist man genauso wie Korollar [VI.4.5 Anstatt Ko-
rollar [V.3.4)und der Implikation ‘2] = [I]’ aus Theorem [VI.4.2] verwendet man hier Theo-
rem und die Implikation ‘5] = [IJ' von Theorem [VI.4.2] Die Soliditdt der Réaume
Ai, © = 1,2, 3 muss dabei benutzt werden.

Riickimplikation “<”: Die Identitit mit X = {08} und 2" = &’ ergibt die
Identitat \; = M Z.(X;) mit der Abbildung 8z4(-) aus Gleichung (V.2.12). Wende
nun Lemma an. O

Theorem VI1.4.9. Jeder STI-Folgenraum X erfillt die Identitdt von Mengen
TN = (2L (VL4.17)

Sei FF C 2" und \p der kleinste STI-Folgenraum mit F C P.(Ap) (der nach
Theorem existiert). Dann gilt die Identitdt von Mengen

()i = DO (VI
Hier ist ()5 = (-)* das 9'-Faltungsdual aus Gleichung und () ist das

w
w-Faltungsdual aus Gleichung (I1.4.5)).
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V1. Eigenschaftsvererbung

Beweis. Gleichung (VL4.17): Sei f € 2'. Nach Definition von 2. und (-)} gilt
f € ZL(N)}) genau dann, wenn (| fl.a|y,a) w-falthar ist fiir alle @ € B(Z) und
a € A. Somit liefern die Inklusion |ZL(A)|sa|, C A fiir alle @ € B(Z) und das Z'-
Faltbarkeitskriterium |5 von Theorem die Inklusion Z.((A\)}) C (ZL(N)). Die
umgekehrte Inklusion erhélt man aus der Ungleichung [b| < [87a(b)|.qe ‘Z fiir alle b € w
und ¢ € Z mit p(0) = 1 und supp ¢ C %[—1, 1),

Gleichung (VL4.18): Unter Verwendung von Theorem zeigt man die Identitét
(F)% = (ZL(AF)) . Wegen Gleichung folgt daraus Gleichung (VL.4.18). O
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