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Zusammenfassung

Modelle von linearen Medien mit fraktionaler Dynamik, deren Beschreibung auf frak-

tionalen Anfangswertproblemen beruht, werden als Faltungsgleichungen auf der ganzen

reellen Achse mathematisch neu betrachtet. Als Bereich für diese wird ein Distributio-

nenraum konstruiert der Relaxations- und Oszillationsprozesse abdeckt und die eindeu-

tige Lösbarkeit der Faltungsgleichungen in beide Richtungen garantiert. Im Zuge dessen

werden erstmals Definitionsbereiche kausaler fraktionaler Ableitungen unter Verwen-

dung des allgemeinen Konzepts der Faltung von Distributionen von Laurent Schwartz

erweitert.

Die Beschreibung adäquater lokalkonvexer Topologien auf den dabei auftretenden Dis-

tributionenräumen erwies sich als schwierig da sich dazu mehrere Ansätze anboten, deren

Äquivalenz ein nicht triviales Resultat ist. Mit dem Ziel solche Probleme systematisch

zu lösen wurde die Untersuchung einer allgemeinen Klasse von Distributionenräumen,

den Amalgamräumen, zum Hauptanliegen dieser Doktorarbeit.

Amalgamräume sind translationsinvariante Banach-Funktionenräume die aus einer

globalen und einer lokalen Komponente zusammengesetzt werden. In dieser Arbeit wird

dieses Konzept erweitert um eine vereinheitlichte Beschreibung bekannter und neu ein-

geführter lokalkonvexer Distributionenräume zu erhalten, die auch deren Anwendung er-

leichtert. Dazu wird der Raum der Distributionen oder der Raum der glatten Funktionen

als lokale Komponente genutzt. Als globale Komponente werden Räume von signierten

Radon-Maßen auf dem Euklidischen Raum oder von Funktionen auf dem Standardgitter

eingesetzt an die nur Soliditäts- und Translationsinvarianzbedingungen gestellt werden.

Wie bewiesen wird enthält die neu eingeführte Klasse von Räumen viele der von Laurent

Schwartz eingeführten Räume. Sowie gewichtete Varianten, welche Gegenstand aktueller

Forschung sind und häufig in Anwendungen auftreten.

Die Korrespondenzen von Amalgamräumen zu deren globalen Komponenten werden

umfassend charakterisiert und als kommutatives Diagramm dargestellt. Im Zuge des-
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sen wird die Äquivalenz von Amalgamräumen zu entsprechenden Konvolutorenräumen

oder Faltungsurbildern bewiesen. Weiter werden Isomorphismen von Amalgamräumen

zu Räumen von Doppelfolgen auf dem Standardgitter aufgestellt. Damit werden die

Valdivia-Vogt-Strukturtafeln erweitert, die Darstellungen dieser Art enthalten.

Aufbauend auf den Korrespondenzen wird die Vererbung von Eigenschaften der globa-

len Komponente untersucht. Dies betrifft die Gewichtung von Räumen, globale Appro-

ximationseigenschaften und die Gestalt kompakter Teilmengen. Ein für Anwendungen

besonders nützliches Resultat ist die Vererbung von Stetigkeits- und Beschränkheitsei-

genschaften der allgemeinen Faltung von Distributionen.

Faltungsvollkommene Räume sind eine spezielle Klasse von Amalgamräumen die als

größtmögliche Definitionsbereiche gegebener Mengen von Faltungsoperatoren entstehen,

wenn diese durch die allgemeine Faltung von Distributionen realisiert werden. Diese Räu-

me werden als Grundlage zur Entwicklung eines Kalküls von extremalen Definitions-,

Werte- und Operationsbereichen verwendet. Die algebraisch-ordnungstheoretische Struk-

tur dieses Kalküls wird quantaltheoretisch interpretiert. Der Kalkül wird auf kausale

fraktionale Integrale und Ableitungen, auf die anfangs genannten Faltungsgleichungen

und auf den fraktionalen negativen Laplace-Operator angewendet.
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Abstract

Models of linear media with fractional dynamics, the description of which relies on frac-

tional initial value problems, are reconsidered mathematically as convolution equations

on the whole real axis. As domain for these a distribution space is constructed that

covers relaxation and oscillation processes and guarantees the unique solvability of the

equation in both directions. In this turn, domains of causal fractional derivatives are ex-

tended by using the general concept of convolution of distributions by Laurent Schwartz

for the first time.

The description of adequate locally convex topologies on the arising distribution spaces

turned out to be complicated due to multiple possible approaches, the equivalence of

which being a non-trivial result. With the goal to solve such problems systematically

the investigation of a general class of distribution spaces, the amalgam spaces, became

the main subject of this thesis.

Amalgam spaces are translation invariant Banach function spaces that are composed of

a global and a local component. In this work, the concept is extended in order to obtain

a unified description of well known and newly introduced locally convex distribution

spaces, which also facilitates their application. For this the space of distributions or the

space of smooth functions is deployed as local component. As global component, spaces

of signed Radon measures on Euclidean space or of functions on the standard lattice are

deployed. Only solidity and translation invariance conditions are imposed on these. It is

proved that this new class of spaces includes many of the spaces introduced by Laurent

Schwartz. As well as weighted variants of these, which are subject to current research

and frequently appear in applications.

The correspondences of amalgam spaces to their global components are comprehen-

sively characterized and presented as a commutative diagramm. In this turn, the equi-

valence of amalgam spaces to corresponding convolutor spaces or inverse images with

respect to convolution are proved. Furthermore, isomorphisms of amalgam spaces to
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spaces of double sequences on the standard lattice are established. These extend the

Valdivia-Vogt structure tables, that contain representations of this kind.

Building on the correspondences, the inheritance of properties of the global component

is examined. This concerns the weighting of spaces, global approximation properties and

the shape of compact subsets. A result which is particularly useful for applications is

the inheritance of continuity and boundedness properties of the general convolution of

distributions.

Convolutionally perfect spaces are a special class of amalgam spaces that emerge as

largest possible domains of given sets of convolution operators when these are realised

using the general convolution of distributions. These spaces are used as the basis for

the development of a calculus of extremal spaces as domains, codomains and domains

of operation. The algebraic and order theoretic structure of this calculus is interpreted

with reference to quantale theory. The calculus is applied to fractional integrals and de-

rivatives, to the initially mentioned convolution equations and to the fractional negative

Laplacian.
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Mathematische Symbole

Notationen für Zahlenbereiche:

Z,R,C ganze, reelle, komplexe Zahlen

N, N0 natürliche Zahlen, mit Null

R+, R0+ positive, nichtnegative reelle Zahlen

[a, b], ]a, b[ abgeschlossenes, offenes Interval

R×, C× reelle, komplexe Zahlen ohne Null

H, H offene, abgeschlossene rechte komplexe Halbebene

R+ := [0,∞] nichtnegative erweiterte, reelle Zahlen (0·∞ = 0)

Einige Standardoperationen:

⌈x⌉ nächstgrößere ganze Zahl als x ∈ R
ℜz, ℑz Real-, Imaginärteil von z ∈ C
|z| Absolutwert von z ∈ C
|x| Euklidische Norm von x ∈ Rd. . .

x2 := |x|2 . . . zum Quadrat

Spezielle Zahlen oder Funktionen:

e Eulersche Zahl

log z natürlicher Logarithmus von z(
α
k

)
Binomialkoeffizient α ∈ C über k ∈ N0

Γ(z), ψ(z) Gamma-, Psi-Funktion von z ∈ C
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Operationen auf Funktionen:

f̌ , Txf Spiegelung, Translation um x ∈ Rd von f

|µ| Absolutwert vom Radon-Maß µ

f (α) = ∂αf partielle Ableitung von f mit Multiindex α ∈ Nd
0

supp f Träger von f

f |A Einschränkung der Funktion f auf A

Notationen zur Faltung:

∗ D ′-, ω-, I+- oder ω+-Faltung S. 29, 37, 196

f∗p, f∗−1 p-te Faltungspotenz, -inverse von f ∈ D ′
+

f /∗ g := f ∗ g∗−1 Faltungsquotient von f, g ∈ D ′
+

|f |∗Φ Faltunghalbnormfunktion von f mit Index Φ S. 12, 25, 139

∗p potenzierte Faltung (1 ≤ p <∞) S. 100

‚ = ∗∞ Supremalfaltung S. 46ff, 100, 196

˝ Infimalfaltung S. 103

Spezielle Distributionen und Funktionen:

1M Indikatorfunktion der Menge M

φΔ Kodiagonalfunktion (φΔ(x, y) := φ(x + y)) S. 28f

δ, δx Diracsche Delta-Funktion, bei x ∈ Rd

δZd(·) kanonische Einbettung ω → D ′ S. 135

Yα kausale potenzartige Distribution, Index α ∈ C S. 4f, 10, 53

Y = Y1 Heaviside-Funktion S. 8

Rα Riesz-Potential mit Index α ∈ C S. 66

A [YR] von Yα, α ∈ R erzeugte Faltungsalgebra S. 60

Q[YR] von Yα, α ∈ R in D ′
+ erzeugter Faltungskörper S. 61
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Einige elementare Funktionenräume über Rd, d ∈ N die in Unterabschnitt III.3.a,

teilweise auch in Unterabschnitt II.1.a, diskutiert werden:

E , D ′ (D , E ′) glatte Funktionen, Distributionen (mit komp. Träger)

C , K ′ (K , C ′) stetige Funktionen, Radon-Maße (mit komp. Träger)

Lplok (Lpcs) lokale Lp-Funktionen (mit komp. Träger)

Funktionenräume die vorallem in Unterabschnitt II.1.a und II.1.b diskutiert werden:

DF Testfunktionen mit projektiver Topologie S. 20f

D ′F Distributionen endlicher Ordnung S. 20f

S ,S ′ Schwartz-Raum, temperierte Distributionen S. 20f

OM, O ′
M Multiplikatoren von S , Dualraum davon S. 20f

O ′
C, OC Konvolutoren von S , Dualraum davon S. 22

Cm m-fach stetig differenzierbare Funktionen

C0, Ḃ, Ḃ′ im unendlichen verschwindende f ∈ C , E , D ′ S. 20f, 22

Cb, B, B′ uniform beschränkte f ∈ C , E , D ′ S. 20, 98

Cb,s, Bc der Raum Cb, B mit strikter Topologie S. 98

Lp Lebesgue-Raum mit 1 ≤ p ≤ ∞
DLp , D ′

Lp Lp-artige Funktionen f ∈ E , D ′ S. 20

M 1 integrierbare Radon-Maße S. 98

D ′
+ f ∈ D ′(R) mit inf supp f > −∞ S. 53

Einige Folgenräume, die in Unterabschnitt III.3.b beschrieben werden:

ω, ϕ Raum aller Folgen, abbrechende Folgen

ℓp, c0 p-summierbare Folgen, fallende Folgen

s, s′ schnell fallende, langsam wachsende Folgen

Räume mit R+-wertigen Funktionen aus Unterabschnitt VI.4.b:

F+ (I+) (unterhalbstetige) Funktionen mit Werten in R+

ω+ Folgen mit Werten in R+
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Spezielle Gewichte und gewichtete Räume:

Cm
W (CW , EW ) gewichtete Cm-Funktionen (m = 0,∞) S. 58, 20f

P , P ‚ langsam wachsende, schnell fallende f ∈ C+ S. 22, 58

ℓpµ potenzgewichtete p-summierbare Folgen S. 37

D ′
Lp,µ,k, L

p
µ,k potenzlogarithmisch gewichtete Räume S. 32

D ′
µ,k, D ′

µ

D ′
µ,↓k, D ′

↓µ

Dµ,k, Dµ

Abkürzungen für (Durchschnitte)

potenzlogarithmisch gewichtete(r) Räume

S. 55

S. 57

S. 70

Cb (Cb,s) uniform beschränkte f ∈ C (strikte Topologie) S. 71, 98

Modifikationssymbole für Räume:

F ′, F ′
β, F

′
σ, F

′
κ Dualraum, mit β-, σ-, κ-Topologie

FK , Fcs f ∈ F mit Träger in K, kompaktem Träger S. 95

Floc lokaler Funktionenraum von F

EW , FH , λV
Gewichtung von E, F , λ mit

W ⊆ C+, H ⊆ E , V ⊆ ω+

S. 162

Ordnungskategorien von Räumen:

lctbSub(·)
Teilräume mit lokalkonvexer Topologie

und einer kompatiblen Bornologie
S. 87

lctbId(·)
Ideale mit lokalkonvex-soliden Topologie

und einer kompatiblen soliden Bornologie
S. 87

SRI SRI-Räume E (kont. glob. Komponenten) S. 128

sti STI-Folgenräume λ (diskr. glob. Komponenten) S. 130

Q∗∗
D ′ , Q∗∗

ω

Quantal der faltungsvollkommenen Räume

F ⊆ D ′, λ ⊆ ω mit “0”- und “∞”-Element
S. 47f

Hüllen spezieller Teilmengen, siehe Unterabschnitt III.1.c:

co(·), circ(·), Γ(·) konvexe, kreisförmige, absolutkonvexe Hülle

sol(·), Γ|·|(·) solide, solidkonvexe Hülle
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Hüllen spezieller Teilräume und assoziierte Relationen:

⟨·⟩=⟨·⟩lin, ⟨·⟩Id lineare Hülle, Idealhülle S. 81

≍lin, ⪯lin erz. gleiche, kleinere lineare Hülle S. 115

⟨·⟩CI Kegelidealhülle S. 34,79,163

≍CI, ⪯CI erz. gleiches, kleineres Kegelideal S. 115

⟨·⟩≤ abwärtsmonotone Hülle S. 163

Abbildungen auf oder zwischen Vektorräumen und -verbänden,

siehe in den Unterabschnitten III.1.b und IV.1.a:

X|·| Index betont, dass X|·| Vektorverband ist

X+ nichtnegative Elemente von X S. 78

sn · (lsn ·) (Verbands-)Halbnormen S. 80

csn · (clsn ·) stetige (Verbands-)Halbnormen S. 80

snf(·, ·) (lsnf(·, ·)) (Verbands-)Halbnormfunktionen S. 107

map(·, ·) alle mengentheoretischen Abbildungen S. 106

map(X) := map(X,X) Selbstabbildungen von X

hmg(·, ·) positivhomogene Abbildungen S. 106

lin(·, ·) (lin+(·, ·)) (positive) lineare Abbildungen S. 106

lin|·|(·, ·) Verbandshomomorphismen S. 106

Allgemeine Mengensysteme und Bornologien auf lokalkonvexen Räumen,

siehe Unterabschnitt III.2.a:

∅ leere Menge

P(·), F(·) Potenzmenge, endliche Teilmengen inkl. ∅
S(·) (Ssol(·)) (solide) Polytopenbornologie S. 84

B(·),K(·), pK(·) beschränkte, rel. kompakte, präkompakte Teilm. S. 85

Kσ(·) schwach relativ kompakte Teilmengen

T(·) straffe Teilmengen S. 186

K relativ kompakte Teilmengen von Rd

TX , UX , BX Topologie, Nullumgebungen, Bornologie auf X S. 85

σ(T ) von T abgeleitete schwache Topologie

xiii



Notationen zu Urbildräumen, Amalgamräumen und Verwandtem,

die in den Abschnitten II.1-II.3, IV.1 und V.2-V.4 auftauchen:

M←−X Urbildraum von X unter M S. 111

LT(E), Lτ(λ)
Amalgamraum mit lokaler Komponente L

und kont., diskr. globaler Komponente E, λ
S. 131

D ′
∗Y (F ), ω∗Y (F ) Faltungsurbild von F in D ′, ω bzgl. Y S. 146, 135

O ′
C(F,G) Raum der Konvolutoren F → G S. 26, 147

ET′(W ) ein Raum glatter Funktionen S. 172

λ{X}
Amalgamraum X-wertiger Folgen

mit globaler Komponente λ
S. 149

Notationen zu Faltungsquantalen die vorallem in Abschnitt II.4 auftauchen:

(F )‚
D ′ kleinster Amalgamraum der F enthält S. 43

|F |⋎∗B(D) zu F assoziiertes moderiertes Kegelideal S. 43

F ∗=(F )∗D ′ , (λ)∗ω D ′-, ω-Faltungsdual von F ⊆ D ′, λ ⊆ ω S. 41, 42

F ∗∗=(F )∗∗D ′ , (λ)∗∗ω D ′-, ω-Faltungsvervollkommnung

A∗M = (A)∗MD ′ assoziiertes Faltungsmodul S. 44

A∗A = (A)∗AD ′ erz. faltungsvollkommene Faltungsalgebra S. 45

F ∗̃G := (F ∗G)∗∗ Operation von Q∗∗
D ′ (Q∗∗

ω ) S. 47

F /̃∗G Residuum von F über G in Q∗∗
D ′ (Q∗∗

ω ) S. 48

T∗(·), B∗(·) normale Topologie, Bornologie S. 49

W ‚ = (W )‚
C+

C+-Supremalfaltungsdual von W ⊆ C+ S. 58

Fraktionale Integral- und Ableitungsoperatoren von Ordnung α,

die in den Abschnitten I.1, I.2 und II.5 auftauchen:

XI
α
+, XD

α
+ fraktionale(s) Integral, Ableitung auf R. . . S. 3ff

Iα+, Dα+ . . . basierend auf D ′-Faltung S. 54

Iα0+, XD
α
0+ fraktionale(s) Integral, Ableitung auf R+ S. 6ff

D
α|γ
0+ fraktionale Ableitung auf R+ mit Typ γ S. 6ff, 72ff

Iα Riesz-Potentialoperator auf Rd S. 66

(−∆)α/2 fraktionaler negativer Laplace-Operator auf Rd S. 66
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I. Einleitung und Motivation

Das Ausgangsthema dieser Doktorarbeit war die mathematische Formulierung von Mo-

dellen linearer Medien mit fraktionaler Dynamik im Sinne von [44]. Üblicherweise wer-

den die Relaxationsprozesse in diesen Medien durch Anfangswertprobleme mit kausalen

fraktionalen Ableitungen modelliert, wie zu Beispiel in [43, 41]. Die Problemstellung

hierbei war der Übergang zu physikalisch gleichwertigen Konstitutivgleichungen die als

Faltungsgleichungen auf geeigneten Distributionenräumen formuliert sind. Dies wird in

Abschnitt I.2 genauer erläutert. Die Lösung, die in [60] publiziert wurde, wird in Ab-

schnitt II.5.b zusammengefasst.

Kausale fraktionale Ableitungen von positiver reeller Ordnung sind Interpolationen

zwischen gewöhnlichen Ableitungen positiver ganzzahliger Ordnung, die auf Funktio-

nen oder Distributionen auf einem Interval operieren. Bei nicht ganzzahliger Ordnung

operieren diese nicht lokal, sondern nur kausal, sind also keine gewöhnlichen Differen-

tialoperatoren. Die historischen Hintergründe zur Theorie fraktionaler Ableitungen und

verschiedene Ansätze zur mathematischen Interpretation solcher Operatoren können in

Grundlagenbüchern wie [99, 64, 41, 77, 81] nachgelesen werden. Das Erscheinen des acht-

bändigen “Handbook of Fractional Calculus with Applications” im Jahr 2019 weist auf

die derzeit hohe Forschungsaktivität in diesem Gebiet hin.

In seinem Buch “Théorie des Distributions” von 1950/51 [106, 107] interpretierte Lau-

rent Schwartz kausale fraktionale Ableitungen als Faltungsoperatoren die auf Distribu-

tionen auf der reellen Achse mit nach links beschränktem Träger operieren. Der gleiche

Schwartz führte 1953/54 in einer Notiz [102] eine allgemeine Faltung von Distributionen

ein, die jedoch weiterhin wenig verbreitet ist. So wird diese in dieser Doktorarbeit zum er-

sten mal angewendet um den Definitionsbereich der kausalen fraktionalen Ableitung von

Schwartz zu erweitern. Dadurch wird die Beschränkung des Trägers zu einer Wachstums-

bedingung auf der linken Halbachse abgeschwächt. Auch zur Formulierung der anfangs

genannten Konstitutivgleichungen wurde die allgemeine Faltung von Distributionen be-
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I. Einleitung und Motivation

nötigt. Definitionen und Literatur zur Faltung werden in Unterabschnitt II.2.a diskutiert,

die Anwendung auf fraktionale Ableitungen in Unterabschnitt II.5.a. In Abschnitt I.1

werden einige Definitionen kausaler fraktionaler Ableitungen diskutiert die durch die

neue Definition vereinheitlicht werden sollen.

Um die zwei genannten Anwendungsfälle von Faltungen einheitlich behandeln zu kön-

nen wurden in dieser Doktorarbeit von Anfang an Definitionsbereiche für Faltungsopera-

toren mit allgemeinen Klassen von Faltungskernen studiert. Zunächst wurden in [63, 59]

Radon-Maße auf lokalkompakten Gruppen untersucht deren Operation auf gewichteten

Räumen stetiger Funktionen punktweise durch ein Integral definiert wird. Dies wurde

auf fraktionale Liouville-Ableitungen anwendet die als Komposition von fraktionalen

Liouville-Integralen und gewöhnlichen Ableitungen definiert sind.

Um die fraktionale Ableitung, und andere singuläre Faltungsoperatoren, direkt als

Faltung mit einer Distribution behandeln zu können wurden dann in [60, 61, 58] Dis-

tributionen auf Euklidischen Räumen betrachtet. Deren Operation auf Distributionen-

räumen wird durch die besagte allgemeine Faltung von Distributionen definiert. Der

Forschungsverlauf dieser Doktorarbeit wird in Abschnitt I.3 detaillierter skizziert.

In Kapitel II dieser Dissertation werden die wichtigsten Resultate präsentiert die die

Publikationen [63, 59, 46, 60, 61, 62, 58] hervorgebracht haben, die im Rahmen dieser

Doktorarbeit entstanden sind. Dazu werden mathematische Problemstellungen, die in

dieser Doktorarbeit bearbeitet wurden, aus dem Anfangszustand der Forschung heraus

motiviert und in diesen eingeordnet. Eine Übersicht der Problemstellungen wird am

Anfang von Kapitel II gegeben. Der Schwerpunkt liegt dabei auf den Resultaten über

Distributionenräume aus [61, 58] und deren Anwendung auf fraktionale Ableitungen in

[60] und [61]. Anwendungen auf fraktionale Integrale und Ableitungen, auf die mathema-

tische Modellierung linearer Medien mit fraktionaler Dynamik und auf den fraktionalen

negativen Laplace-Operator werden dort in Abschnitt II.5 behandelt.

In den Kapiteln V und VI dieser Dissertation werden die Resultate über Amalgam-

räume von Distributionen aus [58] nochmals in einigen Punkten weiterentwickelt: Neben

Amalgamräumen von Distributionen werden nun parallel dazu auch Amalgamräume von

glatten Funktionen behandelt. Zusätzlich zu kontinuierlichen werden auch diskrete glo-

bale Komponenten studiert. Dadurch können manche Resultate verbessert werden und

strukturelle Zusammenhänge eindeutiger geklärt werden, wie in Abschnitt II.3 erläutert

wird. Ein Beispiel sind scharfe Stetigkeitskriterien für Faltungsinklusionen zwischen po-
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I.1. Kausale fraktionale Ableitungen

tenzgewichteten Distributionenräumen in Unterabschnitt II.3.b. Im Zuge dessen werden

auch einheitliche verallgemeinerte Folgenraumisomorphismen aufgestellt. Diese erweitern

die Valdivia-Vogt-Strukturtafeln, was in Unterabschnitt II.3.c beschrieben wird.

Die Definitionen von und Untersuchungen an Amalgamräumen in den Kapiteln V

und VI basieren auf einem Urbildraumformalismus, der in Kapitel IV eingeführt und

diskutiert wird. Hierbei werden Funktionenräume als lokalkonvexe topologisch-bornolo-

gischen Räume betrachtet, die in Abschnitt III.2 des Grundlagenkapitels III definiert

werden. Das Übersichtskapitel II kommt ohne diese Formalismen aus und setzt nur

Standardkenntnisse über lokalkonvexe Funktionenräume voraus, die in [52, 112] zu finden

sind. Die Abschnitte II.1, II.2 und II.3 können damit auch zur Einführung in Kapitel V

und VI gelesen werden. Abschnitt I.4 bietet eine Kapitelübersicht.

I.1. Kausale fraktionale Ableitungen

Im Laufe der Zeit wurden verschiedene Definitionen für kausale translationsinvarian-

te fraktionale Integrale Iα+ und Ableitungen Dα+ auf der reellen Achse eingeführt und

untersucht, wie in der Grundlagenliteratur [99, 81, 77, 41] beschrieben wird. Verschiede-

ne Definitionen können zu unterschiedlichen Definitionsbereichen für diese Operatoren

führen, wie im folgenden anhand einiger Beispiele erläutert wird. Zu Beginn dieser Dok-

torarbeit mangelte es in der Literatur an einer einheitlichen Definition mit der all diese

Definitionsbereiche abgedeckt werden.

Das fraktionale Liouville-Integral LI
α
+f der Ordnung α ∈ H einer Funktion f ist

ein beliebter Ausgangspunkt der Theorie. Dieses lässt sich als Faltung schreiben:

LI
α
+f (t) := (f ∗ Yα)(t) =

∫ ∞

0

f (t− s)s
α−1

Γ(α)
ds für t ∈ R. (I.1.1)

Hier notiert Yα die lokalintegrierbare Funktion mit Yα(s) = sα−1/Γ(α) für s > 0

und Yα(s) = 0 für s ≤ 0. Gleichung (I.1.1) entspricht Gleichung (5.2) in [99, S. 94].

Ähnliche Ausdrücke wie in Gleichung (I.1.1) tauchen bereits 1832 bei Liouville auf. Für

historische Details siehe [99, S. 160]. Der kanonische Definitionsbereich für das Liouville-

Integral besteht aus den Funktionen f ∈ L1
lok(R) mit der Eigenschaft, dass das Integral

in Gleichung (I.1.1) als (absolutkonvergentes) Lebesgue-Integral interpretierbar ist.

Die fraktionale Liouville-Ableitung LD
α
+f der Ordnung α ∈ C definiert man ba-
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I. Einleitung und Motivation

sierend auf dem Liouville-Integral als die Komposition

LD
α
+f (t) :=

dm

dtm
LI
m−α
+ f (t) für t ∈ R, (I.1.2)

mitm = ⌈α⌉ := min{n ∈ N0 : α ≤ n} für α ≥ 0 undm = ⌈ℜα⌉+1 für α ∈ H\R und

LI
0
+ der identischen Abbildung von L1

lok(R). Gleichung (I.1.2) entspricht Gleichung (5.7)

in [99, S. 95]. Hier wird der Raum der absolutstetigen Funktionen als Definitionsbereich

für d/dt gewählt. Der Definitionsbereich der Liouville-Ableitung ergibt sich dann aus

der Komposition partiell definierter Operatoren.1 Wegen
∫∞
0 sm−ℜα−1 ds = ∞ ist die

konstante Funktion 1R nicht in diesem Bereich enthalten falls α /∈ N0.

Einen größeren Definitionsbereich für die fraktionale Ableitung erhält man zum Bei-

spiel mit dem Ansatz aus der Doktorarbeit von Marchaud [73] aus dem Jahr 1927: Sei

α ∈ ]0,∞[ \ N. Dann wird das Liouville-Integral LI
−α
+ aus Gleichung (I.1.1) singulär

bei s = 0. Die Definition der fraktionalen Marchaud-Ableitung MDα+ der Ordnung α
basiert auf einer Regularisierung dieses Integrals bei s = 0. Dazu wird f (t − s) durch

die Linksdifferenz m-ter Ordnung Δms f (t) ersetzt mit m > α, m ∈ N0 und durch eine

Normierungskonstante χ(α,m) dividiert, das heisst

MDα+f (t) :=
1

χ(α,m)

∫ ∞

0

Δ
m
s f (t)

sα+1
ds für t ∈ R. (I.1.3)

Siehe in [99, S. 109ff, 116ff] für die Details. Die fraktionale Marchaud-Ableitung existiert

für Funktionen f ∈ L∞(R) ∩ Cm(R) aufgrund der Asymptotik2
Δ
m
s f (t) ∈ O(sm) für

s→ 0 und wegen
∫∞
1 s−α−1 ds <∞.

Schwartz beschrieb in seinem bekannten Buch [107] von 1951 einen fraktionalen Kalkül

auf dem Raum D ′
+ der Distributionen mit nach links beschränktem Träger. In seinem

Buch [104, S. 172f] charakterisierte Schwartz D ′
+ als nullteilerfreie Faltungsalgebra mit

hypostetiger Faltung. Als Anwendung davon definierte er kausale fraktionale Integrale

SI
α
+ von allgemeiner Ordnung α ∈ C als die Faltungsoperatoren

SI
α
+ : D ′

+ → D ′
+, f 7→ f ∗ Yα. (I.1.4)

1Dieser ist dom(A◦B) = {f ∈ domB : Bf ∈ domA} für Operatoren A und B deren Definitions-
und Wertebereiche in einem gemeinsamen Raum X enthalten sind.

2Diese Asymptotik ist gleichmäßig in t ∈ I für beschränkte Intervalle I ⊆ R.
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I.1. Kausale fraktionale Ableitungen

Die Definition der Distribution Yα ∈ D ′
+ wird vermöge der distributionellen Ableitung

Yα := (Yα+m)
(m) mit m := ⌈−ℜα⌉ + 1 auf den Fall ℜα ≤ 0 ausgedehnt.3 Fraktio-

nale Ableitungen werden entsprechend durch SD
α
+ := SI

−α
+ definiert. Siehe Unterab-

schnitt II.5.a für mehr Details.

Eine Zielsetzung dieser Doktorarbeit war es, die Zugänge zu fraktionalen Ableitungen

von Marchaud und Schwartz durch eine neue Definition der Operatoren Iα+ und Dα+ zu

vereinheitlichen. Für Ordnungen α > 0 sollte der Definitionsbereich von Dα+ alle Dis-

tributionen enthalten die auf der linken Halbachse uniform beschränkt sind. In anderen

Worten, der Definitionsbereich sollte den Raum D ′
L∞(R) + D ′

+ enthalten. Hier notiert

D ′
L∞(R) den Raum der uniform beschränkten Distributionen auf der reellen Achse, der

von Schwartz in [104] eingeführt wurde. Distributionenräume dieser Art werden in den

Unterabschnitten II.1.a und II.1.b besprochen.

Wie bereits erwähnt konnte in dieser Doktorarbeit eine befriedigende Definition für

die Operatoren Iα+ und Dα+ gefunden werden, die auf der D ′-Faltung basiert, die in

Unterabschnitt II.2.a besprochen wird. Das heisst, man definiert Iα+ f := f ∗ Yα für alle

Distributionen f ∈ D ′(R) die D ′-faltbar mit Yα sind und setzt Dα+ := I−α+ , siehe auch

Definition II.5.1. Mit dieser Definition wurden die Operatoren Iα+ und Dα+ in Section 7

der Publikation [61, S. 145ff] aus dieser Doktorarbeit eingeführt und untersucht. Die

Resultate daraus werden in Unterabschnitt II.5.a der Dissertation zusammengefasst.

Die folgende Frage zur Übereinstimmung der Marchaud-Ableitung mit der neuen dis-

tributionellen Definition ist noch offen geblieben: Für welche lokalintegrierbaren Funktio-

nen f existiert die Marchaud-Ableitung (I.1.3) im fast-überall-Sinn und ist eine lokalin-

tegrierbare Funktion mit MDα+f = Dα+ f? Die gleiche Frage stellt sich für die Grünwald-
Letnikov-Ableitung GLD

α
+ mit allgemeiner Ordnung α ∈ C. Diese beruht auf dem

verallgemeinerten Linksdifferenzenquotienten

GLD
α
+f (t) := lim

h→0

Δ
α
hf (t)

hα
= lim

h→0

1

hα

∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f (t− kh) für t ∈ R (I.1.5)

und geht auf Arbeiten aus den Jahren 1867/68 zurück. Siehe §20 von [99, S. 371ff] für

mehr Informationen zu den Operatoren und Referenzen zu den Arbeiten.

3Diese Definition von Yα entspricht Gleichung (II,2;31) in [104, S. 43] und Gleichung (I.3.1).
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I.2. Modellierung fraktionaler Relaxationen

Zur mathematischen Modellierung anormaler Relaxationsprozesse in linearen Medien

wurden in der Literatur [43, 45] unter anderem homogene fraktionale Anfangswert-

probleme auf der rechten Halbachse [0,∞[ vorgeschlagen. Deren Formulierung basiert

auf den folgenden Operatoren: Das fraktionale Riemann-Liouville-Integral Iα0+ f der
Ordnung α > 0 einer lokalintegrierbaren Funktion f auf [0,∞[ ist definiert als

Iα0+ f (t) =

∫ t

0

f (t− s)Yα(s) ds für t > 0, (I.2.1)

mit der Funktion Yα(s) = sα−1/Γ(α) wie in Gleichung (I.1.1). Für 0 < α ≤ γ ≤ 1 ist

die fraktionale Ableitung D
α|γ
0+ f von Ordnung α und Typ γ der Funktion f definiert

als die Komposition

D
α|γ
0+ f (t) = I

γ−α
0+

d

dt
I
1−γ
0+ f (t) für t > 0. (I.2.2)

Hier wird I00+ als die Identität aufgefasst. Der Definitionsbereich von D
α|γ
0+ wird analog

zur Liouville-Ableitung aus Gleichung (I.1.2) definiert.4

Der Operator D
α|γ
0+ aus Gleichung (I.2.2) enthält die Spezialfälle

RLD
α
0+ = D

α|α
0+ , CD

α
0+ = D

α|1
0+ ,

d

dt
= D

1|1
0+, (I.2.3)

also die fraktionale Riemann-Liouville-Ableitung RLD
α
0+, die fraktionale Caputo-

Ableitung CD
α
0+ und die gewöhnliche Ableitung d/dt. Siehe auch Gleichungen (2.22)

und (5.8) in [99, S. 35, 95] für die Definitionen dieser Operatoren.

4Mit einer anderen Parametrisierung wurde dieser Operator in Definition 3.3 von [41, S. 113]
eingeführt, siehe auch Gleichung (7) in [43]. Die Notation D

α|γ
0+ wurde in der Publikation [62]

aus dieser Doktorarbeit eingeführt, wobei γ den Nullraum ⟨Yγ⟩ von D
α|γ
0+ charakterisiert. Dort

wurde auch eine Verallgemeinerung dieser Operatoren studiert, wie in Unterabschnitt II.5.e
dieser Dissertation besprochen wird. Der Definitionsbereich von D

α|γ2
0+ ist im Definitionsbereich

von D
α|γ1
0+ enthalten falls γ1 < γ2. Die Operatoren D

α|γ1
0+ und D

α|γ2
0+ stimmen auf dem Definiti-

onsbereich eines dritten Operators D
α|γ
0+ überein, falls γ > γ1, γ2.
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Die idealisierte fraktionale Relaxation wird durch das Anfangswertproblem

CD
α
0+f (t) + f (t) = 0 für t > 0, (I.2.4a)

f (0+) = f0+, (I.2.4b)

mit Parametern 0 < α ≤ 1 und f0+ > 0 beschrieben, siehe Section 5 von [43]. Bis auf

Zeitskalierung und Normalisierung5 entspricht dies Gleichung (32) in [43]. Die eindeutige

Lösung von Gleichung (I.2.4) ist gegeben durch f (t) = f0+ · Eα(−tα) mit der Mittag-

Leffler-Funktion Eα(z). Siehe Gleichung (24) und (25) in [43]. Im Fall α = 1 ist die

Lösung f (t) = f0+ · E1(−t1) = f0+ · e−t.

Das etwas kompliziertere Anfangswertproblem

d

dt
f (t) + λD

α|γ
0+ f (t) + f (t) = 0 für t > 0, (I.2.5a)

f (0+) = f0+, (I.2.5b)

mit Parametern 0 < α ≤ γ ≤ 1, λ > 0 und f0+ > 0, ist die zusammengesetzte
fraktionale Relaxation aus Section 7 von [43]. Bis auf Zeitskalierung und Normalisierung

ist dies Gleichung (32) in [43]. Die eindeutige Lösung f (t) des Problems (I.2.5) hängt

nicht kontinuierlich vom Typ γ ab, sondern nur davon, ob γ = 1 oder γ < 1 gilt. In

Unterabschnitt II.5.e wird dieses Phänomen durch eine Kürzungsregel für Summen von

Operatoren D
λ|γ
0+ mit verschiedenem Anfangswerttyp γ erklärt, siehe Gleichung (II.5.69).

Die Lösung f (t) kann durch die multinomialen Mittag-Leffler-Funktionen aus [47, 72]

ausgedrückt werden, siehe Gleichungen (12) und (81) in [60, S. 7, 26].

Die Lösung f (t), t > 0 von Gleichung (I.2.4) oder (I.2.5) wird Relaxationsfunkti-
on genannt. Wie in Section 4 von [43] erläutert wird, enthält das Model des linearen

Mediums noch einen Parameter χ∞ ≥ 0 der den instantanen Anteil der Antwort des

Mediums enthält. Der instantane Anteil kann nicht durch ein Anfangswertproblem auf

der rechten Halbachse modelliert werden.

Die Antwortfunktion χ des linearen Mediums ist gegeben durch χ = −f ′ wenn f

5In [43] werden normalisierte Relaxationsfunktionen f̂ betrachtet. Die Zeitskalen τ und τ1 aus
[43] sind in (I.2.4) und (I.2.5) gleich 1. Der Parameter λ entspricht τ2.

7



I. Einleitung und Motivation

auf die linke Halbachse durch die Konstante χ∞ + f0+ fortgesetzt wird:

f (t) := χ∞ + f0+ für t < 0. (I.2.6)

Hierbei wird χ wie in Section 9.1 von [60, S. 23] als Distribution auf der ganzen reellen

Achse interpretiert. Die Relaxationsfunktion f ist genau dann stetig in t = 0, und somit

auf ganz R, wenn χ∞ = 0.

Mit der Antwortfunktion χ lässt sich die Konstitutivgleichung des modellierten linea-

ren Mediums, zunächst rein formal, schreiben als Faltungsgleichung

u = w ∗ χ für u,w ∈ F . (I.2.7)

Dies erklärt eine Relation zwischen den zeitabhängigen Observablen u und w aus einem

Funktionenraum F . Um die Relaxationsfunktion f (t) zurückzuerhalten setzt man in

Gleichung (I.2.7) die Funktion w = Y̌ und f = u|]0,∞[ ein. Hier ist Y̌(t) := Y(−t) die

Spiegelung der Heaviside-Funktion Y := Y1. Die Funktion Y̌ repräsentiert eine konstan-

te Kraft, die bei t = 0 abrupt abgeschaltet wird. Die Wahl w(t) = eiωt mit ω ∈ R
führt auf u(t) = eiωtX(ω) mit der Fourier-Transformierten X(ω) von χ(t). Die Funkti-

on X(ω) beschreibt die komplexe Suszeptibilität, die experimentell durch dielektrische

Breitbandspektroskopie zugänglich ist [43].

Zu Beginn dieser Doktorarbeit fehlte eine mathematisch zufriedenstellende Definition

für einen Funktionenraum F . Dieser hängt davon ab, welche Distributionen χ ∈ D ′
+

als Antwortfunktionen zugelassen sind, und sollte die folgenden Anforderungen erfüllen:

1. Gleichung (I.2.7) definiert eine Bijektion F ∋ u↔ w ∈ F .

2. Es gelten die Inklusionen Y̌ ∈ F und eiωt ∈ F für alle ω ∈ R.

3. In Gleichung (I.2.7) sollte “∗” als D ′-Faltung interpretierbar sein.

Da die Faltung mit χ eine glättende Wirkung hat, falls χ ∈ Lplok mit p > 1, legt Bedin-

gung 1 nahe direkt zu fordern, dass F invariant unter Differentiation ist. Bedingung 2

folgt bereits aus der Inklusion L∞ ⊆ F . Zusammen ergibt dies D ′
L∞ ⊆ F , ähnlich wie

für die Definitionsbereiche fraktionaler Ableitungen in Abschnitt I.1.

In der Publikation [60] dieser Doktorarbeit wurde ein Raum F konstruiert der die

obigen Anforderungen erfüllt. Die Definition basiert auf der neu in [60] eingeführten
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I.3. Forschungsverlauf

Konstruktion A∗M eines Faltungsmoduls zu einer beliebigen gegebenen Faltungsalgebra

A ⊆ D ′. Diese wurde in einer weiteren Publikation [61] dieser Doktorarbeit genauer

untersucht. Die Resultate dazu werden in Unterabschnitt II.4.b zusammengefasst.

Zur Definition von F wurde in [60] zunächst eine Faltungsalgebra R+ eingeführt.

Diese ist eine Unteralgebra des von den Distributionen Yα aus Gleichung (I.3.1) erzeugten

Faltungskörpers Q[YR] ⊆ D ′
+. Die Elemente χ der Automorphismengruppe (R+)

×

von R+ stellen die Antwortfunktionen verallgemeinerter fraktionaler Relaxationen dar.

Damit wurde dann der Raum F := (R+)
∗M eingeführt. Nach Konstruktion sind die

Elemente von (R+)
× Faltungsautomorphismen von F . Die Details hierzu werden in

Unterabschnitt II.5.b besprochen.

I.3. Forschungsverlauf

Wie in Abschnitt I.1 erläutert wurde mangelte es an einer vereinheitlichenden Definiti-

on der kausalen fraktionalen Ableitung von Dα+ mit ausreichend großem Definitionsbe-

reich. Ein Ansatz zur Schließung dieser Lücke wurde bereits in der Masterarbeit [57] des

Autors verfolgt und in den Publikationen [63, 59] dieser Doktorarbeit weiterentwickelt.

Hierbei wurden fraktionale Liouville-Integrale6
LI
α
+ mit α ∈ H und fraktionale Liouville-

Ableitungen LD
α
+ mit α ∈ C auf translationsinvarianten gewichteten Räumen stetiger

oder glatter Funktionen studiert.7 Siehe Bemerkung II.5.7 für Details und Gleichungen

(I.1.1) und (I.1.2) für die Definition von LI
α
+ und LD

α
+.

Mit diesen Resultaten wurden unter anderem die Beschreibungen der Operatoren LD
α
+

mit α ∈ C als lineare Endomorphismen auf dem Raum S+ aus [99, S. 146] und auf

der translationsinvarianten, gespiegelten Version des Raums S+(R+) aus [99, S. 155]

um den topologischen Aspekt ergänzt.8 Mit gewichteten Räumen glatter Funktionen

6Teilweise wurden in der Literatur [77, 63, 59] die gespiegelten Liouville-Integrale LI
α
− als Weyl-

Integrale bezeichnet, wie zum Beispiel in Section VII von [77]. In den Arbeiten [57] wurden
auch die Operatoren LI

α
+ Weyl-Integrale genannt. Sowohl LI

α
+ und LI

α
− sollten eigentlich als

Liouville-Integrale bezeichnet werden, da Weyl-Integrale als nicht zwangsläufig absolutkonver-
gente Integrale verstanden werden.

7Gewichtete Räume stetiger Funktionen wurden in Section 22 von [80] eingeführt, siehe auch
[111], wo die Dualräume dieser lokalkonvexen Räume bestimmt wurden.

8Es gilt S+ = S + (OM ∩ D ′
+) mit dem Schwartz-Raum S und dem Raum OM der schwach

wachsenden glatten Funktionen, siehe Unterabschnitt II.1.a für diese Räume. Die translations-
invariante, gespiegelte Variante von S+(R+) kann als S + (E ∩D ′

+) definiert werden.

9



I. Einleitung und Motivation

kann auch ein Testfunktionenraum für fraktionale Liouville-Ableitungen LD
α
+, α ∈ C

eingeführt werden um diese per Transponierung auf Distributionenräumen zu definieren,

siehe Bemerkung II.5.7. Ein anderer Ansatz lieferte größere Definitionsbereiche.

Dieser Ansatz zur Definition von Dα+ wurde in den Publikationen [46, 60, 61] dieser

Doktorarbeit beschrieben und in [61] detailliert untersucht. Dieser basiert auf der Inter-

pretation von Dα+ als Faltungsoperator f 7→ f ∗Y−α mit Faltungskern Yα ∈ D ′(R). Die

Distribution Yα mit komplexem Index α ∈ C ist definiert als

D(R) ∋ φ 7−→ Yα(φ) :=

∫ ∞

0

(−1)mφ(m)(t)
tα+m−1

Γ(α +m)
dt. (I.3.1)

Hier istm ∈ N0 mitℜα+m > 0. Siehe auch Gleichung (II.5.3) und Definition II.5.1. Der

Definitionsbereich ergibt sich durch die D ′-Faltbarkeit von Distributionen, die für die

allgemeine Faltung von Distributionen vorausgesetzt wird. Diese wird im Rest der Arbeit

als D ′-Faltung bezeichnet und in den Unterabschnitten II.2.a und III.3.c diskutiert.

Die D ′-Faltung bot sich dann auch an um den Bereich für die Variablen u und w zu

erweitern die in Konstitutivgleichungen der Form

u = w ∗ χ (I.3.2)

auftreten mit festem χ ∈ D ′(R). Siehe Abschnitt I.2 für Details dazu. Die Anforde-

rung, dass (I.3.2) eine Bijektion zwischen u und v definieren soll, motivierte die Suche

nach allgemeinen Konstruktionen von Bereichen für Faltungsoperatoren g 7→ g ∗ f mit

Faltungskernen f ∈ F ⊆ D ′. Als gemeinsamer Definitionsbereich für diese bietet sich

das Faltungsdual F ∗ an: Die Menge aller g ∈ D ′ die D ′-faltbar mit allen f ∈ F sind

[121, S. 20]. Dieses generiert per Bidualbildung die Klasse der faltungsvollkommenen

Räume F ⊆ D ′ mit F = F ∗∗ := (F ∗)∗, ähnlich zum Kötheschen α-Dual und den

vollkommenen Folgenräumen aus [65, §30]. Mit dieser Notation ist (Y−α)
∗ = ({Y−α})∗

der Definitionsbereich der neu eingeführten fraktionalen Ableitung Dα+.

Ist A eine Faltungsalgebra von Distributionen so sind Bereiche von Interesse auf de-

nen A als Faltungsmodul operiert. Diese werden in dieser Arbeit Operationsbereiche für

(·) ∗A genannt. Auf solchen Bereichen M operieren die Elemente von (·) ∗A als Endo-

morphismen, das heisstM∗A ⊆M , und die Faltungsrelationen zwischen den Elementen

von A entsprechen den Kompositionsrelationen zwischen den Operatoren aus (·)∗A, das
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I.3. Forschungsverlauf

heisst m ∗ (a ∗ b) = (m ∗ a) ∗ b für alle m ∈M and a, b ∈ A. Da das Faltungsdual A∗

diesen Anforderungen im allgemeinen nicht genügt wurde in [60] das neue Faltungsmo-

dul A∗M eingeführt und charakterisiert. Dieser wird in Unterabschnitt II.4.b diskutiert.

Zur Anwendung auf fraktionale Relaxationen wurden diese Module für bestimmte Un-

teralgebren des Quotientenkörpers Q[YR] berechnet der von den Distributionen Yα mit

α ∈ R erzeugt wird. Dies wird in Unterabschnitt II.5.b ausgeführt.

Systematische Untersuchungen von Konstruktionen wie F ∗ oder A∗M resultierten

schließlich in einem Kalkül von faltungsvollkommenen Räumen als extremalen Defi-

nitions-, Werte- oder Operationsbereichen. Dieser wurde in der Publikation [61] dieser

Doktorarbeit ausführlich studiert. Das Ausgangsproblem war dabei die Berechnung von

extremalen faltungsvollkommenen Bereichen Fi = F ∗∗
i in Faltungsinklusionen

F1 ∗ F2 ⊆ F3. (I.3.3)

Die Theorie des Kalküls wird in Abschnitt II.4 zusammengefasst. Zur Beschreibung der

ordnungstheoretisch-algebraischen Struktur dieses Kalküls wird Quantaltheorie genutzt,

in die in Unterabschnitt II.4.c eingeführt wird.

Theorem 5 aus der Publikation [59, S. 1561f] dieser Doktorarbeit liefert für oberhalb-

stetige, positive Gewichte w, v, u : Rd → R+ die Äquivalenzen

w ‚ v ≤ u ⇔ w[K ′] ∗ v[K ′] ⊆ u[K ′] ⇔ w[K ′] ∗ C0[u] ⊆ C0[v] (I.3.4)

mit den Supremalfaltung “‚” und den gewichteten Bällen

w[K ′] = {µ ∈ K ′ : |µ|(1/w) ≤ 1}, (I.3.5a)

C0[w] = {f ∈ C : ∥fw∥∞ ≤ 1, f (x)w(x)→∞ für |x| → ∞}. (I.3.5b)

Siehe in [59] für die Formulierung des Resultats mit R+-wertigen Gewichten auf einer lo-

kalkompakten Gruppe. Beim Beweis der ersten Äquivalenz in (I.3.4) kommt die Dreiecks-

ungleichung der K ′-Faltung zum Einsatz: Zwei Radon-Maße µ1 und µ2 sind genau dann

K ′-faltbar, wenn die Absolutwerte |µ1| und |µ2| es sind. Zudem gilt |µ1∗µ2| ≤ |µ1|∗|µ2|
für K ′-faltbare µ1 und µ2, siehe Unterabschnitt III.3.c.

Um in ähnlicher Weise die Faltungsinklusion (I.3.3) durch eine einfachere Bedingung
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I. Einleitung und Motivation

ersetzen zu können, wurde in [61] für die D ′-Faltung eine Art Dreiecksungleichung ge-

sucht: Als Ersatz für den Absolutwert |·| assoziiert man zu jeder Distribution f ∈ D ′

die durch Φ ∈ B(D) indizierten Faltungshalbnormfunktionen

Rd ∋ x 7−→ |f |∗Φ(x) := sup
φ∈Φ
|(f ∗ φ)(x)|, (I.3.6)

die das globale Verhalten der Distribution f kontrollieren. Hier notiert B(D) die Menge

der beschränkten Teilmengen von D . Es wurde dann gezeigt, dass zwei Distributionen

f1, f2 ∈ D ′ genau dann D ′-faltbar sind, wenn

(|f1|∗Φ ∗ |f2|∗Φ)(x) <∞ für alle Φ ∈ B(D) und x ∈ Rd. (I.3.7a)

Weiter gibt es zu jedem Φ ∈ B(D) ein Ψ ∈ B(D), sodass

|f1 ∗ f2|∗Φ ≤ |f1|∗Ψ ∗ |f2|∗Ψ für alle D ′-faltbaren f1 und f2. (I.3.7b)

Damit wurde gezeigt, dass die Faltungsinklusion (I.3.3) äquivalent zur Faltungsinklusion

W1 ∗W2 ⊆ W3 ist mit Wi dem von {|f |∗Φ : f ∈ Fi,Φ ∈ B(D)} erzeugtem Kegelideal,

siehe Theorem 5 in [61, S. 134]. Kegelideale werden in Gleichung (II.2.11) erklärt. Wei-

tere D ′-Faltbarkeitskriterien wie (I.3.7a) und Ungleichungen der Art (I.3.7b) werden in

Unterabschnitt VI.4.b bewiesen.

Eine ähnliche Anwendung von (I.3.7) wurde später in [58] beschrieben. Diese lässt

sich anhand eines einfachen Beispiels illustieren: Laurent Schwartz definierte in seinem

Buch [104] die lokalkonvexen Räume D ′
Lp die aus Distributionen bestehen die sich “glo-

bal wie Lp-Funktionen” verhalten. Die Definitionen solcher Räume werden in Unter-

abschnitt II.1.a und II.1.b besprochen. Schwartz bewies in [104], dass die Faltung eine

stetige bilineare Abbildung D ′
Lp × D ′

Lq → D ′
Lr definiert, falls 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ mit

1/p + 1/q = 1/r + 1. Kurzgesagt, es gilt die stetige Faltungsinklusion

D ′
Lp ∗D ′

Lq ⊆ D ′
Lr . (I.3.8)
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Betrachte nun den lokalkonvexen Raum D ′
T(L

p) der definiert ist als

D ′
T(L

p) := {f ∈ D ′ : ∀Φ ∈ B(D) : ∥f∥p,Φ := ∥|f |∗Φ∥p <∞} (I.3.9)

mit der von den Halbnormen ∥·∥p,Φ, Φ ∈ B(D) erzeugten lokalkonvexen Topologie. Aus

Resultaten dieser Doktorarbeit erhält man die Identität D ′
Lp = D ′

T(L
p), wie in Unter-

abschnitt II.1.e erläutert wird. Mit dieser Identität zeigt man leicht, dass die stetige Fal-

tungsinklusion (I.3.8) eine Konsequenz aus der Dreiecksungleichung für die D ′-Faltung

(I.3.7) ist und von

∥f ∗ g∥r ≤ ∥f∥p · ∥g∥q für alle f ∈ Lp, g ∈ Lq, (I.3.10)

der Faltungsungleichung von Young, siehe Satz II.4.4 in [120, S. 78]. Diese entspricht bis

auf Normierung der stetigen Faltungsinklusion Lp ∗ Lq ⊆ Lr. Dieser Beweis über eine

“Vererbungsregel” ist deutlich einfacher als der von Schwartz in [104]. Siehe Unterab-

schnitt II.2.c für den Fall potenzlogarithmisch gewichteter Räume.

Der Raum D ′
T(E) wird Amalgamraum mit lokaler Komponente D ′ und globaler Kom-

ponente E genannt. Für allgemeinere lokalkonvexe Räume E von messbaren Funktionen

oder Radon-Maßen ist D ′
T(E) ähnlich wie in Gleichung (I.3.9) definiert, siehe in Unterab-

schnitt II.1.c, wo eine Einführung zu diesen Räumen gegeben wird. Mit Theorem 3.11 in

[58, S. 8f] wurde gezeigt, dass die Räume D ′
T(E) mit den Konvolutorenräumen O ′

C(D , E)

übereinstimmen, die in [58] als Ausgangsdefinition verwendet wurden und in Unterab-

schnitt II.1.d vorgestellt werden.

Zur Notation D ′
T(E) und der Bezeichnung als Amalgamräume wurde erst in dieser

Dissertation übergegangen. Das Interesse an diesen Räumen nährt sich unter anderem

aus der Tatsache, dass die Abbildung E 7→ D ′
T(E) stetige Faltungsinklusionen bewahrt,

wie eben für Lp-Räume illustiert wurde. In Theorem 6.4 aus der Publikation [58, S. 23]

dieser Doktorarbeit wurde der allgemeine Fall bewiesen. Eine allgemeinere Vererbungs-

regel für Faltungsinklusionen wird in Unterabschnitt II.2.b diskutiert.

Kapitel V in dieser Dissertation verallgemeinert und vertieft die Untersuchungen der

Räume D ′
T(E) = O ′

C(D , E) in [58]. Dazu werden Amalgamräume LT(E) mit lokalen

Komponenten L = D ′, L = E , L = K ′ oder L = Lp mit 1 ≤ p ≤ ∞ eingeführt.

Verweise auf die Definitionen sind in der Tabelle (V.2.1b) aufgeführt. Die Definitionen
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I. Einleitung und Motivation

und Untersuchungen basieren auf einem Formalismus von Urbildraumoperatoren der

in Kapitel IV behandelt wird. Die Räume E und LT(E) werden dabei als lokalkon-

vexe topologisch-bornologische Räume betrachtet, deren Grundlagen in Abschnitt III.2

diskutiert werden. Dies dient zum einen als technisches Hilfsmittel und zum anderen

werden damit in Unterabschnitt VI.4.c zusätzliche Vererbungsregeln für Eigenschaften

von Faltungsinklusionen erhalten.9

Um einige Untersuchungen zu erleichtern und stärkere Resultate zu erhalten werden in

dieser Dissertation auch Amalgamräume Lτ(λ) mit diskreten globalen Komponenten λ

studiert. Die Räume λ bestehen aus skalarwertigen Funktionen auf Zd. Die Zusammen-

hänge zwischen den Räumen λ, E, Lτ(λ) und LT(E) werden in Kapitel V ausführlich

untersucht und in einem Korrespondenzdiagramm (V.2.1) zusammengefasst.

Als Anwendung der diskreten globalen Komponenten λ wird in Unterabschnitt II.3.b

erläutert wie mit diesen scharfe Kriterien für stetige Faltungsinklusionen

D ′
Lp,µ ∗D ′

Lq,ν ⊆ D ′
Lr,ρ (I.3.11)

von potenzgewichteten Distributionenräumen D ′
Lp,µ := D ′

Lp · (1 + x2)−µ/2 hergeleitet

werden können. Eine weitere Anwendung diskreter globaler Komponenten sind verallge-

meinerte Doppelfolgenraumdarstellungen für Amalgamräume Xτ(λ) mit X = D ′ oder

X = E . Diese erweitern die Valdivia-Vogt-Strukturtafeln, wie in Unterabschnitt II.3.c

erläutert wird.

9Wie in Bemerkung III.2.4 erläutert wird, übersetzt sich jedes Resultat über lokalkonvexe
topologisch-bornologische Räume durch Vergessen der Bornologie in ein Resultat über lokal-
konvexe Räume. Die Betrachtung von topologisch-bornologischen Räumen führt auch zu keiner
Einschränkung an die lokalkonvexen Räume.
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I.4. Kapitelübersicht

Die Kurzzusammenfassungen der Kapitel II-VI dieser Doktorarbeit lauten wie folgt:

II. Die wichtigsten mathematischen Problemstellungen dieser Doktorarbeit werden

erläutert und eingeordnet. Die in den Abschnitten I.1 und I.2 erläuterten Pro-

blemstellungen werden behandelt. Nur Grundkenntnisse über lokalkonvexe Funk-

tionenräume aus [52, 112] werden vorausgesetzt.

III. Abstrakte und konkrete Grundlagen aus Ordnungslehre und Funktionalanalysis

werden zusammengefasst. Dazu gehören abstrakte Hüllensysteme und lokalkon-

vexe Verbände. Topologisch-bornologische Räume werden ausführlicher diskutiert

da hierzu kaum Grundlagenliteratur vorhanden ist. Einige Funktionenräume und

verschiedene Faltungsbegriffe werden besprochen.

IV. Inspiriert durch projektive Topologien wird ein Urbildraumformalismus für lokal-

konvexe topologisch-bornologische Räume und Verbände entwickelt. Dabei werden

Urbildraumoperatoren zu Mengen von linearen Funktionen oder von vektorwerti-

gen Halbnormen (genannt Halbnormfunktionen) assoziiert. Für diese Operatoren

werden Kompositionsregeln hergeleitet, die in Kapitel V angewendet werden.

V. Als kontinuierliche und diskrete globale Komponenten für Amalgamräume wer-

den allgemeine Klassen von Räumen eingeführt und charakterisiert. Basierend auf

dem Urbildraumformalismus aus Kapitel IV werden Amalgamräume eingeführt

und verschiedene äquivalente Darstellungen bewiesen. Die Relationen zwischen ver-

schiedenen globalen Komponenten und den assoziierten Amalgamräumen werden

bestimmt und im Korrespondenzdiagramm (V.2.1) zusammengefasst. Isomorphis-

men von Amalgamräumen zu Vektorfolgenräumen werden aufgestellt.

VI. Regeln für die Vererbung von Eigenschaften und Strukturen von globalen Kom-

ponenten auf Amalgamräume werden hergeleitet. Teilweise werden auch Äquiva-

lenzen erhalten, vorallem für diskrete globale Komponenten. Untersucht werden

unter anderem Transformationsregeln für die Gewichtung von Räumen, die Ge-

stalt relativ kompakter Teilmengen und topologisch-bornologische Eigenschaften

von Faltungsinklusionen zwischen Räumen.
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II. Übersicht und Einordnung

Dieses Kapitel bietet eine Übersicht über die Resultate dieser Doktorarbeit und ordnet

diese in die Ausgangslage in der Literatur ein. Dazu werden Definitionen und Resulta-

te aus der Literatur rekapituliert und weiterführende mathematische Problemstellungen

daraus entwickelt. Die Lösungen dieser Probleme sind in den Publikationen [46, 60, 61,

58] aus dieser Doktorarbeit und in den Kapiteln V und VI der Dissertation enthalten.

Die Problemstellungen werden ohne Verwendung der Formalismen aus den Kapiteln III

und IV beschrieben. Nur Standardkenntnisse aus der Funktionalanalysis und der Distri-

butionentheorie werden vorausgesetzt, die zum Beispiel in [52, 112] zu finden sind. Alle

Funktionenräume sind über Rd mit d ∈ N so lang nichts anderes gesagt wird.

Es folgen Kurzzusammenfassungen der Abschnitte II.1-II.5 mit Auflistung der mathe-

matischen Problemstellungen und wichtiger Resultate aus dieser Doktorarbeit:

II.1. Definitionen von Distributionenräumen von Schwartz wie S ′ oder D ′
Lp werden re-

kapituliert. Der topologische Aspekt bekannter Darstellungen dieser Räume als Re-

gularisierungsurbilder D ′
∗D(E) ist Problem II.1.1. Amalgamräume D ′

T(E) mit kon-

tinuierlichen globalen Komponenten E und Konvolutorenräume O ′
C(D , E) werden

vorgestellt. Die Gleichheit der drei Distributionenräume ist Problem II.1.2.

II.2. Schwartz’ allgemeine Faltung von Distributionen, genannt D ′-Faltung, wird dis-

kutiert. Die Bewahrung stetiger Faltungsinklusionen F1 ∗ F2 ⊆ F3 unter der Ab-

bildung F 7→ D ′
∗D(F ) wird in Theorem II.2.1 beschrieben. Damit werden Stetig-

keitsnachweise für Faltungsinklusionen zwischen potenz-logarithmisch gewichteten

Distributionenräumen D ′
Lp,µ,k vereinfacht. Hierbei stellt sich Problem II.2.2 zur

Vertauschbarkeit von Gewichtung und Amalgamraumbildung.

II.3. Amalgamräume D ′
τ
(λ) und Eτ(λ) mit diskreten globalen Komponenten λ werden

vorgestellt. Daraus ergibt sich Problem II.3.1, der Vergleich zu den Räumen D ′
T(E)
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und ET(E). Problem II.3.2 ist die Äquivalenz zwischen Faltungsinklusionen von

Amalgamräumen D ′
τ
(λ) und den entsprechenden Faltungsinklusionen der diskre-

ten globalen Komponenten λ. Damit werden scharfe Kriterien für Faltungsinklu-

sionen zwischen Räumen D ′
Lp,µ,k erhalten. In Problem II.3.3 werden allgemeine

Doppelfolgenraumdarstellungen für die Räume D ′
τ
(λ) und Eτ(λ) gesucht.

II.4. Faltungsinklusionen faltungsvollkommener Distributionenräume F = F ∗∗ wer-

den über den Bezug zu einem Quantal Q∗∗
D ′ studiert, das bei den Gleichungen

(II.4.20) und (II.4.21) eingeführt wird. Diskrete globale Komponenten von Räu-

men F = F ∗∗ werden in Problem II.4.1 als faltungsvollkommene Folgenräume

λ = λ∗∗ identifiziert. In Problem II.4.2 wird der größte faltungsvollkommene Fal-

tungsmodul A∗M einer Faltungsalgebra A ⊆ D ′ gesucht. Als Gegenpart dazu

charakterisiert Theorem II.4.3 die faltungsvollkommene Faltungsalgebra A∗A.

Problem II.4.4 fragt nach der Existenz extremaler Bereiche für Faltungsinklusio-

nen F1 ∗ F2 ⊆ F3 mit Fi = F ∗∗
i , was durch die Quantaleigenschaft von Q∗∗

D ′ in

Theorem II.4.5 positiv beantwortet wird. Die Beschreibung der Quantalstruktur

von Q∗∗
D ′ über diskrete globale Komponenten ist Problem II.4.6.

Als Lösung von Problem II.4.7 werden Topologien T∗(F ) und Bornologien B∗(F )

auf faltungsvollkommenen Räumen F definiert die Hypostetigkeit und Bornologie-

bewahrung von Faltungsinklusionen garantieren. Die Charakterisierung der relativ

schwach kompakten Teilmengen Kσ(F,T
∗(F )) wird dann als Problem II.4.8 ge-

stellt. Und die Bestimmung der Dualräume (F,T∗(F ))′ als Problem II.4.9.

II.5. Kausale fraktionale Integrale und Ableitungen werden in Definition II.5.1 un-

ter Verwendung der D ′-Faltung aus Unterabschnitt II.2.a definiert. Die Beschrei-

bung von Definitions- und Operationsbereichen basiert auf der Theorie aus Ab-

schnitt II.4. Theorem II.5.2 beschreibt verallgemeinerte Indexgesetze für diese Ope-

ratoren und Theorem II.5.5 charakterisiert deren Operationsbereiche.

Zur Beschreibung verallgemeinerter fraktionaler Relaxationen werden die in Ab-

schnitt I.2 der Motivation gesuchten Räume F und (R+)
× in den Gleichungen

(II.5.33) und (II.5.41) konstruiert.

Auch Riesz-Potentialoperatoren Iα und fraktionale negative Laplace-Operatoren

(−∆)α/2 werden in Gleichung (II.5.47) durch die D ′-Faltung definiert. Theo-
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II.1. Charakterisierung von Distributionenräumen

rem II.5.8 verallgemeinert eine bekannte Inversionsformel für Riesz-Potentialope-

ratoren Iα. Zudem wird eine notwendige Korrektur der Beschreibung des Operators

(−∆)α/2 im “Handbook of Fractional Calculus” [67] angegeben.

Der Ansatz zur Verallgemeinerung sequentieller Ableitungen unter Verwendung

von distributionellen kausalen fraktionalen Ableitungen aus der Publikation [62]

dieser Doktorarbeit wird beschrieben.

II.1. Charakterisierung von Distributionenräumen

Neben klassischen Räumen wie D ′ und S ′ führte Laurent Schwartz weitere Räume

von Distributionen ein deren globale Eigenschaften durch einen Funktionenraum cha-

raktisierbar sind. Zum Beispiel den Raum D ′
Lp der Distributionen die sich global wie

Lp-Funktionen verhalten. Schwartz’ Definitionen solcher Räume werden in den Unterab-

schnitten II.1.a und II.1.b rekapituliert. Die topologische Charakterisierung dieser Räu-

me durch die Regularisierungen f 7→ f ∗ φ, φ ∈ D wird als Problem II.1.1 gestellt.

Lösungen zu diesem Problem aus aktueller Literatur und aus dieser Doktorarbeit werden

zusammengefasst.

Diese Resultate unterstützen den alternativen Ansatz Distributionenräume direkt als

Regularisierungsurbilder D ′
∗D(E) einzuführen, siehe Gleichung (II.1.6). Hier kontrolliert

der Funktionenraum E das globale Verhalten. Ähnliche Ansätze sind Amalgamräume

D ′
T(E) und Konvolutorenräume O ′

C(D , E), die in den Unterabschnitten II.1.c und II.1.d

vorgestellt werden. Dies führt zur Frage nach der Äquivalenz dieser drei Definitionen,

gestellt in Problem II.1.2. Eine positive Antwort wurde in dieser Doktorarbeit für SRI-

Räume E erhalten, wie in Unterabschnitt II.1.e erläutert wird.

II.1.a. Die Ansätze von Laurent Schwartz

In seinem Buch “Théorie des Distributions, Tome I” [106] definierte Laurent Schwartz

den lokalkonvexen Raum der Distributionen D ′ als den topologischen Dualraum des

Raums der Testfunktionen D [104, S. 24, 67] ausgestattet mit der stark*-Topologie [104,

S. 71]. Analog definierte Schwartz die kompakt getragenen Distributionen E ′ als starken

Dualraum der glatten Funktionen E und die temperierten Distributionen S ′ als starken

Dualraum der schnell fallenden glatten Funktionen S . Diese Räume gehören mittler-
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II. Übersicht und Einordnung

weile zum Standardrepertoire der Funktionalanalysis und werden unter anderem in den

Grundlagenbüchern [49, 120, 34, 35, 22, 88, 113] diskutiert. Ausführlichere Diskussionen

dieser lokalkonvexen Räume findet man zum Beispiel in [52, 112, 54].

Einen weitaus geringeren Bekanntheitsgrad erlangten allerdings die Räume DLp und

D ′
Lp mit 1 ≤ p ≤ ∞, sowie die Räume Ḃ und Ḃ′, die Schwartz in “Tome II” [107]

einführte. Die Räume F ∈ {E ′,S ′,D ′
Lp} lassen sich durch die folgende Konstruktion

einheitlich beschreiben: Zu einem lokalkonvexen Raum von Distributionen E assoziiert

man den Urbildraum von E unter E ∋ f 7→ f (α), α ∈ Nd
0 und notiert diesen als DE

(ähnlich zu Gleichung (13) in [23, S. 505]). Damit gemeint ist der Vektorraum

DE := {f ∈ E : ∀α ∈ Nd
0 : f (α) ∈ E} (II.1.1)

ausgestattet mit der von den Abbildungen DE ∋ f 7→ f (α) ∈ E, α ∈ Nd
0 induzierten

projektiven Topologie.1 Dann definiert man den Raum F durch

F := (DE)
′
β (II.1.2)

als den starken Dualraum von DE . Dies ist der topologische Dualraum von DE ausge-

stattet mit der stark*-Topologie β(F,DE), der Topologie der gleichmäßigen Konvergenz

auf den beschränkten Teilmengen von DE . Ist D eine dichte Teilmenge von DE , so kann

F auf kanonische Weise als Teilraum von D ′ verstanden werden.

Effektiv wendete Schwartz diese Konstruktion auf jedes Tripel (E,DE, F ) aus der

folgenden Tabelle an:

E DE F Referenz

C E E ′ [104, S. 89]

CP S S ′ [104, S. 237]

Lq DLq D ′
Lp [104, S. 200]

C0 Ḃ D ′
L1 [104, S. 200]

CP ‚ OM O ′
M [104, S. 243f]

K DF D ′F [52, S. 172], “D” in [103, S. 99]

(II.1.3)

1Siehe [54, Sec. 7.2], [75, S. 30] oder, synonym dazu, “initale Topologie” in [52, Ch. 2, §11]. Kapi-
tel IV dieser Doktorarbeit behandelt systematisch allgemeinere Urbildraumkonstruktionen.
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II.1. Charakterisierung von Distributionenräumen

Hier sind 1 ≤ p, q ≤ ∞mit 1/p+1/q = 1 und p ̸= 1. Der Raum C der stetigen Funktio-

nen trägt die Topologie der gleichmäßigen Konvergenz auf Kompakta und der Teilraum

C0 der Funktionen die im unendlichen verschwinden trägt die Teilraumtopologie von

L∞. Der gewichtete Raum CW ist als der Urbildraum von C0 unter C ∋ f 7→ f · w,

w ∈ W definiert (siehe auch Section 22 in [80] oder in [111]). Mit der Menge von Ge-

wichten P := {f ∈ C+ : ∃k ∈ N,∀x ∈ Rd : f (x) ≤ 2k(1 + x2)k} ist CP der Raum

der schnell fallenden stetigen Funktionen. Mit P ‚ = CP ∩C+ (vgl. Gleichung (II.5.19))

ist CP ‚ der Raum der langsam wachsenden stetigen Funktionen. Schwartz nutzte die

Notationen B := DL∞ und Ḃ := DC0 . Der Raum OM besteht aus den langsam wach-

senden glatten Funktionen [104, S. 243f] und die Elemente des starken Dualraums O ′
M

werden, wie von Grothendieck vorgeschlagen [38, Ch. II, S. 130], als sehr schnell fallende

Distributionen bezeichnet.

Der Raum der Testfunktionen D stimmt nicht mit DK überein: Definiert wird D

als die Vereinigung der Räume DK := EK := {f ∈ E : supp f ⊆ K} mit K ⊆ Rd

kompakt. Die Räume DK tragen die Teilraumtopologie von E und D trägt die feinste

lokalkonvexe Topologie, sodass DK ⊆ D eine topologische Einbettung ist, siehe Seite 65

und Théorème II in [104, S. 65f]. Ersetzt man in dieser Konstruktion E durch C so erhält

man den Raum K der stetigen Testfunktionen, siehe Example 2.12.5 in [52, S. 164].

Dieser lässt sich auch als der gewichtete Raum K = CW mit W = C+ charakterisieren,

siehe [8, S. 1f], Section 4.4 in [11, S. 150] oder [103, S. 94-99]. Die Elemente des starken

Dualraums K ′ werden als Radon-Maße bezeichnet. Der Raum DF := DK hat eine

echt gröbere Topologie wie D , siehe [52, S. 172ff]. Der Dualraum D ′F besteht aus den

Distributionen mit global endlicher Ordnung, siehe Proposition 2 in [52, S. 339].

II.1.b. Charakterisierung als Regularisierungsurbilder

Außer für die Räume O ′
M und D ′F lassen sich die Elemente f der Distributionenräume

F aus Tabelle (II.1.3) durch die Wachstumseigenschaften der Regularisierungen f ∗ φ
mit φ ∈ D charakterisieren: Es gilt die Charakterisierung

F = {f ∈ D ′ : ∀φ ∈ D : f ∗ φ ∈ E} (II.1.4)
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II. Übersicht und Einordnung

und, zusätzlich, F ∗D ⊆ H für jedes Tripel (F,E,H) aus der folgenden Tabelle:2

F E H Referenz

E ′ K D Thm. 3.11 und Exa. 5.7 in [58, S. 8f, 20]

S ′ CP ‚ OC Thm.VI 2◦ [104, S. 239]

D ′
Lp Lp DLp Thm.XXV 2◦ in [104, S. 201]

Ḃ′ C0 Ḃ Remark (3) in [82, S. 329]

O ′
C CP S Thm. IX 3◦ und Thm. XI in [104, S. 244, 247]

D ′ C E Thm.XI in [104, S. 166]

(II.1.5)

Hier notiert Ḃ′ den topologischen Abschluss von E ′ in B′ := D ′
L∞ [104, S. 200]. Der

Raum O ′
C der schnell fallenden Distributionen3 wurde als Urbildraum von B′ unter

D ′ ∋ f 7→ f · (1 + x2)k, k ∈ N eingeführt [104, S. 244ff]. Der Raum OC ist der

starke Dualraum von O ′
C und wird auch als Raum der sehr langsam wachsenden glatten

Funktionen bezeichnet [38, Ch. II, S. 131].

Betrachte nun ein Paar (F,E) aus Tabelle (II.1.5). Die Charakterisierung der Menge F

in Gleichung (II.1.4) führt auf die Frage, ob der Raum F auch die von den Abbildungen

F ∋ f 7→ f ∗ φ ∈ E induzierte projektive Topologie trägt. In diesem Fall wäre F der

Urbildraum von E unter D ′ ∋ f 7→ f ∗φ, φ ∈ D . Definiere nun, allgemeiner, für einen

lokalkonvexen Raum E ⊆ D ′ und eine Teilmenge Y ⊆ E ′ den Raum

D ′
∗Y (E) := {f ∈ D ′ : ∀φ ∈ Y : f ∗ φ ∈ E} (II.1.6)

ausgestattet mit der von den Abbildungen D ′
∗Y (E) ∋ f 7→ f ∗ φ ∈ E induzierten

projektiven Topologie. In anderen Worten, D ′
∗Y (E) ist der Urbildraum von E unter

D ′ ∋ f 7→ f ∗ φ, φ ∈ Y . Dieser wird in Definition V.3.9 nochmals über den Ur-

bildraumformalismus aus Kapitel IV eingeführt.

Die Frage von eben lässt sich nun wie folgt formulieren:

2Der erste Eintrag wird in [7] fälschlicherweise auf Thm. XI in [104, S. 166] zurückgeführt und
der vierte in [9] auf Remarque 3◦ in [104, S. 202]. In beiden Fällen wurde dort nur die Inklusion
“⊆” für Gleichung (II.1.4) bewiesen.

3Grothendieck charakterisierte O ′
C bzw. OM als den Raum aller Faltungs- bzw. Multiplikations-

endomorphismen von S , ausgestattet mit der starken Operatortopologie [38, Chap. II, S. 130].
Daher spricht man auch vom Raum der Konvolutoren bzw. Multiplikatoren.
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II.1. Charakterisierung von Distributionenräumen

Problem II.1.1. Sei (F,E) ein Paar von lokalkonvexen Räumen aus Tabelle
(II.1.5). Gilt die Identität lokalkonvexer Räume F = D ′

∗D(E)?

Schwartz bewies für F = D ′ und F = D ′
Lp mit 1 ≤ p ≤ ∞, dass F und D ′

∗D(E)

die gleichen beschränkten Mengen und die gleichen konvergenten Folgen besitzen. Siehe

Théorème XXII und XXIII in [104, S. 195ff] und Remarque 2◦ in [104, S. 202]. Erst vor

kurzem, also etwa siebzig Jahre später, wurde Problem II.1.1 für die Räume D ′
Lp positiv

beantwortet, siehe in [8]: Proposition 4.1 (iii) für 1 < p ≤ ∞ und Proposition 4.10 (iii)

für p = 1. Für die Räume S ′ und O ′
C wurde eine andere Variante von Problem II.1.1

positiv beantwortet: Es wurde gezeigt, dass F = S ′
∗S (E) := D ′

∗S (E) ∩ S ′, siehe

Proposition 2.3 (ii) und Remark 3.2 (3) in [8].

Unabhängig von der Arbeit [8] konnte im Rahmen dieser Doktorarbeit für eine relativ

allgemeine Klasse von Räumen F = (DG)
′
β mit E = G′ eine positive Antwort auf

Problem II.1.1 gegeben werden [58]. Nämlich für den Fall, dass G ein solider4 Fréchet-

Raum mit stetiger Inklusion G ⊆ L1
lok ist der D als dichte Teilmenge hat und auf dem

f 7→ f ∗φ für alle φ ∈ D stetig operiert. Dieses Resultat deckt die Räume D ′, S ′, E ′,

D ′
Lp mit 1 < p ≤ ∞ und Ḃ′ ab, siehe Examples 3.14 und 5.7-9 in [58, S. 9, 20f]. Durch

Kombination von Theorem 5.1 aus [18, S. 853] und der Lösung von Problem II.1.2 in

Unterabschnitt II.1.e erhält man auch das Resultat für D ′
L1 . Für die Räume D ′, S ′,

E ′ und Ḃ′ sind diese Resultate neu und bis jetzt nur in [58] publiziert worden.

Der Raum O ′
C kann nicht mit der Methode aus [58] behandelt werden da der Dualraum

OC kein Fréchet-Raum ist. Allerdings löst Theorem 1.1(v) aus [18], in Verbindung mit

der Lösung von Problem II.1.2, die positive Antwort auf Problem II.1.1 für O ′
C. Damit

sind alle Räume aus Tabelle II.1.5 abgedeckt. Mit der Lösung von Problem II.2.2 lässt

sich dies auch auf die potenz-logarithmisch gewichtete Räume D ′
Lp,µ,k aus [85, S. 87]

ausdehnen, die in Unterabschnitt II.2.c diskutiert werden.

Diese Lösungen von Problem II.1.1 stellen eine gewisse Symmetrie her: Aufgrund von

f (α) = f ∗δ(α) entspricht der Raum DE aus Gleichung (II.1.1) dem Raum D ′
∗∂∗δ(E) mit

der Menge ∂∗δ := {δ(α) : α ∈ Nd
0} und δ(α) der distributionellen partiellen Ableitung

der Ordnung α von der δ-Distribution. Beim Übergang von Räumen glatter Funktio-

nen zu Distributionenräumen übernehmen also Regularisierungen f 7→ f ∗ φ die Rolle

partieller Ableitungen f 7→ f (α).

4Siehe Seite 25.
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II.1.c. Amalgamräume

Ein Amalgamraum, auch genannt “Raum Wiener Art” [29], ist ein translationsinvarianter

lokalkonvexer Funktionenraum der aus einer globalen und einer lokalen Komponente zu-

sammengesetzt wird. Dadurch können Wachstums- und Glattheitsbedingungen separat

voneinander festgelegt werden [32].

Ein archetypisches Beispiel ist der Raum Wiener Art W (Lp, Lq) mit lokaler Kompo-

nente Lp und globaler Komponente Lq mit 1 ≤ p, q ≤ ∞. Dies ist der Raum

W (Lp, Lq) =
{
f ∈ L1

lok : ∥f∥Lp,Lq <∞
}

(II.1.7a)

mit der Norm ∥·∥Lp,Lq gegeben durch den Ausdruck

∥f∥Lp,Lq := ∥|f | ∗p 1Q∥Lq (II.1.7b)

für alle f ∈ L1
lok (vergleiche Gleichung (2.2) in [32]). Hier ist |f | ∗p 1Q das “potenzierte

Faltungsprodukt” von |f | und der Indikatorfunktion 1Q des Einheitswürfels Q := [0, 1]d.

Das potenzierte Faltungsprodukt |f | ∗p 1Q ist punktweise erklärt durch

Rd ∋ x 7−→
(
|f | ∗p 1Q

)
(x) := ∥f · 1x−Q∥Lp (II.1.7c)

für alle f ∈ L1
lok. Diese ist messbar falls f ∈ Lplok, im Fall p < ∞ sogar stetig. Diese

Definition von W (Lp, Lq) ist äquivalent zu Definition und Remark 3 in [29, S. 513, 517]

und Abschnitt 2 und 12(iv) in [32, S. 1f, 17f].

Durch f 7→ |f | ∗p 1Q wird eine Halbnormfunktion |·| ∗p 1Q : Lplok → L∞
lok definiert.

Damit ist eine absoluthomogene, subadditive Abbildung Lplok → L∞
lok gemeint. Diese

Abbildungsklassen wird in Definition IV.1.3 eingeführt.

Allgemeinere AmalgamräumeW (B,C) mit lokaler KomponenteB und globaler Kom-

ponente C werden in der Definition in [29, S. 513] eingeführt. Die Betrachtung schränkt

sich dort auf geeignete Banach-Räume B und C ein. Eine interessante Eigenschaft von

Amalgamräumen ist, dass W (B1, C1)∗W (B2, C2) ⊆ W (B3, C3) eine stetige Faltungs-

inklusion ist (in [29, S. 511] “Banach convolution triple” genannt), falls B1 ∗ B2 ⊆ B3

und C1 ∗ C2 ⊆ C3 dies sind. Siehe Theorem 3 in [29, S. 518] für die Details. Analoge

Resultate wurden in dieser Doktorarbeit für Distributionenräume angestrebt.
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Die obige Definition vonW (Lp, Lq) wird nun als Inspiration verwendet um Räume der

Art “W (D ′, E)” bzw. “W (E , E)” zu definieren, notiert als D ′
T(E) bzw. ET(E). Dabei ist

die kontinuierliche globale Komponente ein solider lokalkonvexer Raum E mit stetiger

Inklusion E ⊆ L1
lok. Solidität bedeutet hier: 1.) Es gilt g ∈ E für alle g ∈ L1

lok die

|g| ≤ |f | für ein f ∈ E erfüllen. 2.) Die Topologie von E wird von Verbandshalbnormen

erzeugt. Verbandshalbnormen p sind Halbnormen mit der zusätzlichen Eigenschaft, dass

p(f ) ≤ p(g) für alle f, g ∈ E mit |f | ≤ |g|. Entsprechende Räume mit C anstatt L1
lok

werden auch betrachtet.

Definiere nun in Analogie zu Gleichung (II.1.7c) die Funktion5

Rd ∋ x 7−→ |f |∗Φ(x) := sup
φ∈Φ
|(f ∗ φ)(x)| (II.1.8)

für jede Menge Φ ∈ B(D) und f ∈ D ′. Hier notiert B(D) die beschränkten Teilmen-

gen von D . Dies definiert eine Halbnormfunktion |·|∗Φ : D ′ → C . Definiere dann den

Amalgamraum D ′
T(E) als den Raum

D ′
T(E) := {f ∈ D ′ : ∀Φ ∈ B(D) : |f |∗Φ ∈ E} (II.1.9)

mit der Topologie die erzeugt wird von den Halbnormen

D ′
T(E) ∋ f 7−→ pΦ(f ) := p (|f |∗Φ) (II.1.10)

mit Φ ∈ B(D) und p einer stetigen Verbandshalbnorm auf E.

Zur Definition des Amalgamraums ET(E) verwendet man anstelle von D ′ den Raum

E und anstelle von D den Raum E ′. Der Amalgamraum XT(E) mit X = D ′ oder

X = E wird in Definition V.2.20 nochmals einheitlich mit dem Urbildraumformalismus

aus Kapitel IV eingeführt.

5Siehe Definition 3.1 in [58, S. 5] und Definition 1 in [61, S. 126] mit der dort leicht abweichenden
Notation |f |Φ anstatt |f |∗Φ. Dort wird die Bezeichnung “generalized absolute values” verwendet.
In dieser Dissertation wird von Faltungshalbnormfunktionen gesprochen.
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II.1.d. Konvolutorenräume

Der Konvolutorenraum O ′
C(F,G) besteht, vereinfacht gesagt, aus den Distributionen

die Faltungskerne stetiger Faltungsoperatoren F → G sind. Siehe Definition 12 in [7,

S. 2246] für Details (siehe alternativ auch [105, S. 72] und [19, Eq. (1.2), Ex. S. 307]).

Spezieller ist für einen lokalkonvexen Raum E ⊆ D ′ der Raum O ′
C(D , E) definiert als

der Vektorraum

O ′
C(D , E) := {f ∈ D ′ : (φ 7→ f ∗ φ) ∈ L (D , E)} (II.1.11)

ausgestattet mit der Topologie der gleichmäßigen Konvergenz auf den Mengen in B(D).

Hier notiert L (D , E) die stetigen linearen Operatoren D → E. Räume der Form

O ′
C(D , E) waren das primäre Untersuchungsobjekt in [58, S. 1].

In einer aktuellen Arbeit [18] wurden die Räume O ′
C(D , L

1
W) mit einer Folge von

Gewichten W = {wn : n ∈ N} untersucht.6 An die Gewichte wird dort, in leicht

abgewandelter Formulierung, die Translationsinvarianzbedingung

∀n ∈ N∃m ≥ n ∀K ⊆ Rd kompakt∃C ∈ R+ : wn ∗∞ 1K ≤ C · wm (II.1.12)

gestellt, siehe Gleichung (1.1) in [18, S. 830]. Hier notiert ∗∞ die Supremalfaltung,
definiert wie in Gleichung (II.1.7c).

Ein Anwendungsbeispiel sind Räume Laplace-transformierbarer Distributionen: Sei

Γ ⊆ Rd offen und konvex. Dazu sei (Kn) eine kompakte Ausschöpfung von Γ aus

konvexen Mengen Kn. Der Raum S ′(Γ) wurde von L. Schwartz als Urbild von S ′

unter D ′ ∋ f 7→ f · e−ζ·x, ζ ∈ Γ eingeführt [104, S. 303]. Für die Gewichte

Rd ∋ x 7−→ wn(x) := sup{e−ζ·x : ζ ∈ Kn} (II.1.13)

wurde in [17] die Identität lokalkonvexer Räume S ′(Γ) = O ′
C(D , L

1
W) bewiesen, siehe

Theorem 5.7 in [17, S. 8].

6Genau genommen wird in [18, S. 830] der Vektorraum D ′
∗D(L

1
W) mit der Topologie von

O ′
C(D , L

1
W) eingeführt. Aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen wird dort die algebrai-

sche Identität O ′
C(D , L

1
W) = D ′

∗D(L
1
W) gefolgert. Dieses Vorgehen verwendet aber, dass L1

W ein
Fréchet-Raum ist und funktioniert nicht für allgemeinere Räume E anstatt L1

W .

26



II.1. Charakterisierung von Distributionenräumen

II.1.e. Vereinheitlichung mit SRI-Räumen

Es wurden nun in den Unterabschnitten II.1.b, II.1.c und II.1.d drei verschiedene Kon-

struktionen D ′
∗D(E), D ′

T(E) und O ′
C(D , E) von Distributionenräumen eingeführt. Hin-

ter jeder dieser Definitionen steht eine eigene Motivation. Und es gibt auf den ersten Blick

keinen Grund, warum diese übereinstimmen sollten. Es wäre allerdings sehr komforta-

bel, wenn dies der Fall wäre. Das gleiche gilt für die zwei verschiedenen Konstruktionen

E∂•(E) und ET(E) von Räumen glatter Funktionen.

Sei φ ∈ Φ ∈ B(D) und p eine stetige Verbandshalbnorm auf einem soliden lokalkon-

vexen Raum E ⊆ L1
lok oder E ⊆ C . Dann gilt die Kette von Ungleichungen

p(|f ∗ φ|) ≤ sup{p(|f ∗ φ|) : φ ∈ Φ} ≤ p(|f |∗Φ) <∞ (II.1.14)

für alle f ∈ D ′
T(E). Die erste Ungleichung gilt auch für f ∈ D ′

∗D(E). Nach Exam-

ple 3.7.2 in [52, S. 222] ist D bornologisch und somit jede lokalbeschränkte lineare Ab-

bildung D → E stetig (Definition und Satz 24.10 in [75, S. 33f]). Somit liefert Gleichung

(II.1.14) die stetigen Inklusionen

D ′
T(E) ⊆ O ′

C(D , E) ⊆ D ′
∗D(E). (II.1.15)

Hier können echte Ungleichungen auftreten: Sei zum Beispiel Cpw der Raum der stetigen

Funktionen mit der Topologie der punktweisen Konvergenz. Dieser Raum ist solide in

C , aber nicht in L1
lok. Aus der Definition |f ∗ φ|(x) = |⟨f,Txφ̌⟩| folgert man

D ′
T(Cpw) = O ′

C(D ,Cpw) = D ′
β ⊊ D ′

σ = D ′
∗D(Cpw). (II.1.16)

Hier notiert β bzw. σ die stark*- bzw. schwach*-Topologie auf D ′.

Problem II.1.2. Welche soliden lokalkonvexen Räume E ⊆ L1
lok oder E ⊆ C

erfüllen die topologischen Identitäten D ′
T(E) = D ′

∗D(E) und ET(E) = D ′
∗∂∗δ(E)?

Wie das Beispiel (II.1.16) zeigt, reicht es nicht aus Translationsinvarianz für E zu

fordern, wie es in [29] für globale Komponenten getan wird. Eine positive Antwort auf

Problem II.1.2 ergab sich im Rahmen dieser Doktorarbeit für Räume E auf denen Re-

gularisierungen f 7→ f ∗φ, φ ∈ D stetige Endomorphismen sind. Diese Räume werden
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in dieser Arbeit als solide regularisierungsinvariante Räume, oder kürzer, als SRI-
Räume bezeichnet, siehe Definition V.1.2. Die Resultate werden in Theorem V.3.13 und

Theorem V.3.16 in Unterabschnitt V.3.b dieser Dissertation präsentiert. Das Resultat

D ′
T(E) = D ′

∗D(E) wurde auch in Theorem 3.11 der Publikation [58, S. 8f] erhalten.

Ein Beispiel für einen SRI-Raum ist der Lebesgue-Raum E = Lp mit 1 ≤ p ≤ ∞.

Zusammen mit der positiven Antwort auf Problem II.1.1 folgert man also daraus die

Identitäten D ′
Lp = D ′

∗D(Lp) = D ′
T(L

p). Der Raum D ′
Lp wurde somit als Amalgam-

raum mit lokaler Komponente D ′ und globaler Komponente Lp charakterisiert. Siehe

Unterabschnitt II.2.c für analoge Resultate für gewichtete Varianten dieser Räume.

II.2. Faltungen zwischen Distributionenräumen

Mit der D ′-Faltung wird in Unterabschnitt II.2.a eine relativ allgemeine Definition der

Faltung von Distributionen vorgestellt, die selten in der Literatur diskutiert wird. Die in

Unterabschnitt II.1.b vorgestellten Distributionenräume D ′
∗D(E) vertragen sich gut mit

der D ′-Faltung. Dies ergibt sich aus Theorem II.2.1, einer Vererbungsregel für stetige

Faltungsinklusionen die in Unterabschnitt II.2.b diskutiert wird.

Aus dieser Vererbungsregel ergibt sich eine neue Methode um hinreichende Kriterien

für stetige Faltungsinklusionen zwischen potenz-logarithmisch gewichteten Distributio-

nenräumen D ′
Lp,µ,k zu beweisen. Damit können allgemeinere Kriterien für die Parameter

p, µ und k hergeleitet werden, wie in Unterabschnitt II.2.c beschrieben wird. Diese neue

Beweismethode benötigt auch die Lösung von Problem II.2.2, der Frage nach der Ver-

tauschbarkeit von Gewichtung und Amalgamraumbildung.

II.2.a. Faltung von Distributionen

Die meisten Bücher zur Distributionentheorie oder partiellen Differentialoperatoren be-

handeln die Faltung von Distributionen f und g die die Bedingung (Σ) erfüllen:

(f ⊗ g)φΔ ∈ E ′(R2d) für alle φ ∈ D (II.2.1a)
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mit der Notation Rd×Rd ∋ (x, y) 7→ φ∆(x, y) := φ(x+ y). Dies erlaubt eine elegante

Definition der Faltung f ∗ g als die Distribution

D ∋ φ 7−→ ⟨f ∗ g, φ⟩ := ⟨(f ⊗ g)φΔ, θφ⟩ (II.2.1b)

mittels der Abschneidefunktionen θφ ∈ D mit {θφ = 1} ⊇ supp((f ⊗ g)φΔ). Bis auf

Details in der Formulierung findet man diese Defintion in [113, 52, 112, 88, 49].

Mit Gleichung (II.2.1) erklärt man die E ′-Faltungsmodulstruktur auf D ′ und die Fal-

tungsalgebra D ′
+A der Distributionen mit Träger in A+K für ein KompaktumK ⊆ Rd,

wie in [117, S. 63f] beschrieben. Hier ist A ein konvexer, spitzer, abgeschlossener Kegel

in Rd. Um die O ′
C-Faltungsmodulstruktur auf S ′ zu erklären muss aber bereits zu einer

anderen Definition gegriffen werden, wie in [52, 112, 88, 104] beschrieben wird.

Mehr Flexibilität bietet eine Definition der Faltung die auf distributionellen Integra-

len [104, S. 203], [51, S. 184] aufbaut: Da B der Dualraum von D ′
L1 ist lässt sich das

distributionelle Integral von f ∈ D ′
L1 über das Dualsystem ⟨D ′

L1,B⟩ definieren als∫
f := ⟨f, 1Rd⟩. (II.2.2)

Hier notiert 1Rd ∈ B die konstante Funktion auf Rd. Zwei Distributionen f und g

werden D ′-faltbar genannt falls diese die Bedingung (Γ) erfüllen:

(f ⊗ g)φΔ ∈ D ′
L1(R2d) für alle φ ∈ D . (II.2.3a)

Die D ′-Faltung f ∗ g von D ′-faltbaren f und g definiert man dann als

D ∋ φ 7−→ ⟨f ∗ g, φ⟩ :=
∫

(f ⊗ g)φΔ. (II.2.3b)

Diese Definition geht auf L. Schwartz zurück [102] und wurde unabhängig davon zwanzig

Jahre später von J. Horváth in [51] erneut vorgeschlagen [83, S. 371].

Ist (θk) eine Approximation der Eins, also eine in B beschränkte Folge mit θk ∈ D

und θk → 1Rd in E , so gilt ⟨f, θk⟩ → ⟨f, 1Rd⟩ für alle f ∈ D ′
L1 [21, S. 187]. Mit der

Annahme {θk = 1} ⊇ {|x| ≤ k} erhält man, dass (II.2.3) eine Verallgemeinerung von

(II.2.1) ist. Ähnlich erhält man die Äquivalenz von (II.2.3) und der von S. V. Vladimirov
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verwendeten Definition der Faltung [116, S. 102-105], siehe [21].

Die allgemeine Faltung (II.2.3) wird nur in wenigen Büchern [86, 85, 117, 116] disku-

tiert, und dort nicht ausschöpfend. Um ein vollständiges Bild der Grundlagen zu erhalten

müssen gegebenfalls Journalartikel dazugezogen werden, wie zum Beispiel [82, 83, 21,

78, 108]. Informationen zu Assoziativgesetzen findet man zum Beispiel in [122, 123, 51,

108]. Diese Gesetze basieren auf der (simultanen) Faltung von p-Tupeln. Diese wird

in Unterabschnitt III.3.c dieser Arbeit für skalare Funktionen auf Zd, sowie (signierte)

Radon-Maße und Distributionen auf Rd besprochen.

II.2.b. Regularisierung und Vererbung der Stetigkeit

Alternative Definitionen der D ′-Faltung wurden bereits von C. Chevalley aufgestellt,

siehe [108] und dortige Zitate. Die Äquivalenz der Definitionen wurde von R. Shiraishi

bewiesen, siehe Theorem 2 in [108, S. 24]. Zum Beispiel sind Distributionen f und g

genau dann D ′-faltbar, wenn (f ∗ φ) · (ǧ ∗ ψ) ∈ L1 für alle φ, ψ ∈ D . Dies entspricht

Bedingung (φ,ψ - C) in [82, S. 315]. Ohne Mühe lässt sich diese umformulieren zu

(|f ∗ φ| ∗ |g ∗ ψ|)(x) <∞ für alle φ, ψ ∈ D , x ∈ Rd. (II.2.4)

Hier ist die Faltung von |f ∗φ| und |g ∗ψ| punktweise als Integral von unterhalbstetigen

Funktionen erklärt [37, S. 55 (a)], das nicht an allen Punkten endlich sein muss. Siehe

auch Theorem VI.4.2 in Unterabschnitt VI.4.b für weitere D ′-Faltbarkeitskriterien.

Die D ′-Faltung wurde in der Literatur als bilineare Abbildung E × F → G unter-

sucht, für verschiedene Tripel lokalkonvexer Räume von Distributionen (E,F,G). Zur

einfacheren Formulierung solcher Resultate wird im folgenden genau dann von einer ste-
tigen Faltungsinklusion E ∗ F ⊆ G gesprochen, wenn alle Paare (f, g) ∈ E × F

D ′-faltbar sind und die D ′-Faltung eine stetige Abbildung E × F → G definiert.

In dieser Doktorarbeit wurde entdeckt, dass Stetigkeitseigenschaften der Faltung unter

E 7→ D ′
∗D(E) bewahrt werden. Bewiesen wird diese Vererbungsregel mit dem schwachen

Faktorisierungstheorem

D = ⟨D ∗D⟩. (II.2.5)

Hier notiert ⟨·⟩ die lineare Hülle. Gleichung (II.2.5) folgt aus Resultaten, die 1978
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von Dixmier-Malliavin [24] und von Rubel-Squires-Taylor erhalten wurden [95]. Siehe

Théorème 3.1 in [24, S. 311] oder Theorem 3 in [95, S. 554]. In Unterabschnitt V.3.a

dieser Dissertation werden solche Faktorisierungstheoreme ausführlich diskutiert.

Theorem II.2.1. Seien Ei, i = 1, 2, 3 lokalkonvexe Räume von Distributionen.
Es gilt die folgende Vererbungsregel für stetige Faltungsinklusionen:

E1 ∗ E2 ⊆ E3 ⇒ D ′
∗D(E1) ∗D ′

∗D(E2) ⊆ D ′
∗D(E3). (II.2.6)

Theorem II.2.1 ist eine Konsequenz aus Theorem VI.4.2 und Theorem VI.4.5 von Ka-

pitel VI dieser Arbeit. Im dortigen Theorem VI.4.5 wird auch die Vererbung weiterer

Stetigkeitseigenschaften bilinearer Abbildungen zwischen lokalkonvexen Räumen bewie-

sen. Wie zum Beispiel die Hypostetigkeit bezüglich einer allgemeinen Bornologie, die

analog zur Topologie von E auf D ′
∗D(E) vererbt wird.

Der Faktorisierungssatz (II.2.5) wurde schon in ähnlichen Zusammenhängen verwen-

det. Dennoch wurde die Vererbungsregel in dieser Form noch nicht in der Literatur

erwähnt oder systematisch verwendet. Dies hängt vermutlich damit zusammen, dass

Problem II.1.1 noch nicht gelöst worden war. Beispiele für Anwendungen von (II.2.5)

sind Theorem 3.10 in [10, S. 371], die Implikation “(ii) ⇒ (iii)” von Theorem 3 in [23,

S. 507], die Implikation “a) ⇒ b)” von Theorem 1 in [110, S. 50f] und die Implikation

“(φ,ψ - CPS) ⇒ (CPS)” von Proposition 4 in [82, S. 327].

II.2.c. Anwendung auf gewichtete Distributionenräume

Als Analogie zur Youngschen Faltungsungleichung wurde die stetige Faltungsinklusion

D ′
Lp ∗D ′

Lq ⊆ D ′
Lr für 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ mit 1/p + 1/q = 1/r + 1 (II.2.7)

von L. Schwartz bewiesen, siehe Théorème XXVI 2◦ aus [104, S. 203].7 Mittlerweile sind

einige Verallgemeinerungen von Gleichung (II.2.7) auf potenz-logarithmisch gewichtete

Räume D ′
Lp,µ,k erschienen [84, 40, 119], darunter auch ein Resultat aus dieser Dok-

torarbeit [58]. Definition 3.1.1 aus [85, S. 87] folgend, definiert man für µ, k ∈ R die

7L. Schwartz erklärt die Faltung in [104] durch eine stetige Fortsetzung und nicht durch Gleichung
(II.2.3b). Diese Definitionen stimmen allerdings überein.
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potenz-logarithmisch gewichteten Räume

D ′
Lp,µ,k := D ′

Lp · w−µ,−k, D ′
Lp,µ := D ′

Lp,µ,0 (II.2.8a)

Lpµ,k := Lp · w−µ,−k, Lpµ := Lpµ,0 (II.2.8b)

mit den entsprechenden Topologien.8 Das Gewicht wµ,k ist definiert durch

Rd ∋ x 7−→ wµ,k(x) := (1 + x2)µ/2 ·
(
1 + log(1 + x2)

)k
(II.2.9)

und man setzt wµ := wµ,0.

Notiere im folgenden durch p′ := 1/(1 − 1/p) den zu 1 ≤ p ≤ ∞ konjugierten

Hölder-Index. Die Gültigkeit der stetigen Faltungsinklusion

D ′
Lp,µ ∗D ′

Lq,ν ⊆ D ′
Lr,ρ (II.2.10)

wurde für jede der Bedingungen aus der folgenden Liste nachgewiesen:

[C1] Prop. 9(ii) in [84, S. 590]: 1
p +

1
q = 1

r + 1, µ + ν ≥ 0, ρ = min{µ, ν}.

[C2] Prop. 2 in [40, S. 295]: p, r = 1, q =∞, µ = ρ, ν > d, −ν ≤ µ < ν − d.

[C3] Prop. 2.1 in [119, S. 473]: p = r, q =∞, µ = ρ, ν > d, −ν + d
p′ < µ < ν − d

p .

[C4] Prop. 2.5 in [119, S. 476]: p = r, µ = ρ, ν > max
{

|µ|
q + d

q′ , µ + d
pq′ ,−µ + d

p′q′

}
.

[C5] Exa. 6.7 in [58, S. 24f]: 1
p +

1
q = 1

r +
1
t , 1 < t ≤ min{p, q, r}, µ + ν > d

t′ und
ρ ≤ µ + ν − d/t′ falls max{µ, ν} < d/t′,

ρ < min{µ, ν} falls max{µ, ν} = d/t′,

ρ ≤ min{µ, ν} falls max{µ, ν} > d/t′.

Hier ist [C3] eine Verallgemeinerung von [C2], bis auf den Grenzfall µ = −ν, und [C4]

verallgemeinert [C3]. Auch für p = r, µ = ρ enthält [C5] Fälle, die nicht von [C4]

8Die Multiplikation mit wµ,k definiert einen linearen Automorphismus von D ′. Somit kann die
Topologie von D ′

Lp,µ,k als die finale Topologie unter f 7→ f ·w−µ,−k erklärt werden. Alternativ
kann D ′

Lp,µ,k auch als Urbild von D ′
Lp unter f 7→ f · wµ,k eingeführt werden.
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abgedeckt werden. Weiter gibt es die folgenden Grenzfälle:

[C6] Prop. 3 in [40, S. 299]: D ′
L1,µ ∗D ′

L∞,d ⊆ D ′
L1,µ,−1 stetig falls −d ≤ µ < 0.

[C7] Die stetige Inklusion D ′
Lp,µ ∗ D ′

Lq,ν ⊆ D ′
Lr,ρ,−1/t′ gilt falls [C5] erfüllt ist mit

max{µ, ν} = d/t′ und ρ ≤ min{µ, ν}, analog zu Exa. 6.7 in [58, S. 24f].

Die Lösung von Problem II.1.1 aus Unterabschnitt II.1.b erlaubt die Anwendung einer

einheitlichen Methode um die Resultate [C1]-[C7] zu beweisen. Die Methode wurde in

dieser Doktorarbeit entwickelt, siehe Examples 6.6 und 6.7 in [58]. Das Vorgehen kann

in vier Schritte unterteilt werden:

[P1] Beweise die stetige Faltungsinklusion Lpµ,k ∗ L
q
ν,l ⊆ Lrρ,m.

[P2] Beweise die Identität D ′
∗D(Lp) = D ′

Lp .

[P3] Beweise die Identität D ′
∗D(Lp · wµ,k) = D ′

∗D(Lp) · wµ,k.

[P4] Nutze Theorem II.2.1 und die Identität D ′
Lp,µ,k = D ′

∗D(Lpµ,k) aus [P2] und [P3].

Diese Beweismethode ist transparenter wie die Methoden aus [104, 84, 119] und wurde

in Example 6.7 in [58, S. 24f] angewendet um [C5] zu erhalten. Ein detaillierter Vergleich

zum Beweis für [C3] und [C4] in [119] wurde in Example 6.6 in [58] durchgeführt.

Der Beweisschritt [P2] wird durch die Lösung von Problem II.1.1 erledigt. Durch

den Beweisschritt [P3] wird eine allgemeinere Problemstellung motiviert, die in Pro-

blem II.2.2 weiter unten gestellt wird. Eine wichtige Beobachtung ist, dass nur die Fal-

tungsinklusion in Beweisschritt [P1] von den Parametern der Räume Lpµ,k abhängt. Die

Aussagen in [P2], [P3] und [P4] gelten unabhängig von p, q, r, k, l und m.

Diese Beweistruktur motiviert eine Suche nach scharfen Kriterien für die Gültigkeit der

stetigen Faltungsinklusion Lpµ ∗ Lqν ⊆ Lrρ. Fündig wird man in der Arbeit [39], die 2018

erschienen ist, in welcher notwendige und hinreichende Kriterien aufgestellt und bewiesen

werden. Die in [C1]-[C5] aufgelisteten Bedingungen sind allesamt in Theorem 1.3 von

[39] enthalten. Durch Einführung diskreter globaler Komponenten werden aus [39] in

Unterabschnitt II.3.b sogar scharfe Kriterien abgeleitet.

Die durch [P3] motivierte Problemstellung ergibt sich auch bei einer Betrachtung

der Räume O ′
C aus Unterabschnitt II.1.b und S ′(Γ) aus Unterabschnitt II.1.d. Diese

sind, ähnlich wie D ′
Lp,µ,k, durch die Gewichtung eines anderen Distributionenraums
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definiert. Allerdings ist diese Praxis in der Literatur nicht einheitlich: So wurde zum

Beispiel in [66, S. 3050] der Distributionenraum B′
ω als starker Dualraum von DE mit

E = L1
ω eingeführt unter Verwendung der Gleichungen (II.1.1) und (II.1.2). Hier ist ω

ein positives moderiertes Gewicht ω ∈ C+, das heisst, zu jedem k ∈ K+ gibt es ein

Ck ∈ R+ mit ω ∗∞ k ≤ ω · Ck. Hier ist “∗∞” die Supremalfaltung, siehe (II.1.7c).9

Dies motiviert die folgende allgemeine Problemstellung:

Problem II.2.2. Welche Paare (W,H) von Mengen W ⊆ C+ und H ⊆ E erfüllen
die Transformationsregel D ′

T(EW ) = (D ′
T(E))H für alle SRI-Räume E ⊆ L1

lok?

In dieser Doktorarbeit wurde gezeigt, dass die Transformationsregel für jedes mode-

rierte Kegelideal W ⊆ C+ und H = W ∗φ mit φ ∈ D \{0}, φ ≥ 0 gilt, siehe Section 4

in [58]. Durch die Transformationsregeln für Gewichtsmengen in den Theoremen VI.1.26

und VI.1.28 dieser Dissertation wird Problem II.2.2 für beide Räume D ′
T(E) und ET(E)

gelöst. Kegelideale sind nichtleere Mengen W ⊆ C+ die die Inklusion

⟨W +W ⟩≤ ⊆ W (II.2.11)

erfüllen mit ⟨V ⟩≤ := {w ∈ C+ : ∃v ∈ V : w ≤ v} und ⟨W ⟩CI notiert das kleinste

Kegelideal V mit W ⊆ V . Ein Kegelideal heisst moderiert, falls W ∗∞K+ ⊆ W . Siehe

auch Definition VI.1.2 für ausführlichere Definitionen.

II.3. Diskrete globale Komponenten

Die Zuordnungen E 7→ D ′
T(E) und E 7→ ET(E) mit den Amalgamräumen aus Unterab-

schnitt II.1.c definieren keine injektiven Abbildungen auf den SRI-Räumen E aus Unter-

abschnitt II.1.e. Als Alternative werden daher die Amalgamräume D ′
τ
(λ) und Eτ(λ) mit

diskreten globalen Komponenten λ untersucht, die in Unterabschnitt II.3.a vorgestellt

werden. Eine erschöpfende Beschreibung der Relationen zwischen diesen zwei Zugängen

wird hier als Problem II.3.1 gestellt.

Die Lösung dieses Problems motiviert eine neue Betrachtung der hinreichenden Kri-

terien für stetige Faltungsinklusionen zwischen potenz-logarithmisch gewichteten Dis-

tributionenräumen D ′
Lp,µ,k in Unterabschnitt II.3.b. Dabei ergibt sich Problem II.3.2,

9Diese Definition von “moderiert” ist äquivalent zu “exponentially moderated” in [66, S. 3049].
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dessen Lösung zu einer Äquivalenz der Stetigkeit der Faltung zwischen Amalgamräu-

men und der Stetigkeit der Faltung zwischen den entsprechenden diskreten globalen

Komponenten führt. Als Anwendung werden die hinreichenden Stetigkeitskriterien aus

Unterabschnitt II.2.c zu scharfen Stetigkeitskriterien verbessert.

Unterabschnitt II.3.c rekapituliert Teile der Valdivia-Vogt-Strukturtafeln aus der Lite-

ratur. Diese enthalten Isomorphismen der klassischen Distributionenräume von Schwartz

zu vervollständigten Tensorprodukten von Folgenräumen, die als Räume von Doppelfol-

gen aufgefasst werden können. Problem II.3.3 ist die Verallgemeinerung der Valdivia-

Vogt-Strukturtafeln durch Doppelfolgenraumdarstellungen für D ′
τ
(λ) und Eτ(λ). Dies

kann sogar für allgemeine globale Komponenten λ gelöst werden, wenn Folgenamalgam-

räume λ{s} und λ{s′} anstatt vervollständigte Tensorprodukte genutzt werden.

II.3.a. Amalgamräume mit diskreten globalen Komponenten

Notiere durch ℓp die p-summierbaren Funktionen Zd → R (die beschränkten für p =∞),

vergleiche [54, S. 4]. Dann gelten einerseits die Äquivalenzen

D ′
Lp ⊆ D ′

Lq ⇔ DLp ⊆ DLq ⇔ ℓp ⊆ ℓq ⇔ p ≤ q (II.3.1)

mit stetigen Inklusionen (siehe [104, S. 200f] für DLp und D ′
Lp). Andererseits sind die

Lebesgue-Räume Lp und Lq gleich für p = q und unvergleichbar falls p ̸= q. Dies

weist auch darauf hin, dass E 7→ D ′
T(E) und E 7→ ET(E) nicht injektiv sind und die

Implikation in Theorem II.2.1 keine Umkehrung erlaubt.

Aus diesem Grund werden die Amalgamräume D ′
τ
(λ) und Eτ(λ) mit diskreten glo-

balen Komponenten λ eingeführt, siehe Definition V.2.24. Dabei werden solide trans-

lationsinvariante lokalkonvexe Räume λ ⊆ ω zugelassen, die in dieser Doktorarbeit

STI-Folgenräume genannt werden, siehe Definition V.1.9. Hier notiert ω den Raum

der Funktionen Zd → R mit der Topologie der punktweisen Konvergenz. Translations-

invarianz bedeutet, dass alle Gittertranslationen Tz mit z ∈ Zd stetige Endomorphismen

von λ sind.

Betrachte zur Erläuterung wie in Unterabschnitt II.1.c das archetypische Beispiel: Der

Amalgamraum (Lp, ℓq) mit lokaler Komponente Lp und diskreter globaler Komponente

ℓq wird analog zu dem Raum W (Lp, Lq) aus Gleichung (II.1.7) definiert. Dabei verwen-
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det man für p <∞ anstelle von ∥f∥Lp,Lq aus Gleichung (II.1.7b) den Ausdruck10

∥f∥Lp,ℓq :=
∥∥(|f | ∗p 1Q)∣∣Zd

∥∥
ℓq

(II.3.2)

für alle f ∈ L1
lok (vergleiche Gleichung (2.1) in [32]). Hier ist

(
|f | ∗p 1Q

)∣∣
Zd die Ein-

schränkung auf Zd von der Funktion |f | ∗p 1Q (siehe Gleichung (II.1.7c)). Nach Ab-

schnitt 2 und 12(iv) in [32, S. 1f, 17f] gilt die Identität von lokalkonvexen Räumen

W (Lp, Lq) = (Lp, ℓq) für alle 1 ≤ p, q ≤ ∞. (II.3.3)

Den Raum D ′
τ
(λ) bzw. Eτ(λ) definiert man nun wie D ′

T(E) bzw. ET(E), indem man

λ anstelle von E und die Halbnormfunktionen (|·|∗Φ)|Zd : D ′ → ω anstelle der Halb-

normfunktionen |·|∗Φ verwendet. Siehe auch Definition V.2.24.

Problem II.3.1. Welche Relationen bestehen zwischen Amalgamräumen D ′
T(E)

bzw. ET(E) mit SRI-Räumen E als kontinuierlichen globalen Komponenten und
den Amalgamräumen D ′

τ
(λ) bzw. Eτ(λ) mit STI-Folgenräumen λ als diskreten

globalen Komponenten?

In dieser Doktorarbeit konnte zum Beispiel gezeigt werden, dass jeder Amalgamraum

D ′
T(E) mit vorgegebem SRI-Raum E von der Form D ′

τ
(µ) ist für einen eindeutig be-

stimmten STI-Folgenraum µ = ω∗D(E), siehe Definition V.2.11 und Theorem V.2.26.

Umgekehrt lassen sich für einen gegebenen STI-Folgenraum λ alle SRI-Räume F mit

D ′
τ
(λ) = D ′

T(F ) charakterisieren. Siehe dafür Definition V.2.3 und Korollar V.2.9. Wei-

tere solche Resultate werden am Anfang von Abschnitt V.2 zusammengefasst. Ein Groß-

teil davon wird durch das Korrespondenzdiagramm (V.2.1) skizziert.

In diesem Diagramm werden auch die Amalgamräume LpT(E) und Lp
τ
(λ) verwendet,

die in den Definitionen V.2.3 und V.2.15 eingeführt werden. Diese erfüllen die Identitäten

W (Lp, Lq) = LpT(L
q) und (Lp, ℓq) = Lp

τ
(ℓq). Somit ergeben sich aus dem Korrespon-

denzdiagramm (V.2.1) für E = Lq (und somit λ = ℓq) die Identitäten

Xτ(ℓ
q) = XT(L

q) = XT(W (Lp, Lq)) = XT((L
p, ℓq)) (II.3.4)

10Für p = ∞ muss 1Q durch k ∈ K+ mit 1Q ≤ k ersetzt werden da |f | ∗∞ 1Q für f ∈ L∞
lok im

allgemeinen nicht punktweise wohldefiniert ist.
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II.3. Diskrete globale Komponenten

für X = D ′ oder X = E und alle 1 ≤ p, q ≤ ∞.

II.3.b. Scharfe Stetigkeitskriterien für die Faltung

Die Resultate aus dem vorherigen Unterabschnitt motivieren die Suche nach einer Ver-

erbungsregel für Eigenschaften von Faltungen zwischen STI-Folgenräumen λ auf die

Amalgamräume D ′
τ
(λ), ähnlich wie Theorem II.2.1. Hier definiert man die ω-Faltung

a ∗ b von Funktionen a, b ∈ ω als die Funktion

Zd ∋ z 7−→ (a ∗ b)(z) :=
∑

z1,z2∈Zd

z1+z2=z

a(z1)b(z2) (II.3.5)

falls die Reihe für alle z ∈ Zd absolut konvergiert, a und b also ω-faltbar sind. Dies

ist äquivalent zu ∥a · Tz b̌∥1 < ∞ für alle z ∈ Zd. Die Verallgemeinerung auf p-Tupel,

die Dreiecksungleichung und das bedingte Assoziativgesetz dieser Operation werden in

Unterabschnitt III.3.c diskutiert.

Betrachte als Anwendungsbeispiel die potenzgewichteten Folgenräume ℓpµ ⊆ ω, die

analog zu den Räumen Lpµ aus (II.2.9) definiert sind. Auch die Gültigkeit der stetigen

Inklusion ℓpµ ∗ ℓqν ⊆ ℓrρ wurde in der Arbeit [39] erschöpfend charakterisiert, siehe Theo-

rem 1.1 von [39]. Eine Konsequenz aus Theorem 1.1 und Theorem 1.3 in [39] ist die

Äquivalenz

Lpµ ∗ Lqν ⊆ Lrρ ⇔ ℓpµ ∗ ℓqν ⊆ ℓrρ und 1
p +

1
q ≤

1
r + 1. (II.3.6)

Die Ungleichung 1
p + 1

q ≤
1
r + 1 ist äquivalent zu Lp(Td) ∗ Lq(Td) ⊆ Lr(Td), betrifft

also nur die lokalen Komponenten. Hier ist T := R/Z der Torus.

Dies motiviert die folgende Fragestellung, ähnlich zu Theorem II.2.1:

Problem II.3.2. Seien λ1, λ2 und λ3 STI-Folgenräume. Ist die (stetige) Inklusion
D ′
τ
(λ1) ∗D ′

τ
(λ2) ⊆ D ′

τ
(λ3) äquivalent zur (stetigen) Inklusion λ1 ∗ λ2 ⊆ λ3?

Die positive Antwort darauf wird in Theorem VI.4.8 aus Kapitel VI dieser Dissertation

enthalten. Der Beweis basiert auf einer Art Dreiecksungleichung für die D ′-Faltung, siehe

Theorem VI.4.4, und der Einbettung ω ∋ a 7→
∑

z∈Zd δz · a(z) ∈ D ′.
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II. Übersicht und Einordnung

Die Lösung von Problem II.3.2 erlaubt eine erschöpfende Charakterisierung der steti-

gen Inklusion D ′
Lp,µ ∗D ′

Lq,ν ⊆ D ′
Lr,ρ aus Gleichung (II.2.10): Dabei benötigt man die

Identität aus Gleichung (II.3.4), ähnlich wie in Beweisschritt [P2] (siehe S. 33), und eine

Transformationsregel zwischen diskreten und kontinierlichen Gewichten, ähnlich wie in

[P3]. Diese ist enthalten in den Theoremen VI.1.26 und VI.1.28. Die Lösung von Pro-

blem II.3.2 braucht man dann für [P4]. Das oben genannte Theorem 1.1 aus [39] liefert

schließlich [P1].

II.3.c. Amalgamräume als Vektor- oder Doppelfolgenräume

Mittels Fourier-Reihen beschrieb Schwartz die topologischen Isomorphien

E (Td) = D(Td) ∼= s, D ′(Td) = E ′(Td) ∼= s′ (II.3.7)

in Example 2 in Chap. VII, §8 von [104, S. 253]. Hier ist s der Raum der schnell fallenden
Folgen [54, S. 11, c)] und der starke Dualraum s′ von s besteht aus den langsam wach-
senden Folgen [112, S. 527]. Die Vorstellung einer gefensterten Fourier-Transformation

führt auf die Vermutung, dass der Amalgamraum Eτ(λ) bzw. D ′
τ
(λ) Isomorph zum Dop-

pelfolgenraum λ{s} bzw. λ{s′} ist. Hier notiert λ{X} den Amalgamfolgenraum mit
lokaler Komponente X und globaler Komponente λ.11 Dies ist der Vektorraum

λ{X} := {v : Zd → X : ∀q ∈ csnX : q ◦ v ∈ λ} (II.3.8)

mit der von den Halbnormen λ{X} ∋ v 7→ p(q ◦ v), p ∈ clsnλ, q ∈ csnX erzeugten

lokalkonvexen Topologie. Dabei notiert csnX bzw. clsnλ die stetigen Halbnormen bzw.

Verbandshalbnormen auf dem lokalkonvexen Raum X bzw. dem STI-Folgenraum λ.

Siehe Definition V.4.1 für die formalere Definition mit Urbildraumoperatoren.

Initiert durch Arbeiten von M. Valdivia und D. Vogt wurden bereits für jeden Raum

glatter Funktionen oder Distributionen aus Unterabschnitt II.1.a Isomorphismen zu Dop-

pelfolgenräumen gefunden [115, 118, 85, 4]. Diese werden häufig als vervollständigte

11Definition (II.3.8) und die Notation λ{X} gehen auf R. Rossier zurück [94, S. 490]. Allerdings
wurden dort nur vollkommene Räume λ betrachtet. Der Spezialfall λ = ℓ1 ergibt den Raum
ℓ1Zd{X} absolutsummierbarer X-wertiger Folgen von A. Pietsch, siehe Definition 1.4.2 in [89].
In allgemeiner Form taucht der Raum λ{X} zum Beispiel in Definition 6 von [33, S. 109f] auf,
aber mit der Notation λ(X).
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topologische Tensorprodukte dargestellt [89, 53]: Seien Y,X lokalkonvexe Räume wo-

bei Y nuklear ist. Notiere dann durch Y ⊗̂ X die topologische Vervollständigung des

π-Tensorprodukts Y ⊗π X , welches in diesem Fall mit dem ε-Tensorprodukt Y ⊗ε X
übereinstimmt. Es gelten die Isomorphien

F ∼= λ ⊗̂ s, G ∼= λ ⊗̂ s′ (II.3.9)

für jedes Tripel (λ, F,G) aus der folgenden Tabelle:

λ F Referenz G Referenz

ω E Ch.3,§1,12.(7) [115, S.383] D ′ Ch.3,§1,13.(6) [115, S.385]

ϕ DF Theorem 1 in [4, S.7] E ′ Ch.3,§1,12.(8) [115, S.383]

ℓp DLp Theorem 3.2 in [118, S.415] D ′
Lp dual zu Ḃ, DLq [85, S.2]

c0 Ḃ Theorem 3.2 in [118, S.415] Ḃ′ Theorem 3 in [4, S.13]

s′ OM Theorem 3 in [114, S.478] S ′ VII, §8, Ex. 7 [104, S.260ff]

s S VII, §8, Ex. 7 [104, S.260ff] O ′
C dual zu OM [85, S.2]

(II.3.10)

Hier notiert c0 den Raum der fallenden Folgen mit der Teilraumtopologie von ℓ∞ und

ϕ den Raum der abbrechenden Folgen, definiert als der starke Dualraum von ω.

Tabelle (II.3.10) ist ein Auszug aus den “Valdivia-Vogt-Strukturtafeln”, einer Zusam-

menfassung von Doppelfolgenraumdarstellungen die in [85] präsentiert wurde. Von C.

Bargetz wurden Darstellungen für die Räume O ′
M und OC [2], sowie später auch für

die Räume DF und Ḃ′ ergänzt [4]. Weiter konstruierte C. Bargetz Isomorphismen

E → ω{s} und D ′ → ω{s′}, aus denen man per Einschränkung Isomorphismen für

alle Räume von glatten Funktionen oder von Distributionen aus den Valdivia-Vogt-

Strukturtafeln erhält [3]. Ein Isomorphismus der beide Klassen von Räumen abdeckt

wurde in [5] für den Fall d = 1 unter Verwendung einer Wilson-Basis konstruiert.

Problem II.3.3. Welche STI-Folgenräume λ erfüllen die topologischen Isomor-
phien Eτ(λ) ∼= λ{s} ∼= λ ⊗̂ s und D ′

τ
(λ) ∼= λ{s′} ∼= λ ⊗̂ s′?

In dieser Doktorarbeit werden die Isomorphien Eτ(λ) ∼= λ{s} und D ′
τ
(λ) ∼= λ{s′}

ohne Zusatzbedingungen an λ erhalten. Die Isomorphie λ{µ} ∼= λ⊗̂µ mit µ ∈ {s, s′}12

benötigt nur eine offensichlich notwendige Voraussetzung: Der Raum λ muss topologisch
12Hier kann µ auch ein beliebiger nuklearer, vollkommener Raum sein.
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vollständig sein, wie es die Definition von X ⊗̂ Y als Vervollständigung von X ⊗ Y

erzwingt. Amalgamfolgenräume λ{µ} sind also besser auf STI-Folgenräume angepasst,

als vervollständigte Tensorprodukte λ ⊗̂ µ.13

II.4. Faltungsquantale von Distributionenräumen

In der Publikation [58] dieser Doktorarbeit wurde ein Kalkül zur Konstruktion extrema-

ler Definitions-, Werte- und Operationsbereiche für Faltungsoperatoren entwickelt. Die

mathematische Struktur dieses Kalküls wird durch ein Faltungsquantal (Q∗∗
D ′,⊆, ∗̃) von

Bereichen beschrieben, wie in Unterabschnitt II.4.c erläutert wird. Als Bereiche treten

dabei faltungsvollkommene Distributionenräume F = F ∗∗ auf, die bereits 1958 in [121]

eingeführt wurden. In der Publikation [58, Sec. 5] dieser Doktorarbeit wurden diese als

Spezialfall der Amalgamräume D ′
T(E) = O ′

C(D , E) aus Abschnitt II.1 betrachtet.

Im folgenden werden die wichtigsten Resultate dazu aus [61, 58] und aus dieser Dis-

sertation zusammengefasst. Dabei wird auch skizziert wie die Untersuchungen in [61]

durch Verwendung der Amalgamräume D ′
τ
(λ) mit diskreten globalen Komponenten λ

etwas vereinfacht werden können, die in Abschnitt II.3 besprochen wurden.

Unterabschnitt II.4.a stellt das Faltungsdual F 7→ F ∗ und faltungsvollkommene Dis-

tributionenräume F = F ∗∗ vor. Die diskreten globalen Komponenten dieser Räume mit

einer translationsinvarianten Version von Köthe’s vollkommenen Folgenräumen λ = λ××

aus [65, §30] identifiziert, siehe Problem II.4.1. Als alternative zum Faltungsdual F ∗ wird

in Unterabschnitt II.4.b das Faltungsmodul F ∗M diskutiert, das in dieser Doktorarbeit

eingeführt wurde [60]. Dieses ist die Lösung von Problem II.4.2, der Suche nach einem

größten Faltungsmodul zu gegebenen Faltungsalgebren. Theorem II.4.3 beschreibt die

Eigenschaften der Faltungsalgebra F ∗A := (F ∗M)∗, der Gegenpart zu F ∗M.

Der Bezug zur Quantaltheorie wird in Unterabschnitt II.4.4 hergestellt. Dieser er-

gibt sich aus der Frage nach der Existenz extremaler Bereiche für Faltungsinklusionen

faltungsvollkommener Räume F1 ∗ F2 ⊆ F3, die in Problem II.4.4 gestellt wird. Um

dies zu lösen wird eine Faltung ∗̃ von faltungsvollkommenen Räumen eingeführt und

mit Theorem II.4.5 gezeigt, dass ∗̃ die binäre Operation eines Quantals Q∗∗
D ′ ist. Dar-

aus ergibt sich die Wohldefiniertheit des Residuums F3 /̃∗ F1 für faltungsvollkommene

13Andererseits ermöglichen vervollständigte Tensorprodukte Folgenraumdarstellungen mit nicht-
soliden globale Komponenten, siehe Theorem 4.1 und Example 4.5(iv) in [16, S. 7, 9].
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F1 ⊆ F3, dem größten faltungsvollkommenem RaumG2 mit F1∗G2 ⊆ F3. Es wird dann

Problem II.4.6 gelöst um die Berechnung der Operationen ∗̃ und /̃∗ über die diskreten

globalen Komponenten abwickeln zu können.

Die zunächst nur als Mengen betrachteten faltungsvollkommenen Räume F = F ∗∗

werden in Unterabschnitt II.4.d mit Topologien T∗(F ) und Bornologien B∗(F ) ausge-

stattet, die Problem II.4.7 lösen: Die Garantie von Hypostetigkeit und Beschränktheit für

Faltungsinklusionen zwischen faltungsvollkommenen Räumen. Unterabschnitt II.4.e be-

handelt dann Problem II.4.8, die Charakterisierung der relativ schwach kompakten Teil-

mengen Kσ(F,T
∗(F )), und Problem II.4.9, die Bestimmung der Dualräume (F,T∗(F ))′.

Dies wird motiviert durch entsprechende bekannte Resultate für vollkommene Folgen-

räume (λ,T∗(λ)) die mit der normalen Topologie T∗(λ) ausgestattet sind.

II.4.a. Faltungsduale und Köthes α-Dual

Das (D ′-)Faltungdual F ∗ = (F )∗D ′ einer Teilmenge F ⊆ D ′ ist definiert als

F ∗ := (F )∗D ′ := {g ∈ D ′ : ∀f ∈ F : f und g sind D ′-faltbar} . (II.4.1)

Die Menge F ∗∗ := (F ∗)∗ heisst Faltungsvervollkommnung von F und man nennt

F faltungsvollkommen falls F = F ∗∗. Diese Notationen entsprechen dem “c-dual”,

dem “c-closure” und der Eigenschaft “c-closed” aus [121, S. 20]. Ordnungstheoretisch

betrachtet ist der Operator (·)∗ die involutive Galois-Korrespondenz auf P(D ′) die zu

der symmetrischen Relation Γ ⊆ D ′ × D ′ assoziiert wird.14 Hier meint Γ die “D ′-

Faltbarkeit” aus Gleichung (II.2.3a). Somit ist (·)∗∗ ein Hüllenoperator15 auf D ′ und

(P(D ′))∗∗ entspricht der Menge aller faltungsvollkommenen Räume.

Anhand der Definition der Faltbarkeitsbedingung Γ in Gleichung (II.2.3a) sieht man,

dass faltungsvollkommene Mengen F ⊆ D ′ lineare Unterräume sind. Das Faltbarkeits-

14Jede Relation R ⊆ X ×X ′ zwischen Mengen X und X ′ induziert eine Galois-Korrespondenz
(φ,ψ) zwischen den Potenzmengen P(X) und P(X ′), wie in Punkt (3) in [28, S. 128] erläutert
wird. Eine solche besteht aus inklusionsumkehrenden Abbildungen φ : P(X) → P(X ′) und
ψ : P(X ′) → P(X), sodass ψ ◦ φ und φ ◦ ψ Hüllenoperatoren sind, siehe Satz 6.21 in [28,
S. 124]. Ist R symmetrisch, so sieht man leicht, dass φ = ψ. In dieser Doktorarbeit wird eine
solche Selbstabbildung φ von P(X) als involutive Galois-Korrespondenz auf P(X) bezeichnet.
Im hier betrachteten Fall ist R = Γ und φ = (·)∗.

15Ein Hüllenoperator auf einer Menge X ist eine monotone, extensive und idempotente Selbst-
abbildung von P(X), siehe auch Unterabschnitt III.1.a.
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kriterium (II.2.4) führt darüberhinaus auf die Darstellung als Faltungsurbild

F ∗ = D ′
∗D(L1

W ) mit W := |F̌ ∗D |. (II.4.2)

Bis auf den Raum Ḃ′ ist jeder der Räume F aus Tabelle (II.1.5) faltungsvollkommen,

wie in Theorem 5 von [121, S. 22] beschrieben wird. So gelten zum Beispiel

D ′ = (E ′)∗ = (D)∗ (II.4.3a)

D ′
Lp = (D ′

Lq)∗ = (DLq)∗ (II.4.3b)

für 1 ≤ p, q ≤ ∞ mit 1/p + 1/q = 1.

Formal ähnelt die Bedingung F = F ∗∗ der Definition λ = λ×× vollkommener Fol-

genräume λ,16 die von Köthe in [65, §30] beschrieben wurden. Hier ist λ× = ℓ1|λ| das

α-Dual einer Teilmenge λ ⊆ ω mit ℓ1V dem diskreten gewichteten ℓ1-Raum

ℓ1V = {a ∈ ω : ∀v ∈ V : ∥a · v∥1 <∞} (II.4.4)

und λ×× := (λ×)× ist die Vervollkommnung. Es ist leicht zu sehen, dass die Spiegelung

λ̌× von λ× für translationsinvariante Teilmengen λ ⊆ ω mit dem ω-Faltungsdual (λ)∗ω
übereinstimmt. Analog zum D ′-Faltungsdual wird dieses als

(λ)∗ω := {b ∈ ω : ∀a ∈ λ : a und b sind ω-faltbar} (II.4.5)

definiert mit der ω-Faltung aus Gleichung (II.3.5). Nach Konstruktion ist klar, dass (λ)∗ω
für jede Teilmenge λ ⊆ ω ein STI-Folgenraum ist.

Problem II.4.1. Induziert die Amalgamraumbildung λ 7→ D ′
τ
(λ) (siehe Unterab-

schnitt II.3.a) eine Bijektion zwischen den translationsinvarianten vollkommenen
Folgenräumen und den faltungsvollkommenen Distributionenräumen?

Diese Frage kann mit Resultaten aus dieser Dissertation positiv beantwortet wer-

den: Dazu nutzt man die Transformationsregel D ′
τ
((λ)∗ω) = (D ′

τ
(λ))∗D ′ für alle STI-

Folgenräume λ und den Darstellungssatz (F )∗D ′ = D ′
τ
((λF )

∗
ω) für alle F ⊆ D ′ aus

16Köthe betrachtete Räume von Folgen im eigentlichen Sinn, also von Funktionen a : N→ C. In
dieser Arbeit werden stets Räume von Funktionen a : Zd → C betrachtet.
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Theorem VI.4.9. Hier ist λF der kleinste STI-Folgenraum λ der F ⊆ D ′
τ
(λ) erfüllt, der

nach Theorem V.2.1 existiert. Man folgert daraus D ′
τ
(λ) = D ′

τ
((λ)∗∗ω ) = (D ′

τ
(λ))∗∗ω für

alle λ ∈ (P(ω))∗∗ω und somit D ′
τ
((P(ω))∗∗ω ) ⊆ (P(D ′))∗∗D ′ . Also ist die Abbildung

(P(ω))∗∗ω −→ (P(D ′))∗∗D ′, λ 7−→ D ′
τ
(λ) (II.4.6)

wohldefiniert. Weiter erhält man (F )∗∗D ′ = ((F )∗D ′)∗D ′ = (D ′
τ
((λF )

∗
ω))

∗
D ′ = D ′

τ
((λF )

∗∗
ω )

für alle F ⊆ D ′. Also ist die Abbildung in Gleichung (II.4.6) auch surjektiv. Es ist klar,

dass diese bijektiv ist, wie in der Antwort auf Problem II.3.1 beschrieben.

In der Publikation [61] dieser Doktorarbeit wurde anstatt der Bijektion (II.4.6) die

folgende Abbildung verwendet:

F 7−→ |F |⋎∗B(D) := ⟨{|f |∗Φ : f ∈ F,Φ ∈ B(D)}⟩CI. (II.4.7)

Hier ist |·|∗Φ die Faltungshalbnormfunktion aus Gleichung (II.1.8) und ⟨−⟩CI die Ke-

gelidealhülle im Raum I+lb der unterhalbstetigen, nichtnegativen, lokalbeschränkten

Funktionen auf Rd.17 Die Definition von |F |⋎∗B(D) entspricht der aus Gleichung (3.11a)

in [60, S. 133]. Wie aus Corollary 4 von Proposition 6 in [61, S. 134] folgt, bildet die

Abbildung aus (II.4.7) Amalgamräume mit lokaler Komponente D ′ (in Definition 3 von

[61, S. 133] als “regularization-solid spaces of distributions” bezeichnet) bijektiv auf die

moderierten Kegelideale von I+lb ab. Zudem definiert der Raum

(F )‚
D ′ :=

{
f ∈ D ′ : ∀Ψ ∈ B(D) : |f |∗Ψ ∈ |F |⋎∗B(D)

}
(II.4.8)

den kleinsten Amalgamraum G mit lokaler Komponente D ′ der F ⊆ G erfüllt (verglei-

che auch Korollar V.2.2). Gleichung (II.4.8) entspricht Gleichung (3.12) in [61, S. 133].

In dieser Dissertation wird mit der Bijektion aus Gleichung (II.4.6) anstatt mit der

aus Gleichung (II.4.7) gearbeitet. STI-Folgenräume haben gegenüber moderierten Kege-

lidealen den Vorteil, dass deren Elemente eine triviale lokale Struktur haben. Dagegen

erzwingt die Verwendung von moderierten Kegelidealen die Einarbeitung von Transla-

tionshüllen TKf = supx∈K Txf [61, S. 127] zur Berücksichtigung der lokalen Struktur.

17Durch W 7→W ∩C werden die moderierten Kegelidealen von I+lb bijektiv auf die moderierten
Kegelideale von C+ abgebildet, welche in der Dissertation bevorzugt werden. Siehe Gleichung
(II.2.11) oder Definition VI.1.2 für weitere Informationen über moderierte Kegelideale.
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II.4.b. Faltungsmodule und Algebren

Sei F ⊆ D ′. Die D ′-Faltung definiert eine bilineare Abbildung

F ∗ × F ∗∗ −→ (F ∗ ∗ F ∗∗)∗∗. (II.4.9)

Dies sieht man leicht anhand der Definition der D ′-Faltung aus Gleichung (II.2.3) und

den Eigenschaften des Faltungsduals F ∗ aus Unterabschnitt II.4.a. Somit kann der Raum

F ∗ als Definitionsbereich für Faltungsoperatoren mit Faltungskernen aus F ∗∗, insbeson-

dere für solche aus F , genutzt werden.

Wegen δ ∈ E ′ ⊆ F ∗∗ gilt stets (F ∗ ∗ F ∗∗)∗∗ ⊇ F ∗. Gilt auch (F ∗ ∗ F ∗∗)∗∗ ⊆ F ∗, so

sind die Faltungsoperatoren mit Faltungskernen aus F ∗∗ Endomorphismen von F ∗. Da

dies im Allgemeinen nicht garantiert ist, motiviert dies

Problem II.4.2. Konstruiere zu jeder Faltungsalgebra A ⊆ D ′ den größten fal-
tungsvollkommenen Faltungsmodul von Distributionen A∗M über A.

Dieses Problem wurde in dieser Doktorarbeit unter Verwendung der (simultanen) D ′-

Faltbarkeit von p-Tupeln angegangen, die in Unterabschnitt III.3.c besprochen wird.

Unter der Zusatzvoraussetzung A = A∗∗ zeigt Theorem II.4.3, dass die gleich folgende

Konstruktion von A∗M das Problem löst. Für den allgemeinen Fall ist allerdings noch

offen geblieben, ob A∗M tatsächlich größtmöglich ist.

In Definition 5 von [60, S. 17] (oder Definition 7 in [61, S. 140]) wurde der Raum

F ∗M := {g ∈ D ′ : ∀f1, . . . , fp ∈ F, p ∈ N : (f1, . . . , fp, g) ist D ′-faltbar} (II.4.10)

eingeführt, der für beliebige F ⊆ D ′ wohldefiniert ist. Die Faltungsmoduleigenschaft

wurde in Theorem 8 von [60, S. 17] nachgewiesen. Es gilt die Darstellungsformel

F ∗M = D ′
∗D(L1

W ) mit W :=
〈∣∣F̌ ∗D

∣∣〉
∗. (II.4.11)

Hier notiert ⟨V ⟩∗ die Menge aller Faltungsprodukte v1 ∗ · · · ∗ vp mit v1, . . . , vp ∈ V

und p ∈ N. Gleichung (II.4.11) entspricht Theorem 9 von [60, S. 18].

Als (unitäre) Faltungsalgebra von Distributionen wird in dieser Doktorarbeit ein

linearer Raum A ⊆ D ′ verstanden, der A∗M ̸= {0}, A∗A ⊆ A (und δ ∈ A) erfüllt, wie
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in Definition 6.2 in [61, S. 139]. Aus dem Assoziativgesetz der Faltung von Distributionen

(siehe Unterabschnitt III.3.c) folgt, dass F ∗M ̸= {0} genau dann gilt, wenn alle Tupel

(f1, . . . , fn) mit fk ∈ F und n ∈ N faltbar sind. Tupel die eine Nullfunktion enthalten

sind immer faltbar und somit gilt auch immer 0 ∈ F ∗M. Der Ausnahmefall ist durch

F ∗M = {0} ⇔ (F ∗M)∗ = D ′ ⇔ (F ∗M)∗∗ = E ′ (II.4.12)

charakterisiert.

Das Faltungsdual generiert für jede Teilmenge F ⊆ D ′ ein Paar (F ∗, F ∗∗) von fal-

tungsvollkommenen Distributionenräumen. Dies führt auf die Frage, ob es ähnlich dazu

einen dualen Gegenpart zum Faltungsmodul F ∗M gibt. Dieser Gegenpart sollte eine Fal-

tungsalgebra sein, die auf F ∗M operiert. Als Antwort auf diese Frage wurde in Gleichung

(5.6b) von [61, S. 141] der Raum F ∗A definiert als

F ∗A := (F ∗M)∗. (II.4.13)

Die Hauptresultate dazu lassen sich zusammenfassen als

Theorem II.4.3. Sei F ⊆ D ′. Es gelten die Identitäten

(F ∗A)∗M = ((F ∗M)∗)∗M = F ∗M. (II.4.14)

Ist F ∗M ̸= {0}, so gelten auch die Identitäten

F ∗M = (F ∗M)∗∗ = (F ∗A)∗ (II.4.15)

und F ∗A ist eine unitäre Faltungsalgebra die auf F ∗M operiert.

Beweisskizze. Die Gleichungen (II.4.14) und (II.4.15) erhält man aus

F ∗M (i)
= (F ∗M)∗∗ = (F ∗A)∗

(ii)
= ((F ∗A)∗‚a)∗

(iii)
= ((F ∗M)∗)∗M. (II.4.16)

Hier verwendet man für (i) die linke Seite von Gleichung (5.7) [61, S. 141] und die

Relation (·)∗∗∗ = (·)∗, für (ii) die Notation (·)∗‚a aus Definition 6.2 [61, S. 139] und

die Konsequenz (F ∗A)∗‚a = F ∗A aus Theorem 7 [61, S. 141] und für (iii) die linke Seite

von Gleichung (5.7) [61]. Beachte in (ii), dass nach Remark 3 und Lemma 3 [61, S. 137,
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136] Faltungsduale “regularization-solid” im Sinne von Definition 3 [61, S. 133] sind. Nach

Theorem 7 ist F ∗M ein F ∗A-Faltungsmodul.

Es ist klar, dass für alle F ⊆ D ′ die Inklusion F ∗M ⊆ F ∗ gilt und somit

F ⊆ F ∗∗ ⊆ F ∗A. (II.4.17)

Aus Gleichung (II.4.14) erhält man (F ∗A)∗A = (((F ∗M)∗)∗M)∗ = (F ∗M)∗ = F ∗A. Somit

ist F 7→ F ∗A ein Hüllenoperator auf D ′ und falls F ∗M ̸= {0} ist F ∗A die kleinste

faltungsvollkommene Faltungsalgebra A ⊆ D ′ mit F ⊆ A. Andernfalls ist F ∗A = D ′,

siehe Gleichung (II.4.12). Wegen Gleichung (II.4.17) gilt stets E ′ ⊆ F ∗A.

II.4.c. Extremale Räume für Faltungsinklusionen

Die zentrale Problemstellung in der Publikation [61] aus dieser Doktorarbeit waren ex-

tremale faltungsvollkommene Räume Fi in Faltungsinklusionen der Form F1 ∗F2 ⊆ F3.

Das heisst, mit Theorem 1 von [61, S. 122] wurde das folgende Problem gelöst:

Problem II.4.4. Sei Fi ∈ (P(D ′))∗∗D ′ für i = 1, 2, 3 und F1 ∗ F2 ⊆ F3. Gibt es ein
kleinstes G3 ∈ (P(D ′))∗∗D ′ mit F1 ∗ F2 ⊆ G3 und ein größtes G1 ∈ (P(D ′))∗∗D ′ mit
G1 ∗ F2 ⊆ F3?

Problem II.4.4 kann als quantaltheoretische Fragestellung aufgefasst werden, wie in

[61] festgestellt wurde. Grundlegende Definitionen aus [93, 97] zu dieser Theorie werden

zunächst sinngemäß rekapituliert. Ein Quantal ist ein Tripel (Q,≤, •) mit (Q,≤) einer

extremumsvollständigen geordneten Menge18 und (Q, •) einer Halbgruppe, sodass

sup(A •B) = supA • supB für alle A,B ⊆ Q. (II.4.18)

Das Residuum von c ∈ Q über b ∈ Q ist definiert als

c /• b := max{a ∈ Q : a • b ≤ c} (II.4.19)

18In der Literatur wird auch von einer vollständigen geordneten Menge oder einem vollständigen
Verband gesprochen. Siehe auch Unterabschnitt III.1.a für solche Notationen.

46



II.4. Faltungsquantale von Distributionenräumen

und ist stets wohldefiniert, wegen (II.4.18). Diese Definition ist in [93, S. 15] zu finden,

wobei die hier verwendete Bezeichnung an [97, S. 922] orientiert ist.

Ein einfaches Beispiel für ein Quantal ist (F+(G),≤, ∗∞). Hier notiert ∗∞ die Su-

premalfaltung R+-wertiger Funktionen F+(G) auf einer lokalkompakten Gruppe G (in

[63, 59] durch “△· ” notiert). Siehe auch Unterabschnitt VI.4.a für G = Rd und G = Zd.
Die Residuenbildung ist die “supremale Entfaltung” die in den Gleichungen (5.1) von

[59, S. 1553] beschrieben wird. Im Fall G = {0} erhält man das Quantal (R+,≤, ·) mit

· der “supremalen Multiplikation” für welche 0 · ∞ =∞ · 0 = 0 festgelegt wird.

Betrachte nun die partiell auf (P(D ′))∗∗D ′ definierte binäre Operation

F1 ∗̃ F2 := (F1 ∗ F2)
∗∗
D ′ für D ′-faltbare F1, F2 ∈ (P(D ′))∗∗D ′ . (II.4.20)

Da (·)∗∗D ′ ein Hüllenoperator auf D ′ ist, ist F1 ∗̃ F2 der kleinste faltungsvollkommene

Distributionenraum G3 mit F1 ∗ F2 ⊆ G3. Damit ist bereits der erste Teil von Pro-

blem II.4.4 gelöst. Zur geordneten Menge ((P(D ′))∗∗D ′,⊆) fügt man nun künstlich ein

kleinstes Element “0” und ein größtes Element “∞” hinzu. Dies ergibt die Menge

Q∗∗
D ′ := {0} ∪ (P(D ′))∗∗D ′ ∪ {∞} (II.4.21)

deren Ordnung auch durch “⊆” notiert wird. Durch 0 ∗̃ F := F ∗̃ 0 := 0 für F ∈ Q∗∗
D ′

und F ∗̃ ∞ :=∞ ∗̃ F :=∞ für F ∈ Q∗∗
D ′ \ {0} wird (II.4.20) auf ganz Q∗∗

D ′ fortgesetzt.

Analog geht man mit ((P(ω))∗∗ω ,⊆) vor um das Tripel (Q∗∗
ω ,⊆, ∗̃) zu definieren.

Ist Q∗∗
D ′ ein Quantal, so ist das Residuum G1 := F3 /̃∗ F1 von F3 über F1 in Q∗∗

D ′ die

Lösung des zweiten Teils von Problem II.4.4. Aus Resultaten in [61] folgt in der Tat

Theorem II.4.5. Das Tripel (Q∗∗
D ′,⊆, ∗̃) ist ein Quantal.

Beweisskizze. In Proposition 4 von [61, S. 132f] wird die Menge IT der moderierten Ke-

gelideale von I+ als Faltungsquantal charakterisiert. Dann werden die faltungsperfekten

Elemente I∗∗T von IT in Definition 4 [61, S. 136] eingeführt und gezeigt, dass I∗∗T ein Quo-

tientenquantal von IT konstituiert, siehe Remark 4 [61, S. 136]. Die binäre Operation

von I∗∗T ist ähnlich wie Gleichung (II.4.20) definiert. Mit Proposition 9 [61, S. 137] lässt

sich dann folgern, dass die Bijektion aus Gleichung (II.4.7) einen ordnungsbewahrenden

Homomorphismus Q∗∗
D ′ → I∗∗T induziert.
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Mit den gleichen Methoden wie in [61] kann man auch zeigen, dass Q∗∗
ω ein Quantal ist.

Dabei ergeben sich auch einige Vereinfachungen. Zum Beispiel ist für λ1, λ3 ∈ (P(ω))∗∗ω

das Residuum λ3 /̃∗ λ1 von λ3 über λ1 in Q∗∗
ω gegeben durch

λ3 /̃∗ λ1 = {a2 ∈ ω : ∀a1 ∈ λ1 : |a1| ∗ |a2| ∈ λ3} = ((λ3)
∗
ω ∗ λ1)∗ω (II.4.22)

falls λ1 ⊆ λ3 und λ3 /̃∗ λ1 = 0 andernfalls. Weiter gelten für λ ∈ Q∗∗
ω die Gleichungen

λ /̃∗ 0 = ∞ /̃∗ λ = ∞, sowie 0 /̃∗ λ = 0 falls λ ̸= 0 und λ /̃∗ ∞ = 0 falls λ ̸= ∞.

Durch Gleichung (II.4.22) werden entsprechende Formeln für moderierte Kegelideale

aus Gleichung (3.6b) und Proposition 8 in [61, S. 132, 136] vereinfacht: Die Betrachtung

diskreter Funktionen macht die Translationshüllen TKf = supx∈K Txf überflüssig.

Problem II.4.6. Induziert die Bijektion λ 7→ D ′
τ
(λ) aus Gleichung (II.4.6) einen

Quantalisomorphismus Q∗∗
ω → Q∗∗

D ′?

Die Abbildung (P(ω))∗∗ω → (P(D ′))∗∗D ′ , λ 7→ D ′
τ
(λ) ist inklusionsbewahrend und

bijektiv, also ein Ordnungsisomorphismus. Räume λ1, λ2, λ3 ∈ (P(ω))∗∗ω erfüllen nach

Theorem VI.4.8 die Äquivalenz λ1 ∗ λ2 ⊆ λ3 ⇔ D ′
τ
(λ1) ∗D ′

τ
(λ2) ⊆ D ′

τ
(λ3) (siehe auch

Problem II.3.2). Aus dieser Äquivalenz folgt nach Konstruktion von ∗̃ die Gleichung

D ′
τ
(λ1 ∗̃ λ2) = D ′

τ
(λ1) ∗̃D ′

τ
(λ2) für ω-faltbare λ1, λ2 ∈ (P(ω))∗∗ω . (II.4.23)

Dies ergänzt man um entsprechende Relationen in denen die Elemente 0 und ∞ vor-

kommen. Damit ist Problem II.4.6, und somit Problem II.4.4, positiv beantwortet.

Ein einfaches Beispiel für ein Residuum ist (vergleiche Example 2 in [61, S. 135])

ℓp /̃∗ ℓp = ℓ1 für alle 1 ≤ p ≤ ∞. (II.4.24)

Dies ist klar für p = ∞ und folgt aus Theorem 3.6.1 in [71, S. 82f] für p < ∞. Mit

dem Quantalisomorphismus aus Problem II.4.6 und der Relation D ′
τ
(ℓp) = D ′

Lp aus

Tabelle (II.3.10) erhält man aus Gleichung (II.4.24) das Residuum

D ′
Lp /̃∗D ′

Lp = D ′
L1 für alle 1 ≤ p ≤ ∞. (II.4.25)

In diesem Kontext ist das folgende Beispiel interessant: Die Cauchy-Hauptwert-Distri-
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bution vp(1/t) ist definiert als

vp(1/t) : D(R) ∋ φ 7−→ lim
ε↘0

∫
R\[−ε,ε]

φ(s)

s
ds (II.4.26)

und erfüllt vp(1/t) /∈ D ′
L1 . Dennoch ist die Hilbert-TransformationH : f 7→ f ∗vp(1/t)

ein stetiger Automorphismus von D ′
Lp für p > 1. Siehe Example 9 in [61, S. 144f] und

in [83, S. 355]. Dies weist auf eine Diskrepanz zwischen Residuen F /̃∗G faltungsvollkom-

mener Räume F,G und der Menge {f ∈ D ′ : f ∗ F ⊆ G} hin.

II.4.d. Universelle Topologien und Bornologien

Jede Faltungsinklusion F1 ∗F2 ⊆ F3 von faltungsvollkommenen Räumen induziert eine

bilineare Faltungsabbildung F1 × F2 → F3. Um Stetigkeits- und Beschränktheitseigen-

schaften dieser Abbildung diskutieren zu können müssen Topologien und Bornologien

auf den Bereichen eingeführt werden. Dies führt auf

Problem II.4.7. Definiere universelle Topologien T∗(F ) und Bornologien B∗(F )

auf faltungsvollkommenen Distributionräumen F mit der folgenden Eigenschaft:
Ist Fi ∈ (P(D ′))∗∗D ′ für i = 1, 2, 3, sodass die Inklusion F1 ∗ F2 ⊆ F3 gilt, so ist die
Faltung F1 × F2 → F3 hypostetig und beschränkt.19

Die Topologien T∗(F ) und Bornologien B∗(F ) wurden in Section 6 der Publikation

[61] aus dieser Doktorarbeit eingeführt und studiert. Das Vorbild für die Topologie T∗(F )

ist die “normale Topologie T” die Köthe in §30.2 von [65, S. 407] auf vollkommenen

Folgenräumen λ = λ×× eingeführt hat. Diese ergibt sich aus der Darstellung λ = ℓ1V
mit V = |λ×| und wird im folgenden durch T∗(λ) notiert. Die Bornologie definiert

man als B∗(λ) := Ssol(λ). Hier notiert Ssol(λ) die Bornologie die von den Mengen

sol(b) = {a ∈ ω : |a| ≤ b} mit b ∈ λ+ erzeugt wird, siehe Gleichung (III.2.3).

Aufgrund der Bijektion aus Gleichung (II.4.6) kann man nun die Topologie T∗(F )

direkt über die Abbildung λ 7→ D ′
τ
(λ) auf den Raum D ′

τ
(λ) transportieren. Mit den

Notationen von Urbildtopologien und -bornologien aus Definition IV.1.11 schreibt man

T∗(D ′
τ
(λ)) := D ′

τ
(T∗(λ)), B∗(D ′

τ
(λ)) := D ′

τ
(B∗(λ)). (II.4.27)

19Hypostetigkeit bedeutet: Zu W ∈ T∗(F3), B ∈ B∗(F1(2)) gibt es U ∈ T∗(F2(1)) mit W ∗B ⊆ U .
Beschränktheit bedeutet B∗(F1) ∗B∗(F2) ⊆ B∗(F3). Vergleiche Unterabschnitt III.2.c.
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Unter Verwendung der Relation D ′
τ
(λ) = D ′

T(L
1
τ
(λ)) aus dem Korrespondenzdiagramm

(V.2.1) und einfacher Abschätzungen lässt sich die Topologie T∗(F ) charakterisieren als

die von den Halbnormen

f 7→ ∥|f |∗Φ · |ǧ|∗Φ∥L1 mit Φ ∈ B(D) und g ∈ F ∗, (II.4.28)

erzeugte lokalkonvexe Topologie. Die Bornologie B∗(F ) besteht aus den Teilmengen

B ⊆ F mit der Eigenschaft, dass

sup
f∈B
|f |∗Φ ∈ F für alle Φ ∈ B(D). (II.4.29)

Die Gleichungen (II.4.28) und (II.4.29) entsprechen Definition 8 aus [61, S. 142]. Glei-

chung (II.4.28) ist angelehnt an Gleichung (1) in [65, S. 407].

Die in Problem II.4.7 geforderte Hypostetigkeit und Bornologiebewahrung der Fal-

tung wurde in Theorem 8 von [61, S. 143] für die Topologien T∗(F ) und die Bornologien

B∗(F ) nachgewiesen. Mit den Lösungen der Probleme II.3.2 und II.4.1 in dieser Disserta-

tion kann der explizite Beweis von Hypostetigkeit und Bornologiebewahrung der Faltung

aus [61] vereinfacht werden: Sei λ1 ∗ λ2 ⊆ λ3 eine Faltungsinklusion von vollkomme-

nen STI-Folgenräumen. Die Dreiecksungleichung |a ∗ b| ≤ |a| ∗ |b| für alle ω-faltbaren

a, b ∈ ω liefert direkt B∗(λ1)∗B∗(λ2) ⊆ B∗(λ3). Zum Beweis der Hypostetigkeit zeigt

man zunächst (λ3)
∗ ∗ λ2 ⊆ (λ1)

∗ und nutzt, dass die Halbnormen a 7→ ∥a · b∥1 mit

b ∈ (λi)
∗ die Topologie T∗(λi) erzeugen. Theorem VI.4.8 überträgt diese Eigenschaften

auf die Faltungsinklusion D ′
τ
(λ1) ∗D ′

τ
(λ2) ⊆ D ′

τ
(λ3).

Die Topologie auf T∗(D ′
Lp) stimmt genau dann mit der von Schwartz auf D ′

Lp ein-

geführten Topologie überein wenn p = 1. Andernfalls ist die Topologie T∗(D ′
Lp) echt

gröber. Die analoge Aussage trifft nämlich genauso auf die Räume ℓp zu, wie bereits in

[65, S. 408] festgestellt wurde.

II.4.e. Zwei Eigenschaften faltungsvollkommener Räume

Motiviert durch die Bijektion aus Gleichung (II.4.6) stellt sich die folgende Frage: Welche

Resultate aus [65, §30] über die Räume λ ∈ (P(ω))∗∗ω lassen sich auf die Räume D ′
τ
(λ)

übertragen? Zwei solche Probleme wurden in dieser Doktorarbeit behandelt.

Das erste Problem betrifft relativ schwach kompakte Teilmengen vollkommener Räu-
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me (λ,T∗(λ)). Es wurde gezeigt, dass diese mit den relativ kompakten Teilmengen

übereinstimmen, siehe §30.6.(3) von [65, S. 416].20 Weiter wurden diese Mengen durch

gleichgradige Summierbarkeit charakterisiert, siehe Theorem 3.2.4 in [96, S. 31].

Eine interessante Schlussfolgerung daraus ist, dass das Mengensystem der relativ

schwach kompakten Teilmengen ein Fundamentalsystem aus soliden Teilmengen besitzt.

Die Übertragung dieser Beobachtung auf faltungsvollkommene Räume führt auf

Problem II.4.8. Können die relativ (schwach) kompakten Teilmengen K von
faltungsvollkommenen Distributionenräumen (F,T∗(F )) durch die Gestalt der re-
gularisierten Mengen K ∗ φ mit φ ∈ D charakterisiert werden?

Dieses Problem wird in Abschnitt VI.3 dieser Dissertation gelöst für vollständige

Amalgamräume D ′
T(E) und ET(E) in denen D dicht liegt. Die relativ kompakten Teil-

mengenK ⊆ D ′
T(E) werden durch die Straffheit der MengenK∗φ in E für alle φ ∈ D

charakterisiert. Diese Eigenschaft wird in Definition VI.3.1 für relativ allgemeine Räume

von Distribution auf Rd oder von Folgen auf Zd eingeführt. Die straffen Teilmengen des

Raums ℓ1 sind genau die oben erwähnten gleichgradig summierbaren Teilmengen. Mit

Proposition VI.3.5 und VI.3.4 gezeigt, dass Straffheit unter Amalgamraumbildungen be-

wahrt wird und stets eine Amalgamraumbornologie definiert. Dies stellt ein Analogon

zur Erzeugbarkeit durch Fundamentalsysteme solider Mengen dar.

Diese Resultate führen unter Verwendung des Korrespondenzdiagramms (V.2.1a) und

des Äquivalenzresultats aus Problem II.1.2 zu verschiedenen Charakterisierungen relativ

kompakter Teilmengen. Diese werden in Theorem VI.3.19 in expliziter Form zusammen-

gefasst. Für Räume der Form D ′
T(L

1
W ) oder ET(L

1
W ) mit W ⊆ C+ einem moderierten

Kegelideal (siehe Definition VI.1.2) wird gezeigt, dass relativ schwach kompakte Teil-

mengen auch relativ kompakt sind. Siehe auch Gleichung (VI.3.1). Dadurch sind auch

faltungsvollkommene Räume (F,T∗(F )) abgedeckt und Problem II.4.8 ist gelöst.

Als zweites werden Dualräume betrachtet. Der Dualraum von ℓ1V kann leicht als der

lineare Aufspann von V identifiziert werden, wie aus §30.2.(4) in [65, S. 409] folgt. Etwas

komplizierter gestaltet sich

Problem II.4.9. Wie beschreibt man die Dualräume (F,T∗(F ))′ von faltungs-
vollkommenen Distributionenräumen (F,T∗(F ))?
20In [65] wird vorausgesetzt, dass V von der Form |λ×| ist. Dies wird im dortigen Beweis allerdings

nicht verwendet. Vergleiche auch Theorem 3.2.4 in [96, S. 31].
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Im Rahmen dieser Doktorarbeit wurden die Prädualräume und Dualräume der fal-

tungsvollkommenen Distributionenräume O ′
C(D , L

1
W ) = D ′

T(L
1
W ) mit moderiertem

Kegelideal W ⊆ C+ bestimmt. Diese Resultate sind in Theorem 4.10 und 4.15 von

[58, S. 15, 17] zu finden und verallgemeinern Theorem 4.6 und Proposition 4.11 (ii) aus

[18, S. 842, 850]. Letztere betreffen den in Unterabschnitt II.1.d erwähnten Spezialfall

einer Folge W von Gewichten. Die Beweise in [58] kommen ohne gefensterte Fourier-

Transformation aus (“short-time Fourier transform”, STFT), die in [18] verwendet wurde.

Die Beschreibung des Dualitätsprodukts in Gleichung (4.22) von [58, S. 15] lässt sich di-

rekt auf das distributionelle Integral aus Gleichung (II.2.2) zurückführen. Dies ist etwas

praktischer als die Desingularisierungsformel der STFT (Gleichung (4.6) in [18, S. 850]).

Die Beschreibung der Dualräume von allgemeineren Amalgamräumen D ′
T(E) oder

ET(E) die D als dichte Teilmenge besitzen verbleibt als offenes Problem.

II.5. Anwendung auf fraktionale Differintegration

In den Publikationen [59, 60, 61] aus dieser Doktorarbeit wurden fraktionale Integrale

und Ableitungen als D ′-Faltungsoperatoren eingeführt und untersucht. Zur Beschrei-

bung der Definitions- und Operationsbereiche wurde in [61] die Theorie des Faltungs-

quantals faltungsvollkommener Distributionenräume angewendet, die in Abschnitt II.4

umrissen wird. Dieser Abschnitt fasst die wichtigsten Resultate zusammen.

Kausale translationsinvariante fraktionale Integrale Iα+ und Ableitungen Dα+ auf der

reellen Achse werden in Unterabschnitt II.5.a diskutiert. Basierend darauf werden in Un-

terabschnitt II.5.b verallgemeinerte Relaxationen als Konstitutivgleichungen auf geeig-

neten Distributionenräumen beschrieben. Abschließend diskutiert Unterabschnitt II.5.c

den fraktionalen negativen Laplace-Operator (−∆)α/2.

II.5.a. Kausale fraktionale Integrale und Ableitungen

Kausale translationsinvariante fraktionale Integrale Iα+ und Ableitungen Dα+ können

als Faltungsoperatoren mit distributionellen Faltungskernen aufgefasst werden, wie es

Schwartz bereits 1950/51 in seinem Buch tat [106]. Um größere Definitionsbereiche zu

erhalten wurden diese in dieser Doktorarbeit zum ersten mal über die D ′-Faltung ein-

geführt, die in Unterabschnitt II.2.a diskutiert wurde. Dies soll der Vereinheitlichung
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II.5. Anwendung auf fraktionale Differintegration

verschiedener Definitionen dienen, wie in Abschnitt I.1 der Motivation erläutert wurde.

Die Definitionen und Resultate die im folgenden rekapituliert werden stammen aus der

Publikation [61] dieser Doktorarbeit. Dazu zählen die Indexgesetze in Theorem II.5.2

und die Beschreibungen von Operationsbereichen in Theorem II.5.5. Im Hintergrund

dieser Anwendungen steht die Theorie extremaler faltungsvollkommener Bereiche für

Faltungsoperatoren, die in Abschnitt II.4 beschrieben wird. In diesem Abschnitt ist

d = 1, das heisst, es gilt D ′ = D ′(R) und alle Räume bestehen aus Distributionen auf

der reellen Achse.

In seinem Buch [104, S. 172f] führte Schwartz den Raum D ′
+ ein und diskutierte die

Faltung als binäre Operation auf D ′
+. Schwartz folgend besteht D ′

+ aus den Distribu-

tionen f ∈ D ′ mit linksseitig beschränktem Träger, das heisst, mit inf supp f > −∞.

Der Raum D ′
+ wird ausgestattet mit der Topologie des induktiven Limes

lim
t→−∞

D ′
t+ =

⋃
t∈R

D ′
t+, (II.5.1)

wobei D ′
t+ = {f ∈ D ′ : supp f ⊆ [t,∞[} mit der von D ′ induzierten Teilraumtopologie

ausgestattet wird. Wie in [104, S. 172f] beschrieben wurde ist D ′
+ eine nullteilerfreie

Faltungsalgebra mit hypostetiger Faltung. Die Faltung auf D ′
+ kann durch Gleichung

(II.2.1) erklärt werden.

Basierend darauf definierte Schwartz in [104, S. 174] das (kausale) fraktionale Integral

Iα+ der allgemeinen Ordnung α ∈ C als den Faltungsoperator

SI
α
+ : D ′

+ → D ′
+, f 7→ f ∗ Yα (II.5.2)

mit dem Faltungskern Yα ∈ D ′
+ definiert durch21

Yα(t) :=
1

Γ(α)
·

tα−1 für t > 0,

0 für t ≤ 0,
für α ∈ H, (II.5.3a)

Yα := Dm Yα+m für m ∈ N0 mit m > −ℜα. (II.5.3b)

Hier notiert Dm die m-te distributionelle Ableitung und H := {z ∈ C : ℜz > 0}.

21Diese Definition von Yα ist äquivalent zu der von Schwartz in [104, S. 43].
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Es gilt Yα ∈ L1
lok genau dann, wenn ℜα > 0. Nach Definition ist Y := Y1 die

Heaviside-Funktion und somit ist Y−m = Dm+1 Y1 = δ(m) für m ∈ N0 die m-te dis-

tributionelle Ableitung der Diracschen δ-Distribution. Für m ∈ N ist dann Ym die

eindeutige Fundamentallösung F des Differentialoperators Dm mit suppF ⊆ [0,∞[.

Die Einschränkung von Yα auf ]0,∞[ hat die Dichtefunktion tα−1/Γ(α).

Die Distributionen Yα definieren eine Faltungsgruppe. Denn nach [104, S. 174] gilt

Yα ∗ Yβ = Yα+β für alle α, β ∈ C. (II.5.4)

Da die Faltung auf D ′
+ assoziativ ist erhält man daraus das Indexgesetz

SI
α
+(SI

β
+f ) = SI

α+β
+ f für alle α, β ∈ C und f ∈ D ′

+. (II.5.5)

Das Indexgesetz (II.5.5) und die Hypostetigkeit der Faltung auf D ′
+ implizieren, dass die

Operatoren SI
α
+ und SD

α
+ für jedes α ∈ C zueinander inverse stetige Bijektionen sind,

und somit lineare topologische Automorphismen von D ′
+.

Im Rahmen dieser Doktorarbeit wurde zum ersten mal die Erweiterung der Operatoren

SI
α
+ und SD

α
+ unter Verwendung der D ′-Faltung vorgeschlagen. Diese in Gleichung (7.4b)

von [61, S. 146] präsentierte Definition lässt sich wie folgt formulieren:

Definition II.5.1. Sei α ∈ C. Das distributionelle kausale fraktionale Integral der
Ordnung α wird definiert als der Faltungsoperator

Iα+ : (Yα)
∗ → D ′, f 7→ f ∗ Yα. (II.5.6)

Hier notiert “∗” die D ′-Faltung aus Gleichung (II.2.3) und (·)∗ das Faltungsdual aus

Gleichung (II.4.1). Somit ist Iα+ f genau dann definiert, wenn f eine mit Yα D ′-faltbare

Distribution ist. Die entsprechende fraktionale Ableitung definiert man als

Dα+ := I−α+ . (II.5.7)

Wie in Unterabschnitt II.2.a erläutert wurde, erweitert die D ′-Faltung die Definition

der Faltung aus Gleichung (II.2.1). Somit stimmt die Faltung auf D ′
+ mit der D ′-Faltung

überein und der Operator Iα+ erweitert den Operator SI
α
+ von Schwartz.

Aus dem asymptotischen Verhalten der Regularisierung (Y−α ∗ φ)(t) für t → +∞
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mit festem φ ∈ D und der Formel für Faltungsduale (II.4.2) folgert man leicht, dass der

Definitionsbereich der fraktionalen Ableitung Dα+ mit Ordnung α gegeben ist durch

(Y−α)
∗ =

{
f ∈ D ′ : ∀φ ∈ D :

∫ ∞

1

|(f ∗ φ)(−s)|
sℜα+1

ds <∞
}

(II.5.8)

falls α ∈ C \ N0 und durch (Y−α)
∗ = D ′ falls α ∈ N0. Gleichung (II.5.8) und die

Charakterisierung von D ′
L∞ in Gleichung (II.1.4) liefern

(Y−α)
∗ ⊇ D ′

L∞ + D ′
+ für alle α ∈ H ∪ N0. (II.5.9)

Damit erfüllt der Definitionsbereich von Dα+ die Anforderung aus Abschnitt I.1.

Seien µ, k ∈ R. Inspiriert durch [67, S. 177]22 wird (auch für d ̸= 1) die Abkürzung

D ′
µ,k := D ′

L1,−d−µ,k(Rd) := D ′
L1(Rd) · (1 + x2)

d+µ
2 · (1 + log(1 + x2))−k (II.5.10)

verwendet mit dem Spezialfall D ′
µ := D ′

µ,0 (vergleiche mit Unterabschnitt II.2.c). Sei

θ ∈ E eine Abschneidefunktion mit θ(t) = 1 für t ≤ −1 und θ(t) = 0 für t ≥ 1. Das

Faltungsdual (Y−α)∗ lässt sich schreiben als

(Y−α)
∗ = D ′

ℜα + D ′
+ (II.5.11a)

= {f ∈ D ′ : f · θ ∈ D ′
ℜα} (II.5.11b)

falls α ∈ C\N0. Dies folgert man aus Gleichung (II.5.8) und der Charakterisierung von

D ′
µ,k aus Proposition 3.1.2(b) in [85, S. 88].23

Das Indexgesetz (II.5.5) lässt sich nicht ohne Einschränkungen auf die erweiterten

Operatoren Iα+ übertragen. Entsprechend angepasste Indexgesetze findet man in Theo-

rem 10 der Publikation [61, S. 146] aus dieser Doktorarbeit. Im folgenden wird eine leicht

ergänzte Fassung dieses Resultats dargestellt.

22Die Definition in Gleichung (II.5.10) entspricht der Intention des Autors von [67], wie in Un-
terabschnitt II.5.c erläutert wird.

23Proposition 3.1.2(b) ist ein Spezialfall aus den Lösungen der Probleme II.1.1, II.1.2 und II.2.2
aus dieser Dissertation.
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Theorem II.5.2. Sei α ∈ H und β ∈ H. Es gelten die Indexgesetze

Iα+(I
β
+ f ) = I

β
+(I

α
+ f ) = I

α+β
+ f für alle f ∈ (Yα+β)

∗, (II.5.12a)

Iα+(D
β
+ f ) = D

β
+(I

α
+ f ) = I

α−β
+ f für alle f ∈ (Yα)

∗, (II.5.12b)

Dα+(D
β
+ f ) = D

β
+(D

α
+ f ) = D

α+β
+ f für alle f ∈ (Y−α)

∗ ∩ (Y−β)
∗. (II.5.12c)

Seien nun α, β ∈ iR. Mit der Notation D ′
0,1 aus Gleichung (II.5.10) gilt

Iα+(I
β
+ f ) = I

β
+(I

α
+ f ) = I

α+β
+ f für alle f ∈ D ′

0,1 + D ′
+. (II.5.13)

Beweisskizze. Die Gleichungen (II.5.12) sind aus Theorem 10 in [61]. Die zusätzliche

Gleichung (II.5.13) beweist man genauso wie Theorem 10, unter Verwendung von Glei-

chung (4.17b) aus [61, S. 139] mit µ = −1, d = 1 und k, l = 0. Die elementare Beweisidee

im Hintergrund ist es, zum Beispiel für Gleichung (II.5.12a), die D ′-Faltbarkeit des Tri-

pels (f, Yα, Yβ) nachzuweisen. Dazu verwendet man das Kriterium

|f̌ ∗ φ| · (|Yα ∗ ψ| ∗ |Yβ ∗ θ|) ∈ L1 für alle φ, ψ, θ ∈ D . (II.5.14)

Dies ist äquivalent zur p-Tupelvariante des D ′-Faltbarkeitskriteriums aus Gleichung

(II.2.4), die Kriterium 4 von Theorem VI.4.2 entspricht.

Korollar II.5.3. Sei α ∈ C und m ∈ N0. Es gilt

Dα+(f
(m)) = (Dα+ f )

(m) = Dα+m+ f für alle f ∈ (Y−α)
∗. (II.5.15)

Beweis. Folgt aus Gleichung (II.5.12c) mit β = m.

Bemerkung II.5.4. Korollar II.5.3 zeigt, dass Definitionen wie Dα+ := Dm ◦ Im−α
+

oder Dα+ := Im−α
+ ◦Dm für α ∈ C und m ∈ N0 zu einem kleineren Definitionsbereich

für den Operator Dα+ führen würden. Ähnlich dazu hat die Liouville-Ableitung LD
α
+ aus

Gleichung (I.1.1) einen kleineren Definitionsbereich wie die Marchaud-Ableitung MDα+

aus Gleichung (I.1.3).

Die Faltungsmodulkonstruktion (·)∗M aus Unterabschnitt II.4.b kann genutzt werden

um Operationsbereiche für die Operatoren Iα+ einzuführen. Dies sind Unterräume des

56



II.5. Anwendung auf fraktionale Differintegration

Definitionsbereichs (Yα)
∗ die invariant unter Iα+ sind. Dabei entstehen Durchschnitte

von Räumen D ′
µ oder D ′

µ,k. Notiere für −∞ ≤ µ <∞ und ρ ∈ R die Räume

D ′
↓µ :=

⋂
ν>µ

D ′
ν , D ′

ρ,↓µ :=
⋂
ν>µ

D ′
ρ,ν (II.5.16)

mit den Abkürzungen D ′
↓−∞ = D ′

↓ und D ′
ρ,↓−∞ = D ′

ρ,↓. Charakterisierungen von D ′
ν

und O ′
C wie in Tabelle II.1.5 implizieren O ′

C ⊆ D ′
ν . Wegen D ′

L1 ⊆ B′ folgert man

damit O ′
C = D ′

↓ als Mengen aus der Definition von O ′
C in Unterabschnitt II.1.b.

Mit diesen Notationen kann Theorem 11 aus [61, S. 146] über die Operationsbereiche

fraktionaler Integrale und Ableitungen formuliert werden als

Theorem II.5.5. Sei (A,F ) ⊆ C×D ′ eines der folgenden Tupel:

(C,O ′
C), (iR,D ′

0,↓), (H,D ′
0,↓), (a +H,D ′

↓a) mit a ≥ 0 oder (a +H,D ′
a) mit a > 0.

1. Die fraktionalen Ableitungen Dα+ mit Ordnungen α ∈ A ∪ N0 konstituieren
eine Halbgruppe von Faltungsoperatoren die auf F + D ′

+ operiert.

2. Für (A,F ) = (C,O ′
C) oder (A,F ) = (iR,D ′

0,↓) konstituieren die fraktionalen
Ableitungen Dα+ mit Ordnungen α ∈ A sogar bijektiv operierende Gruppen.

3. Für jedes Kompaktum K ⊆ A ist {Dα+ : α ∈ K} gleichstetig auf F + D ′
+

bezüglich der normalen Topologie T∗(F + D ′
+) aus Unterabschnitt II.4.d.

Beweisskizze. Zum Beweis von Teil 1 und 2 nutzt man die Lösung von Problem II.4.2.

Dabei setzt man die Darstellungsformel (II.4.11) ein um ({Y−α : α ∈ A})∗M = F +D ′
+

zu berechnen. Zum Beweis von Teil 3 zeigt man, dass es C ∈ R+ gibt, sodass

(sup {|Y−α|∗Φ(t) : Φ ∈ B(D), α ∈ K}) · (1 + t2)1−k/2 ≤ C (II.5.17)

für alle t ∈ R mit der Konstanten k := − inf ℜK ∈ A. Somit besteht die Inklusion

{Y−α : α ∈ K} ∈ B∗((F + D ′
+)

∗) mit der universellen Bornologie B∗(·) aus Unterab-

schnitt II.4.d. Die Gleichstetigkeit folgt damit aus der Lösung von Problem II.4.7.

Bemerkung II.5.6. Die Transponierung von Operatoren auf Testfunktionenräumen

ist eine weitere Methode fraktionale Integrale und Ableitungen einzuführen. So wurde
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zum Beispiel in [69] gezeigt, dass die Operatoren Iα− und Dα− stetig auf den Räumen

DLp · e−µt und Ḃ · e−µt operieren für 1 ≤ p ≤ ∞ und µ > 0. Siehe Theorem 3.8 in

[69, S. 352]. Transponierung liefert stetige Operatoren Iα+ und Dα+ auf den gewichteten

Räumen D ′
Lp · eµt mit 1 ≤ p ≤ ∞ und µ > 0 [69]. Siehe Theorem 4.2 [69, S. 354].

Mit Methoden aus dieser Dissertation kann dies leichter nachgewiesen werden: Es ist

bereits bekannt, dass die Faltungsalgebra D ′
L1 stetig auf D ′

Lp operiert für 1 ≤ p ≤ ∞,

siehe Unterabschnitt II.2.c. Dies überträgt sich entsprechend auf D ′
L1 ·eµt und D ′

Lp ·eµt.24

Da Yα ∈ D ′
L1 · eµt für α ∈ C gilt, folgt daraus die Stetigkeit von Iα+ auf D ′

Lp · eµt.
Mit Teil 1 von Theorem VI.1.28, Gleichung (VI.1.43c) mit X = D ′ und den Lösungen

von Problem II.1.1 erhält man die Identität D ′
Lp · eµt = D ′

T(L
p · eµt). Der Raum Lp · eµt

entsprecht dem Raum Lp,−µ aus Gleichung (5.52) in [99, S. 108].

Bemerkung II.5.7. Liouville-Integrale LI
α
+ mit α ∈ H bzw. Liouville-Ableitungen

LD
α
+ mit α ∈ C, siehe Gleichung (I.1.1) bzw. (I.1.2),25 wurden in [57, 63, 59] als steti-

ge Endomorphismen verschiedener gewichteter Räume stetiger bzw. glatter Funktionen

beschrieben. Definiere für m ∈ N0 ∪ {∞} und Gewichte W ⊆ C+ den Raum

Cm
W :=

{
f ∈ Cm : ∀w ∈ W,k ∈ N0, k ≤ m : f (k) · w ∈ C0

}
(II.5.18)

mit der lokalkonvexen Topologie erzeugt von f 7→ ∥f (k) ·w∥∞ mit w ∈ W , k ∈ N0 und

k ≤ m. Der Raum Cm
W hängt nur von dem von W erzeugten Kegelideal ⟨W ⟩CI ab. Siehe

Seite 34 oder Definition VI.1.2 für diese Notation. Setze CW := C 0
W und EW := C∞

W .

Mit der Notation aus Gleichung (II.1.1) gilt dann EW = DE für E = CW . Ist das von

W erzeugte Kegelideal moderiert, so erhält man aus Theorem V.3.13 mit X = E die

Identität EW = ET(L̇
∞
W ) von lokalkonvexen Räumen. Hier notiert L̇∞

W den topologischen

Abschluss von L∞
cs in L∞

W .

Notiere das Supremalfaltungsdual von W ⊆ C+ als

W ‚ = (W )‚
C+

:= {v ∈ C+ : ∀w ∈ W : w ‚ v ∈ L∞
lok}. (II.5.19)

Mit den Notationen aus Gleichung (2.3), (4.1) und (9.1) entspricht dies dem Durchschnitt

24Zwei Distributionen f und g sind genau dann D ′-faltbar, wenn f · eµt und g · eµt es sind.
Gegebenenfalls gilt (f · eµt) ∗ (g · eµt) = (f ∗ g) · eµt.

25Wähle m ∈ N0 mit ℜα+m > 0 in Gleichung (I.1.2).
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von C+ und dem Ausdruck “U+(·,W ;U+)” in [63, S. 1246]. Mit ähnlichen Notationen

wie in [63, S. 1245f] notiert man die moderierten Kegelideale P := ⟨(1+ t2)n : n ∈ N⟩CI
und P± := P ∩D ′

±. Dann gelten P ‚ = C+ ∩ CP und (P±)
‚ = P ‚ + (C+ ∩D ′

±).

Sei nun W ∈ {P−, (P−)
‚, P− + P ‚, ⟨e−µt⟩Id : µ > 0}. Ähnlich wie in Section 11

von [63, S. 1245ff] zeigt man, dass P− ‚ W ⊆ W . Aus Theorem 8.1 in [63, S. 1240]

(siehe Theorem 6 in [59, S. 1565] für den Beweis) und Proposition 10.2 in [63, S. 1243]

folgt, dass die Liouville-Integrale LI
α
+ mit ℜα > 0 stetige Endomorphismen von CW

definieren. Außer für W = ⟨e−µt⟩Id folgt letzteres auch aus Korollar 3.7 in [57, S. 63].

Somit sind Liouville-Ableitungen LD
α
+ mit α ∈ C stetige Endomorphismen von EW .

Wie bereits in Section 8.1 von [60, S. 130] erwähnt wurde, kann der lokalkonvexe

Raum EP− = S + (E ∩ D ′
+) als translationsinvariante, gespiegelte Version des “space

of good functions E ” von Miller [76] verstanden werden, der aus den schnell fallenden

glatten Funktionen auf ]0,∞[ besteht. Dieser wird in Chapter VII von [77, S. 236] als

“S” notiert und in [99, S. 155] als “S+(R1
+)”. Die Gewichte W = P− + P ‚ erfüllen die

Identität EW = S + (OM ∩ D ′
+) = S+ mit dem Raum S+ aus [99, S. 146]. Dieser

wurde dort nicht mit einer Topologie ausgestattet und somit die Stetigkeit von LD
α
+

nicht untersucht.26

Betrachte nun die Gewichtsmenge W = (P−)
‚. Der Dualraum von EW = OM ∩ D ′

+

ist der Raum (EW )′ = O ′
M+(D ′F∩D ′

+), wie in [57, S. 67] erwähnt wurde. Somit lassen

sich Liouville-Integrale Iα+ mit ℜα > 0 und Liouville-Ableitungen Dα+ mit α ∈ C per

Transponierung auf (EW )′ definieren. Es ist bekannt, dass eit
2 ∈ O ′

C \ O ′
M (Example

in [104, S. 245]) und somit gilt auch, dass eit
2 ∈ (O ′

C + D ′
+) \ (EW )′. Die Verwendung

gewichteter Räume als Testfunktionen liefert also bei der Transponierung kleinere Defi-

nitionsbereiche als die direktere Definition über die D ′-Faltbarkeit.

II.5.b. Fraktionale translationsinvariante lineare Systeme

Die Konstitutivgleichung eines linearen Mediums definiert, vermöge einer Antwortfunk-

tion χ, eine Relation zwischen zwei zeitabhängigen Observablen u und w die sich formal

als Faltungsgleichung u = w ∗ χ schreiben lässt. In der Publikation [60] aus dieser

Doktorarbeit wurde ein Raum (R+)
× ⊆ D ′

+ von Antwortfunktionen χ verallgemeiner-

26In [99, S. 146] wird irreführender Weise behauptet, dass eine geeignete lokalkonvexe Topologie
für S+ durch abzählbar viele Halbnormen erzeugt werden könne. Für die Topologie von EW

gilt dies aber nicht.
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ter fraktionaler Relaxationen konstruiert und ein Distributionenraum F für die Ob-

servablen u und w. Dieser garantiert für alle χ ∈ (R+)
× die Anforderungen aus der

Motivation in Abschnitt I.2.

Das Vorgehen in [60] wird im folgenden rekapituliert. Die Konstruktion von (R+)
×

basiert auf Eigenschaften der Faltungsalgebra D ′
+ und der Distributionen Yα aus Unter-

abschnitt II.5.a. Die Konstruktion von F nutzt die Konstruktion des Faltungsmoduls

A∗M einer Faltungsalgebra A aus Unterabschnitt II.4.b. Beachte, dass in dieser Disserta-

tion die Notationen aus der Zusammenfassung in Subsection 2.2 der weiteren Publikation

[62] aus dieser Doktorarbeit gegenüber den Notationen aus [60] bevorzugt werden.27 Wie

im vorherigen Unterabschnitt ist im folgenden d = 1.

Aufgrund des Indexgesetzes (II.5.4) lässt sich die von den Distributionen Yα erzeugte

unitäre Faltungsalgebra A [YR] schreiben als

A [YR] = ⟨Yα : α ∈ R⟩ (II.5.20)

mit ⟨·⟩ dem linearen Aufspann. Als Unteralgebra von D ′
+ ist A [YR] ebenfalls nullteiler-

frei und hat somit einen (Faltungs-)Quotientenkörper Q[YR]. Dieser wurde in Theorem 1

von [60, S. 8] als Unteralgebra von D ′
+ dargestellt. Dieses Resultat kann etwas einfacher

als in [60] hergeleitet werden, wie im folgenden erläutert wird.

Sei U ∈ A [YR] \ {0}. Unter Verwendung des Indexgesetzes (II.5.4) berechnet man,

dass sich U schreiben lässt als

U = c · Yα ∗ (δ + V ) (II.5.21)

mit eindeutigen c ∈ C×, α ∈ R und V ∈ ⟨Yβ : β > 0⟩. Die Eindeutigkeit folgt

aus der linearen Unabhängigkeit der Distributionen Yα, α ∈ R. Diese folgt aus dem

asymptotischen Verhalten von Yα(t) für t → +∞ und ist bekannt für Y−m = δ(m),

m ∈ N0. Es gilt V ∈ D ′
0+ ∩ L1

lok aufgrund der Relation

⟨Yβ : β > 0⟩ = A [YR] ∩ L1
lok. (II.5.22)

Wegen Theorem 6.27 aus [22, S. 48] existiert die eindeutige Faltungsinverse (δ + V )∗−1

27Die Notationen in [60] sind pα+ = Yα, qα+ = Y−α, P+ = A [YR] und F+ = Q[YR].
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von δ + V in D ′
+ und kann als von-Neumann-artige Reihe dargestellt werden. Damit

erhält man die Darstellung von U∗−1 durch die Reihe28

U∗−1 = c−1 · Y−α ∗
∞∑
p=0

(−V )∗p. (II.5.23)

Hier notiert (−V )∗p = (−V ) ∗ p-mal. . . ∗ (−V ) für p ∈ N und (−V )∗0 = δ die Faltungspo-

tenzen. Die Reihe
∑∞

p=1(−V )∗p konvergiert absolut in D ′
0+ ∩ L1

lok.

Mit diesen Feststellungen lässt sich Q[YR] schreiben als

Q[YR] = {U /∗ V : U, V ∈ ⟨Yα : α ∈ R⟩, V ̸= 0}. (II.5.24)

Hier notiert U /∗V := U ∗V ∗−1 den Faltungsquotienten von “U über V ” in D ′
+. Leicht

sieht man, dass sich jeder Faltungsquotient S ∈ Q[YR] \ {0} in der Form

S = c · Yα ∗ ∗
δ + U

δ + V
(II.5.25)

mit eindeutigen c ∈ C×, α ∈ R und U, V ∈ ⟨Yβ : β > 0⟩ darstellen lässt.

Der Raum Q[YR] ist der lineare Aufspann von Distributionen G der Form

G = ∗ Y−γ
δ + V

mit γ ∈ R und V ∈ ⟨Yβ : β < 0⟩. (II.5.26)

Nach Proposition 1 in [60, S. 7] hat die Einschränkung G|]0,∞[ eine analytische Dich-

tefunktion. Section 4 von [60] untersucht das asymptotische Verhalten der analytischen

Fortsetzung G(ζ) der Dichtefunktion für |ζ| → +∞ mit |arg ζ| ≤ ψ und ψ > 0 klein

genug. Nach Gleichung (41) von dortigem Theorem 4 in [60, S. 14] gibt es ein trigono-

metrisches Polynom T (t) ∈ ⟨eiωt : ω ∈ R⟩ und Konstanten p, λ ∈ R, sodass29

G(t) =
1

2πi

∫
Ha

ζγ

1 + r(ζ)
· etζ dζ ∼ T (t)tpeλt für t→ +∞. (II.5.27)

28In [60] wurde (II.5.23) auch als Reihe analytischer Funktionen auf der Riemannschen Fläche
Σlog des Logarithmus betrachtet. In Proposition 1 [60, S. 7] wurden die Konvergenzeigenschaf-
ten der Reihe (II.5.23) als Reihe solcher Funktionen betrachtet. Mit Proposition 2 wurde daraus
die Konvergenz in D ′

+ gefolgert.
29Zwei skalare Funktionen f und g auf ]0,∞[ erfüllen f(t) ∼ g(t) für t→ +∞ genau dann, wenn
∀ε > 0∃T > 0∀t ≥ T : |f(t)− g(t)| ≤ ε|g(t)|.
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Hier ist die Funktion r(ζ) ∈ ⟨ζβ : β > 0⟩ die Laplace-Transformierte von V im Sinne

von [124, S. 255, Gl. (2)]. Die Hankel-Schleife “Ha” ist ein Integrationspfad in C\ ]−∞, 0]
von −∞− i0 nach −∞+ i0 der die Nullstellen von 1 + r(ζ) in mathematisch positiver

Richtung umläuft. Die Integraldarstellung von G(t), t > 0 in Gleichung (II.5.27) kann

zum Beispiel unter Verwendung der Inversionsformel für die Laplace-Transformation

und einer Deformation des Integrationspfades gewonnen werden, wie im Beweis von

Theorem 6 in [60, S. 15f] beschrieben wird.

Aus Lemma 1 in [60, S. 14] und Gleichung (II.5.27) erhält man

⟨|G ∗D |⟩CI = ⟨(1 + |t|)peλt⟩CI ∩D ′
+ (II.5.28)

mit ⟨·⟩CI der Kegelidealhülle in C+. Der kleinste Amalgamraum mit lokaler Komponente

D ′ der G enthält (siehe Gleichung (II.4.8)) kann somit dargestellt werden als

(G)‚
D ′ = (1 + t2)p/2eλt(D ′

L∞ ∩D ′
+). (II.5.29)

Das Faltungsdual von G berechnet man daraus als

(G)∗D ′ = (1 + t2)−p/2e−λt(D ′
L1 + D ′

+). (II.5.30)

Die Distributionen G der Form (II.5.26) wurden in Definition 3 in [60, S. 15] anhand

ihrer Asymptotik für t → +∞ in verschiedene Teilmengen von Q[YR] eingeteilt. So

ergibt zum Beispiel der lineare Aufspann der Distributionen G ∈ D ′
L1 die Menge

R+ :=

{
∗ U

δ + V
:
U ∈ ⟨Yα : α ≤ 0⟩,
V ∈ ⟨Yα : α < 0⟩,

(δ + V )∗−1 ∈ D ′
L1

}
. (II.5.31)

Es ist leicht zu sehen, dass R+ eine Unteralgebra von Q[YR] definiert. Die Faltungs-

gruppe (R+)
× der Automorphismen von R+ ist definiert als

(R+)
× :=

{
S ∈ R+ \ {0} : S∗−1 ∈ R+

}
(II.5.32)
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und diese berechnet man als30

(R+)
× =

{
c · ∗U

V
:
U, V ∈ δ + ⟨Yα : α < 0⟩,
U∗−1, V ∗−1 ∈ D ′

L1,
c ∈ C×

}
. (II.5.33)

Die Faltungsquotienten

χ = η · ∗ δ + τ1Y−α1 + · · · + τnY−αn

δ + σ1Y−β1 + · · · + σmY−βm
∈ (R+)

× (II.5.34a)

mit den Parametern

η ∈ C×,
τ1, . . . , τn > 0, 0 < α1 < · · · < αn ≤ 1, n ∈ N0,

σ1, . . . , σm > 0, 0 < β1 < · · · < βm ≤ 1, m ∈ N0,
(II.5.34b)

sind ein interessanter Spezialfall, siehe Subsection 8.2 von [60, S. 22].

Die Anwendungsbeispiele aus Abschnitt I.2 der Motivation können nun mit der Fal-

tungsalgebra R+ beschrieben werden: Die Antwortfunktion χ der idealisierten fraktio-

nalen Relaxation aus Gleichung (I.2.4) kann berechnet werden als

χ = χ∞ · δ + f0+ · (δ + Y−α)
∗−1 = ∗(χ

∞ + f0+) · δ + f0+ · Y−α
δ + Y−α

. (II.5.35)

Dazu verwendet man die Definition χ = −f ′ und die Darstellung der durch Gleichung

(I.2.6) auf R fortgesetzten Lösung f von (I.2.4) als

f = (χ∞ + f0+) · Y̌ + f0+ · ∗
Y1−α
δ + Y−α

. (II.5.36)

Zur Berechnung von Gleichung (II.5.36) nutzt man die Rechenregel (u ∗ v)′ = u′ ∗ v für

u, v ∈ D ′
+ und die Potenzreihendarstellung

Eα(−tα) =
∞∑
k=0

(−tα)k

Γ(1 + kα)
=

∞∑
k=0

(−1)kY1+kα(t). (II.5.37)

Die Antwortfunktionen χ der zusammengesetzten fraktionalen Relaxation aus Glei-

30Gleichung (II.5.33) verbessert die Aussage aus Proposition 8 aus [60, S. 20] in welcher die
Konstante c ∈ C× nicht aufgeführt wurde.
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chung (I.2.5) wurde in Section 9 von [60] berechnet. Für χ∞ = 0 lautet diese

χ = f0+ · (δ + λY−α + Y−1)
∗−1 ∗

δ falls γ = 1,

δ + λY−α falls γ < 1.
(II.5.38)

Die Antwortfunktion χ aus den Gleichungen (II.5.35) und (II.5.38) erfüllen χ ∈ R+, da

diese Spezialfälle von Gleichung (II.5.34) sind.

Sei 0 < α < 1. Dann erhält man aus Theorem 3 in [60, S. 10f] die Asymptotik

(δ + Y−α)
∗−1(t) ∼ Y−α(t) für t→ +∞. (II.5.39)

Analog zu Gleichung (II.5.30) folgert man daraus das Faltungsdual

((δ + Y−α)
∗−1)∗D ′ = D ′

α + D ′
+ (II.5.40)

mit dem Raum D ′
α aus Gleichung (II.5.10).

Der Raum F , der in Abschnitt I.2 als Bereich für die Konstitutivgleichung (I.2.7)

gesucht wurde, kann nun unter Verwendung der Faltungsmodulkonstruktion F ∗M aus

Gleichung (II.4.10) definiert werden als

F := (R+)
∗M. (II.5.41)

Nach Konstruktion von (R+)
× und Theorem II.4.3 definiert f 7→ f ∗χ einen Automor-

phismus von F falls χ ∈ (R+)
×, vergleiche auch Corollary 1 in [60, S. 20]. Somit erfüllt

F die Anforderungen 1 und 3 aus Abschnitt I.2.

Unter Verwendung der Darstellungsformel (II.4.11) wurde in [60] gezeigt,31 dass der

Raum (R+)
∗M charakterisiert ist durch32

(R+)
∗M =

{
f ∈ D ′ : ∀α > 0, φ ∈ D :

∫ ∞

1

|(f ∗ φ)(−s)|
sα+1

ds <∞
}
. (II.5.42)

31Gleichung (64) in [60, S. 21] enthält einen Tippfehler: p muss durch −p ersetzt werden.
32Dieser wurde auch als D ′

L1(Q−) notiert, siehe dazu in Definitionen 6 und 7 in [60, S. 18, 19].
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Daraus folgert man auch die Identität

(R+)
∗M = D ′

↓0 + D ′
+ (II.5.43)

mit dem Raum D ′
↓0 aus Gleichung (II.5.16). Wegen Gleichung (II.5.40) gilt auch

(R+)
∗M = (R+)

∗. (II.5.44)

Aus Gleichung (II.5.43) wird ersichtlich, dass

D ′
L∞ + D ′

+ ⊆ F = (R+)
∗M. (II.5.45)

Somit erfüllt F auch die Anforderung 2 aus Abschnitt I.2.

Um Relaxationsprozesse zu modellieren, die durch eine zusätzliche externe Anregung

gestört werden, setzt man die rechte Seite von (I.2.4a) oder (I.2.5a) gleich einer Inho-

mogenität h ∈ C ([0,∞[). Es notiere fh die durch χ∞ + f0+ auf die linke Halbachse

fortgesetzte, gestörte Relaxationsfunktion. Wie in Subsection 9.2 von [60] festgestellt

wurde ergibt sich für Gleichung (I.2.5) im Fall γ < 1 eine Inkonsistenz zwischen der

Beschreibung als Anfangswertproblem und der Beschreibung durch die Konstitutivglei-

chung (I.2.7). Für Gleichung (I.2.4) und Gleichung (I.2.5) mit γ = 1 gilt

fh = χ ∗ (Y̌ + Y · h), (II.5.46a)

wobei h durch 0 fortgesetzt wird. Im Fall γ < 1 liefert Gleichung (I.2.5) allerdings

fh = χ ∗
(
Y̌ + ∗ Y · h

δ + λY−α

)
. (II.5.46b)

Siehe Gleichung (75) in [60, S. 24]. Die rechte Seite von Gleichung (I.2.5a) ist somit nur

bis auf eine Faltungstransformation gleich der externen Kraft.

II.5.c. Fraktionaler negativer Laplace als Faltung

In Section 8 der Publikation [61] dieser Doktorarbeit wurde die Theorie aus Abschnitt II.4

verwendet um den fraktionalen negativen Laplace-Operator (−∆)α/2 allgemeiner Ord-
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nung α ∈ C als Faltungsoperator auf Distributionenräumen zu untersuchen. Dies führte

zu Ergänzungen von Resultaten aus [85, 67] und zu einer Korrektur und Vereinfachung

der Beschreibung von (−∆)α/2 mit 0 < α < 2 aus [67, 109] als stetiger Endomorphismus

von D ′
α. Diese neuen Resultate aus [61] und bereits vorhandene Grundlagen aus [85, 67]

werden im folgenden zusammengefasst.

Der verallgemeinerte Riesz-Potentialoperator Iα auf Rd der Ordnung α ∈ C wird

definiert als der Faltungsoperator

Iα : (Rα)
∗ → D ′, f 7→ f ∗Rα. (II.5.47)

Hier notiert Rα das verallgemeinerte Riesz-Potential, das in Gleichung (II.5.48) einge-

führt wird, und (·)∗ das Faltungsdual aus Gleichung (II.4.1). Der Operator Iα wurde 1938

für 0 < α < d von Riesz in Gleichung (5) und (6) in [90, S. 3] für geeignete messbare

Funktionen eingeführt. Die Definition (II.5.47) versteckt sich bereits implizit in einem

Spezialfall von Theorem 3 mit k = 1 aus der Arbeit [50, S. 185] von Horvàth aus dem

Jahr 1978, wie in [83, S. 360ff] angedeutet wird (dort wird Iα durch Kα notiert).

Der fraktionale negative Laplace-Operator der Ordnung α ∈ C wird im folgenden

als der Operator (−∆)α/2 := I−α aufgefasst. Für Ordnungen α > 0, α /∈ 2N wurde

diese Möglichkeit zur Definition des Operators (−∆)α/2 zum ersten mal im Kapitel

[67, S. 177] vom “Handbook of Fractional Calculus with Applications” von 2019 explizit

erwähnt. Wie bereits in [109] (und dann in [67]) richtig behauptet definiert (−∆)α/2

einen stetigen Endomorphismus auf seinem Definitionsbereich. Die Beschreibung des

Definitionsbereichs D ′
α = (R−α)

∗ von (−∆)α/2 ist in [109, 67] allerdings mathematisch

nicht konsistent, was in Unterabschnitt II.5.d diskutiert und korrigiert wird.

Folgt man [83, S. 369], so erklärt man das verallgemeinerte Riesz-PotentialRα ∈ D ′

für α ∈ H \ (d + 2N0) durch die lokalintegrierbare Dichtefunktion33

Rα(x) :=
Γ((d− α)/2)
2απd/2Γ(α/2)

· |x|α−d (II.5.48)

für x ∈ Rd\{0}. Dadurch wird eine D ′-wertige holomorphe Funktion α 7→ Rα definiert,

33In der Definition von Rα = uα in Gleichung (12) in [67, S. 163] scheint ein Tippfehler unter-
laufen zu sein, da die Definition für α = d+ 2n, n ∈ N üblicherweise davon abweicht.
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die eine meromorphe Fortsetzung nach ganz C hat.34 Diese hat ausschließlich einfache

Polstellen die an den Punkten d + 2n mit n ∈ N0 liegen. Die Definition von Rα wird

auf die Polstellen ausgedehnt durch die lokalintegrierbare Dichtefunktion35

Rd+2n(x) := −
(−1)n · (n!)−1

2d+2nπd/2Γ((d + 2n)/2)
· |x|2n ·

(
2 log|x| − Cd,n

)
(II.5.49)

für x ∈ Rd\{0} mit der Konstanten Cd,n := log 4+ψ(1+n)+ψ((d+2n)/2). Hier ist die

Psi-Funktion ψ := (logΓ)′ = Γ′/Γ die logarithmische Ableitung der Gamma-Funktion.

Es gilt suppRα = {0} genau dann, wenn α ∈ −2N0 und sonst suppRα = Rd. Im Fall

des einelementigen Trägers gilt

R−2n = (−∆)nδ (II.5.50)

für alle n ∈ N0. Hier notiert Δ den distributionellen Laplace-Operator D ′ → D ′.

Die verallgemeinerten Riesz-Potentiale Rα erfüllen ein bedingtes Indexgesetz, wie in

Example 3.3.2(c) von [85, S. 96f] beschrieben wird (siehe auch Theorem 6 in [83, S. 375]):

Die Distributionen Rα und Rβ mit α, β ∈ C sind genau dann D ′-faltbar, wenn

ℜ(α + β) < d oder {α, β} ∩ −2N0 ̸= ∅. (II.5.51a)

Unter der Bedingung (II.5.51a) gilt das Indexgesetz

Rα ∗Rβ = Rα+β. (II.5.51b)

Zwei Spezialfälle davon sind

Rα ∗R−α = δ (II.5.52a)

34Die Theorie solcher Funktionen wird in Section 1.5 von [85] behandelt.
35Es gibt keine einheitliche Definition für Rd+2n. Bei der Betrachtung von Riesz-Potentialen auf

Lizorkin-Räumen, wie zum Beispiel in [98, S. 44], wird auch die Definition

Rd+2n(x) =
(−1)n · (n!)−1

2d+2nπd/2Γ((d+ 2n)/2)
· |x|2n · 2 log|x|

verwendet. Diese erfüllt (−∆)mRd+2n ̸= Rd+2(n−m) für n,m ∈ N0 falls 0 < m ≤ n, vergleiche
Gleichung (II.5.52b). Immerhin gilt (−∆)mRd+2n = Rd+2(n−m) für m > n.
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und

(−∆)nRα = Rα−2n (II.5.52b)

für alle α ∈ C und n ∈ N0. Aus den Gleichungen (II.5.51) lassen sich Indexgesetze

für Riesz-Potentialoperatoren Iα und fraktionale negative Laplace-Operatoren (−∆)α/2

herleiten, die den Indexgesetzen aus Theorem II.5.2 und Theorem II.5.5 ähneln. Dabei

können die gleichen Methoden verwendet werden. Allerdings ergeben sich zusätzliche

Einschränkungen durch die Faltbarkeitsbedingung (II.5.51a).

Das Faltungsdual des Riesz-Potentials R−α wurde in Example 3.3.2(a) von [85, S. 96]

berechnet. Mit der Notation D ′
µ aus Gleichung (II.5.10) lautet dieses

(R−α)
∗ =


D ′

ℜα für α ∈ C \ (2N0 ∪ −(d + 2N0)),

D ′
ℜα,1 für α ∈ −d− 2N0,

D ′ für α ∈ 2N0.

(II.5.53)

Die Distribution R−α erzeugt aufgrund der D ′-Faltbarkeitsbedingung (II.5.51a) genau

dann eine Faltungsalgebra, wenn ℜα ≥ 0. Die Faltungsmodule der Riesz-Potentiale

wurden in Gleichung (8.4) der Publikation [61, S. 148] dieser Doktorarbeit berechnet.

Mit den Notationen D ′
↓µ und D ′

µ,↓ aus Gleichung (II.5.16) lauten diese

(R−α)
∗M =



D ′
ℜα für α ∈ H \ 2N,

D ′
0,↓ für α ∈ i(R \ {0}),

D ′ für α ∈ 2N0,

{0} für α ∈ −H.

(II.5.54)

Für die Berechnungen wurde die Darstellungsformel (II.4.11) und die Faltungsrelationen

aus Gleichung (4.17) in Example 6 von [61, S. 138f] verwendet.

Analog zu Theorem II.5.5 folgert man aus Gleichung (II.5.54), dass die Operatoren

(−∆)α/2 mit α ∈ H ∪ {0} bzw. α ∈ H eine Halbgruppe mit der Relation

(−∆)α/2 ◦ (−∆)β/2 = (−∆)(α+β)/2 (II.5.55)
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definieren die auf dem Raum D ′
↓0 bzw. D ′

0,↓ per Faltung operieren.

Ein interessanter Spezialfall der in der Publikation [61] aus dieser Doktorarbeit erhal-

ten wurde, ist

Theorem II.5.8. Sei α ∈ H. Es gelten die Inversionsformeln

(−∆)α/2(Iαf ) = Iα((−∆)α/2f ) = f für alle f ∈ (Rα)
∗. (II.5.56)

Beweisskizze. Dies beweist man ähnlich wie Theorem II.5.2 unter Verwendung des As-

soziativgesetzes der D ′-Faltung, dem Indexgesetz für die Riesz-Potentiale (II.5.51b) und

der Faltungsrelationen aus Gleichung (4.17) in [61, S. 138f]. Siehe Remark 15 von [61,

S. 150] für mehr Details.

Die Inversionsformel (II.5.56) aus Theorem II.5.8 ist analog zu der Inversionsformel

(26.44) aus Theorem 26.3 in [99, S. 517]. Allerdings ist der in Gleichung (II.5.56) angege-

bene Gültigkeitsbereich (Rα)
∗ größer, wie der Gültigkeitsbereich Lp mit 1 ≤ p < d/α,

der in [99] angegeben wurde. Dies sieht man wie folgt: Ähnlich wie in Gleichung (II.5.58)

zeigt man, dass Rα ∈ E ′ +Lq ⊆ D ′
Lq für q = 1/(1− 1/p) falls p < d/α. Da Faltungs-

duale Inklusionen umkehren erhält man daraus

Lp ⊆ D ′
Lp = (D ′

Lq)∗ ⊆ (Rα)
∗ (II.5.57)

unter Verwendung von Gleichung (II.4.3b). Besonders hervorzuheben ist, dass in Theo-

rem II.5.8 keine obere Schranke an α gefordert wird, während in Theorem 26.3 aus [99]

von vornherein α < d gelten muss.

In Theorem 1.1(i) der Arbeit [68, S. 10] wurde für 0 < α < d gezeigt, dass der

Operator (−∆)α/2 als die eindeutige Inverse des Riesz-Potentialoperators Iα eingeführt

werden kann. Dort wurden Lp, C0 und der Raum Cub der beschränkten, gleichmäßig

stetigen Funktion als Definitionsbereiche betrachtet. Theorem II.5.8 zeigt, dass (−∆)α/2

die eindeutig bestimmte Inverse von Iα auf dem Bereich (Rα)
∗ ist. Dabei entfällt die

Einschränkung α < d.

Sei α ∈ H. Dann ist der fraktionale negative Laplace-Operator (−∆)α/2 ein stetiger

Endomorphismus von D ′
ℜα, wie sich leicht zeigen lässt: Sei χ ∈ E die Abschneidefunk-
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tion mit χ(x) = 1 falls |x| ≤ 1 und χ(x) = 0 falls |x| ≥ 2. Dann gilt

R−α = R−α · χ +R−α · (1− χ) ∈ E ′ + DL∞,ℜα+d ⊆ D ′
L∞,ℜα+d. (II.5.58)

Nach dem Kriterium [C2] für die Stetigkeit der Faltungsinklusion (II.2.10) ist

D ′
L1,−ℜα−d ∗D ′

L∞,ℜα+d ⊆ D ′
L1,−ℜα−d (II.5.59)

eine stetige Faltungsinklusion. Aus Gleichung (II.5.58) und (II.5.59) folgt, dass die Fal-

tung mit R−α ein stetiger Endomorphismus von D ′
ℜα = D ′

L1,−ℜα−d ist.36

II.5.d. Fraktionaler negativer Laplace per Transponierung

Der fraktionale negative Laplace-Operator (−∆)α/2 mit α > 0, α /∈ 2N kann auch per

Transponierung auf D ′
α eingeführt und charakterisiert werden. Dazu muss zunächst ein

geeigneter lokalkonvexer Raum von Testfunktionen Dα definiert werden auf welchem

(−∆)α/2 einen stetigen Endomorphismus definiert. Sinngemäß wurde dies in Definiti-

on 2.3 von [109, S. 73] vorgeschlagen und in [67, S. 177] übernommen. Wie in Remark 14

in [61, S. 149] festgestellt wurde, stimmt allerdings die Definition des Raums D ′
α aus

[109, 67] nicht mit dem Raum D ′
L1,−α−d überein (siehe Gleichung (II.5.10)). Allerdings

wird an anderer Stelle in [67, S. 177] die Charakterisierung D ′
α = D ′

L1,−α−d = (R−α)
∗

angegeben. Daher liegt nahe, dass eine äquivalente Definition zu Gleichung (II.5.10) die

Intention der Autoren von [109, 67] war.

Um die Definition von D ′
α als Dualraum von Dα zu reparieren kann man die übliche

Topologie β(Dα,D ′
α) auf Dα durch eine andere ersetzen. Sei µ, k ∈ R. Definiere die

Räume Dµ und Dµ,k als

Dµ,k := DL∞,−d−µ,k := DL∞ · (1 + x2)
d+µ
2 · (1 + log(1 + x2))−k (II.5.60)

und Dµ := Dµ,0. Die Definition von Dµ stimmt mit der aus Lemma 5.3(c) von [67,

S. 177] überein. Die Testfunktionen D sind keine dichte Teilmenge von Dµ und somit

ist der topologische Dualraum (Dµ)
′ von Dµ kein Raum von Distributionen, anders als

36Dies ist eine elegante alternative zu der Argumentation aus Section 5 von [67]. In [40] wird
eine ähnliche Argumentation auf die Hilbert-Transformation angewendet.
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II.5. Anwendung auf fraktionale Differintegration

in [109, 67] behauptet wurde. Insbesondere stimmt (Dµ)
′ nicht mit dem Raum D ′

µ aus

Gleichung (II.5.10) überein. Betrachte daher den Raum

Dµ,c := (Dµ, κ(Dµ,D
′
µ)) (II.5.61)

mit κ(Dµ,D ′
µ) der Topologie der gleichmäßigen Konvergenz auf den absolutkonvexen

kompakten Teilmengen von D ′
µ. Nach dem Theorem von Mackey-Arens (Satz 23.8 in

[75, S. 17]) hat dieser Raum den Dualraum (Dµ,c)
′ = D ′

µ.

Nach der Definition von Dµ lässt sich der Raum Dµ,c darstellen als

Dµ,c = Bc · (1 + x2)−
d+µ
2 (II.5.62)

mit dem Raum Bc = DL∞,c = (DL∞, κ(DL∞,D ′
L1)). In Corollary in [20, S. 71] wurde

Bc in der Form (II.1.1) dargestellt als DE mit dem Raum E = Cb,s der beschränkten

stetigen Funktion mit strikter Topologie (expliziter wird dies in Proposition 2.5 von

[6, S. 1697] beschrieben). Der Raum Cb,s entspricht dem gewichtetem Raum CW mit

W = C0. Mit Theorem VI.1.28 aus dieser Dissertation erhält man die Darstellung

Dµ,c = DE mit E = Cb,s · (1 + x2)−
d+µ
2 , (II.5.63)

vergleiche auch Problem II.2.2.

In [109] wurde gezeigt, dass (−∆)α/2 für 0 < α < 2 einen stetigen Faltungsendomor-

phismus auf dem Raum Dα definiert, siehe auch [67, S. 177]. Es wurde dann in [109, 67]

per Transponierung argumentiert, dass (−∆)α/2 auch einen stetigen Endomorphismus

auf dem Raum D ′
α definiert. Wie oben erläutert basierte dies auf einer falschen Definiti-

on von D ′
α. Um die Beweismethode dennoch zu korrigieren wird im folgenden ein Beweis

dafür skizziert, dass (−∆)α/2 für α > 0, α /∈ 2N einen stetigen Endomorphismus von

Dα und Dα,c definiert.

Sei α > 0 und betrachte das Gewichtw(x) := wd+α(x) = (1+x2)−
d+α
2 . Aus Gleichung

(4.17c) in [61, S. 139] erhält man C ∈ R+ mit

w ∗ w ≤ C · w. (II.5.64)

71



II. Übersicht und Einordnung

Dies übersetzt sich in die Faltungsinklusion

Bw ∗Bw ⊆ C ·Bw mit Bw := {f ∈ C : |f | ≤ w}. (II.5.65)

Es ist klar, dass E ′ per Faltung stetig auf Dα operiert. Somit erhält man aus Gleichung

(II.5.58) und (II.5.65), dass (−∆)α/2 ein stetiger Endomorphismus von Dα ist.

Um zu zeigen, dass (−∆)α/2 ein stetiger Endomorphismus von Dα,c ist, benötigt man

nur noch die folgende Aussage über das Gewicht w(x) = wd+α(x) = (1 + x2)−
d+α
2 :

∀u ∈ C ×
0,+∃v ∈ C ×

0,+ :
w

v
∗ w ≤ w

u
. (II.5.66)

Hier notiert C ×
+ := {f ∈ C : ∀x ∈ Rd : f (x) > 0} und C ×

0,+ := C0 ∩ C ×
+ . Nach

Gleichung (II.5.65) ist die Menge M1 := {(w ·Txw̌)/w(x) : x ∈ Rd} beschränkt in L1.

Daraus folgt, dass M2 := {u(x) · (w · Txw̌)/w(x) : x ∈ Rd} kompakt37 in L1 ist für

alle u ∈ C ×
0,+. Die Menge M2 ist lokal gleichstetig. Mit Theorem 6.4.12 in [101, S. 140]

findet man somit ein v ∈ C ×
0,+, sodass die Menge v−1 ·M2 beschränkt in L1 ist. Die

Beschränktheit von v−1 · M2 ist, bis auf eine Konstante, äquivalent zur Ungleichung

(II.5.66). Aus Gleichung (II.5.66) und der Darstellung (II.5.63) erhält man die Stetigkeit

von (−∆)α/2 auf Dα,c.

II.5.e. Verallgemeinerte sequentielle Ableitungen

Der Vollständigkeit halber wird noch das Thema der letzten Publikation [62] dieser

Doktorarbeit umrissen, dessen mathematische Problemstellung sich vom Hauptthema

dieser Arbeit absetzt, der Faltung auf Amalgamräumen von Distributionen. Example 5

von [62, S. 295ff] nimmt Bezug auf die Modellierung linearer Medien mit fraktionaler

Dynamik in [43, 42].

Ersetzt man in Gleichung (I.2.4a) die Caputo-Ableitung CD
α
0+ durch die Ableitung

D
α|γ
0+ mit α ≤ γ ≤ 1 aus Gleichung (I.2.2) so muss man die Anfangswertbedingung

f (0+) = f0+ durch eine Integralbedingung I
1−γ
0+ f (0+) = c mit c ∈ R ersetzen um die

eindeutige Lösbarkeit von (I.2.4) zu garantieren. Siehe Subsection II.3.2 in [41, S. 115],

37Der Abschluss einer Nullfolge eines Banach-Raums X ist kompakt und stetige Bilder kompak-
ter Mengen sind kompakt. Somit ist das Bild einer stetigen Abbildung F : Rd → X kompakt
falls F (x)→ 0 für |x| → ∞.
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wo das erhaltene Problem als verallgemeinerte Relaxation bezeichnet wird. Ersetzt man

CD
α
0+ durch eine allgemeine Riemann-Liouville-Ableitung38

RLD
α
0+ mit Ordnung α > 0,

so erhält man die Bedingungen (I
1−γ
0+ f )(k)(0+) = ck mit k = 0, . . . , ⌈α⌉− 1 und festem

0 < γ ≤ 1, siehe Gleichung (3.1.2) in [56, S. 136].

Um Bedingungen (I
1−γk
+ f )(0+) = ck mit allgemeinen Sequenzen γ1 < · · · < γn

reeller Zahlen zuzulassen wurde in [62] die abstrakte Verallgemeinerung

D
α|γ1,...,γn
0+ := Dα+ ◦Rγn ◦ · · · ◦ Rγ1 (II.5.67)

sequentieller fraktionaler Ableitungen eingeführt. Die Verknüpfung (II.5.67) wird als

partiell definierter Operator auf dem Raum D ′
0+ der Distributionen mit Träger auf

rechten Halbachse verstanden. Hier ist Dα+ = SD
α
+ die kausale fraktionale Ableitung von

Schwartz eingeschränkt auf D ′
0+. Der Yγ-Eliminator Rγ ist ein Projektionsoperator mit

Definitionsbereich D ′
Y,γ ⊆ D ′

0+ und mit eindimensionalem Nullraum ⟨Yγ⟩.
Der Raum D ′

Y,γ besteht aus den Distributionen f ∈ D ′
0+ mit der Eigenschaft, dass

es ein Interval ]−ε, ε[ gibt, sodass die Einschränkung von D
γ
+ f auf ]−ε, ε[ ein Radon-

Maß ist.39 Die Stammfunktionen von Radon-Maßen sind genau die Funktionen von lokal

beschränkter Variation (siehe in [27, S. 278f, 300] und in II,§2 ebenda). Somit ist für jedes

f ∈ D ′
Y,1 der Randwert f (0+) wohldefiniert und es gilt

R1 f = f − Y1 · f (0+) für alle f ∈ D ′
Y,1. (II.5.68)

Die Darstellung anderer Eliminatoren erhält man aus Rγ = I
γ−1
+ ◦R1 ◦Dγ−1

+ .

Alternierende Kompositionen I
βn
0+ ◦ d

dt ◦ I
βn−1

0+ ◦ · · · ◦ Iβ00+ von Riemann-Liouville-Inte-

gralen mit Ordnungen 0 ≤ βk < 1 und gewöhnlichen Ableitungen definieren einen

Spezialfall der Operatoren (II.5.67) durch γk :=
∑k−1

i=0 (1 − βi) für k = 1, . . . , n. Dies

führt zu den Einschränkungen 0 < γk+1 − γk ≤ 1. Dieser Spezialfall entspricht den

Dzherbashian-Nersesian-Ableitungen aus [26, 17], wie in [62, S. 285]40 erläutert wurde.

Weitere Spezialfälle aus der Literatur werden in Example 4.3 in [62, S. 282ff] diskutiert.

Es wurde bereits beobachtet, dass die Lösung von Gleichung (I.2.5) nur davon ab-

38Analog zur Liouville-Ableitung definiert man RLD
α
0+ = dm

dtm ◦ I
α−m
0+ mit m := ⌈α⌉ [56, S. 70].

39Diese Aussagen über Rγ folgert man leicht aus Definition 1, Proposition 2 und Definition 2
von [62, S. 273ff].

40Es müsste dort σk := −1 +
∑k

i=0 γi für k = 0, 1, . . . , n lauten.
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hängt, ob γ = 1 oder γ < 1 gilt. Dieses Phänomen wurde in [43] durch eine Grenzwert-

betrachtung des Riemann-Liouville-Integrals erklärt, siehe Gleichung (34) ebenda. Mit

dem abstrakten Konzept in [62] wird das gleiche Phänomen durch die Kürzbarkeit der

Yγ-Eliminatoren in Summen formalisiert. So gilt zum Beispiel

D
α|γ
0+ +D

β|δ
0+ = D

α|γ
0+ +D

β
+ für alle α, β ∈ R und γ < δ. (II.5.69)

Die allgemeine Kürzungsregel für Linearkombinationen von Operatoren D
α|γ1,...,γn
0+ wird

Theorem 2 in [62, S. 287] beschrieben.

74



III. Grundlagen

Dieses Kapitel fasst einige Notationen und Grundlagen zu lokalkonvexen Räumen und

Verbänden zusammen, sowie zu Funktionenräumen und zur Faltung. Als Grundlagenlite-

ratur zu abstrakten lokalkonvexen Räumen und zu konkreten Funktionenräumen dienen

hier die Lehrbücher und Monographien [52, 75, 54, 53, 65, 120, 48, 74]. Die Grundla-

gen über lokalkonvexe Verbände stützen sich auf [1, 87]. Abstrakte ordnungstheoretische

Notationen und Resultate sind aus [28, 36].

In dieser Arbeit werden häufig lokalkonvexe Räume mit einer spezifizierten Bornologie

betrachtet. Diese Räume werden dann “lokalkonvexe topologisch-bornologische Räume”

(oder kürzer: lokalkonvexe t.b. Räume) genannt. Da es in der Literatur unüblich ist mit

Tripeln aus einem Vektorraum, einer Topologie und einer Bornologie zu arbeiten, werden

die Notationen dazu detailliert besprochen.

Abstrakte ordnungstheoretische Notationen und lokalkonvexe Räume mit Ordnungs-

strukturen werden in Abschnitt III.1 besprochen. Definitionen und fundamentale Grund-

lagen zu lokalkonvexen topologisch-bornologischen Räumen werden in Abschnitt III.2

zusammengefasst. Dazu zählen spezielle projektive und induktive Limiten, sowie Eigen-

schaften bilinearer Abbildungen zwischen solchen Räumen. Einige fundamentale Funk-

tionenräume und Eigenschaften von Faltungen werden in Abschnitt III.3 diskutiert. Dort

werden auch Modifikationen der Faltung “∗” besprochen, nämlich die potenzierte Faltung

“∗p”, die Supremalfaltung “‚” und die Infimalfaltung “˝”.

III.1. Lokalkonvexe Räume und Ordnungslehre

In der Theorie lokalkonvexer Räume treten in verschiedenen Zusammenhängen ordnungs-

theoretische Konzepte auf: Erstens werden häufig Funktionenräume mit einer natürlichen

Ordnungsstruktur betrachtet. Zweitens definieren geometrisch ausgezeichnete Mengen

häufig Hüllensysteme, wie zum Beispiel die absolutkonvexen oder die soliden Teilmen-
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gen. Drittens definieren manche Klassen von Funktionenräumen geordnete Mengen in

denen das Infimum einem projektiven Limes und das Supremum einem induktiven Limes

entspricht.

Einige Konzepte der Ordnungstheorie werden in Unterabschnitt III.1.a rekapituliert,

wie zum Beispiel Hüllen- und Kernsysteme oder abstrakte Suprema und Infima. Vek-

torverbände und solide lokalkonvexe Topologien, werden in Unterabschnitt III.1.b be-

sprochen. Notationen für wichtige Hüllenoperatoren auf lokalkonvexen Räumen oder

Verbänden werden in Unterabschnitt III.1.c systematisch zusammengefasst.

III.1.a. Hüllensysteme und extremumsvollständige Mengen

In der Theorie lokalkonvexer Räume und Verbände treten häufig Mengensysteme geome-

trisch ausgezeichneter Mengen auf die Hüllensysteme oder gar A-Topologien bilden, siehe

Unterabschnitt III.1.c. In Ordnungskategorien von Funktionenräumen können Teilmen-

gen mit ordnungstheoretischen Abgeschlossenheits- oder Vollständigkeitseigenschaften

von Interesse sein. Zum Beispiel durch Invarianzeigenschaften charakterisierte Klassen

von Räumen, siehe Unterabschnitt III.2.b. Konkrete Beispiele sind kontinuierliche bzw.

diskrete globale Komponenten SRI bzw. sti aus Definition V.1.2 bzw. V.1.9.

Im folgenden werden Notationen und Resultate zu den entsprechenden ordnungstheo-

retischen Konzepten zusammengefasst. Die Hauptreferenz ist [28], die “Einführung in die

Ordnungstheorie” von M.Erné. Teilweise wird die Terminologie aus dem neuerem Buch

[36] bevorzugt. Manche Termina sind modifiziert worden um Kollisionen mit Begriffen

aus der Theorie lokalkonvexer Verbände zu vermeiden. Zum Beispiel wird “(ordnungs-

theoretisch) vollständig” durch “extremumsvollständig” ersetzt.

Sei M eine Menge und notiere durch P(M) die Potenzmenge von M . Ein Mengen-
system über M ist eine Teilmenge M ⊆ P(M). Gehört der Durchschnitt1 bzw. die

Vereinigung jeder Teilmenge vonM wieder zuM, so wirdM als Hüllen- bzw. Kern-
system bezeichnet [28, S. 30]. Ein Hüllen- bzw. Kernoperator auf M ist eine Selbstab-

bildung von P(M) die inklusionsbewahrend, idempotent und extensiv bzw. intensiv ist

[28, S. 32f].

SeiH ein Hüllensystem undK ein Kernsystem überM . Dann sind der Hüllenoperator

1Der Durchschnitt der leeren Familie ∅ wird in diesem Kontext als
⋂
∅ =M festgelegt.
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⟨−⟩H von H und der Kernoperator (−)K von K definiert als

⟨A⟩H :=
⋂
{H ∈ H : H ⊇ A} für A ⊆M , (III.1.1a)

(A)K :=
⋃
{K ∈ K : K ⊆ A} für A ⊆M . (III.1.1b)

Siehe Satz 2.6 aus [28, S. 34] für die Definition in Gleichung (III.1.1a). Nach Satz 2.8

und Satz 2.13 aus [28, S. 36, 41] induziert Gleichung (III.1.1a) eine Bijektion zwischen

Hüllenoperatoren und -systemen. Analoges gilt für Gleichung (III.1.1b).

Die Menge aller Hüllensysteme und die Menge aller Kernsysteme konstituieren jeweils

ein Hüllensystem über der Menge P(M) [28, S. 109]. Seien nun H und G Hüllensysteme

über einer Menge M , dann ist also H ∩ G wieder ein Hüllensystem. Die assoziierten

Hüllenoperatoren erfüllen die Kompositionsregel

⟨A⟩H∩G ⊇ ⟨⟨A⟩G⟩H für alle A ⊆M , (III.1.2)

wobei hier im allgemeinen keine Gleichheit herrscht. Allerdings gilt die Äquivalenz

⟨A⟩H∩G = ⟨⟨A⟩G⟩H für alle A ⊆M ⇔ ⟨G⟩H ⊆ G. (III.1.3)

Die Aussagen (III.1.2) und (III.1.3) folgen unmittelbar aus der Definition in Gleichung

(III.1.1a).

Sei M eine Menge. Eine A-Topologie über M ist ein Mengensystem über M das

gleichzeitig ein Hüllen- und ein Kernsystem ist [28, S. 30]. Eine transitive, reflexive Re-

lation auf M wird als Quasiordnung auf M bezeichnet. Jede Quasiordnung ⪯ auf einer

Menge M definiert eine A-Topologie S⪯ über M vermöge

S⪯ := {A ⊆M : ∀a ∈ A, b ∈M : b ⪯ a⇒ b ∈ A}. (III.1.4)

Dies induziert eine Bijektion zwischen A-Topologien und Quasiordnung, siehe Punkt (4)

in [28, S. 130ff], insbesondere Satz 6.29.

Sei (M,≤) eine geordnete Menge [36, S. 10f]. Nach Satz 5.3 aus [28, S. 98] hat ge-

nau dann jede Teilmenge von M ein Supremum in M , wenn jede Teilmenge von M ein

Infimum inM hat. Ist eine dieser äquivalenten Bedingungen erfüllt wirdM extremums-
vollständig genannt. Sei nun L eine Teilmenge von M . Dann heisst L supremums- bzw.
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infimumsabgeschlossen, falls für jede Teilmenge A ⊆ L das Supremum bzw. Infimum

von A zu L gehört, falls es existiert. Zudem wird L extremumsabgeschlossen genannt,

falls L supremums- und infimumsabgeschlossen zugleich ist. Die Menge aller supremums-

oder aller infimumsabgeschlossenen Teilmengen von M definiert ein Hüllensystem über

M [28, S. 109].

Sei nunM eine Menge. Die infimumsabgeschlossenen Teilmengen der geordneten Men-

ge (P(M),⊆) sind genau die Hüllensysteme über M [28, S. 118]. Nach Korollar 5.5 aus

[28, S. 99] konstituiert jedes Hüllensystem H über M eine extremumsvollständige ge-

ordnete Menge (H,⊆). In H entspricht die Infimumsbildung der Durchschnittsbildung.

Allerdings ist das in (H,⊆) gebildete Supremum H-supM einer Teilmenge M ⊆ H
gegeben durch

H-supM =
〈⋃
M
〉
H
. (III.1.5)

Analoge Aussagen gelten für Kernsysteme.

III.1.b. Lokalkonvexe Verbände

Lokalkonvexe Verbände sind eine Klasse geordneter Vektorräume mit lokalkonvexer

Topologie. Die spezielle Ordnungsstruktur dieser Räume vereinfacht die Beschreibung

manch ihrer funktionalanalytischer Eigenschaften. Im folgenden werden grundlegende

Notationen und Resultate zu diesen Räumen basierend auf den Lehrbüchern [87, 1] zu-

sammengefasst. Dabei werden Standardnotationen und -resultate zu lokalkonvexen Räu-

men vorausgesetzt, siehe z.B. [120, Kap.VIII]. Die unübliche, aber nützliche Notation

der Kegelideale wird unten eingeführt.

Ein geordneter Vektorraum (X,≤) ist ein reeller Vektorraum X ausgestattet mit

einer Ordnung2 ≤ die folgende Implikation erfüllt [87, S. 2], [1, S. 1]:

x ≤ y ⇒ αx + z ≤ αy + z für alle x, y, z ∈ X , α ∈ R+. (III.1.6)

Durch X+ := {x ∈ X : x ≥ 0} wird der Kegel der nichtnegativen Elemente von

(X,≤) notiert. Die Ordnung ≤ wird in der Notation meist unterdrückt. Es werden die

Notationen R+ = ]0,∞[ und R0+ = [0,∞[ genutzt.

2Eine transitive, reflexive und anti-symmetrische Relation auf X, vgl. Definition 2 in [36, S. 10f].
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Ein Vektorverband ist ein geordneter Vektorraum X mit der Eigenschaft, dass das

Supremum jeder nichtleeren endlichen Teilmenge von X existiert. Dies entspricht dem

“vector lattice” in [87, S. 4] und dem “Riesz space” aus Definition 1.1 in [1, S. 2]. Auf

jedem Vektorverband ist ein Absolutwert |·| erklärt als die Abbildung

|·| : X → X, x 7→ |x| := sup{x,−x}. (III.1.7)

Der Absolutwert |·| bildet nach X+ ab, erfüllt die Dreiecksungleichung, ist absolutho-

mogen und idempotent. Das heisst, für alle x, y ∈ X und α ∈ R gelten

|x| ≥ 0, |x + y| ≤ |x| + |y|, |αx| = |α||x|, ||x|| = |x|. (III.1.8)

Eine Teilmenge S eines Vektorverbands X heisst solide, falls

|x| ≤ |y| ⇒ x ∈ S für alle x ∈ X , y ∈ S. (III.1.9)

Eine lineare, solide Teilmenge von X wird Ideal von X genannt. Dies entspricht dem

“lattice ideal” aus Definition 4.1 in [87, S. 35] und dem “ideal” aus Definition 1.16 in [1,

S. 10].

Sei C ein konvexer Teilkegel eines Vektorverbands X mit C ⊆ X+. Es ist leicht zu

zeigen, dass folgenden Aussagen über eine Teilmenge J ⊆ C äquivalent sind:

1. Die Menge J ist nichtleer und erfüllt die Implikation

x ≤ λ sup{y, z} ⇒ x ∈ J für alle x ∈ C, y, z ∈ J , λ ∈ R+. (III.1.10)

2. Die Menge J ist nichtleer, abwärtsmonoton3 und additiv abgeschlossen.

3. Es gilt J = I ∩ C für ein Ideal I von X .

Als Kegelideal von C wird jede Teilmenge J von C bezeichnet die eine, und somit alle,

der obigen äquivalenten Aussagen erfüllt.

Sei (X, TX) ein lokalkonvexer Raum. Der Nullumgebungsfilter von (X, TX) wird stets

3Das heisst, es gilt x ≤ y ⇒ x ∈ J für alle x ∈ X, y ∈ J . Solche Mengen werden in [36, S. 15]
als “Ordnungsideale” bezeichnet.
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durch UX notiert. Die Menge aller Halbnormen auf X wird notiert durch

snX := {p : X → R0+ : p ist eine Halbnorm} (III.1.11a)

und die Menge aller stetigen Halbnormen auf (X, TX) durch

csn(X, TX) := {p ∈ snX : p ist TX -stetig}. (III.1.11b)

Ist X ein Vektorverband, so wird die Menge der Verbandshalbnormen definiert als

lsnX := {p ∈ snX : ∀x, y ∈ X : |x| ≤ |y| ⇒ p(x) ≤ p(y)}, (III.1.12a)

und die stetigen Verbandshalbnormen werden notiert durch

clsn(X, TX) := lsnX ∩ csn(X, TX). (III.1.12b)

Die Definition von Verbandshalbnormen entspricht den “Riesz seminorms” oder, syn-

onym, “lattice seminorms”, wie in [1, S. 59].

Proposition III.1.1. Sei X ein Vektorverband und TX eine lokalkonvexe Topo-
logie auf X. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

1. Der Nullumgebungsfilter UX hat eine Basis aus soliden Teilmengen von X.

2. Die lokalkonvexe Topologie TX wird von Verbandshalbnormen erzeugt.

3. Der Absolutwert |·| ist gleichmäßig stetig bezüglich TX .

Beweis. Dies folgt aus Theorem 2.17 und Theorem 2.25 in [1, S. 55, 59].

Eine lokalkonvexe Topologie TX auf einem Vektorverband X wird solide genannt,

falls eine der äquivalenten Aussagen aus Proposition III.1.1 erfüllt ist. In diesem Fall

nennt man (X, TX) einen lokalkonvexen Verband. Diese Definition entspricht “locally

convex lattice” von Definition 4.6 in [87, S. 103] und “locally convex-solid Riesz space”

in [1, S. 59].
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III.1.c. Hüllensysteme über Vektorräumen und -verbänden

In diesem Abschnitt werden Notationen für Hüllensysteme und A-Topologien über Vek-

torräumen und -verbänden festgelegt und Eigenschaften zusammengefasst. Die meisten

Definitionen und Aussagen sind standard und zu finden in [74, 120, 87, 1].

Sei X ein Vektorraum. Dann definieren die Eigenschaften “kreisförmig”, “konvex”, “ab-

solutkonvex”, “ist ein Kegel” und “linear” jeweils ein Hüllensystem über X . Für A ⊆ X

notiert man entsprechend

co(A) : konvexe Hülle von A, (III.1.13a)

circ(A) : kreisförmige Hülle von A, (III.1.13b)

Γ(A) : absolutkonvexe Hülle von A, (III.1.13c)

cone(A) : Kegelhülle von A, (III.1.13d)

⟨A⟩ := ⟨A⟩lin : lineare Hülle von A. (III.1.13e)

Per Definition ist eine Menge absolutkonvex wenn sie konvex und kreisförmig ist. Da die

konvexe Hülle einer kreisförmigen Menge kreisförmig ist [48, S. 6, Cor. (2)], folgt aus der

Äquivalenz (III.1.3) die Gleichung Γ(A) = co(circ(A)) für alle A ⊆ X .

Sei X ein Vektorverband und C ein konvexer Teilkegel von X+. Dann definieren die

Eigenschaften “solide”, “solidkonvex”, “ist ein Ideal” und “ist ein Kegelideal in C”, siehe

Unterabschnitt III.1.b, jeweils ein Hüllensystem über X . Für A ⊆ X notiert man

sol(A) : solide Hülle von A, (III.1.14a)

Γ|·|(A) : solidkonvexe Hülle von A, (III.1.14b)

⟨A⟩Id : Idealhülle von A, (III.1.14c)

⟨A⟩CI : Kegelidealhülle von A in C. (III.1.14d)

Jede solide Menge ist kreisförmig. Die konvexe Hülle einer soliden Menge ist solide nach

Theorem 1.11 aus [1, S. 8]. Insbesondere ist jede solidkonvexe Menge auch absolutkonvex.

Die lineare Hülle einer soliden Menge ist ein Ideal. Aus der Äquivalenz (III.1.3) erhält

man die Gleichungen Γ|·|(A) = co(sol(A)) und ⟨A⟩Id = ⟨sol(A)⟩.
Die Mengensysteme der kreisförmigen Mengen, der Kegel und der soliden Mengen

sind jeweils von der Form S⪯ mit einer Quasiordnung ⪯, wie in Gleichung (III.1.4), und
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somit A-Topologien. Hier wird “x ⪯ y” jeweils definiert als “x = αy für ein α ∈ [−1, 1]”,
“x = αy für ein α ∈ R+” und “|x| ≤ |y|” für x, y ∈ X .

Jedes der oben definierten Hüllensysteme ist abgeschlossen unter der Bildung von

Summen.4 Dies ist für jedes dieser Hüllensysteme leicht nachzuweisen. Zum Beispiel

geht der Beweis für die Erhaltung der Solidität wie folgt: Sei x = x1 + · · · + xn mit

xk ∈ Sk, Sk ⊆ X solide und n ∈ N0. Sei y ∈ X mit |y| ≤ |x|. Dann gilt die

Ungleichung |y| ≤ |x| ≤ |x1| + · · · + |xn| und wegen Theorem 1.10 aus [1, S. 8] gibt es

yk ∈ Sk mit y = y1 + · · · + yn.

Sei (X, TX) ein lokalkonvexer Raum. Der topologische Abschluss in (X, TX) wird

notiert als A. Der topologische Abschluss bewahrt die Eigenschaften “kreisförmig”, “kon-

vex”, “absolutkonvex”, “ist ein Kegel” und “linear”. Sei nun (X, TX) ein lokalkonvexer

Verband. Dann bewahrt der topologische Abschluss in (X, TX) auch die Eigenschaften

“solide”. Nach Proposition 4.8 aus [87, S. 104] bewahrt der topologische Abschluss somit

auch die Eigenschaften “solidkonvex” und “ist ein Ideal”.

III.2. Topologisch-bornologische Räume

In der Theorie lokalkonvexer Räume tauchen an verschiedenen Stellen Bornologien auf.

Beispiele sind Topologien auf Dualräumen oder allgemeine Stetigkeits- oder Beschränkt-

heitskriterien für bilineare Abbildungen. In dieser Arbeit sind vorallem natürliche Kon-

struktionen von Bornologien von Interesse, wie zum Beispiel Hüllen und Kerne in Un-

terabschnitt III.2.b oder Urbilder in Kapitel IV. Letztere spielen eine wichtige Rolle bei

“natürlichen” Charakterisierungen von beschränkten oder relativ kompakten Mengen.

Da Bornologien in der Grundlagenliteratur zu lokalkonvexen Räumen in der Regel

nachrangig behandelt werden, eine Ausnahme ist [48], fasst Unterabschnitt III.2.a wich-

tige Definitionen detailliert zusammen. Dort werden dann lokalkonvexe t.b. Räume als

lokalkonvexe Räume mit einer konvexen Vektorbornologie aus beschränkten Teilmen-

gen eingeführt. Hüllen und Kerne von lokalkonvexen t.b. Räumen über einem festen

Vektorraum werden in Unterabschnitt III.2.b diskutiert. Dort werden dann auch Per-

manenzgesetze für stetige Endomorphismen hergeleitet. Verschiedene Stetigkeits- oder

Beschränktheitseigenschaften bilinearer Abbildungen zwischen lokalkonvexen t.b. Räu-

4Diese werden als Minkowski-Summen A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} verstanden.
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men werden in Unterabschnitt III.2.c eingeführt.

III.2.a. Vektorbornologien auf lokalkonvexen Räumen

Auf einem unendlichdimensionalen lokalkonvexen Raum können die beschränkten, die

präkompakten und die kompakten Teilmengen unterschiedliche Mengensysteme konsti-

tuieren. Bornologien können als Abstraktion dieser konkreten Mengensysteme betrachtet

werden. Verwendet werden Bornologien unter anderem zur Beschreibung von hypostetig-

beschränkten bilinearen Abbildungen, wie in Unterabschnitt III.2.c. Im folgenden wer-

den basierend auf [48], ausgewählte Grundlagen zu Bornologien auf Vektorräumen und

lokalkonvexen Räumen zusammengefasst. Diese werden ergänzt um Grundlagen zu Bor-

nologien auf Vektorverbänden und lokalkonvexen Verbänden.

Basierend darauf werden in Definition III.2.3 Tripel (X, TX ,BX) eingeführt, die aus

einem lokalkonvexen Raum (X, TX) und einer kompatiblen konvexen Vektorbornologie

BX bestehen. Zu den meisten universellen Konstruktionen aus der Theorie lokalkon-

vexer Räume gibt es eine entsprechende Konstruktion für bornologische Vektorräume.

Zum Beispiel für die Hüllen und Kerne aus Unterabschnitt III.2.b oder die Urbildräu-

me aus Kapitel IV. Die Einführung der Tripel erlaubt es universelle topologische und

bornologische Konstruktionen in einem Untersuchungsschritt abzuhandeln.

Unter Verwendung der Notationen aus Gleichungen (III.1.13) und (III.1.14) werden

nun Vektorbornologien mit bestimmten geometrischen Eigenschaften eingeführt. Bis auf

Solidität sind diese Notationen aus [48] oder [53]:

Definition III.2.1. Sei X ein Vektorraum. Eine Vektorbornologie auf X ist ein

nichtleeres, hereditäres5 Mengensystem B ⊆ P(X) mit den Eigenschaften

X =
⋃
B, (III.2.1a)

circ(B) ⊆ B, (III.2.1b)

B + B ⊆ B. (III.2.1c)

Das Tupel (X,B) wird dann als bornologischer Vektorraum bezeichnet.

1. Die Vektorbornologie B heisst konvex, falls co(B) ⊆ B.
5Ein Mengensystem M ⊆ P(M) über einer Menge M wird hereditär genannt, falls B′ ∈ B für
alle B′ ⊆ B mit B ∈ B.
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2. Ist X ein Vektorverband, so wird B solide genannt, falls sol(B) ⊆ B.

3. Ist X mit einer lokalkonvexen Topologie TX ausgestattet, so heisst B saturiert,
falls B konvex ist und B ⊆ B. Weiter wird B als Kompaktologie bezeichnet, falls

B saturiert ist und aus relativ schwach-TX -kompakten Mengen besteht.

Eine Abbildung f : (X,BX) → (Y,BY ) zwischen bornologischen Vektorräumen wird

bornologiebewahrend genannt, falls f (BX) ⊆ BY . Lineare, bornologiebewahrende Ab-

bildungen zwischen bornologischen Vektorräumen fungieren als Morphismen für die Ka-

tegorie der bornologischen Vektorräume.

Bemerkung III.2.2. Zwei Bemerkungen zu Definitionen aus der Literatur:

1. Die obige Definition der Vektorbornologie ist äquivalent zu der Definition in [48,

S. 18-19]. Insbesondere ist jede Vektorbornologie B abgeschlossen unter endlichen

Vereinigungen und erfüllt λB ∈ B für alle λ ∈ R, B ∈ B.

2. In Definition III.2.1 wird eine Kompaktologie als hereditäres Mengensystem de-

finiert während z.B. in [53, S. 157] eine Kompaktologie nur aus dem Erzeugen-

densystem der schwach-abgeschlossen, absolutkonvexen Mengen besteht. Dieser

Unterschied hat aber keine praktische Relevanz.

Über jedem VektorraumX bildet die Menge aller Vektorbornologien ein Hüllensystem.

Die konvexen und die saturierten Vektorbornologien bilden ebenfalls Hüllensysteme. Die

Potenzmenge P(X) ist die größte Vektorbornologie. Die kleinste Vektorbornologie ist

die Polytopenbornologie

S(X) := {S ⊆ X : ∃F ⊆ X endlich : S ⊆ Γ(F )}. (III.2.2)

Die Vektorbornologien P(X) und S(X) sind stets konvex und sogar saturiert bezüglich

jeder lokalkonvexen Topologie auf X .

Über jedem Vektorverband X bildet die Menge aller soliden Vektorbornologien ein

Hüllensystem. Die größte Vektorbornologie P(X) ist solide und die kleinste solide Vek-

torbornologie ist

Ssol(X) := {S ⊆ X : ∃x ∈ X+ : S ⊆ sol(x)}. (III.2.3)
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Diese Vektorbornologie ist konvex und zudem saturiert bezüglich jeder soliden, lokal-

konvexen Topologie auf X .

Nach Example (4), (5) und (9) aus [48, S. 20ff] sind auf jedem lokalkonvexen Raum

(X, TX) die folgenden drei Vektorbornologien erklärt:

B(X, TX) := {B ⊆ X : ∀U ∈ UX∃λ ∈ R+ : B ⊆ λU}, (III.2.4a)

pK(X, TX) := {T ⊆ X : ∀U ∈ UX∃F ⊆ X endlich : T ⊆ F + U}, (III.2.4b)

K(X, TX) := {K ⊆ X : K ist TX -kompakt}. (III.2.4c)

Dies sind die Mengensysteme der TX-beschränkten, der TX-präkompakten6 und der

relativ TX-kompakten Mengen. Die Vektorbornologien B(X, TX) und pK(X, TX) sind

stets saturiert, aber K(X, TX) muss nicht konvex sein. Falls K(X, TX) konvex ist, ist

K(X, TX) auch saturiert. Die größte konvexe Bornologie die in K(X, TX) enthalten ist,

ist gegeben durch

KΓ(X, TX) := {K ⊆ X : Γ(K) ist relativ TX -kompakt}, (III.2.5)

siehe Example (6) aus [48, S. 21]. Diese Vektorbornologie ist stets saturiert.

Ist (X, TX) ein lokalkonvexer Verband, so ist B(X, TX) auch solide. Für pK(X, TX)
und K(X, TX) trifft dies im allgemeinen nicht zu, auch falls K(X, TX) konvex ist. Daher

werden die folgenden Vektorbornologien eingeführt:

pKsol(X, TX) := {T ⊆ X : sol(T ) ist TX -präkompakt}, (III.2.6a)

Ksol(X, TX) := {K ⊆ X : sol(K) ist relativ TX -kompakt}. (III.2.6b)

Es definiert pKsol(X, TX) bzw. Ksol(X, TX) die größte solide Bornologie auf X , die in

pK(X, TX) bzw. K(X, TX) enthalten ist. Die Bornologie pKsol(X, TX) ist stets saturiert.

Definition III.2.3. Ein lokalkonvexer t.b. Raum ist ein Tripel (X, TX ,BX) mit

(X, TX) einem lokalkonvexen Raum und BX einer konvexen Vektorbornologie auf X

welche die Inklusion BX ⊆ B(X, TX) erfüllt.7 Ist zudem (X, TX) ein lokalkonvexer

Verband und BX solide, so wird (X, TX ,BX) lokalkonvexer t.b. Verband genannt.

6Synonym: “der TX-totalbeschränkten”
7Dies ist die Kompatibilitätsbedingung aus Definition 4:4’1 aus [48, S. 47].
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Seien (X, TX ,BX), (Y, TY ,BY ) lokalkonvexe t.b. Räume und f : X → Y linear. Ist f

stetig und bornologiebewahrend, das heisst, f erfüllt f−1(TX) ⊆ TX und f (BX) ⊆ BY ,

so bezeichnet man f als t.b. Morphismus

f : (X, TX ,BX)→ (Y, TY ,BY ). (III.2.7)

Die t.b. Morphismen sind die Morphismen der Kategorie der lokalkonvexen t.b. Räume.

Ist f bijektiv und f−1 ebenfalls ein t.b. Morphismus, so wird f als t.b. Isomorphismus
bezeichnet. Gilt (X, TX ,BX) = (Y, TY ,BY ), so nennt man f einen t.b. Endomorphis-
mus. Genau dann, wenn die drei Bedingungen

X ⊆ Y, TX ⊇ TY |X , BX ⊆ BY (III.2.8)

erfüllt sind schreibt man (X, TX ,BX) ⊆ (Y, TY ,BY ) und spricht von einer t.b. Inklu-
sion. Hier notiert TY |X := {T ∩ X : T ∈ TY } die Teilraumtopologie die TY auf X

induziert.

Bemerkung III.2.4. Aus den Definitionen ergibt sich auf natürliche Weise ein selbst-

erklärendes kommutatives Quadrat von sogenannten “Vergissfunktoren”:

(X, TX ,BX)
(X, TX)

(X,BX)
X (III.2.9)

Für die Praxis folgt daraus, dass aus jeder Aussage über Beziehungen zwischen, oder über

universelle Konstruktionen von, lokalkonvexen t.b. Räumen eine entsprechende Aussage

für Vektorräume, lokalkonvexe Räume oder konvexe bornologische Vektorräume folgt.

Dies wird in dieser Arbeit verwendet für Hüllen, Kerne und Urbildräume von lokalkon-

vexen t.b. Räumen.

Umgekehrt kann jeder lokalkonvexe Raum (X, TX) mit der Bornologie der beschränk-

ten Mengen BX := B(TX) oder mit der Polytopenbornologie BX := S(TX) zu einem

topologisch-bornologischem Raum (X, TX ,BX) “aufgerüstet” werden. Dabei kommu-

tiert der Funktor (X, TX) 7→ (X, TX ,B(TX)) mit Kernen und Urbildraumoperatoren,

im allgemeinen aber nicht mit Hüllen.
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III.2.b. Ordnungskategorien von Unterräumen und Idealen

Im folgenden wird die Menge aller lokalkonvexen t.b. Räume betrachtet die Untervek-

torräume eines festgelegten Vektorraums sind. Ordnet man diese Menge durch t.b. In-

klusionen, so erhält man eine extremumsvollständige geordnete Menge, im Sinne von

Unterabschnitt III.1.a. Diese wird als Ordnungskategorie von lokalkonvexen t.b. Un-
terräumen bezeichnet. Supremum und Infimum können explizit durch Hülle und Kern

von lokalkonvexen t.b. Räumen dargestellt werden. Invarianzeigenschaften erzeugen ex-

tremumsabgeschlossene Teilmengen. Notationen und Resultate hierzu werden im folgen-

den zusammengefasst.

Definition III.2.5. Es werden die folgenden Kategorien von Unterräumen eingeführt:

1. Sei X ein Vektorraum. Ist Y ein Untervektorraum von X , so wird ein lokalkon-

vexer t.b. Raum der Form (Y, TY ,BY ) als lokalkonvexer t.b. Unterraum von X
bezeichnet. Die durch t.b. Inklusionen geordnete Menge

lctbSub(X) := {(Y, TY ,BY ) lokalkonvexer t.b. Unterraum von X} (III.2.10)

wird Ordnungskategorie der lokalkonvexen t.b. Unterräume von X genannt.

2. Sei X ein Vektorverband. Ist Y ein Ideal von X , so wird ein lokalkonvexer t.b.

Verband der Form (Y, TY ,BY ) als lokalkonvexes t.b. Ideal von X bezeichnet.

Die durch t.b. Inklusionen geordnete Menge

lctbId(X) := {(Y, TY ,BY ) lokalkonvexes t.b. Ideal von X} (III.2.11)

wird Ordnungskategorie der lokalkonvexen t.b. Ideale von X genannt.

Definition III.2.6. Sei X ein Vektorraum, I eine nichtleere Indexmenge und, für

jedes i ∈ I , (Xi, TX,i,BX,i) ein lokalkonvexer t.b. Unterraum von X .

1. Die Hülle der lokalkonvexen t.b. Räume (Xi, TX,i,BX,i) mit i ∈ I ist definiert
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als (Y, TY ,BY ) mit

Y :=
〈⋃
{Xi : i ∈ I}

〉
, (III.2.12a)

TY := max{T lokalkonvexe Top. auf Y : ∀i ∈ I : T |Xi
⊆ TX,i}, (III.2.12b)

BY :=

{
B ⊆ Y : B ⊆

n∑
k=1

Bk, Bk ∈ BX,i(k), i(k) ∈ I, n ∈ N0

}
. (III.2.12c)

Für eine leere Indexmenge setzt man (Y, TY ,BY ) = ({0}, {∅, {0}}, {∅, {0}}).

2. Der Kern der lokalkonvexen t.b. Räume (Xi, TX,i,BX,i) mit i ∈ I ist definiert

als (Z, TZ ,BZ) mit

Z :=
⋂
{Xi : i ∈ I} , (III.2.13a)

TZ := {Z ∩ T1 ∩ · · · ∩ Tn : Tk ∈ TX,i(k), i(k) ∈ I, n ∈ N0}, (III.2.13b)

BZ :=
⋂
{BX,i : i ∈ I}. (III.2.13c)

Für eine leere Indexmenge setzt man (Z, TZ ,BZ) = (X, {∅, X},P(X)).8

Bemerkung III.2.7. Die Bezeichnungen “Hülle” und “Kern” sind übernommen aus

§19 in [65]. Definition III.2.6 orientiert sich an gebräuchlichen Konstruktionen von To-

pologien und Bornologien mit universellen Eigenschaften:

1. Nach Unterabschnitt III.1.c konstituieren die Untervektorräume vonX ein Hüllen-

system, und somit eine extremumsvollständige geordnete Menge. Zudem ist Glei-

chung (III.2.12a) bzw. (III.2.13a) eine explizite Formel für die Supremums- bzw.

Infimumsbildung in dieser geordneten Menge, vergleiche mit Gleichung (III.1.5).

2. Man erkennt die Topologie TY in Gleichung (III.2.12b) als Spezialfall der indukti-

ven lokalkonvexen Topologie “Ti” aus [54, S. 153] wenn man für “vj : Ej → E” die

kanonische Inklusionsabbildung Xi → Y einsetzt. Somit hat TY die universelle

Eigenschaft aus [54, S. 153, d)]. Eine Basis für den Nullumgebungsfilter UY der

8Genau wie beim Durchschnitt der leeren Menge von Teilmengen einer Menge M ist die Hülle
der leeren Menge nur durch Bezug auf X wohldefiniert.

88



III.2. Topologisch-bornologische Räume

Topologie TY ist gegeben durch die Mengen

Γ

(⋃
{UX,i : i ∈ I}

)
mit UX,i ∈ UX,i für i ∈ I , (III.2.14)

nach Gleichung (11) aus [54, S. 153].

Man erkennt die Topologie TZ in Gleichung (III.2.13b) als Spezialfall der projek-

tiven Topologie “Tp” aus [54, S. 149] wenn man für “uj : E → Ej” die kanonische

Inklusionsabbildung Z → Xi einsetzt. Somit hat TY die universelle Eigenschaft

aus [54, S. 150, d)].

3. Das Mengensystem BY in Gleichung (III.2.12c) ist in der Tat eine konvexe Vektor-

bornologie: Es ist klar, dass BY hereditär ist und die Gleichungen (III.2.1a) und

(III.2.1c) erfüllt. Da Absolutkonvexität unter Summenbildung bewahrt wird folgt

auch (III.2.1b). Nach Konstruktion ist klar, dass BY die kleinste Vektorbornologie

ist, die jedes BX,i enthält. Somit entspricht BY der finalen Bornologie “B” aus

[48, Def. 1, S. 33] und BY die universelle Eigenschaft aus [48, Rem. 1, S. 33]. Hier

setzt man für “vj : Xj → X” die kanonische Inklusionsabbildung Xi → Y ein.

Die Vektorbornologie BZ in Gleichung (III.2.13c) ist konvex und entspricht der

Durchschnittsbornologie “B” aus [48, S. 31]. Diese ist also ein Spezialfall der initia-

len Bornologie aus [48, Def. 1, S. 31] und somit hat BZ die universelle Eigenschaft

aus [48, Rem. 1, S. 31].

Proposition III.2.8. Sei X ein Vektorraum. Die Ordnungskategorie lctbSub(X)

ist extremumsvollständig. Ein Supremum bzw. Infimum in lctbSub(X) wird reali-
siert durch die Hülle bzw. den Kern lokalkonvexer t.b. Räume.

Beweis. Dies folgt aus Teil 1 von Bemerkung III.2.7 und den universellen Eigenschaften

der lokalkonvexen Topologien TY und TZ und der konvexen Vektorbornologien BY und

BZ . Verweise auf diese sind in Teil 2 und Teil 3 der Bemerkung III.2.7 angegeben.

Proposition III.2.9. Sei X ein Vektorverband. Die Menge lctbId(X) aller lo-
kalkonvexen t.b. Ideale von X ist eine extremumsabgeschlossene Teilmenge der
Ordnungskategorie lctbSub(X) aller lokalkonvexen t.b. Unterräume von X.

Beweis. Übernehme die Notationen aus Definition III.2.6. Der Beweis beruht auf den
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Permanenzeigenschaften von soliden Mengen und Bornologien aus den Unterabschnit-

ten III.1.c und III.2.a.

Da Solidität unter beliebigen Vereinigungen, linearen Hüllen und konvexen Hüllen

erhalten bleibt, ist Y ein Ideal von X und die Basis des Nullumgebungsfilters UY von

TY aus Gleichung (III.2.14) besteht aus soliden Mengen. Nach Proposition III.1.1 ist

somit (Y, TY ) ein lokalkonvexer Verband. Da Solidität unter Summenbildung erhalten

bleibt, ist BY eine solide Vektorbornologie auf Y .

Da Solidität unter beliebigen Durchschnitten erhalten bleibt ist Z ein Ideal von X

und der Nullumgebungsfilter UZ von TZ hat eine Basis aus soliden Mengen. Also ist auch

(Z, TZ) ein lokalkonvexer Verband. Als Durchschnitt von soliden Vektorbornologien ist

BZ eine solide Vektorbornologie auf Z.

Die Bornologie BY wird von endlichen Summen erzeugt und die Topologie TZ von

endlichen Durchschnitten. Da jede endliche Teilmenge von R+ nach oben und unten

beschränkt ist, folgen auch die beiden Kompatibilitätsbedingungen BY ⊆ B(Y, TY )
und BZ ⊆ B(Z, TZ).

Sei L ⊆ lin(X) und sei L ⊆ P(lin(X)), wobei lin(X) die Menge aller linearen Abbil-

dungen X → X notiert. Ein lokalkonvexer t.b. Unterraum (Y, TY ,BY ) von X wird als

L-invariant bezeichnet, falls die Einschränkungen l|Y mit l ∈ L t.b. Endomorphismen

von (Y, TY ,BY ) definieren. Es wird (Y, TY ,BY ) als L-invariant bezeichnet genau dann,

wenn alle Mengen { l|Y : l ∈ L} mit L ∈ L gleichstetige Mengen stetiger Abbildungen

(Y, TY )→ (Y, TY ) sind, das heisst, wenn⋂
{l−1(U) : l ∈ L} ∈ UY für alle L ∈ L und U ∈ UY , (III.2.15a)

und alle L ∈ L gleichmäßig bornologiebewahrend sind, das heisst, wenn

L(B) = {l(b) : l ∈ L, b ∈ B} ∈ BY für alle L ∈ L und B ∈ BY . (III.2.15b)

Proposition III.2.10. Sei X ein Vektorraum, L ⊆ lin(X) und L ⊆ P(lin(X)).
Die L-invarianten Räume konstituiren eine extremumsabgeschlossene Teilmenge
der Ordnungskategorie lctbSub(X). Das gleiche gilt für die L-invarianten Räume.

Beweis. Nach Unterabschnitt III.1.a bleibt Extremumsabgeschlossenheit unter Durch-

schnitten erhalten. Also genügt es die Proposition für einelementige Mengen L = {l} zu
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beweisen.

Im folgenden nutzt man Proposition III.2.8 und die universellen Eigenschaften auf die

in Bemerkung III.2.7 verwiesen wird. Übernehme die Notationen aus Definition III.2.6

und sei die Einschränkung l|Xi
ein t.b. Endomorphismus von (Xi, TX,i,BX,i) für alle

i ∈ I . Nach Konstruktion hat man die t.b. Morphismen

l|Xi
: (Xi, TX,i,BX,i)→ (Y, TY ,BY ), (III.2.16a)

l|Z : (Z, TZ ,BZ)→ (Xi, TX,i,BX,i). (III.2.16b)

Daraus folgt l(Z) ⊆ Z und, da l linear ist, l(Y ) ⊆ Y . Die universellen Eigenschaften

der lokalkonvexen Topologien TY und TZ und der konvexen Vektorbornologien BY und

BZ garantieren, dass die Einschränkung l|Y bzw. l|Z ein t.b. Endomorphismus von

(Y, TY ,BY ) bzw. (Z, TZ ,BZ) ist.

Zum Beweis der entsprechenden Aussagen für L-Invarianz wendet man zunächst vor-

heriges auf
⋃
L-Invarianz an. Dann muss noch verifiziert werden, dass die Gleichungen

(III.2.15) unter Kernen und Hüllen bewahrt bleiben.

III.2.c. Bilineare Abbildungen

Stetigkeit ist keine selbstverständliche Eigenschaft für bilineare Abbildungen zwischen

lokalkonvexen Räumen. So ist zum Beispiel die Multiplikation von Distributionen mit

glatten Funktionen D ′ × E → D ′, (f, g) 7→ f · g nicht stetig, siehe Proposition 6 in

[70]. Solche Fälle motivieren die Einführung abgeschwächter Stetigkeitsbegriffe, wie zum

Beispiel der Hypostetigkeit [52, S. 355ff]. Nach Proposition 3.6.5 in [52, S. 360f] ist die

obige Abbildung in der Tat Hypostetig.

Im folgenden werden vier elementare Stetigkeitseigenschaften bilinearer Abbildun-

gen zwischen lokalkonvexen t.b. Räumen diskutiert. Seien dazu im gesamten Abschnitt

(X, TX ,BX), (Y, TY ,BY ), (Z, TZ ,BZ) lokalkonvexe t.b. Räume mit Nullumgebungs-

filtern UX , UY , UZ und b : X × Y → Z bilinear. Es wird zunächst an das folgende

bekannte Resultat erinnert:

Proposition III.2.11. Die folgenden drei Aussagen sind äquivalent:

1. Die Abbildung b : (X, TX)× (Y, TY )→ (Z, TZ) ist stetig.9

9Hier trägt das Kartesische Produkt (X, TX)× (Y, TY ) die Produkttopologie.
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2. Es gilt die folgende Bedingung (Stetigkeit im Ursprung):

∀UZ ∈ UZ∃UX ∈ UX , UY ∈ UY : b(UX , UY ) ⊆ UZ . (III.2.17)

3. Zu pZ ∈ csn(Z, TZ) gibt es pX ∈ csn(X, TX) und pY ∈ csn(Y, TY ), sodass

pZ(b(x, y)) ≤ pX(x)pY (y) für alle x ∈ X, y ∈ Y . (III.2.18)

Beweis. Die Äquivalenz der ersten beiden Aussagen ist Proposition 1 aus [52, S. 356].

Die Äquivalenz zur dritten Aussage ist klar.

Stetigkeit und Hypostetigkeit sind etablierte Notationen für bilineare Abbildungen

zwischen lokalkonvexen Räumen. Bei der Betrachtung von lokalkonvexen t.b. Räumen

bietet sich eine Verfeinerung der Hypostetigkeit an, die von den spezifizierten Bornologi-

en abhängt [52, S. 355ff]. Motiviert durch die Transponierung separat stetiger bilinearer

Abbildungen im linken oder rechten Argument werden in der folgenden Definition zu-

sätzlich die Eigenschaften “bornologiebewahrend” und “kostetig” eingeführt. Diese wer-

den jeweils als dual zu “hypostetig” und “stetig” betrachtet. Zusammengenommen mit

Gleichung (III.2.17) wird eine Systematik ersichtlich.

Definition III.2.12. Man nennt b eine. . .

1. . . . bornologiebewahrende Abbildung (X,BX)× (Y,BY )→ (Z,BZ) falls

∀BX ∈ BX , BY ∈ BY ∃BZ ∈ BZ : b(BX , BY ) ⊆ BZ . (III.2.19)

2. . . . linkskostetige Abbildung (X,BX)× (Y, TY )→ (Z,BZ) falls

∀BX ∈ BX∃UY ∈ UY , BZ ∈ BZ : b(BX , UY ) ⊆ BZ . (III.2.20)

3. . . . linkshypostetige Abbildung (X, TX)× (Y,BY )→ (Z, TZ) falls

∀UZ ∈ UZ , BY ∈ BY ∃UX ∈ UX : b(UX , BY ) ⊆ UZ . (III.2.21)
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Es ist klar, wie die rechten Varianten von Gleichung (III.2.20) und (III.2.21) definiert

sind.

Bemerkung III.2.13. Die bilineare Abbildung b ist BX -BY -hypostetig im Sinne von

[52, Def. 4.7.2, S. 358] genau dann, wenn sie links- und rechtshypostetig im Sinne von

Gleichung (III.2.21) ist. Weiter ist die Abbildung b hypostetig (schlechthin) genau dann,

wenn sie B(TX)-B(TY )-hypostetig ist.

Es wird noch die folgende Abkürzung eingeführt:

Definition III.2.14. Man nennt b hypostetig-beschränkt genau dann, wenn b links-

hypostetig, rechtshypostetig und bornologiebewahrend zugleich ist.

Proposition III.2.15. Die folgenden drei Aussagen sind äquivalent:

1. Die Abbildung b : (X, TX)× (Y,BY )→ (Z, TZ) ist linhshypostetig.

2. Für alle BY ∈ BY ist b(·, BY ) eine gleichgradig stetige Menge von Abbildun-
gen (X, TX)→ (Z, TZ).

3. Zu pZ ∈ csn(Z, TZ) und BY ∈ BY gibt es pX ∈ csn(X, TX), sodass

sup
y∈BY

pZ(b(x, y)) ≤ pX(x) für alle x ∈ X. (III.2.22)

Der Beweis dieser Proposition ist Routine und wird weggelassen.

Proposition III.2.16. Sei X ein Vektorraum, Y ein lokalkonvexer t.b. Raum
und b : X × Y → X bilinear. Die lokalkonvexen t.b. Räume F ∈ lctbSub(X)

mit der Eigenschaft, dass b : F × Y → F wohldefiniert und hypostetig-beschränkt
ist konstituieren eine extremumsabgeschlossene Teilmenge der Ordnungskategorie

lctbSub(X) aller lokalkonvexen t.b. Unterräume von X.

Beweis. Es folgt aus Proposition III.2.10, dass die Wohldefiniertheit unter Kernen und

Hüllen bewahrt wird. Die Beweise dafür, dass die Eigenschaften in den Gleichungen

(III.2.21) und (III.2.19) bewahrt werden sind standard.
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III.3. Funktionenräume und Faltung

Es werden in diesem Abschnitt zunächst Notationen und einige Fakten über Räume

(verallgemeinerter) Funktionen ohne Wachstumsbeschränkungen oder mit kompaktem

Träger wiederholt, siehe Unterabschnitt III.3.a. Notationen für Räume von Funktionen

auf Zd werden in Unterabschnitt III.3.b besprochen. Um möglichst allgemeine Asso-

ziativgesetze für Faltungen bereitzustellen werden in Unterabschnitt III.3.c Faltungen

von p-Tupeln, p ∈ N0 diskutiert. Dabei werden skalare Funktionen auf Zd, (signierte)

Radon-Maße und Distributionen auf Rd betrachtet. Der letzte Unterabschnitt III.3.d

diskutiert die potenzierte Faltung von Lplok-Funktionen mit stetigen, kompakten getra-

genen Funktionen. Dabei werden einige nützliche Ungleichungen für diese Operationen

hergeleitet.

III.3.a. Funktionenräume über dem Euklidischen Raum

Einige Notationen und Fakten über Räume von Funktionen oder Distributionen werden

wiederholt. Die Räume E , C , Lplok, K ′ und D ′ werden dabei auch als lokalkonvexe

t.b. Räume oder Verbände im Sinne von Definition III.2.3 betrachtet. Räume kompakt

getragener Elemente werden durch die allgemeine Konstruktion F 7→ Fcs in Gleichung

(III.3.2) definiert oder charakterisiert. Die beschränkten Teilmengen von Fcs werden in

Gleichung (III.3.5) charakterisiert. Es werden stets Funktionenräume über Rd mit fester

Dimension d ∈ N betrachtet.

Die Räume der (glatten) Testfunktionen D , der glatten Funktionen E , der Distri-

butionen D ′ und der Distributionen mit kompakten Träger E ′ werden so definiert wie

beschrieben in §1 und §2 von Kapitel 4 aus [52, S. 313ff]. Siehe auch [54, S. 27, 7, 37, 44].

Diese Räume bilden zwei Dualsysteme (D ,D ′) und (E ,E ′). Deren Dualitätsprodukte

werden durch ⟨·, ·⟩ notiert. Standardmäßig werden die Räume D ′ und E ′ mit der starken

Topologie [52, S. 201] ausgestattet, das heisst TD ′ := β(D ′,D) und TE ′ := β(E ′,E ). Die

D und E definierten Topologien TD und TE sind ebenfalls als starke Topologien cha-

rakterisiert. Zudem bilden die vier genannten Räume zwei Paare von zueinander dualen

Montel-Räumen [54, S. 179f]. Nach Konstruktion ist E auch ein Fréchet-Raum.

Der Raum der stetigen Funktionen, ausgestattet mit der Topologie der gleichmäßigen

Konvergenz auf Kompakta, wird notiert als C [54, S. 232]. Sei p ∈ [1,∞]. Es notiert Lp
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den Banach-Raum der p-integrierbaren10 Funktionen [54, S. 4] und Lplok den lokalkonve-

xen Raum der lokal p-integrierbaren Funktionen [54, S. 33]. Die Topologien TC , TLp und

TLp
lok

sind als starke Topologien charakterisiert, da es sich um Fréchet-Räume handelt.

Mit der punktweise bzw. fast überall definierten Ordnungsrelation werden C , Lp und

Lplok zu lokalkonvexen Verbänden.

Räume von Funktionen oder Distributionen mit kompakten Trägern können durch

eine einheitliche Konstruktion definiert oder charakterisiert werden. Sei F ⊆ D ′ ein

lokalkonvexer t.b. Unterraum und K ∈ K. Hier notiert K die kompakten Teilmengen

von Rd. Definiere den lokalkonvexen t.b. Raum FK als

FK := {f ∈ F : supp f ⊆ K} , (III.3.1)

ausgestattet mit der Teilraumtopologie TF,K := TF ∩XK und der Teilraumbornologie

BF,K := BF ∩XK . Mit dieser Notation gilt die Relation FK = F ∩ E ′
K , im Sinne des

t.b. Kerns (III.2.13). Definiere den Raum Fcs als

Fcs :=
∨
{FK : K ∈ K} (III.3.2)

mit “
∨

” der lokalkonvexe t.b. Hülle aus Definition 1. Nach Definition gilt die Identi-

tät lokalkonvexer Räume D = Ecs. Nach Theorem 1 aus [52, S. 321] gilt die Identität

lokalkonvexer Räume E ′ = (D ′)cs.

Der Raum der stetigen Testfunktionen ist, analog zu D , definiert als der lokalkonvexe

Raum K := Ccs (siehe Example 2.12.5 in [52, S. 164]). Mit der üblichen Ordnungsrela-

tion ist dieser ein lokalkonvexer Verband. Der Raum der Radon-Maße ist, analog zu D ′,

definiert als der topologische Dualraum von K , ausgestattet mit der starken Topologie.

Ausgestattet mit der von K induzierten Ordnungsrelation

µ ≤ ν ⇔ ∀φ ∈ K+ : µ(φ) ≤ ν(φ), (III.3.3)

wird der Raum K ′ zu einem lokalkonvexen Vektorverband. Siehe [87, S. 71, 110] und

Proposition 4.17 in [87, S. 108]. Die starke Topologie von K ′ stimmt mit der absolut-

schwachen Topologie überein, das heisst, diese Topologie wird erzeugt von den Halbnor-

10Hier ist “∞-integrierbar” als “wesentlich beschränkt” zu lesen.
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men µ 7→ |µ|(φ) mit φ ∈ K+. Vergleiche Definition 6.3 in [1, S. 144]. Der Dualraum C ′

von C besteht aus den Elementen von K mit kompaktem Träger. Stattet man C ′ mit

der starken Topologie aus gilt die Identität lokalkonvexer Räume (K ′)cs = C ′ (analog

zu Theorem 1 aus [52, S. 321]).

Vermöge f 7→
(
K ∋ φ 7→

∫
f (x)φ(x) dx

)
wird L1

lok mit einem Unterraum von K ′

identifiziert. Vermöge der Einschränkung µ 7→ µ|D wird K ′ mit einem Unterraum von

D ′ identifiziert. Damit besteht die Kette von stetigen Inklusionen

E ⊆ C ⊆ Lqlok ⊆ Lplok ⊆ K ′ ⊆ D ′ für alle 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. (III.3.4)

Sei L ∈ {D ′,E ,K ′} ∪ {Lp : p ∈ [1,∞]}. Die topologisch beschränkten Mengen

B(Lcs) des lokalkonvexen Raums Lcs der Elemente von L mit kompaktem Träger sind

charakterisiert durch

B(Lcs) = {B ⊆ L : ∃K ′ ∈ K : B ∈ B(LK′)} . (III.3.5a)

Hierbei folgt aus der Definition der Teilraumtopologie unmittelbar

B(LK) = {B ⊆ LK : B ⊆ B(L )} . (III.3.5b)

Gleichung (III.3.5a) folgt für L = E aus Théorème IV aus [104, S. 69] und für L = D ′

aus den Erläuterungen in [104, S. 89f]. Die Beweise für die anderen Räume sind analog.

Auf der rechte Seite von (III.3.5b) erkannt man Teilraumbornologie und auf der rech-

te Seite von (III.3.5a) die finale Bornologie, die auch in der lokalkonvexen t.b. Hülle

(III.2.12) auftritt. Die Gleichungen (III.3.5a) und (III.3.5b) besagen also, dass die Identi-

täten D = Ecs, K = Ccs, etc. als Identitäten von lokalkonvexen t.b. Räumen aufgefasst

werden können, falls für den Ausgangsraum L die Bornologie BL = B(L ) festgelegt

wurde.

III.3.b. Vektorfolgenräume über dem Standardgitter

Es werden einige Notation für Räume skalarer oder vektorwertiger Folgen eingeführt. Mit

Folgenräumen sind in dieser Arbeit stets Räume von Funktionen auf dem Standardgitter

Zd gemeint wenn nichts anderes gesagt wird.
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Sei X ein lokalkonvexer t.b. Raum. Dann definiert man das Produkt und die Summe

im Sinne lokalkonvexer t.b. Räume

ω{X} := XZd

:=
∏
z∈Zd

X, X(Zd) :=
⊕
z∈Zd

X. (III.3.6)

Der Raum ω{X} besteht aus den Abbildungen Zd → X und trägt die Topologie Tω{X}

der punktweisen konvergenz in TX (vergleiche [75, S. 28]). Der RaumX(Zd) kann mit den

Funktionen von ω{X} mit endlichem Träger identifiziert werden und trägt die induktive

Topologie, wie beschrieben in der Definition aus [75, S. 28]. Die Bornologie Bω{X} wird

durch die punktweise in BX beschränkten Mengen definiert (Definition 2:2(1) aus [48,

S. 30]). Die Bornologie auf X(Zd) besteht aus den Teilmengen B ∈ Bω{X} für welche⋃
{supp b : b ∈ B} endlich ist (Definition und Proposition 2:9(1) aus [48, S. 34]).

Für reellwertige Folgenräume nutzt man die Notationen

ω := ω{R} = RZd

, ϕ := R(Zd), (III.3.7)

(vergleiche [54, S. 155, c)]). Für p ∈ [1,∞] notiert ℓp den Raum der p-summierbaren
Folgen (vergleiche [54, S. 4]). Der Raum der schnell fallenden Folgen wird notiert als

s [54, S. 11, c)]. Der Dualraum von s mit der starken Topologie β(s′, s) wird notiert als

s′ und kann mit dem Raum der langsam wachsenden Folgen [112, S. 527] identifiziert

werden. Weiter notiert c0 den Raum der fallenden Folgen.

III.3.c. Simultane Faltung von Tupeln und Assoziativität

Die (simultane) Faltbarkeit eines p-Tupels liefert eine nützliche hinreichende Bedingung

zur Anwendbarkeit des Assoziativgesetzes. Dieses Prinzip funktioniert für Faltungen von

skalaren Funktionen auf Zd genauso wie für Faltungen von signierten Radon-Maßen und

Distributionen auf Rd. In dieser Arbeit werden diese Faltungen als ω-Faltung, K ′-Fal-

tung und D ′-Faltung bezeichnet. Diese Operationen werden im folgenden definiert und

das Assoziativgesetz wird am Ende dieses Unterabschnitts besprochen.

Sei p ∈ N2 und µ1, . . . , µp ∈ K ′. Die K ′-Faltung µ1 ∗ · · · ∗ µp des Tupels
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(µ1, . . . , µp) ist definiert als

K ∋ φ 7−→ ⟨µ1∗ · · ∗µp, φ⟩ :=
∫
φ(x1+ · ·+xp) d(µ1⊗ · ·⊗µp)(x1, . . , xp) (III.3.8)

falls das Integral für alle φ ∈ K absolutkonvergiert. Das heisst, falls (µ1, . . . , µp) ein

K ′-faltbares Tupel ist. Die Faltung des Einzeltupels (µ1) ist µ1 und die Faltung des

leeren Tupels ∅ ist die Diracsche δ-Distribution δ. Das Integral in (III.3.8) ist über die

Bourbakische Integrationsmethode definiert, siehe Chapter VIII, §1, No. 1 in [13].

Sei p ∈ N2 und a1, . . . , ap ∈ ω. Die ω-Faltung a1 ∗ · · · ∗ ap des Tupels (a1, . . . , ap)

ist definiert als

Zd ∋ z 7−→ (a1 ∗ · · · ∗ ap)(z) :=
∑

z1,...,zp∈Zd

z1+···+zp=z

a1(z1) · · · ap(zp) (III.3.9)

falls die Summen absolutkonvergieren. Das heisst, falls (a1, . . . , ap) ein ω-faltbares Tupel

ist. Die Faltung des Einzeltupels (a1) ist a1 und die Faltung des leeren Tupels ∅ ist die

Indikatorfunktion 10 der Teilmenge {0} von Zd.
Die K ′-Faltung ist mit Absolutwerten verträglich: Ein Tupel (µ1, . . . , µp) ist genau

dann K ′-faltbar, wenn dies für (|µ1|, . . . , |µp|) gilt und die Dreiecksungleichung

|µ1 ∗ · · · ∗ µp| ≤ |µ1| ∗ · · · ∗ |µp| (III.3.10)

gilt für alle K ′-faltbaren (µ1, . . . , µp), siehe Chapter VIII, §1, No. 1 in [13]. Entspre-

chendes gilt für die ω-Faltung.

Definiere den Raum Cb,s der uniform beschränkten stetigen Funktionen mit der strik-
ten Topologie als den Vektorraum Cb := C ∩ L∞ mit der lokalkonvexen Topologie die

von den Halbnormen f 7→ ∥f ·g∥∞, g ∈ C0 erzeugt wird. Der Raum der integrierbaren
Radon-Maße

M 1 := {µ ∈ K ′ : ∥µ∥1 = |µ|(Rd) <∞} (III.3.11)

ist der gemeinsame Dualraum von C0 und Cb,s, siehe Proposition 1.2.1 in [85, S. 6].

Laurent Schwartz definierte den Raum Bc als den Vektorraum B mit der feinsten

lokalkonvexen Topologie die auf den beschränkten Teilmengen des lokalkonvexen Raums
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B mit E übereinstimmt [85, S. 11], [104, S. 203]. Nach Corollary (3.5)(a) in [20, S. 71] gilt

die Charakterisierung Bc = E∂•(Cb,s) (Notation von S. 22). Der Raum der integrierbaren

Distributionen D ′
L1 ist der gemeinsame Dualraum von Ḃ und Bc. Der Dualraum von

D ′
L1 ist B, siehe [85, S. 11]. Das distributionelle Integral von f ∈ D ′

L1 wird definiert

als ∫
f := ⟨f, 1Rd⟩ (III.3.12)

unter Verwendung des Dualsystems ⟨D ′
L1,B⟩ [104, S. 203], [51, S. 184]. Nach Konstruk-

tion von Bc sind glatte Approximationen der Eins (θn) dadurch charakterisiert, dass

θn → 1 im Raum Bc. Daraus erhält man die Approximationsregel ⟨f, θn⟩ → ⟨f, 1Rd⟩
für glatte Approximationen der Eins (θn), siehe auch [85, S. 11f].

Sei p ∈ N2 und φ ∈ K . Definiere die zu φ assoziierte p-Kodiagonalfunktion als

Rdp ∋ (x1, . . . , xp) 7−→ φ∆p(x1, . . . , xp) := φ(x1 + · · · + xp). (III.3.13)

Sei f1, . . . , fp ∈ D ′. Das Tupel (f1, . . . , fp) wird D ′-faltbar genannt, falls

(f1 ⊗ · · · ⊗ fp)φ∆p ∈ D ′
L1(Rdp) für alle φ ∈ D . (III.3.14)

Die D ′-Faltung f1 ∗ · · · ∗ fp eines D ′-faltbaren Tupels (f1, . . . , fp) wird definiert als

D ∋ φ 7−→ ⟨f1 ∗ · · · ∗ fp , φ⟩ :=
∫

(f1 ⊗ · · · ⊗ fp)φ∆p. (III.3.15)

Die D ′-Faltung des Einzeltupels (f1) ist f1 und δ ist die Faltung des leeren Tupels ∅.

Die (simultane) K ′-Faltbarkeit eines p-Tupels (µ1, . . . , µp) ist hinreichend für As-

soziativität: Unter dieser Voraussetzung ist der Ausdruck µ1 ∗ · · · ∗ µp für jede Klam-

mersetzung wohldefiniert und das Ergebnis unabhängig von der Klammersetzung. Gilt

zusätzlich µk ̸= 0 für alle k = 1, . . . , p, dann existiert der Ausdruck µ1 ∗ · · · ∗ µp unab-

hängig von jeder Klammersetzung im Sinne der K ′-Faltbarkeit, siehe Chapter VIII, §1,

No. 2 in [13]. Die ω-Faltung und die D ′-Faltung erfüllen völlig analoge Assoziativgesetze.

Der Fall p = 3 ist zu finden in [108, 51, 82]. Der allgemeine Fall wird beschrieben in

Theorem 2 von [123, S. 163].
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Betrachte ein Tupel (f1, . . . , fp, g1, . . . , gq) mit f1, . . . , fp ∈ D ′ und g1, . . . , gq ∈ E ′.

Dann ist dieses D ′-faltbar, falls (f1, . . . , fp) ein D ′-faltbares Tupel ist. Siehe Theorem 1

in [123, S. 162] oder Theorem 1 in [92, S. 195].

III.3.d. Potenzierte Faltung und Supremalfaltung

Die Funktionen |f ∗φ| mit φ ∈ D erlauben es das globale Verhalten einer Distribution

f durch eine Schar von stetigen (sogar glatten) Funktionen zu charakterisieren. Mit

der gleichen Motivation wird in diesem Unterabschnitt die potenzierte Faltung “∗p”
eingeführt für p ∈ [1,∞]. Diese erlaubt es das globale Verhalten einer Lplok-Funktion

f durch eine stetige Funktion |f | ∗p k mit k ∈ K+, k ̸= 0 zu charakterisieren. Der

Fall p = ∞ ergibt eine Variante der Supremalfaltung [63], die zur Verstetigung von

L∞
lok-Funktionen verwendet wird.

Auf jedem der Abbildungsbereiche

D ′ ×D −→ E , E × E ′ −→ E , K ′ ×K −→ C (III.3.16a)

kann die Faltung durch die Zuordnung

(f, φ) 7→ (x 7→ ⟨f,Txφ̌⟩) (III.3.16b)

erklärt werden, siehe Proposition 4.4.10 in [52, S. 402]. Hier notiert ⟨·, ·⟩ das entspre-

chende Dualitätsprodukt von (D ′,D), (E ,E ′) oder (K ′,K ), Txf ist die Translation

von f um x ∈ Rd und f̌ die Spiegelung von f .

Als Modifikation von (III.3.16b) definiert man nun:

Definition III.3.1. Sei p ∈ [1,∞], f ∈ Lplok,+ und k ∈ K+. Die p-Faltung f ∗p k
von f und k ist punktweise definiert als

(f ∗p k)(x) :=
∥∥f · Txǩ∥∥p für alle x ∈ Rd. (III.3.17)

Die ∞-Faltung wird auch Supremalfaltung genannt und alternative auch notiert als

f ‚ k := f ∗∞ k für alle f ∈ L∞
lok, k ∈ K+. (III.3.18)
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Die 1-Faltung ∗1 aus (III.3.17) stimmt auf ihrem Definitionsbereich mit der Faltung

(III.3.16b) überein. Mehr Informationen zur Supremalfaltung von nichtnegativen und

oberhalbstetigen Funktionen auf lokalkompakten Gruppen findet man zum Beispiel in

[63]. In Unterabschnitt VI.4.a dieser Arbeit wird die Supremalfaltung von unterhalbst-

etigen Funktionen diskutiert.

Proposition III.3.2. Die p-Faltung ∗p ist eine binäre, monotone Operation

Lplok,+ ×K+ −→ C+ (III.3.19)

die positivhomogen ist und argumentweise mit Translationen kommutiert.

Beweis. Es wird nur die Stetigkeit der Faltung f ∗p k nachgewiesen. Die verbleibenden

Eigenschaften von ∗p sind klar. Sei f ∈ Lplok,+ und k ∈ K+. Sei weiter U ⊆ Rd eine

kompakte Umgebung der Null und definiere die kompakte Menge K := U− supp k. Mit

der umgekehrten Dreiecksungleichung und der Hölderschen Ungleichung erhält man

|(f ∗p k)(x)− (f ∗p k)(y)| =
∣∣∣∥∥f · Txǩ∥∥p − ∥∥f · Tyǩ∥∥p∣∣∣
≤
∥∥f · (Txǩ − Tyǩ)

∥∥
p

≤ ∥f · 1x+K∥p
∥∥Txǩ − Tyǩ

∥∥
∞

für alle x ∈ Rd, y ∈ x + U . Da k nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass gleichmäßig

stetig ist, geht der letzte Ausdruck in dieser Ungleichung gegen Null für y → x.

Proposition III.3.3. Seien 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Dann gelten die Ungleichungen

(f ∗p k) ∗q h ≤ f ∗p (k ∗q h) für alle f ∈ Lplok,+, k, h ∈ K+. (III.3.20)

Im Fall p = 1 kann man auch f ∈ K ′
+ in (III.3.20) einsetzen. Bei Vertauschung

der Rollen von p und q kehrt sich die Ungleichung (III.3.20) um.

Beweis. Im Fall p ≤ q < ∞ berechnet man unter Verwendung der Minkowskischen
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Integralungleichung, siehe z.B. Corollary 2.2 in [100], dass

((f ∗p k) ∗q h)(x) =

(∫ (∫
(f (z)k(y − z))p dz

) q
p

h(x− y)q dy

) 1
q

≤

(∫
f (z)p

(∫
(k(y − z)h(x− y))q dz

)p
q

dy

) 1
p

=

(∫
f (z)p

(∫
(k(y)h(x− z − y))q dz

)p
q

dy

) 1
p

= (f ∗p (k ∗q h))(x)

für alle f ∈ Lplok, k, h ∈ K+ und x ∈ Rd. Für den Fall q = ∞ verwendet man

Proposition 2.1 in [100], wobei man für “λ” die Norm ∥·∥p wählt.

Lemma III.3.4. Sei p ∈ [1,∞] und 0 ̸= k ∈ Lpcs,+ (oder auch 0 ̸= k ∈ C ′
+ für

p = 1). Dann gilt die Kegelidealäquivalenz

k ∗p K+ ≍CI K+. (III.3.21)

Beweis. Sei h ∈ K+ und x ∈ Rd. Für alle y ∈ suppT−xk gilt dann

(
1supp k ‚ ȟ

)
(y) = sup{h(−y + z) : z ∈ supp k} ≥ h(x). (III.3.22)

Setze h′ := C · 1K ‚ h ∈ K+ mit C := 1/∥k∥p und K := − supp k. Dann erhält man

(
k ∗p h′

)
(x) =

∥∥h′ · Txǩ∥∥p = ∥∥ȟ′ · T−xk
∥∥
p
= C ·

∥∥(1−K ‚ ȟ
)
· T−xk

∥∥
p

≥ C · h(x) · ∥k∥p
= h(x) (III.3.23)

für alle x ∈ Rd. Umgekehrt ist klar, dass k ∗p K+ ⊆ K+.

Die additive Variante der Infimalfaltung wurde in [79] eingeführt und wird zum Bei-

spiel in [91] diskutiert. Im Zusammenspiel der p-Faltung, der Supremalfaltung und der

Infimalfaltung ergibt sich die praktische Ungleichung (III.3.25).
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Definition III.3.5. Sei k ∈ K+ und f ∈ L∞
lok,+. Die Infimalfaltung f ˝ k von f

und k ist definiert als

(f ˝ k)(x) := ess inf
y∈Rd

f (x− y)k(y) für alle x ∈ Rd. (III.3.24)

Lemma III.3.6. Sei k1, k2 ∈ K+, f1 ∈ Lplok,+, p ∈ [1,∞] und f2 ∈ L∞
lok,+. Dann

gelten die Ungleichungen

(f1 ∗p k1)(f2 ˝ k2) ≤ (f1f2) ∗p (k1k2) ≤ (f1 ∗p k1)(f2 ‚ k2). (III.3.25)

Beweis. Aus der Hölderschen Ungleichung erhält man

∥∥f1f2Tx (ǩ1ǩ2)∥∥p ≤ ∥∥f1Txǩ1∥∥p ∥∥f2Txǩ2∥∥∞ für alle x ∈ Rd. (III.3.26)

Dies ergibt die rechte Ungleichung in (III.3.25). Analog beweist man die linke.
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Bereits in Unterabschnitt II.1.a der Einleitung wurde das Urbild eines lokalkonvexen

Raums unter einer Menge linearer Abbildungen definiert. Nämlich als Durchschnitt der

einzelnen Urbilder, ausgestattet mit der entsprechenden initialen Topologie. Amalgam-

raumkonstruktionen basieren allerdings auf Urbildern lokalkonvexer Verbände bezüglich

funktionswertiger Halbnormen. Dies motiviert eine, soweit möglich, einheitliche Behand-

lung von Urbildern um möglichst allgemeine Kompositionsregeln und Vergleichskriterien

aufstellen zu können.

Dazu werden im ersten Abschnitt IV.1 zunächst die Eigenschaften einiger Klassen von

Abbildungen zwischen Vektorräumen und -verbänden diskutiert, wie zum Beispiel Halb-

normfunktionen. Dann werden Urbildräume definiert und die Wohldefiniertheit der zwei

oben genannten Spezialfälle etabliert. Der zweite Abschnitt IV.2 behandelt Monotonie-

und Permanenzeigenschaften, sowie die Kompositionsregeln. Diese sind wichtig für das

Korrespondenzdiagramm und die Transformationsregeln für Gewichtsmengen. Denn die-

se basieren auf Identitäten zwischen Räumen die durch die Anwendung einer oder meh-

rerer Urbildraumoperatoren verschiedenen Typs entstehen.

IV.1. Definitionen

Zur Vorbereitung auf Urbildräume werden zunächst in Unterabschnitt IV.1.a verschiede-

ne Klassen von Abbildungen eingeführt und diskutiert, wie zum Beispiel Halbnormfunk-

tionen. Deren Verknüpfungsrelationen werden dann in Unterabschnitt IV.1.b untersucht.

Als Vorarbeit zu Kompositionsregeln und Wohldefiniertheit wird auch die Verträglichkeit

der Komposition mit linearen Hüllen oder Kegelidealhüllen untersucht. Schließlich wird

in Unterabschnitt IV.1.c zunächst eine abstrakte Notation für Urbildräume lokalkonve-

xer t.b. Räume unter einer Menge homogener Abbildungen angegeben. Dann werden
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Urbilder lokalkonvexer t.b. Räume unter linearen Abbildungen und Urbilder lokalkon-

vexer t.b. Verbände unter Halbnormfunktionen charakterisiert.

IV.1.a. Halbnormfunktionen

Halbnormen mit Werten in Vektorverbänden anstatt in R gehören nicht zu dem Stan-

dardrepertoire der Literatur zu geordneten Vektorräumen [1, 87]. Im folgenden werden

zunächst Standardnotation zu Abbildungen zwischen Vektorräumen und -verbänden zu-

sammengefasst. Dann werden Halbnormfunktionen in Definition IV.1.3 eingeführt. Pro-

position IV.1.5 beschreibt dann Urbilder von soliden Mengen und Idealen unter Halb-

normfunktionen. Die Bewahrung der verschiedenen Abbildungsklassen unter der Kom-

position von Abbildungen wird in Proposition IV.1.6 beschrieben.

Seien im gesamten Abschnitt X, Y, Z Vektorräume und X|·|, Y|·|, Z|·| Vektorverbände.

Notiere die folgenden Klassen von Abbildungen zwischen Vektorräumen:

map(Y,X) := {m : Y → X} , (IV.1.1)

hmg(Y,X) := {m ∈ map(Y,X) : ∀λ ∈ R+, y ∈ Y : m(λy) = λm(y)} , (IV.1.2)

lin(Y,X) := {l ∈ map(Y,X) : l linear} . (IV.1.3)

Die positiven linearen Abbildungen Y|·| → X|·| werden notiert als

lin+(Y|·|, X|·|) :=
{
l ∈ lin(Y|·|, X|·|) : l(Y|·|,+) ⊆ X|·|,+

}
. (IV.1.4)

Die Verbandshomomorphismen Y|·| → X|·| werden notiert als

lin|·|(Y|·|, X|·|) :=
{
l ∈ lin(Y|·|, X|·|) : ∀y ∈ Y : l(|y|) = |l(y)|

}
. (IV.1.5)

In der Literatur [87, S. 19] bzw. [1, S. 15] heissen die Elemente von lin+(Y|·|, X|·|) “positi-

ve, linear mappings” bzw. “positive operators”. Die Elemente von lin|·|(Y|·|, X|·|) heissen

auch “Riesz homomorphisms” [1, S. 15].

Bemerkung IV.1.1. Eine lineare Abbildung Y|·| → X|·| ist genau dann positiv, wenn

sie monoton ist. Denn für y1, y2 ∈ Y|·| ist y1 ≤ y2 äquivalent zu 0 ≤ y2 − y1.
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Bemerkung IV.1.2. Jedes m ∈ lin+(Y|·|, X|·|) erfüllt die Dreiecksungleichung

|·| ◦m ≤ m ◦ |·| (IV.1.6)

wegen m(y) ≤ m(|y|) und −m(y) = m(−y) ≤ m(|y|) für alle y ∈ Y .

Definition IV.1.3. Eine Abbildung p : Y → X|·| heisst Halbnormfunktion falls

p(y1 + y2) ≤ p(y1) + p(y2) für alle y1, y2 ∈ Y , (IV.1.7a)

p(αy) = |α|p(y) für alle y ∈ Y , α ∈ R. (IV.1.7b)

Eine Verbandshalbnormfunktion ist eine Halbnormfunktion q : Y|·| → X|·| sodass

|y1| ≤ |y2| ⇒ q(y1) ≤ q(y2) für alle y1, y2 ∈ Y . (IV.1.8)

Die Mengen dieser Abbildungen werden notiert als

snf(Y,X|·|) =
{
p : Y → X|·| Halbnormfunktion

}
, (IV.1.9a)

lsnf(Y|·|, X|·|) =
{
p : Y|·| → X|·| Verbandshalbnormfunktion

}
. (IV.1.9b)

Bemerkung IV.1.4. Leicht sind die folgenden Aussagen zu verifizieren:

1. Jede Halbnormfunktion p : Y → X|·| erfüllt p(y) ≥ 0 für alle y ∈ Y .

2. Verbandshalbnormfunktionen q : Y|·| → X|·| erfüllen q(y) = q(|y|) für y ∈ Y|·|.

3. Der Absolutwert |·| auf X|·| ist eine idempotente Verbandshalbnormfunktion.

4. Unmittelbar nach Definition gelten die Relationen

lin(Y,X|·|) ∪ snf(Y,X|·|) ⊆ hmg(Y,X|·|), (IV.1.10a)

lin(Y,X|·|) ∩ snf(Y,X|·|) = {0}. (IV.1.10b)

Proposition IV.1.5. Halbnormfunktionen haben folgende Urbildeigenschaften:

1. Sei p ∈ snf(Y,X|·|). Urbilder solidkonvexer Teilmengen unter p sind absolut-
konvex und Urbilder von Idealen unter p sind Untervektorräume.
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2. Sei q ∈ lsnf(Y|·|, X|·|). Urbilder solider Teilmengen unter q sind solide und
Urbilder von Idealen unter q sind Ideale.

Beweis. Sei S ⊆ X|·| solide und konvex. Seien dann y1, y2 ∈ p−1(S) und α1, α2 ∈ R
mit |α1| + |α2| = 1. Dann folgt p(α1y1 + α2y2) ≤ |α1|p(y1) + |α2|p(y2) ∈ S und

somit p(α1y1 + α2y2) ∈ S. Also ist p−1(S) absolutkonvex. Ähnlich beweist man die

verbleibenden Aussagen.

Proposition IV.1.6. Die Komposition von Abbildungen

Z → Y → X, Z → Y → X|·|, Z → Y|·| → X|·| oder Z|·| → Y|·| → X|·|

erhält Klassen von Abbildungen entsprechend der Verknüpfungsinklusionen

lin ◦ lin ⊆ lin,

lin+ ◦ lin+ ⊆ lin+,

lin|·| ◦ lin|·| ⊆ lin|·|,

snf ◦ lin ⊆ snf,

lin+ ◦ snf ⊆ snf,

lsnf ◦ snf ⊆ snf,

lsnf ◦ lin|·| ⊆ lsnf,

lin+ ◦ lsnf ⊆ lsnf,

lsnf ◦ lsnf ⊆ lsnf .

(IV.1.11)

Beweis. Die linke Spalte und die oberen beiden Zeilen von (IV.1.11) sind klar.

Sei also p ∈ lsnf(Y|·|, X|·|), q ∈ snf(Z, Y|·|) und r ∈ lsnf(Z|·|, Y|·|). Es ist klar, dass

p ◦ q und p ◦ r absoluthomogen sind. Unter Verwendung der Dreiecksungleichung für

p, q und der Monotonie von p auf Y|·|,+ berechnet man

p(q(z1 + z2)) ≤ p(q(z1) + q(z2)) ≤ p(q(z1)) + p(q(z2)) (IV.1.12)

für alle z1, z2 ∈ Z und folgert p ◦ q ∈ snf(Z,X|·|). Ähnlich erhält man die Ungleichung

p(r(z1)) ≤ p(r(z2)) für alle z1, z2 ∈ Z|·| mit |z1| ≤ |z2|, also p ◦ r ∈ lsnf(Z|·|, X|·|).

Korollar IV.1.7. Es gelten die Inklusionen

lin+(Y|·|, X|·|) ◦ |·| ⊆ lsnf(Y|·|, X|·|), (IV.1.13a)

|·| ◦ lin(Y,X|·|) ⊆ snf(Y,X|·|), (IV.1.13b)

|·| ◦ lin|·|(Y|·|, X|·|) ⊆ lsnf(Y|·|, X|·|). (IV.1.13c)

Beweis. Dies folgt aus Proposition IV.1.6 und Teil 3 von Bemerkung IV.1.4.
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IV.1.b. Komposition und Kegelidealhüllen

Es werden nun Ordnungsstrukturen und Hüllenoperatoren auf Räumen von Abbildun-

gen eingeführt. Für Halbnormfunktionen werden Kegelideale als Hüllen verwendet. Räu-

me von positiven linearen Abbildungen oder Verbandshomomorphismen benötigen eine

Hilfskonstruktion um Kegelideale einzuführen, die in Lemma IV.1.8 und Definition IV.1.9

behandelt wird. Abschließend werden in Proposition IV.1.10 Verträglichkeitsrelationen

für die Komposition von Abbildung und die verschiedenen Hüllenbildungen aufgestellt.

Die Vektorraumoperationen von X werden punktweise auf lin(Y,X) erklärt, womit

dies ein Vektorraum wird. Somit ist auf lin(Y,X) ein linearer Aufspann ⟨·⟩ erklärt. Die

kanonische Ordnungsrelation ≤ auf dem Vektorraum lin(Y|·|, X|·|) ist erklärt durch

m1 ≤ m2 :⇔ ∀y ∈ Y|·|,+ : m1(y) ≤ m2(y) (IV.1.14)

und macht diesen zu einem geordneten Vektorraum. Der Kegel der nichtnegativen Ele-

mente von lin(Y|·|, X|·|) ist gegeben durch lin+(Y|·|, X|·|) [87, S. 20].

Der Raum map(Y,X|·|) wird zu einem Vektorverband indem die Vektorraumoperation

von X|·| punktweise auf lin(Y,X|·|) erklärt werden. Auf dem nichtnegativen, konvexen

Teilkegel snf(Y,X|·|) wird die von map(Y,X|·|) induzierte Ordnung erklärt. Aufgrund

der Relation (IV.1.10b) entstehen dadurch keine Notationskonflikte zu der Ordnungsrela-

tion (IV.1.14) auf lin(Y|·|, X|·|). Auf dem konvexen, nichtnegativen Teilkegel snf(Y,X|·|)

bzw. lsnf(Y|·|, X|·|) von map(Y,X|·|) bzw. map(Y|·|, X|·|) ist der Kegelidealoperator ⟨·⟩CI
bezüglich der von X|·| induzierten punktweisen Ordnung auf map(Y,X|·|) erklärt.

Die Räume lin+(Y|·|, X|·|) und lin|·|(Y|·|, X|·|) sind im allgemeinen keine Vektorver-

bände bezüglich der Ordnungsrelation (IV.1.14). Somit kann die allgemeine Definition

von Kegelidealen aus Unterabschnitt III.1.b nicht auf diese Räume angewendet wer-

den. Das folgende Lemma erlaubt dennoch einen Kegelidealoperator in der unteren

Definition IV.1.9 einzuführen, der verträglich mit der Ordnungsrelation (IV.1.14) auf

lin+(Y|·|, X|·|) ist.

Lemma IV.1.8. Seien l,m ∈ lin+(Y|·|, X|·|). Dann gilt die Äquivalenz

l ≤ m in lin+(Y|·|, X|·|) ⇔ l ◦ |·| ≤ m ◦ |·| in snf(Y|·|, X|·|). (IV.1.15)
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Seien l,m ∈ lin|·|(Y|·|, X|·|). Dann gilt die Äquivalenz

l ≤ m in lin+(Y|·|, X|·|) ⇔ |·| ◦ l ≤ |·| ◦m in snf(Y|·|, X|·|). (IV.1.16)

Beweis. Gleichung (IV.1.15) folgt unmittelbar aus der Definition der Ordnung (IV.1.14).

Gleichung (IV.1.16) folgt aus m ◦ |·| = |·| ◦m für m ∈ lin|·|(Y|·|, X|·|).

Definition IV.1.9. Der Kegelidealoperator ⟨·⟩CI auf lin+(Y|·|, X|·|) wird definiert als

⟨M⟩CI :=
{
l ∈ lin+(Y|·|, X|·|) : l ◦ |·| ∈ ⟨M ◦ |·|⟩CI

}
(IV.1.17)

für alle M ⊆ lin+(Y|·|, X|·|). Analog wird ⟨·⟩CI auf lin|·|(Y|·|, X|·|) definiert.

Proposition IV.1.10. Seien M und N Mengen von Abbildungen deren Kompo-
sition M ◦N sich zu einer der Verknüpfungsinklusionen aus Gleichung (IV.1.11)

zuordnen lässt. Dann ist die Komposition mit Hüllenbildungen verträglich in dem
Sinne dass

⟨⟨M⟩A ◦ ⟨N⟩B⟩A = ⟨M ◦N⟩A. (IV.1.18)

Hier ist (A, B) im Fall “lin ◦ lin” das Tupel (lin, lin), im Fall “snf ◦ lin” das Tupel
(CI, lin) und in den anderen sieben Fällen das Tupel “(CI, CI)”.1

Beweis. Aufgrund der Eigenschaften von Hüllenoperatoren aus Unterabschnitt III.1.a

genügt es zu zeigen, dass ⟨M⟩A ◦ ⟨N⟩B ⊆ ⟨M ◦ N⟩A. Der Fall “ lin ◦ lin” folgt aus dem

Distributivgesetz. Den Fall “snf ◦ lin” erhält man aus der Dreiecksungleichung. Für den

Fall “ lsnf ◦ snf” nutzt man zusätzlich, dass Verbandshalbnormfunktion monoton auf dem

Kegel der nichtnegativen Elemente sind. Alle anderen Fälle können analog behandelt

werden.

IV.1.c. Definition von Urbildraumoperatoren

Ausgehend von der abstrakten Definition IV.1.11 werden Urbilder von lokalkonvexen t.b.

Unterräumen oder Idealen bezüglich Mengen von linearen Funktionen, Halbnormfunk-

1Hier ist ⟨·⟩lin = ⟨·⟩.
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tionen oder Verbandshalbnormfunktionen eingeführt. Wohldefiniertheitsgarantien und

praktischere Beschreibungen für diese Urbilder werden in Proposition IV.1.14 gegeben.

Die folgende abstrakte Definition eines Urbildraums bezüglich einer Menge positivho-

mogener Abbildungen, siehe Gleichung (IV.1.2), ist inspiriert durch die Voraussetzungen

die für Proposition 1 in [33, S. 105f] angegeben werden:

Definition IV.1.11. Seien X, Y Vektorräume, M ⊆ hmg(Y,X) und (F, TF ,BF ) ein

lokalkonvexer t.b. Unterraum von X . Notiere den Nullumgebungsfilter von TF als UF
und die endlichen Teilmengen von M als F(M). Setze dann

G := {y ∈ Y : ∀m ∈M : m(y) ∈ F} , (IV.1.19a)

UG :=
{
V ⊆ G : ∃m̃ ∈ F(M), U ∈ UF :

⋂{
m−1(U) : m ∈ m̃

}
⊆ V

}
, (IV.1.19b)

BG := {B ⊆ G : ∀m ∈M : m(B) ∈ BF} . (IV.1.19c)

Der Urbildraum M←−(F, TF ,BF ) von (F, TF ,BF ) unter M existiert falls jede der fol-

genden vier Bedingungen erfüllt ist:

1. Die Menge G ist ein linearer Unterraum von Y .

2. Das Mengensystem UG ist der Nullumgebungsfilter einer lokalkonvexen Topologie

TG auf G.

3. Die Abbildung m|G : (G, TG)→ (F, TF ) ist gleichmäßig stetig für alle m ∈M .

4. Das Mengensystem BG ist eine konvexe Vektorbornologie auf (G, TG).

In diesem Fall wird M←−(F, TF ,BF ) definiert als

M←−(F, TF ,BF ) := (M←−F, M←−TF , M←−BF ) := (G, TG,BG). (IV.1.20)

Durch Gleichung (IV.1.20) und die vier Bedingungen wird eine Abbildung M←− mit Defi-

nitionsbereich D ⊆ lctbSub(X) und Wertebereich lctbSub(Y ) definiert. Diese wird der

zu M assoziierte Urbildoperator genannt.

Durch Weglassen von Topologie und/oder Bornologie erklärt Gleichung (IV.1.20) auch

Urbildräume von lokalkonvexen Räumen, bornologischen Vektorräumen und Vektorräu-
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IV. Urbildraumoperatoren

men. Urbildraumoperatoren vertragen sich also mit dem Diagramm (III.2.9) von Ver-

gissfunktoren.

Bemerkung IV.1.12. Die Definitionen aus Gleichung (IV.1.19) lassen sich wie folgt

umformulieren: Die Menge G ist der Durchschnitt von Urbildern

G :=
⋂{

m−1(F ) : m ∈M
}
. (IV.1.21a)

Das Mengensystem UG ist der Filter auf G der erzeugt wird von der Filterbasis2{⋂{
m−1(U) : m ∈ M̃

}
: U ∈ UF , M̃ ∈ F(M)

}
. (IV.1.21b)

Das Mengensystem BG ist das hereditäre Mengensystem auf G das erzeugt wird von3

{⋂{
m−1(Bm) : m ∈M

}
: (Bm) ∈ (BF )M

}
. (IV.1.21c)

Hier notiert (BF )M die Menge aller Abbildungen M ∋ m 7→ Bm ∈ BF .

Die Annahme homogener Abbildungen m stellt sicher, dass die topologische Be-

schränktheit von Mengen, siehe Gleichung (III.2.4a), mit Urbildern verträglich ist:

Proposition IV.1.13. Übernehme die Notationen aus Definition IV.1.11 und
seien die Bedingungen 1 und 2 erfüllt. Unter der Voraussetzung BF = B(F, TF )
gilt auch BG = B(G, TG). Insbesondere gilt stets BG ⊆ B(G, TG).

Beweis. Angenommen, es gilt BF = B(F, TF ). Die Vektorbornologie B(F, TF ) wird

von Mengen der Form V =
⋂
{λUU : U ∈ UF} erzeugt mit einer Abbildung der Art

UF ∋ U 7→ λU ∈ R+. Da die Abbildungen m ∈ M positiv-homogen sind, erhält man

m−1(V ) =
⋂
{λUm−1(U) : U ∈ UF}. Da endliche Durchschnitte der Mengen m−1(U)

eine Filterbasis für UG definieren, folgt BG = B(G, TG). Aus Monotoniegründen folgt

daraus die zweite Aussage der Proposition.

Proposition IV.1.14. Es gelten die folgenden Wohldefiniertheitsgarantien und
Charakterisierungen für den Urbildraum (G, TG,BG) = M←−(F, TF ,BF ):
2Eine Filterbasis B ⊆ P(M) ist nichtleer, abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten und
enthält nicht die leere Menge. Der erzeugte Filter ist {A ⊆M : ∃B ∈ B : A ⊇ B}.

3Das von einem MengensystemM⊆ P(M) erzeugte hereditäre Mengensystem auf M ist gege-
ben durch {A ⊆M : ∃B ∈M : A ⊆ B}.
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1. Seien X, Y Vektorräume, M ⊆ lin(Y,X) und (F, TF ,BF ) ein lokalkonvexer
t.b. Unterraum von X. Dann existiert (G, TG,BG) und die Topologie TG wird
erzeugt von den Halbnormen

p ◦ m|G : G→ R+, y 7→ p(m(y)) mit m ∈M , p ∈ csn TF . (IV.1.22)

2. Sei X|·| Vektorverband, Y ein Vektorraum, M ⊆ snf(Y,X|·|) und (F, TF ,BF )
ein lokalkonvexes t.b. Ideal von X|·|. Dann existiert (G, TG,BG) und die To-
pologie TG wird erzeugt von den Halbnormen

p ◦ m|G : G→ R+, y 7→ p(m(y)) mit m ∈M , p ∈ clsn TF . (IV.1.23)

3. Seien X|·|, Y|·| Vektorverbände und M ⊆ lsnf(Y|·|, X|·|) ∪ lin|·|(Y|·|, X|·|). Dann
gilt (G, TG,BG) ∈ lctbId(Y|·|), falls (F, TF ,BF ) ∈ lctbId(X|·|).

Beweis. Zeige jeweils die vier Bedingungen aus Definition IV.1.11.

Bedingung 1. Nach Unterabschnitt III.1.c sind Untervektorräume und Ideale stabil un-

ter Durchschnitten. Urbilder von Untervektorräumen unter linearen Abbildungen sind

Untervektorräume. Dies liefert die Bedingung 1 für Teil 1. Für Teil 2 und 3 verwendet

man Proposition IV.1.5.

Bedingung 2. Endliche Durchschnitte von ε-Kugeln der Halbnormen aus Gleichung

(IV.1.22) oder (IV.1.23) bilden eine Filterbasis für UG, vergleiche Bemerkung IV.1.12.

Wegen der Kompositionsinklusionen snf ◦ lin ⊆ snf und lsnf ◦ snf ⊆ snf aus Propositi-

on IV.1.6 sind die Topologien aus Teil 1 und 2 dieser Proposition wohldefiniert. Wegen

Proposition III.1.1 und wegen der beiden Kompositionsinklusionen lsnf ◦ lsnf ⊆ lsnf und

lsnf ◦ lin|·| ⊆ lsnf aus Proposition IV.1.6 ist (G, TG) in Teil 3 ein lokalkonvexer Verband.

Bedingung 3. Die Abbildungen m|G sind nach Konstruktion von UG stetig am Ursprung.

Die gleichmäßige Stetigkeit folgt in Teil 1 aus der Linearität und in Teil 2 aus der

Dreiecksungleichung.

Bedingung 4. Teil 1 ist klar. Für Teil 2 bzw. Teil 3 beweist man unter Verwendung von

Proposition IV.1.5, dass BG eine konvexe bzw. eine solide, konvexe Vektorbornologie

ist.

Bemerkung IV.1.15. In Teil 1 von Proposition IV.1.14 entspricht TG der projektiven
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Topologie von TF und BG der initialen Bornologie von BF bezüglich der Menge linearer

Abbildungen {m|F : m ∈M}, siehe [54, S. 149] und [48, Def. 1, S. 31].

Bemerkung IV.1.16. Seien X|·|, Y|·| Vektorverbände, Y ein Vektorraum und sei

(F, TF ,BF ) ∈ lctbId(X|·|). Aus Teil 3 von Proposition IV.1.14 und Bemerkung IV.1.2

folgt die Inklusion

M←−(F, TF ,BF ) ⊇ M ◦ |·|
←−−−−

(F, TF ,BF ) für alle M ⊆ lin+(Y|·|, X|·|). (IV.1.24a)

Aus Teil 2 von Bemerkung IV.1.4 und Gleichung (IV.1.13b) von Korollar IV.1.7 folgt

M←−(F, TF ,BF ) = |·| ◦M←−−−−
(F, TF ,BF ) für alle M ⊆ lin(Y,X|·|). (IV.1.24b)

IV.2. Eigenschaften

Der Nutzen von Urbildoperatoren ergibt sich aus funktionellen Eigenschaften und Ver-

erbungsgesetzen. Dazu zählen Monotonieeigenschaften und die Bewahrung von Kernen

lokalkonvexer t.b. Räume, die im ersten Unterabschnitt IV.2.a besprochen werden. Die

Kompositionsregeln für Urbildoperatoren spielen eine zentrale Rolle in dieser Doktorar-

beit und werden in Unterabschnitt IV.2.b besprochen. Der letzte Unterabschnitt IV.2.c

untersucht die Bewahrung der topologischen Vollständigkeit und der Gestalt relativ kom-

pakter Teilmengen.

IV.2.a. Monotonie und Limiten

Unmittelbar aus der Konstruktion von Urbildräumen folgen gewisse Monotoniegesetze,

die in allgemeiner Form in Proposition IV.2.1 und in spezieller Form in Proposition IV.2.2

angegeben werden. Zusätzlich lassen sich Invarianzeigenschaften von lokalkonvexen t.b.

Räumen mit Urbildoperatoren ausdrücken, wie in Proposition IV.2.5 beschrieben.

Urbilder erfüllen die folgende Monotonie- und Grenzwertregel:

Proposition IV.2.1. Seien X, Y Vektorräume. Für i = 1, 2 sei Mi ⊆ hmg(Y,X)

und (Fi, TF,i,BF,i) ein lokalkonvexer t.b. Unterraum von X. Bestehen die Inklusion
M1 ⊇ M2 und die t.b. Inklusion (F1, TF,1,BF,1) ⊆ (F2, TF,2,BF,2), so besteht auch
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die t.b. Inklusion

M1←−−(F1, TF,1,BF,1) ⊆ M2←−−(F2, TF,2,BF,2), (IV.2.1)

falls beide Urbilder existieren. Darüberhinaus gilt die Grenzwertregel∧{
M←−(F, TF ,BF ) : M ∈M, (F, TF ,BF ) ∈ F

}
=
⋃
M

←−−−−

(∧
F
)
, (IV.2.2)

für M ⊆ P(hmg(Y,X)) und F ⊆ lctbSub(X) falls jedes Urbild M←−(F, TF ,BF )
existiert. Hier notiert

∧
den Kern lokalkonvexer t.b. Räume im Sinne von Defi-

nition III.2.6.

Beweis. Dies folgt direkt aus den Gleichungen (IV.1.19) und aus den expliziten Formeln

für Kerne lokalkonvexer t.b. Räume aus den Gleichungen (III.2.13).

Beim Vergleich von Urbildern wie in Proposition IV.1.14 genügt es Mengen von Abbil-

dungen mit gröberen Ordnungsrelationen zu vergleichen als mit der Inklusionsrelation.

Sei X ein Vektorraum. Mit der Notation (III.1.13e) für lineare Hüllen schreibt man

A ⪯lin B ⇔ ⟨A⟩ ⊆ ⟨B⟩ für alle A,B ⊆ X , (IV.2.3a)

A ≍lin B ⇔ ⟨A⟩ = ⟨B⟩ für alle A,B ⊆ X . (IV.2.3b)

Sei X|·| ein Vektorverband, C ein konvexer Teilkegel von X|·|,+ und ⟨−⟩CI die Kegel-

idealhülle in C, wie in Gleichung (III.1.14d). Man nutzt die Notationen

A ⪯CI B ⇔ ⟨A⟩CI ⊆ ⟨B⟩CI für alle A,B ⊆ C, (IV.2.4a)

A ≍CI B ⇔ ⟨A⟩CI = ⟨B⟩CI für alle A,B ⊆ C. (IV.2.4b)

Dadurch werden Quasiordnungen ⪯lin und ⪯CI mit assoziierten Äquivalenzrelationen

≍lin und≍CI definiert. Der KegelC ist im folgenden stets snf(Y,X|·|) oder lsnf(Y|·|, X|·|).

Proposition IV.2.2. Seien X, Y Vektorräume und X|·|, Y|·| Vektorverbände. Dann
definiert die Zuordnung

(M, (F, TF ,BF )) 7−→ M←−(F, TF ,BF ) (IV.2.5)
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eine binäre monotone Operation für die Abbildungsbereiche

(P(lin(Y,X)),⪰lin)× lctbSub(X) −→ lctbSub(Y ), (IV.2.6a)(
P(snf(Y,X|·|)),⪰CI

)
× lctbId(X|·|) −→ lctbSub(Y ), (IV.2.6b)(

P(lsnf(Y|·|, X|·|)),⪰CI

)
× lctbId(X|·|) −→ lctbId(Y|·|). (IV.2.6c)(

P(lin|·|(Y|·|, X|·|)),⪰CI

)
× lctbId(X|·|) −→ lctbId(Y|·|). (IV.2.6d)

Auf den Kartesischen Produkten ist hier jeweils die Produktordnung erklärt.

Beweis. Aus Proposition IV.1.14 und Proposition IV.2.1 folgt bereits die Aussage für

die Ordnungsrelation “⊇” anstatt “⪰lin” bzw. “⪰CI”. Ist N eine Menge von Halbnormen

oder Verbandshalbnormen, so hängt die von N erzeugte Topologie nur von dem erzeug-

ten Kegelideal ⟨N⟩CI ab. Wegen Proposition IV.1.10 verändern somit lineare Hüllen

bzw. Kegelidealhüllen von M den Urbildraum nicht. Nach Definition der Ordnungs-

relationen “⪰lin” bzw. “⪰CI” in Gleichungen (IV.2.3) bzw. (IV.2.4) folgt daraus die

Proposition.

Korollar IV.2.3. Der Situation (IV.2.6) entsprechend hängt M←−(F, TF ,BF ) nur
von der linearen Hülle von M bzw. dem von M erzeugten Kegelideal ab.

Korollar IV.2.4. Der Situation (IV.2.6) entsprechend bildet jeder Urbildoperator
M←− : (F, TF ,BF ) 7→ M←−(F, TF ,BF ) Hüllensysteme auf Hüllensysteme ab.

Beweis. Wegen Gleichung (IV.2.2) und da Wertebereich und Bildbereich von M←− extre-

mumsvollständig sind, folgt dies aus allgemeinen ordnungstheoretischen Gründen.

Die Monotonieeigenschaften von Urbildoperatoren erlauben es Invarianzeigenschaften

von lokalkonvexen t.b. Räumen durch t.b. Inklusionen auszudrücken:

Proposition IV.2.5. Sei X ein Vektorraum. Seien weiter M ⊆ hmg(X) und
(F, TF ,BF ) ∈ lctbSub(X) so, dass M←−(F, TF ,BF ) existiert. Die t.b. Inklusion

M←−(F, TF ,BF ) ⊇ (F, TF ,BF ) (IV.2.7)

ist genau dann erfüllt, wenn {m|F : m ∈M} aus Selbstabbildungen von (F, TF ,BF )
besteht die stetig im Ursprung und bornologiebewahrend sind. In diesem Fall ist
jedes m|F mit m ∈M auch gleichmäßig stetig.
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Beweis. Nach Voraussetzung gelten m(F ) ⊆ F , m−1(UF ) ⊆ UF und m(BF ) ⊆ BF für

alle m ∈ M . Hier ist UF der Nullumgebungsfilter von TF . Somit folgt die Proposition

direkt aus den Gleichungen (IV.1.19) und der Bedingung 3.

IV.2.b. Kompositionsregeln und kommutative Diagramme

Identitätsnachweise für verschiedene Urbildraumkonstruktionen lassen sich durch Ver-

wendung von Kompositionsregeln für Urbildraumoperatoren vereinfachen. Dazu wird

die Bewahrung der Identitischen Abbildung in Proposition IV.2.6 und die allgemeine

Kompositionsregel in Proposition IV.2.7 aufgestellt. Vereinfachte Kompositionsregeln

für die Anwendungen in den Kapiteln V und VI werden in Lemma IV.2.8 bereitgestellt.

Zur übersichtlicheren Darstellung komplexere Zusammenhänge wird in Definition IV.2.9

eine Diagrammnotation eingeführt. Unter Verwendung der genannten Regeln wird Lem-

ma IV.2.10 bewiesen. Dieses erleichtert den Nachweis von Isomorphismen zwischen ver-

schieden Urbildraumkonstruktionen.

Proposition IV.2.6. Sei X ein Vektorraum. Der Urbildoperator der Identischen
Abbildung von X ist die Identische Abbildung von lctbSub(X), das heisst

IdX←−− = Id
lctbSub(X) . (IV.2.8)

Beweis. Dies folgt direkt aus der Definition IV.1.11.

Proposition IV.2.7. Seien X, Y und Z Vektorräume mit Mengen von Abbildun-
gen M ⊆ hmg(Y,X) und N ⊆ hmg(Z, Y ). Sei weiter (F, TF ,BF ) ∈ lctbSub(X).
Dann gilt die Kompositionsregel

N←−
(
M←−(F, TF ,BF )

)
= M ◦N←−−−−(F, TF ,BF ) (IV.2.9)

immer dann, wenn die linke Seite dieser Gleichung existiert. (In diesem Fall
existiert auch die rechte Seite.)

Beweis. Dies ergibt sich direkt durch Einsetzen der Definitionen auf der linken Seite.

Lemma IV.2.8. Seien X, Y, Z Vektorräume und X|·|, Y|·| Vektorverbände.
Sei eine der beiden folgenden Voraussetzungen erfüllt:
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1. Sei (F, TF ,BF ) ∈ lctbSub(X) und seien Abbildungen

M ⊆ lin(Y,X), N ⊆ lin(Z, Y ), K ⊆ lin(Z,X) (IV.2.10)

gegeben mit der Eigenschaften, dass

M ◦N ≍lin K. (IV.2.11)

2. Sei (F, TF ,BF ) ∈ lctbId(X|·|), gelte eine der drei folgenden Gleichungen

M ⊆ snf(Y,X|·|), N ⊆ lin(Z, Y ), K ⊆ snf(Z,X|·|), (IV.2.12a)

M ⊆ lsnf(Y|·|, X|·|), N ⊆ snf(Z, Y|·|), K ⊆ snf(Z,X|·|), (IV.2.12b)

M ⊆ lin+(Y|·|, X|·|), N ⊆ snf(Z, Y|·|), K ⊆ snf(Z,X|·|), (IV.2.12c)

und gelte

M ◦N ≍CI K. (IV.2.13)

Dann gilt die Kompositionsregel

N←−
(
M←−(F, TF ,BF )

)
= K←−(F, TF ,BF ). (IV.2.14)

Beweis. Die Kompositionsinklusionen aus Proposition IV.1.6 und Proposition IV.1.14

liefern die Existenz der linken Seite. Wegen Korollar IV.2.3 und der Voraussetzungen

kann M ◦N in Gleichung (IV.2.9) durch K ersetzt werden.

Definition IV.2.9. Um die Voraussetzungen für die Kompositionsregel aus Lem-

ma IV.2.8 auszudrücken verwendet man die Diagramme:

Y

X

Z

M

N

K [1] Y

X|·|

Z

M

N

K [2] Y|·|

X|·|

Z

M

N

K [3] (IV.2.15)

1. Das Diagramm [1] kommutiert nach linearen Hüllen wenn (IV.2.11) gilt.
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2. Das Diagramm [2] bzw. [3] kommutiert nach Kegelidealhüllen wenn Gleichung

(IV.2.13) gilt, mit der entsprechenden Voraussetzung (IV.2.12a) bzw. (IV.2.12b)

oder (IV.2.12c).

Analog werden komplexere Diagramme verwendet um mehrere Gleichungen der Form

M1 ◦ · · · ◦Mn ≍ N1 ◦ · · · ◦Nm (IV.2.16)

mit n,m ∈ N auszudrücken.

Lemma IV.2.10. Sei I ein linearer Isomorphismus Y → X mit inversem Iso-
morphismus J := I−1 : X → Y . Dann definieren die Urbildoperatoren von I und
J zueinander inverse Ordnungsisomorphismen

I←− : lctbSub(X) −→ lctbSub(Y ), (IV.2.17a)

J←− : lctbSub(Y ) −→ lctbSub(X). (IV.2.17b)

Sei (F, TF ,BF ) ∈ lctbSub(X). Dann induzieren entsprechende Einschränkungen
von I und J die t.b. Isomorphismen

I|J(F ) : I←−(F, TF ,BF ) −→ (F, TF ,BF ), (IV.2.18a)

J |F : (F, TF ,BF ) −→ I←−(F, TF ,BF ). (IV.2.18b)

Beweis. Nach Teil 1 von Proposition IV.1.14 sind die Urbildoperatoren von I und J

wohldefiniert mit Werte- und Bildbereichen wie in den Gleichungen (IV.2.17). Wegen

Proposition IV.2.2 sind diese Abbildungen ordnungsbewahrend. Nach Voraussetzung

gelten IdX = J◦I und IdY = I◦J . Wegen der Kompositionsregel aus Lemma IV.2.8 und

Proposition IV.2.6 erfüllen die Urbildoperatoren von I und J entsprechende Relationen

und sind somit zueinander inverse Abbildungen.

Die Abbildungen I|J(F ) und J |F aus den Gleichungen (IV.2.18) sind nach Konstruk-

tion lineare t.b. Morphismen, vergleiche Bemerkung IV.1.15. Wegen IdF = I|J(F ) ◦ J |F
und IdJ(F ) = J |F ◦ I|J(F ) sind diese Abbildungen auch t.b. Isomorphismen.

119



IV. Urbildraumoperatoren

IV.2.c. Vollständigkeit und relativ kompakte Teilmengen

Aus Proposition IV.1.13 ist bereits bekannt, dass bei der Bildung des Urbildraums die

Gestalt der topologisch beschränkten Mengen bewahrt wird. Unter gewissen Zusatzvor-

raussetzungen können ähnliche Aussagen für die relativ (schwach) kompakten Teilmen-

gen gewonnen werden, wie in den unteren Propositionen IV.2.12 und IV.2.13 dargestellt

wird. Da die Vollständigkeit in den Voraussetzungen wichtig ist, wird zunächst die Frage

nach der Vererbung der Vollständigkeit unter Urbildern in Proposition IV.2.11 positiv

beantwortet.

Die Propositionen in diesem Abschnitt sind anwendungsfreundlichere Varianten von

Proposition 1 aus [33, S. 106]. Der Beweis von Proposition 1 aus [33] wurde als Vorlage

verwendet und entsprechend angepasst.

Sei (X, TX) ein lokalkonvexer Raum und (F, TF ) ⊆ (X, TX) ein lokalkonvexer Un-

terraum. Sei M ⊆ hmg(Y,X) und nehme an, dass die Urbilder (G, TG) := M←−(F, TF )
und (Y, TY ) := M←−(X, TX) existieren. Für jedes m ∈M entsteht das Diagramm

(Y, TY ) (X, TX)

(G, TG) (F, TF )

m :

m|G :

⊆ ⊆ . (IV.2.19)

Nach Bedingung 3 von Definition IV.1.11 sind die Abbildung m und deren Einschrän-

kung m|G gleichmäßig stetig. Es wird angenommen, dass die Räume (X, TX) und

(Y, TY ) Hausdorffsch sind, womit auch (F, TF ) und (G, TG) Hausdorffsch sind.

Proposition IV.2.11. Übernehme die Annahmen aus (IV.2.19) und nehme zu-
sätzlich an, dass (Y, TY ) und (F, TF ) vollständig sind. Dann ist auch (G, TG) voll-
ständig.

Beweis. Sei F ein Cauchy-Filter in (G, TG). Wegen TY |G ⊆ TG ist F auch ein Cauchy-

Filter in dem vollständigen Raum (Y, TY ). Also gibt es y ∈ Y mit F → y. Aus der

Stetigkeit von m : (Y, TY )→ (X, TX) und m(0) = 0 folgt, dass

m(F)→ m(y) und m(F − y)→ 0 in (X, TX) für alle m ∈M . (IV.2.20)

Da m|G : (G, TG) → (F, TF ) gleichmäßig stetig ist, ist auch m(F) ein Cauchy-Filter
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in dem vollständigen Raum (F, TF ). Also gibt es xm ∈ F so, dass

m(F)→ xm in (F, TF ) für alle m ∈M . (IV.2.21)

Wegen Gleichung (IV.2.20) und TX |F ⊆ TF folgt daraus m(y) = xm, und somit auch

m(y) ∈ F für alle m ∈ M . Nach Definition des Urbildraums in Gleichung (IV.1.19a)

ist somit y ∈ G. Aus der gleichmäßigen Stetigkeit von m|G folgt weiter, dass m(F − y)
ein Cauchy-Filter ist, und somit konvergent, in (F, TF ). Aus Gleichung (IV.2.20) und

der Relation TX ∩ F ⊆ TF folgt

m(F − y)→ 0 in (F, TF ) für alle m ∈M . (IV.2.22)

Nach Definition des Nullumgebungsfilters UG aus Gleichung (IV.1.19b) ist dies äquiva-

lent zu F → y in (G, TG).

Proposition IV.2.12. Übernehme die Annahmen aus (IV.2.19), sei A ⊆ G eine
Teilmenge und treffe zusätzlich die folgenden Annahmen:

1. Der Raum (Y, TY ) ist vollständig.

2. Es ist M ⊆ lin(Y,X).

Dann ist die Menge A genau dann relativ (schwach) TG-kompakt, wenn m(A) für
alle m ∈M relativ (schwach) TF -kompakt ist.

Beweis. Die Implikation “⇒” folgt aus der Stetigkeit der Abbildungen m|G : G→ F .

Notiere die Abbildung PM : Y → XM , y 7→ (m(y) : m ∈ M) und die Produk-

träume XM :=
∏

m∈M (X, TX) und FM :=
∏

m∈M (F, TF ). Nach Annahme induziert

PM Homöomorphismen (Y, TX)→ (PM (Y ), TXM ) und (G, TG)→ (PM (G), TFM ). Die

schwache Topologie σ(TG) auf (G, TG) ist die initiale Topologie bezüglich der Abbil-

dungen m|G : G→
∏

m∈M (F, σ(TF )) mit m ∈M . Denn nach Theorem 8.8.5 aus [53,

S. 167] ist schwache Topologie von FM die Produkttopologie von (F, σ(TF ))M .

Die Menge PM (Y ) ist abgeschlossen in XM da (Y, TY ) vollständig ist. Somit ist die

Menge PM (G) = PM (Y )∩FM abgeschlossen in FM . Da PM (G) absolutkonvex ist, ist

diese Menge auch schwach abgeschlossen in FM , siehe Bemerkung 23.9 aus [75, S. 18].

Ist nun umgekehrt m(A) relativ (schwach) kompakt für alle m ∈ M , so ist das

Produkt
∏

m∈M m(A) nach dem Satz von Tikhonov relativ (schwach) kompakt in FM .
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IV. Urbildraumoperatoren

Da der Durchschnitt einer relativ kompakten mit einer abgeschlossen Menge wieder

relativ kompakt ist folgt, dass PM (A) = PM (G) ∩
∏

m∈M m(A), und somit auch A,

relativ (schwach) kompakt ist.

Proposition IV.2.13. Übernehme die Annahmen aus (IV.2.19), sei A ⊆ G eine
Teilmenge und treffe zusätzlich die folgenden Annahmen:

1. Die Räume (Y, TY ) und (F, TF ) sind vollständig.

2. Es ist (X, TX) ein lokalkonvexer Verband, (F, TF ) ein lokalkonvexes Ideal
von (X, TX) und M ⊆ snf(Y,X). Die solide Hülle jeder relativ kompakten
Teilmenge von (F, TF ) ist ebenfalls relativ kompakt.

Dann ist die Menge A genau dann relativ TG-kompakt, wenn A relativ TY -kompakt
ist und wenn m(A) für alle m ∈M relativ TF -kompakt ist.

Beweis. Wegen Annahme 1 und Proposition IV.2.11 ist auch (G, TG) vollständig. Somit

können in den Räumen (Y, TY ), (F, TF ) und (G, TG) “relativ kompakt” und “präkom-

pakt” wie Synonyme verwendet werden.

Ist A relativ TG-kompakt, so ist A auch relativ TY -kompakt. Da m stetig ist folgt,

dass m(A) für alle m ∈M relativ TF -kompakt ist.

Sei nun umgekehrt A relativ TY -kompakt und m(A) relativ TF -kompakt für alle

m ∈ M . Wegen der Dreiecksungleichung ist m(A − A) enthalten in der soliden Hülle

von m(A)+m(A). Aus Annahme 2 folgt somit, dass m(A−A) relativ TF -kompakt ist.

Sei nun F ein Filter in A. Da A präkompakt in (Y, TY ) ist gibt es einen TY -Cauchy-

Filter Fc in A mit Fc ⊇ F . Um den Beweis abzuschließen wird nun gezeigt, dass

Fc auch ein TG-Cauchy-Filter ist. Sei H der Filter auf A − A der von der Filterbasis

{B −B : B ∈ Fc} erzeugt wird und sei m ∈M . Dann gilt

m(H)→ 0 in (X, TX), (IV.2.23)

da m gleichmäßig stetig ist. Da m(A−A) relativ kompakt in dem vollständigen Raum

(F, TF ) ist, hat m(H) einen Häufungspunkt in F . Wegen Gleichung (IV.2.23) und der

Inklusion TX |F ⊆ TF kann dieser Häufungspunkt nur der Ursprung 0 sein. Also folgt

m(H)→ 0 in (F, TF ). (IV.2.24)
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IV.2. Eigenschaften

Da m ∈ M beliebig gewählt war, folgt daraus H → 0 in (G, TG). Nach Konstruktion

von H folgt daraus, dass Fc ein TG-Cauchy-Filter ist.
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V. Strukturtheorie

In diesem Kapitel wird die allgemeine Strukturtheorie von Amalgamräumen behandelt.

Dies sind lokalkonvexe Funktionenräume die aus einer lokalen Komponente für Glatt-

heitsbedingungen und einer globalen Komponente für Wachstumsbedingungen zusam-

mengesetzt werden [29, 32, 31, 30], siehe auch in Unterabschnitt II.1.c der Einleitung.

In dieser Doktorarbeit sind Amalgamräume von Interesse deren lokale Komponente ent-

weder der Raum der Distributionen D ′ oder der Raum der glatten Funktionen E ist.

Die globalen Komponenten sind möglichst allgemeine solide Funktionen- oder Folgen-

räume, nämlich SRI-Räume E ∈ SRI und STI-Folgenräume λ ∈ sti. Diese werden

in Abschnitt V.1 definiert und charakterisiert. Als Hilfsmittel werden auch die lokalen

Komponenten Lp und K ′ eingesetzt. Dabei werden stets Funktionenräume über Rd

oder Zd mit fester Dimension d ∈ N betrachtet.

Da weite Teile dieser Theorie für D ′ und E simultan abgehandelt werden können

wird in den Kapiteln V und VI das Symbol X genutzt, das global durch D ′ oder E

ersetzt werden kann. Von X abgeleitete oder damit gekoppelte Notationen werden in

der folgenden Tabelle zusammengefasst:

X X ′ Xcs X ′
loc µ

D ′ D E ′ E s′

E E ′ D D ′ s

(V.0.1)

Hier hat X ′ stets die Rolle eines Raums von “Testfunktionen”. Der Raum Xcs aus Glei-

chung (III.3.2) besteht aus den kompakt getragenen Elementen von X und der Raum

X ′
loc := (Xcs)

′ hat lokal duale Eigenschaften zu X . Der Folgenraum µ wird als lokale

Komponente verwendet bei der Darstellung von Amalgamräumen als Doppelfolgenräu-

me.

Nach der Charakterisierung der globalen Komponenten E ∈ SRI und λ ∈ sti in
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Abschnitt V.1 wird die Strukturtheorie in drei Teilen abgehandelt: Im ersten Teil, Ab-

schnitt V.2, werden die Amalgamräume LT(E) und Lτ(λ) eingeführt und studiert. Als

lokale Komponente L werden D ′, E Lp, p ∈ [1,∞] und K ′ betrachtet. Es werden die

Korrespondenzen zwischen diesen Amalgamräumen und ihren globalen Komponenten

geklärt und im Korrespondenzdiagramm (V.2.1) dargestellt. Zusätzlich werden die zu

einem Amalgamraum assoziierten extremalen kontinuierlichen globalen Komponenten

bestimmt. Diese Resultate lösen Problem II.3.1 aus Unterabschnitt II.3.a.

Im zweiten Teil, Abschnitt V.3, werden zwei Charakterisierungen von XT(E) bewie-

sen: Zum einen wird XT(E) als der Urbildraum D ′
∗Y (E) von E unter den Faltungen

f 7→ f ∗ φ, φ ∈ Y dargestellt. Dabei ist Y eine Faktorisierungsmenge für X ′, sie-

he Definition V.3.6, mit X ′ wie in Tabelle (V.0.1). Zum anderen charakterisiert man

XT(E) als den Konvolutorenraum O ′
C(X

′, E) der Distributionen f ∈ D ′ die stetige

Abbildungen X ′ → E, φ 7→ f ∗φ definieren. Diese Resultate lösen Problem II.1.2 aus

Unterabschnitt II.1.e.

Im dritten Teil, Abschnitt V.4, werden Isomorphismen zwischen den Amalgamräumen

Xτ(λ) und Amalgamräumen von Doppelfolgen λ{µ} aufgestellt. Hier ist µ der Folgen-

raum aus Tabelle (V.0.1). Weiter wird der Amalgamraum λ{µ} für vollständige Räume

λ als vervollständigtes Tensorprodukt λ ⊗̂ µ dargestellt. Dies löst Problem II.3.3 aus

Unterabschnitt II.3.c, erweitert also die Valdivia-Vogt-Strukturtafeln.

Die Räume E, λ, LT(E), Lτ(λ), D ′
∗Y (E), O ′

C(X
′, E) und λ{µ} werden in diesem

Kapitel als lokalkonvexe topologisch-bornologische Räume behandelt. Dadurch werden

zusätzliche strukturelle Zusammenhänge erhalten die in Kapitel VI für die Charakteri-

sierung relativ kompakter Teilmengen ausgenutzt werden. Aussagen über lokalkonvexe

Räume entstehen durch Vergessen der Bornologien, dem Diagramm (III.2.9) von Ver-

gissfunktoren entsprechend. Nur auf den vervollständigten Tensorprodukten λ ⊗̂µ wur-

den keine Bornologien spezifiziert.

V.1. Die globalen Komponenten

Räume die sich als globale Komponenten für Amalgamräume eignen werden in den

Definitionen V.1.2 und V.1.9 über eine der äquivalenten Eigenschaften aus den Propo-

sitionen V.1.1 und V.1.8 eingeführt. Dies sind im kontinuierlichen Fall die SRI-Räume
E ∈ SRI, also die lokalkonvexen t.b. Ideale von K ′ die invariant unter den Regulari-
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sierungen f 7→ f ∗ φ, φ ∈ D sind. Im diskreten Fall sind dies die STI-Folgenräume
λ ∈ sti, also die lokalkonvexen t.b. Ideale von ω die invariant unter den Translationen

a 7→ Tza, z ∈ Zd sind. Der Raum K ′ der Radon-Maße und der Raum ω der Funktionen

auf Zd werden in Unterabschnitt III.3.a beschrieben. Notationen für Ordnungskategorien

von lokalkonvexen t.b. Idealen werden in Unterabschnitt III.2.b eingeführt.

V.1.a. Solide, regularisierungsinvariante Räume

Die Klasse SRI der soliden, regularisierungsinvarianten Räume E, genannt SRI-Räume,

wird in Definition V.1.2 über die äquivalenten Eigenschaften aus Proposition V.1.1 ein-

geführt. Man erhält in Proposition V.1.3, dass SRI eine extremumsvollständige Ord-

nungskategorie konstituiert.

Proposition V.1.1. Sei E ein lokalkonvexes t.b. Ideal des Vektorverbands K ′.
Die folgenden drei Aussagen sind äquivalent:

1. Für jedes φ ∈ D ist f 7→ f ∗ φ ein t.b. Endomorphismus von E.

2. Die t.b. Inklusion E ⊆ |·| ∗K+←−−−−−
E ist erfüllt.

3. Die Faltung ∗ : E × L∞
cs → E ist hypostetig-beschränkt.

Hier notiert |·| ∗ K+ die Menge der Verbandshalbnormfunktionen K ′ → K ′,
f 7→ |f | ∗ k mit k ∈ K+ und L∞

cs trägt die Bornologie B(L∞
cs ) der beschränkten

Teilmengen, die in (III.3.5) charakterisiert wird.

Beweis. Trivialerweise folgt Aussage 1 aus Aussage 3. Nach Proposition III.1.1 ist der

Absolutwert |·| eine gleichmäßig stetige Selbstabbildung von E. Nach Teil 2 von Defini-

tion III.2.1 und Definition III.2.3 ist klar, dass |·| bornologiebewahrend ist. Somit folgt

wegen Proposition IV.2.5 auch Aussage 2 aus Aussage 3.

Sei K ∈ K und UK die solide Hülle von 1K . Dann definiert {λ · UK : λ ∈ R+}
gleichzeitig eine Nullumgebungsbasis und ein Fundamentalsystem für die beschränkten

Teilmengen von L∞
K . Sei φK ∈ D mit 1K ≤ φK . Dann gilt

|f ∗ k| ≤ |f | ∗ |k| ≤ |f | ∗ φK für alle f ∈ K ′, k ∈ UK . (V.1.1)
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Wegen Proposition III.1.1 kann man aus dieser Ungleichung schlussfolgern, dass Aussa-

ge 2 aus Aussage 1 folgt.

Nehme nun an, dass die Aussage 1 gilt. Zum Beweis der Aussage 3 sei BE ∈ BE und

UE ∈ UE mit UE = Γ(UE). Wegen (V.1.1) und Aussage 1 gibt es zu jedem K ∈ K

eine Menge B′
E,K ∈ BE so, dass BE ∗ UK ⊆ B′

E,K . Somit ist ∗ : E × L∞
cs → E

bornologiebewahrend. Wegen B′
E,K ∈ BE ⊆ B(E, TE) gibt es zu jedem K ∈ K(Rd)

ein λK ∈ R+ so, dass BE ∗ (λKUK) ⊆ UE . Dann ist U = Γ(
⋃
K∈K λKUK) eine

Nullumgebung von L∞
cs , die BE∗U ⊆ UE erfüllt. Andererseits existiert wegen Gleichung

(V.1.1) und Aussage 1 zu jeden K ∈ K eine weitere Nullumgebung U ′
E ∈ UE mit

U ′
E ∗ UK ⊆ UE . Dies beweist die Hypostetigkeit von ∗ : E × L∞

cs → E.

Definition V.1.2. Ein SRI-Raum E ist ein lokalkonvexes t.b. Ideal des Vektorver-

bands K ′ das eine der äquivalenten Aussagen aus Proposition V.1.1 erfüllt. Die durch

t.b. Inklusionen geordnete Menge aller SRI-Räume wird als Kategorie der SRI-Räume
bezeichnet und notiert durch SRI.

Proposition V.1.3. Die Kategorie der SRI-Räume ist extremumsvollständig.
Das Supremum wird realisiert durch die Hülle und das Infimum durch den Kern
von lokalkonvexen t.b. Unterräumen des Vektorraums K ′.

Beweis. Nach Proposition III.2.9 ist die Ordnungskategorie lctbId(K ′) aller lokalkon-

vexen t.b. Ideale des Vektorverbands K ′ extremumsvollständig. Die Eigenschaft 1 aus

Proposition V.1.1 impliziert, in Verbindung mit Proposition III.2.10, dass die SRI-Räume

eine extremumsabgeschlossene Teilmenge von lctbId(K ′) konstituieren. Diese ist somit

extremumsvollständig in sich, vergleiche Unterabschnitt III.1.a.

Bemerkung V.1.4. Lässt man die Bornologie BE der Räume E weg und verlangt

stetige Inklusionen K ⊆ E ⊆ K ′, so erhält man die “solid, regularisation invariant

spaces” aus [58] zurück. Definition V.1.2 verallgemeinert also Definition 3.8 aus [58, S. 8]

und Teil 3 von Proposition V.1.1 ist stärker wie Proposition 3.10 aus [58, S. 8].

Bemerkung V.1.5. Der Raum L1
lok kann stets die Rolle von K ′ übernehmen. Die

meisten Resultate dieser Arbeit funktionieren auch mit L1
lok.
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V.1.b. Solide, translationsinvariante Folgenräume

Die Klasse sti der soliden, translationsinvarianten Folgenräume λ, genannt STI-Folgen-

räume, wird in Definition V.1.9 über die Eigenschaften in Proposition V.1.8 eingeführt.

Nach Proposition V.1.10 ist sti eine extremumsvollständige Ordnungskategorie.

Definition V.1.6. Sei p ∈ [1,∞]. Erkläre die Menge

|·| ∗p ϕ+ := {a 7→ |a| ∗p b : b ∈ ϕ+} (V.1.2)

von Verbandshalbnormfunktionen ω → ω.

Behauptung V.1.7. Für p, q ∈ [1,∞] gelten die Kegelidealäquivalenzen

|·| ∗p ϕ+ ≍CI |·| ∗q ϕ+, (V.1.3)

(|·| ∗p ϕ+) ◦ (|·| ∗p ϕ+) ≍CI |·| ∗p ϕ+. (V.1.4)

Beweis. Gleichung (V.1.3) folgt aus

a ‚ b ≤ a ∗p b ≤ a ‚
(
∥b∥p · 1supp b

)
für alle a ∈ ω+, b ∈ ϕ+. (V.1.5)

Gleichung (V.1.4) folgt aus ϕ+ ∗p ϕ+ ≍CI ϕ+ (vergleiche Lemma III.3.4).

Proposition V.1.8. Sei λ ein lokalkonvexes t.b. Ideal von ω und p ∈ [1,∞].
Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

1. Gittertranslationen Tz, z ∈ Zd sind t.b. Endomorphismen von λ.

2. Die Abbildungen a 7→ a ∗ b, b ∈ ϕ sind t.b. Endomorphismen von λ.

3. Der Raum λ erfüllt die t.b. Inklusion λ ⊆ |·| ∗p ϕ+←−−−−−
λ.

4. Der Raum λ erfüllt die t.b. Inklusion λ = |·| ∗p ϕ+←−−−−−
λ.

5. Die Faltung ∗ : λ× ϕ→ λ ist hypostetig-beschränkt.

Beweis. Für p = 1 beweist man die Äquivalenzen “2 ⇔ 3 ⇔ 5” wie für Propositi-

on V.1.1. Behauptung V.1.7 liefert den Fall p ̸= 1. Da die Faltung mit b ∈ ϕ eine

endliche Summe von Translationen ist, folgt “1 ⇔ 2”. Wegen |·| ∈ |·| ∗p ϕ+ und da λ

solide ist, besteht die t.b. Inklusion λ ⊇ |·| ∗p ϕ+←−−−−−
λ. Somit folgt “3 ⇔ 4”.
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Definition V.1.9. Ein STI-Folgenraum λ ist ein lokalkonvexes t.b. Ideal von ω das

eine der äquivalenten Eigenschaften aus Proposition V.1.8 erfüllt. Die durch t.b. Inklusio-

nen geordnete Menge aller STI-Folgenräume wird als Kategorie der STI-Folgenräume
bezeichnet und notiert durch sti.

Proposition V.1.10. Die Kategorie der STI-Folgenräume ist extremumsvoll-
ständig. Das Supremum wird realisiert durch die Hülle und das Infimum durch
den Kern von lokalkonvexen t.b. Unterräumen des Vektorraums ω.

Beweis. Analog zu Proposition V.1.10.

V.2. Das Korrespondenzdiagramm

Basierend auf der Theorie der Urbildraumoperatoren aus Kapitel IV werden die Amal-

gamräume LT(E) und Lτ(λ) mit L ∈ {D ′,E ,K ′} ∪ {Lp : p ∈ [1,∞]} in diesem

Abschnitt eingeführt. Im Zuge dessen werden die Korrespondenzen zwischen den Räu-

men LT(E) und Lτ(λ) und den globalen Komponenten E ∈ SRI und λ ∈ sti studiert.

Daraus resultiert ein kommutatives Diagramm von Urbildoperatoren (rechts):

K ′ Lplok

ω X

E LpT(E) = Lp
τ
(λ)

ω∗D(E) = λ XT(E) = Xτ(λ)

(V.2.1a)

Das linke Diagramm zeigt die Abbildungsmengen M = {y 7→ mi(y) : i ∈ I} und

das rechte Diagramm die assoziierten Urbildraumoperatoren M←− gemäß der folgenden
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Legende:

M←− y 7→ mi(y) i ∈ I Klasse Definition

XT f 7→ |f |∗Φ Φ ∈ B(X ′) snf V.2.20

Xτ f 7→ (|f |∗Φ)|Z Φ ∈ B(X ′) snf V.2.24

LpT f 7→ |f | ∗p k k ∈ K+ lsnf V.2.3

Lp
τ

f 7→ (|f | ∗p k)|Z k ∈ K+ lsnf V.2.15

ω∗D a 7→ a ∗ φ φ ∈ D lin V.2.11

(V.2.1b)

Hier ist |f |∗Φ := supφ∈Φ|f ∗φ|, die potenzierte Faltung |f |∗pk aus Definition III.3.1 und

die Reihe a∗φ :=
∑

z∈Zd a(z)Tzφ in E absolutkonvergent. Siehe Unterabschnitt IV.1.a

für die Abbildungsklassen “ lin”, “snf” und “lsnf”. Die Definition der Urbildraumoperato-

ren M←− basiert auf Definition IV.1.11 und Proposition IV.1.14.

Anstatt Lp und Lplok kann im Diagramm (V.2.1) auch K ′ eingesetzt werden. Die

lokalen Komponenten Lp, speziell p ∈ {1,∞}, und K ′ werden betrachtet um die größte

oder kleinste globale Komponente eines Amalgamraums XT(E) zu charakterisieren.

Die Kommutativität des rechten Diagramms in (V.2.1a) entspricht einer Zusammen-

fassung aus Identitäten, die in den Abschnitten V.2 und V.3 erhalten werden. Diese

basieren auf der Anwendung der Kompositionsregeln für Urbildraumoperatoren aus Lem-

ma IV.2.8. Speziell entspricht die Kommutativität der zwei Dreiecke linksoben den Iden-

titäten (V.2.30a) und (V.2.30b) von Theorem V.2.17 (beachte auch Bemerkung V.2.19).

Als Korollar erhält man die Bijektionen λ ↔ Lp
τ
(λ) und λ ↔ K ′

τ
(λ), siehe Gleichung

(V.2.31). Das Dreieck rechtsoben entspricht der Identität (V.2.38) von Theorem V.2.22.

Die zwei Dreiecke linksunten entsprechen den Identitäten (V.2.45) von Theorem V.2.26

und (V.2.50) von Theorem V.2.28 mit X = D . In den drei Dreiecken rechtsunten
tauchen wieder die Identitäten (V.2.45) und (V.2.50) auf; zusätzlich noch die Identi-

tät (V.2.46) von Theorem V.2.26. Daraus folgt auch die Bijektion λ ↔ Xτ(λ), siehe

Gleichung (V.2.51) mit X = D .

Aus dem Diagramm (V.2.1) ergeben sich Surjektionen von den SRI-Räumen E auf die

STI-Folgenräume λ und die Amalgamräume LT(E) und Lτ(λ). Dies impliziert auch

LT(SRI) = Lτ(sti). (V.2.2)
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Die Surjektionen sind nicht injektiv, aber die Urbilder dieser Surjektionen können cha-

rakterisiert werden. Dazu wird zunächst in Theorem V.2.6 bewiesen, dass L∞
T ein Kern-

operator und K ′
T ein Hüllenoperator ist, wobei diese über die Absorptionsrelationen

K ′
T ◦ L∞

T = K ′
T und L∞

T ◦ K ′
T = L∞

T verbunden sind. Aus den Korollaren V.2.9

und V.2.23 erhält man dann, dass SRI-Räume E,F genau dann LT(E) = LT(F )

erfüllen, wenn die Inklusionen L∞
T (E) ⊆ F ⊆ K ′

T(E) erfüllt sind. Somit ist L∞
T (E)

der kleinste und K ′
T(E) der größte SRI-Raum F , der die Identität LT(E) = LT(F )

erfüllt. Schränkt man sich auf SRI-Räume F ⊆ L1
lok ein, so übernimmt L1

T(E) die Rolle

von K ′
T(E).

Theorem V.2.1. Sei L ∈ {D ′,E ,K ′} ∪ {Lp : p ∈ [1,∞]}. Zu jeder Teilmenge
F ⊆ L gibt es einen kleinsten STI-Folgenraum λ mit F ⊆ Lτ(λ) und einen
kleinsten SRI-Raum E mit F ⊆ LT(E). Dieser erfüllt E = L∞

τ
(λ).

Beweis. Wegen Proposition V.1.10 und Korollar IV.2.4, und da λ 7→ Lτ(λ) eine Bijekti-

on ist, existiert das gesuchte λ. Mit Korrespondenzdiagramm (V.2.1) und Theorem V.2.6

erhält man E = L∞
τ
(λ).

Korollar V.2.2. Die Ordnungskategorie LT(SRI) = Lτ(sti) konstituiert ein
Hüllensystem über L .

V.2.a. Assoziierte extremale globale Komponenten

Im Vergleich zu STI-Folgenräumen bilden SRI-Räume eine sehr unspezifische Klasse von

Räumen. Die Amalgamräume LpT(E) mit p ∈ [1,∞] und K ′
T(E), die in Definition V.2.3

eingeführt werden, haben besondere Eigenschaften. Die Operatoren K ′
T und L∞

T werden

in Theorem V.2.6 als Hüllen- und Kernoperatoren auf der Kategorie der SRI-Räume

SRI charakterisiert, die durch die Absorptionsrelation (V.2.8) verbunden sind. Dadurch

entsteht eine natürliche Einteilung der SRI-Räume in Äquivalenzklassen.

Definition V.2.3. Sei p ∈ [1,∞] und E ein SRI-Raum. Der Amalgamraum LpT(E)

mit globaler Komponente E und lokaler Komponente Lp wird definiert als

LpT(E) := |·| ∗p K+←−−−−−−
E (V.2.3)
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mit der Menge |·| ∗p K+ von Verbandshalbnormfunktionen Lplok → C gegeben durch

|·| ∗p K+ := {f 7→ |f | ∗p k : k ∈ K+}. (V.2.4)

Den Amalgamraum K ′
T(E) mit globaler Komponente E und lokaler Komponente

K ′ definiert man analog als Urbild von E unter |·| ∗K+ ⊆ lsnf(K ′).

Bemerkung V.2.4. Für 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ gilt die Kegelidealabschätzung

|·| ∗p K+ ⪯CI |·| ∗q K+ (V.2.5)

von Verbandshalbnormfunktionen Lqlok → K ′.

Behauptung V.2.5. Sei 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Dann gilt die Kegelidealäquivalenz

(|·| ∗p K+) ◦ (|·| ∗q K+) ≍CI |·| ∗q K+ (V.2.6)

von Verbandhalbnormfunktionen Lqlok → C (oder auch K ′ → C im Fall q = 1).

Beweis. Da die Operationen ∗p, ∗q und |·| monoton und subadditiv sind genügt es zu

zeigen, dass für alle w, v, u ∈ K+ weitere w̃, ṽ, ũ ∈ K+ existieren, sodass

||f | ∗q w| ∗p v ≤ |f | ∗q ũ für alle f ∈ Lqlok, (V.2.7a)

|f | ∗q u ≤ ||f | ∗q w̃| ∗p ṽ für alle f ∈ Lqlok. (V.2.7b)

Dazu verwendet man Proposition III.3.3 und die Relation K+ ≍CI K+ ∗q K+, siehe

Lemma III.3.4.

Theorem V.2.6. Sei p, q ∈ [1,∞]. Jeder SRI-Raum E erfüllt die Identität

LpT(L
q
T(E)) = LpT(E). (V.2.8)

(Gleichung (V.2.8) wird auch Absorptionsrelation genannt.) Dabei kann L1
T durch

K ′
T ersetzt werden.
Die Abbildung E 7→ K ′

T(E) konstituiert einen Hüllenoperator und die Abbildung
E 7→ L∞

T (E) einen Kernoperator auf der Kategorie der SRI-Räume.
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Beweis. Die Monotonie von K ′
T und L∞

T folgt direkt aus Proposition IV.2.2. Die Idem-

potenz von K ′
T und L∞

T folgt aus Behauptung V.2.5. Die Absorptionsrelationen (V.2.8)

erhält man ebenfalls aus Behauptung V.2.5. Die Abbildung L∞
T ist intensiv aufgrund

von Solidität und da {g} ⪯ g ‚ K+ für alle g ∈ L∞
lok,+ gilt.

Die obigen Aussagen behalten ihre Gültigkeit wenn man K ′
T und L∞

T im Sinne von

Definition V.2.3 auf die Kategorie der lokalkonvexen t.b. Ideale von K ′ ausdehnt. Auf

der Kategorie der SRI-Räume ist die Abbildung K ′
T extensiv aufgrund der Eigenschaft 2

aus Proposition V.1.1 und Proposition IV.2.5.

Es muss noch gezeigt werden, dass K ′
T(E) und L∞

T (E) stets SRI-Räume sind. Die

Absorptionsrelationen (V.2.8), die Ungleichung |·| ∗K+ ⪯ |·|‚ K+ und die Idempotenz

von K ′
T implizieren

K ′
T(L

∞
T (E)) = K ′

T(E) ⊇ L∞
T (E), K ′

T(K
′
T(E)) = K ′

T(E)

für alle lokalkonvexen t.b. IdealeE von K ′. Somit haben die Räume L∞
T (E) und K ′

T(E)

die Eigenschaft 2 aus Proposition V.1.1.

Korollar V.2.7. Die Abbildungen E 7→ K ′
T(E) und E 7→ LpT(E) können als

Funktoren betrachtet werden die von der Kategorie der SRI-Räume auf sich selbst
abbilden.

Korollar V.2.8. Die Funktoren K ′
T und L∞

T induzieren zueinander inverse Bi-
jektionen zwischen dem Hüllenbereich von K ′

T und dem Kernbereich von L∞
T .

Korollar V.2.9. Sei p ∈ [1,∞]. SRI-Räume E,F erfüllen die Äquivalenzen

L∞
T (E) ⊆ F ⊆ K ′

T(E) ⇔ LpT(E) = LpT(F ) ⇔ K ′
T(E) = K ′

T(F ). (V.2.9)

Bemerkung V.2.10. Schränkt man sich auf SRI-Räume ein, die in L1
lok enthalten

sind, so übernimmt L1
T die Rolle von K ′

T in Theorem V.2.6 und seinen Korollaren.

V.2.b. Assoziierte diskrete globale Komponenten

Als Urbilder bezüglich der Faltungsabbildungen ω ∋ a 7→ a ∗ k mit geeigneten k ∈ L∞
cs

können STI-Folgenräume zu SRI-Räumen assoziiert werden. Theorem V.2.13 zeigt die

Unabhängigkeit von k falls 0 ̸= k und (supp k + Zd \ {0}) ∩ supp k = ∅. Somit kann
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auch der naheliegende Verbandshomomorphismus a 7→ a ∗ 1Q mit Q = 1
2 [−1, 1]

d von ω

nach L∞
lok verwendet werden, siehe Korollar V.2.14.

Definition V.2.11. Sei Y ⊆ E ′ und F ein lokalkonvexer t.b. Unterraum des Vektor-

raums D ′. Definiere das diskrete Faltungsurbild von F bezüglich Y als

ω∗Y (F ) := δZd(·) ∗ Y
←−−−−−−−

F (V.2.10)

mit der Menge δZd(·) ∗ Y linearer Abbildungen ω → D ′ gegeben durch

δZd(·) ∗ Y := ((·) ∗ Y ) ◦ δZd(·) = {a 7→ a ∗ g : g ∈ Y } (V.2.11)

und der linearen Abbildung δZd(·) : ω → D ′ gegeben durch

δZd(·) =

(
a 7→

∑
z∈Zd

δza(z)

)
(V.2.12)

mit der in D ′ absolut konvergenten Reihe

a ∗ g := δZd(a) ∗ g =
∑
z∈Zd

a(z)Tzg. (V.2.13)

Bemerkung V.2.12. Sei 0 ̸= k ∈ C ′
+. Dann folgt die Kegelidealäquivalenz

(|·| ∗K+) ◦ (δZd(|·|) ∗ k) ≍CI δZd(|·|) ∗K+, (V.2.14)

mit der Abkürzung δZd(|·|) := δZd(·) ◦ |·|, direkt aus Lemma III.3.4.

Theorem V.2.13. Sei 0 ̸= k ∈ K ⊆ L∞
cs mit (supp k + Zd \ {0}) ∩ supp k = ∅.

Jeder SRI-Raum E erfüllt die Identität

ω∗D(E) = ω∗K(E). (V.2.15)

Beweis. Sei E ein SRI-Raum. Es folgt |δZd(·) ∗ k| = δZd(|·|) ∗ |k| aus der Trägerbedin-
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gung an k. Damit liefert Gleichung (IV.1.24b) von Bemerkung IV.1.16

ω∗{k}(E) = δZd(·) ∗ k
←−−−−−−

E = δZd(|·|) ∗ |k|
←−−−−−−−−

E. (V.2.16)

Es gibt h ∈ K+ mit |k| ≤ h. Somit folgt aus dem Monotoniegesetz Proposition IV.2.2,

Gleichung (V.2.14) und Proposition V.1.1 die Kette von t.b. Inklusionen

ω∗{k}(E) ⊇ δZd(|·|) ∗K+←−−−−−−−−−
E = δZd(|·|) ∗ |k|

←−−−−−−−−
|·| ∗K+←−−−−−

E ⊇ ω∗{k}(E). (V.2.17)

Mit k = φ ∈ D und φ ≥ 0 erhält man aus Gleichung (V.2.17), dass

ω∗D(E) ⊇ δZd(|·|) ∗K+←−−−−−−−−−
E = ω∗{φ}(E) ⊇ ω∗D(E). (V.2.18)

Aus den Gleichungen (V.2.17) und (V.2.18) folgt nun Gleichung (V.2.15).

Korollar V.2.14. Sei Q := 1
2 [−1, 1]

d. Alle SRI-Räume E erfüllen die Identität

ω∗D(E) = ω∗{1Q}(E). (V.2.19)

V.2.c. Assoziierte kontinuierliche globale Komponenten

Die Amalgamräume K ′
T(E) und L∞

T (E) werden in Theorem V.2.17 dieses Unterab-

schnitts mit ihren assoziierten STI-Folgenraum ω∗D(E) als globaler Komponente darge-

stellt. Dabei entsteht jeweils eine Bijektion.

Definition V.2.15. Sei p ∈ [1,∞] und λ ein STI-Folgenraum. Der Amalgamraum
Lp
τ
(λ) mit globaler Komponente λ und lokaler Komponente Lp ist definiert als

Lp
τ
(λ) := (|·| ∗p K+)|Zd

←−−−−−−−−−
λ (V.2.20)

mit (|·| ∗p K+)|Zd den Verbandshalbnormfunktionen Lplok → ω gegeben durch

(|·| ∗p K+)|Zd := (·)|Zd ◦ (|·| ∗p K+) = {f 7→ (|f | ∗p k)|Zd : k ∈ K+} (V.2.21)
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und mit dem Verbandshomomorphismus (·)|Zd : C → ω gegeben durch

(·)|Zd = (f 7→ f |Zd). (V.2.22)

Den Amalgamraum K ′
τ
(λ) mit globaler Komponente λ und lokaler Komponente

K ′ definiert man analog als Urbild von λ unter (|·| ∗K+)|Zd ⊆ lsnf(K ′, ω).

Behauptung V.2.16. Sei p ∈ [1,∞]. Es gelten die Kegelidealäquivalenzen

(δZd(·) ∗K+) ◦ (|·| ∗p K+)|Zd ≍CI |·| ∗p K+, (V.2.23)

(|·| ∗p K+) ◦ (δZd(|·|) ∗K+) ≍CI δZd(|·|) ∗K+, (V.2.24)

(|·| ∗p K+)|Zd ◦ (δZd(|·|) ∗K+) ≍CI |·| ∗ ϕ+. (V.2.25)

Beweis. Im folgenden sei Q := 1
2 [−1, 1]

d.

Gleichung (V.2.23): Sei k1, k2, k3 ∈ K+. Setze h1 := C · k2 ‚ k3 mit der Konstanten

C := #{z ∈ Zd : supp k3 ∩ (z + supp k3) ̸= ∅}. Gleichung (III.3.20) liefert dann

(|f | ∗p k2)|Zd ∗ k3 ≤ C · (|f | ∗p k2) ‚ k3 ≤ |f | ∗p h1 für alle f ∈ Lplok. (V.2.26a)

Umgekehrt findet man h2, h3 ∈ K+ mit

|f | ∗p k1 ≤ (|f | ∗p h2)|Zd ∗ h3 für alle f ∈ Lplok. (V.2.26b)

Um Gleichung (V.2.26b) zu erfüllen setze h2 = k1‚1Q und wähle h3 ∈ K+ mit h3 ≥ 1Q.

Dann folgt nämlich

(|f | ∗p k1)(z + x) ≤ ((|f | ∗p k1) ‚ 1Q)(z) ≤ (|f | ∗p h2)(z) (V.2.27)

für alle z ∈ Zd, x ∈ Q und somit Gleichung (V.2.26b). Die Kegelidealäquivalenz (V.2.23)

folgt nun aus den Ungleichungen (V.2.26a) und (V.2.26b).

Gleichung (V.2.24): Sei k1, k2, k3 ∈ K+. Wegen der Ungleichung (V.2.5) genügt es
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h1, h2, h3 ∈ K+ zu finden, sodass

(|a| ∗ k1) ‚ k2 ≤ |a| ∗ h3 für alle a ∈ ω, (V.2.28a)

|a| ∗ k3 ≤ |a| ∗ h1 ∗ h2 für alle a ∈ ω. (V.2.28b)

Dies gelingt mit h3 = k1 ‚ k2 und k3 ≤ h1 ∗ h2.
Gleichung (V.2.25): Sei b ∈ ϕ+ und k1, k2 ∈ K+. Wegen Behauptung V.1.7 genügt es

c ∈ ϕ+ und h1, h2 ∈ K+ zu finden, sodass

|a| ∗ b ≤ (|a| ∗ h1 ∗ h2)|Zd für alle a ∈ ω, (V.2.29a)

((|a| ∗ k1) ‚ k2)|Zd ≤ |a| ∗ c für alle a ∈ ω. (V.2.29b)

Aufgrund von (|a|∗k1)‚k2 ≤ |a|∗(k1‚k2), infinitärer Additivität und Gittertranslations-

invarianz ist es hinreichend, die Ungleichungen (V.2.29a) und (V.2.29b) für a = δ zu er-

füllen. Dazu wählt man h1, h2 und c so, dass b ≤ (h1 ∗ h2)|Zd und (k1 ‚ k2)|Zd ≤ c.

Theorem V.2.17. Sei p ∈ [1,∞]. Jeder SRI-Raum E erfüllt die Identitäten

LpT(E) = Lp
τ
(ω∗D(E)), (V.2.30a)

ω∗D(E) = ω∗D(LpT(E)). (V.2.30b)

Jeder STI-Folgenraum λ erfüllt die Identität

λ = ω∗D(Lp
τ
(λ)). (V.2.31)

Beweis. Wende Lemma IV.2.8 auf die Kegelidealäquivalenzen aus Behauptung V.2.16

an. Die Kegelidealäquivalenz (V.2.23) impliziert die Identität (V.2.30a) und die Ke-

gelidealäquivalenz (V.2.24) impliziert die Identität (V.2.30b). Die Kegelidealäquivalenz

(V.2.24) und die Eigenschaft 3 von Proposition V.1.8 liefern die Identität (V.2.31).

Korollar V.2.18. Sei p, q ∈ [1,∞]. Jeder STI-Folgenraum λ erfüllt die Identität

Lp
τ
(λ) = LpT(L

q
τ
(λ)). (V.2.32)

Bemerkung V.2.19. In Theorem V.2.17 und Korollar V.2.18 kann die lokale Kom-
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ponente L1 durch K ′ ersetzt werden.

V.2.d. Amalgame glatter Funktionen oder Distributionen

Es wird nun der Amalgamraum XT(E) eingeführt. Mit Theorem V.2.22 und Korol-

lar V.2.23 wird bewiesen, dass XT(E) nur von der “globalen Struktur” von E abhängt.

Definition V.2.20. Sei E ein SRI-Raum. Der Amalgamraum XT(E) mit globaler
Komponente E und lokaler Komponente X wird definiert als der Urbildraum

XT(E) := |·|∗B(X ′)←−−−−−−
E (V.2.33)

mit der Menge |·|∗B(X ′) von Halbnormfunktionen X → C gegeben durch

|·|∗B(X ′) := {f 7→ |f |∗Φ : Φ ∈ B(X ′)} (V.2.34)

mit der Abkürzung

|f |∗Φ := sup
φ∈Φ
|f ∗ φ|. (V.2.35)

Behauptung V.2.21. Für alle p ∈ [1,∞] gilt die Kegelidealäquivalenz

(|·| ∗p K+) ◦ |·|∗B(X ′) ≍CI |·|∗B(X ′). (V.2.36)

Beweis. Sei Φ1,Φ2 ∈ B(X ′) und k ∈ K+. Aufgrund der Ungleichung (V.2.5) genügt

es Ψ1,Ψ2 ∈ B(X ′) und h ∈ K+ anzugeben, sodass

||f |∗Φ2| ‚ k ≤ |f |∗Ψ1 für alle f ∈X , (V.2.37a)

|f |∗Φ1 ≤ ||f |∗Ψ2| ∗ h für alle f ∈X . (V.2.37b)

Gleichung (V.2.37a) wird erfüllt von Ψ1 = {k(x)Txφ : φ ∈ Φ2, x ∈ supp k}. Da mit

Q := 1
2 [−1, 1]

d die Ungleichung 12Q ∗ 12Q ≥ 12Q gilt wird Gleichung (V.2.37b) für

Ψ2 = T2QΦ1 und jedes h ∈ K+ mit h ≥ 12Q erfüllt.
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Theorem V.2.22. Sei p ∈ [1,∞]. Jeder SRI-Raum E erfüllt die Identitäten

XT(E) = XT(K
′
T(E)) = XT(L

p
T(E)). (V.2.38)

Beweis. Dies folgt aus Behauptung V.2.21 und Lemma IV.2.8.

Korollar V.2.23. Für SRI-Räume E und F gilt die Äquivalenz

XT(E) = XT(F ) ⇔ L∞
T (E) ⊆ F ⊆ K ′

T(E). (V.2.39)

Beweis. Dies folgt aus Proposition IV.2.1, Korollar V.2.9 und Theorem V.2.22.

V.2.e. Darstellung mit diskreter globaler Komponente

Im folgenden wird der Amalgamraum Xτ(λ) eingeführt. Theorem V.2.26 zeigt, dass

jeder Raum XT(E) durch den Raum Xτ(λ) dargestellt werden kann, wenn λ die zu E

assoziierte diskrete globale Komponente ist. Weiter erhält man mit Theorem V.2.28 eine

Formel mit der die globale Komponente λ aus Xτ(λ) gewonnen werden kann.

Definition V.2.24. Sei λ ein STI-Folgenraum. Der Amalgamraum Xτ(λ) mit lo-
kaler Komponente X und globaler Komponente λ ist definiert als

Xτ(λ) := (|·|∗B(X ′))|Zd

←−−−−−−−−−
λ (V.2.40)

mit der Menge (|·|∗B(X ′))|Zd von Halbnormfunktionen X → ω gegeben durch

(|·|∗B(X ′))|Zd := (·)|Zd ◦ |·|∗B(X ′)

= {f 7→ (|f |∗Φ)|Zd : Φ ∈ B(X ′)} . (V.2.41)

Behauptung V.2.25. Für alle p ∈ [1,∞] gelten die Kegelidealäquivalenzen

(δZd(·) ∗K+) ◦ (|·|∗B(X ′))|Zd ≍CI |·|∗B(X ′), (V.2.42)

(|·| ∗p K+)|Zd ◦ |·|∗B(X ′) ≍CI (|·|∗B(X ′))|Zd. (V.2.43)

Beweis. Gleichung (V.2.42): Sei k ∈ K+ und Φ1,Φ2 ∈ B(X ′). Es genügt h ∈ K+
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und Ψ1,Ψ2 ∈ B(X ′) zu finden, sodass

|f |∗Φ1 ≤ |(|f |∗Ψ2
)|Zd| ∗ h für alle f ∈X , (V.2.44a)

|(|f |∗Φ2
)|Zd| ∗ k ≤ |f |∗Ψ1 für alle f ∈X . (V.2.44b)

Sei Q = 1
2 [−1, 1]

d. Die Ungleichungen (V.2.44) erfüllt man mit den Wahlen Ψ2 = TQΦ1,

h ∈ K+ mit h ≥ 1Q und Ψ1 = {∥k∥1 · Txφ : φ ∈ Φ2, x ∈ supp k}.

Gleichung (V.2.43): Man wendet die Einschränkung (·)|Zd auf beiden Seiten der Un-

gleichungen (V.2.37) an und verwendet (V.2.36).

Theorem V.2.26. Jeder SRI-Raum E erfüllt die Identität

XT(E) = Xτ(ω∗D(E)). (V.2.45)

Sei p ∈ [1,∞]. Jeder STI-Folgenraum λ erfüllt die Identitäten

Xτ(λ) = XT(K
′
τ
(λ)) = XT(L

p
τ
(λ)). (V.2.46)

Beweis. Unter Verwendung von Lemma IV.2.8 erhält man Gleichung (V.2.45) aus den

Gleichungen (V.2.42) und (V.2.15). Analog erhält man Gleichung (V.2.46) aus Gleichung

(V.2.43).

Behauptung V.2.27. Sei X ⊆X ∩ E ′ mit φ ∈ X \ {0} so, dass

(suppφ + Zd \ {0}) ∩ suppφ = ∅. (V.2.47)

Dann gilt die Kegelidealäquivalenz

|·|∗B(X ′) ◦ (δZd(·) ∗X) ≍CI δZd(|·|) ∗K+. (V.2.48)

Beweis. Sei θ ∈ X und Φ ∈ B(X ′). Mit h := supφ∈Φ(|θ| ∗ |φ|) ∈ K+ erhält man

|a ∗ θ|∗Φ ≤ |a| ∗ h für alle a ∈ ω. (V.2.49a)

141



V. Strukturtheorie

Sei nun umgekehrt k ∈ K+. Man sucht Ψ ∈ B(X ′), sodass

|a| ∗ k ≤ |a ∗ θ|∗Ψ für alle a ∈ ω. (V.2.49b)

Um Gleichung (V.2.49b) zu erfüllen sei U ⊆ Rd offen sodass (M + Zd \ {0}) ∩M = ∅
mit M = suppφ + U und sei 0 ̸= ψ ∈ X ′ mit suppψ ⊆ U . Dann gibt es x ∈ M und

ν > 0, sodass |a ∗ (φ ∗ ψ)|(x + z) = |a(z)| · ν für alle a ∈ ω, z ∈ Zd. Somit gibt es

N ⊆ Rd kompakt und α ∈ R+, sodass Gleichung (V.2.49b) für Ψ = {α ·Txψ : x ∈ N}
erfüllt ist.

Theorem V.2.28. Sei X wie in Behauptung V.2.27. Jeder SRI-Raum E erfüllt
die Identität

ω∗D(E) = ω∗X(XT(E)). (V.2.50)

Jeder STI-Folgenraum λ erfüllt die Identität

λ = ω∗X(Xτ(λ)). (V.2.51)

Beweis. Wende Lemma IV.2.8 auf Gleichung (V.2.48) an um die Identität (V.2.50) zu

erhalten. Die Identität (V.2.51) erhält man aus der Gleichungskette

λ = ω∗D(K ′
τ
(λ)) = ω∗X(XT(K

′
τ
(λ))) = ω∗X(Xτ(λ)), (V.2.52)

wo die Identität (V.2.31), dann (V.2.50) mit E = K ′
τ
(λ) und dann (V.2.46) verwendet

wurde.

V.3. Faltungsurbilder und Konvolutorenräume

Der Amalgamraum XT(E) wird in Unterabschnitt V.3.b als Faltungsurbild D ′
∗Y (E)

und als Konvolutorenraum O ′
C(X

′, E) dargestellt, siehe in Definition V.3.9 und V.3.14

und Theorem V.3.13 und V.3.16. Hier ist Y eine Faktorisierungsmenge für X ′, siehe

Definition V.3.6 und Beispiel V.3.8. Der Beweis dieser Resultate basiert auf Faktorisie-

rungseigenschaften der topologischen Faltungsalgebren (D , ∗) und (E ′, ∗), die in den

Theoremen V.3.2 und V.3.5 von Unterabschnitt V.3.a erhalten werden.
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V.3.a. Faktorisierungssätze

Der Beweis der alternativen Darstellungsformeln für die Räume XT(E) basiert auf ver-

besserten Faktorisierungseigenschaften der topologischen Faltungsalgebren (E ′, ∗) und

(D , ∗) aus [104, 24, 95]. Diese werden in den Theoremen V.3.2 und V.3.5 erhalten. Zur

Vereinheitlichung des Vorgehens werden in Definition V.3.6 Faktorisierungsmengen Y

für X ′ eingeführt. Solche Mengen werden in Beispiel V.3.8 angegeben.

Lemme 2.5, kombiniert mit Remarque 2.6, aus [24, S. 309ff] ergibt:

Lemma V.3.1. Sei ε ∈ R+ und (bk) ⊆ R+ eine Folge. Dann gibt es eine Folge
(ak) ⊆ R+ mit ak ≤ bk und φ, ψ ∈ D(R) mit suppφ, suppψ ⊆ [−ε, ε], sodass

n∑
k=0

(−1)kakφ(2k) → δ + ψ für k →∞. (V.3.1)

Das folgende Theorem präzisiert Theorem 3.2 aus [58, S. 6] und wird genauso aus einer

leichten Modifikation des Beweises von Théorème 3.1 in [24, S. 311] erhalten.

Theorem V.3.2. Sei K ⊆ Rd kompakt und U ⊆ Rd eine Umgebung von 0. Zu
jedem Φ ∈ B(DK) gibt es ein Ψ ∈ B(DK) und Θ ∈ F(DU ) mit

Φ ⊆ Γ(Ψ ∗ Θ). (V.3.2)

Beweis. Sei ε ∈ R+ mit [−ε, ε]d ⊆ U . Die Beschränktheit von Φ garantiert, dass

Mα,e,k := sup
φ∈Φ

∥∥∂α∂2ke φ∥∥∞ <∞ für alle α ∈ Nd
0, e = 1, . . . , d, k ∈ N0. (V.3.3)

Hier notiert ∂e die partielle Ableitung in der e-ten Koordinate. Aus Lemma V.3.1 erhält

man (ak) ∈ R+(N0) und θ, χ ∈ D(R) mit supp θ, suppψ ⊆ [−ε, ε], sodass Gleichung

(V.3.1) erfüllt ist und

∞∑
k=0

akMα,e,k <∞ für alle α ∈ Nd
0, e = 1, . . . , d. (V.3.4)
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Aus Gleichung (V.3.1) erhält man

θe ∗
n∑
k=0

(−1)kak∂2ke φ =

(
n∑
k=0

(−1)kak∂2ke θe

)
∗ φ n→∞−→ φ + χe ∗ φ, (V.3.5)

wobei hier θe, χe die Bildmaße von θ, χ unter der kanonischen Injektion R → Rd der

e-ten Koordinate sind. Aus Gleichung (V.3.4) und (V.3.5) folgert man, dass

θe ∗ ψ(φ) = φ + χe ∗ φ mit ψ(φ) :=
∞∑
k=0

(−1)kak∂2ke φ für alle φ ∈ Φ. (V.3.6)

Aufgrund von Gleichung (V.3.3) und (V.3.4) ist ψ(φ) durch eine in DK konvergente

Reihe definiert. Gleichung (V.3.6) liefert

θe ∗ Φ̃ + χe ∗ Φ̃ ⊇ Φ mit Φ̃ := {ψ(φ) : φ ∈ Φ} ∪ −Φ. (V.3.7)

Die Gleichungen (V.3.3) und (V.3.4) implizieren auch, dass Φ̃ ∈ B(DK). Jede der

Funktionen η1 ⊗ · · · ⊗ ηd mit ηe ∈ {θe, χe}, e = 1, . . . , d gehört zu DU . Notiert man

die Menge dieser Funktionen als Θ und wendet Gleichung (V.3.7) sukzessive in jeder

Dimension an, so erhält man Gleichung (V.3.2) für eine Menge Ψ ∈ B(DK).

Korollar V.3.3. Sei Φ ∈ B(D). Es gibt Ψ ∈ B(D), sodass Φ ⊆ Γ(Ψ ∗ Ψ).

Korollar V.3.4. Sei Φ ∈ F(D). Es gibt Ψ ∈ F(D), sodass Φ ⊆ Γ(Ψ ∗ Ψ).

Theorem V.3.5. Sei K ⊆ Rd kompakt und L eine Umgebung von K. Dann gibt
es zu jedem B ∈ B(E ′

K) ein m ∈ N0 und B0 ∈ B(KL) so, dass

B ⊆
∑

|α|1≤m

∂αB0. (V.3.8)

Beweisskizze. Wende Proposition 4.13 in [58, S. 16] auf den metrisierbaren Raum C für

“F ” an. 1 Dies liefert B ⊆ B̃0+∆kB̃0 mit k ∈ N und B̃0 ∈ C ′. Um die Inklusion (V.3.8)

mit B0 ∈ B(K ) zu erreichen, wendet man nochmals die “Parametrixmethode” wie im

Beweis der Implikation “(vi)⇒ (v)” von Theorem 3 aus [23, S. 507] an. Um schließlich die

1Der Beweis von Proposition 4.13 funktioniert genauso wenn man die einzelne Distribution “f ”
durch eine beschränkte Menge B von Distributionen ersetzt.
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Trägerbedingung an B0 zu erfüllen multipliziert man Gleichung (V.3.8) mit einer glatten

Abschneidefunktion und verwendet die Leibniz-Regel für partielle Ableitungen.

Definition V.3.6. Eine Teilmenge Y ⊆ X ′ heisst Faktorisierungsmenge für X ′,

falls für jedes Kompaktum K ⊆ Rd, jede Umgebung L von K und jede Umgebung

U ⊆ Rd von 0 die folgende Faktorisierungseigenschaft besteht:

∀Φ ∈ B((X ′)K)∃Ψ ∈ B((X ′ ∩K )L),Θ ∈ F(YU ) : Φ ⊆ Γ(Ψ ∗ Θ). (V.3.9)

Hier wird die Notation FK = {f ∈ F : supp f ⊆ K} aus Gleichung (III.3.1) genutzt.

Bemerkung V.3.7. Die Mengensysteme B(K ) und B(X ′) werden in Gleichung

(III.3.5) charakterisiert. Der Durchschnitt B(K )∩B(X ′) in Gleichung (V.3.9) ergibt

B(D) im Fall X = D ′ und ergibt B(K ) im Fall X = E .

Beispiel V.3.8. Wichtige Beispiele von Faktorisierungsmengen für X ′ sind:

1. Im Fall X = E erfüllt die Menge Y = ∂∗δ = {δ(α) : α ∈ Nd
0} Gleichung (V.3.9)

aufgrund von Theorem V.3.5. Mit der “Parametrixmethode” von L. Schwartz kann

man zeigen, dass auch Y = {∆k
δ : k ∈ N0} Gleichung (V.3.9) erfüllt. Siehe dafür

zum Beispiel Gleichung (VI,6;22) in [104, S. 191] oder Gleichung (17) in [23, S. 506].

2. Im Fall X = D ′ garantiert Theorem V.3.2, dass Y = DU mit U ⊆ Rd offen und

U ̸= ∅ Gleichung (V.3.9) erfüllt.

Nach Teil 1 und 2 ist Y = X ′ eine Faktorisierungsmenge für X ′. Aus dieser Feststellung

erhält man auch die klassischen Faktorisierungssätze

E ′ = ⟨∂N
d
0K ⟩ = ⟨∂αk : α ∈ Nd

0, k ∈ K ⟩, (V.3.10a)

D = ⟨D ∗D⟩ = ⟨φ ∗ ψ : φ, ψ ∈ D⟩. (V.3.10b)

Gleichung (V.3.10a) folgt aus Théorème XXVI in [104, S. 91]. Gleichung (V.3.10b) ist

äquivalent zu Korollar V.3.4 und wurde bewiesen in Théorème 3.1 in [24, S. 311]. Glei-

chung (V.3.10b) ist auch äquivalent zu Theorem 3 in [95, S. 554].

Zuvor wurde der Faktorisierungssatz D = ⟨D ∗K ⟩ bewiesen, siehe Lémme 1.1 in

[15, S. 04]. Leider kann der Beweis dieses Satzes nicht so einfach modifiziert werden um

einen kürzeren Beweis für Gleichung (V.3.9) mit X = D ′ und Y = D zu erhalten.
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V.3.b. Charakterisierung von Amalgamräumen

Die im vorherigen Unterabschnitt diskutierte Faktorisierungseigenschaft (V.3.9) von

Mengen Y ⊆X ′ wird nun verwendet um die Amalgamräume XT(E) als Faltungsurbil-

der D ′
∗Y (E) oder Konvolutorenräume O ′

C(X
′, E) darzustellen. Siehe Definition V.3.9

mit Theorem V.3.13 und Definition V.3.14 mit Theorem V.3.16. Zusammen mit Bei-

spiel V.3.8 vereinheitlichen und verbessern diese Theoreme das Theorem 3.11 aus [58,

S. 8f]. Die untere Behauptung V.3.11 und Bemerkung V.3.12 verallgemeinern entspre-

chend die Propositionen 3.6 und 5.5 aus [58, S. 7, 19]. Denn, nach Beispiel V.3.8 ist die

Menge Y = X ′ eine Faktorisierungsmenge für X ′ (im Sinne von Gleichung (V.3.9)).

Definition V.3.9. Sei Y ⊆ E ′ und F ein lokalkonvexer t.b. Unterraum des Vektor-

raums D ′. Das distributionelle Faltungsurbild von F bezüglich Y ist definiert als der

Urbildraum

D ′
∗Y (F ) := (·) ∗ Y

←−−−−
F (V.3.11)

mit der Menge (·) ∗ Y von linearen Abbildungen D ′ → D ′ gegeben durch

(·) ∗ Y := {f 7→ f ∗ g : g ∈ Y } . (V.3.12)

Bemerkung V.3.10. Es gilt D ′
∗Y (E) ⊆ E falls X = E und Y ⊆ X ′ = E ′ eine

Faktorisierungsmenge für X ′ ist (im Sinne von Gleichung (V.3.9)). Ähnlich wie für

Theorem V.3.13 beweist man, dass D ′
∗Y (E) unabhängig von Y ist. Dann nutzt man

Théorème XIX aus [104, S. 191] und, dass die Menge ∂∗δ = {δ(α) : α ∈ Nd
0} nach Teil 1

aus Beispiel V.3.8 eine Faktorisierungsmenge für X ′ ist.

Behauptung V.3.11. Sei p ∈ [1,∞] und Y ⊆ X ′ sei eine Faktorisierungsmenge

für X ′. Dann gilt die folgende Kegelidealäquivalenz:

|(·) ∗ Y | ∗p K+ = (|·| ∗p K+) ◦ ((·) ∗ Y ) ≍CI |·|∗B(X ′). (V.3.13)

Beweis. Sei φ ∈ Y und k ∈ K+. Mit Ψ := {Txφk(x) : x ∈ supp k} ∈ B(X ′) gilt

|f ∗ φ| ‚ k ≤ |f |∗Ψ für alle f ∈X . (V.3.14a)
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Sei umgekehrt Φ ∈ B(X ′). Wähle Ψ ∈ B(K ) und Θ ∈ F(Y ) mit Φ ⊆ Γ(Ψ ∗ Θ),

siehe (V.3.9), und sei h ∈ K+ mit |ψ| ≤ h für alle ψ ∈ Ψ. Dann erhält man

|f |∗Φ ≤ sup
ψ∈Ψ,θ∈Θ

|(f ∗ θ) ∗ ψ| ≤ |f |∗Θ ∗ h für alle f ∈X . (V.3.14b)

Die Kegelidealäquivalenz (V.3.13) folgt nun aus der Ungleichung (V.2.5) und den Ab-

schätzungen aus (V.3.14).

Bemerkung V.3.12. Offensichtlich gilt die Kegelidealabschätzung

|(·) ∗ Y | = {f 7→ |f ∗ φ| : φ ∈ Y } ⪯CI |·|∗B(X ′) (V.3.15)

von Halbnormfunktionen X → C .

Theorem V.3.13. Sei Y eine Faktorisierungsmenge für X ′. Jeder SRI-Raum
E erfüllt die Identität

XT(E) = D ′
∗Y (E). (V.3.16)

Beweis. Sei E ein SRI-Raum. Da E solide ist folgt aus der Abschätzung (V.3.15)

und Proposition IV.2.2 die Inklusion D ′
∗Y (E) ⊇ XT(E). Andererseits erhält man aus

Lemma IV.2.8 und Behauptung V.3.11 die Gleichung XT(E) = D ′
∗Y (K

′
T(E)). Da-

bei nutzt man, dass D ′
∗Y (E) ⊆ X nach Bemerkung V.3.10. Theorem V.2.6 liefert

D ′
∗Y (K

′
T(E)) ⊇ D ′

∗Y (E) und somit die umgekehrte Inklusion.

Definition V.3.14. Sei F ein lokalkonvexer t.b. Unterraum von D ′.

1. Es notiert Lb(X ′, F ) bzw. Ls(X ′, F ) den Raum der stetigen, linearen Opera-

toren X ′ → F ausgestattet mit der Topologie der gleichmäßigen Konvergenz auf

den beschränkten Teilmengen B(X ′) von X ′ bzw. der punktweisen Konvergenz.

2. Die Bornologie von Lb(X ′, F ) bzw. Ls(X ′, F ) besteht aus den Teilmengen L

mit der Eigenschaft, dass für alle Φ ∈ B(X ′) bzw. φ ∈X ′ die Menge L(Φ) bzw.

L(φ) in der Bornologie BF von F enthalten ist, unter Verwendung der Notation

L(Φ) = {l(φ) : l ∈ L, φ ∈ Φ}.
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3. Der Raum der Konvolutoren O ′
C(X

′, F ) von X ′ nach F ist der Raum aller

Distributionen f ∈ D ′ mit der Eigenschaft, dass φ 7→ f ∗φ einen stetigen, linearen

Operator (D , TX ′|D)→ F definiert, vergleiche Definition 12 aus [7, S. 2246]. Hier

ist TX ′|D die Teilraumtopologie die X ′ auf D induziert.

Bemerkung V.3.15. Für jedes f ∈ O ′
C(E

′, F ) ist die Faltung E ′ ∋ φ 7→ f ∗φ ∈ F
die stetige Fortsetzung von (D , TE ′|D) nach E ′, da D dicht in E ′ liegt und die Faltung

E ′ ×D ′ → D ′ hypostetig ist [52, Prop. 4.9.7, S. 388].

Theorem V.3.16. Jeder SRI-Raum E erfüllt die Identität

XT(E) = O ′
C(X

′, E), (V.3.17)

wenn O ′
C(X

′, E) mit der Teilraumtopologie und der Teilraumbornologie des Raums
Lb(X ′, E) oder des Raums Ls(X ′, E) ausgestattet wird.

Beweis. Die Abbildung X ′ → E, φ 7→ f ∗ φ ist für jedes f ∈XT(E) beschränkt, da

sup{p(f ∗ φ) : φ ∈ Φ} ≤ p(|f |∗Φ) für alle p ∈ clsnE, Φ ∈ B(X ′). (V.3.18)

Da X ′ ein bornologischer lokalkonvexer Raum ist, ist diese Abbildung nach Propositi-

on 3.7.1(a) aus [52, S. 220] auch stetig. Aus Bemerkung V.3.15 folgt

XT(E) ⊆ O ′
C(X

′, E) ⊆ D ′
∗X ′(E), (V.3.19)

zunächst im Sinne von Mengen. Für alle φ ∈ Φ ∈ B(X ′) und F ⊆X gilt

|F ∗ φ| ⊆ |F ∗ Φ| ⊆
⋃
{sol(|f |∗Φ) : f ∈ F} (V.3.20)

mit sol(·) der soliden Hülle in E (siehe Gleichung (III.1.14a) in Unterabschnitt III.1.b).

Aus den Inklusionen (V.3.20) und der Solididät der Topologie TE und der Bornologie

BE von E folgt, dass (V.3.19) auch im Sinne von t.b. Inklusionen gilt. Theorem V.3.13

erzwingt schließlich Gleichheit in Gleichung (V.3.19).
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V.4. Isomorphien zu Vektorfolgenräumen

Die Amalgamräume Lτ(λ) mit L ∈ {D ′,E ,K ′} ∪ {Lp : p ∈ [1,∞]} werden in

diesem Abschnitt durch Amalgamräume von Vektorfolgen λ{X} dargestellt, im Sinne

von t.b. Isomorphismen. In Unterabschnitt V.4.a werden die Räume λ{X} definiert und

die Bijektion λ ↔ λ{X} wird für nichttriviale X gezeigt. Auf die Räume Lp
τ
(λ) und

K ′
τ
(λ) wird in Unterabschnitt V.4.b die naive Gitterzellenzerlegung Rd = Zd+ 1

2 [−1, 1[
angewendet. Zur Darstellung der Amalgamräume Xτ(λ) als Doppelfolgenräume λ{µ}
wird dann in Unterabschnitt V.4.c die glatte Gitterzellenzerlegung von C. Bargetz [4]

verwendet. Abschließend wird in Unterabschnitt V.4.d gezeigt, dass der topologische

Isomorphismus λ{µ} ∼= λ ⊗̂ µ für alle vollständigen STI-Folgenräume besteht.

V.4.a. Amalgamräume von Vektorfolgen

Sei X ein Vektorraum, f eine Funktion Zd → X und p : X → R eine Halbnorm. Dann

ist die Komposition p◦f eine nichtnegative Funktion Zd → R, also ein Element von ω+.

Da die Ordnung auf ω punktweise erklärt ist folgt zudem, dass die Abbildung f 7→ p◦f
eine Halbnormfunktion ω{X} → ω ist. Aufbauend auf dieser Feststellung ist

Definition V.4.1. Sei λ ein STI-Folgenraum und X ein lokalkonvexer Raum. De-

finiere den Amalgamfolgenraum λ{X} mit lokaler Komponente X und globaler
Komponente λ als

λ{X} := csnX ◦ (·)
←−−−−−−−

λ (V.4.1)

mit der Menge csnX ◦ (·) von Halbnormfunktionen ω{X} → ω gegeben durch

csnX ◦ (·) := {f 7→ p ◦ f : p ∈ csnX} . (V.4.2)

Theorem V.4.2. Sei X ein Hausdorffscher, lokalkonvexer Raum und x ∈ X,
x ̸= 0. Jeder STI-Folgenraum λ erfüllt

λ = (·)⊗ x
←−−−−

λ{X} (V.4.3)
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mit der linearen Abbildung (·)⊗ x : ω → ω{X} gegeben durch

(·)⊗ x := (a 7→ a⊗ x). (V.4.4)

Hier wird a⊗ x als die Funktion Zd → X, z 7→ a(z) · x aufgefasst.

Beweis. Dies folgt aus der Gleichung p(a(z) · x) = |a(z)| · p(x) für alle z ∈ Zd, a ∈ ω
und p ∈ lsnX . Denn es gibt p ∈ lsnX mit p(x) ̸= 0.

V.4.b. Gitterzellenzerlegung solider Amalgamräume

Basierend auf der naiven Gitterzellenzerlegung Rd = Zd +Q mit der halboffenen, Ein-

heitsgitterzelle Q := [0, 1[d werden im folgenden t.b. Isomorphismen Lp
τ
(λ) ∼= λ{LpQ}

aufgestellt. Siehe unteres Theorem V.4.6.

Definition V.4.3. Notiere für Q := [0, 1[d die Räume

K ′
Q :=

{
µ ∈ K ′ : |µ|(Rd \Q) = 0

}
, (V.4.5a)

LpQ := Lp ∩K ′
Q (V.4.5b)

und definiere die Abbildungen

IQ : K ′ → ω{K ′
Q}, f 7→ IQ(f ) :=

(
1Q · T−zf

)
z∈Zd , (V.4.6a)

JQ : ω{K ′
Q} → K ′, g 7→ JQ(g) :=

∑
z∈Zd

Tz(g(z)). (V.4.6b)

Bemerkung V.4.4. Man rechnet leicht nach, dass die Abbildungen IQ und JQ zu-

einander inverse lineare Isomorphismen zwischen K ′ und ω{K ′
Q} definieren. Per Ein-

schränkung erhält man Isomorphismen zwischen Lplok und ω{LpQ} für alle p ∈ [1,∞].

Behauptung V.4.5. Für alle p ∈ [1,∞] kommutiert das folgende Diagramm nach
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Kegelidealhüllen (im Sinne von Definition IV.2.9, Teil 2):

ω{LpQ}

ω

Lplok

C ω

∥·∥p ◦ (·)|·| ∗p K+

(·)|Zd |·| ∗ ϕ+

IQ

JQ

(V.4.7)

Im Fall p = 1 gilt dies auch für K ′ anstatt L1
lok.

Beweis. Sei k1 ∈ K+. Dann gibt es C ∈ R+ und K ⊆ Zd endlich, sodass

(|f | ∗p k1) (0) =
∥∥ǩ1 · f∥∥p
≤ C ·

∑
w∈K
∥1w+Q · f∥p =

((
∥·∥p ◦ IQf

)
∗ h1

)
(0) (V.4.8a)

für alle f ∈ Lplok. Hier setzt man h1 := C · 1K ∈ ϕ+.

Sei umgekehrt k2 ∈ ϕ+. Dann findet man auf ähnliche Weise ein h2 ∈ K+, sodass

((
∥·∥p ◦ IQf

)
∗ k2

)
(0) ≤ (|f | ∗p h2) (0) für alle f ∈ Lplok. (V.4.8b)

Ein Translationsinvarianzargument, wie im Beweis von Behauptung V.4.8, liefert

|f | ∗p k1 ≤
(
∥·∥p ◦ IQf

)
∗ h1 für alle f ∈ Lplok, (V.4.9a)(

∥·∥p ◦ IQf
)
∗ k2 ≤ |f | ∗p h2 für alle f ∈ Lplok. (V.4.9b)

In Verbindung mit einem Bijektionsargument, wie im Beweis von Behauptung V.4.8,

implizieren die Ungleichungen (V.4.9) die Kommutativität des Diagramms (V.4.7).

Theorem V.4.6. Sei λ ein lokalkonvexer t.b. STI-Folgenraum und p ∈ [1,∞].
Dann induzieren die Abbildungen IQ und JQ die t.b. Isomorphismen

IQ|Lp
τ(λ)

: Lp
τ
(λ)→ λ{LpQ}, (V.4.10a)

JQ|λ{Lp
Q} : λ{LpQ} → Lp

τ
(λ). (V.4.10b)

In diesen Gleichungen kann Lp auch durch K ′ ersetzt werden.
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Beweis. Das Diagramm (V.4.7) und die Eigenschaft 3 aus Proposition V.1.8 implizieren

Lp
τ
(λ) = IQ←−

(
∥·∥p ◦ (·)←−−−−−−

(
|·| ∗ ϕ+←−−−−−

λ
))

= IQ←−

(
λ{LpQ}

)
. (V.4.11)

Wegen Lemma IV.2.10 ist die Abbildung (V.4.10a) ein Isomorphismus und ihr inverser

Isomorphismus ist gegeben durch (V.4.10b). Analog geht man für K ′ vor.

V.4.c. Darstellungen durch Doppelfolgenräume

Sei im folgenden (X , µ) ∈ {(D ′, s′), (E , s)}, gemäß Tabelle V.0.1. Es wird gezeigt,

dass jede translationsinvariante Folgenraumdarstellung von X , im Sinne von Definiti-

on V.4.7, für jeden STI-Folgenraum λ einen t.b. Isomorphismus von Xτ(λ) auf λ{µ}
liefert, siehe Theorem V.4.9. Schließlich wird in Beispiel V.4.10 erläutert, wie hier ein

von C. Bargetz konstruierter Isomorphismus [3] angewendet werden kann.

Definition V.4.7. Sei IX ein topologischer Isomorphismus

IX : X → ω{µ} (V.4.12)

mit der Eigenschaft

Tz ◦ IX = IX ◦ Tz für alle z ∈ Zd. (V.4.13)

Dann wird IX translationsinvariante Folgenraumdarstellung für X genannt. Der

inverse Isomorphismus von IX wird dann notiert als

JX : ω{µ} →X . (V.4.14)

Behauptung V.4.8. Sei IX eine translationsinvariante Folgenraumdarstellung für

X . Dann kommutiert das folgende Diagramm nach Kegelidealhüllen (im Sinne von
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Definition IV.2.9, Teil 2):

ω{µ}

ω

X

C ω

csnµ ◦ (·)|·|∗B(X ′)

(·)|Zd |·| ‚ ϕ+

IX

JX

(V.4.15)

Beweis. Sei K ⊆ Zd endlich, p ∈ csnµ und Φ ∈ B(X ′). Aufgrund der Stetigkeit von

IX : X → ω{µ} gibt es Ψ ∈ B(X ′), sodass

((p ◦ IX f ) ‚ 1−K) (0) = sup {p( IX f (z) ) : z ∈ K}

≤ sup
ψ∈Ψ
|⟨f, ψ̌⟩| = |f |∗Ψ(0) (V.4.16a)

für alle f ∈X . Analog gibt es L ⊆ Zd endlich und q ∈ csnµ, sodass

|f |∗Φ(0) ≤ ((q ◦ IX f ) ‚ 1−L) (0) für alle f ∈X . (V.4.16b)

Alle Operationen die in den Ungleichungen (V.4.16) auftreten kommutieren mit den

Translationsoperatoren Tz, z ∈ Zd. Dies gilt allgemein für den Kompositionsoperator p◦
(·), die Supremumsbildung sup, die Absolutwertbildung |·|, die Supremalfaltung ‚ und

die Faltung ∗. Der Isomorphismus IX erfüllt dies nach der Voraussetzung (V.4.13).

Ersetzt man also f durch T−zf mit z ∈ Zd in den Ungleichungen (V.4.16), so wird

dadurch effektiv 0 durch z ersetzt. In argumentfreier Darstellung lauten die daraus

erhaltenen Ungleichungen

(p ◦ IX f ) ‚ 1−K ≤ (|f |∗Ψ)|Zd , (|f |∗Φ)|Zd ≤ (q ◦ IX f ) ‚ 1−L (V.4.17)

für alle f ∈X . Da JX die inverse Bijektion zu IX ist, folgt auch

(p ◦ g) ‚ 1−K ≤ (|JX g|∗Ψ)|Zd , (|JX g|∗Φ)|Zd ≤ (q ◦ g) ‚ 1−L (V.4.18)

für alle g ∈ ω{µ}. Die Ungleichungen (V.4.17) und (V.4.18) drücken aus, dass das

Diagramm (V.4.15) kommutativ ist.
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Theorem V.4.9. Sei λ ein STI-Folgenraum und IX eine translationsinvariante
Folgenraumdarstellung von X . Dann induzieren IX und JX ein Paar von t.b.
Isomorphismen

IX |Xτ(λ) : Xτ(λ)→ λ{µ}, (V.4.19a)

JX |λ{µ} : λ{µ} →Xτ(λ). (V.4.19b)

Beweis. Das Diagramm (V.4.15) und die Eigenschaft 5 aus Proposition V.1.8, in Ver-

bindung mit der Äquivalenz (V.1.3), liefern

Xτ(λ) = IX←−

(
csnµ ◦ (·)
←−−−−−−

(
|·| ‚ ϕ+←−−−−−

λ
))

= IX←− (λ{µ}) . (V.4.20)

Somit folgt aus Lemma IV.2.10, dass die Abbildung (V.4.19a) ein Isomorphismus ist und

dessen Inverse durch Gleichung (V.4.19b) gegeben ist.

Beispiel V.4.10. In [3] wurde ein topologischer Isomorphismus konstruiert der eine

glatte Funktion auf Rd in eine Folge von Whitney-Funktionen auf [0, 1]d zerlegt. Damit

wurden in [3, 4] die Valdivia-Vogt-Tabellen als kommutatives Diagramm interpretiert.

Wie im folgenden erläutert wird, erhält man aus der Konstruktion in [3] Isomorphismen

die mit Gittertranslationen kommutieren, genau wie in Definition V.4.7.

Setze B1 := [0, 1]d \ [0, 1[d. Sei E0 der Raum der Whitney-Funktionen auf [0, 1]d die

Flach auf B1 sind, das heisst

E0 :=
{
f ∈ E ([0, 1]d) : ∀α ∈ Nd

0 : (∂αf )|B1
= 0
}
, (V.4.21)

wie in Definition 2.7 aus [3, S. 13]. Hier ist E ([0, 1]d) der Raum der Einschränkungen

von glatten Funktionen auf Rd nach [0, 1]d, das heisst

E ([0, 1]d) =
{
f |[0,1]d : f ∈ E (Rd)

}
. (V.4.22)

In Kapitel 3 von [3] wurde ein topologischer Isomorphismus Φ: E → ω{E0} konstru-

iert (Proposition 3.2). Weiter existiert nach Proposition 2.8 aus [3] ein topologischer
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Isomorphismus Ψ: E0 → s(Zd).2 Somit erhält man einen topologischen Isomorphismus

IE :=

(∏
z∈Zd

Ψ

)
◦ Φ: E → ω{s}. (V.4.23)

Nach Proposition 3.2 erhält man per Einschränkung einen topologischen Isomorphismus

IE |D : D → s(Z
d). (V.4.24)

Da s reflexiv ist, mit Dualraum s′, sind s(Z
d) und ω{s′} nach Satz 24.3 aus [75, S. 29]

ebenfalls reflexiv und zueinander in Dualität. Nach Satz 23.30 aus [75, S. 26] liefert die

Transponierung somit einen topologischen Isomorphismus

JD ′ :=
(
IE |D

)′
: ω{s′} → D ′. (V.4.25)

Aus der Konstruktion geht unmittelbar hervor (siehe zweite Gleichung auf Seite 14 in

[3]), dass IE mit Gittertranslationen Tz, z ∈ Zd kommutiert. Ohne Berücksichtigung der

Definitionsbereiche gilt (Tz)
′
= (Tz)

−1 = T−z. Somit überträgt sich die Gittertransla-

tionsinvarianz auf JD ′ und somit auf ID ′ := (JD ′)−1.

V.4.d. Vervollständigte Tensorprodukte

In Theorem V.4.12 werden die lokalkonvexen Räume λ{s} und λ{s′}, die in Defini-

tion V.4.1 eingeführt wurden, mit den vervollständigten Tensorprodukten λ ⊗̂ s und

λ ⊗̂ s′ identifiziert falls λ ein vollständiges, lokalkonvexes Ideal von ω ist. Aus bekann-

ten Permanenzeigenschaften von vervollständigten Tensorprodukten [53] wird dann die

Proposition V.4.13 hergeleitet. Die Betrachtung der Bornologien wird in diesem Unter-

abschnitt ausgeklammert.

Sei λ ein lokalkonvexes Ideal von ω und X ein beliebiger lokalkonvexer Raum. Das

Tensorprodukt λ⊗X von λ und X kann auf kanonische Weise mit einem Untervektor-

2Die Isomorphie s(N) ∼= s(Zd) erhält man durch Umordnung von Folgen mittels der Bijektion
π : N→ Zd mit der Eigenschaft, dass k 7→ |π(k)| monoton wachsend ist.
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raum von λ{X} identifiziert werden:

λ⊗X ∼=
{
v ∈ λ{X} : v(Zd) ist endlichdimensional

}
. (V.4.26)

Unter Verwendung der Identifikation

a⊗ x ∼= ax = (a(z)x : z ∈ Zd) für a ∈ λ, x ∈ X , (V.4.27)

kann jedes v ∈ λ⊗X dargestellt werden als

v =

n∑
i=1

aixi mit ai ∈ λ, xi ∈ X , n ∈ N. (V.4.28)

Zu jedem Tupel (p, q) ∈ csnλ× csnX können die Halbnormen εp,q und πp,q auf λ⊗X
assoziiert werden. Für v ∈ λ⊗X definiert man dazu

εp,q(v) = sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

a′(ai)x
′(xi)

∣∣∣∣∣ : (V.4.28),
a′ ∈ λ′, |a′(·)| ≤ p

x′ ∈ X ′, |x′(·)| ≤ q

}
, (V.4.29a)

πp,q(v) = inf

{
n∑
i=1

p(ai)q(xi) : (V.4.28)

}
. (V.4.29b)

Hier notiert λ′ bzw. X ′ den Dualraum von λ bzw. X . Die Gleichungsklammer (V.4.28)

drückt aus, dass sich das Supremum bzw. Infimum über alle Darstellungen von v der

Form (V.4.28) erstreckt. Die von all diesen Halbnormen εp,q bzw. πp,q erzeugte Topo-

logie auf λ ⊗ X wird als injektive bzw. projektive Topologie bezeichnet und notiert

durch Tλ⊗X,ε bzw. Tλ⊗X,π. Dies entspricht der Definition 7.1 aus [89, S. 108] und den

Definitionen aus Kapitel 15 und 16 von [53].

Proposition V.4.11. Sei λ ein lokalkonvexes Ideal des Vektorverbands ω und X
ein lokalkonvexer Raum. Dann bestehen die Inklusionen

Tλ⊗X,ε ⊆ Tλ{X}
∣∣
λ⊗X ⊆ Tλ⊗X,π. (V.4.30)

156



V.4. Isomorphien zu Vektorfolgenräumen

Beweis. Sei v ∈ λ⊗X von der Form (V.4.28), a′ ∈ λ′ und x′ ∈ X ′. Dann ist

n∑
i=1

a′(ai)x
′(xi) = a′

(
n∑
i=1

ai · x′(xi)

)
= a′

(
x′ ◦ v

)
. (V.4.31)

Sei nun p ∈ clsnλ und q ∈ csnX . Unter den Annahmen |a′(·)| ≤ p und |x′(·)| ≤ q

erhält man die Ungleichungen∣∣∣∣∣
n∑
i=1

a′(ai)x
′(xi)

∣∣∣∣∣ ≤ p
(
x′ ◦ v

)
≤ p

(
|x′ ◦ v|

)
≤ p(q ◦ v). (V.4.32a)

Umgekehrt liefert die Dreiecksungleichung

p(q ◦ v) ≤ p

(
n∑
i=1

|ai|q(xi)

)
≤

n∑
i=1

p(ai)q(xi). (V.4.32b)

Aus einem Vergleich der Ungleichungen (V.4.32) mit den Definitionen (V.4.29) folgert

man die Inklusionen (V.4.30).

Sei wieder λ ein lokalkonvexes Ideal von ω und diesmal X ein nuklearer lokalkonvexer

Raum (siehe Definition 4.1.2 aus [89, S. 70]). Nach Proposition 7.3.2 aus [89, S. 113]

stimmt dann die projektive mit der injektiven Topologie überein, das heisst

Tλ⊗X,ε = Tλ⊗X,π. (V.4.33)

In diesem Fall notiert man diese übereinstimmenden Topologien durch Tλ⊗X .

Sei µ ein vollständiges, nukleares, lokalkonvexes Ideal von ω, sodass ϕ ⊆ µ eine dichte

Teilmenge ist. Auf diese Räume lassen sich die Charakterisierungen aus Theorem 6.1.2

und Theorem 10.2.2 aus [89, S. 98, 174] anwenden. Aufgrund dieser Charakterisierungen

sind die Räume µ als lokalkonvexe Räume identisch zu den gewichteten ℓ1-Räumen

µ = ℓ1W := (·) ·W
←−−−−

ℓ1 (V.4.34a)

mit einem Kegelideal W ⊆ ω+ mit der Eigenschaft

∀w ∈ W∃u ∈ ℓ1+, v ∈ W : w ≤ u · v (V.4.34b)
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mit der Menge (·) ·W positiver linearer Abbildungen ω → ω gegeben durch

(·) ·W := {a 7→ a · w : w ∈ W} . (V.4.35)

Ist also p ∈ csnµ, so gibt es q ∈ csnµ und w ∈ ℓ1+, sodass

|a(z)|p(1z) ≤ w(z)q(a) für alle a ∈ µ, z ∈ Zd. (V.4.36)

Standardbeispiele für solche Räume sind der Raum s der schnell fallenden Folgen und

der Raum s′ der langsam wachsenden Folgen.

Theorem V.4.12. Sei λ ein vollständiges, lokalkonvexes Ideal von ω und µ ein
Folgenraum der Form (V.4.34). Dann besteht die Isomorphie lokalkonvexer Räume

λ{µ} ∼= λ ⊗̂ µ. (V.4.37)

Hier notiert λ ⊗̂ µ die topologische Vervollständigung von (λ⊗ µ, Tλ⊗µ).

Beweis. Wegen Proposition V.4.11 und weil λ{µ} nach Proposition VI.2.16 vollständig

ist, genügt es zu zeigen, dass λ ⊗ µ dicht in λ{µ} liegt. Sei dazu v ∈ λ{µ}. Definiere

die Approximationen vR als

vR :=
∑
z∈Zd

|z|≤R

v(·)(z) · 1z für R ∈ R+. (V.4.38)

Es ist klar, dass das Bild vR(Zd) endlichdimensional ist.

Sei p ∈ csnµ. Dann gibt es q ∈ csnµ und w ∈ ℓ1+, sodass (V.4.36) erfüllt ist. Wendet

man die Ungleichung (V.4.36) punktweise an, so erhält man

|v(·)(z)| · p(1z) ≤ w(z) · q ◦ v für alle z ∈ Zd. (V.4.39)

Die Dreiecksungleichung und eine Summation über z ∈ Z liefert

p

(∑
z∈Z

v(·)(z) · 1z

)
≤ (q ◦ v)

∑
z∈Z

w(z) für alle Z ⊆ Zd. (V.4.40)
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Wegen q ◦ v ∈ λ folgt daraus vR ∈ λ{µ}, und somit vR ∈ λ⊗ µ, für alle R ∈ R+.

Sei nun r ∈ clsnλ. Wendet man r auf die Ungleichung (V.4.40) an erhält man

r

(
p

(∑
z∈Z

v(·)(z) · 1z

))
≤ r(q ◦ v)

∑
z∈Z

w(z) <∞ für alle Z ⊆ Zd, (V.4.41)

wegen w ∈ ℓ1+ und q ◦ v ∈ λ{µ}. Ungleichung (V.4.41) impliziert, dass

r(p ◦ (v − vR))→ 0 für R→∞. (V.4.42)

Damit ist gezeigt, dass vR → v bezüglich Tλ{µ} für R→∞.

Proposition V.4.13. Sei λ ein vollständiges, lokalkonvexes Ideal von ω.

1. Ist λ ein Fréchet-(Montel)-Raum, so ist auch λ{s} ein Fréchet-(Montel)-
Raum.

2. Ist λ ein (tonnelierter, Montelscher) (DF)-Raum, so ist auch λ{s′} ein (ton-
nelierter, Montelscher) (DF)-Raum.

3. Ist λ nuklear, so sind auch λ{s} und λ{s′} nuklear.

Beweis. Die Räume s und s′ sind von der Form (V.4.34), also vollständig und nukle-

ar. Damit sind sie auch Schwartz-Räume und somit auch Montel-Räume. Die Räume

s und s′ sind auch tonneliert und bornologisch. Wegen Theorem V.4.12 können Per-

manenzeigenschaften von vervollständigten projektiven und injektiven Tensorprodukten

ausgenutzt werden:

1. ...folgt aus Proposition 16.1.2 und Proposition 16.4.5 von [53, S. 345, 355].

2. ...folgt aus Proposition 15.6.8 von [53, S. 338]. 3

3. ...folgt aus Corollary 21.2.3 von [53, S. 483].

3Hier wird verwendet, dass die Vervollständigung eines tonnelierten Raums ebenfalls tonneliert
ist, nach Teil (ii) von Corollary 4.2.2 in [14, S. 103].
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Die globalen KomponentenE ∈ SRI und λ ∈ sti aus Abschnitt V.1 vererben zahlreiche

Eigenschaften auf die assoziierten Amalgamräume LT(E), Lτ(λ) und λ{X} aus den

Abschnitten V.2 und V.4. Die meisten Eigenschaften wirken auch auf die diskreten

Komponenten λ zurück, manche sogar auf E. Als lokale Komponenten L werden hier

D ′, E , Lp, p ∈ [1,∞] und K ′ betrachtet und X ist ein lokalkonvexer Raum. Wie in

Kapitel V notiert X entweder D ′ oder E , siehe auch Tabelle V.0.1.

Die Untersuchungen wurden in vier Bereiche unterteilt. Abschnitt VI.1 untersucht die

Konstruktion gewichteter Räume F 7→ FW in Bezug auf Amalgamräume. Dies ergibt

Transformationsregeln für Gewichtsmengen W unter Amalgamraumbildungen und so-

mit die Lösung von Problem II.2.2 in Unterabschnitt II.2.c. Die Regeln werden in den

Theoremen VI.1.26 und VI.1.28 zusammengefasst.

In Abschnitt VI.2 werden die Ausschöpfbarkeit von lokalkonvexen Funktionenräumen

auf Rd oder Zd, siehe Definition VI.2.2, und die topologische Vollständigkeit betrachtet.

Dies wird zur Vorbereitung auf Abschnitt VI.3 benötigt. Theorem VI.2.11 und Proposi-

tion VI.2.16 liefern die Vererbungsregeln für diese Eigenschaften.

In Abschnitt VI.3 werden die relativ kompakten Teilmengen vollständiger, ausschöpf-

barer Amalgamräume charakterisiert. Dabei wird die globale Gestalt durch “Straffheit”

charakterisiert, im Sinne von Definition VI.3.1. Für Räume der Form XT(E) (und, spe-

zieller, für XT(L
1
W )) wird in Theorem VI.3.19 eine Reihe expliziter Kriterien für relativ

(schwache) Kompakheit angegeben. Dies löst Problem II.4.8 aus Unterabschnitt II.4.a.

Abschnitt VI.4 untersucht die Eigenschaftsvererbung bilinearer Faltungsabbildungen

von allgemeinen Räumen E ⊆ D ′ auf Faltungsurbilder D ′
∗D(E) und von STI-Folgenräu-

men λ auf Amalgamräume D ′
τ
(λ). Dies beweist Theorem II.2.1 in Unterabschnitt II.2.b

und löst Problem II.3.2 in Unterabschnitt II.3.b. Im Zuge dessen werden nützliche Al-

ternativen zur Dreiecksungleichung für die Faltung von Distributionen erhalten.
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VI.1. Gewichtung von Amalgamräumen

In diesem Abschnitt wird untersucht in wie fern die in Kapitel V studierten Amalgam-

raumbildungen E 7→ LT(E), λ 7→ Lτ(λ) und λ 7→ λ{X} mit Gewichtungen von

Räumen F 7→ FW kommutieren. Dies resultiert in Transformationsregeln für die Ge-

wichtsmengen W die in den Theoremen VI.1.26 und VI.1.28 von Unterabschnitt VI.1.d

zusammengefasst werden. Hierbei wird die Gewichtung von Räumen wie folgt in den

Formalismus der Urbildraumoperatoren aus Kapitel IV eingeordnet:

Definition VI.1.1. Sei X ein lokalkonvexer Raum, W eine Teilmenge von C , E bzw.

ω und F ein lokalkonvexer t.b. Unterraum des Vektorraums K ′, D ′ bzw. ω{X}. Dann

wird der gewichtete Raum FW definiert als der Urbildraum

FW := (·) ·W
←−−−−

F (VI.1.1a)

mit der Menge (·) ·W linearer Endomorphismen von K ′, D ′ bzw. ω{X} definiert als

(·) ·W := {f 7→ f · w : w ∈ W}. (VI.1.1b)

Die Transformationsregeln werden wie folgt erarbeitet: In Unterabschnitt VI.1.a wer-

den kontinuierliche und diskrete moderierte Kegelideale zur Gewichtung von SRI-Räumen

oder STI-Folgenräumen definiert und zueinander in Korrespondenz gesetzt, siehe in den

Definitionen VI.1.2 und VI.1.4. Unterabschnitt VI.1.b untersucht Stetigkeitseigenschaf-

ten der Multiplikation mit uniform beschränkten Funktionen als Endomorphismus von

SRI-Räumen, STI-Folgenräumen und Amalgamräumen mit lokaler Komponente X .

Als Hilfsmittel werden die gewichteten Bälle glatter Funktionen B(w ; C) in Definiti-

on VI.1.12 eingeführt.

Unter Verwendung dieser Resultate werden in Unterabschnitt VI.1.c geeignete Men-

gen glatter Gewichte H zu Mengen stetiger Gewichte W assoziiert. Hierzu wird der

Raum glatter Funktionen ET′(W ) in Definition VI.1.24 eingeführt. Es wird gezeigt, dass

sich dies mit den Halbnormfunktionen für Amalgamräume mit lokaler Komponente X

verträgt. Als Hilfsmittel für die Beweise werden die gewichteten Bälle X∗Y [w,C] in

Definition VI.1.19 eingeführt.
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VI.1.a. Gewichtung von SRI-Räumen

Moderierte Kegelideale von C+ bzw. ω+, die in Definition VI.1.2 eingeführt werden, kon-

stituieren natürliche Mengen zur Gewichtung von SRI-Räumen bzw. STI-Folgenräumen.

Das diese Gewichtung wieder Räume der gleichen Art liefert garantiert Proposition VI.1.9.

Definition VI.1.4 führt die natürliche Korrespondenz der moderierten Kegelideale von

C+ zu denen von ω+ ein. Proposition VI.1.5 zeigt, dass dies Wohldefiniert ist. Lem-

ma VI.1.7 und Korollar VI.1.8 garantieren die Verträglichkeit der Gewichtung durch

moderierte Kegelideale mit den Halbnormfunktionen |·| • K+ aus Gleichung (V.2.4)

(mit • = ∗p, 1 ≤ p ≤ ∞ oder • = ∗), |·| ∗ ϕ+ aus Gleichung (V.1.2) und δZd(·) ∗K+

aus Gleichung (V.2.11).

Definition VI.1.2. Sei W = C+ bzw. W = ω+ und K = K(Rd) bzw. K = K(Zd).
Notiere die abwärtsmonotone Hülle von W ⊆ W als

⟨W ⟩≤ := {v ∈ W : ∃w ∈ W : v ≤ w}. (VI.1.2)

Eine nichtleere Teilmenge W ⊆ W heisst Kegelideal, falls

⟨W ⟩≤ ⊆ W, (VI.1.3a)

W +W ⊆ W. (VI.1.3b)

Ein Gewicht w ∈ W heisst moderiert, falls

∀K ∈ K∃C ∈ R+ : w ‚ 1K ≤ C · w. (VI.1.4)

Ein Kegelideal W ⊆ W heisst moderiert, falls

W ‚ 1K ⊆ W für alle K ∈ K. (VI.1.5)

Es notiert ⟨W ⟩CI das von einer Teilmenge W ⊆ W erzeugte Kegelideal.

Bemerkung VI.1.3. Einige Anmerkungen zu Definition VI.1.2:

1. Die Definition VI.1.2 ist konsistent mit der allgemeinen Definition von Kegelidealen

aus Unterabschnitt III.1.b. Insbesondere definieren die Kegelideale ein Hüllensy-
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stem. Da die Eigenschaft (VI.1.5) unter beliebigen Durchschnitten bewahrt wird

konstituieren auch die moderierten Kegelideale ein Hüllensystem.

2. Sei E bzw. λ ein lokalkonvexes t.b. Ideal von K ′ bzw. ω und sei W ⊆ C+ bzw.

V ⊆ ω+. Dann ist EW = E⟨W ⟩CI bzw. λV = λ⟨V ⟩CI .

3. Analog zu Proposition V.1.8 zeigt man, dass die moderierten Kegelideale von ω+

den translationsinvarianten Kegelidealen von ω+ entsprechen. Ein translationsin-

variantes Kegelideal von C+ ist aber nicht zwangsläufig moderiert.

4. Die Zuordnungen W 7→ sol(W ) und E 7→ E ∩ C+ definieren zueinander inverse

Bijektionen zwischen den moderierten Kegelidealen von C+ und den Amalgam-

räumen mit lokaler Komponente L∞. Entsprechend definieren die Zuordnungen

V 7→ sol(V ) und λ 7→ λ ∩ ω+ zueinander inverse Bijektionen zwischen den mo-

derierten Kegelidealen von ω+ und den STI-Folgenräumen.

Definition VI.1.4. Seien W ⊆ C+ und V ⊆ ω+ moderierte Kegelideale. Dann wird

W |Zd = {w|Zd : w ∈ W} das zu W assoziierte moderierte Kegelideal von ω+ und

⟨V ∗K+⟩≤ das zu V assoziierte moderierte Kegelideal von C+ genannt.

Moderierte Gewichte w ∈ C+ und v ∈ ω+ werden zueinander assoziiert genannt

wenn dies auf deren erzeugte Kegelideale ⟨w⟩CI und ⟨v⟩CI zutrifft.

Proposition VI.1.5. Die Zuordnungen W 7→ W |Zd und V 7→ ⟨V ∗K+⟩≤ defi-
nieren zueinander inverse, inklusionsbewahrende Bijektionen zwischen den mode-
rierten Kegelidealen von C+ und denen von ω+. Zudem gelten

W |Zd = {v ∈ ω+ : v ∗K+ ⊆ W}, (VI.1.6a)

⟨V ∗K+⟩≤ = {w ∈ C+ : (w ‚ K+)|Zd ⊆ V }, (VI.1.6b)

für alle moderierten Kegelideale W ⊆ C+ und V ⊆ ω+.

Beweis. Zum Nachweis der Bijektion berechnet man, dass

W ⊆ ⟨W |Zd ∗K+⟩≤ = ⟨W |Zd ‚ K+⟩≤ ⊆ ⟨W ‚ K+⟩≤ ⊆ W, (VI.1.7a)
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und somit W = ⟨W |Zd ∗K+⟩≤. Umgekehrt ist

(⟨V ∗K+⟩≤)|Zd = ⟨(V ∗K+)|Zd⟩≤ = ⟨V ∗ ϕ+⟩≤ = V. (VI.1.7b)

Wegen der Identitäten (VI.1.6) sind W |Zd und ⟨V ∗K+⟩≤ moderierte Kegelideale.

Die Inklusion “⊆” in Gleichung (VI.1.6a) folgt aus

w|Zd ∗K+ ⊆ ⟨w|Zd ‚ K+⟩≤ ⊆ W. (VI.1.8)

Die Inklusion “⊇” in Gleichung (VI.1.6a) folgt aus v ≤ (v ‚ k)|Zd für alle v ∈ V und

k ∈ K+ mit k(0) ≥ 1. Die Inklusion “⊆” in Gleichung (VI.1.6b) folgt aus

((V ∗K+) ‚ K+)|Zd ⊆ ⟨(V ∗K+)|Zd⟩≤ = ⟨V ∗ ϕ+⟩≤ = V. (VI.1.9)

Die Inklusion “⊇” in Gleichung (VI.1.6b) folgt aus w ≤
(
w ‚ 1Q

)∣∣
Zd ∗ 1Q für alle

w ∈ C+ mit der Notation Q := 1
2 [−1, 1]

d.

Bemerkung VI.1.6. Es gelten |µ · w| = |µ| · w für alle µ ∈ K ′, w ∈ C+ und

|a · v| = |a| · v für alle a ∈ ω, v ∈ ω+. Somit erhält sogar Verbandsendomorphismen

(·) ·W ⊆ lin|·|(K
′) für alle W ⊆ C+, (VI.1.10a)

(·) · V ⊆ lin|·|(ω) für alle V ⊆ ω+. (VI.1.10b)

Lemma VI.1.7. Seien W ⊆ C+ und V ⊆ ω+ moderierte Kegelideale. Dann
gelten die Kegelidealäquivalenzen

(|·| •K+) ·W ≍CI |(·) ·W | •K+, (VI.1.11a)

(|·| ∗ ϕ+) · V ≍CI |(·) · V | ∗ ϕ+ (VI.1.11b)

mit (•,Y ) ∈ {(∗p, Lp), (∗,K ′)}, 1 ≤ p ≤ ∞.

Beweis. Sei k ∈ K+ und setze K := supp k. Für h ∈ K+ mit 1K ≤ h erhält man

((|µ|w) • k)(x) =
∥∥µwTxǩ∥∥p
≤
∥∥µTxǩ∥∥p (w ‚ h)(x) = ((|µ| • k)(w ‚ h))(x) (VI.1.12a)
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für alle x ∈ Rd, µ ∈ Y und w ∈ C+. Für h ∈ K+ mit 1−K ≤ h erhält man

((|µ| • k)w)(x) =
∥∥µTxǩ∥∥pw(x)
≤
∥∥µ(w ‚ h)Txǩ

∥∥
p
= ((|µ|(w ‚ h)) • k)(x) (VI.1.12b)

für alle x ∈ Rd, µ ∈ Y und w ∈ C+. Dies ergibt Gleichung (VI.1.11a) und analog

beweist man Gleichung (VI.1.11b).

Korollar VI.1.8. Seien W ⊆ C+ und V ⊆ ω+ assoziierte moderierte Kegelideale.
Dann gilt die folgende Kegelidealäquivalenz von Abbildungen ω → K ′:

(|δZd(·)| ∗K+) ·W ≍CI |δZd((·) · V )| ∗K+. (VI.1.13)

Beweis. Man verknüpft beide Seiten von Gleichung (VI.1.11a) mit der Abbildung δZd(·)
aus Definition V.2.11.

Proposition VI.1.9. Ist E in SRI-Raum und W ⊆ C+ ein moderiertes Kegel-
ideal, so ist der Raum EW ein SRI-Raum. Ist λ in STI-Folgenraum und V ⊆ ω+

ein moderiertes Kegelideal, so ist der Raum λV ein STI-Folgenraum.

Beweis. Aufgrund von Bemerkung VI.1.6 und Teil 3 von Proposition IV.1.14 ist EW
solide. Lemma VI.1.7 und die Kompositionsregel aus Proposition IV.2.7 liefern

|·| ∗K+←−−−−−

(
(·) ·W
←−−−−

E
)
= (·) ·W
←−−−−

(
|·| ∗K+←−−−−−

E
)
⊇ (·) ·W
←−−−−

E. (VI.1.14)

Also erfüllt EW Kriterium 2 von Proposition V.1.1. Analog geht man für λV vor.

VI.1.b. Multiplikation und Halbnormfunktionen

Die Multiplikation mit uniform beschränkten Funktionen definiert Endomorphismen auf

allen Amalgamräumen aus Kapitel V. Bei SRI-Räumen und STI-Folgenräumen führt dies

zudem zu einer stetigen bornologiebewahrenden bilinearen Abbildung, wie in folgender

Proposition VI.1.10 beschrieben. Für Amalgamräume mit lokaler Komponente X ist

die Situation etwas komplizierter zu klären. Dazu wird die Verträglichkeit der Halb-

normfunktionen |·|∗B(X ′) aus Definition V.2.20 mit der Multiplikation mit gewichteten

Mengen B(w ; C) glatter Funktionen aus Definition VI.1.12 untersucht. Dies resultiert
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in Lemma VI.1.14, Korollar VI.1.15, Lemma VI.1.16 und Lemma VI.1.17. Diese dienen

auch als Vorarbeit für Unterabschnitt VI.1.c. Insbesondere liefert Proposition VI.1.18

eine hypostetig-beschränkte bilineare Multiplikation F ×B → F für Amalgamräume

F mit lokaler Komponente X .

Proposition VI.1.10. Sei E ein SRI-Raum, λ ein STI-Folgenraum und X ein
lokalkonvexer Raum. Die Multiplikationen E×Cb → E und λ{X}× ℓ∞ → λ{X}
sind stetig und bornologiebewahrend.

Beweis. Dies folgt aus |f · g| ≤ |f | · ∥g∥∞ für f ∈ K ′, g ∈ Cb und der Solidität von

E. Ähnlich argumentiert man für λ.

Bemerkung VI.1.11. Sei Ω ⊆ Rd offen. Die Multiplikation ist hypostetig als Abbil-

dung · : E (Ω)×X ′(Ω)→X ′(Ω) nach den beiden Propositionen 3.6.4 und 3.6.5 in [52,

S. 360f]. Somit gilt auch die Inklusion B(E (Ω)) ·B(X ′(Ω)) ⊆ B(X ′(Ω)), das heisst,

Produkte beschränkter Mengen sind beschränkt.

Definition VI.1.12. Sei w ∈ C+ und C ∈ R+(Nd
0). Definiere die Menge

B(w ; C) :=
{
f ∈ E : ∀α ∈ Nd

0 : |∂αf | ≤ Cαw
}
. (VI.1.15)

Bemerkung VI.1.13. Die Mengen B(w ; C) mit w ∈ C+ und C ∈ R+(Nd
0) bilden

ein Fundamentalsystem der beschränkten Teilmengen von E . Die Mengen B(1Rd ; C)

mit C ∈ R+(Nd
0) bilden ein Fundamentalsystem der beschränkten Teilmengen von B.

Lemma VI.1.14. Sei K ∈ K, Φ ∈ B(X ′
K) und C ∈ R+(Nd

0). Dann gibt es eine
Menge Ψ ∈ B(X ′

K) mit der Eigenschaft, dass

sup
b∈B(w ;C)

|f · b|∗Φ ≤ |f |∗Ψ · (w ‚ 1K) für alle f ∈X , w ∈ C+. (VI.1.16)

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

∂αy (T−xh(y))

(w ‚ 1K)(x)
≤ Cα für alle x ∈ Rd, y ∈ K, h ∈ B(w ; C), α ∈ Nd

0. (VI.1.17)

Eingeschränkt auf K ist die Menge der Funktionen T−xh/(w ‚ 1K)(x) also beschränkt

in E . Da die Multiplikation eine lokale Operation ist und wegen Bemerkung VI.1.11 gibt
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es somit Ψ ∈ B(X ′
K) mit

Φ̌ · T−xh ⊆ Ψ̌ · (w ‚ 1K)(x) für alle x ∈ Rd, h ∈ B(w ; C). (VI.1.18)

Also gibt es zu jedem φ ∈ Φ ein ψ ∈ Ψ sodass

((f · h) ∗ φ)(x) = ⟨f · h,Txφ̌⟩

= ⟨f,Tx(φ̌ · T−xh)⟩

=
〈
f , Txψ̌

〉
· (w ‚ k)(x) = (f ∗ ψ)(x) · (w ‚ k)(x)

für alle f ∈ X , x ∈ Rd und h ∈ B(w ; C). Man nimmt nun Absolutwerte und bildet

dann das Supremum über φ ∈ Φ.

Korollar VI.1.15. Sei K ∈ K, Φ ∈ B(X ′
K) und B ∈ B(B). Dann gibt es eine

Menge Ψ ∈ B(X ′
K) mit der Eigenschaft, dass

sup
b∈B
|f · b|∗Φ ≤ |f |∗Ψ für alle f ∈X . (VI.1.19)

Beweis. Dies ist Lemma VI.1.14 mit w = 1Rd .

Lemma VI.1.16. Sei K ∈ K, Φ ∈ B(X ′
K) und (bn) eine Nullfolge in B. Dann

gibt es Ψ ∈ B(X ′
K) und eine positive Nullfolge (εn) in R, sodass

|f · bn|∗Φ ≤ |f |∗Ψ · εn für alle f ∈X . (VI.1.20)

Beweis. Da B ein Fréchet-Raum ist gibt es eine positive Nullfolge reeller Zahlen (εn),

sodass bn/εn → 0 in B. Wende nun Korollar VI.1.15 auf B := {bn/εn : n ∈ N} an.

Lemma VI.1.17. Sei K ∈ K, Φ ∈ B(X ′
K) und (hn) eine Nullfolge in E . Dann

gibt es Ψ ∈ B(X ′
K) und eine Nullfolge (wn) in C , sodass

|f · hn|∗Φ ≤ |f |∗Ψ · wn für alle f ∈X . (VI.1.21)

Beweis. Da E ein Fréchet-Raum ist gibt es eine positive Nullfolge reeller Zahlen (εn),

sodass hn/εn → 0 in E . Weiter ist {hn/εn : n ∈ N} in einer Menge der Form B(w ; C)
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mit w ∈ C+ und C ∈ R+(Nd
0) enthalten. Lemma VI.1.14 liefert dann die gesuchte

Nullfolge wn = w · εn.

Proposition VI.1.18. Sei X ein Amalgamraum mit lokaler Komponente X .
Dann ist die Multiplikation X ×B → X hypostetig-beschränkt.

Beweis. Im folgenden wird stets verwendet, dass X = XT(E) für einen SRI-Raum E.

Aus Korollar VI.1.15 erhält man die Inklusion BX ·B(B) ⊆ BX und die (TX ,B(B))-

TX -Hypostetigkeit der Multiplikation. Aus Lemma VI.1.16 folgert man, dass b 7→ f ·b für

jedes f ∈ X folgenstetig, und somit stetig, als Abbildung B → X ist. Da B ein Fréchet-

Raum, und somit tonneliert ist, erhält man nun aus Proposition 1.4.1 in [85, S. 18] die

(B(X), TB)-TX -Hypostetigkeit, und somit die (BX , TB)-TX -Hypostetigkeit.

VI.1.c. Gewichtete Bälle glatter Funktionen oder
Distributionen

In diesem Unterabschnitt wird untersucht wie glatte Gewichte zu einem moderierten

Kegelideal assoziiert werden können, sodass diese Assoziation mit den Halbnormfunk-

tionen |·|∗B(X ′) aus Definition V.2.20 kompatibel ist. Dies führt zu den linearen Räumen

ET′(W ), die in Definition VI.1.24 eingeführt werden. Das gefundene Kompatibilitätsre-

sultat wird dann in Korollar VI.1.25 dargestellt.

Eine Richtung der gesuchten Abschätzungen ist bereits durch Lemma VI.1.14 aus

Unterabschnitt VI.1.b abgedeckt. Als technisches Hilfsmittel für den Beweis der umge-

kehrten Abschätzung werden in Definition VI.1.19 die gewichteten Mengen X∗Y [w,C]

eingeführt. Eigenschaften dieser Mengen werden in den Lemma VI.1.21 und VI.1.22

untersucht. Dies resultiert in der umgekehrten Abschätzung in Lemma VI.1.23.

Definition VI.1.19. Sei w ∈ C+, Y ⊆X ′ und C ∈ RY
+. Definiere die Menge

X∗Y [w,C] := {f ∈X : ∀φ ∈ Y : |f ∗ φ| ≤ Cφ · w} . (VI.1.22)

Bemerkung VI.1.20. Setzt man Y = {∂αδ : α ∈ Nd
0}, so gilt

E∗Y [w,C] = B(w ; C) für alle w ∈ C+, C ∈ RY
+
∼= R+(Nd

0), (VI.1.23)

mit der Menge B(w ; C) aus Gleichung (VI.1.15).
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Lemma VI.1.21. Sei Y ⊆ X ′ mit (V.3.9), C = (Cφ) ∈ RY
+, K ∈ K und L eine

kompakte Umgebung von K. Dann gibt es zu jedem Φ ∈ B(X ′
K) ein α ∈ R+,

sodass

|f |∗Φ ≤ α · w ‚ 1L für alle f ∈X∗Y [w,C]. (VI.1.24)

Beweis. Gleichung (V.3.9) liefert φi ∈ Y , ki ∈ K+ mit supp ki ⊆ L, i = 1, . . . , n und

n ∈ N, sodass

|f |∗Φ ≤
n∑
i=1

|f ∗ φi| ∗ ki ≤ α · w ‚ 1L für alle f ∈X∗Y [w,C], (VI.1.25)

mit einer festen Konstante α ∈ R+.

Lemma VI.1.22. Sei θ ∈ D mit θ ⪈ 0, sei U ⊆ Rd eine relativ kompakte
Umgebung von 0, sei Y ⊆ X ′

U mit (V.3.9) und sei C = (Cφ) ∈ RY
+. Dann gibt es

C ′ = (C ′
φ) ∈ RY

+ und K ∈ K, mit der folgenden Eigenschaft:

Für alle w ∈ C+ gibt es W ∈ F(C+) mit w′ ≤ w ‚ 1K für alle w′ ∈ W so, dass

X∗Y [w,C] ⊆ Γ
(
X∗Y [1, C

′] · (W ∗ θ)
)
. (VI.1.26)

Beweis. Setze Q := [−1, 1]d. Aufgrund der Möglichkeit umzuskalieren kann ohne Be-

schränkung der Allgemeinheit angenommen werden, dass θ ∈ DQ/8 und
∫
θ(x) dx = 1.

Wähle η ∈ DQ so, dass die Reihe
∑

z∈Zd Tzη in E gegen 1 konvergiert. Sei L der Ab-

schluss von Q + 2U und w ∈ C+. Wegen Korollar VI.1.15 und Lemma VI.1.21 gibt es

zu jedem φ ∈ Y ein Ψ ∈ B(X ′
Q+U ) und C ′

φ ∈ R+, sodass

|(f · Tzη) ∗ φ| ≤ |f |∗Ψ · 1z+Q+U ≤ C ′
φ · (w ‚ 1L) · 1z+L (VI.1.27)

für alle f ∈X∗Y [w,C] und z ∈ Zd. Setze v := w ‚ 12L. Dann gilt

(w ‚ 1L)(z + x) ≤ v(z) für alle z ∈ Zd und x ∈ L. (VI.1.28)
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Also gibt es α ∈ R+, sodass∣∣∣∣∣
(∑
z∈Z

f · Tzη
v(z)

)
∗ φ

∣∣∣∣∣ ≤ C ′
φ

∑
z∈Z

(w ‚ 1L)1z+L

v(z)
≤ C ′

φ

∑
z∈Z

1z+L ≤ C ′
φ · α (VI.1.29)

und somit∑
z∈Z

f · Tzη
v(z)

∈X∗Y [1, C
′] für alle f ∈X∗Y [w,C] und Z ⊆ Zd. (VI.1.30)

Hier wird für die Quotienten f ·Tzη/v(z) die Konvention 0/0 = 0 verwendet. Basierend

darauf definiert man die Funktionen

bf,k :=
∑

z∈k+3Zd

f · Tzη
v(z)

für alle f ∈X∗Y [w,C] und k ∈ {0, 1, 2}d. (VI.1.31)

Definiere nun die C+-Funktionen

wk :=
∑

z∈k+3Zd

v(z) · (1z+(3/2)Q ∗ θ) für alle k ∈ {0, 1, 2}d. (VI.1.32)

Die Annahmen an θ liefern (1(3/2)Q ∗ θ ∗ θ)(x) = 1 für alle x ∈ Q und somit

(wk ∗ θ)(z + x) = v(z) für alle x ∈ Q, z ∈ k + 3Zd, k ∈ {0, 1, 2}d. (VI.1.33)

Sei K der Abschluss von 4(Q + U). Dann gelten die Ungleichungen

wk ≤ v ‚ 12Q = w ‚ 12(Q+L) = w ‚ 1K für alle k ∈ {0, 1, 2}d. (VI.1.34)

Aus den Gleichungen (VI.1.31) und (VI.1.33) folgt

f =
∑

k∈{0,1,2}d

 ∑
z∈k+3Zd

f · Tzη
v(z)

· v(z)

 =
∑

k∈{0,1,2}d
bf,k · (θ ∗ wk) (VI.1.35)

für alle f ∈ X∗Y [w,C]. Hier gilt bf,k ∈ X∗Y [1, C
′] wegen Gleichung (VI.1.30) und

(VI.1.31). Setze nun W := {3d ·w1, . . . , 3
d ·w3d}. Dann folgt die Aussage des Lemmas

aus bf,k ∈X∗Y [1, C
′] und den Gleichungen (VI.1.34) und (VI.1.35).
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Lemma VI.1.23. Sei θ ∈ D mit θ ⪈ 0 und Φ ∈ B(X ′). Dann gibt es Mengen
Ψ ∈ B(X ′) und L ∈ K mit der folgenden Eigenschaft:

Für alle v ∈ C+ gibt es V ∈ F(C+) mit v′ ≤ v ‚ 1L für alle v′ ∈ V so, dass

|f |∗Φ · v ≤ sup
v′∈V
|f · (v′ ∗ θ)|∗Ψ für alle f ∈X . (VI.1.36)

Beweis. Nutze die Abkürzung X̃ := X ′
loc, siehe Tabelle V.0.1. Sei v ∈ C+, sei U ⊆ Rd

eine relativ kompakte Umgebung von 0 und Y ⊆ X ′
U mit (V.3.2). Wähle geeignetes

C = (Cφ) ∈ RY
+ und M ∈ K so, dass

TxΦ̌ · v(x) ⊆ X̃∗Y [v ‚ 1M , C] für alle x ∈ Rd. (VI.1.37)

Seien nun K, W , θ und C ′ = (C ′
φ), wie in Lemma VI.1.22, angewendet auf w := v‚1M .

Setze V := W und L := M + K. Dann erfüllen die Elemente v′ die Ungleichung

v′ ≤ v ‚ 1L. Weiter erhält man aus (VI.1.24) und (VI.1.37) die Inklusion

TxΦ̌ · v(x) ⊆ Γ
(
X̃∗Y [1, C

′] · (V ∗ θ)
)

für alle x ∈ Rd. (VI.1.38)

Sei χ ∈ D mit {χ = 1} ⊇
⋃

supp Φ̌ und definiere die Menge

Ψ :=
{
χ̌ · Txb̌ : x ∈ Rd, b ∈ X̃∗Y [1, C

′]
}
. (VI.1.39)

Nach Konstruktion ist Ψ ∈ B(X ′). Die Multiplikation von (VI.1.38) mit Txχ liefert

TxΦ̌ · v(x) ⊆ Γ
(
TxΨ̌ · (V ∗ θ)

)
für alle x ∈ Rd. (VI.1.40)

Diese Inklusion setzt man nun auf der linken Seite von Gleichung (VI.1.36) ein, um die

Ungleichung zu erhalten.

Definition VI.1.24. Sei W ein moderiertes Kegelideal. Definiere den linearen Raum

ET′(W ) :=
⋃{

B(w ; C) : w ∈ W,C ∈ R+(Nd
0)
}

(VI.1.41)

mit den Mengen B(w ; C) aus Gleichung (VI.1.15).
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Korollar VI.1.25. Sei W ⊆ C+ ein moderiertes Kegelideal, θ ∈ D mit θ ⪈ 0

und H eine Menge mit W ∗ θ ⊆ H ⊆ ET′(W ). Dann gilt die Kegelidealäquivalenz

|·|∗B(X ′) ◦ ((·) ·H) ≍CI ((·) ·W ) ◦ |·|∗B(X ′) . (VI.1.42)

Beweis. Dies ist eine Konsequenz aus den Lemmas VI.1.16 und VI.1.23.

VI.1.d. Transformationsregeln für Gewichte

Transformationsregeln für Gewichte unter Amalgamraumbildungen werden im folgen-

den zusammengefasst. Dabei werden moderierte Kegelideale als Gewichtsmengen in

Theorem VI.1.26 betrachtet und einzelne moderierte Gewichte in Theorem VI.1.28. Der

Übergang zu strikten Topologien ist ein interessantes Anwendungsbeispiel, das in Bei-

spiel VI.1.29 und Proposition VI.1.32 betrachtet wird.

Im folgenden ist Y ∈ {Lp : p ∈ [1,∞]} ∪ {K ′}, X ∈ {D ′,E } und X ein

lokalkonvexer Raum.

Theorem VI.1.26. Seien W ⊆ C+ und V ⊆ ω+ zueinander assoziierte mode-
rierte Kegelideale (Definition VI.1.4). Sei θ ∈ D mit θ ⪈ 0 und H eine Menge
mit W ∗ θ ⊆ H ⊆ ET′(W ). Hier ist ET′(W ) der Raum aus Definition VI.1.24.

Jeder SRI-Raum E erfüllt die Kommutativgesetze

ω∗D(EW ) = (ω∗D(E))V , (VI.1.43a)

YT(EW ) = (YT(E))W , (VI.1.43b)

XT(EW ) = (XT(E))H . (VI.1.43c)

Jeder STI-Folgenraum λ erfüllt die Kommutativgesetze

Yτ(λV ) = (Yτ(λ))W , (VI.1.44a)

Xτ(λV ) = (Xτ(λ))H , (VI.1.44b)

λV {X} = (λ{X})V . (VI.1.44c)

Beweis. Die folgenden Diagramme von Abbildungsmengen kommutieren nach Ke-
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gelidealhüllen im Sinne von Definition IV.2.9:

ω ω

K ′ K ′

(·)·V

(·)·W
[1]

ω ω

C C

Y Y

K ′ K ′

(·)·V

(·)·W

(·)·W

(·)·W

[2a]

[2b]

[2c]

ω ω

C C

X X

K ′ K ′

(·)·V

(·)·W

(·)·H

(·)·W

[3a]

[3b]

[3c]

ω ω

ω{X} ω{X}

(·)·V

(·)·V

[4]

|·| ∗K+

(·)|Zd

|·| •K+

|·|∗B(X ′)

csnX ◦ (·)

(VI.1.45)

Die Kommutativität von [1] entspricht Gleichung (VI.1.13). Entsprechend stehen [2b]

und [2c] jeweils zu Gleichung (VI.1.11a) und [3b] und [3c] jeweils zu Gleichung (VI.1.42).

Die Kommutativität von [2a] und [3a] folgt daraus, dass die Multiplikation eine punkt-

weise definierte Operation ist. Die Kommutativität von [4] folgt aus q◦(v ·a) = (q◦v) ·a
für alle v ∈ ω{X}, a ∈ ω und q ∈ csnX .

Unter Verwendung der Kompositionsregeln für Urbildoperatoren aus Lemma IV.2.8

und der Monotonieregeln aus Proposition IV.2.1 erhält man nun: Gleichung (VI.1.43a)

folgt aus [1], (VI.1.43b) aus [2c], (VI.1.43c) aus [3c], (VI.1.44a) aus [2a+2b], (VI.1.44b)

aus [3a+3b] und (VI.1.44c) aus [4].

Bemerkung VI.1.27. Sei w ∈ C+ moderiert, θ ∈ D mit θ ≥ 0 und setze h := w∗θ.
Ist h ̸= 0, so gelten h ∈ Bw und 1/h ∈ B1/w.

Theorem VI.1.28. Seien w ∈ C+ und v ∈ ω+ zueinander assoziierte moderierte
Gewichte (Definition VI.1.4) mit w, v ̸= 0. Sei weiter h ∈ Bw mit 1/h ∈ B1/w.

1. Theorem VI.1.26 gilt genauso für w, v bzw. h anstatt W , V bzw. H.

2. Die Multiplikation mit w, v bzw. h induziert einen Isomorphismus

E ∼= Ew, λ ∼= λv bzw. F ∼= Fh (VI.1.46)

174



VI.1. Gewichtung von Amalgamräumen

von lokalkonvexen t.b. Räumen für jeden SRI-Raum E, jeden STI-Folgen-
raum λ bzw. jeden Amalgamraum F mit lokaler Komponente X .

Beweis. Die von w und v erzeugten Kegelideale sind moderiert und zueinander assozi-

iert. Analoges gilt für 1/w und 1/v. Theorem VI.1.26 impliziert also die Einzelgewicht-

variante der Gleichungen (VI.1.43a), (VI.1.43b), (VI.1.44a) und (VI.1.44c).

Die Voraussetzungen garantieren h ∈ ET′(⟨w⟩CI) und 1/h ∈ ET′(⟨1/w⟩CI). Somit

liefern Theorem VI.1.26 und die Monotonieregel aus Proposition IV.2.1 die Inklusionen

XT(Ew) ⊆ (XT(E))h, (VI.1.47a)

(XT(E))h = (XT(Ew/w))h ⊆ ((XT(Ew))h)1/h = XT(Ew). (VI.1.47b)

Hier wurde die Kompositionsregel aus Lemma IV.2.8 auf Produkte von Gewichten an-

gewandt. Daraus folgt die Einzelgewichtvariante von Gleichung (VI.1.43c). Gleichung

(VI.1.44b) wird analog bewiesen.

Die Multiplikation mit w, v bzw. h induziert einen linearen Automorphismus von K ′,

ω{X} bzw. D ′. Somit folgt Teil 2 direkt aus Lemma IV.2.10.

Beispiel VI.1.29. Die Kegelideale C0,+ und c0,+ sind zueinander assoziiert. Die Ke-

gelideale C0,+ und c0,+ werden von moderierten Gewichten erzeugt wie sich leicht zeigen

lässt. Weiter gilt die Relation

Ḃ = ET′(C0,+). (VI.1.48)

Diese folgert man daraus, dass es zu jeder Folge (wn) ⊆ C+ ein w ∈ C+ und eine Folge

(Cn) ⊆ R+ gibt mit wn ≤ w · Cn.

Beispiel VI.1.30. Das potenzlogarithmische Gewicht wµ,k ist definiert durch

wµ,k : Rd ∋ x 7→
(
1 + x2

)µ/2 · (1 + log
(
1 + x2

))k
(VI.1.49)

für µ, k ∈ R. Setzt man w := h := wµ,k und v := w|Z, so sind die Voraussetzungen

von Theorem VI.1.28 erfüllt. Dies wird in Unterabschnitt II.2.c angewendet.

Beispiel VI.1.31. Das Gewicht wG,a(x) := exp(ax2) mit a ∈ R \ {0} ist nicht
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moderiert. Das von wG,a erzeugte moderierte Kegelideal ist das von den Gewichten

wG,a,r := wG,a ‚ 1B(r) = sup{TywG,a : |y| ≤ r} mit r > 0 (VI.1.50a)

erzeugte Kegelideal. Hier notiert B(r) = {x ∈ Rd : |x| ≤ r} und es gilt

wG,a,r(x) = ear
2

· exp(2|a|r · |x|) · wG,a(x) für alle x ∈ Rd. (VI.1.50b)

Proposition VI.1.32. Der Übergang zur strikten Variante eines Raums, das
heisst, die Gewichtung Λ 7→ Λ(c0,+), E 7→ E(C0,+) bzw. F 7→ F(Ḃ) definiert einen
Hüllenoperator in der Ordnungskategorie sti{X}, YT(SRI) bzw. XT(SRI).

Beweis. Hüllenoperatoren sind durch Idempotenz, Monotonie und Extensivität charak-

terisiert, siehe Unterabschnitt III.1.a. Für die Kategorien sti{X} und YT(SRI) folgt

die Idempotenz aus c0,+ · c0,+ = c0,+ und C0,+ · C0,+ = C0,+, die Monotonie aus der

Monotonie von Urbildraumoperatoren und Proposition VI.1.10 liefert die Extensivität.

Mit Proposition VI.1.18 und Theorem VI.1.26 in Verbindung mit Gleichung (VI.1.48)

aus Beispiel VI.1.29 erhält man entsprechendes für XT(SRI).

VI.2. Ausschöpfbarkeit und Vollständigkeit

Die Charakterisierung relativ kompakter Teilmengen in Abschnitt VI.3 setzt vollstän-

dige, ausschöpfbare Räume voraus. Ausschöpfbarkeit beschreibt die Approximierbarkeit

von Elementen eines Distributionen- oder Folgenraums F unter Verwendung von Appro-

ximationen der Eins, siehe Definition VI.2.2 in Unterabschnitt VI.2.a. Ausschöpfbarkeit

wird von allen Urbildoperatoren aus dem Korrespondenzdiagramm (V.2.1) bewahrt, wie

in Theorem VI.2.11 von Unterabschnitt VI.2.b erhalten wird. Proposition VI.2.13 von

Unterabschnitt VI.2.c zeigt, dass ein Amalgamraum F ∈ LT(SRI) mit lokaler Kompo-

nente L ∈ {D ′,E } ∪ {Lp : p <∞} genau dann ausschöpfbar ist, wenn D dicht in F

liegt, also “normal” ist.

Schließlich wird mit Proposition VI.2.16 in Unterabschnitt VI.2.d noch bewiesen, dass

Vollständigkeit von globalen Komponenten auf Amalgamräume und auf diskrete globale

Komponenten vererbt wird.
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VI.2.a. Ausschöpfbarkeit

In diesem Abschnitt wird “Ausschöpfbarkeit” für relativ allgemeine lokalkonvexe Räu-

me F von Distributionen oder Vektorfolgen F eingeführt und studiert. Dabei wird im

gesamten Abschnitt angenommen, dass F ein lokalkonvexer Unterraum von D ′ bzw.

ω{X} ist der regulär B- bzw. ℓ∞-invariant im Sinne von Definition VI.2.1 ist. Da-

bei ist X ein beliebiger lokalkonvexer Raum. Aus Proposition VI.1.10 und Proposi-

tion VI.1.18 folgt, dass SRI-Räume und Amalgamräume mit lokaler Komponente X

diese Invarianzeigenschaft erfüllen. Proposition VI.1.10 impliziert auch, dass λ{X} für

jeden STI-Folgenraum λ diese Eigenschaft erfüllt.

Ausschöpfbarkeit von F wird in Definition VI.2.2 eingeführt. Eine äquivalente Cha-

rakterisierung von Ausschöpfbarkeit von Räumen F wird in Proposition VI.2.3 gegeben.

Definition VI.2.1. Ein lokalkonvexer Unterraum F von D ′ bzw. ω{X} wird regulär
B- bzw. ℓ∞-invariant genannt, wenn die Multiplikation F×B → F bzw. F×ℓ∞ → F

wohldefiniert und S(F )-B(B)-hypostetig ist. (Siehe Bemerkung III.2.13 und (III.2.2).)

Eine glatte Approximation der Eins ist eine Folge (θn) mit den drei Eigenschaften

{θn : n ∈ N} ⊆ D , {θn : n ∈ N} ∈ B(B), θn
n→∞−→ 1 in E . (VI.2.1a)

Entsprechend ist eine diskrete Approximation der Eins eine Folge (θn) mit

{θn : n ∈ N} ⊆ ϕ, {θn : n ∈ N} ∈ B(ℓ∞), θn
n→∞−→ 1 in ω. (VI.2.1b)

Es notiert A1 die Menge aller glatten bzw. diskreten Approximationen der Eins.

Definition VI.2.2. Der Raum F heisst ausschöpfbar wenn

p(f · (1− θn))
n→∞−→ 0 für alle f ∈ F , p ∈ csnF und (θn) ∈ A1. (VI.2.2)

Im folgenden wird die Notation Fcs für die kompakt getragenen Elemente von F ver-

wendet, wie in Unterabschnitt III.3.a eingeführt. Die Voraussetzungen an F garantieren,

dass Fcs = F ·D = Fcs ·D .

Proposition VI.2.3. Der Raum F ist genau dann ausschöpfbar, wenn Fcs dicht
in F liegt.
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Beweis. Die Richtung “⇒” folgt aus Fcs = F ·D . Nimm für die Umkehrung an, dass Fcs

dicht in F ist. Sei (θn) ∈ A1, p ∈ csnF , f ∈ F und g ∈ Fcs. Die Dreiecksungleichung

liefert für alle n ∈ N die Abschätzung

p(f · (1− θn)) ≤ p(f − g) + p(g · (1− θn)) + p((f − g) · θn). (VI.2.3)

Aufgrund der Hypostetigkeit der Multiplikation F ×B → F bzw. F × ℓ∞ → F gibt

es ein q ∈ csnF mit p((f − g) · θn) ≤ q(f − g) für alle f ∈ F , g ∈ Fcs und n ∈ N. Zu

beliebigem, aber festem ε ∈ R+ gibt es g ∈ Fcs mit p(f − g) ≤ ε und q(f − g) ≤ ε.

Sei nun χ ∈ D mit {χ = 1} ⊇ supp g. Dann gilt g · (1− θn) = g · (χ · (1− θn)) und die

Hypostetigkeit der Multiplikation liefert g · (1− θn)→ 0 in F . Da ε beliebig war folgt

mit (VI.2.3) insgesamt p(f · (1− θn))→ 0 in F , also die Ausschöpfbarkeit von F .

Bemerkung VI.2.4. Es genügt, die Bedingung (VI.2.2) für eine einzelne glatte bzw.

diskrete Approximation der Eins (θn) zu fordern. Im glatten Fall kann θn = φ ∗ 1{|x|≤n}
gewählt werden mit einem φ ∈ D mit φ ≥ 0 und

∫
φ(x) dx = 1. Im diskreten Fall

kann man θn = 1Z(n) wählen mit Z(n) := Zd ∩ [−n, n]d.

Proposition VI.2.5. Die Ordnungskategorie aller regulär B- bzw. ℓ∞-invarian-
ten lokalkonvexen Unterräume des Vektorraums D ′ bzw. ω{X} ist extremumsab-
geschlossen. Die ausschöpfbaren Räume dieser Kategorie sind abgeschlossen unter
Kernen und Hüllen.

Beweis. Reguläre B- bzw. ℓ∞-Invarianz wird von Hüllen und Kernen bewahrt:
Dies folgt aus Proposition III.2.16.

Hüllen und Kerne bewahren Ausschöpfbarkeit: Dies beweist man genauso wie Theo-

rem 5.5(b) in Chapter 3 von [96, S. 80].

Bemerkung VI.2.6. Es gibt ein Beispiel von lokalkonvexen Räumen λ, µ ⊆ ω mit

der Eigenschaft, dass ϕ jeweils dicht in λ und µ ist, aber nicht im Kern λ und µ. Siehe

dazu im Beweis von Theorem 5.5(c) in Chapter 3 von [96, S. 80].

Korollar VI.2.7. Die ausschöpfbaren Räume der Ordnungskategorie SRI, YT(SRI),
XT(SRI) oder sti{X} sind jeweils abgeschlossen unter Hüllen und Kernen.
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VI.2.b. Vererbung von Ausschöpfbarkeit

Ausschöpfbarkeit wird von den Urbildoperatoren des Korrespondenzdiagramms (V.2.1)

bewahrt, wie im Hauptresultat dieses Unterabschnitts dargestellt wird, siehe Theo-

rem VI.2.11. Der Beweis des Theorems basiert auf den Lemmas VI.2.9 und VI.2.10.

Diese besagen im wesentlichen, dass sich Approximationen der Eins mit den Halbnorm-

funktionen |·|•k, δZd(·)∗φ und |·|∗Φ aus den Gleichungen (V.2.4), (V.2.11) und (V.2.34)

vertragen. Im gesamten Unterabschnitt ist (Y , •) ∈ {(K ′, ∗), (Lp, ∗p) : p ∈ [1,∞]}
fest gewählt undX ein fest gewählter Hausdorffscher, lokalkonvexer Raum mitX ̸= {0}.

Lemma VI.2.8. Sei B ∈ B(B). Dann gilt 1/B ∈ B(B) genau dann, wenn es
ein ε > 0 gibt, sodass |b| ≥ ε für alle b ∈ B.

Beweis. Sei α ∈ Nd
0. Dann ist ∂α(1/b) eine Linearkombination aus Termen der Form

∂α1b · · · ∂αkb/bk+1 mit α1, . . . , αk ∈ Nd
0, α1 + · · · + αk = α und k ∈ N0.

Lemma VI.2.9. Sei (θn) eine glatte Approximation der Eins und K ∈ K. Es gibt
glatte Approximationen der Eins (χn) und (χ̃n) mit Werten in [0, 1], sodass

1. Zu k ∈ KK,+ gibt es C ∈ R+, sodass

|f · θn| • k ≤ C · (|f | • k) · χn, (VI.2.4a)

(|f | • k) · |θn| ≤ C · |f · χn| • k, (VI.2.4b)

|f · (1− θn)| • k ≤ C · (|f | • k) · (1− χ̃n), (VI.2.4c)

(|f | • k) · |1− θn| ≤ C · |f · (1− χ̃n)| • k, (VI.2.4d)

jeweils für alle f ∈ Y und n ∈ N.

2. Zu Φ ∈ B(X ′
K) gibt es Ψ ∈ B(X ′

K), sodass

|f · θn|∗Φ ≤ |f |∗Ψ · χn, (VI.2.5a)

|f |∗Φ · |θn| ≤ |f · χn|∗Ψ, (VI.2.5b)

|f · (1− θn)|∗Φ ≤ |f |∗Ψ · (1− χ̃n), (VI.2.5c)

|f |∗Φ · |1− θn| ≤ |f · (1− χ̃n)|∗Ψ, (VI.2.5d)

jeweils für alle f ∈X und n ∈ N.
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Beweis. Definiere die Konstante

C := 1 + sup{∥θn∥∞ : n ∈ N} (VI.2.6)

und wähle eine glatte Approximation der Eins (χn) mit den Eigenschaften

0 ≤ χn ≤ 1, {χn = 1} ⊇ supp θn + (K ∪ −K). (VI.2.7)

Dann sind die Ungleichungen (VI.2.4a) und (VI.2.4b) erfüllt.

Korollar VI.1.15, angewendet auf die Menge B1 := {θn, 1 − θn : n ∈ N}, und

Lemma VI.1.17, angewendet auf die E -Nullfolge (hn) := (1 − θn), liefern eine Menge

Ψ1 ∈ B(X ′
K) und eine Nullfolge (wn) in C+ mit wn ≤ 1, sodass

|f · θn|∗Φ ≤ |f |∗Ψ1, (VI.2.8a)

|f · (1− θn)|∗Φ ≤ |f |∗Ψ1 · wn, (VI.2.8b)

jeweils für alle f ∈X und n ∈ N.

Wähle nun eine Nullfolge (εn) in R+ mit εn ≤ 1 für alle n ∈ N, sodass jedes Kompak-

tum von Rd für ein n = n(K) ∈ N groß genug in der Menge {|1− θn| ≤ εn} enthalten

ist. Wähle dann eine glatte Approximation der Eins (χ̃n) mit den Eigenschaften

max{εn/C,wn} ≤ 1− χ̃n ≤ 1, supp χ̃n + (K ∪ −K) ⊆ {|1− θn| ≤ εn}. (VI.2.9)

Mit dieser Wahl von (χ̃n) sind nun auch (VI.2.4c) und (VI.2.4d) erfüllt.

Aus 1− χ̃n ≥ εn/C und Lemma VI.2.8 erhält man die in B beschränkte Menge

B2 :=

{
εn

1− χ̃n
: n ∈ N

}
. (VI.2.10)

Korollar VI.1.15, angewendet auf B2, liefert eine Menge Ψ2 ∈ B(X ′
K), sodass

|f |∗Φ · εn ≤
∣∣∣∣f · (1− χ̃n) · εn

1− χ̃n

∣∣∣∣
∗Φ
≤ |f · (1− χ̃n)|∗Ψ2 (VI.2.11)
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für alle f ∈X und n ∈ N. Setze nun

Ψ := Ψ1 ∪ Ψ2 ∪ (C · Φ). (VI.2.12)

Damit folgt nun die Ungleichung (VI.2.5a) aus (VI.2.8a) und (VI.2.7). Die Ungleichung

(VI.2.5b) folgt aus (VI.2.6) und (VI.2.7). Die Ungleichung (VI.2.5c) folgt aus (VI.2.8b)

und (VI.2.9). Die Ungleichung (VI.2.5d) folgt aus (VI.2.11) und (VI.2.9).

Lemma VI.2.10. Zu jeder diskreten Approximation der Eins (θn) gibt es eine
glatte Approximation Eins (χn), sodass

χn(z + x) = θn(z) für alle z ∈ Zd und x ∈ [−1/4, 1/4]d. (VI.2.13)

Beweis. Wähle χ ∈ D so, dass {χ = 1} ⊇ [−1/4, 1/4]d, suppχ ⊆ [−3/4, 3/4]d

und
∑

z∈Zd Tzχ = 1 als konvergente Reihe in E . Dann ist χn :=
∑

z∈Zd θn(z)Tzχ die

gesuchte glatte Approximation der Eins.

Theorem VI.2.11. Sei E ein SRI-Raum.

1. Ist E ausschöpfbar, so sind auch die Räume YT(E), XT(E) und ω∗D(E){X}
ausschöpfbar.

2. Entweder alle oder keine der Räume YT(E), XT(E) und ω∗D(E){X} sind
ausschöpfbar.

Beweis. Der Raum ω∗D(E) ist genau dann ausschöpfbar, wenn ω∗D(E){X} es ist.
Sei (θn) eine diskrete Approximation der Eins. Allgemein gilt die Relation

q ◦ (v · a) = (q ◦ v) · a für alle v ∈ ω{X}, a ∈ ω und q ∈ csnX . (VI.2.14)

Nutzt man diese Relation nun für a = θn oder a = 1−θn, v ∈ ω∗D(E){X} und wendet

eine Halbnorm p ∈ csnω∗D(E) auf beide Seiten an, so erhält man

p (q ◦ (v · θn)) = p ((q ◦ v) · θn) , (VI.2.15a)

p (q ◦ (v · (1− θn))) = p ((q ◦ v) · (1− θn)) , (VI.2.15b)
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für alle n ∈ N. Nach den Definitionen V.4.1 und VI.2.2 liefert dies die Implikation “⇒”

der Behauptung. Um auch die Rückimplikation “⇐” zu erhalten wählt man q ∈ csnX

und z ∈ X mit q(z) > 0. Dann setzt man spezieller v = z ⊗ b mit b ∈ ω∗D(E), womit

q ◦ v = q(z) · b.
Der Raum ω∗D(E) ist ausschöpfbar, falls dies für E, YT(E) oder XT(E) gilt.

Sei φ ∈ D mit φ ̸= 0, φ ≥ 0 und suppφ ⊆ [−1/4, 1/4]d. Lemma VI.2.10 liefert dann zu

jeder diskreten Approximation der Eins (θn) eine glatte Approximation der Eins (χn),

sodass

p((a · θn) ∗ φ) = p((a ∗ φ) · χn), (VI.2.16a)

p((a · (1− θn)) ∗ φ) = p((a ∗ φ) · (1− χn)), (VI.2.16b)

für alle a ∈ ω∗D(E), p ∈ csnE ∪ csnYT(E) ∪ csnXT(E) und n ∈ N. Aufgrund der

Identitäten (V.2.15), (V.2.31) und (V.2.50) ist ω∗D(E) jeweils das Urbild von E, YT(E)

und XT(E) unter der Abbildung a 7→ a ∗ φ. Damit folgt die Behauptung unmittelbar

aus der Definition von ω∗{φ} in Gleichung (V.2.10) und aus Definition VI.2.2.

Der Raum YT(E) ist ausschöpfbar, falls ω∗D(E) es ist. Sei (θn) eine glatte Ap-

proximation der Eins, p ∈ clsnω∗D(E) und k ∈ K+. Dann gibt es nach Gleichung

(VI.2.4b) von Lemma VI.2.9 eine glatte Approximation der Eins (χn) und C ∈ R+,

sodass

sup
n∈N

p
(
(|f | • k)|Zd · θn|Zd

)
≤ C · sup

n∈N
p
(
(|f · χn| • k)|Zd

)
(VI.2.17)

für alle f ∈ YT(E). Dabei sind
(
θn|Zd

)
und

(
χn|Zd

)
diskrete Approximationen der

Eins.

Gleichung (VI.2.4d) von Lemma VI.2.9 liefert eine glatte Approximation der Eins (χ̃n)

mit Werten in [0, 1], sodass

p
(
(|f · (1− θn)| • k)|Zd

)
≤ C · p

(
(|f | • k)|Zd · (1− χ̃n)|Zd

)
(VI.2.18)

für alle f ∈ YT(E) und n ∈ N. Also ist YT(E) ausschöpfbar, falls ω∗D(E) es ist.

Der Raum XT(E) ist ausschöpfbar, falls ω∗D(E) es ist. Dies beweist man analog

zu vorherigem unter Verwendung von Teil 2 von Lemma VI.2.9.
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Proposition VI.2.12. Sei E ein SRI-Raum, λ ein STI-Folgenraum und F ein
regulär B-invarianter Unterraum von D ′.

1. Seien W ⊆ C+, V ⊆ ω+ und H ⊆ E . Ist E, λ bzw. F ausschöpfbar, so ist
auch EW , λV bzw. FH ausschöpfbar.

2. Die Räume E(C0,+), λ(c0,+){X} und FḂ sind ausschöpfbar.

Beweis. Teil 1: Wegen θn·(h·f ) = h·(θn·f ) kann die Ausschöpfbarkeit des gewichteten

Raums EW , λV bzw. FH direkt auf E, λ bzw. F zurückgeführt werden.

Teil 2: Wegen Theorem VI.1.28 und Beispiel VI.1.29 genügt es die Ausschöpfbarkeit von

λ(c0,+) zu beweisen. Zu jedem w ∈ c0,+ gibt es v ∈ c0,+ mit w/v ∈ c0,+. Dann gelten

w · |a| = (w/v) · v · |a| und v · |a| ∈ λ für alle a ∈ λc0,+ und (w/v) · θn → 0 in ℓ∞ für

alle diskreten Approximationen der Eins (θn). Wegen Proposition VI.1.10 folgt daraus

die Bedingung (VI.2.2).

VI.2.c. Ausschöpfbarkeit und Normalität

In der klassischen Literatur zu Funktionen- und Distributionenräumen hat sich die Nota-

tion des “normalen” Distributionenraums etabliert, siehe Definition 4.2.3 in [52, S. 319].

Ein Distributionenraum F heisst demnach normal, wenn D eine dichte Teilmenge von F

ist. “Normalität” beschreibt im Gegensatz zur “Ausschöpfbarkeit” aus Definition VI.2.2

auch die Approximierbarkeit in der “lokalen Komponente” anstatt nur in der “globalen

Komponente” eines Raums. Proposition VI.2.13 beschreibt für welche Amalgamräume

die beiden Begriffe dennoch äquivalent sind.

Proposition VI.2.13. Sei F ein lokalkonvexer Amalgamraum mit lokaler Kom-
ponente X oder Lp, 1 ≤ p < ∞. Dann ist F genau dann ausschöpfbar, wenn F

normal ist. Lokalkonvexe Amalgamräume mit lokaler Komponente L∞ oder K ′

sind nicht normal.

Beweis. Die Menge D ist dicht in Xcs und Lpcs, aber weder in L∞
cs noch in C ′. Damit

vollendet eine Anwendung von Proposition VI.2.3 den Beweis.

Bemerkung VI.2.14. Sei F ein lokalkonvexer Unterraum von D ′ der D enthält.

Dann wird D vermöge φ 7→ (f 7→ ⟨f, φ⟩) auf kanonische Weise in F ′ eingebettet.

183



VI. Eigenschaftsvererbung

Bemerkung VI.2.15. Jeder normale, lokalkonvexe Amalgamraum X mit lokaler

Komponente X ist auch durch Glätten und Abschneiden approximierbar.

VI.2.d. Vererbung der Vollständigkeit

Es wird nun untersucht wie sich topologische Vollständigkeit und Vervollständigung

mit dem Korrespondenzdiagramm (V.2.1) vertragen. Das Hauptresultat ist Propositi-

on VI.2.16 zur Bewahrung der Vollständigkeit. Eine Schlussfolgerung für Ordnungskate-

gorien von Amalgamräumen wird in Proposition VI.2.17 erhalten.

Im folgenden ist L ∈ {D ′,E ,K ′} ∪ {Lp : p ∈ [1,∞]} und X ist ein vollständiger,

Hausdorffscher, lokalkonvexer Raum mit X ̸= {0}.

Proposition VI.2.16. Sei E ein SRI-Raum.

1. Ist E vollständig, so sind dies auch die Räume LT(E) und ω∗D(E){X}.

2. Genau dann, wenn LT(E) vollständig ist, ist auch ω∗D(E){X} vollständig.

Beweis. Sei zunächstX = R. Man wendet Proposition IV.2.11 auf die Urbildoperatoren

aus dem Korrespondenzdiagramm (V.2.1) an und nutzt die Vollständigkeit von L und

ω. Um allgemeine X abzudecken nutzt man Theorem V.4.2 und die Vollständigkeit

von ω{X} als N-faches Produkt des vollständigen Raums X , siehe Satz 24.4 aus [75,

S. 29].

Proposition VI.2.17. Die topologisch vollständigen Räume definieren jeweils
ein Hüllensystem in den Ordnungskategorien SRI, LT(SRI) und sti{X}.

Beweis. Die Ordnungskategorien lokalkonvexer Räume SRI, LT(SRI) und sti{X}
sind abgeschlossen unter der Bildung von Kernen und jeder Kern vollständiger lokalkon-

vexer Räume ist ebenfalls vollständig.

VI.3. Relativ kompakte und straffe Teilmengen

In diesem Abschnitt werden die relativ kompakten Teilmengen K(F ) vollständiger aus-

schöpfbarer Amalgamräume F ∈ LT(SRI) charakterisiert. Für die lokalen Kompo-

nenten L = K ′ oder L = Lplok mit 1 ≤ p ≤ ∞ liefert Proposition VI.3.12 die
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Charakterisierung K(F ) = T(F ) ∩ K(L ) mit dem Mengensystem der straffen Teil-

mengen T(F ), das in Definition VI.3.1 eingeführt wird. Straffheit beschreibt also die

globalen Eigenschaften relativ kompakter Teilmengen. Für die lokalen Komponenten

L = X ∈ {D ′,E } erhält man sogar K(F ) = T(F ) in Proposition VI.3.14. Zudem

erhält man mit Theorem VI.3.17 die Charakterisierung Kσ(XT(L
1
W )) = T(XT(L

1
W ))

für die relativ schwach kompakten Teilmengen Kσ(XT(L
1
W )) von XT(L

1
W ).

Das Auswerten von Urbildbornologien überführt die Resultate für L = X in expli-

zitere Kriterien, siehe Theorem VI.3.19 in Unterabschnitt VI.3.e. Zum Beispiel besagt

die Äquivalenz “(1) ⇔ (1′′)” dieses Theorems, dass relative Kompaktheit und relativ

schwache Kompaktheit in D ′
T(L

1
W ) übereinstimmen. Weiter ist nach “(1) ⇔ (2′)” eine

beschränkte Menge K ⊆ D ′
T(L

1
W ) genau dann relativ schwach kompakt, wenn

sup
f∈K

∫
|x|≥r

|(f ∗ φ)(x)|w(x) dx r→∞−→ 0 für alle φ ∈ D , w ∈ W . (VI.3.1)

Zusammen mit der Beschränktheit von K ∗ φ bedeutet Gleichung (VI.3.1), dass K ∗ φ
straff in L1

W ist, im Sinne von Definition VI.3.1. Diese Charakterisierung beantwortet

Problem II.4.8 aus Unterabschnitt II.4.a der Einleitung.

Die Beweise der Resultate haben drei wichtige Zutaten: Erstens ist die Bornologie der

straffen Teilmengen T mit SRI-Räumen und STI-Folgenräumen verträglich und bleibt

unter Amalgamraumbildungen erhalten, siehe Unterabschnitt VI.3.a. Zweitens sind die

präkompakten Teilmengen eines ausschöpfbaren STI-Folgenraums λ durch Straffheit

charakterisierbar, siehe Proposition VI.3.7 in Unterabschnitt VI.3.b. Ähnliches erhält

man durch Übertragung der bekannten Charakterisierung relativ schwach kompakter

Teilmengen der Räume L1(µ) mit Wahrscheinlichkeitmaß µ auf die Räume L1
W , siehe

Lemma VI.3.16 von Unterabschnitt VI.3.d. Drittens werden Vererbungsregeln für relativ

kompakte Teilmengen von Urbildräumen aus Unterabschnitt IV.2.c genutzt.

VI.3.a. Vererbung straffer Teilmengen

Straffe Teilmengen T(F ) werden für Räume F von Distributionen oder Vektorfolgen

mit einer milden Multiplikationsinvarianzbedingung eingeführt. Proposition VI.3.4 be-

sagt, dass diese zu einer Topologie assoziierte Bornologie mit SRI-Räumen und STI-

Folgenräumen kompatibel ist. Proposition VI.3.5 liefert die Vererbungseigenschaft für
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straffe Teilmengen unter Amalgamraumbildungen.

Im folgenden ist X ein lokalkonvexer Raum.

Definition VI.3.1. Sei F ein gleichmäßig B- bzw. ℓ∞-invarianter lokalkonvexer Dis-

tributionen- bzw. X-Folgenraum. Dann wird eine Teilmenge B ⊆ F straff (in F )
genannt, falls B beschränkt in F ist und

sup
f∈B

p(f · (1− θn))
n→∞−→ 0 für alle p ∈ csnF und (θn) ∈ A1. (VI.3.2)

Es notiert T(F ) das Mengensystem aller straffen Teilmengen von F .

Bemerkung VI.3.2. Die Definition von “straff” in obiger Definition VI.3.1 weicht

leicht von der gängigen Definition ab, siehe zum Beispiel Definition VIII.4.18 aus [27,

S. 392]: Eine Menge K ist straff in M 1 im Sinne von Definition VI.3.1 genau dann,

wenn K beschränkt in M 1 und straff im Sinne von Definition VIII.4.18 aus [27] ist.

Hier notiert M 1 den Raum der integrierbaren Radon-Maße (Gleichung (III.3.11)).

Bemerkung VI.3.3. Ein gleichmäßig B- bzw. ℓ∞-invarianter lokalkonvexer Distri-

butionen- bzw. X-Folgenraum F ist genau dann ausschöpfbar, wenn jede einelementige

Teilmenge {f} von F straff in F ist.

Proposition VI.3.4. Für lokalkonvexe SRI-Räume E ist T(E) eine SRI-Borno-
logie. Für lokalkonvexe STI-Folgenräume λ ist T(λ) eine STI-Bornologie.

Beweis. Da die Topologie von E bzw. λ von Verbandshalbnormen erzeugt wird, muss

die Bedingung (VI.3.2) nur für p ∈ clsnE bzw. p ∈ clsnλ gefordert werden. Sei nun

φ ∈ D bzw. φ ∈ ϕ. Zu jeder glatten bzw. diskreten Approximation der Eins (θn) gibt

es eine glatte bzw. diskrete Approximation der Eins (χn), sodass

(|f | ∗ φ) · |1− θn| ≤ (|f | · (1− χn)) ∗ φ (VI.3.3)

für alle f ∈ K ′ bzw. f ∈ ω+, n ∈ N. Siehe dazu Lemma VI.2.9. Da der Faltungsope-

rator (·) ∗ φ ein stetiger Endomorphismus von E bzw. λ ist, folgt die Proposition aus

der Ungleichung (VI.3.3) und der Bedingung 1 aus Proposition V.1.1 bzw. Bedingung 2

aus Proposition V.1.8.
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Proposition VI.3.5. Sei L einer der Räume D ′, E , K ′ oder Lplok mit p ∈ [1,∞]

und X ein vollständiger, Hausdorffscher, lokalkonvexer Raum mit X ̸= {0}.

1. Jeder lokalkonvexe SRI-Raum E erfüllt

T(LT(E)) = LT(T(E)). (VI.3.4)

2. Jeder lokalkonvexe STI-Folgenraum λ erfüllt

T(Lτ(λ)) = Lτ(T(λ)), (VI.3.5a)

T(λ{X}) = T(λ){X}. (VI.3.5b)

Beweis. Nach Bemerkung VI.3.3 müssen die Argumente im Beweis von Theorem VI.2.11

lediglich gleichmäßig in Teilmengen F anstatt Elementen f wiederholt werden.

Proposition VI.3.6. Sei E bzw. λ ein vollständiger, ausschöpfbarer Fréchet-
SRI-Raum bzw. -STI-Folgenraum. Eine Teilmenge B von E bzw. λ ist genau
dann straff, wenn es ein w ∈ C+ bzw. w ∈ ω+ gibt, sodass K ⊆ wB.

Beweis. Es genügt, den Beweis für λ zu führen. Sei θn die spezielle Approximation der

Eins θn = 1Zn mit Zn := ([−n, n]∩Z)d. Die Topologie Tλ wird von einer aufsteigenden

Folge (pm : m ∈ N0) von Verbandshalbnormen erzeugt. Angenommen, K ist straff.

Dann gibt es nach Gleichung (VI.3.2) zu jedem m ∈ N0 ein n(m) ∈ N, sodass

sup
a∈K

pm
(
a · (1− θn(m))

)
≤ 2−m für alle m ∈ N0. (VI.3.6)

Die Folge n(m) wird streng aufsteigend gewählt. Definiere nun w ∈ c0,+ durch

w(z) := 2−m für m ∈ N0 und z ∈ Zn(m) \ Zn(m−1) (VI.3.7)

mit der Konvention Zn(−1) = ∅. Betrachte dann die MengeB := K/w. DaK beschränkt

ist gibt es für jedes m ∈ N0 ein Cm <∞ so, dass für alle a ∈ B die Ungleichung

pm (a/w) ≤ pm
(
(a/w)θn(m)

)
+ pm

(
(a/w)(1− θn(m))

)
≤ Cm + 1 (VI.3.8)

erfüllt ist. Daraus folgt, dass B beschränkt in λ ist.
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VI.3.b. Relative Kompaktheit in STI-Folgenräumen

Eine Teilmenge K von ℓ1 ist genau dann relativ (schwach) kompakt wenn K straff im

Sinne von Definition VI.3.1 ist. Dieses klassische Resultat findet man zum Beispiel in

[65, §22, 4.(3), S. 282], [55, Prop. 2.6.11, S. 108f] und [96, Thm. 2.2.4, S. 31]. Die Verall-

gemeinerung auf ℓp mit p ∈ [1,∞[ wird in [120, Aufgabe II.5.23, S. 85] angegeben.

Eine Übertragung des Beweises aus [65] liefert eine analoge Charakterisierung der prä-

kompakten Teilmengen pK(λ) eines ausschöpfbaren, lokalkonvexen STI-Folgenraums λ,

und somit der relativ kompakten Teilmengen K(λ), falls λ vollständig ist. Siehe Proposi-

tion VI.3.7 und Korollar VI.3.8. Weiter wird erhalten, dass vollständige STI-Folgenräume

mit strikter Topologie Semi-Montel-Räume sind, siehe Proposition VI.3.9.

Proposition VI.3.7. Die präkompakten Teilmengen eines ausschöpfbaren, lokal-
konvexen STI-Folgenraums λ entsprechen den straffen Teilmengen, das heisst,

pK(λ) = T(λ). (VI.3.9)

Beweis. Sei K ∈ T(λ). Dann gibt es n ∈ N, sodass

p (a · (1− θn)) ≤ 1/3 für alle a ∈ K. (VI.3.10a)

Somit liefert die Dreiecksungleichung

p(a− b) ≤ p ((a− b) · θn) + 2/3 für alle a, b ∈ K. (VI.3.10b)

Da K · θn endlich dimensional ist, findet man b1, . . . , bm ∈ K, sodass

min
l=1,...,m

p ((a− bl) · θn) ≤ 1/3. für alle a ∈ K. (VI.3.10c)

Aus den Gleichungen (VI.3.10) folgt

K ⊆
(
b1 + Up

)
∪ · · · ∪

(
bm + Up

)
(VI.3.11)

mit der Notation Up := {c ∈ λ : p(c) ≤ 1}.
Sei umgekehrt K ⊆ λ mit K /∈ T(λ). Dann gibt es p ∈ clsnλ und eine Folge
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(an) ⊆ K mit der Eigenschaft

p (an · (1− θn)) ≥ 1 für alle n ∈ N. (VI.3.12)

Angenommen, es gibt n1, . . . , nl ∈ N so, dass

p
(
anl′ − anl′′

)
≥ 1/2 für alle l′, l′′ = 1, . . . , l mit l′ ̸= l′′. (VI.3.13)

Da p eine Verbandshalbnorm und (λ, Tλ) normal ist kann man n ∈ N so wählen, dass

p
(
anl′ − an

)
≥ p

(
(anl′ − an) · (1− θn)

)
≥ p (an · (1− θn))− p

(
anl′ · (1− θn)

)
≥ 1− 1/2 = 1/2 (VI.3.14)

für alle l′ = 1, . . . , l. Daraus folgt per vollständiger Induktion, dass es eine Teilfolge (bn)

von (an) gibt mit

p(bn − bn′) ≥ 1/2 für alle n, n′ ∈ N mit n ̸= n′. (VI.3.15)

Somit ist K nicht präkompakt.

Korollar VI.3.8. Jeder vollständige, ausschöpfbare, lokalkonvexe STI-Folgenraum
λ erfüllt K(λ) = T(λ).

Proposition VI.3.9. Ist λ ein vollständiger, ausschöpfbarer STI-Folgenraum, so
ist der gewichtete Raum λ(c0,+) ein Semi-Montel-Raum.

Beweis. Nach Korollar VI.3.8 genügt es zu zeigen, dass jede beschränkte Teilmenge von

λ straff ist. Nach Bemerkung VI.3.3 ist dies analog zu Teil 2 von Proposition VI.2.12.

Proposition VI.3.10. Ein vollständiger, lokalkonvexer STI-Folgenraum λ ist
genau dann ausschöpfbar wenn die solide Hülle jeder relativ kompakten Teilmenge
von λ ebenfalls relativ kompakt ist.

Beweis. Implikation “⇒”: Diese folgt aus Proposition VI.3.4 und Korollar VI.3.8.

Rückimplikation “⇐”: Sei a ∈ λ und setze Z(n) := [−n, n]d ∩ Zd. Die solide Hülle

von {a} enthält die Menge {a · 1Z(n) : n ∈ N} und ist nach Annahme relativ kompakt.
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Aus der Äquivalenz (a)⇔ (d) von Theorem 3.11 aus [55, S. 61] folgt daher a ·1Z(n) → a

in λ für n→∞.

Bemerkung VI.3.11. Proposition VI.3.10 kann als Verallgemeinerung der Äquiva-

lenz (d) ⇔ (e) aus §30,7.(1) in [65, S. 417] verstanden werden. Die Beweisidee ist die

selbe wie aus [65].

VI.3.c. Relative Kompaktheit in Amalgamräumen

Zur Charakterisierung relativ kompakter Teilmengen in kontinuierlichen soliden Amal-

gäumen muss zusätzlich zur Straffheit ein lokales Kriterium an die Teilmengen angegeben

werden. Dies wird in Proposition VI.3.12 erledigt und in Korollar VI.3.13 auf SRI-Räume

übertragen. Proposition VI.3.14 liefert T(X) = K(X) für vollständige, ausschöpfbare

Räume X ∈XT(SRI), genau wie für STI-Folgenräume. Die Gewichtung solcher Räume

mit Ḃ macht diese dann zu Semi-Montel-Räumen, siehe Proposition VI.3.15.

Proposition VI.3.12. Sei Y einer der Räume K ′ oder Lplok mit p ∈ [1,∞]

und E ein vollständiger, ausschöpfbarer, lokalkonvexer Amalgamraum mit lokaler
Komponente Y . Eine Teilmenge B ⊆ E ist genau dann relativ kompakt, wenn B
straff in E und relativ kompakt in Y ist.

Beweis. Sei λ der STI-Folgenraum mit E = Yτ(λ). Dann ist λ ausschöpfbar nach

Proposition VI.2.11 und vollständig nach Proposition VI.2.16. Aus Proposition VI.3.5

und Korollar VI.3.8 folgt T(Yτ(λ)) = Yτ(T(λ)) = Yτ(K(λ)). Da Y vollständig ist

und K(λ) = T(λ) nach Proposition VI.3.4 eine SRI-Bornologie ist vollendet nun eine

Anwendung von Proposition IV.2.13 den Beweis.

Korollar VI.3.13. Sei E ein vollständiger, ausschöpfbarer lokalkonvexer SRI-
Raum. Eine lokalgleichstetige Menge B ⊆ E ∩ C ist genau dann relativ kompakt,
wenn B straff ist.

Beweis. Nach Voraussetzung ist B relativ kompakt in L∞
lok. Somit folgt das Korollar

aus Proposition VI.3.12 und den stetigen Inklusionen L∞
T (E) ⊆ E ⊆ K ′

T(E).

Proposition VI.3.14. Jeder vollständige, ausschöpfbare Amalgamraum X mit
lokaler Komponente X erfüllt K(X) = T(X).
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Beweis. Analog zum Beweis von Proposition VI.3.12 findet man einen vollständigen

STI-Folgenraum λ mit T(Xτ(λ)) = Xτ(K(λ)). Da im vollständigen Semi-Montel-Raum

X relativ kompakte Mengen und beschränkte Mengen übereinstimmen vollendet dann

eine Anwendung von Proposition IV.2.13 und Proposition IV.1.13 den Beweis.

Proposition VI.3.15. Sei X ein lokalkonvexer Amalgamraum mit lokaler Kom-
ponente X . Dann ist der gewichtete Raum XḂ ein Semi-Montel-Raum.

Beweis. Sei λ ein STI-Folgenraum mit X = Xτ(λ). Nach Beispiel VI.1.29 und Theo-

rem VI.1.26 gilt XḂ = Xτ(λ(c0,+)). Nach Proposition VI.3.9 ist λ(c0,+) ein Semi-Montel-

Raum und auch X ist ein Semi-Montel-Raum. Somit folgt aus den Propositionen IV.1.13

und IV.2.13, dass auch XḂ ein Semi-Montel-Raum ist.

VI.3.d. Relativ schwache Kompaktheit

Jeder STI-Folgenraum der Form ℓ1V mit moderiertem Kegelideal V ⊆ ω+ hat die Ei-

genschaft, dass die relativ schwach kompakten Teilmengen mit den relativ kompakten

Teilmengen zusammenfallen. Dies folgt im wesentlichen1 aus §30.6.(3) von [65, S. 416].

Vergleiche auch Theorem 3.2.4 in [96, S. 31]. Nach Korollar VI.3.8 wiederum entspre-

chen die relativ kompakten Teilmengen den straffen Teilmengen von ℓ1V , im Sinne von

Definition VI.3.1.

In diesem Unterabschnitt wird die entsprechende Aussage für die Räume XT(L
1
W )

bewiesen, siehe Theorem VI.3.17. Der Beweis basiert unter anderem auf Lemma VI.3.16.

Dieses wiederum baut auf der folgenden klassischen Charakterisierung von Dunford und

Pettis auf: Eine beschränkte Teilmenge H von L1(µ), µ ein endliches Maß, ist genau

dann relativ schwach kompakt, wenn H gleichgradig integrierbar ist. Siehe Satz VIII.6.9

und Definition VIII.6.6 in [120, S. 445, 442].

Lemma VI.3.16. Sei W ⊆ L∞
lok,+ und K ⊆ L1

W ∩ L∞
lok beschränkt in L∞

lok. Dann
ist K genau dann relativ schwach kompakt in L1

W wenn K straff in L1
W ist.

Beweis. Nach Definition VI.3.1 ist K genau dann straff in L1
W wenn K beschränkt in

1In [65] wird vorausgesetzt, dass V von der Form |λ×| ist. Dies wird im dortigen Beweis allerdings
nicht verwendet.
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L1
W ist und

lim
R→∞

sup
f∈K

∫
Rd\BR(0)

|f (x)|w(x) dx −→ 0 für alle w ∈ W . (VI.3.16)

(a) Das Lemma gilt für W = {1}: Durch dµ(x) = e−πx
2

dx ist ein Wahrscheinlich-

keitsmaß auf Rd erklärt. Vermöge der Abbildung L1 ∋ f 7→ f (x) · eπx2 ist L1 isomorph

zu L1(µ). Kombiniert mit Satz VIII.6.9 aus [120, S. 445] erhält man, dass K genau dann

relativ schwach kompakt ist, wenn

sup
f∈K

∫
E

|f (x)| dx→ 0 falls
∫
E

e−πx
2

dx→ 0 mit messbaren E ⊆ Rd. (VI.3.17)

Da E = Rd \ BR(0) für R → ∞ die Annahme auf der rechten Seite von (VI.3.17)

erfüllt, die Implikation für W = {1}.

Nehme nun an, dass (VI.3.16) für W = {1} gilt und sei ε > 0. Für alle δ, R ∈ R+

und E ⊆ Rd messbar gilt die Implikation∫
E

e−πx
2

dx < δ ⇒ vol(E ∩BR(0)) < δeπR
2

. (VI.3.18)

Da K beschränkt in L∞
lok ist, gibt es zu jedem R ∈ R+ ein CR ∈ R+, sodass∫

E∩BR(0)

|f (x)| dx < CR · vol(E ∩BR(0)) für alle f ∈ K. (VI.3.19)

Wählt man also R ∈ R+ so, dass

sup
f∈K

∫
E\BR(0)

|f (x)| dx < ε/2 (VI.3.20)

und setzt δ = εe−πR
2

/(2CR), dann folgt

sup
f∈K

∫
E

|f (x)| dx < ε (VI.3.21)

aus der Ungleichung auf der linken Seite von (VI.3.18).

(b) Das Lemma gilt für W = {w} mit w ∈ L∞
loc,+: Der Raum L1

w isomorph zu
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L1({w > 0}) vermöge f 7→ w · f |{w>0} und L1({w > 0}) entspricht auf kanonische

Weise einem abgeschlossenen Unterraum von L1. Also folgt (b) aus (a).

(c) Das Lemma gilt für allgemeines W : Nach Definition ist K genau dann straff

bezüglich W , wenn K straff bezüglich {w} für alle w ∈ W ist. Da L1
W der Kern der

vollständigen Räume L1
w ist, ist K genau dann relativ schwach kompakt in L1

W , wenn

K relativ schwach kompakt in L1
w ist, für alle w ∈ W . Also folgt (c) aus (b).

Theorem VI.3.17. Sei W ⊆ C+ ein moderiertes Kegelideal. Dann stimmen
in dem lokalkonvexen Raum XT(L

1
W ) die relativ schwach kompakten, die relativ

kompakten und die straffen Teilmengen überein, das heisst,

Kσ(XT(L
1
W )) = K(XT(L

1
W )) = T(XT(L

1
W )). (VI.3.22)

Beweis. Die Gleichung T(XT(L
1
W )) = K(XT(L

1
W )) ist ein Spezialfall von Propositi-

on VI.3.14. Für die andere Gleichung berechnet man

Kσ(XT(L
1
W ))

(i)
= Kσ(D

′
∗X ′(L1

W )) (VI.3.23a)
(ii)
= D ′

∗X ′(Kσ(L
1
W )) (VI.3.23b)

(iii)
= D ′

∗X ′(T(L1
W )) (VI.3.23c)

(iv)
= XT(T(L

1
W ))

(v)
= T(XT(L

1
W )). (VI.3.23d)

Hier folgt (i) aus Theorem V.3.13 und (ii) aus Proposition IV.2.12. Da die Menge B ∗φ
für alle B ∈ B(X ) und φ ∈ X ′ beschränkt in L∞

lok ist, folgt aus Lemma VI.3.16

die Identität (iii). Theorem V.3.13 und Proposition VI.3.4 liefern die Identität (iv). Die

letzte Identität (v) folgt aus Proposition VI.3.5.

Bemerkung VI.3.18. Sei Ω ⊆ Rd offen und nichtleer. Von P. Dierolf und S. Dierolf

wurde bewiesen, dass in dem Dualraum Ḃ(Ω)′ von Ḃ(Ω) die relativ schwach kompakten

Teilmengen mit den relativ stark kompakten Teilmengen übereinstimmen, siehe Corol-

lary (3.5),(b) in [20, S. 71]. Im Spezialfall Ω = Rd ist (Ḃ(Ω)′, β(Ḃ(Ω)′, Ḃ(Ω))) = D ′
L1

und somit verallgemeinert Theorem VI.3.17 diesen Spezialfall von Corollary (3.5),(b).

Um die Äquivalenz von schwacher und starker Konvergenz von Folgen in ℓ1 zu zei-

gen, setzte I. Schur die “Methode des gleitenden Buckels” ein [120, S. 133]. In [20] wurde

diese Methode auf den Raum Ḃ(Ω)′ übertragen, was zu einem sehr technischen, müh-
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samen Beweis führt [20, S. 64-71]. Die Beweismethode für Theorem VI.3.17 aus dieser

Arbeit ist es dagegen, die Charakterisierung der schwach relativ kompakten Teilmengen

H ⊆ L1(µ) von Dunford und Pettis [25, Thm. 3.2.1, S. 376] per Gewichtungsisomor-

phismen oder per Urbildoperatoren auf die Räume XT(L
1
W ) zu übertragen. Zum einen

wird dadurch ein langer technischer Beweis vermieden und zum anderen wurden leicht

wiederverwendbare Hilfsmittel eingesetzt, wie zum Beispiel Proposition IV.2.12 oder

Proposition VI.3.5

VI.3.e. Kriterien im glatten oder distributionellen Fall

Die Resultate aus Proposition VI.3.14 und Theorem VI.3.17 können durch Einsetzen der

Definitionen von Urbildbornologien in explizite Kriterien überführt werden. Für vollstän-

dige, ausschöpfbare SRI-Räume E führt dies zu stärkeren und expliziteren Resultaten

als die aus Corollary 3.16 aus [58, S. 10]:

Theorem VI.3.19. Sei E ∈ SRI vollständig und ausschöpfbar, λ := ω∗D(E) und
X := XT(E). Dann sind die folgenden Aussagen über K ⊆ X äquivalent:

(1)/(1′) Es ist K relativ kompakt/straff in X.

(2)/(2′) Es ist K ∗ φ relativ kompakt/straff in E für alle φ ∈X ′.

(3)/(3′) Es ist |K|∗Φ relativ kompakt/straff in E für alle Φ ∈ B(X ′).

(4)/(4′) Es ist (|K|∗Φ)|Z relativ kompakt/straff in λ für alle Φ ∈ B(X ′).

Im Spezialfall E = L1
W mit moderiertem Kegelideal W kommt noch dazu:

(1′′) Die Menge K ist relativ schwach kompakt in X.

Die Äquivalenz von (1)-(4) gilt auch für “beschränkt” anstatt “relativ kompakt”,
sogar für allgemeine E ∈ SRI.

Beweis. Beachte, dass X = Xτ(λ) nach dem Korrespondenzdiagramm (V.2.1) oder,

spezieller, Gleichung (V.2.45) von Theorem V.2.26. Weiter sind X und λ nach Proposi-

tion VI.2.16 und Theorem VI.2.11 vollständig und ausschöpfbar.

(1)⇔ (1′): Entspricht Korollar VI.3.8.
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(1′)⇔ (3′)⇔ (4′): Dies folgt aus Proposition VI.3.5 und der Definition der Urbildbor-

nologien durch Gleichung (IV.1.19c), Definition V.2.20 und Definition V.2.24.

(2′)⇔ (3′): Folgt aus Proposition VI.3.4 und Theorem V.3.13.

(4)⇔ (4′): Folgt aus Korollar VI.3.8.

(2) ⇔ (2′) und (3) ⇔ (3′): Dies folgt aus Korollar VI.3.13. Berücksichtige dabei, dass

alle Mengen K ∗φ, φ ∈ D lokal gleichstetig sind, falls alle Mengen K ∗φ, φ ∈ D lokal

beschränkt sind. Entsprechendes gilt für die Mengen |K|∗Φ, Φ ∈ B(X ′).

(1)⇔ (1′)⇔ (1′′): Enthalten in Theorem VI.3.17.

Beschränktheit: Dies folgt aus Proposition IV.1.13, dem Korrespondenzdiagramm V.2.1

und Theorem V.3.13.

VI.4. Faltung von Distributionen

Stetigkeitseigenschaften bilinearer Faltungsabbildungen vererben sich von allgemeinen

Räumen von Distributionen E auf die Faltungsurbilder D ′
∗D(E) und von STI-Folgen-

räumen λ auf die Amalgamräume D ′
τ
(λ). Die Details werden in den Theoremen VI.4.5

und VI.4.8 in Unterabschnitt VI.4.c beschrieben. Theorem VI.4.5 deckt Theorem II.2.1

aus Unterabschnitt II.2.b des Übersichtskapitels ab und durch Theorem VI.4.8 wird das

Problem II.3.2 aus Unterabschnitt II.3.b gelöst.

Diese Vererbungsregeln sind eng verknüpft mit alternativen zur (nichtexistenten) Drei-

ecksungleichung für die D ′-Faltung, die in den Theoremen VI.4.3 und VI.4.4 in Unter-

abschnitt VI.4.b beschrieben werden. Im gleichen Atemzug werden einige neue Kriterien

für D ′-Faltbarkeit von Tupeln bereitgestellt, siehe Theorem VI.4.2. Die Beweise der

Ungleichungen basieren auf Faktorisierungssätzen für Testfunktionen, die in den Korol-

laren V.3.3 und V.3.4 in Unterabschnitt V.3.a beschrieben wurden.

Faltungen und Supremalfaltungen von R+-wertigen Funktionen auf Rd oder Zd er-

wiesen sich in den Untersuchungen als praktisch und werden in Unterabschnitt VI.4.a

betrachtet. Mit einer Ungleichung in Lemma VI.4.1 kann die kontinuierliche Faltung

durch die diskrete Faltung kontrolliert werden.
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VI.4.a. Nichtnegative Faltungen und Supremalfaltungen

Notiere im folgenden die Funktionenmengen

F+ := {Rd → R+}, I+ := {f ∈ F+ : f unterhalbstetig}, (VI.4.1a)

ω+ := {Zd → R+}. (VI.4.1b)

Für die Multiplikation von Zahlen aus R+ und R+-wertige Funktionen wird die Kon-

vention 0 · ∞ =∞ · 0 = 0 verwendet. Dies garantiert, dass (R+, ·) eine Halbgruppe ist

mit sup(A · B) = supA · supB für alle A,B ⊆ R+, also ein Quantal (siehe Unterab-

schnitt II.4.c).

Sei f, g ∈ I+ und a, b ∈ ω+. Die I+-Faltung f ∗g von f und g und die ω+-Faltung
a ∗ b von a und b sind definiert als

Rd ∋ x 7−→ (f ∗ g)(x) :=
∫
f (x− y)g(y) dy, (VI.4.2a)

Zd ∋ z 7−→ (a ∗ b)(z) :=
∑
w∈Zd

a(z − w)b(w). (VI.4.2b)

Das Integral in (VI.4.2a) ist als oberes Integral von unterhalbstetigen Funktionen erklärt

[12]. Mit dem Satz von Fubini für nichtnegative unterhalbstetige Funktionen erhält man,

dass (I+, ∗) eine Halbgruppe ist. Allerdings hat (I+, ∗) kein neutrales Element. Die

Halbgruppe (ω+, ∗) hat das neutrale Element 10.

Sei f, g ∈ F+ und a, b ∈ ω+. Ersetzt man in Gleichung (VI.4.2a) bzw. (VI.4.2b) das

Integral bzw. die Summe durch ein Supremum, so erhält man die punktweise erklärten

Supremalfaltungen f ‚ g und a ‚ b:

Rd ∋ x 7−→ (f ‚ g)(x) := sup{f (x− y)g(y) : y ∈ Rd}, (VI.4.3a)

Zd ∋ z 7−→ (a ‚ b)(z) := sup{a(z − w)b(w) : w ∈ Zd}. (VI.4.3b)

Dies definiert Halbgruppen (F+, ‚) und (ω+, ‚), jeweils mit neutralem Element 10. Es

gilt I+ ‚ F+ ⊆ I+ da I+ supremumsabgeschlossen ist und wegen der Relation

f ‚ g = sup{Txf · g(x) : x ∈ Rd}, (VI.4.4)
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wobei “sup” hier das punktweise gebildete Supremum in I+ notiert. Zwischen Faltung

und Supremalfaltung bestehen die Ungleichungen

(f ∗ g) ‚ h ≤ f ∗ (g ‚ h) für alle f, g ∈ I+, h ∈ F+, (VI.4.5a)

a ‚ b ≤ a ∗ b für alle a, b ∈ ω+. (VI.4.5b)

Die Ungleichung (VI.4.5a) folgt aus Gleichung (VI.4.4) und der Monotonie der Integra-

tion. Eine nützliche Konsequenz aus der Ungleichung (VI.4.5a) ist, dass

(f ∗ g) ‚ 1K+L ≤ (f ‚ 1K) ∗ (g ‚ 1L) für alle f, g ∈ I+, K,L ⊆ Rd. (VI.4.6)

Die Abbildung f 7→ f ‚ 1K wurde in Definition 3.1 von [58, S. 5] als “translation shell”

bezeichnet und durch TK notiert.

Lemma VI.4.1. Sei Q := 1
2 [−1, 1]

d der zentrierte Einheitswürfel. Dann gilt

((f ∗ g) ‚ 12Q)|Zd ≤ (f ‚ 12Q)|Zd ∗ (g ‚ 12Q)|Zd für alle f, g ∈ I+. (VI.4.7)

Beweis. Da die Einschränkung (·)|Zd und die Faltungen “∗” und “‚” eintragsweise mit

Gittertranslationen Tz, z ∈ Zd kommutieren muss die Ungleichung (VI.4.7) nur in z = 0

bewiesen werden. Es gilt die Abschätzung∫
f ≤

∑
(f ‚ 1Q)|Zd für alle f ∈ I+. (VI.4.8)

Unter Verwendung von (VI.4.8) erhält man für f, g ∈ I+ die Ungleichungen

(f ∗ g)(0) =
∫

(f̌ · g) ≤
∑

((f̌ · g) ‚ 1Q)
∣∣
Zd

≤
∑

(f̌ ‚ 1Q)
∣∣
Zd · (g ‚ 1Q)|Zd

=
(
(f ‚ 1Q)|Zd ∗ (g ‚ 1Q)|Zd

)
(0). (VI.4.9)

Man erhält (f ∗ g) ‚ 12Q ≤ (f ‚ 1Q) ∗ (g ‚ 1Q) aus (VI.4.6). Dies liefert die Ungleichung

(VI.4.7) in z = 0 nach Substitution von f 7→ f ‚ 1Q und g 7→ g ‚ 1Q in (VI.4.9).
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VI.4.b. Alternativen zur Dreiecksungleichung

Die K ′-Faltung und die ω-Faltung von p-Tupeln erfüllen die Dreiecksungleichung, wie in

Unterabschnitt III.3.c beschrieben wurde. Im allgemeinen ist der Absolutwert einer Dis-

tribution nicht definiert. Jedoch gibt es nützliche Alternativen zur Dreiecksungleichung

für die D ′-Faltung die in den folgenden drei Theoremen dargestellt werden.

Theorem VI.4.2. Sei p ∈ N, p ≥ 2 und f1, . . . , fp ∈ D ′. Die folgenden Aussagen
über das Tupel (f1, . . . , fp) sind äquivalent:

1. Das Tupel (f1, . . . , fp) ist D ′-faltbar.

2. Das Tupel (f1 ∗ φ1, . . . , fp ∗ φp) ist D ′-faltbar für alle φ1, . . . , φp ∈ D .

3. Das I+-Faltungsprodukt des Tupels (|fk|∗Φ : k = 1, . . . , p) ist eine lokalbe-
schränkte Funktion für alle Φ ∈ B(D).

4. Das I+-Faltungsprodukt des Tupels (|fk ∗ φk| : k = 1, . . . , p) ist überall end-
lich für alle φ1, . . . , φp ∈ D .

5. Das ω+-Faltungsprodukt des Tupels
(
(|fk|∗Φ)|Zd : k = 1, . . . , p

)
ist überall end-

lich für alle Φ ∈ B(D). (In anderen Worten, dieses Tupel ist ω-faltbar.)

Beweis. Die Äquivalenzen “1 ⇔ 2 ⇔ 3 ⇔ 4” sind in Theorem 6.2 in [58, S. 23] zu

finden. Die Äquivalenz “3 ⇔ 5” erhält man dann mithilfe von Lemma VI.4.1.

Die folgenden beiden Theoreme werden der Übersichtlichkeit halber nur für p = 2

angegeben. Die Verallgemeinerungen auf allgemeines p ∈ N mit p ≥ 2 sind klar.

Theorem VI.4.3. Sei Φ ∈ B(D). Es gibt Ψ ∈ B(D) so, dass

|f ∗ g|∗Φ ≤ |f |∗Ψ ∗ |g|∗Ψ (VI.4.10)

für alle D ′-faltbaren f und g. Entsprechendes gilt für F anstatt B.

Beweis. Nach Korollar V.3.3 gibt es Ψ ∈ B(D) mit Φ ⊆ Γ(Ψ ∗ Ψ) (verwende Korol-

lar V.3.4 für F(D)). Mit dem Assoziativgesetz [92, Proposition 1] erhält man

|f ∗ g|∗Φ ≤ sup
ψ1,ψ2∈Ψ

|(f ∗ g) ∗ (ψ1 ∗ ψ2)| ≤ sup
ψ∈Ψ
|f ∗ ψ| ∗ sup

ψ∈Ψ
|g ∗ ψ| (VI.4.11)
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für alle D ′-faltbaren f und g.

Theorem VI.4.4. Sei Φ ∈ B(D). Es gibt Ψ ∈ B(D) so, dass

(|f ∗ g|∗Φ)|Zd ≤ (|f |∗Ψ)|Zd ∗ (|g|∗Ψ)|Zd (VI.4.12)

für alle D ′-faltbaren f und g.

Beweis. Dies ergibt sich aus einer Kombination von Lemma VI.4.1 und Theorem VI.4.4,

sowie der Relation 12Q ‚ |f |∗Φ = |f |∗Ψ mit Ψ = T2QΦ = {Txφ : x ∈ 2Q}.

VI.4.c. Vererbung von Stetigkeitseigenschaften

Die Abbildungen E 7→ D ′
∗D(E) und λ 7→ D ′

τ
(λ) vererben topologisch-bornologische

Eigenschaften der Faltung, wie in den unteren Theoremen VI.4.5 und VI.4.8 beschrieben

wird. Für die Abbildung λ 7→ D ′
τ
(λ) erhält man sogar Äquivalenzen. Desweiteren zeigt

Theorem VI.4.9 die Verträglichkeit von Faltungsdualen und λ 7→ D ′
τ
(λ).

Seien Ei, i = 1, 2, 3 Untervektorräume von D ′. Falls E1×E2 aus D ′-faltbaren Tupeln

besteht und die Faltungsinklusion E1∗E2 ⊆ E3 erfüllt ist, so sagt man, die D ′-Faltung
E1 × E2 → E3 ist wohldefiniert. Entsprechendes gilt für die ω-Faltung.

Es wird nun die Vererbung aller folgenden Eigenschaften bilinearer Abbildungen zwi-

schen lokalkonvexen t.b. Räumen untersucht:

Wohldefiniertheit

Stetigkeit, Links-/Rechtskostetigkeit

Bornologiebewahrend, Links-/Rechtshypostetigkeit

(VI.4.13)

Diese Eigenschaften wurden in Unterabschnitt III.2.c zusammengefasst.

Theorem VI.4.5. Seien E1, E2 und E3 lokalkonvexe t.b. Unterräume des Vek-
torraums D ′ und (P) eine der Eigenschaften aus (VI.4.13). Dann gilt die folgende
Implikation: Hat die D ′-Faltung E1 × E2 → E3 die Eigenschaft (P), so hat die
D ′-Faltung D ′

∗D(E1)×D ′
∗D(E2)→ D ′

∗D(E3) ebenfalls die Eigenschaft (P).

Beweis. Setze Fi := (Fi,UF,i,BF,i) = D ′
∗D(Ei) für i = 1, 2, 3.
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Sei φ ∈ D . Nach Korollar V.3.4 gibt es n ∈ N und φi,k ∈ D mit i = 1, 2 und

k = 1, . . . , n, sodass φ = φ1,1 ∗ φ2,1 + · · · + φ1,n ∗ φ2,n. Das Assoziativgesetz liefert

(f1 ∗ f2) ∗ φ =

n∑
k=1

(f1 ∗ φ1,k) ∗ (f2 ∗ φ2,k) (VI.4.14)

für alle D ′-faltbaren Tupel (f1, f2).

Wohldefiniertheit: Besteht E1 × E2 aus D ′-faltbaren Tupeln, so besteht nach Kri-

terium 2 von Theorem VI.4.2 auch F1 × F2 aus D ′-faltbaren Tupeln. Gilt zudem

E1 ∗ E2 ⊆ E3, so folgt F1 ∗ F2 ⊆ F3 aus Gleichung (VI.4.14) und aus der Lineari-

tät von F3.

Stetigkeit: Sei ∗ : E1×E2 → E3 stetig und sei p3 ∈ csnE3. Aufgrund der Annahme,

Gleichung (VI.4.14) und der Dreiecksungleichung gibt es pi ∈ csnEi, i = 1, 2 so, dass

p3((f1 ∗ f2) ∗ φ) ≤
n∑
k=1

p1(f1 ∗ φ1,k) ·
n∑
l=1

p2(f2 ∗ φ2,l) (VI.4.15)

für alle fi ∈ Fi, i = 1, 2. Die Topologie von Fi wird erzeugt von den Halbnormen

f 7→ pi(f ∗ φ) mit pi ∈ csnEi und φ ∈ D . Somit folgt aus der Ungleichung (VI.4.15)

die Stetigkeit der D ′-Faltung ∗ : F1 × F2 → F3.

Bornologiebewahrend: Sei ∗ : E1 × E2 → E3 bornologiebewahrend und Bi ∈ BF,i.
Aus Gleichung (VI.4.14) erhält man dann die Inklusion

(B1 ∗B2) ∗ φ ⊆
n∑
k=1

(B1 ∗ φ1,k) ∗ (B2 ∗ φ2,k). (VI.4.16)

Hier ist Bi ∗ φi,k ∈ BE,i für i = 1, 2 und k = 1, . . . , n. Aufgrund der Annahme, und

da Bornologien additiv abgeschlossen sind, folgt (B1 ∗B2) ∗ φ ∈ BE,3. Da letzteres für

beliebige φ ∈ D gezeigt wurde, impliziert dies B1 ∗B2 ∈ BF,3.
Die Vererbung von Kostetigkeit und Hypostetigkeit beweist man analog.

Die folgende Vererbungsregel ist eine Variante von Theorem 6.4 aus [58, S. 23f]. Letzte-

res wurde in [58] unter Verwendung von Theorem VI.4.3 bewiesen, welches Theorem 6.3

in [58, S. 23] oder Theorem 3 in [61, S. 129] entspricht.
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Korollar VI.4.6. Seien E1, E2, E3 SRI-Räume und (P) eine der Eigenschaften
aus (VI.4.13). Hat die D ′-Faltung E1 × E2 → E3 die Eigenschaft (P), so hat die
D ′-Faltung D ′

T(E1)×D ′
T(E2)→ D ′

T(E3) ebenfalls die Eigenschaft (P).

Beweis. Dies folgt aus Theorem VI.4.5 und Theorem V.3.13 mit X = D ′, Y = D .

Lemma VI.4.7. Sei a, b ∈ ω. Dann sind a und b genau dann ω-faltbar, wenn
δZd(a) und δZd(b) D ′-faltbar sind. In diesem Fall gilt δZd(a ∗ b) = δZd(a) ∗ δZd(b).

Beweis. Wende die Äquivalenz “1 ⇔ 4” von Theorem VI.4.2 an. Betrachte dabei für

die Implikation “⇒” φi ∈ D mit suppφi ⊆ 1
2 [−1, 1]

d für i = 1, 2. Den Homomorphis-

mus verifiziert man durch direktes Nachrechnen, wobei der Satz von Fubini für absolut

konvergente Reihen in D ′ angewendet wird.

Theorem VI.4.8. Seien λ1, λ2, λ3 STI-Folgenräume und (P) eine der Eigen-
schaften aus (VI.4.13). Die ω-Faltung λ1×λ2 → λ3 hat die Eigenschaft (P) genau
dann, wenn die D ′-Faltung D ′

τ
(λ1)×D ′

τ
(λ2)→ D ′

τ
(λ3) die Eigenschaft (P) hat.

Beweis. Implikation “⇒”: Dies beweist man genauso wie Korollar VI.4.5. Anstatt Ko-

rollar V.3.4 und der Implikation “2⇒ 1” aus Theorem VI.4.2 verwendet man hier Theo-

rem VI.4.4 und die Implikation “5 ⇒ 1” von Theorem VI.4.2. Die Solidität der Räume

λi, i = 1, 2, 3 muss dabei benutzt werden.

Rückimplikation “⇐”: Die Identität (V.2.51) mit X = {δ} und X = D ′ ergibt die

Identität λi = δZd(·)
←−−−

D ′
τ
(λi) mit der Abbildung δZd(·) aus Gleichung (V.2.12). Wende

nun Lemma VI.4.7 an.

Theorem VI.4.9. Jeder STI-Folgenraum λ erfüllt die Identität von Mengen

D ′
τ
((λ)∗ω) = (D ′

τ
(λ))∗D ′. (VI.4.17)

Sei F ⊆ D ′ und λF der kleinste STI-Folgenraum mit F ⊆ D ′
τ
(λF ) (der nach

Theorem V.2.1 existiert). Dann gilt die Identität von Mengen

(F )∗D ′ = D ′
τ
((λF )

∗
ω). (VI.4.18)

Hier ist (·)∗D ′ = (·)∗ das D ′-Faltungsdual aus Gleichung (II.4.1) und (·)∗ω ist das
ω-Faltungsdual aus Gleichung (II.4.5).
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Beweis. Gleichung (VI.4.17): Sei f ∈ D ′. Nach Definition von D ′
τ

und (·)∗ω gilt

f ∈ D ′
τ
((λ)∗ω) genau dann, wenn

(
|f |∗Φ|Z , a

)
ω-faltbar ist für alle Φ ∈ B(D) und

a ∈ λ. Somit liefern die Inklusion |D ′
τ
(λ)|∗Φ|Z ⊆ λ für alle Φ ∈ B(D) und das D ′-

Faltbarkeitskriterium 5 von Theorem VI.4.2 die Inklusion D ′
τ
((λ)∗ω) ⊆ (D ′

τ
(λ))∗D ′ . Die

umgekehrte Inklusion erhält man aus der Ungleichung |b| ≤ |δZd(b)|∗{φ}
∣∣
Z für alle b ∈ ω

und φ ∈ D mit φ(0) = 1 und suppφ ⊆ 1
2 [−1, 1]

d.

Gleichung (VI.4.18): Unter Verwendung von Theorem VI.4.2 zeigt man die Identität

(F )∗D ′ = (D ′
τ
(λF ))

∗
D ′ . Wegen Gleichung (VI.4.17) folgt daraus Gleichung (VI.4.18).
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