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Kurzfassung

Zentraler Gegenstand dieser Arbeit ist der Nachweis der Zuverlässigkeit von Systemen und
die Planung der dazu notwendigen Tests. Selbst einfache Produkte können durch mehrere
Ursachen und Mechanismen ausfallen und besitzen dazu meist mehrere Komponenten und
Subsysteme. Diese Arbeit behandelt die Planung von Tests für den effizienten Nachweis der
Systemzuverlässigkeit, welche die Systemstruktur und die Komponenten mit der Kombina-
tion von Tests dieser Elemente berücksichtigt. Dazu wird die Probability of Test Success1

als zentrale, objektive Bewertungsmetrik verwendet. Sie ist fähig, die Wahrscheinlichkeit
für einen erfolgreichen Zuverlässigkeitsnachweis anzugeben und erlaubt damit beispielswei-
se auch die Frage nach dem erforderlichen Stichprobenumfang bei ausfallbasierten Tests
zu beantworten. Durch die vorgenommene Einordnung der Probability of Test Success in
den statistischen Kontext eines Hypothesentests kann die Probability of Test Success auch
als Trennschärfe verstanden werden. Dadurch werden Berechnungsmethoden entwickelt, die
diesen Kontext ausnutzen. Ebenso ermöglicht dies die notwendige Erweiterung auf Systeme
mit mehreren Ausfallmoden sowie die Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis
und die zusätzliche Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes. Ein ganz-
heitliches Vorgehen zeigt auf, wie im individuellen Fall der effizienteste Test identifiziert
werden kann. Das heißt ein Test, welcher sowohl den Nachweis mit hoher Wahrscheinlich-
keit erbringt, als auch die gesetzten Grenzen bezüglich des zur Verfügung stehenden Budgets
einhält und die Ressourcen dabei möglichst effizient einsetzt. Untersuchungen zeigen, dass
sich daraus ein grundsätzliches Verständnis zu den Tests, der Vorkenntnis und den Systemen
ableiten lässt. Beispielsweise sind ausfallfreie Tests auf Komponentenebene den ausfallba-
sierten Tests aus statistischer Sicht fast immer unterlegen. Zudem verhält sich der Effekt
von hohem Aufwand auf die Güte des Tests bei ausfallbasierten und ausfallfreien Tests ge-
gensätzlich. Werden bei einem ausfallbasierten Test mehr Prüflinge verwendet, so steigt die
Wahrscheinlichkeit für einen erfolgreichen Nachweis. Bei den ausfallfreien Tests sinkt dage-
gen die Wahrscheinlichkeit für einen erfolgreichen Nachweis. Das bedeutet, dass ausfallfreie
Testverfahren nur dann mit hoher Wahrscheinlichkeit einen Nachweis erbringen können,
wenn die dabei gewonnene Aussage von schlechter statistischer Güte ist. Zudem sind sie
unfähig, Zuverlässigkeitsnachweise für Systeme zu erbringen, welche die Anforderung nur
wenig übererfüllen. Werden die Komponenten des Systems ausfallbasiert getestet, um den
Nachweis zu erbringen, so ermöglichen die entwickelten Methoden eine optimale Aufteilung
der Prüflinge zu berechnen. Neben der Auswahl der Testart erlaubt diese Arbeit demnach
die Untersuchung der optimalen Testgestaltung, sodass der Nachweis mit größtmöglicher
Wahrscheinlichkeit erbracht werden kann. Hierzu zählen auch Kombinationen verschiede-
ner Testtypen und Komponenten des Systems. Es lassen sich beispielsweise ausfallbasierte
Komponententests mit ausfallfreien Dauerlauftests auf Systemebene kombinieren und hin-
sichtlich deren Eignung für den Zuverlässigkeitsnachweis bewerten. Durch die zusätzliche
Berücksichtigung der Vorkenntnis mittels des Satzes von Bayes lassen sich Testaufwände
1 Erfolgswahrscheinlichkeit eines Tests
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einsparen. Die Bewertung solcher Tests ist durch die erarbeiteten Methoden ebenso mög-
lich und stellt sicher, dass der effizienteste Test zum Nachweis der Zuverlässigkeit gefunden
werden kann. Weitere Untersuchungen ergeben ergänzende Erkenntnisse. Die Anwendung
des ganzheitlichen Verfahrens am Fallbeispiel eines Synchronmotors demonstriert zusätz-
lich den Nutzen der entwickelten Methoden und Prozesse. Die Arbeit leistet damit einen
Beitrag zur umfassenden und statistisch fundierten Planung von Zuverlässigkeitstests zum
Nachweis von Systemen. Sie konzentriert sich dabei auf die statistischen Aspekte und erlaubt
den objektiven Vergleich und Bewertung von Tests verschiedener Systemebenen und Arten,
sowie Kombinationen davon zum Nachweis der Systemzuverlässigkeit. Um möglichst effizi-
ente Tests zu ermöglichen, wird eine Methode mit dem Satz von Bayes integriert. Die Güte
der Planung selbst wird durch die Berücksichtigung der Unsicherheit der Eingangsdaten
mitbewertet.
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Abstract

System Reliability Demonstration using Component and System Tests with

Consideration of Prior Knowledge

The main subject of this thesis is the reliability demonstration of systems and the plan-
ning of test runs required for this purpose. Even simple products can fail due to several
causes and mechanisms while also consisting of several components and subsystems. The
planning of tests for the efficient demonstration of system reliability, which considers the
system structure and the components, and the combination of tests of these, respectively,
is covered in this work. For this purpose, the Probability of Test Success is used as a key
objective assessment metric. It is capable of providing the probability for a successful relia-
bility demonstration and thus also, for example, the calculation of the required sample size
for failure-based tests. By placing the Probability of Test Success in the statistical context
of a hypothesis test, it can also be understood as the statistical power and, as a conse-
quence, adapted, simpler calculation methods are developed for it. Likewise, this allows the
necessary extension to systems with multiple failure modes as well as the consideration of
uncertainty in prior knowledge and the additional consideration of prior knowledge with
Bayes’ theorem. A holistic procedure reveals how the most efficient test can be identified
in an individual case. That is, a test that both surely provides the demonstration and ad-
heres to the set limits with respect to the available budget while using the resources as
efficiently as possible. Studies show that fundamental understanding can be derived from
this. For example, failure-free tests at the component level are almost always inferior to
failure-based tests from a statistical point of view. In addition, the effect of high effort and
high reward is opposite for failure-based and failure-free testing. If more test items are used
in a failure-based test, the probability of a successful demonstration increases. In contrast,
for failure-free tests, the probability of a successful demonstration decreases. This means
that failure-free test procedures can only provide reliability demonstrations with a high pro-
bability if the information obtained in the process is of poor statistical quality. Moreover,
they are unable to provide reliability demonstrations for systems that only slightly exceed
the requirement. If the components of the system are tested based on failures in order to
provide the demonstration, the developed methods allow for a calculation of an optimal
partitioning of the test items. Accordingly, in addition to the selection of the type of test,
this work allows the study of the optimal test design so that the demonstration can be
performed with the highest possible probability. This includes combinations of different test
types and components of the system. For example, failure-based component tests can be
combined with failure-free endurance tests at the system level and evaluated with respect to
their suitability for reliability demonstration. By additionally considering prior knowledge
by means of Bayes’ theorem, test efforts can be reduced. The evaluation of such tests is also
possible with the developed methods and ensures that the most efficient test for reliability
demonstration can be found. Further investigations yield additional general findings, and the
application of the holistic procedure to a case study additionally demonstrates the usefulness
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Abstract

of the developed methods and processes. This thesis thus contributes to a comprehensive
and statistically valid planning of reliability tests for the validation of systems. It focuses
on the statistical aspects and allows the objective comparison and assessment of tests of
different system levels and types, as well as combinations thereof, for the demonstration of
system reliability. To enable the most efficient testing possible, a method is integrated using
Bayes’ theorem. The quality of the planning itself is co-assessed by taking into account the
uncertainty of the input data.
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Kapitel 1

Einleitung

Heutige Produkte sind meist durch vielfältige Funktionen gekennzeichnet. Insbesondere im
digitalen Zeitalter mit vielfach vernetzten Produkten, sind komplexe Produkte oft notwen-
dig, um erfolgreich am Markt bestehen zu können. Komplexe Produkte spiegeln sich jedoch
in einer ebenso großen Vielfalt an möglichen Ausfallursachen wider, welche die Herausfor-
derungen in der Absicherung vergrößern. Doch auch herkömmliche und einfachere Produkte
besitzen oft bereits mehr als eine Ausfallursache, die es zu beherrschen gilt. In Kombina-
tion mit dem stetig steigenden Marktdruck und steigenden Kundenanforderungen gilt es,
diese Herausforderungen mit wissenschaftlichen Methoden zu überwinden. Die Zuverlässig-
keit lässt sich dabei mit entsprechenden Tests bestimmen. Bei der Auswahl und Gestaltung
solcher Tests ist dem Zielkonflikt aus Genauigkeit, Kosten und Zeit zu begegnen, welcher
die Testplanung erschwert. Eine objektive Bewertung der verschiedenen Tests bezüglich des
Nachweises der Systemzuverlässigkeit ist dabei von Nöten, um teure Entwicklungsschleifen
und Tests mit wenig Aussicht auf Erfolg zu vermeiden.

1.1 Motivation und Problemstellung

Die physische Erprobung der Produkte ist für die Feststellung der tatsächlichen Zuverläs-
sigkeit und den Abgleich mit den Anforderungen vor Markteintritt unverzichtbar. Um dabei
eine möglichst genaue Aussage zu gewinnen, ist mit einer möglichst großen Stichprobe zu
testen. Diese statistische Forderung steht jedoch im Kontrast zu den Möglichkeiten eines
Unternehmens. So sind die verfügbaren Ressourcen immer begrenzt und die Erprobung soll-
te bestenfalls in kurzer Zeit abgeschlossen sein. Aus diesem Grund wurden Verfahren ent-
wickelt, die es erlauben, Vorkenntnisse zusätzlich zu berücksichtigen und den Testaufwand zu
senken. Zusätzlich steht grundsätzlich eine Vielzahl an verschiedenen Tests zur Verfügung,
die zur Erprobung und dem Zuverlässigkeitsnachweis genutzt werden können. Das Konzept
der Probability of Test Success1 wurde erstmals von Dazer et al. [1–3] eingeführt und erlaubt
es, die notwendigen Tests so zu planen, dass diese ein Maximum an Erfolgswahrscheinlich-
keit haben und gleichzeitig mit den zur Verfügung stehenden Ressourcen umsetzbar sind.
Es handelt sich demnach um eine objektive Bewertung der Tests, welche somit die Pla-
nung maßgeblich unterstützt. Allerdings erlaubt es dieses Konzept aktuell nicht, Tests von
Systemen mit mehr als einer Ausfallmode zu bewerten. Zudem können die gegebenenfalls
vorhandenen Vorkenntnisse nicht zusätzlich in den Nachweis einfließen und die unweigerlich
1 Erfolgswahrscheinlichkeit eines Tests
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in der Vorkenntnis vorhandene Unsicherheit bleibt unberücksichtigt. Auch wenn die Größe
der Probability of Test Success als Erfolgswahrscheinlichkeit bezeichnet wird, so lässt sie
bisher den korrekten statistischen Kontext vermissen. Die Grundlage für eine statistisch
fundierte Planung von Tests für den Zuverlässigkeitsnachweis ist mit der Probability of Test
Success geschaffen, sie ist jedoch nicht auf reale Produkte anwendbar und es werden nicht
alle zur Verfügung stehenden Informationen für den Nachweis verwendet.

1.2 Ziele und Aufbau der Arbeit

Um den effizienten Zuverlässigkeitsnachweis bei Systemen zu befähigen, sollen die dazu not-
wendigen Tests objektiv bewertet werden können. Dabei ist zunächst der statistische Kon-
text der Probability of Test Success herzustellen. Um die Planung von realen Systemen mit
mehreren Ausfallmoden zu ermöglichen, müssen die Systemstruktur sowie die verschiede-
nen Systemebenen mit berücksichtigt werden. Zusätzliche Berücksichtigung von Vorkenntnis
sowie deren Unsicherheit erlauben dabei den Testaufwand zu reduzieren und damit mög-
lichst effiziente Tests sicherzustellen. Letztlich ist das Erarbeitete in einem ganzheitlichen
Verfahren zur Bewertung und Identifikation des effizientesten Tests zum Nachweis der Zu-
verlässigkeit von Systemen zu manifestieren.

Um diese Ziele zu erreichen, wird zunächst der aktuelle Stand der Forschung und Technik in
Kapitel 2 erläutert. Die Bewertung der vorgestellten Methoden und daraus abgeleitete For-
schungslücke zusammen mit dem konkretisierten Ziel der Arbeit sowie der Arbeitshypothese
werden in Kapitel 3 vorgestellt. In Kapitel 4 wird der statistische Kontext der Probability
of Test Success als Trennschärfe eines Zuverlässigkeitsnachweistests hergestellt. Mit diesem
Kontext lassen sich neue Berechnungsmethoden entwicklen, welche ebenso in diesem Kapi-
tel vorgestellt werden. Dabei basiert die allgemeine Berechnung auf einem Bootstrap-Ansatz
und die analytische Berechnung nutzt die asymptotischen Eigenschaften des Schätzers des
Lebensdauerquantils. Die zur Planung der Tests und der Bewertung mittels der Probability
of Test Success benötigten Vorkenntnis wird in Kapitel 5 vorgestellt. Dabei wird aufge-
zeigt wie diese aus bereits durchgeführten Versuchen abgeleitet und aus Lebensdauerbe-
rechnungen erzeugt werden kann. Zudem werden zwei Arten von Vorkenntnissen definiert,
die unterschiedliche Verwendungen zulassen. Mittels des neuen Kontexts und den neuen
Berechnungsmethoden zur Bewertung der Tests, lässt sich das Konzept in Kapitel 6 um die
zusätzliche Berücksichtigung von Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes, der Berücksichtigung
mehrerer Ausfallmoden sowie der Systemstruktur und der Berücksichtigung der Unsicher-
heit in der Vorkenntnis entwickeln. Diese Aspekte werden zu einem gemeinsamen Verfahren
verküpft, mit welchem es möglich ist den effizientesten Test zum Nachweis der Zuverlässig-
keit zu identifizieren. In Kapitel 7 werden die Einflüsse auf die Probability of Test Success
und damit den Zuverlässigkeitsnachweis anhand von Untersuchungen herausgearbeitet und
damit die entwickelten Methoden verifiziert. Es ergeben sich grundsätzliche Erkenntnisse,
welche für die Planung der Tests pauschale Gültigkeit besitzen. Um das entwickelte Ver-
fahren weiter bewerten zu können, wird dieses in Kapitel 8 anhand des Fallbeispiels eines
Permanentmagnet-Synchronmotors angewandt, was die Vorgehensweise validiert und auf-
zeigt, dass die erarbeiteten Erweiterungen und Methoden der Probability of Test Success zur
Bewertung unerlässlich sind. Schließlich gibt Kapitel 9 eine Zusammenfassung der Arbeit
und die wesentlichen Erkenntnisse wieder sowie einige Hinweise zu potentiellen weiterfüh-
renden Forschungsarbeiten. Der Aufbau der Arbeit ist in Abbildung 1.1 grafisch dargestellt.
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1.2. Ziele und Aufbau der Arbeit

Kapitel 1
Einleitung

Kapitel 2
Stand der Forschung und Technik

Kapitel 3
Forschungsbedarf und Zielsetzung

Kapitel 4
Probability of Test Success

als Trennschärfe eines
Zuverlässigkeitstests

Kapitel 5
Vorkenntnis für den

Zuverlässigkeitsnachweis

Kapitel 6
Planung der

Zuverlässigkeitstests von Systemen
als Hypothesentests

Kapitel 7
Untersuchung der
Einflüsse auf die

Probability of Test Success

Kapitel 8
Anwendungsbeispiel
Synchronmaschine

Kapitel 9
Zusammenfassung und Ausblick

Herstellung des statistischen
Kontexts und Entwicklung
von neuen Berechnungsme-
thoden

Vorgehen zur Ableitung von
Vorkenntnissen aus bestehen-
den Informationen

Berücksichtigung der System-
struktur, der Unsicherheit
und des Satz von Bayes sowie
Entwicklung eines ganzheitli-
chen Vorgehens

Verifikation des Erarbeiteten
sowie Herstellung von grund-
sätzlichen Zusammenhängen

Verifikation und Demonstra-
tion des ganzheitlichen Ver-
fahrens

Abbildung 1.1: Aufbau der Arbeit.
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Kapitel 2

Stand der Forschung und Technik

In diesem Kapitel werden der Stand der Forschung und Technik sowie Grundlagen der Stati-
stik und der Zuverlässigkeitstechnik vorgestellt. Die dabei dargestellten Theorien, Methoden
und Begriffe bilden die Basis für diese Arbeit und werden für eine verbesserte Anschauung
an den benötigten Stellen der jeweiligen Kapitel um ergänzende Informationen erweitert.

2.1 Grundlagen der Statistik

Die Statistik beschreibt das Wissenschaftsgebiet, welches sich mit der Theorie und den
Methoden zum Umgang, zur Beschreibung und zur Auswertung von zufallsabhängigen Er-
eignissen beschäftigt. Im Folgenden werden diesbezüglich für diese Arbeit grundlegenden
Themen dargelegt.

2.1.1 Grundbegriffe und Maßzahlen

Die Statistik befasst sich mit zufälligen Ereignissen. Zufall bedeutet in diesem Zusammen-
hang, dass das Ereignis eintreten kann, aber nicht muss. Dies steht im Kontrast zu deter-
ministischen Ereignissen, welche lediglich das sichere Ereignis und das unmögliche Ereignis
zulassen [4–8].

Wird ein Experiment mit solch einem Zufallsereignis A mehrfach durchgeführt, so kann
durch den Quotienten aus der Anzahl nA der eingetretenen Ereignisse und der Gesamtzahl
der Durchführungen n die relative Häufigkeit hn(A) gebildet werden [5]:

hn(A) =
nA

n
(2.1)

Würde dieses Experiment unter gleichen Bedingungen unendlich oft durchgeführt, also
n ! 1, so bildete diese relative Häufigkeit die Wahrscheinlichkeit P (A) 2 [0, 1] des
beschriebenen Ereignisses A ab [4, 6, 9]. Die axiomatische Definition der Wahrscheinlich-
keit nach Kolmogoroff [4] verallgemeinert den Begriff und erweitert das ursprünglich von
von Mises [9], Bernoulli [10] und Laplace [11] dargestellte Verständnis, welches wiederum
auf den Arbeiten von Cardano [12], Pascal und Fermat [13] sowie Huygens [14] aufbaut.
Die axiomatische Definition ist die heute gültige und kommt streng genommen ohne den
Übergang zur relativen Häufigkeit aus.
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Der Übergang von der relativen Häufigkeit zur Wahrscheinlichkeit ist durch das Gesetz der

großen Zahlen möglich. Dieses besagt, dass das Verhältnis aus der Anzahl der Ereignisse
und der Anzahl der Experimentdurchführungen (relative Häufigkeit) bei einer großen Anzahl
Durchführungen (n ! 1) gegen das tatsächlich zugrundeliegende Verhältnis (Wahrschein-
lichkeit P ) konvergiert [10, 15].

Wird das Ereignis durch eine Zahl beschrieben, so sprich man von einer Zufallsvaria-

blen X, wobei eine Realisierung derselben durch die Variable x ausgedrückt wird. Die
Wahrscheinlichkeit, dass diese Zufallsvariable den bestimmten Wert xr annimmt wird durch
P (X = xr) ausgedrückt. Die Zufallsvariable kann diskreter oder kontinuierlicher Natur sein
(X 2 N oder X 2 R) [8, 16].

Die Wahrscheinlichkeit für beliebige Werte x wird durch Verteilungsfunktionen beschrieben.
Dabei ist

F (x) = P (X  x) (2.2)

die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X und

f(x) =
d
dx

F (x) = P (X = x) (2.3)

die zugehörige Dichtefunktion [5, 17].

Um die Form und Lage der Verteilung zu beschreiben existieren statistische Momente.
Das k-te Moment mk ist über folgendes Integral definiert [16]:

mk =

Z +1

�1
x
k · f(x) dx (2.4)

Dabei ist das erste Moment m1 der Erwartungswert E[X] der Zufallsvariablen X. Er
beschreibt die Lage beziehungsweise den Schwerpunkt der Verteilung, also den Wert, der
am ehesten zu erwarten ist [11]:

E[X] =

Z +1

�1
x · f(x) dx (2.5)

Werden die weiteren Momente über die Differenz zum Erwartungswert gebildet, so handelt
es sich um die zentrierten Momente [17]. Das zweite zentrierte Moment ist die Varianz

Var(X) = E
⇥
(X � E[X])2

⇤
=

Z +1

�1
(x� E[X])2 f(x) dx, (2.6)

welche die Abweichung der einzelnen Beobachtungswerte zum Erwartungswert beschreibt
[17]. Um die Einheit der Zufallsvariablen zu erhalten, ist die Standardabweichung � als
Quadratwurzel der Varianz definiert [5, 18]:

� =
p

Var(X) (2.7)

Weitere Parameter sind beispielsweise die Schiefe, als auf die Standardabweichung normier-
tes drittes zentrales Moment und die Wölbung, auch Kurtosis genannt [17]. Neben den
natürlichen Momenten existieren gegebenenfalls auch reelle und komplexe, also k 2 R oder
k 2 C in Gleichung 2.4. Sind alle Momente bekannt, so ist die Verteilung eindeutig bestimmt
[17].
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Die empirischen Momente berechnen sich aus den beobachteten Realisierungen der Zu-
fallsvariablen X. Dabei beschreibt der arithmetische Mittelwert x̄ das Mittel der n

beobachteten Werte xi [5]:

x̄ =

P
n

i=1 xi

n
(2.8)

Die empirische Standardabweichung �̂ berechnet sich über [5]:

�̂ =

vuut 1

n� 1

nX

i=1

(xi � x̄)2 (2.9)

Der Wert zu welchem ein gewisser Anteil der auftretenden Werte kleiner oder gleich groß ist,
wird Quantil xq zum Anteil q – oder Perzentil, wenn der Anteil in Prozent ausgedrückt
ist – genannt. Mittels der Verteilungsfunktion lässt es sich wie folgt bestimmen [5]:

xq = F
�1(q) beziehungsweise F (xq) = q (2.10)

Dabei ist F
�1(q) die Umkehrfunktion der Verteilung F (x). Der Median ist der Wert, zu

welchem 50% der beobachteten Werte darunter und 50% darüber liegen (q = 0,5). Im Ge-
gensatz zum Mittelwert und der Standardabweichung, ist er weniger empfindlich gegenüber
Ausreißern [5].

2.1.2 Statistische Verteilungen

Die für diese Arbeit relevanten statistischen Verteilungen werden im Folgenden vorgestellt.
Es handelt sich um die Normalverteilung, Binomialverteilung, Betaverteilung und die Wei-
bullverteilung.

Normalverteilung

Die Normalverteilung wurde erstmals von Gauß in [19] als Verteilung von Messfehlern ein-
geführt. Ihr wird in vielen Bereichen der Wissenschaften und Technik eine bedeutende Rolle
zuteil, da sie fähig ist viele natürliche Zufallsereignisse zu beschreiben. So wird sie beispiels-
weise häufig in der Messtechnik, dem Qualitätswesen und der Produktionstechnik verwendet
und spielt in bedeutenden Sätzen der Statistik eine zentrale Rolle [5] (siehe auch Kapitel
2.1.5). Es handelt sich um eine symmetrische Verteilung, welche allen Werten von �1
bis +1 eine Wahrscheinlichkeit zuordnet. Durch diese Eigenschaften ist sie jedoch für den
praktischen Einsatz eingeschränkt, wie beispielsweise der Beschreibung von Produktausfall-
zeiten, welche nur positive Werte annehmen können [5]. Die Dichtefunktion f(x) und die
Verteilungsfunktion F (x) sind in der Form von Fisher über den Lageparameter µ und die
Varianz �

2 beziehungsweise Standardabweichung � folgendermaßen definiert [20]:

f(x) =
1p
2⇡�2

e
�
(x� µ)2

2�2 (2.11)

F (x) =
1p
2⇡�2

Z
x

�1
e
�
(x� µ)2

2�2 dx (2.12)
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Aufgrund der Symmetrie ist der Lageparameter identisch mit dem Erwartungswert, dem
Median und dem Modalwert [5]. Die kontinuierliche Verteilungsfunktion lässt sich aufgrund
des Integrals nicht analytisch berechnen, weswegen oftmals eine numerisch approximative
Lösung verwendet wird [21]. Ist eine Zufallsvariable X normalverteilt mit den Parametern
µ und �, so wird zur vereinfachten Schreibweise X ⇠ N (µ; �) verwendet. Die Verteilungs-
funktion wird auch mit � und deren Umkehrfunktion mit ��1 abgekürzt. In Abbildung 2.1
ist der Verlauf der Normalverteilung für verschiedene Parameter dargestellt.
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Abbildung 2.1: Verlauf der Verteilungsfunktion F (x) und der Dichtefunktion f(x) der
Normalverteilung für verschiedene Werte der Parameter µ und �.

Binomialverteilung

Die Binomialverteilung wird verwendet um die Wahrscheinlichkeit anzugeben mit welcher
bei einem Experiment mit n Durchläufen k Erfolge erzielt werden. Dabei ist die Wahrschein-
lichkeit p für das Eintreten des Erfolges bekannt beziehungsweise festgelegt. Bernoulli führte
die diskrete Verteilung in [10] ein. Sie resultiert aus einer sequenziellen Durchführung von
Bernoulli-Expermimenten [22] mit Zurücklegen, welche lediglich einen Erfolg oder Misserfolg
als Ausgang haben können und ist durch die folgenden Gleichungen definiert [5, 17]:

f(k) = P (X = k) =

✓
n

k

◆
p
k(1� p)n�k (2.13)

F (k) = P (X  k) =
kX

i=0

✓
n

i

◆
p
i(1� p)n�i (2.14)

Die Parameter der Verteilung sind n und p. Die Anzahl an Erfolgen k ist das Argument und
wird hier als die Realisierung der in diesem Fall diskreten Zufallsvariablen X verwendet. Da
es sich um eine diskrete Verteilung handelt, können die Wahrscheinlichkeiten lediglich für
ganzzahlige Werte von k und n berechnet werden (k, n 2 N) [5]. Beispiele für den Verlauf
sind in Abbildung 2.2 dargestellt.

Betaverteilung

Bereits Bayes leitete die Betaverteilung her um damit die Wahrscheinlichkeit des Erfolgs
im Bernoulli-Experiment zu beschreiben [23]. Also die Wahrscheinlichkeit selbst, statt die
Anzahl der Erfolge, wie bei der Binomialverteilung. Es handelt sich um eine kontinuierliche
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Abbildung 2.2: Beispiele der Verteilungsfunktion F (k) und der Dichtefunktion f(k) der
Binomialverteilung für verschiedene Werte der Parameter n und p.

Verteilung mit einem eingeschränkten Definitionsbereich von x 2 [0, 1]. Sie wird mittels
zweier positiver Parameter A und B folgendermaßen beschrieben [24, 25]:

f(x) =
x
A�1(1� x)B�1

�(A; B)
8x 2 [0, 1] _ A,B > 0 (2.15)

F (x) =

Z
x

0

�
A�1(1� �)B�1

�(A; B)
d� 8x 2 [0, 1] _ A,B > 0 (2.16)

Für A,B < 1 gilt x 2 (0, 1). Dabei ist die Betafunktion nach Euler [25, 26] mit

�(A; B) =

Z 1

0

x
A�1(1� x)B�1 dx A,B > 0 (2.17)

definiert und kann, ähnlich der Binomialkoeffizienten, durch die Gammafunktion �(·) [27]
ausgedrückt werden [7]:

�(A; B) =
�(A) · �(B)

�(A+B)
(2.18)

Ist das Argument der Gammafunktion ganzzahlig, so gilt die folgende Beziehung zur Fa-
kultät [25]: �(n) = (n � 1)! 8n 2 N. Die Betaverteilung ist damit eng mit der Bino-
mialverteilung verwandt und kann bei ganzzahligen Parametern A und B sogar durch die
Binomialverteilung ausgedrückt werden [25]:

Z 1

p

�
A�1 · (1� �)B�1

�(A; B)
d� =

A�1X

i=0

✓
A+B � 1

i

◆
p
i(1� p)A+B�1�i (2.19)

Das Integral auf der linken Seite wird dabei von p bis 1, statt von 0 bis p gebildet. Dies liegt
am Parameter p in der Binomialverteilung (Gleichung 2.13) der das Komplement zum Argu-
ment x der Betaverteilung (Gleichung 2.15) darstellt. Für diese Beziehung kann A = n� k
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und B = k + 1 festgehalten werden (siehe auch Kapitel 2.2.3). Der Erwartungswert und die
Varianz der Betaverteilung lassen sich auf einfache Weise wie folgt bestimmen [25]:

E[X] =
A

A+B
(2.20)

Var(X) =
A · B

(A+B + 1) · (A+B)2
(2.21)

Ist die Zufallsvariable X betaverteilt, wird vereinfacht auch X ⇠ B(A; B) geschrieben. Die
Umkehrfunktion wird mit B�1(A; B) gekennzeichnet. Beispiele für die vielfältigen Formen
der Betaverteilung, sind in Abbildung 2.3 dargestellt. Beispielsweise ergibt sich für B(1; 1)
die Gleichverteilung.
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Abbildung 2.3: Beispiele der Dichtefunktion f(x) der Betaverteilung für verschiedene Werte der
Parameter A und B.

Weibullverteilung

Die Weibullverteilung ist nach dem schwedischen Ingenieur und Mathematiker Waloddi
Weibull benannt [28, 29] und ist eine Verteilung die sehr flexibel positive Zufallsvariablen
beschreiben kann. Sie eignet sich sehr gut um die Ausfallzeiten von technischen Produkten
zu beschreiben und ist die am häufigsten verwendete Verteilung der Zuverlässigkeitstechnik
(siehe Kapitel 2.2) [5]. Als asymptotische Extremwertverteilung [7] kann sich der Ausfall des
schwächsten Glieds einer Kette vorgestellt werden, welches die Weibullverteilung beschreibt
[5]. Sie wird in eine zwei- und eine dreiparametrige Form unterschieden und ist durch den
Skalenparameter T (auch charakteristische Lebensdauer genannt), den Formparameter b

und den Schwellenparameter t0 (auch ausfallfreie Zeit genannt) festgelegt. Dabei ist die
zweiparametrige Verteilung durch einen Schwellenparameter von t0 = 0 definiert. Die Dichte-
und Verteilungsfunktionen lauten [5, 29]:

f(t) =
b

T � t0

✓
t� t0

T � t0

◆b�1

e
�

0

@
t� t0

T � t0

1

A
b

8t� t0 � 0 (2.22)

F (t) = 1� e
�

0

@
t� t0

T � t0

1

A
b

8t� t0 � 0 (2.23)
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2.1. Grundlagen der Statistik

In diesen Gleichungen wurde die Variable t als Zufallszahl verwendet, da dies aufgrund der
zu beschreibenden Ausfallzeiten der Zuverlässigkeitstechnik sehr üblich ist [5]. Der Skalen-
parameter T ist das 63,2 % Perzentil der Verteilung und der Formparameter b beschreibt
gleichzeitig die Form und die Streuung. Er ist nicht dimensionsbehaftet, weswegen die ab-
solute Streuung der Verteilung bei größerwerdendem T und gleichbleibendem b zunimmt.
Für einen größerwerdenden Formparameter nimmt die Streuung ab. Für b = 1 ergibt sich
die Exponentialverteilung und für b = 3,5 ergibt sich näherungsweise eine Normalverteilung
[5]. Zur vereinfachten Schreibweise wird auch X ⇠ W(T ; b) verwendet, wenn die Zufallsva-
riable X weibullverteilt ist mit zwei Parametern. Die Umkehrfunktion wird mit W�1(T ; b)
gekennzeichnet. In Abbildung 2.4 wird die Flexibilität der Weibullverteilung ersichtlich.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4 2,6 2,8 3
0

0,5

1

t

f

W(1; 1)
W(1; 2)
W(1; 3,5)
W(2; 6)

Abbildung 2.4: Beispiele der Dichtefunktion f(t) der Weibullverteilung für verschiedene Werte der
Parameter T und b.

2.1.3 Vertrauensbereiche

Die in den vorherigen Kapiteln beschriebenen Maßzahlen, Begriffe und Verteilungen dienen
der deskriptiven Statistik, das heißt sie beschreiben die beobachteten Werte der Stich-

probe durch ein Modell. Dabei beschreiben sie nur diese beobachtete Stichprobe und kei-
ne weitere. Die schließende Statistik dagegen zieht einen Schluss von der Stichprobe auf
die Grundgesamtheit aus der die Stichprobe entstammt [5, 7]. Bei diesem Schluss ist
verschiedenen Unsicherheiten zu begegnen. Zum einen ist es unsicher, welche Werte die
streuende Zufallsvariable annimmt und zum anderen ist die Kenntnis über die Statistik
durch die Größe der Stichprobe begrenzt. Entsprechend diesem Aspekt, werden Unsicher-
heiten kategorisiert: Die aleatorische Unsicherheit beschreibt die unveränderliche, syste-
matisch inhärente Unsicherheit. Die epistemische Unsicherheit beschreibt dagegen die
Unsicherheit, welche aufgrund der Beobachtung resultiert. Erstere ist die durch die Stati-
stik zu beschreibende Größe und letztere die veränderbare und deswegen zu minimierende
[30, 31]. Werden Zufallsexperimente wiederholt mit demselben Stichprobenumfang durchge-
führt, dann ist insbesondere bei kleinen Stichproben damit zu rechnen, dass von Stichprobe
zu Stichprobe unterschiedliche Ergebnisse vorliegen. Um diesem Umstand zu begegnen, ist
statt einem einzigen Wert der Statistik (beispielsweise der Mittelwert) ein Intervall anzu-
geben, wessen Grenzen mit einer gewissen Aussagewahrscheinlichkeit

1
C den wahren

Wert der Grundgesamtheit einschließen. Dieses Intervall wird Vertrauensbereich genannt
1 In englischer Sprache confidence level genannt
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Kapitel 2 - Stand der Forschung und Technik

und die Wahrscheinlichkeit, dass die Grenzen den wahren Wert der Grundgesamtheit nicht
einschließen wird Irrtumswahrscheinlichkeit ↵ genannt und ist das direkte Komplement
der Aussagewahrscheinlichkeit [5].

Der Vertrauensbereich lässt sich in einen einseitigen und einen zweiseitigen Vertrauensbe-
reich einteilen (siehe Abbildung 2.5). Der einseitige Vertrauensbereich wird wiederum in

x̂u x̂o x̂VB

C

x̂

f

C

x̂

f

Abbildung 2.5: Beidseitiger und rechtsseitiger Vertrauensbereich.

einen linksseitigen und einen rechtsseitigen Vertrauensbereich unterschieden. Soll beispiels-
weise der Vertrauensbereich des Mittelwerts x̄ einer Zufallsvariablen X beschrieben werden,
so ist bei bekannter Verteilung f(x̄) des Mittelwerts der zweiseitige Vertrauensbereich

zur Aussagewahrscheinlichkeit C mit den Intervallgrenzen x̄u und x̄o folgendermaßen defi-
niert:

C = P (x̄u  x̄  x̄o) =

Z
x̄o

x̄u

f(x̄)dx̄ (2.24)

Der linksseitige Vertrauensbereich mit dem Intervall (�1, x̄VB] als

C = P (x̄  x̄V B) =

Z
x̄V B

�1
f(x̄)dx̄ (2.25)

und der rechtsseitige Vertrauensbereich, mit dem Intervall [x̄VB, +1) als

C = P (x̄ � x̄VB) =

Z +1

x̄VB

f(x̄)dx̄. (2.26)

Die Breite des Vertrauensbereichs ist maßgeblich durch die Verteilung der Zufallsvariable
(aleatorische Unsicherheit) und den Stichprobenumfang (epistemische Unischerheit) beein-
flusst. Exemplarisch ist in Abbildung 2.6 die Vertrauensbereichsbreite des beidseitigen Ver-
trauensbereichs des Mittelwerts x̄ für eine Aussagewahrscheinlichkeit von C = 90% bei einer
mit N (1; 0,5) und N (1; 0,2) normalverteilten Zufallsvariable in Abhängigkeit des Stichpro-
benumfangs n dargestellt. Die Methoden zur Bestimmung dieser Intervalle, als auch der
Bestimmung der Parameter der Verteilungen, werden in den Kapiteln 2.2.3 und 2.2.2 vorge-
stellt. Die Bestimmung der Verteilung des Mittelwerts von normalverteilten Zufallsvariablen
wird zudem in Kapitel 2.1.5 behandelt.

2.1.4 Hypothesentests

Um Aussagen, Theorien und Zusammenhänge basierend auf beobachteten Daten zu über-
prüfen und zu bewerten, existieren Hypothesentests, die die formulierten Hypothesen mit
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Abbildung 2.6: Vertrauensbereichsbreite des Mittelwerts in Abhängigkeit des Stichprobenumfangs
für unterschiedlich normalverteilte Zufallsvariablen X und C = 90 %.

Wahrscheinlichkeiten für deren Gültigkeit für die Grundgesamtheit versehen können [16, 32–
34].

Bereits im 18. Jahrhundert beschäftigten sich Arbuthnot [35] und Laplace [36] mit dem
Test von Hypothesen. Dabei wurde das Verhältnis der Bevölkerung von Frauen und Män-
nern an gewissen Orten untersucht. Während Fisher im 20. Jahrhundert für die maßgeblich
durch ihn entwickelte statistische Versuchsplanung (Design of Experiments, DOE) [32] eine
objektive Methode zur Bewertung der statistischen Effekte benötigte, entwickelte er den
Signifikanztest [37]. Parallel entwickelten Neyman und Pearson die Hypothesentests, welche
das heutige Konzept der Hypothesentests darstellt und im Vergleich zum Ansatz von Fis-
her um wichtige Aspekte, wie beispielsweise dem Fehler von Typ II und der Trennschärfe
erweiterte [38–40]. Diese Begriffe werden im Folgenden erläutert.

Hypothesentests werden als Entscheidungsgrundlage verwendet, um mit Hilfe der getesteten
Stichprobe eine Aussage über die Grundgesamtheit machen zu können. Analog der Überle-
gung zum Vertrauensbereich muss der Unsicherheit, welche die Stichprobe mit sich bringt,
Rechnung getragen werden, sodass das Risiko einer Falschaussage quantifiziert werden kann.
Damit ein Hypothesentest durchgeführt werden kann, müssen zunächst die zu untersuchen-
den Hypothesen formuliert werden. Dabei bildet die Nullhypothese H0 die Ausgangslage
ab, welche der Abwesenheit der zu untersuchenden Eigenschaft entspricht. Dem gegenüber
steht die Alterantivhypothese H1, welche die gegenteilige Aussage enthält, also die eigent-
lich zu untersuchende Hypothese darstellt. Die mittels der Stichprobe gesammelten Daten
können Evidenzen gegen die Nullhypothese liefern, sodass man zu dem Schluss kommt, diese
abzulehnen und stattdessen die Alternativhypothese annimmt. Wichtig ist, dass die Hypo-
thesen niemals bewiesen werden können, sondern lediglich verworfen, oder nicht verworfen
werden können [8, 16].

Um die Hypothesen zu testen bedarf es einer Teststatistik, welche das Verhalten bezüglich
der Hypothesen in einem skalaren Wert wiedergibt. Aus der Streuung dieser Teststatistik
unter Gültigkeit der beiden Hypothesen, ergibt sich ein Ablehnungs- und ein Annahme-
bereich der beiden Hypothesen, siehe Abbildung 2.7. Dieser wiederum ergibt sich aus den
akzeptierten Irrtumswahrscheinlichkeiten. Aufgrund der zwei Hypothesen existieren zwei
Fehlerarten: Der Fehler von Typ I ↵ beschreibt die fälschlicherweise Ablehnung der Null-
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hypothese, wenn diese eigentlich wahr ist. Der Fehler von Typ II � beschreibt die falsche
Annahme der Nullhypothese, wenn diese nicht wahr ist [8, 16].

Kritischer Wert

fH0

fH1

Annahme von H0 Ablehnung von H0

Fehler � Fehler ↵

Teststatistik

f

Abbildung 2.7: Verteilungen der Teststatistik unter Gültigkeit der Null- und der
Alternativhypothese sowie einseitige Annahme- und Ablehnungsbereiche.

Da nicht beide Fehlerarten gleichzeitig kontrolliert und eingestellt werden können, wird üb-
licherweise der Fehler von Typ I festgelegt, er wird auch Signifikanzniveau genannt. Dieser
entspricht der Irrtumswahrscheinlichkeit des Vertrauensbereichs und ist damit das Komple-
ment zur Aussagewahrscheinlichkeit [16]:

C = P (H0 nicht ablehnen, wenn H0 wahr ist) = 1� ↵ (2.27)

Mit den Randbedingungen des Tests, insbesondere dem Stichprobenumfang und der re-
sultierenden Verteilung der Teststatistik kann die Wahrscheinlichkeit für Fehler von Typ
II berechnet werden. Das Komplement dazu stellt die Trennschärfe des Tests dar und
beschreibt die Wahrscheinlichkeit die Nullhypothese korrekterweise abzulehnen [16, 33]:

Trennschärfe = P (H0 ablehnen, wenn H1 wahr ist) = 1� � (2.28)

Die Trennschärfe wird auch Sensitivität, Güte, Macht oder Teststärke genannt und wird in
der englischen Sprache häufig mit statistical power bezeichnet [33]. In Tabelle 2.1 sind die
Zusammenhänge dargestellt.

Tabelle 2.1: Zusammenhänge der Fehlerarten bei Hypothesentests.

H0 ist wahr H1 ist wahr
Annahme

von H0

Richtige Entscheidung:
C

Fehler von Typ II:
�

Ablehnung
von H0

Fehler von Typ I:
↵

Richtige Entscheidung:
Trennschärfe

Für einige Problemstellungen wurden spezielle Hypothesentest entworfen, wie beispielsweise
der t-Test [41] zur Untersuchung auf Mittlerwertsunterschiede und der F-Test [42] zur Un-
tersuchung bezüglich der Varianz zweier normalverteilter Stichproben. Ein Überblick über
die statistischen Hypothesentests kann in [8, 16, 33] gewonnen werden.

Zur Planung von Hypothesentests ist insbesondere der Stichprobenumfang interessant. Da
die maximal akzeptierte Irrtumswahrscheinlichkeit ↵ lediglich den Fehler von Typ I kon-
trolliert, bedarf es den Stichprobenumfang so festzulegen, dass ein gewisser Wert von �
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2.1. Grundlagen der Statistik

nicht überschritten wird. In anderen Worten: die Wahrscheinlichkeit die Alternativhypothe-
se aufzudecken, also die postulierte Hypothese tatsächlich zu entdecken, soll ausreichend
hoch sein. Dazu wird die Abhängigkeit der Trennschärfe vom Stichprobenumfang darge-
stellt [16, 33]. Wichtig ist dabei, dass die Trennschärfe immer für eine gewisse Effektstärke

gültig ist. Das heißt sie gibt Auskunft über die Entdeckungswahrscheinlichkeit der Alterna-
tivhypothese bei einer angenommenen Lage der Teststatistik unter Gültigkeit der Alterna-
tivhyptohese [6, 16, 33, 43]. Der typisch S-förmige Verlauf der Trennschärfe ist beispielhaft
in Abbildung 2.8 in Abhängigkeit des Stichprobenumfangs für verschieden normalverteilte
Zufallsvariablen dargestellt. Es soll in diesem Beispiel untersucht werden, ob der Mittelwert
größer 1 ist. Es ist zu sehen, dass die Trennschärfe mit der Größe Effektstärke ansteigt.
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Abbildung 2.8: Beispielhafte Verläufe der Trennschärfe in Abhängigkeit des Stichprobenumfangs
für H0 : µ  1, H1 : µ > 1 sowie ↵ = 5% und unterschiedlich normalverteilte
Zufallsvariablen.

Außerdem fällt sie bei größerer Streuung ab. Die Effektstärke ist hier durch die Lage der
Normalverteilung, also µ, gegeben und die Streuung durch die Standardabweichung, also �.
Zudem sorgt ein größerer Stichprobenumfang für einen Anstieg der Trennschärfe. Je größer
die Stichprobe ist, desto sicherer kann eine Hypothese überprüft werden.

2.1.5 Zentraler Grenzwertsatz

Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass die Verteilung der normierten Summe (zum Bei-
spiel der Mittelwert) von unabhängigen Zufallsvariablen im Grenzfall von unendlich vielen
Durchführungen gegen eine Normalverteilung konvergieren. Der Satz ist wertvoll, da die
Zufallsvariablen selbst nicht normalverteilt sein müssen. Damit können Theorien und Me-
thoden, welche nur für normalverteilte Daten gültig sind, auch für andere Verteilungsarten
verwendet werden. Zudem ist er zusammen mit dem Gesetz der großen Zahlen die Basis für
die Konstruktion von approximativen Vertrauensbereichen mittels der Fisher-Information,
siehe Kapitel 2.2.3 und [6, 16, 20, 44–46].

Der Satz in der Formulierung von Lindeberg-Lévy [45, 47] besagt, dass identisch verteilte und
unabhängige Zufallszahlen mit E[X] = µ und Var(X) = �

2
< +1 mit einer gegen Unendlich

strebenden Anzahl Durchführungen n ! +1 bewirken, dass die Variable
p
n(x̄� µ)

�
gegen

die Standardnormalverteilung mit N (0; 1) konvergiert, also [45]
p
n(x̄� µ)

�

n!+1����! N (0; 1). (2.29)
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Mit den Beziehungen E[x̄] = E[X] und Var(x̄) = Var(X)/n, kann damit die Verteilung als
Normalverteilung geschrieben werden [45]:

x̄
n!+1����! N

⇣
E[x̄];

p
Var(x̄)

⌘
(2.30)

Während das Gesetz der großen Zahlen von der Konvergenz einer Statistik (beispielsweise
des Mittelwerts) gegen eine Konstante spricht, beschreibt der zentrale Grenzwertsatz wie
diese Statistik dorthin verteilt ist. Der Satz ermöglicht es demnach approximative Vertei-
lungen für Statistiken einer Stichprobe zu bestimmen.

2.1.6 Satz von Bayes

Die voran angeführten Begriffe und Theorien sind durch das frequentistische Wahrschein-
lichkeitsverständnis nach von Mises, Venn, Neyman, Pearson und Fisher [6, 9, 48] motiviert.
Wonach die Wahrscheinlichkeit auch als relative Häufigkeit von wiederholt beobachteten Er-
eignissen verstanden werden kann. Dem gegenüber stehen Ereignisse, welche lediglich ein
einziges Mal beobachtet werden können, aber dennoch eine gewisse Wahrscheinlichkeit auf-
weisen. Hierbei stößt die Vorstellung der frequentistischen Wahrscheinlichkeit (auch objekti-
ve Wahrscheinlichkeit genannt) an eine Grenze. Die bayessche Vorstellung der Wahrschein-
lichkeit hingegen entspricht dem Grad der persönlichen Überzeugung für das Eintreten des
Ereignisses [49–51]. Dadurch ist der bayessche Wahrscheinlichkeitsbegriff (auch subjektive
Wahrscheinlichkeit genannt) von der relativen Häufigkeit und der Beobachtung der Ereignis-
se losgelöst. Die axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit von Kolmogoroff [4] bedarf
hingegen keiner Interpretation, weswegen sowohl die frequentistische, als auch die bayessche
Interpretation möglich ist.

Die bayessche Vorstellung der Wahrscheinlichkeit kommt im Satz von Bayes zur Anwendung.
Dieser ist nach dem Mathematiker und Pfarrer Thomas Bayes benannt und wurde posthum
von Richard Price veröffentlicht [23]. Er beschreibt die bedingte Wahrscheinlichkeit für das
Eintreten der beobachteten Ereignisse (Evidenzen) unter Gültigkeit einer Vorkenntnis über
das Eintreten der Ereignisse. Das heißt es wird die bestehende – also vor der Durchführung
eines Experiments bekannte – Information durch die Beobachtungen aus dem Experiment
aktualisiert. Die Informationen vor dem Experiment werden als a-priori Information oder
Vorkenntnis bezeichnet und die durch Anwendung des Satz von Bayes um die Ergebnisse aus
dem Experiment präzisierten Informationen werden a-posteriori Informationen bezeichnet.
Der Satz von Bayes ist für kontinuierliche Zufallsvariablen folgendermaßen definiert [5, 23,
52, 53]:

f(x|y) = f(y|x) · f(x)
R +1

�1f(y|x) · f(x)dx
(2.31)

Dabei ist f(x) die a-priori-Dichte der Vorkenntnis, f(y|x) die bedingte Dichte der Beobach-
tungen y und f(x|y) die a-posteriori-Dichte.

Der Satz von Bayes findet in vielen Bereichen Anwendung, beispielsweise bei künstlichen
neuronalen Netzen [54], Data-Mining [55], Entscheidungstheorie [56] und der Zuverlässig-
keitstechnik [5, 53, 57] (siehe Kapitel 2.2.6). Die Zusammenhänge des Satz von Bayes sind
in Abbildung 2.9 dargestellt.
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Kombinierte Information f(x|y)

Vorkenntnis f(x)
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Abbildung 2.9: Zusammenhänge des Satz von Bayes.

2.2 Zuverlässigkeitstechnik

Die Zuverlässigkeitstechnik verwendet Elemente und Methoden der Statistik um die Funkti-
onsfähigkeit von Produkten zu beschreiben, festzustellen und zu prognostizieren. Die für die
vorliegende Arbeit relevanten Begriffe, Methoden und Theorien werden im Folgenden vorge-
stellt. Dabei liegt besonderes Augenmerk auf den Methoden zur Auswertung und Planung
von Zuverlässigkeitstests.

2.2.1 Grundbegriffe und Definitionen

Nach [5, 58, 59] beschreibt die Zuverlässigkeit R(t) die Wahrscheinlichkeit dafür, dass
ein Produkt unter festgelegten Randbedingungen über einen bestimmten Zeitraum t nicht
ausfällt. Ein Ausfall stellt dabei den Übergang von der Funktionsfähigkeit zur Funktionsun-
fähigkeit dar und ist für jedes Produkt individuell definiert. Die Zeitspanne t bis zum Ausfall
wird Lebensdauer genannt. Die Verteilung dieser Lebensdauer wird durch eine Verteilungs-
funktion beschrieben, dabei ist die Verteilungsfunktion F (t) die Ausfallwahrscheinlich-

keit (auch Ausfallverteilung genannt) und f(t) die Ausfallwahrscheinlichkeitsdichte

(auch Ausfalldichte genannt). Die Zuverlässigkeit (auch Überlebenswahrscheinlichkeit ge-
nannt) ist das direkte Komplement zur Ausfallwahrscheinlichkeit und definiert als[5]:

R(t) = 1� F (t) (2.32)

Die Ausfallwahrscheinlichkeitsdichte beschreibt die Wahrscheinlichkeit eines Ausfalls zur Le-
bensdauer t (siehe Gleichung 2.3). Die Ausfallwahrscheinkichkeit beschreibt den Anteil aller
Produkte, welche maximal die Lebensdauer t erreicht haben. Also die Wahrscheinlichkeit
maximal die Lebensdauer t zu erreichen. Die Zuverlässigkeit stellt damit die Wahrscheinlich-
keit dar mindestens die Lebensdauer t zu erreichen [5]. Werden die zum aktuellen Zeitpunkt
ausfallenden Einheiten auf die noch intakten Einheiten bezogen, so erhält man die Ausfall-

rate �(t) [5]:

�(t) =
f(t)

R(t)
(2.33)

Sie beschreibt das Ausfallrisiko des Produkts zum Zeitpunkt t und wird verwendet um die
sogenannte Badewannenkurve [5] abzubilden, siehe Abbildung 2.10. Diese teilt die möglichen
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Abbildung 2.10: Badewannenkurve [5].

Ausfälle in drei Arten ein. Die Frühausfälle in Bereich 1 sind durch eine fallende Ausfallrate
charakterisiert, da es sich um Fertigungs-, Werkstoff- oder Montagefehler handelt, welche
üblicherweise nach deren Entdeckung abgestellt werden. Im zweiten Bereich findet sich eine
nahezu konstante Ausfallrate wieder. Es handelt sich um Zufallsausfälle, welche beispiels-
weise durch Bedienfehler, Schmutzpartikel, oder Wartungsfehler entstehen. Dem zweiten
Bereich anschließend folgt Bereich 3, in welchem die Ausfallrate wieder ansteigt. Dies ist
der Bereich in welchem Verschleiß- und Ermüdungsausfälle vorherrschen. Die drei Bereiche
der Badewannenkurve spiegeln sich auch im Formparameter b der Weibullverteilung wider.
Im ersten Bereich ist er kleiner Eins, im zweiten ungefähr gleich Eins und im dritten größer
Eins [5].

Um die Anforderungen an ein Produkt bezüglich der Zuverlässigkeit zu formulieren, wird
ein Zuverlässigkeitsziel gestellt. Dieses Ziel besteht aus einer geforderten Zuverläs-

sigkeit Rs, einer geforderten Lebensdauer ts und einer geforderten Aussagewahr-

scheinlichkeit Cs. Die Zuverlässigkeit und die Lebensdauer beschreiben das Verhalten des
Produkts selbst, wohingegen die Aussagewahrscheinlichkeit die Güte der im Nachweis ge-
wonnenen Aussage fordert. Da es sich um Mindestanforderungen handelt, ist das Ziel ebenso
erfüllt, wenn die Zuverlässigkeit, Lebensdauer oder Aussagewahrscheinlichkeit den jeweili-
gen Zielwert übersteigen. Demzufolge beschreibt die geforderte Aussagewahrscheinlichkeit
einen rechtsseitigen Vertrauensbereich [5].

Der Ausfall eines Produkts kann mehrere Ursachen haben. Es können verschiedene Me-
chanismen involviert sein, die dazu führen, dass eine Funktion des Produkts nicht weiter
erfüllt werden kann. Beispielsweise verschleißen Bremsbeläge bei Benutzung, wodurch bei
vollständiger Abnutzung des Bremsbelags die Bremsfunktion nicht weiter erfüllt werden
kann. In Stahlkonstruktionen können sich Risse ausbilden, wachsen und schließlich zu einem
Strukturversagen führen, sofern die Belastung eine dafür ausreichende Höhe erreicht. Diese
unterschiedlichen Ausfälle eines Produkts, werden Ausfallmoden (AM) genannt und die
dabei involvierten Mechanismen Ausfallmechanismen [53, 60, 61].

Ist mehr als eine Ausfallmode für den Ausfall des Produkts dominierend, so gilt es die
Zuverlässigkeit des Produkts über die Systemzuverlässigkeit zu beschreiben. Hierzu ist
gesondertes Vorgehen und sind besondere Methoden notwendig, denn die Ausfallverteilungen
wie beispielsweise die Weibullverteilung (siehe Kapitel 2.1.2) sind nur fähig die Ausfälle einer
einzigen Ausfallmode zu beschreiben [5, 53] (siehe Kapitel 2.2.4). Eine Sammlung dieser und
weiterer Begriffe mit Bezug zur Zuverlässigkeit findet sich in [61].
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2.2.2 Methoden der Zuverlässigkeitstechnik

Um die vorgestellten Maßzahlen, Parameter und Verteilungen zur Beschreibung der Zuver-
lässigkeit eines Produkts zu bestimmen, bedarf es verschiedener Methoden, die im Folgenden
vorgestellt werden.

Die Schätzung einer Ausfallverteilung zur Bestimmung der Zuverlässigkeit oder dem ent-
sprechenden Lebensdauerquantil, basiert auf dem Satz von Gliwenko-Cantelli [62, 63]. Er
besagt, dass die Schätzung der tatsächlich zugrundeliegenden Verteilungsfunktion möglich
ist, da die aus den Stichproben gewonnenen empirischen Verteilungsfunktionen [8] gegen
diese konvergieren und ist damit eine Anwendung des Gesetzes der großen Zahlen [15, 64].

Das Medianrangverfahren zur Schätzung der Parameter einer Verteilung basiert auf den
Rangverteilungen [5, 65]. Dabei werden über theoretische Überlegungen die Verteilungen der
Ausfallwahrscheinlichkeit der jeweiligen Ranggrößen der Stichprobe bestimmt. Der Median
dieser Verteilung der jeweiligen Ranggröße bildet die Ausfallwahrscheinlichkeit der sortierten
Ausfallzeiten der Stichprobe [5]. Üblicherweise wird dazu die Approximation nach Benard
angewandt, welche eine Näherung an den Median der Betaverteilung mit B(i; n � i + 1)
darstellt [66]:

Fi ⇡
i� 0,3

n+ 0,4
(2.34)

Die geschätzten Ausfallwahrscheinlichkeiten Fi der Ränge i der Stichprobe vom Umfang
n, bilden zusammen mit den beobachteten Lebensdauern ti der Stichprobe Wertepaare.
Diese Wertepaare werden mit Hilfe der Methode der kleinsten Fehlerquadrate [8, 67] da-
zu verwendet die Parameter der Ausfallverteilung zu bestimmen. Nachteil dieser Methode
ist, dass Durchläufer – also Prüflinge, dessen Versuch vor deren Ausfall abgebrochen wird
– lediglich durch ein Zeitintervall statt mit der exakten Laufzeit Berücksichtigung finden
können, weswegen in der Praxis meist andere Schätzverfahren angewandt werden [5]. Sollen
Durchläufer berücksichtigt werden, so wird die Rangzahl i künstlich angepasst, siehe [5].

Im Gegensatz zum überbestimmten Gleichungssystem, welches die Methode der kleinsten
Fehlerquadrate löst, löst die Momentenmethode nach Pearson [68, 69] ein einfach be-
stimmtes Gleichungssystem. Es werden die ersten k statistischen Momente (vergleiche Kapi-
tel 2.1.1) der Verteilung genutzt um die k gesuchten Parameter der Verteilung zu bestimmen.
Dazu werden die Momente aus der Beobachtung bestimmt, beispielsweise durch Berechnung
der empirischen Momente [5]. Diese Momente werden den theoretischen Momenten der Ver-
teilung gleichgesetzt, sodass die gesuchten Parameter berechnet werden können. Der einfa-
chen Anwendung steht die je nach Verteilung schlechte Anpassungsgüte gegenüber, da nur
die ersten k Momente berücksichtigt werden. Außerdem ist auch hier die Berücksichtigung
von zensierten Ausfallzeiten nicht direkt möglich.

Bereits Laplace, Gauß und Edgeworth nutzten das Konzept der Maximum Likelihood [70–
72]. Jedoch war es Fisher, welcher ihr den Namen Maximum Likelihood Methode

(MLE1) gab [73, 74]. Dabei sollen jene Parameterwerte der Verteilung gefunden werden,
welche die beobachteten Daten am wahrscheinlichsten wiedergeben. Die Wahrscheinlichkeit
genau die vorliegenden Werte der Stichprobe zu beobachten, kann durch das Produkt der
1 In englischer Sprache: maximum likelihood estimation
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Auftretenswahrscheinlichkeiten der jeweiligen Werte berechnet werden und entspricht dem
Produktgesetz der Wahrscheinlichkeiten [4, 5, 8]:

L(�) =
nY

i=1

f(ti;�) (2.35)

Die Auftretenswahrscheinlichkeiten sind durch die Werte der Dichtefunktion f(ti) bei den
n beobachteten Werten ti gegeben. Das Produkt L(�) wird Likelihoodfunktion genannt
und ist sowohl von den festen Werten ti, als auch den Parametern � der Verteilung abhän-
gig. Da die Anzahl der Parameter je nach Verteilung verschieden sein kann, ist � hier als
Parametervektor zu verstehen. Werden die Parameterwerte variiert, so ändert sich der Wert
der Likelihoodfunktion. Es sind die Parameter zu wählen, zu welchen die Likelihoodfunktion
ihr Maximum erreicht. In einigen Fällen, kann dieses Maximum analytisch bestimmt werden
[75]. Dazu wird die Likelihoodfunktion logarithmiert. Es ändert sich das Maximum dadurch
nicht. Aus dem Produkt erhält man damit eine Summe, welche nach den k Parametern ab-
geleitet werden kann. Das Maximum findet sich an den Stellen, zu welchen die k partiellen
Ableitungen verschwinden [5, 75, 76]:

@

@�1
ln (L(�)) =

nX

i=1

@

@�1
ln (f(ti;�))

!
= 0

... (2.36)

@

@�k

ln (L(�)) =
nX

i=1

@

@�k

ln (f(ti;�))
!
= 0

Häufig ergibt sich jedoch kein analytisch bestimmbarer Ausdruck für die gesuchten Para-
meter, weswegen Gleichung 2.36 über geeignete Optimierungsalgorithmen auf numerisch
approximative Weise gelöst wird [75, 77]. Aufgrund der Struktur der Algorithmen, wird
oftmals jedoch die negative logarithmierte Likelihoodfunktion, die sogenannte negative Lo-

glikelihoodfunktion minimiert [75]. Ein Vorteil dieser Schätzmethode ist, dass sich auch
rechtszensierte Ausfallzeiten (Durchläufer) mit deren exakten Werten berücksichtigen las-
sen. Dazu wird die Likelihoodfunktion folgendermaßen erweitert [5, 75]:

L(�) =
Y

i

f(ti;�) ·
Y

j

R(tj;�) (2.37)

Die ausgefallenen Einheiten sind mit i und die Durchläufer sind mit j gekennzeichnet. Statt
der Dichtefunktion muss für die Durchläufer die Zuverlässigkeit R(tj), also die Überlebens-
wahrscheinlichkeit verwendet werden. Die Likelihoodfunktion lässt sich zudem um die Be-
rücksichtigung von linkszensierten Ausfallzeiten und intervallzensierten Ausfallzeiten erwei-
tern [78, 79]. Ein Nachteil hingegen ist, dass bei kleinen Stichproben der Weibullformpara-
meter b leicht überschätzt wird und infolgedessen auch der Skalenparameter T sehr leicht
unterschätzt wird. Um dem entgegenzuwirken, existieren Verzerrungs-Korrekturen, wie bei-
spielsweise das Verfahren nach Hirose und Ross oder Resampling-basierte Verfahren [80–83].
Die MLE kann auch als Spezialfall der Maximum-a-posteriori-Schätzung (MAP) mit Gleich-
verteilungen der Parameter als Vorkenntnis hergeleitet werden [84]. Sie ist demnach sowohl
aus frequentistischer, als auch bayes’scher Sicht zugänglich.

Die Monte-Carlo Simulation (MCS) wurde maßgeblich von Metropolis, M. Rosenbluth,
A. Rosenbluth, E. Teller und A. Teller [85] beeinflusst. Sie wird hauptsächlich zur Opti-
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mierung, numerischen Integration und zur Erzeugung von Zufallszahlen aus Wahrschein-
lichkeitsverteilungen eingesetzt [86]. In der Zuverlässigkeitstechnik wird die MCS meist ver-
wendet um Zufallszahlen zu erzeugen, welche bestimmten Verteilungen folgen. Dabei ist
es unerheblich, ob diese Verteilungen nicht oder nur schwer analytisch beschreibbar sind.
Die generierten Zufallszahlen können beispielsweise verwendet werden um Statistiken oder
Maßzahlen zu bestimmen, wie beispielsweise die Ausfallverteilung von System [87, 88], siehe
Kapitel 2.2.4. Ausgang ist eine zufällige Zahl aus dem Interval [0, 1] welche entsprechend
der bekannten Zusammenhänge der Verteilung übersetzt wird. Diese Zufallszahl kann real
erzeugt werden, beispielsweise mittels eines Würfels oder durch Beobachtung des atmosphä-
rischen Rauschens [89]. Da die Simulationen jedoch zuallermeist in Computern durchgeführt
werden, werden die Zufallszahlen dort durch sogenannte Pseudozufallszahlengeneratoren er-
zeugt [90, 91]. Es handelt sich dabei nicht weiter um echte Zufallszahlen, da sie statt durch
Zufallsprozesse durch Algorithmen erzeugt werden. Aus diesem Grund werden sie Pseudo-

zufallszahlen genannt. Näherungsweise kann der Einfluss dadurch jedoch in den meisten
Simulationen vernachlässigt werden [92]. Zufallszahlen entsprechend einer gewünschten Ver-
teilung können entweder mittels der Inversionsmethode oder der Verwerfungsmetho-

de generiert werden [91, 93]. Die Inversionsmehtode nutzt dabei die Umkehrfunktion der
Verteilungsfunktion F

�1(q) um die erzeugte Pseudozufallszahl q direkt in eine Zufallszahl
der Verteilung F (t) zu übersetzen. Dies ist jedoch nur möglich, wenn die Umkehrfunktion
existiert und gefunden werden kann. Anderenfalls kommt die Verwerfungsmethode zum Ein-
satz, welche Zufallszahlen in der Fläche erzeugt, die von der Dichtefunktion f(t) und dem
Merkmal t aufgespannt wird. Liegt die Zahl oberhalb des Graphen von f(t), so wird sie ver-
worfen. Liegt sie unterhalb, so wird sie als eine Zufallszahl der Verteilung F (t) angenommen
[88, 93]. Die beiden Methoden sind in Abbildung 2.11 veranschaulicht.
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Abbildung 2.11: Inversions- und Verwerfungsmethode zur Erzeugung von Zufallszahlen, die der
Verteilung F (t) entsprechen.

Mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes lassen sich für bestimmte Fälle die Verteilungen
von Statistiken asymptotisch bestimmen. So ist beispielsweise die Verteilung des Mittel-
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werts einer Stichprobe bekannt [45], siehe Kapitel 2.1.5. Bei komplexeren Problemen und
anderen Statistiken kann es jedoch sein, dass diese Verteilung nicht bekannt ist. Um die-
se Verteilung dennoch schätzen zu können, existiert die Bootstrap-Methode. Sie wurde
erstmal von Efron [94] vorgestellt und bedient sich der Methode des Resamplings. Dabei
werden durch wiederholtes, zufälliges Ziehen mit Zurücklegen aus der ursprünglichen Stich-
probe neue, künstliche Bootstrap-Stichproben derselben Größe erzeugt, zu welchen jeweils
die entsprechende Statistik gebildet wird. Über diese Statistiken, lässt sich beispielsweise
die Verteilung der Statistik schätzen. Grundsätzlich wird zwischen nicht-parametrischem

Bootstrap und parametrischem Bootstrap unterschieden [95]. Dabei nutzt das nicht-
parametrische Bootstrap die empirische Verteilung der Stichprobe, das heißt es tauchen in
den Bootstrap-Stichproben exakt dieselben Werte wie in der ursprünglichen Stichprobe
auf. Das parametrische Bootstrap nutzt eine parametrische Verteilung. Das heißt es wird
zunächst eine Verteilung bestimmt, beispielsweise mittels MLE und anschließend aus dieser
über die Inversions- oder Verwerfungsmethode neue Bootstrap-Stichproben erzeugt. Vorteil
des nicht-parametrischen Bootstrap ist, dass keine Verteilungsannahme getroffen werden
muss wohingegen der parametrische Bootstrap den gesamten Bereich der Verteilung besser
abbilden kann, für den Fall, dass die ursprüngliche Stichprobe diesen nur schlecht wiedergibt
und sich beispielsweise auf einen Randbereich konzentriert [94, 96, 97]. Das allgemeine Vor-
gehen der beiden Bootstrap-Methoden ist in Abbildung 2.12 dargestellt. Angewendet wird
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x
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1, ..., x
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n vom Umfang n
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Abbildung 2.12: Vorgehen des nicht-parametrischen und des parametrischen Bootstraps.
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die Bootstrap-Methode beispielsweise um Vertrauensbereiche für Statistiken oder Parame-
ter zu bilden [98], siehe Kapitel 2.2.3, die Standardabweichung von Statistiken zu schätzen
[99, 100] oder die Verzerrung von Schätzern (im Englischen: Bias) zu bestimmen [97].

2.2.3 Vertrauensbereiche in der Zuverlässigkeitstechnik

Bei der Auswertung von Zuverlässigkeitstests kann lediglich eine Aussage über die Stichpro-
be des Tests getroffen werden. Üblicherweise ist jedoch eine Aussage über die nicht geteste-
ten Einheiten, also über die Grundgesamtheit gewünscht. Hierzu müssen Vertrauensbereiche
berechnet werden (siehe Kapitel 2.1.3). Insbesondere für einen Zuverlässigkeitsnachweis ist
der Vertrauensbereich beziehungsweise die Aussagewahrscheinlichkeit von besonderer Be-
deutung. Denn eine Zuverlässigkeitsaussage, welche nur zu einer sehr kleinen Wahrschein-
lichkeit zutrifft, ist nicht zu gebrauchen. Dies schlägt sich auch im Zuverlässigkeitsziel durch
die Forderung der Mindestaussagewahrscheinlichkeit nieder. Zur Berechnung des Vertrau-
ensbereichs stehen verschiedene Methoden zur Verfügung [5].

Der Beta-Binomial-Vertrauensbereich folgt den Überlegungen zu den Verteilungen der
Ordnungsstatistiken aus dem Medianrangverfahren (siehe Kapitel 2.2.2). Es wird dieselbe
Betaverteilung mit den Parametern A = i und B = n � i + 1 zur Beschreibung der Aus-
fallwahrscheinlichkeit Fi des jeweiligen Rangs i der Stichprobe vom Umfang n verwendet.
Jedoch wird statt des Medians der Ausfallwahrscheinlichkeit das der gewünschten Aussa-
gewahrscheinlichkeit C entsprechende Quantil genutzt. Dazu wird die Betaverteilung selbst
verwendet, da die Approximation aus Gleichung 2.34 nicht verwendet werden kann. Die
linksseitige Vertrauensbereichsgrenze der Ausfallwahrscheinlichkeit des i-ten Ranges berech-
net sich damit wie folgt [5]:

Fi,u = B�1(C; i; n� i+ 1) (2.38)

Dabei bestimmt B�1(q; A; B) das Quantil zum Anteil q der Betaverteilung mit Parametern
A und B. Da die Grenzen des Vertrauensbereichs jeweils nur für die festen beobachte-
ten Werte ti der Stichprobe bestimmt werden können, wird eine Vertrauensbereichsangabe
der Zuverlässigkeit für Lebensdauern ungleich dieser Werte erschwert. Denn die Vertrau-
ensbereichsgrenzen für Werte zwischen den Stichprobenwerten müssen geeignet interpoliert
werden [101].

Die Fisher-Information ist benannt nach Ronald A. Fisher [74] und beschreibt die Menge
an Information, die eine Zufallszahl X über einen Parameter � enthält, der die Verteilung
F (x;�) derselben beschreibt. Die Fisher-Information beschäftigt sich damit, wie sich die
Wahrscheinlichkeit des Eintretens der Beobachtungen verändert, wenn die Parameter � der
Verteilung geändert werden. Die Likelihoodfunktion aus Gleichung 2.35 beschreibt die Wahr-
scheinlichkeit des Eintretens der Beobachtungen. Die Veränderung dieser Wahrscheinlichkeit
bezüglich der Parameter � ist durch die partiellen Ableitungen der Likelihoodfunktion be-
schrieben, siehe Gleichung 2.36. Dies wird bei der MLE ausgenutzt, denn das Maximum
der Wahrscheinlichkeit befindet sich in einem Punkt zu welchem die Veränderungen Null
sind. Die partiellen Ableitungen der Loglikelihoodfunktion wird auch Score-Funktion ge-
nannt [102, 103]. Die Fisher-Information I(�) der Parameter � ist definiert als die Varianz
der Score-Funktion bezüglich der Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X, also der Vari-
anz der partiellen Ableitungen der Loglikelihoodfunktion ln(L(�)) nach den Parametern �

[74]:

I(�) = E

"✓
@

@�
ln (L(�))

◆2
#

(2.39)
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Da die allermeisten Verteilungen mehr als einen Parameter besitzen, existieren k partielle
Ableitungen und die Fisher-Information nimmt die Form einer symmetrischen Matrix der
Größe k ⇥ k an, mit den Einträgen [104]:

[I(�)]
i,j

= E

✓
@

@�i

ln (L(�))

◆
·
✓

@

@�j

ln (L(�))

◆�
(2.40)

Diese Matrix wird Fisher-Informationsmatrix genannt [104]. Unter Regularitätsbedin-
gungen [105] ist diese Matrix die Kovarianzmatrix der Score-Funktion und kann als Krüm-
mung der Loglikelihoodfunktion verstanden werden [104, 106, 107]. Die Unterscheidung
zwischen erwarteter und beobachteter Fisher-Information sowie deren jeweilige Eignung für
die MLE, kann [108] entnommen werden.

Mit Hilfe des Gesetzes der großen Zahlen und einer Taylorreihenentwicklung der Likelihood-
funktion um den wahren Wert des Parameters �0, erhält man die Varianz der Parameter-
schätzung der MLE �̂ als Kehrwert der Fisher-Information [44]:

Var
⇣p

n

⇣
�̂� �0

⌘⌘
=

1

I(�0)
(2.41)

Mit dem Zentralen Grenzwertsatz (siehe Kapitel 2.1.5) gilt damit für die asympotitsche
Verteilung des geschätzten Parameters �̂ der MLE-Schätzung (vergleiche Gleichung 2.30)
[44]:
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(2.42)

Da der wahre Wert �0 nicht bekannt ist, sondern durch die MLE geschätzt wird, wird für
diese Verteilung vereinfachend �̂ ⇡ �0 und I(�̂) ⇡ I(�0) verwendet [44]. Damit lässt sich
der approximative Fisher-Vertrauensbereich des Parameters � bilden [44, 60]:
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Der hier dargestellte Vertrauensbereich ist der zweiseitige Vertrauensbereich für die Aussa-
gewahrscheinlichkeit C. ��1 (q; µ; �) stellt das Quantil zum Anteil q der Normalverteilung
mit den Parametern µ und � dar. Handelt es sich um mehr als einen Parameter, so bil-
det sich der Vertrauensbereich mit Hilfe der Fisher-Informationsmatrix aus Gleichung 2.40.
Werden Vertrauensbereiche von beispielsweise der Lebensdauer, der Zuverlässigkeit, oder
anderen Statistiken benötigt, so müssen sie aus diesen Parametern berechnet werden. Der
so gebildete Vertrauensbereich ist in zweierlei Hinsicht approximativ: Zum einen werden
zur Schätzung der Varianz die durch die MLE geschätzten Parameter statt der tatsäch-
lichen verwendet und zum anderen ist die Normalverteilung aus den Gleichungen (2.42)
und (2.43) lediglich für n ! +1 gültig, was in der praktischen Anwendung niemals der
Fall ist. Die tatsächliche Verteilung, die durch die Normalverteilung aus Gleichung 2.43 ap-
proximiert wird, kann also eine andere Lage und eine andere Standardabweichung haben.
Außerdem sind die damit berechneten zweiseitigen Vertrauensbereiche immer symmetrisch
und weisen keine Schiefe auf. Dies widerspricht der Vorstellung, dass manche Probleme
nach asymmetrischen Vertrauensbereichen verlangen. Untersuchungen zeigen jedoch, dass
der Fisher-Vertrauensbereich bezüglich der Zuverlässigkeit dennoch meist eine gute Treffsi-
cherheit besitzt [109].
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Die Methoden der Bootstrap-Vertrauensbereiche, welche erstmals von Efron [110] vor-
gestellt wurden, sind nicht auf den zentralen Grenzwertsatz und die Konstruktion von Ver-
trauensbereichen über die Normalverteilung angewiesen. Dafür werden über den Bootstrap-
Algorithmus durch ziehen mit zurücklegen neue Bootstrap-Stichproben erzeugt, welche be-
züglich der zu untersuchenden Statistik ausgewertet werden. Die dabei erhaltenen Wer-
te dieser Statistik werden dann verwendet um Vertrauensbereiche zu konstruieren. Dabei
wird aus der über das Bootstrap erhaltenen empirischen Verteilung Ĝ direkt der Vertrau-
ensbereich zur untersuchenden Statistik ✓ (beispielsweise ein Lebensdauerquantil) gebildet
[98]. Die Berechnung mittels der Vertrauensbereiche der Parameter � der Verteilung ist da-
zu nicht notwendig. Der Perzentil-Bootstrap-Vertrauensbereich wertet also direkt die
empirische Verteilung Ĝ(✓⇤) aus, indem das der gewünschten Aussagewahrscheinlichkeit C

entsprechende Quantil gebildet wird [110, 111]:

Ĝ
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Dabei ist Ĝ
�1 die Umkehrfunktion von Ĝ und der hier dargestellte Vertrauensbereich der

zweiseitige Vertrauensbereich. Um eine etwaig vorhandene Verzerrung der Lage der Vertei-
lung Ĝ(✓⇤), einen sogenannten Bias, zu korrigieren, entwickelte Efron den Bias korrigier-

ten Perzentil-Bootstrap-Vertrauensbereich (BC), welcher eine Korrektur vornimmt,
sofern der Median von Ĝ(✓⇤) ungleich der ursprünglichen Schätzung der Statistik ✓̂ ist [111].
Um diese Methode noch weiter zu optimieren, entwickelte Efron den Bias korrigierten

und beschleunigten Bootstrap-Vertrauensbereich (BCa) [112]. Dieser führt neben
der Bias-Korrektur z0 des BC Bootstrap-Vertrauensbereichs noch einen Beschleunigungs-
faktor a ein, welcher die relative Änderung der Standardabweichung der transformierten
Statistik beschreibt [112]. Die zweiseitigen Vertrauensbereiche berechnen sich damit über
[98, 112]:
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Mit der Konstante der Bias-Korrektur als [112]
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und dem Beschleunigungsfaktor [112, 113]

a =

P
n

i=1

⇣
✓̂(·) � ✓̂(�i)

⌘3

6 ·
✓P

n

i=1

⇣
✓̂(·) � ✓̂(�i)

⌘2◆3/2
(2.47)

für den nicht-parametrischen Fall.
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Die Variablen ✓̂(�i) sind die Statistiken der Jackknife-Resample1 [113–115] und ✓̂(·) der
Mittelwert dieser. In diesem Fall bezeichnet � die Standardnormalverteilung mit den Pa-
rametern µ = 0, � = 1 und ��1 deren Umkehrfunktion. Vergleicht man die Fisher-
Vertrauensbereiche mit dem BCa Bootstrap-Vertrauensbereich, so ist letzterer für viele
Probleme asymptotisch korrekt zweiter Ordnung, wohingegen der Fisher-Vertrauensbereich
lediglich asymptotisch korrekt erster Ordnung ist [116]. Um die BCa-Vertrauensbereiche
noch weiter zu verfeinern, wurden die ABC-Vertrauensbereiche

2 entworfen. Sie ver-
wenden zwar den Ansatz der BCa-Vertrauensbereiche, kommen jedoch ohne Resampling,
also ohne MCS, aus, indem sie durch einen weiteren Parameter, welcher die Nichtlineari-
tät der Bootstrapverteilung Ĝ beschreibt, die Vertrauensbereiche approximativ konstruie-
ren [98, 117, 118]. Allerdings ist die Methode der ABC-Vertrauensbereiche aktuell lediglich
für Verteilungen der Exponentialfamilie konstruiert, weswegen sie in der Zuverlässigkeits-
technik mit der häufig verwendeten Weibullverteilung nicht zur Anwendung kommt. Die
ABC-Vertrauensbereiche finden heute auch wegen der gestiegenen Rechenkapazitäten we-
niger Beachtung. Die Bootstrap-Vertrauensbereiche sind allgemein durch ihre einfache An-
wendbarkeit und hohe Flexibilität für viele Anwendungen in der Zuverlässigkeitstechnik von
Vorteil [119]. Insbesondere die Perzentil-Bootstrap-Vertrauensbereiche erwiesen sich für den
Vertrauensbereich der Zuverlässigkeit als gute Wahl mit ausreichend guter Überdeckungs-
wahrscheinlichkeit [120, 121]. Nachteil der Bootstrap-Vertrauensbereiche ist die hohe Re-
chenleistung, welche für die meist hohen Iterationszahlen notwendig ist. Häufig werden 1000
oder mehr Iterationen für eine ausreichende Genauigkeit der Vertrauensbereiche empfohlen
[98]. Weitere Ausführungen zum Bootstrap-Verfahren und den damit konstruierten Vertrau-
ensbereichen kann [98, 111, 113, 122–126] entnommen werden.

Zu den Beta-Binomial-, Fisher- und den Bootstrap-Vertrauensbereichen können auch mit-
tels der Likelihoodfunktion sogenannte Likelihood-Quotienten-Vertrauensbereiche gebildet
werden, welche jedoch in der Zuverlässigkeitstechnik seltener Anwendung finden [127].

Neben den hier beschriebenen Vertrauensbereichen im frequentisitschen Sinne, können auch,
basierend auf dem Satz von Bayes (Gleichung 2.31), Kredibilitätsintervalle [75] berechnet
und angegeben werden. Hierbei ist zu beachten, dass dabei die Interpretation anders er-
folgt. Aufgrund der a-priori-Dichte der Vorkenntnis, schwankt der Parameter selbst und
die Kredibilitätsgrenzen, welche ihn einschließen sind fest. Wohingegen bei Vertrauensbe-
reichen der Parameter fest ist, aber die bestimmten Vertrauensbereichsgrenzen schwanken
[75]. Da die Kredibilitätsintervalle für die vorliegende Arbeit nicht relevant sind, wird auf
eine ausführlichere Erläuterung verzichtet.

Vertrauensbereiche können in der Zuverlässigkeit für Parameter einer Ausfallverteilung, der
Zuverlässigkeit, der Lebensdauer, als auch Lebensdauermodellparametern und weiteren Grö-
ßen gebildet werden [128]. Dabei wird die Güte der Vertrauensbereiche über die Deckungs-
wahrscheinlichkeit (im Englischen coverage probability) angegeben. Sie beschreibt mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit der Vertrauensbereich die wahren Werte beinhaltet und wird meist
über Monte-Carlo Methoden berechnet. Die Güte der Vertrauensbereiche unterscheidet sich
je nach Anwendung stark und kann zudem nur für synthetische Szenarien berechnet werden
[109, 113, 123].
1 Jackknife Stichproben werden durch zufälliges wegnehmen eines oder mehrerer Werte aus der

Ursprungsstichprobe erzeugt. Sie werden hauptsächlich für die Bestimmung der Verzerrung
eines Schätzers verwendet. Aus ihnen entwickelte sich die Bootstrap-Methoden. Erstmals
vorgestellt in [114, 115].

2 Approximate Bootstrap Confidence
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2.2.4 Systemzuverlässigkeit und deren Berechnung

Eine Ausfallverteilung, wie beispielsweise die Weibullverteilung, kann nur eine Ausfallm-
ode beschreiben. Da jedoch meist mehrere Ausfallmoden und mehrere Ausfallursachen für
das Ausfallverhalten des Produkts verantwortlich sind, muss zur Beschreibung der Pro-
duktzuverlässigkeit – also der Systemzuverlässigkeit des Produktes – nach Ausfallmoden
unterschieden werden [5, 87].

Die Ausfallmoden eines Produkts können beispielsweise über Versuche mit stark erhöhten
Lasten (HALT [5]), eine Fehlermöglichkeits- und -einflussanalyse, eine Fehlerbaumanalyse
oder auch Vorversuche identifiziert werden [5, 129–131]. Sind die Ausfallmoden identifiziert,
ist festzustellen, wie diese zusammenwirken. So kann in einer parallelen Struktur erst dann
ein Ausfall des Systems hervorgerufen werden, wenn alle Komponenten (Moden) einen Aus-
fall hervorrufen. In einer seriellen Struktur hingegen wird ein Systemausfall hervorgerufen
sobald einer der Ausfallmoden für einen Ausfall sorgt. Dabei kann eine Komponente mehrere
Ausfallmoden besitzen. Diese logischen Zusammenhänge gehen auf die Boole’sche Algebra
zurück [132–135] und werden mit sogenannten Zuverlässigkeits-Blockschaltbildern be-
schrieben [5, 53, 87]. Neben den zwei Grundstrukturen der Parallel- und der Serienstruktur
können auch beliebige Kombinationen und Verschaltungen dieser auftreten. Beispiele sol-
cher Blockschaltbilder sind in Abbildung 2.13 zu sehen. Zudem gibt es Sonderformen wie

AM 1 AM 2

AM 1

AM 2

AM 1 AM 2 AM 3

AM 4

AM 5

Beispielsystem

Serienstruktur

Parallelstruktur

Abbildung 2.13: Grundstrukturen der Zuverlässigkeits-Blockschaltbilder: Parallelstruktur und
Serienstruktur sowie Beispiel einer Verschaltung der Ausfallmoden (AM) mit
diesen zu einem System.

beispielsweise Systeme, welche erst dann einen Ausfall erfahren, wenn k der insgesamt n

Komponenten der Einheit ausgefallen sind (im Englischen k out of n systems genannt)
[53, 136]. Die Ausfallmoden stellen aus zuverlässigkeitstechnischer Sicht die unterste Ebene
in einem System dar. Theoretisch können für ein Produkt beliebige Subsysteme definiert
werden, welche wieder für sich mit den Theorien und Methoden der Systemzuverlässigkeit
behandelt werden können. Typische Subsysteme sind dabei Bauteile, Komponenten, Bau-
gruppen oder physische Subsysteme. Diese Einteilung ist insbesondere in der Testplanung
relevant [57].

Im Seriensystem müssen alle Ausfallmoden überleben, sodass das System nicht ausfällt. Für
die Berechnung der Systemzuverlässigkeit RSys bedeutet das mit dem Produktgesetz der
Wahrscheinlichkeiten, dass die Einzelzuverlässigkeiten der Ausfallmoden Ri multipliziert
werden müssen [5, 53]:

RSys(t) =
Y

i

Ri(t) (2.48)

27



Kapitel 2 - Stand der Forschung und Technik

Bei einem Parallelsystem hingegen fällt das System erst aus, wenn alle Komponenten ausge-
fallen sind. Das heißt es müssen die Ausfallwahrscheinlichkeiten der Komponenten (Moden)
Fi multipliziert werden. Das Komplement dieser Systemausfallwahrscheinlichkeit FSys ergibt
die Systemzuverlässigkeit [5, 53]

RSys(t) = 1� FSys = 1�
Y

i

Fi(t) = 1�
Y

i

(1�Ri(t)). (2.49)

Wird die Systemzuverlässigkeit über Zuverlässigkeitstests bestimmt, so ist der Vertrauensbe-
reich zu berücksichtigen. Die Beziehungen aus den Gleichungen (2.48) und (2.49) sind jedoch
nur für die Erwartungswerte der Wahrscheinlichkeiten gültig [87]. Würden Zuverlässigkeits-
werte eines Vertrauensbereichs, welche nicht dem Erwartungswert entsprechen, multipliziert
werden, so würde man eine falsche Systemzuverlässigkeit berechnen [137]. Die konstruierten
und berechneten Verteilungen welche verwendet werden um die Vetrauensbereiche beispiels-
weise über die Fisher-Information oder über den Beta-Binomial-Vertrauensbereich zu bilden
(siehe Kapitel 2.2.3), werden confidence distributions [138] genannt. Also im Grunde
Verteilungen, die die Streuung aufgrund der epistemischen und aleatorischen Unsicherheit
beschreiben. Wird damit die Zuverlässigkeit beschrieben, so handelt es sich um Zuverläs-

sigkeitsverteilungen. Um die Systemzuverlässigkeit mit Aussagewahrscheinlichkeit kor-
rekt zu berechnen, werden diese Zuverlässigkeitsverteilungen der jeweiligen Ausfallmoden
entsprechend der logischen Systemstruktur mittels der Boole’schen Algebra zur Zuverläs-
sigkeitsverteilung des Systems verknüpft. Aus dieser lässt sich die Systemzuverlässigkeit
entsprechend einer gewünschten Aussagewahrscheinlichkeit berechnen.

Handelt es sich um ein Seriensystem mit zwei Ausfallmoden, so bildet sich die Verteilung
der Systemzuverlässigkeit f(RSys) nach einer Koordinatentransformation aus den Zuverläs-
sigkeitsverteilungen der beiden Ausfallmoden f1 und f2 nach Gleichung 2.48 über folgendes
Integral [137, 139]:

f(RSys) =

Z 1

0

1

x
f1

✓
RSys

x

◆
f2(x)dx (2.50)

Handelt es sich stattdessen um ein Parallelsystem, so kann die Gleichung analog für die Aus-
fallwahrscheinlichkeiten verwendet werden. Besitzt das System mehr als zwei Ausfallmoden
und ist die Systemstruktur komplexer, so ist Gleichung 2.50 gegebenenfalls sequentiell an-
zuwenden. Um die Verteilung der Systemzuverlässigkeit zu berechnen, stehen verschiedene
Methoden zur Verfügung.

Die Mellin-Transformation [140] ist für eine Funktion f(x) mit ausschließlich positivem
Argument definiert als [139]

M {f} (s) = y(s) =

Z +1

0

x
s�1

f(x)dx. (2.51)

M {f} (s) = y(s) ist die Mellin-transformierte von f(x). Die Rücktransformation aus dem
komplexen Bildbereich (s 2 C) ist durch [139]

M
�1 {y} (x) = f(x) =

1

2⇡i

Z
c+i1

c�i1
x
�s
y(s)ds (2.52)

gegeben. Es handelt sich dabei um ein Linienintegral entlang einer vertikalen Linie in der
komplexen Zahlenebene. Die Konstante c ist aus dem Streifen zu wählen, in welchem
y(s) analytisch existiert. Die Mellin-Transformation besitzt also nicht in jedem Fall ei-
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ne analytische Lösung, was die Anwendung über den analytischen Weg einschränkt. Es
existieren jedoch numerisch lösbare, approximative Verfahren [141]. Vorteil der Mellin-
Transformation ist, dass die Faltung zweier Funktionen im Bildbereich als Produkt der bei-
den transformierten Funktionen dargestellt werden kann. Dies bewirkt, dass sich die Faltung
aus Gleichung 2.50 als die Rücktransformation zweier miteinander multiplizierter Mellin-
transformierter Funktionen beschreiben lässt [139, 142]. Mittels der Mellin-Transformation
lässt sich also die Zuverlässigkeitsverteilung eines Seriensystems mit einer beliebigen Anzahl
an Ausfallmoden i folgendermaßen berechnen [139]:

f(RSys) = M
�1

(
Y

i

M {fi} (s)
)
(RSys) (2.53)

Sind Parallelstrukturen im System vorhanden, so ist die entsprechende Verteilung der Aus-
fallwahrscheinlichkeit zu verwenden. Die Mellin-Transformation ermöglicht demnach eine ex-
akte Lösung für die Zuverlässigkeitsverteilung des Systems, sofern die analytischen Lösungen
existieren. Werden für die Zuverlässigkeitsverteilungen der Ausfallmoden Betaverteilungen
verwendet, so kann die Zuverlässigkeitsverteilung des Systems mit Hilfe der Meijer’schen
G-Funktion [143] berechnet werden. Sind die Parameter der Betaverteilungen ganzzahlig, so
lässt sich sogar ein analytisch geschlossener Ausdruck finden [142, 144].

Die Momentenmethode verwendet direkt die Beziehungen der Erwartungswerte der Zu-
verlässigkeit beziehungsweise der Ausfallwahrscheinlichkeit aus den Gleichungen (2.48) und
(2.49). Da es sich bei den Momenten einer Verteilung um die Erwartungswerte der poten-
zierten Zufallsvariable handelt und beim ersten Moment gar um den Erwartungswert der
Zufallsvariablen selbst, können die Boole’schen Beziehungen auf die Momente angewandt
werden. Die Momente der Zuverlässigkeitsverteilung des Systems lassen sich demnach durch
Produktbildung aus den Momenten der Zuverlässigkeitsverteilungen der Ausfallmoden be-
rechnen. Es werden die ersten k Momente verwendet um die k Parameter der Verteilung
der Zuverlässigkeit des Systems zu bestimmen [53]. Werden Betaverteilungen als Zuverläs-
sigkeitsverteilungen gewählt, so lassen sich die Parameter der Betaverteilung des Systems
mittels der Momentenmethode als geschlossene Gleichungen darstellen [145–148]. Dies liegt
in der einfachen Berechnung der Momente der Betaverteilung begründet, siehe Gleichungen
(2.20) und (2.21). Die Gleichungen für die Zuverlässigkeitsverteilung des Systems als Be-
taverteilung B (ASys; BSys) eines reinen Seriensystems mit Betaverteilungen B (Ai; Bi) der
Zuverlässigkeitsverteilungen der Ausfallmoden i lauten [146]:

E[RSys] =
Y

i

Ai

Ai +Bi

(2.54)

Var(RSys) =
Y

i

Ai · (Ai + 1)

(Ai +Bi)(Ai +Bi + 1)
�
 
Y

i

Ai

Ai +Bi

!2

(2.55)

ASys =
(1� E[RSys]) (E[RSys])

2

Var(RSys)
� E[RSys] (2.56)

BSys = ASys
1� E[RSys]

E[RSys]
(2.57)

Das Integral aus Gleichung 2.50 lässt sich auch über eine Monte-Carlo Simulation berech-
nen. Dazu wird mittels der Inversions- oder Verwerfungsmethode aus den Zuverlässigkeits-
verteilungen der Ausfallmoden Zufallszahlen erzeugt und entsprechend der Systemstruktur

29



Kapitel 2 - Stand der Forschung und Technik

nach den Gleichungen (2.48) und (2.49) zur Systemzuverlässigkeit verknüpft. Durch mehr-
fache Wiederholung erhält man dadurch eine empirische Verteilung der Zuverlässigkeit des
Systems. Mit diesen diskreten Werten der Systemzuverlässigkeit könen dann beispielsweise
über eine MLE die Parameter der Zuverlässigkeitsverteilung des Systems bestimmt werden.
Zum Beispiel als Betaverteilung [87].

Die Momentenmethode und die MCS stellen eine approximative Lösung dar. Insbesondere
die Momentenmethode kann je nach gewählter Verteilung starke Unterschiede in der Appro-
ximationsgüte aufweisen. Wird eine Betaverteilung gewählt, so ist die Approximationsgüte
im Kontext der Systemzuverlässigkeit jedoch meist ausreichend gut [25, 149]. Die Mellin-
Transformation hingegen stellt eine exakte Lösung dar, da sie durch ihre Definition alle
Momente der Verteilung berücksichtigt, sogar die komplexen. Ist die Transformation nicht
analytisch lösbar, muss sie auf approximative Weise gelöst werden. Die Momentenmethode
berücksichtigt lediglich die ersten k Momente und die MCS konvergiert gegen die exakte
Lösung der Mellin-Transformation. Die Momentenmethode und die MCS finden in der Zu-
verlässigkeitstechnik die häufigste Anwendung, da sie lediglich einfache Rechenoperationen
erfordern und geringen Implementationsaufwand darstellen [87]. Zudem handelt es sich bei
der exakten Lösung aus der Mellin-Transformation nicht weiter um dieselbe Verteilung wie
die der Ausfallmoden. Bei der Momentenmethode und der MCS kann der Verteilungstyp
jedoch frei gewählt werden, was bei der weiteren Verwendung der Information einen Vorteil
darstellen kann. Ein Beispiel einer Verteilung der Systemzuverlässigkeit, berechnet mit den
drei Methoden ist in Abbildung 2.14 zu sehen. Hierbei liegen die Lösungen der MCS und
der Mellin-Transformation sehr dicht beieinander.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0

1

2

3

RSys

f

0,25 0,3 0,35 0,4

2,4

2,6

2,8

RSys

f

Mellin
Momentenm.
MCS

Abbildung 2.14: Verteilung der Systemzuverlässigkeit f(RSys) für ein reines Seriensystem mit drei
Ausfallmoden und f1(R1) = B(9 ; 3), f2(R2) = B(8 ; 3), f3(R3) = B(4 ; 2).
Berechnet mit der Mellin-Transformation (exakte Lösung), der
Momentenmethode mit Betaverteilung und der MCS mit Betaverteilung
(empirisch, 100 Millionen Iterationen und 1.000 Klassen).

In der Literatur sind darüberhinaus weitere Methoden und Verfahren beschrieben, welche
jedoch meist für bestimmte Randbedingungen und Annahmen konstruiert und somit nicht
allgemein anwendbar sind. Eine Übersicht ist beispielsweise in [150–153] zu finden.

2.2.5 Zuverlässigkeitstests

Um die Zuverlässigkeit, das Ausfallverhalten sowie die Lebensdauer von Produkten zu be-
stimmen, zu prognostizieren und nachzuweisen sind entsprechende Tests notwendig. Hierzu
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stehen zwei wesentliche Grundformen zur Verfügung: ausfallbasierte Tests und ausfallfreie
Tests [5, 53, 101].

Die ausfallbasierten Tests werden auch End-of-Life Tests (EoL Test) genannt, da sie
Ausfallzeiten liefern und damit Auskunft über die Lebensdauer, also das Ende des Produkt-
lebens, geben. Bei einem vollständigen EoL Test werden alle Prüflinge solange betrieben,
bis sie ausfallen. Er liefert bei n Prüflingen n Ausfallzeiten und besitzt damit den größten
Informationsgehalt aller Zuverlässigkeitstests [5, 53]. Demgegenüber stehen zensierte EoL

Tests welche nach verschiedenen Mustern den Test einiger Prüflinge vor deren Ausfall ab-
brechen. Dadurch entstehen Zensierungen die den Informationsgehalt verringern aber eine
Aufwandsreduktionen bedeuten können, da nicht alle Prüflinge bis zum Ende deren Laufzeit
betrieben werden müssen [60, 154]. Wird der EoL Test nach einer festen Zeit abgebrochen,
ist zwar die Anzahl der zensierten Prüflinge ungewiss, jedoch die Testzeit fest und damit gut
planbar. Solch ein Test wird Typ I zensierter EoL Test genannt [5]. Wird dagegen nach
einer vorgegebenen Anzahl an Ausfällen abgebrochen, ist zwar der Informationsgehalt durch
die Anzahl an zensierten Prüflingen kontrolliert, jedoch ist die Laufzeit des Tests ungewiss.
Dieser Test wird Typ II zensierter EoL Test genannt [5]. Zudem kann für manche Prüflin-
ge die Laufzeit nur durch ein Intervall angegeben werden, sogenannte Intervallzensierungen.
Die Zensierungsarten können beliebig kombiniert sein [153]. Aufgrund der Ausfälle der EoL
Tests kann eine Ausfallverteilung mit den Methoden aus Kapitel 2.2.2 und 2.2.3 geschätzt
und basierend darauf die Zuverlässigkeit prognostiziert oder nachgewiesen werden. Ist die
Lebensdauer des Produkts sehr groß, so können die Ausfälle der Prüflinge nicht praktikabel
beobachtet werden. Durch eine gegenüber der Feldbelastung erhöhten Last können die Aus-
fallzeiten der Prüflinge jedoch verkürzt werden. Um die dabei gewonnenen Informationen
auf das Feldniveau zu übertragen, werden die Prüflinge bei beschleunigten EoL Tests auf
zwei oder mehr Lastniveaus verteilt. Dadurch kann ein Lebensdauermodell bestimmt wer-
den, welches wiederum eine Schätzung der Ausfallverteilung für das Feldlastniveau erlaubt
[101]. Ein Überblick über die verschiedenen Lebensdauermodelle sowie Zuverlässigkeitstets
mit Lebensdauermodellen ist in [101, 155, 156] gegeben.

Werden im Test alle Prüflinge zensiert, spricht man von ausfallfreien Tests, welche auch
Success-Run Tests (SR Tests) genannt werden. Bei diesen Tests werden alle Prüflinge
bis zu einer festgelegten Laufzeit betrieben und der Test anschließend abgebrochen. Dadurch
wird eine hohe Planbarkeit erreicht, da die Laufzeit des Tests und die Informationsgüte, bei
Bestehen des Tests, bereits im Voraus bekannt ist [5, 53]. Da keine Ausfälle geplant sind,
kann keine Ausfallverteilung geschätzt werden und es wird stattdessen direkt die Mindestzu-
verlässigkeit bei geforderter Lebensdauer bestimmt. Aus diesem Grund werden die SR Tests
häufig für den Zuverlässigkeitsnachweis angewandt und sind in der Industrie weit verbreitet
[5]. Es werden die Überlegungen und die Verwandtschaft der Binomialverteilung und der
Betaverteilung verwendet, siehe Kapitel 2.1.2 und 2.1.2. Es resultiert eine Betaverteilung
als Zuverlässigkeitsverteilung bei geforderter Lebensdauer mit B(n; 1), sofern die Prüflinge
bis zur geforderten Lebensdauer betrieben wurden und tatsächlich kein Ausfall aufgetreten
ist. Werden die Prüflinge bis zu einer Laufzeit tprüf abweichend der geforderten Lebensdauer
ts betrieben, so wird mit einem Lebensdauerverhältnis LV = tprüf

ts
[5, 157] die Zuver-

lässigkeitsverteilung anhand eines angenommenen Weibullformparameters b umgerechnet.
Werden die Prüflinge zudem bei einer von der Feldbelastung abweichenden Last betrieben
und ist das entsprechende Lebensdauermodell bekannt, so wird die durch diese abweichende
Belastung veränderte Ausfallzeit durch einen Raffungsfaktor r [5, 101] berücksichtigt. Für
einen SR Test mit Stichprobenumfang n und unterschiedlichen Laufzeiten und Lasten der
Prüflinge i, resultiert eine Betaverteilung mit B

⇣P
i
(LV,i · ri)b ; 1

⌘
[5, 158, 159]. Sollten
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während des Tests Ausfälle auftreten, so können diese in der Auswertung berücksichtigt
werden. Allerdings handelt es sich bei der resultierenden Zuverlässigkeitsverteilung nicht
weiter um eine Betaverteilung. Stattdessen kann die Zuverlässigkeitsverteilung folgender-
maßen beschrieben werden [160]:

f(R) =
R

P
i(LV,i·ri)

bQ
j

⇣
1�R

(LV,j ·rj)
b⌘

Z 1

0

R

P
i(LV,i·ri)

bY

j

⇣
1�R

(LV,j ·rj)
b⌘

dR

(2.58)

wobei i die Prüflinge ohne Ausfall und j die Prüflinge mit Ausfall kennzeichnet. Die Le-
bensdauerverhältnisse LV halten die jeweilige Laufzeit der Prüflinge fest und die Raffungs-
faktoren r die Lebensdaueränderung aufgrund der jeweiligen Lasten. Wird der SR Test also
mit zur geforderten Lebensdauer abweichenden Laufzeit betrieben oder eine abweichende
Last verwendet, so ist ein Weibullformparameter notwendig um die Ergebnisse auszuwerten.
Werden viele Ausfälle beobachtet, so ist eine Schätzung der Ausfallverteilung vorzuziehen.
Der einfachen Planbarkeit (siehe Kapitel 2.2.8) steht der gegebenenfalls sehr große erforderli-
che Sichprobenumfang sowie das Risiko einer falschen Annahme des Weibullformparameters
gegenüber [5, 161]. Untersuchungen von Dazer et al. [1] zeigen zudem, dass unbeschleunigte
SR Tests für Systeme mit einem Ausfallmechanismus über einen weiten Anwendungsbereich
deutliche Nachteile bezüglich eines Zuverlässigkeitsnachweises im Vergleich zu den EoL Tests
aufweisen.

Die verschiedenen Zuverlässigkeitstests mit ihren unterschiedlichen Varianten und Ausprä-
gungen bieten je nach Ziel und Randbedingungen der Tests unterschiedliche Vor- und Nach-
teile, welche jeweils individuell abzuwägen und zu bewerten sind. Wie diese Bewertung und
Planung von Zuverlässigkeitstests vorgenommen werden kann, ist in den Kapiteln 2.2.7 und
2.2.8 dargelegt.

2.2.6 Berücksichtigung von Vorkenntnissen

Um hohe Zuverlässigkeitsziele nachzuweisen, benötigen die Zuverlässigkeitstests häufig ho-
he Aufwände. Da diese Aufwände in Form von Zeit, Kosten oder Prüflingen dann oft nicht
realisierbar sind, werden Vorkenntnisse berücksichtigt, welche eine Aufwandsreduktion oder
eine Präzisierung der Zuverlässigkeitsinformation zum Ziel haben. Die Ansätze basieren auf
dem Satz von Bayes (siehe Kapitel 2.1.6), womit sich Informationen der Vorkenntnis mit
Informationen aus aktuellen Versuchen kombinieren lassen. Die Vorkenntnis kann aus Vor-
gängern, ähnlichen Anwendungen, Komponententests, Vorversuchen, Prototypenversuchen,
Lebensdauerberechnungen, Expertenaussagen und Weiterem gewonnen werden. Meist muss
die Vorkenntnis für die Verwendung entsprechend aufgearbeitet werden [2, 5, 162, 163].

Das Verfahren nach Beyer und Lauster [157] berücksichtigt einen einzelnen Wert der Zu-
verlässigkeit, welcher einer Aussagewahrscheinlichkeit von 63,2% entsprechen muss. Diese
Vorkenntnis wird mit den Informationen aus einem SR Test kombiniert, wodurch der Stich-
probenumfang theoretisch reduziert werden kann. Ein Lebensdauerverhältnis sowie während
des SR Tests auftretende Ausfälle können zusätzlich berücksichtigt werden. Eine Erweite-
rung um beliebige Aussagewahrscheinichkeiten und einen Raffungsfaktor ist ebenso möglich
[159, 164]. Kleyner et al. [165], Savchuk und Martz [166] sowie Krolo [162] verwenden eine
Betaverteilung als Zuverlässigkeitsverteilung der Vorkenntnis. In der Methode nach Kley-
ner et al. wird die Betaverteilung und eine Gleichverteilung gegeneinander gewichtet, um
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den Übergang zur nicht vorhandenen Vorkenntnis zu modellieren. Die Gleichverteilung ist
dabei über den gesamten Definitionsbereich der Zuverlässigkeit R 2 [0, 1] aufgespannt und
repräsentiert den Fall der nicht vorhandenen Vorkenntnis, da alle Zuverlässigkeiten gleicher-
maßen zugelassen werden. Savchuk und Martz verwenden mehrere Quellen der Vorkenntnis
und kombinieren diese zunächst über eine Gewichtung, sodass eine Mischverteilung aus
Betaverteilungen entsteht, die anschließend als Vorkenntnis im Satz von Bayes verwendet
werden kann. Die Vorgehensweisen nach Kleyner et al. und Savchuk und Martz verwenden
zwar Gewichtungsfaktoren, geben jedoch nicht an, wie diese zu quantifizieren sind. Das Ver-
fahren nach Krolo [162] erlaubt die Berücksichtigung von Vorkenntnis als Betaverteilung
und beschreibt wie diese Betaverteilung in bestimmten Fällen gewonnen werden kann. So-
wohl SR Tests als auch EoL Tests werden dabei über einen Ansatz nach der Approximation
von Benard [66] umgerechnet. Berechnungsergebnisse lassen sich dagegen über eine synthe-
tische Rechteckverteilung berücksichtigen. Dadurch wird ausschließlich ein einzelner Wert
der Zuverlässigkeit als Ergebnis der Berechnung verwendet. Eine Aussagewahrscheinlichkeit
ist bereits durch die synthetische Rechteckverteilung zugewiesen [167]. Schweizer stellt eine
Methode vor, wie sich Streubereiche der Parameter in der Zuverlässigkeitssimulation über
eine MCS integrieren lassen, sodass eine Betaverteilung als Vorkenntnis abgeleitet werden
kann. Diese kann wiederum mit der Zuverlässigkeitsverteilung aus einem EoL Test kombi-
niert werden [168, 169]. Kececioglu verwendet statt einer Betaverteilung eine Triangular2-
Verteilung welche ihren Sprung beim Wert der Vorkenntnis über die Zuverlässigkeit besitzt.
Die zugewiesene Aussagewahrscheinlichkeit wird dabei mit einem Vertrauensgrad in diese
Information gleichgesetzt und kann beliebig gewählt werden [170]. Maisch stellt in [171]
ein Verfahren vor, welches die Berücksichtigung von Vorkenntnis von Komponententests er-
möglicht, um Systemtests zu präzisieren. Dabei wird entweder eine Betaverteilung oder eine
Rechteckverteilung verwendet.

Werden EoL Tests durchgeführt, so kann die Schätzung des Skalenparameters T der Wei-
bullverteilung ebenfalls über den Satz von Bayes mit verfügbarer Vorkenntnis kombiniert
werden. Das Weibayes Verfahren [29] nutzt dabei die Vorkenntnis über den Weibullformpara-
meter b und nimmt an, dass dieser auch für die aktuellen Versuche unveränderlich anwendbar
ist. Dies lässt sich sowohl über den Satz von Bayes, als auch über eine MLE herleiten, wo-
bei in beiden Fällen der Formparameter als fest angenommen wird. Romer [172] erweiterte
den Weibayes Ansatz um die Möglichkeit neben den Ausfallzeiten des Versuchs auch aus
Lebensdauerberechnungen erzeugte Skalenparameter zu berücksichtigen. Weitere Methoden
zur Berücksichtigung von Vorkenntnissen in der Zuverlässigkeitstechnik konzentrieren sich
dabei entweder auf die Parameterschätzung der Ausfallverteilung oder die Kombination der
Vorkenntnis mit der Zuverlässigkeitsverteilung des SR Tests. Ein Überblick darüber sowie
die Anwendung des Satz von Bayes in anderen Bereichen der Zuverlässigkeitstechnik kann
[57, 142, 173] entnommen werden.

Der Satz von Bayes setzt voraus, dass die kombinierten Informationen derselben Grundge-
samtheit entstammen [23]. Die meisten Verfahren vernachlässigen diesen Umstand jedoch.
Die Verfahren nach Beyer und Lauster [157], Kleyner et al. [165], Savchuk und Martz [166]
sowie Kececioglu [170] verwenden eine Art Gewichtungsfaktor, der je nach Verfahren unter-
schiedlich interpretiert ist, jedoch ebendiesem Umstand begegnen soll und die Vorkenntnis
nur zu einem gewissen Anteil übernimmt. Krolo führt in [174] einen Transformationsfak-
tor � ein, welcher durch Multiplikation mit den Parametern der Betaverteilung die Vor-
kenntnis in ihrer Wirkung in der kombinierten Information abschwächt. Die Betaverteilung
B (A0; B0) lautet in transformierter Form dann B (�A0; �(B0 � 1) + 1) [162]. Nachteil des
so formulierten Transformationsfaktors ist, dass dieser nicht erwartungstreu ist und dadurch
die Information der Vorkenntnis hin zu schlechteren Werten der Zuverlässigkeit verschiebt

33



Kapitel 2 - Stand der Forschung und Technik

[160]. Krolo führt zudem Methoden ein, mit welchen der Transformationsfaktor bestimmt
werden kann. Dazu wird die Fehlermöglichkeits- und Einflussanalyse oder der systematische
Abgleich der Umgebungsabstraktion des Versuchs für die Bestimmung verwendet [162]. Hit-
ziger erweitert die Möglichkeit der Quantifizierung um eine Bestimmung aus Expertenwis-
sen mittels Fuzzy-System [175] und einem Kolmogoroff-Smirnoff-Test [4, 176], welcher die
Ähnlichkeit der Grundgesamtheiten der beiden zu kombinierenden Informationen bewertet
[177]. Schweizer stellt zudem eine Methode vor, welche die Quantifizierung des Transforma-
tionsfaktors für Zuverlässigkeitsverteilungen aus Berechnungen ermöglicht [168]. Guida und
Pulcini [178] hingegen stellen ein Verfahren vor, das die Übertragbarkeit der Vorkenntnis im
Sinne eines Zuverlässigkeitswachstumsmodells [173] als eine Betaverteilung fasst und auch
die Unsicherheit des notwendigen Weibullformparameters b als Intervallangabe berücksich-
tigt. All diese Verfahren zur Berücksichtigung der Anwendbarkeit der Vorkenntnis auf den
aktuellen Fall bieten Möglichkeiten die Unsicherheit diesbezüglich zu minimieren. Aufgrund
der gegebenenfalls sehr großen Auswirkungen bezüglich des Ausfallverhaltens von nur klei-
nen Änderungen des Produkts oder der Produktion [179], bleibt jedoch die Kritik bestehen,
die Berücksichtigung der Vorkenntnis auf diese Weise mache den Zuverlässigkeitsnachweis
angreifbar [180].

2.2.7 Probability of Test Success

Um verschiedene Zuverlässigkeitstests objektiv bewerten zu können, stellen Dazer et al. in
[154] und [2] die Erfolgswahrscheinlichkeit vor, welche in [146] und [181] Probability of Test
Success genannt wird. Sie gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit welcher ein Zuverlässigkeitstest
unter gegebenen Randbedingungen ein gestelltes Zuverlässigkeitsziel nachweisen wird [2].
Dazer schlägt eine MCS vor, um diese Wahrscheinlichkeit zu berechnen. Hierzu wird der
zu bewertende Test durch Ziehen von Ausfallzeiten entsprechend der Ausfallverteilung des
Produkts simuliert, indem die gegebenenfalls vorhandenen Zensierungen der Ausfallzeiten
und auch der entsprechende Stichprobenumfang des Tests berücksichtigt werden. Durch das
Gesetz der großen Zahlen [10] und einer großen Anzahl an Simulationsdurchläufen, lässt
sich damit der Anteil der erfolgreichen Tests bestimmen und als Approximation an die
Erfolgswahrscheinlichkeit verwenden [2]. Ob ein Test erfolgreich ist, ist durch die Erfüllung
des Zuverlässigkeitsziels bestimmt. Die Probability of Test Success Pts nach Dazer ist
damit bestimmt als [2]:

Pts ⇡
Anzahl der erfolgreichen simulierten Tests

Gesamtanzahl der simulierten Tests
(2.59)

Damit wurde erstmals eine objektive Bewertungsgröße geschaffen, welche fähig ist, Zuver-
lässigkeitstests jeglicher Art hinsichtlich deren Ziel – dem Zuverlässigkeitsnachweis – zu
bewerten. Die Berechnung mittels der MCS ist zudem so flexibel, dass sie ohne Weiteres
auf noch unbekannte Testarten angepasst und somit grundsätzlich jeder Zuverlässigkeitstest
bewertet werden kann. Der Binomialansatz der SR Tests [5] ermöglicht jedoch auch eine di-
rekte Berechnung der Pts. Für einen erfolgreichen SR Test mit einem Stichprobenumfang
n dürfen maximal k Prüflinge ausfallen, um das Zuverlässigkeitsziel nachzuweisen. Übli-
cherweise wird kein Ausfall zugelassen. Ist die Ausfallwahrscheinlichkeit Fp aus Vorkenntnis
bekannt, so kann die Pts eines SR Tests auch über folgenden Binomialansatz berechnet
werden [2, 161, 182]:

Pts =
kX

i=0

✓
n

i

◆
(1� Fp)

n�i (Fp)
i (2.60)
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Für die Berechnung der Pts ist demnach immer eine Vorkenntnis über das Ausfallverhalten
beziehungsweise die Zuverlässigkeit des Produkts notwendig. Im Gegensatz zur Berücksich-
tigung von Vorkenntnis über den Satz von Bayes wird diese Vorkenntnis jedoch nur zur
Bewertung der Tests verwendet und fließt nicht in die eigentliche Testauswertung ein.

Neben der Anwendung auf EoL Tests in vollständiger und zensierter Art [154] untersuchte
Dazer insbesondere den Vergleich zwischen SR Tests und EoL Tests [1]. Dabei zeigt sich,
dass SR Tests für Produkte mit einer einzigen dominanten Ausfallmode im unbeschleunigten
Fall den EoL Tests im Kontext der Pts meist deutlich unterlegen sind. Dies steht im Wi-
derspruch zur sehr häufigen Anwendung des SR Tests in der industriellen Praxis und zeigt
großes Optimierungspotential auf. Es zeigt sich auch, dass je nach Prüflingsverfügbarkeit,
Prüflingskosten und Prüfstandskosten sowie zur Verfügung stehenden Testzeit zensierte EoL
Tests Vorteile aufweisen können [2]. Auch intervallzensierte EoL Tests können untersucht
werden [79]. Herzig erweitert das Konzept der Pts auf beschleunigte Tests. Dabei werden die
Prüflinge auf unterschiedliche Lastniveaus aufgeteilt und zusammen mit der Schätzung der
Ausfallverteilung die Parameter des Lebensdauermodells bestimmt. Er stellt fest, dass die
Aufwandsreduktion der beschleunigten EoL Tests die Reduktion der Pts aufgrund der Ex-
trapolation des dabei bestimmten Lebensdauermodells auf das Feldlastniveau überwiegen
[183]. Häufig stellen die beschleunigten EoL Tests die den Restriktionen in Zeit und Budget
entsprechenden Tests mit der höchsten Pts dar [184]. Es lässt sich mittels der Pts dabei
nicht nur der günstigste Zuverlässigkeitstests identifizieren, sondern auch die dafür notwen-
dige Prüflingsaufteilung und Lastniveauhöhen [3, 181, 185]. Die Untersuchungen sind dabei
jedoch immer auf Systeme mit einer einzigen Ausfallmode beschränkt. Die für die Praxis
relevanten Systeme mit mehreren Ausfallmoden und deren vielfältigen logischen Zusam-
menhänge werden nicht betrachtet. Zudem wird die Pts über den MCS Ansatz nach Dazer
berechnet, welcher eine Einordnung der Größe der Pts in den statistischen Kontext vermissen
lässt.

Die Berechnung der Pts entsprechend der MCS nach Dazer zeigt für weibullverteilte Aus-
fallzeiten, dass für kleine Stichprobenumfänge bei EoL Tests größere Werte erzielt werden
können, als für größere Stichprobenumfänge. Dabei wurde die MLE als Schätzer und der
Fisher-Vertrauensbereich für den Zuverlässigkeitsnachweis verwendet. Dies widerspricht der
Erwartung: So müsste durch einen größeren Stichprobenumfang ein engerer Vertrauensbe-
reich resultieren, was zu einer größeren Wahrscheinlichkeit der Erfüllung des Zuverlässig-
keitsziels führt. Dazer erklärt diesen Widerspruch durch die unkorrigierte MLE Schätzung
der Parameter, die bei kleinen Stichprobenumfängen den Weibullformparameter überschätzt
und die vergrößerte Streuung des Vertrauensbereichs bei kleinen Stichprobenumfängen [2].
Dieses Verhalten wird auch in den erweiterten Berechnungsmethoden bei beschleunigten
Tests nach Herzig [181] nicht korrigiert.

2.2.8 Zuverlässigkeitstestplanung

Die Zwecke der Zuverlässigkeitstests sind vielfältig. So können beispielsweise Konstuktions-
varianten bezüglich der Lebensdauer und Zuverlässigkeit miteinander verglichen werden,
Materialien und entsprechende Zulieferer sowie Produktionsmethoden verifiziert und wei-
tere einstellbare Randbedingungen der Eigenschaften des Produkts und der Produktion
bewertet werden. Insbesondere während der Entwicklung bedarf es die Zuverlässigkeit zu
bewerten und zu bestimmen. Ist hierzu die Identifikation von Ausfallverteilungen gefor-
dert, müssen Tests geplant werden, welche diese Ausfallverteilungen möglichst gut schätzen
können. Besteht die Hauptaufgabe darin, die geforderte Zuverlässigkeit nachzuweisen, so
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ist nicht zwingend eine Schätzung der Ausfallverteilung notwendig, sondern lediglich der
Zuverlässigkeit bei entsprechend geforderter Lebensdauer mit Aussagewahrscheinlichkeit.
Der Fokus der vorliegenden Arbeit liegt auf dem Zuverlässigkeitsnachweis, weswegen sich
die Vorstellungen auf die Planung dieses Nachweises konzentrieren. Die jeweiligen Ziele,
Randbedingungen und Anforderungen an einen Zuverlässigkeitstest müssen individuell in
der Planung berücksichtigt werden. Die Planung umfasst dabei die Feststellung der not-
wendigen Aufwände und die Aufteilung dieser Aufwände auf verschiedene Testarten und
gegebenenfalls Systemkomponenten [153, 154, 186, 187].

Zum Nachweis der Zuverlässigkeit werden häufig SR Tests durchgeführt. Dies liegt haupt-
sächlich darin begründet, dass der Aufwand der Tests sehr einfach zu planen ist. Für ein
Zuverlässigkeitsziel mit geforderter Zuverlässigkeit Rs, geforderter Lebensdauer ts und ge-
forderter Aussagewahrscheinlichkeit Cs kann mit Hilfe von Gleichung 2.58 der erforderliche
Stichprobenumfang n bei einer gewissen Anzahl zugelassener Ausfälle, einem Lebensdau-
erverhältnis und bestimmtem Raffungsfaktor pro Prüfling, berechnet werden. Häufig wird
ein festes Lebensdauerverhältnis für alle Prüflinge verwendet und keine Ausfälle zugelassen.
Durch die Verwandtschaft der Binomial- und der Betaverteilung [65] lässt sich die in Abhän-
gigkeit des Stichprobenumfangs resultierende Zuverlässigkeitsverteilung B

⇣
n · (r · LV)

b ; 1
⌘

nutzen und der geforderte Stichprobenumfang direkt berechnen [5, 159]:

n =
ln(1� Cs)

(r · LV)
b · ln(Rs)

(2.61)

Hierzu muss der Stichprobenumfang auf den nächsten ganzzahligen Wert aufgerundet wer-
den. Für ein Zuverlässigkeitsziel von Rs = 95%, ts = 300.000 km, Cs = 90% müssten nach
Gleichung 2.61 n = 45 Prüflinge 300.000 km überleben um das Ziel nachzuweisen. Würden
die Prüflinge bei einem Weibullformparameter von b = 2 hingegen bis 450.000 km geprüft
werden, also LV = 1,5, würden n = 20 Prüflinge ausreichen. Ist zudem ein Lebensdauer-
modell bekannt, kann ein Raffungsfaktor verwendet werden welcher auf den erforderlichen
Stichprobenumfang einen ähnlichen Einfluss hat [5].

Um hohe erforderliche Stichprobenumfänge oder lange Testzeiten zu reduzieren, kann über
den Satz von Bayes bereits in der Planung Vorkenntnis berücksichtigt werden. Der Ansatz
nach Beyer und Lauster [157] in seiner erweiterten Form [159] kann Vorkenntnis über die
Zuverlässigkeit bei geforderter Lebensdauer R0(ts) mit Aussagewahrscheinlichkeit C0 be-
rücksichtigen. Durch die Annahme eines zugrundeliegenden SR Tests ohne Ausfälle, wird
Gleichung 2.61 zu [159]:

n =
ln(1� Cs)

(r · LV)
b · ln(Rs)

� ln(1� C0)

ln(R0)
(2.62)

Die Vorkenntnis reduziert hierbei direkt den erforderlichen Stichprobenumfang n. Übersteigt
die Information aus der Vorkenntnis das Zuverlässigkeitsziel, so ist nach diesem Vorgehen
der Nachweis bereits erbracht und keine weiteren Prüflinge müssten getestet werden. Das
zeigt sich auch durch negative Werte für n in Gleichung 2.62. Dieser Fall wird im Vorgehen
nach Beyer und Lauster sowie der Erweiterung nicht betrachtet, denn in der praktischen
Anwendung sollten dennoch Prüflinge getestet werden, auch wenn die Vorkenntnis den Nach-
weis theoretisch bereits erbringt. Der Ansatz nach Krolo [162] bereitet die Vorkenntnis als
Betaverteilung B (A0; B0) auf und plant den SR Test ebenfalls über den Stichprobenum-
fang n nach Anwendung des Satz von Bayes. Die resultierende Zuverlässigkeitsverteilung ist
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erneut eine Betaverteilung mit B
⇣
A0 + n · (LV · r)b ; B0

⌘
, für den Fall dass keine Ausfälle

zugelassen werden. Der durch Berücksichtigung dieser Vorkenntnis noch erforderliche Stich-
probenumfang des SR Tests ohne Ausfall lässt sich durch lösen der folgenden Gleichung
nach n ermitteln [162, 163]:

Rs
!
= B�1

⇣
1� Cs; A0 + n · (LV · r)b ; B0

⌘
(2.63)

Hierbei ist ebenso eine Vorkenntnis denkbar, welche das Zuverlässigkeitsziel übersteigt und
demnach keine weiteren Prüflinge mehr notwendig wären. Eine Vorkenntnis, welche dazu
führt, dass mehr Prüflinge notwendig sind, ist auch möglich. Die Verfahren nach Kleyner
et al. [165], Savchuk und Martz [166] und Kececioglu [170] gehen grundsätzlich ähnlich vor.
Allerdings ist die resultierende Zuverlässigkeitsverteilung jeweils eine Sonderform und nicht
weiter eine Verteilung bekannten Typs. Diese Verfahren lassen sich jedoch unter gewissen
Voraussetzungen ineinander überführen [162]. Die Berücksichtigung der Vorkenntnis nach
Maisch[171] basiert wiederum auf dem Ansatz nach Krolo. Es wird jedoch die Vorkenntnis
zunächst von der Komponentenebene auf die Systemebene entsprechend der Systemstruk-
tur aggregiert, um dort eine SR Testplanung durchzuführen, welche wiederum analog zum
Verfahren nach Krolo ist. Nachteil aller dieser Verfahren zur Planung von SR Tests besteht
darin, dass die Tests in der Durchführung fehlschlagen können. Das ist dann der Fall, wenn
mehr Ausfälle auftreten als zugelassen. Es ist dann abzuwägen, ob zusätzliche Prüflinge zum
Einsatz kommen, oder gar die Testart zu wechseln ist. Meist ist dies mit hohem Aufwand
verbunden.

Die Schätzung der Ausfallverteilung eines EoL Tests kann ebenso verwendet werden, um
einen Zuverlässigkeitsnachweis zu führen. Die Planung des EoL Tests ist jedoch komplexer,
da kein direkter analytischer Zusammenhang zwischen dem Stichprobenumfang und einem
erbrachten Nachweis besteht. Meeker und Escobar [60] schlagen ein der SR Testplanung
ähnliches Vorgehen vor. Es wird die Zuverlässigkeitsverteilung bei geforderter Lebensdauer
abgeschätzt, welche entstehen würde, sollte ein gewisser Stichprobenumfang n im EoL Test
verwendet werden. Dazu wird die Verteilungsannahme des entsprechenden Vertrauensbe-
reichs (siehe Kapitel 2.2.3) bezüglich der Zuverlässigkeit verwendet. Wird beispielsweise der
Fisher-Vertrauensbereich zugrundegelegt, so lässt sich der erforderliche Stichprobenumfang
über die asymptotische Normalverteilung des zentralen Grenzwertsatzes der MLE berechnen
[188]. Notwendig ist dazu eine Vorkenntnis über die Ausfallverteilung des Produkts. Nachteil
dieser Methoden ist, dass sich die Vertrauensbereiche von Stichprobe zu Stichprobe unter-
scheiden und man nicht sicher sein kann, dass mit dem berechneten Stichprobenumfang
der Nachweis erbracht werden wird. Hinzu kommt, dass die dabei verwendete Vorkenntnis
mit einer gewissen Unsicherheit behaftet ist, welche die Planung unsicher machen könnte.
Dieser Umstand wird jedoch nur erwähnt und nicht adressiert [60]. Weitere Ansätze zur
Planung von EoL Tests sind sehr beschränkt bezüglich der Ausfallverteilung oder der Zen-
sierung. Guo et al. [189] diskutieren die Genauigkeit von vollständigen EoL Tests, wobei als
Bewertungskriterium die Vertrauensbereichsbreite bei einem bestimmten Lebensdauerquan-
til verwendet wird. Für n ! 1 wird das Bewertungsmaß zu 1, da der Vertrauensbereich
mit dem Median zusammenfällt. Je näher die Bewertung an 1 ist, desto genauer ist der
entsprechende EoL Test. Zur Bestimmung des Stichprobenumfangs werden MCS durchge-
führt, welche die Abhängigkeit zwischen dem Stichprobenumfang und einer gewissen In-
tervallbreite herstellen. Hamada [57] beschreibt, wie sowohl SR Tests als auch EoL Tests
basierend auf einer maximal akzeptierten Vertrauensbereichsbreite geplant werden können.
Dabei wird zusätzlich die bayes’sche Vorstellung von Wahrscheinlichkeiten verwendet. Zur
Identifikation eines Tests, welcher die Anforderungen erfüllt, wird ein genetischer Optimie-
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rungsalgorithmus verwendet. Huang und Wu [190] untersuchen Typ I zensierte EoL Tests
mit exponentialverteiltem Ausfallverhalten [5]. Andere Verteilungen wie beispielsweise die
Weibullverteilung sind nicht untersucht. Vlcek et al. [191] vergleichen das Potential zur Ein-
sparung von Testzeit von verschieden zensierten EoL Tests. Dazu werden die Tests mittels
einer MCS simuliert und bezüglich der mittleren Testzeit ausgewertet und verglichen. Die
mittlere Testzeit von Typ II zensierten EoL Tests wird auch von Hsieh [192] untersucht. Da-
bei wird die Binomialverteilung zum Vergleich der Zeiten verwendet und dabei die Vorteile
von Typ II zensierten EoL Tests in Abhängigkeit der Zensierung und Weibullformparame-
ter herausgearbeitet. Arizono et al. [193] stellt eine Methode vor, welche über eine MCS die
Planung von zensierten Tests zur Schätzung von mittleren Ausfallzeiten unterstützt. Dabei
wird sowohl der statistische Fehler von Typ I, als auch der Fehler von Typ II berücksichtigt,
was einen Vergleich verschiedener Testkonfigurationen ermöglicht. Durch die Beschränkung
auf mittlere Ausfallzeiten ist die Methode jedoch nicht für die Planung von Tests für den
Zuverlässigkeitsnachweis geeignet. In der Arbeit von Ahmed und Chateuaneuf [194] liegen
die Kosten von Zuverlässigkeitstests im Fokus. Dabei werden durch verschiedene Kostenmo-
delle Tests hinsichtlich deren Kosten bewertet, was einen Vergleich zwischen Tests und die
Identifikation eines Optimums für den aktuellen Fall erlaubt. Wahrscheinlichkeiten und Un-
sicherheiten fließen dabei über Schätzungen der Belastung und der Belastbarkeit sowie des
Stichprobenumfangs ein. Die Untersuchungen setzen dabei alle eine Vorkenntnis bezüglich
des Ausfallverhaltens des Produkts voraus. Die Methode nach Lu et al. [195] ermöglicht die
Identifikation eines optimalen Tests für den Zuverlässigkeitsnachweis. Dieser erfolgt durch
ein Pareto-Optimum welches auf einer Bewertungen durch die statistischen Fehler von Typ
I und Typ II aufbaut. Jedoch bedienen sich Lu et al. dabei eines Ansatzes mit dem Satz
von Bayes und einer sogenannten indifference region1 [57]. Dies hat zur Folge, dass Kredi-
bilitätsintervalle statt Vertrauensbereiche verwendet werden und der Wert der geforderten
Zuverlässigkeit keine direkte Verwendung findet. Dadurch ist dieser Ansatz vom Zuverläs-
sigkeitsziel losgelöst. Zudem werden lediglich SR Tests betrachtet. Wilson und Farrow [196]
erweiterten diesen Ansatz für EoL Tests.

Die Zuverlässigkeitstestplanung mit Hilfe der Pts erlaubt eine Bewertung jeglicher Tests und
ist damit nicht an eine Testart gebunden [1–3, 79, 146–148, 154, 161, 181, 183–185, 197, 198].
Sie liefert die Wahrscheinlichkeit für den erfolgreichen Ausgang des Tests, nämlich den Zu-
verlässigkeitsnachweis. Damit wird eine Aussage über die Erfolgschance des Tests (SR oder
EoL) erreicht. Es lässt sich damit zunächst unabhängig der Methode zur Bildung des Ver-
trauensbereichs, die Wahrscheinlichkeit eines erfolgreichen Zuverlässigkeitsnachweises bei-
spielsweise in Abhängigkeit des Sitchprobenumfangs angeben, siehe Abbildung 2.15. Damit
ist ein wesentlicher Nachteil der Methoden der Zuverlässigkeitstestplanung behoben und
auch für den EoL Test ein Zusammenhang zwischen gewünschtem Zuverlässigkeitsnachweis
und Stichprobenumfang geschaffen.

Zwar stellt Maisch [171] vor, wie SR Tests auf Systemebene geplant werden können, jedoch
werden in diesem letzten Schritt auf Systemebene mit einem SR Test die Ausfallmoden
und die Systemstruktur nicht adressiert. Zudem stell Maisch vor, wie Vorkenntnis als Be-
taverteilung bei der Auswertung eines EoL Tests berücksichtigt werden kann. Wie dieser
EoL Test geplant werden kann, wird nicht behandelt. Zur Planung von Tests eines Systems
wird in weiteren Ansätzen das Zuverlässigkeitsziel des Systems auf die Komponenten im
System zugewiesen [199, 200]. Dabei wird die Systemstruktur verwendet um die notwen-
dige Änderung der geforderten Zuverlässigkeit auf die Komponenten zu errechnen, sodass
die Zuverlässigkeit des Systems erreicht werden kann. Yadav et al. [201] stellen einen An-
1 Indifferenzgebiet in welchem die Fälle in gleichem Maße möglich sind
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Abbildung 2.15: Pts in Abhängigkeit des Stichprobenumfangs n eines vollständigen EoL Test mit
W (1; 3) und Rs = Cs = 90%, ts = 0,4251. Berechnet mittels MCS und
Fisher-Vertrauensbereich nach [2]. Es wurden 100.000 Iterationen pro Rechnung
verwendet. Für ein besseres Verständnis des Verlaufs wurden die Kurven
zwischen den diskreten Werten interpoliert.

satz vor, welcher Systemnachweise behandelt. Dabei werden sowohl die Systemstruktur als
auch die Zuverlässigkeits- und die Funktionsanforderungen in den Fokus gerückt. Um die
Nachweise durchzuführen, werden jedoch lediglich SR Tests berücksichtigt, die durch eine
Aufteilung des Systemziels auf die Systemkomponenten geplant werden. Dabei wird nicht
betrachtet wie die Aussagewahrscheinlichkeit der Testergebnisse der Komponententests zu-
sammenwirken. So kann beispielsweise eine sehr hohe Aussagewahrscheinlichkeit der einen
Komponente die niedrige einer anderen aufwiegen. Zudem wird kein Zusammenspiel der
Tests von verschiedenen Ebenen betrachtet und keine ganzheitliche Planung von Zuverläs-
sigkeitstests zum Nachweis der Systemzuverlässigkeit untersucht. Die Zuverlässigkeitsziele
an die Komponenten sind zudem eventuell losgelöst von der vermuteten, tatsächlichen Zu-
verlässigkeit, welche im Entwicklungsprozess beispielsweise berechnet und zugewiesen wird.
Eine Betrachtung wie alleinig die Aufwände der jeweiligen Tests kombiniert zum Nachweis
der Systemzuverlässigkeit beitragen können, ohne einzelne Zuverlässigkeitsziele mit Aussa-
gewahrscheinlichkeit für die Komponenten vorzuschreiben, findet nicht statt. Hamada [57]
verwendet einen genetischen Algorithmus um Testaufwände so aufzuteilen, dass sich eine ge-
wünschte Vertrauensbereichsbreite der Systemzuverlässigkeit ergibt. Verwendet wird dabei
Vorkenntnis über die Komponentenzuverlässigkeiten in Form von SR Tests. Die Streuung der
Vertrauensbereichsbreite bezüglich der Stichproben werden dabei jedoch nicht betrachtet.

Die Planung beschleunigter EoL Tests ist nicht Bestandteil dieser Arbeit, weswegen auf eine
Ausführung diesbezüglich verzichtet wird. Ein Überblick sowie die Planung von beschleu-
nigten EoL Tests mit Pts kann der Arbeit von Herzig [181] entnommen werden.
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Kapitel 3

Forschungsbedarf und Zielsetzung

Im Folgenden werden die bestehenden Ansätze, Methoden und Vorgehensweisen bewertet.
Darauf aufbauend wird die Forschungslücke aufgezeigt, woraus sich der Forschungsbedarf
ableiten und schließlich das Ziel dieser Arbeit formulieren lässt.

3.1 Bewertung bestehender Ansätze und

Forschungsbedarf

Bestehende Ansätze zur Planung von Tests für den Nachweis der Systemzuverlässigkeit sind
auf ausgewählte Szenarien beschränkt. So konzentrieren sie sich hauptsächlich auf die Pla-
nung von SR Tests und der Reduktion der damit verbundenen Aufwände. EoL Tests sind nur
in den Ansätzen nach Meeker und Escobar [60], Hamada [57] und Wilson und Farrow [196]
thematisiert. Dabei wird jedoch der Fehler vom Typ II missachtet und stattdessen in [60]
ein Genauigkeitsfaktor verwendet; oder die Planung ist vom frequentistischen Kontext der
Zuverlässigkeitsanforderung losgelöst wie in [57, 196] . Ein objektiver Vergleich aller mögli-
cher Testarten über eine einheitliche Bewertung wird nur im Ansatz nach Dazer [1, 2, 154]
mittels der eingeführten Größe der Erfolgswahrscheinlichkeit Pts ermöglicht. Der korrekte
statistische Kontext wird jedoch nicht erarbeitet, weswegen mögliche Potentiale nicht iden-
tifiziert und erschlossen werden und statistische Zusammenhänge nicht hergestellt werden.
Zudem ist diese Größe ausschließlich für die Betrachtung einer einzigen Ausfallmode formu-
liert, was bei realen Produkten selten der Fall ist. Sie besitzen meist viele Ausfallmoden, die
gemeinsam über eine Systemstruktur für den Systemausfall verantwortlich sind.

Die Planung von SR Tests erfolgt nach dem Binomialansatz [5], welcher unterschiedliche
Prüfzeiten und erhöhte Lasten durch ein Lebensdauerverhältnis und einen Raffungsfaktor
berücksichtigen kann. Die Erweiterungen zur Reduktion des Testaufwands nach Kleyner et
al. [165, 202], Beyer und Lauster [157], Krolo [158, 162, 174], Savchuk und Martz [166], Ke-
cecioglu [170] sowie Guida und Pulcini [203] erlauben zwar zusätzliche Berücksichtigung von
Vorkenntnis, hinterfragen aber meist nicht die Eignung des Tests für den vorliegenden Fall
des tatsächlichen Produktverhaltens und des Zuverlässigkeitsziels. Produkte mit mehreren
dominanten Ausfallmoden werden nicht betrachtet.

Die Planung von EoL Tests erfolgt in [57, 60, 189] indem der Stichprobenumfang für unzen-
sierte, Typ I und Typ II zensierte Tests so moduliert wird, dass eine gewünschte Vertrauens-
bereichsbreite erreicht wird. Die Streuung der Vertrauensbereiche zwischen den Stichproben
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gleichen Umfangs wird jedoch nicht berücksichtigt, weswegen diese Ansätze als unvollstän-
dig angesehen werden können. Dieser Umstand wird in [1, 2, 154] durch die Belegung dieser
Unsicherheit mit einer Wahrscheinlichkeit, der Pts beseitigt. Der Ansatz lässt jedoch eine
fundierte statistische Einordnung vermissen. Zudem werden lediglich technische Produkte
mit einer einzigen dominanten Ausfallmode adressiert. Die Planung von Tests zum Nachweis
der Systemzuverlässigkeit werden nicht betrachtet. Außerdem wird die bei diesen Betrach-
tungen verwendete Information über das Ausfallverhalten immer als fest angenommen. Eine
mögliche Unsicherheit dieser Information wird nicht thematisiert und die Vorkenntnis lässt
sich nicht zusätzlich über den Satz von Bayes berücksichtigen.

Mit der Planung von Tests zum Nachweis der Systemzuverlässigkeit beschäftigen sich die
Ansätze von Maisch [171] und Yadav et al. [201]. Dabei wird jedoch die Zuverlässigkeitsan-
forderung an das System auf die Komponenten aufgeteilt. Diese Aufteilung erfolgt so, dass
die bestehenden Methoden zur Planung von Nachweistests einzeln für die Komponenten
angewandt werden können. Zum Nachweis der Systemzuverlässigkeit ist diese Aufteilung
jedoch nicht zwingend notwendig. Eine Betrachtung ohne diese Aufteilung sowie die in der
Planung bereits kombinierte Betrachtung verschiedener Tests sowie der Aggregation der
Informationen zur Systemzuverlässigkeit um den Nachweis des Systems zu erbringen, exi-
stiert nicht. So ist kein direkter und objektiver Vergleich zwischen Komponententests und
Systemtests möglich. Außerdem werden lediglich SR Tests auf Systemebene geplant. Ei-
ne Betrachtung des Testrisikos im Sinne der Pts erfolgt nicht. Der Ansatz nach Hamada
[57] verfolgt für die Systemzuverlässigkeit ein ähnliches Ziel wie die bestehenden Ansätze
zur Planung von EoL Tests. Es werden durch genetische Algorithmen die Kombination der
Testaufwände von SR Tests identifiziert, die eine gewünschte Vertrauensbereichsbreite auf
Systemebene herstellt. Die Streuung der Vertrauensbereiche bezüglich der Stichproben sowie
eine Betrachtung für EoL Tests werden nicht berücksichtigt. Ein Ansatz zur Betrachtung
kombinierter Tests, indem EoL und SR Tests auf gegebenenfalls verschiedenen Systemebe-
nen durchgeführt werden, existiert nicht.

Forschungsbedarf besteht demnach bezüglich der Planung von SR und EoL Tests zum Nach-
weis der Systemzuverlässigkeit. Insbesondere bedarf es dabei der Möglichkeit beliebige Sy-
stemstrukturen mit mehreren Ausfallmoden zu berücksichtigen. Eine Möglichkeit Tests ver-
schiedener Arten und verschiedener Systemelemente objektiv zu bewerten und dadurch diese
Tests zu planen, besteht dabei nicht. Notwendige Vorkenntnis zur Planung wird zwar mit
dem Satz von Bayes als auch mit der Planung der Pts verwendet. Möglichkeiten zur kombi-
nierten Betrachtung mit Pts und der Berücksichtigung über den Satz von Bayes existieren
jedoch nicht. Zudem wird die der Vorkenntnis innewohnenden Unsicherheit nicht betrach-
tet und der statistische Kontext der Pts wurde nicht erarbeitet. Demnach ist es mit den
bestehenden Arbeiten nicht möglich Tests realer Produkte so zu planen, dass die System-
zuverlässigkeit auf effiziente Weise nachgewiesen werden kann.

3.2 Forschungsziel

Basierend auf dem vorgenannten Forschungsbedarf lässt sich das übergeordnete Forschungs-
ziel formulieren:
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Forschungsziel

Die Planung von Tests für den effizienten Nachweis der Systemzuverlässigkeit realer
Produkte ermöglichen.

Die folgende Arbeitshypothese wird verwendet um das Forschungsziel zu erreichen:

Das Konzept der Probability of Test Success lässt sich auf die Planung von Tests für den
Nachweis der Zuverlässigkeit von Systemen mit mehreren Ausfallmoden anwenden. Es er-
möglicht damit die objektive Bewertung hinsichtlich eines erfolgreichen Zuverlässigkeits-
nachweises sowie die Identifikation notwendiger Testaufwände. Dadurch kann sichergestellt
werden, dass reale Produkte erprobt werden können, welche aus mehreren Komponenten
und Systemelementen bestehen. Eine Erweiterung um die Kombination mit dem Satz von
Bayes stellt sicher, dass es sich um effiziente Tests handelt und die Berücksichtigung der
Unsicherheit in der Vorkenntnis ermöglicht eine statistisch abgesicherte Entscheidung be-
züglich der Testkonfiguration. Um diese Betrachtungen zu ermöglichen, kann die Größe der
Probability of Test Success in den statistischen Kontext eines Hypothesentests eingeordnet
werden.

Aus der Verbindung von Forschungsziel und Arbeitshypothese lassen sich die folgenden
Teilziele ableiten:

1. Einordnung der Pts in den statistischen Kontext.

2. Ermöglichung der Planung effizienter Tests zum Nachweis der Systemzuverlässigkeit
realer Produkte mit mehreren Ausfallmoden.

Die Arbeit legt dabei den Fokus auf technische Produkte, welche eine Zuverlässigkeit be-
sitzen, die von einem Betriebsmerkmal, wie beispielsweise einer Laufzeit oder Zyklenzahl,
abhängig ist. Die Betrachtung konzentriert sich also auf den Betriebszeitraum des Produk-
tes. Produkte welche nur einmalig eingesetzt werden können und Produkte welche durch
Reparatur in den betriebsfähigen Zustand zurückgesetzt werden, sind nicht Gegenstand der
vorliegenden Arbeit
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Kapitel 4

Probability of Test Success als

Trennschärfe eines Zuverlässigkeitstests

Die Probability of Test Success Pts wird in diesem Kapitel als Trennschärfe des Zuverlässig-
keitstests bezüglich dem Zuverlässigkeitsnachweis eingeführt. Dazu werden die notwendigen
Hypothesen, Definitionen und Statistiken vorgestellt. Basierend auf diesem Konzept werden
Berechnungsmethoden entwickelt und anschließend verglichen.

4.1 Zuverlässigkeitsnachweistest als Hypothesentest

Die Produktentwicklung – mit all den Berechnungen und Lebensdauerabschätzungen sowie
der Gestaltung des Produkts selbst – sollte neben den Haupt- und Nebenfunktionen auch
die gestellte Zuverlässigkeitsanforderung für die entsprechenden Einsatzbedingungen sicher-
stellen [5, 187, 204]. Ohne die Erfüllung dieser Anforderungen jedoch konkret beobachtet
zu haben, können sie nicht als erfüllt angenommen werden. Aus diesem Grund kann ei-
ne Hypothese über das Zuverlässigkeitsziel formuliert werden. Diese Hypothese muss durch
entsprechend durchgeführte Zuverlässigkeitstests entweder verworfen oder bestätigt werden.
Ein Zuverlässigkeitsnachweistest kann demnach als Hypothesentest betrachtet werden. Das
durch den Test erhaltene Lebensdauerquantil tRs bei geforderter Zuverlässigkeit Rs muss
größer oder gleich der geforderten Lebensdauer ts sein. Da ein Test nur Informationen lie-
fern kann, welche die Hypothese über die Abwesenheit eines zu untersuchenden Phänomens
ablehnen [38, 43, 205], repräsentiert die Nullhypothese H0 die Nicht-Erfüllung des gestellten
Zuverlässigkeitsziels. Ziel des Tests ist es Informationen zu sammeln, sodass die Nullhypothe-
se abgelehnt werden kann. Da die Trennschärfe eines Tests der Entdeckung der Alternative
entspricht, repräsentiert die Alternativhypothese H1 die Erfüllung des Zuverlässigkeitsziels.
Demnach sind die in einem Zuverlässigkeitsnachweistest zu verwendenden Hypothesen die
folgenden [146–148, 161]:

H0 : tRs < ts (4.1)

H1 : tRs � ts (4.2)

Da die Erfüllung des Zuverlässigkeitsziels nicht ohne einen erfolgreichen Test angenommen
werden kann, sind die in der Qualitätstechnik sowie der Produktionstechnik häufig verwen-
deten Begriffe des Produzenten- und Konsumentenrisikos [206–208] hier in ihrer üblichen
Definition nicht anwendbar.
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Das Signifikanzniveau zu welchem die Nullhypothese abgelehnt werden soll, ist durch den
maximal akzeptierten Fehler ↵ vom Typ I vorgegeben. Dieser entspricht der Wahrschein-
lichkeit die Nullhypothese abzulehnen, obwohl diese eigentlich wahr ist. Die geforderte Aus-
sagewahrscheinlichkeit Cs eines Zuverlässigkeitsnachweistests ist das Komplement des gefor-
derten Signifikanzniveaus, da sie die Wahrscheinlichkeit beschreibt, dass die Nullhypothese
korrekterweise als wahr angenommen wird, also das Produkt das Zuverlässigkeitsziel tat-
sächlich nicht erreicht. Die geforderte Aussagewahrscheinlichkeit stellt demnach sicher, dass
die aus dem Test erhaltene Information bezüglich der Zuverlässigkeit mit der eingestellten
Wahrscheinlichkeit korrekt ist. Der Fehler vom Typ II beschreibt dagegen die Wahrschein-
lichkeit �, dass die Nullhypothese fälschlicherweise nicht abgelehnt wurde. Er ist abhängig
von der Testart, dem Stichprobenumfang, dem tatsächlichen Wert des Lebensdauerquantils,
der Ausfallverteilung, der Stichprobenstreuung und der geforderten Aussagewahrscheinlich-
keit. Das Komplement des Fehlers vom Typ II ist die Trennschärfe und beschreibt die Wahr-
scheinlichkeit die Nullhypothese für, einen gewissen Wert der Effektstärke, korrekterweise
abzulehnen [43]. Im Kontext der Zuverlässigkeitsnachweistests beschreibt die Trennschärfe
demnach die Wahrscheinlichkeit des Tests das Zuverlässigkeitsziel nachzuweisen. Da die nach
den Gleichungen 4.1 und 4.2 definierten Hypothesen für einen Zuverlässigkeitsnachweistest
immer identisch sind, kann die Probability of Test Success Pts als Trennschärfe verstanden
werden. Eine alleinige Berücksichtigung der geforderten Aussagewahrscheinlichkeit für die
Planung von Zuverlässigkeitstests ist demnach unzureichend, da die Untersuchung hinsicht-
lich der Eignung des Tests auf das aktuelle Szenario vernachlässigt wird [1–3, 146, 147, 161].
Diese Erkenntnis ergibt sich dabei aus dem hergestellten statistischen Kontext.

Da die Trennschärfe – und damit die Pts – immer nur für eine gewisse Effektstärke [43],
also einen gewissen Wert des tatsächlichen Lebensdauerquantils des Produkts, angegeben
werden kann und sich die Entdeckungswahrscheinlichkeit der Alternativhypothese mit der
Effektstärke ändert, muss eine geeignete Größe entworfen werden, die die Effektstärke bei
Zuverlässigkeitsnachweistests angeben kann. Zu diesem Zweck wird der Sicherheitsabstand
verwendet, welcher von Dazer et al. [1] eingeführt wurde. Er beschreibt den anteiligen Ab-
stand zwischen der geforderten ts und der tatsächlichen Lebensdauer des Produkts entspre-
chend der Vorkenntnis tp , jeweils bei geforderter Zuverlässigkeit. Er ist definiert als:

s ⌘ 1� ts

tp
(4.3)

Der Sicherheitsabstand ist gleich Null, wenn die Vorkenntnis besagt, dass die geforderte
Lebensdauer gleich der tatsächlichen Lebensdauer ist. Wird diese Größe verwendet, kann
die Effektstärke � wie folgt formuliert werden:

� ⌘ tp � ts = s · tp (4.4)

Um die Aussagewahrscheinlichkeit C sowie die Probability of Test Success Pts zu berechnen,
müssen die Verteilungen der Teststatistik unter Gültigkeit der Null- und der Alternativhypo-
these bestimmt werden. Mit dem Sicherheitsabstand aus Gleichung 4.3 und der Effektstärke
aus Gleichung 4.4, kann die Teststatistik ⌧ eines Zuverlässigkeitsnachweistests definiert wer-
den als

⌧ ⌘ tRs � ts. (4.5)

Sie ist so gewählt, da sie die Differenz des Lebensdauerquantils aus dem Test zum Erwar-
tungswert des Lebensdauerquantils unter Gültigkeit der Nullhypothese (⌧ = 0 für tRs = ts)
entsprechend der Vorkenntnis über die Ausfallverteilung angibt.
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Die Verteilung der Teststatistik unter Gültigkeit der Nullhypothese fH0(⌧) wird hier Null-
verteilung genannt und die Verteilung der Teststatistik unter Gültigkeit der Alternativhy-
pothese fH1(⌧) wird Alternativverteilung genannt. Die Alternativverteilung ist durch die
Vorkenntnis über die Ausfallverteilung und das Verhalten des Tests bezüglich der Erzeu-
gung von Ausfallzeiten definiert. Für eine ganzheitliche statistische Testplanung wird damit
ersichtlich, dass eine Vorkenntnis der Ausfallverteilung notwendig ist, da damit die Effekt-
stäke bestimmt wird. Die Alternativverteilung fH1(⌧) kann durch Verschiebung der confi-
dence distribution [138] der Lebensdauerquantile unter Gültigkeit der Alternativhypothese
H1 ermittelt werden. Sie muss um die geforderte Lebensdauer ts verschoben werden, sie-
he Gleichung 4.5. Die Verteilung der Teststatistik ist vom Stichprobenumfang, dem Test
und der Ausfallverteilung des Produkts abhängig. Zur Berechnung der Nullverteilung muss
die Ausfallverteilung unter Gültigkeit der Nullhypothese H0 verwendet werden, also s = 0
(Effektstärke von Null, � = 0). Wird die Ausfallverteilung durch eine Weibullverteilung
beschrieben, muss der Weibullformparameter b erhalten bleiben, da er mit der Ausfallmode
verknüpft ist (siehe [5]). Der Skalenparameter T hingegen wird entsprechend der Gültigkeit
der Nullhypothese angepasst. Mit der Nullverteilung fH0(⌧) kann die signifikante Effektstär-
ke �krit entsprechend der geforderten Aussagewahrscheinlichkeit Cs berechnet werden. Da-
mit kann in Verbindung mit der Alternativverteilung fH1(⌧) die Probability of Test Success
Pts, die Trennschärfe des zu untersuchenden Tests, bestimmt werden. Die dazu erforderlichen
Gleichungen lauten wie folgt:

Cs = 1� ↵ =

Z �krit

�1
fH0(⌧)d⌧ (4.6)

Pts ⌘ 1� � =

Z +1

�krit

fH1(⌧)d⌧ (4.7)

Die Verteilungen können parametrische oder parameterfreie (empirische) Verteilungen sein,
beispielsweise wenn eine MCS verwendet wird. Die Pts ist damit durch die Gleichungen 4.1
bis 4.7 definiert und der statistische Zusammenhang hergestellt.

Um die Pts für einen bestimmten Zuverlässigkeitstest korrekt angeben zu können, ist die rich-
tige Effektstärke zu verwenden. Die Effektstärke ist durch die Ausfallzeiten des Produkts
(beziehungsweise dessen Zuverlässigkeit) bestimmt. Die richtige Effektstärke muss demnach
aus einer Information über die voraussichtlichen Ausfallzeiten (beziehungsweise Zuverlässig-
keit) des Produkts abgeleitet werden. Hierzu ist Vorkenntnis über das Produkt und dessen
Ausfallverteilung (beziehungsweise Zuverlässigkeit) notwendig. Die Beziehungen zwischen
den Hypothesen, der Aussagewahrscheinlichkeit und der Probability of Test Success sind in
Tabelle 4.1 dargestellt. Die beiden Verteilungen aus den Gleichungen 4.4 und 4.5 sind in
Abbildung 4.1 zusammen mit den relevanten Parametern veranschaulicht.

4.2 Berechnung der Probability of Test Success als

Trennschärfe

Durch den vorgestellten Ansatz des Zuverlässigkeitsnachweistests als Hypothesentest lässt
sich die Pts entsprechend diesem Kontext berechnen. Um die Pts für einen bestimmten Zu-
verlässigkeitstest bestimmen zu können, müssen die Verteilungen der Teststatistik ⌧ unter
Gültigkeit von H0 (Nullverteilung) und H1 (Alternativverteilung) sowie die Integrale aus den
Gleichungen 4.6 und 4.7 berechnet werden. Im Folgenden werden drei Berechnungsmetho-
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Tabelle 4.1: Interpretation der Aussagewahrscheinlichkeit, der Probability of Test Success und
den Hypothesen im Kontext der Zuverlässigkeitsnachweistests.

Nullhypothese H0 : tRs < ts

Die Zuverlässigkeits-
anforderung ist
nicht erfüllt

Alternativhypothese H1 : tRs � ts

Die Zuverlässigkeits-
anforderung ist
erfüllt

Aussage-
wahrscheinlichkeit C = 1� ↵

Wahrscheinlichkeit
H0 korrekterweise
anzunehmen

Wahrscheinlichkeit,
dass die Zuverlässigkeits-
aussage des Tests
korrekt ist

Probability
of Test Success Pts = 1� �

Wahrscheinlichkeit
H1 korrekterweise
anzunehmen

Wahrscheinlichkeit
des Tests das
Zuverlässigkeitsziel
korrekterweise
nachzuweisen

0 �krit �

fH0

fH1

Annahme von H0 Ablehnung von H0

C = 1� ↵

Pts = 1� �

⌧

f

Abbildung 4.1: Nullverteilung fH0 , Alternativverteilung fH1 , Aussagewahrscheinlichkeit C und
Probability of Test Success Pts als Funktionen der Teststatistik ⌧ = tRs � ts.

den vorgestellt, welche je nach Anwendung Vor- und Nachteile bieten können. Ein Vergleich
mit der Berechnungsmethode mittels MCS nach Dazer [2], welche die Betrachtung als Hy-
pothesentest nicht vornimmt und allein auf dem Gesetz der großen Zahlen beruht wird unter
anderem in Kapitel 4.3 vorgestellt.

4.2.1 Allgemeine Berechnungsmethode

Aufgrund der potentiell sehr komplexen Muster, zu welchen die Ausfall- und Laufzeiten
der Prüflinge bei den verschiedenen Zuverlässigkeitstests erzeugt werden können, den Un-
terschieden zwischen den Zuverlässigkeitstests und der großen Anzahl an möglichen Kon-
figurationen der Tests, soll eine allgemeine Berechnungsmethode sehr flexibel sein um alle
Szenarien abdecken zu können. Um diese Flexibilität zu erreichen wird ein Bootstrap-Ansatz
[97] verwendet (vergleiche Kapitel 2.2.2), da dieser keinerlei analytische Untersuchungen und
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Berechnungen erfordert um die Pts für den jeweils vorliegenden Test berechnen zu können.
Die Bootstrap-Methode wird verwendet um die Null- und Alternativverteilung aus den Glei-
chungen 4.6 und 4.7 und Abbildung 4.1 zu schätzen. Da diese Verteilungen fH0 und fH1 so
in empirischer, verteilungsfreier Form bestimmt werden, wird nicht nur die Varianz, sondern
auch die gesamte Form der Verteilungen und alle statistischen Momente berücksichtigt. Es
muss also keine Annahme über die Verteilungen getroffen werden. Die Basis für die Be-
rechnung bildet Vorkenntnis über das Ausfallverhalten des Produkts. Aus ihr werden die
Verteilungen der Ausfallzeiten unter Gültigkeit der beiden Hypothesen abgeleitet.

End-of-Life Tests

Für EoL Tests müssen im ersten Schritt des Bootstrap-Ansatzes n Pseudozufallszahlen
der Ausfallzeiten aus der Ausfallverteilung F (t), welche durch die Vorkenntnis bekannt ist,
erzeugt werden. Der Stichprobenumfang und das Muster, nach welchem diese Ausfallzei-
ten und deren Zensierungen erzeugt werden, muss dem Zuverlässigkeitsnachweistest ent-
sprechen, für welchen die Pts berechnet wird. Die Ausfallverteilung F̂ (t) dieser Bootstrap-
Stichprobe wird beispielsweise über eine MLE geschätzt und daraus die Lebensdauer bei ge-
forderter Zuverlässigkeit t̂Rs berechnet. Da die Ausfallverteilung der Vorkenntnis die Effekt-
stärke � bestimmt und mit der Alternativhypothese H1 verknüpft ist und dieser entspricht
(sofern s > 0), kann ein Wert der Teststatistik unter Gültigkeit der Alternativhypothese
⌧̂H1 erhalten werden, indem von dieser berechneten Lebensdauer die geforderte Lebensdauer
subtrahiert wird:

⌧̂H1 = t̂Rs � ts = F̂
�1(1�Rs)� ts (4.8)

Werte der Teststatistik unter Gültigkeit der Nullhypothese H0 können auf ähnliche Weise
berechnet werden. Allerdings muss dazu die verwendete Ausfallverteilung der Nullhypothe-
se H0 entsprechen. Das bedeutet, dass der Sicherheitsabstand kleiner, oder im Grenzfall,
gleich Null sein muss, also s  0. Sollte diese Ausfallverteilung durch Vorkenntnis bekannt
sein, kann sie direkt verwendet werden. Sie kann jedoch auch aus der Vorkenntnis über die
Ausfallverteilung des Produkts (gültig für H1 für s � 0) berechnet werden. Dazu werden
die aus F (t) erzeugten Ausfallzeiten mit (1 � s) multipliziert, so dass der Grenzfall s = 0
erreicht ist. Für die transformierte Verteilung ist damit tp = ts. Diese multiplikative Trans-
formation stellt sicher, dass die Form der Ausfallverteilung F (t) erhalten bleibt. Dies ist
notwendig, denn die Form der Ausfallverteilung ist für die Ausfallmode charakteristisch [5]
und die Ausfallmode soll sowohl unter Gültigkeit der Null- als auch der Alternativhypothese
dieselbe sein. Sofern es sich um eine Weibullverteilung handelt, wird dadurch der Formpa-
rameter b auch in der transformierten Verteilung erhalten bleiben. Um die bereits erzeugten
Bootstrap-Stichproben der Teststatistik zu verwenden, können die folgenden Gleichungen
genutzt werden um die Werte der Teststatistik unter Gültigkeit der Nullhypothese H0 zu
berechnen:

⌧̂H0 = (1� s) t̂Rs � ts = ts ·
 
F̂

�1(1�Rs)

F�1(1�Rs)
� 1

!
= ts ·

✓
t̂Rs

tp
� 1

◆
(4.9)

Wobei der Wert des Sicherheitsabstandes s mit tp aus tp = F
�1(1 � Rs) der Vorkennt-

nis verwendet werden muss. Diese Gleichung gilt für eine Bootstrap-Stichprobe. Es werden
mehrfach Ausfallzeiten aus der Ausfallverteilung der Vorkenntnis erzeugt. Diese werden ver-
wendet um die Lebensdauerquantile t̂Rs aus der damit geschätzten Verteilung zu bestimmen
und dann so transformiert, dass Werte der Teststatistik ⌧̂H1 und ⌧̂H0 unter Gültigkeit beider
Hypothesen erhalten werden. Durch das Gesetz der großen Zahlen, lassen sich damit die
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Integrale aus den Gleichungen 4.6 und 4.7 berechnen. Der Ansatz ist also ähnlich einem
Perzentil-Bootstrap-Vertrauensbereich. Der Wert der kritischen, signifikanten Effektstärke
�krit aus Gleichung 4.6 wird über

Cs
!
=

Anzahl von ⌧̂H0  �krit

Gesamtzahl der Iterationen
(4.10)

berechnet. Mit diesem Wert kann die Pts von vollständigen oder beliebig zensierten EoL
Tests folgendermaßen berechnet werden:

Pts =
Anzahl von ⌧̂H1 � �krit

Gesamtzahl der Iterationen
(4.11)

Da die Lage der Nullverteilung von ⌧̂H0 und der Alternativverteilung von ⌧̂H1 fest mit den Hy-
pothesen verknüpft (s < 0 und s � 0)), jedoch eventuell durch die verwendeten Schätzer der
Quantile verzerrt sind (zum Beispiel Verzerrung der MLE [80]), werden die beiden berechne-
ten Verteilungen verschoben, sodass deren Median genau den beiden Hypothesen entspricht,
also median(⌧̂H0) = 0 und median(⌧̂H1) = tp� ts. Dadurch wird durch den Bootstrap-Ansatz
lediglich die Form und Streuung der beiden Verteilungen bestimmt. Die Lage ist jedoch
durch die Hypothesen vorgegeben. Soll die Pts eines zensierten EoL Tests berechnet werden,
so müssen die Bootstrap-Stichproben enstsprechend zensiert werden. Wird beispielsweise
eine MLE zur Schätzung der Ausfallverteilung verwendet, können die Zensierungen für die
Schätzung vollständig berücksichtigt werden.

Success-Run Tests

Das Vorgehen um die Pts für einen SR Test zu berechnen, ist weniger komplex, da lediglich
die Ausfälle gezählt werden müssen um einen Erfolg des Tests im Sinne eines Zuverlässig-
keitsnachweises zu attestieren. Die gleichen Bootstrap-Stichproben welche aus F (t) erzeugt
werden, können verwendet werden um die Pts eines SR Tests mit einem Maximum an k

zugelassenen Ausfällen zu berechnen:

Pts =
Anzahl Bootstrap-Stichproben mit   k

Gesamtzahl der Iterationen
(4.12)

Die tatsächliche Anzahl an Ausfällen, welche vor Ende der Laufzeit des SR Tests auftreten ist
hier . Das Vorgehen zur Berechnung der Pts mittels der allgemeinen Berechnungsmethode
ist in Abbildung 4.2 dargestellt.

4.2.2 Analytische und exakte Berechnung bei Success-Run Tests

Während die allgemeine Berechnungsmethode für alle Testarten und Konfigurationen ver-
wendet werden kann um die Pts zu berechnen, erlaubt der SR Test auch eine exakte Berech-
nung in geschlossener Form ohne den Bootstrap-Ansatz zu verwenden. Da ein SR Test keine
Schätzung der Ausfallverteilung erlaubt, aber stattdessen eine Zuverlässigkeitsverteilung für
die geforderte Lebensdauer ts in Form einer Binomial- oder Betaverteilung bestimmt werden
kann, müssen die Hypothesen aus den Gleichungen 4.1 und 4.2 folgendermaßen umformuliert
werden:

H0 : R(ts) < Rs(ts) (4.13)

H1 : R(ts) � Rs(ts) (4.14)
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Vorkenntnis:
Ausfallverteilung F (t)

Erzeugen von n (pseudo-zufälligen)
Ausfallzeiten ti aus F (t) und

entsprechend dem Test zensieren,
sofern notwendig

Bestimme die Ausfallverteilung
F̂ (t) aus ti (z. B. MLE)

Bestimme die Teststatistik ⌧̂ unter
Gültigkeit von H0 und H1 mittels F̂ (t):
⌧̂H0 = (1� s) F̂�1(1�Rs)� ts

⌧̂H1 = F̂
�1(1�Rs)� ts

Berechne �krit aus ⌧̂H0 und Cs

Berechne Pts aus ⌧̂H1 und �krit

Erzeugen von n (pseudo-zufälligen)
Ausfallzeiten ti aus F (t)

Zähle Anzahl Ausfälle , die
kleiner als die Prüfzeit sind:

ti < tprüf

Werte als Erfolg, sofern
weniger oder gleich
viele Ausfälle als
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Berechne Pts über
Verhältnis aus Anzahl

erfolgreicher Tests
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er
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er
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re

EoL Tests: SR Tests:

Abbildung 4.2: Vorgehen der allgemeinen Berechnungsmethode der Probability of Test Success
Pts von EoL und SR Tests.

Hierbei ist die bestimmte Zuverlässigkeit R(ts) bei geforderter Lebensdauer ts die entschei-
dende Größe für einen erfolgreichen (entspricht H1) oder gescheiterten (entspricht H0) Nach-
weis des Zuverlässigkeitsziels. Für einen Stichprobenumfang von n kann die erreichte Aussa-
gewahrscheinlichkeit C des SR Tests für die geforderte Zuverlässigkeit Rs über die folgende
Binomialverteilung berechnet werden [5]:

C = 1�
kX

i=0

✓
n

i

◆
(Rs)

n�i (1�Rs)
i (4.15)

Dies gilt, sofern die Laufzeit der Prüflinge identisch mit der geforderter Lebensdauer ist und
maximal k Prüflinge während des Tests ausfallen. Der Binomialansatz nimmt an, dass der
Parameter der Erfolgswahrscheinlichkeit der Binomialverteilung gleich dem Komplement
der geforderten Zuverlässigkeit Rs ist. Dies entspricht der Nullhypothese aus Gleichung
4.13 für den Grenzfall von s = 0. In Analogie zu Gleichung 4.15 und den Integralen aus
den Gleichungen 4.6 und 4.7 kann die Pts eines SR Tests über folgende Binomialverteilung
analytisch und exakt berechnet werden:

Pts =
kX

i=0

✓
n

i

◆
(Rp)

n�i (1�Rp)
i (4.16)

Statt der geforderten Zuverlässigkeit wird hier die Zuverlässigkeit bei der geforderten Le-
bensdauer entsprechend der Vorkenntnis Rp(ts) = 1�F (ts) als das Komplement des Parame-
ters der Erfolgswahrscheinlichkeit der Binomialverteilung verwendet. Ist die Zuverlässigkeit
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entsprechend der Vorkenntnis größer oder gleich der geforderten Rp(ts) � Rs(ts), entspricht
dies der Alternativhypothese aus Gleichung 4.14. Durch die Verwandtschaft zwischen der
Binomial- und der Betaverteilung [65], können die Gleichungen 4.15 und 4.16 auch als Be-
taverteilungen geschrieben werden:

C =

Z 1

Rs

R
n�k�1 · (1�R)k

� (n� k; k + 1)
dR (4.17)

Pts =

Z
Rp

0

R
n�k�1 · (1�R)k

� (n� k; k + 1)
dR (4.18)

Es handelt sich in beiden Fällen um dieselbe Betaverteilung B (n� k; k + 1), da die re-
sultierende Zuverlässigkeitsverteilung einzig durch die Anzahl der Überlebenden und der
ausgefallenen Prüflinge definiert ist. Da es sich um dieselbe Verteilung handelt und sich die
Aussagewahrscheinlichkeit und die Probability of Test Success nur in den Integralgrenzen
unterscheiden, ist direkt ersichtlich, dass die Pts zum Komplement der geforderten Aussage-
wahrscheinlichkeit wird wenn sich die geforderte Zuverlässigkeit der tatsächlichen annähert,
also Pts ! 1 � Cs für Rp ! Rs beziehungsweise s ! 0. In der Planung von SR Tests wird
Gleichung 4.15 verwendet um den erforderlichen Stichprobenumfang zu berechnen, sodass
das Zuverlässigkeitsziel erreicht werden kann. Also ist die resultierende Zuverlässigkeitsver-
teilung bereits in der Planung festgelegt (eine Betaverteilung in den Gleichungen 4.17 und
4.18). Aus diesem Grund kann der SR Test nur dann akzeptable Werte der Pts (zum Bei-
spiel Pts >> 50%) erreichen, wenn eine entsprechende Überdimensionierung bezüglich der
Zuverlässigkeit erreicht ist. Diese Überdimensionierung ist in der Regel nicht gewünscht,
da das Produkt das Zuverlässigkeitsziel zwar erreichen, jedoch nicht unnötig übersteigen
soll. Diese Erkenntnis ist ganz wesentlich für den Umgang mit SR Tests und wird durch
den hier hergestellten statistischen Kontext ermöglicht. Die Zusammenhänge der Verteilung
(Gleichungen 4.17 und 4.18) und die relevanten Parameter sind in Abbildung 4.3 dargestellt.

Pts = 1� �

C = 1� ↵

Rs Rp 1 R

f

Abbildung 4.3: Betaverteilung des SR Tests und entsprechende Integrale der
Aussagewahrscheinlichkeit C und Probability of Test Success Pts.
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Für beschleunigte SR Tests und jene mit einem Lebensdauerverhältnis können die Gleichun-
gen 4.17 und 4.18 um einen Raffungsfaktor und ein Lebensdauerverhältnis erweitert werden
(siehe auch Gleichung 2.58):

g(R) = R

Pn�k
i=1 (LV,i·ri)

b

·
kY

j=1

⇣
1�R

(LV,j ·rj)
b⌘

(4.19)

C =

Z 1

Rs

g(R)
R 1

0 g(R)dR
dR (4.20)

Pts =

Z
Rp

0

g(R)
R 1

0 g(R)dR
dR (4.21)

Dazu wird ein Weibullformparameter b benötigt, welcher aus der Vorkenntnis verwendet
werden kann. Die Integranden in den Gleichungen 4.17 und 4.18 sind nicht weiter Beta-
verteilungen, da die Exponenten des Produkts nicht weiter zur Form der Betaverteilung
passen. Es handelt sich jedoch weiter um dieselbe Verteilung in den Gleichungen 4.20 und
4.21, welche mit numerischen Mitteln berechnet werden kann.

4.2.3 Analytische und approximative Berechnung bei End-of-Life

Tests

Die allgemeine Berechnungsmethode kann durch den Bootstrap-Ansatz zeitaufwendig und
mit viel Rechenleistung verbunden sein. Beispielsweise wenn viele verschiedene Tests und ein
großer Parameterraum untersucht werden sollen. Außerdem ist die Anzahl an Iterationen
direkt mit der Genauigkeit und dem Rechenaufwand verknüpft. Um dennoch eine schnelle
und einfach zu implementierende Berechnungsmethode für die Pts zu ermöglichen, wird im
Folgenden eine approximative, analytische Berechnungsmethode für EoL Tests vorgestellt,
welche in vielen Fällen eine ausreichende Genauigkeit aufweist und auf einen Bootstrap-
Ansatz oder eine MCS verzichtet.

Um die Verteilungen von ⌧H0 und ⌧H1 ohne Bootstrap oder MCS bestimmen zu können,
wird der zentrale Grenzwertsatz (siehe Kapitel 2.1.5) verwendet. Viele statistische Größen
sind im Grenzfall für einen unendlich großen Stichprobenumfang normalverteilt. Für end-
liche Stichprobenumfänge kann die Normalverteilung als Approximation an die Verteilung
der statistischen Größe verwendet werden. Auch wenn die Lebensdauer von technischen
Produkten nicht normalverteilt ist, so kann die Verteilung eines bestimmten Quantils der
Lebensdauer durch eine Normalverteilung angenähert werden. Nach dem zentralen Grenz-
wertsatz ist die Verteilung des Stichprobenquantils einer bekannten Verteilung F (t), also
das empirisch gebildete Quantil, normalverteilt mit den Parametern [20, 45]

µ = F
�1(q) (4.22)

� =

s
q · (1� q)

n · f (F�1(q))2
. (4.23)

Wobei das q-Quantil der Verteilung F (t) aus deren Umkehrfunktion gebildet wird: F�1(q).
f(t) ist die Dichtefunktion von F (t) und n der Stichprobenumfang. Mit der Teststatistik aus
Gleichung 4.5 und dem asymptotischen Verhalten aus den Gleichungen 4.22 und 4.23 können
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die approximativen Verteilungen von ⌧H0 und ⌧H1 folgendermaßen als Normalverteilungen
bestimmt werden:

⌧H0 ⇠ N
 
0;

s
Rs · (1�Rs)

n · f0(ts)2

!
(4.24)

⌧H1 ⇠ N
 
tp � ts;

s
Rs · (1�Rs)

n · f (tp)
2

!
(4.25)

Dabei ist f0(t) die entsprechend H0 verschobene Verteilung aus der Vorkenntnis f(t) und
tp = F

�1(1 � Rs). Handelt es sich bei der Vorkenntnis der Ausfallverteilung um eine Wei-
bullverteilung mit Skalenparameter T , so kann der Parameter T0 der Verteilung f0(t) über

T0 = (1� s)T =
ts

tp
T (4.26)

bestimmt werden. Der Formparameter ist identisch mit dem der Verteilung F (t), also b0 = b.
Mittels dem zentralen Grenzwertsatz, den Gleichungen 4.24 und 4.25 kann die Probability
of Test Success Pts eines EoL Tests folgendermaßen approximativ über Normalverteilungen
bestimmt werden:

Pts ⇡ 1� �

 
��1

 
Cs; 0,

s
Rs · (1�Rs)

n · f0(ts)2

!

| {z }
=�krit

; tp � ts,

s
Rs · (1�Rs)

n · f(tp)2

!
(4.27)

Es wird dazu mit der Normalverteilung der Teststatistik (des Stichprobenquantils) unter
Gültigkeit der Nullhypothese aus Gleichung 4.24 der kritische Wert der Teststatistik �krit

bestimmt, welcher der geforderten Aussagewahrscheinlichkeit Cs entspricht. Mit diesem Wert
wird der Fehler � über die Normalverteilung der Teststatistik unter Gültigkeit der Alter-
nativhypothese aus Gleichung 4.25 bestimmt, welcher das Komplement der Probability of
Test ist. Hierbei wird das Lebensdauerquantil als das Stichprobenquantil bestimmt. Es wird
also davon ausgegangen, dass keine Schätzung der Ausfallverteilung beispielsweise über eine
MLE stattfindet. Dies bedeutet auch, dass Zensierungen nur sehr eingeschränkt berücksich-
tigt werden können.

Um die nach der Durchführung des Tests stattfindende MLE der Ausfallverteilung abzu-
bilden sowie die Berücksichtigung von Zensierungen zu ermöglichen, kann eine weitere Ap-
prroximation gefunden werden. Dabei wird die asymptotische Eigenschaft der MLE ver-
wendet, welche ebenso auf dem zentralen Grenzwertsatz, der Fisher- beziehungsweise der
Varianz-Kovarianz-Matrix als auch einer Taylorreihenentwicklung beruht. Dies ermöglicht
die Berechnung der Pts in approximativer Weise für EoL Tests in vollständiger und zensier-
ter Weise für den Fall, dass die Ausfallverteilung mittels der MLE bestimmt wird. Es wird
kein Bootstrap und keine MCS benötigt. Die Log-Likelihood ⇤ der Weibullverteilung lautet
[60]

⇤(T,b) = (n�m) (ln(b)� b ln(T )) +
n�mX

i=1

 
(b� 1) ln(ti)�

✓
ti

T

◆b
!

�
mX

j=1

✓
tj

T

◆b

(4.28)

mit n �m unzensierten Ausfallzeiten ti und m rechtszensierten Ausfallzeiten tj. Die Like-
lihood kann für linkszensierte sowie intervallzensierte Ausfallzeiten erweitert werden. Die
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Varianz-Kovarianz-Matrix V ist die Inverse der Fisher Informationsmatrix I [60]. Da I sym-
metrisch positiv definit ist, kann ihre Inverse V folgendermaßen berechnet werden

V =

"
Var(T ) Cov(T, b)

Cov(b,T ) Var(b)
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mit
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(4.32)

Die Summen in den Gleichungen 4.30 und 4.32 werden sowohl über die unzensierten Aus-
fallzeiten ti als auch die zensierten Ausfallzeiten tj gebildet. Deswegen wird nur ein Sum-
mationsindex i verwendet.

Mittels einer linearen Taylorreihenentwicklung (siehe z. B. [60, 209]) kann die Varianz der
MLE Schätzung der Quantilsfunktion der Weibullverteilung tq = T (�ln(1� q))1/b zur Be-
rechnung des Lebensdauerquantils durch Folgendes approximiert werden:

Var(tq) =

✓
@tq

@T

◆2

Var(T ) +

✓
@tq

@b

◆2

Var(b) + 2
@tq

@T

@tq

@b
Cov(T, b)

= (�ln(1� q))2/b Var(T ) +
T

2

b4
ln(�ln(1� q))2(�ln(1� q))2/b Var(b)

� 2T

b2
ln(�ln(1� q))(�ln(1� q))2/b Cov(T, b). (4.33)

Nach dem asymptotischen Verhalten der MLE und dem zentralen Grenzwertsatz unter ge-
wissen Regularitätsbedingungen1 (siehe [60, 210]) folgt die Variable tq ungefähr einer Nor-
malverteilung

tq ⇠ N
✓
T (�ln(1� q))1/b ;

q
Var(tq)

◆
. (4.34)

Die so verwendete Varianz des Lebensdauerquantils Var(tq) ergibt sich aus den beobachte-
ten Ausfallzeiten ti und tj, welche in den Gleichungen 4.30 bis 4.32 wieder zu finden sind.
Da jedoch entgegen dem Ansatz mittels der MCS keine Ausfallzeiten erzeugt werden sollen,
können diese über die Vorkenntnis der Ausfallverteilung F (t) geschätzt werden. Unter Ver-
1 Die Log-Likelihood muss dreifach differenzierbar sein, die erwarteten Werte von allen ersten

und zweiten Ableitungen existieren und die dritten Ableitungen müssen durch eine Funktion
beschränkt sein dessen Erwartungswert endlich ist.
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wendung der Ordnungstatistiken [65], ist der Median einer jeden Ausfallzeit als Funktion
des Stichprobenumfangs folgendermaßen bestimmt:

ti = F
�1
�
B�1(0.5; i, n� i+ 1)

�
(4.35)

Die häufig im Medianrangverfahren angewandte Approximation an den Median einer Beta-
verteilung nach Benard [66] kann auch hier verwendet werden. Für eine Weibullverteilung
als Vorkenntnis der Ausfallverteilung können die Ausfallzeiten demnach folgendermaßen
approximiert werden:

ti ⇡ T ·
✓
�ln

✓
1� i� 0.3

n+ 0.4

◆◆1/b

8i 2 [1, n]. (4.36)

Dabei können zensierte Ausfallzeiten mittels den Gleichungen 4.35 und 4.36 und dem ent-
sprechenden Zensierungsschema erzeugt werden. Grundsätzlich ließe sich hier statt der syn-
thetischen Ausfallzeiten auch die erwartete Varianz-Kovarianz-Matrix der Weibullverteilung
verwenden (siehe beispielsweise [211]). Die erwartete Varianz-Kovarianz-Matrix ist jedoch
weniger flexibel bezüglich alternativer Ausfallverteilungen und Zensierungen, da sie für je-
den Fall erneut aufgestellt werden müsste. Zudem werden die Ausfallzeiten ohnehin bei-
spielsweise für die Abschätzung der vom Test benötigten Zeit benötigt. Die Verteilung des
Lebensdauerquantils aus Gleichung 4.34 entspricht der Alternativhypothese H1 aus Glei-
chung 4.2. Demnach ist die angenäherte Verteilung des Lebensdauerquantils tRs,H1 unter
Gültigkeit der Alternativhypothese

tRs,H1 ⇠ N
�
T (�ln(Rs))

1/b; �H1

�
(4.37)

mit

�H1 =

✓
(�ln(Rs))

2/b Var(T ) +
T

2

b4
ln(�ln(Rs))

2(�ln(Rs))
2/bVar(b)

� 2T 2

b2
ln(�ln(Rs))(�ln(Rs))

2/bCov(T, b)

◆1/2

(4.38)

unter Verwendung der Gleichungen 4.29, 4.30, 4.31 und 4.32 mit den Parametern der Wei-
bullverteilung der Vorkenntnis sowie den synthetischen Ausfallzeiten aus Gleichung 4.35
oder 4.36 und q = 1� Rs in Gleichung 4.33. Die Verteilung des Lebensdauerquantils unter
Gültigkeit der Nullhypothese tRs,H0 wird mit der Weibullverteilung mit dem transformierten
Skalenparameter T0 aus Gleichung 4.26 und den entsprechend damit berechneten syntheti-
schen Ausfallzeiten über Gleichung 4.35 oder 4.36 berechnet

tRs,H0 ⇠ N (ts; �H0) (4.39)

mit

�H0 =

✓
(�ln(Rs))

2/b Var(T0) +
T

2
0

b4
ln(�ln(Rs))

2(�ln(Rs))
2/bVar(b)

� 2T 2
0

b2
ln(�ln(Rs))(�ln(Rs))

2/bCov(T0, b)

◆1/2

(4.40)

wobei auch die Varianzen und Kovarianzen in Gleichung 4.29 mit dem transformierten Ska-
lenparameter T0 ausgewertet werden müssen, sodass sie Gültigkeit für die Nullhypothese
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besitzen. Mit den Gleichungen 4.37 bis 4.40 lassen sich die Verteilungen der Lebensdau-
erquantile unter Gültigkeit der beiden Hypothesen bestimmen. Um die Null- und Alter-
nativerteilungen der Teststatistik zu erhalten, ist lediglich die geforderte Lebensdauer von
den Werten der Lebensdauerquantile zu subtrahieren. Die Null- und Alternativverteilun-
gen entsprechen also den Verteilungen der Lebensdauerquantile unter Gültigkeit der beiden
Hypothesen. Sie sind jedoch bezüglich der Lage verschoben. Für die Nullverteilung ergibt
sich dabei µ = 0 und für die Alternativverteilung ergibt sich entsprechend der Vorkenntnis
µ = T (�ln(Rs))1/b � ts. Damit kann die Probability of Test Success Pts eines vollständigen
oder zensierten EoL Tests folgendermaßen approximativ berechnet werden:

Pts ⇡ 1� �

✓
��1

⇣
Cs; 0, �H0

⌘

| {z }
=�krit

; T (�ln(Rs))
1/b � ts, �H1

◆
(4.41)

Dabei wird davon ausgegangen, dass das Lebensdauerquantil über eine MLE Schätzung der
Ausfallverteilung bestimmt wird. Hierbei sind beliebige Zensierungen möglich. Aufgrund des
multiplikativen Zusammenhangs zwischen den Ausfallzeiten bei Gültigkeit der Alternativ-
hypothese und der Nullhypothese, ist dieser Zusammenhang auch für die entsprechenden
Lebensdauerquantile gültig und damit ebenso für die Beziehung zwischen Alternativvertei-
lung und Nullverteilung. Aus diesem Grund besteht entsprechend Gleichung 4.26 folgende
Beziehung der Standardabweichungen der Alternativ- und Nullverteilung:

�H0 = (1� s) · �H1 =
ts

T
(�ln(Rs))

�1/b
�H1 . (4.42)

Es kann also auf eine explizite Berechnung der Standardabweichung der Nullverteilung ver-
zichtet werden, da sich diese direkt aus der der Alternativverteilung berechnen lässt. Für
die Berechnung der Pts lässt sich schreiben:

Pts ⇡ 1� �

✓
��1

⇣
Cs; 0,

ts

T
(�ln(Rs))

�1/b
�H1

⌘
; T (�ln(Rs))

1/b � ts, �H1

◆
. (4.43)

Wird statt der Quantilsfunktion der Weibullverteilung wie in Gleichung 4.33 der natürliche
Logarithmus des Quantils verwendet, also o = ln(tq) = ln(T ) + ln(�ln(1�q))

b
, so kann die

Varianz analog zu Gleichung 4.33 durch folgendes approximiert werden:

Var(o) =

✓
@o

@T

◆2

Var(T ) +

✓
@o

@b

◆2

Var(b) + 2
@o

@T

@o

@b
Cov(T, b)

=
Var(T )

T 2
+ (ln(�ln(1� q)))2

Var(b)

b4
(4.44)

� 2

b2

✓
ln(�ln(1� q))

T

◆
Cov(T, b)

Die Variable o = ln(tq) folgt nach dem zentralen Grenzwertsatz ebenso einer Normalver-
teilung, also: o = ln(tq) ⇠ N

⇣
ln(tq);

p
Var(o)

⌘
. Durch den Logarithmus von o und dessen

Normalverteilung, folgt das Quantil tq hier dann einer logarithmischen Normalverteilung:

tq ⇠ Nlog

⇣
ln(tq);

p
Var(o)

⌘
(4.45)
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Mit Nlog(µ; �) als logarithmische Normalverteilung [60]. Auch hier können die Gleichungen
4.29 bis 4.31 sowie 4.35 und 4.36 verwendet werden um die benötigten Terme zu bestimmen.
Die angenäherte Verteilung des Lebenesdauerquantils tRs,H1 unter Gültigkeit der Alterna-
tivhypothese ist damit dann

tRs,H1 ⇠ Nlog

�
ln(tp); �

⇤
H1

�
(4.46)

mit

�
⇤
H1

=

 
Var(T )

T 2
+ (ln(�ln(Rs)))

2 Var(b)

b4
� 2

b2

✓
ln(�ln(Rs))

T

◆
Cov(T, b)

!1/2

. (4.47)

Das Lebensdauerquantil unter Gültigkeit der Nullhypothese tRs,H0 muss ebenso die verscho-
bene Verteilung mit T0 aus Gleichung 4.26 verwenden:

tRs,H0 ⇠ Nlog

�
ln(ts); �

⇤
H0

�
(4.48)

mit

�
⇤
H0

=

 
Var(T0)

T
2
0

+ (ln(�ln(Rs)))
2 Var(b)

b4
� 2

b2

✓
ln(�ln(Rs))

T0

◆
Cov(T0,b)

!1/2

(4.49)

Mit diesen Gleichungen kann die Pts eines beliebig zensierten EoL Tests berechnet werden,
für den Fall, dass das Lebensdauerquantil der Weibullverteilung mittels MLE bestimmt wird
und das logarithmierte Quantil zugrunde gelegt wird. Die Pts berechnet sich näherungsweise
durch:

Pts ⇡ 1� �log

✓
��1

log

⇣
Cs; 0, �

⇤
H0

⌘
; ln

�
T (�ln(Rs))

1/b � ts

�
, �

⇤
H1

◆
(4.50)

Mit ��1
log(q;µ, �) als Inverse der logarithmischen Normalverteilung. Die Ausführungen über

die analytisch approximative Berechnung der Pts mittels der logarithmischen Normalvertei-
lung sollen hier als Hinweis dienen. Denn manche Autoren empfehlen die Verwendung des
Logarithmus [60, 153]. Dabei wird argumentiert, dass die Lebensdauern durch diese Trans-
formation nur positive Werte annehmen können. Für die Berechnung der Pts ist dies jedoch
weniger relevant. Außerdem verwenden einige kommerzielle Programme das logarithmierte
Lebensdauerquantil um den Fisher-Vertrauensbereich zur Weibullschätzung anzugeben. Die
damit berechneten Werte der Pts unterscheiden sich jedoch kaum von denen durch Gleichung
4.41 berechneten. Es bedarf allerdings einer Begründung für die Wahl des Logarithmus, wes-
wegen in dieser Arbeit die allgemeinere Form aus Gleichung 4.41 vorgezogen wird.

Die Approximationen der Gleichungen 4.27 und 4.41 sowie 4.50 sind Näherungen in viel-
facher Hinsicht; zum Einen approximieren die Gleichungen die gewünschte Verteilung des
Lebensdauerquantils beziehungsweise dessen Logarithmus durch eine Normalverteilung, was
für kleine und endliche Stichprobenumfänge nicht gültig ist; zum Anderen werden die ver-
wendeten Ausfallzeiten durch die Überlegungen der Ordnungsstatistiken und zusätzlich über
die Approximation nach Benard erzeugt. Dem gegenüber steht die einfach umzusetzende
Implementierung. Denn die meisten Tabellenkalkulationsprogramme besitzen bereits imple-
mentierte Funktionen für Berechnungen mit der Normal- und Lognormalverteilung. Zudem
ist diese approximative Berechnung von Nutzen, wenn eine große Zahl von Testszenarien
untersucht werden soll.

58



4.3. Vergleich der Berechnungsmethoden

4.3 Vergleich der Berechnungsmethoden

Die vorgestellten Berechnungsmethoden für die Pts können je nach Anwendungsfall unter-
schiedliche Vorteile aufweisen. Um sie zu vergleichen und die Unterschiede sowie Vorteile
in der Anwendung aufzuzeigen, werden im Folgenden Werte der Pts mit allen Methoden
berechnet. Zudem werden diese Methoden, welche den Ansatz eines Hypothesenetests ver-
wenden, mit der ursprünglich von Dazer vorgeschlagenen Methode [2] verglichen. Der Fokus
liegt dabei auf den vollständigen und rechtszensierten EoL Tests sowie den SR Tests.

4.3.1 Vergleich für Success-Run Tests

Um die Pts für einen SR Test zu berechnen, kann die allgemeine Berechnungsmethode, die ex-
akte Berechnungsmethode sowie die Methode der Test Simulation nach Dazer [2] verwendet
werden. Da beim SR Test keine Schätzung der Ausfallverteilung stattfindet und kein Ver-
trauensbereich nach gegebenenfalls verschiedenen Methoden bestimmt werden muss, fallen
die allgemeine Berechnungsmethode und die Methode der Test Simulation hier zusammen.
Da keine Verzerrungen von Schätzern auftreten können konvergiert die allgemeine Berech-
nungsmethode zur exakten Berechnung. Dies kann Abbildung 4.4 für das Zuverlässigkeitsziel
von Rs = Cs = 90% mit n = 22 und k = 0 entnommen werden. Hier ist zu erkennen, dass
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Abbildung 4.4: Pts des SR Tests für Rs = Cs = 90% mit n = 22 und k = 0. Berechnet mit der
allgemeinen Berechnungsmethode mit verschiedenen Iterationszahlen und der
exakten Berechnungsmethode.

die allgemeine Berechnungsmethode für ansteigende Iterationszahlen gegen die exakte Lö-
sung aus der exakten Berechnungsmethode konvergiert. Bereits 100.000 Iterationen genügen
hier um eine ausreichende Genauigkeit zu erreichen. Die Vorkenntnis über die Ausfallver-
teilung ist hier weibullverteilt mit W (1; 3). Die geforderte Lebensdauer beträgt ts = 0,2
(s = 0,577). Auch für andere Szenarien, sowie Zuverlässigkeitsziele, Vorkenntnisse, Anzahl
erlaubter Ausfälle und Stichprobenumfänge zeigt sich dieses Bild. Für die Berechnung der
Pts eines SR Tests ist demnach immer die exakte Berechnungsmethode nach Gleichung 4.18
oder 4.21 zu verwenden, zumal auf eine Bootstrap-Methode verzichtet werden kann.

4.3.2 Vergleich für End-of-Life Tests

Für EoL Tests können die folgenden Methoden zur Berechnung der Pts verwendet werden:
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• Allgemeine Berechnungsmethode (Allg. Methode);

• Analytisch und approximative Berechnungsmethode (Anal. Methode);

• Berechnungsmethode nach Dazer (Test Sim. Methode).

Sie werden im Folgenden untersucht und verglichen.

In Abbildung 4.5 ist die Pts für einen vollständigen EoL Test zu sehen. Es wird sowohl die
Bestimmung des Lebensdauerquantils mittels MLE, als auch über das parameterfreie Stich-
probenquantil abgebildet. Es ist zu erkennen, dass die allgemeine Berechnungsmethode und

101 102 103
0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

Stichprobenumfang n

P
ts

Anal. Methode (MLE)
Anal. Methode (Stichpr.-Q.)
Allg. Methode (MLE)
Allg. Methode (Stichpr.-Q.)

Abbildung 4.5: Pts des EoL Tests für Rs = Cs = 90%, s = 0,1 und weibullverteilte Vorkenntnis
mit b = 3. Berechnet für das Lebensdauerquantil als Stichprobenquantil
(Stichpr.-Q.) und durch eine MLE geschätzt (MLE).

die analytische Berechnung eine sehr gute Übereinstimmung zeigen. Das zeigt sich sowohl
für das Stichprobenquantil als auch das Lebensdauerquantil mittels MLE. Beide Approxi-
mationen können für die praktische Anwendung gut verwendet werden um beispielsweise
die Größenordnung des erforderlichen Stichprobenumfangs zu bestimmen. Der Unterschied
in der Pts zwischen der Berechnung mit dem Stichprobenquantil und dem Quantil über die
MLE liegt in der Natur dieser Schätzer begründet. Die MLE nutzt die Informationen aller
Ausfallzeiten, wohingegen das Stichprobenquantil hauptsächlich die Anzahl der Ausfallzei-
ten berücksichtigt. In Abbildung 4.6 und 4.7 ist die Pts für die allgemeine Berechnungs-
methode, die analytische Berechnungsmethode und die Methode der Test Simulation für
die Parameter n und s dargestellt. Es wird hier für alle Berechnungen die MLE als Schät-
zer für die Ausfallverteilung zugrundegelegt, aus der die Lebensdauerquantile bestimmt
werden. Es wird also Gleichung 4.41 für die analytische Berechnung verwendet. Für jede
Berechnung wurden 100.000 Iterationen für die allgemeine und die Test Simulation Me-
thode verwendet. Die analytische Berechnungsmethode zeigt sehr gute Übereinstimmung
mit der allgemeinen Berechnungsmethode. Die Methode der Test Simulation mit Verwen-
dung des Fisher-Vertrauensbereichs zeigt jedoch eine deutliche Abweichung zu den anderen
Methoden. Insbesondere wenn die Änderung der Pts über dem Stichprobenumfang n be-
trachtet wird (siehe Abbildung 4.6), kann für n < 20 eine deutlich größere Pts als bei der
allgemeinen und der analytischen Berechnungsmethode beobachtet werden. Dies ist durch
die Verzerrung der MLE Schätzung des Weibullformparameters b begründet, welcher die-
sen für kleine Stichprobenumfänge deutlich überschätzt. Der Effekt wird durch die MCS
der Test Simulation Methode verstärkt [2]. Bei sehr großen Stichprobenumfängen zeigen
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Abbildung 4.6: Pts des vollständigen EoL Tests für Rs = Cs = 90%, s = 0,1 und weibullverteilte
Vorkenntnis mit b = 3. Alle Methoden basieren auf der MLE.
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Abbildung 4.7: Pts des vollständigen EoL Tests für Rs = Cs = 90%, n = 10 und weibullverteilte
Vorkenntnis mit b = 3. Alle Methoden basieren auf der MLE.

jedoch alle drei Methoden eine sehr gute Übereinstimmung. Ab einem Stichprobenumfang
von n > 200 ist die Verzerrung der MLE Schätzung nicht weiter bemerkbar. Zudem kann
durch diese Übereinstimmung der Ansatz des Hypothesentests verifiziert werden, welcher
der allgemeinen Berechnungsmethode und der analytischen Berechnungsmethode zugrunde-
liegt. Betrachtet man die Werte der Pts bezüglich einer Änderung des Sicherheitsabstandes
s in Abbildung 4.7, so kann ein ähnliches Verhalten festgestellt werden. Die allgemeine Be-
rechnungsmethode zeigt gute Übereinstimmung mit der Test Simulation Methode für große
Sicherheitsabstände (s > 0,5) und die analytische Berechnungsmethode zeigt eine sehr gute
Näherung. Für einen Sicherheitsabstand von s = 0 – was bedeutet, dass die Effektstärke
identisch Null ist � = 0 – ist die Trennschärfe das Komplement des gewählten Signifikanz-
niveaus (vergleiche Kapitel 2.1.4). Im Falle der Pts bedeutet dies, dass sie für diesen Fall
das Komplement zur geforderten Aussagewahrscheinlichkeit bildet, also Pts = 1 � Cs für
s = 0 (vergleiche Kapitel 4.1). Das kann auch in Abbildung 4.1 sowie den Gleichungen 4.6
und 4.7 abgelesen werden, für den Fall, dass beide Verteilungen fH0 und fH1 identisch sind.
Sowohl die allgemeine Berechnungsmethode als auch die analytische Berechnungsmethode
spiegeln dieses Verhalten wider und geben Pts = 10% für s = 0 zurück, da Cs = 90%,
wie in Abbildung 4.7 zu sehen ist. Die Berechnungsmethoden sind demnach diesbezüglich
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verifiziert. Die Methode der Test Simulation hingegen zeigt dieses Verhalten nicht. Es ist ein
deutlicher Versatz zu den Werten der beiden anderen Berechnungsmethoden zu sehen. Auch
in Abhängigkeit von Rs, Cs und b zeigt sich eine gute Übereinstimmung der allgemeinen und
der analytischen Berechnungsmethode wohingegen die Methode der Test Simulation auch
dabei deutliche Abweichungen zeigt, siehe Anhang B.

Die analytische Berechnungsmethode zeigt auch für zensierte EoL Tests eine gute Überein-
stimmung mit der allgemeinen Berechnungsmethode. Wird der Zensierungsanteil festgehal-
ten und der Stichprobenumfang variiert, siehe Abbildung 4.8, ist dieses Verhalten für einen
Zensierungsanteil von 30% bestätigt. Die Methode der Test Simulation zeigt hier deutliche
Abweichungen. Auch für die Variantion des Zensierungsanteils für einen Stichprobenumfang
von n = 40 in Abbildung 4.9 zeigt sich das gleiche Bild zwischen den drei Berechnungsme-
thoden. Die Test Simulation Methode zeigt große Abweichungen in zensierten EoL Tests
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Abbildung 4.8: Pts des zensierten EoL Tests für Rs = Cs = 90%, s = 0,2 und weibullverteilte
Vorkenntnis mit b = 3 sowie einem Zensierungsanteil von 30%.
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Abbildung 4.9: Pts des zensierten EoL Tests für Rs = Cs = 90%, s = 0,2 und weibullverteilte
Vorkenntnis mit b = 3 sowie veränderlichen Zensierungsanteilen für einen
Stichprobenumfang von n = 40.

vergleichen mit den beiden anderen Berechnungsmethoden. Diese zeigen zueinander eine
sehr gute Übereinstimmung für nahezu alle Zensierungsanteile und Stichprobenumfänge,
die hier untersucht wurden.
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4.4 Zusammenfassung und Fazit

Es wurde gezeigt, dass ein Zuverlässigkeitsnachweistest als Hypothesentest verstanden wer-
den kann. Die dazu notwendigen Hypothesen sowie Größen und Gleichungen wurden ent-
sprechend eingeführt. In diesem statistischen Kontext, ist die Probability of Test Success
Pts identisch mit der Trennschärfe eines solchen Tests. Zudem deckt sich die Definition mit
der ursprünglichen Beschreibung der Pts nach Dazer [2]. Der statistische Kontext der Pts

ist damit hergestellt und ermöglich die Entwicklung von speziellen Berechnungsmethoden,
die den Ansatz des Hypothesentests verwenden. Außerdem erlaubt es, das grundsätzliche
Verständnis der Zuverlässigkeitstests zu erweitern: Der SR Test ist ausschließlich dann von
Erfolgschancen > 50% gesegnet, wenn das Produkt stark überdimensioniert ist. Trifft das
Produkt genau die gestellte Zuverlässigkeitsanforderung, kann der SR Test lediglich eine Pts

von Pts = 1� Cs aufweisen. In jedem Falle ist eine Betrachtung mittels der Pts notwendig,
denn nur so können beide statistischen Fehler in der Planung berücksichtigt werden. Zur Be-
rechnung der Pts wurden drei Methoden vorgestellt, die diesen Ansatz des Hypothesentests
nutzen. Die allgemeine Berechnungsmethode kann jegliche Testarten abbilden, da sie einen
sehr flexiblen Bootstrap-Ansatz verfolgt. Die analytische und exakte Methode für SR Tests
basiert auf dem Binomialansatz des SR Tests. Für die Berechnung bei EoL Tests wurde
zudem eine analytische und approximative Methode eingeführt, welche auf dem zentralen
Grenzwertsatz beruht und auf eine MCS beziehungsweise Bootstrap-Methode verzichtet.
Stattdessen werden die asymptotischen Eigenschaften der MLE und des Lebensdauerquan-
tils ausgenutzt. Die drei Methoden wurden gegeneinander und mit dem Ansatz nach Dazer
verglichen. Der Vergleich zeigt, dass die analytische und approximative Mehode für die mei-
sten Anwendungen eine sehr gute Näherung darstellt. Werden sehr genaue Werte benötigt,
so ist die allgemeine Berechnungmethode vorzuziehen, da die Genauigkeit durch die Itera-
tionszahl einstellbar ist. Sowohl für die MLE, als auch die Stichprobenquantilsbestimmung
kann die analytische und approximative Methode bei EoL Tests verwendet werden. In bei-
den Fällen zeigt sie über alle Stichprobenumfänge hinweg, selbst bei kleinen (n < 10), eine
gute Übereinstimmung mit der allgemeinen Methode. Bei sehr stark zensierten EoL Tests
(> 90% des Stichprobenumfangs) ist die allgemeine Berechnungsmethode der analytischen
vorzuziehen, da nur sie die Zensierungen korrekt abbilden kann. Doch auch bei moderaten
Zensierungen (< 90% des Stichprobenumfangs) liefert die analytische Methode sehr gute
Übereinstimmungen. Bei SR Tests sollte immer die analytische und exakte Methode ge-
wählt werden, da sie immer exakte Werte bei minimalem Berechnungsaufwand liefert. Die
Berechnung der Pts bei SR Tests zeigt auch, was der Ansatz nach Dazer und der Hypothesen-
testansatz gemein haben. So fallen die Berechnungsmethoden von Dazer und die allgemeine
zusammen und liefern identische Werte, die sich den Werten der exakten Berechnung an-
nähern. Der Ansatz des Hypothesentest erlaubt nicht nur die statistische Einordnung der
Probability of Test Success, sondern auch die vorgestellten Berechnungsmethoden mit den
genannten Vorteilen gegenüber dem Ansatz nach Dazer. Die Erkenntnisse und Eigenschaften
der Berechnungsmethoden sind in Tabelle 4.2 zusammengefasst.

63



Kapitel 4 - Probability of Test Success als Trennschärfe eines Zuverlässigkeitstests

Tabelle 4.2: Zusammenfassung des Vergleichs der Berechnungsmethoden für die Pts.

Berechnungsmethode Eigenschaften

Allgemeine
Berechnungsmethode

• Für alle Tests anwendbar
• Größte Genauigkeit
• Größte Flexibilität
• Testkosten und -zeit können berechnet werden
• Hoher Rechenaufwand wegen Bootstrap-Ansatz
• Hohe Genauigkeit, aber unnötig hoher

Rechenaufwand für SR Tests
• Approximativ

Analytische und
approximative
Berechnungsmethode
für EoL Tests

• Sehr einfache Berechnung
• Sehr einfach implementierbar
• Sehr gute Näherung bereits bei

kleinen Stichprobenumfängen
• Gute Näherung für kleine Stichprobenumfänge
• Gute Näherung für zensierte und

unzensierte Tests
Analytische und
exakte
Berechnungsmethode
für SR Tests

• Exakte Berechnung, keine Approximation
• Sehr schnelle Berechnung
• Einfachste Implementierung
• Bei SR Tests immer die beste Methode

Berechnungsmethode
nach Dazer

• Gut für sehr große Stichprobenumfänge
• Starke Verzerrungen bei EoL Tests
• Sehr gut für SR Tests

(identisch mit allgemeiner Methode)
• Ungeeignet für EoL Tests mit starken Zensierungen
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Kapitel 5

Vorkenntnis für den

Zuverlässigkeitsnachweis

Vorkenntnis ist für einen effizienten Zuverlässigkeitsnachweis unerlässlich. So kann beispiels-
weise der vielfach verwendete SR Test ohne valide Vorkenntnis nicht ausgewertet werden
wenn von der geforderten Lebensdauer abweichende Prüfzeiten vorliegen. Auch die fundierte
Planung von EoL Tests erfordert zwingend Vorkenntnis über das prognostizierte Ausfall-
verhalten des Produkts. Neben der Verwendung der Vorkenntnis durch die Pts, kann die
Vorkenntnis auch als zusätzliche Information über die Lebensdauer beziehungsweise die Zu-
verlässigkeit im Nachweis mit einfließen. Dabei wird der Satz von Bayes verwendet, welcher
Informationen aus der Vorkenntnis gleichbedeutend zu den Informationen aus dem Test
behandelt; wohingegen bei der Verwendung der Vorkenntnis mittels der Pts die Vorkennt-
nis lediglich zur Bewertung der Tests verwendet wird. Eine anschließende Auswertung des
durchgeführten Tests erfährt dabei keinen Einfluss durch die Vorkenntnis. Um die Vorkennt-
nis in diesen beiden Fällen verwenden zu können, muss sie jedoch zunächst in geeigneter
Form vorliegen. Im Folgenden wird deshalb vorgestellt, wie Vorkenntnis aus bereits durch-
geführten Versuchen und aus Lebensdauerberechnugen abgeleitet werden kann und so für
die Verwendung mittels der Pts als auch mittels des Satzes von Bayes genutzt werden kann.
Zudem wird die Kombination verschiedener Vorkenntnisse als auch deren Unsicherheiten
thematisiert. Abschießend wird die Anwendung der Vorkenntnis kommentiert.

5.1 Vorkenntnisse aus bestehenden Informationen

Technische Produkte sind niemals gänzlich neu. Es existiert immer ein gewisser Grad an
Ähnlichkeit zu einem bereits bestehenden Produkt. Häufig sind beispielsweise Komponenten
mit angepasster Peripherie direkt übernommen. Mindestens jedoch ist das Funktionsprinzip
bekannt und aus einer ähnlichen Anwendung übernommen. Die Produktentwicklung findet
also immer mit einer gewissen Übernahme aus vorherigen Produktgenerationen, ähnlichen
Produkten oder ähnlichen Konzepten statt [212–215]. Durch diese Übernahme und Ähnlich-
keit bestehen Informationen und Wissen über das Produktverhalten. So besteht beispiels-
weise aus Lebensdauerberechnungen, die während der Entwicklung durchgeführt wurden,
Kenntnis über das Ausfallverhalten des Produkts. Zudem könnten Prototypentests durch-
geführt worden sein oder es sind Felddaten des Vorgängerprodukts bekannt. Es bestehen
die folgenden Quellen von Vorkenntnissen:
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• Bestehende Daten, wie zum Beispiel Felddaten,

• Prototypentests,

• Lebensdauerberechnungen,

• Expertenwissen,

• Zuverlässigkeitstests ähnlicher Produkte,

• Zuverlässigkeitstests an Vorgängerprodukten,

• Lebensdauertests von Komponenten,

• Tests der Zulieferer und

• bereits durchgeführte Tests des zu untersuchenden Produkts.

Die Informationen liegen üblicherweise in unterschiedlicher Form vor. So können beispiels-
weise Prototypentests, Zuverlässigkeitstests, Tests der Zulieferer und die Komponententests
Ausfallzeiten liefern, welche eine Schätzung der Ausfallverteilung erlauben. Wenn ledig-
lich zensierte Daten vorliegen, so kann nur die Zuverlässigkeit selbst geschätzt werden.
Aus Expertenaussagen kann gegebenenfalls nicht ohne Weiteres eine quantifizierte Aus-
sage gewonnen werden [177, 216, 217]. Aus diesem Grund sind Expertenaussagen über die
Zuverlässigkeit und Lebensdauer kein Gegenstand dieser Arbeit. Die meisten Quellen von
Vorkenntnis können jedoch in eine Zuverlässigkeitsaussage übersetzt werden. Hierbei kann
zwischen zwei Typen unterschieden werden: Sind keine Ausfälle bekannt und können der
Information keine zugewiesen werden, so kann die Schätzung der Zuverlässigkeit in einer
Zuverlässigkeitsverteilung, beispielsweise als Betaverteilung, gefasst werden. Wurden jedoch
Ausfälle beobachtet, so kann eine Ausfallverteilung geschätzt werden, beispielsweise eine
Weibullverteilung. Die zu unterscheidenden Typen an Vorkenntnis über die Zuverlässigkeit
sind demnach die folgenden beiden:

1. Vorkenntnis ohne Ausfälle (Typ SR Test), Zuverlässigkeitsverteilung: Eine Vertei-
lung der Zuverlässigkeit als confidence distribution, zum Beispiel eine Betaverteilung
welche für eine gewisse Lebensdauer des Produkts gültig ist.

2. Vorkenntnis mit Ausfällen (Typ EoL Test), Ausfallverteilung: Eine Stichprobe mit
Ausfällen (und gegebenenfalls Zensierungen) oder direkt eine Ausfallverteilung, zum
Beispiel eine Weibullverteilung und ein Stichprobenumfang n0, welcher genutzt wurde
um die Verteilung ursprünglich zu schätzen.

Zur Nutzung dieser beiden Typen von Vorkenntnissen ist jeweils ein anderer Umgang in der
Planung von Zuverlässigkeitsnachweistests notwendig. Insbesondere bei der Planung eines
EoL Tests mit Hilfe der Pts, muss Vorkenntnis vom Typ des EoL Tests vorliegen, denn es ist
eine Schätzung der Ausfallverteilung notwendig. Dies ist zusammenfassend in Tabelle 5.1
dargestellt.
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Tabelle 5.1: Die beiden Typen von Vorkenntnis und deren Zusammenhänge mit den planbaren
Testtypen.

Typ des zu planenden Tests
SR Test EoL Test

T
yp

de
r

Vo
rk

en
nt

ni
s SR Test

(Zuverlässigkeitsverteilung) X ⇥

EoL Test
(Ausfallverteilung) X X

5.1.1 Ableiten von Vorkenntnis aus Versuchen

Wurden Zuverlässigkeitstests durchgeführt, deren Information als Vorkenntnis genutzt wer-
den soll, so können diese Tests entsprechend den Ausführungen aus den Kapiteln 2.2.2 und
2.2.5 ausgewertet werden. Bei Vorkenntnis ohne Ausfälle liegt eine Betaverteilung B(A; B)
vor (alternativ eine Zuverlässigkeitsverteilung nach Gleichung 2.58 aus Kapitel 2.2.5). Bei
Vorkenntnis mit Ausfällen liegt eine Ausfallverteilung – wie beispielsweise eine Weibullver-
teilung W(T ; b) – mit Stichprobenumfang n0 vor. An Stelle der Ausfallverteilung kann auch
direkt die Stichprobe mit den Ausfällen als Vorkenntnis verwendet werden, da bei der Be-
rechnung der Pts auch das nicht-parametrische Bootstrap-Verfahren verwendet werden kann,
siehe Kapitel 2.2.2 und 4.2.1.

Liegt eine Betaverteilung zu einer Lebensdauer t1 vor, die von der geforderten oder zu
analysierenden ts abweicht, also f(R(t1)) = B(A; B), so kann diese mittels eines Weibull-
formparameters b wie folgt umgerechnet werden:

f(R(ts)) =

R

⇣
t1
ts

⌘b
(A�1) ·

✓
1�R

⇣
t1
ts

⌘b◆B�1

Z 1

0

R

⇣
t1
ts

⌘b
(A�1) ·

✓
1�R

⇣
t1
ts

⌘b◆B�1

dR

(5.1)

Dies ist jedoch nur möglich, wenn der Formparameter bekannt ist und auch sicher für den
vorliegenden Fall angewendet werden kann. Ähnlich zu Gleichung 2.58 erhält man hier ei-
ne Zuverlässigkeitsverteilung, die keiner bekannten Form entspricht, jedoch trotzdem als
Vorkenntnis verwendet werden kann. Für den Fall, dass ein SR Test zu abweichender Le-
bensdauer vorliegt, kann der Quotient der beiden Lebensdauern als Lebensdauerverhältnis
verwendet werden.

Die Vorkenntnis, welche eine Aussage über die Ausfallverteilung erlaubt, ist die wertvollere
der beiden Typen, da sie Aussagen über die Zuverlässigkeit für alle Lebensdauern ermög-
licht. Wird jedoch nur eine Zuverlässigkeitsverteilung benötigt, so kann auch aus dieser
Vorkenntnis des Typs EoL eine Zuverlässigkeitsverteilung für eine bestimme Lebensdau-
er in Form einer Betaverteilung gewonnen werden. Dies ist insbesondere bei der Planung
eines SR Tests mit dem Satz von Bayes relevant, siehe Kapitel 5.2. Ist die Ausfallvertei-
lung und ein Stichprobenumfang der Vorkenntnis bekannt, können über ein parametrisches
Bootstrap-Verfahren (siehe Kapitel 2.2.2) Bootstrap-Stichproben erzeugt werden (beispiels-
weise 10.000). Wird zu diesen Bootstrap-Stichproben die Ausfallverteilung geschätzt – bei-
spielsweise mittels MLE die Parameter einer Weibullverteilung – so kann pro Bootstrap-
Stichprobe eine Zuverlässigkeit zur geforderten Lebensdauer berechnet werden. Diese Zu-
verlässigkeiten können verwendet werden um, beispielsweise mittels MLE, die Parameter
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der gesuchten Betaverteilung als Zuverlässigkeitsverteilung bei der geforderten Lebensdauer
zu bestimmen. Dieses Verfahren ist Abbildung 5.1 schematisch dargestellt. Liegt als Vor-
kenntnis eine Stichprobe vor, so kann auch das nicht-parametrische Bootstrap-Verfahren
angewandt werden.

Vorkenntnis:
Ausfallverteilung F (t) und

zugrundeliegender Stichprobenumfang n0

Erzeugen von n0 (pseudo-zufälligen)
Ausfallzeiten ti aus F (t) und
zensieren sofern notwendig

Bestimme die Ausfallverteilung
F̂ (t) aus ti (z. B. MLE)

Bestimme die Zuverlässigkeit
bei ts: R̂(ts) = 1� F̂ (ts)

Bestimme die Zuverlässigkeitsverteilung
als Betaverteilung aus den Werten R̂(ts)

Betaverteilung der Zuverlässigkeit
für die Lebensdauer ts

It
er

ie
re

Abbildung 5.1: Vorgehen um eine Betaverteilung als Zuverlässigkeitsverteilung für eine bestimmte
Lebensdauer zu schätzen, für den Fall, dass eine Ausfallverteilung vorliegt.

Gegebenenfalls tritt die Situation ein, in welcher zwar eine Ausfallverteilung aus Vorkennt-
nis bekannt ist, jedoch kein zugrundeliegender Stichprobenumfang bestimmt werden kann.
Dies ist beispielsweise bei unzureichender Dokumentation oder bei zensierten Informatio-
nen des Herstellers oder Zulieferers der Fall. Für solch unsichere Informationen könnte ein
sehr konservativer Ansatz gewählt werden: Für Informationen über die Ausfallverteilung
muss mindestens ein Stichprobenumfang vorgelegen haben, der so groß war wie die Anzahl
der Parameter der geschätzten Ausfallverteilung. Dieser kann bei Unkenntnis angenommen
werden. Ist lediglich ein Zuverlässigkeitswert Rp aus der Vorkenntnis bekannt und keine
Ausfälle, so kann zum Beispiel über n = ln(0,5)/ln(Rp) (vergleiche [159]) der Stichproben-
umfang konservativ bestimmt werden. Mit Hilfe dieses Stichprobenumfangs kann dann die
Betaverteilung mit B(n; 1) bestimmt werden, siehe auch Kapitel 2.2.5. Dies ist zwar sehr
konservativ, empfiehlt sich jedoch einer anderen Annahme vorzuziehen, da alle Annahmen
mit größerem Stichprobenumfang einer weiteren Argumentation und Information bedürfen.
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5.1.2 Ableiten von Vorkenntnis aus Lebensdauerberechnungen

Lebensdauerberechnungen werden während der Produktentwicklung üblicherweise unter-
stützend eingesetzt. Dabei ist es wichtig die Lebensdauer abzuschätzen, sodass bereits in
frühen Entwicklungsstadien abgesehen werden kann ob das Produkt den Anforderungen an
den Einsatz beim Kunde gerecht werden kann [5, 218, 219]. Ein typisches Lebensdauermo-
dell für strukturmechanisches Versagen ist die Wöhlerlinie [218]. Für thermisch bedingtes
Versagen, wie beispielsweise bei Elektronikbauteilen oder Kunststoff, kommt häufig das
Arrheniusmodell zum Einsatz [53]. Eine Übersicht über typische Lebensdauermodelle in der
Zuverlässigkeitstechnik ist in [219] gegeben. Neben diesen entwicklungbegleitenden Aktivi-
täten sind Lebensdauerberechnungen gegebenenfalls die einzige Quelle für Lebensdauerab-
schätzungen. Beispielsweise kann bei Hochvoltbatterien, wie sie in Fahrzeugen zum Einsatz
kommen, das Versagen per Definition eines gewissen Gesundheitszustands eintreten [160].
Dieser Gesundheitszustand ist jedoch eine Größe, welche sich aus mehreren Einzelgrößen
berechnet und nicht direkt gemessen wird. Dabei können Messungen der Belastungsgrößen
aus dem Feld und Messungen der Belastbarkeit an einzelnen Zellen der Batterie zu einer
Aussage des Gesundheitszustandes führen.

Liefert die Berechnung nur einen Zuverlässigkeitswert zur Lebensdauer1, so kann keine Vor-
kenntnis über die Ausfallverteilung gewonnen werden und es kann lediglich eine Betaver-
teilung nach Kapitel 5.1.1 und 2.2.5 konstruiert werden. Sind jedoch die zugrundeliegenden
Versuche oder der zugehörige Stichprobenumfang des Lebensdauermodells bekannt, so kann
eine Ausfallverteilung gewonnen werden. Grundsätzlich ist das Vorgehen dabei ähnlich zu
der Auswertung eines EoL Tests, beziehungsweise dem Vorgehen aus Kapitel 5.1.1, siehe
auch [160, 163, 220–222]. Die Berechnungen an der Wöhlerlinie oder dem Arrheniusmodell
arbeiten mit Schadensakkumulationshypothesen [218], welche die entstehende Schädigung
pro Laststufe nach einem Modell aufsummieren, wie beispielsweise linear nach Miner ele-
mentar [223]. Das Resultat der Berechnung ist demnach eine erreichte Schädigung für eine
gewisse Lebensdauer, welche dem berechneten Lastkollektiv zugeordnet wird. Durch die
Annahme, dass der Ausfall mit der Überlebenswahrscheinlichkeit der Wöhlerlinie eintritt,
kann eine Lebensdauer zur Überlebenswahrscheinlichkeit berechnet werden. Sind die zu-
grundeliegenden Versuche der Parametrisierung des Wöhlermodells bekannt, so können sie
verwendet werden um die zugehörigen relativen Schädigungen zu bestimmen. Beispielsweise
nach Miner elementar:

Drel =
Ni

Nber
=

Ni

ND

✓
Si

SD

◆k

(5.2)

Wobei S die Last und N die Schwingspiele der Punkte i aus der Berechnung (ber) und
des Dauerfestigkeitspunktes (ND, SD) mit der Wöhlersteigung k ist. Diese relativen Schädi-
gungen können verwendet werden um eine Verteilung der Schädigungen zu schätzen (bei-
spielsweise Weibullverteilung mittels MLE). Die Überlebenswahrscheinlichkeiten, die diese
Verteilung beschreibt können dann als Zuverlässigkeit aufgefasst werden und es ist damit
ein kontinuierlicher Zusammenhang zwischen berechneter Schädigung und Zuverlässigkeit
hergestellt. Um für die berechnete Schädigung D

⇤ des relevanten Kollektivs eine Zuverlässig-
keitsverteilung als Vorkenntnis zu erhalten, kann das Bootstrap-Verfahren aus Kapitel 5.1.1
verwendet werden, siehe auch Abbildung 5.1. Soll stattdessen eine Ausfallverteilung als Vor-
kenntnis verwendet werden, so ist dies auch mit dieser geschätzten Ausfallverteilung, be-
ziehungsweise alternativ auch direkt mit den Werten der relativen Schädigung, möglich. Es
bedarf dazu allerdings einer Übersetzung zwischen Schädigung und Lebensdauer, welche in
1 bei Wöhlerlinien oft Überlebenswahrscheinlichkeit genannt
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jedem Fall individuell zu wählen ist. Das Vorgehen ist in Abbildung 5.2 grafisch dargestellt.

Ausgang:
Wöhlerlinie (ND, SD, k) mit
Versuchspunkten (Ni, Si)

sowie berechneter Schädigung D
⇤

des relevanten Kollektivs

Bilde relative Schädigungen

Drel =
Ni

ND

✓
Si

DD

◆k

Bilde neue Stichprobe
der relativen Schädgungen

mit gleichem Stichprobenumfang
wie die Versuchspunkte

durch Ziehen mit Zurücklegen

Bestimme die Ausfallverteilung
F̂ (D) aus der neuen Stichprobe

(z. B. MLE)

Bestimme die Zuverlässigkeit
bei D⇤: R̂(D⇤) = 1� F̂ (D⇤)

Bestimme die Zuverlässigkeitsverteilung
als Betaverteilung aus den Werten R̂(ts)

(z. B. MLE)

Betaverteilung der Zuverlässigkeit
für die Schädigung D

⇤

It
er

ie
re

Abbildung 5.2: Vorgehen um eine Betaverteilung als Zuverlässigkeitsverteilung für eine bestimmte
Schädigung zu schätzen, für den Fall, dass die Versuchspunkte des Wöhlermodells
vorliegen.

Sind mehrere Stichprobenumfänge involviert, wie beispielsweise bei einer Berechnung des
Gesundheitszustandes in Bezug auf den akkumulierten Energiedurchsatz einer Hochvolt-
batterie, siehe [160], so muss ein doppeltes Bootstrap-Verfahren angewandt werden. Da-
bei wird im ersten Schritt eine Bootstrap-Stichprobe durch nicht-parametrisches Bootstrap
erzeugt und die entsprechende Ausfallverteilung zum Beispiel mit MLE geschätzt. Mit-
tels dieser Ausfallverteilung kann dann durch Verwendung des zweiten Stichprobenumfangs
mit parametrischen Bootstrap erneut eine Bootstrap-Stichprobe erzeugt werden, zu wel-
cher wieder eine Ausfallverteilung geschätzt wird. Durch mehrfache Iteration, zum Beispiel
100.000 Mal, können so viele Parameterwerte der Ausfallverteilung erhalten werden, welche
die Streuung aufgrund der beiden Stichprobenumfänge beschreibt. Diese können dann für
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das Ableiten einer Zuverlässigkeitsverteilung als Betaverteilung verwendet werden, indem
sie bei der relevanten Lebensdauer ausgewertet werden. Sind die involvierten Stichprobe-
numfänge ungefähr gleich groß, so kann vereinfachend als konservative Annahme auch ein
einfaches Bootstrap-Verfahen mit dem kleineren (oder kleinsten) Stichprobenumfang gerech-
net werden. Grundsätzlich kann das Verfahren auch für Fälle erweitert werden in welchen
mehr als zwei Stichprobenumfänge relevant sind. Dabei ist jedoch darauf zu achten, dass
die Bootstrap-Iterationen grundsätzlich größer ausfallen müssen. Es empfiehlt sich für je-
des durchgeführte Bootstrap-Verfahren eine Konvergenzanalyse bezüglich der Iterationszahl
durchzuführen.

5.2 Berücksichtigung von Vorkenntnis mit dem Satz

von Bayes

Die Berücksichtigung von Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes für den Nachweis der Zu-
verlässigkeit wird im Folgenden beschrieben. Dabei wird zunächst erläutert wie sich die
Informationen aus den verschiedenen Quellen verknüpfen lassen um anschließend die Kom-
bination mit Informationen aus aktuellen Versuchen zu ermöglichen und damit den Zuver-
lässigkeitsnachweis zu führen. Wurde ein Zuverlässigkeitstest durchgeführt, so lassen sich die
Ergebnisse mit den Informationen aus der Vorkenntnis durch den Satz von Bayes verknüp-
fen. Es kann zwischen sechs Fällen unterschieden werden, welche im Folgenden vorgestellt
werden.

5.2.1 Zuverlässigkeitsverteilung als Vorkenntnis

Die Vorkenntnis in Form einer Zuverlässigkeitsverteilung nach Typ eines SR Tests liegt wie in
Kapitel 2.2.8 beschrieben als Betaverteilung, als Binomialverteilung oder bei aufgetretenen
Ausfällen mit einem Lebensdauerverhältnis beziehungsweise Raffunsgfaktor als Verteilung
nach Gleichung 2.58 vor. Die Ergebnisse eines SR Tests liegen ebenfalls in einer der drei
Verteilungen vor.

Liegt die Vorkenntnis in Form einer Betaverteilung mit B(A0; B0) vor und die Ergebnisse aus
dem durchgeführten SR Test als Binomialverteilung mit dem Stichprobenumfang nSR und
Anzahl Ausfällen x, so ergibt sich die a-posteriori Zuverlässigkeitsverteilung, welche die kom-
binierte Information beschreibt, erneut als Betaverteilung mit B(A0+nSR; B0+x). Handelt
es sich um einen reinen SR Test ohne Ausfälle, jedoch mit Raffungsfaktoren ri und unter-
schiedlichen Laufzeiten (also Lebensdauerverhältnisse LV,i) der Prüflinge, so können diese in
Verbindung mit einem bekannten Weibullformparameter b ebenso berücksichtigt werden als
Betaverteilung der a-posteriori Zuverlässigkeitsverteilung mit B(A0+

P
nSR

i
(LV,iri)

b ; B0+1),
siehe auch Gleichung 2.58 und Kapitel 2.2.8. Wobei der Index i hier die Prüflinge des
durchgeführten SR Test durchläuft. Wurde dagegen die Zuverlässigkeitsverteilung aus dem
Zverlässigkeitstest ebenfalls als Betaverteilung B(A1; B1) gewonnen, so ergibt die Anwen-
dung des Satz von Bayes wieder eine Betaverteilung mit B(A0 + A1 � 1; B0 + B1 � 1)
als Zuverlässigkeitsverteilung der kombinierten Information. Traten bei einer der beiden
Zuverlässigkeitsinformationen Ausfälle auf und wurde gleichzeitig eine Raffung oder ein Le-
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bensdauerverhältnis verwendet (siehe Gleichung 2.58) so ist der Satz von Bayes in seiner
ursprünglichen Form nach Gleichung 2.31 anzuwenden und es resultiert

fpost(R) =
f1(R) · f0(R)

R 1

0f1(R) · f0(R)dR
. (5.3)

Wobei f0(R) die Zuverlässigkeitsverteilung der Vorkenntnis darstellt und f1(R) die Zuver-
lässigkeitsverteilung aus dem aktuellen SR Test. Die Lösung von Gleichung 5.3 muss in den
meisten Fällen numerisch erfolgen, da das Integral im Nenner nicht analytisch lösbar ist
(siehe dazu auch [25]). Handelt es sich bei dem aktuellen Versuch um einen EoL Test, so
ist für diesen eine Betaverteilung abzuleiten wie in Kapitel 5.1.1 erläutert. Die Kombination
mit der Vorkenntnis aus einem SR Test ist dann wie beschrieben möglich.

5.2.2 Ausfallverteilung als Vorkenntnis

Handelt es sich bei der Vorkenntnis um eine Ausfallverteilung, wie es bei einem EoL Test
der Fall ist, so kann diese Information sowohl auf der Ebene der Ausfallverteilung mit
den Ergebnissen aus einem aktuellen EoL Test kombiniert werden, als auch auf der Ebene
der Zuverlässigkeitsverteilung mit Ergebnissen aus einem aktuellen SR Test. In letzterem
Fall ist die Ausfallverteilung (oder Stichprobe) der Vorkenntnis nach dem in Kapitel 5.1.1
beschriebenen Vorgehen zu einer Betaverteilung abzuleiten, sodass anschließend mit der
vorliegenden Zuverlässigkeitsverteilung wie im vorherigen Abschnitt beschrieben kombiniert
werden kann.

Handelt es sich bei dem aktuellen Versuch um einen EoL Test, so muss zwischen zwei Fällen
unterschieden werden. Bei einem Fall handelt es sich um die Kenntnis der gesamten Stich-
probe mit Ausfallzeiten und im anderen Fall liegt die Information zur Ausfallverteilung wie
beispielsweise eine Weibullverteilung mit der Information zum ursprünglichen Stichprobe-
numfang n0 vor. Wenn die Stichprobe bekannt ist, kann deren Likelihoodfunktion L0 als
Verteilung der Vorkenntnis bezüglich der Parameter der Ausfallverteilung zusammen mit
der Likelihoodfunktion aus dem aktuellen EoL Test L1 in einer MAP Schätzung1 verwendet
werden. Dadurch ergibt sich folgender Ausdruck für die resultierende Likelihoodfunktion,
welche die kombinierte Information darstellt:

Lpost / L1 · L0 =
n1�z1Y

i=1

f(ti)
z1Y

j=1

R(tj) ·
n0�z0Y

l=1

f(tl)
z0Y

m=1

R(tm) (5.4)

Die hier dargestellten Likelihoodfunktionen beinhalten den Term rechtszensierter Stichpro-
ben (vergleiche Gleichung 2.37), können jedoch für beliebige Zensierungen erweitert werden.
Hierbei sind n0 und z0 der Stichprobenumfang und die Anzahl an rechtszensierten Laufzeiten
der Vorkenntnis und analog n1 und z1 die des aktuellen EoL Tests. Für eine zweiparametrige
Weibullverteilung lautet die Gleichung dann:

Lpost(T, b) / L1(T, b) · L0(T, b)
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(5.5)

1 siehe dazu auch Kapitel 2.2.2 beziehungsweise [84, 224]
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5.2. Berücksichtigung von Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes

Die MAP repräsentiert hier die Anwendung des Satz von Bayes indem die Likelihoodfunkti-
on der Vorkenntnis als a-priori-Verteilung über die Parameter der Ausfallverteilung mit der
Likelihoodfunktion aus dem aktuellen EoL Test aktualisiert werden. Die Kombination der
Informationen findet demnach über eine Multiplikation der beiden Likelihoodfunktionen
statt. Die Normierungskonstante, wie sie im Satz von Bayes vorkommt (vergleiche Glei-
chung 2.31) wird hier nicht benötigt, da die gesuchten Parameter durch das Maximum von
Lpost bestimmt sind und sich dieses Maximum durch einen multiplikativen Faktor nicht än-
dert. Das ist der Grund weswegen die beiden Gleichungen 5.4 und 5.5 als proportionaler
Ausdruck formuliert sind. Durch die einfache Multiplikation der beiden Likelihoodfunktio-
nen, ist die Anwendung der MAP hier identisch mit einer MLE Schätzung der Parameter,
wenn die Stichprobe aus der Vorkenntnis mit der Stichprobe aus dem aktuellen EoL Test
zusammengenommen ausgewertet wird. Dies erleichtert die Anwendung, da kein weiterer
Implementierungsaufwand notwendig ist. Liegt die Vorkenntnis jedoch als Ausfallverteilung
mit zugrundeliegendem Stichprobenumfang n0 vor, so kann diese Kombination der Stich-
proben nicht ohne Weiteres vorgenommen werden. Um dennoch eine Stichprobe für diese
Kombination zu erhalten, kann ein approximativer Ansatz als Schätzung der erwarteten
Ausfallzeiten dienen. Der vorgeschlagene Ansatz ist recht pragmatischer Natur, sollte je-
doch eine gute Näherung an die tatsächlichen Ausfallzeiten darstellen. Er wird in ähnlicher
Weise auch im vorgestellten Ansatz aus Kapitel 4.2.3 verwendet um die analytische und
approximative Berechnung der Pts für EoL Tests zu ermöglichen. Die Werte der Ausfallzei-
ten t

⇤
i

der hierbei erzeugten synthetischen Stichprobe werden entsprechend der Verteilung
der Ordnungsstatistiken berechnet. Es wird die Verteilung der Ausfallwahrscheinlichkeiten
der Ordnungsstatistiken genutzt, wie in der Methode zur Berechnung der Beta-Binomial
Vertrauensbereiche (vergleiche Kapitel 2.2.3). Für den bekannten Stichprobenumfang n0

und der bekannten Ausfallverteilung F0(t) der Vorkenntnis können damit die synthetischen
Ausfallzeiten t
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berechnet werden. Hier wurde zusätzlich die Approximation an den Median der Betaver-
teilung nach Benard verwendet1. Für eine zweiparametrige Weibullverteilung können die
synthetischen Ausfallzeiten als

t
⇤
i
⇡ T0

✓
�ln

✓
1� i� 0,3

n0 + 0,4

◆◆1/b0

(5.7)

bestimmt werden. Dabei sind die Parameter T0 und b0 dieser Weibullverteilung der Vor-
kenntnis ebenso durch den Subskript 0 gekennzeichnet. Sollte bekannt sein, dass in der
ursprünglichen Stichprobe der Vorkenntnis Zensierungen vorhanden waren, so sollten diese
ebenso in dieser synthetischen Stichprobe abgebildet werden. Diese synthetische Stichprobe
kann dann analog in den Gleichungen 5.4 und 5.5 verwendet werden.

5.2.3 Mehrere Quellen der Vorkenntnis

Sollten mehrere Quellen der Vorkenntnis vorliegen, so sind diese gegebenenfalls mit dem
Satz von Bayes zu kombinieren, bevor sie mit den Ergebnissen aus dem aktuellen Test kom-
biniert werden. Zuvor sollten diese jedoch entsprechend den Ausführungen aus Kapitel 5.1
1 Siehe Kapitel 2.2.2 beziehungsweise Gleichung 2.34 oder [66]
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Kapitel 5 - Vorkenntnis für den Zuverlässigkeitsnachweis

in eine Zuverlässigkeitsverteilung oder eine Ausfallverteilung beziehungsweise Stichprobe
überführt werden. Sind beispielsweise mehrere Zuverlässigkeitsverteilungen als Vorkenntnis
(Typ SR Test) vorhanden, so sind diese mit dem beschriebenen Vorgehen für den Fall ei-
ner Zuverlässigkeitsverteilung als Vorkenntnis zu kombinieren, siehe auch Tabelle 5.2. Die
Anwendung sollte dabei sequentiell erfolgen. Die Reihenfolge spielt keine Rolle, da der Satz
von Bayes keine der Informationen bevorzugt behandelt. Liegen mehrere Ausfallverteilun-
gen beziehungsweise Stichproben als Vorkenntnis vor (Typ EoL Test), so ist entsprechend
dem beschriebenen Vorgehen bei Ausfallverteilungen als Vorkenntnis vorzugehen, sodass
eine einzige Ausfallverteilung erhalten werden kann.

Liegen jedoch eine Zuverlässigkeitsverteilung und eine Ausfallverteilung als Vorkenntnis vor
(Typ SR Test und EoL Test), so ist gesondert vorzugehen. Dabei ist es unerheblich, ob die
Zuverlässigkeitsverteilung oder die Ausfallverteilung bereits aus mehreren Quellen kombi-
niert wurde. Es muss jedoch unterschieden werden, ob die Vorkenntnis mit den Ergebnissen
aus einem vorliegenden EoL Test oder einem SR Test kombiniert werden soll. Handelt es
sich um einen EoL Test, so kann lediglich die Vorkenntnis über die Ausfallverteilung mittels
der beschriebenen MAP Schätzung mit der Stichprobe aus dem aktuellen EoL Test kom-
biniert werden. Die Vorkenntnis in Form der Zuverlässigkeitsverteilung kann ausschließlich
für eine festgelegte Lebensdauer einfließen. Dazu ist die Vorkenntnis der Ausfallverteilung
mit dem Ergebnis aus dem vorliegenden EoL Test zu kombinieren. Anschließend kann aus
dieser Ausfallverteilung mittels dem beschriebenen Bootstrap-Verfahren eine Betaverteilung
abgeleitet werden, welche dann entsprechend für die relevante Lebensdauer als Zuverlässig-
keitsverteilung kombiniert werden kann. Wurde ein SR Test durchgeführt so muss aus der
Ausfallverteilung zunächst eine Betaverteilung als Zuverlässigkeitsverteilung bei geforderter
Lebensdauer abgeleitet werden. Diese kann dann mit der Zuverlässigkeitsverteilung aus der
zweiten Vorkenntnis kombiniert werden, sodass diese kombinierte Zuverlässigkeitsverteilung
schließlich mit der Zuverlässigkeitsverteilung aus dem aktuellen SR Test kombiniert werden
kann.

Ein Überblick über die verschiedenen Fälle zur Kombination der Vorkenntnis mit Ergebnisse
aus einem aktuellen Versuch für den Zuverlässigkeitsnachweis kann Tabelle 5.2 entnommen
werden.

Tabelle 5.2: Kombinationsmöglichkeiten der Berücksichtigung der beiden Typen der Vorkenntnis
und deren resultierende Zuverlässigkeitsverteilungen bei kombinierter Information.

Typ des Tests mit dem die Vorkenntnis kombiniert werden soll
SR Test EoL Test

T
yp

de
r

Vo
rk

en
nt

ni
s

SR
Te

st

Kombiniere die Betaverteilung der
Vorkenntnis B(A0; B0) mit dem
SR Test vom Umfang n und
Ausfällen k zur Betaverteilung mit
Apost = A0 + n� k

Bpost = B0 + k

Leite eine Betaverteilung B(A; B) aus
der gewonnenen Ausfallverteilung
nach Abbildung 5.1 ab und
kombiniere mit der Betaverteilung B(A0; B0)
der Vorkenntnis zu:
Apost = A0 + A� 1
Bpost = B0 +B � 1

E
oL

Te
st

Erzeuge Betaverteilung B(A0; B0) der Vorkenntnis
aus Ausfallverteilung der Vorkenntnis
nach Abbildung 5.1 und kombiniere
mit dem SR Test vom Umfang n und
Ausfällen k:
Apost = A0 + n� k

Bpost = B0 + k

Kombiniere die (synthetische)
Stichprobe der Vorkenntnis mit
der Stichprobe aus dem EoL Test
und werte gemeinsam aus.
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5.3. Unsicherheit in der Vorkenntnis

5.3 Unsicherheit in der Vorkenntnis

Die Zuverlässigkeit selbst beschreibt eine Unsicherheit, nämlich die aleatorische Unsicher-
heit der Funktionstüchtigkeit des Produkts, also das inhärente Zufallsereignis der Funkti-
onstüchtigkeit bei einer gewissen Lebensdauer. Aufgrund der Unsicherheit wird es mit einer
Wahrscheinlichkeit beschrieben. Die Schätzung der tatsächlich zugrundeliegenden Wahr-
scheinlichkeit der Funktionstüchtigkeit kann nicht exakt erfolgen. Diese Unzulänglichkeit
der Beobachtung wird epistemische Unsicherheit genannt. Bei der Schätzung der aleatori-
schen Unsicherheit (Wahrscheinlichkeit) ist immer eine epistemische Unsicherheit zugegen,
weswegen die beiden Unsicherheiten vermischt sind.

Da die Vorkenntnis im Kontext der Zuverlässigkeit und deren Absicherungsmaßnahmen den
in Kapitel 5.1 vorgestellten Typen entspricht, also einer Information über die Zuverlässigkeit
selbst (Typ SR Test: Zuverlässigkeitsverteilung) oder einer Information über die Ausfallver-
teilung (Typ EoL Test: Ausfallverteilung oder gesamte Stichprobe), handelt es sich um die
aleatorische Unsicherheit. Also die Unsicherheit über die Ausfallzeit, beziehungsweise Zu-
verlässigkeit. Die Unsicherheit über die korrekte Bestimmung dieser Unsicherheit muss zu-
sätzlich berücksichtigt werden. Dabei wird bereits durch die Verteilung der Zuverlässigkeit,
welche durch die Zuverlässigkeitsverteilung der Vorkenntnis des Typs SR Test beschrie-
ben wird, diese epistemische Unsicherheit beschrieben. Denn statt eines einzigen Werts der
Zuverlässigkeit werden mehrere Werte mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten zugelas-
sen, welche die Gegebenheiten aus der Beobachtung wiedergeben. Die Information über die
Ausfallverteilung, wie bei einer Vorkenntnis vom Typ eines EoL Tests, hat ebensolch eine
Unsicherheit, welche durch den Vertrauensbereich wiedergegeben wird. Wird dieser in der
weiteren Verarbeitung berücksichtigt, ist die Unsicherheit der Vorkenntnis ebenso berück-
sichtigt.

In den vorgestellten Methoden zur Berücksichtigung von Vorkenntnis mittels des Satz von
Bayes wird bereits die Streuung der Zuverlässigkeit in Form einer Zuverlässigkeitsverteilung
und die Streuung der Ausfallzeiten in Form der Ausfallzeiten der Stichprobe selbst berück-
sichtigt. Die epistemische Unsicherheit der Vorkenntnis ist in diesen Methoden also bereits
enthalten. Die bisher vorgestellten Ansätze zur Verwendung der Vorkenntnis mittels der Pts

hingegen verwendet immer einen scharfen Wert der Vorkenntnis, das heißt einen einzigen
Wert der Zuverlässigkeit und der Lebensdauer sowie der Parameter der Ausfallverteilung.
Die zur Berücksichtigung der Unsicherheit notwendigen Erweiterungen werden in Kapitel 6
vorgestellt. Die beiden Typen der Vorkenntnis in sicherer und unsicherer Form sind in Ab-
bildung 5.3 dargestellt. Die epistemische Unsicherheit in der Vorkenntnis kann also durch
die Angabe der Zuverlässigkeitsverteilung (zum Beispiel eine Betaverteilung beim Typ SR
Test) oder des ursprünglichen Stichprobenumfangs der Ausfallverteilung (bei Vorkenntnis
vom Typ EoL Test), wie sie in Kapitel 5.1 für die beiden Typen der Vorkenntnis festgelegt
wurden, bestimmt werden.

5.4 Anwendbarkeit von Vorkenntnis

Der Satz von Bayes kombiniert Informationen, welche derselben Grundgesamtheit entspre-
chen. Dies bedeutet, dass die Ausfallzeiten oder Zuverlässigkeiten, welche mit ihm kombi-
niert werden zwingend derselben Konstellation aus Produktbelastbarkeit und Produktbela-
stung und derselben Ausfallmode entsprechen müssen. Dies ist in der praktischen Anwen-
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Abbildung 5.3: Vorkenntnisse der Typen SR Test (Zuverlässigkeitsverteilung) und EoL Test
(Ausfallverteilung) in sicherer Form (oben) und mit epistemischer Unsicherheit
(unten).

dung jedoch für die meisten Vorkenntnisse nicht der Fall. Aus diesem Grund ist es für die
Methoden, welche den Satz von Bayes verwenden von essentieller Bedeutung die Anwend-
barkeit der Vorkenntnis genau zu prüfen. Denn würde eine falsche Vorkenntnis mit dem Satz
von Bayes für den Zuverlässigkeitsnachweis verwendet werden, können die Folgen für den
Feldeinsatz der Produktes erheblich sein. Aus diesem Grund existieren beispielsweise die An-
sätze von Kleyner et al. [165] sowie Krolo und Hitziger [162, 177], siehe auch Kapitel 2.2.6.
Die Quantifizierung und Formulierung der in diesen Ansätzen vorgestellten Faktoren zur
Anwendbarkeit gestaltet sich jedoch schwierig. Insbesondere sollten qualitative Merkmale
der Produkte und der Belastungssituation mit in die Bewertung der Anwendbarkeit einflie-
ßen. Deswegen ist die Anwendbarkeit der Vorkenntnis in dieser Arbeit vorausgesetzt und
nicht Gegenstand der Untersuchungen.

Im Gegensatz dazu steht die Verwendung der Vorkenntnis zur Berechnung der Pts ohne
Berücksichtigung über den Satz von Bayes. Da die Vorkenntnis dabei lediglich zur Planung
und Bewertung eines Tests verwendet wird, wiegen die Folgen deutlich weniger schwer.
Denn der Nachweis würde dennoch ausschließlich mit Informationen geführt werden, die
dem Einsatz im Feld entsprechen.

5.5 Zusammenfassung und Fazit

In diesem Kapitel wurde gezeigt, wie sich die für den Nachweis der Zuverlässigkeit not-
wendige Vorkenntnis aus bestehenden Quellen, wie bereits durchgeführten Versuchen und
Lebensdauerberechnungen, ableiten lässt. Da die Vorkenntnis entweder Informationen über
die Zuverlässigkeit selbst oder die Ausfallverteilung beinhalten kann, wurden zwei Typen
der Vorkenntnis eingeführt: die Vorkenntnis vom Typ einer Zuverlässigkeitsverteilung und
die Vorkenntnis vom Typ einer Ausfallverteilung. Beide Typen ermöglichen unterschiedli-
che Verwendung bezüglich der Kombination mit den Informationen aus SR und EoL Tests.
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5.5. Zusammenfassung und Fazit

Zudem lassen sich mehrere Quellen der Vorkenntnis kombinieren. Sind diese von unter-
schiedlichem Typ, so müssen Zwischenschritte durchgeführt werden, wie beispielsweise die
Ableitung von Zuverlässigkeitsverteilungen aus Ausfallverteilungen mittels Bootstrap. Um
die epistemische Unsicherheit der Vorkenntnisse zu berücksichtigen, wurde vorgestellt, wie
sich diese bei Berücksichtigung der Vorkenntnis mittels des Satz von Bayes im Nachweis
einbinden lässt. Ein wichtiger Aspekt bei der zusätzlichen Verwendung von Vorkenntnis ist,
dass diese auf den jeweils vorliegenden Fall anwendbar ist.
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Kapitel 6

Planung der Zuverlässigkeitstests von

Systemen als Hypothesentests

In diesem Kapitel wird vorgestellt, wie sich effiziente Zuverlässigkeitstests zum Nachweis der
Systemzuverlässigkeit planen lassen. Dazu werden Berechnungsverfahren entwickelt, die die
Bestimmung der Pts bei Tests von Systemen oder deren Elementen erlauben, die mehrere
Ausfallmoden besitzen. Um die Vorkenntnis und deren Unsicherheit zusätzlich im Nach-
weis und der Bewertung mittels der Pts einzubinden, können die Berechnungsmethoden
entsprechend weiterentwickelt werden. Neben einer allgemeinen Berechnungsmethode wer-
den auch analytische erarbeitet, die die Pts gut approximieren und gleichzeitig eine einfache
Berechnung erlauben. Abschließend wird das Vorgehen zur Planung der Tests unter Berück-
sichtigung dieser Aspekte vorgestellt.

6.1 Berechnung der Probability of Test Success bei

Berücksichtigung von Vorkenntnis mit dem Satz

von Bayes

Die Berechnung der Pts für den Fall, dass die verfügbare Vorkenntnis im Nachweis der
Zuverlässigkeit mittels des Satz von Bayes einfließt, wird im Folgenden behandelt. Dabei ist
zwischen dem SR und dem EoL Test zu unterscheiden.

6.1.1 Success-Run Test

Für einen SR Test ändert sich die Berechnung der Pts nicht, denn die Berechnung gibt
die Wahrscheinlichkeit für das Überleben eines gewissen Stichprobenumfangs bei bekann-
ter Überlebenswahrscheinlichkeit der Prüflinge wieder. Die Berücksichtigung der Vorkennt-
nis führt jedoch lediglich zu einer Verringerung des notwendigen Stichprobenumfangs bei
gleichbleibendem Zuverlässigkeitsziel, siehe dazu auch Kapitel 2.2.8. Dies bedeutet, dass
die Berechnung der Pts unverändert nach Gleichung 4.16 beziehungsweise 4.18 durchgeführt
werden kann. Es ändert sich dabei lediglich der Stichprobenumfang. Beispielsweise nach
Gleichung 2.62 beziehungsweise nach Kombination aller Vorkenntnisse nach Kapitel 5.2.3
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und Lösung von Gleichung 2.63 unter Verwendung der resultierenden Zuverlässigkeitsver-
teilung.

6.1.2 Allgemeine Berechnung bei End-of-Life Tests

Bei einem EoL Test muss zwischen den beiden Arten der Vorkenntnis unterschieden wer-
den. Vorkenntnisse nach Art eines SR Tests beinhalten lediglich Informationen über die
Zuverlässigkeit des Produkts bei einer gewissen Lebensdauer. Der EoL Test hingegen liefert
Informationen über das gesamte Ausfallverhalten. Für die Berechnung der Pts muss abge-
schätzt werden, wo die Ausfälle wahrscheinlich liegen mögen. Aus diesem Grund ist für die
Berechnung der Pts für einen EoL Test zwingend Vorkenntnis über das Ausfallverhalten
notwendig. Vorkenntnis aus einem SR Test genügt nicht.

Die allgemeine Berechnungsmethode aus Kapitel 4.2.1 dient hier als Grundlage und wird
um die Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes angepasst. Grundsätzlich
wird bei der Auswertung eines Tests jene durch den Test erzeugte Stichprobe entsprechend
der MAP um die gegebenenfalls synthetische Stichprobe (Gleichung 5.6 oder 5.7) der Vor-
kenntnis erweitert, siehe Gleichung 5.4. Die anschließende MLE Schätzung dieser kombi-
nierten Stichprobe liefert die Ausfallverteilung bei Berücksichtigung der Vorkenntnis. Dies
findet sich so nicht analog in der allgemeinen Berechnung wieder, denn die Iterationen des
Bootstrap-Ansatzes aus Kapitel 4.2.1 dienen dazu die Streuung zwischen den Stichproben
abzubilden und damit die Varianz des gewünschten Quantils unter Gültigkeit der beiden
Hypothesen zu schätzen. Die hier kombinierte Stichprobe beinhaltet jedoch den Anteil aus
der Vorkenntnis, welcher fest ist und nicht variiert. Aus diesem Grund erzeugt er auch keine
Stichprobenstreuung. Lediglich die noch ungewissen Ausfallzeiten des noch nicht durchge-
führten Tests sorgen für Streuung in der kombinierten Stichprobe. Diesem Umstand ist
Rechnung zu tragen indem die Varianz des Quantils der kombinierten Stichprobe Varkomb

aus zwei Schätzungen berechnet wird. Auf der einen Seite steht die Varianz des Quantils ei-
ner Stichprobe vom Umfang n+n0 der kombinierten Stichprobe Varn+n0 , welche die Varianz
des Quantils aus dem Test darstellt. Um diese um den korrekten Anteil der nicht streuenden,
festen Stichprobe der Vorkenntnis zu reduzieren, wird zunächst die Varianz des Quantils ei-
ner Stichprobe vom Umfang n0 der Vorkenntnis Varn0 berechnet, welche die zweite Varianz
darstellt. Um diese beiden Varianzen zu kombinieren und damit effektiv die Varianz Varn+n0

zu reduzieren, werden die beiden Verteilungen der Quantile, die diese Varianzen beschrei-
ben durch den Satz von Bayes kombiniert. Dieser stellt dabei eine Multiplikation der beiden
Verteilungen (entsprechend n + n0 und n0) dar, welche auch als die gegenseitige Gewich-
tung der beiden Verteilungen verstanden werden kann, siehe Gleichung 2.31. Die Varianz
der resultierenden Quantilsverteilungen Varkomb berechnet sich damit über

Varkomb =
Varn+n0 · Varn0

Varn+n0 +Varn0

. (6.1)

Die Gleichung kommt aus der Anwendung des Satz von Bayes auf zwei Normalverteilungen
zustande wobei die resultierende Verteilung ebenso wieder eine Normalverteilung darstellt,
dessen Varianz obige Beziehung zu den Ausgangsverteilungen besitzt [225]. Die Normal-
verteilung wurde gewählt, da die Quantilsverteilung asymptotisch einer Normalverteilung
folgt, siehe Kapitel 4.2.3. Für die Berechnung der Varianzen Varn0 und Varn+n0 wird in jeder
Iteration durch parametrisches Bootstrap, also unter Verwendung der Ausfallverteilung der
Vorkenntnis F (t), Stichproben vom Umfang n+n0 und vom Umfang n0 erzeugt. Um Rechen-
aufwand zu sparen, kann dabei vereinfachend die kleinere Stichprobe eine Untermenge der

80



6.1. Berechnung der Probability of Test Success bei Berücksichtigung von Vorkenntnis mit
dem Satz von Bayes

größeren bilden. Bei großen Iterationszahlen wird die dadurch erzeugte Vereinfachung ausge-
glichen. Zu diesen Stichproben werden die Ausfallverteilungen geschätzt, mit welchen jeweils
die Quantile berechnet werden können. Die Stichproben der Quantile erhält man durch meh-
faches Iterieren. Die gewünschte Stichprobe des Quantils entsprechend dem ursprünglichen
Umfang n+n0 mit der korrigierten, kombinierten Varianz Varkomb berechnet sich dann über
folgende Transformation der Werte der Quantile tRs,i welche aus den Bootstrap-Stichproben
vom Umfang n+ n0 berechnet wurden:

tRs,i,komb = t̄Rs + (tRs,i � t̄Rs)

s
Varkomb

Varn+n0

= t̄Rs + (tRs,i � t̄Rs)

s
Varn0

Varn+n0 +Varn0

. (6.2)

Dabei wird das Verhältnis aus gewünschter Varianz (Varkomb) und berechneter Varianz der
Stichprobe in der Quadratwurzel verwendet, da so Standardabweichungen mit der korrek-
ten Einheit verwendet werden. Die Variable t̄Rs stellt den arithmetischen Mittelwert der
Stichprobe der Quantile dar. Die so korrigierte Stichprobe kann im Weiteren wie in der
allgemeinen Berechnungsmethode aus Kapitel 4.2.1 zunächst zur Bildung der empirischen
Nullverteilung fH0 durch die bekannte Transformation aus Gleichung 4.9 und zur Alter-
nativverteilung fH1 verwendet werden. Aus fH0 wird der kritische Wert der Teststatistik
entsprechend Cs gebildet und anschließend damit nach Gleichung 4.11 die Pts berechnet.
Der entsprechende Ablauf ist in Abbildung 6.1 grafisch dargestellt. Es sei hier angemerkt,
dass diese so konstruierte Methode für den Grenzübergang n ! 0 gegebenenfalls keine kor-
rekten Werte der Pts wiedergibt, da dabei alleinig die Stichprobe der Vorkenntnis für den
Nachweis verantwortlich wäre und demnach keine Varianz des Quantils zur Folge hätte. Aus
diesem Grund sollte die Methode bestenfalls erst für Werte ab n > 3 verwendet werden.
Da die Vorkenntnis jedoch niemals alleinig die Zuverlässigkeit nachweisen sollte, stellt dies
keine Einschränkung für die praktische Anwendung dar.

6.1.3 Analytische und approximative Berechnung bei End-of-Life

Tests

Die analytische und approximative Berechnungsmethode ist ähnlich wie die allgemeine Be-
rechnungsmethode anzupassen, um die Vorkenntnis zusätzlich mittels des Satz von Bayes
zu berücksichtigen. Dabei werden die Varianzen der Lebensdauerquantile jedoch nicht über
einen Bootstrap-Ansatz sondern aus dem asymptotischen Verhalten der MLE berechnet.
Die Quantilsverteilungen resultieren dabei wie in Kapitel 4.2.3 als Normalverteilungen und
die Standardabweichung der kombinierten Quantilsverteilung �komb berechnet sich wie in
Gleichung 6.1 zu:

�komb =

s
�
2
n+n0

· �2
n0

�
2
n+n0

+ �2
n0

. (6.3)

Dabei berechnen sich die Standardabweichungen �n+n0 und �n0 entsprechend den Gleichun-
gen 4.28 bis 4.33 und 4.39, wobei jeweils mit synthetischen Stichproben nach Gleichung 4.35
oder 4.36 vom Umfang n + n0 und n0 unter Gültigkeit von H1 zu rechnen ist. Damit kann
die Pts als

Pts ⇡ 1� �

✓
��1

⇣
Cs; 0,

ts

T
(�ln(Rs))

�1/b
�komb

⌘
; T (�ln(Rs))

1/b � ts, �komb

◆
(6.4)

bestimmt werden.
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Vorkenntnis:
Ausfallverteilung F (t) und

zugrundeliegender Stichprobenumfang n0

Erzeugen von n+ n0 (pseudo-zufälligen)
Ausfallzeiten ti aus F (t) und zensieren

entsprechend dem Test,
sofern notwendig

Bilde die Stichproben vom Umfang n+ n0

und n0 aus den ti und bestimme jeweils
die Ausfallverteilung F̂n+n0(t) und F̂n0(t)

Berechne die Quantile
tRs = F̂

�1
n+n0

(1�Rs) und tRs,n0 = F̂
�1
n0

(1�Rs)

Berechne die Varianzen Varn0 und Varn+n0

der beiden Mengen der Quantilswerte und
bestimme die korrigierten Quantilswerte über

tRs,komb = t̄Rs + (tRs � t̄Rs)

r
Varn0

Varn+n0 +Varn0

Bestimme die Teststatistiken ⌧̂ unter Gültigkeit
von H0 und H1 mittels den tRs,komb:

⌧̂H0 = (1� s) tRs,komb � ts

⌧̂H1 = tRs,komb � ts

Berechne �krit aus ⌧̂H0 und Cs

Berechne Pts aus ⌧̂H1 und �krit

It
er

ie
re

Abbildung 6.1: Vorgehen der allgemeinen Berechnungsmethode für die Pts eines EoL Tests bei
zusätzlicher Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes.

6.2 Berücksichtigung der Systemstruktur

Heutige Produkte sind meist durch eine hohe Vielfalt an Funktionen gekennzeichnet. Die
Entwicklung von komplexen Produkten ist oft unumgänglich, sodass ein Unternehmen er-
folgreich am Markt teilnehmen kann. Die hohe Komplexität solcher Produkte spiegelt sich
jedoch in einer nicht minder hohen Anzahl potentieller Fehlermoden wider, welche besondere
Herausforderungen bezüglich der Absicherung und des Zuverlässigkeitsnachweises darstellen.
Doch auch bereits weniger komplexe Produkte besitzen zumeist viele Komponenten, welche
potentiell ausfallen können. Eine Berücksichtigung der Systemstruktur und damit ganzheit-
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liche Betrachtung des Systems bereits in der Planungsphase der Zuverlässigkeitstests ist
demnach unumgänglich für einen erfolgreichen Nachweis der Systemzuverlässigkeit. Hierbei
ist es von besonderer Bedeutung die Ausfallmoden in ihrer Wirkung und Wechselwirkung
im System zu berücksichtigen.

6.2.1 Systemdefinition

Um die Zuverlässigkeit eines Systems nachzuweisen muss klar definiert sein, welche Elemen-
te zum System gehören. Mit Systemelementen sind dabei die Subsysteme, Komponenten
oder Bauteile gemeint. Die physischen Komponenten eines Systems besitzen in der Re-
gel jeweils mindestens eine Ausfallmode, weswegen das System dahingehend zu analysieren
ist. Die Kenntnis aller potentieller Fehler sowie deren Verknüpfung und Auswirkung auf
das Systemverhalten kann beispielsweise über eine Fehlermöglichkeits- und Einflussanalyse
(FMEA) oder Fehlerbaumanalyse (siehe [5]) erfolgen. Die für das System relevanten Aus-
fallmoden müssen in einem Zuverlässigkeitsblockschaltbild festgehalten werden, sodass die
gemeinsame Wirkung auf das System klar und der logische Zusammenhang zwischen den
Ausfallmoden definiert ist, siehe auch Kapitel 2.2.4. In dieser Arbeit werden ausschließ-
lich Systeme behandelt, welche unabhängige Ausfallmoden besitzen. Eine Abhängigkeit die-
ser untereinander wird demnach nicht modelliert. Die Zuverlässigkeitsanforderung an das
System, bestehend aus Zuverlässigkeit Rs, Lebensdauer ts und Aussagewahrscheinlichkeit
Cs, ist durch Tests des Systems, der Subsysteme, der Komponenten und der Bauteile oder
Kombinationen dieser nachzuweisen. Dabei ist es unerheblich, welche dieser Systemelemente
getestet werden, sofern der Nachweis erbracht wird. Je nach System und Systemstruktur exi-
stieren dazu verschiedene Möglichkeiten. So können beispielsweise verschiedene Subsysteme
oder Baugruppen definiert und getestet werden. Da für den Nachweis der Systemzuverläs-
sigkeit alle Tests herangezogen werden, ist die Pts gemeinsam für alle Tests zu bestimmen.

Da theoretisch unendlich viele Ausfallmoden für einen Systemausfall verantwortlich sein
können, bedarf es meist einer Auswahl um nur die tatsächlich relevanten Ausfallmoden des
Systems abzubilden. Um die Relevanz für das System bereits im Voraus bewerten zu kön-
nen, bedarf es einer Abschätzung oder Vorkenntnis der Ausfallverteilungen. Dabei können
diese auch relativ zu den Ausfallmoden im System formuliert werden. Die Auswahl ist auch
im Hinblick auf die Möglichkeiten der Absicherung wichtig, denn eine Ausfallmode, welche
nur in extrem seltenen Fällen für einen Systemausfall verantwortlich ist, wird sich in der
Absicherung meist durch einen sehr großen Aufwand widerspiegeln. Denn um beispielswei-
se Systemausfälle beobachten zu können, sind meist sehr lange Laufzeiten notwendig und
meist sehr große Stichprobenumfänge, da die anderen Ausfallmoden diese stark zensieren
können, sofern es sich hauptsächlich um ein Seriensystem handelt. Eine objektive Bewertung
der Anteile der Ausfallmoden am Systemausfall kann durch die Berechnung der Auftretens-
wahrscheinlichkeit des Systemausfalls aufgrund der jeweiligen Ausfallmode erreicht werden
[146]. Ist die Auftretenswahrscheinlichkeit eines Ausfalls des Systems aufgrund einer be-
stimmten Ausfallmode nun ingesamt oder zumindest bis zur geforderten Lebensdauer ts

sehr klein, so kann sie gegebenenfalls als Null angenähert werden und damit nicht weiter als
Ausfallmode des Systems in der Absicherung betrachtet werden. Sollten sich Änderungen am
System oder den Belastungen ergeben, so sollte diese Betrachtung selbstverständlich erneut
durchgeführt werden. Die durch die Vereinfachung entstandene Unsicherheit kann beispiels-
weise durch eine leicht erhöhte Zuverlässigkeitsanfoderung des Systems im Verhältnis zur
tatsächlich gewünschten ausgeglichen werden.
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6.2.2 Berechnung der Probability of Test Success

Im Gegensatz zu Produkten oder Komponenten mit einer einzigen Ausfallmode, können bei
Systemen mit mehreren Subsystemen, Baugruppen, Komponenten und Bauteilen mehr als
ein Test verwendet werden um die Systemzuverlässigkeit nachzuweisen. Da die Pts den Nach-
weis der Systemzuverlässigkeit abbilden soll, ist sie gemeinsam für alle Tests zu bestimmen.
Für die Berechnung ist zwischen den beiden Testarten EoL und SR sowie deren Kombina-
tion zu unterscheiden, da auch hier die exakte Berechnung des SR Tests zur Anwendung
kommen kann. Wichtig ist, dass neben der Kenntnis der Systemstruktur und Ausfallmoden
auch Vorkenntnis bezüglich aller relevanter Ausfallmoden vorliegt. Für reine SR Tests ge-
nügt dabei Vorkenntnis in Form des SR Tests. Bei ausfallbasierten Tests hingegen ist die
Kenntnis der Ausfallverteilung notwendig. Die Berechnungen bedienen sich des in Kapitel 4
vorgestellten Ansatzes eines Hypothesentests. Dabei schätzen die Methoden die Alternativ-
verteilung fH1(⌧) und Nullverteilung fH0(⌧) des Systems um daraus die Pts berechnen zu
können.

Allgemeine Berechnung bei EoL Tests

Die allgemeine Berechnungsmethode ist grundsätzlich sehr ähnlich wie die in Kapitel 4.2.1
vorgestellte für Systeme mit einer einzigen Ausfallmode. Mittels Bootstrap werden Ausfall-
zeiten generiert um daraus wiederum Lebensdauerquantile des Systems unter Gültigkeit der
beiden Hypothesen (Gleichungen 4.1 und 4.2) zu erhalten, also Werte der Alternativvertei-
lung fH1(⌧) und der Nullverteilung fH0(⌧) des Systems (siehe Abbildung 4.1). Zusammen
mit den Gleichungen 4.6 und 4.7 kann damit die Pts für den Systemnachweis berechnet
werden. Um die benötigten Lebensdauerquantile des Systems entsprechend des Tests zu er-
halten, werden Ausfallzeiten aus allen Ausfallmoden generiert. Aus diesen Ausfallzeiten sind
dann gegebenenfalls zensierte Stichproben der Ausfallmoden zu bilden. So wird beispiels-
weise bei einem Systemtest entsprechend dem Stichprobenumfang n für alle Ausfallmoden
Stichproben dieser Größe erzeugt. Die Ausfallzeiten des Systems ergeben sich dann aus
den n kleinsten Ausfallzeiten. Die Stichproben zur Auswertung der Ausfallverteilungen der
Ausfallmoden werden aus dieser Systemstichprobe gebildet indem die Ausfälle der jeweiligen
Ausfallmode als unzensierte Ausfallzeiten auftreten und die übrigen als zensierte. Werden im
Test dagegen ausschließlich einzelne Ausfallmoden angesprochen, so erhält man unzensierte
Stichproben unterschiedlicher Größe für die jeweiligen Ausfallmoden. Das Lebensdauerquan-
til tRs des Systems wird dabei aus der Systemausfallverteilung FSys(t) bestimmt, indem die
aus den Stichproben bestimmten Ausfallverteilungen der Ausfallmoden Fl(t) entsprechend
der Systemstruktur verknüpft werden (Siehe Kapitel 2.2.4). Bei einem reinen Seriensystem
und weibullverteilten Ausfallmoden ergibt sich die Systemzuverlässigkeit RSys(t) zu

RSys(t) =
Y

l

Rl(t) = e

�
P

l

0

@
t

Tl

1

A
bl

. (6.5)

Dabei sind die Weibullparameter Tl und bl die der jeweiligen Ausfallmoden. Die Ausfallver-
teilungen (beziehungsweise Zuverlässigkeit) der Ausfallmoden Fl(t) werden mittels den Er-
gebnissen der durchgeführten Tests geschätzt. Dabei bestimmt die Testebene maßgeblich die
Zensierung dieser Information. Wird beispielsweise das Gesamtsystem getestet, so können
Ausfallzeiten erhalten werden, die potentiell allen Ausfallmoden zugeordnet werden können.
Also können Informationen über alle Ausfallmoden erhalten werden. Diese sind jedoch ge-
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gebenenfalls stark zensiert, da ein Ausfall aufgrund einer Ausfallmode eine Zensierung für
alle anderen Ausfallmoden bedeutet, sofern es sich um ein Seriensystem handelt. Bei einem
Test eines Bauteils können zwar nur Informationen über die Ausfallmoden erhalten werden,
welche in diesem Bauteil vorhanden sind und im Test angesprochen werden, dafür ist die
Information deutlich weniger bis garnicht zensiert. Sofern das Bauteil nur eine Ausfallmode
besitzt, ist die Information bei einem unzensierten EoL Test auch gänzlich unzensiert, sie-
he auch Abbildung 6.2. Der Ablauf zur allgemeinen Berechnung der Pts bei Systemen zum
Nachweis der Systemzuverlässigkeit ist in Abbildung 6.3 dargestellt. Wichtig ist dabei, dass
die Stichproben zur Auswertung der Ausfallverteilungen der Ausfallmoden entsprechend der
Systemebene der Tests und der Systemstruktur nach Abbildung 6.2 erfolgt.

Komponententests

Ausfälle
Komp. 1 (AM 1):
Komp. 2 (AM 2):
Komp. 3 (AM 3):

Auswertung
AM 1:

AM 3:
AM 2:

Systemtest

AM 1:
AM 2:
AM 3:

Auswertung
Ausfälle:

Abbildung 6.2: Beispielhaftes Verhalten zwischen Ausfallzeiten und Zensierung für einen
Systemtest und Komponententests eines Seriensystems. Das hier betrachtete
System besitzt drei Ausfallmoden, welche jeweils einer der insgesamt drei
Komponenten zugeordnet werden kann. Die vollen Symbole kennzeichnen
Ausfallzeiten, wobei die leeren Symbole rechtszensierte Laufzeiten darstellen.

Analytische und approximative Berechnung bei EoL Tests

Der in Kapitel 4.2.3 vorgestellte Ansatz zur analytischen Berechnung der Pts kann auf Tests
zum Nachweis der Systemzuverlässigkeit übertragen werden. Es sind dazu jedoch einige
Anpassungen notwendig. Die Ausfallverteilung des Systems setzt sich entsprechend der Sy-
stemstruktur aus den jeweiligen Ausfallverteilungen der Ausfallmoden zusammen (siehe
beispielsweise Gleichung 6.5). Aus diesem Grund ist die Varianz-Kovarianz-Matrix höhe-
rer Dimension, nämlich entsprechend der Summe der Parameter aller Ausfallverteilungen
der Ausfallmoden. Werden die K Ausfallverteilungen der Ausfallmoden alle jeweils mit ei-
ner zweiparametrigen Weibullverteilung beschrieben, so hat die Varianz-Kovarianz-Matrix
V die Dimension 2K, also V 2 R2K . Sind die Ausfallmoden unabhängig voneinander, sind
die Kovarianzen der Parameter zweier unterschiedlicher Ausfallmoden gleich Null. Dies hat
zur Folge, dass die Einträge der Varianz-Kovarianz-Matrix analog den Gleichungen 4.28
bis 4.32 berechnet werden können. Dies entspricht außerdem dem Vorgehen der Testaus-
wertung: Die Ausfallzeiten werden den Ausfallmoden zugeordnet und anschließend separat
die Parameter der Ausfallverteilungen dieser Ausfallmoden bestimmt. Anschließend werden
die Ausfallverteilungen entsprechend der Systemstruktur multiplikativ zur Systemausfall-
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Vorkenntnis:
Ausfallverteilungen Fl(t) der
Ausfallmoden des Systems

Erzeugen von (pseudo-zufälligen)
Ausfallzeiten aus den Fl(t)

entsprechend der Stichprobenumfänge und
Systemebene des Tests

Bilde aus den Ausfallzeiten die gegebenenfalls
entsprechend der Systemstruktur

zensierten Stichproben der Ausfallmoden
(Abbildung 6.2)

Bestimme die Ausfallverteilungen
der Ausfallmoden des Systems F̂l(t)
aus den Stichproben (z. B. MLE)

Bestimme die Ausfallverteilung
des Systems F̂Sys(t) aus den F̂l(t)
entsprechend der Systemstruktur

Bestimme die Teststatistik ⌧̂ unter
Gültigkeit von H0 und H1 mittels F̂Sys(t):
⌧̂H0 = (1� s) F̂�1

Sys(1�Rs)� ts

⌧̂H1 = F̂
�1
Sys(1�Rs)� ts

Berechne �krit aus ⌧̂H0 und Cs

Berechne Pts aus ⌧̂H1 und �krit

It
er

ie
re

Abbildung 6.3: Vorgehen der allgemeinen Berechnungsmethode für die Pts von EoL Tests bei
Systemen mit mehreren Ausfallmoden, Komponenten, Bauteilen, Baugruppen und
Subsystemen.

verteilung verknüpft. Die Varianz-Kovarianz-Matrix V setzt sich dann aus den jeweiligen
Varianz-Kovarianz-Matrizen Vl der K Ausfallmoden wie folgt zusammen

V =

2

6666666664

V1 0 · · · 0 · · · 0

V2 · · · 0 · · · 0
. . . 0 · · · 0

Vl · · · 0

sym. . . . 0

VK

3

7777777775

. (6.6)
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Diese Matrix ist für Operationen mit dem Parametervektor P gültig, welcher alle Para-
meter der Ausfallverteilungen in der entsprechenden Reihenfolge enthält. Handelt es sich
ausschließlich um zweiparametrige Weibullverteilungen, so lautet dieser Vektor beispiels-
weise P = [T1, b1, ... ,Tl, bl, ..., TK , bK ].

Die allgemeine Form zur Berechnung der Varianz der Quantilsfunktion tq analog zu Glei-
chung 4.33 lautet

Var(tq) =


@tq

@P

�0
V


@tq

@P

�
. (6.7)

Wobei
h
@tq

@P

i
den stehenden Vektor der partiellen Ableitungen der Quantilsfunktion nach

allen Parametern entsprechend dem Parametervektor P beschreibt. Wird Gleichung 6.7
ausmultipliziert so erhält man für zweiparametrige Weibullverteilungen der Ausfallmoden
den folgenden Ausdruck

Var (tq) =
KX

l=1

 ✓
@tq

@Tl

◆2

Var(Tl) + 2
@tq

@Tl

· @tq
@bl

Cov(Tl, bl) +

✓
@tq

@bl

◆2

Var(bl)

!
. (6.8)

Die Terme der Varianzen Var(Tl), Var(bl) und Kovarianzen Cov(Tl, bl) können mit den
Gleichungen 4.29 bis 4.32 sowie 4.35 oder 4.36 berechnet werden, indem die entsprechenden
Werte der Parameter der Ausfallverteilung der Ausfallmoden, welche durch die Vorkenntnis
gegeben sind, eingesetzt werden. Dies gilt ebenso für die Terme der partiellen Ableitungen.

Da die Quantilsfunktion nicht als explizite Gleichung geschrieben werden kann, müssen die
Ableitungen in

h
@tq

@P

i
durch implizite Differentation gefunden werden. Hierzu empfiehlt es

sich die Systemgleichung der Zuverlässigkeit in logarithmierter Form zu verwenden; für ein
reines Seriensystem mit Weibullverteilungen also die folgende Gleichung:

ln(1� q) = �
KX

l=1

✓
tq

Tl

◆bl

(6.9)

Werden alle Ausfallverteilungen durch zweiparametrige Weibullverteilungen beschrieben, so
lauten die partiellen Ableitungen für das Seriensystem

@tq

@Tl

=

bltq ·
✓
tq

Tl

◆bl

Tl ·
P

K

p=1 bp ·
✓
tq

Tp

◆bp
(6.10)

@tq

@bl
= �

tq · ln
✓
tq

Tl

◆✓
tq

Tl

◆bl

P
K

p=1 bp ·
✓
tq

Tp

◆bp
. (6.11)
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Zusammen mit Gleichung 6.8 erhält man den folgenden Ausdruck für ein reines Seriensystem

Var (tq) =
KX

l=1

0

BBB@

tq ·
✓
tq

Tl

◆bl

P
K

p=1 bp ·
✓
tq

Tp

◆bp

1

CCCA

2

·
 ✓

bl

Tl

◆2

Var(Tl)

� 2
bl
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ln

✓
tq

Tl

◆
Cov(Tl, bl) +

✓
ln

✓
tq

Tl

◆◆2

Var(bl)

!
. (6.12)

Die asymptotische Normalverteilung des Lebensdauerquantils des Systems tq lässt sich in
gleicher Weise bestimmen wie beim Fall einer einzigen vorherrschenden Ausfallmode und
lautet

tq ⇠ N
✓
tq;
q
Var(tq)

◆
. (6.13)

Hierbei muss jedoch tq aus der Systemgleichung bestimmt werden. Da diese nicht explizit
nach tq aufgelöst werden kann, kann diese beispielsweise durch numerisch approximative
Verfahren gelöst werden. Ein einfacher Newton-Raphson-Algorithmus [226] genügt jedoch
um beispielsweise die Nullstelle des folgenden Ausdrucks zu bestimmen, wenn ein reines
Seriensystem vorliegt:

1� q � e

PK
l=1

0

@
tq

Tl

1

A
bl

. (6.14)

Die Verteilung des Lebensdauerquantils bei Gültigkeit der Alternativhypothese lautet damit

tRs,H1 ⇠ N (tp; �H1) (6.15)

mit
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1

CCCCA
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. (6.16)

Wobei tp beispielsweise mittels Gleichung 6.14 sowie q = 1� Rs und die notwendigen Aus-
fallzeiten der jeweiligen Ausfallmoden mittels Gleichung 4.35 oder 4.36 bestimmt werden.
Es handelt sich bei tp also um das Lebensdauerquantil aus der Vorkenntnis welches der
geforderten Zuverlässigkeit entspricht. Wird das Gesamtsystem getestet, so sind diese Aus-
fallzeiten für die jeweiligen Ausfallmoden entsprechend der Systemstruktur zu zensieren. Da
die Ausfallmoden durch Multiplikation zum System verknüpft werden und die Beziehung
zwischen Alternativ- und Nullverteilung ebenso multiplikativ erfolgt, kann die asymptoti-
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sche Verteilung der Lebensdauerquantile bei Gültigkeit der Nullhypothese folgendermaßen
beschrieben werden:

tRs,H0 ⇠ N
✓
ts; (1� s)�H1

◆
= N

✓
ts;

ts

tp
· �H1

◆
. (6.17)

In Analogie zu Gleichung 4.43 lässt sich damit die Pts für den Systemnachweis wie folgt
berechnen:

Pts ⇡ 1� �

✓
��1

⇣
Cs; 0,

ts

tp
�H1

⌘
; tp � ts, �H1

◆
. (6.18)

Die entsprechenden Gleichungen für ein reines Parallelsystem können Anhang A entnom-
men werden. Bei Systemen, welche sich sowohl aus Serien- als auch Parallelsystemen zu-
sammensetzen, ist die Systemgleichung entsprechend der Systemstruktur in Analogie zu
Gleichung 6.9 aufzustellen und entsprechende partielle Ableitungen zu bilden. Es werden al-
so lediglich die Terme in

h
@tq

@P

i
durch die jeweils gültigen ausgetauscht, denn die Parameter

der Ausfallmoden werden auch hier unabhängig voneinander bestimmt.

Berechnung bei SR Tests

Werden die SR Tests mit dem Gesamtsystem durchgeführt, so sind die Gleichungen zur
Berechnung identisch mit jenen, welche bei nur einer einzigen vorherrschenden Ausfallmode
verwendet werden. Es können also die Gleichungen 4.16, 4.18 oder 4.21 für die Berechnung
verwendet werden. Einzig der Wert der Zuverlässigkeit aus der Vorkenntnis Rp muss entspre-
chend der Systemstruktur aus der Vorkenntnis über die Ausfallverteilungen der Ausfallm-
oden berechnet werden. Bei einem reinen Seriensystem mit weibullverteilten Ausfallmoden
ist

Rp = e

PK
l=1

0

@
ts

Tl

1

A
bl

. (6.19)

Werden jedoch Subsysteme, Komponenten oder Bauteile in separaten SR Tests getestet, so
ist die Berechnung der Pts anzupassen. Dabei ist die Systemstruktur, welche die Verknüp-
fung der jeweiligen Ausfallmoden der getesteten Subsysteme, Komponenten oder Bauteile
zum Gesamtsystem bestimmt, bei der Berechnung der Pts unerheblich. Denn der Zuver-
lässigkeitsnachweis auf Systemebene kann nur dann erbracht werden, wenn alle SR Tests
erfolgreich sind. Wird bereits bei einem der SR Tests die Anzahl an zugelassenen Ausfällen
überschritten, so kann der Systemnachweis nicht erbracht werden. Dieser Zusammenhang
entspricht einer Multiplikation aller Überlebenswahrscheinlicheiten der einzelnen SR Tests.
Da die Pts ebendiese Wahrscheinlichkeiten bei SR Tests beschreibt, können die Gleichungen
4.16, 4.18 oder 4.21 für die Berechnung der Wahrscheinlichkeiten Pts,1, ..., Pts,l, ..., Pts,K der
K SR Tests verwendet werden, also

Pts =
KY

l=1

Pts,l. (6.20)

Die Systemstruktur ist jedoch für die Bestimmung der notwendigen Stichprobenumfänge
der einzelnen SR Tests gefragt. Diese müssen so bestimmt werden, dass die resultierende
Zuverlässigkeitsverteilung auf Systemebene das Zuverlässigkeitsziel erfüllen kann. Dazu kön-
nen die entsprechend des Stichprobenumfangs entstehenden Betaverteilungen der einzelnen
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SR Tests beispielsweise durch eine Berechnungsmethode aus Kapitel 2.2.4 zur Systemzuver-
lässigkeitsverteilung verknüpft werden und die Erfüllung des Zuverlässigkeitsziels überprüft
werden [146–148]. Dabei ist es nicht notwendig das Zuverlässigkeitsziel des Systems auf die
Subsysteme, Komponenten oder Bauteile des Systems aufzuteilen, denn einzig die Erfüllung
des Zuverlässigkeitsziels des Systems ist relevant. Eine Aufteilung schränkt dabei lediglich
den Lösungsraum an Testkonfigurationen ein, siehe auch Kapitel 7.2.1

Allgemeine Berechnung bei Kombination von EoL und SR Tests

Sollen für den Nachweis der Systemzuverlässgkeit Tests verschiedener Systemebenen verwen-
det werden, so können beispielsweise Komponententests als EoL Tests durchgeführt werden
und Systemtests als SR Tests. Um solch eine Kombination und andere zu planen und be-
werten zu können, kann ebenso die Pts verwendet werden. Es kann dazu zwischen EoL Tests
und SR Tests unterschieden werden. Die EoL Tests liefern dabei Informationen über die
jeweiligen Ausfallverteilung der Ausfallmoden, welche durch den Test angesprochen werden.
Um die Informationen mehrerer EoL Tests zu kombinieren, sind diese auf der Ebene der
Ausfallmoden mittels des Satz von Bayes, wie in Kapitel 5.2 beschrieben, zu kombinieren.
Also als gemeinsame Auswertung als eine Stichprobe pro Ausfallmode. Anschließend kann
diese gemeinsame Stichporbe (oder Ausfallverteilung) als Vorkenntnis verwendet werden.
Werden dagegen SR Tests durchgeführt, so liefern diese Informationen in Form einer Zuver-
lässigkeitsverteilung für die Komponente, das Subsysteme oder das Bauteil, welches getestet
wird. Mehrere SR Tests sind entsprechend des Satz von Bayes ebenso mit den Methoden
aus Kapitel 5.2 zu kombinieren.

Werden sowohl EoL Tests als auch SR Tests durchgeführt, so sind für die aus den EoL Tests
gewonnenen Informationen über die Ausfallmoden der Systemelemente der Systemebene,
welche in den SR Tests involviert sind, Zuverlässigkeitsverteilungen abzuleiten. So können
diese mit den Zuverlässigkeitsverteilungen der SR Tests kombiniert werden. Um eine Syste-
maussage zu erhalten, werden die Zuverlässigkeitsverteilungen dieser Systemebene auf die
oberste Systemebene aggregiert nach den Methoden aus Kapitel 2.2.4. Werden neben EoL
Tests zusätzlich auf verschiedenen Systemebenen (beispielsweise Subsysteme und Gesamt-
system) SR Tests durchgeführt, so sind die Informationen der Zuverlässigkeitsverteilungen
der SR Tests der höheren Systemebenen zusätzlich mit den aggregierten Zuverlässigkeits-
verteilungen entsprechend des Satz von Bayes zu kombinieren.

Um die Pts zu berechnen, sind bei der Kombination von EoL und SR Tests die Hypothe-
sen in der Zuverlässigkeitsebene nach den Gleichungen 4.13 und 4.14 wie beim SR Test
zu verwenden. Hierzu ist als Zuverlässigkeitsverteilung fSys,Kombi(R) die resultierende des
Gesamtsystems für die geforderte Lebensdauer als Verteilung g(R) in den Gleichungen 4.15
und 4.16 zu verwenden.

Um die notwendigen Stichprobenumfänge der Tests zu identifizieren, können entsprechend
der gewünschten Pts die erforderlichen Umfänge gefunden werden. Dabei ist je nach System-
struktur und Typ sowie Anzahl der Tests ein mehrdimensionales Optimierungsproblem zu
lösen, da jeder Test seinen eigenen Stichprobenumfang besitzt und die Tests sich bezüglich
der Pts gegenseitig beeinflussen. Werden jedoch ausschließlich EoL Tests verwendet, so kann
Information über die Verteilung der Lebensdauerquantile gewonnen werden und die Glei-
chungen 4.6 und 4.7 mit den Formulierungen über die Lebensdaueranforderung können zum
Einsatz kommen.
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6.2.3 Vergleich der Berechnungsmethoden bei End-of-Life Tests

Um die beiden für den EoL Test verfügbaren Berechnungsmethoden zu vergleichen, ist in
den Abbildungen 6.4 und 6.5 die Pts für reine Seriensysteme mit verschiedener Anzahl Kom-
ponenten, wovon jede eine einzigen Ausfallmode besitzt, dargestellt. Abbildung 6.4 zeigt die
EoL Tests der Komponenten mit gleicher Aufteilung der Prüflinge und Abbildung 6.5 zeigt
die EoL Tests des Gesamtsystems. Dabei wurden jeweils vier verschiedene Systeme vergli-
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Abbildung 6.4: Werte der Pts in Abhängigkeit der Stichprobenumfänge n für den unzensierten
EoL Test der Komponenten bei verschiedenen Seriensystemen. Das
Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%, Cs = 90% mit s = 19,26%.

chen, wovon das erste System lediglich eine einzige Ausfallmode besitzt, das zweite System
zwei, das dritte drei und das vierte vier. Die vier zugehörigen Ausfallverteilungen lauten
wie folgt: W(1; 3), W(1; 2,5), W(2; 2), W(0,8; 3,5). Für die allgemeine Berechnungsmetho-
de wurden jeweils 10.000 Iterationen verwendet. Vergleicht man die die Kurven der Pts der
Komponententests, so ist zu erkennen, dass die analytische und approximative Berechnungs-
methode eine gute Übereinstimmung mit der allgemeinen Berechnungsmethode besitzt. So
sind die Abweichungen der Pts für kleine Stichprobenumfänge im einstelligen Prozentbe-
reich und für größere Stichprobenumfänge nahezu Null. Hieraus kann geschlussfolgert wer-
den, dass die analytische und approximative Methode ein sehr guter Ersatz für die beliebig
genaue allgemeine Berechnungsmethode darstellt. Die Kurven der Pts des Gesamtsystem-
tests hingegen zeigen deutliche Abweichungen auf. Dies ist in den für die Auswertung der
Ausfallmoden teilweise stark zensierten Stichproben des Seriensystems begründet. Die MLE
besitzt dabei eine starke Verzerrung der Schätzung des Weibullformaprameters [227], wel-
che sich hier ebenso zeigt. Die analytische und approximative Berechnungsmethode hinge-
gen besitzt keine solche Verzerrung. Für die Berechnung sollte dieser Unterschied bestenfalls
berücksichtigt werden. Grundsätzlich sollte die allgemeine Berechnungsmethode der analyti-
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Abbildung 6.5: Werte der Pts in Abhängigkeit der Stichprobenumfänge n für den unzensierten
EoL Test des Gesamtsystems bei verschiedenen Seriensystemen. Das
Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%, Cs = 90% mit s = 19,26%.

schen und approximativen vorgezogen werden und gegebenenfalls eine Verzerrungskorrektur,
wie beispielsweise in [211] vorgestellt, implementiert werden. Bei einem Parallelsystem wird
diese Abweichung nicht auftreten, da dort keine Zensierungen vorhanden sind.

6.3 Berücksichtigung von Unsicherheit in der

Vorkenntnis

Informationen sind grundsätzlich mit Unsicherheit behaftet. Die Vorkenntnis über die Zuver-
lässigkeit und die Ausfallverteilung im speziellen sind demnach ebenso mit Unsicherheiten
behaftet. Um diese in den Betrachtungen der Zuverlässigkeitsabsicherung berücksichtigen
zu können, werden im Folgenden Methoden und Verfahren vorgestellt und die Berechnung
der Pts für diesen Fall entwickelt.

6.3.1 Berechnung der Probability of Test Success

Um die Pts berechnen zu können, muss die epistemische Unsicherheit der Vorkenntnis ab-
gebildet werden. Es muss also die Streuung der Zuverlässigkeit (Vorkenntnis vom Typ SR
Test) oder die Streuung der Parameter der Ausfallverteilung (Vorkenntnis vom Typ EoL
Test) welche aufgrund der Unsicherheit der Beobachtung bei deren Bestimmung entstanden
ist, bestimmt werden. Die Unsicherheit der Vorkenntnis bildet demnach die Güte der Vor-
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kenntnis ab. Ist die Güte unendlich hoch, so würde die Unsicherheit verschwinden und die
Zuverlässigkeit, beziehungsweise die Parameter der Ausfallverteilung könnten als einzelner,
scharfer Wert angegeben werden.

Zur Berechnung der Pts mit Unsicherheit der Vorkenntnis ist zwischen dem EoL Test und
dem SR Test zu unterscheiden. Außerdem kann neben einer allgemeinen Berechnungsmetho-
de, welche grundsätzlich fähig ist jegliche Gegebenheiten abzubilden, auch eine analytische
Berechnung entwickelt werden. Sie werden nachfolgend vorgestellt.

Allgemeine Berechnung bei EoL Tests

Voraussetzung für die Berechnung der Pts bei EoL Tests ist eine Vorkenntnis vom Typ EoL
Test. Das heißt eine Ausfallverteilung mit Angabe des ursprünglichen Stichprobenumfangs,
oder die Angabe der ursprünglichen Stichprobe in Form von Ausfallzeiten selbst. Die hier
angeführten Methoden und Verfahren sind für die zweiparametrige Weibullverteilung for-
muliert. Grundsätzlich lassen sich diese aber auch für andere Verteilungen anwenden.

Zur allgemeinen Berechnung der Pts soll grundsätzlich wieder jener Bootstrap-Ansatz ver-
wendet werden, welcher in Kapitel 4.2.1 vorgestellt wurde. Um jedoch die Streuung der
Parameter der Ausfallverteilung zu bestimmen und in die Berechnung zu integrieren, wird
der Ansatz zu einem doppelten Bootstrap-Ansatz erweitert. Dabei wird in einem ersten
Schritt aus der Ausfallverteilung eine Bootstrap-Stichprobe vom Umfang der Vorkenntnis
n0 erzeugt. Dies kann parametrisch oder nicht-parametrisch erfolgen. Diese Stichprobe wird
dann verwendet um die Parameter der Ausfallverteilung zu bestimmen, welche dann wie-
derum erneut verwendet werden um eine weitere Bootstrap-Stichprobe von Umfang n und
Zensierung des zu planenden und zu bewertenden Tests zu erzeugen. Durch dieses doppelte
Vorgehen, werden beide Stichprobenumfänge (n0 und n) berücksichtigt und die entsprechen-
de Streuung und Unsicherheit dieser kombinierten Umfänge können abgebildet werden. Die
weitere Berechnung erfolgt wie im Falle von sicherer Vorkenntnis. Der erweiterte Ablaufplan
dazu ist in Abbildung 6.6 abgebildet. Aufgrund des hier doppelt angewandten Bootstrap-
Verfahrens, ist die Anzahl der Iterationen höher zu wählen als im einfacheren Fall ohne
Unsicherheit. Idealerweise wird in jedem Fall eine Untersuchung der Konvergenz bezüglich
der Iterationszahl durchgeführt.

Analytische und Approximative Berechnung bei EoL Tests

Die in Kapitel 4.2.3 beschriebenen Ansätze, Verfahren und Methoden verwenden die asym-
ptotische Verteilung des Lebensdauerquantils um die Pts in analytischer Weise zu berechnen.
Dabei werden die aymptotischen Standardabweichungn �H0 und �H1 unter Gültigkeit der
beiden Hypothesen mittels des Zentralen Grenzwertsatzes und einer Taylorreihenapproxima-
tion aus den Gleichungen 4.38 und 4.40 bestimmt. Die Verteilungen der Lebensdauerquantile
für die beiden Fälle ergeben sich dann nach den Gleichungen 4.37 und 4.39 als Normalver-
teilung. Dabei werden die Lagen µH0 und µH1 dieser Verteilungen über die Vorkenntnis
bestimmt, denn sie werden direkt durch die definierten Hypothesen festgelegt und sind un-
abhängig der Überlegungen zum Zentralen Grenzwertsatz und dem Stichprobenumfang. Im
Falle der Vorkenntnis ohne Unsicherheit ist dies unter Gültigkeit der Alternativhypothese
im Falle einer zweiparametrigen Weibullverteilung beispielsweise µH1 = T (�ln(Rs))

1/b, sie-
he auch Gleichung 4.37. Aufgrund der Unsicherheit in der Vorkenntnis kann jedoch nicht
weiter ein einziger Wert für die Parameter der Ausfallverteilung angegeben werden, was
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Vorkenntnis:
Ausfallverteilung F (t) und

zugrundeliegender Stichprobenumfang n0

(oder Stichprobe vom Umfang n0)

Erzeugen von n0 (pseudo-zufälligen)
Ausfallzeiten t0,i aus F (t)

Bestimme die Ausfallverteilung
F̂0(t) aus den t0,i

(durch einen möglichst
verzerrungsfreien Schätzer)

Erzeugen von n (pseudo-zufälligen)
Ausfallzeiten ti aus F̂0(t) und

entsprechend dem Test zensieren,
sofern notwendig

Bestimme die Ausfallverteilung
F̂ (t) aus den ti (z. B. MLE)

Bestimme die Teststatistik ⌧̂ unter
Gültigkeit von H0 und H1 mittels F̂ (t):
⌧̂H0 = (1� s) F̂�1(1�Rs)� ts

⌧̂H1 = F̂
�1(1�Rs)� ts
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Abbildung 6.6: Vorgehen der allgemeinen Berechnungsmethode der Probability of Test Success
Pts von EoL Tests bei Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis.

zur Folge hat, dass auch die Lage des Lebensdauerquantils streut. Mit demselben Ansatz
wie er in Kapitel 4.2.3 verwendet wird, kann jedoch auch hierbei die Streuung über den
Zentralen Grenzwertsatz und Taylorreihenapproximation als Normalverteilung bestimmt
werden. Dazu muss lediglich der Stichprobenumfang n0 welcher der Vorkenntnis zugrunde
liegt verwendet werden. Damit ergibt sich die asymptotische Normalverteilung der Lage des
Lebensdauerquantils unter Gültigkeit der Alternativhypothese µH1 als:

µH1 ⇠ N
⇣
T (�ln(Rs))

1/b ; �H1,n0

⌘
. (6.21)
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mit

�H1,n0 =

✓
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2/b Var(T ) +
T

2
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2(�ln(Rs))
2/bVar(b)

� 2T 2

b2
ln(�ln(Rs))(�ln(Rs))

2/bCov(T,b)

◆1/2

(6.22)

bei einer zweiparametrigen Weibullverteilung. Dabei ist Gleichung 6.22 analog zu Glei-
chung 4.38 formuliert. Wichtig ist dabei jedoch, dass die Varianzen und Kovarianzen in
dieser Gleichung mittels den synthetischen Ausfallzeiten (Gleichungen 4.36 oder 4.37) ent-
sprechend n0, statt n bestimmt werden. Die Beziehungen zwischen der Likelihood, deren
Ableitungen und den Varianzen sowie Kovarianzen aus den Gleichungen 4.29 bis 4.32 sind
weiterhin gültig. Die Parameter der Weibullverteilung T und b sind auch hier die der Vor-
kenntnis (ohne Unsicherheit). Die Lage der asymptotischen Verteilung der Lage des Lebens-
dauerquantils (Gleichung 6.21) ist dabei identisch mit der Lage des Lebensdauerquantils, für
den Fall es würde keine Unsicherheit berücksichtigt werden. Bei dem hier vorliegenden Fall,
dass der Lageparameter einer Normalverteilung wieder normalverteilt ist, spricht man auch
von einer Mischverteilung und die resultierende Verteilung ist wieder eine Normalverteilung
[228]. Dabei entspricht die Lage der resultierenden Verteilung jener der Verteilung, die den
streuenden Lageparameter beschreibt. Die Varianzen hingegen werden addiert, was bedeu-
tet, dass die resultierende Standardabweichung �⌃ die geometrische Summe der Standard-
abweichungen der beiden Verteilungen ist. Damit ist die asymptotische Normalverteilung
des Lebensdauerquantils für die Gültigkeit der Alternativhypothese mit Berücksichtigung
der Unsicherheit der Vorkenntnis folgendermaßen bestimmt:

tRs,H1 ⇠ N (tp; �⌃,H1) = N
⇣
T (�ln(Rs))

1/b ;
q

�
2
H1,n0

+ �
2
H1

⌘
(6.23)

mit
�⌃,H1 =

q
�
2
H1,n0

+ �
2
H1
. (6.24)

Aufgrund der Beziehung aus Gleichung 4.42 ergibt sich die asymptotische Normalverteilung
der Lage des Lebensdauerquantils µH0 für die Gültigkeit von H0 zu:

µH0 ⇠ N (ts; (1� s) · �H1,n0) = N
✓
ts;

ts

T
(�ln(Rs))

�1/b
�H1,n0

◆
. (6.25)

Die Standardabweichung der Lage des Lebensdauerquantils unter Gültigkeit der Nullhy-
pothese kann demnach entweder analog zu Gleichung 6.22 mit den Parametern der nach
Gleichung 4.26 verschobenen Ausfallverteilung berechnet werden oder einfacher aus der
Standardabweichung unter Gültigkeit der Alternativhypothese, also

�H0,n0 = (1� s) · �H1,n0 =
ts

T
(�ln(Rs))

�1/b
�H1,n0 . (6.26)

Entsprechend Gleichung 6.23 gilt analog für die Gültigkeit der Nullhypothese die folgende
asymptotische Verteilung:

tRs,H0 ⇠ N (ts; �⌃,H0) (6.27)

mit

�⌃,H0 =
q

�
2
H0,n0

+ �
2
H0

=
ts

T
(�ln(Rs))

�1/b
q
�
2
H1,n0

+ �
2
H1

= (1� s) · �⌃,H1 . (6.28)
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Hierbei sind die Werte der Standardabweichungen aufgrund der Unsicherheit in der Vor-
kenntnis �H1,n0 und �H0,n0 entsprechend den hier vorgestellten Gleichungen 6.22 und 6.26
zu bestimmen. Die Standardabweichungen �H1 und �H0 , welche aufgrund des Stichprobe-
numfangs des Tests resultieren, sind dagegen nach den Gleichungen 4.38 und 4.40, wie in
Kapitel 4.2.3 vorgestellt, zu berechnen. Mit diesen Gleichungen lässt sich die Pts eines EoL
Tests unter Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis folgendermaßen berech-
nen:

Pts ⇡ 1� �

✓
��1

⇣
Cs; 0, �⌃,H0

⌘
; T (�ln(Rs))

1/b � ts, �⌃,H1

◆
. (6.29)

Da auch hier die Beziehung aus Gleichung 4.42 zwischen den Standardabweichungen der
beiden Hypothesen gültig ist, kann die Pts auch einfacher als

Pts ⇡ 1� �

✓
��1

⇣
Cs; 0,

ts

T
(�ln(Rs))

�1/b
�⌃,H1

⌘
; T (�ln(Rs))

1/b � ts, �⌃,H1

◆
. (6.30)

berechnet werden, siehe auch Gleichung 6.28.

Die hier dargestellten Vorgehen und Gleichungen sind für den Fall, dass das Lebensdau-
erquantil über die Parameter der Ausfallverteilung bestimmt werden. Die Parameter sind
wiederum durch eine MLE Schätzung aus der Stichprobe des Tests bestimmt. Zudem sind
diese für die zweiparametrige Weibullverteilung formuliert. Der Grundsatz der hier vorge-
stellten Überlegungen lässt sich jedoch auch auf den Fall der Quantilsbestimmung als Stich-
probenquantil sowie die Beschreibung des Lebensdauerquantils als Lognormalverteilung, wie
in Kapitel 4.2.3 beschrieben, übertragen. Dazu muss lediglich die Standardabweichung ent-
sprechend den Gleichungen aus Kapitel 4.2.3 für den Stichprobenumfang der Vorkenntnis
n0 berechnet werden und mit der Standardabweichung entsprechend des Stichprobenum-
fangs des Tests n, wie beschrieben, geometrisch addiert werden zu �⌃ =

p
�2
n0

+ �2
n
, siehe

Gleichungen 6.24 und 6.28.

Anhand der hier vorgestellten Gleichungen wird ersichtlich, dass die Pts bei EoL Tests mit
Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis maximal den Wert erreichen kann,
welcher dem Stichprobenumfang der Vorkenntnis bei einer Rechnung ohne Unsicherheit ent-
spricht, siehe die Gleichungen 6.24 und 6.28. Für die Praxis bedeutet dies, dass die Pts bei
Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis immer kleiner ausfallen wird, als wenn
die Unsicherheit nicht berücksichtigt werden würde. Außerdem würde ein Stichprobenum-
fang, welcher größer als jener der Vorkenntnis ist n > n0, zu keinem Anstieg der Pts führen.
Was das für die praktische Anwendung bedeutet, wird in Kapitel 7 weiter thematisiert.

Berechnung bei SR Tests

Die Berechnung der Pts ist in der allgemeinen Berechnung nicht inkludiert, da sie entspre-
chend den nachfolgenden Gleichungen in exakter und analytischer Weise berechnet werden
kann. Soll die Unsicherheit in der Vorkenntnis berücksichtigt werden, muss die Vorkenntnis
gegebenenfalls zunächst in eine geeignete Form übersetzt werden. Liegt die Vorkenntnis in
Form eines SR Tests als Betaverteilung vor, so kann sie direkt verwendet werden. Im Falle
einer Vorkenntnis in Form eines EoL Tests, also einer Ausfallverteilung muss diese eben-
falls in eine Betaverteilung übersetzt werden. Dies kann entsprechend des in Kapitel 5.1.1
vorgestellten Bootstrap-Verfahrens geschehen.

Der Ansatz aus Gleichung 4.16 mittels der Binomialverteilung kann hier nicht weiter verwen-
det werden, denn der Parameter der Erfolgswahrscheinlichkeit, welcher in diesem Kontext die
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Ausfallwahrscheinlichkeit ist, ist nicht weiter ein einziger Wert, sondern streut entsprechend
der Betaverteilung der Vorkenntnis (entspricht der Unsicherheit). Dies entspricht jedoch der
Vorstellung, welche die Beta-Binomialverteilung beschreibt. Es kann demnach die Pts bei
Vorkenntnis in Form einer Betaverteilung B(A; B) folgendermaßen berechnet werden um
die Unsicherheit in der Vorkenntnis zu berücksichtigen [229]:

Pts =
kX

i=0

✓
n

i

◆
�(B + i, A+ n� i)

�(B,A)
. (6.31)

Dabei beschreibt die Betaverteilung mit den Parametern A und B die Zuverlässigekitsver-
teilung zur geforderten Lebensdauer. Im geplanten SR Test mit dem Stichprobenumfang n

werden dabei maximal k Ausfälle zugelassen.

6.3.2 Vergleich der Berechnungsmethoden bei End-of-Life Tests

Im Folgenden werden die allgemeine Berechnungsmethode und die analytische und appro-
ximative Berechnungsmethode für EoL Tests an Beispielen verglichen um die wesentlichen
Unterschiede herauszuarbeiten. Für ein Zuverlässigkeitsziel von Rs = 95%, Cs = 90%
mit ts = 0,3 und einer Vorkenntnis über die Ausfallverteilung mit W(1; 3) ergibt sich für
verschiedene Stichprobenumfänge n des unzensierten EoL Tests und variierende Stichpro-
benumfänge der Vorkenntnis n0 das in Abbildung 6.7 dargestellte Bild der Werte der Pts

für die beiden Berechnungsmethoden. Hierbei ist zu erkennen, dass die analytische und ap-
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Abbildung 6.7: Werte der Pts eines unzensierten EoL Tests bei Berücksichtigung der Unsicherheit
berechnet mit der analytischen und approximativen Methode (links) und der
allgemeinen Methode (rechts). Das Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%,
Cs = 90% mit ts = 0,3 und die Vorkenntnis W(1; 3).

proximative Berechnungsmethode ein zur Diagonalen der Achse der Stichprobenumfänge
symmetrisches Bild liefert. Dies deckt sich mit der Vorstellung, dass sich durch eine Er-
höhung der Stichprobenumfänge n im Test eine schlechte Güte der Vorkenntnis in Form
eines niedrigen zugrundeliegenden Stichprobenumfangs n0 nicht ausgleichen lässt. Das heißt
der Stichprobenumfang der Vorkenntnis n0 gibt die maximale Pts vor, sie kann nicht über
diesen Wert anwachsen, auch nicht wenn n ! 1. Dies ist bei der allgemeinen Berech-
nungsmethode nicht der Fall. Es ist zu sehen, wie die Werte der Pts auch mit steigendem
n über den eigentlich maximal möglichen Wert ansteigen. Dieses Verhalten kann durch
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Kapitel 6 - Planung der Zuverlässigkeitstests von Systemen als Hypothesentests

die Verzerrung der MLE Schätzung bezüglich des Weibullformparameters b erklärt werden.
Für kleine Stichprobenumfänge n0 wird dabei im ersten Bootstrap-Schritt der Formpara-
meter etwas überschätzt. Dies hat zur Folge, dass die im zweiten Schritt des Bootstraps,
bei der Erzeugung der Bootstrap-Stichprobe der Größe n die Ausfallzeiten weniger streuen
als gewünscht um die Unsicherheit korrekt abzubilden. Die damit erneut geschätzten Wei-
bullparameter werden dann bei kleinen n erneut überschätzt. Es verstärkt sich also durch
diesen doppelten Bootstrap-Ansatz die Überschätzung des Formparameters aufgrund der
Verzerrung der MLE. Folglich ist die damit abgebildete Streuung des Lebensdauerquantils
unter Gültigkeit der beiden Hypothesen zu klein, was wiederum in vergrößerten Werten
der Pts resultiert. Dieser Sachverhalt ist beispielhaft in Abbildung 6.8 dargestellt. Da bei
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Abbildung 6.8: Effekt der verstärkten Verzerrung der Schätzung des Weibullformparameters und
dessen Wirkung auf die Größe der Pts bei der Berechnung mittels der allgemeinen
Methode zur Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis. Die Pts steigt
im verzerrten Fall an, da die Überlappung der Null- und Alternativverteilungen
abnimmt.

der analytischen Berechnung die Schätzung der Unsicherheit (Streuung) der Vorkenntnis
und des zu analysierenden Tests getrennt voneinander stattfindet, ist dieses Phänomen der
verstärkten Verzerrung nicht vorhanden. Um diese Überschätzung der Pts möglichst zu un-
terbinden, empfiehlt es sich mindestens für die Bootstrap-Stichproben des ersten Schritts,
zur Schätzung der Streuung der Parameter der Ausfallverteilung (siehe Abbildung 6.6),
einen verzerrungsfreien beziehungsweise korrigierten Schätzer zu verwenden. Ein Überblick
über die korrigierten MLE Schätzer kann in [80, 109] gewonnen werden.
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6.4 Testplanung für einen effizienten Nachweis der

Systemzuverlässigkeit

Für einen effizienten Nachweis der Systemzuverlässigkeit bedarf es mögliche Tests objektiv
zu bewerten. Hierbei gilt es sowohl die Systemstruktur als auch die Vorkenntnis in umfassen-
der und korrekter Weise zu berücksichtigen. Um dies zu ermöglichen, werden im Folgenden
die beschriebenen Ansätze zur Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes,
als auch die Berücksichtigung der Vorkenntnis über die Bewertung der Pts inklusive System-
struktur und Unsicherheit kombiniert.

6.4.1 Berechnung der Probability of Test Success

Sowohl bei der kombinierten Berücksichtigung der Vorkenntnis, der Systemstruktur als auch
der Unsicherheit in der Vorkenntnis kann nach der Testart unterschieden werden um die Pts

zu berechnen. Neben einer allgemeinen Berechnungsmethode für EoL Tests, kann auch eine
analytische entwickelt werden. Bei ausschließlichem Einsatz von SR Tests, kann die Pts exakt
berechnet werden, wohingegen bei einer Kombination der beiden Testarten wieder auf eine
approximative Methode zurückgegriffen werden muss.

Allgemeine Berechnung bei EoL Tests

Die allgemeine Berechnung für den Fall, dass für den Systemnachweis ausschließlich Tests
durchgeführt werden, welche ausreichend viele Ausfälle erzeugen, sodass die Schätzung ei-
ner Ausfallverteilung möglich ist, kann durch die Kombination der bereits beschriebenen
Vorgehen erreicht werden. Das Vorgehen ist in Abbildung 6.9 dargestellt und im Folgenden
erläutert: 1 Im ersten Schritt werden dabei je Ausfallmode Bootstrap-Stichproben vom

Umfang nl,0 und nl,0 + n erzeugt. 2 Damit werden jeweils Ausfallverteilungen bestimmt
und anschließend Systemlebensdauerquantile bei der geforderten Zuverlässigkeit gebildet
um die Unsicherheit in der Vorkenntnis pro Ausfallmode abschätzen zu können. 3 Die
entsprechend nl,0 je Ausfallmode geschätzten Ausfallverteilungen werden dann verwendet
um Ausfallzeiten vom Umfang n des Tests und entsprechend der Systemebene der Tests
und der Systemstruktur zu erzeugen. 4 Diese Ausfallzeiten werden den jeweiligen Aus-
fallmoden zugeordnet, sodass sich gegebenenfalls zensierte (je nach Systemebene des Tests
und Systemstruktur) Stichproben der Ausfallmoden ergeben. Soll die Vorkenntnis zusätzlich
mittels des Satz von Bayes einfließen, so ist in diesem Schritt jeder den Ausfallmoden zuge-
ordneten Stichproben noch die dem Stichprobenumfang der Vorkenntnis nl,0 für die jeweilige
Ausfallmode entsprechende Ausfallzeiten aus den geschätzten Ausfallverteilungen zu erzeu-
gen (entspricht parametrischem Bootstrap) und hinzuzufügen, sodass man die Stichprobe
vom Umfang n + nl,0 erhält. 5 Die damit wiederum geschätzten Ausfallverteilungen der
Ausfallmoden werden entsprechend der Systemstruktur zur Ausfallverteilung des Systems
verknüpft. 6 Mit der Ausfallverteilung des Systems kann dann das Lebensdauerquantil
bestimmt werden. Um die notwendige Korrektur der Quantilswerte vornehmen zu können,
werden die in 2 gebildeten Systemlebensdauerqauntile verwendet. Durch mehrfaches Ite-
rieren dieses Vorgehens, erhält man eine empirische Verteilung der Lebensdauerquantile: für
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die Stichprobe des Tests mit Berücksichtigung der Unsicherheit auf Basis von n+nl,0 und auf
Basis der Umfänge n+nl,0 und nl,0 ohne Berücksichtigung der Unsicherheit. 7 Die Quan-
tilswerte müssen dann entsprechend den Überlegungen aus Kapitel 6.1 korrigiert werden
um der reduzierten Streuung aufgrund der eigentlich starren Ausfallzeiten der Stichprobe
der Vorkenntnis Rechnung zu tragen. Dazu werden die Quantilswerte nach Gleichung 6.2
transformiert, wobei die dazu benötigten Varianzen durch die zusätzlich bestimmten Quan-

tilswerte entsprechend der Umfänge n+nl,0 und nl,0 bestimmt werden. 8 , 9 , 10 Die
so korrigierten Werte der Lebensdauerquantile des Systems können im Weiteren durch die
bereits bekannten Rechenschritte zu Werten der Teststatistik unter Gültigkeit der beiden
Hypothesen transformiert und anschließend zur Berechnung der Pts verwendet werden.

Kann nicht jede Vorkenntnis der Ausfallmoden zusätzlich mit dem Satz von Bayes be-
rücksichtigt werden, sondern nur bei einigen ausgewählten, so kann die Korrektur über die
Varianzen nicht wie beschrieben vorgenommen werden. In diesem Fall ist die Korrektur
analog auf die Varianz der Parameter der Ausfallverteilungen anzuwenden. Dies ermöglicht
nämlich, dass jede Ausfallmode separat korrigiert wird und deswegen auch Schätzungen
der Ausfallverteilungen der Ausfallmoden, zu welchen keine Vorkenntnis mit dem Satz von
Bayes berücksichtigt werden soll, unangetastet bleibt. Dazu sind in der Bootstrap-Iteration
statt der Lebensdauerquantile des Systems, lediglich die Parameter der Ausfallverteilungen
für die Stichprobengrößen n, n + n0 und n0 zu berechnen. Auch hier ist für die Stichpro-
bengröße n das doppelte Bootstrap anzuwenden, sofern die Unsicherheit mit berücksichtigt
werden soll. Als Resultat der Bootstrap-Iterationen erhält man dann Stichproben der Pa-
rameter der Ausfallverteilungen, welche dann analog zu Gleichung 6.2 mit den Varianzen
dieser korrigiert werden können. Am Beispiel des i. Werts des Weibullformparameters bl,i

einer Ausfallverteilung l lautet die Gleichung dann

bl,i,komb = b̄l + (bl,i � b̄l)

s
Varkomb

Varn+n0

= b̄l + (bl,i � b̄l)

s
Varn0

Varn+n0 +Varn0

. (6.32)

Wobei die Varianzen der Parameter (hier b) aus den durch das Bootstrap erzeugten em-
pirischen Stichproben berechnet werden. Jene Ausfallmoden, für welche keine Vorkennt-
nis zusätzlich berücksichtigt werden soll, wird nicht durch diese Gleichung behandelt. Die
in dieser Gleichung genannten Varianzen sind selbstverständlich die den im Subskript ge-
nannten Stichprobenumfängen entsprechenden Varianzen der durch das Bootstrap berech-
neten Parameter der Ausfallverteilung. Dies wird für alle Parameter der Ausfallverteilungen
durchgeführt. Die anschließende Aggregation der daraus gebildeten Ausfallverteilungen zur
Systemausfallverteilung erlaubt die Berechnung der Lebensdauerquantile des Systems, wor-
aus wiederum die Null- und Alternativverteilung wie gewohnt berechnet werden kann um
schließlich die Pts zu berechnen.

Soll nur die Unsicherheit berücksichtigt werden, jedoch die Vorkenntnis nicht zusätzlich über
den Satz von Bayes, so ist lediglich pro Iteration die Ausfallverteilung der Ausfallmoden ent-
sprechend n0 neu zu schätzen und mit diesen Ausfallverteilungen die Stichprobe des Tests
vom Umfang n zu erzeugen und basierend darauf das Lebensdauerquantil zu bestimmen. Es
sind dann keine weiteren Lebensdauerquantile zu berechnen, da keine Korrektur der Streu-
ung vorgenommen werden muss. Soll dagegen die Unsicherheit außer Acht gelassen werden
und nur die Vorkenntnis zusätzlich mittels des Satz von Bayes berücksichtigt werden, so
muss keine Schätzung der Unsicherheit erfolgen und es können direkt die Ausfallverteilun-
gen der Vorkenntnis verwendet werden. Für die Korrektur der Lebensdauerquantile ist dann
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Vorkenntnis:
Ausfallverteilungen Fl(t) der Ausfallmoden mit nl,0

1 Erzeuge jeweils nl,0 + n Ausfallzeiten aus den Fl(t) der Ausfallmoden

2 Bestimme die Ausfallverteilungen F̂l,0(t) aus nl,0 der erzeugten
Ausfallzeiten und die Ausfallverteilungen aus nl,0 + n und bestimme

damit jeweils die Systemlebensdauerquantile tRs,n0 und tRs,n+n0

3 Erzeuge Ausfallzeiten der Ausfallmoden aus F̂l,0(t) entsprechend den
Stichprobenumfängen n und den Systemebenen der Tests

4 Bilde die (zensierten) Stichproben der Ausfallmoden indem die
Ausfallzeiten entsprechend der Systemstruktur zugewiesen werden und

ergänze um jeweils nl,0 Ausfallzeiten aus F̂l,0(t)

5 Bestimme die Ausfallverteilungen F̂l(t) der Ausfallmoden aus diesen Stichproben

6 Bestimme die Ausfallverteilung des Systems F̂Sys(t)

aus den F̂l(t) entsprechend der Systemstruktur und
bestimme das Lebensdauerquantil tRs = F̂

�1
Sys(1�Rs)

7 Bestimme Varn0 und Varn+n0 aus den tRs,n0 und tRs,n+n0 und trans-

formiere damit die Werte tRs zu tRs,komb = t̄Rs + (tRs � t̄Rs)

r
Varn0

Varn+n0 +Varn0

8 Bestimme die Teststatistik ⌧̂ unter Gültigkeit von H0 und H1:
⌧̂H0 = (1� s) tRs,komb � ts

⌧̂H1 = tRs,komb � ts

9 Berechne �krit aus ⌧̂H0 und Cs

10 Berechne Pts aus ⌧̂H1 und �krit

It
er

ie
re

Abbildung 6.9: Vorgehen der allgemeinen Berechnungsmethode der Probability of Test Success
Pts von EoL Tests bei Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes,
der Systemstruktur und der Unsicherheit in der Vorkenntnis.

lediglich ein weiteres Lebensdauerquantil des Systems auf Basis der Stichproben vom Um-
fang n0 zu bestimmen, denn die auf Basis des Umfangs n+n0 ist bereits durch die Stichprobe
des Tests selbst bestimmt.
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Analytische und approximative Berechnung bei EoL Tests

Auch die Ansätze zur analytischen Berechnung der Pts in den jeweiligen Fällen, lassen sich
kombinieren. So lässt sich die Pts von EoL Tests für den Nachweis der Systemzuverlässigkeit
unter Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes, der Systemstruktur sowie
der Unsicherheit in der Vorkenntnis in analytischer Weise berechnen. Für die zusätzliche
Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes sind die Standardabweichungen
der Null- und Alternativverteilung des Systems statt mit dem Stichprobenumfang des Tests
n, mit dem erweiterten Stichprobenumfang npost = n + n0 zu berechnen (je Ausfallmode).
Dazu werden die Gleichungen aus Kapitel 6.2.2 verwendet. Da die Standardabweichungen
bei Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes zusätzlich korrigiert werden
müssen, müssen zusätzlich die Standardabweichungen der Verteilungen für die Stichpro-
benumfänge n0 der Vorkenntnis berechnet werden. Wichtig ist dabei zu berücksichtigen,
dass jede Ausfallmode einen anderen zugrundeliegenden Stichprobenumfang n0 besitzen
kann, welcher entsprechend verwendet werden muss. Aufgrund der aus den Einzelvarianzen
der Ausfallmoden additiv gebildeten Varianz des Lebensdauerquantils des Systems, können
die Varianzanteile der jeweiligen Ausfallmoden entsprechend einzeln korrigiert werden. Aus
Gleichung 6.16 wird dann

�H1 =

vuut
K�oX

l

�
2
l,npost

· �2
l,n0

�
2
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+ �
2
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�
2
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sowie
�l,n0 = �H1 |n=n0

(6.35)

und
�l,n = �H1 |n=n

. (6.36)

Wobei die Gleichungen zur Berechnung der Standardabweichungen �l,npost , �l,n0 und �l,n

identisch sind. Lediglich die dabei verwendeten Varianzen und Kovarianzen werden ent-
sprechend den Stichprobenumfängen npost, n0 und n berechnet. Die Variable tp ist wie in
Gleichung 6.16 das Lebensdauerquantil des Systems entsprechend der Vorkenntnis und Rs.
Von den K Ausfallmoden im System wird bei K�o die Vorkenntnis über den Satz von Bayes
berücksichtigt und bei o Ausfallmoden nicht. Die Standardabweichung des Lebensdauerqua-
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tils des Systems unter Gültigkeit der Nullhypothese und Berücksichtigung von Vorkenntnis
mit dem Satz von Bayes berechnet sich nach

�H0 = (1� s) · �H1 =
ts

tp
· �H1 (6.37)

und �H1 aus Gleichung 6.33.

Um zusätzlich die Unsicherheit der Vorkenntnis zu berücksichtigen, werden mit selbigen
Gleichungen die Standardabweichungen der Lage der Null- und Alternativverteilung �H0,n0

und �H1,n0 berechnet. Dabei werden ebenfalls die Stichprobenumfänge der Vorkenntnis n0

verwendet. Jedoch werden diese nicht korrigiert, also in Gleichung 6.33 o = K und n = n0

gesetzt). Es handelt sich hier zwar von der Interpretation um andere Werte, als jene, welche
zur Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes berechnet werden, mathema-
tisch unterscheiden sich diese jedoch nicht, weswegen die Werte gegebenenfalls nur ein Mal
berechnet werden müssen. Um die Unsicherheit der Vorkenntnis zu berücksichtigen, müs-
sen die Standardabweichungen geometrisch addiert werden, entsprechend den Gleichungen
6.24 und 6.28. Kombiniert berechnen sich die Standardabweichungen der Null- und Alterna-
tivverteilung bei Berücksichtigung der Unsicherheit und zusätzlicher Berücksichtigung der
Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes über folgende Gleichungen:
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Die Pts berechnet sich dann nach Gleichung 6.29 oder 6.30.

Bei manchen Systemen mit kleinen Stichprobenumfängen auf Gesamtsystemebene kann es
sein, dass nicht ausreichend Ausfälle für eine Auswertung der Ausfallverteilungen der Aus-
fallmoden möglich ist. Zudem kann es sein, dass die gegebenenfalls resultierende starke Zen-
sierung der zugeordneten Stichproben einzelner Ausfallmoden zu einer Likelihood führen,
dessen Maximum großen Abstand zum festen Wert der Verteilungsparameter der Vorkennt-
nis hat. Dies kann mit den vorgestellten Gleichungen dazu führen, dass die Log-Likelihood
⇤ aus Gleichung 4.28 bei diesen Werten Werte aufweist, die dazu führen, dass unplausible,
nämlich negative Varianzen berechnet werden. Hierbei kann beispielsweise dadurch Abhilfe
geschaffen werden, dass statt der festen Werte der Verteilungsparameter aus der Vorkennt-
nis, die dem Maximum in diesem Fall entsprechenden verwendet werden. Im Sinne einer
approximativen Abschätzung der Varianz der Lebensdauerquantile ist dies eine vertretbare
Vereinfachung.

Berechnung bei SR Tests

Soll ein SR Test auf Gesamtsystemebene durchgeführt werden, so kann Gleichung 6.31 un-
verändert verwendet werden. Wichtig dabei ist, dass die Betaverteilung der Vorkenntnis für
die Gesamtsystemebene und die gefordert Lebensdauer gültig ist. Gegebenenfalls muss diese
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dazu zunächst beispielsweise mittels der Momentenmethode (siehe Kapitel 2.2.4) aus den
Betaverteilungen der Ausfallmoden zur Zuverlässigkeitsverteilung des Systems kombiniert
werden.

Sollen mehrere SR Tests an Subsystemen, Bauteilen oder Komponenten durchgeführt wer-
den, so sind zunächst die notwendigen Stichprobenumfänge zu bestimmen, welche es grund-
sätzlich ermöglichen das Zuverlässigkeitziel auf Gesamtsystemebene nachzuweisen. Ist die
Vorkenntnis in Form einer Betaverteilung für die jeweils relevante Systemebene des Tests ge-
bildet, so kann sie entsprechend Gleichung 6.31 verwendet werden. Die Pts aller Tests für den
Systemnachweis berechnet sich dann entsprechend Gleichung 6.20 aus dem Produkt dieser
Wahrscheinlichkeiten. Die Anwendung des Satz von Bayes resultiert also in einer Reduktion
der erforderlichen Stichprobenumfänge, wohingegen die Berücksichtigung der Unsicherheit
in der Vorkenntnis durch die Verwendung der Betaverteilung statt eines einzelnen Werts
der Zuverlässigkeit umgesetzt wird. Da für den Systemnachweis alle durchzuführenden SR
Tests bestehen müssen, ist die Pts für den Systemnachweis mittels mehrerer SR Tests durch
das Produkt der einzelnen Überlebenswahrscheinlichkeiten der SR Tests gegeben und die
Pts berechnet sich ebenso nach Gleichung 6.20.

Berechnung bei Kombination von EoL und SR Tests

Um die Kombination von EoL Tests mit SR Tests für den Systemnachweis abzubilden und
die Pts berechnen zu können während die Unsicherheit und die Vorkenntnis zusätzlich mit
dem Satz von Bayes berücksichtigt wird, kann ein Vorgehen angewandt werden das dem
in Kapitel 6.2.2 vorgestellten ähnlich ist. Die zusätzliche Berücksichtigung der Vorkennt-
nis in Form eines EoL Tests mittels des Satz von Bayes, erfordert die Kombination der
Stichproben der Ausfallmoden wie in Kapitel 6.1 beschrieben, wobei die Stichprobe der
zu bewertenden EoL Tests mittels des doppelten Bootstrap-Ansatzes aus Kapitel 6.3.1 er-
zeugt werden müssen um die Unsicherheit in der Vorkenntnis abzubilden. Sind die jeweiligen
Ausfallverteilungen ausgewertet, so müssen diese entsprechend der Systemstruktur auf die
jeweilige Systemebene aggregiert werden, zu welcher SR Tests durchgeführt werden sollen.
Im Gegensatz der bisher angeführten, analytischen Berechnungen der SR Tests, ist hier
wieder ein iterativer und approximativer Ansatz, ähnlich wie in Abbildung 4.2 notwendig.
Dazu wird ein doppelter Bootstrap durchgeführt, um Ausfallzeiten entsprechend des Stich-
probenumfangs der SR Tests der jeweiligen Systemkomponente mit Berücksichtigung der
Unsicherheit der Vorkenntnis zu erhalten. Die Ausfallzeiten, welche dabei vor geplantem
Ende des Tests auftreten, werden für die Auswertung des SR Tests als Ausfälle mit ent-
sprechendem Lebensdauerverhältnis gewertet (siehe Gleichung 2.58). Es ist also zwingend
notwendig Vorkenntnis zu allen Ausfallmoden in Form von Ausfallverteilungen vorliegen zu
haben. Ist neben der Vorkenntnis über die Ausfallverteilung noch Vorkenntnis in Form einer
Zuverlässigkeitsverteilung vorhanden, so kann dieses mit dem Satz von Bayes in der jewei-
ligen Systemebene einfließen. Die resultierenden Beta- oder Binomialverteilungen der SR
Tests werden dann mit den Betaverteilungen aus den EoL Tests kombiniert, um anschlie-
ßend entsprechend der Systemstruktur auf die Gesamtsystemebene aggregiert zu werden.
Dort wird anhand der resultierenden Zuverlässigkeitsverteilung überprüft, ob das Zuverläs-
sigkeitsziel des Systems erreicht wurde. Durch mehrfache Iteration kann mit Gleichung 2.59
die Pts bestimmt werden. Der Gesamtablauf ist in Abbildung 6.10 schematisch aufgezeigt.
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6.4. Testplanung für einen effizienten Nachweis der Systemzuverlässigkeit

Vorkenntnis:
Ausfallverteilungen Fl(t) mit nl,0 und eventuell Zuverlässigkeitsverteilungen

Erzeuge nl,0 Ausfallzeiten je Fl(t) und schätze F̂l,0

Erzeuge Ausfallzeiten aus den Fl(t)
entsprechend den EoL Tests und bilde

jeweils (zensierte) Stichproben
der Ausfallmoden (AM)

Kombiniere jeweils die Stichproben der AM
verschiedener EoL Tests pro AM

Kombiniere jeweils die Stichproben der AM
mit den (synthetischen) Stichproben der

Vorkenntnis und schätze jeweils F̂l

Aggregiere die Ausfallverteilungen F̂l

zu den jeweiligen Ausfallverteilungen der
Subsysteme, Komponenten oder Bauteile zu

welchen SR Tests durchgeführt werden

Leite aus der aggregierten Ausfallverteilung
eine Zuverlässigkeitsverteilung für die

geforderte Lebensdauer ab (z. B. Bootstrap)

Kombiniere die Zuverlässigkeitsverteilungen aus den
EoL Tests und den SR Tests mittels des Satz

von Bayes und aggregiere diese auf Gesamtsystemebene

Überprüfe of das Zuverlässigkeitsziel durch die
erhaltene Zuverlässigkeitsverteilung erfüllt ist:

R 1
Rs

fSys(R)dR
?
� Cs

Berechne Probability of Test Success:
Pts =

Anzahl erfolgreicher Tests
Gesamtzahl der Iterationen

Erzeuge Ausfallzeiten der
relevanten Subsysteme, Komponenten

oder Bauteile entsprechend dem
SR Test (aus den Fl(t))

Zähle Anzahl Ausfälle ,
die kleiner als die Prüfzeit
sind: ti < tprüf und bilde

entsprechende
Zuverlässigkeitsverteilung

Kombiniere gegebenenfalls
mit Vorkentnis in Form
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Abbildung 6.10: Vorgehen der allgemeinen Berechnungsmethode der Probability of Test Success
Pts bei der Kombination von EoL und SR Tests bei Berücksichtigung der
Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes, der Systemstruktur und der Unsicherheit
in der Vorkenntnis.
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Kapitel 6 - Planung der Zuverlässigkeitstests von Systemen als Hypothesentests

6.4.2 Vorgehen und Auswahl des Zuverlässigkeitstests

Nachdem in den vorherigen Kapiteln beschrieben wurde, wie die Pts von Zuverlässigkeit-
stests berechnet werden kann, wird im Folgenden beschrieben, wie vorzugehen ist, um den
effizientesten Zuverlässigkeitstest auszuwählen. Dabei wird sowohl die Vorkenntnis zusätz-
lich durch den Satz von Bayes, als auch deren Unsicherheit berücksichtigt. Aufgrund der
Systemstruktur, ist es möglich eine Vielzahl von Tests und Kombinationen von Tests durch-
zuführen um einen Systemnachweis zu führen. Um alle möglichen Optionen in schlanker
Weise bewerten und berücksichtigen zu können, können beispielsweise die vorgestellten ana-
lytischen und approximativen Berechnungsverfahren verwendet werden.

Zu Beginn muss das System mit dessen Systemgrenzen und Randbedingungen, wie Bela-
stungen, klar definiert sein. Zudem müssen die Anforderungen an das Produkt in Form
des Zuverlässigkeitsziels, bestehend aus Rs und ts festgelegt sein. Ebenso wie die Anfor-
derungen an den Nachweis in Form der minimalen Probability of Test Success Pts,min und
minimalen Aussagewahrscheinlichkeit Cs. Um die Tests durchzuführen, ist die Kenntnis
der Testinfrastruktur, der Testmannschaft, der Verfügbarkeit der Prüflinge von Bedeutung.
Sind diese Größen bekannt, kann das System weiter untersucht werden. Dabei gilt es alle
Subsysteme, Komponenten, Bauteile und deren zugehörige Ausfallmoden zu identifizieren.
Wichtig ist dabei, dass alle für das System und dessen Ausfall relevanten Ausfallmoden
identifiziert werden und deren logische Beziehungen bezüglich des Systemausfalls in einer
Zuverlässigkeits-Systemstruktur erkannt sind. Um die Ausfallmoden selbst zu identifizieren
und deren Relevanz beziehungsweise Kritikalität bewerten zu können, kann unterstützend
beispielsweise eine FMEA durchgeführt und Auftretenswahrscheinlichkeiten der Ausfallm-
oden abgeschätzt werden (siehe Kapitel 6.2). Zu den identifizierten Subsystemen, Kompo-
nenten und Bauteilen bedarf es diese bezüglich deren Testmöglichkeit zu bewerten, sodass ein
geschlossenes Bild bezüglich aller Systemelemente bezüglich eines Tests entsteht. Nachdem
die Ausfallmoden identifiziert sind, gilt es alle möglichen Vorkenntnisquellen zu identifizie-
ren und den Ausfallmoden zuzuweisen sowie die Vorkenntnis entsprechend aufzubereiten.
Dabei kann beispielsweise ein Bootstrap-Verfahren, wie in Kapitel 5.1.2 beschrieben, durch-
geführt werden um aus Berechnungsergebnissen Vorkenntnis ableiten zu können, oder even-
tuell benötigte Zuverlässigkeitsverteilungen aus vorliegenden EoL Tests ableiten zu können.
Hierbei sollte auch die Unsicherheit der Vorkenntnis, also dessen jeweilig zugrundeliegen-
der Stichprobenumfang n0 festgestellt werden. Ist er nicht bereits durch die Vorkenntnis
selbst bekannt, so könnten konservative Ansätze, wie in Kapitel 5.1.1 beschrieben, heran-
gezogen werden. Zu den Stichprobenumfängen müssen die Vorkenntnisse auch bezüglich
deren Anwendbarkeit und Berücksichtigung mittels des Satz von Bayes bewertet werden.
Sind all diese Informationen gesammelt, so kann die Pts für die gewünschten Testarten und
deren Konfigurationen berechnet werden. Dabei sollten sie bestenfalls für alle technisch um-
setzbaren Tests berechnet werden. Insbesondere gilt es dabei die Sitchprobenumfänge zu
modulieren und für Subsystem-, Komponenten-, und Bauteiltests die bezüglich der Pts opti-
malen Prüflingsaufteilung zu identifizieren. Diese Berechnungen können zunächst durch die
weniger rechenintensiven analytischen Berechnungsmethoden durchgeführt werden. Dabei
können bereits Tests mit zu kleinen Werten der Pts aussortiert werden und Regionen mit
vielversprechend hoher Pts identifiziert werden, für welche im Anschluss mit den allgemeinen
Berechnungsmethoden erneut die Pts berechnet wird um eine hohe Genauigkeit zu erreichen.
Letztlich kann so der erfolgsversprechendste und damit effizienteste Test identifiziert werden
indem jener ausgewählt wird, welcher den größten Wert in der Pts bezüglich der Aufwände
in Form des Stichprobenumfangs aufweist. Dieses Vorgehen lässt sich zusammenfassend also
folgendermaßen festhalten:
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6.5. Zusammenfassung und Fazit

0. Systemdefinition: Systemgrenzen, Belastungen
Anforderungen an das System: Rs, ts
Anforderungen an den Nachweis/Test: Cs, Pts,min

Kenntnis über: Testinfrastruktur, Testmannschaft, Prüflingsverfügbarkeit etc.

1. Identifikation aller Systemelemente: Subsysteme, Komponenten, Bauteile
Bewertung der Systemelemente bezüglich der Möglichkeit eines Tests

2. Identifikation aller relevanter Ausfallmoden und deren logischen Zusammenhänge im
System: Systemstruktur

3. Identifikation aller Vorkenntnisquellen und Zuweisung zu Ausfallmoden
Aufbereitung der Vorkenntnisse und Feststellung der Unsicherheit der Vorkenntnis
Bewertung der Vorkenntnisse bezüglich Anwendbarkeit (insbesondere mit dem Satz
von Bayes)

4. Identifikation aller technisch möglichen Tests
Berechnung der Pts für alle Tests
(Gegebenenfalls mit optimaler Prüflingsaufteilung)

5. Identifikation von umsetzbaren Tests
Vorauswahl möglicher effizienter Tests

6. Berechnung der Pts mit großer Genauigkeit für die ausgewählten Tests

7. Identifikation des effizientesten Tests durch maximalen Wert von Pts bezüglich der
Aufwände beziehungsweise des Stichprobenumfangs

Gegebenenfalls ist es in der Anwendung praktikabel neben den Bewertungsgrößen unter
Berücksichtigung der Unsicherheit der Vorkenntnis auch die Bewertungsgrößen ohne die
Berücksichtigung der Unsicherheit zu berechnen, denn letztlich beschreibt die Unsicherheit
die Unzulänglichkeit der Beobachtung. Diese Unsicherheit ist im Produktverhalten also tat-
sächlich nicht vorhanden, sondern haftet allein der Beobachtung an. Eine Berechnung ohne
diese Unsicherheit lässt damit gegebenenfalls die tatsächlich erwartete Pts besser abschätzen.
Mehr dazu in Kapitel 8.

6.5 Zusammenfassung und Fazit

Der Nachweis der Systemzuverlässigkeit kann auf vielfältige Weise erfolgen. Dabei ist zwi-
schen verschiedenen Testarten sowie Systemebenen zu wählen und die richtigen Stichprobe-
numfänge einzustellen. Um dabei einen effizienten Nachweis zu ermöglichen, wurde gezeigt,
wie sich die Bewertung der möglichen Tests mit der Pts darstellen lässt. Dazu wurde zunächst
aufgezeigt, wie die hierbei notwendige Vorkenntnis sowohl für die Berechnung der Pts, als
auch zur Berücksichtigung mit dem Satz von Bayes verwendet werden kann. Berechnungs-
methoden wurden entwickelt, die die Berechnung der Pts bei kombinierter Berücksichtigung
der Vorkenntnis über den Satz von Bayes, mit Unsicherheit und der Systemstruktur, ermög-
lichen. Zudem wurden approximative und analytische Berechnungsmethoden vorgestellt, die
die schnelle Berechnung erlauben, welche notwendig ist, um die geeigneten Tests zu identi-
fizieren. Es stellte sich heraus, dass die Unsicherheit in der Vorkenntnis zu einer Reduktion
der möglich erreichbaren Pts führt und sogar einen Maximalwert vorgibt, weswegen in der

107



Kapitel 6 - Planung der Zuverlässigkeitstests von Systemen als Hypothesentests

Anwendung die Pts gegebenenfalls nur ergänzend mit Unsicherheit berechnet werden sollte.
Durch die damit mögliche objektive Bewertung der Zuverlässigkeitstests und deren Vergleich
gegeneinander kann sichergestellt werden, dass die Zuverlässigkeit von Systemen möglichst
effizient nachgewiesen wird. Dabei stellt die Pts sicher, dass der Nachweis erbracht wird und
die aufgewendeten Ressourcen dabei höchst effektiv eingesetzt werden. Die verfügbare Vor-
kenntnis fließt dabei in umfassender Weise ein, da sie als zusätzliche Information über den
Satz von Bayes berücksichtigt wird.
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Kapitel 7

Untersuchung der Einflüsse auf die

Probability of Test Success

Die entwickelten Methoden und Vorgehen zur Berechnung der Pts sowie zum effizienten
Nachweis der Systemzuverlässigkeit ermöglichen viele Untersuchungen. Nachfolgend soll
durch einige exemplarische Untersuchungen ein Verständnis der Einflüsse auf den Zuver-
lässigkeitsnachweis gewonnen werden. Dazu wird im speziellen der Einfluss auf die Pts un-
tersucht, da diese die Eignung der Tests bezüglich des Zuverlässigkeitsnachweises wiedergibt.
Zunächst wird der Einfluss der Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes
untersucht, anschließend die Berücksichtigung der Systemstruktur. Abschließend wird der
Einfluss der Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis untersucht. Als Stell-
vertreter der Testarten werden ausschließlich unzensierte EoL Tests und SR Tests ohne
zugelassene Ausfälle untersucht. Da es sich bei den meisten technischen Produkten um rei-
ne Seriensysteme handelt, werden im Folgenden ausschließlich diese untersucht. Auch wenn
sich einige der Erkenntnisse übertragen lassen, sind die Aussagen demnach auf Seriensysteme
beschränkt.

7.1 Einfluss der Berücksichtigung von Vorkenntnis über

den Satz von Bayes

Sofern die Zuverlässigkeitsaussage der Vorkenntnis positiv genug ist, hat die zusätzliche Be-
rücksichtigung der Vorkenntnis mittels des Satz von Bayes bei gleichem Stichprobenumfang
des Tests n zur Folge, dass die Pts ansteigt. Aus diesem Grund kann dadurch der Testauf-
wand reduziert werden um dieselbe Pts zu erreichen.

7.1.1 Bei End-of-Life Tests

In Abbildung 7.1 ist beispielhaft für ein System mit einer Ausfallmode mit W(1; 3) und
dem Zuverlässigkeitsziel Rs = 95%, Cs = 90% mit ts = 0,3 die Veränderung der Pts bei
Variation der Stichprobenumfänge der Vorkenntnis n0 und eines unzensierten EoL Tests n

dargestellt. Hierbei wurde sowohl die allgemeine Berechnungsmethode als auch die analy-
tisch approximative Berechnungsmethode verwendet. Zum einen ist dabei zu sehen, dass
die beiden Berechnunsgmethoden eine sehr gute Übereinstimmung zeigen. Zum anderen
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Kapitel 7 - Untersuchung der Einflüsse auf die Probability of Test Success
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Abbildung 7.1: Werte der Pts eines unzensierten EoL Tests bei zusätzlicher Berücksichtigung der
Vorkenntnis über den Satz von Bayes, berechnet mit der analytischen und
approximativen Methode (links) und der allgemeinen Methode (rechts). Das
Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%, Cs = 90% mit ts = 0,3 und die
Vorkenntnis W(1; 3).

kann eine Symmetrie bezüglich der n- und n0-Achsen-Halbierenden erkannt werden, wel-
che bedeutet, dass die beiden Stichprobenumfänge denselben Effekt auf die Pts haben. Das
heißt die Steigerung der Pts durch eine Erhöhung des Stichprobenumfangs des Tests n, wird
ebenso durch ein in gleichem Maße erhöhten Stichprobenumfang n0 der Vorkenntnis erreicht
werden. Die Stichprobe der Vorkenntnis ist demnach geichbedeutend mit der Stichprobe des
Tests. Dies bestätigt zusätzlich die Ausführungen aus Kapitel 5.2 und die Erkenntnisse aus
den Gleichungen 5.4 und 5.5 der angewandten MAP.

In Abbildung 7.2 wurde die Lebensdaueranforderung ts = (1 � s)F�1(Rs) moduliert. Es
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Abbildung 7.2: Werte der Pts eines unzensierten EoL Tests in Abhängigkeit des
Sicherheitsabstandes s mit zusätzlicher Berücksichtigung der Vorkenntnis über
den Satz von Bayes. Das Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%, Cs = 90% und
die Vorkenntnis W(1; 3).

wurden dabei zwei Fälle der Stichprobenumfänge der Vorkenntnis und des Tests berechnet
und zudem die Pts ohne Berücksichtigung der Vorkenntnis dargestellt. Es ist zu sehen, dass
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7.2. Einfluss der Berücksichtigung der Systemstruktur

die zusätzliche Berücksichtigung auch hier eine höhere Pts zur Folge hat. Weitere Zusam-
menhänge sind Anhang C zu entnehmen.

7.1.2 Bei Success-Run Tests

Bei einem SR Test reduziert die zusätzliche Berücksichtigung der Vorkenntnis direkt den
notwendigen Stichprobenumfang und die Pts ist lediglich von der Ausfallverteilung und dem
Stichprobenumfang abhängig, siehe Gleichung 4.16. Das zuverlässigkeitsziel fließt zwar bei
der Berechnung des notwendigen Stichprobenumfangs ein, taucht in Gleichung 4.16 jedoch
nicht auf. Zur Berechnung des notwendigen Stichprobenumfangs bei Berücksichtigung ei-
ner Vorkenntnis in Form einer Betaverteilung kann Gleichung 2.63 verwendet werden. In
Abbildung 7.3 ist die mögliche Vorkenntnis für ein Beispiel mit W(1; 3) und dem Zuverläs-
sigkeitsziel Rs = 95%, Cs = 90% mit ts = 0,3 moduliert. Bei der Vorkenntnis handelt es sich
hier um eine Betaverteilung B(A0; B0). Der Vorstellung entsprechend, ist zu sehen, dass die
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Abbildung 7.3: Werte der Pts eines SR Tests bei zusätzlicher Berücksichtigung der Vorkenntnis
über den Satz von Bayes. Das Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%, Cs = 90%
mit ts = 0,3 und die Vorkenntnis als Betaverteilung B(A0; B0) mit W(1; 3).

Pts mit steigendem A0 der Betaverteilung der Vorkenntnis stark zunimmt. Ebenso nimmt
die Pts bei steigendem B0 ab. Dies ist hauptsächlich durch die damit verbundene Änderung
des notwendigen Stichprobenumfangs begründet, denn durch eine Zunahme der „Gutteile“
der Vorkenntnis A0, sind weniger Prüflinge notwendig um das Zuverlässigkeitsziel zu erfüllen
und folglich müssen weniger Prüflinge die Testzeit überleben, womit die Wahrscheinlichkeit
des Bestehens des Tests ansteigt: Die Pts nimmt zu. Genau gegenteilig dazu verhält es sich
wenn der der Parameter B0 der Vorkenntnis zunimmt, denn die „Ausfälle“ der Vorkenntnis
müssen durch weitere Überlebende im Test ausgeglichen werden, die Wahrscheinlichkeit,
dass all diese zusätzlichen Prüflinge tatsächlich überleben, sinkt mit deren Zunahme: Die
Pts nimmt ab.

7.2 Einfluss der Berücksichtigung der Systemstruktur

Die Systemstruktur muss – ausgenommen bei einem reinen SR Test auf Gesamtsystemebene
– beim Systemzuverlässigkeitsnachweis ohnehin berücksichtigt werden. Denn so sind gewon-
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Kapitel 7 - Untersuchung der Einflüsse auf die Probability of Test Success

nene Zuverlässigkeitsinformationen des Systems getrennt nach Ausfallmoden auszuwerten.
Im Folgenden werden die Einflüsse auf den Systemnachweis exemplarisch untersucht, welche
sich durch die Betrachtung der berücksichtigten Systemstruktur in der Planung ergeben.

7.2.1 Prüflingsaufteilung bei Tests von Subsystemen,

Komponenten oder Bauteilen

Die Testkonfiguration hat bei festem Zuverlässigkeitsziel und fester Systemstruktur so-
wie Ausfallverteilungen der Ausfallmoden den größten Einfluss auf die Pts. Im Gegensatz
zu in der Praxis üblichen Aufteilung der Systemanforderung auf die Einzelkomponenten
[199, 200, 230], können durch die Betrachtung mittels der Pts die Stichprobenumfänge der
Subsysteme, Komponenten oder Bauteile so gewählt werden, dass sich die größtmögliche
Wahrscheinlichkeit für einen erfolgreichen Systemzuverlässigkeitsnachweis einstellt. Eine
Aufteilung ist so dann also nicht weiter notwendig, denn der Fokus liegt einzig auf dem
Zuverlässigkeitsziel des Gesamtsystems. Da theoretisch unendlich viele Systemstrukturen
möglich sind, sollen im Folgenden die Effekte der Prüflingsaufteilungen auf die Pts der
beiden Grundformen des reinen Seriensystems und des reinen Parallelsystems vorgestellt
werden.

Bei einem reinen Seriensystem wird der Systemausfall aufgrund der multiplikativen Ver-
knüpfung der Zuverlässigkeit der Ausfallmoden maßgeblich durch die Ausfallmode mit der
geringsten Zuverlässigkeit bei ts beeinflusst. Im Gegensatz dazu wird der Systemausfall bei
reinen Parallelsystemen wegen der multiplikativen Verknüpfung der Ausfallwahrscheinlich-
keiten der Ausfallmoden maßgeblich durch die Ausfallmode mit der größten Zuverlässigkeit
beeinflusst, da das System erst durch den letzten Ausfall ausfällt. Um die Aufteilung der
Prüflinge auf die verschiedenen Tests hinsichtlich einer maximalen Pts zu identifizieren, kann
die Pts in Abhängigkeit der Stichprobengrößen berechnet werden. Das Maximum kann da-
bei durch einen geeigneten Optimierungsalgorithmus gefunden werden indem beispielsweise
die maximal mögliche Anzahl Prüflinge insgesamt oder die entstehenden Gesamtkosten als
obere Schranke festgehalten werden (siehe auch Kapitel 6.4). Alternativ, kann bei einfachen
Systemen auch die Pts über der Prüflingsaufteilung aufgetragen werden. Dies ist beispiel-
haft in Abbildung 7.4 für ein reines Serien- und ein reines Parallelsystem für EoL Tests
auf Komponentenebene mit einer Gesamtprüflingszahl von nges = 40 dargestellt. In die-
sem Beispiel bestehen beide Systeme aus lediglich zwei Ausfallmoden, welche direkt in den
Komponententests angesprochen werden. Die Stichprobenumfänge dieser sind n1 und n2

wobei die Ausfallmoden in beiden Systemen durch die Weibullverteilungen W1(0,6; 3) und
W2(1; 3) bestimmt sind. Das Zuverlässigkeitsziel ist Rs = 95% mit Cs = 90%, wobei die
Lebensdaueranforderungen als ts,Serie = 0,146 für das Seriensystem und ts,Parallel = 0,387 für
das Parallelsystem gewählt wurde um ähnliche Werte der maximalen Pts in diesem Beispiel
zu erreichen. Die Überlegungen zum Einfluss auf den Systemausfall bei Serien- und Parallel-
systemen spiegeln sich hier wider: Um die maximale Pts zu erreichen, ist beim Seriensystem
die Ausfallmode mit der kleineren Zuverlässigkeit – und damit die kritischere für das System
– mehr zu testen, also n1 > n2 und für das Optimum hier: n1 = 30 und n2 = 10. Beim
Parallelsystem ist ebenso die kritischere Ausfallmode im System – nämlich Ausfallmode 2 –
mehr zu testen. Das Optimum wird dabei durch n2 > n1 erreicht und hier konkret mit den
Stichprobenumfängen n1 = 9 und n2 = 31. Werden also EoL Tests auf Komponentenebene
durchgeführt, so erhält man bei einer Konfiguration, welche die maximale Pts garantiert,
auch die bessere Schätzung für die kritischere Ausfallmode im System.
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7.2. Einfluss der Berücksichtigung der Systemstruktur
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Abbildung 7.4: Pts verschiedener EoL Test von Komponenten für ein reines Seriensystem und ein
reines Parallelsystem mit jeweils zwei Ausfallmoden und einer
Gesamtprüflingsanzahl von nges = n1 + n2 = 40.

Da bei SR Tests die Pts sowohl bei Serien- als auch bei Parallelsystemen durch Gleichung 6.20
berechnet wird, ist der qualitative Verlauf der Pts über der Prüflingsaufteilung identisch.
Beispielhaft ist dies in Abbildung 7.5 dargestellt. Die Stichprobenumfänge wurden dabei
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Abbildung 7.5: Pts verschiedener SR Tests von Komponenten für ein reines Seriensystem (links)
und ein reines Parallelsystem (rechts) mit jeweils zwei Ausfallmoden.

so gewählt, dass das Systemzuverlässigkeitsziel durch die SR Tests erfüllt werden kann. Es
handelt sich dabei um dieselben Systeme wie jene zu Abbildung 7.4 mit ebendiesen Zuver-
lässigkeitszielen. Wegen der wesentlichen Unterschiede in den logischen Zusammenhängen
zwischen dem Serien- und dem Parallelsystem erfordern die SR Tests des Seriensystems
deutlich größere Stichprobenumfänge, nämlich nges = 152, im Vergleich zum Parallelsy-
stem mit nges = 13. Dies liegt hauptsächlich daran, dass die Stichprobenumfänge des SR
Tests einzig aus den Werten der geforderten Zuverlässigkeit und der geforderten Aussa-
gewahrscheinlichkeit bestimmt werden, wenn wie hier kein Lebensdauerverhältnis verwen-
det wird (Kombination aus den Gleichungen 2.48, 2.49 und 6.20). Bei den SR Tests sind
nur sehr kleine Abweichungen von der gleichen Aufteilung der Prüflinge möglich, sodass
das Systemzuverlässigkeitsziel noch immer erfüllt ist. Für das Parallelsystem kann für die
Komponententests lediglich zwischen 6 und 7 Prüflingen variiert werden, wohingegen beim
Seriensystem zwischen 73 und 79 Prüflingen pro Komponententest bei gleicher Gesamtprüf-
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lingszahl nges variiert werden kann. Im Gegensatz zu EoL Komponententests, welche dann
die maximale Pts liefern, wenn der systemkritischsten Ausfallmode der größte Testaufwand
(Stichprobenumfang) zukommt, liefern die SR Komponententests dann die maximale Pts,
wenn der Ausfallmode mit der kleinsten Zuverlässigkeit der größte Testaufwand zukommt
(sofern überhaupt variiert werden kann). Dies ist für den Fall von Parallelsystemen gegebe-
nenfalls nicht erwünscht, denn so kann nicht gleichzeitig eine maximale Erfolgswahrschein-
lichkeit und eine genaue Aussage über die systemkritischste Ausfallmode erreicht werden.
Beim EoL Test ist dies immer möglich.

Neben den Komponenten kann auch das Gesamtsystem getestet werden. In den Abbildun-
gen 7.6 und 7.7 sind die Werte der Pts für EoL Tests auf Komponentenebene und auf
Systemebene über der Gesamtprüflingszahl nges für zwei weitere Beispielsysteme aufgetra-
gen. Es handelt sich dabei um ein reines Seriensystem und ein reines Parallelsystem, welche
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Abbildung 7.6: Pts verschiedener EoL Tests des reinen Seriensystems: Gesamtsystemtest (nSys),
sowie Komponententests mit unterschiedlicher Gesamtprüflingszahl nges. Mit
gleicher und optimaler Aufteilung der Prüflinge.
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Abbildung 7.7: Pts verschiedener EoL Tests des reinen Parallelsystems: Gesamtsystemtest (nSys),
sowie Komponententests mit unterschiedlicher Gesamtprüflingszahl nges. Mit
gleicher und optimaler Aufteilung der Prüflinge.
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beide dieselben Ausfallmoden W (1,5; 1,2), W (2; 2) und W (1; 3) beinhalten. Das Zuverläs-
sigkeitsziel ist Rs = 95% und Cs = 90% mit der geforderten Lebensdauer von ts = 0,0464
beim Seriensystem und ts = 0,7566 beim Parallelsystem. Sowohl die gleiche Aufteilung der
Prüflinge zwischen den drei Komponenten, als auch die optimale Aufteilung entsprechend
einer maximierten Pts ist neben der Pts bei Systemtests aufgetragen. Es ist zu sehen, dass
die optimale Aufteilung einen deutlichen Zuwachs der Pts erreichen kann und dabei ähnli-
che Werte wie der Gesamtsystemtest bei gleicher Gesamtprüflingszahl erreichen kann. Der
Gesamtsystemtest hat den Vorteil, dass ein Prüfling für die Auswertung aller Ausfallmoden
verwendet werden kann, die Komponententests hingegen nur für die Ausfallmoden, welche
in der getesteten Komponente vorherrschen. Im Gegensatz dazu sind die Stichproben wel-
che beim Gesamtsystemtests zur Auswertung der Ausfallmoden verwendet werden zensiert
und zwar in solcher Weise, wie es die Systemstruktur vorgibt. Bei den Komponententests
kann die Anzahl an Ausfällen für die Auswertung einer bestimmten Ausfallmode genau
eingestellt werden, was dazu führen kann, dass die Pts bei den Komponententests eines Se-
riensystems sogar die des Gesamtsystemtests übersteigt, trotz dem, dass die Prüflinge des
Gesamtsystemtests hier quasi dreifach verwendet werden können, siehe Abbildung 7.6. Beim
Parallelsystem zeigt der Gesamtsystemtest durchgehend deutlich höhere Werte der Pts. Dies
liegt daran, dass ein Systemausfall erst dann eintritt, wenn alle Komponenten ausgefallen
sind. Deswegen liefert ein Prüfling des Gesamtsystems immer Informationen über die Aus-
fallzeiten von allen Ausfallmoden (in diesem Beispiel des reinen Parallelsystems). Dieser
Effekt ist umso stärker, je mehr einzelne Ausfallmoden im System vorhanden sind.

Da die Stichprobenumfänge beim SR Test durch das Zuverlässigkeitsziel bestimmt sind und
in diesem Beispiel keine Lebensdauerverhältnisse erlaubt sind und auch keine Ausfälle zuge-
lassen werden, lassen sich die Werte der Pts nicht über dem Stichprobenumfang auftragen.
Es sind die Werte als Balkendiagramm für die drei Fälle aus Gesamtsystemtest, Komponen-
tentest mit gleicher Prüflingsaufteilung und optimaler Aufteilung in Abbildung 7.8 für das
reine Seriensystem und das reine Parallelsystem aufgetragen. Die drei Fälle haben deutlich
unterschiedliche notwendige Stichprobenumfänge. Der zum Nachweis erforderliche Stichpro-
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Abbildung 7.8: Pts der SR Tests des Serien- und des Parallelsystems für Gesamtsystemtests als
auch Komponententests mit gleicher und optimaler Aufteilung.

benumfang des Parallelsystem erlaubt keine andere Aufteilung als die gleiche Aufteilung, da
nur drei Prüflinge pro Komponente notwendig sind um das Ziel nachweisen zu können. Eine

115



Kapitel 7 - Untersuchung der Einflüsse auf die Probability of Test Success

Änderung auf zwei Prüflinge bei einem Komponetentest würde solch ein schlechtes Ergebnis
erzeugen, dass keine noch so große Prüflingszahl bei einer anderen Komponente das in der
kombinierten Systemaussage aufwiegen könnte. Beide Systeme zeigen grundsätzlich kleine
Werte der Pts wobei die Komponententests nochmals deutlich niedrigere Werte liefern als
die Systemtests. Dies liegt in den deutlich größeren Stichprobenumfängen begründet, wo-
bei jeder Prüfling für einen erfolgreichen Nachweis überleben muss. Allerdings kann keiner
der SR Tests für den Systemnachweis bei diesen Beispielsystemen empfohlen werden, denn
alle liefern maximale Werte von Pts < 50%. Hinzu kommt, dass die Komponententests des
Seriensystems eine Gesamtprüflingszahl von nges = 312 erfordern, wohingegen die Kom-
ponententests des Parallelsystems lediglich drei Prüflinge pro Komponente, also nges = 9
erfordern.

Die hier betrachteten Fälle und Bewertungen der Tests und deren Konfiguration sind al-
leinig durch statistische Maßstäbe getrieben. In der Praxis sind jedoch die verfügbaren
Prüflinge eingeschränkt, die Kosten des Systems, der Subsysteme, Komponenten und Bau-
teile unterscheiden sich (auch untereinander). Hinzu kommen Prüfstandsverfügbarkeiten
und -möglichkeiten, die die möglichen Tests dahingehend beschränken können sowie die
Identifikation des effizientesten Tests verändern. Diese Aspekte werden in Kapitel 8 weiter
thematisiert.

7.2.2 Einfluss der Systemebene des Tests

Grundsätzlich werden während der Produktentwicklung die Belastbarkeiten der Elemente
des Systems festgelegt. Mindestens durch deren physische Gestalt und die Wahl der Mate-
rialien. Dabei wird auch oft die Anforderung des Systems auf dessen Elemente aufgeteilt.
Werden diese Überlegungen im Nachweis entsprechend übernommen, so resultiert für jedes
Systemelement ein eigenes Zuverlässigkeitsziel, bestehend aus Zuverlässigkeit, Lebensdauer
und Aussagewahrscheinlichkeit. Diesem Ansatz entgeht jedoch die Tatsache, dass die auf
die Elemente aufgeteilte Aussagewahrscheinlichkeit die Tests stark einschränkt. Denn die
Aufteilung des Systemzuverlässigkeitsziels ist unbestimmt und muss bezüglich der Aussa-
gewahrscheinlichkeit entweder auf alle Elemente gleich aufgeteilt werden, oder nach einem
sinnvollen Ansatz ungleich. Bei der Berücksichtigung des hier vorgestellten Ansatzes mittels
der Pts ist dieses Aufteilen nicht notwendig und es gibt nur noch eine sinnvolle Lösung. Im
Sinne eines Nachweises der Systemzuverlässigkeit sollten nämlich alle Tests welche diesem
Nachweis dienlich sein sollten, gemeinsam betrachtet werden. Dazu ist keine Aufteilung der
Ziele notwendig. Der Fokus sollte dabei einzig auf dem Zuverlässigkeitsziel des Systems lie-
gen. Dies wird durch die Betrachtung und Planung mit der Pts ermöglicht. Zusammen mit
dem beschriebenen Vorgehen gibt sie die Wahrscheinlichkeit für einen erfolgreichen Nachweis
wieder, der sich zusammen aus allen Tests ergibt. Es wird also kein Ziel für die einzelnen Ele-
mente des Systems vorgegeben, sondern untersucht, wie die Tests der Elemente zusammen
fähig sind den Systemzuverlässigkeitsnachweis zu erbringen.

Die bei den Tests gewählte Systemebene, also ob eine Komponente oder das Gesamtsystem
getestet wird, hat einen wesentlichen Einfluss auf den Systemnachweis. Um dies zu ver-
deutlichen, wird hier anhand eines einfachen Beispielsystems, bestehend aus lediglich zwei
Komponenten und drei Ausfallmoden, die Pts für Tests auf Komponentenebene mit einem
Test auf Systemebene verglichen und die wesentlichen Unterschiede sowie Vor- und Nach-
teile herausgearbeitet. Dabei besitzt Komponente 1 zwei Ausfallmoden mit F1 = W(1; 3)
und F2 = W(1,2; 2,8) wohingegen Komponente 2 nur eine Ausfallmode mit F3 = W(2; 2)
zugeordnet ist. Die beiden Komponenten bilden über eine serielle Verknüpfung das System.
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Es ist in Abbildung 7.9 dargestellt. Um zu untersuchen, wie sich unzensierte EoL Tests
des Gesamtsystems und der Komponenten verhalten, wurde die Pts in Abhängigkeit ver-
schiedener Stichprobenumfänge berechnet, siehe Abbildung 7.10. Dabei ist die Anzahl der

AM 1 AM 2 AM 3
Komp. 1 Komp. 2

System

Abbildung 7.9: Systemstruktur des Beispielsystems mit dessen Komponenten (Komp.) und
Ausfallmoden (AM).
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Abbildung 7.10: Werte der Pts in Abhängigkeit der Stichprobenumfänge n für den unzensierten
EoL Test des Gesamtsystems und der Komponenten. Das Zuverlässigkeitsziel
beträgt Rs = 95%, Cs = 90% mit ts = 0,2.

Prüflinge im Gesamtsystemtest nSys und die Anzahl aller Prüflinge in den Komponententests
nges = n1 + n2. Die Prüflingsaufteilung der Komponententests wurde anhand der maximal
erzielbaren Pts bestimmt und berechnet sich damit zu n1

!
= 2,7n2 (berechnet mit nges = 200

und ts = 0,2, siehe auch Kapitel 7.2.1). Es ist zu sehen, dass der Gesamtsystemtest die
höhere der beiden Pts Verläufe aufweist. Dies liegt darin begründet, dass die Prüflinge des
Gesamtsystemtests für die Auswertung aller Ausfallmoden verwendet werden können. Die
dazu aus der Stichprobe der Ausfälle des Gesamtsystems gebildeten Stichproben der Aus-
fallmoden sind jedoch entsprechend der Auftretenswahrscheinlichkeit der Ausfallmoden im
System zensiert, da es sich um ein Seriensystem handelt. Beim Komponententest hinge-
gen können die Prüflinge n1 lediglich zur Auswertung von AM 1 und 2 verwendet werden
und die Prüflinge n2 sogar ausschließlich für AM 3. Aufgrund der zwei Ausfallmoden in
Komponente 1, ist der Komponententest trotz der optimalen Aufteilung vom Nachteil eines
Systemtests begleitet, da die Ausfallmoden 1 und 2 nicht frei angesprochen werden können
und damit die Schätzung der Ausfallmoden nur mit zensierten Stichproben erfolgen kann.
Der SR Test hingegen gibt lediglich einen Wert der Pts zurück, da ohne erlaubte Ausfälle
nur eine einzige Gesamtprüflingsanzahl zum Erreichen des Zuverlässigkeitsziels möglich ist.
Dabei werden für den SR Test des Gesamtsystems nSys = 45 Prüflinge benötigt, wohingegen
beim Komponententest in Summe 152 Prüflinge nötig sind und bei n1 = 73 und n2 = 79
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die dabei maximale Pts erreicht werden kann. Hierbei profitiert der SR Test davon, dass
bei Komponente 1 zwei Ausfallmoden gleichzeitig angesprochen werden, denn für den Fall
dreier Komponenten mit jeweils einer Ausfallmode würden in Summe 312 Prüflinge benötigt
werden. Für die Werte der Pts berechnen sich auf Gesamtsystemebene Pts = 33,02% und
für die Komponententests Pts = 15,6%. Damit wird ersichtlich, dass der SR Test grundsätz-
lich nicht für Komponententests bei Seriensystemen geeignet ist. Auf Gesamtsystemebene
hingegen kann er gegebenenfalls Vorteile gegenüber dem EoL Test besitzen, da er keine Aus-
wertung nach den Ausfallmoden erfordert und bei moderaten Anforderungen gegebenenfalls
von kleineren Aufwänden begleitet ist. In diesem Beispiel jedoch nicht, denn in beiden Fällen
erreicht er eine Pts deutlich kleiner 50%. In Abbildung 7.11 ist die Pts über dem Sicherheits-
abstand s dargestellt. Dabei ist neben den erzielbaren Werten der Pts beim SR Test auf
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Abbildung 7.11: Werte der Pts in Abhängigkeit des Sicherheitsabstands s für SR und EoL Tests
des Gesamtsystems. Das Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%, Cs = 90%.

Gesamtsystemebene auch die Pts des EoL Tests auf Gesamtsystemebene dargestellt. Dabei
erkennt man, dass der SR Test erst ab einem Sicherheitsabstand von s > 0,4 akzeptable
Werte der Pts > 50% erreicht, wohingegen der EoL Test bei gleichem Stichprobenumfang
bereits ab s > 0,2 den Systemnachweis ermöglicht. Zum Vergleich wurde für den EoL Test
der Stichprobenumfang ebenfalls zu 45 festgehalten. Dieser ließe sich jedoch im Gegensatz
zum SR Test größer wählen, was noch größere Werte der Pts zur Folge hätte. Der SR Test
würde bei einem größeren Stichprobenumfang kleine Werte der Pts liefern. Dies ist am Bei-
spiel eines EoL Tests mit n = 90 ebenfalls in Abbildung 7.11 dargestellt. Der EoL Test ist
demnach dem SR Test bei Seriensystemen statistisch grundsätzlich überlegen. Insbesonde-
re, wenn der Systemnachweis durch Tests von Subsystemen, Komponenten, oder Bauteilen
erfolgen soll. Jedoch auch wenn der Nachweis durch den Test des Gesamtsystems geführt
werden soll, zeigt der EoL Test deutliche statistische Vorteile auf. So können beispielsweise
grundsätzlich Systeme mit deutlich kleineren Sicherheitsabständen s durch einen EoL Test
nachgewiesen werden, denn durch eine Erhöhung des Stichprobenumfangs können auch für
kleine s gute Werte der Pts erreicht werden. Einzig die nicht notwendige Trennung nach
Ausfallmoden beim SR Test und dessen Auswertung stellt einen Vorteil dar. Hinzu kommt,
dass der SR Test durch die potentiell kürzeren Laufzeiten Vorteile bezüglich der Testkosten
und der benötigten Testzeit aufweisen kann. Mehr dazu in Kapitel 8.
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7.2.3 Einfluss der Systemebene bei zusätzlicher Berücksichtigung

der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes

Die zusätzliche Berücksichtigung der Vorkenntnis kann, wie bereits in Kaptitel 5.2 themati-
siert, zu einer Steigerung der Pts führen. Beispielhaft ist in Abbildung 7.12 die Pts desselben
Systems wie im vorherigen Abschnitt 7.2.2 bei Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem
Satz von Bayes in Abhängigkeit des Sicherheitsabstands s dargestellt. Sowohl der EoL Test,
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Abbildung 7.12: Werte der Pts in Abhängigkeit des Sicherheitsabstands s für EoL und SR Tests
des Gesamtsystems und der Komponenten (unten) und deren zugehörige
Stichprobenumfänge (oben). Das Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%,
Cs = 90%, wobei Vorkenntnis über die drei Ausfallmoden mit jeweils n0 = 6
über den Satz von Bayes berücksichtigt wurde. Die Fälle ohne zusätzliche
Berücksichtigung der Vorkenntnis sind ebenso dargestellt.

als auch der SR Test gewinnen durch die zusätzliche Berücksichtigung von Vorkenntnis auf
Gesamtsystem- und auf Komponentenebene an Pts. Die Vorkenntnis über die Ausfallmoden
wurde dabei jeweils mit n0 = 6 berücksichtigt. Zu erkennen ist, dass der SR Test durch
die Vorkenntnis stärker profitiert als der EoL Test. Dies ist darin begründet, dass es sich
bei der Vorkenntnis um eine nach Typ des EoL Tests handelt, sprich eine Ausfallverteilung
mit Stichprobenumfang n0. Diese Ausfallverteilung enthält wertvolle Informationen über die
tatsächliche Lage der Ausfallzeiten, welche der SR Test selbst nicht liefern kann. Sie fließen
jedoch über die zusätzliche Berücksichtigung der Vorkenntnis auch im SR Test ein und in
der Folge steigt die Pts stark an. Beim EoL Test hingegen ist durch die Ausfallzeiten aus dem
Test die Information über die tatsächliche Lage bereits enthalten, weswegen die zusätzliche
Berücksichtigung der Vorkenntnis als Ausfallverteilung hier einen weniger großen Gewinn
bezüglich der Pts bedeutet.
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Die bereits in Kapitel 6.2 thematisierte Prüflingsaufteilung beim Test der Komponenten
ist abhängig von der zusätzlichen Berücksichtigung der Vorkenntnis mittels des Satz von
Bayes. Dies entspricht der Vorstellung, dass die Stichproben der Vorkenntnis und die des
Tests gleichbedeutend sind. Wird also Vorkenntnis zusätzlich berücksichtigt, so ersetzt die-
se einen Teil der für ein Optimum notwendigen Stichprobenumfänge. Folglich ändern sich
die für ein Maximum der Pts notwendigen Stichprobenumfänge. Dies hat auch zum Effekt,
dass die optimale Aufteilung in diesem Fall nicht weiter unabhängig des Stichprobenum-
fangs des Tests ist, denn der Anteil, welchen die Stichprobe der Vorkenntnis ersetzt, ändert
sich mit dem Stichprobenumfang des Tests. Zur Verdeutlichung dieses Sachverhalts ist in
Abbildung 7.13 für ein Seriensystem mit zwei Ausfallmoden identischer Verteilung W(1; 3)
und W(1; 3) die optimale Prüflingsaufteilung in Abhängigkeit des Gesamtstichprobenum-
fangs des unzensierten EoL Tests dargestellt. Es ist zu sehen, wie Ausfallmode 1 aufgrund
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Abbildung 7.13: Änderung der Optimalen Prüflingsaufteilung beim EoL Test der Komponenten
eines Seriensystem mit W(1; 3) und W(1; 3) und n0,1 = 8, n0,2 = 20. Dargestellt
über dem Gesamtstichprobenumfang nges = n1 + n2 bei einem
Zuverlässigkeitsziel von Rs = 95%, Cs = 90% und ts = 0,25. Berechnet mit der
analytischen und approximativen Methode.

des kleineren Stichprobenumfangs der Vorkenntnis zunächst ein größerer Stichprobenum-
fang der Vorkenntnis zugeordnet werden muss um das Maximum der Pts zu erreichen. Da es
sich um zwei identische Ausfallmoden handelt, ist die optimale Aufteilung ohne zusätzliche
Berücksichtigung mittels des Satz von Bayes eine Gleichaufteilung. Dies ist ebenso bei sehr
kleinen und bei sehr großen Gesamtstichprobeumfängen zu sehen.

7.3 Einfluss der Unsicherheit in der Vorkenntnis

Die notwendige Vorkenntnis zur Planung von Zuverlässigkeitstests ist unweigerlich mit Un-
sicherheit behaftet. Diese liegt in den Unzulänglichkeiten der Beobachtung der Information
der Vorkenntnis. Es handelt sich hauptsächlich um die epistemische Unsicherheit, welche
jedoch mit der System inhärenten aleatorischen Unsicherheit vermischt ist.
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7.3.1 Änderung der Probability of Test Success bei

Berücksichtigung der Unsicherheit

Die Berechnung der Pts unter Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis birgt
Potential, da damit die Güte der Vorkenntnis indirekt bewertet wird. Grundsätzlich sinkt
die Pts wenn die Unsicherheit bei EoL Tests berücksichtigt wird, da die Lebensdauerquan-
tile größere Streuungen aufweisen. Beispielhaft ist dies anhand eines einfachen Systems mit
einer Ausfallmode mit W(1; 3) und n0 = 10 sowie n0 = 30 in Abbildung 7.14 dargestellt.
Im Vergleich zur Berechnung ohne die Berücksichtigung der Unsicherheit, findet eine star-
ke Reduktion statt. Die Werte der Pts unter Berücksichtigung der Vorkenntnis streben ein
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Abbildung 7.14: Werte der Pts in Abhängigkeit des Stichprobenumfangs n für einen unzensierten
EoL Test mit Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis, welche
durch W(1; 3) und n0 = 10 beziehungsweise n0 = 30 gegeben ist. Dargestellt ist
auch der Fall ohne Unsicherheit. Das Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%,
Cs = 90% mit ts = 0,3.

Maximum an. Wie bereits in Kapitel 6.3 erwähnt, kann hier in Abbildung 7.14 beispielhaft
erkannt werden, dass dieses Maximum genau dem Pts-Wert der Berechnung ohne Berücksich-
tigung der Vorkenntnis bei einem Stichprobenumfang von n = 10 beziehungsweise n = 30
beträgt. Der Stichprobenumfang der Vorkenntnis begrenzt die maximal erreichbare Pts. Bei
solch einfachen Systemen mit lediglich einer einzigen Ausfallmode ist dies recht anschaulich,
bei komplexeren Systemen allerdings weniger, mehr dazu in Kapitel 7.3.3. Für die Pra-
xis bedeutet dies, dass die Unsicherheit berücksichtigt werden sollte. Allerdings sollte diese
Rechnung immer zusammen mit einer Berechnung ohne Berücksichtigung der Unsicherheit
gemacht werden, denn diese repräsentiert eher die zu erwartende Erfolgswahrscheinlichkeit.
Wie sich die Berücksichtigung der Unsicherheit zusammen mit der zusätzlichen Berücksich-
tigung über den Satz von Bayes verhält, wird im nächsten Abschnitt thematisiert.

Im Gegensatz zum EoL Test gibt es beim SR Test keine grundsätzliche Tendenz bezüglich
eines Absinkens oder eines Anstiegs der Pts aufgrund der Berücksichtigung der Unsicherheit
in der Vorkenntnis. Denn so ist es, dass für sehr große Werte der Pts ein Absinken zu ver-
zeichnen ist, wohingegen bei kleinen Werten der Pts ein Anstieg vorhanden ist. Dies kann
durch die gesteigerte Streuung der Zuverlässigkeit erklärt werden, welche durch die Betaver-
teilung der Vorkenntnis beschrieben wird. Bei großen Werten der Zuverlässigkeit resultieren
potentiell große Werte der Pts. Aufgrund der Streuung der Zuverlässigkeit jedoch sind mehr
Werte der Zuverlässigkeiten kleiner als größer im Vergleich zu jenem Wert, welchen man
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ohne Unsicherheit berechnen würde. Denn bewegen sich die Werte der Zuverlässigkeit be-
reits nahe dem maximalen Wert, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass es noch größere Werte
gibt klein. Genau umgekehrt verhält es sich für kleine Werte der Pts: Hier steigen die Werte
an, wenn die Unsicherheit mit berücksichtigt wird. Dies liegt ebenso daran, dass die Wahr-
scheinlichkeit noch kleinere Werte der Zuverlässigkeit zu erhalten abnimmt, je näher die
Werte an das Minimum, also die Definitionsgrenzen rücken.

Der wesentliche Unterschied zwischen dem Verhalten der Pts bei Berücksichtigung der Unsi-
cherheit in der Vorkenntnis für den EoL Test und dem SR Test liegt also im eingeschränkten
Definitionsbereich der Zuverlässigkeit selbst begründet. Sie ist auf das Intervall R 2 [0, 1]
beschränkt, wohingegen die bei der Berechnung der Pts bei EoL Tests relevante Größe, der
Teststatistik ⌧ beziehungsweise dem Lebensdauerquantil tRs keine solche Einschränkung vor-
handen ist und die zunehmende Streuung grundsätzlich weniger eingeschränkt ist. Einzig
die Einschränkung, dass Lebensdauern nur Werte größer Null annehmen können herrscht
hier vor, beschränkt das Verhalten der Pts jedoch nicht signifikant.

Um den Einfluss der Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis bei der Berech-
nung der Pts eines SR Tests zu veranschaulichen, wurden in Abbildung 7.15 verschiedene
Fälle dargestellt. Dabei sorgen die unterschiedlichen Sicherheitsabstände s dafür, dass große
oder kleine Zuverlässigkeiten relevant sind, was die beiden beschriebenen Fälle einer steigen-
den und einer absinkenden Pts aufgrund der Unsicherheit herbeiführt. Zusätzlich sind auch
die Pts-Werte bei Berechnung ohne Unsicherheit als waagerechte Linie dargestellt, gegen
welche die Verläufe jeweils konvergieren. In diesem Beispiel handelt es sich um ein Zuverläs-

101 102 103
0,2

0,4

0,6

0,8

1

n0

P
ts ts = 0,3 (s = 0.1926)

ts = 0,2 (s = 0.4617)
ts = 0,1 (s = 0.7309)

Abbildung 7.15: Werte der Pts in Abhängigkeit des Stichprobenumfangs der Vorkenntnis n0 für
einen SR Test mit Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis, welche
durch W(1; 3) gegeben ist. Das Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%,
Cs = 90%, also nSR = 45.

sigkeitsziel von Rs = 95%, Cs = 90% und als Vorkenntnis mit W(1; 3), wobei die benötigte
Betaverteilungen entsprechend n0 nach dem in Kapitel 5.1.1 vorgstellten Bootstrap-Ansatz
berechnet wurden. Zu bemerken ist, dass der Anstieg der Pts hier deutlicher ausgeprägt ist,
als das Absinken für große Sicherheitsabstände.
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7.3.2 Einfluss der Unsicherheit bei zusätzlicher Berücksichtigung

der Vorkenntnis über den Satz von Bayes

Wie bereits behandelt, resultiert die zusätzliche Berücksichtigung der Vorkenntnis über den
Satz von Bayes darin, dass Prüflinge des Tests ersetzt werden können, wenn die Vorkenntnis
positiv genug ist. Die zusätzlich berücksichtigte Vorkenntnis ist demnach gleichbedeutend
zu den Informationen aus dem Test, siehe auch Abbildung 7.1. Zudem wurde im vorherigen
Abschnitt aufgezeigt, dass die Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis bei EoL
Tests zu einem Absinken der Pts führt und diese durch den Stichprobenumfang n0 begrenzt.
Die maximal erreichbare Pts ist damit die, welche sich theoretisch ohne Berücksichtigung der
Unsicherheit bei n = n0 ergeben würde. Die kombinierte Berücksichtigung der Unsicherheit
in der Vorkenntnis und der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes hat damit zur Folge, dass
das Maximum der Pts durch n0 bestimmt ist (Effekt der Unsicherheit) und, dass dieses Ma-
ximum immer erreicht ist, denn n und n0 sind gleichbedeutend (Effekt des Satz von Bayes).
Das hat zum Effekt, dass der Stichprobenumfang der Vorkenntnis n0 alleinig den Wert der
Pts bestimmt. Denn für n > n0 sorgt der Effekt der Unsicherheit dafür, dass die Pts auf das
Maximum entsprechend n0 begrenzt ist. Für n < n0 dagegen, sorgt der Effekt der zusätzli-
chen Berücksichtigung mit dem Satz von Bayes dafür, dass das Maximum der Pts trotzdem
erreicht ist, denn da n und n0 gleichbedeutend ist, ist der effektive Stichprobenumfang im-
mer so groß, dass das Maximum sicher erreicht wird, nämlich mindestens n0. Die Pts ist also
nicht weiter vom Stichprobenumfang des Tests n abhängig. Um dies zu veranschaulichen
wurde in Abbildung 7.16 die Pts des unzensierten EoL Tests exemplarisch in Abhängigkeit
von n und n0 berechnet für den Fall, dass die Vorkenntnis mit W(1; 3) über den Satz von
Bayes für den Nachweis, als auch die Unsicherheit in der Vorkenntnis berücksichtigt wird.
Dabei ist eindeutig zu sehen, dass sich die Pts mit n nicht ändert.
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Abbildung 7.16: Werte der Pts in Abhängigkeit des Stichprobenumfangs n für einen unzensierten
EoL Test mit Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis, welche
durch W(1; 3) und n0 = 10 gegeben ist. Das Zuverlässigkeitsziel beträgt
Rs = 95%, Cs = 90% mit ts = 0,3.

Wird Vorkenntnis über den Satz von Bayes im Zuverlässigkeitsnachweis verwendet, so bedeu-
tet dies, dass eine höhere Zuverlässigkeit, eine höhere Lebensdauer oder mit einer größeren
Aussagewahrscheinlichkeit nachgewiesen werden kann, als wenn keine Vorkenntnis zusätzlich
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berücksichtigt werden würde. Es ist demnach in jedem Fall ein Gewinn zu verzeichnen. Die
Unsicherheit in der Vorkenntnis ist jedoch nicht weiter relevant, sobald der Test durchgeführt
wurde und der Nachweis erbracht wird. Für die praktische Anwendung der Testplanung mit
der Pts bedeutet dies, dass die Unsicherheit immer mit betrachtet werden sollte, jedoch
zusätzlich die Pts ohne Berücksichtigung der Unsicherheit berechnet werden sollte. Bei zu-
sätzlicher Berücksichtigung der Vorkenntnis über den Satz von Bayes sollte dabei sogar der
Wert der Pts verwendet werden, welcher sich ohne Berücksichtigung der Unsicherheit ergibt.
Jener mit Berücksichtigung der Unsicherheit kann dabei beispielsweise als untere Schranke
beziehungsweise worst case der Pts betrachtet werden.

Bei SR Tests hingegen sind die Zusammenhänge etwas einfacher. Denn die Testkonfigura-
tion ist bereits durch das Zuverlässigkeitsziel manifestiert. Die Berechnung der Pts ist also
zunächst losgelöst vom Zuverlässigkeitsnachweis. Wie im vorherigen Abschnitt 7.3 thema-
tisiert, bewirkt die Berücksichtigung der Unsicherheit sowohl eine Abfallen, als auch einen
Anstieg der Pts, wohingegen die zusätzliche Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz
von Bayes einen kleineren erforderlichen Stichprobenumfang zur Folge hat, was die Pts an-
steigen lässt. Die Anstiege und die Absenkungen der Pts sind nach wie vor vorhanden, jedoch
durch die Effekte des Satzes von Bayes überlagert. Zur Veranschaulichung ist selbiges Bei-
spiel aus Abbildung 7.15 bei zusätzlicher Berücksichtigung der Vorkenntnis mittels des Satz
von Bayes für ts = 0,35, also s = 5,8% in Abbildung 7.17 dargestellt. Die dabei sich ändern-
den notwendigen Stichprobenumfänge sind ebenso dargestellt. Sie sind der Grund für den
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Abbildung 7.17: Werte der Pts eines SR Tests (unten) für verschiedene Fälle der Berücksichtigung
der Unsicherheit in der Vorkenntnis und zusätzlicher Berücksichtigung über den
Satz von Bayes und erforderliche Stichprobenumfänge nSR (oben). Das
Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%, Cs = 90% mit ts und die Vorkenntnis
W(1; 3).
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Anstieg der Pts gegenüber dem Fall mit alleiniger Berücksichtigung der Unsicherheit. Es ist
zu erkennen, dass sich die Pts bei Berücksichtigung der Unsicherheit und dem Satz von Bayes
an die Werte der Pts bei alleiniger Berücksichtigung der Unsicherheit annähern, welche sich
wiederum an den Fall ohne Berücksichtigung oder dem Satz von Bayes annähern. Allerdings
ist durch die zusätzliche Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes eine er-
hebliche Reduktion des Stichprobenumfangs möglich, weswegen die Pts zusätzlich ansteigt.
Ab einem Stichprobenumfang der Vorkenntnis von n0 = 100 steigt die Pts sogar nochmals
an, da durch die zusätzliche Berücksichtigung mit dem Satz von Bayes bereits ein großer
Anteil des Nachweises erbracht ist. Ab n0 = 400 ist theoretisch sogar gar kein SR Test mehr
notwendig, da der Nachweis bereits vollständig allein durch die Vorkenntnis erbracht wird.
Dies ist für die praktische Anwendung jedoch irrelevant, da ein Nachweis niemals alleinig
basierend auf Vorkenntnis erbracht werden sollte.

7.3.3 Einfluss der Unsicherheit bei mehreren Systemelementen

Die Erkenntnisse bezüglich Systemen mit lediglich einer Ausfallmode lassen sich nicht ohne
Weiteres auf Systeme mit mehreren Ausfallmoden übertragen, da sich die Systemausfall-
verteilung aus der Schätzung mehrerer Ausfallverteilungen berechnet. Die Streuung des Sy-
stemlebensdauerquantils ist also von mehreren Größen abhängig, welche jeweilig ein eigener
Stichprobenumfang der Vorkenntnis n0 zugeordnet werden kann.

Im Folgenden wird zunächst die Berücksichtigung der Unsicherheit der Vorkenntnis bei EoL
Tests untersucht. Dazu wird ein Seriensystem mit zwei Komponenten und zwei Ausfallm-
oden mit W(1; 3) und W(2; 1,5) beispielhaft verwendet. Um das Optimum des Verhältnisses
der Stichprobenumfänge beim Test der beiden Komponenten zu identifizieren, wurden ver-
schiedene Kombinationen der Stichprobenumfänge für nges = 40 berechnet. Dabei wurden
verschiedene Situationen der Unsicherheit in der Vorkenntnis über die Ausfallverteilungen
untersucht, die Ergebnisse sind in Abbildung 7.18 dargestellt. Es ist zu sehen, dass sich
das Optimum der Prüflingsaufteilung durch die Unsicherheit nicht ändert. Auch ändert es
sich nicht, wenn die Unsicherheit bezüglich einem der beiden Ausfallmoden deutlich größer
ist als beim anderen. Einzig der Wert der maximal erzielbaren Pts ändert sich. Demnach
hat die Unsicherheit keinen Einfluss auf das Optimum der Prüflingsaufteilung. Es ist in
Abbildung 7.18 zudem bereits zu erkennen, dass die Unsicherheit von Ausfallmode 2 einen
größeren Einfluss auf die Pts hat als die von Ausfallmode 1. Dies entspricht dem Optimum
der Prüflingsaufteilung, welches ebenso Ausfallmode 2 einen größeren Stichprobenumfang
zuordnet, nämlich n2

!
= 2,484n1. Um einen umfassenderen Blick auf die Einflüsse der Un-

sicherheit der Vorkenntnis zu erlangen, ist in Abbildung 7.19 die Pts für EoL Tests der
Komponenten und des Gesamtsystems über den Stichprobenumfängen der Vorkenntnisse
n0,1 und n0,2 aufgetragen. Dabei ist ebenfalls zu sehen, dass die Unsicherheit der Vorkennt-
nis von Ausfallmode 2, also n0,2 den größeren Einfluss auf die Pts besitzt. Dies ist durch die
größere Kritikalität von Ausfallmode 2 für das System begründet. Denn so ist beispielsweise
die Auftretenswahrscheinlichkeit bei geforderter Lebensdauer ts = 0,1 von Ausfallmode 2 mit
1,11% größer als die von Ausfallmode 1 mit 0,099%. Um dies zusätzlich zu veranschaulichen,
ist in Abbildung 7.20 die Pts in Abhängigkeit der beiden Unsicherheiten der Vorkenntnisse
für ein Seriensystem dargestellt, bei welchem beide Ausfallmoden eine identische Ausfall-
verteilung besitzen, nämlich W(1; 3). Dieses System zeigt ein symmetrisches Bild bezüglich
n0,1 und n0,2, was zeigt, dass der Einfluss der Unsicherheit auf die Pts an die Kritikalität der
Ausfallmode im System geknüpft ist. Vereinfachend lässt sich schlussfolgern, dass für jene
Ausfallmode, welche die kleinsten Ausfallzeiten aufweist, sowohl der größte Stichprobenum-
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Abbildung 7.18: Werte der Pts in Abhängigkeit des Stichprobenumfänge des unzensierten EoL
Tests der Komponenten des Beispielsystems mit Berücksichtigung der
Unsicherheit in der Vorkenntnis für verschiedene Unsicherheiten der
Ausfallmoden. Das Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%, Cs = 90% mit
ts = 0,1.
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Abbildung 7.19: Werte der Pts des unzensierten EoL Tests der Komponenten (links) und des
Gesamtsystems (rechts) in Abhängigkeit des Stichprobenumfänge der
Vorkenntnis mit Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis. Das
Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%, Cs = 90% mit ts = 0,1.

fang zukommen sollte um eine hohe Pts zu erzielen als auch die Vorkenntnis in möglichst
großer Güte, also mit möglichst kleiner Unsicherheit vorliegen sollte.
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Abbildung 7.20: Werte der Pts des unzensierten EoL Tests der Komponenten (links) und des
Gesamtsystems (rechts) in Abhängigkeit des Stichprobenumfänge der
Vorkenntnis mit Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis (gleiche
AM). Das Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%, Cs = 90% mit ts = 0,1.

Bei SR Tests ist im Gegensatz zum EoL Test die optimale Prüflingsaufteilung weniger frei,
denn die Stichprobenumfänge sind durch das zu erreichende Zuverlässigkeitsziel beschränkt.
Wie bereits im vorherigen Abschnitt ausgeführt, können die Stichprobenumfänge bei einem
System mit zwei Komponenten und dem Zuverlässigkeitsziel von Rs = 95% mit Cs = 90%
zwischen 73 und 79 variieren, so dass sich in Summe nges = 152 Prüflinge ergeben. Zu-
dem wurde in Kapitel 7.2.1 ausgeführt, dass beim Seriensystem die für das System weniger
kritische Ausfallmode mehr Prüflinge zugewiesen werden sollen um das Maximum der Pts

zu erreichen. Für das Seriensystem mit W(1; 3) und W(2; 1,5) bedeutet dies also für die
optimale Prüflingsaufteilung: n1 = 79 und n2 = 73. Auch beim SR Test zeigt sich dabei
kein Einfluss der Unsicherheit auf die optimale Prüflingsaufteilung. Außerdem sorgt die
Unsicherheit in der Vorkenntnis, wie im Falle eines einfachen Systems mit nur einer Aus-
fallmode, sowohl für ein Absinken, als auch einen Anstieg der Pts für große Unsicherheiten.
Dies ist für das Seriensystem mit s = 0,6 in Abbildung 7.21 dargestellt wobei in diesem Fall
ein Anstieg zu sehen ist.

Die Pts der SR Tests der Komponenten als auch des Gesamtsystems ist in Abbildung 7.22
dargestellt. Hier ist zu sehen, dass die SR Tests der Komponenten deutlich kleinere Werte
der Pts aufweisen als der Gesamtsystemtest. Beide Testebenen jedoch zeigen einen Anstieg
der Pts aufgrund der Unsicherheit in den Vorkenntnissen. Allerdings zeigt die Unsicherheit
der Vorkenntnis von Ausfallmode 2 einen wesentlich größeren Einfluss auf die Pts als je-
ne von Ausfallmode 1. Dies ist wiederum in der größeren Kritikalität von Ausfallmode 2
begründet, welche bereits beim EoL Test ein ähnliches Verhalten aufwies. Für das Seri-
ensystem mit zwei identischen Ausfallmoden als W(1; 3), womit beide Ausfallmoden zu
gleichen Teilen für einen Systemausfall verantwortlich sind, ist in Abbildung 7.23 darge-
stellt. Dabei ist wieder ein bezüglich der Unsicherheiten der Vorkenntnis der Ausfallmoden
symmetrisches Bild der Pts zu sehen. Allerdings ist ebenso ein leichter Anstieg der Pts bei
Abnahme der Unsicherheit, also für größere n0,1 und n0,2 zu sehen. Dieser Anstieg wiederum
ist hierbei durch die größeren involvierten Zuverlässigkeiten begründet. Die größeren Zuver-
lässigkeitswerte resultieren, da die Zuverlässigkeitsanforderung identisch zu der des Systems
aus Abbildung 7.22 gehalten ist, das Seriensystem mit den identischen Ausfallmoden aus
Abbildung 7.23 allerdings größere Lebensdauern aufweist und deswegen statt s = 0,6 für
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Abbildung 7.21: Werte der Pts in Abhängigkeit des Stichprobenumfangs des SR Tests der
Komponenten des Beispielsystems mit Berücksichtigung der Unsicherheit in der
Vorkenntnis für verschiedene Unsicherheiten der Ausfallmoden. Das
Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%, Cs = 90% mit ts = 0,0921 (s = 0,6).
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Abbildung 7.22: Werte der Pts des SR Tests der Komponenten (links) und des Gesamtsystems
(rechts) in Abhängigkeit der Stichprobenumfänge der Vorkenntnis mit
Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis. Das Zuverlässigkeitsziel
beträgt Rs = 95%, Cs = 90% mit ts = 0,0921 (s = 0,6).

dieses System s = 0,295 gilt. Damit zeigt sich ein analoges Verhalten zu den beobachteten
Zusammenhängen bei einfachen Systemen mit lediglich einer Ausfallmode.
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Abbildung 7.23: Werte der Pts des SR Tests der Komponenten (links) und des Gesamtsystems
(rechts) in Abhängigkeit der Stichprobenumfänge der Vorkenntnis mit
Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis. Das Zuverlässigkeitsziel
beträgt Rs = 95%, Cs = 90% mit ts = 0,0921 (s = 0,6) und das Seriensystem
besitzt zwei identische Ausfallmoden mit W(1; 3).

7.3.4 Einfluss der Unsicherheit bei mehreren Systemelementen

und zusätzlicher Berücksichtigung der Vorkenntnis über den

Satz von Bayes

Im Folgenden wird das Verhalten untersucht, wenn sowohl die Vorkenntnis mit dem Satz von
Bayes, als auch deren Unsicherheit bei Systemen mit mehreren Ausfallmoden berücksichtigt
wird. Dazu werden die in Kapitel 6.4 vorgestellten Verfahren und Berechnungsmethoden an-
gewandt. Zunächst werden die Einflüsse auf den vollständigen EoL Test untersucht. Hierzu
wird erneut das reine Seriensystem mit zwei Ausfallmoden aus den vorherigen Abschnit-
ten verwendet. Es besitzt zwei Ausfallmoden mit den Verteilungen W(1; 3) und W(2; 1,5).
Für die Komponententest wird dabei die bekannte Pts-optimale Prüflingsaufteilung von
n2

!
= 2,484n1 verwendet. In Abbildung 7.24 ist die Pts in Abhängigkeit der Gesamtprüf-

lingszahl und der Summe der Stichprobenumfänge der Vorkenntnis der beiden Ausfallm-
oden aufgetragen. Die Stichprobenumfänge der Vorkenntnis n0,1 und n0,2 wurden jeweils in
gleichem Maße erhöht. Die Unsicherheit der beiden Ausfallmoden ist in dieser Abbildung
demnach immer identisch. Die Summe der beiden berechnet sich zu ⌃n0 = n0,1 + n0,2. Es
ist zu erkennen, dass, analog zu den Erkenntnissen bei Systemen mit einer einzigen Aus-
fallmode, die Pts praktisch nicht weiter von den Stichprobenumfängen des Tests n abhängig
ist. Dies lässt sich ebenso durch die Beschränkung der Pts aufgrund der Unsicherheit in
der Vorkenntnis als auch der Anhebung der effektiven Stichprobenumfänge aufgrund des
Satz von Bayes, was das Maximum der Pts immer erreichen lässt, erklären. Zwar ist ein
leichter Anstieg der Pts zwischen n = 10 und n = 1.000 zu erkennen; er ist für die prak-
tische Anwendung jedoch unbedeutend. Wichtig zu bemerken ist, dass die Werte der Pts

bei den Tests der Komponenten und dem Test des Gesamtsystems identisch sind. Dies liegt
daran, dass die Vorkenntnis mit der Unsicherheit n0 zusammen mit der Systemstruktur
allein verantwortlich für die Berechnung der Pts sind. Da diese Information in der Ebene
der Ausfallmoden einfließt, ist die Art des Tests – ob Komponententest oder Systemtest –
unerheblich, denn beispielsweise die Zensierungen, welche beim Gesamtsystemtest für die
Auswertung der Ausfallverteilungen der Ausfallmoden auftreten, sind nicht relevant. Um
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Abbildung 7.24: Werte der Pts des unzensierten EoL Tests der Komponenten (links) und des
Gesamtsystems (rechts) in Abhängigkeit der Summe der Stichprobenumfänge der
Vorkenntnis mit Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis sowie der
zusätzlichen Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes. Das
Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%, Cs = 90% mit ts = 0,0921 (s = 0,6).

ungleiche Unsicherheiten bezüglich der Ausfallmoden zu untersuchen, ist in Abbildung 7.25
die Pts in Abhängigkeit von n0,1 und n0,2 für feste Gesamtstichprobenzahlen der Tests aufge-
tragen. Da die Stichprobenumfänge der Tests ohnehin praktisch keinen Einfluss haben, gibt
diese Abbildung ein gutes Bild der Einzeleinflüsse der Unsicherheiten der Vorkenntnisse. Es
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Abbildung 7.25: Werte der Pts des unzensierten EoL Tests der Komponenten (links) und des
Gesamtsystems (rechts) in Abhängigkeit der Stichprobenumfänge der
Vorkenntnis mit Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis sowie der
zusätzlichen Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes. Die
Stichprobenumfänge der EoL Tests betragen nges = 30 und nSys = 30. Das
Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%, Cs = 90% mit ts = 0,0921 (s = 0,6).

ist zu erkennen, dass Ausfallmode 2 – die kritischere im System – den größeren Einfluss
auf die Pts zeigt. Dies deckt sich mit den Erkenntnissen aus den vorherigen Abschnitten.
Zudem zeigt sich ein analoges Bild zu Abbildung 7.19. Allerdings sind die Werte der Pts

aufgrund der zusätzlichen Berücksichtigung mit dem Satz von Bayes angehoben, da durch
die Kombination mit der Unsicherheit in der Vorkenntnis lediglich die Stichprobenumfänge
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der Vorkenntnis relevant sind und dadurch analog zu Abbildung 7.24 die Werte der Pts von
Komponententests und Gesamtsystemstests nahezu identisch sind.

Um den Einfluss bei SR Tests zu untersuchen, sind in Abbildung 7.26 die Werte der Pts für
den gleichen Fall wie in Abbildung 7.22 berechnet. Jedoch ist diesmal die Unsicherheit der
Vorkenntnis berücksichtigt und sie fließt zusätzlich über den Satz von Bayes ein. Dadurch
ändern sich auch die erforderlichen Stichprobenumfänge, welche ebenso dargestellt sind. Es
wurden bei den Komponententests immer die optimale Prüflingsaufteilung gewählt, was
in diesem Fall bedeutet, dass Ausfallmode 1 mehr Prüflinge als Ausfallmode 2 zugeordnet
werden. Auch hier zeigt sich erneut der stärkere Einfluss der Unischerheit der kritischeren
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Abbildung 7.26: Werte der Pts des SR Tests der Komponenten (links unten) und des
Gesamtsystems (rechts unten) in Abhängigkeit der Stichprobenumfänge der
Vorkenntnis mit Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis und
zusätzlicher Berücksichtigung über den Satz von Bayes. Die notwendigen
Stichprobenumfänge sind oben dargestellt. Das Zuverlässigkeitsziel beträgt
Rs = 95%, Cs = 90% mit ts = 0,0921 (s = 0,6).

Ausfallmode 2. Außerdem ist ein starker Anstieg der Pts zu erkennen, welcher durch die
Reduktion der erforderlichen Stichprobenumfänge aufgrund der durch den Satz von Bayes
berücksichtigten Vorkenntnis stammt.
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7.4 Zusammenfassung und Fazit

Die entwickelten Verfahren und Methoden zur Bewertung und Planung von Zuverlässigkeit-
stests wurden hier angewandt und die Einflüsse auf die Pts untersucht. Dazu wurde anhand
von exemplarischen Fällen die Einflüsse der zusätzlichen Berücksichtigung der Vorkenntnis
über den Satz von Bayes, die Berücksichtigung der Systemstruktur als auch die Berücksich-
tigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis untersucht. Zudem wurden die Kombinationen
all dieser untersucht.

Dabei ergaben sich einige für die Praxis wichtige Erkenntnisse. So wurde bestätigt, dass
die zusätzliche Berücksichtigung der Vorkenntnis mittels des Satz von Bayes bedeutet, dass
die dabei berücksichtigte Stichprobe gleichbedeutend mit einer Stichprobe aus dem Test ist.
Das bedeutet, dass die Stichprobe der Vorkenntnis direkt Testaufwand ersetzen kann. In der
Folge steigt die Pts für alle Testarten, sofern die Vorkenntnis positiv genug ist, das heißt,
dass sie nicht dem Zuverlässigkeitsziel widerspricht. Dabei stimmt die analytische Berech-
nungsmethode sehr gut mit der allgemeinen Berechnungsmethode überein. Auch bei der
Berechnung der Pts bei EoL Tests der Komponenten liefern die beiden Methoden gleiche
Werte. Bei EoL Tests des Gesamtsystems hingegen, lässt sich in einigen Fällen eine Ab-
weichung der beiden Methoden feststellen; weswegen hierbei im jeweiligen Anwendungsfall
die Approximationsgüte der analytischen Methode untersucht werden sollte. In etablierten
Methoden zum Nachweis der Systemzuverlässigekeit mittels Tests von Subsystemen, Kom-
ponenten oder Bauteilen wird das Zuverlässigkeitsziel des Systems auf die Systemelemente
aufgeteilt. Dabei kann die geforderte Aussagewahrscheinlichkeit der einzelnen Tests grund-
sätzlich beliebig auf die Systemelemente aufgeteilt werden. Wird jedoch das hier vorgestellte
Verfahren angewandt, so ist diese Aufteilung des Systemziels auf die Systemelemente nicht
notwendig. Durch die gemeinsame Betrachtung und Bewertung steht immer das Systemziel
im Fokus und die Zuverlässigkeitstests werden gemeinsam bewertet. Dabei ergibt sich eine
optimale Aufteilung der Testaufwände auf die verschiedenen Systemelemente. So ließ sich
bei EoL Tests von Subsystemen, Komponenten oder Bauteilen eine optimale Prüflingsauf-
teilung finden, die eine deutliche Steigerung der Pts zur Folge hat. Diesem Optimum folgend
sollte die kritischste Ausfallmode im System grundsätzlich am meisten Testaufwand erfah-
ren. Das heißt, wenn die größtmögliche Pts erzielt werden soll, so erhält man dabei auch
die meiste Information zur kritischsten Ausfallmode im System. Dem gegenüber steht die
optimale Aufteilung bei SR Tests. Aufgrund der Natur des SR Tests, fordert dieser, dass
für ein Maximum der Pts die Aufallmode im System, den meisten Testaufwand erfährt die
am unkritischsten ist, also im System zuletzt für einen Ausfall sorgen würde. Hinzu kommt,
dass in vielen Fällen beim SR Test die Prüflingszahlen keine Variationen zulassen, da sonst
das Systemziel nicht weiter erreicht werden könnte. Diese optimalen Aufteilungen ändern
sich auch durch die Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis nicht, jedoch wenn
die Vorkenntnis zusätzlich mittels des Satz von Bayes berücksichtigt wird.

Bezüglich der Vergleiche zwischen EoL Tests auf Gesamtsystemebene und EoL Tests auf
Subsystem-, Komponenten- oder Bauteilebene ergab sich, dass der Test des Gesamtsystems
dahingehend statistisch wertvoller ist, als der Test von Systemelementen, da jeder Prüfling
für die Auswertung jeder Ausfallmode im Seriensystem verwendet werden kann. Dabei sind
die zu den Ausfallmoden zugewiesenen Stichproben jedoch teils stark zensiert. Die sepa-
raten Tests von Systemelementen hingegen liefern für die meisten Ausfallmoden genau so
viele Ausfälle wie gewünscht. Dabei zeigte sich unter anderem, dass die Prüflingsaufteilung
bei Tests von Subsystemen, Komponenten oder Bauteilen so gewählt werden kann, dass ein
maximaler Wert der Pts sichergestellt ist. Dafür lassen sie sich allerdings nur für die Aus-
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fallmoden verwenden, welche in den getesteten Systemelemente vorhanden sind. Aufgrund
der möglichen optimalen Aufteilung der Prüflinge zwischen den Systemelementen ergibt sich
je nach Ausfallmoden und Systemstruktur beim EoL Test eine Präferenz für den Gesamt-
systemtests oder den Test von Systemelementen. Beim SR Test hingegen ergibt sich bei
Seriensystemen immer eine niedrigere Pts für die Tests der Systemelemente. Dies liegt in
den dabei wesentlich größeren erforderlichen Stichprobenumfängen begründet. Aus diesem
Grund ist der EoL Test dem SR Test hier statistisch grundsätzlich überlegen und der SR
Test sollte meist ausschließlich für einen Test des Gesamtsystems oder zumindest großer
Subsysteme verwendet werden. Denn nur auf oberster Systemebene kann der SR Test den
Vorteil ausspielen, keine Auswertung getrennt nach Ausfallmoden vornehmen zu müssen.
Die Verwendung eines Lebensdauerverhältnises verändert zwar die erforderlichen Stichpro-
benumfänge, die Qualität der Tests bleibt davon jedoch unberührt. Bei Parallelsystemen ist
dieser Unterschied nicht so stark ausgeprägt. Hinzu kommt, dass der EoL Test deutlich klei-
nere Sicherheitsabstände s nachweisen kann, sowohl auf Gesamtsystemebene, als auch beim
Test der Systemelemente. Der SR Test benötigt dagegen immer große Sicherheitsabstände
s, um Werte der Pts von > 50% zu erreichen. Hinzu kommt, dass größerer Aufwand in Form
von mehr Prüflingen oder längeren Testzeiten beim SR Test zu einer kleineren Pts führt.
Der Aufwand und Nutzen ist demnach genau gegenläufig. Beim EoL Test hingegen bedeutet
mehr Aufwand, beispielsweise in Form von größeren Stichproben, immer eine größere Pts.

Wird Vorkenntnis vom Typ EoL, also die Kenntnis einer Ausfallverteilung beziehungsweise
einer Stichprobe und diese Vorkenntnis mittels des Satz von Bayes zusätzlich verwendet, so
profitiert der SR Test davon deutlich stärker als der EoL Test. Dies liegt darin begründet,
dass der SR Test selbst keine Information zur Lage der Ausfallzeiten, beziehunsgweise zur
tatsächlichen Lage der Zuverlässigkeit liefern kann. Die Vorkenntnis in Form eines EoL
Tests hingegen schon und deswegen kann solch eine Vorkenntnis eine deutliche Einsparung
beim SR Test bedeuten. Der EoL Test hingegen liefert bereits selbst eine Information zur
Lage der Ausfallzeiten. Der Informationsgewinn ist demnach geringer, wenn noch zusätzlich
Informationen zur Lage einfließen.

Die Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis führt beim EoL Test immer zu
einer Abnahme der Pts, da die Streuung der Lebensdauerquantile zunimmt. Zudem kann die
Pts nicht weiter über einen bestimmten Wert anwachsen. Die maximale Pts ist dabei durch
die der Vorkenntnis zugrunde liegenden Stichprobenumfänge n0 bestimmt. Je größer diese
sind, desto größer ist die maximal erreichbare Pts. Beim SR Test hingegen kann die Berück-
sichtigung der Unsicherheit sowohl zu einer Abnahme, als auch zu einer Zunahme der Pts

führen. Dabei ist für die meisten typischen Fälle eine Zunahme zu verzeichnen, welche bei
großer Unsicherheit am größten ist. Wird zusätzlich die Vorkenntnis mittels des Satz von
Bayes berücksichtigt, so äußert sich dies beim EoL Test dadurch, dass die Pts nicht weiter
vom Stichprobenumfang des Tests n abhängig ist. Dies liegt darin begründet, dass durch die
maximale Pts aufgrund der Unsicherheit die Pts durch eine Steigerung des Stichprobenum-
fangs des Tests nicht weiter anwachsen kann. Durch die berücksichtigte Vorkenntnis mittels
des Satz von Bayes kommt hinzu, dass immer mindestens ein effektiver Stichprobenumfang
erreicht wird, der die maximale Pts erreichen lässt. In der Folge ändert sich die Pts praktisch
nur dann, wenn sich die Stichprobenumfänge der Vorkenntnis n0 ändern. Für die praktische
Anwendung bedeutet dies, dass die Pts ohne die Unsicherheit berechnet werden sollte und
die Berücksichtigung der Unsicherheit lediglich als untere Grenze zu verstehen ist. Bei SR
Tests hingegen äußert sich die kombinierte Berücksichtigung der Unsicherheit und dem Satz
von Bayes meist durch eine doppelte Zunahme der Pts. Denn die Unsicherheit kann zu ei-
ner Zunahme führen und die Abnahme der erforderlichen Stichprobenumfänge aufgrund des
Satz von Bayes führen nochmals zu einer Zunahme der Pts. Bezüglich der Unsicherheit der
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Vorkenntnis hat jene Unsicherheit der Ausfallmode den größten Einfluss auf die Pts, welche
auch den größten Einfluss auf den Systemausfall hat. Das gilt sowohl für EoL Tests als auch
für SR Tests.

Die Einflüsse auf die Pts sind vielfältig. Hauptsächliche Unterschiede sind dabei durch die
Testart selbst gegeben, die sich bezüglich der optimalen Prüflingsaufteilung, der Berücksich-
tigung der Unsicherheit und beim Verhalten bezüglich einer Steigerung des Testaufwands
gegensätzlich verhalten. Einzig bei der zusätzlichen Berücksichtigung der Vorkenntnis mit-
tels dem Satz von Bayes ist bei beiden Testarten eine Steigerung der Pts zu verzeichnen.
Für die Praxis bedeutet dies, dass der SR Test nur in speziellen Fällen gegenüber dem
EoL Test aus statistischer Sicht einen Vorteil bieten kann. Für die bei technischen Syste-
men meist unüblichen parallelen Strukturen ist der Nachteil des SR Tests so nicht so stark
gegeben. Bei reinen Parallelsystemen findet keine Zensierung der Informationen der Aus-
fallmoden für deren Auswertung statt. Das hat zum Effekt, dass der Systemtest gegenüber
dem Komponententest einen deutlichen Vorteil aufweisen kann, da ein Prüfling immer für
alle Ausfallmoden verwendet werden kann.

Zu bemerken bleibt, dass in der praktischen Anwendung logistische und monetäre als auch
zeitliche Aspekte die Wahl des besten Tests mit beeinflussen werden.
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Kapitel 8

Anwendungsbeispiel Synchronmaschine

Im Folgenden wird das vorgestellte Verfahren zur Testplanung für einen effizienten
Nachweis der Systemzuverlässigkeit an einem fiktiven Beispiel eines Permanentmagnet-
Synchronmotors (PSM) angewandt. Dabei werden die im vorherigen Kapitel erzeugten Er-
kenntnisse mit einfließen.

8.1 Systembeschreibung

Bei dem zu untersuchenden System handelt es sich um einen PSM, wie er beispielsweise in
rein elektrischen Kraftfahrzeugen als Traktionsmotor zum Einsatz kommt. Die hier vorge-
stellten Informationen und Daten dienen der Anschauung der Anwendung der erarbeiteten
Methoden und Verfahren dieser Arbeit und sind deswegen hypothetischer Natur. Zudem
sind die Zusammenhänge und das System im Sinne der Anschauung vereinfachend darge-
stellt. Abweichungen zum tatsächlichen Verhalten typischer Motoren aus der Industrie sind
demnach möglich. Die Basis der hier dargestellten Zusammenhänge bilden [231–233].

Das betrachtete System wird durch die physischen Komponenten definiert und abgegrenzt.
Damit besteht der Elektromotor für diese Betrachtung aus sechs Komponenten: Gehäuse,
Stator (mit Wicklungen und Elektroblechen), Rotor (mit Permanentmagneten, Welle und
Elektroblechen), Leistungselektronik, Kugelrollenlager links und Kugelrollenlager rechts.

Durch Expertenwissen sowie eine durchgeführte FMEA stehen die möglichen systemrelevan-
ten Ausfallmoden fest und können folgendermaßen den Komponenten zugeordnet werden:

• Leistungselektronik: Bonddrahtablösung im Transistor (AM 1) und Versagen der Kon-
densatoren (AM 2)

• Stator mit Wicklungen: Wicklungsversagen durch unzureichende Isolation (AM 3)

• Lager links: Lagerschaden (AM 4)

• Lager rechts: Lagerschaden (AM 5)

Da jeder der Ausfallmoden direkt zum Ausfall des Systems führt, handelt es sich um eine
Serienstruktur und das Blockschaltbild des Systems kann, wie in Abbildung 8.1 dargestellt,
festgelegt werden.
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AM 1 AM 2 AM 3 AM 4 AM 5
Leistungselektr. Stator Lager l. Lager r.

System

Abbildung 8.1: Systemstruktur der PSM mit den Komponenten und Ausfallmoden (AM).

Aufgrund der vorhandenen Testinfrastruktur sowie der Systemstruktur, können die folgen-
den Systemelemente auf den fünf unterschiedlichen Prüfständen getestet werden:

• Gesamtsystem mit allen Systemelementen auf dafür vorgesehenem Motorprüfstand

• Stator und Rotor gemeinsam auf einem Wicklungsprüfstand

• Leistungselektronik auf einem Elektronikprüfstand

• Lager einzeln auf einem Lagerprüfstand

Dabei stellt der Wicklungsprüfstand eigene Lager und eine eigene Leistungselektronik zur
Verfügung, welche die Lebensdauern der PSM weit übertreffen. Die Lager sind im Motor
als identisch angenommen, weswegen diese quasi gemeinsam getestet werden können. Um
die Kosten der Tests zu beziffern, können Kostenmodelle aufgestellt werden. Dabei sind die
zu den Prüflingen proportionalen Kosten Kn sowie die zu den Laufzeiten proportionalen
Kosten KP in Tabelle 8.1 aufgelistet. Bei allen Prüfständen wird erst nachdem der letzte

Tabelle 8.1: Parameter der Testkostenmodelle der verschiedenen Prüfstände.

Prüflingskosten
Kn in e

Laufzeitkosten
KP in e/h Blockgröße

Motorprüfstand 600 4 20
Wicklungsprüfstand 200 4 30
Elektronikprüfstand 300 4 15

Lagerprüfstand 50 1,5 50

Prüfling des jeweiligen Blocks die Ziellaufzeit erreicht oder ausgefallen ist, gerüstet und der
nächste vollständige Block in Betrieb genommen. Es ist anzumerken, dass hier vereinfachend
angenommen wird, dass die auf den Prüfständen aufgebrachten Lasten immer den Feldlasten
entsprechen. Eine erhöhte Last zur Testzeitverkürzung wird nicht in Betracht gezogen. Eine
Besonderheit bei den Lagerprüfständen ist, dass die Lager bei gleichem Ausfallmechanismus
mit der doppelten Drehzahl der Feldbelastung getestet werden können, was dazu führt, dass
die Testzeiten halbiert werden.

8.2 Anforderungen

Die Anforderungen lassen sich in die Anforderungen an das System und an den Nachweis
aufteilen. Dabei stellen die Systemanforderungen die Werte der Zuverlässigkeit dar, die
durch einen Test mit definierten Anforderungen nachgewiesen werden sollen.
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8.3. Verfügbare Vorkenntnisse

8.2.1 Anforderungen an das System

Die neuen Mobilitätskonzepte, wie beispielsweise fahrerlose Shuttles und Busse sowie auto-
matisierter Individualverkehr erfahren größere Laufzeiten, als der herkömmliche Individual-
verkehr. Die Anforderungen an das System sind demnach hoch und das Zuverlässigkeitsziel
lautet: Rs = 93% mit ts = 4.000 h.

8.2.2 Anforderungen an den Zuverlässigkeitsnachweis

Die aus dem Test gewonnene Information, mit welcher das Zuverlässigkeitsziel nachgewie-
sen wird, soll eine gewissen Güte aufweisen, weswegen eine Aussagewahrscheinlichkeit von
Cs = 90% gefordert wird. Außerdem soll der durchgeführte Test mit großer Wahrschein-
lichkeit einen erfolgreichen Nachweis haben. Deswegen ist der Mindestwert der Probability
of Test Success zu Pts,min = 80% festgelegt. Für die Durchführung der Tests steht ein Bud-
get von 1.750.000 e zur Verfügung. Die Budgetgrenze von Kmax = 1.750.000 e darf also
nicht überschritten werden und das aufgewendete Budget sollte möglichst effizient eingesetzt
werden.

Mit der geforderten Aussagewahrscheinlichkeit ist das Risiko doch ein System auszuliefern,
das die gestellten Anforderungen der Zuverlässigkeit und Lebensdauer nicht erfüllt mini-
miert. Wohingegen die geforderte Pts,min das Risiko eines Testausgangs, welcher dem System
eine Zuverlässigkeit oder Lebensdauer attestiert, welche die Vorgaben nicht erfüllen, obwohl
das System diese in der Realität erfüllt, minimiert.

8.3 Verfügbare Vorkenntnisse

Bezüglich der Ausfallmoden gilt es alle verfügbaren Quellen der Vorkenntnis zu identifizie-
ren und gegebenenfalls aufzubereiten oder zu übersetzen. Zu den genannten Ausfallmoden
im System wurden die in Tabelle 8.2 gelisteten Vorkenntnisse gesammelt. Bezüglich der

Tabelle 8.2: Identifizierte Vorkenntnisse über die Ausfallmoden.

Ausfallmode Quelle Stichproben-
umfang n0

Verwendung
Bayes

AM 1
Bonddrahtablösung

EoL Versuche an
Vorgängerprodukten 31 Nein

AM 2
Kondensatoren

EoL Versuche an
Vorgängerprodukten 23 Nein

AM 3
Wicklungen

EoL Versuche an
ähnlichen Systemen 17 Nein

AM 4 & AM 5
Lager

EoL Versuche an
denselben Lagern 29 Ja

Ausfallmoden der Leistungselektronik wurden bereits an Vorgängerprodukten mit nahezu
identischem Aufbau und nahezu identischen Lasten EoL Tests durchgeführt, die für den
vorliegenden Fall eine gute Abschätzung der Ausfallverteilung liefern. Sie können jedoch
nicht über den Satz von Bayes berücksichtigt werden, da die Ähnlichkeit der Vorgängerpro-
dukte zu gering ist. Bei der Vorkenntnis zur Ausfallmode der Wicklungsisolation wurden
EoL Tests bereits bei ähnlichen Anwendungen durchgeführt, was ebenso eine Schätzung
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der Ausfallverteilung erlaubt, jedoch keine Übernahme der Testergebnisse mittels des Satz
von Bayes. Bei den bereits durchgeführten Lagerversuchen kamen bei einer sehr ähnlichen
Anwendung mit nahezu identischer Last die gleichen Lager zum Einsatz. Die Testergebnisse
dürfen für diese Ausfallmoden also auch mit dem Satz von Bayes übernommen werden.

Aus den gesammelten Vorkenntnissen ergeben sich die in Tabelle 8.3 gelisteten Ausfallver-
teilungen in Form von zweiparametrigen Weibullverteilungen. Dabei wurden beispielsweise
bei den Lebensdauerberechnungen, die in Kapitel 5.1.2 beschriebene Auswertung verwendet
um die Ausfallverteilung zu erhalten. Bezüglich der Prüfstände ergeben sich die in Tabelle

Tabelle 8.3: Identifizierte Vorkenntnisse über die Ausfallmoden.

Ausfallmode Ausfallverteilung Stichprobenumfang
der Vorkenntnis n0

AM 1 W(63.298 h; 3,59) 31
AM 2 W(64.120 h; 3,5) 23
AM 3 W(63.903 h; 3) 17

AM 4 & AM 5 W(96.207 h; 1,5) 29

8.4 gelisteten, möglichen Tests mit deren jeweilig angesprochenen Ausfallmoden. Da die bei-
den Lager identisch sind, können die Informationen welche zu den Lagern erzeugt werden
doppelt für jeweils Ausfallmoden 4 und 5 verwendet werden.

Tabelle 8.4: Prüfstände, deren getestete Komponenten und die dabei angesprochenen
Ausfallmoden.

Getestete
Systemelemente

angesprochene
Ausfallmoden

Motorprüfstand Gesamtsystem Alle
Wicklungsprüfstand Stator und Rotor AM 3
Elektronikprüfstand Leistungselektronik AM 1 & 2

Lagerprüfstand Lager links
und rechts

AM 4 & 5
jeweils einzeln

8.4 Zuverlässigkeitstestplanung

Im Folgenden werden SR Tests und EoL Tests mittels der Pts bewertet um anschließend den
besten Test zum Nachweis der Zuverlässigkeit zu identifizieren.

8.4.1 Success-Run Tests

Die Planung von SR Tests ist wenig aufwendig, da die notwendigen Stichprobenumfänge
durch das Zuverlässigkeitsziel bestimmt sind. Beim Test des Gesamtsystems auf dem Mo-
torprüfstand ergibt sich damit ein erforderlicher Stichprobenumfang von nSR,erf = 32. Dieser
Stichprobenumfang kann auch nicht weiter durch die Berücksichtigung der Vorkenntnis der
beiden Ausfallmoden der Lager reduziert werden, da für die weiteren Ausfallmoden leider
keine Vorkenntnis berücksichtigt werden kann. Eine Aggregation der Zuverlässigkeitsvertei-
lung von Ausfallmode 4 und 5 mit Gleichverteilungen der Zuverlässigkeitsverteilungen der
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übrigen Ausfallmoden ergäbe eine Verteilung, welche solch schlechte Zuverlässigkeiten des
Systems attestierte, sodass der erforderliche Stichporbenumfang steigt statt abnimmt. Bei
Tests auf den Komponentenprüfständen, also dem Wicklungs-, Elektronik- und Lagerprüf-
stand hingegen kann die Vorkenntnis einfließen und es findet eine Reduktion des erforderli-
chen Stichprobenumfangs statt. Die dazu mittels dem Bootstrap-Ansatz aus der Ausfallver-
teilung und dem Stichprobenumfang von n0 = 29 bei ts = 4.000 h abgeleitete Betaverteilung
der Zuverlässigkeit von Ausfallmode 4 und 5 lautet B(191,52; 1,75). Damit ergibt sich bei
den drei Prüfständen ein erforderlicher Gesamtstichprobenumfang von nSR,ges,erf = 159 (oh-
ne Vorkenntnis: 279). Mit einer optimalen Aufteilung von nWickl. = 73, nElektro. = 79 und
nLager = 7 ergibt sich damit eine Pts von 97,4% (gerechnet ohne Unsicherheit). Im Vergleich
zur optimalen Aufteilung ohne Vorkenntnis mit nWickl. = 90, nElektro. = 99 und nLager = 90
ergibt sich eine Pts von 32,2% (ohne Unsicherheit). Also ein deutlicher Anstieg in der Pts, da
die Vorkenntnis der Lager berücksichtigt werden kann und so die zugehörigen Ausfallmoden
(die kritischsten im System) quasi nicht weiter erprobt werden müssen. Auch hier erkennt
man erneut, dass eine Vorkenntnis in Form eines EoL Tests bei einem SR Test einen deut-
lichen Gewinn in der Pts verzeichnen kann. Trotz der Tatsache, dass beim Lagerprüfstand
die Prüflinge bei der Auswertung doppelt verwendet werden können und beim Elektronik-
prüfstand zwei Ausfallmoden gleichzeitig angesprochen werden, ist der Stichprobenumfang
von nSR,ges,erf = 159 zu groß um tatsächlich realisiert werden zu können. Denn die Kosten
belaufen sich auf 2.491.650 e und überschreiten damit die Kostengrenze deutlich. Der Test
des Gesamtsystems auf dem Motorprüfstand dagegen erreicht Kosten in Höhe von 531.200 e
und erfüllt damit die Budgetgrenze. Allerdings erreicht dieser lediglich eine Pts von 57,46 %
und sollte vorerst zurückgestellt werden.

8.4.2 End-of-Life Tests

Im ersten Schritt der Planung des EoL Tests soll die optimale Prüflingsaufteilung gefun-
den werden, die sich bei Tests auf dem Wicklungs-, Elektronik- und Lagerprüfstand für
EoL Tests ergeben. Dazu wird die approximative und analytische Berechnungsmethode ein-
gesetzt, da sie eine schnelle Rechnung erlaubt. Da die Prüflingsaufteilung nicht von der
Unsicherheit abhängt, findet die Rechnung ohne Berücksichtigung der Unsicherheit statt.
Die optimale Prüflingsaufteilung ist abhängig des Gesamtstichprobenumfangs und in Ab-
bildung 8.2 dargestellt. Auch aufgrund der Abhängigkeit vom Stichprobenumfang sind hier
Millionen von Kombinationen für eine erschöpfende Suche zu berechnen. Dies ermöglicht nur
die analytische und approximative Berechnungsmethode in adäquater Rechenzeit. Dabei ist
zu sehen, dass wie erwartet der kritischsten Ausfallmode, welche durch den Lagerprüfstand
abgedeckt wird, der größte Anteil zugeteilt wird. Dieser steigt mit steigendem Gesamt-
stichprobenumfang, da der Anteil am Gesamtstichprobenumfang der durch die Vorkenntnis
bereits berücksichtigt ist, sinkt. Mit diesen Prüflngsaufteilungen, können die Werte der Pts

berechnet werden. Da in diesem Fall bereits kleine Stichprobenumfänge ausreichend große
Werte der Pts erzielen, kann hier direkt mit der allgemeinen Berechnungsmethode gerechnet
werden. Sie sind zusammen mit den Werten des Gesamtsystemtests auf dem Motorprüf-
stand in Abbildung 8.3 eingezeichnet. Aufgrund der Erkenntnisse aus Kapitel 7 bezüglich
der Berechnung der Pts unter Berücksichtigung der Unsicherheit in der Vorkenntnis, werden
die Werte der Pts unter Berücksichtigung der Unsicherheit lediglich ergänzend berechnet. Sie
sind ebenfalls in Abbildung 8.3 dargestellt. Dabei ist zu sehen, dass die Komponentenprüf-
stände deutlich von der optimalen Aufteilung der Prüflinge profitieren, denn die Werte der
Pts sind größer als jene des Motorprüfstands. Da die Forderung nach einem Systemnachweis
mit mindestens Pts = 80% lautet, kommen damit sowohl der EoL Test des Motorprüfstands
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Abbildung 8.2: Stichprobenumfänge der drei Prüfstände, sodass sich die maximale Pts bei EoL
Tests einstellt.
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Abbildung 8.3: Pts der Komponentenprüfstände und des Motorprüfstands über dem
Gesamtstichprobenumfang. Mittels der allgemeinen Berechnungsmethode in
unsicherer und sicherer Form berechnet (jeweils 50.000 Iterationen).

mit nSys = 13, als auch die EoL Tests auf den Komponentenprüfständen mit nges = 8 be-
ziehungsweise nWickl. = 2, nElektro. = 4 und nLager = 2 in Frage. Dabei ist zu sehen, dass
die beiden EoL Tests sogar im schlechtesten Fall mit Berücksichtigung der Unsicherheit die
Forderung nach der Pts fast noch erfüllen. Die Erfüllung der Mindest-Pts allein reicht jedoch
nicht aus, es muss daneben die Kostengrenze eingehalten werden. Diese ist als Median für
die zwei Fälle in Abbildung 8.4 eingezeichnet. Die Grenzen sind eingezeichnet und es ist zu
sehen, dass nur der EoL Test auf dem Komponentenprüfstand mit Pts = 85,2% und Kosten
von 1,34 Millionen e alle Anforderungen einhalten kann. Der Gesamtmotortest erreicht bei
höheren Kosten von 1,69 Millionen e eine etwas niedrigere Pts von 81,1%. Um die Kosten
etwas zu reduzieren, können die EoL Tests zensiert werden. Um zu untersuchen, welche
Zensierung dabei sinnvoll ist, sind in Abbildung 8.5 für den Motorprüfstand die Pts und die
Kosten als Median eingezeichnet. Hier ist zu sehen, dass durch die Zensierung die Schätzung
der Ausfallverteilungen stark verschlechtert wird, was sich in einer starken Reduktion der
Pts-Werte zeigt. Außerdem führt die Zensierung nur zu einer moderaten Reduktion der im
Test benötigten Kosten. Aus diesem Grund können keine Zensierten EoL Tests in Betracht
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Abbildung 8.4: Kosten der Komponentenprüfstände und des Motorprüfstands über dem
Gesamtstichprobenumfang. Mittels der allgemeinen Methode berechnet (jeweils
50.000 Iterationen).
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Abbildung 8.5: Werte der Pts (unten) und der Kosten (Oben) des Motorprüfstands in
Abhängigkeit der Zeitzensierung für einen Stichprobenumfang von n = 13. Mittels
der allgemeinen Methode berechnet (jeweils 50.000 Iterationen).

gezogen werden, da ein zensierter Test erst dann die gewünschte Pts erreicht, wenn bereits
die Kosten auf demselben Niveau liegen, wie beim unzensierten Test.

8.4.3 Identifikation des effizientesten Tests

Um die Effizienz der EoL Tests auf Gesamtsystemebene, auf Komponentenebene
und dem SR Test auf Gesamtsystemebene zu bewerten, wird die berechnete Pts

durch die entstehenden Kosten geteilt. Dabei ergibt sich für die beiden EoL Tests
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Pts,EoLKomp,K = 6,357 · 10�5 %/e und Pts,EoLSys,K = 4,811 · 10�5 %/e wohingegen der SR
Test auf Gesamtsystemebene Pts,SRSys,K = 1,082 · 10�4 %/e verzeichnen kann. Obwohl der
SR Test die Anforderungen nicht erfüllen kann, so wäre er der effizienteste Test. Hinsicht-
lich der Effizienz lediglich auf Platz drei ist der EoL Test auf dem Motorprüfstand. Da der
Komponententest alle Anforderungen erfüllen kann und hinsichtlich der Effizienz auf Platz
Zwei liegt, ist es jener welcher für den Nachweis der Systemzuverlässigkeit zu wählen ist.

8.5 Zusammenfassung und Fazit

Das hier untersuchte Fallbeispiel des Zuverlässigkeitsnachweises eines Elektromotors mit Lei-
stungselektronik zeigte, dass die entwickelten und vorgestellten Methoden gut geeignet sind
um einen effizienten Zuverlässigkeitsnachweis bei Systemen sicherzustellen. Dabei wurde das
System analysiert, Ausfallmoden identifiziert, Vorkenntnisse gesammelt und aufbereitet. Die
entwickelten Methoden zur Berechnung der Pts kamen hier alle zum Tragen. So eignete sich
die analytische Berechnungsmethode hervorragend, um große Parameterbereiche zu unter-
suchen. In diesem Falle half sie dabei die optimale Prüflingsaufteilung bei Tests auf den
Komponentenprüfständen zu identifizieren. Nur durch die dadurch einfache und schnelle
Rechnung konnten die notwendigen Kombinationen untersucht werden. Die optimale Prüf-
lingsaufteilung hat zum Effekt, dass die Pts bei den Komponentenversuchen massiv ansteigt.
Eine detaillierte Untersuchung der vielversprechendsten Tests ermöglichte dabei die allge-
meine Berechnung. Sie zeigte auf, dass die EoL Tests der Komponenten und der Test des
Gesamtsystems fähig sind, die Anforderungen an den Nachweis zu erfüllen. Der SR Test
kann die Anforderungen an den Test nicht erfüllen. Da der Komponententest hinsichtlich
der notwendigen Kosten effizienter ist, als der Test auf dem Motorenprüfstand, ist dies hier
der beste Test, um die Systemzuverlässigkeit nachzuweisen.

Die Anwendung der Pts in der Testplanung ist demnach essentiell. Nur durch diese objektive
Bewertung wird es möglich, Tests hinsichtlich deren Eignung des Zuverlässigkeitsnachweises
auszuwählen. Die Effizienz aus dem Quotienten aus Pts und den Kosten ermöglicht dabei
die notwendigen Aufwände in die Bewertung zusätzlich mit einfließen zu lassen.
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Zusammenfassung und Ausblick

Die Entwicklung von technischen Produkten muss sicherstellen, dass die Funktionalität über
die gewünschte Nutzungsdauer gewährleistet ist. Dies bedeutet, dass die damit gestellte Zu-
verlässigkeitsanforderung erfüllt werden muss. Um sie zu überprüfen werden Zuverlässig-
keitsnachweistests durchgeführt. Die Herausforderungen sind dabei vielfältig: So muss der
Nachweis zum einen sicherstellen, dass er die notwendige statistische Güte aufweist um den
Nachweis überhaupt erbringen zu können, sprich geeignet sein um das gewünschte Ergebnis
zu erzielen und zum anderen mittels der zur Verfügung stehenden Ressourcen umsetzbar
sein. Sehr häufig werden in der Industrie für den Zuverlässigkeitsnachweis Success-Run Tests
eingesetzt, welche durch ihre einfache Planbarkeit bestechen. Diese sind jedoch wenig flexi-
bel und meist beruht die dabei gewonnene Aussage, auf dessen Basis der Zuverlässigkeits-
nachweis geführt wird, auf weiteren Annahmen, die der Test selbst nicht bestätigen kann.
Schlägt der Test fehl und weist er die geforderte Zuverlässigkeit nicht nach, so wird meist
das Produkt selbst angepasst und die dabei resultierenden Entwicklungsschleifen führen
zu erhöhten Kosten und gegebenenfalls einer späteren Produkteinführung. Eine Anpassung
des Tests oder gar eine Bewertung dessen Eignung bezüglich des Nachweises wird selten in
Betracht gezogen.

Die Probability of Test Success ist fähig die notwendige Bewertung verschiedener Test-
konfigurationen und -arten bezüglich deren Wahrscheinlichkeit eines erfolgreichen Zuver-
lässigkeitsnachweises vorzunehmen. Dadurch wird ermöglicht, dass der Test mit der besten
Eignung ausgewählt werden kann. Außerdem erlaubt die Probability of Test Success die
Analyse der Änderung oder Erweiterung eines Tests, sollte dieser wider Erwarten nicht er-
folgreich sein. Dies ist im Gegensatz zu einer Produktänderung ein großer Vorteil. Aktuelle
Konzepte sind jedoch nur fähig Produkte mit einer einzigen Ausfallmode zu betrachten.
Dies stellt eine starke Einschränkung dar, denn so sind insbesondere aktuelle, hochvernetzte
Produkte durch eine Vielfalt an Funktionen und Komponenten gekennzeichnet und in der
Folge herrschen oft viele Ausfallmoden vor. Außerdem kann die Unsicherheit der notwendi-
gen Eingangsdaten der Untersuchung mit Bewertung der Probability of Test Success nicht
berücksichtigt werden. In der Praxis übliche Konzepte zur Reduktion des Testaufwands,
welche bereits gewonnene Informationen zur Zuverlässigkeit des Produkts berücksichtigen,
können mit aktuellen Konzepten ebenso nicht bewertet werden. Zudem vermissen diese eine
statistische Einordnung der Probability of Test Success.

Die vorliegende Arbeit nutzt die Probability of Test Success und entwickelt Methoden um
Tests realer Systeme mit mehreren Subsystemen, Komponenten, Bauteilen und Ausfallm-
oden bewerten zu können. Zusätzlich wird die Unsicherheit der notwendigen Vorkenntnis
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berücksichtigt und außerdem zusätzlich die Vorkenntnis über den Satz von Bayes. Hierzu
wurde zunächst die Probability of Test Success selbst betrachtet und in den statistischen
Kontext eingeordnet. Es zeigte sich, dass die Probability of Test Success als Trennschärfe
des Zuverlässigkeitstests verstanden werden kann. Da die Aussagewahrscheinlichkeit bereits
in der Zuverlässigkeitsanforderung genannt ist, vervollständigt die Probability of Test Suc-
cess damit als Trennschärfe des Tests das statistische Bild. Die Aussagewahrscheinlichkeit
stellt dabei das Komplement zum statistischen Fehler erster Art dar, also dem Risiko ei-
ne falsche Aussage zu gewinnen – das Produkt erfüllt die Anforderungen tatsächlich nicht,
obwohl der Test diese attestiert – wohingegen die Probability of Test Success das Komple-
ment zum statistischen Fehler zweiter Art darstellt, also dem Risiko eines fehlgeschlagenen
Nachweises, obwohl das Produkt die Anforderungen tatsächlich erfüllt. Diese Einordnung
ermöglichen zudem vereinfachte Berechnungsmethoden für die Probability of Test Success,
welche ebenso erarbeitet wurden. Dabei beruht die allgemeine Berechnungsmethode auf
einem erweiterten Bootstrap-Ansatz mit Resampling-Methode, was die Darstellung belie-
big komplexer Tests ermöglicht. Die analytische und approximative Berechnungsmethode
erlaubt eine über die Varianz-Kovarianz-Matrix sowie einer Taylorreihenapproximation die
asymptotischen Eigenschaften der Quantil-Schätzmethoden auszunutzen um so eine einfache
und schnelle analytische Berechnung basierend auf der Normalverteilung zu ermöglichen. Bei
ausfallfreien Tests, wie dem Success-Run Test, ist stets eine analytische Berechnung mög-
lich. Die zusätzliche Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes resultiert bei
ausfallbasierten Tests, den End-of-Life Tests, in einer der Maximum-a-Posteriori-Schätzung
ähnlichen Erweiterung des Stichprobenumfangs. Um der durch die starre Vorkenntnis redu-
zierten Streuung der Lebensdauerquantile Rechnung zu tragen, werden die Varianzen über
einen mit dem Satz von Bayes berechneten Korrekturfaktor reduziert. Um die notwendige
Vorkenntnis aus bereits durchgeführten Versuchen und Lebensdauerberechnungen ableiten
zu können, wurden entsprechende Methoden entwickelt. Komplexe Systeme mit mehreren
Ausfallmoden und Systemebenen bedürfen beim Nachweis der Systemzuverlässigkeit der
Besonderheit, dass die Auswertung der Testdaten bei ausfallbasierten Tests getrennt nach
Ausfallmoden erfolgen muss. Dies hat zur Folge, dass die Berechnung der Probability of
Tests Success dies ebenso abbildet. Um die Betrachtung um der Unsicherheit der Eingangs-
daten zu erweitern, wurde zunächst die Unsicherheit als epistemische Unsicherheit identi-
fiziert, welche mit der aleatorischen Unsicherheit, also der System-inhärenten Unsicherheit
bezüglich des Produktausfalls, vermischt ist. Zur Berücksichtigung dieser in der Bewertung
mittels der Probability of Test Success, wurden die Berechnungsverfahren zum einen um ein
doppeltes Bootstrap-Verfahren erweitert und zum anderen wurde die resultierende Misch-
verteilung des Lebensdauerquantils in der analytischen Berechnung identifiziert. Die Kom-
bination der zusätzlichen Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes, der
Berücksichtigung mehrerer Ausfallmoden und der Systemstruktur, sowie der Unsicherheit
in der Vorkenntnis, wurden in einem ganzheitlichen Verfahren umgesetzt. Dieses ermöglicht
ein einheitliches Vorgehen zur Identifikation des möglichen und effizientesten Tests für den
Nachweis der Systemzuverlässigkeit. Es wird sichergestellt, dass der ausgewählte Test eine
hohe Wahrscheinlichkeit hat den gewünschten Nachweis zu erbringen und die eingesetzten
Ressourcen möglichst effektiv zu verwenden. Damit wird der Zielkonflikt der Testplanung
aus Genauigkeit und Kosten aktiv entschärft und Kombinationen von Tests, welche bisher
nicht für den Nachweis der Zuverlässigkeit in Betracht gezogen werden konnten, ermöglicht.

Untersuchungen der Einflüsse auf die Probability of Test Success haben gezeigt, dass die
Stichprobe der Vorkenntnis gleichbedeutend mit der Stichprobe des durchgeführten Tests
ist, wenn die Vorkenntnis zusätzlich über den Satz von Bayes berücksichtigt wird. Dies hat
zum Effekt, dass die Berücksichtigung mit dem Satz von Bayes aktiv Erprobungsaufwand
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ersetzen kann und damit die Probability of Test Success in der Folge stark ansteigen kann.
Die Berücksichtigung der Systemstruktur in den Tests zeigt, dass beim Nachweis mittels
Komponententests eine optimale Prüflingsaufteilung unter diesen Komponenten gefunden
werden kann, die die Probability of Test Success maximiert. Mit diesem Ansatz lässt sich
also der Systemnachweis erbringen, Komponententests planen und durchführen, ohne das
Systemziel auf die Einzelelemente im System aufteilen zu müssen. Im Gegensatz zu her-
kömmlichen Methoden ist dies ein großer Vorteil, denn die Aufteilung schränkt die mög-
lichen Komponententests stark ein. Der Anstieg der Probability of Test Success durch die
optimale Aufteilung ist dabei maßgeblich durch die vorherrschenden Ausfallmoden und die
Systemstruktur beeinflusst. Wobei bei ausfallbasierten Tests der kritischsten Ausfallmode
für den Systemausfall am meisten Prüflinge zugeordnet werden sollten und bei ausfallfrei-
en Tests der Ausfallmode mit der geringsten Kritikalität. Durch die Berücksichtigung der
Unsicherheit in der Vorkenntnis ändert sich dieses Optimum nicht, durch die zusätzliche
Berücksichtigung mittels des Satz von Bayes hingegen schon. Die Berücksichtigung der Un-
sicherheit in der Vorkenntnis hat bei ausfallbasierten Tests grundsätzlich den Effekt, dass
die Probability of Test Success abfällt und nicht über einen Maximalwert ansteigen kann.
Dieser Maximalwert entspricht der Probability of Test Success wie sie ohne Unsicherheit mit
dem Stichprobenumfang der Vorkenntnis berechnet werden würde. Bei kleinem zugrundelie-
genden Stichprobenumfang der Vorkenntnis, also schlechter Güte der Vorkenntnis, hat dies
zur Folge, dass die Probability of Test Success sehr stark begrenzt ist. Hinzu kommt, dass
die gleichzeitige Berücksichtigung der Vorkenntnis mit Unsicherheit und zusätzlich über den
Satz von Bayes zu einer praktischen Unabhängigkeit der Probability of Test bezüglich des
Stichprobenumfangs des Tests führt. Sie ist also nur noch von der Vorkenntnis und deren
Stichprobenumfang abhängig und wird nicht durch den eigentlichen Test beeinflusst. Dies
liegt darin begründet, dass die Unsicherheit die Probability of Test Success auf einen Ma-
ximalwert begrenzt und der Satz von Bayes dafür sorgt, dass dieser Maximalwert immer
erreicht wird. Da der Maximalwert durch den Stichprobenumfang der Vorkenntnis bestimmt
ist, ist die Probability of Test Success nur noch von diesem abhängig. Aufgrund dieser Er-
kenntnis wird empfohlen die Unsicherheit nur ergänzend zu berücksichtigen, als eine Art
worst case oder Robustheit des Tests. Bei ausfallfreien Tests hingegen hat die Berücksich-
tigung der Unsicherheit den Effekt, dass die Probability of Test Success sowohl ansteigen,
als auch absinken kann. Je größer die Unsicherheit ist, desto größer ist dieser Effekt. Bei
sehr großer Zuverlässigkeit des Systems ist eher ein Abfallen zu verzeichnen, wohingegen bei
kleiner bis großer Zuverlässigkeit eher ein Anstieg zu erkennen ist. Die ausfallbasierten Tests
verhalten sich diesbezüglich gegenteilig zu den ausfallfreien Tests. Dies zeigt sich auch beim
Testaufwand. Wird bei einem ausfallbasierten Test mehr Aufwand investiert, beispielsweise
durch eine größere Stichprobe, so steigt auch die Güte des Tests und die Probability of
Test Success. Die Wahrscheinlichkeit für einen Nachweis ist demnach größer. Bei ausfall-
freien Test hingegen ist dies anders. Wird hier eine größere Stichprobe eingesetzt, so steigt
zwar die Güte der Aussage, welche man erhalten würde, die Probability of Test Success
sinkt jedoch. Ein Success-Run Test kann demnach nur dann eine hohe Erfolgswahrschein-
lichkeit besitzen, wenn die statistische Güte der Aussage, die damit generiert wird, schlecht
ist oder das Produkt die Zuverlässigkeitsanforderung stark übererfüllt, es also sehr stark
überdimensioniert ist. Diese Erkenntnis ist auch durch die in dieser Arbeit vorgenommenen
statistischen Einordnung der Probability of Test Success analytisch beschreib- und belegbar.
Die Unsicherheit in der Vorkenntnis hat bei jener Ausfallmode den größten Einfluss auf die
Probability of Test Success, welche die kritischste für den Systemausfall darstellt.

Das entwickelte, ganzheitliche Vorgehen zur Planung von effizienten Tests für den Nach-
weis der Systemzuverlässigkeit wurde an einem Fallbeispiel eines Permanentmagnet-
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Synchronmotors durchgeführt. Dabei zeigte sich das Potential des Verfahrens, den Zuver-
lässigkeitsnachweis sicherzustellen. So sind beispielsweise die Success-Run Tests ungeeignet
für den Nachweis, da der Success-Run Test auf Komponentenebene aufgrund der sehr hohen
erforderlichen Stichprobenumfänge sehr teuer wird und der Success-Run Test auf Gesamt-
systemebene eine zu niedrige Erfolgswahrscheinlichkeit, also Probability of Test Success
besitzt. Im Gegensatz zu den End-of-Life Tests dagegen ist der Success-Run Test auf Ge-
samtsystemebene der, welcher die Ressourcen am effizientesten einsetzt, besäße er eine aus-
reichende Probability of Test Success. Die Anforderungen werden sowohl vom End-of-Life
Test der Komponenten, als auch vom End-of-Life Test des Gesamtsystems erfüllt. Dabei
zeigt der Komponententest eine höhere Erfolgswahrscheinlichkeit und geringere Kosten.

Ausfallbasierte Tests sind in der Regel von sehr langen Testzeiten und meist von hohen
Kosten begleitet. Aus diesem Grund werden in der Industrie gegebenenfalls beschleunigte
Tests durch eine Laststeigerung eingesetzt. Um die Testplanung weiter zu optimieren, ist
die zusätzliche Berücksichtigung von solch beschleunigten Tests bei Systemen mit mehre-
ren Ausfallmoden und Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem Satz von Bayes und deren
Unsicherheit notwendig. Erste Ansätze bei einer Ausfallmode und ohne Unsicherheit bei feh-
lender zusätzlicher Berücksichtigung der Vorkenntnis, finden sich in den Arbeiten von Herzig
[181]. Hierbei muss ein Kompromiss der Lasthöhe getroffen werden, denn die Ausfallmoden,
die der beschleunigte Test anspricht werden in unterschiedlichem Maße beschleunigt. Zu-
sätzlich dazu wäre eine Erweiterung um die Bewertung von Degradationstests und beschleu-
nigten Degradationstests sehr hilfreich um alle möglichen Testarten abdecken zu können.
Die in den Berechnungsmethoden eingesetzten Schätzverfahren sind verzerrt. Dies zeigte
sich insbesondere beim doppelten Bootstrap-Ansatz zur Berücksichtigung der Unsicherheit.
Hierzu könnte eine umfassende Untersuchung möglicher Verzerrungskorrekturen die Bestim-
mung der Probability of Test Success verbessern. Zudem entsprechen die Bootstrap-Ansätze
in der allgemeinen Berechnung einem Perzentil-Bootstrap-Vertrauensbereich. Die Einflüsse
von BCa, ABC oder anderen Bootstrap-Verfahren könnten hier zusätzlich untersucht wer-
den. Außerdem könnte die erwähnte erwartete Fisher-Informationsmatrix für die typischen
Ausfallverteilungen, wie der Weibullverteilung, hinsichtlich der analytischen und approxima-
tiven Berechnung der Probability of Test Success, anstatt der hier verwendeten synthetischen
Stichproben, weiter untersucht werden. Dabei besteht die Herausforderung in der Erweite-
rung auf mehrere Ausfallmoden, der zusätzlichen Berücksichtigung der Vorkenntnis mit dem
Satz von Bayes und dessen notwendigen Varianzkorrektur, sowie der Berücksichtigung der
Unsicherheit in der Vorkenntnis, welche in einer Mischverteilung resultiert. Der Vorteil der
erwarteten Fisher-Informationsmatrix könnte jedoch die Unabhängigkeit von ganzzahligen
Stichprobenumfängen sein, welche die theoretischen Untersuchungen erweitern. Bezüglich
der optimalen Aufteilung der Prüflinge für eine maximale Probability of Test Success ließe
sich damit gegebenenfalls eine allgemein gültige analytische Gleichung herleiten. Eine Er-
weiterung der Möglichkeit des Zuverlässigkeitsnachweises bei Systemen mit wesentlichem
Softwareanteil und Vernetzung, würde die Testplanung zudem wesentlich bereichern.
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Anhang A

Berechnung der Probability of Test

Success von End-of-Life Tests reiner

Parallelsysteme

Die logarithmierte Quantilsfunktion des reinen Parallelsystems in impliziter Form lautet bei
zweiparametrigen Weibullverteilungen
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Hieraus lassen sich die partiellen Ableitungen der Quantilsfunktion tq bilden:
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Anhang A - Berechnung der Probability of Test Success von End-of-Life Tests reiner
Parallelsysteme
Zusammen mit Gleichung 6.8 erhält man den folgenden Ausdruck für ein reines Parallelsy-
stem
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Die asymptotische Normalverteilung des Lebensdauerquantils des Systems tq lautet

tq ⇠ N
✓
tq;
q
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◆
. (A.5)

Hierbei muss tq aus der Systemgleichung bestimmt werden. Beispielsweise über die Bestim-
mung der Nullstelle des folgenden Ausdrucks
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Die Verteilung des Lebensdauerquantils bei Gültigkeit der Alternativhypothese lautet damit

tRs,H1 ⇠ N (tp; �H1) (A.7)
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In Analogie zu Gleichung 4.43 lässt sich damit die Pts für den Systemnachweis wie folgt
berechnen:
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Anhang B

Vergleich der Berechnungsmethoden der

Probability of Test Success bei

End-of-Life Tests

Die analytische Berechnungsmethode zeigt gute Übereinstimmung mit der allgemeinen Be-
rechnungsmethode für variierende geforderte Zuverlässigkeiten Rs, siehe Abbildung B.1. Die
Test Simulation Methode zeigt ein abweichendes Verhalten, indem die Pts in diesem Beispiel
nahezu konstant ist. In Abbildung B.2 sind die Werte der Pts in Abhängigkeit der geforderten
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Abbildung B.1: Pts des vollständigen EoL Tests für Cs = 90%, n = 10, s = 0,1 und
weibullverteilte Vorkenntnis mit b = 3. Alle Methoden basieren auf der MLE.

Aussagewahrscheinlichkeit Cs dargestellt. Ähnlich zum Verhalten in Abbildung B.1, zeigt
die analytische Berechnungsmethode eine sehr gute Übereinstimmung mit der allgemeinen
Berechnungsmethode. Die Methode der Test Simulation zeigt hier nur kleine Abweichungen.
Die analytische Berechnungsmethode zeigt auch in Abbildung B.3 bezüglich der Abhängig-
keit vom Weibullformparameter b der Vorkenntnis eine sehr gute Übereinstimmung mit den
Werten der allgemeinen Berechnungsmethode. Die Test Simulation Methode zeigt auch hier
einen deutliche Abweichung.
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Abbildung B.2: Pts des vollständigen EoL Tests für Rs = 90%, n = 10, s = 0,1 und
weibullverteilte Vorkenntnis mit b = 3. Alle Methoden basieren auf der MLE.
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Abbildung B.3: Pts des vollständigen EoL Tests für Rs = Cs = 90%, n = 10 and s = 0,2. Der
Weibullformparameter b der Vorkenntnis wird variiert. Alle Methoden basieren
auf der MLE.

167



Anhang C

Untersuchungen zum Einfluss der

Berücksichtigung der Vorkenntnis über

den Satz von Bayes auf die Probability

of Test Success

In den Abbildungen C.1, C.2 und C.3 wird jeweils die Lebensdaueranforderung
ts = (1� s)F�1(Rs), die Zuverlässigkeitsanforderung Rs, die geforderte Aussagewahrschein-
lichkeit Cs und der Weibullformparameter b der Vorkenntnis moduliert. Es wurden dabei
jeweils zwei Fälle der Stichprobenumfänge der Vorkenntnis und des Tests berechnet und
zudem die Pts ohne Berücksichtigung der Vorkenntnis dargestellt. Es ist zu sehen, dass die
zusätzliche Berücksichtigung eine höhere Pts zur Folge hat. Außerdem ist zu sehen, dass
die Werte bezüglich Rs und b einen s-förmigen Verlauf haben. Bezüglich der geforderten
Aussagewahrscheinlichkeit Cs hingegen ist ein rein degressives Verhalten festzustellen.
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Abbildung C.1: Werte der Pts eines unzensierten EoL Tests in Abhängigkeit der
Zuverlässigkeitsanforderung Rs bei zusätzlicher Berücksichtigung der Vorkenntnis
über den Satz von Bayes. Das Zuverlässigkeitsziel beträgt Cs = 90% mit ts = 0,3
und die Vorkenntnis W(1, 3).
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Abbildung C.2: Werte der Pts eines unzensierten EoL Tests in Abhängigkeit der geforderten
Aussagewahrscheinlichkeit Cs bei zusätzlicher Berücksichtigung der Vorkenntnis
über den Satz von Bayes. Das Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95% mit ts = 0,3
und die Vorkenntnis W(1, 3).
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Abbildung C.3: Werte der Pts eines unzensierten EoL Tests in Abhängigkeit des
Weibullformparameters b bei zusätzlicher Berücksichtigung der Vorkenntnis über
den Satz von Bayes. Das Zuverlässigkeitsziel beträgt Rs = 95%, Cs = 90% mit
ts = 0,3 und die Vorkenntnis W(1, b).
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