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1 Einleitung

1.1 Mengen und Relationen
1.1.1 Grundlegende Begriffe und Eigenschaften

Wir betrachten in der vorliegenden Arbeit die Kategorie der Mengen und Relationen. Thre
Objekte sind Mengen. Die Morphismen zwischen den Mengen sind Relationen. Eine Relation

ist hierbei eine Teilmenge des kartesischen Produkts zweier Mengen. Fiir eine Relation «,

welche M als Ursprungsmenge und N als Zielmenge besitzt, schreiben wir auch M LN

Fiir die Menge, welche alle Relationen von M nach N beinhaltet, schreiben wir
Rel(M,N) = {M 5 N : a ist eine Relation}.

Wir betrachten die Teilmengen M’ € M und N’ € N und die Relation M —— N. Fiir das
Bild von M’ unter a schreiben wir

Ma={neN:Am e M’ mit(m’,n) e a} C N
und fiir das Urbild von N’ unter «
aN’' ={me M :dAn’ € N'mit(m,n’) € a} C M,

wobei wir fiir ein m € M auch ma := {m}a und fiir ein n € N auch an := a{n} schreiben.

a
Eine Relation M —— N heifst linkstotal, wenn stets | ma | > 1 gilt. Sie heifst rechtseindeutig,
wenn stets | ma | < 1 gilt. Sie heifst rechtstotal, wenn stets | an |> 1 gilt. Sie heifst linksein-

a B
deutig, wenn stets | an |< 1 gilt. Sind Relationen M —— N —— P gegeben, so kann auch
deren Kompositum
aaf={(m,p)e MxP:An €N mit (m,n) € aund (n,p) €} S MXxP.
aAfp
gebildet werden. Es ist dann M —— P.

aP

Zu einer Relation M L N kann auch deren duale Relation N —— M mit
a’® ={(n,m): (m,n)eal CNxXM
betrachtet werden.

Im Werk von Knauer und Knauer!® 5! wird dies ebenso festgelegt, unter Verwendung etwas
anderer Bezeichnungen. Freyd und Scedrov!® 521! betonen dariiber hinaus den Aspekt des

Schnitts zweier Relationen in ihrer Axiomatisierung als Allegorie.



1.1.2 Linkskiirzbarkeit

a p
Wir bezeichnen eine Relation M — N als links kiirzbar, falls fiir alle Relationen N —1> P,
p2
N — Pausaaf = aapydieGleichheit §; = 5, folgt. Es gibt Moglichkeiten, die Linkskiirzbar-
keit von M — N zu charakterisieren. So ist M — N genau dann links kiirzbar, wenn wir

y
eine Relation N — M so finden, dass yaa = idy gilt. Auch ist @ genau dann links kiirzbar,
wenn fiir alle n € N gilt, dass an\a(N\{n}) # 0 ist. Hieraus ergibt sich auch, dass einen

rechtseindeutige und rechtstotale Relation links kiirzbar ist; vgl. Lemma 15, Bemerkung 16.

1.1.3 Auflere disjunkte Vereinigung

Seien A und B Mengen. Wir kénnen deren dufiere disjunkte Vereinigung als
AWB :={(1,a):ac AJU{(2,b): b€ B}

definieren. Unter Berticksichtigung dieser kann auch die dufiere disjunkte Vereinigung von

@ Y
Relationen X — X’ und Y — Y’ als

pYY ={((1,x),(1,x)): (x,x) €t U2 y),2y): (Y)Yl

definiert werden. Es ergibt sich so die Relation
poy
XYy — X' WY’

1.2 Pushout
Wir betrachten das folgende Diagramm aus Mengen und Relationen

a
X

Das kommutative Viereck (X, X', Y, Y’) heifst Pushout, falls es fiir jedes kommutative Viereck



(X, X', Y,Z") genau eine Relation o’ gibt, die wie eingezeichnet zwei kommutative Dreiecke

liefert.

Der Begriff des Pushouts wird auch in allgemeinen Kategorien so eingefiihrt, etwa von
Mitchell* 871 oder von Addmek, Herrlich und Strecker!® §11-301,

Wir betrachten ein kommutatives Viereck

X—F X
ol (¢
Y

aus endlichen Mengen.
Die Menge der kommutativen Vervollstdindigungen von o und ¢ zu einem kommutativen
Viereck fiir eine vorgegebene Menge Z’ ist gegeben durch

KV,,0,2 = {(y,¥") € Rel(Y, Z") X Rel(X', Z') : pay = aay)’} CRel(Y,Z") x Rel(X’, Z").

Ist (X, X’, Y, Y’) ein Pushout, so gibt es zu jedem Element (y,y’) € KV, ,, » genau eine Relation
o’ € Rel(Y’ x Z’), welche die Gleichungen fao’ = y und ¢"ac’ = 1)’ erfiillt. Dies gilt fiir
jede Menge Z’. Insgesamt ist somit fiir jede Menge Z’ die Kardinalitdt der Menge KV, , 7
gleich der Kardinalitdt der Menge Rel(Y’,Z’). Sofern es sich bei Y’ und Z’ um endliche
Mengen handelt, ist | Rel(Y’ x Z’) | = 21?1 und damit eine Zweierpotenz. Wird also
eine Menge KV, ,, » gefunden, deren Kardinalitit keine Zweierpotenz ist, so existiert keine
Vervollstandigung des durch @ und ¢ gebildeten Ecks zu einem Pushout. Unter Verwendung
dieses Arguments wurden in der vorliegenden Arbeit Gegenbeispiele zur Existenz eines

Pushouts fiir gewisse Situationen erstellt.

1.3 Ergebnisse

Wir betrachten alle Situationen, welche sich beziiglich der Zuweisung der Eigenschaften
linkstotal, rechtstotal, linkseindeutig und rechtseindeutig zu den Relationen & und ¢ ergeben.
1.3.1 Situationen ohne mogliche Vervollstindigung zu einem Pushout

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde nach Situationen gesucht, in welchen keine Ver-

a P
vollstandigung des von X — X’ und X — Y gebildeten Ecks zu einem Pushout moglich ist.



Diejenigen Situationen, fiir welche ein solches Gegenbeispiel fiir die Existenz eines Pushouts
gefunden werden kann, sind durch die im folgenden aufgefiihrten Beispiele abgedeckt.

(1) Folgendes Diagramm ldsst sich nicht zu einem Pushout vervollstindigen, wie unter
Verwendung von Magmal!'l gezeigt wurde.

Man beachte, dass @ und ¢ linkstotal, rechtstotal und linkseindeutig sind. Fiir Z’ = {1} ergibt
sich fiir die Kardinalitdt der Menge KV, , »~ der Wert 40; vgl. Satz 37 (1).

(2) Folgendes Diagramm ldsst sich nicht zu einem Pushout vervollstandigen, wie unter
Verwendung von Magmal!!l gezeigt wurde.

Man beachte, dass « linkstotal, rechtstotal und rechtseindeutig und ¢ linkstotal, rechtstotal
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und linkseindeutig ist. Fiir Z’ = {1} ergibt sich fiir die Kardinalitdt der Menge KV, ,, >~ der
Wert 20; vgl. Satz 37 (2).

Es wurde zum Beispiel in nLab!® erwihnt, dass in der Kategorie der Mengen und Relatio-
nen nicht alle Colimiten existieren. Fiir die speziellere Frage nach der Existenz von Pushouts
werden in der vorliegenden Arbeit Gegenbeispiele konstruiert wie oben angegeben.

1.3.2 Mogliche Pushoutkonstruktionen

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde nach Situationen gesucht, in welchen eine Ver-

a P
vollstindigung des von X — X’ und X — Y gebildeten Ecks zu einem Pushout stets
moglich ist. Hierzu wurden zwei Situationen gefunden, die alle anderen Situationen, in wel-
chen stets die Konstruktion eines Pushouts moglich ist, abdecken. Diese zwei Situationen

werden mit samt ihrer Konstruktion im Folgenden aufgefiihrt.

o P
(1) Seien X — X" und X — Y gegeben. Sei die Relation a rechtseindeutig und linkseindeu-
tig. Diese Situation ldsst sich zu einem Pushout

X o

XI

vervollstandigen.
Wir definieren A := Y\X¢ C Y und B := X"\Xa C X". Die Menge Y’ wird wie folgt definiert:

Y = (aX)p\ (X\aX')p
Y = Yiw(ALﬂB)

Die Relationen  und ¢’ werden wie folgt definiert:

@ = W, (1Y) e X' XY :x' € X, y; € Y], dx € X mit (x,x') € ¥ A (x, y;) € ¢}
u{(b,(z,(z,b))) EX'XY :beBICX XY

=
i

((/,(Ly)EYXY 1y €YU {(a,(Z,(l,a))) EYXY :aeACYXY

Dann ist das Viereck (X, X’, Y, Y’) ein Pushout; vgl. Satz 44.



a ¢
(2) Seien X — X’ und X — Y rechtseindeutig. Diese Situation ldsst sich zu einem Pushout

o

X X’

Y/

vervollstandigen.

Wir bilden X' WY = {(1,x") : ¥’ € X'} U {(2,y) : y € Y}. Wir konnen auf X’ @ Y eine Relation
definieren:

M) ={(1,x),2y):x¥eX,yeY,dxe Xmit(x,x)eaund (v, y) €} S (X' WY) X (X' WY)
Sei (~) C (X' WY) x (X' WY) die von (") erzeugte Aquivalenzrelation auf X’ ¥ Y. Dann sei

V=X wY)/(~) ={[1,¥]:¥ € X}U{[2,y]:y€Y)

wobei [1, x’] die Aquivalenzklasse von (1,x") und [2, y] die Aquivalenzklasse von (2, y) be-
zeichne. Hiermit ldsst sich die folgende Menge Y’ definieren:

Y o= ¥\ (L] € X Ax e Xmit(x, ) € aund xp = 0)

U{[2,y] : y € ¥, dx € Xmit(x,y) € pund xa = (Z)})

Die Relationen  und ¢’ sind wie folgt definiert:

B (v, 2y):yeY [2,yleY} C YXY
¢ = (&, [L¥):¥eX, [L¥]eY} € X' XY

Dann ist das Viereck (X, X’, Y, Y’) ein Pushout; vgl. Satz 46.



1.3.3 Ubersicht

Wir betrachten die folgende Situation:

X X'

Es soll eine Ubersicht gegeben werden, welche Situationen, die sich hinsichtlich der Eigen-
schaften der Relationen a und ¢ ergeben, durch die oben vorgestellten Ergebnisse abgedeckt
sind. Betrachtet werden die Eigenschaften rechtstotal, linkstotal, rechtseindeutig und links-
eindeutig. Zur besseren Darstellung bilden wir einen Eigenschaftsvektor. Der Eigenschafts-
vektor zu den Eigenschaften

linkstotal

rechtstotal

linkseindeutig

rechtseindeutig

zeige an, ob die betrachtete Relation die jeweilige Eigenschaft besitzen soll. Wird die Ei-
genschaft gefordert, so enthilt der Vektor an entsprechender Stelle die Ziffer 1. Wird die
Eigenschaft nicht gefordert, so enthélt der Vektor an entsprechender Stelle die Ziffer 0. So
gibt beispielsweise der Vektor

_ O -

1

an, dass die Eigenschaften linkstotal, linkseindeutig und rechtseindeutig gefordert werden,
die Eigenschaft rechtstotal jedoch nicht gefordert wird.

Die nachfolgende Tabelle deckt alle auftretenden Félle von o und ¢ hinsichtlich derer Eigen-
schaften ab:



Legende:

« Es existiert ein Gegenbeispiel zur Existenz eines Pushouts; vgl. 1.3.1 (1).
« Es existiert ein Gegenbeispiel zur Existenz eines Pushouts; vgl. 1.3.1 (2).
« Es existiert stets eine Pushoutkonstruktion; vgl. 1.3.2 (1).
« Es existiert stets eine Pushoutkonstruktion; vgl. 1.3.2 (2).



1.4 Pullback
Wir betrachten das folgende Diagramm aus Mengen und Relationen.

a
X

Das kommutative Viereck (X, X', Y, Y’) heifst Pullback, falls es fiir jedes kommutative Viereck
(X, X', Y,Z") genau eine Relation o’ gibt, die wie eingezeichnet zwei kommutative Dreiecke
liefert.

Durch Dualisieren kann aus einem Pushout ein Pullback erhalten werden und umgekeht. Wir
betrachten die Ausgangssituation, in welcher die Relationen a und ¢ mit entsprechenden
Mengen gegeben sind. Es existiert stets dann ein Pullback, wenn « linkseindeutig und
rechtseindeutig ist und ¢ beliebig, oder wenn sowohl « als auch ¢ linkseindeutig sind.
Sind a und ¢ hingegen linkstotal, rechtstotal und rechtseindeutig oder ist « linkstotal, rechts-
total und linkseindeutig sowie ¢ linkstotal, rechtstotal und rechtseindeutig, so gibt es jeweils

ein Gegenbeispiel zur Existenz eines Pullbacks.

1.5 Der Graph einer Relation

Wir betrachten eine Relation X —» Y. Die Menge, welche alle Elemente von «a beinhaltet

bezeichnen wir als den Graph von a und schreiben hierfiir I',. Die Relation
a:={xxy):(x,y) €al C XxTI,

heif3t der erste Faktor von a. Die Relation
a={(y)y:xy) eal CTa XY

heifit der zweite Faktor von a. Hiermit ergibt sich eine Faktorisierung von « in seinen ersten
Faktor und seinen zweiten Faktor: Es gilt & = & ad. Wir bezeichen diese Faktorisierung als
die Faktorisierung von « iiber seinen Graphen. Es ist & rechtstotal und linkseindeutig. Es ist



d linkstotal und rechtseindeutig.

p Y
Wir betrachten nun zusétzlich eine Menge Z und Relationen X — Z, Z — Y mit fay = a.

Die Relation g soll zudem rechtstotal und linkseindeutig und die Relation y linkstotal und

g
rechtseindeutig sein. In diesem Fall gibt es dann genau eine Relation I'y, — Z mit

1) a a o =8
2) o a vy a
B) B a 0% = a
(4) o 4 a = vy
Folgendes Diagramm veranschaulicht die Situation.
!
X—Y
Ly
B 4
GOPT
Z

Vgl. Satz 60.

1.6 Charakterisierung der Eigenschaften von Relationen

Mithilfe der erarbeiteten Inhalte konnen die Eigenschaften rechtstotal und rechtseindeutig
elementfrei charakterisiert werden.

¢ a B
Sei eine Relation X — Y gegeben. Wir haben die leeren Relationen X — 0, Y — 0 und

’

0 — 0. Es ist a rechtseindeutig und linkseindeutig. Die Relation ¢ ist nun genau dann
rechtstotal, wenn das Viereck

ein Pushout ist; vgl. Bemerkung 52.
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Wir betrachten erneut die Relation X N Y. Des Weiteren betrachten wir deren ersten
Faktor ¢. Die Relation ¢ ist genau dann rechtseindeutig, wenn die zum ersten Faktor duale
Relation komponiert mit dem ersten Faktor die Identitét ergibt, das heifst, wenn ¢°Pa ¢ = idr,
erfiillt ist; vgl. Bemerkung 63.
Mittels Dualisieren ergeben sich hieraus auch Charakterisierungen fiir die Eigenschaften
linkstotal und linkseindeutig.
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2 Konventionen und grundlegende Definitionen

2.1

2.2

Konventionen
Sei X eine Menge. Es bezeichnet Pot(X) die Potenzmenge von X.

Sei X eine endliche Menge. Es bezeichnet | X | die Kardinalitdt von X.

a B
Seien M, N, P Mengen. Fiir Relationen M — N — P schreiben wir ihr Kompositum

aAfB
als M — P; vgl. Definition 5.

Seien A, B, X, Y Mengen. Es steht A W B fiir die dufiere disjunkte Vereinigung, welche
als AWB :={(1,a) :a € A} U{(2,D) : b € B} festgelegt wird; vgl. Definition 17.

¢ k4
Seien X — A und Y — B Relationen. Es steht ¢ @ ¢ fiir deren disjunkte Vereinigung,
welche als p W = {((1,x),(1,a)) : (x,a) € ¢} U{((2,y),(2,b)) : (y,b) € P} festgelegt ist;
vgl. Definition 18.
a

a B ﬁ
Seien A — X, B — X Relationen. Das Symbol [ﬂ steht fiir die Relation A W B — X

mit [g} =1{(1,a),x): (a,x)€alU{((2,b),x):(bx) € p}: AvwB — X; vgl. Definition 19.

Das Symbol (; steht fiir die Relation A 5 AwB mit 11 :=1{(@a,(1,a)) : a € A} und das
Symbol 1, steht fiir die Relation B 5 AWB mit o :={(b,(2,0)) : b € B}; vgl. Definiti-
on 20.

Grundlegende Definitionen und Eigenschaften

Definition 1. Seien M und N zwei Mengen. Eine Teilmenge @ € M X N des kartesischen

Produkts von M und N wird als Relation bezeichnet. Wir schreiben (m, n) € a fiir die Elemente

der Relation, mit m € M und n € N. Wir schreiben auch M —— N fiir eine Relation «, welche

M als Ursprungsmenge und N als Zielmenge aufweist.

Bemerkung 2. Wir betrachten somit im Folgenden die Kategorie der Relationen, deren

Objekte Mengen sind und fiir welche die Morphismen von M nach N gegeben sind durch

Rel(M,N) = {M 5 N:aisteine Relation)] = Pot(M x N)

Definition 3. Eine Relation M — N kann verschiedene Eigenschaften aufweisen.

(1)

Die Relation a heif3t linkseindeutig, falls Folgendes gilt:
Far my, my € M und n € N mit (mq,n), (my,n) € a ist my = m,.

12



(2) Die Relation « heifst rechtseindeutig, falls Folgendes gilt:

Fir m € M und ny, n, € N mit (m,n,), (m,n,) € a ist ny = n,.

(3) Die Relation « heifst linkstotal, falls Folgendes gilt:
Fiir m € M gibt es ein n € N mit (m, n) € a.

(4) Die Relation a heifdt rechtstotal, falls Folgendes gilt:
Fiir n € N gibt es ein m € M mit (m, n) € a.

Definition 4. Sei M — N eine Relation. Sei M’ € M und N’ C N.

SeiM'a={neN:dm € M'mit(m’,n) € a} C N das Bild von M’ unter a.
SeiaN’ ={me M :dAn’ € N'mit(m,n’) € a} C M das Urbild von N’ unter a.

Fir m’ € M’ schreiben wir auch m’« := {m’}a. Fur n’ € N’ schreiben wir auch an’ := a{n’}.

a B
Definition 5. Seien die Relationen M — N und N — P gegeben. Ihr Kompositum ist dann
wie folgt definiert:

aaf={(m,p)e MxP:An e N mit (m,n) € aund (n,p) e} S M XxP.

aAfB

Es ist dann M — P. Ingesamt ergibt sich:

Lemma6. Sei AC X5 Y 5 Z. Dann gilt: (Ap) P = Alpay).

Beweis.

Zu C: Sei z € (Ap) Y. Wir wihlen ein b € Ap mit (b,z) € 1p. Wir wihlen nun ein a € A mit
(a,b) € . Dann gilt, dass (a,z) € @ay ist. Hieraus konnen wir schliefSen, dass z € A(pa 1) ist.
Zu 2: Seiz € A(p a1)). Dann kénnen wir ein a € A wahlen mit (a4, z) € ¢ a . Dafiir konnen wir
ein b € Y wiahlen mit (a,b) € ¢ und (b,z) € . Also ist b € Ap, und damit gilt, dass z € (Ap)y
ist. |

a
Definition 7. Sei M — N eine Relation. Dann sei
a’® ={(n,m): (mn)eal CNxM

die zu « duale Relation. Es gilt a°? : N — M.

13



Bemerkung 8. Seien M, N und P Mengen und M 5N iR P Relationen. Es gilt:
(1) (idx)P = idx
(2) (@ag)® = PP aaP

Bemerkung 9. Sei M — N eine Relation. Es gilt

(@) = a

Lemma 10. Sei M —s N eine Relation. Es gilt:
(1) a®Pist genau dann linkseindeutig, wenn a rechtseindeutig ist.
(2) a°P ist genau dann rechtseindeutig, wenn « linkseindeutig ist.
(3) a°P ist genau dann linkstotal, wenn o rechtstotal ist.
(4) a°P ist genau dann rechtstotal, wenn « linkstotal ist.

Beweis.

(1), (2). Die Situationen sind symmetrisch, somit gentigt es, (1) zu zeigen.

Zu”=":Seien (m, ny),(m,ny) € a. Zu zeigen ist, dass n; = ny gilt. Da (m, n1),(m, ny) € aist, gilt
(n1,m),(ny, m) € a°®. Nach Voraussetzung ist a°P linkseindeutig, und damit gilt n; = n,.
Zu”«<": Seien (n1, m),(ny,, m) € a°®. Zu zeigen ist, dass ny = n, gilt. Da (n1, m),(n,, m) € a°® ist,
gilt (m, ny1),(m,ny) € a. Nach Voraussetzung ist o rechtseindeutig, und damit gilt n; = n,.

(3), (4). Die Situationen sind symmetrisch, somit gentigt es, (3) zu zeigen.

Zu”"=":Sein € N. Zu zeigen ist, dass es ein m € M gibt mit (m,n) € a. Esist a°>: N — M
nach Voraussetzung linkstotal. Somit gibt es ein m € M mit (1, m) € a°?. Nach Definition ist
dann (m, n) € a.

Zu”<": Sein € N. Zu zeigen ist, dass es ein m € M gibt mit (n,m) € a°?. Esista: M — N
nach Voraussetzung rechtstotal. Somit gibt es ein m € M mit (m, n) € a. Nach Definition ist

dann (1, m) € a°P. O

a
Definition 11. Sei X — Y eine Relation. Die Relation « heifst Isomorphismus, wenn es eine

¢
Relation Y — X gibt mit paa = idy und aa @ = idx.

[2%
Bemerkung 12. Sei X — Y eine Relation. Die Relation « ist genau dann ein Isomorphismus, wenn
sie die Eigenschaften rechtstotal, linkstotal, rechtseindeutig und linkseindeutig besitzt.

Beweis.
o
Zu "=":Sei X — Y ein Isomorphismus. Wir konnen somit nach Definition eine Relation

@
Y — X wéahlen mit @ aa = idy und @a @ = idx. Zu zeigen ist, dass a dann linkstotal, rechts-
total, linkseindeutig und rechtseindeutig ist.

14



(a) Zur Linkstotalitdt von a: Sei x € X. Es ist dann (x, x) € idx = aa@. Wir kénnenein y € Y
wihlen mit (x, y) € @ und (y, x) € . Somit gibt es fiir jedes x € X ein y € Y mit (x, y) € a. Die
Relation «a ist damit linkstotal.

(b) Zur Rechtstotalitdt von a: Sei y € Y. Es ist dann (y, y) € idy = @ aa. Wir konnen ein x € X
wihlen mit (y,x) € ¢ und (x, y) € a. Somit gibt es fiir jedes y € Y ein x € X mit (x, y) € a. Die
Relation «a ist damit rechtstotal.

Anmerkung: Die Relation « ist nun als linkstotal und rechtstotal nachgewiesen. Wegen der
Symmetrie der Situation ist auch ¢ linkstotal und rechtstotal.

(c) Zur Linkseindeutigkeit von a: Sei y € Y. Seien x, ¥ € X mit (x, ), (¥, y) € a. Zu zeigen ist
dann, dass x = # ist. Da @ linkstotal ist, konnen wir ein x’ € X wahlen mit (y,x’) € ¢. Es
ist also (x,y) € @ und (y,x") € @. Somit ist (x,x’) € aa@p = idx und damit x = x’. Damit ist
(y,x) € p.Da (%,y) € a und (y, x) € @ ist, folgt (¥, x) € aa@ = idx. Es gilt damit ¥ = x.

(d) Zur Rechtseindeutigkeit von a: Sei x € X. Seien y, 7 € Y mit (x, y), (x, ) € a. Zu zeigen
ist dann, dass y = 7 ist. Da ¢ rechtstotal ist, konnen wir ein y’ € Y wahlen mit (y’,x) € ¢. Es
ist also (y',x) € ¢ und (x,y) € a. Somit ist (v, y) € paa = idy und damit y’ = y. Damit ist
(y,x) € p.Da (x, %) € aund (y, x) € @ ist, folgt (y, ) € paa = idy. Es gilt damit y = 7.

24
Zu ”<": Sei X — Y rechtstotal, linkstotal, rechtseindeutig und linkseindeutig. Zu zeigen

¢
ist, dass es eine Relation Y — X gibt mit

idy
idx

(@) @aa
(b) asg

Seip = a°? C YxX. Die Relation ¢ ist nach Konstruktion dann ebenfalls rechtstotal, linkstotal,
rechtseindeutig und linkseindeutig; vgl. Lemma 10.
Zu (a).
ZuC:Sei(y, ) € paa. Wirkonnen ein x € X wahlen mit (y, x) € ¢ und (x, ) € a. Es
ist (7, x) € a°? = @. Da ¢ linkseindeutig ist, ist y = § und damit (y, ) = (y, y) € idy.
Zu2:Sei(y,y) € idy. Esisty € Y. Da a rechtstotal ist, konnen wir ein x € X wihlen
mit (x, y) € a. Esist (y, x) € a°P = . Insgesamt ist dann (y, y) € paa.

Zu (b).

Zu C:Sei (x, %) € aap. Wir konnen ein y € Y wiahlen mit (x, y) € aund (y, %) € ¢.Es
ist (y, x) € a°? = . Da @ rechtseindeutigist, ist x = ¥ und damit (x, ¥) = (x, x) € idx.
Zu 2: Sei (x, x) € idx. Esist x € X. Da a linkstotal ist, konnen wir ein y € Y wihlen
mit (x, y) € a. Esist (y,x) € a°® = ¢. Insgesamt ist dann (x, x) € aa@.

O

a B
Definition 13. Eine Relation M — N heif3t links kiirzbar, falls fiir alle Relationen N —1> P,
B2
N — P aus aaf1 = aap, die Gleichheit 5, = §, folgt.
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Lemma 14. Sei M = N eine rechtseindeutige und rechtstotale Relation. Dann ist a links kiirzbar.

1 2
Beweis. Seien N — P, N — P Relationen mit @af; = aaf,. Da die Situation symmetrisch

ist, gentigt es, 1 'Q B2 zu zeigen.

Sei (n, p) € 1. Da a rechtstotal ist, konnen wir ein m € M wahlen mit (m, n) € a. Da (m,n) € «
und (n,p) € By ist (m,p) € aafi = aaf. Wir konnen also ein 71 € N mit (m,7) € a und
(1, p) € p, wahlen. Da a rechtseindeutig ist, folgt n = 71 und damit ist (1, p) € f,. O

Die Linkskiirzbarkeit wird in Lemma 15 weiter erortert; vgl. auch Bemerkung 16.
Lemma 15. Sei X 5 Y eine Relation. Die folgenden Aussagen sind dann dquivalent:
(1) Esist a links kiirzbar.
(2) Es gibt eine Relation Y £ X mit Paa =idy.
(3) Fiiralley €Y gilt, dass ay\a(Y\{y}) # 0 ist.

Beweis.
Zu”(2)= ()"
Seien X > Y, Y "y Zund Y 53 Z Relationen mit aay1 = aa)yy. Zu zeigen ist, dass y1 - V2

gilt. Wir wahlen nach (2) eine Relation Y %5 X mit Baa =idy. Esist dann

idy a1
= Paaayr
= Paaay;
= idy a)y»
= .

V1

Zu”(1) = (3)":
Diese Folgerung wollen wir tiber Kontraposition zeigen. Es ist also ”—(3) = —(1)” zu zeigen.
Die Aussage —(3) bedeutet, dass wir ein 1, € Y wahlen konnen mit ayo\a(Y\{yo}) = 0. Dies
bedeutet, dass

ayo € a(Y \ {vo}) (*)

ist. Wir wollen nun zwei Relationen Y kit Zund Y A3 Z mit aay = aay,, aber Y1 # Yy,
konstruieren. Wir wahlen hierzu Z = {1}. Seien auSerdem ¢; = Y'x{1} und ¢, = (Y\{yo}) x{1}.
Esistalso y; # ¢,. Zu zeigen istnun, dass @ a1 = aa1), gilt. Da 1y 2 iy ist, istaa s 2 aai),.
Es bleibt somit zu zeigen, dass auch aayy C aay), gilt. Sei (x,1) € aayy. Dann kénnen wir
ein y € Y wihlen mit (x, ) € a und (y, 1) € 1. Wir betrachten nun zwei Fille.

Fall 1: Es ist y # yy. Dann ist (v, 1) € ¢, nach Konstruktion, also ist (x, 1) € aa1,.

Fall 2: Esist y = yo. Dann ist (x, v0) = (x, y) € a. Esistalso x € ayy. Nach (*) ist ayy € a(Y\{yo})
und damit x € a(Y\{yo}). Wir wéhlen ein y; € Y\{yo} mit (x, y1) € a. Esistnun (x, y1) € a und
(y1,1) € Y, nach Konstruktion von 1),. Insgesamt ergibt sich dann, dass (x,1) € a a1, ist.
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Zu”(3) = (2)":
Seif:={(y,x) e YxX:yeY xe€ay\a(Y\{y})]. Wir wollen zeigen, dass faa = idy gilt.

Zu C: Sei (y, ) € Paa. Zu zeigen ist, dass dann (v, ) e idy, also y = 7 ist. Wir
wihlen ein x € X mit (y,x) € f und (x, 7) € a. Wegen (y, x) € fistx € ay\a(Y\{y}).
Damitist (x, y) € aund (x,y") € a fir vy’ € Y\{y}. Da (x, ) € a gilt, muss also y = #
gelten.

Zu D: Seiy € Y. Esist (y,y) € idy. Zu zeigen ist dann, dass (y, v) e Baa gilt.
Dank (3) konnen wir ein x € ay\a(Y\{y}) wihlen. Dann ist (y,x) € 5. Da x € ay
gilt, ist auch (x, y) € a. Insgesamt ist damit (y, y) € faa.

O

a
Bemerkung 16. Sei X — Y eine rechtstotale und rechtseindeutige Relation. Es ist dann Bedingung
(3) von Lemma 15 erfiillt. Es kann also Lemma 14 als Folgerung von Lemma 15 angesehen werden.

Beweis. Seiy € Y. Esist ay # 0, da a rechtstotal ist. Wir wollen ay\a(Y\{y}) 7't 0 zeigen. Zu
zeigen gentigt es, dass ay N a(Y\{y}) = ist.

Wir nehmen an, dies gilt nicht. Wir wéhlen dann ein x € ay N a(Y\{y}). Es ist dann (x, y) € a.
Ferner konnen wir ein i € Y\{y} wahlen mit (x, §/) € a. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass «
rechtseindeutig ist. Somit ist ay\a(Y\{y}) # 0. O

Definition 17. Seien A und B Mengen. Dann sei
AWB:={1,a):ac A}U{(2,b): b e B}

die (duflere) disjunkte Vereinigung der Mengen A und B.

P Y
Definition 18. Seien X — X’ und Y — Y’ Relationen. Dann ist

pYY ={((1,x),(1,x)): (x,x) €t U2 y),2y): (Y)Yl

die disjunkte Vereinigung der Relationen ¢ und ¢. Es wird also die Relation
Py
X¥Y —>X WY
erhalten.

a B
Definition 19. Seien A — X, B — X Relationen. Wir definieren:

[;’1 =1{((1,a),x): (a,x) €a} U{((2,b),x): (b,x) B} :A¥B — X

17



Definition 20. Seien A und B Mengen. Wir definieren die Relationen (; und 1, wie folgt:
A - AW Bmity :={(a (1,a):ae€ Alund B = AW Bmit:={(b,(2,b):beB}.

23] an
Lemma 21. Seien X1 — X, Xo — X Relationen. Zudem betrachten wir die Relationen 1, und

1p; vgl. Definition 20. Es gilt

aral = aldrWan)undasaty = pa(a Way).

5 %)

X, X, W X, X,
451 a1 W ap (%))
X XWX 2 X

1 1 2 2

5

Beweis. Seieni,j € {1,2} und i # j. Wir wollen a;a(; = tia(a1 W ay) zeigen.

Zu C:

Fall 1: Sei (x;, (i,x))) € a;at; : X; — X] W X7, Es ist also x; € X; und x] € X!. Zu zeigen ist,
dass dann auch (x;, (i, x})) € t;a(a1 W ay) gilt. Wir wihlen ein ¥/ € X! mit (x;, ¥) € a; und
(%, (i,x})) € ;. Aus letzterem folgt, da 1; nach der Definition links- und rechtseindeutig ist,
dass X = x! gilt. Also ist (x;, x}) € a;. Esist (x;, (1, x;)) € ; und ((i, x;), (i, x})) € a1 ¥ ap und damit
gilt (x;, (i, x)) € tia (1 W ay).

Fall 2: Sei (x;, (j, x})) € ajat;: X; — X]WXJ. Wir konnen ein X! € X! wahlen mit (x;, X/) € a; und
&, (J, x;.)) € 1;. Letzteres liefert jedoch einen Widerspruch zur Definition von ;. Damit tritt der
Fall (x;, (j, x;)) € a;a(; nicht auf.

Zu 2:

Fall 1: Sei (x;, (i, X)) € ia(mWan): X; — XWX Bsistalsox; € X;und x! € X'. Zu zeigen ist,
dass dann auch (x;, (i, x})) € a; ay; gilt. Wir kdnnen ein (i, ¥;) € X; & X, wihlen mit (x;, (i, X;)) € ;
und ((;, X;), (i, x)) € (a1 W az). Wegen (x;, (i, X;)) € 1; folgt, dass x; = X; ist. Somit ist (x;, x) € ;
und (x/, (i, x)) € 1;. Damit folgt, dass (x;, (i, x7)) € a;at; gilt.

Fall 2: Sei (x;, (j, x;)) € ia(m Wa): X; — X] WX Dann gibt es ein (i, %) € X; W X, mit
(xi, (1, %)) € yund (1, %), (J, x;.)) € (1 Way). Dies liefert jedoch einen Widerspruch zur Definition
der disjunkten Vereinigung von a; und a,; vgl. Definition 18. Somit tritt dieser Fall nicht

ein. O
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o B
Lemma 22. Seien A — X und B — X Relationen. Zudem betrachten wir die Relationen 1, und
tp; vgl. Definition 20. Dann gilt

(1) la (; = a
@ b g = B
A i AwB = B
“ B
X

Beweis.

Wir beginnen mit (1).

Zu C:

Sei (a,x) € 11a \‘ﬂ Da 1; rechtseindeutig ist, ist dann (a, (1,4)) € 1; und ((1,4),x) € [g] Nach

a
der Definition von [ } ist dann (g, x) € a.
Zu 2:

Sei (a,x) € a. Nach der Definition von (; gilt (4, (1,4)) € 1; und nach der Definition von [a] ist

wegen (a,x) € a auch ((1,a),x) € [g] Somit ist (a,x) € 114 [g}

Zu (2).
Zu C:
Sei (b,x) € 1pa [g} Da 1, rechtseindeutig ist, ist dann (b, (2,0)) € 1, und ((2,b),x) € |Z] Nach

der Definition von [g} ist dann (b, x) € B.
Zu 2:

Sei (b, x) € p. Nach der Definition von 1, gilt (b, (2, b)) € 1, und nach der Definition von [g} ist

wegen (b, x) € fauch ((2,b),x) € [g} Somit ist (b, x) € 174 [g] O

19



Lemma 23. ;
a y
(1) Seien A — X und B — X Relationen. Sei AW B — X eine Relation mit

nay = a

ay = B

a
Dann ist y = [ .
IJ

14 4
(2) Seien AW B — X und AW B — X Relationen, fiir welche gilt

1Ay = 1A
LAY = Da}.
Dann ist y = y.
Beweis.
Zu (1).

Zu C: Sei (u, x) € y. Wir betrachten zwei Fille.

Fall 1: u = (1,a), wobei a € A ist.

Fall 2: u = (2,b), wobei b € B ist.

Es gentigt, Fall 1 zu betrachten, da Fall 2 analog folgt. Es ist (g, (1,a)) € t; und ((1,4),x) € y.

Daraus folgt, dass (4, x) € 114y = a ist. Somit ist (1, x) = ((1,4),x) € [Z}

Zu 2: Sei (u,x) € ¢ . Wir betrachten ebenfalls zwei Félle.

Fall 1: u = (1,a), wobei (a, x) € a ist.

Fall 2: u = (2,b), wobei (b, x) € 5 ist.

Es gentigt, Fall 1 zu betrachten, da Fall 2 analog folgt. Es ist (2, x) € @ = 1;4y. Somit konnen
wir ein y € AW B wahlen mit (2, y) € 1; und (y,x) € y. Daay; = {(1,a)} ist, folgt y = (1,a). Es
folgt (1, x) = ((1,a),x) = (y,x) € y.

Zu (2). Es gilt

a = LAY = LAY
ﬁ = bay = [ A’f.
Es folgt dann
R
4 8 4
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p1 B2 9 ) C
Lemma 24. Seien Y, — Y|, Yo — Y, Y| — 2/, Y, — 7' und 7 — Z" Relationen. Wir

konnen folgendes Diagramm bilden:

i
C] ot
viev, PPy : 7 c z"
Es gilt dann:
o’ o’
(1) (ﬁlwzw[ }] = P 3]
o, | f2a0)
@ Sl o= |0
o, 0,aC
V)
v,uy, O Y WY,
pracy l
p2ac
ZI
Beweis.

Zu (1). Wir wollen zeigen, dass die Gleichungen

ol 140
11a(B1Wp2)a [ ﬂ = 11a [ﬁ }]
o, P2ac)
ol 140
LzA(‘Bl L‘Uﬁz)A l: }1 = Ira |:‘B }]
o, B2a0)
o’ AC
gelten, da dann mit Lemma 23 (2) die Gleichheit (1 & f2)a | | = h ' folgt.
g, p2ac)
Es ist
o ag’ N
llA('Bl U’J,Bz)A [ }} LemgaZl ﬁlAllA { }] LemgaZZ ‘BlAai Lemg\aZZ l1a |:ﬁl }]
03 ) Paac;
o o’ o’
a (‘31 W 52)A 1 Lemgla 21 ﬁz Alya 1 Lemgta 22 ‘32 AO‘& Lemga 22 Iya ﬁl A0y )
0 o, B2acy
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was zu zeigen war.

Aussage (1) lasst sich alternativ auch direkt beweisen, dies wird im Folgenden aufgefiihrt.

P1 W ﬁz)A[Z}] = ({((1,%), (L y)) :y1 € Y,y €Y, (y1,y7) € Pa}
2 U@y, @) v € Yo, s € Y), (2, 5) € B

s (@Wy),2) iy e Yy 2 € Z,(y),7) € o)
U (2 5),2) Y € Y5, 2 € Z/, (5, 2) € 03))

= {((Ly),2):y1 €Y,z €2, Ay; € Y mit(y1,y;) € prund (y;,2') € 07}
U{((2,12),2') 1 y2 € Yy, 2’ € Z', Ay, € Y mit (2, y,) € f2und (v, 2') € 05}

= {((Ly)z):yieY,z €Z,(y1,Z) € Pracy}
U((2,12),2) : y2 € Y3, 2 € Z/,(y2,Z) € Brac))

Zu (2).
Wir wollen zeigen, dass die Gleichungen

g’ | FO‘,AC
1A 1 AC = 14 1

4 /7

g, LOZAC

o’ ! O'AC
DA 1 AC = I[raA 1

7 /7

0, 0,4C

gelten, da dann mit Lemma 23 (2) die Gleichheit [G} N [01 . C] folgt.
a5 | o

’
oA
Esist
ot Lemma 22 Lemma 22 [N C
L1A[ }]AC = UiAC = 14 }
o, 0,4C
o i Lemma 22 , Lemma 22 01 A C
[ha aC = 0,aC = [)A
o’ 2 o’ C
2 24
was zu zeigen war. O

Y 51
Lemma 25. Sei Y1 WY, — Z'. Wir betrachten Y1 — Y1 WY, mit 11 = {(y1, (1, 11)) : y1 € Y1}
und Yo — Y1 W Yo mit 1 = ((y2, (2, 12) : y2 € Ya). Es gilt dann:

1Ay
loa?y

Beweis. Es gilt



1Ay

Mit Lemma 23 (2) folgt, dass dann [
oAy

} =y gilt. O

Definition 26. Sei M eine Menge und R C M X M eine Relation auf dieser Menge.
(1) Sei fiir x, y € M die Relation S auf M wie folgt gebildet:

S={x,y) e MxXM:(x,y) RV (y,x) e RVx =y}

Es ist S nach Konstruktion symmetrisch und reflexiv.
(2) Sei (~) folgende Relation auf M.

(~)={x,y) e MXxM:3Tk>0,2z,..., 2k € Mmitx = zy,(z;,zi11) € Sfiiri € [0,k — 1]und z; = y}

Wir bezeichnen (~) als die von R erzeugte Aquivalenzrelation. Die Relation (~) ist reflexiv,
da k = 0 zugelassen ist, symmetrisch, da S symmetrisch ist und transitiv durch das Anein-
anderfiigen von vermittelnden Tupeln. Dementsprechend ist (~) eine Aquivalenzrelation.
(3) Sei

M/(~) = {lm] : m € M}

die Menge der Aquivalenzklassen und
p
M — M/(~)
gegeben durch
p = {(m,[m]) : m € M}.
Nach Konstruktion ist p eine linkstotale, rechtseindeutige und rechtstotale Relation.

Lemma 27. Seien M, N Mengen und R C M X M eine Relation. Zudem sei fiir x, y € M die Relation
S auf M wie in Definition 26 (1) gegeben, also:

S={(y) eMXM:(x,y) ERV (y,x) ERVX =y}

@
Sei zudem M — N eine Relation mit der Eigenschaft, dass fiir m,m € M mit (m,11) € R auch
me = me ist.
Seien nun x, y € M gegeben mit (x,y) € S. Dann gilt xp = y¢.
Beweis. Aus (x,y) € S folgt, dass (x,y) € R, (y,x) € R oder x = y gilt. Fir (x,y) € R und
(y, x) € R gilt xp = y@ nach Voraussetzung an ¢. Im Falle von x = y ist ebenfalls xp = yp. O

P
Lemma 28. Sei M — N eine Relation. Seien zudem R C M X M eine Relation und (~) die von R
erzeugte Aquivalenzrelation; vgl. Definition 26. Fiir mq, my € M mit (m1, my) € R gelte mip = my.
2
Dann gibt es genau eine Relation M/(~) — N mit pap = ¢. Es ergibt sich somit folgendes

Diagramm:
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P

pl/a

M/(~)

Dabei ist ¢ = {([m],n) € M/(~) X N : (m,n) € ¢}.

Beweis. Gezeigt werden muss die Existenz und die Eindeutigkeit von ¢, fiir welches pagp = ¢
gelten soll. Wir beginnen mit der Existenz. Sei

= {(Iml, n) € M/(~) X N : (1, n) € g}

Gezeigt werden muss, dass pa@ S @ gilt.

Zu 2:

Sei (m,n) € . Nach Konstruktion ist dann ([m], ) € ¢. Dann ist (m, [m]) € p und ([m],n) € ¢
und damit (m, 1) € pag.

Zu C:

Sei (m,n) € pag. Dann ist zu zeigen, dass (m, n) e @ ist.

Wir wihlen ein x € M/(~) mit (m,x) € p und (x,n) € @. Laut Definition von p ergibt sich
dann, dass x = [m] ist. Dann ist ([m], n) € @. Also konnen wir ein /7 € M und ein 1 € N
wdhlen mit (171, 1) € @, fiir welches ([171], /i) = ([m], n) gilt. Dann ist ## = n und [ri1] = [m]. Also
ist (1, n) € @, das heifdt n € 1. Perner ist 11 in Aquivalenzrelation zu m, also (11, m) € (~).
Somit kdnnen wir k > 0 und z, ..., zx € M wahlen mit zq = 11, (z;,z;41) € S fiiri € [0,k — 1] und

zx = m. Die Relation S ist dabei wie in Definition 26 (1) gegeben, also:
S={x,y)eMxM:(x,y) eRV(y,x) ERVx=y)

Nach Voraussetzung an R und ¢ koénnen wir Lemma 27 anwenden, und aus (z;,zi+1) € S
schlieflen, dass z;p = z;,1¢ ist fiir i € [0, k — 1]. Es folgt nun, dass

MY =200 = 210 = ... = Zk1Q = ZxP = MY

gilt. Damit ist 11 = mq@. Somit ist n € g = mp, und damit gilt (m, n) € @.

2 P
Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit von ¢. Seien M/(~) — N und M/(~) — N zwei Rela-
tionen mit pa@ = ¢ und paP = @. Somit gilt pap = ¢ = pa@. Da p nach Konstruktion
rechtseindeutig und rechtstotal ist, folgt mit Lemma 14, dass ¢ = ¢ ist. O
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Lemma 29. Seien M, M’ und N Mengen mit M’ C M. Sei M — N eine Relation. Sei die Relation
M — M’ wie folgt definiert:

w:={m,m)y.meM}CMxM

Sei zudem mo = 0 fiir m € M\M'.

’

¢
Dann existiert genau eine Relation M’ — N mit wa @’ = ¢.

P

M——N

M/

Dabei ist " = ¢ C M’ X N.

Beweis. Wir beginnen damit, die Existenz von ¢’ zu zeigen. Sei ¢’ := ¢ C M X N. Es ist nun

Folgendes zu zeigen:

(1) ¢ < MXN
@ wrp’ = ¢
Zu (1):
Sei (m,n) € M x N mit m € M\M'. Es ist dann zu zeigen, dass (m, n) ¢ ¢ gilt. Wir nehmen an,
dass (m,n) € @ ist. Dann ist n € m. Es gilt aber m € M\M’ und damit nach Voraussetzung
me = (0, was einen Widerspruch liefert.
Zu (2):
Zu C:
Sei (m,n) € wa@’. Wir konnen ein m’ € M’ wahlen mit (m, m’) € w und (m’,n) € ¢’. Nach der
Konstruktion von w ist dann m = m’ und damit (m, n) = (m’,n) € ¢’ = ¢.
Zu 2:
Sei (m,n) € @. Dann ist (m,n) € ¢’ € M’ X N. Insbesondere ist m’ := m € M'. Also ist

(m,m’)=(m’,m’) € wund (m’,n) € ¢’. Damit ist (m,n) € wag’.

Nun zur Eindeutigkeit von ¢’. Da @ nach Konstruktion rechtstotal und rechtseindeutig

ist, folgt mit Lemma 14, dass ¢’ eindeutig ist. m|
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3 Pushout - Definition und Eigenschaften

Definition 30. Sei folgendes Viereck-Diagramm aus Mengen und Relationen gegeben:

X a X'
® @’
Y %
B

Dieses Viereck heifst kommutativ, falls a a @’ = @ af gilt. Die Kommutativitdt kann graphisch

durch einen kreisformigen Pfeil dargestellt werden:

X—F —x
o (|
Y

Lemma 31. Seien folgende Mengen und Relationen gegeben:

M P ap p2
X] —>Y1 —>Z11/£7’ldX2—>Y2—)Z2

Dann gilt (a1 W az)a(B1 W B2) = (a1aB1) W (24 B2).

a1 W as ﬁleZ

X1 WX, Yi1wY, VAR VA

(1 Wa)a(f1 WpPr) = (a1afr) W (azafo)

Beweis. Wir wollen

ia((a1 Waz)a(frWpy)) = Lia((a1af1) W (a2afn))

tiir i € {1, 2} zeigen. Nach Lemma 23 (2) ist dann auch (a1 W ay) a (f1 W ) = (14 1) W (a2 4 B2).
In der Tat wird
ia((@Wan)a(Brwp) "= T aana(Brwp) TE T aiafiat TE T ha((anapi) ¥ (@2ap2).

O

26



Lemma 32. Seien

a1 [0%]
X3 X! X, X;
P i 2 P2
Y, Y Y, Y
P 1 p> :
kommutative Viereck aus Mengen und Relationen.
Dann ist
aWa
XWX, — 2 X WX,
P1Y P P1YP;

Y16Y2—>Y,L‘UY/
ﬁlw,32 1 2

ebenfalls ein kommutatives Viereck.

Kurz: Die disjunkte Vereinigung zweier kommutativer Vierecke ist wieder ein kommutatives Viereck.

Beweis. Es muss somit gezeigt werden, dass

(@1 a2) a (@) W @) = (@19 02) a (B W Bo)

gilt. In der Tat wird
(19 a)a (@] Wey) T (a1ag)) W (@ag))
= (P1aP1) W (P2ah2)

Lemma 31

= (1Y @2)a(Br¥ph).
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Definition 33. Ein kommutatives Viereck aus Mengen und Relationen der Form

X—F X
ol (¢
Y

heifdt Pushout, falls es fiir jedes kommutative Viereck aus Mengen und Relationen

x—2% . x
el (, |¥
Y7

genau eine Relation 0’: Y’ — Z’ gibt mit
Bac’ =yund ¢’a0’ =9’
Es ergibt sich damit folgendes Diagramm:

o

X
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Bemerkung 34. Sei

X a X’
K= P Q ¢’
Y %
B

ein kommutatives Viereck aus Mengen und Relationen.
(1) Sei

KV, 02 = {(, 1) € Rel(Y, Z') X Rel(X’, Z') : pay = aat)’} C Rel(Y,Z’) x Rel(X’, Z')

die Menge der kommutativen Vervollstandigungen von a und ¢ zu einer gegebenen Men-
ge Z'. Wir betrachten die folgende Abbildung:

Paarg 7 : Rel(Y’,Z') — KV, 4,72
o' = (Bad’, @ a0’)

Es ist das kommutative Viereck K genau dann ein Pushout, wenn die Abbildung Paarg 7
bijektiv ist fiir alle Mengen Z’.

Hierzu beachte man, dass in der Definition des Pushouts gefordert wird, dass jedes Element
(y,¢") € KV, 4, 2 genau ein Urbild ¢’ € Rel(Y’, Z’) unter Paarg, - hat.

(2)Seiennun X, X', Y, Y’, Z’ als endliche Mengen vorausgesetzt. Esist Rel(Y’, Z") = Pot(Y’' X Z’);
vgl. Bemerkung 2. Daher gilt:

|Rel(Y’,Z) | = | Pot(Y’ x Z’) | = 2V"*Z1 = 2V'IIZ'l

Wir betrachten die Abbildung Paaryz. Diese ist laut (1) genau dann bijektiv, wenn ein
Pushout vorliegt.

Es ist bereits bekannt, dass | Rel(Y’, Z’) | =21l gilt. Falls nun also | KV, ,, 7 | keine Potenz
von 2 ist, ist Paarg » nicht bijektiv und es ist K kein Pushout.

Da K eine beliebig vorgegebene kommutative Vervollstandigung von @ und ¢ war, gilt: Falls
| KV,, 4,2 | keine Potenz von 2 ist, existiert keine Vervollstindigung von a und ¢ zu einem
Pushout.

Unter Verwendung dieses Arguments werden im weiteren Verlauf Gegenbeispiele gegen die

Existenz von Pushouts in gewissen Situationen erstellt.
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Satz 35. Seien

!

X — x X, —2 X

P i 2 P2
Y, Y Y, Y
P 1 p> :
Pushouts aus Mengen und Relationen.
Dann ist
aWa
XWX, — 2 X WX,
P1Y P P1YP;

Y16Y2—>Y,L‘UY/
ﬁlwﬁZ 1 2

ebenfalls ein Pushout.

Kurz: Die disjunkte Vereinigung zweier Pushouts ergibt wieder einen Pushout.

Beweis. Dass dieses Viereck kommutativ ist, folgt aus Lemma 32. Seien Relationen
Y XWX, — Z'undy : Y1 WY, — Z' mit (p1 W @2)ay = (a1 W az)ay)’ gegeben.

Gezeigt werden muss, dass 0’ : Y| WY, — Z' mit (81 W) a0” = y und mit (p] W @))ao’ =’
auf eindeutige Weise existiert.
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Es wird also die folgende Situation betrachtet:

o Ya
XWX, ———2 X WX,

Seiyr:=uayund ¢] = nay)'.

a
X X;
Jea
U2
Y; Y’
p1 !

71 zZ'

Hierzu soll gezeigt werden, dass a1 4] = ¢1ay1 und damit die Kommutativitét gilt.

a1y = ajatiay)’
L 21
emgla L14A (a1 W az) A yb,

= ta(prWea)ay
LemEla 21

= Pral1ay
= P14V

Nach den Voraussetzungen und der Definition des Pushouts gibt es somit genau eine Relation

g’

1
Y] — Z' mit f1a0] = yrund @jao] = ).
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X4

1

Ebenso kann fiir den zweiten Pushout vorgegangen werden. Sei y; := ;ay und 17, := 1,49

an

X5 Xé
Je
124
Y, Y’
B2 ?

V2 zZ'

Hierzu soll gezeigt werden, dass a; ay, = ¢4, und damit die Kommutativitit gilt.

0(2Al7[)£ = (XzALzAI,[)I
Lemga 2 oA (0(1 ) 0(2) A I’bl

= La(Pr¥W@r)ay
Lemma 21

= Qoalray
= P2a)2
Nach den Voraussetzungen und der Definition des Pushouts gibt es somit genau eine Relation

7
’ ’ : / ’ / ’
Y, — Z' mit fra0, =y und @) a0), = ;.
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an
X5

e

B2

V2

o’ fod

Wir haben somit die beiden Relationen Y; —1> 7’ und Y, —2> Z’. Wir bilden daraus die
0}
Gé ’

Zu zeigen ist nun, dass dann (81 ¥ ;) a0’ =y und (@] W ¢)) a0’ = ¢’ gilt.

’

o
Relation YWY, — Z' mito’ :=

Zur Existenz von o’.

oY a
XWXy —— 2 X WX

P19 @y

Es ergibt sich:
’ [ ’ 1 [ ]
(.81 © 52) A0 = (ﬁl " ‘32) . G} Lemm§24 (1) 51 A O} _ V1 D;f. liay Lemr:na 25
I, 2407 2] Laay
@ 9 )ad = (¢ W o} Lemma 24 (1) P1a0] _ U4 Def. |4 Ay’ Lemma 25 g
0 P240, 93] ayf

Es ist somit die gewiinschte Kommutativitit und damit die Existenz von ¢’ gezeigt.
g & &
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Zur Eindeutigkeit von o’.

Es sei eine weitere Relation 6" : Y] W Y/, — Z’ gegeben mit

(P1WP2)ad" =y und (p; W @))ad’ =1’

6/
} = ¢’ ist. Nach Lemma 25 gilt 6’ = [J}, wenn gy := (a0’
o

Es genitigt zu zeigen, dass 6’ = [
2

Q. Q

’
1
/
2
sowie G, := 145" gesetzt wird.

Es gelten

ﬁl‘éi = ﬁlAllAﬁ’
Lemr:na 21 L1 A (‘31 ) ﬁz)A(Nj’
= liay

= V1
P1a0] = Pial1ad’

Lemga 21

= La(p;We))ad’
= L1 A 170,
= 1’[);
Die Relation ¢} mit 840} = y1 und @] a0} = 1] ist aber eindeutig. Somit gilt 5] = 0]. Analog

o’ o
folgt auch 6, = 0}. Alsoisto’ = | ' =| ' =5" O
0y 0
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4 Gegenbeispiele zur Existenz eines Pushouts

Bemerkung 36. Mithilfe von Magmal!l wurde die Kardinalitit der Menge, welche die
moglichen kommutativen Vervollstindigungen fiir vorgegebene Relationen X — X’ und

X iR Y bei fester Zielmenge Z’ enthilt, untersucht; vgl. Anhang 4. Wenn ein Pushout
existiert, dann steht die Menge, welche die moglichen kommutativen Vervollstandigungen
enthilt, in Bijektion zur Menge der Relationen von Y’ nach Z’ und weifit damit als Kardi-
nalitdt eine Zweierpotenz auf. Liegt also keine Zweierpotenz als Kardinalitit vor, so ist ein
Gegenbeispiel fiir die Existenz einer Vervollstandigung zu einem Pushout gefunden; vgl.
Bemerkung 34. Mogliche Eigenschaften der auftretenden Relationen waren linkstotal, recht-
stotal, linkseindeutig und rechtseindeutig. Die Suche nach Gegenbeispielen wurde durch-
gefiihrt unter der Voraussetzung, dass gewisse dieser Eigenschaften fiir a beziehungsweise
¢ gelten sollten.

Satz 37.

(1) Es gibt in der Kategorie der Relationen ein Diagramm

X o

X/

wobei a und ¢ linkstotal, rechtstotal und linkseindeutig sind, welches keinen Pushout be-
sitzt.

(2) Es gibt in der Kategorie der Relationen ein Diagramm

X o

XI

wobei a linkstotal, rechtstotal und rechtseindeutig und ¢ linkstotal, rechtstotal und links-
eindeutig sind, welches keinen Pushout besitzt.

Beweis. Zujedem der beschriebenen Fille wird im Folgenden ein gefundenes Gegenbeispiel
dargestellt.
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Zu (1): Sei X =1{1,2}, X’ ={1,2,3} und Y = {1,2,3,4}. Seien hierzu a = {(1,3),(2,1),(2,2)}
CXxX und ¢ ={(1,1),(1,2),(2,3),(2,4)} € X X Y zwei Relationen. Die Relationen a und ¢

sind beide linkstotal, rechtstotal und linkseindeutig.

SeiZ’ = {1}. Die Kardinalitdt der Menge, welche die moglichen kommutativen Vervollstaindigungen
mit Ziel Z’ enthilt, betrdgt laut Magmal!!

1{(B,¢") € Rel(Y, Z') x Rel(X', Z') : aq’ = pap} |= 40

und ist damit keine Potenz von 2; vgl. Anhang 4a. Somit hat das betrachtete Diagramm keine
Vervollstindigung zu einem Pushout; vgl. Bemerkung 34.

Zu (2): Sei X =1{1,2,3}, X’ ={1,2} und Y = {1,2,3,4,5}. Seien hierzu a = {(1,1),(2,1),(3,2)}

C XxX und ¢ ={(1,1),(1,2),(2,3),(2,4),(3,5)} € X XY zwei Relationen. Die Relation «

ist linkstotal, rechtstotal und rechtseindeutig, die Relation ¢ ist linkstotal, rechtstotal und
linkseindeutig.

SeiZ’ = {1}. Die Kardinalitdt der Menge, welche die moglichen kommutativen Vervollstaindigungen
mit Ziel Z’ enthilt, betragt laut Magmal™!

1{(B,¢") € Rel(Y, Z') x Rel(X', Z’) : aaq’ = @af} | = 20

und ist damit keine Potenz von 2; vgl. Anhang 4b. Somit hat das betrachtete Diagramm keine

Vervollstindigung zu einem Pushout; vgl. Bemerkung 34.
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5 Pushout-Konstruktionen

5.1 Pushout einer links- und rechtseindeutigen Relation und einer belie-
bigen Relation
Beispiel 38. Es sei die folgende Ausgangssituation gegeben, wobei a die Eigenschaften links-

eindeutig, rechtseindeutig und rechtstotal aufweist und wobei ¢ eine rechtstotale Relation
ist.

Unter der Zuhilfenahme von Magmal!l wurde die Vervollstindigung zu einem kommutati-
ven Viereck betrachtet, welche beziiglich konkurrierender kommutativer Vervollstaindigung-
en mit rechtem unteren Eck von beschrankter Grofie die Pushout-Eigenschaft hat. Dies wurde
untersucht bei Vorgabe unterschiedlicher Mengen X, X" und Y sowie verschiedener Relatio-

a P
nen X — X’und X — Y mitentsprechenden Eigenschaften; vgl. Anhang 6. Hierbei wurden
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auftretende Muster untersucht. Wir veranschaulichen das beobachtete Prinzip in folgendem
Beispiel.

Seien hierzu X =1{1,2,3,4}, X’ ={1,2,3} und Y = {1, 2, 3} Mengen. Seien a = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)}
CXxX,p=1{1,1),(1,2),(2,2),(3,3),(4,3) € X x Y Relationen. Wir sind also in folgender

Situation:

’

B
Zur Bildung von Y’ samt der Relationen Y — Y’ und X’ — Y’ sollen nun, bildlich gespro-

chen, die Ecken

1 1 1 1 2 2

zu Vierecken vervollstindigt werden. Hierbei soll bei gleichem linken unteren Eck auch das

gleiche rechte untere Eck eintreten.

1 1 1 1 2 2
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Anders behandelt werden muss das Eck

3

Denn die 3 € Y links unten wird auch von 4 € X getroffen, welches nicht im Urbild von «
liegt: 4 € X\aX’. Aus diesem Grund wird dieses Eck nicht vervollstindigt. Insgesamt erhal-
ten wir:

Es hat also das Element 4 € X\aX’ ,verboten”, das Element 3 € (X\aX')p C Y in Y’ aufzu-
nehmen.

Hiitte man dieses ,,Verbot” nicht beachtet, wiirde das Element 4 € X\a X’ die Kommutativitat
des entstandenen Vierecks verhindern, da es via Y mit 3 € Y’ verbunden wire, via X’ aber
nicht. Dies wiirde die Kommutativitat verhindern.

Gemdfs Magma hat dieses Viereck nun die Pushout-Eigenschaft beziiglich konkurrierender

kommutativer Vervollstindigungen mit rechtem unteren Eck von Kardinalitit < 4.
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a P
Satz 39. Sei X — X' rechtstotal, rechtseindeutig und linkseindeutig und X — Y rechtstotal. Es

lisst sich wie folgt ein Pushout

X a X'
¢ Q'
% %
p

konstruieren.
Die Menge Y’ wird wie folgt definiert:

Y :=(@X)p\ (X\aX)p CY;

EsistY ={y €Y : oy C aX'}. Ferner lassen sich die Relationen p und ¢’ wie folgt definieren:

o = {(,y)eX'xY :IxeX: (x,xX)eaA(x, V)< ¢}
p (V)Y eY)CYxY

Die Relation ¢" ist nach Konstruktion rechtstotal. Die Relation p ist nach Konstruktion linkseindeutig,
rechtseindeutig und rechtstotal.

Zur Konstruktion von Y’ vergleiche auch das kommutative Viereck in Beispiel 38, welches wir in Beispiel 40
nochmals aufgreifen werden

Beweis.

ZuY ={yeY:pyCaX)

ZuC:Seiy €Y = (aX)p\(X\aX")p. Zu zeigen ist, dass ¢y’ é aX’ gilt. Wir nehmen an, dass
@y € aX’ ist. Dann wahlen wir ein x € X\aX’ mit x € ¢y, also mit (x, y’) € ¢. Dann ist aber
Yy € (X\aX")p, was einen Widerspruch liefert.

Zu 2:Seiy € Y mit py C aX’'. Zu zeigen ist dann, dass y 2% gilt.

(1) Wir miissen zeigen, dass y é (aX")@ ist. Da @ rechtstotal ist, konnen wir ein x € X wiahlen
mit (x, y) € ¢. Nach Voraussetzung an y ist py C aX’. Da x € ¢y gilt ist somit x € aX’ und
damit y € (aX")p.

(2) Es ist zusétzlich zu zeigen, dass y <7'E (X\aX") gilt. Wir nehmen an, dass y € (X\aX")@ ist.
Wir wihlen dann ein x € X\aX’ mit (x, y) € ¢. Es ist also x € gy. Nach Voraussetzung an y
ist py C aX’. Somit ist x € py C aX’, was einen Widerspruch liefert.

Zum kommutativen Viereck.
Damit ein kommutatives Viereck vorliegt, muss aa ¢’ = @ ap gezeigt werden.

40



Zu C: Sei (x,y’) € aa@’. Dann kdénnen wir ein x’ € X" wéhlen mit (x,x’) € aund (v, y’) € ¢".
Wegen der Konstruktion von ¢’ konnen wir ein ¥ € X wihlen mit (%,x’) € a und (%, y’) € ¢.
Insbesondere ist (x,x") € a und (%, x") € a. Wegen der Linkseindeutigkeit von « ergibt sich,
dass x = ¥ gilt. Wir erhalten also, dass (x, y’) = (%, ') € ¢. Nach Konstruktion muss zudem
(v, y') € B gelten. Somit ist (x, y’) € paf.

Zu 2: Sei (x,y') € @af. Dann konnen wir ein y € Y wahlen mit (x,y) € ¢ und (y,y’) € B.
Aus (y, ') € p folgt nach der Konstruktion von f8, dass y = y’ gilt. Dementsprechend ist auch
(x,¥') € 9.

Day € Y'gilt,istoy’ € aX’.Dax € @y’ ist, folgt x € aX’. Wir wahleneinx’ € X’ mit (x,x’) € a.
Aus (x,x") € aund (x, y’) € @ folgt nun (v, y’) € ¢’. Insgesamt ist also (x, y’) € ava@’.

Zur universellen Eigenschaft des Pushouts.
Seien eine Menge Z’ und Relationen Y %7 und X' 5 7' so gegeben, dass pay = aay)’ gilt.
Wir haben zu zeigen, dass es genau ein 0’ : Y’ — Z’ gibt mit fac’ = y und ¢"a0’ = ¢’; vgl.

Definition 33. Es ist also die Existenz sowie die Eindeutigkeit von ¢’ zu zeigen.

o

X

Zur Existenz von o’

Seio’ ={(y',z)eY' xXZ': (y,Z') €y}

Es ist nun zu zeigen, dass fao’ = yund @ao’ = Y’ gilt.

Wir beginnen damit, a0’ = Y zu zeigen.

Zu C:

Sei (y,z’) € pac’. Es ist zu zeigen, dass (y,z’) € y gilt.

Wir kénnen ein y” € Y’ wahlen mit (y, y’) € fund (v/,z') € 0’.

Aus (y,y') € B, folgt y = y'. Aus (y',2') € o', folgt (y',z") € y. Hieraus ergibt sich (y,z") =
v, 2) €y

Zu 2:

Sei (y,z') € y. Es ist zu zeigen, dass dann auch (y,z") € fac’ gilt. Wir wollen zeigen, dass
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y ey = (aX)p \(X\aX")e ist. Dazu gentigt es zu zeigen, dass @y é aX’ ist. Sei x € @y, das
heifit es ist x € X mit (x,y) € @. Zu zeigen ist x € aX. Es ist (x,y) € ¢ und (y,2") € v,
also ist (x,z’) € @ay = aay’. Somit konnen wir ein x’ € X’ wahlen mit (x,x") € a und
(x',y) € Y’. Alsoist x € aX’ und damitist y’ := y € Y’. Folglich ist (y, y’) = (v, y’) € p. Wegen
(y,z)=(y,z)eyist(y,z') € o’. Alsoist (y,z’) € fac’.

Wir zeigen nun, dass ¢’ a0’ = Y’ gilt.

Zu C:

Sei (x’,z’) € ¢’ a0’. Dann ist zu zeigen, dass (x’, z’) é Y’ gilt.

Wir wéhlen ein ¥y € Y’ mit (x',y’) € ¢’ und (y',z’) € o’. Letzteres bedeutet auch, dass
(y,z)eyist. Esist y € Y = (aX")p\(X\aX")p. Wir wihlen ein x € aX’ mit (x,y’) € ¢. Wir
wihlen ein ¥’ € X’ mit (x,x’) € a. Aus (x,¥’) € ¢ und (v/,z’) € y lasst sich schliefSen, dass
(x,2') € pay = aay)’ ist. Wir konnen ein ¥’ €X” wahlen mit (x,&') € a und (¥',z’) € ¢’. Da nun
sowohl (x, x") € a als auch (x,¥’) € a ist, muss aufgrund der Rechtseindeutigkeit von a gelten,
dass x” = &’ ist. Hieraus folgt, dass (x’,z’) = (¥',z") € ¢’ ist, was zu zeigen war.

Zu 2:

Sei (x’,z’) € ¢’. Dann ist zu zeigen, dass (x’,z’) e @' a0’ gilt.

Da a rechtstotal ist, konnen wir ein x € X wahlen mit (x, x") € a. Dadurch ist x € aX’. Da (x, x")
€ aund (x’,z')e Y’ ist, gilt (x,2") € aay)’ = pay. Also kénnen wir ein y € Y wahlen mit (x, y)
€pund (y,z') €y.

Behauptung: Es gilt y ey’

Es war x € aX’ und (x, y) € ¢. Also gilt, dass y € (aX”) ¢ ist.

Annahme: y € (X \aX’) ¢.

Dann konnen wir ein ¥ € X \aX” wahlen mit (¥,y) € ¢. Aus (¥,y) € p und (y, z’) € y folgt (¥,2)
EQay =aay).

Wir wihlen ein ¥’ € X’ mit (¥, %) € a und (¥',z) € Y’. Da (%,X’) € a, muss ¥ € aX’ gelten. Dies
ist ein Widerspruch zu ¥ € X \aX’. Damit ist die Annahme falsch und es gilt y ¢ (X \aX’) ¢.
Somitist y € (aX’) ¢ \(X \aX") ¢ = Y".

Wir schreiben y" := y € Y'. Wegen (v/,z’) = (y,2) € y ist auch (y’,z")€ 0’. Da (x,x") € @ und
(x,y") =(x,y) € @, folgt (x',y") € ¢’. Da (', y’) € ¢’ und (y',z") € o’, folgt (x',z") € ¢’ a0".

Hiermit ist die Existenz von o’ gezeigt.
Zur Eindeutigkeit von o’.
Seio": Y = Z' mitfac’ =yund @’a0’ =9’ und 6’ : Y’ - Z' mit fad’ =y und ¢’ad’ = ¢’.

: . Lo,
Es ist nun zu zeigen, dass 0’ = ¢’ gilt.

Sei iy’ € Y’. Es gentigt zu zeigen:
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Nach Definition von f ist {yy'}§ = {y’}. Hieraus folgen die beiden Gleichheiten

Hieraus folgt, dass {y'}o’ = {y’}¢’ gilt.
O

Beispiel 40. Wir greifen das Beispiel 38 nochmals auf. Die dort von Magma gefundene kom-
mutative Vervollstindigung ist in der Tat ein Pushout, wie wir nun mit Satz 39 verifizieren
konnen.

Esist aX’ = {1,2,3} und X\aX’ = {4}. Somit ist (aX")p = {1,2,3} und (X\aX")p = {3}. Somit
wird nach Satz 39 Y’ = (aX")p\(X\aX')p = {1,2}. Ferner wird g = {(v/,y') : ¥ € Y} =
{(1,1),(2,2)}. Schlieslich wird ¢’ = {(x’,y") € X’ XY : Ix € X : (x,x") € a A (x,Y') € ¢} =
{(1,1),(1,2),(2,2)}. Damit stimmt die in Beispiel 38 gefundene Vervollstindigung mit dem in
Satz 39 konstuierten Pushout tiberein.

Beispiel 41. Wir wollen uns nun von der Voraussetzung, dass a und ¢ rechtstotal sein
miissen, 16sen. Wir fithren ein Experiment mittels Magmal!! durch. Seien hierzu X = {1}, X’ =
{1,2}und Y = {1, 2, 3} Mengen. Seien die Relationen a = {(1,1)} C XX X" und ¢ = {(1, 1), (1, 2)} C
X XY gegeben. Magmalll liefert nun die Vervollstindigung zu einem kommutativen Viereck
mittels Y = {1,2,3,4}, $ = {(1,3),(2,2), 3, D} C Y X Y und ¢’ = {(1,2),(1,3),(2,4)} € X' X Y.
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Magmal'l hat diese Vervollstindigung nun so erstellt, dass dieses kommutative Viereck die
Pushout-Eigenschaft hat beziiglich Zielmengen Z’ mit Kardinalitét | Z’ | < 4. Der griin mar-
kierte Teil kann nun aus Satz 39 stammen. Der orange markierte Teil ldsst eine Konstruktion
mittels einer disjunkten Vereinigung erahnen. Wir wollen nun diese Beobachtung im Beispiel
zu einem allgemeinen Konstruktionsprinzip machen; vgl. Satz 44 unten.

% ¢
Satz 42. Seien A und B Mengen. Wir haben die Relationen ) — B und 0 — A mit a = 0 und
@ = 0. Dann lisst sich wie folgt ein Pushout konstruieren.
Wir betrachten das folgende Viereck:

AWYB

Hierbei sind die Relationen wie folgt definiert:
(P/ == {(bl(zlb)) :be B}
B=u=1@(La):acA

Beweis.
Zum kommutativen Viereck.
Wir miissen zeigen, dass aa@p’ = paf gilt. Daa =0und ¢ =0, folgt aaqp’ =0 und pap = 0.
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Also giltauch aa @’ = @ap.

Zur universellen Eigenschaft des Pushouts.

’

Y
Sei Z’ eine Menge. Seien A — Z’ und B — Z’ Relationen mit aa1)’ = @ay. Fiir die univer-
selle Eigenschaft des Pushouts miissen wir nun zeigen, dass es genau ein 0’: A W B — Z’ mit

pac’ =y und ¢’ac’ =1’ gibt.

Zur Existenz von o’.
)4
At

Sei o’ =

Zu zeigen ist nun, dass dann fac’ =y und ¢’ a0’ =’ gilt. Es ist

)4 Lemma 22
L4
Q' a0’ = LQALZ,] Lemma 22 Y’

Zur Eindeutigkeit von o’

Seid: AWB — Z' mit fad’ =y und ¢’ a5’ =’ gegeben. Zu zeigen ist &’ 2o = L)b/'] Es ist

1140 = Pad’ =y
a0’ = @'a0" = Y
Damit gilt nach Lemma 23 (1) die Gleichheit 5’ = Lz/} O
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Bemerkung 43. Mit Satz 42 sollen nun die Elemente, welche nicht im Bild von a bezie-
hungsweise ¢ liegen, behandelt werden. Man vergleiche die orange markierten Elemente in
X’ und Y in Beispiel 41.

a P
Satz 44. Seien X — X' und X — Y gegeben. Sei die Relation a rechtseindeutig und linkseindeutig.
Es lisst sich wie folgt ein Pushout

X X’
@ @’
Y Y’
B

konstruieren.
Wir definieren A := Y\X¢ C Y und B := X'\ Xa C X'. Die Menge Y’ wird wie folgt definiert:

Y] (aX)p\ (X\aX")p
Y = Yiw(AtdB)

Die Relationen  und ¢’ werden wie folgt definiert:

@ = W, (Ly)) e X' XY :x € X, y; € Y], dx € X mit (x,x") € a A (x, y;) € ¢}
u{(b,(z,(z,b))) EX'XY :beBlCX XY

((/,(Ly)eYXY 1y €YU {(a,(z,(l,a))) EYXY :acACYXY

o~
i

Die Relation B ist nach Konstruktion linkseindeutig und rechtseindeutig.

Beweis. Seien X; := X, X] :=Xa C X', Y;:=Xp CY.EsistalsoY =Y;UA, wobeiY1NA =0
ist. Ferner ist X’ = X U B, wobei X] N B = () ist.
Sei

a1 = {(x1,x]) € X3 X X & (x1, %)) € a}

o a1
Da X — X’ rechtseindeutig und linkseindeutig ist, ist X; — X ebenfalls rechtseindeutig
und linkseindeutig. Da X’ = Xa ist, ist a; nach Konstruktion zudem rechtstotal.
Sei

@1 :=1{(x1,y1) € X1 X Y1 : (x1, 1) € ¢}

P
Da Y; = X ist, ist X; — Y7 nach Konstruktion rechtstotal.
Behauptung: Es ist

Y] = (@X)p\(X\aX') = (a1 X1\ (X \a1 X )
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Zunichst ist

aX = {xeX:3Ax € X' mit (x,x’) € a}
= {x e X:dx' € X| mit (x,x') € a}
= 0(1X1
Dann ist
(@XPp1 = (@XPp = (@X)e
(X1\06X1)§01 = (X1\04X1)(P = X\aX')p
Es folgt dann

Y] = (aX)p\(X\aX")p = (a1 X7)p1 \(X1\a1 X)) p1.

Dies zeigt die Behauptung.

Nach Satz 39 kénnen wir einen Pushout wie folgt wahlen:

[

X, ! X
P1 4
Y, Y/

B '

Die Menge Y, die geméfs Satz 39 konstruiert wird, ist in der Tat
Y] = (@1 X)De1\ (Xi\a1 X))@1

Die Relationen ; und ¢/ sind gemafs Satz 39 wie folgt definiert:

{(x},y7) € XT XY 0 dxg € Xy 2 (w1, X)) € aq A (X1, ;) € @1}
(W, y) eYi XYy, €Yyl

®1
B1

a P2
Wir betrachten nun die beiden Relationen 0 —2> B und ® — A. Nach Satz 42 konnen wir
einen Pushout wie folgt wahlen:

AWB
B2
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Es gilt fiir die Relationen:

a=0C0xB

P2 = PCOxXA

@, =1{(b,(2,b)): b€ B} CBx(AWB)

B2=1{@a,(1,a)):ae A} CAX(AWB)

Die disjunkte Vereinigung zweier Pushouts ergibt nach Satz 35 wieder einen Pushout. Wir
erhalten somit den folgenden Pushout:

a1 W as
Xi w0 ——— "2, X' @B

P19 @2 1Y@,

YiwA — Y W(AYB)
p1 ¥ B

Wir bilden die Isomorphismen:

E = {((Lx),x):xeX}C(Xjw0) x X

& o= {((4,x),x)) :x; € X[} U{((2,b),b) : b€ B} C (X] WB)x X’
n = {((Lwn)y):neYlu{(2a),a):acAlC (V1WA XY
n = idy C(Y]W(AWB)) XY’

Wir betrachten nun folgendes Diagramm:

X X’
X, w0 MY | xiyB ¢
@ ’ /’
P Y@,
P19 @y Y Y’
B
n n
Y, WA Y ¢ (AW B)
' p1 ¥ B2 !
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Zu zeigen ist nun, dass die Gleichungen

(1) &aa = (@Ya)a&
(2) nap = (BrYp)an
B) Sap = (p1Y@2)an
(4) &ap" = (prW@))ar
gelten.
Ist dies der Fall, dann ist auch
x—2% . x
¢ ¢’
Y Y’
p

ein Pushout.

Zu (1):
Es ist
naéaa = (L1A{((1,X),X)ZX€X})AC¥
= {(x,x):x € X}aa
= a
ta(g Wap)al’ bemma 21 a1al1al’
= ara(ua(l(@,x)),x) ¥ € XU (((2,b),b) : b € B))
= {(x1,x7) 1 x1 € Xy, x] € X7, (x1,x7) € ataf(x], x]) : x] € X}
= {(x,x]) : x € X, x] € Xa, (x, x7]) € a}
= {(x,x):xe X, x €X', (x,x')€a)
= a
und
aa = (LQA{((l,X),X)IXEX})AO(
= Dacy
= 0
La(anWan)al hemma 21 Mralral’
= Danal’
= 0

Daalsojaéaa =pna(@War)al’ und nadaa = pa(aWay)a &’ gelten, ist nach Lemma 23 (2)
Caa= (1 War)al'.
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Zu (2): Es ist

namap = (aa(l@ )y y € 1N UI(2,0),0) 1 a € A}))ap
= {wuy) iy e (i (L) e Y XYty e YU (s, (2,(1,0))) a € A))
= Ay e Yl (L) s yi € Yo yy € Y,y = i)
U {(a, (2, (1,a))) ta € A})
= A, Ly v eyl
La(BrWpr)an bemma 21 Biatan
= (0400 v e Yhau)ary
= (W, (Ly)) vy € Yihaidy
= AW, Qy)) v eYy)

und
panap = (2a({(@ ) y) v € Y1) U (2 a),0) s a € A}))ap
= {@a):ac AL, (L)) v € YHU((a,(2,(1,0)) acA))
= {@2,0Q,0):a€cA}
LzA(ﬁl V) ﬁz)AT]/ Lemga 2 ﬁzAleT]

(a,(2,(1,a))):a € Alaidy

({1, 0) s a € Afary)ary
{
{(a,(2,(1,a)) :a € A}

Daalsoyanaf =1a(f1Wph)an und nanaf = na(f1 W h)an gelten, ist nach Lemma 23 (2)
nap=(p1¥pa)an"

Zu (3): Es ist

L1A§A§0 = (LlA{((l,x),x)IXGX})AQD
= {(x,x) :x € X}ag
= %
L1A((P1U‘J(P2)A1] Leml:na21 (‘01AL1AT7

= ra(ua(l(@y) y) s y1 € V1) UL((2,0),0) s a € A)))
= {(x1, 1) € Xa X Y12 (x1,y1) € pha{(yr, y1) - y1 € Y}
= {(x1,v1) 1 x1 € X0, 11 € Y1, (x1,11) € @)

= lwy:xeXyeXp vy eopl

= %
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und

QAEA@

a(p1W@a)an

Lemma 21

(LzA{((l,X), X):x€ X})A(P
0A¢

0

P2alral)]

@AQAU

0

Daalsot1alap = t1a(p1Wer)anund naéa@ = 1ra(p1Ypy)an gelten, ist nach Lemma 23 (2)
Ea = (P1Y@2)an.

Zu (4): Es ist

L1AE'AQY

(a 1€, x9), %) 1 2 € X} U {((2,b),b) : b € B)))aq’
{(x},x7) 1 x] € Xi}A({(x’, Ly) e X' xY :dxeX: (x,x) €a(x,y)) € p}

U(h@AZM»:bem)
{(x},x7) - x] € Xa}A({(x’, (Ly)) e XaxY :dxe X: (x,x) €aA(x,y)) € ¢}

UK&QJZM»:bem)

{(x},(1,y}) € XaxY’":dx € Xmit (x,x]) € aund (x, y}) € ¢}
piatian

P1a(taidy)

Pian

{(x},y7) € XT X Y]t dxg € Xy 0 (%, X)) € a1 A (x1,Y)) € ¢1}
UMV

{(x},(1,y7) € Xa XY :dx € X mit (x,x]) € a und (x, y;) € ¢}
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und

A& aq’ (2a (1L x)), ) 1 ¥} € X} U {((2,b),b) : b € BY)) ag’

= {(bb):be B}A({(x', (L) € X'x Y’ : Jx € X mit (x,x') € a A (5, 1)) € )

Ul (2. b)) :be )
= {(b,b) : b € B}a{(x],(1,y)) € X] XY : dx € X mit (x,x]) € a A (x,y]) € ¢}
Uib (2@ b)):be B})
= {((22D)):beB)
La(p;W@)an Lemma 2l Qratpan)
= ({6, b)) :beBlas)aidy
= (((2@D)):beB)

Daalsota&’a@’ = na(pjWey)an'und na&’ a@’ = na(p;We;)an’ gelten,istnach Lemma 23 (2)
Sap = (g Wey)an'.

Es handelt sich somit bei dem Viereck

X X’
@ ¢’
Y Y’
p
um einen Pushout. a

Bemerkung 45. Wir betrachten die Pushoutkonstruktion aus Satz 44. Es gelten hierfiir die

folgenden Implikationen:

(1) @ linkseindeutig = ¢’ linkseindeutig
(2) @ rechtseindeutig = ¢’ rechtseindeutig
3) a rechtstotal = p rechtstotal

4) a linkstotal = p linksstotal

®) @ rechtstotal = ¢’ rechtstotal

(6) Aus @ linkstotal mussnicht ¢’ linkstotal folgen.

Beweis.

Zu (1): Seien y’ € Y und ¥/, ¥ € X’ mit (x’, '), (¥, y') € ¢’ gegeben. Zu zeigen ist dann, dass
X =¥ gilt.

Fall1: Seiy’ = (2,(2,b)) fureinb € B. Dannistx’ = b = ¥'.
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Fall 2: Sei y' = (1,y;) fiir ein y; € Y]. Dann ist (X', (1,v7)), (¥, (1,y7)) € ¢’. Nach der Kon-
struktion von ¢’ kdnnen wir dann x,¥ € X wiahlen mit (x,x’) € a,(x,y]) € ¢,(%, %) € «
und (%, ;) € ¢. Da ¢ linkseindeutig ist, folgt aus (x, y;), (¥, y;) € ¢, dass x = X ist. Da nun
(x,x"), (x, %) € a ist und & nach Voraussetzung rechtseindeutig ist, folgt x’ = x".

Zu (2): Seien ¥’ € X" und v/, 7 € Y’ mit (x',y'), (X', ¥') € ¢’ gegeben. Zu zeigen ist dann,
dass v’ = 7 gilt.

Fall 1: Sei x” € B = X"\ Xa. Wir schreiben b := x". Es wird v’ = (2,(2,0)) = ¥/'.

Fall 2: Sei x” ¢ B. Es wird v’ = (1,y;) fiir ein y; € Y], fiir welches wir ein x € X wihlen
kénnen mit (x,x’) € a und (x,y]) € ¢. Es wird §' = (1, #}) fiir ein §; € Y7, fiir welches wir
ein ¥ € X wihlen kénnen mit (%,x") € a und (%, 7;) € ¢. Da (x,x’) € a und (¥,x’) € @ und a
linkseindeutig ist, folgt x = X. Da (x, y;) € ¢ und (x, ;) = (%,7}) € ¢ und ¢ rechtseindeutig
ist, folgt y; = ;. Alsoist y’ = (1, y}) = (1, #;) = ;.

Zu (3): Sei y’ € Y'. Zu zeigen ist dann, dass i’ e YB gilt.

Da a rechtstotal ist, ist B = X"\Xa = @ und also Y' = Y| & (A W ().

Fall 1: Sei y" = (2,(1,a)) fiir ein a € A. Dann ist nach Kontruktion (g, (2, (1,4))) €  und also
(2,(1,a)) € YB.

Fall 2: Sei y* = (1,y;) fiir ein y; € Y’. Dann ist nach Konstruktion (v}, (1,y;)) € p und also
(1,y}) € YB.

Zu (4): Sei y € Y. Zu zeigen ist dann, dass y e BY’ gilt.

Fall 1: Sei y € A. Wir schreiben a := y € A. Esist (4, (2, (1,4a))) € p und damita € pY".

Fall 2: Sei y € Y\A. Wegen A = Y\Xgp ist also y € X¢. Wegen «a linkstotal ist X’ = X und
damit Y| = X¢. Wir schreiben /| := y € X¢. Es ist (y;, (1, y7)) € f und damit y; € Y.

Zu (5): Sei iy’ € Y'. Zu zeigen ist, dass dann y’ é X' ¢’ gilt.

Da ¢ rechtstotal ist, ist A = Y’"\X¢ = 0 und also Y’ = Y] & (0 & B).

Fall 1: Sei y' = (2,(2,b)) fir ein b € B. Dann ist (b, (2, (2, ))) € ¢’ nach Konstruktion und also
Yy =(2,2,b)eXq.

Fall 2: Sei y’ = (1,y)) fiir ein y; € Y]. Da y| € (aX’)@ ist, konnen wir ein x € aX’ wihlen
mit (x,y;) € ¢. Da x € aX’, kbnnen wir ein X’ € X’ wihlen mit (x,x’) € a. Also ist

&, y) =, (Ly)) e undalsoy = (1,y)) € X'¢'.

Zu (6): Ein Gegenbeispiel ist durch den Pushout bestehend aus den Mengen X = {1,2},
X =1{1,2},Y = {123}, Y ={2,272),(2,,3)} und den Relationen a = {(2,1)}, ¢ =
{(1,1),(1,2),(2,2)}, B =13, (2, (1,3}, ¢" ={(2,(2,(2,2)))} gegeben. Man beachte, dass Y| = 0.
Das Gegenbeispiel wird in folgendem Diagramm veranschaulicht:
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x@ . @X,

P
P
v’
Y
p

5.2 Pushout zweier rechtseindeutiger Relationen

a ¢
Satz 46. Seien X — X' und X — Y rechtseindeutig.
Wir bilden X' WY = {(1,x') : x’ € X'} U{(2,y) : y € Y}. Wir konnen auf X’ &Y eine Relation
definieren:
M ={1,x),Q2y):x¥eX,yeY,Axe Xmit(x,x')eaund(x,y) ep} SX' WY)X (X' WY)
Sei (~) C (X' WY) X (X" WY) die von (7) erzeugte Aquivalenzrelation auf X' & Y. Dann sei

Y :=(X'wY)/(~) ={[1,x]: ¥ eX}U{[2,y] : y € Y}

wobei [1,x'] die Aquivalenzklasse von (1,x") und [2,vy] die Aquivalenzklasse von (2,y) bezeichne.

Hiermit lisst sich die folgende Menge Y’ definieren:

Y = Y \ ({[1,x’] :x’ € X/, dx € Xmit (x,x) € aund xp = 0}

U{[2,y]: y € Y,Ax € Xmit (x,y) € @ und xa :(D})
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Wir betrachten nun folgendes Viereck:

X X’
@ @’
Y Y’

p

Hierbei sind die Relationen 5 und ¢’ wie folgt definiert:

p (v, 2,y):yeY, [2,yleY} < YXY
¢ = (&, [L¥]):¥eX, [L¥]eY} € X' XY

Die Relationen  und ¢’ sind nach Konstruktion rechtseindeutig.
Es gilt:
(1) Die Relation [(Z } : X" WY — Y’ ist rechtstotal und rechtseindeutig.

(2) Das betrachtete Viereck ist ein Pushout.

Beweis. Zu Aussage (1).
Es ist

H

Die zweite Gleichheit folgt aus der Definition von ¢” und .

({@x)y): X eX,yeY, &, y) MUl y.y):yeXy €Y, (v,y) €pl
{(@,x),[L,x]): 2 e X, [Ly]e YIUZ y), 2y :ye Y2yl €Y

Wir beginnen mit der Rechtseindeutigkeit von [q; }
Fall 1: Sei (1,x") e X’ W Y. Ist (1, ), y') € [(Z ], dann ist ¥’ = [1, x’] und liegt also fest.

Fall 2: Sei (2,y) e X’ & Y Ist ((2,y), V') € [(; ], dann ist ¥’ = [2, y] und liegt also fest.

Wir wollen nun noch zeigen, dass l(p ] rechtstotal ist.

Sei y’ € Y’ gegeben.
Fall 1: Sei y’ = [1,x’] die Aquivalenzklasse von (1,x’) € X’ @ Y fiir ein x’ € X’. Es ist dann
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(LX), y) = (L), [1,x]) € [“; ]
Fall 2: Sei y’ = [2, y] die Aquivalenzklasse von (2,y) € X’ WY fiirein y € Y. Es ist dann

@y, y) =@y 12y]) e [(Z ]

Insgesamt ist [(g } rechtseindeutig und rechtstotal.

Zu Aussage (2).

Zum kommutativen Viereck.

Die Kommutativitdt des Vierecks soll gezeigt werden. Es ist somit zu zeigen, dass aa ¢’ - Qap
gilt. Da die Situation symmetrisch ist, geniigt es, @ a ¢’ é @ ap zu zeigen.

Sei (x,y’) € aa@’. Dann konnen wir ein x” € X’ wihlen mit (x,x") € aund (x’,y’) € ¢’. Nach
Konstruktion von ¢’ ist y’ = [1,x’]. Da (x,x’) € @ und nach Voraussetzung [1,x'] € Y’ gilt,
muss nach der Definition von Y” gelten, dass x¢ # 0 ist. Somit konnen wir ein y € Y wihlen
mit (x,y) € @. Da (x,x’) € a und (x,y) € ¢, ist [2,y] = [1,x'] € Y. Esist nun (x,y) € ¢
und (y,[2,y]) € B. Es folgt, dass (x,[2,y]) € @ap ist. Wegen [1,x'] = [2,y] ist also auch
(x,y) =(x,[1,x']) € pap.

Zur universellen Eigenschaft des Pushouts.
Sei

X/

Z/

’

Y
ein kommutatives Viereck mit den Relationen Y — Z’und X’ — Z’.Esgiltalsopay = aay’.

o
Fiir die universelle Eigenschaft des Pushouts ist zu zeigen, dass genau eine Relation Y — Z’
so existiert, dass fac’ =y und ¢’ a0’ =1’ gilt; vgl. Definition 33.
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Gezeigt werden muss die Existenz und die Eindeutigkeit von ¢’.
Zur Existenz von o’.
W
y
Wir betrachten zunéchst die Relation X’ WY — Z’ mit

[lﬁj;] ={((1,x),2): (¥, 2') e ¥'} U{((2,¥),2') : (y,2") € y}; vgl. Definition 19.

Sei die Relation p: X’ WY — Y’ definiert durch

p={((Lx),[Lx]):x e XTU{(2 ), [2y]):yeY}

Es ist dabei [1, x] die Aquivalenzklasse von (1,x") und [2, y] die Aquivalenzklasse von (2, y)
beztiglich (~), und es ist Y =X WY)/(~).

Behauptung: Es gibt genau eine Relation Y’ 5 7’ mit pad’ = [1’0 ]
Y

Dabei ist

& = (ul,2): (,2) € ["”’]}
Y
7 ’ . / / lp/ ’/ . / ’ llb,
X120l fu@n):enel
([L¥]2): (¢, 2) € ¥ U2 91, 2) : (1, 2) € )
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Folgendes Diagramm veranschaulicht die Situation:

¢

Y/

Um diese Behauptung zu zeigen, wollen wir Lemma 28 anwenden. Seien (1, x'), (2, y) € X'WY
und ((1,x"), (2,y)) € (). Letzteres bedeutet, dass wir ein x € X wéhlen kénnen mit (x,x’) €

und (x, y) € . Um nun Lemma 28 anwenden zu konnen, muss (1, x’) [lp ] = 2,v) [¢ 1 gelten.
Y Y
Da die Situation symmetrisch ist, gentigt es, (1, x) lw ] c2,v) [l’b ] Zu zeigen.
Y Y

Sei((1,x),2') € [¢ ] Zu zeigenist, dass ((2,y), z) é [l’b ] gilt. Wir wissen bereits, dass (x,x’) € a
Y Y

’

ist, und aus der Definition von , dass (x’,z’) € Y’ ist. Somit ist (x,z") € aal)’ = @ay. Wir

konnen also ein 7 € Y wéhlen mit (x, ) € ¢ und (,z’) € y. Da ¢ rechtseindeutig ist, folgt aus
(x,7) € pund (x,y) € @, dass y = 7 ist. Somit ist (y,z") € y. Damit folgt gemaf der Definition

von [l’b }, dass ((2,v),2') € [‘P } ist. Dies zeigt die Behauptung.
4 4

Es ist Y’ C Y’. Wir kénnen die Relation

w:={(,y):y €YY XY
bilden. Wir betrachten die Relationen Y” i) Z'und Y’ Ly
Behauptung: Es gibt genau eine Relation Y’ L Z' mitwao’ =4

Folgendes Diagramm veranschaulicht die Situation:

Al

o

Y/ > 77

|5

Y/
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Um diese Behauptung zu zeigen, wollen wir Lemma 29 anwenden. Sei nun m € Y/\Y’. Um
Lemma 29 anwenden zu kénnen, muss md’ = 0 gelten.

Fall 1: Wir konnen ein x € X wahlen mit (x,x’) € @, xp = 0 und [1,x'] = m.

Fall 2: Wir konnen ein x € X wahlen mit (x, y) € ¢, xa = 0 und [2, y] = m.

Da die Situationen in Fall 1 und Fall 2 symmetrisch sind, geniigt es, Fall 1 zu betrachten.
Damit bleibt zu zeigen, dass [1, x"]6” 20 gilt. Da p rechtseindeutig ist, folgt (1, x")p = {[1, x’]}
und damit gilt:

[1,x’]6' — ((1’ x')p)UA’ Lemzrnaé (1’ x')(pAﬁ') — (1, x,) |:1;b/’]

’
Zu zeigenist nun, dass (1, x) [#} ] - (0 ist. Wobei wir bereits wissen, dass wir ein x € X wihlen
konnten mit (x,x’) € @ und x¢ = 0.

Wir nehmen an, dass es ein z’ € (1,x") [Hb ] gibt. Somit ist ((1,x"),z") € [¢ ] und damit folgt mit
Y Y

’
der Definition von [ ], dass (x',z') € ¢’ ist. Insgesamt ist nun (x,x") € a und (x’,z’) € .

Somit ist (x,z') € aayy’ = @ay. Wir kdnnen dann ein y € Y wihlen mit (x,y) € ¢ und
(y,z") € y. Somit ist aber y € xp, was ein Widerspruch zu x¢ = () ist.
Da nun also md’ = 0 gilt, ist Lemma 29 anwendbar. Somit existiert genau eine Relation

U,
Y — Z' mit wao’ = ¢’. Hiermit ist die Behauptung gezeigt.
Insgesamt ergibt sich die folgende Situation:

o

X
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Gezeigt werden muss nun, dass ¢’ a0’ = Y’ und fac’ = y gilt.
Behauptung: Es gelten:

(@ @ = nHapaw

(b) B LApA@

Aufgrund der Symmetrie gentigt es, (a) zu zeigen. Gleichung (b) folgt dann analog.

Zu C: Sei (x',[1,x']) € ¢'. Es ist also [1,x’] € Y’ nach der Definition von ¢’. Dann ist
(', (1,x)) €u, ((1,x),[1,x']) € pund ([1,x'],[1,x']) € w. Insgesamt ergibt sich damit, dass
(', [1,x']) € hapawist.

Zu2:Sei (x',y') € napaw. Esistx’t; = {(1,x")}. Es folgt (x’, (1,x’)) € 1 und ((1, %), ¥') € paw.
Aufgrund der Rechtseindeutigkeit von p ist (1,x")p = {[1, x']}. Alsoist ((1,x"),[1,x']) € p und
([1,x'], ') € w. Aus der Definition von w folgt damit, dass y’ = [1,x’] € Y’ gilt. Damit folgt
nach Definition von ¢’, dass (x', y’) = («/, [1,x']) € ¢’ ist.

Dies zeigt die Behauptung.

Mithilfe der Gleichheit (a) kann nun ¢" a0’ = ¢’ gezeigt werden.

ro @

QDAU

llApAC()AG/

= 11apad’

ybl
= 1A
)4
Lemga 22 ,

= ¢
Aufgrund der Symmetrie der Situation kann ¢’ = y mit (b) analog gezeigt werden.

Zur Eindeutigkeit von o’.

’ ’

o o
Es seien die Relationen Y — Z’ und Y/ — Z’ mit

pac’ = y = Pacd
pac’ = Y =@

gegeben.
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Es folgt
[Z} Ao Lemm§24 2 | a0

Lemma 24 (2) —(P

Da [(Z ] nach (1) rechtseindeutig und rechtstotal ist, folgt mit Lemma 14, dass 0’ = §” ist. O

Beispiel 47. In diesem Beispiel soll die Pushoutkonstruktion gemafs Satz 46 bei folgendem
Diagramm

X/

veranschaulicht werden, in welchem fiir « und ¢ rechtseindeutige Relationen gewéahlt wer-
den.

Seien X = {1,2,3,4,5}, X’ = {1,2,3,4} und Y = {1,2,3} Mengen, sowie a = {(1,1),(2,2),
(4,3),(5,3)) € Xx X und ¢ = {(1,1),(2,2),(3,2)} € X X Y Relationen. Es sind @ und ¢
rechtseindeutig. Zunichst werden Aquivalenzklassen gebildet, aus welchen sich im wei-
teren Verlauf der Pushoutskonstruktion die Menge Y’ entwickelt. Die Menge Y’ ergidnzt
gemeinsam mit den Relationen f C Y X Y" und ¢’ C X’ X Y’ das obige Eck zu einem Pushout.
Bildlich gesprochen werden Elemente aus X’ und Y der selben Aquivalenzklasse zugeord-
net, wenn sie iiber ein Element in X miteinander verbunden sind. Elemente der gleichen
Aquivalenzklasse sind im Diagramm farblich zusammengefasst. Es verbindet § jedes Ele-
ment von Y mit seiner Aquivalenzklasse in Y’. Es verbindet ¢ jedes Element von X’ mit
seiner Aquivalenzklasse in Y".
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a
X : X/
3
— 4
(p ~/
T
Y 1,2]:
| [1,3] ’
A [1,4] !
~, E— — [2,2
: —=T,3]

Die rot markierten Elemente in der Menge X liegen nur im Urbild einer der beiden Relationen
aund ¢. Aquivalenzklassen, welche veranschaulicht gesprochen mit diesen Elementen ver-
bunden sind, werden fiir die Konstruktion des Pushouts herausgenommen. Im Diagramm
sind dies die Aquivalenzklassen [1,2],[2,2] und [1,3]. Auch die entsprechenden Elemen-
te in f und ¢, also diejenigen, welche als zweiten Eintrag eine der herausgenommenen
Aquivalenzklassen aufweisen, werden fiir die Konstruktion des Pushouts entfernt. Im obi-
gen Diagramm sind dies die roten Linien und die rot-schwarz gestrichelten Linien von /3
und ¢’. Durch das Herausnehmen jener Elemente werden die Menge Y’ und die Relationen
p und ¢’ erhalten.

Unter Berticksichtigung der beschriebene Schritte ergibt sich somit der im folgenden darge-

stellte Pushout, wobei jede Aquivalenzklasse eine Nummer zugewiesen bekommen hat.
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Bemerkung 48. Wir betrachten die Pushoutkonstruktion aus Satz 46. Es gelten hierfiir die
folgenden Implikationen:

(1)  a rechtstotal = p rechtstotal

(2) @ rechtstotal = ¢’ rechtstotal

(3) a linkseindeutig = p linkseindeutig
(4) @ linkseindeutig = ¢’ linkseindeutig
(5) Aus alinkstotal muss nicht f linkstotal folgen.
(6) Aus @ linkstotal muss nicht ¢’ linkstotal folgen.

Beweis.

Zu (1): Sei y' € Y’ gegeben. Gesucht ist ein y € Y mit [2,y] 3 y'. Es soll somit (y,y’) =
(v,[2,y]) € B gelten.

Fall1:Seiy’ = [2, ] fiirein j € Y. Dannist i € Y das gesuchte Element, und esist (¥, [2, 7]) € B.
Fall 2: Sei y’ = [1,x’] fiir ein x” € X". Fiir das gesuchte Element y € Y muss nun [2, y] = [1,x]
gelten. Nach der Konstruktion von Y’ wissen wir,dass iy’ ¢ {[1,x'] : ' € X', dx € Xmit (x,x) €
aund x¢ = 0} ist. Es gibt somit kein x € X mit (x,x’) € a und x¢ = 0. Fiir jedes x € aX’ ist
also x¢ # 0. Da a nach Voraussetzung rechtstotal ist, konnen wir ein x € ax” wihlen. Da
x@ # 0, kdnnen wir zudem ein y € x¢p wihlen. Es ist somit (x, x) € a und (x, y) € . Nach der
Definition von (") ist dann ((1,x’), (2, y)) € (") und damit [1,x’] = [2, y]. Das gewdhlte y € Y
ist damit das gesuchte Element.

Zu (2): Aufgrund der Symmetrie der Situation ergibt sich (2) analog zu (1).

Zu (3): Die Relation « ist nach Voraussetzung rechtseindeutig und linkseindeutig. Es kann

nun auch die Pushoutkonstruktion gemaf} Satz 44 angewendet werden. Diese liefert bis auf
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Isomorphie denselben Pushout wie den betrachteten und gemafs dieser Pushoutkonstrukti-
on ist g linkseindeutig; vgl. Satz 44.

Zu (4): Aufgrund der Symmetrie der Situation ergibt sich (4) analog zu (3).

Zu (5): Ein Gegenbeispiel ist durch den Pushout bestehend aus den Mengen X = (1,2, 3},
X" =11,2},Y ={1,2}, Y = {1} und den Relationen a = {(1,1),(2,2),(3,2)}, ¢ = {(1,1),(2,2)},
B =1{1,1)}, ¢ = {(1,1)} gegeben. Das Gegenbeispiel wird in folgendem Diagramm veran-
schaulicht:

Zu (6): Aufgrund der Symmetrie der Situation ergibt sich (6) analog zu (5). O
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5.3 Ubersicht der méglichen und unméglichen Pushoutkonstruktionen
Bemerkung 49. Sei folgendes Diagramm von Mengen und Relationen gegeben.

X o

X/

(1) Falls a linkseindeutig und rechtseindeutig ist, dann existiert eine Vervollstindigung zu
einem Pushout gemaf3 Satz 44.

(2) Falls @ und ¢ rechtseindeutig sind, dann existiert eine Vervollstaindigung zu einem
Pushout geméf Satz 46.

(3) Es gibt ein solches Diagramm mit a linkstotal, rechtstotal und linkseindeutig und ¢
linkstotal, rechtstotal und linkseindeutig, welches keine Vervollstindigung zu einem Push-
out besitzt; vgl. Satz 37 (1).

(4) Es gibt ein solches Diagramm mit a linkstotal, rechtstotal und rechtseindeutig und ¢

linkstotal, rechtstotal und linkseindeutig, welches keine Vervollstindigung zu einem Push-
out besitzt; vgl. Satz 37 (2).
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Bemerkung 50. Der Eigenschaftsvektor zu den Eigenschaften

linkstotal
rechtstotal
linkseindeutig

rechtseindeutig

zeige an, ob die betrachtete Relation die jeweilige Eigenschaft besitzen soll. Wird die Ei-
genschaft gefordert, so enthélt der Vektor an entsprechender Stelle die Ziffer 1. Wir die
Eigenschaft nicht gefordert, so enthélt der Vektor an entsprechender Stelle die Ziffer 0. So
gibt beispielsweise der Vektor

_ O -

1

an, dass die Eigenschaften linkstotal, linkseindeutig und rechtseindeutig gefordert werden,

die Eigenschaft rechtstotal jedoch nicht gefordert wird.

Bemerkung 51. Sei folgendes Diagramm von Mengen und Relationen gegeben.

X o

X/

Beziiglich der Voraussetzungen linkstotal, rechtstotal, linkseindeutig und rechtseindeutig an
die Relationen @ und ¢ sind mit Satz 44 und Satz 46 alle Félle, in welchen eine Pushoutkon-
struktion moglich ist abgedeckt. Mit Satz 37 sind alle Félle, in welchen es ein Gegenbeispiel
tiir die Existenz eines Pushouts gibt, abgedeckt. Die nachfolgende Tabelle bestatigt diese Aus-

sage. Bei ihrer Erstellung wurde die Spiegelsymmetrie des Pushoutbegriffs berticksichtigt.
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Legende:

« Es existiert ein Gegenbeispiel zur Existenz eines Pushouts; vgl. Satz 37 (1).
« Es existiert ein Gegenbeispiel zur Existenz eines Pushouts; vgl. Satz 37 (2).
« Es existiert stets eine Pushoutkonstruktion; vgl. Satz 44.
o Es existiert stets eine Pushoutkonstruktion; vgl. Satz 46.
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% a
Bemerkung 52. Sei X — Y eine Relation. Wir betrachten die leeren Relationen X — 0,

’

¢
Y — @ und @ — 0. Es ist a rechtseindeutig, linkseindeutig und rechtstotal.

¢
Ob X — Y rechtstotal ist, kann wie folgt charakterisiert werden.

X a

[ ro. .
Die Relation X — Y ist rechtstotal. Nt 14 ¢ ist ein Pushout.

Beweis. Da a rechtseindeutig und linkseindeutig ist, ldsst sich nach Satz 44 ein Pushout zu

X o

konstruieren. Die Konstruktion erfolgt dabei wie folgt:
Sei X’ := (0. Wir definieren A := Y\X¢ C Y und B := X'\Xa C X'. Die Menge Y’ wird wie
folgt definiert:
Y
Y’

(@X)p\ (X\aX")p
Y w(AwB)

Da X’ =, ist B = (). Ferner ist deswegen aX’ = () und damit Y] = (. Somitist Y’ = 0 & (A ().
Esist Y’ = 0 genau dann, wenn A = () ist, das heifst, wenn X¢ = Y und damit ¢ rechtstotal
ist. O
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6 Pullback - Definition und Konstruktionen

Definition 53. Ein kommutatives Viereck der Form

Xt x
ol () e
Yoy

heifdt Pullback, falls es fiir jedes kommutative Viereck

x—% x
P Q 4
Yo7

genau eine Relation 0’: Z" — Y’ gibt mit
o'af=yundo’ap’ =1’

Es ergibt sich damit folgendes Diagramm:

[44
X X’
O
ybl
Y Y’
p
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Bemerkung 54. Indem die Relationen durch ihre dualen Relationen ersetzt werden, wird

aus einem Pushout ein Pullback erhalten und umgekehrt.
Satz 55. Sei folgendes Diagramm aus Mengen und Relationen gegeben.

X o

XI

(1) Falls a linkseindeutig und rechtseindeutig ist, dann existiert eine Vervollstindigung zu

einem Pullback.

X/

Y/

(2) Falls & und ¢ linkseindeutig sind, dann existiert eine Vervollstindigung zu einem Pull-
back.

X/

Y/

(3) Es gibt ein solches Diagramm mit a linkstotal, rechtstotal und rechtseindeutig und ¢
linkstotal, rechtstotal und rechtseindeutig, welches keine Vervollstandigung zu einem Pull-
back besitzt.

(4) Es gibt ein solches Diagramm mit a linkstotal, rechtstotal und linkseindeutig und ¢

linkstotal, rechtstotal und rechtseindeutig, welches keine Vervollstindigung zu einem Pull-
back besitzt.
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Beweis.
Zu (1). Wir betrachten das folgende Diagramm.

aCP
X

XI

PP

Es ist a°P linkseindeutig und rechtseindeutig; vgl. Lemma 10 (1, 2). Wir konnen also einen

Pushout der folgenden Form wihlen.

a°P
X

Xl

P°P P

Y/

0

Dualisieren ergibt nach Bemerkung 54 den folgenden Pullback.

X o

X/

¢ @' °F

o Y’
p*

Wir kénnen dann f := f° und ¢’ := ¢’ °® wihlen.
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Zu (2). Wir betrachten das folgende Diagramm.

a°P
X

X/

PP

Es sind a°f und ¢°P rechtseindeutig; vgl. Lemma 10 (2). Wir kénnen also einen Pushout der

folgenden Form wiahlen.

op
x4 X'
PP o4
Y § %
p

Dualisieren ergibt nach Bemerkung 54 den folgenden Pullback.

a

X X’

¢ @ P

~ Y’
pr

Wir kénnen dann f := ° und ¢’ := ¢’ °P wihlen.
Zu (3). Dies folgt durch Dualisieren aus Satz 37 (1).

Zu (4). Dies folgt durch Dualisieren aus Satz 37 (2). O
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7 Der Graph einer Relation

a
Seien X, Y Mengen und X — Y eine Relation.

Definition 56. Wir definieren die Menge

Io=a={(xyvy):(xy)€al

als den Graph von a. Es ist T, ein Objekt in der Kategorie der Relationen.
Das Symbol T, steht somit fiir diese Menge als Objekt und das Symbol « fiir diese Menge
als Relation.

Definition 57. Sei X — Y eine Relation und I', der Graph von a. Wir haben die Relationen

{(x,(x, ) : (x,y) €a} S X xT,
{((, ), y): (x,y)€a} CT, XY

i

Die Relation & heift der erste Faktor von a.. Es ist & rechtstotal und linkseindeutig. Die Relation

d heifdt der zweite Faktor von «a. Es ist & linkstotal und rechtseindeutig.

o
X—Y

N A

Ly

Satz 58. Es gilt &adt = a. Wir haben also eine Faktorisierung von « in seinen ersten Faktor & und

seinen zweiten Faktor &, genannt Faktorisierung von «a {iber seinen Graphen.

Beweis. Zu zeigen ist, dass & ad Za gilt.

Zu C: Sei (x,y) € @ad. Dann konnen wir ein (u,v) € I'; wahlen mit (x, (1,v)) € & und
((u,v),y) € a. Aus Ersterem folgt nach Definition, dass u# = x ist, und aus Letzterem, dass
v = yist. Damit ist (x, y) = (u,0) € T, = a.

Zu 2: Sei (x,y) € a. Nach Konstruktion von & und & ist dann (x, (x, v)) € & und ((x, y), y) € d.
Insgesamt gilt somit (x, y) € dad. m|

Beispiel 59. Seien X ={1,2,3,4}und Y ={1,2,3,4}.
Wir betrachten die Relation a = {(1, 2), (1, 3),(2,3),(4,3),(4,4)} C X X Y.
Die Relation

a=1{(1,(1,2),(1,(1,3)),(223)),(4,(4,3),4 44))

ist dann der erste Faktor und die Relation
a=1{((1,2),2),((1,3),3),((2,3),3),((4,3),3), ((4,4), )}
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ist der zweite Faktor. Es ergibt sich folgendes Schaubild:

(1,2)(1,3)(2,3)(4,3) (4,4)
L

Anhand der Farben ist auch die Kommutativitidt des Dreiecks erkennbar: Es gilt @ = d@ad.
Ferner erkennen wir: & ist rechtstotal und linkseindeutig und & ist linkstotal und rechtsein-
deutig.

Satz 60. Wir betrachten die Faktorisierung von a iiber seinen Graphen, o = & adi. Des Weiteren sei

p Y
Z eine Menge und es seien Relationen X — Z, Z — Y mit Bay = a gegeben. Die Relation f3 sei
zudem rechtstotal und linkseindeutig, und die Relation y sei linkstotal und rechtseindeutig.

Es gibt dann genau eine Relation I, — Z mit

1) & a o =8
2 o a vy o
B B a 0P = &
4) o &« a =y

Es erqibt sich folgendes Diagramm:
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Beweis. Gezeigt werden muss die Existenz und Eindeutigkeit von o.
Zur Existenz von o.
Sei
o:=1{((x,y),2): (x,y) e, und z € Zmit (x,z) € B,(z,y) €y} STy X Z.

(1) Zu zeigen ist, dass dao = p gilt.

Zu C: Sei (x,z) € @ao. Dann konnen wir ein (u,v) € I', wahlen mit (x,(u,v)) € & und
((u,v),z) € 0. Aus Ersterem folgt, dass x = u ist. Aus Letzterem folgt, dass (1,z) € B ist.
Insgesamt folgt somit (x,z) = (u,z) € B.

Zu 2: Sei (x,z) € B. Da y linkstotal ist, konnen wir fiir dieses z € Z ein y € Y so wihlen,
dass (z,y) € y gilt. Esist (x,y) € fay = a. Damit ist ((x, y),z) € o. Ferner ist (x, (x,y)) € a.
Insgesamt ist somit (x,z) € @ao.

(2) Zu zeigen ist, dass oay =4 gilt.

Zu C: Sei ((x, ), §) € oay. Wir konnen ein z € Z wihlen mit ((x, y),z) € o und (z, ) € y. Aus
((x,y),z) € o folgt, dass (x,y) € a, (x,z) € pund (z,y) € y ist. Da y rechtseindeutig ist und
sowohl (z,y) € y als auch (z, ) € y gilt, ist y = . Aus der Definition von & wissen wir, dass
((x,v), y) € @ ist. Somit folgt ((x, ), 7) = ((x, y), y) € a.

Zu 2: Sei ((x,y),y) € d&. Nach der Definition von & ist dann (x,y) € a. Es ist nun (x,y) €
a = Bay. Somit kdnnen wir ein z € Z wéahlen mit (x,z) € f und (z,y) € y. Damit ist dann
((x,v),z) €0.Da ((x,y),z) € cund (z,y) € y ist, folgt ((x, y), y) € oay.

(3) Zu zeigen ist, dass fac°P = d gilt.

Zu C: Sei (%, (x,y)) € faoc°P. Dann kdnnen wir ein z € Z wihlen mit (%,z) € f und (z, (x, y)) €
0. Da (z, (x,y)) € 0P ist, gilt (x,y) € , (x,2z) € pund (z,y) € y. Da  linkseindeutig ist und
sowohl (¥, z) € B als auch (x, z) € § ist, folgt x = %. Nach der Definition von & ist (x, (x,v)) € &
und damit (%, (x, v)) = (x, (x, y)) € a.

Zu 2: Sei (x,(x,y)) € d. Nach der Definition von & ist dann (x,y) € a. Es gilt (x,y) € a =
pay. Wir konnen also ein z € Z wahlen mit (x,z) € p und (z,y) € y. Hieraus folgt, dass
(z,(x,y)) € 0P ist. Da nun (x,z) € p und (z,(x,y)) € o°P ist, ergibt sich insgesamt, dass
(x,(x, 1)) € Bac®P ist.

(4) Zu zeigen ist, dass 0P a dt . y gilt.

Zu C: Sei (z,y) € 0°®ad. Dann konnen wir ein (4,v) € I'y, wahlen mit (z, (u,v)) € 0°° und
((u,v),y) € & Aus (z, (4, v)) € 0°P folgt, dass (u,z) € pund (z,v) € yist. Aus ((4,v), y) € i folgt,
dass v = y ist. Somit ergibt sich insgesamt, dass (z, y) = (z,v) € y ist.

Zu 2: Sei (z,y) € y. Da p rechtstotal ist, konnen wir zu z € Z ein u € X wihlen mit (1, z) € B.
Da (4,z) € pund (z,y) € y,ist (u,y) € fay = a. Mit (1, y) € a folgt, dass ((u, y), y) € d gilt. Da
(u,y) € a, (u,z) € pund (z,y) € y ist, folgt, dass (z, (u, y)) € o°F ist. Wegen (z, (1, y)) € o°F und
((u,y),y) € dist(z,y) € c°Pad.
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Zur Eindeutigkeit von o.
o
Wir betrachten die im Existenzbeweis konstruierte RelationT', — Z.

o
SeiI', — Z eine Relation mit

1) a a 6 =8
2) 6 a y = da
B) B a 0P = 4
4) 6°° » a =y

Zu zeigen ist dann, dass & 20 gilt.

Zu C: Sei ((x,v),z) € 6. Esist (x,y) € I,. Da y linkstotal ist, konnen wir ein § € Y wahlen
mit (z, ) € y. Damit ist ((x,y), ) € Gay 2 4. Aus der Definition von folgt, dass y = j ist.
Damit ist (z, y) = (z, ) € y. Da 8 rechtstotal ist, konnen wir ein ¥ € X wahlen mit (¥,z) € .
Da (%,z) € pund (z, (x, y)) € 6°P ist, folgt, dass (%, (x,y)) € faG°P Y 4 ist. Aus der Definition
von & folgt dann, dass x = ¥ ist. Somit ergibt sich (x,z) = (%,z) € p. Wegen (x, y) € ', (x,2) € B
und (z, y) € y folgt, dass ((x, y),z) € o ist.

Zu 2: Sei ((x,y),z) € 0. Wir wissen dann, dass (x,z) € 5, (z,y) € y und (x, y) € a gilt. Wegen
(x,z) € Q4.5 kénnen wir ein (u,v) € I', wahlen mit (x, (#,v)) € @ und ((u,v),z) € 5. Aus
(x,(u,v)) € a& folgt, dass x = u ist. Somit ist ((x,v),z) = ((4,0),z) € 6. Esist ((x,v),z) €  und
(z,y) € y und damit ((x,v),y) € Gay 2 . Aus der Definition von & folgt dann, dass v = v ist.
Insgesamt ist hiermit dann ((x, y), z) = ((x,v), z) € 6. O

Bemerkung 61. Fiir den Beweis der Eindeutigkeit in Satz 60 wurden nur die ersten drei der
folgenden vier Voraussetzungen an die Relation o benétigt:

1) a a o =8

2 o & y = a

B) B a 0% = 4

(4) o a2 a =y

Somit ist die Voraussetzung (4) redundant. Aus Symmetriegriinden wurden jedoch alle vier
Voraussetzungen gefordert.

k4
Bemerkung 62. Sei U — V eine Relation. Die Relation 1) ist genau dann rechtseindeutig
und rechtstotal, wenn ¢°P s ¢ = idy gilt.

L4
Beweis. Zu ”"="": Sei 1) rechtseindeutig und rechtstotal. Zu zeigen ist, dass dann fiir U — V
die Gleichung 1)°P a1y = idy gilt.

Zu C: Sei (v, ) € P°Payp. Dann kdnnen wir ein u € U wihlen mit (v, u) € y°P und
(u,?) € Y. Damit ist (1, v) € Y und (u, 9) € 1. Da ¢ rechtseindeutig ist, folgt v = 3.
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Esist also (v, ) = (v, v) € idy.
Zu 2: Seiv € V. Es ist (v,0) € idy. Zu zeigen ist, dass (v,v) € Y°Pa1) ist. Da ¢
rechtstotal ist, konnen wir ein u € U wiahlen mit (1, v) € ¢. Es ist dann (v, u) € ¢°P.

Insgesamt gilt dann (v, v) € PP ayp.
Zu”&": Sei PP ayp = idy.

Zu ¢ rechtstotal: Sei v € V. Zu zeigen ist dann, dass v e Uy gilt. Es ist (v,0) €
idy = Y°Pap. Wir kdnnen dann ein u € U wihlen mit (v, u) € ¥°° und (u,v) € .
Aus Letzterem folgt, dass v € Uy ist.
Zu ¢ rechtseindeutig: Sei u € U und seien v, € V mit (4,0),(u,9) € Y. Zu
zeigen ist dann, dass v = 5 gilt. Es ist (v,u) € Y°? und (u,9) € 1. Damit ist
(v,0) € Y°P a1 = idy. Somit gilt v = 7.

O

¢
Bemerkung 63. Sei X — Y eine Relation. Wir betrachten die Faktorisierung von ¢ iiber seinen
Graphen T, mit dem ersten Faktor ¢ und dem zweiten Faktor ¢; vgl. Definition 57.
%

X—Y

N

Ty

Es gilt: Die Relation ¢ ist genau dann rechtseindeutig, wenn ¢ rechtseindeutig und rechtstotal ist.

Mit Bemerkung 62 ergibt sich folgende Charakterisierung fiir die Rechtseindeutigkeit der Relati-

¢
omX —Y:
( ist rechtseindeutiy & @Pa@ =idr,

Beweis. Es gilt nach Definition, dass ¢ = {(x, (x,v)) : (x,y) € ¢} € X X T, ist.

Zu ”=": Die Relation ¢ ist nach Konstruktion rechtstotal. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ rechts-
eindeutig ist. Seien (x, (x,y)), (x,(x, 7)) € ¢. Es ist zu zeigen, dass dann (x, y) = (x, 77) ist.
Nach Definition von ¢ sind (x, y), (x, #/) € ¢. Da ¢ rechtseindeutig ist, ist y = 7 und damit
(5,9) = (x,9) |

Zu”«<": Seien (x,y), (x, ) € ¢. Zu zeigen ist, dass y = 7 gilt. Es sind (x, (x, v)), (x, (x, ) € ¢.
Da ¢ rechtseindeutig ist, ist (x, ) = (x, ) und damit y = . m|
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8 Anhang

Anhang 1. Mengen werden in Magma mit Mengenklammern definiert. Beispielsweise konnte
folgendes gewdhlt werden:

M :={1,2,3};
N := {1,2,3,4};

Der folgende Code gibt in Magma alle Relationen &« € MXN aus:

AllRelations := function(M,N);

C:={<myn> : m in M, n in N};
F := Subsets(Q);

U := SetToSequence(F);
Relations := [];

for number in [1..#Subsets(C)] do

Relations:= Append(Relations,<M,U[number],N>);
end for;
return Relations;

end function;

Die Funktion kann wie folgt aufgerufen werden:

AllRelations(M,N);

Anhang 2. Relationen werden in Magma wie folgt angegeben:

alpha := <{1}, {«1,1>,<1,2>},{1,2}>;
beta := <{1,2}, {<1,2>,<2,1>,<2,3>},{1,2,3}>;

Der erste Eintrag des Tupels, bei a die Menge {1}, steht fiir die Startmenge der Relation. Der
zweite Eintrag des Tupels, bei a die Menge {<1, 1>,<1, 2>}, gibt die Elemente der Relation
an. Der dritte Eintrag des Tupels, bei a die Menge {1, 2}, steht fiir die Zielmenge der Relation.

Anhang 3. Der folgende Magma-Code gibt das Kompositum zweier Relationen aus. Die

beiden Relationen werden der Funktion {ibergeben.

compose := function(alpha, beta) // Zielmenge von alpha soll gleich der
// Startmenge von beta sein
if alpha[3] ne beta[l] then



return "error";
end if;
M := alpha[l];
N := alpha[3]; // = betal[l];
P := beta[3];
alpha_rel := alpha[2];
beta_rel := betal[2];
garma_rel := {<m,p> : min M, p in P | #{n : n in N | <m,n> in alpha_rel

and <n,p> in beta_rel} ne 0};
return <M,gamma_rel,P>;

end function;

Die Funktion kann wie folgt aufgerufen werden:

compose (alpha,beta);

Anhang 4. Es seien zwei Relationen « € X X X’ und ¢ € X X Y mit gleicher Startmenge
gegeben. Werden zusétzlich die Menge Z sowie Relationen y C Y XZ und ¢ C Y X Z
gegeben, so bilden diese mit den Mengen X, X’, Y und den Relationen a, ¢ ein Viereck.

Mithilfe des folgenden Codes kann in Magma fiir gegebene Relationen a und ¢ sowie eine
Menge Z, die Menge aller Relationen 1), y ausgegeben werden, unter welchen das gebildete

Viereck kommutiert.

KV := function(alpha,phi,Z) // alpha und phi sollten dieselbe Startmenge haben
X := alpha[l]; // es sollte auch X = phi[l] sein

XS := alpha[3];

Y := phi[3];

Rel_XS_Z := AllRelations(XS,Z);

Rel_ Y 7Z := AllRelations(Y,Z);

return {<psi,gamma> : psi in Rel _XS_Z, gamma in Rel _Y_Z |

compose(alpha,psi) eq compose(phi,gamma)};

end function;

Die Anzahl der moglichen kommutativen Vervollstindigungen kann wie folgt bestimmt
werden, wobei alpha und phi als Relationen (vgl. Anhang 2) und Z als Menge (vgl. Anhang 1)

zuvor definiert werden :
#KV(alpha,phi,Z);

Die beiden folgenden Beispiele dienen zum einen als Veranschaulichung zur Verwendung
der KV-Funktion, reprasentieren aber auch ein Gegenbeispiel zur Konstruktion eines Pu-

shouts.



Anhang 4a. Gegenbeispiel zur Existenz eines Pushouts im Falle, dass « € XXX’ und ¢ € XXY
linkstotal, rechtstotal und linkseindeutig sind.

alpha := <{1,2},{<1,3>,<2,1>,<2,2>},{1,2,3}>;

phi := <{1,2},{<1,1>,<1,2>,<2,3>,<2,4>},{1,2,3,4}>;
Z:= {1};

#KV(alpha,phi,Z);

Magma liefert fiir
#KV(alpha,phi,Z);

die Zahl 40.

Anhang 4b. Gegenbeispiel zur Existenz eines Pushouts im Falle, dass & C X x X’ linkstotal,
rechtstotal und rechtseindeutig ist und ¢ C X X Y linkstotal, rechtstotal und linkseindeutig
ist.

alpha := <{1,2,3},{<1,1>,<2,1>,<3,2>},{1,2}>;

phi := <{1,2,3},{<1,1>,<1,2>,<2,3>,<2,4>,<3,5>},{1,2,3,4,5}>;
Z:= {1};

#KV(alpha,phi,Z);

Magma liefert fiir
#KV(alpha,phi,Z);

die Zahl 20.

Anhang 5. Mithilfe des folgenden Codes kann in Magma tiiberpriift werden, ob eine betrach-
teten Zahl eine Zweierpotenz ist.

PowerOfTwo := function(z) // z: ganze Zahl >= 0
if z eq 0 then

return false;

end if;
fac := Factorisation(z);
primes := {x[1] : x in fac};

if #(primes diff {2}) ge 1 then
return false;

else

return true;

end if;

end function;



Beispiel:

PowerOfTwo(8);

Anhang 6. Es seien zwei Relationen a« € X X X"’ und ¢ C X X Y mit gleicher Startmenge
gegeben. Fiir deren Eingabe in Magma, vgl. Anhang 2. Zu diesen gegebenen Relationen und
den gegebenen Mengen kann ein moglicher Pushoutkandidat (X, X’, Y, Y’) mit dem weiter
unten aufgefithrten Magma-Code erstellt werden. Zu untersuchen ist dann die folgende
Situation:

Es kann deshalb nur von einem mdglichen Pushoutkandidaten gesprochen werden, da zur
Uberpriifung der Pushouteigenschaften zum jeweils betrachteten kommutativen Viereck

o

X X'

Y/

nur Mengen Z’ betrachtet wurden, deren Kardinalitét kleiner oder gleich vier betrug. Dies ist
ein Kompromiss, welcher aufgrund von begrenzten Rechenkapazititen eingegangen werden
musste. Der Magma-Code gibt ein Tupel aus, welches bezogen auf das obige Schaubild die
Relationen «, ¢, p und ¢’ in dieser Reihenfolge mit deren Start- und Zielmengen enthilt; vgl.
Anhang 2. Im folgenden ist der Magma-Code aufgefiihrt:

Pushout_bauen := function(alpha,phi) // Startobjekt von alpha und von

// phi sollte iUibereinstimmen



two_power := #KV(alpha,phi, {1});
if not PowerOfTwo(two_power) then
print "Kein Pushout, da keine Potenz von 2.";
return 0;
end if;
two_exp := Valuation(two_power,2);
Y := {j : j in [1..two_exp]l}; // Pushout-Kandidaten haben hier Kard. |Y| = two_exp
candidate_pairs := KV(alpha,phi,Y);
for pair in candidate_pairs do
alphap := pair[2]; // alpha prime, parallel zu alpha
phip := pair[1]; // phi prime, parallel zu phi

bijective := true;

for z in [1..4] do

// |Z| = 0 kann iibersprungen werden, da hier der Test erfolgreich sein muss
// Aufgrund der Rechenkapazitat wird nur bis maximal |Z| = 4 getestet

// Beim Vorliegen von besseren Rechenkapazitdten kann dieser Wert hier
// angepasst werden
Z :={j : jin [1..z]1}; // Testmenge
KV_akt := KV(alpha,phi,Z);
mapping := {<delta,<compose(phip,delta),compose(alphap,delta)>> : delta
in AllRelations(Y,Z)}; // ist jedenfalls linkstotal und rechtseindeutig
for x in KV_akt do
if not #{t[1] : t in mapping | t[2] eq x} eq 1 then
bijective := false;
break z;
end if;
end for; // x
end for; // z
if bijective then // dann hat er jedenfalls den Pushout-Test fiir Z mit
//1Z] <= 4 iberstanden - das ist kein
// vollstandiger, sicherer Test !
print "Vorgeschlagener Pushout-Kandidat:";
return <alpha,phi,alphap,phip>; // der Pushout
end if;
end for; // pair
print "Nach Suche festgestellt: Hier gibt es doch keinen Pushout, obwohl
der Zweier-Potenz-Test noch funktioniert hat.";
return 0;

end function;



Im Folgenden ist eine Beispieleingabe aufgefiihrt:

phi := <{1,2},{<1,2>,<1,3>,<2,1>,<2,2>},{1,2,3}>;
alpha := <{1,2},{<1,1>},{1,2}>;
Pushout_bauen(alpha,phi);

Der Magma-Code gibt hierzu Folgendes aus:

Vorgeschlagener Pushout-Kandidat:
<{1, 2%}, {<1, 1>} {1, 2 }>, <{1, 2 3}, { <1, 2>, <1, 3>, <2, 1>, <2, 2> },
{1, 2,3, <{1, 2,33} {<3,2>1} {1, 23, <{1, 27} {<1, 2>, <2, 1>},
{1, 2 }>
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