Kapitel 4

MehrdimensionaleProbleme

4.1 LineareKonvektionsgleichungin zwei Dimensionen

In diesemKapitel werdenwir die DiskretisierungeinermehrdimensionalelinearenkKon-

vektionsgleichundpehandelnWir beschankenunsdabeiauf denzweidimensionalefall,

dadie Erweiterungauf den3-D Fall analogdurchgetihrt werdenkann.Die zweidimensio-
nalelineareKornvektionsgleichungiehtfolgendermal3eaus:

0 0 0
au(m, y,t)+ a—:ﬁ(a(;z:,y)u(:zi, y, b))+ a—y(b(:l:, yu(z,y,t)) = 0. 4.1

Der Fall konstanteiKornvektionsgeschwindigkeitefy = const, b = const) wird diesmal
nicht wie im 1-D Fall separabehandeltsondermur als ein Spezialfallder allgemeineren
Gleichung(4.1) betrachtet.

Im Unterschiedzu vorigenKapitelnwerdenwir gleichmit der Herleitungder Finite-\Volu-
men-Formulierungbeginnen.EinigeanalytischeTestflle werdenin folgendenAbschnitten
prasentiertDort sindauchdie entsprechendefinfangs-undRandbedingungespezifiziert.

Wir gehendeshallzunachstvon einemunendlicherBerechnungsgebietus,unddefinieren
dasnumerischésitter durch

x, = 1-Azx, 1=..,—1,0,1,2,...
vy = 7-Ay, j=..,—1,0,1,2, ..
t, = n-At, n=0,1,2,...

DasWertepaarz;, y;) definiertdenMittelpunkt desKontrollvolumensmit demDoppelin-
dex (i, j). Definiertmanweiter

Tivi2 = i E£Azx/2=(i£1/2) Az
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Ve = Yy £Ay/2=(j1£1/2) Ay,

sowird dasVolumenelemengelbstdurch[z;_; /2, ziy1/2] X [yj—1/2: Y;j+1/2) fEStgelet.

Wir bezeichnemit T7; ; undU; ; die numerischepproximationerderexaktenLdsungder
Korvektionsgleichun@nderStelle(z;, y;) zudenZeitpunktery = ¢, undt = ¢,,44:

Ui,j ~ u(wlvijtn)
UL] ~ u(xi,yj,tnﬂ).

Nunwird die Differentialgleichung4.1) uberdasKontrollvolumen
(22172, Tiv1/2] X [Yj—1/2, Yj+1/2) SOvie UberdasZeitintenall [t,,, ¢,,.1] integriert

tnt1 Tit1/2 Yj+1/2
/ (us + (au), + (bu),)dydxdt =0 (4.2)

tn Ti—1/2 Yj—1/2

1
AxAyAt

und die einzelnenTerme durch die Werte {U.} und {U.} approximiert.Gehtman dabei
ahnlichwie im Abschnitt1.3vor, soerhalt manfolgendeFinite-Volumen-rmulierungfur
die zweidimensionaléneareKonvektionsgleichung

Ui; — U, FU;14+1/2,5) - F(U;i—1/2,3)
At Az

G(U;i,j+1/2) — G(Usi,j —1/2)
Ay

— 0. (4.3)

mit
11 tnt1 Yy+1/2
EA—y a(l’i—l/%y)u(l’i—l/%yvt)dydt

tn Yj—1/2

F(U3i—1/2,5) ~

~ a(Ti_1y2, Y5 )u(Tiz1/2, Yjs tngr) = (al)iz1yaj, (4.4)

tnt1 Tit1/2

1 1
At Azx b(l'ayj—l/Q)u(:E,yj_l/g,t)d;r:dt

tn Ti—1/2

GUsi,5—1/2) ~

R b('riayj—l/Q)u('riayj—1/27tn+1) ~ (bU)i,j—l/Qa (4.5)
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sodalidie Gleichung(4.3) auchfolgendermalRegeschriebemverdenkann:

Uij=Usj | (@Dinrjey = (@)icyjay  (00)igurse = (BU)ij-rjz _

At Ax Ay 0.

Im SpezialfallkonstanteiKonvektionsgeschwindigkeitgfa = const, b = const) gilt

Uij — Ui, Uit1/2; = Uicaya Usjrry2 — Ui iy
) ) ) jl b sJ sJ — 0

Da die Gitterfunktion/ nurin denZentrender Kontrollvoluminadefiniertist, missendie
WertederGitterfunktionaufdenRandernderKontrollvoluminainterpoliertwerden Wie im
1-D Fall kannmanzeigen,dal3einestickweise-konstantmterpolationder Gitterfunktion,
bei der der Wert an der stromaufvartsliegendenStelle genommerwird (2-D-UPWIND)
zu einemVerfahrenersterOrdnungfuhrt, dasan numerischebiffusionleidet.Einelineare
InterpolationderGitterfunktionzwischerdenGitterpunkterfuhrtzum2-D-CDS-\erfahren,
das2.0rdnunggenaust, aberstarkeOszillationenn derLodsungverursacht.

Wie beieinem1-D-Problempnimmtdie totaleVariationderanalytishienLodsungder linea-
renKornvektionsgleichungim Falle a = const, b = const) nichtzu,sodal3manversuchen
kann, eine numerisched/erfahrenzu bilden, dasebenfallsdie TVD-Eigenschaftbesitzt.
Leiderkannso ein Verfahrenim zweidimensionalefrall hochstengersterOrdnunggenau
sein,wie Goodmarund Le\equein [32] gezeigthabenMan gehtdeshallin der Praxisso
vor, da3mandieselbennterpolationsarégze,welcheim 1-D Fall zur Konstruktioneines
TVD-Verfahrengjefuhrthabenunverandertin den2-D Fall UbernimmtDie resultierenden
Diskretisierungserfahrenbesitzenzwar nicht die TVD-Eigenschaftproduzierenedoch
in denmeistenbekanntenestfllen oszillationsfreiel dsungemit einergutenAuflosung
von scharfenFrontenund sind auf glattenLdsungerje nacheingesetzekimiter-Funktion
mindesten2.0Ordnunggenau.Man bezeichnesolcheVerfahrendahertrotzdemals TVD-
VerfahrenpbwohlsiegenaugesehemarkeineTVD-Verfahrensind.

Sind die Kornvektionsgeschwindigkeitem(z, y) und b(z, y) nicht konstant,so bildet man
ein Diskretisierungserfahren,dasim Spezialfalla = const, b = const mit demTVD-

VerfahrenubereinstimmtDabeikann manebenfallsdie eindimensionaletnterpolations-
anstzedirekt Ubernehmerfs. Abschnitt2.2). Daim 1-D Fall nur die Slope-LimiterVer-
fahren oszillationsfreieLosungenerzeugthaben(s. Abschnitt 2.2), sollte man sie auch
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im 2-D Fall einsetzenAnalog zu (2.57) gilt dannunter Verwendungvon Abkirzungen
W= —1/2,9), wu=(e,5 — 1/2):
(aU)i1/; = F*UU; 1) = F*2(U;1) + F©(U; 1) (4.6)

(b0 )i j—1/2 = G"H(Usu) = GP(Usu) + G*(Us u), (4.7)
wobeidie UPWIND-Stiomewie in (2.58)—
F*(U;1) = max(a;,0) - Ui—1; — max(—ay, 0) - Uy (4.8)

G*?(U;u) = max(b,,0) - U; j_1 — max(—b,,0) - U, ; 4.9

—unddie Korrekturstbmewie in (2.59)definiertwerden:

1
FU; )= ¢ 5" lar| - (Ui; — Uizayj) (4.10)

GdC(U§ u) = ¢y 5 |bu| - (Uij — Usj1). (4.11)

DN | —

Dabeibezeichnen; undb, die Geschwindigkeitswerte(z;_, /2, y;) undb(z;, y;_1/2). Die
Gewichtungsfaktorenwerden durch die Limiter-Funktion definiert (¢; = ¢(6;), ¢ =
¢(0,)), undfir 6, undé, gilt

Ur; —Ur-y Ui.g = Ui g
= 21— f§, = 4.12
Y Uiy = Uiy Uij — Ui 412
mit
1 — 1, wenn a; >0, j—1, wenn b, >0,
I = und J = (4.13)
1+ 1, wenn a; < 0. 7+ 1, wenn b, <O0.

Ist die Grolded; bzw. 0, nichtdefiniert,dal; ; — U;_y ; = 0 bzw. U; ; — U; j_y = 0, sowird
derentsprechendéewichtungsfaktozu Null gesetzt.

In dennachsterewei Abschnittenwird dassokonstruiertel' VD-VerfahreranzweiBeispie-
len mit konstanterund einemBeispielmit variablenKornvektionsgeschwindigkeitegete-
stet.

4.2 Fall einer konstantenK onvektionsgeschwindigleit

In diesemAbschnittwollen wir dasVerhaltenvon unterschiedlichemiskretisierungser-
fahrenan 2 Testbeispielerfitir den Fall einer konstanterKonvektionsgeschwindigkeiin-
tersuchenUnter der Annahmea(z,y) = a = const, b(z,y) = b = const laldtsich die
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zweidimensional&ornvektionsgleichung4.1)folgendermal3eschreiben:

uy + auy + buy, = 0. (4.14)

DasCauchy-Problemwird durchdie Anfangsbedingung

u(z,y,t =0) =uo(x,y), ,y € (—o0, +00). (4.15)

definiert.Analog zumeindimensionalefall kannmanzeigen,dal3die analytische_dsung
desCauchy-Problem#ir denFall einerstetigdifferenzierbarednfangbedingundputet

u(z,y,t) = uo(x — at,y — bt). (4.16)

Ist die Anfangsbedingung(z,y) nicht differenzierbarso kann die Funktion (4.16) als
schwachd.dsungder Konvektionsgleichund4.14) interpretiertwerden(die der Differen-
tialgleichung(4.14)entsprechendmtegralformlafitsichanalogzu (1.18)herleiten).

Wir wollen nun zwei Test&lle untersuchenywovon in einemFall die Anfangsbedingung
diskontinuierlichund in anderemFall stetig differenzierbaiist. In beidenFallen werden

fur die Geschwindigkeitskomponenteie Werte« = b = 1 angenommerDasentspricht
einemhomogenerstromungsfeldn der zy-Ebeneund die Stromrichtungverlauft parallel

zur Geradery = z. Die analytischd.dsunglautetin beidenFallen

u(z,y,t =0) =ug(x —t,y —1t). (4.17)
TestbeispielNo0.8. Wir untersucherzurachstdenFall einerdiskontinuierli®ienLosung.
Die AnfangsbedingungeidurchfolgendeFunktiongegeben:
1, wenn (z,y) € [0.2,0.4] x [0.2,0.4]
uo(z,y) = (4.18)
0, ansonsten
Die analytischd.0sungder Gleichung(4.14)lautetentsprechend
1, wenn (z—1t,y—1)€[0.2,0.4] x [0.2,0.4]

0, ansonsten

Wir sindander EntwicklungderLdsungim Zeitintenall ¢ € [0, 0.5] interessiertWahrend
diesesZeitintenalls liegt der Bereich,in demdie LosungungleichNull ist, innerhalbdes
Quadratesz, y) € [0, 1] x[0, 1], sodaRwir unsbeidernumerischemerechnunglerLdsung
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u(x,y,t=0) “u(x,y,t=0.5)

1 START 1.

0.8 0.8
0.6 0.6 |
0.4 0.4
0.2 | 02t

1

Abbildung 4.1: TestNo.8: Anfangsprofilund Losungserlaufzum Zeitpunktt = 0.5s.

auf diesesGebietbeschankenwerden.An beidenEinstOmrandernwerdendabeitriviale
Randbedingungespezifiziert:

u(0,y,t) = 0,y €][0,1], >0, (4.20)

u(z,0,t) = 0, 2 €][0,1],¢t>0. (4.21)

DasStartprofilder Losungsawie derenVerlauf zum Zeitpunktt = 0.5 istin der Abb. 4.1
damgestellt.In der Abbildung 4.2 sind die auf einerMaschenweiteAx = Ay = 0.01 be-
rechnete.osungerfir 8 Verfahrergegeriibegestellt.DerVorteil derlimitierten Verfahren
ist eindeutigzu erkennenDie UPWIND-LOsungleidet starkan numerischeDiffusion,so
daRdasMaximum der numerischerLosungfast 30% unter dem Maximalwertder exak-
tenLosungliegt. Die CDS-,QUICK- undAGARWAL-L dsungerieidendaggenanstarken
Oszillationen,wobei der Maximalwertzu hoch und der Minimalwert zu niedrig ausélit.
Alle vier TVD-Verfahrenliefern dag@®en oszillationsfreieProfile, wobei savohl dasMa-
ximum als auchdasMinimum der numerischermund der exaktenLosungiibereinstimmen.
Die MC-, L-QUICK- undL-AGARWAL-VerfahrenproduziererdabeisehrahnlicheErgeb-
nisse.Die mit Abstandgenauestédsungliefert allerdingsder Superbee-Limiterund zwar
nicht nur auf dem hier daigestelltenGitter von 100 x 100 Stitzstellen,sondernauchbei
groberenAuflosungenyie ausdem E-Az-Diagramm(Abb. 4.3) ersichtlichist (eswurde
stetsAz = Ay genommen)Dasbeschrieben¥erhaltenvon allen8 Verfahrensowie deren
Reihenfolgein Bezugauf die Genauigkeistimmensomit mit demeindimensionalerfall
(TestNo.2) vollstandiguiberein.

TestbeispielN0.9. In diesemTestbeispielvird derFall einerstetigdifferenzierbaen Lo-
sunguntersuchtDie AnfangsbedingungeidurchfolgendeFunktiongegeben:

up(z,y) = sin(2mz)-sin(27y). (4.22)
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Abbildung 4.2: TestNo.8: Losungserlauf zum Zeitpunktt = 0.5s auf einemGitter Az =
Ay = 0.01 fur 8 Verfahren.
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TEST No.8: E—dx—-Diagramm

le-01

®—0® UPWIND
O—O Superbee
O0—COaMC ]
O—L-AGARWAL
N—AL-QUICK

le-02 -

\ \ \ \
0.01 0.025 0.05 0.1

dx,dy

Abbildung 4.3: TestNo.8: Vergleichvon 4 Limitern untereinander

Die analytischd.osungder Gleichung(4.14)lautetentsprechend

u(z,y,t) = sin(2r(x —1)) - sin(2n(y —1)). (4.23)

Sie ist periodischbeziglich x, y und¢ und die Periodebetiagt 1. Wir kdnnenuns somit
beidernumerischeBerechnunglerLosungwiederaufdasQuadrat x, y) € [0,1] x [0, 1]
beschanken.Damit die Losungeindeutigbestimmitist, mussennoch die Randbedingun-
genan den Einstibmrandernspezifiziertwerden.Man kanndazuentwederdie Werte der
analytischerosung(4.23)amRandeinsetzen:

u(0,y,t) = —sin(2nt)-sin(2r(y —t)), y € [0,1], £ >0, (4.24)
u(z,0,t) = —sin(2nt)-sin(2r(x — 1)), x € [0,1], t > 0, (4.25)
oderperiodischeRandbedingungeverwenden:

u(0,y,t) = wu(l,y,t), y€[0,1], t >0, (4.26)

u(z,0,t) = wu(z,1,t), z€[0,1], ¢ > 0. (4.27)
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Abbildung 4.4: TestNo.9: Anfangsprofilbozw. derLodsungserlaufzumZeitpunkit = 1s.

Aus mathematische®ichtsind diesebeidenSatzevon Randbedingungeaquialent,dasie
zu ein und derselberLdsungfuhren,die durch (4.23) definiertist. Numerischimplemen-
tiert, fUhrensie jedochzu unterschiedlichehdsungenDie physikalischerRandbedingun-
gen(4.24,4.25)fuhrenzu numerischeriRandbedingungen:

I
<=
=

UOj = — Sin(27rtn+1) . SIH(QTF(y] - tn+1)), ] (428)

Uo = —sin(2at,qq) -sin(27(x; — tpy1)), ¢ = 0, N. (4.29)

Damit stimmendie analytischeund die numerische_osungan Einstomrandernzu allen
Zeitpunktengenautiberein wodurchdie Genauigkeider numerische.dsungim Inneren
desBerechnungsgebietéberlangereZeit erhalterbleibt.

Die periodischermphysikalischeriRandbedingungef.26,4.27)fuhrenentsprechendu pe-
riodischemumerischefRandbedingungen:

Uy = Unj, j=0,N (4.30)
Uow = Upn,i=0,N. (4.31)
Damitwerdendie numerischeffrehler die amAusstbmrandentsteheniiberdenEinstom-

randwieder ,eingeschleust wasdazufuhrt, daf3sich die numerischeriFehlerim Inneren
desBerechnungsgebietéberlangereZeit ansammelk&onnen.



170 KAPITEL 4: MEHRDIMENSIONALE PROBLEME

TEST No0.9: E-dx—-Diagramm

le-01r b
E
le-02 b
i ®—0® UPWIND
O—O Superbee
O—0OMC
O—L-AGARWAL
N—/\L-QUICK
—_ | | |
1e-03 001 0025 0.05 o‘.1
dx,dy

Abbildung 4.5: TestNo.9: Vergleichvon 4 Limitern untereinander

Wir beginnenmit der Untersuchungler Randbedingune(.28,4.29)und vergleichendie
numerischaind die exakte Losungzum Zeitpunkt: = 1. Zu diesemZeitpunktstimmtdie
exakteLosung(4.23) mit der Anfangsbedingung4.22) iiberein.Sieist in Abb. 4.4 dage-
stellt. Auf die Darstellungder numerischerLdsungenwerdenwir diesmalverzichten,da
diesebeiallenuntersuchteVD-Verfahrervon derexaktenLdsungvisuellkaumzu unter
scheidenst. Stattdesseschauerwir unsdie £-Az-Kurvenfur 4 untersuchtetimiter an
(Abb. 4.5).

Man sieht, daf3alle vier TVD-Verfahrenwesentlichgenauerals das UPWIND-Verfahren
sind.Die nach(1.85)berechnetépproximationfir die Korvergenzordnungler Verfahren
betiagtl.64fur Superbeel.88fur L-QUICK, 1.89fur MC und1.96fur L-AGARWAL. Man

kanndavon ausgehergalRauffeinerenGitterndie Korvergenzordnungon 2 erreichtwird.

DasMC- unddasL-QUICK-Verfahrerhaberfastidentischer- A z-Kurven,L-AGARWAL

ist nur unwesentliclgenauefmaximal20% auf demfeinstenderuntersuchter®itter). Das
Verhaltendes Superbee-Limitersst typischfur die glattenLosungsfunktionenAuf dem
grobstenGitter liefert dasVerfahrendie genauestehosungengdanachwird die Konvergenz
durchdie Antidiffusion desVerfahrensstark beeintéchtigt. Entscheidendst jedoch,dal3
auchdiesesVerfahreneine hohereKonvergenzordnungils UPWIND hat, und gleichzeitig
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Abbildung 4.6: TestNo0.9: Losungserlaufzum Zeitpunktt = 2s (UPWIND) bzw ¢t = 10s
(TVD-VerfahrenyaufeinemGitter Az = Ay = 0.01.

ankeinenOszillationen(im Gegensatzu allenlinearenVerfahrerhohererOrdnung)eidet.

Nun wendenwir unsdem Fall periodischeiRandbedingunge(¥.30,4.31) zu. Wie oben
bereitserwahnt, ist dieserFall sehrgut dafur geeignetum dasLangzeiterhaltenunter
schiedlicherDiskretisierungerzu untersuchenWir wahlendazuden Zeitpunktt = 10s.
Auch zu diesemZeitpunkt stimmt die exakte Losungder Korvektionsgleichungnit der
Anfangsbedingun¢4.22)ubereindiein derAbb. 4.4 dagestelltwurde.

Beim Einsatzdes UPWIND-Verfahrendhat die numerischeLdsungzu diesemZeitpunkt
einensehrflachenVerlauf, so daf3auf die Darstellungder Losungzum Zeitpunkt: = 10s
verzichtetwerdenkann.In Abb. 4.6 (oben,links) wird stattdessewlie UPWIND-Losung
zumZeitpunktt = 2s dagestellt.Bereitszu diesemZeitpunkthatdie Losungeinemehrals
50%kleinereAmplitudealsdie exakte Losungder Gleichung ,wasauf denstarkenEinflul
dernumerischemiffusionzurickzufihrenist. Zum Zeitpunkt: = 10s hatdie numerische
LosungeineAmplitudevon lediglich0.012,wenigerals 2% desSoll-Wertes.

In der Abbildung4.6 (oben,rechts)ist die mit Superbee-gtfahrenberechneté dsungdar
gestellt.Im Gegensatzzur UPWIND-Losungleidet die Superbee-tsungnicht an einer
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Abflachung,sondernan einer Aufsteilung. Das ist dem bereitsim 1-D Fall diskutierten
antidiffusiven CharakterdesSuperbee-Limitergu verdankenObwohl die glattenFlachen
steilerwerdenschiel3ersienicht iberdie zulassigerGrenzerhinaus sodaf3die Minimum-
undMaximumwertederexaktenLosungnicht iberschrittenverden Obwohldie Superbee-
Losungetwaseckigund unnatirlich wirkt, hatsiezum Zeitpunktt = 10s einefast10fach
hohereGenauigkeitalsdie UPWIND-Losungnachnur 2 Sekunderkchtzeit.

Auch die mit MC-Limiter berechneté dsungleidetan der numerischerAntidiffusion,im

Vemleichzur Superbee-tisungsiehtsiejedochwesentlichglatteraus.Dernumerisché-eh-
ler wird allerdingsnur um 33%im Vergleich zur Superbee-tisungreduziert.Die mit Ab-

standgenauesté osungliefert dasL-AGARWAL-Verfahren DasLosungsprofilvirkt sehr
glatt,dernumerischd-ehlergehtum Faktor4 (!) zurickim Vergleichzur MC-Losung.

ZusammenfassungBeiderLosungderzweidimensionaleKonvektionsgleichungnit kon-
stantenGeschwindigkeitetiefern alle TVD-Verfahrensovohl im Falle einerdiskontinu-
ierlichenalsauchim Falle einerglattenLdsungsfunktiorsehrgenaue.dsungsprofiledie
keinerleiunphysikalisch®szillationeraufweisen.

4.3 Fall einervariablen Konvektionsgeschwindigleit

In diesemAbschnittwollen wir dasVerhaltenvon unterschiedlichemiskretisierungser-
fahrenan einemTestbeispiefur denFall einervariablenKorvektionsgeschwindigketin-
tersuchenEin sehrbeliebtesBeispiel einervariablenGeschwindigkeiist ein rotierendes
Stromungsfeld:

a(z,y) = —(y— o), (4.32)

b(z,y) = (x— ). (4.33)

DasKoordinatenpaafz,, yo) beschreibtienMittelpunkt der Rotation,sodalRdiesemStro-
mungsfeldeinum denPunkt(zo, yo) rotierended dsungsprofientsprichtMan nenntdiese
Testaufgabéeshaloft Festlkorpermtationspoblem(,,solid bodyrotatiort).

Wir werdenunsbeidernumerischemerechnungviederaufdasquadratisch8erechnungs-
gebiet(z,y) € [0, 1] x[0, 1] beschankenundwahlendeshallenPunkt(zg, yo) = (0.5,0.5)
alsRotationszentrum.

Als Startprofil ug(z,y) nehmenwir eine Funktion, die von Le\eque[78] vorgeschlagen
wurde und derenProfil in der Abbildung 4.7 graphischdamgestelltist (Test No.10. Das
Losungsprofilbeschreibdrei ,,Festlorpet : eine Scheibemit einem Schlitz, einenKegel
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u(x,y,t=0)

1
0.8
0.6
0.4
0.2

1

Abbildung 4.7: TestNo.10: StartprofilnachLe\eque[78].

undeinenglattenBuckel.DieserFestlorpersatanachteinevolle Umdrehungnnerhalbvon
27 Sekundensodalidie Losungder Korvektionsgleichungu denZeitpunkten

t=2m,4m, 6m, ...

mit demStartprofilubereinstimmt.

In der Abbildung 4.8 sind die Losungsprofileberechnemit UPWIND sowie 3 TVD-Ver-
fahrennacheinerbzw zehnvollenUmdrehungenamgestellt. Man sieht,dafl’die UPWIND-
LosungbereitsnacheinerUmdrehungkeine Ahnlichkeit mit dem Startprofilhat,und nach
10 Umdrehungeriastvollstandigiiberdie RanderdesBerechnungsgebietesgdiffundiert
ist. Dageyenliefern alle 3 TVD-Verfahrensehrgenaud.dsungemacheinerUmdrehung.
Die MC- undL-ARAGWAL-Profile sindziemlichahnlichundweisenfastgleicheGenauig-
keit auf. Die Superbee-tisunghateinefastdoppeltsohoheGenauigkeitdie vor allemaus
derbessereuflosungder Scheibeesultiert.Nach10 Umdrehungenmst Superbeelasein-
zige Verfahren,bei demder Schlitzin der Scheibenoch deutlich zu erkennenst. Dafir
sind der Kegel und der Buckel bei den beidenanderenVerfahrenviel besseraufgebst,
wahrendbeim Superbee-¥rfahrendiesebeidenTeile der Losunginfolge der Antidiffusion
fastsenkrechté&SeitenfachenbekommenEntscheidendst, dalfauchin diesemTestfall ei-
ne demUPWIND-Verfahrerdeutlichtiberl@geneGenauigkeitller TVD-Diskretisierungen
nicht auf KosteneinesunphysikalischeWerhaltenslerLosungerzieltwird.
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Abbildung 4.8: TestNo0.10:Lodsungserlaufnachl (links) und10 (rechts)umdrehungemuf
einemGitter Az = Ay = 0.01 fur 4 Verfahren.
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4.4 Diskretisierungder Navier-Stokes-Gleichungen

In diesemAbschnittwollenwir aufdie Besonderheiteeingehendie mit derDiskretisierung
der Navier-Stokes-Gleichungeverbundensind. Wir beschéankenunsdabeiwiederumauf

denzweidimensionaleRall undsetzerauRerdenvoraus dafdie Stromunginkompressibel
ist. Die letzteAnnahmadst fur die KonstruktionrdesVerfahrensichtentscheidendiemacht
jedochdie AnalogiezurzweidimensionaleKorvektionsgleichungjie wir spaterausnutzen
werdenmehrtransparent.

Die Navier-Stokes-Gleichungst einevektorielle Gleichung,sodaldmanim 2-D Fall zwei
skalareGleichungenberiicksichtigenmul3 — je eine Gleichungpro Koordinatenrichtung.
Da beideGleichungerahnlichsind, beschankenwir unsauf die Beschreilong der Erhal-
tungsgleichungler Fluidgeschwindigkeiin z-Richtung.Bezeichnemandiesewie tblich
mit u«, die y-Geschwindigkeimnit v, die Dichte mit o und denDruck mit p, so lautetdie
z-Impulsbilanzin derkonsenativenForm

(ou): = —ps — (ou® — pug), — (ouv — puy)y + 09" (4.34)

Hier bezeichney” - die xz-Komponenteder Erdbeschleunigungynd iz — die dynamische
Viskositt desFluids. Wir teilenalle TermedieserGleichungdurchdie als konstantange-
nommeneDichte,undbringendie Konvektionstermeufdie linke Seite:

1 ,
Uy + (uQ)I + (uv), = —Epr + Viyy + vy, + g°. (4.35)

Hier bezeichnet die (alskonstanangenommenelinamatisché/iskositt desFluids.

Fur die Herleitungder Finite-Volumen-Brmulierung nehmerwir an, daldaszweidimen-
sionalenumerischeGitter, auf demdie GitterfunktionU; ; definiertist, genauso wie im

Abschnitt4.1 festgelgt wird. Dabeikannessein,daf3die (ebenfallsunbekanntenfppro-
ximationen— £, ; fur denDruckund V; ; fur die y-Geschwindigkeit— auf anderenyer-

setztenGitterndefiniertsind. Zum jetzigenZeitpunktspieltdiesjedochnochkeineRolle.

Die Finite-Volumen-Brmulieungwird hegeleitet,indemmandie Gleichung(4.35) iiber
dasKontrollvolumen(z;_1 /2, Zi11/2] X [yj—1/2: Yj+1/2) SOvie UberdasZeitintenall [t,,, ¢,,41]

integriert und durch Az AyAt dividiert. Die BehandlungdesDrucktermesgder diffusiven
TermeunddesQuelltermeswufderrechterSeitederGleichungstelltdabeikeineSchwierig-
keitendar Wir verweisenn diesemZusammenhangufdasklassischéuchvon Patankar
[93] undbeschankenunsauf die Behandlungler Termeaufderlinken Seiteder Gleichung
(4.35).Wir setzendaherdie rechteSeitegleich Null und schreiberdie resultierendéslei-
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chungfolgendermafReom, wobeider Termw? explizit in zwei Faktorenaufgespaltemvird:

%u(x, y,t)+ aa—w(u(r, y,t)-u(z,y,t))+ %(U(CL‘, y,t)-u(z,y,t)) =0. (4.36)

Ein direkterVergleich dieserGleichungmit der zweidimensionaleonvektionsgleichung
(4.1) zeigt, daR der einzige UnterschiedzwischendiesenGleichungerdarin besteht,dald
die Gleichung(4.36) an Stelle von bekannterKonvektionsgeschwindigkeites(z, y) und

b(x,y) diesmalunbekannt&eschwindigkeitskomponentef, y, ) undv(z, y, t) enthalt.

Die resultierendé-inite-Volumen-Brmulierungstimmtdahemit der Gleichung(4.3) kom-
plett ibereinwobeidie numerischeKorvektionsstome

F(U;i—1/2,5) und G(U;i,j—1/2)
diesmalnichtdie Grol3en
(al)iz1yz,; und (bU)i;-12,
sonderrdie nichtlinearerAusdriicke
(U - U)icrja; und (VUi (4.37)
approximieren.

Im Abschnitt3.4 vorigenKapitelswurdedasSplitting-Verfahrerfir die BurgerGleichung
prasentiertDiesesVerfahrenbehandeldie linearenund nichtlinearenKorvektionsstome
vollig analog,so dal3 die Approximationsausdicke fur die linearenKorvektionsstome
durch eine leichte Modifikation an den Fall der nichtlinearenStrome angepal3werden
konnen Wir setzemundasSplitting-Verfahrerauchfur die Diskretisierungder Gleichung
(4.36)ein. Dasbedeutetdal3die Approximationsausdicke(4.6 - 4.13)auchfir die Terme
(4.37)eingesetziverdenkdnnenwenndie Grol3ens; undb, soumdefiniertwerdendalisie
die Geschwindigkeited/ (x;_ /5, y;) undV (z;, y;_1/2) approximieren.

Bei der Definition von a; verwendenwir die lineare Interpolationzwischenden Stellen
(xi—h y]) und('ria y])

1
ar = U(xi—1/2,y;) = §(Uz'—1,j + Ui ;).

Die Approximationsformefur V(z;,y;_1/,) hangtdavon ab, ob maneine versetzteoder
einenichtversetztevariablenanordnungerwendetBei einernicht-versetzteVariablenan-
ordnungst die GitterfunktionV; ; andenselberstellenwie die Gitterfunktionl; ; definiert.
ManverwendetlanneinelinearelnterpolationzwischerdenStellen(z;, y;—;) und(z;, y;):

1
by =V (zi,yj_1/2) = §(Vm’_1 + Vi,).
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Bei einerversetztervVariablenanordnungachHarlow und\Welch [38] ist die Gitterfunktion
Vi; in denEckpunkitendestU-Kontrollvolumensdefiniert.Man verwendetdann fur die
Approximation von V(z;,y;_1/2) eine lineare Interpolation zwischen den Stellen

(%—1/27 yj—l/z) Und($i+1/27 yj—1/2)-

Bei der Besprechungles Splitting-Verfahrenstur die BurgerGleichungwurde erwahnt,
dal3seinwichtigsterVorteil einerelatv einfacheund fur alle (linearensawie nichtlinea-
ren)Gleichungereinheitlichelmplementierungst. Gleichzeitigwurdedaraufhingeviesen,
dalRobwohlderEinsatzvon Limiter-Funktionenm RahmereinesSplitting-Verfahrensauf
einer Analogie zu Slope-LimiterVerfahrenberuht,dasresultierendé/erfahrenjedochdie
TVD-Eigenschaficht besitzt.Dasals QTVD (quasi-TVD)getaufteVerfahrenfuhrteim

TestNo.7 zwarzu deutlichbessererErgebnisserals die nichtlimitiertenVerfahrenzweiter
Ordnung.einevollstandigeEliminierungder Oszillationerwurdejedochnicht festgestellt.
Im TestNo.7 handelteessich allerdingsum einediskontinuierlicheLdsungsfunktionWir

wollen nundasQTVD-Verfahrenan einemBeispieltesten bei welchemdie Losungkeine
Diskontinuitatenaufweist.

Als Testfall No.11 untersuchemwir dassogenanntg standingvortex problent . Das stro-
mendeMediumseinichtviskosunddasBerechnungsgebiseidurch(z, y) € [0, 1] x [0,1]
gegeben.Die Anfangsbedingundir die Geschwindigkeisei durchein axisymmetrisches
rotierendesstromungsfeldgyegebenWir definierendasGeschwindigkeitsfelth Polarkoor
dinaten(u,, ug):

5r, wenn r < 0.2
ug = 2—=>5r, wenn 0.2<r <04

0, wenn r > 0.4

wobeidie GrolRer folgendermal3edefiniertist

r= \/(:r: —0.5)2 4 (y — 0.5)%

Diese Anfangsbedingungiur das Geschwindigkeitsfelddamgestellt in Abb. 4.9, bildet
gleichzeitigdie statiorareLdsungdesProblemsDie numerischd dsungsollte daherdiese
Anfangs\erteilungmoglichstgenaubeibehalten.

In Abb. 4.10ist das Geschwindigkeitsfel&dum Zeitpunkt: = 3s, berechnetuf einem
Gitter mit 65 x 65 Stutzstellenmit demUPWIND (links) unddemQTVD-L-AGARWAL-

Verfahren(rechts),dagestellt.Infolge der numerischemiffusion nimmt der Maximalwert
der Geschwindigkeitn der UPWIND-Losungauf 0.47 ab, bei der L-AGARWAL-L 6sung
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Abbildung 4.9: TestNo.11:DasFlow-Mapunddie Stromlinienfiir dasGeschwingkeitsfeldum

Zeitpunktt = 0s
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Abbildung 4.10: TestNo.11: UPWIND undL-AGARWAL-L dsungzumZeitpunkt

= 3s alsFlow-Map.

t

Abbildung 4.11: TestNo.11: UPWIND undL-AGARWAL-L dsungzumZeitpunkt

Map (vergroRert).

= 3s alsFlow

t
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Abbildung 4.12: TestNo.11: UPWIND undL-AGARWAL-L 6sungzumZeitpunkt
t = 3s alsStromlininen.

Test No.11: UPWIND vs. L-AGARWAL
Vertikale Geschwindidkeit auf der Hoehe y=0.5

1
A\
05 | |~ EXAKT |
' e UPWIND
o L-AGARWAL

-0.5

Abbildung 4.13: TestNo.11:VemgleichderLosungsprofil@ufderHohey = 0.5.
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betiagtder Maximalwertdaggen0.88. Aul3erhalbdesKreisesmit demRadius0.4 ist bei
der exaktenLosungdie Geschwindigkeigleich Null. Die numerischd_dsungist infolge
derDiskretisierungsfehlgedochungleichNull. In Abb. 4.11sinddie Geschwindigkeitem

diesemBereichvergroRertdargestellt.Man sieht,dalauchhier die L-AGARWAL-L 6sung
wesentlichgenauealsdie UPWIND-Losungst. Auch dasStromliniendiagramriir die L-

AGARWAL-L 8sung(Abb. 4.12,rechts)zeigtwesentlichmehrAhnlichkeitmit derexakten
Losung(Abb. 4.9),alsim Falle derUPWIND-Losung(Abb. 4.12,links).

In derAbb. 4.13sinddie ProfiledervertikalenGeschwindigkeitskomponenaeif der Hohe
y = 0.5, berechnemit beidenVerfahrender exaktenLosunggegeriibegestellt.Eine we-
sentlichhohereGenauigkeitdesL-AGARWAL-Verfahrensst deutlich zu erkennenEnt-
scheidendst, dalRdasmit QTVD-VerfahrerberechneteBrofil keineunphysikalischei®s-
zillationenaufweist.

Mit diesemAbschnittschlieRerwir unsereAusfuhrungenzur Diskretisierungvon linea-
ren und nichtlinearenKonvektionstermerbei ein- und mehrdimensionale®robelmenah
Im letztenKapitel deserstenTeils der Arbeit gehenwir noch kurz auf unterschiedliche
Maoglichkeitender ZeitdiskretisierunginterdemBlickwinkel desTVD-Konzepte®in.



