
Kapitel 4

MehrdimensionaleProbleme

4.1 LineareKonvektionsgleichungin zweiDimensionen

In diesemKapitel werdenwir die DiskretisierungeinermehrdimensionalenlinearenKon-

vektionsgleichungbehandeln.Wir beschr̈ankenunsdabeiauf denzweidimensionalenFall,

dadie Erweiterungauf den3-D Fall analogdurchgef̈uhrtwerdenkann.Die zweidimensio-

nalelineareKonvektionsgleichungsiehtfolgendermaßenaus:�
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Der Fall konstanterKonvektionsgeschwindigkeiten( ���! #"�$�% � , �&�! #"�$�% � ) wird diesmal

nicht wie im 1-D Fall separatbehandelt,sondernnur alsein Spezialfallderallgemeineren

Gleichung(4.1)betrachtet.

Im Unterschiedzu vorigenKapitelnwerdenwir gleichmit derHerleitungderFinite-Volu-

men-Formulierungbeginnen.EinigeanalytischeTestf̈allewerdenin folgendenAbschnitten

präsentiert.Dort sindauchdieentsprechendenAnfangs-undRandbedingungenspezifiziert.

Wir gehendeshalbzun̈achstvoneinemunendlichenBerechnungsgebietaus,unddefinieren

dasnumerischeGitterdurch

��' � (�)�* ��	 (+�,�-�.� 	0/213	 � 	415	�6�	 �-�.�

47 � 89)�* 
�	 8:�;�-�.� 	0/213	 � 	415	�6�	 �-�.�
�=< � $ )�*>� 	?$ �@� 	413	�6A	 �.�-�

DasWertepaar��� ' 	�
B7 � definiertdenMittelpunkt desKontrollvolumensmit demDoppelin-

dex � ( 	 8C� . Definiertmanweiter

� 'ED�F�G=H � ��'AI * ��J�6 � � ( IK1LJB6 �M)�* �
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 7 D�F�G=H � 
 7 I * 
CJB6 � � 8 I@1LJB6 �N)�* 
�	
sowird dasVolumenelementselbstdurch O � '.PQF�G=H 	�� 'ER�F�G=HTSVU O 
 7 P�F�G=H 	�
 7 R�F�G=HTS festgelegt.

Wir bezeichnenmit W '.X 7 und W '.X 7 dienumerischenApproximationenderexaktenLösungder

KonvektionsgleichunganderStelle ��� ' 	�
B7 � zu denZeitpunkten
�Y�Z�T<

und
�Y�Z�=< R�F :

W '.X 7\[ ����� ' 	�
B70	 �=<]�
W '.X 7 [ ������'^	�
 7 	 � < R�F ���

Nunwird dieDif ferentialgleichung(4.1) überdasKontrollvolumen

O � '.PQF�G=H 	�� 'ER�F�G=H S+U O 
B7 P�F�G=H 	�
47 R�F�G=H S sowie überdasZeitintervall O �=< 	 �T< R�F S integriert

1* � * 
 *>�
_-`�a3bc
_ `

d#e a3bgf-hc
d#eji bgf-h

k^l a3bgf.hc
kml�i bgf.h ��� _

 ���A� � d  ���n� � k �=o 
 o � o3�p�K� (4.2)

und die einzelnenTermedurchdie Werte q Wsrut und q]WMrjt approximiert.Geht man dabei

ähnlichwie im Abschnitt1.3vor, soerḧalt manfolgendeFinite-Volumen-Formulierungfür

diezweidimensionalelineareKonvektionsgleichung

W '-X 7p/ W '-X 7*v�  w>� W9x (� 1�J�6A	 8�� /ywz� W9x ( /K1�J�6�	 8C�* �
 { � W9x ( 	 8s 1�J�6 � / { � W9x ( 	 8 /K1�J�6 �* 


�@���
(4.3)

mit

w>� W9x ( /Z1LJ�6A	 8�� [ 1*>� 1* 
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k l a3bgf-hc
k l�i bgf-h ����� '-P�F�GTH 	�
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[@����� '.P�F�G=H 	�
B7 � ����� '.PQF�G=H 	�
B70	 �=< R�F � [,��� W � '.P�F�G=H�X 7 	 (4.4)
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 7 PQF�G=H � ������'�	�
 7 P�F�GTH 	 � < R�F � [}��� W � '.X 7 P�F�GTH 	 (4.5)
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sodaßdieGleichung(4.3)auchfolgendermaßengeschriebenwerdenkann:

W '.X 7 / W '.X 7*>�  ��� W � 'ER�F�G=H�X 7 /y��� W � '.P�F�G=H�X 7* �
~��� W � '-X 7 R�F�G=H /K��� W � '.X 7 P�F�G=H* 


�@���

Im SpezialfallkonstanterKonvektionsgeschwindigkeiten( �>�� n"�$�% � , ���@ #"�$�% � ) gilt

W '.X 7�/ W '.X 7*>�  � W�'ER�F�G=H�X 7 / WV'-P�F�GTH�X 7* �
 � W�'.X 7 R�F�GTH / W�'.X 7 P�F�G=H* 


�@�A�

Da die Gitterfunktion W nur in denZentrenderKontrollvoluminadefiniertist, müssendie

WertederGitterfunktionaufdenRändernderKontrollvoluminainterpoliertwerden.Wie im

1-D Fall kannmanzeigen,daßeinestückweise-konstanteInterpolationderGitterfunktion,

bei der der Wert an der stromaufẅartsliegendenStellegenommenwird (2-D-UPWIND)

zu einemVerfahrenersterOrdnungführt,dasannumerischerDif fusionleidet.Einelineare

InterpolationderGitterfunktionzwischendenGitterpunktenführtzum2-D-CDS-Verfahren,

das2.Ordnunggenauist, aberstarkeOszillationenin derLösungverursacht.

Wie bei einem1-D-Problem,nimmtdie totaleVariationderanalytischenLösungderlinea-

renKonvektionsgleichung(im Falle ���� #"�$�% � , ���; #"�$�% � ) nichtzu,sodaßmanversuchen

kann,eine numerischesVerfahrenzu bilden, dasebenfallsdie TVD-Eigenschaftbesitzt.

Leider kannso ein Verfahrenim zweidimensionalenFall höchstensersterOrdnunggenau

sein,wie GoodmanundLeVequein [32] gezeigthaben.Man gehtdeshalbin derPraxisso

vor, daßmandieselbenInterpolationsans̈atze,welcheim 1-D Fall zur Konstruktioneines

TVD-Verfahrensgeführthaben,unverändertin den2-D Fall übernimmt.Die resultierenden

Diskretisierungsverfahrenbesitzenzwar nicht die TVD-Eigenschaft,produzierenjedoch

in denmeistenbekanntenTestf̈allen oszillationsfreieLösungenmit einergutenAuflösung

von scharfenFrontenundsindauf glattenLösungenje nacheingesetzerLimiter-Funktion

mindestens2.Ordnunggenau.Man bezeichnetsolcheVerfahrendahertrotzdemals TVD-

Verfahren,obwohlsiegenaugesehengarkeineTVD-Verfahrensind.

Sind die Konvektionsgeschwindigkeiten������	�
 � und ������	�
 � nicht konstant,so bildet man

ein Diskretisierungsverfahren,dasim Spezialfall ���� #"L$�% � , ���� n"�$�% � mit demTVD-

Verfahrenübereinstimmt.Dabeikannmanebenfallsdie eindimensionalenInterpolations-

ans̈atzedirekt übernehmen(s. Abschnitt2.2). Da im 1-D Fall nur die Slope-Limiter-Ver-

fahren oszillationsfreieLösungenerzeugthaben(s. Abschnitt 2.2), sollte man sie auch
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im 2-D Fall einsetzen.Analog zu (2.57) gilt dannunter Verwendungvon Abkürzungen

” � “ = � ( /K1�J�6�	 8C� ,
”
� “ = � ( 	 8 /K1LJB6 � :
��� W � '-P�F�GTH�X 7 � w _E��� � W9x � �M� w������ W2x � �� w

�=� � W9x � � (4.6)

��� W � '.X 7 P�F�GTH � { _E��� � W9x � ��� {���� � W9x � �� { �=� � W9x � � 	 (4.7)

wobeidie UPWIND-Str̈omewie in (2.58)–

w ��� � W9x � �+�K����� ���A�g	 ����) W '.P�F=X 7�/ ���L� ��/��A�.	 ����) W '.X 7 (4.8)

{ ���5� W9x � �M�K���L� ��� � 	 ����) W '.X 7 P�F / ���L� ��/�� � 	 ����) W '.X 7 (4.9)

– unddieKorrekturstr̈omewie in (2.59)definiertwerden:

w �=� � W9x � �M�@� � )�16
)�� ��� ��) � W '.X 7M/ W '.P�F=X 7 � (4.10)

{ �=� � W9x � �+��� � ) 16
)�� � � ��) � W '.X 7M/ W '.X 7 P�F ��� (4.11)

Dabeibezeichnen�A� und � � die Geschwindigkeitswerte����� '.PQF�G=H 	�
47 � und �L��� ' 	�
 7 PQF�G=H � . Die

Gewichtungsfaktorenwerden durch die Limiter-Funktion definiert (
� � ��� ����� � , � � �� ��� � � ), undfür �L� und � � gilt

��� � WN� X 7�/ WN� PQFTX 7
W '.X 7�/ W '.P�F=X 7 	�� �

� W '.X � / W '.X �LP�F
W '-X 7M/ W '.X 7 P�F 	 (4.12)

mit

� � � ¡
 ¢
( /K1]	¤£¦¥0$�$§� ��¨ � 	(� 1]	¤£¦¥0$�$§����© �A�«ª�¬C�® � � ¡

 ¢
8 /K13	�£¦¥0$�$¯� � ¨ � 	8° 13	�£¦¥0$�$¯� � © ���

(4.13)

Ist dieGröße��� bzw. � � nichtdefiniert,da W '.X 7p/ W '.PQFTX 7 �K� bzw. W '.X 7�/ W '.X 7 P�F ��� , sowird

derentsprechendeGewichtungsfaktorzuNull gesetzt.

In dennächstenzweiAbschnittenwird dassokonstruierteTVD-VerfahrenanzweiBeispie-

len mit konstantenund einemBeispielmit variablenKonvektionsgeschwindigkeitengete-

stet.

4.2 Fall einer konstantenKonvektionsgeschwindigkeit

In diesemAbschnittwollen wir dasVerhaltenvon unterschiedlichenDiskretisierungsver-

fahrenan 2 Testbeispielenfür denFall einerkonstantenKonvektionsgeschwindigkeitun-

tersuchen.Unter der Annahme������	�
 � �±�y�² n"�$�% � , �L����	�
 � �²�?�± #"�$�% � läßtsich die
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zweidimensionaleKonvektionsgleichung(4.1) folgendermaßenschreiben:

� _  ��� d  �#� k �³��� (4.14)

DasCauchy-Problemwird durchdieAnfangsbedingung

������	�
�	 �+�@���M� ��´4����	�
 � 	���	�
�µ¶��/°·@	  · ��� (4.15)

definiert.AnalogzumeindimensionalenFall kannmanzeigen,daßdie analytischeLösung

desCauchy-Problemsfür denFall einerstetigdifferenzierbarenAnfangbedingunglautet

������	�
�	 ����� ��´����>/¶� � 	�
°/¶� ����� (4.16)

Ist die Anfangsbedingung� ´ ����	�
 � nicht differenzierbar, so kann die Funktion (4.16) als

schwacheLösungderKonvektionsgleichung(4.14) interpretiertwerden(die derDif feren-

tialgleichung(4.14)entsprechendeIntegralformläßtsichanalogzu(1.18)herleiten).

Wir wollen nun zwei Testf̈alle untersuchen,wovon in einemFall die Anfangsbedingung

diskontinuierlichund in anderemFall stetig differenzierbarist. In beidenFällen werden

für die Geschwindigkeitskomponentendie Werte � � � � 1 angenommen.Dasentspricht

einemhomogenenStrömungsfeldin der ��
 -Ebeneunddie Stromrichtungverläuft parallel

zur Geraden
 � � . Die analytischeLösunglautetin beidenFällen

������	�
�	 �M�K�]�Y� �C´�����/ � 	�
s/ ����� (4.17)

TestbeispielNo.8. Wir untersuchenzun̈achstdenFall einerdiskontinuierlichenLösung.

Die AnfangsbedingungseidurchfolgendeFunktiongegeben:

�C´0����	�
 �±� � ¡
 ¢
13	�£¦¥0$�$¸����	�
 � µ O �A� 6�	 ���º¹ S+U O �A� 6�	 ���º¹ S� 	���$�%�"L$�% � ¥0$ (4.18)

Die analytischeLösungderGleichung(4.14)lautetentsprechend

������	�
�	 ���»� � ¡
 ¢
13	\£�¥0$�$�����/ � 	�
2/ ��� µ O ��� 6A	 ���¼¹ S�U O ��� 6�	 �A�º¹ S� 	\�A$�%�"�$�% � ¥0$ (4.19)

Wir sindanderEntwicklungderLösungim Zeitintervall
� µ O � 	 �A�j½ S interessiert.Während

diesesZeitintervalls liegt derBereich,in demdie LösungungleichNull ist, innerhalbdes

Quadrates����	�
 � µ O � 	41 S�U O � 	01 S , sodaßwir unsbeidernumerischenBerechnungderLösung
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Abbildung 4.1: TestNo.8:AnfangsprofilundLösungsverlaufzumZeitpunkt ¾�¿¶À]Á¼ÂLÃ .

auf diesesGebietbeschr̈ankenwerden.An beidenEinstr̈omrändernwerdendabeitriviale

Randbedingungenspezifiziert:

��� � 	�
�	 ���Ä� � 	+
&µ O � 	01 S 	 �YÅ³� 	 (4.20)

������	 � 	 ���Ä� � 	+�Æµ O � 	41 S 	 �ÇÅZ��� (4.21)

DasStartprofilderLösungsowie derenVerlauf zumZeitpunkt
�°�����u½

ist in derAbb. 4.1

dargestellt.In der Abbildung4.2 sind die auf einerMaschenweite
* � �È* 
 �!�A�j� 1 be-

rechnetenLösungenfür 8 Verfahrengegen̈ubergestellt.DerVorteil derlimitiertenVerfahren

ist eindeutigzu erkennen.Die UPWIND-LösungleidetstarkannumerischerDif fusion,so

daßdasMaximum der numerischenLösungfast 30% unterdemMaximalwertder exak-

tenLösungliegt. Die CDS-,QUICK- undAGARWAL-L ösungenleidendagegenanstarken

Oszillationen,wobei der Maximalwertzu hochund der Minimalwert zu niedrig ausf̈allt.

Alle vier TVD-Verfahrenliefern dagegenoszillationsfreieProfile,wobei sowohl dasMa-

ximum als auchdasMinimum dernumerischenundderexaktenLösungübereinstimmen.

Die MC-, L-QUICK- undL-AGARWAL-VerfahrenproduzierendabeisehrähnlicheErgeb-

nisse.Die mit AbstandgenauesteLösungliefert allerdingsderSuperbee-Limiter, undzwar

nicht nur auf demhier dargestelltenGitter von 1 �3� U 1 �5� Stützstellen,sondernauchbei

gröberenAuflösungen,wie ausdem É -
* � -Diagramm(Abb. 4.3) ersichtlichist (eswurde

stets
* � �K* 
 genommen).DasbeschriebeneVerhaltenvonallen8 Verfahrensowie deren

Reihenfolgein Bezugauf die Genauigkeitstimmensomit mit demeindimensionalenFall

(TestNo.2)vollständigüberein.

TestbeispielNo.9. In diesemTestbeispielwird derFall einerstetigdifferenzierbaren Lö-

sunguntersucht.Die AnfangsbedingungseidurchfolgendeFunktiongegeben:

� ´ ����	�
 �»� Ê=Ë ¬ ��63Ì�� ��)�Ê=Ë ¬ ��63Ì�
 ��� (4.22)
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Abbildung 4.2:TestNo.8: Lösungsverlauf zum Zeitpunkt ¾:¿«À]Á¼Â�Ã auf einemGitter ÍsÎZ¿Í°Ï�¿¶À]Á¼À�Ð für 8 Verfahren.
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Abbildung 4.3: TestNo.8:Vergleichvon4 Limitern untereinander.

Die analytischeLösungderGleichung(4.14)lautetentsprechend

������	�
�	 ���Ä� ÊTË ¬ ��65Ì+���:/ ������)�Ê=Ë ¬ ��63Ì+��
°/ ������� (4.23)

Sie ist periodischbez̈uglich � , 
 und
�

und die Periodebetr̈agt 1 . Wir könnenunssomit

beidernumerischenBerechnungderLösungwiederauf dasQuadrat����	�
 � µ O � 	41 S+U O � 	01 S
beschr̈anken.Damit die Lösungeindeutigbestimmtist, müssennochdie Randbedingun-

genan denEinstr̈omrändernspezifiziertwerden.Man kanndazuentwederdie Werteder

analytischenLösung(4.23)amRandeinsetzen:

��� � 	�
�	 ���±� / Ê=Ë ¬ ��63Ì ����)�Ê=Ë ¬ ��63Ì+��
9/ ����� 	+
&µ O � 	41 S 	 �pÅK� 	 (4.24)

������	 � 	 ���±� / Ê=Ë ¬ ��63Ì ����)�Ê=Ë ¬ ��63Ì+���:/ ����� 	��?µ O � 	01 S 	 �YÅ³� 	 (4.25)

oderperiodischeRandbedingungenverwenden:

��� � 	�
�	 ���»� ����13	�
�	 ��� 	N
�µ O � 	41 S 	 �×Åy� 	 (4.26)

������	 � 	 ���±� ������	013	 ��� 	N�Øµ O � 	01 S 	 �ÇÅK�A� (4.27)
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Abbildung 4.4: TestNo.9:Anfangsprofilbzw. derLösungsverlaufzumZeitpunkt ¾�¿KÐ#Ã .
AusmathematischerSichtsinddiesebeidenSätzevonRandbedingungen̈aquivalent,dasie

zu ein und derselbenLösungführen,die durch(4.23)definiertist. Numerischimplemen-

tiert, führensiejedochzu unterschiedlichenLösungen.Die physikalischenRandbedingun-

gen(4.24,4.25)führenzu numerischenRandbedingungen:

W ´�7 � / ÊTË ¬ ��63Ì �=< R�F ��)�ÊTË ¬ ��65Ì+��
47M/ �=< R�F ��� 	 8�� � 	nÙ (4.28)

W ' ´ � / ÊTË ¬ ��63Ì �=< R�F ��)�ÊTË ¬ ��65Ì+��� ' / �=< R�F ��� 	 (V� � 	#Ù � (4.29)

Damit stimmendie analytischeund die numerischeLösungan Einstr̈omrändernzu allen

Zeitpunktengenauüberein,wodurchdie GenauigkeitdernumerischenLösungim Inneren

desBerechnungsgebietesüberlängereZeit erhaltenbleibt.

Die periodischenphysikalischenRandbedingungen(4.26,4.27)führenentsprechendzu pe-

riodischennumerischenRandbedingungen:

W ´�7 � W�Ú 70	 8�� � 	#Ù (4.30)

W ' ´ � W ' Ú 	 (+� � 	#Ù � (4.31)

DamitwerdendienumerischenFehler, dieamAusstr̈omrandentstehen,̈uberdenEinstr̈om-

randwieder
”
eingeschleust“ , wasdazuführt, daßsich die numerischenFehlerim Inneren

desBerechnungsgebietesüberlängereZeit ansammelnkönnen.
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TEST No.9: E−dx−Diagramm
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Abbildung 4.5: TestNo.9:Vergleichvon4 Limitern untereinander.

Wir beginnenmit derUntersuchungderRandbedingunen(4.28,4.29)undvergleichendie

numerischeunddie exakteLösungzumZeitpunkt
�s� 1 . Zu diesemZeitpunktstimmtdie

exakteLösung(4.23)mit derAnfangsbedingung(4.22)überein.Sie ist in Abb. 4.4 darge-

stellt. Auf die Darstellungder numerischenLösungenwerdenwir diesmalverzichten,da

diesebeiallenuntersuchtenTVD-VerfahrenvonderexaktenLösungvisuellkaumzuunter-

scheidenist. Stattdessenschauenwir unsdie É -
* � -Kurven für 4 untersuchtenLimiter an

(Abb. 4.5).

Man sieht,daßalle vier TVD-Verfahrenwesentlichgenauerals dasUPWIND-Verfahren

sind.Die nach(1.85)berechneteApproximationfür die KonvergenzordnungderVerfahren

betr̈agt1.64fürSuperbee,1.88fürL-QUICK, 1.89fürMC und1.96fürL-AGARWAL. Man

kanndavonausgehen,daßauf feinerenGitterndieKonvergenzordnungvon2 erreichtwird.

DasMC- unddasL-QUICK-VerfahrenhabenfastidentischeÉ -
* � -Kurven,L-AGARWAL

ist nurunwesentlichgenauer(maximal20%auf demfeinstenderuntersuchtenGitter).Das

VerhaltendesSuperbee-Limitersist typisch für die glattenLösungsfunktionen.Auf dem

gröbstenGitter liefert dasVerfahrendiegenauestenLösungen,danachwird dieKonvergenz

durchdie Antidif fusion desVerfahrensstarkbeeintr̈achtigt.Entscheidendist jedoch,daß

auchdiesesVerfahreneinehöhereKonvergenzordnungalsUPWIND hat,undgleichzeitig
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Abbildung 4.6:TestNo.9: Lösungsverlaufzum Zeitpunkt ¾9¿ÜÛ�Ã (UPWIND) bzw. ¾9¿»Ð#À�Ã
(TVD-Verfahren)auf einemGitter ÍsÎ°¿¶Í°Ï�¿¶À]Á¼À]Ð .

ankeinenOszillationen(im GegensatzzuallenlinearenVerfahrenhöhererOrdnung)leidet.

Nun wendenwir unsdemFall periodischerRandbedingungen(4.30,4.31) zu. Wie oben

bereitserwähnt, ist dieserFall sehrgut dafür geeignet,um dasLangzeitverhaltenunter-

schiedlicherDiskretisierungenzu untersuchen.Wir wählendazudenZeitpunkt
��� 1 � % .

Auch zu diesemZeitpunkt stimmt die exakte Lösungder Konvektionsgleichungmit der

Anfangsbedingung(4.22)überein,die in derAbb. 4.4dargestelltwurde.

Beim EinsatzdesUPWIND-Verfahrenshat die numerischeLösungzu diesemZeitpunkt

einensehrflachenVerlauf,so daßauf die DarstellungderLösungzumZeitpunkt
�°� 1 � %

verzichtetwerdenkann.In Abb. 4.6 (oben,links) wird stattdessendie UPWIND-Lösung

zumZeitpunkt
��� 63% dargestellt.BereitszudiesemZeitpunkthatdieLösungeinemehrals

50%kleinereAmplitudealsdie exakteLösungderGleichung,wasauf denstarkenEinfluß

dernumerischenDif fusionzurückzuf̈uhrenist. Zum Zeitpunkt
��� 1 � % hatdie numerische

LösungeineAmplitudevon lediglich0.012,wenigerals2%desSoll-Wertes.

In derAbbildung4.6(oben,rechts)ist die mit Superbee-VerfahrenberechneteLösungdar-

gestellt. Im Gegensatzzur UPWIND-Lösungleidet die Superbee-L̈osungnicht an einer
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Abflachung,sondernan einer Aufsteilung.Das ist dem bereitsim 1-D Fall diskutierten

antidiffusivenCharakterdesSuperbee-Limiterszu verdanken.Obwohldie glattenFlächen

steilerwerden,schießensienicht überdiezulässigenGrenzenhinaus,sodaßdieMinimum-

undMaximumwertederexaktenLösungnicht überschrittenwerden.ObwohldieSuperbee-

Lösungetwaseckigundunnaẗurlich wirkt, hatsiezumZeitpunkt
��� 1 � % einefast10fach

höhereGenauigkeit,alsdie UPWIND-Lösungnachnur2 SekundenEchtzeit.

Auch die mit MC-Limiter berechneteLösungleidetan dernumerischenAntidif fusion,im

VergleichzurSuperbee-L̈osungsiehtsiejedochwesentlichglatteraus.DernumerischeFeh-

ler wird allerdingsnur um 33%im Vergleichzur Superbee-L̈osungreduziert.Die mit Ab-

standgenauesteLösungliefert dasL-AGARWAL-Verfahren.DasLösungsprofilwirkt sehr

glatt,dernumerischeFehlergehtumFaktor4 (!) zurück im VergleichzurMC-Lösung.

Zusammenfassung. BeiderLösungderzweidimensionalenKonvektionsgleichungmit kon-

stantenGeschwindigkeitenliefern alle TVD-Verfahrensowohl im Falle einerdiskontinu-

ierlichenals auchim Falle einerglattenLösungsfunktionsehrgenaueLösungsprofile,die

keinerleiunphysikalischeOszillationenaufweisen.

4.3 Fall einer variablen Konvektionsgeschwindigkeit

In diesemAbschnittwollen wir dasVerhaltenvon unterschiedlichenDiskretisierungsver-

fahrenaneinemTestbeispielfür denFall einervariablenKonvektionsgeschwindigkeitun-

tersuchen.Ein sehrbeliebtesBeispieleinervariablenGeschwindigkeitist ein rotierendes

Strömungsfeld:

������	�
 �»� /2��
s/¶
�´ � 	 (4.32)

������	�
 �»� ���>/¶��´ ��� (4.33)

DasKoordinatenpaar����´4	�
�´ � beschreibtdenMittelpunktderRotation,sodaßdiesemStrö-

mungsfeldeinumdenPunkt ����´�	�
�´ � rotierendesLösungsprofilentspricht.Mannenntdiese

Testaufgabedeshalboft Festk̈orperrotationsproblem(
”
solidbodyrotation“ ).

Wir werdenunsbeidernumerischenBerechnungwiederaufdasquadratischeBerechnungs-

gebiet����	�
 � µ O � 	41 S4U O � 	41 S beschr̈ankenundwählendeshalbdenPunkt ����´4	�
L´ �M� � ���u½ 	 �A�j½��
alsRotationszentrum.

Als Startprofil ��´4����	�
 � nehmenwir eine Funktion,die von LeVeque[78] vorgeschlagen

wurdeund derenProfil in der Abbildung 4.7 graphischdargestelltist (Test No.10). Das

Lösungsprofilbeschreibtdrei
”
Festk̈orper“ : eine Scheibemit einemSchlitz, einenKegel
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Abbildung 4.7: TestNo.10:StartprofilnachLeVeque[78].

undeinenglattenBuckel.DieserFestk̈orpersatzmachteinevolle Umdrehunginnerhalbvon

65Ì Sekunden,sodaßdie LösungderKonvektionsgleichungzudenZeitpunkten

�M� 63Ì+	 ¹ Ì+	�Ý5Ì+	 �.�-�

mit demStartprofilübereinstimmt.

In derAbbildung4.8 sinddie Lösungsprofile,berechnetmit UPWIND sowie 3 TVD-Ver-

fahren,nacheinerbzw. zehnvollenUmdrehungendargestellt.Mansieht,daßdieUPWIND-

LösungbereitsnacheinerUmdrehungkeineÄhnlichkeit mit demStartprofilhat,undnach

10 UmdrehungenfastvollständigüberdieRänderdesBerechnungsgebieteswegdiffundiert

ist. Dagegenliefern alle 3 TVD-VerfahrensehrgenaueLösungennacheinerUmdrehung.

Die MC- undL-ARAGWAL-Profile sindziemlichähnlichundweisenfastgleicheGenauig-

keit auf.Die Superbee-L̈osunghateinefastdoppeltsohoheGenauigkeit,die vor allemaus

derbesserenAuflösungderScheiberesultiert.Nach10Umdrehungenist Superbeedasein-

zige Verfahren,bei demder Schlitz in der Scheibenochdeutlichzu erkennenist. Dafür

sind der Kegel und der Buckel bei den beidenanderenVerfahrenviel besseraufgel̈ost,

währendbeimSuperbee-VerfahrendiesebeidenTeile derLösunginfolgederAntidif fusion

fastsenkrechteSeitenfl̈achenbekommen.Entscheidendist, daßauchin diesemTestfallei-

nedemUPWIND-VerfahrendeutlichüberlegeneGenauigkeitallerTVD-Diskretisierungen

nicht aufKosteneinesunphysikalischenVerhaltensderLösungerzieltwird.
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Abbildung 4.8: TestNo.10:Lösungsverlaufnach1 (links) und10 (rechts)Umdrehungenauf

einemGitter Í°Î°¿¶Í°Ï�¿¶À�Á¼À]Ð für 4 Verfahren.
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4.4 Diskretisierungder Navier-Stokes-Gleichungen

In diesemAbschnittwollenwir aufdieBesonderheiteneingehen,diemit derDiskretisierung

derNavier-Stokes-Gleichungenverbundensind.Wir beschr̈ankenunsdabeiwiederumauf

denzweidimensionalenFall undsetzenaußerdemvoraus,daßdieStrömunginkompressibel

ist.Die letzteAnnahmeist fürdieKonstruktiondesVerfahrensnichtentscheidend,siemacht

jedochdieAnalogiezurzweidimensionalenKonvektionsgleichung,diewir sp̈aterausnutzen

werden,mehrtransparent.

Die Navier-Stokes-Gleichungist einevektorielleGleichung,sodaßmanim 2-D Fall zwei

skalareGleichungenber̈ucksichtigenmuß – je eine Gleichungpro Koordinatenrichtung.

Da beideGleichungen̈ahnlichsind,beschr̈ankenwir unsauf die Beschreibung derErhal-

tungsgleichungderFluidgeschwindigkeitin � -Richtung.Bezeichnetmandiesewie üblich

mit � , die 
 -Geschwindigkeitmit Þ , die Dichte mit ß und denDruck mit à , so lautetdie

� -Impulsbilanzin derkonservativenForm

� ß � � _ � / à d /K� ß � H /�áâ� d � d /K� ß � Þ /�á�� k � k  ß4ã d (4.34)

Hier bezeichnetã d - die � -Komponenteder Erdbeschleunigung,und á – die dynamische

Viskosiẗat desFluids.Wir teilenalle TermedieserGleichungdurchdie alskonstantange-

nommeneDichte,undbringendieKonvektionstermeaufdie linke Seite:

� _  ��� H � d  ��� Þ � k � / 1ß à d
¶ä � d�d åä � kTk  ã d � (4.35)

Hier bezeichnet
ä

die (alskonstantangenommene)kinamatischeViskosiẗatdesFluids.

Für die HerleitungderFinite-Volumen-Formulierung nehmenwir an,daßdaszweidimen-

sionalenumerischeGitter, auf demdie Gitterfunktion W '-X 7 definiert ist, genauso wie im

Abschnitt4.1 festgelegt wird. Dabeikannessein,daßdie (ebenfallsunbekannten)Appro-

ximationen— æ '.X 7 für denDruck und ç '.X 7 für die 
 -Geschwindigkeit— auf anderen,ver-

setzten,Gitterndefiniertsind.ZumjetzigenZeitpunktspieltdiesjedochnochkeineRolle.

Die Finite-Volumen-Formulierungwird hergeleitet,indemmandie Gleichung(4.35) über

dasKontrollvolumen O � '.P�F�G=H 	�� 'ER�F�G=HTS�U O 
 7 P�F�G=H 	�
 7 R�F�G=H=S sowie überdasZeitintervall O �T< 	 �=< R�F S
integriert und durch

* � * 
 *>� dividiert. Die BehandlungdesDrucktermes,der diffusiven

TermeunddesQuelltermesaufderrechtenSeitederGleichungstelltdabeikeineSchwierig-

keitendar. Wir verweisenin diesemZusammenhangaufdasklassischeBuchvon Patankar

[93] undbeschr̈ankenunsaufdieBehandlungderTermeaufderlinkenSeitederGleichung

(4.35).Wir setzendaherdie rechteSeitegleichNull undschreibendie resultierendeGlei-
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chungfolgendermaßenum,wobeiderTerm � H explizit in zweiFaktorenaufgespaltenwird:�
��� ������	�
�	 ����

�
� � ��������	�
�	

����) ������	�
�	 ������
�
� 
 � Þ ����	�
�	

����) ������	�
�	 �������@��� (4.36)

Ein direkterVergleichdieserGleichungmit derzweidimensionalenKonvektionsgleichung

(4.1) zeigt, daßder einzigeUnterschiedzwischendiesenGleichungendarin besteht,daß

die Gleichung(4.36) an Stellevon bekanntenKonvektionsgeschwindigkeiten������	�
 � und

������	�
 � diesmalunbekannteGeschwindigkeitskomponenten������	�
�	 ��� und Þ ����	�
�	 ��� entḧalt.

Die resultierendeFinite-Volumen-Formulierungstimmtdahermit derGleichung(4.3)kom-

plett überein,wobeidienumerischenKonvektionsstr̈ome

wz� W9x ( /y1�J�6A	 8�� ��$ o { � W9x ( 	 8 /K1�J�6 �
diesmalnichtdieGrößen

��� W � '.PQF�G=H�X 7 ��$ o ��� W � '-X 7 P�F�G=H 	
sonderndienichtlinearenAusdr̈ucke

� W ) W � '.P�F�G=H�X 7 ��$ o � ç ) W � '.X 7 P�F�G=H (4.37)

approximieren.

Im Abschnitt3.4vorigenKapitelswurdedasSplitting-Verfahrenfür die Burger-Gleichung

präsentiert.DiesesVerfahrenbehandeltdie linearenund nichtlinearenKonvektionsstr̈ome

völlig analog,so daßdie Approximationsausdrücke für die linearenKonvektionsstr̈ome

durch eine leichte Modifikation an den Fall der nichtlinearenStröme angepaßtwerden

können.Wir setzennundasSplitting-Verfahrenauchfür die DiskretisierungderGleichung

(4.36)ein.Dasbedeutet,daßdie Approximationsausdrücke(4.6- 4.13)auchfür die Terme

(4.37)eingesetztwerdenkönnen,wenndieGrößen�A� und � � soumdefiniertwerden,daßsie

dieGeschwindigkeitenW ��� '-P�F�GTH 	�
 7 � und ç ����'^	�
 7 P�F�G=H � approximieren.

Bei der Definition von ��� verwendenwir die lineareInterpolationzwischenden Stellen

����'.PQF�	�
 7 � und ����'�	�
 7 � :
��� � W ��� '.PQF�G=H 	�
B7 �M� 1

6 � W '.P�F=X 7
 W '.X 7 ���

Die Approximationsformelfür ç ��� ' 	�
 7 P�F�G=H � hängtdavon ab, ob maneineversetzteoder

einenichtversetzteVariablenanordnungverwendet.Bei einernicht-versetztenVariablenan-

ordnungist dieGitterfunktion ç '.X 7 andenselbenStellenwie dieGitterfunktion W '.X 7 definiert.

ManverwendetdanneinelineareInterpolationzwischendenStellen ��� ' 	�
B7 P�F � und ��� ' 	�
47 � :
� � � ç ��� ' 	�
 7 P�F�GTH �M�Ü1

6 � ç '-X 7 P�F
 ç '.X 7 ���



4.4: DISKRETISIERUNG DERNAVIER-STOKES-GLEICHUNGEN 177

Bei einerversetztenVariablenanordnungnachHarlow undWelch [38] ist dieGitterfunktion

ç '.X 7 in denEckpunkltendes W -Kontrollvolumensdefiniert.Man verwendetdann für die

Approximation von ç ��� ' 	�
 7 P�F�G=H � eine lineare Interpolation zwischen den Stellen

��� '.P�F�G=H 	�
 7 P�F�G=H � und ��� 'ER�F�G=H 	�
 7 P�F�G=H � .
Bei der BesprechungdesSplitting-Verfahrensfür die Burger-Gleichungwurde erwähnt,

daßsein wichtigsterVorteil eine relativ einfacheund für alle (linearensowie nichtlinea-

ren)GleichungeneinheitlicheImplementierungist. Gleichzeitigwurdedaraufhingewiesen,

daßobwohlderEinsatzvon Limiter-Funktionenim RahmeneinesSplitting-Verfahrensauf

einerAnalogiezu Slope-Limiter-Verfahrenberuht,dasresultierendeVerfahrenjedochdie

TVD-Eigenschaftnicht besitzt.Dasals QTVD (quasi-TVD)getaufteVerfahrenführte im

TestNo.7zwarzu deutlichbesserenErgebnissenalsdie nichtlimitiertenVerfahrenzweiter

Ordnung,einevollständigeEliminierungderOszillationenwurdejedochnicht festgestellt.

Im TestNo.7 handelteessich allerdingsum einediskontinuierlicheLösungsfunktion.Wir

wollen nundasQTVD-VerfahrenaneinemBeispieltesten,bei welchemdie Lösungkeine

Diskontinuiẗatenaufweist.

Als Testfall No.11untersuchenwir dassogenannte
”
standingvortex problem“ . Dasströ-

mendeMediumseinichtviskosunddasBerechnungsgebietseidurch ����	�
 � µ O � 	41 S+U O � 	01 S
gegeben.Die Anfangsbedingungfür die Geschwindigkeitsei durchein axisymmetrisches

rotierendesStrömungsfeldgegeben.Wir definierendasGeschwindigkeitsfeldin Polarkoor-

dinaten����èn	���é � :
��è � � 	

��é � �     ¡
     ¢

½3ê 	�£¦¥0$�$ ê © �A� 6
6°/ ½3ê 	�£¦¥0$�$ ��� 6vë ê ë ���º¹� 	�£¦¥0$�$ ê2ÅK�A�º¹

wobeidie Größe
ê

folgendermaßendefiniertist

ês�,ì ���:/ ���j½]� H  ��
2/ �A�j½�� H �

Diese Anfangsbedingungfür das Geschwindigkeitsfeld,dargestellt in Abb. 4.9, bildet

gleichzeitigdie station̈areLösungdesProblems.Die numerischeLösungsolltedaherdiese

Anfangsverteilungmöglichstgenaubeibehalten.

In Abb. 4.10 ist dasGeschwindigkeitsfeldzum Zeitpunkt
��� í % , berechnetauf einem

Gitter mit Ý ½ U Ý ½ Stützstellenmit demUPWIND (links) unddemQTVD-L-AGARWAL-

Verfahren(rechts),dargestellt.Infolge dernumerischenDif fusionnimmt derMaximalwert

der Geschwindigkeitin derUPWIND-Lösungauf 0.47ab,bei der L-AGARWAL-L ösung
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.

Abbildung 4.9:TestNo.11:DasFlow-MapunddieStromlinienfür dasGeschwingkeitsfeldzum
Zeitpunkt ¾�¿¶À�Ã

.

Abbildung 4.10:TestNo.11:UPWIND undL-AGARWAL-L ösungzumZeitpunkt

¾�¿¶î�Ã alsFlow-Map.

.

Abbildung 4.11:TestNo.11:UPWIND undL-AGARWAL-L ösungzumZeitpunkt

¾�¿¶î�Ã alsFlow-Map(vergrößert).
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.

Abbildung 4.12:TestNo.11:UPWIND undL-AGARWAL-L ösungzumZeitpunkt

¾�¿¶î�Ã alsStromlininen.

.
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Abbildung 4.13:TestNo.11:VergleichderLösungsprofileauf derHöhe Ï÷¿¶À]ÁºÂ .
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betr̈agtderMaximalwertdagegen0.88.AußerhalbdesKreisesmit demRadius0.4 ist bei

der exaktenLösungdie Geschwindigkeitgleich Null. Die numerischeLösungist infolge

derDiskretisierungsfehlerjedochungleichNull. In Abb. 4.11sinddieGeschwindigkeitenin

diesemBereichvergrößertdargestellt.Man sieht,daßauchhier die L-AGARWAL-L ösung

wesentlichgenaueralsdieUPWIND-Lösungist. AuchdasStromliniendiagrammfür dieL-

AGARWAL-L ösung(Abb. 4.12,rechts)zeigtwesentlichmehrÄhnlichkeitmit derexakten

Lösung(Abb. 4.9),alsim Falle derUPWIND-Lösung(Abb. 4.12,links).

In derAbb. 4.13sinddie ProfiledervertikalenGeschwindigkeitskomponenteaufderHöhe


 �~�A�j½
, berechnetmit beidenVerfahren,derexaktenLösunggegen̈ubergestellt.Einewe-

sentlichhöhereGenauigkeitdesL-AGARWAL-Verfahrensist deutlichzu erkennen.Ent-

scheidendist, daßdasmit QTVD-VerfahrenberechnetesProfil keineunphysikalischenOs-

zillationenaufweist.

Mit diesemAbschnitt schließenwir unsereAusführungenzur Diskretisierungvon linea-

ren und nichtlinearenKonvektionstermenbei ein- und mehrdimensionalenProbelmenab.

Im letztenKapitel deserstenTeils der Arbeit gehenwir noch kurz auf unterschiedliche

MöglichkeitenderZeitdiskretisierungunterdemBlickwinkel desTVD-Konzeptesein.


