Kapitel 5

Zeitintegrationsver fahren

5.1 Impliziteund explizite Verfahren erster Ordnung

Bei derHerleitungder Finite-Volumen-Brmulieungfr die lineareKornvektionsgleichung
im Abschnittl.3mulRtenwir 2 IntegraletiberdasZeitintenall [¢,,, ¢,,+1] numerischauswer

ten(s.(1.49)). Fur dieseAuswertungstanderunsdie Wertederunbekannteifrunktionaus

denZeitebenen = ¢, undt¢ = ¢, zuVerfugung.Damitergebensich3 Moglichkeitenzur

Auswertungder Zeitintegraleim RahmerderFinite-Volumen-Brmulieung.

Die ersteMoglichkeitbestehtarin,daBmanausschliellicldie Werteder ,alterf Zeitebene
t = t, verwendetDasfuhrt zu einemexpliziten DiskretisierungserfahrenWird der Kon-
vektionstermmit Hilfe desUPWIND-Verfahrendliskretisiert,so erhalt manbei expliziter
ZeitintggrationfolgendeDiskretisierunglerlinearenKornvektionsgleichung:

U, —U, U, — Uiy

— 0. 5.1
NN 0 (5.1)

Zur Erinnerung:wir bezeichnemit I/ immer die Werte der ,neuef\ Zeitebene = ¢,
undmit U — die Werteder,, alterf Zeitebene = ¢,,.

Eine implizite Zeitintegration erhalt man,wenn zur Auswertungder Zeitintegrale nur die
Werte ausder Zeitebenet = ¢,.; eingesetziverden.Die Eigenschafterdesimpliziten
UPWIND-Verfahrendir die lineareKornvektionsgleichungvurdenim Abschnitt1.4 aus-
fuhrlich diskutiert,die entsprechendBiskretisierungsformdhutet:

U, —U; U —U;_4
+ a

= 0. 2
At Az 0 (52)

Die dritte Moglichkeit bestehtdarin, dal3 man bei der Auswertungder Zeitintegrale den
Beitrag der Funktionswerteaus beidenZeitebenent = ¢, undt¢ = t¢,4; je zu Halfte
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182 KAPITEL 5: ZEITINTEGRATIONSVERMAHREN

beriicksichtigt.Dasfuhrt zum sogenannte€rank-Nicolson-Verfahren.Fur die UPWIND-
Diskretisierungder Kornvektionstermesiehtdie Crank-Nicolson-Zeitintgrationfolgender
maferaus:

UZ' — UZ a UZ — Ui—l CLUZ' — Ui—l
+5 +5

Al 2 Az 5 Az U (53)

Bei derHerleitungvon TVD-Verfahrernhabenwir unsausschlief3liclauf die implizite Zei-
tintegrationbeschankt.MankannabergenausgutDiskretisierungserfahrermit derTVD-
EigenschafaufandererZeitintegratiorverfahreraufbauenDie Vor- undNachteilevon un-
terschiedlicheZeitintggratiorverfahrersinddasThemadiesesAbschnittes.

Der grofite Vorteil von expliziten Verfahrenist ihre einfacheund kostenginstigenume-
rische Behandlungda die resultierenderGleichungssystemaach den Funktionswerten
der neuenZeitebeneexplizit aufgebst werdenkdnnen.So kann die explizite UPWIND-
Diskretisierung5.1) folgendermalRenmgeschriebewerden:

aAl — —

U, =T, (T; — Uiy). (5.4)

YAz
Diesermbglicht einedirekte Berechnungles, unbekannténWertesl/; ausdenbekannten
Wertenl; undU;_,.

Die implizite UPWIND-Diskretisierund5.2) fuhrtdaggenzu einemGleichungssystem

aAt aAt —
1+ — U, ——U;_, =U,, 55

( + A:z:) Az ! (5-5)
auswelchemdie Werteder neuenZeitebenenur mittels einerrechenzeitintengerenalge-
braischerLosungermitteltwerdenkdnnen.

Der Vorteil von expliziten Verfahrenwird nochdeutlicherbei nichtlinearenTVD-Verfah-
renbzw beiderDiskretisierungiichtlineareiGleichungendabeiimpliziten Verfahrendas
resultierend&ysteminfolge derNichtlinearittiteratv gelostwerdenmul3.

Allerdings sind die expliziten Verfahrenmit einer starkenEinschankungverbunden.Sie

betrifft die maximalzulassigeZeitschrittweite Wahrendalle in vorigenKapitelnbetrachte-
tenimpliziten Verfahren(abgesehewron derunphysikalischeiownwind-Diskretisierung)
absolut(d.h.unablangigvon der Zeitschrittweite stabilsind, sindalle expliziten Verfahren
entwederbedingtstabil oder sogarabsolutinstabil. BedingteStabilitat bedeutetdal3das

Diskretisierungsgrfahremur dannstabilist, wenndie ZeitschrittweiteA¢ nichtgrofierals

ein maximalzulassigeMWert At, ist. Fur dasexplizite UPWIND-Verfahren(5.1) bedeutet
dasz.B., daRRdie ZeitschrittweiteAt folgendeStabilitatsbedingung

At < BT (5.6)

a
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erfullen muf3. Dasimplizite UPWIND-Verfahren(5.2) kanndaggen fur beliebigeWerte
von At eingesetztverden.

Esist interessantgdallgeradeam Falle einerlinearenKornvektionsgleichungnit konstanter
Geschwindigkeitlie absoluteStabilitat von impliziten VerfahrenkeinerleiVorteile bringen
kann.Wir erinnernunsandie Methodeder modifiziertenDifferentialgleichungdie im Ka-
pitel 1 mehrmalsangevandtwurde.Solautetedie modifizierteDifferentialgleichundir das
implizite UPWIND-Verfahren(vgl. 1.87):
U + au, = ag_rum (5.7)
Bei derHerleitungdieserGleichunghabenwir allerdingsdenZeitfehleranteilausdemlo-
kalen Abbruchfehlerder UPWIND-Diskretisierungdurch einenGrenibegangA¢ — 0
bereitseliminiert. Fur einenendlichen Wertvon At lautetdie modifizierteDifferentialglei-
chungfir dasimplizite UPWIND-Verfahrerdaggen
Uy + au, = ﬁum + guﬁ. (5.8)
2 2
Die implizite Formulierungkannalsoals UPWIND-Diskretisierung der Zeitableitung auf-
gefalRtwerdenundfuhrtgenausaueinernumerischemiffusionwie die UPWIND-Diskre-
tisierungder OrtsableitungDer negative EinfluRR dieser, zeitintegrationsbedingténnume-
rischenDiffusionist um so starker je intensver sich die Losungder Differentialgleichung
mit der Zeit andert.Bei der linearenKorvektionsgleichundindet eine drtliche Anderung
derLosungimmerparallelmit derzeitlichenAnderungder Lésungstatt,dafir die Lésung
derlinearenKornvektionsgleichungjilt:

Uy = — AUy (5.9

Daraugfolgt

Upp = AUy (5.10)

Eingesetzin (5.8) fuhrt daszu folgenderForm der modifiziertenDifferentialgleichundtr
dasimplizite UPWIND-Verfahren

A AN
@er Lyl )um (5.11)

us + auy = ( 5 + 5
Man sieht,dalR bei einer Zeitschrittweitevon At > Az /a der ,zeitintegrationsbedingte
Koeffizient der numerischerDiffusion grof3erist als der numerischeDiffusionkoefizient,
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derdurchdie UPWIND-Diskretisierungler Ortsableitunghenorgerufenwird. Wirdeman
durcheineTVD-DiskretisierungdenortlichenFehlerweitgehendeduzierensowiirdenoch
derZeitfehleranteibleibenderin derselberGroRenordnuntiegt. Um diesereureduzieren,
mufte man mit Zeitschrittweitenarbeiten,die wesentlichkleiner als Az /a sind, und in
diesemBereichkannmanwiederumdie effektivereexplizite Formulierungverwenden.

Die Tatsachedalider Einsatzderimpliziten Zeitintegrationim Falle derlinearenKonvekti-
onsgleichungm Vergleichzurexpliziten Zeitintegrationwenig Sinnmacht, kannallerdings
nicht verallgemeinertverden.Insbesonderem 2- und 3-dimensionalerrall abergenauso
beiandererl-D Gleichungersind Situationendenkbay bei denendie Losungstarkeortli-
chenGradienterhat, sich zeitlich abergarnicht bzw. nur ganzlangsamandert.Der Testfall
No.1lamEndedesvorigenKapitelsist ein gutesBeispieldafur. Wird einesolchestatiorare
bzw quasistatioareL dsungeinesProblemgesuchtsokommtmanmit impliziten Verfah-
renviel schnelleransZiel, dadie Moglichkeit,mit wesentlichgrof3ererzZeitschrittweiterzu
arbeitendie Verlusteinfolge eineraufwendigere.osungdesalgebraischefleichungssy-
stemmehralsausgleicht.

IstmandaggenaneinergenauerzeitlichenAuflosunginteressierund muf3mandabeimit

Zeitschrittweiterarbeitendie unterhalbder Stabilitatsgrenzevon expliziten Verfahrenlie-

gen,soist die explizite ZeitintegrationeindeutigvorzuziehenWir werdendenAufbaueines
expliziten TVD-Verfahrendaherkurz skizzieren Wie im impliziten Fall wird ein expliziter

TVD-Konvektionsstronmalsein gewichtetesMittel ausdem(expliziten) UPWIND-Strom

al;_y/y = F*(U;i —1/2) = alU;_;. (5.12)

unddemexpliziten CDS-Strom

sy = o5 = 172) = L2t U

(5.13)
gebildet.Der resultierendedusdruckfir denTVD-Strom F*4(T; 1) sawie die TVD-Dis-
kretisierungsformestimmenmit (1.152,1.153)iberein,wennmananstattvon denWerten
U derneuerZeitebenalie WertederaltenZeitebend’ einsetztAnalogzu (1.168)kanndie
explizite TVD-Diskretisierungn derForm

U, = UZ — 62'_1(72' — Ui—l) + Di(Ui+1 — UZ), (514)

damgestelltwerdenwobeidie GroRenC;_; und D; folgendermafRedefiniertsind:
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al — (8,
_ mi (2 _$(0) + QD%T )) (5.15)
D = 0 (5.16)

AnalogzumTheorem4 kanngezeigtwerdendaliein Finite-Volumen-\érfahen,dasin der
Form (5.14) dagestelltwerdenkann,die TVD-Eigenschafbesitzt,wennfolgendeBedin-
gungererfullt sind[40, 41]:

C; > 0, Vi (5.17)
Di > 0, Vi (5.18)
Ci+D; < 1, Vi (5.19)

UnterdenVoraussetzungatesTheorem$ sinddie Bedingunger(5.17,5.18)offensichtlich
erfullt. Analogzu (1.175)kannmanzeigendafd

Y
2~ (@) + 20 < 4 (5.20)
gilt, worausfolgt
- = aAt 2aAt
. < . = . .
Cit Di< o a+0=" (5.21)

Die Bedingung(5.19)ist erfullt, wenn At < 0.5Az/a ist. Man sieht,daf3sich die maxi-
mal zulassigeZeitschrittweitebeim expliziten TVD-Verfahrenim Vergleich zum explizi-
ten UPWIND-Verfahrenhalbierthat (vgl. (5.6)). Dasdarf abernicht iiberraschenga der
TVD-Stromalsein gewichtetesMittel ausUPWIND-Stromund CDS-Stromgebildetwird.
WahrenddasdemUPWIND-Stromentsprechendexplizite Verfahrenbedingtstabilist, ist
dasexplizite CDS-\erfahrenabsolut instabil. Die ,Beimischung von numerischeDiffu-
sionin Form von UPWIND-StromstabilisiertsomitdasCDS-\erfahrenund verleiht dem
resultierendeVerfahrendie TVD-Eigenschatft.

5.2 DasCrank-Nicolson-TVD-Verfahren

Sowohl die vollimplizite als auchdie vollexplizite Zeitintegration,die wir im vorigenAb-
schnittuntersuchhabenfuhrenzu Diskretisierungserfahrendie bzgl. der Zeitkoordinate
lediglich ersterOrdnunggenausind. Da die vollimpliziten Verfahreniiberwigendin Si-
tuationenmit zeitlich wenig veranderlicherLdsungereingesetztverden,spieltdie niedri-
ge OrdnungdesVerfahrenskeinegrol3eRolle. Die vollexpliziten Verfahrenwerdendage-
gendanneingesetztywenndie genauezeitliche AuflosungdesProblemsvon Interessest
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unddeshallsokleine Zeitschritteerfordert,daf3siein denStabilitatsbereictvon expliziten
TVD-Verfahrerfallen.

In diesen Stuationen ist essinnvoll, anstativon expliziten TVD-VerfahrenCrank-Nicolson-
TVD-VerfahrereinzusetzterDadurchwird nichtnur die OrdnungdesVerfahrendzgl. der
Zeitkoordinatevon 1 auf 2 erhoht, sondernauchder Stabilitatsbereictdes Verfahrenam
Vemleichzur expliziten Varianteum Faktor 2 ausgeveitet.

Beim Crank-Nicolson-TVD-¥rfahrenwird der TVD-Kornvektionsstromals ein arithmeti-
schedMittel ausdemimplizitenunddemexpliziten TVD-Stromgebildet.Die resultierende
Diskretisierungsformetannin derForm

U, =U; — C"(U; — 1) + D (Usyr — Us)

U,_
Ujil(Uz — Ui—l) + Ejn(UH_l — UZ), (522)

damgestelltwerdenwobei

Ccero= 0.50,
Cr o= 050,

D" = 0.5D;

k3

D" = 0.5D;

unddie KoefiizientenC;_,, D;, C;_,, D; wiein (1.169,1.170,5.15,5.16)definiertwerden.

AnalogzumTheorem4 kanngezeigtwerden dal3ein Finite-Volumen-\érfahen,dasin der
Form (5.22) damgestelltwerdenkann,die TVD-Eigenschafbesitzt,wennfolgendeBedin-
gungererfullt sind[40, 41]:

0< O <C<oo, Vi
0< D" <D<oo, Vi

ct o> 0, Vi

k3

CcN

S
AV
\_O

A

k3

k3 k3

IA
—_

, Vi

Unter Voraussetzungeties Theoremss sind alle dieseBedingungererfullt, wennzusatz-
lich At < Az/a gilt. DurchBeimischungdesimpliziten TVD-Stromskannsomitim Ver-
gleich zum expliziten TVD-Verfahrendie maximal zulassigeZeitschrittweitetatsachlich
von0.5Az/a auf Az /a um Faktor2 erhbhtwerden.
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Das Crank-Nicolson-TVD-¥rfahrenfiihrt zu einemnichtlinearenGleichungssystendas
zurachstinearisiertundanschlieBendhehrmalanittels einesdirektenoderiteratvenalge-
braischenSolversgelost werdenmuf3.Die Berechnungron Koeffizientendesresultieren-
den Gleichungssystemist aufwendigerals beim vollimpliziten Verfahren,da sovohl der
implizite als auchder explizite TVD-Stromermitteltwerdenmuf3.Zur Losungvon zeitin-
sensitven Problemersollte daherlieber dasimplizite TVD-VerfahrenersterOrdnungein-
gesetztwerden.Bei zeitempfindlicherProblemenst dasCrank-Nicolson-TVD-¥rfahren
dem expliziten TVD-Verfahrenvorzuziehenda infolge der hdherenOrdnungdes Crank-
Nicolson-\érfahrenseine vergleichbareGenauigkeitmit wesentlichgrolerenZeitschritt-
weitenerreichtwerdenkann,als beim Einsatzdesexpliziten VerfahrensSo kannmander
Tabellel.1 entnehmer{Abschnitt1.4), daf3sichim TestfallNo.1 beim Einsatzdesimpli-
zitenUPWIND-VerfahrengrsterOrdnungdie vier signifikantenStellendesGesamtfehlers
erstabeinerZeitschrittweiteA¢ = 0.00005 nicht mehrandernDieseZeitschrittweiteliegt
weit unterhallbder Stabilitatsgrenzéir dasexplizite UPWIND-VerfahrenderenEinsatzdie
erforderlicheRechenzeium Faktor 2 verkiirzt. Der Unterschiedfallt nicht so stark aus,
daim Falle der UPWIND-Diskretisierungkeine Linearisierungnotwendigist. Auf3erdem
ermbglicht die tridiagonaleForm desGleichungssystemden Einsatzeinesdirektenalge-
braischen_osers.Beim EinsatzdesCrank-Nicolson-UPWIND-¥rfahenswird die erfor-
derlicheGenauigkeibereitsbei einerZeitschrittweitevon At = 0.005 erreicht,so dalRdie
Anzahl der notwendigernZeitschritteum Faktor 100 kleiner ist, wasin einer38(!)-fachen
ReduktionderRechenzeitm Vergleichzumexpliziten UPWIND-Verfahrerresultiert.

In allenTestfllen,die in vorigenKapitelnuntersuchtvurden,wurdezurachstder Zeitfeh-
leranteilausdem Gesamtfehleeliminiert, und erstanschlieRendlie verbleibenderOrts-
fehleranteilevon verschiedene@rtsdiskretisierungemiteinandewerglichen.Obwohlwir
dabeinur vollimplizite Verfahrenmiteinanderverglichenhaben,wurde die Zeitfehlereli-
minationmittels desCrank-Nicolson-¥rfahrensdurchgeiihrt, dadie impliziten Verfahren
(insbesondere 2-D Fallen)bis zu 1000-fachiangereRechenzeiin Anspruchgenommen
hatten.Auf die Gultigkeit der getrofenenAussagerhat dasallerdingskeinenEinfluf3, da
im Grenzwert At — 0 (beimfixiertenWertvon Az) die implizite unddie Crank-Nicolson-
Zeitintggrationbei einemstabilenVerfahrendieselberL dsungsprofildiefern.
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