
Kapitel 5

Zeitintegrationsverfahren

5.1 Implizite und explizite Verfahren erster Ordnung

Bei derHerleitungderFinite-Volumen-Formulierungfür die lineareKonvektionsgleichung

im Abschnitt1.3mußtenwir 2 IntegraleüberdasZeitintervall
�����������
	���

numerischauswer-

ten(s. (1.49)). Für dieseAuswertungstandenunsdie WertederunbekanntenFunktionaus

denZeitebenen
�������

und
�������
	��

zuVerfügung.Damitergebensich3 Möglichkeitenzur

AuswertungderZeitintegraleim RahmenderFinite-Volumen-Formulierung.

Die ersteMöglichkeitbestehtdarin,daßmanausschließlichdieWerteder
”
alten“ Zeitebene�������

verwendet.Dasführt zu einemexpliziten Diskretisierungsverfahren.Wird derKon-

vektionstermmit Hilfe desUPWIND-Verfahrensdiskretisiert,so erḧalt manbei expliziter

ZeitintegrationfolgendeDiskretisierungderlinearenKonvektionsgleichung:����� ���� � ��� ����� ��� � ��"! �$#&%
(5.1)

Zur Erinnerung:wir bezeichnenmit
�

immer die Werteder
”
neuen“ Zeitebene

�"�'���
	��
undmit

�
– dieWerteder

”
alten“ Zeitebene

�(�����
.

Eine implizite Zeitintegrationerḧalt man,wennzur Auswertungder Zeitintegralenur die

Werte ausder Zeitebene
�)� ���*	��

eingesetztwerden.Die Eigenschaftendesimpliziten

UPWIND-Verfahrensfür die lineareKonvektionsgleichungwurdenim Abschnitt1.4 aus-

führlichdiskutiert,dieentsprechendeDiskretisierungsformellautet:���+� ���� � ��� �����,��� � ��"! �$#&%
(5.2)

Die dritte Möglichkeit bestehtdarin, daßman bei der Auswertungder Zeitintegraleden

Beitrag der Funktionswerteaus beidenZeitebenen
��� � �

und
��� � �*	��

je zu Hälfte
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182 KAPITEL 5: ZEITINTEGRATIONSVERFAHREN

ber̈ucksichtigt.Dasführt zum sogenanntenCrank-Nicolson-Verfahren.Für die UPWIND-

DiskretisierungderKonvektionstermesiehtdie Crank-Nicolson-Zeitintegrationfolgender-

maßenaus: ���+� �-�� � � � . ���/�0��� � ��1! � � . ����� ��� � ��1! �$#&%
(5.3)

Bei derHerleitungvon TVD-Verfahrenhabenwir unsausschließlichauf die implizite Zei-

tintegrationbeschr̈ankt.MankannabergenausogutDiskretisierungsverfahrenmit derTVD-

EigenschaftaufanderenZeitintegrationverfahrenaufbauen.Die Vor- undNachteilevonun-

terschiedlichenZeitintegrationverfahrensinddasThemadiesesAbschnittes.

Der größteVorteil von expliziten Verfahrenist ihre einfacheund kosteng̈unstigenume-

rischeBehandlung,da die resultierendenGleichungssystemenachden Funktionswerten

der neuenZeitebeneexplizit aufgel̈ost werdenkönnen.So kann die explizite UPWIND-

Diskretisierung(5.1) folgendermaßenumgeschriebenwerden:�2� � �-��� � � ��"!43 ����� ��� � �656%
(5.4)

Diesermöglicht einedirekteBerechnungdes
”
unbekannten“ Wertes

���
ausdenbekannten

Werten
���

und
��� � �

.

Die implizite UPWIND-Diskretisierung(5.2) führtdagegenzueinemGleichungssystem798 � � � ��"!;: ���/� � � ��"! ��� � �<� ��� �
(5.5)

auswelchemdie WertederneuenZeitebenenur mittelseinerrechenzeitintensiverenalge-

braischenLösungermitteltwerdenkönnen.

Der Vorteil von expliziten Verfahrenwird nochdeutlicherbei nichtlinearenTVD-Verfah-

renbzw. bei derDiskretisierungnichtlinearerGleichungen,dabei implizitenVerfahrendas

resultierendeSysteminfolgederNichtlineariẗat iterativ gel̈ostwerdenmuß.

Allerdings sind die expliziten Verfahrenmit einerstarkenEinschr̈ankungverbunden.Sie

betrifft diemaximalzulässigeZeitschrittweite.Währendalle in vorigenKapitelnbetrachte-

tenimplizitenVerfahren(abgesehenvon derunphysikalischenDownwind-Diskretisierung)

absolut(d.h.unabḧangigvonderZeitschrittweite)stabilsind,sindalle explizitenVerfahren

entwederbedingtstabil odersogarabsolutinstabil. BedingteStabilität bedeutet,daßdas

Diskretisierungsverfahrennur dannstabil ist, wenndie Zeitschrittweite
� �

nicht größerals

ein maximalzulässigerWert
� �>=

ist. Für dasexplizite UPWIND-Verfahren(5.1) bedeutet

dasz.B.,daßdieZeitschrittweite
� �

folgendeStabilitätsbedingung� �@? �1!
� (5.6)
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erfüllen muß.Das implizite UPWIND-Verfahren(5.2) kanndagegen für beliebigeWerte

von
� �

eingesetztwerden.

Es ist interessant,daßgeradeim Falle einerlinearenKonvektionsgleichungmit konstanter

Geschwindigkeitdie absoluteStabilität von impliziten VerfahrenkeinerleiVorteilebringen

kann.Wir erinnernunsandie MethodedermodifiziertenDif ferentialgleichung,die im Ka-

pitel 1 mehrmalsangewandtwurde.SolautetediemodifizierteDif ferentialgleichungfür das

implizite UPWIND-Verfahren(vgl. 1.87):

ACB �0� AED � � �"!. ACD6D %
(5.7)

Bei derHerleitungdieserGleichunghabenwir allerdingsdenZeitfehleranteilausdemlo-

kalenAbbruchfehlerder UPWIND-DiskretisierungdurcheinenGrenz̈ubergang
� �GF #

bereitseliminiert.Für einenendlichen Wert von
� �

lautetdie modifizierteDif ferentialglei-

chungfür dasimplizite UPWIND-Verfahrendagegen

A B ��� A D � � �"!. A D6D � � �. A BHB % (5.8)

Die implizite FormulierungkannalsoalsUPWIND-Diskretisierung der Zeitableitung auf-

gefaßtwerdenundführtgenausozueinernumerischenDif fusionwie dieUPWIND-Diskre-

tisierungderOrtsableitung.Der negative Einflußdieser
”
zeitintegrationsbedingten“ nume-

rischenDif fusionist um sosẗarker, je intensiver sichdie LösungderDif ferentialgleichung

mit der Zeit ändert.Bei der linearenKonvektionsgleichungfindet eineörtliche Änderung

derLösungimmerparallelmit derzeitlichenÄnderungderLösungstatt,dafür die Lösung

derlinearenKonvektionsgleichunggilt:

ACB � � � ACD %
(5.9)

Darausfolgt

A BIB � ��J A D6D %
(5.10)

Eingesetztin (5.8) führt daszu folgenderForm dermodifiziertenDif ferentialgleichungfür

dasimplizite UPWIND-Verfahren

ACB ��� ACD �LK � �1!. � � J � �. M ACD6D %
(5.11)

Man sieht,daßbei einerZeitschrittweitevon
� �ON �"!/P � der

”
zeitintegrationsbedingte“

Koeffizient der numerischenDif fusiongrößerist als der numerischeDif fusionkoeffizient,
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derdurchdie UPWIND-DiskretisierungderOrtsableitunghervorgerufenwird. Würdeman

durcheineTVD-DiskretisierungdenörtlichenFehlerweitgehendreduzieren,sowürdenoch

derZeitfehleranteilbleiben,derin derselbenGrößenordnungliegt.Um diesenzureduzieren,

müßteman mit Zeitschrittweitenarbeiten,die wesentlichkleiner als
�"!�P � sind, und in

diesemBereichkannmanwiederumdieeffektivereexplizite Formulierungverwenden.

Die Tatsache,daßderEinsatzderimplizitenZeitintegrationim FallederlinearenKonvekti-

onsgleichungim VergleichzurexplizitenZeitintegrationwenigSinnmacht, kannallerdings

nicht verallgemeinertwerden.Insbesondereim 2- und 3-dimensionalenFall abergenauso

bei anderen1-D GleichungensindSituationendenkbar, bei denendie Lösungstarkeörtli-

chenGradientenhat,sichzeitlichabergarnicht bzw. nurganzlangsam̈andert.DerTestfall

No.11amEndedesvorigenKapitelsist eingutesBeispieldafür. Wird einesolchestation̈are

bzw. quasistation̈areLösungeinesProblemsgesucht,sokommtmanmit implizitenVerfah-

renviel schnelleransZiel, dadieMöglichkeit,mit wesentlichgrößerenZeitschrittweitenzu

arbeiten,dieVerlusteinfolgeeineraufwendigerenLösungdesalgebraischenGleichungssy-

stemmehralsausgleicht.

Ist mandagegenaneinergenauenzeitlichenAuflösunginteressiertundmußmandabeimit

Zeitschrittweitenarbeiten,die unterhalbderStabilitätsgrenzevon expliziten Verfahrenlie-

gen,soist dieexplizite Zeitintegrationeindeutigvorzuziehen.Wir werdendenAufbaueines

explizitenTVD-Verfahrendaherkurzskizzieren.Wie im implizitenFall wird ein expliziter

TVD-Konvektionsstromalsein gewichtetesMittel ausdem(expliziten)UPWIND-Strom

� � � � �>Q J �SR-T�U 3 �WV6XY� 8 P . 5@� � �Z�[� �\%
(5.12)

unddemexplizitenCDS-Strom

� � � � �]Q J �SR_^a`�b 3 �cV6X/� 8 P . 5@� � �Z�[� � � ���. %
(5.13)

gebildet.Der resultierendeAusdruckfür denTVD-Strom
R BHd ` 3 �eV6f 5

sowie die TVD-Dis-

kretisierungsformelstimmenmit (1.152,1.153)̈uberein,wennmananstattvon denWerten�
derneuenZeitebenedieWertederaltenZeitebene

�
einsetzt.Analogzu(1.168)kanndie

explizite TVD-Diskretisierungin derForm��� � ����� g�� � � 3 ����� ��� � �\5 � h � 3 ��� 	�� � ��� 56�
(5.14)

dargestelltwerden,wobeidieGrößen
g�� � �

und h �
folgendermaßendefiniertsind:

g-� � �i� � � �. �"! K . �0j 3 kml 5 � j 3 kon 5 ��� 	�� � �-������ ��� � � M
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� � � �. �"! K . �0j 3 kml 5 � j 3 kon 5
kon M

(5.15)

h � � #&%
(5.16)

AnalogzumTheorem4 kanngezeigtwerden,daßeinFinite-Volumen-Verfahren,dasin der

Form (5.14)dargestelltwerdenkann,die TVD-Eigenschaftbesitzt,wennfolgendeBedin-

gungenerfüllt sind[40, 41]: g �Lp #&�rq X
(5.17)

h � p #&�rq X
(5.18)g�� � h � ? 8 �rq X
(5.19)

UnterdenVoraussetzungendesTheorems5 sinddieBedingungen(5.17,5.18)offensichtlich

erfüllt. Analogzu (1.175)kannmanzeigen,daß. �0j 3 kml 5 � j 3 ksn 5ksn ?�t
(5.20)

gilt, worausfolgt g-� � h � ? � � �. �1!vu t � #c� . � � ��1! %
(5.21)

Die Bedingung(5.19) ist erfüllt, wenn
� �"?w#�%yx �"!�P � ist. Man sieht,daßsich die maxi-

mal zulässigeZeitschrittweitebeim expliziten TVD-Verfahrenim Vergleich zum explizi-

ten UPWIND-Verfahrenhalbierthat (vgl. (5.6)). Dasdarf abernicht überraschen,da der

TVD-Stromalsein gewichtetesMittel ausUPWIND-StromundCDS-Stromgebildetwird.

WährenddasdemUPWIND-Stromentsprechendeexplizite Verfahrenbedingtstabil ist, ist

dasexplizite CDS-Verfahrenabsolut instabil. Die
”
Beimischung“ von numerischerDif fu-

sion in Form von UPWIND-StromstabilisiertsomitdasCDS-Verfahrenundverleiht dem

resultierendenVerfahrendie TVD-Eigenschaft.

5.2 Das Crank-Nicolson-TVD-Verfahren

Sowohl die vollimplizite als auchdie vollexplizite Zeitintegration,die wir im vorigenAb-

schnittuntersuchthaben,führenzu Diskretisierungsverfahren,die bzgl.derZeitkoordinate

lediglich ersterOrdnunggenausind. Da die vollimpliziten Verfahrenüberwiegendin Si-

tuationenmit zeitlich wenigveränderlichenLösungeneingesetztwerden,spieltdie niedri-

ge OrdnungdesVerfahrenskeinegroßeRolle. Die vollexpliziten Verfahrenwerdendage-

gendanneingesetzt,wenndie genauezeitlicheAuflösungdesProblemsvon Interesseist
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unddeshalbsokleineZeitschritteerfordert,daßsiein denStabilitätsbereichvon expliziten

TVD-Verfahrenfallen.

In diesen Situationen ist essinnvoll, anstattvonexplizitenTVD-VerfahrenCrank-Nicolson-

TVD-Verfahreneinzusetzten.Dadurchwird nichtnurdieOrdnungdesVerfahrensbzgl.der

Zeitkoordinatevon 1 auf 2 erḧoht, sondernauchder StabilitätsbereichdesVerfahrensim

VergleichzurexplizitenVarianteumFaktor2 ausgeweitet.

Beim Crank-Nicolson-TVD-Verfahrenwird der TVD-Konvektionsstromals ein arithmeti-

schesMittel ausdemimplizitenunddemexpliziten TVD-Stromgebildet.Die resultierende

Diskretisierungsformelkannin derForm�2� � ���L� g ^ �� � � 3 �2���,��� � �65 �,h ^ �� 3 ��� 	�� �,��� 5
� g ^ �� � � 3 �-��� ��� � �65 � h ^ �� 3 ��� 	�� � �-� 56�

(5.22)

dargestelltwerden,wobei g ^ �� � � � #&%zx g � � �
g ^ �� � � � #&%zx g��[� �
h ^ �� � #&%zx h �
h ^ �� � #&%zx h �

unddie Koeffizienten
g(� � �

, h �
,
g�� � �

, h �
wie in (1.169,1.170,5.15,5.16)definiertwerden.

AnalogzumTheorem4 kanngezeigtwerden,daßeinFinite-Volumen-Verfahren,dasin der

Form (5.22)dargestelltwerdenkann,die TVD-Eigenschaftbesitzt,wennfolgendeBedin-

gungenerfüllt sind[40, 41]: #e? g ^ �� ? g�{}| �~q X
#e? h ^ �� ? h {}| �~q X
g ^ �� p #&�rq X
h ^ �� p #&�rq X

g ^ �� � h ^ �� ? 8 �rq X
UnterVoraussetzungendesTheorems5 sind alle dieseBedingungenerfüllt, wennzus̈atz-

lich
� �_? �"!/P � gilt. DurchBeimischungdesimpliziten TVD-Stromskannsomit im Ver-

gleich zum expliziten TVD-Verfahrendie maximal zulässigeZeitschrittweitetats̈achlich

von
#&%yx �1!�P � auf

�"!�P � umFaktor2 erḧohtwerden.
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DasCrank-Nicolson-TVD-Verfahrenführt zu einemnichtlinearenGleichungssystem,das

zun̈achstlinearisiertundanschließendmehrmalsmittelseinesdirektenoderiterativenalge-

braischenSolversgel̈ost werdenmuß.Die Berechnungvon Koeffizientendesresultieren-

denGleichungssystemsist aufwendigerals beim vollimpliziten Verfahren,da sowohl der

implizite als auchderexplizite TVD-Stromermitteltwerdenmuß.Zur Lösungvon zeitin-

sensitiven Problemensolltedaherlieberdasimplizite TVD-VerfahrenersterOrdnungein-

gesetztwerden.Bei zeitempfindlichenProblemenist dasCrank-Nicolson-TVD-Verfahren

demexpliziten TVD-Verfahrenvorzuziehen,da infolge der höherenOrdnungdesCrank-

Nicolson-Verfahrenseine vergleichbareGenauigkeitmit wesentlichgrößerenZeitschritt-

weitenerreichtwerdenkann,alsbeimEinsatzdesexpliziten Verfahrens.Sokannmander

Tabelle1.1 entnehmen(Abschnitt1.4), daßsich im TestfallNo.1 beimEinsatzdesimpli-

zitenUPWIND-VerfahrensersterOrdnungdie vier signifikantenStellendesGesamtfehlers

erstabeinerZeitschrittweite
� ����#&%z#m#m#�#mx

nicht mehrändern.DieseZeitschrittweiteliegt

weit unterhalbderStabilitätsgrenzefür dasexplizite UPWIND-Verfahren,derenEinsatzdie

erforderlicheRechenzeitum Faktor 2 verkürzt. Der Unterschiedfällt nicht so stark aus,

da im Falle der UPWIND-DiskretisierungkeineLinearisierungnotwendigist. Außerdem

ermöglicht die tridiagonaleForm desGleichungssystemsdenEinsatzeinesdirektenalge-

braischenLösers.Beim EinsatzdesCrank-Nicolson-UPWIND-Verfahrenswird die erfor-

derlicheGenauigkeitbereitsbei einerZeitschrittweitevon
� �Z��#&%z#m#�x

erreicht,sodaßdie

Anzahl der notwendigenZeitschritteum Faktor 100 kleiner ist, wasin einer38(!)-fachen

ReduktionderRechenzeitim VergleichzumexplizitenUPWIND-Verfahrenresultiert.

In allenTestf̈allen,die in vorigenKapitelnuntersuchtwurden,wurdezun̈achstderZeitfeh-

leranteilausdemGesamtfehlereliminiert, und erstanschließenddie verbleibendenOrts-

fehleranteilevon verschiedenenOrtsdiskretisierungenmiteinanderverglichen.Obwohlwir

dabeinur vollimplizite Verfahrenmiteinanderverglichenhaben,wurdedie Zeitfehlereli-

minationmittelsdesCrank-Nicolson-Verfahrensdurchgef̈uhrt,dadie impliziten Verfahren

(insbesonderein 2-D Fällen)bis zu 1000-fachlängereRechenzeitin Anspruchgenommen

hätten.Auf die Gültigkeit der getroffenenAussagenhat dasallerdingskeinenEinfluß,da

im Grenzwert
� �@F #

(beimfixiertenWert von
�1!

) die implizite unddie Crank-Nicolson-

Zeitintegrationbei einemstabilenVerfahrendieselbenLösungsprofileliefern.
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.


