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Kapitel 6

DasmathematischeModell

6.1 GrundgleichungendesTwo-Fluid Modells

DenAusgangspunktfür die HerleitungderGleichungendesTwo-Fluid-Modellsbildendie

einphasigenGrundgleichungenderStrömungsmechanik:dieKontinuiẗatsgleichungunddie

Impulsgleichung.DieseGleichungengeltenan jedemOrt im Reaktor, derentwederdurch

dieGas-oderdurchdieFlüssigphaseausgef̈ullt wird, dadorteineeinphasigeStrömungvor-

liegt. An der (beweglichen)Phasengrenzfl̈achewerdendie Innenrandbedingungenaufge-

stellt, die von derGleichheitderGeschwindigkeitenbeiderPhasenin unmittelbarerGrenz-

flächenn̈aheundvomKräftegleichgewicht anderPhasengrenzfl̈acheausgehen[26, 50,56].

Diese Gleichungensind für die direkte numerischeSimulation isothermerZweiphasen-

strömungenprinzipiell ausreichend.Aufgrund ihrer Komplexität sind sie allerdingseiner

numerischenLösungnurbedingtzug̈anglich.DernumerischeAufwandgestattetbishernur

die Simulationvon wenigenaufsteigendenBlasen[79, 123,125] undkeinesfallseinesge-

samtenReaktors.ErstdurchgeeigneteMittelung kanneinepraktikableForm makroskopi-

scherGleichungenmit kollektivenWechselwirkungstermengewonnenwerden.

Bei einerMittelung wird dasVerhaltenderphysikalischenGrößendurcheinenMittelwert

und einedie FluktuationenbeschreibendeGrößeersetzt.In dengemitteltenGleichungen

tretendanndie KorrelationenderFluktuationenvon verschiedenenphysikalischenGrößen

auf.Da derWert derFluktuationennicht bekanntist, mußderEinflußdieserKorrelationen

auf die makroskopischenGleichungenabgescḧatzt,unddurchentsprechendeModellterme,

die nurdiestatistischenMittelwertedieserGrößenenthalten,approximiertwerden.

Da allerdingsnur sehrwenigeexperimentelleInformationenüberdasinstation̈aredreidi-

mensionaleVerhaltenvonBlasenstr̈omungenvorliegen,ist diegeeigneteBeschreibungdie-

ser Modelltermeschwierig.UnterschiedlicheAnnahmen,die von verschiedenenAutoren
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192 KAPITEL 6: DAS MATHEMATISCHEMODELL

aufdemWegezudengemitteltenGleichungengetroffenwerden,führendazu,daßesin der

LiteratureineFülle von VariantendesTwo-Fluid-Modellsgibt, die sich im Komplexitäts-

gradsowie in der Modellierungder einzelnengemitteltenTermeunterscheiden.Sie sind

Gegenstandzahlreichertheoretischer Diskussionen[4, 26,66,88, 127,134].

WerdendieseModellefür einenumerischeBerechnungeingesetzt,sowerdensiezun̈achst

vereinfacht,so daßnur solcheTermein denGleichungenerhaltenbleiben,welcheneine

konkretephysikalischeBedeutungzugemessenwerdenkann.DiesevereinfachtenModelle,

diezur Simulationvon Gas-Fl̈ussigkeitsstr̈omungenverwendetwerden,weisenuntereinan-

der(im UnterschiedzudenallgemeinentheoretischenModellen)viel mehrÄhnlichkeitauf

[33, 34, 97, 105,112]. Die Unterschiedebeziehensich auf die Modellierungvon einigen

wenigenTermen.SolchepraxisrelevanteModelle
”
mittlerer“ Komplexität bildendenAus-

gangspunktunsererUntersuchungen.

Im RahmendesTwo-Fluid Euler-Euler-Modells wird dashydrodynamischeVerhaltenei-

nerGas-Fl̈ussigkeits-BlasenströmungdurchfolgendeGrößenbeschrieben,die sichsowohl

zeitlich,alsauchörtlich ändernkönnen:

- lokaleGeschwindigkeit��� derFlüssigphase;

- lokaleGeschwindigkeit��� derGasphase;

- Gasgehalt� � , derdenlokalenvolumetrischenAnteil der Gasphaseam Gesamtvolu-

menderGas-Fl̈ussigkeits-Mischungbeschreibt;

- Flüssigkeitsgehalt� � , derdenlokalenvolumetrischenAnteil der flüssigenPhaseam

Gesamtvolumenbeschreibt;

- Druck � , derfür beidePhasendengleichenlokalenWertannimmt.

Als Parameterbzw. abḧangigeVariablentretendieDichtenderbeidenPhasenauf:

- Dichte � � derFlüssigphase,diemeistalskonstantangenommenwird;

- Dichte � � derGasphase,die entwederalskonstantangenommenwird, odervom lo-

kalenDruckz. Bsp.gem̈aßderZustandsgleichungfür idealeGaseabḧangt.

Eswird weiterangenommen,daßdieGasphasein FormvoneinzelnenGasblasenvorliegt.

Obwohlin einerrealenStrömungGasblasenunterschiedlicherBlasengr̈oßeund-masseauf-

treten,wird bei einemTwo-Fluid-Modell meistnur von einerBlasenklasseausgegangen.

Alle BlaseneinerBlasenklassehabengleicheBlasenmasse.DasVolumeneinerBlasekann

sichallerdingsmit demlokalenDruck ändern.
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Möchtemanexplizit zwischenverschiedenenBlasengr̈oßenunterscheiden,müssenmehrere

Blasenklassenbetrachtetwerden.JedeBlasenklassewird danndurchihre eigeneVolumen-

konzentration� �� undihreeigeneGeschwindigkeit� �� charakterisiert.Im folgendenwird von

nur einerBlasenklasseausgegangen.Es wird außerdemangenommen,daßdie Strömung

isothermist. DerStoffaustauschzwischenbeidenPhasenwird vernachl̈assigt.

Zur BestimmungderneununbekanntenGrößen( ��� , ��� - mit jeweilsdreiKomponenten,� � ,� � und � ) wird einSystemvonDif ferentialgleichungenaufgestellt,dasausdenKontinuiẗats-

gleichungenund Impulsbilanzenfür beidePhasenbesteht.Da jedeImpulsbilanz3 skalare

Gleichungenbeinhaltet,liegenzur Bestimmungvon 9 unbekanntenGrößen8 Gleichungen

vor. DasSystemwird durcheinealgebraischeBeziehunggeschlossen,die besagt,daßdie

SummevonVolumenanteilenbeiderPhasenamGesamtvolumendesZweiphasengemisches

gleich1 seinmuß:

� �
	 � � � ��
 (6.1)

Da zwischenbeidenPhasenkein Massenaustauschangenommenwird, könnendie Konti-

nuitätsgleichungenfür beidePhasengetrenntundohneAustauschgliederformuliertwerden��� � � � ������ 	���� � � � � ��������� � (6.2)��� � � � ������ 	�� � � � � � �!�"����� � (6.3)

BeideKontinuiẗatsgleichungenentsprechendeneinphasigenMasseerhaltungsgleichungen,

wobeialle Termemit demVolumenanteilderjeweiligenPhasemultipliziert werden.

Die Impulsbilanzenfür beidePhasenlauten[127]:��� � � � �����#���� 	��$� � � � � � � � � � �%� & � � � � 	 � � �$��' � 	 � � � �)( 	�� ��'+*�,� 	�-/. (6.4)

��� � � � �!�������� 	���� � � � � �!���!�"���%� & � �!� � 	 � �!�0��'1�2	 � � � � ( &�- . (6.5)

Sie weisenebenfallsviel Ähnlichkeit mit deneinphasigenImpulsbilanzenauf, wobei die

meistenTermedenVolumenanteilderjeweiligenPhaseenthalten.Außerdemtritt in beiden

Impulsbilanzenein Term - . auf, der die Wechselwirkungzwischenden beidenPhasen

beschreibtund daherin beidenImpulbilanzenmit unterschiedlichemVorzeichenauftritt.

DieserWechselwirkungstermwird in einemweiterenAbschnittspezifiziert.

DerTerm � � �3�4' � ber̈ucksichtigtdenmolekularenImpulstransportin derFlüssigphase.Der
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Schubspannungstensor' � wird standardm̈aßigwie folgt definiert:� '1��� �65 � 78�89 ��� ���:� ��<; 5 	 ��� ����� 5��; � &>=?�@ �65 ��� ���A�CB�<; B�D 
 (6.6)

Dabeibezeichnet78� die laminareViskosiẗat in der Flüssigphase.Ein ähnlicherTerm, ge-

wichtet mit � � , ist auchin der Gasimpulsbilanz(6.5) aufgef̈uhrt. Einige Autorenverwen-

denin der Gasimpulsbilanzanstellevon '1� denTensor 'E� , der analogzu (6.6) definiert

wird. AndereForschervernachl̈assigendiesenTermdagegenvollständig.Für diepraktische

AnwendungdesModells habendieseUnterschiedenur wenig Bedeutung,da die Größe

derGasgeschwindigkeiẗuberwiegenddurchdenDruckterm( & � �F� � ) unddenWechselwir-

kungsterm-/. bestimmtwird, sodaßalle anderenTermein derGasimpulsbilanznur eine

untergeordneteRollespielen.

DerTerm ' *�,� entstehtbeiderHerleitungdergemitteltenGleichungendadurch,daßdiemo-

mentanenGeschwindigkeitswertevondengemitteltenGeschwindigkeitswertenabweichen.

BezeichnetmandieseAbweichungenmit ��G� , sogilt [127]:' *�,� H � & � � � � � G� � G� 
 (6.7)

Die Abweichungen � G� resultieren aus den Geschwindigkeitsschwankungen,die so-

wohl durchdieTurbulenzin derFlüssigphasealsauchdurchdieStörungeninfolgederUm-

strömungdereinzelnenBlasenentstehen.In AnalogiezueinphasigenturbulentenStrömun-

genwerdenwir denTerm ' *I,� alsTensorderReynolds’schenScheinspannungenbezeich-

nen.Da die lokalenSchwankungswertedurchdasmathematischeModell nicht aufgel̈ost

werden,muß dieserTerm durchein geeignetesTurbulenzmodellausanderenmakrosko-

pischenVariablenapproximiertwerden.In Anlehnungan Nigmatulinet al. [88] wird ein

ähnlicherTerm in der Gasimpulsbilanznicht ber̈ucksichtigt,da mandavon ausgeht,daß

zwischendeneinzelnenBlasenkeinedirekteWechselwirkungstattfindet,die einenturbu-

lentenImpulstransportin derdispersenPhaseverursachenkönnte.

SinddieTerme' *I,� und - . spezifiziert,sobildendieGleichungen(6.1–6.5)eingeschlos-

senesSystem,dasnumerischgel̈ostwerdenkann.Bevor wir dieModellierungdieserTerme

ausf̈uhrlichbesprechen,wollenwir dasGleichungssystem(6.1–6.5)etwasgenaueruntersu-

chen.

6.2 Kopplung zwischendenPhasenim Two-Fluid-Modell

DasTwo-Fluid-Modell(6.1–6.5)entḧalt für jedePhasejeweils eineMassen-undeineIm-

pulsbilanz.DieseBilanzensind jedochnicht voneinanderunabḧangig,sondernstarkver-



6.2: KOPPLUNGZWISCHENDEN PHASENIM TWO-FLUID-MODELL 195

koppelt.

Die KopplungzwischendenPhasenwird in einemZweiphasenmodellzumeinendurchdie

Wechselwirkungstermein denImpulsbilanzen,zum anderendurchdenVolumenanteilder

jeweiligenPhaseamGesamtvolumenber̈ucksichtigt.In Abhängigkeitvon der zu simulie-

rendenStrömungformkönneneineoderalle beideKopplungskomponentenvernachl̈assigt

werden.Schauenwir uns diesebeidenKopplungskomponentenfür den Fall der Blasen-

strömungnäheran.

Die Impulsbilanzfür die Flüssigphasein einemEuler-Euler-Modell unterscheidetsichvon

der Impulsbilanzin einemEinphasensystemvor allem dadurch,daßauf der rechtenSeite

ein zus̈atzlicherQuellterm- . auftritt, derdie Wechselwirkungskraftzwischendenbeiden

Phasenbeschreibt.DieseWechselwirkungskraftbeinhaltetdie SummeallerKräfte,die von

derGasphaseaufdiesichrealtiv zu ihr bewegendeFlüssigphaseausgëubtwerden.Dadiese

Kräfteauf die Gasphasein die gegengesetzteRichtungwirken,gehtderQuellterm - . in

die Impulsbilanzfür dieGasphasemit einemMinuszeichenein.

Die relative Bewegungder Gasblasenerfolgt überwiegendin vertikalerRichtung,da die

BlaseninfolgederArchimedes-KraftzurFlüssigkeitsoberfl̈acheaufsteigen.DaßdieGasbla-

sendabeinichtunendlichbeschleunigtwerden,ist FolgeeinerWiderstandskraft derFlüssig-

phase.DieseWiderstandskraftstellt gleichzeitigdengrößtenAnteil derWechselwirkungs-

kraft zwischendenPhasendar. Werdendie Blasendurchdie Widerstandskraftabgebremst,

soerfährtdieFlüssigkeiteinenvertikalenAuftrieb . Bei Gas-Liquid-Str̈omungen,diedurch

dasGasangetriebenwerden,undnur solchewerdenim RahmendieserArbeit untersucht,

ist dieAuftriebskraftalleindafür verantwortlich,daßdieFlüssigphasein Bewegungkommt.

WürdemandenAuftriebseffekt vernachl̈assigen,sowürdendie aufsteigendenBlasenkei-

nenEinflußauf die Flüssigphaseaus̈uben,undsiebliebein Ruhe(wie dasanschaulichvon

Delnoij etal. [20] gezeigtwurde).DeshalbkanndieKopplungderbeidenPhasendurchdie

Wechselwirkungskraftbei blaseninduziertenStrömungenselbstbei einemsehrniedrigen

Gasphasenanteilkeinesfallsvernachl̈assigtwerden.

Bei mechanisch induziertenStrömungen(in einemRohroderin einemger̈uhrtenBeḧalter)

hat die Gasphasebei einemniedrigenGasanteildagegen keinenentscheidendenEinfluß

auf die Strömungin der Flüssigphase.Man kann in diesemFall denAuftriebseffekt ver-

nachl̈assigen,indemdie Impulsbilanzfür die FlüssigphasedurcheineeinphasigeImpuls-

bilanz ohnedenWechselwirkungstermersetztwird. Die Wechselwirkungskraftbeeinflußt

dannnur die BewegungderGasphase,nicht aberdie derFlüssigphase.Man sprichtin die-

semZusammenhangoft von einerEinwegkopplungzwischendenPhasen(
”
one-waycoup-

ling“ ), im Unterschiedzu einerZweiwegkopplung(
”
two-waycoupling“ ), bei welcherdie

Wechselwirkungskraftin beidenImpulsbilanzenber̈ucksichtigtwird.
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DerAuftriebseffekt ist allerdingsnur eineKomponentederKopplungzwischendenbeiden

Phasen.Die zweiteKopplungskomponenteresultiertdaraus,daßdie Kontinuiẗatsgleichun-

genfürdiebeidenPhasen(6.2,6.3)durchdieSchließbedingung(6.1)miteinandergekoppelt

sind.Nimmt derGasgehaltin einemVolumenelementzu, sowird derWert von � � grösser

undvon � � entsprechendkleiner. Damitstellenwir fest,daßdieGeschwindigkeitderLiquid-

Phasein einemVolumenelementzum einendurchdie Auftriebskraft,zum anderendurch

diesenVerdrängungseffektbeeinflußtwird. Die beidenangesprochenenKopplungseffek-

te bereitenallerdingsSchwierigkeitenbei der numerischenBehandlungdesEuler-Euler-

Modells.

Die üblicheMethodezur LösungderModellgleichungenbestehtdarin,die partiellenDif-

ferentialgleichungen(6.2–6.5)bzgl. derOrtkoordinatenzu diskretisierenunddasresultie-

rendeSystemvon gewöhnlichenDif ferentialgleichungenzusammenmit deralgebraischen

Schließbedingung(6.1) mit einemZeitintegrator zu lösen(sog.
”
Method of Lines“ ). Die

zeitliche Integration kannentwedermit einemgekoppeltenoder mit einementkoppelten

Lösungsverfahrendurchgef̈uhrtwerden.Bei einemgekoppeltenLösungsverfahrenwird das

gesamteSystemvon diskretisiertenModellgleichungensimultangel̈ost.Mit zunehmender

StützstellenanzahlnimmtderSpeicherplatzbedarfunddienotwendigeRechenzeitdrastisch

zu.Deshalbist dieVerwendungeinesgekoppeltenLösungsverfahrensbeieinerfeinenörtli-

chenDiskretisierungviel zu rechenintensiv.

Bei einementkoppeltenLösungsverfahrenwerdendie einzelnenModellgleichungennicht

simultan,sondernnacheinandergel̈ost,unddieKopplungzwischendeneinzelnenVariablen

wird durchäußereIterationenerreicht.Sinddie Gleichungenstarkmiteinandergekoppelt,

soergebensich bei einementkoppeltenLösungsverfahrenKonvergenzschwierigkeiten.So

wird die Widerstandskraft,die denHauptanteilder Wechselwirkungskraft- . beinhaltet,

maßgeblichvon derGeschwindigkeitsdifferenzderbeidenPhasen
� ���J&K����� mitbestimmt.

Da die Wechselwirkungskraftin beidenImpulsbilanzenauftritt, folgt daraus,daßdie Ge-

schwindigkeitderFlüssigphasein derImpulsbilanzfür die Gasphaseenthaltenist undum-

gekehrt.Dadurchtretenwährendder IterationSchwingungenauf,die die Konvergenzver-

langsamen[35].

Da auf die KopplungdurchdenWechselwirkungstermzwischendenbeidenPhasennicht

verzichtetwerdenkann,mußein andererWeg zur Konvergenzbeschleunigungeingeschla-

genwerden.Er bestehtdarin,die einzelnenGleichungennicht in derurspr̈unglichenForm

zu lösen,sondernzun̈achstso umzuformen,daßdie Kopplungzwischendenumgeform-

ten Gleichungenschẅacherist, als zwischenden urspr̈unglichenImpulsbilanzen.Diese

Umformungkann auf zwei Ebenendurchgef̈uhrt werden.Eine Möglichkeit bestehtdar-

in, daßmandie Umformungder bereitsdiskretisiertenImpulsbilanzenvornimmt.Dieser

Weg wurdevonSpalding[116] vorgeschlagenundist unterderBezeichnungPEA(
”
Partial-
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Elimination-Algorithm“ ) bekannt.Wie derNameschonsagt,wird durchdasPEA-Verfahren

die Kopplungzwischenzwei Impulsbilanzennur teilweisebeseitigt,wodurchdiedurchdie

UmformungerzielteKonvergenzbeschleunigungnicht sehrgroßausf̈allt.

Die zweiteMöglichkeit bestehtdarin,daßmandie nötige Umformungauf der Ebeneder

Differentialgleichungenvornimmt, d.h. vor der eigentlichenOrtsdiskretisierung.Man er-

setztdabeidie ImpulsbilanzderFlüssigphasedurchdieSummederImpulsbilanzenfür bei-

dePhasenunderḧalt auf dieseWeisedie Impulsbilanzfür die Gas-Fl̈ussig-Mischung.Die

resultierendeGleichungentḧalt keinenWechselwirkungstermmehr, dadieserdurchAdditi-

onderbeidenImpulsbilanzeneliminiertwird. Sieist jedochkomplexeralsdieurspr̈ungliche

Flüssigphasenimpulsbilanz,dasieTermeentḧalt,diedieTrägheitskraftunddenkonvektiven

Impulstransportfür beidePhasenbeschreiben.WegendemstarkenDichteunterschiedzwi-

schenderGas-undderFlüssigphasekönnenjedochdieaufdieGasphasebezogenenTerme

meistvernachl̈assigtwerden,sodaßdie resultierendeGleichunganalogzu derFlüssigpha-

senimpulsbilanzgel̈ostwerdenkann.DaderhoheDichteunterschiedzwischenderkontinu-

ierlichenundderdispersenPhaseeinewichtigeVoraussetzungdiesesVerfahrensist, kann

diesesVerfahrenallerdingsnicht auf anderedisperseZweiphasensystemëubertragenwer-

den.

Auch die zweiteKopplungskomponentebereitetSchwierigkeitenbei dernumerischenBe-

handlungderModellgleichungen.LöstmanbeideKontinuiẗatsgleichungen(bei gegebenen

GeschwindigkeitenbeiderPhasen)nachdemLiquid-Gehalt � � unddemGasgehalt� � auf,

so erfüllen dieseGrößenin der Regel die Schließbedingung(6.1) nicht, so daßdie Ge-

schwindigkeitenbeiderPhasenodervielmehrdieDruckverteilungiterativ
”
korrigiert“ wer-

den muß,was sich wiederumnegativ auf dasKonvergenzverhaltenauswirkt. Im Gegen-

satzzumAuftriebseffekt kannderVerdr̈angungseffekt derFlüssigphaseallerdingsin vielen

Fällenvernachl̈assigtwerden,waszueinerEntkopplungderbeidenKontinuiẗatsgleichungen

unddamitzu einerdrastischenKonvergenzbeschleunigungführt.Die EinzelheitendesVer-

fahrenssowie dieZulässigkeitdergetroffenenAnnahmewerdenim übern̈achstenAbschnitt

ausf̈uhrlichbesprochen.

6.3 DasDrift-Flux-Modell

Im Abschnitt6.1 wurdendie GrundgleichungendesTwo-Fluid Euler-Euler-Modells vor-

gestellt,wobeifür jedePhaseeineeigeneKontinuiẗatsgleichungundeineeigeneImpulsbi-

lanzaufgestelltwurde.DasTwo-Fluid-Modellist jedochnicht die einzigeMöglichkeit,die

Anwesenheitvon zwei Phasenbei derBeschreibungvonBlasenstr̈omungenzu ber̈ucksich-

tigen. AndereModelle konzentrierensich auf die BetrachtungdesGemischesder beiden
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Phasen.WerdendieGemischdichte� unddieGemischimpulsdichte� � alseffektiveDichte

bzw. effektiveImpulsdichtederGas-Liquid-Dispersiondefiniert,� � � � � � 	 � � � � (6.8)� � � � � � �����2	 � � � �!��� (6.9)

so kannmandasNavier-Stokes-Systemfür dasGemisch,bestehendausderKontinuiẗats-

gleichungundderImpulsbilanz,aufstellen:� ���� 	���� � � �L��� � (6.10)��� � �L���� 	��$� � � ���M�%� &N� � 	��0��OP'Q	�' *�,SR 	 � ( (6.11)

DerSpannungstensor' wird analogzu(6.6)definiert:� 'T� �65 � 7U9 � � ���; 5 	 � � 5��; � & =?�@ �V5 � � B��; B D 
 (6.12)

Hier beschreibtdie Größe 7 die (laminare)Viskosiẗat derGas-Liquid-Dispersion.In [100]

werdenunterschiedlicheDarstellungenfür diesenModellparameterangegeben.Dabeiwird

zurBerechnungderViskosiẗatderGas-Liquid-DispersiondielaminareViskosiẗatderLiquid-

Phasemit einemFaktorversehen,dervomVolumenanteilderdispersenPhaseabḧangt.Bei

einemniedrigenVolumenanteilderdispersenPhaseist dieserFaktorfür alle Darstellungen

in etwagleich1, sodaßin diesemFall 7XWK7"� (6.13)

gilt.

Für denTurbulenzterm' *�, gilt in Analogiezu(6.7)' *�, H � & � � G � GZY (6.14)

wobei � G denturbulentenSchwankungenderGemischgeschwindigkeit� entspricht.

Die DefinitionderGemischdichte(6.8)spielt im RahmendesDrift-Flux-Modellsdie Rolle

der
”
Zustandsgleichung“ für dasZweiphasengemisch.Der Gasgehalt� � kannausderKon-

tinuitätsgleichungfür die Gasphase(6.3) berechnetwerden,wenndie Gasgeschwindigkeit��� bekanntist.

Zur Bestimmungder Gasgeschwindigkeitgibt eszwei Möglichkeiten.Die einfachsteVa-

riantestellt dashomogeneModell dar, daskeinerelative BewegungzwischendenPhasen
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zuläßt. In diesemFall gilt � � �%� � �%� . Für die Beschreibung der Strömungvon Gas-

Flüssigkeitsgemischenist dieseAnnahmenur im Falle von sehrkleinen Gasblasenoder

hohenLiquid-Zähigkeitengerechtfertigt,sodaßdashomogeneModell zur Simulationvon

Wasser-Luft-Blasenstr̈omungenmit Blasendurchmessernvon � bis �[��\]\ nicht eingesetzt

werdenkann.

Bei einemDrift-Flux-Modell wird im Gegensatzzum homogenenModell die Relativ-

bewegung zwischenden beidenPhasenzugelassen.Die Geschwindigkeitder Gasphase

kanndannentwederausderGasimpulsbilanz(6.5) berechnet,oderalsSummederLiquid-

GeschwindigkeitundSchlupfgeschwindigkeitdargestelltwerden,wobeidieletztereausem-

pirischenKorrelationenbestimmtwird.

Der Einsatzder Gasimpulsbilanz(6.5) setztallerdingsvoraus,daßdie Liquid-Geschwin-

digkeit � � bekanntist, dadieWechselwirkungskraftvonderDif ferenzderGeschwindigkei-

ten beiderPhasenabḧangt.Aus der Impulsbilanz(6.11) für dasZweiphasengemischläßt

sich allerdingsnur die Geschwindigkeit� desGemischesbestimmen.Um dasSystemzu

schließen,muß manbeideImpulsbilanzenzusammenmit der Gleichung(6.9) lösen,die

die GeschwindigkeitenbeiderPhasenmit derGeschwindigkeitdesGemischesverkn̈upfen.

WegenderstarkenKopplungdieserdrei Gleichungen,undeinerdarausfolgendenkomple-

xennumerischenBehandlung,verzichtetmannormalerweiseauf die BerechnungderGas-

geschwindigkeitausder Gasimpulsbilanz,und bedientsich stattdesseneinerempirischen

Korrelation,die einendirektenZusammenhangzwischen� und �"� beschreibt.

Im Gegensatzzum allgemeinenFall einerdispersenZweiphasenströmung,kannman im

Falle einerGas-Liquid-Blasenströmungallerdingsdavon ausgehen,daßdie Geschwindig-

keit derLiquid-Phasemit derGeschwindigkeitdesGemischesmit guterGenauigkeiẗuber-

einstimmt.Dadie DichtederGasphase� � (unterNormalbedingungen)umdreiGrößenord-

nungenkleiner als die Dichte der Flüssigphase� � ist, und wir außerdemdavon ausgehen

wollen, daßderGasphasenanteil� � die 5% Grenzenicht übersteigt(s. Einleitung)undda-

mit bedeutendunterhalbdesLiquid-Volumenanteils� � liegt, folgt wegen � � � �_^ � � � � für

die DichtedesGemisches

� � � � � �2	 � � � �NW � � � � (6.15)

unddamitfür dieGemischgeschwindigkeit

� � � � � � �����2	 � � � �!���NW � � � ������W � ��� (6.16)

bzw. � W � � 
 (6.17)
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Wird die GemischgeschwindigkeitausderGemischimpulsbilanz(6.11)bestimmt,sokann

manalsoim FallevonBlasenstr̈omungenzurBerechnungderGasgeschwindigkeitdieGas-

impulsbilanz(6.5) bzw. eineSchlupfbeziehungverwenden,wobei anstattder Liquid-Ge-

schwindigkeit��� die ihr mit einerhohenGenauigkeitentsprechendeGemischgeschwindig-

keit � eingesetztwird.

Das Two-Fluid-Modell und dasDrift-Flux-Modell sind zun̈achstzwei verschiedeneAn-

sätzezur Beschreibung einer Zweiphasenströmung.WährenddasTwo-Fluid-Modell aus

dengenauenlokalenEinphasengleichungendurchein Mittelungsprozessabgeleitetwird,

wird bei einemDrift-Flux-Modell von der Annahmeausgegangen,daßsich dashydrody-

namischeVerhalteneinesZweiphasengemischesdurchdie einphasigenKontinuiẗats-und

Navier-Stokes-Gleichungenbeschreibenläßt.DasNavier-Stokes-System(6.10–6.11)wird

somit nicht mathematischhergeleitet,sondernpostuliert.Im Fall von allgemeinenZwei-

phasenstr̈omungenhatdasTwo-Fluid-ModelleinendetaillierterenCharakteralsdasDrift-

Flux-Modell. Im Falle von Blasenstr̈omungallerdingssinddasTwo-Fluid-Modellunddas

Drift-Flux-Modell weitgehend̈aquivalent.Dassoll im folgendengezeigtwerden.

Die Kontinuiẗatsgleichungfür dasGemisch(6.10) ergibt sich direkt ausder Summeder

KontinuiẗatsgleichungenderbeidenPhasen(6.2)und(6.3),wennmandieDefinitionen(6.8)

und(6.9)einsetzt: ��� � � � � ���� 	��$� � � � � �:�����`� �	��� � � � ������ 	���� � � � � �!�����`� ���� � � � �2	 � � � ������ 	���� � � � � �����
	 � � � �!�����`� �
acb � ���� 	���� � � �L�`� �

Addiert manbeideImpulsbilanzen(6.4) und (6.5), so könnendie Trägheitstermein (6.5)

wegen � �Ed � � und � �N^ � � vernachl̈assigtwerden:��� � � � ���������� 	��0� � � � � ���������#��� &N� � 	�����OP'e�
	�' *�,� R 	 � ( (6.18)

Aus(6.13,6.15,6.17)folgt außerdem:

��� � � � ���������� W ��� � �L���� (6.19)
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� � � � � � � � � � � �%W �0� � � ���M� (6.20)� '1��� �V5 � 78�89 ��� ����� ��<; 5 	 ��� ����� 5��; � & =?<@ �65 ��� �����SB�<; B D
W 7f9 � � ���; 5 	 � � 5��; � & =?�@ �65 � �8B��; B D � � 'T� �V5 (6.21)' *�,� �>& � � � � � G� � G� W & � � G � G �g' *�, (6.22)

Setztmannun(6.19– 6.22)in (6.18)ein,sofolgt die Impulsbilanzfür dasGemisch(6.11).

Somit ist festzuhalten,daßfür die numerischeBerechnungeinerGas-Liquid-Blasenströ-

mungsowohl das Drift-Flux-Modell als auch das Two-Fluid-Modell eingesetztwerden

kann,wobeizu erwartenist, daßdie ErgebnissebeiderModelleweitgehend̈ahnlichausfal-

len. Im weiterenVerlaufdieserArbeit werdenwir unsdeshalbauf die Weiterentwicklung

desDrift-Flux-Modellsbeschr̈anken.

6.4 Boussinesq-Approximation für Drift-Flux-Modell

Boussinesq-Approximation und deren Interpr etation.DasDrift-Flux-Modell hatgegen-

überdemTwo-Fluid-ModelldenVorteil, daßzur Berechnungvon Zweiphasenströmungen

Einphasensimulationsprogrammeund-algorithmenverwendetwerdenkönnen,die nur un-

wesentlichmodifiziert werdenmüssen.Die Gas-Fl̈ussig-Str̈omungwird als quasi-einpha-

sigeStrömungmit variablerDichtebetrachtet.Die lokalenDichteunterschiedesorgendabei

für dieAuftriebseffekte,dieWechselwirkungskraft- . tritt dagegenin derGemischimpuls-

bilanznichtmehrauf.

Wird dasbetrachteteSystemim Batch-Modebetrieben,sodaßkeineäußerenImpulsstr̈ome

zu-bzw. abgef̈uhrtwerden,undwird demSystemauchkeinImpulsaufmechanischemWege

aufgepr̈agt(wie im RührkesselreaktordurchdenRührer),sobefindetsichdie Flüssigphase

im Ruhezustand,solangedemSystemkein Gaszugef̈uhrtwird. ErstnachdemEinschalten

desBegasersentstehtdie großr̈aumigeZirkulationsbewegungin der Flüssigphase,die aus

denhorizontalenDichtegradientendesZweiphasengemischesresultiert.

Ähnliche Vorgängein einphasigenStrömungen,bei denensich Zirkulationsbewegungen

im Fluid alsFolgeder lokalenDichteunterschiedeausdenTemperaturgradientenergeben,

nenntmanfreie Konvektion.Bei dermathematischenModellierungder freienKonvektion

wird üblicherweisedie AbhängigkeitderDichte von der Temperaturnur im Schwerkraft-

term der Impulsgleichungber̈ucksichtigt.DieseVorgehensweisegeht auf die Arbeit von

Boussinesq[14] zurückundwird daheralsBoussinesq-Approximationbezeichnet.Siekann
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auchbei derModellierungdergasangetriebenenStrömungenangewandtwerden,wennder

Wert deslokalenGasgehaltswesentlichkleiner als Eins ist. In diesemFall kannmandie

Abhängigkeitder Gemischdichtevom Gasgehalt(bis auf den Schwerkraftterm� ( ) ver-

nachl̈assigenunddasNavier-Stokes-System(6.10,6.11)nimmtwegen

� W � � � ��W � � �ihkjml 
6npo�q �Cr 
s�[t
�P��XWu��� �ihkjml 
6npo�q �Cr 
s�wv��P�� ( W � � � �:( � � �/& � � � � �)(
folgendeForman: ������� � � (6.23)��� � ���������� 	���� � � �:����������� &x� � 	��0��OP'e�
	�' *�,� R 	 � � ( & � � � � ( (6.24)

Bis auf denTerm & � � � � ( in der zweitenGleichungist dasSystem(6.23,6.24) mit dem

Navier-Stokes-Systemfür eineeinphasigeinkompressibleStrömungidentisch.Man sieht,

daßsich unter dengetroffenenAnnahmeneineGas-Fl̈ussigkeit-Str̈omungwie eine reine

Flüssigkeitsstr̈omungverḧalt, mit derAusnahme,daßan jenenStellenim Reaktor, wo die

GasphasepräsentundsomitderGasgehalt� � ungleichNull ist,einzus̈atzlicherQuelltermin

derImpulsbilanzauftritt. Überalldortwo Gasphasepräsentist, erfährtdieFlüssigkeiteinen

Auftrieb,derproportionalzumlokalenGasgehaltist.Somitwird auchim RahmendesDrift-

Flux-Modellsder Auftriebseffekt ber̈ucksichtigt,jedochnicht überdenWechselwirkungs-

term sonderndirekt überdenAuftriebsterm & � � � � ( . EineRückkopplungerfolgt dadurch,

daßdieBewegungin derFlüssigphasedieGasgeschwindigkeitundsomitdieGasverteilung

im Reaktorbeeinflußt.Der Verdr̈angungseffekt, den die Gasphasein der urspr̈unglichen

Kontinuiẗatsgleichung(6.2)aufdieFlüssigphaseaus̈ubt,wird allerdingsvernachl̈assigt.

WürdeauchderEinflußdesAuftriebstermesin der Impulsbilanz(6.24)vernachl̈assigt,so

würdenur die BewegungderFlüssigphasedurchdasgeschlosseneSystem(6.23,6.24)be-

schrieben.Die GasphasekönntedamitkeinenEinflußaufdieStrömungderflüssigenPhase

aus̈uben.Der EinflußderFlüssigphaseauf die Gasverteilungim Reaktorbliebeallerdings

erhalten(ImpulsbilanzderGasphase).DieseSituationentspr̈achegenaudemFall einerEin-

wegkopplungzwischendenPhasen,diebereitsim Abschnitt6.2angesprochenwurde.

Es ist somit festzuhalten,daß im Rahmender Boussinesq-Approximationnur der Auf-

triebseffekt, jedochnicht derVerdr̈angungseffekt durchdasDrift-Flux-Modell ber̈ucksich-

tigt wird. Somitwird z.B.nichtber̈ucksichtigt,daßsichdieHöhedesGas-Fl̈ussigkeitsspie-

gelsin einemBeḧalter verschiebt,wennder mittlere GasgehaltdurchÄnderungder Gas-

zufuhr zu- oderabnimmt.Allerdings ist bei vielen technischenFragestellungendie Höhe
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desFlüssigkeitsspiegelswenigerentscheidendals die lokale Gasgehaltsverteilungund die

durchsieinduzierteStrömungsstruktur. Dasgilt insbesonderefür diehierbetrachtetenFälle

mit niedrigemGasgehalt.Gasgehaltsverteilungund Strömungsstrukturwerdenaberauch

mit BerücksichtigungderBoussinesq-Approximationkorrektwiedergegeben.

Demgegen̈uberwürdediegenaueSimulationvonLageundFormderGas-Fl̈ussigkeitsober-

flächedie BerücksichtigungeinerfreienOberfl̈achein denRandbedingungenerforderlich

machen,wasdenModelierungs-unddenRechenaufwanderheblicherḧoht.

Herleitung der Druckgleichung. Ein weitererVorteil der Boussinesq-Approximationist

die Vereinfachungbei der Berechnungder Druckverteilungim Reaktor. Die Gleichungen

(6.23,6.24) liefern keineexplizite Bedingungzur BerechnungdesDruckes.Löst mandie

Navier-Stokes-Gleichungen(6.24)bei einemgegebenenDruckfeldnachdenGeschwindig-

keitskomponentenauf,sowerdenim allgemeinendieresultierendenGeschwindigkeitskom-

ponentender Kontinuiẗatsgleichung(6.23) nicht gen̈ugen.Um diesesProblemzu lösen,

werdendie diskretisiertenNavier-Stokes-Gleichungenvereinfacht,undin die Kontinuiẗats-

gleichungeingesetzt.SoentstehteineDruckgleichung,diezurBestimmungdesDruckfeldes

benutztwird. Da die Gleichungen(6.23,6.24)weitgehendmit demNavier-Stokes-System

für eine inkompressibleeinphasigeStrömungübereinstimmen,kann dieDruckgleichung

genauwie bei Patankar[93] hergeleitetwerden.

Wird anstattder Einphasenkontinuitätsgleichung(6.23)die Kontinuiẗatsgleichungfür Ge-

misch(6.10)ohneBoussinesq-Approximationber̈ucksichtigt,so läßtsich auchfür diesen

Fall eine Gleichungzur BestimmungdesDruckfeldesherleiten[117]. Die resultierende

Druckgleichungist allerdingsnicht mehrlinearwie bei einerEinphasenströmung,sondern

quadratisch.Sieverliert ihre ÜbersichtlichkeitundihreLösungerfordertzus̈atzlicheäußere

Iterationen,wasdienotwendigeRechenzeiterheblichverlängert.

Zul ässigkeitder Boussinesq-Approximation. Bei derSimulationderNaturkonvektionin

Flüssigkeitenist dermit derAnnahmekonstanterFluiddichteverbundenerFehlersehrklein,

dadie DichteunterschiedeinfolgederTemperaturgradientennurBruchteilevon einemPro-

zentbetragen.Im FalleeinesGas-Liquid-GemischesbedeutetderEinsatzvon � � statt � � � � in
die Impulsbilanzeinenum etwa � � erḧohtenBetragderTrägheitskraft.Bei kleinenWerten

von � � , und nur solchewerdenim RahmendieserArbeit betrachtet,hat daskeinenquali-

tativenundkaumeinenquantitativenEinflußauf die Lösung.Betr̈agtderWert deslokalen

Gasgehaltsin einemgrößerenBereichdesBerechnunggebietesmehr als 5%, so werden

quantitative Unterschiedebemerkbar. In diesemFall solltedie tats̈achlicheGemischdichte� � � � in die Impulsbilanz(6.24)eingesetztwerden:

��� � � � ���������� 	���� � � � � �:����������� &N� � 	�����OP'1�2	�' *�,� R 	 � � ( & � � � � ( (6.25)
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Auf dasnumerischeVerfahrenhatdiesaberkeinenwesentlichenEinfluß.

Von entscheidenderBedeutungfür die Effektivität desnumerischenVerfahrensist aller-

dingesderEinsatzderEinphasenkontinuitätsgleichung(6.23)anstellevon(6.10),dagenau

dieseVereinfachungsowohl eineeffektiveModellierungderfreienOberfl̈achealsauchdie

HerleitungeinereinfachenDruckgleichungermöglicht.

Um zuprüfen,obmandieseGleichungauchbeihöherenGasgehalteneinsetzenkann,seien

dieKontinuiẗatsgleichungenderbeidenPhasennocheinmalaufgef̈uhrt:��� � � � ������ 	���� � � � � ��������� ���� � � � � ���� 	�� � � � � � �!�"����� �
WerdenbeidePhasenalsinkompressibelbetrachtet,sokannmanbeideGleichungendurch

die jeweilskonstanteDichteteilenundaddierenmit demErgebnis

� y�z{ |P} ~� � � 	 � � ���� 	��$� � � �����2	 � �!�"���P�`� �apb �$� � � �����2	 � �!�"���P�`� �acb ����� � 	��0� � � � � � � &�� � �P�`� � (6.26)

Wie im Abschnitt6.6.5gezeigtwird ist in derSchlupfgeschwindigkeit����� �6� � � ����&_���:� die

vertikale
;
-Komponentedominantundann̈aherndkonstant,sodaßder letzteTermauf der

linkenSeitevon(6.26)durch�0� � � � � �"��&������P�`W ����i� �6� � � ���;
abgescḧatztwerdenkann.Selbstbei hohenGasgehaltswertenist dieserTermrelativ klein,

wennsichderGasgehaltin dervertikalenRichtungnichtsehrstarkändert.

DieseForderungist offensichtlichverletzt,wennin einemBeḧalterderGaseintragverändert

wird. Wird z.Bsp.in einemnur mit Flüssigkeitgefüllten Beḧalterein Bodenbegasereinge-

schaltet,so wandertin denerstenSekundeneinescharfabgegrenzteGasfrontnachoben.

In der Zeit bis die Gasfrontdie Oberfl̈acheerreichthat, steigender integrale Gasgehalt,

dasGesamtvolumendesGemischesund entsprechenddie freie Oberfl̈achekontinuierlich

an. NacheinergewissenZeit stellt sich ein Zustandein, bei demsich der integraleGas-

gehaltnicht mehrstarkändert,undGleichung(6.26)durchdie Einphasenkontinuitätsglei-

chung(6.23)gut approximiertwird. Wird die Einphasenkontinuitätsgleichung(6.23)vom
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Anfang der Berechnungan eingesetzt,so wird in der SimulationdasAnsteigender frei-

en Oberfl̈achevernachl̈assigt.Ist der integraleGasgehaltso hoch,daßdieseAusdehnung

nicht vernachl̈assigtwerdendarf, sokannmanihrenEinflußnäherungsweiseber̈ucksichti-

gen,indemmandieSimulationmit derumdenintegralenGasgehaltvergrößertenHöhedes

Berechnungsgebietesneustartet.

.
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Abbildung 6.1:Anfahreneinerlokal begastenBlasens̈aule.Simulationszeit�
����� . Momentauf-
nahmederLiquid-GeschwindigkeitundderGasverteilung,linksberechnetohne
undrechtsmit Boussinesq-Approximation.

Zwei illustrative Beispiele.DerEinflußderBoussinesq-ApproximationaufdieLösungder

Modellgleichungensoll nun an zwei Beispielendemonstriertwerden.Im erstenBeispiel

wird dasAnfahrverhalteneiner lokal begastenflachenBlasens̈aule mit dem Drift-Flux-

Modell ohneundmit Boussinesq-Approximationzweidimensionalsimuliert.Abb.6.1zeigt

eineMomentaufnahmederLiquid-GeschwindigkeitundderGasverteilung �k
s�[� nachdem

Einschaltender Begasung.Bei denSimulationsergebnissenohneBoussinesq-Approxima-

tion (Abb.6.1, links) zeigtdie Flüssigkeitsgeschwindigkeitfast im gesamtenReaktornach

oben,weil dieFlüssigkeitdurchdenVerdr̈angungseffekt ausdemReaktorherausgeschoben

wird. AußerdemsiehtmaneinendeutlichenAnstieg derGeschwindigkeitin derNähedes

BegasersinfolgedesAuftriebseffektes.

Im Falle der Verwendungder Boussinesq-Approximation(Abb.6.1, rechts)wird der Ver-

drängungseffekt vernachl̈assigtund die Flüssigphaseger̈at nur in der unmittelbarenNähe
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desBegasersin Bewegung.In Abb. 6.1 werdendie beidenGeschwindigkeitsfelderstark

vergrößertdargestellt,da die tats̈achlichenUnterschiededer mit denbeidenModellenbe-

rechnetenGeschwindigkeitenim Bereichvon \]\_��� liegen.Auf die Gasgehaltsverteilung

habendieseUnterschiedesomitkeinenerkennbarenEinfluß.

Sp̈atestenswenndieGasphasedenoberenTeil desReaktorserreichthatundsichderintegra-

le Gasgehaltin derBlasens̈aulenurnochsehrwenigändert,kannmandieStrömungsbilder,

die mit beidenMethodenberechnetwurden,nicht mehrvoneinanderunterscheiden(Abb.

6.2).
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Abbildung 6.2:Wie Abb. 6.1, jedochzum Simulationszeitpunktvon ���2�V��� (links ohne,rechts
mit Boussinesq-Approximation).

Wir habensomit gesehen,daßsich der Einsatzder Boussinesq-Approximationim Drift-

Flux-Modell kaumauf die Genauigkeitder Lösungauswirkt.Gleichzeitigkonntedie Re-

chenzeitinfolge dergetroffenenVereinfachungenum denFaktor7 reduziertwerden.Man

beachtejedoch,daßdasDrift-Flux-Modell bereitseineVereinfachunggegen̈uberdemTwo-

Fluid-Modelldarstellt.

Im zweitenBeispielwird daherdasErgebniseinerBerechnungmit demDrift-Flux-Modell

inklusive Boussinesq-ApproximationdemErgebniseinerSimulationmit demTwo-Fluid-

Modell gegen̈ubergestellt.Es handeltsich dabeium die 3-dimensionaleBerechnungei-

nesflachenSchlaufenreaktorsauf einemGitter mit 140000Stützstellen.Die Berechnung
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mit dem Two-Fluid-Modell wurdemit demkommerziellenSoftware-PaketCFX 4.2 von

D.Pfleger (BASF)durchgef̈uhrt,die Lösung des Drift-Flux-Modells mit dem eigenen

Programm.

. .

Abbildung 6.3:TiefengemittelteGasverteilungundLiquid-Geschwindigkeit, berechnetauf ei-
nem Gitter 140x100x10,links mit CFX 4.2 und vollständigemTwo-Fluid-
Modell, rechtsmit Drift-Flux-Modell undBoussinesq-Approximation.

In Abb. 6.3 ist die Gasverteilungsowie dasGeschwindigkeitsfeldderFlüssigphasedarge-

stellt, berechnetmit beidenModellvarianten.Man sieht,daßdie Ergebnissesehrähnlich

sind. Um einenbesserenVergleich zu ermöglichen,sind in Abb. 6.4 die mit beidenPro-

grammenberechnetenProfile desGasgehaltsund der vertikalenLiquid-Geschwindigkeit

auf unterschiedlichenHöhengegen̈ubergestellt.UnterschiedezwischenbeidenLösungen

sind kaumzu erkennen.Die erforderlichenRechenzeitendifferierenallerdingsum einen

Faktor W���� (1 Stundegegen̈uberetwa2 Tagenauf einerUltraSPARC-60 Workstation).

Man kannsomit festhalten,daßdasDrift-Flux-Modell mit Boussinesq-Approximationbei

niedrigenGasgehalteneinesehrguteNäherungdesvollständigenTwo-Fluid-Modellsdar-
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. .

Abbildung 6.4:ProfiledesGasgehalts(links) undderLiquid-Geschwindigkeit (rechts)auf un-
terschiedlichenHöhen,berechnetmit Two-Fluid-Modell (——) und mit dem
Drift-Flux-Modell inkl. Boussinesq-Approximation(– – –).
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stellt undnumerischwesentlicheffektivergel̈ostwerdenkann.

6.5 Erste Zwischenbilanz

Bevor wir mit derModellbeschreibungfortfahren,soll derbisherigeStandkurzzusammen-

gefaßtwerden.

Der Ausgangspunktfür dieBeschreibungeinerGas-Liquid-BlasenströmungwardasEuler-

Euler Two-Fluid-Modell (6.1–6.5),dasauseinerKontinuiẗatsgleichungund einerImpuls-

bilanzfür jedederbeidenPhasensowie einerzus̈atzlichenSchließbedingungbestand.Das

Modell wurdeallgemeinkonzipiert.Einige Terme,die denEinfluß der Turbulenzauf die

StrömungunddieWechselwirkungskraftzwischendenbeidenPhasenbeschreiben,wurden

zwareingef̈uhrt,abernochnichtspezifiziert.

Danachwurdegezeigt,daßim Fallevon Gas-Liquid-Str̈omungdasTwo-Fluid-Modelldem

Drift-Flux-Modell infolgedergroßenDichterunterschiedezwischendenbeidenPhasenweit-

gehend̈aquivalentist. Bei einemDrift-Flux-Modell werdendie Kontinuiẗatsgleichungund

die Impulsbilanzfür die Flüssigphasedurchdie entsprechendenGleichungenfür dasGas-

Flüssig-Gemischersetzt.Die beidenBilanzgleichungenfür die Gasphasebleibenunverän-

dert.

In einemweiterenSchritt wurde die Boussinesq-Approximationeingef̈uhrt, die die Ab-

hängigkeitderGemischdichtevomlokalenGasgehaltnurim SchwerkrafttermderGemisch-

impulsbilanzber̈ucksichtigt.Dadurchwurde dasNavier-Stokes-Systemfür dasGemisch

auf eineForm gebracht,die sichvon derImpuls-undMassebilanzfür inkompressibleEin-

phasenstr̈omungnur durcheinenzus̈atzlichenAuftriebstermin dervertikalenImpulsbilanz

unterscheidet.DieseVereinfachungermöglichteineanschaulicheInterpretationderModell-

gleichungenunddenEinsatzvon numerischenAlgorithmenfür Einphasenströmungen,die

nur unwesentlichmodifiziert werdenmüssen.Es wurdendie Grenzender Anwendbarkeit

der Boussinesq-Approximationdiskutiert. Für Berechnungvon Gas-Fl̈ussig-Str̈omungen

mit niedrigemGasvolumananteil,und nur solchewerdenim RahmendieserArbeit unter-

sucht,kanndasvereinfachteModell uneingeschr̈ankteingesetztwerden.Bei Gasvolumen-

anteilenvon mehr als 5% sollte die Gemischimpulsbilanz(Glg. (6.25) anstellevon Glg.

(6.24))verwendetwerden.Bei derLösungderfür dienumerischeEffizienzentscheidenden

GemischkontinuiẗatgleichungkanndieBoussinesq-Approximationeingesetztwerden,wenn

dieVerteilungdesGasgehaltskeinestarkenGradientenin dervertikalenRichtungaufweist.

Bis aufFälle,in denensichdieBegasungzeitlichstarkändert,ist dieseVoraussetzungin der

Regel erfüllt. Im weiterenVerlaufdieserArbeit gehenwir daherdavonaus,daßderEinsatz

derBoussinesq-Approximationzulässigist.



210 KAPITEL 6: DAS MATHEMATISCHEMODELL

Wir fassen die Modellgleichungen noch einmal zusammen.DasDrift-Flux-Modell

mit Boussinesq-Approximationund(nochnicht genauerdefiniertem)Turbulenz-Term ' *�,�
bestehtausfolgendenGleichungen:�0������� � (6.27)��� � � � � ���� 	��0� � � �����:�����`� &N� � 	�����'1�
	��0��' *I,� 	 � � ( & � � � � ( (6.28)��� � � � � ���� 	��0� � � � � �!�����`� � (6.29)��� � � � �!�"�m���� 	��0� � � � � �!�"�!�����`� & � �!� � 	 � �!���!'1�k	 � � � � ( &�- . (6.30)

In denfolgendenAbschnittenwerdendie Termediskutiert,die bis jetzt nochnicht spezifi-

ziertwurden.

6.6 Die Impulsbilanz für die Gasphase

6.6.1 Impulsbilanz für die Einzelblase

Die Impulsbilanzfür dieGasphase��� � � � � � � ���� 	��0� � � � � �!�"�!������� & � ��� � 	 � �!����'e�
	 � � � � ( &�- . (6.31)

wird zur Berechnungder Gasgeschwindigkeiteingesetzt.DieseGleichungwurdebis auf

denTerm -/. definiert,derdie WechselwirkungskraftzwischendenGasblasenunddersie

umstr̈omendenFlüssigkeitbeschreibt.DieserTermwird in derRegel ausderImpulsbilanz

für dieEinzelblasedurcheinenMittelungsprozessabgeleitet.

Im Two-Fluid-Modell, welchesdenAusgangspunktfür die Beschreibung der Gas-Liquid-

Blasenstr̈omungbildete,trat derTerm - . sowohl in derImpulsbilanzfür die Flüssigphase

alsauchin derImpulsbilanzfür dieGasphase(mit anderemVorzeichen)auf.In einemDrift-

Flux-Modelltritt dieserTermnur nochin derGasimpulsbilanzauf. In derGemischimpuls-

bilanz,die ausderSummederbeidenEinzelphasenbilanzenhergeleitetwerdenkann,ist er

eliminiert.Dawir nichtandemTerm - . selbst,sondernnuranderGasgeschwindigkeitin-

teressiertsind,könnenwir in einemerstenSchrittauchdie Impulsbilanzfür dieEinzelblase

zurBestimmungderGasgeschwindigkeitheranziehen.

Die Gleichung,welcheim LagrangeschenBezugssystemdie Bilanz der auf die Gasblase
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wirkendenKräftebeschreibt,kannfolgendermaßenformuliertwerden:� � \]�S������ � � -��s���s��� (6.32)

Dabei ist \ � die Blasenmasse,� � - die Geschwindigkeitder Blasezum Zeitpunkt
�
, und-��s���s�P� - die Summealler Kräfte,die auf die Blasewirken. Eswerdendabeidie in denfol-

gendenAbschnittendiskutiertenSummandenber̈ucksichtigt.

6.6.2 Druckkraft

Aus einemglobalenDruckgradientenresultiertdie Druckkraft, die durch den folgenden

Ausdruckwiedergegebenwerdenkann:- � � &+������� � (6.33)

��� ist dabeidasVolumenderGasblase.WeichtderDruckgradientnurunwesentlichvomhy-

drostatischenDruckgradientenab( � � W � � ( ), soentsprichtdie Druckkraft(6.33)dernach

Archimedes(220v.Chr.) berechnetenAuftriebskraft,diebetragsm̈aßiggleichderGewichts-

kraft dervonderGasblaseverdr̈angtenFlüssigkeitist:- � W &���� � � ( 
 (6.34)

6.6.3 Schwerkraft

Der EinflußderSchwerkraftwird durchdenAusdruck-�� � \]�8� ( (6.35)

beschrieben.

6.6.4 WeitereKr äfte: Vorbemerkungen

BefindetsicheineruhendeGasblasein einerruhendenFlüssigkeit,sowirken keineweite-

renKräfteauf die Gasblase.Da sichaberdie Gasblaserelativ zu derFlüssigphasebewegt,

bildensichin derunmittelbarenNähederGasblaselokaleDrucksẗorungenundSchubspan-

nungenaus.Im Rahmenunseres̈uberVolumenelementemit mehrerenGasblasenmittelnden
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ModellswerdendieseSchwankungenjedochnicht aufgel̈ost.Ihr Einflußauf die Blasenbe-

wegungmußdeshalbausexperimentellbasiertenhalb-empirischenKorrelationenabgelei-

tet werden.Da die Wechselwirkungenzwischender Gasblaseund der sie umstr̈omenden

Flüssigkeitvon ziemlichkomplexer Natursindundnochnicht vollständigverstandenwer-

den,gibt esviele unterschiedlicheAnsichtendar̈uber, wie mandieseEinflüsseam besten

beschreibenkann.

Auf dereinenSeitestehenArbeiten,in denennurdieWiderstandskraftber̈ucksichtigtwird,

bzw. direktdieAnnahmeeinerkonstantenSchlupfgeschwindigkeitzwischenbeidenPhasen

getroffen wird. AndereVeröffentlichungenber̈ucksichtigendagegeneineFülle von weite-

ren
”
relevanten“ Kräften– wie z.B. die

”
addedmassforce“ , die

”
Basset-force“ und die

”
lift force“ (bzw. die Magnuskraftals Spezialfall),um einigedavon zu nennen.Modelle,

die mehrereKräfteber̈ucksichtigen,werdenin derRegel als
”
genauer“ und

”
vollständiger“

bewertet,alsModelle,die nurvoneinereinfachenSchlupfbeziehungGebrauchmachen.

DieseBeurteilungwäreallerdingsnur danngerechtfertigt,wenndie Existenzderobenge-

nanntenKräfte,sowie die RichtigkeitvonkonkretenFormelnzu ihrer Berechnungnachge-

wiesenwäre.Herrschtdagegenüberdie ExistenzeinzelnerKräftebzw. derenDarstellung

einegroßeUnsicherheit,sokannessinnvoller sein,aufihreBerücksichtigungzuverzichten.

UnterdiesemAspekthabenalgebraischeSchlupfmodelledurchausihreRechtfertigung,zu-

malbei diesenModellenin derRegel eineSchlupfgeschwindigkeitberechnetwird, die den

Experimentaldatenweitgehendentspricht,wasbeimEinsatzvonumfangreicherenModellen

nicht immergewährleistetist.

Die obenangesprocheneUnsicherheitbez̈uglich der Existenzund Modellierungder ein-

zelnenKräfte resultiertdaraus,daßdie experimentelleErfassungderauf eineEinzelblase

wirkendenKräfte (wennüberhaupt)nur untereinerReihevon starkvereinfachendenAn-

nahmenmöglich ist, die in praxisrelevantenFällenfastimmerverletztsind.Daraufwird in

denfolgendenAbschnittennähereingegangen.

6.6.5 Widerstandskraft

Bewegt sich eineBlasein einerFlüssigkeit,so erfährt sie eineKraft, die ihrer Bewegung

entgegenwirkt, falls die Geschwindigkeitder umgebendenFlüssigkeitkleinerals die Ge-

schwindigkeitder Blaseist. Währenddie Bewegungder Blasegebremstwird, erfährt die

FlüssigkeiteineBeschleunigungin RichtungderBlasenbewegung.DieseWiderstandskraft-/� läßtsich in allgemeinerForm wie folgt darstellen(Index
”
�
“ stehtfür denenglischen
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Ausdruck
”
dragforce“ ): -/� � & �=�  � � �:¡ �2¢��>£ � � &¤� � £ � � � &�� � � (6.36)

Hier wurdemit
� � der (äquivalente)Blasendurchmesserbezeichnet.  � stehtfür einendi-

mensionslosenAusdruck,derin derLiteraturalsWiderstandsbeiwertbezeichnetwird (eng-

lisch:
”
dragcoefficient“ ). Bei kleinenBlasen-Reynoldszahlen¥N¦ H � � � � � £ ����&���� £78� dK�k
s� (6.37)

kann die Widerstandskraftund somit der Widerstandsbeiwertunter der Annahmeschlei-

chenderStrömunganalytischberechnetwerden:

  � � = �¥N¦ (6.38)

DieseFormel setztvoraus,daßes sich um ein kugelförmigesTeilchenmit einer starren

Oberfl̈achehandelt.Da bereitsgeringeVerunreinigungendie Beweglichkeit der Phasen-

grenzfl̈acheund die interneZirkulation unterbinden,kann die Gleichung(6.38) auchfür

sehrkleineBlasenverwendetwerden.

Für die Einzelblase,die mit konstanterGeschwindigkeitin der ruhendenFlüssigkeitauf-

steigt,lässtsichdieBlasenaufstiegsgeschwindigkeitausdemKräftegleichgewicht zwischen

Druckkraft,SchwerkraftundWiderstandskraftberechnen.Vernachl̈assigtmandie Schwer-

kraft gegen̈uber der Druckkraft, so ergibt sich folgenderAusdruckfür die Aufstiegsge-

schwindigkeit: ��§ � � , � ¨ � ? � � ��©  � (6.39)

Wird der Widerstandsbeiwert  � nach(6.38)berechnet,so ergibt sich aus(6.39) für eine

Gasblasemit einemDurchmesservon tm\]\ in einemLuft/Wasser-SystemeineBlasenauf-

stiegsgeschwindigkeitvon � ? 
 r tm\_��� , wasumeinenFaktorvonetwa
r � ��ª � dieexperimentell

ermitteltenWertevon = ��& = t�«�\_��� übersteigt.

DaGleichung(6.38)beihöherenReynoldzahlennichtbenutztwerdendarf,mußdieWider-

standskraftin solchenFällenexperimentellermitteltwerden.DimensionsanalytischëUber-

legungenführenzu demErgebnis,daßim Falle einerstarren kugelf̈ormigenPartikel der

WiderstandsbeiwerteineFunktionderPartikel-Reynoldszahlallein seinmuß.Um die Ab-

hängigkeitdes   � -Wertesvon Reynoldszahl
¥N¦

zu bestimmen,reicht es aus,bei einem

beliebiggewähltenPartikeldurchmesserundfür einebeliebiggewähltenewtonscheFlüssig-

keit die Widerstandskraftbei unterschiedlichhohenRelativgeschwindigkeitenzu messen.
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Die entsprechendenExperimentelassensich relativ einfachdurchf̈uhren,indemmandie

Partikelmit einer(beliebigen)konstantenGeschwindigkeitdurcheinesichim Ruhezustand

befindlicheFlüssigkeitzieht, und die dafür notwendigeZugkraft direkt mißt. Aus der so

ermitteltenWiderstandskraftläßtsich dannder Widerstandsbeiwertberechnen.Die resul-

tierendeAbhängigkeitdesWiderstandsbeiwertesvonderReynoldszahlkannanalytischfol-

gendermaßenapproximiertwerden[16]:

  � � ¬­® ­¯
¢S°*�, � ��	��±
��[t ¥N¦�²4³ ´�µP¶ � Y¸·º¹[»�» ¥N¦ d3�!������±
6�m� Y`·º¹[»�» ¥N¦+¼ �[�m��� (6.40)

Für die Gasblasengilt dieseBeziehungnur, wennsienicht deformiertsindundeinestarre

Oberfl̈achevorliegt, wasnur bei sehrkleinenGasblasenangenommenwerdenkann.Wird

derWiderstandsbeiwert  � nach(6.40)berechnet,soergibt sichaus(6.39)für einenBlasen-

durchmesservon tm\]\ eineBlasenaufstiegsgeschwindigkeitvon
? �k
 r «�\_�½� , waszwarwe-

sentlichgenauerist alsGlg. (6.38),aberimmerhinnocheineetwa70%-igeÜberscḧatzung

gegen̈uberdenexperimentellermitteltenWertenbedeutet.

Wie wir gesehenhaben,beeinflußtdieGrößedesWiderstandsbeiwertsunmittelbardie Bla-

senaufstiegsgeschwindigkeitbzw. die SchlupfgeschwindigkeitzwischenbeidenPhasen.

Wird dieBlasengeschwindigkeitfalschberechnet,soführtdieszueinerinkorrektberechne-

tenVerteilungderGasphaseim Reaktor. Da in einemdurchdasGasangetriebenenSystem

die Strömungsformsehrstarkvon der Gasgehaltsverteilungabḧangt,ist eineausreichend

genaueBerechnungdesWiderstandsbeiwertsmitentscheidendfür die Qualiẗat dernumeri-

schenSimulation.

EinegenaueBestimmungdesWiderstandsbeiwertsfür Gasblasenerweistsichallerdingsals

eineäußerstschwierigeAufgabe.Die Gasblaseist wederrundnochstarr. Die Korrelatio-

nenfür denWiderstandsbeiwertsolltendieDeformationderGasblasesowie dieZirkulation

desGasesim Blaseninnerenber̈ucksichtigen.DieseKorrelationenmüsstendaheraußerder

Blasen-ReynoldzahldieAbhängigkeitvon anderendimensionslosenKennzahlenenthalten,

die für die Blasendeformationvon Bedeutungsind,wie z.B. Eötvöszahl( ¾À¿Á ) undMorton-

zahl ( Â Á ) oderWeberzahl( Ã ¦ ), die folgendermaßendefiniertsind (wir nehmenan, daß� �N^ � � gilt, undverwendendeshalbeinfachheitshalber� � anstellevon( � �±& � � )):
¾À¿Á � © � � � � ¢Ä
Â Á � ©±7 ° �� � Ä�Å
Ã ¦ � � � £ ���8&���� £ ¢ � �Ä
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Hier bezeichnetÄ die Oberfl̈achenspannung(für dasWassergilt Ä WÆ�±
)�
v½Ç
©���� ¢ ). Da die

meistenSimulationenfür dasWasser/Luft-Systemdurchgef̈uhrt wurden,beschr̈ankenwir

unsim weiterenVerlaufbeiderBeurteilungvonverschiedenenAnsätzenausschließlichauf

diesesStoffsystem.
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Abbildung 6.5:Aufstiegsgeschwindigkeit Ö § � � , von Einzelblasenin Wasserin Abhängigkeit
vom äquivalentenBlasendurchmesser× � . An Meßergebnissevon Haberman
undMorton [37] angepaßteKurvennach[29].

EinezuverlässigeBestimmungempirischerKorrelationenwird dadurcherschwert,daßeine

direkteMessungderWiderstandskraftvonGasblasenin AbhängigkeitderRelativgeschwin-

digkeit unmöglich ist. Im Gegensatzzu einerstarrenKugel läßtsich eineGasblasenicht

mit einerkonstantenGeschwindigkeitdurcheineruhendeFlüssigkeitziehen.Der Wider-

standsbeiwertkanndeshalbbei einemvorgegebenenBlasendurchmessernur für den Wert

derRelativgeschwindigkeitberechnetwerden,dergleichderBlasenaufstiegsgeschwindig-

keit ist. Wird dabeiderBlasendurchmesservariiert,soliegt alsMeßergebniseinDiagramm

vor, dasdie AbhängigkeitderBlasenaufstiegsgeschwindigkeitvomBlasendurchmesserbe-

schreibt.Dabei unterliegendie MeßergebnissegroßenSchwankungen,da die Blasenauf-

stiegsgeschwindigkeitstarkvon derReinheitdesWassersabḧangt.In Abbildung 6.5 sind
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analytischberechneteKurven dargestellt,die nachGlng. (2.11) aus [29] an die Meßer-

gebnissevon Habermanund Morton [37] für destilliertesWasserund für Leitungswasser

angepaßtwurden.Man sieht,daß insbesondereim Bereich �!\Ø\ d � �¤d = \]\ große

Unterschiedein derAufstiegsgeschwindigkeitvon Einzelblasenbeobachtetwurden.Diese

Unterschiedesind daraufzurückzuf̈uhren,daßinfolge von oberfl̈achenaktiven Verunreini-

gungenim Leitungswasserdie Grenzfl̈acheimmobilisiert wird, wasdie Herabsetzungder

Aufstiegsgeschwindigkeitverursacht[132].

DadievorliegendeexperimentelleInformationnichtausreicht,umdenWiderstandsbeiwert  � alseineFunktionvon dreidimensionslosenKennzahleneindeutigzu bestimmen,ist die

AnzahlunterschiedlicherKorrelationenhoch.Wir wolleneinigedavonetwasgenauerunter-

suchen.Dabeierwartenwir von einerempirischenKorrelationfür denWiderstandsbeiwert

  � , daßihr Einsatzin die Gleichung(6.39)Blasenaufstiegsgeschwindigkeiten� § � � , liefert,

die zwischendenbeidenin Abb.6.5dargestelltenMeßkurven liegen.Wir beschr̈ankenuns

dabeiauf die Blasendurchmesservon = \]\ bis
r \]\ , da in denmeistenzur Validierung

von ZweiphasenmodellenverwendetenTestf̈allendie experimentellermittelteBlasengr̈oße

innerhalbdieserGrenzenliegt (s.z.B. [9]).

Wir beginnenmit der
”
Feststoff-Formel“ (6.40),die wir als ”Korrelation A“ bezeichnen

werden.ObwohlderEinsatzdieserFormelin die Beziehung(6.39)für Blasendurchmesser

oberhalbvon
? \]\ deutlichüberḧohteBlasenaufstiegsgeschwindigkeitenliefert (vgl. Abb.

6.6, obenlinks), wird sie von vielen Autoren bei der Simulationvon Blasenstr̈omungen

eingesetzt(Delnoij et al. [20, 21], Djebbaret al. [25], KuwagiundOzoe[63], Muddeund

Simonin[86], Sommerfeldet al. [115]). Nicht in allen Arbeitenwerdendie dabeieinge-

setztenBlasendurchmesserangegeben,sodaßnicht immerfestgestelltwerdenkann,ob die

ausder
”
Feststoff-Formel“ resultierendeRelativgeschwindigkeitzwischenbeidenPhasen

in demmit denMeßdaten̈ubereinstimmendenBereich( = \]\ d � �Ùd = 
:v½\]\ ) liegt oder

nicht.Sommerfeldet al. [115] sowie MuddeundSimonin[86] gehenbei derSimulationei-

ner lokal begastenBlasens̈auleaus[8] von einemBlasendurchmesservon
� �Ú� ? \]\ aus,

waszwar mit dem im zugrundeliegendenExperimentermitteltenmittleren Blasendurch-

messer̈ubereinstimmt,bei der Verwendungder KorrelationA jedochin einerüberḧohten

Blasenaufstiegsgeschwindigkeitvon etwa =�Û «�\_�½� resultiert.Delnoij et al. verwendenfür

denselbenTestfall einenfiktivenBlasendurchmesservon = \Ø\ . Dasentsprichtzwarnicht

demexperimentellermitteltenWert,dafür wird in diesemFall einerealistischereBlasenauf-

stiegsgeschwindigkeitvon = �k
)�m«�\_�½� berechnet.

Als nächstesuntersuchenwir eineKorrelation,die von Tomiyamaet al. [121] 1995vorge-

schlagen(s.auch[126]) undvon Pan et al. [90, 91] sowie Tomiyama[123] zur Simulation
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Abbildung 6.6:Einzelblasenaufstiegsgeschwindigkeit Ö § � � , in Wasserin Abhängigkeit vom
äquivalentenBlasendurchmesser× � , berechnetnach(6.39) für 6 unterschied-
licheempirischeKorrelationenfür ç � .
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vongleichm̈aßigundlokal begastenBlasens̈auleneingesetztwurde:

  � � n]è�écê2= �¥N¦ � �/	��k
s�[t ¥N¦ ²F³ ´ëµP¶ � Y �?c� ¾À¿Á¾À¿Á 	ì��í (6.41)

DieseFormel,diewir als”KorrelationB“ bezeichnenwerden,stimmtfür kleineReynolds-

zahlenmit derFeststoff-Formel(6.40)überein.Ab einerBlasengr̈oßevonetwa
� � � = 
 r \]\

wird derWiderstandsbeiwertdurchdenzweitenAusdruckin (6.41)bestimmt.Diesersorgt

dafür, daßdieKorrelationB auchfür größereBlasenzurAufstiegsgeschwindigkeitenführt,

die innerhalbdesMeßbereichsliegen(vgl. Abb. 6.6,obenrechts).

BhanuundMazumdar[10], Jakobsenetal. [53], JohansenundBoysan[55], Ranadeundvan

denAkker[97] verwendenfolgende”Korrelation C“ , die nurvon derEötvöszahlabḧangt:

  � � �±
 r =m=z ³ ²îLï� 	��±
 = ? t (6.42)

Siedarf jedochnur für Blasenab = \]\ Durchmessereingesetztwerden,damit abnehmen-

demBlasendurchmesserder nach(6.42)berechneteWiderstandsbeiwertgegenNull geht,

weshalbfür kleinereBlaseneine stark überḧohte Aufstiegsgeschwindigkeitenberechnet

wird. Für Blasendurchmesseroberhalbvon
� �Ø� = 
 r \]\ stimmendie mit Korrelationen

B und C berechnetenAufstiegsgeschwindigkeitenziemlich genauüberein(vgl. Abb. 6.6,

mitte links). SchreibtmandieKorrelationC folgendermaßenum:

  � � v2
V� r �? � ¾]¿Á�±
 Û � ¾]¿Á 	ì� Y (6.43)

sowird die Ähnlichkeitmit dem2.Teil desAusdruckes(6.41)offensichtlich.

Die vonKuoundWallis [61] für dasStoffsystemLeitungswasser/LuftermittelteFormel,die

wir als”Korrelation D“ bezeichnenwerden,wirkt rechtkomplex:

  � �
¬­­­­­­­­­­­­­® ­­­­­­­­­­­­­¯

= �k� ¥x¦ Yð·º¹[»�» ¥N¦ dK�±
6� Û= �k
 r �
� ¥N¦�²F³ ´ ° Å Y`·º¹[»�» �k
6� Û d ¥N¦ d3�!���r 
 ? � ¥N¦ ²4³ Å µPñ Y`·º¹[»�» ¥N¦+ò �!��� Y Ã ¦Eó � Y ¥N¦+ó = � r tk
s�w� Ã ¦ ¢ ³ ´Ã ¦ � ? Y`·º¹[»�» ¥N¦+ò �!��� Y Ã ¦Eó � Y ¥N¦+ò = � r t±
��w� Ã ¦ ¢ ³ ´�2� ? Yð·º¹[»�» ¥N¦+ò �!��� Y Ã ¦Eò �
(6.44)

Sie wurdevon Boissonund Malin [11], Ilegbusi et al. [48], Jenne[54] zur numerischen

Simulationvon Blasenstr̈omungeneingesetzt.Der EinsatzdieserFormelfür Luftblasenim

Wasserresultiertin einerBlasenaufstiegsgeschwindigkeit,die für Blasendurchmesserober-

halbvon
� � � = 
 = v�\]\ nicht mehrvonderBlasengr̈oßeabḧangt, solangefür dieWeberzahl
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Ã ¦ôó � gilt (vgl. Abb. 6.6,mitte rechts).Einsatzvon   �Ú� Ã ¦ � ? in (6.39)führt dabeizu

folgendemAusdruck ��§ � � , � õ¨ � Ä ©� � W =m= 
 Û «�\� 
 (6.45)

Dasin der letztenZeit häufigeingesetzteSoftwarepaketCFX 4.2verwendetfolgendeFor-

mel (”Korrelation E“ ) zur BerechnungdesWiderstandsbeiwertes

  � � =? ¾À¿Á�ö÷ (6.46)

SetztmandieDefinitionderEötvöszahlin dieseFormelein,sokannmandieKorrelationE

auchfolgendermaßendarstellen:

  � � =? � ��ø © � �Ä (6.47)

In dieserForm wird KorrelationE von Morud [83] sowie Morud und Hjertager [84] für

die Simulationvon gleichm̈aßigbegastenBlasens̈aulenund begastenRührkesselneinge-

setztundstimmtmit dervon Ishii undZuberin [51] vorgeschlagenenKorrelationüberein.

SetztmandieseFormelin dieBeziehung(6.39)ein,sostelltmanüberraschenderweisefest,

daßhinterderKorrelationE ebenfallsdie Annahmeeinerblasengr̈oßenunabḧangigenAuf-

stiegsgeschwindigkeitsteckt(vgl. Abb. 6.6,untenlinks).DiesekannnachderFormel(6.45)

berechnetwerdenundbetr̈agtsomitebenfallsW =m= 
 Û «�\ù�½� , undzwarnicht nur für Blasen-

durchmesseroberhalbvon
� �L� = 
 = v½\Ø\ , sondernfür alle Blasengr̈oßen.

KorrelationenD und E sind nicht die einzigenAnsätze,die zu einer (zumindestin ei-

nemgroßen
� � -Bereich)blasengr̈oßenunabḧangigenAufstiegsgeschwindigkeitführen.Ei-

nesehreinfacheBeziehungstammtvon SchwarzundTurner [105]. SiefassendasProduktz¢   � � � ¡ � ÷ ú° £ ����&���� £ zu  üû ��� zusammen,so daßder Ausdruck(6.36) für die Widerstands-

kraft zu - � � &  üû ��� � ����&ì���Z� (6.48)

vereinfachtwird undgebenfür   û folgendenkonstantenWertan(”Korrelation F“ ):

 üû � tN�2�!� ° Ç2©\ Å � (6.49)

Die Aufstiegsgeschwindigkeitergibt sich mit dieserGleichungzu ungef̈ahr 20 cm/s, was

ebenfallsmit denexperimentellgefundenenWertenmit brauchbarerGenauigkeiẗuberein-

stimmt(vgl. Abb. 6.6,untenrechts).DerEinsatzvon einemetwaskleinerenWert (”Korre-
lation - “ )

 Jû � ��
 =�Û �2�!� ° Ç
©\ Å � (6.50)



220 KAPITEL 6: DAS MATHEMATISCHEMODELL

würdesogarzueinemErgebnisführen,dasmit derausdenKorrelationenD undEberechne-

tenBlasenaufstiegsgeschwindigkeitvon W =�= 
 Û «�\_��� übereinstimmt.Wir werdendenWert

(6.50)sp̈aterfür einendetaillierterenVergleichzwischenKorrelationenD, E und ý verwen-

den.Wegenihrer Einfachheitwird die KorrelationF von vielenAutoreneingesetzt(Becker

et al. [8], Deng et al. [23], Grienberger und Hofmann[34], Hillmer et al. [43], Kuzmin

[64], Lapinet al. [71], Sokolichin undEigenberger [110], Svendsenet al. [119], Torvik und

Svendsen[124]).

Zusammenfassendkönnenwir feststellen,daßbisaufdieFeststoff-Formel(6.40)alleunter-

suchtenKorrelationensinnvolle Ergebnissefür die Blasenaufstiegsgeschwindigkeitliefern.

Die resultierendenKurven unterscheidensich nur unwesentlichvoneinander, nehmenfür

Luftblasenim WasserWerteim Bereichzwischen= ��«�\_��� und
? ��«�\_��� an,undzeigen(wie

dieMeßdatenauch)nurwenigAbhängigkeitvomeingesetztenBlasendurchmesser.

Derdurchgef̈uhrteVergleichbezogsichallerdingsauf einenspeziellenFall: wir untersuch-

tendieAufstiegsgeschwindigkeiteinerEinzelblasein einerruhendenFlüssigkeit.Nunneh-

menwir an,daßdie Flüssigkeitsgeschwindigkeitvon Null verschiedenist. Beschr̈anktman

sich bei der Betrachtungder Wechselwirkungskr̈afte ausschließlichauf die Widerstands-

kraft, solautetdie Impulsbilanzfür dieEinzelblaseim LagrangeschenBezugssystem� � \]�S������ � � - � 	�-��º	�- �
� &+���8��� � 	�\]��� ( & �=   � � � ¡ �2¢�� £ ���8&���� £ � ���8&������4
 (6.51)

FürmäßigeGasdichtenkannderEinflußderSchwerkraftin dieserGleichungvernachl̈assigt

werden.Wegender niedrigenDichte der Gasphasewird der Gleichgewichtszustandzwi-

schenderDruck-undderWiderstandskraftinnerhalbvoneinigenMillisekundenerreicht,so

daßderEinflußdesTrägheitstermesebenfallskeineRollespielt.DefiniertmandieSchlupf-

geschwindigkeitzwischenbeidenPhasenals� ��� �6� � � � &¤� � Y (6.52)

so erḧalt manaus �Q�þ- � 	u-/� unter Einsatzvon � � � ¡ � Å � � r folgendeGleichungzu

Berechnungvon ���i� �6� : ?�   �� � � � £ ���i� �6� £ ����� �6� � &x� � 
 (6.53)

Nimmt man weiterhin an, daß der Druckgradient sich nur wenig vom hydrostati-

schenDruckgradientenunterscheidet(wasbeiblaseninduziertenStrömungenmit niedrigen
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GasgehaltenimmerderFall ist), sogilt wegen

� ��<; W>& � �6© , � ���ÿ Wu� , � ���� Wu� :
�I��i� �6� W ¨ � ?c� � � ©  � (6.54)��� �i� �6� W � Y ��� �i� �V� Wu� (6.55)

Dasbedeutet,daßunterdengemachtenVoraussetzungendie Relativgeschwindigkeitzwi-

schenbeidenPhasengleich der Aufstiegsgeschwindigkeiteiner Einzelblasein ruhender

Flüssigkeitist (vgl. (6.39)).Damit liefern die KorrelationenB – F nicht nur für die Bla-

senaufstiegsgeschwindigkeiten,sondernauchfür Schlupfgeschwindigkeitzwischenbeiden

Phasenin einemdynamischenStrömungsfeldweitgehend̈ahnlicheErgebnisse.Wie dieBla-

senaufstiegsgeschwindigkeit,hängtauchdie Schlupfgeschwindigkeitbei einemkonstanten

Druckgradientenallein vom Blasendurchmesserab. Wird in einemZweiphasenmodelldie

AbhängigkeitdesBlasendurchmessersvon Druck vernachl̈assigt,so brauchtdie Schlupf-

geschwindigkeitnach(6.54,6.55) nur einmalberechnetzu werden.DieseÜberlegungen

zeigen,daßderEinsatzvon algebraischenSchlupfmodellen,in denendie Gasgeschwindig-

keit alsSummevon LiquidgeschwindigkeitundeinemkonstantenSchlupfberechnetwird,

durchausseineRechtfertigungbesitzt.

Auch wenn sich der dynamischeDruckgradientbei niedrigen Gasgehaltennur unwe-

sentlich vom statischenDruckgradientenunterscheidet,gibt esdennochFälle, in welchen

dieseUnterschiedeeinewichtige Rolle spielen.Dazugeḧort insbesonderedie Simulation

einergleichm̈aßigbegastenBlasens̈aule.Wir werdendie SimulationeinerBlasenstr̈omung

in einergleichm̈aßigbegastenBlasens̈aulein einemweiterenKapitel nochausf̈uhrlich be-

sprechen.An dieserStelleseinur vermerkt,daßein (experimentellnachgewiesener)dyna-

mischerStrömungszustandin einergleichm̈aßigbegastenBlasens̈aulenur danndurchdie

Simulationwiedergegebenwerdenkann,wenndasmathematischeModell einehorizontale,

von Null verschiedeneRelativgeschwindigkeitzwischenbeidenPhasenzuläßt.Gehtman

allerdingsdavon aus,daßsichderdynamischeDruckgradientvom hydrostatischenDruck-

gradientennicht unterscheidet,sosinddie Horizontalkomponenten� � ��� �6� Y � � �i� �V� gleichNull (

s. (6.55)).Im Falle einergleichm̈aßigbegastenBlasens̈auledarf dieseVereinfachungsomit

nichtgetroffenwerden,unddieSchlupfgeschwindigkeitsolltestattdessenausderallgemei-

nerenBeziehung(6.53)berechnetwerden.DieseProzedurist jedochviel rechenaufwendi-

ger, daderWiderstandsbeiwertin denmeistenKorrelationeneinenichtlineareFunktionvon

Schlupfgeschwindigkeitist. Die Auflösungvon Gleichung(6.53) nachKomponentender

Schlupfgeschwindigkeitkanndamit nur auf einemiterativen Wege erfolgen,und zwar in

jedemeinzelnenKontrollvolumen,derenAnzahlbei 3-D Simulationenoft die Einhundert-

tausendgrenzëubersteigt.Die KorrelationF liefert hiereinerechenzeitsparendeAlternative.

Da derhier eingesetzte  û -Wert keineAbhängigkeitvon derSchlupfgeschwindigkeitauf-
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weist,kanndieseexplizit ausderRelation���i� �V� � & � � üû (6.56)

berechnetwerden.

Nichtgleichgewichtszusẗande.Alle bisherdiskutiertenKorrelationenfür denWiderstands-

beiwertwurdenfür denFall eineshydrostatischenDruckgradientenbzw. für denFall ei-

nerdiesemGradientenentsprechendenBlasenaufstiegsgeschwindigkeitgetestet.Oft werden

dieseKorrelationenallerdingsin Situationeneingesetzt,in denensichdie Blasengeschwin-

digkeitenvondenbis jetztdiskutiertenBedingungenunterscheiden.Die damitverbundenen

UnsicherheitensollenaneinemBeispielillustriert werden.

Wir betrachtendazueineGasblasemit einemDurchmesservon t�\]\ . SteigtdieseBlasein

einemruhendemWasserauf,soerfährtsieeineDruckkraft,derenBetragsichdurch

£ - � £ � &+� � � � ���; � ¡ � Å � � r � � � ©p� r 
V� ? �2�!��� °	� (6.57)

berechnenläßt.GleichzeitigerfährtsieseitensderFlüssigphasedieWiderstandskraft,deren

BetragsichausderBeziehung(6.36)folgendermaßendarstellenläßt:

£ - � £ � �=�  � � � ¡ �2¢��_£ ��� £ ¢ �g�±
)�m� Û ��
6Ç
©��½\
���   � � £ ��� £ ¢ 
 (6.58)

Wird dasProdukt z¢   � � � ¡ � ÷ ú° £ ��� £ zu  xû ��� zusammengefaßt,so kann man auchfolgende

Beziehungverwenden:

£ - � £ �  Nû ��� £ ��� £ � r tk
V�2t1�2�!� ��� 
V\ Å ���  Jû � £ ��� £ (6.59)

Wir setztennun KorrelationenD und E zur BerechnungdesWiderstandsbeiwertes  � in

die Formel (6.58), sowie Korrelation ý für die Größe  xû in die Darstellung(6.59) ein,

undberechnendiedarausresultierendenBetr̈agederWiderstandskraftin Abhängigkeitvon

derBlasengeschwindigkeit£ � � £ . ErgebnissedieserBerechnungensindin derAbb. 6.7gra-

phischdargestellt.Man sieht,daßbei einerBlasengeschwindigkeitvon £ ��� £ � =�= 
 Û «�\_���
derBetragderWiderstandskraftin allen drei Fällengleichgroßist. Er stimmtmit demin

(6.57)berechnetenBetragderDruckkraft überein.Dasbedeutet,daßbeimEinsatzvon al-

lendreiKorrelationenderWert £ ��� £ � =m= 
 Û «�\_�½� derBlasenendgeschwindigkeitentspricht,

da in diesemFall ein Gleichgewicht zwischenDruck- undWiderstandskrafterreichtwird.

Für alle anderenWertederBlasengeschwindigkeitweichendie mit dendrei Korrelationen

berechnetenBetr̈ageder Widerstandskraftjedochstarkvoneinanderab. DieseSchlußfol-

gerungbetrifft allgemeindie Bestimmungder Widerstandskraftbei Wertender Schlupf-

geschwindigkeit,die sich von der Endgeschwindigkeitwesentlichunterscheiden.Da eine
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.

direkteMessungderWiderstandskraftin diesemFall jedochnicht möglich ist, ist derEin-

satzvon unterschiedlichenempirischenKorrelationen,die für denGleichgewichtszustand

angepaßtwurden,in einemNichtgleichgewichtszustandproblematisch.

ZumGlücksinddieNichtgleichgewichtszusẗandebeimBlasenaufstieg in derRegelnurvon

äußerstkurzer Dauer. Wegen der niedrigenDichte der Gasphasewird bei einer Störung

dasKräftegleichgewicht zwischenDruckkraftund Widerstandskraftso schnellwiederher-

gestellt,daßdie Unterschiedein derDarstellungder Widerstandskraftwährendder Über-

gangsphasekaumeinenEinfluß auf die Berechnungder Blasentrajektoriehaben.Es gibt

jedocheinenSonderfall,bei welchemdie Unterschiedein denVerläufenvon drei Kurven

ausAbb. 6.7 sehrwohl einenbedeutendenEinfluß auf die Simulationsergebnissehaben

können.In unserenbisherigenÜberlegungengingenwir davon aus,daßsich der an der

BlaseanliegendeDruckgradientnicht deutlichvom hydrostatischenunterscheidet.Bei bla-

seninduziertenStrömungenmit niedrigenlokalenGasgehaltenist dieseAnnahmedurchaus

gerechtfertigt.Oft werdendie obenangegebenenKorrelationenallerdingsauchfür denFall

einergleichm̈aßigbegastenBlasens̈aulein einemheterogenenStrömungszustandeingesetzt,

wobeidie integralenGasgehaltenicht seltenim Bereichvon 30%undmehrliegen.In die-
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semFall ist der an der BlaseanliegendeDruckgradientebenfallsum etwa 30% kleiner,

alsderhydrostatische,dadieGemischdichteproportionalmit demLiquid-Gehaltabnimmt.

Für eine Blasemit einemDurchmesservon t�\]\ würde dasz.B. bedeuten,daßdie auf

siewirkendeDruckkraftnicht mehr
r 
V� ? �±�[� � ° � (wie in (6.57)berechnet),sondernledig-

lich ��
)t��e�2�[� � ° � betr̈agt.In diesemFall wird dasGleichgewicht zwischenDruckkraftund

WiderstandskraftbeimEinsatzvonKorrelationenD, E und ý nicht mehrbei einerundder-

selbenBlasengeschwindigkeiterreicht,sondernesergebensich 3 unterschiedlicheWerte:= �±
 Û «�\_��� , � Û 
 = «�\_��� und � r 
 ��«�\_��� (s.Abb. 6.7).DieserUnterschiedesolltemansichbeim

Einsatzvon Blasenaufstiegskorrelationenfür Fälle mit nicht hydrostatischerDruckvertei-

lung immerbewußtsein.

Widerstandsbeiwerteim Blasenschwarm.Alle bisherbesprochenenKorrelationenfürden

Widerstandsbeiwertbezogensichauf die einzelneaufsteigendeGasblase.Befindetsichdie

Gasblasejedochin einemBlasenschwarm,so senkendie Nachbarblasenzum einen(wie

obendiskutiert)denhydrostatischenDruckgradienten.Zum anderenhabensie aberauch

einenEinflußauf die Blasen-Umstr̈omung,waszu einerÄnderungdesWiderstandverhal-

tensderFlüssigkeitführenkann.Modellmäßigwird dieserEinflußdadurchber̈ucksichtigt,

daßdie Korrelationenfür denWiderstandsbeiwert,die für eineEinzelblaseberechnetwur-

den,mit einemKorrekturfaktor � versehenwerden,der vom lokalenGasgehaltabḧangt.

FolgendeDarstellungdesKorrekturfaktors� stammtvon Ishii undZuber [51] undwurde

vonPanet al. [90, 91], Morud [83] sowie MorudundHjertager[84] eingesetzt:� � �� ��	 �wv2
 r v � ��� ¶��!�k
 r v � Å � ¢� � ¢ 
 (6.60)

Muddeund Simonin[86] verwendendenKorrekturfaktor � � � � z ³ ¶� , währendTomiyama

[123] dieBeziehung� � � � ²4³ ñ� einsetzt.DernachdiesenFormelnberechneteKorrekturfak-

tor ist in allendrei Fällengrößerals1, sodaßderdarausresultierendeWiderstandsbeiwert

für eineGasblaseim Blasenschwarmgrößerist alsderWiderstandsbeiwertfür eineeinzel-

neisolierteGasblase.Dasführtdazu,daßdiedarausresultierendeAufstiegsgeschwindigkeit

im Blasenschwarmmit steigendemGasgehaltkontinuierlichabnimmt.

Eine Reihevon neuerenexperimentellenErgebnissenzeigt jedoch,daßdie Abnahmeder

Schwarmgeschwindigkeitmit zunehmendemGasgehalterstabeinemGasgehaltvonetwa4

bis5 % erfolgt.Bei kleinerenGasgehaltendagegenkanndie Schlupfgeschwindigkeitin ei-

nemBlasenschwarmumbiszu40%höher alsdieeinerisoliertaufsteigendenGasblasesein

[36, 104]. In derAbbildung6.8ist derandieMeßdatenvonSchlüterundRäbiger[104] an-

gepaßteVerlaufderAufstiegsgeschwindigkeiteinesBlasenschwarmsin Abhängigkeitvom

lokalenGasgehaltfür Gasblasenvon �2\]\ Durchmesserdargestellt.Da dieseKorrelation

zuVergleichszweckenauchin unseremProgrammeinsetztwurde(s.Ergebnisseim Kapitel
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Abbildung 6.8:Aufstiegsgeschwindigkeit einesBlasenschwarmsin Abhängigkeitvom lokalen
Gasgehalt.An Meßergebnissevon Schlüter undRäbiger [104] angepaßterVer-
lauf nach(6.61).

8), wird hierdiedafür verwendeteBerechnungsformelangegeben:

,�-.0/�132547698 .0/�132 6:4 ;<<<<<= <<<<<>
?A@CBEDF@HGCG�IKJHLNMPORQTS	UKVAWYX[ZK\�\]G_^`IKJ5a`GcbdGCe?fecgHbihjelkFB�h	e�IKJHLNMPORQTS	UKVAWYX[ZK\�\]GcbmGHe�^nIKJoapGqbmGCr?f@qgsktgKGHG�IKJCSjB�LuM3ONQvSjUKVfWwX[ZK\�\]GcbmGHr�^nIKJo^`GcbxgKy (6.61)

6.6.6 Die virtuelle Masse(”addedmassforce“ )

Die vorstehenddiskutiertenunterschiedlichenAusdr̈uckefür denWiderstandsbeiwertwur-

denempirischfür denFall einerkonstantenSchlupfgeschwindigkeitzwischenbeidenPha-

senbestimmt.Falls sich die Gasblaseaberrelativ zu der L-Phasebeschleunigt, so wird
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ein Teil der Flüssigkeit(die Blasenschleppeoderder
”
wake“ ) mitbeschleunigt,und diese

zus̈atzlicheTrägheitskraftderFlüssigkeitbremstdieGasblaseentsprechendab. DieserEin-

fluß wird durchdie sogenannte
”
virtual massforce“ , manchmalauch

”
addedmassforce“

genannt,beschrieben:z|{~} 4 kl� {~}������ /�� 8 .0/9132��� 4 kl� {~}������ /���� 8 ��C� k � 8 /���5� (6.62)

Der Koeffizient
� {�}

beschreibtdenVolumenanteilder mitgenommenenFlüssigkeitrela-

tiv zu demBlasenvolumen.Dannstellt der Ausdruckfür
z|{~}

nichtsanderesdar, als die

MassedermitgenommenenFlüssigkeitmultipliziert mit derrelativenBeschleunigungzwi-

schendenbeidenPhasen.Wie dieKräftebilanz(6.51)deutlichmacht,würdeeineunterdem

Einfluß desarchimedischenAuftriebeslosgelasseneBlaseohnedie Wirkung der virtuel-

lenMasseeinesehrhoheBeschleunigungerfahren.Die virtuelleMasseerḧohtdagegendie

TrägheitderGasblasebetr̈achtlich,undverz̈ogertdieEinstellungihrerEndgeschwindigkeit.

Obwohlder Einflußder virtuellenMassewegenderPlausibiliẗat ihrer physikalischenBe-

gründungallgemeinanerkanntist, ist esschwierig,denWert desParameters
� {~}

korrekt

abzuscḧatzen.WährendmansichbeidentheoretischenUntersuchungenbishernuraufsehr

vereinfachteModelle beschr̈ankt hat,wird die experimentelleBestimmungdiesesKoeffi-

zientendadurcherschwert,daßin denbis jetzt durchgef̈uhrtenExperimentender Einfluß

dervirtuellenMasseaufdieMeßergebnissealsäußerstgeringbezeichnetwerdenmuß[47].

Die grunds̈atzlicheSchwierigkeitderexperimentellenErmittlungliegt darin,daßderEffekt

deraddedmassforcenur bei schnellenÄnderungenderSchlupfgeschwindigkeitenauftritt

[26], dieselassensichjedochexperimentellnicht zuverlässiggenugeinstellenundauswer-

ten.DieseUnsicherheitenbei der Bestimmungdes
� {�}

-Koeffizientenerklären,warumin

der Literatur für diesenWert viele verschiedeneKorrelationenangegebenwerden(s. z.B.

[100]).

Unter idealisiertenBedingungen(kleine starrekugelförmigePartikel) ergibt sich für den

KoeffizientendervirtuellenMasse: � {~} 4 Gcbdecb
(6.63)

Bei Gasblasenin derFlüssigkeitschlagenCookundHarlow [17] denWert� {~} 4 Gcbd@Ce
(6.64)

vor undbegründendasdamit,daßim Falle einerGasblasedie Massedermitgenommenen

Flüssigkeithalbsogroßist, wie im Falle einerstarrenPartikel.
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Auf deranderenSeitebehauptenvieleAutoren,daßdiemit wachsenderGrößeimmerform-

instabilerwerdendenBlasenim Verḧaltnis zu ihrem eigenenBlasenvolumenimmer mehr

Flüssigphasemit sichschleppen.SoverwendenLopezdeBertodanoet al. [81, 82] in An-

lehnunganLanceundBataille [68] für Gasblasenmit einemDurchmesservon
eHQ�Q

Werte

im Bereich gCbd@_a � {~} a`Bqb3��b
(6.65)

Wie bei derBerechnungdesWiderstandsbeiwertesverwendeneinigeAutorenauchfür Be-

rechnungdes
� {�}

-KoeffizientenKorrelationen,die einenvom lokalenGasgehaltabḧangi-

genFaktorenthalten.AuchdieseAbhängigkeitensindsehrwiderspr̈uchlich.WährendBois-

sonundMalin [11], z.B.,eineKorrelationeinsetzen,dievonderAbnahmedes
� {�}

-Wertes

mit zunehmendemlokalenGasgehaltausgeht:� {�} 4 GcbmeE��?�gCbdGEkF@cbihjy��
�x\�?fGqbm@cW�IjJ	L�L�W
(6.66)

setztdie vonPanet al. [90, 91] verwendeteBeziehung� {�} 4 g�DFBcbdBC@	IjJ
(6.67)

einegenaugegengerichteteAbhängigkeitvoraus.VonderüberwiegendenMehrheitderAu-

toren, die die addedmassforce bei der Simulationvon Blasenstr̈omungenber̈ucksichti-

gen,wird für
� {~}

allerdingsder zu Anfang vorgestellteWert von 0.5 eingesetzt(s. z.B.

[10, 54,63, 67,86,89, 92,109]).

Abgesehendavon,daßeineFülle vonunterschiedlichenDarstellungenfürdenAdded-Mass-

Koeffizientenvorliegt, ist auchdie Frageumstritten,ob die BerücksichtigungdieserKraft

einenwesentlichenEinflußauf dieSimulationsergebnissehabenkann.In jedemFall würde

sieaberdenLösungsaufwanddrastischerḧohen.Wird nämlichim mathematischenModell

nebenderWiderstandskraftauchdie Kraft dervirtuellenMasseexplizit ber̈ucksichtigt,so

gehtderalgebraischerCharakterderImpulsgleichungfür die Gasphaseverloren,waseinen

nicht unwesentlichenzus̈atzlichenSpeicher- und Rechenzeitbedarffür die Simulationbe-

deutet.

Die Vermutung,mankönntedieaddedmassforcein derGasimpulsbilanzvernachl̈assigen,

basiertauf derAnnahme,daßdie Gasblase– trotzderPräsenzdervirtuellenTrägheitskraft

– denGleichgewichtszustandwesentlichschnellererreicht,als sich die für denGleichge-

wichtszustandentscheidenden̈außerenEinflüssëandern.Um dieseAnnahmezuüberpr̈ufen,

berechnenwir denAufstieg einerGasblaseausgehendvomRuhezustandim unendlichaus-

gedehntenruhendenWasser. Einfachheitshalbergehenwir vonderKorrelationF(6.48,6.49)
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für denWiderstandsbeiwertaus.Wegen 8 / 4 G
und �q���� 4 k � /3� lautetdie(eindimensionale)

Bewegungsgleichungfür die Gasblasein diesemFall:� ?AQ � , � L�C� 4 ����� /d� kFQ � � kp��� ��� , � k�� {�}|����� / � , ��C� (6.68)

Wir teilen alle Terme dieser Gleichung durch die konstanteBlasenmasse
Q � 4 � J ���

underhalten: � , ��C� 4 � /� J � k � k ���� J , � k � /� J � {�} � � , ��C� (6.69)

bzw. ?�g�D � /� J � {~} L � , ��C� 4 k ���� J , � D�? � /� J k`g�L � (6.70)

Wegen �f��A l¡ g
siehtmansofort,daßdieTrägheitskraftgegen̈uberdervirtuellenMasseund

dieSchwerkraftgegen̈uberderDruckkraftvernachl̈assigtwerdenkann:� {�}|� / � , ��C� 4 k¢��� , � D � /d� (6.71)

In dieserDif ferentialgleichungwerdennur nochdie Druckkraft,die Widerstandskraftund

die virtuelle Trägheitskraftber̈ucksichtigt.Die analytischeLösungmit denAnfangsbedin-

gungen, � ?AG�L 4 G
lautet , � ? � L 4 � / ����`£ g¤k¥ZC¦¨§u©§Nªf«�¬ �0­¯® (6.72)

bzw. für
� / 4 g°GCGHGs± J}³² , �µ´ gKG }.·¶ , ��� 4 e¢�Cg°G�¸¹± J}�² . und

� {�} 4 Gcbde
:, � ? � L 4 Gqbm@ Q U»º g¤k�¼ ¦�½0¾~¾ ­¯¿ (6.73)

DieserVerlauf der Blasenaufstiegsgeschwindigkeitin Abhängigkeitder Zeit ist in Abbil-

dung6.9dargestellt.Er zeigt, daß die Endgeschwindigkeit,die aus dem Kräftegleich-

gewicht zwischen Druck- undWiderstandskraftresultiert,bereitsnachwenigerals einer

ZehntelSekundeerreichtwird. Nachnur
GcbmGH@C@HU

liegt derUnterschiedzwischenderBlasen-

geschwindigkeitundderTerminalgeschwindigkeitinnerhalbdes10%-Bereichs.Dabeistellt

dashier besprocheneTestbeispieleinenExtremfall dar, dennesentsprichtder Annahme,

daßdie RelativgeschwindigkeitnachStörungdesGleichgewichtszustandesnur
GCONQTS	U

be-

trägt.Damanjedochdavonausgehenkann,daßdieRelativgeschwindigkeitvor derStörung

gleich der Terminalgeschwindigkeitgewesenist, so wird sie auchnach der Störungnicht

wesentlichdavon abweichen.Außerdemführt die hier eingesetzteKorrelationF für den

Widerstandsbeiwertzu einerdeutlichenÜberscḧatzungderWiderstandskraftbei niedrigen

Blasengeschwindigkeiten(s.Abb. 6.7).BeimEinsatzvonanderenKorrelationenwürdesich

deshalbdasGleichgewichtszustandnochschnellereinstellen.
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Abbildung 6.9:ZeitlicherVerlaufderBlasenaufstiegsgeschwindigkeitausgehendvomRuhezu-
stand,berechnetnach(6.73).

Die virtuelleTrägheitskraftkannalsonurdanneinenEinflußaufdieBewegungderGasbla-

seaus̈uben,wennsichdie GeschwindigkeitderFlüssigphaseentlangderBlasentrajektorie

schnellerundsẗarkerverändert,als sichdie RelativgeschwindigkeitzwischenbeidenPha-

sendiesenVeränderungenanpassenkann.Da die Relaxationszeitder Gasblasebei einer

StörungdesGleichgewichtslediglich
GcbdGcgKU

betr̈agt,mußessichhierbeium hochfrequente

Oszillationenim GeschwindigkeitsverlaufderFlüssigphase(entlangderBlasentrajektorie)

handeln.DieseSchlußfolgerungstimmtmit dervon Drew [26] überein,daßderEffekt der

addedmassforcenurbei relativ hohenFrequenzenauftretenkann.Hier könntemananden

Einfluß von turbulentenSchwankungen,insbesondereim Blasenschwarmdenken.Dieser

Einflußwird abermit demvorliegendenModell nicht aufgel̈ost,sondernist bereitsin den

experimentell-empirischenKorrelationenfür dieSchwarmgeschwindigkeitber̈ucksichtigt.

DenEinflußvon großr̈aumigenWirbelnauf die BlasentrajektoriehatLapin [72] für ein für

gleichm̈aßigbegasteBlasens̈aulentypischesdynamisches3-dimensionalesStrömungsfeld

untersucht,undfestgestellt,daßdabeiderBeitragderaddedmassforceverschwindendge-

ring ist.
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In die gleicheRichtungdeutendie Ergebnissevon Jenne[54], der denEinfluß der added

massforce auf die Verteilungder Gasphasein einemRührkesseluntersuchte.Obwohl in

einemRührkesselbei einer hohenRührerdrehzahldas Geschwindigkeitsfeldwesentlich

höherenSchwankungenunterliegt, als im Falle von blaseninduziertenStrömungen,wur-

denin dieserArbeit keinequalitativenundkaumquantitative Unterschiedezwischeneiner

Simulationohneundmit derBerücksichtigungdervirtuellenTrägheitskraftfestgestellt(s.

Abb. 60 in [54]).

Vollständigkeitshalberseienhier jedochzwei Arbeitenerwähnt, in denenvon einement-

scheidendenEinfluß deraddedmassforce berichtetwurde.Delnoij et al. [20] behaupten,

daßder Einfluß der virtuellen Masseunter keinenUmsẗandenaußerAcht gelassenwer-

dendarf, da sonstStabilitätsproblemebei der Berechnungder Blasengeschwindigkeitin

der NähedesBegasersentstehen.Abgesehendavon, daßdie Schwierigkeitenbei der nu-

merischenRealisierungkaumalsArgumentgegenein konkretesModell angesehenwerden

dürfen, liegendie von Delnoij et al. berichtetenStabilitätsproblemeoffensichtlichin der

ung̈unstigenWahl desnumerischenVerfahrensund nicht, wie die Autorenbehaupten,im

Modell selbst.In derArbeit vonSommerfeldetal. [115] werdenähnlicheSimulationenwie

in [20] durchgef̈uhrt. Die Autorenberichtenvon keinenStabilitätsproblemen,obwohl sie

denEinflußdervirtuellenMassein ihremModell nicht ber̈ucksichtigen.

MuddeundSimonin[86] berichten,daßbeiderSimulationeinerlokal begastenBlasens̈aule

aus[8] beiderBerücksichtigungderaddedmassforceeinmit demExperimenẗubereinstim-

menderinstation̈arerStrömungszustandsimuliertwerdenkonnte,währendohnedievirtuel-

le Trägheitskrafteinelediglich quasistation̈areLösungerzieltwurde.Wir gehenauf dieses

Pḧanomenim nächstenKapitelnäherein.Hier seinurangemerkt,daßin derArbeit vonSo-

kolichin undEigenberger [112] für denselbenTestfalleinesehrguteÜbereinstimmungmit

denMeßdatenauchohneBerücksichtigungdervirtuellenMasseerzieltwerdenkonnte,so

daßdie Ursachefür die Diskrepanzennicht allein anderVernachl̈assigungderaddedmass

forceliegenkann.

6.6.7 RadialeKr äfte (” lift forces“ )

Wird einestarrekugelf̈ormigePartikel örtlich ungleichm̈aßigangestr̈omt,sowirkenaufdie-

sePartikelzus̈atzlicheKräftein derquerzuderHauptstr̈omungliegendenRichtung,diezum

einenausderPartikelrotation(Saffman-Kraft) undzum anderenausderunterschiedlichen

Druckverteilungumdie rotierendePartikel (Magnus-Kraft) resultieren.

Esgibt viele unterschiedlicheDarstellungenfür die SummedieserKräfte,die in der eng-

lischsprachigenLiteraturmit
”
transversallift force“ bezeichnetwird. Da dieseKraft über-
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wiegendzur BeschreibungderradialenUmverteilungderGasblasenin einemvertikal aus-

gerichtetenStrömungsfeldverwendetwird, ist auchdie Bezeichnung
”
radialeKraft“ bzw.

”
lateralforce“ üblich. Wie die Widerstandskraftläßtsich die lift forcenur in deneinfach-

stenFällen theoretischberechnen.Zur Bestimmungder Saffman-Kraft nimmt man star-

re kugelförmige Partikel bei niedrigenReynoldszahlenan, die Magnus-Kraftwird unter

Annahmeeiner idealenreibungsfreienStrömungberechnet.In Blasenstr̈omungenist das

Pḧanomenallerdingssehrkomplex (AusbildungeinerasymmetrischenNachlaufstr̈omung,

Blasenverformung,Zirkulation im Blaseninneren)und entziehtsich einerexaktentheore-

tischenBeschreibung.EinesimpleÜbernahmederunteridealisiertenAnnahmenhergelei-

tetenAusdr̈uckeist für Simulationvon realenBlasenstr̈omungennicht gerechtfertigt.Auf

der einenSeitegibt esbisherfür denin realenBlasenstr̈omungenrelevantenBereichvon

Eötvös-, Morton- und Reynoldszahlenkeineneindeutigenexperimentellenbzw. numeri-

schenNachweisüberdie Existenz,die Richtungund denBetragder radialenKraft. Auf

deranderenSeitehabendie für die DarstellungderradialenKraft eingesetztenAusdr̈ucke

einensehrgroßenEinflußauf die Simulationsergebnisse.Siekönnensomitzu einerreinen

AnpassungandieexperimentellenErgebnissemißbrauchtwerden.

Wir wollen dasGesagteaneinigenBeispielenverdeutlichen.Dabeigehenwir von derfol-

gendenDarstellungder lift force aus,die von Auton [5, 6] sowie Thomaset al. [120] für

denFall einerPotentialumstr̈omungvonBlasenhergeleitetundin denmeistenArbeitenzur

SimulationvonBlasenstr̈omungen,diedieseKraft ber̈ucksichtigen,eingesetztwurde:z / 4 k¢� / ����� / ? 8 JÄk 8 / L|ÅÆ?AÇÈÅ 8 / L (6.74)

Obwohl in [5, 6, 120] für den
� / -Koeffizientenein Wert von 0.5 berechnetwurde,werden

bei dennumerischenBerechnungensowohl positive Wertezwischen0.01[65] und0.5 [20,

21,22,63,87, 109]alsauchnegative(!) Wertezwischen
k5Gcbde

[11, 34,124]und
k5BcbmG

[119]

eingesetzt.

DerEffekt derlift forceaufdieBlasenbewegungläßtsichameinfachstenveranschaulichen,

wennmanvon eineraxialsymmetrischenausgebildetenAufwärtsstr̈omungin derMitte ei-

nesZylindersbzw. langenRohresausgeht.UnterdengemachtenVoraussetzungenist nur

die axialeKomponentederFlüssigkeitsgeschwindigkeit( , - / ) von Null verschiedenundsie

kannsich nur in der radialenRichtungändern.Dahergilt für die radialeKomponenteder

lift force: ÉEÊ/ 4 kl� / � � � / ? , -J k , - / L � , - /��Ë b (6.75)

Hier bezeichnen, -J und , - / dieaxialenKomponentenderGas-undLiquid-Geschwindigkeit.

Nimmt nundie axialeGeschwindigkeitderFlüssigkeitzurWandab,sogilt� , - /��Ë a GcW
(6.76)
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sodaßwegen , -J k , - / 4n, -.0/9132 Ì G
(6.77)

dieRichtungderradialenKraft mit demVorzeichenvon
� / übereinstimmt:für

� / Ì G
wirkt

siein dieRichtungWand,währendsiebeimEinsatzvon
� / a`G

dieBlasenzurReaktormit-

te treibt. Dementsprechendwird auchbei numerischenBerechnungenderLift-K oeffizient

entwederpositiv odernegativ angesetzt,je nachdem,ob für einebesserëUbereinstimmung

mit denMeßdateneineUmverteilungdesradialenGasgehaltsprofilsin die RichtungWand

oderzurReaktormitteerforderlichist.

Im Falle einesvertikal ausgerichtetenvon untennachobenzwangsdurchströmten Roh-

reszeigenExperimentaldaten,daßdie Gasgehaltsprofileein ausgepr̈agtesMaximumin der

Wandn̈aheaufweisen[80, 107,131].Wird dasGasdemRohrgleichm̈aßigüberdengesam-

tenQuerschnittzugef̈ugt,soist eineUmverteilungdesflachenGasgehaltsprofilserwünscht,

bei derdie Gasblasenzur Wandhin verschobenwerden.Entsprechendwird ein positiver

Lift-K oeffizient angesetzt.Die Versuchewerdenin derRegel in langenRöhrenmit einem

Durchmesservon nur wenigenZentimeterndurchgef̈uhrt, die Liquidgeschwindigkeitbe-

trägt in der Rohrmitteoft mehrals
gKQTSjU

. In diesemFall würdeder Einsatzvom theore-

tischenLift-K oeffizientenvon
� / 4 Gqbme

zu einer radialenKraft führen,die in derselben

Größenordnungliegt wie dievertikaleDruckkraft,waseinerhorizontalenSchlupfgeschwin-

digkeitskomponentevon bis zu
@HGCONQvSjU

entspricht.Deshalbwird bei der Simulationder

Rohrstr̈omungeinwesentlichniedrigerer
� / -Werteingesetzt.LopezdeBertodanoetal. [82]

schlagenz.B.Wertezwischen0.02und0.1vor.

Der Einsatzder radialenMigrationskraftin einerRohrstr̈omungführt allerdingsdazu,daß

dasGasgehaltsprofildenMaximalwertdirekt ander Wand,undnicht – wie experimentell

beobachtet– in derWandnäheerreicht.Um auchdiesenEffekt durchdie Simulationwie-

derzugeben,wird eineweitereKraft eingef̈uhrt. Mit der Begründung,die Blasenkönnen

nicht durchdie Wandgehen,wird die von Antal et al. [2] vorgeschlagene
”
Wand-Abstoß-

Kraft“ (
”
wall-force“ ,

”
lubrication-likelift force“ ) in dasModell aufgenommen,wodurchei-

nenochbesserëUbereinstimmungmit gemessenenGasgehaltsprofilenerzieltwerdenkonn-

te [62, 82].

Im Unterschiedzu einervertikalenRohrstr̈omung,liegenim Falle einergleichmäßig über

dengesamtenQuerschnittbegastenBlasens̈aule Gasgehaltsprofilevor, die ein Maximum

nicht in der Wandn̈ahe,sondernin der Mitte desReaktorsaufweisen[35, 44]. Es findet

somit eineUmverteilungdesunmittelbaram Begasernoch flachenGasgehaltsprofilszur

SymmetrieachsederApparaturstatt.Da jedocheinpositiverLift-K oeffizientdiegenauent-

gegengerichteteMigration derGasblasenzu Folgehabenwürde,wird dasVorzeichendes

Koeffizientenwillk ürlich gëandert, mit derBegründung,dadurchließensichdie gemesse-
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nenProfilebesserwiedergeben.DadieradialeÄnderungderAxialgeschwindigkeitin einer

Blasens̈aulein derRegel umeineGrößenordnungniedrigerist alsin einervertikalenRohr-

strömung,wird diesmalein vom BetragherwesentlichhöhererLift-K oeffizienteingesetzt:k5Gcbde
in [11, 34, 124],

k�gHbme
und

k5@cbmG
in [52] sowie

kEBqbmG
in [119], waseinerzur Mitte ge-

richtetenSchlupfgeschwindigkeitvon etwa
@

bis Í cm/sentspricht.Der großeEinflußdes

dabeieingesetztenWertesauf die Simulationsergebnissewird ausderAbb. 5.8aus[35] er-

sichtlich: wird bei einemWert von
� / 4 k5Gcbxg

eineLiquid-Geschwindigkeitin der Mitte

derSäulevon lediglich
g Í ONQvSjU berechnet,führt derLift-K oeffizientvon

� / 4 kEGqbih
zu ei-

nerfastvierfachsohohenGeschwindigkeitvon Í GCONQvSjU . Dabeiist zu ber̈ucksichtigen,daß

dieobigenZwangsmaßnahmennurerforderlichsind,wennmanversucht,dasdurchschnell

fluktuierendegroßr̈aumigeWirbel gekennzeichneteStrömungsverhaltenin gleichm̈aßigbe-

gastenBlasens̈aulendurchein station̈ares Modell zu beschreiben.Daraufwird am Ende

diesesAbschnittseingegangen.

Im Zusammenhangmit derDiskussion̈uberdasVorzeichendesLift-K oeffizientensolltenan

dieserStelleErgebnisseeinigerexperimentellenUntersuchungensowie ErgebnissederDi-

rektenNumerischenSimulationvoneinerin einerScherstr̈omungaufsteigendenEinzelbla-

seerwähntwerden,die belegen,daßdabeitats̈achlicheineauf die BlasewirkendeQuer-

kraft entstehenkann,wobeidie RichtungdieserKraft von derGrößederGasblaseabḧangt

[28, 122].Tomiyamaet al. [122] schlagendeshalbfolgenden,von demBlasendurchmesser

abḧangigen,Lift-K oeffizientenvor:� / 4 k5GcbdG��cÎÐÏÑ DFGqb3��yqb (6.78)

Dasentsprichteinemnegativen Vorzeichenbei Blasenab einemDurchmesservon
rCQ�Q

,

derWert
� / 4 k5Gcbde

wird dabeibei einemDurchmesservon etwa
gKBCQ�Q

erreicht.Abgese-

hendavon, daßin denmeistenSimulationendie BlasendieseGrößenicht erreichen,muß

mangenaudaraufachten,unterwelchenVoraussetzungendie Korrelation(6.78)hergelei-

tet wurde.Sowohl die numerischenSimulationenalsauchdie Experimentewurdenfür die

Mortonzahlenim Bereichvon
k5e_atÒ¯ÓCÔÕ?~Ö Ñ L[a:kEB

durchgef̈uhrt.Eshandeltsichdabeial-

soum Fluide,die im Vergleichzu WassereinewesentlichhöhereViskosiẗat aufweisen(für

Wassergilt
Ö Ñ×4 @qbmB�h]�ÕgKG ¦�½�½ ). DasVorzeichenwechseldesLift-K oeffizientenwird da-

mit begründet,daßsichbeigrößerenBlaseninfolgederenDeformationderBlasennachlauf

asymetrischanordnet,sodaßausderWechselwirkungzwischendemzur Wandversetzten

NachlaufundderScherstr̈omungeinezus̈atzlicheQuerkraftresultiert,dieder
”
klassischen“

lift forceentgegenwirkt. Esmußallerdingssehrbezweifeltwerden,daßdieseArgumenta-

tion auchfür großeLuftblasenim WasserihreGültigkeit beḧalt, dabeieinemBlasendurch-

messervon
rHQ�Q

nicht mehrvon einemstabilen,seitlichversetztenBlasennachlaufausge-

gangenwerdenkann.Die zahlreichenMeßergebnissebelegen(s. z.B. [9, 29]), daßbereits

bei wesentlichkleinerenGasblasenein dynamischer, sich periodischabl̈osenderNachlauf
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beobachtetwird. Er sorgt unteranderemdafür, daßselbstin ruhendemWasserdie Blase

entlangeiner spiralförmigenTrajektorieaufsteigt,so daßauchin diesemFall von einer

”
Querkraft“ — allerdingsmit einersẗandigwechselnderRichtung— gesprochenwerden

kann,obwohlgarkeineScherstr̈omungvorliegt. Aufgrundihrer Formänderung
”
segelt“ die

Gasblasein unterschiedlicheRichtungen.

AußerbeiRohrstr̈omungenundgleichm̈aßigbegastenBlasens̈aulenwurdedieradialeKraft

auchbei einigenSimulationeneiner lokal begastenBlasens̈aule eingesetzt[20, 21, 22,

63, 87, 109]. Dabeiwird eine(zylindrischebzw. flache)Apparaturdurcheineeinzigeam

BodenangebrachteFritte entwedermittig oderetwasseitlichversetztbegast.Der Blasen-

schwarmsteigtauf und verursachteinegroßr̈aumigeZirkulation in der Flüssigphasemit

einemGeschwindigkeitsmaximumin derMitte derApparatur. Dabeiläßtsichbeobachten,

daßdieBreitedesBlasenschwarmesmit derHöhezunimmt.DieserEffekt läßtsichwieder-

umdurchdieBerücksichtigungderLift-Kraft beschreiben.DiesmalmußdieseKraft jedoch

bewirken, daßsich die Blasenvom Blasenschwarminnerennachaußen(zur Wand)bewe-

gen,dafür ist — wie dasauchbei dervertikalenRohrstr̈omungderFall war — wiederum

ein positiver Lift-K oeffizient erforderlich.Daherwird in allenobenzitiertenArbeitender

Wert von
� / 4 Gcbde

eingesetzt.Werdenbei niedrigenFüllhöhenderuntersuchtenApparatur

(
@HG

bis
�ØGCONQ

in [63, 87,109]) durchdenEinsatzderradialenKraft nochdurchaussinnvol-

le Ergebnisseerzielt,so führt dieseKraft bei Simulationvon schlankenlangenApparaten

(
g	h�bme�ÅFgKrHrcbmeHORQ

in [21]) zu einerimmergrößerenAusweitungdesBlasenschwarms̈uber

die gesamteBreite der Apparatur, wodurchdie Strömungim oberenTeil der Blasens̈aule

fastvollständigzum Erliegenkommt(Fig. 7 in [21]). Dasentsprichtjedochganzund gar

nichtdendieserSimulationzugrundeliegendenexperimentellenBeobachtungen[15].

Die obenangegebenenBeispielezeigeneinegroßeWillk ür beimEinsatzderradialenKraft

zur Simulationvon Blasenstr̈omungen.Gegenihre Berücksichtigungsprichtinsbesondere

die Tatsache,daßdieseKraft nur dannverwendetwird, wennsie im konkretenFall eine

bessereAnpassungan die Meßdatenerlaubt.(So wird z.B. bei derBerechnungvon bega-

stenRührkesselndie lift forceniemalseingesetzt[25, 42,49,54,83,84,97], weil sichda-

durchkeineVerbesserungderErgebnisseerzielenläßt.)Die durchdie Anpassunganeinen

Spezialfallbestimmten
”
optimalen“ WertelassensichnichtaufandereTestf̈alle übertragen,

selbstwennessichumdiegleicheApparatur(unterverändertenBetriebsbedingungen)han-

delt. Die Verwendungder Lift-Kraft erḧoht alsobeim derzeitigenStandder Erkenntnisse

nichtdieVorhersagekraftderModelle.Siewird deshalbim folgendennichtber̈ucksichtigt.

DassẗarksteArgumentfür ihre Nichtber̈ucksichtigungergibt sichallerdingsausderTatsa-

che,daßalleobengenanntenEffekte,diebishermit derWirkungeinerradialenKraft erklärt

wurden,auchohnederenBerücksichtigungzutreffendsimuliertwerdenkönnen,wennman

die Wirkung derdabeiauftretendenstarkinstation̈arenWirbel angemessenber̈ucksichtigt.
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So habenPokharnaet al. [95] gezeigt,daßsich ein denMeßdatenentsprechendesProfil

desGasgehaltsin einemvertikalenRohr dadurchberechnenläßt,daßmandie Wechsel-

wirkung zwischenGasblasenundturbulentenWirbeln in dasModell aufnimmt.Wachi und

Yates[130] äußertendie Vermutung,daßdasAnsteigendesGasgehaltesin derMitte einer

gleichm̈aßig begastenBlasens̈aule ein Ergebnisdeszur Mitte gerichtetenDruckgradien-

ten ist, der infolge der instation̈arenWirbeln in derBlasens̈auleentsteht.Die instation̈aren

SimulationsergebnissevonDevanathanetal. [24] sowie vonSokolichin etal. [111] besẗati-

gen dieseVermutung(s. auchKapitel 9). Auch die AusbreitungdesaufsteigendenBla-

senschwarmesin einerlokal begastenBlasens̈aule läßtsich ohnedenEinsatzder radialen

Kraft erklären,wennmandenEinflußderTurbulenzaufdieGasgehaltsverteilungim Modell

ber̈ucksichtigt[12, 86,109,111,112,115] (s.auchAbschnitt6.8.3).

6.6.8 Zur Relevanzder einzelnenKr äfte

Nachdemwir die einzelnenKräfte,die die BewegungeinerGasblasebeeinflussenkönnen,

detailliert untersuchthaben,wollen wir die FragenachderRelevanzdieserKräftezusam-

menfassendbeantworten.Modellmäßigber̈ucksichtigtwerdensolltennursolcheKräfte,

- derenExistenzexperimentellnachgewiesenist und

- derenBerücksichtigungbei der numerischenSimulationeinenbedeutendenEinfluß

aufdie Ergebnissehat.

WenneineKraft beideBedingungenerfüllt, mußdie Frageuntersuchtwerden,ob für ihre

numerischeBerechnungeinzuverlässigesModell vorhandenist.

Unter den Kräften,derenExistenzunumstrittenist, gibt es solche,die kaum einenEin-

fluß auf die Simulationsergebnisseaus̈uben.Dazugeḧorendie Trägheitskraft� ?fQ � 8 � L�C� , die

Schwerkraft
z J

unddie addedmassforce
z|{�}

. Die AufnahmedieserKräftein dasmathe-

matischeModell verbessertzwarnichtdie Simulationsergebnisse,verlangsamtaberbedeu-

tenddieRechenprozedur, wasdieEffektivitätdesSimulationsprogrammsstarkherabsetzt.

Die lift force
z / geḧort zu dennichtrelevantenKräften

”
zweiterArt“ : ihreAufnahmein das

mathematischeModell hat zwar einenbedeutendenEinfluß auf die Simulationsergebnis-

se,ihre Existenzund Wirkungsrichtungist für praxisrelevanteBlasengr̈oßenjedochnicht

nachgewiesen.Dasselbegilt auchfür die im vorigenAbschnitterwähnte
”
wall force“ .

Zu deneinzigenrelevantenKräftenim Sinneder o.g. Definition geḧorensomit nur zwei

Kräfte: die Druckkraft und die Widerstandskraft.Ohnedie Präsenzder Druckkraft würde
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eine Blase in ruhendemWassernicht aufsteigen,währendsiesichohnedie Wirkung

derWiderstandskraftunendlichbeschleunigenwürde.

Zusammenfassendkönnenwir festhalten,daßmathematischeModelle, die sich auf die

BerücksichtigungderDruckkraftundderWiderstandskraftbeschr̈anken,die alswesentlich

erkanntenKräfteber̈ucksichtigen.Ihre Aussagenmüssenzun̈achstals vertrauensẅurdiger

angesehenwerdenalsdiemit einemModell berechnetenResultate,das
”
all relevantforces“

[20] einsetzt,insbesonderedann,wenndabeiauchsolcheKräftewie lift forceundwall force

verwendetwerden.

6.6.9 Die Impulsbilanz für die Gasphase:Zusammenfassung

Der AusgangspunktunsererÜberlegungenwar die Impulsbilanzfür die Gasphase(6.31),

die ausdemTwo-Fluid-Modell übernommenund im EulerschenBezugssystemformuliert

wurde.DieseGleichungwar bis auf denTerm
z|Ù

definiert,derdie Wechselwirkungskraft

zwischendenGasblasenunddersieumstr̈omendenFlüssigkeitbeschreibt.

Ein Ansatzfür
z|Ù

wurdeausder Impulsbilanz(6.32)für die Einzelblaseabgeleitet.Dazu

müsstedieseGleichungin dasEulerscheBezugssystemtransformiertwerden[53]. Werden

jedochin der Blasenimpulsbilanzausschließlichdie Druckkraft und die Widerstandskraft

ber̈ucksichtigt,so läßtsich die Schlupfgeschwindigkeit8 .0/�1P2 zwischenbeidenPhasenun-

mittelbarausder Beziehung
G 4 z 2 D z|Ú

ableiten(s. (6.53)),woraussich die Blasenge-

schwindigkeit8 � als 8 � 4 8 / D 8 .0/�1P2 (6.79)

bestimmenläßt.Die soberechneteBlasengeschwindigkeitunterscheidetsichjedochvonder

GeschwindigkeitderGasphase,die in dieGleichung(6.29)zurBerechnungdesGasgehalts

eingesetztwird. Die Dif ferenzzwischenbeidenGeschwindigkeiten—8 Ú Ê 1ÜÛ ­ 4 8 JÄk 8 � (6.80)

— wird in derLiteraturoft als
”
drifting velocity“ bezeichnet[86, 108]undresultiertausder

WechselwirkungzwischendeneinzelnenGasblasenunddenturbulentenSchwankungenin

derFlüssigphase.IhreBerücksichtigungim Modell ist deswegensowichtig, weil die Kon-

tinuitätsgleichungfür dieGasphase(6.29)keinendiffusivenTermentḧalt, derdieturbulente

Dispersionder Gasphaseber̈ucksichtigt.Herkunft und Berechnungder
”
drifting velocity“

werdenim Abschnitt6.8.3ausf̈uhrlichbesprochen.
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6.7 DasEuler-LagrangeModel

EineInspektiondesDrift-Flux-Modells(6.27–6.30)zeigt,daßdiebeidenletztenGleichun-

gennur dazuben̈otigt werden,um denGasgehalt
IKJ

zu bestimmen.Wäredie Verteilung

der Gasphaseim Reaktorbekannt,so könntemansich auf die Lösungder erstenbeiden

Gleichungenbeschr̈anken.

Die bisherdiskutierteEulerscheBetrachtungsweisestellt jedochnichtdieeinzigeMöglich-

keit dar, dieGasgehaltsverteilungzuberechnen.EineAlternativebestehtdarin,daßmandie

TrajektoriejedereinzelnenBlasedirektbestimmt.Da in diesemFall diePositionenderein-

zelnenGasblasenzu jedemZeitpunktbekanntsind,läßtsichdarausderGasgehaltin jedem

vorgegebenVolumen Ý � berechnen,indemmandie Voluminavon allen Blasenaufsum-

miert,diesichim VolumenelementÝ � befinden,undanschließenddurch Ý � teilt.

Zur BerechnungderTrajektorieeinerBlasewird eineBewegungsgleichungaufgestellt:�CÞ ��C� 4 8 � W (6.81)

die Blasengeschwindigkeitwird direkt ausderGleichung(6.32)berechnet.Da dieseGlei-

chungenin einemLagrangeschenBezugssystemformuliertsind,sprichtmanin diesemFall

von einemLagrange-Modellfür die Gasphase,bzw. von einemEuler-Lagrange-Modellfür

die Zweiphasenströmung.

In derhier diskutiertenVariantebeschreibendie EulerschenGleichungendasGemischder

beidenPhasen(6.27,6.28).EineandereMöglichkeitbestehtdarin,daßmannichtdasZwei-

phasengemisch,sondernnurdieLiquid-PhasedurchdieEulerschenGleichungenbeschreibt

(s. (6.2,6.4)).In diesemFall ist einweitererRechenschritterforderlich,derzurBerechnung

desBeitragesderWechselwirkungskraft
z|Ù

in derImpulsbilanzfür dieFlüssigphaseführt.

Im RahmendesEuler-Lagrange-Modellswird dieseGrößemit Hilfe der PSIC-Methode

(Particle-Source-in-Cell)nachCroweetal. [18] berechnet.Die überwiegendeMehrheitder

VeröffentlichungenverwendetdieseVariantedesEuler-Lagrange-Modells,obwohldieerste

Vorgehensweisewesentlicheffektiver ist [69].

An dieserStellesollenkurz die Vor- undNachteiledesEuler-Lagrange-Verfahrensim Ver-

gleichzumEuler-Euler-Verfahrenbesprochenwerden.DerwichtigsteVorteil desEuler-La-

grange-Modellsbestehtdarin,daßjedeGasblaseeinzelnmodelliertwird. Dadurchkönnen

beliebigeBlasengr̈oßenverteilungensowie zus̈atzlicheEffekte,die die Wechselwirkungen

zwischenBlasenuntereinanderwie auchzwischenbeidenPhasenbetreffen,direkt model-

liert werden.Stoffübergangmit undohneReaktion,Blasenzerfallund-koaleszenzkönnen

— im Prinzip— direkt in dashydrodynamischeModell aufgenommenwerden.Der ande-

re großeVorteil diesesModellsbestehtdarin,daßbei einerLagrange’schenModellierung
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der dispersenPhasekeinenumerischeDif fusion auftritt, die die Gasgehaltsverteilungim

Reaktorstarkbeeinflussenkann[111].

DiesenwichtigenVorteilenstehtjedocheineReihevon Nachteilengegen̈uber. Dasgrößte

ProblembeimEinsatzderEuler-Lagrange-Verfahrens— unddasbetrifft spezielldie Bla-

senstr̈omungen— resultiertausderTatsache,daßdieeinzelnenGasblaseneinbetr̈achtliches

Volumeneinnehmenunddahernicht alspunktförmigePartikel angesehenwerdenkönnen.

Befindetsich lediglich dasZentrumund nicht die gesamteGasblaseinnerhalbeinesVo-

lumenelementesÝ � , so darf demnachnicht das gesamteVolumendieserGasblasedem

VolumenelementÝ � zugerechnetwerden.Da einegenaueUmrechnungdesBlasenvolu-

mensaufdie NachbarelementeeinerrechenaufwendigenProzedurbedarf,wird derBeitrag

jederGasblasezu demGasgehaltin denNachbarvoluminadurcheinespezielleGewich-

tungsfunktionber̈ucksichtigt[20, 69].

Selbstin diesemFall kannbeieinerniedrigendurchschnittlichenAnzahlderGasblasenpro

KontrollvolumeneinestarkfluktuierendeGasgehaltsverteilungresultieren,waszum einen

derDefinitiondesGasgehalteswiderspricht,undzumanderenzunumerischenInstabiliẗaten

führenkann.Bei der Definition der gemitteltenGrößen— und der Gasgehaltgeḧort da-

zu — nimmt manan, daßdasMittelungsvolumengen̈ugendgroßsei, um die starkenlo-

kalenSchwankungenzu eliminieren.Die obenangesprochenenFluktuationender Gasge-

haltsverteilungsindsomitdie Folgeeineszu klein gewähltenMittelungsvolumens.Daszur

BerechnungdeslokalenGasgehalteseingesetzteMittelungsvolumenstimmt in der Regel

mit demKontrollvolumen Ý � übereinundwird durchdie numerischeAuflösungdesBe-

rechnungsgebietseindeutigfestgelegt. Da jedocheineVergrößerungdiesesKontrollvolu-

mensgleichzeitigeinegröbereAuflösungbedeutenwürde,werdendie Schwankungenin

derGasgehaltsverteilungdadurcheliminiert, daßbei niedrigerBlasenanzahlpro Kontroll-

zelle jedephysikalischeBlasedurchmehrerenumerischenBlasenmodelliertwird, wobei

mit jedernumerischenBlasenur ein Teil desVolumensder physikalischenBlaseassozi-

iert wird [111]. DieseVorgehensweiseist insbesonderedannerforderlich,wennnebendem

konvektivenTransportauchdieturbulentenSchwankungenderBlasenpositionenim Modell

ber̈ucksichtigtwerdensollen.Dazuwird für jedeGasblaseentwederdie Blasengeschwin-

digkeitoderdirektdieBlasenpositioneinerzufälligenStörungunterworfen,derenIntensiẗat

vom Turbulenzgradin derFlüssigphaseabḧangt(s. z.B. [69, 111, 114]).Währendim Rah-

mendesEuler-Modellsder Einflußder turbulentenSchwankungendurcheinendiffusiven

Termbeschriebenwird (s. Absch.6.8.3),wasimmer zu einemGastransportausdemBe-

reichmit einerhöherenin denBereichmit einerniedrigerenGaskonzentrationführt, kann

im RahmendesLagrange-Modellsbei niedrigerBlasenanzahlauchein Gastransportin die

entgegengesetzteRichtungsimuliertwerden.

Ein entscheidenderNachteildesEuler-Lagrange-Verfahrensbestehtdarin,daßmit steigen-
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derBlasenanzahlim ReaktorderRechenaufwandundderSpeicherplatzbedarfsẗandigzu-

nehmen,wasdemEinsatzdiesesVerfahrensphysikalischeGrenzensetzt.Bei einergleich-

mäßigbegastenBlasens̈auleim IndustriemaßstabkanndieBlasenanzahlmehrereMillionen

betragen.Ist die AnzahlderEinzelblasenpro Kontrollvolumenziemlichhoch,sowird oft

angenommen,daßjedeberechneteTrajektorienicht einerEinzelblase,sonderneinemgan-

zenBlasenclusterentspricht.Der Blasenclusterwird so modelliert,daßmaneineräumli-

cheVerteilungdereinzelnenGasblasenum denzentralenClusterpunktpostuliert,undnur

dessenTrajektorieberechnet.EinesolcheClusterbildungist allerdingsnurbiszur einerge-

wissenClustergrößemöglich,dabei einerzu niedrigenClusteranzahlproKontrollvolumen

wiederumstarkeFluktuationenin derresultierendenGasgehaltsverteilungsowie Probleme

bei derBerechnungdesturbulentenGastransportsentstehen.

Bei derBenutzungdesEuler-Euler-Modellstretendieo.g.Schwierigkeitennichtauf.Spei-

cherbedarfundderRechenaufwandhängennur von derAnzahlderKontrollvoluminaund

nicht von der Gasblasenanzahlab. Die hohenumerischeDif fusion bei der Berechnung

der GasgehaltsverteilungmußallerdingsdurchdenEinsatzvon Diskretisierungsverfahren

höhererOrdnungbek̈ampft werden.Berücksichtigungvon mehrerenBlasengr̈oßenist im

RahmendesEuler-Euler-Modells nur mit zunehmendemRechenaufwandmöglich, stellt

abernumerischgesehenkeinegrunds̈atzlicheSchwierigkeitdar.

Zusammenfassendkannmansagen,daßdasEuler-Euler-Modell numerischleichterbehan-

delt werdenkann,währenddasEuler-Lagrange-ModelleinenhöherennumerischenAuf-

wand erfordert,dafür aberdetailliertereInformationenüber dasVerhaltender dispersen

Phaseliefert. Werdenin beidenModellen jedochgleicheAnnahmenüber die zugrunde-

liegendenphysikalischenProzessegetroffen,soliefernbeideModellebeieinerhinreichend

feinenDiskretisierunggrunds̈atzlichdieselbenErgebnisse(Sokolichin etal. [111]).

6.8 Modellierung der Turbulenz in einer Blasenstr̈omung

6.8.1 EinleitendeBemerkungen

Bei derModellierungderHydrodynamikin einemZweiphasensystemstellt die Modellie-

rungderTurbulenzeindeutigdaskomplexesteProblemdar. Wird derEinflußdesturbulen-

tenTerms
Ç:��ß¢àÕá/ in derGemischimpulsbilanz(6.28)vernachl̈assigt,soführtdasdazu,daß

bei hohenReynoldszahlenmit zunehmenderGitterfeinheitimmer mehrWirbel aufgel̈ost

werdenundkeineGitterkonvergenzdernumerischenLösungerzieltwerdenkann(s. dazu

Abb.7.7im nächstenKapitel).
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Im Falle von einphasigenStrömungenwäreeigentlichkein Turbulenzmodellerforderlich,

wenndie Rechnerkapazitätenausreichenwürden,um die Navier-Stokes-Gleichungenzeit-

abḧangigunddreidimensionalmit ausreichendfeinenGitternundausreichendkleinenZeit-

schrittenzulösen.DasNavier-Stokes-Systemfür Einphasenströmungenentḧalt einegenaue

BeschreibungdesFluidverhaltensbisaufdenMikromaßstab. KanndieStrömungbishin zu

sehrkleinen Wirbeln aufgel̈ost werden,so sprichtman von einer DirektenNumerischen

Simulation(DNS)derTurbulenz.

Im Falle von zweiphasigenStrömungenmüßtemanentsprechenddie lokaleneinphasigen

Gleichungenaufeinemgen̈ugendfeinenRasterlösen,diePhasengrenzfl̈acheverfolgen,so-

wie die Strömungim Blaseninnerenundum jedederbeweglichenBlasenauflösen,um zu

einerDirektenNumerischenSimulationzugelangen.

Im Rahmenvon statistischenZweiphasenmodellenwie demTwo-Fluid- oderdemDrift-

Flux-Modell, die durcheinegeeigneteMittelung der einphasigenGleichungenhergeleitet

werden,habendagegen Begriffe wie Phasengrenzfl̈acheoderBlaseninnereskeinenSinn.

Dazu jedemZeitpunktanjedemOrt im ReaktornureinederbeidenPhasenvorhandensein

kann,ist der Volumenanteilder jeweiligen Phasenur als Mittelwert der Phasenindikator-

funktiondefiniert.Die GeschwindigkeitenderbeidenPhasen,die in statistischenModellen

auftreten,sindebenfallsphasengemittelteGeschwindigkeiten.Sowie die Diskontinuiẗaten

derPhasenindikatorfunktionanderPhasengrenzfl̈achedurchdenMittelungsprozeßgeglättet

werden,sodürfenauchbeidenphasengemitteltenGeschwindigkeitenkeineSchwankungen

mehrauftreten,die auf demScaleder Einzelblasenliegen.DieseSchwankungenwerden

(soweit vorhanden)durchdenMittelungsprozeßeliminiert.Ihr Einflußaufdiephasengemit-

teltenGeschwindigkeitenmußdaherdurchdenZusatzterm
Ç7�	ß àÕá/ ber̈ucksichtigtwerden.

Wird bei einemlaminarenModell dieserTerm vernachl̈assigt,so nimmt manan, daßin

der StrömungkeineWirbel vorliegen,die in der Größenordnungvon Einzelblasensind.

DerEinflußvongeringenGeschwindigkeitsschwankungen,die durchdieUmstr̈omungvon

einzelnendispersenPartikeln (Blasen)entstehen,wird alsoentwedervernachl̈assigt,oder

durcheine Korrektur in der laminarenViskosiẗat der Flüssiphaseber̈ucksichtigt.Werden

beinumerischenSimulationenmit einemsolchenlaminarenModell Wirbel aufgel̈ost,die in

derGrößenordnungdereinzelnenGasblasenliegen,soist daseinAnzeichendafür, daßder

Turbulenz-Term
Çâ�	ß¢àÕá/ nichtmehrvernachl̈assigtwerdenkann.

Bereits bei einphasigerStrömung stellt die Erfassungder turbulenzbedingtenSchwan-

kungswerteein anspruchsvolles Unterfangendar. In zweiphasigenStrömungenkommen

die Auswirkungender Blasenumstr̈omungauf Produktion,Transportund Dissipationder

turbulentenkinetischenEnergiehinzu.AußerdemgewinnenbeiGas-Fl̈ussigkeitsgemischen

dieWechselwirkungenderturbulentenStrukturenmit derPhasengrenzfl̈acheunddiedaraus
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resultierendenWellenanderBlasenoberfl̈acheentscheidendeBedeutung.Die für diezutref-

fendeModellierungdieserEffektenotwendigeInformation,dienurausdetailliertenExperi-

mentenoderausderDirektenNumerischenSimulationvonZweiphasenströmungengewon-

nenwerdenkann,liegt allerdingsnochnichtin ausreichendemUmfangvor. Deshalbwerden

zur BeschreibungderTurbulenzin Zweiphasensystemenvon vielenAutorendie einphasi-

genTurbulenzmodelleeingesetzt.Dabeiwird meistensdassogenannteStandard-ã - ä -Modell

verwendet,dasurspr̈unglichfür station̈areeinphasigeStrömungenin einfachenGeometri-

en von Harlow und Nakayama[39] sowie Launderund Spalding[73] entwickeltwurde.

Bei derBerechnungdesturbulentenSpannungstensorswird Gebrauchvon derBoussinesq-

Hypothese[13] gemacht,wonachin Analogiezu(6.6)folgendeDarstellungverwendetwird:?Aß àÕá/ L 13å 4 æ ­ / � � ? 8 / L 1��� å D � ? 8 / L å��� 1 � k @B � /ÜçR1På ã b (6.82)

Dabeistellt ã die turbulentekinetischeEnergieã è 4 g@ º 8³é é/ ¿ 1 º 8�é é/ ¿ 1 (6.83)

und æ ­ / die turbulentebzw. effektiveWirbelviskosiẗatdar. Dieseberechnetsichausæ ­ /ê4 �[ës� � / ã�ìä b (6.84)

Für die örtlicheundzeitlicheVeränderungderturbulentenkinetischenEnergie ã undderen

Dissipationsrateä werdenzwei zus̈atzlicheBilanzgleichungenben̈otigt (s.z.B. [30]):� ? � / ã L� � DíÇâ��? � / 8 / ã L 4 Çî� � æ ­ /ï ± Ç ã � Dpð ± k � / ä W (6.85)

� ? � / ä L� � DFÇ7��? � / 8 / ä L 4 Çî� � æ ­ /ïÕñ Ç ä � Dp� ñ ½ ð ± äã kp� ñ ì � / ä�ìã b (6.86)

Der Term
ð ± beschreibtdabeidie ProduktionsratederturbulentenkinetischenEnergie, die

folgendermaßenmodelliertwird:ð ± 4 æ ­ / � � ? 8 / L 1��� å D � ? 8 / L å��� 1 � � ? 8 / L 1��� å b
(6.87)

DiesesModell entḧalt fünf Parameter, für die meistensfolgendeWerteeingesetztwerden:� ë 4 GqbmGCrqò¥� ñ ½ 4 gHb3�H��ò×� ñ ì 4 gHbmrC@qò ï ± 4 gCbmGqò ï ñ 4 gHbmBqb
(6.88)

Wird daseinphasigeã - ä -Modell zurBerechnungderLiquid-Turbulenzin Blasenstr̈omungen

eingesetzt,so werdendie Bilanzgleichungenfür ã und ä dahingehendmodifiziert,daßdie



242 KAPITEL 6: DAS MATHEMATISCHEMODELL

einzelnenTermedieserGleichungenmit demVolumenanteilder Flüssigphaseanalogzu

(6.2, 6.4) gewichtet werden[35]. Bei niedrigemGasgehaltkann dieseKorrektur jedoch

vernachl̈assigtwerden.Der Einfluß der Wirbelbewegungenum Blasenund Blasencluster

aufdieHauptstr̈omung(mansprichtvon
”
blaseninduzierterTurbulenz“ ) wird entwederver-

nachl̈assigt,durchzus̈atzlicheQuelltermein den ã k und ä k Gleichungenoderdurchandere

Modifikationenber̈ucksichtigt.EineReihevon AnsätzenzurBeschreibungderblasenindu-

ziertenTurbulenzwird im nächstenAbschnittdiskutiert.

Übendie relativ zu FlüssigphaseaufsteigendenGasblaseneinenEinflußauf dieTurbulenz-

parameteraus,sohabenaufderanderenSeitedieturbulentenGeschwindigkeitsschwankun-

genin derFlüssigkeiteinestarkeWirkung auf die Vermischungin derGasphase.Wie man

dieseturbulentenDispersionseffekte durchein mathematischesModell beschreibenkann,

ist dasThemadesAbschnittes6.8.3.

6.8.2 Modellierung der blaseninduziertenTurbulenz

Wie in denfolgendenKapitelngezeigt,wird in denSimulationsergebnissenbereitsbeimo-

deratenGasgehaltendie Turbulenzintensiẗat in derflüssigenPhasewesentlichunterscḧatzt,

wenndasverwendeteTurbulenzmodellkeineTermezurBeschreibungderblaseninduzierten

Turbulenzentḧalt. Die Entwicklungvon mathematischenModellenfür die blaseninduzier-

te Turbulenzbefindetsich allerdingsnoch in einemAnfangsstadium.Im Prinzip können

dieErhaltungsgleichungenfür die turbulentekinetischeEnergie undderenDissipationsrate

in einerZweiphasenströmunganalogzu deneinphasigenGleichungenhergeleitetwerden

(ElghobashiundAbou-Arab [27], KataokaundSerizawa[58]). Der Mangelanausreichen-

derKenntnisüberdie physikalischenAbläufeerschwertjedochdie Erstellungstichhaltiger

Schließungsgesetze.Wie dieUntersuchungenpartikelbeladenerStrömungengezeigthaben,

kann es, je nachden konkretenBedingungen,zu einer ReduzierungoderAnhebung der

turbulentenkinetischenEnergie in derkontinuierlichenPhasekommen.Bei blasenbelade-

nerStrömungtritt zus̈atzlicheineWechselwirkungderWirbel mit derbeweglichenGrenz-

flächeauf, derenexperimentelleUntersuchungerst in Ansätzenvorgenommenwurde[7].

Die großenBlasenerreichendie Abmessungder energietragendenWirbel; ihr dispersives

Verhaltenist nochnicht hinreichenduntersuchtworden.Die in der Literaturvorhandenen

ModellesinddeshalbzumTeil widerspr̈uchlichunddie DarstellungeinzelnerTermemei-

stensnurandasjeweiligeProblemangepaßt.

EinekritischeAuseinandersetzungmit dentheoretischenAspektenderin derLiteraturdis-

kutiertenModellezur blaseninduziertenTurbulenzliegt außerhalbdesRahmensdieserAr-

beit. In diesemAbschnittsollen lediglich die drei gängigstenModellvariantenvorgestellt

unddie Grenzenihrer Anwendungbesprochenwerden.Der EinflußdieserModelleauf die
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Simulationsergebnissewird in folgendenKapitelnankonkretenTestf̈allenveranschaulicht.

Der einfachsteAnsatzzur BerücksichtigungdesBlaseneinflussesaufdie Liquid-Turbulenz

gehtzurück auf Satound Sekoguchi [102] sowie Satoet al. [103]. Der Spannungstensorß¢àÕá/ wird analogzu (6.82)modelliert,wobei für die effektive Viskosiẗat folgendeFormel

eingesetztwird: æ ­ /ó4 æ ­ /õô ö	÷ D æ ­ /õô øù÷ b (6.89)

Hier entsprichtæ ­ /mô ö�÷ demscherinduziertenAnteil derturbulentenWirbelviskosiẗat.Er wird

analogzu (6.84)ausdenGrößenã und ä berechnet.Der zweiteSummand,æ ­ /õô øù÷ , resultiert

dagegen ausder blaseninduziertenTurbulenz.Er wird proportionalzum Gasgehaltange-

setzt: æ ­ /mô ø�÷w4 gCbd@ � �@ IKJ � / 698 .ú/9132 6 b (6.90)

Um ein Gefühl überdie Höheder so definiertenblaseninduziertenViskosiẗat zu erhalten,

setztenwir in diesenAusdruckfür denBlasendurchmesser� � , dieLiquid-Dichte
� / unddie

Schlupfgeschwindigkeit698 .ú/9132 6 exemplarischWertevon
eCQ�Q

,
gKGCGHG ã � SjQ
û und

@HGCONQTS	U
ein.

Die blaseninduzierteeffektiveViskosiẗatberechnetsichdannzuæ ­ /õô øù÷ 4 Gcb Í �KIjJýü ã �Q7�	Ucþ b
Dasentsprichtbei einemlokalenGasgehaltvon5%einemWertæ ­ /mô ø�÷ÿ4 GcbdGCB ü ã �Q �	U þ b
DieserWert ist im Fall einer typischenblaseninduziertenStrömungum 1 bis 2 Größen-

ordnungenkleiner als derjenigeTurbulenzanteil,der in der Flüssigphaseerzeugtwird. Er

übt somit kaumeinenEinfluß auf die Simulationsergebnisseaus.Jenne[54] untersuchte

den Einfluß desSato-Modellsauf die SimulationeinesbegastenRührkesselsund stellte

fest,daßderEinflußderblaseninduziertenTurbulenznachdemSato-Modellumbis zudrei

GrößenordnungenkleineralsderderscherinduziertenTurbulenzwar, obwohlderGasgehalt

in seinenUntersuchungenin einigenTeilenderApparaturoberhalbder10%-Grenzelag.

Die zweiteModellvariantestammtvonArnoldetal. [3]. DieserAnsatzgehtvonderAnnah-

me aus,daßderEinflußderGasblasenauf die Flüssigkeitsturbulenzüberwiegendausden

Geschwindigkeitsfluktuationenresultiert,die alsFolgederUmstr̈omungderaufsteigenden

Blasendurchdie Flüssigkeitentstehen.Da ausKontinuiẗatsgr̈undeneinesolcheReaktion

im umgebendenFluid selbstdannvorhandenist, wennsichdie Blasendurchein ruhendes
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Mediumbewegen,lassensichdieseSchwankungennicht alsTurbulenzim herk̈ommlichen

Sinneinterpretieren.Man verwendetdeshalbdafür denBegriff
”
Pseudoturbulenz“ . Unter

AnnahmeeinerPotentialumstr̈omungvon unverformtenspherischenBlasenläßtsich eine

theoretischeAbscḧatzungfür denEinflußdieserSchwankungenableiten.Gehtmanvonei-

ner linearenÜberlagerungder einphasigenund der Pseudoturbulenzaus,so läßtsich der

Spannungstensor
ß¢àÕá/ alsSummeß àÕá/ 4 ß àÕá/mô ö�÷ DFß àÕá/õô øù÷ (6.91)

darstellen,wobeiderscherinduzierteAnteil analogzu(6.82)modelliertundfür denblasen-

induziertenAnteil folgenderAusdruckeingesetztwird:ß àÕá/õô øù÷ 4 ksIKJ � / � g@CG 8 .ú/9132 8 .ú/9132 D B@CG 698 .ú/9132 6 ì���� b (6.92)

Mit � wird hier der Einheitstensorbezeichnet.Lopezde Bertodanoet al. [81] verwenden

diesesModell in Kombinationmit demSato-AnsatzzurSimulationeinervertikalenBlasen-

strömungin einemRohr, und konntendamit einedeutlicheVerbesserunggegen̈uberdem

einphasigenTurbulenzmodellerzielen.Im übern̈achstenKapitel wird jedocham Beispiel

einesSchlaufenreaktorsgezeigt,daßdie mit diesemModell berechneteblaseninduzierte

Turbulenzdeutlichunterscḧatzt wird. Aus (6.92) läßtsich die blaseninduzierteturbulente

kinetischeEnergiebestimmen[81] :ã ø�÷ 4 g� IjJ 6 8 .0/9132 6 ì W (6.93)

wasbeieinemSchlupfvonetwa
@CGCONQTS	U
ã øù÷ 4 GqbmGcgNIKJ�ü Q ìU ì þ (6.94)

entspricht.Währendfür denobenangesprochenenTestfallein VergleichzwischenMeßda-

ten und Simulationmit einemeinphasigenTurbulenzmodellauf einenAnteil der blasen-

induziertenturbulentenkinetischenEnergie von
GqbmGcg°Q ì S	U ì schließenläßt,wird aus(6.94)

selbstbei 10%Gasgehaltein umdenFaktor10kleinererBetragberechnet.

Wir habengesehen,daßsowohl dasSato-Modell,alsauchdasArnold-Modellin einerReihe

vonTestf̈allendenEinflußderblaseninduziertenTurbulenzstarkunterscḧatzen.Einweiterer

NachteildieserAnsätzebestehtin ihrerlokalenWirkung,dasiedieAnhebungderTurbulen-

zintensiẗat nurdort ber̈ucksichtigen,wo die Gasphaseauchtats̈achlichpräsentist, während

in derRealiẗat einedurchdie BlaseninduzierteTurbulenzwegendemkonvektivenTrans-

port derturbulentenEnergie auchandenvon derTurbulenzquelleweiterentferntenStellen

ihreWirkungzeigenkann.
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Der letzteModellansatz,denwir besprechenwollen, ber̈ucksichtigtdaherauchdenkon-

vektivenTransportderBlasenturbulenz,indemderEinflußderGasblasendirekt durchdie

Aufnahmevonzus̈atzlichenQuelltermenin dieBilanzgleichungenfür ã und ä ber̈ucksichtigt

wird. Der zus̈atzlicheQuelltermin der ã -Gleichungwird nachdemvon KataokaundSeri-

zawa[58] vorgeschlagenenAnsatzproportionalzumProduktderWiderstandskraftundder

SchlupfgeschwindigkeitzwischenbeidenPhaseneingesetzt.GehtmanvoneinemGleichge-

wicht zwischenDruck-undWiderstandskraftaus,soläßtsichdieserTermfolgendermaßen

darstellen:

� ± 4 k¢� ± I J Ç � � 8 .0/�132 b (6.95)

Da die Schlupfgeschwindigkeitund der Druckgradiententgegengerichtetsind, ist dieser

TermbeiWahleinerpostivenKonstante
� ± stetsgrößeralsNull. Ein entsprechenderQuell-

termin der ä -Gleichungwird standardm̈aßigfolgendermaßenmodelliert

� ñ�4 � ñ � äã � ± (6.96)

undist ebenfallspositiv. Dasbedeutet,daßderBeitragderBlasensowohl zurProduktionals

auchzurDissipationsratederturbulentenkinetischenEnergiepositiv ist, woraussowohl ein

Anstieg als aucheineVerminderungder Turbulenzintensiẗat im Vergleich zu einphasigen

Turbulenzmodellenresultierenkann.In vielenFällengelingtes,durcheinepassendeWahl

derModellkonstanten
� ± und

� ñ einesehrguteÜbereinstimmungzwischenMeßdatenund

Simulationsergebnissenzu erzielen,wobeieinebessereVorhersagedergemessenenTurbu-

lenzintensiẗat in derRegelauchzueinerbesseren̈Ubereinstimmungzwischendengemesse-

nenundberechnetenGeschwindigkeitenführt.Daraufwird in Kapiteln8 und9 nähereinge-

gangen.Daszeigt,wie wichtig einegenaueVorhersagederblaseninduziertenTurbulenzfür

die Qualiẗat derSimulationsergebnisseist. Die BeispieleausKapiteln8 und9 zeigenaber

auch,daßsich die durchAnpassungermittelten
”
optimalen“ Werteder Modellparameter

von Fall zuFall unterscheidenkönnen.In derLiteraturwerdenfür ModellkonstantenWerte

zwischen0.01und1 für
� ± [11, 62] sowie zwischen1 und1.92für

� ñ [10, 62] eingesetzt.

SostelltenBhanuundMazumdar[10] bei derSimulationeinerlokal begastenBlasens̈aule

fest,daßein Anstieg des
� ± -Wertesvon 0 auf 0.9zu einerfast50%igenVerminderungder

Liquidgeschwindigkeitin der Säulenmitteführt. Eine starkeEmpfindlichkeitder Simula-

tionsergebnissegegen̈uberdenModelparameternschr̈ankt denEinsatzdiesesModells für

eineapriori-BerechnungderZweiphasenhydrodynamikdahergegenẅartignochein.
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6.8.3 Modellierung der turb ulentenDispersionin der Gasphase

Wenn man Fotoaufnahmender Strömungin einer lokal begastenBlasens̈aule betrachtet

(z.B. Abb.7.1), so stellt man fest, daßdie Breite desaufsteigendenBlasenschwarmsmit

derHöhederSäulezunimmt.EsfindetalsoeineradialeVermischungin derGasphasestatt.

EinegleichzeitigeaxialeVermischungtritt ebenfallsauf.IhreWirkungkannaufdenBildern

allerdingsnicht erkanntwerden,weil in der vertikalenRichtungder konvektive Transport

dominiert.

WelcheUrsachenhatdie Vermischungin derGasphase?Zum einenergibt siesichausden

Wechselwirkungenzwischenden Blasen,zum anderendurch den Einfluß der Turbulenz

in derFlüssigphase.Relative BewegungzwischenderFlüssigkeitund der Gasphaseführt

dazu,daßin der unmittelbarenUmgebung einzelnerGasblasendie Flüssigkeitsgeschwin-

digkeit starkenFluktuationenausgesetztist. Dasgilt besondersim Blasennachlauf.Diese

Fluktuationentretenselbstdannauf, wenndie auf die ApparategrößebezogeneReynolds-

zahl relativ klein ist, die Strömungalsoim globalenSinneals laminarbezeichnetwerden

kann(z.B.kleineLuftblasenin Glyzerinin einerApparaturim Labormaßstab).DieseFluk-

tuationenbeeinflussendasVerhaltenderbenachbartenBlasen.KleinereBlasenkönnenim

NachlaufdergroßenBlasenbeschleunigtwerden,anderewerdenzur Seitegeschoben.Hat

die StrömungeinenglobalenturbulentenCharakter, sowerdendie dispersivenEffekte,die

sichausderBlasenwechselwirkungergeben,zus̈atzlich durchdie turbulentenWirbel in der

Flüssigphaseversẗarkt.Bei relativ niedrigemGasblasenanteilundkleinerBlasengr̈oßespielt

dieserturbulenteAnteil die dominierendeRollebei derlokalenVermischung.

Währenddie großr̈aumigeZirkulationsbewegungin derFlüssigphasedurchdasModell zu-

treffendwiedergegebenwird, könnendie lokalenGeschwindigkeitsschwankungenauf dem

Maßstabder Einzelblasenim RahmendesbisherbetrachtetenstatistischenModells nicht

aufgel̈ost werden(s. Abschnitt 6.8.1).Der Einfluß dieserGeschwindigkeitsfluktuationen

aufdie lokaleVermischungin derGasphasemußdeshalbzus̈atzlichmodelliertwerden.Ein

üblicherWeg bestehtdarin,die Kontinuiẗatsgleichungfür die Gasphaseum einenzus̈atzli-

chenDif fusionsterm ���� 1 � � J � ­/ J � IKJ��� 1 �
zu erweiternunddenturbulentenDif fusionskoeffizienten � ­/ J proportionalzur turbulenten

Wirbelviskosiẗat in derFlüssigphasezusetzen(s.z.B.GrienbergerundHofmann[34], Tor-

vik undSvendsen[124]).

UmdieBedeutungdesDif fusionstermszuverstehen,mußmansichKlarheitüberseineHer-

kunft sowohl im physikalischenwie im mathematischenSinneverschaffen.Um die folgen-
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denAusführungenmöglichsttransparentzu gestalten,wird angenommen,daßdie disperse

Phaseinkompressibelund die Strömungim statistischenSinnestation̈ar ist. Als Beispiel

einer im statistischenSinnestation̈arenStrömungkannmansich die turbulenteStrömung

im InnereneineslangenRohresvorstellen.Die momentanenGeschwindigkeitswerteunter-

liegenzwarturbulentenSchwankungen,die um die turbulentenSchwankungenbereinigten

Geschwindigkeitsprofilëandernsichallerdingsnichtmit derZeit.
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Abbildung 6.10:Phasenindikatorfunktion� Ú derdispersenPhase(oben)undProdukt � Ú	� }�
ú}Ú
(unten)alsFunktionenderZeit.

Wir wollen nun denWeg zur Herleitungder Kontinuiẗatsgleichungfür die dispersePhase

im RahmeneinesstatistischenModells skizzieren.Zu jedemZeitpunktund an jedemOrt

im Reaktorkann nur eine der beidenPhasenvorhandensein.Für Orte im Inneren der
dispersenPhasegilt diemomentaneeinphasigeKontinuiẗatsgleichung:Çâ� 8 }�
ú}Ú ? Þ W � L 4 Gqb

(6.97)
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Hier bezeichnet8 }�
ú}Ú
diemomentaneGeschwindigkeitderdispersenPhase.

Im RahmeneinesstatistischenModellswird die Kontinuiẗatsgleichung(6.97)einerMitte-

lungsprozedurunterworfen.In derLiteraturwerdendafür unterschiedlicheMittelungsver-

fahrenverwendet[50]. Für statistischstation̈areStrömungeneignetsich insbesonderedie

Zeitmittelungsehrgut.DerzeitlicheMittelwert � ? Þ L einerGröße� Þ W � L wird durch

� ? Þ L 4 Òx�¯�
���� g� 
� ¾ � ? Þ W � L �C� (6.98)

definiert.

In derhier vorliegendenForm kanndie Gleichung(6.97)jedochnochnicht zeitlich gemit-

telt werden,dasienur zu denZeitpunktendefiniertist, anwelchenderMittelungsortÞ im

InnerenderdispersenPhaseliegt. Um dieseSchwierigkeitzu überwinden,führt maneine

Phasenindikatorfunktion� Ú ein. Diesenimmt zu jedemZeitpunkt � an jedemOrt Þ , der

durchdie dispersePhase
”
besetzt“ ist, denWert

g
an,ansonsten

G
(s. Abb.6.10).Entspre-

chendist dasProdukt� Ú 8 }�
ú}Ú
ausderPhasenindikatorfunktionderdispersenPhase� Ú und

dermomentanenGeschwindigkeit8 }�
ú}Ú
definiert(s.Abb.6.10).

Multipliziert mannun die Gleichung(6.97)mit der Phasenindikatorfunktion� Ú , so führt

die Anwendungder Kettenregel zu einerForm der Kontinuiẗatsgleichungfür die disperse

Phase,dienunzujedemZeitpunkt� gilt:Ç7��? � Ú ? Þ W � L 8 }�
ú}Ú ? Þ W � L�L 4 Gqb
(6.99)

(Strenggenommenist dieseGleichungan der Phasengrenzfl̈achenur im Sinneder ver-

allgemeinertenFunktionendefiniert.Auf einegenaueBetrachtungderdamit verbundenen

Besonderheitenwird im RahmendieserAusführungjedochverzichtet.)

Die zeitlicheMittelungderGlg. (6.99)führtzuÇ7��? � Ú ? Þ W � L 8 }�
ú}Ú ? Þ W � L�L 4 Gqb
(6.100)

Wie in [57] gezeigt,lassensichunterdengegebenenVoraussetzungendie Reihenfolgevon

Mittelwertbildungund Dif ferentiationvertauschen,womit für die gemittelteKontinuiẗats-

gleichung Ç7� ? � Ú ? Þ W � L 8 }�
ú}Ú ? Þ W � L�L 4 G
(6.101)

folgt. DefiniertmandenVolumenanteil
I Ú ? Þ L derdispersenPhaseam Ort Þ als zeitlichen

Mittelwert derPhasenindikatorfunktion� ÚI Ú ? Þ L è 4 � Ú ? Þ W � L (6.102)
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unddiephasengemittelteGeschwindigkeit8 Ú ? Þ L derdispersenPhaseamOrt Þ als8 Ú ? Þ L è 4 � Ú ? Þ W � L 8 }�
ú}Ú ? Þ W � LI Ú ? Þ L W
(6.103)

so läßtsich die gemittelteKontinuiẗatsgleichungfür die dispersePhase(6.101)folgender-

maßendarstellen Çâ��?0I Ú 8 Ú L 4 Gcb
(6.104)

Die Bedeutungder neueingef̈uhrtenGrößen
I Ú

und 8 Ú kannmansich am bestenso klar

machen.Man plaziert am Punkt Þ einenfiktiven Beobachterund läßt ihn die Strömung

an diesemPunkt überein längeresZeitintervall verfolgen.Die Größe
I Ú ? Þ L ist danndie

GesamtverweilzeitderdispersenPhaseamOrt Þ , dividiert durchdie Gesamtl̈angedesBe-

obachtungszeitintervalls,oder, in BezeichnungenderAbb.6.10,I Ú 4 Òx�¯�
���� g� 
� ¾ � Ú �C� ´ g��� 1 Ý � 1 (6.105)

Zur Berechnungder phasengemitteltenGeschwindigkeitwird folgendermaßenvorgegan-

gen.Jedesmal, wenndie dispersePhaseamOrt Þ vorhandenist, wird die LängederVer-

weilzeitmit derGeschwindigkeitderdispersenPhasemutipliziert.DieseWertewerdenüber

die gesamteBeobachtungszeitaufaddiertund durchdie Gesamtverweilzeit der dispersen

PhaseamOrt Þ dividiert:8 Ú 4 gI Ú �sÒx�¯�
���� g� 
� ¾ � Ú 8 }�
ú}Ú �C� ´�� 1 ? 8 }�
ú}Ú L 1 � Ý � 1� 1 Ý � 1 (6.106)

Mit eineraufdieseWeisedefiniertenphasengemitteltenGeschwindigkeitderdispersenPha-

sebeschreibtGleichung(6.104)die Transportvorgängegenau,alsoauchdie lokalenVer-

mischungsvorgänge.Deshalbsind keinediffusionartigenZusatztermein dieserGleichung

vorhandenundnötig.

In Wirklichkeit ist esaberso,daßdieGeschwindigkeitderdispersenPhase,dieausderIm-

pulsbilanzberechnetwird, nicht mit derGrößeidentischist, die obenalsphasengemittelte

Geschwindigkeitdefiniertwurde.DiesenaufdenerstenBlick paradoxenSachverhaltwollen

wir jetzt aneinemeinfachenBeispielerklären.

Wir stellenunszun̈achsteinestation̈are,zweidimensionaleeinphasigeturbulenteStrömung

einerFlüssigkeitzwischenzwei parallelen horizontalen Platten vor (Abb. 6.11). Es

bezeichne� Þ - die horizontale(axiale)Koordinatenachseund ��� - die vertikale(radiale)
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Abbildung 6.11:TurbulenteStrömungeinerFlüssigkeitzwischenzwei unendlichlangenparal-
lelen horizontalenPlatten.Am Punkt � wird Tracerzugef̈uhrt, dersich radial
vermischt.Am Ort � sitztderBeobachter.

Koordinatenachse.Die Größen, }�
ú}/ ? � W � W � L und ! }�
ú}/ ? � W��ÕW � L seiendiemomentanenWerte

deraxialenundderradialenGeschwindigkeitamOrt
? � W���L zumZeitpunkt � . Esgilt dann:, }�
ú}/ ? � W��ÕW � L 4 , / ? � W���L�D ,#" / ? � W��ÕW � L (6.107)

! }�
ú}/ ? � W��ÕW � L 4 ! / ? � W���L�D ! "/ ? � W��ÕW � L (6.108), / und ! / sind somit die statistischen(zeitlichen)Mittelwerte der beidenGeschwindig-

keitskomponentenund , " / und ! "/ derenturbulenteSchwankungen.Esgilt definitionsgem̈aß, " /�4 G
und ! "/ 4 G

. Wennmanvoraussetzt,daßdie Strömungausgebildetist, ist die gemit-

telteRadialgeschwindigkeit! / ebenfallsgleichNull. Esgilt also ! }�
ú}/ 4 ! "/ .
Man stellesich nun vor, daßam Ort $ der StrömungübereineSondeTracerpartikelzu-

geführt werden.Die Tracerpartikelhabendie Dichte der Flüssigkeitund habeneinesehr

kleineKonzentrationundeinenkleinenDurchmesser, sodaßsiekaumeinenEinflußaufdie

StrömungderflüssigenPhaseaus̈uben.UnterdiesenAnnahmenstimmtdiephasengemittel-

teGeschwindigkeitderFlüssigphasemit ihremzeitlichenMittelwert überein.Insbesondere

gilt für die radialeKomponentederphasengemitteltenGeschwindigkeit

! / 4 ! / 4 G
(6.109)
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Es ist klar, daßinfolge der turbulentenSchwankungeneineradialeVermischungder Tra-

cerpartikelstromabẅartsvon Punkt $ stattfindenwird. Wir wollen die örtlicheKonzentra-

tionsveränderungdesTracersstromabẅartsmathematischbeschreiben.

NachGleichung(6.104)wird die örtlicheKonzentrationsverteilungdurch� ?úI 2 , 2 L��� D � ?0I 2 ! 2 L� � 4 G
(6.110)

beschrieben,wobei , 2 und ! 2 die axialeund radialeKomponentender phasengemittelten

Geschwindigkeitender Tracerpartikelsind.Die Gleichung(6.110)kannnur danneinera-

diale VermischungderTracerpartikelbeschreiben,wenndie radialeKomponentederpha-

sengemitteltenPartikelgeschwindigkeit! 2 nicht gleich Null ist. Wir nehmenan,daßinfolge

der sehrkleinenPartikelgr̈oßedie Geschwindigkeitjeder einzelnenPartikel mit der Ge-

schwindigkeitderFlüssigkeitin ihrerunmittelbarenUmgebungübereinstimmt.

Um dieradialeKomponente! 2 derphasengemitteltenGeschwindigkeitderTracerpartikelzu

bestimmen,setzenwir einenfiktivenBeobachteraneinenPunkt % , stromabẅartsvon $ und

etwasin dervertikalenRichtungnachobenversetzt,undlassenihn dieradialeGeschwindig-

keit amPunkt % überlängereZeit beobachten.In derAbb.6.11seiderzeitlicheVerlaufder

radialenGeschwindigkeitderflüssigenPhaseamPunkt % dargestellt.Mit dickenschwarzen

Punktenseienin der Abb.6.11die Geschwindigkeitender Tracerpartikelmarkiert,die am

Ort % beobachtetwurden.DasichdieTracerpartikelmit derGeschwindigkeitderflüssigen

Phasebewegen, liegendiesePunktedirekt auf der Kurve ! }�
ú}/ ? % W � L . Die Konzentration

derTracerpartikelnimmtvonderSymmetrieachsezurWandab. Dasbedeutet,daßoberhalb

desPunktes% wenigerTracerpartikelpro Volumeneinheitvorhandensind, als unterlhalb

vom Punkt % . DeshalbwerdenamPunkt % mehrsolchePartikel registriert,die von unten

kommen,alssolche,dievonobenkommen.DiesePartikelhabeneinepositivevertikaleGe-

schwindigkeit,deshalbsehenwir in derAbb.6.11mehrdickeschwarzePunkteoberhalbder� -Achse,alsunterhalb. Bei jederregistriertenPartikelgehtdasProduktausGeschwindigkeit

undVerweilzeitamOrt % in dieFormel(6.106)ein.Nehmenwir zurVereinfachungan,daß

die Partikel rundsindunddenPunkt % mit ihremMassenschwerpunktdurchqueren.Dann

ist dieVerweilzeitumgekehrtproportionalzurPartikelgeschwindigkeitunddasProduktaus

diesenbeidenWertenist bei allenPartikelnbis auf dasVorzeichengleich.Einevon unten

kommendePartikel leisteteinenpositivenBeitragzu (6.106),dergenausogroßist, wie der

negativeBeitrageinervonobenkommendenPartikel.DavonuntenmehrPartikeldenPunkt% durchqueren,ist die phasengemittelteradialeGeschwindigkeitderdispersenPhasepo-

sitiv undsomitungleichderphasengemitteltenGeschwindigkeitderflüssigenPhase! / , die

gleichNull ist (s. (6.109)).

Dasbedeutet,obwohl für jedeeinzelnePartikel ihre Geschwindigkeitmit der Geschwin-
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digkeit der Flüssigkeitin ihrer unmittelbarenUmgebung übereinstimmt,sind die phasen-

gemitteltenGeschwindigkeitenbeiderPhasennicht gleich.Währenddie gemittelteradiale

Liquid-Geschwindigkeitgleich Null ist, hat die phasengemittelteGeschwindigkeitder di-

spersenPhaseeinenAnteil, dervom OrtsgradientenderVolumenkonzentrationderdisper-

senPhaseabḧangt.Wäredie phasengemittelteGeschwindigkeitderdispersenPhaseeben-

falls Null, dannkönntedurchGleichung(6.110)eineradialeVermischungderPartikel gar

nichtbeschriebenwerden.

Analogzu diesemBeispielgilt auchfür Blasenstr̈omungen:obwohlsichdie Geschwindig-

keit jedereinzelnenGasblasevon derGeschwindigkeitdersieumgebendenFlüssigkeitum

einemehroderwenigerkonstanteSchlupfgeschwindigkeitunterscheidet,ist die Dif ferenz

zwischenphasengemitteltenGeschwindigkeitenbeiderPhasennicht gleichderSchlupfge-

schwindigkeit,dieausdemKräftegleichgewicht zwischenDruck-undWiderstandskraftbe-

rechnetwird. Die phasengemittelteGasgeschwindigkeitentḧalt vielmehreinezus̈atzliche,

vomOrtsgradientenderVolumenkonzentrationderGasphaseabḧangigeKomponente8 Ú Ê 1ÜÛ ­ ,dievonSimoninundViolet [108] als
”
drifting velocity“ bezeichnetwurde.Esgilt somit8 J 4 8 / D 8 .0/9132 D 8 Ú Ê 1ÜÛ ­ W (6.111)

bzw. 8 J 4 8 � D 8 Ú Ê 1ÜÛ ­ W (6.112)

wennwir für die SummeausdergemitteltenLiquid-Geschwindigkeit8 / undderSchlupf-

geschwindigkeit8 .0/9132 dieBezeichnung8 � verwenden.

Zur Berechnungder
”
drifting velocity“ wird von SimoninundViolet [108] folgendeBezie-

hungeingesetzt 8 Ú Ê 1ÜÛ ­ 4 k'& ­J / � � gIKJ Ç IKJ[k gI / Ç I / � ´ k'& ­J / � gIjJ Ç¹IjJHb (6.113)

Da die beidenGradienten—
Ç IKJ

und
Ç I / — bis auf dasVorzeichen̈ubereinstimmen,und

derGasgehaltin derRegel um eineGrößenordnungkleineralsderLiquid-Gehaltist, kann

derzweiteTermin denrundenKlammernvernachl̈assigtwerden.Mit
& ­J / wird der turbu-

lenteDispersionstensorbezeichnet.In derRegelwird davonausgegangen,daßdieserTensor

eineDiagonalformhat,wobeialle Diagonalelementegleichsindundsichwie folgt berech-

nenlassen ?(& ­J / L 1m1 4 g� O � æ ­ /� / b (6.114)
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� O
ist die Schmidtzahlfür den turbulentenTransport.Sie entsprichtdem Verḧaltnis der

GeschwindigkeitsfluktuationenderbeidenPhasen.Esist experimentellbelegt, daßim Falle

vonGas-Fl̈ussig-Str̈omungeninfolgeeinesdeutlichenDichteunterschiedsdieGeschwindig-

keitsfluktuationenbeiderPhasenvergleichbareGrößeaufweisen[106]. Eswird deshalbfür

denFaktor
� O

in derRegel derWert
� O 4 g

angenommen[54, 124].

FaßtmanalledieseGleichungenzusammen,soergibt sichfür dieGasgeschwindigkeit8 J 4 8 � k æ ­ /� / gIjJ Ç¹I J b (6.115)

Setzt man dieseDarstellungfür die phasengemittelteGasgeschwindigkeitin die Konti-

nuitätsgleichungfür die Gasphase(6.29) ein, so erḧalt manfolgendeKonvektions-Diffu-

sions-Gleichung,diesowohldenkonvektivenTransportalsauchdieturbulenteVermischung

in derGasphasebeschreibt:

� ?úIKJ � J	L� � DFÇ7��?úIKJ � J 8 � L 4 ���� 1 � � J� / � æ ­ / � � IKJ��� 1 � b (6.116)

6.9 DasmathematischeModell: Zusammenfassungund nu-

merischeAspekte

In den letztenAbschnittenwurdenunterschiedlicheMöglichkeitenzur Modellierungder

Wechselwirkungskraftund der Zweiphasenturbulenz vorgestellt.Legt man sich auf eine

konkreteModellvariantefest,sowird dadurchdasturbulenteDrift-Flux-Modell mit Boussi-

nesq-Approximation(6.27–6.30)vollständigdefiniert.Wir wollennunalleModellgleichun-

gen in einerzusammenfassendenForm darstellen,wobei wir die einfachsteVarianteder

ModellierungderWechselwirkungskraftundderTurbulenzzugrundelegen.Wir bezeichnen

diesesModell als
”
Basismodell“ . DiesesBasismodellwird denAusgangspunktfür numeri-

scheSimulationenbilden,die in dennächstenKapitelnbeschriebenwerden.

Wir fassenzun̈achstdiewichtigstenAnnahmendesBasismodellszusammen:

) Die Gasphaseliegt in Form von dispersenGasblasenvor (Grundvoraussetzungdes

Euler-Euler-Modells).

) Alle BlasenhabendiegleicheBlasenmasse(sonstmüsstemanmehrereBlasenklassen

einführen).
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) Blasenredispergierungund-koaleszenzwerdenvernachl̈assigt(sonstmüsstemanmeh-

rereBlasengr̈oßenklassenbetrachtenmit zus̈atzlichenAustauschtermenzwischenden

einzelnenKlassen).) Die Dichte der dispersenPhase(Gas)ist viel kleiner als die Dichte der kontinuier-

lichen Phase(Flüssigkeit).Unter dieserVoraussetzungkanndasTwo-Fluid-Modell

durchdasDrift-Flux-Modell ersetztwerden.) Der Gasgehaltist niedrigundweistkeinestarkenvertikalenGradientenauf (Grund-

voraussetzungenfür Boussinesq-Approximation).) Die Trägheitskraft,Schwerkraft,lift forceundvirtuelle Massewerdenin derGasim-

pulsbilanzvernachl̈assigt,sodaßdieSchlupfgeschwindigkeitausdemGleichgewicht

zwischenDruckkraftundWiderstandskraftberechnetwird.) Bei Simulationenvon gleichmäßigbegastenBlasens̈aulenwird der Widerstandsbei-

wert nachKorellationF berechnet,wobeiein konstanter
���

-Wert nachSchwarzund

Turner [105] eingesetztwird. Bei Simulationenvon lokal begastenBlasens̈aulenund

Schlaufenreaktorenwird eine konstanteSchlupfgeschwindigkeitvon 20cm/sange-

nommen.) Die Turbulenzin derFlüssigphasewird durchdasStandard-ã - ä -Modell beschrieben.

DerEinflußderdispersenPhaseaufdieTurbulenzwird vernachl̈assigt.) Die turbulenteDurchmischungin derGasphasewird durcheinenDif fusionstermin

der Gaskontinuiẗatsgleichungmodelliert.Der turbulenteDif fusionskoeffizient wird

proportionalderturbulentenWirbelviskosiẗat in derFlüssigphasegesetzt.) Für die turbulenteSchmidtzahlwird derWert
� O 4 g

angenommen.

DasresultierendeSystembestehtausGleichungen,diedasVerhaltendesGas-Fl̈ussig-Gemi-

schesbeschreiben,undGleichungen,diezurBerechnungdeslokalenGasgehaltseingesetzt

werden.

DasNavier-Stokes-Systemfür dasGemischbestehtausderKontinuiẗatsgleichungÇâ� 8 / 4 G
(6.117)

undderImpulsbilanz

� ? � / 8 / L� � DFÇ7��? � / 8 / 8 / L 4 kEÇ � DíÇâ�	ß / DFÇ7�	ß à�á/ D � /+* k×IKJ � /+* (6.118)
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Die Terme
ß / bzw.

ß àÕá/ entsprechendemmolekularenbzw. turbulentenSpannungstensorin

derFlüssigphase.Esgilt?Aß / L 1På 4 æ /ù� � ? 8 / L 1��� å D � ? 8 / L å��� 1 k @B ç 1På � ? 8 / L(,��� , � W (6.119)?Aß àÕá/ L 1På 4 æ ­ / � � ? 8 / L 1��� å D � ? 8 / L å��� 1 � k @B � / ç 13å ã W (6.120)

wobei die turbulenteWirbelviskosiẗat æ ­ / der FlüssigphasenachdemStandard-ã - ä -Modell

(6.85,6.86)ausã und ä berechnetwird:æ ­ / 4 � ë � / ã ìä W�� ë 4 GqbmGCrqb
(6.121)

Die Dichte
� / unddie dynamischeViskosiẗat derFlüssigphasenehmenfolgendekonstante

Wertean: æ / 4 GqbmGCGqg�ü ã � �	QU þ (6.122)� / 4 g°GCGCG¹ü ã �Q û þ (6.123)

Die Gleichungen(6.117–6.123)stimmenmit demhydrodynamischenModell für einpha-

sigeinkompressibleturbulenteStrömungenbis auf denTerm
k¤IKJ � /-* überein.Zur nume-

rischenLösungdiesesSystemskönnendaheralle für die einphasigenStrömungenent-

wickelten Verfahreneingesetztwerden.Für die Simulationen,die in folgendenKapiteln

präsentiertwerden,wird dasvonPatankar[93] entwickelteSIMPLER-Verfahreneingesetzt.

Die DiskretisierungderModellgleichungenerfolgt nachderFinite-Volumen-Methode.Zur

DiskretisierungderKonvektionstermewird dasTVD(SL)-Verfahren(2.39)für die linearen

GleichungenunddasQTVD-Verfahren(3.54)für dieGleichungenzuBestimmungderGe-

schwindigkeitskomponenteneingesetzt,soweit nicht ausdr̈ucklich etwasandereserwähnt

wird. Als Limiter-Funktionwird in allen GleichungenderMonotonized-Centered-Limiter

(1.180)verwendet.

Zur BerechnungdesTermes
ksI J � / * in Glg.(6.118)muß die lokale Gasgehaltsverteilung

bekanntsein.Am AnfangdererstenIterationwird derWert desGasgehaltesausderalten

Zeitebeneübernommen.Zu Anfang aller folgendenIterationwird die Gasverteilungneu

berechnet.DieseBerechnungerfolgt in vier Schritten.

Zunächstwird die Schlupfgeschwindigkeit8 .0/�132 bestimmt,wobeimanentwederdie Bezie-

hung 8 .0/�1P2 4 k Ç ���� (6.124)
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mit ��� 4 eE��gKG ¸ ü ã �Q û U þ (6.125)

verwendetodereinfach 8 .0/�132 4 @CG � ONQU � �/. - (6.126)

setzt.Im zweitenSchrittwird die
”
Blasengeschwindigkeit“ 8 � ausder folgendenSchlupf-

beziehungberechnet: 8 � 4 8 / D 8 .0/�132 b (6.127)

Sie wird in die Kontinuiẗatsgleichungfür die Gasphaseeingesetzt,die in folgenderForm

modelliertwird: � ?0IKJ � JHL� � DFÇâ��?0IjJ � J 8 � L 4 ���� 1 � æ ­ /� / � � ?úIKJ � J	L��� 1 � b (6.128)

Die DarstellungdesdiffusivenTermesunterscheidetsich hier von der Gleichung(6.116),

falls dieGasphasekompressibelmodelliertwird, dawir esfür sinnvoll halten,anzunehmen,

daßin diesemFall der diffusive Stromzwischenzwei Nachbarzellenproportionalzu der

Blasenanzahldifferenzin diesenZellenundnichtzu derGasgehaltsdifferenzist.

Bei der numerischenBehandlungder Gleichung(6.128)wird dasProdukt
IjJ � J

zu einer

einzigenunbekanntenVariablezusammengefaßt.Im drittenSchrittwird dieVerteilungdie-

serVariableausderGleichung(6.128)berechnet.Um darausdenGasgehaltzubestimmen,

wird derWert dieserVariableim viertenSchrittdurchdie Gasdichte
� J

dividiert. Falls die

Gasphasekompressibelmodelliertwird, wird
� J

ausderZustandsgleichungfür dasideale

Gasberechnet,mit demausderNavier-Stokes-GleichungberechnetenDruck.

In dieserForm wird dasBasismodellin dennächstenKapiteln zur Berechnungvon lokal

undgleichm̈aßigbegastenBlasens̈aulensowie von Schlaufenreaktoreneingesetzt.Zu Ver-

gleichszweckenwerdenauchRechnungenmit einerSchlupfgeschwindigkeitvon
@HeCONQTS	U

und mit einemlaminarenModell durchgef̈uhrt. Bei einemlaminarenModell wird die ef-

fektiveWirbelviskosiẗatgleichNull gesetzt.Dadurchverschwindetsowohl der
”
turbulente“

Termin derGemischimpulsbilanz(6.118),alsauchderdiffusiveTermin derKontinuiẗats-

gleichungfür dieGasphase(6.128).

Es wird sich zeigen,daßmit diesemBasismodellin mehrerenkomplexen Testf̈allen eine

sehrguteÜbereinstimmungmit Meßdatenerzieltwird, ohnedaßeineAnpassungdesMo-

dells notwendigwäre.Es handeltsich dabeiin der Regel um Fälle mit einemniedrigen
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lokalenGasgehaltvon 1 bis 2%. Nimmt der Gasgehaltin großenBereichendesReaktors

höhereWertean,somachtsichderEinflußderblaseninduziertenTurbulenzbemerkbar. Um

auchsolcheFälle berechnenzu können,wird dasBasismodellum die Quellterme(6.95,

6.96)in den ã - und ä -Gleichungenerweitert.Dabeiwird besondererWertdaraufgelegt,daß

die Modellgleichungennicht an einemspeziellenFall, sondernan einerReihevon unter-

schiedlichenExperimentengetestetwerden.


