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XV ZUSAMMENFASSUNG

Zusammenfassung

Ziel dieserArbeit ist die EntwicklungeinesmathematischeModells, daseinezutrefende
und effizientenumerische&simulationvon Gas-Flissigkeits-Reaktoremit Blasenst®mun-
genermbglicht. Die Qualitat einesmathematischeModells kannnur anhanddetaillierter
VemgleichezwischenSimulationund Experimenterfolgen.Da ein mathematischelslodell
auseinemSystemvon nichtlinearenpartiellenDifferentialgleichungebestehtdie auf nu-
merischertWegegelostwerdenjst die ValidierungdesModellsnurdannmoglich, wenndie
Simulationsegebnissaicht zu sehrdurchnumerischd-ehlerbeeinflu3tverden.

Bei dernumerischemehandlungler partiellenDifferentialgleichungestellt die Diskreti-
sierungder konvektiven Termeein besonderschwierigefroblemdar Wahrenddie linea-
renVerfahrerersterOrdnunganeinemhohennumerischerrehlerinfolge dernumerischen
Diffusionleiden fuhrendielinearenVerfahrerhdhererOrdnungzu einemunphysikalischen
VerlaufderLosungsprofileWegenderauftretendei®szillationenm Losungsprofikbnnen
dieseVerfahrenzum Losenvon kornvektionsdominanteiProblememicht eingesetziver-
den,wenndie zutransportierend&rof3ephysikalischkeinenegatvenWerteannehmewlarf
(wie z.B. KonzentrationGasgehaltiurbulentekinetischeEnegie usw).

In derletztenZeit wurdeeineReihevon neuemichtlinearenDiskretisierungssrfahrerent-

wickelt, die auf demsog. TVD-Konzepf(Total VariationDiminishing) basierenSie liefern

oszillationsfreieProfile und sind auf glattenL dsungerbis zur dritten Ordnunggenau Eine

austihrlicheAuseinandersetzungit demTVD-Konzepist einwichtigerBestandteitlieser
Arbeit.

Dadie TVD-Verfahremichtnurzur Berechnungon Zweiphasenstfmungersonderrauch
allgemeinzur Diskretisierungvon beliebigenkornvektionsdominanteleichungereinge-
setztwerdenkonnen,und damit fur ein breitesSpektrumverfahrenstechnisché&nwen-
dungenvon Interessesind, werdensieim ersten Teil der Arbeit behandeltZunachstwird
am Beispiel einer eindimensionaleinearenKornvektionsgleichungnit einer konstanten
Kornvektionsgeschwindigkedtie Herleitungder TVD-Diskretisierungaustihrlich erlautert.
Anschliel3endvird die VerallgemeinerunglesTVD-Konzeptsauf komplexerelineareund
nichtlineareein- und mehrdimensionalayperbolischesleichungerdiskutiert.Dabeiwer-
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dendie Vorteile der TVD-VerfahrengegerilberdenlinearenDiskretisierungsmethodean
11 Testillenveranschaulicht.

Die FragerderModellbildungundnumerischesimulationvonblaseninduzierteStromun-
genwerdendannim zweiten Teil dieserArbeit behandeltZur Diskretisierungder Mo-

dellgleichungerwerdendie im erstenTeil entwickeltenTVD-VerfahreneingesetztAusge-
hendvon einemsogenanntepBasismodell desEulerEulerTyps, dasnur solcheTerme
im Modell beriicksichtigt,derenExistenzund mathematisch®arstellungweitgehendak-

zeptiertist, wird dasModell im engenWechselspiemit Experimentervalidiert und wei-

terentwickelt.Es werdendazuunterschiedliché&onfigurationernvon lokal begastenBla-

sendulen, Schlaufenapparateind gleichnal3ig begastenBlasenaulensimuliert. Zu den

austihrlich untersuchtefrragengetort der EinfluR derunterschiedlicheKrafte,insbeson-
derederWiderstandskraftler,,addednassorce’ undder, lift force' auf die Blasenbeve-

gung,sowie die FragederErfassungindder Auswirkungvon Turbulenzin derGas-Flssig-
keitsstbmung.Die TurbulenzauRRertsich dabeizum einenin der Erhdhungder effektiven

Viskositat der Flussigphaseind zum anderenn der Dispersionder Gasblasenwobeidie

GasblaseselbemalRgebliclzur Turbulenzin derFlussigphaseeitragen.

Als Ergebnisfolgt, dal3dastypischinstatiorare Sttomungserhaltenin lokal begasterBla-

sen&ulenmit niedrigemGasgehalgut vorhegesagiwerdenkann,wenndie instatioraren,
dreidimensionaleModellgleichungemnit denentwickeltenrnumerischeverfahrengelost
werden.Dazu reicht bei lokaler Begasungein Turbulenzansatnach dem Standardk-¢-

Modell aus.Bei vollstandigerBegasungundhdheremGasgehalmu3dag@endie blasenin-
duzierteTurbulenzmitbericksichtigtwerden BisherigeModellan&itzedafur erlauberewar
einezutrefendeBeschreibnngnachvorherigerAnpassunglerentsprechendevodellpara-
meterabernochkeinesichereVorausberechnung.
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EINLEITUNG 1

Einleitung

Die vorliegendeArbeit entstandals Ergebniseiner5-jahrigenForschungsitigkeitim Rah-
men des DFG-Schwerpunktprogrammegnalyse, Modellierungund Berechnungnehr
phasigerStromunget (VorhabenEi 131/10mit demTitel ,, Modellierungund effiziente
numerischeSimulationvon Gas-Flissigkeits-Reaktoremit Blasenstdmungennachdem
EulerEulerKonzept).

EswardasZiel desVorhabensgin Simulationsprogrammu entwickeln,mit demdassta-
tionare und instatiorare Verhaltenvon Gas-Flssigkeits-Blasengimungenin Apparaten
unterschiedlicheGeometriemodellmalig zutrefend beschriebemind numerischeffizient
simuliertwerdenkann.

ZutreffendeModellierung bedeutetdal3alle wichtigen physikalischerEffekte durchdas
mathematisch®lodell richtig wiedegegebenverden Die EffizienzderNumerik setztvor-
aus,dalRdie Modellgleichungerzumeinenmit einemklar eingrenzbarenumerischerfreh-
ler undzumanderermit moglichstniedrigemSpeicherplatzund vor allem Rechenzeitbe-
darf gelostwerden.Die Effektivitat desRechemerfahrensst sehrwichtig, da die Modell-
gleichungenn mehrererHunderttausendevon Gitterpunkterund tiberZehntausendeon
ZeitschritteraufgebstwerdenmissenuymdasdreidimensionalendzeitablangigeVerhal-
tender Stromungwiederzugeben.

Esqgibt heuteviele unterschiedlichénsatzezur Modellierungvon Zweiphasenstimungen.
Bis auf den Fall der Direkten NumerischerSimulationvon Gas-Flissigstomungen,bei
welcherdie genauereinphasigerGleichungennnerhalbder jeweiligen Phasegelost wer-
den, sind Uberwiggendsog. statistischeModelle (das EulerEulerModell bzw. dasEuler
Lagrange-Modell)m Einsatz.Diese statistischerModelle ergebensich ausden lokalen
einphasigertsleichungerdurcheinegeeignetéMittelung. Ihr Einsatzst allerdingsmit Un-
sicherheitverbunden,die in der Natur der statistischerModelle liegt. Da bei einemMit-
telungsprozel@enaudnformationeniiberdie tatsachlicheStromungberbtigt werden,die
ebenso nicht vorliegen,werdendie Termein dengemitteltenGleichungenvon verschie-
denenrAutorenaufunterschiedlich&Veisemodelliert.Die Unterschiedéetrefenvor allem
die ModellierungderWechselwirkungstermewischerbeidenPhasemnddie Modellierung
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derZweiphasentunldenz.Ein breiterEinsatzvon statistischeodellenzur Simulationvon
Gas-Fussigkeits-Blasengimungerwird z.Zt. vor allemdadurcherschwertdal3dieseMo-
delltermehaufignur andasjeweilige Problemangepaldtverdenund somitkeineallgemeine
Gultigkeit besitzen.

Diese UnsicherheitbeZiglich des mathematischeModells ist ein Grund dafur, daf3das
Verhaltnis zwischender Modellierung und der numerischenL dsungbei zweiphasigen
Stromungerein anderesst alsim einphasigeBereich.Die Grundgleichungedereinpha-
sigen Stromungensind im Prinzip bekannt.Die Unsicherheiterbetrefen vor allem die
Modellierungder einphasigeurbulenz,aberselbstdafur gibt eseine Reihevon erprob-
tenModellen,sodal3der Einsatzder numerischerStromungsmechanikur Vorhersageler
Hydrodynamikvon einphasigersystemerheuteals ein weitverbreitetesStandarderfahren
angesehewerdenkann.Der Schwerpunktiegt hier eindeutigbei der Entwicklungderge-
eignetemumerischemMethodendie esermbglichen,Apparatemit kompliziertenGeome-
trienauszulgenunddieresultierendeleichungssystemedfektiv zuLosen Eswerdenda-
herstandigneueflexible Gittergenerierungsrfahrensovie Methodenzur Verkiirzungdes
Rechengangemntwickelt.ParallelisierungGebietszerigungsovie denEinsatzvon Mehr-
gitterverfahrerzur KorvergenzbeschleunigurgindtypischeBeispiele.

BeiderModellierungundBerechnungon Zweiphasenstomungenliegt der Schwerpunkt
daggen eindeutigbei der Entwicklung der mathematischeiModelle und derenValidie-
rung. Man konzentriertsich deshalhiiberwiggendauf Apparatemit einfachenGeometrien
(flach bzw. zylindrisch, mit und ohne Einbauten)die den Einsatzvon strukturiertenund
zum grofRenTeil aquidistanterkarthesischetzw zylindrischenGittern ermoglichen,fur
die effektive numerischeStandarderfahreneingesetztverdenkonnen.Die wichtigsteAn-
forderungan die Numerikist dahemicht die Behandlungkomplexer Berechnungsgebiete,
sonderrGewahrleistungsolcherEigenschaftenesRechemerfahrensdie einezuverlassige
Validierung dermathematischellodelleermbglichen.

Die Validierungder Modelle kanndabeinur durchdetaillierte VergleichezwischenSimu-
lationenund Experimenterfolgen.Ein Mal3 fur die Gute desModells ist dabeidie Hohe
der Modellfehler, die die Differenzzwischender tatsachlichenStromungund der exak-
tenLosungdeszugrundgelggtenmathematischelodellsquantitaty beschreibtDasma-
thematischeModell bestehtaus einem Systemvon nichtlinearenpartiellen Differential-
gleichungenpei derennumerischetdsungnumerische Fehler entstehendie die Diffe-
renzzwischenderexaktenLosungdesDifferentialgleichungssystemisddernumerischen
LosungbeschreiberDie Modellfehlerwerdensomitvon dennumerischer-ehlerntberla-
gert.Die ValidierungdesModellsist dahermur dannmoglich, wenndie Simulationsegeb-
nissenicht zu sehrdurchnumerischd-ehlerbeeinflu3twerden.Somitstehtsieim direkten
Zusammenhangnit derValidierungdesverwendetemumerischerverfahrens.
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Die numerischerfehlerunterteilensichin Diskretisierungsfehleaund LosungsfehleDie
Diskretisierungsfehlebeschreibemlie Differenzzwischender exaktenLdsungdesDiffe-
rentialgleichungssystemmsd der exaktenLosungdesdurchdie Diskretisierungentstande-
nen algebraischerleichungssystem®ie Losungsfehlebeschreiberie Differenzzwi-
schenderexaktenLosungdesalgebraischeisleichungssystemsnd deriteratv berechne-
tenNaherunggisung.

Die Diskretisierungsfehlerhangenm wesentlicheivonderOrdnungdesDiskretisierungs-
verfahrensder FeinheitdesnumerischerOrtsgittersund der Grol3edesZeitschrittsah Im
Prinzip sind sie vom Anwenderkontrollierbar: mit feiner werdenderGittern und kleiner
werdendenZeitschrittenwird jedeskonsistenteBerechnungsrfahrenzu einer gitterun-
abrangigenLosungkonvergieren.Die Diskretisierungsfehldassensich daheranhandvon
Losungerauf mehrerersystematischerfeinerterGitternbzw. mit verkleinerterzeitschrit-
tenabsclatzen.m BereichdermonotonerKorvergenz(d.h. bei hinreichendeiner Diskre-
tisierung)ist die DifferenzzwischendenLosungerauf zwei aufeinanderfolgende@ittern
proportionazumFehleraufdemfeinstenGitter (analogfiir denzeitlichenDiskretisierungs-
fehler), wobei der Proportionaliitsfaktorvon der Ordnungdes Diskretisierungsschemas
abhangt.Fur eineverlalRlicheAbschatzungsind Losungerauf mindestenslrei Gitternbzw.
mit drei Zeitschritternotwendig.

Leiderist esbis heutenochnicht tiblich, Verodffentlichungerzur Simulationvon Zweipha-
senstomungemit einerdetaillierten Fehleranalysezu verbindenSowurdenbis vor kur-
zemfur die Diskretisierungder KonvektionstermaiberwiggendUpwind-Diskretisierungs-
verfahrenersterOrdnungeingesetztdie grof3eFehlerin Form von numerischeDiffusion
verursachekodonnenWie in [111] gezeigtwurde,kdnnendieseFehlerdie Qualitat der nu-
merischerLdsungsehrstarkbeeintachtigenDeshallsindBehauptungerdiesederjenes
Modell seidurcheinenVermleich mit experimentellerDatenausreichendalidiert, als spe-
kulativ einzuschtzen,wenndie Veroffentlichungkeine Angabenzu der Genauigkeitder
numerischem.osungenthalt.

DieseMeinungsetztsichin denletztenJahrenmmer starkerdurch,und hatdazugefuhrt,
daRReinigebekannteZeitschriften,wie dasASMEJournal of Fluids Engineering seit1993
grundstzlich keine Verdffentlichungenakzeptierenwenn sie keine detaillierte Angaben
zur Hohedernumerischerfrehlerenthalter{31]. Gleichzeitigwird gefordertdal3die einge-
setzterDiskretisierungserfahrerformal mindestengweiterOrdnunggenauseinsollen,da
bei VerfahrerersterOrdnungaufgrunddernumerischemiffusioneinestarkeVerfalschung
derLosungauftritt. In diesemZusammenhangird daraufhingewiesen daf3Strateien,die
eine lineare Umschaltungzwischenden Verfahrenersterund zweiter Ordnung verwen-
den (insbesonderedie sehr bekannten,hybrid* und,powerlaw-* Verfahrens. [93])
alsDiskretisierungserfahrerersterOrdnungangesehewerdenmissengdaihre Ergebnisse
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beim Losenvon korvektionsdominanteRroblemerauf grobenGittern mit demUpwind-
VerfahrerersterOrdnungweitgehendibereinstimmen.

Wenntrotzdemin bekannterZeitschriftendesChemicalEngineeringmmer nochSimula-
tionsegebnissanmit VerfahrenersterOrdnungzur Diskretisierungvon Korvektionstermen
eingesetziverden,so gibt es dafur gute Griinde.Es existierenzwar viele unterschiedli-
chelineareDiskretisierungsschematdie numerischstabil sind, zweiterodersogardritter
Ordnunggenausind, und keinerleinumerischeDiffusion aufweisen Sie fuhrenjedochzu
Losungsprofilendie anmehroderwenigerstarkenOszillationeneiden,wobeiunphysikali-
schdokaleMaximaundMinima entstehenSetztmansolcheVerfahrere.B.zur Berechnung
desGasgehalt®derder turbulentenkinetischenEnegie ein, so kdnnensich lokal negati-
ve Losungswertergebendie zum ZusammenbrucdesgesamterBerechnungsrfahrens
fuhren.EntsprechendBiskretisierungserfahrensinddaherebenfallsnicht sinnvoll.

In derletztenZeit wurdeabereineReihevon neuemichtlinearenDiskretisierungsgrfahren
entwickelt,die auf dem sog. TVD-K onzept (Total Variation Diminishing) basieren77].
Sie liefern oszillationsfreie Profile und sind bei glattemLosungserlauf bis zur dritten
Ordnung genauDie mathematisch&heorieder TVD-Schematast allerdingsnur fir den
eindimensionalefall relativ gut entwickelt.Die direkte Ubertragungvon eindimensiona-
len Diskretisierungsschemaaaif denmehrdimensionaleRall fuhrtzu konserativenTVD-
Modellen,die hochstengrsterOrdnunggenauwseinkonnen32]. Deshalbkerfolgtdie Erwei-
terungdes TVD-Konzeptsauf denmehrdimensionalefall auf ad hoc Basisdurchlokal
eindimensional®ekompositiorder mehrdimensionaleModellgleichungenDie resultie-
rendenSchemataiberzeugemm mehrdimensionaleRall durchsehrgenaueund vor allem
physikalischsinnvolle (oszillationsfreie)l. 6sungenWegenderhohenKomplexitat werden
dieseTVD-Schematdisherin derangevandtemumerischestrtomungmechaniéllerdings
nochrelatv seltenbenutzt.

Im Rahmender vorliegendenArbeit wurden TVD-Verfahrenseit 1996 eingesetzund an
zahlreicherein- und mehrdimensionalehnearenund nichtlinearenBeispieleneingehend
getestet.Trotz der komplexeren Handhalking zahlt sich der Einsatzder TVD-Verfahren
mehrfachaus,da die gitterunablngigeL dsungauf viel groberen(im Vergleich zum Up-
wind-Verfahren)Gittern erzieltwerdenkann. Wir sind daherzu der Uberzeugungyekom-
men,dalResmomentarkeineandereAlternative gibt, wennmanauf handhabbareGittern
eineweitgehendjitterunablngigel dsungberechnemochte.

In zahlreicherVerodffentlichungersowie in Monographien46, 77] findetmaneineaustihr-

liche Beschreinngvon unterschiedlicheffVD-Verfahren Fur einenurvorbereiteterieser
wird die LekturedieselLiteraturquellerzumeinendadurcherschwertdafisieeinefundierte
mathematisch@usbildungvoraussetzernynd zumanderersehrallgemeinkonzipiertsind.
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Im erstenTeil dervorliegenderArbeit wird daherdie ProblematilkderTVD-Diskretisierung
auseinerandererPerspektie behandeltDer einfachstdrall einereindimensionaletinea-
ren Konvektionsgleichungnit konstanteilKornvektionsgeschwindigkeiwird nicht als ein

Spezialfallsondernals Einstiggsbeispielund dahersehraustihrlich damgestellt. Die Ent-
wicklung von TVD-Verfahrerfur zunehmendomplexereFalle bautdannkonsequentlar

aufauf.

Da der Einsatzvon TVD-Verfahreneinerseitseine zwingendeVoraussetzunflir eine ge-
nauelL osungderZweiphasengleichungest, unddieseVerfahrerandererseitaichtnur zur
Berechnungron Zweiphasenstrmungensondernauchallgemeinzur Diskretisierungvon
beliebigenkonvektionsdominanteleichungereingesetziverdenkdonnensindsiefur ein
breitesSpektrumverfahrenstechnischénwendungervon InteresseDaherwerdensie im
erstenTeil der Arbeit in allgemeineForm behandeltpevor sieim Teil Il fur denFall der
Zweiphasenstrmungkonkretisiertwerden.

DerersteTeil derArbeit bestehtius5 Kapiteln.Im Kapitel 1 werdenwir unsmit derlinea-
ren Korvektionsgleichungnit konstanteiKonvektionsgeschwindigkeltefassenNachder
HerleitungderErhaltungsgleichunfAbschn.1.1)undderenanalytischet. 6sung(Abschn.
1.2) leitenwir im Abschn.1.3die Finite-Volumen-Brmuierungab, die unsals Ausgangs-
punktfiur unterschiedlich®iskretisierungserfahrerdienenwird. Wir beginnenmit derun-
tersuchunglesUpwind-\erfahrengrsterOrdnungunddemonstriereaneinigenBeispielen
densehrstarkenEinfluld der numerischeriffusion (Abschn.1.4). Danachwerdenunter
schiedlichdinearenVerfahrenzweiterund dritter Ordnunguntersuchtund die Grundefur
dasAuftretender Oszillationenin denLosungsprofilebesprocherfAbschn.1.5-1.7).Im
Abschn.1.8 wird eine allgemeineDefinition einesTVD-Verfahrenggegebenund im Ab-
schn.1.9 wird eine Reihevon TVD-Verfahrenfur die lineare Konvektionsgleichungnit
konstanteiKonvektionsgeschwindigkehieigeleitet.Die beidenAbschnittegetbrenzu den
»formelintensvsterf AbschnitterderganzerArbeit, die meistenUmformungersindjedoch
rein arithmetischeNaturundsindbei etwasGeduldeinfachnachzuwllziehen.DasMateri-
al dieserbeidenAbschnitteist Voraussetzunfir dasVerstindnisderrestlichenKapitel. In
denletztenbeidenAbschnitterdesersterKapitelswerdendie entwickeltenT VD-Verfahren
aneinerReihevon Beispielengetestet.

In denKapiteln 2—4 wird der Aufbau einesTVD-Verfahrenszurachstam Beispiel einer
linearenKonvektionsgleichungmit variabler Korvektionsgeschwindigkeirlautert, und
dannauf denFall einereindimensionalemichtlinearerBurgerGleichungund schlief3lich
aufdenFall mehrereDimensionenibertragenZur lllustrationderentwickeltenvVerfahren
werdenachtweitereTestbeispieldnerangezogen.

In denerstenvier Kapitelnwerdenwir unsausschlief3licimit der Diskretisierungler Kon-
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vektionstermebesclaftigen. Als Zeitintegrationserfahrenwird dabeidie implizite Zeit-
diskretisierungersterOrdnungeingesetztim Kapitel 5 gehenwir daherkurz auf andere
Maoglichkeitender ZeitdiskretisierunginterdemBlickwinkel desTVD-Konzepte®in.

Dermathematischelodellbildungundnumerische®imulationvon Gas-Flssigkeits-Bla-
senstomungenist der zweite Teil dieserArbeit gewidmet. Erste Arbeiten auf dem Ge-
biet der Simulationvon Gas-Fussig-Stomungenkamenzu Anfang der 60-er Jahreaus
dem Bereichder Kerntechnik.Ziel dieserArbeitenwar die Untersuchunglessog.,lost-
of-coolant-accidefit Die SimulationenwurdeneindimensionalanhandeinfacherModel-
le durchgeitihrt. Das Gas-Flissig-Gemischvurdeals einequasi-homogenPhasebetrach-
tet, die Gasgeschwindigkeruseineralgebraischeischlupfbeziehungperechnetund die
Wandreilung durchdenturbulentenRohrreilungsansatmit konstantenReibungsbeiwert
berucksichtigt.SeitEndeder60-erJahrewerdeneindimensional@weiphasenmodellauch
zur Berechnungon BlasenauleneingesetztDie Riickvermischungn beidenPhaserwird
mit Hilfe von axialenDispersionskodizientenbeschriebenderenWerte ausempirischen
Korrelationerermitteltwerdenunddie von mehrererGrol3enwie z.B. Reaktordurchmesser
und Gasleerrolgeschwindigkeibrangen.Die grof3eZahl unterschiedlicheempirischer
Korrelationerfur axialeDispersionskodizientenbelggt, dal3die VorhersageliesesModell-
parametersit einergrof3enUnsicherheiverbundenist. In erstenAnsatzenzur zweidimen-
sionalenModellierungvon BlasenaulenwurdedasradialeGasgehaltsprofgppostuliertund
die Flussigkeitsgeschwindigkatiseinervereinfachtenmpulsbilanzberechnet.

Die ersterdetailliertererzweiphasenmodelleurmehrdimensionaleBerechnungon Gas-
Flussig-Stomungernn unterschiedlicheReaktorerwurdenzu Anfangder80-erJahrever-
offentlicht. Zur Modellierungder Zweiphasenstimungwurde dabeimeistdassog.Euler
EulerModell verwendetbeiwelchemfir beidePhasereigeneBewegungsgleichungeauf-
gestelltwerdendiedurcheinenAustauschterngekoppelsind.Die Gasphaswird dabeials
PseudokontinuurhehandeltTypischfur dieseArbeitenwar einezweidimensionalestati-
onare Betrachtungsweisger Zweiphasenstimung.Die Auflosungbeschanktesichin den
meistenFallen auf nicht mehrals 500 Kontrollvoluminaund die UberwiggendeZahl der
VeroffentlichungerkamausdemakademischeBereich.

Ein fastlawineartigesAnwachserder Forschungsaktitatenauf dem Gebietder Simula-

tion der Zweiphasensiimungenkann seit Mitte der 90-er Jahrebeobachtetverden,be-

dingtdurchdie WeiterenwicklungdernumerischemMethodender Sttomungsmechanidnd

die drastischeErhbhungder Rechenleistungimmer ofter werdenSimulationsegebnisse
veroffentlicht, die einedreidimensionaleinstationare Berechnungnit mehrererHundert-

tausendemon StiitzstellerverwendenAuch dasinteresseeitengderIndustrienimmt stan-

dig zu, zumalimmer mehrkommerzielleSoftwarepaketeinedynamischemehrdimensio-
naleSimulationvon Zweiphasenstimungerzulassen.
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Bereitsin einemUbersichtsartikehusdem Jahre1997 von Jakobseret al. [53] werden
180 Veroffentlichungereitiert, die die Problematikder numerischerSimulationvon Gas-
Flussig-Stomungerbetrefen. Mittlerweile ist die AnzahlderArtikel weitergestigen.Dar-
unterist kaumeineArbeit zu finden,in welchervon einermangelhaftett)bereinstimmung
mit Experimenterberichtetwird, obwohl sich die Modelle haufig deutlichunterscheiden.
Nicht seltenverwenderunterschiedlich€orschungsgruppesichgegenseitigausschliel3en-
de Modellannahmenynd erzielentrotzdemfiir dengleichenTestfall henorragendedJber
einstimmungzwischenSimulationund Experiment.

DieseLagemachteseinemNeueinsteigenichtgeraddeicht,die numerisch&tromungsme-
chanikzur BerechnunglerZweiphasenhydrodynamsinnvoll einzusetztertdinzukommt,
dal3die meistenkommerziellenPaketezwar eine grol3eVielfalt von Modellvariantenent-
haltenund durchdie Verwendungvon UserSubroutinerfast uneingesclankt erweiterbar
sind. Die PaketbeschreilmgengebenallerdingskaumHinweisedarauf,welcheModellva-
riantenin einemkonkretenFall eingesetztverdensolltenundwelcheModellannahmeials
besondergritisch angesehewerdenmissen.

Wir seherdie AufgabedeszweitenTeils dieserArbeit daherdarin,demLesereinenkriti-
scherUberblickilberdie vorhandeneModellezu verschafenunddiesmit einigenBeispie-
len zu illustrieren.Die Behandlungder unsicherermAspektewird dabeigenauso hochge-
wichtet,wie die DarstellungronModellen,dieaneinigenausgaahltenBeispielersehrgute
Ergebnisseerzielt haben Wegen demstandigwachsendeolumenan neuenVerbffentli-
chungerkdnnenallerdingsnichtalle AspektederModellierungvon Zweiphasenstimungen
behandeltverden Der Rahmerdesuntersuchtesebietesoll deshalim Folgendergenau
definiertwerden.

Der GggenstandinsereftUntersuchungesinddie sog.statistischenEuler-Euler-Modelle.
Die GrundgleichungeulieserModelle emgebensich ausdengenaueriokaleneinphasigen
GleichungerdurcheinegeeigneteMittelung. Der dafur erforderlicheFormalismuswird in
deroft zitiertenArbeit von Ishii [50] austihrlich dagestellt.Die resultierendeileichun-
genhabeneineForm, die fur alle zweiphasigerSystemegleich ist, unablangigdavon, ob
essichz.B. um eine Gas-Feststéf odereine Gas-Flussig-Stomunghandelt.Sie enthalten
allerdingseinige Terme  derenForm postuliertwerdenmuf(3,wie z.B. die Wechselwirkungs-
termezwischerbeidenPhasenEsist klar, dal3die GestaltdieserTermeentscheidendavon
abhangt,umwasfur ein Systemessich handelt.Sowird z.B. die Widerstandskraftir ein
sichim Gasbewnvegended-estofpartikel durchandereKorrelationerbeschriebemlsfir ei-
nerelatv zur Flussigkeitaufsteigend&asblaseAuch der Einflul3dereinzelnenTermeauf
die LosungdesGleichungssystentgngtvon der Art desZweiphasensystena Sokann
manin denmeistenFallen denEinfluR der Tragheitund der Schwerkraftbei der Berech-
nung der Blasengeschwindigkeit einer Gas-Liquid-Stomungvollstandig vernachssi-
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gen,wahrendin einer Gas-Feststé{StromungdieseKrafte einenentscheidendekinfluf3
auf die Bewegungder Feststdipartikel haben Wir werdenunsdeshaladm Rahmendieser
Arbeit auf ein konkretesZweiphasensystefestlegen,und zwar auf die Gas-Flissigkeits-
Stromungen in denerdie Gasphasan FormvoneinzelnenGasblasenvorliegt, undalleim
SystembefindlichenGasblasemlie gleiche Blasenmassdaben Dabeiwerdensavohl die
BlasenkoaleszeralsauchderBlasenzerfalausgeschlossekswird sichzeigendalidiese
Annahmefur Luftblasenim Wasserzulassigist, solangesich die Blasengof3eim Bereich
von1 bis 10 mm Durchmessebevegen.Wir werdenunsauschlief3lictauf die Betrachtung
derHydr odynamik konzentrieremindschlieRerdahersovohl denStoffaustausclawischen
beidenPhaseralsauchdie chemischdreaktionaus.Aul3erdenwerdenwir vonisothermen
Verhaltnisserausgehen.

Abschliel3endeivermerkt,da3dashier vorgestellteModell auf der Voraussetzungeruht,
daRRderAnteil der Gasphaseam Gesamtvolumenmoderat ist undlokal die 5%-Grenze
nicht wesentlichbzw. nur an wenigenStellenim ReaktoriibersteigtDer Grundfur diese
Einschankungliegt darin, da3ab einemGasgehalivon 5% die Blasenwechselwirkungen
sehrstarkzunehmenDasbetrifft nicht nur die ernbhte Koaleszenzwahrscheinlichkeind
BildungvongroRRererBlasen sonderraucheinestarknichtlinearéMechselwirkunglerbla-
seninduziertemnd scherinduziertefiurbulenz,sowie eineVeranderunglesWiederstands-
verhaltenswonBlasenclusterim VergleichzuEinzelblasenDie bishervorhandenerxperi-
mentellerDatensindzum Teil widerspiichlichundreichennichtaus,umdie obengenann-
te Effekte zuwerlassigabzuschtzen Veroffentlichungendie EulerEulerModelletrotzdem
zur Berechnungron BlasenstdmungereinsetzenbeidenenderGasgehalin grof3enTeilen
desReaktorgdie Marke von 20%, 30% und zum Teil sogar40% ubersteigtmusserbisher
alsspekulatv angesehewerdenDer starkeFortschritt,derin denletztenJahrerbeiderBe-
rechnungvon Blasenstdmungemmit einemniedrigenGasgehalerzieltwurde,lal3tjedoch
hoffen,dal3auchin praxisrel&#antenStromugermmit hoherGasbelastungenaudBerechnun-
genmadglich sind. Voraussetzungedafur sind experimentelliiberpiifte Korrelationenzur
Beschreiling der bis jetzt nochnicht genauverstandene®Phanomenederentsprechende
ErgebnissausderDirektenNumerischerSimulation.

Die Mehrzahlder Verodffentlichungereu Modellierungvon Blasenstdmungenafdtsichin
sechsGruppenaufteilen:lokal begasteBlasenaulen, gleichnal3ig begasteBlasenaulen,
SchlaufenapparatbgyasteRiihrkesselBlasenstdmungenn vertikal durchstbmtenRoh-
ren und Blasenstmungenin durchstbmtenhorizontalenKrimmern.Aul3erdemexistiert
einebreiteReihevon VerdffentlichungerausdemBereichder metallugischenProduktion,
wo die Injektion der Gasblasernn die Metallschmelzadie turbulente Durchmischungler
Schmelzanrgensoll ( diesog.,gas-agitatethnks bzw ,gas-stirredadles). Dadiedabei
eingesetzteModelle meistensanisothermerLuft-WasseiSystemergetestetverden kann
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mandieseArbeitenin die Gruppederlokal begasterBlasenauleneinordnen.

Die obengenanntersechsGruppenkannmanzwei groRererKlassenzuordnenDie lokal
oder gleichmal3ig begastenBlasenaulensowie die Blasenstdmungenin Schlaufenappa-
ratenbilden die Klasseder sogenannteblaseninduzierten Stromungen(,,bubble-driven
flows'). In diesenApparaterbefindetsich die Flussigphasen einemRuhezustandsolange
der Begaserausgeschaltest. ErstnachdemEinschalterdesBegasersstellt sich eine Auf-
triebsstbmungein, die ausder Druckdifferenzinfolge derungleichnaRigenVerteilungder
Gasphasén Apparatresultiert.Die blaseninduzierte®tromungersinddurcheinestarke
zweiseitigeK opplung zwischendenbeidenPhasergekennzeichnetWahrenddie Bewe-
gungenin derFlussigphaseineUmverteilungder Gasphaseu Folge habenpeeinflul3die
sichstandigandernde/erteilungder Gasphasenmittelbardie Dynamik der Flussigphase.
EinemaoglichstgenaueBerechnunglerVerteilungder Gasphasest bei denblaseninduzier
ten Stromungensomit eine zwingendeVoraussetzungir eine zutrefendenModellierung
derHydrodynamikdesgesamteZweiphasensystems.

Die restlicherdrei Grupperkannmanzu derKlassedermechanischinduzierten Stromun-
genzusammenfasseAuch wennder Begaserkomplettausgeschaltest, kommthier die
Stromungnicht zum Erliegen,sondernwird durchdenIimpuls desRuhresbzw durchdie
Druckdifferenzzwischendem Ein- und AusstomrandaufrechterhalterAuch in denBla-
senstomungendieserKlasseist eine zweiseitigeKopplungzwischenden Phasernvorhan-
den.Der Einflu der Gasphasauf die Dynamik der Flussigphasest allerdingswesentlich
schwacheralsim Falle von blaseninduziertestromungendadie ohnedie Blasenpéasenz
bereitsvorhandené&tromungsstruktuweitgehendeibehalterwird. Entsprechengverden
andie BerechnunglerVerteilungder GasphaskeinesohoheAnspiichewie im Falle einer
blaseninduziertetromunggestellt.Die Untersuchungon mathematischeModellenzur
Beschreilng der Klasseder mechanischnduziertenBlasenstdmungenist nicht dasZiel
dieserArbeit, d.h.wir werdenunsausschliel3lichmit den blaseninduziertenStromungen
befassen.

Die FragerderModellbildungundnumerischesimulationvonblaseninduzierteStromun-
genwerdenin 5 Kapiteln im zweiten Teil dieserArbeit behandeltim Kapitel 6 werden
die GrundgleichungewdesEulerEulerModells savie unterschiedlich&/ariantenzur Mo-
dellierungder Wechselwirkungstermend der Zweiphasentundenzvorgestellt.Gleichzei-
tig werdeneinige numerischeAspektebesprochenWwahrendim erstenTeil der Arbeit die
Diskretisierungvon einzelnerModellgleichungerbehandelwird, wird im Kapitel 6 ein
Verfahrenzur Losungvom gesamterSystemvorgestellt.Die hohe Effektivitat desresul-
tierendenVerfahrenswird durch eine Reihevon vereinfachendeModellvoraussetzungen
ermbglicht, derenZulassigkeitaustihrlich diskutiertwird.
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In Kapiteln 7 bis 9 wird der Einsatzvon unterschiedlichetModellvariantenan den Bei-
spielenvon lokal begastenBlasenaulen, Schlaufenapparateand gleichrmafig begasten
Blasenaulendiskutiert.Bei allen drei Reaktortyperwird die gleicheVorgehensweisger-
wendet.Ausgehends/on einemsogenanntepBasismodell des EulerEulerTyps werden
zurachstnur solcheTermeim Modell beriicksichtigt,derenExistenzund mathematische
Darstellungweitgehendgesichertist. Sowird z.B. bei der Modellierungder Wechselwir
kungskraftzwischenbeidenPhasemur die Widerstandskrafbericksichtigt;der Einfluf3
der virtuellen Masseund der sog.,lift force® wird vernachassigt.Ausgehendson dieser
»Basisersiori wird dasModell im engenWechselspiemit Experimentervalidiert und
weiterentwickelt.Dabeiwird besonderekVert daraufgelegt, dal3die Modellgleichungen
nicht an einenspeziellenTestfall angepalRtsondernan einer Reihevon unterschiedlichen
Experimenteryetestetverden.

Da dasZiel deszweitenTeils der Arbeit in einerkritischenDiskussionund Auseinander
setzungmit denModellenund LosungserfahrenandererAutorenliegt, werdendie unter
schiedlicherModellvariantenzurachstaustihrlich beschriebenDiesist Inhalt desgesam-
ten6. Kapitels.Die HinweiseauffremdelLiteraturquellersinddabeiaufdasgesamt&apitel
verteilt. Auch in dendaraufolgenderKapiteln7 bis 9 wird auf einigefremdeSimulations-
ergebnissaustihrlich eingggangendiesmalnachden einzelnenReaktortypergegliedert.
Die sogewonnenerErkenntnisseverdenanschlieRendn Kapitel 10, zusammengefalit.
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Kapitel 1

Lineare Konvektionsgleichungmit
konstanter Konvektionsgeschwindigleit

1.1 Herleitung der Erhaltungsgleichung

Den AusgangspunktnsererUntersuchungeibildet die eindimensionaldineare Korvek-
tionsgleichungnit konstanteKornvektionsgeschwindigkeftn derenglischsprachigelate-
ratur, convectionequatiofi, oft aberauch,adwectionequatiofi genannt):

ur +auy, =0 (1.1

Hier bezeichnet: die Ortskoordinatet die Zeit, u(x, t) ist die gesuchtd=unktionunda ist
eine KonstanteOhneBeschankungder Allgemeinheitwerdenwir stetsannehmendalia
positwv ist.

DieseGleichungist ein Spezialfalleinerallgemeinererfin der Regel nichtlinearenhyper
bolischenErhaltungsgleichung

ur + f(u) =0 (1.2)
fur denFall einerlinearenStromfunktion
f(u) = au. (1.3)

In diesemAbschnittwollen wir zeigen,wie eine hyperbolischeGleichungausdenphysi-
kalischenErhaltungsatzenheigeleitetwerdenkann.Da wir unsin einemweiterenKapitel
auchmit nichtlinearenGleichungerbefassemverdenwird sichdie Herleitungnichtaufden
linearenSpezialfallbeschanken.

Wir beginnen(in AnlehnunganLe\eque[77]) mit der Herleitungder Erhaltungsgleichung
fur die Massefur ein eindimensionalegasdynamischeéroblem Man stellesicheineGas-
stromungin einemRohrmit einemkleinen(relatv zur Rohrlange)konstanterQuerschnitt

13
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vor, sodalidie Dichteunddie GeschwindigkeilesGaseslskonstantiberdenQuerschnitt
angenommewerderkonnenManbezeichnenit = die PositionentlangdesRohresundmit

o(z, 1) die DichtedesGasesander Stellex zumZeitpunktt. Die Dichteo(x, t) seidabeiso

definiert,dal3die GesamtmassadesGasesn einembeliebigenRohrabschnitzwischenden
Positionene; undx, alsintegral der Dichtedagestelltwerdenkann:

Masse in [y, o] zum Zeilpunkt t = / ’ o(z,t)dz. (1.4)

Nehmenwir weiter an, dalRdie Rohrwandkein GasdurchkfRt,so kannsich die Gasmasse
im Rohrabschnitfzy, x5] nurdurchZu- bzw. AbfluR der Massedurchdie Querschnitter,
undz, andern.

Wir bezeichnemit v(z, t) die GeschwindigkeitlesGasesm Querschnitt: zumZeitpunkt
t. Der MassenstrondesGasesiurchdiesenQuerschnitist danndurch

Massenstrom in (z,t) = o(z,t)v(x,t) (1.5)

gegeben.

Die Anderungder Gasmassim Abschnitt[z,, z,] ist somitdurchdie Differenzder Massen-
stromedurchdie Querschnitte:; undzx, bestimmt:

T2

il o(z,t)dr = o(xy, t)v(x1,1) — o(xa, t)v(22,1). (1.6)

Intergriert man dieseGleichunguberdasZeitintenall [¢,,], t, > t;, Soerhalt mandie
Erhaltungsgleichuntjir die Massein dersogenanntemtegralform:

/932 o(z,ty)dx = /932 o(z,ty)dx a.7)

i2 t
+ /t g(:cl,t)v(;vl,t)dt—/t o(xa,t)v(xe, t)dt.

Die Integralformdricktdie Gesamtmass#esGasesm Abschnitt[z, z;] zumZeitpunktt,
durchdie GesamtmassdgesGasedm Abschnitt[z;, z;] zum Zeitpunkt¢; und die totalen
(aufintggyrierten)MassenstimedesGaseslurchdie Querschnitter; undz, aus.

Setztmanvoraus daf3savohl die Gasdichte(z, ¢) alsauchdie Gasgeschwindigkeit(z, ¢)
stetigdifferenzierbaré-unktionenvon x und¢ sind,kannmanGleichung(1.7) auchin der
folgendenForm schreiben:

/; / (%g(;{:,t)—l—%(g(:{;,t)v(x,t))) dedl = 0. (1.8)
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DadieseGleichungfiir jedenRohrabschnitfz,, z2] unduberjedesZeitintenall [¢1, ] gilt,
folgt darausgdafderIntegrandvon (1.8) anjederStelle(z, t) gleichNull seinmuf3,d.h.

ot + (ov). = 0. (1.9)

Dasist die sogenannt®ifferentialformderMassenerhaltungsgleichung.

In zwei Fallenkanndie Massenbilangl.9) alseigensandigeGleichunggelostwerden Der
ersteFall liegt vor, wenndie Geschwindigkeit(z, ¢) einebekannteFunktionvon o(z, t)
ist. Ein typischesBeispielist dassog.,traffic flow* Problem.Hier beschreibtie Funktion
o(z, 1) nichtdie Gasdichtén einemRohr, sonderndie Fahrzeugdichtauf einerAutobahn
(Anzahl der Fahrzeugepro Kilometer). v(z, t) ist entsprechendie Geschwindigkeitdes
FahrzeugsdassichzumZeitpunktt anderStellex befindetBei derHerleitungder Traffic-
Flow-Gleichunggehtmandavon aus,dalidie GeschwindigkeitderFahrzeugealleinvonder
lokalenFahrzeugdichtabhangt,und zwarso, dalRdie Geschwindigkeitnit derzunehmen-
denFahrzeugdichtabnimmt.

Ist die Geschwindigkeit als Funktionvon ¢ bekanntsoist dasProduktov ebenfallsei-
ne Funktionvon g, d.h. pv = f(p). Die Massenerhaltungsgleichuif®.9) lalktsich dann
folgendermal3eachreiben:

o+ f(e)e = 0. (1.10)

DasentsprichgenauderhyperbolisbenErhaltungsgleichungl.2)bisaufdie Bezeichnung
derunbekannterunktion.

Die MassenbilanZ1.9) kannauchdannals eigensandigeGleichunggelostwerden,wenn
die Geschwindigkeiv(z, t) alsFunktionvon z undt a priori bekanntst. Ein Speziallfall,
wenndie Geschwindigkeit nurvon z abrangt,d.h.v(z,t) = v(z), wird im Kapitel 2 un-
tersuchtManbeachtedal3sichin diesenfall die Massenerhaltungsgleichu(iy9) nichtin
derForm (1.2)schreiberal3t,dadie Stromfunktionf nicht nurvondergesuchtefrunktion
0, sonderrauchvon derunablangigenvariablex abhangt:

Nur wenndie Geschwindigkeib(z, ¢) wedervon z nochvon ¢ abrangt,d.h.
v(x,t) = a = const,
hangtdie Stromfunktionf nurvon ¢ ab:

ot + flo)s = 0, mit f(o)=ap. (1.12)



16 KAPITEL 1: LINEARE KONVEKTIONSGLEICHUNGMIT KONSTANTER KONVEKTIONSGESCHWINDIGKEIT

Dasentsprichigenauder linearenKonvektionsgleichungl.1) bis auf die Bezeichnungler
unbekannterunktion.

Vollstandigkeitshalbesoll auchderFall erwahntwerdendalRdie Geschwindigkeit weder
a priori bekanntnoch eine Funktionvon p ist, wie dasim Falle einer eindimensionalen
GasstomungmeistenslerFall ist. Die Massenbilangl.9) kanndannnichtalseigensandige
Gleichunggelostwerden sondermur alsTeil einesGleichungssystems.

NebenderMassenbilansoll auchdie Impulsbilanzund die Enegiebilanzdereindimensio-
nalenGasstomungaufgestellwerden.VernachéssigtmandabeidenEinfluld der Reilung
und der Warmeleitung,so erhalt man die eindimensionalericulerschenGleichungender
Gasdynamik:

(0v)¢ + (ev* 4+ p)a = 0 (1.13)
Ei4 (v(E4p)). = 0. (1.14)

Hier bezeichnetr die totale Enegie und p denDruck. Das Gleichungssyster{i.9, 1.13,
1.14)enthalt 3 Gleichungerund4 UnbekannteDamitdasSystengelostwerderkann,muf3
esumdie Zustandsgleichungrweitertwerdendie denDruck p als Funktionvon o, ov und
F darstellt.

Esist interessantu bemerkengdal3dasSystem(1.9,1.13,1.14)ebenfallan derForm (1.2)
dagestelltwerdenkann,wennmandie Funktionenu(z, ) und f(u) als Vektorfunktionen
mit je 3 Komponenteversteht:

uT:(g,gv,E) = (u1,ug,us) (1.15)

F)' = (ov,0v* + pv(E +p) = (uz,u2/us + p(u), ua(us + p(u))/ur) (1.16)

BeiderHerleitungderDifferentialform(1.9) derMassenerhaltungsgleichuhgbernwir an-
genommendafdie Funktioneno(z, t) undv(z, t) stetigdifferenzierbasind. Ist dasnicht
derFall, soqgilt weiterhinnur die allgemeinerdntegralform(1.7). Auchim Falle derallge-
meinenhyperbolischerErhaltungsgleichungilt die Differentialform

w4 fu)y =0 (1.17)

nur, wenndie Funktionenu(z, ¢) und f(u) stetigdifferenzierbasind. Die stetigeDifferen-
zierbarkeitder Stromfunktionf () wird stetsangenommerDie gesuchtd-unktionu(z, t)

brauchtabernichtstetigdifferenzierbaru sein,selbstwenndie Anfangsbedingungetliese
Eigenschafbesiztenln einemsolchenFall sind eineodermehrereAbleitungenin (1.17)
nicht definiertund manmuf3auf die entsprechendmtegralform zuriickgreifendie fur die
hyperbolisché&sleichung(1.17)folgendermal3eaussieht:
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/m u(z,ty)dr = /m u(x, ty)dx (1.18)

[ suten e = [ e

Es konnensomit Losungenu(z, t) existieren,die nur der Integralform (1.18), nicht aber
der Differentialform(1.17)der Erhaltungsgleichungeriigen.Man nenntsolcheLdsungen
,Sdhwade Losungeh der Differentialgleichund1.17).Im Falle einerlinearenKornvekti-
onsgleichundl.1) existiertfur dasCauchy-Problenmit nicht glattenAnfangsbedingungen
nur eine schwachd_osung(s. nachstenAbschnitt). Im Falle einer nichtlinearenhyperbo-
lischenGleichungkdnnenselbstbei stetigdifferenzierbarenfangsbedingungemehrere
schwaché.dsungerexistieren,wovon nureine, physikalischsinnvoll” ist. DieseProblema-
tik wird im Kapitel 3 nochaustihrlich besprochen.

1.2 AnalytischeL 6sungder linearenKonvektionsgleichung

In diesemAbschnittwollenwir die analytischd.dsungderlinearenKornvektionsgleichung
uy +auy, =0, a>0 (2.29)

bestimmen.

DasL6sungsgebietei zuraichstdurcheineHalbebendz,t) € (—oo, +00) x [0, +00) de-
finiert. Zur Berechnungler Losungberbtigenwir die Anfangs-und Randbedingungefir
die gesuchtd-unktion.Im Falle einerHalbebendesitztdasL 6sungsgebietllerdingskeine
Randerin derz-Richtung,sodalwir unsaufdie Anfangsbedingungeschankenkdonnen.

Die Anfangsbedingungeidurchdie folgendeGleichungdefiniert:
u(z,t =0) =ug(z), x € (—o00,+00). (1.20)

Das System(1.19, 1.20) wird auchals Caudy-Problemfir die lineare Korvektionsglei-
chungbezeichnet.

Wir nehmerzurachstan, dadie Funktionuq(x) stetigdifferenzierbaist. In diesemFall
lautetdie analytischd_dsungdesCauchy-Problems

u(z,t) = up(z — at). (1.21)
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u(x,t)
t>0

u,(x)

at

Abbildung 1.1: LosungderlinearenKornvektionsgleichung

Man kanndasleicht Uiberpiifen,indemmandie Ausdiickefir die partiellenAbleitungen
vonu(z,t)

u(z,t) = wuy(z —at) (z—at), = —auy(z — at) (1.22)

uy(z,t) = ug(z —at) (z—at), = uy(z — at) (1.23)

in dieGleichung(1.19)einsetztAuchdie Anfangsbedingun{fl.20)ist offensichtlicherfullt.

Die Losung(1.21)laftsichleicht geometrischnterpretierenSie besagtdalidasProfil der
gesuchtefrunktionu(z,t) zumZeitpunktt gleichist demProfil derLosungzumZeitpunkt
t = 0, dasum at entlangder z-Achsenachrechtsverschobemnvurde(s. Abb. 1.1). Daraus
folgt, dal3die Losungu(z, t) entlangederGeraden: —at = o, x¢ € (—o0, +00) konstant
bleibt. Diesegeraderiinien nenntmanCharakteristikemer Differentialgleichung.

ManbeachtedalRCharakteristikeiKurvenin derz-¢t-Ebenesind,diedengewvdhnlicherDif-
ferentialgleichungen’(t) = a, z(0) = x, geriigen.Wennmandie AbleitungderLdsungu
entlangeinerCharakteristikoerechnetsofolgt aus(1.19),dalRdieseAbleitungverschwin-
det:

d 0 0 ,
%u(m(t),t) = au(m(t),t) + a—$u($(t),t) 2! (1) (1.24)

= wu;+ au, =0,
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waswiederumbesttigt, dalRder Wert der Funktionu entlangjederCharakteristikkonstant
seinmuf3.Darausfolgt gleichzeitig,dal3die Losungu eindeutigdurchdie Anfangsbedin-
gung(1.20)bestimmiwird.

Ist nun die Anfangsbedingunguq(z) nicht differenzierbarso kann die Funktion
u(z,t) = up(xz—at) nichtmehralsklassisché. 0sungderDifferenzialgleichungnterpretiert
werden.Sie geruigt allerdings der Integralform der linearen Korvektionsgleichung
(s. Abschnitt1.1), falls uo(z) einebeliebigeintegrierbareFunktionist. Um daszu zeigen,
setzenwir die Funktionenu(z,t) = wuy(z — at) und f(u) = au in die Integralgleichung
(1.18)ein:

/z2 uo(x — aty)de = /z2 uo(z — aty)dx (1.25)
ty ty
+ / aug(zy — at)dt — / aug(zy — at)dt.
11 31

bzw

ro—atsy ro—aty
/ uo(x — aty)d(x — aty) = / uo(x — aty)d(z — aty)  (1.26)

1—[1t2 zl—atl

1 —ats ro—aty

— / uo(x1 — at)d(xy — at) + uo(xy — at)d(xq — at)
1 —aty ro—aty

Die Umbenennungler Variablenund die Umgruppierungler Termeauf der rechtenSeite

fuhrtzu:

[ s = [ v+ [ wwdtn) + [ vl @27

1—&1‘2 :L‘l—atg z‘l—atl :L‘Q—atl

Esist nunoffensichtlich, da’die letzteGleichungfur jedeintegrierbareFunktionuq(z) und
fur alle Wertepaaréz,, z,), (41, t2) erfullt ist. Die Funktion(1.21)kannsomitalsschwade
LosungderlinearenKonvektionsgleichungl.19)interpretiertwerden(s. Abschnitt1.1).

Obwohldieanalytischd.dsungderlinearenKornvektionsgleichungyivial ist, ist esbekannt-
lich nicht einfach,dieseGleichungnumerischmit hoherGenauigkeitzu [6sen.In weiteren
AbschnitterdieseKapitelswerdenunterschiedlichaumerischdiskretisierungsegrfahren
diskutiert.UnserZiel ist es,ein Verfahrenzu finden,daseine moglichsthoheGenauigkeit
besitzt,numerischstabilist undphysikalischsinrvolle Losungeriefert. DasVerfahrensoll
sowvohl fur glatte als auchfur diskontinuierlicheAnfangsbedingunerinsetzbaisein.Um
die GutedernumerischerYerfahrerzu testenperdtigenwir einigeReferenzbsungen.

Bis jetzt habenwir die analytischeLdsungder linearenKornvektionsgleichungiur fur das
Cauchy-Problengefunden.Numerischkann eine Gleichungallerdings nicht auf einem
raumlichunbegrenztenGebietgelostwerden.Wir werden uns daher auf eine endliche
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X=X +at X=X, +at
t /// t ///
/// L Xl _X ///
// Ib_t+ a //
(x.0) \ A%
51 X 5 X
Xl // XZ // X]_ X2
X,=X-at X,=X-at

Abbildung 1.2: Berechnungler Lésungim Punkt (Z,#): A - die Charakteristikkreuztdie z-
Achserechtsvon X ; B - die Charakteristikreuztdie z-Achselinks von X .

Streckeg X, X;], normalerweisaufdie Streckd0, 2], beschanken Die Anfangsbedingung
lautetdann
u(z,t =0) = up(z), x € [ X1, Xa). (1.28)

Damitdie Losungder Konvektionsgleichungindeutigbestimmtist, missemebender An-

fangsbedingungochdie Randbedingungespezifizieriverden Dadie Losungsichentlang
derCharakteristikeistromabvartsfortpflanzt,konnendie Werteder Funktionu(z, t) ander
Stelle( X3, t) keinenEinfluR auf die Losungim Innerendesintenalls [ X7, X;] habenAm

Randz = X, brauchtdie Randbedingunglsonichtanggebenzuwerden Die Randbedin-
gungamRandz = X; seigegebendurch:

u(z = Xy,t) = p(t), t > 0. (1.29)

Wir werdendie Losungder Gleichung(1.19) mit der Anfangsbedingungl1.28) und der
Randbedingungl.29) zunachstauf geometrischeriVeg konstruierenDasLdsungsgebiet
ist ein Halbstreifen(z,¢) € [X1, X2] x [0, +0o0). Wir gehendavon aus,da3wie im Falle
einerHalbebenalie Losungentlangjeder Charakteristikkonstantist. Fur jedesWertepaar
(z,1) ausdemHalbstreiferwerdenwir die Charakteristikdie durchdenPunkt(z, 7) lauft,
zuruckwerfolgen bis sie einenderRanderdesStreifenskreuzt.

DerPunkt(z, t) liegtaufderCharakteristikc = xo+at mit zo = 7—at. DieseCharakteristik
kreuztdie z-Achseim Punkt z,. Liegt der Punkt z, innerhalb der Strecke [X;, X;]
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(s.Abb. 1.2, A), soist die Losungin (7,¢) durchdie Anfangsbedingunén z, bestimmt:
u(T, 1) = ug(wo) = uo(T — at). Liegt der Punktz, daggenaullerhallwer Strecke X, , X;]
(s.Abb. 1.2,B), so kreuzt die Charakteristik die Geradex = X; an der Stelle
to =t + (X1 — 7)/a, unddie Losungu(z, ¢) wird durchdie Randbedingund ¢, bestimmt.
Zusammengefalknndie soberechneté dsungfolgendermalRedagestelltwerden:

uo(x — at), wenn x —at > X,
u(z,t) = (1.30)
U

(t—l—%), wenn r —at < X4

Analogzu (1.25- 1.27)kannmanzeigen,dal3die Funktion(1.30)der Integralformder li-
nearerKorvektionsgleichungeriigt. Ist die Funktionu(z, ¢t) nichtstetigdifferenzierbarso
handeltessichumeineschwaché 6sungansonsterst die konstruiertdcunktiongleichzei-
tig eineklassischd_dsungder Differentialgleichund1.19),dain diesemFall die Integral-
form unddie Differentialformaquialentsind.

Nun wollenwir 2 Referenzbsungenvorstellen,die wir als Testflle in weiterenAbschnit-
tendieseKapitelsverwenderwerden.n beidenFallenwird derLosungsstreifedurchdie
AnfangsstreckéX, X;]=[0, 2] definiertundwir nehmeran,dafidie Konvektionsgeschwin-
digkeita gleich1 ist. Die Formel(1.30)vereinfachsichdannzu

{ up(x —t), wenn x—1t>0
u(z,t) = (1.31)

p(t —x), wenn x—1t<0

TestbeispielNo.1. Im erstenTestbeispielvird einestetigdifferenzierbae Losungdaimge-
stellt. Die Anfangsbedingungei durchdasWahrscheinlichkeitsinggal der Normalertei-
lung mit Parametern;, undo gegeben:

uo(z) = N(z;z0,0) = ! / e_%(x_cg;w dz, x €[0,2]. (1.32)

2no
DieseAnfangsbedingungannalseinestetigeApproximationderHeavysideschenSprung-
funktion

0, wenn x < xq
h(xz;xg) = (1.33)

1, wenn zo <=z

betrachtetverden DabeidefiniertderWertvon z die Positionder Sprungstelleyundo - die
SteilheitdesWahrscheinlichkeitsinggalsander Stelle x:

N (2520,0)| ey, = ! (1.34)

r=ro omo
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Abbildung 1.3: Hearyside'sche Sprungfunktionsawie ihre Approximation durch das Wahr
scheinlichkeitgtegralfir o = 0.1 unde = 0.02.

In Abbildung1.3sinddie HearysidescheSprungfunktiorfir o = 0.4 sowie die Funktion
N(z; zo, o) fur 2 unterschiedliche-Wertedamgestellt.

Die Randbedingungeinundurch

u(t) = N(—t;ze,0), t>0 (1.35)

gegebenWegenu(z —t) = p(t — z) folgt aus(1.31),dal3die LosungderlinearenKornvek-
tiongleichungmit der Anfangsbedingungl.32) und der Randbedingungl.35) durch die

Formel

u(z,t) = N(x—t;z0,0), 2 €1[0,2],1>0 (1.36)
beschriebemvird. DasStartprofilder Losungsawie ihr Verlaufzu denZeitpunktery = 0.5
und¢ = 1 sindin derAbb. 1.4fur denFall zo = 0.4 undo = 0.02 abgebildet.

Fur die programmtechnischidmsetzunglesTestbeispielsst eswichtig zuwissen dal’das
Wahrscheinlichkeitsintgal NV (z; zq, o) durchfolgendeBeziehunglaigestelltwerdenkann:

[ =

N(z;z0,0) =

1 T — g
—|—§-erf( ﬂa). (1.37)

[N}
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Abbildung 1.4:TestNo.1 (¢ = 0.02): Anfangsprofilund Losungserlaufzu 2 verschiedenen
Zeitpunkten.

Hier bezeichnetr f(x) die ,errorfunctiorf , die folgendermal3edefiniertist:

2 7 .
erf(z) = \/—Eo/e dx. (1.38)

Die Funktioner f(z) istin denmeistenFORTRAN-Compilernals,,intrinsic functiorf ent-
halten.AulRerdemkanndie Randbedingungl.35)fur denFall z, = 0.4 undo = 0.02 mit
einersehrhohenGenauigkeitlurchNull approximiertwerden.

TestbeispielNo.2. Im zweitenTestbeispiewird einedikontinuierlidheLdsungdaigestellt.
Die Anfangs-undRandbedingungeiendurchfolgendeFunktionengegeben

0, wenn 0<2<0.2
ug(z) = 1, wenn 0.2 <2 <0.6 (1.39)

0, wenn 0.6 <x <2

p(t) = 0,1>0 (1.40)

Wir sind ander Entwicklungder Losungim Zeitintenall ¢ € [0, 1] interessiertWahrend
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Abbildung 1.5: TestbeispieNo.2: Anfangsprofilund Losungserlaufzu 2 verschiedeneieit-
punkten.

diese<eitintenalls kanndie Losungfolgendermaledargestelltwerden:

0, wenn x <0.2+1

u(z,t) = I, wenn 024+1<2<0.641 (1.41)

0, wenn 06 +1<ux

DasStartprofilder Losungsawie ihr Verlaufzu denZeitpunktens = 0.5 und¢ = 1 sindin
derAbb. 1.5dagestellt.

1.3 Finite-Volumen-Formulierung

Im letztenAbschnittdieseKapitelshabenwir die analytishe LosungderlinearenKornvek-
tionsgleichundhemgeleitet.Der RestdesKapitelswird sichmit der Entwicklungdernume-
rischen Methodenzur LosungdieserGleichungbefassenAlle Diskretisierungssrfahren,
die wir betrachterwerden,basiererauf einereinheitlichenFinite-Volumen-rmulieung,
die in diesemAbschnitthemgeleitetwird. Die Finite-Volumen-formulierurg enthalt Kon-
vektionsflisseliberdie Seitender Kontrollvolumina,die sich nicht eindeutigausdenWer-
ten der diskretisiertenLdsungbestimmenassen.Diese Kornvektionsflissemiissendaher



1.3: FINITE-VOLUMEN-FORMULIERUNG 25

durchdie Werteder Gitterfunktionapproximiertwerden.JenachverwendeteApproximati-
onsformelerhalt manentsprechendnterschiedlich®iskretisierungserfahrenDie Finite-
Volumen-ormulierungkannsomit als ein Halbfabrikatangesehewerden,daserstdurch
die Spezifizierungler Berechnungler Korvektionsflissezu einemausformuliertemume-
rischenAlgorithmuswird. In diesemAbschnittwird nurdie HerleitungderFinite-Volumen-
Formulierungdurchgetihrt,die einzelnerDiskretisierungserfahrerwerdenin dennachfol-
genderAbschnittendiskutiert.

Die unterschiedlicherpproximationender unbekannterMassenstime tiber die Seiten
derKontrollvoluminahabenzur Folge,dal3auchdie AufstellungdernumerisbtenRandbe-
dingungerfir jedeskonkreteDiskretisierungsgrfahrengesonderbetrachteiverdenmulf3.
Diesewerdendaherjeweils zusammermit dem konkretenDiskretisierungserfahrenim

entsprechendeAbschnittdiskutiert.In diesemAbschnittwollen wir der Problematikder
numerischermRandbedingungerunachstausdemWege gehenund einfachheitshalberon

einemunendlicherBerechnungsgebietusgehenauchwenndie Losungeiner Gleichung
aufeinemraumlichunbeyrenzterGebietnumerischgarnichtrealisierbaitst.

Wir betrachteralsodasCauchy-Problenfir die eindimensionaléineareKornvektionsglei-
chung:

u+au, = 0, x€(—00,400),1>0 (1.42)

u(x,t =0) = wup(z), x € (—o0,+00). (1.43)

Es wird zurachstein numerischedNetz tiber das Berechnungsgebigfelegt. Wir werden
dabeivon einem aquidistantenGitter ausgehenpbwohl die meistenVerfahrenauf den
Fall nichtaquidistanteGitter verallgemeinertverdenkonnen.Die Maschenweiten der z-

RichtungseidurchAz bezeichnetyndderZeitschrittdurchAt¢. Dasnumerischésitterwird
durchdie Wertepaaréz;, t,,) definiert,wobei

x, = 1-Azx, 1=..,—-1,0,1,2,... (1.44)
t, = n-At, n=0,1,2,...
gilt.

DerWertz; definiertdenMittelpunktdes:-tenKontrollvolumensDie Randpunkte&les:-ten
Volumenelementsindentsprechendurch

Tiiyp = x;—Axf2=(1-1/2) Az
T2 = i +Az/2=(+1/2) Az

definiert(s. Abb. 1.6).
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U|-1 Ul Ui+1

Uy, aU,

l —= l — l

A S S S,

Xi-l /|\—| XI |—l X|+1
Xi-‘1/2 Xi-l-‘l/2

Abbildung 1.6: Skizzedesi-tenKontrollvolumens.

JedemWertepaar(z;, t,,) wird eineGroBel’ zugeordnetdie als numerischeApproxima-
tion der exaktenLosungder Korvektionsgleichungnder Stelle(z;, ¢,,) interpretiertwird.
Derzu approximierend&Vertwird mit »? bezeichnet:

U =ul = u(z,ty,). (1.45)

Die Startwerteder gesuchterGitterfunktion U kdonnendirekt ausder Anfangsbedingung
(1.43)ermitteltwerden:

U2 :=u) = wu(z,0) = uo(x;). (1.46)

Dasnumerischd.osungserfahrensoll nunermbglichen,die Werteder Gitterfunktionzum
Zeitpunktt,,; ausdenWertender Gitterfunktionzum Zeitpunktt,, rekursv zu berechnen.
Dazuwird die Gleichung(1.42) iberdasKontrollvolumen[z;_; /2, z;11/2] Sowvie Uberdas
Zeitintenall [¢,,, t,,+1] integriertunddurchAz At dividiert:
tng1 Tit1/2

/ (ut + aug)dzdt = 0. (1.47)
tn Ti—1/2

AnschlieRendverdendie einzelnenTermedurchdie Werte{U™} und{U"*' } approximiert.

1
AzAt

Wir behandelrdie beidenSummandeneszu integrierendenAusdrucksseparatFur den
erstenSummandegilt:

tnt1 Tit1/2 Ti41/2 tnt1

1 1 1
I, = / / usdrdt = — /utdt dr } =
tn Ti_1/2 Ti—1/2 tn

AzAl Al ) Az
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1 1 Tit1/2 1 Ti41/2

Ti—1/2 Ti—1/2

Nun wird angenommen,daf3 bei kleinen Werten von Az die Funktionen u(.,t,)
undu(., t,41) im Intenvall [z;_, /2, 241 /2] durchdenFunktionswerin der Mitte deslInter-
vallshinreichendyenawapproximiertverdenUnterBerticksichtigungron (1.45)ergibt sich
folgendeDarstellungfiir denAusdruck/;:

1 1 1
L =~ Al {E(U(%tnﬂ) -Az) — E(u(l’ivtn) : Ax)} =

Wt —wp Ut Uy
[
~ .

= 1.48
At At ( )
Fur denzweitenSummanderaus(1.47)qgilt:
L 1 tnt1 Tit1/2 o 1 1 tnt1 [ Tit1/2 ] al
Q_A:z;At/ /“u” ~ Az At/ /““” -
tn Ti_1/2 tn Ti—1/2
1 1 ntl 1 tnt1

e E E t/ au($i+1/2,t)dt — E / au(l'i_l/z,t)dt . (149)

Zur Auswertungderbeidenintegralein (1.49)konnendie Wertederunbekanntefrunktion
in denZeitpunktent = ¢,, undt = ¢,,,; eingesetztverden Werdenausschliel3licldie Werte
der Zeitebene = ¢, verwendetso fuhrt daszu einemexpliziten Diskretisierungserfah-
ren.Werdendaggennur die Werteausder Zeitebene = ¢,,; eingesetztergibt sicheine
vollimplizite ZeitdiskretisierungBeide Verfahrensind ersterOrdnunggenau.Die zweite
Ordnungder ZeitdiskretisierundcannerreichtwerdenwennderBeitragder Funktionswer
te ausbeidenZeitebenen = ¢, und¢ = {,,; je zu Halfte beriicksichtigtwird (die sog.
Crank-NicolsoAMethode) Wir werdenausStabilitatsgiindenausschliel3lictdie vollimpli-
zite DiskretisierungrerwendenAuf andereZeitdiskretisierungsrfahrengehenwir spater
im Kapitel 5 ein. DaslIntegral /; wird somitwie folgt approximiert:

1

1 1
[2 ~ E {E(du('ri-}-l/??tn-l-l) . At) — E(au(xi—l/%tn—}—l) : At)} =

n+1 n+1
au($i+1/27tn+1) — au(l’i—1/27tn+1) N an+1/2 - C‘Ui—1/2

1.
Az Az (1.50)
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Die neuenGrt)fSenU;;*f/2 bezeichnemlabeidie numerische\pproximationerdergesuch-
ten Funktionu(z, ) andenStellen(z;1/2,1,+1). An diesenStellenist die Gitterfunktion
{U™*'} jedochnichtdefiniert.Die WerteUZTll/2 musserdeshaltausdenWertender Gitter-
funktionin denKnoten(z;,t,+1), (Zit1,tnt1), (Tit2, tnt1) USW interpoliertwerden.Jede
konkretelnterpolationsformefiiir Uf_*ll/Q kanndabeivoneinerunterschiedliche(endlichen)
Anzahl der ElementedesVektors/"+! = {U/"+'} abhangendie um dasElementt/+
»zentriert sind. Wir werdendaherfolgendeeinheitlicheFormulierungverwendenjn der
die genaueAnzahlderin die Interpolationmiteinbezogeneiachbarknotemicht explizit
anggebenwird:

alUlt, = FU™5i—1/2), (1.51)

k3

Die FunktionF'(U"*'; 4 — 1/2) wird als,,numerisber Korvektionsswni bezeichnet.

Setztmannundie Approximationen1.48)und(1.50)fur /; und/; in die Gleichung
[1 —|— [2 — 0

ein, ermalt mandie Finite-\blumen-Brmulierungfir die lineareKornvektionsgleichung

UZTL+1 - UZL + aUZT-LI:l_ll/Q - U2n—+11/2
At Az

= 0. (1.52)

Unter Beruicksichtigungvon (1.51) laf3t sich die Gleichung(1.52) auchfolgendermal3en
schreiben:

Uttt —ur N FU™ 0 4+1/2) — F(U 0 —1/2)
At Az

— 0. (1.53)

Die letzte Schreibweiseler Finite-Volumen-Brmulieunghatgegeriiberder Schreibweise
(1.52)denVorteil, dal3sieauchfir denFall einernichtlinearerhyperbolischertleichung

u+ f(u)y = 0

verwendetverdenkann,wennmanmit F'(U"*!;i — 1/2) die numerischeApproximation
desKorvektionsstroms

tnt1

v R G

1 = F(U™ i — 1)2 1.54
Al (U™ 0 —1/2) (1.54)

LT=T;—1/2

n

bezeichnet.
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Ist die Funktion F'(U"*;i — 1/2) genauspezifiziert,so liefert die Finite-Volumen-for-
mulierung(1.53)eineimplizite Gleichung,ausder U™*! als Funktionalvon /" berechnet
werdenkann:

Uttt = FV(UM). (1.55)

Ist dernumerisché&lorvektionsstrom¥'(U/; i — 1/2) einelineareFunktionvon U/, soist auch
F'V einlinearerOperatoyd.h.

FV(a,U' + ay,U%) = a, FV(U') + a, FV(U?), Yay,ay € R, YU', U* € R™. (1.56)

Mit Hilfe desFunktionalg1.55)kannnundie numerisché&dsungl/™ zumZeitpunkt: = ¢,
ausdenStartwerteri/® (1.46)rekursv berechnewerden:

U = (FV)"(U°). (1.57)

Konvergenz. Unswird interessierenyie gutdie aus(1.57)berechnet&itterfunktionl/”
die exaktenLosungswerte.” = {u"} approximiert.Um die Gite der Approximationzu
quantifizierengdefiniererwir dennumerischeffrehlert, (Az, At) als1-NormderDifferenz
zwischendenVektoren/™ undw”:

E.(Az,At) = |U" —u"|| = Az ) |UP —u?|. (1.58)

Eine numerischd.0sungsmethodeeif3tkonvergent wennfur jedenZeitpunktt = 7" > 0
die Differenzzwischender numerischerund der exakten Losungder Gleichungbei fei-
nerwerdenderGitterngegenNull geht.Die AnzahlderZeitschritter, die gemachiverden
mussenum die Losungim festvorgegebenZeitpunkt?' zu berechnenhangtfolgenderma-
Renmit derZeitschrittweiteAt zusammen?' = nAt. KorvergenzeinesLdsungserfahrens
bedeutesomit,dal3fur V7 > 0

Alir_lglo E.(Axz,At=T/n) = 0 (1.59)

geltenmul3.

Die KorvergenzeinesLosungserfahrensbesagtnur, dal3die numerischeLdsunggegen
die exakte Losungkonvermiert. Sie gibt jedochkeinenAufschluf3dariber wie scnell die
Gitterfunktiongegendie exakte Losungkorvergiert. Die Geschwindigkeitler Korvergenz
wird erstdurchdie Kornvergenordnungbeschrieben.

Der numerischd=ehlerE,, (Az, At) hangtsavohl von der ZeitschrittweiteAt alsauchvon
der MaschenweiteAz ah Bei der zeitlichenDiskretisierunghabenwir unszunachstaus-
schlie3lichauf die vollimplizite Methodefestgelgt. Die ortliche Diskretisierunghangtje-
dochvon der konkretenDarstellungdes numerischerKorvektionsstromst'(U; 7 — 1/2)
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ah Unterschiedlichéviethodender ortlichenDiskretisierungverdendasThemafolgender
Abschnittesein. Fur uns stehtdeshalbzunachstder Vergleich dieserMethodenmiteinan-
der und somit die Abhangigkeitdes numerischerf-ehlersvon der MaschenweiteAz im
Vordegrund. Wir sonderndaherden numerischerOrtsfehler £(Az) aus,indemwir den
ZeitschrittweitenantetiwusdemGesamtfehlef, (Az, At) durcheinenGrenzibegangeli-
minieren:

E(Az) = lim FE,(Az,At). (1.60)

At=T/[n

HinterdieseDefinitionstehteineAnnahmegdalidie Zeitschrittweitesokleinist, dal3siekei-
nenEinfluBaufdie HohedesGesamtfehlermehraugibt. Man beachtedal3dernumerische
Ortsfehlerau3envon Az auchnochvomfixiertenZeitpunkt? abhangt.DieseAbhangigkeit
wird jedochnichtexplizit anggebengdawir in unseremumerischeVergleichseperimen-
tenimmerdenselbeZeitpunktfur alle Diskretisierungserfahrerverwenderwerden.

Man sagt,dal3ein Diskretisierungsgrfahrenvon der Korvegenzodnungyp ist, wennp die
grol3teZahlist, fur die

E(Az) = O(Az?) (1.61)

gilt. JegrolRerdie Kornvergenzordnung einesVerfahrensst, umsoschnellekornvergiertdie
numerischd.dsunggegendie exakteLosungder DifferentialgleichungwennAx reduziert
wird.

Konsistenz. EinenotwendigeBedingungderKornvergenzist die KonsistenzlesDiskreti-
sierungserfahrensKonsistenzinesDiskretisierungserfahrensdedeutetdal beim Uber
gangAz — 0,At — 0 die diskretisierteGleichungin die urspiinglicheDifferentialglei-
chungubegeht.Die KonsistenaefiniertalsoeinenZusammenhangwischerderDifferen-
tialgleichung(1.42)undderdiskretisierterGleichung(1.53).

Um die Definition der Konsistenzu formalisierenfuhrenwir denBegriff deslokalenAb-
bruchfehlersein. Der lokale AbbruchfehlerL(Az, At) ist die Differenzzwischender dis-
kretisiertenGleichungund der Differentialgleichungwenndie exaktenLdsungswertein-
gesetztverden:

L(Az,At) =

C(ut = N F(u™tt;i+1/2) — F(u™t;i—1/2)
At Az

— (uy + auy)
T, =T S——

tn=t =0
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N Az

_ (u?“—u“ F(u”“;i—l—l/?)—F(u”“;i—l/Q))

(1.62)

Der Ausdruckin denrundenKlammernentsprichtder Finite-Volumen-Brmulierung an
der Stelle (z;,t,). Wegenz; = i - Az, ¢, = n - At wirde sich beim GrenZibeigang
Az — 0,At — 0 die Stelle (z;,¢,,) dem Koordinatenanfang0,0) nahern.Um diese
Abhangigkeitzu eliminieren,wird daherdasWertepaar(z;,t,) vor dem Grenzibegang
durchein beliebigesaberfixiertesWertepaar z, ¢) ersetztDie KonsistenzinesDiskreti-
sierungserfahrendedeutesomit,dafd

lim L(Az,At) = 0 (1.63)

Az—0
At—0

gilt.
Analog zum numerischerOrtsfehlerkann man den Begriff desortlichen Abbruchfehlers
einfuhren:

L(Az) = lim L(Az,At). (1.64)

At—0

Die grof3teZahlp, fur die
L(Az) = O(Az?) (1.65)

gilt, wird als (ortliche) ApproximationsodnungdesDiskretisierungserfahrendezeichnet.
Bei einemkornvergenterDiskretisierungserfahrenst die Korvergenzordnungn derRegel
um sohoher je hoherdie ApproximationsordnungesVerfahrensst.

Stabilitat. Die KonsistendesDiskretisierungsegrfahrensst nur einenotwendigeBedin-
gungfur desserKorvergenz.Eine weiterenotwendigeBedingungder Korvergenzist die
sog. Stabilitat des Verfahrens Ein numerisched. 0sungserfahrenheil3t stabil, wennder
Fehler E,(Axz, At) gleichmaRigbeschanktist bein — oo fur alle fixierten Zeitschritt-
weiten At < Aty. DasAquivalenz-Theoremvon Lax [99] besagtdaRfir ein konsistentes
lineares Verfahren(s. (1.56)) Stabilitat eine notwendigeund hinreichendeBedingungder
Korvergenzist. Dabeistimmendie Konvergenz-und ApproximationsordnungesVerfah-
rensuberein.Fur ein nichtlineares VerfahrenbedarfesallerdingseinerandererDefinition
der Stabilitat, damitein konsistentesind stabilesverfahrerkorvergentist.

Bezeichnungen. Zum Abschluf3des Abschnitteswollen wir noch eine Kornvention be-
zuglich der Bezeichnungettreffen. In weiteren Kapiteln wird die Finite-Volumen-
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Formulierung(1.53) mit vielen unterschiedlichen numerischen Konvektionsstrom-
funktionen F(U"*';i — 1/2) verwendetDieseGleichungenthalt die Werte der Gitter-
funktion auf zwei Zeitebenen{/™ und U"*!. Der genaué\ert desZeitindex » ist in den
meistend=allenallerdingsnicht relevant,mankonntez.B. genauso gutdie Bezeichnungen
U** und U™** verwendenUm die Lesbarkeitder Formeln nicht unnitig zu erschweren,
wird dahervereinbartdaBmit {7 immerdie Werteder ,neuef\ Zeitebend/"*! bezeichnet
werden,und mit I/ — die Werteder ,alterf Zeitebend/”. AuBerdemwerdendie Indizes
i — 1/2 und: 4 1/2 oft durch/ undr (,links* bzw. ,recht§ von:) ersetztdortwo esdem
bessereiverstindnisdienenkann.Die Finite-Volumen-Formulierung(1.53),zum Beispiel,
konntein derneuerkompakterSchreibweiséolgendermalieaussehen:

UZ'—UZ'_I_F(U;T)—F(U;Z)

= 0.
At Az

1.4 Upwind- und Downwind-Diskr etisierung

Damit die Finite-Volumen-frmulierurg (1.53) zur Berechnungler Gitterfunktion/ ein-
gesetztverdenkann,misserzunachstdie numerischetornvektionsstomeandenRandern
desVolumenelementspezifiziertwerden.Da die Gitterfunktion/ nurin denZentrender
Kontrollvoluminadefiniertist, missendie Werte der Gitterfunktion an den Randernder
Kontrollvoluminainterpoliertwerden.Man muf3also eine Annahmetiberden Verlauf der
LosungzwishiendenGitterpunktertreffen.

Die einfachsteM oglichkeitbestehtdarin,dalimaneinenkonstanten/erlaufder gesuchten
FunktioninnerhalbjedesVolumenelementannimmit:

U(.Z') = Ui; S [iﬂi_l/g,ll?H_l/Q] (166)

Diese Formulierungist jedoch nicht konsistent,da jedem Rand einesVolumenelements
gleichzeitigzwei Funktionswerteugeordnewerden.Der Randpunktz;_, /,, zumBeispiel,
gefort savohl zum Volumenelement]z;_3/,, z;_1/2] als auch zum Volumenelement
[%;_1/2, zi11/2]. Die FunktionU(z) sollte daheraut (1.66)ander Stellez;_, , gleichzeitig
zweiWerte,namlichU;_; undU;, annehmenDies stehtmit der Definition der Funktionals
einereindeutigembbildungim WiderspruchlUm diesenWiderspruchzu beseitigenmul3
mansichfur einenderzweimoglichenWerteentscheiderEntscheidemansichkonsequent
(d.h.fur Randeraller Kontrollvolumina)fur denWert der Gitterfunktionmit demkleineren
Index, soerhalt manfolgendestiickweisekonstantdnterpolation(s. Abb. 1.7,0ben):

Ul)=U;, z€ (fﬂi—1/2,f€i+1/2]- (1.67)
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Downwind

Abbildung 1.7: Upwind- und Downwind-Interpoationderunbekanntefrunktion.
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Entscheidemansichdaggenkonsequentiir denWertderGitterfunktionmit demgrof3eren
Index, soerhalt maneineanderegbenfallsstiickweisekonstantdnterpolation(s. Abb. 1.7,
unten):

U(z) = Ui, z € [zis1)2, Tig1)2)- (1.68)

Im erstenFall erhalt manfolgendenAusdruckfir dennumerischeKonvektionsstrom:
ali_yjp = F""(Usi —1/2) = aU;_. (1.69)

Dashochgestelltgup’ ist eine Abkurzungfir dasenglischeWort ,, Upwind' . Sie kommt
daherdaRderWert der gesuchterrunktionander Stellex;_, ;, durchdenWert der Gitter-
funktionin der Stellez;_, approximiertwird, die sich stromaufwarts von der Stellez;_, ,
befindet.

Im zweiten Fall erréalt man den numerischenKornvektionsstromgder entsprechendls
» Downwind -Approximationbezeichnewird:

al;_yj = F*"(U;i —1/2) = aU,. (1.70)

Die BezeichnungenUpwind' und,,Downwind* sind nur fur denFall einerpositvenKon-
vektionsgeschwindigkeit sinnvoll. Ist « negat, dannmusserdieseBezeichnungenffen-
sichtlichausgetauschverden.

SetztmandenUpwind-Korvektionsstromn die Finite-Volumen-Gleichung1.53)ein, so
ergibt sichdie sog.Upwind-Disketisierungder Konvektionsgleichung:

upwiND : Ui + Uiz Ui

= 0. 1.71
At Az 0 ( )

Diese Formel kann man auchdirekt ausder linearenKornvektionsgleichungnittels eines
Finite-Differenzen-¥rfahrensableiten wennmanfur die ApproximationderortlichenAb-
leitungdie Ruckwartsdiferenzverwendet.

Der Einsatzdes Downwind-Konvektionsstromsn die Finite-Volumen-Gleichung(1.53)
fuhrtentsprechenduderDownwind-Disketisierung die einerApproximationderortlichen
Ableitungdurchdie Vorwartsdifferenzentspricht:

UZ' — UZ UZ — UZ
DOWNWIND : — +a *l = 0. (1.72)
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Upwind-Verfahren. Wir werdenzurachstdie EigenschaftederUpwind-Diskretisierung
untersuchemndzwaralsersteglie ApproximationsordnungVir nehmeran,dal3die Funk-

tion u(z, t) mindestensreifachdifferenzierbaist. Derlokale Abbruchfehleergibt sichaus

demEinsatzdesKorvektionsstromegl.69)in die Definition (1.62):

u(z,t+ At) — u(z,t) N u(z,t+ At) —u(z — Az, t + At)

Ar Af) — 1.7
L(Az,At) Al a A (2.73)
Der GrenZibegangAt¢ — 0 fuhrtzu
N N A u(z,t) —u(z — Az, t)
L(Az) = AI%IEOL(A:I:, At)=us+a Ao . (1.74)
Wir setzerdie Taylorentwicklungder Funktionu(., 1) umdenPunktz
2
u(z — Az, t) = u(z,t) — Azug(z,t) + : ; Ups(2,1) + O(AZ?) (2.75)
in die Gleichung(1.74)einunderhalten
alAzx 9
L(Az) = us + au, — 5 Uas + O(Ax?). (1.76)

Da manannimmt,daf3die Funktionu(z, ¢) eineLosungderlinearenKonvektionsgleichung
ist, ist die SummedererstenbeidenTermegleichNull, undesgilt

L(Az) = —GATJ;UM + O(Az?) = O(Ax). a.77)
Wir haberdamitgezeigtdalRdasUpwind-\Verfahrerkonsistentst unddie Approximations-
ordnungl hat.DadiesesVerfahrerlinearist, ist esnachdemAquivalenz-Theoremon Lax
fur die KonvergenzdesVerfahrenginreichendundnotwendig daRdasVerfahrenauchsta-
bil ist. Die Stabilitat eineslinearenVerfahrenkannmit vielenunterschiedlicheethoden
untersuchtverden die in einschégigenBicherniiberdie numerischeStromungsmechanik
austihrlich behandeltverden(s. z.B. [45]). Auf die DarstellungdieserMethodenwird in
dieserArbeitdahewerzichtetFur dasUpwind-\VerfahrererstetOrdnunggilt, dal3esabsolut
(d.h. unabtangigvon der ZeitschrittweiteAt) stabilist (,unconditionallystablé). Daraus
folgt, daRdasUpwind-Verfahrerkornvergentist unddie Konvergenzordnund. hat.

Im Unterschiedzu linearenVerfahrenist esbei nichtlinearerDiskretisierungserfahrenoft
nur mit erheblichemAufwandbzw. garnicht moglich, ihre Korvergenzordnunguftheore-
tischemWege zu bestimmenMan ist somitgezwungendie Konvergenzordnung@mpirisch
anhandsoneinzelnernTestbeispieleau ermitteln.Wir werdendaherdie Vorgehensweiseur
empirischerErmittlung der KorvergenzordnungeinesVerfahrensanhandder Testbeispie-
le No.1 undNo.2 (s. Abschnitt1.2) austihrlich erlautern.Es wird unsnicht tiberraschen,
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dal3fur dasTestbeispielNo.1 die empirischermittelte Korvergenzordnungles Upwind-
Verfahrenamit demtheoretischfestgestellteWert von 1 UibereinstimmtFur dasTestbei-
spielNo.2 werdenwir allerdingsnur die Korvergenzordnungon 0.5 feststellenDer ver-
meintlicheWiderspruchmit der Theorielal3tsichleicht erklaren.Der theoretiscrermittelte
Wert von 1 emibt sich ausder Ubereinstimmungwischender Korvergenzordnungind
derApproximationsordnunginesstabilenlinearenVerfahrensBei der Ermittlungder Ap-
proximationsordnungesUpwind-\Verfahrensiabenwir die mehrfacheDifferenzierbarkeit
derLosungvorausgesetzaindfur die Taylorentwicklungder Losung(s. (1.75))benutztim
TestbeispieNo.2 handeltessich allerdingsum einediskontinuierlicheLdsung,so dal3die
Annahmeder Differenzierbarkeiterletztist. Daherstimmtauchdie Konvergenzordnung
im TestbeispieNo.2 nicht mit demfur differenzierbard-unktionentheoretischermittelten
Wertuberein.

Bisherhabenwir die Upwind-Diskretisierunguur fur dasCauchy-Probleni1.42,1.43),d.h.
fur einraumlichunberenzted 6sungsgebiatiskutiert.In unsererlestbeispielenvird die
Losungallerdingsin einemortlich begrenztenGebietund zwarfir = € [0, 2] gesuchtDie
an die RandergrenzenderKontrollvoluminabedirfen einer besonderemehandlungdie
wir jetzt diskutierenwerden.

Eswird zunachstein numerischesitter iberdasBerechnungsgebigfelegt. Fur einebe-
liebige (aberfeste)natirliche Zahl N unterteilenwir dasBerechnungsinteall [0,2] in NV
Teilintervalle gleicherLange.Die Gitterpunkteseiennun durchdie Endpunkteder Teilin-
tenvalle sodefiniert,dalldemerstenPunktderindex 0 unddemletztenPunktder Index NV
zugeordnetvird:

D= << .. <z <...<ay=2

Bezeichnetnanmit Az = 2/N die LangeeinesTeilintervalls, sogilt in Ubereinstimmung
mit (1.44)

x, = 1-Azx, 1=0,1,2,...,N. (1.78)

Zu jedem Gitterpunkt mit dem Index: = 1,2,..., N — 1 gelbrt ein Kontrollvolumen
[i_1/2, Ti41/2] derLangeAz, dasim Innerendeslintervalls|0, 2] liegt. Wir bezeichneuliese
Kontrollvoluminadeshalbals innere Kontrollvolumina Fur jedesinnereKontrollvolumen
kanndie Upwind-Diskretisierund1.71) direkt angevendet werden. Man erhélt dadurch
N — 1 lineareGleichungen.

Der Punktz, liegt direkt am EinstomranddesBerechnungsgebieteder Wert der Gitter-
funktion U/, kanndaherdirektausderphysikalischefRandbedingungrmitteltwerden:

Un = iltns). (1.79)
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Abbildung 1.8: SkizzedesN -tenKontrollvolumens.

Am Ausstbmrand(zy = 2) liegt keinephysikalischeRandbedingungor. Zu diesemGit-
terpunktgehdrtauchkeininnereKontrollvolumen sodalidie Formel(1.71)nichtangeven-
detwerdenkann.Man kanndiesemPunktaberein ,halbe$ Kontrollvolumen[zx_1 /2, zn]
der Lange Az/2 zuordnen(s. Abb. 1.8) und die Finite-Volumen-Prmulierung wie fur
ein inneresKontrollvolumendurch zweifachelntegration der Kornvektionsgleichungiber
[TN_1/2,ZN] X [tn, 1a41] herleiten Analogzu (1.52)erhalt mandann

Uv—Un  aUy —alUn_ij9
At Az/2

_ 0. (1.80)

Hier brauchtnur der numerischeKorvektionsstromul/x _, /, approximiertwerden,woflr
der Upwind-KorvektionsstromuUx_; (S. (1.69)) verwendetwird. Die resultierendeslei-
chungfir dasRandwlumen

Uv —Ux N aUN —Un-a
At Az/2

=0 (1.81)

ergibt zusammemit den N — 1 Gleichungerfir die innerenKontrollvoluminaund der
Randbedingun@l.79)ein SystemdalRaus N + 1 linearenGleichungerfur N + 1 unbe-
kannteGroRen{U;,: = 0, N} bestehtDie zugeldrige Koeffizientenmatrixst tridiagonal,
dasGleichungssysterkannalsodurchdie L.U-Zerlegungfir tridiagonaleSystemebekannt
alsThomasAlgorithmus(s. z.B. [45]), gelostwerden.
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Die DefinitiondesnumerischeiGesamtfehlers, (Az, At) (1.58)soll nunebenfallfiirden
Fall einesendlichenBerechnungsgebietasngepalltverden.Da die beidenRandpunktes
und zy, jeweils mit einem, halbefi Kontrollvolumenin dasBerechnungsgebieingehen,
werdendie lokalenFehlerin diesenPunktemur mit einemFaktor Az /2 gewichtet:

A i=N-1 A
En(Az, Al) = 7$|Ug—ug|+m- 3 |Uﬂ—u;?|+7x|U]@—u?V|. (1.82)

7
=1

TestbeispielNo.1. Wir werdennun dasUpwind-Verfahrenzur Berechnungler numeri-
schenLosungfur denTestfallNo.1 mit zo = 0.4 undo = 0.1 einsetzenUnserZiel ist,
die KorvergenzordnunglesVerfahrenszu bestimmenDazumusserwir dasVerhaltendes
Ortsfehlerst(Axz) bei Az — 0 zu einembeliebigenaberfestenZeitpunktuntersuchen.
Wir wahlendafur denZeitpunkt7? = 1. Der Ortsfehlerist als GrenzwertdesGesamtfeh-
lers £, (Az, At) bei At — 0, nAt = T definiert. NumerischkannmandiesenGrenzwert
nur naherungsweiskestimmenmit einerbeliebighohenaberdennochestim vorausvor-
gegebenernGenauigkeitWir werdenuns dabeiauf die erstenvier signifikanntenStellen
beschanken.

Wir beginnenmit der MaschenweiteAz = 0.1. Wir mussennun die ZeitschrittweiteA¢
solangesukzessi verkleinern pis sichdie erstend signifikannterStellendesGesamtfehlers
(zumZeitpunkt7' = 1) nichtmehrandernin derTabellel.1sinddie WertedesGesamtfeh-
lersfur verschieden&eitschrittweitenAt¢ aufgelistet. Als NaherungswertlesOrtsfehlers
E(Az) fur Az = 0.1 erhélt mandie Zahl 0.1754. In der Abbildung 1.9ist der Verlaufder
Losungsowie deslokalenFehlers|U; — u,;| exemplarischfur At = 0.2 und A¢ = 0.00001
damgestellt.Bei derZeitschrittweiteA¢ = 0.00001 ist derZeitfehleranteibusdemGesamt-
fehlerfastvollstandigeliminiert(s. Tabellel.1).Bei derZeitschrittweiteAt = 0.2 liegt der
Zeitfehleranteilallerdingsnochin derselberGrof3enordnungvie der OrtsfehleranteilDie
durchgetfihrte Elimination desZeitfehlers aus dem Gesamtfehlerist daher eine not-
wendigeVoraussetzungur die korr ekte BestimmungdesK onvergenzverhaltensines
Verfahrens.

Wir wiederholendie Prozedurder Elimination des Zeitfehlersfiir unterschiedlichéMa-
schenweiterund erhaltenso den Ortsfehlerals Funktionvon Az in einertabellarischen
Form (s. Tabellel.2). Wir werdeneinesolcheTabellealsE- Ax-Tabellebezeichnen.

Wir gehenmnun davon aus,dal3bei hinreichendkleinenWertenvon Az der Ortsfehlersich
folgendermal3ewerhalt:

E(Az) = CAzP. (1.83)
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At | E.(Az,Al) | At E.(Az, At)

2 0.3012529491 .001 | 0.1764255058
i 0.2517855533 .0005 | 0.175917959¢
.05 | 0.2187887219 .0002 | 0.1756125256
.02 | 0.1944360214 .0001 | 0.1755105623
.01 | 0.1852530811 .00005| 0.1754595527
.005| 0.1804194249 .00002| 0.175428936¢
.002| 0.1774349795 .00001| 0.1754187303

Tabellel.1: TestNo.1 (s = 0.1): Gesamtfehleals Funktionvon At beiAz = 0.1.

Test No.1, sigma=0.1, UPWIND Test No.1, sigma=0.1, UPWIND
dx=0.1, dt=0.2,FE(dx,dt)=0.3012 dx=0.1, dt=1.E-5, E(dx,d)=0.1754
1 T T T T T T T 1 T T T T T T T
[ ]
0.8 q 0.8
— u(i,n) — u(i,n)
e U(i,n) e U(i,n)
06 |---- |U@,n)-u(,n)| 06 - |---- |U(@i,n)-u(i,n)|
04 04
0.2 /,’ 0.2
.
@ o
0@ — .w I L 1 I I I 0 *-0-0-© %e_l’, L 1 ! I I
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 138 2
X X

Abbildung 1.9: TestNo.1 (o = 0.1): VerlaufderLdsungsowie derlokalenFehler|U; — u;| fur
zwei unterschiedlich@eitschrittweiten.

Fur zweiunterschiedlich&aschenweiter\ z; und Az, gilt dann

E(AZE1) N (A.ﬁl}l)p

worausmanfolgendeApproximationsformefur die Korvergenzordnung erhalt

PR log<2_2) (ggii:;) . (1.85)

Wir setzemunjeweils zweinachfolgenddlaschenweiteausderTabellel.2in die Formel
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Az

Az

1.000e-1
5.000e-2
2.500e-2
1.000e-2

1.754e-1
1.142e-1
6.936e-2
3.304e-2

5.000e-3
2.500e-3
1.000e-3
5.000e-4

1.793e-2
9.417e-3
3.894e-3
1.970e-3

Tabelle1.2: TestNo.1 (s = 0.1): Ortsfehlerals Funktionvon Az.

2.500e-3
0.9637

1.000e-3
0.9830

Az | 1.000e-1
p | 0.6190

5.000e-2
0.7194

2.500e-2
0.8093

1.000e-2
0.8818

5.000e-3
0.9290

Tabelle1.3: TestNo.1(o = 0.1): Approximationswertéir Korvergenzordnung fir unter
schiedlicheMaschenweiten\z.

(1.85)einunderhalterApproximationswertélr p, diein derTabellel.3zusammengetragen
sind.EinesolcheTabellewerdenwir entsprechendlsp-Ax-Tabellebezeichnen.

Aus der p-Az-Tabellewird ersichtlich,da3mit zunehmende&itterfeinheitder empirisch
ermittelteWert der Approximationsordnungichimmerwenigervon demtheoretischher
geleitetenNVertvon 1 unterscheidet.

Die hier vorgestellteMethodezur empirischenErmittlung der Korvergenzordnungeines
Diskretisierungserfahrenswird in diesemwie auchin denfolgendenKapitelnnochmehr
malsangevandt.Eswird dabeiallerdingsnurdasEndegebnisprasentiertentwedeim Form
einerp-Azx-Tabelleoderin Form einesp-Ax-Diagramms. Ein p-Az-Diagrammist eine
graphischdarstellungderWertepaarausder p-Az-Tabelle wobeidie p-Achselinearund
die Az-Achselogarithmischskaliertwird. Eine logarithmischeSkalierungist sinnvoll, da
aufeinerlinearskaliertenAchseder Abstandzwischenzwei benachbarteldVertenvon Az
immer kleinerwird, wenn Az gegenNull geht.Ein der p-Az-Tabelle1.3 entsprechendes
p-Az-Diagrammist in derAbb. 1.10dagestellt.

Analog zum p-Az-Diagramm konnendie Wertepaare aus einer E£-Az-Tabelle in ei-

nemE-Ax-Diagramm graphiscidamgestelltwerden Hier werdenallerdingsbeideAchsen
logarithmischskaliert,da sovohl die Az-Werteals aud die F-Werteimmer dichter bei-
anandetiegen,wennAzx gegenNull geht.Einedoppel-logarithmisch&kalierunghatauch
einenandererVorteil. BenimmtsichderOrtsfehlerbei hinreichendkleinenWertenvon Az

wie (1.83),sogilt auch

log E(Az) ~ log C' + p - log Ax. (1.86)
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Test No.1, signaa=0.1, UPWIND
p—dx-Diagramm
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dx

Abbildung 1.10: TestNo.1(c = 0.1): Dasp-Az-Diagrammfur dasUpwind-Verfahren.

Das bedeutetdal3bei einerlog-log-Skalierungder OrtsfehlereinenlinearenVerlauf hat,

mit einerSteigunggdie proportionalzur Korvergenzordnung ist. Ein £-Az-Diagrammist

insbesonderdannniitzlich, wennmandie Effektivitat mehreremDiskretisierungssgrfahren
aneinemTestbeispiel/ergleicht. Man kanndamitgleichzeitigsovohl die Kornvergenzord-
nung als auchdie absolutenWerte desOrtsfehlersbeim Einsatzverschiedene¥erfahren
miteinandewergleichen.Fur dashier diskutierteTestbeispielst das £- A z-Diagrammfur

dasUpwind-Verfahrenn derAbb. 1.11dagestellt.

Zum AbschluRschauemwir unsdie Losungsprofileuf vier unterschiedlichenumerischen
Gittern an (Abb. 1.12). Man sieht, dal3die Annaherungder numerischerLdsungan die
exaktenLosungsprofilenur sehrlangsamerfolgt, und dal3 selbstbei einer Maschenweite
Az = 0.005 (dasentsprich400 Gitterpunkten)er UnterschiedzwischenbeidenProfilen
sehrdeutlichzu sehenist. Interessanist auchder CharakterdesnumerischerOrtsfehlers.
Qualitatv wird dasVerhaltender Losungkorrektwiedegegeben die berechneterProfile
sind aberdurcheinenim Vergleich zur exaktenLosungflacherenVerlauf gekennzeichnet.
Der Grundfur diesediffusive VerhaltendesUpwind-\erfahrensvird im weiterenVerlauf
diesesAbschnitteserklart.

TestbeispielNo.2. Wir wollen nun die Konvergenzordnungles Upwind-Verfahrendtir
den Testfall No.2 bestimmenWir lasseneine austihrliche Beschreiling aller Zwischen-
schritteaus,und prasentieremur dasEndegebnisin Form einesp-Az-DiagrammsAbb.
1.13).Wie bereitserwahnt,betiagtdie empirischermittelteKonvergenzordnungn diesem
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Test No.1, signaa=0.1, UPWIND
E-dx-Diagramm

1.0000

0.1000

E 0.0100
® Tabellen—Werte
0.0010 ¢ —— E(dx)=3.9*dx
0.0001 ‘ : ‘
0.0001 0.0010 0.0100 0.1000

dx

Abbildung 1.11: TestNo.1 (o = 0.1): Das F-Az-Diagrammfur dasUpwind-Verfahren.

Fall nur 0.5, wasauf die Diskontinuitt der Losungzuriickzufihrenist. In Abb. 1.14 sind
die Losungsprofiléir 2 unterschiedlichdlaschenweiteaufgetragenWahrendm Testfall
No.1 auf einemGitter mit 400 Kontrollvoluminaeine durchausbrauchbardJbereinstim-
mung mit der exaktenLodsungfestgestelltverdenkonnte,kannim TestfallNo.2 auf dem
gleichenGitter kein zufriedenstellendeBrgebniserzieltwerden(Abb. 1.14,links). Selbst
aufeinemGitter mit der Maschenweite\z = 0.0005 (entsprich4000(!) Kontrollvolumi-
na)kannmandeutlichdie Unterschiedewischenderexaktenunddernumerischem.dsung
erkenner{Abb. 1.14, rechts).

Steile Gradienten. DasProblemmit demschlechterKornvergenzerhaltendesUpwind-

Verfahrendritt nichtnurim Falle einerdiskontinuierliche.dsungauf, sonderrauchdann,
wenndie LosungsteileGradienteraufweist,wie dasz.B.im TestbeispieNo.1fur o = 0.02

derFall ist (s. Abb. 1.4). Aus demp-Az-Diagramm(Abb. 1.15)erkenntman,dal3die em-
pirischermittelteKonvergenzordnungichzwardemtheoretischeiertvon 1 nahert,aber
selbstauf einemsehrfeinen Gitter mit der MaschenweiteAz = 0.001 nochweit davon

entferntist. Daskommtdaher daf3der Anstieg derLosungvom Wert 0 aufdenWert 1 sich

aufeinemsehrengenntenall vollzieht,undobwohldieserAnstieg auf einekontinuierliche
Weiseerfogt,wird dieseKontinuitatnur aufsehrfeinenGitternvomnumerischeverfahren
erfaRt Auf dengroberenGitterndageen,,fallt* dieserstetigeUbeigangdurchdasnumeri-
scheGitter, unddie numerisché.dsungbenimmtsichwie im Falle einerdiskontinuierlichen
Losungsfunktion.



1.4: UPWIND- UND DOWNWIND-DISKRETISIERING 43

Test No.1, sigma=0.1, UPWIND Test No.1, sigma=0.1, UPWIND
dx=0.05, H(dx)=0.1142 dx=0.025, E(dx)=0.06936

T (" 1 7
o*® ,'
0.8 - 0.8 - q
— u(i,n) — u(i,n)
e U(i,n) e U(i,n)
06 |---- |U@,n)-u(,n)| 06 - [---- |U(@,n)-u(i,n)|
0.4 0.4
0.2 0.2t
0 -.,0? i 0 { ! | A
0 02 04 06 08 1 . 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 138 2
X X
Test No.1, sigma=0.1, UPWIND Test No.1, sigma=0.1, UPWIND
dx=0.01, E¢tix)=0.03304 dx=0.005, H(dx)=0.01793
1 T T T T T 1 T T T T T T
08 0.8 |-
— u(i,n) — u(i,n)
o U(i,n) * U(i,n)
06 |- [UG,n)-u(n)| 06 - [---- |U(@i,n)-u(i,n)|
04 0.4
0.2 0.2t
0 0 02 04 06 08 1 l‘.2 l‘.4 l.‘6 <14.8 2 0 0 02 04 06 08 1 l‘.2 lw.4 l.‘6\ l.‘8 2
X X

Abbildung 1.12:TestNo.1 (o = 0.1): VerlaufderLodsungsowie derlokalenFehler|U; — u;]
fur vier unterschiedlichdaschenweiten.

Numerische Diffusion. Wir habenbereitsgesehengal’die Ortsfehlerbeim Einsatzdes
Upwind-Verfahrens/or allemdadurchverursachtverden dal3die berechneté dsungeinen
flacherenVerlauf hat, als die exakte Losungder linearenKonvektionsgleichungDas gilt

sowvohl fur den Testfall No.1 als auchfir den Testfall No.2. Diesesstark diffusive Ver-

haltender Upwind-Diskretisierundaf3tsich auchtheoretischbegrinden.Schautmansich
denortlichenAbbruchfehler(1.76)an, so stellt manfest,dal’die Differenzenforme(1.71)
die ursprunglich&onvektionsgleichungl.42)zwarmit ersterOrdnungapproximiertaber
nochbesserund zwar mit zweiterOrdnung,approximiertsie die Konvektions-Difusions-
Gleichung

U + auy = Dug, (1.87)
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Test No.2, UPWIND, p—dx-Diagramm
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Abbildung 1.13: TestbeispieNo.2: Dasp-Ax-Diagrammfir dasUpwind-Verfahren.

Test No.2, UPWIND,dx=0.005, E(dx)=0.1128 Test No.2, UPWIND, dx=0.0005, E(dx)=0.03568
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Abbildung 1.14: TestbeispieNo.2: VerlaufderLosungfir 2 unterschiedlichdlaschenweiten.
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Test No.1, sigma=0.02, UPWIND

p—dx—-Diagramm
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Abbildung 1.15: TestNo.1 (s = 0.02): Dasp-Az-Diagrammfur dasUpwind-Verfahren.

mit
alAzx

D = - (1.88)

Wiurdemandie Gleichung(1.87)bei einemfestvorgegebeneWertvon Az (alsParameter)
exaktlosenunddieseexakteLdsungzusammemit der numerischeh.dsungder Konvek-
tionsgleichungmittels Upwind-\erfahrengauf einemGitter mit derselberMaschenweite
Az) graphiscidarstellensowirdemanpraktischkeinenUnterschieazwischendenbeiden
Profilenseherkdonnen.

Die GrofReD wird als numerisbe DiffusionbezeichnetWir sehendal3die Grol3eder nu-
merischerDiffusionlinearvon Az abrangtundmit zunehmendeGitterverfeinerunggegen
Null geht.Da manallerdingsimmer nur mit einerendlichgro3enMaschenweitarbeitet,
ist der Wert von D stetsgrofRerals Null. Das erklart sovohl dasdiffusive Verhaltendes
Upwind-\erfahrensls auchdie Tatsachedaldie Glattungder Losungmit zunehmender
VerfeinerungdesGittersabnimmt(s. Abb. 1.12).

DenEinflu3 dernumerischemiffusionauf die Losungder linearenKornvektionsgleichung
kannmanqualitatv untersuchenyennmanalsAnfangsbedingungjir dasCauchy-Problem
(1.19,1.20)die Funktion

up(z) = sin(kz), x € (—oo, +00). (1.89)
wabhlt. Die LosungderKornvektionsgleichundautetin diesemFall

u(2,t) = sin(k(z — at)), (2.90)
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a=1, t=1, dx=0.01, D=0.005, k=10 a=1, t=1, dx=0.01, D=0.005, k=20
2 ‘ ‘ 2 ‘ ‘
— uK(x,t) — uK(x,t)
15 r ——— ukD (x,t) | 15 r ——— ukD (x,p

o 05 1 15 2 o 05 1 15 2
Abbildung 1.16: VemgleichderFunktionenu™ (z,t) undu® P (z, t) fur zwei Parameterstze.

wahrenddie Losungder Konvektions-Difusions-Gleichung1.87) folgendermalemus-
sieht:

uKD(;z;7t) = e_DkZ)tsin(k(x —at)) = e~DKt uK(:l:,t). (1.91)

Fur zwei Wertevon k sind die Verlaufeder Funktionenu® (z, t) undv®?(z, 1) zum Zeit-
punktt = 1 in derAbb. 1.16exemplarischdagestellt.Man sieht,dal3dasL osungsprofimit
der richtigen Geschwindigkeientlangder z-Achsetransportiertwird, die Amplitude der
Losungnimmt abermit der Zeit exponentialah Die Abnahmerat@immt sovohl mit dem
steigendeiffusionskoefizienten) alsauchmit dersteigendeellenzahlk zu.

Lostmannun die lineareKornvektionsgleichundiir eine beliebigeFunktionu,(z) auf ei-
nemGitter mit der Maschenweite\ z, sokannauf diesemGitter die Anfangsbedingungn
eineendlicheFourierReihemit dermaximaleniellenzahk,wavenumbet) &,,,.,, = 7/ Az
zerlggt werden.Bei einer Gitterverfeinerungnimmt der numerischeDiffusionskoéfizient
einerseitdinearah Andererseitsiimmt die maxialeWellenzahlund die Anzahlder Sum-
mandernin derFourierReihezu. Tretenin der Anfangsbedingungteile Gradienterauf, so
sinddie neuerhochfrequente®ummandefibegewichtet,solangedasGitter nichtfein ge-
nugist. In diesemBereichwird die theoretisch&onvergenzordnungon 1 empirischnicht
besttigt. Erstwenndasnumerischesitter sofein ist, da3der Beitragder hochfrequenten
Summandeexponentiellabnimmtwird die Korvergenzordnungon 1 tatsachlicherreicht.
Im TestfallNo.1mit o = 0.02 passiertiasbeieinerkleinerenMaschenweitealsim Fall mit
o = 0.1, waserklart, warumbei derselberAuflosungdasUpwind-Verfahrenfur o = 0.02
viel schlechteabschneidedlsfuro = 0.1.

DieseVorgehensweiseur Untersuchunglesqualitatven Verhaltensder numerischen.o-
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sungmittelseinerDifferentialgleichungdie von einemDiskretisierungserfahremmit einer

hoherenOrdnungapproximiertwird, als die ursprunglichdineareKorvektionsgleichung,
werdenwir nochmehrmalsrerwendenDie entsprechendBifferentialgleichundpatin der

Literatur eineneigenenNamenerhalten Siewird als ,modifizierteGleichung (,modified

equatiof [77]), manchmahkuchals, aquivalenteDifferentialgleichung (,equivalentdiffe-

rentialequatiofi [45]) einesVerfahrendezeichnet.

Upwind-Verfahren: Zusammenfassung Wir wollen nundie gevonnenerErkenntnisse
ausder UntersuchunglesUpwind-\Verfahrenzusammenfasseie Upwind-Diskretisie-
rung hat die Approximationsordnungon 1 undist ein absolutstabilesVerfahren.Sie hat
damit die KorvergenzordnundL. DieseAussagegilt allerdingsnur fur hinreichendglatte
Losungenim Falle einerdiskontinuierlicher(schwachen).osungder linerarenKornvekti-
onsgleichundpatdasUpwind-\erfahrereineniedrigereKorvergenzordnungon0.5.Ist die
Losungglatt, weist abersteile Gradienterauf, soist die theoretisch&onvergenzordnung
nur auf sehrfeinenGittern erreichbarBei denin der PraxisverwendbaremroberenGit-
ternist die (empirischermittelte) Konvergenzordnungvesentlichniedriger Das Upwind-
Verfahrenliefert physikalischsinrnvolle Losungendie allerdingswesentlichflacherver-
laufen, als die exakte Losungder DifferentialgleichungDer Grunddafur liegt in der nu-
merischerDiffusion, die mit der Upwind-Diskretisierungvertundenist, da dasUpwind-
Verfahrenmit zweiter Ordnungeine Korvektions-Difusions-Gleichungpproximiert.Das
Ausmalider numerischbedingterDiffusionist dabeilinear proportionalzu der Korvekti-
onsgeschwindigkeit undzu derMaschenweité\ x.

Downwind-Verfahren. In einerahnlichenWeise,wie wir dasUpwind-\erfahrenunter
suchthaben,wollen wir nun auchdasDownwind-VerfahrenbehandelnFir den lokalen
Abbruchfehlerder Downwind-Diskretisierungilt:

u(z,t+ At) — u(z,t) N u(x + Az, t + At) — u(z, t + At)
a )

L(Az,Al) = 1.92
Der GrenZibegangAt¢ — 0 fuhrtzu
, L / o u(x + Ax,t) — u(x,t)
L(Az) = Al}fr—{lo LAz, At)=u;+a N . (2.93)
Einsatzder Taylorentwicklungder Funktionw(., t) umdenPunktz
2
u(z + Ax,t) = u(x,t) + Azug(z,t) + —xum(:r:, t) + O(Az?) (1.94)

2
in die Gleichung(1.93)fuhrtnunzu
alzx

A
L(AT) = we+ aus + e + 0(A0%) = s + 0(As%) = O(A),  (1.95)
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undwir stellenfest,daRdasDownwind-\Verfahrerdie Approximationsordnung hat.

Im Unterschiedzur Upwind-Diskretisierungst dasDownwind-Verfahrenallerdingsnume-
rischinstabil,undzwarunabl&ngigvon der ZeitschrittweiteAt. Der Grundfir dieselnsta-
bilitat liegt darin, daRdiesesVerfahrenwichtige Eigenschafterler Korvektionsgleichung
verletzt. Wahrendsichdie LosungderlinearenKornvektionsgleichungnit derpositven Ge-
schwindigkeitz entlangder z-Achsefortpflanzt,die Informationalsovon links nachrechts
~propagiert, wird beiderDownwind-Approximatiorfur U;_, ,, derWertderGitterfunktion
verwendetderstromabwartsliegt. Manapproximierdamitsozusagegegendie Stromrich-
tung.Wir wollen nun dasVerhaltendesDownwind-\erfahrensanhandslesTestfallsNo.1
veranschaulicherund dabeigleichzeitigdie etwasvageAussagdiberdie Fehlapproxima-
tion verdeutlichen.

Die Behandlungler Randelementerfolgt auf die gleicheWeisewie bei Upwind-Diskreti-
sierung Am Einsttomrandgilt die Randbedingun@l.79),undamAusstomrandverwendet
man die Gleichung(1.80) fur das,halbé Kontrollvolumen,in die mandie Downwind-

Approximationaly (s. (1.70)) fur dennumerischerKonvektionsstromuUy_, , einsetzt.
Zur besseretbersichtlichkeifasserwir dasresultierendé&leichungssystehier nochein-

mal zusammen:

Uy = pltus) (1.96)
U1 —Ul U2 — U1 o

N
UQ_UQ U3_U2 .

A TiAy T 0

Unv_1—Un_y N aUN —Un-t
At Az
UN—UN Un —Un

_ 1.97
A A ! (1.97)

BereitsanhanddiesesGleichungssystemisann man feststellen dafd das Downwind-\er-
fahrennicht gegendie exakte Losungder Differentialgleichundkonvergierenkann. Man
siehtz.B., dal3die Gleichung(1.96)von denandererGleichungerdesSystemsollstandig
entkoppelist, dadie unbekannt&rol3el/; in keineweitereGleichungeingeht Die physi-
kalischeRandbedingungm EinsttomrandbestimmtzwardenWert U/, hataberuberhaupt
keinenEinfluRaufdie Losungim InnerendesBerechnungsgebieteSm rechtenRandwird
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Test No.1, sigma#0.1, DOWNWIND Test No.1, sigma#0.1, DOWNWIND

dx=0.05, dt=0.01, T=0.1 dx=0.05, dt=0.01, T=0.2
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o —-eU(in)
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Abbildung 1.17:TestNo.1 (o = 0.1): VerlaufderLdsungzu 4 unterschiedlicheZeitpunkten.

ebenfallskeinesinnvolle LosungberechnetdaausGleichung(1.97)folgt, daRlUy = Uy
gilt, die numerischd.dsungam rechtenRandandertsich alsomit der Zeit nicht. Die In-
stabilitat desVerfahrenssogt auRerdendafur, daRim InnerendesBerechnungsgebietes
Oszillationenentstehendie mit der Zeit anwachsenwie ausder Abb.1.17fur die Losung
auf einemGitter mit der Maschenweite\z = 0.05 ersichtlichist. Reduziertmandie Ma-
schenweitefallen die Oszillationemochstarkeraus.

Dasqualitative Verhaltender mit demDownwind-\erfahrererrechneteh dsungkannman
ebenfallsmit Hilfe der modifiziertenGleichungerklaren.Schautman sich den ortlichen
Abbruchfehler(1.95) an, so stellt manfest, dal3die Differenzenforme(1.72) mit zweiter
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Ordnungwiederumdie Kornvektions-Difusions-Gleichung
Uy + auy, = Dug, (1.98)

approximiertwobeidiesmal— im GegensatzumUpwind-Verfahren— derDiffusionsko-
effizient D negatv ist:
alzx

D = -5 (1.99)

Wahrendbei einempositven Diffusionskoefizientendie Gradientenn derLosungmit der
Zeit abgeflachtverden passierbeieinemnegativenDiffusionskoefizientengenaudasGe-
genteil:die kleinstenUnterschiedem Losungerlauf wachsemmit der Zeit an. Aufgrund
von numerischerRundungsfehlerkkonnenkleine Unebenheitemm Losungserlauf selbst
dortentstehenwo die Losungzurachstkonstantvar. Mit derGitterverfeinerungnimmtdie
AnzahlsolcheiUnebenheitesogamochzu,sodal’die FrequenzlerOszillationerebenfalls
groRerwird.

1.5 Zentral-Differ enz

Im letzten Abschnitt habenwir zwei Diskretisierungsgrfahrenuntersuchtdie auf einer
stiickweisekonstanterinterpolationder numerischer. dsungzwischenden Gitterpunkten
basierenEinesvon diesenbeidenVerfahrendie Upwind-Diskretisierunghatsichals sta-
biles Verfahrenerwiesen,dasauchphysikalischsinnvolle Losungenliefert, ist allerdings
nur ersterOrdnunggenau,was eine viel zu langsameKorvergenzordnungu Folge hat.

Wir wollen nunversuchengin Verfahrenmit einerhoherenKornvergenzordnungu erzeu-
gen,indemwir anstatderstiickweisekonstanterinterpolatioreinelinearelnterpolationder
LosungzwischendenGitterpunkternverwenden:

U= Ui

——
Der VerlaufdersodefiniertenFunktionU/(z) istin derAbb. 1.18skizziert.

Ulz) =Uisy + (2 — 24) - x € [T, 7] (1.100)

Fur eine so definiertelineare Interpolationist der Wert der Funktion U (z) an der Stelle
z;_1/2 gleichdemMittelwert von U;_, undU;. Fur dennumerischerKonvektionsstrongilt
daher

Uiy + U,

alUi_yj3 = F®U;i—1/2) =a 5

(1.101)
SetztmandiesenKorvektionsstromn die Finite-Volumen-Gleichung1.53) ein, so ergibt
sich eine Diskretisierungder Korvektionsgleichungdie der Approximationder ortlichen
Ableitungdurchdie zentale Differenzentspricht:
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— ’ CDS

— 0. (1.102)

Fur dasresultierendeDiskretisierungssrfahrenwerdenwir die in der Literatur Uibliche
AbkiirzungCDS(,,centraldifferencingscheme) benutzen.

AnalogzumvorigenAbschnittkannmandenartlichenAbbruchfehlerfur dasCDS-\erfah-
renbestimmen:
u(r + Az, t) —u(z — Az, t)

L = . 11
L(Az) =ui+a 9AS (1.103)

Einsatzder Taylorentwicklungder Funktionu(., ¢) umdenPunktz in die rechteSeitefuhrt
zu:
aAz?

L(Az) = u; + au, + g Uars + O(Az*). (1.104)

bzw, dadie SummederersternbeidenTermegleichNull ist,

2
L(Az) = “ATxu + O(Az") = O(Az?). (1.105)

Das CDS-\erfahrenbesitzt somit die Approximationsordnungon 2. Wie das Upwind-
Verfahrenist dasCDS-\erfahrenebenfallsabsolutstabil. Darausfolgt, daf3eskornvergent
ist undaufglattenLosungerdie Kornvergenzordnun@ hat.
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CDS: p—dx—Diagramm
Test No.1, sigma=0.1
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dx

Abbildung 1.19: Testfalle 1 und2: Dasp-Axz-Diagrammfir dasCDS-\erfahren.

Wir werdemundasVerhalterderCDS-Diskretisierungnunsereestfllen1 und2 unter
suchenDie Behandlungler Randelementerfolgt auf die gleicheWeisewie bei Upwind-
Diskretisierung Am Einstomrandgilt die Randbedingungl.79),und am Ausstbmrand
verwendetman die Gleichung(1.80) fur das,halbé Kontrollvolumen,in die man die
CDS-Approximation a(Un—1 + Ux)/2 (s.(1.101))fur den numerischenKonvektions-
strom alx_,/, einsetztDie resultierendé-ormellautet:

UN—UN UN—UN—I
+a

= 0. 1.1
At Az 0 (1.106)

In Abb. 1.19sind die p-Az-Diagrammefur beideTestflle daigestellt. Man sieht,dal3die
empirischeKorvergenzordnungn Testfall1l fur beides-Werte2 betiagt.Im Testfall2 dage-
genwird lediglicheineKornvergenzordnungon 0.47erreicht Wir wollennundasVerhalten
dernumerischem.osungfir beideTestflle detailliertuntersuchen.
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Test No.1, sggma=0.1, CDS Test No.1, sggma=0.1, CDS
dx=0.1, E@x)=0.1316
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Abbildung 1.20:TestNo.1 (o = 0.1): VerlaufderLosungfir 4 unterschiedlichdaschenweiten.

TestbeispielNo.1. In der Abb. 1.20sind die Profile der Losungauf 4 unterschiedlichen
Gitternfur denFall o = 0.1 dagestellt.Man sieht,dal3bereitsbei einerAuflosungvon 40
Gitterpunkten(Az = 0.05) einegute Ubereinstimmungnit der exaktenLdsungim Front-
bereicherzieltwird. Der Grol3anteidesnumerischeifrehlersresultiertausdemVerlaufder
LosunghinterderFront.Hier weisendie LosungsprofilstarkeOszillationerauf.Im Gegen-
satzzu Downwind-DiskretisierungiehmendieseOszillationenmit der Gitterverfeinerung
jedochah Bei einer Auflosungvon 200 Gitterpunkten(Az = 0.01) sind sie (zumindest
optisch)nicht mehrerkennbarim Fall von ¢ = 0.02 sinddie Oszillationenallerdingsviel
starkerausgepagt (Abb. 1.21)und sind selbstbei einer Auflosungvon 200 Gitterpunkten
nochdeutlichzusehen.

Dain derexaktenLdsungkeinesolcheSchwankungeworhandersind,sinddieseOszillatio-
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Test No.1, sigma=0.02, CDS Test No.1, sigmma=0.02, CDS
dx=0.025, E(dx)=0.1058 dx=0.01, Etix)=0.03404
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Abbildung 1.21:TestNo.1 (o = 0.02): VerlaufderLdsungfir 2 unterschiedlichélaschenweiten.
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Abbildung 1.22: TestNo.2: VerlaufderLosungfir 4 unterschiedlich&laschenweiten.
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nenreinnumerischeNatur Man sprichtin diesemZusammenhangon einer, numerisben
Dispersiofi . Der Grundfir dasdispersve VerhalterdesCDS-\erfahrensvird weiterunten
erklart.

TestbeispielNo.2. In derAbb. 1.22sinddie Profile derLosungfir denTestfallNo.2 auf
4 unterschiedlichenGittern damgestellt. Man sieht, daf3selbst bei einer Auflésungvon

20000(!) Gitterpunkten(Az = 0.0001) starkeOszillationenvorhandersind. Im grof3en
Teil derLosungsstreckeimmtdie AmplitudederSchwankungemit derGitterverfeinerung
jedochab, auchwenn dassehrlangsampassiert.Obwohl die beidenDikontinuitatenim

Vemleich zu Abb. 1.14 viel besseraufgebst werden,sogt der groRenumerische~ehler
im Bereichder Fluktuationendafur, da3dasCDS-\erfahrenin diesemTestfall mit einer
empirischenKorvergenzordnungron 0.47 sogarschlechterabschneideals das Upwind-

Verfahren.Die hier vorgestelltenLdsungsprofilesind insbesonderéir den Vermleich mit

andererDiskretisierungssrfahrennteressantlie spatervorgestelltwerden.

NumerischeDispersion. Zur UntersuchunglesqualitatvenVerhaltenslesCDS-\erfah-

renswendenwir unswiederder modifiziertenGleichungzu. Aus der Darstellung(1.104)

fur denortlichenAbbruchfehlerdesCDS-\erfahrensiehtman,dal3die Differenzenformel
(1.102)die urspianglicheKonvektionsgleichungl.42) zwar mit zweiterOrdnungapproxi-

miert, abernochbesserund zwar mit vierter Ordnung,approximiertsie die Korvektions-
Dispersions-Gleicung(auchals Korteweg-deVries-Gleichungoekannt):

mit
aAz?
B o= - (1.108)

Die Grol3e B wird alsnumerisbe DispersionbezeichnetSie hangtquadratisclvon Az ab
undgehtmit zunehmendeGitterverfeinerunggegenNull.

Der EinfluRdernumerischemispersioraufdie LosungderlinearenKornvektionsgleichung
kannmanqualitatv untersuchenyennmanalsAnfangsbedingungjir dasCauchy-Problem
(1.19,1.20)wiederumdie Funktion

up(z) = sin(kz), x € (—oo, +00). (1.109)
wabhlt. Die LosungderKornvektionsgleichundautetin diesemFall

u(2,t) = sin(k(z — at)), (1.110)
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a=1, t=1, dx=0.03, B=-0.00015, k=10 a=1, t=1, dx=0.03, B=-0.00015, k=20
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— uK(x,t) — uK(x,t)
15 ——— uKDi(x,t) 15 ——— uKDi(x,t)

~o 0.5 1 15 2 ~o 0.5 1 15 2

Abbildung 1.23:VewmgleichderFunktionenu™ (z,t) undu™P*(z, ) fiir zwei Parameteritze.

wahrenddie Losungder Korvektions-Dispersions-Gleichurfy.107)folgendermal3eaus-
sieht:

ulfP(z, 1) = sin(k(z — at — BE*t)) = u™ (z — Bk*t,1). (1.111)

Man sieht,dalR die Losungder Kornvektions-Dispersions-Gleichungn Bk?t der Losung
derKorvektionsgleichungorauseili{bzw —beinegatvem B — hinterherbleibt)Wichtigist,
dalRdie Starkeder Verschiebing zwischernbeidenLdsungemicht nur von dernumerischen
DispersionB, sondernauchvon der Wellenzahl% abrhangt. Fur zwei Werte von & sind
die Verlaufe der Funktionenu” (z, t) und «*P%(z, t) zum Zeitpunktt = 1 in Abb. 1.23
exemplarischdaigestellt.

Lost mandie lineare Korvektionsgleichungur eine beliebigeFunktion uy(z) auf einem
Gitter mit der Maschenweite\z, sokannaufdiesemGitter die Anfangsbedingung eine
endlicheFourierReihezerlggt werden.Da die einzelnenKomponenterdieserZerlegung
sichmit unterschiedliche@eschwindigkeitefu + BA?) entlangder z-Achsefortpflanzen,
»driftert’ sie auseinandeund verursachemamit die bereitsbeobachtete®szillationenin

der numerischerLosung.Beim CDS-\erfahrenist der numerischeDispersionskodizient
B ngyati, sodal3alle Komponentersich zu langsanrelatv zur exaktenLdsungbewegen.
Die Oszillationertretendeshallim TestfallNo.1 hinterderFrontauf.

CDS-Verfahren: Zusammenfassung Wir wollen nundie gevonnenerkErkenntniss@us
derUntersuchunglesCDS-\erfahrenkurz zusammenfasseDie CDS-Diskretisierundpat
die Approximationsordnungon 2 undist ein absolutstabilesVerfahren Sie hatdamitdie
Konvergenzordnun@. DieseAussagayilt allerdingsnur fur hinreichendglatte Losungen.
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Abbildung 1.24:LinearesUpwind VerfahrenLUDS).

Im Falle einerdiskontinuierliche.dsungderlinerarenKornvektionsgleichungpatdasCDS-
VerfahrereinewesentlichniedrigereKorvergenzordnung.

ObwohldasCDS-\erfahrereineim VergleichzumUpwind-VerfahrerhohereKornvergenz-
rate hat, kanneszum Losenvon korvektionsdominanteroblememicht eingesetztver-
den.Der Grunddatfur ist die numerischédispersiongdie starkeunphysikalisch®szillatio-
nenin dernumerischer.osungverursachtSolcheOszillationenfiihreninsbesonderdann
zu Schwierigkeitenwenndie zutransportierend&rofl3ephysikalischkeinenegatven\Werte
annehmemlarf (wie z.B. KonzentrationGasgehaltiurbulentekinetischeEnegie usw).

Im weiterenVerlaufdesKapitelswerdenwir daherversuchenein Verfahrenzu konstruie-
ren,dasgleichzeitigeinehoheKornvergenzordnundpatundkeineunphysikalischeh dsun-
genproduziert.

1.6 Upwind-Verfahrenzweiter Ordnung

In vorigenAbschnitterhaberwir zweistabileDiskretisierungssrfahrerkennengelernDas
Upwind-\Verfahrerbenutzidie stickweisekonstantdnterpolationder Gitterfunktionundist
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dahernur ersterOrdnunggenau,verwendetbei der Interpolationaberausschliellictden
Wert der Gitterfunktion stromaufwarts von der Approximationsstelleund liefert deshalb
physikalischsinnvolle LosungerhneOszillationen DasCDS-\erfahrenbenutztdagegen
dielinearelnterpolationderunbekanntefrunktionzwischerdenGitterpunktenyorausdie
Approximationsordnungon 2 resultiert,gewichtet dabeibeideWerte der Gitterfunktion,
die sichlinks undrechtsvon der Approximationsstelldefindenmit einemFaktor0.5, was
in einemdispersven CharaktedesVerfahrengesultiert.

Da wir auf der SuchenacheinemVerfahrensind, dasdie Vorteile dieserbeidenDiskreti-

sierungsmethodererkoppeltliegt esnahe eine,konzeptionelleMischung ausbeidenzu

bilden,indemmandie linearelnterpolationmit der Ubegewichtungder stromaufvirtslie-

genderPunkteverbindet Ein entsprechendéderfahrenwurdevon Price etal. [96] bereits
im Jahrel966 vorgeschlagemnd ist unterdem Namen, Upwind-\érfahren zweiterOrd-

nung bekanntWir benutzerfur diesesVerfahrendie in derenglischsprachigehiteratur
ublicheAbkuirzungLUDS (, linearupwinddifferencingschemg).

Beim LUDS-Verfahrenverwendetman zur BerechnunglesWertesder Funktion U/ (z) an
derStellez;_, ,, eineGeradedie nichtwie im CDS-\erfahrerdurchdie Punkte(z;_,, U;_;)
und(z;, U;) geht,sonderrdurchdie Punkte(x;_», U;_y) und(z;_1, U;_1) (S.Abb. 1.24).Fur
dennumerischerKonvektionsstrongilt dann

Uiy — Ui

alUi_yja = F"*(U;i —1/2) = a 5

(1.112)
SetztmandiesenKorvektionsstromn die Finite-Volumen-Gleichung1.53) ein, so ergibt
sich eine Diskretisierungder Konvektionsgleichungdie der Approximationder ortlichen
Ableitungdurchdie RuckwartsdiferenzzweiterOrdnungentspricht:

U, - U; 3U; —4U;_1 + U,
: = 0. 111
LUDS A7 +a N 0 ( 3)
Fur denortlichenAbbruchfehledesLUDS-Verfahrengilt
Az? Az®

dasVerfahrenhat alsodie Approximationsordnungon 2. Esist auf3erdenwie dasCDS-
und Upwind-\erfahrenabsolutstabil. Darausfolgt, daf3eskornvergentist und auf glatten
Losungerdie Korvergenzordnun@ hat.

Die Behandlungron Randbedingungeerfolgt auf die gleicheWeisewie bei andererver-
fahren.Die resultierendé&ormelfir dasletzteVolumenelemertutet:
Uv —Ux N GQUN —3Un-1 + Un-2
At Az

= 0. (1.115)
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EinerbesondereBehandlundgedarfdasVolumenelemennit derNummerl. AusderDif-
ferenzenforme{1.113)siehtman,dal3fir dieseKontrollvolumenderWert der Gitterfunk-
tion an der Stellex_, berdtigt wird, die aul3erhalllesBerechnungsgebietdiggt. Dieses
ProblemkannmandadurchumgehendalRmandenWert U_; gleichdemWert der Gitter-
funktionamRandsetzt:l/_; = U,. DieseVorgehensweisst nur dannzulassig,wenndie
Randbedingungichzeitlich nichtbzw. sehrwenigandert.Testflle 1 und2 geriigendieser
Anforderung.Bei instatioriren Randbedingungedag@enkanndieseApproximationdie
KornvergenzordnunglesVerfahrensm gesamteh dsungsgebiatggativ beeinflissenDiese
Problematikwird im Abschnitt1l.11nochaustihrlich besprochen.

Die numerischéBehandlunglesresultierendertleichungssystenist um einigesaufwen-
diger als beim CDS-\erfahren,da infolge desUpwindingsdie Koeflizientenmatrixkeine
tridiagonaleStrukturmehrhatunddasThomas-Algorithmusicht direkteingesetztverden
kann.Man kannallerdingsdasSystemin einetridiagonaleForm bringen,indemmaneini-
ge Termeauf die rechteSeiteschiebtund als Quelltermequasi-&plizit behandelt, Quasi-
explizit* bedeutetn diesemZusammenhanglalimandasresultierendésleichungssystem
mehrfachlostund auf der rechtenSeitedie Werte ausder vorigenlteration (und nicht aus
deraltenZeitebeneawie bei zeit-expliziten Verfahrenyekursv einsetzt.

Die Aufteilung der Gleichung(1.113)in Terme,die implizit, und Terme,die quasi-&plizit
behandelwerden,kann sehrbequemauf der Ebeneder numerischerKornvektionsstome
durchgetihrt werden.Der LUDS-Korvektionsstromkannfolgendermal3edagestelltwer-
den:
U1 — Uiy

2
= FY(U;i —1/2) + F©(U;i —1/2). (1.116)

Fr(U0—1/2) = al;y +a

AnschlielBenduhrtmandie Initialisierungdurch:
v =7
undlostrekursy dasGleichungssystem

UZ'UH) _T. .\ Fup(U(z+1);Z'_|_ 1/2) — Fup(U(z+1);z'— 1/2) _
At Az .

de(r7(l). ; _ opde(rr().,;
_ FPRUT A 2) - FRUTR - 1/2) o (1117)
solange pis die Differenzzwischenzwei nachfolgendem.osungsektorent/() und U+

einevorgegebeneloleranzgrenzenterschreitet.

Die ldee zur Aufteilung einesnumerischerKornvektionsstrom$idohererOrdnungin einen
KorvektionsstronerstetOrdnungi#(U; i—1/2) undeinenKorrekturstrom*(1/; i —1/2)
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wurdevon Khoslaund Rubin[59] vorgeschlagerDer Korrekturstronwird in derLiteratur
als, deferredcorrectionternt bezeichnetgdaherdashochgestelltedc* in F(U;i — 1/2).

Die quasi-aplizite BehandlunglesKorrekturstromsringt fur dasLosendesGleichungs-
systemgleich drei Vorteile. Erstenswird dadurcheine einfacheStrukturder Koeffizien-
tenmatrix erreicht. Bei eindimensionalerGGleichungenerhalt man eine tridiagonaleKo-
effizientenmatrix,was den Einsatzdes direkten Thomas-Algorithmusermdglicht. Im 2-
dimensionalefrall entstehtineFunf-DiagonalmatrixDasresultierend€&leichungssystem
kannsehreffektiv mit demSIP-Algorithmug,,stronglyimplicit procedurg) von Stong118§]
(s.auch[30]) iteratv gelostwerden.Im 3-dimensionalerrall hat die Matrix eine sieben-
diagonaleStruktur, eine (vektorisierte)VerallgemeinerunglesSIP-Algorithmusfir diesen
Fall wurdevon LeisterundPeric [75] vorgeschlagen.

Der zweite Vorteil bestehtdarin, dafRdie resultierendéatrix mit der Koeffizientenmatrix
desUpwind-\erfahrensersterOrdnungiibereinstimmtSie enthalt positve Koeffizienten
aufderHauptdiagonaleglle andererKoeffizientensinddag@ennegati. DieseEigenschaft
der Koeffizientenmatrixsogt fur das gute Korvergenz\erhaltendes Stone-Algorithmus.
Man beachtedalRbeim CDS-\erfahren(1.102)daggennicht alle Koeffizientenaul3erhalb
der Hauptdiagonalaegati sind. Im eindimensionaleifrall spielt daskeine Rolle, da der
Thomas-Algorithmuegin direktesLosungserfahrenist. Im 2- und 3-D Fall fuhrt dieseEi-
genschafizu Korvergenzproblemeibeim Stone-Algorithmusso daf3auchhier einequasi-
explizite BehandlungdesKorrekturstromssinnvoll ist, obwohl dasOriginalgleichungssy-
stembereitseinefunf- (bzw. sieben-)diagonaleKoeffizientenmatrixoesitzt.

Im weiterenVerlauf diesesKapitelswerdenwir Diskretisierungserfahrenkennenlernen,
die nichtlineare numerisch&onvektionsstomeverwendenin diesemFall kanndie quasi-
explizite BehandlunglesKorrekturstromgleichzeitigalseineArt LinearisierunglesGlei-
chungssystemsetrachtetverdenwasein weitererVorteil diese’Vorgehensweisest.

Wir wendenunsnunderUntersuchunginsereiTestbeispieleu.

TestbeispielNo.1. In denAbbildungenl.25und 1.26 sind die Profile der Losungauf 2
unterschiedlicheitternfur die Falleoc = 0.1 undo = 0.02 dagestellt.Man sieht,dasdie
numerischa.dsungauchbeim LUDS-Verfahrenan unphysikalische®szillationenleidet.
Wie beim CDS-\erfahrenkann man diesesVerhaltenmit Hilfe der modizfiziertenDiffe-
renzialgleichungrklaren.Aus derDarstellung(1.114)fur denortlichenAbbruchfehlerdes
LUDS-Verfahrenssient man, dal3 die modizfizierte Differenzialgleichungviederumeine
Konvektions-Dispersions-Gleichumgt. Esgibt allerdingseinigeUnterschiedeumDisper
sions\erhaltendesCDS-\erfahrensErstens,st der numerischeDispersionskodizient B
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Test No.1, sisma=0.1, LUDS Test No.1, sisma=0.1, LUDS
dx=0.1, E@x)=0.1081 dx=0.05, E(tlx)=0.05339

1.2 T T T T T T 1.2 T T T T T

1r 1r

— u(i,n) — u(i,n)

0.8 - o —-oU(in) 08 | o —-oU(in)
0.6 + 0.6 +
0.4 0.4
0.2 0.2 +

000000000002 0

0 0.2 04 06 08 1 0 0.2 04 06 08

X

Abbildung 1.25: TestNo.1 (o = 0.1): VerlaufderLodsungfur 2 unterschiedlichdlaschenweiten.

Test No.1, sigina=0.02, LUDS Test No.1, sigina=0.02, LUDS
dx=0.025, E(dx)=0.07073 dx=0.01, E(tix)=0.03288
1.2 T T T T T T 1.2 T T T T T T
i
1r 1L ) |
L4
— u(i,n) — u(i,n)
0.8 | e —-o U(i,n) 0.8 | e —-o U(i,n)
0.6 + 0.6
0.4 04
0.2 + 0.2
0 0 S
0 0.2 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X X

Abbildung 1.26: TestNo.1 (s = 0.02): VerlaufderLosungfir 2 unterschiedlich&laschenweiten.

diesmalpositv undbetragt

A 2
B = “; . (1.118)

Die Oszillationentretendeshalb(im Gegensatzum CDS-\erfahren)relatv zu der Front
stromabwarts auf. Zweitensst beimLUDS-VerfahrerderabsoluteBetragdesnumerischen
Dispersionskodizientendoppeltso hochwie beim CDS-\erfahren ObwohlbeideVerfah-
ren dieselbeKorvergenzordnungon 2 haben sollte der numerische~ehler E(Az) beim
CDS-\kerfahrendeshallkleiner seinals beim LUDS-Verfahren zumindesbei hinreichend
kleinenWertenvon Az. In Abb. 1.27 (links) sind die numerischerfFehlerbeiderVerfah-
renfur denFall & = 0.1 in einem F-Az-Diagrammgegeriibegestellt. Man sieht, dal3
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Test No.1, sigma#0.1, CDS vs. LUDS Test No.1, sigma#0.02, CDS vs. LUDS
E-dx-Diagramm E-dx-Diagramm
1.00000 1.0000 . . ; ;
0.10000F
0.1000 -
O—OCDS
Oo—OLUDS
0.01000F El
E E 0.0100 -
0.00100) O0—OCDS
O—0O LUDS
0.0010 -
0.00010F
0.00001 0.0001

L L L L L L L L L L L I I I
0001 0.0025 0.005 001 0025 005 0.1 0.001 0.0025 0.005 001 0025 005 0.1
X X

Abbildung 1.27: TestNo.1:Vemgleichvon CDS-undLUDS-Verfahrerfir o = 0.1 (links) und
o = 0.02) (rechts).

dasCDS-\erfahrerntatsachlichwesentlichbesseabschneidelsdasLUDS-Verfahrenlm
Fall = 0.02 ist der numerischd-ehlerbeim CDS-\kerfahrenerstab einer Auflosungvon
Az = 0.005 wesentlichkleineralsbeim LUDS-Verfahren(Abb. 1.27,rechts).Auf Gittern
mit einer Maschenweiteberhalbvon Az = 0.01 liefert dasUpwind-\Verfahrenzweiter
Ordnungsogarwesentlichgenauerd. dsungeralsdie Zentral-Differenz.Dafur gibt esauch
einelogischeErklarung.Der Abbruchfehler(1.114) desLUDS-Verfahrensentralt neben
demdispersven Term noch einendiffusiven Term vierter Ordnung,namlich %uzm
wahrendobeim AbbruchfehlerdesCDS-\erfahreng1.104)ein solcherTerm nicht vorhan-
denist. Auf hinreichendeinenGitternist dieserTermim Vergleichzumdispersien Term
vernachassigbaiklein, und die GenauigkeitdesVerfahrenswird durchdie Hohe desnu-
merischerDispersionskodizientenbestimmt.Da dieserbeim CDS-\kerfahrenkleiner als
beimLUDS-Verfahrenist, liefert dasCDS-\krfahrerauchgenauergé dsungenAuf grobe-
ren Gittern daggen, sogt dieserTerm dafur, dal3die Oszillationenin der numerischen
Losung(die auf feinen Gittern ohnehinverschwinden}ktark gecampft werden.Man sieht
dasz.B. sehrdeutlich,wennmandie Abbildungen1.21 und 1.26 miteinandeergleicht.
In den CDS-Losungensind die Oszillationenviel strker ausgepigt, alsim LUDS-Fall.
Deshalbist auchder numerischd=ehlerbeim LUDS-Verfahrenauf grobenGitternkleiner.
Ab welcherAuflosungder diffusive TermkeineRolle mehrspielt, hangtvon der Glattheit
derLosungah Im Falle o = 0.02 passiertdasbei einemwesentlichfeinerenGitter, als
im Falle o = 0.1. Das zeigt, daf3ein bessereKornvergenz\erhalteneinesVerfahrensei
Az — 0 nochnichtsdariberaussagtyie gut diesesverfahrenauf einemkonketenGitter
im Vergleichzu andererVerfahrenst.
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Test No.2, LUDS, dx=0.1, E(dx)=0.3719 Test No.2, LUDS, dx=0.01, E(dx)=0.09959
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Test No.2, LUDS, dx=0.001, E(dx)=0.02561 Test No.2, LUDS, dx#0.0001, E(dx)=0.006413
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Abbildung 1.28: TestNo.2: VerlaufderLosungfir 4 unterschiedlich&laschenweiten.

TestbeispielNo.2. Die Aussageliber den sinkenderEinflul desdiffusiven Termesauf
die GenauigkeidesLUDS-Verfahrensnit zunehmendeGitterverfeinerungst nur fur hin-
reichendoft differenzierbard dsungsfunktionegultig. Im Falle einerdiskontinuierlichen
Losungnimmt die Frequenzder Oszillationenmit der hdherenAuflosungimmer weiter
zu, und der dampfendeEinflul? desdiffusiven Termessomgt dafur, daldie LUDS-Losung
unablangigvon derGitterfeinheiimmergenaueist, alsdie CDS-Losung.

In der Abb. 1.28sind die ProfilederLosungfir denTestfallNo.2auf4 unterschiedlichen
Gittern damestellt. Auf allen Gittern sind die Oszillationenviel wenigerausgepigt, als
im CDS-Rall (vgl. Abb. 1.22). Nicht nur der absoluteWert des numerischerehlersist
beim LUDS-Verfahrenauf allen Gittern kleiner als im CDS-Rall (Abb. 1.29). Man sieht
auchdeutlich,dal3die £-Az-Kurve fur dasLUDS-Verfahrenwesentlichsteiler verlauft.
Die empirischermittelteKornvergenzordnundpetragt0.60undist tatsachlichhdoheralsbeim
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Test No.2, CDS vs. LUDS

E-dx-Diagramm
1.000 F T
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0.001 L L L L L L L L L L
.0001 .00025 .0005 .001 00)(2:1‘5 .005 001 0025 005 0.1
X

Abbildung 1.29: TestNo.2: Vemgleichvon CDS-undLUDS-Verfahren.

CDS-\erfahren.

LUDS-Verfahren: Zusammenfassung DasUpwind-\Verfahrer2.Ordnungverwendeei-
nelineareApproximationdesnumerischetonvektionsstromesyobeizwei Werteder Git-
terfunktionverwendetverdendie stromaufvartsvon der Approximationsstelléegen.Das
VerfahrerhateinenAbbruchfehler2. Ordnungundist absolutstabil. Eshatdamitdie Kon-
vergenzordnun@ auf glattenLosungen.

Wie beim CDS-\erfahrenleidendie numerischer.dsungerbeim EinsatzdesLUDS-Ver-

fahrensan unphysikalischenVerhalten.Auf grobenGittern fallen die Oszillationenaller-

dingswenigerstarkaus,als im CDS-FRall. Dasfiihrt auf grobenGittern zu einer hoheren
Genauigkeitder numerischerLosungals beim Einsatzdes CDS-\erfahrens Auf hinrei-

chendfeinen Gittern ist daggendie CDS-Losunggenauerweil dannder Abbruchfehler
desCDS-\krfahrensum Faktor2 kleinerist, alsim LUDS-Fall.

DieseAussagayilt allerdingsnur fur hinreichendglatteLdsungenlm Falle einerdiskonti-
nuierlichenLosunghatdasLUDS-VerfahreraufallenGitterneinebesser&enauigkeiund
einehdhereempirischeKorvergenzordnunglsdie Zentraldiferenz.

Wegen der auftretenderOszillationenim Losungsprofilkkann das LUDS-Verfahrenzum
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Losenvon korvektionsdominanteRroblemerebenfallsnicht eingesetztverden,wenndie
zutransportierend&roR3ephysikalischkeinenggatven Werteannehmenmlarf.

1.7 Agarwal-Verfahrenund QUICK-V erfahren

Agarwal-Verfahren. Dasim letztenAbschnittuntersucht&pwind-Verfahrer2.Ordnung
stellt nur einedervielen Moglichkeitendar, bei der ApproximationdesnumerischerKon-
vektionsstromglie stromaufvartsvon der ApproximationsstelldéiegendenPunktetiberzu-
gewichten.Man kdnntedaherannehmengalRandereVerfahrenmit der Upwinding-Eigen-
schaftexistierendieim Gegensatzu LUDS keineOszillationenn dernumerischehdsung
verursachenWir wollen nundieseAnnahmegenaueuntersuchen.

Ein linearernumerischeKonvektionsstromgder zur Approximationder Funktionl/(z) an
der Stellez;_,,, die Werte U;_,, U;_, und U; verwendetsiehtin der allgemeinenForm
folgendermalienus:

alli_y /g = F”‘”g(U;z' —1/2) =a- (aU; + U1 + yUi_3). (12.119)

SetztmandiesenKornvektionsstromn die Finite-Volumen-Gleichungl1.53) ein, so ergibt
sichfolgendeDiskretisierungder Korvektionsgleichung:

arLg. VimUi, ol + (8= a)Ui+ (= B)Uins = Uiy
Al Az

—0.| (1.120)

Fur denortlichenAbbruchfehledieses/erfahrengilt

L(Az) = w+au(a+8+7)+

A Az?
%um(a - B-3y)+ %umr(a + 684 7y) + (1.121)

alAz®

Tu””(a — B —157) + O(Az").

DamitdasVerfahrendie Approximationsordnungon 2 hat,miisserfolgendeBedingungen
erfullt werden:

a+f84+v = 1 (1.122)

a—0F-=3y = 0 (1.123)
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DasGleichungssysterfl.122,1.123)enthalt 2 Gleichungerunddrei Unbekanntewir wah-
lendahera alsfreie Variableunderhalterdie allgemeind.dsungdesGleichungssystenia
derForm:

g = g — 2« (1.124)
1
7= a—g (1.125)

DefiniertmannuneineneueVariable = 2o, sokanndie allgemeind_osungauchfolgen-
dermal3emgeschriebemverden:

[P

|
>

Il
>

+(1-N ]| 2 (1.126)

O = =

rO =

[0
v

> W
rO =

Die zwei Vektorspalterauf derrechtenSeitedieserDarstellungentsprechegenaudenKo-
effizientender numerischerKonvektionsstome fur das CDS- und dasLUDS-Verfahren.
Wir habensomit festgestellt,daljeder lineare Korvektionsstromder Form (1.119),der
zu einemkonsistenterDiskretisierungserfahrenmit Approximationsordnungicht klei-
nerals 2 fuhrt, notwendigerweisein gewichtetesMittel ausdemCDS-und demLUDS-
Kornvektionsstromst:

FU(U0 = 1/2) = AP (Usi = 1/2) + (1= N F"*(U5i - 1/2).|  (1.127)

Dasawvohl die CDS-alsauchdie LUDS-DiskretisierungannumerischebDispersioneiden,
kannmanerwartendaf3auchdernumerisch&onvektionsstron(1.127)fur alle A-Wertezu
einemDiskretisierungserfahrenfuhrt, dasebenfallsunphysikalisché)szillationenin der
numerischeh.dsungverursachteEsseidenn,derfreie Parametet wird sogewahlt,dal3der
Dispersionsternm derDarstellungdeslokalenAbbruchfehlerserschwindet.

Die demKorvektionsstrom(1.127)entsprechendBiskretisierungsiehtnun folgenderma-
Renaus:

Uigtm N G%Uiﬂ + (% - %) Ui+ (2; 2) Ui1 + (% ~ %) Uiz —0.| (1.128)

undfur denortlichenAbbruchfehler(1.121)gilt:
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Test No.1, sigma=Q.1, E-dx-Diagramm Test No.1, sigma=®.02, E-dx—Diagramm
CDS, LUDS und AGARWAL CDS, LUDS und AGARWAL
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Abbildung 1.30: TestNo.1:Vemgleichvon 3 Verfahrerfir o = 0.1 (links) und
o = 0.02) (rechts).

A 72 A 73
AT (BN -2 “i—;u(es —6)) + O(Azh). (1.129)

L(Az) =

Mansieht,dalRderdispersie TermbeieinemWertvon A = 2 verschwindetDasresultieren-
de Diskretisierungserfahrenhatin diesemFall sogareine Approximationsordnungon 3.
DiesedUpwind-\erfahrer8. Ordnungwurdeim Jahrel981von Agarwal[1] vorgeschlagen.
DasAgarwal-\erfahrenist absolutstabil und hat fur glatte LosungerKonvergenzordnung
von 3.

Vollstandigkeitshalbeseienhiernochdernumerisché&onvektionsstronunddie Finite-Vo-
lumen-Formelfiur dasAgarwal-\erfahrerdagestellt:

1 5 1
alli_yjg = FYU" (Ui —1/2) =a - (gUi + gUi_l — 6UZ»_Q), (1.130)

U, - U, 2U;ip1 + 3U; — 6U,—1 + Ui,
+ a

AGARWAL:
At 6Ax

= 0. (1.131)

Wir wendenunsnunderUntersuchunginsereiTestflle fur dasAgarwal-\erfahrerzu.

TestbeispielNo.1. In derAbb. 1.30sind die numerischerrehlervon CDS-,LUDS- und
Agarwal-\erfahrerfur denTestfallNo.1fur beides-Wertein einemFE-Az-Diagrammge-
geriibegestellt.Man sieht,dallidasAgarwal-\erfahrentatsachlichwesentlichgenaueials
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die beidenandererist, wassavohl die Korvergenzrateals auchdenabsoluterBetragdes
numerischerrehlersauf allen Gitternbetrifft. Unglicklicherweisdeidenauchdie mit dem
Agarwal-\erfahrenberechnete.6sungenan Oszillationen(Abb. 1.31,1.32),auchwenn
dieseviel wenigerausgepigt sind, alsim CDS- (Abb. 1.20,1.21)und LUDS-Fall (Abb.

1.25,1.26).DieseOszillationensind von anderematur als bei beidenvorigenVerfahren.
Man siehtz.B. deutlich,dal3 sie diesmalsowohl vor der Front als aud hinter der Front
auftreten.Die Ursachenfur dieseFluktuationenkdonnennicht mehr so einfachmit Hilfe

dermodifiziertenDifferentialgleichungrklartwerden Eineandergindirekte)Begriindung
wird aberim nachstembschnittgegeben.

Test No.1, sigma=0.1, AGARWAL Test No.1, sigma=0.1, AGARWAL
dx=0.1, E@ix)=0.04350 dx=0.05, Efix)=0.01115
12 T T T T T 12 T T T T T
1t
08 | — u(i,n)
e —-eU(in)
0.6 -
04 -
0.2 -
0
Y Y
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X X

Abbildung 1.31: TestNo.1 (o = 0.1): VerlaufderLodsungfur 2 unterschiedlichdaschenweiten.

Test No.1, sigma=0.02, AGARWAL Test No.1, sigma=0.02, AGARWAL
dx=0.025, H(dx)=0.02496 dx=0.01, Eftix)=0.006846
12 T T T T T T 12 T T T T T T
1r 1r
o8| | u(in) osl | — u(in)
——-+ U(i,n) ——-+ U(i,n)
0.6 - 0.6 -
0.4 - 0.4
0.2 - 0.2 -
0 0 ~
Y Y
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X X

Abbildung 1.32: TestNo.1(c = 0.02): VerlaufderLdsungfir 2 unterschiedlich&laschenweiten.
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Test No.2, AGARWAL, dx=0.1, E(dx)=0.2219
12 —————————

Test No.2, AGARWAL, dx=0.01, E(dx)=0.04098
12 ————————————

10 -

10 -

(

— u(i,n)
o ——o U(i,n)

0.8 -

0.8

—————
e —e

0.6 - 0.6

04 04l

02+ 02 L

oo .

0.0

I I I I I I I I I . . I I I I I I .
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X X

Abbildung 1.33: TestNo.2: VerlaufderLosungfir 2 unterschiedlich&laschenweiten.

TestbeispielNo.2. Auch im TestfallNo.2 (Abb. 1.33) gehendie Oszillationenim Ver-
gleichzubeidenanderen/erfahrenAbb. 1.22,1.28)) sehrstarkzuriick . Dassogt wieder
um fur die hohereGenauigkeidesAgarwal-\erfahrensauf allen Gittern (Abb. 1.34).Die
empirischeKonvergenzordnunglesVerfahrensbetragt 0.75, was die Konvergenzordnung
alle bisherdiskutierterDiskretisierungsmethoderbertrifft.

Agarwal-Verfahren: Zusammenfassung Ausgehendson einerallgemeinenFormulie-
rung eineslinearenUpwind-Korvektionsstromsvurde gezeigt,dal3jedesdaraufbasieren-
de Verfahrendasmindesten®.0Ordnunggenauist, als ein gewichtetesMittel ausZentral-
Differenzund Upwind-Verfahrer2.Ordnungdagestelltwerdenkann.Da diesebeidenVer-
fahrenannumerischeDispersionleiden, gilt dasselbeuchfur desserMittel, esseidenn,
der Gewichtungsfaktorist so gewahlt, dal3der Dispersionskodizient desresultierenden
Verfahrenzu Null wird. Bei diesenspezielleWertdesGewichtungsfaktorgrhalt mandas
Agarwal-\erfahrendas3.Ordnunggenaust. DasVerfahrenst absolutstabil,undhatin al-
len unstersuchtefestillenundaufallennumerischerGitterneinehdhereGenauigkeitls
CDS-undLUDS-Verfahrererzielt.Im Falle einerdiskontinuierlicher.dsungwurdedabei
eineempirischeKorvergenzordnungon 0.75festgestelltUnglucklicherweisdeidenauch
die mit demAgarwal-\erfahrerberechnetehdsungeran OszillationensodalRauchdieses
VerfahrereumLosenvonkonvektionsdominanteRroblememichteingesetziverdenkann,
wenndie zu transportierend&roRephysikalischkeinenegatvenWerteannehmerarf.

QUICK-V erfahren. DasamweitesterverbreitetdJpwind-VerfahrerhtohereiOrdnungst
dasvon Leonad [76] entwickelte, QuadraticUpstreaml nterpolationfor Corvective Kine-
matics -Verfahren(QUICK). Beim QUICK-Verfahrenwird zur BerechnunglesWertesder
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Test No.2, E-ddx—Diagramm
CDS, LUDS und AGARWAL

1e+00 F T T T T T T T
le-01} ]
E 1e-02. 4

= ecDs
o mLUDS
‘ ¢ AGARWAL
le-03 -~ — —- E(dx)=1.67*dx**0.47 E
; —— E(dX)=164*dx*0.60 |
rrrrrrrrrrr E(dx)=1.30*dx**0.75
1e-04 | | | | | | | | | |

0001 00025 .0005 .001 .0025 .005 001 0025 005 0.1
dx

Abbildung 1.34:TestNo.2:Vergleichvon CDS-,LUDS- und Agarwal-\erfahren.

FunktionU (z) anderStellex;_, /, eineParabeldurchdie Punkte(z;_;, Ui_2), (zi—1, Ui—1)
und(z;, U;) gelegt. Der Wert, dendieseParabelander Stellez;_, ;, annimmt,wird dannals
Approximationswertur U(z;_,,) benutzt(s. Abb. 1.35).Fur dennumerischerKorvekti-
onsstrongilt dann

o . 3 3 1
an—l/Q = qubk(U;Z - 1/2) =a- (gUZ —|— ZUZ'_l - gUZ'_Q). (1132)
SetztmandiesenKorvektionsstromn die Finite-Volumen-Gleichung1.53) ein, so ergibt

sichfolgendeDiskretisierungder Korvektionsgleichung:

U, - U,; 3Uipr +3U; = TU,—1 + Ui,
+ a

UICK :
Q At SAx

— 0. (1.133)

Man sieht,daRdieseDifferenzenformeauchausder allgemeinerDarstellung(1.128)ab-
geleitetwerdenkann, wenn man fur den Gewichtungsfaktorh den Wert % einsetzt.Der
Abbruchfehlererrechnesichdannaus(1.129)zu

A2 A 3
L(Az) = B0 “?—gu +0(AzY). (1.134)
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Abbildung 1.35: Quadratischénterpolationder LosungzwischerdenGitterpunkten.

Man sieht, dal3das QUICK-Verfahrenlediglich 2. Ordnunggenauist, entggen der weit

verbreiteterUberzeugungdaRdie Approximationsordnundiesesverfahrens ist. Der nu-

merischeDispersionskodizientdesQUICK-Verfahrensst allerdingsvesentlichkleinerals

im CDS-bzw LUDS-Verfahrenlum Faktor6 bzw. 8). Aul3erdenmenttalt derAbbruchfehler
einenDiffusionsternvierterOrdnungderwie beimLUDS-Verfahrerfur die Dampfungder
OszillationeraufdengrobenGitternsogt. DasfuhrtdannaufallenGitternzu einerwesent-
lich hoherenGenauigkeilesQUICK-Verfahrensm Verleich zu beidenanderenyie man
ausderAbb. 1.36sieht. Auf grobenGitternist die GenauigkeitlesQUICK-Verfahrensogar
vemgleichbarmit der GenauigkeidesAgarwal-\erfahrensywasein Grunddafur seinkann,
warummanallgemeinvon der3.0rdnungdesQUICK-Verfahrendiberzeugtst. Gleichzei-
tig siehtmandeutlich,dal3bei kleinerenAz-Wertendie £-Az-Kurvenvon CDS,LUDS

undQUICK parallelverlaufenwasein Beweisdafur ist, daf3alle drei Verfahrendie gleiche
Kornvergenzordnundnabenundzwardie Ordnung?2.

Auchim TestfallNo.2ist die GenauigkeidesQUICK-Verfahrensvesentlichhoheralsvon
CDSundLUDS (Abb. 1.37),obwohldie empirischermittelteKonvergenzordnungon 0.6
mit derdesLUDS-VerfahrendibereinstimmtAuf grobenGitternist die Genauigkeitwvie-
derumvergleichbamit derdesAgarwal-\erfahrens.

Auf dieaustihrlicheDarstellunglerLosungsprofiléir unserelestflle werdenwir diesmal
verzichtendasichdaraukeineneuenErkenntnissgewvinnenlassenim beidenTestfllen
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Test No.1, sigma=Q.1, E-dx-Diagramm Test No.1, sigma=®.02, E-dx-Diagramm
CDS, LUDS, AGARWAL und QUICK CDS, LUDS, AGARWAL und QUICK

1le+00 le+00

le01l |o—ocCDS
o—0oLUDS
o— AGARWAL
1e-02F  |A—AQUICK

le-01

le-02¢

E le-03¢

1le-03}

O0—OCDS
ob—0o LUDS
o—< AGARWAL
A&—2 QUICK

le-04}

le-04¢

le-05¢

le-06 le-05

0001 0.0025 0005 0.01 0025 005 0.1 0001 0.0025 0005 0.01 0025 005 0.1
dx dx

Abbildung 1.36: TestNo.1: Vergleichvon 4 Verfahrerfir o = 0.1 (links) und
o = 0.02 (rechts).

weisendieseProfile Oszillationerauf (wie diesauchbeiallenanderermuntersuchteNerfah-
renhdohererOrdnungder Fall war), wasden EinsatzdesQUICK-Verfahrenduir konvekti-
onsdominant®roblemestarkeinschénkt.

Der vermeintliche Widerspruch. Die einzelnenbis jetzt untersuchteVerfahrenunter
scheidersich lediglich in der Approximationdes Konvektionsstroms:U;_, /,. Beim Up-
wind-Verfahrenwurde ein stiickweisekonstaterVerlauf der unbekannteriFunktionange-
nommenunddasresultierend&erfahrerhattedie Approximationsordnungon 1. Bei CDS
und LUDS wurdeeinelineare Interpolationverwendetund dasentsprechendBiskretisie-
rungs\erfahrenhatte eine Approximationsordnungon 2. Da im QUICK-Verfahreneine
guadiatisdhe Interpolationverwendetwird, erwartetman aucheine entsprechendidhere
ApproximationsordnungiesesVerfahrensDie Tatsachedal3die Approximationsordnung
von QUICK-Verfahrertrotzdemnicht hoherals 2 ist, ist dahersehriiberraschend.

Fur diesesPhanomengibt es allerdingseine einfacheErklarung.Wir erinnernuns an die
Herleitungder Finite-Volumen-Brmdierung (1.53). Man intergrierte beide Summanden
derursprunglichermifferentialgleichungl1.42)underhieltdie Integralform

[1+[2 - O,

in die fur die Ausditicke I; und I, Approximationsformelreingesetzivurden.Der Term [,
wurdeeinheitlichfur alle Verfahrerapproximiertwobei

Tig1/2

Ao / u(z, t)de ~ u(z;,t) (1.135)

Ti—1/2
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Test No.2, E-ddx—Diagramm
CDS, LUDS, AGARWAL und QUICK

1e+00 F T T T T T T T T
le-01 £ E
E 1le-02 E N
O—OCDS
—LUDS
O—< AGARWAL
le-03} /s~ QUICK :
1e-04 | | | | | | | | | |

0001 .00025.0005 .001 .0025 .005 001 0025 005 0.1
dx

Abbildung 1.37: TestNo.2: Vergleichvon 4 Verfahren.

angenommewmurde,waseinenApproximationsfehlevon O(Az?) fur I, zu Folgehat.Der
Approximationsfehlefur 7, hangtdaggenvon der DarstellungdesnumerischerKornvek-
tionsstromesh Beim Upwind-Verfahrenwird der Ausdruck/; mit ersterOrdnungappro-
ximiert, sodalRdie SummebeiderAusdiickedie Approximationsordnungon 1 hat.Beim
CDSundLUDS werdenbeideTerme,/; und /,, mit 2. Ordnungangetdhert,die Summehat
somiteinenFehlervon Ordnung2. Beim QUICK-Verfahrerwird lediglich der Term 7, mit
3.0rdnungapproximiertder Term /; wird nachwie vor mit 2.0rdnungangeshert,sodald
die SummebeiderAusdiickenur die Approximationsordnungon 2 hat.

Es gibt dahernur 2 Moglichkeiten,ein Verfahren3. Ordnungzu konstruierenDie erste
Maoglichkeit bestehtdarin, daf das Integral (1.135) ebenfallsmit der 3.0Ordnungappro-
ximiert wird. Diese Vorgehensweisést beim Finite-Volumen-\érfahrenallerdingsnicht
ublich. Die andereMoglichkeitbestehtarin,einenApproximationsausdruck Ordnungir
I, sozuwahlen,daRdie Koeffizientenbei Az? in denApproximationsfehlerir 7; und I,
sichgegenseitigeliminieren.GenaudieserAnforderungentsprichtdasAgarwal-\erfahren,
das3.0Ordnunggenaust, obwohlderTerm 7, beimEinsatzdesAgarwal-Korvektionsstroms
nur mit 2.0rdnungapproximiertwird.

Aus der Darstellung(1.62) deslokalen Abbruchfehlerdur die Finite-Volumen-Brmulie-
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rungkannmandurchdenGrenibegangAt¢ — 0 ableitendafd

Flu;i+1/2) — Fu;i—1/2)
Az

L(Az) =

— auy

T;=x

gilt. Fur die ApproximationsordnunginesVerfahrensst dahemichtentscheidendyie ge-
nauder Korvektionsstromuu(z;_; ;) durch #'(u; 1 — 1/2) approximiertwird, sondernwie
genaudie Ableitungder Stromfunktion- (au),. —durchdenAusdruck

Fusi+1/2) — Fu;i—1/2)
Az

;=T

approximiertwird. DieseErkenntniswird in denfolgenderKapitelnbeiderHerleitungvon
Verfahrer3.0rdnundr nichtlineareKonvektionsgleichungenutzlich sein.

1.8 Monotonie-Erhaltung und TVD-Eigenschaft

Die wichtigstenAnforderungeran ein numerische¥erfahrensind, daResmoglichsthohe
Genauigkeibesitzt humerischstabilist undphysikalischsinnvolle Losungeniefert. Keines
vondenbis jetzt untersuchteiVerfahrengeriigt allendrei Anforderungergleichzeitig.Das

einzigeVerfahrendasoszillationsfreid.dsungeniefert —namlichdasUpwind-\erfahren-

istlediglich1. OrdnunggenauAlle VerfahrendieeinehthereOrdnunghabenproduzierten
Losungemmit unphysikalische®szillationen.

Die Vorgehensweiselie wir bisjetztverwendehabenumeinVerfahrermit dengewitinsch-
tendrei Eigenschafterzu bilden,kannmanals empirischbezeichnenZunachstwurde ein

VerfahrerkonstruiertdanachwurdenseineEigenschaftenntersuchtWarendiesenicht zu-

friedenstellendhabenwir versuchtdie Ursacherdafur zu bestimmerund dasVerfahrenn

die richtige Richtungzu modifizieren.AnschlieRendvurdendie Eigenschaftemesneuen
Verfahrengetestetisw

Sohabenwir beim Upwind-\erfahrenfestgestelltdasder einzigeMangeldesVerfahrens
seineniedrigeKonvergenzordnungst. Wir habendie ApproximationsordnungesVerfah-
rensdurchdenEinsatzderlinearennterpolationerhdoht,undkamensozumCDS-\erfahren,
daseine hohereKornvergenzordnundhatte,aberoszillierendeLdsungenproduzierte Um
diesezu vermeidenhaberwir die linearelnterpolationmit der Ubeigewichtungderstrom-
aufwartsliegenderPunktekombiniert,underhieltensodasLUDS-VerfahrenDasAustesten
desLUDS-Verfahrenshatgezeigt,dalR3diesessbenfallsan unphysikalischenverhaltender
Losungleidet. Nachdemwir festgestellhabendal3der Grundfir die Oszillationendie nu-
merischeDispersionist, habenwir ein Verfahrengefundenpei demkein dispersver Term
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in dermodifiziertenGleichungenthaltenst (Agarwal-\erfahren)AnschlieRenanul3tenwir
leider feststellen dallauchdiesesVerfahrennumerischa_osungemmit Fluktuationener-
zeugt.

Nachdenmwir gesehemabengdalldieserempirischéNeg nichtzumErfolg fuhrt, wollenwir
nunversuchengdasProblemvom andererEndeanzugreifenWir wollen die Verfahrenauf
die Weisekonstruierendal3esvon vornheein sichegestelltist, dal3sie keineunphysika-
lischenLosungererzeugerkonnen Um diesesZiel zu erreichenmuli dieseAnforderung
andasVerfahrenzurachstgenauformalisiertwerden.Dazumissenwir als erstesdie Fra-
ge beantwortenyaswir unter physikalischsinnvollen numerischerLdsungenverstehen.
Das sind fur uns solchenumerischerLdsungendie wichtige Eigenschafterder analyti-
schenLosungnicht verletzen Beim Cauchy-Probleriur die lineareKonvektionsgleichung
bedeutetias,dald

¢ keineneuenlokalenExtremain derLosungauftreterkonnen,
e derWert deslokalenMinimumsnichtkleinerwerdenkann,

¢ derWertdeslokalenMaximumsnichtwachserkann.

Wichtig ist, daRRdie Losungderallgemeinernyperbolische®leichungu; + f(u), = 0 diese
Eigenschafteebenfallsbesitzt.

Diese Bedingungersind allerdingsschwerformalisierbar da die Stellender lokalen Ex-
tremasich mit der Zeit entlangder z-Achsebewvegen. Aus diesen3 Forderungeran die
Losungsfunktioriolgt allerdings,dal3wenndie LosungzumZeitpunkt: = 0 monoton(fal-
lendoderwachsendjst, somul3sieesauchfuralle ¢t > 0 bleiben.

Gerugt auchein numerischeSchemadieserAnforderung,so sagtman,dal3esmonotonie
erhaltend(,monotonicity preserving) ist. Formal bedeutetdas,wenndie Gitterfunktion
U = {U;} monotonbeZiglich : ist, so muR dasauchfir die Gitterfunktionl/ = {U;}

mit U = FV(U) gelten(s. 1.55). Es st klar, daBein monotonie-erhaltendegerfahren
keineoszillierendeh.dsungerbeiderBerechnunglerlinearerKornvektionvonwandernden

Frontenproduziererkann.

Eine hinreichendeBedingungfur die Monotonie-Erhaltungst die sogenanntd&lonotonie-
Eigensbaft (,monotonicity ) einesVerfahrensEin numerische¥erfahrenheildtmonoton
wenn fir zwei Gitterfunktionenl/ und V. austU < V folgt: FV(U) < FV(V). Esist
bekanntdal3jedesmonotoneDiskretisierungserfahrenstabilist. Leiderkanneshodchstens
von ersterOrdnunggenausein[45].

Weiterhin gilt, dal3jedeslineare Finite-Volumen-\érfahren,das monotonieerhaltendist,
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gleichzeitigmonotonist. Darausfolgt, daf3jedesmonotonieerhaltenddineare Verfahren
ebenfallshochstensson ersterOrdnunggenausein kann. Das erklart, warum alle bis-
her untersuchtenVerfahren2.und 3. Ordnung (inkl. Agarwal-Verfahren)oszillierende
L 6sungenproduziert haben

Wir kommensomit zu der Schluf3folgerungdalRwir ein monotonie-erhaltendegerfahren
hohererOrdnungnur findenkonnen,wennwir auf die Klasseder nichtlinearen Diskreti-
sierungserfahrenausweichenDamit entsteherfur unsgleichzeitigzwei neueProbleme.
Erstensist es nicht einfach,die Monotonie-ErhaltungeinesnichtlinearenVerfahrenszu
uberpiifen.Zweitensjstesfur einnichtlineared/erfahrenvesentlichrschwierigereinehin-
reichendeBedingungdfir die Stabilitat zu finden,die fur ein konsistente¥erfahrendessen
Korvergenzsichert.

Glucklicherweisayibt eseinensehrelegantenWeg, diesebeidenProblemezuldsen Wir ha-
benunsvorherdaraufgeeinigt,dal3ein numerische¥erfahrenwichtige Eigenschafteuler
anlytischerLosungnicht verletzerdarf. Eine dieserEigenschaftebetrifft die totale Varia-
tion derLosung FireineFunktionu = u(z) istdie totaleVariation7'V' (u) folgendermaf3en
definiert:

ou

oo de. (1.136)

TV(u) = /

Einewichtige EigenschaftlerLosungderlinearenKornvektionsgleichungst, dal3die totale
VariationderLosungmit derZeit nichtzunimmt(vorausgesetztV (uq) < oo, waswir stets
annehmenverden):

Fur die analytischeLdsungder linearenKornvektionsgleichungst dieseBedingungoffen-
sichtlich erfullt, da sich die Profile der Losungzu 2 verschiedene#eitpunktennur durch
eineVerschiebing entlangder z-AchseunterscheidergeshallmulRdie totale Variationder
beidenProfile gleich grof3sein.Viel wichtigerist es,dal3die Bedingung(1.137)auch fur
die Losungder allgemeinerhyperbolisbenGleichungu; + f(u), = 0 erfullt ist, wie Lax
in 1973gezeigthat[74].

Analogzu(1.136)kanndietotaleVariationeinerGitterfunktionl folgendermafedefiniert
werden:
i=+0c0
TV(U) = Z |Uir1 — Ul . (1.138)
Wir nennerein VerfahrenT \-stabil, wenn7'V (U™) gleichmaRigbeschénktist fur alle Az,
At undn mit Az < Az, At < Aty undnAt < T. Fur ein TV-stabilesVerfahrengilt
folgendes
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Theorem1 [77] Ein konsistenteand T\-stabilesDiskretisierungsverfal@n mit einerLip-
sditz-stetigerKorvektionsswmfunktions'(U; : — 1/2) ist korvergent.

Wir sagendaliein Diskretisierungserfahrendie TVD-Eigenshaft hat (, Total Variation
Diminishind'), wennfur ein beliebiged’ mit 7V (U) < o gilt:

TV(U) < TV(U), mit U=FV(). (1.139)
Hat ein Verfahrendie TVD-Eigenschaftsowerdenwir diesesals TVD-\érfahren bezeich-
nen.DasKonzepteinesTVD-Verfahrensvurdevon Harten [40] im Jahrel983eingefihrt.

In dieserArbeit wurdendieseVerfahrennoch als , TVNI-Verfahrefi bezeichnei(, Total
VariationNonl ncreasing). Ab 1984[41] setztsichdie Abkurzung, TVD* durch.

Theorem 2 Ein TVD-\érfahrenist TV-stabil.

Beweis.Aus derDefinition einesTVD-Verfahrendolgt, daf?
TV < TVU™Y <. <TV(UY (1.140)

gilt. Damitist 7'V (U?) die gesuchté®begrenzefur alle 7V (U™), die unablangigvon Az,
At undn ist. O

Theorem 3 Ein TVD-\érfahren mit einer Lipsditz-stetigerKornvektionsswmfunktionist
monotonie-erhaltend.

Beweis.Die Monotonie-ErhaltunginesTVD-Verfahrendolgt darausdalidie Entstehung
von Oszillationendie totale Variationder Losungerhdht. DenvollstandigenBeweis findet
manim AnhangA.1.0

Aus diesendrei Satzenfolgt, daf3ein konsistentesTVD-Verfahren mit einem Lipschitz-
stetigenKonvektionsstrom konvergent ist und oszillationsfreie Losungenliefert. Of-
fen bleibt nochdie Frage wie kannmanfeststellenpb ein Verfahrerdie TVD-Eigenschaft
besitztodernicht. Folgendesrheoremvon Harten[40, 41] gibt Antwort aufdieseFrage.

Theorem 4 Kannein Finite-\blumen-¥rfahrenin folgender~orm dargestelltwerden
Ui=U;, - Cis(Uy = Ui_y) + Di(Uiyy — Uy), (1.141)
dannhatdiesesverfahendie TVD-Eigenshaft, wennfolgendeBedingungerrfullt sind:
0< ¢ <C<oo, Vi (1.142)

0< D <D<oo, Vi (1.143)
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Der Ausdruck(1.141)erwecktden Eindruck,dal3es sich hier um ein linearesVerfahren
handeltDasmulf3allerdingsnichtnotwendigerweisderFall sein.Die KoeffizientenC'; und
D; kdnnendurchausselbstvon denWertender Gitterfunktionl/ abhangen.

Beweis.In [40] hat Harteneine VariantediesesTheoremsfir explizite Finite-Volumen-
Verfahrenanggeben.In [41] wurde dieserSatzfur implizite Verfahrenmit periodischer
Losungin einemendlichenintervall bewiesen Wir werdenstattdessewuerlangengal

lim |U; — Ui_y| =0 (1.144)

i—too

gilt. Den Beweis desTheoremg(unter der getrofenenAnnahme(1.144))findet manim
AnhangA.2.0

Als lllustrationbetrachtewir dasUpwind-Verfahrenl.OrdnungDie Differenzenformel

Ui —=U;  Ui=U,
a

At -0 (1.145)
laltsichin derForm
—  aAt
=0 — — (Ui — U, 1.14
U, =U N (Ui = Uiy) ( 6)
schreibenDasentsprich(1.141)mit
alt
-1 = —— 1.147
Cia Ao ( )
D; = 0 (1.148)

unddie Bedingunger{1.142,1.143)sind offensichtlicherfullt.

Manbeachtegdal3fur einunendliche&ebietdie Gleichung(1.146)keineeindeutigd_dsung
besitzt. Mankanneinenbeliebigenndex ¢, wahlen,denWert U, frei setzenundalle ande-
renWerteder Gitterfunktion/ aus(1.146)rekursv berechnenMan misstedazulediglich
die Gleichung(1.146)nachl;_; (fur: < 10) bzw. nacht; (fur: > 1,) auflosen.

Um EindeutigkeitderLosungzu gewvahrleistenkdnntemanz.B. verlangendalidie Bedin-
gung

lim U; = lim wu(z,t,41) = lim ug(z) (1.149)

i——00 r——00 r——00
erfullt wird. Der letzte Grenzwertexistiert, dawir angenommeinaben dafidie totale Va-

riation 7'V (ug) < oo ist. Aus (1.149)folgt automatischdafdie Voraussetzun@l.144)fur
1 — —oo erfullt ist.
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Auf derandererSeite folgt aus(A.9) fur dasUpwind-Verfahren

o o2 . aAl
S(iv,ia) i= S |Usps — Us| < TV(T) + Z—$|UZ» Ui . (1.150)
Beim fixierten Wert von ¢, bildet die Reihe S(:, ;) einemonotonwachsendé-olge, die
von obenbgyrenztist. Deshalbhat dieseFolge einenendlichenGrenzwertei i, — +o0,

worausfolgt, daf3die Voraussetzungl.144)auchfiir : — +oc erfullt ist.

1.9 Konstruktion einesTVD-Verfahrenshoherer Ordnung

In diesemAbschnittwerdenwir dasTheoremvon Hartendazuverwendenuym TVD-Ver-
fahren2. und 3. Ordnungzu konstruierenlm Abschnitt1.6 habenwir bei der Herleitung
desLUDS-Verfahrensine, konzeptionelldischung ausUpwind-VerfahrerundCDSbe-
nutzt.Beim AufbaueinesTVD-Verfahrensverdenwir ahnlichvorgehenjndemwir direkt
ein gewichtetesMittel ausdemUpwind-und CDS-Konvektionsstronbilden.

Der numerischeKornvektionsstronfir dasCDS-\erfahrenlal3tsich analogzu (1.116)als
Upwind-KornvektionsstronplusKorrekturtermdarstellen:

Uiy + U;
ai
2

= P+ (F(U]) - FT(U)

FeB(U31) =

— al; 4+ %(Ui —Uiy) (1.151)
Hier undweiterverwenderwir die Abkiirzung,/* furdenAusdruck,:—1/2*. Der Ausdruck

»t + 1/2 wird entsprechendurch,r* abgekirzt.

Fur ein gewichtetesMittel ausF#“?(U; 1) und F<**(U; 1) gilt daher

FYUUL) = (1= @) (Us 1) + ¢ (U3 1)
= F"(U;l) + ¢(F(U;1) — F*°(U; 1))
= alU,_; + le%(Uz — Ui—l)- (1152)

SetztmandiesenKornvektionsstromn die Finite-Volumen-Gleichung1.53) ein, so ergibt
sichfolgendeDiskretisierungler Korvektionsgleichung:
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Ui—U; Uit & Uip = U) = Uiny — 2(U; = Uiy)
At Az

—0.| (1.153)

Wurde manden Gewichtungsfaktorg, fur alle Voluminagleich nehmen,soware dasre-
sultierendeDiskretisierungserfahrenlinear. Fur ein linearesVerfahrengilt aber dal3es
entwedemhochstendl.Ordnunggenauist, odernicht monotonie-erhaltent (s. Abschnitt
1.8). Es wird deshalbfur jedesKontrollvolumenein eigenerGewichtungsfaktorgesucht,
dervomLosungserlaufin derunmittelbarertdmgelungdesbetrachtetevolumenelements
abhangt.Istdie LosunganderStellez; glattgenug sokannmandie Zentraldiferenzeinset-
zen,ankritischenStellendaggensolltemandenUpwind-Anteilibegewvichten.Zu denkri-
tischenStellengetbreninsbesonderdiejenigenwo die zweite Ableitungder Losunghoch
ist, sowie die StellenderlokalenExtremader LosungsfunktiongdadortdasCDS-\erfahren
die meistenOszillationenverursachtZur Beschreilng der Glattheitder Losungsfunktion
benutzemwir dasVerhaltnisvon aufeinanderfolgende@radienten

U1 — Uiy
0= — 1.154
: U= Uy (1.154)
undsucherdenGewichtungsfaktok; alseineFunktionvon 6;:
&= ()| (1.155)

Dadie Funktion¢(6) denBeitragdesCDS-Korvektionsstromeg Abhangigkeitvom lo-
kalenLosungserhaltenlimitiert, wird sieals, Limiter-Funktiorf oderkurzerals, Limiter*
bezeichnet.

Man sieht,daR3in die Definition der Grof3ed;, zwei Werteder Gitterfunktioneingehendie

stromaufvartsvon z; liegen(U;_, undU;_;) , hierwird alsodie Stromrichtungnitberick-

sichtigt. Ist der Wert von 4, negatv, so bedeutetlas,dal3z; in der NaheeineslokalenEx-

tremumsder Gitterfunktionl/ liegt. Wir werdenan solchenStellendenKornvektionsstrom
F®i(U;1) gleichdemUpwind-Stromsetzendasentspricht

#(0;) =0, wenn 0; < 0. (1.156)

Fur positve Wertevon 6, verlangerwir daggen,dal3der Gewichtungsfaktopositi ist:

(6)) > 0, wenn 6; > 0. (1.157)

IstderNennerin (1.154)gleichNull, sobedeutetlas,dal3die Wertel/;_, undU; gleichsind.

In diesenfall stimmenauchdie GroRenF?(7; 1) und F***(U/; 1) UbereinundderWertdes

Gewichtungsfaktors, beeinfluBtdenKorvektionsstromi'*4(1/; 1) nicht. Einfachheitshal-
berwird derWertvon ¢; zu Null gesetzt:

¢ =0, wenn U; — U;_; = 0. (1.158)
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Wir wollen nununtersuchenyelcheEigenschaftemlie Funktion¢(6) besitzensoll, damit
dasDiskretisierungserfahren(1.153)die TVD-Eigenschafhat. Wir nehmerzurachstan,
dalB(U; — U;—y) # 0und (U;11 — U;) # 0 gilt, setzeny; = ¢(6;) und ¢, = ¢(6,) in die
Gleichung(1.153)ein, undschreiberdie resultierendé&sleichungn folgenderForm:

—  aAt #(0,) ()

UZ:UZ'_E(UHF 2 2

(Uipr — U;) = Uiy — (U; — Ui_1)> . (1.159)

Hier bezeichne#, folgendenAusdruck

Ui =U,

0, = — "~
U1 = U;

(1.160)

Esgibtdrei Moglichkeitendie Formel(1.159)in Form(1.141)darzustellenDie einfachste
Maoglichkeit

— at , aAt
Ui = Ui = 53— (2 = 6(00)) (U = Uiet) = 57— &(0:) (Vi1 = Ui) (1.161)
fuhrtzu
aAtl ,
Cicy = QAJZ(Z — o(01)) (1.162)
aAl
D, = AL gb(@r) (1.163)

Wegen(1.157)ist D; fur positive Wertevon 6, negatv unddie Bedingung(1.143)ist offen-
sichtlichverletzt.

Die zweiteMoglichkeitbestehtarin,dalRwir denKoeffizientenC;_; zu Null machenjn-
demwir die Gleichung(1.159)folgendermalienmschreiben:

— aAt UZ - UZ'_1 ,
Ui=U;i— 51 ((2 - ¢(91))m + ¢(9r)) (Uigr = Us) (1.164)
Dasentspricht(1.141)mit
Ciiy = 0 (1.165)
aAl . Ui — Uiy
v (e S(E)
= B o 5(0)0, + (0 1.166
= —ga, (2= ¢(00))0, + ¢(0,)) (1.166)

Istd, < 0 undé, > 0, sogilt wegen(1.156,1.157)

aAt

D, =—
2Azx

(26, + ¢(6,)) < 0 (1.167)
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unddie Bedingung(1.143)ist wiederverletzt.

Schlief3lichkann man die Gleichung(1.159)analogzu (1.164)so umschreibengalRder
Koeffizient D; zu Null wird:

U, =T, — ;j; (2 — 4(0) + q;(er)%) (U; — Ui_y) (1.168)
Dasentspricht(1.141)mit
i = 2 (2 (0 +¢(&)%)
_ % (2 (00 + %) (1.169)
Di = 0 (1.170)
Damitdie Bedingung(1.142)erfullt ist, muf3folgendeUngleichunggelten
0<2—¢(0)+ qb(:?”) <C (1.171)

Esqilt folgendes

Theorem5 Damit dasDiskretisierungsverfalen (1.153)die TVD-Eigenshaft hat, ist es
hinreichend,daf3derLimiter ¢(#) neben(1.156,1.157,1.158)folgendeBedingungerfullt

H(0) < 2, V0 > 0, (1.172)

6(0) < 20, V0 > 0. (1.173)

Beweis Wir zeigernzurachstdal3die Ungleichungerfl.171)erfullt sind.Aus(1.156,1.157,
1.172)folgt:

$(6:)
0,

2— () + ZL > 2~ 4(0) = 0. (1.174)

Auf derandererSeitegilt wegen(1.156,1.157,1.173):

2 () + A0 < o4 ) (1.175)

Nun sollenwir noch3 Sonderélle betrachtenwenneinsvon 6, 4, oderbeidegleichzeitig
nichtdefiniertsind.Ist (U; — U;_;) = 0, soistauch¢; = 0 wegen(1.158).Gleichzeitiggilt
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entweder), = 0 oder(U;1, — U;) = 0, in beidenFallenist auch¢, = 0 (1.156,1.158).
Die resultierend®iskretisierungsformedtimmtdannmit demUpwind-\Verfahreniberein,
dasdie Harten-Bedingunge(i.142,1.143)erfullt, wie am Schluf3desvorigenAbschnittes
gezeigtwurde.

Ist nun(UZ» — Ui—l) 7£ 0 und(UiH — UZ) =0, fUhI’t(llSZ)ZU

4 (o (0))(U: — Uiy (1.176)

und die Harten-Bedingungeifl.142,1.143) sind wegen (1.156,1.157,1.172) ebenfalls
erfullt. O

UZ':UZ'—

Theorem5 gibt hinreichendeBedingungerdafur an, dal3der Limiter ¢ zu einemTVD-
Verfahrenfuihrt. Uber die Approximationsordnungles resultierendenVerfahrenssagtes
allerdingsnichtsaus.Im Abschnittl.7 wurdegezeigt,daf3jedeslineareUpwind-\erfahren,
dasmindesten®.0Ordnunggenauist, als ein gewichtetesMittel ausZentral-Differenzund
LUDS-Verfahrerdamgestelltwerdenkann.WirdemanalsLimiter-Funktiong(8) = 1 wah-
len, sowirdederKonvektionsstron{1.152)mit demCDS-Konvektionsstroniibereinstim-
men.Die Limiter-Funktion¢(4) = 6 entsprichtdaggendem LUDS-Verfahren Es ware
dahersinnvoll zu verlangendalRein TVD-Limiter nicht nur den BedingungerdesTheo-
rems5 geriigt, sonderrauchfir § > 0 zwischerdenGeradens(6) = 1 und¢(8) = 6 liegt.
Der Bereich,in welchemdie Werteder Limiter-Funktionunterdengemachten/orausset-
zungenliegendurfen,istin derAbb. 1.38daigestellt.

Man sieht, daf3 die Limiter-Funktion, derenWerte im gekennzeichneteBereichliegen,
zwangsaufigfur § = 1 denWert1 annehmemulf3.

Theorem 6 Damit dasDiskretisierungsverfalan (1.153)fur hinreichendglatte Losungen
andenStellen(z,t) mitu, # 0 die Appoximationsodnung?2 hat, ist eshinreichend,dafd
der Limiter ¢(6) folgendeBedingungerrfullt

1. é(1) = 1.

2. Die Limiter-Funktion¢ ist Lipsditz-stetigin der Nahevond = 1.

Beweis.SieheAnhangA.3.0

Wir wollendie bisherigerErgebnisseusammenfassen.

Das Diskretisierungserfahren (1.153) mit einer Lipschitz-stetigen Limiter-
Funktion, die Werteim kariert daigestelltenBereichder Abb. 1.38 annimmt,ist
TV-stabil , produziert oszillationsfreieL dsungenund hat bis auf die kritischen
Stellender L 6sungsfunktion Approximationsordnung 2.
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Wertebereich der TVD-Limiter—Funktion
3.0

©(0)=20 ©(0)=0
(LUDS

20 —#O)=2

®0)=1 (CDS)

05 - |

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

Abbildung 1.38:Wertebereictder TVD-Limiter-Funktion.Der zulassigeBereichist kariertdar
gestellt.

ObwohlausTV-Stabilitat und KonsistenzinesVerfahrenslesserKonvergenzfolgt, kann
manim allgemeinemicht davon ausgehengal3die Kornvergenzordnungind die Approxi-
mationsordnungesVerfahrendgibereinstimmendir werdendaherdie Korvergenzordnung
derTVD-Verfahrenn folgendenAbschnitteranunserenrestillenempirischermitteln.

Zunmachstmusserwir allerdingsdie Limiter-FunktiongenauwspezifizierenDie amweitesten
verbreiteterLimiter sindfolgende:

minmod :  ¢™"(0) = max(0, min(1,0)) (2.1277)

superbee :  ¢*(#) = max(0, min(1,20), min(2,0)) (1.178)

0410

vanlLeer vig) =
¢ () 1+ |0

(1.179)

1+6
monotonized centered : quc(e):max{(),min( :I; ,2,29)} (1.180)

p4

Der VerlaufdieserLimiter-Funktionenist in der Abb. 1.39 skizziert.Der Minmod-Limiter
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Minmod-Limiter Superbae-Limiter
3.0 T T T T T 3.0
25 B 25
2.0 2.0
/
P15t P15t //
/]
1.0 - /( 1.0 - /
05 1 05 -
00 L L L L L 00 L L L L L
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
0 0
Van Leer’s Limiter Monotonized—-Centered-Limiter

3.0 T T T T T 3.0
25 B 25
2.0 2.0

P a5t —— P a5t

4”’
1.0 + k 1.0 +
05 B 05
00 L L L L L 00 L L L L L
0.0 0.5 1.0 195 2.0 25 3.0 0.0 1.0 2.0 390 4.0 5.0 6.0

Abbildung 1.39: SkizzenderLimiter-Funktionen.

(kurz: MM) verlauft entlangder unterenGrenzedes zulassigerBereichs.Der Namedes
Limiters kommtdaherdal3fur denLimiter ¢™™ gilt:

¢™"™(#) = minmod(1,6) (1.181)
Dabeiist die Funktionminmod(z, y) sodefiniert,da3sie denWert 0 annimmt,wennihre

Argumenteunterschiedlich&orzeicherhabenansonsterst sie gleichdemMaximumaus
denBetragenbeiderArgumente SiekannauchdurcheineeinzigeFormeldefiniertwerden:

minmod(z, y) = sign(z) - max[0, min(|z|, sign(z) - y)]. (1.182)

Der Superbee-Limitefkurz: SB) verlauftdaggenentlangderoberenGrenzedeszulassigen
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BereichsErwurdevonRoe[101] im Jahr1985zumerstenMal eingesetztindverdankihm
seinerNamen.

DervanLeer’s Limiter (kurz: VL) verlauftzwischendenerstenbeidenLimiter-Funktionen
undistim Bereichd > 0 UberalldifferenzierbarEr wurdebereitsim Jahrel974eingesetzt
[128], undtragtdenNamenseines,Erfinders. Im Bereichd > 2 nahertsichderVL-Limiter
nur sehrlangsamdemWert 2. Der Monotonized-Cented-Limiter (kurz: MC) verlauftim
Bereich# < 2 ahnlichwie VL-Limiter, erreichtdanachaberziemlich schnelldie obere
GrenzedeszulassigerBereichs Er wurdeebenfallsvon vanLeereingetihrt[129].

Alle vier vorgestellterLimiter habendie sogenannt&ymmetrie-Eigenbaft

@ _ 4 (%) | (1.183)

Wir werdendieseEigenschafhochspaterin diesemAbschnittberbtigen.

Alter native Vorgehensweise. BeiderKonstruktioneinesTVD-Verfahrensindwir bisher
vom numerischerKonvektionsstromausggangengder als gewichtetesMittel ausUpwind-
und CDS-Konvektionsstromdargestelltwurde. Man konnteaberanstattvon CDS-Strom
Feds(U; 1) aucheinenandererkonvektionsstron2.0Ordnungnehmenz.B. denLUDS-Kon-
vektionsstromi™ ™45 ({7 [). Wir wollen nununtersuchengb manauf diesemWege zu prin-
zipiell anderenmVD-Verfahrerngelangerkann.

Fur ein gewichtetesMittel ausF*#(U7; 1) und F'**(U7; 1) gilt (s.auch(1.116)):

—=tvd

FUU) = (1= ) F (U3 1) + o F(U31)
= F(Us1) + pu(F (U3 1) = F2(U31))

= Uiy + 915 Uiy = Uiea). (1.184)

Wir bezeichnewlenneuerkornvektionsstronmit Ft“d(U; [) unddenGewichtungsfaktomit
¥y, umsievon F(U; 1) und¢; zuunterscheidemnalogzu (1.159)gilt:

_g At 90 )
Ui=Ti- (UZ+ 5 (Ui = Uint) = Uiy = == (Ui U,t_g)), (1.185)

wasmanfolgendermal3eim derForm (1.141)darstellerkann(mit D; = 0):

aAt
2Azx

(2 +1(0,) — ww)%) (U; — Uiy) (1.186)

UZ':UZ'—
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Dasentspricht(1.141)mit

a/At U1 — Ui
Ciop = AL (2 +(0,) — 15(91)71]2 U )
- ;ﬁ; (24 (0,) — ©(6))0) (1.187)
D; = 0 (1.188)

Damitdie Bedingung(1.142)erfullt ist, musserfolgendeUngleichungemelten:

0<2+9(0,) — $(0)0, < C (1.189)

AnstattdenLimiter ¢(8) neuzu erfinden kannmanmit Hilfe desfolgendenTheoremslie
bereitsnachgwieseneEigenschafterder Limiter-Funktioneng™™ (), ¢**(6), ¢*'(6) und
¢™(8) sinrvoll ausnutzen:

Theorem 7 Geriigt die Limiter-Funktion¢(#) den\braussetzungedesTheoems5, und
ist die Funktiony(6) entwedesls

1. b(0) := 20
oderals
2 HOEXI0)

definiert,soerfullt die Funktiony(6) die Bedingungetrf1.189)

Beweis.SieheAnhangA.4.0

Wir wollen nun untersuchenywaspassiertwennwir die auf dieseWeisekonstruierterii-
miter in die Definition desKorvektionsstrome$l.184)einsetzenlm Fall ¢»(6) = ¢(6)/6
erkalt man:

—tv a
ok d(U; ) = alUi_y +¢(6) - 5 (Uizi — Ui—2)
0
— AU + %Z) 5 Uiy = Uica)
Uz Ui—l a
= alU;_1 + ¢(6)) - U — Uiy 5 (Uizi — Ui—s)
= Uiy +(0) - 5 - (Ui = Ui) = F*(U31), (1.190)

d.h.die KorvektionsstomeF"*(1/; 1) und F**4(17; ) stimmenin diesemFall tiberein!
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Wiurdemanstattdesseden Ausdrucky(6) = ¢(1/6) in (1.184)einsetzenso wilrdedas
im allgemeinerzu einemandererDiskretisierungserfahrenfihren.Fur die vorgestellten
4 Limiter-Funktioneng™™ (6), ¢**(0), ¢*'(#) und ¢™(6) allerdings,stimmenwegenderen
Symmetrie-Eigenschafft.183)die Funktionen) () = ¢ (1/6) undy:(0) = ¢(0)/0 Uberein,

sodaRauchin diesemFall gilt 7**(17;1) = F*4(U; 1). Wir habensomitgezeigtdal

unabtangigdavon,ob mandenTVD-StromalsgewichtetesMittel ausUpwind und
CDS mit einemsymmetrischerimiter ¢(6) , oderals gewichtetesMittel ausUp-
wind und LUDS mit einemLimiter ¢ (8) = ¢(6)/6 odery(6) = ¢(1/0) kon-
struiert,sind die resultierendenDiskretisierungsverfahrenin allen drei Fallen
identisch.

Alter native Limiter. Beim Aufbauder4 vorgestellterLimiter-Funktionen(1.177-1.180)
ging manvon geometrischetUberlegungeraus:entscheidendar, dalRderenwWerteim vor-
geschriebeneBereichlagen.Man kannaberals AusgangspunkiucheinebeliebigeFunk-
tion nehmenundansdalielRendhre Wertewennnotwendigkorrigieren

Wir habenvorher schongesehengdafdie Funktion ¢(6) = 1 dem CDS-\erfahrenund
die Funktion ¢(8) = 6 dem LUDS-VerfahrenentsprechenDas Agarwal-\erfahrenund
dasQUICK-Verfahrenerhalt mandurch¢(8) = 2/3 + 6/3 bzw. ¢(6) = 3/4 + 6/4, da
diesebeidenVerfahrendurch lineare KombinationausCDS und LUDS gebildetwerden
konnen.Offensichtlichliegendiesevier Funktionennichtim zulassigenWertebereictder
Abbildung 1.38. Man kann aberausdiesenFunktionendie entsprechendelVD-Limiter

dadurchkonstruierendalRmandie Funktionswertedort verandert,wo sie den zulassigen
Bereichverlassenund ansonstemunverandertlaldt. Die resultierenderimiter sindin der
Abb. 1.40skizziert,undwerdenfolgendermal3edefiniert:

CDS :  ¢°*(#) = max {0, min (1,26)} (1.191)
LUDS :  ¢™*(#) = max {0, min (2,0)} (1.192)
‘ . (240
AGARWAL :  ¢""(#) = max{ 0, min —3 2,260 (1.193)
’d Lquick . 3 —I_ 0
QUICK : ¢"™%(f) = max{0,min T,Q,ZG (1.194)

Man beachtedalRdiesevier Limiter-Funktionendie Symmetrie-Eigenschafi..183)nicht
besitzenEs gilt jedochse®* (1/6) = $45(9)/0, so daBder KorvektionsstromF"* (17; 1)
mit 1(0) = ¢°** (1/6) zu demselberverfahrenfuhrtwie Korvektionsstrom#*(U; 1) mit
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Abbildung 1.40: Skizzender Limiter-Funktionens©® (6), ¢!“(6), $*9%7(8) und ¢7%°* (6).

¢"4+(9) und umgekehrtder Korvektionsstrom# " (7; 1) mit v (0) = ¢4 (1/6) fuhrtzu
demselbeVerfahrenwie Korvektionsstromi™4(17; 1) mit ¢°# ().

Alle vier Limiter geriigendenVoraussetzungesiesTheorems5, sodal3resultierendé/er-
fahrenan den unkritischenStellendie Approximationsordnungon mindesten haben.
Der AGARWAL-Limiter ¢*9*"(6) fuhrtan solchenStellensogarzu einerApproximations-
ordnungvon 3. Dasfolgt darausdal3in derNahevond = 1 derAGARWAL-Limiter mit der
Funktiong(8) = 2/3 + /3 Ubereinstimm{Abb. 1.40,untenlinks), sodaf3derentsprechen-
deTVD-Verfahrerdie gleicheApproximationsordnungatwie dasAgarwal-\erfahrenund
desserApproximationsordnungst bekanntlich3.

Wir werdendie limitierten Versionerder linearenVerfahrenCDS,LUDS, AGARWAL und
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QUICK entsprechentit L-CDS,L-LUDS,L-AGARNAL undL-QUICK bezeichnen.

NumerischeAspekte. Bevor wir in dennachstemAbschnittenmit der Untersuchungles
Einflussesverschiedenekimiter-Funktionenauf die numerischd.dsungunsererTestflle
beginnen,sollenhier nocheinigenumerischeAspektebesprochemverden Bishersind wir
bei der Herleitung einesTVD-Verfahrensvon einemraumlich unbgrenztenLdsungsge-
biet ausggangen.In den Testfllen wollen wir dasVerfahrenallerdingsfir dasintervall
[0, 2] einsetztenDie Diskretisierungdes Berechnungsgebieteswie die Behandlungder
Randelementerfolgt analogzum Upwind-Verfahrenundist im Abschnitt1.4 austihrlich
beschrieben.

Zur BerechnunglesnumerischeriKonvektionsstromeg?(1/; 1/2) brauchtmandenWert
derGitterfunktionanderStellez_,, dieaul3erhalldesBerechnungsgebietésgt. Wie beim
LUDS-Verfahrenkann man bei statioraren Randbedingungerinenfiktiven Gitterpunkt
einfigenundl/_, = U, setzenAlternatv kannmandenGewichtungsfaktor, /, gleichNull
setzenwasim Endegebnisauf dasselbdinauséuft. Die ersteVarianteist programmtech-
nischeffektiver, dadanndasersteVolumenelemerduf die gleicheWeisewie alle anderen
innerenKontrollvoluminabehandeltverdenkann.Der instatioraire Fall wird im Abschnitt
1.11behandelt.

Dasresultierendé&leichungssystenst nichtlinear Die Linearisierungkanndurchden, de-
ferredcorrection approach durchgeiihrt werden,der im Abschnitt 1.6 beschrieben
wurde (s.(1.116,1.117)).Fur denKorrekturstrom#(U/; 1) gilt (s.1.155,1.158):

FEUsT) = -5 (Ui = Uiy) =
0, wennU;,—U;_1 =0
= v (1.195)
5 (Ui =Uina) - d(F5722), wenn Uy = Uiy # 0
Wennfur einenLimiter ¢(.) eineFunktioné(., .) existiert mit der Eigenschaft
_ 0, wenny=20
d(z,y) = | : (1.196)
y-$(E), wenny #0

dannkannmandenKorrekturstromi#(1/; 1) wesentlicheinfacheiberechnemlurch:

FeU1) = = - (Ui — Uiy, Ui — U;y). (1.197)

a
2

SoeineFunktion¢ exisitiert fur 7 der 8 betrachteterimiter. Wir zeigenexemplarischdie
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HerleitungeinersolchenFunktionfir denMM-Limiter ¢™™. Esqilt fury # 0:

_ y.max{o,min (1 f)}

o

Y

)

= sign(y) - |y| - maX{O min

= sign(y) - maX{O ly| - min

@IE%

()]
(13}

= sign(y) - maX{O min <|y Ty }

— sign(y) - max {0, min (||, = - sign(y))} = 8" (z.y).

Wie manleichtiiberpiifenkann,ist die Bedingungs™ " (z, 0) = 0 ebenfallserfullt. Bis auf
denVL-Limiter kanndie Funktion¢ analoghemgeleitetwerden.Wir prasentiererhier nur

dasEndegebnis:
sb

¢ (x,y)

" (x,y)

—cd
C S(.ﬁl}, y)
—luds

¢ (z,y)

aagar(

z,y)

" (2, y)

sign(y)
sign(y)

sign(y)

sign(y)

sign(y)

sign(y)

- max{0, min[|y|, 2z - sign(y)], min[2]y, = - sign(y)]}

- max {O,min [|y| T 31gn(y)’2|y|’ 2 - sign(y)] }

2

-max{0, min[|y|, 2z - sign(y)]}

- max{0, min[2|y|, z - sign(y)]}

2 x - sl
- max {O,min l lyl + o - sign(y) ,2|y|, 2 - sign(y)]}

3

3 x -8l
- max {O,min l lyl + o - sign(y) ,2|y|, 2 - sign(y)]}

4

Dieseldeezur BerechnunglesKorrekturstromesnit Hilfe der Funktion$ stammtvon Yee

[135].

1.10 TVD-Verfahren: Untersuchungder Testfalle

In diesemAbschnittwollen wir den Einfluf3 der Limiter-Funktionenauf die numerischen
Losungender Testflle 1 und 2 untersuchenDurch den Aufbau der TVD-Verfahrenist
sichepgestellt,dal’die LosungerkeineOszillationenenthalterkonnen.Die Unterdiickung
derOszillationergeschiehallerdingsdurchstarkeUbeigewichtungdesUpwind-Stromesén
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Minmod-Limitery E(dx)=0.06314

Superbee Limitar, E(dx)=0.01815
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Abbildung 1.41: TestNo.2: VerlaufderLosungauf einemGitter Az = 0.01 fur 8 Limiter.
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derNahederkritischenStellen.Dieserist allerdingsnur ersterOrdnunggenau sodafldman
erwartenkann,dalR TVD-Verfahrenzwar physikalischsinrvolle Losungeniefern, mogli-
cherweiseaberauf Kostender Genauigkeit.

Wir beginnenmit derUntersuchunglesTestbeispieliNo.2,dain diesemFall beim Einsatz
von linearenVerfahrenhohererOrdnungdie Oszillationenam starkstenausgepiigt waren
(Abb. 1.22,1.28,1.33).In Abb. 1.41ist der Verlauf der Losungauf einemGitter mit der
MaschenweiteAz = 0.01 fur alle 8 Limiter-Funktionendamgestellt. Man sieht, dal3 die
Losungenn allen8 FallentatsachlichkeineOszillationeraufweisen.

VERFAHREN | p || VERFAHREN | p || VERFAHREN | »p

CDS 0.47 || L-CDS 0.67 || MM 0.66
LUDS 0.60 || L-LUDS 0.66 || SB 1.00
AGARWAL 0.75|| L-AGARWAL | 0.76 || VL 0.69
QUICK 0.60 || L-QUICK 0.71|| MC 0.67

Tabelle1.4: TestbeispieNo.2: EmpirischeKornvergenzordnungon 12 Verfahren

In der Tabellel.4 sind die empirischerKonvergenzordnungefir 4 lineareVerfahrenso-
wie fur 8 TVD-Verfahrerzusammengetragellan sieht,daf3die limitierten Versionenvon

allen vier linearenVerfahren(CDS, LUDS, AGARWAL und QUICK) eine hohereKon-

vergenzordnundpabenalsdie nichtlimitiertenOriginalverfahren Auch die absoluterFeh-
ler derlimitierten Versionensind auf fastallen Gittern niedriger wie manauf den £-Az-

Diagrammer(Abb. 1.42)seherkann.Besonderstarkfallt die Fehlerreduktiorbeim CDS-
Verfahremaus.DaslineareCDS-\krfahrerieideteammeisternvon denstarkerOszillationen
und profitiert daheram meistenvon derenEliminierung.Beim Agarwal-\erfahrerfallt die

Fehlerreduktiommkleinstenaus.Entscheidendst aber dafiin allenvier FallenderEinsatz
derentsprechendelnmiter-Funktiondie Oszillationenin der Losungbeseitigtund gleich-

zeitig die GenauigkeitlerLosungerhdht.

Sehrinteressantst auchder Vergleich der vier alternatven Limiter unteeinander(Abb.
1.43,links). Im Abschnitt1.6 habenwir geseherfs. Abb. 1.29),dalRdasLUDS-Verfahren
im TestfallNo.2 auf allen Gittern genauerd_osungererzielteals dasCDS-\erfahren ob-
wohl derabsolutéNert desDispersionskodizientendesCDS-\erfahren mal kleinerist.
Wir habendiesesPhanomendamit erklart, dalR der AbbruchfehlerdesLUDS-Verfahrens
einenzusatzlichendiffusiven Termenthalt, derfur starkeReduktionder Oszillationensoigt
im Vergleich zum CDS-\erfahrenwas eine hohereGenauigkeitauf allen Gittern zu Fol-
ge hatte.Bei denlimitierten VersionerbeiderVerfahrenwerdendieseOszillationenbereits
durchdenEinsatzdesLimiters unterdiickt,sodanundasL-CDS-\erfahrerbessealsdas
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CDS vs. L-CDS LUDS vs. L-LUDS
1e+00 T T T 1e+00 T T T
le-01t B le-01t
E E
1le-02 B 1le-02
@&—OCDS EB—ELUDS
O—OL-CDS O—LOL-LUDS
19_03 L L L L L L L 19_03 L L L L L L L
.0005 .001 .0025 .005 001 0025 0.05 0.1 .0005 .001 .0025 .005 001 0025 005 0.1
dx dx

AGARWAL vs. L—-AGARWAL QUICK vs. L-QUICK

1le+00

1le+00

le-01f E le-01f

E E
le-02 E le-02
4—& AGARWAL A—4A QUICK
O—CL-AGARWAL N—AL-QUICK
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0005 001 0025 005 001 0025 005 0.1 0005 001 0025 005 001 0025 005 0.1
dx dx

Abbildung 1.42: TestNo.2: Vemgleichvon limitierten undnichtlimitiertenVerfahren.

L-LUDS abschneidetDie limitierten Versionervon AGARWAL und QUICK habenwie-
derumeineviel hohereGenauigkeitls L-CDS- und L-LUDS-Verfahren Der Unterschied
zwishien L-AGARWAL und L-QUICK fallt diesmalallerdingsviel schwacherausalsim
nichtlimitiertenFall (vgl. Abb. 1.37).

In der Abb. 1.43 (rechts)ist der Fehlenerlaufin Abhangigkeitvon der Gitteraufbsung
fur vier Standard-Limitedagestellt.Zu Vergleichszweckerst auchdie F-Az-Kurve fir
dasUpwind-\erfahrenersterOrdnungaufgetragenAm schlechtesteschneidetler MM-

Limiter ah Man siehtin der Abb. 1.41 (ganzoben, links), dafl3 beim Einsatzdes MM-

Limiters die Losungam starkstenabgeflachtwird. Trotzdemist die Genauigkeitund die
KornvergenzordnunglesMM-VerfahrensvesentlicthoheralsbeimUpwind-\erfahrenDie
E-Az-Kurvenvon MC- undVL-Verfahrenverlaufensehrengnebeneinande©bwohldas
VL-VerfahrereineetwashthereKornvergenzordnundpat(s. Tah 1.4),ist derabsolute~eh-
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ler desMC-Verfahrensauf allen Gittern niedriger Die mit AbstandbestenErgebnissdie-
fert aberder SB-Limiter. Das SB-\erfahrenhat sovohl die hochsteKornvergenzordnung
von allenuntersuchteierfahrenals auchdenkleinstennumerischerFehlerauf allen Git-
tern. In der Abb. 1.41 (ganzoben,rechts)sieht man, daR beim Einsatzdes SB-Limiters
beide Diskontinuitatensehrgenauaufgebst werden.Die henorragendeGenauigkeitdes
SB-\erfahrensm TestfallNo.2 lal3tsichdurchseinstarkantidiffusivesVerhaltenerklaren.
Je grol3erder Wert der Limiter-Funktionist, um so starker wird der CDS-Korvektions-
stromanteilin F*¢(U; 1) gewichtet.Bei einemGewichtungsfaktovon 2 stimmtder TVD-
Kornvektionsstronsogarmit demDownwind-Stromiberein,der (wie im Abschnitt1.4 ge-
zeigt wurde) antidiffusiv ist. Im Unterschiedzur reinenDownwind-Diskretisierungrerur
sachtdasSB-\erfahrenallerdingskeineOszillationendaderLimiter denWertvon 2 nicht
tberallannimmt.Er verlauft aberentlangderoberenGrenzedeszulassigenNertebereichs
fureinTVD-Verfahrer2.Ordnungunderlaubtsomitsoviel , Antidif fusiort’ wie nurmoglich.
DasSB-\erfahrenst dahersehreffektiv beiderAuflosungvondiskontinuierlicherFronten,
weil esdenvertikalenVerlaufderLosungdurchAntidiffusionaufrechterflt unddabeinicht
Uberdie exakteL dsunghinausschief§infolge derTVD-Eigenschaft)Gleichzeitigist damit
dergrof3teNachteildesSB-Verfahrendei Auflosungvon geneigterFrontenverbundenda
der SB-Limiter dafur somgt, dal3dieseFrontentiberdaszulassigeMal hinaus,aufgesteilt
werdenwie weiteruntengezeigtwird.

Im TestfallNo.1mit o = 0.1 wurdefir alle TVD-VerfahrerbisaufMM undL-AGARWAL
die empirischeKonvergenzordnungon 2 festgestelltDasMM-Verfahrenerreichteauf ei-
nem Gitter mit der Maschenweitedz = 0.005 eine etwasniedrigereKorvergenzratevon
1.9,wahrenddasL-AGARWAL-VerfahreneineKorvergenzordnungon 3 hat,wasmit der

Alternatiwe Limiter Standard-Limiter
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Abbildung 1.43: TestNo.2: Vergleichvon alternatvenund Standard-Limiteruntereinander
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CDS vs. L-CDS LUDS vs. L-LUDS
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Abbildung 1.44:TestNo.1(¢ = 0.1): Vemgleichvon limitierten und nichtlimitiertenVerfahren.

Ordnungdesnichtlimitierten AGARWAL-Verfahrendibereinstimmtin der Abb. 1.44ist
derFehlenerlaufder limitierten Versionernvon vier linearenVerfahrenmit demder nicht-
limitierten Originalverfahrenverglichen.Auf dengrobenGittern schneiderdie limitierten
Verfahrenmmerdeutlichbesserab,wahrendmit zunehmendeGitterverfeinerungler Un-
terschiedin der Genauigkeizwischenden limitierten und nichtlimitierten Versionenfast
vollstandigverschwindetDasliegt daran,dal3sichmit feiner werdenderGittern die Wer-
te von 6, und 4, demWert von 1 nahern,undin derUmgelungvon # = 1 stimmendie
limitierten Versionermit dennichtlimitiertentiberein(s. Abb. 1.40).

Der Vemleich dervier alternatven Limiter unteeinander(Abb. 1.45,links) zeigt,dalRdie
mit AbstandbesteGenauigkeitvon dem AGARWAL-Limiter erzielt wird, gefolgt vom
QUICK-Limiter, wobei der VorsprungdesAGARWAL-Limiters bei grobenGittern nicht
sehrstarkaustllt. Sehrinteressanist derVerlaufder F-Az-Kurvender4 Standard-Limiter
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(Abb. 1.45,rechts).Abgesehervom SB-\erfahrenist dasErgebnisvergleichbarmit dem
fur dasTestbeispieNo. 1. Bei kleinenWertenvon Az liegendie Kurvenfir VL- undMC-
Limiter sehrengnebeneinandewobeiaufgrobenGitterndasMC-Verfahreretwasgenauer
ist. Wesentlichschlechterschneideder MM-Limiter ab, wobei seineGenauigkeitmmer
nochviel hoheralsdie desUpwind-\VerfahrenersterOrdnungist. Sehrmerkwirdig ist da-
gegenderVerlaufder £-Axz-Kurvefur dasSB-VerfahrenWahrendaufeinemGitter mit der
Maschenweite\z = 0.1 der SB-Limiter die besteLosungvon allen Verfahrenproduziert,
nimmt der Fehlerbei Verdoppelungler Stiitzstellenanzahhur ganzleicht ab, und wachst
bei einerweiterenGitterverfeinerungsogaran.

Die Erklarungfur diesefPhanomeriegtim bereitserwahnterstarkantidiffusivenVerhalten
desSB-\erfahrensin derAbb. 1.46ist die mit MM- und SB-Verfahrernberechneté dsung
furzweiunterschiedlichtaschenweitedaigestellt Auf einemGitter mit derMaschenwei-
te Az = 0.1 verlauftdie MM-L dsungwesentlichlacheralsdie exakteLosungwahrenddas
SB-Profilviel steilerals dasMM-Profil ist, wasin einer5fachhoherenGenauigkeitresul-
tiert. Die AntidiffussiondesSB-\erfahreniebtsomitdie DiffusiondesUpwind-\erfahrens
auf. Auf einemGitter mit derMaschenweite\z = 0.025 gehtdie numerisch®iffusiondes
MM-Verfahrensstark zuriick, die Losungist nun wesentlichgenauerals auf demgroben
Gitter. Beim Einsatzdes SB-\erfahrensdaggen solgt desserstarkeAntidiffusion dafur,
daRRdie Frontin der numerischerLosungnun steiler verlauft, als die exakte Front (Abb.
1.46, untenrechts).Die Genauigkeitder Losungdes SB-\Verfahrendsst sogarschlechter
alsim MM-Fall. Bei weiterenGitterverfeinerunggehtder Einflufd der Antidiffusion zwar
deutlichzuriick, die Genauigkeider SB-Losungbleibtaberweiterhinniedriger alsdie der
MM-L 6sung(s.Abb. 1.45,rechts).

Alternatiwe Limiter Standard-Limiter
le-01F ] e /
1e-02} 4 1e-02}
1e-03} E 1e-03}
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®—@ UPWIND
18_06(])1 .(];25 .&)5 0.‘01 0.(;)25 0.‘05 0‘1 18_06(])1 .(];25 .&)5 0.‘01 0.0‘)25 0.‘05 0‘1
dx dx

Abbildung 1.45: TestNo.1 (o = 0.1): Vemgleichvonalternatvenund Standard-Limitern
untereinander
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Test No.1, sigma=0.1, MM-Limiter Test No.1, sigma=0.1, SB-Limiter
dx=0.1, E@x)=0.06902 dx=0.1, E@x)=0.01386
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Abbildung 1.46: TestNo.1(¢ = 0.1): Vegleichvon MM- und SB-\erfahrerfir zwei
unterschiedlichélaschenweiten.

Testfalle 1 und 2: Zusammenfassung Wir habengezeigt,dal® der Einsatzder TVD-

Limiter-Funktionenbei der Berechnungdes numerischerKornvektionsstromsrmdglicht,
oszillationsfreieLdsungender linerarenKonvektionsgleichungu erhalten.Ein Vergleich
der linearenVerfahrenhdhererOrdnungmit ihren limitierten Versionenhat gezeigt,dal3
UnterdickungderOszillationerdurchdenLimiter gleichzeitigdie GenauigkeiterLosung
auffastallenuntersuchtefitternverbessertDie KonvergenzordnunglerVerfahrenvurde
durchdie UbemgewichtungdesUpwind-Stromesn der Naheder kritischenStellensomit
nicht negativbeeinflu3t Im Falle derdiskontinuierlicher.osungsfunktiornabendie limi-

tiertenVersionersogareinehohereKonvergenzrateerzielt,alsdie linearenOriginalverfah-
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ren.

Die mit AbstandbestenErgebnissevurdenbeim Einsatzdeslimitierten AGARWAL-Ver-
fahrenserzielt,dasim Falle der glattenLosungsfunktioreine Konvergenzordnungron 3
hat. Das zweitbesteErgebnisunter den alternatven Limitern hat daslimitierte QUICK-
Verfahrengezeigt,wobeiim Testfall No.2 seineGenauigkeifastgenausa@ut wie die des
AGARWAL-Verfahrenswar.

Unter den Standard-LimitefFunktionenhabenfur beide Testflle der VL- und der MC-

Limiter sehrgut abgeschnittenDas MM-Verfahrenleidet starker als diesebeidenan der
numerischemiffusionund zeigteeineviel schlechteréAuflosungder Frontenauf groben
Gittern. Das starkantidiffusive Verhaltendes SB-Limiterssomgt dafur, daf3erim Falle der
glattenLdsungsfunktiorauf feinenGitterndie Frontzu steil auflostund dadurchvon allen
Verfahrendie schlechtest&enauigkeierzielt, obwohlim TestfallNo.2 dieserLimiter die
bester_osungerproduzierte.

1.11 Testfall No.3: nichtmonotoneglatte L dsungsfunktion

Im letzten Abschnitthabenwir unterschiedlichd’VD-Verfahrenan 2 Beispielengetestet
und festgestellt,dald die limitierten Versionenvon linearenVerfahrenhoherer Ordnung
die Oszillationenausder Losungeliminierenund gleichzeitigdie Genauigkeitder Losung
erhdhen.Im TestfallNo. 1 wurde aul3erdenfestgestelltdaldie limitierten Verfahrendie

Korvergenzordnungler Originalverfahrenbeibehalterund auf allen untersubten Gittern

denLosungsfehlereduzieren.

DieseAussagersindjedochnochnichtverallgemeinerbaBovohlim TestfallNo.1alsauch
im TestfallNo.2handelteessichumeinenLdsungsprofimit einerscharferFront.In diesem
Fall sinddie Oszillationenn denLosungerbeim Einsatzvon linearenVerfahrerbesonders
starkausgepigt,sodal’RderEinsatzvonLimitern besondergrol3eVorteilebringt. Beirealen
mehrdimensionalestrtomungsmechanischéroblemerkonnendie Losungereu verschie-
denenZeitpunkterbzw. anverschiedene@rtenunterschiedliclglattenVerlaufaufweisen.
Fur ein numerische¥erfahrenst eswichtig, daf3esin allen moglichenFallendasProblem
effizientlost.In diesemAbschnittwollenwir dahereinenweiterenTestfallmit einerLosung
ohnesteileFrontenuntersuchenVir wahlenals Anfangsbedingung

up(z) = 1+ cos(mz)z €]0,2]. (1.198)

undalsRandbedingung

pu(t) = 1+cos(nt), t>0. (1.199)
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2.6

Abbildung 1.47: TestbeispieNo.3: Anfangsprofilund Losungserlaufzu 2 verschiedenen
Zeitpunkten.

Test No.3,(CDS, dx=0.1

2.2
18 -

14

12+

o
(o]
T

0 02 04 06 0S8 1 12 14 16 18 2

Abbildung 1.48: TestNo.3: CDS-LosungaufeinemGitter mit 20 Stiitzstellen.
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Die LosungderlinearenKonvektionsgleichungl.19)mit « = 1 lautetin diesemFall

u(z,t) = 1+ cos(m(z—1)), z€[0,2],¢1>0. (1.200)

DasStartprofilderLosungsowie derenVerlaufzudenZeitpunktent = 0.5 und¢ = 1 sindin

der Abb. 1.47abgebildetln Abb. 1.48ist die numerischd.dsungmit demCDS-\erfahren
aufeinemGitter mit nur 20 Stitzstellendagestellt.Man sieht,daf3die numerischd.dsung
dasexakte Losungsprofilsehr gut wiedegibt, und keine starkenOszillationenauftreten.
Wir wollennununtersuchenyie gutdie TVD-Verfahrenn diesemTestfallim Vergleichzu

nichtlimitiertenVerfahrenabschneiden.

Der neueTestfallist aul3erdenauszwei weiterenGesichtspunktemteressantlm Testfall
No.1handelteessichum eineglattemonotond_osungsfunktiondie keinelokalenExtrema
hatte.Kritische Stellen,die beim Einsatzvon linearenVerfahrenOszillationenverursach-
ten, warendiejenigenmit einer starkenKrummungder Losung.Auf grobenGittern wur-
de ansolchenStellenbei derBerechnunglesTVD-Korvektionsstromsler Upwind-Anteil
Ubegewichtet. Mit zunehmendeGitterverfeinerungnahernsich 4, und 6, dem Wert 1,
die limitierten Korvektionsstomestimmenmit dennichtlimitiertenuibereinundalle TVD-
Verfahrenerreichereine Approximationsordnungon mindesten2. Im TestfallNo.3 han-
deltessichdaggenum eineLdsungmit lokalenExtrema.Unablangigdavon, wie fein das
numerischésitter ist, ist in derNaheeinerlokalenExtremumstellentwede, oderd, ne-
gatv. UnddasbedeutetdallansolchenStellenein TVD-VerfahremrmaximalersterOrdnung
genauist. Der TestfallNo.3 gibt unssomit die Moglichkeit zu untersucheninwieweit die
niedrigereApproximationsordnun@n einzelnenStellendie KorvergenzordnunglesVer-
fahrenim gesamte.6sungsgebidteeinflul3t.

Ein weitererwichtiger Aspektbetrifft die BehandlunglesVolumenelementmit der Num-
mer1. Alle TVD-Verfahrenberbtigenzur BerechnungiesKornvektionsstromeg'(U/; 1/2)
denWertderGitterfunktionanderStellez_,, die aul3erhallllesBerechnungsgebietésgt.
Bisherhabenwir zwei Testflle mit quasi-statioarenRandbedingungemntersuch{im Test
No.2ist u(¢) = 0 undfir TestNo.1 gilt mit einersehrhohenGenauigkeifu(t) ~ 0). Wir
konntendaherdasentstanden@roblemdadurchumgehendal3wir U/_; = U, gesetztha-
ben.Im TestNo.3 handeltessichdaggenum eineinstatioriire Randbedingundn diesem
Fall kanndie Annahmel/_; = U, dasKornvergenz\erhaltendesVerfahrenam gesamten
Losungsgebiategativ beeinflussen.

Als erstesuntersuchemwir dasProblemmit der Behandlungdesfiktiven WertestU_;, da
diesesnicht nur bei allen TVD-Verfahren,sondernauch bei der Berechnungdes Kon-
vektionsstromes’(U; 1/2) mit LUDS-, AGARWAL- und QUICK-VerfahrerentstehtWir
wissen,dal3die analytischel dsungmit der Korvektionsgeschwindigkeit entlangder z-
Achsepropagiert.Ware dasLosungsgebietaumlich unbegrenzt,so wiirde der Losungs-
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wertu(z_y,t,4+1) mit demWertwu (0, 1,41 + Az /a) UbereinstimmenTatsachlichgilt wegen
u(xz,t) = uo(x — at):

u(r_i,tnp1) = u(=Ax,t,y) = uo(—Ax — at,y1),

w(0,tpe1 + Azfa) = up(0—a- (tpy1 + Az/a)) = uo(—Az — atpy1).

Wir konnendeshallden, genauehWert U, folgendermal3eherechnen:

U_y = u(0,l,11 + Az/a) = p(tusr + Azx/a).

Wir werdendieseFormelzur Berechnungyon UU_, ,VarianteA* nennenDieseVorgehens-
weisesetztallerdingsvoraus dal3wir die analytischd.0sungbereitskennenSiekanndaher
nicht auf andereGleichungenverallgemeinertverden.Wir werdendieseVariantedeshalb
nurals Referenzbsungbetrachten.

Ist die analytische_dsungder Differentialgleichungiicht bekannt,so mul3der Wert U_,
ausden Wertender Gitterfunktion approximiertwerden,die innerhalbdes Berechnungs-
gebietediegen.Die einfachsteMoglichkeitwurdebereitsangesprochenVir nennerdiese
Approximation, Variantel*:

U_1 - U(). (1201)

Unter der Annahme,dalR3die Losungsfunktioreine glatte Fortsetzungaul3erhalldes Be-
rechnungsgebietdsat, hat Variantel die Approximationsordnungon 1. Die Approxima-
tionsordnun@ kannerreichtwerden wennmandavon ausgehtdafder Punkt(z_,, U_1)
aufeinerGeraderiiegt, die durchdie Stellen(zo, Uy) und(z1, U;) geht.Die entsprechende
Formel(,Variante2‘) lautet:

U_1 - 2U0 - Ul. (1202)
SchlieRlichkdnnenwir eineParabeldurchdrei Punkte(zq, Uy), (z1, U;) und(z2, U;) legen

und denWert ausrechnendendieseParabelan der Stelle z_; annehmerwird (,,Variante
3):

U_1 — 3U0 - 3U1 —|— UQ. (1203)
Die Variante3 hatentsprechendie Approximationsordnungon 3. In Abb. 1.49sindalle 3
Variantender Approximationvon U/_; graphischveranschaulicht.

Wir werdenzurachstuntersuchenyelchenEinflul3die BerechnunglesfiktivenWerteslU_,
auf dasKorvergenzerhaltenvon linearenDiskretisierungserfahrenhat. Wir wahlendazu
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Variante 3: u, = 3u, -3y, + U,

Abbildung 1.49:Drei Varianterzur Berechnungron U_; .
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LUDS AGARWAL

1e+00 1e+00

1e-01} 1 te-o1f

le-02} 1 le-02}

le-03+ 4 le-03+

E E
le-04+ 3 le-04+
1e-05F O—-O Variante A E le-05¢ O—O Variante A

O—{0 Variante 1
O—=< Variante 2

O—-0 Variante 1

1e-06 L <O—=< Variante 2 1 1e-06 L

/~—\ Variante 3
19_07 L L L L L L L 19_07 L L L L
0025 005 001 0025 005 0.1 0.2 0025 005 001 0025 005 0.1 0.2
dx dx

Abbildung 1.50: TestNo.3: Einflul3der Approximationvon UU_; aufdie Korvergenzordnungon

LUDS undAGARWAL.
L-LWDS L-AGARWAL
le+01 le+01
1e+00 E 1e+00
le-01¢ E le-01¢
le-02¢ E le-02¢
E 1le-03¢ 1E 1le-03¢
le-04 E 1le-04
O—-CO Variante A O—-COVariante A
1e-05¢ 00— Variante 1 3 1e-05¢ 00— Variante 1
<O—=< Variante 2 <O—=< Variante 2
le—06 ¢ /—A Variante 3 3 le-06¢ /~—\ Variante 3
18_07 L L L L L L L 18_07 L L L L L L L
0025 005 001 0025 005 0.1 0.2 0025 005 001 0025 005 0.1 0.2
dx dx

Abbildung 1.51: TestNo.3: Einflul3der Approximationvon U/_; aufdie Korvergenzordnungon
L-LUDS undL-AGARWAL.

einVerfahrern2.0OrdnungLUDS) undein Verfahren3. Ordnung(AGARWAL). In derAbb.
1.50(links) sinddie £-dz-Kurvenfur dasLUDS-Verfahrenmit unterschiedlicheippro-
ximations\ariantender Gro3el/_; dargestellt. Wahrendbei derVarianteA und Variante2
die Korvergenzordnungon 2 erreichtwird, fuhrt die Variantel nur zu einerKornvergen-
zordnungvon 1, wasin einerviel schlechtererGenauigkeiim gesamterL.dsungsbereich
resultiert.EinsatzderVariante3 (ohneGrafik) ernbhtnicht die KonvergenzratelesVerfah-
rens,verkleinertallerdingsdenabsoluterBetragdesnumerischerrehleram Vermleichzur
Variante2.



1.11: TESTRALL NO.3:NICHTMONOTONE GLATTE LOSUNGSFUNKTION 105

Test No.3, LHLUDS, dx=0.025
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Abbildung 1.52: TestNo.3: L-LUDS-L6sung(Var.3) aufeinemGitter mit 80 Stiitzstellen.

AuchbeimEinsatzdesAGARWAL-Verfahrendatdie ApproximationdesWertesl/_; einen
entscheidendeiinfluld auf die Korvergenzordnungles Verfahrens(Abb. 1.50, rechts).
Wahrendbei der Veriante3 die Konvergenzordnungon 3 erreichtwird, fuhrendie Vari-
antenl und2 entsprechendu Kornvergenzordnungewon 1 und2. Der absoluteBetragdes
numerischerrehlersst beiderVariante3 nurunwesentlichhoheralsbei VarianteA.

In der Abb. 1.51 (links) sind die F-dz-Kurvenfur daslimitierte LUDS-Verfahrendamge-
stellt. Fur die VariantenA und 2 ist der Verlauf der £-dz-Kurve fastidentisch.In beiden
Fallenwird die Korvergenzordnungon 2 erzielt. Die niedrigereApproximationsordnung
deslimitierten VerfahrenandenExtremalstellemder Losungbeeinflul3talsonicht die Kon-
vergenzordnunglesVerfahrensm gesamteiBereich.Bei derVariantel wird wie im nicht-
limitierten Fall lediglich die Konvergenzordnungon 1 erreicht.Sehrmerkwirdig siehtder
Verlaufder £-dz-Kurve bei derVariante3 aus.In derAbb. 1.52ist die numerisché.dsung
mit demL-LUDS-VerfahrerundVariante3 aufeinemGitter mit 80 Stiitzstellerdagestellt.
Man siehtdal3die numerischd.dsunginnerhalbeinesgrofR3erenntervalls von der exakten
Losungsehrstarkabweicht.Um denGrundfir diesesverhaltender Losungzu verstehen,
mussenwir untersuchemyelchenEinflul die ApproximationdesWertestU_; auf die Be-
rechnungdesnumerischerKorvektionsstromed™**4(U/; 1/2) hat. Die Variantel (1.201)
fuhrtwegenly — U_; = 0 zu ¢, = 0 undesgilt F™4(U;1/2) = F*»(U;1/2). An der
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Stellezx, /, wird beiderVariantel immerderUpwind-StromeingesetztBei der Variante2
(1.202)qgilt Uy — U_y = U, — Uy, daraudolgt F™¢(U;1/2) = F<**(U;1/2). An derStelle
1/, Wird somitbei der Variante2 immerder CDS-StromeingesetztBeide Variantensind
physikalischsinnvoll.

Der Einsatzder Approximationsariante3 (1.203)beim LUDS-Verfahrerkanndaggenzu
unerwarteterergebnisseruhren.Esgilt

Up—U_y =20+ 30, — Uy

0 =
R A Uy — Us
U, — U,
= 2 . 1.204

Ist U/; die StelledeslokalenMaximumsderLosung,sogilt 6,,, > 2 und ¢ (6, ;) = 2;
derL-LUDS-Korvektionsstromander Stellez;_; ;, stimmtdannmit demDownwindstrom
Fown({7;1/2) Uberein.Gleichzeitiggilt 65/, < 0 undsomit¢™?*(6;,,) = 0; derL-LUDS-
Konvektionsstroman der Stelle z;,,,, stimmtdannmit dem Upwindstrom F?(U; 3/2)
UbereinWegen F¥vn(U;1/2) = F“2(U;3/2) nimmtdie Diskretisierundir dasersteVo-
lumenelementfiolgendeForm ein:

U1:U1

In diesemFall hatdie RandbedingungeinenEinflufd auf die Losungim InnerendesBe-
rechnungsgebietelsn TestfallNo. 3 befindetsichdie MaximumstellederLosungzumZeit-
punktt, = 0 in x = xo. NacheinigenZeitschritterverlagertsie sichnachz;, sodal3genau
der ebenbesprochené&all eintritt: /; wird zum lokalen Maximum der Losung.Solange
$172 = 2 undgs/, = 0 gilt, bleibtdie numerische.dsungvon deranalytischerabgekoppelt
- ein Effekt, derin derAbb. 1.52deutlichzu sehenist.

In der Abb. 1.51 (rechts)sind die E-dz-Kurven fur daslimitierte AGARWAL-Verfahren
dagestellt.AnalogzumnichtlimitiertenAGARWAL-Verfahrenfiihrendie Variantenl und
2 zuKornvergenzordnungewon 1 und2. Die E-dz-Kurvenfir VariantenA und 3 stimmen
Uberein.Bei der Variante3 desL-AGARWAL Verfahrendindet keine Entkoppellungder
numerischerLdsungvon der Randbedingungtatt,da ¢*9*" (6, ,) = 2 erstfur,,, > 5
gilt. Dal3dieserWertim TestNo.3 nicht erreichtwird, bedeutenicht, dafl3die Variante3
mit demL-AGARWAL-Verfahreruneingesclhankteingesetztverdendarf. Man sollteauch
beim L-AGARWAL-Verfahrengrundstzlich die Variante2 verwendenzumalder Unter
schiedim FehlenerlaufzwischendenVarianten2 und 3 nicht so dramatischausgllt. Das
istaufdenersterBlick tiberraschendiabeimnichtlimitiertenAGARWAL-VarfahrenAbb.
1.50,rechts)ie Variante3 zuwesentlicmiedrigererFehlernalsVariante2 gefuhrthat.Daf3
derUnterschiedwischendiesenbeidenVariantenbeimlimitierten Verfahremichtsostark



1.11: TESTRALL NO.3:NICHTMONOTONE GLATTE LOSUNGSFUNKTION 107

CDS vs. L-CDS LUDS vs. L-LUDS
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Abbildung 1.53: TestNo.3: Vemgleichvon limitierten undnichtlimitiertenVerfahren.
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Abbildung 1.54: TestNo.3: Vemgleichvon alternatvenund Standard-Limiteruntereinander
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aushllt, liegt daran,daRbeim L-AGARWAL mit Variante3 nur eine Kornvergenzordnung
von 2.4 erreichtwird. DasbedeutetdaRbeimL-AGRAWAL-Verfahren(im Unterschiedzu
L-LUDS) die niedrigereApproximationsordnun@n den Extremalstellerdie Kornvergen-
zordnungdesVerfahrenam gesamterBereichnegatv beeinfluf3t;sie gehtvon 3 auf 2.4
zurick.

In der Abb. 1.53ist der Fehlenerlaufderlimitierten Versionervon vier linearenVerfahren
mit demdernichtlimitiertenOriginalverfahrenverglichen.Im Unterschiedu Testbeispielen
No. 1 und2 habenrdie limitierten Versionervon allen4 VerfahrereineniedrigereGenauig-
keit als die OriginalverfahrenBis auf L-AGARWAL fallt dieserUnterschiededochnicht
sehrstarkaus.In allen4 Fallenkonntedie Korvergenzordnungon2 erreichtwerdensodal
alle limitierten Verfahrenmmernochwesentlichgenauealsdie UPWIND-Diskretisierung
ersterOrdnungsind (Abb. 1.54 links). Der VergleichderalternatvenLimiter unteeinander
zeigt,dalBwie in Test&llen1 und?2, die besterErgebnissenit L-AGARWAL erzieltwerden,
gefolgtvon L-QUICK. UnterdenStandard-Limiterr{Abb. 1.54,rechts)schneidetierMC-
Limiter am bestenah Die schlechtestekrgebnisseproduziertder Minmod-Limiter. Das
Superbee-¥rfahrenverhalt sich ahnlichwie im TestNo.1. Auf demgrobenGitter gelbrt
seineLdsungzu denbestendanactolgt die Ubeigangsphasmit einerniedrigenKorver-
genzrateinfolge der starkenKompressiorder Losung.Im GrenzwertAz — 0 wird die
Kornvergenzordnungon 2 jedocherreicht.

ZusammenfassungIn diesemAbschnitthabenwir 3 FragenuntersuchtWir habenge-

sehen,dald bei instatioraren Randbedingungedie Approximation des Kornvektionsstro-
mes F'(U;1/2) einenentscheidendekinflul? auf die Genauigkeitder Losungim gesam-
ten Losungsbereicat. Bei allen Verfahren,die denWert von {/_; zur Berechnungvon

F(U;1/2) berbtigen,kannmit derbisherverwendete\pproximationl/_; := U, lediglich

die Konvergenzordnungon 1 erreichtwerden Eswurdenalternatve Variantenvorgeschla-
genundderenEinflu aufdie KonvergenzordnunglerVerfahrenuntersucht.

Ein Vegleichzwischerdenlimitierten VersionerderlinearenVerfahrenund dennichtlimi-
tiertenOriginalverfahrerfur einenichtmonotonglatteLdsungsfunktiomatgezeigtdalRdie
limitierten Verfahrenauf fastallen Gittern eine schlechteré&senauigkeider Losungerzie-
len. SiesindabertrotzdemwesentlichgenauealsdasUPWIND-VerfahrerersterOrdnung,
waszusammemnit derGarantieeinerphysikalischsinnvollen Losungfr alle Losungsfunk-
tionenund demhenoragenderKonvergenz\erhaltenin Fallen mit steilenLosungsprofilen
far den universalenEinsatz der limitierten Verfahrenzur Losungvon korvektionsdomi-
nannterProblemerspricht.

Bis auf dasL-AGARWAL-Verfahrenhabendie limitierten Verfahrendie Korvergenzord-
nungderOriginalverfahrerbeibehaltenpbwohldie Losungsfunktiomicht-monotorgewe-
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senist. DasL-AGARWAL-VerfahrererzieltelediglicheineKorvergenzordnungon2.4,die
niedrigeristalsdie OrdnungdesOriginal-VerfahrensSelbstdieseKonvergenzordnungann
nur bei einemEinsatzzur Berechnungron U_; erzieltwerden(Variante3), derfur andere
Testhlle nichtkontrollierbareergebnissgroduziererkann.Eswird deshalbvorgeschlagen,
dasL-AGARWAL-Verfahrenausschlie3lichmit der Variante2 der Berechnungvon U_,
einzusetzerObwohlin diesenmfall die KorvergenzordnunglesVerfahrensveiterauf2 ab-
sinkt, erzieltdiesesverfahrendie genauestehdsungervonallen8 TVD-Diskretisierungen
(s.Abb. 1.54).

Vereinbarung. In diesemKapitel habenwir einenWeg zur Konstruktionvon TVD-Verfah-
renfir die lineareKornvektionsgleichungorgestelltund8 VarianterdieseNerfahrerunter

sucht.In einemweiterenKapitel werdenwir die hier vorgestellteVorgehensweisauchfur
nichtlineareGleichungeranwendenEs wird sich zeigen,dalRauchin diesemFall die hier
diskutierterLimiter-Funktionereingesetziverdenkbnnen Dain allen3 bisherdiskutierten
Testfllendie CDSundLUDS-Limiter wesentlichschlechteals QUICK- und AGARWAL-

Limiter, undMM- undVL-Limiter schlechtealsMC-Limiter abgeschnittehabenwerden
die CDS-,LUDS-, MM- undVL-Limiter nichtmehrberticksichtigt.



Kapitel 2

Lineare Konvektionsgleichungmit
variabler Konvektionsgeschwindigleit

2.1 Analytische L osungder Gleichung

Im letztenKapitel habenwir die Herleitungvon TVD-Verfahrenfur die eindimensionale
lineareKonvektionsgleichungnit einerkonstanterpositven Konvektionsgeschwindigkeit
in aller Ausfuhrlichkeitprasentiertln denmeistenpraxisreleantenFallen handeltessich
allerdingsum mehrdimensional®robleme Die Korvektionsgeschwindigkeist dabeiei-
ne Funktionder Zeit und der Ortskoordinatemund ist nicht nur variabel,sondernwvechselt
oft auchdasVorzeichenSchliel3lichkanndie Geschwindigkeiselbstals eine unbekann-
te GroRein einerGleichungauftreten(mandenkean die Navier-Stokes-Gleichungen)n
diesemFalleist die zu losende&sleichungnichtlinear.

UnserZiel ist esdaher die im letztenKapitel vorgestellteVorgehensweiseur Diskretisie-
rung der eindimensionaletinearenKorvektionsgleichungnit konstantetKonvektionsge-
schwindigkeitauf mehrdimensionaleneareund nichtlineareProblememit variablerKon-

vektionsgeschwindigkeitu ubertragenAls ersterZwischenschrittvollen wir in diesem
Kapitel aufdie AnnahmeeinerkonstanterKornvektionsgeschwindigkeiterzichten.

Ob die Kornvektionsgeschwindigkeitur eine Funktionder Ortskoordinate: ist, odervon
beidenvariablenz und¢ abhangt,ist nichtentscheidendsowvohl die Herleitungderanalyti-
schenLosungalsauchder AufbaudernumerischeVerfahrenunterscheidesichin beiden
FallennurunwesentlichWir werdendaherannehmengafdie Korvektionsgeschwindigkeit
nureineFunktionderOrtskoordinate: ist: « = a(x). Die resultierendé&leichunglautet:

—u(z,t) + —(a(z)u(z,t)) =0 (2.1)
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Die Anfangsbedingungeidurchdie folgendeGleichungdefiniert:

u(z,t =0) =ug(z), x € (—o00, +00). (2.2)

Wie im Falle einerkonstanterieschwindigkeikonnennunCharakteristikeer Gleichung
(2.1)alssolcheKurvendefiniertwerdendie dergewohnlichenDifferentialgleichung

2'(t) = a(x) (2.3)

mit der Anfangsbedingung
z(0) = zo (2.4)

geriigen.Dabeikannz, einbeliebigetWertaus(—oc, +oc) sein.Er definiertdie Startposi-
tion dercharakteristischeKurve aufder z-Achse.

Wir konnendie Kornvektionsgleichung2.1) folgendermalReamschreiben:

ur + a(z)uy, = —a'(z)u. (2.5)

Fur die AbleitungderLodsungu entlangeinerCharakteristilgilt daher

d 0 0 ,
Eu(:z:(t), t) = au(:z:(t), 1)+ a—xu(:zi(t), t)-a'(t) (2.6)
= w+a(z)u, = —d'(x)u.

EntlangeinerCharakteristikc = z(¢), die vom Punktz, startetkanndie Losungfunktion
alsoausdergenohnlichenDifferentialgleichung

d :
Zula(t),t) = —d'(@()ulx(1), 1) (2.7)

mit der Anfangsbedingung
u(2(0),0) = u(xo,0) = uo(xo) (2.8)
berechnetverden.

Ist die Funktion «(z) im gesamterLosungsbereiclstetig differenzierbarso konnendie
gewohnlichenDifferentialgleichunger2.3) und (2.7) eindeutiggelost werden,und man
kanndarauddie Funktionu(z, t) fur alle Wertepaaréz, t) bestimmenlst dasAnfangprofil
uo(z) ebenfallseine stetig differenzierbard=unktionvon z, so stellt die Funktionu(z, ¢)
eineklassisché.osungderDifferentialgleichung2.1) dar, ansonstekannsiealsschwade
LosungdieserGleichunginterpretiertwerden(s. Abschnittl.1).
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Wir wollen nundasCharakteristiken-grfahrenzur Bestimmungder analytischerLosung
derKonvektionsgleichung@neinemBeispielveranschaulichemnddabeigleichzeitigzwei
neueTestlle fur die numerischevVerfahrendefinieren Wir gehenvon einerlineareKon-
vektionsgeschwindigkeit(xz) = = aus,und sucherdie Losungim Bereich(z,t) € [0,2] x

[0, +0o0). Die Anfangsbedingungeientsprechendurch

u(z,t =0) =ug(x), x €[0,2] (2.9)

definiert.Eine genaueSpezifikationder Funktionu(z) ist andieserStellenochnicht not-
wendig.Im Unterschiecur linearerKonvektionsgleichungnit konstanteGeschwindigkeit
werdendiesmalkeineRandbedingungeberdtigt. Dasliegt daran,daldie Korvektionsge-
schwindigkeitz(z) amlinken RandgleichNull ist, unddie Losungamlinken Randeindeu-
tig durchdie Anfang®edingingamRanddefiniertist.

Nunseiz, einbeliebigelPunktausdemintervall [0, 2]. Die allgemeind_dsungdercharak-

teristischerGleichung
() ==z (2.10)

lautet
z(t) = Ce'. (2.11)

Aus der Anfangsbedingung2.4) folgt C' = x4, und somit gilt fir die Charakteristikdie
vom Punktz, startet:
z(l) = zoe’. (2.12)
EntlangeinerCharakteristilgilt fur die Losungsfunktion
%u(m(t),t) = —d'(z(t)u(z(t),t) = —u(z(t),1) (2.13)

Daraudolgt wegen(2.8):
u(z(t),t) = ug(zo)e™, fiir z(t) = xee’. (2.14)
Wir nehmereinenbeliebigenPunkt(z,¢) € [0,2] x [0, +oc). Dieserliegt auf einer Cha-

rakteristik,die von der Stelle(zg, 0) startetmit zo = ze~'. EinsatzdesWertesz, in (2.14)
fuhrtzu:

u(z,t) = ug (;L'e_t) et (2.15)

Dasist die gesuchté_osungder Gleichung(2.1) mit der Anfangsbedingun@.9),wasman
durchEinsatzderFunktion(2.15)in die Gleichung(2.1) Uberpiifenkann.
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TEST No. 4, sigma=0.02
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0.2 0.

06 0.8

1
X

12 14 16 18 2



114 KAPITEL 2: LINEARE KONVEKTIONSGLEICHUNGMIT VARIABLER KONVEKTIONSGESCHWINDIGKEIT

Die Charakteristikdie von der Stellex, = 0 startetJautet:z = 0. Dasheil3t,daf3derlinke
RanddesBerechnungsgebietesit dieserCharakteristikibereinstimmtundesgilt daher

u(0,t) = up(0) - e™". (2.16)

Nunwollenwir die AnfangsbedingungenauespezifizierenWie im letztenKapitelwerden
wir einenFall mit einerstetigenund einenFall mit einerdiskontinuierlicherLdsungsfunk-
tion untersuchenwir ibernehmexdaherdie AnfangsbedingungeausdenTest&llen1 und

2 (s. Abschnitt1.2,GIngn.(1.32)und (1.39)).Die resultierenderfralle werdenals Testbei-
spieleNo.4undNo.5bezeichnetDasAnfangsprofilsovie derLosungerlauffiur TestNo.4

mit o = 0.02 und fur TestNo.5 ist zusammemit den Charakteristikenn der Abb. 2.1

damgestellt.

Im nachstembschnittwerdenwir verschieden®iskretisierungeifiur die Korvektionsglei-
chung(2.1) vorstellen,und derenEffizienz an diesenTestbeispielerausprobierenDabei
werdenwir unszurachstaufdenFall einervariablenaberpositivenKornvektionsgeschwin-
digkeitbeschéanken(sowie dasbeia(z) = = furz € (0,2) auchderFall ist). Die Verallge-
meinerunglerVerfahrerauf denFall einerbeliebigerkKonvektionsgeschwindigkeitird in
einemseparatebschnittbesprochen.

2.2 Fall einer positivenvariablen Geschwindigkeit

Ziel diesesAbschnittesist es, die Vorgehensweiseum Aufbau einesVerfahrenshdherer
Ordnung,dasoszillationsfreieL dsungerproduziert,auf den Fall einervariablenKornvek-
tionsgeschwindigkeizu verallgemeinernEine direkte Ubertragungder Herleitungeines
TVD-Verfahrengst nicht moglich, daim Falle einervariablenKorvektionsgeschwindig-
keitdie Konvektionsgleichungichtin derForm (1.2)dagestelltwerdenkannunddie totale
Variationderanalytischem.dsunge nachVerlaufderFunktiona(z) sovohlab-alsauchzu-
nehmerkann.Wirdeein numerische¥erfahrendie TVD-Eigenschaftesitzensowaren
dadurchdie physikalischerEigenschafterer exaktenLosungunter Umstndenverletzt,
waswir geradevermeidenwollen.

Anstattein Verfahrenmit der TVD-Eigenschaftaufzubauenkdnnenwir daggenwie im
Falle einer konstanterGeschwindigkeiden Kornvektionsstromals ein gewvichtetesMittel
auseinemVerfahrerersterOrdnungundeinemVerfahrerzweiterOrdnungbilden,undden
Gewichtungsfaktoisowahlen,dal3dasresultierendd/erfahrenim Falle einer konstanten
Konvektionsgeschwindidgeit die TVD-Eigenschaftbesitzenwiirde. Obwohl solcheVer-
fahrenfur variableGeschwindigkeitenie TVD-Eigenschafverletzerkbnnen werdenwir
sietrotzdemals TVD-Verfahrerbezeichnen.
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Der Ausgangspunktiir unterschiedlich®iskretisierungssrfahrenst die einheitlicheFini-
te-\Vblumen-rmulierung:

U; = U, LW+ 1/2) = F(U3i = 1/2)

= — —0 (2.17)
mit
T
PU5i=1/2) = (@) ~ / a( iy 2 )u(ior o, ), (2.18)

tn

die analogzu (1.53) hemgeleitetwerdenkann.Als ersteswollen wir denUpwind-Kornvek-
tionsstromfur denFall einervariablenpositven Geschwindigkeitefinieren.lm Falle ei-
ner konstanterpositven Geschwindigkeitvurdeder Wert von U;_, ; durchdennachsten
stromaufwarts liegendenWert U;_, approximiert.GleicheVorgehensweisgvird auchim
Falle variablerGeschwindigkeiverwendetGleichzeitiggibt eszwei Moglichkeitenfur die
Darstellungder Geschwindigkeitz an der Stelle z;_, ,,. VorausgesetztjaR die Funktion
a(z) bekannist, kannmansovohl denWertder Funktiona(z) im stromaufvértsliegenden
GitterpunktnehmeralsauchdirektdenWert z;_, /, in die Funktiona(z) einsetzenDaraus
ergebensich zwei unterschiedlichd-ormulierungerfur dasUpwind-\erfahren.Im ersten
Fall wird dergesamteKornvektionsstroman der stromaufvartsvon z;_, , liegendenStelle
ausgevertet:

(@0)icrje = P03~ 1/2) = iy Ui, (2.19)

Im zweitenFall wird nur der Wert der unbekannterrunktion/ an der Stellex,_; ausge-
wertet,undfur die Korvektionsgeschwindigkeit wird dergenaueNertanderStellez;_;
genommen:

(al)izija = FN Ui —1/2) = a;_1 Uiy (2.20)

mit Cli_l/g = a(iﬁi_l/g).

Um die beidenUpwind-Stibmevoneinanderu unterscheidernverwendernwir zusatzliche
BezeichnungFL" im ersterund, SL* im zweitenFall. Die BedeutunglieserAbkirzungen
wird im weiterenVerlauf des Abschnitteserklart. Diese zwei Definitionenvon Upwind-

Stromenhabenentsprechendnterschiedlich®ifferenzenformelizu Folge.Im erstenFall

erhalt manfolgendeDiskretisierungder Korvektionsgleichung:

UPWIND(FL) : Ui;tUi 4 b _A‘“*Ui—l = 0. (2.21)
4 AT
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DieseFormelkannmanauchdirektausderKonvektionsgleichung2.1) mittelseinesFinite-
Differenzen-¥rfahrensbleiten wennmanfir die Approximationder ortlichenAbleitung
die RuckwartsdiferenzverwendetFur denAbbruchfehlerdesVerfahrengilt:

Az

L (Az) = —T(CLU)M + O(Az®) = O(Ax). (2.22)

Im zweitenFall siehtdie DiskretisierungsformdbgendermalReaus:

U; — Ui Gi+1/2Ui - ai—l/QUi—l
UPWIND(SL) : = 0. .
(SL) Al + Ao 0 (2.23)
Fur denAbbruchfehlerdesVerfahrengilt:
up,sl Az 2
L% (Az) = — 5 ((at)pr — (azu)z) + O(Az") = O(Az). (2.24)

Man sieht,da3beideVerfahrendie Approximationsordnungon 1 habenunddalf3im Falle
a = const beideDiskretisierungetiibereinstimmenin Abb. 2.2 (links) sinddie mit beiden
Verfahrerberechnetehdsungsprofiléiir denTestNo.4undMaschenweité\x = 0.025 ge-
geriibegestellt.Beide Profile habeneinenahnlichen fur dasUPWIND-Verfahrencharak-
teristischerdiffusivenVerlauf,wie manihn ausdemvorigenKapitel bereitskennt.Obwonhl
mandeutlichdenUnterschiedzwischernzwei Losungsprofilerseherkann,ist derabsolute
Wert desnumerischerfehlersin beidenFallen bis auf die dritte signifikanteStellegleich
grol3.DerVemgleichvon E-Az-Kurvenfur beideVerfahren(Abb. 2.2, rechts)zeigt,dal3dies
auchfur andereMaschenweitenerFall ist. Dasist etwastberraschendjamanannehmen
konnte dalR3derUPWIND(SL)-Stromgenauerd.dsungerproduziertzumalbeider Appro-
ximationvon (al/);_,/, der exakte Wert der Funktiona(z) an der Stelle z;_, ,, verwen-
detwurde.DalRmankeine Verbesserunger Genauigkeiim Vergleich zu UPWIND(FL)-
Losungoeobachtetjegt darandaflnichtdie GenauigkeitlerApproximationvon (al);_; s
durchF(U;: — 1/2) entscheidendst, sonderrwie gutdie Ableitung(au),. durch

Fusi+1/2) — Fuy;i—1/2)
Ax
approximiertwird, unddaserfolgtin beidenVerfahrengleichgut(s.in diesemZusammen-
hangdie DiskussioramEndedesAbschnittesl.7).

Analog zu beidenUpwind-Korvektionsstomenkann man zwei CDS-Stbme definieren.
Der CDS(FL)-Stromwird als Mittelwert von Korvektionsflissena/);_, und(alV); gebil-

det:

a;i1Ui1 + a;U;

(all)izyjg = FEH Ui —1/2) = 5

(2.25)
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Test No.4, sigma=0.02JUPWIND: (FL) vs. (SL) Test No.4, sigma=0.02JUPWIND: (FL) vs. (SL)

dx=0.025, E(dx,FL)=0.@4938, E(dx,SL)=0.04943 E-dx-Diagramm
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Abbildung 2.2: TestNo.4 (¢ = 0.02): Vergleichvon UPWIND (FL) undUPWIND (SL).

Beim CDS(SL)-Stromwird daggender genaueMert der Konvektionsgeschwindigkeit
anderStellez;_, ;, mit demMittelwertaust;_, undU; multipliziert:

U1+ U

(CLU)Z'_I/Q == FCd&SZ(U;Z. — 1/2) == ai_l/g 2

(2.26)

SetztmandenKorvektionsstromf'“4=f{({; i —1/2) in die Finite-Volumen-Gleichun¢2.17)
ein, so ergibt sich eine Diskretisierungder Konvektionsgleichungdie der Approximation
derortlichenAbleitungdurchdie zentraleDifferenzentspricht:

CDS(FL) : Ui;tUi + a”lU"*;;;HUFl = 0. (2.27)

Fur denAbbruchfehlerdesVerfahrengilt

2

A
LCdS’fl(ALE) = g (au)rrr + O(A$4) = O(A'IQ) (228)

DasVerfahrenhatalsodie Approximationsordnungon 2. Setztmandag@endenKorvek-
tionsstrom#**=/({/;i — 1/2) in die Finite-Volumen-Gleichung2.17)ein, sofuihrt daszu
einerDiskretisierungdie aufdenersterBlick wenigmit derzentralerDifferenzzutun hat:

Ui_Ui i UitUiyr _ . U;_14U;
CDS(SL) : SRV S T -

— 0. (2.29)
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Test No.4, sigma=082, CDS: (FL) vs. (SL) Test No.4, sigma=0.22, CDS: (FL) vs. (SL)

dx=0.025, E(dx,FL)=0.03699, E(dx,SL)=0.03207 E-dx-Diagramm
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Abbildung 2.3: TestNo.4 (o = 0.02): Vergleichvon CDS(FL) undCDS(SL).

Im Falle einerkonstanterKornvektionsgeschwindigkeit = const stimmtdiesesverfahren
mit demCDS(FL)jedochuberein.

Fur denAbbruchfehledesVerfahrengilt

Az?
14 (Ag) = S ((@)aee = §(0), = Slasua).) +O(A") = O(Ac?). (230

Damit hat auchdas CDS(SL)-\érfahrendie Approximationsordnungon 2. In Abb. 2.3
(links) sind die mit beidenVerfahrenberechneter.dsungsprofilgiur den TestNo.4 und
MaschenweiteAz = 0.025 gegeriibegestellt. Beide Profile habeneinenahnlichen fur
dasCDS-\erfahrercharakteristischedispersvenVerlauf.DabeisindbeimCDS(SL)-Profil
die Fluktuationenetwasschwacherausgepigt, als beim CDS(FL)-Profil. Das kann man
dadurcherklaren,daBin unseremTestfall wegena(z) = =z fur den Abbruchfehlerdes
CDS(SL)-\erfahrengilt:

2
Lot (Az) = Ag <(au)r” — gu“) + O(Az*) = O(Az?). (2.31)

Man sieht,dafl3dieserAbbruchfehlerim Vemgleich zu (2.28) einenDiffusionstermentlalt,
derdampfendauf die Oszillationenwirkt. Dasresultiertin einerhdherenGenauigkeides
CDS(SL)-\erfahrensauf grobenGittern gegeriiberder CDS(FL)-DiskretisierungMit zu-
nehmendeGitterverfeinerungrerschwindetler GenauigkeitsorsprungdesCDS(SL)-\ér-
fahrengedochvollstandig,wie einVemgleichvon £-Az-KurvenfirbeideVerfahrenn Abb.
2.3(rechts)deutlichzeigt.

Wir habensomitalle notwendigerVorbereitungemetrofen, um einenTVD-Kornvektions-
stromzudefinierenAuchhier gibt eszweiMoglichkeitenje nachdem,ob maneingewich-
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tetesMittel ausdenbeidenFL- oderausdenbeidenSL-Verfahrenbildet. Wir beginnenmit
derDefinition einesTVD(FL)-KornvektionsstromesAnalogzu (1.152)definierenwir

FUSUs) = (1= o) Pl (U5 + g e (U )
Fr iU 1) + ¢ (FIN(U: 1) = F2I (U5 1))
i

= a;1Ui_1 + 7(%@' —a;—1Ui_q). (2.32)

SetztmandiesenKornvektionsstromn die Finite-Volumen-Gleichung2.17) ein, so ergibt
sichfolgendeDiskretisierungder Korvektionsgleichung:

TVD(FL) :

_ 1
U, —-U; N a;U; + %Zl(ai+1Ui+1 —a;U;) —a;—Ui—q — %(%Ui —a;i1Ui_y)

< ~ — 0. (2.33)

Die zentraleFrageist die Definition desGewichtungsfaktorss’'. Wie obenbereitserwahnt,
darfmannichtverlangendal3ddasTVD(FL)-Verfahrertfir beliebigeKonvektionsgeschwin-
digkeitendie TVD-Eigenschafbesitzt sondermurfur denFall einerkonstanterGeschwin-
digkeit. Daim Falle a = const die Strome F*»f1(U; 1) und F**/(7; 1) mit denim letzten
Kapitel definierterKonvektionsstomen##(U; 1) und F***(U; [) Ubereinstimmerreichtes
zu gewahrleistendaRauchder Gewichtungsfaktors’' im Falle a = const demWert ¢; aus
(1.153)gleichist. Wir setzerdazu

95{1 =0, wenn a;U; —a;1U;i-1 =0 (2.34)

undansonsten

of' = o(0]"), (2.35)

wobei¢(6) einbeliebigerTVD-Limiter ist, und6;' folgendermaRedefiniertist:

ai—1U;y —a;_oU;_9

2.
a;U; —a;_1U;_4 (2.36)

0{1 =

Im Falle U; = U;_; unda = const gilt aucha,U; = a;_,U;_; undbeideGewichtungsfakto-
reng, und¢!' sindgleichNull (1.158,2.34).Gilt daggenl/; # U;_,, soistbeia = const
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aucha;U; # a;—,U;_, undwir erhalten

U (el = a1 Uiy —a;_oU;_, _
o o(0]") Qb( el —a Ui
Uiy — Ui,
=¢| T ) =00 = 2.37
¢( U ) $(0) = (2.37)

Wir habendamitgezeigtdal3fiir « = const die Diskretisierungsformel(iL.153)und(2.33)
beim EinsatzderselbenTVD-Limiter-Funktion ¢(4) UbereinstimmenMan beachte dald
nicht nur der TVD(FL)-K orvektionsstromals ein gewichtetesMittel auszwei Stromenge-
bildetwurde,sonderrauchbei der Definition von 8/ die Differenzvon zwei benachbarten
Stromenim Zahler und Nennersteht.Da die Konvektionstrome (auf englisch, fluxes)
im MittelpunktdesAufbauseinesTVD(FL)-VerfahrenstehenwerdendieseVerfahrenals
» Flux-Limiter* -VerfahrenbezeichnetDas erklart auchdie bisherverwendeteAbkirzung
oFL.

Analog zu (2.32) konnenwir den TVD(SL)-Konvektionsstromals ein gewichtetesMittel
ausUPWIND(SL)-undCDS(SL)-Stronbilden:

Ftvd,sl(U; l) . (1 o qb'lsl)Fup,sl(U; l) + ¢?1chs,sl(U; l)
— Fup,sl(U; l) + Qb?l(FCdS’SZ(U; l) o Fup,sl(U; l))

(sl
= ai-1/2 (Ui—l + %(UZ — Ui_l)) (238)

waszu folgendemTVD(SL)-Verfahrerfihrt:

TVD(SL) :

s sl
77 iy (Ui + %TZ(UZ'-H —Ui)) —aiz12 | Uiz + %(Uz —Ui—1)
Uu,—U
ZM -+ X = 0. (2.39)
// // :Lz

Man beachtedal3fur alle 3 SL-Sttomegilt

F"’SZ(U; l) = ai—1/2U{'—1/27 (2.40)

mit
U;‘_pl/Q = U,_4 (2.41)
filip = (U1 + Uy)/2 (2.42)

k3

UT{/Q = (1-— gb;l)U;L—pl/Q + leslUicilip (2.43)
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d.h. sie unterscheidesich nur in der ApproximationdesWertesU;_; ;. Obwohlwir den
TVD(SL)-Kornvektionsstromals ein gewichtetesMittel auszwei Strtomengebildethaben,
konntemandie Definition (2.38) auchfolgendermal3emterpretierenMan definieredie
TVD-Approximation fur die unbekanntevariable U;_,,, als ein gewichtetesMittel aus
der Upwind-Approximationl/;”, ,, undder CDS-Approximatiorl/;%; ,, undsetzediesean-
schlieBendn die allgemeineDefinition (2.40)ein. Bei dieserinterpretationstehtnicht der
Kornvektionsstromals Ganzessonderndie Approximationder unbekannterFunktionim

Vordegrund.Man kannweiterhinden Gewichtungsfaktor:' genausavie im Falle einer
konstanterGeschwindigkeitiefinieren:

¢ =0, wenn U; — Uiy = 0. (2.44)
undansonsten
o5 = B(6;"), (2.45)
wobeifir 6;' gilt:
g5t = 7%1__[]%2. (2.46)

In diesemFall gilt ¢{' = #; und die Diskretisierungsformelig1.153)und (2.39) stimmen
fir a = const Uberein Man beachtegdaRdie Gleichungg;’ = ¢; auchim Falle einervaria-
blen Korvektionsgeschwindigkeérfilllt ist, dadie Funktiona(z) in die Definition von ;'
garnichteingeht Wir sehengdaf3nicht nur beim AufbaudesTVD(SL)-Korvektionsstroms
die Approximationder unbekannteiariablenim Vordegrundsteht,sonderrauchbei der
Definition von ;' der Verlauf des Losunggrofils (und nicht die Glattheit des Kornvekti-
onsstromesal/) entscheidendst. Schreibtmandie Definition (2.43)folgendermal3eom

e = U+ ¢ (Ui = Uia) /2, (2.47)

sokannmanauchsagengdaRderFaktor ¢;' die zu beriicksichtigend&teigungaufenglisch
»Slopé) desLosungsprofilbei der Approximationvon U;_, /, limitiert. Daherwerdendie
TVD(SL)-Verfahrerals, Slope-Limitet -Verfahrerbezeichnetwasauchdie Bedeutungler
bisherverwendete\bkiirzung, SL* erklart.

Bevor wir die entwickeltenTVD-Verfahrenfur unsereTestille einsetzensoll nocheine
wichtige Bemerkunggemachtwerden.Wir habengesehendaldie beidenVersionenvon
UPWIND-Verfahrendie Approximationsordnungon 1 habenund daf3savohl CDS(FL)
alsauchCDS(SL)zweiterOrdnunggenausind. Dasgleichegilt auchfir die QUICK(FL)-
undQUICK(SL)-Verfahrendie mandurchEinsatzdesLimiters ¢(8) = 3/4+4 6/4 (derkein
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Test No.4, sigma=0.02, AGARWAL: (FL)vs.(SL) Test No.4, AGARWAL: (FL) vs. (SL)

dx=0.025, E(dx,FL)=0.01009, E(dx,SL)=0.00975 E-dx-Dilagramm
0.4 T T T T T T T T T T T T T T T

te-01f

le-02¢

03 r

— u(i,n)
o——e U(i,n) (FL)
o——o U(i,n) (SL)

le-03 ¢

02| le-04 ¢

E
1e-05F
0.1 |
1e-06 F
0k 1e-07F O—OAGARWAL (SL), sigma=0.02 +

oo AGARWAL (FL), sigma=0.02

1e-08L OO AGARWAL (SL), sigma=0.1 | ]
== AGARWAL (FL), sigma=0.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 ; 12 14 16 18 2 1e-09 .o&mzs .(X"IOS 0.1;01 .G{)ZS .0‘05 d))‘g)l 0.(;)25 0.‘05 0‘.1

Abbildung 2.4: TestNo.4 (o = 0.02): Vegleichvon AGARWAL (FL) und AGARWAL (SL).

TVD-Limiter ist!) in dasTVD(FL)- bzw. TVD(SL)-Verfahrererhalt. Setztmanstattdessen
die Funktion¢() = 2/3 + 6/3 in beideDiskretisierungsformelmein, so erhalt man die
AGARWAL(FL)- undAGARWAL(SL)-Verfahrengdie nicht mehrdie gleicheApproximati-
onsordnundnabenWahrenddasAGARWAL (FL)-Verfahrermit einemAbbruchfehler

A3
Lagar,fl(Ax) — ﬁ; (au)rrrr _I_ O(AJ/A) — O(Agjg) (248)

die Approximationsordnungon 3 hat,gilt fur denAbbruchfehlewvon AGARWAL(SL):

= A (amule + Aaw)) + O(AS") —O(AF). (2:49)

Lagar,sl(Al,) 5

DasbedeutetdalRdasAGARWAL(SL)-Verfahrennur 2. Ordnunggenauist. In Abb. 2.4
(links) sind die mit beidenVerfahrenberechnete.dsungsprofilgiur den TestNo.4 und
Maschenweite\x = 0.025 gegeriibegestellt.Man siehtpraktischkeinenUnterschiedzwi-
schenbeidenLosungenEin Vergleich von E-Az-Kurven fur beideVerfahren(Abb. 2.4,
rechts)besttigtzwar, dal3bei Az — 0 die Korvergenzordnunggon AGARWAL(SL) nied-
riger als die Korvergenzordnungyon AGARWAL(FL) ist, dennochstimmendie absoluten
Wertevom numerischetfrehlerbis auf sehrfeine Gitteraufbsungerfastgenauiberein Das
bedeutetdal3(zumindesim TestfallNo.4) dasAGARWAL(SL)-Verfahrendie empirische
Kornvergenzrateron 3 hat,obwohldasVerfahrenformal nur 2.0rdnunggenaust.

In der Abb. 2.5 sind die Ergebnisseiir das TestbeispieNo.4 (¢ = 0.02) und eine Ma-
schenweitedx = 0.025 fur SB-, MC-, QUICK- und AGARWAL-Limiter, integriertin das
TVD(FL)- sowie in dasTVD(SL)-Verfahrendagestellt.Man sieht,daf3in allen vier FL-
Verfahrendie numerischd.dsungleichte Oszillationen(manwirdein diesemFall ehersa-
gen, Uberschwingér) aufweist.An dieserStelleseidaranerinnert,daRdie TVD-Verfahren
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SUPERBEE (FL) : E(dx)=0.01199 SUPERBEE (Sb) : E(dx)=0.00190
04 ‘ ‘ ‘ ‘ 1 04t ‘ ‘ ‘ ‘ 1
»
03 03 4
u(i,n) u(i,n)
e U(i,n) (FL) e U(i,n) (SL)
02 r 0.2 r 1
0.1+ 0.1 1
0 0 : : : :
0 02 04 06 08 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X
MC (FL) : H(dx)=0.01328 MC (SL) : E(dx)=0.00709
04 ‘ ‘ ‘ ‘ 1 04t ‘ ‘ ‘ ‘ 1
03 03
u(i,n) u(i,n)
o U(i,n) (FL) e U(i,n) (SL)
02 r 0.2 r
0.1 01 +
0o 02 04 06 08 1 12 14 16 118 2 00 02 04 06 08 1 12 14 16 118 2
X X
L-QUICK (FL) : E(dx)=0.00726 L-QUICK (SL) : E(dx)=0.00631
04 ‘ ‘ ‘ 1 04t ‘ ‘ ‘ ‘ 1
03 03
u(i,n) u(i,n)
o U(i,n) (FL) e U(i,n) (SL)
02 r 0.2 r
0.1 01 +
0o 02 04 06 08 1 12 14 16 118 2 00 02 04 06 08 1 12 14 16 118 2
X X
L-AGARWAL (FL) : E(dx)=0.00852 L-AGARWAL (SL) : E(dx)=0.00594
04 ‘ ‘ ‘ ‘ 1 04t ‘ ‘ ‘ ‘ 1
03 03
u(i,n) u(i,n)
o U(i,n) (FL) e U(i,n) (SL)
02 r 0.2 r
0.1 01 +
0 0

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X

Abbildung 2.5: TestNo.4 (o = 0.02): Verlaufder Losungauf einemGitter Az = 0.025 fur 8
Verfahren.
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fur die lineareKonvektionsgleichungnit variabler Geschwindigkeituf rein empirischer
Basiskonstruiertwurdenund esbestehtdaherkeine Garantie daf3die damit produzierten
Losungenoszillationsfreisind. Trotzdemergebenalle vier TVD(SL)-VerfahrenLodsungs-
profile, die keinerleiFluktuationeraufweisenDie genauesté dsungauf demhier betrach-
tetenGitter wurdevom TVD(SL)-Verfahrenmit dem Superbee-Limiteproduziertwobei
mansieht,dal3dieseLosung(wie im Falle einerkonstanterKonvektionsgeschwindigkeit)
anzu starkerAntidiffusionleidet. Dasfuhrtdazu,dal3diesesverfahrenauffeinerenGittern
schlechtealsanderel VD(SL)-Verfahrerabschneidefs. Abb. 2.6).

Test No.4 (sigma=®@02): E-dx—Diagramm

I I
le-01+:- E
le-02 E
E
le-03 E
®—® UPWIND (SL)
O—OSUPERBEE (SL)
le-04 L —0OMC (SL) 4
8 O—CL-AGARWAL (SL)
/N—/AL-QUICK (SL)
1e_05 | | | | | |
.0025 .005 001 0025 0.05 0.1
dx

Abbildung 2.6: TestNo.4 (o = 0.02): Vergleichvon 4 Limitern fir TVD(SL) untereinander

Von denrestlichendrei untersuchteriimitern werdendie bestenErgebnissevom AGAR-
WAL-Limiter produziert,gefolgt von QUICK-Limiter und MC-Limiter, wobeider Unter
schiedin der Genauigkeizwischendiesendrei Verfahrenerstauf relatv feinen Gittern
deutlichwird.

In der Abb. 2.7 sind die Ergebnisseir dasTestbeispieNo.5 fur FL- und SL-Versionen
von SB-,MC-, QUICK- undAGARWAL-VerfahrenaufeinemGitter mit derMaschenweite
Az = 0.025 damgestellt. Wie im TestNo.4 (Abb. 2.5), tretenbei allen vier FL-Verfahren
leichte Oszillationenim Losungsprofibuf. Bei allenvier SL-Verfahrenist die numerische
Losungdageen oszillationsfrei.Obwohl beide Diskontinuittennicht sehrgut aufgebst
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SUPERBEE (FL) : E(dx)=0.05036

SUPERBEE (Sb) : E(dx)=0.03651

04| & 04 ‘ ‘
[ ]
03 | 0.3
02 0.2
u(i,n)
01+ e U(i,n) (FL) 0.1 e U(i,n) (SL)
0 -’ : : : : : 0 ot : : : : :
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 02 04 06 08 1 12 14 16 18
X X
MC (FL) : Bdx)=0.05388 MC (SL) : E(dx)=0.04617
o4l ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
03 |
02
u(i,n) u(i,n)
o U(i,n) (FL) o U(i,n) (SL)
01}
O™ o204 06 08 1 12 14 16 1% o2 04 06 08 1 12 14 16 18
X X
04
03 |
02
u(i,n) u(i,n)
01 - e U(i,n) (FL) e U(i,n) (SL)
0
0
04
03 |
02
u(i,n) u(i,n)
o U(i,n) (FL) e U(i,n) (SL)
01}
O™ o204 06 08 1 12 14 16 1% 02 04 16 18

0.6 038 1 12 14
X

Abbildung 2.7: TestNo.5: VerlaufderLosungauf einemGitter Az = 0.025 fur 8 Verfahren.
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Test No.5, UPWINID: (FL) vs. (SL) Test No.5, CI3S: (FL) vs. (SL)

dx=0.025, E(dx,FL)=0.1199, E(dx,SL)=0.1202 dx=0.025, E(dx,FL)=0.1692, E(dx,SL)=0.1300
0.4 T T T T T T T T T T T T T T T T T T

03

02 r

—— u(i,n)
01 e—= U(i,n) (FL) 4 -o1fll
o——o U(i,n) (SL)

—— u(i,n)
e U(i,n) (FL)
o—o U(i,n) (SL)

0 L I I I I I I L 03 I I I I I I I I I
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X

Abbildung 2.8: TestNo.5: LineareUPWIND- und CDS-\erfahren.

werdenjst derLosungserlaufwesentlichsteileralsbeimUPWIND-Verfahrerbeiderglei-
chenAuflosung(s. Abb. 2.8,links). Zu Vergleichszweckemwird auchdie CDS-Losung(FL-
und SL-Versionen)n der Abbildung 2.8 (rechts)dagestellt.Beide Losungereidenstark
an dispersvem VerhaltendesDiskretisierungserfahrensund die GenauigkeitdesCDS-
Verfahrensst sogamiedrigeralsim UPWIND-Fall.

Ein Vergleich von 4 limitierten SL-Verfahrenuntereinande(Abb. 2.9) zeigt, dalRwie im
TestNo.2 der SB-Limiter zu den mit Abstandgenauesterergebnisserfuhrt. Die ande-
ren drei Limiter unterscheidersich nur unwesentlichin der Genauigkeitwobei dasL-
AGARWAL(SL)-Verfahrendie kleinstenFehlerproduziert.

Zusammenfassung In diesemAbschnittwurdeein Versuchunternommenglie Idee zur
KonstruktioneinesoszillationfreienVerfahrengur die lineareKorvektionsgleichung/on
demFall einerkonstanterKornvektionsgeschwindigke#duf denFall einervariablenpositi-
ven Geschwindigkeitu UibertragenEs wurdenzwei mogliche Erweiterungervorgestellt:
Flux-Limiter-Verfahenund Slope-LimiterVerfahrenBei denFlux-Limiter-Verfahenwird

derBeitragdesCDS-Anteilsbei derBerechnunglesnumerischerKornvektionstromslimi-

tiert, wahrendbei den Slope-LimiterVerfahrendie Limitierung denVerlauf der zwischen
den GitterpunkteninterpoliertenLosungsfunktiotbetrifft. Beide Verfahrenwurdenauf ei-

nerreinempirischerBasiskonstruiertsodaldmanvonvornhereimichtgarantiererkonnte,
daRRdie numerischelL dsungtatsachlich oszillationsfreisein wird. Die Eigenschafterder
resultierenden/erfahrenwurdenan 2 Testfllen untersuchtWahrendalle Flux-Limiter-

Verfahrenin beidenTestbeispielereichte Oszillationenproduziertenjiefertendie Slope-
Limiter-Verfahrenn beidenFallenphysikalischsinnvolle Losungen.
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Test No.5: E-dix—Diagramm

le-01r b
E
le-02 | ®—@ UPWIND (SL) E
i O—O SUPERBEE (SL)

C—0OMC (SL)
o— L-AGARWAL (SL)
/—\ L-QUICK (SL)

1e_03 | | | | | |

.0025 .005 001 0.025 0.05 0.1

dx

Abbildung 2.9: TestNo.5: Vergleichvon 4 Limitern fur TVD(SL) untereinander

Ein Vemleich von Slope-LimiterVerfahrenmit unterschiedlichehimiter-Funktionenun-
tereinandefuhrte zu folgendemErgebnis.Wie im Falle einerkonstanterKorvektionsge-
schwindigkeithatteder SB-\erfahrerdie besteKornvergenzratevon allenVerfahrenm Falle
von diskontinuierlicherLdsungsfunktionwahrendm Falle einerglattenLosungdasstark
antidiffusive VerhaltendesVerfahrenseineGenauigkeibeeintachtigte.Da wir aneinem
Verfahreninteressiertsind, daf3 sovohl fur glatte als auchfur diskontinuierlicheLdsun-
genguteKonvergenzeigenschaftesmufweist,wird der SB-Limiter im weiterenVerlaufder
Arbeit nicht mehreingesetztVon denrestlichen3 untersuchteriimitern wurdedasbeste
Korvergenzerhaltenvom L-AGARWAL-Verfahrengezeigt,gefolgt von L-QUICK- und
MC-Limiter.

2.3 Fall einer beliebigenvariablen Geschwindigkeit

Im letztenAbschnitthabenwir unsauf denFall einervariablenabertiberallnichtneyatven
Kornvektionsgeschwindigkelieschankt. Nun wollen wir die Annahme,dal3die Korvek-
tionsgeschwindigkeihicht negatv seindarf, aufhebenund die KonstruktioneinesTVD-



128 KAPITEL 2: LINEARE KONVEKTIONSGLEICHUNGMIT VARIABLER KONVEKTIONSGESCHWINDIGKEIT

VerfahrenentsprechenderallgemeinernWir werdenunsdabeiauf die SL-Verfahrenbe-
schiankendadie TVD(FL)-Verfahrerbereitam FalleeinerpositvenKonwvektionsgeschwin-
digkeitnichtzufriedenstellendErgebniss@elieferthabenDashochgestelltgst wird dies-
mal beidenBezeichnungerinfachheitshalbereggelassen.

Wir gehenwiederumvon der Finite-Volumen-rmulierung(2.17)aus,und approximieren
dennumerischerKorvektionsstronfal/);_, /, durch

(aU)iz1yz = Ftvd(U; 1 —1/2) = Gi—1/2Uffcll/2, (2.50)

wobeifur die Korvektionsgeschwindigkeit; _, ,, dergenauéNerta(z;_, /,) eingesetzwird
(s.auch2.40).

Bei einer UPWIND-Approximationder Grof3eU;_, ,, wird der Wert der Losungsfunktion
im nachsterstromaufvartsvon z;_, ;, liegendenGitterpunktgenommenDieserist gleich
r;_1, wenndie Korvektionsgeschwindigkeit; _, /, positv ist, undgleichz;, wenndie Kon-
vektionsgeschwindigkertegativ ist. Dasfuhrtzu:

(2.51)

i—1/2

[ { Ui—1, wenn ai—1/2 >0

U, wenn a;_1/, <0

Die CDS-Approximationfur U;_, , ist dag@en unabtangigvon der Stromrichtung,und
wird wie im Falle einerpositven Geschwindigkeitefiniert:

fi'li/g = (U1 +Up)/2. (2.52)

Man bildetnundie TVD-Approximationfur U;_, ;, als

fﬁ/z = (1 =&)UL ), + qﬁszﬁli/Q (2.53)
mit
. { &(0)), wenn U; — Uiy #0 .50
0, wenn U; —U_; =0
Bei derDefinition der Grofl3ed, mul3wiederumdie Stromrichtunderiicksichtigtwerden:

Ur—Ur-

g = LIt
U UL

(2.55)

wobeilndex I wie folgt definiertwird:
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(2.56)

/ 1 —1, wenn a;_i/; >0,

i+ 1, wenn a;_y;; <0,
Damit ist der Aufbau desTVD(SL)-Verfahrendereitsvollstandig definiert. Man berech-
ne zurachstdie UPWIND- und CDS-Approximationerir U;_, , nach(2.51,2.52).Man
bestimmedanachden Gewichtungsfaktorp, nach(2.54) und berechnedie TVD-Approxi-
mation Ufﬁ'f{/z far U;_,,, nach(2.53).Schliel3lichsetzemandensoermitteltenWert Ufﬁ'f{m
in die Formel(2.50)zur BerechnunglesnumerischetKorvektionsstrome$™*(U/;i — 1/2)
ein.

Obwohlder TVD(SL)-Konvektionsstromauf dieseWeiseeindeutigdefiniertwird, wird ei-
ne direkteUmsetzungler beschriebeneBerechnungsmethoakadurcherschwertdal3die
Werte der Gitterfunktion {U;} nicht bekanntsind und der numerischeKornvektionsstrom
F®Y(U;1 — 1/2) in diesemFall einekomplexe nichtlineareFunktionvon {U;} ist. Die Li-
nearisierungkann durch den ,deferredcorrection approach durchgefihrt werden,s.
Abschnitt1.6 (1.116,1.117).Die Aufteilung desKorvektionsstromes'*¢(/;: — 1/2) in
einenUPWIND-Strom F*?(/; [) und einenKorrekturstromi*({/; ) wird folgenderma-
Rendurchgeiihrt. Der Einsatzvon (2.53)in (2.50)fuhrt zu:

FY(UsD) = aispU ),
= iy (1= @)U, )y + HUES )
= ai_1U" ., + da; Uets  —umr
Ai-1/2Y;_1/9 1ai-1/2 \Vi_1/2 i—1/2

= F(U;1) + F&(U;1). (2.57)

Fur denUPWIND-StromF*?(U; 1) := ai_l/QU;f’l/Q gilt:

F“p(U; l) _ ai—l/QUi—h wenn a;—1/2 >0
ai—12U; , wenn a;_1/3 <0
= max(a;_1/2,0) - Uiy — max(—a;_1/2,0) - U; (2.58)

Damitlassersichdie KoeffizientendesTridiagonal-SystemgL.117)direktberechnen.

Fur denKorrekturstrom#®(U; 1) := ¢ya;_1 /s (Ufi“{/g — Ui_pl/g) gilt:

ch(UQ l) = ¢ (%—1/2%@?/2 - Cli—1/2UZ-u_pl/2)
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Ui —I— U;
= (az 12— — max(a;_1/2,0) - Uimy + max(—a;_y/2,0) - Ui)
1
2

= &= ai- 1/2| (U; = Ui—1). (2.59)
DurchdenEinsatzeinerFunktiong(., .) (s.(1.196))laRtsichderKorrekturstromi@(1/; 1)
analogzu (1.197)berechnen:

Fie(U; 1) = %71/2' AU — Uy, Uy — Ui_y). (2.60)

Behandlungder Randbedingungen. Zum Schluf3wollen wir auf die Formulierungder
numerischemandbedingungeeingehenLostmandie lineareKonvektionsgleichung2.1)
auf einemendlichenintenall [ X, X;], so kann— in Abhangigkeitvon der Richtungder
Korvektionsgeschwindigkeit(z) am Rand— jederder RandpunkteX; und X, sowohl
demEinstiomrandals auchdem AusstbmrandentsprechenWir werdenuns deshalbauf
die BetrachtunglesRandpunktes\; beschanken.

Gilt a(X7) > 0, soist X; ein Einstomrandundessoll fur dieserRandpunkeinephysika-
lischeRandbedingung derForm

u(z = Xq,t) = pu(t), t >0 (2.61)

vorliegen,damitdie analytische_osungder Korvektionsgleichungeindeutigbestimmitist.
Aus dieserphysikalischerRandbedingungal3tsich der Wert der Gitterfunktionim ersten
Gitterpunktdirektberechnemurch:

Uo = pu(ln1)- (2.62)

Gilta(X;) < 0, soist X; einAusstomrandundesliegt keinephysikalischdRandbedingung
vor. In diesemFall wird eineFinite-Volumen-Formulierung fir ein ,halbe$ Kontrollvolu-
men[zg, 1] verwendet:

Up~To , F(U;1/2) ~ F(U;0)

=0. 2.
At Az/2 0 (2.63)

Hier brauchthurderStrom F'(U; 1/2) approximiertwerden dafur £ (U; 0) gilt:

Fur F(U;1/2) wird der TVD-Korvektionsstrom#'*4(J; 1/2) nach(2.50) eingesetztGilt
a1/ > 0, soberdtigt manzur BerechnunglesKorvektionsstromes'(U/; 1/2) denWertder
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Gitterfunktionander Stellez _,, die aul3erhalldlesBerechnungsgebietéegt. Im Abschnitt
1.11 wurdendrei Variantenzur Berechnunglesfiktiven Wertest/_; anggeben.Aus den
dortdagelegtenGrindensollte nur die Variante2 eingesetztverden.

Ist die Konvektionsgeschwindigkedm Randa(.X;) gleich O (dasist Ubrigensin beiden
TestbeispielenerFall), sostimmtderRand{(z,¢) : = X;,¢ > 0} mit derCharakteristik
ubereindievonderStelle(z,t) = (X;,0) startetIn diesemFall gilt wegen(2.7):

54 (X1:t) = —a'(X1)u(X1,1), (2.65)

worausfolgt
w( Xy, 1) = ug(Xy) - e” X, (2.66)

DieserWert kannanalogzu (2.61,2.62) fur die numerischeRandbedingungam Rand
x = X; verwendetverden.



Kapitel 3

Burger-Gleichung

3.1 TheoretischeAspekteund 2 Testfalle

Bisherhabenwir unsausschlief3licimit linearenGleichungerbeschiftigt. In diesenKapitel
wollen wir unsmit einereindimensionalemichtlinearen hyperbolischerGleichungbefas-
sen.Dazubetrachtenvir die eindimensionalekulerscherGleichungerderGasdynamiks.
Abschnitt1.1):

0t +(ov)e = 0 (3.1)
(0v)¢ + (ev* 4+ p)a = 0 (3.2)
Ei+ (v(E+p)). = 0. (3.3)

Im Falle einerisothermenStromungist der Druck p eine Funktionvon p und die Glei-
chungen(3.1, 3.2) bilden ein geschlosseneSystem Die Diskretisierungserfahrenfur die
Kontinuitatsgleichung3.1) wurdenbereitsim letztenKapitel behandeltWir konzentrieren
unsdeshalbauf die Impulsbilanz(3.2). Der Druckgradienstelltin dieserGleichungeinen
Quelltermdar, dessemumerischdehandlundeinerleiSchwierigkeiterbereitet Wir wer-
dendenEinflulR diesesTermesdeshallzurachstvernachfissigenDie partielleDifferentia-
tion derbeidenrestlichenTermefiuhrtunterBeriicksichtigungson (3.1) zu:

01 v+ o v+ (V) vFov-v, = 0= (3.4)
(ot +(0v)s) v+ (vitvvy) = 0+ (3.5)
~————
=0
vy +vvy = 0. (3.6)

Die letzteGleichungentsprichiderhyperbolischerfErhaltungsgleichung
uy + f(u)e =0 (3.7)

132
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fur denFall einerquadatiscthenStromfunktion:

flu) = Ju (3.8)

bis aufdie Bezeichnunglerunbekannteirunktionu(z, t). Die Gleichung

[BURGER — GLEICHUNG : Up + uuy = 0 (3.9)

wird in der Literatur als Burger-Gleichung bezeichneund wird sehroft zum Testenvon
DiskretisierungserfahrereingesetztdaeineReihe von exakten Losungenbekannt ist
(s. Whitham [133)]). Die quadratisch&tromfunktionstellt die einfachstd=orm der Nichtli-
neariitdarundlaftsichrelati leichtuntersucherGleichzeitigist manbeideranalytischen
und numerischerBehandlungder BurgerGleichungmit der ganzenFulle von Problemen
konfrontiert,die auchim Falle einer allgemeinemichtlinearenStromfunktionvorhanden
sind.Wir werdenunsdeshaltbeiderHerleitungdernumerischeethodertir die nichtli-
narenhyperbolischeileichungemur auf die BurgerGleichungbeschanken zumaldiese
Gleichungdie gleicheArt von Nichtlinearitathat,wie die Navier-Stokes-Gleichungnit der
wir unsim nachsterKapitel besclaftigenwerden.

Wir beginnenwie immermit deranalytischemBehandlunglerzu untersuchendeifferen-
tialgleichung Die Spezifikationder Anfangsbedingungrfolgt wie tiblich durch:

u(z,t =0) = up(z), z € (—o0, +00). (3.10)

Wie im FalleeinerlinearerKonvektionsgleichungdnnenCharakteristikederBurgerGlei-
chung(3.9)alssolcheKurvendefiniertwerdendie dergendhnlichenDifferentialgleichung

2'(t) = u(z(t),1) (3.11)

mit der Anfangsbedingung
z(0) = xg (3.12)

geriigen.Dabeikannz, ein beliebigetWertaus(—oo, +oc) sein,unddefiniertdie Startpo-
sition der charakteristischeKurve. Auf denerstenBlick scheintesnicht moglich zu sein,
dasCharakteristiken-&rfahrenzur Bestimmungder Losungder BurgerGleichungeinzu-
setzendazur Berechnungler Charakteristikdurch(3.11)die exakteLosungu(z, ) bereits
vorliegensoll. Wir werdenabergleich sehengdalResnicht notwendigist, dieseLosungim

gesamter. dsungsbereichu kennenum die Charakteristiberechnezu konnen.

Fur die AbleitungderLosungu(z, t) entlangeinerCharakteristilgilt:

d 0 9, /
Zula(),) = Sule(t), 1) + s-ule(l), 1) - 2'(1)

= u; +uu, = 0. (3.13)
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Dasbedeutetdalidie Losungsfunktion(z, t) entlangderCharakteristikkonstanist. Dabei

gilt:
u(z(t),t) = const = u(x(0),0) = u(zg,0) = uo(zo). (3.14)

Aus(3.11)folgt nun,dal’die Charakteristilkeinegerade_inie ist, derenAbleitungdurchdie
Anfangsbedingung,(z,) definiertist.

Als Beispiel (daswir zugleichals Testfall No.6 bezeichnerwerden)betrachterwir die
BurgerGleichungfur = € [0, 2] mit der Anfangsbedingung

uo(z) = %, = € [0,2]. (3.15)

Der linke RanddesBerechnungsgebietesimmtmit der Charakteristikiiberein,die durch
denPunktz, = 0 geht,so dal3die Spezifikationder Randbedingungicht notwendigist.
AuchamRandz = 2 wird keineRandbedingungorgegebendadiesein Ausstbmrandist.

Esseix, einbeliebigePunktausdemintervall [0, 2]. Fur eineCharakteristikdie vom Punkt
zo ausstartetgilt
z(t) = xo + uo(wo)t = o + 20°L. (3.16)

Fur die LosungentlangdieserCharakteristilgilt wegen(3.14):
u(z(t),t) = wuo(wo) = z0°. (3.17)
Wir nehmemuneinenbeliebigenPunkt(z,t) € [0,2] x [0, +o00). Lostmandie Gleichung

(3.16)nachz, auf, sostellt manfest,dal3der Punkt(x, ¢) auf einerCharakteristikiegt, die
vonderStelle(zo, 0) startetmit

-1+ v1+4xt

g, = v+t (3.18)

21

EinsatzdesWertesz, in (3.17)fuhrtzu:
2
-1+ 1 +4xt 222
(e, l) = tvo A i . (3.19)
21 14+ 22t + /1 +4xt

In Abb.3.1list dasAnfangsprofilsavie derLosungerlaufzumZeitpunkt: = 1 fir TestNo.6
zusammemit denCharakteristikemlagestellt.

Der entscheidendPunktbeim Aufbau der Losungmit Hilfe desCharakteristiken-®rfah-
rensist die Voraussetzunglaf3jederPunkt(z, t) ausdemLosungsbereichuf genaueiner
Charakteristikliegt. Diese Voraussetzungst erfilllt, wenndie Funktionuy(z) stetigund
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TESTFALL No.6:

ANFANGSPROFIL und LOSUNG zum ZEITPUNKT t=1s
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Abbildung 3.1: TestNo. 6: Anfangsprofil,Charakteristikerund exakte Losungzum Zeitpunkt
t=1s.

monotonwachsendst. In diesemFall deckendie Charakteristikengie von der z-Achse
starten dasgesamteGebietkomplettab, und zwar ohneUberschneidungst die Funktion
up(x) nicht stetighbzw nicht monotonwachsendsokannespassierendaRentwedemicht
dasgesamtd_osungsgebiadurchdie Charakteristikembgedeckivird, oderdal3zwei oder
mehrCharakteristikersichanverschiederstellenkreuzen.

In der Abb. 3.2 st ein Beispielfur eine nicht monotonwachsendénfangsbedingunge-
zeigt. Wir sehendalf3sichim Punkt(z,?) = (1.5,1) mehrereCharakterisikerkreuzenso
dalRim Losungprofileine Diskontinuit (, Shod* ) entstehtNachdem Zeitpunktt = 1
kanndasCharakteristiken-§rfahrennicht mehreingesetztverden.Es ist interessantgali
die Losungzum Zeitpunktt = 1 unstetigist, obwohldasAnfangsprofileine stetigeFunk-
tion von z ist. SelbstwenndasAnfangsprofileinestetigdifferenzierbae Funktionist (was
im hier gezeigterBeispielnicht der Fall ist), derenAbleitung zumindestan einemPunkt
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NICHT MONOTON WACHSENDE u0(x)

ANFANGSPROFIL und LOSUNG zum ZEITPUNKT t=1s
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Abbildung 3.2: Nicht monotonwachsendénfangsbedingungAnfangsprofil,Charakteristiken
undexakteLdsungzum Zeitpunktt=1s.

negati ist, bildet sich zum Zeitpunkt 7;,.. = —1/ minug(z) ein Schock,und die klas-

sischeLosungder BurgerGleichunghort auf zu existieren,da die ortliche Ableitung der
Losungsfunktiomicht mehrdefiniertist ([133]). Dasist derwesentlichdJnterschiedzwi-

schendenlinearenund nichtlinearerhyperbolischerGleichungenwahrendsich bei einer
linearenGleichungdie Diskontinui&t nur entlangeiner Charakteristikfortpflanzenkann
unddie Stetigkeitder Anfangsbedingungutomatisctzur Stetigkeitder Losungim gesam-
tenLosungsbereichihrt, kannbei einernichtlinearerGleichungeineDiskontinuittin der

LosungselbstdannentstehemyvenndasAnfangsprofilstetigodersogarstetigdifferenzier

barist.

Obwohldie BurgerGleichungnachder EntstehunginesSchockskeineklassischd.dsung
mehrbesitzt besitztsieeinesdwadeLosungm Sinnevon GIng.(1.18),Abschnittl.1.Um
dasVerhaltendieserschwacher.osungqualitatv zu untersuchenwerdenwir denSchock
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isoliertbetrachten.

Dazuuntersuchenvir dasCauchy-Problenfiiir die BurgerGleichungmit einerstiickweise
konstanterAnfangsbedingunglie eineeinzigeDiskontinui&that:

u;,, wenn x <0
up(z) = (3.20)

u,, wenn x>0

Diese Aufgabewird in der Literatur als Riemann-Poblemfir die BurgerGleichungbe-
zeichnet.Die LosungdesRiemann-Problembangtvom Verhaltnis zwischendenWerten
vonu; undwu, ah

In der Abbildung 3.2 wurdedie Bildung einesSchocksdurch Aufsteilender Losungsfront
skizziert.DiesemFall entsprichtdasRiemann-Problemmit «; > u,.. Wie kdnntein einem
solchenFall die schwachd.osungaussehen®a der Wert der Losungvor dem Schock
hoherist alsderWertnach demSchock,, laufendie Charakteristikeim denSchockhineirt' .
Damitist ein Abflachender Frontim weiterenZeitverlaufausgeschlosseAuf deranderen
Seiteist ein Anwachserder Diskontinuitit ebenfallsnicht moglich, denndaswirdeeine
ZunahmedertotalenVariationderLosungbedeutenwasfir hyperbolisché&leichungerder
Form (3.7) ausgeschlossest [74]. DasbedeutetdalRdie schwaché.dsungdie Form eines
Schocksbehaltermul3, mit denWertenw; undw, vor bzw. nachdemSchock.Bezeichnen
wir mit s die Geschwindigkeitmit dersichder Schockentlangder z-Achsefortpflanzt,so
siehtdie LosungdesRiemann-Problem&ir denFall «; > w, folgendermalReaus(s. Abb.
3.3):

(3.21)

uo(z) =

u;, wenn x < st
u., wenn x > st

Um die Schock-Geschwindigkeit zu bestimmengsetzenwir die Losungsfunktion3.21)
in die Integralgleichung(1.18) ein. Wir wahlendazut¢, = 0, ¢, = 1. Die Grol3enz; und
x4 solltenso gewahlt werden,dal3sich der SchockwahrenddesZeitintenalls [¢4, ¢5] in-
nerhalbvon [z, ;] befindet.OhneBeschénkungder Allgemeinheitnehmenwir an, daf3
0 < s < 1 gilt und nehmendaherz; = 0 undz, = 1. Wir schreibendie Gleichung
(1.18)fur ausgavahlteWertevon [z, z;] und[t;, {;] sowie fur denFall einerquadratischen
Stromfunktionf (u) = - um:

/01 u(z,l)de = /01 u(z,
“

0) T
Lu?(0,1) Lu?(1,t)
+ /O ; dt—/o o (3.22)

d:
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RIEMANN-PROBLEM: ul>ur
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Abbildung 3.3: Riemann-Problemit »; > u,.: Anfangsprofil Charakteristikemnddie schwa-
cheLdsungzumZeitpunktt = 1s furdenFall u; = 1.8, u, = 0.2.

Dasist eineErhaltungsgleichunfjir die Grol3ew. Links stehtdasintegral derLdsungsfunk-
tion zum neuenZeitpunkt: = 1 Uberdasintervall [0, 1]. Aus (3.21)folgt, daRdieserWert
gleichw; - s + w, - (1 — s) ist. ErsterTerm auf der rechtenSeiteentsprichtdem Integral
der Losungsfunktioruberdasintervall [0, 1] zumaltenZeitpunkt: = 0 undist gleich,..
Derzweiteundderdritte Termbeschreibedie aufintgriertenKornvektionsstomedurchdie

Randerdesintervalls, 0.5u7 bzw 0.5u2. Fur die Schock-Geschwindigkeitgilt daher:
0.5u? — 0.5u? r
o = Lw T our (3.23)

U — Uy, 2

Dasist die sog.Rankine-Hugoniot-Bedingurigr die BurgerGleichung.

Esgibt allerdingsaucheine andereMoglichkeit, an die schwachd.dsung(3.21) desRie-
mann-Problemgzu gelangenWir erinnerenuns daran,dal3wir die Gleichung(3.6) tber
die EulerschenGleichungenhemgeleitethaben.Im allgemeinenmehrdimensionalefrall
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RIEMANN-PROBLEM: ul>ur
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Abbildung 3.4: Riemann-Problenmit »; > u,: Schwachd.dsungvon (3.9) savie Losungen
von (3.24)fur e = 0.02 unde = 0.01 zumZeitpunktt = 1s.

stellendie EulerschenGleichungender Gasdynamikeinen Grenzfall der Navier-Stokes-
Gleichungerdar, fur denFall einervernachhssigbaniedrigenReilung. Analogdazukann
die BurgerGleichung(3.9) alsein GrenzfallderviskoserBurger-Gleichung

Us + UUy = EUgy (3.24)

betrachtetwerden,fur ¢ — 0. Die , nicht-viskosé BurgerGleichung,die wir bisherun-
tersuchthaben,ist dahernur eine Vereinfachungler physikalischkorrekterenGleichung
(3.24).Wennder Wert von ¢ klein und die Losungsfunktion:(z,¢) glatt ist, dannist der
Term eu,, vernachéssigbaiklein im Vergleich zu anderenTermender Gleichung(3.24),
und die nicht-viskoseBurgerGleichung(3.9) ist eine gute Approximationfir (3.24). So
wirde sich die Losungdes TestsNo.6 kaum verandern,wenn man anstattvon (3.9) die
Gleichung(3.24) mit derselbemnfangsbedingungir ein kleinese gelosthatte.

Bildet sichim Losungserlaufein Schock sowachstdie zweiteAbleitungu,.,. viel schneller
als v, und der Term eu,.,, kannselbstbei kleinenWertenvon e nicht mehrvernachéssigt
werden DieserTermbewahrtdie Losungvor der EntstehungeinerDiskontinuiitund soigt
dafur, da3selbstim Falle einerunstetigenAnfangsbedingunglie Losungfur allet > 0
glattwird. Fur sehrkleine Wertevon ¢ waredanndie Losung(3.21)desRiemann-Problems
durchdie glatteLosungersetztdie in derAbb. 3.4fure = 0.02 unde = 0.01 exemplarisch
skizziertist. LalRtman e gegenNull gehen,so werdendie Losungsprofilesteiler und die
Losungvon (3.24)nahertsichderschwachem dsungvon (3.9).

WahrenddasCharakteristiken-gtfahrerbeim Riemann-Problerfiir denFall «; > u, des-
wegen nicht eingesetztverdenkann,da einige PunktedesLdsungsbereichauf mehreren
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RIEMANN-PROBLEM: ul<ur

u(x,t=1)
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Abbildung 3.5: Riemann-Problemit »; < u,.: Anfangsprofil Charakteristikemnddie schwa-
cheLdsungzum Zeitpunktt = 1s mit einemundefinierterBereich(als Black-
Box dagestellt).Eswurdeangenommerdal3u; = 0.2, u, = 1.8.

Charakteristikergleichzeitigliegen, tritt im Falle v; < u, eineandereSituationein, die
denEinsatzdesCharakteristiken-grfahrengbenfalls/erhindert Wie manausderAbb. 3.5
seherkann,habendie Charakteristikengie vor demSchockstarten ginekleinereNeigung
als die, die hinter dem Schockstarten.Das fuihrt dazu,dafl3fur jedest > 0 ein Bereich
z € (wt,u,t) existiert,in welchemdie Losungnicht definiertist, da durchsolchePunkte
(z,t) keine einzige Charakteristikauft, die von der z-Achseausstartet.Selbstwennei-

ne schwachd.dsungdesRiemann-Problemexistiert, kannderenVerlaufinnerhalbderin

Abb. 3.5daigestellten,Black-Box mittelsdesCharakteristiken-grfahrensicht bestimmt
werden.

Nimmt manan, dalRdie schwachd.osungwiederdie Form (3.21) hat,so kannmandurch
EinsatzdieserFunktionin die Integralgleichung3.22) zeigen,daf3die Schock-Geschwin-
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RIEMANN-PROBLEM: ul<ur
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Abbildung 3.6: Riemann-Problemmit »; < wu,: SchwachelLdsung(3.25) von (3.9) sowie
Losungervon (3.24)fir e = 0.02 unde = 0.002 zumZeitpunktt = 1s.

digkeit s wie im Falle u; > u, aus(3.23)berechnetverdenkann.

Andererseitkann man wiederumdie Losungder viskosenBurgerGleichung(3.24) fur
kleine e-Werte nehmenund den Grenzwertder Losungsfunktiorbei ¢ — 0 bilden. Man
erhaltin diesemFall folgendeFunktion(s. Abb. 3.6):

u;, wenn r < ujt
u(z,t) = z/t, wenn wl <z < u,t (3.25)

U., wenn T > u.l

SetztmandieseFunktionin die Integralgleichung1.18)ein,sostelltmanfest,dal’die Glei-

chungerfullt ist. Eshandeltsichhier alsoum eineweitele schwachd osungdesRiemann-
Problemsmit ; < wu,. Man kannsogarzeigen,da3im Falle v; < wu, unendlih viele
schwade LosungerderBurgerGleichungexistieren.Betrachtemanallerdingsdie , nicht-

viskosé BurgerGleichung(3.9) lediglich alseinenGrenzfallder physikalischkorrekteren
viskoserBurger-Gleichung(3.24),somul3mannur die Losung(3.25)alseinephysikalisch
sinnvolle Losunganerkennen.

Wir wollen nun ein Testbeispiel(Test No. 7) definieren,das beide Falle des Riemann-
Problemgleichzeitigberiicksichtigt Wir beschankenunswie immeraufdasintervall [0, 2]
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Testfall No. 7
1 ‘ ‘ ‘ ‘
t=0s t=1s
0.9 - B
g 0.8 - B
=]
0.7 - B
0.6 : : ‘ ‘ ‘

0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

Abbildung 3.7: TestbeispieNo.7: AnfangsprofilundLdsungserlaufzumZeitpunktt = 1s.

unddefiniererdie Anfangsbedingundurch:

0.6, wenn 0<2<0.2
ug(z) = 0.9, wenn 0.2 <2z <0.6 (3.26)

0.6, wenn 0.6 <z<2

unddie Randbedingungurch:

p(t) = 0.6, t>0. (3.27)

Wir sindanderEntwicklungderLosungm Zeitintenall ¢ € [0, 1] interessiertWahrendie-
se<Zeitintenallskanndie, physikalischsinnvolle® schwache& dsungderBurgerGleichung
folgendermal3edargestelltwerden(vgl.(3.21),(3.25)):

0.6, wenn x < 0.2+ 0.6¢
(x —0.2)/t, wenn 0.2+40.6t <2z <0.2+0.9¢

u(z,t) = (3.28)
0.9, wenn 02409t <2 <0.6+0.75¢

0.6, wenn 0.6 +0.75¢t <z

Das Startprofilder Losungsowie derenVerlauf zum Zeitpunkt¢ = 1 istin der Abb. 3.7
damgestellt.
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3.2 Flux-Limiter -Verfahrenfir die Burger-Gleichung

Wie im Falle einerlinearenKornvektionsgleichungnit variablerGeschwindigkeitkannein
TVD-Verfahrenfur die BurgerGleichungsowohl als ein Flux-Limiter- als auchals ein
Slope-LimiterVerfahrenaufgebautverden.Wir werdendiesebeidenMaglichkeitin zwei
separaterAbschnittenbetrachtenDa eine Verwechselungon beidenVerfahrendadurch
ausgeschlossest, werdenwir dieim Abschnitt2.2zu Diskriminierungszweckeaingefihr-
tenindizes,FL* und,SL* diesmaleglassen.

Ein wesentlichetnterschiedzur linearenKonvektionsgleichungnit variabler Geschwin-
digkeitbestehtlarin,dal’dietotaleVariationderanalytischeh dsungderBurgerGleichung
mit derZeittatsachlichnicht zunehmerkann.MankanndahembeimAufbauderDiskretisie-
rungs\erfahrerfir die BurgerGleichungverlangengal3diesedie TVD-Eigenschaf{1.139)
besitzenphnedalidadurchdie physikalischereigenschafteder Gleichungverletztwaren.

Wahrendvon denempirischaufgebauteVVD-Verfahrenfir die lineareKonvektionsglei-
chung nur die SL-VerfahrenoszillationsfreieLosungenproduzierten kann man bei der
BurgerGleichungdavon ausgehengdald sovohl die Flux-Limiter- als auchdie Slope-Li-
miter-Verfahrenkeine Oszillationenin der numerische.dsungverursachenverden,vor-

ausgesetaatirlich, dal3siedie TVD-Eigenschafbesitzen.

Im Abschnittl.8 wurdegezeigt,dalRein konsistente3 VD-Verfahrenmit einemLipschitz-
stetigenKornvektionsstronkorvergent ist. KornvergenzeinesVerfahrendedeutetdalidie
Differenzzwischendernumerischemnd derexaktenLdsungder Differentialgleichundpei
feinerwerdenderGitterngegenNull geht.DieserBegriff bedarfim Falle einernichtlinea-
ren GleichungeinerweiterenPrazisierungWie im vorigen Abschnittgezeigtwurde,kann
die BurgerGleichungje nachAnfangsbedingungntwedereine odergleichzeitigmehrere
schwachd.osungerhaben.Hat die Gleichungmehrereschwachd.6sungenso bedeutet
die KorvergenzeinesTVD-VerfahrensdalRder Abstandzwischerdernumerischem.dsung
undderMengealler shwadenLodsungergegenNull geht[77]. Hat die BurgerGleichung
abermehrereschwachd_6sungenso kanndavon nur eine physikalischsinnvoll sein.Sie
kann durch einen Grenzibegange — 0 ausder Losungu‘(z,t¢) der viskosenBurger-
Gleichung (3.24) bestimmtwerden.Damit ein konsistente§'VD-Verfahrennicht nur ge-
gendie Mengealler schwacherLdsungender BurgerGleichungsondernkonkretgegen
dieseeinzigephysikalischsinnvolle Losungkorveriert, mu3diesesverfahremochweite-
re Bedingungererfullen. Eine Reihevon hinreichenderBedingungerfir die Konvergenz
einesTVD-Verfahrenggegendie korrekteLosungwird in der Literaturin Form einer so-
genannten Entropie-Unglei©iung formuliert (s. dazumehrin [46, 77]). Wir werdendie-
sesThemajedochnicht weiter vertiefen.Die Untersuchung/on Diskretisierungssrfahren
fur die BurgerGleichungist fur unsnur ein Zwischenschrittuf demWeg zur Behandlung
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derNavier-Stokes-GleichungeadieseallerdingsmmereinendiffusivenTermenthalten,
konnensieauchkeinenicht-physikalischeschwacheh dsungerhaben Auchfur denTest-
fall 7 kanngezeigtwerden,dal’die weiteruntenvorgestelltervVerfahremur gegendie kor-
rekteschwachd.dsungkonvergierenkonnen.Einige dieserVerfahrendurfen jedochnicht
allgemeinzur Losungder Burger-Gleichungeingesetztverdenund misserdeshalbetwas
modifiziert werden.Die entsprechendekritischenMomentedieserVerfahrenwerdenim
Folgendenm Text explizit erwahnt.

Der Ausgangspunktir unterschiedlich®iskretisierungsgrfahrenist wie immer die ein-
heitlicheFinite-Volumen-rmulierung(1.53):

Ui = U, LW+ 1/2) = PO = 1/2)

= 0. 2
At Az 0 (329)
Fur die BurgerGleichunggilt dabei:
| A
PU5i=1/2) = 5(Up)* ~ 5 / St (i, )t (3.30)

tn

Wir skizzieremnundasAblauf-Diagrammeum AufbaueinesFlux-Limiter-Verfahrens:

1. Man definieredenUpwind-Korvektionsstrom¥?(U; i — 1/2)
2. Man definieredenCDS-Korvektionsstrom<®s (U/; 7 — 1/2)

3. MandefinieredenTVD-Korvektionsstromi*4({/; 1) als
(1 — @) F2(U;1) + ¢ (U5 1)

4. Man setze den TVD-Korvektionsstrom F™4(U;1) in die Finite-Volumen-
Formulierungein, und bestimmeden Gewichtungsfaktorg, so, dalddasresultie-
rendeVerfahrendie TVD-Eigenschafhat

Einfachheitshalbegehenwir zurachstvon der Annahmeaus, daf3 die Losungsfunktion
uberallpositv ist. (Die Behandlunglesallgemeinererialls wird am EndedesAbschnittes
erfolgen.)Bei der FormulierungdesUpwind-Korvektionsstromesird der gesamteStrom

anderstromaufvartsvon z;_, , liegendenStelleausgevertet.Ist die Losungsfunktiorpo-

sitiv, so ist auchdie Stromrichtungpositv (da die Konvektionsgeschwindigkeinit der

Losungsfunktiorilbereinstimmt)Wir definierendaher:

1 , 1
§(Ui—1/2)2 = F*(U;i—1/2) = §U¢2—1- (3.31)
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Der CDS-Stromwird als Mittelwert von Konvektionsflisseri U2, und 1072 gebildet:

L N2 = et _1(12 12)
Fur denTVD-Stromgilt daher
FU U5 = (1= ) F2(U; 1) + ¢ Fe(Us 1)
= F"(U;1) + ¢o(F*(U;1) — F*(U; 1))
_ 1 2 Cbl U22 B Ui2—1

SetztmandiesenKorvektionsstromn die Finite-Volumen-Gleichung3.29) ein, so ergibt
sichfolgendeDiskretisierungderBurgerGleichung:

TVD (Flux — Limiter) :

UimTi | JUP S B gz, - g B
At Ax

Wir definieren
¢ =0, wenn U? — U2, =0 (3.35)

undansonsten
&= ¢(0h), (3.36)

wobeid, folgendermal3edefiniertist:

Ui = Uiy (3.37)

0, = .
: U22 - U22—1

Wir suchennun eine solcheLimiter-Funktion ¢(#), daf das Verfahren(3.34) die TVD-
Eigenschafbesitzt Wir nehmeran,daf3sovohl 8, alsauchd, wohldefiniertsind,undschrei-
bendie Gleichung(3.34)unterBerucksichtigungron (3.36)folgendermalReom:
_ At 0, 0

(Uf I )(Ufﬂ —UH-UZ, - i l)(Uf - Uf_l)) (3.38)

Ui=Ui= 55, 9 i 9
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bzw,
o= At Uz, —U? ) ,
_ g WA UAL () S0
= T, e 2 —¢(0) + V. (Ui = Ui_y) (3.39)

Dasentspricht(1.141)mit

Wt U)A 5(0,)
Cic1 = Y v a— (2 —o(0) + )

D, =0

Damitdie Bedingung(1.142)erfullt ist, musserfolgendeUngleichungergelten

¢(6:)
0,

0<2—b(0) + <C (3.40)

Diesestimmenjedochmit (1.171)komplettuberein.Daherkdnnenalle TVD-Limiter, die
fur die lineare Kornvektionsgleichungnit konstantetGeschwindigkeitingesetzivurden,
auchfur dasFlux-Limiter-Verfahrerfur die BurgerGleichungverwendetverden.

Behandlungder Nichtlinearit at. DasFlux-Limiter-Verfahren(3.34)ist nichtlinear Diese
Nichtlinearitt hatallerdingseinenandererCharakteralsim Falle von TVD-Verfahrenfur
lineareKorvektionsgleichungdie im Abschnitt1.9 behandeltvurden.Damalswarenbei-
de BausteineeinesTVD-Verfahrens- die Upwind- und CDS-Korvektionsstome— lineare
Funktionender Gitterfunktion.Die Nichtlinearitt betrafnur die BerechnunglesGewich-
tungsfaktorss;. Durch die Aufteilung desTVD-Stromsin einenlinearenUpwind-Strom
undeinennichtlinearerKorrekturstronkonntedasProblemderNichtlinearittdurchquasi-
explizite BehandlunglesKorrekturstromegelostwerden(s. auchAbschnitt1.6).

Im Falle der BurgerGleichung sind infolge der Nichtlineariéit der zugrundeligen-
den Stromfunktion— f(u) = ju* — nicht nur der Korrekturstrom sondernauchder
Upwind- und der CDS-Stromnichtlinear Eine quasi-&plizite BehandlungdesKorrektur
stromes(s. (1.117))l6st dasProblemder Nichtlinearitt nicht, da durch die vollimplizite
BehandlungdesUpwind-Stromedlie resultierendealgebraischésleichungnachwie vor

nichtlinearbleibt.

Die LinearisierunglesUpwind-Stromeg&annentwedemit demNewtonVerfahrerodermit
Hilfe derPicard-Iterationdurchgefihrtwerden Die ersteMethodeist z.B. in [30] austihr-
lich beschriebenWir ziehenjedochdie Picard-Iterationvor. Bei dieserMethodewird der



3.2: FLUX-LIMITER-VERFAHREN FUR DIE BURGER-GLEICHUNG

147

TEST No.6, UPWIND : E(dx)=0.1227

TEST No.6, CDS :

E(dx)=0.05755
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Abbildung 3.8: TestNo.6: Verlaufder LosungaufeinemGitter Az = 0.25 fur 4 Verfahren.

quadratisch&Jpwind-StromF»(U;: — 1/2) = U2, in zwei Multiplikandenaufgeteilt,
von denereinerquasi-a&plizit undderanderewoll-implizit behandeltvird:

(3.41)

1 R
FUsi—1/2) = SUSV0Y,
(vgl. die Bezeichnungein (1.117)).Die quasi-&plizite Behandlungder Korvektionsge-
schwindigkeiterfordertzwar mehr Iterationenals dasNewton-\erfahren sie ist aberviel
einfacheizu programmieremnindstehtmethodischm Einklangmit derquasi-&pliziten Be-
handlungdesKorrekturstromes.

TestbeispielNo.6.In der Abb. 3.8 sind die Ergebnissdiir denTestfallNo.6 und eineMa-
schenweiteAz = 0.25 fur UPWIND- und CDS-\krfahrensowie fur dasTVD-Verfahren
(3.34)mit MC- und AGARWAL-Limiter damgestellt.Die niedrigsteGenauigkeitvird vom
UPWIND-Verfahrenerzielt, gefolgt von CDS-\erfahren,desserLdsungdie ausfriheren
BeispielenbekannterOszillationenaufweist.Beide TVD-Verfahrenerzielendaggen her
vorragendéergebnisseln Abb. 3.9sinddie £-Az-Kurvenfiur diese4 Verfahrergegeriiber
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Test No.6: E-dix—Diagramm

le-01}
le-02 - ;
1e-03 | ]
E 1e-04. !
1e-05 | ]
: ®—@ UPWIND
m—mCDS
1e-06 - 4
: O—OMC
) L-AGARWAL
1e-07 |
1e_08 I | | | | | |

|
.005 001 0.025 &05 0.1 025 0.5
X

Abbildung 3.9: TestNo.6: Vemgleichvon 4 Flux-Limiter-Verfahreruntereinander

gestellt.Man sieht,dal3dasMC-Verfahrendie gleicheKornvergenzordnungvie dasCDS-
Verfahrenhat, wobei der absoluteWert desFehlersauf allen Gittern beim MC-Verfahren
wesentlicmiedrigerist. Der AGARWAL-Limiter erzieltwie erwartetdie nochhohereKon-
vergenzordnungon 3.

TestbeispielNo.7. Richtig deutlich sind die Vorteile der TVD-Verfahrengegeriiber UP-
WIND undCDSerstim TestNo.7 zusehenln derAbb. 3.10sinddie Ergebnisséir 4 Ver-
fahrenauf zwei unterschiedlicheittern (Az = 0.025 und Az = 0.01) dagestellt.Man
sieht,dal3sonvohl der MC- als auchder AGARWAL-Limiter sehrgenauelLdsungenpro-
duzierenDasUPWIND-Verfahreneidetdaggenwie im Falle derlinearenGleichungan
zustarkemumerischemiffusion,wahrenddie numerischédispersiordesCDS-\kerfahrens
dafur sogt, daf3die Gitterverfeinerungsichkaumaufdie Genauigkeitler Losungauswirkt.
In Abb. 3.11 sind die E-Az-Kurven fur diese4 Verfahrengegeriibegestellt.Man sieht,
dalRdie Fehlerkure fur dasCDS-\erfahrennur ganzlangsamabnimmt.Das UPWIND-
Verfahrenrerreichtdie Korvergenzordnungon 0.8. DasL-AGARWAL- unddasMC-Ver-
fahrenhabeneine etwashohereKornvergenzordnungron 1, die absolutenWerte desnu-
merischerfFehlerssind aberwesentlichniedriger als bei der UPWIND-LOsung.Wahrend
im TestNo.6 der AGARWAL-Limiter zu einerwesentlichgenauere.osungals der MC-
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Abbildung 3.10: TestNo.7: Verlaufder Losungauf zwei unterschiedlicheitternfur 4 Verfahren.
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Test No.7: E-dix—Diagramm

le-01]
E

le-02 - 5
®&—O UPWIND
B—ECDS
O—OMC
O—/ L-AGARWAL

le-03 ]

.005 001 0.025 0.05 0.1
dx

Abbildung 3.11: TestNo.7: Vemgleichvon 4 Flux-Limiter-Verfahreruntereinander

Limiter gefuhrt hat, ist im Testfall No.7 die GenauigkeitbeiderVerfahrenin etwagleich
gut.

BeliebigeL 6sungsfunktion.Wir haberbisherbei derHerleitungdesFlux-Limiter-Verfah-
rensfur die BurgerGleichungangenommerdafidie Losungsfunktion(x, ¢) Uberallpositiv

ist. Wir wollen nunauf dieseAnnahmeverzichtenunddie HerleitungdesTVD-Verfahrens
auf denFall einerbeliebigen(was dasVorzeichenbetrifft) Losungsfunktionverallgemei-
nern.

Wir begginnenmit der Definition desUpwind-StromesF™“?(U;: — 1/2). Dabeiwird der
gesamtestromanderstromaufvartsvon z;_, /, liegenderStelleausgevertet.Entscheidend
dabeiist die Stromrichtungan der Stelle z;_, /5, hier ist die Gitterfunktion jedochnicht
definiert. Um die Stromrichtungan der Stelle z;_,/, zu bestimmenyerwenderwir daher
einelinearelnterpolationfurr die LosungsfunktiorzwischendenGitterpunkten:; _; und z;
unddefiniererzu diesemZweckdie Geschwindigkeit/; ander Stellez;_, /, als

1
Ur = 5 (Ui + T5). (3.42)

DasVorzeichenvon U; ist nunentscheidendyb dergesamtestromander Stellex;_; oder
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ander Stellex; ausgavertetwird:

%Uf_l, wenn U;p >0

%(Ui—l/Q)Q = (Ui —1/2) = { (3.43)

%Uf , wenn U; <0

Der sodefinierteUpwind-Strom sowie dasdaraufbasierenddVVD-Verfahrengeriigt kei-
nerderbekannterEntropie-Ungleichunge(s. die Diskussionam AnfangdesAbschnittes)
und kanndazufuhren,dafl3die numerischd.dsunggegen eine nichtphysikalischeschwa-
cheLosungkonvemiert. Ein entsprechendeBeispielwird in [77] anggeben.Durcheine
leichte Modifikation der Definition (3.43) kanndie Erfullung einer Entropie-Ungleichung
erzwungernwerden,dasresultierendel'VD-Verfahrenware dadurchallerdingswesentlich
kompliziertergenvorden.Ein interessiertet.eserseiauf dasBuchvon Hirsch [46] verwie-
sen,in demdie Problematikder KorvergenzeinesTVD-Verfahrenggegen eine ,falsché
schwachd.osungaustihrlich diskutiertwird. Fur die Navier-Stokes-Gleichungetmlie ne-
bendenkonvektivenauchdie diffusiven Termeenthaltenist diesesProblemnichtrelevant.

Wir setzterdie KonstruktiondesTVD-Verfahrengort. An derDefinition desCDS-Konwvek-
tionsstrome$3.32)andertsichgegeriiberdemFall einerpositvenLosungsfunktiomichts,
dadieserstromrichtungsunaltdmgigist. Der TVD-Stromwird wie in (3.33)durch

FUULL) = (1= @) F* (U3 1) + 6 (Us )

= FU(UD) + b(FU(U31) — F(U31))

definiert,wobeidie konkreteDarstellungdiesmalvom Vorzeicherder Geschwindigkeit/;
abhangt:

U?-U?
UL+ % ==, wenn U; >0
o U

_U?
-2 ——=L wenn U; <0

FY(U;1) = { (3.44)

Auch bei der Definition der Grof3ed; wird die Stromrichtungan der Stellez;_, /, berick-
sichtigt:
Ui -UR,

0= —7—. 4
: U22 - U22—1 (3 5)
wobeilndex I wie folgt definiertwird:
1 —1, wenn U; >0,
I = (3.46)
1+ 1, wenn U; <0.
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Esqilt folgendes

Theorem 8 Geriigt die Limiter-FunktiondenVoraussetzungedesTheoems5 (Absdnitt
1.9),sobesitztdasresultieende\erfahrendie TVD-Eigenshatt.

Beweis.SieheAnhangA.5.0

3.3 Slope-Limiter-Verfahrenfir die Burger-Gleichung

Ein Slope-LimiterVerfahrerunterscheidetichvon einemFlux-Limiter-Verfahrerdadurch,
dalRmandenLimiter zur Berechnungler Approximationderunbekannteariableanbei-

den Randernder Kontrollvoluminaverwendet,und dieseApproximationanschlie3endh

die Stromfunktionf(u) einsetzt.

Wir skizzierenzunachstdas Ablauf-Diagrammzum Aufbau einesSlope-LimiterVerfah-
rens:

1. Mandefinieredie Upwind-Approximation’/;””, ,
2. Man definieredie CDS-Approximation/i%; ,

3. Man definieredie TVD-Approximationl/™**({/; 1) als
(1 - Qﬁl)U;ﬂ/z + leUic—di/z

4. Man setzedie TVD-ApproximationU/**¢(U; 1) in die Stromfunktionf(u) ein
underhaltesodenTVD-Korvektionsstrom@4(U; 1) = f(U™4(U;1))

Die einzelnerSchrittezur DefinitionderTVD-Approximation/*¢(U/; I) unterscheidesich
nurwenigvondempFall einerlinearenKornvektionsgleichungnit variablerGeschwindigkeit
undwurdenin Abschnitt2.3austihrlich dokumentiertDer einzigeUnterschiediegt darin,
daf3die Stromrichtungan der Stelle z;_, /, nicht durchdie vorgegebeneGeschwindigkeit
a;_12 sonderrdurchdie Losungsfunktiorselbst(U;_,/, = U; = LU;_, + U;)) bestimmt

2
wird.

Im Falle derlinearenKonvektionsgleichungvurdedie Approximationl/**¢(U; [) anschlie-
Rendmit der Geschwindigkeitz;_, , multipliziert, was eine kompakteeinheitlicheDar-
stellungdesUpwind- und desKorrekturstromsermdglichte (2.58, 2.60). Bei der Burger
Gleichungmiusserdaggendie Falle /; > 0 undU; < 0 separabehandeliverden.Exem-
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plarischbetrachtemwir denFall U/; > 0. Esqilt

1 = Ui\’
P = f00) = 5 (Ve b e (3.47)
DieserKonvektionsstronwird folgendermal3eaufgespalten:
1 n U, — Uy U —U;_y
tvd . N hdd . -
FrUsl) = SUR, + SR (a0 4 g
= F"(U;1) + F*(U;1). (3.48)

Der Korrekturstromkannnunquasi-&plizit behandeltndderUpwind-Strommit Hilfe der
Picard-Iteratiorlinearisiertwerden.

Theorem 9 UnterdenVoraussetzungedesTheoems5 (Abstnitt 1.9) besitztdasresultie-
rende\erfahrendie TVD-Eigenshatft.

Beweis.SieheAnhangA.6.0
Nunwendenwir unsdenTestbeispieleau.

Untersuchungder Testfalle. In der Abb. 3.12sinddie £-Az-Kurvenfur dasTestbeispiel
No.6fur UPWIND-undCDS-\erfahrensowie fur dasTVD-Verfahren/A.36) mit MC- und
AGARWAL-Limiter damgestellt.Wie im Flux-Limiter-Fall (vgl. Abb. 3.9), erzielenbeide
TVD-VerfahrereinehdhereGenauigkeitlsUPWIND- und CDS-\erfahren.

Vemleicht mandie £-Az-Kurven der Flux-Limiter- und Slope-LimiterVersionendesL-
AGARWAL-Verfahrenssostelltmanfest,dallim GegensatzuL-AGRAWAL(FL)-Verfah-
ren, daseineKorvergenzordnungon 3 fur diesenTestfall erreichthat, die Slope-Limiter
Versiondes Verfahrendediglich eine Korvergenzordnungron 2 hat. Der Grundfur die
niedrigereKornvergenzordnunglerSlope-LimiterVariantast dergleichewie im Falle einer
linearenKornvektionsgleichungnit variablerGeschwindigkeiind wurdeim Abschnitt2.2
ausfihrlich erlautert.

Bei denCDS-und MC-Verfahrenkanndaggen ein gegenkufigerEffekt beobachtetver-
den.Die Korvergenzordnungon beidenVersionerdieserVerfahrenist zwar dieselbg2),
die absolutenWerte desnumerischerfehlerssind bei Slope-LimiterVersionenum Fak-
tor 3 (CDS) bzw. 8 (MC) niedriger Dadurcherreichtdie Slope-LimiterVersiondesMC-
Verfahreneinesogarbesseré&enauigkeitlsdasL-AGRAWAL(SL)-Verfahren.

In derAbb. 3.13sinddie £-Az-Kurvenvon 4 Slope-LimiterVerfahrerfur dasTestbeispiel
No.7 gegeriibegestellt.Der Verlaufder Kurvenist dabeifastidentischmit demder Flux-
Limiter-VersionerdieserVerfahren(vgl. Abb. 3.11),sodal3sichkeineeindeutigePraferen-
zenfir die eineoderandereVersionderVerfahremableitenlassen.
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Test No.6: E-dix—Diagramm

le-01}
le-02 - ;
1e-03 - ;
E 1e-04: .
1e-05 - ]
: ®— @ UPWIND
1e-06 - =—aCDS
: O—OMC
1 L-AGARWAL
1e-07 -
1e_08 I | | | | | |

.005 001 0.025 305 0.1 0.25 0.5
X
Abbildung 3.12: TestNo.6: Vergleichvon 4 Slope-LimiterVerfahreruntereinander

ZusammenfassunglIn den letztenbeidenAbschnittenwurdenzwei Moglichkeitenzum
AufbaueinesTVD-Verfahrendir die nichtlineareBurgerGleichungvorgestellt. Eswurde
gezeigtdalResdurcheinegeeignet&VahldesLimiterserreichtwerderkann,daf3sovohl die
Flux-Limiter- alsauchdie Slope-LimiterVerfahrerdie TVD-EigenschafbesitzenDie mit
diesenVerfahrenberechneteh dsungerweisenkeineOszillationenauf, welchebeim Ein-
satzvon nichtlimitiertenVerfahrenhdhererOrdnungentsteherkdnnen.Gleichzeitigerrei-
chendieseTVD-Verfahreneine Kornvergenzordnungon mindesteng fir glatteLosungs-
funktionen.

Obwohl die dagestelltenTVD-Verfahreneine Reihe von Vorteilen gegeriiber den her-
kommlichennichtlimitiertenVerfahrenbesitzenwerdensie in der hier vorgestelltenForm
zur Losungvon nichtlinearenGleichungender Stromungsmechanikul3erstselteneinge-
setzt.Dafur gibt eseineReihevon Grinden.

DerwichtigsteGrundist wohl der, daf3die Behandlung/on TVD-Verfahremumerischsehr
aufwendigist. Wahrendm Falle von Slope-LimiterVerfahenfir lineare Korvektionsglei-
chungmit variablerGeschwindigkeieinekompakteDarstellungdesUPWIND- sowie des
Korrekturstromess. (2.58,2.60))eineeinfacheund tibersichtlichd’rogrammierunglerre-
sultierenderDiskretisierungsformetrmbglichte,ist eineahnlicheVereinfachungm Falle
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Test No.7: E-dix—Diagramm

le-01]
E

le-02 - 5
®&—6O UPWIND
B—ECDS
O—OMC
O—/ L-AGARWAL

le-03 ]

.005 001 0.025 0.05 0.1
dx

Abbildung 3.13: TestNo.7: Vemgleichvon 4 Slope-LimiterVerfahreruntereinander

dernichtlinearenGleichungnicht moglich. Hier musserdie Falle U; > 0, U; < 0, U, > 0,

U, < 0 separabehandeltverdenwobeijedesMal eineandereDarstellungsavohl fiir den
Upwind-Anteilalsauchfiir denKorrekturstron{insbesonderbei Slope-LimiterVerfahren,
vgl. (3.48))resultiert.Dasfuhrt sovohl zu einemhohenProgrammieraufwandls auchzu

einemrechenzeitintengenundnichtsehrtibersichtlicherProgramm.

Auf derandererSeiteweiseneinigenichtlimitiertenVerfahrenhohererOrdnung(wie z.B.
QUICK, AGARWAL) ein Korvergenzerhaltenauf, dasmit demder TVD-Verfahrenver-
gleichbarist, wobei der Programmieraufwanevesentlichniedrigerist. Der Einsatzvon
nichtlimitierten Verfahrenhat zwar einennegativen Einflufd auf die Optik der Losung,zu
einem Zusammenbrucldes Programmduhrt dies jedochnicht: eine leicht oszillierende
Geschwindigkeitserteilungist nicht so kritisch wie eine negatve Konzentrationoder ei-
ne negative turbulentekinetischeEnegie. Daherist der Einsatzvon QUICK-Verfahrenzur
Diskretisierungzon Navier-Stokes-Gleichungemmernochsehrverbreitet.

Wir wollen im nachstermAbschnittallerdingsein weiteresVerfahrenvorstellen,daszwar
keinreinesTVD-Verfahrenst (d.h.die TVD-Eigenschafnicht besitzt) dafur aberwesent-
lich einfacherzu handhabenst und gleichzeitigwenigerOszillationenals die herkbmm-
lichen nichtlimitiertenVerfahrenin der numerischerdsungverursachtWir werdendie-
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sesVerfahrerdaherals, QTVD-\érfahert’ (Quasi-TVD-\erfahrenpezeichnenZu denwe-
sentlicherVorteilendesQTVD-Verfahrengzahltunteranderemgalidie linearenundnicht-
linearenGleichungenauf die gleiche Weisebehandeltverden,und daf3die meistenPro-
grammejn denereineUpwind-Diskretisierundpereitsmplementierist, durcheineleichte
Modifikation,,QTVD-fahid' gemachiwerdenkdnnen.

3.4 Splitting-Verfahrenund QTVD-Diskr etisierung

Der einzige Unterschiedzwischenallen bisherdiskutiertenDiskretisierungserfahrenfr
die BurgerGleichunglag in der unterschiedlichemarstellungdesnumerischerKonvek-
tionsstromes:

tnt1

. 1 ' 2 1 1, '
F(U3i=1/2) = 5V ~ o / St (@i, )l (3.49)
Gleichzeitighabenalle Flux-Limiter- und Slope-LimiterVerfahrerneinesgemeinsam- der
quadratisché\usdruck%(Ui_m)? wurdein allendiesenverfahreralsGanzespproximiert,

d.h.beideFaktorendesProduktesU;_1,2)* = U;_1,2 - U;_1 o wurdengleichbehandelt.
/ / /

Man betrachtez.B. die CDS-ApproximationBeim Flux-Limiter-CDS-Stomwird derMit-
telwertvon Konvektionsflissers U;_; - U;_; und 1U; - U; gebildet(s. (3.32)),wahrencbeim
Slope-LimiterCDS-Stom zuréchstdie CDS-Approximation!/;*; ,, = 3(Ui_y + U;) defi-
niertundanschliel3endit sichselbstmultipliziert wird :

chs,sl(U;Z' —1/2) = Uﬁi/z . Uicili/Z' (3.50)

1
2
DieseVorgehensweisist zwarnotwendigumdie TVD-EigenschaftlesausUPWIND- und
CDS-StromgebildetenTVD-Verfahrenszu gewvahrleisten bei den meistenProgrammen,
die nur die Implementierungvon den herkbmmlichennichtlimitierten Verfahrenhdherer
Ordnung(CDS,LUDS, QUICK) enthaltengehtmanallerdingsandersvor.

Die unbekanntd=unktionw« hatin der BurgerGleichungeine doppelteBedeutungEiner
seits,bestimmtsie die Gestiwindigkeit mit welcherder Korvektionstransporstattfindet.
Gleichzeitigist siediejenigeGrol3e welchedurchdie Konvektiontransportiertwird. Dem-
entsprechenkannmanauchbei der ApproximationdesnumerischefKornvektionsstromes
%Ui_m - U;_1 /2 einenFaktorals die Konvektionsgeschwindigke(ﬁ]gfll/z) und denande-
renFaktoralsdie Erhaltungsgil3eselbstauffassenundfir beideFaktorenunterschiedliche

Interpolationerverwenden:

, 1
F(U;i—1/2) = §U;_611/2 Ui_y /2. (3.51)
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Da dabeider numerischeKorvektionsstromin zwei Teile aufgespalterwird, kann man
alle Verfahren,die die Darstellung(3.51) verwendenauchals , Splitting-\érfahrerf’ be-
zeichnenUblicherweisewird bei einemSplitting-Verfahrerfir diejenigeKomponentegie
die Konvektionggestiwindigkeitbeschreibteinheitlichdie linearelnterpolationeingesetzt
Uty = 3(Uisa + U;) = U

1

Die Approximationder Grof3elU;_, ;, kannje nachVerfahrerunterschiedlicterfolgen.Ein-
satzvon U;_ij, = U;Z,,, fuhrt zu der UPWIND-Variantedes Splitting-Verfahrensdie
CDS-\ariantewird durchEinsatzvon U;_, ;; = fﬁliﬂ erzeugtDie resultierend®iskreti-
sierungsformesiehtin diesenFall folgendermal3eaus:

Ui =T, 050,52 o 5, D=ttt

CDS(SPLITTING) :
( VoA T As

—0.| (3.53)

Man beachtedal3sich dieseFormel vom CDS(SL)-\erfahren(2.29) fur die lineareGlei-
chungnur dadurchunterscheidetda3anstattvon a; 4/, unda,_; /, diesmalTerme0.5U,
und 0.5U; verwendetwerden.Setztmandie Approximationl;_,/, = Uj"{ , in denAus-
druck(3.52)ein, sofuihrtdaszu einemVerfahrendaszwarkeineTVD-Eigenschafbesitzt,
aberdennochein TVD-ahnlichesVerhaltenaufweist. Wir bezeichnerden resultierenden
KornvektionsstromalsQuasi-TVD(QTVD):

1
F (U —1/2) = i iy (3.54)
Im Gegensatzu Flux-Limiter- und Slope-LimiterTVD-Stromen die in denvorigen2 Ab-

schnittendefiniertwurden,gilt fur denQTVD-Stromunablangigvom Vorzeichernvon U,
folgendeeinheitlicheDarstellung:

Fv(Usg —1/2) = F**(Usi — 1/2) + F*(U;i — 1/2) (3.55)
mit
F*(U;e—1/2) = max(0.5U,,0) - U;—y — max(—0.5U,,0) - U, (3.56)
1
FeU;i—1/2) = ¢ 5 0.50U;] - (U; — Ui_y). (3.57)
Auch dieseDarstellungunterscheidesich vom TVD(SL)-Stromfur die lineareGleichung

lediglich durchdie VerwendunglesTermesvon 0.50; anstellevona;_, /, (vgl. (2.57,2.58,
2.59)).
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Abbildung 3.14: TestNo.7: VerlaufderLdsungaufeinemGitter Az = 0.01 fur 6
Splitting-Verfahren.

Setzt man in einem Programm das TVD(SL)-Verfahren fur alle linearen Gleichun-
genund dasQTVD-Verfahrenfur die Gleichungenzu Bestimmungder Geschwindig-
keitskomponentenein, so erfolgt die Berechnung der Koeffizientenfir alle Modell-
gleichungennach einem einheitlichen Schema,was sowohl die Ubersichtlichkeit des
Codeserhoht, als auch die Wahrscheinlichkeit eines Programmierfehlers reduziert.
Liegt auRerdemeine Programmvariante vor, in der eine Upwind(Splitti ng)-Diskr eti-
sierung bereitsimplementiert ist, sokann diesesProgramm auf einfacheWeiseauf das
QTVD-Verfahrenumgestelltwerden, indem die Korr ekturstr dmeals Quellterme der
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Test No.7: E-dix—Diagramm

16_01 L ./.‘./’././.

le-02

®—6O UPWIND
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¢—¢ QUICK
A—A AGARWAL
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O—O L-AGARWAL

le-03 ]
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dx

Abbildung 3.15: TestNo.7: Vemgleichvon 6 Splitting-Verfahreruntereinander

Upwind-Diskr etisierung hinzugefligt werden.

Das ist der Grund, warum in den meistenkommerziellenSoftwarepaketenias QTVD-
Verfahrenmplementiertwird, obwohlin denPaketbeschreimgenvon einerTVD-Diskre-
tisierunggesprochemvird, die oszillationsfreid_dsungerproduziert.

DafRtatsachlichaberOszillationerauftreten konnenwir denLosungsprofileritir denTest-
fall No.7 entnehmendie mit QTVD-Verfahrermit MC- und AGARWAL-Limitern berech-
netwurden(s. Abb. 3.14). Interessantist, daf3selbstdie UPWIND-Versiondes Splitting-
Verfahrensn diesemTestfallleichteOszillationenm Losungsprofiproduziert(Abb. 3.14,
ganzoben,links). Gleichzeitigsiehtman, dal’die Oszillationenin den QTVD-Losungen
weniger stark ausgepagt sind als in den mit CDS-, QUICK- und AGARVAL-Verfahren
berechneteirofilen.Die weitgehendeéJnterdiickungvon Oszillationenbeim Einsatzvon
QTVD-Verfahrenfuhrt gleichzeitigzu einembessererKonvergenzerhaltenim Vergleich
zu nichtlimitiertenVerfahrerhdohererOrdnung(Abb. 3.15).VergleichtmandenVerlaufvon
E-Az-Kurvender QTVD-Versionernvon MC- und L-AGARWAL-Verfahrenmit demder
Flux- und Slope-LimiterVariantendieserVerfahren(Abbildungen3.11und 3.13) so kann
manfeststellendallalle drei Variantenein sehr ahnlichesKorvergenzerhaltenaufwei-
sen,wobeidie QTVD-Versionerameinfachsterzuimplementierersind. Wir werdendaher
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fur alle Simulationendie im zweitenTeil dieserArbeit vorgestelltwerden,ausschliel3lich
die QTVD-Diskretisierundur die nichtlinearerNavier-Stokes-Gleichungererwendendie
im Abschnitt4.4 nochaustihrlich beschriebemvird.

Wir beenderhiermit die Betrachtungvon eindimensionaletyperbolischerGleichungen
undfahrenim nachsterKapitel mit der Untersuchungler linearenund nichtlinearerGlei-
chungenn zweiDimensionerfort.



