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Fettig bedankenfür die äußerstproduktive und sehrangenehmeZusammenarbeitund für

dieBereitstellungderzahlreichenMeßergebnisse,ohnedieeinedetaillierteValidierungdes
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/
021�3�4=	�>;� numerischerKonvektionsstromanderStelle �6�7�98 %;:�< � , ? � ?A@* �,+.-
B�� Abkürzungfür
* �C+D-E/F0G1�3�45� , * �,+.-
/H0G1I3�4=	�>;�* �,+.-
�J� Abkürzungfür
* �C+D-E/�KL1I3M4N�O �C+D-E/�	�>�021�3�45� numerischerKonvektionsstromanderStelle �6�7� 8 , ? � ? @ %P:�< �O �C+D-E)�� Abkürzungfür
O �,+.-
/�	�>�0Q1I3M4N�R ���F-E� $ � HeavysideSprungfunktion,R ���
-
� $ �S� TU VXW 	ZY[�A\H\]�_^`� $1J	ZY[�A\H\]� $[a �b

Wellenzahlc @ Lipschitz-Konstantenc �����
	
���
� lokalerAbbruchfehlerc ������� örtlicherAbbruchfehlerd
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XIV ZUSAMMENFASSUNG

Zusammenfassung

Ziel dieserArbeit ist die EntwicklungeinesmathematischenModells,daseinezutreffende

undeffizientenumerischeSimulationvon Gas-Fl̈ussigkeits-Reaktorenmit Blasenstr̈omun-

genermöglicht. Die Qualiẗat einesmathematischenModells kannnur anhanddetaillierter

VergleichezwischenSimulationundExperimenterfolgen.Da ein mathematischesModell

auseinemSystemvon nichtlinearenpartiellenDif ferentialgleichungenbesteht,die auf nu-

merischenWegegel̈ostwerden,ist dieValidierungdesModellsnurdannmöglich,wenndie

Simulationsergebnissenicht zusehrdurchnumerischeFehlerbeeinflußtwerden.

Bei dernumerischenBehandlungderpartiellenDif ferentialgleichungenstellt die Diskreti-

sierungderkonvektivenTermeein besondersschwierigesProblemdar. Währenddie linea-

renVerfahrenersterOrdnunganeinemhohennumerischenFehlerinfolgedernumerischen

Dif fusionleiden,führendielinearenVerfahrenhöhererOrdnungzueinemunphysikalischen

VerlaufderLösungsprofile.WegenderauftretendenOszillationenim Lösungsprofilkönnen

dieseVerfahrenzum Lösenvon konvektionsdominantenProblemennicht eingesetztwer-

den,wenndiezutransportierendeGrößephysikalischkeinenegativenWerteannehmendarf

(wie z.B.Konzentration,Gasgehalt,turbulentekinetischeEnergie usw.).

In derletztenZeit wurdeeineReihevonneuennichtlinearenDiskretisierungsverfahrenent-

wickelt, die auf demsog.TVD-Konzept(Total VariationDiminishing)basieren.Sie liefern

oszillationsfreieProfileundsindauf glattenLösungenbis zur drittenOrdnunggenau.Eine

ausf̈uhrlicheAuseinandersetzungmit demTVD-Konzeptist einwichtigerBestandteildieser

Arbeit.

DadieTVD-VerfahrennichtnurzurBerechnungvonZweiphasenströmungensondernauch

allgemeinzur Diskretisierungvon beliebigenkonvektionsdominantenGleichungeneinge-

setztwerdenkönnen,und damit für ein breitesSpektrumverfahrenstechnischerAnwen-

dungenvon Interessesind,werdensie im erstenTeil derArbeit behandelt.Zunächstwird

am Beispiel einer eindimensionalenlinearenKonvektionsgleichungmit einer konstanten

Konvektionsgeschwindigkeitdie HerleitungderTVD-Diskretisierungausf̈uhrlicherläutert.

Anschließendwird die VerallgemeinerungdesTVD-Konzeptsauf komplexerelineareund

nichtlineareein- undmehrdimensionalehyperbolischeGleichungendiskutiert.Dabeiwer-



ZUSAMMENFASSUNG XV

dendie Vorteileder TVD-Verfahrengegen̈uberdenlinearenDiskretisierungsmethodenan

11 Testf̈allenveranschaulicht.

Die FragenderModellbildungundnumerischenSimulationvonblaseninduziertenStrömun-

gen werdendannim zweiten Teil dieserArbeit behandelt.Zur Diskretisierungder Mo-

dellgleichungenwerdendie im erstenTeil entwickeltenTVD-Verfahreneingesetzt.Ausge-

hendvon einemsogenannten
”
Basismodell“ desEuler-Euler-Typs, dasnur solcheTerme

im Modell ber̈ucksichtigt,derenExistenzund mathematischeDarstellungweitgehendak-

zeptiertist, wird dasModell im engenWechselspielmit Experimentenvalidiert und wei-

terentwickelt.Es werdendazuunterschiedlicheKonfigurationenvon lokal begastenBla-

sens̈aulen,Schlaufenapparatenund gleichm̈aßigbegastenBlasens̈aulensimuliert. Zu den

ausf̈uhrlich untersuchtenFragengeḧort derEinflußderunterschiedlichenKräfte,insbeson-

derederWiderstandskraft,der
”
addedmassforce“ undder

”
lift force“ auf dieBlasenbewe-

gung,sowie dieFragederErfassungundderAuswirkungvonTurbulenzin derGas-Fl̈ussig-

keitsstr̈omung.Die Turbulenzäußertsichdabeizumeinenin derErhöhungdereffektiven

Viskosiẗat der Flüssigphaseund zum anderenin der Dispersionder Gasblasen,wobei die

GasblasenselbermaßgeblichzurTurbulenzin derFlüssigphasebeitragen.

Als Ergebnisfolgt, daßdastypischinstation̈areStrömungsverhaltenin lokal begastenBla-

sens̈aulenmit niedrigemGasgehaltgut vorhergesagtwerdenkann,wenndie instation̈aren,

dreidimensionalenModellgleichungenmit denentwickeltennumerischenVerfahrengel̈ost

werden.Dazu reicht bei lokaler Begasungein Turbulenzansatznachdem Standard-
b
- ± -

Modell aus.Bei vollständigerBegasungundhöheremGasgehaltmußdagegendieblasenin-

duzierteTurbulenzmitber̈ucksichtigtwerden.BisherigeModellans̈atzedafür erlaubenzwar

einezutreffendeBeschreibungnachvorherigerAnpassungderentsprechendenModellpara-

meterabernochkeinesichereVorausberechnung.
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EINLEITUNG 1

Einleitung

Die vorliegendeArbeit entstandalsErgebniseiner5-jährigenForschungsẗatigkeit im Rah-

men desDFG-Schwerpunktprogrammes
”
Analyse,Modellierungund Berechnungmehr-

phasigerStrömungen“ (VorhabenEi 131/10mit demTitel
”

Modellierungund effiziente

numerischeSimulationvon Gas-Fl̈ussigkeits-Reaktorenmit Blasenstr̈omungennachdem

Euler-Euler-Konzept“ ).

Eswar dasZiel desVorhabens,ein Simulationsprogrammzu entwickeln,mit demdassta-

tionäre und instation̈are Verhaltenvon Gas-Fl̈ussigkeits-Blasenströmungenin Apparaten

unterschiedlicherGeometriemodellm̈aßigzutreffendbeschriebenund numerischeffizient

simuliertwerdenkann.

ZutreffendeModellierung bedeutet,daßalle wichtigenphysikalischenEffekte durchdas

mathematischeModell richtig wiedergegebenwerden.Die EffizienzderNumerik setztvor-

aus,daßdieModellgleichungenzumeinenmit einemklar eingrenzbarennumerischenFeh-

ler undzumanderenmit möglichstniedrigemSpeicherplatz-undvor allemRechenzeitbe-

darf gel̈ostwerden.Die Effektivität desRechenverfahrensist sehrwichtig, dadie Modell-

gleichungenin mehrerenHunderttausendenvon GitterpunktenundüberZehntausendevon

Zeitschrittenaufgel̈ostwerdenmüssen,umdasdreidimensionaleundzeitabḧangigeVerhal-

tenderStrömungwiederzugeben.

Esgibt heutevieleunterschiedlicheAnsätzezurModellierungvonZweiphasenströmungen.

Bis auf den Fall der Direkten NumerischenSimulationvon Gas-Fl̈ussigstr̈omungen,bei

welcherdie genaueneinphasigenGleichungeninnerhalbder jeweiligenPhasegel̈ost wer-

den,sind überwiegendsog.statistischeModelle (dasEuler-Euler-Modell bzw. dasEuler-

Lagrange-Modell)im Einsatz.DiesestatistischenModelle ergebensich ausden lokalen

einphasigenGleichungendurcheinegeeigneteMittelung. Ihr Einsatzist allerdingsmit Un-

sicherheitverbunden,die in der Natur der statistischenModelle liegt. Da bei einemMit-

telungsprozeßgenaueInformationenüberdie tats̈achlicheStrömungben̈otigt werden,die

ebenso nicht vorliegen,werdendie Termein dengemitteltenGleichungenvon verschie-

denenAutorenaufunterschiedlicheWeisemodelliert.Die Unterschiedebetreffenvor allem

dieModellierungderWechselwirkungstermezwischenbeidenPhasenunddieModellierung
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derZweiphasenturbulenz.Ein breiterEinsatzvonstatistischenModellenzurSimulationvon

Gas-Fl̈ussigkeits-Blasenströmungenwird z.Zt. vor allemdadurcherschwert,daßdieseMo-

delltermehäufignurandasjeweiligeProblemangepaßtwerdenundsomitkeineallgemeine

Gültigkeit besitzen.

DieseUnsicherheitbez̈uglich desmathematischenModells ist ein Grund dafür, daßdas

Verhältnis zwischender Modellierung und der numerischenLösungbei zweiphasigen

Strömungenein anderesist alsim einphasigenBereich.Die Grundgleichungendereinpha-

sigen Strömungensind im Prinzip bekannt.Die Unsicherheitenbetreffen vor allem die

ModellierungdereinphasigenTurbulenz,aberselbstdafür gibt eseineReihevon erprob-

tenModellen,sodaßderEinsatzdernumerischenStrömungsmechanikzur Vorhersageder

Hydrodynamikvon einphasigenSystemenheutealseinweitverbreitetesStandardverfahren

angesehenwerdenkann.Der Schwerpunktliegt hier eindeutigbei derEntwicklungderge-

eignetennumerischenMethoden,die esermöglichen,Apparatemit kompliziertenGeome-

trienauszulegenunddieresultierendenGleichungssystemeeffektiv zuLösen.Eswerdenda-

hersẗandigneueflexible Gittergenerierungsverfahrensowie Methodenzur Verkürzungdes

Rechengangesentwickelt.Parallelisierung,Gebietszerlegungsowie denEinsatzvon Mehr-

gitterverfahrenzurKonvergenzbeschleunigungsindtypischeBeispiele.

Bei derModellierungundBerechnungvonZweiphasenstr̈omungenliegt derSchwerpunkt

dagegen eindeutigbei der Entwicklung der mathematischenModelle und derenValidie-

rung.Man konzentriertsich deshalbüberwiegendauf Apparatemit einfachenGeometrien

(flach bzw. zylindrisch,mit und ohneEinbauten),die denEinsatzvon strukturiertenund

zum großenTeil äquidistantenkarthesischenbzw. zylindrischenGittern ermöglichen,für

die effektive numerischeStandardverfahreneingesetztwerdenkönnen.Die wichtigsteAn-

forderungandie Numerik ist dahernicht die Behandlungkomplexer Berechnungsgebiete,

sondernGewährleistungsolcherEigenschaftendesRechenverfahrens,dieeinezuverlässige

Validierung dermathematischenModelleermöglichen.

Die ValidierungderModellekanndabeinur durchdetaillierteVergleichezwischenSimu-

lationenund Experimenterfolgen.Ein Maß für die Güte desModells ist dabeidie Höhe

der Modellfehler, die die Dif ferenzzwischender tats̈achlichenStrömungund der exak-

tenLösungdeszugrundegelegtenmathematischenModellsquantitativ beschreibt.Dasma-

thematischeModell bestehtaus einemSystemvon nichtlinearenpartiellen Dif ferential-

gleichungen,bei derennumerischerLösungnumerischeFehler entstehen,die die Dif fe-

renzzwischenderexaktenLösungdesDif ferentialgleichungssystemsunddernumerischen

Lösungbeschreiben.Die Modellfehlerwerdensomitvon dennumerischenFehlernüberla-

gert.Die ValidierungdesModells ist dahernur dannmöglich,wenndie Simulationsergeb-

nissenicht zu sehrdurchnumerischeFehlerbeeinflußtwerden.Somitstehtsie im direkten

Zusammenhangmit derValidierungdesverwendetennumerischenVerfahrens.
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Die numerischenFehlerunterteilensich in Diskretisierungsfehlerund Lösungsfehler. Die

Diskretisierungsfehlerbeschreibendie Dif ferenzzwischender exaktenLösungdesDiffe-

rentialgleichungssystemsundderexaktenLösungdesdurchdie Diskretisierungentstande-

nenalgebraischenGleichungssystems.Die Lösungsfehlerbeschreibendie Dif ferenzzwi-

schenderexaktenLösungdesalgebraischenGleichungssystemsundderiterativ berechne-

tenNäherungsl̈osung.

Die Diskretisierungsfehlerhängenim wesentlichenvonderOrdnungdesDiskretisierungs-

verfahrens,derFeinheitdesnumerischenOrtsgittersundderGrößedesZeitschrittsab. Im

Prinzip sind sie vom Anwenderkontrollierbar:mit feiner werdendenGittern und kleiner

werdendenZeitschrittenwird jedeskonsistenteBerechnungsverfahrenzu einer gitterun-

abḧangigenLösungkonvergieren.Die Diskretisierungsfehlerlassensichdaheranhandvon

LösungenaufmehrerensystematischverfeinertenGitternbzw. mit verkleinertenZeitschrit-

tenabscḧatzen.Im BereichdermonotonenKonvergenz(d.h.bei hinreichendfeinerDiskre-

tisierung)ist die Dif ferenzzwischendenLösungenauf zwei aufeinanderfolgendenGittern

proportionalzumFehleraufdemfeinstenGitter (analogfür denzeitlichenDiskretisierungs-

fehler), wobei der Proportionaliẗatsfaktorvon der OrdnungdesDiskretisierungsschemas

abḧangt.Für eineverläßlicheAbscḧatzungsindLösungenaufmindestensdreiGitternbzw.

mit dreiZeitschrittennotwendig.

Leider ist esbis heutenochnicht üblich,Veröffentlichungenzur Simulationvon Zweipha-

senstr̈omungenmit einerdetaillierten Fehleranalysezuverbinden.Sowurdenbisvor kur-

zemfür die DiskretisierungderKonvektionstermëuberwiegendUpwind-Diskretisierungs-

verfahrenersterOrdnungeingesetzt,die großeFehlerin Form von numerischerDif fusion

verursachenkönnen.Wie in [111] gezeigtwurde,könnendieseFehlerdie Qualiẗat dernu-

merischenLösungsehrstarkbeeintr̈achtigen.DeshalbsindBehauptungen,diesesoderjenes

Modell seidurcheinenVergleichmit experimentellenDatenausreichendvalidiert,alsspe-

kulativ einzuscḧatzen,wenndie VeröffentlichungkeineAngabenzu der Genauigkeitder

numerischenLösungentḧalt.

DieseMeinungsetztsich in denletztenJahrenimmersẗarkerdurch,undhatdazugeführt,

daßeinigebekannteZeitschriften,wie dasASMEJournal of Fluids Engineering, seit1993

grunds̈atzlich keine Veröffentlichungenakzeptieren,wenn sie keinedetaillierteAngaben

zurHöhedernumerischenFehlerenthalten[31]. Gleichzeitigwird gefordert,daßdieeinge-

setztenDiskretisierungsverfahrenformalmindestenszweiterOrdnunggenauseinsollen,da

bei VerfahrenersterOrdnungaufgrunddernumerischenDif fusioneinestarkeVerfälschung

derLösungauftritt. In diesemZusammenhangwird daraufhingewiesen,daßStrategien,die

eine lineareUmschaltungzwischenden Verfahrenersterund zweiter Ordnung verwen-

den (insbesonderedie sehr bekannten
”
hybrid-“ und

”
power-law-“ Verfahren,s. [93])

alsDiskretisierungsverfahrenersterOrdnungangesehenwerdenmüssen,daihreErgebnisse
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beimLösenvon konvektionsdominantenProblemenauf grobenGittern mit demUpwind-

VerfahrenersterOrdnungweitgehend̈ubereinstimmen.

Wenntrotzdemin bekanntenZeitschriftendesChemicalEngineeringimmernochSimula-

tionsergebnissemit VerfahrenersterOrdnungzur Diskretisierungvon Konvektionstermen

eingesetztwerden,so gibt es dafür gute Gründe.Es existierenzwar viele unterschiedli-

chelineareDiskretisierungsschemata,die numerischstabil sind,zweiterodersogardritter

Ordnunggenausind,undkeinerleinumerischeDif fusionaufweisen.Sie führenjedochzu

Lösungsprofilen,dieanmehroderwenigerstarkenOszillationenleiden,wobeiunphysikali-

schelokaleMaximaundMinimaentstehen.SetztmansolcheVerfahrenz.B.zurBerechnung

desGasgehaltsoderder turbulentenkinetischenEnergie ein, so könnensich lokal negati-

ve Lösungswerteergeben,die zumZusammenbruchdesgesamtenBerechnungsverfahrens

führen.EntsprechendeDiskretisierungsverfahrensinddaherebenfallsnichtsinnvoll.

In derletztenZeit wurdeabereineReihevonneuennichtlinearenDiskretisierungsverfahren

entwickelt,die auf demsog.TVD-K onzept (Total VariationDiminishing) basieren[77].

Sie liefern oszillationsfreie Profile und sind bei glattemLösungsverlauf bis zur dritten
Ordnung genau.Die mathematischeTheoriederTVD-Schemataist allerdingsnur für den

eindimensionalenFall relativ gut entwickelt.Die direkteÜbertragungvon eindimensiona-

lenDiskretisierungsschemataaufdenmehrdimensionalenFall führtzukonservativenTVD-

Modellen,diehöchstensersterOrdnunggenauseinkönnen[32]. DeshalberfolgtdieErwei-

terungdesTVD-Konzeptsauf denmehrdimensionalenFall auf ad hoc Basisdurch lokal

eindimensionaleDekompositiondermehrdimensionalenModellgleichungen.Die resultie-

rendenSchematäuberzeugenim mehrdimensionalenFall durchsehrgenaueundvor allem

physikalischsinnvolle (oszillationsfreie)Lösungen.WegenderhohenKomplexität werden

dieseTVD-Schematabisherin derangewandtennumerischenStrömungmechanikallerdings

nochrelativ seltenbenutzt.

Im Rahmender vorliegendenArbeit wurdenTVD-Verfahrenseit 1996eingesetztund an

zahlreichenein- und mehrdimensionalenlinearenund nichtlinearenBeispieleneingehend

getestet.Trotz der komplexerenHandhabung zahlt sich der Einsatzder TVD-Verfahren

mehrfachaus,da die gitterunabḧangigeLösungauf viel gröberen(im Vergleich zum Up-

wind-Verfahren)Gitternerzieltwerdenkann.Wir sind daherzu der Überzeugunggekom-

men,daßesmomentankeineandereAlternative gibt, wennmanauf handhabbarenGittern

eineweitgehendgitterunabḧangigeLösungberechnenmöchte.

In zahlreichenVeröffentlichungensowie in Monographien[46,77] findetmaneineausf̈uhr-

licheBeschreibungvonunterschiedlichenTVD-Verfahren.Für einenunvorbereitetenLeser

wird dieLektüredieserLiteraturquellenzumeinendadurcherschwert,daßsieeinefundierte

mathematischeAusbildungvoraussetzen,undzumanderensehrallgemeinkonzipiertsind.
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Im erstenTeil dervorliegendenArbeit wird daherdieProblematikderTVD-Diskretisierung

auseineranderenPerspektive behandelt.Der einfachsteFall einereindimensionalenlinea-

ren Konvektionsgleichungmit konstanterKonvektionsgeschwindigkeitwird nicht als ein

Spezialfallsondernals Einstiegsbeispielund dahersehrausf̈uhrlich dargestellt.Die Ent-

wicklung von TVD-Verfahrenfür zunehmendkomplexereFälle bautdannkonsequentdar-

auf auf.

Da der Einsatzvon TVD-VerfahreneinerseitseinezwingendeVoraussetzungfür einege-

naueLösungderZweiphasengleichungenist, unddieseVerfahrenandererseitsnichtnurzur

Berechnungvon Zweiphasenströmungensondernauchallgemeinzur Diskretisierungvon

beliebigenkonvektionsdominantenGleichungeneingesetztwerdenkönnen,sindsiefür ein

breitesSpektrumverfahrenstechnischerAnwendungenvon Interesse.Daherwerdensie im

erstenTeil derArbeit in allgemeinerForm behandelt,bevor sie im Teil II für denFall der

Zweiphasenströmungkonkretisiertwerden.

DerersteTeil derArbeit bestehtaus5 Kapiteln.Im Kapitel 1 werdenwir unsmit derlinea-

renKonvektionsgleichungmit konstanterKonvektionsgeschwindigkeitbefassen.Nachder

HerleitungderErhaltungsgleichung(Abschn.1.1)undderenanalytischerLösung(Abschn.

1.2) leitenwir im Abschn.1.3die Finite-Volumen-Formulierungab,die unsalsAusgangs-

punktfür unterschiedlicheDiskretisierungsverfahrendienenwird. Wir beginnenmit derUn-

tersuchungdesUpwind-VerfahrensersterOrdnungunddemonstrierenaneinigenBeispielen

densehrstarkenEinfluß dernumerischenDif fusion (Abschn.1.4). Danachwerdenunter-

schiedlichelinearenVerfahrenzweiterunddritter Ordnunguntersucht,unddie Gründefür

dasAuftretenderOszillationenin denLösungsprofilenbesprochen(Abschn.1.5–1.7).Im

Abschn.1.8 wird eineallgemeineDefinition einesTVD-Verfahrensgegebenund im Ab-

schn.1.9 wird eine Reihevon TVD-Verfahrenfür die lineareKonvektionsgleichungmit

konstanterKonvektionsgeschwindigkeithergeleitet.Die beidenAbschnittegeḧorenzu den

”
formelintensivsten“ AbschnittenderganzenArbeit,diemeistenUmformungensindjedoch

reinarithmetischerNaturundsindbeietwasGeduldeinfachnachzuvollziehen.DasMateri-

al dieserbeidenAbschnitteist Voraussetzungfür dasVersẗandnisderrestlichenKapitel. In

denletztenbeidenAbschnittendeserstenKapitelswerdendieentwickeltenTVD-Verfahren

aneinerReihevonBeispielengetestet.

In denKapiteln 2–4 wird der Aufbau einesTVD-Verfahrenszun̈achstam Beispieleiner

linearenKonvektionsgleichungmit variabler Konvektionsgeschwindigkeiterläutert,und

dannauf denFall einereindimensionalennichtlinearenBurger-Gleichungund schließlich

auf denFall mehrererDimensionen̈ubertragen.Zur IllustrationderentwickeltenVerfahren

werdenachtweitereTestbeispieleherangezogen.

In denerstenvier Kapitelnwerdenwir unsausschließlichmit derDiskretisierungderKon-
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vektionstermebescḧaftigen. Als Zeitintegrationsverfahrenwird dabeidie implizite Zeit-

diskretisierungersterOrdnungeingesetzt.Im Kapitel 5 gehenwir daherkurz auf andere

MöglichkeitenderZeitdiskretisierungunterdemBlickwinkel desTVD-Konzeptesein.

DermathematischenModellbildungundnumerischenSimulationvonGas-Fl̈ussigkeits-Bla-

senstr̈omungenist der zweite Teil dieserArbeit gewidmet. ErsteArbeiten auf dem Ge-

biet der Simulationvon Gas-Fl̈ussig-Str̈omungenkamenzu Anfang der 60-er Jahreaus

demBereichder Kerntechnik.Ziel dieserArbeitenwar die Untersuchungdessog.
”
lost-

of-coolant-accident“ . Die SimulationenwurdeneindimensionalanhandeinfacherModel-

le durchgef̈uhrt. DasGas-Fl̈ussig-Gemischwurdealseinequasi-homogenePhasebetrach-

tet, die GasgeschwindigkeitauseineralgebraischenSchlupfbeziehungberechnet,und die

WandreibungdurchdenturbulentenRohrreibungsansatzmit konstantemReibungsbeiwert

ber̈ucksichtigt.SeitEndeder60-erJahrewerdeneindimensionaleZweiphasenmodelleauch

zurBerechnungvonBlasens̈auleneingesetzt.Die Rückvermischungin beidenPhasenwird

mit Hilfe von axialenDispersionskoeffizientenbeschrieben,derenWerteausempirischen

KorrelationenermitteltwerdenunddievonmehrerenGrößenwie z.B.Reaktordurchmesser

und Gasleerrohrgeschwindigkeitabḧangen.Die großeZahl unterschiedlicherempirischer

Korrelationenfür axialeDispersionskoeffizientenbelegt, daßdieVorhersagediesesModell-

parametersmit einergroßenUnsicherheitverbundenist. In erstenAnsätzenzurzweidimen-

sionalenModellierungvon Blasens̈aulenwurdedasradialeGasgehaltsprofilpostuliertund

dieFlüssigkeitsgeschwindigkeitauseinervereinfachtenImpulsbilanzberechnet.

Die erstendetaillierterenZweiphasenmodellezurmehrdimensionalenBerechnungvonGas-

Flüssig-Str̈omungenin unterschiedlichenReaktorenwurdenzuAnfangder80-erJahrever-

öffentlicht. Zur ModellierungderZweiphasenströmungwurdedabeimeistdassog.Euler-

Euler-Modell verwendet,beiwelchemfür beidePhaseneigeneBewegungsgleichungenauf-

gestelltwerden,diedurcheinenAustauschtermgekoppeltsind.Die Gasphasewird dabeials

Pseudokontinuumbehandelt.Typischfür dieseArbeitenwar einezweidimensionalestati-
onäreBetrachtungsweisederZweiphasenströmung.Die Auflösungbeschr̈anktesichin den

meistenFällen auf nicht mehrals 500 Kontrollvoluminaund die überwiegendeZahl der

VeröffentlichungenkamausdemakademischenBereich.

Ein fast lawineartigesAnwachsender Forschungsaktivitätenauf demGebietder Simula-

tion der Zweiphasenströmungenkann seit Mitte der 90-er Jahrebeobachtetwerden,be-

dingtdurchdieWeiterenwicklungdernumerischenMethodenderStrömungsmechanikund

die drastischeErhöhungder Rechenleistung.Immer öfter werdenSimulationsergebnisse

veröffentlicht,dieeinedreidimensionaleinstationäreBerechnungmit mehrerenHundert-

tausendenvonStützstellenverwenden.AuchdasInteresseseitensderIndustrienimmtsẗan-

dig zu,zumalimmermehrkommerzielleSoftwarepaketeeinedynamische,mehrdimensio-

naleSimulationvonZweiphasenströmungenzulassen.



EINLEITUNG 7

Bereits in einemÜbersichtsartikelausdem Jahre1997 von Jakobsenet al. [53] werden

180 Veröffentlichungenzitiert, die die Problematikder numerischenSimulationvon Gas-

Flüssig-Str̈omungenbetreffen.Mittlerweile ist dieAnzahlderArtikel weitergestiegen.Dar-

unterist kaumeineArbeit zu finden,in welchervon einermangelhaften̈Ubereinstimmung

mit Experimentenberichtetwird, obwohl sich die Modellehäufig deutlichunterscheiden.

Nicht seltenverwendenunterschiedlicheForschungsgruppensichgegenseitigausschließen-

de Modellannahmen,underzielentrotzdemfür dengleichenTestfallhervorragendeÜber-

einstimmungzwischenSimulationundExperiment.

DieseLagemachteseinemNeueinsteigernichtgeradeleicht,dienumerischeStrömungsme-

chanikzurBerechnungderZweiphasenhydrodynamiksinnvoll einzusetzten.Hinzukommt,

daßdie meistenkommerziellenPaketezwar einegroßeVielfalt von Modellvariantenent-

haltenund durchdie Verwendungvon User-Subroutinenfastuneingeschr̈ankt erweiterbar

sind.Die PaketbeschreibungengebenallerdingskaumHinweisedarauf,welcheModellva-

riantenin einemkonkretenFall eingesetztwerdensolltenundwelcheModellannahmenals

besonderskritischangesehenwerdenmüssen.

Wir sehendieAufgabedeszweitenTeils dieserArbeit daherdarin,demLesereinenkriti-

schenÜberblicküberdievorhandenenModellezuverschaffenunddiesmit einigenBeispie-

len zu illustrieren.Die BehandlungderunsicherenAspektewird dabeigenauso hochge-

wichtet,wie dieDarstellungvonModellen,dieaneinigenausgewähltenBeispielensehrgute

Ergebnisseerzielt haben.WegendemsẗandigwachsendenVolumenan neuenVeröffentli-

chungenkönnenallerdingsnichtalleAspektederModellierungvonZweiphasenströmungen

behandeltwerden.DerRahmendesuntersuchtenGebietessoll deshalbim Folgendengenau

definiertwerden.

Der GegenstandunsererUntersuchungensinddiesog.statistischenEuler-Euler-Modelle.

Die GrundgleichungendieserModelleergebensich ausdengenauenlokaleneinphasigen

GleichungendurcheinegeeigneteMittelung.Der dafür erforderlicheFormalismuswird in

deroft zitiertenArbeit von Ishii [50] ausf̈uhrlich dargestellt.Die resultierendenGleichun-

genhabeneineForm, die für alle zweiphasigenSystemegleich ist, unabḧangigdavon, ob

essichz.B. um eineGas-Feststoff- odereineGas-Fl̈ussig-Str̈omunghandelt.Sieenthalten

allerdingseinigeTerme,derenFormpostuliertwerdenmuß,wie z.B.dieWechselwirkungs-

termezwischenbeidenPhasen.Esist klar, daßdieGestaltdieserTermeentscheidenddavon

abḧangt,um wasfür ein Systemessichhandelt.Sowird z.B. die Widerstandskraftfür ein

sichim GasbewegendesFestoffpartikeldurchandereKorrelationenbeschriebenalsfür ei-

nerelativ zurFlüssigkeitaufsteigendeGasblase.Auch derEinflußdereinzelnenTermeauf

die LösungdesGleichungssystemshängtvon derArt desZweiphasensystemsab. Sokann

manin denmeistenFällen denEinfluß der Trägheitund der Schwerkraftbei der Berech-

nung der Blasengeschwindigkeitin einer Gas-Liquid-Str̈omungvollständigvernachl̈assi-
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gen,währendin einerGas-Feststoff-StrömungdieseKräfte einenentscheidendenEinfluß

auf die BewegungderFeststoffpartikel haben.Wir werdenunsdeshalbim Rahmendieser

Arbeit auf ein konkretesZweiphasensystemfestlegen,undzwarauf die Gas-Flüssigkeits-
Strömungen, in denendieGasphasein FormvoneinzelnenGasblasenvorliegt,undalleim

SystembefindlichenGasblasendie gleicheBlasenmassehaben.Dabeiwerdensowohl die

BlasenkoaleszenzalsauchderBlasenzerfallausgeschlossen.Eswird sichzeigen,daßdiese

Annahmefür Luftblasenim Wasserzulässigist, solangesich die Blasengr̈oßeim Bereich

von 1 bis 1 W ¨"¨ Durchmesserbewegen.Wir werdenunsauschließlichaufdieBetrachtung

derHydr odynamik konzentrierenundschließendahersowohldenStoffaustauschzwischen

beidenPhasenalsauchdiechemischeReaktionaus.Außerdemwerdenwir von isothermen
Verḧaltnissenausgehen.

Abschließendseivermerkt,daßdashier vorgestellteModell auf derVoraussetzungberuht,

daßderAnteil der Gasphaseam Gesamtvolumenmoderat ist undlokal die 5%-Grenze

nicht wesentlichbzw. nur an wenigenStellenim Reaktorübersteigt.Der Grundfür diese

Einschr̈ankungliegt darin,daßab einemGasgehaltvon 5% die Blasenwechselwirkungen

sehrstarkzunehmen.Dasbetrifft nicht nur die erḧohteKoaleszenzwahrscheinlichkeitund

BildungvongrößerenBlasen,sondernaucheinestarknichtlineareWechselwirkungderbla-

seninduziertenundscherinduziertenTurbulenz,sowie eineVeränderungdesWiederstands-

verhaltensvonBlasenclusternim VergleichzuEinzelblasen.Die bishervorhandenenexperi-

mentellenDatensindzumTeil widerspr̈uchlichundreichennichtaus,umdieobengenann-

teEffektezuverlässigabzuscḧatzen.Veröffentlichungen,die Euler-Euler-Modelletrotzdem

zurBerechnungvonBlasenstr̈omungeneinsetzen,beidenenderGasgehaltin großenTeilen

desReaktorsdie Markevon 20%,30%undzumTeil sogar40%übersteigt,müssenbisher

alsspekulativ angesehenwerden.DerstarkeFortschritt,derin denletztenJahrenbeiderBe-

rechnungvon Blasenstr̈omungenmit einemniedrigenGasgehalterzieltwurde,läßtjedoch

hoffen,daßauchin praxisrelevantenStrömugenmit hoherGasbelastunggenaueBerechnun-

genmöglich sind.Voraussetzungendafür sind experimentellüberpr̈ufte Korrelationenzur

Beschreibungderbis jetzt nochnicht genauverstandenenPḧanomeneoderentsprechende

ErgebnisseausderDirektenNumerischenSimulation.

Die MehrzahlderVeröffentlichungenzu Modellierungvon Blasenstr̈omungenläßtsich in

sechsGruppenaufteilen:lokal begasteBlasens̈aulen,gleichm̈aßigbegasteBlasens̈aulen,

Schlaufenapparate,begasteRührkessel,Blasenstr̈omungenin vertikal durchstr̈omtenRöh-

ren und Blasenstr̈omungenin durchstr̈omtenhorizontalenKrümmern.Außerdemexistiert

einebreiteReihevon VeröffentlichungenausdemBereichdermetallurgischenProduktion,

wo die Injektion der Gasblasenin die Metallschmelzedie turbulenteDurchmischungder

Schmelzeanregensoll ( diesog.
”
gas-agitatedtanks“ bzw.

”
gas-stirredladles“ ). Dadiedabei

eingesetztenModellemeistensanisothermenLuft-Wasser-Systemengetestetwerden,kann



EINLEITUNG 9

mandieseArbeitenin die Gruppederlokal begastenBlasens̈auleneinordnen.

Die obengenanntensechsGruppenkannmanzwei größerenKlassenzuordnen.Die lokal

oder gleichm̈aßigbegastenBlasens̈aulensowie die Blasenstr̈omungenin Schlaufenappa-

ratenbilden die Klasseder sogenanntenblaseninduziertenStrömungen(
”
bubble-driven

flows“ ). In diesenApparatenbefindetsichdieFlüssigphasein einemRuhezustand,solange

derBegaserausgeschaltetist. ErstnachdemEinschaltendesBegasersstellt sicheineAuf-

triebsstr̈omungein,die ausderDruckdifferenzinfolgederungleichm̈aßigenVerteilungder

Gasphaseim Apparatresultiert.Die blaseninduziertenStrömungensinddurcheinestarke
zweiseitigeKopplung zwischendenbeidenPhasengekennzeichnet.Währenddie Bewe-

gungenin derFlüssigphaseeineUmverteilungderGasphasezuFolgehaben,beeinflußtdie

sichsẗandigänderndeVerteilungderGasphaseunmittelbardie DynamikderFlüssigphase.

EinemöglichstgenaueBerechnungderVerteilungderGasphaseist bei denblaseninduzier-

ten Strömungensomit einezwingendeVoraussetzungfür einezutreffendenModellierung

derHydrodynamikdesgesamtenZweiphasensystems.

Die restlichendreiGruppenkannmanzuderKlassedermechanischinduzierten Strömun-

genzusammenfassen.Auch wennder Begaserkomplettausgeschaltetist, kommt hier die

Strömungnicht zum Erliegen,sondernwird durchdenImpuls desRühresbzw. durchdie

DruckdifferenzzwischendemEin- und Ausstr̈omrandaufrechterhalten.Auch in denBla-

senstr̈omungendieserKlasseist einezweiseitigeKopplungzwischendenPhasenvorhan-

den.Der EinflußderGasphaseauf die DynamikderFlüssigphaseist allerdingswesentlich

schẅacherals im Falle von blaseninduziertenStrömungen,dadie ohnedie Blasenpr̈asenz

bereitsvorhandeneStrömungsstrukturweitgehendbeibehaltenwird. Entsprechendwerden

andieBerechnungderVerteilungderGasphasekeinesohoheAnspr̈uchewie im Falleeiner

blaseninduziertenStrömunggestellt.Die Untersuchungvon mathematischenModellenzur

Beschreibung der Klasseder mechanischinduziertenBlasenstr̈omungenist nicht dasZiel

dieserArbeit, d.h.wir werdenunsausschließlichmit denblaseninduziertenStrömungen
befassen.

Die FragenderModellbildungundnumerischenSimulationvonblaseninduziertenStrömun-

genwerdenin 5 Kapiteln im zweitenTeil dieserArbeit behandelt.Im Kapitel 6 werden

die GrundgleichungendesEuler-Euler-Modellssowie unterschiedlicheVariantenzur Mo-

dellierungderWechselwirkungstermeundderZweiphasenturbulenzvorgestellt.Gleichzei-

tig werdeneinigenumerischeAspektebesprochen.Währendim erstenTeil derArbeit die

Diskretisierungvon einzelnenModellgleichungenbehandeltwird, wird im Kapitel 6 ein

Verfahrenzur Lösungvom gesamtenSystemvorgestellt.Die hoheEffektivität desresul-

tierendenVerfahrenswird durcheineReihevon vereinfachendenModellvoraussetzungen

ermöglicht,derenZulässigkeitausf̈uhrlichdiskutiertwird.
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In Kapiteln 7 bis 9 wird der Einsatzvon unterschiedlichenModellvariantenan denBei-

spielenvon lokal begastenBlasens̈aulen,Schlaufenapparatenund gleichm̈aßig begasten

Blasens̈aulendiskutiert.Bei allendrei Reaktortypenwird die gleicheVorgehensweisever-

wendet.Ausgehendvon einemsogenannten
”
Basismodell“ desEuler-Euler-Typs werden

zun̈achstnur solcheTermeim Modell ber̈ucksichtigt,derenExistenzund mathematische

Darstellungweitgehendgesichertist. So wird z.B. bei der Modellierungder Wechselwir-

kungskraftzwischenbeidenPhasennur die Widerstandskraftber̈ucksichtigt;der Einfluß

der virtuellen Masseund der sog.
”
lift force“ wird vernachl̈assigt.Ausgehendvon dieser

”
Basisversion“ wird dasModell im engenWechselspielmit Experimentenvalidiert und

weiterentwickelt.Dabei wird besondererWert daraufgelegt, daßdie Modellgleichungen

nicht an einenspeziellenTestfall angepaßt,sondernan einerReihevon unterschiedlichen

Experimentengetestetwerden.

Da dasZiel deszweitenTeils derArbeit in einerkritischenDiskussionund Auseinander-

setzungmit denModellenundLösungsverfahrenandererAutorenliegt, werdendie unter-

schiedlichenModellvariantenzun̈achstausf̈uhrlich beschrieben.Diesist Inhalt desgesam-

ten6.Kapitels.Die HinweiseauffremdeLiteraturquellensinddabeiaufdasgesamteKapitel

verteilt.Auch in dendarauffolgendenKapiteln7 bis 9 wird auf einigefremdeSimulations-

ergebnisseausf̈uhrlich eingegangen,diesmalnachdeneinzelnenReaktortypengegliedert.

Die sogewonnenenErkenntnissewerdenanschließendim Kapitel 10, zusammengefaßt.
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Diskretisierunghyperbolischer

Gleichungen
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Kapitel 1

LineareKonvektionsgleichungmit
konstanterKonvektionsgeschwindigkeit

1.1 Herleitung der Erhaltungsgleichung

Den AusgangspunktunsererUntersuchungenbildet die eindimensionalelineareKonvek-

tionsgleichungmit konstanterKonvektionsgeschwindigkeit(in derenglischsprachigenLite-

ratur
”
convectionequation“ , oft aberauch

”
advectionequation“ genannt):);��K���) ! � W (1.1)

Hier bezeichnet� die Ortskoordinate,� die Zeit, )F���
	��
� ist die gesuchteFunktionund � ist

eineKonstante.OhneBeschr̈ankungderAllgemeinheitwerdenwir stetsannehmen,daß �
positiv ist.

DieseGleichungist ein Spezialfalleinerallgemeineren(in derRegel nichtlinearen)hyper-

bolischenErhaltungsgleichung );��K��(��)�� ! � W (1.2)

für denFall einerlinearenStromfunktion����)��Ä�7��)
~ (1.3)

In diesemAbschnittwollen wir zeigen,wie einehyperbolischeGleichungausdenphysi-

kalischenErhaltungss̈atzenhergeleitetwerdenkann.Da wir unsin einemweiterenKapitel

auchmit nichtlinearenGleichungenbefassenwerden,wird sichdieHerleitungnichtaufden

linearenSpezialfallbeschr̈anken.

Wir beginnen(in AnlehnunganLeVeque[77]) mit derHerleitungderErhaltungsgleichung

für dieMassefür eineindimensionalesgasdynamischesProblem.ManstellesicheineGas-

strömungin einemRohrmit einemkleinen(relativ zur Rohrl̈ange)konstantenQuerschnitt

13
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vor, sodaßdieDichteunddieGeschwindigkeitdesGasesalskonstanẗuberdenQuerschnitt

angenommenwerdenkönnen.Manbezeichnemit � diePositionentlangdesRohresundmit�=���
	��
� dieDichtedesGasesanderStelle � zumZeitpunkt � . Die Dichte �=���
	��
� seidabeiso

definiert,daßdie GesamtmassedesGasesin einembeliebigenRohrabschnittzwischenden

Positionen� : und � � alsIntegralderDichtedargestelltwerdenkann:Ë � £�£ ��/�\Xìí� : 	
� �Cî é )�¨ðï[��/��§s;)�\ b ���ñ� ò ! &! i �=���F	o�}� ' �
~ (1.4)

Nehmenwir weiteran,daßdie Rohrwandkein Gasdurchl̈aßt,sokannsich die Gasmasse

im Rohrabschnittìí� : 	
� ��î nur durchZu- bzw. Abfluß derMassedurchdie Querschnitte� :
und � � ändern.

Wir bezeichnenmit �����
	��
� dieGeschwindigkeitdesGasesim Querschnitt� zumZeitpunkt� . DerMassenstromdesGasesdurchdiesenQuerschnittist danndurchË � £�£ ��\ £ �o� ¤ ¨ó/�\_���
	��
� � �=���
	��
�C�����
	��
� (1.5)

gegeben.

Die ÄnderungderGasmassein Abschnitt ìô� : 	
� ��î ist somitdurchdieDif ferenzderMassen-

strömedurchdie Querschnitte� : und � � bestimmt:'' � ò ! &! i �=���F	o�}� ' �6���=��� : 	��
�C����� : 	��
�
02�=��� � 	o�}�¦����� � 	o�}�E~ (1.6)

Intergriert mandieseGleichungüberdasZeitintervall ìm� : 	�� �,î , � �öõ � : , so erḧalt mandie

Erhaltungsgleichungfür dieMassein dersogenanntenIntegralform:ò ! &! i �=���
	�� � � ' � � ò ! &! i �=���F	o� : � ' � (1.7)K ò � &� i �=��� : 	��
�¦����� : 	��
� ' ��0�ò � &� i �=��� � 	��
�C����� � 	��
� ' �g~
Die IntegralformdrücktdieGesamtmassedesGasesim Abschnitt ìô� : 	
� ��î zumZeitpunkt � �
durchdie GesamtmassedesGasesim Abschnitt ìí� : 	
� �Cî zumZeitpunkt � : und die totalen

(aufintegrierten)Massenstr̈omedesGasesdurchdie Querschnitte� : und � � aus.

Setztmanvoraus,daßsowohl dieGasdichte�=���
	��
� alsauchdieGasgeschwindigkeit�����
	��
�
stetigdifferenzierbareFunktionenvon � und � sind,kannmanGleichung(1.7)auchin der

folgendenFormschreiben:ò � &� i ò ! &! i æ çç � �=���
	��
�
K çç � �,�=���
	��
�C�����
	��
��� ê ' � ' �ñ� W ~ (1.8)
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Da dieseGleichungfür jedenRohrabschnittìô� : 	
� � î undüberjedesZeitintervall ì÷� : 	o� � î gilt,

folgt daraus,daßderIntegrandvon(1.8)anjederStelle ���
	��
� gleichNull seinmuß,d.h.����KG�C���9� ! � W ~ (1.9)

Dasist diesogenannteDifferentialformderMassenerhaltungsgleichung.

In zweiFällenkanndieMassenbilanz(1.9)alseigensẗandigeGleichunggel̈ostwerden.Der

ersteFall liegt vor, wenndie Geschwindigkeit�����
	��
� einebekannteFunktionvon �=���
	��
�
ist. Ein typischesBeispielist dassog.

”
traffic flow“ Problem.Hier beschreibtdie Funktion�=���
	��
� nicht die Gasdichtein einemRohr, sonderndie Fahrzeugdichteauf einerAutobahn

(Anzahl der Fahrzeugepro Kilometer). �����F	o�}� ist entsprechenddie Geschwindigkeitdes

Fahrzeugs,dassichzumZeitpunkt � anderStelle � befindet.Bei derHerleitungderTraffic-

Flow-Gleichunggehtmandavonaus,daßdieGeschwindigkeitderFahrzeugealleinvonder

lokalenFahrzeugdichteabḧangt,undzwarso,daßdie Geschwindigkeitmit derzunehmen-

denFahrzeugdichteabnimmt.

Ist die Geschwindigkeit� als Funktionvon � bekannt,so ist dasProdukt ��� ebenfallsei-

ne Funktionvon � , d.h. ���G�ø�(�,�5� . Die Massenerhaltungsgleichung(1.9) läßtsich dann

folgendermaßenschreiben: ����K��(�,�5� ! � W ~ (1.10)

DasentsprichtgenauderhyperbolischenErhaltungsgleichung(1.2)bisaufdieBezeichnung

derunbekanntenFunktion.

Die Massenbilanz(1.9) kannauchdannalseigensẗandigeGleichunggel̈ostwerden,wenn

die Geschwindigkeit�����
	��
� alsFunktionvon � und � a priori bekanntist. Ein Speziallfall,

wenndie Geschwindigkeit� nur von � abḧangt,d.h. �����
	��
�Sùú������� , wird im Kapitel 2 un-

tersucht.Manbeachte,daßsichin diesemFall dieMassenerhaltungsgleichung(1.9)nicht in

derForm(1.2)schreibenläßt,dadieStromfunktion� nichtnurvondergesuchtenFunktion� , sondernauchvonderunabḧangigenVariable � abḧangt:����K��(�,�=	
��� ! � W 	ä¨"/��û�(�,�=	
���S�ü���������E~ (1.11)

Nur wenndieGeschwindigkeit�����
	��
� wedervon � nochvon � abḧangt,d.h.�����
	��
��ù7���`¢ ¤ \ £ �g	
hängtdieStromfunktion� nurvon � ab:� � K����,�5� ! � W 	ä¨"/��ó�(�,�5���G�;�=~ (1.12)



16 KAPITEL 1: LINEARE KONVEKTIONSGLEICHUNGMIT KONSTANTER KONVEKTIONSGESCHWINDIGKEIT

Dasentsprichtgenauder linearenKonvektionsgleichung(1.1)bis auf die Bezeichnungder

unbekanntenFunktion.

Vollständigkeitshalbersoll auchderFall erwähntwerden,daßdieGeschwindigkeit� weder

a priori bekanntnoch eine Funktion von � ist, wie dasim Falle einer eindimensionalen

Gasstr̈omungmeistensderFall ist.Die Massenbilanz(1.9)kanndannnichtalseigensẗandige

Gleichunggel̈ostwerden,sondernnuralsTeil einesGleichungssystems.

NebenderMassenbilanzsoll auchdie ImpulsbilanzunddieEnergiebilanzdereindimensio-

nalenGasstr̈omungaufgestelltwerden.Vernachl̈assigtmandabeidenEinflußderReibung

und der Wärmeleitung,so erḧalt man die eindimensionalenEulerschenGleichungender

Gasdynamik: �,���;���;KG�C��� � KÉs�� ! � W (1.13)� ��KG����� � Kös���� ! � W ~ (1.14)

Hier bezeichnet
�

die totaleEnergie und s denDruck. DasGleichungssystem(1.9, 1.13,

1.14)entḧalt 3 Gleichungenund4 Unbekannte.DamitdasSystemgel̈ostwerdenkann,muß

esumdieZustandsgleichungerweitertwerden,diedenDruck s alsFunktionvon � , ��� und�
darstellt.

Esist interessantzu bemerken,daßdasSystem(1.9,1.13,1.14)ebenfallsin derForm(1.2)

dargestelltwerdenkann,wennmandie Funktionen)F���
	��
� und �(��)�� als Vektorfunktionen

mit je 3 Komponentenversteht:) ë �ý�,�=	Î����	 � �øù ��) : 	
) � 	
) ¶ � (1.15)����)�� ë ���C����	g��� � Kös�	E��� � Kös��o�ñù ��) � 	
) � � 3�) : KösH��)��
	
) � ��) ¶ KÉs���)��o��3M) : � (1.16)

Bei derHerleitungderDif ferentialform(1.9)derMassenerhaltungsgleichunghabenwir an-

genommen,daßdie Funktionen�=���F	o�}� und �����F	o�}� stetigdifferenzierbarsind.Ist dasnicht

derFall, sogilt weiterhinnur die allgemeinereIntegralform(1.7).Auch im Falle derallge-

meinenhyperbolischenErhaltungsgleichunggilt dieDif ferentialform);��K��(��)�� ! � W (1.17)

nur, wenndie Funktionen)
���
	��
� und �(��)�� stetigdifferenzierbarsind.Die stetigeDif feren-

zierbarkeitderStromfunktion�(��)�� wird stetsangenommen.Die gesuchteFunktion )F���
	��
�
brauchtabernichtstetigdifferenzierbarzusein,selbstwenndieAnfangsbedingungendiese

Eigenschaftbesizten.In einemsolchenFall sind eineodermehrereAbleitungenin (1.17)

nicht definiertundmanmußauf die entsprechendeIntegralformzurückgreifen,die für die

hyperbolischeGleichung(1.17)folgendermaßenaussieht:
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ò ! &! i )
���
	�� � � ' � � ò ! &! i )
���F	o� : � ' � (1.18)K ò � &� i �(��)
��� : 	o�}�o� ' ��0 ò � &� i �(��)
��� � 	��
��� ' �g~
Es könnensomit Lösungen)
���
	��
� existieren,die nur der Integralform (1.18),nicht aber

derDif ferentialform(1.17)derErhaltungsgleichunggen̈ugen.Man nenntsolcheLösungen

”
schwache Lösungen“ der Dif ferentialgleichung(1.17). Im Falle einer linearenKonvekti-

onsgleichung(1.1)existiert für dasCauchy-Problemmit nichtglattenAnfangsbedingungen

nur eineschwacheLösung(s. nächstenAbschnitt).Im Falle einernichtlinearenhyperbo-

lischenGleichungkönnenselbstbei stetigdifferenzierbarenAnfangsbedingungenmehrere

schwacheLösungenexistieren,wovonnureine
”
physikalischsinnvoll“ ist. DieseProblema-

tik wird im Kapitel3 nochausf̈uhrlichbesprochen.

1.2 AnalytischeLösungder linearenKonvektionsgleichung

In diesemAbschnittwollenwir dieanalytischeLösungderlinearenKonvektionsgleichung);�;K���) ! � W 	ö� õ W (1.19)

bestimmen.

DasLösungsgebietseizun̈achstdurcheineHalbebene���
	��
�¥þ2��0vÿ`	ÎKvÿG����ì W 	ÎKvÿG� de-

finiert. Zur BerechnungderLösungben̈otigenwir die Anfangs-undRandbedingungenfür

die gesuchteFunktion.Im FalleeinerHalbebenebesitztdasLösungsgebietallerdingskeine

Ränderin der � -Richtung,sodaßwir unsaufdieAnfangsbedingungbeschr̈ankenkönnen.

Die Anfangsbedingungseidurchdie folgendeGleichungdefiniert:)
���
	��S� W �¸�L) $ �����
	��èþ ��0 ÿ`	gK ÿG�E~ (1.20)

Das System(1.19, 1.20) wird auchals Cauchy-Problem für die lineareKonvektionsglei-

chungbezeichnet.

Wir nehmenzun̈achstan,daßdie Funktion ) $ ����� stetigdifferenzierbarist. In diesemFall

lautetdieanalytischeLösungdesCauchy-Problems)
���F	o�}���`) $ ����0��N�
�E~ (1.21)
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Abbildung 1.1: LösungderlinearenKonvektionsgleichung.

Man kanndasleicht überpr̈ufen,indemmandie Ausdr̈uckefür die partiellenAbleitungen

von )F���
	��
� )9�����
	��
�ø� )��$ ����0 �5�
�(·5����0��5�}���� ��0[�=)��$ ����0��5�
� (1.22)) ! ���
	��
�ø� ) �$ ����0 �5�
�(·5����0��5�}� �! �`) �$ ����0��5�}� (1.23)

in dieGleichung(1.19)einsetzt.AuchdieAnfangsbedingung(1.20)ist offensichtlicherfüllt.

Die Lösung(1.21)läßtsichleicht geometrischinterpretieren.Siebesagt,daßdasProfil der

gesuchtenFunktion )
���
	��
� zumZeitpunkt � gleichist demProfil derLösungzumZeitpunkt�à� W , dasum �5� entlangder � -Achsenachrechtsverschobenwurde(s.Abb. 1.1).Daraus

folgt, daßdieLösung)
���
	��
� entlangjederGeraden�S0��5�Ä�7� $ 	X� $ þ �o0 ÿ`	ÎKvÿG� konstant

bleibt.DiesegeradenLinien nenntmanCharakteristikenderDif ferentialgleichung.

Manbeachte,daßCharakteristikenKurvenin der � - � -Ebenesind,diedengewöhnlichenDif-

ferentialgleichungen� � ���
�j�`� , �
� W �S�L� $ gen̈ugen.WennmandieAbleitungderLösung)
entlangeinerCharakteristikberechnet,sofolgt aus(1.19),daßdieseAbleitungverschwin-

det: '' � )F���
���
�
	��
� � çç � )F���
���
�
	��
�HK çç � )F���
���
�
	��
�H·���� ���
� (1.24)� ) � K���) ! � W 	
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waswiederumbesẗatigt,daßderWert derFunktion ) entlangjederCharakteristikkonstant

seinmuß.Darausfolgt gleichzeitig,daßdie Lösung ) eindeutigdurchdie Anfangsbedin-

gung(1.20)bestimmtwird.

Ist nun die Anfangsbedingung ) $ ����� nicht differenzierbar, so kann die Funktion)
���F	o�}���`) $ ���(0v�N�
� nichtmehralsklassischeLösungderDif ferenzialgleichunginterpretiert

werden.Siegen̈ugt allerdings der Integralform der linearen Konvektionsgleichung

(s. Abschnitt1.1), falls ) $ ����� einebeliebigeintegrierbareFunktionist. Um daszu zeigen,

setzenwir die Funktionen)
���F	o�}��� ) $ ���"0ü�5�
� und �(��)���� �=) in die Integralgleichung

(1.18)ein: ò ! &! i ) $ ����0 �N� � � ' � � ò ! &! i ) $ ����0 �N� : � ' � (1.25)K ò � &� i ��) $ ��� : 0��5�
� ' �(0 ò � &� i �=) $ ��� � 0��5�}� ' �g~
bzw. ò ! & % ­ � &! i % ­ � & ) $ ����0��5� � � ' ����0��5� � �S�`ò ! & % ­ � i! i % ­ � i ) $ ����0��N� : � ' ����0��N� : � (1.26)0 ò ! i % ­ � &! i % ­ � i ) $ ��� : 0��5�}� ' ��� : 0��5�}�HK ò ! & % ­ � &! & % ­ � i ) $ ��� � 0��5�
� ' ��� � 0��5�
�
Die UmbenennungderVariablenunddie UmgruppierungderTermeauf der rechtenSeite

führt zu:ò ! & % ­ � &! i % ­ � & ) $ � ? � ' � ? �j� ò ! i % ­ � i! i % ­ � & ) $ � ? � ' � ? �HK ò ! & %
­ � i! i % ­ � i ) $ � ? � ' � ? �HK ò ! & % ­ � &! & % ­ � i ) $ � ? � ' � ? � (1.27)

Esist nunoffensichtlich,daßdie letzteGleichungfür jedeintegrierbareFunktion ) $ ����� und

für alleWertepaare��� : 	
� � � , �§� : 	�� � � erfüllt ist. Die Funktion(1.21)kannsomitalsschwache

LösungderlinearenKonvektionsgleichung(1.19)interpretiertwerden(s.Abschnitt1.1).

ObwohldieanalytischeLösungderlinearenKonvektionsgleichungtrivial ist, ist esbekannt-

lich nicht einfach,dieseGleichungnumerischmit hoherGenauigkeitzu lösen.In weiteren

AbschnittendiesesKapitelswerdenunterschiedlichenumerischeDiskretisierungsverfahren

diskutiert.UnserZiel ist es,ein Verfahrenzu finden,daseinemöglichsthoheGenauigkeit

besitzt,numerischstabilist undphysikalischsinnvolle Lösungenliefert. DasVerfahrensoll

sowohl für glatteals auchfür diskontinuierlicheAnfangsbedinguneneinsetzbarsein.Um

die GütedernumerischenVerfahrenzu testen,ben̈otigenwir einigeReferenzl̈osungen.

Bis jetzt habenwir die analytischeLösungder linearenKonvektionsgleichungnur für das

Cauchy-Problemgefunden.Numerischkann eine Gleichungallerdingsnicht auf einem

räumlichunbegrenztenGebietgel̈ostwerden.Wir werden uns daher auf eine endliche
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Abbildung 1.2:Berechnungder Lösungim Punkt
� ��� 	�


: A - die Charakteristikkreuztdie
�
-

Achserechtsvon � : ; B - dieCharakteristikkreuztdie
�
-Achselinks von � : .

Streckeì � : 	 � ��î , normalerweiseaufdieStreckeì W 	
4 î , beschr̈anken.Die Anfangsbedingung

lautetdann )
���
	��S� W �S�`) $ �����
	��_þ�ì � : 	 � ��î ~ (1.28)

DamitdieLösungderKonvektionsgleichungeindeutigbestimmtist, müssennebenderAn-

fangsbedingungnochdieRandbedingungenspezifiziertwerden.DadieLösungsichentlang

derCharakteristikenstromabẅartsfortpflanzt,könnendieWertederFunktion )
���
	��
� ander

Stelle � � � 	��
� keinenEinflußauf die Lösungim InnerendesIntervalls ì � : 	 � ��î haben.Am

Rand��� � � brauchtdieRandbedingungalsonichtangegebenzuwerden.Die Randbedin-

gungamRand �6� � : seigegebendurch:)
����� � : 	��
�j�L�j���
�E	�� õ W ~ (1.29)

Wir werdendie Lösungder Gleichung(1.19) mit der Anfangsbedingung(1.28) und der

Randbedingung(1.29)zun̈achstauf geometrischemWeg konstruieren.DasLösungsgebiet

ist ein Halbstreifen���
	��
��þûì � : 	 � ��î �Lì W 	ÎKvÿG� . Wir gehendavon aus,daßwie im Falle

einerHalbebenedie LösungentlangjederCharakteristikkonstantist. Für jedesWertepaar� �H	 �
� ausdemHalbstreifenwerdenwir die Charakteristik,die durchdenPunkt � �
	 ��� läuft,

zurückverfolgen,bis sieeinenderRänderdesStreifenskreuzt.

DerPunkt � �H	 �
� liegt aufderCharakteristik���`� $ K[�5� mit � $ � �F0�� � . DieseCharakteristik

kreuztdie � -Achseim Punkt � $ . Liegt der Punkt � $ innerhalb derStrecke ì � : 	 � � î
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(s. Abb. 1.2, A), so ist die Lösungin � �H	 �
� durchdie Anfangsbedingungin � $ bestimmt:)
� �F	 ���¸�`) $ ��� $ �S�`) $ � ��0�� ��� . Liegt derPunkt � $ dagegenaußerhalbderStreckeì � : 	 � ��î
(s. Abb. 1.2, B), so kreuzt die Charakteristik die Gerade �2� � : an der Stelle� $ � �
K�� � : 0 ���o3�� , unddieLösung)
� �H	 �
� wird durchdieRandbedingungit � $ bestimmt.

ZusammengefaßtkanndiesoberechneteLösungfolgendermaßendargestelltwerden:)
���F	o�}�ø� T
U 
V ) $ ����0��5�
�
	ZYw��\H\]��0��N��� � :�j���(K�� i % !­ �
	 Yw��\H\]��0��N� a � : (1.30)

Analogzu (1.25- 1.27)kannmanzeigen,daßdie Funktion(1.30)der Integralformder li-

nearenKonvektionsgleichunggen̈ugt.Ist dieFunktion )
���F	o�}� nichtstetigdifferenzierbar, so

handeltessichumeineschwacheLösung,ansonstenist diekonstruierteFunktiongleichzei-

tig eineklassischeLösungderDif ferentialgleichung(1.19),da in diesemFall die Integral-

form unddieDif ferentialformäquivalentsind.

Nun wollen wir 2 Referenzl̈osungenvorstellen,die wir alsTestf̈alle in weiterenAbschnit-

tendiesesKapitelsverwendenwerden.In beidenFällenwird derLösungsstreifendurchdie

Anfangsstreckeì � : 	 � � î = ì W 	
4 î definiertundwir nehmenan,daßdieKonvektionsgeschwin-

digkeit � gleich 1 ist. Die Formel(1.30)vereinfachtsichdannzu)
���
	��
�ø� T
U 
V ) $ ����0 �
�
	ZY[�A\H\]��0 ��� W�j�§�j0����
	ZY[�A\H\]��0 � a W (1.31)

TestbeispielNo.1. Im erstenTestbeispielwird einestetigdifferenzierbare Lösungdarge-

stellt. Die Anfangsbedingungsei durchdasWahrscheinlichkeitsintegral derNormalvertei-

lung mit Parametern� $ und e gegeben:) $ �����ø� d ���
-
� $ 	
e��j� 1� 4��He !ò%=h � % i& kml�n�l�pCq &r & ' �
	j�_þ�ì W 	E4 î ~ (1.32)

DieseAnfangsbedingungkannalseinestetigeApproximationderHeavyside’schenSprung-

funktion R ���
-
� $ �ø� T
U 
V W 	 Y[��\�\ú�_^G� $1J	 Y[��\�\ú� $¥a � (1.33)

betrachtetwerden.DabeidefiniertderWertvon � $ diePositionderSprungstelle,und e - die

SteilheitdesWahrscheinlichkeitsintegralsanderStelle � $ :d �! ���
-
� $ 	
e�� | ! y ! p � 1� 4��
e ~ (1.34)
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Abbildung 1.3:Heavyside’scheSprungfunktionsowie ihre Approximation durch das Wahr-
scheinlichkeitsintegralfür �����! #" und �$�%�! &�(' .

In Abbildung1.3sinddie Heavyside’scheSprungfunktionfür � $ � W ~*) sowie die Funktiond ���
-
� $ 	
e�� für 2 unterschiedlichee -Wertedargestellt.

Die Randbedingungseinundurch�j���
�ø� d ��0¥�g-
� $ 	
e��E	�� õ W (1.35)

gegeben.Wegen ) $ ���¥0��}�S�G�����P0"��� folgt aus(1.31),daßdieLösungderlinearenKonvek-

tiongleichungmit der Anfangsbedingung(1.32)und der Randbedingung(1.35)durchdie

Formel )F���
	��
� � d ����0 �g-
� $ 	
e��
	��_þ�ì W 	
4 î 	���� W (1.36)

beschriebenwird. DasStartprofilderLösungsowie ihr Verlaufzu denZeitpunkten�Ç� W ~ ¹
und �S��1 sindin derAbb. 1.4für denFall � $ � W ~&) und e_� W ~ W 4 abgebildet.

Für die programmtechnischeUmsetzungdesTestbeispielsist eswichtig zuwissen,daßdas

Wahrscheinlichkeitsintegral
d ���F-E� $ 	
e�� durchfolgendeBeziehungdargestelltwerdenkann:d ���
-
� $ 	
e�� � 14 K 14 ·J����� æ ��0�� $� 4�e ê ~ (1.37)
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Abbildung 1.4:TestNo.1 ( �1�2�3 &�(' ): Anfangsprofilund Lösungsverlaufzu 2 verschiedenen
Zeitpunkten.

Hier bezeichnet�A���(����� die
”
errorfunction“ , die folgendermaßendefiniertist:�A���(�����ø� 4� � !ò $ � % ! & ' �F~ (1.38)

Die Funktion ����������� ist in denmeistenFORTRAN-Compilernals
”
intrinsic function“ ent-

halten.Außerdemkanndie Randbedingung(1.35)für denFall � $ � W ~*) und e�� W ~ W 4 mit

einersehrhohenGenauigkeitdurchNull approximiertwerden.

TestbeispielNo.2. Im zweitenTestbeispielwird einedikontinuierlicheLösungdargestellt.

Die Anfangs-undRandbedingungseiendurchfolgendeFunktionengegeben

) $ �����ø� T




U 




V W 	 Y[��\�\ W ^`�"^ W ~ 41J	 Y[��\�\ W ~ 4 a � a W ~54W 	 Y[��\�\ W ~54�^`�"^ü4 (1.39)

�j�§�}�ø� W 	j� õ W (1.40)

Wir sind an der Entwicklungder Lösungim Zeitintervall ��þóì W 	A1 î interessiert.Während
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Abbildung 1.5:TestbeispielNo.2: AnfangsprofilundLösungsverlaufzu 2 verschiedenenZeit-
punkten.

diesesZeitintervallskanndieLösungfolgendermaßendargestelltwerden:

)F���
	��
� � T




U 




V W 	ZY[�A\H\]�_^ W ~ 4[K �1J	ZY[�A\H\ W ~ 4[K � a � a W ~54[K �W 	ZY[�A\H\ W ~54[K ��^ü� (1.41)

DasStartprofilderLösungsowie ihr Verlaufzu denZeitpunkten�à� W ~ ¹ und �¥�ó1 sindin

derAbb. 1.5dargestellt.

1.3 Finite-Volumen-Formulierung

Im letztenAbschnittdiesesKapitelshabenwir dieanalytischeLösungderlinearenKonvek-

tionsgleichunghergeleitet.Der RestdesKapitelswird sichmit derEntwicklungdernume-

rischenMethodenzur LösungdieserGleichungbefassen.Alle Diskretisierungsverfahren,

die wir betrachtenwerden,basierenauf einereinheitlichenFinite-Volumen-Formulierung,

die in diesemAbschnitthergeleitetwird. Die Finite-Volumen-Formulierung entḧalt Kon-

vektionsfl̈usseüberdie SeitenderKontrollvolumina,die sichnicht eindeutigausdenWer-

ten der diskretisiertenLösungbestimmenlassen.DieseKonvektionsfl̈ussemüssendaher
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durchdieWertederGitterfunktionapproximiertwerden.JenachverwendeterApproximati-

onsformelerḧalt manentsprechendunterschiedlicheDiskretisierungsverfahren.Die Finite-

Volumen-Formulierungkannsomit als ein Halbfabrikatangesehenwerden,daserstdurch

die SpezifizierungderBerechnungderKonvektionsfl̈ussezu einemausformuliertennume-

rischenAlgorithmuswird. In diesemAbschnittwird nurdieHerleitungderFinite-Volumen-

Formulierungdurchgef̈uhrt,dieeinzelnenDiskretisierungsverfahrenwerdenin dennachfol-

gendenAbschnittendiskutiert.

Die unterschiedlichenApproximationender unbekanntenMassenstr̈ome über die Seiten

derKontrollvoluminahabenzur Folge,daßauchdie AufstellungdernumerischenRandbe-

dingungenfür jedeskonkreteDiskretisierungsverfahrengesondertbetrachtetwerdenmuß.

Diesewerdendaherjeweils zusammenmit dem konkretenDiskretisierungsverfahrenim

entsprechendenAbschnittdiskutiert.In diesemAbschnittwollen wir der Problematikder

numerischenRandbedingungenzun̈achstausdemWegegehen,undeinfachheitshalbervon

einemunendlichenBerechnungsgebietausgehen,auchwenndie LösungeinerGleichung

auf einemräumlichunbegrenztenGebietnumerischgarnicht realisierbarist.

Wir betrachtenalsodasCauchy-Problemfür die eindimensionalelineareKonvektionsglei-

chung: );��K��=) ! � W 	 �_þ ��0vÿ`	ÎKvÿG�
	
��� W (1.42))
���F	o�Ä� W �ø� ) $ �����E	 �_þ �o0 ÿ`	ÎKvÿG�E~ (1.43)

Es wird zun̈achstein numerischesNetz überdasBerechnungsgebietgelegt. Wir werden

dabei von einemäquidistantenGitter ausgehen,obwohl die meistenVerfahrenauf den

Fall nichẗaquidistanterGitter verallgemeinertwerdenkönnen.Die Maschenweitein der � -

Richtungseidurch��� bezeichnet,undderZeitschrittdurch � � . DasnumerischeGitterwird

durchdie Wertepaare��� 8 	�� � � definiert,wobei� 8 � /
·����F	X/���~�~�~�	�0D1J	 W 	A1�	
4�	A~�~�~ (1.44)� � � \�·����g	_\_� W 	A1J	
4=	A~�~�~
gilt.

DerWert � 8 definiertdenMittelpunktdes/ -tenKontrollvolumens.Die Randpunktedes/ -ten

Volumenelementssindentsprechenddurch�;8 %;:�< � � � 8 0�����3�4D����/�0G1I3M4N��·�����;8z{ :�< � � � 8 K�����3M4 �ý��/�KG1�3�4N��·����
definiert(s.Abb. 1.6).
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Abbildung 1.6: Skizzedes 6 -tenKontrollvolumens.

JedemWertepaar��� 8 	�� � � wird eineGröße + �8 zugeordnet,die alsnumerischeApproxima-

tion derexaktenLösungderKonvektionsgleichunganderStelle ��� 8 	o� � � interpretiertwird.

DerzuapproximierendeWertwird mit ) �8 bezeichnet:+ �887 ) �8 ù )
��� 8 	�� � �E~ (1.45)

Die Startwerteder gesuchtenGitterfunktion + �8 könnendirekt ausder Anfangsbedingung

(1.43)ermitteltwerden: + $8:9 �L) $8 ù )
��� 8 	 W �S�`) $ ��� 8 �
~ (1.46)

DasnumerischeLösungsverfahrensoll nunermöglichen,die WertederGitterfunktionzum

Zeitpunkt � � { : ausdenWertenderGitterfunktionzumZeitpunkt � � rekursiv zu berechnen.

Dazuwird die Gleichung(1.42) überdasKontrollvolumen ìô� 8 %;:�< � 	
� 8z{ :�< � î sowie überdas

Zeitintervall ìm� � 	�� � { : î integriertunddurch ���P� � dividiert:1����� � �<;>= iò� ; !@? = iBA &ò!@? n iBA & ��);�;K��=) ! � ' � ' �¸� W ~ (1.47)

AnschließendwerdendieeinzelnenTermedurchdieWerte �5+ �� � und �5+ � { :� � approximiert.

Wir behandelndie beidenSummandendeszu integrierendenAusdrucksseparat.Für den

erstenSummandengilt:« : � 1����� � �<;>= iò� ; !@? = iBA &ò!@? n iBA & );� ' � ' �¸� 1��� T
U 
V 1��� !@? = iBA &ò!@? n iBA &
CDE �<;>= iò� ; );� ' �GFIHJ ' �LK 
M
N �
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� 1��� T
U 
V 1��� !@? = iBA &ò!@? n iBA & )
���F	o� � { : � ' ��0 1��� !@? = iBA &ò!@? n iBA & )
���
	�� � � ' � K

M
N

Nun wird angenommen,daß bei kleinen Werten von ��� die Funktionen )F�o~�	�� � �
und )
��~�	�� � { : � im Intervall ìí� 8 %;:�< � 	E� 8 { :�< � î durchdenFunktionswertin derMitte desInter-

vallshinreichendgenauapproximiertwerden.UnterBerücksichtigungvon(1.45)ergibtsich

folgendeDarstellungfür denAusdruck « : :« : 7 1���PO 1��� ��)
��� 8 	�� � { : �(·������
0 1��� ��)F��� 8 	�� � �(·������RQ6�
� ) � { :8 0 ) �8��� 7 + � { :8 02+ �8��� ~ (1.48)

Für denzweitenSummandenaus(1.47)gilt:« � � 1����� � �S;T= iò� ; !@? = iBA &ò!@? n iBA & �=) ! ' � ' �¸� 1��� T
U 
V 1��� �S;T= iò� ; CDE !@? = iBA &ò!@? n iBA & �=) ! ' � F HJ ' � K

M
N �

� 1��� T
U 
V 1� � �S;>= iò� ; �=)F���;8z{ :�< � 	��
� ' �(0 1��� �S;T= iò� ; �=)
���;8 %;:�< � 	o�}� ' � K 
M
N ~ (1.49)

Zur AuswertungderbeidenIntegralein (1.49)könnendie WertederunbekanntenFunktion

in denZeitpunkten�¸�G� � und �¸�L� � { : eingesetztwerden.WerdenausschließlichdieWerte

der Zeitebene��� � � verwendet,so führt daszu einemexplizitenDiskretisierungsverfah-

ren.Werdendagegennur die WerteausderZeitebene�[��� � { : eingesetzt,ergibt sicheine

vollimplizite Zeitdiskretisierung.Beide Verfahrensind ersterOrdnunggenau.Die zweite

OrdnungderZeitdiskretisierungkannerreichtwerden,wennderBeitragderFunktionswer-

te ausbeidenZeitebenen��� � � und ��� � � { : je zu Hälfte ber̈ucksichtigtwird (die sog.

Crank-Nicolson-Methode).Wir werdenausStabilitätsgr̈undenausschließlichdievollimpli-

zite Diskretisierungverwenden.Auf andereZeitdiskretisierungsverfahrengehenwir sp̈ater

im Kapitel5 ein.DasIntegral « � wird somitwie folgt approximiert:« � 7 1���UO 1��� ����)
��� 8z{ :�< � 	�� � { : �(·�� �
�(0 1� � ���=)
��� 8 %;:�< � 	�� � { : �(·�� �
� Q �
� ��)
��� 8z{ :�< � 	�� � { : �(0���)
��� 8 %;:�< � 	�� � { : ���� 7 �9+ � { :8z{ :�< � 0��;+ � { :8 %;:�< ���� ~ (1.50)
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Die neuenGrößen+ � { :8#V :�< � bezeichnendabeidie numerischenApproximationendergesuch-

tenFunktion )
���
	��
� an denStellen ��� 8#V :�< � 	�� � { : � . An diesenStellenist die Gitterfunktion�5+ � { :� � jedochnichtdefiniert.Die Werte + � { :8#V :�< � müssendeshalbausdenWertenderGitter-

funktion in denKnoten ��� 8 	o� � { : � , ��� 8#V : 	�� � { : � , ��� 8#V � 	�� � { : � usw. interpoliertwerden.Jede

konkreteInterpolationsformelfür + � { :8 %;:�< � kanndabeivoneinerunterschiedlichen(endlichen)

Anzahl der ElementedesVektors + � { :_�Z�5+ � { :� � abḧangen,die um dasElement + � { :8
”
zentriert“ sind.Wir werdendaherfolgendeeinheitlicheFormulierungverwenden,in der

die genaueAnzahl der in die InterpolationmiteinbezogenenNachbarknotennicht explizit

angegebenwird: �;+ � { :8 %;:�< � � * �,+ � { : -
/�0G1I3M4N�E~ (1.51)

Die Funktion
* �,+ � { :�-
/�0G1I3M4N� wird als

”
numerischer Konvektionsstrom“ bezeichnet.

SetztmannundieApproximationen(1.48)und(1.50)für « : und « � in die Gleichung« : KQ« � � W
ein,erḧalt mandie Finite-Volumen-Formulierungfür die lineareKonvektionsgleichung+ � { :8 02+ �8� � K�� + � { :8 { :�< � 02+ � { :8 %P:�< ���� � W ~ (1.52)

Unter Berücksichtigungvon (1.51) läßt sich die Gleichung(1.52) auchfolgendermaßen

schreiben: + � { :8 02+ �8� � K * �C+ � { : -E/�KL1I3M4N��0 * �,+ � { : -
/�0G1�3�45���� � W ~ (1.53)

Die letzteSchreibweisederFinite-Volumen-Formulierunghatgegen̈uberderSchreibweise

(1.52)denVorteil, daßsieauchfür denFall einernichtlinearenhyperbolischenGleichung);�;K��(��)�� ! � W
verwendetwerdenkann,wennmanmit

* �,+ � { : -
/j0�1�3�45� die numerischeApproximation

desKonvektionsstroms1��� �S;T= iò� ; �(��)
��� 8 %P:�< � 	��
�o� ' � 7 �(�,+ � { : �XWWW ! y !@? n iBA & � * �C+ � { : -E/F0G1�3�45� (1.54)

bezeichnet.
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Ist die Funktion
* �,+ � { : -
/¸0ú1I3M4N� genauspezifiziert,so liefert die Finite-Volumen-For-

mulierung(1.53)eineimplizite Gleichung,ausder + � { : alsFunktionalvon + � berechnet

werdenkann: + � { : � *.u �,+ � �
~ (1.55)

Ist dernumerischeKonvektionsstrom
* �,+.-
/J0X1I3M4N� einelineareFunktionvon + , soist auch*.u

ein linearerOperator, d.h.*.u ��� : + : K�� � + � �S�`� : *Du �,+ : �
K�� � *.u �C+ � �E	ZYF� : 	
� � þ\[ : 	]Y�+ : 	Î+ � þ8[ h ~ (1.56)

Mit Hilfe desFunktionals(1.55)kannnundienumerischeLösung+ � zumZeitpunkt ���2� �
ausdenStartwerten+ $ (1.46)rekursiv berechnetwerden:+ � � � *Du � � �,+ $ �E~ (1.57)

Konvergenz. Unswird interessieren,wie gutdieaus(1.57)berechneteGitterfunktion + �
die exaktenLösungswerte) � �Z��) � ��� approximiert.Um die Güte der Approximationzu

quantifizieren,definierenwir dennumerischenFehler
�¸� �����
	
���}� als1-NormderDif ferenz

zwischendenVektoren+ � und ) � :��� �����
	
���
� 9 � ^A+ � 0�) � ^à�`����_ 8 | + �8 0�) �8 | ~ (1.58)

EinenumerischeLösungsmethodeheißtkonvergent, wennfür jedenZeitpunkt � � t õ W
die Dif ferenzzwischender numerischenund der exaktenLösungder Gleichungbei fei-

nerwerdendenGitterngegenNull geht.Die AnzahlderZeitschritte\ , diegemachtwerden

müssen,um die Lösungim festvorgegebenZeitpunkt
t

zu berechnen,hängtfolgenderma-

ßenmit derZeitschrittweite��� zusammen:
t �`\H� � . KonvergenzeinesLösungsverfahrens

bedeutetsomit,daßfür Y t õ W`Sa<bc l>d p; dfe ��� �����
	
���S� t 3�\F�Z� W (1.59)

geltenmuß.

Die KonvergenzeinesLösungsverfahrensbesagtnur, daßdie numerischeLösunggegen

die exakteLösungkonvergiert. Sie gibt jedochkeinenAufschlußdar̈uber, wie schnell die

Gitterfunktiongegendie exakteLösungkonvergiert.Die GeschwindigkeitderKonvergenz

wird erstdurchdieKonvergenzordnungbeschrieben.

Der numerischeFehler
��� �����
	
���}� hängtsowohl von derZeitschrittweite� � alsauchvon

der Maschenweite��� ab. Bei der zeitlichenDiskretisierunghabenwir unszun̈achstaus-

schließlichauf die vollimplizite Methodefestgelegt. Die örtlicheDiskretisierunghängtje-

doch von der konkretenDarstellungdesnumerischenKonvektionsstroms
* �,+.-
/Ç0ú1I3�45�
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ab. UnterschiedlicheMethodender örtlichenDiskretisierungwerdendasThemafolgender

Abschnittesein.Für unsstehtdeshalbzun̈achstder Vergleich dieserMethodenmiteinan-

der und somit die AbhängigkeitdesnumerischenFehlersvon der Maschenweite��� im

Vordergrund.Wir sonderndaherdennumerischenOrtsfehler
� ������� aus,indemwir den

ZeitschrittweitenanteilausdemGesamtfehler
��� �����
	
� �
� durcheinenGrenz̈ubergangeli-

minieren: � ������� 9 � `<a<b; dfechg5i(j A ; � � �����F	E� �
�
~ (1.60)

HinterdieserDefinitionstehteineAnnahme,daßdieZeitschrittweitesoklein ist,daßsiekei-

nenEinflußaufdieHöhedesGesamtfehlersmehraus̈ubt.Manbeachte,daßdernumerische

Ortsfehleraußervon ��� auchnochvomfixiertenZeitpunkt
t

abḧangt.DieseAbhängigkeit

wird jedochnichtexplizit angegeben,dawir in unserennumerischenVergleichsexperimen-

tenimmerdenselbenZeitpunktfür alleDiskretisierungsverfahrenverwendenwerden.

Man sagt,daßein Diskretisierungsverfahrenvon derKonvergenzordnungs ist, wenn s die

größteZahl ist, für die � �������ø� k.����� Ã � (1.61)

gilt. JegrößerdieKonvergenzordnungs einesVerfahrensist,umsoschnellerkonvergiertdie

numerischeLösunggegendie exakteLösungderDif ferentialgleichung,wenn ��� reduziert

wird.

Konsistenz. EinenotwendigeBedingungderKonvergenzist die KonsistenzdesDiskreti-

sierungsverfahrens.KonsistenzeinesDiskretisierungsverfahrensbedeutet,daßbeimÜber-

gang ��� � W 	
��� � W die diskretisierteGleichungin die urspr̈unglicheDif ferentialglei-

chungübergeht.Die KonsistenzdefiniertalsoeinenZusammenhangzwischenderDif feren-

tialgleichung(1.42)undderdiskretisiertenGleichung(1.53).

Um die DefinitionderKonsistenzzu formalisieren,führenwir denBegriff deslokalenAb-

bruchfehlersein. Der lokaleAbbruchfehler
c �����
	
���
� ist die Dif ferenzzwischenderdis-

kretisiertenGleichungundderDif ferentialgleichung,wenndie exaktenLösungswerteein-

gesetztwerden:c �����
	
���
� 9 �
� æ ) � { :8 0�) �8� � K * ��) � { :g-
/�KG1�3�45�j0 * ��) � { :g-
/�0G1I3M4N���� ê WWWWW l ? i lg ; i(g 0G��);��K��=) ! �l mTn op $
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� æ ) � { :8 0�) �8� � K * ��) � { :
-
/�KG1�3�45�j0 * ��) � { :g-
/�0G1I3M4N���� ê WWWWW l ? i lg ; i(g ~ (1.62)

Der Ausdruck in den rundenKlammernentsprichtder Finite-Volumen-Formulierung an

der Stelle ��� 8 	�� � � . Wegen � 8 � /Ç·���� , � � � \ ·H� � würde sich beim Grenz̈ubergang��� � W 	
���7� W die Stelle ��� 8 	o� � � dem Koordinatenanfang(0,0) nähern.Um diese

Abhängigkeitzu eliminieren,wird daherdasWertepaar��� 8 	�� � � vor demGrenz̈ubergang

durchein beliebigesaberfixiertesWertepaar���
	��
� ersetzt.Die KonsistenzeinesDiskreti-

sierungsverfahrensbedeutetsomit,daß`<aSbc lTd pchg d p c �����
	
� �
� � W (1.63)

gilt.

Analog zum numerischenOrtsfehlerkannmandenBegriff desörtlichen Abbruchfehlers

einführen: c ������� 9 � `<a<bq �Sr $ c �����
	
���
�
~ (1.64)

Die größteZahl s , für die c �������ø� k.����� Ã � (1.65)

gilt, wird als(örtliche)ApproximationsordnungdesDiskretisierungsverfahrensbezeichnet.

Bei einemkonvergentenDiskretisierungsverfahrenist die Konvergenzordnungin derRegel

um sohöher, je höherdieApproximationsordnungdesVerfahrensist.

Stabilit ät. Die KonsistenzdesDiskretisierungsverfahrensist nureinenotwendigeBedin-

gungfür dessenKonvergenz.EineweiterenotwendigeBedingungder Konvergenzist die

sog.Stabilität desVerfahrens.Ein numerischesLösungsverfahrenheißt stabil, wenn der

Fehler
��� �����
	
���
� gleichm̈aßigbeschr̈ankt ist bei \ � ÿ für alle fixierten Zeitschritt-

weiten ��� a ��� $ . DasÄquivalenz-Theoremvon Lax [99] besagt,daßfür ein konsistentes

linearesVerfahren(s. (1.56))Stabilität einenotwendigeund hinreichendeBedingungder

Konvergenzist. Dabeistimmendie Konvergenz-undApproximationsordnungdesVerfah-

rensüberein.Für ein nichtlinearesVerfahrenbedarfesallerdingseineranderenDefinition

derStabilität,damitein konsistentesundstabilesVerfahrenkonvergentist.

Bezeichnungen. Zum AbschlußdesAbschnitteswollen wir noch eine Konvention be-

züglich der Bezeichnungentreffen. In weiteren Kapiteln wird die Finite-Volumen-
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Formulierung(1.53) mit vielen unterschiedlichen numerischen Konvektionsstrom-

funktionen
* �C+ � { :g-E/j0�1I3M4N� verwendet.DieseGleichungentḧalt die Werteder Gitter-

funktion auf zwei Zeitebenen:+ � und + � { : . Der genaueWert desZeitindex \ ist in den

meistensFällenallerdingsnicht relevant,mankönntez.B.genausogutdie Bezeichnungen+ ­�³ � und + � ×Bs verwenden.Um die Lesbarkeitder Formelnnicht unn̈otig zu erschweren,

wird dahervereinbart,daßmit + immerdie Werteder
”
neuen“ Zeitebene+ � { : bezeichnet

werden,und mit + – die Werteder
”
alten“ Zeitebene+ � . Außerdemwerdendie Indizes/
0ü1�3�4 und /�K`1�3�4 oft durch B und � (
”
links“ bzw.

”
rechts“ von / ) ersetzt,dort wo esdem

besserenVersẗandnisdienenkann.Die Finite-Volumen-Formulierung(1.53),zumBeispiel,

könntein derneuenkompaktenSchreibweisefolgendermaßenaussehen:+ 8 0 + 8��� K * �C+D-E�Ð�(0 * �,+.-
B����� � W ~
1.4 Upwind- und Downwind-Diskr etisierung

Damit die Finite-Volumen-Formulierung (1.53)zur Berechnungder Gitterfunktion + ein-

gesetztwerdenkann,müssenzun̈achstdienumerischenKonvektionsstr̈omeandenRändern

desVolumenelementsspezifiziertwerden.Da die Gitterfunktion + nur in denZentrender

Kontrollvoluminadefiniert ist, müssendie Werte der Gitterfunktion an den Rändernder

Kontrollvoluminainterpoliertwerden.Man mußalsoeineAnnahmeüberdenVerlauf der

LösungzwischendenGitterpunktentreffen.

Die einfachsteMöglichkeitbestehtdarin,daßmaneinenkonstantenVerlaufdergesuchten

FunktioninnerhalbjedesVolumenelementsannimmt:+.�����S�ü+ 8 	X�_þ�ìô�98 %;:�< � 	
�;8z{ :�< � î (1.66)

DieseFormulierungist jedochnicht konsistent,da jedemRandeinesVolumenelements

gleichzeitigzweiFunktionswertezugeordnetwerden.DerRandpunkt� 8 %;:�< � , zumBeispiel,

geḧort sowohl zum Volumenelement ìô�98 % ¶ < � 	
�;8 %;:�< � î als auch zum Volumenelementìí� 8 %P:�< � 	
� 8z{ :�< � î . Die Funktion +.����� solltedaherlaut (1.66)anderStelle � 8 %;:�< � gleichzeitig

zweiWerte,nämlich + 8 %;: und + 8 , annehmen.Diesstehtmit derDefinitionderFunktionals

einereindeutigenAbbildungim Widerspruch.Um diesenWiderspruchzu beseitigen,muß

mansichfür einenderzweimöglichenWerteentscheiden.Entscheidetmansichkonsequent

(d.h.für Ränderaller Kontrollvolumina)für denWertderGitterfunktionmit demkleineren

Index, soerḧalt manfolgendestückweisekonstanteInterpolation(s.Abb. 1.7,oben):+.�����S��+ 8 	ö�"þ ���98 %;:�< � 	E�98 { :�< � î ~ (1.67)
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Abbildung 1.7: Upwind-undDownwind-InterpolationderunbekanntenFunktion.
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EntscheidetmansichdagegenkonsequentfürdenWertderGitterfunktionmit demgrößeren

Index, soerḧalt maneineandere,ebenfallsstückweisekonstanteInterpolation(s.Abb. 1.7,

unten): +.�����S��+ 8 	ö�"þ�ìô� 8 %;:�< � 	
� 8z{ :�< � �E~ (1.68)

Im erstenFall erḧalt manfolgendenAusdruckfür dennumerischenKonvektionsstrom:�9+(8 %;:�< � � * s Ã �,+.-
/
0G1I3M4N���`�9+ 8 %P: ~ (1.69)

Dashochgestellte
”
up“ ist eineAbkürzungfür dasenglischeWort

”
Upwind“ . Sie kommt

daher, daßderWert dergesuchtenFunktionanderStelle � 8 %;:�< � durchdenWert derGitter-

funktion in derStelle � 8 %;: approximiertwird, die sichstromaufwärts von derStelle �98 %;:�< �
befindet.

Im zweiten Fall erḧalt man den numerischenKonvektionsstrom,der entsprechendals

”
Downwind“ -Approximationbezeichnetwird:�9+(8 %;:�< � � * ¯ Å µ � �,+.-
/
0G1I3M4N���`�9+ 8 ~ (1.70)

Die Bezeichnungen
”
Upwind“ und

”
Downwind“ sindnur für denFall einerpositivenKon-

vektionsgeschwindigkeit� sinnvoll. Ist � negativ, dannmüssendieseBezeichnungenoffen-

sichtlichausgetauschtwerden.

SetztmandenUpwind-Konvektionsstromin die Finite-Volumen-Gleichung(1.53)ein, so

ergibt sichdiesog.Upwind-DiskretisierungderKonvektionsgleichung:

tUuwv Êyx{z 9 + 8 0 + 8��� K�� + 8 02+ 8 %;:��� � W ~ (1.71)

DieseFormel kannmanauchdirekt ausder linearenKonvektionsgleichungmittels eines

Finite-Differenzen-Verfahrensableiten,wennmanfür dieApproximationderörtlichenAb-

leitungdie Rückwärtsdifferenzverwendet.

Der Einsatzdes Downwind-Konvektionsstromsin die Finite-Volumen-Gleichung(1.53)

führtentsprechendzuderDownwind-Diskretisierung, dieeinerApproximationderörtlichen

AbleitungdurchdieVorwärtsdifferenzentspricht:

z}|~v�x]v Êyx{z 9 + 8 0 + 8� � K�� + 8 { : 02+ 8��� � W ~ (1.72)
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Upwind-Verfahren. Wir werdenzun̈achstdieEigenschaftenderUpwind-Diskretisierung

untersuchenundzwaralserstesdieApproximationsordnung.Wir nehmenan,daßdieFunk-

tion )
���
	��
� mindestensdreifachdifferenzierbarist. DerlokaleAbbruchfehlerergibt sichaus

demEinsatzdesKonvektionsstromes(1.69)in die Definition(1.62):c �����
	
���
�j� )
���
	��
K�� �
�
0�)
���F	o�}���� K�� )
���
	���K�� �
�(0 )
����0����F	o�FK�� �
���� ~ (1.73)

Der Grenz̈ubergang���Ä� W führtzuc �������j� `<a<bq �<r $ c �����
	
� �
�j�L);��K�� )
���F	o�}��0 )
����0����
	��
���� ~ (1.74)

Wir setzendie TaylorentwicklungderFunktion )
�o~�	��
� umdenPunkt �)F����0����
	��
���`)
���F	o�}��0�����) ! ���
	��
��K ��� �4 ) !
! ���
	��
��K�k.����� ¶ � (1.75)

in dieGleichung(1.74)einunderhaltenc �������j�`);�;K��=) ! 0 �����4 ) !
! K�k.����� � �
~ (1.76)

Da manannimmt,daßdieFunktion )
���
	��
� eineLösungderlinearenKonvektionsgleichung

ist, ist dieSummedererstenbeidenTermegleichNull, undesgiltc �������S��0 �����4 ) !
! K�k.����� � �S��k.�������
~ (1.77)

Wir habendamitgezeigt,daßdasUpwind-Verfahrenkonsistentist unddieApproximations-

ordnung1 hat.DadiesesVerfahrenlinearist, ist esnachdemÄquivalenz-TheoremvonLax

für dieKonvergenzdesVerfahrenshinreichendundnotwendig,daßdasVerfahrenauchsta-

bil ist. Die Stabilität eineslinearenVerfahrenskannmit vielenunterschiedlichenMethoden

untersuchtwerden,die in einschl̈agigenBüchernüberdie numerischeStrömungsmechanik

ausf̈uhrlich behandeltwerden(s. z.B. [45]). Auf die DarstellungdieserMethodenwird in

dieserArbeitdaherverzichtet.FürdasUpwind-VerfahrenersterOrdnunggilt, daßesabsolut

(d.h. unabḧangigvon der Zeitschrittweite��� ) stabil ist (
”
unconditionallystable“ ). Daraus

folgt, daßdasUpwind-Verfahrenkonvergentist unddie Konvergenzordnung1 hat.

Im Unterschiedzu linearenVerfahrenist esbei nichtlinearenDiskretisierungsverfahrenoft

nurmit erheblichemAufwandbzw. garnichtmöglich, ihreKonvergenzordnungauf theore-

tischemWegezubestimmen.Man ist somitgezwungen,dieKonvergenzordnungempirisch

anhandvoneinzelnenTestbeispielenzuermitteln.Wir werdendaherdieVorgehensweisezur

empirischenErmittlungderKonvergenzordnungeinesVerfahrensanhandderTestbeispie-

le No.1 und No.2 (s. Abschnitt1.2) ausf̈uhrlich erläutern.Es wird unsnicht überraschen,
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daßfür dasTestbeispielNo.1 die empirischermittelteKonvergenzordnungdesUpwind-

Verfahrensmit demtheoretischfestgestelltenWert von 1 übereinstimmt.Für dasTestbei-

spielNo.2 werdenwir allerdingsnur die Konvergenzordnungvon 0.5 feststellen.Der ver-

meintlicheWiderspruchmit derTheorieläßtsichleicht erklären.Der theoretischermittelte

Wert von 1 ergibt sich ausder Übereinstimmungzwischender Konvergenzordnungund

derApproximationsordnungeinesstabilenlinearenVerfahrens.Bei derErmittlungderAp-

proximationsordnungdesUpwind-Verfahrenshabenwir die mehrfacheDif ferenzierbarkeit

derLösungvorausgesetztundfür dieTaylorentwicklungderLösung(s. (1.75))benutzt.Im

TestbeispielNo.2 handeltessichallerdingsum einediskontinuierlicheLösung,sodaßdie

Annahmeder Dif ferenzierbarkeitverletzt ist. Daherstimmt auchdie Konvergenzordnung

im TestbeispielNo.2nicht mit demfür differenzierbareFunktionentheoretischermittelten

Wert überein.

Bisherhabenwir dieUpwind-Diskretisierungnur für dasCauchy-Problem(1.42,1.43),d.h.

für ein räumlichunbegrenztesLösungsgebietdiskutiert.In unserenTestbeispielenwird die

Lösungallerdingsin einemörtlich begrenztenGebietundzwarfür � þ`ì W 	
4 î gesucht.Die

an die RändergrenzendenKontrollvoluminabed̈urfen einerbesonderenBehandlung,die

wir jetzt diskutierenwerden.

Eswird zun̈achstein numerischesGitter überdasBerechnungsgebietgelegt. Für einebe-

liebige (aberfeste)naẗurlicheZahl
d

unterteilenwir dasBerechnungsintervall ì W 	
4 î in
d

Teilintervalle gleicherLänge.Die Gitterpunkteseiennundurchdie EndpunktederTeilin-

tervalle sodefiniert,daßdemerstenPunktderIndex W unddemletztenPunktder Index
d

zugeordnetwird: W �`� $ a � : a ~�~�~ a � 8 a ~�~�~ a ���2�`4
Bezeichnetmanmit ���_�ý4N3 d die LängeeinesTeilintervalls,sogilt in Übereinstimmung

mit (1.44) � 8 � /
·����F	X/�� W 	A1J	
4=	A~�~�~�	 d ~ (1.78)

Zu jedem Gitterpunkt mit dem Index / �û1�	
4�	A~�~�~�	 d 0`1 geḧort ein Kontrollvolumenìí� 8 %P:�< � 	
� 8z{ :�< �,î derLänge��� , dasim InnerendesIntervalls ì W 	
4 î liegt.Wir bezeichnendiese

Kontrollvoluminadeshalbals innere Kontrollvolumina. Für jedesinnereKontrollvolumen

kanndie Upwind-Diskretisierung(1.71) direkt angewendet werden. Man erḧalt dadurchd 0G1 lineareGleichungen.

Der Punkt � $ liegt direkt amEinstr̈omranddesBerechnungsgebietes.Der Wert derGitter-

funktion + $ kanndaherdirektausderphysikalischenRandbedingungermitteltwerden:+ $ �G�j�§� � { : �
~ (1.79)
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Abbildung 1.8: Skizzedes � -tenKontrollvolumens.

Am Ausstr̈omrand( � � �ý4 ) liegt keinephysikalischeRandbedingungvor. Zu diesemGit-

terpunktgeḧortauchkeininneresKontrollvolumen,sodaßdieFormel(1.71)nichtangewen-

detwerdenkann.MankanndiesemPunktaberein
”
halbes“ Kontrollvolumen ìí� � %;:�< � 	
� � î

der Länge ����3M4 zuordnen(s. Abb. 1.8) und die Finite-Volumen-Formulierung wie für

ein inneresKontrollvolumendurchzweifacheIntegrationder Konvektionsgleichung̈uberìô� � %;:�< � 	
� � î � ìm� � 	�� � { : î herleiten.Analogzu (1.52)erḧalt mandann+ � 0 + ���� K �;+���0��9+ � %;:�< �����3�4 � W ~ (1.80)

Hier brauchtnur der numerischeKonvektionsstrom�9+ � %;:�< � approximiertwerden,wofür

der Upwind-Konvektionsstrom�;+ � %;: (s. (1.69)) verwendetwird. Die resultierendeGlei-

chungfür dasRandvolumen+ � 0 + �� � K�� + � 02+ � %;:����3�4 � W (1.81)

ergibt zusammenmit den
d 0]1 Gleichungenfür die innerenKontrollvoluminaund der

Randbedingung(1.79)ein System,daßaus
d K�1 linearenGleichungenfür

d K�1 unbe-

kannteGrößen�5+ 8 	
/ � W 	 d � besteht.Die zugeḧorigeKoeffizientenmatrixist tridiagonal,

dasGleichungssystemkannalsodurchdie
c + -Zerlegungfür tridiagonaleSysteme,bekannt

alsThomas-Algorithmus(s.z.B. [45]), gel̈ostwerden.
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Die DefinitiondesnumerischenGesamtfehlers
� � �����
	
���
� (1.58)soll nunebenfallsfür den

Fall einesendlichenBerechnungsgebietesangepaßtwerden.Da die beidenRandpunkte,� $
und � � , jeweils mit einem

”
halben“ Kontrollvolumenin dasBerechnungsgebieteingehen,

werdendie lokalenFehlerin diesenPunktennurmit einemFaktor ����3�4 gewichtet:��� �����
	
���
� 9 � ���4 | + �$ 0�) �$ | K���� · 8 y � %;:_ 8 y : | + �8 0�) �8 | K ���4 | + �� 0�) �� | ~ (1.82)

TestbeispielNo.1. Wir werdennun dasUpwind-Verfahrenzur Berechnungder numeri-

schenLösungfür denTestfall No.1 mit � $ � W ~*) und e�� W ~�1 einsetzen.UnserZiel ist,

die KonvergenzordnungdesVerfahrenszu bestimmen.Dazumüssenwir dasVerhaltendes

Ortsfehlers
� ������� bei ����� W zu einembeliebigenaberfestenZeitpunktuntersuchen.

Wir wählendafür denZeitpunkt
t � 1 . Der Ortsfehlerist als GrenzwertdesGesamtfeh-

lers
�¸� ������	
����� bei ���[� W , \H� �v� t

definiert.NumerischkannmandiesenGrenzwert

nur näherungsweisebestimmen,mit einerbeliebighohenaberdennochfest im vorausvor-

gegebenenGenauigkeit.Wir werdenuns dabeiauf die erstenvier signifikanntenStellen

beschr̈anken.

Wir beginnenmit der Maschenweite���7� W ~�1 . Wir müssennun die Zeitschrittweite���
solangesukzessiv verkleinern,bissichdieersten4 signifikanntenStellendesGesamtfehlers

(zumZeitpunkt
t ��1 ) nichtmehrändern.In derTabelle1.1sinddieWertedesGesamtfeh-

lers für verschiedeneZeitschrittweiten��� aufgelistet.Als NäherungswertdesOrtsfehlers� ������� für ��� � W ~�1 erḧalt mandie Zahl W ~�1(��¹() . In derAbbildung1.9 ist derVerlaufder

Lösungsowie deslokalenFehlers | + 8 02) 8 | exemplarischfür � �¥� W ~ 4 und ��� � W ~ W�WJWJW 1
dargestellt.Bei derZeitschrittweite� �¸� W ~ WJW�WJW 1 ist derZeitfehleranteilausdemGesamt-

fehlerfastvollständigeliminiert (s.Tabelle1.1).Bei derZeitschrittweite� �S� W ~ 4 liegt der

Zeitfehleranteilallerdingsnochin derselbenGrößenordnungwie derOrtsfehleranteil.Die
durchgef̈uhrte Elimination desZeitfehlers aus dem Gesamtfehlerist daher eine not-

wendigeVoraussetzungfür die korrekte BestimmungdesKonvergenzverhaltenseines
Verfahrens.

Wir wiederholendie Prozedurder Elimination desZeitfehlersfür unterschiedlicheMa-

schenweitenund erhaltenso den Ortsfehlerals Funktion von ��� in einer tabellarischen

Form(s.Tabelle1.2).Wir werdeneinesolcheTabelleals � - � á -Tabellebezeichnen.

Wir gehennundavon aus,daßbei hinreichendkleinenWertenvon ��� derOrtsfehlersich

folgendermaßenverḧalt: � ������� 7 ¬ ��� Ã ~ (1.83)
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� � �¸� ������	
����� ��� �¸� ������	
�����
.2 0.3012529491 .001 0.1764255058

.1 0.2517855533 .0005 0.1759179599

.05 0.2187887219 .0002 0.1756125256

.02 0.1944360214 .0001 0.1755105623

.01 0.1852530811 .00005 0.1754595522

.005 0.1804194249 .00002 0.1754289369

.002 0.1774349795 .00001 0.1754187303

Tabelle1.1: TestNo.1( �����! #" ): GesamtfehleralsFunktionvon � 	 bei � � �%�! #" .
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Abbildung 1.9:TestNo.1( �����! #" ): VerlaufderLösungsowie derlokalenFehler �*� 8��U�N8 � für
zwei unterschiedlicheZeitschrittweiten.

Für zwei unterschiedlicheMaschenweiten��� : und ��� � gilt dann� ����� : �� ����� � � 7�� ��� :��� �(� Ã 	 (1.84)

worausmanfolgendeApproximationsformelfür dieKonvergenzordnungs erḧalts 7 `<����� c l ic l &�� æ � ����� : �� ����� � � ê ~ (1.85)

Wir setzennunjeweilszweinachfolgendeMaschenweitenausderTabelle1.2in dieFormel
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��� � ������� ��� � �������
1.000e-1 1.754e-1 5.000e-3 1.793e-2

5.000e-2 1.142e-1 2.500e-3 9.417e-3

2.500e-2 6.936e-2 1.000e-3 3.894e-3

1.000e-2 3.304e-2 5.000e-4 1.970e-3

Tabelle1.2: TestNo.1( �$�%�! #" ): OrtsfehleralsFunktionvon � � .��� 1.000e-1 5.000e-2 2.500e-2 1.000e-2 5.000e-3 2.500e-3 1.000e-3s 0.6190 0.7194 0.8093 0.8818 0.9290 0.9637 0.9830

Tabelle1.3: TestNo.1( ���%�3 #" ): Approximationswertefür Konvergenzordnung� für unter-
schiedlicheMaschenweiten� � .

(1.85)einunderhaltenApproximationswertefür s , diein derTabelle1.3zusammengetragen

sind.EinesolcheTabellewerdenwir entsprechendals � - � á -Tabellebezeichnen.

Aus der s - ��� -Tabellewird ersichtlich,daßmit zunehmenderGitterfeinheitderempirisch

ermittelteWert derApproximationsordnungsich immerwenigervon demtheoretischher-

geleitetenWert von 1 unterscheidet.

Die hier vorgestellteMethodezur empirischenErmittlung der Konvergenzordnungeines

Diskretisierungsverfahrenswird in diesemwie auchin denfolgendenKapitelnnochmehr-

malsangewandt.Eswird dabeiallerdingsnurdasEndergebnispräsentiert,entwederin Form

einer s - ��� -Tabelleoderin Form eines � - � á -Diagramms. Ein s - ��� -Diagrammist eine

graphischeDarstellungderWertepaareausder s - ��� -Tabelle,wobeidie s -Achselinearund

die ��� -Achselogarithmischskaliertwird. Eine logarithmischeSkalierungist sinnvoll, da

auf einerlinear-skaliertenAchsederAbstandzwischenzwei benachbartenWertenvon ���
immer kleinerwird, wenn ��� gegenNull geht.Ein der s - ��� -Tabelle1.3 entsprechendess - ��� -Diagrammist in derAbb. 1.10dargestellt.

Analog zum s - ��� -Diagramm können die Wertepaareaus einer
�

- ��� -Tabelle in ei-

nem � - � á -Diagramm graphischdargestelltwerden.Hier werdenallerdingsbeideAchsen

logarithmischskaliert,da sowohl die ��� -Werteals auch die
�

-Werteimmer dichterbei-

ananderliegen,wenn ��� gegenNull geht.Einedoppel-logarithmischeSkalierunghatauch

einenanderenVorteil.BenimmtsichderOrtsfehlerbeihinreichendkleinenWertenvon ���
wie (1.83),sogilt auch `S��� � ������� 7 `S���à¬ Kös�· `<��� ����~ (1.86)



1.4: UPWIND- UND DOWNWIND-DISKRETISIERUNG 41

.

0.10.05 0.025 0.01 0.005 0.0025 0.001 
dx¡0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

p

Test No.1, sigma=0.1, UPWIND¢
p−dx−Diagramm

Abbildung 1.10:TestNo.1( £�¤%¥3¦#§ ): Das̈ - ©~ª -Diagrammfür dasUpwind-Verfahren.

Das bedeutet,daßbei einer log-log-Skalierungder OrtsfehlereinenlinearenVerlauf hat,

mit einerSteigung,dieproportionalzurKonvergenzordnung« ist. Ein ¬ - ­$® -Diagrammist

insbesonderedannnützlich,wennmandie EffektivitätmehrererDiskretisierungsverfahren

aneinemTestbeispielvergleicht.Man kanndamitgleichzeitigsowohl die Konvergenzord-

nungals auchdie absolutenWertedesOrtsfehlersbeim EinsatzverschiedenerVerfahren

miteinandervergleichen.Für dashier diskutierteTestbeispielist das ¬ - ­�® -Diagrammfür

dasUpwind-Verfahrenin derAbb. 1.11dargestellt.

Zum Abschlußschauenwir unsdie Lösungsprofileauf vier unterschiedlichennumerischen

Gittern an (Abb. 1.12). Man sieht,daßdie Annäherungder numerischenLösungan die

exaktenLösungsprofilenur sehrlangsamerfolgt, und daßselbstbei einerMaschenweite­�®�¯±°³²´°�°�µ (dasentspricht400Gitterpunkten)derUnterschiedzwischenbeidenProfilen

sehrdeutlichzu sehenist. Interessantist auchderCharakterdesnumerischenOrtsfehlers.

Qualitativ wird dasVerhaltender Lösungkorrekt wiedergegeben,die berechnetenProfile

sind aberdurcheinenim Vergleichzur exaktenLösungflacherenVerlaufgekennzeichnet.

Der Grundfür diesesdiffusive VerhaltendesUpwind-Verfahrenswird im weiterenVerlauf

diesesAbschnitteserklärt.

TestbeispielNo.2. Wir wollen nun die KonvergenzordnungdesUpwind-Verfahrensfür

denTestfall No.2 bestimmen.Wir lasseneineausf̈uhrlicheBeschreibung aller Zwischen-

schritteaus,undpräsentierennur dasEndergebnisin Form eines« - ­�® -Diagramms(Abb.

1.13).Wie bereitserwähnt,betr̈agtdie empirischermittelteKonvergenzordnungin diesem
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Abbildung 1.11:TestNo.1( £$¤%¥!¦#§ ): Das ¼ - ©½ª -Diagrammfür dasUpwind-Verfahren.

Fall nur °h²5µ , wasauf die Diskontinuiẗat der Lösungzurückzuf̈uhrenist. In Abb. 1.14sind

dieLösungsprofilefür 2 unterschiedlicheMaschenweitenaufgetragen.Währendim Testfall

No.1 auf einemGitter mit 400 KontrollvoluminaeinedurchausbrauchbarëUbereinstim-

mungmit der exaktenLösungfestgestelltwerdenkonnte,kannim Testfall No.2 auf dem

gleichenGitter kein zufriedenstellendesErgebniserzieltwerden(Abb. 1.14,links). Selbst

auf einemGitter mit derMaschenweite­�®¾¯¿°³²5°�°�°�µ (entspricht4000(!) Kontrollvolumi-

na)kannmandeutlichdieUnterschiedezwischenderexaktenunddernumerischenLösung

erkennen(Abb. 1.14,rechts).

SteileGradienten. DasProblemmit demschlechtenKonvergenzverhaltendesUpwind-

Verfahrenstritt nichtnur im FalleeinerdiskontinuierlichenLösungauf,sondernauchdann,

wenndieLösungsteileGradientenaufweist,wie dasz.B. im TestbeispielNo.1für À}¯Á°h²5°�Â
derFall ist (s. Abb. 1.4).Aus dem « - ­�® -Diagramm(Abb. 1.15)erkenntman,daßdie em-

pirischermittelteKonvergenzordnungsichzwardemtheoretischenWert von 1 nähert,aber

selbstauf einemsehrfeinenGitter mit der Maschenweite­�®�¯Ã°h²5°�°hÄ nochweit davon

entferntist. Daskommtdaher, daßderAnstieg derLösungvomWert ° auf denWert Ä sich

aufeinemsehrengenIntervall vollzieht,undobwohldieserAnstieg aufeinekontinuierliche

Weiseerfogt,wird dieseKontinuiẗatnuraufsehrfeinenGitternvomnumerischenVerfahren

erfaßt.Auf dengröberenGitterndagegen,
”
fällt“ dieserstetigeÜbergangdurchdasnumeri-

scheGitter, unddienumerischeLösungbenimmtsichwie im Falleeinerdiskontinuierlichen

Lösungsfunktion.
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Abbildung 1.12:TestNo.1( £�¤�¥!¦#§ ): VerlaufderLösungsowie derlokalenFehler Ð*ÑÓÒ³Ô{Õ!ÒGÐ
für vier unterschiedlicheMaschenweiten.

NumerischeDiffusion. Wir habenbereitsgesehen,daßdie Ortsfehlerbeim Einsatzdes

Upwind-Verfahrensvor allemdadurchverursachtwerden,daßdieberechneteLösungeinen

flacherenVerlauf hat, als die exakteLösungder linearenKonvektionsgleichung.Dasgilt

sowohl für den Testfall No.1 als auchfür den Testfall No.2. Diesesstark diffusive Ver-

haltenderUpwind-Diskretisierungläßtsich auchtheoretischbegründen.Schautmansich

denörtlichenAbbruchfehler(1.76)an,sostellt manfest,daßdie Dif ferenzenformel(1.71)

die ursprunglicheKonvektionsgleichung(1.42)zwarmit ersterOrdnungapproximiert,aber

nochbesser, undzwarmit zweiterOrdnung,approximiertsiedie Konvektions-Diffusions-

Gleichung Ö�×�ØÚÙ³Ö�Û ¯�Ü Ö�ÛÝÛ (1.87)
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Abbildung 1.13:TestbeispielNo.2:Das̈ - ©~ª -Diagrammfür dasUpwind-Verfahren.
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Abbildung 1.14:TestbeispielNo.2:VerlaufderLösungfür 2 unterschiedlicheMaschenweiten.



1.4: UPWIND- UND DOWNWIND-DISKRETISIERUNG 45

.

0.10.05ì0.025ì0.01ì0.005ì0.0025ì0.001ì
dx

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

1.8

2.0

p

Test No.1, sigma=0.02, UPWINDí
p−dx−Diagrammî

Abbildung 1.15:TestNo.1( £�¤%¥!¦&¥�ï ): Das̈ - ©~ª -Diagrammfür dasUpwind-Verfahren.

mit Ü ¯
Ù ­$®Â ² (1.88)

WürdemandieGleichung(1.87)beieinemfestvorgegebenenWertvon ­�® (alsParameter)

exakt lösen,unddieseexakteLösungzusammenmit dernumerischenLösungderKonvek-

tionsgleichungmittels Upwind-Verfahrens(auf einemGitter mit derselbenMaschenweite­�® ) graphischdarstellen,sowürdemanpraktischkeinenUnterschiedzwischendenbeiden

Profilensehenkönnen.

Die Größe Ü wird alsnumerische Diffusionbezeichnet.Wir sehen,daßdie Größedernu-

merischenDif fusionlinearvon ­$® abḧangtundmit zunehmenderGitterverfeinerunggegen

Null geht.Da manallerdingsimmer nur mit einerendlichgroßenMaschenweitearbeitet,

ist der Wert von Ü stetsgrößerals Null. Das erklärt sowohl dasdiffusive Verhaltendes

Upwind-Verfahrensals auchdie Tatsache,daßdie GlättungderLösungmit zunehmender

VerfeinerungdesGittersabnimmt(s.Abb. 1.12).

DenEinflußdernumerischenDif fusionauf die Lösungder linearenKonvektionsgleichung

kannmanqualitativ untersuchen,wennmanalsAnfangsbedingungfür dasCauchy-Problem

(1.19,1.20)die Funktion
Ö�ðòñ ®ôóõ¯÷öùø<ú ñIû ®ôóÝüý®]þ ñTÿ�� ü Ø�� ó ² (1.89)

wählt.Die LösungderKonvektionsgleichunglautetin diesemFall
Ö � ñ ®fü � ó�¯÷öùø<ú ñIûôñ ® ÿ%Ù � ó>óÝü (1.90)
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Abbildung 1.16:VergleichderFunktionenÕ ��
 ª
����� und Õ ����
 ª������ für zweiParameters̈atze.

währenddie Lösungder Konvektions-Diffusions-Gleichung(1.87) folgendermaßenaus-

sieht:
Ö ��� ñ ®fü � ó�¯���� �����

× öùø<ú ñIûôñ ® ÿ%Ù � ó>ó�¯���� �����
×
�
Ö � ñ ®fü � óÝ² (1.91)

Für zwei Wertevon

û
sinddie VerläufederFunktionen

Ö � ñ ®fü � ó und

Ö ��� ñ ®fü � ó zumZeit-

punkt
� ¯ Ä in derAbb. 1.16exemplarischdargestellt.Mansieht,daßdasLösungsprofilmit

der richtigenGeschwindigkeitentlangder ® -Achsetransportiertwird, die Amplitude der

Lösungnimmt abermit derZeit exponentialab. Die Abnahmeratenimmt sowohl mit dem

steigendenDif fusionskoeffizientenÜ alsauchmit dersteigendenWellenzahl

û
zu.

Löst mannun die lineareKonvektionsgleichungfür einebeliebigeFunktion

Ö ð ñ ®ôó auf ei-

nemGitter mit derMaschenweite­$® , sokannauf diesemGitter die Anfangsbedingungin

eineendlicheFourier-Reihemit dermaximalenWellenzahl(
”
wavenumber“ )

û
�� 
Û ¯"!$#(­�®

zerlegt werden.Bei einerGitterverfeinerungnimmt der numerischeDif fusionskoeffizient

einerseitslinearab. Andererseitsnimmt die maxialeWellenzahlunddie Anzahlder Sum-

mandenin derFourier-Reihezu.Tretenin derAnfangsbedingungsteileGradientenauf, so

sinddieneuenhochfrequentenSummanden̈ubergewichtet,solangedasGitternicht fein ge-

nugist. In diesemBereichwird die theoretischeKonvergenzordnungvon 1 empirischnicht

besẗatigt. Erst wenndasnumerischeGitter so fein ist, daßderBeitragderhochfrequenten

Summandenexponentiellabnimmt,wird dieKonvergenzordnungvon1 tats̈achlicherreicht.

Im TestfallNo.1mit À}¯Á°h²5°�Â passiertdasbeieinerkleinerenMaschenweite,alsim Fall mitÀ1¯ °³²<Ä , waserklärt,warumbei derselbenAuflösungdasUpwind-Verfahrenfür ÀÚ¯ °h²5°�Â
viel schlechterabschneidetalsfür À}¯Á°h²<Ä .
DieseVorgehensweisezur UntersuchungdesqualitativenVerhaltensdernumerischenLö-
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sungmittelseinerDif ferentialgleichung,dievoneinemDiskretisierungsverfahrenmit einer

höherenOrdnungapproximiertwird, als die ursprunglichelineareKonvektionsgleichung,

werdenwir nochmehrmalsverwenden.Die entsprechendeDif ferentialgleichunghat in der

LiteratureineneigenenNamenerhalten.Siewird als
”
modifizierteGleichung“ (

”
modified

equation“ [77]), manchmalauchals
”
äquivalenteDif ferentialgleichung“ (

”
equivalentdiffe-

rentialequation“ [45]) einesVerfahrensbezeichnet.

Upwind-Verfahren: Zusammenfassung. Wir wollen nundie gewonnenenErkenntnisse

ausder UntersuchungdesUpwind-Verfahrenszusammenfassen.Die Upwind-Diskretisie-

rung hat die Approximationsordnungvon 1 und ist ein absolutstabilesVerfahren.Sie hat

damit die Konvergenzordnung1. DieseAussagegilt allerdingsnur für hinreichendglatte

Lösungen.Im Falle einerdiskontinuierlichen(schwachen)Lösungder linerarenKonvekti-

onsgleichunghatdasUpwind-VerfahreneineniedrigereKonvergenzordnungvon0.5.Ist die

Lösungglatt, weist abersteileGradientenauf, so ist die theoretischeKonvergenzordnung

nur auf sehrfeinenGittern erreichbar. Bei denin der PraxisverwendbarengröberenGit-

tern ist die (empirischermittelte)Konvergenzordnungwesentlichniedriger. DasUpwind-

Verfahrenliefert physikalischsinnvolle Lösungen,die allerdingswesentlichflacherver-

laufen,als die exakteLösungder Dif ferentialgleichung.Der Grunddafür liegt in der nu-

merischenDif fusion,die mit der Upwind-Diskretisierungverbundenist, da dasUpwind-

Verfahrenmit zweiterOrdnungeineKonvektions-Diffusions-Gleichungapproximiert.Das

Ausmaßder numerischbedingtenDif fusion ist dabeilinearproportionalzu derKonvekti-

onsgeschwindigkeit

Ù
undzu derMaschenweite­$® .

Downwind-Verfahren. In einerähnlichenWeise,wie wir dasUpwind-Verfahrenunter-

suchthaben,wollen wir nun auchdasDownwind-Verfahrenbehandeln.Für den lokalen

AbbruchfehlerderDownwind-Diskretisierunggilt:% ñ ­�®füÝ­ � ó�¯
Öfñ ®fü � Ø ­ � ó ÿ%Öfñ ® ü � ó­ �

Ø%Ù Öfñ ® Ø ­�®fü � Ø ­ � ó ÿ%Öfñ ®fü � Ø ­ � ó­�® ² (1.92)

Der Grenz̈ubergang­ �'& ° führtzu% ñ ­�®ôó�¯ (<ø*)+ × , ð % ñ ­$®füÝ­ � ó ¯ Ö × ØÚÙ Öfñ ® Ø ­�®ôü � ó ÿ%Ö ñ ®fü � ó­�® ² (1.93)

EinsatzderTaylorentwicklungderFunktion

Ö ñ ²<ü � ó umdenPunkt ®Öfñ ® Ø ­�®fü � ó ¯ Öfñ ® ü � ó Ø ­�® Ö Û ñ ®fü � ó Ø ­�®
-Â
Ö ÛÝÛ ñ ®fü � ó Ø . ñ ­�®0/òó (1.94)

in dieGleichung(1.93)führtnunzu% ñ ­�® óý¯ Ö × ØÚÙ³Ö Û Ø Ù ­�®Â
Ö ÛÝÛ Ø . ñ ­$® - óL¯

Ù ­$®Â
Ö ÛÝÛ Ø . ñ ­�® - óL¯ . ñ ­$®ôóÝü (1.95)
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undwir stellenfest,daßdasDownwind-Verfahrendie Approximationsordnung1 hat.

Im Unterschiedzur Upwind-Diskretisierungist dasDownwind-Verfahrenallerdingsnume-

rischinstabil,undzwarunabḧangigvonderZeitschrittweite­ � . DerGrundfür dieseInsta-

bilit ät liegt darin,daßdiesesVerfahrenwichtige Eigenschaftender Konvektionsgleichung

verletzt.WährendsichdieLösungderlinearenKonvektionsgleichungmit derpositivenGe-

schwindigkeit

Ù
entlangder ® -Achsefortpflanzt,die Informationalsovon links nachrechts

”
propagiert“ , wird beiderDownwind-Approximationfür 1 Ò �3254 - derWertderGitterfunktion

verwendet,derstromabwärts liegt.ManapproximiertdamitsozusagengegendieStromrich-

tung.Wir wollen nundasVerhaltendesDownwind-VerfahrensanhandsdesTestfallsNo.1

veranschaulichen,unddabeigleichzeitigdie etwasvageAussagëuberdie Fehlapproxima-

tion verdeutlichen.

Die BehandlungderRandelementeerfolgt auf die gleicheWeisewie bei Upwind-Diskreti-

sierung.Am Einstr̈omrandgilt dieRandbedingung(1.79),undamAusstr̈omrandverwendet

man die Gleichung(1.80) für das
”
halbe“ Kontrollvolumen,in die man die Downwind-

Approximation

Ù
1�6 (s. (1.70)) für dennumerischenKonvektionsstrom

Ù
1 6 �72�4 - einsetzt.

Zur besseren̈Ubersichtlichkeitfassenwir dasresultierendeGleichungssystenhiernochein-

malzusammen:

1
ð ¯ 8

ñ
��9;: 2 ó (1.96)1 2

ÿ
1 2­ �

Ø%Ù 1 - ÿ 1 2­$® ¯ °
1 -

ÿ
1 -­ �

Ø%Ù 1 / ÿ 1 -­$® ¯ °²S²<²1$6 �72
ÿ
1�6 �32­ �

ØÚÙ 1�6 ÿ 1�6 �32­�® ¯ °
1 6

ÿ
1 6­ �

ØÚÙ 1 6 ÿ 1 6­�®<# Â ¯ °h² (1.97)

BereitsanhanddiesesGleichungssystemskann man feststellen,daßdasDownwind-Ver-

fahrennicht gegendie exakteLösungder Dif ferentialgleichungkonvergierenkann.Man

siehtz.B.,daßdie Gleichung(1.96)von denanderenGleichungendesSystemsvollständig

entkoppeltist, dadie unbekannteGröße 1
ð

in keineweitereGleichungeingeht.Die physi-

kalischeRandbedingungamEinstr̈omrandbestimmtzwardenWert 1
ð
, hataberüberhaupt

keinenEinflußaufdieLösungim InnerendesBerechnungsgebietes.Am rechtenRandwird
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Abbildung 1.17:TestNo.1( £�¤%¥3¦#§ ): VerlaufderLösungzu 4 unterschiedlichenZeitpunkten.

ebenfallskeinesinnvolle Lösungberechnet,daausGleichung(1.97)folgt, daß 1�6 ¯ 1D6
gilt, die numerischeLösungam rechtenRandändertsich alsomit der Zeit nicht. Die In-

stabiliẗat desVerfahrenssorgt außerdemdafür, daßim InnerendesBerechnungsgebietes

Oszillationenentstehen,die mit derZeit anwachsen,wie ausderAbb.1.17für die Lösung

auf einemGitter mit derMaschenweite­$®1¯2°h²5°�µ ersichtlichist. Reduziertmandie Ma-

schenweite,fallendieOszillationennochsẗarkeraus.

DasqualitativeVerhaltendermit demDownwind-VerfahrenerrechnetenLösungkannman

ebenfallsmit Hilfe der modifiziertenGleichungerklären.Schautmansich den örtlichen

Abbruchfehler(1.95)an,so stellt manfest,daßdie Dif ferenzenformel(1.72) mit zweiter
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OrdnungwiederumdieKonvektions-Diffusions-GleichungÖ�×�ØÚÙ³Ö�Û ¯�Ü Ö�ÛÝÛ (1.98)

approximiert,wobeidiesmal— im GegensatzzumUpwind-Verfahren— derDif fusionsko-

effizient Ü negativ ist: Ü ¯ ÿ Ù ­�®Â ² (1.99)

Währendbei einempositivenDif fusionskoeffizientendie Gradientenin derLösungmit der

Zeit abgeflachtwerden,passiertbeieinemnegativenDif fusionskoeffizientengenaudasGe-

genteil:die kleinstenUnterschiedeim Lösungverlauf wachsenmit der Zeit an. Aufgrund

von numerischenRundungsfehlernkönnenkleine Unebenheitenim Lösungsverlauf selbst

dortentstehen,wo dieLösungzun̈achstkonstantwar. Mit derGitterverfeinerungnimmtdie

AnzahlsolcherUnebenheitensogarnochzu,sodaßdieFrequenzderOszillationenebenfalls

größerwird.

1.5 Zentral-Differ enz

Im letztenAbschnitt habenwir zwei Diskretisierungsverfahrenuntersucht,die auf einer

stückweisekonstantenInterpolationdernumerischenLösungzwischendenGitterpunkten

basieren.Einesvon diesenbeidenVerfahren,die Upwind-Diskretisierung,hatsichals sta-

biles Verfahrenerwiesen,dasauchphysikalischsinnvolle Lösungenliefert, ist allerdings

nur ersterOrdnunggenau,waseine viel zu langsameKonvergenzordnungzu Folge hat.

Wir wollen nunversuchen,ein Verfahrenmit einerhöherenKonvergenzordnungzu erzeu-

gen,indemwir anstattderstückweisekonstantenInterpolationeinelineareInterpolationder

LösungzwischendenGitterpunktenverwenden:

1
ñ ®ôóL¯E1�Ò �72 Ø ñ ® ÿ ®�Ò �72 ó � 1 Ò

ÿ
1�Ò �72­$® ü8®UþGF&® Ò �72 üÝ®�ÒIH (1.100)

DerVerlaufdersodefiniertenFunktion 1
ñ ®ôó ist in derAbb. 1.18skizziert.

Für eineso definiertelineareInterpolationist der Wert der Funktion 1
ñ ® ó an der Stelle® Ò �72�4 - gleichdemMittelwert von 1�Ò �72 und 1�Ò . Für dennumerischenKonvektionsstromgilt

daher Ù
1 Ò �72�4 - ¯EJLKNM�O

ñ
1�PRQ

ÿ ÄS#(Â3ó�¯ Ù 1 Ò �72 Ø 1�ÒÂ ² (1.101)

SetztmandiesenKonvektionsstromin die Finite-Volumen-Gleichung(1.53)ein, so ergibt

sich eineDiskretisierungder Konvektionsgleichung,die der Approximationder örtlichen

Ableitungdurchdiezentrale Differenzentspricht:
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Abbildung 1.18:LineareInterpolationderLösungzwischendenGitterpunkten.

T�UWVYXZ1�Ò ÿ 1 Ò­ �
Ø%Ù 1 Ò : 2 ÿ 1�Ò �72Â�­�® ¯÷°³² (1.102)

Für das resultierendeDiskretisierungsverfahrenwerdenwir die in der Literatur übliche

AbkürzungCDS(
”
centraldifferencingscheme“ ) benutzen.

AnalogzumvorigenAbschnittkannmandenörtlichenAbbruchfehlerfür dasCDS-Verfah-

renbestimmen: % ñ ­�®ôó�¯ Ö�× Ø%Ù Ö ñ ® Ø ­�®ôü � ó ÿ1Öfñ ® ÿ ­$®fü � óÂ�­�® ² (1.103)

EinsatzderTaylorentwicklungderFunktion

Öfñ ²Sü � ó umdenPunkt ® in die rechteSeiteführt

zu: % ñ ­�®ôóõ¯ Ö × ØÚÙ³Ö Û Ø Ù ­�® -[ Ö ÛÝÛÝÛ Ø . ñ ­$®7\òó ² (1.104)

bzw., dadieSummedererstenbeidenTermegleichNull ist,% ñ ­$®ôó�¯
Ù ­�® -[ Ö ÛÝÛÝÛ Ø . ñ ­�®7\òóL¯ . ñ ­�®
-ÝóÝ² (1.105)

Das CDS-Verfahrenbesitzt somit die Approximationsordnungvon 2. Wie dasUpwind-

Verfahrenist dasCDS-Verfahrenebenfallsabsolutstabil.Darausfolgt, daßeskonvergent

ist undaufglattenLösungendie Konvergenzordnung2 hat.
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Abbildung 1.19:Testf̈alle1 und2: Das ¨ - ©~ª -Diagrammfür dasCDS-Verfahren.

Wir werdennundasVerhaltenderCDS-DiskretisierunganunserenTestf̈allen1 und2 unter-

suchen.Die BehandlungderRandelementeerfolgt auf die gleicheWeisewie bei Upwind-

Diskretisierung.Am Einstr̈omrandgilt die Randbedingung(1.79),und am Ausstr̈omrand

verwendetman die Gleichung(1.80) für das
”
halbe“ Kontrollvolumen,in die man die

CDS-Approximation

Ù�ñ
1 6 �72

Ø
1 6 ó`# Â (s. (1.101))für den numerischenKonvektions-

strom

Ù
1$6 �72�4 - einsetzt.Die resultierendeFormellautet:

1�6
ÿ
1a6­ �

ØÚÙ 1�6 ÿ 1$6 �72­�® ¯Á°h² (1.106)

In Abb. 1.19sind die « - ­�® -Diagrammefür beideTestf̈alle dargestellt.Man sieht,daßdie

empirischeKonvergenzordnungim Testfall1 fürbeideÀ -Werte2 betr̈agt.Im Testfall2 dage-

genwird lediglicheineKonvergenzordnungvon0.47erreicht.Wir wollennundasVerhalten

dernumerischenLösungfür beideTestf̈alle detailliertuntersuchen.
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Abbildung 1.20:TestNo.1( £$¤1¥!¦#§ ): VerlaufderLösungfür 4 unterschiedlicheMaschenweiten.

TestbeispielNo.1. In der Abb. 1.20sind die Profile der Lösungauf 4 unterschiedlichen

Gittern für denFall ÀÚ¯ °h²<Ä dargestellt.Man sieht,daßbereitsbei einerAuflösungvon 40

Gitterpunkten( ­�® ¯ °³²´°�µ ) eineguteÜbereinstimmungmit derexaktenLösungim Front-

bereicherzieltwird. DerGroßanteildesnumerischenFehlersresultiertausdemVerlaufder

LösunghinterderFront.Hier weisendieLösungsprofilestarkeOszillationenauf.Im Gegen-

satzzu Downwind-DiskretisierungnehmendieseOszillationenmit derGitterverfeinerung

jedochab. Bei einerAuflösungvon 200 Gitterpunkten( ­�® ¯Ã°h²5°³Ä ) sind sie (zumindest

optisch)nicht mehrerkennbar. Im Fall von À�¯ °h²5°�Â sinddie Oszillationenallerdingsviel

sẗarkerausgepr̈agt (Abb. 1.21)und sindselbstbei einerAuflösungvon 200 Gitterpunkten

nochdeutlichzusehen.

Dain derexaktenLösungkeinesolcheSchwankungenvorhandensind,sinddieseOszillatio-
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Abbildung 1.21:TestNo.1( £�¤%¥!¦&¥(ï�� : VerlaufderLösungfür 2 unterschiedlicheMaschenweiten.
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Abbildung 1.22:TestNo.2: VerlaufderLösungfür 4 unterschiedlicheMaschenweiten.
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nenreinnumerischerNatur. Mansprichtin diesemZusammenhangvoneiner
”
numerischen

Dispersion“ . DerGrundfür dasdispersiveVerhaltendesCDS-Verfahrenswird weiterunten

erklärt.

TestbeispielNo.2. In derAbb. 1.22sinddie ProfilederLösungfür denTestfallNo.2auf

4 unterschiedlichenGittern dargestellt. Man sieht, daßselbst bei einer Auflösungvon

20000(!!) Gitterpunkten( ­�®÷¯�°h²5°�°�°³Ä ) starkeOszillationenvorhandensind. Im großen

Teil derLösungsstreckenimmtdieAmplitudederSchwankungenmit derGitterverfeinerung

jedochab, auchwenn dassehrlangsampassiert.Obwohl die beidenDikontinuitätenim

Vergleich zu Abb. 1.14 viel besseraufgel̈ost werden,sorgt der großenumerischeFehler

im Bereichder Fluktuationendafür, daßdasCDS-Verfahrenin diesemTestfall mit einer

empirischenKonvergenzordnungvon 0.47 sogarschlechterabschneidetals dasUpwind-

Verfahren.Die hier vorgestelltenLösungsprofilesind insbesonderefür denVergleich mit

anderenDiskretisierungsverfahreninteressant,diesp̈atervorgestelltwerden.

NumerischeDispersion. Zur UntersuchungdesqualitativenVerhaltensdesCDS-Verfah-

renswendenwir unswiederdermodifiziertenGleichungzu. Aus der Darstellung(1.104)

für denörtlichenAbbruchfehlerdesCDS-Verfahrenssiehtman,daßdie Dif ferenzenformel

(1.102)die urspr̈unglicheKonvektionsgleichung(1.42)zwarmit zweiterOrdnungapproxi-

miert, abernochbesser, und zwar mit vierter Ordnung,approximiertsie die Konvektions-

Dispersions-Gleichung(auchalsKorteweg-deVries-Gleichungbekannt):Ö × Ø%ÙhÖ Û ¯Et
Ö ÛÝÛÝÛ

(1.107)

mit

t ¯ ÿ Ù ­$® -[ ² (1.108)

Die Größe t wird alsnumerischeDispersionbezeichnet.Siehängtquadratischvon ­�® ab

undgehtmit zunehmenderGitterverfeinerunggegenNull.

DerEinflußdernumerischenDispersionaufdieLösungderlinearenKonvektionsgleichung

kannmanqualitativ untersuchen,wennmanalsAnfangsbedingungfür dasCauchy-Problem

(1.19,1.20)wiederumdieFunktionÖ�ðòñ ®ôóõ¯÷öùø<ú ñIû ®ôóÝüý®]þ ñTÿ�� ü Ø�� ó ² (1.109)

wählt.Die LösungderKonvektionsgleichunglautetin diesemFallÖ � ñ ®fü � ó�¯÷öùø<ú ñIûôñ ® ÿ%Ù � ó>óÝü (1.110)
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Abbildung 1.23:VergleichderFunktionenÕ ��
 ª������ und Õ ��� Ò 
 ª
����� für zweiParameters̈atze.

währenddie LösungderKonvektions-Dispersions-Gleichung(1.107)folgendermaßenaus-

sieht:
Ö �u� Ò ñ ®fü � ó�¯÷öùø<ú ñIûôñ ® ÿ%Ù � ÿ t û - � óTó�¯ Ö � ñ ® ÿ t û - � ü � óÝ² (1.111)

Man sieht,daßdie Lösungder Konvektions-Dispersions-Gleichungum t
û
- � der Lösung

derKonvektionsgleichungvorauseilt(bzw. – beinegativem t – hinterherbleibt).Wichtig ist,

daßdie SẗarkederVerschiebungzwischenbeidenLösungennichtnurvon dernumerischen

Dispersion t , sondernauchvon der Wellenzahl

û
abḧangt.Für zwei Werte von

û
sind

die Verläufeder Funktionen

Ö � ñ ®fü � ó und

Ö ��� Ò ñ ®fü � ó zum Zeitpunkt
� ¯ Ä in Abb. 1.23

exemplarischdargestellt.

Löst mandie lineareKonvektionsgleichungfür einebeliebigeFunktion

Ö ð ñ ®ôó auf einem

Gitter mit derMaschenweite­�® , sokannauf diesemGitter die Anfangsbedingungin eine

endlicheFourier-Reihezerlegt werden.Da die einzelnenKomponentendieserZerlegung

sichmit unterschiedlichenGeschwindigkeiten(

Ù½Ø
t
û
- ) entlangder ® -Achsefortpflanzen,

”
driften“ sie auseinanderund verursachendamit die bereitsbeobachtetenOszillationenin

der numerischenLösung.Beim CDS-Verfahrenist der numerischeDispersionskoeffizientt negativ, sodaßalle Komponentensichzu langsamrelativ zur exaktenLösungbewegen.

Die Oszillationentretendeshalbim TestfallNo.1hinterderFrontauf.

CDS-Verfahren: Zusammenfassung. Wir wollen nundie gewonnenenErkenntnisseaus

derUntersuchungdesCDS-Verfahrenskurzzusammenfassen.Die CDS-Diskretisierunghat

die Approximationsordnungvon 2 undist ein absolutstabilesVerfahren.Siehatdamitdie

Konvergenzordnung2. DieseAussagegilt allerdingsnur für hinreichendglatteLösungen.
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Abbildung 1.24:LinearesUpwindVerfahren(LUDS).

Im FalleeinerdiskontinuierlichenLösungderlinerarenKonvektionsgleichunghatdasCDS-

VerfahreneinewesentlichniedrigereKonvergenzordnung.

ObwohldasCDS-Verfahreneineim VergleichzumUpwind-VerfahrenhöhereKonvergenz-

ratehat,kanneszumLösenvon konvektionsdominantenProblemennicht eingesetztwer-

den.Der Grunddafür ist die numerischeDispersion,die starkeunphysikalischeOszillatio-

nenin dernumerischenLösungverursacht.SolcheOszillationenführeninsbesonderedann

zuSchwierigkeiten,wenndiezutransportierendeGrößephysikalischkeinenegativenWerte

annehmendarf (wie z.B.Konzentration,Gasgehalt,turbulentekinetischeEnergie usw.).

Im weiterenVerlaufdesKapitelswerdenwir daherversuchen,ein Verfahrenzu konstruie-

ren,dasgleichzeitigeinehoheKonvergenzordnunghatundkeineunphysikalischenLösun-

genproduziert.

1.6 Upwind-Verfahrenzweiter Ordnung

In vorigenAbschnittenhabenwir zweistabileDiskretisierungsverfahrenkennengelernt.Das

Upwind-VerfahrenbenutztdiestückweisekonstanteInterpolationderGitterfunktionundist
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dahernur ersterOrdnunggenau,verwendetbei der Interpolationaberausschließlichden

Wert der Gitterfunktion stromaufẅarts von der Approximationsstelleund liefert deshalb

physikalischsinnvolle LösungenohneOszillationen.DasCDS-Verfahrenbenutztdagegen

die lineareInterpolationderunbekanntenFunktionzwischendenGitterpunkten,worausdie

Approximationsordnungvon 2 resultiert,gewichtet dabeibeideWerteder Gitterfunktion,

diesichlinks undrechtsvonderApproximationsstellebefinden,mit einemFaktor0.5,was

in einemdispersivenCharakterdesVerfahrensresultiert.

Da wir auf der SuchenacheinemVerfahrensind,dasdie VorteiledieserbeidenDiskreti-

sierungsmethodenverkoppelt,liegt esnahe,eine
”
konzeptionelleMischung“ ausbeidenzu

bilden,indemmandie lineareInterpolationmit derÜbergewichtungderstromaufẅartslie-

gendenPunkteverbindet.Ein entsprechendesVerfahrenwurdevon Price et al. [96] bereits

im Jahre1966vorgeschlagenund ist unterdemNamen
”
Upwind-Verfahren zweiterOrd-

nung“ bekannt.Wir benutzenfür diesesVerfahrendie in derenglischsprachigenLiteratur

üblicheAbkürzungLUDS(
”
linearupwinddifferencingscheme“ ).

Beim LUDS-Verfahrenverwendetmanzur BerechnungdesWertesderFunktion 1
ñ ®ôó an

derStelle® Ò �72�4 - eineGerade,dienichtwie im CDS-VerfahrendurchdiePunkte

ñ ®�Ò �72 üv1�Ò �72 ó
und

ñ ®�Ò�üv1�Ò ó geht,sonderndurchdiePunkte

ñ ®�Ò � - üv1�Ò � - ó und

ñ ®�Ò �32 üv1�Ò �72 ó (s.Abb. 1.24).Für

dennumerischenKonvektionsstromgilt dannÙ
1�Ò �3254 - ¯EJxwzy M�O

ñ
1�PRQ

ÿ Ä�# Â3ó�¯ Ù { 1 Ò �72 ÿ 1 Ò � -Â ² (1.112)

SetztmandiesenKonvektionsstromin die Finite-Volumen-Gleichung(1.53)ein, so ergibt

sich eineDiskretisierungder Konvektionsgleichung,die der Approximationder örtlichen

AbleitungdurchdieRückwärtsdifferenzzweiterOrdnungentspricht:

|~}�UZV�XZ1�Ò ÿ 1 Ò­ �
Ø%Ù { 1�Ò ÿ � 1�Ò �72 Ø 1�Ò � -Â�­�® ¯ °h² (1.113)

Für denörtlichenAbbruchfehlerdesLUDS-Verfahrensgilt% ñ ­�® óL¯ Ö × ØÚÙ³Ö Û ÿ Ù ­$® -{ Ö ÛÝÛÝÛ Ø Ù ­$® /� Ö ÛÝÛÝÛÝÛ Ø . ñ ­�®0\òó ü (1.114)

dasVerfahrenhat alsodie Approximationsordnungvon 2. Es ist außerdemwie dasCDS-

und Upwind-Verfahrenabsolutstabil. Darausfolgt, daßeskonvergentist und auf glatten

Lösungendie Konvergenzordnung2 hat.

Die Behandlungvon Randbedingungenerfolgt auf die gleicheWeisewie bei anderenVer-

fahren.Die resultierendeFormelfür dasletzteVolumenelementlautet:1�6
ÿ
1a6­ �

ØÚÙ Â�1�6 ÿ { 1�6 �32 Ø 1�6 � -­�® ¯Á°h² (1.115)
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EinerbesonderenBehandlungbedarfdasVolumenelementmit derNummer1. AusderDif-

ferenzenformel(1.113)siehtman,daßfür diesesKontrollvolumenderWertderGitterfunk-

tion an derStelle ® �32 ben̈otigt wird, die außerhalbdesBerechnungsgebietesliegt. Dieses

Problemkannmandadurchumgehen,daßmandenWert 1 �72 gleichdemWert derGitter-

funktion amRandsetzt: 1 �72 ¯�1
ð
. DieseVorgehensweiseist nur dannzulässig,wenndie

Randbedingungsichzeitlichnichtbzw. sehrwenigändert.Testf̈alle1 und2 gen̈ugendieser

Anforderung.Bei instation̈aren RandbedingungendagegenkanndieseApproximationdie

KonvergenzordnungdesVerfahrensim gesamtenLösungsgebietnegativ beeinfl̈ussen.Diese

Problematikwird im Abschnitt1.11nochausf̈uhrlichbesprochen.

Die numerischeBehandlungdesresultierendenGleichungssystemsist um einigesaufwen-

diger als beim CDS-Verfahren,da infolge desUpwindingsdie Koeffizientenmatrixkeine

tridiagonaleStrukturmehrhatunddasThomas-Algorithmusnichtdirekteingesetztwerden

kann.Man kannallerdingsdasSystemin einetridiagonaleForm bringen,indemmaneini-

geTermeauf die rechteSeiteschiebtundalsQuelltermequasi-explizit behandelt.
”
Quasi-

explizit“ bedeutetin diesemZusammenhang,daßmandasresultierendeGleichungssystem

mehrfachlöstundauf der rechtenSeitedie WerteausdervorigenIteration(undnicht aus

deraltenZeitebenewie beizeit-explizitenVerfahren)rekursiv einsetzt.

Die Aufteilung derGleichung(1.113)in Terme,die implizit, undTerme,die quasi-explizit

behandeltwerden,kannsehrbequemauf der Ebeneder numerischenKonvektionsstr̈ome

durchgef̈uhrt werden.Der LUDS-Konvektionsstromkannfolgendermaßendargestelltwer-

den:

Jxwzy M�O
ñ
1�PRQ

ÿ Ä�# Â3ó ¯ Ù
1�Ò �72 Ø%Ù 1 Ò �72

ÿ
1 Ò � -Â¯ X J�y`�

ñ
1�PRQ

ÿ ÄS#(Â3ó Ø J M�K ñ 1�PRQ ÿ Ä�# Â3ó ² (1.116)

Anschließendführtmandie Initialisierungdurch:

1L�
ð
� ¯ 1

undlöstrekursiv dasGleichungssystem

1 � w : 2 �Ò ÿ
1 Ò­ �

Ø J y`�
ñ
1 � w : 2 � PRQ

Ø Ä�# Â3ó ÿ J y`� ñ 1 � w : 2 � PRQ ÿ ÄS#(Â3ó­�® ¯ÿ J M�K
ñ
1 � w � PRQ

Ø ÄS#(Â!ó ÿ J M�K ñ 1 � w � PRQ ÿ Ä�# Â3ó­�® ü��f¯ Ä�ü Â³üò²S²<² (1.117)

solange,bis die Dif ferenzzwischenzwei nachfolgendenLösungsvektoren 1 � w � und 1 � w : 2 �
einevorgegebeneToleranzgrenzeunterschreitet.

Die Ideezur Aufteilung einesnumerischenKonvektionsstromshöhererOrdnungin einen

KonvektionsstromersterOrdnungJ y`�
ñ
1�PRQ

ÿ Ä�# Â3ó undeinenKorrekturstromJ M�K
ñ
1�PRQ

ÿ ÄS#(Â3ó
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wurdevonKhoslaundRubin[59] vorgeschlagen.DerKorrekturstromwird in derLiteratur

als
”
deferredcorrectionterm“ bezeichnet,daherdashochgestellte

”
���

“ in J M�K
ñ
1�PRQ

ÿ ÄS#(Â3ó .
Die quasi-explizite BehandlungdesKorrekturstromsbringt für dasLösendesGleichungs-

systemsgleich drei Vorteile.Erstens,wird dadurcheineeinfacheStrukturder Koeffizien-

tenmatrixerreicht.Bei eindimensionalenGleichungenerḧalt man eine tridiagonaleKo-

effizientenmatrix,was den Einsatzdes direktenThomas-Algorithmusermöglicht. Im 2-

dimensionalenFall entstehteineFünf-Diagonalmatrix.DasresultierendeGleichungssystem

kannsehreffektiv mit demSIP-Algorithmus(
”
stronglyimplicit procedure“ ) vonStone[118]

(s. auch[30]) iterativ gel̈ost werden.Im 3-dimensionalenFall hat die Matrix einesieben-

diagonaleStruktur, eine(vektorisierte)VerallgemeinerungdesSIP-Algorithmusfür diesen

Fall wurdevonLeisterundPeric [75] vorgeschlagen.

Der zweiteVorteil bestehtdarin,daßdie resultierendeMatrix mit derKoeffizientenmatrix

desUpwind-VerfahrensersterOrdnungübereinstimmt.Sie entḧalt positive Koeffizienten

aufderHauptdiagonale,alleanderenKoeffizientensinddagegennegativ. DieseEigenschaft

der Koeffizientenmatrixsorgt für dasgute KonvergenzverhaltendesStone-Algorithmus.

Manbeachte,daßbeimCDS-Verfahren(1.102)dagegennicht alle Koeffizientenaußerhalb

der Hauptdiagonalenegativ sind. Im eindimensionalenFall spielt daskeineRolle, da der

Thomas-Algorithmusein direktesLösungsverfahrenist. Im 2- und3-D Fall führt dieseEi-

genschaftzu KonvergenzproblemenbeimStone-Algorithmus,sodaßauchhier einequasi-

explizite BehandlungdesKorrekturstromssinnvoll ist, obwohl dasOriginalgleichungssy-

stembereitseinefünf- (bzw. sieben-)diagonaleKoeffizientenmatrixbesitzt.

Im weiterenVerlauf diesesKapitelswerdenwir Diskretisierungsverfahrenkennenlernen,

die nichtlineare numerischeKonvektionsstr̈omeverwenden.In diesemFall kanndie quasi-

explizite BehandlungdesKorrekturstromsgleichzeitigalseineArt LinearisierungdesGlei-

chungssystemsbetrachtetwerden,waseinweitererVorteil dieserVorgehensweiseist.

Wir wendenunsnunderUntersuchungunsererTestbeispielezu.

TestbeispielNo.1. In denAbbildungen1.25und 1.26sind die Profile der Lösungauf 2

unterschiedlichenGitternfür dieFälle À}¯Á°³²SÄ und À}¯Á°³²´°�Â dargestellt.Mansieht,dasdie

numerischeLösungauchbeimLUDS-VerfahrenanunphysikalischenOszillationenleidet.

Wie beim CDS-VerfahrenkannmandiesesVerhaltenmit Hilfe der modizfiziertenDif fe-

renzialgleichungerklären.AusderDarstellung(1.114)für denörtlichenAbbruchfehlerdes

LUDS-Verfahrenssieht man,daßdie modizfizierteDif ferenzialgleichungwiederumeine

Konvektions-Dispersions-Gleichungist. Esgibt allerdingseinigeUnterschiedezumDisper-

sionsverhaltendesCDS-Verfahrens.Erstens,ist der numerischeDispersionskoeffizient t
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Abbildung 1.25:TestNo.1( �������I� ): VerlaufderLösungfür 2 unterschiedlicheMaschenweiten.
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Abbildung 1.26:TestNo.1( �¢�G���£�S¤ ): VerlaufderLösungfür 2 unterschiedlicheMaschenweiten.

diesmalpositiv undbetr̈agt ¥ ¦ §©¨«ª7¬­ ® (1.118)

Die Oszillationentretendeshalb(im Gegensatzzum CDS-Verfahren)relativ zu der Front

stromabwärtsauf.Zweitensist beimLUDS-VerfahrenderabsoluteBetragdesnumerischen

Dispersionskoeffizientendoppeltsohochwie beimCDS-Verfahren.ObwohlbeideVerfah-

ren dieselbeKonvergenzordnungvon 2 haben,sollte der numerischeFehler ¯±°5¨«ª
² beim

CDS-VerfahrendeshalbkleinerseinalsbeimLUDS-Verfahren,zumindestbei hinreichend

kleinenWertenvon ¨�ª . In Abb. 1.27 (links) sind die numerischenFehlerbeiderVerfah-

ren für den Fall ³ ¦ ´ ®*µ in einem ¯ - ¨«ª -Diagrammgegen̈ubergestellt.Man sieht,daß
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dasCDS-Verfahrentats̈achlichwesentlichbesserabschneidet,alsdasLUDS-Verfahren.Im

Fall ³ ¦�´ ® ´ÃÂ ist dernumerischeFehlerbeimCDS-VerfahrenerstabeinerAuflösungvon¨«ª ¦Ä´ ® ´Ã´ÆÅ wesentlichkleineralsbeimLUDS-Verfahren(Abb. 1.27,rechts).Auf Gittern

mit einerMaschenweiteoberhalbvon ¨«ª ¦Ç´ ® ´ µ liefert dasUpwind-Verfahrenzweiter

OrdnungsogarwesentlichgenauereLösungenalsdieZentral-Differenz.Dafür gibt esauch

eine logischeErklärung.Der Abbruchfehler(1.114)desLUDS-Verfahrensentḧalt neben

dem dispersiven Term noch einendiffusiven Term vierter Ordnung,nämlich È`É
ÊRËÌÎÍ ÊRÊRÊRÊ ,
währendbeim AbbruchfehlerdesCDS-Verfahrens(1.104)ein solcherTermnicht vorhan-

denist. Auf hinreichendfeinenGitternist dieserTermim VergleichzumdispersivenTerm

vernachl̈assigbarklein, und die GenauigkeitdesVerfahrenswird durchdie Höhedesnu-

merischenDispersionskoeffizientenbestimmt.Da dieserbeim CDS-Verfahrenkleiner als

beimLUDS-Verfahrenist, liefert dasCDS-VerfahrenauchgenauereLösungen.Auf gröbe-

ren Gittern dagegen, sorgt dieserTerm dafür, daßdie Oszillationenin der numerischen

Lösung(die auf feinenGittern ohnehinverschwinden)starkged̈ampft werden.Man sieht

dasz.B. sehrdeutlich,wennmandie Abbildungen1.21und 1.26miteinandervergleicht.

In denCDS-Lösungensind die Oszillationenviel sẗarker ausgepr̈agt, als im LUDS-Fall.

Deshalbist auchdernumerischeFehlerbeimLUDS-Verfahrenauf grobenGitternkleiner.

Ab welcherAuflösungderdiffusive TermkeineRolle mehrspielt,hängtvon derGlattheit

der Lösungab. Im Falle ³ ¦Ï´ ® ´ÃÂ passiertdasbei einemwesentlichfeinerenGitter, als

im Falle ³ ¦Ð´ ®Ñµ . Daszeigt, daßein besseresKonvergenzverhalteneinesVerfahrensbei¨«ªÓÒ ´
nochnichtsdar̈uberaussagt,wie gut diesesVerfahrenauf einemkonkretenGitter

im Vergleichzu anderenVerfahrenist.
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Abbildung 1.28:TestNo.2: VerlaufderLösungfür 4 unterschiedlicheMaschenweiten.

TestbeispielNo.2. Die Aussageüberden sinkendenEinfluß desdiffusiven Termesauf

die GenauigkeitdesLUDS-Verfahrensmit zunehmenderGitterverfeinerungist nur für hin-

reichendoft differenzierbareLösungsfunktionengültig. Im Falle einerdiskontinuierlichen

Lösungnimmt die Frequenzder Oszillationenmit der höherenAuflösungimmer weiter

zu, und der dämpfendeEinfluß desdiffusivenTermessorgt dafür, daßdie LUDS-Lösung

unabḧangigvon derGitterfeinheitimmergenauerist, alsdieCDS-Lösung.

In derAbb. 1.28sinddie ProfilederLösungfür denTestfallNo.2auf 4 unterschiedlichen

Gittern dargestellt. Auf allen Gittern sind die Oszillationenviel wenigerausgepr̈agt,als

im CDS-Fall (vgl. Abb. 1.22). Nicht nur der absoluteWert desnumerischenFehlersist

beim LUDS-Verfahrenauf allen Gittern kleiner als im CDS-Fall (Abb. 1.29). Man sieht

auchdeutlich,daßdie ¯ - ¨«ª -Kurve für dasLUDS-Verfahrenwesentlichsteiler verläuft.

Die empirischermittelteKonvergenzordnungbetr̈agt0.60undist tats̈achlichhöheralsbeim
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Abbildung 1.29:TestNo.2:VergleichvonCDS-undLUDS-Verfahren.

CDS-Verfahren.

LUDS-Verfahren:Zusammenfassung. DasUpwind-Verfahren2.Ordnungverwendetei-

nelineareApproximationdesnumerischenKonvektionsstromes,wobeizweiWertederGit-

terfunktionverwendetwerden,diestromaufẅartsvonderApproximationsstelleliegen.Das

VerfahrenhateinenAbbruchfehler2. Ordnungundist absolutstabil.Eshatdamitdie Kon-

vergenzordnung2 aufglattenLösungen.

Wie beimCDS-Verfahrenleidendie numerischenLösungenbeimEinsatzdesLUDS-Ver-

fahrensan unphysikalischemVerhalten.Auf grobenGittern fallen die Oszillationenaller-

dingswenigerstarkaus,als im CDS-Fall. Das führt auf grobenGittern zu einerhöheren

Genauigkeitder numerischenLösungals beim EinsatzdesCDS-Verfahrens.Auf hinrei-

chendfeinenGittern ist dagegendie CDS-Lösunggenauer, weil dannder Abbruchfehler

desCDS-VerfahrensumFaktor2 kleinerist, alsim LUDS-Fall.

DieseAussagegilt allerdingsnur für hinreichendglatteLösungen.Im Falle einerdiskonti-

nuierlichenLösunghatdasLUDS-VerfahrenaufallenGitterneinebessereGenauigkeitund

einehöhereempirischeKonvergenzordnungalsdie Zentraldifferenz.

Wegen der auftretendenOszillationenim Lösungsprofilkann dasLUDS-Verfahrenzum
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Lösenvon konvektionsdominantenProblemenebenfallsnicht eingesetztwerden,wenndie

zu transportierendeGrößephysikalischkeinenegativenWerteannehmendarf.

1.7 Agarwal-Verfahrenund QUICK-V erfahren

Agarwal-Verfahren. Dasim letztenAbschnittuntersuchteUpwind-Verfahren2.Ordnung

stellt nur einedervielenMöglichkeitendar, bei derApproximationdesnumerischenKon-

vektionsstromsdie stromaufẅartsvon derApproximationsstelleliegendenPunkteüberzu-

gewichten.Man könntedaherannehmen,daßandereVerfahrenmit derUpwinding-Eigen-

schaftexistieren,dieim GegensatzzuLUDSkeineOszillationenin dernumerischenLösung

verursachen.Wir wollennundieseAnnahmegenaueruntersuchen.

Ein linearernumerischerKonvektionsstrom,derzur ApproximationderFunktion ë�°5ªì² an

der Stelle ª7í*î7ï�ð ¬ die Werte ë�í*î ¬ , ë�í*î7ï und ë�í verwendet,sieht in der allgemeinenForm

folgendermaßenaus:

§7ë í*î7ï�ð ¬ ¦Eñ Èóò£ò ôS°�ëöõø÷úù µ�û Â ² ¦ §öü�°5ý�ë�í7þ�ÿ ë$íÑî7ï$þ � ë$íÑî ¬ ² ® (1.119)

SetztmandiesenKonvektionsstromin die Finite-Volumen-Gleichung(1.53)ein, so ergibt

sichfolgendeDiskretisierungderKonvektionsgleichung:

�������	� ë í ù ë í¨�
 þ § ý�ë í
�
ï þ ° ÿ ùGý�²`ë í þ ° � ù�ÿ'²óë íÑî7ï ù � ë íÑî ¬¨�ª ¦�´ ® (1.120)

Für denörtlichenAbbruchfehlerdiesesVerfahrensgilt� °5¨«ªì² ¦ Í�� þ § Í Ê °5ý þ ÿZþ � ² þ§©¨«ªÂ Í ÊRÊ °5ý�ù�ÿZù ­ � ² þ § ¨�ª ¬� Í ÊRÊRÊ °5ýZþ�ÿ�þ�� � ² þ (1.121)

§©¨«ª��Â�� Í ÊRÊRÊRÊ °5ýZù�ÿ ù µ Å � ²�þ���°�¨�ª Ì ² ®
DamitdasVerfahrendieApproximationsordnungvon2 hat,müssenfolgendeBedingungen

erfüllt werden:

ýZþ ÿ þ � ¦ µ (1.122)

ý�ù�ÿZù ­ � ¦ ´
(1.123)
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DasGleichungssystem(1.122,1.123)entḧalt 2 GleichungenunddreiUnbekannte,wir wäh-

lendaherý alsfreieVariableunderhaltendieallgemeineLösungdesGleichungssystemsin

derForm:

ÿ ¦ ­Â�ù Â ý (1.124)

� ¦ ý�ù µÂ (1.125)

DefiniertmannuneineneueVariable � ¦ Â ý , sokanndie allgemeineLösungauchfolgen-

dermaßengeschriebenwerden:�������
ý ÿ �
������� ¦

�������
ý� ¬ ù Â ýýÓù ï¬

������� ¦
�������

! ¬� ¬ ù��! ¬ ù ï¬

������� ¦ �
� ������
ï¬ ï¬´
������� þ ° µ ù���²

�������
´
� ¬ù ï¬
������� (1.126)

Die zweiVektorspaltenaufderrechtenSeitedieserDarstellungentsprechengenaudenKo-

effizientender numerischenKonvektionsstr̈ome für dasCDS- und dasLUDS-Verfahren.

Wir habensomit festgestellt,daß jeder lineareKonvektionsstromder Form (1.119),der

zu einemkonsistentenDiskretisierungsverfahrenmit Approximationsordnungnicht klei-

ner als 2 führt, notwendigerweiseein gewichtetesMittel ausdemCDS- und demLUDS-

Konvektionsstromist:

ñ È`òÀò ô °�ë�õR÷ ù µ�û Â ² ¦ � ñ#"%$'& °�ë�õR÷ ù µ�û Â ²$þ ° µ ù���² ñ ò)( $'& °�ë�õR÷ ù µSû Â ² ® (1.127)

Dasowohl dieCDS-alsauchdie LUDS-DiskretisierungannumerischerDispersionleiden,

kannmanerwarten,daßauchdernumerischeKonvektionsstrom(1.127)für alle � -Wertezu

einemDiskretisierungsverfahrenführt, dasebenfallsunphysikalischeOszillationenin der

numerischenLösungverursacht.Esseidenn,derfreieParameter� wird sogewählt,daßder

Dispersionstermin derDarstellungdeslokalenAbbruchfehlersverschwindet.

Die demKonvektionsstrom(1.127)entsprechendeDiskretisierungsiehtnun folgenderma-

ßenaus:

ë í ù ë í¨�
 þ § ! ¬ ë í
�
ï þ+* � ¬ ù � !¬-, ë í þ.* � !¬ ù Â , ë í*î7ï þ+* ï¬ ù ! ¬/, ë í*î ¬¨�ª ¦ ´ ® (1.128)

undfür denörtlichenAbbruchfehler(1.121)gilt:
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Abbildung 1.30:TestNo.1:Vergleichvon3 Verfahrenfür ���G���I� (links) und�¢�G���À�S¤�Á (rechts).

� °5¨«ªì² ¦ § ¨�ª ¬� Í ÊRÊRÊ ° ­ �«ù Â ² þ §©¨«ª �Â�� Í ÊRÊRÊRÊ ° � ù � ��²�þ���°5¨«ª Ì ² ® (1.129)

Mansieht,daßderdispersiveTermbeieinemWertvon � ¦ ¬� verschwindet.Dasresultieren-

deDiskretisierungsverfahrenhat in diesemFall sogareineApproximationsordnungvon 3.

DiesesUpwind-Verfahren3.Ordnungwurdeim Jahre1981vonAgarwal[1] vorgeschlagen.

DasAgarwal-Verfahrenist absolutstabilundhat für glatteLösungenKonvergenzordnung

von 3.

VollständigkeitshalberseienhiernochdernumerischeKonvektionsstromunddieFinite-Vo-

lumen-Formelfür dasAgarwal-Verfahrendargestellt:

§7ë íÑî7ï�ð ¬ ¦Eñ È ôøÈ98 °�ëöõø÷ìù µ�û Â ² ¦ §öü�° µ­ ë$í7þ Å� ë�í*î7ïuù µ� ë�í*î ¬ ²;: (1.130)

�<�=��>�?@���A� ë�íìù ë�í¨B
 þ § Â ë$íC�
ï$þ ­ ë�í ù � ë�í*î7ï�þ ë�í*î ¬� ¨�ª ¦ ´ ® (1.131)

Wir wendenunsnunderUntersuchungunsererTestf̈alle für dasAgarwal-Verfahrenzu.

TestbeispielNo.1. In derAbb. 1.30sinddie numerischenFehlervon CDS-,LUDS- und

Agarwal-Verfahrenfür denTestfallNo.1 für beide ³ -Wertein einem ¯ - ¨�ª -Diagrammge-

gen̈ubergestellt.Man sieht,daßdasAgarwal-Verfahrentats̈achlichwesentlichgenauerals
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die beidenanderenist, wassowohl die Konvergenzrateals auchdenabsolutenBetragdes

numerischenFehlersaufallenGitternbetrifft. Unglücklicherweiseleidenauchdie mit dem

Agarwal-VerfahrenberechnetenLösungenan Oszillationen(Abb. 1.31,1.32),auchwenn

dieseviel wenigerausgepr̈agt sind, als im CDS- (Abb. 1.20,1.21)und LUDS-Fall (Abb.

1.25,1.26).DieseOszillationensind von andererNatur als bei beidenvorigenVerfahren.

Man sieht z.B. deutlich,daßsie diesmalsowohl vor der Front als auch hinter der Front

auftreten.Die Ursachenfür dieseFluktuationenkönnennicht mehr so einfachmit Hilfe

dermodifiziertenDif ferentialgleichungerklärtwerden.Eineandere(indirekte)Begründung

wird aberim nächstenAbschnittgegeben.
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Abbildung 1.31:TestNo.1( ���G���I� ): VerlaufderLösungfür 2 unterschiedlicheMaschenweiten.
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Abbildung 1.32:TestNo.1( �¢�G���£�S¤ ): VerlaufderLösungfür 2 unterschiedlicheMaschenweiten.
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Abbildung 1.33:TestNo.2: VerlaufderLösungfür 2 unterschiedlicheMaschenweiten.

TestbeispielNo.2. Auch im Testfall No.2 (Abb. 1.33) gehendie Oszillationenim Ver-

gleichzubeidenanderenVerfahren(Abb. 1.22,1.28)) sehrstarkzurück. Dassorgt wieder-

um für die höhereGenauigkeitdesAgarwal-Verfahrensauf allen Gittern(Abb. 1.34).Die

empirischeKonvergenzordnungdesVerfahrensbetr̈agt 0.75,wasdie Konvergenzordnung

alle bisherdiskutiertenDiskretisierungsmethoden̈ubertrifft.

Agarwal-Verfahren: Zusammenfassung. Ausgehendvon einerallgemeinenFormulie-

rungeineslinearenUpwind-Konvektionsstromswurdegezeigt,daßjedesdaraufbasieren-

de Verfahren,dasmindestens2.Ordnunggenauist, als ein gewichtetesMittel ausZentral-

Dif ferenzundUpwind-Verfahren2.Ordnungdargestelltwerdenkann.Da diesebeidenVer-

fahrenannumerischerDispersionleiden,gilt dasselbeauchfür dessenMittel, esseidenn,

der Gewichtungsfaktorist so gewählt, daßder Dispersionskoeffizient desresultierenden

VerfahrenszuNull wird. Bei diesemspeziellenWertdesGewichtungsfaktorserḧalt mandas

Agarwal-Verfahren,das3.Ordnunggenauist. DasVerfahrenist absolutstabil,undhatin al-

len unstersuchtenTestf̈allenundaufallennumerischenGitterneinehöhereGenauigkeitals

CDS-undLUDS-Verfahrenerzielt.Im Falle einerdiskontinuierlichenLösungwurdedabei

eineempirischeKonvergenzordnungvon 0.75festgestellt.Unglücklicherweiseleidenauch

diemit demAgarwal-VerfahrenberechnetenLösungenanOszillationen,sodaßauchdieses

VerfahrenzumLösenvonkonvektionsdominantenProblemennichteingesetztwerdenkann,

wenndiezu transportierendeGrößephysikalischkeinenegativenWerteannehmendarf.

QUICK-V erfahren. DasamweitestenverbreiteteUpwind-VerfahrenhöhererOrdnungist

dasvonLeonard [76] entwickelte
”
QuadraticUpstreamInterpolationfor ConvectiveK ine-

matics“ -Verfahren(QUICK). BeimQUICK-Verfahrenwird zur BerechnungdesWertesder



70 KAPITEL 1: LINEARE KONVEKTIONSGLEICHUNGMIT KONSTANTER KONVEKTIONSGESCHWINDIGKEIT

.

0.10.05Y0.025Y0.01Y.005Y.0025Y.001Y.0005Y.00025Y.0001Y
dx

1e−04

1e−03

1e−02

1e−01

1e+00

E

Test No.2, E−dx−DiagrammZ
CDS, LUDS und AGARWAL[

CDS
LUDS
AGARWAL
E(dx)=1.67*dx**0.47
E(dx)=1.64*dx**0.60
E(dx)=1.30*dx**0.75  

Abbildung 1.34:TestNo.2:VergleichvonCDS-,LUDS- undAgarwal-Verfahren.

Funktion ë�°5ªì² anderStelle ª í*î3ï5ð ¬ eineParabeldurchdiePunkte°5ª7í*î ¬ :vë�í*î ¬ ² , °�ª7í*î7ï\:vë�í*î7ïR²
und °5ª í :vë í ² gelegt. DerWert,dendieseParabelanderStelle ª íÑî7ï�ð ¬ annimmt,wird dannals

Approximationswertfür ë�°5ª í*î7ï�ð ¬ ² benutzt(s. Abb. 1.35).Für dennumerischenKonvekti-

onsstromgilt dann

§7ë í*î7ï�ð ¬ ¦Eñ#] ( í "%^ °�ëöõø÷úù µSû Â ² ¦ §öüÃ° ­_ ë í þ ­��ë í*î7ï ù µ_ ë íÑî ¬ ² ® (1.132)

SetztmandiesenKonvektionsstromin die Finite-Volumen-Gleichung(1.53)ein, so ergibt

sichfolgendeDiskretisierungderKonvektionsgleichung:

`ba=cedgfh�Zë í ù ë í¨B
 þ § ­ ë íC�
ï þ ­ ë í ù��Æë í*î7ï þ ë í*î ¬_
¨�ª ¦"´ ® (1.133)

Man sieht,daßdieseDif ferenzenformelauchausderallgemeinenDarstellung(1.128)ab-

geleitetwerdenkann,wenn man für den Gewichtungsfaktor� den Wert �Ì einsetzt.Der

Abbruchfehlererrechnetsichdannaus(1.129)zu

� °5¨«ª<² ¦ §©¨«ª ¬Â�� Í ÊRÊRÊ þ §©¨«ª �µ � Í ÊRÊRÊRÊ þ���°�¨�ª Ì ² ® (1.134)
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Abbildung 1.35:QuadratischeInterpolationderLösungzwischendenGitterpunkten.

Man sieht,daßdasQUICK-Verfahrenlediglich 2. Ordnunggenauist, entgegender weit

verbreitetenÜberzeugung,daßdieApproximationsordnungdiesesVerfahrens3 ist. Dernu-

merischeDispersionskoeffizientdesQUICK-Verfahrensist allerdingswesentlichkleinerals

im CDS-bzw. LUDS-Verfahren(umFaktor6 bzw. 8).Außerdementḧalt derAbbruchfehler

einenDif fusionstermvierterOrdnung,derwie beimLUDS-VerfahrenfürdieDämpfungder

OszillationenaufdengrobenGitternsorgt.DasführtdannaufallenGitternzueinerwesent-

lich höherenGenauigkeitdesQUICK-Verfahrensim Vergleichzubeidenanderen,wie man

ausderAbb. 1.36sieht.Auf grobenGitternist dieGenauigkeitdesQUICK-Verfahrenssogar

vergleichbarmit derGenauigkeitdesAgarwal-Verfahrens,wasein Grunddafür seinkann,

warummanallgemeinvon der3.OrdnungdesQUICK-Verfahrens̈uberzeugtist. Gleichzei-

tig siehtmandeutlich,daßbei kleineren ¨�ª -Wertendie ¯ - ¨�ª -Kurven von CDS,LUDS

undQUICK parallelverlaufen,waseinBeweisdafür ist, daßalledreiVerfahrendiegleiche

Konvergenzordnunghaben,undzwardieOrdnung2.

Auch im TestfallNo.2ist dieGenauigkeitdesQUICK-Verfahrenswesentlichhöheralsvon

CDSundLUDS (Abb. 1.37),obwohldie empirischermittelteKonvergenzordnungvon 0.6

mit derdesLUDS-Verfahrens̈ubereinstimmt.Auf grobenGittern ist die Genauigkeitwie-

derumvergleichbarmit derdesAgarwal-Verfahrens.

Auf dieausf̈uhrlicheDarstellungderLösungsprofilefür unsereTestf̈allewerdenwir diesmal

verzichten,dasichdarauskeineneuenErkenntnissegewinnenlassen.Im beidenTestf̈allen
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Abbildung 1.36:TestNo.1:Vergleichvon4 Verfahrenfür ���G���I� (links) und�¢�G� �À�S¤ (rechts).

weisendieseProfileOszillationenauf(wie diesauchbeiallenanderenuntersuchtenVerfah-

renhöhererOrdnungderFall war), wasdenEinsatzdesQUICK-Verfahrensfür konvekti-

onsdominanteProblemestarkeinschr̈ankt.

Der vermeintliche Widerspruch. Die einzelnenbis jetzt untersuchtenVerfahrenunter-

scheidensich lediglich in der ApproximationdesKonvektionsstroms§0ë í*î7ï�ð ¬ . Beim Up-

wind-Verfahrenwurdeein stückweisekonstaterVerlauf der unbekanntenFunktionange-

nommen,unddasresultierendeVerfahrenhattedieApproximationsordnungvon1.Bei CDS

undLUDS wurdeeine lineare InterpolationverwendetunddasentsprechendeDiskretisie-

rungsverfahrenhatteeine Approximationsordnungvon 2. Da im QUICK-Verfahreneine

quadratische Interpolationverwendetwird, erwartetman aucheineentsprechendhöhere

ApproximationsordnungdiesesVerfahrens.Die Tatsache,daßdie Approximationsordnung

vonQUICK-Verfahrentrotzdemnichthöherals2 ist, ist dahersehrüberraschend.

Für diesesPḧanomengibt esallerdingseineeinfacheErklärung.Wir erinnernunsan die

Herleitungder Finite-Volumen-Formulierung (1.53). Man intergrierte beideSummanden

derursprunglichenDif ferentialgleichung(1.42)underhieltdie Integralformj ï�þ j ¬ ¦ ´ :
in die für die Ausdr̈ucke

j ï und
j ¬ Approximationsformelneingesetztwurden.DerTerm

j ï
wurdeeinheitlichfür alleVerfahrenapproximiert,wobei

µ¨«ª Ê\kmlon%prqs
Ê\kCtun%pvq Í °5ªw:x
R²zy�ª|{ Í °�ª í :x
R² (1.135)
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Abbildung 1.37:TestNo.2:Vergleichvon4 Verfahren.

angenommenwurde,waseinenApproximationsfehlervon �g���b����� für ��� zuFolgehat.Der

Approximationsfehlerfür � � hängtdagegenvon derDarstellungdesnumerischenKonvek-

tionsstromesab. Beim Upwind-Verfahrenwird derAusdruck � � mit ersterOrdnungappro-

ximiert, sodaßdie SummebeiderAusdr̈uckedie Approximationsordnungvon 1 hat.Beim

CDSundLUDS werdenbeideTerme,��� und � � , mit 2.Ordnungangen̈ahert,dieSummehat

somiteinenFehlervonOrdnung2. Beim QUICK-Verfahrenwird lediglichderTerm � � mit

3.Ordnungapproximiert,derTerm ��� wird nachwie vor mit 2.Ordnungangen̈ahert,sodaß

die SummebeiderAusdr̈uckenurdieApproximationsordnungvon2 hat.

Es gibt dahernur 2 Möglichkeiten,ein Verfahren3. Ordnungzu konstruieren.Die erste

Möglichkeit bestehtdarin, daßdas Integral (1.135) ebenfallsmit der 3.Ordnungappro-

ximiert wird. Diese Vorgehensweiseist beim Finite-Volumen-Verfahrenallerdingsnicht

üblich.Die andereMöglichkeitbestehtdarin,einenApproximationsausdruck2.Ordnungfür� � sozu wählen,daßdie Koeffizientenbei �<��� in denApproximationsfehlernfür ��� und � �
sichgegenseitigeliminieren.GenaudieserAnforderungentsprichtdasAgarwal-Verfahren,

das3.Ordnunggenauist,obwohlderTerm � � beimEinsatzdesAgarwal-Konvektionsstroms

nurmit 2.Ordnungapproximiertwird.

Aus der Darstellung(1.62)deslokalenAbbruchfehlersfür die Finite-Volumen-Formulie-
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rungkannmandurchdenGrenz̈ubergang�B����� ableiten,daß� ���b���-� � ���w���0þ�� ûe� ��� � ���w������� û/� ��b�       ¡\¢
£�¡
�¥¤¦� ¡

gilt. Für dieApproximationsordnungeinesVerfahrensist dahernichtentscheidend,wie ge-

nauderKonvektionsstrom¤¦�§����¨v© ��ª � � durch � ���w���w�A� û/� � approximiertwird, sondernwie

genaudieAbleitungderStromfunktion– ��¤���� ¡ – durchdenAusdruck

� ���w���
þ�� û/� �-� � ���w�����«� û/� ��<�       ¡\¢
£�¡
approximiertwird. DieseErkenntniswird in denfolgendenKapitelnbeiderHerleitungvon

Verfahren3.Ordnungfür nichtlineareKonvektionsgleichungennützlichsein.

1.8 Monotonie-Erhaltung und TVD-Eigenschaft

Die wichtigstenAnforderungenanein numerischesVerfahrensind,daßesmöglichsthohe

Genauigkeitbesitzt,numerischstabilist undphysikalischsinnvolle Lösungenliefert.Keines

vondenbis jetzt untersuchtenVerfahrengen̈ugt allendreiAnforderungengleichzeitig.Das

einzigeVerfahren,dasoszillationsfreieLösungenliefert – nämlichdasUpwind-Verfahren–

ist lediglich1.Ordnunggenau.Alle Verfahren,dieeinehöhereOrdnunghaben,produzierten

Lösungenmit unphysikalischenOszillationen.

DieVorgehensweise,diewir bisjetztverwendethaben,umeinVerfahrenmit dengewünsch-

tendrei Eigenschaftenzu bilden,kannmanalsempirischbezeichnen.Zunächstwurdeein

Verfahrenkonstruiert,danachwurdenseineEigenschaftenuntersucht.Warendiesenichtzu-

friedenstellend,habenwir versucht,dieUrsachendafür zubestimmenunddasVerfahrenin

die richtige Richtungzu modifizieren.Anschließendwurdendie Eigenschaftendesneuen

Verfahrensgetestetusw.

Sohabenwir beimUpwind-Verfahrenfestgestellt,dasder einzigeMangeldesVerfahrens

seineniedrigeKonvergenzordnungist. Wir habendie ApproximationsordnungdesVerfah-

rensdurchdenEinsatzderlinearenInterpolationerḧoht,undkamensozumCDS-Verfahren,

daseine höhereKonvergenzordnunghatte,aberoszillierendeLösungenproduzierte.Um

diesezu vermeiden,habenwir die lineareInterpolationmit derÜbergewichtungderstrom-

aufwärtsliegendenPunktekombiniert,underhieltensodasLUDS-Verfahren.DasAustesten

desLUDS-Verfahrenshatgezeigt,daßdiesesebenfallsanunphysikalischemVerhaltender

Lösungleidet.Nachdemwir festgestellthaben,daßderGrundfür die Oszillationendie nu-

merischeDispersionist, habenwir ein Verfahrengefunden,bei demkein dispersiver Term
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in dermodifiziertenGleichungenthaltenist (Agarwal-Verfahren).Anschließendmußtenwir

leider feststellen,daßauchdiesesVerfahrennumerischeLösungenmit Fluktuationener-

zeugt.

Nachdemwir gesehenhaben,daßdieserempirischeWeg nichtzumErfolg führt,wollenwir

nunversuchen,dasProblemvom anderenEndeanzugreifen.Wir wollen die Verfahrenauf

die Weisekonstruieren,daßesvon vornherein sichergestelltist, daßsie keineunphysika-

lischenLösungenerzeugenkönnen. Um diesesZiel zu erreichen,mußdieseAnforderung

andasVerfahrenzun̈achstgenauformalisiertwerden.Dazumüssenwir alserstesdie Fra-

ge beantworten,waswir unterphysikalischsinnvollen numerischenLösungenverstehen.

Das sind für uns solchenumerischenLösungen,die wichtige Eigenschaftender analyti-

schenLösungnicht verletzen.Beim Cauchy-Problemfür die lineareKonvektionsgleichung

bedeutetdas,daß

¬ keineneuenlokalenExtremain derLösungauftretenkönnen,¬ derWert deslokalenMinimumsnichtkleinerwerdenkann,¬ derWert deslokalenMaximumsnichtwachsenkann.

Wichtig ist,daßdieLösungderallgemeinenhyperbolischenGleichung��­`þ¯®°���±� ¡ ��� diese

Eigenschaftenebenfallsbesitzt.

DieseBedingungensind allerdingsschwerformalisierbar, da die Stellender lokalenEx-

tremasich mit der Zeit entlangder � -Achsebewegen.Aus diesen3 Forderungenan die

Lösungsfunktionfolgt allerdings,daßwenndieLösungzumZeitpunkt ���A� monoton(fal-

lendoderwachsend)ist, somußsieesauchfür alle �³²�� bleiben.

Gen̈ugt auchein numerischesSchemadieserAnforderung,sosagtman,daßesmonotonie

erhaltend(
”
monotonicitypreserving“ ) ist. Formal bedeutetdas,wenn die Gitterfunktion´ � µ ´ ¨·¶ monotonbez̈uglich � ist, so muß dasauchfür die Gitterfunktion

´ � µ ´ ¨·¶
mit

´ � �¹¸ � ´ � gelten(s. 1.55). Es ist klar, daßein monotonie-erhaltendesVerfahren

keineoszillierendenLösungenbeiderBerechnungderlinearenKonvektionvonwandernden

Frontenproduzierenkann.

EinehinreichendeBedingungfür die Monotonie-Erhaltungist die sogenannteMonotonie-

Eigenschaft (
”
monotonicity“ ) einesVerfahrens.Ein numerischesVerfahrenheißtmonoton,

wenn für zwei Gitterfunktionen
´

und ¸ aus
´ º ¸ folgt: �¹¸ � ´ � º �g¸ � ¸ � . Es ist

bekannt,daßjedesmonotoneDiskretisierungsverfahrenstabilist. Leiderkanneshöchstens

von ersterOrdnunggenausein[45].

Weiterhin gilt, daßjedeslineare Finite-Volumen-Verfahren,dasmonotonieerhaltendist,
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gleichzeitigmonotonist. Darausfolgt, daßjedesmonotonieerhaltendelineareVerfahren

ebenfallshöchstensvon ersterOrdnunggenausein kann.Das erkl ärt, warum alle bis-
her untersuchtenVerfahren2.und 3.Ordnung (inkl. Agarwal-Verfahren)oszillierende
Lösungenproduziert haben.

Wir kommensomit zu derSchlußfolgerung,daßwir ein monotonie-erhaltendesVerfahren

höhererOrdnungnur findenkönnen,wennwir auf die Klasseder nichtlinearen Diskreti-

sierungsverfahrenausweichen.Damit entstehenfür unsgleichzeitigzwei neueProbleme.

Erstensist es nicht einfach,die Monotonie-ErhaltungeinesnichtlinearenVerfahrenszu

überpr̈ufen.Zweitens,ist esfür einnichtlinearesVerfahrenwesentlichschwieriger, einehin-

reichendeBedingungfür die Stabilität zu finden,die für ein konsistentesVerfahrendessen

Konvergenzsichert.

Glücklicherweisegibt eseinensehrelegantenWeg, diesebeidenProblemezulösen.Wir ha-

benunsvorherdaraufgeeinigt,daßein numerischesVerfahrenwichtigeEigenschaftender

anlytischenLösungnicht verletzendarf.EinedieserEigenschaftenbetrifft die totaleVaria-

tion derLösung.Für eineFunktion �|�A�w���±� ist dietotaleVariation » ¸ ����� folgendermaßen

definiert: » ¸ �����¼� ½      
¾ �¾ �¿     

À �wÁ (1.136)

EinewichtigeEigenschaftderLösungderlinearenKonvektionsgleichungist, daßdie totale

VariationderLösungmit derZeit nichtzunimmt(vorausgesetzt» ¸ ����Â��³ÃÅÄ , waswir stets

annehmenwerden):» ¸ ���§�ÆÁvÇx� � �x� º » ¸ ���w�ÆÁvÇx���'�x�;Ç	®�È��ÉÊ� � ²����³ËA��Á (1.137)

Für die analytischeLösungder linearenKonvektionsgleichungist dieseBedingungoffen-

sichtlicherfüllt, da sich die Profileder Lösungzu 2 verschiedenenZeitpunktennur durch

eineVerschiebungentlangder � -Achseunterscheiden,deshalbmußdie totaleVariationder

beidenProfile gleich großsein.Viel wichtiger ist es,daßdie Bedingung(1.137)auch für

die Lösungder allgemeinenhyperbolischenGleichung ��­ìþ�®Ì����� ¡ �Í� erfüllt ist, wie Lax

in 1973gezeigthat[74].

Analogzu(1.136)kanndietotaleVariationeinerGitterfunktion
´

folgendermaßendefiniert

werden: » ¸ � ´ �¼� ¨ £�ÎÐÏÑ¨ £ © Ï
Ò ´ ¨ Î �-�

´ ¨ Ò Á (1.138)

Wir nenneneinVerfahrenTV-stabil, wenn » ¸ � ´ÔÓ � gleichm̈aßigbeschr̈anktist für alle �<� ,�B� und Õ mit �b�ÖÃ	�<�¦Â , ���×ÃØ�B��Â und Õ���� º » . Für ein TV-stabilesVerfahrengilt

folgendes
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Theorem 1 [77] Ein konsistentesundTV-stabilesDiskretisierungsverfahrenmit einerLip-

schitz-stetigenKonvektionsstromfunktion� � ´ ������� ûe� � ist konvergent.

Wir sagen,daßein Diskretisierungsverfahrendie TVD-Eigenschaft hat (
”
Total Variation

Diminishing“ ), wennfür einbeliebigeś mit » ¸ � ´ �³ÃÅÄ gilt:» ¸ � ´ � º » ¸ � ´ ��ÇÚÙ=�Û� ´ � �g¸ � ´ �;Á (1.139)

Hat ein Verfahrendie TVD-Eigenschaft,sowerdenwir diesesalsTVD-Verfahren bezeich-

nen.DasKonzepteinesTVD-VerfahrenswurdevonHarten [40] im Jahre1983eingef̈uhrt.

In dieserArbeit wurdendieseVerfahrennoch als
”
TVNI-Verfahren“ bezeichnet(

”
Total

VariationNonIncreasing“ ). Ab 1984[41] setztsichdieAbkürzung
”
TVD“ durch.

Theorem 2 Ein TVD-Verfahrenist TV-stabil.

Beweis.AusderDefinitioneinesTVD-Verfahrensfolgt, daß» ¸ � ´ Ó � º » ¸ � ´ Ó © � � º ÁvÁvÁ º » ¸ � ´ Â � (1.140)

gilt. Damit ist » ¸ � ´ Â � die gesuchteObergrenzefür alle » ¸ � ´¿Ó � , die unabḧangigvon �<� ,�B� und Õ ist. Ü
Theorem 3 Ein TVD-Verfahren mit einer Lipschitz-stetigenKonvektionsstromfunktionist

monotonie-erhaltend.

Beweis.Die Monotonie-ErhaltungeinesTVD-Verfahrensfolgt daraus,daßdie Entstehung

von Oszillationendie totaleVariationderLösungerḧoht. DenvollständigenBeweisfindet

manim AnhangA.1.Ü
Aus diesendrei Sätzenfolgt, daßein konsistentesTVD-Verfahren mit einemLipschitz-

stetigenKonvektionsstrom konvergent ist und oszillationsfreie Lösungenliefert . Of-

fen bleibt nochdieFrage,wie kannmanfeststellen,obeinVerfahrendieTVD-Eigenschaft

besitztodernicht.FolgendesTheoremvonHarten[40, 41] gibt Antwort aufdieseFrage.

Theorem 4 Kannein Finite-Volumen-Verfahrenin folgenderFormdargestelltwerden´ ¨ � ´ ¨ ��Ý ¨v© � � ´ ¨ � ´ ¨v© � � þ«Þ ¨ � ´ ¨ Î � �
´ ¨ �;Ç (1.141)

dannhatdiesesVerfahrendieTVD-Eigenschaft,wennfolgendeBedingungenerfüllt sind:� º Ý ¨ º Ý@ÃAÄAÇàßÌ� (1.142)� º Þ ¨ º ÞáÃÅÄAÇàß§� (1.143)
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Der Ausdruck(1.141)erwecktdenEindruck,daßessich hier um ein linearesVerfahren

handelt.DasmußallerdingsnichtnotwendigerweisederFall sein.Die KoeffizientenÝ ¨ undÞ ¨ könnendurchausselbstvondenWertenderGitterfunktion
´

abḧangen.

Beweis.In [40] hat Harteneine VariantediesesTheoremsfür explizite Finite-Volumen-

Verfahrenangegeben.In [41] wurdedieserSatzfür implizite Verfahrenmit periodischer

Lösungin einemendlichenIntervall bewiesen.Wir werdenstattdessenverlangen,daß

âvãrä¨Cå�æ Ï
Ò ´ ¨ � ´ ¨v© � Ò ��� (1.144)

gilt. Den Beweis desTheorems(unter der getroffenenAnnahme(1.144))findet man im

AnhangA.2.Ü
Als Illustrationbetrachtenwir dasUpwind-Verfahren1.Ordnung.Die Dif ferenzenformel´ ¨ � ´ ¨�B� þç¤ ´ ¨ � ´ ¨v© ��b� �A��Á (1.145)

läßtsichin derForm ´ ¨ � ´ ¨ � ¤¦�B��b� � ´ ¨ � ´ ¨v© �\� (1.146)

schreiben.Dasentspricht(1.141)mit

Ý ¨v© �h� ¤¦����<� (1.147)Þ ¨ � � (1.148)

unddieBedingungen(1.142,1.143)sindoffensichtlicherfüllt.

Manbeachte,daßfür einunendlichesGebietdieGleichung(1.146)keineeindeutigeLösung

besitzt.MankanneinenbeliebigenIndex �ÛÂ wählen,denWert
´ ¨éè frei setzen,undalleande-

renWertederGitterfunktion
´

aus(1.146)rekursiv berechnen.Man müsstedazulediglich

dieGleichung(1.146)nach
´ ¨v© � (für �-Ã��ÛÂ ) bzw. nach

´ ¨ (für �-²��ÛÂ ) auflösen.

Um EindeutigkeitderLösungzu gewährleisten,könntemanz.B.verlangen,daßdie Bedin-

gung âvãvä¨
å¿© Ï
´ ¨ � âvãvä

¡ å¿© Ï �w���wÇx�
Ó Î �x��ê

âvãvä
¡ å¿© Ï ��Â������ (1.149)

erfüllt wird. Der letzteGrenzwertexistiert, dawir angenommenhaben,daßdie totaleVa-

riation » ¸ ����Â��ëÃìÄ ist. Aus (1.149)folgt automatisch,daßdie Voraussetzung(1.144)für�°� �#Ä erfüllt ist.
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Auf deranderenSeite,folgt aus(A.9) für dasUpwind-Verfahrení ���9��Ç�� � �³îï� ¨ £ ¨éðÑ¨ £ ¨vñ
Ò ´ ¨ Î ���

´ ¨ Ò º » ¸ � ´ � þ ¤��B��b� Ò ´ ¨vñ � ´ ¨vñ�© � Ò Á (1.150)

Beim fixierten Wert von � � bildet die Reihe
í ��� � Ç�� � � einemonotonwachsendeFolge, die

von obenbegrenztist. DeshalbhatdieseFolgeeinenendlichenGrenzwertbei � � � þ#Ä ,

worausfolgt, daßdieVoraussetzung(1.144)auchfür �°� þ#Ä erfüllt ist.

1.9 Konstruktion einesTVD-Verfahrenshöherer Ordnung

In diesemAbschnittwerdenwir dasTheoremvon Hartendazuverwenden,um TVD-Ver-

fahren2. und 3. Ordnungzu konstruieren.Im Abschnitt1.6 habenwir bei derHerleitung

desLUDS-Verfahrenseine
”
konzeptionelleMischung“ ausUpwind-VerfahrenundCDSbe-

nutzt.Beim AufbaueinesTVD-Verfahrenswerdenwir ähnlichvorgehen,indemwir direkt

ein gewichtetesMittel ausdemUpwind-undCDS-Konvektionsstrombilden.

Der numerischeKonvektionsstromfür dasCDS-Verfahrenläßtsich analogzu (1.116)als

Upwind-KonvektionsstromplusKorrekturtermdarstellen:

�#ò%ó'ô � ´ ��õ��¼� ¤ ´ ¨v© � þ ´ ¨�� �÷öxø � ´ ��õ�� þ�� �ùò%ó'ô � ´ ��õz�Ì� �ëöxø � ´ �;õz�Æ�� ¤ ´ ¨v© � þ ¤ � � ´ ¨ � ´ ¨v© � � (1.151)

Hier undweiterverwendenwir dieAbkürzung
”
õ “ für denAusdruck

”
���B� ûe� “ . DerAusdruck

”
�
þ�� û/� “ wird entsprechenddurch

”
É “ abgek̈urzt.

Für eingewichtetesMittel aus � öxø � ´ ��õ�� und � ò%ó'ô � ´ ��õ�� gilt daher

� ­
ú ó � ´ ��õ��hîï� �x�Ô�Êû�üý� �÷öxø � ´ �;õz� þçû�ü �#ò%ó'ô � ´ ��õ��� �÷öxø � ´ �;õz� þçû ü � �ùò%ó9ô � ´ �;õz�±� �÷öxø � ´ ��õ��x�� ¤ ´ ¨v© �$þçû�ü ¤ � � ´ ¨ � ´ ¨r© ����Á (1.152)

SetztmandiesenKonvektionsstromin die Finite-Volumen-Gleichung(1.53)ein, so ergibt

sichfolgendeDiskretisierungderKonvektionsgleichung:
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þ#ÿ�� î ´ ¨ � ´ ¨��� þç¤ ´ ¨ þ ���� � ´ ¨ Î � � ´ ¨ �Ì� ´ ¨v© � � ���� � ´ ¨ � ´ ¨r© ����b� �A��Á (1.153)

WürdemandenGewichtungsfaktorû ü für alle Voluminagleich nehmen,so wäredasre-

sultierendeDiskretisierungsverfahrenlinear. Für ein linearesVerfahrengilt aber, daßes

entwederhöchstens1.Ordnunggenauist, odernicht monotonie-erhaltendist (s. Abschnitt

1.8). Es wird deshalbfür jedesKontrollvolumenein eigenerGewichtungsfaktorgesucht,

dervomLösungsverlaufin derunmittelbarenUmgebungdesbetrachtetenVolumenelements

abḧangt.Ist dieLösunganderStelle � ¨ glattgenug,sokannmandieZentraldifferenzeinset-

zen,ankritischenStellendagegensolltemandenUpwind-Anteilübergewichten.Zu denkri-

tischenStellengeḧoreninsbesonderediejenigen,wo die zweiteAbleitungderLösunghoch

ist, sowie dieStellenderlokalenExtremaderLösungsfunktion,dadortdasCDS-Verfahren

die meistenOszillationenverursacht.Zur BeschreibungderGlattheitderLösungsfunktion

benutzenwir dasVerḧaltnisvonaufeinanderfolgendenGradienten� ü�î
� ´ ¨v© � � ´ ¨v© �´ ¨ � ´ ¨v© � (1.154)

undsuchendenGewichtungsfaktorû�ü alseineFunktionvon
� ü :û�ü��Aû°� � üv� Á (1.155)

Da die Funktion û°� � � denBeitragdesCDS-Konvektionsstromesin Abhängigkeitvom lo-

kalenLösungsverhaltenlimitiert, wird sieals
”
Limiter-Funktion“ oderkürzerals

”
Limiter“

bezeichnet.

Man sieht,daßin die Definition derGröße
� ü zwei WertederGitterfunktioneingehen,die

stromaufẅartsvon � ¨ liegen(
´ ¨v© � und

´ ¨r© � ) , hier wird alsodie Stromrichtungmitber̈uck-

sichtigt. Ist derWert von
� ü negativ, sobedeutetdas,daß � ¨ in derNäheeineslokalenEx-

tremumsderGitterfunktion
´

liegt. Wir werdenansolchenStellendenKonvektionsstrom� ­
ú ó � ´ ��õz� gleichdemUpwind-Stromsetzen,dasentsprichtûÌ� � ü �����¦Ç	��
 Õ�Õ � ü º ��Á (1.156)

Für positiveWertevon
� ü verlangenwir dagegen,daßderGewichtungsfaktorpositiv ist:û°� � üï�³²���Ç	��
 Õ�Õ � ü�²��¦Á (1.157)

Ist derNennerin (1.154)gleichNull, sobedeutetdas,daßdieWerte
´ ¨v© � und

´ ¨ gleichsind.

In diesemFall stimmenauchdieGrößen� öxø � ´ ��õ�� und � ò%ó9ô � ´ �;õz� übereinundderWertdes

Gewichtungsfaktorsû�ü beeinflußtdenKonvektionsstrom� ­
ú ó � ´ ��õ�� nicht.Einfachheitshal-

berwird derWert von û�ü zuNull gesetzt:û ü �A��Ç	��
 Õ�Õ ´ ¨ � ´ ¨r© � ���¦Á (1.158)
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Wir wollen nununtersuchen,welcheEigenschaftendie Funktion ûÌ� � � besitzensoll, damit

dasDiskretisierungsverfahren(1.153)die TVD-Eigenschafthat.Wir nehmenzun̈achstan,

daß � ´ ¨ � ´ ¨v© �\��
�à� und � ´ ¨ Î �³�
´ ¨ ��
� � gilt, setzenû�ü � ûÌ� � üv� und û��B� ûÌ� � ��� in die

Gleichung(1.153)ein,undschreibendie resultierendeGleichungin folgenderForm:´ ¨ � ´ ¨ � ¤��B��b� � ´ ¨ þ û°� � � �� � ´ ¨ Î �-�
´ ¨ �Ì� ´ ¨r© �-� ûÌ� � ü �� � ´ ¨ � ´ ¨v© ����� Á (1.159)

Hier bezeichnet
� � folgendenAusdruck� � î
� ´ ¨ � ´ ¨r© �´ ¨ Î � �

´ ¨ (1.160)

Esgibt drei Möglichkeiten,dieFormel(1.159)in Form(1.141)darzustellen.Die einfachste

Möglichkeit´ ¨ � ´ ¨ � ¤��B�� �<� � � �¥ûÌ� � üï�Æ��� ´ ¨ � ´ ¨v© �\�Ì� ¤¦�B�� �b� ûÌ� � ���;� ´ ¨ Î � � ´ ¨ � (1.161)

führt zu Ý ¨v© � � ¤¦���� �<� � � �¥ûÌ� � ü �x� (1.162)

Þ ¨ � � ¤¦���� �b� ûÌ� � ��� (1.163)

Wegen(1.157)ist Þ ¨ für positiveWertevon
� � negativ unddieBedingung(1.143)ist offen-

sichtlichverletzt.

Die zweiteMöglichkeitbestehtdarin,daßwir denKoeffizienten Ý ¨v© � zu Null machen,in-

demwir dieGleichung(1.159)folgendermaßenumschreiben:´ ¨ � ´ ¨ � ¤��B�� �b� � � � �¥û°� � üï�x� ´ ¨ � ´ ¨v© �´ ¨ Î � �
´ ¨ þ¥ûÌ� � ����� � ´ ¨ Î ��� ´ ¨ � (1.164)

Dasentspricht(1.141)mitÝ ¨v© � � � (1.165)

Þ ¨ � � ¤¦���� �b� � � � �¥ûÌ� � üv�x� ´ ¨ � ´ ¨v© �´ ¨ Î �-�
´ ¨ þçû°� � �\���

� � ¤¦���� �b� �Æ� � �¥û°� � üý�Æ� � �$þçû°� � �\�x� (1.166)

Ist
� ü�Ã�� und

� �Ô²�� , sogilt wegen(1.156,1.157)

Þ ¨ � � ¤¦�B�� �<� � � � ��þ¥ûÌ� � ���Æ��Ã�� (1.167)



82 KAPITEL 1: LINEARE KONVEKTIONSGLEICHUNGMIT KONSTANTER KONVEKTIONSGESCHWINDIGKEIT

unddieBedingung(1.143)ist wiederverletzt.

Schließlichkannman die Gleichung(1.159)analogzu (1.164)so umschreiben,daßder

Koeffizient Þ ¨ zu Null wird:´ ¨ � ´ ¨ � ¤¦���� �b� � � �¥û°� � üï� þ¥ûÌ� � ��� ´ ¨ Î �-� ´ ¨´ ¨ � ´ ¨v© � � � ´ ¨ � ´ ¨v© ��� (1.168)

Dasentspricht(1.141)mit

Ý ¨v© �h� ¤¦���� �b� � � �¥û°� � üï� þ¥ûÌ� � ��� ´ ¨ Î �-� ´ ¨´ ¨ � ´ ¨v© � �
� ¤¦���� �b� � � �¥û°� � üï� þ ûÌ� � ���� � � (1.169)

Þ ¨ � � (1.170)

DamitdieBedingung(1.142)erfüllt ist, mußfolgendeUngleichunggelten

� º � �¥û°� � ü � þ û°� � ���� � º Ý (1.171)

Esgilt folgendes

Theorem5 Damit dasDiskretisierungsverfahren (1.153)die TVD-Eigenschaft hat, ist es

hinreichend,daßderLimiter û°� � � neben(1.156,1.157,1.158)folgendeBedingungenerfüllt

û°� � � º � Ç°ß � ²��¦Ç (1.172)û°� � � º � � Ç°ß � ²��¦Á (1.173)

Beweis.Wir zeigenzun̈achst,daßdieUngleichungen(1.171)erfüllt sind.Aus(1.156,1.157,

1.172)folgt:

� �¥û°� � üý� þ û°� � � �� � Ë � �¥û°� � üv��ËA�¦Á (1.174)

Auf deranderenSeitegilt wegen(1.156,1.157,1.173):

� �¥û°� � üï� þ ûÌ� � ���� � º � þ û°� � �\�� � º��
(1.175)

Nun sollenwir noch3 Sonderf̈alle betrachten,wenneinsvon
� ü , � � oderbeidegleichzeitig

nichtdefiniertsind.Ist � ´ ¨ � ´ ¨v© � � � � , soist auch û ü �A� wegen(1.158).Gleichzeitiggilt
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entweder
� � �á� oder � ´ ¨ Î � �

´ ¨ �g�Ú� , in beidenFällen ist auch û � �á� (1.156,1.158).

Die resultierendeDiskretisierungsformelstimmtdannmit demUpwind-Verfahrenüberein,

dasdie Harten-Bedingungen(1.142,1.143)erfüllt, wie amSchlußdesvorigenAbschnittes

gezeigtwurde.

Ist nun � ´ ¨ � ´ ¨r© ����
�A� und � ´ ¨ Î �-�
´ ¨ � � � , führt (1.152)zu´ ¨ � ´ ¨ � ¤¦���� �<� � � �¥ûÌ� � üv�x�;� ´ ¨ � ´ ¨v© ��� (1.176)

und die Harten-Bedingungen(1.142,1.143) sind wegen (1.156,1.157,1.172) ebenfalls

erfüllt. Ü
Theorem5 gibt hinreichendeBedingungendafür an, daßder Limiter û zu einemTVD-

Verfahrenführt. Über die ApproximationsordnungdesresultierendenVerfahrenssagtes

allerdingsnichtsaus.Im Abschnitt1.7wurdegezeigt,daßjedeslineareUpwind-Verfahren,

dasmindestens2.Ordnunggenauist, als ein gewichtetesMittel ausZentral-Differenzund

LUDS-Verfahrendargestelltwerdenkann.WürdemanalsLimiter-Funktion û°� � ��ê@� wäh-

len, sowürdederKonvektionsstrom(1.152)mit demCDS-Konvektionsstrom̈ubereinstim-

men.Die Limiter-Funktion ûÌ� � �b� �
entsprichtdagegendemLUDS-Verfahren.Es wäre

dahersinnvoll zu verlangen,daßein TVD-Limiter nicht nur denBedingungendesTheo-

rems5 gen̈ugt,sondernauchfür
� ²�� zwischendenGeradenûÌ� � �-ê.� und û°� � ��� �

liegt.

Der Bereich,in welchemdie Werteder Limiter-FunktionunterdengemachtenVorausset-

zungenliegendürfen,ist in derAbb. 1.38dargestellt.

Man sieht, daßdie Limiter-Funktion,derenWerte im gekennzeichnetenBereich liegen,

zwangsl̈aufigfür
� �@� denWert1 annehmenmuß.

Theorem 6 Damit dasDiskretisierungsverfahren (1.153)für hinreichendglatteLösungen

an denStellen ���wÇx��� mit � ¡ 
�Í� die Approximationsordnung2 hat, ist eshinreichend,daß

derLimiter ûÌ� � � folgendeBedingungenerfüllt

1. ûÌ�x�����@� .
2. Die Limiter-Funktion û ist Lipschitz-stetigin derNähevon

� �@� .
Beweis.SieheAnhangA.3.Ü
Wir wollendiebisherigenErgebnissezusammenfassen.

Das Diskretisierungsverfahren (1.153) mit einer Lipschitz-stetigen Limiter-

Funktion,die Werte im kariert dargestelltenBereichder Abb. 1.38 annimmt,ist
TV-stabil , produziert oszillationsfreieLösungenund hat bis auf die kritischen
Stellender LösungsfunktionApproximationsordnung2.
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Wertebereich der TVD−Limiter−Funktion�
φ(θ)=2

φ(θ)=1 (CDS)

φ(θ)=θ
(LUDS)

φ(θ)=2θ

Abbildung 1.38:WertebereichderTVD-Limiter-Funktion.Der zulässigeBereichist kariertdar-
gestellt.

ObwohlausTV-Stabilität undKonsistenzeinesVerfahrensdessenKonvergenzfolgt, kann

manim allgemeinennicht davon ausgehen,daßdie Konvergenzordnungunddie Approxi-

mationsordnungdesVerfahrens̈ubereinstimmen.Wir werdendaherdieKonvergenzordnung

derTVD-Verfahrenin folgendenAbschnittenanunserenTestf̈allenempirischermitteln.

Zunächstmüssenwir allerdingsdieLimiter-Funktiongenauspezifizieren.Die amweitesten

verbreitetenLimiter sindfolgende:

Ù ��Õ�Ù�� À î û����¿� � ��� ä���� ����Ç ä�ã! �Æ� Ç � �x� (1.177)" �$#%
 É'&(
�
 î û ô*) � � � � ä��'� ����Ç ä�ã+ �x�uÇ � � ��Ç ä�ã! � � Ç � �x� (1.178), ¤¦Õ � 
�
�É î û úÆü � � ��� � þ Ò � Ò�~þ Ò � Ò (1.179)

Ù-�/Õ.�e�/�/Õ��102
 À�3 
 Õ �4
 É5
 À î û � ò � � � � ä��'��6 ��Ç ä×ã+ � �~þ �� Ç � Ç � � ��7 (1.180)

Der VerlaufdieserLimiter-Funktionenist in derAbb. 1.39skizziert.Der Minmod-Limiter
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Abbildung 1.39:SkizzenderLimiter-Funktionen.

(kurz: MM) verläuft entlangder unterenGrenzedeszulässigenBereichs.Der Namedes

Limiters kommtdaher, daßfür denLimiter û �:� gilt:û ��� � � ��� ä�ã+ �ä�;=< �x� Ç � � (1.181)

Dabeiist die Funktion
ä�ã! �ä�;=< ���wÇ4>�� sodefiniert,daßsiedenWert 0 annimmt,wennihre

ArgumenteunterschiedlicheVorzeichenhaben,ansonstenist siegleichdemMaximumaus

denBetr̈agenbeiderArgumente.SiekannauchdurcheineeinzigeFormeldefiniertwerden:ä�ã! �ä�;=< ���wÇ4>��-�@? ã!A5 ����� ü äB�'�.C �¦Ç ä�ã! � Ò � Ò Ç4? ã!A5 ���±�<ü�> �1D�Á (1.182)

DerSuperbee-Limiter(kurz:SB)verläuftdagegenentlangderoberenGrenzedeszulässigen
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Bereichs.Er wurdevonRoe[101] im Jahr1985zumerstenMal eingesetztundverdanktihm

seinenNamen.

DervanLeer’s Limiter (kurz: VL) verläuft zwischendenerstenbeidenLimiter-Funktionen

undist im Bereich
� ²A� überalldifferenzierbar. Er wurdebereitsim Jahre1974eingesetzt

[128], undträgtdenNamenseines
”
Erfinders“ . Im Bereich

� ² � nähertsichderVL-Limiter

nur sehrlangsamdemWert 2. Der Monotonized-Centered-Limiter(kurz: MC) verläuft im

Bereich
� Ã � ähnlichwie VL-Limiter, erreichtdanachaberziemlich schnelldie obere

GrenzedeszulässigenBereichs.Er wurdeebenfallsvonvanLeereingef̈uhrt [129].

Alle vier vorgestelltenLimiter habendiesogenannteSymmetrie-Eigenschaft:ûÌ� � �� ��ûFE ��HG<Á (1.183)

Wir werdendieseEigenschaftnochsp̈aterin diesemAbschnittben̈otigen.

Alter nativeVorgehensweise. BeiderKonstruktioneinesTVD-Verfahrenssindwir bisher

vom numerischenKonvektionsstromausgegangen,deralsgewichtetesMittel ausUpwind-

und CDS-Konvektionsstromdargestelltwurde.Man könnteaberanstattvon CDS-Strom� ò%ó'ô � ´ ��õ�� aucheinenanderenKonvektionsstrom2.Ordnungnehmen,z.B.denLUDS-Kon-

vektionsstrom� ü ö\ó'ô � ´ �;õz� . Wir wollen nununtersuchen,ob manauf diesemWegezu prin-

zipiell anderenTVD-Verfahrengelangenkann.

Für ein gewichtetesMittel aus � öxø � ´ ��õ�� und � ü ö\ó9ô � ´ �;õz� gilt (s.auch(1.116)):

� ­ïú ó � ´ �;õz�h� �Æ���JI-üv� �÷öxø � ´ ��õz� þJI-ü � ü ö\ó'ô � ´ ��õ��� � öxø � ´ ��õ��ìþJI ü � � ü ö\ó'ô � ´ ��õz�Ì� � öxø � ´ ��õ��x�� ¤ ´ ¨v© ��þJI-ü ¤� � ´ ¨v© ��� ´ ¨v© � ��Á (1.184)

Wir bezeichnendenneuenKonvektionsstrommit � ­
ú ó � ´ ��õ�� unddenGewichtungsfaktormitI-ü , umsievon � ­
ú ó � ´ ��õz� und û�ü zuunterscheiden.Analogzu(1.159)gilt:´ ¨ � ´ ¨ � ¤¦�B��b� � ´ ¨ þ I¿� � ���� � ´ ¨ � ´ ¨r© ���Ì� ´ ¨v© �-� IÔ� � üï�� � ´ ¨v© � � ´ ¨r© � � � Ç (1.185)

wasmanfolgendermaßenin derForm(1.141)darstellenkann(mit Þ ¨ �A� ):´ ¨ � ´ ¨ � ¤��B�� �b� � � þJIÔ� � ���Ì�JI¿� � üï� ´ ¨v© � � ´ ¨r© �´ ¨ � ´ ¨v© � � � ´ ¨ � ´ ¨v© ��� (1.186)
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Dasentspricht(1.141)mit

Ý ¨v© � � ¤��B�� �b� � � þJIÔ� � � �Ì�JI¿� � ü � ´ ¨v© � � ´ ¨r© �´ ¨ � ´ ¨v© � �
� ¤��B�� �b� � � þKI¿� � ���Ì�JIÔ� � üï� � üv� (1.187)Þ ¨ � � (1.188)

Damitdie Bedingung(1.142)erfüllt ist, müssenfolgendeUngleichungengelten:� º � þJIÔ� � ���Ì�JI¿� � ü
� � ü º Ý (1.189)

AnstattdenLimiter I¿� � � neuzu erfinden,kannmanmit Hilfe desfolgendenTheoremsdie

bereitsnachgewieseneEigenschaftender Limiter-Funktionenû �:� � � � , û ô*) � � � , û úÆü � � � undû � ò � � � sinnvoll ausnutzen:

Theorem 7 Gen̈ugt die Limiter-Funktion ûÌ� � � denVoraussetzungendesTheorems5, und

ist dieFunktion I¿� � � entwederals

1. I¿� � ��î
� �(LNM�OM
oderals

2. I¿� � ��î
�Aû-P �MRQ
definiert,soerfüllt die Funktion IÔ� � � dieBedingungen(1.189)

Beweis.SieheAnhangA.4.Ü
Wir wollen nununtersuchen,waspassiert,wennwir die auf dieseWeisekonstruiertenLi-

miter in die Definition desKonvektionsstromes(1.184)einsetzen.Im Fall IÔ� � �#� ûÌ� � �TS �
erḧalt man:

� ­
ú ó � ´ ��õ��¼� ¤ ´ ¨r© �$þKI¿� � ü
��ü ¤ � ü � ´ ¨r© ��� ´ ¨v© � �� ¤ ´ ¨r© �$þ û°� � ü �� ü ü ¤ � ü � ´ ¨v© � � ´ ¨v© � �� ¤ ´ ¨r© �$þçû°� � ü
��ü ´ ¨ � ´ ¨v© �´ ¨r© ��� ´ ¨v© � ü ¤ � ü � ´ ¨v© � � ´ ¨r© � �� ¤ ´ ¨r© �$þçû°� � ü
��ü ¤ � ü � ´ ¨ � ´ ¨v© ����ê � ­ïú ó � ´ �;õz�;Ç (1.190)

d.h.dieKonvektionsstr̈ome � ­ïú ó � ´ ��õ�� und � ­
ú ó � ´ ��õ�� stimmenin diesemFall überein!
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WürdemanstattdessendenAusdruck I¿� � �¹�áû¹�Æ�'S � � in (1.184)einsetzen,so würdedas

im allgemeinenzu einemanderenDiskretisierungsverfahrenführen.Für die vorgestellten

4 Limiter-Funktionenû ��� � � � , û ô*) � � � , û úxü � � � und û � ò � � � allerdings,stimmenwegenderen

Symmetrie-Eigenschaft(1.183)dieFunktionenI¿� � �-�Aûg�x�'S � � und I¿� � ����ûÌ� � �/S � überein,

sodaßauchin diesemFall gilt � ­
ú ó � ´ ��õ��-ê � ­
ú ó � ´ ��õ�� . Wir habensomitgezeigt,daß

unabḧangigdavon,obmandenTVD-StromalsgewichtetesMittel ausUpwindund

CDSmit einemsymmetrischenLimiter û°� � � , oderalsgewichtetesMittel ausUp-

wind und LUDS mit einemLimiter I¿� � � � ûÌ� � �/S � oder I¿� � � � ûg�x�'S � � kon-

struiert,sind die resultierendenDiskretisierungsverfahren in allen drei Fällen
identisch.

Alter native Limiter . Beim Aufbauder4 vorgestelltenLimiter-Funktionen(1.177-1.180)

gingmanvongeometrischen̈Uberlegungenaus:entscheidendwar, daßderenWerteim vor-

geschriebenenBereichlagen.Man kannaberalsAusgangspunktaucheinebeliebigeFunk-

tion nehmen,undanschließendihreWertewennnotwendigkorrigieren.

Wir habenvorher schongesehen,daßdie Funktion ûÌ� � � ê � dem CDS-Verfahrenund

die Funktion û°� � � � �
dem LUDS-Verfahrenentsprechen.Das Agarwal-Verfahrenund

dasQUICK-Verfahrenerḧalt mandurch û°� � ��� � S�U�þ � S�U bzw. ûÌ� � �=�VU$S � þ � S � , da

diesebeidenVerfahrendurch lineareKombinationausCDS und LUDS gebildetwerden

können.Offensichtlichliegendiesevier Funktionennicht im zulässigenWertebereichder

Abbildung 1.38.Man kannaberausdiesenFunktionendie entsprechendenTVD-Limiter

dadurchkonstruieren,daßmandie Funktionswertedort verändert,wo sie denzulässigen

Bereichverlassen,und ansonstenunverändertläßt.Die resultierendenLimiter sind in der

Abb. 1.40skizziert,undwerdenfolgendermaßendefiniert:

ÝgÞ í î û ò%ó9ô � � � � ä��'� µu��Ç ä�ã+ �x� Ç � � � ¶ (1.191)� ´ Þ í î û ü ö\ó'ô � � ��� ä���� µu��Ç ä�ã! � � Ç � � ¶ (1.192)WYX�WYZ�[\W � î û.]_^`] � � � ��� ä��'��6 ��Ç ä�ã! � � þ �U Ç � Ç � � ��7 (1.193)a ´ ��Ýcb î û.d ö ¨ òfe � � ��� ä�����6 �¦Ç ä�ã+ � Uxþ �� Ç � Ç � � ��7 (1.194)

Man beachte,daßdiesevier Limiter-Funktionendie Symmetrie-Eigenschaft(1.183)nicht

besitzen.Es gilt jedoch û ò%ó'ô �Æ�'S � �b�	û ü ö\ó'ô � � �TS � , so daßder Konvektionsstrom� ­
ú ó � ´ ��õ��
mit I¿� � �Ô�@û ò%ó9ô �x�'S � � zu demselbenVerfahrenführt wie Konvektionsstrom� ­
ú ó � ´ ��õz� mit
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Abbildung 1.40:SkizzenderLimiter-Funktioneni ò%ó9ôkjfl(m , i ü ö\ó9ôkjfl(m , i ]_^`] � jnlkm und i d ö ¨ òfe=jfl(m .
û ü ö\ó'ô � � � undumgekehrt,derKonvektionsstrom� ­
ú ó � ´ ��õz� mit IÔ� � �÷�Íû ü ö\ó'ô �Æ�'S � � führt zu

demselbenVerfahrenwie Konvektionsstrom� ­
ú ó � ´ ��õ�� mit û ò%ó'ô � � � .
Alle vier Limiter gen̈ugendenVoraussetzungendesTheorems6, sodaßresultierendeVer-

fahrenan denunkritischenStellendie Approximationsordnungvon mindestens2 haben.

Der AGARWAL-Limiter û ]_^`] � � � � führt ansolchenStellensogarzu einerApproximations-

ordnungvon3.Dasfolgt daraus,daßin derNähevon
� �@� derAGARWAL-Limiter mit der

Funktion û°� � �-� � S�U�þ � S�U übereinstimmt(Abb. 1.40,untenlinks), sodaßderentsprechen-

deTVD-VerfahrendiegleicheApproximationsordnunghatwie dasAgarwal-Verfahren,und

dessenApproximationsordnungist bekanntlich3.

Wir werdendie limitiertenVersionenderlinearenVerfahrenCDS,LUDS, AGARWAL und
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QUICK entsprechendmit L-CDS,L-LUDS,L-AGARWAL undL-QUICK bezeichnen.

NumerischeAspekte. Bevor wir in dennächstenAbschnittenmit derUntersuchungdes

EinflussesverschiedenerLimiter-Funktionenauf die numerischeLösungunsererTestf̈alle

beginnen,sollenhier nocheinigenumerischeAspektebesprochenwerden.Bishersindwir

bei der HerleitungeinesTVD-Verfahrensvon einemräumlichunbegrenztenLösungsge-

biet ausgegangen.In denTestf̈allen wollen wir dasVerfahrenallerdingsfür dasIntervallC �¦Ç � D einsetzten.Die DiskretisierungdesBerechnungsgebietessowie die Behandlungder

Randelementeerfolgt analogzumUpwind-Verfahrenund ist im Abschnitt1.4 ausf̈uhrlich

beschrieben.

Zur BerechnungdesnumerischenKonvektionsstromes� ­
ú ó � ´ ����S � � brauchtmandenWert

derGitterfunktionanderStelle � © � , dieaußerhalbdesBerechnungsgebietesliegt.Wie beim

LUDS-Verfahrenkann man bei station̈aren Randbedingungeneinenfiktiven Gitterpunkt

einfügenund
´ © � � ´ Â setzen.Alternativ kannmandenGewichtungsfaktorû ��ª � gleichNull

setzen,wasim Endergebnisauf dasselbehinausl̈auft.Die ersteVarianteist programmtech-

nischeffektiver, dadanndasersteVolumenelementauf die gleicheWeisewie alle anderen

innerenKontrollvoluminabehandeltwerdenkann.Der instation̈are Fall wird im Abschnitt

1.11behandelt.

DasresultierendeGleichungssystemist nichtlinear. Die Linearisierungkanndurchden
”
de-

ferredcorrection approach“ durchgef̈uhrt werden, der im Abschnitt 1.6 beschrieben

wurde (s. (1.116,1.117)).Für denKorrekturstrom� ó'ò � ´ ��õz� gilt (s.1.155,1.158):

�ùó9ò � ´ ��õ��¼� û ü ü ¤ � ü � ´ ¨ � ´ ¨v© � �-�
� opq pr ��Ç ��
�Õ�Õ ´ ¨ � ´ ¨v© � � �] � ü � ´ ¨ � ´ ¨v© �\��ü/û°�ks ¢ut ñ�© s ¢vt ðs ¢ © s ¢vt ñ ��Ç ��
�Õ�Õ ´ ¨ � ´ ¨v© �w
� � (1.195)

Wennfür einenLimiter û°�ÆÁï� eineFunktion û°�ÆÁvÇ�Á
� existiertmit derEigenschaft

ûw���wÇ4>��-� opq pr ��Ç ��
 Õ�Õx><���>Lü/û°� ¡ y ��Ç ��
 Õ�Õx>z
��� Ç (1.196)

dannkannmandenKorrekturstrom� ó'ò � ´ ��õ�� wesentlicheinfacherberechnendurch:

� ó'ò � ´ ��õ���� ¤ � ü û°� ´ ¨v© �-� ´ ¨v© � Ç ´ ¨ � ´ ¨v© ����Á (1.197)

SoeineFunktion û exisitiert für 7 der8 betrachtetenLimiter. Wir zeigenexemplarischdie
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HerleitungeinersolchenFunktionfür denMM-Limiter û ��� . Esgilt für >F
�A� :>�ü/û ��� � � > � � >Lü ä��'��6 ��Ç ä�ã! � �uÇ � > ��7
� ? ã+A5 ��>���ü Ò > Ò ü ä���� 6 �¦Ç ä�ã+ � � Ç � > ��7
� ? ã+A5 ��>���ü ä���� 6 ��Ç Ò > Ò ü ä�ã+ � � Ç � > ��7
� ? ã+A5 ��>���ü ä���� 6 ��Ç ä×ã+ � Ò > Ò Ç � Ò > Ò> ��7
� ? ã+A5 ��>���ü ä���� µu�¦Ç ä�ã! � Ò > Ò Ç��¢ü�? ã!A5 �1> �Æ� ¶ �gî û �:� ���§Ç`> �;Á

Wie manleicht überpr̈ufenkann,ist dieBedingungû ��� ���wÇ�� �-� � ebenfallserfüllt. Bis auf

denVL-Limiter kanndie Funktion û analoghergeleitetwerden.Wir präsentierenhier nur

dasEndergebnis:

û ô*) ���wÇ4>��¼� ? ã+A{ ��>���ü ä��'� µu�¦Ç ä�ã! .C Ò > Ò Ç � �¢ü�? ã!A5 �1> �1D�Ç ä�ã! %C � Ò > Ò Ç;� ü�? ã+A{ ��>���D ¶
û � ò ���wÇ4>��¼� ? ã+A{ ��>���ü ä��'� 6 ��Ç ä�ã+ }| Ò > Ò þ¥�¢ü�? ã+A5 �1> �� Ç � Ò > Ò Ç � ��ü�? ã!A5 �1> �*~ 7
û ò%ó'ô ���wÇ4>��¼� ? ã+A{ ��>���ü ä��'� µu�¦Ç ä�ã! .C Ò > Ò Ç � �¢ü�? ã!A5 �1> �1D ¶û ü ö\ó'ô ���wÇ4>��¼� ? ã+A{ ��>���ü ä��'� µu�¦Ç ä�ã! .C � Ò > Ò Ç��¢ü�? ã!A5 �1> �1D ¶
û ]_^`] � ���wÇ4>��¼� ? ã+A{ ��>���ü ä��'��6 ��Ç ä�ã+ | � Ò > Ò þç��ü�? ã+A5 ��>��U Ç � Ò > Ò Ç � � ü�? ã+A{ ��>�� ~ 7
û d ö ¨ òfe ���wÇ4>��¼� ? ã+A{ ��>���ü ä��'��6 ��Ç ä�ã+ | U Ò > Ò þç��ü�? ã+A5 ��>��� Ç � Ò > Ò Ç � � ü�? ã+A{ ��>�� ~ 7

DieseIdeezur BerechnungdesKorrekturstromesmit Hilfe derFunktion û stammtvon Yee

[135].

1.10 TVD-Verfahren: Untersuchungder Testfälle

In diesemAbschnittwollen wir denEinfluß der Limiter-Funktionenauf die numerischen

Lösungender Testf̈alle 1 und 2 untersuchen.Durch den Aufbau der TVD-Verfahrenist

sichergestellt,daßdie LösungenkeineOszillationenenthaltenkönnen.Die Unterdr̈uckung

derOszillationengeschiehtallerdingsdurchstarkeÜbergewichtungdesUpwind-Stromesin
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Abbildung 1.41:TestNo.2:VerlaufderLösungauf einemGitter �w�w�J�$����� für 8 Limiter.
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derNähederkritischenStellen.Dieserist allerdingsnur ersterOrdnunggenau,sodaßman

erwartenkann,daßTVD-Verfahrenzwar physikalischsinnvolle Lösungenliefern, mögli-

cherweiseaberaufKostenderGenauigkeit.

Wir beginnenmit derUntersuchungdesTestbeispielsNo.2,dain diesemFall beimEinsatz

von linearenVerfahrenhöhererOrdnungdie Oszillationenam sẗarkstenausgepr̈agtwaren

(Abb. 1.22,1.28,1.33). In Abb. 1.41 ist der Verlauf der Lösungauf einemGitter mit der

Maschenweite�<�+� �¦Áé�¦� für alle 8 Limiter-Funktionendargestellt.Man sieht,daßdie

Lösungenin allen8 Fällentats̈achlichkeineOszillationenaufweisen.

VERFAHREN # VERFAHREN # VERFAHREN #
CDS 0.47 L-CDS 0.67 MM 0.66

LUDS 0.60 L-LUDS 0.66 SB 1.00

AGARWAL 0.75 L-AGARWAL 0.76 VL 0.69

QUICK 0.60 L-QUICK 0.71 MC 0.67

Tabelle1.4: TestbeispielNo.2:EmpirischeKonvergenzordnungvon12Verfahren

In der Tabelle1.4 sind die empirischenKonvergenzordnungenfür 4 lineareVerfahrenso-

wie für 8 TVD-Verfahrenzusammengetragen.Mansieht,daßdie limitierten Versionenvon

allen vier linearenVerfahren(CDS, LUDS, AGARWAL und QUICK) eine höhereKon-

vergenzordnunghaben,alsdie nichtlimitiertenOriginalverfahren.Auch die absolutenFeh-

ler der limitierten Versionensindauf fastallenGitternniedriger, wie manauf den � - �b� -
Diagrammen(Abb. 1.42)sehenkann.Besondersstarkfällt die FehlerreduktionbeimCDS-

Verfahrenaus.DaslineareCDS-VerfahrenleideteammeistenvondenstarkenOszillationen

undprofitiert daherammeistenvon derenEliminierung.Beim Agarwal-Verfahrenfällt die

Fehlerreduktionamkleinstenaus.Entscheidendist aber, daßin allenvier FällenderEinsatz

derentsprechendenLimiter-Funktiondie Oszillationenin derLösungbeseitigtundgleich-

zeitig die GenauigkeitderLösungerḧoht.

Sehrinteressantist auchder Vergleich der vier alternativen Limiter untereinander(Abb.

1.43,links). Im Abschnitt1.6 habenwir gesehen(s. Abb. 1.29),daßdasLUDS-Verfahren

im TestfallNo.2 auf allenGittern genauereLösungenerzielteals dasCDS-Verfahren,ob-

wohl derabsoluteWertdesDispersionskoeffizientendesCDS-Verfahrens2 mal kleinerist.

Wir habendiesesPḧanomendamit erklärt, daßder AbbruchfehlerdesLUDS-Verfahrens

einenzus̈atzlichendiffusivenTermentḧalt, derfür starkeReduktionderOszillationensorgt

im Vergleich zum CDS-Verfahren,waseinehöhereGenauigkeitauf allen Gittern zu Fol-

gehatte.Bei denlimitierten VersionenbeiderVerfahrenwerdendieseOszillationenbereits

durchdenEinsatzdesLimitersunterdr̈uckt,sodaßnundasL-CDS-Verfahrenbesseralsdas
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Abbildung 1.42:TestNo.2:Vergleichvon limitiertenundnichtlimitiertenVerfahren.

L-LUDS abschneidet.Die limitierten Versionenvon AGARWAL undQUICK habenwie-

derumeineviel höhereGenauigkeitalsL-CDS- undL-LUDS-Verfahren.Der Unterschied

zwischenL-AGARWAL und L-QUICK fällt diesmalallerdingsviel schẅacherausals im

nichtlimitiertenFall (vgl. Abb. 1.37).

In der Abb. 1.43 (rechts)ist der Fehlerverlauf in Abhängigkeitvon der Gitteraufl̈osung

für vier Standard-Limiterdargestellt.Zu Vergleichszweckenist auchdie � - �b� -Kurve für

dasUpwind-VerfahrenersterOrdnungaufgetragen.Am schlechtestenschneidetder MM-

Limiter ab. Man sieht in der Abb. 1.41 (ganzoben, links), daßbeim EinsatzdesMM-

Limiters die Lösungam sẗarkstenabgeflachtwird. Trotzdemist die Genauigkeitund die

KonvergenzordnungdesMM-VerfahrenswesentlichhöheralsbeimUpwind-Verfahren.Die� - �<� -Kurvenvon MC- undVL-Verfahrenverlaufensehrengnebeneinander. Obwohldas

VL-VerfahreneineetwashöhereKonvergenzordnunghat(s.Tab. 1.4),ist derabsoluteFeh-
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ler desMC-Verfahrensauf allenGitternniedriger. Die mit AbstandbestenErgebnisselie-

fert aberder SB-Limiter. Das SB-Verfahrenhat sowohl die höchsteKonvergenzordnung

von allenuntersuchtenVerfahrenalsauchdenkleinstennumerischenFehlerauf allenGit-

tern. In der Abb. 1.41 (ganzoben,rechts)sieht man,daßbeim EinsatzdesSB-Limiters

beideDiskontinuiẗatensehrgenauaufgel̈ost werden.Die hervorragendeGenauigkeitdes

SB-Verfahrensim TestfallNo.2 läßtsichdurchseinstarkantidiffusivesVerhaltenerklären.

Je größerder Wert der Limiter-Funktion ist, um so sẗarker wird der CDS-Konvektions-

stromanteilin � ­
ú ó � ´ ��õ�� gewichtet.Bei einemGewichtungsfaktorvon 2 stimmtderTVD-

Konvektionsstromsogarmit demDownwind-Stromüberein,der(wie im Abschnitt1.4ge-

zeigt wurde)antidiffusiv ist. Im Unterschiedzur reinenDownwind-Diskretisierungverur-

sachtdasSB-VerfahrenallerdingskeineOszillationen,daderLimiter denWert von 2 nicht

überallannimmt.Er verläuft aberentlangderoberenGrenzedeszulässigenWertebereichs

füreinTVD-Verfahren2.Ordnungunderlaubtsomitsoviel
”
Antidif fusion“ wie nurmöglich.

DasSB-Verfahrenist dahersehreffektiv beiderAuflösungvondiskontinuierlichenFronten,

weil esdenvertikalenVerlaufderLösungdurchAntidif fusionaufrechterḧaltunddabeinicht

überdieexakteLösunghinausschießt(infolgederTVD-Eigenschaft).Gleichzeitigist damit

dergrößteNachteildesSB-Verfahrensbei Auflösungvon geneigtenFrontenverbunden,da

derSB-Limiter dafür sorgt, daßdieseFrontenüberdaszulässigeMaßhinaus
”
aufgesteilt“

werden,wie weiteruntengezeigtwird.

Im Testfall No.1mit � �A�¦Áv� wurdefür alleTVD-VerfahrenbisaufMM undL-AGARWAL

die empirischeKonvergenzordnungvon 2 festgestellt.DasMM-Verfahrenerreichteauf ei-

nemGitter mit der Maschenweite�<�¥�Ú�¦Áé�u�5� eineetwasniedrigereKonvergenzratevon

1.9,währenddasL-AGARWAL-VerfahreneineKonvergenzordnungvon3 hat,wasmit der

.
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Abbildung 1.43:TestNo.2:VergleichvonalternativenundStandard-Limiternuntereinander.
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Abbildung 1.44:TestNo.1( ¥§¦J¨�©Nª ): Vergleichvon limitiertenundnichtlimitiertenVerfahren.

OrdnungdesnichtlimitiertenAGARWAL-Verfahrensübereinstimmt.In der Abb. 1.44 ist

derFehlerverlaufder limitierten Versionenvon vier linearenVerfahrenmit demdernicht-

limitierten Originalverfahrenverglichen.Auf dengrobenGitternschneidendie limitierten

Verfahrenimmerdeutlichbesserab,währendmit zunehmenderGitterverfeinerungderUn-

terschiedin der Genauigkeitzwischenden limitierten und nichtlimitiertenVersionenfast

vollständigverschwindet.Dasliegt daran,daßsichmit feinerwerdendenGitterndie Wer-

te von «�¬ und «(­ demWert von 1 nähern,und in der Umgebung von «¯®±° stimmendie

limitiertenVersionenmit dennichtlimitiertenüberein(s.Abb. 1.40).

Der Vergleich dervier alternativenLimiter untereinander(Abb. 1.45,links) zeigt,daßdie

mit AbstandbesteGenauigkeitvon dem AGARWAL-Limiter erzielt wird, gefolgt vom

QUICK-Limiter, wobei der VorsprungdesAGARWAL-Limiters bei grobenGittern nicht

sehrstarkausf̈allt. Sehrinteressantist derVerlaufder ² - ³µ´ -Kurvender4 Standard-Limiter
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(Abb. 1.45, rechts).Abgesehenvom SB-Verfahrenist dasErgebnisvergleichbarmit dem

für dasTestbeispielNo. 1. Bei kleinenWertenvon ³x´ liegendie Kurvenfür VL- undMC-

Limiter sehrengnebeneinander, wobeiaufgrobenGitterndasMC-Verfahrenetwasgenauer

ist. Wesentlichschlechterschneidetder MM-Limiter ab, wobei seineGenauigkeitimmer

nochviel höheralsdie desUpwind-VerfahrensersterOrdnungist. Sehrmerkwürdig ist da-

gegenderVerlaufder ² - ³x´ -Kurvefür dasSB-Verfahren.WährendaufeinemGittermit der

Maschenweite³µ´¶®¸·=¹+° derSB-Limiter die besteLösungvon allenVerfahrenproduziert,

nimmt der Fehlerbei VerdoppelungderStützstellenanzahlnur ganzleicht ab,undwächst

bei einerweiterenGitterverfeinerungsogaran.

Die ErklärungfürdiesesPḧanomenliegt im bereitserwähntenstarkantidiffusivenVerhalten

desSB-Verfahrens.In derAbb. 1.46ist die mit MM- undSB-VerfahrenberechneteLösung

für zweiunterschiedlicheMaschenweitendargestellt.Auf einemGittermit derMaschenwei-

te ³µ´�®º·2¹!° verläuftdieMM-L ösungwesentlichflacheralsdieexakteLösung,währenddas

SB-Profil viel steileralsdasMM-Profil ist, wasin einer5fachhöherenGenauigkeitresul-

tiert.Die Antidif fussiondesSB-VerfahrenshebtsomitdieDif fusiondesUpwind-Verfahrens

auf.Auf einemGittermit derMaschenweite³µ´�®º·2¹»·5¼{½ gehtdienumerischeDif fusiondes

MM-Verfahrensstarkzurück, die Lösungist nun wesentlichgenauer, als auf demgroben

Gitter. Beim EinsatzdesSB-Verfahrensdagegensorgt dessenstarkeAntidif fusion dafür,

daßdie Front in der numerischenLösungnun steilerverläuft, als die exakteFront (Abb.

1.46, untenrechts).Die Genauigkeitder LösungdesSB-Verfahrensist sogarschlechter

als im MM-Fall. Bei weiterenGitterverfeinerunggehtder Einfluß der Antidif fusionzwar

deutlichzurück,die GenauigkeitderSB-Lösungbleibtaberweiterhinniedriger, alsdie der

MM-L ösung(s.Abb. 1.45,rechts).
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Abbildung 1.45:TestNo.1( ¥x¦J¨$©Nª ): VergleichvonalternativenundStandard-Limitern

untereinander.
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Abbildung 1.46:TestNo.1( ¥§¦J¨�©Nª ): VergleichvonMM- undSB-Verfahrenfür zwei

unterschiedlicheMaschenweiten.

Testfälle 1 und 2: Zusammenfassung. Wir habengezeigt,daßder Einsatzder TVD-

Limiter-Funktionenbei der BerechnungdesnumerischenKonvektionsstromsermöglicht,

oszillationsfreieLösungender linerarenKonvektionsgleichungzu erhalten.Ein Vergleich

der linearenVerfahrenhöhererOrdnungmit ihren limitierten Versionenhat gezeigt,daß

Unterd̈uckungderOszillationendurchdenLimiter gleichzeitigdieGenauigkeitderLösung

auf fastallenuntersuchtenGitternverbessert.Die KonvergenzordnungderVerfahrenwurde

durchdie ÜbergewichtungdesUpwind-Stromesin der Näheder kritischenStellensomit

nicht negativbeeinflußt. Im FallederdiskontinuierlichenLösungsfunktionhabendie limi-

tiertenVersionensogareinehöhereKonvergenzrateerzielt,alsdie linearenOriginalverfah-
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ren.

Die mit AbstandbestenErgebnissewurdenbeimEinsatzdeslimitierten AGARWAL-Ver-

fahrenserzielt, dasim Falle der glattenLösungsfunktioneineKonvergenzordnungvon 3

hat. Das zweitbesteErgebnisunter den alternativen Limitern hat daslimitierte QUICK-

Verfahrengezeigt,wobei im TestfallNo.2 seineGenauigkeitfastgenausogut wie die des

AGARWAL-Verfahrenswar.

Unter den Standard-Limiter-Funktionenhabenfür beideTestf̈alle der VL- und der MC-

Limiter sehrgut abgeschnitten.DasMM-Verfahrenleidet sẗarkerals diesebeidenan der

numerischenDif fusionundzeigteeineviel schlechtereAuflösungderFrontenauf groben

Gittern.Dasstarkantidiffusive VerhaltendesSB-Limiterssorgt dafür, daßer im Falle der

glattenLösungsfunktionauf feinenGitterndie Frontzu steil auflöstunddadurchvon allen

Verfahrendie schlechtesteGenauigkeiterzielt,obwohlim TestfallNo.2 dieserLimiter die

bestenLösungenproduzierte.

1.11 Testfall No.3: nichtmonotoneglatte Lösungsfunktion

Im letztenAbschnitthabenwir unterschiedlicheTVD-Verfahrenan 2 Beispielengetestet

und festgestellt,daß die limitierten Versionenvon linearenVerfahrenhöhererOrdnung

die OszillationenausderLösungeliminierenundgleichzeitigdie GenauigkeitderLösung

erḧohen.Im TestfallNo. 1 wurdeaußerdemfestgestellt,daßdie limitierten Verfahrendie

KonvergenzordnungderOriginalverfahrenbeibehaltenund auf allen untersuchtenGittern

denLösungsfehlerreduzieren.

DieseAussagensindjedochnochnichtverallgemeinerbar. Sowohl im TestfallNo.1alsauch

im TestfallNo.2handelteessichumeinenLösungsprofilmit einerscharfenFront.In diesem

Fall sinddie Oszillationenin denLösungenbeimEinsatzvon linearenVerfahrenbesonders

starkausgepr̈agt,sodaßderEinsatzvonLimitern besondersgroßeVorteilebringt.Bei realen

mehrdimensionalenströmungsmechanischenProblemenkönnendieLösungenzu verschie-

denenZeitpunktenbzw. anverschiedenenOrtenunterschiedlichglattenVerlaufaufweisen.

Für einnumerischesVerfahrenist eswichtig, daßesin allenmöglichenFällendasProblem

effizientlöst.In diesemAbschnittwollenwir dahereinenweiterenTestfallmit einerLösung

ohnesteileFrontenuntersuchen.Wir wählenalsAnfangsbedingungÊÌË�Í ´HÎÏ® °ÑÐJÒ�ÓÕÔ Í1Ö ´×Î×´�ØJÙÚ·=Û4¼'Ü1¹ (1.198)

undalsRandbedingung Ý Í*Þ ÎÏ® °ßÐJÒ�ÓÕÔ Í�ÖHÞ Î`Û Þáà ·2¹ (1.199)



100 KAPITEL 1: LINEARE KONVEKTIONSGLEICHUNGMIT KONSTANTER KONVEKTIONSGESCHWINDIGKEIT

.

0
â

0.2 0.4 0.6 0.8 1ã 1.2 1.4 1.6 1.8 2ä
xå0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

u(
x,

t)æ
t=0s
t=0.5s
t=1s

Abbildung 1.47:TestbeispielNo.3:AnfangsprofilundLösungsverlaufzu2 verschiedenen

Zeitpunkten.
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Abbildung 1.48:TestNo.3:CDS-LösungaufeinemGittermit 20Stützstellen.
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Die LösungderlinearenKonvektionsgleichung(1.19)mit íµ®î° lautetin diesemFallÊïÍ ´ïÛ Þ Îð® °ßÐKÒ�Ó�Ô Í1ÖñÍ ´§ò Þ ÎTÎ4Û�´FØKÙÚ·2Û`¼'Ü�Û Þßó ·=¹ (1.200)

DasStartprofilderLösungsowie derenVerlaufzudenZeitpunktenÞ ®ô·2¹u½ und Þ ®î° sindin

derAbb. 1.47abgebildet.In Abb. 1.48ist die numerischeLösungmit demCDS-Verfahren

auf einemGittermit nur 20 Stützstellendargestellt.Man sieht,daßdie numerischeLösung

dasexakte Lösungsprofilsehrgut wiedergibt, und keine starkenOszillationenauftreten.

Wir wollennununtersuchen,wie gutdieTVD-Verfahrenin diesemTestfallim Vergleichzu

nichtlimitiertenVerfahrenabschneiden.

Der neueTestfall ist außerdemauszwei weiterenGesichtspunkteninteressant.Im Testfall

No.1handelteessichumeineglattemonotoneLösungsfunktion,diekeinelokalenExtrema

hatte.Kritische Stellen,die beim Einsatzvon linearenVerfahrenOszillationenverursach-

ten, warendiejenigenmit einerstarkenKrümmungder Lösung.Auf grobenGittern wur-

deansolchenStellenbei derBerechnungdesTVD-KonvektionsstromsderUpwind-Anteil

übergewichtet. Mit zunehmenderGitterverfeinerungnähernsich «�¬ und «(­ dem Wert 1,

die limitiertenKonvektionsstr̈omestimmenmit dennichtlimitiertenübereinundalle TVD-

VerfahrenerreicheneineApproximationsordnungvon mindestens2. Im TestfallNo.3han-

delt essichdagegenumeineLösungmit lokalenExtrema.Unabḧangigdavon,wie fein das

numerischeGitter ist, ist in derNäheeinerlokalenExtremumstelleentweder«�¬ oder «(­ ne-

gativ. Unddasbedeutet,daßansolchenStelleneinTVD-VerfahrenmaximalersterOrdnung

genauist. Der TestfallNo.3 gibt unssomit die Möglichkeit zu untersuchen,inwieweit die

niedrigereApproximationsordnungan einzelnenStellendie KonvergenzordnungdesVer-

fahrenim gesamtenLösungsgebietbeeinflußt.

Ein weitererwichtigerAspektbetrifft die BehandlungdesVolumenelementsmit derNum-

mer1. Alle TVD-Verfahrenben̈otigenzur BerechnungdesKonvektionsstromesõ Í÷öcø °�ù�¼$Î
denWertderGitterfunktionanderStelle ´HúÌû , dieaußerhalbdesBerechnungsgebietesliegt.

Bisherhabenwir zweiTestf̈allemit quasi-station̈arenRandbedingungenuntersucht(im Test

No.2 ist

Ý ÍüÞ Î�ýþ· und für TestNo.1 gilt mit einersehrhohenGenauigkeit

Ý Í*Þ Î�ÿþ· ). Wir

konntendaherdasentstandeneProblemdadurchumgehen,daßwir ö úÌû§® ö�Ë gesetztha-

ben.Im TestNo.3handeltessichdagegenum eineinstation̈are Randbedingung.In diesem

Fall kanndie Annahmeö úÌûx® ö�Ë dasKonvergenzverhaltendesVerfahrensim gesamten

Lösungsgebietnegativ beeinflussen.

Als erstesuntersuchenwir dasProblemmit der Behandlungdesfiktiven Wertes ö ú û , da

diesesnicht nur bei allen TVD-Verfahren,sondernauch bei der Berechnungdes Kon-

vektionsstromesõ Í÷öcø °'ùR¼$Î mit LUDS-, AGARWAL- undQUICK-Verfahrenentsteht.Wir

wissen,daßdie analytischeLösungmit der Konvektionsgeschwindigkeití entlangder ´ -

Achsepropagiert.WäredasLösungsgebieträumlichunbegrenzt,so würdeder Lösungs-
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wert ÊïÍ ´ úÌû Û Þ ��� û Î mit demWert ÊïÍ ·2Û Þ ��� û Ð ³x´�ùRí Î übereinstimmen.Tats̈achlichgilt wegenÊïÍ ´ïÛ Þ Î�® ÊÌË�Í ´§òJí Þ Î :ÊïÍ ´×ú û4Û Þ ��� û4Î ® ÊïÍ ò�³x´HÛ Þ ��� û4Î	® ÊÌË(Í ò�³x´ òJí Þ ��� û4Î4ÛÊ Í ·2Û Þ ��� û�ÐJ³x´�ù�íÌÎ ® ÊÌË�Í ·�òJí�� ÍüÞ ��� ûñÐJ³x´�ù�íÌÎTÎ	® ÊÌËkÍ ò�³x´§òJí Þ ��� û4Î4¹
Wir könnendeshalbden

”
genauen“ Wert ö úÌû folgendermaßenberechnen:ö ú ûß® ÊïÍ ·=Û Þ ��� û:ÐK³µ´�ùRí Î	® Ý ÍüÞ ��� û:ÐK³µ´HùRí Î`¹

Wir werdendieseFormelzur Berechnungvon ö úÌû
”
VarianteA“ nennen.DieseVorgehens-

weisesetztallerdingsvoraus,daßwir dieanalytischeLösungbereitskennen.Siekanndaher

nicht auf andereGleichungenverallgemeinertwerden.Wir werdendieseVariantedeshalb

nuralsReferenzl̈osungbetrachten.

Ist die analytischeLösungder Dif ferentialgleichungnicht bekannt,so mußder Wert ö úÌû
ausdenWertender Gitterfunktionapproximiertwerden,die innerhalbdesBerechnungs-

gebietesliegen.Die einfachsteMöglichkeitwurdebereitsangesprochen.Wir nennendiese

Approximation
”
Variante1“ : ö ú ûß® ö�Ë ¹ (1.201)

Unter der Annahme,daßdie LösungsfunktioneineglatteFortsetzungaußerhalbdesBe-

rechnungsgebieteshat,hatVariante1 die Approximationsordnungvon 1. Die Approxima-

tionsordnung2 kannerreichtwerden,wennmandavon ausgeht,daßderPunkt Í ´HúÌû4Û ö úÌû4Î
aufeinerGeradenliegt, diedurchdie Stellen Í ´ Ë Û ö�Ë Î und Í ´Hû4Û ö û4Î geht.Die entsprechende

Formel(
”
Variante2“ ) lautet: ö úÌûá®º¼ ö�Ë ò ö û�¹ (1.202)

Schließlichkönnenwir eineParabeldurchdreiPunkteÍ ´ Ë Û ö Ë Î , Í ´ û Û ö û Î und Í ´���Û ö ��Î legen

und denWert ausrechnen,dendieseParabelan der Stelle ´HúÌû annehmenwird (
”
Variante

3“ ): ö úÌûá® 	 ö�Ë ò 	 ö û�Ð ö � ¹ (1.203)

Die Variante3 hatentsprechenddieApproximationsordnungvon3. In Abb. 1.49sindalle3

VariantenderApproximationvon ö úÌû graphischveranschaulicht.

Wir werdenzun̈achstuntersuchen,welchenEinflußdieBerechnungdesfiktivenWertesö úÌû
auf dasKonvergenzverhaltenvon linearenDiskretisierungsverfahrenhat.Wir wählendazu
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Abbildung 1.50:TestNo.3:EinflußderApproximationvon 
�úÌû aufdieKonvergenzordnungvon

LUDS undAGARWAL.
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Abbildung 1.51:TestNo.3:EinflußderApproximationvon 
 úÌû aufdieKonvergenzordnungvon

L-LUDS undL-AGARWAL.

einVerfahren2.Ordnung(LUDS) undeinVerfahren3. Ordnung(AGARWAL). In derAbb.

1.50(links) sind die ² - ��´ -Kurven für dasLUDS-Verfahrenmit unterschiedlichenAppro-

ximationsvariantenderGröße ö úÌû dargestellt.Währendbei derVarianteA undVariante2

die Konvergenzordnungvon 2 erreichtwird, führt die Variante1 nur zu einerKonvergen-

zordnungvon 1, wasin einerviel schlechterenGenauigkeitim gesamtenLösungsbereich

resultiert.EinsatzderVariante3 (ohneGrafik) erḧohtnicht die KonvergenzratedesVerfah-

rens,verkleinertallerdingsdenabsolutenBetragdesnumerischenFehlersim Vergleichzur

Variante2.
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Abbildung 1.52:TestNo.3:L-LUDS-Lösung(Var.3) aufeinemGittermit 80Stützstellen.

AuchbeimEinsatzdesAGARWAL-VerfahrenshatdieApproximationdesWertesö ú û einen

entscheidendenEinfluß auf die Konvergenzordnungdes Verfahrens(Abb. 1.50, rechts).

Währendbei der Veriante3 die Konvergenzordnungvon 3 erreichtwird, führendie Vari-

anten1 und2 entsprechendzu Konvergenzordnungenvon 1 und2. DerabsoluteBetragdes

numerischenFehlersist beiderVariante3 nurunwesentlichhöheralsbeiVarianteA.

In der Abb. 1.51 (links) sind die ² - ��´ -Kurven für daslimitierte LUDS-Verfahrendarge-

stellt. Für die VariantenA und 2 ist der Verlauf der ² - ��´ -Kurve fast identisch.In beiden

Fällenwird die Konvergenzordnungvon 2 erzielt.Die niedrigereApproximationsordnung

deslimitiertenVerfahrensandenExtremalstellenderLösungbeeinflußtalsonicht dieKon-

vergenzordnungdesVerfahrensim gesamtenBereich.Bei derVariante1 wird wie im nicht-

limitierten Fall lediglichdie Konvergenzordnungvon1 erreicht.Sehrmerkwürdigsiehtder

Verlaufder ² - ��´ -Kurvebei derVariante3 aus.In derAbb. 1.52ist die numerischeLösung

mit demL-LUDS-VerfahrenundVariante3 aufeinemGittermit 80Stützstellendargestellt.

Man siehtdaßdie numerischeLösunginnerhalbeinesgrößerenIntervalls von derexakten

Lösungsehrstarkabweicht.Um denGrundfür diesesVerhaltenderLösungzu verstehen,

müssenwir untersuchen,welchenEinfluß die ApproximationdesWertes ö úÌû auf die Be-

rechnungdesnumerischenKonvektionsstromesõ������ Í öcø °'ùR¼$Î hat. Die Variante1 (1.201)

führt wegen ö Ë ò ö úÌû ® · zu � û�� � ®þ· undesgilt õ ����� Í ö ø °'ù�¼�Î§ý õ���� Í öcø °'ùR¼$Î . An der
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Stelle ´ û�� � wird bei derVariante1 immerderUpwind-Stromeingesetzt.Bei derVariante2

(1.202)gilt ö�Ë ò ö ú ûÑ® ö ûñò ö�Ë , darausfolgt õ������ Í÷öcø °�ù�¼�Îßýîõ����! Í öcø °'ùR¼$Î . An derStelle´ û�� � wird somitbei derVariante2 immerderCDS-Stromeingesetzt.BeideVariantensind

physikalischsinnvoll.

DerEinsatzderApproximationsvariante3 (1.203)beimLUDS-Verfahrenkanndagegenzu

unerwartetenErgebnissenführen.Esgilt« û�� � ® ö�Ë ò ö úÌûö û ò ö�Ë ® ò�¼ ö�Ë Ð 	 ö ûñò ö �ö ûñò ö�Ë® ¼�Ð ö û�ò ö �ö û ò ö Ë ¹ (1.204)

Ist ö û die StelledeslokalenMaximumsderLösung,sogilt « û�� � à ¼ und � ¬ � �! Í « û�� � Î�® ¼ ;
derL-LUDS-KonvektionsstromanderStelle ´#" úÌû�� � stimmtdannmit demDownwindstromõ �!$&% � Í÷öcø °�ù�¼$Î überein.Gleichzeitiggilt «�' � �)( · undsomit � ¬ � �! Í «*' � � Îá®\· ; derL-LUDS-

Konvektionsstroman der Stelle ´ " � û�� � stimmt dannmit dem Upwindstrom õ ��� Í ö ø 	 ù�¼�Î
überein.Wegen õ �!$&% � Í÷öcø °�ù�¼$ÎÑ®¸õ���� Í÷öcø 	 ùR¼$Î nimmtdie Diskretisierungfür dasersteVo-

lumenelementfolgendeFormein: ö û ® ö û
In diesemFall hat die RandbedingungkeinenEinflußauf die Lösungim InnerendesBe-

rechnungsgebietes.Im TestfallNo.3 befindetsichdieMaximumstellederLösungzumZeit-

punkt Þ÷Ë ®º· in ´�®º´ Ë . NacheinigenZeitschrittenverlagertsiesichnach ´Hû , sodaßgenau

der ebenbesprocheneFall eintritt: ö û wird zum lokalenMaximum der Lösung.Solange� û�� � ®º¼ und �+' � � ®º· gilt, bleibtdienumerischeLösungvonderanalytischenabgekoppelt

- einEffekt, derin derAbb. 1.52deutlichzusehenist.

In der Abb. 1.51 (rechts)sind die ² - ��´ -Kurven für daslimitierte AGARWAL-Verfahren

dargestellt.AnalogzumnichtlimitiertenAGARWAL-Verfahrenführendie Varianten1 und

2 zu Konvergenzordnungenvon 1 und2. Die ² - ��´ -Kurvenfür VariantenA und3 stimmen

überein.Bei der Variante3 desL-AGARWAL Verfahrensfindet keineEntkoppellungder

numerischenLösungvon der Randbedingungstatt,da �-,/.0, ­ Í « û1� � Î�ý ¼ erst für « û�� � ó ½
gilt. DaßdieserWert im TestNo.3 nicht erreichtwird, bedeutetnicht, daßdie Variante3

mit demL-AGARWAL-Verfahrenuneingeschr̈ankteingesetztwerdendarf.Mansollteauch

beim L-AGARWAL-Verfahrengrunds̈atzlich die Variante2 verwenden,zumalder Unter-

schiedim FehlerverlaufzwischendenVarianten2 und3 nicht so dramatischausf̈allt. Das

ist aufdenerstenBlick überraschend,dabeimnichtlimitiertenAGARWAL-Varfahren(Abb.

1.50,rechts)dieVariante3 zuwesentlichniedrigerenFehlernalsVariante2 geführthat.Daß

derUnterschiedzwischendiesenbeidenVariantenbeimlimitiertenVerfahrennichtsostark
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Abbildung 1.53:TestNo.3:Vergleichvon limitiertenundnichtlimitiertenVerfahren.
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ausf̈allt, liegt daran,daßbeim L-AGARWAL mit Variante3 nur eineKonvergenzordnung

von2.4erreichtwird. Dasbedeutet,daßbeimL-AGRAWAL-Verfahren(im Unterschiedzu

L-LUDS) die niedrigereApproximationsordnungan denExtremalstellendie Konvergen-

zordnungdesVerfahrensim gesamtenBereichnegativ beeinflußt;sie gehtvon 3 auf 2.4

zurück.

In derAbb. 1.53ist derFehlerverlaufderlimitierten Versionenvon vier linearenVerfahren

mit demdernichtlimitiertenOriginalverfahrenverglichen.Im UnterschiedzuTestbeispielen

No. 1 und2 habendie limitiertenVersionenvonallen4 VerfahreneineniedrigereGenauig-

keit als die Originalverfahren.Bis auf L-AGARWAL fällt dieserUnterschiedjedochnicht

sehrstarkaus.In allen4 FällenkonntedieKonvergenzordnungvon2 erreichtwerden,sodaß

alle limitiertenVerfahrenimmernochwesentlichgenaueralsdieUPWIND-Diskretisierung

ersterOrdnungsind(Abb. 1.54,links).DerVergleichderalternativenLimiter untereinander

zeigt,daßwie in Testf̈allen1 und2,diebestenErgebnissemit L-AGARWAL erzieltwerden,

gefolgtvon L-QUICK. UnterdenStandard-Limitern(Abb. 1.54,rechts)schneidetderMC-

Limiter am bestenab. Die schlechtestenErgebnisseproduziertder Minmod-Limiter. Das

Superbee-Verfahrenverḧalt sich ähnlichwie im TestNo.1. Auf demgrobenGitter geḧort

seineLösungzu denbesten,danachfolgt die Übergangsphasemit einerniedrigenKonver-

genzrateinfolge der starkenKompressionder Lösung.Im Grenzwert ³x´?> · wird die

Konvergenzordnungvon2 jedocherreicht.

Zusammenfassung. In diesemAbschnitthabenwir 3 Fragenuntersucht.Wir habenge-

sehen,daßbei instation̈arenRandbedingungendie ApproximationdesKonvektionsstro-

mes õ Í÷öcø °'ùR¼$Î einenentscheidendenEinfluß auf die Genauigkeitder Lösungim gesam-

ten Lösungsbereichhat. Bei allen Verfahren,die denWert von ö ú û zur Berechnungvonõ Í öcø °'ùR¼$Î ben̈otigen,kannmit derbisherverwendetenApproximationö úÌûA@N® ö�Ë lediglich

dieKonvergenzordnungvon1 erreichtwerden.EswurdenalternativeVariantenvorgeschla-

genundderenEinflußaufdie KonvergenzordnungderVerfahrenuntersucht.

Ein VergleichzwischendenlimitiertenVersionenderlinearenVerfahrenunddennichtlimi-

tiertenOriginalverfahrenfüreinenichtmonotoneglatteLösungsfunktionhatgezeigt,daßdie

limitierten Verfahrenauf fastallenGittern eineschlechtereGenauigkeitderLösungerzie-

len.SiesindabertrotzdemwesentlichgenaueralsdasUPWIND-VerfahrenersterOrdnung,

waszusammenmit derGarantieeinerphysikalischsinnvollenLösungfür alleLösungsfunk-

tionenunddemhervoragendenKonvergenzverhaltenin Fällenmit steilenLösungsprofilen

für den universalenEinsatz der limitierten Verfahrenzur Lösungvon konvektionsdomi-

nanntenProblemenspricht.

Bis auf dasL-AGARWAL-Verfahrenhabendie limitierten Verfahrendie Konvergenzord-

nungderOriginalverfahrenbeibehalten,obwohldieLösungsfunktionnicht-monotongewe-
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senist.DasL-AGARWAL-VerfahrenerzieltelediglicheineKonvergenzordnungvon2.4,die

niedrigerist alsdieOrdnungdesOriginal-Verfahrens.SelbstdieseKonvergenzordnungkann

nur bei einemEinsatzzur Berechnungvon ö úÌû erzieltwerden(Variante3), der für andere

Testf̈allenichtkontrollierbareErgebnisseproduzierenkann.Eswird deshalbvorgeschlagen,

dasL-AGARWAL-Verfahrenausschließlichmit der Variante2 der Berechnungvon ö úÌû
einzusetzen.Obwohlin diesemFall dieKonvergenzordnungdesVerfahrensweiterauf2 ab-

sinkt,erzieltdiesesVerfahrendiegenauestenLösungenvonallen8 TVD-Diskretisierungen

(s.Abb. 1.54).

Vereinbarung. In diesemKapitelhabenwir einenWeg zurKonstruktionvon TVD-Verfah-

renfür die lineareKonvektionsgleichungvorgestelltund8 VariantendieserVerfahrenunter-

sucht.In einemweiterenKapitel werdenwir die hier vorgestellteVorgehensweiseauchfür

nichtlineareGleichungenanwenden.Eswird sichzeigen,daßauchin diesemFall die hier

diskutiertenLimiter-Funktioneneingesetztwerdenkönnen.Dain allen3 bisherdiskutierten

Testf̈allendieCDSundLUDS-Limiter wesentlichschlechteralsQUICK- undAGARWAL-

Limiter, undMM- undVL-Limiter schlechteralsMC-Limiter abgeschnittenhaben,werden

die CDS-,LUDS-, MM- undVL-Limiter nichtmehrber̈ucksichtigt.



Kapitel 2

LineareKonvektionsgleichungmit
variabler Konvektionsgeschwindigkeit

2.1 AnalytischeLösungder Gleichung

Im letztenKapitel habenwir die Herleitungvon TVD-Verfahrenfür die eindimensionale

lineareKonvektionsgleichungmit einerkonstantenpositiven Konvektionsgeschwindigkeit

in aller Ausführlichkeitpräsentiert.In denmeistenpraxisrelevantenFällenhandeltessich

allerdingsum mehrdimensionaleProbleme.Die Konvektionsgeschwindigkeitist dabeiei-

neFunktionderZeit undderOrtskoordinatenund ist nicht nur variabel,sondernwechselt

oft auchdasVorzeichen.Schließlichkanndie Geschwindigkeitselbstals eineunbekann-

te Größein einerGleichungauftreten(mandenkean die Navier-Stokes-Gleichungen).In

diesemFalle ist diezu lösendeGleichungnicht linear.

UnserZiel ist esdaher, die im letztenKapitel vorgestellteVorgehensweisezur Diskretisie-

rung der eindimensionalenlinearenKonvektionsgleichungmit konstanterKonvektionsge-

schwindigkeitauf mehrdimensionalelineareundnichtlineareProblememit variablerKon-

vektionsgeschwindigkeitzu übertragen.Als ersterZwischenschrittwollen wir in diesem

KapitelaufdieAnnahmeeinerkonstantenKonvektionsgeschwindigkeitverzichten.

Ob die Konvektionsgeschwindigkeitnur eineFunktionder Ortskoordinaté ist, odervon

beidenVariableń und Þ abḧangt,ist nichtentscheidend.Sowohl dieHerleitungderanalyti-

schenLösungalsauchderAufbaudernumerischenVerfahrenunterscheidetsichin beiden

Fällennurunwesentlich.Wir werdendaherannehmen,daßdieKonvektionsgeschwindigkeit

nureineFunktionderOrtskoordinaté ist: í§®ºí Í ´HÎ . Die resultierendeGleichunglautet:

BB Þ Ê Í ´ïÛ Þ ÎHÐ BB ´ Í í Í ´HÎ ÊïÍ ´ïÛ Þ Î/Îï®º· (2.1)

110
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Die Anfangsbedingungseidurchdie folgendeGleichungdefiniert:ÊïÍ ´ïÛ Þ ®@·$Îß® ÊÌË�Í ´HÎ4Û ´-Ø Í òDCºÛ�ÐDC Î`¹ (2.2)

Wie im FalleeinerkonstantenGeschwindigkeitkönnennunCharakteristikenderGleichung

(2.1)alssolcheKurvendefiniertwerden,die dergewöhnlichenDif ferentialgleichung´#E Í*Þ Î	®ºí Í ´HÎ (2.3)

mit derAnfangsbedingung ´ Í ·�Î	®º´ Ë (2.4)

gen̈ugen.Dabeikann ´ Ë einbeliebigerWertaus Í òDCºÛ�Ð�C Î sein.Er definiertdieStartposi-

tion dercharakteristischenKurveaufder ´ -Achse.

Wir könnendieKonvektionsgleichung(2.1) folgendermaßenumschreiben:Ê � Ð�í Í ´×Î Ê#F ®îò�í E Í ´HÎ Ê ¹ (2.5)

Für dieAbleitungderLösungÊ entlangeinerCharakteristikgilt daher

�� Þ Ê Í ´ ÍüÞ Î4Û Þ Î ® BB Þ Ê Í ´ ÍüÞ Î4Û Þ Î.Ð BB ´ Ê Í ´ ÍüÞ Î4Û Þ ÎG��´ E ÍüÞ Î (2.6)® Ê � ÐKí Í ´HÎ Ê#F ® ò�í E Í ´HÎ Ê ¹
EntlangeinerCharakteristiḱ¶® ´ ÍüÞ Î , die vom Punkt ´ Ë startet,kanndie Lösungfunktion

alsoausdergewöhnlichenDif ferentialgleichung

�� Þ ÊïÍ ´ ÍüÞ Î4Û Þ Î ® ò�í E Í ´ ÍüÞ Î/Î ÊïÍ ´ ÍüÞ Î`Û Þ Î (2.7)

mit derAnfangsbedingung Ê Í ´ Í ·$Î`Û4·$Î	ý ÊïÍ ´ Ë Û4·$Î	® ÊÌË�Í ´ Ë Î (2.8)

berechnetwerden.

Ist die Funktion í Í ´HÎ im gesamtenLösungsbereichstetig differenzierbar, so könnendie

gewöhnlichenDif ferentialgleichungen(2.3) und (2.7) eindeutiggel̈ost werden,und man

kanndarausdie Funktion ÊïÍ ´ïÛ Þ Î für alle WertepaareÍ ´ïÛ Þ Î bestimmen.Ist dasAnfangprofilÊÌË�Í ´×Î ebenfallseinestetigdifferenzierbareFunktionvon ´ , so stellt die Funktion Ê Í ´ïÛ Þ Î
eineklassischeLösungderDif ferentialgleichung(2.1)dar, ansonstenkannsiealsschwache

LösungdieserGleichunginterpretiertwerden(s.Abschnitt1.1).
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Wir wollen nundasCharakteristiken-Verfahrenzur Bestimmungder analytischenLösung

derKonvektionsgleichunganeinemBeispielveranschaulichen,unddabeigleichzeitigzwei

neueTestf̈alle für die numerischenVerfahrendefinieren.Wir gehenvon einerlineareKon-

vektionsgeschwindigkeití Í ´×Î	®º´ aus,undsuchendieLösungim Bereich Í ´ïÛ Þ Î	Ø�ÙÚ·2Û`¼'ÜIHÙÚ·=Û�Ð�C Î . Die AnfangsbedingungseientsprechenddurchÊïÍ ´ïÛ Þ ® ·�Îß® Ê Ë�Í ´HÎ4Ûñ´�ØJÙ�·2Û4¼�Ü (2.9)

definiert.EinegenaueSpezifikationderFunktion ÊÌË�Í ´HÎ ist andieserStellenochnicht not-

wendig.Im UnterschiedzurlinearenKonvektionsgleichungmit konstanterGeschwindigkeit

werdendiesmalkeineRandbedingungenben̈otigt. Dasliegt daran,daßdie Konvektionsge-

schwindigkeití Í ´HÎ amlinkenRandgleichNull ist, unddieLösungamlinkenRandeindeu-

tig durchdie AnfangsbedingingamRanddefiniertist.

Nunsei ´ Ë einbeliebigerPunktausdemIntervall Ù�·2Û4¼�Ü . Die allgemeineLösungdercharak-

teristischenGleichung ´ E Í*Þ Î ®@´ (2.10)

lautet ´ ÍüÞ Îñ®KJ�L � ¹ (2.11)

Aus der Anfangsbedingung(2.4) folgt JÏ® ´ Ë , und somit gilt für die Charakteristik,die

vomPunkt ´ Ë startet: ´ Í*Þ Îñ®º´ Ë L � ¹ (2.12)

EntlangeinerCharakteristikgilt für dieLösungsfunktion�� Þ ÊïÍ ´ Í*Þ Î`Û Þ Îð® ò�í E Í ´ Í*Þ ÎTÎ ÊïÍ ´ Í*Þ Î4Û Þ Îï®îò Ê Í ´ ÍüÞ Î4Û Þ Î (2.13)

Darausfolgt wegen(2.8):ÊïÍ ´ ÍüÞ Î4Û Þ Î ® Ê Ë Í ´ Ë Î1L ú � ÛNMPOQ+R ´ ÍüÞ Îñ®º´ Ë L � ¹ (2.14)

Wir nehmeneinenbeliebigenPunkt Í ´ïÛ Þ ÎwØ¸ÙÚ·=Û4¼'ÜSH Ù�·2Û�Ð�C Î . Dieserliegt auf einerCha-

rakteristik,die von derStelle Í ´ Ë Û4·$Î startetmit ´ Ë ®¸´#L ú � . EinsatzdesWerteś Ë in (2.14)

führtzu: ÊïÍ ´ïÛ Þ Îñ® ÊÌËUT ´#L ú ��V ��L ú � ¹ (2.15)

Dasist die gesuchteLösungderGleichung(2.1)mit derAnfangsbedingung(2.9),wasman

durchEinsatzderFunktion(2.15)in dieGleichung(2.1) überpr̈ufenkann.
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Abbildung 2.1: ExakteLösungfür TestNo. 4 mit ¥§¦J¨�©Ú¨_^ undfür TestNo.5
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Die Charakteristik,die von derStelle ´ Ë ®î· startet,lautet ´ ® · . Dasheißt,daßderlinke

RanddesBerechnungsgebietesmit dieserCharakteristik̈ubereinstimmt,undesgilt daherÊïÍ ·2Û Þ Î	® Ê Ë Í ·$Î`��L ú � ¹ (2.16)

Nunwollenwir dieAnfangsbedingunggenauerspezifizieren.Wie im letztenKapitelwerden

wir einenFall mit einerstetigenundeinenFall mit einerdiskontinuierlichenLösungsfunk-

tion untersuchen.Wir übernehmendaherdieAnfangsbedingungenausdenTestf̈allen1 und

2 (s. Abschnitt1.2,Glngn.(1.32)und(1.39)).Die resultierendenFälle werdenalsTestbei-

spieleNo.4undNo.5bezeichnet.DasAnfangsprofilsowie derLösungverlauffür TestNo.4

mit a ® ·=¹u·{¼ und für TestNo.5 ist zusammenmit denCharakteristikenin der Abb. 2.1

dargestellt.

Im nächstenAbschnittwerdenwir verschiedeneDiskretisierungenfür dieKonvektionsglei-

chung(2.1) vorstellen,und derenEffizienz an diesenTestbeispielenausprobieren.Dabei

werdenwir unszun̈achstauf denFall einervariablenaberpositivenKonvektionsgeschwin-

digkeitbeschr̈anken(sowie dasbei í Í ´HÎñ®º´ für ´}Ø Í ·=Û4¼$Î auchderFall ist). Die Verallge-

meinerungderVerfahrenaufdenFall einerbeliebigenKonvektionsgeschwindigkeitwird in

einemseparatenAbschnittbesprochen.

2.2 Fall einer positivenvariablen Geschwindigkeit

Ziel diesesAbschnittesist es,die Vorgehensweisezum Aufbau einesVerfahrenshöherer

Ordnung,dasoszillationsfreieLösungenproduziert,auf denFall einervariablenKonvek-

tionsgeschwindigkeitzu verallgemeinern.Eine direkte Übertragungder Herleitungeines

TVD-Verfahrensist nicht möglich, da im Falle einervariablenKonvektionsgeschwindig-

keitdieKonvektionsgleichungnichtin derForm(1.2)dargestelltwerdenkannunddietotale

VariationderanalytischenLösungje nachVerlaufderFunktioní Í ´HÎ sowohlab-alsauchzu-

nehmenkann.Würdeein numerischesVerfahrendie TVD-Eigenschaftbesitzen,so wären

dadurchdie physikalischenEigenschaftender exaktenLösungunterUmsẗandenverletzt,

waswir geradevermeidenwollen.

Anstattein Verfahrenmit der TVD-Eigenschaftaufzubauen,könnenwir dagegenwie im

Falle einerkonstantenGeschwindigkeitdenKonvektionsstromals ein gewichtetesMittel

auseinemVerfahrenersterOrdnungundeinemVerfahrenzweiterOrdnungbilden,undden

Gewichtungsfaktorsowählen,daßdasresultierendeVerfahrenim Falle einer konstanten
Konvektionsgeschwindigkeit die TVD-Eigenschaftbesitzenwürde.Obwohl solcheVer-

fahrenfür variableGeschwindigkeitendie TVD-Eigenschaftverletzenkönnen,werdenwir

sietrotzdemalsTVD-Verfahrenbezeichnen.
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DerAusgangspunktfür unterschiedlicheDiskretisierungsverfahrenist dieeinheitlicheFini-

te-Volumen-Formulierung:ö " ò ö "³ Þ Ð õ Í÷öcøcb Ð °'ùR¼$Î ò õ Í ö ø0b ò °'ùR¼$Î³x´ ®@· (2.17)

mit õ Í öcøcb ò °'ùR¼$Îá® Í í ö Î1" úÌû�� � ÿ °³ Þ �ed�fhgi
� d í Í ´#" úÌû�� � Î ÊïÍ ´j" úÌû�� � Û Þ Î!� Þ Û (2.18)

die analogzu (1.53)hergeleitetwerdenkann.Als ersteswollen wir denUpwind-Konvek-

tionsstromfür denFall einervariablenpositiven Geschwindigkeitdefinieren.Im Falle ei-

ner konstantenpositiven Geschwindigkeitwurdeder Wert von ö " úÌû�� � durchdennächsten

stromaufwärts liegendenWert ö " úÌû approximiert.GleicheVorgehensweisewird auchim

Falle variablerGeschwindigkeitverwendet.Gleichzeitiggibt eszweiMöglichkeitenfür die

Darstellungder Geschwindigkeití an der Stelle ´#" úÌû�� � . Vorausgesetzt,daßdie Funktioní Í ´HÎ bekanntist, kannmansowohl denWertderFunktion í Í ´×Î im stromaufẅartsliegenden

GitterpunktnehmenalsauchdirektdenWert ´#" úÌû�� � in die Funktion í Í ´HÎ einsetzen.Daraus

ergebensich zwei unterschiedlicheFormulierungenfür dasUpwind-Verfahren.Im ersten

Fall wird dergesamteKonvektionsstromanderstromaufẅartsvon ´ " úÌû�� � liegendenStelle

ausgewertet: Í í ö Î " úÌû�� � ®\õ ���lk m ¬ Í÷öcøcb ò °'ùR¼$Î	®ºí " úÌû ö " úÌû�¹ (2.19)

Im zweitenFall wird nur der Wert der unbekanntenFunktion ö an derStelle ´ " úÌû ausge-

wertet,undfür dieKonvektionsgeschwindigkeití wird dergenaueWertanderStelle ´j" úÌû�� �
genommen: Í í ö Î " úÌû�� � ® õ ���lk  ¬ Í ö ø0b ò °�ù�¼�Îß®@í " ú û1� � ö " úÌû (2.20)npoeq í " ú û1� � ®ºí Í ´ " úÌû�� � Î`¹
Um die beidenUpwind-Str̈omevoneinanderzu unterscheiden,verwendenwir zus̈atzliche

Bezeichnung
”
FL“ im erstenund

”
SL“ im zweitenFall. Die BedeutungdieserAbkürzungen

wird im weiterenVerlauf desAbschnitteserklärt. Diesezwei Definitionenvon Upwind-

StrömenhabenentsprechendunterschiedlicheDif ferenzenformelnzu Folge.Im erstenFall

erḧalt manfolgendeDiskretisierungderKonvektionsgleichung:

rts�uwvyx{z Í1|A} ÎS@ ö " ò ö "³ Þ Ð í " ö " òJí " úÌû ö " úÌû³x´ ®º·2¹ (2.21)
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DieseFormelkannmanauchdirektausderKonvektionsgleichung(2.1)mittelseinesFinite-

Dif ferenzen-Verfahrensableiten,wennmanfür die ApproximationderörtlichenAbleitung

dieRückwärtsdifferenzverwendet.Für denAbbruchfehlerdesVerfahrensgilt:~ ���lk m ¬ Í ³µ´HÎ	®\ò ³x´¼ Í í Ê Î FcF Ð�� Í ³x´ � Î	®K� Í ³x´HÎ4¹ (2.22)

Im zweitenFall siehtdie Diskretisierungsformelfogendermaßenaus:

rts�uwvyx{z Í���} Î�@ ö " ò ö "³ Þ Ð í�" � û�� � ö " òJí�" ú û1� � ö " úÌû³µ´ ®º·=¹ (2.23)

Für denAbbruchfehlerdesVerfahrensgilt:~ ���lk  ¬ Í ³x´×Î ®îò ³x´¼ ÍTÍ í Ê Î FcF ò Í í F�Ê Î F ÎïÐ�� Í ³µ´ � Î ®�� Í ³µ´HÎ`¹ (2.24)

Mansieht,daßbeideVerfahrendie Approximationsordnungvon 1 haben,unddaßim Falleíµ®��y�_�G� Þ beideDiskretisierungen̈ubereinstimmen.In Abb. 2.2(links) sinddie mit beiden

VerfahrenberechnetenLösungsprofilefürdenTestNo.4undMaschenweite³x´B®º·=¹u·{¼5½ ge-

gen̈ubergestellt.BeideProfilehabeneinenähnlichen,für dasUPWIND-Verfahrencharak-

teristischendiffusivenVerlauf,wie manihn ausdemvorigenKapitelbereitskennt.Obwohl

mandeutlichdenUnterschiedzwischenzwei Lösungsprofilensehenkann,ist derabsolute

Wert desnumerischenFehlersin beidenFällenbis auf die dritte signifikanteStellegleich

groß.DerVergleichvon ² - ³µ´ -Kurvenfür beideVerfahren(Abb. 2.2,rechts)zeigt,daßdies

auchfür andereMaschenweitenderFall ist. Dasist etwasüberraschend,damanannehmen

könnte,daßderUPWIND(SL)-StromgenauereLösungenproduziert,zumalbeiderAppro-

ximation von Í í ö Î1" úÌû�� � der exakteWert der Funktion í Í ´HÎ an der Stelle ´#" úÌû�� � verwen-

detwurde.DaßmankeineVerbesserungder Genauigkeitim Vergleich zu UPWIND(FL)-

Lösungbeobachtet,liegt daran,daßnichtdieGenauigkeitderApproximationvon Í í ö Î1" úÌû�� �
durch õ Í öcøcb ò °'ùR¼$Î entscheidendist, sondernwie gutdie Ableitung Í í Ê Î F durchõ Í�Êïøcb Ð °'ùR¼$Î ò õ Í1Ê ø0b ò °�ù�¼$Î³µ´
approximiertwird, unddaserfolgt in beidenVerfahrengleichgut (s. in diesemZusammen-

hangdieDiskussionamEndedesAbschnittes1.7).

Analog zu beidenUpwind-Konvektionsstr̈omenkann man zwei CDS-Str̈omedefinieren.

DerCDS(FL)-Stromwird alsMittelwert von Konvektionsfl̈ussenÍ í ö Î " úÌû und Í í ö Î " gebil-

det: Í í ö Î1" ú û1� � ® õ ���� k m ¬ Í÷öcøcb ò °'ùR¼$Îá® í " úÌû ö " úÌû ÐJí " ö "¼ ¹ (2.25)
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Abbildung 2.2: TestNo.4( ¥x¦J¨$©�¨_^ ): VergleichvonUPWIND (FL) undUPWIND (SL).

Beim CDS(SL)-Stromwird dagegender genauerWert derKonvektionsgeschwindigkeití
anderStelle ´j" úÌû�� � mit demMittelwert aus ö " ú û und ö " multipliziert:Í í ö Î�" úÌû�� � ®\õ ���! k  ¬ Í÷öcøcb ò °'ùR¼$Îá®ºí�" úÌû�� � ö " úÌû Ð ö "¼ ¹ (2.26)

SetztmandenKonvektionsstromõ ���! k m ¬ Í ö ø0b òx°'ù�¼�Î in dieFinite-Volumen-Gleichung(2.17)

ein, so ergibt sich eineDiskretisierungder Konvektionsgleichung,die der Approximation

derörtlichenAbleitungdurchdiezentraleDif ferenzentspricht:

��z �ñÍ�|A} Î�@ ö " ò ö "³ Þ Ð í " � û ö " � ûñòJí " úÌû ö " ú û¼{³µ´ ®º·=¹ (2.27)

Für denAbbruchfehlerdesVerfahrensgilt

~ ���! k m ¬ Í ³x´HÎñ® ³x´ �� Í í Ê Î FcFcF Ð�� Í ³x´j�(Î ®K� Í ³x´ � Î`¹ (2.28)

DasVerfahrenhatalsodieApproximationsordnungvon2. SetztmandagegendenKonvek-

tionsstromõ����! k  ¬ Í ö ø0b òº°'ù�¼�Î in die Finite-Volumen-Gleichung(2.17)ein, so führt daszu

einerDiskretisierung,dieaufdenerstenBlick wenigmit derzentralenDif ferenzzu tunhat:

��z � Í���} ÎS@ ö " ò ö "³ Þ Ð í " � û1� � �h¡ � �h¡ fhg� òJí " úÌû�� �h� ¡£¢ g � �h¡�³x´ ®º·2¹ (2.29)
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Abbildung 2.3: TestNo.4( ±³²µ´�¶·´_^ ): VergleichvonCDS(FL) undCDS(SL).

Im Falle einerkonstantenKonvektionsgeschwindigkeit¸º¹¼»y½_¾G¿*À stimmtdiesesVerfahren

mit demCDS(FL)jedochüberein.

Für denAbbruchfehlerdesVerfahrensgiltÁÃÂ�Ä!Å/Æ ÅÈÇ&É�ÊÌË-Í ¹ ÊÎË#ÏÐ Ñ É ¸ÓÒ Í�ÔcÔcÔAÕKÖ× É ¸ ÔcÔ Ò Í1ÔØÕÙÖÚÛÉ ¸ Ô Ò Ô_Í1Ô�ÜÞÝ�ß�É1ÊÎË#àyÍ ¹ ß�É1ÊÎË Ï Ícá
(2.30)

Damit hat auchdasCDS(SL)-Verfahrendie Approximationsordnungvon 2. In Abb. 2.3

(links) sind die mit beidenVerfahrenberechnetenLösungsprofilefür den Test No.4 und

Maschenweite
ÊÎË ¹ â á â Úhã gegen̈ubergestellt.Beide Profile habeneinenähnlichen,für

dasCDS-VerfahrencharakteristischendispersivenVerlauf.DabeisindbeimCDS(SL)-Profil

die Fluktuationenetwasschẅacherausgepr̈agt, als beim CDS(FL)-Profil.Das kann man

dadurcherklären,daßin unseremTestfall wegen ¸ É�Ë�Í ¹ Ë
für den Abbruchfehlerdes

CDS(SL)-Verfahrensgilt:Á Â�Ä!Å1Æ Å&Ç É1ÊÎË�Í ¹ ÊÌË ÏÐ Ñ É ¸ÓÒ Í1ÔcÔcÔAÕ ÖÚ Ò ÔcÔ Ü Ý�ß�É1ÊÎË à Í ¹ ß�É1ÊÎË Ï Í0á
(2.31)

Man sieht,daßdieserAbbruchfehlerim Vergleich zu (2.28)einenDif fusionstermentḧalt,

derdämpfendauf die Oszillationenwirkt. Dasresultiertin einerhöherenGenauigkeitdes

CDS(SL)-Verfahrensauf grobenGitterngegen̈uberderCDS(FL)-Diskretisierung.Mit zu-

nehmenderGitterverfeinerungverschwindetderGenauigkeitsvorsprungdesCDS(SL)-Ver-

fahrensjedochvollständig,wie einVergleichvon ä -
ÊÎË

-KurvenfürbeideVerfahrenin Abb.

2.3(rechts)deutlichzeigt.

Wir habensomitalle notwendigenVorbereitungengetroffen,um einenTVD-Konvektions-

stromzudefinieren.Auchhiergibt eszweiMöglichkeiten,je nachdem,obmaneingewich-
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tetesMittel ausdenbeidenFL- oderausdenbeidenSL-Verfahrenbildet.Wir beginnenmit

derDefinitioneinesTVD(FL)-Konvektionsstromes.Analogzu (1.152)definierenwir

å�æ�ç Ä�Æ èlÇ É�é�êcë1Ííì ¹ É�îAÕðï èlÇÇ Í�å�ñ�ò Æ èlÇ É!é�ê0ë/ÍNÝóï èlÇÇ å Â�Ä!Å/Æ èlÇ É�é�êcë1Í
¹ å�ñ�ò Æ èlÇ É!é�ê0ë/ÍGÝðï èlÇÇ É�å Â�Ä�Å1Æ èlÇ É�é�êcë1Í`Õ�å�ñ�ò Æ èlÇ É�é�êcë1Í�Í
¹ ¸�ôöõ#÷ é ôeõ#÷ Ý ï èyÇÇÚøÉ ¸�ô é ô Õ ¸�ôeõ#÷ é ôöõ#÷ Ícá (2.32)

SetztmandiesenKonvektionsstromin die Finite-Volumen-Gleichung(2.17)ein, so ergibt

sichfolgendeDiskretisierungderKonvektionsgleichung:

ùDútûüÉ1ýAþAÍSì
é ô Õ é ôÊ À Ý ¸�ô é ô Ý¼ÿ�����Ï É ¸�ô���÷ é ô��+÷ Õ ¸�ô é ô Í`Õ ¸�ôöõ#÷ é ôöõ#÷ Õ ÿ ����Ï É ¸�ô é ô Õ ¸�ôöõ ÷ é ôeõ#÷ ÍÊÌË ¹øâ á (2.33)

Die zentraleFrageist dieDefinitiondesGewichtungsfaktors
ï èlÇÇ . Wie obenbereitserwähnt,

darfmannichtverlangen,daßdasTVD(FL)-Verfahrenfür beliebigeKonvektionsgeschwin-

digkeitendieTVD-Eigenschaftbesitzt,sondernnurfürdenFall einerkonstantenGeschwin-

digkeit.Da im Falle ¸���»l½ ¾G¿�À die Ströme
å ñ�ò Æ èlÇ É�é�êcë1Í

und
å Â�Ä�Å1Æ èlÇ É!é�êcë/Í

mit denim letzten

KapiteldefiniertenKonvektionsstr̈omen
å ñ�ò É!é�ê0ë/Í

und
å Â�Ä!Å É�é�êcë1Í

übereinstimmen,reichtes

zu gewährleisten,daßauchderGewichtungsfaktor
ï èlÇÇ im Falle ¸	�K»l½_¾-¿�À demWert

ï Ç aus

(1.153)gleichist. Wir setzendazuï èyÇÇ ¹ â�

����¾-¾Î¸ ô é ô Õ ¸ ôöõ ÷ é ôeõ#÷ ¹ â (2.34)

undansonsten ï èyÇÇ ¹ ï`É�� èlÇÇ Í 
 (2.35)

wobei
ïÛÉ���Í

einbeliebigerTVD-Limiter ist, und
� èyÇÇ folgendermaßendefiniertist:� èlÇÇ ì ¹ ¸�ôöõ#÷ é ôeõ#÷ Õ ¸�ôöõ Ï é ôöõ Ï¸�ô é ô Õ ¸�ôöõ#÷ é ôöõ ÷ á

(2.36)

Im Falle
é ôN¹ é ôöõ#÷ und ¸	��»y½_¾-¿�À gilt aucḩ�ô é ô ¹ ¸�ôöõ ÷ é ôeõ#÷ undbeideGewichtungsfakto-

ren
ï Ç und

ï èlÇÇ sindgleichNull (1.158,2.34).Gilt dagegen
é ô��¹ é ôöõ ÷ , soist bei ¸��Ù»l½_¾-¿�À
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aucḩ ô é ô��¹ ¸ ôöõ#÷ é ôöõ#÷ undwir erhaltenï èyÇÇ ¹ ïÛÉ�� èlÇÇ Í ¹ ï�� ¸�ôöõ#÷ é ôöõ#÷ Õ ¸�ôeõ Ï é ôöõ Ï¸�ô é ô Õ ¸�ôeõ#÷ é ôöõ#÷ � ¹
¹ ï�� é ôeõ#÷ Õ�é ôöõ Ïé ô Õ�é ôöõ#÷ � ¹ ïÛÉ�� Ç Í ¹ ï Ç á (2.37)

Wir habendamitgezeigt,daßfür ¸�� »y½_¾G¿*À dieDiskretisierungsformeln(1.153)und(2.33)

beim EinsatzderselbenTVD-Limiter-Funktion
ïÛÉ���Í

übereinstimmen.Man beachte,daß

nicht nur derTVD(FL)-Konvektionsstromalsein gewichtetesMittel auszwei Strömenge-

bildet wurde,sondernauchbei derDefinitionvon
� èlÇÇ die Dif ferenzvon zwei benachbarten

Strömenim Zähler und Nennersteht.Da die Konvektionsströme (auf englisch
”
fluxes“ )

im MittelpunktdesAufbauseinesTVD(FL)-Verfahrensstehen,werdendieseVerfahrenals

”
Flux-Limiter“ -Verfahrenbezeichnet.Daserklärt auchdie bisherverwendeteAbkürzung

”
FL“ .

Analog zu (2.32) könnenwir denTVD(SL)-Konvektionsstromals ein gewichtetesMittel

ausUPWIND(SL)-undCDS(SL)-Strombilden:

å æ�ç Ä�Æ Å&Ç�É�é�êcë1Í ì ¹ É�îØÕ ïGÅ&ÇÇ Í�å ñ�ò Æ ÅÈÇöÉ�é�êcë1ÍNÝðïGÅ&ÇÇ å�Â�Ä�Å1Æ ÅÈÇ É!é�êcë/Í
¹ å ñ�ò Æ ÅÈÇ É!é�êcë/ÍNÝóï-ÅÈÇÇ É�å�Â�Ä!Å1Æ Å&Ç�É!é�ê0ë/Í`Õ�å ñ�ò Æ ÅÈÇöÉ!é�ê0ë/Í�Í
¹ ¸ ôeõ#÷�� Ï � é ôöõ ÷ Ý ï Å&ÇÇÚ É�é ô Õ�é ôöõ#÷ Í � (2.38)

waszu folgendemTVD(SL)-Verfahrenführt:

ùDútûüÉ��NþAÍUì
é ô Õ é ôÊ À Ý ¸ ô��+÷�� Ï�� é ô Ý ÿ�� ��Ï É�é ô��+÷ Õ�é ô Í� �Õ ¸ ôöõ#÷�� Ï Ñ é ôeõ#÷ Ý ÿ � ��Ï É�é ô Õðé ôöõ#÷ Í ÜÊÌË ¹ â á (2.39)

Manbeachte,daßfür alle 3 SL-Str̈omegiltå"!#! Æ Å&ÇeÉ�é�êcë1Í ¹ ¸ ôöõ#÷�� Ï é$!#!ôöõ#÷�� Ï 
 (2.40)

mit é ñ�òôeõ#÷�� Ï ì ¹ é ôöõ#÷ (2.41)é�Â�Ä!Åôeõ#÷�� Ï ì ¹ É�é ôöõ#÷ Ý�é ô Í&% Ú (2.42)é æ�ç Äôeõ#÷�� Ï ì ¹ É�îAÕðïGÅ&ÇÇ Í�é ñ�òôöõ ÷�� Ï ÝðïGÅ&ÇÇ é�Â�Ä!Åôöõ#÷�� Ï (2.43)
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d.h. sie unterscheidensich nur in der ApproximationdesWertes
é ôöõ#÷�� Ï . Obwohlwir den

TVD(SL)-Konvektionsstromals ein gewichtetesMittel auszwei Strömengebildethaben,

könntemandie Definition (2.38) auchfolgendermaßeninterpretieren:Man definieredie

TVD-Approximation für die unbekannteVariable
é ôeõ#÷�� Ï als ein gewichtetesMittel aus

derUpwind-Approximation
é ñ�òôöõ ÷�� Ï undderCDS-Approximation

é Â�Ä!Åôöõ#÷�� Ï undsetzediesean-

schließendin die allgemeineDefinition (2.40)ein. Bei dieserInterpretationstehtnicht der

Konvektionsstromals Ganzes,sonderndie Approximationder unbekanntenFunktion im

Vordergrund.Man kannweiterhindenGewichtungsfaktor
ï ÅÈÇÇ genausowie im Falle einer

konstantenGeschwindigkeitdefinieren:ï Å&ÇÇ ¹ â�

����¾-¾ é ô Õ�é ôöõ#÷S¹øâ á (2.44)

undansonsten ïGÅ&ÇÇ ¹ ï`É��hÅÈÇÇ Í 
 (2.45)

wobeifür
� Å&ÇÇ gilt: � Å&ÇÇ ì ¹ é ôöõ ÷ Õµé ôöõ Ïé ô Õ�é ôöõ#÷ á

(2.46)

In diesemFall gilt
ï ÅÈÇÇ � ï Ç und die Diskretisierungsformeln(1.153)und (2.39)stimmen

für ¸��K»l½_¾-¿�À überein.Manbeachte,daßdie Gleichung
ï Å&ÇÇ ¹ ï Ç auchim Falle einervaria-

blenKonvektionsgeschwindigkeiterfüllt ist, dadie Funktion ¸ É�Ë-Í in die Definition von
� ÅÈÇÇ

garnicht eingeht.Wir sehen,daßnicht nur beimAufbaudesTVD(SL)-Konvektionsstroms

die ApproximationderunbekanntenVariablenim Vordergrundsteht,sondernauchbei der

Definition von
� ÅÈÇÇ der Verlauf desLösungsprofils (und nicht die Glattheit desKonvekti-

onsstromeş
é

) entscheidendist. SchreibtmandieDefinition (2.43)folgendermaßenuméØæ�ç Äôöõ ÷�� Ï ¹ é ôöõ#÷ Ýðï ÅÈÇÇ É�é ô Õ�é ôöõ#÷ Í&% Ú 
 (2.47)

sokannmanauchsagen,daßderFaktor
ï Å&ÇÇ diezuber̈ucksichtigendeSteigung(aufenglisch

”
slope“ ) desLösungsprofilsbei derApproximationvon

é ôöõ#÷�� Ï limitiert. Daherwerdendie

TVD(SL)-Verfahrenals
”
Slope-Limiter“ -Verfahrenbezeichnet,wasauchdieBedeutungder

bisherverwendetenAbkürzung
”
SL“ erklärt.

Bevor wir die entwickeltenTVD-Verfahrenfür unsereTestf̈alle einsetzen,soll nocheine

wichtige Bemerkunggemachtwerden.Wir habengesehen,daßdie beidenVersionenvon

UPWIND-Verfahrendie Approximationsordnungvon 1 habenund daßsowohl CDS(FL)

alsauchCDS(SL)zweiterOrdnunggenausind.Dasgleichegilt auchfür die QUICK(FL)-

undQUICK(SL)-Verfahren,diemandurchEinsatzdesLimiters
ïÛÉ���Í ¹ Ö % × Ý'�(% × (derkein



122 KAPITEL 2: LINEARE KONVEKTIONSGLEICHUNGMIT VARIABLER KONVEKTIONSGESCHWINDIGKEIT

.

0
)

0.2 0.4 0.6 0.8 1* 1.2 1.4 1.6 1.8 2
+

x,−0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

Test No.4, sigma=0.02, AGARWAL: (FL)vs.(SL) 
dx=0.025, E(dx,FL)=0.01009, E(dx,SL)=0.00975

u(i,n)-
U(i,n) (FL)
.
U(i,n) (SL)
.

0.10.05/0.025/0.01/.005/.0025/0.001/.0005/.00025/
dx01e−09

1e−08

1e−07

1e−06

1e−05

1e−04

1e−03

1e−02

1e−01

E

Test No.4, AGARWAL: (FL) vs. (SL) 1
E−dx−Diagramm2

AGARWAL (SL), sigma=0.02
3
AGARWAL (FL), sigma=0.02    
3
AGARWAL (SL), sigma=0.1
3
AGARWAL (FL), sigma=0.1
3

Abbildung 2.4: TestNo.4( 4	576(896;: ): VergleichvonAGARWAL (FL) undAGARWAL (SL).

TVD-Limiter ist !) in dasTVD(FL)- bzw. TVD(SL)-Verfahrenerḧalt. Setztmanstattdessen

die Funktion
ïÛÉ���Í ¹ Ú % Ö Ý<�(% Ö in beideDiskretisierungsformelnein, so erḧalt mandie

AGARWAL(FL)- undAGARWAL(SL)-Verfahren,dienicht mehrdiegleicheApproximati-

onsordnunghaben.WährenddasAGARWAL(FL)-Verfahrenmit einemAbbruchfehlerÁ>=@?A=CB1Æ èlÇöÉ�ÊÌË-Í ¹ ÊÎË�Dî Ú É ¸ Ò Í1ÔcÔcÔcÔSÝ�ß�É1ÊÎË#à�Í ¹ ß�É1ÊÎË D Í
(2.48)

dieApproximationsordnungvon3 hat,gilt für denAbbruchfehlervonAGARWAL(SL):Á>=@?A=CB1Æ ÅÈÇ�É1ÊÎË-Í ¹ ÊÎË ÏÚ × É�É ¸ ÔcÔ Ò Í1ÔAÝ Ú É ¸ Ô Ò Ô Í1ÔhÍNÝ�ß�É�ÊÌË D Í ¹ ß�É�ÊÌË Ï Í0á
(2.49)

Dasbedeutet,daßdasAGARWAL(SL)-Verfahrennur 2. Ordnunggenauist. In Abb. 2.4

(links) sind die mit beidenVerfahrenberechnetenLösungsprofilefür den Test No.4 und

Maschenweite
ÊÎË ¹ â á â Úhã gegen̈ubergestellt.MansiehtpraktischkeinenUnterschiedzwi-

schenbeidenLösungen.Ein Vergleich von ä -
ÊÎË

-Kurven für beideVerfahren(Abb. 2.4,

rechts)besẗatigt zwar, daßbei
ÊÎËFE â die KonvergenzordnungvonAGARWAL(SL) nied-

riger alsdie Konvergenzordnungvon AGARWAL(FL) ist, dennochstimmendie absoluten

WertevomnumerischenFehlerbisaufsehrfeineGitteraufl̈osungenfastgenauüberein.Das

bedeutet,daß(zumindestim TestfallNo.4) dasAGARWAL(SL)-Verfahrendie empirische

Konvergenzratevon3 hat,obwohldasVerfahrenformalnur2.Ordnunggenauist.

In der Abb. 2.5 sind die Ergebnissefür dasTestbeispielNo.4 ( G ¹ â á â Ú ) und eineMa-

schenweite
ÊÎË ¹¼â á â Úhã für SB-,MC-, QUICK- undAGARWAL-Limiter, integriert in das

TVD(FL)- sowie in dasTVD(SL)-Verfahrendargestellt.Man sieht,daßin allen vier FL-

Verfahrendie numerischeLösungleichteOszillationen(manwürdein diesemFall ehersa-

gen
”
Überschwinger“ ) aufweist.An dieserStelleseidaranerinnert,daßdieTVD-Verfahren
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Abbildung 2.5:TestNo.4 ( 4Q5R6(8S6T: ): VerlaufderLösungauf einemGitter U$V�5R6(8S6T:TW für 8
Verfahren.
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für die lineareKonvektionsgleichungmit variablerGeschwindigkeitauf rein empirischer

Basiskonstruiertwurdenund esbestehtdaherkeineGarantie,daßdie damit produzierten

Lösungenoszillationsfreisind. Trotzdemergebenalle vier TVD(SL)-VerfahrenLösungs-

profile,die keinerleiFluktuationenaufweisen.Die genauesteLösungauf demhierbetrach-

tetenGitter wurdevom TVD(SL)-Verfahrenmit demSuperbee-Limiterproduziert,wobei

mansieht,daßdieseLösung(wie im Falle einerkonstantenKonvektionsgeschwindigkeit)

anzustarkerAntidif fusionleidet.Dasführtdazu,daßdiesesVerfahrenauf feinerenGittern

schlechteralsandereTVD(SL)-Verfahrenabschneidet(s.Abb. 2.6).

.

0.10.05X0.025X0.01X.005X.0025X
dx
Y1e−05
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E

Test No.4 (sigma=0.02): E−dx−DiagrammZ

UPWIND (SL)
[
SUPERBEE (SL)
\
MC (SL)
]
L−AGARWAL (SL)
^
L−QUICK (SL)          
^

Abbildung 2.6: TestNo.4( 4_576`896T: ): Vergleichvon4 Limitern für TVD(SL) untereinander.

Von denrestlichendrei untersuchtenLimitern werdendie bestenErgebnissevom AGAR-

WAL-Limiter produziert,gefolgt von QUICK-Limiter und MC-Limiter, wobeider Unter-

schiedin der Genauigkeitzwischendiesendrei Verfahrenerst auf relativ feinen Gittern

deutlichwird.

In der Abb. 2.7 sind die Ergebnissefür dasTestbeispielNo.5 für FL- und SL-Versionen

vonSB-,MC-, QUICK- undAGARWAL-VerfahrenaufeinemGittermit derMaschenweiteÊÎË ¹wâ á â Ú ã dargestellt.Wie im TestNo.4 (Abb. 2.5), tretenbei allen vier FL-Verfahren

leichteOszillationenim Lösungsprofilauf. Bei allenvier SL-Verfahrenist die numerische

Lösungdagegenoszillationsfrei.Obwohl beideDiskontinuiẗatennicht sehrgut aufgel̈ost
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Abbildung 2.7: TestNo.5:VerlaufderLösungauf einemGitter U$V$576`896T:TW für 8 Verfahren.
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Abbildung 2.8: TestNo.5: LineareUPWIND- undCDS-Verfahren.

werden,ist derLösungsverlaufwesentlichsteileralsbeimUPWIND-Verfahrenbeiderglei-

chenAuflösung(s.Abb. 2.8,links).Zu Vergleichszweckenwird auchdieCDS-Lösung(FL-

undSL-Versionen)in derAbbildung2.8 (rechts)dargestellt.BeideLösungenleidenstark

an dispersivem VerhaltendesDiskretisierungsverfahrens,und die GenauigkeitdesCDS-

Verfahrensist sogarniedrigeralsim UPWIND-Fall.

Ein Vergleich von 4 limitierten SL-Verfahrenuntereinander(Abb. 2.9) zeigt, daßwie im

Test No.2 der SB-Limiter zu den mit AbstandgenauestenErgebnissenführt. Die ande-

ren drei Limiter unterscheidensich nur unwesentlichin der Genauigkeit,wobei dasL-

AGARWAL(SL)-VerfahrendiekleinstenFehlerproduziert.

Zusammenfassung. In diesemAbschnittwurdeein Versuchunternommen,die Ideezur

KonstruktioneinesoszillationfreienVerfahrensfür die lineareKonvektionsgleichungvon

demFall einerkonstantenKonvektionsgeschwindigkeitauf denFall einervariablenpositi-

ven Geschwindigkeitzu übertragen.Es wurdenzwei möglicheErweiterungenvorgestellt:

Flux-Limiter-VerfahrenundSlope-Limiter-Verfahren.Bei denFlux-Limiter-Verfahrenwird

derBeitragdesCDS-AnteilsbeiderBerechnungdesnumerischenKonvektionsstromslimi-

tiert, währendbei denSlope-Limiter-Verfahrendie Limitierung denVerlauf der zwischen

denGitterpunkteninterpoliertenLösungsfunktionbetrifft. BeideVerfahrenwurdenauf ei-

nerreinempirischenBasiskonstruiert,sodaßmanvonvornhereinnichtgarantierenkonnte,

daßdie numerischeLösungtats̈achlich oszillationsfreisein wird. Die Eigenschaftender

resultierendenVerfahrenwurdenan 2 Testf̈allen untersucht.Währendalle Flux-Limiter-

Verfahrenin beidenTestbeispielenleichteOszillationenproduzierten,liefertendie Slope-

Limiter-Verfahrenin beidenFällenphysikalischsinnvolle Lösungen.
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Abbildung 2.9: TestNo.5:Vergleichvon4 Limitern für TVD(SL) untereinander.

Ein Vergleich von Slope-Limiter-Verfahrenmit unterschiedlichenLimiter-Funktionenun-

tereinanderführtezu folgendemErgebnis.Wie im Falle einerkonstantenKonvektionsge-

schwindigkeithattederSB-VerfahrendiebesteKonvergenzratevonallenVerfahrenim Falle

von diskontinuierlichenLösungsfunktion,währendim Falle einerglattenLösungdasstark

antidiffusive VerhaltendesVerfahrensseineGenauigkeitbeeintr̈achtigte.Da wir aneinem

Verfahreninteressiertsind, daßsowohl für glatte als auchfür diskontinuierlicheLösun-

genguteKonvergenzeigenschaftenaufweist,wird derSB-Limiter im weiterenVerlaufder

Arbeit nicht mehreingesetzt.Von denrestlichen3 untersuchtenLimitern wurdedasbeste

Konvergenzverhaltenvom L-AGARWAL-Verfahrengezeigt,gefolgt von L-QUICK- und

MC-Limiter.

2.3 Fall einer beliebigenvariablen Geschwindigkeit

Im letztenAbschnitthabenwir unsauf denFall einervariablenaberüberallnichtnegativen

Konvektionsgeschwindigkeitbeschr̈ankt. Nun wollen wir die Annahme,daßdie Konvek-

tionsgeschwindigkeitnicht negativ seindarf, aufheben,und die KonstruktioneinesTVD-
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Verfahrensentsprechendverallgemeinern.Wir werdenunsdabeiauf die SL-Verfahrenbe-

schr̈anken,dadieTVD(FL)-Verfahrenbereitsim FalleeinerpositivenKonvektionsgeschwin-

digkeitnichtzufriedenstellendeErgebnissegelieferthaben.Dashochgestellte
”
sl“ wird dies-

malbeidenBezeichnungeneinfachheitshalberweggelassen.

Wir gehenwiederumvon derFinite-Volumen-Formulierung(2.17)aus,undapproximieren

dennumerischenKonvektionsstrom
É ¸ é�Í ôeõ#÷�� Ï durchÉ ¸ é�Í ôöõ#÷�� Ï ¹ å�æ�ç Ä É�é�êvu-ÕøîT% Ú Í ¹ ¸�ôöõ#÷�� Ï éØæ�ç Äôöõ#÷�� Ï 
 (2.50)

wobeifür dieKonvektionsgeschwindigkeit¸ ôeõ#÷�� Ï dergenaueWert ¸ É�Ë ôeõ#÷�� Ï Í eingesetztwird

(s.auch2.40).

Bei einerUPWIND-Approximationder Größe
é ôöõ#÷�� Ï wird der Wert der Lösungsfunktion

im nächstenstromaufẅartsvon
Ë ôöõ#÷�� Ï liegendenGitterpunktgenommen.Dieserist gleichË ôöõ#÷ , wenndieKonvektionsgeschwindigkeit¸�ôöõ ÷�� Ï positiv ist, undgleich

Ë ô , wenndieKon-

vektionsgeschwindigkeitnegativ ist. Dasführtzu:

é ñ�òôöõ ÷�� Ï ¹ wxy xz
é ôöõ#÷{
|�}��¾-¾ ¸ ôeõ#÷�� Ï�~ âé ô�
|�}��¾-¾ ¸ ôeõ#÷�� Ï�� â (2.51)

Die CDS-Approximationfür
é ôöõ#÷�� Ï ist dagegen unabḧangigvon der Stromrichtung,und

wird wie im FalleeinerpositivenGeschwindigkeitdefiniert:é Â�Ä�Åôöõ#÷�� Ï ì ¹ É�é ôöõ ÷ Ý�é ô Í�% Ú á (2.52)

Manbildetnundie TVD-Approximationfür
é ôeõ#÷�� Ï alsé æ�ç Äôöõ#÷�� Ï ì ¹ É�îAÕðï Ç Í�é ñ�òôöõ ÷�� Ï Ýðï Ç é Â�Ä!Åôöõ ÷�� Ï (2.53)

mit

ï Ç ¹ wxy xz
ï`É�� Ç Í 
��}��¾G¾ é ô Õ�é ôöõ#÷ �¹ ââ�
|�}��¾G¾ é ô Õ�é ôöõ#÷U¹ â (2.54)

Bei derDefinitionderGröße
� Ç mußwiederumdieStromrichtungber̈ucksichtigtwerden:� Ç ¹ é>� Õ�é>� õ#÷é ô Õ�é ôöõ ÷ 
 (2.55)

wobeiIndex � wie folgt definiertwird:
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� ¹ wxy xz
uNÕøî 
|�}��¾G¾?¸�ôöõ#÷�� Ï ~ â�
u-Ýøî 
|�}��¾G¾?¸ ôöõ#÷�� Ï�� â á (2.56)

Damit ist der Aufbau desTVD(SL)-Verfahrensbereitsvollständigdefiniert.Man berech-

ne zun̈achstdie UPWIND- und CDS-Approximationenfür
é ôöõ#÷�� Ï nach(2.51,2.52).Man

bestimmedanachdenGewichtungsfaktor
ï Ç nach(2.54)undberechnedie TVD-Approxi-

mation
é æ�ç Äôeõ#÷�� Ï für

é ôöõ ÷�� Ï nach(2.53).SchließlichsetzemandensoermitteltenWert
é æ�ç Äôeõ#÷�� Ï

in dieFormel(2.50)zurBerechnungdesnumerischenKonvektionsstromes
å æ�ç Ä É�é�êvuhÕ{î;% Ú Í

ein.

ObwohlderTVD(SL)-Konvektionsstromauf dieseWeiseeindeutigdefiniertwird, wird ei-

nedirekteUmsetzungderbeschriebenenBerechnungsmethodedadurcherschwert,daßdie

Werte der Gitterfunktion � é ô�� nicht bekanntsind und der numerischeKonvektionsstromå æ�ç Ä É!é�êvuÛÕ î;% Ú Í
in diesemFall einekomplexe nichtlineareFunktionvon � é ô � ist. Die Li-

nearisierungkann durch den
”
deferredcorrection approach“ durchgef̈uhrt werden,s.

Abschnitt1.6 (1.116,1.117).Die Aufteilung desKonvektionsstromes
å æ�ç Ä É�é�êvuIÕKîT% Ú Í

in

einenUPWIND-Strom
å ñ�ò É�é�êcë1Í

undeinenKorrekturstrom
å Â�Ä!Å É�é�êcë1Í

wird folgenderma-

ßendurchgef̈uhrt.DerEinsatzvon(2.53)in (2.50)führt zu:

å æ�ç Ä�É!é�êcë/Í ¹ ¸ ôöõ#÷�� Ï é æ�ç Äôöõ#÷�� Ï
¹ ¸�ôöõ#÷�� Ï�� É�îØÕ ï Ç Í�é ñ�òôöõ#÷�� Ï Ýóï Ç é Â�Ä!Åôöõ#÷�� Ï  
¹ ¸�ôöõ#÷�� Ï é ñ�òôöõ#÷�� Ï Ýðï Ç ¸�ôöõ#÷�� Ï � é Â�Ä!Åôöõ#÷�� Ï Õ�é ñ�òôöõ#÷�� Ï  
¹ ì å ñ�ò É�é�êcë1Í-Ý�å Ä!Â É�é�êcë1Ícá

(2.57)

Für denUPWIND-Strom
å ñ�ò É!é�êcë/ÍSì ¹ø¸�ôöõ#÷�� Ï é ñ�òôöõ#÷�� Ï gilt:

å ñ�ò É�é�êcë1Í ¹ wxy xz ¸�ôeõ#÷�� Ï
é ôöõ#÷{
��}��¾G¾ ¸�ôöõ#÷�� Ï ~ â¸ ôeõ#÷�� Ï é ô 
��}��¾G¾ ¸ ôöõ#÷�� Ï � â

¹ �'�T� É ¸ ôöõ#÷�� Ï 
câ Í��hé ôeõ#÷ Õ ���;� É�Õ ¸ ôeõ#÷�� Ï 
câ Í��hé ô (2.58)

Damit lassensichdie KoeffizientendesTridiagonal-Systems(1.117)direktberechnen.

Für denKorrekturstrom
å Ä!Â É�é�êcë1ÍSì ¹ ï Ç ¸�ôöõ#÷�� Ï � é Â�Ä�Åôöõ#÷�� Ï Õðé ñ�òôeõ#÷�� Ï  gilt:

å�Ä!Â�É!é�êcë/Í ¹ ï Ç � � ¸ ôöõ#÷�� Ï é�Â�Ä!Åôöõ#÷�� Ï Õ ¸ ôöõ#÷�� Ï é ñ�òôöõ#÷�� Ï  
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¹ ï Ç � Ñ ¸�ôeõ#÷�� Ï é ôöõ#÷ Ý�é ôÚ Õ �'�;� É ¸�ôeõ#÷�� Ï 
câ Í��hé ôöõ ÷ Ý �'�T� É�Õ ¸�ôöõ#÷�� Ï 
câ Í��hé ô Ü
¹ ï Ç � îÚ'��� ¸ ôöõ ÷�� Ï �T��É�é ô Õ�é ôöõ#÷ Ícá (2.59)

DurchdenEinsatzeinerFunktion
ï`É�á 
 á�Í (s. (1.196))läßtsichderKorrekturstrom

å Ä!Â É�é�êcë1Í
analogzu(1.197)berechnen:

å�Ä�Â�É�é�êcë1Í ¹ � ¸ ôöõ#÷�� Ï �Ú � ïNÉ!é��SÕµé>� õ#÷ 
 é ô Õ�é ôöõ ÷ Ícá (2.60)

Behandlungder Randbedingungen. Zum Schlußwollen wir auf die Formulierungder

numerischenRandbedingungeneingehen.Löstmandie lineareKonvektionsgleichung(2.1)

auf einemendlichenIntervall ��� ÷ 
&� Ï&� , so kann— in Abhängigkeitvon derRichtungder

Konvektionsgeschwindigkeit¸ É�Ë-Í am Rand— jederder Randpunkte�p÷ und � Ï sowohl

demEinstr̈omrandals auchdemAusstr̈omrandentsprechen.Wir werdenunsdeshalbauf

dieBetrachtungdesRandpunktes�p÷ beschr̈anken.

Gilt ¸ É � ÷ Í�� â , soist � ÷ ein Einstr̈omrandundessoll für diesenRandpunkteinephysika-

lischeRandbedingungin derForm

Ò É1Ë ¹��p÷{
�À Í ¹�� É À Í 
ÛÀ � â (2.61)

vorliegen,damitdie analytischeLösungderKonvektionsgleichungeindeutigbestimmtist.

Aus dieserphysikalischenRandbedingungläßtsich derWert derGitterfunktionim ersten

Gitterpunktdirektberechnendurch: é�� ¹�� É ÀC���+÷ Ícá (2.62)

Gilt ¸ É �p÷ Í � â , soist �p÷ einAusstr̈omrandundesliegt keinephysikalischeRandbedingung

vor. In diesemFall wird eineFinite-Volumen-Formulierung für ein
”
halbes“ Kontrollvolu-

men � Ë�� 
 Ë ÷�� Ï � verwendet:

é��SÕ é��Ê À Ý å³É�é�ê�îT% Ú ÍIÕðå³É�é�ê â ÍÊÌË�% Ú ¹ â á (2.63)

Hier brauchtnurderStrom
å É�é�ê�î;% Ú Í

approximiertwerden,dafür
å³É!é�ê â Í gilt:å É�é�ê â Í ¹ É ¸ é�Í�� ¹ ¸ É�Ë��yÍ��hé���á (2.64)

Für
å É�é�ê�îT% Ú Í

wird derTVD-Konvektionsstrom
å æ�ç Ä É!é�ê�î;% Ú Í

nach(2.50)eingesetzt.Gilt¸ ÷�� Ï ~ â , soben̈otigt manzurBerechnungdesKonvektionsstromes
å É�é�ê�îT% Ú Í

denWertder
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GitterfunktionanderStelle
Ë õ#÷ , dieaußerhalbdesBerechnungsgebietesliegt. Im Abschnitt

1.11wurdendrei Variantenzur Berechnungdesfiktiven Wertes
é õ#÷ angegeben.Aus den

dortdargelegtenGründensolltenurdie Variante2 eingesetztwerden.

Ist die Konvektionsgeschwindigkeitam Rand ¸ É �p÷ Í gleich 0 (dasist übrigensin beiden

TestbeispielenderFall), sostimmtderRand � É1Ë 
�À Í�ìÓË ¹��p÷{
�À � â � mit derCharakteristik

überein,dievonderStelle
É1Ë 
�À Í ¹ É �p÷{
câ Í startet.In diesemFall gilt wegen(2.7):�� À Ò É �p÷{
�À Í ¹ Õ ¸`� É �p÷ Í Ò É �p÷{
�À Í 
 (2.65)

worausfolgt

Ò É � ÷ 
�À Í ¹ Ò � É � ÷ Í���� õ =� ¢¡¤£¦¥�§ æ á (2.66)

DieserWert kannanalogzu (2.61,2.62) für die numerischeRandbedingungam RandË ¹��p÷ verwendetwerden.



Kapitel 3

Burger-Gleichung

3.1 TheoretischeAspekteund 2 Testfälle

Bisherhabenwir unsausschließlichmit linearenGleichungenbescḧaftigt. In diesemKapitel

wollen wir unsmit einereindimensionalennichtlinearenhyperbolischenGleichungbefas-

sen.Dazubetrachtenwir dieeindimensionalenEulerschenGleichungenderGasdynamik(s.

Abschnitt1.1): ¨ æ Ý É ¨ª© Í1Ô ¹ â (3.1)É ¨ª© Í æ ÝøÉ ¨ª© ÏÛÝ¬«+Í Ô ¹ â (3.2)

ä æ ÝøÉ © É ä Ý�«�Í�Í�Ô ¹ â á (3.3)

Im Falle einer isothermenStrömungist der Druck
«

eine Funktion von ­ und die Glei-

chungen(3.1,3.2) bildenein geschlossenesSystem.Die Diskretisierungsverfahrenfür die

Kontinuiẗatsgleichung(3.1)wurdenbereitsim letztenKapitelbehandelt.Wir konzentrieren

unsdeshalbauf die Impulsbilanz(3.2).Der Druckgradientstellt in dieserGleichungeinen

Quelltermdar, dessennumerischeBehandlungkeinerleiSchwierigkeitenbereitet.Wir wer-

dendenEinflußdiesesTermesdeshalbzun̈achstvernachl̈assigen.Die partielleDif ferentia-

tion derbeidenrestlichenTermeführtunterBerücksichtigungvon(3.1)zu:¨ æ � © Ý ¨ � © æ ÝøÉ ¨ª© Í Ô � © Ý ¨ª© � © Ô ¹ â¯®�° (3.4)É ¨ æ ÝøÉ ¨ª© Í1Ô± ²�³ ´µ � Í�� © Ý ¨ ��É © æ Ý ©¶© Ô_Í ¹ â¯®�° (3.5)© æ Ý ©�© Ô ¹ â á (3.6)

Die letzteGleichungentsprichtderhyperbolischenErhaltungsgleichungÒ æ Ý7·`É Ò Í Ô ¹øâ (3.7)

132
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für denFall einerquadratischenStromfunktion:·ÛÉ Ò Í ¹ îÚ Ò Ï (3.8)

bis aufdieBezeichnungderunbekanntenFunktion Ò É1Ë 
�À Í . Die Gleichung¸	¹Fº�»�¼�º Õ½» þ¾¼�¿�À"ÁQ¹'ÂÃ»wì Ò æ Ý Ò�Ò Ô ¹ â (3.9)

wird in der Literatur als Burger-Gleichungbezeichnetund wird sehroft zum Testenvon

Diskretisierungsverfahreneingesetzt,daeineReihe von exakten Lösungenbekannt ist

(s.Whitham, [133]). Die quadratischeStromfunktionstellt dieeinfachsteFormderNichtli-

neariẗatdarundläßtsichrelativ leichtuntersuchen.Gleichzeitigist manbeideranalytischen

und numerischenBehandlungder Burger-Gleichungmit der ganzenFülle von Problemen

konfrontiert,die auchim Falle einerallgemeinennichtlinearenStromfunktionvorhanden

sind.Wir werdenunsdeshalbbeiderHerleitungdernumerischenMethodenfür dienichtli-

narenhyperbolischenGleichungennurauf dieBurger-Gleichungbeschr̈anken,zumaldiese

GleichungdiegleicheArt vonNichtlineariẗathat,wie dieNavier-Stokes-Gleichung,mit der

wir unsim nächstenKapitelbescḧaftigenwerden.

Wir beginnenwie immermit deranalytischenBehandlungderzuuntersuchendenDif feren-

tialgleichung.Die SpezifikationderAnfangsbedingungerfolgt wie üblichdurch:

Ò É1Ë 
�À�¹ â Í ¹ Ò � É1Ë-Í 
 ËFÄ É�ÕÆÅ 
 ÝÆÅøÍ0á
(3.10)

Wie im FalleeinerlinearenKonvektionsgleichungkönnenCharakteristikenderBurger-Glei-

chung(3.9)alssolcheKurvendefiniertwerden,diedergewöhnlichenDif ferentialgleichungË � É À Í ¹ Ò É1ËNÉ À Í 
�À Í (3.11)

mit derAnfangsbedingung ËNÉ â Í ¹ Ë��
(3.12)

gen̈ugen.Dabeikann
Ë��

einbeliebigerWertaus
É�Õ$Å 
 Ý$ÅøÍ

sein,unddefiniertdieStartpo-

sition dercharakteristischenKurve. Auf denerstenBlick scheintesnicht möglich zu sein,

dasCharakteristiken-Verfahrenzur Bestimmungder Lösungder Burger-Gleichungeinzu-

setzen,dazurBerechnungderCharakteristikdurch(3.11)dieexakteLösungÒ É�Ë 
�À Í bereits

vorliegensoll. Wir werdenabergleichsehen,daßesnicht notwendigist, dieseLösungim

gesamtenLösungsbereichzu kennen,umdie Charakteristikberechnenzu können.

Für dieAbleitungderLösungÒ É�Ë 
�À Í entlangeinerCharakteristikgilt:ÇÇ À Ò É�ËNÉ À Í 
�À Í ¹ �� À Ò É�ËNÉ À Í 
�À ÍGÝ �� ËÃÒ É�ËNÉ À Í 
�À ÍÈ�_Ë � É À Í
¹ Ò æ Ý Ò�Ò Ô ¹ â á (3.13)
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Dasbedeutet,daßdieLösungsfunktionÒ É1Ë 
�À Í entlangderCharakteristikkonstantist. Dabei

gilt: Ò É1ËNÉ À Í 
�À Í ��»l½_¾-¿�À¾� Ò É1ËNÉ â Í 
0â Í ¹ Ò É1Ë � 
0â Í ¹ Ò � É�Ë � Í0á (3.14)

Aus(3.11)folgt nun,daßdieCharakteristikeinegeradeLinie ist, derenAbleitungdurchdie

AnfangsbedingungÒ ��É1Ë��yÍ definiertist.

Als Beispiel (daswir zugleichals Testfall No.6 bezeichnenwerden)betrachtenwir die

Burger-Gleichungfür
ËQÄ �·â�
 Ú � mit derAnfangsbedingung

Ò ��É1Ë-Í ¹ Ë�Ï 
 ËÉÄ � â¶
 Ú � á (3.15)

Der linke RanddesBerechnungsgebietesstimmtmit derCharakteristik̈uberein,die durch

denPunkt
Ë�� ¹ â geht,so daßdie SpezifikationderRandbedingungnicht notwendigist.

AuchamRand
Ë ¹ Ú

wird keineRandbedingungvorgegeben,dadieseinAusstr̈omrandist.

Essei
Ë��

einbeliebigerPunktausdemIntervall �·â�
 Ú � . FüreineCharakteristik,dievomPunktË��
ausstartet,gilt ËNÉ À Í ¹ Ë��IÝ Ò �_É�Ë��yÍ ÀS¹ Ë���ÝðË�� Ï À á (3.16)

Für die LösungentlangdieserCharakteristikgilt wegen(3.14):

Ò É1ËNÉ À Í 
�À Í ¹ Ò �_É�ËÊ�lÍ ¹ Ë�� Ï á
(3.17)

Wir nehmennuneinenbeliebigenPunkt
É�Ë 
�À Í�Ä � â¶
 Ú ��Ë � â¶
 Ý$ÅøÍ

. Löstmandie Gleichung

(3.16)nach
Ë��

auf,sostellt manfest,daßderPunkt
É�Ë 
�À Í auf einerCharakteristikliegt, die

vonderStelle
É1Ë � 
0â Í startetmit

Ë�� ¹ Õ�îUÝ½Ì îUÝ × Ë ÀÚ À á
(3.18)

EinsatzdesWertes
Ë��

in (3.17)führtzu:

Ò É1Ë 
�À Í ¹ � Õ�îUÝ Ì î Ý × Ë ÀÚ À � Ï � Ú Ë ÏîUÝ Ú Ë À Ý Ì îAÝ × Ë À á (3.19)

In Abb.3.1ist dasAnfangsprofilsowie derLösungverlaufzumZeitpunktÀU¹ î
für TestNo.6

zusammenmit denCharakteristikendargestellt.

Der entscheidendePunktbeimAufbauderLösungmit Hilfe desCharakteristiken-Verfah-

rensist die Voraussetzung,daßjederPunkt
É�Ë 
�À Í ausdemLösungsbereichauf genaueiner

Charakteristikliegt. DieseVoraussetzungist erfüllt, wenndie Funktion Ò � É�Ë�Í stetig und
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TESTFALL No.6:
ANFANGSPROFIL und LÖSUNG zum ZEITPUNKT t=1sÒ

Abbildung 3.1:TestNo. 6: Anfangsprofil,CharakteristikenundexakteLösungzumZeitpunktÓ
=1s.

monotonwachsendist. In diesemFall deckendie Charakteristiken,die von der Ô -Achse

starten,dasgesamteGebietkomplettab,undzwarohneÜberschneidung.Ist die FunktionÕ�ÖT× ÔÙØ nicht stetigbzw. nicht monotonwachsend,sokannespassieren,daßentwedernicht

dasgesamteLösungsgebietdurchdie Charakteristikenabgedecktwird, oderdaßzwei oder

mehrCharakteristikensichanverschiedenStellenkreuzen.

In derAbb. 3.2 ist ein Beispielfür einenicht monotonwachsendeAnfangsbedingungge-

zeigt.Wir sehen,daßsich im Punkt × ÔÛÚ&ÜvØ�Ý ×�Þàß¤á Ú Þ Ø mehrereCharakterisikenkreuzen,so

daßim LösungprofileineDiskontinuiẗat (
”
Schock“ ) entsteht.NachdemZeitpunkt Ü�Ý Þ

kanndasCharakteristiken-Verfahrennicht mehreingesetztwerden.Es ist interessant,daß

die LösungzumZeitpunkt Ü�Ý Þ unstetigist, obwohldasAnfangsprofileinestetigeFunk-

tion von Ô ist. SelbstwenndasAnfangsprofileinestetigdifferenzierbare Funktionist (was

im hier gezeigtenBeispielnicht der Fall ist), derenAbleitung zumindestan einemPunkt
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Abbildung 3.2:Nicht monotonwachsendeAnfangsbedingung: Anfangsprofil,Charakteristiken
undexakteLösungzumZeitpunkt

Ó
=1s.

negativ ist, bildet sich zum Zeitpunkt è�é�êvë�ìîí�Ýðï Þ;ñÛò�óõô�Õ�öÖ × Ô�Ø ein Schock,und die klas-

sischeLösungder Burger-Gleichunghört auf zu existieren,da die örtliche Ableitung der

Lösungsfunktionnicht mehrdefiniertist ([133]). Dasist derwesentlicheUnterschiedzwi-

schendenlinearenund nichtlinearenhyperbolischenGleichungen:währendsich bei einer

linearenGleichungdie Diskontinuiẗat nur entlangeiner Charakteristikfortpflanzenkann

unddie StetigkeitderAnfangsbedingungautomatischzur StetigkeitderLösungim gesam-

tenLösungsbereichführt,kannbei einernichtlinearenGleichungeineDiskontinuiẗat in der

Lösungselbstdannentstehen,wenndasAnfangsprofilstetigodersogarstetigdifferenzier-

barist.

Obwohldie Burger-GleichungnachderEntstehungeinesSchockskeineklassischeLösung

mehrbesitzt,besitztsieeineschwacheLösungim SinnevonGlng.(1.18),Abschnitt1.1.Um

dasVerhaltendieserschwachenLösungqualitativ zu untersuchen,werdenwir denSchock
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isoliertbetrachten.

Dazuuntersuchenwir dasCauchy-Problemfür die Burger-Gleichungmit einerstückweise

konstantenAnfangsbedingung,dieeineeinzigeDiskontinuiẗathat:Õ Ö × Ô�Ø÷Ý øùú ùû Õýü Ú�þ�ÿ���� Ô����Õ�� Ú�þ�ÿ���� Ô�	�� (3.20)

DieseAufgabewird in der Literatur als Riemann-Problemfür die Burger-Gleichungbe-

zeichnet.Die LösungdesRiemann-Problemshängtvom Verḧaltnis zwischendenWerten

von Õ ü und Õ
� ab.

In derAbbildung3.2 wurdedie Bildung einesSchocksdurchAufsteilenderLösungsfront

skizziert.DiesemFall entsprichtdasRiemann-Problemmit Õýü 	 Õ�� . Wie könntein einem

solchenFall die schwacheLösungaussehen?Da der Wert der Lösungvor dem Schock

höherist alsderWertnach demSchock,
”
laufendieCharakteristikenin denSchockhinein“ .

Damit ist einAbflachenderFrontim weiterenZeitverlaufausgeschlossen.Auf deranderen

Seiteist ein Anwachsender Diskontinuiẗat ebenfallsnicht möglich, denndaswürdeeine

ZunahmedertotalenVariationderLösungbedeuten,wasfürhyperbolischeGleichungender

Form(3.7)ausgeschlossenist [74]. Dasbedeutet,daßdie schwacheLösungdieFormeines

Schocksbehaltenmuß,mit denWerten Õýü und Õ�� vor bzw. nachdemSchock.Bezeichnen

wir mit � die Geschwindigkeit,mit dersichderSchockentlangder Ô -Achsefortpflanzt,so

siehtdie LösungdesRiemann-Problemsfür denFall Õ ü 	 Õ�� folgendermaßenaus(s.Abb.

3.3): Õ Ö × Ô�Ø÷Ý øùú ùû Õýü Ú þ�ÿ���� Ô�����ÜÕ � Ú þ�ÿ���� Ô�	���Ü (3.21)

Um die Schock-Geschwindigkeit� zu bestimmen,setzenwir die Lösungsfunktion(3.21)

in die Integralgleichung(1.18)ein. Wir wählendazu Ü�
_Ý�� , Ü���Ý Þ . Die Größen Ô�
 undÔ � solltenso gewählt werden,daßsich der SchockwährenddesZeitintervalls ��Ü 
 Ú&Ü ��� in-

nerhalbvon �SÔ�
vÚvÔ�� � befindet.OhneBeschr̈ankungder Allgemeinheitnehmenwir an,daß������� Þ gilt und nehmendaher Ô�
 Ý � und Ô�� Ý Þ . Wir schreibendie Gleichung

(1.18)für ausgewählteWertevon �9Ô�
AÚvÔ�� � und ��Ü�
vÚ&Ü�� � sowie für denFall einerquadratischen

Stromfunktion� ×�Õ Ø>Ý����� um: 
Ö ÕÛ× ÔÛÚ Þ Ø"!(Ô Ý  
Ö Õ × ÔÛÚ��`Ø"!(Ô#  
Ö Õ � × ��Ú&ÜvØ$ !àÜ�ï  
Ö Õ � ×&Þ Ú�Ü Ø$ !àÜ ß (3.22)
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Abbildung 3.3:Riemann-Problemmit ( ü�) ( � : Anfangsprofil,Charakteristikenunddieschwa-
cheLösungzumZeitpunkt

Ó+*�,.-
für denFall ( ü */,1032 , ( � *546037 .

Dasist eineErhaltungsgleichungfür dieGrößeÕ . Links stehtdasIntegralderLösungsfunk-

tion zumneuenZeitpunkt Ü�Ý Þ überdasIntervall �8�¶Ú Þ � . Aus (3.21)folgt, daßdieserWert

gleich Õýü:9 � # Õ��;9�×�Þ ï<�àØ ist. ErsterTerm auf der rechtenSeiteentsprichtdemIntegral

derLösungsfunktion̈uberdasIntervall �8�¶Ú Þ � zumaltenZeitpunkt Ü¯Ý=� und ist gleich Õ � .
DerzweiteundderdritteTermbeschreibendieaufintegriertenKonvektionsstr̈omedurchdie

RänderdesIntervalls, � ß áàÕ �ü bzw. � ß¤áàÕ �� . Für dieSchock-Geschwindigkeit� gilt daher:� Ý � ß áàÕ �ü ï>� ß¤áàÕ ��Õýü ï Õ�� Ý Õ ü # Õ �$ ß (3.23)

Dasist diesog.Rankine-Hugoniot-Bedingungfür dieBurger-Gleichung.

Esgibt allerdingsaucheineandereMöglichkeit,an die schwacheLösung(3.21)desRie-

mann-Problemszu gelangen.Wir erinnerenunsdaran,daßwir die Gleichung(3.6) über

die EulerschenGleichungenhergeleitethaben.Im allgemeinenmehrdimensionalenFall
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Abbildung 3.4:Riemann-Problemmit ( ü ) ( � : SchwacheLösungvon (3.9) sowie Lösungen
von (3.24)für B *>4C03417 und B *>4C0346, zumZeitpunkt

ÓD*/,.-
.

stellendie EulerschenGleichungender GasdynamikeinenGrenzfall der Navier-Stokes-

Gleichungendar, für denFall einervernachl̈assigbarniedrigenReibung.Analogdazukann

die Burger-Gleichung(3.9)alseinGrenzfallderviskosenBurger-GleichungÕ
E # ÕýÕ�F ÝHG Õ�F�F (3.24)

betrachtetwerden,für G�I � . Die
”
nicht-viskose“ Burger-Gleichung,die wir bisherun-

tersuchthaben,ist dahernur eineVereinfachungder physikalischkorrekterenGleichung

(3.24).Wennder Wert von G klein und die LösungsfunktionÕÛ× Ô Ú�Ü Ø glatt ist, dannist der

Term G Õ
F�F vernachl̈assigbarklein im Vergleich zu anderenTermender Gleichung(3.24),

und die nicht-viskoseBurger-Gleichung(3.9) ist eineguteApproximationfür (3.24).So

würde sich die LösungdesTestsNo.6 kaumverändern,wenn mananstattvon (3.9) die

Gleichung(3.24)mit derselbenAnfangsbedingungfür einkleines G gel̈osthätte.

Bildet sichim LösungsverlaufeinSchock,sowächstdiezweiteAbleitung Õ F�F viel schneller

als Õ
F und derTerm G Õ�F�F kannselbstbei kleinenWertenvon G nicht mehrvernachl̈assigt

werden.DieserTermbewahrtdieLösungvor derEntstehungeinerDiskontinuiẗatundsorgt

dafür, daßselbstim Falle einerunstetigenAnfangsbedingungdie Lösungfür alle ÜJ	K�
glattwird. Für sehrkleineWertevon G wäredanndieLösung(3.21)desRiemann-Problems

durchdieglatteLösungersetzt,die in derAbb. 3.4für G¾Ý�� ß � $ und G�Ý�� ß � Þ exemplarisch

skizziert ist. Läßtman G gegenNull gehen,so werdendie Lösungsprofilesteiler, und die

Lösungvon (3.24)nähertsichderschwachenLösungvon (3.9).

WährenddasCharakteristiken-VerfahrenbeimRiemann-Problemfür denFall Õýü 	 Õ
� des-

wegennicht eingesetztwerdenkann,da einigePunktedesLösungsbereichsauf mehreren
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ÓN*�,O-
mit einemundefiniertenBereich(alsBlack-

Box dargestellt).Eswurdeangenommen,daß ( ü *>46037 , ( � *P,1032
.

Charakteristikengleichzeitigliegen,tritt im Falle Õýü � Õ�� eineandereSituationein, die

denEinsatzdesCharakteristiken-Verfahrensebenfallsverhindert.Wie manausderAbb. 3.5

sehenkann,habendie Charakteristiken,die vor demSchockstarten,einekleinereNeigung

als die, die hinter demSchockstarten.Das führt dazu,daßfür jedes ÜQ	R� ein BereichÔ�S ×�Õýü Ü{Ú Õ�� ÜvØ existiert, in welchemdie Lösungnicht definiertist, da durchsolchePunkte× ÔÛÚ&ÜvØ keineeinzigeCharakteristikläuft, die von der Ô -Achseausstartet.Selbstwennei-

neschwacheLösungdesRiemann-Problemsexistiert, kannderenVerlauf innerhalbder in

Abb. 3.5dargestellten
”
Black-Box“ mittelsdesCharakteristiken-Verfahrensnicht bestimmt

werden.

Nimmt manan,daßdie schwacheLösungwiederdie Form (3.21)hat,sokannmandurch

EinsatzdieserFunktionin die Integralgleichung(3.22)zeigen,daßdie Schock-Geschwin-
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digkeit � wie im Falle Õ ü 	 Õ�� aus(3.23)berechnetwerdenkann.

Andererseitskann man wiederumdie Lösungder viskosenBurger-Gleichung(3.24) für

kleine G -Wertenehmen,und denGrenzwertder Lösungsfunktionbei GUI � bilden.Man

erḧalt in diesemFall folgendeFunktion(s.Abb. 3.6):

ÕÛ× ÔÛÚ&ÜvØ Ý øùùùùùú ùùùùùû
Õýü Úðþ�ÿ���� Ô�� Õýü ÜÔ ñ Ü{Úðþ�ÿ���� Õ ü ÜV�½Ô�� Õ � ÜÕ
� Úðþ�ÿ���� Ô�	 Õ�� Ü (3.25)

SetztmandieseFunktionin dieIntegralgleichung(1.18)ein,sostelltmanfest,daßdieGlei-

chungerfüllt ist. Eshandeltsichhier alsoum eineweitere schwacheLösungdesRiemann-

Problemsmit Õýü � Õ�� . Man kann sogarzeigen,daßim Falle Õýü � Õ�� unendlich viele

schwacheLösungenderBurger-Gleichungexistieren.Betrachtetmanallerdingsdie
”
nicht-

viskose“ Burger-Gleichung(3.9) lediglich alseinenGrenzfallderphysikalischkorrekteren

viskosenBurger-Gleichung(3.24),somußmannurdie Lösung(3.25)alseinephysikalisch

sinnvolle Lösunganerkennen.

Wir wollen nun ein Testbeispiel(Test No. 7) definieren,das beideFälle des Riemann-

Problemsgleichzeitigber̈ucksichtigt.Wir beschr̈ankenunswie immeraufdasIntervall �8��Ú $ �
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unddefinierendie Anfangsbedingungdurch:

Õ Ö × ÔÙØ÷Ý øùùùùùú ùùùùùû
� ß]\ Úðþ�ÿ����^�`_RÔa_b� ß $� ß]c Úðþ�ÿ����^� ß $ ��Ô��d� ße\� ß]\ Úðþ�ÿ����^� ß]\ _RÔf_ $ (3.26)

unddieRandbedingungdurch: g × ÜvØ Ý � ße\ Ú�Üh	/� ß (3.27)

Wir sindanderEntwicklungderLösungim Zeitintervall ÜhS>�8�¶Ú Þ � interessiert.Währenddie-

sesZeitintervallskanndie
”
physikalischsinnvolle“ schwacheLösungderBurger-Gleichung

folgendermaßendargestelltwerden(vgl.(3.21),(3.25)):

ÕÛ× ÔÛÚ&ÜvØ÷Ý øùùùùùùùùùú ùùùùùùùùùû
� ße\ Úðþ�ÿ���� Ô���� ß $ # � ß]\ Ü× Ô_ïi� ß $ Ø ñ Ü{Úðþ�ÿ����j� ß $ # � ße\ Ük_RÔa_b� ß $ # � ß]c Ü� ßec Úðþ�ÿ����j� ß $ # � ßec Ük��Ôa�/� ß]\ # � ßmlTá Ü� ße\ Úðþ�ÿ����j� ß]\ # � ßmlTá Ü;_�Ô (3.28)

DasStartprofilder Lösungsowie derenVerlauf zum Zeitpunkt Ü�Ý Þ ist in der Abb. 3.7

dargestellt.
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3.2 Flux-Limiter -Verfahrenfür die Burger-Gleichung

Wie im Falle einerlinearenKonvektionsgleichungmit variablerGeschwindigkeit,kannein

TVD-Verfahrenfür die Burger-Gleichungsowohl als ein Flux-Limiter- als auchals ein

Slope-Limiter-Verfahrenaufgebautwerden.Wir werdendiesebeidenMöglichkeit in zwei

separatenAbschnittenbetrachten.Da eineVerwechselungvon beidenVerfahrendadurch

ausgeschlossenist,werdenwir dieim Abschnitt2.2zuDiskriminierungszweckeneingef̈uhr-

tenIndizes
”
FL“ und

”
SL“ diesmalweglassen.

Ein wesentlicherUnterschiedzur linearenKonvektionsgleichungmit variabler Geschwin-

digkeitbestehtdarin,daßdietotaleVariationderanalytischenLösungderBurger-Gleichung

mit derZeit tats̈achlichnicht zunehmenkann.MankanndaherbeimAufbauderDiskretisie-

rungsverfahrenfür dieBurger-Gleichungverlangen,daßdiesedieTVD-Eigenschaft(1.139)

besitzen,ohnedaßdadurchdiephysikalischenEigenschaftenderGleichungverletztwären.

Währendvon denempirischaufgebautenTVD-Verfahrenfür die lineareKonvektionsglei-

chung nur die SL-VerfahrenoszillationsfreieLösungenproduzierten,kann man bei der

Burger-Gleichungdavon ausgehen,daßsowohl die Flux-Limiter- als auchdie Slope-Li-

miter-VerfahrenkeineOszillationenin der numerischenLösungverursachenwerden,vor-

ausgesetztnaẗurlich, daßsiedieTVD-Eigenschaftbesitzen.

Im Abschnitt1.8wurdegezeigt,daßein konsistentesTVD-Verfahrenmit einemLipschitz-

stetigenKonvektionsstromkonvergent ist. KonvergenzeinesVerfahrensbedeutet,daßdie

Dif ferenzzwischendernumerischenundderexaktenLösungderDif ferentialgleichungbei

feinerwerdendenGitterngegenNull geht.DieserBegriff bedarfim Falle einernichtlinea-

renGleichungeinerweiterenPräzisierung.Wie im vorigenAbschnittgezeigtwurde,kann

die Burger-Gleichungje nachAnfangsbedingungentwedereineodergleichzeitigmehrere

schwacheLösungenhaben.Hat die GleichungmehrereschwacheLösungen,so bedeutet

dieKonvergenzeinesTVD-Verfahrens,daßderAbstandzwischendernumerischenLösung

undderMengealler schwachenLösungengegenNull geht[77]. Hat die Burger-Gleichung

abermehrereschwacheLösungen,so kanndavon nur einephysikalischsinnvoll sein.Sie

kann durch einenGrenz̈ubergang G�I � ausder Lösung Õon�× ÔÛÚ&ÜvØ der viskosenBurger-

Gleichung (3.24)bestimmtwerden.Damit ein konsistentesTVD-Verfahrennicht nur ge-

gen die Mengealler schwachenLösungender Burger-Gleichungsondernkonkretgegen

dieseeinzigephysikalischsinnvolle Lösungkonvergiert,mußdiesesVerfahrennochweite-

re Bedingungenerfüllen. Eine Reihevon hinreichendenBedingungenfür die Konvergenz

einesTVD-Verfahrensgegendie korrekteLösungwird in der Literatur in Form einerso-

genannten
”
Entropie-Ungleichung“ formuliert (s. dazumehrin [46, 77]). Wir werdendie-

sesThemajedochnicht weitervertiefen.Die Untersuchungvon Diskretisierungsverfahren

für die Burger-Gleichungist für unsnur ein Zwischenschrittauf demWeg zur Behandlung
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derNavier-Stokes-Gleichungen.DadieseallerdingsimmereinendiffusivenTermenthalten,

könnensieauchkeinenicht-physikalischenschwachenLösungenhaben.Auchfür denTest-

fall 7 kanngezeigtwerden,daßdie weiteruntenvorgestelltenVerfahrennur gegendie kor-

rekteschwacheLösungkonvergierenkönnen.EinigedieserVerfahrendürfen jedochnicht

allgemeinzur LösungderBurger-Gleichungeingesetztwerdenundmüssendeshalbetwas

modifiziert werden.Die entsprechendenkritischenMomentedieserVerfahrenwerdenim

Folgendenim Text explizit erwähnt.

Der Ausgangspunktfür unterschiedlicheDiskretisierungsverfahrenist wie immer die ein-

heitlicheFinite-Volumen-Formulierung(1.53):p+q ï prqs Ü #^t × pvu�w # Þ;ñ $ Ø>ï t × pvu�w ï Þ;ñ $ Øs Ô Ý�� ß (3.29)

Für die Burger-Gleichunggilt dabei:

t × pvu�w ï ÞTñ $ Ø¾Ý Þ$ × p+qyx 
{z�� Ø ��| Þs Ü E~}���� E } Þ$ Õ � × Ô qyx 
{z�� Ú�Ü Ø"!àÜ ß (3.30)

Wir skizzierennundasAblauf-DiagrammzumAufbaueinesFlux-Limiter-Verfahrens:

1. MandefinieredenUpwind-Konvektionsstromt ��� × pvu�w ï Þ;ñ $ Ø
2. MandefinieredenCDS-Konvektionsstromt ì��Cé × pvu�w ï ÞTñ $ Ø
3. MandefinieredenTVD-Konvektionsstromt Em� � × pvu�� Ø als×&Þ ï>� ü Ø t ��� × p�u�� Ø # � ü t ì��Cé × pvu�� Ø
4. Man setze den TVD-Konvektionsstrom t Em� � × pvu�� Ø in die Finite-Volumen-

Formulierungein, und bestimmedenGewichtungsfaktor� ü so, daßdasresultie-

rendeVerfahrendie TVD-Eigenschafthat

Einfachheitshalbergehenwir zun̈achstvon der Annahmeaus,daßdie Lösungsfunktion

überallpositiv ist. (Die BehandlungdesallgemeinerenFalls wird amEndedesAbschnittes

erfolgen.)Bei derFormulierungdesUpwind-Konvektionsstromeswird dergesamteStrom

anderstromaufẅartsvon Ô q~x 
{z�� liegendenStelleausgewertet.Ist die Lösungsfunktionpo-

sitiv, so ist auchdie Stromrichtungpositiv (da die Konvektionsgeschwindigkeitmit der

Lösungsfunktion̈ubereinstimmt).Wir definierendaher:Þ$ × p qyx 
{z�� Ø � Ý t ��� × p�u�w ï ÞTñ $ Ø¾Ý Þ$ p �q~x 
 ß (3.31)
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Der CDS-Stromwird alsMittelwert vonKonvektionsfl̈ussen
� p �qyx 
 und 
� p �q gebildet:Þ$ × p+qyx 
{z�� Ø � Ý t ì��Cé × p�u�w ï Þ;ñ $ Ø¾Ý Þ$ 9�� Þ$ p �q~x 
 # Þ$ p �q6� ß (3.32)

Für denTVD-Stromgilt daher

t Em� � × pvu�� Ø�� Ý ×&Þ ïi� ü Ø t ��� × p�u�� Ø # � ü t ì���é × pvu�� ØÝ t ��� × p�u�� Ø # � üî× t ì��Cé × p�u�� ØÙï t ��� × pvu�� Ø&ØÝ Þ$ p �qyx 
 # � ü$ 9 p �q ï p �qyx 
$ ß (3.33)

SetztmandiesenKonvektionsstromin die Finite-Volumen-Gleichung(3.29)ein, so ergibt

sichfolgendeDiskretisierungderBurger-Gleichung:

���a� ×��k���:� ï>�����>���¡ 6¢ Ø+�p q ï p qs Ü # 
� p �q�#�£.¤� 9�¥ �¦ �§� x ¥ �¦� ï 
� p �qyx 
 ï £.¨� 9�¥ �¦ x ¥ �¦ª© ��s Ô Ý�� ß (3.34)

Wir definieren � ü Ý«��Ú
þ�ÿ¬��� p �q ï p �qyx 
 Ý«� (3.35)

undansonsten � ü Ý�� ×{­ ü ØAÚ (3.36)

wobei ­Tü folgendermaßendefiniertist:­Tü � Ý p �qyx 
 ï p �qyx �p �q ï p �q~x 
 ß (3.37)

Wir suchennun eine solcheLimiter-Funktion � ×�­ Ø , daßdasVerfahren(3.34) die TVD-

Eigenschaftbesitzt.Wir nehmenan,daßsowohl ­Tü alsauch­¬� wohldefiniertsind,undschrei-

bendieGleichung(3.34)unterBerücksichtigungvon(3.36)folgendermaßenum:p+q Ý p;q ï s Ü$ s Ô�® p �q¯# � ×{­¡� Ø$ × p �qª° 
 ï p �q Ø�ï p �qyx 
 ï � ×{­Tü Ø$ × p �q ï p �qyx 
 Ø�± (3.38)



146 KAPITEL 3: BURGER-GLEICHUNG

bzw. p+q Ý p²q ï s Ü³ s Ô ® $ ï>� ×{­;ü Ø # � ×�­¬� Ø p �qm° 
 ï p �qp �q ï p �qyx 
 ± × p �q ï p �qyx 
 ØÝ p²q ï × p q # p qyx 
 Ø s Ü³ s Ô ® $ ï>� ×�­Tü Ø # � ×�­ � Ø­¬� ± × p+q ï p+qyx 
{Ø (3.39)

Dasentspricht(1.141)mit´ q~x 
ðÝ × p+q # pµq~x 
vØ s Ü³ s Ô ® $ ï¶� ×�­Tü Ø # � ×�­¬� Ø­ � ±· q Ý �
DamitdieBedingung(1.142)erfüllt ist, müssenfolgendeUngleichungengelten�¸_ $ ï>� ×{­;ü Ø # � ×{­¬� Ø­¬� _ ´

(3.40)

Diesestimmenjedochmit (1.171)komplettüberein.Daherkönnenalle TVD-Limiter, die

für die lineareKonvektionsgleichungmit konstanterGeschwindigkeiteingesetztwurden,

auchfür dasFlux-Limiter-Verfahrenfür die Burger-Gleichungverwendetwerden.

Behandlungder Nichtlinearit ät. DasFlux-Limiter-Verfahren(3.34)ist nichtlinear. Diese

Nichtlineariẗat hatallerdingseinenanderenCharakterals im Falle von TVD-Verfahrenfür

lineareKonvektionsgleichung,die im Abschnitt1.9 behandeltwurden.Damalswarenbei-

deBausteineeinesTVD-Verfahrens– die Upwind- undCDS-Konvektionsstr̈ome– lineare

FunktionenderGitterfunktion.Die Nichtlineariẗat betrafnur die BerechnungdesGewich-

tungsfaktors� ü . Durch die Aufteilung desTVD-Stromsin einenlinearenUpwind-Strom

undeinennichtlinearenKorrekturstromkonntedasProblemderNichtlineariẗatdurchquasi-

explizite BehandlungdesKorrekturstromesgel̈ostwerden(s.auchAbschnitt1.6).

Im Falle der Burger-Gleichung sind infolge der Nichtlineariẗat der zugrundeliegen-

den Stromfunktion— � ×�Õ Ø'Ý 
� Õ � — nicht nur der Korrekturstrom,sondernauchder

Upwind- undder CDS-Stromnichtlinear. Einequasi-explizite BehandlungdesKorrektur-

stromes(s. (1.117))löst dasProblemder Nichtlineariẗat nicht, da durchdie vollimplizite

BehandlungdesUpwind-Stromesdie resultierendealgebraischeGleichungnachwie vor

nichtlinearbleibt.

DieLinearisierungdesUpwind-Stromeskannentwedermit demNewton-Verfahrenodermit

Hilfe derPicard-Iterationdurchgef̈uhrtwerden.Die ersteMethodeist z.B. in [30] ausf̈uhr-

lich beschrieben.Wir ziehenjedochdie Picard-Iterationvor. Bei dieserMethodewird der
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Abbildung 3.8: TestNo.6:VerlaufderLösungaufeinemGitter Ã�Ä *>460371Å für 4 Verfahren.

quadratischeUpwind-Strom t ��� × pvu�w ï Þ;ñ $ Ø	Ý 
� p �q~x 
 in zwei Multiplikandenaufgeteilt,

von deneneinerquasi-explizit undderanderervoll-implizit behandeltwird:t ��� × pvu�w ï Þ;ñ $ Ø¾Ý Þ$ p�Æ ü ° 
{Çqyx 
 p�Æ ü Çqyx 
 (3.41)

(vgl. die Bezeichnungenin (1.117)).Die quasi-explizite Behandlungder Konvektionsge-

schwindigkeiterfordertzwar mehrIterationenals dasNewton-Verfahren,sie ist aberviel

einfacherzuprogrammierenundstehtmethodischim Einklangmit derquasi-explizitenBe-

handlungdesKorrekturstromes.

TestbeispielNo.6. In derAbb. 3.8sinddie Ergebnissefür denTestfallNo.6 undeineMa-

schenweite
s Ô Ý�� ß $ á für UPWIND- undCDS-Verfahren,sowie für dasTVD-Verfahren

(3.34)mit MC- undAGARWAL-Limiter dargestellt.Die niedrigsteGenauigkeitwird vom

UPWIND-Verfahrenerzielt, gefolgt von CDS-Verfahren,dessenLösungdie ausfrüheren

BeispielenbekanntenOszillationenaufweist.BeideTVD-Verfahrenerzielendagegenher-

vorragendeErgebnisse.In Abb. 3.9sinddie È -
s Ô -Kurvenfürdiese4 Verfahrengegen̈uber-
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Abbildung 3.9: TestNo.6:Vergleichvon4 Flux-Limiter-Verfahrenuntereinander.

gestellt.Man sieht,daßdasMC-Verfahrendie gleicheKonvergenzordnungwie dasCDS-

Verfahrenhat,wobei der absoluteWert desFehlersauf allen Gittern beim MC-Verfahren

wesentlichniedrigerist. DerAGARWAL-Limiter erzieltwie erwartetdienochhöhereKon-

vergenzordnungvon3.

TestbeispielNo.7. Richtig deutlichsind die Vorteile der TVD-Verfahrengegen̈uberUP-

WIND undCDSerstim TestNo.7zusehen.In derAbb. 3.10sinddieErgebnissefür 4 Ver-

fahrenauf zwei unterschiedlichenGittern (
s Ô Ý=� ß � $ á und

s Ô Ý=� ß � Þ ) dargestellt.Man

sieht,daßsowohl der MC- als auchder AGARWAL-Limiter sehrgenaueLösungenpro-

duzieren.DasUPWIND-Verfahrenleidetdagegenwie im Falle der linearenGleichungan

zustarkernumerischenDif fusion,währenddienumerischeDispersiondesCDS-Verfahrens

dafür sorgt, daßdieGitterverfeinerungsichkaumaufdieGenauigkeitderLösungauswirkt.

In Abb. 3.11 sind die È -
s Ô -Kurven für diese4 Verfahrengegen̈ubergestellt.Man sieht,

daßdie Fehlerkurve für dasCDS-Verfahrennur ganzlangsamabnimmt.Das UPWIND-

Verfahrenerreichtdie Konvergenzordnungvon 0.8.DasL-AGARWAL- unddasMC-Ver-

fahrenhabeneineetwashöhereKonvergenzordnungvon 1, die absolutenWertedesnu-

merischenFehlerssind aberwesentlichniedriger, als bei derUPWIND-Lösung.Während

im TestNo.6 derAGARWAL-Limiter zu einerwesentlichgenauerenLösungalsderMC-
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u(i,n)Õ
U(i,n) (FL)
Ö

0
Ð

0.2 0.4 0.6 0.8 1Ñ 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Ò

xÓ0.5
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0.7
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0.9
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1.1

TEST No.7, CDS, dx=0.01 :  E(dx)=0.06076

u(i,n)Õ
U(i,n) (FL)
Ö

.

0
Ð

0.2 0.4 0.6 0.8 1Ñ 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Ò

x

0.6

0.7

0.8

0.9

TEST No.7, MC, dx=0.025 :  E(dx)=0.01145Ø
u(i,n)Õ
U(i,n) (FL)
Ö

0
Ð

0.2 0.4 0.6 0.8 1Ñ 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Ò

x

0.6

0.7

0.8

0.9

TEST No.7, MC, dx=0.01 :  E(dx)=0.004629Ø
u(i,n)Õ
U(i,n) (FL)
Ö

.

0
Ð

0.2 0.4 0.6 0.8 1Ñ 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Ò

x

0.6

0.7

0.8
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TEST No.7, L−AGARWAL, dx=0.025 :  E(dx)=0.01068

u(i,n)Õ
U(i,n) (FL)
Ö

0
Ð

0.2 0.4 0.6 0.8 1Ñ 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Ò

x

0.6

0.7

0.8

0.9

TEST No.7, L−AGARWAL, dx=0.01 :  E(dx)=0.004263

u(i,n)Õ
U(i,n) (FL)
Ö

Abbildung 3.10:TestNo.7:VerlaufderLösungaufzweiunterschiedlichenGitternfür 4 Verfahren.
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Abbildung 3.11:TestNo.7:Vergleichvon4 Flux-Limiter-Verfahrenuntereinander.

Limiter geführt hat, ist im Testfall No.7 die GenauigkeitbeiderVerfahrenin etwagleich

gut.

BeliebigeLösungsfunktion.Wir habenbisherbei derHerleitungdesFlux-Limiter-Verfah-

rensfürdieBurger-Gleichungangenommen,daßdieLösungsfunktionÕÛ× ÔÛÚ&ÜvØ überallpositiv

ist. Wir wollennunauf dieseAnnahmeverzichtenunddie HerleitungdesTVD-Verfahrens

auf denFall einerbeliebigen(wasdasVorzeichenbetrifft) Lösungsfunktionverallgemei-

nern.

Wir beginnenmit der Definition desUpwind-Stromest ��� × pvu�w ï Þ;ñ $ Ø . Dabei wird der

gesamteStromanderstromaufẅartsvon Ô qyx 
{z�� liegendenStelleausgewertet.Entscheidend

dabei ist die Stromrichtungan der Stelle Ô qyx 
�z�� , hier ist die Gitterfunktion jedochnicht

definiert.Um die Stromrichtungan der Stelle Ô q~x 
{z�� zu bestimmen,verwendenwir daher

einelineareInterpolationfür die LösungsfunktionzwischendenGitterpunktenÔ qyx 
 und Ô q
unddefinierenzu diesemZweckdie Geschwindigkeit

p ü anderStelle Ô qyx 
{z�� alsp ü ��Ý Þ$ × p q~x 
 # p q Ø ß (3.42)

DasVorzeichenvon
p ü ist nunentscheidend,ob dergesamteStromanderStelle Ô qyx 
 oder
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anderStelle Ô q ausgewertetwird:Þ$ × p qyx 
{z�� Ø � Ý t ��� × pvu�w ï Þ;ñ $ ØðÝ øùú ùû 
� p �qyx 
 Ú þ�ÿ���� p ü�Ù �
� p �q Ú þ�ÿ���� p ü �/� (3.43)

Der sodefinierteUpwind-Strom,sowie dasdaraufbasierendeTVD-Verfahren,gen̈ugt kei-

nerderbekanntenEntropie-Ungleichungen(s.die DiskussionamAnfangdesAbschnittes)

und kanndazuführen,daßdie numerischeLösunggegeneinenichtphysikalischeschwa-

cheLösungkonvergiert. Ein entsprechendesBeispielwird in [77] angegeben.Durcheine

leichteModifikation der Definition (3.43)kanndie Erfüllung einerEntropie-Ungleichung

erzwungenwerden,dasresultierendeTVD-Verfahrenwäredadurchallerdingswesentlich

kompliziertergeworden.Ein interessierterLeserseiauf dasBuchvon Hirsch [46] verwie-

sen,in demdie Problematikder KonvergenzeinesTVD-Verfahrensgegeneine
”
falsche“

schwacheLösungausf̈uhrlich diskutiertwird. Für die Navier-Stokes-Gleichungen,die ne-

bendenkonvektivenauchdie diffusivenTermeenthalten,ist diesesProblemnicht relevant.

Wir setztendieKonstruktiondesTVD-Verfahrensfort. An derDefinitiondesCDS-Konvek-

tionsstromes(3.32)ändertsichgegen̈uberdemFall einerpositivenLösungsfunktionnichts,

dadieserstromrichtungsunabhängigist. DerTVD-Stromwird wie in (3.33)durch

t Em� � × pvu�� Ø�� Ý ×&Þ ïi� ü Ø t ��� × p�u�� Ø # � ü t ì���é × pvu�� ØÝ t ��� × p�u�� Ø # � ü × t ì��Cé × p�u�� ØÙï t ��� × pvu�� Ø&Ø
definiert,wobeidie konkreteDarstellungdiesmalvom VorzeichenderGeschwindigkeit

p ü
abḧangt:

t Em� � × pvu�� Ø÷Ý øùú ùû 
�
p �qyx 
 # £ ¨� 9�¥ �¦ x ¥ �¦]© �� Ú�þ}ÿ���� p ü�Ù �
� p �q ï £.¨� 9�¥ �¦ x ¥ �¦]© �� Ú�þ}ÿ���� p ü �/� (3.44)

Auch bei derDefinition der Größe ­Tü wird die Stromrichtungan der Stelle Ô qyx 
{z�� ber̈uck-

sichtigt: ­Tü ��Ý p �Ú ï p �Ú x 
p �q ï p �q~x 
 ß (3.45)

wobeiIndex Û wie folgt definiertwird:

Û Ý øùú ùû
w ï Þ Úðþ�ÿ¬��� p ü�Ù �¶Úw # Þ Úðþ�ÿ¬��� p ü �/� ß (3.46)
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Esgilt folgendes

Theorem8 Gen̈ugt die Limiter-FunktiondenVoraussetzungendesTheorems5 (Abschnitt

1.9),sobesitztdasresultierendeVerfahrendie TVD-Eigenschaft.

Beweis.SieheAnhangA.5.Ü
3.3 Slope-Limiter-Verfahrenfür die Burger-Gleichung

Ein Slope-Limiter-VerfahrenunterscheidetsichvoneinemFlux-Limiter-Verfahrendadurch,

daßmandenLimiter zurBerechnungderApproximationderunbekanntenVariableanbei-

denRändernder Kontrollvoluminaverwendet,und dieseApproximationanschließendin

dieStromfunktion� ×�Õ Ø einsetzt.

Wir skizzierenzun̈achstdasAblauf-Diagrammzum Aufbau einesSlope-Limiter-Verfah-

rens:

1. MandefinieredieUpwind-Approximation
p ���q~x 
{z��

2. MandefinieredieCDS-Approximation
p ì���éqyx 
{z��

3. MandefinieredieTVD-Approximation
p EÝ� � × p�u�� Ø als×&Þ ï>� ü Ø p ���qyx 
{z�� # � ü p ì��Céqyx 
{z��

4. MansetzedieTVD-Approximation
p EÝ� � × pvu�� Ø in dieStromfunktion� ×�Õ Ø ein

underhaltesodenTVD-Konvektionsstromt Em� � × pvu�� Ø
Ý«� × p Em� � × pvu�� Ø&Ø
DieeinzelnenSchrittezurDefinitionderTVD-Approximation

p Em� � × pvu�� Ø unterscheidensich

nurwenigvondemFall einerlinearenKonvektionsgleichungmit variablerGeschwindigkeit

undwurdenin Abschnitt2.3ausf̈uhrlichdokumentiert.DereinzigeUnterschiedliegt darin,

daßdie Stromrichtungan der Stelle Ô qyx 
{z�� nicht durchdie vorgegebeneGeschwindigkeitÞ qyx 
{z�� sonderndurchdie Lösungsfunktionselbst(
p qyx 
{z�� Ý p ü Ý 
� × p+qyx 
 # p+q Ø ) bestimmt

wird.

Im Falle derlinearenKonvektionsgleichungwurdedie Approximation
p Em� � × pvu�� Ø anschlie-

ßendmit der GeschwindigkeitÞ q~x 
{z�� multipliziert, was eine kompakteeinheitlicheDar-

stellungdesUpwind- und desKorrekturstromsermöglichte(2.58,2.60).Bei der Burger-

Gleichungmüssendagegendie Fälle
p ü Ù � und

p ü �<� separatbehandeltwerden.Exem-
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plarischbetrachtenwir denFall
p ü Ù � . Esgiltt Em� � × pvu�� Ø÷Ý � × p Em� � × p�u�� Ø�Ø�Ý Þ$ � p+qyx 
 # � ü p+q ï pµq~x 
$ � �

(3.47)

DieserKonvektionsstromwird folgendermaßenaufgespalten:t EÝ� � × p�u�� Ø Ý Þ$ p �qyx 
 # � ü$ p+q ï p+qyx 
$ � $ p+qyx 
 # � ü pµq ï p+qyx 
$ �Ýv� t ��� × pvu�� Ø # t ��ì × pvu�� Ø ß (3.48)

DerKorrekturstromkannnunquasi-explizit behandeltundderUpwind-Strommit Hilfe der

Picard-Iterationlinearisiertwerden.

Theorem 9 UnterdenVoraussetzungendesTheorems5 (Abschnitt 1.9)besitztdasresultie-

rendeVerfahrendieTVD-Eigenschaft.

Beweis.SieheAnhangA.6.Ü
Nun wendenwir unsdenTestbeispielenzu.

Untersuchungder Testfälle. In derAbb. 3.12sinddie È -
s Ô -Kurvenfür dasTestbeispiel

No.6für UPWIND- undCDS-Verfahren,sowie für dasTVD-Verfahren(A.36)mit MC- und

AGARWAL-Limiter dargestellt.Wie im Flux-Limiter-Fall (vgl. Abb. 3.9), erzielenbeide

TVD-VerfahreneinehöhereGenauigkeitalsUPWIND- undCDS-Verfahren.

Vergleicht mandie È -
s Ô -Kurven der Flux-Limiter- und Slope-Limiter-VersionendesL-

AGARWAL-Verfahrens,sostelltmanfest,daßim GegensatzzuL-AGRAWAL(FL)-Verfah-

ren,daseineKonvergenzordnungvon 3 für diesenTestfallerreichthat,die Slope-Limiter-

VersiondesVerfahrenslediglich eine Konvergenzordnungvon 2 hat. Der Grund für die

niedrigereKonvergenzordnungderSlope-Limiter-Varianteist dergleichewie im Falleeiner

linearenKonvektionsgleichungmit variablerGeschwindigkeitundwurdeim Abschnitt2.2

ausf̈uhrlicherläutert.

Bei denCDS-und MC-Verfahrenkanndagegenein gegenl̈aufigerEffekt beobachtetwer-

den.Die Konvergenzordnungvon beidenVersionendieserVerfahrenist zwardieselbe(2),

die absolutenWerte desnumerischenFehlerssind bei Slope-Limiter-Versionenum Fak-

tor 3 (CDS) bzw. 8 (MC) niedriger. Dadurcherreichtdie Slope-Limiter-VersiondesMC-

VerfahrenseinesogarbessereGenauigkeitalsdasL-AGRAWAL(SL)-Verfahren.

In derAbb. 3.13sinddie È -
s Ô -Kurvenvon4 Slope-Limiter-Verfahrenfür dasTestbeispiel

No.7gegen̈ubergestellt.Der VerlaufderKurven ist dabeifast identischmit demderFlux-

Limiter-VersionendieserVerfahren(vgl. Abb. 3.11),sodaßsichkeineeindeutigePräferen-

zenfür dieeineoderandereVersionderVerfahrenableitenlassen.
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Abbildung 3.12:TestNo.6:Vergleichvon4 Slope-Limiter-Verfahrenuntereinander.

Zusammenfassung. In den letztenbeidenAbschnittenwurdenzwei Möglichkeitenzum

AufbaueinesTVD-Verfahrensfür die nichtlineareBurger-Gleichungvorgestellt.Eswurde

gezeigt,daßesdurcheinegeeigneteWahldesLimiterserreichtwerdenkann,daßsowohl die

Flux-Limiter- alsauchdie Slope-Limiter-Verfahrendie TVD-Eigenschaftbesitzen.Die mit

diesenVerfahrenberechnetenLösungenweisenkeineOszillationenauf,welchebeimEin-

satzvon nichtlimitiertenVerfahrenhöhererOrdnungentstehenkönnen.Gleichzeitigerrei-

chendieseTVD-VerfahreneineKonvergenzordnungvon mindestens2 für glatteLösungs-

funktionen.

Obwohl die dargestelltenTVD-Verfahreneine Reihe von Vorteilen gegen̈uber den her-

kömmlichennichtlimitiertenVerfahrenbesitzen,werdensie in derhier vorgestelltenForm

zur Lösungvon nichtlinearenGleichungender Strömungsmechanik̈außerstselteneinge-

setzt.Dafür gibt eseineReihevon Gründen.

DerwichtigsteGrundist wohl der, daßdieBehandlungvonTVD-Verfahrennumerischsehr

aufwendigist. Währendim Fallevon Slope-Limiter-Verfahrenfür lineare Konvektionsglei-

chungmit variablerGeschwindigkeiteinekompakteDarstellungdesUPWIND- sowie des

Korrekturstromes(s. (2.58,2.60))eineeinfacheundübersichtlicheProgrammierungderre-

sultierendenDiskretisierungsformelermöglichte,ist eineähnlicheVereinfachungim Falle
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Abbildung 3.13:TestNo.7:Vergleichvon4 Slope-Limiter-Verfahrenuntereinander.

dernichtlinearenGleichungnicht möglich.Hier müssendie Fälle
p ü 	<� , p ü �H� , p � 	H� ,p � �/� separatbehandeltwerden,wobeijedesMal eineandereDarstellungsowohl für den

Upwind-Anteilalsauchfür denKorrekturstrom(insbesonderebeiSlope-Limiter-Verfahren,

vgl. (3.48))resultiert.Dasführt sowohl zu einemhohenProgrammieraufwandalsauchzu

einemrechenzeitintensivenundnichtsehrübersichtlichenProgramm.

Auf deranderenSeiteweiseneinigenichtlimitiertenVerfahrenhöhererOrdnung(wie z.B.

QUICK, AGARWAL) ein Konvergenzverhaltenauf, dasmit demderTVD-Verfahrenver-

gleichbarist, wobei der Programmieraufwandwesentlichniedriger ist. Der Einsatzvon

nichtlimitiertenVerfahrenhat zwar einennegativen Einfluß auf die Optik der Lösung,zu

einemZusammenbruchdesProgrammsführt dies jedochnicht: eine leicht oszillierende

Geschwindigkeitsverteilungist nicht so kritisch wie einenegative Konzentrationoderei-

nenegative turbulentekinetischeEnergie.Daherist derEinsatzvon QUICK-Verfahrenzur

DiskretisierungvonNavier-Stokes-Gleichungenimmernochsehrverbreitet.

Wir wollen im nächstenAbschnittallerdingsein weiteresVerfahrenvorstellen,daszwar

kein reinesTVD-Verfahrenist (d.h.die TVD-Eigenschaftnicht besitzt),dafür aberwesent-

lich einfacherzu handhabenist und gleichzeitigwenigerOszillationenals die herk̈omm-

lichen nichtlimitiertenVerfahrenin der numerischenLösungverursacht.Wir werdendie-
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sesVerfahrendaherals
”
QTVD-Verfahren“ (Quasi-TVD-Verfahren)bezeichnen.Zu denwe-

sentlichenVorteilendesQTVD-Verfahrenszähltunteranderem,daßdie linearenundnicht-

linearenGleichungenauf die gleicheWeisebehandeltwerden,und daßdie meistenPro-

gramme,in deneneineUpwind-Diskretisierungbereitsimplementiertist, durcheineleichte

Modifikation
”
QTVD-fähig“ gemachtwerdenkönnen.

3.4 Splitting-Verfahrenund QTVD-Diskr etisierung

Der einzigeUnterschiedzwischenallen bisherdiskutiertenDiskretisierungsverfahrenfür

die Burger-Gleichunglag in der unterschiedlichenDarstellungdesnumerischenKonvek-

tionsstromes: t × pvu�w ï ÞTñ $ Ø¾Ý Þ$ × p+qyx 
{z�� Ø ��| Þs Ü E~}���� E } Þ$ Õ � × Ô qyx 
{z�� Ú�Ü Ø"!àÜ ß (3.49)

Gleichzeitighabenalle Flux-Limiter- undSlope-Limiter-Verfahreneinesgemeinsam– der

quadratischeAusdruck 
� × p qyx 
{z�� Ø � wurdein allendiesenVerfahrenalsGanzesapproximiert,

d.h.beideFaktorendesProduktes× p+qyx 
{z�� Ø � Ý p+qyx 
{z�� 9 pµq~x 
{z�� wurdengleichbehandelt.

Manbetrachtez.B.dieCDS-Approximation.Beim Flux-Limiter-CDS-Stromwird derMit-

telwertvonKonvektionsfl̈ussen
� p+qyx 
 9 pµq~x 
 und 
� p+q 9 p+q gebildet(s.(3.32)),währendbeim

Slope-Limiter-CDS-Stromzun̈achstdie CDS-Approximation
p ì���éqyx 
{z�� Ý 
� × p+qyx 
 # pµq Ø defi-

niertundanschließendmit sichselbstmultipliziert wird :t ì��Cé�ß é ü × pvu�w ï Þ;ñ $ Ø¾Ý Þ$ p ì��Céqyx 
{z�� 9 p ì���éqyx 
{z�� ß (3.50)

DieseVorgehensweiseist zwarnotwendig,umdieTVD-EigenschaftdesausUPWIND- und

CDS-StromgebildetenTVD-Verfahrenszu gewährleisten,bei den meistenProgrammen,

die nur die Implementierungvon den herk̈ommlichennichtlimitiertenVerfahrenhöherer

Ordnung(CDS,LUDS, QUICK) enthalten,gehtmanallerdingsandersvor.

Die unbekannteFunktion Õ hat in der Burger-GleichungeinedoppelteBedeutung.Einer-

seits,bestimmtsie die Geschwindigkeit, mit welcherder Konvektionstransportstattfindet.

Gleichzeitigist siediejenigeGröße, welchedurchdie Konvektiontransportiertwird. Dem-

entsprechendkannmanauchbei derApproximationdesnumerischenKonvektionsstromes
� p qyx 
{z�� 9 p q~x 
{z�� einenFaktorals die Konvektionsgeschwindigkeit(
p ��à�üqyx 
{z�� ) und denande-

renFaktoralsdieErhaltungsgr̈oßeselbstauffassen,undfür beideFaktorenunterschiedliche

Interpolationenverwenden:t × pvu�w ï ÞTñ $ Ø�Ý Þ$ p ��à�üqyx 
�z�� 9 p qyx 
{z�� ß (3.51)
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Da dabeider numerischeKonvektionsstromin zwei Teile aufgespaltenwird, kann man

alle Verfahren,die die Darstellung(3.51) verwenden,auchals
”
Splitting-Verfahren“ be-

zeichnen.Üblicherweisewird bei einemSplitting-Verfahrenfür diejenigeKomponente,die

die Konvektionsgeschwindigkeitbeschreibt,einheitlichdie lineareInterpolationeingesetztp ��à�üqyx 
�z�� Ý 
� × p+qyx 
 # p+q Ø
Ý p ü :t × pvu�w ï ÞTñ $ Ø�Ý Þ$ p ü�9 p q~x 
{z�� ß (3.52)

Die ApproximationderGröße
p qyx 
{z�� kannje nachVerfahrenunterschiedlicherfolgen.Ein-

satzvon
p+qyx 
{z��½Ý p ���qyx 
{z�� führt zu der UPWIND-VariantedesSplitting-Verfahrens,die

CDS-Variantewird durchEinsatzvon
p qyx 
{z�� Ý p ì���éq~x 
{z�� erzeugt.Die resultierendeDiskreti-

sierungsformelsiehtin diesemFall folgendermaßenaus:áv��â × âDã �hä �v� ä.åçæ�èh� p+q ï p;qsêé # �ìë]í p � ¥ ¦ ° ¥ ¦ ���� ïi�ìë]í p ü ¥ ¦]© � ° ¥ ¦�sïî ð �ìë (3.53)

Man beachte,daßsich dieseFormel vom CDS(SL)-Verfahren(2.29) für die lineareGlei-

chungnur dadurchunterscheidet,daßanstattvon ñ6òmóoô{õ�ö und ñCòy÷øô�õ�ö diesmalTerme ùìë]í6úµû
und ùüëeíCúþý verwendetwerden.Setztmandie Approximation ú+òy÷�ô{õ�ö ð ú;ÿ�� �òy÷�ô{õ�ö in denAus-

druck(3.52)ein,soführtdaszu einemVerfahren,daszwarkeineTVD-Eigenschaftbesitzt,

aberdennochein TVD-ähnlichesVerhaltenaufweist.Wir bezeichnenden resultierenden

KonvektionsstromalsQuasi-TVD(QTVD):

��� ÿ�� ��� ú	��

�������6è ð �
� ú ý�� ú ÿ�� �ò~÷�ô{õ�ö ë (3.54)

Im Gegensatzzu Flux-Limiter- undSlope-Limiter-TVD-Strömen,die in denvorigen2 Ab-

schnittendefiniertwurden,gilt für denQTVD-Stromunabḧangigvom Vorzeichenvon úþý
folgendeeinheitlicheDarstellung:

� � ÿ�� � � ú	��

�������Cè ð ����� � ú	��

�������Cè�� � ��� � ú	��

�������6è (3.55)

mit

� ��� � ú	��

�������6è ð  "!�# � ùìë]í6úNý%$�ù6è � ú òy÷øô �  &!�# � � ùüë]í6úþý'$�ùCè � ú ò (3.56)

� ��� � ú	��

�������6è ð ( ý � �� �*) ùüë]í6úþý )�� � ú ò ��ú òy÷�ô è�ë (3.57)

Auch dieseDarstellungunterscheidetsichvom TVD(SL)-Stromfür die lineareGleichung

lediglich durchdie VerwendungdesTermesvon ùìë]íCúþý anstellevon ñCòy÷øô�õ�ö (vgl. (2.57,2.58,

2.59)).
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TEST No.7, CDS, dx=0.01 :  E(dx)=0.06273
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TEST No.7, QUICK, dx=0.01 :  E(dx)=0.01241
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TEST No.7, AGARWAL, dx=0.01 :  E(dx)=0.009120/
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TEST No.7, MC, dx=0.01 :  E(dx)=0.0049972
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TEST No.7, L−AGARWAL, dx=0.01 :  E(dx)=0.0052593
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Abbildung 3.14:TestNo.7:VerlaufderLösungaufeinemGitter 4�5	687:9;7:< für 6

Splitting-Verfahren.

Setzt man in einem Programm das TVD(SL)-Verfahren für alle linearen Gleichun-
genund dasQTVD-Verfahren für die Gleichungenzu Bestimmungder Geschwindig-
keitskomponentenein, so erfolgt die Berechnung der Koeffizienten für alle Modell-

gleichungennach einem einheitlichen Schema,was sowohl die Übersichtlichkeit des
Codeserhöht, als auch die Wahrscheinlichkeit einesProgrammierfehlers reduziert.
Liegt außerdemeine Programmvariante vor, in der eine Upwind(Splitti ng)-Diskreti-
sierungbereits implementiert ist, sokann diesesProgramm auf einfacheWeiseauf das
QTVD-Verfahren umgestelltwerden, indem die Korrekturstr ömeals Quellterme der
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Test No.7: E−dx−Diagramm
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Abbildung 3.15:TestNo.7:Vergleichvon6 Splitting-Verfahrenuntereinander.

Upwind-Diskr etisierunghinzugefügt werden.

Das ist der Grund, warum in den meistenkommerziellenSoftwarepaketendasQTVD-

Verfahrenimplementiertwird, obwohlin denPaketbeschreibungenvoneinerTVD-Diskre-

tisierunggesprochenwird, dieoszillationsfreieLösungenproduziert.

Daßtats̈achlichaberOszillationenauftreten,könnenwir denLösungsprofilenfür denTest-

fall No.7entnehmen,diemit QTVD-Verfahrenmit MC- undAGARWAL-Limitern berech-

net wurden(s. Abb. 3.14). Interessantist, daßselbstdie UPWIND-VersiondesSplitting-

Verfahrensin diesemTestfallleichteOszillationenim Lösungsprofilproduziert(Abb. 3.14,

ganzoben,links). Gleichzeitigsiehtman,daßdie Oszillationenin denQTVD-Lösungen

wenigerstark ausgepr̈agt sind als in den mit CDS-, QUICK- und AGARVAL-Verfahren

berechnetenProfilen.Die weitgehendeUnterdr̈uckungvon OszillationenbeimEinsatzvon

QTVD-Verfahrenführt gleichzeitigzu einembesserenKonvergenzverhaltenim Vergleich

zunichtlimitiertenVerfahrenhöhererOrdnung(Abb. 3.15).VergleichtmandenVerlaufvonE
- FHG -Kurven der QTVD-Versionenvon MC- und L-AGARWAL-Verfahrenmit demder

Flux- undSlope-Limiter-VariantendieserVerfahren(Abbildungen3.11und3.13)so kann

manfeststellen,daßalle drei Variantenein sehr ähnlichesKonvergenzverhaltenaufwei-

sen,wobeidieQTVD-Versionenameinfachstenzu implementierensind.Wir werdendaher
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für alle Simulationen,die im zweitenTeil dieserArbeit vorgestelltwerden,ausschließlich

dieQTVD-Diskretisierungfür dienichtlinearenNavier-Stokes-Gleichungenverwenden,die

im Abschnitt4.4nochausf̈uhrlichbeschriebenwird.

Wir beendenhiermit die Betrachtungvon eindimensionalenhyperbolischenGleichungen

undfahrenim nächstenKapitel mit derUntersuchungder linearenundnichtlinearenGlei-

chungenin zweiDimensionenfort.


