Kapitel 9

Gleichmaldig begasteBlasensule

In denletztenzweiKapiteInwurdedasBasismodelkur Simulationvon lokal begasterBla-

sendulenundSchlaufenreaktoregingesetziBei lokal begasterBlasensiulen handeltees
sichum Zweiphasenstrmungemit einemniedrigenGasgehalf1-2%),wobeidie Gaspha-
senurin einemrelatv kleinenBereichder Apparaturvorhandernwar. Es konnteeinesehr
gute qualitative und quantitativeUbereinstimmungwischenSimulationund Experiment
erzieltwerden.

Im Falle von flachenSchlaufenreaktorenwurdeneinige Testflle mit einemebenfallamo-
deratenGasgehaltintersuchtDie Gasblasewerteilensichdiesmalallerdingstiberdenge-
samtenQuerschnitdesRisersund tibbeneinenbeti@chtlichenEinfluld auf die Turbulenzin
derflussigenPhaseaus.In diesemFall konntemit demBasismodelkwar einegutequali-
tative Ubereinstimmungnit dem Experimenterzieltwerden eine quantitatve Anpassung
der Simulationsegebnissean die MeRdaterwurdejedocherstnacheiner Erweiterungdes
Basismodellgdurchzustzliche Termezur Beschreilng der blaseninduzierteffurbulenz
(BIT) moglich. Eswurdeallerdingsfestgestelltdaldie Simulationsegebnissesehremp-
findlich gegeriibereinerVariationderin denzusatzlichenBIT-TermenenthalteneModell-
konstanterreagierenso dal3ein Einsatzder BIT-Termefir eine Apriori-Berechnungson
Zweiphasenstrmungemmit grol3enUnsicherheitewerbundenist.

Eine zutrefende Beschreiling der Blasenstdmungin einer gleichmal3ig begastenBla-
sensiule stellt die groteHerausforderundur ein Zweiphasenmodeliar Auf der einen
Seiteliegt der lokale Gasgehalin den praxisrel@antenFallen meistwesentlichoberhalb
derbisheruntersuchte2%-GrenzeGleichzeitigsind die Gasblaseim Unterschiedzu lo-
kal begasterBlasenaulenunddenSchlaufenreaktoreiberdie gesamté\ppamatur verteilt.

Die Stromungsformn einergleichmalligbegasterBlasenaulehangtin einementscheiden-
denMalRevom eingesetztelisaswlumenstromah Bei geringenGasbelastungelegt der
sog. homogenestromungszustandor. DieserBetriebszustandst durch eine einheitliche
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Blasenaufstigsgeschwindigke#ufgrunddereinheitlichenBlasengbl3eunddergleichna-
RigenBlasewerteilungcharakterisiertEs wird keinegrof3aumigeZirkulation beobachtet.
Der homogenétromungszustanstellt denTrivialfall einerBlasenstdmungdar Seinenu-
merischeBerechnungm RahmereinesTwo-Fluid-ModellsbereitetkeineSchwierigkeiten.

Bei hoherenGasleerrolgeschwindigkeitetritt ein heteogenerStromungszustanduf. Bei
konstanteBlasengof3eundeinerbegrenzterBlasenaufstigsgeschwindigkeigibt eseinen
maximal moglichen GasdurchsatfFlutpunkt), der unter diesenBedingungendurch die
Sauletransportiertiverdenkann.Zur lllustration diesesEffektesstellenwir folgendeUber
legungenan.Wir nehmeran,dal3die Gasphasabsolutgleichmafigiiberdie gesamteBla-
sengleverteiltist, undderWertdeslokalenGasgehaltesinheitliche , betragt(zur Verein-
fachungder Darstellungwird von der Inkompressibilit der Gasphas@ausggangen)Bei
zunehmenden®Gasgehalhimmt die vertikale Komponentedes Druckgradientenmit dem
steigendeiriasgehalab,wasin einerAbnahmederRelatvgeschwindigkeitesultiert.Geht
man einfachheitshalbevon einerlinearenAbhangigkeitzwischendemlokalen Gasgehalt
und demWert der vertikalenSchlupfgeschwindigkerus[44], so betiagtdie Gasleerrohr
geschwindigkeibeieinergleichmalligenBegasung

Vo = e,(1 —e,)ubB (9.1)

slip*

Hier bezeichnet[;] die Einzelblasenaufstigsgeschwindigkein unendlichausgedehntem
ruhendemNasserDie GroReV,; erreichtihr Maximumbeis, = 0.5. Bei uZ? = 20em/s

slip
entsprichdaseinerGasleerrotgeschwindigkeiton 5¢m / s.

Wird die GasleerrolgeschwindigkeitiberdenFlutpunkterhtht, soweichtdasSystemvom
homogenenn den heterogenerStromungszustandus. Durch Zusammenballungewon
Klein- zu Grol3blasendie eine wesentlichhohereBlasenaufstigsgeschwindigkeibhaben,
wird derhoheGasduchsatzewaltigt. DieserStromungszustandird aufgrundderrotieren-
dengrofRererBlasenauchals, churnturbulent bezeichnef19].

Die GroRederGasleerrolgeschwindigkeitheiderdiehomogen&tromungheterogenvird,
hangtvon vielen aulRererParameterrwie Reaktogeometrie Begaserkonstruktiorruck,
TemperaturBlasengoRewerteilungu v. a. ab[35] und kannvon demobenabgeschtzten
Wertvon 5¢m /s starkabweichenDieseAbweichungresultierzumeinenausderstarkver-
einfachterAnnahmeder linearenAbhangigkeitder Schwarmgeschwindigkeiom Gasge-
halt. Zumandereriritt die Blasenkoaleszenzereitswesentlichfriheraufalsbeimobener-
mitteltemkritischenWertvone, = 0.5. DiesebeidenKorrekturererklarenzwardie Abwei-
chungdesFlutpunktesson demermitteltenWertvon 5¢m / s, nichtjedochseineAbhangig-
keit von derReaktogeometrie.

Die dritte Voraussetzungles Ansatzes(9.1) war die Annahme,daf3sich die Flussigkeit
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in einemglobalenRuhezustandefindet,und daheralle Gasblasemit einereinheitlichen
Geschwindigkeitufsteigenin der Realitit gibt esjedocheine Ubergangsphasewischen
dem homogenerund heterogenerstromungszustandn der in der Flussigphasédereits
grol3aumigeZirkulationenentstehenwahrenddie Blasengbl3enoch mehroderweniger
einheitlichbleibt.Verlagerrsichdie Blasenn die Bereichamit schnellaufsteigendeffliissig-
keit, sokonnenauchwesentlicthdhereGasdurchitzealsim homogeneistromungszustand
bewaltigt werdenphnedal3einehdhereRelatvgeschwindigkeizwischerPhasemndsomit
auchdie Blasenkoaleszenzotwendigware.Da dasdynamischeverhaltender Flussigkeit
jedochstarkvon der Geometrieder Apparaturabrangt,hat die Geometrieeinenentschei-
dendenEinflul? auf die kritische Gasleerrolgeschwindigkeitpbei der sich der heterogene
Stromungszustanelinstellt.

Obwohlin vielen neuererrbeitenversuchtwird, die heterogen&tromungsformn einer
gleichmalRig begastenBlasenaule mit lokalen Gasgehaltetbis zu 30-40% einer Berech-
nungzuganglichzu machenmufimansichim Klarendatibersein,dal3firr einezuverlassi-
ge Simulationdesheterogeneistromungszustandeter gegenwartige Kenntnisstanehoch
nichtausreichtDasWiderstandserhaltender Blasenbei hohemGasgehaltder EinfluR der
Blasenauf die Turbulenz savie ihr — bei hohenGaswlumenanteilemicht mehrzu ver-

nachbssigendesKoaleszenzundRedispegierungserhaltersindPranomenegdlie bisjetzt
nurwenigverstandemndsomitnicht zuverlassigmodelliertwerdenkdonnen.

Daim RahmendesBasismodells/on einereinheitlichenBlasenmassausggangenwird,
werdenwir unsbei denBerechnungemer Stromungin einer gleichmaf3ig begastenBla-
senfule auf Gasdurch&tzevon 1 bis 2¢m /s beschanken.Diese Gasdurchatze entspre-
chenfur die meistenApparatugeometriendem oben angesprochenetibergangsbereich
zwischerderhomogenemnd heterogene®tromungsformwahrenddesserdie starkeBla-
senkoaleszenzoch nicht einsetzt,die Sttomungjedochbereitseinenstark dynamischen
Charakterhat, der zumindestqualitatv mit dem heterogenerstromungszustandberein-
stimmt.BereitsbeidiesemrmoderaterGasleerrolgeschwindigkeitebetagtderlokale Gas-
gehaltin groRerenTeilen der Apparatur5 bis 10%, so daf3der Einflu® der Blasenauf die
Turbulenzbedeutendst. Da dieserjedochgegenwartig nicht zuverlassigmodelliertwerden
kann,wird bei dennumerischerSimulationerlediglich eine qualitative Ubereinstimmung
mit denexperimentellerErgebnisserangestrebtauf die quantitatven Vergleichemit den
MeRdaterwird andieserStelleverzichtet.

Die dynamischeStromungsformin einerflachenApparaturunterscheidesich wesentlich
von der Stromungin einerzylindrischenBlasenaule. Wir werdendeshalldie flachenund
die zylindrischenApparaten zweiseparatebschnitterbehandeln.
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9.1 FlacheBlasensule

Experimentelle Erkenntnisse.Die dynamische&tromungsformn einergleichmalligbega-
stenflachenBlasenaulewurdeexperimentellin mehreremrbeitenuntersuchtChenetal.
[15] untersuchte flacheApparatemit denAbmessunge(Hohe/Breite/Tefe) 1500mm x
760mm x 50mm und1800mm x 175mm x 15mm, Lin etal. [79] haberdie Blasenstdmung
in 3 Apparatermit denAbmessungeh600mm x 483mm x 12.7mm, 2286mm x 609.6mm x
6.4mm und300mm x 240mm x 6.35mm beobachtetDie Abmessungedervom Mudde
etal. [85] eingesetzteApparaturstimmenfastgenaumit demerstenApparatvon Lin etal.
uberein.

In einigenApparatenwurdenzwei bewvegliche Trennwandeeingebautso daf3nicht nur die
Fullhdhe,sonderrauchdie effektive Breite der Apparaturvarriertwerdenkonnte.In allen
drei Arbeitenwurdebei einemHohe/Breite-¥érhaltnisoberhalbvon 1 beihtherenGasleer
rohrgeschwindigkeitereine dynamischeStromungsfornfestgestelltdie viel Ahnlichkeit
mit der Stromungin denmittig begasterflachenApparateraufweist(s. Abschnitt7.2).

DasStromungsfeldestehtauszwei versetzterReihenvon Zirkulationszellengie sichvon
obennachuntenbenvegenund sich gegenseitigperiodischablosen.Die Breite der Zirku-
lationszellemimmtmit der Gasleerrolgeschwindigkeizu underreichteinestabileGro3e
bei einemGasdurchsateon 1¢m /s. DiesemGasdurchsatentsprichtauchder Ubeigangin
denheterogenestromungszustandiei demdie starkeKoaleszenansetztDasVerhaltnis
zwischender maximalenBreite der Zirkulationszellerund der Breite der Apparaturhangt
von der letzterenab und gehtvon 0.6 (bei der Apparaturbreitezon 10c¢m) auf 0.3 (bei der
Apparaturbreitevon 60c¢m) herunter Die Anzahl der Zirkulationszellenin der vertikalen
Richtungnimmtmit demHohe/Breite-¥érhaltnisder Apparaturzu.

Einesimultane Geschwindigkeitsmessumgdergesamte®lasenaulewurdein keinerder
zitiertenArbeitendurchgetihrt. Werdendie Geschwindigkeitsmessunganverschiedenen
Stellenim Reaktornacheinander durchgefihrt, und die gemessene@eschwindigkeiten
an jederMel3stelletibereinenlangererZeitraumgemittelt,so liefern die zeitgemittelten
Geschwindigkeitswertein Stromungsbildpbei demdie Flussigphasé der Mitte der Bla-
sengulenachoben,undentlangder Reaktorwanahachuntenflief3t(s. Abbildung9.1).

ZweidimensionaleSimulationen.Im Jahrel994haberwir ersteSimulationseyebnisséur

die Blasenstmungin einergleichmafligbegasterflachenBlasenauleverdffentlicht (Soko-
lichinundEigenbeger[110]). WegenderUnsicherheiterndie mit demEinsatzeineseinpha-
sigenTurbulenzmodelldir Zweiphasenstimungerverbundensind, wurdendie Rechnun-
genmit einemlaminarenTwo-Fluid-Modelldurchgeiihrt. Die verwendetefModellvoraus-
setzungerstimmenziemlich genaumit der laminarenVersiondesBasismodellfAbschn.
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GAS VVVVVVVVVYV

Abbildung 9.1: Zeitlich gemitteltesStromungsbildin einergleichmalligbegastenflachenBla-
senswle

6.9) Uberein Fur die Schlupfgeschwindigkeivurdeein konstanteiVertvon20c¢m /s ange-
nommen.

Wegender im Vemgleich zu anderenAbmessungemelativ geringenTiefe der Apparatur
wurdevon einerZweidimensionalit der Stromungausggangenund auf die Berticksich-
tigungderdritten Dimensionbei der Simulationverzichtet.Die Korvektionstermen allen
Gleichungerwurdenmit Upwind-\erfahrerersterOrdnungdiskretisiert.

Simulationenwurden fur zwei unterschiedliche Apparaturabmessungesurchgetihrt:
750mm x 150mm und 450mm x 150mm. Die eingesetztemumerischerGitter bestan-
denentsprechendus75x25und45x25Kontrollvolumina.Wurdein denSimulationenede
Bodenzellemit gleicherintensitit begast,so ergab sich unablangigvon der Gasleerrohr
geschwindigkeiimmer der homogeneStromungszustander Begaserwurde deshalbso
modelliert,dalein Gasmassenstromit der gleichenintensitt nicht durchjede,sondern
durchjedezweiteZelle am unterenTeil desBerechnungsgebietesnflie3t.In diesemFall
bleibendie wandrachsterKontrollvoluminaunbeyast. Trotzdemwurdebei niedrigenWer-
tender Gasleerrolgeschwindigkeitein homogenefStromungszustanderechnetBei Gas-
durchstzenoberhalbvon etwa2cm /s ergabsichdaggenein dynamischeStromungsfeld.
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SimulationeinergleichmassigbegasternflachenBlasen&ule mit

einemHOhe/Breite-¥érhaltnisvon 5: momentanda,b,c)undlangzeitgemittelte
(d) Simulationsegebnisséir Liquid-Geschwindjkeitdeld.

Abbildung 9.2:Laminare2D
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Abbildung 9.3: Laminare2D-SimulationeinergleichmassigbegastenflachenBlasen&ule mit
einemHohe/Breite-\¥rhaltnisvon 3: momentanedinks) undlangzeitgemittel-
tesLiquid-Geschwindigkitsfeld(rechts).

Die Stromunghat einenperiodischerCharakterDie momentaneiGeschwindigkeitsfelder
zudreiverschiedeneBeitpunktersowie die langzeitgemittelteErgebnisseindin derAbb.
9.2fur dasHohe/Breite-¥rhaltnisvon 5 dagestellt Beidestimmenmmit denentsprechenden
experimentellerErgebnisseryualitatv gut Uberein.Bei einemHOhe/Breite-\érhaltnisvon

3 (Abb. 9.3) egab sich ein ahnlichesStromungsbild wobei die Anzahl der Zirkulations-
zellengegeriiberdemerstenFall kleinerist. Dasentsprichtebenfallsdenexperimentellen
Beobachtungen.

Im weiterenVerlauf der numerischeruntersuchungemwurdefestgestelltdalRein dynami-
scherStromungszustanduchdannberechnetverdenkann,wennmanin der Simulation
dengesamterBodentatsachlichabsolutgleichnaRigbegast.In diesemFall darf manaller-
dingsnichtmehrvon einerkonstanterschlupfgeschwindigkedusgehersonderrmulf3eine
Abhangigkeitder Schlupfgeschwindigkeiom lokalen Druckgradienterberiicksichtigen.
DieserEffekt laRtsichfolgendermalRearklaren.

Bei einerabsolutgleichmalligenBegasungkanneine Bewegungin derflissigerPhasenur
dannentstehenwenndieseGleichnaRRigkeitdurchdie radialeUmverteilungder Gasphase
gesbrtwird. Diesgeschiehin derRegelwahrendderSimulationdesAnfahrverhaltenginer
gleichmassigoggasterflachenBlasenauleinfolge derkleinennumerischefrehlerselbsibei
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Abbildung 9.4:Laminare 2D-Simulation einer gleichrmassig begasten flachen Bla-
sen&ule mit einem Hohe/Breite-¥rhaltnis von 3: momentane Liquid-
Geschwindigkeitsfeler, berechnetmit folgenden Diskretisierungserfahren
fur die Kornvektionstermean der Gaskontinuiatsgkichurg: TVD (links) und
UPWIND (mitte). Rechts: Vemgleich der mit beiden Verfahrenberechneten
langzeitgemitteltenGeschwindigkeitgrofile auf 3 unterschiedlicherHohen
[111].

Annahmeeiner konstanterSchlupfgeschwindigkeilm weiterenSimulationserlaufwird
dieseUngleichnaRigkeitedochwiedereliminiertunddie Sttomungkommtzum Erliegen.
Wird daggenim Modell die Abhangigkeitder Schlupfgeschwindigkeitom lokalenDruck-
gradienterberiicksichtigt,sosomgt derdurchdie FlussigkeitswirbeVerursachtdorizontale
Druckunterschiediir einestandigeradialeUmverteilungderGasphaseDie Gasblasewer-
denzur Mitte derWirbel getriebenwodurchdort ein zusatzlicherAuftrieb entstehtderdie
Strukturder Wirbel verandert.Dadurchwird eine neueradialeUmverteilungder Gaspha-
seangergt, u s. w., so dal3dieserdynamischeStromungszustandls selbsterhaltente-
zeichnetwerdenkann.Allerdingsmul3die Gasbelastungntsprechentlochsein,damitdie
Unterschiedem horizontalenVerlaufdesGasgehaltausreichenum die Wirbel auf Dauer
aufrechtzuerhaltebaherwird der dynamischestromungszustandicht bei jeder sondern
nur bei einergeriigendhohenGasbelastungimuliert.

Ergebnissesinerlaminaren2-D Simulationfiir den Fall einerabsolutgleichmalligenBe-
gasungwurdenin Sokolidin et al. [111] fur eine Flachapparatumit einemHohe/Breite-
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Verhaltnisvon3 (1500mm x 500mm) aufeinemGittermit 150x50Kontrollvoluminafir die
Gasleerrotgeschwindigkeivon 2c¢m /s prasentiertDie Korvektionstermen den Navier-

Stokes-Gleichungewurdenmit Upwind-VerfahrenersterOrdnungdiskretisiert,wahrend
bei der Berechnungder Gas\erteilungsavohl dasUpwind-VerfahrenersterOrdnungals
auchein TVD-Verfahreneingesetztvurde.Die momentanerGeschwindigkeitsfeldebe-
rechnemmit beidenVerfahrensindin der Abb. 9.4 dagestellt.

Die mit demUPWIND-Verfahrerberechneté dsungstimmtmit denfriiherenErgebnissen
(Abb. 9.3)undmit denexperimentellerBeobachtungequalitatv rechtgutiberein Dasmit
dem (genaueren)'VD-VerfahrenberechneteStromungsfeldentralt daggen wesentlich
mehrWirbel. Ihre Anzahlsteigtimmerweiter, wennmandie Gitteraufbsungverfeinertund
TVD-Verfahrerauchfur Konvektionstermeén denNavier-Stokes-GleichungeginsetztDie
berechnet&tromungsformweichtdannimmer mehrvon der experimentellermitteltenah
DieserEffekt war bereitsbei der laminarenBerechnungeinerlokal begastenBlasenaule
aufgetreterfAbb. 7.7).Erist aufdie Turbulenzder Stromungzuriickzufihren,diein einem
laminarenModell vernachassigtwird.

Im rechtenTeil der Abb. 9.4 sind die langzeitgemitteltelseschwindigkeitsprofileherech-
netmit beidenDiskretisierungserfahrerfir die Kornvektionstermen der Gaskontinuiats-
gleichung,gegeriibegestellt. Man sieht, dal3die langzeitgemittelteriProfile ziemlich gut
ubereinstimmenpbwohldie momentanteistromungsfeldewesentlichequalitatve Unter
schiedaufweisenDieseBeispielzeigt,wie gefahrlichesist, die ValidierungeinesModells
nuranhandvon langzeitgemittelteatendurchzutihren.

Pan etal. [90, 91] setzerein turbulenteszweidimensionale$wo-Fluid-Modell zur Simu-
lation einer gleichmal3ig begastenflachenBlasen&ule ein. Sie gehendavon aus,dalRder
Einfluld der scherinduzierteffurbulenzim Vergleich zur blaseninduziertefiurbulenzver-
nachhssigtwerdenkann.Daherwird nur die letzteremodelliert.Pan et al. verwenderdas
Modell von Satound Sekogulsi [102] (s. Glg. (6.90)) und erzielendabeiStromungsfelder
die denenausdenAbbildungen9.3 und 9.4 sehrahnlichsind. Sie untersuchterauchden
EinfluRderaddedmassforceundder Schlupfgeschwindigkeduf die Simulationsegebnis-
seund habenfestgestelltda’dieserEinfluld sehrgeringist. Zur BerechnunglesWider-
standsbeiwertesurdedie KorrelationB (6.41)eingesetztwobeifir Blasendurchmesséy
dreiWerte2.5mm, 5mm und8mm eingesetztvurden.Die Schlupfgeschwindigkelietiagt
fur dieseBlasengolRen25.17c¢m /s, 22.92¢cm /s und23.83¢m /s entsprechend.

DreidimensionaleSimulationen.Bei der Simulationderaul3ermittigoegasterflachenBla-
seng&ule (Abschnitt 7.1) wurde festgestelltdal3wegen der geringenTiefe der Apparatur
(8¢m) die Vorder und die Hinterwandeinenbedeutendeikinflul3 auf die Simulationser
gebnissaudiben.Dasgilt um so mehrfir die gleichmalBigbegastenApparate dahier die
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Abbildung 9.5: Turbulente3D-SimulationeinergleichrmassigbegasterflachenBlasen&ulemit
einemHohe/Breite-\érhaltnisvon 3 (450mm x 150mm x 20mm). Momentane
Simulationsegebnisséir Liquid-Geschwindiglitsfeldin der mittlerenTiefe-
nebeneLinks: ohneblaseninduziert&urbulenz,rechts- mit BIT nach(6.90).

Experimentan Apparaturermit nochkleinerenTiefen durchgefihrtwurden(in der Regel
wenigerals2cm).

Um denEinflul3 der Apparatetiefezu untersuchemnwurde eine 3-dimensionalé&simulation
einesgleichmaligbegasterflachenApparatesnit denAbmessungeds0mm x 150mm x
20mm mit demturbulenterBasismodelturchgetihrt. Die Auflosungoetrug90x30x6Stiitz-
stellen fur die Gasleerrotgeschwindigkeitvurdeein Wertvon 1 em /s eingesetztim linken
Teil der Abb. 9.5ist dasmomentand.iquid-Geschwindigkeitsfeleh der mittlerenTiefene-
benedamgestellt.Dieseszeigt einenrechtchaotischesStromungsbild die ausExperimen-
tenbekanntegeordnetaNirbelstrukturist hier nicht zu ErkennenDiesesStromungsbildst
aufdie niedrigeeffektive Viskositt zurickzutihren.Obwohlzu ihrer Berechnunglask-e-
Modell eingesetztvurde,liegendie Wertefir die turbulenteWirbelviskosititim zentralen
Bereichbeietwa
po= 0.01[ kg ]

m-S

DasentsprichiediglicheinerVerzehnfachungegeriiberderlaminarervViskosititdesWas-
sers,undist um fastzwei Grol3enordnungeniedriger als die turbulenteWirbelviskositt,
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diein derauRermittigbegasterflachenBlasenauleundin denflachenSchlaufenapparaten
berechnetvurde.Diesbesttigtdie Annahmevon Pan etal., daf3in einerflachenApparatur
mit einersehrgeringenTiefe der Einfluld der scherinduziertefurbulenzim Vergleich zur
blaseninduziertefurbulenzvernachfssigtwerdendarf.

Zur Berucksichtigungder blaseninduziertefiurbulenzwurdenzwei Modelle getestetDas
EinschalterdesBIT-Modells von Kataokaund Serizawg58] (6.95,6.96) mit denWerten
Cy = 1, C. = 1.2, die sichbei der Simulationvon flachenSchlaufenapparatdyei hbheren
Gasdurch&tzenbenvahrthabenfuhrtezuréchstzu einemdrastischenstieg derturbulen-
tenWirbelviskosititauf Werteum

k
plo= 0.25[ 9],

was zu einer starkenDampfungder dynamischerWirbel fuhrte und die Stromungin der
FlussigphaséinnenwenigerSekunderzurick in denRuhezustandersetzte Der Einsatz
desSato-Modellsnach(6.90)fuhrtedaggenzu einemwenigerstarkenAnstieg der effekti-
venViskositait— aufWerteim Bereichvon
k
ulo= 0.07 [ J ] .

m-S

In diesemFall wurde die dynamischeStromungsstruktubeibehaltengleichzeitigbrachte
der Anstigy der turbulentenWirbelviskositt etwasOrdnungin die vorherchaotisché/ir-
belstruktur(s. Abb. 9.5, rechts),so da nun eine qualitative Ubereinstimmungnit Expe-
rimentenwiedervorhandernwar. Die langzeitgemittelteliseschwindigkeitsprofilentspre-
chenebenfallsdemin der Abb. 9.1 dagestellterMusterund werdenhier nichtanggeben.

Obwohlin diesemspeziellenFall das Sato-Modellzur einer Verbesserungler Simulati-
onsegebnissayefuhrt hat, darf manseineBedeutungiicht iberscitzen.Der Einflul3 des
Sato-Modellsist ausschlieRlicrauf die (auf die geringeTiefe der Apparaturbemessene)
niedrigeReynoldszahlder Flussigstomungund die damit verbundeneniedrigescherindu-
zierteTurbulenzzurickzufihren Wie wir spaterseherwerdenst beirundenBlasenaulen
bereitsbei einemDurchmessevon 15¢m die scherinduzierteffektive Wirbelviskosiitum
mehreregzrofRenordnungeimherundderBeitragdesSato-Modellsst dahewverschwindend

gering.

9.2 Zylindrische Blasensule

Die dynamischeStromungsformn einerzylindrischenBlasen&ule unterscheidesich von
der Stromungin einer flachenApparaturvor allem dadurch,dafd die Zirkulation in der
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flussigerPhasen FormvondreidimensionalethorustbrmigenWirbelnvorliegt. Diesesind
vollig regellosangeordnetsodaliin diesmFall von einerabsolutchaotischerstromungge-
sprocherwerdenkann.Uber die instatioriireWiebelstruktudiegenbisherkaumdetaillierte
Informationernvor. Ein momentaneStromungsbildkannnichtgemessewerdenweil dazu
eine simultane Geschwindigkeitsmessung der gesamterBlasendaule notwendigware,
was mit keiner der bekannterMel3methodemmoglich ist. Werdenjedochdie Geschwin-
digkeitsmessungesmnverschiedeneBtellenim Reaktomacheinandedurchgetihrt,solie-

ferndie zeitgemutielten Geschwindigkeitswertein ahnlichesStromungsbildwie in einer
Flachapparatubei demdie Flussigphasén derMitte der Blasenaulenachoben,undent-
lang der Reaktorwandhachuntenfliel3t (s. Abbildung9.1).Im mittlerenTeil der Apparatur
nimmtdielangzeitgemitteltexialeKomponentelerLiquid-GeschwindigkeitlenWertvom

0m/s bei einemAbstandvon 0.7 R von der Symmetrieachsan,wobei # denRadiusdes
rundenQuerschnittesler Blasenaulebezeichnef35, 44].

Man beachtgedoch,dalRdieseszeitgemittelteStromungsbildnichtsliberdie momentanen
starkinstatiorarenGeschwindigkeitsfeldeaussagtda die Schwankungsbreitgermomen-
tanenGeschwindigkeitswertaneinzelnerMel3stellereinmehrfacheslerzeitlich gemittel-
tenWertenbetragt.

In denletztenJahrenwird verstrkt versuchtdie mehrdimensional@irkulationsstbtmung
in einerzylindrischenBlasen&uleeinerBerechnunguganglichzu machenEswerdenda-
beiliberwiggend2-dimensionalexialsymmetrisch#&lodelleverwende{BoissorundMalin
[11], GrienbegerundHofmann34], Jakobseretal. [52], Krishnaetal. [60], Ranad€g98],
Solbakkerund Hiertager[113], Svendsertal. [119], Torvik und Svendseiil24]), wobei
in allen zitierten Arbeiten die statiorére Losungberechnewird. Da manmit einemsta-
tionarenModell die transienterStromungsstrukturenffensichtlichnicht berechnerkann,
wird versuchtgeszur Berechnunglerzeitlich gemitteltenStromungsstruktuzu verwenden.

Dabeiwird folgendesiibersehentiegt in einemReaktoreine instatiorare Stromungsform
vor, die durchdynamische&Gleichungerbeschriebenvird, so werdendie gemitteltenGe-

schwindigkeitswertem allgemeinemicht denstatiorarenGleichungergeriigen,die aus
dendynamischemodellgleichungemesultierenywvennmandenzeitablangigenTermweg-

lafit. Das statiorare Modell darf man nur zur Berechnungvon stationdaren Stromungen
verwendenDie zeitgemittelte Sttomungwird daggennicht durchdie statioraren,son-
derndurchdie zeitgemittelterGleichungerbeschrieberDiesezeitgemittelterGleichungen
enthalterzwarebenfallkeinenzeitabl&angigenTerm,sieunterscheidesichallerdingswe-

sentlichvon denstatiorarenModellgleichungen.

Versuchtman trotzdem,die zeitgemittelteStromungsformin einer gleichiméf3ig begasten
Blasenaulemit Hilfe desstatiorarenModellszu berechnensoerhalt manohneEinsatzder
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radialenKrafte(s. Abschnitt6.6.7)unablangigvon der Gasleerrolgeschwindigkeitmmer
denhomogenestromungszustanddasliegt darandalReineUmverteilungdesamBegaser
nochgleichmaligenGasgehaltprofilzur Mitte der Saulenur durcheinevon Null verschie-
deneradialeSchlupfgeschwindigkeresultiererkann.Dieseist bei dynamischeisimulatio-
neneineFolge der ungleichnal3igenDruckwerteilung,die sich ausdendynamischerwir-

belnemibt. Da diesejedochim RahmereinesstatiorarenModells nicht berechnetverden
konnenwird dasstatiorareModell in denobenzitiertenArbeitendahingehendnodifiziert,
daRRdie Umverteilungder Gasphaseur Reaktormitteauf anderéNeisegewahrleistewird.

In denmeistenArbeitenwird die radialeMagnuskrafimit einemnegativenLift-K oeffizien-
ten verwendef11, 34,52 113,119, 124]. Die ,falsché Magnuskrafthat zur Folge, daf}
bei einem Stromungsbild,wie auf der Abbildung 9.1 skizziert, die Gasblaserzur Mitte
desReaktordransportieriverden.Ein ahnlicherEffekt wird durchdenEinsatzder,, Wand-
Abstol3-Kraft [98] erzielt. Die Starke derradialenKraft wird so angepal3tdaleine gute
Ubereinstimmungnit denMeRdatererzieltwird.

In einigenArbeitenwird zusatzlich eine AbhangigkeitdesWiederstandsbeiwerte®mn der
Entfernungvon der Symmetrieachseingetihrt. Ist der Widerstandsbeiwerh der Saulen-
mitte groReralsin der Naheder Reaktorwandso resultiertdasin einer Schlupfgeschwin-
digkeitzwischerdenbeidenPhasendiein derSaulenmittekleinerist, alsin derWandrahe.
DadieBlasenauleuiberdengesamtei@QuerschnitgleichnalRigbegastwird, fihrtdasdazu,
dafbeigleicherGaszufuhin derSaulenmittevenigerGaswegtransportiertvird, alsin der
Wandrahe,undderGasgehalin derReaktormitteentsprechendnsteigt.

ObwohldasstatiorareModell, nachdiesenModifikationen Stromungsbildetiefert, die mit
Abb. 9.1 uibereinstimmenkann dieseVorgehensweiseicht zufriedenstellenZum einen
sind die eingesetztenpassungskoéftienten nichtauf andere Apparaturabmessungen
Ubertragbaundvariierenvon Fall zu Fall betiachtlich.Zum anderenhabendie Werteder
langzeitgemittelterGeschwindigkeiteritir die Auslegungvon Blasengaulenreaktoremur
wenig Relevanz,dafir die Vermischungsergangein denbeidenPhaserdie instatioraren
Geschwindigkeitsfeldeausschlaggebersind,unddiesewerdenmit einemstatiorarenMo-
dell geradenichtaufgebst.

Damanmit einemstatiorarenModell die dynamischerstromungsstruktureaffensichtlich
nicht berechnerkann,wurde von der Arbeitsgrupped_ibbert/Lapin[24, 70, 71] ein dyna-
mistesModell zur dreidimensionaleBerechnunglerHydrodynamikundVermischungn

BlasenaulenverwendetDie Turbulenzin derFlussigphaseird durcheinetiberdie gesam-
te Blasenaulekonstantesffektive Viskositt beriicksichtigt.Wie in diesenArbeitengezeigt
wird, kannbeieinerhohenraumlichenAuflosungdesBerechnungsgebietessinstatiorare
Stromungserhaltenin einerBlasenaulequalitatv gutwiedegegebenwerden.Die berech-
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neteninstatiorarenGeschwindigkeitsfeldekonnendannzur Berechnungler korvektiven
Ruckwvermischungn denbeidenPhasereingesetztverden.

Modell Begasung80% Begasundl00%
ohneturbulenteDispersion Fall 1 Fall 2
dynamisch dynamisch

Unar = 17.2em/ s

Upnar = 10.5em /s

mit turbulenterDispersion

Fall 3
guasi-statioar

Unar = 4.2cm/s

Fall 4
statiorar

Unaz = 0.0em /s

mit turbulenterDispersion Fall 5 Fall 6
undBIT nach(6.95,6.96)mit statiorar statiorar
C,=1,C.=1.2 Upaz = 0.002em /s | Upar = 0.0em/s

mit turbulenterDispersion Fall 7 Fall 8
undBIT nach(6.95,6.96)mit
Cr=1,C, =1.92

dynamisch statiorar

Unar = 12.3em/s | Upar = 0.0em/s

Tabelle9.1: 3D-Simulationeiner gleichmassigbegastenzylindrischenBlasen&aule mit ei-
nemHohe/Breite-\érhaltnis von 6: Definition der 8 Testflle und Zusammen-
fassunglerSimulationsegebniss¢dynamischoderstatiorér, Maximalwertdes
langzeitgemittelteseschwindigkegprdils auf derHohe H /2).

Bisher gibt es nur eine Veroffentlichung,in der dasdreidimensionale@ynamischelwo-
Fluid Modell in Verbindingmit einemék-¢-Modell zur BerechnungginerzylindrischerBla-
senguleeingesetztvird (Pflgger und Beder [94]). Eswird einezylindrischeBlasen&aule
mit einerHdhevon 2.6m undeinemDurchmessevon 0.288m untersuchtywobeisonvohl ein
Ringbeasemlsauchein Plattenbgasessimuliertwird. Beim Plattenbgasemird allerdings
in derSimulationnichtdergesamtdodenbegast,dain diesenfFall keineZirkulationin der
flussigerPhasesimuliertwerdenkonnte.Stattdessewird tiberdie andie Wandgrenzenden
Kontrollvoluminakein Gaszugetfigt. Dal3 bei einervollig gleichmaRigenBegasungkein
dynamischelStromungszustantderechnetverdenkonnte,kann allerdingsan einer man-
gelhaftenGitteraufbsungliiegen(12300ZellenentsprecherinemmittlerenZellenvolumen
von etwal7.5¢m?). Da eineSimulationmit einerfeinerenAuflosung(62400Zellen) mehr
als 12 TageRechenzeiin Anspruchgenommerhatte , warensolchefeinenGitter nicht zur
VariationderModellparametegeeignet.
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Abbildung 9.6: 3D-Simulationeiner gleichmassigbegastenzylindrischenBlasen&ule mit ei-
nemHohe/Breite-\érhaltnisvon 6: Vemgleichderlangzeitgemittelte@eschwin-
digkeitsprofileaufderHohe H /2 fur Falle 1,2,3und 7.

Bei beidenBegaserkonfigurationemwurde das instatiorare Stromungserhaltender Bla-
sengule qualitaty gut wiedegegebenund es konnte sogareine recht brauchbareéJber
einstimmungmit den (langzeitgemitteltenMe3datenfir Geschwindigkeitsprofilerzielt
werden Essollteallerdingsdaraufhingevieserwerden dafiin demvon PflegerundBedker
verwendetemModell die turbulenteDispersionin der Gasphase&ollig vernachéassigtwird,
wasbeiin derArbeit eingesetzteasgehaltemon bis zu 10% kaumzulassigist.

Um denEinflussderBegasunggderTurbulenzmodellesavie derturbulentenDispersiorauf
die Simulationenzu untersuchenhabenwir eine Reihevon Vergleichsrechnungedurch-
gefuhrt. Die genaueSpezifikationder untersuchtemodelleist der Tabelle9.1 zu entneh-
men.Die Gasleerrotgeschwindigkeibetrugin allen Fallen2¢m /s. Daunsvor allemqua-
litative Unterschiedanteressiertenywurde eine kleinere Blasen&aule mit einer Hohe von
90cm undeinemDurchmessevon 15¢m untersuchtDie Gitteraufbsungoetrugl80x30x30
Kontrollvolumina,waseinemZellenvolumenvon 0.125¢m?® entspricht.
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Abbildung 9.8: Wie Abb. 9.7, jedochfir denFall 2.
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Die erstenzwei Falle entsprechersimulationenmit dem turbulentenBasismodellwobei
wie in Pfleger und Beder [94] die turbulenteDispersionin der Gasphaseurachstnicht
bericksichtigtwurde.Eswurdesownohl einezentraleBegasungiber80% der Bodenfache
(Fall 1), alsaucheinekomplettgleichmaRigeBegasungFall 2) simuliert.In beidenFallen
konnteeinestarkinstatiorare Sttomungberechnetverden(Abb. 9.7,9.8), wobeidie insta-
tionarenGeschwindigkeitsfeldamtereinandeviel Ahnlichkeitaufweisenpundeineausge-
pragteAufwartstomungin der Saulenmitteauftrat.SieresultiertdarausdafRder Gasgehalt
in der Saulenmittehoheralsin der Naheder Reaktorwandst. Im Fall 1 ist daseineFolge
derzentralerBegasunglim Fall 2 erfolgtdie Umverteilungdesurspiinglichgleichmal3igen
Gasgehaltsprofilsurch den Einflu des horizontalenDruckgradienterauf die horizonta-
le Komponenteder Schlupfgeschwindigkeitdier ist dasMaximum der Gasgehaltsprofile
in der Saulenmittgedochnicht so starkausgepiigtwie im Falle einerzentralerBegasung,
wasin einerniedrigerervertikalenGeschwindigkeiim VergleichzumFall 1 resultiert(Abb.
9.6).Die Geschwindigkeitsfeldean mehrererhorizontalerQuerschnittsebenaeigendali
die Stromungeinenausgepigtendreidimensionale@haraktehat.Esist offensichtlich daf3
einesolcheStromungsformim RahmenreinesaxialsymmetrischeModells nicht simuliert
werdenkann.

Man sieht,dal3die dynamische&tromungin einerzylindrischerBlasenauleim Rahmerei-
nesturbulentenModellsqualitati richtig wiedegegeberwerdenkann.Gleichzeitigzeigen
dielangzeitgemittelte@eschwindigkeitsprofilstarkeAbhangigkeitvonderSimulationdes
BegasersNicht wenigerbedeutendst der Einflul3von andererModellparametern.

Wird der Einflufd der Turbulenznicht nur auf die effektive Viskosi&t in derflussigenPha-
se,sonderrauchaufdie Dispersionn derGasphaseerticksichtigtsogehtderdynamische
CharaktederStromungweitgehenderloren.In einervollig gleichmalBigbegasterKolonne
(Fall 4) kommtdie Stromungvollstandigzum Erliegen,wahrendbei einerzentralerBega-
sungdie Geschwindigkeitsschwankungeuar im unterenTeil der Saulebeobachtetverden
(Fall 3, Abb. 9.9, links). Dabeisiehtmandeutlich,dal3infolge der turbulentenDispersion
die Gasgehaltsprofilmit derHoheimmerflacherwerden sodalRdasGeschwindigkeitsma-
ximumin derSaulenmitteém Falle einerzentralerBegasungron17.2¢m/s aufnur4.2em/ s
zuruckgeht(Abb. 9.6).

EinemdoglicheUrsachdur denzu starkerEinfluR derturbulentenDispersiorkonntedie zu

hoch berechneteurbulenteWirbelviskositt sein. Diesebetiagtin der Saulenmittedurch-
schnittlich ! = 1.5 [%} im Fall 1 bzw. ! = 1.0 [%} im Fall 2. Fir diesesArgument
sprichtaucheineziemlichgleichmaRigeStromungsformm oberenTeil der Kolonne(Abb.

9.7und9.8,jeweils links), wahrendm Experimentn der Regel einechaotischestrtomung
entlangdergesamtersaulebeobachtetvird.
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Die zu hochberechnet¢éurbulenteWirbelviskosititkannaufdie Vernachhssigunglerbla-
seninduzierteMurbulenzim Basismodelkzurickgefihrt werden,wobei mandiesesmal —
im Unterschiedzur Blasenstbmungin denflachenSchlaufenapparatendavon ausgehen
kann,dal3die GasblasemrinendampfenderkEinfluld auf die Turbulenzin der Flissigphase
audiben.Wird allerdingsnebendem Einflufd der turbulentenDispersionauchder Einfluf3
der blaseninduzierteifurbulenzberiicksichtigt,so fuhrt der EinsatzdesBIT-Modells von
Kataokaund Serizawa[58] (6.95,6.96) mit denWertenC, = 1, C. = 1.2, die sich bei
derSimulationvonflachenSchlaufenapparatdiei hoherenGasdurchitzenbenvahrthaben,
zu einemweiteen Anstig der turbulentenWirbelviskositit auf Werte 1] ~ 3.8 [%} (o)
dalRim Falle der zentralenrBegasungdie Stromungvollig statiorar wird (Fall 5, Abb. 9.9,
rechts).Im mittlerenTeil der Kolonneist die Gasphas@&un absolutgleichrmallig verteilt,
in der Flussigphas&annkeine Zirkulation mehrbeobachtetverden.Im Falle einervaollig
gleichmaRRigbegasterkolonne(Fall 6) wird nachwie vor derRuhezustanterechnet.

Wird allerdingsfur C,. der Wert von 1.92 eingesetztso fuhrt dasim Falle einerzentra-
len Begasung(Fall 7) zu einerReduktionder turbulentenWirbelviskositit auf Werte i/} ~
0.3 {%} . Obwohl die Gasgehaltsprofildurchden Einflu? der turbulentenDispersionim
Vemgleich zum Fall 1 wesentlichglatter ausfallen,reichendie Unterschiedem horizon-
talen Verlauf dieserProfile aus,um eine dynamischeStromungaufrechtzuerhalte(Abb.
9.10). Dabei kann eine starke Dynamik nicht nur im unterenTeil, sondernentlangder
gesamteKolonnefestgestellwerden.Das Geschwindigkeitsmaximunm der Saulenmitte
gehtdabeivon 17.2e¢m /s (Fall 1) auf12.3e¢m /s (Fall 7) zurick (Abb. 9.6).Im Falle einer
gleichmaBigerBegasungFall 8) wurdeallerdingsauchmit diesemC'.-Werteinehomogene
Stromungsfornberechnet.

An diesenTestfllen siehtman,dallesmit mehrererModellvariantenmoglich ist, sovohl

daschaotischelynamische/erhaltender Stromung,als auchdaslangzeitgemitteltg para-
bolisché Geschwindigkeitsprofijualitativ korrektwiederzugeberEin quantitativerVer-

gleichzwischendenmit unterschiedlicheModellenberechneteRrofilenzeigtjedochstar

ke UnterschiedeDiese sind vor allem auf die Unsicherheiterbei der Modellierungder
turbulentenEffekte in der Blasenstwmungzurickzutihren.Insbesonderéer Einsatzdes
BIT-Modells,daseinesehrstarkeAbhangigkeitder Simulationsegebnisseson deneinge-
setztenModellparameterrzeigt, bedarfeiner weiterenValidierung.Diesewird vor allem

dadurcherschwertdal3bis jetzt kaumInformationenvorliegen,die zur Validierungeines
Turbulenzmodellsn einergleichnalRigbegasterBlasenaulegeeignesind. Die Stromung
in einergleichmafligbegasterBlasenauleist sowohlturbulentals auch instatiorar. Daher
werdendie zeitlichenGeschwindigkeitsfluktuationesowvohl durchdie turbulentenlokalen
Schwankungeanlsauchdurchdie grol3aumigennstatiorarenWirbel verursachtWahrend
im RahmenreinesstatistischeMurbulenzmodellshur der Beitragder turbulentenSchwan-
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kungen(um denkurzzeigemitteltenMittelwert) zur turbulentenkinetischenEnegie mo-
delliert wird, werdenin denmeistenveroffentlichtenExperimenteralle Fluktuationernum
denlangzeigemitteltenMittelwert ausgavertetund kdbnnensomitnicht zur Validierungei-
nesTurbulenzmodellsrerwendetwerden,dasichdie resultierendeferteder turbulenten
kinetischerEnegie um fasteine Grol3enordnungnterscheidekdonnen[85].



Kapitel 10

Zusammenfassung

Einewesentliche/oraussetzungir die numerischeBerechnungyon Mehrphasenstmun-
gen,wie siein technischemund industriellenProzessenorliegen,ist einemoglichstreali-
stischeModellierungderrelevantenphysikalischerkffekte, welchedasVerhaltender Stro-
mungbestimmenAuf der GrundlagedesEulerEuler Verfahrensvurdeneinige wesentli-
che Aspektefur die Berechnungund Modellierungvon disperserGas-Flissikeits-Blasen-
strtomungenaufgezeigtund neueEntwicklungenvorgestellt. Dabeiwurde sovohl auf die
BedeutunglereinzelnerKraftefur die Blasenbe/egungeingegangenalsauchModellezur
Beschreiling derblaseninduzierteifurbulenzeinerdetailliertenAnalyseunterzogenund
anhandxperimentelleiDatenvalidiert.

Den allgemeinerRahmenfurr die Modellentwicklungbildete ein Two-Fluid-Modell vom
EulerEuler Typ, dassowohl die flussigeals auchdie dispersePhaseals ein Pseudokon-
tinuum behandeltDas Two-Fluid-Modellwurde zurachstin einerallgemeinerForm dar
gestellt,wobei die Termezur Beschreibbng der Wechselwirkungskifte zwischenbeiden
Phasersowie der Turbulenzin derflussigenPhasenicht genauspezifiziertwurden.Da in
derLiteraturviele unterschiedlichénsatzezur Beschreiling dieserTermeexistieren,war
einesder Ziele dieserArbeit, denEinfluld derverschiedensatzezur Modellierungdieser
Termezu untersucherDazusolltenunterschiedlich#odellvariantendurchVergleicheder
Simulationsegebnisseintereinandesovie mit denExperimenterbenertetwerden.

Eine zuwerlassigeValidierungvon Modellensetztein genauesind effizientesnumerisches
Verfahrenvoraus.Insbesonderdeim Vergleich von verschiedenemathematischeivio-
dellenbzw. bei Untersuchungezum Einflu3 einzelnerModellparameteauf die Losung
desGesamtgleichungssysteiss es sehrwichtig, dal3die numerischd.dsungder exakten
LosungdesmathematischeModells mit hoherGenauigkeitentspricht.Die ausreichende
numerischeGenauigkeitwurde durch die systematisché&ehlerkontrolleund den Einsatz
von nichtlinearerDiskretiseirungsgrfahrerhohererOrdnung(TVD-Verfahren)gewvahrlei-
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stet,dieim erstenTeil dieserArbeit austihrlich beschriebemvurden.

Ein weitererwichtiger Aspektist die Korvergenzratedeslterationserfahrengei der nu-

merischerBehandlungler Modellgleichungendadie Differentialgleichungem mehreren
Hunderttausendewon Gitterpunktenund Uiber Zehntausend&on Zeitschrittenaufgebst

werdenmissenum dasdreidimensionalend zeitablangigeVerhaltender Stromungwie-

derzugeberDie Kornvergenzratalesiterationserfahrensvird wesentlichvonderKopplung
zwischendeneinzelnenModellgleichungerbeeinflul3t.Die Kopplungzwischender Gas-
phaseund der Flussigphasevird in einemTwo-Fluid-Modell zum einendurchdie Wech-
selwirkungstermen den Impulsbilanzerfirr die jeweilige Phasezum andererdurchden

VolumenanteibtlerjeweiligenPhaseam Gesamtelumenbeiiicksichtigt.

Eswurdegezeigt,dal3im Falle einer Gas-Flissig-Stomungdas Two-Fluid-Modell durch
ein Drift-Flux-Modell ersetztwerdenkann.Dasletztereenthalt die Wechselwirkungsterme
nur in einerder beidenimpulsbilanzenwodurchdasKonvergenz\erhaltendeslterations-
verfahrensvesentlichbeschleunigtverdenkann.Abgesehewon derKonvergenzbeschleu-
nigung hat dasDrift-Flux-Modell gegeiiiberdem Two-Fluid-Modell den Vorteil, dal3zur
Berechnungvon ZweiphasenstimungenEinphasesimulationsprogrammand -algorith-
men verwendetwerdenkodnnen,die nur unwesentlichmodifiziert werdenmiissen.Dabei
ist wichtig, daR die weitgehendéi\quivalenz des Two-Fluid-Modellsund des Drift-Flux-
Modells unablangigvom konkretenEinsatzzur Modellierungder Wechselwirkungskifte
undderTurbulenztermen derflussigerPhasesrhalterbleibt.

Im RahmendieserArbeit sindwir vonder Annahmeausggangengdalider Anteil derGas-

phaseam Gesamtelumenmoderatist undlokal die 5%-Grenzenicht wesentlichbzw. nur

an wenigenStellenim ReaktoruibersteigtEs wurde gezeigt,dal3bei niedrigemGaspha-
senanteitlie Boussinesg-Approximatiditir dasDrift-Flux-Modell eingesetziverdenkann.

Dadurchwird im Modell die KopplungzwischenbeidenPhaserdurchdenVolumenanteil
derjeweiligen Phaseam Gesamtelumeneliminiert, waszu einerweiterenKornvergenzbe-
schleunigundunhrt.

Am Beispieleiner3-D SimulationeinesSchlaufenreaktomnit 140000Stutzstellenwurde
gezeigt,dalRdasTwo-Fluid-Modellund dasDrift-Flux-Modell mit Boussinesqg-Approxima-
tion sehrahnlicheErgebnissdiefern, wobeidie erforderlicheRechenzeibeim Einsatzdes
Drift-Flux-Modells um einenFaktor 48 kiirzerausfiel.

Die Bedeutungder einzelnenKrafte fur die Blasenberegung wurdenanhandder Bewe-
gungsgleichungur die EinzelblaseseparauntersuchtEswurdegezeigt,dal3die einzigen
relevantenKraftedie Druckkraftunddie Widerstandskrafsind,wobeinur solcheKrafteals
relevantbezeichnewurden,
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- derenExistenzexperimentellnachg&iesenist und

- derenBeriicksichtigungbei der numerischerSimulationeinenbedeutendeiinflul
aufdie Ergebnisséat.

Ein Vemgleichvon unterschiedlicheAnsatzenfur denWiderstandsbeiwetiatgezeigt,dal
fur dasWasser/Luft-Systerdie Endgeschwindigkeder Gasblaseffiuir Blasendurchmesser
von 2mm bis 6mm in einemengenBereichzwischen20 und 25 cm/s liegt. Eine grolRe
Unsicherheitbetrifft allerdingsdasWiderstandssrhaltender Blasenim Schwarm.Iin der
Literaturwird sovohl von der Abnahmealsauchvon derZunahmeder Schwarmgeschwin-
digkeitmit zunehmendersasgehalberichtet.

DaskomplexesteProblemstellt die Modellierungder Turbulenzin einemZweiphasensy-
stemdar Am Beispieleinerlokal begastenBlasen&aule wurde gezeigt,da3ohneBerick-
sichtigungdesTurbulenzeinflussemit zunehmendeGitterfeinheitmehrund mehrWirbel
aufgebstwerdenund keine Gitterkorvergenzerzieltwird. Deshalbwurdein einemersten
Schrittzur Beschreibingder Turbulenzin Zweiphasensystemeataseinphasigé:-c-Modell
eingesetzt.

Ein Modell, dasbeiderBeschreiingderaufdie GasblasevirkendenKraftenurdie Druck-
kraft und die Widerstandskrafbericksichtigtbzw. einekonstanteBlasenschlupfgeschwin-
digkeit von 20 cm/s annimmtund die turbulentenTermemit Hilfe deseinphasigerk-e-
Modells beschreibtwurde als BasismodelbezeichnetDiesesBasismodelwurde an un-
terschiedlicherKonfigurationenvon lokal begasterBlasenaulen,Schlaufenapparatamd
gleichmaRigbegasterBlasenaulengetestet.

Bei lokal begastenBlasenaulen handeltees sich um Zweiphasenstimungenmit einem
niedrigenGasgehal{1-2%), wobeidie Gasphas@&ur in einemrelativ kleinenBereichder
Apparaturvorhandenwar. Der EinsatzdesBasismodellszur Berechnungvon statioréren
und instatioréren Blasenstbmungenhat in allen Testfllen zu einer sehrgutenUberein-
stimmungzwischenMef3daterund Simulationgefuhrt. Wichtige Voraussetzungvar, dal3
die Simulationerdreidimensionalind auf einemhinreichendeinennumerischertitter mit
derTVD-DiskretisierungderKonvektionstermalurchgetihrtwurden.In Vergleichssimula
tionenmit unterschiedlichenVertender Schlupfgeschwindigkeif20 und 25cm/s)hatsich
gezeigt,dalRdie Variationder Schlupfgeschwindigkentur wenig Einflul auf die Simulati-
onsegebnissdesitzt.

Im Falle vonflachenSchlaufenreaktorenwurdeneinige Testflle mit einemebenfallanode-
ratenGasgehaltintersuchtDie Gasblasenrerteilensichdiesmakllerdingsiberdengesam-
ten QuerschnitdesRisersund UbeneinenbetrachtlichenEinflul? auf die Turbulenzin der
flussigenPhaseaus.In diesemFall konntemit demBasismodelkwar einegutequalitatve
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Ubereinstimmungnit denExperimentererzieltwerden ginequantitatve Ubereinstimmung
derSimulationsegebnissenit denMel3daterwurdejedocherstnacheinerErweiterungdes
Basismodelldurchzusatzliche Termezur Beschreilong der blaseninduzierteifurbulenz
(BIT) erreicht.Dabeiwurde festgestelltda3die Simulationsegebnissesehrempfindlich
gegeriibereinerVariationderin denzusatzlichenBIT-TermenenthalteneModellkonstan-
tenreagierensodal3ein Einsatzder BIT-Termefur eineApriori-Berechnung/on Zweipha-
senstomungemit groRenJnsicherheitenverbundenist. Vergleichssimulationemit unter
schiedlicherWertender Schlupfgeschwindigkeliabengezeigt,daflidie Simulationsegeb-
nisseauf die AnderungdiesesParametersnsbesonderdannempfindlichreagierenyvenn
derBegasemit einerhohenGeschwindigkeiseitlichiberstomtwird. In einemsolcherfall
bestimmtdie HohederSchlupfgeschwindigkedie StarkederhorizontalerAuslenkungles
Blasenschwarmes.

Eswurdebereitserwahnt,dal3beim Aufbaudesmathematischeklodellsdie Annahmege-
troffen wurde,dalRder Anteil der Gasphas@am Gesamtelumenmoderatist undlokal die
5%-Grenzanichtwesentlichbzw. nuranwenigenStellenim ReaktoruibersteigtDer Grund
fur dieseEinschankungliegt darin, daf3ab einemGasgehalivon 5% die Blasenwechsel-
wirkungensehrstarkzunehmenDas betrifft nicht nur die erhbhte Koaleszenzwahrschein-
lichkeit und Bildung von grof3ererBlasen,sonderraucheine starkenichtlineareWechsel-
wirkung derblaseninduziertenndscherinduziertefiurbulenz,sowie eineVeranderungles
Wiederstandssrhaltensson Blasenclustermm Vergleich zu EinzelblasenDie bishervor-
handenerexperimentellerDatensind zum Teil widerspiichlichundreichennicht aus,um
die obengenanntéeffekte zuverlassigabzuschtzen.Somitlassersichdie praxisrel@anten
Stromugemmit hoherGasbelastungit deraktuellenModellversionnochnicht zuverlassig
berechnenDie zufriedenstellendeSimulationsegebnissdei derBerechnungon Blasen-
sttomungemmit einemniedrigenGasgehaltdie in dieserArbeit prasentiertvurden,lassen
jedochhoffen, daf3auchin praxisrel@antenStromugemmit hoherGasbelastungenaueBe-
rechnungemaoglich seinwerden,sobaldausreichendatenmateriakur Beschreilnng der
bis jetzt nochnichtgenawerstandeneRhanomeneworliegt. Dabeikonnenentsprechende
Datensowohl ausgezieltenExperimenteroderauchausder DirektenNumerischerSimu-
lation stammen.

Die im letztenKapitel prasentierterSimulationsegebnissetir gleichmallig begasteBla-
senfulenzeigendaliereitanit deraktuellenrModellversiondassehrkomplexe Stromungs-
verhaltenin diesenApparatenzumindestqualitatv korrekt wiedegegebenwerdenkann.
Die starkeAbhangigkeitderSimulationsegebniss&oneingesetzteBIT-Modellparametern
zeigtjedoch,dal3die Entwicklungvon zuwerlassigerund ausreichendalidiertenModellen
fur turbulenteEffekte einedringendé/oraussetzuntjir die modellgeditztenumerischéi-
mulationpraxirelezanterBlasenstbmungerist.
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Anhang A

AusgelagerteBeweisezu einzelnen
Theoremen

A.1 BeweisdesTheorems3

Esseill einemonotoneGitterfunktionmit U7, > U, furalle: und7V (U) < oo, danngilt

TV(T) = \UM - U_OO\ (A.1)
mit
Ustoo = lim U, (A.2)

Wir werdenzurachstannehmendal®fur U = F'V(U) gilt

Upor = U (A.3)

Daraudolgt, dai3
TV(U) > |Ugoo = U (A.4)
ist. Auf derandererSeitefolgt ausder TVD-Eigenschaftgdal
TV(U) < TV(T) = [T = oo (A.5)
undsomit
TV(U) = |Tsoo = T (A.6)

ist. JedeMonotonie-\érletzungin U/ wirde allerdingszu einer hdherentotalenVariation
fuhrenundist somitnicht moglich.
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Wir mussennochdie vorhergetrofene Annahme(A.3) Uberpiifen. Hier kommtdie Lip-
schitz-Stetigkeitler Funktion#'(U; : —1/2) ins Spiel. Wir erinnernuns,daf’dernumerische
Konvektionsstromvon einer endlichenAnzahl der ElementedesVektors U abhangt, die
um dasElementU; ,zentriert sind. Wir nehmen an, dal3 diese Elemente Indizes
i 411,71+ 19,...,2 + 1,, habenwobeiiy, ..., 1, SOvoOhl negyatv alsauchpositv seinkonnen.
Aus (1.53)folgt dann

— At
Ur=Ui| = - [F(Usi+ 1/2) = F(U3i = 1/2)]
AT
At
<o 2 L Wi = Uil (A.7)
T i

Hier bezeichner.; die Lipschitz-KonstantenWegen7'V (U) < oo gilt |U;y1 — U;| — 0,
wenn: — +oo. Deshallfiihrtein Grenibegang: — +oc in (A.7) zu(A.3). O

A.2 BeweisdesTheorems4

Wir schreiberdenAusdruck(1.141)fur Indizes: + 1 und: aufundbildendie Differenzaus
beiden:

Usp = Uipy — Ci(Uipy — U) + Diyy (Uizg — Uiys)

(Uip1 = U;) = (Ui = U;) = Ci(Usyy — Up) + Ci (U — U_y)

+ Diy1(Uipa — Uiy1) — Di(Uiyr — U;)

bzw

M+ Ci+ D) Uipr —U) = (Uigr —U) + Ci (Ui = Uiy) + Digy (Uiya — Uiyr).

Daraudfolgt wegen(1.142,1.143)

(1+Ci+ D)|Uigr = U;| < |Uiyy — U4

+ Ciaa|Ui = Uiia| + Diga|Uizg — Uiga|. (A.8)
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Wir summierendie Ungleichung(A.8) von ¢; bis i, (i1 < 15) auf und streichendie auf
beidenSeitendoppeltauftretendeerme:

Y Uit = Uil 4 Cy [Uip 1 = Uiy | 4 Dy [Usy 41 = Uy | <

1=11

Y Ui = Uil + Ciy Uiy = Uiy i 4 Diya Uiy — Uiy (A.9)

1=11

Ein Greniibegangi; — —oo, 13 — 4oc fuhrtwegen(1.142,1.143,1.144)zu

i=+00 i=+00 . .
S Uiz = Ul < > [Uign — U3l
I=—00 I=—00

Dasentsprichigenauder Definition einesTVD-Verfahrens.

A.3 BeweisdesTheorems6

MankanndenlokalenAbbruchfehler.”¢( Az) desVerfahreng1.153)folgendermaflledar
stellen:

Lmd(A.’I}) — LCdS(A.I')

a

+ AL ((wipr —wi)(ér — 1) = (wi —uim)(dr — 1)) ., (A.10)

wobei L°** (Az) denlokalenAbbruchfehledesCDS-\erfahrendezeichne¢l.103).Dadas
CDS-\erfahrerdie Approximationsordnung hat(s. (1.105)),reichteszu zeigendafifur

a

L% := 2Az ((wipr —wi)(dr — 1) = (us — uima) (1 — 1))%:% (A11)
gilt
A = O(ACL‘Z). (A.12)

Die Taylorentwicklungvon w;_1, w4, fuhrtzu

2

A
z

2
— (u —u+ Azu, — ATJ;UII + O(AJJS)) (1 — 1)}
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bzw

(1206 = 60+ S el (90 — 1) + (61— 1)) + O(A?)

A=l
2

Fur (A.12) reichteszuzeigendal}
¢, —1=0(Az), ¢ —1 = O(Ax) (A.13)
und
¢ — & = O(Az?). (A.14)
gilt.
Wegenu,(z,t) # 0 existiertein K > 0 undAxz, > 0, sodafl3furalle Az < Az, gilt:
lu(x £ Az, t) — u(z,t)| > KAx. (A.15)
Wir kdnnendaherannehmendal3d, und#é, fur hinreichendkleine Az wohldefiniertsind,
und¢; = ¢(6;) bzw. ¢, = ¢(6,) in die BedingungerfA.13, A.14) einsetzen.

Eswird zurachstdie Bedingung(A.13) gepiift. Fur hinreichendkleine Az gilt 6, ~ 1, und
esfolgt ausdenVoraussetzungesiesesl heorems:

|¢r - 1| = |¢(97“) - ¢(1)| S L- |0r - 1| =
U; — Ui—q 2U; — Uimy — Uig
= L |—-1 =L <
Uitr — Ui zi=x Uit — Uy Ti=x
L Az? Az?
< AL 2u —u+ Azu, — Txum —u — Azu, — Txum + O(A;v?’) =
L

= |Az%u,, + O(A2%)| = O(A).

Hier bezeichnet. die Lipschitz-KonstanteDie zweite Halfte der Bedingung(A.13) savie
die Bedingung(A.14) kdbnnenanaloguberpiift werdent

A.4 BeweisdesTheorems?7

1. Setztmandie Funktiony:(6) = ¢(6)/6 in die Ungleichunger{1.189)ein, soerhalt man

<2+ sy <c (A.16)

r
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DieseUngleichungerstimmenjedochmit Bedingungerf1.171)uberein die unterdenVor-
aussetzungetesTheorems erfillt sind.

2. Setztmanstattdesse(6) = ¢ (1/6) in die Ungleichunger{1.189)ein,soerhalt man

0§2+¢<%)—¢(%)m§6' (A17)

Einfachheitshalbegrsetzemwir 1/6, durchd, und1/6; durché;:

0<2+od) - <o (A.18)
{
Aus(1.156,1.157,1.173)folgt nun:
_ 0, 20,
2400 - A 0 4 @) - 2= @) 2 0 (A.19)
l {

Auf derandererSeitegilt wegen(1.156,1.157,1.172):

24 0(0) ~ 20 <2 4@ < (A20)

{

DasTheoremist beviesen

A.5 BeweisdesTheorems8

Wir definierenzunachstanalogzu U; die Geschwindigkeit/, am rechtenRanddes:-ten
Volumenelements:

1

Wir werdennun dasresultierendel'VD-Verfahrenin Form (1.141)darstellenund zeigen,
daRRdie Ungleichungerfl.142)und(1.143)erfullt sind.Die konkreteDarstellungdesresul-
tierendenTVD-Verfahrenshangtvon denVorzeichender Werte U; und U, ah Es mussen
daher4 Falle berticksichtigtwerden.

Fall 1: U/; > 0, U, > 0.

DieserFall wurdebereitsbeiderBehandlungler positvenLosungsfunktiorbericksichtigt
(s.(3.39)).

Fall 2: U; < 0,U, < 0.
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Analogzu (3.39)gilt in diesemFall:

= WUt U)At o0\ .0 o
Uz — Uz 4A.’L‘ 2 ¢(97“)—|’ 91 (UZ-}-I Uz)
N AV o0\ .0 o,
= U; + 5AL 2 ¢(9r)+—61 (Ui — U) (A.22)
Dasentspricht(1.141)mit
Ci—l - 0
, U |AL , b(61)
D; An (240 + (A.23)

Damitdie Bedingung(1.143)erfullt ist, musserfolgendeUngleichungemelten

$(61)
01

<D. (A.24)

UnterdenVoraussetzungetiesTheorems kanndie Gultigkeit dieserBedingungervollig
analogzu (1.171)gezeigtwerden.

Fall 3: U; > 0, U, < 0.

Einsatzvon (3.44)in die Finite-Volumen-Formulierung (3.29) fuhrt in diesemFall zu fol-
gendemiskretisierunglerBurgerGleichung:

T, L2 b Un=U2 1772 b ViU
UZ_UZ_I_ Ui — 55U -5 7 =0 (A.25)

At Az

bzw. (vorausgesetztaldd, undé, wohldefiniertsind):

At &(0, (0,
Ui - UZ - m (Ui2+1 - (2 )(Ui2+1 - UZQ) - Uf—l - (2 )(U22 - UZ'Q—I)) (A26)

Eine Addition und Subtraktionvon 3% - U2 auf derrechtenSeitefiihrt zu:

- At 0,
At 6
- Az (Uf —- U2, — ¢(21) (U2 — Uf_l)) (A.27)
bzw
— At

Ui=U; — iAs (2= 9(0,) - (U, = U}
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At ) )
— ao - (2—60) - (U - UL)
IR VALY |
=T + 55— 2= (6,) - (Uirs = U)
U At ,
— = (2= 8(0) - (Ui = Uiy) (A.28)
2Az
Dasentspricht(1.141)mit
_ UAL
Cin = Sr(2-6(0)
U A ,
D = i (2-4(6) (A.29)
Dafur alle TVD-Limiter gilt
0<a(0) <2, (A.30)

sinddie Bedingunger{1.142)und(1.143)desHarten-Theoremerfilit.
Fall 4: U; <0, U, > 0.

Einsatzvon (3.44)in (3.29)fuhrtzu:

T7 U€2 1_U¢2 U¢2_U¢2—1
Ui—UiJr%Uer%'%—%Uer%'ﬁ:0 (A.31)
bzw.
77 At 95(97“) 2 2 95(‘91) 2 2
=T x (B - o+ Sz -0z (132)
Daraudolgt
77 At / 2 2 At 2 2
= U.AL |U| At
—Uz - A7 'Qb(er)'(Uz-I—l_Uz)+m'¢(el)'(Uz_Uz—l)
Dasentspricht(1.141)mit
' |U| AL
Ciza ~Sag Y0
UAL
D; = - (8, (A.33)

N
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Damitdie Bedingunger{1.142)und(1.143)desHarten-Theoremesrfillt sind,muf3in die-
semFall ¢(6;) = ¢(6,) = 0 gelten.

Aus (3.45,3.46)folgt wegenU; < 0:

Uz, — U? :Ui+1 Ui U,
v -0, U - U U

0, = (A.34)

DerletzteBruchaufderrechterSeiteist wegendergetrofenenAnnahme(t; < 0, U, > 0)
negativ. Gilt Ui_; < U; < Uy, Soist g=" positiv, unddamité, < 0. In dieserFall gilt

@(91) = 0.

Liegt der Wert U; nicht innerhalbdesintervalls (U;_1, U;4+1), soist §; > 0, und die Be-

dingung(1.142)ist nicht erfullt. Man beachtedal3in diesemFall U; die Stelledeslokalen

Extremumsder Gitterfunktionist. Bei der TVD-Diskretisierungder linearenKornvektions-
gleichungwurdein der NahesolcherStellendasUpwind-\erfahrenl.Ordnungeingesetzt.
Wir kdnnenauchim Falle der BurgerGleichungahnlichvorgehenwofir eineleichte Mo-

difikationin derDefinition der Grof3ed, notwendigist:

(91 =

7UI + U - max (Lj — U 0) (A.35)

Ui+ U,y U —Ui_y’

DurchdieseModifikationwird erreichtdaliim Falle; < 0, U, > 0 die Bedingungs(6;) =
0 undsomit(1.142)erfullt ist. Aus Symmetrigrindenist auch¢(6,) = 0 undesgilt somit
D; =0.0

Man kannleicht zeigen,daf3die Modifikation (A.35) keinenEinfluR auf denNachweisder
TVD-Eigenschaftin Fallen 1 bis 3 hat, da die neueDefinition von 8, restriktiver als die
alteist (d.h. den Upwind-Stromnoch starker gewichtet). Man beachtedal3in Bereichen
mit positiver bzw. negativer Losungsfunktiorlie lokalenExtremstellervon {U; } und{U?}
Ubereinstimmenso dal3beideDefinitionen— (3.45) und (A.35) — zum selbenWert des
Geawichtungsfaktorsp; fuhren.Die Unterschiedeergebensich nur in einemeherseltenen
Fall, daf3ein Vorzeichenwechsealer Losungsfunktionn der Naheder lokalenExtremum-
stellestattfindet.

A.6 BeweisdesTheorems9

Wir wollenuntersuchembdasresultierend&lope-LimiterVerfahendie TVD-Eigenschaft
hat. Wir beschankenuns diesmalauf den Fall einer positven Losungsfunktionso dal3
U; > 0undU, > 0 gilt. Einsatzvon (3.47)in die Finite-Volumen-Brmulieung(3.29)fuhrt
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zufolgenderiskretisierungder BurgerGleichung:

TVD (Slope — Limiter):

U, — U, %(Ui-l-ﬁbrwf—%(Ui—l—l-qﬁlbri_;]i_l)Q 0
At + Ax = 0.

Daraudolgt (vorausgesetztlaRd, undd, wohldefiniertsind):

I At ‘ Uigr — U\? Ui —Uis\?
RN (RO S AU

= At ' . U1 —U; ' Ui — Ui
= U, — AT (UZ + 99(97“)72 + U1 + Qb(@l)i? )
U — Us U~ U,
(U 600 == — Uy — g0 == )
= Al _ _ U —U [6(0,)
— UZ—4A${UZ+UZ_1+ 5 ( V. + (1)
. (0,
(2 — $(0) + %) (U; — Ui_y) (A.37)

Dasentspricht(1.141)mit

Cioy = ﬁi{m+w4+U“;hlGﬁ”+¢@0}.@—¢w0+ﬂ&0

D; =0

Unter denVoraussetzungedesTheoremsb geltendie Ungleichunger(1.171).Damit die
Bedingung(1.142)erfullt ist, reichtesdeshallzu zeigen dafl’der Ausdruck

A= {Ui +Ui_y + Ui = Ui (95(97») + ¢(91))} (A.38)

2 0,

nicht negatv ist. Unter den gemachtenVoraussetzungeryilt U; + U;_; > 0 sovie
(¢(6,)/0, + #(6:)) > 0, sodalRA nurdannnegativ seinkann, wennl; — U;_; < 0 ist. In
diesemFall folgt aus¢(§) < 2:

. Ui— /07“
A > &A+UFV+U ;]1<% )+ﬂ}
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U, —U,_ 0,
= {2U; + Lol A (A.39)
2 0,
Wir unterscheidenun3 Falle.
Fall 1: 0, < 0.
Esgilt ¢(6,) = 0 undsomit
A> A, =20, > 0. (A.40)
Fall 2: 0 < 0, < 1.
Die Ungleichung) < 6, bedeutet
U, — U,
0< ————.
= Uigr = U;

WegenU; — U;_; < 0 gilt auchlU;;; — U; < 0. AusderUngleichung, < 1 folgt nun:
Ui = Ui
Uiy — U
U_,1-U;, <U; — UZ'+1 —

0, <]l=

Ui-l—l <2U;, —U;_;4.

Auf der anderenSeite folgt aus 0 < 6, < 1 sowie (1.172,1.173)die Ungleichung
#(0,) < 26, undsomit

=3U, - U,y > U, + UZ'_|_1 >0 (A41)

AzAlz{QUi_}_%.Q}

Fall 3: 0, > 1.

Aus(1.172,1.173)folgt, dafin diesen¥,.-Bereich¢(,) < 2 ist,unddeshalb

U= Ui

AzAlz{zUﬁ .

}ZQUi+Ui+1_Ui:Ui‘|‘Ui+1>O

Wir habensomit gezeigt,dal3im Falle einer positven Losungsfunktiordas konstruierte
Slope-LimiterVerfahrenunterdenVoraussetzungetiesTheoremsb die TVD-Eigenschaft
besitzt.O
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