
Kapitel 9

GleichmäßigbegasteBlasens̈aule

In denletztenzweiKapitelnwurdedasBasismodellzurSimulationvon lokal begastenBla-

sens̈aulenundSchlaufenreaktoreneingesetzt.Bei lokal begastenBlasens̈aulenhandeltees

sichumZweiphasenströmungenmit einemniedrigenGasgehalt(1-2%),wobeidieGaspha-

senur in einemrelativ kleinenBereichderApparaturvorhandenwar. Eskonnteeinesehr

gutequalitativeund quantitativeÜbereinstimmungzwischenSimulationund Experiment

erzieltwerden.

Im FallevonflachenSchlaufenreaktorenwurdeneinigeTestf̈allemit einemebenfallsmo-

deratenGasgehaltuntersucht.Die Gasblasenverteilensichdiesmalallerdingsüberdenge-

samtenQuerschnittdesRisersund übeneinenbetr̈achtlichenEinflußauf die Turbulenzin

derflüssigenPhaseaus.In diesemFall konntemit demBasismodellzwareinegutequali-

tative Übereinstimmungmit demExperimenterzieltwerden,einequantitative Anpassung

derSimulationsergebnisseandie MeßdatenwurdejedocherstnacheinerErweiterungdes

Basismodellsdurchzus̈atzlicheTermezur Beschreibung der blaseninduziertenTurbulenz

(BIT) möglich. Es wurdeallerdingsfestgestellt,daßdie Simulationsergebnissesehremp-

findlich gegen̈ubereinerVariationderin denzus̈atzlichenBIT-TermenenthaltenenModell-

konstantenreagieren,so daßein Einsatzder BIT-Termefür eineApriori-Berechnungvon

Zweiphasenströmungenmit großenUnsicherheitenverbundenist.

Eine zutreffendeBeschreibung der Blasenstr̈omungin einer gleichmäßig begastenBla-
sens̈aule stellt die größteHerausforderungfür ein Zweiphasenmodelldar. Auf der einen

Seiteliegt der lokale Gasgehaltin denpraxisrelevantenFällen meistwesentlichoberhalb

derbisheruntersuchten2%-Grenze.Gleichzeitigsinddie Gasblasenim Unterschiedzu lo-

kal begastenBlasens̈aulenunddenSchlaufenreaktoren̈uberdiegesamteApparatur verteilt.

Die Strömungsformin einergleichm̈aßigbegastenBlasens̈aulehängtin einementscheiden-

denMaßevom eingesetztenGasvolumenstromab. Bei geringenGasbelastungenliegt der

sog.homogeneStrömungszustandvor. DieserBetriebszustandist durcheine einheitliche
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BlasenaufstiegsgeschwindigkeitaufgrunddereinheitlichenBlasengr̈oßeunddergleichm̈a-

ßigenBlasenverteilungcharakterisiert.Eswird keinegroßr̈aumigeZirkulation beobachtet.

Der homogeneStrömungszustandstellt denTrivialfall einerBlasenstr̈omungdar. Seinenu-

merischeBerechnungim RahmeneinesTwo-Fluid-ModellsbereitetkeineSchwierigkeiten.

Bei höherenGasleerrohrgeschwindigkeitentritt einheterogenerStrömungszustandauf.Bei

konstanterBlasengr̈oßeundeinerbegrenztenBlasenaufstiegsgeschwindigkeitgibt eseinen

maximal möglichenGasdurchsatz(Flutpunkt), der unter diesenBedingungendurch die

Säuletransportiertwerdenkann.Zur IllustrationdiesesEffektesstellenwir folgendeÜber-

legungenan.Wir nehmenan,daßdie Gasphaseabsolutgleichm̈aßigüberdie gesamteBla-

sens̈auleverteilt ist,undderWertdeslokalenGasgehalteseinheitlich��� betr̈agt(zurVerein-

fachungder Darstellungwird von der Inkompressibiliẗat der Gasphaseausgegangen).Bei

zunehmendemGasgehaltnimmt die vertikaleKomponentedesDruckgradientenmit dem

steigendenGasgehaltab,wasin einerAbnahmederRelativgeschwindigkeitresultiert.Geht

maneinfachheitshalbervon einerlinearenAbhängigkeitzwischendemlokalenGasgehalt

unddemWert dervertikalenSchlupfgeschwindigkeitaus[44], sobetr̈agtdie Gasleerrohr-

geschwindigkeitbeieinergleichm̈aßigenBegasung������ � �
	���
 � �
��������������
� (9.1)

Hier bezeichnet� ���������� die Einzelblasenaufstiegsgeschwindigkeitin unendlichausgedehntem

ruhendemWasser. Die Größe
����

erreichtihr Maximumbei � � � � �"! . Bei � ���������� �$#%�'&)(+*
,
entsprichtdaseinerGasleerrohrgeschwindigkeitvon ! &)(+*
, .
Wird dieGasleerrohrgeschwindigkeiẗuberdenFlutpunkterḧoht,soweichtdasSystemvom

homogenenin den heterogenenStrömungszustandaus.Durch Zusammenballungenvon

Klein- zu Großblasen,die einewesentlichhöhereBlasenaufstiegsgeschwindigkeithaben,

wird derhoheGasduchsatzbewältigt.DieserStrömungszustandwird aufgrundderrotieren-

dengrößerenBlasenauchals
”
churnturbulent“ bezeichnet[19].

Die GrößederGasleerrohrgeschwindigkeit,beiderdiehomogeneStrömungheterogenwird,

hängtvon vielen äußerenParameternwie Reaktorgeometrie,Begaserkonstruktion,Druck,

Temperatur, Blasengr̈oßenverteilungu v. a. ab[35] undkannvon demobenabgescḧatzten

Wertvon ! &-(+*
, starkabweichen.DieseAbweichungresultiertzumeinenausderstarkver-

einfachtenAnnahmeder linearenAbhängigkeitderSchwarmgeschwindigkeitvom Gasge-

halt.Zumanderentritt dieBlasenkoaleszenzbereitswesentlichfrüheraufalsbeimobener-

mitteltemkritischenWertvon � � �.� �"! . DiesebeidenKorrekturenerklärenzwardieAbwei-

chungdesFlutpunktesvondemermitteltenWert von ! &)(/*0, , nicht jedochseineAbhängig-

keit vonderReaktorgeometrie.

Die dritte VoraussetzungdesAnsatzes(9.1) war die Annahme,daßsich die Flüssigkeit
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in einemglobalenRuhezustandbefindet,unddaheralle Gasblasenmit einereinheitlichen

Geschwindigkeitaufsteigen.In derRealiẗat gibt esjedocheineÜbergangsphasezwischen

dem homogenenund heterogenenStrömungszustand,in der in der Flüssigphasebereits

großr̈aumigeZirkulationenentstehen,währenddie Blasengr̈oßenochmehroderweniger

einheitlichbleibt.VerlagernsichdieBlasenin dieBereichemit schnellaufsteigenderFlüssig-

keit,sokönnenauchwesentlichhöhereGasdurchs̈atzealsim homogenenStrömungszustand

bewältigt werden,ohnedaßeinehöhereRelativgeschwindigkeitzwischenPhasenundsomit

auchdie Blasenkoaleszenznotwendigwäre.Da dasdynamischeVerhaltenderFlüssigkeit

jedochstarkvon der Geometrieder Apparaturabḧangt,hatdie Geometrieeinenentschei-

dendenEinfluß auf die kritischeGasleerrohrgeschwindigkeit,bei der sich der heterogene

Strömungszustandeinstellt.

Obwohlin vielenneuerenArbeitenversuchtwird, die heterogeneStrömungsformin einer

gleichm̈aßigbegastenBlasens̈aule mit lokalenGasgehaltenbis zu 1 � - 2 � % einerBerech-

nungzug̈anglichzumachen,mußmansichim Klarendar̈ubersein,daßfür einezuverlässi-

geSimulationdesheterogenenStrömungszustandesdergegenẅartigeKenntnisstandnoch

nichtausreicht.DasWiderstandsverhaltenderBlasenbei hohemGasgehalt,derEinflußder

Blasenauf die Turbulenzsowie ihr – bei hohenGasvolumenanteilennicht mehr zu ver-

nachl̈assigendes– Koaleszenz-undRedispergierungsverhaltensindPḧanomene,diebisjetzt

nurwenigverstandenundsomitnicht zuverlässigmodelliertwerdenkönnen.

Da im RahmendesBasismodellsvon einereinheitlichenBlasenmasseausgegangenwird,

werdenwir unsbei denBerechnungender Strömungin einergleichm̈aßigbegastenBla-

sens̈auleauf Gasdurchs̈atzevon � bis
#'&)(/*0,

beschr̈anken.DieseGasdurchs̈atzeentspre-

chenfür die meistenApparaturgeometriendem obenangesprochenen̈Ubergangsbereich

zwischenderhomogenenundheterogenenStrömungsform,währenddessendie starkeBla-

senkoaleszenznochnicht einsetzt,die Strömungjedochbereitseinenstark dynamischen

Charakterhat, der zumindestqualitativ mit demheterogenenStrömungszustand̈uberein-

stimmt.BereitsbeidiesenmoderatenGasleerrohrgeschwindigkeitenbetr̈agtderlokaleGas-

gehaltin größerenTeilen der Apparatur ! bis � �43 , so daßder Einfluß derBlasenauf die

Turbulenzbedeutendist. Da dieserjedochgegenẅartignichtzuverlässigmodelliertwerden

kann,wird bei dennumerischenSimulationenlediglich einequalitativeÜbereinstimmung

mit denexperimentellenErgebnissenangestrebt,auf die quantitativenVergleichemit den

Meßdatenwird andieserStelleverzichtet.

Die dynamischeStrömungsformin einerflachenApparaturunterscheidetsich wesentlich

von derStrömungin einerzylindrischenBlasens̈aule.Wir werdendeshalbdie flachenund

diezylindrischenApparatein zweiseparatenAbschnittenbehandeln.
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9.1 FlacheBlasens̈aule

ExperimentelleErkenntnisse.Die dynamischeStrömungsformin einergleichm̈aßigbega-

stenflachenBlasens̈aulewurdeexperimentellin mehrerenArbeitenuntersucht.Chenet al.

[15] untersuchten2 flacheApparatemit denAbmessungen(Höhe/Breite/Tiefe) � ! �'�%(5(76809'�%(:(;6 ! �'(5( und ��< �%�'(5(;6 � 8 ! (5(=6 � ! (5( , Lin etal. [79] habendieBlasenstr̈omung

in 3Apparatenmit denAbmessungen� 9%�'�'(5(>6 2 < 1 (:(>6 � # � 8
(5( ,
#'# < 9'(5(>6?9%�'@ � 9'(5(>69 � 2 (:( und 1 �'�%(:(A6/# 2 �%(5(B6�9 � 1 ! (5( beobachtet.Die Abmessungendervom Mudde

etal. [85] eingesetztenApparaturstimmenfastgenaumit demerstenApparatvonLin etal.

überein.

In einigenApparatenwurdenzwei beweglicheTrennẅandeeingebaut,sodaßnicht nur die

Füllhöhe,sondernauchdie effektive BreitederApparaturvarriertwerdenkonnte.In allen

dreiArbeitenwurdebeieinemHöhe/Breite-Verḧaltnisoberhalbvon1 beihöherenGasleer-

rohrgeschwindigkeiteneine dynamischeStrömungsformfestgestellt,die viel Ähnlichkeit

mit derStrömungin denmittig begastenflachenApparatenaufweist(s.Abschnitt7.2).

DasStrömungsfeldbestehtauszwei versetztenReihenvonZirkulationszellen,die sichvon

obennachuntenbewegenund sich gegenseitigperiodischabl̈osen.Die Breite der Zirku-

lationszellennimmtmit derGasleerrohrgeschwindigkeitzu underreichteinestabileGröße

bei einemGasdurchsatzvon � &-(+*0, . DiesemGasdurchsatzentsprichtauchderÜbergangin

denheterogenenStrömungszustand,bei demdie starkeKoaleszenzansetzt.DasVerḧaltnis

zwischendermaximalenBreitederZirkulationszellenundderBreitederApparaturhängt

von der letzterenabundgehtvon
� � 9 (bei derApparaturbreitevon � �'&)( ) auf

� � 1 (bei der

Apparaturbreitevon
9'�%&-(

) herunter. Die Anzahl der Zirkulationszellenin der vertikalen

Richtungnimmtmit demHöhe/Breite-VerḧaltnisderApparaturzu.

Eine
,
CD( ��EGF�HJILK Geschwindigkeitsmessungin dergesamtenBlasens̈aulewurdein keinerder

zitiertenArbeitendurchgef̈uhrt.WerdendieGeschwindigkeitsmessungenanverschiedenen

Stellenim Reaktor IMH &-N K C IMHJIMOPKRQ durchgef̈uhrt, und die gemessenenGeschwindigkeiten

an jederMeßstelleübereinenlängerenZeitraumgemittelt,so liefern die S K C FDT�K (5C F�FUKUEGFVK)I
Geschwindigkeitswerteein Strömungsbild,bei demdie Flüssigphasein derMitte derBla-

sens̈aulenachoben,undentlangderReaktorwandnachuntenfließt (s.Abbildung9.1).

ZweidimensionaleSimulationen.Im Jahre1994habenwir ersteSimulationsergebnissefür

dieBlasenstr̈omungin einergleichm̈aßigbegastenflachenBlasens̈auleveröffentlicht(Soko-

lichin undEigenberger [110]). WegenderUnsicherheiten,diemit demEinsatzeineseinpha-

sigenTurbulenzmodellsfür Zweiphasenströmungenverbundensind,wurdendie Rechnun-

genmit einemlaminarenTwo-Fluid-Modelldurchgef̈uhrt.Die verwendetenModellvoraus-

setzungenstimmenziemlich genaumit der laminarenVersiondesBasismodells(Abschn.
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GAS

Abbildung 9.1:Zeitlich gemitteltesStrömungsbildin einergleichm̈aßigbegastenflachenBla-
sens̈aule

6.9)überein.Für dieSchlupfgeschwindigkeitwurdeein konstanterWert von
#'�'&)(+*
,

ange-

nommen.

Wegen der im Vergleich zu anderenAbmessungenrelativ geringenTiefe der Apparatur,

wurdevon einerZweidimensionaliẗat derStrömungausgegangen,undauf die Berücksich-

tigungderdrittenDimensionbei derSimulationverzichtet.Die Konvektionstermein allen

Gleichungenwurdenmit Upwind-VerfahrenersterOrdnungdiskretisiert.

Simulationenwurden für zwei unterschiedliche Apparaturabmessungendurchgef̈uhrt:8 ! �'(5( 6 � ! �'(5( und 2 ! �'(5( 6 � ! �%(:( . Die eingesetztennumerischenGitter bestan-

denentsprechendaus75x25und45x25Kontrollvolumina.Wurdein denSimulationenjede

Bodenzellemit gleicherIntensiẗat begast,so ergabsich unabḧangigvon der Gasleerrohr-

geschwindigkeitimmer der homogeneStrömungszustand.Der Begaserwurdedeshalbso

modelliert,daßein Gasmassenstrommit der gleichenIntensiẗat nicht durchjede,sondern

durchjedezweiteZelle amunterenTeil desBerechnungsgebieteseinfließt.In diesemFall

bleibendie wandn̈achstenKontrollvoluminaunbegast.Trotzdemwurdebei niedrigenWer-

tenderGasleerrohrgeschwindigkeitein homogenerStrömungszustandberechnet.Bei Gas-

durchs̈atzenoberhalbvonetwa
#%&-(+*0,

ergabsichdagegenein dynamischesStrömungsfeld.
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Abbildung 9.2:Laminare2D-Simulationeinergleichm̈assigbegastenflachenBlasens̈aulemit
einemHöhe/Breite-Verḧaltnisvon5: momentane(a,b,c)undlangzeitgemittelte
(d) Simulationsergebnissefür Liquid-Geschwindigkeitsfeld.
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Abbildung 9.3:Laminare2D-Simulationeinergleichm̈assigbegastenflachenBlasens̈aulemit
einemHöhe/Breite-Verḧaltnisvon3: momentanes(links) undlangzeitgemittel-
tesLiquid-Geschwindigkeitsfeld(rechts).

Die StrömunghateinenperiodischenCharakter. Die momentanenGeschwindigkeitsfelder

zudreiverschiedenenZeitpunktensowie dielangzeitgemitteltenErgebnissesindin derAbb.

9.2für dasHöhe/Breite-Verḧaltnisvon5 dargestellt.Beidestimmenmit denentsprechenden

experimentellenErgebnissenqualitativ gut überein.Bei einemHöhe/Breite-Verḧaltnisvon

3 (Abb. 9.3) ergabsich ein ähnlichesStrömungsbild,wobei die Anzahl der Zirkulations-

zellengegen̈uberdemerstenFall kleiner ist. Dasentsprichtebenfallsdenexperimentellen

Beobachtungen.

Im weiterenVerlaufdernumerischenUntersuchungenwurdefestgestellt,daßein dynami-

scherStrömungszustandauchdannberechnetwerdenkann,wennmanin der Simulation

dengesamtenBodentats̈achlichabsolutgleichm̈aßigbegast.In diesemFall darfmanaller-

dingsnichtmehrvoneinerkonstantenSchlupfgeschwindigkeitausgehen,sondernmußeine

Abhängigkeitder Schlupfgeschwindigkeitvom lokalenDruckgradientenber̈ucksichtigen.

DieserEffekt läßtsichfolgendermaßenerklären.

Bei einerabsolutgleichm̈aßigenBegasungkanneineBewegungin derflüssigenPhasenur

dannentstehen,wenndieseGleichm̈aßigkeitdurchdie radialeUmverteilungderGasphase

gesẗortwird. Diesgeschiehtin derRegelwährendderSimulationdesAnfahrverhaltenseiner

gleichm̈assigbegastenflachenBlasens̈auleinfolgederkleinennumerischenFehlerselbstbei
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Abbildung 9.4:Laminare 2D-Simulation einer gleichm̈assig begasten flachen Bla-
sens̈aule mit einem Höhe/Breite-Verḧaltnis von 3: momentaneLiquid-
Geschwindigkeitsfelder, berechnetmit folgenden Diskretisierungsverfahren
für die Konvektionstermein der Gaskontinuiẗatsgleichung: TVD (links) und
UPWIND (mitte). Rechts:Vergleich der mit beidenVerfahrenberechneten
langzeitgemitteltenGeschwindigkeitsprofile auf 3 unterschiedlichenHöhen
[111].

AnnahmeeinerkonstantenSchlupfgeschwindigkeit.Im weiterenSimulationsverlaufwird

dieseUngleichm̈aßigkeitjedochwiedereliminiert unddie StrömungkommtzumErliegen.

Wird dagegenim Modell dieAbhängigkeitderSchlupfgeschwindigkeitvomlokalenDruck-

gradientenber̈ucksichtigt,sosorgt derdurchdie Flüssigkeitswirbelverursachtehorizontale

Druckunterschiedfür einesẗandigeradialeUmverteilungderGasphase.Die Gasblasenwer-

denzurMitte derWirbel getrieben,wodurchdorteinzus̈atzlicherAuftrieb entsteht,derdie

StrukturderWirbel verändert.Dadurchwird eineneueradialeUmverteilungderGaspha-

se angeregt, u s. w., so daßdieserdynamischeStrömungszustandals selbsterhaltendbe-

zeichnetwerdenkann.Allerdingsmußdie Gasbelastungentsprechendhochsein,damitdie

Unterschiedeim horizontalenVerlaufdesGasgehaltsausreichen,um die Wirbel auf Dauer

aufrechtzuerhalten.Daherwird derdynamischeStrömungszustandnicht bei jeder, sondern

nurbei einergen̈ugendhohenGasbelastungsimuliert.

Ergebnisseeinerlaminaren2-D Simulationfür denFall einerabsolutgleichm̈aßigenBe-

gasungwurdenin Sokolichin et al. [111] für eineFlachapparaturmit einemHöhe/Breite-
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Verḧaltnisvon3 ( � ! �'�%(5([6 ! �'�'(5( ) aufeinemGittermit 150x50Kontrollvoluminafür die

Gasleerrohrgeschwindigkeitvon
#'&)(/*0,

präsentiert.Die Konvektionstermein denNavier-

Stokes-Gleichungenwurdenmit Upwind-VerfahrenersterOrdnungdiskretisiert,während

bei der Berechnungder Gasverteilungsowohl dasUpwind-VerfahrenersterOrdnungals

auchein TVD-Verfahreneingesetztwurde.Die momentanenGeschwindigkeitsfelder, be-

rechnetmit beidenVerfahrensindin derAbb. 9.4dargestellt.

Die mit demUPWIND-VerfahrenberechneteLösungstimmtmit denfrüherenErgebnissen

(Abb. 9.3)undmit denexperimentellenBeobachtungenqualitativ rechtgutüberein.Dasmit

dem (genaueren)TVD-VerfahrenberechnetesStrömungsfeldentḧalt dagegen wesentlich

mehrWirbel. IhreAnzahlsteigtimmerweiter, wennmandieGitteraufl̈osungverfeinertund

TVD-Verfahrenauchfür Konvektionstermein denNavier-Stokes-Gleichungeneinsetzt.Die

berechneteStrömungsformweichtdannimmermehrvon derexperimentellermitteltenab.

DieserEffekt war bereitsbei der laminarenBerechnungeinerlokal begastenBlasens̈aule

aufgetreten(Abb. 7.7).Er ist aufdie TurbulenzderStrömungzurückzuf̈uhren,die in einem

laminarenModell vernachl̈assigtwird.

Im rechtenTeil derAbb. 9.4 sinddie langzeitgemitteltenGeschwindigkeitsprofile,berech-

netmit beidenDiskretisierungsverfahrenfür die Konvektionstermein derGaskontinuiẗats-

gleichung,gegen̈ubergestellt.Man sieht,daßdie langzeitgemitteltenProfile ziemlich gut

übereinstimmen,obwohldie momentantenStrömungsfelderwesentlichequalitative Unter-

schiedeaufweisen.DiesesBeispielzeigt,wie gef̈ahrlichesist,dieValidierungeinesModells

nuranhandvon langzeitgemitteltenDatendurchzuf̈uhren.

Pan et al. [90, 91] setzenein turbulenteszweidimensionalesTwo-Fluid-Modell zur Simu-

lation einergleichm̈aßigbegastenflachenBlasens̈aule ein. Sie gehendavon aus,daßder

EinflußderscherinduziertenTurbulenzim Vergleich zur blaseninduziertenTurbulenzver-

nachl̈assigtwerdenkann.Daherwird nur die letzteremodelliert.Pan et al. verwendendas

Modell von SatoundSekoguchi [102] (s. Glg. (6.90))underzielendabeiStrömungsfelder,

die denenausdenAbbildungen9.3 und 9.4 sehrähnlichsind. Sie untersuchtenauchden

EinflußderaddedmassforceundderSchlupfgeschwindigkeitaufdieSimulationsergebnis-

seund habenfestgestellt,daßdieserEinfluß sehrgering ist. Zur BerechnungdesWider-

standsbeiwerteswurdedieKorrelationB (6.41)eingesetzt,wobeifür BlasendurchmesserO4\
dreiWerte

# �]! (5( , ! (5( und < (5( eingesetztwurden.Die Schlupfgeschwindigkeitbetr̈agt

für dieseBlasengr̈oßen
# !P� � 80&-(+*
, , #'# � @'#%&-(+*0, und

# 1 � < 1 &)(/*0, entsprechend.

DreidimensionaleSimulationen.Bei derSimulationderaußermittigbegastenflachenBla-

sens̈aule (Abschnitt7.1) wurde festgestellt,daßwegen der geringenTiefe der Apparatur

( < &-( ) die Vorder- und die HinterwandeinenbedeutendenEinfluß auf die Simulationser-

gebnisseaus̈uben.Dasgilt um somehrfür die gleichm̈aßigbegastenApparate,dahier die
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Abbildung 9.5:Turbulente3D-Simulationeinergleichm̈assigbegastenflachenBlasens̈aulemit
einemHöhe/Breite-Verḧaltnisvon3 ( ^%_
`baca>dfe)_
`
aca>dhg�`
aca ).Momentane
Simulationsergebnissefür Liquid-Geschwindigkeitsfeldin dermittlerenTiefe-
nebene.Links: ohneblaseninduzierteTurbulenz,rechts- mit BIT nach(6.90).

Experimentein Apparaturenmit nochkleinerenTiefendurchgef̈uhrtwurden(in derRegel

wenigerals
#'&)(

).

Um denEinflußderApparatetiefezu untersuchen,wurdeeine3-dimensionaleSimulation

einesgleichm̈aßigbegastenflachenApparatesmit denAbmessungen2 ! �'(5(B6 � ! �'(5(B6#%�'(5(
mit demturbulentenBasismodelldurchgef̈uhrt.DieAuflösungbetrug90x30x6Stütz-

stellen,fürdieGasleerrohrgeschwindigkeitwurdeeinWertvon � &)(+*
, eingesetzt.Im linken

Teil derAbb. 9.5 ist dasmomentaneLiquid-Geschwindigkeitsfeldin dermittlerenTiefene-

benedargestellt.Dieseszeigt einenrechtchaotischesStrömungsbild,die ausExperimen-

tenbekanntegeordneteWirbelstrukturist hier nichtzu Erkennen.DiesesStrömungsbildist

auf die niedrigeeffektiveViskosiẗat zurückzuf̈uhren.Obwohlzu ihrer Berechnungdasi - j -
Modell eingesetztwurde,liegendie Wertefür die turbulenteWirbelviskosiẗat im zentralen

Bereichbeietwa kMl� � � � � �nm i T(po
,�q �
DasentsprichtlediglicheinerVerzehnfachunggegen̈uberderlaminarenViskosiẗatdesWas-

sers,und ist um fastzwei Größenordnungenniedriger, als die turbulenteWirbelviskosiẗat,
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die in deraußermittigbegastenflachenBlasens̈auleundin denflachenSchlaufenapparaten

berechnetwurde.DiesbesẗatigtdieAnnahmevonPanetal., daßin einerflachenApparatur

mit einersehrgeringenTiefe derEinflußderscherinduziertenTurbulenzim Vergleichzur

blaseninduziertenTurbulenzvernachl̈assigtwerdendarf.

Zur BerücksichtigungderblaseninduziertenTurbulenzwurdenzwei Modellegetestet.Das

EinschaltendesBIT-Modellsvon KataokaundSerizawa[58] (6.95,6.96)mit denWertenrts � � , rtu � � � # , die sichbei derSimulationvon flachenSchlaufenapparatenbei höheren

Gasdurchs̈atzenbewährthaben,führtezun̈achstzu einemdrastischenAnstieg derturbulen-

tenWirbelviskosiẗataufWerteum k l � � � � # ! m i T(po
,�qwv
waszu einerstarkenDämpfungder dynamischenWirbel führteund die Strömungin der

FlüssigphasebinnenwenigerSekundenzurück in denRuhezustandversetzte.Der Einsatz

desSato-Modellsnach(6.90)führtedagegenzueinemwenigerstarkenAnstieg dereffekti-

venViskosiẗat– aufWerteim BereichvonkMl� � � � �x8 m i T(po
,�q �
In diesemFall wurdedie dynamischeStrömungsstrukturbeibehalten,gleichzeitigbrachte

derAnstieg der turbulentenWirbelviskosiẗat etwasOrdnungin die vorherchaotischeWir-

belstruktur(s. Abb. 9.5, rechts),so daßnun einequalitative Übereinstimmungmit Expe-

rimentenwiedervorhandenwar. Die langzeitgemitteltenGeschwindigkeitsprofileentspre-

chenebenfallsdemin derAbb. 9.1dargestelltenMusterundwerdenhiernichtangegeben.

Obwohl in diesemspeziellenFall dasSato-Modellzur einerVerbesserungder Simulati-

onsergebnissegeführt hat,darf manseineBedeutungnicht überscḧatzen.Der Einfluß des

Sato-Modellsist ausschließlichauf die (auf die geringeTiefe der Apparaturbemessene)

niedrigeReynoldszahlderFlüssigstr̈omungunddie damit verbundeneniedrigescherindu-

zierteTurbulenzzurückzuf̈uhren.Wie wir sp̈atersehenwerden,ist bei rundenBlasens̈aulen

bereitsbeieinemDurchmesservon � ! &)( diescherinduzierteeffektiveWirbelviskosiẗatum

mehrereGrößenordnungenhöherundderBeitragdesSato-Modellsist daherverschwindend

gering.

9.2 Zylindrische Blasens̈aule

Die dynamischeStrömungsformin einerzylindrischenBlasens̈auleunterscheidetsichvon

der Strömungin einer flachenApparaturvor allem dadurch,daßdie Zirkulation in der
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flüssigenPhasein Formvondreidimensionalenthorusf̈ormigenWirbelnvorliegt.Diesesind

völlig regellosangeordnet,sodaßin diesmFall voneinerabsolutchaotischenStrömungge-

sprochenwerdenkann.Überdie instation̈areWiebelstrukturliegenbisherkaumdetaillierte

Informationenvor. Ein momentanesStrömungsbildkannnichtgemessenwerden,weil dazu

eine
,
CD( ��EGF�HJILK Geschwindigkeitsmessungin der gesamtenBlasens̈aulenotwendigwäre,

was mit keinerder bekanntenMeßmethodenmöglich ist. Werdenjedochdie Geschwin-

digkeitsmessungenanverschiedenenStellenim Reaktornacheinanderdurchgef̈uhrt,solie-

fern die S K C FDT�K (5C F�FVK)EGFVK)I Geschwindigkeitswerteein ähnlichesStrömungsbildwie in einer

Flachapparatur, bei demdie Flüssigphasein derMitte derBlasens̈aulenachoben,undent-

langderReaktorwandnachuntenfließt (s.Abbildung9.1). Im mittlerenTeil derApparatur

nimmtdielangzeitgemittelteaxialeKomponentederLiquid-GeschwindigkeitdenWertvom�%(+*
,
bei einemAbstandvon

� � 8'y von der Symmetrieachsean,wobei
y

denRadiusdes

rundenQuerschnittesderBlasens̈aulebezeichnet[35, 44].

Man beachtejedoch,daßdieseszeitgemittelteStrömungsbildnichtsüberdie momentanen

starkinstation̈arenGeschwindigkeitsfelderaussagt,dadie Schwankungsbreitedermomen-

tanenGeschwindigkeitswerteaneinzelnenMeßstelleneinmehrfachesderzeitlichgemittel-

tenWertenbetr̈agt.

In denletztenJahrenwird versẗarkt versucht,die mehrdimensionaleZirkulationsstr̈omung

in einerzylindrischenBlasens̈auleeinerBerechnungzug̈anglichzu machen.Eswerdenda-

beiüberwiegend2-dimensionaleaxialsymmetrischeModelleverwendet(BoissonundMalin

[11], GrienbergerundHofmann[34], Jakobsenetal. [52], Krishnaetal. [60], Ranade[98],

Solbakkenund Hiertager [113], Svendsenet al. [119], Torvik und Svendsen[124]), wobei

in allen zitiertenArbeitendie station̈areLösungberechnetwird. Da manmit einemsta-

tionärenModell die transientenStrömungsstrukturenoffensichtlichnicht berechnenkann,

wird versucht,eszurBerechnungderzeitlichgemitteltenStrömungsstrukturzuverwenden.

Dabeiwird folgendesübersehen:liegt in einemReaktoreine instation̈areStrömungsform

vor, die durchdynamischeGleichungenbeschriebenwird, so werdendie gemitteltenGe-

schwindigkeitswerteim allgemeinennicht denstation̈arenGleichungengen̈ugen,die aus

dendynamischenModellgleichungenresultieren,wennmandenzeitabḧangigenTermweg-

läßt.Das station̈are Modell darf man nur zur Berechnungvon
, F�HxF CDz I?{H4Q|KRI Strömungen

verwenden.Die S K C F}T�K (5C F�FVK)E~FUK Strömungwird dagegennicht durchdie station̈aren,son-

derndurchdiezeitgemitteltenGleichungenbeschrieben.DiesezeitgemitteltenGleichungen

enthaltenzwarebenfallskeinenzeitabḧangigenTerm,sieunterscheidensichallerdingswe-

sentlichvondenstation̈arenModellgleichungen.

Versuchtman trotzdem,die zeitgemittelteStrömungsformin einergleichm̈aßigbegasten

Blasens̈aulemit Hilfe desstation̈arenModellszuberechnen,soerḧalt manohneEinsatzder
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radialenKräfte(s.Abschnitt6.6.7)unabḧangigvonderGasleerrohrgeschwindigkeitimmer

denhomogenenStrömungszustand.Dasliegt daran,daßeineUmverteilungdesamBegaser

nochgleichm̈aßigenGasgehaltprofilszurMitte derSäulenurdurcheinevon Null verschie-

deneradialeSchlupfgeschwindigkeitresultierenkann.Dieseist beidynamischenSimulatio-

neneineFolgeder ungleichm̈aßigenDruckverteilung,die sich ausdendynamischenWir-

belnergibt. Da diesejedochim Rahmeneinesstation̈arenModellsnicht berechnetwerden

können,wird dasstation̈areModell in denobenzitiertenArbeitendahingehendmodifiziert,

daßdieUmverteilungderGasphasezurReaktormitteaufandereWeisegewährleistetwird.

In denmeistenArbeitenwird die radialeMagnuskraftmit einemnegativenLift-K oeffizien-

ten verwendet[11, 34, 52, 113,119,124]. Die
”
falsche“ Magnuskrafthat zur Folge, daß

bei einemStrömungsbild,wie auf der Abbildung 9.1 skizziert, die Gasblasenzur Mitte

desReaktorstransportiertwerden.Ein ähnlicherEffekt wird durchdenEinsatzder
”
Wand-

Abstoß-Kraft“ [98] erzielt.Die Sẗarkeder radialenKraft wird so angepaßt,daßeinegute

Übereinstimmungmit denMeßdatenerzieltwird.

In einigenArbeitenwird zus̈atzlicheineAbhängigkeitdesWiederstandsbeiwertesvon der

Entfernungvon derSymmetrieachseeingef̈uhrt. Ist derWiderstandsbeiwertin derSäulen-

mitte größerals in derNähederReaktorwand,soresultiertdasin einerSchlupfgeschwin-

digkeitzwischendenbeidenPhasen,die in derSäulenmittekleinerist, alsin derWandn̈ahe.

DadieBlasens̈auleüberdengesamtenQuerschnittgleichm̈aßigbegastwird, führtdasdazu,

daßbeigleicherGaszufuhrin derSäulenmittewenigerGaswegtransportiertwird, alsin der

Wandn̈ahe,undderGasgehaltin derReaktormitteentsprechendansteigt.

Obwohldasstation̈areModell,nachdiesenModifikationen,Strömungsbilderliefert,diemit

Abb. 9.1 übereinstimmen,kanndieseVorgehensweisenicht zufriedenstellen.Zum einen

sind die eingesetztenAnpassungskoeffizienten nicht auf andereApparaturabmessungen

übertragbarundvariierenvon Fall zu Fall betr̈achtlich.Zum anderen,habendie Werteder

langzeitgemitteltenGeschwindigkeitenfür die Auslegungvon Blasens̈aulenreaktorennur

wenigRelevanz,da für die Vermischungsvorgängein denbeidenPhasendie instation̈aren

Geschwindigkeitsfelderausschlaggebendsind,unddiesewerdenmit einemstation̈arenMo-

dell geradenichtaufgel̈ost.

Damanmit einemstation̈arenModell die dynamischenStrömungsstrukturenoffensichtlich

nicht berechnenkann,wurdevon derArbeitsgruppeLübbert/Lapin[24, 70, 71] ein dyna-

mischesModell zurdreidimensionalenBerechnungderHydrodynamikundVermischungin

Blasens̈aulenverwendet.Die Turbulenzin derFlüssigphasewird durcheineüberdiegesam-

teBlasens̈aulekonstanteeffektiveViskosiẗatber̈ucksichtigt.Wie in diesenArbeitengezeigt

wird, kannbeieinerhohenräumlichenAuflösungdesBerechnungsgebietesdasinstation̈are

Strömungsverhaltenin einerBlasens̈aulequalitativ gutwiedergegebenwerden.Die berech-



9.2: ZYLINDRISCHE BLASENSÄULE 327

neteninstation̈arenGeschwindigkeitsfelderkönnendannzur Berechnungderkonvektiven

Rückvermischungin denbeidenPhaseneingesetztwerden.

Modell Begasung80% Begasung100%

ohneturbulenteDispersion Fall 1 Fall 2

dynamisch dynamisch�������f� � 8 � #%&-(+*
, ��������� � � �"! &-(+*
,
mit turbulenterDispersion Fall 3 Fall 4

quasi-station̈ar station̈ar��������� 2 � #'&)(+*
, �������f�.� � �'&)(/*0,
mit turbulenterDispersion Fall 5 Fall 6

undBIT nach(6.95,6.96)mit station̈ar station̈arr s � � , r u � � � # � ����� �.� � �'�'#%&-(+*0, � ����� �.� � �'&)(/*0,
mit turbulenterDispersion Fall 7 Fall 8

undBIT nach(6.95,6.96)mit dynamisch station̈arrts � � , rtu � � � @%# �������f� � # � 1 &-(+*
, �������f�.� � �'&)(/*0,
Tabelle9.1: 3D-Simulationeinergleichm̈assigbegastenzylindrischenBlasens̈aulemit ei-

nemHöhe/Breite-Verḧaltnisvon 6: Definition der 8 Testf̈alle und Zusammen-
fassungderSimulationsergebnisse(dynamischoderstation̈ar, Maximalwertdes
langzeitgemitteltenGeschwindigkeitsprofils auf derHöhe �n�
g ).

Bisher gibt es nur eine Veröffentlichung,in der dasdreidimensionaledynamischeTwo-

Fluid Modell in Verbindingmit einemi - j -Modell zurBerechnungeinerzylindrischenBla-

sens̈auleeingesetztwird (Pfleger und Becker [94]). Es wird einezylindrischeBlasens̈aule

mit einerHöhevon
# � 9%( undeinemDurchmesservon

� � # <'< ( untersucht,wobeisowohl ein

RingbegaseralsaucheinPlattenbegasersimuliertwird. BeimPlattenbegaserwird allerdings

in derSimulationnichtdergesamteBodenbegast,dain diesemFall keineZirkulationin der

flüssigenPhasesimuliertwerdenkonnte.Stattdessenwird überdieandieWandgrenzenden

Kontrollvoluminakein Gaszugef̈ugt. Daßbei einervöllig gleichm̈aßigenBegasungkein

dynamischerStrömungszustandberechnetwerdenkonnte,kann allerdingsan einerman-

gelhaftenGitteraufl̈osungliegen(12300ZellenentsprecheneinemmittlerenZellenvolumen

von etwa � 8 �"! &-(�� ). Da eineSimulationmit einerfeinerenAuflösung(62400Zellen)mehr

als12 TageRechenzeitin Anspruchgenommenhatte,warensolchefeinenGitter nicht zur

VariationderModellparametergeeignet.
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Abbildung 9.6:3D-Simulationeinergleichm̈assigbegastenzylindrischenBlasens̈aulemit ei-
nemHöhe/Breite-Verḧaltnisvon6:VergleichderlangzeitgemitteltenGeschwin-
digkeitsprofileaufderHöhe �n�
g für Fälle1,2,3und7.

Bei beidenBegaserkonfigurationenwurde das instation̈are Strömungsverhaltender Bla-

sens̈aule qualitativ gut wiedergegebenund es konntesogareine recht brauchbareÜber-

einstimmungmit den (langzeitgemittelten)Meßdatenfür Geschwindigkeitsprofileerzielt

werden.Essollteallerdingsdaraufhingewiesenwerden,daßin demvonPflegerundBecker

verwendetenModell die turbulenteDispersionin derGasphasevöllig vernachl̈assigtwird,

wasbei in derArbeit eingesetztenGasgehaltenvonbiszu 10%kaumzulässigist.

Um denEinflussderBegasung,derTurbulenzmodellesowie derturbulentenDispersionauf

die Simulationenzu untersuchen,habenwir eineReihevon Vergleichsrechnungendurch-

geführt. Die genaueSpezifikationder untersuchtenModelle ist derTabelle9.1 zu entneh-

men.Die Gasleerrohrgeschwindigkeitbetrugin allenFällen
#'&)(/*0,

. Da unsvor allemqua-

litative Unterschiedeinteressierten,wurde einekleinereBlasens̈aule mit einerHöhe von@'�%&-(
undeinemDurchmesservon � ! &)( untersucht.Die Gitteraufl̈osungbetrug180x30x30

Kontrollvolumina,waseinemZellenvolumenvon
� � � # ! &)( � entspricht.
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. .

Abbildung 9.7:Fall 1: MomentanesLiquid-Geschwindigkeitsfeld(links) undGasgehaltsprofi-
le (mitte) auf unterschiedlichenHöhenin der mittlerenTiefenebene.Rechts-
momentanesLiquid-Geschwindigkeitsfeld in 3 unterschiedlichenhorizontalen
Querschnittsebenen.
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. .

Abbildung 9.8: Wie Abb. 9.7,jedochfür denFall 2.
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Die erstenzwei Fälle entsprechenSimulationenmit demturbulentenBasismodell,wobei

wie in Pfleger und Becker [94] die turbulenteDispersionin der Gasphasezun̈achstnicht

ber̈ucksichtigtwurde.Eswurdesowohl einezentraleBegasungüber80%derBodenfl̈ache

(Fall 1), alsaucheinekomplettgleichm̈aßigeBegasung(Fall 2) simuliert.In beidenFällen

konnteeinestarkinstation̈areStrömungberechnetwerden(Abb. 9.7,9.8),wobeidie insta-

tionärenGeschwindigkeitsfelderuntereinanderviel Ähnlichkeitaufweisen,undeineausge-

prägteAufwärtstr̈omungin derSäulenmitteauftrat.Sieresultiertdaraus,daßderGasgehalt

in derSäulenmittehöherals in derNähederReaktorwandist. Im Fall 1 ist daseineFolge

derzentralenBegasung.Im Fall 2 erfolgtdieUmverteilungdesurspr̈unglichgleichm̈aßigen

GasgehaltsprofilsdurchdenEinfluß deshorizontalenDruckgradientenauf die horizonta-

le Komponenteder Schlupfgeschwindigkeit.Hier ist dasMaximum der Gasgehaltsprofile

in derSäulenmittejedochnicht sostarkausgepr̈agtwie im Falle einerzentralenBegasung,

wasin einerniedrigerenvertikalenGeschwindigkeitim VergleichzumFall 1 resultiert(Abb.

9.6).Die Geschwindigkeitsfelderin mehrerenhorizontalenQuerschnittsebenenzeigen,daß

dieStrömungeinenausgepr̈agtendreidimensionalenCharakterhat.Esist offensichtlich,daß

einesolcheStrömungsformim RahmeneinesaxialsymmetrischenModellsnicht simuliert

werdenkann.

Mansieht,daßdiedynamischeStrömungin einerzylindrischenBlasens̈auleim Rahmenei-

nesturbulentenModellsqualitativ richtig wiedergegebenwerdenkann.Gleichzeitigzeigen

dielangzeitgemitteltenGeschwindigkeitsprofilestarkeAbhängigkeitvonderSimulationdes

Begasers.Nicht wenigerbedeutendist derEinflußvonanderenModellparametern.

Wird derEinflußderTurbulenznicht nur auf die effektive Viskosiẗat in derflüssigenPha-

se,sondernauchaufdieDispersionin derGasphaseber̈ucksichtigt,sogehtderdynamische

CharakterderStrömungweitgehendverloren.In einervöllig gleichm̈aßigbegastenKolonne

(Fall 4) kommtdie StrömungvollständigzumErliegen,währendbei einerzentralenBega-

sungdieGeschwindigkeitsschwankungennur im unterenTeil derSäulebeobachtetwerden

(Fall 3, Abb. 9.9, links). Dabeisiehtmandeutlich,daßinfolge der turbulentenDispersion

dieGasgehaltsprofilemit derHöheimmerflacherwerden,sodaßdasGeschwindigkeitsma-

ximumin derSäulenmitteim FalleeinerzentralenBegasungvon � 8 � #%&-(+*0, aufnur 2 � #'&)(+*
,
zurückgeht(Abb. 9.6).

EinemöglicheUrsachefür denzu starkenEinflußderturbulentenDispersionkönntediezu

hochberechneteturbulenteWirbelviskosiẗat sein.Diesebetr̈agt in der Säulenmittedurch-

schnittlich k l � � � �"!n� s ��?� �U� im Fall 1 bzw. k l � � � � � � s ��?� �-� im Fall 2. Für diesesArgument

sprichtaucheineziemlichgleichm̈aßigeStrömungsformim oberenTeil derKolonne(Abb.

9.7und9.8, jeweils links), währendim Experimentin derRegel einechaotischeStrömung

entlangdergesamtenSäulebeobachtetwird.
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.

. Fall 3 . Fall 5 .

Abbildung 9.9:MomentanesLiquid-Geschwindigkeitsfeld und Gasgehaltsprofileauf unter-
schiedlichenHöhenin dermittlerenTiefenebenefür Fälle3 und5.



9.2: ZYLINDRISCHE BLASENSÄULE 333

. .

Abbildung 9.10:Wie Abb. 9.7,jedochfür denFall 7.
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Die zu hochberechneteturbulenteWirbelviskosiẗatkannaufdie Vernachl̈assigungderbla-

seninduziertenTurbulenzim Basismodellzurückgef̈uhrt werden,wobeimandiesesmal –

im Unterschiedzur Blasenstr̈omungin denflachenSchlaufenapparaten– davon ausgehen

kann,daßdie GasblaseneinendämpfendenEinflußauf die Turbulenzin derFlüssigphase

aus̈uben.Wird allerdingsnebendemEinfluß der turbulentenDispersionauchder Einfluß

derblaseninduziertenTurbulenzber̈ucksichtigt,so führt der EinsatzdesBIT-Modells von

Kataokaund Serizawa[58] (6.95,6.96) mit denWerten
rts � � , rtu � � � # , die sich bei

derSimulationvonflachenSchlaufenapparatenbeihöherenGasdurchs̈atzenbewährthaben,

zu einemweiteren Anstieg der turbulentenWirbelviskosiẗat auf Werte k l �n� 1 � < � s ���� � � , so

daßim Falle derzentralenBegasungdie Strömungvöllig station̈ar wird (Fall 5, Abb. 9.9,

rechts).Im mittlerenTeil der Kolonneist die Gasphasenun absolutgleichm̈aßigverteilt,

in derFlüssigphasekannkeineZirkulation mehrbeobachtetwerden.Im Falle einervöllig

gleichm̈aßigbegastenKolonne(Fall 6) wird nachwie vor derRuhezustandberechnet.

Wird allerdingsfür
rtu

der Wert von � � @%# eingesetzt,so führt dasim Falle einerzentra-

len Begasung(Fall 7) zu einerReduktionder turbulentenWirbelviskosiẗat auf Werte k l � �� � 1 � s ��?� � � . Obwohl die GasgehaltsprofiledurchdenEinfluß der turbulentenDispersionim

Vergleich zum Fall 1 wesentlichglatter ausfallen,reichendie Unterschiedeim horizon-

talenVerlauf dieserProfile aus,um einedynamischeStrömungaufrechtzuerhalten(Abb.

9.10). Dabei kann eine starkeDynamik nicht nur im unterenTeil, sondernentlangder

gesamteKolonnefestgestelltwerden.DasGeschwindigkeitsmaximumin der Säulenmitte

gehtdabeivon � 8 � #'&)(+*
, (Fall 1) auf � # � 1 &-(+*
, (Fall 7) zurück (Abb. 9.6). Im Falle einer

gleichm̈aßigenBegasung(Fall 8) wurdeallerdingsauchmit diesem
rtu

-Werteinehomogene

Strömungsformberechnet.

An diesenTestf̈allensiehtman,daßesmit mehrerenModellvariantenmöglich ist, sowohl

daschaotischedynamischeVerhaltenderStrömung,alsauchdaslangzeitgemittelte
”
para-

bolische“ Geschwindigkeitsprofilqualitativ korrektwiederzugeben.Ein quantitativerVer-

gleichzwischendenmit unterschiedlichenModellenberechnetenProfilenzeigtjedochstar-

ke Unterschiede.Diesesind vor allem auf die Unsicherheitenbei der Modellierungder

turbulentenEffekte in der Blasenstr̈omungzurückzuf̈uhren.Insbesondereder Einsatzdes

BIT-Modells,daseinesehrstarkeAbhängigkeitderSimulationsergebnissevon deneinge-

setztenModellparameternzeigt, bedarfeinerweiterenValidierung.Diesewird vor allem

dadurcherschwert,daßbis jetzt kaumInformationenvorliegen,die zur Validierungeines

Turbulenzmodellsin einergleichm̈aßigbegastenBlasens̈aulegeeignetsind.Die Strömung

in einergleichm̈aßigbegastenBlasens̈auleist sowohlturbulentals auch instation̈ar. Daher

werdendie zeitlichenGeschwindigkeitsfluktuationensowohl durchdie turbulentenlokalen

Schwankungenalsauchdurchdie großr̈aumigeninstation̈arenWirbel verursacht.Während

im RahmeneinesstatistischenTurbulenzmodellsnur derBeitragder turbulentenSchwan-
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kungen(um denkurzzeitgemitteltenMittelwert) zur turbulentenkinetischenEnergie mo-

delliert wird, werdenin denmeistenveröffentlichtenExperimentenalle Fluktuationenum

denlangzeitgemitteltenMittelwert ausgewertetundkönnensomitnicht zur Validierungei-

nesTurbulenzmodellsverwendetwerden,dasichdie resultierendenWerteder turbulenten

kinetischenEnergieumfasteineGrößenordnungunterscheidenkönnen[85].



Kapitel 10

Zusammenfassung

EinewesentlicheVoraussetzungfür die numerischeBerechnungvon Mehrphasenströmun-

gen,wie sie in technischenund industriellenProzessenvorliegen,ist einemöglichstreali-

stischeModellierungderrelevantenphysikalischenEffekte,welchedasVerhaltenderStrö-

mungbestimmen.Auf der GrundlagedesEuler-EulerVerfahrenswurdeneinigewesentli-

cheAspektefür die Berechnungund Modellierungvon dispersenGas-Fl̈ussikeits-Blasen-

strömungenaufgezeigtund neueEntwicklungenvorgestellt.Dabeiwurdesowohl auf die

BedeutungdereinzelnenKräftefür dieBlasenbewegungeingegangen,alsauchModellezur

BeschreibungderblaseninduziertenTurbulenzeinerdetailliertenAnalyseunterzogen,und

anhandexperimentellerDatenvalidiert.

Den allgemeinenRahmenfür die Modellentwicklungbildeteein Two-Fluid-Modell vom

Euler-Euler Typ, dassowohl die flüssigeals auchdie dispersePhaseals ein Pseudokon-

tinuumbehandelt.DasTwo-Fluid-Modellwurdezun̈achstin einerallgemeinenForm dar-

gestellt,wobei die Termezur Beschreibung der Wechselwirkungskr̈afte zwischenbeiden

Phasensowie der Turbulenzin derflüssigenPhasenicht genauspezifiziertwurden.Da in

derLiteraturviele unterschiedlicheAnsätzezur BeschreibungdieserTermeexistieren,war

einesderZieledieserArbeit, denEinflußderverschiedenAnsätzezur Modellierungdieser

Termezu untersuchen.DazusolltenunterschiedlicheModellvariantendurchVergleicheder

Simulationsergebnisseuntereinandersowie mit denExperimentenbewertetwerden.

EinezuverlässigeValidierungvon Modellensetztein genauesundeffizientesnumerisches

Verfahrenvoraus.Insbesonderebeim Vergleich von verschiedenenmathematischenMo-

dellenbzw. bei Untersuchungenzum Einfluß einzelnerModellparameterauf die Lösung

desGesamtgleichungssystemsist essehrwichtig, daßdie numerischeLösungderexakten

LösungdesmathematischenModells mit hoherGenauigkeitentspricht.Die ausreichende

numerischeGenauigkeitwurde durchdie systematischeFehlerkontrolleund den Einsatz

von nichtlinearenDiskretiseirungsverfahrenhöhererOrdnung(TVD-Verfahren)gewährlei-

336
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stet,die im erstenTeil dieserArbeit ausf̈uhrlichbeschriebenwurden.

Ein weitererwichtiger Aspektist die KonvergenzratedesIterationsverfahrensbei der nu-

merischenBehandlungderModellgleichungen,dadie Dif ferentialgleichungenin mehreren

Hunderttausendenvon Gitterpunktenund über Zehntausendevon Zeitschrittenaufgel̈ost

werdenmüssen,um dasdreidimensionaleundzeitabḧangigeVerhaltenderStrömungwie-

derzugeben.Die KonvergenzratedesIterationsverfahrenswird wesentlichvonderKopplung

zwischendeneinzelnenModellgleichungenbeeinflußt.Die Kopplungzwischender Gas-

phaseund derFlüssigphasewird in einemTwo-Fluid-Modell zumeinendurchdie Wech-

selwirkungstermein den Impulsbilanzenfür die jeweilige Phase,zum anderendurchden

VolumenanteilderjeweiligenPhaseamGesamtvolumenber̈ucksichtigt.

Es wurdegezeigt,daßim Falle einerGas-Fl̈ussig-Str̈omungdasTwo-Fluid-Modell durch

ein Drift-Flux-Modell ersetztwerdenkann.Dasletztereentḧalt die Wechselwirkungsterme

nur in einerder beidenImpulsbilanzen,wodurchdasKonvergenzverhaltendesIterations-

verfahrenswesentlichbeschleunigtwerdenkann.AbgesehenvonderKonvergenzbeschleu-

nigunghat dasDrift-Flux-Modell gegen̈uberdemTwo-Fluid-Modell denVorteil, daßzur

Berechnungvon ZweiphasenströmungenEinphasensimulationsprogrammeund -algorith-

men verwendetwerdenkönnen,die nur unwesentlichmodifiziert werdenmüssen.Dabei

ist wichtig, daßdie weitgehendëAquivalenzdesTwo-Fluid-Modellsund desDrift-Flux-

Modellsunabḧangigvom konkretenEinsatzzur ModellierungderWechselwirkungskr̈afte

undderTurbulenztermein derflüssigenPhaseerhaltenbleibt.

Im RahmendieserArbeit sindwir vonderAnnahmeausgegangen,daßderAnteil derGas-

phaseamGesamtvolumenmoderatist undlokal die 5%-Grenzenicht wesentlichbzw. nur

an wenigenStellenim Reaktorübersteigt.Es wurdegezeigt,daßbei niedrigemGaspha-

senanteildieBoussinesq-Approximationfür dasDrift-Flux-Modell eingesetztwerdenkann.

Dadurchwird im Modell die KopplungzwischenbeidenPhasendurchdenVolumenanteil

der jeweiligenPhaseamGesamtvolumeneliminiert,waszu einerweiterenKonvergenzbe-

schleunigungführt.

Am Beispieleiner3-D SimulationeinesSchlaufenreaktorsmit 140000Stützstellenwurde

gezeigt,daßdasTwo-Fluid-ModellunddasDrift-Flux-Modell mit Boussinesq-Approxima-

tion sehrähnlicheErgebnisseliefern,wobeidie erforderlicheRechenzeitbeimEinsatzdes

Drift-Flux-ModellsumeinenFaktor48kürzerausfiel.

Die Bedeutungder einzelnenKräfte für die Blasenbewegung wurdenanhandder Bewe-

gungsgleichungfür die Einzelblaseseparatuntersucht.Eswurdegezeigt,daßdie einzigen

relevantenKräftedieDruckkraftunddieWiderstandskraftsind,wobeinursolcheKräfteals

relevantbezeichnetwurden,
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- derenExistenzexperimentellnachgewiesenist und

- derenBerücksichtigungbei dernumerischenSimulationeinenbedeutendenEinfluß

aufdieErgebnissehat.

Ein Vergleichvon unterschiedlichenAnsätzenfür denWiderstandsbeiwerthatgezeigt,daß

für dasWasser/Luft-Systemdie EndgeschwindigkeitderGasblasenfür Blasendurchmesser

von
#%(:(

bis
9'(5(

in einemengenBereichzwischen20 und 25 cm/s liegt. Eine große

Unsicherheitbetrifft allerdingsdasWiderstandsverhaltender Blasenim Schwarm.In der

Literaturwird sowohl vonderAbnahmealsauchvonderZunahmederSchwarmgeschwin-

digkeitmit zunehmendemGasgehaltberichtet.

DaskomplexesteProblemstellt die Modellierungder Turbulenzin einemZweiphasensy-

stemdar. Am Beispieleiner lokal begastenBlasens̈aulewurdegezeigt,daßohneBerück-

sichtigungdesTurbulenzeinflussesmit zunehmenderGitterfeinheitmehrundmehrWirbel

aufgel̈ostwerdenundkeineGitterkonvergenzerzieltwird. Deshalbwurdein einemersten

Schrittzur BeschreibungderTurbulenzin Zweiphasensystemendaseinphasigei - j -Modell

eingesetzt.

Ein Modell,dasbeiderBeschreibungderaufdieGasblasewirkendenKräftenurdieDruck-

kraft unddie Widerstandskraftber̈ucksichtigtbzw. einekonstanteBlasenschlupfgeschwin-

digkeit von 20 cm/s annimmtund die turbulentenTermemit Hilfe deseinphasigeni - j -
Modells beschreibt,wurdeals Basismodellbezeichnet.DiesesBasismodellwurdean un-

terschiedlichenKonfigurationenvon lokal begastenBlasens̈aulen,Schlaufenapparatenund

gleichm̈aßigbegastenBlasens̈aulengetestet.

Bei lokal begastenBlasens̈aulenhandeltees sich um Zweiphasenströmungenmit einem

niedrigenGasgehalt(1-2%),wobeidie Gasphasenur in einemrelativ kleinenBereichder

Apparaturvorhandenwar. Der EinsatzdesBasismodellszur Berechnungvon station̈aren

und instation̈arenBlasenstr̈omungenhat in allen Testf̈allen zu einersehrgutenÜberein-

stimmungzwischenMeßdatenund Simulationgeführt. Wichtige Voraussetzungwar, daß

dieSimulationendreidimensionalundaufeinemhinreichendfeinennumerischenGittermit

derTVD-DiskretisierungderKonvektionstermedurchgef̈uhrtwurden.In Vergleichssimula-

tionenmit unterschiedlichenWertenderSchlupfgeschwindigkeit(20 und25cm/s)hatsich

gezeigt,daßdie VariationderSchlupfgeschwindigkeitnur wenigEinflußauf die Simulati-

onsergebnissebesitzt.

Im FallevonflachenSchlaufenreaktorenwurdeneinigeTestf̈allemit einemebenfallsmode-

ratenGasgehaltuntersucht.Die Gasblasenverteilensichdiesmalallerdingsüberdengesam-

tenQuerschnittdesRisersund übeneinenbetr̈achtlichenEinflußauf die Turbulenzin der

flüssigenPhaseaus.In diesemFall konntemit demBasismodellzwareinegutequalitative
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Übereinstimmungmit denExperimentenerzieltwerden,einequantitativeÜbereinstimmung

derSimulationsergebnissemit denMeßdatenwurdejedocherstnacheinerErweiterungdes

Basismodellsdurchzus̈atzlicheTermezur Beschreibung der blaseninduziertenTurbulenz

(BIT) erreicht.Dabeiwurde festgestellt,daßdie Simulationsergebnissesehrempfindlich

gegen̈ubereinerVariationderin denzus̈atzlichenBIT-TermenenthaltenenModellkonstan-

tenreagieren,sodaßeinEinsatzderBIT-Termefür eineApriori-BerechnungvonZweipha-

senstr̈omungenmit großenUnsicherheitenverbundenist. Vergleichssimulationenmit unter-

schiedlichenWertenderSchlupfgeschwindigkeithabengezeigt,daßdie Simulationsergeb-

nisseauf die ÄnderungdiesesParametersinsbesonderedannempfindlichreagieren,wenn

derBegasermit einerhohenGeschwindigkeitseitlichüberstr̈omtwird. In einemsolchenFall

bestimmtdieHöhederSchlupfgeschwindigkeitdieSẗarkederhorizontalenAuslenkungdes

Blasenschwarmes.

Eswurdebereitserwähnt,daßbeimAufbaudesmathematischenModellsdieAnnahmege-

troffen wurde,daßderAnteil derGasphaseamGesamtvolumenmoderatist und lokal die

5%-Grenzenichtwesentlichbzw. nuranwenigenStellenim Reaktorübersteigt.DerGrund

für dieseEinschr̈ankungliegt darin, daßab einemGasgehaltvon 5% die Blasenwechsel-

wirkungensehrstarkzunehmen.Dasbetrifft nicht nur die erḧohteKoaleszenzwahrschein-

lichkeit undBildung von größerenBlasen,sondernaucheinestarkenichtlineareWechsel-

wirkungderblaseninduziertenundscherinduziertenTurbulenz,sowie eineVeränderungdes

Wiederstandsverhaltensvon Blasenclusternim Vergleich zu Einzelblasen.Die bishervor-

handenenexperimentellenDatensindzumTeil widerspr̈uchlichundreichennicht aus,um

die obengenannteEffektezuverlässigabzuscḧatzen.Somitlassensichdie praxisrelevanten

Strömugenmit hoherGasbelastungmit deraktuellenModellversionnochnicht zuverlässig

berechnen.Die zufriedenstellendenSimulationsergebnissebeiderBerechnungvonBlasen-

strömungenmit einemniedrigenGasgehalt,die in dieserArbeit präsentiertwurden,lassen

jedochhoffen,daßauchin praxisrelevantenStrömugenmit hoherGasbelastunggenaueBe-

rechnungenmöglich seinwerden,sobaldausreichendDatenmaterialzur Beschreibungder

bis jetztnochnichtgenauverstandenenPḧanomenenvorliegt. Dabeikönnenentsprechende

Datensowohl ausgezieltenExperimentenoderauchausderDirektenNumerischenSimu-

lationstammen.

Die im letztenKapitel präsentiertenSimulationsergebnissefür gleichm̈aßigbegasteBla-

sens̈aulenzeigen,daßbereitsmit deraktuellenModellversiondassehrkomplexeStrömungs-

verhaltenin diesenApparatenzumindestqualitativ korrekt wiedergegebenwerdenkann.

Die starkeAbhängigkeitderSimulationsergebnissevoneingesetztenBIT-Modellparametern

zeigtjedoch,daßdie Entwicklungvon zuverlässigenundausreichendvalidiertenModellen

für turbulenteEffekteeinedringendeVoraussetzungfür diemodellgesẗutztenumerischeSi-

mulationpraxirelevanterBlasenstr̈omungenist.
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Anhang A

AusgelagerteBeweisezu einzelnen
Theoremen

A.1 BeweisdesTheorems3

Essei
�

einemonotoneGitterfunktionmit
� ������� � � für alle

C
und � � 	 � �t�[� , danngilt� � 	 � � � ��� � ��� 
 �n  � ��� (A.1)

mit �¢¡ �¤£ � ¥§¦©¨��ª ¡ � � � � (A.2)

Wir werdenzun̈achstannehmen,daßfür
�;�;«¬� 	 � � gilt��¡ � � ��¡ � � (A.3)

Darausfolgt, daß � � 	 � � � ��� � ��� 
 �f  � ��� (A.4)

ist. Auf deranderenSeitefolgt ausderTVD-Eigenschaft,daß� � 	 � �t­ � � 	 � � �$��� � ��� 
 �   � ��� (A.5)

undsomit � � 	 � � � ��� � ��� 
 �n  � ��� (A.6)

ist. JedeMonotonie-Verletzungin
�

würdeallerdingszu einerhöherentotalenVariation

führenundist somitnichtmöglich.
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Wir müssennochdie vorhergetroffeneAnnahme(A.3) überpr̈ufen.Hier kommt die Lip-

schitz-StetigkeitderFunktion
« 	 �n®¯C 
5� *0# � insSpiel.Wir erinnernuns,daßdernumerische

Konvektionsstromvon einerendlichenAnzahl der ElementedesVektors
�

abḧangt,die

um dasElement
� �

”
zentriert“ sind. Wir nehmen an, daß diese Elemente IndizesCM°±C � v C�°²CD³ v �§�©� v C�°´C�� haben,wobei

C � v �§�©� v Cµ� sowohl negativ alsauchpositiv seinkönnen.

Aus (1.53)folgt dann��� � � 
 � � ��� �·¶ F¶¹¸ o�º�« 	 �¬®VC�° � *
# �?
 « 	 �¬®VC 
>� *
# � º­ ¶ F¶¹¸ o »¼�½ �©¾�¿ �]ÀÁ¿ÃÂÃÂÃÂÃ¿ ��Ä�Å ¼ oPº�� ��� ¼ ��� 
 � ��� ¼ º � (A.7)

Hier bezeichnenÅ ¼ die Lipschitz-Konstanten.Wegen � � 	 � �¬�Æ� gilt
º�� ����� 
 � � ºÈÇ � ,

wenn
CÉÇ Ê � . Deshalbführtein Grenz̈ubergang

C�Ç Ê � in (A.7) zu (A.3). Ë
A.2 BeweisdesTheorems4

Wir schreibendenAusdruck(1.141)für Indizes
CP° � und

C
aufundbildendieDif ferenzaus

beiden: � ����� � � ����� 
 r � 	 � �Ì��� 
 � � � °>Í ����� 	 � ��� ³ 
 � ����� �
� � � � � 
 r �   � 	 � � 
 � �   � � °>Í � 	 � ����� 
 � � �
	 � ����� 
 � � � � 	 � ����� 
 � � ��
 r � 	 � ����� 
 � � � ° r �   � 	 � � 
 � �   � �° Í �Ì��� 	 � ��� ³ 
 � �Ì��� ��
 Í � 	 � ����� 
 � � �

bzw.	Á� ° r � °²Í � �V	 � ����� 
 � � � � 	 � ����� 
 � � � ° r �   � 	 � � 
 � �   � � °>Í ����� 	 � ��� ³ 
 � ����� � �
Darausfolgt wegen(1.142,1.143)	�� ° r � °>Í � � º�� ����� 
 � � º ­ º � ����� 
 � � º° r �   � º�� � 
 � �   � º�°>Í ����� º�� ��� ³ 
 � �Ì��� º � (A.8)
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Wir summierendie Ungleichung(A.8) von
C � bis

C ³
(
C � � C ³ ) auf und streichendie auf

beidenSeitendoppeltauftretendenTerme:� ½ �]À»� ½ �©¾ º�� �Ì��� 
 � � º�° r �"À º�� �"À���� 
 � �"À º�°>Í �©¾ º�� �§¾���� 
 � �§¾ º ­� ½ �]À»� ½ �©¾ º � ����� 
 � � º�° r �§¾   � º�� �©¾ 
 � �§¾   � º�°>Í �"À���� º�� �]À�� ³ 
 � �]ÀÁ��� º (A.9)

Ein Grenz̈ubergang
C � Ç 
�� ,

CD³ÎÇ ° � führtwegen(1.142,1.143,1.144)zu� ½ ���»� ½   � º�� ����� 
 � � º ­ � ½ ���»� ½   � º � ����� 
 � � º �
DasentsprichtgenauderDefinitioneinesTVD-Verfahrens.Ë
A.3 BeweisdesTheorems6

MankanndenlokalenAbbruchfehlerÅ l�Ï�Ð 	 ¶Ñ¸ � desVerfahrens(1.153)folgendermaßendar-

stellen:

Å l�ÏÁÐ 	 ¶¹¸ � � Å�Ò Ð � 	 ¶Ñ¸ �° H# ¶Ñ¸ 	Á	Ó� �Ì��� 
´� � �V	DÔ�Õ?
>�
��
Ö	Ó� � 
×� �   � �V	ÓÔ � 
Ö�b�Á� �)Ø ½ � v (A.10)

wobei Å Ò Ð � 	 ¶Ñ¸ � denlokalenAbbruchfehlerdesCDS-Verfahrensbezeichnet(1.103).Dadas

CDS-Verfahrendie Approximationsordnung2 hat(s. (1.105)),reichteszu zeigen,daßfür

Å�Ù £ � H# ¶¹¸ 	�	D� ����� 
Ú� � �V	DÔ�Õ?
Ö�b��
Ö	Ó� � 
´� �   � �V	DÔ � 
²�b�Á� �)Ø ½ � (A.11)

gilt

Å Ù �;Û 	 ¶Ñ¸ ³ � � (A.12)

Die Taylorentwicklungvon � �   � , � ����� führtzu

Å Ù � H# ¶Ñ¸ÝÜfÞ � ° ¶¹¸ � � ° ¶¹¸ ³# � �V� °²Û 	 ¶¹¸ � ��
×��ß+	ÓÔ Õ 
Ö�b�
 Þ �Ñ
´� ° ¶¹¸ � � 
 ¶Ñ¸ ³# � �V��°>Û 	 ¶Ñ¸ � �DßÝ	DÔ � 
Ö�
�)à
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bzw.

Å�Ù � H #�á � � 	DÔ�Õ?
´Ô � � ° ¶Ñ¸# � �V� 	Á	DÔ�Õ?
Ö�b� ° 	DÔ � 
Ö�b���Dâ °²Û 	 ¶Ñ¸ ³ � �
Für (A.12) reichteszuzeigen,daßÔ�Õ?
²� �.Û 	 ¶¹¸ � v Ô � 
>� �.Û 	 ¶¹¸ � (A.13)

und Ô�Õ?
´Ô � �.Û 	 ¶Ñ¸ ³ � � (A.14)

gilt.

Wegen � � 	 ¸ v FV�hã�.� existiertein äæå � und ¶Ñ¸Pç å � , sodaßfür alle ¶¹¸ � ¶¹¸Pç gilt:º �È	 ¸ Ê ¶¹¸ v FV�è
´�L	 ¸ v FV� º å[ä ¶¹¸ � (A.15)

Wir könnendaherannehmen,daß é � und é Õ für hinreichendkleine ¶Ñ¸ wohldefiniertsind,

und Ô � � Ô�	 é � � bzw. Ô�Õ � Ô�	 é Õ-� in die Bedingungen(A.13,A.14) einsetzen.

Eswird zun̈achstdieBedingung(A.13) gepr̈uft. Für hinreichendkleine ¶Ñ¸ gilt é Õ � � , und

esfolgt ausdenVoraussetzungendiesesTheorems:º Ô�Õ?
Ö� º¤� º Ô�	 é ÕV��
´ÔÉ	��b� º ­ Å o�º é Õ�
Ö� º4�
� Å o ����� � � 
Ú� �   �� ����� 
´� � 
Ö� ����� �)Ø ½ � � Å o ����� # � � 
´� �   � 
Ú� ������ ����� 
×� � ����� �)Ø ½ � ­
­ Åä ¶¹¸ o ����� # �¹
´� ° ¶¹¸ � � 
 ¶Ñ¸

³# � �V� 
´�Ñ
 ¶¹¸ � � 
 ¶¹¸ ³# � �V� °>Û 	 ¶¹¸ � � ����� �� Åä ¶¹¸ o���� ¶Ñ¸ ³ � �V��°²Û 	 ¶Ñ¸ � � ��� �;Û 	 ¶¹¸ � �
Hier bezeichnetÅ die Lipschitz-Konstante.Die zweiteHälfte derBedingung(A.13) sowie

die Bedingung(A.14) könnenanalogüberpr̈uft werden.Ë
A.4 BeweisdesTheorems7

1. SetztmandieFunktion ê 	 é � � ÔÉ	 é � * é in die Ungleichungen(1.189)ein,soerḧalt man� ­ #�° Ô�	 é Õ �é Õ 
´ÔÉ	 é � �?­ r (A.16)
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DieseUngleichungenstimmenjedochmit Bedingungen(1.171)überein,dieunterdenVor-

aussetzungendesTheorems5 erfüllt sind.

2. Setztmanstattdessenê 	 é � � Ô¬	Á� * é � in dieUngleichungen(1.189)ein,soerḧalt man� ­ #�° Ô á �é Õ â 
´Ô á �é � â é � ­ r (A.17)

Einfachheitshalberersetzenwir � * é Õ durch é Õ und � * é � durch é � :� ­ #�° Ô�	 é ÕV��
 ÔÉ	 é � �é � ­ r (A.18)

Aus(1.156,1.157,1.173)folgt nun:#�° ÔÉ	 é Õ)��
 ÔÉ	 é � �é � � #�° Ô�	 é ÕV��
 # é �é � � Ô�	 é Õ-� � � (A.19)

Auf deranderenSeitegilt wegen(1.156,1.157,1.172):#�° Ô�	 é ÕV��
 ÔÉ	 é � �é � ­ #�° ÔÉ	 é ÕU�t­ 2 � (A.20)

DasTheoremist bewiesen.Ë
A.5 BeweisdesTheorems8

Wir definierenzun̈achstanalogzu
� � die Geschwindigkeit

� Õ am rechtenRanddes
C
-ten

Volumenelements: � Õ £ � �# 	 � � °²� �Ì��� � � (A.21)

Wir werdennun dasresultierendeTVD-Verfahrenin Form (1.141)darstellenund zeigen,

daßdieUngleichungen(1.142)und(1.143)erfüllt sind.Die konkreteDarstellungdesresul-

tierendenTVD-Verfahrenshängtvon denVorzeichender Werte
� � und

� Õ ab. Es müssen

daher4 Fälleber̈ucksichtigtwerden.

Fall 1:
� � å � , � Õ å � .

DieserFall wurdebereitsbeiderBehandlungderpositivenLösungsfunktionber̈ucksichtigt

(s.(3.39)).

Fall 2:
� � � � , � Õ � � .
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Analogzu(3.39)gilt in diesemFall:� � � � � 
 	 � ����� °>� � � ¶ F2 ¶¹¸ Þ # 
ÚÔÉ	 é Õ � ° Ô�	 é � �é � ß 	 � ����� 
 � � �� � � ° º�� Õ º ¶ F# ¶¹¸ Þ # 
´Ô�	 é Õ � ° ÔÉ	 é � �é � ß 	 � ����� 
 � � � (A.22)

Dasentspricht(1.141)mitr �   � � �Í � � º�� Õ º ¶ F# ¶¹¸ Þ # 
´Ô�	 é ÕV� ° ÔÉ	 é � �é � ß (A.23)

Damitdie Bedingung(1.143)erfüllt ist, müssenfolgendeUngleichungengelten� ­ # 
´Ô�	 é Õ � ° ÔÉ	 é � �é � ­ Í � (A.24)

UnterdenVoraussetzungendesTheorems5 kanndie Gültigkeit dieserBedingungenvöllig

analogzu(1.171)gezeigtwerden.

Fall 3:
� � å � , � Õ � � .

Einsatzvon (3.44)in die Finite-Volumen-Formulierung(3.29)führt in diesemFall zu fol-

genderDiskretisierungderBurger-Gleichung:� � 
 � �¶ F ° �³ � ³����� 
¤ë-ì³ o�í ÀØ�î ¾   í ÀØ³ 
 �³ � ³�   � 
¤ë-ï³ o�í ÀØ   í ÀØÌð ¾³¶¹¸ �.�
(A.25)

bzw. (vorausgesetzt,daßé � und é Õ wohldefiniertsind):� � � � � 
 ¶ F# ¶Ñ¸ Þ � ³����� 
 ÔÉ	 é Õ �# 	 � ³����� 
 � ³� ��
 � ³�   � 
 ÔÉ	 é � �# 	 � ³� 
 � ³�   � � ß (A.26)

EineAddition undSubtraktionvon Ù l³ Ù � o'� ³� auf derrechtenSeiteführtzu:� � � � � 
 ¶ F# ¶¹¸ Þ � ³����� 
 � ³� 
 ÔÉ	 é Õ �# 	 � ³����� 
 � ³� � ß
 ¶ F# ¶¹¸²Þ � ³� 
 � ³�   � 
 ÔÉ	 é � �# 	 � ³� 
 � ³�   � � ß (A.27)

bzw. � � � � � 
 ¶ F2 ¶Ñ¸ o 	 # 
ÚÔÉ	 é Õ-�Á� o 	 � ³����� 
 � ³� �
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 ¶ F2 ¶Ñ¸ o 	 # 
ÚÔÉ	 é � ��� o 	 � ³� 
 � ³�   � �
� � � ° º�� Õ º ¶ F# ¶¹¸ o 	 # 
´ÔÉ	 é ÕV�Á� o 	 � ����� 
 � � �
 � � ¶ F# ¶¹¸ o 	 # 
´Ô�	 é � �Á� o 	 � � 
 � �   � � (A.28)

Dasentspricht(1.141)mit r �   � � � � ¶ F# ¶¹¸ o 	 # 
´ÔÉ	 é � ���Í � � º�� Õ º ¶ F# ¶¹¸ o 	 # 
´Ô�	 é ÕV�Á� (A.29)

Dafür alleTVD-Limiter gilt � ­ÖÔÉ	 é �t­ # v (A.30)

sinddieBedingungen(1.142)und(1.143)desHarten-Theoremserfüllt.

Fall 4:
� � � � , � Õ å � .

Einsatzvon(3.44)in (3.29)führtzu:� � 
 � �¶ F ° �³ � ³� ° ë-ì³ o í ÀØ�î ¾   í ÀØ³ 
 �³ � ³� ° ë)ï³ o í ÀØ   í ÀØ"ð ¾³¶¹¸ �Ö� � (A.31)

bzw. � � � � � 
 ¶ F# ¶Ñ¸ Þ ÔÉ	 é Õ)�# 	 � ³����� 
 � ³� � ° Ô�	 é � �# 	 � ³� 
 � ³�   � � ß (A.32)

Darausfolgt� � � � � 
 ¶ F2 ¶¹¸ o Ô�	 é Õ-� o 	 � ³����� 
 � ³� ��
 ¶ F2 ¶Ñ¸ o Ô�	 é � � o 	 � ³� 
 � ³�   � �
� � � 
 � Õ ¶ F# ¶Ñ¸ o Ô�	 é Õ � o 	 � ����� 
 � � � ° º�� � º ¶ F# ¶Ñ¸ o ÔÉ	 é � � o 	 � � 
 � �   � �

Dasentspricht(1.141)mit r �   � � 
 º�� � º ¶ F# ¶¹¸ o Ô�	 é � �Í � � 
 � Õ ¶ F# ¶Ñ¸ o Ô�	 é ÕV� (A.33)
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Damit die Bedingungen(1.142)und(1.143)desHarten-Theoremserfüllt sind,mußin die-

semFall ÔÉ	 é � � � ÔÉ	 é ÕU� �.� gelten.

Aus (3.45,3.46)folgt wegen
� � � � :

é � � � ³����� 
 � ³�� ³� 
 � ³�   � � � ����� 
 � �� � 
 � �   � o � Õ� � (A.34)

Der letzteBruchaufderrechtenSeiteist wegendergetroffenenAnnahme(
� � � � , � Õ å � )

negativ. Gilt
� �   � � � � � � �Ì��� , soist í Ø�î ¾   í Øí Ø§  í Ø"ð ¾ positiv, unddamit é � � � . In diesemFall giltÔ�	 é � � �.� .

Liegt der Wert
� � nicht innerhalbdesIntervalls 	 � �   � v � ����� � , so ist é � å � , und die Be-

dingung(1.142)ist nicht erfüllt. Man beachte,daßin diesemFall
� � die Stelledeslokalen

ExtremumsderGitterfunktionist. Bei derTVD-Diskretisierungder linearenKonvektions-

gleichungwurdein derNähesolcherStellendasUpwind-Verfahren1.Ordnungeingesetzt.

Wir könnenauchim Falle derBurger-Gleichungähnlichvorgehen,wofür eineleichteMo-

difikation in derDefinitionderGrößeé � notwendigist:

é ��£ � ��ñ�°>��ñ   �� � °>� �   � o�¨5òbó Þ ��ñ 
 ��ñ   �� � 
 � �   � v � ß � (A.35)

DurchdieseModifikationwird erreicht,daßim Falle
� � � � , � Õ å � dieBedingungÔ�	 é � � ��

undsomit(1.142)erfüllt ist. Aus Symmetriegründenist auch ÔÉ	 é Õ � �=� undesgilt somitÍ � �.� . Ë
Man kannleicht zeigen,daßdie Modifikation (A.35) keinenEinflußauf denNachweisder

TVD-Eigenschaftin Fällen 1 bis 3 hat, da die neueDefinition von é � restriktiver als die

alte ist (d.h. denUpwind-Stromnochsẗarkergewichtet). Man beachte,daßin Bereichen

mit positiverbzw. negativerLösungsfunktiondie lokalenExtremstellenvon ô � �µõ und ô � ³� õ
übereinstimmen,so daßbeideDefinitionen— (3.45)und (A.35) — zum selbenWert des

GewichtungsfaktorsÔ � führen.Die Unterschiedeergebensich nur in einemeherseltenen

Fall, daßein VorzeichenwechselderLösungsfunktionin derNäheder lokalenExtremum-

stellestattfindet.

A.6 BeweisdesTheorems9

Wir wollenuntersuchen,obdasresultierendeSlope-Limiter-VerfahrendieTVD-Eigenschaft

hat. Wir beschr̈ankenuns diesmalauf den Fall einer positiven Lösungsfunktion,so daß� � å � und
� Õ å � gilt. Einsatzvon(3.47)in dieFinite-Volumen-Formulierung(3.29)führt
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zu folgenderDiskretisierungderBurger-Gleichung:

ö�÷5ø 	�ùèúµû�ü?ýf
ÚþÎÿ��´ÿ��0ý��'� £� � 
 � �¶ F ° �³�� � � ° Ô�Õ í Ø�î ¾   í Ø³ � ³ 
 �³	� � �   � ° Ô � í Ø§  í Ø"ð ¾³ � ³¶¹¸ �.� � (A.36)

Darausfolgt (vorausgesetzt,daß é � und é Õ wohldefiniertsind):� � � � � 
 ¶ F# ¶¹¸ Ü á � � ° Ô�	 é Õ-� � �Ì��� 
 � �# â ³ 
 á � �   � ° ÔÉ	 é � � � � 
 � �   �# â ³ à
� � � 
 ¶ F# ¶¹¸ á � � ° Ô�	 é ÕV� � ����� 
 � �# °>� �   � ° ÔÉ	 é � � � � 
 � �   �# â oo á � � ° Ô�	 é Õ � � ����� 
 � �# 
 � �   � 
´Ô�	 é � � � � 
 � �   �# â
� � � 
 ¶ F2 ¶¹¸ Ü � � °²� �   � ° � � 
 � �   �# Þ ÔÉ	 é Õ-�é Õ ° Ô�	 é � � ß�à oo Þ # 
ÚÔ�	 é � � ° Ô�	 é Õ-�é Õ ß 	 � � 
 � �   � � (A.37)

Dasentspricht(1.141)mitr �   � � ¶ F2 ¶Ñ¸ÝÜ � � °>� �   � ° � � 
 � �   �# Þ Ô�	 é Õ-�é Õ ° ÔÉ	 é � � ßwà o Þ # 
´Ô�	 é � � ° Ô�	 é ÕV�é Õ ßÍ � � �
UnterdenVoraussetzungendesTheorems5 geltendie Ungleichungen(1.171).Damit die

Bedingung(1.142)erfüllt ist, reichtesdeshalbzuzeigen,daßderAusdruck


 £ � Ü � � °>� �   � ° � � 
 � �   �# Þ Ô�	 é Õ-�é Õ ° ÔÉ	 é � � ß à (A.38)

nicht negativ ist. Unter den gemachtenVoraussetzungengilt
� � °Ú� �   � å � sowie	DÔ�	 é ÕV� * é Õ ° ÔÉ	 é � ��� � � , sodaß



nur dannnegativ seinkann, wenn

� � 
 � �   � � � ist. In

diesemFall folgt ausÔÉ	 é �?­ # :


 � Ü � � °²� �   � ° � � 
 � �   �# Þ Ô�	 é ÕV�é Õ °´# ß¢à
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� Ü #x� � ° � � 
 � �   �# o ÔÉ	 é Õ)�é Õ à £ � 
 � (A.39)

Wir unterscheidennun3 Fälle.

Fall 1: é Õ � � .
Esgilt ÔÉ	 é ÕV� �.� undsomit


 � 
 � �Ö#4� � å � � (A.40)

Fall 2:
� � é Õ��;� .

Die Ungleichung
� � é Õ bedeutet � � � � 
 � �   �� ����� 
 � � �

Wegen
� � 
 � �   � � � gilt auch

� ����� 
 � � � � . AusderUngleichungé Õh�;� folgt nun:é Õ � � � 
 � �   �� ����� 
 � � �;� ���� �   � 
 � � � � � 
 � ����� ���� ����� � #x� � 
 � �   � �
Auf der anderenSeite folgt aus

� � é Õ×�A� sowie (1.172,1.173)die UngleichungÔ�	 é Õ-�t­ # é Õ undsomit


 � 
 � ��
 #x� � ° � � 
 � �   �# o
#��/� 1 � � 
 � �   � å � � °²� ����� å � (A.41)

Fall 3: é Õ å � .
Aus (1.172,1.173)folgt, daßin diesemé Õ -BereichÔÉ	 é ÕV�t­ # ist, unddeshalb


 � 
 � � 
 #x� � ° � � 
 � �   �é Õ � �.#4� � °²� ����� 
 � � �;� � °>� ����� å �
Wir habensomit gezeigt,daßim Falle einer positiven Lösungsfunktiondaskonstruierte

Slope-Limiter-VerfahrenunterdenVoraussetzungendesTheorems5 die TVD-Eigenschaft

besitzt. Ë
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Reactors:Gas-LiquidFlow andChemicalReaction.Chem.Eng.Sci.,Vol. 56, No.1,

239-246,2001.

[72] Lapin,A.: Privatecommunication.

[73] Launder, B.E. and Spalding,D.B.: MathematicalModelsof Turbulence. Academic

Press,London,1972.

[74] Lax, P.D.: HyperbolicSystemsof ConservationLawsandtheMathematicalTheoryof

Shock Waves.SIAM Publications,Philadelphia,1973.

[75] Leister, H.-J., Peric,M.: VectorizedStrongly Implicit SolvingProcedure for Seven-

DiagonalCoefficientMatrix. Int. J.HeatFluid Flow, Vol. 4, 159-172,1994.

[76] Leonard,B.P: A StableandAccurateConvectiveModellingProcedureBasedonQua-

dratic UpstreamInterpolation.Comp.Methodsin Appl. Mech. and Eng., Vol. 19,

59-98,1979.

[77] LeVeque,R.J.:NumericalMethodsfor ConservationLaws.BirkhäuserVerlag,Basel,
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andDimensionlessLiquidVolumetricFluxonLateral Motionofa Bubblein a Laminar

DuctFlow. Proc.2ndInt. Conf.MultiphaseFlow, Kyoto,PD1,11-18,1995.

[123] Tomiyama,A.: Strugglewith ComputationalBubbleDynamics.Proceedingsof Third

Int. Conf. MultiphaseFlow, ICMF 1998, Lyon, France,June8-12, 1998 (on CD-

ROM).

[124] Torvik, R. andSvendsen,H.F.: Modelling of Slurry Reactors:A FundamentalAp-

proach. Chem.Eng.Sci.,Vol. 45,2325-2332,1990.

[125] Tryggvason,G.,Bunner, B.,Esmaeeli,A. andMortazavi, S.: DirectNumericalSimu-

lationsof DispersedFlows.Proceedingsof Third Int. Conf. MultiphaseFlow, ICMF

1998,Lyon,France,June8-12,1998(onCD-ROM).

[126] Tsuchiya,K., Furumoto,A., Fan,L.-S.andZhang,J.: SuspensionViscosityandBub-

ble RiseVelocity in Liquid-Solid FluidizedBeds.Chem.EngngSci., Vol.52, 3053-

3066,1997.

[127] van denAkker, H.E.A.: MomentumEquationsin DispersedTwo-PhaseFlows. In:

Encyclopediaof Fluid Mechanics,Vol.3,N. P. Charemisinoff (Edt.),Gulf Publishing,

Houston,U.S.A,371-400,1986.

[128] vanLeer, B.: TowardstheUltimateConservativeDifferenceScheme. II. Monotonicity

and ConservationCombinedin a SecondOrder Scheme. J. Comput.Phys.,Vol. 14,

361-370,1974.

[129] vanLeer, B.: Towards theUltimateConservativeDifferenceScheme. IV. A New Ap-

proach to NumericalConvection.J.Comput.Phys.,Vol. 23,276-299,1977.

[130] Wachi,S.,Yates,J.G.:Commentson Modellingof Slurry Reactors:A Fundamental

Approach. Chem.Eng.Sci.,Vol.46,1528-1529,1991.



360 LITERATURVERZEICHNIS

[131] Wang,S.K., Lee, S.J.,JonesJr., O.C., Lahey. Jr., R.T.: 3-D TurbulenceStructure

andPhaseDistribution Measurementsin BubblyTwo-PhaseFlows.Int. J.Multiphase

Flow, Vol. 13,327-343,1987.

[132] Wesselingh,J.A.:TheVelocityof Particles,DropsandBubbles.Chem.Eng.Process.,

Vol. 21,9-14,1987.

[133] Whitham,G.: LinearandNonlinearWaves.Wiley-Interscience,London,1974.

[134] Yadigaroglu,G.,Lahey Jr., R.T.: OntheVariousFormsof theConservationEquations

in Two-PhaseFlow. Int. J.MultiphaseFlow, Vol. 2, 477-494,1976.

[135] Yee,H.C.: Constructionof Explicit andImplicit SymmetricTVD SchemesandTheir

Applications.J.Comput.Phys.,Vol. 68,151-179,1987.


