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Zusammenfassung 
Zur Einwölbung langer rechteckiger Räume wurden im Barock vorzugsweise zy-
lindrische Tonnengewölbe verwendet. Im Bereich der im Regelfall hochgezogenen 
Fenster wurden Stichkappen angeordnet. Im Bild 1.1 ist die Untersicht eines Ton-
nengewölbes mit Stichkappen als Foto dargestellt. 
Mit zunehmendem Alter treten immer mehr Schäden an solchen Bauwerken auf. 
Die Beurteilung ihrer Standsicherheit ist Aufgabe des Bauingenieurs. Da über das 
Tragverhalten von Tonnengewölben mit Stichkappen keine Veröffentlichungen zur 
Verfügung stehen, bedient man sich der Erfahrungen früherer Generationen und 
arbeitet mit der Methode der Stützlinien. Auf der „sicheren Seite liegend“ werden 
die Stichkappen dabei vernachlässigt und die Größe der Spannweite mit dem Ab-
stand zwischen den gegenüber liegenden Trompenoberkanten gleichgesetzt. Eine 
Überprüfung dieser Annahme erfolgte bis heute nicht. 
Das Ziel dieser Arbeit ist, den Tragmechanismus zylindrischer Tonnengewölbe mit 
Stichkappen zu untersuchen und den Einfluss der Stichkappen in seinen Grund-
zügen zu ermitteln. 
Im Kapitel 1 ist die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit, der Kenntnisstand zu Be-
ginn der Ausarbeitung sowie die Vorgehensweise vorgestellt. 
Seit die Statik als Wissenschaft existiert, wurden Versuche unternommen, das 
Tragverhalten von unterschiedlichen Gewölben zu erklären. In manchen Fällen 
wurden statische Überlegungen auf einem sehr hohen Niveau angestellt und ein-
gesetzt, wie es Castigliano bei der Planung der Ponte Mosca Brücke tat [Heyman, 
1988], die nachher Jahrhunderte lang nicht mehr angewendet wurden. Nur die 
Methode der Stützlinie setzte sich im Laufe der Zeit durch. Ihr Einsatz zur Unter-
suchung unterschiedlicher Einwölbungen verfeinerte sich mit der Zeit immer mehr. 
Bis zu Beginn der 80er Jahre des XX. Jahrhunderts erschienen Nachschlagewer-
ke über den Einsatz der Stützlinienmethode bei Kreuzgewölben. 
In den vergangenen zwei Jahrzehnten etablierten sich numerische Verfahren, die 
Untersuchungen von Mauerwerkskonstruktionen unter Berücksichtigung der Riss-
bildung ermöglichten. Wissenschaftliche Abhandlungen über das Tragverhalten 
gotischer Kreuzgewölbe [Barthel, 1991] und über den Zusammenhang von Form 
und Tragwirkung im Gewölbebau [Trautz, 1998] sind erschienen. Aber nur in einer 
Fallstudie wird das Tragverhalten einer abschnittsweise gelagerten Tonne in den 
Einzelheiten untersucht. Hinweise oder eine brauchbare Analogie zum Tragverhal-
ten von Tonnengewölben mit Stichkappen lassen sich nicht finden. 
Im Kapitel 2 wird ein kurzer Überblick über die Begriffe im Gewölbebau, über die 
Gewölbearten, die verwendeten Werkstoffe und Bautechniken gegeben. In diesem 
Zusammenhang wird der zu untersuchende Gewölbetyp eingeordnet. 
Um den Einfluss der Werkstoffeigenschaften besser zu verstehen, werden histori-
sche – handgestrichene - Ziegel, Baukalk (Luftkalk) und Mörtel sowie ihre Herstel-
lung im Kapitel 3 vorgestellt. 
Aus der Literatur werden die Parameter ihrer mechanischen Eigenschaften ent-
nommen und das Verformungsverhalten für den gerissenen Zustand durch FE-
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Simulationen von Kleinpfeilerversuchen mittels Zweiphasenmodellen im Kapitel 4 
ermittelt. Dazu wurden sowohl finite Volumenelemente als auch finite Scheiben-
elemente verwendet. 
Über das Last-Verschiebungsverhalten von historischem Mörtel sowie Mauerwerk 
unter Zugbeanspruchung sind keine Literaturstellen bekannt. Deshalb wurde der 
Einfluss der Zugfestigkeit und der Duktilität auf das Tragverhalten durch die Varia-
tion der entsprechenden Parameter berücksichtigt. Zeitabhängiges Materialverhal-
ten wurde nicht untersucht. 
Im Kapitel 5 wurden Untersuchungsergebnisse über das Tragverhalten ebener 
Kreissegmentbögen aus Mauerwerk mit verschiedenen Methoden dargestellt. Es 
wurden Verfahren mit immer stärker verfeinerter Erfassung der Materialeigen-
schaften dargestellt und die Ergebnisse diskutiert:  

- Die Stützlinienmethode, die keine Werkstoffeigenschaften berücksichtigt;  
- Das Stabtragwerkmodell mit linear-elastischen, ausreichend zug- und 

druckfesten Werkstoffeigenschaften.  
- Das Einphasen-Scheibenmodell unter Berücksichtigung der Zugfestigkeit 

bzw. der Rissbildung mit der Rissbandmethode. 
- Das Zweiphasen-Scheibenmodell unter Berücksichtigung der Zugfestigkeit 

bzw. der Rissbildung beider Komponente des Mauerwerks. 
Die mit den dargestellten Methoden gewonnenen Ergebnisse können wie folgt 
zusammengefasst werden: 
Die rein statischen Verfahren geben lediglich Auskunft über den Gleichgewichts-
zustand eines (Bogen-)Tragwerkes. Die Lösung liegt immer auf der sicheren Sei-
te, d.h. die ermittelten Außermittigkeiten stellen eine obere Schätzung dar. Vorteil 
der Methode ist, dass sie entsprechend der Ist-Form eines Bogens über die 
Standsicherheit immer eine zuverlässige Aussage für die Standsicherheit liefert. 
Untersuchungen unter Annahme linear-elastischer, ausreichend zug- und druck-
fester Werkstoffeigenschaften mit einem Stabtragwerkmodell können nur dann 
eingesetzt werden, wenn der Werkstoff den Annahmen weitgehend entspricht. 
Dies ist beim Mauerwerk in der Regel nicht der Fall. Anderenfalls müssen die Ab-
messungen so groß sein, dass im Bogen überall elastische Spannungszustände 
herrschen. Die errechneten Stützlinien und Verformungen gelten sinngemäß nur 
für den ungerissenen Zustand. Der Auflagerschub, unter Annahme eines einge-
spannten Systems, ist mit ausreichender Genauigkeit auch für gerissene Systeme 
verwendbar. 
Beim Einsatz eines Einphasenmodells mit spröden oder duktilen Werkstoffeigen-
schaften unter Berücksichtigung der Rissbildung sind qualitativ bessere Ergebnis-
se zu erwarten. Der Stützlinienverlauf und der Auflagerschub lassen sich damit 
zuverlässig bestimmen. Nach den eigenen Untersuchungen ist der Stützlinienver-
lauf und der Auflagerschub verhältnismäßig unempfindlich gegen „Veränderun-
gen“ der Materialeigenschaften bis zur abgeschlossenen Rissbildung. Die Lage 
der Viertelpunkte nach Heyman wurde bei Bögen mit α=120° und α=150° bestä-
tigt. Bei α=180° weicht der Wert der FE-Berechnung um 3° ab. Das ist 
wahrscheinlich auf den Einfluss von Schubverformungen zurückzuführen.  
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Über die Genauigkeit der errechneten Verformungen kann keine Aussage getrof-
fen werden, da dazu zuverlässige Rechenwerte der Zugfestigkeit und des E-
Moduls sowie genaue Kenntnisse über das Materialverhalten unter Zugbeanspru-
chung (wie die Bruchenergie „GF“) erforderlich sind. Zur Zeit der Durchführung der 
FE-Berechnungen standen diese nicht zur Verfügung.  
Allgemein kann festgestellt werden, dass die Verformungen im gerissenen Zu-
stand – Größenordnung „cm“ - das Mehrfache von den Verformungen im ungeris-
senen Zustand - in der Größenordnung von „mm“ - betragen. Vergleicht man die 
Ergebnisse im gerissenen Zustand mit an bestehenden Bögen bzw. Gewölbe ge-
messenen Verformungen, ergibt sich noch einmal ein Sprung in der Größe der 
Verformungen mit dem Faktor 10 durch zeitabhängiges Materialverhalten [Rehm, 
1995].  
Die für den Zustand „abgeschlossene Rissbildung“ ermittelten Höchstlasten 
(„peaks“) hängen sowohl vom Lösungsverfahren des Gleichungssystems als auch 
von der Schrittgröße bei der Belastung ab. Es muss gegebenenfalls durch mehr-
fache Wiederholung der Berechnung mit anderen numerischen Lösungsmethoden 
und mit direkter Belastungsteuerung geprüft werden, ob eine größere Höchstlast 
erreicht werden kann. 
Zweiphasenmodelle sind die wirklichkeitsnächste Möglichkeit zur Durchführung 
von Standsicherheitsuntersuchungen eines Mauerwerksbogens. Die Lage der 
Stützlinie und die Größe des Auflagerschubs können quantitativ zuverlässig ermit-
telt werden. Die Verformungen sind bei zutreffender Annahme der Werkstoffei-
genschaften zumindest in ihrer Größenordnung richtig. Für die Ermittlung der 
Höchstlast gilt das gleiche wie beim Einphasenmodell. 
In Standsicherheitsuntersuchungen werden Tonnengewölbe mit Stichkappen in 
der Regel als ebene Bogentragwerke modelliert (Bild 6.1). Als Spannweite wird 
der Abstand zwischen den Trompenoberkanten angenommen. Die Untersuchun-
gen in Kapitel 5 zeigen, dass ein gemauerter Bogen mit einem Radius von 
R = 6,0 m, einer Querschnittshöhe von d = 0,15 cm und einem Öffnungswinkel 
von α ≅ 120° unter Eigengewicht gerade noch standsicher ist. Zahlreiche Tonnen-
gewölbe mit gleichem Radius und gleicher Wandstärke haben zwischen den Ge-
wölbeansätzen einen größeren Öffnungswinkel als α = 120°. Sie stehen jedoch 
seit Jahrhunderten. Alle dieser Einwölbungen haben Stichkappen, die mit der 
Haupttonne verbunden sind. 
Die Vermutung liegt nahe, dass Stichkappen eine wesentliche Verbesserung im 
Tragverhalten solcher Einwölbungen darstellen, auch wenn die Vorderkante einer 
Stichkappe nicht durch das aufgehende Mauerwerk gestützt wird. Somit ist ihre 
Vernachlässigung bei statischen Untersuchungen eine zu grobe Näherung auf der 
„sicheren Seite“ und führt unter Umständen zu unnötigen Sicherungsmaßnahmen. 
Im Kapitel 6 wurden Untersuchungen zur Ermittlung des Tragmechanismus von 
Tonnengewölben mit Stichkappen durchgeführt.  
Eingangs wurden FE-Schalenberechnungen unter Annahme eines linear-
elastischen Mauerwerksverhaltens mit dem Programm DIANA durchgeführt. Die 
Wirkung der Stichkappen wurde durch Auswertung einiger Größen untersucht: 
Neben der Außermittigkeit der Druckkraft am Scheitel wurden die Scheitelsenkung 
und der Auflagerschub in Abhängigkeit von Stichkappenlänge und Stichkappenra-
dius ausgewertet. Die Auswertung der ausgewählten Größen zeigen, dass sowohl 
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die Verlängerung der Stichkappen als auch die Vergrößerung ihres Radius eine 
Zunahme der Steifigkeit des Gesamtsystems bewirken. 
Die Analyse aller untersuchten Größen aus den linearen Berechnungen deutet 
darauf hin, dass der Haupttonnenöffnungswinkel „αH“ bei zunehmender Steifigkeit 
der Stichkappe immer mehr vom Öffnungswinkel des statischen Systems der 
Haupttonne abweicht. Dass heißt, dass sich die Spannweite der Haupttonne ver-
kürzt. Demnach verhält sich die Tonne nicht wie ein Bogen mit einem Öffnungs-
winkel, der durch die beiden Trompenoberkanten bestimmt wird (αnom), sondern 
wie ein Bogen mit einem kleineren Öffnungswinkel. Diese Abnahme des Öff-
nungswinkels beträgt bei den untersuchten Modellen ∆α = 10° bis 20°. Dabei ge-
ben Scheitelsenkung und Außermittigkeit an der Scheitelmitte eine untere, die 
Größe des Auflagerschubes eine obere Schätzung von ∆α. 
Im Zuge der nichtlinearen Untersuchungen wurden räumliche FE-Berechnungen 
mit sechs Modellen durchgeführt. Dabei wurden die Tonnengewölbe mit einem 
Netz aus Volumenelementen abgebildet sowie die Rissbildung im Mauerwerk be-
rücksichtigt. Sowohl sprödes als auch duktiles Mauerwerksverhalten wurde bewer-
tet. Wegen der eingeschränkten Rechnerkapazität konnten nur grobe FE-Netze 
untersucht werden. Deshalb sind die Ergebnisse lediglich qualitativ verwertbar um 
Tendenzen zu erkennen. Wegen des groben Netzes wurde auf die Auswertung 
der Außermittigkeiten im gerissenen Zustand verzichtet. Hierzu reichen drei Ele-
mente entlang der Querschnittshöhe nicht aus. Die Verformungen der Systeme im 
gerissenen Zustand wurden aus dem gleichen Grund nicht verglichen wie bei den 
Verformungen der gerissenen Bogentragwerke mit vergleichbaren Parametern in 
den Schalenberechnungen. Ein solcher Vergleich ist nur bei ausreichend feinen 
FE-Netzen sinnvoll.  
Durch die Auswertung der nichtlinearen Berechnungen konnte dennoch der Trag-
mechanismus zylindrischer Tonnengewölbe mit kleinen Stichkappen im Detail ge-
klärt werden. Stichkappen wirken als Widerlager, indem sie die statisch wirksame 
Spannweite verkürzen. Mit ansteigender Steifigkeit nimmt die Wirksamkeit der 
Stichkappen zu. Demnach ist der durch die Trompenoberkanten vorgegebene 
Öffnungswinkel αH größer als, der Öffnungswinkel des statischen Systems der 
Haupttonne. Dieser Winkel wird durch die Lage des Risses „R6“ in der Haupttonne 
(Bild 6.17) definiert und wird als effektiver Öffnungswinkel „αef“ bezeichnet, bei 
αef = (αH - ∆α). 
Die Ergebnisse der linearen und der nichtlinearen Analysen zeigen übereinstim-
mend den Einfluss des Rissbildung auf das Tragverhalten von Tonnengewölbe mit 
Stichkappen. Ähnlich wie bei Bogentragwerken aus Mauerwerk wird durch die 
Rissbildung der Auflagerschub kleiner und die Verformungen werden größer. 
Durch die Lage und Ausdehnung der gerissenen Bereiche konnten die Tendenzen 
aus den Schalenberechnungen zum Teil bestätigt werden. Im Bild 6.27 sind die 
Drucklinien der Modelle B und E im Grundriss dargestellt. Sie zeigen den gleichen 
Tragmechanismus wie die Drucklinien der linear-elastischen Schalenmodelle im 
Bild 6.6. 
Bei Tonnen mit kleinen Stichkappen bringt die Kenntnis des effektiven Öffnungs-
winkels einen großen Vorteil mit sich: ihre Standsicherheit kann mit einem einfa-
chen Verfahren untersucht werden. Ist „αef“ – d.h. die Lage des Risses „R6“ nach 
Bild 6.17 - bekannt, kann das Gesamtsystem unterteilt werden und die Untersys-
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teme können getrennt untersucht werden. Die Tonne mit dem Öffnungswinkel „αef“ 
kann als ebener Bogentragwerk unter Berücksichtigung der Rissbildung, z. B. wie 
von Castigliano, überprüft werden. Anschließend wird das Gleichgewicht des 
Schalenfaltwerks zwischen Tonne und Oberkante der Trompe untersucht.  
Alternativ kann die Stützlinienmethode für das gesamte System, also Haupttonne 
und Stichkappen zusammen, eingesetzt werden. Dabei wird der Auflagerpunkt 
des Gesamtsystems außerhalb des Haupttonnenquerschnittes auf der Trompeno-
berkante so angenommen, dass die Stützlinie den durch αef definierten Quer-
schnitt innerhalb des Haupttonnenquerschnittes passiert. 
Bei den Modellen mit einem relativ großen Stichkappenradius können auch Ver-
gleichswerte für ebene Bogentragwerke ermittelt werden, aber sie können nicht 
mit einem solchen „Ersatzsystem“, wie die mit kleinem Stichkappenradius unter-
sucht werden. Ihr Tragmechanismus ist im wesentlichen räumlich. Es bildet einen 
Übergang zwischen Kreuzgewölbe und Tonnengewölbe mit kleinen Stichkappen. 
Abschließend wird als Beispiel die Standsicherheit der gemauerten Tonnengewöl-
be der St. Jakob-Kirche in Willing (Bayern) untersucht. Die Ergebnisse des her-
kömmlichen Verfahrens und des hier vorgeschlagenen Verfahrens werden 
verglichen. Eine kurze Baubeschreibung sowie eine grafische und tabellarische 
Zusammenfassung der geometrischen Angaben und der wichtigsten Rechen-
schritte sind im Abschnitt 8.4 zusammengestellt. 
Im Rahmen dieser Arbeit konnten einige Fragen zum Tragverhalten gemauerter 
Tonnengewölbe mit Stichkappen nicht geklärt werden:  
Die nichtlinearen Berechnungen wurden mit einem Einphasen-Werkstoffmodell für 
das Mauerwerk durchgeführt, da in den benutzten Versionen 6.2 bis 7.2 des 
FE-Programms DIANA noch kein anisotropes Werkstoffmodell implementiert war. 
Somit konnten die Ergebnisse nur qualitativ bewertet werden. Simulationen mit 
einem anisotropen Werkstoffmodell für Mauerwerk würden quantitativ verwertbare 
Ergebnisse liefern, sofern die Parameter durch entsprechende Druckversuche ka-
libriert werden. Mit einem anisotropen Werkstoffmodell sind rein virtuelle Phäno-
mene, wie z.B. die Delaminierung in einem halbsteinstarken Gewölbe, vermeidbar. 
Der Einfluss von Auflagerverschiebungen konnte nicht erfolgreich erfasst werden. 
Es wurden mehrere Versuche unternommen, Auflagerverschiebung unter Eigen-
gewicht bereits gerissener Bögen zu simulieren. Unabhängig vom eingesetzten 
Lösungsverfahren konvergierten die Berechnungen bereits nach einigen 
1/1000 mm Auflagerverschiebung nicht mehr. Durch eine Verfeinerung des Netzes 
könnte dieses Problem umgangen werden. Dazu ist ein leistungsstärkerer Rech-
ner erforderlich. Alternativ könnte ein FE-Programm eingesetzt werden, das die 
Steifigkeitsmatrix bei Konvergenzproblemen neu aufbaut, wobei die Steifigkeit 
stark beschädigter Elemente außer Acht gelassen wird. 
Zur Simulation räumlicher Modelle wurden grobe Netze verwendet. Dies lag an 
der Kapazität des benutzen Rechners. Durch das grobe Netz konnte der effektive 
Öffnungswinkel nicht genau bestimmt werden, was mit feineren FE-Netzen mög-
lich werden wird. Diese Simulationen wurden nur an zwei Kombinationen von 
Haupttonnenradius „R“ und Stichkappenradius „r“ durchgeführt. Sie zeigten, das 
bei kleinem Stichkappenradius „r“ (ca. r/R<1/4) eine Unterteilung des Systems 
sinnvoll durchführbar ist, bei einem großem „r“ hingegen nicht. Die Grenze zwi-
schen „klein“ und „groß“ muss noch durch eine Reihe von Parameterstudien ermit-
telt werden. Wenn diese Fragen geklärt sind, sind die Randbedingungen für den 
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Einsatz des im Kapitel 7.1 geschilderten, vereinfachten Bemessungskonzeptes 
auch für Verhältnisse von r/R > 1/4 gegeben. 
Im Kapitel 7 sind die Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst. 
Im Kapitel 8 sind Ableitungen von Differentialgleichungen zur Stützlinie, Angaben 
über die verwendeten Finiten Elemente und ihr Konvergenzverhalten, über die 
verwendeten Werkstoffmodelle, über die eingesetzten numerischen Verfahren zur 
Lösung von Gleichungssystemen du zur Belastungssteuerung zusammengestellt. 
Des Weiteren sind detaillierte Angaben zum Beispiel und die tabellarische Zu-
sammenfassung der zugehörigen Berechnungen aufgeführt. 
Zum Schluss sind die Literaturquellen zusammengestellt. 
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Summary 
During the Baroque era cylindrical barrel vaults were commonly used for the vault-
ing of long rectangular spaces. Lunettes were formed at the locations of the typi-
cally slender windows. The photograph in Figure 1.1 shows the bottom view of a 
barrel vault with a lunette. 
With increasing age, an increasing amount of damage is observed in these struc-
tures. The determination of their stability is the task of civil engineers. Because no 
literature about the load bearing behaviour of barrel vaults with lunette is available, 
one has to rely on the experience of previous generations and to work with the 
method of thrust lines. To be “on the safe side” the lunette are neglected when 
using this method and the vault span length is set equal to the distance between 
the upper edges of the opposing Trombe. A check of these assumptions has not 
been conducted before now. 
In chapter 1 the goal of the work contained in this dissertation, the state-of-the-art 
at the start of the work, as well as the approach to the research are presented. 
The goal of this work is to investigate the load bearing mechanisms of barrel vaults 
with lunette and to thoroughly determine the influence of lunette. 
Ever since structural analysis has existed as a branch of science, attempts have 
been made to understand the load bearing behaviour of various types of vaults. In 
some cases, analytical considerations of a very high level were employed, such as 
by Castigliano during the planning for the Pont Mosca Bridge [Heyman, 1988], that 
were not used again for the next hundred years. Only the method of thrust lines 
has endured. The use of the method for the investigation of various vaults has 
been refined over the years. Up until the beginning of the 1980s new references 
were published on the use of the method of thrust lines for groined vaults. 
In the past two decades numerical methods, which have made the consideration 
of cracking phenomena possible, have established themselves for the investiga-
tion of brick constructions. Scientific works on the load bearing behaviour of Gothic 
groined vaults [Barthel, 1991] and on the connection between form and load bear-
ing in vaults [Trautz, 1998] have been published. Only in one case study, however, 
was the load bearing behaviour of an intermittently supported barrel vault investi-
gated in detail. Advice or a useful analogy to the load bearing behaviour of barrel 
vaults with lunette was not found.  
In chapter 2 a brief overview is given of the terms used in vault construction, the 
different types of vaults and the applied materials and constructions practices. The 
various types of vaults are organized within this context. 
To better understand the influence of the material properties, a look at historical – 
handmade – brick, caulk (air-hardening lime) and mortar and their production is 
presented in chapter 3. 
The parameters for the mechanical properties of these materials were obtained 
from the literature. The deformation behaviour in the cracked state was deter-
mined from FE simulations of small columns by means of two-phase models and 
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is presented in chapter 4. For this purpose finite volume and plate elements were 
used. 
The author is not aware of any literature about the load-displacement behaviour of 
historical mortar or brickwork under tensile loading. Consequently, the influence of 
the tensile strength and ductility on the behaviour was accounted for by variation 
of these parameters. Time-dependent material behaviour was not investigated. 
In chapter 5 results are presented from investigations of the behaviour of planer, 
segmental, circular arches made of brick using various analysis methods. Methods 
with increasingly refined descriptions of the material properties are presented and 
the results are discussed. The methods investigated are: 

- the method of thrust lines, which does not account for material properties, 
- a framework model with linear elastic materials with appropriate tension and 

compression properties, 
- a one-phase plate model with consideration of the tensile strength and the 

crack formation using the crack band method, 
- a two-phase plate model with consideration of the tensile strength and the 

crack formation in both components of the brickwork  (brick and mortar). 
The results obtained using the above mentioned methods are summarized below. 
Purely analytical methods, i.e. the method of thrust lines, provide only information 
about the equilibrium state of a structure. The solution is always conservative, that 
is to say that the determined eccentricities are an upper approximation. The ad-
vantage of the method is that after determining the real deformed shape of the 
arch it provides a reliable value for the stability of the structure. 
Investigations using a framework model under the assumption of a linear elastic 
material with appropriate tension and compression properties can only be used if 
the material is adequately represented by these assumptions. This is usually not 
the case for brick constructions. Alternatively, the arch must be large enough so 
that the condition of an elastic stress state holds within the entire cross-section. 
The calculated thrust lines and deformations are only reasonable when the struc-
ture is uncracked. The support shear, assuming the structure is restrained, is suffi-
ciently exact even for the case of a cracked system. 
Qualitatively better results can be expected by using a one-phase model with brit-
tle or ductile material properties and with the consideration of cracking. The thrust 
lines and the support shear can be reliably determined. The studies showed that 
the thrust lines and the support shear are relatively insensitive to “changes” in the 
material properties up until stabilized cracking.  Our simulations confirmed Hey-
man’s values for “β” of the quarter points for arches with α = 120° and α = 150°. At 
α = 180° the value in the FE simulation drifted by 3°. This can most likely be attrib-
uted to the influence of the shear deformation. 
No conclusions can be drawn about the accuracy of the calculated deformations. 
This would require reliable values for the tensile strength and the elastic modulus 
of the materials, as well as an exact knowledge about the material behaviour un-
der tension loading (i.e. the fracture energy “GF”). This information was not avail-
able when the FE simulations were conducted. 
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What can be concluded is that the deformations in the cracked state, which are on 
the order of “cm”, are several times larger than the deformations in the uncracked 
state, which are on the order of “mm”. Deformations measured in vaults show a 
further increase of a factor of 10 due to time-dependent material properties [Rehm, 
1995]. 
The calculated maximum (“peak”) loads determined for the “stabilized crack” state 
are dependent on the solution method for the system of equations, as well as on 
the load step size. To determine whether a higher maximum load can be reached, 
analyses using other solution methods and direct load control must be carried out.   
Two-phase models are the most realistic option to conduct stability assessments 
of brick arches. The location of the thrust line and the magnitude of the support 
shear can be quantitatively and reliably determined. Provided that the assumptions 
for the material properties are adequate, the deformations are roughly accurate. 
Determination of the maximum load requires the same consideration as for the 
one-phase model.  
For stability assessments, barrel vaults with lunette are typically modelled as 
planer arch structures (Figure 6.1). The distance between the upper edges of the 
opposing Trombe is used as the span length. The investigations in chapter 5 show 
that a brick arch with a radius of R = 6.0 m, a cross-section height of d = 0.15 m 
and an opening angle of maximum α ≈ 120° is stable under its own weight. Nu-
merous barrel vaults with the same radius and the same wall thickness have a 
larger opening angle between the vault supports than α = 120°. Nevertheless 
these structures have stood for hundreds of years. All of these vaults have lu-
nettes that are connected to the main barrel vault. 
It is believed that the lunette significantly improves the load bearing behaviour of 
these vaults, even when the front edge of the lunette is not horizontally supported. 
Consequently, neglecting the lunette in a structural analysis is an over conserva-
tive approximation and can lead to unnecessary rehabilitation measures. 
In chapter 6 investigations to determine the load bearing mechanisms of barrel 
vaults with lunette are presented. 
Initially, FE simulations using shell elements were performed under the assump-
tion of linear elastic material behaviour using the analysis program DIANA. The 
behaviour of the lunette was investigated using several metrics. In addition to the 
eccentricity of the compressive force at the crown of the vault, the dependence of 
the sagging at the crown, as well as the support shear, on the lunette length and 
radius were calculated. Calculation of the chosen metrics showed that lengthening 
the lunette, as well as increasing its radius, leads to an increase in the total system 
stiffness.  
Analysis of all of the investigated metrics from the linear elastic calculations shows 
that the opening angle of the static system drifts progressively from the primary 
barrel vault opening angle “αH” with increasing lunette stiffness. That implies that 
the span length of the main barrel vault shortens. Consequently the barrel does 
not behave as an arch with an opening angle determined by the upper edges of 
the two Trombe (αH), but rather as an arch with a smaller opening angle. The in-
vestigated models suggest the reduction in the opening angle to be between 
∆α = 10° to 20°. Thereby a lower estimation of the deflection of the crown and the 
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amount by which the crown is out-of-centre and an upper estimation of the magni-
tude of the support shear are given. 

For the nonlinear investigations, three-dimensional FE simulations using six mod-
els were carried out. In these simulations the barrel vault was modelled using vol-
ume elements and crack formation in the brickwork was taken into account. Brittle 
as well as ductile materials were used. Due to a lack of computer capacity, only 
very coarse FE meshes could be investigated. Consequently the results can only 
be used qualitatively to recognize tendencies in the behaviour. Due to the coarse-
ness of the meshes, the eccentricity of the vault in the cracked state was not cal-
culated. Three elements through the cross-section height are not sufficient for this 
purpose. For the same reason, the deformation of these systems in the cracked 
state could not be compared, as was the case with the deformations in the cra-
cked state in arch structures modelled with the shell elements with comparable 
parameters. Such a comparison is only reasonable with sufficiently fine FE mes-
hes. 
Analysis of the non-linear simulations, however, allowed the load bearing behav-
iour of cylindrical barrel vaults with small lunette to be explained in detail. Lunette 
function as abutments in that they shorten the effective span length. With increas-
ing stiffness, the effectiveness of the lunette increases. Thus, the opening angle 
αH determined by the upper edges of the Trombe is greater than the opening an-
gle of the static system of the main vault. This angle is defined by the location of 
the cracks “R6” in the main vault (Figure 6.17) and is referred to as the effective 
opening angle “αef”, where αef = (αH - ∆α).     
The results of the linear and non-linear analyses show the influence of crack build-
ing on the load bearing behaviour of barrel vaults with lunette. Similar to the case 
of arch structures made of brick, cracking reduces the support shear and in-
creases the deformation. Using the location and the expansion of the cracked re-
gions the tendencies observed in the analyses using the shell elements could 
partially be confirmed. In Figure 6.27 the compression lines for models B and E 
are shown in plan view. The figures show the same load transfer mechanism as 
that shown in Figure 6.6, which was obtained using the linear elastic shell element 
model.  
For models with a relatively large lunette radius, comparison values for planer arch 
structures could be obtained, however, they could not be investigated with a “re-
placement system” as was the case for small lunette radii. Their load transfer 
mechanism is primarily spatial. A transition exists between groined vaults and bar-
rel vaults with small lunette. 
For barrel vaults with small lunette, knowledge of the effective opening angle is 
very advantageous; namely their stability can be evaluated using simple methods. 
If “αef”, i.e. the location of the cracks “R6” as shown in Figure 6.17, is known, then 
the total system can be divided and the subsystems can be investigated individu-
ally. The barrel with the opening angle “αef” can be treated as a planner arch struc-
ture and investigated taking cracking into consideration, e.g. as done by 
Castigliano. Afterwards, the equilibrium of the folded plate between the barrel and 
the upper edge of the Trombe can be investigated. Alternatively, the thrust line 
method can be used to analyse the complete system, i.e. the main barrel and the 
lunette together.  Thereby the support point of the complete system is assumed to 
be located on the Trombe outside of the main barrel vault cross-section, such that 
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the thrust line through the cross-section defined by “αef” is located inside the main 
barrel vault cross-section. 
As an example case, the stability of the brick barrel vault of the St. Jakob church in 
Willing (Bavaria) was investigated. Results from conventional analysis methods 
and the methods presented in this work were compared. A brief description of the 
structure, as well as a graphical and tabular summary of the geometric data and 
the most important calculation steps are presented in section 8.4. 
Some questions about the load bearing behaviour of brick barrel vaults with lu-
nette could not be answered within the scope of the present work.  
The non-linear calculations were performed using a one-phase material model for 
the brickwork because versions 6.2 to 7.2 of the FE analysis program DIANA, 
which were used in this study, did not have an anisotropic material model. Conse-
quently, the results could only be qualitatively analysed. Simulation with an anisot-
ropic material model would allow for usable quantitative results, as long as the 
parameters were properly calibrated through compression tests. An anisotropic 
material would prevent the appearance of fictitious phenomena, such as delamina-
tion in a half-brick strong vault. 
The influence of support displacements could not successfully be determined. Se-
veral attempts were made to simulate the support displacement of cracked arches 
under gravity loads. Independent of the numerical solution method used, the solu-
tion could not converge for support displacements as small as 1/1000mm. This 
problem could be circumvented by a finer mesh, however, this would require a 
more powerful computer. Alternatively, a FE program could be used that reforms 
the stiffness matrix when convergence problems are encountered and in doing so 
ignores the stiffness of elements that are strongly damaged. 
Coarse meshes were used for the spatial models. This was due to the capacity of 
the computers used in the study. The effective opening angle could not be pre-
cisely determined due to the coarse mesh, which would not be the case for finer 
meshes. The simulations were only performed for two combinations of main barrel 
vault radius “R” and the lunette radius “r”. The simulations show that for relatively 
small lunette radii “r” (approximately r/R < 1/4) division of the system is reason-
able, however, this is not the case for larger values of “r”. The limit between “small” 
and “large” radii must be determined through more detailed parameter studies. 
When this limit is found, conditions for use of the simplified design methods pre-
sented in chapter 7.1 could be provided also for cases with r/R > 1/4.  
In chapter 7 the results of the work are summarized. 
In chapter 8 the simplification from differential equations to the thrust lines, data on 
the finite elements used and on their convergence, information about the material 
models used in this study, as well as information on the numerical methods for the 
solution of the systems of non-linear equations and the load stepping procedures 
are summarized. Additionally, detailed data about the example problem and a 
tabular summary of the example analysis are presented.  
Finally, the literature sources are presented. 
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1. Einleitung 

1.1 Problemstellung und Zielsetzung 
Zur Einwölbung langer rechteckiger Räume wurden im Barock vorzugsweise zy-
lindrische Tonnengewölbe verwendet. Im Bereich der im Regelfall hochgezogenen 
Fenster wurden Stichkappen angeordnet. Im Bild 1.1 ist die Untersicht eines Ton-
nengewölbes mit Stichkappen als Foto dargestellt. 
Mit zunehmendem Alter treten immer mehr Schäden an solchen Bauwerken auf. 
Die Beurteilung ihrer Standsicherheit ist Aufgabe des Bauingenieurs. Da über das 
Tragverhalten von Tonnengewölben mit Stichkappen keine Veröffentlichungen zur 
Verfügung stehen, bedient man sich der Erfahrungen früherer Generationen und 
arbeitet mit der Methode der Stützlinien. Auf der „sicheren Seite liegend“ werden 
die Stichkappen dabei vernachlässigt und die Größe der Spannweite mit dem Ab-
stand zwischen den gegenüber liegenden Trompenoberkanten gleichgesetzt. Eine 
Überprüfung dieser Annahme erfolgte bis heute nicht. 
 

 

Bild 1.1: Tonnengewölbe mit Stichkappen - Untersicht der Einwölbung über dem Langhaus der 
St. Jakob Kirche in Willing / Bayern. Foto: Verfasser, 2002 

 
Das Ziel dieser Arbeit ist, den Tragmechanismus zylindrischer Tonnengewölbe mit 
Stichkappen zu untersuchen und den Einfluss der Stichkappen in seinen Grund-
zügen zu ermitteln. 
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1.2  Stand des Wissens 
Seit die Statik als Wissenschaft existiert, wurden Versuche unternommen, das 
Tragverhalten von unterschiedlichen Gewölben zu erklären. In manchen Fällen 
wurden statische Überlegungen auf einem sehr hohen Niveau angestellt und ein-
gesetzt, wie es Castigliano bei der Planung der Ponte Mosca Brücke tat [Heyman, 
1988], die nachher Jahrhunderte lang nicht mehr angewendet wurden. Nur die 
Methode der Stützlinie setzte sich im Laufe der Zeit durch. Ihr Einsatz zur Unter-
suchung unterschiedlicher Einwölbungen verfeinerte sich mit der Zeit immer mehr. 
Bis zu Beginn der 80er Jahre des XX. Jahrhunderts erschienen Nachschlagewer-
ke über den Einsatz der Stützlinienmethode bei Kreuzgewölben. 
In den vergangenen zwei Jahrzehnten etablierten sich numerische Verfahren, die 
Untersuchungen von Mauerwerkskonstruktionen unter Berücksichtigung der Riss-
bildung ermöglichten. Wissenschaftliche Abhandlungen über das Tragverhalten 
gotischer Kreuzgewölbe [Barthel, 1991] und über den Zusammenhang von Form 
und Tragwirkung im Gewölbebau [Trautz, 1998] sind erschienen. Aber nur in einer 
Fallstudie wird das Tragverhalten einer abschnittsweise gelagerten Tonne in den 
Einzelheiten untersucht. Hinweise oder eine brauchbare Analogie zum Tragverhal-
ten von Tonnengewölben mit Stichkappen lässt sich nicht finden. Dementspre-
chend wird bei der Untersuchung der Standsicherheit gemauerter Tonnengewölbe 
mit Stichkappen auf die Methode der Stützlinie zurückgegriffen.  
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Bild 1.2: Verlauf der Stützlinie im Querschnitt des im Bild 1.1 dargestellten Tonnengewölbes 
mit Stichkappen. Darstellung des halben Systems. 

 
Als Beispiel für eine Standsicherheitsuntersuchung mit der Stützlinienmethode ist 
im Bild 1.2 der Verlauf der Stützlinie in der Einwölbung der St. Jakob Kirche dar-
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gestellt1. Die Außermittigkeit der Stützlinie nimmt am Scheitel ihren größten Wert 
mit 7 cm bei ca. 16 cm Gewölbedicke an. Demnach verläuft die Stützlinie 1 cm 
unterhalb der Querschnittsunterkante. Am Stichkappenanschluss und am Auflager 
beträgt der Abstand zwischen Stützlinie und Querschnittsrand gerade 2 cm. Nach 
den Ergebnissen ist diese Einwölbung zwar standsicher, jedoch mit sehr geringen 
Reserven. 
 

1.3  Vorgehensweise 
Zuerst wird ein kurzer Überblick über die Begriffe im Gewölbebau, über die Ge-
wölbearten, die verwendeten Werkstoffe und Bautechniken gegeben. In diesem 
Zusammenhang wird der zu untersuchende Gewölbetyp eingeordnet. 
Um den Einfluss der Werkstoffeigenschaften besser zu verstehen, werden histori-
sche Ziegel, Baukalk (Luftkalk) und Mörtel sowie ihre Herstellung vorgestellt. Aus 
der Literatur werden die Parameter ihrer mechanischen Eigenschaften entnom-
men und das Verformungsverhalten für den gerissenen Zustand durch FE-
Simulationen von Kleinpfeilerversuchen mittels Zweiphasenmodellen ermittelt. Da-
zu werden sowohl finite Volumenelemente als auch finite Scheibenelemente ver-
wendet. Über das Last-Verschiebungsverhalten von historischem oder auch 
nachgefertigtem Mörtel sowie Mauerwerk unter Zugbeanspruchung sind keine Li-
teraturstellen bekannt. Deshalb wird der Einfluss der Zugfestigkeit und der Duktili-
tät auf das Tragverhalten durch die Variation der entsprechenden Parameter 
berücksichtigt. Zeitabhängiges Materialverhalten wird nicht untersucht. 
Untersuchungen von ebenen Bogentragwerken sind die Basis der weiteren Arbeit. 
In allen Untersuchungen von Bogentragwerken wird nur das Eigengewicht als Last 
berücksichtigt. Ergebnisse rein statischer Verfahren, die nur Gleichgewichtsbedin-
gungen berücksichtigen, werden mit denen von linear-elastischen FE-
Berechnungen an Stabtragwerkmodellen, die neben den Gleichgewichtsbedin-
gungen auch die Werkstoffeigenschaften durch geeignete Materialmodelle einbe-
ziehen, verglichen. Parameterstudien werden durchgeführt, um den Einfluss des 
Öffnungswinkels, des statischen Systems und der Querschnittshöhe zu ermitteln. 
Der Einfluss der Rissbildung wird an zwei Bögen mit ausgewählter Geometrie und 
isotropem Werkstoffverhalten simuliert. Dabei werden die Bögen mit Scheiben-
elementen abgebildet. Den Einfluss der Anzahl der Phasen auf das Ergebnis wird 
durch ein Beispiel gezeigt. 
Nach einem kurzen Überblick über die mechanischen Modelle für Schalenkon-
struktionen werden Parameterstudien an ausgewählten Systemen durchgeführt. In 
den Berechnungen an räumlichen Modellen wird ebenfalls nur das Eigengewicht 
des Gewölbes berücksichtigt. Die Haupttonnenabmessungen (R = 6,0 m bei 
d = 0,15 m) werden dabei anhand der Ergebnisse der durchgeführten Bogenbe-
rechnungen gewählt. Bei unterschiedlichen Öffnungswinkeln der Haupttonne wird 
die Steifigkeit der Stichkappe durch ihre Länge und ihren Radius variiert. Für diese 
Berechnungen werden gekrümmte finite Schalenelemente verwendet. Die Ergeb-
nisse werden ausgewertet und mit den entsprechenden Größen von Bogentrag-
                                            
1 Angaben über die Kirche und über die Ermittlung der Stützlinie sind im Kapitel 8.4 Fallbeispiel zu 

finden. 
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werken verglichen. Zum Schluss werden Simulationen an räumlichen Modellen 
unter Berücksichtigung der Rissbildung durchgeführt. Dabei werden quaderförmi-
ge Volumenelemente eingesetzt. Wegen numerischer Probleme in den FE-
Berechnungen mit dem Programm DIANA konnte der Einfluss von Auflagerver-
schiebungen nicht ermittelt werden. 
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2. Gemauerte Gewölbe 
In diesem Kapitel wird der Begriff „Gewölbe“ erläutert und es werden die Arten und 
Formen der Gewölbe kurz vorgestellt. Die im Gewölbebau verwendete Werkstoffe 
und die zur Errichtung von Gewölben eingesetzten Bautechniken werden ebenfalls 
geschildert. Es werden nur die Gewölbearten näher behandelt, die zum Verständ-
nis der späteren Ausführungen erforderlich sind. Zum Schluss wird näher auf die 
Gewölbeform, den Hauptinhalt dieser Arbeit ist, eingegangen. 
 

2.1 Begriffe aus dem Gewölbebau 
Nachstehend werden die Begriffe definiert, die zum Verständnis dieser Arbeit er-
forderlich sind. Gewölbe und Bogentragwerke bei anderen Konstruktionen wie 
Brücken werden nicht behandelt. Die Definitionen nach Koch, 1991, sind mit ei-
nem „*“ markiert. 
 
Gewölbe sind ein- oder zweifach gekrümmte Flächentragwerke, die ihre Lasten 
überwiegend durch Druck abtragen. [Barthel, 1991] 
Kraggewölbe* sind unechte, auf vorkragenden Steinschichten errichtete Gewölbe, 
die ihre Lasten über die Kragwirkung und nicht über Druck abtragen. 
Kuppeln sind die Überwölbungen runder, vier- oder vieleckiger Räume mit einer 
rotationssymmetrischen Form. 
 

   

Bild 2.1: Tonnengewölbe mit Halbkreis- (links), Kreissegment- (Mitte) und Spitzbogenprofil 
(rechts). Aus Hart, 1965. 

 
Tonnengewölbe haben die geometrisch einfachste, einfach gekrümmte Gewölbe-
form über einem rechteckigen Grundriss. Im Bild 2.1 sind unterschiedliche Ton-
nenformen dargestellt. 
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A: Widerlager 

B: Leibung 

C: Rücken 

D: Kämpfer 

E: Schlussstein 

F: Bogensteine 

G: Stirnmauer 

H: Stichkappe 

J: Gurtbogen 

a: Wandstärke 

b: Stichhöhe 

c: Spannweite 

Bild 2.2: Bezeichnungen der einzelnen Bestandteile eines Gewölbes. Aus Hess, 1943. 

 
Spannweite: Abstand zwischen den Widerlagern des Gewölbes. (Bild 2.2) 
Stichhöhe: Höhenunterschied zwischen dem Gewölbeauflager und dem Scheitel. 
(Bild 2.2) 
Kämpfer* (auch Gewölbeansatz): Bereich zwischen Stütze (Mauer, Pfeiler, Säule) 
und Gewölbe. 
Leibung (auch Laibung – engl. intrados): Innenfläche des Gewölbes. (Bild 2.2) 
Rücken ( engl. extrados): Außenfläche des Gewölbes. (Bild 2.2) 
Wandstärke: Abstand zwischen Rücken und Leibung. (Bild 2.2) 
Kappe und Wange entstehen durch die Vierteilung eines Tonnengewölbes über 
einem quadratischen Grundriss durch die Diagonalen. Die so entstandenen Ab-
schnitte an den Stirnseiten heißen Kappen, die Abschnitte an den Widerlagern 
Wangen. (Bild 2.3) 
 

 
Kappe 

 

 Wange 

 

Bild 2.3: Kreuzgewölbe (links) und Klostergewölbe (rechts). Aus Hart, 1965 

 
Kreuzgewölbe entstehen durch Zusammenfügen von vier gleichen Kappen über 
einem quadratischen Grundriss (Bild 2.3 links). 
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Klostergewölbe entstehen durch Zusammenfügen von vier gleichen Wangen über 
einem quadratischen Grundriss (Bild 2.3 rechts). 
Haupttonne: Einwölbung des Langhauses mit einer Tonne. (Bild 2.4 links) 
Nebentonne*: Senkrecht auf die Haupttonne ausgerichtete Überwölbung von Sei-
tenschiffen. 
Stichkappe*: Quer zur Hauptachse verlaufendes Gewölbe, besonders wenn Fens-
ter in die Haupttonne hineinreichen. Stichkappen haben einen kleineren Quer-
schnitt als die Haupttonne. Ihr Scheitel liegt tiefer als der Scheitel der Haupttonne. 
(Bild 2.4 links) 
Entlastungsbogen: In der Fläche der Haupttonne am Stichkappenanschluss ge-
mauerter Bogen zur Entlastung der Stichkappe. Die anschließenden Steine der 
Haupttonne und der Stichkappe sind entsprechend bearbeitet. (Bild 2.4 links) 

Öffnungswinkel (α) : Zentralwinkel (auch Mittelpunktswinkel) des Bogens zwischen 
den beiden Auflagerpunkten. 
 
 

 

 

Bild 2.4: Haupttonne mit Stichkappe und Entlastungsbogen (links)  
und ausgemauerte Trompe (rechts). Aus Hess,1943. 

 
Trompe (auch Trombe): Trichterförmiger Körper, der durch die Verschneidung von 
Haupttonne und Nebentonne bzw. Stichkappe entsteht. Sie ist entweder in Schich-
ten voll ausgemauert oder mit Gussmauerwerk aufgefüllt. Bei Untersuchungen der 
Standsicherheit wird in der Regel die Oberkante der Auffüllung als Auflagerkante 
angenommen. (Bild 2.4 rechts) 
 
Bei den Untersuchungen des Tragmechanismus von Gewölben mit Stichkappen 
sind weitere Definitionen erforderlich. 
Ein Gewölbefeld besteht aus einem Haupttonnenabschnitt und beidseitig je einer 
anschließende Stichkappe. Die Länge des Tonnenabschnitts entspricht dem Ab-
stand der Stichkappen in Tonnenlängsrichtung. Die „Ränder“ des Feldes liegen in 
den Trompenachsen. 
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2.2 Werkstoffe im Gewölbebau 
Zur Errichtung von Einwölbungen wurden seit dem Altertum folgende Mauer-
werksarten verwendet: Ziegel, Haustein, Bruchstein und Gussmauerwerk (oder 
Beton). Im Bild 2.5 sind Tonnenquerschnitte aus diesen vier Werkstoffen darge-
stellt.

 

Gewölbe aus Ziegelsteinen wurden entweder 
aus trapezförmigen Formziegeln oder aus nor-
malen, quaderförmigen Mauerziegeln errichtet. 
Gewölbe aus Mauerziegeln haben Fugen mit 
ungleicher Dicke. An der Leibung ist die Fuge 
dünner, am Rücken dicker. Dementsprechend ist 
die Drucksteifigkeit innerhalb des Gewölbequer-
schnitts ungleich verteilt. Die Formgebung der 
Formziegel lässt eine durchgehende Fugenstär-
ke zu.  
Hausteine wurden entsprechend ihrer Lage im 
Gewölbe genau bearbeitet. Ähnlich wie Formzie-
gel haben sie eine Trapezform. Gegebenenfalls 
sind ihre Kanten an der Leibung und am Rücken 
dem Gewölbeprofil entsprechend gekrümmt aus-
gebildet. Ihre Höhe reicht über die gesamte 
Wandhöhe der Einwölbung. Die Lagerfugen zwi-
schen den einzelnen Hausteinen sind schmal. 
 
 

Bild 2.5: Querschnitte von Tonnengewölben, errichtet 
aus unterschiedlichen Werkstoffen.  
Von oben nach unten: Ziegel, Haustein, 
Bruchstein und Gussmauerwerk. 
Aus Hart, 1965 

 
Bruchsteine werden auch trapezförmig ausgebildet, aber gröber bearbeitet. Ihre 
Querschnittshöhe entspricht nicht in jeder Lage der Wandstärke. Bruchsteinge-
wölbe werden im Verband gemauert.  
Gussmauerwerk wurde sowohl für ganze Einwölbungen mit kleineren Spannwei-
ten als auch für Abschnitte großer Gewölbe verwendet. Einer der Vorteile ist, dass 
die Verteilung des Gewichts bei gleichbleibendem Querschnitt verändert werden 
kann. Dies konnte durch Einlegen eigens dafür hergestellter Tontöpfe erreicht 
werden. Ein weiterer Vorteil ist die leichte Verarbeitbarkeit durch das Gießen. Da-
her wurde Gussmauerwerk in Kombination mit Ziegelrippen und für Hinterfüllun-
gen verwendet. In Bild 2.6 sind Beispiele für den Einsatz von Gussmauerwerk im 
Gewölbebau aus Hess, 1943 gezeigt. 
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A

B1 B2

B3

C

 

Bild 2.6: Querschnitt der Nocera Superiora Kirche in Neapel, mit Angabe der verwendeten 
Mauerwerksarten einzelner Bereiche (A). Tongefässe, ihre Lage im Gewölbe und ihre 
Zusammenfügung (B1 bis B3). Römisches Gewölbe aus Ziegelrippen mit Gussmauer-
werkfüllung (C). Aus Hess, 1943. 

 

2.3 Technik der Wölbung mit Mauerwerk 
In vielen Bauwerken sind die Widerlager nicht ausreichend stabil ausgeführt, um 
ohne die Auflast und die zusätzliche Tragwirkung der Dachkonstruktion die Hori-
zontalkräfte aus dem Gewölbeschub aufzunehmen. In diesen Fällen wurde die 
Einwölbung erst nach Fertigstellung des Daches erstellt. Dadurch war erstens die 
Standsicherheit der aufgehenden Wände gewahrt und zweitens konnte die Wöl-
bung unabhängig vom Wetter ausgeführt werden. 
Tonnengewölbe wurden in der Regel auf einem Lehrgerüst oder auf einer Scha-
lung gemauert oder gegossen. Die Abfangkonstruktion wurde auf Keilpaare ge-
stellt. Nach Aushärtung des Mörtels konnte das Lehrgerüst oder die Schalung 
durch Lockerung der Keile stufenweise abgelassen werden. Für heutige Mörtel 
gibt Hess, 1943, acht Tage als Mindestaushärtezeit an. Bei dem im Mittelalter 
verwendeten Luftkalkmörtel war diese Zeit viel länger. Hier konnte die Schalung 
erst nach zwei bis vier Monaten abgelassen werden. Wurde die Schalung früher 
abgelassen, musste eine stärkere Absenkung der Einwölbung hingenommen wer-
den. 
Im Bild 2.7 sind die bei Tonnengewölben verwendeten Mauerverbände und die 
zugehörigen Schalungsarten dargestellt. 
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Bild 2.7: Herstellungsarten von Tonnengewölben. Im Kufverband (links), im Ringverband (Mit-
te) und im Schwalbenschwanzverband (rechts). Aus Hart, 1965. 

 
Tonnengewölbe wurden nach Hart, 1965, auf drei unterschiedliche Weisen errich-
tet: 
Im Regelfall wurden sie im Kufverband gemauert (Bild 2.7, links). Dabei wurden 
die Ziegelschichten ähnlich zusammenfügt wie die Planken bei der Herstellung 
eines Fasses durch den Küfner. Die Lagerfugen verliefen parallel zur Tonnenach-
se, radial zur Krümmung der Schalung. Die Stossfugen waren um einen halben 
Stein versetzt angeordnet. Gemauert wurde von den Widerlagern ausgehend in 
Richtung Tonnenscheitel. Die Wölbung „auf Kuf“ erforderte die vollflächige Ein-
schalung der zu wölbenden Fläche.  
Eine Alternative zum Kufverband war der Ringverband (Bild 2.7, Mitte). Die Wöl-
bung wurde nicht in liegenden Schichten hochgeführt, sondern der Fortschritt er-
folgte horizontal in stehenden Scheiben. Der Ringschichtverband brauchte keine 
vollflächige Schalung. Es genügte ein Rutschbogen mit der Breite einiger Schei-
ben zur Ausführung. Diese Methode setzte leichte Steine und einen schnellbin-
denden Mörtel voraus. 
Im Schwalbenschwanzverband wurden die Steinschichten aus den Ecken ausge-
hend diagonal zur Wölbachse in Richtung Scheitel geführt, wo sie sich trafen und 
verzahnten (Bild 2.7 rechts). Der Schwalbenschwanzverband wurde freihändig auf 
einer Breitscheibe oder auf einem Eisenbogen gemauert. Dieser Verband wurde in 
der Regel bei flachen Kappengewölben verwendet. 
Die Abkehr vom quadratischen Grundriss der Gewölbefelder brachte krumme Dia-
gonalen in einem Kreuzgewölbe mit sich, wenn Haupt- und Nebentonne einen zy-
lindrischen Querschnitt hatten. Wollte man im Grundriss gerade Diagonalen 
beibehalten, wurden die Kappen zu zweifach gekrümmte Flächen, deren Schalung 
nicht aus geraden Brettern errichtet werden konnte. Dieses Problem konnte nur 
durch freihändige Wölbung gelöst werden. Der Rippenverlauf wurde mit kreisbo-
genförmigen Lehren vorgegeben und die Zwischenflächen wurden freihändig ge-
mauert. Bis zur Fertigstellung einer Schicht mussten die einzelnen Ziegelsteine in 
ihrer Lage gehalten werden. Dies konnte entweder durch eine Latte oder durch 
eine mit Gewichten beschwerte Schnur erfolgen (Bild 2.8). 
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Bild 2.8: Links: Schema des freihändigen Wölbens. Aus Conrad, 1991. 
Rechts: Freihändiges Mauern eines Sterngewölbes bei der Neueinwölbung des Ein-
gangbereichs der Münchener Frauenkirche. Foto: Verfasser, 1992 

 

 

Bild 2.9: Schalungsfreies Wölben: Tonnengewölbe der unterirdischen Kanälen von Ninive (8. 
bis 7. Jahrhundert v.Chr. - links) und die Einwölbung des Palastes in Ktesiphon (Mitte 
6. Jahrhundert - rechts), aus Hart, 1965  

 
Freihändige bzw. schalungsfreie Wölbungen wurden schon im Altertum auf ande-
ren Wegen hergestellt. Zwei Beispiele davon sind die dicken Tonnengewölbe der 
unterirdischen Kanäle von Ninive (Bild 2.9, links) und die Einwölbung des Palastes 
in Ktesiphon (Bild 2.9, rechts). In beiden Fällen wurden als Beginn der Wölbung 
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die leicht geneigten Ringschichten an die Rückenwand angelegt. Dieses Verfah-
ren funktioniert nur, wenn folgende Bedingungen erfüllt werden: 

- die Querwand und die Widerlager müssen dicke Querschnitte haben 
- es muss ein schnellbindender Mörtel verwendet, oder  
- die Steine nach Bild 2.8 bis zum Abbinden des Mörtels gesichert werden. 

 

2.4 Tonnengewölbe mit Stichkappen im Barock 
Während der Gegenreformation (18. Jahrhundert) wurden vor allem in Süd-
deutschland zahlreiche romanische Hallenkirchen eingewölbt und neue Kirchen 
errichtet. Im Bereich der Langhäuser wurden vorzugsweise Tonnengewölbe mit 
Stichkappen - oft mit halber Steinstärke - eingezogen. Aus dem Inneren des Rau-
mes haben die Einwölbungen eine halbkreisförmige Untersicht. Im Bereich der 
Stichkappen reichen die Fenster meistens in die Haupttonnen hinein. Auch die 
Stichkappen haben im Regelfall einen Halbkreisquerschnitt. Ihre Scheitellinie kann 
horizontal, steigend und fallend geführt werden. Für die Untersuchungen in Kapi-
tel 6 sind weitere Bezeichnungen erforderlich, die nachfolgend erläutert werden. 
Kehle: Verschneidung der Haupttonne und der Stichkappe. 
Stichkappenvorderkante: Von der Haupttonne abgewandter, gekrümmter Rand 
der Stichkappe. 
Haupttonnenrand: Endquerschnitt eines Gewölbefeldes. 
Haupttonnen- und Stichkappenauflager: Die horizontal verlaufenden Ränder der 
Einwölbung an der Trompenoberkante. 
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3. Bestandteile des historischen Mauerwerks 
Gebrannter Ziegel ist einer der dauerhaftesten Baustoffe. Es wird seit dem Alter-
tum verwendet. Mauerwerk kann als „opus caementitium“ gegossen oder im Re-
gelfall aus Mauersteinen mit Bindemittel sowie als sogenanntes 
Trockenmauerwerk ohne Bindemittel errichtet werden. Die Struktur des Mauer-
werks kann ein- oder mehrschalig sein. 
Im nachfolgenden Kapitel wird die Entwicklung der Ziegel- und Mörtelherstellung 
und deren Einfluss auf die mechanischen Eigenschaften erörtert. Des Weiteren 
werden die für das Tragverhalten wichtigen Werkstoffgesetze zusammengefasst. 
 

3.1 Entwicklung der Ziegelherstellung 
Gebrannte Ziegel dienen seit Jahrtausenden als Ersatz für Naturstein in steinar-
men Gebieten, wie z.B. großen Flusstälern. Archäologischen Funden zufolge wa-
ren gebrannte Ziegel schon vor fünftausend Jahren im mittleren und im Fernen 
Osten bekannt und wurden auf einem hohen Niveau verwendet. In Europa wurde 
Ziegelmauerwerk durch die Griechen und die Römer eingeführt. 
Die Herstellung von gebrannten Ziegeln veränderte sich vom Altertum an bis zum 
Anfang des 19. Jahrhunderts kaum. Die Entwicklung der Ziegelherstellung ist z.B. 
von Egermann und Mayer, 1989 sowie von Stark und Wicht, 1995, beschrieben. 
Krenkler, 1980 schildert ausführlich die chemische Zusammensetzung der Roh-
stoffe und die Vorgänge bei der Ziegelherstellung. Die Rohmaterialien sind Ton 
und Sand. Sand besteht zu 93% aus freiem SiO2, zu 3% aus gebundenem SiO2, 
zu 2% aus Al2O3 und zu 1% aus Fe2O3. Ton beinhaltet kein freies SiO2. Er besteht 
aus 65% gebundenem SiO2, aus 25% Al2O3 und aus 10% Fe2O3. Der in der Natur 
vorkommende Lehm ist eine Mischung aus Ton und Quarzmehl. Er besteht zu 
60% aus freiem SiO2, zu 25% aus gebundenem SiO2, zu 10% aus Al2O3 und zu 
5% aus Fe2O3. Die wichtigsten Verbindungen sind Kaolinit und Montmorillonit. Die 
in der Natur vorkommende Tone bestehen überwiegend aus diesen zwei Tonmi-
neralien. 
Die Förderung des Rohmaterials und dessen Vorbehandlung beschreiben z.B. 
Stark und Wicht, 1995. Der Prozess beginnt mit dem Abbau des Tons bzw. Lehms 
aus einer Grube. Der abgebaute Ton wird danach längere Zeit im Freien gelagert, 
so dass durch den Einfluss der Witterung, d.h. durch Einwirkung von Regen sowie 
von abwechselnd wirkendem Frost und Tau, die Struktur der Tonmineralien aufge-
lockert wird. Nach Angaben von Virtuv, 1991 wurde der Ton über eine ganze Jah-
reszeit - also etwa drei Monate – gelagert. In China wurde der Rohton mehrere 
Jahre, manchmal sogar mehrere Jahrzehnte lang in dieser Weise gelagert. Gege-
benenfalls wurde er durch Stampfen immer wieder durchgearbeitet, bevor daraus 
Ziegel gestrichen wurden. 
Nachfolgend wird die Ziegelherstellung nach Egermann und Mayer, 1989 be-
schrieben: 
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Vor dem Streichen des Ziegels wurde die Tonmasse eingeweicht, zerkleinert und 
von Hand geknetet, um die natürliche Schichtung aufzulösen.  Enthaltene Steine 
wurden ausgesondert und, falls der Ton zu fett war, wurde Sand beigemischt, um 
eine brauchbare Konsistenz zu erzielen. Ziegel aus zu fettem Ton bekommen Ris-
se beim Brennen, Ziegel aus zu magerem Ton backen nicht zusammen. 
Die älteste Art der Ziegelherstellung war das Formen der Ziegel von Hand. Die 
noch plastische Tonmasse wurde auf dem Boden geformt und anschließend auf 
der gleichen Stelle getrocknet. Mit einfachen Kratz- und Zuschneidewerkzeugen 
wurde dann den schon getrockneten Ziegeln die endgültige Form gegeben. 
 

 

Bild 3.1: Handstreichen von Ziegeln – Mittelalterliche zeitgenössische Darstellung.  
Aus Egermann und Mayer, 1989 

 
Das Streichen der Ziegel erfolgte schon bei den Ägyptern durch den Einsatz von 
Holzrahmen. Bild 3.1 zeigt eine zeitgenössische Darstellung eines Zieglers bei der 
Arbeit im Mittelalter. 
Beim Sandstreichverfahren wird ein Klumpen Ton - etwa 5/4 der erforderlichen 
Menge - in eine nasse und sandbestreute Form (Holzrahmen) geworfen und in die 
Ecken gedrückt, bis die Form von der Masse völlig ausgefüllt ist. Der überschüssi-
ge Ton wird anschließend mit einem Brett oder mit einem in einen Bogen ge-
spannten Draht abgeschnitten. Der so geformte Rohziegel wird auf ein Brett 
gestürzt. 
Beim Wasserstreichverfahren wird aus dem Rohton eine Platte ausgewalzt. Dann 
werden aus der Tonplatte mit einem Formkasten aus Eisen die Ziegelrohlinge 
herausgestochen. Die ausgestochenen Ziegel werden ebenfalls auf ein Brett ge-
stürzt. 
Handgestrichene Ziegel weisen manchmal eine Faltstruktur auf. Solche Steine 
zeugen von der Unerfahrenheit des Zieglers. 
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Bis zur Mitte des 19. Jahrhunderts wurden Ziegelrohlinge von Hand gestrichen. 
Anfang des 19. Jahrhundert erschienen zwar Maschinen, die das Handstreichen 
ersetzen sollten, die sich jedoch nicht durchsetzen konnten. Erst ab Mitte des 19. 
Jahrhunderts, nach der Erfindung der Schneckenpresse durch Schlickeysen 
(1854), konnte die Formung der Ziegelrohlinge so verbessert werden, dass sie 
weder Falten noch leere Ecken oder Stellen aufwiesen. Während der nachfolgen-
den Jahrzehnte wurden die Methoden der Formgebung immer weiter verbessert. 
Der wesentliche Entwicklungsschritt war das Vorgehen, die Tonmasse durch eine 
Form zu pressen. Bei diesem Verfahren richten sich die Tonmineralien quer zum 
Druck aus, wodurch ein Ziegelstein entsteht, der anisotrope mechanische Eigen-
schaften besitzt. Die Struktur eines handgestrichenen Ziegels ist dagegen homo-
gen und beinahe isotrop. 
Das Brennen von getrockneten Rohziegeln erfolgte in Ziegelmeilern oder in 
Brennöfen. Im Bild 3.2 ist der Querschnitt eines Ziegelmeilers dargestellt. Die äl-
teste Brennmethode dürfte das Brennen im Meiler sein: Die Rohlinge werden 
mauerartig in einem viereckigen oder runden, sich nach oben verjüngenden Block 
aufgeschichtet, der im unteren Bereich mit regelmäßig verteilten Feuerungsöff-
nungen versehen ist. Dabei werden die Fugen mit Brennmaterial ausgefüllt. Der 
Meiler wird außen mit Lehm abgedichtet und das Brennmaterial in den Feue-
rungsöffnungen angezündet. Der Brennvorgang dauert mehrere Tage. Je nach 
Lage im Meiler gibt es ungebrannte oder gut gebrannte Ziegel. 
 

 

 
 

 

 

 

 

Bild 3.2: 
Querschnitt eines Ziegelmeilers. 
Aus Egermann und Mayer, 1989 

 
Folgende Vorgänge laufen im Ton beim Brennen ab: 
Beim Ansteigen der Temperatur bis 120°C wird das restliche Porenwasser aus 
den Rohlingen ausgetrieben. Bei Temperaturen zwischen 450°C und 600°C wan-
deln sich die Tonmineralien unter Abspaltung des Hydratwassers um. Der Scher-
ben hält bereits zusammen, ist aber noch porös. Oberhalb des Quarzsprunges 
(573°C) verändert sich die Kristallstruktur: Es entsteht Metakaolin. Dies ist ein 
Gemisch aus den Resten der ursprünglichen Kristallstruktur und amorphem SiO2 
und Al2O3. Zwischen 800°C und 1200°C reagieren SiO2 und Al2O3 zu Aluminiumsi-
likaten. Der Ziegel erreicht seine gewünschte Härte. Ab 1.200°C beginnen die Be-
rührungsflächen der Kristalle zu „sintern“, d.h. die Kristalle schmelzen an ihren 
Berührungsflächen zusammen. In diesem Bereich wird der Ziegel glasartig. Da-
durch wird er frostbeständig (sog. Klinker) und besitzt eine hohe Druckfestigkeit. 
Ab 1.200°C beginnt der Ton zu schmelzen. Beim Quarzsprung erfolgt eine Volu-
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mendehnung im Ton. In diesem Bereich soll der Temperaturanstieg und -abfall 
langsam verlaufen, damit eine Rissbildung im Ziegel vermieden wird 
[Krenkler, 1980; Egermann und Mayer, 1989]. 
Das Brennen im Meiler oder im traditionellen Ofen ergab keine gleichmäßige Zie-
gelqualität. Je nach Lage des Ziegelrohlings im Meiler bzw. im Ofen war der Ziegel 
ungebrannt (Schwachbrand, d.h. unter 573°C) oder gut gebrannt (Schmolz). Die 
gebrannten Steine wurden nach ihrer Farbe sortiert und verwendet, wobei die hel-
le Farbe einen weichen, die dunkle Farbe einen harten Ziegel anzeigte. Anstelle 
der Festigkeit wurde bis in das 18.Jahrhundert die Härte für die Belastbarkeit der 
Steine verwendet [Egermann und Mayer, 1989]. 
 

3.2  Entwicklung der Kalkmörtelherstellung 

3.2.1 Herstellung des Baukalks 
Kalk als Bindemittel wurde bei den Ausgrabungen in den etwa 4000 Jahre alten 
Ruinen von Troja nachgewiesen. Kalk als Mörtelbinder hat eine mehr als 3000 
jährige Vergangenheit. 
Bild 3.3 zeigt unterschiedliche Tätigkeiten auf einer Baustelle im 18.Jahrhundert. 
Rechts im Bild ist das Kalklöschen dargestellt. 
 

 

Bild 3.3: Baustelle aus dem 18.Jahrhundert. Rechts im Bild: Das Löschen von Kalk.   
Aus Eckert, 1993 

 
Auch die Herstellung des Kalkes als Mörtelbinder veränderte sich über Jahrtau-
sende wenig [Stark und Wicht, 1995; Krauss, 1989]. Kalkstein wird abgebaut und 
zerkleinert. Der zerkleinerte Kalkstein wird in einem mit Holz beheizten Ofen ge-
brannt, wobei Brandkalk entsteht. Der Brandkalk muss noch vor seiner Verwen-
dung gelöscht werden. Das Löschen kann nass oder trocken erfolgen. 
Das Nass-Löschen des Brandkalkes erfolgt in einer Grube durch Überflutung (Ein-
sumpfen) der Kalkstücke. Während des Löschvorgangs werden die Kalkstücke 
immer weiter zerkleinert. Der so gelöschte Kalk wird zu einem Kalkteig mit einer 
sehr feinen Struktur.  
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Das Trockenlöschen von Kalk kann auf zwei unterschiedliche Arten ausgeführt 
werden: 
Brandkalkstücke und Sand werden ein- oder mehrlagig aufgeschichtet und mit 
Wasser besprengt. 
Brandkalkstücke werden in einen Korb gelegt, der solange ins Wasser getaucht 
wird, bis keine Blasen mehr aufsteigen. Nach Herausnehmen des Korbes trocknet 
der Kalk infolge der sich beim Löschen entwickelnden Hitze. Das gelöschte Pro-
dukt wird bis zur Verwendung mit Sand abgedeckt. 
Trocken gelöschter Kalk beinhaltet immer nicht gelöschte Stückchen und weist 
eine gröbere Struktur auf. 
 

3.2.2 Herstellung des Mauermörtels 
Mörtel wird aus gelöschtem Brandkalk, Sand und Wasser durch Vermischen im 
Mörtelkasten hergestellt. Hydraulisch erhärtende Mörtel enthalten noch Hydraule-
faktoren, wie z.B. Puzzolanerde (Trass) oder Ziegelmehl, die eine Erhärtung unter 
Wasser ermöglichen. Hydraulische Mörtel erhärten schneller als Luftkalkmörtel 
und erreichen eine höhere Druckfestigkeit als diese. 
Das Mischungsverhältnis zwischen Kalk und Sand wird im 17. und 18.Jahrhundert 
mit 1:2 bis 1:3 angegeben. Diesbezügliche Quellen sind bei Eckert, 1993 zusam-
mengefasst. Die erforderliche Wassermenge wird durch die Kalkart bestimmt. Als 
Faustregel gilt: Kalkarten mit einer feinen Struktur nehmen mehr, solche mit gro-
ber Struktur weniger Wasser auf. 
 

3.3  Mechanische Eigenschaften von historischen Ziegeln und 
Mauermörtel 

Handgestrichene Ziegel sind in ihrer inneren Struktur weitgehend homogen. Die 
von Egermann und Mayer, 1989 vorgelegten Untersuchungsergebnisse beruhen 
auf kleinen Bohrkernen, die aus historischen Bauwerken und aus nachgefertigten 
handgestrichenen Ziegelsteinen entnommen wurden. In Tabelle 3.1 sind die ermit-
telten Richtungsfaktoren für die Zylinderdruckfestigkeiten, für die E-Module und für 
die Poisson-Zahlen der Proben auszugsweise zusammengestellt. Im Bild 3.4 sind 
die Richtungen und die Entnahmestellen der Proben dargestellt. 

Tabelle 3.1: Richtungsfaktoren für moderne Ziegel (MZ), nachgefertigte handgestrichene Mauer-
ziegel (HM) und historischen Mauerziegeln (QU.) Auszugsweise aus Egermann und 
Mayer, 1989. 

Druckfestigkeit E-Modul Poisson-Zahl 
Probe 

βDy/βDx βDy/βDz Ey/Ex Ey/Ez νy/νx νy/νz 

MZ 1,31 1,34 1,69 1,85 1,36 1,58 
HM 0,87 0,92 0,88 0,92 0,91 1,11 

QU (rot) 1,01 0,87 0,86 1,02 0,88 0,93 
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Bild 3.4: Definition der Richtungen und Darstellung der Probeentnahmestellen in einem Ziegel-
stein für die Ermittlung der Richtungsfaktoren in Tabelle 3.1. 
Aus Egermann und Meyer, 1989 

 
Der Vergleich der mechanischen Eigenschaften zeigt, dass bei handgestrichenen 
Ziegeln (HM und QU) nur eine geringfügige Richtungsabhängigkeit von -14% bis 
+11% der Eigenschaften vorliegt, wobei die „schwache“ Richtung meistens senk-
recht auf die flache Seite der Steine zeigt. Moderne Ziegelsteine (MZ) verhalten 
sich anders: Hier sind die Werte in y-Richtung immer größer. Sie liegen 31% bis 
85% höher als in den anderen beiden Richtungen. Diese starke Richtungsabhän-
gigkeit moderner Ziegel entsteht bei der Formgebung durch Strangpressen: Die 
Tonmineralien richten sich quer zur Druckrichtung aus und liegen somit in der xy-
Ebene nach Bild 3.4. 
Anhand dieser Ergebnisse können historische Ziegel als homogener Werkstoff mit 
weitgehend isotropen mechanischen Eigenschaften betrachtet werden. 
Im Bild 3.5 sind die Spannungs-Dehnungslinien von Druckversuchen mit vier Mör-
telproben nach Schäfer und Hilsdorf, 1992 dargestellt. Eine Probe wurde aus ei-
nem alten Mörtel entnommen, die drei weiteren Mörtelproben im Labor hergestellt. 
Der mit Sumpfkalk hergestellte Mörtel verhält sich nach Überschreitung seiner 
niedrigen Druckfestigkeit beinahe ideal plastisch. Mörtel aus hydraulischem Kalk 
erreichen im Druckversuch eine höhere Festigkeit als der Sumpfkalkmörtel. Nach 
Erreichen der Druckfestigkeit kann hier eine Abnahme der Druckspannung bei 
zunehmender Stauchung beobachtet werden. Dieses Verhalten wird als Entfesti-
gung bezeichnet. 
Nach Ergebnissen weiterer Versuche liegt die Poisson-Zahl für Sumpfkalkmörtel 
zwischen 0,1 und 0,2. 
Die Untersuchung der Druckfestigkeitsentwicklung zeigte, dass Luftkalkmörtel aus 
Sumpfkalk und Mörtel aus Weißkalkhydrat zwar eine niedrige Endfestigkeit haben, 
diese Festigkeit aber bereits nach acht Wochen erreicht wird. 
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Bild 3.5: Spannungs-Dehnungslinien von Druckversuchen eines historischen Mörtels und drei-
er Labormörtel mit vergleichbarem Mischungsverhältnis (1:8). In Klammern sind je-
weils die Porosität der Bindemittelmatrix angegeben. Aus Schäfer und Hilsdorf, 1992. 

 

3.4  Modellierung mechanischer Eigenschaften von Ziegeln und 
von Mauermörtel 

Ziegel und Mauermörtel können, ähnlich wie Beton, bei reiner Druckbeanspru-
chung als linear-elastische, ideal-plastische Werkstoffe modelliert werden. Für den 
eindimensionalen Fall gilt das im Bild 3.6 dargestellte Diagramm.  

ε

fc

E
 

Bild 3.6: Linear-elastisches, ideal-plastisches Werkstoffverhalten unter Druckbeanspruchung 

 
Für den dreidimensionalen Spannungszustand stehen mehrere Modelle zur Ver-
fügung: Neben dem Modell von Tresca gibt es das Modell von Mohr und Coulomb 
sowie das Modell von Drucker und Prager. Diese wurden unter anderem von Chen 
und Han, 1988 ausführlich vorgestellt und erörtert. Nur über das dreidimensionale 
Verhalten des modernen Mauermörtels stehen Versuchsergebnisse zur Verfü-
gung, wohingegen es über historischen Mauermörtel und Ziegel noch keine Veröf-
fentlichungen gibt. Das plastische Verhalten des Mörtels im dreidimensionalen 
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Zustand lässt sich wegen der Isotropie der mechanischen Eigenschaften mit der 
Fließbedingung von Drucker-Prager beschreiben. Vereinfachend wird dieses Mo-
dell auch für den beinahe isotropen Mauerziegel verwendet. Die im nächsten Kapi-
tel zusammengestellten Ergebnisse zeigen, dass diese Annahme keinen Einfluss 
auf das Untersuchungsergebnis von Kleinpfeilern hat. Bei festgelegten Verhältnis-
sen, d.h. wenn die Druckfestigkeit des Mörtels stets kleiner als die Druckfestigkeit 
des Ziegels ist und die Zugfestigkeit des Ziegels kleiner als das ν−fache seiner 
Druckfestigkeit, wird die Druckfestigkeit des Ziegels nicht erreicht. Das Mauerwerk 
versagt durch Spalten des Ziegels infolge von Zwangsspannungen, die durch das 
unterschiedliche Querdehnungsverhalten der zwei Komponenten entstehen. Um 
die numerischen Untersuchungen einfacher zu gestalten, wurde deshalb bei eini-
gen Berechnungen keine Druckfestigkeit und keine Fließbedingung definiert, da 
diese nicht aktiviert werden. 
Im Bild 3.7 sind die Fließbedingungen nach Drucker-Prager sowie nach Mohr-
Coulomb im dreidimensionalen Raum der Hauptspannungen isometrisch darge-
stellt. 

 

Bild 3.7: Fließbedingungen nach Drucker-Prager und nach Mohr-Coulomb.  
Aus Chen und Han, 1988. 

 

Bei den numerischen Untersuchungen wird assoziierte Plastizität angenommen. 
Das bedeutet, dass der Winkel der inneren Reibung ϕ mit dem Dilatationswinkel ψ  
gleich ist. Die Definition von ψ ist aus den Gleichungen (3.1) und (3.2) zu entneh-
men. 

 
1

sin
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p
v
p p

v

εψ
ε ε

=
− ∗ +

 (3.1) 

 1 2 3
p p p p

vε ε ε ε= + +  (3.2) 

mit:  p
iε  plastische Hauptdehnungsrate 

 p
Vε  plastische Volumendehnungsrate 
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Für die Kohäsion gilt Gleichung (3.3): 

 ( )1 sin
2 cos

cfc
ϕ

ϕ
∗ −

=
∗

 (3.3) 

Für den Reibungswinkel „ϕ“ wurden die Werte 20° und 30°, für den Mörtel der 
Wert von 20° angesetzt. Die Poisson-Zahl wurde für Ziegel mit 0,10 bis 0,15 und 
für Mörtel mit 0,15 bis 0,20 angenommen. Die Druckfestigkeit der Ziegel wurde mit 
einem Mindestwert von 15.000 kN/m², die von Mörtel mit 1.100 kN/m² und mit 
1.600 kN/m² angenommen. Die Rechenwerte sind in Tabelle 3.2 zusammenge-
stellt. 
Über das Verformungsverhalten von historischem Mörtel und Ziegeln unter Zug-
beanspruchung stehen keine Veröffentlichungen zur Verfügung. Deshalb wird das 
Verhalten in Anlehnung an den Werkstoff Beton und anhand des übrigen Verhal-
tens von Ziegel und von Mörtel wie folgt modelliert: 
Beton-ähnliche Werkstoffe verhalten sich unter Zugbeanspruchung spröd oder 
quasi-spröd. Bei sprödem Verhalten reißt der Werkstoff plötzlich. Nach dem Errei-
chen der Zugfestigkeit kann keine Kraft mehr aufgenommen werden. Bei quasi-
sprödem Verhalten gibt es nach dem Erreichen der Zugfestigkeit noch einen ab-
nehmenden Widerstand bei zunehmender Dehnung des Materials, die sogenannte 
Entfestigung. Quasi-sprödes Material gibt einer Tragkonstruktion Duktilität und 
damit eine größere Steifigkeit im gerissenen Zustand. 
Bild 3.8 zeigt Beispiele idealisierten Spannungs-Dehnungslinien für spröde und 
quasi-spröde Werkstoffe. 
 
a) 
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Bild 3.8: Idealisierte Spannungs-Dehnungs-Linien für spröde (a) und quasi-spröde (b) Werk-
stoffe 

 

Die Parameter des Knickpunkts in der trilinearen Spannungs-Dehnungslinie sind 
willkürlich angenommen. Mit Hilfe dieses Modells soll lediglich der Einfluss der 
Duktilität auf den Zug qualitativ erfasst werden.  
Die Rechenwerte für die Zugfestigkeit sind ebenfalls in Tabelle 3.2 zu finden. 



42  

Tabelle 3.2: Rechenwerte des E-Moduls, der Poisson-Zahl, des Reibungswinkels sowie der Druck- 
und Zugfestigkeit von Ziegel und Mauermörtel 

Werkstoff  Ziegel Mauermörtel 
E-Modul   [kN/m²] 5,0*106 2,5*106 

Poisson-Zahl ν  0,10-0,15 0,15-0,20 
Reibungswinkel ϕ   [°] 20-30 20 
Druckfestigkeit fc     [kN/m²] 15000 1100-1600 
Zugfestigkeit ft        [kN/m²] 110 450 
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4. Trag- und Verformungsverhalten von einschali-
gem Mauerwerk unter Druck 

Im nachstehenden Kapitel wird das Trag- und Verformungsverhalten von einscha-
ligem historischem Mauerwerk anhand von Literaturangaben und eigenen 
FE-Untersuchungen dargestellt. Auf das Verhalten von Mauerwerksscheiben - 
siehe z.B. Ganz, 1985 und Seim, 1995 - wird nicht eingegangen, da bei Bogen-
tragwerken und bei Tonnengewölben mit Stichkappen dieses Tragverhalten eine 
untergeordnete Rolle spielt. 
In historischen Mauerwerkskonstruktionen ist die Höhe der Mörtelfuge (hm) größer 
als im heutigen Mauerwerk. Bei Gewölbekonstruktionen kann die Fugenhöhe nach 
eigenen Beobachtungen bis zur Hälfte der Ziegeldicke betragen. 
 

4.1   Kenntnisstand nach aktuellen Literaturstellen 
Die Anzahl der Literaturstellen über die Tragfähigkeit oder das Verformungsverhal-
ten von Mauerwerk ist groß. Die meisten Veröffentlichungen beschäftigen sich mit 
Themen über Mauerwerk nach den aktuellen Regelwerken. Verwertbare Literatur 
über das Trag- und Verformungsverhalten historischen Mauerwerks mit dicken 
Mörtelfugen und mit Mörtelbinder aus Sumpfkalk oder Weißkalkhydrat stand nicht 
zur Verfügung. Deshalb werden nachstehend die Literaturstellen erwähnt, die zur 
Klärung des Tragverhaltens der betreffenden Mauerwerksart mit dicken Kalkmör-
telfugen halfen. 
In der Mitte des 20.Jahrhunderts lag der Schwerpunkt des Interesses auf der 
Tragfähigkeit des Mauerwerks. Trotz einer großen Anzahl von Versuchen konnte 
die Tragfähigkeit aber mittels empirischer Formeln nicht einheitlich erfasst werden. 
Graf, 1952 stellt in seiner Arbeit sechzehn unterschiedliche Formeln zur Ermittlung 
der Mauerwerkstragfähigkeit dar. Der Grund für die Vielzahl der unterschiedlichen 
Formeln war einerseits die Tatsache, dass die Einflussparameter noch nicht sys-
tematisch ermittelt wurden, andererseits die fehlende Kenntnis der Versagensme-
chanismen von Mauerwerk. 
Zur Erfassung des Mauerwerksversagens stellte Hilsdorf als erster ein Bruchmo-
dell auf [Probst, 1981]. In seiner Bruchhypothese geht Hilsdorf davon aus, dass 
sich die Spannungen in einem Ziegel eines Mauerwerkskörpers bei zentrischer 
Druckbelastung nach Bild 4.1a entwickeln. Er nimmt an, dass die Querzugspan-
nungen in der x- und z-Richtung, σx und σz gleich sind. Im Bild 4.1a sind diese 
Spannungen in Abhängigkeit von der örtlichen Maximalspannung σy in Richtung 
der äußeren Last dargestellt. Die Linie A stellt die Bruchkurve für die Ziegelfestig-
keit dar und zeigt den Zusammenhang zwischen der Druckspannung σy und den 
Querzugspannungen σx und σz, die einen örtlichen Bruch oder eine Rissbildung im 
Ziegel auslösen. Für σx = σz = 0 entspricht σy der einachsigen Druckfestigkeit des 
Ziegels. Das Versagenskriterium von Ziegel war damals noch nicht bekannt und 
wird deshalb von Hilsdorf nach der Mohr'schen Theorie als linear angenommen. 
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Wird das Mauerwerk auf Druck belastet, folgt der Spannungsverlauf der gestri-
chelten Linie B1. Wenn diese Linie die Bruchkurve A schneidet, findet ein örtlicher 
Bruch statt, das heißt es bildet sich ein Riss im Ziegel in Richtung der Last. Da-
durch versagt das Mauerwerk noch nicht. Im gerissenen Querschnitt nehmen die 
Querzugspannungen ab. Wenn die äußere Last bereits größer ist als die einachsi-
ge Druckfestigkeit des Mörtels, muss der Mörtel in Querrichtung dehnungsbehin-
dert werden. Somit ist eine gewisse Querdruckspannung im Mörtel erforderlich. 
Mit dieser Spannung steht eine Querzugspannung in den ungerissenen Bereichen 
des Ziegels im Gleichgewicht. Dieser Mindestquerzugspannung entspricht Linie C. 
Mit steigender äußerer Last steigt die Mindestquerzugspannung an. Wird die äu-
ßere Last über die Last beim 1. Riss hinaus erhöht, können sich die Spannungen 
in einem ungerissenen Querschnitt des Ziegels entlang der Linie B2 entwickeln. 
Wenn die Linie B2 die Bruchkurve A schneidet, entsteht der 2. Riss. Dieser Vor-
gang der Rissbildung setzt sich fort, und der Ziegel wird sich in schmale Elemente 
aufspalten. Unter idealen Voraussetzungen geschieht der Bruch des Mauerwerks 
dann, wenn die Querzugfestigkeit des Ziegels kleiner ist als die Spannung, die 
notwendig ist, um den Mörtel in Querrichtung genügend zusammenzuhalten. 
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Bild 4.1 Bruchmechanismus von Mauerwerk: 
a) nach Hilsdorf  
b) nach Khoo und Hendry. Aus Probst, 1981 

 
Auf der Basis des einfachen Hilsdorf‘schen Bruchmechanismus wurden weitere, 
immer feinere Modelle entwickelt. So berücksichtigten Khoo und Hendry [Probst, 
1981] in ihrem Bruchmodell das von ihnen in Versuchen ermittelten Bruchkriterium 
für Ziegel sowie eigene Ergebnisse von FE-Berechnungen. Khoo und Hendry ge-
hen bei ihrem Vorschlag für eine Bruchtheorie von der im Bild 4.1b gezeigten Ent-
wicklung der Spannungen im Ziegel eines Mauerwerksprismas unter zentrischer 
Last aus. Die Darstellung entspricht der von Hilsdorf im Bild 4.1a. Der Spannungs-
zustand des Ziegels entwickelt sich bei Laststeigerung entsprechend der gestri-
chelten Linie. Der Bruch des Ziegels tritt beim Schnittpunkt mit der Bruchkurve ein. 
Die Neigung der gestrichelten Linie hängt von den Eigenschaften der Mörtelfuge 
unter dreiachsigen Druck ab. Ist der verwendete Mörtel schlechter, wird die Linie 
flacher. Die Linien A’A und B’B stellen die Zugspannungen dar, die notwendig 
sind, um das Mörtelversagen unter dreiachsigem Druck zu verhindern. Die Bezie-

a) b)
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hung zwischen den Querspannungen in Ziegel und Mörtel wird durch das horizon-
tale Kräftegleichgewicht erzeugt. 
Khoo und Hendry sowie Hilsdorf [Probst, 1981] berücksichtigten die Verträglichkeit 
der Ziegel- und Mörtelverformungen nicht (Bild 4.1a und b). In beiden, nur die 
Gleichgewichtsbedingungen berücksichtigenden, Modellen wird angenommen, 
dass der Bruch des Mauerwerks am Schnittpunkt der Bruchkurven von Ziegel und 
Mörtel erfolgt. 
 

 

Bild 4.2 Spannungsentwicklung im Mauerwerk unter zentrischem Druck bis zum Bruch.  
Aus Probst, 1981 

 

Probst, 1981 zeigte, dass der Bruch (im σy/σx-Koordinatensystem) nicht unbedingt 
am oben genannten Schnittpunkt „A“ auftritt, sondern unterhalb des Schnittpunk-
tes an der Stelle „B“, an der die Dehnungen gleich groß sind (Bild 4.2). Die Linien 
εxs und εxm stellen die Hauptspannungsbeziehungen bei verschiedenen Deh-
nungszuständen für Ziegelstein und Mörtel dar. Sinngemäß verläuft der Belas-
tungsweg durch die Schnittpunkte oben genannter Linen von Ziegelstein und 
Mörtel gleicher Dehnung. 
Zur Untersuchung des Einflusses der Steinhöhe auf das Tragverhalten des Mau-
erwerks führten Sabha und Weigert, 1996 Versuche durch. Ziel ihrer Untersu-
chungen war, eine zuverlässige Formel zur Ermittlung der Bruchfestigkeit von 
Mauerwerk mit schmalen Mörtelfugen (t/b < 0,2) aufzustellen. Zur Ermittlung der 
Mauerwerksfestigkeit ,c Maf  geben die Autoren die empirische Gleichung (4.1) an. 
Der Beiwert „K“ nach Gleichung (4.2) berücksichtigt neben dem Verhältnis der Fu-
genstärke zur Steinbreite auch den Einfluss der Steinhöhe. 
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mit:   ,c mf :  Normdruckfestigkeit des Mörtels 

   ,t sf , ,c sf : Zug- bzw. Druckfestigkeit des Steines 

   t :  Dicke der Lagerfuge 

   b :  Breite des Steins 

   h :  Höhe des Steins 

Die Gleichungen (4.3) und (4.4) geben die Mauerwerksfestigkeit für den Fall an, 
dass der Mörtel in der dicken Mörtelfuge fest genug ist und vor dem Spalten des 
Steins nicht ausbröckelt : 
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mit:   ,c sf  :  Steindruckfestigkeit 

   ,t sf  :  Steinzugfestigkeit 

   sE , mE  :   Elastizitätsmodul des Steins bzw. des Mörtels 

   sµ , mµ  :   Querdehnzahl des Steins bzw. des Mörtels 

B  :  Faktor zur Berücksichtigung unterschiedlicher Spannungs-
verteilung. B =h/t bei flachen Steinen und B =h/2t bei 
quaderförmigen Steinen, in Sabha und Weigert, 1996, als 
„Integrationskonstante“ bezeichnet. 

Die Gleichungen (4.1) und (4.3) berücksichtigen z.T. unterschiedliche Parameter. 
Das liegt daran, dass Mauerwerk in Abhängigkeit von der Dicke der Mörtelfuge 
unterschiedlich versagt. 

Mauerwerk mit dünnen Mörtelfugen (t/b < 0,2) versagt durch das Spalten der Zie-
gelsteine: Das Ausbröckeln des Fugenmörtels im Randbereich führt zu einer 
Spannungskonzentration (Teilflächendruck) zwischen Ziegel und Fugenmörtel. 
Dadurch entstehen Spaltzugspannungen im Ziegelstein, die beim Erreichen der 
örtlichen Zugfestigkeit zu mit der Lastrichtung parallel verlaufenden Rissen führen. 
Durch diese Rissbildung wird der dreidimensionale Druckspannungszustand im 
Mörtel gestört, und die aufnehmbare Last fällt bei zunehmender Stauchung ab. 
Im Mauerwerk mit dickeren Mörtelfugen (t/b ≥ 0,2), kann ein Versagensmecha-
nismus mit oder ohne Ausbröckeln des Fugenmörtels entstehen. Ein ausreichend 
fester Mörtel bröckelt nicht aus. In diesem Fall versagt der Ziegel auch auf Quer-
zug, verursacht durch das unterschiedliche Querdehnungsverhalten des Mörtels 
und des Ziegels. Die Steinzugfestigkeit wird überschritten, bevor der Fugenmörtel 
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seine Druckfestigkeit erreicht. Somit kann das Versagen mit den elastischen An-
sätzen der Gleichung (4.3) beschrieben werden. 
Mauerwerksversagen bei dicken Mörtelfugen aus Mörtel mit niedriger Druckfestig-
keit wird im Abschnitt 4.2 erörtert. 
Der E-Modul des Mauerwerks wird in Druckversuchen ermittelt. Aus der Last-
Verschiebungskurve des Versuchs wird ein Sekantenmodul aus 1/3 der Höchstlast 
(Druckspannung) und der zugehörigen Verschiebung (Stauchung) ermittelt. Zu 
unterschiedlichen Kombinationen der Stein- und Fugengeometrie, zur Art des 
Verbandes sowie zu den Stein- und Mörtelfestigkeiten stehen empirische Formeln 
des E-Moduls zur Verfügung (Ruile, 2000). Verschiedene Quellen geben dazu 
unterschiedliche Formeln an. Die Größe des E-Moduls liegt in einem Streubereich 
500∗ fc,M ≤ ED ≤ 2000∗ fc,M. Der Zug-E-Modul von Mauerwerk wird in Zugversuchen 
analog zum Druck-E-Modul ermittelt. Für Mauerwerk aus Mauerziegeln lautet z.B. 
die Beziehung: 
 0,8914700z zE f= ∗  (4.5) 

Neuwald-Burg, 1999 untersuchte das Trag- und Verformungsverhalten von histori-
schem Mauerwerk mit Kleinpfeilerversuchen. Die Kleinpfeiler wurden aus dem 
historischen Vorbild am nächsten stehenden Ziegeln mit dünnen, 1,2 cm starken 
Mörtelfugen hergestellt. Zur Ermittlung des Einflusses der Mörtelsorte wurden bei 
der Herstellung der Prüfkörper Trasskalk, Putz- und Mauerbinder, hydraulischer 
Kalk, Wasserkalkhydrat und Sumpfkalk verwendet. 
Die mechanischen Eigenschaften der verwendeten Ziegel und der genannten Mör-
telsorten untersuchte Neuwald-Burg ebenfalls durch Druckversuche. Beim Ziegel 
wurden Bohrkerne mit d/h = 50 mm / 50 mm, beim Mörtel Prismen mit Kantenlän-
gen von 20 mm × 20 mm × 80 mm als Probekörper verwendet. 
Die Spannungs-Dehnungs-Linien der untersuchten Mörtelproben (Bild 4.3) stim-
men mit der Literatur – z.B.: Hilsdorf und Schäfer, 1992 – überein. 
Die Spannungs-Dehnungs-Linien der zentrisch belasteten Kleinpfeiler weisen je-
doch eine wesentlich geringere Steifigkeit auf als die entsprechenden Mörtelpro-
ben im Versuch (Bild 4.3), obwohl die Aushärtezeiten der Mörtelproben und der 
Kleinpfeiler gleich lang waren. Neuwald-Burg führte auch eine Reihe von Kleinpfei-
lerversuchen mit außermittiger Belastung an gleichen Probekörpern wie bei den 
zentrischen Druckversuchen durch. Aus den gemessenen Verschiebungen und 
aus den Druckkräften ergaben sich Spannungs-Dehnungs-Linien. Im Bild 4.4 sind 
die Spannungs-Dehnungs-Linien und der Versuchsaufbau dargestellt. Die errech-
neten Bruchstauchungen waren bei außermittiger Belastung wesentlich größer, 
als bei den zentrischen Druckversuchen. In Tabelle 4.1 sind die betreffende Werte 
nach Neuwald-Burg, 1999 auszugsweise zusammengestellt. 
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Bild 4.3 Gemittelte Spannungs-Dehnungs-Linien der zentrischen Druckversuche an Mörtel-
proben (oben) und an Kleinpfeilern (unten). Aus Neuwald-Burg, 1999 

 

Tabelle 4.1 Mittelwerte der Druckfestigkeiten und E-Module von mittigen Kleinpfeilerversuchen. 
Auszugsweise aus Neuwald-Burg, 1999 

Mörtelart Mörtel Pfeiler (mittig) 

 fM [N/mm²] EM [N/mm²] fMw [N/mm²] EMw [N/mm²] 

Sumpfkalk (SK) 1,2 2500 8,6 700 

Weißkalkhydrat (WKH) 1,8 3700 9,0 1000 

Trasskalk (TK) 3,5 4700 14,1 3000 

 

Bindemittel im Mörtel: 

TK - Trasskalk 

PM - Putz- u. Mauerbinder 

        (zementhaltig) 

HK - hydraulischer Kalk 

WKH - Wasserkalkhydrat 

SK - Sumpfkalk 
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Bild 4.4: Spannungs-Dehnungslinien (links) und Aufbau der außermittigen Druckversuche 
(e ~ d/6) an Kleinpfeilern. Aus Neuwald-Burg, 1999 

 
Aus der vorhergehenden Übersicht ist erkennbar, dass sowohl der Versagensme-
chanismus als auch einige Aspekte des Tragverhaltens von historischem Mauer-
werk für Gewölbe aus der Literatur entnommen werden können. Zuverlässige 
Materialparameter für historisches Mauerwerk stehen jedoch nicht zur Verfügung. 
Für die Untersuchungen mit homogenisierten Mauerwerkseigenschaften mussten 
diese Parameter durch FE-Berechnungen an Zweiphasen-Kleinpfeilermodellen 
ermittelt werden. Dabei wurden die mechanischen Eigenschaften von Ziegel und 
Mörtel nach Literaturangaben berücksichtigt. 
 

4.2   FE-Untersuchungen zur Ermittlung der Werkstoffparameter 
des historischen Mauerwerks 

Bei schlanken Einwölbungen kann eine verhältnismäßig große Lagerfugenstärke 
festgestellt werden. Diese reicht von einem Drittel bis zur Hälfte der Steindicke. 
Die erhöhte Fugenstärke und der verwendete plastische Luftkalkmörtel ermögli-
chen die mit der großen Schlankheit verbundenen großen Verformungen dieser 
Konstruktionen. 
Neuwald-Burg, 1997 führte Kleinpfeilerversuche mit einer Fugenstärke von 1,2 cm 
durch. Das Verformungsverhalten dieser Kleinpfeiler kann für historisches Mauer-
werk mit großer Fugenstärke nicht übernommen werden. 
Da die Versuchsergebnisse aus der Literatur nicht unmittelbar eingesetzt werden 
können, müssen die fehlenden Werkstoffparameter mit Hilfe der FE-Methode er-
mittelt werden. 
Mit Hilfe der Finiten-Element-Methode können die Werkstoffparameter von Mau-
erwerk aus der Geometrie und aus den mechanischen Eigenschaften der Kompo-
nenten - „Phasen“ - für weitere Untersuchungen ermittelt werden. Des Weiteren 
kann der Einfluss der Ausführung, d.h. die Qualität des Verbandes zwischen den 
Komponenten, auf das Tragverhalten des Mauerwerks getrennt simuliert und aus-

SK mittig
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gewertet werden. Dabei werden Kleinpfeilerversuche mit detaillierten FE-Modellen 
simuliert. In diesen Modellen sind sowohl der Ziegelstein als auch die Mörtelfuge 
getrennt abgebildet, wobei die Elementgruppen mit den entsprechenden mechani-
schen Eigenschaften versehen werden. Diese Art von Modell wird in der Literatur 
als „Mikromodell“ oder Zweiphasenmodell bezeichnet (z.B. Rots, 1991). Zweipha-
senmodelle von Mauerwerk können unterschiedlich fein aufgebaut werden. Bei 
allen Versionen werden die Ziegelsteine mit Kontinuumelementen abgebildet. Die 
Mörtelfugen können je nach Bedarf als „Interface-Element“ oder als Kontinuum-
element idealisiert werden. Eine weitere Verfeinerung des Modells ist die Berück-
sichtigung des Verbundes zwischen Ziegel und Mörtelfuge. Hierzu werden auch 
„Interface-Elemente“ verwendet. Die grobe Erfassung der Mörteleigenschaften mit 
Interface-Elementen wird in der englischsprachigen Fachliteratur auch als Meso-
Modellierung bezeichnet [Rots, 1991] und wird meistens zur Untersuchung von 
kleineren Wandscheiben eingesetzt. Mit den feineren Zweiphasenmodellen kön-
nen Detailfragen des Tragverhaltens wie beispielsweise die Interaktion zwischen 
Ziegel und Mörtel untersucht werden. 
Unter anderem führten Probst, 1981 sowie Sabha und Weigert, 1996 eine Reihe 
von FE-Berechnungen an Mauerwerksmodellen unter zentrischem Axialdruck 
durch. Alle diese Untersuchungen wurden unter Annahme von homogenem, i-
sotropem und linear-elastischem Werkstoffverhalten durchgeführt. Obwohl ihre 
Ergebnisse nur den noch unbeschädigten Zustand erfassen, liefern sie wertvolle 
Informationen über die Interaktion zwischen Ziegel und Mörtel. In den letzten Jah-
ren wird bei Untersuchungen an Mauerwerk immer häufiger nichtlineares Werk-
stoffverhalten berücksichtigt. Trautz, 1998 ermittelte Werkstoffparameter durch die 
Simulation von Kleinpfeilerversuchen mittels FE-Berechnungen an Mauerwerks-
Einphasenmodellen. Er richtete sich dabei nach den Bruchlasten im Versuch. Da-
bei berücksichtigte er im Werkstoffgesetz für Mauerwerk Rissbildung (durch das 
Rissbandmodell) und Plastifizierung. Pöschel und Purtak, 2000 untersuchten den 
Einfluss der Schlankheit auf die Tragfähigkeit von Mauerwerk an Zweiphasenmo-
dellen. Die geometrischen Verhältnisse ihrer Modelle richteten sich nach Mauer-
werk aus Elbsandstein.  
Der Querschnitt eines Elbsandsteinquaders ist quadratisch, somit können auch 
diese Ergebnisse nicht für die nachstehenden Untersuchungen herangezogen 
werden. 
Die Ergebnisse von Trautz stützen sich auf Kleinpfeilerversuche mit dünnen Mör-
telfugen, die Ergebnisse von Pöschel und Purtak sich dagegen auf ein Modell mit 
hohem Steinquerschnitt. Beide entsprechen nicht der für die Untersuchungen 
ausgewählten Geometrie: Ziegelsteine mit historischem „Normalformat“ und dicke 
Mörtelfuge. Deshalb mussten für die vorliegende Arbeit zur Ermittlung der Werk-
stoffparameter für die Einphasenmodelle eigene FE-Berechnungen mit Zweipha-
senmodellen durchgeführt werden. 
Die Besonderheiten der Methode bei Problemen mit nichtlinearem Materialverhal-
ten werden im Kapitel 8.2 erörtert. Die verwendeten Elementtypen und Werkstoff-
gesetze sowie die numerische Verfahren in den eigenen Untersuchungen werden 
ebenfalls dort zusammengefasst.  
Vorerst wurden Simulationen an dem im Bild 4.6 dargestellten räumlichen Zwei-
phasen-Kleinpfeilermodell durchgeführt. Zur Modellierung der Werkstoffeigen-
schaften wurde die Kombination des Drucker-Prager Versagenskriteriums mit 
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„tension cut-off“ verwendet (Bild 8.15). Für die Modellierung der Rissbildung wurde 
die Rissbandmethode eingesetzt (s. noch Abschnitt 8.3.2 ). 
Das FE-Modell wurde aus 8-knotigen, quaderförmigen Elementen mit linearer 
Verschiebungsfunktion aufgebaut, wobei die zweifache Symmetrie des abgebilde-
ten Probekörpers ausgenutzt wurde. Die einzelnen Ziegelsteine wurden durch 
lxbxh=18x8x4, die Mörtelfugen durch lxbxh=18x8x8 Elemente abgebildet.  
Nähere Angaben über das verwendete FE-Programm DIANA und seine Beson-
derheiten sind im Abschnitt 8.3 zusammengestellt. 
Alle Knoten der Auflagerfläche waren räumlich festgehalten. Die anschließenden 
Teile des Kleinpfeilers wurden durch Verschiebungsverhinderung senkrecht auf 
die Grenzflächen berücksichtigt. Die Werkstoffeigenschaften wurden gemäß der 
Zusammenstellung in Tabelle 3.1 angenommen. 
Es wurden zentrische und exzentrische Druckversuche am räumlichen Modell si-
muliert. Das Modell wurde durch Aufbringen einer Auflagerverschiebung, also ver-
schiebungsgesteuert (s. Abschnitt 8.3.4 ), belastet. 
In Bild 4.6 und Bild 4.7 sind die Lage des Modells innerhalb des Kleinpfeilerkör-
pers, die Belastung, die Isoflächen der Rissdehnungen und die Isoflächen der ers-
ten Hauptspannungen im Mörtel dargestellt. 
 

 
 

 
Bild 4.5: Kleinpfeiler schematisch. Bereich des FE-Modells schraffiert  

(isometrische Darstellung links, Vorder- und Seitenansicht rechts) 
 
Unter zentrischem Druck (Bild 4.6) wird die Querdehnung des weichen Mörtels 
durch den Ziegelstein verhindert. Im Mörtel entsteht dadurch mit Ausnahme der 
Ränder ein dreidimensionaler Spannungszustand, in dem alle Hauptspannungen 
Druckspannungen sind (Bild 4.6d). Da die drei Hauptspannungskomponenten 
meistens unterschiedlich groß sind, entspricht diese Bezeichnung der Definition 
von „hydrostatisch“ nicht. Deshalb ist es sinnvoller, den Zustand als „quasi-
hydrostatisch“ zu bezeichnen. 
Die Isoflächen im Bild 4.6 zeigen eine weitgehend gleiche Verteilung der ersten 
Hauptspannungen entlang der z-Achse, d.h. in Längsrichtung der Mörtelfuge. In 
den Fugenquerschnitten (in der xy-Ebene) herrscht zwischen den relativ kleinen 
Stirnzonen durch die Behinderung ein ebener Verformungszustand. Die Länge der 
Stirnzonen ist etwa gleich groß wie die Höhe der Mörtelfuge. An der Auflagerflä-
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che sind die Verschiebungen quer zur Lastrichtung behindert, somit ist die Vertei-
lung der Spannungen anders als im mittleren Abschnitt des Kleinpfeilers und da-
durch nicht repräsentativ. Im Mörtel entstehen Risse in halber Höhe der Fuge in 
den Ecken (Bild 4.6d). Im Ziegel, an den mit dem Mörtel benachbarten Rändern, 
bilden sich ebenfalls Risse (Bild 4.6c). Diese Risse verlaufen parallel zu den Kan-
ten. Im Bild 4.6c sind oberhalb und unterhalb der Mörtelfuge Ansätze von Spaltris-
sen zu erkennen. 
 

 
a) 

 Belastung

 
  

b) c) d) 

Bild 4.6: Rissdehnungs- und Hauptspannungs-Isoflächen des FE-Modells bei zentrischer 
Druckbeanspruchung 
a) Isometrie der Kleinpfeiler mit dem markierten Bereich des Modells 
b) Lastform: Seitenansicht in Richtung „z“ 
c) Isometrie der durch Risse geschädigten Bereiche im Modell (dunkelblau bis 

grün: kleine bis mittlere Rissdehnungen) 
d) Isometrie der ersten Hauptspannungen in den Mörtelfugen (blau bis grün: 

Druckspannungen, gelb bis orange: Zugspannungen) 
 
Die außermittige Belastung wurde durch Verdrehen der Auflagerfläche um die hin-
tere Längskante aufgebracht. Im Bild 4.7d ist die Verteilung der ersten Haupt-
spannungen in den Mörtelfugen dargestellt. Sie entspricht in z-Richtung der 
Verteilung bei zentrischer Druckbelastung: Über 75% der Mörtelfugenlänge sind 
die Spannungen in den xy-Querschnitten gleich verteilt. Wegen des Randeinflus-
ses verlaufen die Spannungen in der Nähe der Stirnfläche anders. Bei außermitti-
ger Belastung bröckelt der Mörtel auf etwa 60% der Stirnseiten aus. Die 
hochbelasteten Längskanten der Ziegel weisen solche Risse auf, wie sie die zent-
risch gedrückten Ziegel umlaufend zeigen. 

x

y

z
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a) 

 Belastung 

 
  

b) c) d) 

Bild 4.7: Rissdehnungs- und Hauptspannungs-Isoflächen des FE-Modells bei außermittiger 
Druckbeanspruchung (e ≅ d/6) 
a) Isometrie der Kleinpfeiler mit dem markierten Bereich des Modells  
b) Lastform: Seitenansicht in Richtung „z“ 
c) Isometrie der durch Risse geschädigten Bereiche im Modell (dunkelblau bis 

grün: kleine bis mittlere Rissdehnungen) 
d) Isometrie der ersten Hauptspannungen der Mörtelfugen (blau bis grün: Druck-

spannungen, gelb bis orange: Zugspannungen) 
 
Beide Beispiele zeigen, dass die Spannungen und Dehnungen in einem Kleinpfei-
ler in z-Richtung auf etwa 75% der Länge gleichmäßig verteilt sind. Die Randstö-
rung ist an den Stirnseiten auf einen kurzen Bereich begrenzt. Die Tiefe dieses 
Bereichs ist etwa so groß wie die Fugenhöhe. Deshalb ist die Untersuchung der 
Interaktion zwischen Ziegel und Mörtel sowie des Verbundes zwischen den beiden 
Mauerwerkskomponenten mit ebenen FE-Modellen weitgehend zulässig. Für die 
FE-Untersuchungen in der Ebene wurden Modelle aus einer Mörtelfuge mit den 
oberhalb und unterhalb davon liegenden halben Ziegelsteinen gebildet. Im Bild 4.8 
ist die Lage des Modells in einem Kleinpfeilerlängsschnitt dargestellt. 
Die numerischen Untersuchungen sollen bei den gewählten Werkstoffen (histori-
sche Ziegel und Luftkalkmörtel) den Einfluss folgender Parameter klären: 
- Dicke der Mörtelfuge, 
- Qualität der Ausführung, d.h. des Verbundes zwischen Ziegel und Mörtel. 
Des Weiteren soll die Frage geklärt werden, ob eine Delaminierung vor dem Ver-
sagen, wie von Trautz, 1998 beschrieben, bei halbsteinstarken historischem Mau-
erwerk mit dicken Mörtelfugen auftreten kann. 
 

x

y

z
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Modell 

 

Bild 4.8: Kleinpfeilerlängsschnitt mit Modell  

 
Zur Untersuchung des Einflusses der Fugenstärke wurden FE-Berechnungen an 
ebenen Mauerwerkmodellen mit 11,5 cm / 7,0 cm Ziegelquerschnitt mit 1,2 cm 
Fugendicke (dünne Fuge) und mit 3,5 cm Fugendicke (dicke Fuge) durchgeführt. 
Im Bild 4.9 sind die Fugenränder beider Modelle kurz vor dem Versagen abgebil-
det. 
 
 

 

Bild 4.9: Fugenränder mit den Isoflächen der Rissdehnungen - bei dünner (links), bei dicker 
Mörtelfuge (rechts) (blau: kleine, gelb bis orange: große Rissdehnung). Im rechten 
Bild ist der liegende V-förmige plastifizierte Bereich vertikal schraffiert. Die realen 
Grenzen dieses Bereiches sind mit gestrichelten Linien dargestellt. 

 
Die Verformungen sind in einem vergrößerten Maßstab, die durch Risse beschä-
digten Elemente farbig dargestellt. Der Randbereich des Mörtels ist von Rissen 
stark durchsetzt. Das ist der Bereich der Ausbröckelung. Hinter der Ausbröckelung 
verlaufen die Trajektorien der Druckspannungen bogenförmig zwischen den an-
schließenden Ziegelflächen. Auf der Rückseite der Ausbröckelung plastifiziert sich 
der Mörtel karreeförmig. Durch die Elementierung nimmt dieser Bereich die Form 
eines liegenden „V“ an. Bei beiden Fugenstärken ist die Lage des Risses im Ziegel 
proportional gleich: Der Abstand des Risses von der Fugenkante gleicht etwa der 
halben Fugenstärke. Die Rissbilder gehören zu unterschiedlichen Laststufen. 
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Im Bild 4.10 ist das verformte ebene Kleinpfeilermodell mit den Isoflächen der 
Rissdehnungen und mit einer schematischen Darstellung der Drucktrajektorien in 
den Randbereichen dargestellt. Des Weiteren sind folgende Querschnitte gekenn-
zeichnet: Berührungsfläche zwischen Mörtel und Ziegel (Schnitt 1-1) und Quer-
schnitt in halber Höhe der Mörtelfuge (Schnitt 2-2). Im Bild 4.11 ist die Verteilung 
der Druckspannungen in den Querschnitten 1-1 und 2-2 im ungerissenen Zustand 
und kurz vor dem Spaltversagen des Ziegels dargestellt. Im ungerissenem Zu-
stand ist die Verteilung der Druckspannungen in den zwei Querschnitten beinahe 
identisch. An beiden Rändern auf einer Länge von je ca. 1 cm weichen die Kurven 
nur leicht voneinander ab. Der Unterschied ist am Rand am größten und beträgt 
lediglich 7,5%. Kurz vor dem Spaltversagen des Ziegels und damit dem Versagen 
des ganzen Systems ist der Unterschied im Verlauf wesentlich größer. Die Druck-
spannungen im mittleren Bereich des Mörtels sind etwa gleichmäßig verteilt. An 
den Rändern jeweils auf einer Länge von ca. 2 cm fällt ihr Wert von 1.800 kN/m² 
auf 1.440 kN/m², d.h. um 20%. In der Berührungsfläche (Schnitt 1-1) verlaufen die 
Druckspannungen unterschiedlich: Die Spannungen sind zwar im mittleren Be-
reich etwa gleich groß wie in halber Höhe der Mörtelfuge, wohingegen dieser Ab-
schnitt aber kürzer ist als im Mörtel (Schnitt 2-2). Zu den Rändern hin fällt der Wert 
erst von 1.805 kN/m² auf 1.630 kN/m² ab, nimmt aber in unmittelbarer Nähe des 
Randes wieder zu und steigt auf die rechnerische Größe von 1.973 kN/m². Der 
etwas stärkere Abfall der Druckspannungen in der halben Höhe der Mörtelfuge 
und der leichte Abfall und plötzliche Anstieg am Rand der Berührungsfläche wird 
durch Beschädigungen des Fugenmörtels verursacht. Durch die Rissbildung und 
gleichzeitige Plastifizierung des Mörtels im Inneren der Ausbröckelung und im da-
hinter liegenden Mörtelbereich fällt die Mörtelsteifigkeit stark ab. Der angrenzende, 
unbeschädigte Mörtelbereich muss daher mehr Last übernehmen. Die Spannun-
gen bilden einen „Entlastungsbogen“ und umfahren den beschädigten Bereich. 
Damit treffen sie die Berührungsfläche am Rand „gebündelt“. Im allgemeinen wird 
das Spaltversagen des Ziegels im Mauerwerk durch zwei wesentlichen Einflüsse 
verursacht. Der erste Einfluss ist die Teilflächenbelastung, die durch einen voll-
ständigen Ausfall – „Ausbröckelung“ – der beschädigten Ränder des Fugenmör-
tels entsteht. Der andere Einfluss ist das durch das unterschiedliche 
Querdehnungsverhalten von steifem Ziegelstein und weichem Mörtel verursachte 
Spalten des Ziegels. Aus Bild 4.11 ist ersichtlich, dass der beschädigte Mörtel kurz 
vor dem Spaltversagen des Ziegels noch durchaus tragfähig ist. 
Im Bild 4.12 ist der Verlauf der Schubspannungen in der Berührungsfläche 
(Schnitt 1-1) bei drei Stufen der Belastung dargestellt. Die erste Stufe ist im unge-
rissenen Zustand. Der Höchstwert der Schubspannung wird 0,6 cm vom Rand 
entfernt aufgenommen. Der weitere Verlauf der Kurve ist flach, die Größe der 
Spannung nimmt in Richtung zur Mitte ab. Bei der nächsten dargestellten Laststu-
fe ist die Rissbildung am Fugenrand fortgeschritten. Die Stelle des Höchstwertes 
ist leicht nach innen verschoben. Die dritte Laststufe ist kurz vor dem Spaltversa-
gen des Ziegels. Der Maximalwert von 149 kN/m² wird etwa 1 cm vom Rand ent-
fernt erreicht. Die Schubspannung nimmt Richtung Mitte erst steiler, dann flacher 
ab. Ein Verbundversagen tritt nicht auf.  
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2 

1 1 
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Bild 4.10: Ebenes Kleinpfeilermodell am Anfang der Bildung des zum Versagen führenden Ris-
ses „R“ im Ziegel. Die Isoflächen der Rissdehnungen sind schraffiert (blau: kleine, 
gelb bis orange große Rissdehnungen). Die Neigung der Drucktrajektorien ist verzerrt 
dargestellt. Die Querschnitte in halber Höhe der Mörtelfuge und durch die Berührungs-
fläche zwischen Mörtel und Ziegel sind gekennzeichnet. 

 
Zur Untersuchung der Ursachen des Ziegel- bzw. Mauersteinspaltens wurden von 
Sabha und Weigert, 1996 FE-Berechnungen mit linear-elastischen Materialeigen-
schaften durchgeführt. Nach ihren Ergebnissen sind dünne Ziegel gegenüber Teil-
flächenpressung durch Ausbröckelung unempfindlich. Als Ursache für das 
Ziegelspalten geben sie das unterschiedliche Dehnungsverhalten der Komponen-
ten an. Das Verhältnis der Schub- und Normalspannungen in der Berührungsflä-
che im ungerissenen Zustand und kurz vor dem Spaltversagen des Ziegels 
zeigen, dass der Querdehnungsunterschied mit zunehmender Belastung ebenfalls 
zunimmt: Die maximale Neigung der zweiten Hauptspannung in der Berührungs-
fläche beträgt 1° im ungerissenen Zustand und etwa 6° vor dem Ziegelspalten an 
der Stelle des Risses. Die Neigung der zweiten Haptspannungen gegen die Verti-
kale in der Berührungsfläche nimmt von der Mitte Richtung Rand erst zu. Ab der 
Stelle des Spaltrisses „R“, ca. ½hm vom Rand entfernt, fällt sie auf 0° ab. Der 
plastifizierte Mörtel ist noch weicher als im elastischen Zustand. 
 

R 

R

R

R 
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Bild 4.11: Verteilung der Vertikalspannungen im Kleinpfeilermodell entlang der Berührungsfläche 
zwischen Mörtelfuge und Ziegel (Schnitt 1-1) sowie in halber Höhe der Mörtelfuge 
(Schnitt 2-2) in ungerissenem Zustand und kurz vor Versagen des Ziegels – Schnit-
te 1-1 und 2-2 nach Bild 4.10. Stelle der Rissbildung im Ziegel: „R“. 
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 Bild 4.12: Verteilung der Schubspannungen in der Berührungsfläche 1-1 zwischen Ziegel und 
Mörtel (Schnitt 1-1 nach Bild 4.10). Stelle der Rissbildung im Ziegel: „R“. 
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Bild 4.13: Last-Verschiebungskurven in Längsrichtung der ebenen Mauerwerksmodelle mit dün-
ner (hm = 1,2 cm) und dicker (hm = 3,5 cm) Lagerfuge 

 
Der Einfluss der Fugenstärke auf das Verformungsverhalten von Mauerwerk ist im 
Bild 4.13 in den Last-Verschiebungskurven der Modelle dargestellt. In beiden Fäl-
len ist ein leicht unterlineares Verschiebungsverhalten vorhanden. Der Verlauf der 
Kurven entspricht tendenziell den Kurven im Bild 4.3. Am Endpunkt der jeweiligen 
Kurve konvergierte die FE-Rechnung nicht mehr. Das bedeutet jedoch nicht, dass 
die Höchstlast erreicht wurde. Vielmehr kann das daran liegen, dass durch die 
große Anzahl der Elemente im gerissenen Zustand das Gleichungssystem 
schlecht konditioniert ist. Der Verlauf beider Kurven zeigt jedoch, dass bei dünne-
ren Mörtelfugen das Mauerwerk steifer ist und eine höhere Tragfähigkeit hat. Da-
her wird angenommen, dass das Mauerwerk mit dünnen Lagerfugen die 
Versagenslast bei etwas kleinerer Stauchung erreicht als mit dicken Fugen. 
 

 

Bild 4.14: Das Coulomb’sche Reibungsgesetz zur Modellierung des Verbundes 

 
Der Einfluss der Verbundqualität wurde an denselben ebenen Mauerwerksmodel-
len mit dicker Lagerfuge untersucht. Im Bild 4.14 ist das verwendete Cou-
lomb’sche Reibungsmodell grafisch dargestellt. Die Kohäsion bzw. 
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Haftscherfestigkeit wurde mit einem Mindestwert von c = 0,001 kN/m² und einem 
Höchstwert von c = 0,1 kN/m² berücksichtigt. Die Tangente des Reibungswinkels 
„ϕ“ variierte zwischen 0,1 ≤ tan ϕ ≤ 0,4. 
Der Einfluss beider Größen auf das Tragverhalten zeigt sich in den 
Last-Verschiebungskurven (Bild 4.15): Bei einem schlechten Verbund ist nur eine 
niedrigere Tragfähigkeit zu erwarten, wohingegen das Verformungsverhalten fast 
gleich ist. Eine weitere Besonderheit des Tragverhaltens ist, dass bei einer niedri-
gen Haftscherfestigkeit von c = 0,001 kN/m² und einem niedrig angenommenen 
Reibungsbeiwert von 0,2 ≤ tan ϕ ≤ 0,3 kein Gleiten zwischen Ziegel und Mörtel 
auftritt. Die Druckkraft beim Versagen der sogenannten Haftscherfestigkeit ist so 
groß, dass die Reibkraft das Gleiten zwischen Mörtelfuge und Ziegel verhindert. 
Die zu diesem Fall gehörige Last-Verschiebungskurve entspricht der Kurve bei 
gutem Verbund. 
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Bild 4.15: Last-Verschiebungskurven von Druckversuchs-Simulationen an Mauerwerk  
bei schlechtem Verbund (c = 0,001 kN/m², tan ϕ = 0,1) und 
bei gutem Verbund (c = 0,1 kN/m², tan ϕ = 0,4)  

 
Wie Eingangs erwähnt, sind die in Tabelle 4.1 zusammengefassten Ergebnisse 
insofern ungewöhnlich, dass das Mauerwerk eine geringere Steifigkeit hat als die 
Probe aus dem zugehörigen Mörtel. Um die Vorgänge im Mauerwerk zu klären, 
wurden zwei FE-Berechnungen an ebenen Kleinpfeilermodellen durchgeführt. Im 
Bild 4.16 sind das Modell und die Belastung schematisch dargestellt. In beiden 
Fällen wurde die Belastung verformungsgesteuert aufgebracht. Der Lastfall Axial-
druck mit kleiner Außermittigkeit (e ≈ d/6) wurde durch Verdrehung der Auflager-
flächen (Schnitt 1-1) um die Punkte „A“ simuliert. Der Lastfall Axialdruck mit großer 
Außermittigkeit (e ≈ d/3) wurde durch das Verdrehen der halben Auflagerfläche 
um die Punkte „B“ erzeugt. In diesem Fall wurden die Interface-Elemente aus der 
Zugzone unterhalb und oberhalb der Mörtelfuge entfernt, um die numerischen 
Probleme während des Rechenganges zu reduzieren. In Bild 4.17 und Bild 4.18 
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sind die Isoflächen der ersten Hauptspannungen (links) und die Isoflächen der 
Rissdehnungen (rechts) dargestellt. Die ersten Hauptspannungen in den nachge-
zeichneten Bereichen der Mörtelfugen sind negativ. Der Mörtel befindet sich also 
in einem quasi-hydrostatischen Spannungszustand. Interessant ist dabei, dass 
Bereiche des Ziegels ebenfalls unter allseitigem Druck stehen. Dabei handelt es 
sich um dreieckförmige Bereiche an den Auflagern am höher belasteten Rand. Bei 
der Belastung mit großer Außermittigkeit treten diese Bereiche zusätzlich im Be-
reich der Drehpunkte auf, da hier die Querdehnung durch die anschließenden, 
nicht belasteten Ziegelbereiche verhindert wird. Die Rissbilder an den höher be-
lasteten Rändern sind ähnlich wie beim Axialdruck.  
Bei der Belastung mit großer Außermittigkeit entstehen zusätzlich Risse im Mörtel 
„RM“ und im Ziegel Rz“ an den Spitzen der klaffenden Risse (Bild 4.18). In Bild 
4.19 und Bild 4.20 ist der Verlauf der Druckspannungen in den Querschnitten 1-1 
(Auflager bzw. in halber Höhe des Ziegels) und 2-2 (in halber Höhe der Mörtelfu-
ge) dargestellt. Die Druckspannungen nehmen in beiden Lastfällen von Null ab-
weichende Werte zwischen den Drehpunkten an. Diese Spannungen sind durch 
Querverformungen verursacht. In beiden Lastfällen gibt es einen starken Abfall der 
Druckspannungen im Mörtel am beschädigten Fugenrand. Die Entwicklung der 
Druckspannung im Ziegel wird besonders bei kleiner Außermittigkeit durch die 
Beschädigungen am Fugenrand beeinflusst. Anhand der vorliegenden Ergebnisse 
kann der Verlauf der Druckspannungen für die weiteren Untersuchungen nähe-
rungsweise als linear angenommen werden. 
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Bild 4.16: Ebenes Mauerwerksmodell aus einer Mörtelfuge und zwei halben Ziegeln. Belastung 
durch Verdrehung der jeweiligen Auflagerfläche um die Punkte „A“ und „B“, Drehung 
um die Ziegelkante entspricht einer Außermittigkeit von etwa e = d/6 (links) und Dre-
hung um die Querschnittsachse entspricht einer Außermittigkeit von etwa e = d/3. 
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Bild 4.17: Ebenes Mauerwerksmodell unter außermittig angreifendem Axialdruck (e = d/6), siehe 
Bild 4.16 (links) am Anfang der Bildung der zum Versagen führenden Risse „R“ im 
Ziegel. Isoflächen der ersten Hauptspannungen (links) und Isoflächen der Rissdeh-
nungen (rechts). Die nachgezeichneten Bereiche (links) sind im plastischen Zustand. 

 
 

  

Bild 4.18: Ebenes Mauerwerksmodell unter außermittig angreifendem Axialdruck (e = d/3),  
siehe Bild 4.16 (rechst), am Anfang der Bildung der zum Versagen führenden Risse 
im Ziegel „R“. Isoflächen der ersten Hauptspannungen (links) und Isoflächen der 
Rissdehnungen (rechts). Die nachgezeichneten Bereiche (links) sind im plastischen 
Zustand. 
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Bild 4.19: Ebenes Mauerwerksmodell, außermittige Belastung nach Bild 4.16 (links), Verteilung 
der vertikalen Druckspannungen auf der Auflagerfläche des Ziegels (Schnitt 1-1) und 
in halber Höhe der Mörtelfuge (Schnitt 2-2) beim numerischen Versagen 
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Bild 4.20: Ebenes Mauerwerksmodell, außermittige Belastung nach Bild 4.16 (rechts), Verteilung 
der vertikalen Druckspannungen auf der Auflagerfläche des Ziegels (Schnitt 1-1) und 
in halber Höhe der Mörtelfuge (Schnitt 2-2) beim numerischen Versagen 

 
Im Bild 4.21 sind die Spannungs-Dehnungslinien des Kleinpfeilermodells für die 
drei untersuchten Lastfälle dargestellt. Die Spannungswerte wurden aus dem 
höchstbelasteten Element am Ziegelrand entnommen. Die zugehörigen Stau-
chungen wurden aus den Verschiebungen der Auflagerkanten zurückgerechnet. 
Abweichend von den in Bild 4.3 und Bild 4.4 dargestellten Kurven korrespondieren 
diese in beiden außermittigen Lastfällen mit der Kurve für die mittige Belastung. 
Die geringfügigen Unterschiede sind zum Teil auf den unterschiedlichen Verlauf 
der Belastung bei der FE-Berechnung zurückzuführen. Die Wahl der Schrittweite 
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der Belastung wird vom FE-Programm teils „automatisch“ unter Berücksichtigung 
der Rissbildung und Plastifizierung gesteuert (s. Abschnitt 8.3.4 ). 
 

Bild 4.21: Spannungs-Dehnungslinien eines ebenen Kleinpfeilermodells bei Druckbelastung mit 
unterschiedlichen Außermittigkeiten. Spannung am Ziegelrand, Stauchung auf die ge-
samte Höhe des Modells – (hs+hM) bezogen. Es ist kein nennenswerter Unterschied 
zu erkennen. 

 
Trautz, 1998 untersuchte den Einfluss der Delaminierung. Das Phänomen Dela-
minierung lässt sich bei homogen Werkstoffen mit Kohäsion und mit plastischen 
Eigenschaften unter Druckbelastung beobachten, z.B. bei Beton: Im Druckversuch 
ohne Querdehnungsbehinderung auf den Auflagerflächen zerfällt der Probekörper 
in viele Prismen. Die Spannungen quer zur Lastrichtung überschreiten die Zugfes-
tigkeit, wodurch die den Probekörper spaltenden Längsrisse entstehen. Bei un-
gleichmäßiger Belastung eines delaminierten Querschnitts werden nach Trautz die 
miteinander nicht mehr schubfest verbundene Teilquerschnitte nacheinander den 
plastischen Zustand erreichen. Damit kann der Gesamtquerschnitt insgesamt 
mehr Last widerstehen, als bei einem Versagen bei der Bildung des ersten Längs-
risses. 
Der Versagensmechanismus von historischem Ziegelmauerwerk mit dicken Lager-
fugen aus weichem Luftkalkmörtel funktioniert jedoch grundsätzlich anders als der 
eines homogenen und isotropen Werkstoffes, wie z.B. der Beton. Wie am Anfang 
dieses Kapitels bereits beschrieben, wird bei wachsender Belastung die Druckfes-
tigkeit des Mörtels weit überschritten. Das ist nur möglich, weil die Querdehnun-
gen des weichen Mörtels durch den steifen Ziegel verhindert werden. Im Mörtel 
außerhalb des relativ kleinen Randbereichs herrscht allseitiger Druck, also ein 
„quasi-hydrostatischer“ Spannungszustand, wohingegen im Ziegel Querzugspan-
nungen auftreten. Wird die dreiachsige Zugfestigkeit im Ziegel erreicht, entstehen 
Risse darin parallel zur Kraftrichtung. Ist der Ziegel durch einen Längsriss beschä-
digt, wird die Querdehnung des Mörtels an dieser Stelle nicht mehr behindert und 
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damit bricht der quasi-hydrostatische Zustand zusammen. Die dreiachsige Druck-
festigkeit des Mörtels nimmt an dieser Stelle stark ab und bei wachsender Stau-
chung fällt die aufnehmbare Last ab. Das Mauerwerk verliert seine Tragfähigkeit. 
Demnach ist die Delaminierung bei halbsteinstarkem Mauerwerk mit dicken Mör-
telfugen kein die Tragfähigkeit förderndes Phänomen. 
 

4.3   Kennwerte eines Einphasen-Werkstoffmodells für histori-
sches Mauerwerk 

Bei der Simulation des Tragverhaltens von gemauerten Bögen und Gewölbekon-
struktionen ist die Arbeit mit Zweiphasenmodellen kaum möglich. Schon das rela-
tiv kleine räumliche Kleinpfeilermodell bestand aus fast 2600 Elementen, obwohl 
es nur 25% des Probekörpers abbildete. Die Untersuchung ganzer Tragwerke wird 
deshalb in der Regel mit Einphasenmodellen durchgeführt. Wenn im verwendeten 
FE-Programm ein anisotropes Werkstoffmodell zur Verfügung steht, kann das 
Verhalten von Mauerwerk qualitativ besser erfasst werden als mit einem isotropen 
Modell. In den verwendeten Versionen von 6.2 bis 7.2 des FE-Programms DIANA 
steht die Kombination eines orthotropen Materialverhaltens mit der Rissbandme-
thode nicht zur Verfügung. Somit musste ein „homogenisiertes“ Einphasen-
Werkstoffmodell für Mauerwerk bestimmt werden. Das heißt: die mechanischen 
Eigenschaften wurden in allen Richtungen gleich angenommen. 
Der Wechsel von einem Zweiphasen- auf ein Einphasenmodell ist immer mit Prob-
lemen verbunden: Beim Zweiphasenmodell mit Phasen aus homogenen und i-
sotropen Werkstoffen wird das Tragverhalten mit mathematisch einfach 
formulierten Werkstoffgesetzen beschrieben. Zur Erfassung des zu modellieren-
den Körpers ist ein wesentlich feineres Netz erforderlich. Bei Einphasenmodellen 
reicht ein gröberes Netz. Nur im Bereich von Spannungskonzentrationen, muss 
das Netz dichter gewählt werden. Solche Spannungskonzentrationen sind Aufla-
ger und Singularitäten der Geometrie, wie einspringende Ecken im Grundriss oder 
eine Veränderung des Querschnittes. Mit einfachen Werkstoffgesetzen können 
jedoch komplizierte Phänomene, wie das „Druckversagen“ von Mauerwerk durch 
Spalten des Ziegels infolge der unterschiedlichen Querdehnungen des Mörtels 
und des Ziegels, nicht erfasst werden. Beim orthotropen Werkstoff „Mauerwerk“ 
lassen sich nur mit einer Kombination von komplexen Werkstoffgesetzen und 
Versagenskriterien alle relevanten Seiten des Tragverhaltens erfassen. Für das 
räumliche Tragverhalten stehen zur Zeit solche Modelle in allgemein zugänglichen 
Programmen noch nicht zur Verfügung. Ganz, 1985 sowie Lorenco, Rots und Bla-
auwendraad, 1995 entwickelten für Mauerwerksscheiben unter Schub- und 
Druckbelastung solche Modelle. Bei Ganz gibt es für das Versagen neun Kriterien. 
Gleichzeitig mit Seim, 1995 reduzierten Lorenco et al. die Anzahl der Versagens-
kriterien unter Berücksichtigung des anisotropen Materialverhaltens.  
Bedenkt man, dass das Versagen von Mauerwerk zum Teil von der Art des Ver-
bandes beeinflusst wird, wird es klar, dass der Wechsel vom Zweiphasenmodell 
auf das Einphasenmodell ohne Verluste in der Qualität nicht möglich ist.  
Anhand der vorliegenden Ergebnisse kann nur der E-Modul des Mauerwerks auf 
Druck bestimmt werden. Nach Bild 4.13 beträgt der Sekantenmodul für Mauerwerk 
mit dicken Fugen E = 2391/0,0706 = 3,39 * 106 [kN/m²]. Die weiteren Parameter 
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können für ein isotropes Mauerwerksmodell nicht genau ermittelt werden. Beim 
Biegezugversagen ist die Zugfestigkeit des Mörtels, beim Druckversagen des 
Mauerwerks aber die Steifigkeit des Mörtels und die Zugfestigkeit des Ziegels 
maßgebend. Ein isotropes Materialmodell hat aber nur eine Zugfestigkeit. Um die 
dadurch zu erwartenden Probleme zumindest teilweise zu umgehen, wird in den 
Berechnungen der Wert der Zugfestigkeit zwischen 150 kN/m² und 450 kN/m² 
variiert. Das Querdehnungsverhalten von Mauerwerk ist für die zu untersuchenden 
Tragwerke von untergeordneter Bedeutung. Die Poisson-Zahl wird mit einem Wert 
von 0,2 berücksichtigt. Die Rohwichte mit 1800 kg/m³ entspricht dem eines Voll-
ziegelmauerwerks mit Kalkmörtelfugen. Die Druckfestigkeit des Mauerwerks wird 
in Anlehnung zu Berger, 1987 / Tabelle 1 mit fc=15.000 kN/m² angenommen. 
 

Tabelle 4.2: Parameter für die numerische Untersuchung von Tragwerken aus Mauerwerk mit 
homogen-isotropem Werkstoffgesetz  

E-Modul [kN/m²] 3,39 * 106 (für Mauerwerk) und 5*106 (für Ziegel) 

Poisson-Zahl ν [ - ] 0,2 

Rohwichte ρ [t/m³] 1,8 

Druckfestigkeit fc [kN/m²] 15.000 

tan φ [ - ] 0,5 

c [kN/m²] 4503 

Zugfestigkeit ft [kN/m²] 150; 300; 450 
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5. Das Tragverhalten ebener Bogentragwerke 
Die Untersuchung von ebenen, gekrümmten Tragwerken kann auf drei Modell-
ebenen wie nachfolgend beschrieben durchgeführt werden: 

- Stützlinienmethode: Rein statisches Verfahren, ohne Berücksichtigung von 
Werkstoffeigenschaften; 

- Stabtragwerkmodell: Berücksichtigung von linear-elastischen Werkstoff-
eigenschaften; 

- Nichtlineare FE-Methode: Berücksichtigung von nichtlinearen und viskosen 
Werkstoffeigenschaften wie Rissbildung, Plastizität und zeitabhängigen Ei-
genschaften, wie Kriechen oder Schwinden. 

Im folgenden Kapitel werden diese Möglichkeiten vorgestellt. 

5.1  Die Methode der Stützlinie 
In diesem Problemkreis gibt es drei wichtige Begriffe: Die Kettenlinie, die Seillinie 
und die Stützlinie. Diese werden manchmal ungenau benutzt, was u.U. zu einer 
falschen Beurteilung der Standsicherheit von Tragwerken führen kann. Deshalb 
werden diese Begriffe nachstehend nach Bufler, 1982, definiert : 
Kettenlinie: Gleichgewichtsform eines biegeschlaffen Seiles oder einer Kette un-
ter Eigengewicht, wobei beide Enden des Seils fest gelagert sind. Erweitert gilt die 
Definition für jede Last, die am Seil befestigt ist. Wesentlich ist, dass die Last hier 
nicht raumfest ist. 
Seillinie: Gleichgewichtsform eines „gewichtslosen“ Seiles, das zwischen zwei 
festen Punkten gespannt ist und mit einer von der Seillage unabhängigen, raum-
festen Last beansprucht wird.  
Stützlinie: Biegungsfreie Bogenform für eine vorgegebene raumfeste Last. Dies 
ist der Gegensatz der Seillinie, da hier anstatt Zug- nur Druckkräfte zulässig sind. 
Nach den oben aufgeführten Definitionen kann bei der rein statischen Untersu-
chung von (unverformten) Bogentragwerken nur die Methode der Stützlinie ange-
wendet werden. Der Einsatz der „Kettenlinienmethode“ ist unzweckmäßig, auch 
wenn Trautz, 1998, damit günstige Ergebnisse erzielen konnte. 
Heyman, 1966 benutzte als erster das Traglastverfahren zur Ermittlung der auf 
den Radius bezogenen Mindeststärke eines Kreissegmentbogens in Abhängigkeit 
vom Öffnungswinkel. 
Er ging davon aus, dass gemauerte Bogentragwerke immer eine ausreichende 
Druckfestigkeit besitzen, womit eine geringe Druckzonenhöhe zur Abtragung der 
Lasten genügt. Bild 5.1 stellt als Diagramm die bezogene Bogenstärke d/R in Ab-
hängigkeit vom Öffnungswinkel nach Heyman dar. 
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Bild 5.1: Mindeststärke eines Kreissegmentbogens bezogen auf den Radius in Abhängigkeit 
vom (halben) Öffnungswinkel. Nach Heyman, 1966. 

 
Demnach ergibt sich für den einen Halbstein starken Bogen bei einem Radi-
us R = 6 m und Ziegelmaßen von 30 x 15 x 7 cm der maximale Öffnungswinkel 
von 2 x 61,5° = 123°. Ein Halbkreisbogen mit dem Radius R = 6 m müsste eine 
Stärke von 63,6 cm aufweisen, um sicher zu stehen.  
Die Lösung nach Heyman liefert die erforderliche Bogenstärke, die Lage des Ris-
ses auf dem Gewölberücken zwischen dem Scheitel und dem Auflager – wird 
auch als „Viertelpunkt“ bezeichnet - sowie den Auflagerschub. Wenn der genaue 
Verlauf der Stützlinie von Interesse ist, kann sie entweder näherungsweise mit 
einem Seilpolygon oder genau durch die Lösung der Differentialgleichung 
[s. Anlage 8.1] ermittelt werden. 
Auch durch die Lösung der Differentialgleichung können die Bogenstärken nach 
Heyman errechnet werden. Das Verfahren basiert auf der wiederholten Lösung 
der Differentialgleichung, wobei die Bogenstärke immer besser angenähert wird. 
Als erster Schritt wird eine Stützlinie errechnet, die zwischen dem Scheitelpunkt 
und dem Auflagerpunkt der Systemlinie verläuft. Dabei ergibt sich eine maximale 
Außermittigkeit (d1) im Viertelpunkt. Im zweiten Schritt wird die Stützlinie errech-
net, die am Scheitel und am Auflager die Oberkante des Bogenquerschnittes pas-
siert, d.h. eine Außermittigkeit von d1/2 aufweist. Weicht die Außermittigkeit am 
Viertelpunkt (im Absolutwert) von derjenigen am Scheitel ab, muss die Quer-
schnittshöhe korrigiert und die Berechnung so lange wiederholt werden, bis der 
Querschnitt symmetrisch auf der Systemlinie liegt. Nach eigenen Erfahrungen er-
reicht man spätestens im dritten Rechengang eine ausreichende Genauigkeit. 
Eigene Berechnungen mit dieser analytischen Lösung bestätigten die Ergebnisse 
von Heyman. Bild 5.2 stellt den Verlauf der Stützlinie eines 120°-Öffnungswinkel-
Kreissegmentbogens mit Radius R = 6 m und mit der nach Heyman ermittelten 
Bogenstärke von d = 13,7 cm dar. 
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Bild 5.2: Durch Lösung der Differentialgleichung ermittelte Stützlinie für einen Kreissegmentbo-
gen mit α = 120° und mit R = 6 m. Die Bogenstärke beträgt d = 13,7 cm. 

 
Es gibt zwischen den Ergebnissen von Heyman und der Lösung über die Differen-
tialgleichung eine Abweichung in der Lage des Viertelpunktes. In Tabelle 5.1 ist 
die mit den zwei Verfahren ermittelte Lage des Viertelpunktes bei drei Öffnungs-
winkeln angegeben. Diese Abweichung ist auf den unterschiedlichen Ansatz der 
Lösungen zurückzuführen. 

Tabelle 5.1:  Lage des „Viertelpunktes“ nach der Lösung der Differentialgleichung und nach 
Heyman bei einem Radius R = 6 m 

Lage des Viertelpunktes – β [°] 
Öffnungswinkel [°] 

Differentialgleichung Heyman 
Differenz [°] 

120 40,2 40,8 0,6 

150 48,2 49,4 1,2 

180 54,1 60,4 6,3 

 
Bemerkungen : 

- Die raumfeste Last, deren Stützlinie der Kreisbogen ist, lässt sich durch Lö-
sung der Gleichung (8.6) (s. Anlage 8.2) bestimmen. Diese Lösung kann in 
besonderen Sanierungsfällen von Nutzen sein. Wenn sich z.B. die Spann-
weite eines Kreissegmentbogens wegen ungünstiger Verhältnisse nicht 
verkürzen lässt, kann durch Anbringen der „fehlenden“ Lastanteile die 
Stützlinie im Bogenquerschnitt zentriert werden. Der Auflagerschub wird je-
doch dabei nicht erhöht. Jeder Schritt des Lastanbringens soll detailliert un-
tersucht werden, weil das Gleichgewicht immer gewährleistet werden muss. 
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- Im 19. Jahrhundert beschäftigten sich zahlreiche Wissenschaftler mit den 
Fragen der Gewölbestatik [Schwedler, 1859 und Tolkmitt ,1876]. Einerseits 
wurden Tabellenwerke, andererseits grafische und grafostatische Metho-
den für die Planung und statische Überprüfung von Bogentragwerken und 
Gewölben entwickelt. So wurde für die Aufgaben, deren Lösung die Ketten-
linie ist (in mathematischer Form: y = cosh(x)), eine Annäherung an diese 
mittels Korbbögen (einer aus einer Reihe von Kreissegmentbögen mit ver-
schiedenen Radien und Öffnungswinkeln zusammengefügten Kurve) erar-
beitet. 

 

5.2  Untersuchungen an Stabtragwerkmodellen unter Annahme 
linear-elastischer Werkstoffeigenschaften  

Die Stützlinienmethode ist sehr einfach. Es lässt sich damit der Ist-Zustand auch 
eines verformten Systems überprüfen, wenn die Ist-Form bekannt ist. Mit dieser 
Methode können jedoch weder zeitunabhängige noch zeitabhängige Verformun-
gen bestimmt werden. 
Castigliano war der erste, der bei der Planung einer weitgespannten Mauerwerks-
brücke, der Ponte Mosca in Turin, außer den Gleichgewichtsbedingungen auch 
die Werkstoffeigenschaften und die Verträglichkeit der Verformungen berücksich-
tigte [Heyman, 1988]. Er nahm an, dass Mauerwerk keinen Zug aufnehmen kann, 
sich unter Druck linear-elastisch verhält und ausreichend druckfest ist. Dement-
sprechend berücksichtigte er auch die Rissbildung, indem er bei der Ermittlung 
des Flächenmoments 2. Grades und der Fläche nur die nach der Rissbildung 
verbleibende Querschnittshöhe anrechnete. Mit diesem Verfahren erhielt er nach 
wenigen Wiederholungen der Berechnung das Ergebnis. 
Berechnungen unter Annahme von linear-elastischen Werkstoffeigenschaften 
können zur Untersuchung von Bogentragwerken eingesetzt werden, wenn diese 
aus einem ausreichend zugfesten Werkstoff bestehen oder der Querschnitt so 
groß ist, dass in keinem Bereich Zugspannungen entstehen. 
Auch wenn linear-elastische Stabwerksberechnungen nicht ohne Einschränkun-
gen für die Untersuchung von Mauerwerksbögen herangezogen werden können, 
sind die Ergebnisse solcher Berechnungen interessant und werden deshalb erör-
tert. 
Eine Reihe von Bögen wurde mit Radien von R1 = 6 m und R2 = 10 m, mit Öff-
nungswinkeln von α = 40° bis 180° und mit Bogenstärken von d = 0,15 m bis 
2,4 m unter Eigenlast untersucht. Bei den Berechnungen wurden drei statische 
Systeme untersucht: Eingespannter Bogen, Zweigelenkbogen und Dreigelenkbo-
gen. Die Lage der Gelenke war bei den betreffenden Systemen stets im Quer-
schnitt zentriert. Die Berechnungen wurden zum einen Teil mit dem 
Stabwerkprogramm RSTAB (Version 3.94) zum anderen Teil mit dem 
FE-Programm DIANA (Versionen 6.2 bis 7.2) durchgeführt. Nachstehend sind die 
Ergebnisse zusammengefasst. 
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5.2.1 Der Verlauf der Stützlinie 
Zur Untersuchung der Einflüsse auf den Stützlinienverlauf wurden Berechnungen 
an Modellen mit Radien von R1 = 6 m und R2 = 10 m, Öffnungswinkel von α = 120° 
und 180° und mit einer Bogenstärke von d = 0,15 m mit allen drei o.a. statischen 
Systemen durchgeführt. Die Bogenstärke von d = 0,15 m wurde gewählt, damit ein 
Vergleich mit späteren Untersuchungsergebnissen an halbsteinstarkem Gewölbe 
möglich ist. 
Bild 5.3 stellt den Stützlinienverlauf der drei untersuchten statischen Systeme, den 
Stützlinienverlauf gemäß der Lösung der Differentialgleichung sowie Leibung und 
Rücken des Querschnittes dar. Die Randbedingungen bei der Lösung der Diffe-
rentialgleichung waren, dass die Stützlinie den Rücken am Scheitel tangiert und 
am Auflager durchquert. 
 

-0,14

0,11 
0,10 

-0,25 

-0,20 

-0,15 

-0,10 

-0,05 

0,00 

0,05 

0,10 

0,15 

0,20 

0,25 

0 10 20 30 40 50 60 
1/2 Winkel [°] 

re
su

lti
er

en
de

 A
us

m
itt

e 
[c

m
]  

Differentialgleichung

Dreigelenkbogen

Zweigelenkbogen

eingespannter Bogen

Rücken

Leibung 

Au
fla

ge
r  

 

Bild 5.3: Stützlinienverlauf in Bögen mit Radius R = 6 m, Öffnungswinkel α = 120° und Bogen-
stärke d = 0,15 m bei verschiedenen statischen Systemen und gemäß der Lösung der 
Differentialgleichung 

 
Die Stützlinie des eingespannten Bogens liegt der Lösung der Differentialglei-
chung am nächsten (= statische Stützlinie). Am Scheitel und am Viertelpunkt hat 
die statische Stützlinie eine größere Außermittigkeit als die Stützlinie des einge-
spannten Bogens. Am Auflager verlässt sie jedoch den Querschnitt und liegt 
2,4 cm außerhalb des Rückens. Die Stützlinien der zwei gelenkigen Systeme ver-
laufen ungünstiger. Die Linie des Zweigelenkbogens liegt sowohl am Scheitel 
(e = 11 cm) als auch am Viertelpunkt (e = 10 cm) außerhalb des Querschnittes. 
Die Stützlinie des Dreigelenkbogens verläuft zur Hälfte unterhalb der Leibung. Die 
Außermittigkeit erreicht hier ihren größten Wert am Viertelpunkt mit e = 14 cm. 
Die Ergebnisse gleicher Berechnungen an Halbkreisbögen (α = 180°) mit gleichem 
Radius, jedoch mit Bogenstärke d = 0,64 m sind im Bild 5.4 dargestellt. Der Ver-
lauf der Stützlinien entspricht im wesentlichen den Linien der 120°-Bögen mit fol-
genden Unterschieden: 
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- Die Außermittigkeiten fallen im Absolutwert größer aus und 
- die Stützlinie des eingespannten Bogens verlässt den Querschnitt auch im 

Bereich des Scheitels. 
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Bild 5.4: Stützlinienverlauf in Bögen mit Radius R = 6 m, Öffnungswinkel α = 180° und Bogen-
stärke d = 0,64 m bei verschiedenen statischen Systemen und gemäß der Lösung der 
Differentialgleichung 

 

Der Einfluss der Querschnittshöhe auf den Stützlinienverlauf wurde an einge-
spannten Bögen mit einem Radius von R = 10 m, mit Öffnungswinkeln von 
α = 120° und 180° und bei Bogenstärken von d = 0,15 m; 0,60 m und 2,40 m un-
tersucht. Im Bild 5.5 sind die zum 120°-Öffnungswinkel gehörenden, im Bild 5.6 
die zum 180°-Öffnungswinkel gehörenden Stützlinien dargestellt. 
Es kann festgestellt werden, dass mit zunehmender Querschnittshöhe die Außer-
mittigkeit am Scheitel und am Viertelpunkt wächst. Am Auflager verschiebt sich die 
Stützlinie gleichzeitig in Richtung Querschnittsachse bzw. Leibung. Die Stützlinie 
des Bogens mit α = 120° und d = 2,40 m verläuft anders als in allen anderen Bö-
gen: Sie wechselt ihr Vorzeichen nur einmal zwischen Scheitel und Auflager. Dies 
ähnelt einem eingespannten Balken. 
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Bild 5.5: Stützlinienverlauf in eingespannten Bögen mit Radius R = 10 m,  
Öffnungswinkel α = 120°, Bogenstärke d = 0,15 m; 0,60 m und 2,40 m  
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Bild 5.6: Stützlinienverlauf in eingespannten Bögen mit Radius R = 10 m,  
Öffnungswinkel α = 180°, Bogenstärke d = 0,15 m; 0,60 m und 2,40 m  

 
In Bild 5.5 und Bild 5.6 fällt auf, dass die Vervierfachung der Querschnittshöhe von 
d = 0,15 m auf 0,60 m nur einen geringen Einfluss auf die absolute Größe der Au-
ßermittigkeiten hat. Eine weitere Vervierfachung der Querschnittshöhe von 
d = 0,60 m auf 2,40 m bringt jedoch nur bei α=120° einen Zuwachs der Außermit-
tigkeiten mit. Werden die Außermittigkeiten auf die Querschnittshöhe bezogen, 
dann zeigt sich, dass der Relativwert e/d mit zunehmender Querschnittshöhe stark 
abnimmt. Dieser Einfluss ist in Bild 5.7 und 5.8 dargestellt. Bei dieser Betrachtung 
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ergibt sich eine starke Verkleinerung der relativen Außermittigkeit beim Wechsel 
der Querschnittshöhe von d = 0,15 m auf 0,60 m. Die Veränderung zwischen 
d = 0,60 m und 2,40 m fällt kleiner aus. 
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Bild 5.7: Auf die Bogenstärke bezogene Außermittigkeit in eingespannten Bögen mit Radius 
R = 10 m, Öffnungswinkel α = 120°, Bogenstärken d = 0,15 m; 0,60 m und 2,40 m  
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Bild 5.8: Auf die Bogenstärke bezogene Außermittigkeit in eingespannten Bögen mit Radius 
R = 10 m, Öffnungswinkel α = 180°, Bogenstärke d = 0,15 m; 0,60 m und 2,40 m  
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Diese Veränderungen sind auf die Zunahme der Schubtragwirkung beim hohen 
Bogenquerschnitt (d = 2,40 m) zurückzuführen. Dieser Einfluss wird beim 
120°-Bogen durch die kürzere Spannweite verstärkt. 
Der Einfluss des Radius auf den Stützlinienverlauf wurde an eingespannten Bögen 
mit 120°-Öffnungswinkel und mit den Radien R1 = 6 m und R2 = 10 m untersucht. 
Im Bild 5.9 sind die bezogenen Außermittigkeiten zu diesen zwei Bögen darge-
stellt. 
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Bild 5.9: Auf die Bogenstärke bezogene Außermittigkeiten in eingespannten Bögen mit Radius 
R = 6 m und R = 10 m, Öffnungswinkel α = 120°, Bogenstärke d = 0,15 m  

 

Aus den angegebenen Werten im Bild 5.9 ist ersichtlich, dass das Verhältnis der 
e/d-Werte (z.B.: 0,68/0,41 = 1,66) am Scheitel etwa dem der Radien (10/6 = 1,67) 
entspricht. Das bedeutet, dass das Verhältnis e/d vom Radius praktisch linear ab-
hängt, wenn die Bogenstärke unverändert bleibt. 
 

5.2.2 Größe und Neigung der Auflagerkraft 
Der Einfluss des Öffnungswinkels und des statischen Systems wurde in einer Rei-
he von Stabwerksberechnungen mit folgenden Parametern untersucht: Mit einem 
Radius von R = 10 m, einer Bogenstärke von d = 0,15 m und mit Öffnungswinkeln 
zwischen 40° und 180°, bei eingespanntem Bogen, Zweigelenkbogen und Dreige-
lenkbogen. Im Bild 5.10 ist das Verhältnis des Auflagerschubs (H) zur vertikalen 
Auflagerkraft (V) in Abhängigkeit vom Öffnungswinkel des Bogens dargestellt. 



5  Das Tragverhalten ebener Bogentragwerke 75 

0,36

0,47
0,61

0,78

1,00

1,32

1,82

2,23

2,82

1,26

0,95
0,97

0,00

0,50

1,00

1,50

2,00

2,50

3,00

40 60 80 100 120 140 160 180

Öffnungswinkel [°]

H
/V

Dreigelenk
Zweigelenk

Eingespannt

 

Bild 5.10: Neigung der Auflagerkraft (H/V) in Abhängigkeit vom Öffnungswinkel des Bogens 
beim Dreigelenkbogen, beim Zweigelenkbogen und beim eingespannten Bogen 
(R = 10 m; d = 0,15 m) 

 
Bei Dreigelenkbögen und bei Zweigelenkbögen nimmt die Größe H/V mit zuneh-
mendem Öffnungswinkel ständig ab. Beim eingespannten Bogen wächst der Wert 
H/V erst bis zu einem Öffnungswinkel von etwa α  = 60° an, danach nimmt er wie-
der ab. Zwischen α  = 100° und α  = 140° liegen die H/V-Werte der drei Modelle 
sehr eng nebeneinander, z.B. bei 100° zwischen 1,00 beim Dreigelenkbogen und 
0,95 beim eingespannten Bogen. Die jeweiligen Höchstwerte liefert der Dreige-
lenkbogen unterhalb von etwa α = 125°, der eingespannte Bogen oberhalb davon. 
Der Einfluss der Bogenstärke auf den Auflagerschub bzw. auf die Neigung der 
Auflagerkraft (H/V) wurde anhand der durchgeführten Berechnungen ausgewertet. 
Im Bild 5.11 ist die Neigung der Auflagerkraft (H/V) in Abhängigkeit von der Bo-
genstärke bei Kreissegmentbögen mit einem Radius von R = 10 m und mit Öff-
nungswinkeln von α1 = 120° und α2 = 180° dargestellt.  
Bei Bögen mit 180°-Öffnungswinkel ist dieser Einfluss klein. Während bei dünn-
wandigen Bögen (d/R ≤ 0,6/10 = 0,06 < 0,10) der Wert H/V unverändert bleibt, fällt 
er bei dickwandigen Bögen (d/R = 2,4/10 = 0,24) um 5% ab. Bei Bögen mit 
120°-Öffnungswinkel fällt der H/V-Wert um 1,2% bei einer Erhöhung des Quer-
schnittes von d = 0,15 m auf d = 0,60 m. Mit dem Wechsel vom dünnwandigen 
zum dickwandigen Bogen, also von d = 0,6 m auf d = 2,4 m, fällt der H/V-Wert von 
0,79 auf 0,67 ab. Dies entspricht 15% des Anfangswertes. 
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Bild 5.11: Neigung der Auflagerkraft in Abhängigkeit von der Bogenstärke bei eingespannten 
Kreissegmentbögen mit einem Radius von R = 10 m und mit Öffnungswinkeln von 
α1 = 120° und α2 = 180° 

 
Im Bild 5.12 ist der Auflagerschub in Abhängigkeit vom Öffnungswinkel und von 
den untersuchten statischen Systemen dargestellt. Auffällig ist die Zunahme des 
Auflagerschubs mit abnehmendem Öffnungswinkel bei Dreigelenkbögen. Bei 
Zweigelenkbögen fällt der Wert bei α  = 40° auf 79% des Höchstwerts bei etwa 
α  = 80°, bei eingespannten Bögen sogar auf 41% des Höchstwerts bei etwa 
α  = 100°. 

0 

2 

4 

6 

8 

10 

12 

40 60 80 100 120 140 160 180

Öffnungswinkel [°]

be
zo

ge
ne

r S
ch

ub
 

Dreigelenk
Zweigelenk
Eingespannt

Bezug für die Schubkraft: das Gewicht eines Bogenstücks mit 10° Öffnungswinkel

 

Bild 5.12: Bezogener Auflagerschub (Hbez) in Abhängigkeit vom Öffnungswinkel des Bogens bei 
eingespanntem Bogen, bei Zweigelenkbogen und bei Dreigelenkbogen (R = 10 m; 
d = 0,15 m)  - Bezug für die Schubkraft: das Gewicht eines Bogenabschnittes mit 10° 
Öffnungswinkel 
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Diese Verhältnisse können bei der Konzipierung von Sanierungsmaßnahmen eine 
wichtige Rolle spielen. Je nach Annahme eines statischen Systems verändert sich 
der Auflagerschub unterschiedlich bei einer Verkürzung der Spannweite 
(= Verkleinerung des Öffnungswinkels). Wird über das statische System eine un-
zutreffende Annahme getroffen, wird entweder eine unzureichende oder eine viel 
zu sichere und damit auch im Regelfall zu teure Sanierungslösung gewählt. 
 

5.2.3 Verformungen von Bögen aus linear-elastischem Werkstoff 
Nachstehend wird der Einfluss des statischen Systems und des Öffnungswinkels 
erläutert. Im Bild 5.13 ist die Scheitelsenkung von Bogenmodellen mit R = 10 m, 
d = 0,15 m und E = 5 * 106 kN/m2 in Abhängigkeit vom Öffnungswinkel dargestellt. 
 

0,79

56,6

21,7

11,1
0

30

60

90

120

150

20 40 60 80 100 120 140 160

Öffnungswinkel [°]

Sc
he

ite
ls

en
ku

ng
 [m

m
]

dreigelenkig

zweigelenkig

eingespannt

 

Bild 5.13: Scheitelsenkung von Bögen mit R = 10 m, Bogenstärke d = 0,15 m,  
in Abhängigkeit vom Öffnungswinkel, bei eingespanntem Bogen, Zweigelenkbogen 
und Dreigelenkbogen  

 
Die elastischen Verformungen unter Eigenlast, hier g = 2,7 kN/m, sind im Ver-
gleich zur Bogenstärke und zum Radius sehr klein. Bei Öffnungswinkeln bis zu 
α = 60° bleiben die Verformungen in der Größenordnung von Millimetern, da die 
Spannweiten sehr klein sind. Mit zunehmendem Öffnungswinkel steigt die Schei-
telsenkung überproportional an. Das liegt zum einen an der Zunahme der Spann-
weite, zum anderen daran, dass das Verhalten eines Bogens mit großem 
Öffnungswinkel  dem eines Rahmens ähnlich ist. Durch das Hinzufügen von Ge-
lenken werden die Systeme im Vergleich zum eingespannten Bogen mit gleichem 
Öffnungswinkel zunehmend weicher. So verdoppelt sich bei 120°-Öffnungswinkel 
etwa die Scheitelsenkung von 11,1 mm auf 21,7 mm nach dem Einfügen zweier 
Gelenke an den Auflagern. Wird ein drittes Gelenk am Scheitel eingesetzt, beträgt 
die Scheitelsenkung 56,6 mm, also mehr als die 2,5-fache der Senkung beim 
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Zweigelenkbogen. Der Einfluss des Radius ist in Tabelle 5.2 beispielhaft für Bögen 
mit R = 10,0 m und mit R = 6,0 m Radius zusammengestellt.  
Eine Verkleinerung des Radius von 10,0 m auf 6,0 m, also auf 60% der Aus-
gangsgröße, bewirkt eine Abnahme der Scheitelsenkung auf 13% bis 15% ihrer 
ursprünglichen Größe. 
 

Tabelle 5.2: Einfluss des Radius auf die Scheitelsenkung von Bögen bei Öffnungswinkel 120° mit 
unterschiedlichen statischen Systemen 

 Scheitelsenkung [mm] 

System: eingespannt zweigelenkig dreigelenkig 

R = 10,0 m 11,1 21,7 56,6 

R = 6,0 m 1,6 3,0 7,5 

 
 

5.3   Nichtlineare FE-Untersuchungen von Bogentragwerken mit 
Einphasenmodellen 

Mauerwerk kann in seinen Fugen kaum Zugkräfte aufnehmen. Deshalb ist die Be-
rücksichtigung der Rissbildung bei einer Untersuchung der Standsicherheit erfor-
derlich. Da das Verformungsverhalten historischer Mörtel auf Zugbeanspruchung 
nicht bekannt ist, wurde bei den durchgeführten numerischen Untersuchungen 
sowohl sprödes als auch duktiles Verhalten berücksichtigt. Im Bild 3.8 sind die bei 
den Untersuchungen verwendeten Spannungs-Dehnungslinien für Zug bei sprö-
dem und bei duktilem Werkstoffverhalten dargestellt. In Tabelle 5.3 sind alle für 
die Untersuchungen relevanten Werkstoffparameter zusammengestellt. 
Der Schwerpunkt der Untersuchungen wurde auf Modelle mit Abmessungen an-
nähernd wie bei Heyman gelegt. Neben dem Einfluss der Zugfestigkeit wurde fall-
weise auch der Einfluss der Duktilität ermittelt. Als Versagenskriterium wurde eine 
Kombination des Drucker-Prager Plastizitätsmodell und „tension cut-off“ einge-
setzt. In keiner Berechnung trat eine Plastifizierung im Bogentragwerk auf, da sie 
bei niedrigeren Belastung wegen Spaltrissbildung versagten. Die eingesetzten 
Werkstoffmodelle und die verwendeten numerischen Verfahren zur Lösung der 
Gleichungssysteme sind in der Anlage im Abschnitt 8.3 zusammengefasst. Bei der 
Durchführung der Untersuchungen wurde die Rissbandmethode verwendet.  
In den nachstehend diskutierten nichtlinearen Untersuchungen wurden die geo-
metrischen Parameter nicht mehr variiert. Wie aus Tabelle 5.3 zu entnehmen ist, 
betrug der Radius stets R = 6,0 m, bei α1=120° Öffnungswinkel betrugen die Bo-
genstärken d1=0,15 m und bei α2=180° Öffnungswinkel d2=0,64 m. Die Angaben 
über die verwendeten Elementtypen, die verwendeten numerischen Verfahren zur 
Lösung des Gleichungssystems und über die Belastungssteuerung sind in Kapitel 
8.2 zusammengestellt. In beiden Modellen wurden Q8EPS Scheibenelemente –
 ebener Verformungszustand – mit Abmessungen von im Durchschnitt ~2,5cm in 
radialer und 4cm in Ringrichtung verwendet. Die Qualität dieser Netzwahl wurde 
durch Voruntersuchungen abgesichert. 
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Tabelle 5.3: Parameter für die numerische Untersuchung von Bogentragwerken aus Einphasen-
Werkstoffen 

Öffnungswinkel α [°] 120 180 

Systemradius R [m] 6,00 
Wandstärke d [m] 0,15 0,64 

E-Modul  [kN/m²] 3,39 * 106 (für Mauerwerk) und 5 * 106 (für Ziegel) 

Poisson-Zahl ν [ - ] 0,2 

Rohwichte  [t/m³] 1,8 

Druckfestigkeit fc  [kN/m²] 15.000 

tan φ [ - ] 0,5 

c [kN/m²] 4503 

Zugfestigkeit ft  [kN/m²] 150; 300; 450 

Bruchdehnung1) ε  - / 1,8 * 10-2 - 

Bemerkungen:  1) bei quasi-sprödem Werkstoffverhalten auf Zug bei h=2,5cm 

 

5.3.1 Verlauf der Stützlinie 
Die nichtlinearen Untersuchungen, die die Rissbildung in verschmierter Form be-
rücksichtigen, werden bei einer schrittweise Erhöhung der Last - hier Eigenlast - 
durchgeführt. Das heißt, dass die Last von einer zum ungerissenen Zustand gehö-
rigen Größe ausgehend schrittweise gesteigert wird. Die Berechnung wird bei 
steigender Belastung so lange fortgeführt, bis ein Gleichgewichtszustand zur ak-
tuellen Last gefunden werden kann. Bei spröden Werkstoffen ist es schwierig, 
nach der Öffnung neuer Risse einen Gleichgewichtszustand auf der vorhandenen 
Lasthöhe zu finden, deshalb wird die Last (vom Algorithmus gesteuert) vorerst so 
reduziert, dass ein Gleichgewichtszustand gefunden wird. Anschließend wird die 
Belastung, wie im Abschnitt 8.3.4 beschrieben mit der Bogenlängen-Methode wie-
der gesteigert. 
Während der Lasterhöhung und fortschreitenden Rissbildung ändert sich auch die 
Stützlinienlage. Die durch Risse geschädigte Bereiche und die zu den Phasen der 
Rissbildung gehörenden Stützlinien eines 120°-Öffnungswinkel-Bogens 
(d = 15 cm) und eines 180°-Öffnungswinkel-Bogens (d = 64 cm) sind in Bild 5.14 
bis Bild 5.17 (ft = 450 kN/m²) dargestellt. In Tabelle 5.4 und Tabelle 5.5 sind die 
entsprechenden Außermittigkeiten am Scheitel, am Viertelpunkt und am Auflager 
zusammengefasst. 
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R1 

R2 

R3

 
Bemerkung:  Nur die Hälfte des Tragwerks dargestellt. 

Bild 5.14: Von Rissen durchsetzte Bereiche beim Lastniveau von 4,06*g in einem am Anfang 
eingespannten 120°-Öffnungswinkel-Bogen mit R=6,0 m aus Einphasen-Werkstoff 
(ft = 450 kN/m²). Die Markierung der Bereiche entspricht der Reihenfolge der Risser-
scheinung. (dunkelblau: kleine, hellblau bis grün: mittlere, gelb bis orange: große 
Rissdehnungen) Am Auflager und am Viertelpunkt sind ansatzweise Längsrisse auf-
getreten: Die Delaminierung der Druckzone beginnt. Die Längsrisse sind mit Pfeilen 
markiert. Die Richtung der Risse wurde aus der vergrößerten grafischen Darstellung 
der Rissdehnungsvektoren entnommen. 
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Bild 5.15: Verlauf der Stützlinie während fortschreitender Rissbildung in einem eingespannten 
120°-Öffnungswinkel-Bogen mit R=6,0 m und d=15 cm aus Einphasen-Werkstoff. Die 
Bezeichnung der Risse entspricht Bild 5.14. 
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Tabelle 5.4: Außermittigkeit in den maßgebenden Querschnitten bei fortschreitender Belastung 
und Rissbildung in einem 120°-Öffnungswinkel-Bogen aus Einphasen- Werkstoff nach 
den Ergebnissen der FE-Berechnungen.  
Die Bezeichnung der Risse entspricht Bild 5.14. 

Außermittigkeit [m] im Querschnitt: 
Zustand / Last 

Scheitel Viertelpunkt 
(β=39,4°) Auflager 

ungerissen / < 1,12 * g 0,059 -0,048 0,099 

R1 / 1,12 * g 0,062 -0,051 0,101 

R1+R2+R3 / 1,98 * g 0,0941) -0,050 0,058 

R1+R2+R3 / 3,34 * g 0,058 -0,058 0,063 

1) Numerischer „Ausreißer“ bei der Rissbildung. 

 
Wie in der Einleitung beschrieben, wird die Belastung des Modells ausgehend von 
einer Lasthöhe ohne Risse durchgeführt. Die Lasthöhe wurde also so gewählt, 
dass die Zugfestigkeit im Bogen an keiner Stelle überschritten ist. Demnach ist die 
zu dieser Last gehörende Stützlinie identisch mit der einer linear-elastischen Be-
rechnung. Beim 120°-Bogen verläuft die Stützlinie nur in unmittelbarer Nähe des 
Auflagers außerhalb des Querschnittes. Hier nimmt sie ihren höchsten Wert mit 
2,4 cm außerhalb des Rückens an. Wird das 1,12-fache Eigengewicht (hier bei 
ft = 450 kN/m² Zugfestigkeit) erreicht, entstehen Risse im Bereich des Auflagers. 
Trotz Rissbildung bleibt die Außermittigkeit beinahe unverändert, da der Riss nur 
1/3 der Querschnittshöhe beträgt und damit noch ein Biegemoment aufnehmen 
kann. Durch zusätzliche Relativverdrehung am Auflager, bedingt durch die Riss-
bildung, verlagern sich die innere Kräfte, so dass die Außermittigkeit am Scheitel 
und am Viertelpunkt geringfügig zunimmt. Bei Erreichen der Last 1.98 * g treten 
sowohl am Scheitel als auch am Viertelpunkt Risse auf. Die Lage der Stützlinie 
verändert sich dabei: Am Scheitel nimmt die Außermittigkeit von e = 0,059 m auf 
e = 0,094 m zu und am Auflager sinkt sie von e = 0,101 m auf 0,058 m ab. Nach 
einer weiteren Erhöhung der Last auf 3,34 * g ist die Stützlinie so weit „zentriert“, 
dass sie überall innerhalb des Bogenquerschnittes verläuft.  
Während fortschreitender Belastung öffnen sich die Risse am Scheitel und am 
Auflager weiter und in den Restquerschnitten entstehen praktisch keine Zugspan-
nungen mehr. Dadurch entsteht ein ausgeglichener Verlauf der Stützlinie entlang 
des Bogens. Die Außermittigkeiten betragen am Scheitel e = 0,058 m, am Viertel-
punkt e = -0,058 m und am Auflager e = 0,063 m. 
Diese Ergebnisse zeigen, dass die rein statischen Lösungsverfahren, wie die 
Stützlinienmethode und das Verfahren nach Heyman, einen ungünstigeren Verlauf 
der Stützlinie liefern, als die Verfahren mit der Rissbandmethode. Der Grund dafür 
ist, dass das Mauerwerk in der Druckzone bei der Belastung von 3,34 * g in einem 
linear-elastischen Zustand ist, da die Druckfestigkeit noch nicht erreicht ist. In Ka-
pitel 4 wurde gezeigt, dass der Mörtel, trotz plastischer Eigenschaften, zwischen 
zwei Ziegelsteinen ein schwach unterlineares Verformungsverhalten zeigt und die 
Druckzone in den gerissenen Bereichen mit etwa d/3 = 5 cm relativ groß ist ge-
genüber Heymans Annahme einer Höhe von 1 bis 2 Zentimeter.  
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Der Stützlinienverlauf in einem Halbkreisbogen mit d = 64 cm verändert sich bei 
fortschreitender Belastung und Rissbildung anders (Bild 5.16). Der erste Unter-
schied zum 120°-Bogen mit d=15 cm ist, dass nach der Bildung des Auflagerrisses 
(R1) die Risse am Scheitel (R2) und am Viertelpunkt (R3) nicht bei der gleichen 
Laststufe, sondern nacheinander entstehen. Der erste Riss entsteht am Auflager 
bei einer Lasthöhe von 0,69 * g, obwohl die Außermittigkeit am Scheitel von 
e = 40,6 cm etwas größer ausfällt als am Auflager mit e = 40,1 cm. Der Grund da-
für ist, dass am Auflager nicht nur Biegezugspannungen, sondern auch erhebliche 
Schubspannungen auftreten. Somit wird das Versagenskriterium am Auflager bei 
einer niedrigeren Last als am Scheitel erfüllt. Nach der Bildung der ersten Risse 
wird die Außermittigkeit am Auflager um 30% kleiner, dabei nimmt sie am Viertel-
punkt um 9% und am Scheitel um 41% zu. Somit liegt die Stützlinie nur im Bereich 
des Scheitels außerhalb des Querschnitts. 
Nach weiterer Steigerung der Last auf 1,54 * g erscheint der zweite Riss in unmit-
telbarer Nähe des Scheitels. Durch diese örtliche Veränderung der Steifigkeit fällt 
hier die Außermittigkeit auf 49% des vorherigen Wertes.  
Am Auflager nimmt sie um 6% ab, im Viertelpunkt jedoch um 28% zu und rutscht 
aus dem Querschnitt heraus. 
 

Tabelle 5.5: Außermittigkeit in den maßgebenden Querschnitten  während fortschreitender Belas-
tung und Rissbildung in einem 180°-Öffnungswinkel-Bogen aus Einphasen-Werkstoff, 
nach den Ergebnissen der FE-Berechnungen.  
Die Bezeichnung der Risse entspricht Bild 5.16. 

Außermittigkeit im Querschnitt [m] 
Zustand / Last 

Scheitel Viertelpunkt (β=56°) Auflager 

ungerissen / 0,6 * g 0,406 -0,244 0,401 
R1 / 0,69 * g 0,574 -0,261 0,280 

R1+R2 / 1,54 * g 0,267 -0,310 0,263 

R1+R2+R3 / 2,04 * g 0,295 -0,295 0,287 

 
Die Lage der Viertelpunkte nach den FE-Berechnungen und nach Heyman sind: 
β1FE/β1H=39,4°/ 40,8° bei α1=120°, β3FE/β3H=50°/ 50,6° bei α3=150° und β3FE/β3H 
=56°/ 59° bei α2=180°. 
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R1

R2

R3

 
Bemerkung: Nur die Hälfte des verformten Tragwerks dargestellt.  

Die Verformungen sind vergrößert dargestellt. 

Bild 5.16: Von Rissen durchsetzte Bereiche beim Lastniveau von 2,04*g eines am Anfang ein-
gespannten 180°-Öffnungswinkel-Bogen mit R=0,64 m aus Einphasen-Werkstoff 
(ft = 450 kN/m²). (dunkelblau: kleine, hellblau bis grün: mittlere, gelb bis orange: große 
Rissdehnungen) Die Markierung der Bereiche entspricht der Reihenfolge der Risser-
scheinung. Am Scheitel, am Viertelpunkt und am Auflager sind Längsrisse aufgetre-
ten: Die Delaminierung der Druckzonen ist bereits fortgeschritten. Die Längsrisse sind 
mit Pfeilen markiert. Die Richtung der Risse wurde aus der vergrößerten grafischen 
Darstellung der Rissdehnungsvektoren entnommen. 
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Bild 5.17: Verlauf der Stützlinie während fortschreitender Rissbildung in einem am Anfang ein-
gespannten 180°-Öffnungswinkel-Bogen mit R=6,0 m und d=0,64 cm aus sprödem, 
Einphasen- Werkstoff 
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Wird an dieser Stelle bei 1,7 * g die Zugfestigkeit an der Oberkante des Quer-
schnitts erreicht, entsteht die dritte Risszone aus zwei benachbarten Rissen im 
Bogen. Nach weiterer Erhöhung der Last auf 2,04 * g nimmt die Stützlinie eine 
Lage an, in der sie im ganzen Bogen innerhalb des Querschnittes liegt, wobei die 
Größe der Außermittigkeiten in den drei maßgeblichen Querschnitten praktisch 
gleich groß ausfällt. 
Zum Verlauf der Stützlinie in Bogentragwerken unter fortschreitender Belastung 
durch Eigengewicht kann unter Verzicht auf eine ausführliche Darstellung bemerkt 
werden, dass durch das Einreißen der Zugzone – vorerst - elastische Gelenke 
entstehen. An diesen Gelenken ist der Restquerschnitt überdrückt. Die Druckkräf-
te nehmen ihre kleinste Außermittigkeit in diesem Zustand an. Bei weiterer Belas-
tung wachsen die Verformungen und die eingerissenen Querschnitte werden bei 
einer Zunahme der Außermittigkeit der Druckkräfte so lange eingeschnürt, bis am 
Auflager die Druckzone versagt. 
 

5.3.2 Neigung der Auflagerkraft 
Die Neigung (H/V) der Auflagerkraft in Abhängigkeit von der Last bei fortschrei-
tender Rissbildung ist für einen 120°-Bogen im Bild 5.18, für einen Halbkreisbogen 
im Bild 5.19 dargestellt. Der Grund für die geringfügige Schwankung der H/V-
Werte während fortschreitender Rissbildung liegt im numerischen Lösungsverfah-
ren. Die Veränderung von H/V stellt der hellgraue Pfeil wirklichkeitsnäher dar. 
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Bild 5.18: Neigung der Auflagerkraft in Abhängigkeit von der Belastung während fortschreitender 
Rissbildung in einem 120°-Öffnungswinkel-Bogen aus Einphasen-Werkstoff. Die ge-
ringfügige Schwankung der H/V-Werte wird durch das numerische Lösungsverfahren 
verursacht. Der Pfeil stellt den wirklichkeitsnäheren Verlauf dieser Änderung dar. 
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Bild 5.19: Neigung der Auflagerkraft in Abhängigkeit von der Belastung während fortschreitender 
Rissbildung in einem 180°-Öffnungswinkel-Bogen aus Einphasen-Werkstoff. Die ge-
ringfügige Schwankung der H/V-Werte wird durch das numerische Lösungsverfahren 
verursacht. Der Pfeil stellt den wirklichkeitsnäheren Verlauf dieser Änderung dar. 

 
Bei beiden Modellen kann festgestellt werden, dass der Unterschied zwischen un-
gerissenem Zustand und dem Zustand kurz vor dem Versagen klein ausfällt. Beim 
120°-Bogen liegt der H/V-Wert in ungerissenem Zustand um 2% über dem des 
gerissenen. Beim Halbkreisbogen beträgt diese Differenz weniger als 1%. 
Demnach können zur Bestimmung der Größe des Auflagerschubs Ergebnisse von 
linear-elastischen Berechnungen mit einem eingespannten Bogenmodell ohne 
Einschränkung verwendet werden. 
 

5.3.3 Verformungen der Bogenmodelle 
Neben dem Stützlinienverlauf und der Auflagerkraftneigung wurden die Verfor-
mungen der untersuchten Bogenmodelle ausgewertet. Bei 120° und 180° Bögen 
sind die Verformungen im Prinzip ähnlich: Der Scheitel senkt sich durch und die 
Viertelpunkte werden in radialer Richtung nach außen gedrückt. 
In Bild 5.20 und Bild 5.21 ist die Scheitelsenkung von 120°- und 180°-Bögen in 
Abhängigkeit von der Belastung dargestellt. Es sind jeweils die Last-
Verschiebungskurven von Modellen aus einem sprödem Werkstoff mit Zugfestig-
keiten von ft = 450 kN/m² und 150 kN/m² aufgetragen.  
Im Verlauf jeder Last-Verschiebungskurve zeigt sich die Rissbildung durch eine 
lokale Störung in Form eines plötzlichen Abfalls der Last. Nach unterschiedlich 
großer Talfahrt steigt die Last erneut, die Steifigkeit ist nach Bildung weiterer Ris-
se geringer. In Wirklichkeit fällt die Last bei der Bildung von Rissen nicht ab. Durch 
die Rissbildung verringert sich die Steifigkeit und die Verformungen nehmen stark 
zu, ohne wesentliche Zunahme der Last. (s. noch Bild 8.20 rechts). 
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Die Last-Verschiebungskurven gleicher Modelle mit unterschiedlicher Zugfestigkeit 
sehen ähnlich aus und stehen ungefähr im Verhältnis zueinander wie das Verhält-
nis ihrer Zugfestigkeiten. 
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Bild 5.20: Errechnete Last-Verschiebungskurven der Scheitelpunkte während fortschreitender 
Rissbildung eines 120°-Öffnungswinkel-Bogens aus sprödem Einphasen-Werkstoff 
(Scheitelverschiebung nach unten = positiv) 
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Bild 5.21: Last-Verschiebungskurven der Scheitelpunkte während fortschreitender Rissbildung 
eines 180°-Öffnungswinkel-Bogens aus sprödem Einphasen-Werkstoff 
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Bild 5.22: Last-Verschiebungskurven der Scheitelpunkte während fortschreitender Rissbildung 
zweier 120°-Öffnungswinkel-Bögen aus sprödem Einphasen-Werkstoff mit unter-
schiedlichen E-Modulen; 
(EZ = 5*106 kN/m² für Ziegel und EM = 3,39*106 kN/m² für historisches Mauerwerk) 

 
Der Einfluss des E-Moduls ist im Bild 5.22 durch die Last-Verschiebungskurven 
zweier Bögen mit α = 120°, mit gleicher Geometrie und Zugfestigkeit, jedoch mit 
unterschiedlichen E-Moduln dargestellt. Durch Streckung der L-V-Kurve des Bo-
gens aus „nur Ziegeln“ entlang der Verschiebungsachse im Verhältnis EZ/EM ent-
steht in etwa die L-V-Kurve des „Mauerwerksbogens“. 
Um den Einfluss der Duktilität im Zusammenhang mit unterschiedlichen 
E-Modulen und Zugfestigkeiten aufzuzeigen, sind im Bild 5.23 
Last-Verschiebungskurven der Scheitelsenkung dreier Modelle dargestellt. Modell 
„a“ ist aus sprödem Ziegel mit einem E-Modul von 5*106 kN/m² und ft = 450 kN/m² 
Zugfestigkeit. Modell „b“ ist aus „duktilem Ziegel“ mit einer rechnerischen Bruch-
dehnung von ε = 1,8*10-2 (h= 2,5 cm), mit einem E-Modul von 5*106 kN/m² und mit 
einer Zugfestigkeit von ft = 450 kN/m². Modell „c“ ist aus duktilem, historischem 
Mauerwerk mit einer rechnerischen Bruchdehnung von ε = 1,8*10-2 (h= 2,5 cm), 
mit einem E-Modul von 3,39*106 kN/m² und mit einer Zugfestigkeit von 
ft = 150 kN/m². 
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Bild 5.23: Einfluss der Duktilität, des E-Moduls und der Zugfestigkeit auf die 
Last-Verschiebungskurven der Scheitelpunkte während fortschreitender Rissbildung 
zweier 120°-Öffnungswinkel-Bögen aus Einphasen-Werkstoff. 
(EZ = 5*106 kN/m² für Ziegel und EM = 3,39*106 kN/m² für historisches Mauerwerk) 

 
Der auffälligste Unterschied zwischen sprödem und duktilem Verhalten ist, dass 
die Rissbildung zwar eine Krümmungsänderung, aber keinen plötzlichen Abfall der 
Last in der L-V-Kurve verursacht. Da die eingerissenen Zonen noch Zugkräfte ü-
bertragen können, fällt ihre Steifigkeit nicht gleich auf Null ab. Somit sind die 
nichtelastischen Anteile der Scheitelsenkung kleiner. Nach der Bildung der Risse 
am Auflager ist die Steifigkeit des spröden Bogens merkbar kleiner als die des 
duktilen Bogens. Nach abgeschlossener Rissbildung weist der spröde Bogen so-
gar eine größere Scheitelsenkung bei gleicher Last auf als der duktile Bogen mit 
den Eigenschaften von historischem Mauerwerk. 
 

5.4  Untersuchung des Tragverhaltens eines 120°-Bogens  
mit einem Zweiphasenmodell 

Die Untersuchung des Tragverhaltens von Mauerwerkskonstruktionen mit einem 
homogenen und isotropen Werkstoffmodell ist eine grobe Vereinfachung der Auf-
gabe. Schon aus der Struktur und aus den stark unterschiedlichen mechanischen 
Eigenschaften der Bestandteile des Mauerwerks folgt ein anisotropes Verhalten 
auch im ungerissenen Zustand [siehe Kapitel 4]. Treten Risse im Mörtel auf, ist die 
Richtungsabhängigkeit des Verhaltens noch stärker. Dementsprechend können 
die Ergebnisse solcher FE-Berechnungen mit Einphasenmodellen nur als Nähe-
rungslösung, also eher qualitativ als quantitativ zuverlässig, angesehen werden. 
Das richtungsabhängige Verhalten von Mauerwerk kann bei Einphasenmodellen 
durch eine komplexe Beschreibung des Verformungsverhaltens und der 
Versagenskriterien erreicht werden. Bei einer Untersuchung von Mauerwerkskon-
struktionen mit der Methode der Finiten Elemente unter Einsatz eines Einphasen-
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modells kann zwar ein relativ einfaches Netz benutzt werden, aber durch den 
komplexen Aufbau der Versagenskriterien, wie bei Ganz, 1985, ist der Rechen-
aufwand sehr groß. 
Eine andere Möglichkeit ist, das Tragwerk mit einem detaillierten Zweiphasenmo-
dell abzubilden. Dabei werden die Ziegelsteine und die Mörtelfugen durch mehrere 
Elementschichten abgebildet. Die bei der Untersuchung eingesetzte Werkstoffpa-
rameter sind in Tabelle 5.6 zusammengestellt. Der Nachteil dieser Lösung ist die 
relativ große Anzahl der Elemente im Modell: Um das Verhalten der Mörtelfugen 
numerisch stabil simulieren zu können, sind vier Elementschichten für eine Mörtel-
fuge erforderlich. Eine Verdichtung des Netzes im Querschnitt ist ebenfalls ratsam, 
um die Proportionen der Elemente nicht zu stark zu verzerren. Somit ergibt sich 
beim untersuchten 120°-Bogenmodell etwa die 5-fache Anzahl der Elemente, also 
4560 statt 960. Die mechanischen Eigenschaften können dafür wesentlich einfa-
cher modelliert werden: Bis zum Erreichen der jeweiligen Festigkeit linear-
elastisch, mit dem Drucker-Prager Plastizitätskriterium für den Zustand nach Ü-
berschreitung der Druckfestigkeit und mit dem Rissbandmodell für den Zustand 
nach Überschreitung der Zugfestigkeit. 
Für die nachstehend aufgeführten Untersuchungen wurde die Geometrie der im 
vorhergehenden Abschnitt diskutierten 120°-Bögen mit einem Radius R = 6,0 m 
und einer Bogenstärke d = 0,15 m, mit einer Ziegelsteinhöhe von 8 cm und einer 
Mörtelfugenstärke von 3,0 cm bis 3,3 cm gewählt. Die Ziegelsteine sind recht-
eckig, die Mörtelfugen leicht trapezförmig.  
 

Tabelle 5.6: Werkstoffeigenschaften für die Untersuchung mittels Zweiphasenmodell 

Werkstoff  Ziegel Mörtel 

Schichtstärke  [cm] 8,0 3,0 bis 3,3 

E-Modul  [kN/m²] 5*106 2,5*106 

Poisson-Zahl ν [ - ] 0,2 0,15 

Rohwichte ρ [t/m³] 1,8 

Druckfestigkeit fc  [kN/m²] - 1100 

tan φ [ - ] - 0,5 

Zugfestigkeit ft  [kN/m²] 450 150 

Bruchdehnung ε1) 
 - - 

Bemerkung: 1) Es wurde sprödes Werkstoffverhalten angenommen. 

 

5.4.1 Verlauf der Stützlinie 
Die Rissentwicklung entspricht der des Einphasenmodells. Erst bildet sich ein Riss 
am Auflager, dann erscheinen der Reihe nach gleich in mehreren Mörtelfugen 
Risse am Scheitel und am Viertelpunkt. Während der fortschreitenden Belastung 
nimmt die Anzahl der gerissenen Mörtelfugen in allen Bereichen zu. Im Bild 5.24 
ist das halbe Modell mit den gerissenen Mörtelfugen farblich markiert dargestellt. 
In Tabelle 5.7 sind die Außermittigkeiten in den drei maßgeblichen Querschnitten 
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bei etwa gleicher Scheitelsenkung zusammengestellt. Hier zeigen sich kaum Un-
terschiede. Die größte Differenz von 0,03% der Querschnittshöhe mit 0,45 cm 
zwischen den beiden Stützlinien ergibt sich am Scheitel. Der weitere Verlauf der 
Stützlinie entspricht der Linie des Einphasenmodells mit Mauerwerkseigenschaf-
ten.  

Tabelle 5.7: Vergleich der bezogenen Außermittigkeiten eines Zweiphasenmodells und eines Ein-
phasenmodells mit Ersatzeigenschaften (α = 120°, R = 6,0 m und d = 0,15 m) bei 
gleicher Zugfestigkeit ft = 150 kN/m² und etwa gleich großer Scheitelsenkung 

e/d 
Modell 

Scheitel Viertelpunkt Auflager 

Zweiphasenmodell 0,43 0,40 0,45 

Einphasenmodell 0,40 0,39 0,44 

 

R1

R2

R3

 

Bild 5.24: Zweiphasenmodell eines 120°-Öffnungswinkel-Bogens nach abgeschlossener Riss-
bildung. Nur die Mörtelfugen weisen Risse auf. (blau bis grün: kleine, gelb bis orange: 
große Rissdehnungen) Die Markierung der Bereiche entspricht der Reihenfolge der 
Risserscheinung. 

 

5.4.2 Neigung der Auflagerkraft 
Beim Zweiphasenmodell gibt es auch kaum Unterschiede in der Neigung der Auf-
lagerkraft zwischen ungerissenem Zustand und abgeschlossener Rissbildung. Der 
H/V-Wert beträgt in ungerissenem Zustand 0,801 und im gerissenen Zustand 
0,795. Damit ist die Differenz, wie beim Einphasenmodell, gerade 2%.  
 

5.4.3 Verformungen 
Im Bild 5.25 sind die Scheitelsenkungen zweier 120° Bögen (der eine mit Einpha-
senmodell, der andere mit Zweiphasenmodell simuliert) in Abhängigkeit von der 
Belastung dargestellt. In beiden Fällen beträgt die Zugfestigkeit ft = 150 kN/m². Die 
Risse treten beim Einphasenmodell bei höheren Lasten auf als beim Zweipha-
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senmodell. Dies kann entweder auf „Homogenisierungsfehler“, oder auf den Un-
terschied in der Elementgröße beider Modelle zurückzuführen. Der Homogenisie-
rungsfehler besteht darin, dass orthotropes Werkstoffverhalten im eingesetzten 
Einphasen- Werkstoffmodell nicht erfasst werden kann. 
Abgesehen von diesem Unterschied verlaufen die Last-Verschiebungskurven ähn-
lich. 
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Bild 5.25: Scheitelsenkung eines 120°-Bogens nach der Simulation mit einem Einphasenmodell 
und mit einem Zweiphasenmodell bei gleicher Zugfestigkeit 

 

5.5   Zusammenfassung 
Im Kapitel 5 wurden Untersuchungsergebnisse über das Tragverhalten ebener 
Kreissegmentbögen aus Mauerwerk mit verschiedenen Methoden dargestellt. Es 
wurden Verfahren mit immer stärker verfeinerter Erfassung der Materialeigen-
schaften dargestellt und die Ergebnisse diskutiert:  
Die Stützlinienmethode, die keine Werkstoffeigenschaften berücksichtigt. 
Das Stabtragwerkmodell mit linear-elastischen, ausreichend zug- und druckfesten 
Werkstoffeigenschaften.  
Das Einphasen-Scheibenmodell unter Berücksichtigung der Zugfestigkeit bzw. der 
Rissbildung mit der Rissbandmethode (und der Plastifizierung des Werkstoffes mit 
der Drucker-Prager Fließbedingung). 
Das differenzierte Zweiphasen-Scheibenmodell unter Berücksichtigung der Zug-
festigkeit bzw. der Rissbildung mit der Rissbandmethode und der Plastifizierung 
der Werkstoffe mit der Drucker-Prager Fließbedingung. 
Die mit den dargestellten Methoden gewonnene Ergebnisse können wie folgt zu-
sammengefasst werden: 
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Die rein statischen Verfahren geben lediglich Auskunft über den Gleichgewichts-
zustand eines (Bogen-)Tragwerkes. Die Lösung liegt immer auf der sicheren Sei-
te, d.h. die ermittelten Außermittigkeiten stellen eine obere Schätzung dar. Vorteil 
der Methode ist, dass sie nach der Aufnahme der Ist-Form eines Bogens über die 
Standsicherheit immer eine zuverlässige Aussage für die Standsicherheit liefert. 
Untersuchungen unter Annahme linear-elastischer, ausreichend zug- und druck-
fester Werkstoffeigenschaften mit einem Stabtragwerkmodell können nur dann 
eingesetzt werden, wenn der Werkstoff den Annahmen weitgehend entspricht. 
Dies ist beim Mauerwerk nicht der Fall. Anderenfalls müssen die Abmessungen so 
groß sein, dass im Bogen überall elastische Spannungszustände herrschen. Die 
errechneten Stützlinien und Verformungen gelten sinngemäß nur für den ungeris-
senen Zustand. Der Auflagerschub, unter Annahme eines eingespannten Sys-
tems, ist mit ausreichender Genauigkeit auch für gerissene Systeme verwendbar. 
Beim Einsatz eines Einphasenmodells mit spröden oder duktilen Werkstoffeigen-
schaften unter Berücksichtigung der Rissbildung mit der Rissbandmethode und 
der Plastifizierung mit der Drucker-Prager-Fließbedingung sind qualitativ bessere 
Ergebnisse zu erwarten. Der Stützlinienverlauf und der Auflagerschub lassen sich 
damit zuverlässig bestimmen. Nach den eigenen Untersuchungen sind der Stützli-
nienverlauf und der Auflagerschub verhältnismäßig unempfindlich gegen „Verän-
derungen“ der Materialeigenschaften bis zur abgeschlossenen Rissbildung. Die 
Lage der Viertelpunkte nach Heyman wurde bei Bögen mit α=120° und α=150° 
bestätigt. Bei α=180° weicht der Wert der FE-Berechnung um 3° ab. Das ist wahr-
scheinlich auf den Einfluss von Schubverformungen zurückzuführen. Über die Ge-
nauigkeit der errechneten Verformungen kann keine Aussage getroffen werden, 
da dazu zuverlässige Rechenwerte der Zugfestigkeit und des E-Moduls sowie 
Kenntnisse über das Materialverhalten unter Zugbeanspruchung (wie die Bruch-
energie „GF“) erforderlich sind. Zur Zeit der Durchführung der FE-Berechnungen 
standen diese nicht zur Verfügung. Allgemein kann festgestellt werden, dass die 
Verformungen im gerissenen Zustand – Größenordnung „cm“ - das Mehrfache der 
Verformungen im ungerissenen Zustand - in der Größenordnung von „mm“ - 
betragen. Vergleicht man die Ergebnisse im gerissenen Zustand mit an bestehen-
den Bögen bzw. Gewölbe gemessenen Verformungen, ergibt sich noch einmal ein 
Sprung in der Größe der Verformungen mit dem Faktor 10 durch zeitabhängiges 
Materialverhalten [Rehm und Mitarbeiter, 1995].  
Die für den Zustand „abgeschlossene Rissbildung“ ermittelten Höchstlasten 
(„peaks“) hängen sowohl vom Lösungsverfahren des Gleichungssystems als auch 
von der Schrittgröße bei der Belastung ab. Es muss gegebenenfalls durch mehr-
fache Wiederholung der Berechnung mit anderen numerischen Lösungsmethoden 
und mit direkter Belastungssteuerung geprüft werden, ob eine größere Höchstlast 
erreicht werden kann. 
Differenzierte Zweiphasenmodelle sind die wirklichkeitsnächste Möglichkeit zur 
Durchführung von Standsicherheitsuntersuchungen eines Mauerwerksbogens. Die 
Stützlinie und der Auflagerschub können quantitativ zuverlässig ermittelt werden. 
Die Verformungen sind bei zutreffender Annahme der Werkstoffeigenschaften 
zumindest in ihrer Größenordnung richtig. Für die Ermittlung der Höchstlast gilt 
das gleiche wie beim Einphasenmodell. 
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6. Gemauerte Tonnengewölbe als räumliche Trag-
werke 

Das räumliche Tragverhalten von Einwölbungen wurde von Heyman, 1966 und 
1967, untersucht. Er analysierte Kugelsegment-Kuppeln und gotische Kreuzge-
wölbe mit Hilfe der Theorie der Membranschalen. 
Barthel, 1991, stellte das Tragverhalten von unterschiedlich gestalteten Kreuzge-
wölben vor. In FE-Berechnungen berücksichtigte er Rissbildung und nicht-
elastisches Materialverhalten unter Druck. Anhand seiner Ergebnisse verbesserte 
er das Bemessungsverfahren von Pieper, 1983. 
Trautz, 1998, rechnete eine Reihe von historischen Einwölbungen nach. Wie Bar-
thel berücksichtigte er nichtlineares Werkstoffverhalten. Am Beispiel der Tonnen-
gewölbe der Kirche St. Michael in München stellt er die Wirkungsweise einer 
abschnittsweise gelagerten kreiszylindrischen Tonne vor. In seinen Ausführungen 
ging er auf den Einfluss von Stichkappen nicht ein. 
In Standsicherheitsuntersuchungen werden Tonnengewölbe mit Stichkappen in 
der Regel als ebene Bogentragwerke modelliert (Bild 6.1). Als Spannweite wird 
der Abstand zwischen den Trombenoberkanten angenommen. Die Untersuchun-
gen in Kapitel 5 zeigen, dass ein gemauerter Bogen mit einem Radius von 
R = 6,0 m, einer Querschnittshöhe von d = 0,15 cm und einem Öffnungswinkel 
von α ≅ 120° unter Eigengewicht gerade noch standsicher ist. Zahlreiche Tonnen-
gewölbe mit gleichem Radius und gleicher Wandstärke haben zwischen den Ge-
wölbeansätzen einen größeren Öffnungswinkel als α = 120°. Sie stehen jedoch 
seit Jahrhunderten. Alle dieser Einwölbungen haben Stichkappen, die mit der 
Haupttonne verbunden sind. 
 

 

R r
Haupttonne Stichkappe

R
α

l

R
α

l  

Bild 6.1: Zylindrisches Tonnengewölbe mit Stichkappen - Isometrische Darstellung eines Ge-
wölbefeldes (links). Querschnitt des Gewölbes (rechts oben) und das in der Ingeni-
eurpraxis übliche statische System dazu (rechts unten) 

 
Die Vermutung liegt nahe, dass Stichkappen eine wesentliche Verbesserung im 
Tragverhalten solcher Einwölbungen darstellen, auch wenn die Vorderkante einer 
Stichkappe nicht durch das aufgehende Mauerwerk gestützt wird.  
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Somit ist ihre Vernachlässigung bei statischen Untersuchungen eine zu grobe Nä-
herung auf der „sicheren Seite“ und führt unter Umständen zu unnötigen Siche-
rungsmaßnahmen. 
Zuerst werden die mechanischen Modelle zur Analyse von Einwölbungen kurz 
dargestellt. Danach werden die Ergebnisse eigener numerischer Untersuchungen 
mit folgenden Modellen vorgestellt: 

- Gewölbe als Schale modelliert, nach der Biegetheorie der Schalen, unter 
Annahme eines linear-elastischen Werkstoffgesetzes. 

- Ausgewählte Gewölbemodelle mit finiten Volumenelementen abgebildet, 
unter Berücksichtigung von Rissbildung und Plastifizierung im Werkstoff-
modell.  

Zum Abschluss werden die Ergebnisse diskutiert. 
 

6.1 Modelle zur Beschreibung des Tragverhaltens von ge-
krümmten Flächentragwerken  

Schalen sind ein- oder zweifach gekrümmte Flächentragwerke mit großen Aus-
dehnungen im Grundriss und mit einer geringen Wandstärke. In Tabelle 6.1 ist die 
Einteilung der Schalen nach ihren geometrischen Verhältnissen nach 
Ramm, 2000, dargestellt. 
 

Tabelle 6.1: Einteilung der Schalenkonstruktionen nach dem Verhältnis d/R. Nach Ramm, 2000 

Art Membranschale dünne Schale dicke Schale 

Geometrie d/R < 1/1000 1/1000 ≤ d/R ≤ 1/20 1/20 < d/R 

 
Schalen werden nach der Gültigkeit der Schalentheorien klassifiziert: 
Membranschalen sind besonders dünne gekrümmte Flächentragwerke, die durch 
die sehr kleine Biegesteifigkeit ihrer Wand kaum Biegemomente aufnehmen kön-
nen. Sie tragen ihre Lasten nur durch innere Kräfte ab, die zur Mittelfläche tangen-
tial gerichtet sind (Girkmann, 1963). Das Tragverhalten dieser sehr dünnen 
Schalen wird durch die Membrantheorie beschrieben. Nach der Membrantheorie 
lassen sich drei Schnittgrößen aus den Gleichgewichtsbedingungen bestimmen 
(innerlich statisch bestimmte Theorie), das heißt, kinematische Gleichungen und 
Werkstoffbeziehungen sind heranzuziehen, wenn Verformungen zu ermitteln sind. 
Dünne Schalen sind gekrümmte Flächentragwerke, die zur Aufnahme von senk-
recht auf die Mittelfläche wirkenden Querkräften und von Biegemomenten eine 
ausreichende Wandstärke haben. Das Tragverhalten der dünnen Schalen wird 
durch die Biegetheorie der Schalen beschrieben. In der Biegetheorie werden die 
Materialeigenschaften und Formänderungen infolge Biegung und Normalkraft ne-
ben den Gleichgewichtsbedingungen für die Berechnung der Schnittgrößen benö-
tigt. 
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Bild 6.2: Schalenelement mit Last- und Membrankraftkomponenten.  
Aus Girkmann, 1963 

 
Dicke Schalen haben eine große Wandstärke, damit müssen neben den Biegever-
formungen auch die Querschubverformungen berücksichtigt werden. 
Die Membrantheorie liefert für zylindrische Tonnenschalen Beziehungen zur Be-
schreibung der inneren Kräfte unter Eigengewicht. Die Lösung gilt jedoch nur 
dann, wenn die zugehörigen Randbedingungen erfüllt werden. Die Membrantheo-
rie nimmt bei der Lösung jeder Tonnenschale an, dass diese an ihren beiden End-
querschnitten durch eine Scheibe oder einen Binder starr gehalten ist. Diese 
Lagerung darf nur Membrankräfte – also Normalkraft und Schub – aufnehmen 
(Bild 6.4). Können keine Schubkomponenten an den Endquerschnitten der Tonne 
aufgenommen werden, ist ein dreidimensionales membranartiges Tragverhalten 
nicht möglich. In diesem Fall kann die Tonne ihre Lasten nur in Bogenrichtung ab-
leiten. 
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Bild 6.3: Schalenelement mit Last- und Schnittkraftkomponenten in der Biegetheorie der dün-
nen Schalen. Aus Girkmann, 1963. 

 

 

Bild 6.4: Zulässige Auflagerkraftkomponenten von Tonnenschalen nach der Membrantheorie: 
Schub (oben) und Normalkraft (unten). Aus Csonka, 1987 
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Die Biegetheorie der dünnen Schalen gibt das Trag- und Verformungsverhalten 
der betreffenden Schalenkonstruktionen mit linear-elastischem Werkstoffgesetz 
wieder. Das Differentialgleichungssystem kann nur für wenige, sehr einfachen 
Aufgaben in geschlossener Form gelöst werden. Seit der Verbreitung der elektro-
nischen Tischrechner (PC) können die Schnittgrößen von Schalenkonstruktionen 
mit beliebiger Geometrie mit FE-Programme gelöst werden. Die Biegetheorie der 
Schalen kann für Schalen aus linear-elastischem, ausreichend zugfestem Material 
eingesetzt werden. 
Gemauerte Tonnengewölbe werden zwischen zwei Längswänden meistens nach 
Fertigstellung des Daches eingezogen. Beim Errichten der Längswände werden 
die Kämpfer bereits gemauert. An beiden Endquerschnitten der Tonne wird sie 
normalerweise gegen die Querwand (Giebelwand oder Chorbogen) gemauert. Die 
Fuge zwischen Tonne und Querwand ist zwar vermörtelt, ihre Schubtragfähigkeit 
ist aber gering. Deshalb können an den Stirnseiten einer gemauerten 
Tonnenschale in der Regel kaum Membranschubkräfte aufgenommen werden. 
Somit kann sich ein dreidimensionales, rein membranartiges Tragverhalten nicht 
einstellen. Das Tragverhalten von Mauerwerkschalen lässt sich daher besser mit 
der Biegetheorie der Schalen modellieren. 
Die nachfolgend vorgestellten Modelle bestehen aus Haupttonnen mit einem Ra-
dius R = 6 m und mit einer Wandstärke d = 0,15 m.  
Das ergibt ein Verhältnis d/R = 1/40, damit gelten diese Einwölbungen als dünne 
Schalen. Die Stichkappen mit einem Verhältnis von d/r = 0,15/1,0 = 1/6,7 bis 
0,15/2,0 = 1/13,3 gelten als dicke Schalen. Der Schwerpunkt der Untersuchungen 
liegt auf dem Einfluss der Stichkappen auf die Haupttonne. Da die Stichkappen-
achse senkrecht auf die Haupttonne ausgerichtet ist, spielt dabei die Membran-
steifigkeit eine wesentlich größere Rolle als die Querschubsteifigkeit in 
„Plattenrichtung“. Damit beeinflusst ihre Modellierung als dünne Schale die Ergeb-
nisse unwesentlich. 
 

6.2 Tragverhalten zylindrischer Tonnenschalen mit Stichkap-
pen aus linear-elastischem Werkstoff unter Eigengewicht 

Zur Untersuchung des Tragverhaltens von einfachen und zusammengesetzten 
Schalenkonstruktionen wurde bis vor Kurzem meistens die Membrantheorie he-
rangezogen. Abweichungen von den allgemeinen Annahmen der Membrantheorie, 
wie Randstörungen oder eine größere Wandstärke, behandelte man gesondert. 
Anschließend wurden die Ergebnisse der Membranberechnung und der ergän-
zenden Untersuchung überlagert und die erforderlichen Nachweise geführt [Mar-
kus, 1967; Kollár, 1983]. Für die zu untersuchende Tonnengewölbe mit 
Stichkappen kann diese Vorgehensweise nicht eingesetzt werden, da gleichzeitig 
mehrere Annahmen von Membranlösungen nicht erfüllt werden. 
Auf die Ergebnisse von Barthel, 1991, aufbauend wird im Vorfeld das Tragverhal-
ten von Tonnengewölben mit Stichkappen aus dem von Kreuzgewölben qualitativ 
abgeleitet. In nachstehenden qualitativen Ausführungen werden die Biegemomen-
te bzw. die Außermittigkeit der Druckkräfte außer acht gelassen. Es wird ange-
nommen, dass ihre Größe keinen Einfluss auf die Ausrichtung der 
Druckspannungen habe, d. h. die Lage der Drucklinien in der Fläche verändert 
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sich durch die Rissbildung nicht. Lediglich ihre Außermittigkeit im Querschnitt än-
dert sich nach der Rissbildung.  
 

 

Bild 6.5: Zylindrisches Kreuzgewölbe mit ungestützten (links) und gestützten Kappenrändern 
(rechts). Verlauf der Drucktrajektorien schematisch. Die nicht gekennzeichneten Rän-
der sind frei. 

 
Im Bild 6.5 sind die Drucklinien in zwei Lagerungsfällen eines zylindrischen Kreuz-
gewölbes dargestellt. Im ersten Fall (links) sind alle vier gekrümmten Kappenrän-
dern frei. Im zweiten Fall (rechts) sind zwei gegenüber liegende Kappenränder 
frei, die anderen beiden parallel mit der zugehörigen Kappenachse gestützt und 
um die lokale Tangentialachse eingespannt. Dies entspricht dem Anschluss an 
eine benachbarte Kappe. Im ersten Fall (links) ist der Verlauf der Drucklinien zwei-
fach symmetrisch. Die Druckkräfte sind am Scheitel tangential, quer zur Kappen-
achse, ausgerichtet. Die Druckkraftrichtung folgt erst der Falllinie der 
Zylinderfläche und ändert dann ihre Richtung desto mehr, je näher sie zur Kehlli-
nie kommt und bildet dann eine Tangente zu dieser. Im zweiten Fall (rechts) ver-
laufen die Drucklinien nur im Scheitelbereich gleich wie im ersten Fall (links). Im 
unteren Bereich der Kehle überschreiten die Drucklinien die Kehle und erreichen 
das Auflager in der seitlich nicht gestützten Nachbarkappe. 
Im Bild 6.6 sind zwei Tonnengewölbe mit Stichkappen abgebildet. Anhand der Er-
gebnisse von FE-Berechnungen ist der Tragmechanismus schematisch darge-
stellt. 
In beiden Fällen verlaufen die Drucklinien vom Scheitel ausgehend entlang der 
Falllinien. An den Kanten der Haupttonne verlaufen sie zum Auflager bogenartig. 
Im Haupttonnenabschnitt zwischen den Kappenscheiteln liegen die Drucklinien 
ebenfalls in der Falllinie. Oberhalb des Stichkappenscheitels bilden sich Ent-
lastungbögen in der Haupttonne, die den Druck vorerst seitlich der Kappen 
„membranartig“ ableiten. Im unteren Abschnitt der Kehle treffen drei Druckkräfte 
aufeinander: Aus der „Fallinie“ der Haupttonne, aus dem Entlastungsbogen und 
aus der horizontalen Abstützung des benachbarten Feldes. Durch den membran-
artigen Widerstand des Haupttonnenstücks werden die Druckkräfte hier in die 
Stichkappen „gedrückt“. Somit wirken die unteren Abschnitte der Stichkappen als 
Steifen. 
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Bild 6.6: Zylindrische Tonnengewölbe (α = 150°) mit Stichkappe 
Verlauf der Drucktrajektorien bei Radius der Stichkappe  
r = 3,0 m (links) und 1,5 m (rechts) 
Die nicht gekennzeichneten Ränder sind frei. (nur die Hälfte des Systems dargestellt). 

 
Nach dieser qualitativen Darstellung wird die Wirkungsweise der Stichkappen in 
ihren Einzelheiten untersucht. 
Zuerst wurden insgesamt 27 Schalenmodelle nach Bild 6.7 mit der Biegetheorie 
der dünnen Schalen aus linear-elastischem Werkstoff berechnet. Die Berechnun-
gen wurden mit dem FE-Programm DIANA 6.2 durchgeführt. Zur Modellierung der 
Gewölbegeometrie wurden zylindrisch gekrümmte Schalenelemente (CQ45S) 
verwendet. Die Kantenlänge der Schalenelemente lag zwischen 10cm und 20cm. 
Angaben über die Verschiebungsfunktion des Elements und sein Konvergenzver-
halten bei dieser Vernetzung sind in Kapitel 8.2 zusammengestellt. Die Diagram-
me im Bild 8.11 zeigen, dass mit diesen Elementgrößen ausreichend genaue 
Ergebnisse erzielt werden können. In Tabelle 6.2 sind die Rechenparameter zu-
sammengestellt. 
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Bild 6.7: Geometrie der untersuchten Gewölbekonstruktionen mit den verwendeten Bezeich-
nungen. Auflagerlinien an der Tronpenoberkante: lH und lST 
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Tabelle 6.2: Rechenparameter der Schalenmodelle 

Haupttonnenradius R [m] 6,0 

Stichkappenradius r [m] 1,5 (1,0; 2,0 und 2,5)1) 

Wandstärke d  [m] 0,15 

Öffnungswinkel der Haupttonne αH  [°] 120 bis 150 

Öffnungswinkel der Stichkappe αST  [°] 180 

Länge des Haupttonenauflagers lH  [m] 1,0 

Länge des Stichkappenauflagers lST [m] 0,5 bis 3,0 

Flächengewicht g  [kN/m²] 2,7 

E-Modul  [kN/m²] 3,39*106 

Poisson-Zahl ν [ - ] 0,2 

Bemerkung: 1) Modelle mit diesen Stichkappenradien wurden nur mit α = 150° und lST = 1,0 m 
untersucht. 

 
In allen Modellen wurden der Haupttonnenradius (R = 6,0 m) und die Wandstärke 
(d = 0,15 m) sowie der Öffnungswinkel der Stichkappe (αST = 180°) stets gleich 
groß gewählt. Der Einfluss der Stichkappenlänge lST bei Tonnen mit unterschiedli-
chem Öffnungswinkel „α“ wurde an Modellen mit einem Stichkappenradius von 
r = 1,5 m untersucht. Der Öffnungswinkel der Haupttonne variierte zwischen 
αH = 120° und αH = 150°. 
Die Länge der horizontalen Haupttonnenauflager betrug stets lH = 1,0 m, wobei die 
der Stichkappenauflager zwischen lST = 0,5 m und lST = 3,0 m lagen. Der Einfluss 
des Stichkappenradius wird an zusätzlichen Modellen mit αH = 150°, r = 1,0 m und 
2,0 m gezeigt. In diesen Modellen haben die Stichkappen eine Länge von 
lST = 1,0 m. Die Auflagerlinien an der Trompenoberkante - lH und lST - wurden als 
unverschieblich und eingespannt angenommen. An den gekrümmten Hauptton-
nenrändern „T“ wurden die anschließenden Tonnenfelder durch eine parallel zur 
Tonnenachse unverschiebliche Lagerung der Randknoten berücksichtigt. 
Die Ergebnisse der durchgeführten FE-Berechnungen wurden hinsichtlich der Au-
ßermittigkeit der Druckkraft an der Scheitelmitte der Haupttonne, der Größe und 
der Verteilung der Auflagerkraft – insbesondere die Größe des Schubs und die 
Scheitelsenkung der Haupttonne – ausgewertet. Diese Ergebnisse werden mit den 
zugehörigen Größen entsprechender Bogentragwerke verglichen, um die ausstei-
fende Wirkung quantitativ zu erfassen. In allen Diagrammen, in denen Größen in 
Abhängigkeit von der Stichkappenlänge dargestellt sind, werden bei lST = 0 m die 
entsprechenden Werte einer „Tonne ohne Stichkappe“, d. h. eines vergleichbaren 
Bogens, aufgetragen. In den Diagrammen, in denen der Einfluss des Stichkappen-
radius gezeigt ist, werden die entsprechenden Größen vergleichbarer Bögen in 
Form von Linien dargestellt. 
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6.2.1 Einfluss der Stichkappe auf die Außermittigkeit der Druckkraft am 
Scheitel 

Die qualitative Darstellung des Tragmechanismus in Bild 6.5 und Bild 6.6 zeigt, 
dass Stichkappen wie Steifen wirken. Diese Wirkung wird nachstehend im Detail 
gezeigt. 
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Bild 6.8: Außermittigkeit e der Druckkraft am Scheitel in Abhängigkeit von der Stichkappenlän-
ge bei unterschiedlichen Haupttonnenöffnungswinkeln.  
(R = 6,0 m; r =1,5 m; d = 0,15 m) 

 
Im Bild 6.8 ist die Außermittigkeit „e“ der Druckkraft am Scheitel in der Haupttonne 
in Ringrichtung in Abhängigkeit von der Stichkappenlänge bei Haupttonnenöff-
nungswinkeln von αH = 120°, 130°, 140° und 150° dargestellt. Die Länge der 
Stichkappen ist mit der Länge ihrer horizontalen Auflager lST angegeben.  
Allgemein gilt, dass in Gewölben mit kleinerem Öffnungswinkel die Druckkraft eine 
kleinere Außermittigkeit am Scheitel einnimmt. Der Einfluss der Stichkappenlänge 
zeigt sich bei jedem Öffnungswinkel in der Abnahme der Außermittigkeit mit zu-
nehmender Stichkappenlänge. Diese Abnahme ist bis zu einer Stichkappenlänge 
von lST = 1,5 m stärker, ab lST = 2 m ändert sie sich kaum noch. Bei lST = 3 m ist die 
Stützwirkung der Stichkappe so groß wie die einer an ihrer Vorderkante starr ge-
stützten kurzen Stichkappe. Bei jedem Öffnungswinkel bewirkt schon eine weiche 
Stichkappe (lST = 0,5 m) die Abnahme der Außermittigkeit auf die Größe eines Bo-
gens mit einem um 10° kleineren Öffnungswinkel „α“. Bei einer steifen Stichkappe 
(lST ≥ 2m) beträgt e = 0,2 m (α = 150°). Dies entspricht genau der Außermittigkeit 
am Scheitel eines Bogens mit α = 130°, also mit einem um 20° kleinerem Öff-
nungswinkel. 
Die Außermittigkeit „e“ der Druckkraft an der Scheitelmitte in der Haupttonne in 
Ringrichtung in Abhängigkeit vom Stichkappendurchmesser ist im Bild 6.9 am Bei-
spiel einer Tonne mit R = 6,0 m; α = 150°; lH = lST = 1,0 m dargestellt. Bei einem 
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verhältnismäßig kleinen Stichkappenradius von r = 1,0 m ist e fast so klein wie bei 
einem Bogen mit α = 140°. Wird der Radius auf r = 2,5 m vergrößert, sinkt die Au-
ßermittigkeit „e“ auf 0,16 m. Das entspricht dem „e“ am Scheitel eines Bogens mit 
etwa α = 125°. 
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Bild 6.9: Außermittigkeit der Druckkraft „e“ am Scheitel in Abhängigkeit vom Stichkappenradius 
(R = 6,0 m; α = 150°; lH = lST = 1,0 m). Alle Werte auf die Breite von 2,0 m, ausgehend 
vom Modell mit r = 1,5 m, umgerechnet. 

 

6.2.2 Einfluss der Stichkappe auf die Auflagerkraft 
Die Änderung des Auflagerschubes bei zunehmender Stichkappenlänge ist im Bild 
6.10 dargestellt. Bei jedem Öffnungswinkel der Haupttonne steigt sie gleichmäßig 
an. Zwischen lST = 0,5 m bis 1,5 m ist der Anstieg stärker, über 2,0 m Stichkappen-
länge ist er kaum bemerkbar. Bei αH = 120° beträgt die Größe der Schubzunahme 
(36,5 – 34,0) = 2,5 kN, bei αH = 150° ist sie mit (33,1 - 30,5) = 2,6 kN nur geringfü-
gig größer. Bei „voller“ Steifigkeit der Stichkappe ist der Schub des Modells etwa 
so groß wie der eines Bogens mit gleicher Breite und mit um 20° kleinerem Öff-
nungswinkel. 
Die Änderung des Auflagerschubes in Abhängigkeit vom Stichkappendurchmesser 
ist am Beispiel von Tonnen mit R = 6,0 m; αH = 150°, lH = lST = 1,0 m im Bild 6.11 
dargestellt. Beim Stichkappenradius r = 1,0 m ist der Schub etwas größer als der 
eines Bogens mit α = 140°. Bei r = 2,0 m steigt der Wert auf Hy = 35,0 kN, größer 
als der Schub eines Bogens mit α = 120° (etwa mit α = 110°). 
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Bild 6.10: Größe des Auflagerschubes in Abhängigkeit von der Stichkappenlänge bei 
unterschiedlichen Öffnungswinkeln der Haupttonne.  
(R = 6,0 m; r = 1,5 m; d = 0,15 m) 
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Bild 6.11: Die Größe des Auflagerschubes in Abhängigkeit vom Stichkappenradius  
(R = 6,0 m; α = 150°; lH = lST = 1,0 m).  
Alle Werte sind auf die Breite von 2,0 m des Modells mit r = 1,5 m umgerechnet. 

 
Der Einfluss der Stichkappenlänge auf die Verteilung des Auflagerschubes zwi-
schen Haupttonnen- und Stichkappenauflager bei Modellen mit unterschiedlichen 
Öffnungswinkeln α ist im Bild 6.12 grafisch dargestellt. Bei größeren Öffnungswin-
keln 140° ≤ αH ≤ 150° nehmen die Stichkappen mit zunehmender Länge verhält-
nismäßig immer mehr Schub von der Tonne ab. Bei flachen Tonnen mit 
120° ≤ α ≤ 130° beeinflusst die Stichkappenlänge das Verhältnis HH/HST kaum. 
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Das liegt daran, dass die Stichkappen mit gleichem Querschnitt bei Tonnen mit 
kleineren Öffnungswinkeln an sich sehr steif sind. Daher wirkt sich ihre Versteifung 
in der Verteilung des Gewölbeschubs wenig aus. 
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Bild 6.12: Aufteilung des Gewölbeschubes HH/HST zwischen Haupttonnen- (lH) und Stichkappe-
nauflager (lST) bei unterschiedlichen Öffnungswinkeln der Haupttonne.  
(R = 6,0 m; r = 1,5 m; d = 0,15 m)  

 

6.2.3 Einfluss der Stichkappe auf die Verformungen der Tonne 
Im Bild 6.13 sind die unbelastete Form und die überhöhten Verformungen unter 
Eigengewicht eines der untersuchten Modelle dargestellt. Die Verformungen las-
sen sich wie folgt beschreiben: 
Der Tonnenscheitel senkt sich nach unten durch und die Viertelpunkte werden 
ungefähr radial nach außen verschoben. Die Haupttonne drückt gegen die Stich-
kappen. Je nach ihrer Steifigkeit geben die Stichkappen nach und verschieben 
sich nach außen. Die bogenartigen Verformungen der Stichkappe sind durch die 
Verbindung zur Tonne zum Teil verhindert, wodurch sich der Stichkappenquer-
schnitt am Anschluss zur Tonne nicht frei verformen kann. In Richtung ihres freien 
Randes werden die Verformungen immer größer. Ist die Stichkappe lang genug, 
werden die Verformungen an ihrem freien Rand gleich denen eines Bogens. 
Stellvertretend für die Verformungen werden nachfolgend die Verschiebungen an 
der Scheitelmitte der Haupttonne ausgewertet. Der Einfluss der Stichkappenlänge 
auf die Scheitelsenkung bei unterschiedlichen Öffnungswinkeln der Haupttonne ist 
im Bild 6.14 dargestellt. 
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Bild 6.13: Ränder der unbelasteten Form und verzerrt dargestellte Verformungen unter Eigen-
gewicht eines Tonnengewölbes mit Stichkappen aus linear-elastischem Werkstoff.  
(R = 6,0 m; r = 1,5 m; α = 150°).  
Vorderansicht, parallel zur Tonnenachse (links), 
Seitenansicht, parallel zur Stichkappenachse (rechts). 
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Bild 6.14: Scheitelsenkung in Abhängigkeit von der Stichkappenlänge bei unterschiedlichen 
Öffnungswinkeln der Haupttonne. (R = 6,0 m; r = 1,5 m; d = 0,15 m) 

 
Die Scheitelsenkung der Modelle zeigt ein ähnliches Bild wie die Außermittigkeit 
der Druckkraft an der Scheitelmitte. Alle Feststellungen des Abschnittes 6.2.1 gel-
ten für die Scheitelsenkungen sinngemäß. Die Scheitelsenkungen der Tonnen mit 
Stichkappen sind kleiner als die eines Bogens mit entsprechenden Abmessungen. 
Mit zunehmender Steifigkeit der Stichkappe (lST ≥ 1,5 m) wird die „Steifigkeit“ eines 
Bogens mit etwa um 20° kleinerem Öffnungswinkel erreicht. 
Dasselbe gilt auch für den Einfluss des Stichkappenradius. Wie im Bild 6.15 dar-
gestellt, verringert sich die Scheitelsenkung bei Zunahme des Stichkappenradius. 
Die Werte ab r = 2,0 m Stichkappenradius sind deutlich kleiner, als die eines ver-
gleichbaren Bogens mit einem Öffnungswinkel von 130°. 
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Bild 6.15:  Scheitelsenkung in Abhängigkeit vom Stichkappenradius  
(R = 6,0 m; α = 150°; lH = lST = 1,0 m). 

 
Die Ergebnisse der Schalenberechnungen deuten darauf hin, dass Stichkappen 
wie Widerlager wirken: Sie verkürzen die Spannweite der Tonnen, d. h. der Öff-
nungswinkel des statischen Systems fällt um 10° bis 20° kleiner aus als der geo-
metrische Öffnungswinkel der Haupttonne. Biegemomente und Verformungen 
werden kleiner, wohingegen die Normalkräfte in Tonnenringrichtung und der Ge-
wölbeschub zunehmen. 
Um die Widerlagerfunktion der Stichkappen zu klären, wurden nichtlineare 
FE-Berechnungen unter Berücksichtigung der Rissbildung im Mauerwerk durchge-
führt. Die Ergebnisse sind im nachfolgendem Abschnitt zusammengefasst. 
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6.3  Tragverhalten zylindrischer Tonnengewölbe mit Stichkap-
pen aus Mauerwerk 

Gewölbe aus Mauerwerk haben nur im ungerissenen Zustand annähernd linear-
elastische Materialeigenschaften. Schon bei niedriger Belastung wird die Zugfes-
tigkeit des Mörtels in der Zugzone und in der Druckzone am Fugenrand überschrit-
ten: Es bilden sich Risse. Bei weiter steigender Belastung plastifiziert der Mörtel in 
der Druckzone. Durch diese Einflüsse entsteht ein nichtlineares Last-
Verschiebungsverhalten des Mauerwerks. 
Bereits im Kapitel 4 wurde erwähnt, dass das Trag- und Verformungsverhalten 
von Mauerwerk mit einem isotropen, nichtlinearen Materialmodell nur bedingt er-
fasst werden kann. Durch die „Homogenisierung“ der mechanischen Eigenschaf-
ten gehen manche Phänomene verloren, z.B. die durch unterschiedliches 
Querdehnungsverhalten bedingte Wechselwirkung zwischen Ziegel und Mörtel. 
Damit geht auch der eigentliche Grund für das Versagen von einschaligem halb-
steinstarkem Mauerwerk verloren. Hingegen bekommt das Mauerwerk die „Fähig-
keit“ der Delaminierung: Es kann, zumindest nach einem Einphasen- 
Werkstoffmodell, während zunehmender Längsrissbildung in der Druckzone weite-
re Lasten aufnehmen. In Wirklichkeit versagt Mauerwerk gerade durch die Bildung 
von Längsrissen. Dies wird auch durch die Simulation von Kleinpfeilerversuchen 
bestätigt. Im Einphasen-Werkstoffmodell wird die Zugfestigkeit in Fugenrichtung 
und senkrecht dazu gleich gesetzt. Es ist offensichtlich, dass mit all diesen An-
nahmen kein quantitativ verwertbares Ergebnis erzielt werden kann. 
Ein weiteres Problem stellte die Größe des Arbeitsspeichers der benutzten Rech-
ner dar. Durch die Speicherkapazität war die Gesamtzahl der Elemente in den 
Modellen begrenzt. Daher wurde die Wandstärke nur durch drei Elementschichten 
abgebildet. Das entspricht einer Kantenlänge der HX24L Elemente von 5 cm in 
radialer Richtung. Die Kantenlänge in den anderen Richtungen betrug zwischen 
5 cm und 20 cm. Da in dieser Arbeit eine qualitative Aussage über das Tragverhal-
ten getroffen werden soll, ist diese etwas grobe Vernetzung ausreichend. In den 
Bereichen mit Rissbildung wurde die Elementgröße kleiner gewählt, in den Ab-
schnitten dazwischen größer. Im Bild 6.16 sind die FE-Netze zweier untersuchter 
Modelle isometrisch dargestellt. Die Netze bilden ¼ eines Gewölbefeldes ab. Die 
geometrischen Parameter der Modelle sind in Tabelle 6.3 zusammengestellt. Die 
Werkstoffparameter entsprechen denen der Bogenberechnungen und können aus 
Tabelle 5.3 entnommen werden. 
Die Auswertung der Ergebnisse erfolgt ähnlich wie bei den linear-elastischen Be-
rechnungen. Die Außermittigkeit der Druckkraft am Scheitel wird nicht detailliert 
ausgewertet, da das FE-Netz zu grob ist. Statt dessen werden die Phasen der 
Rissbildung dargestellt und die Lage der Risszonen ausgewertet. Des weiteren 
wird der Einfluss der Rissbildung auf die Größe und auf die Lage der Druckkraft in 
ungerissenem und gerissenem Zustand bei sprödem und duktilem Mauerwerks-
verhalten ausgewertet. Das Verformungsverhalten wird bei den räumlichen Model-
len ebenfalls durch die Verschiebung der Scheitelmitte erfasst.  
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Bild 6.16: FE-Netz von zwei untersuchten räumlichen Modellen:  
Stichkappenradius r1=1,5 m:  Modell B (links),  
Stichkappenradius r2=2,5 m:  Modell E (rechts).  
Die Netze bilden ¼ eines Gewölbefeldes ab. 

 

Tabelle 6.3: Geometrische Parameter der untersuchten räumlichen Gewölbemodelle.  
Die Bezeichnungen sind im Bild 6.7 erklärt. 

Bezeichnung R [m] αH [°] lH [m] r [m] αST [°] lST [m] Lagerung1) ft [kN/m²] Duktilität2) 

A 0,5 a s und d 

B 1,0 a s und d 

C 

1,5 

0,5 b s und d 

D 0,5 a d 

E 1,0 a d 

F 

6,0 150 0,5 

2,5 

180 

0,5 b 

150 

d 

Bemerkungen: 

1) „a“: nur die horizontalen Ränder der Haupttonne (lST) und der Stichkappe (lH) sind räumlich 
unverschieblich gehalten, der Anschluss an die benachbarten Gewölbefelder ist durch un-
verschiebliche horizontale Lagerung in Richtung der Haupttonnenachse modelliert. (Bild 
6.7) 

 „b“: wie „a“, zusätzlich horizontale Stützung der gekrümmten Stichkappenkanten in Rich-
tung der Stichkappenachse. (Bild 6.7) 

2) „s und d“: Modell wurde mit sprödem und mit quasi-sprödem Werkstoffmodell untersucht 
(s. Bild 3.8). Beim duktilen Werkstoff betrug εu = 0,0018 für h = 2,5 cm Rissbandbreite. 

„d“: Modell wurde nur mit duktilem Werkstoffmodell untersucht. 
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6.3.1 Lage der gerissenen Bereiche 
In Bild 6.17 und Bild 6.18 sind die Isoflächen der gerissenen Bereiche zweier un-
tersuchter Modelle dargestellt. In beiden Bildern sind die Leibung und der Rücken 
dargestellt. Die Nummerierung der Risse entspricht der Reihenfolge ihres Auftre-
tens. Im gleichen Querschnitt, in dem auch Biegerisse auftreten, sind in den 
Druckzonen Längsrisse entstanden. Diese sind mit einem Stern „*“ gekennzeich-
net. Der Verlauf der Rissbildung ist in den beiden Modellen unterschiedlich. 
Im Modell „B“ (Bild 6.17) erscheinen die ersten Risse am Anschluss der Hauptton-
ne zur Stichkappe und am Auflager der Stichkappe gleichzeitig beim selben Last-
niveau. Die Risse R1a treten auf der Oberkante und auf der Vorderkante des 
Entlastungsbogens auf. An beiden Flächen beginnen sie in der Leibung und ge-
hen in Richtung Rücken. Die Risse R1b gehen von der Vorderkantenleibung der 
Stichkappe aus horizontal bis zur halben Länge des Auflagers. Ab hier steigen sie 
Richtung Anschluss der Stichkappe zur Haupttonne mit einer Neigung von etwa 
45°. Am Scheitel bilden sich die nächsten Risse R2. Bei steigender Belastung 
reißt die Stichkappe am Scheitel (R3a) und am Viertelpunkt (R3b) gleichzeitig. Der 
Riss am Viertelpunkt (R3b) verläuft analog zum Riss (R1a) am Stichkappenaufla-
ger. Dann bilden sich nacheinander zwei Risse (R4 und R5) am Viertelpunkt der 
Haupttonne. Riss R4 liegt beim Zentralwinkel von 84°, R5 bei 80°. Zum Schluss 
verzweigt sich der Riss R1a etwa in ¾ Höhe der Stichkappe. Ein beinahe horizon-
taler Riss (R6) bildet sich in der Haupttonne und der Riss R1a verlängert sich nach 
unten, bis er den Riss R1b erreicht. Riss R6 ist beim Zentralwinkel 128°. Das 
Rissbild zeigt, dass die Haupttonne oberhalb der Stichkappe wie ein ebenes Trag-
system wirkt, da die Trajektorien der dritten Hauptspannungen in diesem Bereich 
miteinander parallel in Ringrichtung verlaufen. Dieses System lagert auf dem 
durch die Stichkappe und Teile der Haupttonne gebildeten Schalenfaltwerk, das 
durch die Risse R1a und R6 von der Haupttonne getrennt ist. Der „Entlastungsbo-
gen“ leitet die Lasten aus dem mittleren Bereich des Haupttonnenfeldes bis zur 
Höhe des Risses R6 in der Haupttonnenfläche. Dort werden sie durch die stützen-
de Wirkung des Nachbarfeldes in die Flanke der Stichkappe umgelenkt. 
Im Modell „E“ treten die ersten Risse am äußeren Ende des Stichkappenauflagers 
auf. Danach reißen Stichkappe und Haupttonne vom Entlastungsbogen ab, ähn-
lich wie im Modell „B“. Der Riss R2 reicht jedoch nicht bis zum Stichkappenschei-
tel. Auf dem gleichen Lastniveau treten die Risse am Scheitel der Haupttonne 
(R3a), am Viertelpunkt (R3b) und am Scheitel (R3c) der Stichkappe auf. Die letz-
ten Risse entstehen auf dem Rücken der Haupttonne (R4). Die obere Grenzlinie 
dieser Risszone ist –netzbedingt- parallel zur Scheitellinie. Die untere Grenzlinie 
folgt der Krümmung der Stichkappe. Dadurch verändert sich die Lage des Viertel-
punktes der Haupttonnenlängsrichtung. Zur Oberkante der Risszone R4 gehört ein 
Zentralwinkel von 80° und zur unteren „Spitze“ ein Winkel von 116°. Des weiteren 
verändert sich die Ausrichtung der Risse in diesem Bereich: An den Grenzlinien 
sind sie parallel zu diesen ausgerichtet. Zwischen den Grenzlinien verändert sich 
die Rissrichtung fließend. In diesem Modell trägt die Haupttonne auch teilweise 
wie ein ebenes Tragsystem. Da die Stichkappe weit nach oben reicht, ist diese 
Zone kleiner. Das räumliche Tragverhalten reicht vom Bereich der Stichkappe bis 
zum oberen Rand der Risszone R4. 
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Bild 6.17: Isoflächen der durch Risse beschädigten Bereiche des räumlichen Modells „B“.  
Blick in die Leibung (links) und auf den Rücken (rechts), isometrisch dargestellt. 
(dunkelblau: kleine, hellblau bis grün: mittlere, gelb bis orange: große Rissdehnungen) 
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Bild 6.18: Isoflächen der durch Risse beschädigten Bereiche des räumlichen Modells „E“.  
Blick in die Leibung (links) und auf den Rücken (rechts), isometrisch dargestellt. (dun-
kelblau: kleine, hellblau bis grün: mittlere, gelb bis orange: große Rissdehnungen) 

 

Aus der Lage des Viertelpunktes „b“ kann nach Heyman, 1966, der Öffnungswin-
kel „a“ ermittelt werden. Bild 6.19 stellt diesen Zusammenhang zwischen dem 
Zentralwinkel zum Viertelpunkt „b“ und dem Öffnungswinkel „α“ dar. Im Abschnitt 
5.3.1 wurde die Lage des Viertelpunktes für die Öffnungswinkel 120° und 150° 
durch die Ergebnisse nichtlinearer FE-Berechnugen bestätigt. In den Modellen mit 
r = 1,5 m liegt die Zone, in der sich der Viertelpunkt befindet bei einem Zentralwin-
kel von 80° bis 84° zu den mit der Haupttonnenachse parallel verlaufenden Kan-
ten. Der Mittelwert beträgt damit 82°. Der zugehörige Öffnungswinkel des 
statischen Systems der Haupttonne beträgt somit mindestens aH = 120° höchs-
tens aH = 124°. Die Lage des Risses R6 bei 128° weicht davon ab. Unter Berück-
sichtigung des Einflusses der Elementgröße auf die Lage der Risse (der 
Zentralwinkel am Viertelpunkt beträgt 1° zur Elementkante, am Riss R6 beträgt er 
2°) ist die Übereinstimmung hinreichend. 
In den Modellen mit Stichkappenradius r = 2,5 m ist die Lage des Viertelpunktes in 
jedem Haupttonnenquerschnitt anders. Zum Kleinstwert von b = 80° gehört 
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a = 118°, zum größten Mittelwert max bmittel = (80° + 116°)/2 = 98° gehört a = 146°. 
Dieser Unterschied ist zu groß, um das Tragverhalten mit einem ebenen Ersatz-
system erfassen zu können. 
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Bild 6.19: Lage des Viertelpunktes in einem Kreissegmentbogen nach Heyman,1966 

 

6.3.2 Einfluss der Stichkappe auf die Auflagerkräfte 
Die Größe und Lage der resultierenden Auflagerkraft wurden in Abhängigkeit des 
Rissstatus, der Duktilität und der Stichkappensteifigkeit ausgewertet.  
In Tabelle 6.4 und Tabelle 6.5 sind die Größe des Auflagerschubes der untersuch-
ten Modelle in ungerissenem und gerissenem Zustand zusammengestellt. Der 
Einfluss der Rissbildung bleibt bei jedem Modell unter 3%. Da das Modell „D“ am 
Stichkappenauflager versagte, ehe am Scheitel und am Viertelpunkt der Haupt-
tonne Risse auftraten, fällt der zugehörige Verhältniswert zu günstig aus. Der Ein-
fluss der Rissbildung ist in ihrer Tendenz einheitlich. Dies entspricht Bild 5.12, 
wonach der Auflagerschub in Bogentragwerken ab einem Öffnungswinkel von 
110° bei fortgeschrittener Riss- bzw. Gelenkbildung leicht abnimmt. Dieser Ein-
fluss ist bei ebenen Bogentragwerken mit knapp 1% niedriger ausgefallen (siehe 
noch Bild 5.18 und Bild 5.19). 
Die Verringerung des Auflagerschubes ist hier auf eine Veränderung des Tragsys-
tems zurückzuführen. Die Verringerung des Schubes um bis zu 3% ist auf keinen 
Fall mit der Vergrößerung des effektiven Öffnungswinkels gleichzusetzen. Hier 
wird aus einem eingespannten System mit einer durchgehenden Steifigkeit durch 
die Rissbildung ein „aufgelockertes“ System mit ähnlichen Eigenschaften wie ein 
Dreigelenkbogen mit außermittig liegenden Gelenken. 
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Tabelle 6.4: Größe des Auflagerschubes in Abhängigkeit von Rissstatus, Duktilität und Lagerung 
der Stichkappe bei Modellen mit einem Stichkappenradius von r = 1,5 m.  
Die Größe der Schubkraft ist auf das einfache Eigengewicht umgerechnet. 

Verhältnis 
gerissen/

spröd duktil ungerissen
A 32,48 31,58 - 0,972
B 33,08 33,05 33,03 0,998
C 33,32 33,23 32,99 0,997

gerissenungerissen

Schub [kN]
Modell 

 
 

Tabelle 6.5: Größe des Auflagerschubes in Abhängigkeit von Rissstatus, Duktilität und Lagerung 
der Stichkappe bei Modellen mit einem Stichkappenradius von r = 2,5.  
Die Größe der Schubkraft ist auf das einfache Eigengewicht umgerechnet. 

 
ungerissen gerissen 

D 1 39,88 39,71 
E 2 41,57 40,97 
F 3 43,47 42,3 

0,996 
0,986 
0,973 

Schub [kN] Verhältnis 
gerissen/ungerissen 

Modell 

 
Bemerkungen: 1)   Versagen des Stichkappenauflagers, keine Rissbildung in der Haupttonne. 

2)  Abgeschlossene Rissbildung in der Stichkappe und in der Haupttonne.  
3)     Rissbild wie im Bild 6.18, jedoch ohne den Riss R3a. 

 
Bei den Modellen B und E mit Stichkappenlänge lST = 1,0 m wurde die Lage der 
Auflagerkraft „R“ im Vergleich zur Haupttonnenkante an der Trombe in ungerisse-
nem und in gerissenem Zustand ermittelt (Tabelle 6.6). Die Querschnittsfläche des 
Auflagers mit der resultierenden Auflagerkraft ist im Bild 6.20 dargestellt. Der 
Schwerpunkt der Auflagerfläche liegt 0,26 m außerhalb der Haupttonnenkante. 
Die erste Kernweite des Auflagerquerschnitts beträgt 0,27 m vom Schwerpunkt 
und 0,53 m von der Haupttonnenkante an der Trompe. Bei beiden Modellen liegt 
demnach die resultierende Auflagerkraft innerhalb der ersten Kernweite des Auf-
lagerquerschnitts an der Trombenoberkante. 
 

Tabelle 6.6: Abstand der Auflagerkraft „e“ von der Haupttonnenkante in ungerissenem und in ge-
rissenem Zustand bei den Modellen B und E 

 Verhältnis
gerissen/ 

spröd duktil ungerissen 
B 0,403 0,398 0,388 0,96 
E 0,501 - 0,457 0,91 

Modell 
 e v  [m] 

ungerissen 
gerissen 

 
 



6  Gemauerte Tonnengewölbe als räumliche Tragwerke 113 

eV

eH

H

V
Auflagerfläche

V

ev

bei B und E: 1,075m

1,
07

5m

0,
15

m
0,

15
m

0,15mH
au

pt
to

nn
e

Stichkappe

Stichkappe

bei C und F: 0,575m

Au
fla

ge
rfl

äc
he

de
r M

od
el

le

 

Bild 6.20: Stichkappenbereich mit der Lage der Auflagerkraftkomponente (links) und  
Fläche eines ganzen Auflagers der Modelle B, C, E und F  
mit der Lage der vertikalen Auflagerkraftkomponente „V“ (rechts) 

 
Bei den Modellen C und F wurde außer der Lage der vertikalen Auflagerkraft auch 
die Höhenlage des Auflagerschubes in ungerissenem und gerissenem Zustand 
ermittelt. Die Veränderung der Höhenlage des Auflagerschubes ist gering, insbe-
sondere verglichen mit dem Radius der Stichkappen. Im Modell C beträgt die La-
genänderung DeH = 0,01 m bei r = 1,5 m. Das ergibt ein Verhältnis von 0,67%. Im 
Modell verändert sich die Höhenlage um 0,03 m bei r = 2,5 m. Die Änderungsrate 
beträgt 1,2%. Eine Veränderung in der Lage der vertikalen Auflagerkraft kann 
nicht festgestellt werden. 
 

Tabelle 6.7: Einfluss der Rissbildung auf die Lage der Auflagerkraft bei Modellen mit einer horizon-
talen Stützung der Stichkappenkante parallel zu deren Achse. Der vertikale Abstand 
der horizontaler Auflagerkraft vom Auflager ist mit eH angegeben.  

 

ungerissen gerissen ungerissen gerissen 

C 1 0,59 0,58 0,03 0,03 
F 0,82 0,79 0,03 0,03 0,963 

e V  [m] Verhältnis
gerissen/ungerissen 

0,983 

e H  [m] Modell 

 
Bemerkung: 1)  Werkstoffmodell – spröde 
 
Im Bild 6.21 sind zwei Beispiele mit den Auflagerkräften und den Stützkräften des 
Nachbarfeldes im Stichkappenbereich dargestellt. Im Bild links ist ein System 
(Modell E) ohne horizontale Stützung der gekrümmten Stichkappenkante mit einer 
Stichkappenlänge von lST = 1,0 m. Auf der rechten Seite (Modell F) ist die Stich-
kappe mit lST = 0,5 m kürzer und ihr gekrümmter Rand ist horizontal gestützt. In 
beiden Modellen wirkt die Stichkappe als Widerlager. Die stützende Wirkung der 
Stichkappen ist in beiden Fällen schematisch eingezeichnet.  



114  

A A H1 

D2 D1 

D3 

 

A A 

D 2D 1

D 3

H 1 H 2

 

Bild 6.21: Verteilung der Auflagerkräfte im Bereich der Stichkappen bei den Modellen E (ohne 
horizontale Stützung der Stichkappenvorderkante - links) und F (mit horizontaler Stüt-
zung der Stichkappenvorderkante - rechts). Die horizontalen Schnitte parallel mit der 
Trompenoberkante sind mit „A-A“ gekennzeichnet. 
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Bild 6.22: Wirkungsweise von horizontal ungestützen (links) und horizontal gestützten (rechts) 
Stichkappen im horizontalen Schnitt A-A eingetragen.  
Die Lage der Schnitte und die Drucklinien (schematisch) sind im Bild 6.21 dargestellt. 

 
Im Bild 6.22 sind horizontale Schnitte „A-A“ durch die Kehle mit den dort wirken-
den Kräften schematisch dargestellt. Die mit durchgehenden Linien dargestellten 
Drucklinien liegen innerhalb der jeweiligen Querschnitte. Die gestrichelten und 
punktgestrichelten Drucklinien verlaufen unter einem Winkel zur Schnittebene. D2 
ist die Drucklinie im Entlastungsbogen. Sie trifft auf weitere Drucklinien in der Ecke 
des Kehlquerschnittes: D1 von der Haupttonne in Ringrichtung, H1 von der Haupt-
tonne aus der horizontalen Abstützung an das benachbarte Tonnenfeld und D3 
aus der Stichkappenflanke. Bei horizontal gestützten Stichkappen gibt es eine zu-
sätzliche Komponente, die Drucklinie H2. In der äußeren Ecke der Kehle sind die-
se Druckkräfte in Gleichgewicht. Der Unterschied zwischen horizontal gehaltenen 
und nicht gehaltenen Stichkappen ist, dass die Drucklinie D3 bei nicht gehaltenen 
Stichkappen flacher, bei gehaltenen Stichkappen steiler in Richtung Stichkappen-

Schnitt A-A Schnitt A-A 
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fuß verläuft. Dadurch ist die Verteilung der Auflagerkräfte zwischen Haupttonnen- 
und Stichkappenauflager beim Modell F wesentlich gleichmäßiger als beim Modell 
E. Die Drucklinie D3 verläuft knapp unter dem Stichkappenrücken in der Druckzo-
ne der Stichkappenflanke. Die Wirkungsweise der Stichkappen in den Modellen 
mit r = 1,50 m ist vergleichbar, nur ist ihr Einflussbereich dort kleiner. 
 

6.3.3 Einfluss der Stichkappen auf die Verformungen 
Die Verformungen von Tonnengewölben mit Stichkappen aus linear-elastischem 
Werkstoff sind im Abschnitt 6.2.3 beschrieben. Die Scheitel senken sich nach un-
ten durch und die Viertelpunkte werden ungefähr radial nach außen verschoben. 
Die Stichkappen werden durch die sich auf sie abstützende Haupttonne nach au-
ßen gedrückt. Gemauerte Gewölbe haben größere Verformungen infolge Rissbil-
dung als Gewölbe aus einem linear-elastischen Werkstoff. Im Bild 6.23 sind als 
Beispiel die Verformungen des Modells B unter Annahme eines spröden Mauer-
werksverhaltens dargestellt. In den gerissenen Bereichen sind die Krümmungen 
durch die Querschnittsschwächung wesentlich größer als in den unbeschädigten 
Abschnitten, was im Bild als ein „Knick“ in der verformten Geometrie erscheint. 
 

 

Bild 6.23: Ränder der unbelasteten Form und verzerrt dargestellte Verformungen unter Eigen-
gewicht des Modells B aus sprödem Mauerwerk.  
Vorderansicht, parallel mit der Tonnenachse (links) und  
Seitenansicht, parallel mit der Stichkappenachse (rechts). 

 
Der Einfluss der Stichkappensteifigkeit auf die Scheitelsenkung bei sprödem Mau-
erwerk ist im Bild 6.24 dargestellt. Die Rissentwicklung gemäß Bild 6.17 für das 
Modell B ist eingetragen. Der unstetige Verlauf der Kurven B und C entspricht 
nicht dem wirklichen Last-Verschiebungsverhalten der Tonnen, sondern ist die 
Folge des zur Laststeuerung eingesetzten Bogenlängen-Verfahrens (s. Bild 8.20). 
Die Stichkappen in den Modellen A, B und C sind, in dieser Reihenfolge, steifer. 
Modell A versagt knapp bei der Hälfte des Eigengewichtes: Durch zu wenig Ei-
gensteifigkeit wird die Stichkappe stark nach außen gedrückt, bis ihr Auflager am 
freien Rand versagt. Die geringe Steifigkeit der Stichkappe zeigt sich in der 
Last-Verschiebungskurve. Ihre Neigung ist etwas geringer als die der anderen 
Modelle. Die Scheitelsenkung der Modelle B und C verläuft bis zur Bildung der 
Scheitelrisse „R2“ praktisch identisch. Ab diesem Punkt bleiben die Lasten des 
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Modells B um etwa 10-12% unter denen des steiferen Modells C. Alle Modelle 
versagen (numerisch) vor dem Erreichen des vollen Eigengewichts. 
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Bild 6.24: Errechnete Scheitelsenkung in Abhängigkeit von der Belastung der Modelle A, B 
und C unter Annahme spröden Mauerwerksverhaltens. In der Last-
Verschiebungskurve des Modells B sind die Stellen der Rissbildung gekennzeichnet. 
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Bild 6.25: Errechnete Scheitelsenkung in Abhängigkeit von der Belastung.  
Einfluss der Duktilität des Mauerwerks auf die Scheitelsenkung des Modells B.  
Anfang / Ende der Rissbildung für das Modell aus duktilem Mauerwerk eingetragen. 

 
Der Einfluss der Duktilität ist am Beispiel der Last-Verschiebungskurven des Mo-
dells B im Bild 6.25 dargestellt. Das Gewölbe aus duktilem Mauerwerk trägt das 
Mehrfache seines Eigengewichts. Die errechneten Last-Verschiebungskurven zei-
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gen auch keine Unstetigkeiten. Die Bildung der Risszonen nach Bild 6.17 ist durch 
einen ständigen Steifigkeitsabfall ab einer Scheitelsenkung von 1 mm (R1) bis zu 
knapp 5 mm (R6) bemerkbar. 
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Bild 6.26: Einfluss der Stichkappensteifigkeit auf das Last-Verschiebungsverhalten von gemau-
erten Tonnengewölben mit einem Stichkappenradius von r = 2,5 m 

 
Die Last-Verschiebungskurven der Scheitel der Modelle D, E und F mit einem 
Stichkappenradius von r = 2,5 m sind im Bild 6.26 gezeigt. Wie bei den Modellen A 
bis C aus duktilem Mauerwerk zeigen die Kurven ein leicht unterlineares Ver-
schiebungsverhalten des Scheitels. Mit zunehmender Steifigkeit der Stichkappe 
nimmt die (rechnerische) Steifigkeit und die Tragfähigkeit der Tonnen zu. Diese 
Zunahme fällt größer aus als bei den Modellen mit r = 1,5 m. 
 

6.4  Zusammenfassung 
In diesem Kapitel wurden Untersuchungen zur Ermittlung des Tragmechanismus 
von Tonnengewölben mit Stichkappen durchgeführt.  
Eingangs wurden 27 FE-Schalenberechnungen unter Annahme eines linear-
elastischen Mauerwerksverhaltens mit dem Programm DIANA durchgeführt. Die 
Wirkung der Stichkappen wurde durch Auswertung einiger Größen untersucht: 
Neben der Außermittigkeit der Druckkraft am Scheitel wurde die Scheitelsenkung 
und der Auflagerschub in Abhängigkeit von Stichkappenlänge und Stichkappenra-
dius ausgewertet. Die Auswertung der ausgewählten Größen zeigen, dass sowohl 
die Verlängerung der Stichkappen als auch die Vergrößerung ihres Radius eine 
Zunahme der Steifigkeit des Gesamtsystems bewirken. 
Die Analyse aller untersuchten Größen aus den linearen Berechnungen deutet 
darauf hin, dass der Haupttonnenöffnungswinkel „αH“ bei zunehmender Steifigkeit 



118  

der Stichkappe immer mehr vom Öffnungswinkel des statischen Systems der 
Haupttonne abweicht. Dass heißt, dass sich die Spannweite der Haupttonne ver-
kürzt. Demnach verhält sich die Tonne nicht wie ein Bogen mit einem Öffnungs-
winkel, der durch die beiden Trombenoberkanten bestimmt wird (αnom), sondern 
wie ein Bogen mit einem kleineren Öffnungswinkel. Dieser Öffnungswinkel kann 
als effektiver Öffnungswinkel „αef“ bezeichnet werden, bei αef = (αnom - ∆α). Diese 
Abnahme des Öffnungswinkels beträgt ∆α = 10° bis 20°. Dabei geben Scheitel-
senkung und Außermittigkeit an der Scheitelmitte eine untere, die Größe des Auf-
lagerschubes eine obere Schätzung von ∆α. 
Im Zuge der nichtlinearen Untersuchungen wurden neun räumliche 
FE-Berechnungen mit insgesamt sechs Modellen durchgeführt. Dabei wurden die 
Tonnengewölbe mit einem Netz aus Volumenelementen abgebildet sowie die 
Rissbildung im Mauerwerk berücksichtigt. Sowohl sprödes als auch duktiles Mau-
erwerksverhalten wurde bewertet. Wegen der eingeschränkten Rechnerkapazität 
konnten nur grobe FE-Netze untersucht werden. Deshalb sind die Ergebnisse le-
diglich qualitativ verwertbar um Tendenzen zu erkennen. Wegen des groben Net-
zes wurde auf die Auswertung der Außermittigkeiten im gerissenen Zustand 
verzichtet. Hierzu reichen drei Elemente entlang der Querschnittshöhe nicht aus. 
Die Verformungen der Systeme im gerissenen Zustand wurden aus dem gleichen 
Grund nicht verglichen wie bei den Verformungen der gerissenen Bogentragwerke 
mit vergleichbaren Parametern in den Schalenberechnungen. Ein solcher Ver-
gleich ist nur bei ausreichend feinen FE-Netzen sinnvoll.  
Durch die Auswertung der nichtlinearen Berechnungen konnte dennoch der Trag-
mechanismus zylindrischer Tonnengewölbe mit Stichkappen im Detail geklärt 
werden. Stichkappen wirken als Widerlager, indem sie die Spannweite verkürzen 
beziehungsweise den Öffnungswinkel der Tonne verkleinern, soweit sie die anfal-
lende Auflagerkraft tragen können. Mit ansteigender Steifigkeit nimmt die Wirk-
samkeit der Stichkappen zu. 
Durch den Vergleich der Ergebnisse der linearen Schalenberechnungen mit denen 
der nichtlinearen Analysen zeigt sich der Einfluss des nichtlinearen Mauerwerk-
verhaltens auf das Tragverhalten von Tonnengewölben mit Stichkappen. Ähnlich 
wie bei Bogentragwerken aus Mauerwerk wird durch die Rissbildung der Auflager-
schub kleiner und die Verformungen werden größer. Durch die Lage und Ausdeh-
nung der gerissenen Bereiche konnten die Tendenzen aus den 
Schalenberechnungen zum Teil bestätigt werden. Im Bild 6.27 sind die Drucklinien 
der Modelle B und E im Grundriss dargestellt. Sie zeigen den gleichen Tragme-
chanismus wie die Drucklinien der linear-elastischen Schalenmodelle im Bild 6.6. 
Bei den Modellen mit einem relativ großen Stichkappenradius können auch Ver-
gleichswerte für ebene Bogentragwerke ermittelt werden, aber sie können nicht 
mit einem solchen „Ersatzsystem“ untersucht werden. Ihr Tragmechanismus bildet 
einen Übergang zwischen Kreuzgewölbe und Tonnengewölbe mit kleinen Stich-
kappen. 
Die Ergebnisse der Modelle mit einem kleinen Stichkappenradius von r = 1,5 m 
bestätigen, dass der Öffnungswinkel des statischen Systems der Haupttonne 
durch die Stichkappen um ∆α = 10° bis 20° abnimmt. Des weiteren zeigen diese 
Ergebnisse, dass Tonnen mit relativ kleinen Stichkappen (r/R ≤ 4) oberhalb ¾ des 
Stichkappenradius auf Untersysteme geteilt werden können und damit die Tonne 
selbst als ebener Bogen behandelt werden kann.  
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Bild 6.27: Verlauf der Drucklinien (≈σ3) im Modell B (links) und  
im Modell E (rechts) im gerissenen Zustand. 

 
Bei Tonnen mit kleinen Stichkappen bringt dei Kenntnis des effektiven Öffnungs-
winkels einen großen Vorteil mit sich:  

Ist „αef“ bekannt, kann das Gesamtsystem unterteilt werden und die Untersysteme 
können getrennt untersucht werden. Die Tonne mit dem Öffnungswinkel „αef“ kann 
als ebenes Bogentragwerk unter Berücksichtigung der Rissbildung, wie von 
Castigliano, überprüft werden. Anschließend wird das Gleichgewicht des Schalen-
faltwerks zwischen Tonne und Oberkante der Trompe untersucht. 
Alternativ kann die Stützlinienmethode für das gesamte System, also Haupttonne 
und Stichkappen zusammen, eingesetzt werden. Dabei wird der Auflagerpunkt 
des Gesamtsystems außerhalb des Haupttonnenquerschnitts auf der Trompeno-
berkante so angenommen, dass die Stützlinie den durch αef definierten Quer-
schnitt innerhalb des Haupttonnenquerschnittes passiert. 
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7. Schlusswort 

7.1  Zusammenfassung 
Vorliegende Arbeit brachte Ergebnisse auf folgenden drei Gebieten: 
- Die Interaktion zwischen historischen Ziegeln und Mörtel im Mauerwerk mit 

dicken Mörtelfugen wurde mittels numerischen Untersuchungen gezeigt. 
- Das Tragverhalten von kreissegmentförmigen Bogentragwerken wurde unter 

Annahme linear-elastischen und nichtlinearen Werkstoffverhaltens (Berück-
sichtigung der Rissbildung) erfasst. 

- Der Tragmechanismus von zylindrischen Tonnengewölben mit Stichkappen 
wurde unter Annahme linear-elastischen und nichtlinearen Werkstoffverhaltens 
(Berücksichtigung der Rissbildung) aufgezeichnet. 

Die Simulation von Kleinpfeilerversuchen mit räumlichen und ebenen Zweipha-
senmodellen zeigte eine gute Übereinstimmung in der Versagensart  (Versagen 
des Mauerwerks durch Spalten des Ziegels, verursacht durch unterschiedliches 
Querdehnungsverhalten von Ziegel und Mörtel) mit den Versuchen des Sonder-
forschungsbereiches 315 [Neuwald-Burg, 1999]. Die Ergebnisse zeigen weiter, 
dass die Ausbröckelung des Mörtels am Fugenrand ein kombiniertes Versagen ist. 
Einerseits treten Risse parallel zur Kraftrichtung auf, andererseits plastifiziert der 
Mörtel in einem ungefähr karreeförmigen Randbereich. 
Die Gegenüberstellung von Ergebnissen der Stützlinienmethode mit denen von 
Heyman, 1966 zeigt eine Übereinstimmung. Die erforderliche Bogenstärke fällt im 
Rahmen der Rechengenauigkeit gleich groß aus. 
Die Ergebnisse der durchgeführten linear-elastischen Bogenberechnungen gelten 
nur für den ungerissenen Zustand. Der errechnete Auflagerschub ist, unter An-
nahme eines eingespannten Systems, für gerissene Systeme mit ausreichender 
Genauigkeit verwendbar. Des Weiteren zeigen die Ergebnisse, dass das Vorzei-
chen der Veränderung des Auflagerschubs auf Grund von Rissbildung vom Öff-
nungswinkel abhängt. 
Die Simulationen der Kreissegmentbögen unter Berücksichtigung von spröden 
und duktilen Werkstoffeigenschaften zeigen, dass die Lage der Viertelpunkte – in 
diesen Fällen die Stelle des ersten Risses im betreffenden Bereich – mit den Er-
gebnissen von Heyman gut übereinstimmen. Dessen Annahme, dass die Stützli-
nie gleichzeitig an den Auflagern, am Scheitel und an den Viertelpunkten eine 
gleich große Außermittigkeit annimmt, liegt weit auf der sicheren Seite. Die Verän-
derung des Auflagerschubes durch Rissbildung ist minimal, kleiner als dessen Un-
terschied zwischen eingespanntem Bogen und Dreigelenkbogen bei den linearen 
Bogenberechnungen. Das liegt daran, dass die Stützlinie am Riss durch den ü-
berdrückten Restquerschnitt verläuft, also außermittig. Das entspricht einer „Teil-
einspannung“. In den untersuchten Dreigelenkbögen wurden hin gegen die 
Gelenke in der Achse des Stabtragwerkes angenommen. Somit muss die Schub-
größe auch zwischen denen des eingespannten und des Dreigelenkbogens lie-
gen. 
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Die Verformungen von Bögen im gerissenen Zustand sind zwar mehrfach größer 
als die Verformungen im ungerissenen Zustand, sie bleiben jedoch im Bereich von 
„mm“. An Gewölben gemessene Verformungen liegen in der Größenordnung von 
„cm“, öfters auch von „dm“. Demnach können die Verformungen bestehender 
Einwölbungen, wie die der St. Magdalena Kirche in Fürstenfeldbruck bei München 
mit bis zu 20 cm, nicht allein mit der Rissbildung erklärt werden [Rehm, 1995] 
Zeitabhängiges Werkstoffverhalten, frühe Belastung und eventuelle Auflagerver-
schiebungen sind für die Abweichungen zwischen Rechnung und Bestand verant-
wortlich. 
Die Auswertung linear-elastischer Schalenberechnungen von Tonnengewölben 
mit Stichkappen deutet auf eine Verkürzung der Spannweite hin. Das bedeutet, 
dass der Öffnungswinkel „αef“ des statischen Systems kleiner ist, als der durch die 
Trompenoberkanten und den Mittelpunkt gegebener Winkel. Bei den untersuchten 
Abmessungen entsprachen die Werte einer Differenz von bis zu 20°. 
Die nichtlinearen Simulationen ausgewählter Modelle bestätigen diese Tendenz. 
Sie zeigen, dass bei Tonnen mit kleinen Stichkappen ein effektiver Öffnungswinkel 
„αef“ bestimmt werden kann. Dementsprechend kann ein vereinfachtes Bemes-
sungskonzept wie folgt aufgestellt werden: 

Ist „αef“ bekannt, kann das Gesamtsystem unterteilt werden und die Untersysteme 
können getrennt untersucht werden. Die Tonne mit dem Öffnungswinkel „αef“ kann 
als ebenes Bogentragwerk unter Berücksichtigung der Rissbildung wie von 
Castigliano überprüft werden. Anschließend wird das Gleichgewicht des Schalen-
faltwerks zwischen Tonne und Oberkante der Trompe untersucht. Alternativ kann 
die Stützlinienmethode für das gesamte System, also Haupttonne und Stichkap-
pen zusammen, eingesetzt werden. Dabei wird der Auflagerpunkt des Gesamtsys-
tems außerhalb des Haupttonnenquerschnitts auf der Trompenoberkante so 
angenommen, dass die Stützlinie den durch αef definierten Querschnitt innerhalb 
des Haupttonnenquerschnittes passiert. 
Die Ergebnisse von Modellen mit einer großen Stichkappe – also eher einer Ne-
bentonne – zeigen, dass ein „αef“ nicht bestimmt werden kann. Bei solchen Ver-
hältnissen ist eine Unterteilung des Systems nicht sinnvoll durchführbar. Solche 
Systeme müssen mit räumlichen Modellen unter Berücksichtigung der Rissbildung 
untersucht werden. 
Als Beispiel wird die Standsicherheit der gemauerten Tonnengewölbe der St. Ja-
kob-Kirche in Willing (Bayern) nachstehend untersucht. Die Ergebnisse des 
herkömmlichen Verfahrens und des hier vorgeschlagenen Verfahrens werden ver-
glichen. Eine kurze Baubeschreibung sowie eine grafische und tabellarische Zu-
sammenfassung der geometrischen Angaben und der wichtigsten Rechenschritte 
sind im Kapitel 8.4 zusammengestellt. 
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Bild 7.1: Halber Querschnitt der gemauerten Tonnengewölbe der St. Jakob-Kirche in Willing. 
Verlauf der Stützlinien, sowie eine tabellarische Zusammenfassung der Außer-
mittigkeiten in den maßgebenden Querschnitten ohne (Punkt-Strichlinie – rot) und mit 
(durchgehende Linie – blau) Berücksichtigung der stützenden Wirkung der Stichkap-
pe. 

 
Bild 7.1 stellt Stützlinien ohne und mit Berücksichtigung der stützenden Wirkung 
der Stichkappe im halben Haupttonnenquerschnitt dar.  
Mit dem herkömmlichen Verfahren kann eine Stützlinie ermittelt werden, die über-
all innerhalb des Haupttonnenquerschnittes verläuft. Am Scheitel beträgt der Ab-
stand 1 cm, am Viertelpunkt und am Auflager 2 cm vom Querschnittsrand. 
Auffällig im Verlauf ist die Ausdehnung des „Viertelpunkt-Bereiches“. Die Stützlinie 
verläuft in einem ungewöhnlich langen Abschnitt in der Nähe der Tonnenlaibung. 
Das wird von der fehlenden Auflast im Bereich der Stichkappe verursacht. Grund 
dafür ist, dass der fehlende Tonnenabschnitt unterhalb der Stichkappe mehr wiegt 
als die Stichkappe selbst. 
Wird die stützende Wirkung der Stichkappe berücksichtigt, kann die Stützlinie den 
Tonnenquerschnitt im unteren Bereich der anschließenden Stichkappe verlassen. 
Wie aus Bild 7.1 ersichtlich, reichen einige Zentimeter Außermittigkeit des Aufla-
gerpunktes außerhalb des Tonnenquerschnittes aus, um eine besonders günstig 
verlaufende Stützlinie zu finden. Sie verläuft zwischen Scheitel und Anschluss der 
Stichkappenscheitel knapp außerhalb der ersten Kernweite. Die Außermittigkeit 
der Stützlinie bleibt zwischen +3 cm und –3 cm, wobei die erste Kernweite 2,67 
cm beträgt. Die Stützlinie trifft die Oberkante der Trombe 10 cm außerhalb des 
Tonnenrückens. 
Das in Tabelle 8.2 zusammengestellte Ergebnis der Untersuchung mit dem her-
kömmlichen Verfahren zeigt einen Gleichgewichtszustand der Einwölbung, der 
kaum Sicherheitsreserven hat. Bei einer Auflagerverschiebung von einigen Zenti-
metern kann keine Stützlinie mehr ermittelt werden, die überall in der Haupttonne 
verläuft. Das mit dem neuen Verfahren errechnete Ergebnis zeigt hingegen, dass 
das System erhebliche Reserven hat (s. Tabelle 8.3). Ein solches System kann 
demnach auch Auflagerverschiebungen durch die Verlagerung der inneren Kräfte 
(der Stützlinie) problemlos ausgleichen. 

 e [cm]   Stützung   Scheitel  Viertelpunkt   Auflager  
α [°]

ohne    +7   - 6   +6 130 
mit    

Stichkappe   +3   - 2   +16 120 
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Wie dieses Beispiel zeigt, fällt die Beurteilung der Standsicherheit einer Einwöl-
bung durch die Berücksichtigung der stützenden Wirkung der Stichkappe bedeu-
tend günstiger aber auch wirklichkeitsnaher aus. 
 

7.2  Ausblick 
Die nichtlinearen Berechnungen wurden mit einem Einphasen-Werkstoffmodell für 
das Mauerwerk durchgeführt, da in den benutzten Versionen 6.2 bis 7.2 des 
FE-Programms DIANA noch kein anisotropes Werkstoffmodell implementiert war. 
Somit konnten die Ergebnisse nur qualitativ bewertet werden. Simulationen mit 
einem anisotropen Werkstoffmodell für Mauerwerk würden quantitativ verwertbare 
Ergebnisse liefern, sofern die Parameter durch entsprechende Druckversuche ka-
libriert werden. Mit einem anisotropen Werkstoffmodell sind rein virtuelle Phäno-
mene, wie z.B. die Delaminierung in einem halbsteinstarken Gewölbe, vermeidbar. 
Im Rahmen dieser Arbeit konnte der Einfluss von Auflagerverschiebungen nicht 
erfolgreich erfasst werden. Es wurden mehrere Versuche unternommen, Auflager-
verschiebung unter Eigengewicht bereits gerissener Bögen zu simulieren. Unab-
hängig vom eingesetzten Lösungsverfahren konvergierten die Berechnungen 
bereits nach einigen 1/1000 mm Auflagerverschiebung nicht mehr. Durch eine 
Verfeinerung des Netzes könnte dieses Problem umgangen werden. Dazu ist ein 
leistungsstärkerer Rechner erforderlich. Alternativ könnte ein FE-Programm ein-
gesetzt werden, das die Steifigkeitsmatrix bei Konvergenzproblemen neu aufbaut, 
wobei die Steifigkeit stark beschädigter Elemente außer Acht gelassen wird. 
Zur Simulation räumlicher Modelle wurden grobe Netze verwendet. Dies lag an 
der Kapazität des benutzen Rechners. Durch das grobe Netz konnte der effektive 
Öffnungswinkel nicht genau bestimmt werden, was mit feineren FE-Netzen mög-
lich werden wird. Diese Simulationen wurden nur an zwei Kombinationen des 
Haupttonnenradius „R“ und des Stichkappenradius „r“ durchgeführt. Sie zeigen, 
dass bei kleinem Stichkappenradius „r“ (ca. r/R < ¼) eine Unterteilung des Sys-
tems sinnvoll durchführbar ist, bei einem großem „r“ hingegen nicht. Die Grenze 
zwischen „klein“ und „groß“ muss noch durch eine Reihe von Parameterstudien 
ermittelt werden. Wenn diese Fragen geklärt sind, sind die Randbedingungen für 
den Einsatz des in Kapitel 7.1 geschilderten, vereinfachten Bemessungskonzeptes 
auch für Verhältniswerte von r/R > ¼ gegeben. 
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8. Anhang 

8.1  Ermittlung der Stützlinie eines Kreissegmentbogens 
Zur Ermittlung der Stützlinie eines Kreissegmentbogens mit unveränderlicher Bo-
genstärke unter Eigenlast muss die Differentialgleichung der Seillinie verwendet 
werden. Das Vorzeichen auf der rechten Seite - mittlerer Ausdruck in Gl. (8.1) - ist 
dabei bereits verändert, da hier anstatt Zug in der Stützlinie Druck wirkt. Im Bild 
8.1 sind die Geometrie, die Bezeichnungen sowie die Definition der Lastfunktion 
dargestellt. 
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Bild 8.1: Geometrie eines Kreissegmentbogens mit gleichbleibender Bogenstärke und seine 
Belastung durch Eigengewicht 

 
Die Differentialgleichung der Seillinie mit der Belastung im Bild 8.1(d) lautet: 
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R R
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 (8.2) 

Die Lösung (8.5) lässt sich durch zweifaches Integrieren der Gleichung (8.2) nach 
Bronstein, 1991, Integralformel Nr. 164 und 488, ermitteln: 
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 (8.5) 

Ermittlung der Integrationskonstanten für den Fall α=180°: 
Im Bild 8.2 ist ein Halbkreisbogen mit den bei der Aufgabenlösung benutzten Be-
zeichnungen dargestellt. Die Lösung der Differentialgleichung ist Gleichung (8.5). 
Sie beinhaltet die drei vorerst unbekannten Parameter H, C1 und C2, die durch 
Berücksichtigung der Randbedingungen ermittelt werden können. Das Gewicht g0 
ist ein freier Parameter. Es wird mit H zusammengefasst und durch die Größe 
h = g0/H ersetzt. Die Randbedingungen sind folgende: 

- die Stützlinie geht durch Punkt „A“ am Scheitel, 
- die Tangente der Stützlinie ist horizontal im Punkt „A“ und 
- die Stützlinie geht durch den Auflagerpunkt „B“. 
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Bild 8.2 Halbkreisbogen als Beispiel für die bei der Lösung verwendeten Bezeichnungen sowie 
die vier Randbedingungen für die Lösung der Differentialgleichung 

 
Damit stehen drei voneinander unabhängige Bedingungen zur Ermittlung der un-
bekannten Parameter zur Verfügung. Die Aufgabe lässt sich jedoch noch nicht 
lösen, da der Auflagerpunkt „B“ (x = R + d/2 > R) außerhalb des Definitionsberei-
ches der Lastfunktion liegt. Daher muss die Lage eines zusätzlichen Punktes „C“ 
an der Grenze des Definitionsbereiches bestimmt werden, wo die Stützlinie so 
durchgeht, dass sie auch den Auflagerpunkt „B“ trifft. Die mathematische Formu-
lierung dieser vierten Bedingung ist im Bild 8.3 dargestellt. In Tabelle 8.1 sind die 
Ausgangsparameter und die ermittelten Integrationskonstanten von Kreisseg-
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mentbögen mit Radius R = 6 m, Öffnungswinkel α1 = 120° und α2 = 180° sowie 
den zugehörigen Mindeststärken nach Heyman d1 = 0,137 m und d2 = 0,64 m zu-
sammengestellt. 
 

Tabelle 8.1 Zusammenstellung der Eingangsparameter und der ermittelten Parameter der Stützli-
nien zweier Kreissegmentbögen (α1 = 120° und α2 = 180°) mit Radius R = 6 m und den 
zugehörigen Mindeststärken nach Heyman von d1 = 0,137m und d2 = 0,64m 

Bezeichnung α1 = 120° α2 = 180° 

Ax 0,000 0,000 

Ay 6,0685 6,32 

Bx 5,2553 6,32 

By 3,0342 0,000 

Ei
ng

an
gs

pa
ra

m
et

er
 

Cx 5,1962 6,000 

Cy 3,1098 0,808 

C2 13,341 15,972 

Lö
su

ng
 

h 0,202 0,268 

Bemerkung: Aus der Randbedingung Nr. 2 folgt, dass C1 stets gleich 0 ist. 
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Bild 8.3 Verlauf der Stützlinien nach den Lösungen der Differentialgleichung (Parameter siehe 
Tabelle 8.1) 

 

8.2  Ermittlung der Last einer Stützlinie in Form eines Kreis-
segmentbogens 

Die Ermittlung der Last, deren Stützlinie ein Kreissegmentbogen ist, ist die Um-
kehraufgabe der Stützlinienbestimmung für eine vorgegebene Last. Bei der Lö-
sung wurde jedoch nicht die Differentialgleichung, sondern es wurden die 
Gleichgewichtsbedingungen verwendet, die für jeden Bogenabschnitt gelten. Im 
Bild 8.4 ist die Aufgabenstellung grafisch dargestellt.  



8  Anhang 127 

Folgende Eigenschaften ergeben sich aus der Stützlinie in Form des Kreisbogens: 
- Die Druckkraft liegt in jedem Querschnitt tangential zur Systemachse, d.h. 

sie hat eine Neigung von φ zur Horizontalen. 
- Die resultierende Last für jeden Abschnitt – im Bild 8.4 mit dem Zentralwin-

kel φ bezeichnet – liegt in einer Entfernung vom Scheitel xs(φ) = tan(φ/2). 
 

V

H

H

D

φφφφ

R

g 0

g α

αααα

V

αααα αααα

φφφφ

H

x s(φ)

Vφφφφ
g φ

R
*(

1-
co

s (
φ))

R*sin (φ)

φ/2φ/2φ/2φ/2
C

  

Bild 8.4 Kreissegmentbogen als Stützlinie – Bezeichnungen zur Aufgabenstellung 

 
Gleichung (8.6) ist die Gleichgewichtsbedingung der vertikalen Kräfte für den Bo-
genabschnitt mit einem halben Öffnungswinkel φ. Die tangentiale Neigung der 
Druckkraft im Querschnitt wird mit der Gleichung (8.7) ausgedrückt. 

 ( )
0

V g R d
φ

φ α α= ∗ ∗∫  (8.6) 

 ( )/ tanH Vφ φ=  (8.7) 

Das Drehmoment des Bogenabschnittes um „C“ lautet: 

 ( ) ( ) ( ) ( )2

0

sin cossx V g R d
φ

φφ α α α α∗ = ∗ ∗ ∗∫  (8.8) 

Das Momentengleichgewicht um „C“ heißt: 

 ( ) ( )( ) ( )1 cos sin 0C sM x V H R V Rφ φφ φ φ= ∗ + ∗ ∗ − − ∗ ∗ =∑  (8.9) 

Nach Einsatz der Ausdrücke (8.6), (8.7) und (8.8) in (8.9) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }sin cos sin cos tan tan 0cM g R H Hφ φ φ φ φ φ φ= ∗ ∗ ∗ + ∗ − ∗ ∗ + =∑ (8.10) 

Aus (8.10) folgt: 
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φ
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∗
 (8.11) 
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Die Parameter H und R können in „ 0g “ zusammengefasst werden: 

 0
Hg
R

=  (8.12) 

Nach Einsatz von (8.12) in (8.11) erhält man die Funktion für die gesuchte Last, 
die eine kreisbogenförmige Stützlinie hat: 

 ( ) ( )
0

3cos
gg φ

φ
=  (8.13) 

Die Formel des Gewölbeschubes ist: 

 0gH
R

=  (8.14) 

Schwedler, 1859, kam auf einem anderen Weg zum selben Ergebnis. Im Bild 8.5 
ist die Lastgröße in Abhängigkeit vom Polarwinkel dargestellt. 
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Bild 8.5 Bezogener Lastverlauf zur Kreisbogenstützlinie in Abhängigkeit vom Zentralwinkel φ 
(Scheitel = 0°). Bezugsbasis: Lastgröße am Scheitel  

 

8.3  Angaben zu den FE-Modellen der Arbeit 
Die FE-Methode etablierte sich in den vergangenen 30 Jahren in den Ingenieur-
wissenschaften, also auch im konstruktiven Ingenieurbau. Ihre Grundlagen wur-
den in der Literatur ausreichend behandelt. Hier wird nur beispielhaft auf die 
Veröffentlichungen von Ramm, 1996 und 2001, und Bathe, 2002, hingewiesen. 
Die numerischen Untersuchungen mit der FE-Methode wurden mit den FE-
Programmen RSTAB (Version 3.94) und DIANA (Versionen 6.2 bis 7.2) durchge-
führt. 
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Im nachfolgenden Abschnitt werden die verwendeten Elementarten, die Werk-
stoffgesetze und ihre Modellierung, sowie die eingesetzten numerischen Verfah-
ren beschrieben. 
 

8.3.1  Die verwendeten finiten Elementtypen 
Die verwendeten Elementtypen werden nachstehend systematisch vom ebenen 
Balkenelement bis zum räumlichen Quaderelement dargestellt. 
Balkenelemente: 
 

 

RSTAB CL9BE / DIANA 

Bild 8.6: Schematische Darstellung der ebenen Balkenelemente von RSTAB 3.94 und von 
DIANA (CL9BE). Bilder aus DIANA 7.2 / Elmentlibrary 

 
Bei den meisten numerischen Untersuchungen von Bogentragwerken wurde das 
Stabwerkprogramm RSTAB 3.94 verwendet. Die Bögen wurden in allen Fällen 
nach dem gleichen Schema angenähert: Die Länge der geraden Elemente ent-
sprach der Sehne zu einem 5° Zentralwinkel bei R = 10 m Radius. Somit bildeten 
bei den Bogenmodellen mit dem (kleinsten) 40° Öffnungswinkel 8 Elemente, beim 
120°-Öffnungswinkel 24 Elemente das FE-Netz zwischen den Auflagern. Nach 
Angaben des Softwarehauses Dlubal (1996) kann dadurch eine für die Praxis aus-
reichende Genauigkeit erzielt werden. Nur bei wenigen  ergänzenden Untersu-
chungen an Bogentragwerken mit dem Radius R = 6 m wurde das Programm 
DIANA eingesetzt. Die Größe der parabelförmig gekrümmten Balkenelemente er-
gab sich aus dem Zentralwinkel von 10° zu den zwei Endpunkten beim Radius 
R = 6 m. Sie wurden bei Bogenberechnungen mit großen Öffnungswinkeln 
(α ≥ 120°) verwendet. Die Qualität dieser Modelle wurde nicht gesondert unter-
sucht, da finite Elemente mit quadratischem Verschiebungsansatz auch bei glei-
cher Netzwahl bessere Ergebnisse liefern. In den Gleichungen (8.15) bis (8.19) 
sind die Verschiebungsfunktionen der verwendeten Balkenelemente zusammen-
gefasst.  
Die einfachen linearen Verschiebungsfunktionen des Balkenelements von RSTAB 
sind mit den Gleichungen (8.15) und (8.16) angegeben. 
 0 1xu a a ξ= + ∗  (8.15) 

 0 1yu b b ξ= + ∗  (8.16) 
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Die Verschiebungsfunktionen des ebenen gekrümmten Balkenelements CL9BE 
sind nachfolgend aufgestellt: 
 2

0 1 2xu a a aξ ξ= + ∗ + ∗  (8.17) 

 2
0 1 2yu b b bξ ξ= + ∗ + ∗  (8.18) 

 2
0 1 2x c c cφ ξ ξ= + ∗ + ∗  (8.19) 

 
Scheibenelemente und ebene Interface-Elemente: 
Bei Untersuchungen an Mauerwerk und an Bogentragwerken in der Ebene wur-
den Scheibenelemente mit ebenem Verformungszustand verwendet. Das Modell 
wird als eine ausgeschnittene Scheibe aus einer langen Mauerwerksscheibe oder 
aus einem Gewölbe angenommen. In diesem Fall sind Querdehnungen durch die 
anschließenden Bauteile berhindert. Die Verschiebungsfunktion des isoparametri-
schen Scheibenelements Q8EPS ist in Gleichung (8.20) angegeben. Das Konver-
genzverhalten des Scheibenelements Q8EPS wurde an einem ebenen, 
eingespannten Balkenmodell mit einer Spannweite von 1,00 m und einer Quer-
schnittshöhe von 0,15 m untersucht. Die Ergebnisse sind in Bild 8.8 grafisch dar-
gestellt. 
 0 1 2 3iu a a a aξ η ξ η= + ∗ + ∗ + ∗ ∗  (8.20) 

Zusammen mit den Scheibenelementen im ebenen Verformungszustand wurden 
Interface-Elemente zur Modellierung des Verbundes zwischen Mörtel und Ziegel 
eingesetzt. Die Integration wurde an 2x2 Gaußpunkten durchgeführt. Das Konver-
genzverhalten dieser Elemente wurde nicht gesondert untersucht. 
 

 

Q8EPS L8IF 

Bild 8.7: Schematische Darstellung des Scheibenelements Q8EPS (mit ebenem Spannungs-
zustand) und des Interface Elements L8IF.  
Bild aus DIANA 7.2 / Elmentlibrary 
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Bild 8.8: Konvergenzverhalten des Q8EPS Scheibenelements in Abhängigkeit von der Teilung 
der Querschnittshöhe. - Spannungen (links), Verschiebungen (rechts) an der Feldmit-
te, bezogen auf die Ergebnisse nach der Euler-Bernoulli Theorie 

 
Schalenelemente: 
Die Untersuchung von Tonnengewölben mit Stichkappen unter Annahme linear-
elastischer Materialeigenschaften erfolgte mit einfach gekrümmten Schalenele-
menten mit 8 Knoten nach der Biegetheorie der Schalen. Das isoparametrische 
CQ40S Schalenelement ist im Bild 8.9 dargestellt. Die Verschiebungsfunktionen 
des Elements sind in den Gleichungen (8.21) und (8.22)angegeben. Das Konver-
genzverhalten des CQ40S Elements wurde an einem der untersuchten Tonnen-
gewölbe mit Stichkappen untersucht. 
 

 

CQ40S 

Bild 8.9: Schematische Darstellung des gekrümmten Schalenelements CQ40S.  
Bild aus DIANA 7.2 / Elmentlibrary 

 
2 2 2 2

0 1 2 3 4 5 6 7( , )iu a a a a a a a aξ η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η= + ∗ + ∗ + ∗ ∗ + ∗ + ∗ + ∗ ∗ + ∗ ∗  (8.21) 

2 2 2 2
0 1 2 3 4 5 6 7( , )i b b b b b b b bφ ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η ξ η= + ∗ + ∗ + ∗ ∗ + ∗ + ∗ + ∗ ∗ + ∗ ∗  (8.22) 
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geometrische Parameter: 
 
Radius: R = 6,0 m 
halber Öffnungswinkel: α/2 = 60°  
Schalenstärke: d = 0,15 m        
 
statisches System: 

g

 

Bild 8.10: Geometrie der Schalenkonstruktion für die Konvergenz-Verhaltensuntersuchung des 
Schalenelements CQ40S  
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Bild 8.11: Konvergenzverhalten des CQ40S Schalenelements in Abhängigkeit von der Anzahl 
der Elemente. Spannungen (links), Verschiebungen (rechts) an Oberkante der Schei-
telmitte 

 
Volumenelemente: 
Bei der Untersuchung des räumlichen Tragverhaltens von Kleinpfeilern und von 
Tonnengewölben mit Stichkappen wurden 8-knotige, quaderförmige Volumenele-
mente verwendet. Das isoparametrische HX24L-Volumenelement ist im Bild 8.12 
dargestellt. Die Verschiebungsfunktion des Elements ist in Gleichung (8.23) ange-
geben. Das Konvergenzverhalten des HX24L-Elements wurde an einem einge-
spannten Einfeldträger (Spannweite 1,0 m; Querschnitt b/d = 1,00 m/0,15 m) 
untersucht. Die Ergebnisse dazu sind im Bild 8.13 grafisch dargestellt. 
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HX24L 

Bild 8.12: Schematische Darstellung des verwendeten Volumenelements HX24L.  
Bild aus DIANA 7.2 / Elmentlibrary 

 

0 1 2 3 4 5 6 7( , , )iu a a a a a a a aξ η ζ ξ η ζ ξ η η ζ ξ ζ ξ η ζ= + ∗ + ∗ + ∗ + ∗ ∗ + ∗ ∗ + ∗ ∗ + ∗ ∗ ∗ (8.23) 
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Bild 8.13: Konvergenzverhalten des HX24L Volumenelements. Spannungen (links), Verschie-
bungen (rechts) in der Feldmitte in Abhängigkeit von der Anzahl der Elemente entlang 
der Querschnittshöhe, bezogen auf die Ergebnisse nach der Euler-Bernoulli Theorie 
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8.3.2  Modellierung von Werkstoffeigenschaften 
Das Werkstoff- oder Materialgesetz beschreibt den Zusammenhang zwischen den 
Verformungen und den Spannungen eines Festkörpers. Bei linear-elastischen Ma-
terialeigenschaften im dreidimensionalen Spannungs-Dehnungszustand ist dieser 
Zusammenhang in den Gleichungen (8.24) bis (8.26) angegeben [Chen und Han, 
1988]. 
 =σ Dε  (8.24) 

bei: 
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Der Zusammenhang für den ebenen Verzerrungszustand vereinfacht sich auf 
Gleichung (8.27). 

 
( ) ( )
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1 1 2
0 0 (1 2 ) / 2

x x

y y

xy xy

E
σ ν ν ε
σ ν ν ε

ν ν
τ ν γ

   − 
    = −    + − ∗    − ∗    

 (8.27) 

Ziegel und Mörtel können, ebenso wie andere Werkstoffe, nicht unbegrenzt be-
lastet werden. Sie haben eine Zug- und Druckfestigkeit. Nach dem Erreichen der 
Druckfestigkeit verhalten sich beide Werkstoffe plastisch, Kalkmörtel sogar fast 
ideal-plastisch. Nach dem Erreichen der Zugfestigkeit versagen beide Werkstoffe 
spröde oder quasi-spröde. Das quasi-spröde Versagen erfolgt nicht schlagartig, 
sondern bei abnehmendem Widerstand nehmen die Verformungen so lange zu, 
bis die Bruchdehnung erreicht wird. Im Bild 8.14 sind die Spannungs-
Dehnungslinien für Zug- und Druckbelastung des Betons für den eindimensionalen 
Fall schematisch dargestellt. Sie gelten auch für betonähnliche Werkstoffe, wie es 
Mörtel und Ziegel sind. 
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Bild 8.14: Schematische Darstellung der Spannungs-Dehnungslinien des Betons für den eindi-
mensionalen Fall: Aus dem Versuch (links) und das Rechenmodell dazu (rechts) 

 
Das Versagen von Ziegel und Mörtel unter Druckbeanspruchung wird mit der Pla-
sizitätstheorie beschrieben. In den Berechnungen wird es durch die Drucker-
Prager-Fließbedingung modelliert. Diese Fließbedingung wird im Raum der 
Hauptspannungen σ1, σ2 und σ3 durch einen Kegel abgebildet. Die Einschränkung 
erfolgt durch die Berücksichtigung der einachsigen Zug- und Druckfestigkeiten. 
Dadurch fällt die Spitze weg und wird durch 2 x 3 Ebenen ersetzt. Das Versagens-
kriterium entsprechend dem ebenen Spannungszustand ist im Bild 8.15 darge-
stellt. 
 

ft

ftfc

fc

 

Bild 8.15: Drucker-Prager Versagenskriteriums kombiniert mit tension cut-off im ebenen Span-
nungszustand 

 
Die Rissbildung wurde mittels der Rissbandmethode, der Mörtel mit sprödem, der 
Ziegel mit quasi-sprödem Verhalten berücksichtigt. Bei quasi-sprödem Verhalten 
wurde einheitlich eine Rissbandbreite von h = 2,5 cm angenommen. Das ist eine 
Annahme, die aus Mangel an Versuchen noch nicht bestätigt wurde. Im Rahmen 
der Rissbandmethode wurde eine unveränderliche Ausrichtung der Risse ange-
setzt. Nach diesem Modell kann nur ein Riss einen Punkt durchqueren (Bild 8.16). 
Rissbildung mindert die Schubtragfähigkeit des betreffenden Bereichs parallel zum 
Riss. Zur Berücksichtigung dieser Eigenschaft stehen in DIANA drei Modelle zur 
Verfügung: vollständige, konstante und variable Schubübertragung. Die variable 
Schubübertragung ist in Abhängigkeit von der zugehörigen Rissdehnung „ crε “ an-
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gegeben. In den Berechnungen wurde stets eine konstante Schubübertragung im 
sich öffnenden Riss mit β = 0,001 zugrundegelegt.  
 

 

Bild 8.16: Das lokale Koordinatensystem und die Zugkraftkomponenten (tractions) im Riss.  
Aus Rots und Blaauwendraad, 1989 

 
Sowohl beim plastischen Verhalten als auch bei Rissbildung können die Dehnun-
gen in einen elastischen und einen nicht-elastischen Anteil zerlegt werden [Rots 
und Blaauwendraad, 1989]:  
 nl co∆ ∆ + ∆ε ε ε=  (8.28) 

Die Rissdehnungen haben nur drei Komponenten im lokalen Koordinatensystem 
(Bild 8.16) des Risses. Die Transformation zwischen lokalem und globalem Sys-
tem erfolgt durch die Transformationsmatrix [N] nach Gleichung (8.29): 
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N  (8.29) 

Die Verbindung zwischen lokalen und globalen Rissdehnungen entspricht Glei-
chung (8.30). Hier wird für die lokale Rissdehnung der Buchstabe „e“ benutzt, um 
die Anzahl der Indices zu minimieren. 
 cr cr∆ = ∆ε N e  (8.30) 

Die im Riss wirkende Kraft1 lässt sich ähnlich erfassen: 
 cr T∆ = ∆t N σ  (8.31) 

Das Inkrement der globalen Spannungen im ungerissenen Bereich lautet: 
 co co∆ = ∆σ D ε  (8.32) 

Für die Rissspannungen gilt: 

                                            
1 „t“ steht hier für den lokalen Spannungsvektor. 
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 cr cr cr∆ = ∆t D e  (8.33) 

In (8.33) sind die Eigenschaften des Risses für Mode I, Mode II, Mode III und „mi-
xed-Mode“ in der crD  Matrix zusammengefasst. 

Nach einer passenden Kombination der Gleichungen (8.28) bis (8.33) bei nl cr=ε ε  
lautet der Zusammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen des gerissenen 
Betons: 

 
1co co cr T co T co−  ∆ = − + ∆   

σ D D N D N D N N D ε  (8.34) 

Der Ausdruck zwischen den äußeren eckigen Klammern ist die Steifigkeitsmatrix 
des gerissenen Werkstoffes.  
Durch die Fließbedingung (8.35) wird der Spannungszustand angegeben, in dem 
das plastische Fließen des Werkstoffs beginnt. Dei Fließbedingung kann als Funk-
tion des Spannungstensors und des internen Zustandsparameters κ  formuliert 
werden. 
 ( ), 0f κ =σ  (8.35) 

Wenn der Wert der Fließfunktion kleiner null ist, herrscht elastischer Zustand. 
Größere Werte als null sind beim ideal-plastischem Materialmodell nicht zugelas-
sen. 
Der plastische Verformungsgeschwindigkeitsvektor wird als Funktion des Span-
nungszustandes durch das Fließgesetz ermittelt. Die plastische Dehnungsrate ist 
durch n plastische Potentialfunktionen gegeben. 
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σ

 (8.36) 

Die plastischen Multiplikatoren jλ  sind durch die Kuhn-Tucker Bedingungen ein-
geschränkt: 
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 (8.37) 

Der Zusammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen gilt auch für ihre Ab-
leitungen: 

 
{ }p gλ ∂ = − = − ∂ 

σ D ε ε D ε
σ  (8.38) 

Aus der Bedingung der Konsistenz (consistency condition) 0f =  lässt sich λ  in 
Abhängigkeit vom Fließgesetz und vom Zustandsparameter κ  ausdrücken. Nach 
weiteren Umformungen erhält man die Steifigkeitsmatrix: 
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T
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κ λ
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σ σσ D ε

D
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 (8.39) 

Hier wird zwischen Verformungs- und Spannungsgeschwindigkeit eine Beziehung 
hergestellt, in dem die Steifigkeitsmatrix in jedem Schritt modifiziert wird. 
Auf die Implementierung des verwendeten Rissmodells und der Drucker-Prager- 
Fließbedingung im FE-Programm wird hier nicht eingegangen. Diesbezügliche 
Details sind in der Literatur [DIANA, 2000 / Nonlinear Analysis] zu finden. 
 

8.3.3  Numerische Verfahren zur Lösung von Gleichungssystemen 
Bei linear-elastischen Berechnungen wurde zur Lösung des Gleichungssystems 
die „wavefront-super-element“ Technik mit der Bezeichnung „GENEL“ nach 
DIANA, 2000 eingesetzt. 
Materiell nicht-lineare Aufgaben werden schrittweise-iterativ gelöst: Die Last wird 
stufenweise aufgebracht und der zur Laststufe gehörige Gleichgewichts- Verfor-
mungszustand wird iterativ ermittelt. Die im FE-Programm implementierten Verfah-
ren sind in DIANA / Nonlinear Analysis, 2000, beschrieben. Bei den 
durchgeführten nichtlinearen Berechnungen wurden nur zwei davon eingesetzt: 
Das Newton-Raphson-Verfahren und das modifizierte Newton-Raphson- Verfah-
ren. Im Bild 8.17 ist der Berechnungsablauf beider Verfahren grafisch dargestellt.  

Die iterativen Verfahren ermitteln die Verschiebungsänderung „ iu∂ “ mit Hilfe der 
Steifigkeitsmatrix iK , die eine linearisierte Form der Beziehung zwischen 
Kraftvektor und Verschiebungsvektor ist. Die Größe der nächsten 
Verschiebungsänderung kann wie folgt ausgedrückt werden: 
 1

i i iu −∂ = K g  (8.40) 

 

  

Bild 8.17 Das Prinzip der Newton-Raphson (links) und der modifizierten Newton-Raphson Itera-
tion (rechts). Bild nach: DIANA / Nonlinear Analysis 2000 
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Im Newton-Raphson-Verfahren wird in jedem Iterationsschritt die aktuelle Steifig-
keitsmatrix ermittelt. Der Rechenaufwand ist dadurch groß, dafür sind wenige Ite-
rationsschritte in den einzelnen Laststufen erforderlich. Das modifizierte Newton-
Raphson-Verfahren benutzt innerhalb einer Laststufe für jeden Iterationsschritt die 
Anfangssteifigkeit.  
Für stark nichtlineares Verhalten, wie es bei der Rissbildung der Fall ist, wurde die 
„line-search“ Methode eingesetzt (Bild 8.18). Damit kann der Rechenvorgang in-
nerhalb eines Lastschrittes stabilisiert werden, indem nicht eine exakte Lösung für 
die einzelnen Iterationsschritte, sondern nur eine akzeptabel genaue Lösung (ψ = 
0,8) gesucht wird. 
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Bild 8.18 Das Prinzip des „line-search“ Verfahrens.  
Bild nach: DIANA / Nonlinear Analysis, 2000 

 
Zum Anhalten der Iteration innerhalb der jeweiligen Laststufe wird ein Konver-
genzkriterium eingesetzt. Bei den hier diskutierten Berechnungen wurde eine E-
nergie-Norm als Kriterium gewählt. 
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8.3.4  Numerische Verfahren zur Steuerung stufenweiser Belastung 
Nichtlineare Berechnungen vorliegender Art werden inkrementell (schrittweise) – 
iterativ durchgeführt. 
Es gibt drei Möglichkeiten, die schrittweise Belastung zu steuern: 
- Kraftsteuerung (oder Laststeuerung), 
- Wegsteuerung, 
- Methode der Bogenlänge. 
Bild 8.19 zeigt die Last- und Wegsteuerung schematisch. 
Bei der Last-Steuerung wird die beliebig angeordnete Belastung in gleich großen 
oder mit fortschreitender Belastung kleineren Stufen aufgebracht. Das Verfahren 
ist relativ einfach. Ihr Nachteil ist, dass es zur Ermittlung eines Lastmaximums un-
geeignet ist. 
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Bild 8.19:  Last-Steuerung (links) und Weg-Steuerung (rechts)  

 
Die Weg-Steuerung bietet die Möglichkeit, den vollständigen Belastungsablauf 
[ f → u ] zu erfassen. Sie kann jedoch nur bei einfachen Belastungen, wie Drei- 
und Vierpunktbiegung, angewandt werden. Unstetigkeiten im Verlauf der 
Last-Verschiebungskurve, wie z.B. Snap-Back (Zurückschnappen) (Bild 8.20 
rechts), kann auch mit ihr nicht ermittelt werden. Das dritte Verfahren, die Bogen-
längen-Methode („arc-length method“ – Bild 8.20 links), ist universell anwendbar. 
Sie kann auch bei komplizierten Belastungen mit einem absteigenden Ast der 
Last-Verschiebungskurve eingesetzt werden. Der Snap-Back (Bild 8.20 rechts) 
kann mit ihr ebenfalls erfasst werden. Ihr Nachteil ist der große Rechenaufwand 
im Vergleich zu den anderen Steuerungsmethoden. 
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Bild 8.20 Belastungssteuerung mit der Bogenlängen-Methode (links) und Snap-Back in einer 
errechneten Last-Verschiebungskurve mit dem wirklichen Verlauf der Kurve ergänzt – 
gestrichelt eingetragen (rechts) 

 
Das „Snap-Back“ Verhalten der untersuchten Bogen und Gewölbekonstruktionen 
ist rein numerischer Natur. Wenn Risse in Tragwerken aus einem spröden Werk-
stoff auftreten, findet das Programm keinen Gleichgewichtszustand zum erreichten 
Lastniveau. Deshalb wird die Last vorerst reduziert, bis ein Gleichgewichtszustand 
gefunden wird. Anschließend wird die Last erneut gesteigert, bis zur Bildung des 
nächsten Risses, oder bis zum Versagen des Tragwerks. 
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8.4  Fallbeispiel 
Die St. Jakob-Kirche in Willing (Bayern) ist eine einschiffige Kirche mit einem ca. 
2x1m eingezogenen Chor und einem an der Westseite des Langhauses anschlie-
ßenden Glockenturm. Bild 8.21 zeigt ein Foto der Kirche von Süden. Im Bild 8.22 
ist der Grundriss der Kirche und ein Querschnitt durch das Langhaus dargestellt. 
Die Traufe des Langhauses liegt auf 8,10 m, der First auf 15,35 m über Gelände-
oberkante. Der Turm ist ca. 24,0 m hoch. Der Turm und die Kirche ist mit einem 
Satteldach abgedeckt, das über dem Chor mit einer 3/8 Pyramide abgeschlossen 
ist. 
 

 

Bild 8.21: Die St. Jakob-Kirche in Willing – Foto: Ingenieurbüro Professor Rehm, 1991 

 
Den oberen Raumabschluss bilden sowohl im Langhaus als auch im Chor ge-
mauerte, halbsteinstarke (d~16 cm, RH=4,50 m) Tonnengewölbe mit Stichkappen 
über den Fenstern. Der Querschnitt der Haupttonne ist beinahe halbkreisförmig. 
Durch die Höhenlage der Trompenoberkante ergibt sich ein Öffnungswinkel von 
αnom= 130° für die Haupttonne. Der Innenradius der Stichkappen misst 
rSTi= 1,10 m. Die Stichkappenoberkante an den Längswänden befindet sich ca. 
0,50 m über der Trompenoberkante. Die Stichkappen sind mit steigend ausgebil-
deten Scheitellinien gebaut. Die Scheitellinien der Stichkappen treffen den Rücken 
der Haupttonne 2,95 m entfernt von deren Längsachse. In den Berechnungen wird 
davon ausgegangen, dass alle vertikalen Schnitte der Stichkappen kreisbogen-
förmig sind und den gleichen Innenradius haben. 
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Bild 8.22: St. Jakob-Kirche in Willing. Grundriss (oben) und Querschnitt des Langhauses (un-
ten). Aus Rehm und Mitarbeiter, 1995 

 
Im Bild 8.23 ist die Gewölbeunterseite mit dem Rissbild dargestellt. Die Laibung 
des Gewölbes am Scheitel ist durch mehrere Risse (Rsch) in Längsrichtung be-
schädigt. Dieses Rissbild ist typisch für gemauerte Tonnengewölbe. (Siehe auch 
Bild 6.17, Risse R2 und R5.) Die Stichkappenvorderkanten sind an mehreren Stel-
len durch Risse (Ra) von der Längswand getrennt. Durch die Auflagerverschie-
bung verdrehen sich die Längswände nach außen hin und die Stichkappe löst sich 
von ihnen. Die Scheitelrisse in den Stichkappen sind „normale“ Biegerisse. 
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Bild 8.23: St. Jakob-Kirche in Willing - Untersicht der Einwölbung mit Rissbild.  
Aus Rehm und Mitarbeiter, 1995 

 
Bild 8.24 stellt den halben Querschnitt der Haupttonne mit der Seitenansicht einer 
Stichkappe als Zeichnung dar. Das Verhältnis der halben Spannweite zur Stichhö-
he 8,2/2,6 ergibt einen Öffnungswinkel von ca. αHnom = 130° für die Haupttonne. 
Zur Ermittlung der Stützlinien wurde die Haupttonne in 13 gleichen Abschnitte ge-
teilt. Das entspricht einem Zentralwinkel von 5° je Abschnitt. Die Teilung der Stich-
kappe wurde der Teilung der Haupttonne angepasst. Das Gewicht des 
rechnerischen Abschnittes bestand jeweils aus der Summe der beiden Teile. Im 
Bild 8.24 sind die beiden Teile des Abschnittes Nr. 12 farblich gekennzeichnet 
(Haupttonne dunkelgrau, Stichkappe hellgrau). Die Stützlinie mit dem herkömmli-
chen Verfahren wurde für eine Stichhöhe von f1 = 2,65 m und eine Spannweite 
von l = 8,42 m unter Berücksichtigung der Belastung der Abschnitte 1 bis 13 er-
rechnet. Als Auflagerpunkt wurde A1 mit den Koordinaten x =4,20 m und y =1,97 m 
(Nullpunkt des Koordinatensystems = Längsachse der Haupttonne) gewählt. Die 
Stützlinie mit Berücksichtigung der stützenden Wirkung der Stichkappe wurde 
sukzessiv, unter Berücksichtigung der Belastung der Abschnitte 1 bis 14 errech-
net. Als Auflagerpunkt wurde hier A2 mit den Koordinaten x = 4,32 m und 
y = 2,00 m gewählt. Die Größe von αef in der Haupttonne wurde in diesem Fall in 
jedem Rechengang kontrolliert. Seine Koordinaten sind x = 3,89 m; y = 2,54 m. 
Die Stützlinien sind im Bild 8.25 grafisch dargestellt. 
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Bild 8.24: St. Jakob-Kirche in Willing: Halber Gewölbequerschnitt mit Angaben zur Geometrie 
und der Zuordnung der Querschnitte zu den statischen Untersuchungen. Die Breite 
eines ganzen Tonnenfeldes beträgt b = 3,50 m. 

 

Tabelle 8.2: Ermittlung der Stützlinie mit dem herkömmlichen Verfahren, ohne Berücksichtigung 
der stützenden Wirkung der Stichkappe: 
Tabellarische Zusammenfassung der wichtigsten Rechenschritte. 
Stichhöhe f1 = 2,65 m; Spannweite l = 8,42 m 

Q.-Nr. Winkel  Winkel G i xi Gi*xi ΣΣΣΣGi ΣΣΣΣGi/ΗΗΗΗ xi´ ∆∆∆∆x i ́=x i -x i-1 y i ́ ri
[°]  [rad] [kN] [m] [kNm] [kN] [-] [m] [m] [m] [m]

1 0 0,000 0,88 0,20 0,17 0,00 0,00 0,00 0,00 4,65 4,65
2 5 0,087 0,88 0,60 0,52 0,88 0,11 0,20 0,20 4,65 4,65
3 10 0,175 0,88 0,99 0,87 1,75 0,22 0,60 0,40 4,61 4,65
4 15 0,262 0,88 1,38 1,20 2,63 0,32 0,99 0,39 4,52 4,63
5 20 0,349 0,88 1,75 1,53 3,50 0,43 1,38 0,39 4,40 4,61
6 25 0,436 0,88 2,11 1,85 4,38 0,54 1,75 0,38 4,24 4,58
7 30 0,524 0,88 2,46 2,15 5,26 0,65 2,11 0,36 4,04 4,56
8 35 0,611 0,88 2,78 2,44 6,13 0,76 2,46 0,35 3,82 4,54
9 40 0,698 0,88 3,09 2,71 7,01 0,86 2,78 0,33 3,57 4,53

10 45 0,785 0,88 3,37 2,95 7,88 0,97 3,09 0,31 3,30 4,52
11 50 0,873 1,03 3,65 3,75 8,76 1,08 3,37 0,28 3,03 4,53
12 55 0,960 1,01 3,89 3,94 9,79 1,21 3,65 0,28 2,73 4,56
13 60 1,047 0,98 4,10 4,03 10,80 1,33 3,89 0,24 2,44 4,59
14 65 1,134 11,78 1,45 4,10 0,21 2,16 4,63

12,76 1,57 4,20 0,10 1,97 4,64
ΣΣΣΣ Gi ==== 11,784 ΣΣΣΣMGi= 28,12

ΣΣΣΣ MGi -A*l 1/2= -21,48
H= 8,11  
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Tabelle 8.3: Ermittlung der Stützlinie mit Berücksichtigung der stützenden Wirkung der Stichkappe: 
Tabellarische Zusammenfassung der wichtigsten Rechenschritte.  
Stichhöhe f1 = 2,64 m; Spannweite l = 8,64 m.  
Die Koordinaten des Auflagerpunktes in der Haupttonne sind grau hinterlegt. 

Q.-Nr. Winkel  Winkel G i x i Gi*xi ΣΣΣΣGi ΣΣΣΣGi/ΗΗΗΗ xi´ ∆∆∆∆xi´=x i-xi-1 y i ́ r i 
[°]  [rad] [kN] [m] [kNm] [kN] [-] [m] [m] [m] [m] 

1 0 0,000 0,88 0,20 0,17 0,00 0,00 0,00 0,00 4,61 4,61 
2 5 0,087 0,88 0,60 0,52 0,88 0,10 0,20 0,20 4,61 4,61 
3 10 0,175 0,88 0,99 0,87 1,75 0,20 0,60 0,40 4,57 4,61 
4 15 0,262 0,88 1,38 1,20 2,63 0,30 0,99 0,39 4,49 4,60 
5 20 0,349 0,88 1,75 1,53 3,50 0,41 1,38 0,39 4,37 4,58 
6 25 0,436 0,88 2,11 1,85 4,38 0,51 1,75 0,38 4,22 4,57 
7 30 0,524 0,88 2,46 2,15 5,26 0,61 2,11 0,36 4,04 4,56 
8 35 0,611 0,88 2,78 2,44 6,13 0,71 2,46 0,35 3,83 4,55 
9 40 0,698 0,88 3,09 2,71 7,01 0,81 2,78 0,33 3,59 4,55 

10 45 0,785 0,88 3,37 2,95 7,88 0,91 3,09 0,31 3,35 4,56 
11 50 0,873 1,03 3,65 3,75 8,76 1,01 3,37 0,28 3,09 4,57 
12 55 0,960 1,01 3,89 3,94 9,79 1,13 3,65 0,28 2,81 4,60 
13 60 1,047 0,98 4,10 4,03 10,80 1,25 3,89 0,24 2,54 4,64 
14 65 1,134 0,98 4,29 4,19 11,78 1,36 4,10 0,21 2,27 4,69 
15 0 0 12,76 1,48 4,29 0,19 2,02 4,74 

4,32 0,03 1,97 4,75 
ΣΣΣΣ Gi ==== 12,760 ΣΣΣΣ M Gi = 32,31

ΣΣΣΣ M Gi -A*l 1 /2= -22,81
H= 8,64  
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Bild 8.25: Halber Querschnitt der gemauerten Tonnengewölbe der St. Jakob-Kirche in Willing im 
gewählten Koordinatensystem. Verlauf der Stützlinien ohne (Punkt-Strichlinie – rot) 
und mit (durchgehende Linie – blau) Berücksichtigung der stützenden Wirkung der 
Stichkappe. 
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